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MEMOIRE REÇU 

analyse de correspondances sur la sphère 

par M. Voile (1) 

Le but de M. Voile est d'analyser un tableau rectangulaire de don
nées concrètes en le comparant à un tableau modèle, ou tableau de réfé
rence. Les calculs de M. Voile sont faits en représentant une mesure 
fj = {f.j| i e 1} ; £f. = 1/ par le point de coordonnées {f1/2}, point qui 

est sur la sphère de rayon 1 ; d'où le titre du mémoire. Mais quant aux 
idées, l'on peut reprendre les propositions de M. Voile en s'écartant le 
moins possible du cadre usuel de l'analyse des correspondances ; i.e.sans 

le changement f -•f1/2 et d'autres analogues. C'est ce que nous ferons 
ici. 1 

7 Rflppe.1 Aux, la décomposition d'un tzn&zafi : Notons suivant l'usage re
çu en analyse des correspondances : 

R espace des fonctions sur un ensemble fini I. 

R espace des mesures sur I, 

fT mesure positive de référence sur I ayant masse totale 1 ; 

et de même, pour un autre ensemble J ; espace R , R_ et mesure de 
référence fT. J 

On a entre mesures e t fonc t ions^ le s isomorphismes canoniques : 

u1 e R1 - (uf ) I - { u 1 ^ | i e 1} e RI ; 

MJCRJ + (p/f)1 MWj/ f jJ i e lU R1 ; 

(uf)̂ . est la mesure ayant pour densité u , relativement à f ; (y / f )1 e s t l a den

s i t é de la mesure y re lat ivement à f . Ces isomorphismes sont des i s o -
I ï 2 

morphismes de s tructure euc l id ienne s i R e s t muni de la norme II u II = 
E { f i ( u 1 ) 2 | i e 1} e t RZ de la norme du X

2 : HVjll2 = E{ ( p i ) 2 / f i | i e 1} ; a-
lors une mesure e t sa d e n s i t é ont même norme. En u t i l i s a n t pour coordon
nées d'une mesure y_ l e s nombres y. f"}/2~ y<i> e t pour coordonnées d'une 
fonction u l e s nombres u<i> = u f1?2 ; on a pour une mesure e t sa den
s i t é l e s mêmes coordonnées e t l a norme au carré s ' é c r i t comme somme des 
carrés de ce l l e s -c i : llv^ll2 = E { y < i > 2 | i e l } ; Il u1!!2 = £{u<i>21 i e 1 } . ( I l 
faut bien prendre garde que u<i> n ' e s t pas l a valeur en i de l a fonction 
u : c e t t e valeur e s t notée u 1 ; e t c ' e s t pourquoi on a préféré l ' é c r i r e 
u<i> p lutôt que u(i)) . Ces coordonnées u<i> e t y<i> sont couramment ut i l i 
sées dans les calculs. En revanche dans les résultats définitifs on leur préfère l e s 
valeurs et masses u , y. , qui d'une part sont directement i n t e r p r é t a b l e s ; 

(1) Administrateur de l'I.N. S.E.E. 
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d'autre part permettent de ne pas perdre de vue que le choix d'une for
mule de distance (avec des coefficients non tous égaux à 1) est une éta
pe essentielle de l'analyse des données. 

Ceci posé tout tableau h = {h. .|i e I ; j e J} , considéré comme une 

mesure sur IxJ admet une décomposition canonique, (cf e.g. [Red Tens.] 
TII B n° 6) qu'on écrit : 

h.. = f.f. E{«pi^j X1'2 | a = l...} 

ici les *> (et de même v? ) sont des fonctions normalisées deux à deux 
a i i 

orthogonales : i.e. £{<p Vft f.|iel} = 6 ft ; il importe de noter qu'en gé-_ _ ex p X u p 

nêral les «p (ou *p ) n'ont pas moyenne nulle ; et que par conséquent 

"norme ll̂ll̂  =1", n'implique pas "variance 1". Les <p sont caractérisées 

par une équation aux vecteurs propres : 

pour comprendre ces formules il suffit de se souvenir que l°)la contrac

tion ne peut s'effectuer qu'entre un indice haut et un indice bas (cequi 

correspond à la dualité entre R et R ) ; 2°) que la division par f. (ou 

f.) élève l'indice j (ou i) ; i.e. fait passer d'une mesure (indice bas) 

à sa fonction densité (indice haut) . On peut encore recourir aux coordon

nées orthonormées H> <i> et h<i,j> = h. . (f. f . )~1/2 ; on a alors : 

Z{*p<i> h<i,j> h<i',j> | i el, je J} = X V <i'>. 

Pour les facteurs <p on a de même, l'équation : 

^ c ? hij(1/fi> hij> U/*.,.>|i«I» 3€J} = A a ^ ' 

Avec entre les y , ̂  de même rang les formules de transition : 

E{*« h i j / f j i i e I } - * > « ? 

^ l h-./f. n « i } - « 2 ^ 

qu'on peut récrire en *p< > et h<,> : 

£{*a<i> h<i,j>|ie 1} = X̂
2 ^a<j> ; 

Z{*a<î> h<i,j>|j e J} =» X̂ '2 «pa<i> . 

De tous ces calculs M. Voile donne une interprétation en terme de 

nuages et d'axes principaux d'inertie. Faisons-le par exemple pour les *p . 

Notons h_? = {h. ./f . |i e 1} , h -1 e R : il importe de noter que dans le cas 

général où nous sommes, h-j? n'a pas en général masse totale 1, et n'est 

pas une mesure positive. Dans R_ muni de la métrique du x2 de centre f , 

les h-3 constituent un nuage : on peut attribuer à chaque h^ la masse 

f . , et considérer la matrice d'inertie relativement à l'origine : 

aii' = Z{hi hi' f j ! j € J } 

= l{hL. (l/fj)hi,.|j€ J}; 

et l'on voit que l'équation des facteurs est l'équation usuelle : 
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H{<p L a . . , / f . , l i e 1} = X «p1 ' 
a i i ' i " a a 

2 Analyse. dzs coKKz&pondanczs zt vailanczs connue.* : Dans le cas de l'a

nalyse des correspondances, le tableau h__ est un tableau fTT de nom-

bres positifs dont le total est 1 : de plus ce tableau fournit par ses 

marges les métriques f_ et f T de RT et RT. Le premier facteur souvent no-
j -r J. J J. J 

té ipo , ip (rang a= zéro) et appelé facteur trivial est la fonction 

constante 1 ; et va avec la valeur propre X = 1. La formule de décompo

sition canonique de fTT , n'est autre que ce qu'on appelle communément: 
±u 

formule de reconstitution des données en fonction des facteurs : 

f.. = f.f.d + E ^ 1 ^ ^ |a-l.. .» 
ayant séparé le terme a = 0 relatif au facteur trivial 1, on peut donc 
écrire : 

< £ i j - f ± V - fifj(E{*a*aJ *ial«-l...-». 
Ainsi on voit que l'analyse des correspondances est à la fois une décom

position canonique de fTT ; et une décomposition canonique de 
lu 

hu = fu " fifj-

E. Yagolnitzer, dans son analyse comparative de deux correspondan

ces sur IxJ f;T' et f̂-r t construit un tableau en quatre blocs et a-

boutit à analyser outre le tableau moyenne (ce qui est une analyse de 

correspondance usuelle) le tableau différence f̂-r ~ f-i-r ; dont l'ana-

lyse est une décomposition canonique (au sens du § 1) avec des poids f., 

f. qui sont fournis par les marges du tableau moyenne (cf Cahiers Vol. 

II n° 3, pp 251-264) . 

Dans l'analyse d'un tableau symétrique (cf [Cor. Sym.] TII B n° 9 ; 
et Cahiers Vol. III n° 2, pp 219-234) ; on utilise essentiellement la re
marque suivante : l'analyse canonique d'un tableau symétrique f__ ou de 

I toute combinaison linéaire entre f , fyfy et f <5 (tableau diagonal 

ayant pour éléments diagonaux les f.) conduit aux mêmes facteurs norma-
I 1 

lises <p ; les valeurs propres et avec elles le rang relatif des facteurs 
changeant seuls. 
3 La proposition dz M. \}ollz : On trouve dans le mémoire de M. Voile , 
les résultats que nous avons repris au § 1, (àl'usage près des coordon
nées sphériques) : définition des facteurs ; interprétation de ceux - ci 
par construction des nuages tf(I) et N(J) ; formule de transition et de 
décomposition (ou reconstitution canonique). Quant aux applications, M. 
Voile propose d'effectuer la décomposition canonique de la différence hy_ 

c r * 
entre les données concrètes f__ et un modèle de référence f__ : 

c r hTT = fTT - fTT ; les f. et les f. pouvant être tirés soit du modèle soit u u u i •} 
des données ; (éventuellement, f__ et fTT ont mêmes marges) .Pour M. Voile 

l'analyse de correspondance usuelle utilise systématiquement comme modèle de référen

ce f f = f̂  , la loi produit des marges du tableau concret : or par-IJ 
es 

justifiable. (C'est le cas en particulier selon M. Voile pour les tableaux 

fois l'écart est si grand entre f__ et fTf, que les comparer semble in-
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d'échange inter-industriels (TEI) dont la diagonale est indéfinie : pour 

de telles données, M. V. envisage de prendre un f̂  (les T.E.I. sont en 

effet des tableaux carrés) diagonal avec des f3?". proportionnels aux f . 

et de poids tendant vers l'». 

Selon-nous, les formules de M. Voile sont intéressantes ; et ses sug

gestions méritent d'être suivies d'expériences. Toutefois les remarques 

faites au § 2 limitent la portée de ses critiques sur la comparaison en

tre fIJ et f-j-fj : en réalité , on peut aussi bien dire que l'on décompo

se fIJ - fI fj ou f lui-même (sans référence à aucun modèle d'indépen

dance ou autre) ; dans le cas des tableaux symétriques on peut même sous

traire de fIJ n'importe quelle combinaison linéaire du modèle d'indépen

dance et du modèle diagonal, sans changer rien aux facteurs. A une ré

serve près, certes importante : l'ordre des facteurs est modifié,ce qui 

dans l'interprétation est essentiel. Quant aux T.E.I. il nous paraît que 

ce sont des données artificielles dont une méthode d'analyse si heureu

se soit-elle ne tirera que des structures qui se ressentent des hypothè

ses économiques ayant présidé â la construction des tableaux. Mais c'est 

là une question qui demanderait de grands développements et sur laquel

le nous nous réservons de revenir après qu'on aura de multiples maniè

res, tenté d'analyser les T.E.I. . 


