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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. II - 1977 - n° 1 - p. 55-71 

SUR L'ANALYSE DES TABLEAUX BINAIRES 

ASSOCIÉS A UNE CORRESPONDANCE MULTIPLE 

[BIN. MULT.] 

par J. P. Benzécri (]) 

Par tableau multiple de nombres, on désigne oonmunément la donnée d'une fonction 
numérique sur un produit fini d'ensembles finis. Sur un produit de deux ensembles 
seulement, on a le tableau rectangulaire, dit encore tableau binaire. On sait que 
l'analyse des correspondances extrait de façon ordonnée l'information contenue dans 
un tableau binaire de nombres positifs. Au delà du cas binaire, les tableaux multi
ples, ou tableaux n-aires (ternaires, quaternaires, etc.), se prêtent à divers trai
tements, dont aucun toutefois ne semble en épuiser l'analyse. L'objet de la présente 
note est d'exposer pour ces tableaux une nouvelle méthode découverte par L. Lebart à 
partir de cette remarque qu'à un questionnaire à Q questions mis sous forme disjonc-
tive complète sont associés à la fois un tableau brut, qui est un tableau Q-aire, 
et un tableau binaire qui.en est la traduction. La même règle de traduction donne à 
partir de tout tableau multiple un tableau de correspondance binaire dont l'analyse 
fournit des facteurs susceptibles de diverses interprétations qu'après L. Lebart nous 
exposerons ci-dessous. 

7. Vofimz dLUjonctive. complète. oX produit jX.vU. tf'ana&mfclê  j4.ru.* : 

Soit {J |q e Q} une famille finie d'ensembles finis J , indicée par q e Q. 
On note : q q 

u (J | q c Q> • J ; n{Jq|qe Q} = I. 

Si certains des ensembles J coïncident entre eux, ou seulement s'ils ont des 

éléments en commun, il convient de préciser que J est une union disjointe où les en
sembles J se retrouvent juxtaposés sans intersection chaque élément étant pris dans 

J autant de fois qu'il figure dans des ensembles J distincts. (De façon précise il 

convient de dire qu'on a des applications injectives t ̂  de J dans J ; et que les 

i ,q(J ) constituent une partition de J ; toutefois cette écriture ne sera que peu 

employée dans la suite). 

Soit j £ J : on note q(j) l'indice q de celui des J (ou des t q(J )) auquel 

appartient j. On a donc : j e JQ/JX « Soit i e I : i est une suite, indicée par q , 

d'éléments des divers J ; on écrit i(q) la q-ëme coordonnée de i ; on a donc : 

i = {i(qï | q e Q) ; V q e Q : i(q) e J . 

Au produit fini I est associé un tableau logique, ou tableau booléen, rectangu
laire ̂ n , défini comme suit : 

X(i'j> =5i(q(j))j ' 

en d'autres termes M i , j ) - 1 s i j es t l 'une des coordonnées (dont l e rang e s t donc 
q(j)) de i ; e t sinon M i , j ) = 0. Voici par exemple le tableau X correspondant au 
(1) Professeur, Laboratoire de Statistique, Université Pierre et Marie 

Curie, Paris. 

http://j4.ru.*
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cas particulier suivant : 

Q = ( 1 , 2 , 3 } JX = { 1 , 2 , 3 } ={1,2} J 3 = { 1 , 2 , 3 , 4 } ; 

dans la figure 1, on a disposé les lignes i dans l'ordre lexioographique des trois 
indices i(l), i(2), i(3) (i.e. d'abord les 
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i tels que i(l) = 1, puis ceux tels que 
i(l) =2...; et parmi les i tels que i(1)=1 
d'abord ceux tels que i(2) = 1 etc. On a 
mis un blanc pour zéro. 

On voit que toute ligne i a un poids 
total- X(i) = CardQ ; tandis que le poids 
de la colonne j est : 

À(j)=Iï{CardJq|q e Q ; q ^q(j)}. 

Supposons maintenant, pour fixer les 
idées sur une situation bien connue, que Q 
est Itensemble des questions d'un question
naire clos, J étant l'ensemble des seules 

attitudes possibles en face de la question 
q (réponses explicites, ou nonrréponses). 

Soit S un ensemble de sujets auxquels 
est soumis le questionnaire. Notons p(s;q) 
l'élément de l'ensemble J qui est la ré
ponse du sujet s à la question q ; le sys
tème des réponses fournies par le sujet s 
est un élément p(s) du produit fini I : 

P(s;q) e Jg; {p(s,q) |qeQ} = p(s) e I. 

Aussi bien que par l'application p 
de S dans I, l'ensemble des réponses 

fournies par tous les sujets à toutes les 
questions peut être donné par un tableau 
de description logique k' : 

V se S, Vje J : k'(s, j) 
•«pCiqtj»3^0'11-

la ligne s du tableau k' T , n'est autre que la ligne i = p(s) du tableau XT, . 

De par le principe d'équivalence distributionnelle, il est possible de grouper les 
lignes du tableau k'gj identiques entre elles, d'additionner en une seule ligne les 
lignes des sujets s ayant fourni un même système de réponse p(s). Ainsi on passe du 
tableau k' à un tableau k' ainsi défini 

k(i) =Card{s|seS ; p(s) =i} : k'(i, j) =k(i) x X(i, j) ; 

La ligne i du tableau k'jj , n'est autre que la somme des k(i) lignes identiques 

qui dans k ' ^ portent les réponses des sujets s pour lesquels p(s) =i ; éventuelle

ment, pour certains i,k(i) =0. L'analyse factorielle du tableau k' fournit les mê^ 

mes résultats que celle du tableau k' : valeurs propres X et facteurs \p coïnci

dent ; et les facteurs sur I et S s'identifient suivant la loi : <£ (p(s)) = \p (s). 

La fonction à valeurs entières kT = {k(i) |i e l},peut être considérée comme un 

tableau de contingence sur l'ensemble I produit des CardQ ensembles J ; donc comme 

un tableau multiple. Le tableau rectangulaire k* contient évidemment la même 
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information que k : car k' est construit en multipliant les lignes de XJJ (tableau 

logique qui décrit seulement la structure produit de I) par les valeurs k(i), valeurs 
qui se retrouvent dans la loi marginale de k' : 

V ici : k^(i) = I{k'<i,j) | j e J} =CardQkJ(i). 

(c'est pour éviter de confondre la donnée k (i) et la loi marginale k' (i) qu'on fait 

ici usage de l'indice prime). Donc, analyser le tableau rectangulaire k' , c'est 

analyser le tableau multiple k . Mais on doit prendre garde que pour appliquer à k' 

la formule de reconstitution des données à partir des facteurs, il faut, outre ceux-
ci, connaître la loi marginale kf (ou k ) : ainsi, pour la reconstitution des 
données, les facteurs ne servent""à rien puisque toutes les données elles-mêmes (les 
k(i)) interviennent dans la formule! Cette remarque ne signifie pas que l'analyse 
d'un tableau mis sous forme disjonctive complète n'apporte rien que d'illusoire : la 
pratique quotidienne nous convainc du contraire! Mais elle nous avertit que l'analyse 
d'un tableau rectangulaire tel que k' n'épuise pas'la structure du tableau multiple 

k . De façon précise on verra au § 2 que les facteurs mêmes issus de k' sont complè
tement déterminés par les lois marginales rectangulaires du tableau k : ils ne ren
dent donc aucun compte de ce qu'on peut appeler les interrelations d'ordre supérieur 
ou égal à 3 entre les ensembles J . 

q 

2 . JgyMipoàltion de* lol& maKgi.wxX.QM ie.c£angulcuA2A ; l e tableau de. C. BUA£ : 

Soi t K une part ie de Q ; 3^ =Iï{J |q e K} ; on note un élément de 1^ comme : 

ijç = {iR(q) |qe K}. Le tableau k ^ , tableau projeté de k sur I , d i t encore tableau 

marginal, e s t déf in i par : 

V i ^ c ^ : k K ( i K ) = ^ ( 1 ) | i £ l ; V q e K : i (q) = i ^ q ) } 

En particulier, dans l'exemple considéré, on a pour tout q dans Q un tableau 
marginal kT qui, récapitule les réponses à la question q : 

jq 

K j e J : k (j) = Card{s|se S ; p(s;q) = j} ; 

et pour tout couple de questions q,q' on a le tableau des réponses conjointes : 

') =Card{s|se S ;p(s;q)=j ; p(s;q') 

= Z{k(i)|iel ; iCq) = j ; i(q') = j'} 

Par juxtaposition de tous ces tableaux rectangulaires on a le tableau carré 
k'__ défini ci-dessous : 

^ j , j' eJ : k'jjfj^') = Card{s|seS ; p(s;q(j)) = j ; p(s;q(j')) = j'} 

= I{k(i)|i£l ; i(q(j)) = j ; i(q(j')) = j'}; 

L. Dsbart propose d'appeler ce tableau : tableau de Burt, en hommage à un sta
tisticien qui l'a considéré avant nous. On notera que dans ce tableau les blocs dia
gonaux J qxJ q n'ont d'éléments non-nuls que sur la diagonale (car nul sujet s ne 
peut à la même question q répondre à la fois j et j' ^ j) et que k'J(J(j,j) =k (j). 

[Disons en bref que C. Burt construit le tableau k'3J et propose d'appeler fac

teurs les vecteurs propres de la matrice S T T de terme général S. . ,=k' . .. (k* k' T**3-
j JJ jj jj j'j 

il obtient ainsi des facteurs f qui ne diffèrent des facteurs «£ J issus de 
(*) Sur l'analyse des tableaux de correspondances, carrés ou rectangulaires, cons

truits par juxtaposition de tableaux de contingence, cf. me A. Leclerc 
(A. Brunet). Note INSERM. Bureau des études n° 151 ; (1971). 

v Je Jqf
 v V e Jq. =

 k
J q x J qi <3' j') = Card{s|seS ;p(s;q) = j ; p(s;q') = j'} 

http://maKgi.wxX.QM
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i i m 

l'analyse de correspondance, que par la transformation : \jr = <pJ (kï.) ; différence 
J 

essentielle toutefois, puisque le facteur trivial constant et égal à 1, ̂  devient 

une fonction i/>2 = (k'. .)172 ; et que le principe d'équivalence distributionnelle n'est 

plus satisfait]. 

sus de k' ou k' . Pour cela donnons de k' une nouvelle définition en fonction de 
ksj o u k L r 

Rappelons maintenant comment les facteurs issus de k' coïncident avec ceux is-

. ou k' . Pour cela donnons de k' une nouvelle défi 

r* 

k}j(j, j') = Card{s|s e S ; k' (s, j) = k' (s,j') = 1} 

= E{k»(s,j) k'(s,j') | s € S} 

= S{k'(i,j) k'(i,j')A(i)l i£l) ; 

puis, afin de retrouver la définition des facteurs substituons aux divers tableaux de 
contingence les lois de probabilité p' , p' , p' qui leur sont proportionnelles : 

Psj = Ôp(s;q(j)) J / ( C a r d S x C a r d Q ) ? pi = p ,i ^k(i)/CardS ; 

p ^ = k(i) 6 i ( q ( j ) )
J/CCardSx CardQ) = P± X(i,j)/CardQ 

p'j, =E{k'(s,j) k'(s,j')| s e S}/((Card Q)2Card S) 

= Up'^ p[y/9[ | iel} = I{pi X(i,j) X(i,j')/(CardQ)
2 | i e 1} ; 

(ici pj , loi marginale de p^. ou de p ^ coïncide avec p x loi sur l'ensemble produit 

définie par k ; mais on conserve l'indice prime pour distinguer entre PTaj i t loi 
marginale rectangulaire de p 1 , et PjaJai sous-tableau de p' ; en effet PJaJai ra pour 

masse totale 1, tandis que chacun des (CardQ) blocs de p' a pour masse 1/(CardQ) ; 

de même p, , loi marginale de p est à distinguer de p' , sous-tableau issu de p' 

loi marginale de pL_ : p_ a pour masse totale 1, tandis que chacun des p' a pour mas

se 1/Card Q ; voir figure 2). 

Dans ces formules, on voit que p^j- et p^j sont complètement déterminés à partir 

de la loi multiple Pj et du tableau logique X^j associé au produit J. C'est pourquoi, 

comme nous l'avons annoncé d'abord les constructions introduites ici à partir d'un 
questionnaire et d'un ensemble S de sujets valent pour toute loi p T donnée sur un 

produit I (ou plus généralement pour tout tableau k de nombres positifs ; lequel di

visé par sa masse totale, donne une loi p ). Aux réserves près formulées à la fin du 

§ 1, on a dans l'analyse du tableau binaire p' une méthode-d'analyse pour toute cor

respondance multiple p . 

I^s équations des facteurs s'écrivent par les calculs de transition usuels, (cf 

[Dis. x 2 Corr.] T U B n° 5) . 

p J = {P j1 I i e lf j e J } ; P j1 = pîj / pi 

p f = {"p̂  | i€ I, j e J} ; p'.j = p^/p'j 

P ' 7
J = ip\î\ J c J , j ' e J } ; p ' . ? = p ' / p ' - j l f j H J c u ' J t u J ' fji ^jj '^j 

près ce t te dernière formule que l 'on a On vo i t d 'après ce t te dernière formule que l 'on a : p ' = p ' © p» J
 f car 

P'J = ^ ¾ Pi j ./(P^ P[) I i € 1} = E{p^ ,1 p ^ i e 1} . 
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L'identité des facteurs issus de p^j et de p ' ^ est maintenant claire. En effet 

soit ̂  un facteur issu de p ^ relatif à la valeur propre X' : on a par définition 

^ est donc facteur de p^j relatif à la valeur propre X'2 car : 

*>,J • P;J o plJ = (X' )2*»J. 

et on a ainsi tous les facteurs issus de p' puisque les facteurs issus de p' (en y 

comprenant éventuellement ceux relatifs à X = 0) forment sur J un système complet de 
fonctions orthonormées. 

2' NOTE : Analyse du tableau de Burt, et analyse du tableau rectangulaire : 

Si on applique au tableau de contingence p^j un programme usuel d'analyse de cor
respondance on aura sur les listes les valeurs propres A' = (X1 ) 2 et le facteur 
.J a a F a 

V je J : F,J(j) = X' <p,J( j) , 

L'analyse factorielle du tableau p' conduirait à des triples (F'1, G,J, X ' ) ou'il 
•W a ' a ' a M 

est facile de calculer en fonction des résultats figurant sur les listes issues de 
P^J : 

X' = A'"2; G'J(j) =X'-y3 F'J(j) ; 

oc- a a J a a J 

F i I ( i ï = ^ P j 1 G; J«> X;"I/2 lj * J}»*;" CardQ"1 ̂ '/(ifq)) |q e Q}. 

Quand dans la suite nous traiterons des facteurs issus du tableau p' , il s'agi-

ra toujours des facteurs de variance 1, v' , qui sont les mêmes pour p' et p' ; 
01 T T T ^ U 

mais par valeur propre nous entendrons A' telle que : *' p', = X' <p,lJ ; ainsi, nous 
Ot CL J Ct CL 

éviterons d'écrire en maintes places l'exposant fractionnaire 1/2 ou -1/2 . 
Il importe toutefois de noter que du point de vue de l'interprétation on doit se 

référer aux valeurs propres A^ (données par l'analyse du tableau carré de Burt cf supra) , 
plutôt qu'aux X^ (issues de l'analyse du tableau rectangulaire p' ) . En particulier les 
pourcentages d'inertie significatifs ne sont pas les T • = X' / (SX' ) mais les 

Ct Ot p 1/2 
Tâ = A c / (Z A B ) * CcmvB la suite des Aâ décroît plus vite que celle des X' =A' , les 
pourcentages TV ,calculés sur le tableau de Burt sont supérieurs aux T' , calculés 
sur le tableau rectangulaire p ^ ; la considération des T' donnerait une sous-estima-
mation systématique de l'.jjrportance relative des facteurs interprétés ; donc une ap
préciation pessimiste de la qualité de l'analyse. 

Reste à justifier notre préférence pour les A^ ! Nous le ferons par référence au 
cas limite des correspondances continues.. Dans beaucoup d'études pratiques en effet, 
le nombre de modalités des réponses à une question q résulte d'un choix arbitraire 
soit dans la manière dont les questions ont été posées soit souvent dans le codage 
sous forme disjonctive complète des données effectivement recueillies (sur ce codage, 
cf dans ce cahier l'article de B. Ghermani et C. & M.îtoux , pp.115-118 ; le § 3.7.3 
du texte Histoire, 5° partie, pp 30 - 31 ; et de nombreux exemples d'application)". Il 
est clair qu'au lieu de demander à un sujet s'il approuve tout à fait,en partie ou 
nullement, telle thèse* on aurait pu lui demander s'il l'approuve absolument, en géné
ral, en partie ou nullement ; et a fortiori rien n'impose de considérer quatre moda
lités successives de la taille d'un pétale, plutôt que cinq ou six. Donc nous considé
rerons le cas modèle où les données de bases sont des grandeurs continues ; i.e. dans 
les notations posées au § 1, pour chaque question q, l'ensemble des réponses n'est 
pas un ensemble fini Jq ; mais un espace Y (par exemple un intervalle de la droite 
réelle) ; et la réponse p (s,q) de chaque sujet s est un point de cet espace : 
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p(s ,q) e Y ; p(s) e X = IT{Y | q e Q}, X général isant I . 
q q 

C*i peut maintenant reprendre les constructions faites ordinairement dans l'étu
de des correspondances continues (cf [Corr. Esp. ] TII B n° 7 ; et la thèse de 
J. Ch.. Naouri ,citée là) en les complétant pour l'étude des correspondances multiples 
(comme il est fait dans la thèse de I. H.Kamal). Il reste possible de construire un 
tableau de Burt, avec au lieu d'un ensemble J union des J , un espace Y union des Y . 

q q 
En pratique, à condition d'avoir un échantillon infini de sujets, il est avan

tageux de subdiviser chacun des Y en un ensemble J de cellules aussi fines que possi
ble t on aboutit alors, à la limite, à des facteurs arbitrairement proches de ceux 
que donnerait l'analyse fonctionnelle (espaces de Hilbert etc ; cf [Corr. Esp. ]) ap
pliquée au tableau de Burt continu (sur Yx Y). L'analyse du tableau de Burt passe 
bien à la limite, à la fois quant aux facteurs et quant aux valeurs propres. 

Qu'en est-il pour le tableau pj^? Il y a certes passage à la limite pour les 

facteurs (qui ne diffèrent pas essentiellement de ceux issus du tableau de Burt)- et 
les valeurs propres X ' (qui sont les racines carrées des A1 ) ; mais les taux T ' 

a a a 
tendent systématiquement vers zéro ! car la trace Z X' , qui comme on le démontre ci-
dessous (§ 3.2) vaut (CardJ/CardQ ) -1, tend vers l'infini quand s'affinent indéfi
niment les subdivisions J (Card J = Z Card J -»•«>). Le codage par classes infiniment 

^ q q 
fines entraîne l'existence d'une suite infinie de facteurs dont seuls les premiers 
sont interprétables, mais dont les derniers n'en cumulent pas moins une inertie infi
nie, si toutefois celle-ci est mesurée par Z X' ; d'où pour le quotient X '/trace 
une limite nulle. 

Nous conclurons donc que quant aux facteurs il est dans la pratique indifférent 
d'analyser le tableau de Burt, ou le tableau p^j : seule est modifiée l'échelle sur 

les axes. Mais les pourcentages d'inertie T' calculés sur p* sont dépourvus de sens 
ex J.J 

e t sous-est iment indûment l'importance des facteurs interprétables ; i l faut ca lculer 
l e s taux T' sur l e tableau de Burt (T' = A'/(ZAM). 

et oc Oc p 

3. Etude. doM &acte,usu d'apsiè.* le tableau de. BuAt : 
2 

A l'instar du tableau p^j , formé de (CardQ) blocs p' t juxtaposés, un 

facteur </?' issu de PJJ peut être considéré comme une suite de fonctions <p'Jq définies 

sur chacun des ensembles J . Et, puisque l'analyse d'une correspondance binaire p__ 
q - JJ j2 JlxJ2 

fournit des couples de facteurs (</? , «/? ) de moyenne nulle et de variance 1, on est 
conduit à chercher si le système {<p' q|q e Q}, qui provient au fond de la correspondan
ce multiple p-j. , donnée sur le produit des J , ne possède pas des propriétés analo
gues. Nous verrons en suivant L. Lebart, dans quelle mesure cette conjoncture se réa
lise. 

3.7 Le. nanç\ du tableau, de, BufiX : l'ensemble des lignes (ou des colonnes) du ta
bleau pîjj satisfait à des relations linéaires, conséquences faciles de la structure 

de blocs de pL_. On a : 

V q e Q : Z {p̂ ^ | j e Jq } = (Card Q) "
X p^ 

(où p^ n'est autre, on l'a dit, que la suite des p juxtaposés divisés par CardQ) ; 
soit un système de (CardQ-1) relations linéaires et homogènes indépendantes entre 
les colonnes. Le rang du tableau p' est donc au plus égal à CardJ- (CardQ-1) ; et 

la valeur propre zéro a une multiplicité au moins égale à CardQ-1. Ce fait, joint à 
l'existence du facteur trivial relatif à la valeur propre 1 explique que L. LEBART 
puisse réduire l'analyse du tableau pj. de dimension Card JxCard J, à la diagonalisa-

tion d'un tableau carré (Card J - Card Q) (Card J - Card Q) ; nous y reviendrons. 
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Les relations entre colonnes de pj. se retrouvent entre colonnes de p , J ; de 

P J = pJj/pj e t p ' j = Pj/CardQ/ il vient : 

V q e Q : Z{Pj pjj? | j e Jg} = p^ . 

Ce qui en termes géométriques s'exprime ainsi : dans le nuage J associé à la cor
respondance p^j , le sous-nuage Jq affecté du système des masses p» (ou, du système 
pJq q u i l u i e s t Proportionnel) a pour centre de gravité le centre même p' du nuage 
tout entier. On a donc pour tout facteur F' (coordonnée du nuage dans le système des 
axes principaux d'inertie) autre que le facteur trivial ": 

V q € Q : Z { P j F ; (j) | j £ Jg} = 0 = X; « P j ^ j ) ! jeJq}. 

1\jj = i^Q* 

t u 

x...... 

*& fc 

1¾¾ 

* J W f c 

^¾¾ 

ftiJs 

1¾¾ 

%h 
i i 
* i 

; ^-.(CMCùi 
*? 

+£ 

*ï 
*£ 
+d* 

tf 

f£ 

%? 
: ! ! 
: ! 

ffîoutiZ: la^ôUucÙMeckô/ûCâeLo SUeeutcb & S&ahi, eidu. -faiàaucfe Ôianùàon.Oéàoaéàcelui -Cù . 

Le facteur *£ J q (facteur de variance 1 restreint à J ) est lui-même centré (de 

moyenne nulle pour le système des poids Pj) à la condition que X^ soit non-nul: On 

trouve ainsi pour les systèmes de fonctions {^Jq|q£ Q l'une des propriétés des cou

ples de fonctions i*f, ^ 2 } qu'on extrait d'ordinaire d'une correspondance binaire. 

En revanche les ̂ J q ne sont pas en général de variance 1 ; excepté si CardQ =2, cas 

où l'analyse de p ^ fournit, on le verra au § 3.3, les mêmes facteurs que celle du 

tableau rectangulaire pT1 _. = pT. 

3-z StAacXaAe. de bloc du tableau de tAamÂjUovi p'j7 : à un coefficient CardQ-1 

près, les blocs p ^ q du tableau p'/ ne sont autres que les transitions pJf associées 

aux lois marginales rectangulaires p J q x J g, ; les blocs diagonaux étant les*matrices 

identité 5 j q . on voit donc que le tableau p'jJ a pour trace (somme des éléments diago

naux) CardJ/CardQ ; si on retranche la valeur propre 1 relative au facteur trivial 

il reste pour somme des autres valeurs propres (Card J/Card Q) - 1 . Plus précisément, on 

peut montrer, cf [Corr. Esp. ] TII B n° 7 § 5.8, que chaque réponse j avorte à F ini

tie du tableau p ^ ou p ^ une contribution ((1/CardQ) -p'. ) ; d'où il résulte que 

l'ensemble Jg des issues à une question q apporte une contribution totale 
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(CardJ -1)/CardQ ; d'où pour l'ensemble J tout entier la contribution globale 

(Card J/Card Q)-1, apparue ici comme trace de p' ). L'équation des facteurs 
J J J J <£' ° p'T = X" *>' peut s'écrire en distinguant les blocs de p'T et les segments suc-Ut \J Ut Ut ij 

cessif s <p * q d e </> ' : 

V qe Q : (CardQx X£- 1) <^ J q = Z{<^Jq' p J c^
q | q' e Q ; q' ? q} ; 

formule où on a pris garde que p'-J? = (CardQ) 6 q . 

On a dit plus haut que les facteurs non-triviaux £ sont centrés (i.e. de moyen

ne nulle) sur chacun des J . Les autres facteurs, au contraire, sont constants sur 
J chacun des J . On a d'une part le facteur trivial vl constant et égal à 1 sur J ; 

d'autre part le sous-espace propre, de dimension CardQ-1, relatif à la valeur propre 

zéro. On vérifie sur l'équation qu'un facteur <p' de ce sous-espace est défini par la 

donnée d'une fonction <£'y sur Q de moyenne nulle et variance 1 : 

*>,Q = {*>'q | qeQ} ; Z{«P,q | q e Q} =0 ;Z{ (*?'q) 2 | q e Q} = CardQ ; 

V je J : *>'J<j) = *>'qCj>. 

Ainsi l'espace R des fonctions sur J est scindé en deux sous-espaces orthogo
naux : 1 ' un, le sous-espace des fonctions constantes sur chacun des J ne contient que 

des facteurs triviaux ; l'autre, sous-espace IT des fonctionc centrées sur chacun des 
J , contient-les facteurs proprement dits. Imposer a priori la contrainte *pJe K* 

permettra, en faisant choix d'une base dans ïr, de mettre en oeuvre l'idée annoncée 
plus haut (cf § 3.5) : réduire l'analyse factorielle à la diagonalisation d'une ma
trice carrée (CardJ - Card Q ) (Card J - Card Q) . 

3.3 Ré,du&tLon du co& bX.wxÀJUL à. V'anaZy&e. de cohAeÂpondance. : considérons le cas 
particulier où CardQ -2 ; I=J.xJ 2. On a pour les- facteurs le système suivant : 

(2V-1) *>'J1 = # ' J 2 » p^ 1 

UX'-l).*"12 -*'01 o p£2 ; 
Tl J2 

Si donc (2X ' -1) est strictement positif, (<£' , <f* ) est un couole de fac
teurs associés issus du tableau rectangulaire pT1 T„ et relatif à la valeur propre 

2 Ji J i x J Z jo 
X = (2X ' - 1) ;; si (2X ' - 1) est négatif, (*>' , - <p' ) est un couple de facteurs 

2 
associés issus de pT1 T~ et relatif à la valeur propre X = (2X ' - 1) . Ainsi à un fac-

Jl J2 «JJ-XJ^ 
teur (v , *Pn ) issu de pT1 ,- et relatif à X correspondent pour p' deux facteurs 

a a JIXJZ ex JJ 

*'J et y? J : 
a+ a-

< p ' J
 : <p*J1 = <pJl

 ; <p'j2 = ^ J 2
 ; X- = (1+ (X )"V2 

a+ a+ a ' a+ a a+ a " 

^•J : *>'
J1 = ^ 1 . * ' J 2 = - ^ 2 ; X' = (1- (XJ*) /2 

a a- a a- a 

(<£' et <p'_ sont, comme d'usage, chacun déterminés au signe près). 

Appliquons-nous à dénombrer complètement les facteurs issus de p' . Supposons 

pour fixer les notations que Card J, < Card J-. De P J l x j 2
 sont issus Card J, facteurs ; 

parmi lesquels le facteur constant et égal à 1, 0̂ . Ces facteurs donnent 2 CardJ1 fac-
T J T -L 

teurs <£' et *p^_ issus de PV^- ; parmi ceux-ci, <P' est le facteur trivial constant 
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et égal à 1 ; tandis que ¥>'_ , qui vaut +1 sur Jl et -1 sur û"2 , est le facteur tri

vial relatif à X»_ = o associé selon les notations du & 3.2, à «p,Q = {i, - l}. Reste 

à trouver (CardûV, -CardJ,) facteurs issus de p' : ceux-ci nous sont fournis par 
z i J2 

les fonctions sur J9 orthogonales à tous les facteurs v ; i.e. par les fonctions 
J2 J2 Jl J 
<P telles que ̂  o p J 2 = O. A une telle fonction correspond sur J une fonction <p' 

Jl J2 J2 J 
définie par *fif = 0, *f' = *P ; on vérifie que v>' est un facteur issu de p' __ 
relatif à la valeur propre (1/2). 

3.4 Un au de. Kidac&Lon d'une. cotiKeApondance, multiple à une. cotuieApondance. 

binaÀJie, : Soit pT une correspondance ternaire : Q = { 1,2,3}. Supposons qu'il 

y ait indépendance entre J et J2 (autrement dit entre les questions 1 et 2) au sens 

suivant : PJlxJ2 ~
 pjixpJ2* ^-ors l'analyse du tableau de Burt Pj^r issu de pT équi

vaut à 1' analyse du tableau prV^j. issu d'une certaine loi binaire pr̂ . décrite ci-

dessous : Notons : 

Jl2 = Jx u J2 ; Ir = Jl2 x J3 ; J = Jx u J2 u J3 = Jl2 u J3 ; 

V j e Jx , V y e J3 : pr^fj^) = (1/2) PJlxJ3<J,y) ; 

V j e J2 , V y e J3-: pr^tj^) = (1/2) Pj2xj3<:î'Y> '> 

Autrement dit, le tableau pr est construit en superposant les deux lois margi

nales rectangulaires PJ1J3 et PJ2J3 *
 l e coefficient (1/2) étant nécessaire pour que 

pr. a i t masse totale 1 . Soit v ' - (*>' ; ^ ' ; *>' ) un facteur non-tr ivial ( i . e . 
I r 

ce sur d 

» J = (nui*31 . « ^ « J 2 . flefl»03 

centré sur chacun des J ) issu de p' relatif à X' ; alors prJ_ admet *pr% 

*r'u = (a*'U1 ;a*' u z ; 0 * 'UJ ) ; a = (4/3)^; 0 = (2/3)^ , 

pour facteur relatif à la valeur propre X r' : (2X r' -1) = Tm (3X1 -1). 

On peut en se guidant sur la figure 3, vérifier ce que nous venons d'annoncer. 
Ci^dessous, nous démontrerons un résultat plus général : ce nous sera un exercice 
dans l'emploi de notations descriptives complètes, exercice précieux pour la concep
tion des algorithmes. 

Soit K une partition de Q en C classes k à l'intérieur desquelles les questions 

soient deux à deux indépendantes c'est à dire que l'on ait, en notant k(q) la classe 
dans K d'un élément q de Q : 

Q = u {k e K} ; k 5* k' *> k n k' = 0 ; Card K = CR ; Card ̂  = (̂  ; 

V q, q' c Q : ((k(q) = k(q')) A (q ̂  q')) => pJqJgl = p J g pJgI . 

Alors sous l'une ou l'autre des deux conditions suivantes : 

1°) C^ = 2 ; 2°) Vk, k'e K : ¢^ = ^ , , 

l'analyse du tableau de Burt p'jj associé à pI équivaut à celle du tableau de Burt 

pr'jj associé à une loi réduite pr^ sur un produit de C ensembles J. . 

De façon précise notons : 
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V keK : Jk = u {JJq e k} ; ? = n{C^|k£K} = Card QR ; 

Q^ = n{k|k e K} ; qK = (qR(k) |k € K} e QR ; qR(k) € k 

^ = n{Jk|k e K} ; iR = {i^fk) |k £ K} e IR ; iR(k) c JR. 

Le tableau prIK est construit par juxtaposition des lois marginales d'ordre C^ 

de la loi p (lois projetées de pI sur un produit I „ de (^ des ensembles J appar

tenant chacun à une classe différente) : 

qR(iK) = {q(iK(k))|keK} e QR ; 

P „ / . v = projetée de pT sur n{J ,. ,. tt I k e K} : PqKd̂ ) = P r ê t é e de P j sur n{Jq(^ (k) ) 

tij -W 

\ 0 

Vjvtn 

^W ' 

frl'% 

O s 

^33-02-

fkxJJ 

^31*33 

o N 

^ ' , j =00 

\ 

\ 

0 

0 N ^ 
\ 

ï*wA 
fy»ji/1 

fab*1 

fjz&fi 

•0 
0 \ 

*W<*1 tji 1¾ » f*5 ^iA.j=^/a) f j<A * » / * t j 3 

f j = (1/3) 

\ 

\ 

h l ^ 

1*J3 

*. A * 1 

* J 3 

33 
\ 

A» J -Kr »f»^ 
\ 

*J3 fj3 

^ 

* * < * 

V 

j4nu^3.laàÙ^cÙMAt^oie.ùwcJ cm tàUeauxp! ^rTé£cw 
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Dans cette formule, le facteur U/t>) est introduit pour que pr_, ait masse tota-

le 1 : en effet, le produit 1^ est formé d'un ensemble, indicé par Q , de P blocs, 

car suivant chaque facteur J. se juxtaposent C, ensembles J (q e k ) . 

Comparons maintenant l'équation à laquelle satisfait un facteur <P' non trivial 
(i.e. de moyenne nulle sur chacun des J ) relatif à X', issu de p' à l'équation 

d'un facteur non trivial <fr' issu de pr'TT (tableau de Burt issu de prTT.) et relatif 
JJ J.K 

à X r' . Chacun de ces facteurs est une juxtaposition de segments successifs fonctions 
définies sur les J (ou les J. qui sont des sommes de J J , ce que nous noterons comme 

" q j 

une somme directe ; (si Q était infini, il serait juste de distinguer entre R , espa

ce de fonctions, qui est un produit direct de R q et R, espace de mesure qui est une 

somme directe des R_ ; mais ici, il est possible sans risque d'erreur, de n'user que 

du seul signe © de la somme directe) : 
<P »

J = ©rtfl.
J<3 {*'Jq|q€Q} ; *>r'J = ©{* ' ̂ | k e K} 

Vr'1* = ©fe?r'Jq Iqek}. 

Les composantes de <£' satisfont au système s-iivant : 

V q e Q : <C QX'-1) *•* = ifr'*? pJql
Jq|q' e Q ; q' * q} ; 

V q € Q : <CQ X'-l) *>'
J<* = 1{1{^J^ pJgl

Jc3 | q» e k ' } | k'e K ; k' ̂  k(qî} ; 

Dans le dernier système on a supprimé les termes <p' q p t
 q , pour q'e k(q), 

parce que ces termes sont nuls pour un facteur non trivial : en effet, q et q' étant 
indépendants on a : 

V j e Jq , V j" c Jq' : PJqJq,(j,j') = PJq(j) PJq,(j') ; 

Pjq,
jq(j',j) =PJqJq.(J^')/pJq(n) 

= Pjq'«') ; 

ce qu'on peut écrire : p , q = p_ , « 1 q (où 1 q est la fonction constante 1 sur 
T I T " H T I 

Jq) ; et <p' q Pj , q est nul parce que </>f q est de moyenne nulle. 

Les composantes de *pr% satisfont au système suivant : 

V k € K : (C^ Xr» -1) * r , J k = E ^ r ' ^ ' p r ^ . ^ |k' e K ; k' ̂  k} ; 
V q e Q : (CR X r' - 1) *r'

J q = E{E^r'Jq'prJqI
Jq |q' e k'} | k' e K ; k' ? k(q)} ; 

Dans le dernier système on a tenu compte de la structure de bloc des transitions 
prJk» - On a : 

prJ^Jk' = e ^ ^ ^ ' ' " ^ J q j q ' l q e k ' ^ e k , } ? • 

prok . - f f i { ( c k > " l p j q l * e k } ' 

^Jk'^ - e "«Tc-'rS^lqek, q'ek'}- { prJqf
q |q' c k', q e k} ; 

formules où p r ^ et P ^ ^ , désignent respectivement les lois marginales simples et 

rectangulaires de la loi produit pr . Une fois calculés les blocs pr_ ,Jq des pr_, ̂ , 
le système devient : " 

V q e Q : (CR Ar'-l) *r'
 Jq = l{l{ (C^ ( q l })~ W

J q ' p J q .
 Jq|q' e k'} |k'£ K;k V k ( q ) }. 
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On peut maintenant tenter d'identifier les fonctions <̂ r' et v* d'après les 

systèmes auxquels elles satisfont, en supposant que sur chacun des J , tf>r' et v' 
K 

sont proportionnelles, i.e. qu'on a un système de nombres {&. |ke K} et que : 

V q e Q : *>r'Jq = 0 k ( q )*
, a q. Il vient : 

V k , k'eK: (k' ̂ k J ^ C ^ X r ' - l ï / ^ X » - ! ) =^,/(^, 

Si ( 3 < C-J, il résulte de ce système que : 

V k e K :-0k(CKXr'-l)/CCQX'-i) = 0 ^ 

Le système ne peut donc être satisfait que si tous les C, sont égaux entre eux 
(2° condition ci-dessus), donc égaux à C-/CL ; et il l'est en effet en choisissant 
Xr' d'après l'équation : u * 

(C^Xr'-D/tCQX'-i) = ^ / ^ . 

et prenant tous les 0. égaux à 1 : v?f' coïncide alors avec v>' . 

Si ¢^ = 2, k = {1,2}, le système peut être satisfait quels que soient C. et C2 

en posant : 

(2 Xr'-l) = (CQ X'-D/fC^ C ^ ; /?k= UC^/CQ)" 2 ; 

dans ces formules, 0 X et $2, qui doivent être proportionnels respectivement à C^2 et 

CÎ£* , ont été normalisés afin que </>r*J = (0 <p , J 1©0 2^
, J 2) ait pour variance 1. 

On notera qu'outre les facteurs venus des facteurs non triviaux de p' TT, pr' __ 
JJ JJ 

possède des facteurs qui sont constants sur chacun des J . Ce sont : 

a) le facteur constant 1, relatif à la valeur propre 1 

b) les CL - 1 facteurs relatifs à la valeur propre O, définis par une fonction 
K J K 

<P de moyenne nulle sur K : V j e J. : y r' ( j) = ̂  (k). 

c) Cjç groupes, chacun de C k ~ 1 facteurs, relatifs à la valeur propre 1/CLç, et 

définis chacun par une fonction *p de moyenne nulle sur l'une des classes k : 
V q e k, V j e Jq : *>r'

J(j) = *>k(q) ; V j e J - JR : *>r
,J(j) = 0. 

Il va sans dire que le cas d'une correspondance ternaire, signalé au début du 
§ 3.4 d'après L. Lebart, est celui où : K = {1,2}; C. = 2 ; C, = 1. 

3.5 AnatLfAe. pan. dAagonatUatlon d'une. matAlce de. nang [CaAdJ- CandO) : 

La transition p'j définit un endomorphisme de l'espace vectoriel RJ des fonc

tions sur J. A la recherche des facteurs, seule importe la restriction de cet endo

morphisme au sous-espace HT des fonctions sur J qui ont moyenne nulle sur chacun des 

J . Pour étudier cette restriction, on fait choix dans H*1, muni de la norme associée 

à la loi p'j , d'une base orthonormée { n // e M} (où M est un ensemble d'indices : 

CardM = CardJ- CardQ) ; on calcule les produits scalaires s , = <6Jr>t?,8 J,> = s . ; 
LILl • ju J /* P 'M 

on diagonalise la matrice s ^ ; à un vecteur propre {u | u e M} relatif à la valeur 
propre A correspond le facteur y = Z{u QJ\u e M} relatif à la même valeur propre. 
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Soient 0 , *}r deux fonctions sur J ; on a : 

< 6J p'f , ^> p l J = E{E{«
j p^'|j € J} p-., •J'ij. £ J} ; 

= £{9j P'j-j, ^'| j € J, j' £ J} 

= < e
J . l J , l J ^ > p l J J 

où on a noté a « 0 la fonction de deux variables y : 7 ^ = cP 0^ et où 1 est 
la fonction constante et égale à 1 sur J. 

Supposons maintenant que 8 et $ aient chacune leur support restreint à un 

seul bloc, J pour 0 J et J , pour 0J (i.e. q(j) ? q =* 0^ = O ; q(j) ̂ q' =* \p = O) ; 
il vient : q q 

< 6J p'/ , * J> plJ = (CardQ)"
2 I{* j **' Pjj, | j e Jq f j- e Jql} 

où p. ., = p _ j , (j,j') est la probabilité de la paire (j,j') selon la loi marginale 

projetée de p_ sur J x J_, , et où on a fait usage des valeurs des blocs de p' por-
± q q J J 

tées sur la figure 2. Si les fonctions 8 et w ont variance 1 sur J tout entier, 
elles ont variance CardQ sur leur support respectif : 

« ( • V p j lj e Jq >= CardQ II BJl*,a 

« « V R J |j e Jg.l-OardQl̂ lJ.j 

L'élément de matrice apparaît donc proportionnel à un coefficient de corrélation : 

<0j tf' ' ' V a = (CardQ^II^Sp.jll <FlplJ « « < » * ^ ' j JqxJq. : 

le coefficient de corrélation étant calculé sur J x J . suivant la loi marqinale 
PJqJq'. 

On choisira donc dans w une base formée de fonctions 8 dont le support est 

restreint à un seul des J^ : le calcul des s . en sera facilité. Sur chaque J on 
q W* q 

prendra (Card J - 1) fonctions de base de moyenne nulle. Pour un tableau dédoublé (ce 
cas nous a été signalé par plusieurs statisticiens ; e.g. par S. Blumenthal, & Mme 
M.-F. Bara), où pour tout q : Card J = 2 ; J = {q. , q j , on aura une fonction 
a J . q q 

0 par question avec : 
V q' G Q - {q} : 8 q' + = 0 *'" = 0 ; 

S q + = r p ; 0 q~ = - r p q q *q- q xq ^q+ 

où le coefficient de normalisation r est choisi tel que 110 II . T = 1 : 
q q P J 

rq = V Pq^rfQr" ; 

et P + , P sont les probabilités de répondre oui et non à la question q. Le coeffi
cient s . = < 0„ P'T , 0„, > est donné par la formule : 

sqq, = (CardQr
1E{p_ep:e,ee' pee,|e,e' £ {+,-}}/(p+p_p'4p'_)

,/2 . 

où on a noté : p£ = p q £ , p'£ = Pql£ , p e e I = p J g J q, (qe , g- e.>. 
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Un autre cas usuel et qui mériterait de faire l'objet d'un programme, est celui 
des questions à trois issues oui, non, abstention : J = {q^ , q_ , q0} ; on a alors 

deux fonctions indépendantes ayant pour support J et pour moyenne O ; par exemple : 

0 J : 0 q + = r p ; 0 q _ = - r p ^ ; 0 q° = 0 ; 

q q q Fq- ' q q Fq+ ' q 
0 J

 : 0q
+ = &q- = r p . 8 q o=-r (1-p ) , 

qo q« qo q0 'qo qQ qD 'qo' ' 

où les coefficients de normalisation r et r sont donnés par les formules : 
q qo * ^ 

rq= V P q J 1 " P q o ) / C a r d Q r , / 2 '* rqo = (pqo (1 " Pqe)/CardQF^ . 

Remarque : les calculs qui précèdent ne requièrent pas qu'on traite un tableau 
de Burt, c'est à dire un tableau de correspondance carré issu d'un tableau p T J ou pg, 

mis sous forme disjonctive complète. Seule importe l'hypothèse qu'il y ait dégénéres
cence du rang. De façon précise, soit p ^ un tableau de correspondance dont les colon
nes se groupent en blocs complémentaires : 

J = u {Jq |q c Q} ; 

V s £ S, V q e Q : S{pgj | j e JqJ = PB £{ P j | j e Jq} 

(c'est le cas d'un tableau de notes avec leur complémentaire : J = {q+ , q-} ; cf 

[Liban 60], [Colombie], TII C n° 4 , 6). Les facteurs non triviaux sont de moyenne nul-
sur chacun des J : 

q 

V q e Q : Z{^ j p. | j e J^ = O 

On peut dans l'espace ïr des fonctions satisfaisant à ce système de conditions 

choisir une base orthonormée de fonctions 0 dont le support est restreint à un seul 
des J . En particulier si J = { q+ , q-} on posera : 

0 J : 0 q + = r p ; 0 q " =-r p ̂  ; 0 J (J-J ) = O 
q q q Hq- q q *q+ ' q q1 

r q = ((Pq- + V Pq+V"2' 
On prendra garde qu'ici, à l'encontre de ce qui était noté au début du § 3.5, 

les probabilités p , p sont relatives à J tout entier (non à J ) et n'ont donc 

pas pour somme 1. Notons : 

J S J j' . . 
Pj = P j ô PS '* PjJ ^P'jj./Pj. <' 

P'jj. = E{Psj Psj./Ps | S C S} ; p l j j = {p-.., | j , j' £ J}. 

on a comme plus haut pour tout couple de fonctions 0 , \JJ : 

< 0 J p ^ , *J> =Z{p'jjt Bi *J'| j,j' eJ] . 

A partir d'une base orthonormée {6 \LL e M}, (norme £{(0^) p. | j £ J} =1) , on 

construit la matrice SL^ (qui n'admet pas pour les fonctions à support restreint J , 

J , la même interprétation de corrélation que ci-dessus) : s, . = <0 p.f , 0 , > ; et 
q 2 "" ^ J /* 

à un vecteur propre de s ^ , uM={uJjueM}, £{|uJ |M e M} = 1, correspond un fac

teur * J = E{uM 8^\u e M}. 
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4. VKopKieteii zxtn.emale.& de& jacte.ufi6 : ' 

On sai t que l e s facteurs issus d'une correspondance binaire usuelle 
Jl J2 

PJ1J2 P e u v e n t être définis comme des couples de fonctions w , <P ) le 

plus corrélées entre elles (cf Corr. Esp. TII B n° 7 ) . On doit pour ce-
Jl T2 

la considérer les fonctions d'une variable v et <p comme des fonc
tions de deux variables particulières, lesquelles peuvent s'écrire com
me les composées V o TT et <p o ÎT J 2 des fonctions données 
avec les applications projections du produit J x J 9 sur ses facteurs. 

JT 2 T2 ? 
On a alors, sous l e s conditions \\<p Il J1 = ll<? Il - = 1 : 

C o W 1 . Z 2 ) . * / 1 . ^ 2 , J1 . / 1 J 2 > p J 1 J 2= X-
Au l ieu de ce produit scalaire , on peut se proposer de rendre maxi-

ma la norme de la fonction moyenne des \p o ir car : 
ll(„J1o , ™ J 2

 + *J 2o , ^ ) / 2 1 2 = <l+Corr<*J 1 , * J 2 ) ) / 2 . 

Dans la recherche de ce maximum enfin, on peut a f fa ib l i r la condi-
Jl J2 

tion que <p et v? aient variance 1, pour demander seulement que : 
/il ^ Jl u 2 . M J2|i2 , / 0 

<"* " P J 1 + "* " P J 2 ) / 2 = l : 

en effet, sous cette contrainte, le maximum de la norme de 

(ip © ir + *p ° TT)/2 est atteint quand ^ et y? ont même variance. 
Ainsi nous avons substitué à l'analyse factorielle d'une correspondance 
binaire, un problème extrémal qui se généralise immédiatement au cas 
d'une correspondance multiple quelconque, et fournit alors, comme l'a 
montré L. Lebart, les facteurs mêmes issus du tableau de Burt. 

Reprenons les notations des § § 1 , 2, 3.1, 3.2. Rappelons que i.Tq 

est l'application inclusion de J dans la somme directe J (cf § 1) et 
I J J 

notons,de plus ir la projection du produit I sur Jq. Soient <p e R : 
les blocs successifs dont est composé </? peuvent s'écrire y? q = v o i_ q, 

J 
Chacune de ces fonctions d'une variable peut être considérée comme une 
fonction de Card Q variables, ou fonction sur I : ^ o i q o 7 r _ . La q I moyenne de ces fonctions sur I est une fonction que nous noterons <^0 i-T: J 

«^oij1 = CardQ - 1 I{* J o t^q o ir^ |q e Q} ; 

Si on considère les applications t o ir comme des transitions proba-
bilistes particulières (cas déterministe cf Note Lim. TII B n° 1 Ç 5) 

on peut écrire que iT est également une transition, moyenne de celles-
là : J 

tT
Z = CardQ" 1 £{iT

Jq o w * | q e Q} -J 

cette transition associe au point i de I une mesure probabiliste sur J, 

tj , qui est faite de CardQ masses ponctuelles égales chacune à CardQ~J 
(le total des masses étant bien 1 ) ; et placées aux points i(q) coordon
nées de i : 

V i e I : tj = C a r d Q " 1 E{6[T
i(q) | q e Q } . 

(*) Les résultats de ce § ont été grandement généralisés par P. Cazes ; cf [ ] 
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Q u o i q u ' i l en s o i t de c e t e x e r c i c e de n o t a t i o n s , l a d é f i n i t i o n de 
l a f o n c t i o n y i j 1 d o i t ê t r e c l a i r e ! 

V i e I : *J tj1 (i) = CardQ"1 E{*J(i(q)) | q c Q}. 

s 
Le problème extrémal, proposé ci-dessus dans le cas binaire, peut 

'énoncer maintenant dans le cas général d'une correspondance multiple 

Pz : maximiser H<? ij M sous la contrainte l^Jll2, =1. C'est un problè

me classique dont nous rappellerons la solution avec d'autres notations: 

Soit R muni de deux formes quadratiques, dont l'une p_T est défi-
JJ 

nie positive et l'autre a est quelconque. On note comme d'usage : 

PJJ(*J'*J) = ^ P j j . * V |j,j'eJ}; oja(v>
J,*J) =2:{ajjf * V ' l j , j ' € J} 

La recherche du maximum de a(v>,̂ ) sous la contrainte P (*P,<fi) = 1 
équivaut à la recherche des vecteurs propres (de norme p (<?,¥>) =1 de la 

transition co , ci-dessous ; les maximas de o {<p ,<p) étant les valeurs 
propres X : 

' " / = ° J J
 ( p - 1 ) J J » * J • « / - * » J 

(où on a noté (p ) la forme quadratique sur R_ dont la matrice est in-
J 

verse de celle de pja ; forme qui existe puisque p est définie) . 

Revenons aux notations propres à l'analyse de la correspondance 
multiple p . On a : 

P J J ( * J » - *J) - s{(pj)2 P'jli £ J> » "jj. = «jj. P'J 

(p-1)JJ={(p~1)",|j,j. e J } . (p-1,11'. 6,.,/p.. 

ajJ(v,J' * J ) = CardQ-2llE{*Jq o fj* |q e Q}llp
2 . 

= Card Q" 2Z{<*J* n^ , **<*' *Jqï>pI | q, q' e Q} 

Les produits scalaires partiels se calculent aisément d'après la 
loi marginale PJqJq. de px : 

<*Jq * T
X , * J q' **> = p (*Jq * J q \ Jq ' ̂  Jq' pi pJqJq'yv ' v ' 

m ^ ^ PjqJq'O'i'HJÉJg, j'c Jgl}. 

On reconnaît alors dans a la structure de blocs de p" . On a 
donc : JJ JJ 

"JJ " - j j " O " 1 ) " = VJJ • (P"1)JJ = P'J
J. 

Ainsi comme nous l'avions annoncé, on retrouve à partir d'une dé
finition extrémale l'équation même des facteurs étudiée au § 3 : 
*'J o p'»7 = X' *>»J. 
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5. Nuage. a&6oc>ié. à unz cofin.z&pondance multiple. : 
2 

Dans la leçon [Dis. x Corr.] TII B n° 5) on définit les facteurs 
par la recherche des axes principaux d'inertie d'un nuage : soit N (I) , 
nuage associé à I dans Rj ; soit N{J) , nuage associé à J dans R '. Au § 7 

de cette leçon on considère un nuage de couples tf(IxJ) qui conduit aux 
mêmes facteurs. Cette construction de 71/(1 x J) ne peut toutefois être 
généralisée à une correspondance multiple sur I = ïl{J |qe Q}, parce que 

chacun des ensembles du cas binaire y étant représenté par un nuage de 
lois de probabilités sur l'autre, le fait qu'il y a deux espaces joue 
un rôle essentiel. Mais il s'offre une autre voie, d'ailleurs plus sim
ple, qui à partir d'un nuage 71/(1) nous rendra l'équation déjà vue : 

V o p'j = X <p : c'est tout simplement de construire dans R le nuage 

associé à la correspondance P J J . Décrivons brièvement ce que produit 

ici la construction usuelle ([Dis. x Corr.] § 2.3). 

Le nuage ff (I) = {(p'j , p \ )| ici} c R ^ est construit en associant à 

chaque point i du produit I une loi de probabilité p ' 1 sur J ; cette 
J 

loi étant considérée comme un point affecté à la masse p. (p = p' loi 
marginale de p ' ) . Il vient : 

-LJ 

V i e i, v j e J : p"
1 = (CardQ)" 1 ô .1 (q(j)) ; 

i *̂  
autrement dit p'j est fait de CardQ masses égales placées au point 
i(q) de chacun des J : 

V i e I : p ^ = (CardQ)" 1 E{5j i ( q ) | q £ Q} . 

La matrice d'inertie a de ce nuage relativement à l'origine, 
n'est autre que p' : 

V j, j' e J : (^.,= I{p. p'.1 p ^ J i e 1} ; 

a j j f = (CardQ)"
2 ^ { p j i e I ; i (q ( j )) = j ; i (q ( j " )) = j - } 

o d j l - (CardQ)"2' P j q ( j} J g ( . ,} (j , j - ) . p ^ , 

La matrice d'inertie relativement au centre de gravité p T du nua-
2 J 

ge est rjj = a j j - P j « Pj (cf [Dis. x Corr.] § 3 ) . L'espace Rj des me

sures sur J est muni de la métrique du x de centre p* : 

"XJ " V p ' J = E { < x j " yj)2/p'j I 3 * Jl ; 

m J J = {m>j' |j,j' € J}: m
jj' = ô^'/p'- ; 

L'équation des facteurs est (cf [Repr. Eucl.] TII B n°2 § 4 & 7) : 
J JJ > J * TJJ muu = X <p° ; 

cette première équation ne diffère on le sait (cf [Dis. x2 Corr.] § 3) 
de la suivante qu'en ce que celle-ci admet la fonction constante pour 
facteur relatif à X = 1, alors que pour celle-là c'est un facteur re
latif à X = o : 

*J ffjj mJJ = \<pJ ; i.e. : *>J p'jJ = X *J" 

C'est de nouveau l'équation considérée au § 3 et déjà retrouvée 
au § 4. 


