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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol.I - 2976 - n°l - p. 9-32 

HISTOIRE ET PREHISTOIRE DE L'ANALYSE DES DONNEES 

Partie I - La Préhistoire 

paA J.P. Becizec-'u (lt 

Les progrès de l'analyse des données liés à l'avènement des ordinateurs 
ne vont pas sans bouleverser toute la statistique. Des écoles naguère toutes-
puissantes perdent leur suprématie. Des prémisses philosophiques, qui n'avaient 
jamais été explicitement proclamées sont ouvertement critiquées. Soucieux de 
rendre à chacun ce qui lui est dû, nous nous efforcerons de retrouver par quelles 
voies la statistique est parvenue au point où nous la voyons aujourd'hui ; et, 
afin d'abaisser l'orgueil humain et d'apaiser les querelles nous nous placerons 
d'abord dans la contemplation du passé : nous ferons débuter aussi tôt qu'il est 
possible l'histoire de la statistique et des probabilités (§ l). Puis, ayant 
fait aux écoles anglo-saxonnes (§ 2) la place qui leur revient depuis le milieu 
du XIXeme siècle, nous parviendrons aux recherches qui nous occupent (§ 3). 

/. la -6cx.£Ktce du haAcvid : 

Au sein de grandes masses de faits, derrière l'imprévu des rencontres 
individuelles, la statistique ou dénombrement découvre des lois d'ensemble. Et 
le mathématicien par une énumération ordonnée des possibles, précise et parfois 
démontre ces lois. Bien que l'abus de calcul des probabilités ait nui à la sta
tistique (cf § 1.7-6), le progrès de ces deux disciplines sera dans ses grandes 
lignes décrit comme l'histoire d'une seule science : celle du hasard. Sans pré
tendre condenser en un chapitre ce qu'a pu rassembler l'érudition d'un Isaac 
Todhunter (cf The History of the Mathematical Theory of Probability ; 1865) , 
nous nous appliquerons à rappeler ce qui importe le plus à notre objet - à 
l'analyse des données multidimensionnelles. 

7.1. Le mondu antique. : 

L'administration des grands empires qui, il y a trois ou quatre mille ans 
existaient déjà en Egypte, en Mésopotamie et en Chine ne se conçoit qu'appuyée 
sur une sorte de statistique et notamment sur des recensements dont l'Ecriture 
Sainte fait volontiers mention. Il est hors de doute que les scribes égyptiens 
étaient de remarquables gestionnaires et si les secrets de leur comptabilité ne 
nous sont point parvenus, il est juste de faire remonter au moins à leur époque 
les origines de la statistique descriptive (*). 

(*) Dans sa Statistique, collection Thémis, P.U.F. T. 1 p. 8 André PIATIER 
signale que "les Egyptiens avaient mis au point le plus ancien baromètre 
économique connu à ce jour et qui était le kilomètre : la hauteur de la 
crue du Nil était un excellent indice de fertilité - et elle servait à fi.rxr 
le. montant des impôts". 

(l) Laboratoire de Statistique - Université Pierre et Marie Curie - Pari? 
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Quant aux p r o b a b i l i t é s , on cherchera leur origine dans l a méditation 
du hasard et de l a for tune , cer tes familière aux hommes depuis des mi l lé
n a i r e s , a in s i que dans l e s jeux dont l a prat ique semble a t t e s t ée par l a pré
h i s t o i r e (*) . Un témoignage sur l a pensée antique nous est offer t par l a 
physique d ' ^ r i s t o t e (**)• Cri t iquant d'abord les vues de ses devanciers, 
Ar i s to t e (38^-322) nous f a i t connaître t r o i s a t t i t udes v i s -à -v i s du hasard et 
de l a for tune. "Cer ta ins , d i t - i l , mettent en question leur exis tence. Rien 
évidemment, d i t - on , ne peut ê t r e l ' e f f e t de fortune, mais i l y a une cause 
déterminée de tou te chose dont nous disons q u ' e l l e arr ive par hasard ou fortune 
[ . . . ] . Pour d ' a u t r e s , e t notre c ie l et tous les mondes ont pour cause le ha
sard car c ' e s t du hasard que proviennent l a formation du tourbi l lon et l e mou
vement qui a séparé l e s éléments et const i tué l ' un ivers dans l ' o r d r e où nous l e 
voyons [ . . . ] . D'autres encore pensent que l a fortune est une cause mais cachée 
à l a raison humaine, parce q u ' e l l e s e r a i t quelque chose de divin e t de surna
t u r e l à un degré supér ieur" . On reconnaîtra dans ces t r o i s a t t i t udes des pensées 
qui nous sont toujours p résen tes . Les vues de Laplace et de Poincaré, selon qui 
l e hasard n ' e s t l i é qu 'à notre ignorance, l e jeu des causes mult iples que nous 
ne parvenons pas à pénét rer pouvant expliquer rigoureusement t o u t , se retrouvent 
dans l a première éco le , qui nie l ' ex i s tence du hasard, voire dans l a troisième 
qui affirme qu'.il faudrai t une in te l l igence supérieure pour en pénétrer l e jeu. 
Et l e s thèses défendues avec passion par des spéc i a l i s t e s éminents de biologie 
moléculaire quant à l ' o r i g i n e a l éa to i r e des formes les plus perfectionnées de 
l a v i e , sont évidemment déjà présentes dans ce t t e théorie des tourbi l lons fami
l i è r e aux physiciens p résocra t iques . Aris tote quant à lu i fonde son exposé du 
hasard sur l a d i s t i n c t i o n ent re cause par soi et cause par accident. C 'es t , 
selon A r i s t o t e , une cause par soi qu'une s ta tue so i t l 'oeuvre d'un sculpteur ; 
c ' e s t une cause par accident q u ' e l l e so i t l 'oeuvre d'un musicien ( s i le sculpteu 
se trouve d ' au t r e par t avoir des compétences musicales). De même d i t Ar i s to te , 
l e s f a i t s que nous appelons f a i t s de fortune ou de hasard sont des rencontres 
d ' a i l l e u r s rares de s é r i e s qui n ' é t a i e n t pas comprises dans un même pro je t , dans 
une même in t en t ion . 

Reconnaissons tou te fo i s que, quelle que so i t l a richesse de ces pensées, 
on y cherche en vain ne fût-ce qu'un germe de ce qui const i tue l a base de notre 
doct r ine p r o b a b i l i s t e : l a p o s s i b i l i t é de ca lculer sur l e hasard et d'en mesurer 
l e s e f f e t s . L ' idée que des causes minuscules peuvent s 'addi t ionner dans des 
proport ions déterminées pour produire des effets v i s ib les régul ie rs semble man
quer aux anciens. I l s ont ignoré tout à l a fois le calcul d i f f é r e n t i e l , (dont 
t ou t e fo i s on a pu reconnaî t re les prémices chez Archimède (287-212)), et le 
ca lcul des p r o b a b i l i t é s qui se t rouvent , sans doute pour quelque profonde raison 
ê t r e nés ensemble au XVIIème s i è c l e . 

(*) Sur l'usage préhistorique des osselets comme d'un jeu de dés, cf F.PL DAVID. 
Dicing and gaming (a note on the history of probability) Biometrika, T. 42 
(1955) ; reproduit dans le recueil : Studies in the History of Statistics ai 
Probability, éd. by E.S. PEARSON S M. G. KENDALL, Londres, Griffin, (1970) ; 
ce recueil sera désormais cité sous le titre abrégé de Studies. 

(**) Physique L II ch 4 ; nous utilisons l'édition du texte grec et la traduction 
française de H. CARTERON, Paris Les Belles Lettres ; ainsi que le texte 
latin accompagné du commentaire de Saint Thomas d'Aquin : In oeto libros 
physicorum Aristotelis expositio ; éd. Marietti. 
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7.2. Le moyzn-âae. : 

Ne nous hâtons pas cependant de passer d 'Aris tote à Leibni tz , d'Archimède 
à Pascal. Pendant les s ièc les qui su iv i rent l 'écroulement de l 'Empire romain e t 
où se consti tua l a Chrétienté européenne, l 'Or ien t connut une grande a c t i v i t é 
scient if ique et a r t i s t i q u e . Et c ' e s t à ce t t e époque que passa d 'Orient en Europe 
le nom même de hasard. Bien que l 'étymologie précise so i t d i f f i c i l e à é t a b l i r , 
i l est avéré que ce mot nous est venu de Syr ie . Un d ic t ionna i re arabe moderne 
donne du nom de zahar _j-ÇjJ/ le sens de "f leur" suivi d'une acception secondaire 
l i ée au jeu de dés. Là s e r a i t , selon l a p lupa r t , l 'étymologie de notre nom hasard. 
Plus précisément, on y peut voir l a désignation de figures rares au jeu de dés : 
par exemple, le " t r i p l e s ix" . Cependant d'aucuns prétendent que l e nom de hasard 
est celui d'un château de Syrie. Ce s e r a i t pendant l e siège de ce château qu 'aura i ' 
été inventé un cer ta in jeu de dés dont le nom s e r a i t passé à tous l e s j eux , puis 
à notre science même. Cette étymologie p a r a î t r a i t invraisemblable s i e l l e n ' a v a i t 
pour e l l e l ' a u t o r i t é d'un chroniqueur du Xllème s i è c l e , un Franc d 'Or ien t , 
Guillaume de Tyr (cf L i t t r é s .v. hasard). Nous n ' i rons pas plus lo in dans ces 
recherches étymologiques qui nous dépassent, content seulement d 'avoi r montré l e 
lent cheminement de l a pensée depuis l 'An t iqu i t é jusqu 'à l a manifestat ion des fon
dateurs de l a S ta t i s t ique moderne et des p robab i l i t é s . 

7 .3 . LQA VQ.K.QA du calcul doA pKobabltiXH ; 

Ces hommes sont on le s a i t , Fermât (1601-1665), Pascal (1623-1662), 
Huyghens ( 1629-1695) et Jacques Bernoulli (165*4-1705), précédés d'un s i è c l e 
par les i t a l i ens Luca Pacciolo ( 1 Ul+5-1 51 h),Tartaglia ( 1 U99-I 557),Cardan (1501-
1576), sans oublier l e grand Galilée (156U-1662). Mais i l n ' e s t pas sûr i c i 
encore, que parmi tan t d'humanistes orientaux à l a vie aventureuse (nous pensons 
à un Omar- Khayyâm, poète , mathématicien, astronome, -philosophe ; s i semblable 
aux plus é t incelantes figures du XVI^e s i è c l e i t a l i e n ) des devanciers arabes 
ou persans ne doivent ê t re un jour découverts à ces recherches insp i rées par 
l a fol ie du jeu ; recherches qui , dans l 'Occident aboutirent en un peu moins 
d'un s ièc le à l ' é l abora t ion d'une analyse combinatoire fondée sur l e fameux 
t r i ang le de Pascal , lequel e s t , à l a fin du XVIIeme s i è c l e , parfaitement ex
ploré par nos savants. Et le XVIIieme s ièc le s 'ouvre par l a publ ica t ion d'une 
remarquable démonstration analytique que donne Jacques Bernoulli de l a l o i des 
grands nombres. Au terme d'une méditation soutenue qui , d i t - i l , l 'occupa vingt 
années (*) cet auteur , l ' a î n é d'une i l l u s t r e l ignée , parvint à démontrer avec 
une grande rigueur que l a fréquence d 'appar i t ion d'un phénomène ayant une pro
bab i l i t é déterminée tend vers ce t te p robab i l i t é lorsque le nombre des e s sa i s 
est mul t ip l ié . 

7.4. Le Xl / I I Ig^ Ulcli : 

Sans prétendre donner des grands progrès r éa l i sés au cours du XVIIlème 
s ièc le par l e calcul des probabi l i tés et l a s t a t i s t i q u e une h i s t o i r e t r è s 
fidèle à leurs jus tes proport ions, nous signalons quelques travaux où appa
ra issent des idées dont l ' importance est aujourd'hui manifeste (§ 1 .14. 1 ) ; e t 
exposons les origines de l a théorie de l a p robab i l i t é des causes (§ 1.U.2) ; 
avant de saluer l a naissance de l a s t a t i s t i q u e moderne (§ 1.5). 

(*) Hoc igitur est illud problema, quod evulgandum hoc loco proposui, postquam 
jam per vicennium pressi, et cujus tum novitas, tum summa utilitas cum pari 
conjuncta difficultate omnibus reliquis hujus doctrinae capitibus pondus et 
pretium superaddere potest (cité d'après J. Bertrand). "Voici donc le pro
blème que j'entends publier ici, après m'y être appliqué pendant vingt ans 
et dont tant la nouveauté que la suprême utilité jointe avec une égale diffi
culté peuvent ajouter du poids et du prix à tous les autres chapitres de 
notre science". 
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1.4.1. ?tiOGKQÂ du calcul, do.6 pfiobabiZLtzà : 

Dans son ouvrage paru d'abord dans les Transactions philosophiques de 
l ' année 1711, Abraham de Moivre 0667-175*0 a repr is "le théorème de Jacques 
Bernoull i sur l a p robab i l i t é des r é su l t a t s déterminés par un grand nombre 
d 'obse rva t ions" . Mais - nous citons Laplace - " I l ne se contente pas de faire 
v o i r , comme Bernoul l i , que l e rapport des événements qui doivent a r r ive r appro
che sans cesse celui de leurs probabi l i t és respect ives , i l donne de plus une 
extension élégante et simple de l a p robab i l i t é que l a différence de ces rapports 
es t contenue dans l e s l imi tes données". Cette "expression élégante et simple" 
n ' e s t au t re que l a formule de l a lo i normale ( c f § § 1 . 5 . 2 - 3 & h ; § 2.2 ; 
e t c . ) , l o i que Moivre a t t e i n t a ins i le premier en partant de l a formule 
asymptotique de S t i r l i n g pour n ! 

Le révérend Thomas Bayes {1702-1761) a médité le problème inverse de 
ce lu i résolu par Moivre : de l a fréquence d'un événement sur une sé r i e d ' e s s a i s , 
i n f é r e r l a d i s t r i b u t i o n de l a p robabi l i t é de cet événement. C ' é t a i t poser l a 
question de l a p robab i l i t é des causes dont Laplace semble avoir .donné le pre
mier l a formule générale : nous ferons de ce t t e question un exposé assez dé
t a i l l é (§ 1.U.2), car e l l e n ' a cessé depuis deux s ièc les de préoccuper les 
s t a t i s t i c i e n s . 

Parmi les appl ica t ions de l a p robab i l i t é des causes, les recherches 
sur l a p r o b a b i l i t é des jugements rendus à l a p l u r a l i t é des voix d'un juryv 
furent t r è s en vogue à l a fin du XVIIIeme s i èc le et longtemps dans le XIXe™5 ; 
y sont associés l e s noms de Condorcet ( 17^3-179*+) , Laplace (17U9-1827), Poisson 
(1781-18UO) : mais on a pu contes ter l ' u t i l i t é de t e l l e s spéculations (cf § 
1.6.1) . 

Les savants continuent de s ' i n t é r e s s e r aux jeux de hasard. Citons le 
jeu de Saint Petersbourg - proposé par Nicolas Bernoulli (1687-1759) : Pierre 
et Paul jouent à p i l e ou face ; le jeu s ' a r r ê t e quand face sort pour la pre
mière fois ; a lo rs Paul donne à Pierre 2 n _ 1 s i n a été le nombre de j e t s . 
D'où : 

Question : Quelle doit ê t r e l a mise de P i e r r e , (qui est toujours le 
gagnant ; mais d'une somme var iable selon les aléas du jeu de p i l e ou face) 
pour que l e jeu so i t équi table ? 

Réponse : L'espérance mathématique du gain de Pierre es t 
Z ( l / 2 n ) x 2 n _ 1 = °° ; P ier re doit donc donner à Paul avant l a p a r t i e une mise 
i n f i n i e . 

Cet te conclusion offre matière à bien des réflexions morales . . . ; 
mais s i nous avons c i t é l e jeu c ' e s t parce qu'en modifiant ses règles pour 
l e rendre r é a l i s t e on about i t à un exemple précoce de ce que nous appelons 
processus avec temps d ' a r r ê t . Dans l e même sens , on c i t e r a encore l a démons
t r a t i o n de l a "ruine du joueur" , c ' e s t - à - d i r e du fa i t que dans une sui te indé
f in ie de p a r t i e s d'un jeu équ i t ab le , un joueur en viendra sûrement à accumuler 
des pe r t e s dont l e t o t a l dépassera sa for tune, ce qui fera sa ruine ; bien que 
le j e u , poursuivi indéfiniment l u i eût aussi apporté non moins sûrement des 

'• T.^nces de gain dépassant toute mesure. 
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I l faut maintenant c i t e r Buffon (1707-1788), connu de tous pour ê t r e 
l ' au t eu r d'une monumentale Histoire Nature l le , mais qui é c r i v i t aussi un 
Essai d'arithmétique morale (publié en 1777) où b r i l l e un exemple fameux de 
probabi l i té géométrique : le problème de l ' a i g u i l l e . Une a i g u i l l e qu'on l a i s s e 
choir tombe sur un sol horizontal avec une di rec t ion uniformément r é p a r t i e ; s i 
l e point d'où on l i b è r e l ' a i g u i l l e es t lui-même dis t r ibué quasi-uniformément 
( i . e . avec une densité qui varie peu sur une distance égale à l a longueur de 
l ' a i g u i l l e ) sur un plan hor izonta l , i l en r é s u l t e , comme le veut Buffon que 
vaut (2 / Ï Ï ) l a probabi l i té pour que l ' a i g u i l l e se pose en coupant l ' i n t e r s t i c e 
entre deux l a t t e s d'un parquet dont l ' i n t e r v a l l e es t égal à sa longueur. Les 
probabi l i tés géométriques, où les hypothèses de symétries jouent un rô le essen-
t i e ] (cf e.g. [Principes] TII A n°1 § 1°) mais d i f f i c i l e à p réc i se r en tou te 
r igueur, offr i rent au XIXeme s ièc le matière à plus d'un paradoxe (cf in f ra 
§ 1.6.3). 

Les savants du XVIIIeme s i èc le ont grandement perfectionné l e s méthodes 
mathématiques du calcul des p robab i l i t é s . Dans sa "Théorie analytique des p ro 
b a b i l i t é s " Laptace déf in i t les fonctions génératr ices et crée l a tranformation 
qui porte son nom. Nous ne tenterons pas d ' imi ter i c i l ' i l l u s t r e géomètre qui 
dans l 'Essa i philosophique donne de son analyse un exposé dépourvu de tou te 
formule mathématique ; mais devions au passage saluer un monument. (Pour un 
exposé des formules, cf § 1.5-3). 

1.4.2. PKobabllltQ. im)QM><i zZ pnobahilÀM. cfoô cao^e/ô : 

Avant toute référence h is tor ique à Bayes et à Laplace donnons de l a for
mule des probabi l i tés des causes une exposition d é t a i l l é e qui nous s e r v i r a 
dans l a sui te (cf §§ 2.3-3 & 3-5-1)- Soient I et J deux ensembles : I ensemble 
des causes, J ensemble des effets ; une s i tua t ion sera pour nous un couple 
( i , j ) formé d'une cause i et d'un effet j . Entre cause e t e f f e t , l e l i en n ' e s t 
pas supposé r igide (à l a vér i té l a nature du l ien causal n ' importe pas à ce 
calcul ; et un grand s t a t i s t i c i e n a prétendu, abusivement selon nous, bannir 
l a notion de cause, pour ne pa r le r que de l ien ; cf § 2.2.7) : mais on désigne 

par p . ou p ( j / i ) ( l i r e : probabi l i té de j quand i ) l a p robab i l i t é (condi t ion-
J 

nel le) que la cause i étant posée i l r ésu l te l ' e f f e t j . Notons de plus p . l a 
probabi l i té que l a cause so i t i ; p. . l a p robabi l i t é qu'on a i t simultanément 

"^ i 
l a cause i et l ' e f f e t j . On a l a re la t ion : p . . = p . x p . , ce que nous g lo
serons : l a p robabi l i t é que simultanément l a cause so i t i et l ' e f f e t j es t 
égale au produit de l a probabi l i té p. de l a cause i par l a p robab i l i t é (con
di t ionnel le) que l a cause i engendre l ' e f f e t j . On peut encore, dans ce modèle 
remonter de l ' e f f e t j à l a cause i . L'ensemble { ( i , j ) | i e l ) } (cause i quelconque 
dans I ; effet fixé j ) des s i tua t ions où l ' e f f e t est j , a pour p r o b a b i l i t é 
t o t a l e la somme p. = £ { p . . | i e l } , (somme des p. . pour i v a r i a b l e , j f ixé) \ dans 
cet ensemble, le poids r e l a t i f d'une cause p a r t i c u l i è r e i ' est p . , = p . , - / p - -

1 -L J J 

Ce quotient p"?, est l a probabi l i té (condit ionnel le) que l ' e f f e t é tan t j l a cause 
soi t i . Une fois admise une probabi l i sa t ion complète de l 'ensemble produit I x J 
des s i tua t ions ( i s j ) , l a symétrie est t o t a l e entre ce que nous avons appelé 
effet (j) et cause ( i ) . Dans les appl icat ions en vue, comme l e suggèrent l e s 
noms d 'effe t et de cause, i l y a dissymétrie : j , l ' e f f e t , es t directement ou 
facilement observable ; i , l a cause, es t plus caché. De p l u s , les p robab i l i t é s 

conditionnelles p* (qu'une cause i é tant posée, i l r é su l t e l ' e f f e t j ) sont géné-

ralement hors de conteste ; mais les probabi l i t és p^ des causes (d i t e s encore 

probabi l i tés a p r io r i par opposition aux probabi l i t és a p o s t e r i o r i p . estimées 
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d 'après l a connaissance de l ' e f f e t j ) sont souvent estimées en t raduisant par 
des nombres une simple impression qua l i t a t ive (cf § 1.7-3).. 

Le mémoire posthume de Bayes "An essay toward solving a Problem in the 
Doctrine of Chances" (Phi l . Trans. 176U-65, réédi té dans Biometrika T. 1+5» 
1958 ; et dans Studies) es t consacré à un problème, appelé problème de l a pro
b a b i l i t é inve r se , parce q u ' i l est comme l ' i n v e r s e de celui résolu par Bernoulli 
e t Moivre. L'événement A a une probabi l i t é TT dont l a valeur est inconnue. Déter
miner l a p r o b a b i l i t é que TT so i t comprise dans l ' i n t e r v a l l e (a,b) (0 < a < b < 1) 
sachant que dans l e s r é s u l t a t s de n essais indépendants, l'événement A est appar 
m fois (et m - n fois n ' e s t pas apparu). Sous l a condition complémentaire 
qu'avant expérience (a p r i o r i ) la p robabi l i t é TT est d is t r ibuée uniformément 
en t re 0 et 1 , on a un problème de probabi l i t é des causes posé comme on l ' a fa i t 
c i -des sus . Mais i c i l 'ensemble I des causes n ' e s t pas un ensemble f in i ; c ' e s t 
l ' i n t e r v a l l e ( 0 , 1 ) , l a cause i de l a sé r i e d ' essa i s observés étant l a proba
b i l i t é TT (paramètre numérique) de A. C'est pourquoi on ne se propose pas de 

chercher un p . (p robab i l i t é que l a cause so i t au point i ) mais ce qu'on peut no

t e r p/ _* , (p robab i l i t é que l a cause so i t dans l ' i n t e r v a l l e (a,b) : au § 3-5-1 

on reviendra sur l e s t r a n s i t i o n s probabi l i s tes non entre ensembles f i n i s , mais 
en t re espaces p r o b a b i l i s a b l e s ) . Quant à J , ensemble des e f f e t s , i l s ' i d e n t i f i e 
à [n] ensemble des e n t i e r s compris entre 0 et n ( le nombre des e s s a i s ) . Comme 
nous l ' av ions annoncé l a p robab i l i t é pïï que, TT é tant posé, i l en résu l te m est 

hors de contes te : on déduit de l a formule du binôme que p = TT (1 - TT) m 

m 
(n!/(m!(n - m)!)) ; mais pos tu ler a p r io r i TT uniformément d i s t r ibué sur (0,1) 
n ' e s t j u s t i f i é que par l ' ignorance t o t a l e où l 'on est de sa d i s t r ibu t ion . Toute 
l a quere l le en t re s t a t i s t i q u e d i te Bayesienne (postuler des probabi l i tés a prior: 
p . des causes) et s t a t i s t i q u e non-Bayesienne (ne t r a v a i l l e r que sur les probabi
l i t é s condi t ionnel les p . ) est i c i en germe (cf §§ 1.7 ; 2.3-3 ; 2 .3-5) . 

J 
Fisher rend honneur à Bayes d 'avoir posé l e premier l e problème de l ' i n -

férence s t a t i s t i q u e ; et i l ajoute - louange suprême dans sa bouche - que Bayes 
fut non-Bayesien ; q u ' i l s ' a b s t i n t de publ ier ses recherches de son vivant , 
parce q u ' i l connaissa i t l a f r a g i l i t é de l 'hypothèse d'uniforme d i s t r ibu t ion de 
l a p robab i l i t é a p r i o r i . Cependant on a t t r i bue communément à Bayes l a formule 
générale même des p robab i l i t é s des causes, formule que Laplace revendique (et 
qui n ' e s t assurément pas dans Bayes : où l 'on trouve seulement l a formule des 
p r o b a b i l i t é s composées qui avec nos notat ions s ' é c r i t : p . . = p. x p . ou : 

i * i j * i F j 
p . = p. . / p . ) . Ecoutons Laplace : 

"Bayes, dans les Transactions philosophiques de l'année 1763, a cherché 
directement la probabilité que les possibilités indiquées par des expériences 
déjà faites sont comprises dans les limites données, et il y est parvenu d'une 
manière fine et très ingénieuse, quoiqu 'un peu embarrassée. Cet objet se ratta
che à la théorie de la probabilité des causes et des événements futurs, conclue 
des événements observés, théorie dont j'exposai quelques années après les prin
cipes, avec la remarque de l'influence des inégalités qui peuvent exister entre 
les chances que l'on suppose égales" (Essai Philosophique). 

On l i t en effet dans l a Théorie Analytique, cet énoncé que nous laissons 
au l e c t e u r , de t r a d u i r e en formules ! 
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"Si un événement observé peut r é s u l t e r de n causes d i f f é r e n t e s , leurs 
probabil i tés sont respectivement comme les probabi l i t és de l'événement t i r é e s 
de leur existence, et l a probabi l i té de chacune d ' e l l e es t une f ract ion dont 
le numérateur est l a probabi l i té de l'événement dans l 'hypothèse de l ' e x i s t e n c e 
de l a cause, et dont l e dénominateur est l a somme des p r o b a b i l i t é s semblables, 
re la t ives à toutes l e s causes. Si ces diverses causes considérées a p r i o r i sont 
inégalement probables, i l faut au l i eu de l a p robabi l i t é de l 'événement, r é s u l 
tante de chaque cause, employer l e produit de ce t te p robab i l i t é par ce l l e de 
la cause elle-même". 

C'est bien ce qu'on appelle souvent l e théorème de Bayes. Théorème 
dont nous citerons encore un exemple d 'appl icat ion semblable au problème de 
Bayes, mais assez piquant. Les votes d'un collège de N é lec teur s sont en cours 
de dépouillement : on a déjà compté m bu l l e t ins en faveur du candidat A et 
(n - m) bu l le t ins pour son unique adversaire B : quelle es t l a p robab i l i t é que 
A soi t élu ? Evidemment, i c i encore, i l faut disposer de p r o b a b i l i t é s a p r i o r i 
sur les intentions des électeurs (à moins que l 'un des deux nombres m ou (n - m) 
ne dépasse N/2 ; en ce cas , i l y a cer t i tude ! ) . I l n ' e s t pas r é a l i s t e de 
pos tu ler , comme dans l e problème de l a p robabi l i t é inverse , que l e nombre M des 
électeurs favorables à A (ce M joue i c i le rôle de l a cause i ) es t d i s t r ibué 
uniformément (de 0 à N) : on devra donc f ixer a p r i o r i non sans beaucoup d ' a r 
b i t r a i r e , une courbe en cloche (ou en créneaux) centrée sur une valeur M estimée 
la plus probable. 

7.5. NcuUàance. dz la btaAÂA&lquz modznm : 

C^est par l ' i n t roduc t ion d 'appl icat ions nouvelles que l e s p robab i l i s t e s 
du XVIIIeme s ièc le fondent l a s t a t i s t i q u e mathématique. (Selon A. P i a t i e r , op. 
l aud . , le terme même de S ta t i s t ique fut forgé par G. Achenwall (1719-1772), p ro 
fesseur à Gôttingen ; mais i l faut remonter au l a t i n s t a t u s , à l ' i t a l i e n s t a t i s t a , 
l a référence à l a notion pol i t ique étant c l a i r e ) . En effet aux jeux de hasard 
s'adjoignent les s t a t i s t i q u e s démographiques, et à l a fin du s i è c l e se déve
loppe la théorie des e r r eu r s , c ' e s t - à - d i r e l a recherche de l a vra ie valeur de 
grandeurs à p a r t i r d'un ensemble de mesure surabondant mais entaché d ' e r r e u r s . 

7.5. /. La démographie. ( * ) .-

Cette d i sc ip l ine requier t l a co l lec te d'abondantes données ; o r ien te vers 
l a découverte de l o i s empiriques ; suggère l a c r i t ique de l ' é chan t i l l onnage . 
De p lus , comme la théor ie cinétique des gaz (fondée e l l e aussi au XVIIIeme 

s i è c l e , vers 1730 : i c i revient le nom de Bernoulli ; de Daniel Bernoulli^(1700-
1782) ; sur le développement u l t é r i e u r de ce t te théor ie cf § 1.5. U) » l a démo
graphie découvre une régu la r i t é résu l tan t des mouvements d'une i n f i n i t é d ' i n 
dividus qui de plus ne sont pas des molécules, mais des personnes. Dans cet ordre 
global , un statisticien-démographe allemand du XVIIIeme s i è c l e , l e pasteur 
Sùssmilch (1707-1767) affirme reconnaître une marque p r o v i d e n t i e l l e . Citons 
après Gnedenko (**) son l i v r e de l 'Ordre Divin (Die Gôtt l iche Ordnung) ; "Dans 
le dé ta i l i l semble que tout apparaisse sans ordre : i l faut rassembler bien 
des fa i t s individuels au long des années, et réunir ensemble bien des provinces , 
pour mettre ainsi à jour les principes cachés de l 'Ordre Divin". 

(*) Selon J. Bertillon le terme même de démographie n'a été introduit qu'en 
1855, par Achille Gillard dans son ouvrage intitulé : Eléments de Statis
tique humaine en Démographie comparée. 

(**) Cours de théorie des probabilités, Moscou Leningrad 1950 ; le complément 
historique qui termine cet ouvrage (pp. 340-367) nous a bien servi. 
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Sans doute cet ordre suprême est-il plus caché encore : mais tandis que selon 
le proverbe "Les arbres empêchent de voir la forêt", le pasteur avait raison 
de noter qu'au statisticien le compte des arbres révèle les lignes de la forêt. 
Comme le souligne non sans quelque humour noir Emile Borel (1871-1956) (in 
Le Hasard « P.U.F. § U6) : "Ce sont surtout les statistiques de décès qui ont 
été étudiées de manière sérieuse, car c'est sur cette étude que repose toute 
l'organisation des assurances sur la vie". Mais dès le début, on tenta aussi 
une application à la thérapeutique. Citons ici Laplace (cf. Des tables de mor
talité etc . . . , in Essai phil.) : "Au milieu de cette dispute [suscitée par 
l'inoculation d'une forme bénigne de la variole pour se préserver contre la 
survenue d'une épidémie maligne (*)] Daniel Bernoulli se propose de soumettre 
au calcul des probabilités l'influence de l'inoculation sur la durée moyenne 
de la vie. Manquant de données précises sur la mortalité produite par la petite 
vérole aux divers âges de la vie, il supposa que le danger d'avoir cette maladie 
et celui d'en périr sont les mêmes à tout âge. Au moyen de ces suppositions, 
il parvint par une analyse délicate à convertir une table ordinaire de morta
lité [telle que celle donnée en son temps par le célèbre Déparcieux (1705-

1768)] dans celles qui auraient lieu, si la petite vérole n'existait pas, ou 
si elle ne faisait périr qu'un très petit nombre de malades ; et il en conclut 
que l'inoculation [bien que le rapport des individus qu'elle fait périr aux 
inoculés approchât 1/300 (**)] augmenterait de trois ans au moins la durée 
moyenne de la vie, ce qui lui parut mettre hors de doute l'avantage de cette 
opération. J. D'Alembert (1717-1783) attaqua l'analyse de Bernoulli, d'abord 
sur l'incertitude de ses deux hypothèses, ensuite sur son insuffisance, en ce 
que l'on n'y faisait point entrer la comparaison du danger prochain quoique 
très petit de périr par inoculation, au danger beaucoup plus grand mais plus 
éloigné de succomber à la petite vérole naturelle". En fait, dans ses prémisses, 
Bernoulli sous-estimait les bons effets de l'inoculation en supposant le risque 
de la variole égal tout au cours de la vie : au XVIIIerae siècle, un nouveau-né 
sur quatre périssait avant d'avoir atteint un an ; un second quart périssait 
avant cinq ans ; et la variole était une cause majeure de mortalité infan
tile (***) ; mais la critique d'Alembert quant à la comparaison de deux risques 
séparés dans le temps, vaut toujours, et mériterait de retenir notamment les 
économistes qui calculent les coûts actualisés. 

(*) On se souviendra de distinguer cette inoculation préconisée en Europe au 
milieu du XVIIIeme siècle (à l'imitation de l'Orient), de la vaccination 
jennérienne (introduite à la fin du XVIIIeme siècle) qui préserve de la 
variole par une pustule d'une autre affection - la vaccine. 

(**) La vaccination jennérienne au contraire a longtemps été considérée comme 
d'une innocuité absolue ; on admet aujourd'hui un taux de mortalité par 
première vaccination de 10~& chez les enfants, 3 x 10~^ chez les adultes 
cf Lane & Millar et Katz & Krugman, in The New England Journal of Médecine 
(Nov, 1969) • cités d'après L. Lebart, Recherches sur le coût de la pro-
tection de la vie humaine ... CREDOC, 1970. 

(***) Dans un rapport de Halle et Laplace lu à la séance du 26 Floréal an 4 
(1795) de l'Académie des Sciences, sur un mémoire du citoyen J.A.Mourgues 
intitulé "Observations sur les naissances, mariages et morts qu'il y a 
eu parmi les habitants de la ville de Montpellier pendant 21 années con
sécutives, de 1772 à 1792 inclusivement etc ..." nous relevons les points 
suivants : 

"24°) La mortalité des enfants dans le cours de la première année de la 
vie est à elle seule une moitié de celle des cinq premières, et un quart 
de la mortalité totale ... 

28°) Depuis un an jusqu'à cinq ans la petite vérole est de toutes les 
causes celle qui a le plus de part à la mortalité ..." 



LA PREHISTOIRE DE L'ANALYSE DES DONNEES 1 7 

7.5.2. La thâotilz doM ZHAZUHÂ : 

Tandis que l'actuariat, science terrestre et mortelle s'il en fût, 
annonce par la collecte d'abondantes données les recherches qui nous inté
ressent aujourd'hui, la méthode des moindres carrés née de la mesure des mou
vements des astres nous élève jusqu'aux principes de la géométrie multidimen-
sionnelle. C'est pour trouver d'après une série d'observations les cinq 
paramètres du mouvement d'une comète que fut inaugurée la méthode des moindres 
carrés, oeuvre de trois mathématiciens que, pour éviter de trancher des contro
verses de priorité, nous citerons dans l'ordre alphabétique de leurs noms : ce 
sont Gauss (1777-1855) Laplace (17^9-1827) et Legendre (1752-1833). Remettant 
au § 1.5.3 les méthodes analytiques, exposons premièrement les principes géo
métriques selon l'esprit de R. Fisher (§§ 2.3.2, sqq.). Un ensemble I de n 

mesures {x , x2,. . . , x1,. . . , x11} peuvent être considérées comme les n coor
données d'un point x de l'espace R a n dimensions. Si ces n mesures provien
nent d'un système physique assujetti à des équations de forme connue, mais où 
rentrent plusieurs paramètres inconnus, le point de par les équations sera 

assujetti à être dans un certain sous-espace V de R . (Le cas le plus simple, 

qui n'est pas dépourvu d'intérêt, est celui où les n nombres x1 , x2 ,... , 

x1,..., x. sont des mesures de la même grandeur : on doit alors avoir 

x 1 = x 2 = . . . = x = . . . = x , c'est-à-dire que V est la diagonale de R ). En 

fait les mesures sont entachées d'erreurs ; et le point x n'est pas exactement 

dans V ; on corrigera donc les mesures en substituant à x un point y situé 

dans V et aussi proche que possible de x . Dans son mémoire de 1806 intitulé 
"Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des comètes - avec un 
Appendice sur la méthode des moindres carrés", A.M. Legendre propose de déter
miner les paramètres inconnus de telle sorte que soit minima la somme des carrés 

des restes dans les équations qui devraient lier les xMi.e. au lieu de 

f (x ,..., xn) = 0 on a f (x ,.... xn) = e ; on demande que soit minimum Ee , 
a ' ' a ' ' a ^ a' 

somme qui dépend des paramètres du phénomène étudié). En bref, ceci revient à 

prendre y dans V aussi proche que possible de x au sens de la géométrie eucli

dienne associée à une norme ||x - y || convenable ; ou encore à projeter orthogo-

nalement x sur V. Cette pratique requiert une justification fournie par la loi 

de la distribution d'un point x dont les coordonnées sont entachées d'erreurs 

autour d'un point central xfi. Cette loi est appelée loi normale ou loi de 

Laplace-Gauss (*). D'abord rencontrée par Moivre pour le cas unidimensionnel 
(c'est-à-dire le cas d'un nombre unique distribué autour d'une valeur moyenne ; 
cf § U) , elle fut ensuite considérée pour plusieurs variables simultanément (**). 

(*) Selon K. Pearson (Biometrika* T. 13, 1920 ; et Studies), "Laplace antici-
pated Gauss by some 40 years" car en 1783 il proposa de tabuler l'inté
grale : 

(2TT)"^ j e~*A/2 dx. 
' x 

(**) Sur la loi normale multiq^imensionnelle chez Laplace,, cf infra § 1.5.4. 
Disons vont de suite qu'au XIXème siècle, cette loi bien reconnue, nu 
moins implicitement, par les plus grands, est ignorée des praticiens 
des moindres carrés. La méthode de Laplace, fondée sur le théorème central 
limite, ne requiert pas la normalité de xr ; car il démontre la normalité 
de son estimateur. 
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Les t i t r e s des mémoires de Gauss (qui ne publie qu'après Legendre, mais qui , 
selon Laplace, "avai t eu, p lus ieurs années avant l a publication [de Legendre] 
l a même idée dont i l f a i s a i t un usage habi tuel") valent d ' ê t r e t r a d u i t s , car 
i l s suggèrent l e progrès de sa pensée : Theoria motus corporum coelestium, 
1809 - Théorie du mouvement des corps cé les tes ; Disquis i t io de elementis 
e l l i p t i c i s P a l l a d i s , 1810 - recherche sur l es éléments e l l i p t i ques de Pallas 
(une p e t i t e p lanète) ; Theoria combinationis observationum erroribus minimis 
pbnoxiae, 1821 - Théorie de l a combinaison des observations su je t te aux moindres 

ndres 
les 

recherches contemporaines sur les sommes de var iables a léa to i res indépendantes 
(théorème cen t r a l l i m i t e ) . A l a fois grand analys te , grand mécanicien, grand 
p r o b a b i l i s t e et ce^qui - singulièrement dans l a langue de ce temps - dit plus 
que tout : grand géomètre, Laplace é t a i t tout désigné pour de t e l s travaux 
(cf 1.5.3) . 

La^méthode des moindres carrés a servi grandement l ' é l abora t ion des me
sures numériques : d'abord en astronomie (*) , puis en géodésie (où l a somme des 
angles d'un t r i a n g l e n ' e s t jamais exactement ce qu ' e l l e devrait ê t r e !) et dans 
tou te l a physique. La l o i normale multidimensionnelle a été pr i se - non sans 
abus croyons-nous - pour l e modèle universel de tous les ê t res complexes jusqu'en 
b io logie (cf § 2.2) et en psychologie (cf § 2.U). Mais e l l e a fourni à F. Galton 
et à K.Pearson l e cas typique sur lequel leur imagination a s a i s i cor ré la t ion , 
régress ion et analyse f a c t o r i e l l e . 

(*) Bessel que nous citons d'après J. Bertrand, a écrit : "In der Astronomie ist 
die Praxis eine Aufgabe der Warscheinlichkeits - Rechnung, die Théorie eine 
Aufgabe der hoheren Mechanik". Un exemple saisissant montrera que la confron
tation des mesures .astronomiques requérait impérieusement une théorie des 
erreurs. A la fin du XVIIème siècle, Halley avait proposé pour mesurer la 
parallaxe solaire p (angle sous lequel est vu du soleil un rayon équatorial 
de la terre) une méthode dont la mise en oeuvre semblait très simple, fondée 
sur la mesure des temps de passage de Vénus sur le disque solaire, vus de 
deux points éloignés de la terre. La durée de ces passages pouvant être de 
quelques heures, on espérait sur p (8"< p < 9") une erreur inférieure à 
0,01". En 1761, l'occasion se présenta enfin d'observer un passage de Vénus 
sur le soleil. Les astronomes recueillirent non deux mais soixante obser
vations de temps de passage. "60 observations au lieu de 2, dit J. Bertrand, 
faisaient espérer par leurs combinaisons 1770 (C^) déterminations identi
ques. La déception fut grande ; les résultats variaient entre 7" et 11" ". 
Les astronomes tentèrent en vain de réduire l'aléa en choisissant les obser
vations qui semblaient les plus appropriées. "En combinant les observations 
sans règle et sans méthode, les calculateurs du XVIIIeme siècle n'en purent 
montrer que l'incertitude". Encke appliquant en 1821 la méthode des moindres 
carrés à l'ensemble des observations de 1761, trouva p = 8,4.9" ; la valeur 
admise aujourd'hui est 8,80" ; son écart à 8,49" représente plus de trois 
fois l'écart-type estimé par Encke : ce qui est considérable. J. Bertrand 
propose d'améliorer l'estimation de p en éliminant a posteriori les observa
tions qui conduisent aux résultats les plus excentriques, attribuant celles-ci 
à des erreurs manifestes, non à des imprécisions : c'est avant la lettre ce 
qu'on appelle aujourd'hui estimation robuste (cf § 2.3.3 in fine) méthode 
conçue pour s'affranchir des perturbations par lesquelles la nature s'écarte 
le plus du modèle normal. 
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ht i l nous importait de voir conclue dès l e début du XIXème s i è c l e , entre l a 
s t a t i s t i que et la géométrie euclidienne multidimensionnelle, une union dont 
le calcul électronique acc ro î t r a i t un jour l a fécondité. 

7.5.3. Explication mathématique, d& la lot nonmalt : 

Chez Legendre, l a règle de rendre minima l a somme des carrés des r e s t e s 
n ' a pas de j u s t i f i c a t i o n probabi l i s te : c ' e s t un principe géométrique. Chez 
Gauss et Laplace, l a méthode des moindres carrés es t fondée sur l a d i s t r i b u 
t ion normale des erreurs de mesure. I l est curieux de s ' a r r ê t e r à voi r comment 
ces deux i l l u s t r e s auteurs j u s t i f i e n t une t e l l e lo i dont l a fortune devait ê t r e 
grande dans l ' h i s t o i r e de l a s t a t i s t i q u e (sur l 'usage de l 'hypothèse de norma
l i t é cf § 2 ; notamment § 2.2.5) ; " loi à laquel le tout l e monde c r o i t " ca r , 
selon une boutade de l 'astronome Lippman ci tée par Poincaré, " les expérimenta
teurs s'imaginent que c ' e s t un théorème de mathématiques, et l es mathématiciens 
que c 'es t un fa i t expérimental". 

Gauss part du problème de l ' e s t imat ion de l a vraie valeur z d'une gran
deur d'après une sé r i e de mesures x , . . . , x . Supposant que l a l o i de probabi
l i t é de l a mesure x d'une grandeur dont l a vraie valeur es t z , es t de l a forme 
(p(x-z )dx (où (p est une fonction à déterminer qui r é su l t e du processus de me
sure ) , Gauss décide d 'est imer z par ce que nous appelons après Fisher (cf 2.3-3) 
le principe du maximum de vraisemblance (*) : i . e . de cho is i r z rendant maximum 
le produit : 

(p(xx - z) x <p(x2 - z) x . . . x q>(xn - z ) . 

De plus Gauss estime nature l le postulatum que l'optimum z est exactement l a 
moyenne des nombres x^ . . . xn< Le postulatum écar te l ' é v e n t u a l i t é d'une er reur 
systématique constante : Gauss d i t explicitement : Errorum regûlarium consi-
deratio proprie ab i n s t i t u t o nostro excludi tur . En demandant que l e postulatum 
s'accorde avec l a règle du maximum de vraisemblance quels que soient les 
x l s . . . , x n , i l obt ient par un calcul simple que (Log<p)' es t une fonction l i 
néaire donc Log (p une fonction quadratique. I l retrouve a in s i une formule 
d'abord rencontrée par Moivre (cf § 1.U.1). Mais bien que les considérat ions 
de Gauss nous in téressent f o r t , e l l e s ne démontrent nullement l a nécess i té 
physique de l a lo i normale ; aussi ne s 'é tonnera- t -on pas que selon J . Bertrand 
(1822-1900) (Calcul des Probabi l i tés ; 1° éd. 1899) "Ni l e succès près des 
observations de sa l o i de probabi l i t é des e r r eu r s , ni l a s impl i c i t é des consé
quences, ni leur accord constant avec les f a i t s n 'ont décidé son i l l u s t r e au
teur à y voir une vé r i t é démontrée". 

Laplace, au contra i re donne en substance de l a l o i normale l a j u s t i f i 
cation qui demeure l a meilleure que l 'on puisse proposer aujourd 'hui : le 
théorème central l i m i t e . Ce théorème ne fut aucunement goûté des contempo
rains ; et aujourd'hui c ' e s t l a démonstration de Laplace qui semble i l l i s i b l e . . . 

0 Principe auquel D. Bernoulli fut sans doute le premier à recowcir 
cf Biometrika T. 48 pp 1-18, et Studies un texte de D. Bernoulli 
(publié en 1777) suivi d'un appendice d'Euler ; et commenté par 
M. G. Kendall. 
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Il faut reconnaître avec J. Bertrand que "le Traité analytique du calcul des 
probabilités commence par deux cents pages, au moins, dans lesquelles l'exposi
tion des théories mathématiques qui doivent servir au calcul des chances est 
complètement indépendante de toute application ultérieure". Mais nous nous gar
derons de suivre J. Bertrand quand il ironise : "Laplace, après avoir trouvé 
des méthodes nouvelles devait leur donner la préférence : les problèmes sont 
choisis et les solutions proposées de manière à mettre en évidence l'utilité 
des fonctions génératrices". Lisons Laplace : 

"Soit y une fonction quelconque de x ; si l'on forme la suite infinie 

9 "3 X X + l °° 
y0+y, t+y2 t^+y3 t J+...+yx t +yx+j t +---+ym t on peut toujours concevoir 
une fonction de t qui, développée suivant la puissance de t , donne cette suite : 
cette fonction est ce que je nomme fonction génératrice de y ". 

Laplace est un analyste d'avant Gauchy : "il peut toujours concevoir" : 
i l n'ignore certes pas que toute série n'est pas convergente ; mais i l ne 
s'arrête pas à cette question ; un contemporain dirait qu'il calcule sur des 
séries formelles. Laplace voit plus loin : avec une ambiguité calculée i l uti
l ise la let t re x, réservée d'ordinaire à une variable continue, pour désigner 
ce qui semble n'être qu'un indice entier positif ; mais i l écrit y et non 

y(x) sa fonction quelconque. Lui-même a professé dans son §1: "tel est l'avantage 
d'une langue bien faite, que ses notations les plus simples sont devenues sou
vent la source des théories les plus profondes . . . " ; c'est une tel le langue 
que veut écrire Laplace. Poursuivons : 

" . . . u étant la fonction génératrice de y , celle de y est u/t ; . . . le 

coefficient de t dans u((l/ t)-1) est donc égal à y - y , • • - , différence que 

nous désignerons par Ay , A étant la caractéristique des différences finies". 

De la suite des valeurs entières de x, Laplace peut passer à une pro
gression arithmétique de raison quelconque ; puis à une progression arithmétique 
de raison infinitésimale dx : le calcul des différences finies se résoud dans 
le calcul différentiel et celui-là fournit à celui-ci un calcul symbolique que 
retrouvera Heaviside (1850-1925). Laplace écrit par exemple : 

adyx/dx 
'Ayx = e - 1 

l'accent devant A signifie qu'il s'agit de la différence yx+a(et nor 
y . , - y ) ; c'est notre formule : f(x+a) - f(x) ~ (exp(ad/dx) - 1) f(x) ; 

cette formule s'obtient par passage à la limite à partir de A*s((1/t) - 1) ; 

A %((l/t) - 1) ; 'A= ((a/t) - 1) etc . . . Laplace sait qu'en développant son 
exponentielle i l retrouve la formule de Taylor. 

On attribue à Laplace la tranformation qui à la fonction a associe (p défi

nie par 

9(s) = I e
 S t do(t) ; 

on pourrait aussi lui attribuer la fonction caractéristique d'une loi de proba
bi l i té de densité p(x) : 

f(t) = j e i t x p(x) dx. 
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Car Laplace considère la fonction génératrice d'une loi de probabilité 
(alors y = p ) , il passe à la limite (loi p(x) dx et non variable aléatoire 

X X , x 
discrète pQ, Pj , . . . ) , et donne à l'argument t de sa suite Ep des valeurs 

complexes de module 1 : t = exp(itp). C'est par cette voie qu'il démontre que 

le quotient par (n2) de la somme de n erreurs x1,..., xn chacune distribuée 
suivant la même loi quelconque (de variance finie), tend pour n infini à être 
distribuée normalement. C'est bien notre théorème central limite (cf Théorie 
analytique des pr. L II ch h). 

Mais est-il vrai que toute mesure physique, étant elle-même résultante 
additive d'une infinité de petites causes soit distribuée normalement ? Nous 
en douterons avec Poincaré ; qui sous le dessin d'une courbe en cloche écrit : 
"Ce résultat se vérifie, paraît-il. Ainsi Bessel {178U-18U6) a pu représenter 
les résultats d'un grand nombre d'observations ..." (cf infra § 2.2.6 la cri
tique que fait Pearson d'une assertion imprudente d'Airy). 

US. 4. La lot notwaJLo. multldlmmA tonnelle, chez Laplace. : 

Pour un statisticien quelque peu géomètre et qui écrit après Fisher 
(cf § 2.3), justifier la méthode des moindres carrés requiert impérieusement 
le recours aux variables normales multidimensionnelles. Pourtant la pratique 
et la théorie des moindres carrés furent largement reçues dans le monde scien
tifique près de cent ans avant la loi normale multidimensionnelle. En 18U6, 
Auguste Bravais (cf infra § 2.2.3) écrit que "... l'illustre Laplace ... s'est 
borné à l'appréciation de la possibilité des erreurs de la mesure finale d'une 
longueur" (entendez d'une seule longueur) ; et il croit être le premier à 
traiter de la loi conjointe de plusieurs grandeurs. A la fin du XIXème siècle 
Galton ( ~ 1885) redécouvre la loi normale multidimensionnelle ; et selon 
K. Pearson (cf § 2.2.3) il est le premier à lui donner sa juste place dans la 
philosophie naturelle. 

Or la loi normale multidimensionnelle - sinon la philosophie qu'on en 
peut faire - est indubitablement dans la Théorie analytique des Probabilités : 
mais elle y est dans la justification de la méthode des moindres carrés (au 
Livre II) ; et des prétentions probablement sincères de Bravais, nous devons 
conclure que les démonstrations de l'illustre Laplace étaient plus admirées 
que lues ! Sans nous astreindre, o lecteur, à lire Laplace comme il le méri
terait, considérons au moins quelques citations qui suffisent à démontrer que 
cet auteur a connu la loi normale multidimensionnelle. 

"Supposons maintenant que l'on ait deux éléments à corriger pour l'en
semble d'un grand nombre d'observations ..." Laplace considère que l'on dispose 
pour ces deux grandeurs d'une valeur approchée qu'il adopte pour origine et 
note z et z' les corrections qu'il convient d'apporter à ces valeurs ; correc
tions qu'il déterminera d'après un ensemble de mesures qu'il note 3 . Si la 

précision des mesures était parfaite, S serait une fonction exacte des deux 
grandeurs donc des variables z et z'. Dans le domaine de l'étude, z et z ' sont 
censés être assez petits pour qu'on puisse linéariser cette fonction ; donc 
poser : 

R(i) _ h(i) + „(i> , + n(i) ,, . 
3 - h + p z + q z ; 

en f a i t , 6 est à a f fec ter d'une correct ion inconnue e ; e t l a r e l a t i o n 
vér i table est : 
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en notant a = 3 - h , Laplace ouoient ce qu' i l appelle les équations de 

condition : 

c ( 1 ) = p ( i )
 Z + q

( i ) . • - . < * > ; 

il importe de noter que dans une telle équation, p , q , a sont connus ; 

e est inconnu, mais Laplace suppose que tous les e sont des variables alé
atoires indépendantes de même loi ; enfin z et z ' doivent être estimés d'après 
le système indicé par i des équations de condition. 

Ce système étant surabondant, Laplace propose de le ramener à deux équa

tions, obtenues par combinaison linéaire : conservons - comme on garde à un ta

bleau de maître son cadre - les notations de Laplace, qui écrit S a là où nous 

écrivons Z{a |iel} ; le système réduit est : 

S,' 1' £
( i ) = z. 8 .

( i > p ( i > + ... 8 . < " 1 ^ - 8 - ^ .<» ; 

S n ^ £
( i ) = 2. 8 n ( i J p ^ + ... 8 n » ' 4

( i ) - B n ^ . ^ 8' 

"Si l'on suppose nulles les deux fonctions S m J e et S n e ,..., 

les deux équations finales précédentes donneront les corrections z et z' des 
deux éléments. Mais ces corrections sont susceptibles d'erreurs, relatives à 
celle dont la supposition que nous venons de faire est elle-même susceptible. 
... Il faut maintenant déterminer les facteurs m, m ,..., n, n , . . . , de 
manière que l'erreur moyenne à craindre sur chaque élément soit un minimum". 

Laplace applique sa méthode des fonctions caractéristiques et écrit pour 

la densité de la loi conjointe de S m e et S n e désignés respec
tivement par 1 et 1', la formule même de la loi normale, formule que nous citons 
telle quelle : 

l 2.Sn ( i ) 2 - 2 11' S m ( i ) n U ) + i'2.Sm(i)' 

Uk"a2 E 
c 

h k" TT 2 

k a-v/E 

où c est la base des logarithmes népériens (notée e aujourd'hui) k",k et a2 des 

constantes qui lui donnent la variance commune à toutes les erreurs e et E 
dépend de m et n. 

F - q J^2 q J^2 fq J 1 * ^ V 
h - b m . S n - ( S m n J . 

. . . "pour avoir la probabilité que les erreurs u et u' des corrections des élé
ments seront comprises dans les limites données, il faut substituer... au lieu 
de 1 et 1 ' leurs valeurs en u et u' ". Laplace n'a pas de peine à tirer ces va
leurs du système linéaire à deux inconnues auquel il a réduit les équations de 
conditions ; il obtient donc pour la loi conjointe de u et u' une loi normale 

où figurent en paramètres les m , n : il montre alors que la supposition 
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m = u p ; n = M q (où u est constant) rend minima l'erreur à crain
dre sur z et z' ; et calcule avec ces coefficients des corrections dont il 
écrit : 

"Il est facile de voir que ces corrections sont celles que donne la mé
thode des moindres carrés des erreurs des observations, ou du minimum de la fonc
tion 

S ( p ( i ) z + q
( i ) z ' - a ( i ) ) 2 ; 

d'où il suit que cette méthode a généralement lieu, quel que soit le nombre des 
éléments à déterminer ; car il est visible que l'analyse précédente peut s'éten
dre à un nombre quelconque d'éléments". 

Un, deux, l'infini : l'illustre Laplace avait aux pieds les bottes de 

sept lieues de l'analyse î Pour ceux qui sont moins agiles, voici une interpré

tation géométrique de sa démonstration. Considérons dans l'espace R le vecteur 

a = {a |iel}, dont les coordonnées sont les mesures primaires (à un change

ment d'origine près). S'il n'y avait pas d'erreur d'observation, le point a 

serait sur la sous-variété linéaire V , d'équation paramétrique en (z,z') 

V i e I : a 0
U ) = p U ) z + q

U) z' ; 

en fait, a est distribué normalement autour du point central aQ ; en détermi

nant les paramètres z et z' par les deux équations linéaires : 

0 - . . 8 . ^ ^ . - . S „(i> q
( i ) - S m

( i ) a ( i ) 

C ^ z . S n ^ p ^ . z . . S n ( i \ ( i > - S n ( i > a ( i ) . 

Laplace effectue une projection de a sur V ; avec le choix m = p et 

n = q il réalise exactement une projection orthogonale. 

1.5.5. La lot nonmale, e.n tneotile. ctnettgue deM gaz : 

Anticipant sur le cours du XIXème siècle, montrons ici par quels argu
ments mathématiques, de très grands physiciens ont justifié l'introduction de 
la loi normale dans un domaine où sa validité est acceptée : la théorie ciné
tique des gaz. 

Désignons par p(u,v,v) du dv dw la probabilité que le point ayant pour 
coordonnées les trois composantes de la vitesse d'une molécule de gaz soit con
tenu dans l'élément de volume du dv dw centré au point (u,v,v). Pour démontrer 
que le vecteur vitesse est distribué normalement, Maxwell (i831-1879) affirme 
d'abord par raison de symétrie que la fonction de densité p ne dépend que du 

carré du module de la vitesse : p(u,v,v) = F(u2+v2+v2) ; pour préciser la forme 
de F, Maxwell fait encore une hypothèse dont la justification physique est 
beaucoup plus difficile : il suppose que les trois composantes de la vitesse 
sont des grandeurs aléatoires indépendantes entre elles. 
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Si donc f(u2) du est la loi de probabilité d'une composante on a : 

F(u2 + v2 + w2) = f(u2) f(v2) f(w2) = (f(0))2 f(u2 + v2 + v2) ; 

des p ropr ié tés mul t ip l i ca t ives de l a fonction f, on déduit alors que : 

f (u 2 ) = exp(a + 6 u2) (où pour assurer l a convergence 3 doit ê t r e néga t i f ) . 
C'est bien l a densi té de l a l o i normale que Maxwell a carac tér i sée dans l 'espace 
par deux propr ié tés simples : l a symétrie sphérique ; et l 'indépendance en pro
b a b i l i t é des composantes dans des di rect ions orthogonales. Depuis lors (1859)» 
on appelle l o i de Maxwell, l ' a s s e r t i o n que dans un gaz l e vecteur vi tesse d'une 
molécule es t d i s t r ibué normalement. 

Boltzmann (à p a r t i r de 1868) entreprend de donner de l a lo i de Maxwell 
une démonstration physique plus profonde. Ayant admis l a symétrie sphérique, 
i l donne l ' équa t ion d 'évolut ion temporelle de l a fonction F. Ignorant tout 
des l o i s de l ' i n t e r a c t i o n des molécules, Boltzmann adopte d'abord l e modèle 
des molécules sphériques se déplaçant en l igne droi te et changeant de direction 
par choc é las t ique l e s unes contre les autres (ou contre les parois) ; non q u ' i l 
c ro i t à ce modèle, mais i l préfère f ixer une analogie mécanique, p lu tô t que 
de s'abandonner à l a géné ra l i t é indéfinie des formules mathématiques. Boltzmann 
v é r i f i e que la lo i de Maxwell est une solution s ta t ionna i re de l 'équat ion d'évo
l u t i o n , ( c ' e s t - à - d i r e que s i à un ins tant donné l a d i s t r ibu t ion des vi tesses 
es t normale, les chocs é las t iques qui modifient les v i tesses des molécules in
d iv idue l l e s , respectent dans l 'ensemble ce t te d i s t r i b u t i o n ) . Puis i l démontre 
qu'au cours du temps l ' i n t é g r a l e H = - | F log F du dv_ dw ne peut décro î t re . 
Compte tenu de ce que F es t une loi de probabi l i t é ( J F du dv dw = 1 ) et de 

ce que l ' é n e r g i e c inét ique es t constante dans l e temps (|(u2+v2+w2)F du dv 
dw = Cte ) , Boltzmann é t a b l i t a lors par un calcul de variat ion t r è s simple que 
l e maximum de H es t a t t e i n t pour l a d i s t r ibu t ion normale des v i tesses qui est 
donc l a l o i l imi te que tendent à ins taurer les chocs entre molécules (parce que 
H ne peut d é c r o î t r e ) . Enfin Boltzmann r e l i e l ' i n t é g r a l e H à l a probabi l i té de 
l a d i s t r i b u t i o n F, entendue comme le nombre de r épa r t i t i ons des molécules 
en t re c lasses de v i t e s s e s , compatibles avec une valeur fixée de l ' énerg ie 
t o t a l e (cf supra) : ( i l s ' a g i t i c i de passage à l a l imi te inf in ie sur des ca l 
culs d 'analyse combinatoire ; calculs que l a mécanique quantique a éc la i rés 
et assurés en montrant que l e s é ta t s possibles d'un système de molécules for
ment un ensemble d i sc re t (non continu) qui se prê te donc à des dénombrements) ; 
on débouche sur l a déf in i t ion de l ' e n t r o p i e . 

Einstein (1905) considère le mouvement au sein d'un fluide d'une molécule 
(ou d'une p a r t i c u l e microscopique, p e t i t e mais v i s i b l e , donc bien plus grosse 
qu'une molécule) ag i tée par des chocs thermiques incessants . Sous l 'hypothèse 
que l e s déplacements effectués par ce t t e pa r t i cu le au cours d ' i n t e rva l l e s de 
temps success i fs (de longueur p e t i t e : T) sont aléatoirement indépendants, 
Einstein obt ient l ' équa t ion d i f f é r e n t i e l l e d 'évolution de l a d i s t r ibu t ion de 
p robab i l i t é de l a p a r t i c u l e : i l en déduit que l e vecteur espace parcouru pen
dant un temps T fixé a une d i s t r ibu t ion normale sphérique dont l a variance est 
propor t ionnel le au temps T. Ce que Jean Perrin a vé r i f i é dans ses expériences 
extraordinairement ingénieuses sur le mouvement brownien. 

Gauss, Laplace, Maxwell, Boltzmann, Einstein : combien de génies une 
formule é c r i t e par Moivre n ' a - t - e l l e pas a r rê tés ! Et nous verrons ce t te même 
formule accompagner l a biométrie (§ 2.2) et l a psychométrie (§2.U) dans l a con
quête de l ' e space multidimensionnel. 
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1.6. Un Alecle Atuplde : 

Tel fut dit-on le XIXème siècle. Il ne convient pas d'invectiver un âge 
qui enseveli dans le passé, ne peut nous répondre : mais stupide vient de stupor9 
et il est véritable qu'une sorte de stupeur, de doute sembla frapper pour un 
temps la science mathématique du hasard. 

1.6. T. llô eX abuÂ deM p^obabitûtéà : 

Le lecteur des oeuvres de Laplace admirera la puissance des méthodes ana
lytiques qu'il a fondées. Il s'étonnera de la patience du calculateur compilant 
les observations les plus antiques et conjuguant mécanique et statistique pour 
démêler l'écheveau des mouvements des astres. Témoin l'étude de l'Equation de 
la Lune que son auteur expose ainsi (cf Essai philosophique). "Ce fut encore par 
la considération des probabilités que je reconnus la cause de l'équation séculaire 
de la lune. Les observations modernes de cet astre, comparées aux anciennes écli
pses, avaient indiqué aux astronomes une accélération dans le mouvement lunaire ; 
mais les géomètres, et particulièrement Lagrange, ayant inutilement cherché, dans 
les perturbations que ce mouvement éprouve, les termes dont cette équation dépend, 
ils la rejetèrent. Un examen attentif des observations anciennes et modernes et 
des éclipses intermédiaires observées par les Arabes, me fit voir qu'elle était 
indiquée avec une grande probabilité. Je repris alors sous ce point de vue la 
théorie lunaire, et je reconnus que l'équation séculaire de la lune est due à 
l'action du soleil sur ce satellite, combinée avec la variation séculaire de 
l'excentricité de l'orbe terrestre ; ce qui me fit découvrir les équations sécu
laires des mouvements des noeuds et du périgée de l'orbite lunaire, équations 
qui n'avaient même pas été soupçonnées par les astronomes. L'accord très remar
quable de cette théorie avec toutes les observations anciennes et modernes l'a 
portée au plus haut degré d'évidence". Tout est à méditer dans ce texte pour le 
statisticien ; même s'il ne voit pas distinctement les révolutions de la lune 
décrivant autour de la terre des ellipses dont la forme et l'orientation déri
vent lentement. Soulignons la part de la statistique dans le faisceau des preu
ves qui convergent vers l'évidence. Laplace possède déjà les notions de risque 
et d'utilité telles qu'elles fleuriront après lui en statistique. Il fut encore 
un éminent démographe (nous avons cité au § 1-5-1 son rapport du 26 Floréal an 
IV) : on n'a pas vu depuis (on ne reverra peut-être jamais plus) un mathéma
ticien de cette grandeur interroger si passionément les humbles chiffres. Mais 
Laplace ne fut pas absolument heureux en tout. Quand entreprenant 1'application 
des Probabilités aux sciences morales, il traite de la Probabilité d^s témoigna
ges, des choix et des décisions des assemblées, de la Probabilité des Jugements 
des tribunaux (titre et sous-titres sont de Laplace lui-même dans son Essai Phi
losophique ...) ses calculs nous semblent plus ingénieux que ses hypothèses ne 
sont sûres. Laplace, il est vrai, ne s'abandonnait pas aveuglément à l'illusion 
de contribuer au progrès moral, mais il concluait à l'utilité de ses spécula
tions. Ecoutons-le : "La plupart de nos jugements étant fondés sur la probabi
lité des témoignages, il est bien important de la soumettre au calcul. La chose 
il est vrai devient souvent impossible . . . Mais on peut dans plusieurs cas ré
soudre des problèmes qui ont beaucoup d'analogie avec les questions qu'on se 
propose, et dont les solutions peuvent être regardées comme des approximations... 
Une approximation de ce genre lorsqu'elle est bien conduite, est toujours préfé-
raole aux raisonnements les plus spécieux". C'est cependant parmi ces raisonne
ments que certains critiques n'hésitent pas à ranger les approximations de 
Laplace ! Et J. Bertrand leur trouve chez Rabelais ce divertissant précédent 

"Cela fait, comment sentenciez-vous mon ami ? 
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"Comme vous autres, messieurs, répondit Bridoye, pour celuy je donne 
sentence duquel la chance livrée par le sort des dez judiciaires premier 
advient". 

Selon Bertrand, "Tout se passe, suivant Condorcet comme si les magistrats 
imitant Bridoye, juge de Myrelingues sentenciaient par le sort des dés. L'assi
milation de l'opinion d'un juge au tirage d'une boule dans une urne de compo
sition déterminée est pour lui une identité. Si la boule est blanche, la décision 
sera bonne. Le juge se trompera s'il tire une boule noire ... Le difficile est 
de trouver la composition de l'urne. ... Laplace ... assimile, comme Condorcet, 
l'opinion d'un juge à un tirage fait dans une urne, mais il repousse l'hypothèse 
d'une probabilité invariable". 

7.6.2. Veux &2.\)en.eA veJidtctA : 

Parvenu au s-euil du XIXème siècle dans son chapitre sur l'histoire de la 
théorie des Probabilités, Gnedenko écrit : "Nous ne pouvons taire le fait que 
Laplace et Poisson (*) qui eurent un grand rôle dans le progrès de la théorie 
des probabilités, furent en même temps la cause indirecte de sa longue stagna
tion, caractéristique en Europe Occidentale de la deuxième moitié du XIXème 
siècle et des premières décennies du XXème. Ces deux illustres savants préco
nisèrent largement l'application de la théorie des probabilités aux sciences 
morales ... L'engouement pour ces soi-disant applications, faites au mépris de 
la nature des faits, sans égard aux conditions qui les déterminent pesa lour-
demant sur le progrès de la théorie des probabilités. Toutes ces applications 
fondamentalement erronées furent qualifiées dans la suite de "scandale mathé
matique" (**). A cause de ces échecs, l'engouement pour la théorie des proba
bilités fit place au désenchantement ; et l'opinion se répandit largement parmi 
les mathématiciens de l'Europe Occidentale que cette théorie n'était qu'une 
sorte de divertissement mathématique sans applications importantes et ne méri
tant guère l'attention des savants sérieux. Même les succès de la théorie dans 
ses applications sérieuses - théorie cinétique des gaz (***), théorie des 
erreurs, théorie du tir etc ... - ne purent en Europe Occidentale venir à bout 
de cette erreur de jugement. Il fallut le génie de Tchebycheff (1821-189*0 et 
la création par lui de l'école russe, ainsi que le progrès impétueux de la 
physique recourant plus qu'auparavant aux mathématiques en général et à la 
théorie des probabilités en particulier pour refaire de cette théorie une grande 
science étudiant par ses méthodes propres de grands ensembles de faits du monde 
matériel. Le progrès ultérieur de la théorie est indissolublement lié aux 
succès de notre propre science. Car c'est dans notre pays que furent obtenus 
les résultats fondamentaux dans cette étape du progrès de la théorie des proba
bilités". 

Faisons dans cette vision du XIXème siècle et de l'Europe Occidentale la 
part du patriotisme russe exalté par une guerre formidable (Gnedenko écrit peu 
avant 1950) ; il reste qu'un autre auteur (dont le chauvinisme mathématique ri
valise il est vrai avec plus d'un nationalisme) ne s'exprimerait pas autrement. 

(*) L'illustre mécanicien dont on se bornera à citer ici les "Recherches sur 
la probabilité des jugements en matière criminelle et en matière civile" 
(1837) et les "Mémoires sur la probabilité du tir à la cible" (ce der
nier titre évoquant immédiatement la loi à laquelle nous donnons le nom 
de Poisson). 

(**) L'expression est de Stuart Mill ; nous y reviendrons avec Joseph 
Bertrand. 

(***) Dont on a traité au § 1.5.53 à propos de la loi normale. 
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Dans le paragraphe final de l a subs tan t i e l l e note h i s to r ique au ch V 
de son l i v r e sur l ' I n t é g r a t i o n , N. Bourbaki, place dans une parenthèse l a con
damnation des probabi l i s tes du XIXème s ièc le et l ' é loge des contemporains qui 
en sont les successeurs mais non les cont inuateurs , quand i l affirme : . . . 
"c ' e s t du côté des applicat ions q u ' i l faut chercher les progrès r é a l i s é s par 
l a théorie de l ' I n t ég ra t i on depuis 1920 : théor ie des p robab i l i t é s (au t re fo i s 
prétexte à devinettes et paradoxes, et devenue une branche de l a théor ie de 
l ' In t ég ra t ion depuis son axiomatisation par Kolmogoroff, mais branche autonome 
avec ses méthodes et ses problèmes propres) ; théor ie ergodique ; théor ie spec
t r a l e et analyse harmonique, . . . " 

Raturant un s i èc le de leur plume acérée, Gnedenko et Bourbaki nous con
duisent jusqu'aux recherches probabi l i s tes contemporaines fondées sur l a t héo r i e 
de l a mesure, sans même c i t e r l ' é co le s t a t i s t i q u e anglo-saxonne ; ce dont 
ce lu i -c i est excusable vu son propos tout mathématique, mais non c e l u i - l à ! 
Gardons-nous de ce t te hâte : interrogeons quelques témoins : Joseph Bertrand 
(1822-1900), Henri Poincaré (185^-1912) ; Emile Borel (1871-1956) a u s s i , qui 
excelle à évoquer bien des fa i t s et des pensées dans son modeste ouvrage sur 
Le Hasard (P.U.F. ; 19*+8 ; 1° éd. e.i 191*0- Prenons divers exemples de ces 
scandaleux paradoxes. 

1.6.3. LeA paAadoxeA du calcul deM pKobablLttéb : 

Paradoxe de Le Dantec (b iologis te : 1869-19^ cf Borel , o£_. laud. § 20) 
"Imaginons . . . un joueur qui su i t la règle suivante. I l joue une première par 
t i e ; s ' i l l a gagne, i l encaisse l ' en j eu , disons 1 franc, et i l s ' a r r ê t e . I l 
reprend ensuite avec un autre joueur ; s ' i l perd l a première p a r t i e , i l c o n t i 
nue jusqu'à ce que l ' é q u i l i b r e so i t r é t a b l i , puis i l s ' a r r ê t e . . . I l peut con
t inuer indéfiniment . . . t an tô t i l gagnera 1 franc, tantôt i l se r e t i r e r a après 
une par t ie nul le . I l r é a l i s e r a donc sûrement un gain croissant et même, a f f i r 
merait Le Dantec, proportionnel au temps". A ce paradoxe, on ava i t répondu par 
avance (cf § 1.1».1) que l a ruine du joueur l 'empêcherait d ' a t t endre " jusqu 'à 
ce que l ' équ i l i b r e so i t r é t a b l i " . Répétons que les jeux indéf in is dans l e temps 
ont in t rodui t l ' é tude des processus a léa to i res : et on s a i t que l e terme de mar
t ingale est passé des s a l l e s de jeu aux séminaires de mathématiques. 

Les séquences au jeu de p i l e ou face (Borel, § 2 . 1 ) : "Nous appellerons 
séquence une sér ie de coups gagnés par un même joueur précédée et su iv ie d'au 
moins un coup gagné par l ' a u t r e joueur. Toute p a r t i e se décompose a ins i en 
une su i te de séquences successives . . . Nous appelons valeur moyenne des sé 
quences le quotient de l a somme de toutes leurs longueurs [nombre t o t a l de 
coups] par leur nombre". Mais ajoute auss i tô t Borel, "on pour ra i t donner de 
l a longueur moyenne d'une séquence une déf in i t ion dif férente qui se j u s t i 
f i e r a i t dans certaines circonstances pra t iques" . En bref chaque i n s t a n t , 
c ' e s t - à -d i r e chaque coup c est inclus dans une séquence ; dont a p o s t e r i o r i 
on peut connaître l a longueur n(c) : on peut calculer l a moyenne de n(c) sur 
l'ensemble des coups, ce qui revient à donner à chaque séquence dans le calcul 
de l a moyenne, un poids égal à sa longueur. 

La nécessi té de préciser les poids r e l a t i f s des événements es t plus 
cruciale encore dans les problèmes géométriques où i l s ' a g i t non d'ensembles 
f in is mais de continuum. Voici un problème dont Joseph Bertrand donne t r o i s so
lut ions qui conduisent à des r é su l t a t s d i f férents : "On t race une corde au ha
sard dans un cercle ; quelle est l a p robabi l i t é pour que sa longueur so i t 
supérieure au côté du t r i ang le équ i l a t é r a l i n s c r i t ?" Première so lu t i on , par 
raison de symétrie toutes les direct ions sont également probables pour l a 
corde ; et l a di rect ion A étant f ixée , i l y a une chance sur deux pour que l a 
corde dépasse le côté du t r i ang l e équ i l a t é r a l (car A étant f ixée , l e mil ieu de 
l a corde est sur l e diamètre DD' ; 
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et l a corde a l a longueur requise s i son milieu est sur l a moitié centrale MM' 
de DD'). Deuxième solut ion : par raison de symétrie, tout point A du cercle a 
même chance d ' ê t r e une extrémité de l a corde ; et ce t te extrémité A étant f ixée, 
i l v a une chance sur t r o i s pour que l a corde dépasse l e côté du t r i ang le équi
l a t é r a l (on le voi t en considérant so i t l ' a u t r e extrémité B, so i t l a direct ion 
de l a corde) . Troisième solut ion : t i r e r au sor t la corde, revient à t i r e r au 
sor t un point quelconque du disque pour ê t re son milieu m ; l a corde dépassera 
l e côté du t r i a n g l e é q u i l a t é r a l si l e milieu est dans l e disque de rayon moi
t i é ; disque dont l ' a i r e es t (î/h) de l ' a i r e du grand cercle ; donc, probabi
l i t é 1/U. "Doit-on penser , in terroge E. Borel (op_. laud. § 3.*0 que ces t r o i s 
so lu t ions sont également bonnes e t , par s u i t e , également mauvaises ? Nullement, 
i l s ' a g i t simplement de p réc i se r le mode d'après lequel se fera l a vér i f ica t ion 
expérimentale, c ' e s t - à - d i r e comment on s 'y prendra pour t r ace r une corde au 
hasard dans un ce rc l e " . Borel conclut toutefois que "la plupart des procédés 
na tu re l s . . . conduisent à l a première" [ so lu t ion ] . Pour nous ce t te solution 
s'impose : notre "raison de symétrie" est de munir l 'ensemble (bidimensionnel) 
des d ro i tes du p lan , d'une mesure invar iante par déplacement : dès lors l a mesure 
de l 'ensemble des sécantes déterminant une corde de longueur supérieure à ce l le 
du côté du t r i a n g l e é q u i l a t é r a l apparaît comme étant l a moitié de ce l le de 
l 'ensemble de toutes l e s sécantes du cercle . . . 

Généralisant jusqu 'à l 'extrême les paradoxes géométriques de Joseph 
Bertrand, Poincaré observe q u ' i l n 'y a aucune raison de supposer qu'une cer
t a ine va r iab le continue x est uniformément r épa r t i e (sur l e segment (0,1) par 
exemple) p lu tô t que son carré x 2 , ou toute autre fonction f(x) ; et a fo r t io r i 
n ' y - a - t - i l pas de l o i de p robab i l i t é na tu re l l e pour un point sur une surface, 
ou dans un domaine multidimensionnel. "Arrivé l à , d i t Borel, tout autre que 
Poincaré se s e r a i t a r r ê t é , s emb le - t - i l , puisque le r é su l t a t es t entièrement 
négat i f . C'est i c i au c o n t r a i r e , que Poincaré in t rodui t une idée neuve et t r è s 
i n t é r e s s a n t e " . Partons de ce problème : "Un cadran c i r cu la i r e est divisé en 
2n p a r t i e s égales pe in tes alternativement en blanc et en noir ; une a igu i l l e 
mobile autour du centre du cadran est lancée avec une force suff isante pour 
f a i r e avant de s ' a r r ê t e r , p lus ieurs fois l e tour du cadran ; quel le est l a pro
b a b i l i t é pour q u ' e l l e s ' a r r ê t e en face d'une division blanche ? 
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La réponse e s t ( 1 / 2 ) , indépendamment de l a p o s i t i o n de d é p a r t , e t de l a l o i 
p r é c i s e du l a n c e r , sous c e t t e s e u l e c o n d i t i o n g é n é r a l e que l ' a i g u i l l e f a i t p l u 
s i e u r s t o u r s avant de s ' a r r ê t e r . Le r é s u l t a t d 'un c a l c u l de p r o b a b i l i t é s e s t 
c e r t e s d ' a u t a n t p lus p r é c i e u x que comme dans l ' e x e m p l e de c e t t e r o u l e t t e , i l 
r é s u l t e n é c e s s a i r e m e n t de s imples p r o p r i é t é s q u a l i t a t i v e s des d o n n é e s , q u e l l e s 
que s o i e n t l e s v a l e u r s numériques p r é c i s e s des p r o b a b i l i t é s é l é m e n t a i r e s p o s 
t u l é e s . Po inca ré démontre p a r exemple que sous des h y p o t h è s e s t r è s g é n é r a l e s 
quant aux p r o b a b i l i t é s des d i v e r s e s p e r m u t a t i o n s e f f e c t u é e s en b a t t a n t l e s 
c a r t e s , l e b a t t a g e r é p é t é t e n d à r e n d r e é q u i p r o b a b l e s t o u s l e s rangements de 
c e l l e s - c i quel qu ' en s o i t l ' o r d r e i n i t i a l . 

Ces exemples mont ren t que l e s pa radoxes où s ' a r r ê t a i e n t l e s s a v a n t s du 
XIXème s i è c l e (que l s que fu s sen t l ' i r o n i e ou l e s c e p t i c i s m e de ces s a v a n t s ; c f 
§ 1.7-5) é t a i e n t b i e n a u t r e chose que des d i v e r t i s s e m e n t s ou des d e v i n e t t e s 
peu s é r i e u s e s . Pour l e s d é p a s s e r i l r e s t a i t à é l a b o r e r l a t h é o r i e des p r o c e s 
sus ; à p r é c i s e r l e s p r o b a b i l i t é s s u r des e spaces ( e t non seu lement s u r des e n 
sembles f i n i s ou d i s c r e t s ) , e t p a r t i c u l i è r e m e n t l a mesure i n v a r i a n t e s u r l e s 
groupes e t l e s e spaces homogènes ; à démontrer l ' e x i s t e n c e de d i s t r i b u t i o n s 
l i m i t e . Quant aux a p p l i c a t i o n s a v e n t u r e u s e s du c a l c u l des p r o b a b i l i t é s aux 
s c i e n c e s m o r a l e s , ne d o i t - o n pas avec Joseph B e r t r a n d , en e x c u s e r l e c a l c u l 
lui-même ? " L ' a p p l i c a t i o n du c a l c u l aux d é c i s i o n s j u d i c i a i r e s e s t , d i t S t u a r t 
M i l l , l e s canda l e des Mathémat iques . L ' a c c u s a t i o n e s t i n j u s t e . On p e u t p e s e r 
du c u i v r e e t l e donner pour o r , l a b a l a n c e r e s t e sans r e p r o c h e . Dans l e u r s 
t r avaux s u r l a t h é o r i e des j ugemen t s , Condorce t , Laplace e t Po i s son n ' o n t p e s é 
que du c u i v r e " . On a f a i t p i r e depuis : de nos j o u r s dans l e s a p p l i c a t i o n s v u l 
g a i r e s des mathématiques aux s c i e n c e s humaines , l a b a l a n c e e s t a u s s i peu f i 
dè le que l e méta l e s t v i l . 

1.7. définition deA probabilité* : 

La boutade de Joseph B e r t r a n d nous i n c i t e à a n a l y s e r l a l o c u t i o n fami 
l i è r e de Ca lcu l des P r o b a b i l i t é s : d ' a b o r d des p r o b a b i l i t é s , p u i s un c a l c u l 
adapté à ces données . 

1.7. 1. Vh.obabilité& unljo^meM dt ptuincipe. de. bymétniz : 

Pour l e s f o n d a t e u r s du XVIIème s i è c l e , l e s p r o b a b i l i t é s de base s o n t 
c e l l e s d 'un ensemble f i n i d ' é l é m e n t s é q u i p r o b a b l e s ( p i l e e t face ; ou l e s s i x 
c h i f f r e s d 'un dé) ; l e c a l c u l dénombre l e s combinaisons de ces é l émen t s e t l a 
p r o b a b i l i t é de l a r é a l i s a t i o n d 'une i s s u e complexe e s t d é f i n i e comme l e r a p p o r t 
du nombre des combinaisons f a v o r a b l e s à c e l u i des combina isons p o s s i b l e s . Dans 
l e s p r o b a b i l i t é s géomét r iques c o n s i d é r é e s dès l e XVIIIeme s i è c l e ( e . g . dans l e 
problème de l ' a i g u i l l e de Buffon cf § *+. l ) , l ' e n s e m b l e de b a s e e s t i n f i n i ( e . g . 
t o u t e s l e s p o s i t i o n s d 'un segment - l ' a i g u i l l e - dans l e p l a n ) : chaque é l émen t 
( e . g . t e l l e p o s i t i o n du segment) a donc une p r o b a b i l i t é i n d i v i d u e l l e n u l l e , 
c ' e s t pa r i n t é g r a t i o n d 'une d e n s i t é qu 'on p o u r r a i t d é f i n L r l a p r o b a b i l i t é d ' un 
domaine ( e . g . l e s segments dont l a d i r e c t i o n e s t comprise e n t r e 0] e t 629 e t 
dont l e m i l i e u e s t dans t e l d i sque du p l a n ) . Comme de p o u r s u i v r e avec que lque 
r i g u e u r de t e l s c a l c u l s e n t r a î n e f o r t l o i n , l e s m a t h é m a t i c i e n s r é s o l u r e n t 
d ' abord l e s problèmes en l e s s i m p l i f i a n t pa r des c o n s i d é r a t i o n s de s y m é t r i e 
t r è s p u i s s a n t e s , mais on l ' a vu , d 'un maniement p a r f o i s d é l i c a t . Cependant l a 
combina to i re d i s c r è t e des j eux e t l a géomét r i e du h a s a r d s e r e s s e m b l e n t en ce 
q u ' e l l e s c a l c u l e n t s u r des p r o b a b i l i t é s dont l e s v a l e u r s s ' i m p o s e n t a p r i o r i : 
à l ' é q u i v a l e n c e des f aces du d é , répond l ' i n v a r i a n c e p a r r o t a t i o n e t t r a n s l a 
t i o n du problème de l ' a i g u i l l e : dans ces problèmes l e s p r o b a b i l i t é s n ' o n t pas 
à ê t r e mesurées (pa r des e s s a i s r é p é t é s de j e t de dé ou d ' a i g u i l l e ) ; l e bon 
géomètre s a i t ce q u ' e l l e s do iven t ê t r e . Tout a u t r e son t l e s p r o b a b i l i t é s du 
s t a t i s t i c i e n : quand Danie l B e r n o u l l i (c f § 1 .5-1) ) suppu te l ' i n f l u e n c e de 
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l ' i n o c u l a t i o n sur l ' espérance de v i e , i l par t d'une table de morta l i té fondée 
sur des dénombrements, des cas réels ; et s ' i l postule que le risque v a r i o l i -
que es t uniforme au cours de l a v i e , c ' e s t seulement faute de mieux non par foi 
en un pr inc ipe d ' invar iance . 

1.7.2. La mesure deA jréquenceA : 

Mesurer l e s p robab i l i t é s d'une sé r i e d ' i ssues deux à deux exclusives 
(e .g . mourir avant l ' â g e d'un an, entre un et deux ans ; entre deux et t r o i s , 
e tc . . . ) par leur fréquence sur un ensemble d'observations requier t une grande 
pat ience • e t ces mesures r e s t en t entachées d'un type d 'er reur qui leur est pro
pre : l e s f luc tuat ions d 'échant i l lonnage. Trouver que sur cent pa t ien ts a t t e i n t s 
de t e l l e maladie t r e n t e ont bénéficié de t e l remède, ne s ign i f ie pas que l a pro
b a b i l i t é d ' e f f i c a c i t é de ce lu i - c i so i t exactement 30# ; même s i les diagnost i 
ques e t l a conduite du t ra i tement sont i r réprochables . 

7 .7 .3 . Probabilité 6ubjactive. : 

Aussi à l a p robab i l i t é définie objectivement par l a s t a t i s t i q u e comme 
l i m i t e idéa le d'une fréquence observée, subs t i tuera - t -on souvent une simple 
est imat ion subjec t ive . D'aucuns acceptent d'enthousiasme ces probabi l i tés sub
j e c t i v e s . "Pour in t rodu i re l a notion de p robab i l i t é , on se réfère d 'ordinai re à 
l a notion de fréquence. Pourquoi ? in terroge B. de F ine t t i (in Revue interna
t i o n a l e de S t a t i s t i q u e ; pp 117-130 ; T. k2 ; n°2 ; 197*0 . . . Ma réponse est 
t r è s simple e t n a t u r e l l e , même s i beaucoup l a jugent paradoxale : l a persistance 
de l a déf in i t ion en fréquence de l a p robab i l i t é s 'explique parce qu ' e l l e est la 
p i r e poss ib l e" . Bien q u ' i l cu l t ive le paradoxe, B. de F ine t t i ne se croit pas 
dispensé de proposer en faveur de sa thèse les meilleurs arguments. Déterminer 
l e s p robab i l i t é s par les fréquences est d i f f i c i l e , voire impossible. Sans pro
b a b i l i t é s a p r i o r i (cf supra § 1.U.2) on ne peut appliquer l a formule de 
Bayes : que peut ê t r e l a s t a t i s t i q u e non bayesienne (cf infra § § 2 . 3 - 3 . et 
2 . 3 . 5 . ) ? Pour l a dépeindre F i n e t t i c i t e une boutade : "Ce sol n ' e s t pas assez 
ferme : c ' e s t du sable ; enlevons le sable et fondons l a bâ t i s se sur le v ide ' 
Le sable : l e s p robab i l i t é s subjectives ; l e vide : ne plus u t i l i s e r l a formule 
de Bayes. Souvent, comme dans l e cas considéré par Henri Poincaré (cf § 1.6.3) 
l e s conclusions cherchées ne dépendent pas des valeurs précises des probabi l i tés 
a p r i o r i mais seulement de leurs grandes l ignes ( c ' e s t le cas de l a théorie de 
l ' e s t i m a t i o n ; pourvu que l ' on dispose d'un nombre suffisant d'observations ; 
mais a l o r s , selon nous, l 'abondance de c e l l e s - c i équivaut un peu à une estima
t ion par les fréquences). Les probabi l i t és subjectives son t -e l les s i imprécises 
que d'aucuns l e disent ? F i n e t t i emprunte un exemple à Lindley : "Un ingénieur 
chimis te , tout en admettant l a p o s s i b i l i t é d'une défail lance de l ' appare i l l age 
dont i l é t a i t responsable, h é s i t a i t à ch i f f re r une p robab i l i t é . Mais comme i l 
connaissa i t l e s incidences f inancières d'une t e l l e défa i l lance , j e l u i deman
dai : s i j e vous of f ra i s un d i spos i t i f éliminant tout a léa , combien l e 
payeriez-vous : mil le d o l l a r s , dix mille ? Cette dernière somme lu i parut 
r idiculement exagérée, mais l a première l ' i n t é r e s s a plus sérieusement. Après 
marchandage on s ' a r r ê t a à 750 ; nombre que (connaissant l a per te en jeu) on 
peut conver t i r en une p robab i l i t é " . (A ce marchandage, fondé en effet sur une 
ce r t a ine perception des p r o b a b i l i t é s , nous objecterons que les expériences des 
psychologues mettant des su je t s humains aux pr i ses avec un processus a léa to i re 
font vo i r chez ces sujets" un comportement qui n ' e s t pas optimum). Enfin pour 
f a i r e aux éléments sub jec t i f s l a part b e l l e , F ine t t i conclut en rappelant que 
son ami, not re r eg re t t é collègue l e Professeur Giuseppe Pompilj aimait à ce 
propos c i t e r Pirandel lo : "Un f a i t est comme un sac : s ' i l est v ide , i l ne 
t i e n t pas debout". 
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1.7.4. L'exlàtence obje.ctÀve de* probabilité* : 

Ceux qui avec nous s ' inquiè tent de ce subjectivisme désinvol te doivent 
i c i s ' in te r roger : objectivement, les probabi l i t és e x i s t e n t - e l l e s ? Cer ta ine
ment oui , s ' i l s ' a g i t de probabi l i tés égales sur un ensemble f in i ( l es dés , p i l e 
ou face) , ou de probabi l i tés invariantes par un groupe continu de transforma
t ions : seuls res ten t dans l'ombre l e s écar t s à l 'un i formi té ( e .g . les i r r é g u 
l a r i t é s qui sont cause que l 'expér ience de l ' a i g u i l l e de Buffon, cf § 1+.1, ne 
fournit que deux ou t r o i s décimales de TT , même si on l a prolonge longtemps). 
Mais une probabi l i té entendue comme l imi te de fréquence n ' e s t observable avec 
précision que s i les conditions sont assez s tables : ce qui n ' e s t pas l e cas 
notamment s i l 'expérimentation transforme rapidement le phénomène étudié ; par 
exemple en psychologie où le sujet est en but te à l a f a t igue , e t béné f i c i e , en 
revanche, d'un apprentissage (par le seul f a i t q u ' i l se soumet à l ' e x p é r i e n c e ) . 
Bien p lus , l a probabi l i té n ' e x i s t e objectivement pas sans condit ions s t a b l e s . 
Selon nous, le modèle mathématique suscept ible de rendre compte de l ' i n s t a u r a 
tion d'un équi l ibre p robab i l i s t e au sein d'un système complexe es t ce lui de l a 
théorie ergodique : on peut dire qu'on étudie un point ( f igurant l e système 
décri t par de multiples coordonnées) qui se meut dans un espace de dimension 
t r è s élevée ; sous cer taines hypothèses, tou te t r a j e c t o i r e tend à remplir un i 
formément tout l ' e space , (muni d'un élément de volume convenable) ; a ins i on 
retrouve le cas i n i t i a l des probabi l i t és uniformes. Or d'une par t l ' é q u i l i b r e 
probabi l is te ne s ' é t a b l i t qu'en un temps di t temps de r e l axa t i on , à l ' é c h e l l e 
duquel i l importe que les conditions évoluent peu. D'autre p a r t , pa r l e r d ' équ i 
l i b r e , d'espace de configuration multidimensionnel . . . présuppose une dé f in i 
t ion précise de l ' o b j e t qu'on étudie : et i l faut répéter que l a p r o b a b i l i t é 
est l a mesure de notre ignorance ; ignorance quant aux déterminations i n d i 
viduelles des f a i t s , cela va de soi (comment l e dé a - t - i l é té j e t é ?) ; mais 
en p lus , ignorance souvent du plan généra l , ce qui i n t e r d i t de poser cor rec
tement le problème p robab i l i s t e , de déf in i r l ' o b j e t . Ainsi objectivement, l es 
probabi l i tés dont nous parlons peuvent ê t re floues : tous l e s arguments de 
l ' éco le sub jec t iv i s te (B. de F i n e t t i ) sont donc bien-venus pour l ég i t imer l e u r 
emploi. 

1.7.5. La méthode axlomatique : 

Pour les auteurs du XIXème s i è c l e , douter de l a mesure et même de l ' e x i s 
tence objective des probabi l i t és p o r t a i t à douter des calculs dont c e l l e s - c i 
sont l ' o b j e t . Joseph Bertrand avec l'humour i n c i s i f qui l u i es t propre place en 
exergue à son t r a i t é une c i t a t ion l a t i n e de Daniel Bernoulli d'une ambiguïté 
non for tu i te : "Facile videbis hune calculum esse saepe non minus nodosum quam 
jucundum". On verra facilement que souvent ce calcul n ' e s t pas moins noueux 
[est-ce d i f f i c i l e , e s t -ce embarrassé ?] qu'agréable [veu t - i l d i re fécond ou 
réjouissant ? ] . Et Poincaré conclut en sage désabusé ses profondes leçons : 
"Le calcul des probabi l i t és offre une contradict ion dans l e s termes mêmes qui 
servent à le désigner [calculer sur notre ignorance même], e t , s i j e ne c r a i 
gnais de rappeler i c i un mot t rop souvent répé té , je d i r a i q u ' i l nous enseigne 
surtout une chose : C'est de savoir que nous ne savons r ien . 

Donc i l importe de séparer l a détermination des probabi l i tés^des règles 
de leur calcul . C'est ce qu'accomplit l a théor ie axiomatique proposée par 
A.N. Kolmogorov, et aujourd'hui t r è s largement reçue. Gnedenko é c r i t (cours ; 
§ 8) : "A la base de l a théor ie des p robabi l i t és entendue comme une science ma
thématique, on doit poser quelques prémisses, expression générale de l ' e x p é 
rience séculaire de l'homme. 
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Le développement u l t é r i e u r doit se fa i re par déduction à p a r t i r de ces pré
misses sans recours à des représentat ions concrètes ni aux évidences du sens 
commun". I l e s t vra i qu 'à tou t ce que l 'expér ience séculaire nous offre comme 
problèmes p r o b a b i l i s t e s , on peut donner pour base un ensemble U d'événements 
élémentaires muni d'une s t ruc tu re d'espace mesurable, et d'une mesure posi t ive 
de masse t o t a l e 1 (*) . Les ca lculs a insi fondés ( q u ' i l s ' ag isse d'analyse combi-
n a t o i r e , de famil les de l o i s dépendant de paramètres numériques ou de processus 
requérant tou t l ' a p p a r e i l de l ' ana lyse fonctionnelle) sont rigoureux et c l a i r s , 
et i l s por tent l o i n . On r e g r e t t e r a seulement que l e s jeunes générations formées 
à l ' a u s t è r e d i s c ip l i ne de l a théor ie de l a mesure, ne reçoivent plus dans les 
paradoxes à l a Joseph Bertrand, l a t r a d i t i o n de l 'expérience sécula i re et qu'on 
puisse ê t r e breveté p r o b a b i l i s t e ou même s t a t i s t i c i e n , sans avoir appris par un 
prudent usage selon quels j u s t e s principes de dissect ion on découvre dans un pro
blème concret un espace p robab i l i sé . 

1.7.6. VrobabUitté eX Statistique : 

L'Analyse des Données, quant à e l l e , reço i t du Calcul des Probabi l i tés 
son i n s p i r a t i o n mais non ses méthodes. Considérons l e problème typique : décou
v r i r l e système des rapports entre l ignes et colonnes d'un tableau rectangulaire 
Ce problème e s t f in i dans ses données a c t u e l l e s , même s ' i l débouche sur l ' e n 
semble potent ie l lement i n f in i des cas analogues à ceux recensés effectivement 
dans l e t ab leau t r a i t é . C 'es t en ce sens q u ' i l faut entendre le slogan : S t a t i s 
t ique n ' e s t pas P robab i l i t é (cf T U A n°1 § 1°). Parvenu au seu i l du XXème 
s i è c l e nous ne tenterons donc pas de poursuivre, même en gros , l ' h i s t o i r e des 
progrès s i divers qu 'a connus l a science du hasard : nous ne dirons r ien des 
pr inc ipes p r o b a b i l i s t e s de l a mécanique ondulatoire qui a pénétré l e s atomes et 
l eu r s noyaux, et de plus renouvelé l a physique s t a t i s t i q u e (cf § 1.5-5) ; nous 
ne ferons que rencontrer (cf § 3.5-1) les méthodes d'analyse fonctionnelle pro
pres au ca lcu l des p robab i l i t é s édif ié désormais sur l e s fondements axiomati-
ques. Mais avant d 'exposer l a su i te des recherches auxquelles nous avons p a r t i 
cipé (§ 3 ) , nous tenterons d ' i l l u s t r e r un s i èc l e de pensée s t a t i s t i q u e (§ 2) . 

(*) Rappelons que la théorie de la mesure fut créée par Borel et Lebesgue 
au début du XXème siècle ; et que Borel en vit aussitôt l'importance 
pour le calcul des probabilités. 


