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PROBLEMES D'OPTIMISATION RELATIFS AUX TABLEAUX MULTIPLES
APPLICATION A L'ETUDE DES TABLEAUX MULTIPLES PAR LA

CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

H. RALAMBONDRAINY

I.N.RI.A. Domaine de Voluceau Rocquencourt B.P.105 78380 LE CHESNAY

Résumé :

Un tableau muliiple recense Les valeurs prises par plusdeurns
groupes de variables nelativement & un méme ensemble d'individus.
Les méthodes factornielles usuelles ne sont pas adapitées a L£'ana-
Lyse de tableaux multiples et des extensions ont éXé proposées par
diffenents autewrs. Nous wmontrons La sinilitude des problemes d'op-
tinisation résolus parn Les méthodes factorielles et Les mithodes
de Classification Aufomatique maximisant L'inerntie Anter-classes
dans €'étude de tels tableaux. Nows approfondissons ensuite L'é-
tude des tableaux muliiples par La méthode des Nudes Dynamiques
(valante du centre de grav.ité).



I- INTRODUCTION

Un tableau multiple recense les valeurs prises par plusieurs groupes de variables
relativement a2 un méme ensemble d'individus. Le tableau est dit "mixte" s'il
comporte des variables de type quantitatif et qualitatif. Les méthodes factorielles
usuelles ne sont pas adaptées a I'analyse de tels tableaux et des extensions ont été
proposées par différents auteurs. Citons, entre autres :

«L'Analyse des Correspondances Multiples qui généralise I'Analyse des

Correspondances Simples aux tableaux de variables qualitatives, ces derniéres
pouvant étre éventuellement pondérées pour l'analyse [Caz80].

«L'Analyse de la struture intra dans la méthode STATIS proposée par

Escoufier [Esc80] permet 1'étude de plusieurs groupe de variables de type
quantitatif,

«L'Analyse Factorielle Multiple d'Escofier-Pagés traite les tableaux mixtes
[EsP84] en imposant que la métrique relative aux individus soit diagonale.

Ces différentes méthodes sont des Analyses en Composantes Principales ou
chaque groupe de variables est pondéré par un coefficient positif qui dépend de la
méthode. Elles peuvent aussi &tre considérées comme des Analyses Canoniques
Généralisées. Ainsi 1'Analyse des Correspondances Multiples est une Analyse
Canonique Généralisée, recherchant des variables bien li€es au sens de la corrélation
multiple (liaison R2) avec chaque groupe de variables. L'Analyse Factorielle
Multiple peut étre vue comme une Analyse Canonique Généralisée fondée sur une
autre mesure de liaison, notée L2, qui tient compte de l'inertie des différents
groupes de variables.

Dans un premier temps, nous mettons en évidence les problemes d'optimisation
généraux sous-jacents 2 ces différentes méthodes en ne faisant aucune hypothése sur
la nature des variables, ni sur le type de métrique relatif aux individus. Benzécri
présente les méthodes factorielles comme la recherche de la meilleure approximation
de rang K fixé d'un tenseur [Ben73]. Notre démarche [Ral86] consiste a reprendre,
dans le cadre des tableaux multiples, cette présentation. L' Analyse en Composantes
Principales pondérée apparaitra alors comme l'interprétation du probléme précédent
du point de vue des "individus" tandis que I'Analyse Canonique Généralisée, au sens
d'une mesure de liaison L que nous proposons généralisant les liaisons R2 et L2,
sera le point de vue des "variables”.

Dans un second temps, nous approfondirons I'étude des tableaux multiples par
la méthode de Classification Automatique des Nuées Dynamiques (variante du centre
de gravité) [Did79]. Nous faisons le lien avec les méthodes factorielles en



remarquant qu'une partition est une variable qualitative et en montrant qu'une
méthode de Classification Automatique maximisant l'inertie inter-classes est une
Analyse Canonique Généralisée recherchant une variable qualitative bien liée, au
sens de la mesure de liaison L, aux différents groupes de variables constituant le
tableau multiple.

Le paragraphe II introduit les cadres de référence, définit la mesure d'information
associée 2 un tableau simple et présente les méthodes factorielles comme des
techniques de réduction de cette mesure d'information. Les résultats sont ensuite
étendus 2 un tableau multiple et les paragraphes III et IV concernent I'étude d'un
tableau multiple respectivement par 1'Analyse en Composantes Principales et
I'Analyse Canonique Généralisée. Le paragraphe V aborde le probléme du point de
vue de la Classification Automatique et présente un exemple d'application de la
méthode proposée.

Il - LES CADRES DE REFERENCES POUR L'ETUDE D'UN TABLEAU
SIMPLE

II.1 - Les notations

On note les ensembles I = {1, ..., n}, J = {1, ..., p} et le tableau des données
X = {«j|jel,ie I}. L'ensemble des individus {x; = (xJ; | j €J), i e I} forme un
nuage NIE dans l'espace E = RPet I'ensemble des variables {x)= (xji liel),jel}, un
nuage NJF dans l'espace F = R™M. Les espaces E et F sont respectivement munis
d'une métrique quelconque M = {ij' | j,j'e] } et de la métrique diagonale des poids
Dp = {p; | iel }. Le tableau X est supposé centré. On adopte la convention d'écriture
de représenter I'ensemble et son cardinal par la méme lettre.

I1.2 - Opérateurs représentatifs d'un tableau

11 existe plusieurs possiblités de représentation d'un tableau ou d'une matrice
rectangulaire par un vecteur d'un espace euclidien. On considérera les opérateurs
suivants :

.L'application linéaire U = XM'XDp = WDp, élément de L(F,F) isomorphe
a l'espace produit tensoriel F*®F, appelée "opérateur variable" et 'application
linéaire Z = tXDpXM = VM, élément de L(E,E) isomorphe 2 I'espace produit
tensoriel E*®E, qui est appelée "opérateur individu" (cf figure 1). Les opérateurs U
et Z, dits d'Escoufier, sont caractéristiques du triplet (X,M,Dp) et leurs éléments
propres engendrent respectivement les composantes principales et les axes
principaux d'inertie du nuage des individus [CaP76] [Esc80].
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«Le tenseur Xg g, associé au tableau X, élément de l'espace produit tensoriel
E®F muni du produit scalaire M®Dp induit par les produits scalaires M et Dp.

Dans le premier cas, deux tableaux différents peuvent étre équivalents si les
opérateurs associés sont égaux c.a.d. les nuages des individus ont mémes axes
d'inertie tandis que dans le deuxiéme cas, deux tableaux sont équivalents si les
tenseurs associés sont égaux c.a.d. lorsque les tableaux sont identiques.

Nous définirons ensuite une mesure d'information I(X) relative au triplet
(X,M,Dp) et étudierons la réduction de I(X) dans les différents espaces de référence

choisis.
=
- F

E -
M l I \Y4
E*
I1.3 - L'espace F*®F et l'opérateur U

Compte tenu de l'isomorphisme L{F,F) = F*®F, nous utiliserons la
représentation tensorielle des applications linéaires. Les aspects géométriques sont
en effet bien mieux mis en évidence et les calculs facilités. Rappelons que le produit
tensoriel de rang 1 entre une forme linéaire o appartenant 3 F* et un vecteur v de F
est 'application linéaire a®v de L(F,F) telle que pour x e F,on a:

X

Figure 1 : Schéma de dualité

aev (x) = a(x) v.

Sionnote {f;|iel} la base canonique de F, {f*;|iel} la base duale de F*,
alors l'ensemble {f*i®fi' |i, i’ eI} est une base de F* @ F. Soit un tenseur
T ¢ F*®F qui s'exprime dans cette base de la maniere suivante:T =3 Tj;r f*i®fi'

i

Par définition la trace du tenseur T notée TraceT est le nombre unique,
indépendant de la représentation tensorielle de T choisie, défini en remplacant
chaque produit tensoriel f*;@f; par la contraction< f'; , fy> = f*; (f;), ainsi

TraceT = X Tji {ki (fp)= X Tji
i,i' i



On retrouve la définition de la trace relative a une matrice. On vérifie facilement
que la Trace , que I'on notera désormais <,>, est une forme linéaire sur F* ®F .
L'opérateur variable U est Dp-symétrique et semi-défini positif. On montre dans
[Esc80] que la Trace du produit de composition est un produit scalaire sur le
sous-espace U des opérateurs Dp-symétriques de F* ®F. Soient U, U' deux
éléments de U le produit scalaire entre ces opérateurs s'écrit:

<U,U’> = Trace(UyU") = TraceU.U'

en représentant 'application linéaire et 1a matrice associée par la méme lettre. Soit
v un vecteur de F, on note v* laforme linéaire de F* telle que:
v =<, v>Dp Si v, v, w, w sontdes vecteurs de F alors, par définition,

on a: <v* ®v, w* ®w'> = Trace( v* ®v' 5 w*ew') = <v,w'>Dp <v',w>Dp

On note v un vecteur normé; le Dp-projecteur A, associé 2 v a alors pour
expression: A, = vlvDp = v*®v. SiFg est un espace vectoriel de dimension

K, {vk |keK} une base Dp-orthonormée de Fg, alors notons Ag le
K
Dp-projecteur associé a Fx . L'expression tensorielle de Ag est:
K

Ag= Y viviDp = I v¥®vy.
K k k

Nous allons donner quelques expressions tensorielles de 1'opérateur variable U.
L'opérateur U s'écrit matriciellement:

U=XMXDp =3 {MI'xI'txiDp| jjeT}
par suite pour x ¢ F,on a:
Ux) =X {MIJ' x'XIDpx|jjel}=2 {MJ'J"<xJ',x>Dp X' iely

On a donc une représentation tensorielle de U :

U=X{Mi'x*e x| jjel}

On note {¢,|r € R} les vecteurs propres de U associés aux valeurs propres

non nulles, on les compléte par des vecteurs du noyau de U pour former une base
Dp-orthonormée de F : {¢; |ie I}. La famille de vecteurs {¢*;®¢; | i,i' eI} forme

une base de F* ®F dans laquelle 1a matrice associée a U est diagonale. Les valeurs



propres de U, supposées classées par ordre décroissant, {A;|ie I} sont les

éléments diagonaux de cette matrice. On a donc la représentation tensorielle de U
suivante :

U=2% >‘rq’*r@‘tr
T

Calculons la norme de l'opérateur U, on a:

| U2 = Trace U2 = 3 A%,
I

I11.4 - L'espace E*®E et I'opérateur Z

L'opérateur individu Z est M-symétrique et le sous-espace Z des applications

M-symétriques de E*®E est muni du produit scalaire Trace du produit de
composition. Un calcul analogue au paragraphe précédent permet d'obtenir les
représentations tensorielles de Z snivantes :

Z = X pj x¥ ®x
i

Z= 3 Ar\If*err
T

ou les vecteurs M-orthonormés {¥_|r eR} sont les vecteurs propres de Z relatifs
aux valeurs propres non nulles. Notons que les formes linéaires x*; et ¥ > sont ici

relatives a la métrique M : x*j = <. .xj>pM et ¥* =<, ¥, >M.

La norme au carré de Z est égale a celle de U; en effet, ona:

IZ )2 = Trace Z2 =S 3%, = | U2
I

Nous allons donner maintenant quelques expressions géométriques de I'inertie le
long d'un espace vectoriel.

Soit u un vecteur de norme unité de E, Au la droite engendrée par u; l'inertie
par rapport & I'espace Au -+ orthogonal 2 Au du nuage des individus NIE s'écrit :

14,,(NTp) = 2 pj <xju>2y
i



Soit A, = u*®u le M-projecteur associ€ a u; calculons :
<ZAy> = <Z, u*ou> = <Z pj x*i ® xj, u*ou>
i
<Z,Ay> =2 pj < x*{®xj, u*®u > = ¥, pj <xpu>Zyf ; ainsi,ona :
i i

I LAU (NIE) = <Z,Ay> = <Z, u*ou>

Soit Ex une.v. de dimension K, {uy |k ¢éK} une base M-orthonormée de
Ek et Ag le M-projecteur associé 2 Eg qui a pour expression : Ag =Y u*g ®ug
K K k

(cf §11.3). En utilisant I'égalité suivante: I LE (NIE) =yrt Au(NIE) , il vient :
K k

1 'LE (NIE)= T <Z, u*eup> = <Z, Y u¥euy > ,dol:
K k k

11 (Np) = <ZAg>.
K K

Si l'on choisit Eg = E, ona Ag = e le tenseur unité associé a I'application
identité Idg et alors :

IG(NIE) =<Z,e>=Trace Z

IG(N'E) désignant l'inertie totale du nuage NlE.
II.5 - L'espace EQF et le tenseur XggF

En Analyse des Données, on s'intéresse a 'application linéaire X eL(E*,F)
ou XeIL(F*E) suivant que l'on étudie I'ensemble des variables ou celui des
individus. Il est préférable de considérer le tenseur relatif au tableau X :

XEgep =22 ¥jeef;
i

car X et 'X ne sont que des expressions différentes de ce tenseur; en effet on a

L(E*,F) = L(F*E) = EQF. L'espace E étant muni de la métrique M et l'espace F de

la métrique Dp, l'espace E ® F est muni de la métrique M®Dp telle que si  xe®y,
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x'®@y' sont deux éléments de E®F,on a:

<Xx®9y,xey> MeDp = <X,X'>M <YaY'>Dp

Soient les tenseurs Tgpgp=2 {Tji ej®fi | jel, iel'} et
SEeF = X {Si'i' ej‘®fi' [ j'eJ,i'el}. Ona :

<TEgF SEeF>M o Dp = 24 Tij I3 M’ pj | iel, jjeJ } = Trace (TM!SDp)
en particulier :

I XE®FI|2M®DP = <Xpep XE@F>MeDp = Trace(XM'XDp) et

| XEoF I’MeDp = Trace U = Trace Z = IG(N'g)

II.6 - Définition et réduction de la mesure d'information associée a
un tableau

Définition 11.6.1

La mesure d'information associée a un triplet (X,M,Dp) est:

IX) = | XgoF | 2MeDp = <Ze> = <U,f>

ou e et f sont les tenseurs unités associés aux applications identités 1dg et Idg. La

mesure d'information I(X) s‘interpréte comme l'inertie du nuage des individus
1(N'p) dans l'espace E.

11.6.1 - Réduction de 1(X) dans l'espace euclidien (E®F, M&Dp)

On se donne un entier K < inf (p,n); la réduction de la mesure d'information
I(X) est la recherche d'un tenseur Tggpr de rang K "le plus proche” possible du

tenseur Xggp constituant donc une bonne approximation de Xggp. Le tenseur
TEgF est solution du probléme suivant :

Probléme 11

min || XgeF - TE@F “2M®Dp
rang TEgF = K
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C'est la formulation géométrique par Benzécri du probléme d'Eckart et Young (la
recherche d'un tableau de rang K le plus proche d'un tableau X donné). L'Analyse en
Composantes Principales est présentée comme la recherche de la meilleure
approximation de rang K du tenseur Xgq . La solution est fournie par le tenseur :

k

ol ( ¢y, ¥y ) est le k-ieme couple de facteurs de I'Analyse en Composantes

Principales du tableau X. La formule de reconstitution des données en est la
conséquence immédiate.

Nous allons substituer au probléeme I1.6.0 un probléme d'optimisation
équivalent portant sur les espaces vectoriels associés 2 un tenseur.

Soient TeL(E*F) et 'TeL(F*E) les applications linéaires associées au
tenseur T g . Comme le rang de TEgF est K, I'espace vectoriel Eg ='T(F*) est

de dimension K. Le tenseur T g appartient 2 l'espace Ex ®F. Soit Xg op la

projection M®Dp orthogonale du tenseur Xggpg surl'e.v. Eg®F. On a

nécessairement Xg g = TEgF sinon le tenseur Xg g derang <K serait
K

une meilleure approximation de rang < K de Xggp que Tggp. Le probleme
11.6.0 est donc équivalent a la recherche d'un e.v. Eg de dimension K tel que la

projection de Xpop sur Eg®F soit de norme maximale( cf figure 2). Le
probléme d'optimisation s'énonce comme suit :

Probleme 11.6.1
max || Xg oF I’MeDp
K

EKCE dim EK =K



12

XE oF
M@eDp

Fef e ef

Figure 2: Réduction de I(X)= || XggF IPMeDp dans EF

11.6.2- Réduction de I(X) dans E*X®F et F*®F

Le tenseur e se décompose comme suit: e = A + (e- Ag )etilest facile
K K

de vérifier que les projecteurs Ag et e- Ag sontorthogonaux dans E*®E.
K K

On a donc 1a décomposition suivante de 1a mesure d'information I(X) (cf figure 3) :

IX) =<Z,e>=<Z,Ag >+ <Z, ¢-Ag >
K K

Il est naturel de rechercher la projecteur Ag solution du probleme :
K

Probléme 1162

max <ZAg >
K

Ag projecteur derang K de E*®E
K
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Symétriquement, on recherchera dans F*®F le projecteur Ag solution du

K
probléme suivant.
Probléme 11.6.3
max <UAgp >
K
A projecteur de rang K de F*®F
K
z U
f
0 . 0
AE AF
K K

Figure 3 : Réduction de la mesure d'information I(X)=<U,f>=<Z,e> dans E*®E
et F*®F

11.6.3.- Lien entre les problémes de réduction de la mesure d'information I(X)
I1 est donné par la proposition suivante :

Proposition II.6.3

Soient Eg un e.v. de dimension K de E et {uy,keK} une base M-orthonormée
de Ex.On note cK le vecteur de F tel que k= (cki=<xi,uk>, iel ) et ceci pour
keK. La projection M@Dp orthogonale de Xg g sur l'e.v. Ex®F est notée

XE oF les égalités suivantes sont vérifiées :
K

1) Xg o= L ue®ck
K k

2) IXg orli2MeDp = ZIIckll?pp = <Z,Ag >
K k K
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Démonstration

On sait que Xpgp=22 xji ej®fi =2 xji ej) ofj = X x{efjet quela
ij i j i

projection de Xggp sur Egx®F s'écrit, en utilisant les propriétés du produit
tensoriel :

XE ®F = AE oF (XEgF) = AR ®1ldp (X xjefj)= X Ag (xj)eldg(f)

K K K i i K
Or  Ag (%) =T <XpuoMuk = & cug et Idp(f) =f; ; par suite:
K k k

Xg of = 2 2 cKupefi = T uo (X ckify) = T upock
K ki k i k

Calculons 1a norme de ce vecteur :

k k .k

,C

IXE oFI?MeDp=<Zuk® ck, T up® cK'>pgpp = T T<ugup>p<ckck>py
K K K k K

Comme les vecteurs {uy, k €K} sont M-orthonormés, on a le résultat :
I X oF IPMeDp =2 I K I%pp
K k
Calculons l'expression :
<Z,AR>=<X pj X*{® X{, 2 u¥p®uy>= XY pi<x*;® Xx;,u*pOup>
K i k i
=¥ pi<xj U>2M
ik
dou <ZAg>=XX Pi(cki 2= 2 ck i 2Dp- Ce qui achéve la démonstration.

K ik k

Soit TEgF un tenseur de rang K solution du probléme I1.6.0 et Ex ='T(F*)

l'espace vectoriel de dimension K associé. On a Tggp =Tg gF qui appartient a
K

Eg ®F. Nécessairement Tg g est la projection M®Dp orthogonale de Xg g sur
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Ex ®F sinon ce tenseur projection serait une meilleure approximation de rang <K

que TEgFE. En vertu de I'égalité | Tg oF “2M®Dp =<Z,Ag>, le projecteur Ag
K K K

est solution du probleme II 6.2. Symétriquement, soit Fg = T(E*), on a
TeeF = TEgF qui appartient 8 E@Fg et TggF est la projection M®Dp
K K

orthogonale de Xg o sur E@Fg et A est solution du probléme I1.6.3 pour les
K

mémes raisons.

L'étude de ces problémes d'optimisation revient 2 étudier les invariants de deux
formes quadratiques [Ben73] et I'e.v. Eg (resp. Fk) est unique (a condition que les
valeurs propres de Z ne soient pas multiples); il est engendré par les K-premiers
vecteurs propres de Z (resp. U). Si on désigne par {uy, keK} et {vg, keK} les K
premiers vecteurs propres de Z et U associés aux valeurs propres non nulles
{ M keK}, le tableau suivant résume les résultats.

Espaces de référence (EoF , M®Dp) (E*®E, <,>) (F*®F, <,>)
Tenseurs représentatifs XEoF Z 8]
Mesure d'information IXgeF I |2M®Dp <Z,e> <U, f>
Problémes min ”XE®F'TE®F“2M®DP max<Z,Ag > max<U,Af >
rang TE@F =K K K
Solutions TEger=2 v AUk ® VK Ex = @Auy Fg=oAvg
k k k
ITEeF Il PMeDp=3rk  Ap =Su*(®ug Ap =Iv¥gevg
k K k K k
Tableau 11.6.3

Remarque :

Les propriétés consignées dans ce tableau sont vraies pour une métrique Dp
quelconque et un tableau X non centré.
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III - ETUDE D'UN TABLEAU MULTIPLE PAR L'ANALYSE EN
COMPOSANTES PRINCIPALES

II1.1 - Notations

Un tableau multiple est un ensemble de groupes de variables {Xq | qeQ}
centrées. On note :

Iq I'ensemble des indices relatifs aux variables du groupe q
Eq = RYq l'espace partiel des individus mesurés sur les variables du groupe q
Mq une métrique définie sur Eq
J=Ulq I'ensemble des indices relatifs 2 toutes les variables.
q

On considére I'ensemble des triplets (Xq,Mq,Dp) pour qeQ auquels on associe
des coefficients de pondération positifs {cq, qeQ}; les cadres de référence pour un

triplet (Xq,Mq,Dp) sont:
(Eq®F, Mq®eDp); (E*q®Eq ,<,>); (F*®F, <,>)
et les tenseurs représentatifs :  (Xgqep, 24, UQ).
II1.2 - L'espace des individus E et la métrique pondérée M

Pour représenter globalement les individus relativement 3 l'ensemble des
variables, on considere l'espace E = ®Eq somme directe des espaces Eq. Dans

cet espace, un individu x;j a Q composantes Xjq € Eq: xj = @xjq. Au vecteur x;
q

correspond 1la ligne i du tableay X juxtaposition des tableaux Xq :
X=(Xy,....XQ)

On note Tq 1a projection canonique de E sur Eq :

:E - Eq

Xj - T[q(xi) = Xiq

la projection du nuage NIE = {xj|ie I} dans Eq est NIE = {Xiq fiel}
q

Tq
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Définition II1.2.1

Le produit scalaire M pondéré par les coefficients positifs {cq | q € Q} est défini

sur E x E de la maniére suivante. Soient x =® x q¢ Ey =®yq ¢ E,ona:
q q

<KYSM =2 Cq <Xg» Yg> Mq
q

11 est facile de vérifier que M est un produit scalaire car les coefficients Cq sont

positifs et les Mq sont des produits scalaires. Matriciellement M est une matrice
diagonale par blocs. Les blocs diagonaux étant constitués par les matrices relatives
aux métriques chq.

La forme bilinéaire Mq définie sur Eq x Eq se prolonge aisément sur E xE en
posant pour x,y ¢ E Mq(x,y) = Mq(nq(x), nq(y)), on peut donc écrire la forme
bilinéaire M comme suit :

M= Zchq
q

Proposition II1.2.1

Soit le triplet (X,M,Dp), on a les propriétés suivantes relativement aux cadres
de référence :

1) (E @ F=oEqeF, MeDp=YcqMqeDp) ;  Xggp=® XEqoF
q q q

2) (E*8E = ’ §*q®Eq' P <) 5 Wq®mg (Z) = cqZq

ou n*q®1rq est la projection canonique de B*®E sur E*q®Eq
H(F*eF,<>) ; U=X chq

q
H1X) = Teql(Xg
q

Ces résultats s'obtiennent en appliquant les propriétés classiques relatives aux
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produits tensoriels d'espaces vectoriels ou de métriques [Sch81]. Les égalités
relatives aux tenseurs Xggp, Z, U se démontrent facilement en revenant aux
définitions.

Par exemple, pour la propriété 3), comme l'espace des variables F est le méme
pour tous les groupes, on considere la représentation tensorielle de l'opérateur
variable U = ¥ { MW x*l@xJ | j,j' €J}; M est une matrice diagonale par blocs telle
que ij'=chii'q pour j,j' € Jq, et MiJ'=0 sij eJqetjelq avec q=q’; on en déduit
que U=2X {cq ij'q x*ext | ji'eJq, qeQ } =24 chq | qeQ}; l'égalite 3) est
donc démontrée. La linéarité de la trace permet d'avoir I'égalité 4).

Le probleme d'optimisation qui nous servira de référence est celui relatif aux
variables :

Problem

max<U,Ag>=max ¥ cq<Uq AR>
K q K

AF projecteur de rang K de F*®F
K

IV - ETUDE D'UN TABLEAU MULTIPLE PAR L'ANALYSE CANONIQUE
GENERALISEE

IV.1 - Les liaisons R2 L2 et L

Pour étudier un ensemble de groupes de variables Xq , Caroll propose la
recherche d'un ensemble de vecteurs {vy | keK} Dp-orthonormés liés a chaque

groupe de variables au sens du carré de la corrélation multiple R2. La famille de
vecteurs {vy | keK} est solution des K problemes suivants :

Problg V.1

max Y, R2(vk,Xq)

q
<Vk,Vk'>Dp=1 sik=k', 0 sinon
vk €eF, keK

Escofier-Pages font remarquer que 1'Analyse Canonique Généralisée de Caroll
pose des problémes d'interprétation car les vecteurs canoniques peuvent exprimer



19

une variance trés faible des groupes de variables Xq. Ils proposent donc de rechercher
des combinaisons linéaires de variables d'un groupe décrivant mieux ces groupes au
sens de la variance expliquée.

Pour cela, on se restreint 2 des métriques diagonales Mq = Aq et on définit la
liaison entre une variable vy et un groupe Xq comme suit :

L2(vy, Xq)=I1 Av(ll:qup): l'inertie en projection du nuage {xJ | jelq } des

variables du groupe q sur vy. On recherche donc une famille {vy | keK}
Dp-orthonormés de vecteurs solutions des K problémes suivants :

Probléme [V.1.1

max 2, Cq L2(vk,Xq)

q
<Vk,Vk'>Dp=l sik=k', 0 sinon
vge FF ke K

Nous allons proposer une liaison L généralisant les liaisons R2 et L2.
Définissons la liaison L entre une variable v normée et un triplet (Xq,Mq,Dp) de
la maniére suivante :

L(v,Xq,Mq) = <Ay, Uq>

ol Ay est le Dp-projecteur associé a Ia droite Av .
Proposition IV.1

Les égalités suivantes sont vraies :

L(vXq,V-13q) = R%(v,Xq)
L(v,Xq4g) =L2(v,Xq)

ou V‘qu est la métrique de Mahalanobis associée au groupe Xq et Aq une métrique
diagonale sur Eq.

Démonstration

Au triplet (Xq, V'qu, Dp) est associé I'opérateur variable Uq tel que
Uq=Xq V'qu tXqDp = Aq projecteur associé a I'espace Eq.
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Par suite :

<Ay,Aq> = Trace (Ay o Ag) = Trace (viv Dp Ag) = Trace (v Dp Agv) = v Dp Agv
= <v, Aqv>pp = R? (vXq) car [vil*pp =1

Si la métrique Mq = Aq est diagonale par un calcul similaire 2 celui effectué au
paragraphe 114, 0n a <Ay, Ug> = 1+ Av(NJqF)= L2(v,Xq) .Ce qui acheve la
k

démonstration.
L'Analyse Canonique Généralisée au sens de L revient donc a rechercher une

famille de vecteurs : {vg | keK} Dp-orthonormés solutions des K problémes
suivants :

Probléme IV.1.2

max 2, ¢q L(vg.Xq.Mq) =X cq<Ay ,Ug>=<Ay ,U>
q q k k

<VVk>Dp=1 sik=k', 0 sinon

vkeF, keK

Soient {vy | keK } une famille de vecteurs solution de I'Analyse Canonique
Généralisée au sens de L. L'espace engendré par la famille {vy | keK } est noté
Fg=o vi. Le projecteur associé a Fg a pour expression :

k

Ap =X A, car les vecteurs {vy | keK} sont Dp-orthonormés. Comme chaque
Kk k

vecteur v est solution d'un probléme du type IV.1.2, le projecteur AR maximise

K
I'expression : X <Ay ,U>=< X Ay ,U>=<Ag,U>.
k k k k K
Le projecteur Ag est donc solution du probléme I1.6.3. On a donc démontré
K

I'équivalence entre I'Analyse en Composantes Principales et I'Analyse Canonique
Généralisée aux tableaux multiples.
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IV.2 - Liaison L entre plusieurs groupes de variables

Soient les triplets (X1,M1,Dp) et (X9,M7,Dp) et Uy,Us les opérateurs variables
associés. On définit la liaison L entre ces groupes de variables comme suit :

L[(XI’MI) ’ (X27M2)] = <U1 ’ U2>

On peut normaliser cette mesure de liaison par les normes |[Uq|| et [[Us]|, on a
alors I'équivalent d'un coefficient de corrélation Rv [Esc80] entre opérateurs.

L[(X1,M1), (X2,M2)] = <Ujy, Up> =Rv(U1,Up)
0111 Tl

Deux groupes de variables ayant une forte liaison Rv = 1 signifie que les nuages
des variables ont mémes composantes principales [CaP76]. Nous utiliserons
toutefois la liaison L sous la forme non normalisée,

Soit une variable v de norme unité, on lui associe le triplet (v, Id, Dp);
l'opérateur variable de ce triplet est le projecteur Ay, et 'on a bien :

L (V,Xq,MQ)= <AV’ UQ>= L [(V,Id),(Xq’MQ)]

L'Analyse Canonique Généralisée au sens de L peut donc étre considérée comme
la recherche d'une famille de variables Xg = {vy | keK} Dp-orthonormées la plus

liée au sens de L aux groupes Xgq, q €Q. Il suffit de considérer les triplets
(Xg.1d,Dp) et (X,M,Dp) avec X=(X1, ... XQ) et M={ chq 1 qeQ}. La liaison
que I'on note B sécrit alors :

B =L[(Xg,Id) , (X,M)] = <Ag ,U> =X ¢g<Af ,Ug>= =X cq LI(Xg,1d) , (Xq,Mq)]
K q K q

ol Ar est le projecteur associé a I'espace Fg=ovy.
K

IV.3 - Expressions de la liaison L
En utilisant les diverses expressions de l'opérateur Uq (cf. § 11.3) :

Ug=3Y {ij'q o | jielq} =32 (A, 49% @49, | reRq }

ol Rq est I'ensemble des indices relatifs aux valeurs propres >\qr non nulles de Uq,
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et 49, le vecteur propre normé de Uq associé 3 A4 On a alors :

B=3Ycq<Ap,Ug>=Xcq <X v¥®vg, X {ij'q x¥end | jjelq 1>
q K q k

B = X {cqMU'qevi, d>pp<vid>pp | ji'elq, qeQ, keK }

ou encore :

B = X cq <X v¥®vg, I\ 09 @ 49 | reRq}>
q k
B = Z{cgMp<vk. #9>2pyp | 1eRq, qeQ, keK}

soit :

B=X{ chqrcorrz(vk, $9;) | reRq, qeQ, keK}

les facteurs ¢qr sont en effet normés et centrés. La contribution d'un triplet q au

critére optimisé par I'Analyse Canonique Généralisée au sens de L dépendra donc de
I'importance et du nombre des valeurs propres non nulles de I'opérateur variable Uq.

V- ETUDE DES TABLEAUX MULTIPLES PAR LA CLASSIFICATION
AUTOMATIQUE
V.1 - Notations

Soit PK I'ensemble des partitions a K classes, P ¢ PK une partition a laquelle
est associée la variable qualitative Xg ={xk | keK} ol xK est la variable
indicatrice relative 2 la classe k. On note I I'ensemble des indices des individus de
laclassek, Dy, = { px=2{pj | ieI} , keK} I'ensemble des poids des classes et

K

gk= (gjk | je]) le centre de gravité de 1a classe k.
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On a la proposition :
Proposition V.1

Les variables indicatrices sont Dp-orthogonales et la norme au carré de x est le

poids py de la classe k. Ce qui peut se résumer par I'égalité :

<xk,xk'>Dp=pk8kk- pour k,k'eK oud d estle symbole de
Kronecker.

Démonstration

Calculons <xk,xk'>Dp = z Pi xkixk'i= 0 si k=K’ car les classes k et k' sont
1

disjointes, sinon X pj xkixki =pk - La famille de vecteurs : {xk/ \/pk, keK}
i

est donc Dp-orthonormée.

Nous allons interpréter une méthode de Classification Automatique maximisant
l'inertie inter-classes sous les deux points de vue suivants :

V.2 - Point de vue de I'Analyse Canonique Généralisée :

Une partition P est équivalente a la variable qualitative Xy de ses indicatrices 2
laquelle on associe 1a métrique du chi-deux. Le triplet considéré est :

(Xx,D1q /pK,Dp) ouDy/p Kest lnverse de Dy, " L'opérateur variable associé

acetriplet s'écrit: Ug =2 xK*@xk/ Pk=Af le projecteur associé a I'espace
k K

Fg=o AxK. On peut naturellement se poser le probléme de la recherche d'une
k

variable qualitative partition la plus liée au sens de L aux triplets (Xq, Mq,Dp)
pondérés par les coefficients Cq pour qeQ.Le probléme d'optimisation s'énonce

comme Suit ;
Probleme V.2

max L[(XK’Dl/p) ’ {(Xq’Mq)’ qu}] =3 cq <AF)Uq>
K q K

XK variable qualitative a K modalités
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Nous allons montrer que ce probléme revient a rechercher une partition
maximisant l'inertie inter-classes, mais énongons d'abord le deuxiéme point de vue.

V.3 - Point de vue : approximation d'un tenseur d'ordre K

Nous savons que B = <Ag ,U>= 5 ¢4<Af ,Uq>= || XEgF |l M @Dp O
K q K K

XgoF est 1a projection  M®Dp orthogonale de XggF sur l'espace E®Fg
K

(cf § I1.6.1). On peut donc aussi énoncer le probléme précédent comme la recherche
d'un e.v. Fg de dimension K engendré par les variables indicatrices d'une variable

qualitative tel que la projection du tenseur Xg g sur l'espace E®Fg soit de norme
maximale (cf figure 2, § 11.6.1). Un e.v. Fg de dimension K est engendré par une

variable qualitative s'il existe une famille de vecteurs {xk, keK} de F formant une
base Dp-orthogonale de Fy telle que : {xki e {0,1}|keK,iel} et

z {xk | keK} =1 , Ol Test le vecteur de F dont toutes les composantes valent 1.
Le probleme d'optimisation précédent s'énonce comme suit :
Probléme V.3 ;
max “XE®FI!2M®Dp

FgcF avec dimFg =K
Fk engendré par une variable qualitative

La proposition suivante permet de faire le lien entre 1'Analyse en Composantes
Principales, 1'Analyse Canonique Généralisée et les méthodes de Classification
Automatique maximisant l'inertie inter-classes.
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Proposition V.3.1

Les égalités suivantes sont vraies :

1) XgoF =Y gk®xk
K k

2) | XEgF IPMeDp =Z pill gk I 2M = Inertie inter-classes
K k

Démonstration :

Notons {vk = xk/ ‘/Pk | keK} la famille de vecteurs Dp-orthonormés de F
qui engendrent Fg et dy le vecteur de E dont la j-¢me composante est :
djk=<xj,vk>Dp et ceci pour keK. Les espaces euclidiens (E,M) et (F,Dp), les
individus et les variables jouant un role symétrique, la proposition I1.6.3 permet
d'écrire :

XE@F =3 dk®vk= p dk®xk/‘lpk

K k k
Or <xj’xk>Dp = Z Pi xjixki = pkgjk par définition de la variable indicatrice xk.
i

On a donc la la j-2me composante de dy : diy= <xj,xk>Dp / Npg = Vpe gl et

di/ Vpg=gx d' ol lerésultat: Xpgp =X groxk.
K k

Calculons 1a norme de ce vecteur :

<XE®I;éxE®FI>(M®Dp=<2i(gk®"k’215k'®xk'>M®Dp=EE]:8k’gk'>M<xk,Xk'>Dp

Comme les vecteurs xK sont Dp-orthogonaux et leurs normes au carré sont égales 2
Pk, on al'égalité cherchée :

IXEeF I 2MoDp = Z Pill gk Il 2\ = Inertie inter-classes
K k
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Si on désigne par Eg 'espace associé au tenseur Xggp dans E, le tableau
K

ci-dessous résume le résultats en les mettant en paralléle a ceux obtenus par une
A.C.P. classique sur le triplet (X,M,Dp).

Classification Automatique Analyse en Composantes Principales
Fg = ® oxK Fg = ® Ack
k k
Eg =2 0 g EK=EBAuk
k k
XE ®F = Z gk®xk XE ®F = Y uk®ck
K K k K K k
IXg oF | 2MeDp =2 Pill & Il M IXE oF I2MaDp= T Ak
K K k K K k

Tableau V.3

On voit donc que le k-¢me couple (gk,xk) joue le méme réle que k-éme couple
de facteurs (uk,ck) a la différence pres que les centres de gravités gy ne sont point
M-orthogonaux et que les couples (uk,ck) sont ordonnés et uniques. Chacun d'eux

est solution d'un probléme d'optimisation, ce qui n'est pas le cas pour les couples
(gk,xk). On peut donc considérer une méthode de Classification Automatique,
maximisant I'inertie inter-classes, comme une A.C.P. "sous contraintes” puisque,
on impose a l'e.v. Fx d'étre engendré par une variable qualitative. Ce résultat a été
mis en évidence par Lerman [Ler79] et Govaert [Gov83] sur la base des travaux de
Howard [How69] dans 1'étude d'un tableau simple et pour une métrique M
diagonale. Nous avons généralisé le résultat dans le cas d'un tableau simple pour
une métrique M quelconque et pour un tableau multiple lorsque la métrique M est
diagonale par blocs .

Remarque :

On ne sait rien sur l'unicité de I'espace vectoriel Fg solution du probleme V.3

ni sur l'unicité d'une base de vecteurs Dp-orthogonales associée a une variable
qualitative engendrant un espace vectoriel Fg donné. En d'autres termes, on ne sait

pas si 1a partition optimale maximisant I'inertie inter-classes est unique ou non.
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La proposition suivante résume les résultats précédents.
Proposition V.3.2

Une méthode de Classification Automatique relative a un ensemble de triplets
(Xq,Mq,Dp) pondérés par les coefficients {cq, qeQ} maximisant l'inertie
inter-classes B est équivalente a la recherche d'une variable qualitative Xg
maximisant la liaison L entre les triplets (Xg,Dq /p»Dp) et (Xq,Mq,Dp) pour

K

qeQ. L'inertie inter-classes B a pour expression :

B= L[(XK:DI/pIé’{(Xq’Mq)’ qu}] =§ cq<AfI:(’Uq>= zch Bq

ou By désigne l'inertie inter-classes de la partition calculée sur le groupe de

variables q.

V.4 - Expression de l'inertie inter-classes B

On a, dans le cadre de la classification automatique, les équivalents des
expressions du critére maximisé par I'Analyse Canonique Généralisée donnés au
paragraphe IV.3 selon les expressions de l'opérateur Uq. En effet :

B = % ¢q<Ap,Ug>= g <= xk* exk/py , 5 ¢ ij'q xi*exd'| ijelq }>
q K q k
dou
B = X {cq MIl'q <xKxi>pyp<xKad>pp/pi | .81, qeQ, keK }
Or on sait que <xk,xJ'>Dp = pkgjk ol gjk est la moyenne de la variable xJ
dans la classe k, il vient :

B= X {cqpx Mg gly k| jieJq, qeQ keK }.

En utilisant I'expression de 1'opérateur Uq en fonction de ses éléments propres,
on a par ailleurs:

B =Y cg<Af ,Ug>= Z¢g <X xkxoxk / py, T2, 69 ® ¢4, {reRq }>
q K q Kk
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ainsi B = X{cgA%; <xK, 9. >2/py | reRq, qeQ, keK}.

Les vecteurs xK ont pour normes au carré Pk, les facteurs ¢3; sont normés et
de moyennes nulles et T'on a <x, 9, >Dp =Pk ¢,qr K Ol ¢qr k est la moyenne du

facteur ¢9, dans la classe k, on a alors :

= 3 {cgn% cos2(xK, 49, )l reRq, qeQ, keK} = ZfcqAdpy 492 | reRq, qeQ, keK}

«On considere un ensemble de variables quantitatives X muni de la métrique
D1/g2 (métrique diagonale de I'inverse des variances); le triplet considéré est
(X, D152, Dp); l'inertie inter-classes d'une partition P relative a X s'écrit :

B=X X < xKs2p 11 xK | 2y 1 | 2pp = 2 X cos?(xd,xk)
i k ik

Ce résultat est 2 mettre en paraliele a celui d'une A.C.P. normée du tableau X
ol le crittre B opumlsé par les K premigres composantes principales cK est
B= E b corrz(x-',c ). La différence résulte du fait que les variables indicatrices xk

sont des variables bmalres non centrées tandis que les composantes principales ck
sont des variables continues et centrées.

«Soit un ensemble de variables qualitatives {Xq, q¢Q}, on note X*q la
variable Xq centrée. Les triplets considérés sont (X*q,Dl /p-Dp) et l'opérateur

q
variable est A"‘q le projecteur associé a l'espace F*q orthogonal 2 la droite des

constantes (cf. [CaP76]). L'inertie inter-classes B a pour expression dans ce cas :

* 2
B=Y cq<AF,A = 3 cq§ Kq
q K q

ol §2Kq est le phi-deux entre la variable qualitative Xq et la variable qualitative
partition Xg. Si I'on choisit comme coefficient de pondération pour la variable Xq,
Cq= 1/ V (K-1)(card Jq-1) alors l'inertie inter-classes s'écrit :

B= ¥ 3%,/ VK-DcardJg-D) =X T4
q q

ol T2Kq est le coefficient de Tschuprow mesurant la liaison entre les variables
qualitatives Xq et Xg.
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V.5 Choix des coefficients de pondération :

Pour équilibrer le role joué par les différents groupes de variables, on considérera
I'expression de la mesure d'information 1(X)= X ch(Xq) ou le critére optimisé

q
par les méthodes factorielles ou de Classification Automatique considérées :

B=3 cq<AF ,Ugq>
q K

1) Normalisation des inerties des groupes :

On choisit les coefficients Cq telsque: c(I(Xq)=col(Xp)=...= CQI(XQ)=1,
ona: cq= 1/I(Xq) pour gqeQ.

Le crittre B optimisé s'interpréte géométriquement. Considérons uniquement le
groupe de variables q,on a:

-L' inertie du nuage des individus : 1(Xq) = IXgqgF | 2Mq®Dp-
-L'inertie inter-classes : Bq = [XgqoF | 2Mq®Dp=<UQrAF > ol XgqgF
K K K
est la projection MqeDp orthogonale de XEq@F sur Eq®F.
K

-Le pourcentage d'inertie expliquée par la partition P pour la variable q s'écrit :

Bq 7/ I(Xq) =l XEq@]i(” 2Mq®Dp al XEq@F I 2Mq®Dp= 0052( XEq@F ’ Eq@FI)(

Le critére B s'exprime alors pour les coefficients Cq choisis, comme suit :

B =% Bq/ I(Xq)= T cos’( XgqeF » EQ8F)
q q K
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2) Normalisation par la norme de I'opérateur variable :

L'expression de B en fonction de Ag et Uq suggere le choix suivant :
K

cq=1/ AR 1| Ug |
K

le critere B s'écrit alors comme une somme de termes compris entre et 1 :

B=Zcq <Uq,AF>= py <Uq,AF> Al AF ugll = X RV(AF’Uq)
q K q K 4 K
on a donc B =X cos (Af , Uq)
q K
Remarque :

Nous avons associé a une variable qualitative la métrique du chi-deux. Il aurait
été possible de considérer d'autres métriques, comme la métrique identité par
exemple, et d'envisager a priori des méthodes de Classification Automatique
maximisant le coefficient Rv. Cela a été fait par Nin [Nin81] dans le cas d'un
tableau simple. Le critére optimisé n'est plus l'inertie inter-classes et les
algorithmes proposés, basés sur la technique du gradient réduit, sont plus
complexes que celui des centres mobiles.

D'autres choix sont possibles dans le cadre des méthodes factorielles. Celui
d'Escofier qui égalise le premier moment d'inertie de chaque groupe de variables Xq.
on a donc : cq=1/ qu ; on peut aussi prendre comme dans la méthode STATIS

les coefficients de l'opérateur compromis. Ces différentes stratégies nécessitent
d'effectuer des A.C.P. sur chaque groupe de variables ou sur le tableau des produits
scalaires entre les opérateurs. Les choix que l'on propose sont plus simples 4 mettre
en ccuvre. En effet, pour un triplet (Xq,chq,Dp), on consideére le triplet

(Yq,Idq,Dp) ou Yq= {yj, |jelq} est le tableau centré déduit de Xq pour se ramener
a la métrique euclidienne usuelle Idq sur Eq. On a alors les expressions suivantes :

I(Xq) = (Yq) = X {varyl | jeJq} et
i UqI2 =1 Zq Il 2= = {covar? (yd,y) | j,jelq} (cf§ IL4)

qui permettent le calcul des coefficients q a partir de la matrice de
variances-covariances relative a Yq.
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Remarque :

Si 'on a une variable x9 par groupe , X= { x4 | qeQ}, alors le coefficient cq
s'écrit : ¢q = VI(Xq) = 1/ || Uq || = 1/var x4 . Les choix proposés correspondent
a la réduction classique.

V.6 - Aides a l'interprétation d'une partition

Pour analyser un ensemble de triplets (Xq, Mq, Dp), q¢Q, nous étudions le
triplet (X, M, Dp) od X=(Xj, ... ,XQ) et M= X ¢qMgq. Ce dernier triplet est
q
lui-méme équivalent au triplet (Y, Id, Dp) en considérant la décomposition de
Choleski de la métrique M=T'T et en posant Y= XT.

Nous rappelons alors les aides a l'interprétation proposées par Modulad {Mod82]
pour I'étude d'une partition en interprétant les divers critéres dans l'espace des
variables (F,Dp). On note le tableau centré Y= {yl, jeJ} etU =3 { yi*®yi | jel}
l'opérateur variable associé a (Y, Id, Dp). L'inertie inter-classes B s'écrit alors :

B = <Ap,U> = <X xK*exk / || x| 2, T yi* oyi>
K k i

B = 2 Z<xKyls2py 1| xK | 2y,
kj

On peut écrire B= Y ¥ Bik avec Bjk = <xk,yj>2Dp/ I xk ) 2Dp

kj
Onnotedeméme T= 3T = ¥ i yj i 2Dp I'inertie totale, T étant 1a
j i

variance de la variable yJ: T = || yd || 2Dp =(0j)2

On définit alors :

«La contribution de la variable j et de laclasse k a l'inertie inter-classes :

CTR(jk) = By /B




32

«La contribution de la variable j a l'inertie inter-classes :

CTR() = % CTR(,k)

Ces indices mesurent l'importance d'une variable dans la détermination d'une
classe ou d'une partition.

On définit par ailleurs :

»La liaison entre une variable yJ et une classe xK qui est mesurée par le critére
suivant :

COR(k) = Bly/ T = <xKyds2p /1 xK 1 2pp 11y 11 2pyp = cos2(yl-xk)
qui est le "pouvoir discriminant” de la variable yj par rapport a la classe k.

«La corrélation de la variable j et de la partition P qui est notée :

COR(j)= Ellc COR( k)

Le programme INTERP de Modulad édite le tableau recensant les indices CTR
et COR pour une partition donnée (cf figure 5).

En complément a ces critéres, on considére le tableau répertoriant les indices
suivants pour des variables de type quantitatif (cf figure 4) :

ostud(j .k} = (gjk - gj) /o3 T'écart normalisé entre la moyenne de la variable j
dans la classe k et la moyenne calculée dans la population totale (avant centrage).

«moy(j), sigg(§), mink(j), maxy(j) : la moyenne, I'écart-type, le minimum et
le maximum de 1a variable j dans Ia classe k.

+moY,(j), sigg(), ming(j), max,(j): la moyenne, I'écart-type le minimum et le
maximum de Ia variable j dans la population totale.

Pour les variables de type qualitatif le programme INPAQL. de Modulad édite les
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indices suivants pour intepréter une partition (cf figure 6):

.><21(k,j) le chi-deux a un degré de liberté mesurant la liaison entre la classe k
et la modalité j. Le tableau de contingence considéré étant, si I'on note: n;
leffectif de la modalité j, ny l'effectif de la classe k, ;i : l'effectif de 1a modalité j
dans laclasse k :

1-y) Nk- Mjk  D-Nj-ng+njk

«l'effectif de la modalité j dans la classe k (effe)
«la fréquence de 1a modalité j dans la classe k (mc/cl)
«la fréquence de la modalité j dans la population (mt/n)

ola fréquence de 1a modalité j dans la classe k par rapport a son effectif total
(mc/mt)

On n'édite que les modalités dont la liaison est significative au seuil de 5 %
cad. si X2q(k;j) 2 3.85.

V.7 - Exemple d'application

Les données sont relatives aux étudiants de premiére année de la MIAGE de
I'Université de Paris-Dauphine. La promotion comporte 111 étudiants dont on
connait le sexe, la formation d'origine (DUT, GEA, MASS, MD, SSM et autres) et
les notes dans 11 matieres (Cobol (Cobo), Fortran (Fort), Structures de données
(Stru), Méthodologie (Métho), Fichiers (Fich), Algorithmique (Algo), Méthode
Numérique (Mnum), Statistiques (Stat), Techniques d'expression (Expr), Gestion
financiére (Gest), Anglais (Angl)). On a donc deux groupes de variables un premier
groupe X comportant 11 variables quantitatives notes et un second groupe Y
composé des 2 variables qualitatives sexe et formation d'origine totalisant 8
modalités.
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Classiquement pour étudier un tel tableau, on se raméne a un ensemble de
variables de méme type, quantitatif ou qualitatif. On peut coder les variables de type
quantitatif en qualitatif en les découpant en classes puis on analyse I'ensemble des
variables, rendues ainsi qualitatives, par une Analyse des Correspondances
Multiples. L'autre possibilité consiste a effectuer une Analyse des Correspondances
Multiples sur les variables qualitatives et de remplacer ces dernieres par un nombre
restreint de facteurs. Les méthodes traitant des tableaux quantitatifs peuvent alors
s'appliquer. La premiére procédure, si elle présente 1'avantage de pouvoir mettre en
évidence d'éventuelles liaisons non linéaires, nécessite de passer par une étape de
codage pas toujours évidente (choix du nombre des classes, des bornes) dont
dépendront les résultats. D'autre part découper les variables quantitatives en classes
augmente la dimension de I'espace des individus, ce qui n'est pas souhaitable dans
notre exemple compte tenu du nombre restreint d'individus que l'on dispose. La
seconde procédure présente I'inconvénient de perdre l'information contenue dans les
facteurs non sélectionnés. Nous allons voir que la méthode proposée, qui consiste a
traiter simultanément les deux groupes de variables en les pondérant de maniére
adéquate, permet de résoudre simplement le probleme de I'hétérogénéité des
variables.

Les triplets analysés sont : (X, Dy,52, Dp) celui relatif aux variables
quantitatives et { (Y*q,Dl Ip Dp)iq=1,2} ceuxrelatifs aux deux variables
q

qualitatives centrées. L'inertie inter-classes B s'écrit , quand on recherche une
partition P a K classes :

B =c; T {cos? (xK,xl) | keK, j=1,11} + ¢y (82k1+3%k9) }

Le calcul de ¢y et ¢y, en égalisant Finertie des deux groupes ou en normalisant
la norme des opérateurs, conduit aux mémes valeurs : ¢;=0,214 et ¢,=0,786. Une

A.C.P. a d'abord été effectuée sur le tableau juxtaposant les deux sous-tableaux
relatifs aux variables quantitatives et aux variables indicatrices (11+8=19 variables),
pondérés par les coefficients c1 et c2. Cette analyse suggére le nombre de classes (3)
et les individus nécessaires pour initialiser les Nuées Dynamiques. La partition
optimale P obtenue est ensuite interprétée grace aux indices recensés dans les figures
4,5,6 et conduit aux résultats suivants :

Classe des faibles : 23 %

Elle est constituée d'éleves dont les notes, dans les différentes matiéres, sont en
général inférieures aux notes moyennes relatives a I'ensemble de la population
(indice stud ). Le pourcentage d'étudiants de formation "autres”, dans cette classe, est
deux fois plus important que le pourcentage moyen. Ils ne réussissent pas
particulierement dans les matieres statistiques et méthodes numériques.
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Classe des moyens : 61 %

Elle est constituée en grande partie d'étudiants de formation GEA, MD et
MASS.

Classe des forts : 17 %

Cette classe est caractérisée par des étudiants dont les notes, dans les différentes
matieres, sont en général supérieures aux notes moyennes relatives a I'ensemble de
la population. Les étudiants 1a composant sont uniquement de formation DUT et ils
réussissent bien en Fortran, Cobol et Structures de Données.

Les variables les plus contributives a la détermination de la partition sont :
Statistiques, méthodes numériques et DUT.

VI - CONCLUSION

Nous avons donc formulé un ensemble de méthodes d'Analyse de Données
comme différentes expressions d'un méme probléme qui est I'approximation d'un
tenseur d'ordre K. Cette présentation débouche sur des aspects pratiques pour traiter
des tableaux multiples par la Classification Automatique, en suggérant les
coefficients de pondération appropriés et des aides a l'interprétation spécifiques. Les
limites d'une telle approche résident dans le choix du modgle vectoriel et inertiel
pour la représentation des phénomeénes. Ainsi les méthodes proposées ne sont
valides que si la représentation d'une variable ou groupe de variables par un
opérateur, ou ce qui revient au méme par un espace vectoriel est adéquat, ce qui n'est
pas toujours le cas (variables ordinales par exemple). Les axes de recherche restent
nombreux dans l'étude des tableaux multiples. Dans le cadre des Nuées Dynamiques,
on pourra considérer d'autres modes de représentation d'une classe .
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* vari *.libelle............... * stud * moyk * moyg * sigk * sigg * mink maxk*
ARAERERXK KRR T RN ARA AR TAAENAKRAR AR AN AN AN R RTAE TN TN ANk h ol hoddrdeodede s ook de e o & o & de o i ok
* stat *.statistiques.......... *-1.2 * 7.3 * 13. * 2.9 * 4.2 * 3.0 14.*
* mnum *.méthodes numériques...*-1.1 * 9.5 * 13. 3.3 * 3.3 * 2.0 16.*
* algo *.algorithmique......... *~ .79 * 9.2 * 12. * 3.0 * 3.1 * 4.0 15.*
* gest *.gestion financiéire...*-.79 * 11 * 13. * 2.4 * 2.9 * 5.5 14.%
* meto *.méthodologie.......... *—~.79 * 7.4 * 10. * 2.8 * 3.5 * 3.0 13.*
* stru *.structures de données.*-.75 * 4.9 * 8.1 * 3.1 * 4.3 * 1.0 12.*
* FOrt *.fOTLraN.......eecennn- *~.64 * 8.5 * 11. * 3.4 * 4.3 * 3.0 17.%
* fich *.fichiers.............. *~,63 * 7.6 * 9.7 * 3.1 * 3.4 * 2.0 13.*

cobo *.cobol......c..ocvennn. *-.62 * 11. * 13. * 2.6 * 3.3 * 4.5 17.*
* angl *.anglais............... *—~.41 * 12. * 13. * 2.7 * 2.6 * 6.0 15.*
* expr *.techniquesd’'expression*-.40 * 12. * 12. * 2.1 * 2.0 * 6.5 16.*
IEZ R R R R ERERE SRS R R R RS ERR SRRl R SRR SRR R SRS RSl RR R RRRRSREEsRsRERRRRRRRRRRRERERY
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* vari

*.libelle......ccatennnn * stud * moyk * moyg * sigk * sigg * mink maxk*
PEEEZEE R EEEEEREREEEESEERSERES SR RAREZRERRRR RS R R RS R R RSl Al Rl sttt nl sl & &I
* cobo *.cobol........ccinvennn * .01 * 13. * 13. * 3.0 * 3.3 3.0 20.*
* aexpr *.techniquesd'expression* .02 * 12, * 12. * 1.9 * 2.0 * 8.0 18.*
* fort *.fortran............... * .03 * 11. * 11, * 4.1 * 4.3 * 1.5 20.*
* stru *.structures de données.* .04 * 8.3 * 8.1 * 3.8 * 4.3 * 1.0 17.*
* angl *.anglais............... * .05 * 13. * 13. x 2.6 * 2.6 * 5.0 18.*
* fich *.fichiers.............. * .08 * 10. *x 9.7 * 3.0 * 3.4 * 1.0 18.*
* meto *.méthodologie.......... * .13 * 11. * 10. * 3.0 * 3.5 * 5.0 18.*
* algo *.algorithmique......... * .21 * 12. * 12, * 2.7 * 3.1 * 4.0 18.*
* gest *.gestion financiéire...* .30 * 14. * 13. * 2.7 * 2.9 * 5.0 19.*
* mnum *.méthodes numériques...* .37 * 14. * 13. * 2.3 * 3.3 * 7.0 18.*
* stat *.statistiques.......... * .44 * 14. * 13. * 3.0 * 4.2 * 7.5 19.*
IEE AR R RS EEZEER RS ERREEESRR R RS R RS R RS RRER SRR ER Rl tR AR Rl SRR ARt S R
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* vari *.libelle..........cee.c.. * stud * moyk * moyg * sigk * sigg * mink maxk*
IZEEEEEEEESESESE R SRS RS RS R RS AR RRRREREEeRR R ER RS Rl E RS RERESREREREREZERERERS

* gest *.gestion financiéire...* .01 * 13. * 13. 2.5 * 2.9 * 6.5 18.*
* stat *.statistiques.......... * .13 * 13. * 13. * 3.3 * 4,2 * 5.0 18.*
* mnum *.méthodes numériques...* .26 * 14. * 13. * 2.1 * 3.3 * 9.0 18.*
* algo *.algorithmique......... * .39 * 13. * 12. * 2.8 * 3.1 * 8.0 16.*
* angl *.anglais............... * .40 * 14. * 13. * 2.0 * 2.6 * 10. 18.*
* expr *.techniquesd'expression* .54 * 14. * 12, * 1.2 * 2.0 * 12, l6.*
* fich *.fichiers.............. * 63 * 12, * 9.7 * 3.2 * 3.4 * 8.0 18.*
* meto *.méthodologie.......... * .70 * 13. * 10. * 3.7 * 3.8 * 6.0 19.*
* fort *.fortran............... * .83 * 15. * 11. * 3.3 * 4.3 * 9.0 20.%
* cobo *.cobol................. * .90 * 16. * 13. * 2.8 * 3.3 * 11. 20.*
* stru *.structures de données.* .96 * 12, * 8.1 * 3.8 * 4.3 * 5.0 19, *
IR E N EEREEES RS RS SRS SRR RS AR RREER SRR RRRRSREERREERRRREEEREEREERERERESEEIESENENRSEREZ.SZEJE}R],]

Figure 4 : Indices complémentaires d'interprétation d'une
partition relativement a des variables quantitatives.
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classe : 1 effectif : 26, 23%
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classe : 2 effectif : 68, 61%
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Figure 6 : Interprétation d'une partition relativement & des variables qualitatives
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