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INTRODUCTION 

Ces différentes mises au point étant effectuées, de 
manière détaillée, en introduction de maints traités de 
fiabilité, 

- nous ne commenterons pas la définition officielle 
du terme "fiabilité" énoncée dans le rapport de la Com
mission El ectrotechni que Internationale [1C] [32]. ; em
ployé entre guillemets, ce terme doit être désormais in
terprété selon son sens générique ; 

- nous ne mettrons pas en évidence la nécessité des 
études de "fiabilité" par des motivations techniques, 
économiques ... [18] [31] [32] ; 

- nous ne justifierons pas la légitimité de l'em
ploi des méthodes mathématiques pour résoudre certains 
problèmes [31] ; 

mais, nous tenterons de décrire les grandes lignes direc
trices de l'évolution actuelle de la théorie de la "fia
bilité" telles que nous les avons perçues au fil de nos 
lectures : quelques articles parmi ceux de plus en plus 
nombreux éparpillés dans les diverses revues de statis
tique, de probabilités et de recherche opérationnelle... 

Si la diversité des systèmes est réelle^ il convient 
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de démasquer la part illusoire de celle-ci puisque due à 
des distinctions injustifiées ; c'est afin d'éviter de 
telles duplications irréalistes qu'une classification 
des systèmes de "fiabilité"^ a été ébauchée à partir 
des processus physiques auxquels sont soumis leurs di
vers éléments : environnements, défaillances, remplace
ments, détections, maintenances, commutations,.... Inspi
ré de celui, "classique", des files d'attente le plus 
souvent étudiées, un tel systèmeNie classification exige , 
pour être suffisamment représentatif de la diversité des 
systèmes, un formalisme très lourd. Le panorama proposé 
dans cette étude respecte un point de vue probabiliste 
qui permet de mettre en relief l'une des motivations es
sentielles de l'évolution actuelle de la théorie de la 
"fiabilité" : l'élaboration de méthodes dites "analyti
ques" (souvent opposées, pour leur '"plus grande préci
sion", aux méthodes de simulation [32]) de détermination 
des caractéristiques de "fiabilité" de systèmes de plus 
en plus divers et "complexes". Un système formé selon 
une configuration non "classique rf^ d'un "grand1' nombre 
d'éléments stochastiquement dépendants et dont l'étude 
rigoureuse exige non seulement la distinction de plus de 
deux niveaux de performance mais encore la prise en comp
te de lois de probabilité caractérisées par un taux de  
hasard non constant peut être qualifié d'"inextricable !" 
car il répond alors aux cinq critères de complexité gé
néralement répertoriés. Conformément au point de vue 
choisi, c'est à travers la notion de dépendance stochas
tique que nous nuancerons les diverses publications trai
tant de fiabilité selon deux courants d'intensités car 
de difficultés inégales. 

(a) BENDELL T. "The Classification of Rel i abi 1 i ty Model s 11 

(June 19£2). Fifth European Conférence on Electronies. 
Copenhague. North Holland Publishing Company,p.89-95. 
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Des Etudes Effectuées sous_1^Hypothèse de_l ' I ndégendance 
entre_les Variables Aléatoires du Modèle : 

MOORE E. F. et SHANNON CE. ayant mis en évidence la 
courbe en forme de S^a^ représentative de la fiabilité 
d'un réseau de relais identiques exprimée en fonction de 
celle de ses éléments, c'est pour généraliser un tel ré
sultat que ESARY J.D. et Al. introduisent la notion de 
système binaire cohérent formé d'éléments identiques [8] 
puis différents [25]. Les propriétés largement réalistes 
caractérisant de tels systèmes, les méthodes des coupes 
et des chemins minimaux théoriquement dépourvues de dif
ficulté, jointes au développement parallèle de l'analyse 
automatique, à l'aide d'un calculateur, des arbres de 
fautes [15] [29], peuvent raisonnablement expliquer l'en
gouement suscité par la notion de cohérence. Ainsi que 
nous tenterons de le refléter dans la suite de notre ex
posé, sans perdre de vue les quatre facteurs de comple
xité encore éventuels sous l'hypothèse de l'indépendance, 
une telle notion est à l'origine de résultatstrèsdivers. 
Les modèles communément utilisés consistent alors à dé
crire les caractéristiques d'un système à partir de cel
les de ses éléments, d'un point de vue déterministe : 
par la fonction de structure^) o u ] a fonction de vie^

C\ 
d'un point de vue stochastique : par la fonction des p e r-

(a) "S Shapedness" (cf. [2] pour une analyse rétrospec
tive) ; c'est-à-dire : courbe représentative d'une 
fonction f non décroissante sur l'intervalle [0,1] 
et telle que : 

(i) f(O) = 0 . 
(ii) f(l) = 1 • 
(iii ) 3p e ] 0,1[ : f (p) = p . 

(b) permet d'exprimer la variable d'état d'un système en 
fonction de celles de ses divers éléments [2] [25]. 

(c) permet d'exprimer la durée de vie d'un système en 
fonction de celles de ses divers éléments [22]. 
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formances^9) ou la transformation du hasard^). 

Inspirées de la théorie de la commutation ("swit
ching theory"), les caractéri sati ons des modules [6] met
tent en évidence une certaine stabilité de la propriété 
de cohérence ; en effet, toute décomposition modulaire 
permet de restreindre l'étude des "grands" systèmes bi
naires cohérents à des systèmes de tailles moindres sans 
briser l'hypothèse de cohérence et donc, sans accroître, 
par ailleurs, la complexité des méthodes à utiliser. 
C'est encore par souci de simplification, que certains 
auteurs proposent divers facteurs dits "d'importance" [5 ] 
[15] [32] permettant de mesurer, selon différents critè
res, celles des éléments des systèmes binaires cohérents. 

Afin de décrire stochastiquement des "vieillisse
ments" aléatoires nuls, positifs ou négatifs, on distin
gue tout d'abord respectivement trois classes de lois de 

( c ) 
probabilité de surviev ' : celle des lois exponentielles 
bien connues caractérisées par un taux de hasard constant, 

(a) permet d'exprimer la fiabilité ou la disponibilité 
d'un système en fonction de celles de ses divers élé
ments [2] [25] . 

(b) permet d'exprimer la fonction du hasard de la loi de 
probabilité de survie d'un système en fonction de 
celles de ses divers éléments [24]. 

(c) Par définition, lois de probabilité des variables 
aléatoires à valeurs réelles presque-sûrement posi
tives. 
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classe-frontière entre celles des lois de type IHR(a) et 
de type DHR^). Cependant, alors que selon la non-
décroissance de ses fonctions de vie et de performances, 
il semble intuitivement raisonnable de prévoir, comme 
conséquence de l'usure d'un élément quelconque, un rac
courcissement de la durée de bon fonctionnement d'un sys
tème binaire cohérent, celui formé de deux éléments en 
parallèle et de type IH R n'a pas une loi de probabilité 
de survie dans cette même classe. Les deux classes de 
lois de types IHR et DHR définies en fonction des varia
tions du taux de hasard se révélant ainsi trop restrein
tes, c'est à partir de deux notions simples, l'une déter-
ministe : la propriété de cohérence, l'autre stochasti
que : les lois exponentielles, que BIRNBAUM Z,W,f ESARY 
J.D. et MARSHALL A. W.. définissent les deux classes plus 
larges des lois de probabilité de type IHRA et de type 
DHRA [7] caractérisées par un taux de hasard moyen crois
sant et décroissant^ respectivement et admettant tou
jours comme classe-frontière : celle des lois exponen
tielles. Relativement aux diverses classes de lois de 
probabilité introduites ultérieurement, toujours dans le 
but de distinguer divers types de variations aléatoires 

(a) 'Increasing Hazard Rate" [1]_. Lois de probabilité 

dont la fonction de survie F est telle que : la pro

babilité de vie résiduelle [ F^t"hs ) ] soi t une f onct i on 
F(t) 

non croissante de t e R , pour tout s^R ,s fixé ; 
et donc, en cas d'absolue continuité par rapport à la 
mesure de Letesque sur (R + , *3) , caractérisées par un 

R + 

taux de hasard non décroissant. 
(t) "Decreasing Hazard Rate" [1]. Intervertir les pro

priétés de non-croissance et de non-décroissance 
dans la définition ci-dessus. 

(c) ou, plus généralement, par une fonction du hasard H 
telle que le rapport [~H(t)] soit une fonction non-
décroissante et non-croissante de te R+ , respecti
vement. 
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à l'aide de considérations intuitives simples^, la 
classe des lois de type IHRA joue un rôle primordial. 
Au-delà du cadre de cette étude, un tel effort de clas
sification se prolonge selon les trois axes principaux 
suivants : statistique inférentiel1e, modèles de chocs 
et comparaisons de diverses politiques de maintenance. 

Tout système binaire cohérent est logiquement équi
valent à une structure série-parallèle (ou inversement, 
par dualité). Afin d'étudier, de manière simple, des sys
tèmes (binaires) plus généraux, quelques études récentes 
proposent d'étendre la notion de cohérence à des systè
mes mu 11iperformants ("multistate Systems" [20]). Un mo
dèle logique, inspiré de celui proposé pour décrire les 
systèmes binaires cohérents soumis à une "cannibalisa-
tion" [35], généralise le modèle dichotomique ; les rè
gles opératoires de l',:algèbre de Post" [18] se substi
tuent à celles de l'algèbre de Boole ; et la logique de 
tout système multiperformant al ors considéré peut être 
caractérisée par des ensembles de "vecteurs de connec
tion" [20], notion admettant, de manière évidente, celle 
de vecteur-coupe ou de vecteur-chemin comme cas parti
culiers. Si la fermeture des classes de lois de probabi
lité de type IHRA ou de type NBU est alors "élargie à la 
formation des systèmes multiperformants cohérents" [20], 

(a) telles qu'-une probabilité de vie résiduelle infé
rieure (ou : supérieure) à celle absolue : 

V(s,t)eR + 2, P[T>t+s/T>t] < (ou : >) P[ T > s] ; 
-une espérance de vie résiduelle : 

E[T-t/T > t] décroissante ou croissante en fonc
tion de l'"âge" du système, teR + . 

T désigne une variable aléatoire réelle positive. 
Ces relations définissent les classes de lois de pro
babilité de type NBU, NWU, DMRL et IMRL [12] [25] , 
respecti vement. 
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il convient de noter que ce résultat correspond toujours 
à la propriété stochastique de ces classes de lois mise 
en évidence au cours de l'étude des systèmes binaires 
cohérents. 

Sous l'hypothèse de l'indépendance, les limitations 
des méthodes de détermination de la "fiabilité" des sys
tèmes cohérents sont de nature essentiellement détermi
niste : un "grand" nombre d'éléments liés par des rela
tions fonctionnelles "apparemment non-c1 as siques " demeu
re un facteur de complexité. Tandis que le problème res
te largement ouvert pour les systèmes multiperformants 
cohérents, c'est vers l'analyse des arbres de fautes que 
semblent s'orienter les méthodes actuelles pour détermi
ner la structure série-parallèle logiquement équivalente 
à un système binaire cohérent. Comme pour de nombreux 
problèmes classés "NP-diffici 1 es " en "théorie de la com
plexité" [48], des algorithmes de tri [42] efficaces 
peuvent améliorer les performances de tel ou tel algo
rithme ; celles-ci restent, cependant, grandement soumi
ses à la configuration de l'arbre considéré [40]. 

L'extension des résultats obtenus sous 1 'hypothèse 
de la cohérence à des systèmes plus généraux (semi-cohé
rents (en moyenne) [25] , par exemple,...) demeure un pro
blème largement ouvert. 

pes_études gui tïennent_compte_de_certai_ne 
entre des_variables a l_éatoi_res _du modèle : 

L'étude de nombreux systèmes exige la prise en 
compte de dépendances. A titre d'exemple, le terme phy
sique 'mode commun de défaillances'^0^ qui peut désigner 

(a) Le chapitre 8 de l'étude [32] propose une classifi
cation de ceux-ci. 
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un "environnement", un sous-système..., correspond à la 
présence de dépendances entre certaines variables aléa
toires du modèle descriptif d'un système. En négligeant 
les difficultés structurales ou statistiques éventuelles, 
on peut prendre en compte les dépendances entre les élé
ments d'un système par des modélisations stochastiques 
qui peuvent avoir recours à trois grandes méthodologies 
présentées selon leur ordre rétrospectif de parution. 

Ne plus considérer séparément mais conjointement 
les lois de probabilité de survie des divers éléments, 
ainsi pourrions-nous résumer physiquement l'une des dé
marches. Bien que l'effort de généralisation au cas mul-
tidimensionnel des lois de probabilités c1 as siques^a^ 
comme celles exponentielles, Gamma, de Weibull, ... soit 
également présent dans des domaines probabi1is tes étran
gers à la théorie de la fiabilité, celle-ci marque son 
empreinte, avec forces modèles de choc à l'appui, 
sur de nombreuses propositions de lois parmi lesquelles 
nous retiendrons la loi exponentielle mu 1tidimensionne1 -
le, notée MVE en abrégé, et imaginée par MARSHALL A.W. 
et OLKIN I. [39]. Le passage au mul.ti dimensi onnel des no
tions classiques conduit actuellement à diverses généra
lisations des classes de lois évoquées précédemment. Ces 
extensions [11] [13] tendent à satisfaire les trois cri
tères légitimes suivants : 

(a) Lois de probabilités mu 1 ti di mens i onne 11 es ras semt>l ées 
avec forces références, dans l'ouvrage suivant : 
JOHNSON N.L, and KOTZ S. "Distributions in Statis
tics", Volume 4 : "Continuous Multivariate Distribu
tions", (1972). John WILEY. New-York, 
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- caractérisations des nouvelles classes à partir 
d'expressions utilisant la fonction de survie 

conjointe et analogues à celles qui définissent 
les classes de lois unidimensionnelles correspon~ 

dantes ; 

- préservation des inclusions entre classes 

- admission des lois de probabilité MVE comme clas

se-frontière. 

S'il est grossièrement illusoire de vouloir dresser 

une liste de dépendances stochastiques exhaustive rela

tivement aux systèmes réels, il semble par contre raison

nable de graduer celle-ci; LEHMANN E.L. [38] propose 
dans une optique statistique, trois types de dépendances 

bivariées qui sont, selon l'ordre croissant de leur puis

sance: les dépendances "de quadrant", "de régression" 

et "du rapport de vraisemblance". Ce dernier type de dé

pendance a été généralisé depuis en termes de variables 

aléatoires dont la densité de probabilité conjointe est 

caractérisée par des applications partielles d'ordre 2 

"totalement positives,,(a) [2]. La création des classes 

de lois de probabilité multidimensionnelles évoquées ci

dessus a suscité les définitions de divers autres types 
de dépendances telles que celles dites "d'extrémité,,(b) 

( a ) 

( t ) 

Conformément à la notion de "positivité totale" pro
posée et étudiée, de manière intensive, par KARLIN 5. 
-Cf. "Total Positivity", (1968) 5TANFORD University 
Press. 
"Right or left tail dependences" [Il] [27]. A titre 
d'exemple, le vecteur aléatoire réel ~=(Xl'X2, ... ,Xm) 

est d'extrémité gauche décroissante par rapport au 
vecteur aléatoire réel '!.=(Y1'Y2""'Yn) si etseulement 
si: pour tout vecteur (xl ..... xm) fixé dans Rm • 

rr: n 
prn [X.<x.lIn [Y.<Y.l] est une fonction.non crois-

;=1 1 1 i=l 1 . 1 

sante de (Y1 .Y?, ... , Yr) E Rn . 
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ou "de cOin"(a) droits ou gauches, croissants ou dêcroi~ 
sants. La notion de cohêrence n'êtant guère êtrangère à 

l'introduction de la relation d'"association" [28] entre 

variables aléatoires rêelles(b), les diverses propriêtês 

de celle-ci en font un type de dêpendance positive pri

mordial parmi ceux êvoquês ci-dessus. 

La dêtermination d'une borne infêrieure qui tient 

compte des dêpendances entre les êléments d'un système 

s'avère souvent moins érronée qu'un "calcul exact" ef

fectué abusivewent, par souci de faisabilité, sous l 'hy

pothèse de l 'indépendance(c). La prise en compte de dé

pendances telles que l'association, a permis de détermi

ner, de manière simple, divers "encadrements" de la fonc

tion des performances d'un système binaire cohérent [2]. 

Ces approximations ont été affinées par la mise en jeu 

de décompositions modulaires [9] [41] puis, génêralisêes 

à la disponitilité d'intervalle d'un système binaire co

hérent [41]. 

(a) "Right or left corner dependences" [Il] [33]. A ti

tre d'exemple, le vecteur alêatoire réel ~=(X1' ... 'X~ 

est de coin droit croissant si et seulement si : 
m m 

P[ 11 [ X . > x .] 1 n [X. > x: II est une f 0 n c t ion non d ê c roi s-
i=l l l i=l l l 

sante de (xi,x 2, ... ,x~) E Rm, pour tout vecteur 

(x 1 ,x 2 , ... ,xml fixé dans Rm . 

(b) L'inégalité qui définit cette relation de dépendan
ce, a été préalablement obtenue pour des variables 
aléatoires binaires mutuellement indépendantes au 

.cours de l'étude [25] (cf. théorème 3.1) des systè
mes binaires cohérents et a permis, en particulier 
d'obtenir un "encadrement" de la fonction des perfor
mances d'un tel système. 

(c) Le chapitre 1 de l'étude [18] évoque quelques modè
les qui ont abouti à de telles constatations. 
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Cerner des types de dépendance qui permettent, à 
l'aide de transformations simples, de substituer au mo
dèle stochastique initial un modèle exclusivement défini 
par des variables aléatoires mutuellement indépendantes 
constitue une des techniques d'extension des nombreux 
résultats connus qui exigent l'hypothèse d'indépendance. 
C'est dans cette optique qu'a été discernée, entre les 
relations d'indépendance mutuelle et d'association, une 
relation de dépendance positive vérifiée, en particulier, 
par des variables aléatoires à valeurs réelles positives 
et dont la loi de probabilité conjointe présente des 
"minimums exponentiels" [23] ou, plus généralement, "des 
minimums de hasard proportionnels" à une fonction du ha
sard donné [37] ; en effet, la fonction de fiabilité 
d'un système cohérent dont les durées de vie élémentai
res admettent une telle loi de probabilité conjointe est 
celle d'un système d'ordre plus élevé mais également co
hérent et dont les éléments peuvent être caractérisés 
par des durées de vie aléatoires mutuellement indépendan
tes. Les lois de probabilité mu 11 i di mens i onnel 1 es q ui pré
sentent des minimums de hasard proportionnels à la fonc
tion du hasard d'une loi de probabilité de survie de ty
pe IHRA ou de type NBU, permettent de faire apparaître 
une plus grande stabilité des deux classes de lois uni-
dimensionnelles correspondantes et d'illustrer, à T'aide 
d'exemples, diverses classes qui généralisent ces derniè
res au cas multidimensionnel , parmi celles évoquées pré
cédemment . 

Après celles des phénomènes biologiques, des "files 
d'attente1' [17] [19],,.., la modélisation des systèmes à 
l'aide des chaînes et des processus de Markov ou des pro
cessus semi-markoviens constitue une méthode de "fiabi
lité", désormais classique, qui permet une grande f i dè le 
té de description. Cependant, le nombre des états du pro
cessus croissant exponentiel1ement avec celui-ci, un 
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'grand" nombre d'éléments liés par des relations fonc
tionnelles très diverses et non "cl assiques1" constitue 
un lourd facteur de complexité de la méthode générale 
[14] [18] . 

Afin de tenter d'enrayer cette croissance exponen
tielle une première possibilité consiste à contracter 
l'espace des états selon certaines partitions qui conser
vent la propriété de Markov du processus puisqu'elles 
vérifient la condition suffisante bien connue [36]. L'al
gorithme proposé dans l'étude [44] permet une détermina
tion plus efficace de telles partitions en détectant 
celles-ci directement à partir de la logique du système 
et des caractéristiques de fiabilité, taux de défaillan
ces et taux de réparations, de ses éléments. 

Parmi diverses méthodes d 1 "approximation" aux do
maines d'applications plus ou moins généraux, la "métho
de des états de marche critique" [32] propose une expres
sion "approchée" du taux de défaillances du système en 
évitant le traitement complet du processus de Markov des
criptif d'un système cohérent. 

Outre celles dites "d'approximation", une technique 
d'extension bien connue du domaine d'application d'une 
méthode limitée par des difficultés croissantes de maniè
re non-polynomiale par rapport à la taille des problèmes 
envisagés consiste à décomposer ceux-ci en divers problè
mes (mathématiquement indépendants) de taille moindre et 
relevant du domaine d'application de la méthode initiale
ment envisagée (ou de "méthodes équivalentes"). La re
cherche [15] d'une décomposition modulaire d'un système 
cohérent, évoquée précédemment, constitue une telle tech
nique d'extension du domaine d'application de la "métho
de des coupes ou des chemins minimaux". A partir des ma
trices de taux de transition très structurées présentées 
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dans deux études pratiques^a^, cette troisième démarche 
est envisageable pour étudier l'évolution stochastique 
de certains systèmes de "fiabilité" : celle-ci est fon
dée sur l'introduction de quelques relations de dépen
dance stochastique entre chaînes puis processus de Mar
kov qui conduisent à un processus stochastique (vecto
riel) également de Markov. A titre d'exemple, la prise 
en compte de telles relations de dépendance peut rendre 
plus aisée l'étude d'un système de fiabilité ou de sûre
té dont l'évolution stochastique est soumise à un pro
cessus de Markov dépendant de "l'état présent" d'un en
vironnement, lui-même aléatoirement changeant selon un 
processus de Markov. De plus, ces relations de dépendan-

2 
ce DP(h,k), (h,k) e {0,1} , admettent comme cas-limite 
la notion d'indépendance. 

L'étude de ces relations de dépendance DP(h,k), 
2 

(h,k) e {0,1} , est cependant loin de prétendre à l'ex-
haustivité. Aussi, si une connaissance approfondie de 
ces dépendances est irréalisée dans le futur, il pour
rait s'avérer profitable de ne pas omettre l'idée initia
le de cette démarche : définir des dépendances stochasti
ques entre deux processus de Markov qui assurent un pro
cessus stochastique vectoriel vérifiant également la 
propriété de Markov et qui permettent d'obtenir, de ma
nière exacte ou "approchée", des résultats descriptifs 
de ce processus -résultant, sinon à partir des deux pro
cessus composants, du moins à l'aide de certains proces
sus qui le composent. Il est bien connu que l'étude 
(a) - BAZOVSKY I. -"Optimizations of Communications Sa

tellite Reliability Systems". Intermediate Report 
prepared for C.N.E.S." (1977). Contract C76. 
C.N.E.S. 067. 

- CLAROTTI C., CONTINI S, et SOMMA R. 'Phased Mis
sion Systems with Reparable Components.: Compari
son between analytical Markov Solutions and Fault 
Tree Technique Evaluation". (1977). 
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d e s processus (de Markov) fait appel à des argumenta
tions tant analytiques qu'algébriques ; et la démarche 
proposée recouvre le souci de formuler de manière "exac
te" -à l'aide du produit de Kronecker (simple), par 
exemple- ou "approché" -en prenant en compte des matri
ces bien structurées telles que celles dites "presque 
complètement décomposables", par exemple- les solutions 
de systèmes d'équations algébriques ou différentielles 
en fonction des solutions de systèmes de même nature de 
taille moi ndre . 

La classification des systèmes évoquée au début de 
cette introduction s'appuie sur les caractéristiques phy
siques des systèmes. C'est une classification orientée 
vers les méthodes analytiques de détermination de la 
"fiabilité" que l'on pourra retenir de cette étude : il 
convient alors de distinguer les systèmes cohérents de 
ceux non-cohérents ; puis de moduler ces deux classes 
selon diverses notions de dépendance stochastique (par
mi celles évoquées précédemment) sans omettre le cas-
limite de l'indépendance mutuelle. 

L'exposé des méthodes analytiques de détermination 
de la "fiabilité" au fur et à mesure des types de systè
mes envisagés fera l'objet d'un texte ultérieur. Cette 
étude correspond à la première partie d'une thèse de 
i ème s 3 cycle présentée à l'Université Paul Sabatier de 
Toulouse. 
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CHAPITRE A 

DESCRIPTIONS DES SYSTEMES DE "FIABILITE" 

I . INTRODUCTION 

La description de tout système de "fiabilité" faisant 
appel à deux points de vue : 

- l'un déterministe : la logique du système, seule, 
est alors considérée, 

- l'autre stochastique : le système est alors considéré 
comme une entité dynamique, 

il nous a paru fondamental d'aborder les trois points suivants : 

(1) Définition de deux modèles de "fiabilité" très généraux 
et présentation unifiée d'une propriété déterministe : la cohéren
ce, A cet effet, nous introduisons les notions de fonction de 
structure ("structure function" [25]) et de fonction de vie ("life 
function" [22]) étendues à l'ensemble des systèmes mu 1tiperformants 
("multistate Systems" [20]) qui englobe le cas particulier des 
systèmes binaires bien connus. Bien que les deux formulations des 
systèmes de fiabilité considérées alors soient équivalentes, il 
convient de noter que selon les cas, l'une peut s'avérer d'utili
sation plus aisée que l'autre. Conformément à l'étude [20], nous 
généralisons la notion d'"essentialité" au cas des systèmes multi-
performants. On notera qu'une telle terminologie se justifie alors 
par les conséquences de la propriété qu'elle désigne et non plus 
par le sens intuitif de celle-ci appliquée aux systèmes binaires, 
à savoir : tout élément inessentiel n'a aucune influence sur le 
comportement du système complet. 
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(2) Exposé des diverses caractéristiques stochastiques 
des systèmes de "fiabilité", Face à l'inflation des défini
tions proposées dans les nombreuses études de fiabilité 
(cff [14], [311, [32], par exemple), nous présentons en 
particulier les diverses mesures stationnaires des systèmes 
de sûreté ("safety Systems" [43]), Nous compléterons au 
chapitre B les diverses notions de dépendances présentées 
au paragraphe ( 111 -3). 

(3) Enumération des diverses représentations logiques les 
plus utilisées. Si elles permettent de mettre en évidence de 
nombreux résultats théoriques, la fonction de structure et la 
fonction de vie interviennent souvent de manière implicite dans 
la pratique. En effet, la représentation logique d'un système 
est alors traduite directement en les caractéristiques nécessai
res à la méthode choisie. Ainsi, la détermination du modèle des
criptif le mieux adapté constitue le point de départ de toute 
étude analytique de la fiabilité. 

Les systèmes considérés dans cette étude sont supposés 
exempts de toute "cannibalisation" [J35]. 
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II • POINTS DE VUE DETERMINISTES 

11,1 Fonction de Structure et Fonction de Vie 

Tout système étant tout d'abord défini comme un ensemble 
d'éléments (ou composants, unités élémentaires du système par 
définition) soumis à des processus physiques, on caractérise 
tout état de l'ensemble complet à l'ai de des états respectifs de 
ses divers éléments ou de ses divers modules, Jusqu'à de 
plus amples précisions (cf, § II.2.1), nous noterons 
C = {i G N|i=1,2,...,n} tout système formé de n éléments 
distincts, donc dit d'ordre n. Tout état d'un composant i 
correspond alors à l'un de ses divers niveaux de performan
ces possibles ("performance level") supposés en nombre fini, 
et éléments de l'ensemble S. = {0 ,1, 2 ,. . . ,N̂  } notés suivant 
leur ordre croissant depuis le niveau de panne complète 
(niveau 0) jusqu'au niveau de fonctionnement parfait (niveau 
N.) ; on posera : S*. = S ̂. - {0}. Parmi ces systèmes dits à 
plusieurs états ou multiperformants no us n'omettrons pas le 
cas particulier des systèmes dits binaires [2 ], [25] dont 
l'étude n'exige que la distinction de deux niveaux de per
formance (niveau 0 ou 1) pour tout élément de C et C lui-même. 

Etant donné l'espace de probabilité (Œ,û>, P), supposé 
complété, des observations (dont nous préciserons la défini
tion au chapitre B suivant), on décrit tout élément i du 
système C à l'aide de : ¥ t e R+ , 

(i) la variable aléatoire X.(t) de (fi,a,P) dans 
(S., T(S.)) rendant compte de l'état du composant i 
à l'instant t . 
On notera alors x.(t) toute valeur observée de X.. (t). 
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(ii) la variable aléatoire Ti = (T^)jGS* de (ft,a,P) 

- + Ni & dans (R » J + N Î ) définie par : 

¥ jGS?, T̂' P=* Sup{tGR + /Fue[ 0,t] ,X(u)>j-l}. (Tl) 

Si l'élément i est soumis à des réparations, 
alors "H désigne la date aléatoire de la première 

^ -j dégradation de niveau j ; sinon, on appelle 
"durée de vie aléatoire de niveau j" (cf,§ III-l-l) 
et on peut encore définir celle-ci par la relation : 

lî P=*Sup{uGR + /Xi(u) > (T2) 

On notera alors, t. = (t;?).F* , toute valeur 

observée de T.. f 

Dans le cas des systèmes binaires, il suffit évidemment 
de considérer la variable aléatoire réelle 1\ correspondant 
à j = 1. Sans restreindre le domaine de notre étude, nous 
supposerons que tout composant i G C présente un même niveau 
de performance maximal N = Sup{N./î C} ; il suffit alors de 
définir correctement la fiabilité ou la disponibilité de 
niveau j e s! , i e C . 

Dorénavant, ¥ i e C, S. = S = {0,1,2,... ,N}. 

A partir de celles caractérisant chacun de ses éléments, 
on définit les variables aléatoires correspondantes décrivant 
le système complet à l'aide de : 

(i) sa fonction de structure $ de S n dans S telle que 
Y t G R+ , la variable aléatoire 
X(t) = $0X(t) = ̂ o(Xi(t^.GC de (fi,a,P) dans 

(S, ^(S)) rende compte du niveau de performance du 
système en fonction des performances conjointes de 
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ses n éléments, On notera alors x(t) et x(t)> les 
valeurs observées des yariables aléatoires X(t) 
et X(t) respectivement. 

(ii) Sa fonction de vie T J de niveau j G S*, dans le 
cas d'un système de fiabilité ; (cf.§(111 -1-1)) ; 
cette fonction de R+^* dans R + est telle que : 
la variable aléatoire T J = T J

0 J = T J

0 ( T 1 , J 2 , . . . , T N ) 

de (Œ,a,P) dans (ÏÏ+ , + ) rende compte de la durée 
1̂  

de vie de niveau j du système en fonction des durées 
de vie de ses n éléments ; ¥ j G S* ' 

T J P= S' Sup{u G T*+/X(u) > . 

La date aléatoire T J de la première dégradation de 
niveau j d'un système de sûreté est définie comme "H 
par la relation (T2) précédente. 

Lorsque nous négligerons l'aspect dynamique du système, 
nous utiliserons seulement les symboles X̂  ,x.j ,̂ (,x>x et x sans 
aucune référence à la date t fixée dans R + . 

Conventi ons : 
Nous respecterons désormais les notations vectorielles 

suivantes: tout vecteur x G S n étant repéré par ses coordonnées 
en base canonique, 

- pour toute partie M non vide de C et tout j G S, 

!
j si : i e M 

si : i e M 
où : y désigne un vecteur de S n et M le complé
mentaire de M dans C ; dans le cas particulier où : 

- M = {il, on écrira : x = (j.,y) 
- M = C , on écrira : x = 0 -
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- Etant donné une partition of[ = {M̂ /£ = 1,2,. . . ,m}, 
m < n, de l'ensemble C, nous désignerons par ; 
X_M 6 S M , le vecteur des performances des divers 

éléments de . 

On peut alors noter tout vecteur x G S n sous la 
forme : x = (x^ , x^ ). 

Tout à fait analogues seront les notations relatives au 
vecteur t G R + n

 9 et aux vecteurs aléatoires X.
 e t I 

Afin de caractériser quelques types de systèmes, nous 
introduisons : 

- une relation d'ordre partiel sur S n [46] = pour 
tout x G S n et tout x' G S n , 

x < x ' ° y i G C , x. < x! , 

- Une relation de préordre sur [ 6 ] , M désignant 
une partie propre non vide de C : pour tout 
xM G s M et tout xj, G S M , 

Ainsi que les deux relations d'équivalence correspondantes 
sur S n et Ŝ  respectivement 

II.2 Les Systèmes Cohérents 

Dorénavant, nous désignerons tout système à l'aide du 
couple (C,$) tel que : 

- C désigne un ensemble arbitraire de n éléments de N* 

- la fonction de structure $ décrive la logique du 
système définie lors de la conception de celui-ci. 
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11.2,1 Définitions 

Définition 1 : 
On appelle système dual du système (C?$) d'ordre n, le 

système d'ordre n, noté (C,$̂ ) dont la fonction de structure 
0D est définie par la relation : 

¥ x e S n , <DD(x) = N - $(N - x) . 

Nous noterons T j D : la fonction de vie de niveau j du système 
(C*D) . 

Remarque 1 : 
Dans le cas des systèmes binaires : y x e S n, $̂ (x) = $(_1-_x) 

conformément aux notations de l'algèbre de BOOLE, En l'absence 
de toute précision, $ désigne la fonction de structure d'un 
système dont on doit distinguer plus de deux niveaux de perfor
mance [20] ; la détermination d'une telle fonction fait alors 
appel aux règles opératoires de l'algèbre de POST [18] définie 
sur S ; la variable aléatoire X s'écrit, pour tout i e C, sous 
la forme suivante : N 

X = * 0 (j.,X) . i { j } 0x i . 

où : Vx G S,l (x) = <5 . ( <S = symbole de Kronecker) , 
{j} X J 

Définition 2 : 
On dit qu'un système (C,$) d'ordre n est un système semi-

cohérent si et seulement si : 

(Cl) sa fonction de structure $ est une fonction non 
décroissante (au sens de la relation d'ordre 
partiel définie précédemment) sur S n , 

Remarque 2 : 
L'interprétation physique de l'axiome (Cl) constitue 

l'hypothèse raisonnable suivante ; si le système (C,$) est à 
un niveau de performance j , alors, aucune baisse de perfor-
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mance d'un élément n'induit une augmentation de la performance 
du système complet ; et inversement, relativement à toute 
augmentation des niveaux de performance des éléments du système. 

Définition 3 : 
On appelle système cohérent au sens large, tout système 

(C,$) semi-cohérent dont la. fonction de structure $ vérifie 
de plus l'axiome suivant : 

(C2) v j e s , *(j) = j . 

Remarque 3 : 

Les seuls systèmes binaires strictement semi-cohérents 
(i.e. : semi et non cohérents) sont ceux caractérisés par 
la fonction de structure $ = 0 ou $ = 1 . 
Définition 4 : 

On dira qu'une partie M propre non vide de C est essen
tielle au niveau de performance j G $ d'un système (C,$) si et 
seulement si : 

t v i G s, ifi MA M >*M) * J • 

Si M = {i}, l'élément i est essentiel au niveau de performance j 

Exemple 1 : 
Si (C,$) désigne un système de redondance majoritaire k/n 

(«k out of n System >> ; k G C;cf. exemple 2), alors, toute partie 
M de C telle que : |M|=k est une partie essentielle au système 
(C,$) pour tout niveau j G S , 

Remarque 4 : 
Cette dernière définition comprend évidemment comme cas 

particulier la notion d'élément essentiel i (<<relevant>> [221) 
à un système binaire (C,$) : 1̂  0. . 
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Définition 5 : 
On appelle système cohérent au sens strict relativement  

au niveau de performance j G S, tout système (C,$) cohérent 
au sens large vérifiant l'axiome suivant : 

(C3) Tout élément i G C est essentiel au niveau de per
formance j . 

Remarque 5 : 
Notons que selon la remarque 3 précédente, les axiomes 

(Cl) et (C3) seuls, sont nécessaires et suffisants pour assurer 
la cohérence stricte d'un système binaire (<<fully coherent 
system>> [ 22] ) . 

Dorénavant, toutes les fois que nous ferons appel à la 
notion de cohérence, nous évoquerons celle au sens large, sauf 
indicationcontraire. 

Proposition : [20] [25] 
Le système dual (C,$D) de tout système (C,$) cohérent 

(au sens strict) est lui-même un système cohérent (au sens 
strict) . 

Exemple : 
On vérifie aisément que le système dual (C,$D) du système 

(C,0) strictement cohérent formé de n éléments : 

n 
- en fiabilité-série (0o_X = II X.) est un système de n 

i = l 1 

n n 
éléments en f i ab i 1 i té-para 11 èl e (<DDX = il X 1-n ( 1-X . ) ) 

" i=l 1 i=l 1 

et inversement. 

- en configuration de <<redondance majoritaire k/n>> 

(<D0X = JJL n X. où : f, = {C. c c/|C. |=k} ; kGN*, k < n) 
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est un système de n éléments en configuration de 
<<redondance majoritaire (n-k+l)/n>> 

Cn-k+l G ^-k+1 1 e Cn-k+l 

Remarque 6 : 
Lorsqu'elle est définie (cf, § III-l-l), la fonction 

de vie d'un système cohérent est une fonction non décroissante 
en chacun de ses arguments et à valeurs dans R +

? Elle permet 
aussi de caractériser les systèmes binaires selon le théorème 
suivant [22 ] : 

Théorème 1 : 

Un système binaire (C,$) d'ordre n admettant une fonction 
de vie T est cohérent si et seulement si : celle-ci vérifie 
l'une des deux conditions suivantes : 

(C.) Pour tout simplexe de R + n de la forme : 

Z = {t € R+n/t.^ < t.z < ... < t.nl où (1l,i2,...,in) 

uésigne une permutation de (1,2,...,n), 

3 >v - C/'y t e z, T(t) = t. . 

(C...) °our toute fonction f non décroissante de R + dans 
lui-même, ¥ t e R + n , f[ x(t)]=T(f(t^f(t2),...,f(tp)). 

Nous ne tiendrons pleinement compte du caractère aléatoire 
des variables descriptives des systèmes qu'à partir du paragra
phe III ; afin de compléter le point de vue déterministe de 
celui-ci, nous présentons une notion fondamenta1e souvent utile 
puisque source de simplifications des systèmes : celle de modu
le ou sous-système cohérent. 
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11-2-2 Decomposi tion_Modu]aire-des_S^stèmes Cohérents 

II-2-2-1 Définitions 

Définition 6 : 
Une partie M propre non vide de C et essentielle au système 

(C,$) forme un sous-ensemble modulaire (<<modular subset>> [ 6 ] ) 
de (C,$) si et seulement si : il existe deux fonctions de struc
ture y et \p définies sur et S*Ŝ  respectivement et telles 
que : 

(Ml) ¥ x e S n, *(x) = * (xM.xW) = * ( P (X M).X B) • 

(M2).le couple (M,y) définit un système cohérent d'espace 
des états Ŝ et appelé module de (C,$) . 

(M3) le couple (C' = {Ĉ } u M, \p) définit un système 
cohérent, C^ désignant l'élément de (C',iJ;) obtenu 
par contraction de M en un seul élément dont les 
performances sont décrites à l'aide de la variable 
al éatoi re X., = y o X., M —M 

Remarque 7 : 
On vérifie aisément que : 

(a) la relation <<être module de>> est transitive. 

(b) Le couple (M,yD) définit un module du système 
(C,<DD) vérifiant la relation : ¥ x G S n , 

*°(x) = * V m > XM ) = *D(yD(xK),xB) • 

(c) Selon la relation (Ml), on peut considérer tout 
sous-ensemble modulaire M d'un système cohérent 
comme un macro-élément (<<super-component>>) de C ; 
la fonction de vie T j , j G S* vérifie donc la 
relation tout à fait analogue suivante ; 
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où : -T^J , £ e S* , désigne la fonction de vie 
de niveau.1 du système cohérent (M,u) : 

T i°I M

 = T 5 = S U P < U G R+/YOXM(u) > £-1} 

- T / J désigne la fonction de vie de niveau j 
du système cohérent (C',IP) : 

^'¿((15) ,IH)=Sup{u€B+/TO (Y^(u) ,XR(")) >û-l>-

Définition 7 : 
On dit que l'ensemble des modules ( M ^ , Y ^ ) , ( > Y 2 ) » • • • 

(M M ,Y M ) forme une décomposition modulaire du système cohérent 
(C, $) d'ordre n (m < n) [61 si et seulement si : l'ensemble 

«M. = {M̂ /£=l,2,...,m} c iP(C) constitue une partition de 
l'ensemble C en sous-ensembles modulaires de (C,$). 

Le système cohérent (C',I|J) correspondant formé de m élé
ments essentiels est alors décrit par la variable aléatoire : 

(M4) <M = *0(XM - • • ^ )^o(VI10xM ,Y OX̂ . , . . . , V ^ ) * 

1 '2 m 1 '2 m 

II. 2. 2. 2 Caractérisation_des_M^ 
Systemes_Cohérents 

Avec une démonstration analogue à celle effectuée dans 
le cas des systèmes binaires cohérents [6l> on vérifie aisément 
le théorème suivant : (cf. annexe XA,) • 

Théorème 2 : 

Etant donné un système cohérent (C,$) , une partie M propre 
non vide de C et essentielle à (C,$) forme un sous-ensemble 
modulaire de (C,$) si et seulement si : 
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De plus, si ; (Ni,y) désigne le module correspondant de 
(C,$), alors, la relation (Ml) et la relation suivante : 
v 21M G SM ' Y ( -M^ = '̂ * -M = $ J-M d é f i n issent les fonctions 
et y respectivement de manière unique. 

Toute décomposition modulaire d'un système ( C, <î> ) ayant 
pour but de restreindre l'analyse de celui-ci à des systèmes 
d'ordre moindre, le <<théorème des trois modules>> [ 6 ] 
énoncé ci-après aide considérablement à effectuer de telles 
décompos i ti ons, 

Théorème 3 : 

Etant donné un système binaire strictement cohérent (C,$), 
si trois parties M Ŝ M̂  et M̂  propres non vides et deux à deux 
disjointes de C sont telles que : (M^ u M̂ ) et (M2 u M̂ ) forment 
deux sous-ensembl es modulaires de (C,$).3 alors, M^, M̂  et M̂  sont 
eux-mêmes trois sous-ensemb1 es modulaires de (C,$) tels que : 

- soit : M1 u M2 u M3 = C , 

- soit : M̂  u u M3 forme un sous-ensemble modulaire 
de (C,$). 

De plus, les modules (M^y-^), (M 2,y 2), (Mg,y3) correspon
dants sont : 

- soit : en fiabilité-série 

- soit : en fiabilité-parallèle. 
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III. DESCRIPTION STOCHASTIQUE DES SYSTEMES 

Toute étude analytique de la fiabilité faisant appel 
sous des formes diverses à la notion de processus stochasti
que, précisons dès à présent, afin de nous rassurer pleine
ment sur le bien-fondé des définitions et des calculs ulté
rieurement envisageables, que nous utiliserons ce terme au sens 
d'une fonction aléatoire sur (ft xR +, Q,® » p ® ̂  ) ~où A'' 
désigne la mesure de Lebesgue- et dont nous considérerons une 
version standard séparable sur l'espace (Œ,Q.,P) supposé complé
té (versions qui existent toujours selon le théorème de DOOB 
évoqué dans [16], p. 144). 

III.1 Des Lois de Probabilité de Survie 

III.l. 1 La_Fonction_de_Fiabilité 

Définition 1 : 
Etant donné un système (C,$) d'ordre n, on notera RJ 

sa fonction de fiabilité de niveau j e S*, fonction positive 
non croissante définie sur R + par l'une des deux relations 
suivantes : 

- à partir du processus {X(t)/t e des performances 
aléatoires du système : 

¥ t e |R + , RJ (t)=P[ X(u)>j-1 ; ¥ u e [ 0 , t] ] . (ROI) 

- à partir de la variable aléatoire TJ appelée durée de 
vie de niveau j ou date de la première occurence du 
niveau (j-1) selon que l'on traite d'un système de fia
bilité ou de sûreté : 

¥ t e R +, RJ'(t)=P[ TJ > t] . (R02) 

Dans le cas des systèmes binaires, on notera celle-ci R cor
respondant à j = l f 
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Rema rq ue 1 : 
Si le système considéré «a une vie» [21] de niveau j, 

j E S* , c'est-à-dire: si le processus stochastique 

{X(t)/t E R+} vérifie la relation: 

v tER+ / P[ X (t »j -1] > 0 , P [ X (S) > j -1; vs E[ 0, t[ / X (t) > j -1] = 1 (VO) 

-+2 
~ v(s,t)ER ,s<t/P[X(t»j-l] >0, P[[X(s)';;;j-l]j[X(t»j-l]]=O 

(V 1 ) 

alors, la fonction Rj peut s'écrire sous la forrre : 

V t E R+ , Rj ( t) = P[ X ( t) > j -1] (R03) 

Remarque 2 

Si, de plus, tous les éléments d'un système (C,~) supposé 

cohérent d'ordre n ont une vie c'est-à-dire: si le processus 

de leurs performances conjointes vérifie la relation: 

alors, le système a une vie (la réciproque est fausse -cf. exem

ple A-[21], étude consacrée aux relations liant la notion de 

cohérence et l'existence de la vie des systèmes binaires et de 

leurs éléments) ; on peut montrer alors que la fonction de fia
bilité de niveau j E S* d'un tel système s'exprime comme une 

fonction h~ de ce~les de ses divers éléments caractérisés par 

le vecteur! = (r~)(i ,j)EC x S* de leurs fiabilités respectives 

V t E R+ , R j (!) pr Tj > t] (R04) 

~~~~.!:.9.U e _~ : 

Si (~11,fll) ,(N 2 ,fl 2 ),··· ,(Mm,flm) forme une décomposition 
modulaire d'un tel système, alors: (cf. relation (M4)-§II-2-2-1) 

où h (r(t)) --fl -

(R05) 

(hR, (r (t))) 
fl k -~1 k ( R, , k ) E 5 * X { 1 ,2 .... ,m} 
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II1-1-2 Quelgues_Progriétés_Stochastigues des 
Systèmes Cohérents 

Remarque prélimi nai re : 
Les notions de : 

- fonction du hasard (<<hazard function>> [24]) A : 
¥ t G ÏÏ+ A(t)=-Log F(t) 

- fonction-taux de hasard (<<hazard rate-function>> 
[ 1 ]) À : ¥ t e R + , A(t) = 4*^1 

(Si celle-ci est bien définie ; le rapport : 

, s i n o n ) 

F(t) 
permettent de caractériser de larges classes de lois de proba
bilité parmi celles, notées (T) en abrégé, des variables 
aléatoires T réelles, non négatives définies par leur fonction 
de répartition F ou 1eur fonction de survie F=l-F. Des diverses 
notions de <<viei11issement aléatoire positif>> [12], nous 
retiendrons les deux classes de lois de probabilité suivantes 
incluant celle, bien connue, des lois de probabilité de taux 
de hasard croissant (<<increasing hazard rate distributions>> 
[ 1 ] ; en abrégé : de type IHR) : 

Définition 1 : 
On dit que la loi de probabilité d'une variable aléatoire 

positive T est : 

(i) de type IHRA (<<increasing hazard rate average>> [ 7 ] ) 
si et seulement si : l'application : t G R + — » [F(t)]1^t 

est une fonction non croissante sur R + . 

(ii) de type NBU (<<New Better than Used>> [ 2 ] ) si et 
seulement si : F(s,t) G ~R + 2 , F(s+t) < F(s).F(t) . 

Ces deux classes de lois sont bien distinctes [12] ; cependant, 
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Proposition : 

Toute loi de probabilité de type IHRA est une loi de 
probabilité de type NBU, 

Définition 2 : 
On dit qu1 <<une classe ̂  de lois de probabilités de survie est 

fermée pour la formation des systèmes cohérents>> [7 ] si et 
seulement si : pour tout système cohérent (C,<ï>) de fonctions de 
vie t j de niveau j, jeS* 5 et pour tout vecteur aléatoire T fermé 
de variables aléatoires réelles T"j, ( i , j ) e CxS* , mutuellement indé
pendantes et telles que £(T̂ J ) e^P , la loi de probatilité de cha
cune des variables aléatoires t J

q][ 5 J
GS*, est un élément de 9* 

Théorème 1 : [ 7 ] 

La loi de probabilité «£f (T) est de type IHRA si et seule
ment si : il existe une suite aléatoire {U } convergente en 

n neN 

loi vers la variable aléatoire T et telle que. : V n e N, 
Un = TnoT où : T N désigne la fonction de vie d'un système 
binaire cohérent et T un vecteur cîe variables aléatoires réelles positi
ves, mutuellement indépendantes et de lois exponentielles. 

Théorème 2 : [ 2 ] , [ 7 ] , [ 20 ] 

La classe des lois de probabilité de type IHRA et celle des 
lois de probabilité de type NBU sont fermées toutes deux pour la 
formation des systèmes cohérents. 

111 .2 Diverses "Mesures" d'un système de sûreté 

Périodes de bon fonctionnement, instants de panne, périodes 
de réparations et instants de remise en service se succèdent 
tout au long de l'évolution dynamique d'un système de sûreté. 
Ainsi les fonctions d'échantillonnage du processus stochastique 
X = {X(t)/t e R+} descriptif de l'état d'un tel système ne 

sont plus presque-sûrement non croissantes sur R+ et une meil
leure connaissance de celles-ci exige la détermination de diver
ses caractéristiques stochastiques autres que la fonction de 
fiabilité. 
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II 1.2.1 La_Fonçtion_de_Disgonibi]̂ ité 

Définition : 
Etant donné un système (C,<I>), on notera ; 

- AJ : sa fonction de disponibilité de niveau j G S* 
définie par ; 

¥ t 6 R + , Aj(t) = P[ X(t) > j-1] . 

- = lim AJ(t) : la disponibilité asymptotique 

(si elle existe). 

Rema rques : 
- D'après la relation (R03) du paragraphe (III.1) précé
dent, les deux fonctions RJ et AJ coïncident si et seule
ment si : le système a une vie. 

- Selon les relations (R04) et (R05), les disponibilités 
instantanée AJ(t) et asymptotique AJ

$ s'écrivent comme 
des fonctions h^ des vecteurs des disponibilités élémen
taires a = (a;?)., et a = (â .) respectivement. 

1 VJ ~b S 1 i,j 

111 . 2 . 2 .Compl êrcents DescH pti f s 

On précise,le plus souvent, la description stochastique d'un 
système de sûreté à l!aide des caractéristiques suivantes, si elles 
existent : 
• : Si ^es durées des pannes globales sont très pénalisantes: 

- la fonction de maintenabilité MJ de niveau j, jGS*, définie par: 

V t G R+ , MJ(t) ' = 1 - P[ X(u) < j-1 ; ¥ u G [ 0,t] ] . 

où la date du début de la réparation fixe l'instant 
initial . 
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- La durée moyenne de bon fonctionnement de niveau j G S* 
après réparation (<<mean up time>>) notée en abrégé : 
MUTj , 

- La durée moyenne des pannes (<<mean down time>>) de ni veauj 
j G s*, en abrégé MDTJ et définie par : 
MDTJ = /0

+°°( u ) ) du (si une telle intégrale est bien 
défi ni e). 

- La durée moyenne d'un cycle noté en abrégé MCTJ (<<mean 
cycle time>>) ; MCTj = MUTj + MDTj . 

i M U T ̂  
Alors, AJ = j - d'où, le terme de <<coefficient 

s MCTJ 

d'aptitude>> [31] parfois utilisé pour désigner Â  . 

- La durée moyenne de bon fonctionnement de niveau j 
considéréeà partir d'une date aléatoirement choisie 
notée en abrégé MTTFJ . (<<mean time to failure>>) qui 
est surtout utile pour des systèmes fonctionnant par 
intermittences aléatoires. 

• Ç a s _ 2 : Si le nombre des pannes est très pénalisant : 

- La durée moyenne d'un cycle MCTJ . 

- La durée moyenne de bon fonctionnement du système 
jusqu'à la première panne (<<mean time to first 
failure>>) notée MTFFJ et que l'on peut écrire, sous 
certaines hypothèses, sous la forme : 

MTFFj = J+0° Rj(t)dt . 
0 
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111.3 Quelques types de Dépendances Positives 

En comparaison des études de fiabilité effectuées, souvent 
par souci de faisabilité, sous l'hypothèse de l'indépendance 
stochastique entre les variables aléatoires descriptives du 
modèle considéré, plus rares sont celles tenant compte de la 
dépendance positive créée par un <<environnement>> commun, 
par exemple (cf, [18], p.12 ). Au cours de ce paragraphe, nous 
présenterons trois types de telles dépendances parmi lesquelles 
la notion d'association joue un rôle primordial. Nous néglige
rons les diverses notions de dépendances positives définies dans 
le but de généraliser la notion de loi de probabilité de type 
IHR [11], [33] au cas multidimensionnel car elles n'interviennent 
jusqu'à présent, que dans des conditions suffisantes de l'asso
ciation pour des vecteurs aléatoires bidimensionnels [27], [33]. 

III .3.1 Définitions 

Termi nologi es : 
Nous désignerons par l'expression : 

- <<fonction-test>> [38] : toute fonction f telle que 
toute intégrale définie par le contexte et faisant inter
venir f, existe, 

- <<fonction croissante sur Rm>> : toute fonction réelle 
croissante par rapport à chacun de ses m arguments réels. 

Définition 1 : 
On dira que la variable aléatoire vectorielle 

X = (X19X2,.,,fX ) à valeurs dans (R
m, 5^m) est dépendante de 

la variable aléatoire vectorielle Y = ( Y1, Y2 , t , , , Yn) à valeurs 
dans (Rn, ̂ n) selon la relation de dépendance de régression  
posi tj ve à gauche (respectivement ; à droite -"positive régres
sion dependence" [38] si m = n = 1) si et seulement si : 

m n 
Vx e R m , P[ n [ X. x.]/ n [Y.=y.]] est une fonction non 

i=l 1 1 i=l 1 1 
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m n 

croissante de i e R (respectivement : P[ ñ [X. > x.]/ 0 [Y.=y.]] 
i=l 1 1 i = l 1 1 

est une fonction non décroissante de y e R n J. 

On notera ceci en abrégé : PLRD(X/Y) (respectivement ; PRRD(X/Y))-
Posons : PRD(X/Y) * {PRRD(X/Y) et PLRD(X/Y)} . 

Définition 2 : 
On dit que m variables aléatoires réelles : X1}X0,...,X 

sont mutuellement dépendantes selon une relation de dépendance  
de quadrant gauche (respectivement : de quadrant droit -"positive 
left (right) quadrant dependence" [2 3]) positive si et seulement si : 
leurs fonctions de répartition marginales : F. , i=l,2,.,,,m 
et conjointe F (respectivement ; leurs fonctions de survie : 
F. , 1=1,2,,.., met F (dans le cas multidimensionnel ; 

Vx G R , F(x) = P[ n [ X. > x.] ] ) vérifient la relation suivante: 
i = l 

m m 
F > N F. (respectivement : T> N F.) 

i=l 1 i=l 1 

On notera ceci en abrégé : PLQD(X) (respectivement ; PRQD(2()). 

Posons : PQD(X) {PRQD(X) et PLÇD(X)}. 

Remarques : 
- Si les m durées de vie aléatoires Ti» T2' , , , 9^m v é rifi e nt 
la relation de dépendance PQD(T), alors, leur loi de probà
bili té conjointe X(T) est telle que : 

m m _ 
N F. < F < 1 - N (1-F.) . 
i=l 1 i=l 1 

(relation dite "des bornes série-parallèles") 
- Si X désigne une variable aléatoire réelle, 

PLRD(X/Y) o PRRD(X/Y) PRD(X/Y) 

- Si, de plus, Y désigne une variable aléatoire réelle, 
PLQD(X,Y) o PRQD(X,Y) + PQD(X,Y) <> pour tout couple (f,g) 
de fonctions réelles "concordantes" [38] sur R : [28] 

Cov (f o X, g o Y) > 0 . 
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- En remplaçant toutes les inégalités larges et strictes 

définissant les événements dans les définitions 1 et 2 

ci-dessus par des inégalités strictes et larges respec

tivement, on obtient des définitions équivalentes. 

Définition 3 : 

On dit que m variables aléatoires réelles X ^ ^ , , , . ^ 

sont associées [28] si et seulement si : pour tout couple 

(f,g) de fonctions-tests réelles non décroissantes sur R m , 

le vecteur aléatoire X correspondant vérifie la relation ; 

Cov(f cX , g 0 X ) > 0 . (10) 

On notera ceci en abrégé : A(X) • 

111.3,2 Critères et Progriétés_de_rAssociation 

a) Trois C M tères_Fondamenta_ux d e _ V Association 

Théorème : 

Les variables aléatoires réelles X 1 , X 2 , . . . , X m sont 

associées si et seulement si : elles vérifient l'un des trois 

critères suivants [28] : 

(A01) L'axiome (AO) de la définition de l'association est 

vérifié pour tout couple de fonctions réelles 
m 

bornées, continues et non décroissantes sur R 

(A02) L'axiome (AO) de la définition de l'association est 

vérifiée pour tout couple de fonctions binaires non 

décroissantes sur R m . 

(A03) Pour tout k e N*et tout vecteur (x 1 , x 2 , . . . ,x k) e R k , 

les variables aléatoires binaires : 

i o X. s i = 1,2 ...m j = 1,2 , . . k, sont associées. 
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Ç_i nq_Propr̂ étés Fondamentales ç[e_V Association [28] 

(Al) Tout sous-ensemble d'un ensemble de variables aléatoires 
associées forme un ensemble de variables aléatoires 
associ ées, 

(A2) Toute variable aléatoire réelle est associée à elle-même, 

(A3) Toute réunion de deux ensembles indépendants de variables 
aléatoires associées forme encore un ensemble de variables 
aléatoires associées. 

(A4) Si le vecteur aléatoire réel £ vérifie la relation A(X), 
alors : quelles que soient les fonctions hlsh2,,.t,hm (me N *) 
toutes non décroissantes ou toutes non croissantes, le 
vecteur aléatoire jioX = (ĥ oX ) vérifie la relation : 
A (hoX ) . 

(A5) La convergence en loi est stable relativement à l'associa
tion. Ainsi, si : {X n}^ N désignent m suites de variables 
aléatoires réelles convergentes en loi vers les variables 
aléatoires X1 , i=l,2,.,.,m, respectivement et telles que : 
KnGN, A(X*,X2,. . . ,x") , alors, les variables aléatoires-
limites vérifient la relation : A(X1, X2 ,,,. , Xm). 

y) ]Jn_Exemp]_e_Fo.ndame.nta_l 

Tout vecteur aléatoire réel T = (T̂  ,T2 » ,.. ,Tn) ayant pour 
loi de probabilité conjointe la loi exponentielle multidimen-
sionnelle [39] notée en abrégé MVEn({Aj/J e jf- }) où p. 
désigne un recouvrement de {l,2,.,.,n}, vérifie la relation A(T), 
En «ffet. le vecteur aléatoire T suit une telle loi si et seulement si il existe 
des variables aléatoires réelles indépendantes Sj , J e , suivant 
chacune une loi de probabilité exponentielle de paramètre ÀJ 
respectivement et telles que : 

V i = 1,2,. ..,n, T.P= min{Sj/i G J ; J e } . 
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111.3,3 Comparaisons 

On vérifie, de manière immédiate, que les diverses 
relations de dépendance considérées vérifient une propriété 
analogue à celle notée (Al) de l'association; 

Proposition 1 : 
Etant donné le vecteur aléatoire réel Y, si le vecteur 

aléatoire réel X vérifie l'une des quatre relations de dépen
dance suivantes ; PLRD(X/Y), PRRD(X/Y), PLQD(X), PRQD(X), alors, 
toute variable aléatoire marginale X.k d'ordre k, vérifie la 
relation de dépendance correspondante : 
PLRD(Xk/Y), PRRD(Xk/Y), PLÇD(Xk), PRQD(Xk) . 

Proposition 2 : [2 ] 
Etant donné une variable aléatoire réelle X, si le vecteur 

aléatoire réel _Y vérifie les deux relations de dépendance sui
vantes : A(Y) et PRD(X/Y), alors, le vecteur aléatoire (X,Y) 
vérifie la relation d'association : A(X,Y). 

Proposition 3 : [2 8] 
Si les m (m e N*, m > 1) variables aléatoires réelles 

X, , X, . . . X sont associées, alors, elles vérifient la relation 1 d ' m 
cie dépendance de quadrant positive : PQD(X^,X2,...,Xm). 

Remargue : Si ces trois relations de dépendance sont bien dis
tinctes (cf. contre-exemples [27] [28] [38]) il est à noter les 
deux cas particuliers suivants ; dès qu'elles sont définies entre : 

(i) deux variables aléatoires binaires X et Y [28], 

(ii) ou deux variables aléatoires réelles X et Y admettant 
une loi de LAPLACE-GAUSS bidimensionne11e comme loi de 
probabilité conjointe (cf, paragraphe B-V-2) [2] 

ces trois relations de dépendance sont équivalentes à la relation 
de dépendance positive bien connue : 

PRD(X/Y) o PQD(X,Y) * A(X,Y) <> Cov(X.Y) > Q . 
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IV. REPRESENTATION LOGIQUES DES SYSTEMES i 

En négligeant certains types de modèles logiques (tables de 
vérité, par exemple) d'importance moindre car de lourdeur vite 
excessive, il nous a paru fondamental, en conclusion de ce chapi
tre, d'évoquer les trois représentations logiques les plus usitées 
d'un système. Celles-ci jointes aux caractéristiques stochastiques 
du système étudié constituent la base indispensable à tout modèle 
mathématique d'étude de fiabilité ou de disponibilité. Afin de 
préciser le rôle de certains de ses éléments sur le comportement 
d'un système, on pourra effectuer préalablement une analyse des 
modes de défaillances et de leurs effets [32]. 

IV- 1 Le Diagramme de Fiabilité 

"Le diagramme de fiabilité ("Reliabi1ity block diagranm") 
est un graphe sans circuit admettant une entrée et une sortie dont 
les sommets représentent les éléments du système et dont les arcs 
traduisent les relations entre les différents éléments" [32]. 

Une telle représentation logique permet de tenir compte ae 
certains types de dépendances entre les éléments d'un système par 
le rajout de blocs dits fictifs (Cf. [32] -exemples-type de repré
sentations logiques de systèmes à l'aide du diagramme de fiabilité). 

IV-2 Les Arbres d'Evénements 

Aux états de panne d'un système binaire cohérent, de ses 
sous-systèmes et de ses éléments, on associe les notions d'évène-
ment-sommet, intermédiaires et fondamentaux, respectivement. L'ar
bre des fautes est alors un graphe orienté sans circuit 
qui décrit la répercussion sur le système des événements fondamen
taux ("primary events") en définissant à l'aide des portes logi
ques ("logic gâtes") des événements intermédiaires ("résultant 
events") au fur et à mesure des niveaux de l'arbre jusqu'à la re
constitution de 11 événement-sommet ("top event"). 
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Outre les portes logiques simples "ET", "OU", "Combinaison 
logique k/m", celles dites "complexes" permettent de décrire de 
manière fidèle la logique des systèmes binaires cohérents (Cf. 
[32] exemp1 es). 

Les arbres logiques décrivant les systèmes binaires non cohé
rents utilisent les mêmes symboles logiques mais comprennent des 
événements fondamentaux et intermédiaires qui peuvent correspon
dre aussi bien à des états de pannes qu'à des états de fonction
nement. 

Les méthodes actuelles [15] [29] tentent progressivement de 
construire et d'analyser les arbres d'événements de manière auto
matique, à l'aide d'un calculateur. 

IV-3 Le Graphe des Etats 

Modèle descriptif de la logique de certains systèmes formés 
d'éléments dépendants, le graphe des états noté G = (S,A) est 
défini par la donnée : 

- des sommets i G S correspondant aux états du système. 

- des arcs (i,j) £ A values à l'aide de taux (ou de probabi
lités) de transition non nuls entre les divers états i et 
j du système. 

L'étude de la "fiabilité" d'un système peut être grandement 
facilitée par la détermination d'une décomposition judicieuse de 
celui-ci en sous-systèmes puis par le choix de la représentation 
logique la plus appropriée pour chacun d'eux et pour le système 
complet, 

* * 
* 



-47-

CHAPITRE B 

QUELQUES DEPENDANCES  

ENTRE PROCESSUS STOCHASTIQUES 

I . INTRODUCTION 

Ainsi qu'en témoigne tout traité général de fiabilité [ 1 ] 
[32], la modélisation des systèmes de sûreté constitue une 
application, désormais classique, de la théorie des processus 
de Markov. De tels processus stochastiques permettent d'éviter, 
sous certaines hypothèses, les calculs longs et les résultats 
souvent peu précis des méthodes dites de simulation [32 1-
Cependant, la complexité des modèles augmente très rapidement 
avec le nombre des éléments des systèmes et des interactions 
entre les divers phénomènes auxquels ils sont soumis ; à titre 
d'exemple, un système formé de 12 éléments binaires présente 
4096 états distincts ! Dans de tels cas, il est très pénible et 
même souvent humainement irréalisable de construire le graphe 
des états et surtout la "matrice de transition" associée sans 
une systématisation préalable de la méthode. Il semble donc 
raisonnable pour surmonter de telles difficultés de choisir 
une partition du système étudié en divers sous-systèmes conve
nablement choisis selon la logique de l'ensemble. Il suffit 
alors de ne considérer que des graphes d'états de tailles moin
dres puis de déterminer la matrice de transition associée au 
système complet bloc par bloc et non plus terme à terme. 
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Ainsi, bien que nous ne traitions pas de fiabilité tout 
au long de ce chapitre B, celle-ci n'est nullement absente de 
nos motivations dans l'élaboration des modèles stochastiques 
proposés. La construction de ces derniers débute par la défini
tion de quelques dépendances stochastiques simples entre chaînes 
puis processus de Markov. Ces définitions tiennent compte des 
cas où les "propriétés de Markov généralisées" cèlent des dépen
dances fictives ou "irréalistes" [34]. La caractéristique es
sentielle de tout processus aléatoire, à savoir : les lois de 
probabilité conjointes d'ordre n, n G N (cf. "grand théorème 
de Kolmogorov" [47]) étant souvent de détermination difficile, 
on a coutume de caractériser de larges classes de processus 
par les propriétés de leurs probabilités de transition. C'est 
donc à l'aide de cette notion d'utilisation plus aisée, que 
nous introduirons des dépendances stochastiques aux paragraphes 
III et IV. Nous étudierons alors quelques propriétés de la suite 
ou du processus résultant respectivement de deux chaînes ou de 
deux processus de Markov qui vérifient une de ces relations de 
dépendances. C'est dans ce but, que nous proposons préalable
ment au paragraphe II, quelques opérations matricielles inspi
rées du produit de Kronecker. Leurs définitions seront dûment 
complétées par une liste de propriétés qui ne prétendent nulle
ment à 1'exhaustivité relativement aux applications ultérieure
ment envisageables. 

D'un point de vue essentiellement probabi1iste, on pourrait 
présenter les modèles proposés par le biais d'une généralisation 
de la stabilité, pour la propriété de Markov, de tout ensemble 
de chaînes ou de processus de Markov mutuellement indépendants. 
Tout à fait indifférente à de telles préoccupations est la 
notion de processus stochastiques associés présentée au para
graphe V, Nous complétons ainsi l'exposé des dépendances entre 
variables aléatoires que nous avons commencé au chapitre A 
précédent, 
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II . QUELQUES OPERATIONS MATRICIELLES 

Les études concernant les systèmes d'équations linéaires 
tant algébriques [4 1 que différentielles [3] [10], la formu
lation des dérivées partielles de fonctions de matrices à 
valeurs matricielles [10] constituent les deux motivations 
principales de l'intérêt suscité par le produit et la somme 
de Kronecker, Après avoir rappelé les propriétés algébriques 
classiques de ces deux opérations, nous proposons et étudions 
quelques formes généralisées de celles-ci, 

II.1 Produit et Somme de Kronecker 

II. 1.1 Notations_et_Définitions 

Notations 1 : 
<A{(m x n) désigne l'ensemble des matrices à m lignes 

(m G N*) et n colonnes (n G n*), En particulier, 
M( (m) = C^(m x m) et Rm = cA( (m x 1) . 

Définition 1 : 
On appelle matrice élémentaire ("elementary matrix" [10]) 

toute matrice notée E..jmxn) G J^(mxn) et définie par : 
(i ,j) G {1,2,... ,m} x {1,2,, ,, ,n} , 

E . (mxn) = e(m)^(e(n))• 

où : e(m) et ein^ désignent respectivement deux vecteurs des 
bases canoniques respectives de Rm et de Rn , 

Notations 2 : 
Etant donné une matrice A G <^(mp x nq),on distinguera 

les deux expressions suivantes : 

. A = ((a..)) définissant A à l'aide de ses mnpq termes, 
1 J i j 

. A = [[A..]] définissant A à l'aide de ses mn blocs, 
1 J 1 j . y él éments de J{\ (p x q). 
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- Etant donné une matrice A e</^(mxn), on notera : 

n , . 
, pour tout i = 1,2,. ..,m, A. = Z a.. EVC x n j . 

I . J = 1 U u 
, pour tout j = l,2,,,.,n, A • = £ a.. E ( m x n ) . 

Définition 2 : 
On appelle produit de Kronecker de deux matrices 
(mxn) et B e J^(pxq), la matrice notée 

A ® B G ^(mp x nq), partitionnée en (m.n) blocs, éléments 
de Jl\(pxq) et définie par : 

A a B = [[a.. B]] . . (KO) i J i j • 
* uok i è m e Pour tout k e N , on notera : A^ ; la puissance k de A 

au sens du produit de Kronecker, 

Définition 3 : 
On désigne par U m x n la matrice de permutation [101> 

élément de Jt\ (m .n), déf i ni e à l'aide des matrices élémentaires 
de ĉ (mxn) et de j\ (nxm) comme suit ; 

U = l " E.(mxn) (nxm) 
mxn 1 = 1 j = 1 ij ® jt 

Notons que : U p x l = U l x p = Ip . 

Définition 4 : 
On appelle somme de Kronecker de deux matrices A e J/[ (m) 

et B G ^|(p), la matrice notée ; A ® B e J(\ (mp), partitionnée 
en m 2 blocs, éléments de <A( (p) et définie par : 

A e B = [[a I + 6... B]] . . 
TJ P U i j • 

On vérifie aisément que :A<BB = A & I p + I n ® B 
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11.1,2 Propri étés_du_Produit_de_Krone 

(Kl) Associati vi té : V A G J/[ (mxn), V B G J((pxq), 
V C G J/[ (rXS) , 

(A ® B) ® C = A © (B <S> C) . 

(K2) Le produit de Kronecker n'est pas commutatif mais 
vérifie la relation suivante : V A G oH(r.ixn), 
y B G ^ (pXq) , 

B 0 A = U p x m(A®B)U n x q . 

(K3) Di stributi vi té à droite et à gauche : 
V A G J/( (mxn), F B e J| (mxn), y C G J/[ (pxq), 
V D G ̂  (pxq), 

(A+B) # (C + D) = Ag>C + B ® C + A<X>D + B fi> D , 

(K4) Règle du produit mixte (Stephanos 1900) ; 
V A G ̂  (mxn), y B G oV( (pxq), y C G (nxr), 
y D G (qxs) , 

(A # B).(C <S> D) = (A.C) © (B.D) . 

On en déduit aisément les quatre relations suivantes : 

(K5) Quelles que soient les matrices : A G J/[ (m) et 
B G ( p ) réguli ères, 

(A 0 B)"1 = A"1 <2> B"1 . 

(K6) ¥ A G cA( (m), y B G (p), V k G N* , 

(A # B)k = Ak & Bk . 
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(K7) V A G (mxn), ¥ B e J/{ (nxp), y k e N* , 

(A,B)®k = A<*k . B®k . 

(K8) Si les deux matrices A G J/[ (m) et C G (m) et les 
deux matrices B e J/( (p) et D e (p) commutent au 
sens des produits matriciels usuels définis sur J/[ (m) 
e t (P) respectivement, alors, les matrices (A#B) 
et (C # D) commutent au sens du produit usuel sur cA( (mp). 

(K9) ¥ A e J{ (m), y B G J^(p), (A # B)' = A 1 G> B ' . 

(K10) V A G cM (m)» P B G oV( (p), tr(A g) B)= tr(A),tr(B), 

(Kll) Le produit de Kronecker de deux matrices stochastiques 
[30] est une matrice stochastique. 

(K12) Si X et y désignent deux valeurs propres quelconques des 
matrices A G J/[ (m) et B G J/[ (p) associées aux vecteurs 
propres a G RM et j3 G RP respectivement, alors, (Xy) 
est valeur propre de la matrice (A <a B) G J^ . (mp) asso
ciée au vecteur propre (a 0 J3) G R M P . 

(K13) F A G J/\(m), V B G (p), 

det(A © B) = [ det(A)] p[ det(B)] m . 

(K14) Si f désigne une fonction matricielle analytique à valeurs 
matricielles, alors : 

¥ A G J/( (m) , f(A <X> Ip) = f(A) a I 

f(ip <a A) = ip * f(A). 

(K15) Quelles que soient les fonctions définies sur R : A à 
valeurs dans J|/( (mxn) et B à valeurs dans (pxq), 
supposées dérivables, 
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« ^ D . «iileB(t) + A(t) ^^ili 
dt dt dt 

11,1.3 Pr99rlË?§§.^§_l§-§9mm§.^Ê_^2D§9!SËr 

(KSI) Associati vi té : V A G (m), V B e cM(p). K e J | (q), 

(A 6) B) © c = A e (B e C) . 

(KS2) La somme de Kronecker n'est pas commutative mais vérifie 
la relation suivante : V A G Jj[(m), V B G JJ[ (p), 

B * A = U m (A e B) U n , pxm x ' mxp 

(KS3) V A e (m) , F B G ĉ (p) , 

. (A © B)' = A' 0 B' 

. tr(A ©B) = p, tr(A) + m tr(B) . 

(KS4) Si À et y désignent deux valeurs, propres quelconques 
des matrices A G Jl[ (m) et B G cA((p) associées aux 
vecteurs propres a G RM et _£ G R p respectivement, alors, 
(À + u) est valeur propre de la matrice (A © B) associée 
au vecteur propre a & j3 G RMP . 

Enfin, à partir des propriétés (K8) et (K14), on obtient 
le résultat suivant : 

(KS5) y A G JJ( (m) , y B G JJ[ (p) , 

exp(A & B) = exp(A) <X> exp(B) . 
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11f 2 Généralisations du Produit et de la Somme de  
Kronecker 

11,2.1 P réli mi na i res 

Etant donné l'espace vectoriel réel (mxn), nous 
définissons implicitement, par la suite, les opérations 
usuelles telles que l'addition, la multiplication, la déri
vation par rapport à un scalaire..,,, sur l'ensemble 
[ cM (mxn)]p des vecteurs de matrices de <^ (mxn) par analo
gie avec les opérations correspondantes sur les espaces vec
toriels usuels isomorphes à Rp . Etant donné un vecteur de 

~Al] 
matrices A = G t <M ( m x n)l P > noté en abrégé : 

. V 

A = (A.)- I o » on décrira terme à terme toute matrice-i 'i = 1,2 , . . . , p . 
coordonnée Â  , sous la forme : A.. = ((a^)) afin d'éviter 
toute confusion entre les différents indices. 

D'une part, nous utiliserons les propriétés de [ (mxn)]p, 
espace vectoriel réel en tant que produit d'espaces vectoriels 
réels. 

D'autre part, nous considérerons la multiplication externe 
définie par : ¥ A e (m) , V B = (B/) e [ J\ (mxn)] p, 

A . B = (AB.) e [ J<[ (mxn)] p . 

Nous utiliserons, implicitement par la suite, les proprié
tés de [ Jl[ (mxn)]p muni de l'addition matricielle usuelle et 
de la multiplication externe définie précédemment, A -module 
bilatéral sur <J|\ (m) à gauche et sur J/( (n) à droite- Préci
sons, dès à présent, que l'introduction de l'ensemble [ J{(mxn)]p 

et non de ^ (mpxn) ne constitue nullement un exercice de style 
mais permet d'éviter toute ambiguité dans les formulations consi
dérées ultérieurement. 
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En outre, nous serons amenés à considérer la généralisa

tion du produit (de Shur ou) d'Hadamard [49) défini non plus 

terme à terme mais bloc par bloc comme suit: pour toute 

matrice A = [[,lIîj)) i' E cM. (mpxnq) partitionnée en (m,n) 

blocs, éléments de ~ (pxq), et toute matrice 

B = [[B ij )) .. E JI\ (mqxnr) partitionnée en (mn) blocs, élé-

ments de cN\'iqxr), . 

A 0 B 

matrice partitionnée en mn blocs, éléments de ~ (pxr), 

obtenus en utilisant le produit matriciel usuel entre deux ma

trices deJÂ, (pxq) etde.M, (qxr) respectivement. Nous applique

rons cette opération sur l'ensemble [ ~ (mxn)l p : 

v A (Ai)i E [J4\(mxn))p , V B = (Bi)i E [,M. (nxq))p , 

A 0 B = (Ai.Bi)i E [J\ (mxq))p 

et nous utiliserons les notions suivantes au sens QU produit n : 

- la puissance k ième (k E N*) d'un vecteur A = (A.). E [J/I. (m)]p, , , 

- la régularité d'un vecteur de matrices ~ = (Ai)i E [J\ (m)) p 

vérifiée si : chaque matrice A., i=I,2, ... ,p, est régulière; 

sous ces hypothèses, nous écri~ons : Il. 0 - 1 = (A-,.I). E [M.(m))p - , 
La transposition d'un vecteur de matrices A (Ai)i E [.M(mxn))p 

est définie par 

Nous utiliserons enfin la convention d'écriture suivante: pour 

tout vecteur A = (A.). E [vV{(mxn))p et toute fonction matriciel-
- " 

le f f(A) = (f(A.)). 
- , l 
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11.2,2 Définitions 

Définition 1 : 
(i) Etant donné deux vecteurs de matrices 

A = (A1)i ̂  [J/((mxn)]p et B = (B.)i G [J^ (pxq)]m , nous 
appellerons produit de Kronecker L̂ généraljsé : la matrice 
notée (A <G> B> ) GCV\(mpxnq) partitionnée en (m.n) blocs, élé
ments dej^(pxq) et définie par : 

'Ail p r 
L A2 L B2 . 

A • B - : • : = il (Cfj K k ) \ k " u • 

. vl K J 
(ii) Etant donné deux vecteurs de matrices 

A = (A.) G [J\(mxn)]q et B = (B^. G [J/\(pxq)]n , nous appel
lerons produit de Kronecker C-généralisé : la matrice notée 
(A ® B) GJ/^(mpxnq) partitionnée en mn blocs-éléments de 

(pxq) et définie par : 
'Ail p r 

C A2 C B2 . 
A • B - : <a : - [[((ajj b J

h k)) h k ] ] i. . 
A B 
p J L m . 

Définition 2 : 
Etant donné deux vecteurs de matrices A = (A..), G [ (m)] p 

et B = (B^). G [C^(p)]m , nous appellerons somme de Kronecker 
(i) L-générali sée: la matrice notée (A 8 B) GE^(mp) 

partitionnée en m̂  blocs, éléments de T\\(p) et définie par : 

A i B = [[((6hk ajj + 6i0- ̂ k)) h k]].. . 
(ii) C-général isée: la matrice notée A ® G cM(mp) parti

tionnée en m blocs, éléments de i^(p) et définie par : 

A & B = [[((6hk .{j + 6 i d b^))^]].. . 
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Remarque : 
Nous utiliserons le plus souvent l'une des deux "versions 

intermédiaires" suivantes du produit de Kronecker L-généralisé : 

L A L Bl 
A # B = A © B 2 = [[ ((a.j bJ k)) h kU . € J/((mpxnq) , 

A B m u J L m . 

L L 
B ® A = B2 *> A =[[ ((bj. a ))]].. ei^(mpxnq) . . . i j nK n k -,j 

B m A 

où : A e^(mxn) et B = (B.) e [j^ (pxq)]m . 

Selon la relation (K'2) du paragraphe (II.2.3) suivant, ces 
deux versions intermédiaires ont des termes identiques à une 
même permutation près sur les lignes et sur Jes colonnes de 
la matrice-produit ; on définit de même : A Q B, A ® B et 
C ~ ~~ A © B . Notons que si, de plus, V i = l,2,...,m, B̂  = B , alors : 

L C 
A<3B = A<S>B=A<S>B , 

produit de Kronecker simple des matrices A et B . 

II .2.3 Quel̂ gues_Progriétés_du_Prodû  
L:Généralisé 

Les propriétés des deux produits de Kronecker généralisés 
étant analogues, nous énonçons celles relatives au produit de 
Kronecker L-généralisé, L'annexe XB est consacrée 
à la vérification des relations et propriétés suivantes : 
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(K'1) ¥ A = (A.), e [J((mxn)] P , F B = (B. ) G [Jj{ ( pxq )] m , 

L p m 
A <S> B = E E A.. #B... 
~ ~ j = l 1 = 1 J 1' 1J-

(K'2) Le produit de Kronecker L-généralisé n'est évidemment 
pas commutatif mais vérifie la relation suivante : 

¥ A G [«M (mxn)] P , ¥ B e [J^ (pxq)]m , 

L L 
B & A = U (A <» B)U 
- - pxmv- w -' nxq 

(K'3) Dis tributivité à droite et à gauche : 

¥ A G [J/̂ (mxn)l p, y B G [Jk((mxn)] p, F C e [cA( (pxq)]"1 , 
F D G [4 (pxq)] m , 

L L L L L 
(A + B) <g> (C + D) = A ® C + A<2>D + B<8C + B ® D . 

(K'4) La règle du produit mixte n'est vérifiée que partielle
ment par les versions intermédiaires du produit de 
Kronecker L-généralisé, 

V A G J|((m)8 ¥ B G (pxq)] m, U e [ j( (qxr)] m , 

L L L 
(i) (Im ® B)(A ® C) = A <2 (B o Ç) . 

L L L 
f1'1') (i ® Im)(Ç (X) A) = (B o C) (X) A . 

On en déduit aisément les deux relations suivantes : 

(K'5) ¥ A G ̂ (m), ¥ B G [4(p)]m , 

L L m 
dét(A 0 B) = dét(B ® A) = [det(A)]p

 f TT dét(B.) 
~ i = l 1 
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(K'6) Pour toute matrice régulière A G (m) et tout vecteur 
de matrices régulières B = (B. 

). e l^(p)lm , 
L -1 - 1 C -1 (A <8> B) = A ® B 1 . 

(K'7) Le produit de Kronecker L-généralisé de deux vecteurs 
de matrices stochastiques est une matrice stochastique. 

(K'8) Si f désigne une fonction analytique matricielle, alors ; 
V A G [Ĵ (m)] p , 

L L 
(i) f(A <B> Ip) = f(A) <S> Ip , 

L L 
(ii) f(Ip® A ) = Ip 0 f(A) . 

(K'9) Pour tout couple (A, BJ de fonctions définies sur R et 
à valeurs dans [<Mk(mxn)]

p et [<^(pxq)]m respectivement 
et telles que les dérivées ci-dessous existent : V t G R + , 

L 
d[A(t) 8 B(t)] d A(t) L L d B(t) 

= ® B(t) + A(t) <S> . 
dt dt dt 

II. 2.4 Qy§lgy§s_Pr9griétés_de_la_So 
L-généra]_i sée 

Des propriétés énoncées précédemment, on déduit immédia
tement quelques propriétés de la somme de Kronecker L-généralisée 
à 1 'aide de la relation suivante : F A G [ Ĵ (m)] p, V B G [cj/\(p)]m, 

L L L 
A 6> B = (A <s> I ) + ( Im <z> B ) . 

(KS'l) La somme de Kronecker L-généralisée n'est évidemment pas 
commutative mais vérifie la relation suivante ; 

L L 
B $ A = U (A $ B) U - - pxm v- mxp 
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L L 
KS'2) ( H B ) ' M 1 OB' . 

L p m 
KS'3) tr(A © B) = Z tr(A-) + £ tr(B.) . 

" " 1=1 1 i=l 1 

III. DEPENDANCES D'ORDRE (h » k) ENTRE CHAINES DE MARKOV 

III.1 Chaînes de Markov d'ordre k 

Données : Soit une suite OG = {Xp/n G N} de variables aléa
toires définies sur un espace de probabilité (ft,a,P) et à 
valeurs dans un ensemble Ê  supposé au plus dénombrable. On 
peut alors considérer : 

- l'ensemble a = E N comme l'ensemble de toutes les suites 
X 

possiblesd'éléments de E x . 
- la tribu CL comme la tribu complétée de celle engendrée 
par 1 ' anneau 2? des ensembles-cylindres de base de 
dimension finie : 
^ = {y = {{y /vGN}/Y =i ; v = l ,2 , . . . ,m}/i eEY ; m G N* } 

V V V V À 

- la loi de probabilité P comme celle obtenue par prolonge
ment (en vertu du théorème de Kolmogorov [16]) de la loi 
de probabilité additive P définie par : ¥ y 

m v-1 
P(y) = P[X = i ] n P[[XV = i ]/ n [X, = il] . 

u u

 v=l £=0 1 

Définition T : 
On dit qu'une suite de variables aléatoires DC = {Xn/n G N} 

est une chaîne de Markov d'ordre k [34] (k G N*) et d'espace des 
états E^ si et seulement si : ¥ n G N, v j G E X , 
y ( W - ' - ' V i ' J ) E E x + 1 > 

n-l n-1 
P[Xn = j/ 0 [Xv = iv]]=P[XNFJ/ O [Xv = iv]] (MK1) 

v = 0 v = nk 
(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus 
sont bien défi nés) avec n,, = Sup{n-k?0}, 
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Notations : 
Selon le théorème d'existence [34] relatif aux chaînes de 

Markov multiples, on pourra caractériser chacune de celles-ci 
à 1'aide d(e) : 

- un vecteur dit des probabilités d'états initiales : 
P(0) = (P^C)) 

ÍEE X 

- ses diverses probabilités de transition initiales d'ordre 
h, h G {1,2,... ,k-l}, 

- et ses diverses probabilités de transition d'ordre k, 
probabilités de transition : -que nous écrirons sous la forme : 

V h e {1,2,...,k}, y(i0,i1,...,ih) G E¡J+1 , 

PinÍ....Í (^^^•••^
+h-l,m+h) = P[Xm + h = i h/V [X m + v = iv]] 

0 1 h v=0 

avec : m=0si : h < k e t m G N , si h=k 

-et qui vérifient la relation suivante : 

E p . . . (m,m+l,...,m+h) = 1 . 

(toutes les fois qu'elles sont bien définies). 

Exemple : 
Dans le cas d'une chaîne de Markov d'ordre 2 [34], on 

pourra déterminer les probabilités p.(£)=P[ X=i], p..(£,m), 
p̂. jk(£. ,m,n) pour tout (i,i,k) G E x et tout (£,m,n) G N tel 
que : i < m < n , à partir des caractéristiques définies pré
cédemment, en utilisant les relations suivantes aisément mises 
en évidence à l'aide du théorème relatif aux systèmes complets 
d'événements : 
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pijk(£,m,n) = i pij.h(£,m,m+l)pj.hk(m,m+l,n) 
h G EX 

PIj(£,m+l)p. jk(A,m+l,n) = E pih(£,m)pihj(£,m,m+l)phjk(m,m+l,n) 
h G EX 

p^m) Pij(m,n) = z Ph(A)Phi(^,m)phij.(£,m,n) . 

Définition 2 : 
On dit qu'une suite aléatoire OG = {X̂ /n̂ N} à valeurs dans 

un ensemble E x vérifie la propriété de Markov généralisée d'ordre k 
(k G N*) si et seulement si : 
^ W ' • • > in ) G EX + 1' ^ ( V m l " • • .mn)eN

n+1/mQ<
 mi<- • •< m

n (n>k) 
P I \ = V "V*™ = ^ U ' - ? [ \ " V IXm = 'v11 ( M K 2 ) n v = U v n v = n , v 

k 
Remarque : 

Toute suite aléatoire X qui vérifie la propriété de Markov 
généralisée d'ordre k est une chaîne de Markov d'ordre au plus 
égal à k ; cependant, au contraire des chaînes de Markov simples, 
aucune chaîne de Markov réellement d'ordre k,k > 1, ne vérifie 
cette propriété ainsi que l'indique le théorème 1 [34] suivant : 

Théorème 1 : 

Une suite aléatoire OC vérifie la propriété de Markov 
généralisée d'ordre k, k e N* , si et seulement si : X est une 
chaîne de Markov simple. 

Le théorème 2 suivant permet de compléter notre exposé des 
relations entre les chaînes de Markov simples et celles d'ordre 
supérieur à 1 : 

Théorème 2 : 

Etant donné une chaîne de Markov 3C = {Xn/n e N} d'ordre k, 
k G N , et d'espace des états E^, la suite aléatoire : 
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% = {U = ( Xn> Xn +l'---'
Xn +k-l>/

n e N } 

k ? à valeurs dans E y = E x vérifie la relation suivante : K(m,n)eN , 

E l f . ( Y n + m , Y n + m . 1 , . . . ) Y j / Y n , Y n . 1 , . . . ) Y / = E [ f o ( Y n + m ) . . . . Y J / Y J 

pour toute fonction f mesurable bornée de ( E™+l,?(E*+1)) dans 

Démonstration : 

Il suffit d'effectuer un raisonnement par récurrence : 

- m = 0 ; soit f une fonction mesurable bornée de (Eyj^fEy)) 

dans (R,f>R) : 

E t f o Y n / Y n , Y n _ 1 5 . . . , Y o ] % f o Y n / Y n l ^ f o Y n . 

- Supposons que le résultat soit vrai pour m e N , m arbitraire. 

Alors, remarquons qu'à toute variable aléatoire de la forme : 

f ° (In+m'-n+m-l'* * * '-n^ a v e c n G N ' o n p e u t a s s o c i e r u n e 

fonction g mesurable bornée de ( E ™ + k , *f{ E ^ + k ) ) dans (R,5B R) 

e t v é r i f i a n t l a r e l a t i o n : 

PS 
f ° (In+m'-n+m-l 5*'''-n+l'-n) = 

9 o ( X n + m + k - l ' X n + m + k - 2 ' ' * * ' Xn+m' * ' * ' Xn+k-l ' " * "V 

On peut alors, exprimer l'hypothèse de récurrence comme suit : 

PS 
E [ 9 ° ( Xn+m+k-r Xn+m+k-2 ' Xn+nT • ' * >Xn+k-l ' Xn+k-2 ' Xn ) / Xn+k-l' * ' ' ' X 0 ] = 

P_s 

E [ 9 ° ( Xn+m+k-l' Xn+m+k-2" * ' ' Xn+m ?*' ' ' Xn+k-l' Xn+k-2'* * • ' Xn ) / Xn+k-l>'' * > Xn ] = 

E f f o t Y ^ , ^ , . . . , ^ ) / ^ ! . 
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- Montrons qu'alors, le résultat est vrai à l'ordre suivant (m+1) : 
2 

Soit (n,m) G N ; soit f une fonction mesurable bornée de 
(Ey + 1 , 1* (Ey+1)) dans (R,5PR). Alors, g désigne la fonction 
mesurable bornée de (E™ + k " 1 , !P(E^+k'1 ) ) dans (R,5\) associée 
à f comme exposée précédemment : 

«fo (Wi-W---^VVi----io] P a s S 

PS 
E[ 9 °(Xn+m+k'Xn+m+k-l' * ' * 'Xn+m+l' * ' * ,Xn+k-l" ' * ,Xn+l,Xn)/Xn+k-P * * ' 'X0] = 

PS 

E[ E[ g ° (Xn+m+k' ' * ' 'Xn>/Xn+m+k-l'* • * »x0] /Xn+k-l' • • • >X0] = 

E[ • I r 9j° (Xn+m+k-l'*--,Xn+l'Xn)P[Xn+m+k = j/Xn+m+k-r * * " ,X01/Xn+k-li-->Xn+l'Xrî1 

où : gj désigne la fonction définie par : 

V x e Ê  + k , v j G E x , 9j(x) = gfj^x). 
On peut ainsi appliquer l'hypothèse de récurrence ci-dessus, à 
la fonction h mesurable bornée de (E™+k ,5^ E™+k)) dans (R,33R) 
définie par : 

PS 

h 0 (Xn+m+k-l'Xn+m+k-2" *''Xn+k-l,Xn+k-2'*'',Xn+l'V = 

. I c 9 J ° (Xn+m+k-l,Xn+m+k-2'--*,Xn+k-p---'V^ 1 

ps 
E [ h o iW-i'W-z'-'Vi'V'VVi Vk+i1 = 

D'où, le résultat en complétant de manière usuelle le raisonne
ment par récurrence. 
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Corol1 ai re : 

Si : DC = ^ x

n / n
 G N) désigne une chaîne de Markov d'ordre k 

(k e N*) d'espace des états E x , alors, la suite aléatoire : 

^ " *X n

 = ( x

n >
x

n+l " • •
 , X n + k - l ^ n G N* e s t u n e c n a î n e d e 

Markov simple d'espace des états E Y = E Y . 
T A 

Démonstrati on : 

Ceci constitue une conséquence immédiate du théorème 2 

précédent ; en effet, pour tout n e N* , et tout j e E v , 

P[In=Ì/In-l'In-2'--->Io^ E^ {j }oI n/In-l'In-2'---'Iol 

PS А Pi 

'In-ll- Plln-i/In-l 1 • 
Remarque : 

Les propriétés de Markov simple et généralisée d'ordre 1 

étant équivalentes, la chaîne de Markov OC d'ordre k, k e N*, 

vérifie la relation (MK2) dans le cas particulier où les k 

dernières dates connues sont consécutives : pour tout vecteur 

(m 1 ,m 2 ,...,m p) e N n tel que : 

m^ < m ̂  < . . . < V i + 1 < ••• < m n _ 1 + k - l < m n , 

et tout vecteur 
( 1 l s 1 2 " * * ' i n - 2 ' i 0 n - l ' i l n - l ' * * * ' i k - l , n - l ' i n ) G E X + k " 1 

k-1 
P[ X -i / n [ X 

m n n' r} ni .4-х n v=U n-1 
n-2 

=i n n [ X vn-Г / m 
v= 1 V 

= i v]]]=P[X m: 
n v=0 n-1 

111.2 Dépendances d'ordre (h , k) entre chaînes de Markov 

III.2.1 Définitions 

Données : Soit OC = {X n/n G N} et ^ = {Y n/n e N} deux chaînes 

de Markov homogènes 
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- d'ordres respectifs kx et ky , (k ̂  9 kY )
 e N**, 

- définies sur l'espace de probabilité (fi,d,P), 

- et d'espaces des états respectifs : E x c N et Ey c N. 

On considère alors la suite aléatoire = {Zn = (
x

n»Y )/n e N} 
définie sur (ft,a,P) et à valeurs dans (Ê  = E x x Ey, JP(EZ)). 

Soit (h,k) e N*2. 

Définition 1 : 
Nous dirons que les deux chaînes de Markov CC et ^ 

sont dépendantes jusqu'à ; 

(i) 1'ordre (0 , 0) si et seulement si : 

n-1 
«In = V ° N ^ V = I V ] ] = (DC(0 , 0)) V=U 

PtXn = JXn/?n [X V =J X V ] ] P[Y n-j y n /V [Yv=JYv]] . 
KX V = N K Y 

(ii) 1'ordre (h , 0) si et seulement si : 

n-1 
P[In = V ° [^-V = Î V ] ] = ( D C ( H ' 0 ) ) 

V=0 

v = nk x

 v = nh v = nk y 

(iii) 1'ordre (0 , k) si et seulement si : 

n-1 

~" v=0 _ v ~v 

P I X n " I V J x v D ^ W ^ " [ XV=JXVL^( nn IYv-JYv])l. V=n, V=n, V=n. 
NX ^ Ny 
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(iV) l'ordre (h , k) si et seulement si : 

Pl̂ , = V ^ ^ v =ïv]] = < D C< h • k)> 
v=U 

PI Xn=JXn/(
nn I Xv=jxv] )n(nn [ Yv=JYv] )] P[ Y n = J Y N / ( V [ X^j^Dn^n1

 [ Y v= j y ])]. 
v = nk x

 v = nh v = nk v = n k Y 

(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus 
sont bien définies). 

où : ¥ n G N*, V v G {0,1,2,. .. ,n), = ( J x v

, j ' y J G E Z ' 
¥ i G {kx,ky,h,k}, n £ = Sup {n-£,0} . 

Définition 2 : 
Nous dirons que deux chaînes de Markov simples OC et ̂  

vérifient la relation de dépendance DC'(h , k), (h,k) G N 2 , 
si et seulement si : 

OC et vérifient la relation de dépendance DC(h , k) cor
respondante avec des valeurs de paramètres arbitraires et non 
forcément consécutives dans N. 

Exemple : 
Les chaînes de Markov simples DC et ̂  vérifient la 

relation de dépendance DC'(0 , k) si et seulement si : la suite 
aléatoire ̂  est telle que : 

¥ n G N *, ¥{m0,ml9,..,mn) G N* n + 1/m Q < m 1 < ... < m p , 

n-1 

P[ Z = i / n [ Z = i ] ] = 
" mn ~n v=0 "mv "V 

PtXm =iXn/Xm ^Xn-l1 ^Yn-110 < Xm =iXv] » • n n-1 n n-1 v=n̂  v 
(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus 
sont bien définies). 
Notons que toute relation de dépendance DC(h,k) constitue un cas 
particulier de la relation de dépendance DC'(h,k) correspondante, 
(h,k) G N 2 . 



-68-

Définition 3 : 
Nous dirons que la relation de dépendance DC(h , k) entre 

deux chaînes de Markov simples DC et ^ est homogène relative
ment à ^ (h G N*) si et seulement si : 

V n G N*, V v G {0,1,2,. ,n}, j v = Uxv'^Yv)
 G E Z ' V m G N , 

P [ ï W J x " ( " ^ I W J x v l ) ^ ( V [Y m + v = JYv])] = n v = n^ v = nh 

P[X n-J X n/(V [Xv = J X v])0(V [Yv = JYv])3. 
v = n K x

 v = n h 

On définit, de manière analogue, l'homogénéité par rapport à OC 
(avec k G N* ). 

III .2.2 yne_Chaîne_de_Markoy_Veçtor 

Proposition 1 : 
Si les chaînes de Markov X = (X/n G N} et U = {Y /n G N} 

*2 ^ n 

d'ordres respectifs kx et ky ((kx,ky) G N ) vérifient une rela
tion de dépendance DC(h , k), (h,k) G N 2 , alors, la suite aléa
toire : = {Z^N= ( X N, Yn )/n G N} est une chaîne de Markov d'ordre 
Sup {kx,ky,h,k}. 

Démonstration : 
Ceci constitue une conséquence immédiate de la définition 

d'une relation de dépendance DC(h , k). 

Remarque : 
La relation de dépendance DC(0 , 0) est équivalente à celle 

notée DC'(0 , 0) entre deux chaînes de Markov 00 et ̂  , Mais, 
vérifier la relation DC(0 , 0) n'implique pas forcément l'indé
pendance des deux chaînes de Markov. En effet, une telle implica
tion est vraie si et seulement si : les variables aléatoires X Q 

et YQ rendant compte des états initiaux respectifs de OC et de ^ 
sont indépendantes. 
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Proposi ti on 2 : 
Si deux chaînes de Markov simples sont dépendantes selon une 

2 
relation DC'(h , k), (h,k) G N ,alors, leur relation de dépendance 
se réduit en fait à : 

- une relation DC'(0 ,1) si : (h,k) G{0}X N* 
- une relation DC ' ( 1 , 0) si : (h,k) G N*x{0} 
- une relation DC'(1 , 1) si : (h,k) G N*2 . 

Démonstrati on : 
Soient deux chaînes de Markov simples dépendantes selon une 

relation DC'(h , k) : VC = {Xn/n G N} et ^ = {Yn/n G N} avec 
h > 0 ou k > 0. Alors, la suite {Zn= ( Xp, Y n ) / n G N} est une 
chaîne de Markov d'ordre K = Sup{l,h,k) et vérifie la propriété 
de Markov généralisée d'ordre K. On obtient donc le résultat 
annoncé comme une conséquence directe du théorème (III. 1,1). 

III.2.3 yn_Choix_de_rEsgace_des_Etats_Ez  

Hypothèses : 
Les chaînes de Markov OC = {Xn/n G N} et ^ = {Yn/n G N} 

sont supposées simples et homogènes et vérifient une relation de 
9 

dépendance DC(h , k), (h,k) G {0,1} , également supposée homogène. 
La suite aléatoire = {Z =(X ,Y )/n G N} est alors une chaîne 

—n n n ' 
de Markov simple et homogène d'espace des états E_, = x Ey . 
Notations 1 : 

Pour toute valeur du paramètre n G N, 
. les vecteurs Pz(n), £x(n) et £y(n) désignent ceux des probabi
lités d'états des chaînes de Markov ^ , X et y respectivemen 

. Plus généralement, pour tout j = (ix»iy ) G E2 ' 

plY

x(n) = P[Xn = ix/Yn = iY] . 

p]*(n) - P[Yn = iY/Xn = ix] . 
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Toutes les probabilités conditionnelles ainsi mises en jeu sont 
supposées bien définies. 

Notations 2 : Soit n e N* . 

' l e S m a t r i c e s Px( n) = ((Pxij(n)))ix,JxeEx • PY(n) = ((PYij(n)))iY>JYeEY et 

F7(n) = (p̂ . n- (n) ) ). • GE 7 désignent celles des probabilités de 

transition en n étapes des chaînes de Markov OC , ̂  et 
respecti vement. 

. Plus généralement, pour tout j_ = ( i x > "Î y ̂  G EZ ' considérons les 

matrices {").( (pj* j (n) ) ) v ^ et P Jx( n )=• ( (p^j {n) ) ) 1 y ̂  

définies respectivement par les relations suivantes : 
V m e N , 

- ̂ (iY,JY)eEY

2 , Pyïj(n) = P[Y m + n = JY/ZR=il . 

Les probabilités conditionnelles ci-dessus sont supposées bien 
définies. 

Posons : Px(n) = (Px

Y(n))i G E et Py(n)=(pJX(n))i G E 

Y Y X X 
Dans le cas particulier où : n = l, on notera P, P̂ , Py, Px et Py 
respectivement les diverses matrices définies précédemment. 

Nous dirons alors que X et ̂  vérifient une relation de dépendance 
DC(h . k) selon les vecteurs de matrices Px et Py . 
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Remarque 1 : Soit n G N* et | = ( x '1 Y ̂  G E Z * 

On vérifie aisément que les matrices Px et Py sont 
des matrices stochastiques. Ainsi, selon le théorème d'existence 
relatif aux chaînes de Markov simples, aux triplets 

(Ex,px

Y(0), PX

Y) et (Ey,pY

X(0), P y

X), on peut associer les 

chaînes de Markov 3? Y = {Xn

Y/n G N} et ^ X = {Y^/n G N} 
respectivement : 

1 y 1 x 

- d espace des états E x = E x et Ey = Ey . 

- de vecteurs de probabilité initiales : £ x (0) et j)y (0) . 

- de matrices de probabilités de transition : Px et Py 

Remarque 2 : . 
""Y ""X 

Les chaînes de Markov OC et ^ définies précédemment 
peuvent avoir des états éphémères [19]. Par exemple, l'état 
iy G Ey peut être tel que : 
3 j x e Ex/px;(0) > 0 et V i, e E)( , p^. = 0 . 

Si nous acceptions que certaines probabilités conditionnelles 
considérées précédemment puissent être indéfinies, ceci pourrait 
se produire, par exemple, lorsqu'il existe au moins deux états 
ix G E x et iy G Ey initialement incompatibles (c'est-à-dire : 
l'état j_ = (ix,iy) G E z est tel que : P[ Z_Q = i] = 0). Il convien-

i Y 1 Y drait alors de choisir E x ^ E x et Ey ^ Ey . 

Notations 3 : 
La définition de l'espace des états au plus dénombrable d'une 

chaîne de Markov est tout à fait arbitraire et n'a aucune influ
ence théorique. La définition de ^ en tant que chaîne de Markov 
vectorielle n'a pas d'autre utilité qu'une terminologie plus aisée. 
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On peut donc poser, en désignant les éléments (iY,iv) £ E Y x Ev 

A Y A Y 

par leur rang i selon l'ordre 1exicographique [46] défini sur 
E x x Ey : 

E z = U,2,,..,|EX|.|E.Y|}. 

On notera : ̂  = {Zn = XYn/n e N} la chaîne de Markov d'espace 
des états E ̂  ainsi défini. 

Propos i ti on : 
Si les chaînes de Markov 3? = {Xp/n G N} et ̂  = (Yn/n e N} 

vérifient la relation de dépendance DC(h , k), (h,k) e {0 ,1}2 , 
selon les vecteurs de matrices Px et P_v, alors, la matrice P-, 
des probabilités de transition de la chaîne de Markov 

^ = {Zp = XYp/n e N} est définie par : ? z = Px © Py . 

Pxemarque 3 : 
Lorsque OC et ̂  vérifient une relation de dépendance 

DC'(h k), (h,k) e {0,1}2, l'égalité matricielle précédente 
est vraie pour tout n e N : 

L 
Pz(n) = Px(n) 0 Py(n) . 

Les diverses matrices stochastiques définies précédemment véri-
fi ent alors la relation: 
F(m,n)eN*2 , V î = (ix,iY)GExx Ey , ¥ i = (Jx,jv)eExx Ey , 

pij(m+n)= l z px;h(m) pjjh(m) px

Y

hj(n) PxJj(n) = p^ni+n) pj^m+n) . 
nX LX nY LY 

Dans le cas particulier d'une dépendance DC(0 , 0), £ x = Px 

et f.y = P Y * ̂ n r e t r o u v e ainsi l'équivalence entre les relations 
de dépendances DC(0 , 0) et DC'(0 , 0) : pour tout n e N , 

Pz(n) = Px(n) <X> Py(n) = (Px <2> P y)
n . 

La classification des états de la chaîne de Markov ^ à 
partir de celles des chaînes de Markov et ̂  est alors 
immédiate. Il ne semble guère en être de même dans tous les 
autres cas de dépendances présentés ci-dessus. 
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IV. DEPENDANCES D'ORDRE (h k) ENTRE PROCESSUS DE MARKOV 

^ V . 1 Pré 1i mi na i res 

Tout en situant ceux-ci dans la théorie générale des 
processus stochastiques, nous soulignons les propriétés des 
processus de Markov [ 17 ] [19] (ou : chaînes de Markov à 
paramètre continu [16]) directement descriptifs d'un système 
de "fiabilité" et nous présentons les notations retenues 
chaque fois que nous ferons appel à de tels processus. 

Soit un processus de Markov homogène ^ = {Y(t)/ t £R+j 
d'espace des états Ey au plus dénombrable et défini sur 
1 'espace mesuré : (fi x R+, CL® *3 , , P © m) supposé complété ; 

R 

celui-ci peut être, en particulier, caractérisé par : 

R + 
- l'ensemble fi = Ey dont on notera las éléments sous la 
forme : (w(t))teR+ . 

- la tribu Ct engendrée par l'anneau des ens embl es, cy 1 i nd "e 
debase de dimension finie de fi . 

- la loi de probabilité P obtenue par extension à (v ,a) de la 
loi de probabilité additive P définie par : 

m 
P[ ft/u(t ) = i ;v=0,l82,... ,m}] =P| Y(0) = iQ] n P[ Y(tv)=iv/Y(tv_1) = iv_1] . 

v=l 
Un processus de Markov peut présenter des trajectoires 

très "tourmentées". Celles-ci s'avèrent le plus régulières 
lorsque le processus de Markov ^ vérifie les trois proprié
tés fondamentales suivantes : 

(MPI) est caractérisé par une matrice de fonctions 
de transition de Markov Pv = ((Pv - .)); 1 Pr 

• ' ' J ' Y ' ^ Y Y 

standard |16] ; cette première propriété est 
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riche de conséquences puisqu'elle assure : 

- la continuité des fonctions Pyij s u r R + 

- l'existence de la dérivée Qv=((qv. . )). . 
t y i j «y »J y y 

au point 0 de la fonction Py. Notons que les 
termes diagonaux, au contraire de ceux non-diagonaux, 
de la matrice QY peuvent être infinie . 

- la continuité stochastique du processus^ sur R+. 

(MP2) Pour tout état l'y G Ey, q y— est fini ; en vertu de 
cette condition supplémentaire : 

- par définition, le processus Jf- ne présente pas 
d'état instantané : 
îyGEy, F(s,t)eR+ x R + * , 

qYiit 

P[Y(u) = iy ; Vue) s,s + t[ /Y(s) = i y] =e >0 . 
Cette propriété s'avère vérifiée dès que l'espace 
des états Ey est fini. 

- les fonctions d'échanti11onage(t£R +—• Y(t,w) 
où tu e lî. [16] ) sont presque - sûrement continues 
à droite sur R+, 

- la matrice Py des fonctions de transition est 
continûment dérivable sur R . 

(MP3) Le processus ^ est Qy-conservatif [19] ; 
F iY 6 EY ' ̂Yii = - l F

 qYij • 
JY LY 

Ces deux dernières propriétés s'avèrent vraies dans le 
cas particulier où le processus est Qy-borné : 

J C e R+*/PiY e E y, |q Y 1 i | < C . 
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Le vecteur des probabilités initiales £Y(0)=(p- (0)). F 

et la matrice QY caractérisent de manière unique un processus 
de Markov vérifiant les propriétés (MPI), (MP2) et (MP3). La 
matrice QY jouant un rôle essentiel dans les applications, 
nous présentons deux méthodes permettant de souligner théorique
ment celui-ci. 

(a) yne_méthode_Analytigue [16] : 
La matrice des fonctions de transition vérifiant, par 
définition, les équations de Chapman-Kolmogorov, 

v(z9t) e R + 2 , Py(s+t) = PY(s),PY(t). (CK) 
on obtient respectivement, par differentiation de chacun 
des membres de l'équation (CK) par rapport à s puis à t 
a u p o i n t 0 , 

- le système du passé.("backward system" [16]) : 

, dP (t) 
y t e R

+, _ J = QY.PY(t) (BS) 
dt Y Y 

- le système du futur ("forward system" [16]) : 
+ dP (t) 

y t e R
+, —1 = PY(t).Qv (FS) 

dt Y Y 

Si la matrice Qv est conservative, alors, ces deux systèmes 
admettent une solution unique vérifiant les conditions initiales : 

PY(0) = I . (SO) 

( 6 ) yne_méthode _s_ t q c h a s_t î̂qu e [16] [17] : 
D'une part, à partir du processus de Markov ^ , on 
définit les suites aléatoires {Tp/neN} et X = {Xp/neN} 
à l'aide des relations respectives suivantes : 

. TQ = 0 et T N , n̂ N* , désigne la durée aléatoire du séjour 
du processus ̂  au (n - l ) i e m e état visité. 

n+1 n+1 
Y P-Sf Y( E T. ) si : Z T. < +» 

* xn + l = j i = l 1 i = l 1 

n+1 
L Xn si : I T = +00 . 

n i = l 1 
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n 
Toute variable aléatoire z T., n̂ N* , constituent un temps 

d'arrêt du processus de Markov ^ , la loi de probabilité 

n 
conjointe de tout couple (X. z T-)> n̂ N*, est définie par : 

n i = l 1 

fJY

GEY > v t e R + > 

PKX^ r J y J n t ^ 1 T. > t)/Xn,Tn,Xn.1,Tn_1,...,X0,T0] - r n j e
Y V n 

i=l n 

où la matrice RY

=((ry )) désigne la matrice stochastique 
ij 1 y »J Y

e EY 
telle que : 
(̂l Y » J Y ) G ^ Y ' 1 Y ̂  J Y ' ^ Y = Y r Y 

ij ii ij 
vi rzr „ P 1 si iv est un état absorbant (qv = 0) 
Y Y ' rY i i

 =J Y ii 
¿0 si iw est un état stable (qy

 E ]-°°»0[ . 
i i 

En posant t=0, dans la relation précédente, on découvre aisément 
que la suite aléatoire SC = {Xn/n£N} est une chaîne de Markov 
homogène d'espace des états Ey , de vecteur des probabilités 
initiales Py(0) et de matrice de probabilités de transition Ry. 

+ °° ps 
D'autre part, si : z T = + » alors, la suite aléatoire 

n=l n 

{Tn/nGN} et la chaîne de Markov sous-jacente SC ("embedded 
Markov Chain" [171), et donc le vecteur des probabilités initiales 
£Y(0) et la matrice Qy, définissent parfaitement le processus de 
Markov ^ . En décomposant l'événement conditionné figurant dans 
les probabilités de transition py (t), teR+, sous la forme 

i j 
I Y(t)=jy] = [ Y(t)=jy]0([ T1 < t]u| Tx > t] ) 

on montre que les matrices Py et Qy vérifient la relation : 

^(iY>JY)
EEY » 

V . * ft
 qY..s 

PY (t) = 6. . e 1 1 + / e 1 1 z qY pY (t-s)ds . 
Yij V Y 7o hyGEy Yih Yhj 

hy/i y 
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La watrice Py=((Py .. )).. est bien solution des systèmes 
lJ lyJ y 

(BS) et (FS) et vérifie les conditions initiales (SO). Cette 

méthode constitue un cas particulier de celle qui permet, 

sous des hypothèses analogues de mettre en évidence la chaine 
de Markov associ ée ,es processus pl us généraux [45]. 

Presque toutes les fonctions d'échantillonnage du processus 

ainsi défini étant des fonctions étagées sur R+ , on dit 

parfois que ~ est un "processus de Markov régulier" [17] 

et que la suite X' est la chaine de Markov des sauts de Y-
("jump Markov chain" [16]). En particulier, tout processus 

de Markov ~ Qy-borné est forcément régulier. 

Si un système de "fiabi:ité" est directement descriptible 

à l'aide d'un processus de Markov 'If (on dit parfois qu'un tel 

système a une "structure de ~1arkov" [ 1]), alors, '1 vérifie 

les propriétés (MPl), (MP2) et (MP3). En effet, un système de 

fiabilité est généralement dêfini (cf. chapitre A) comme un 

ens0mble fini d'éléments pouvant présenter chacun un nombre 
fini d'états. 

La version en temps continu de la propriété de Markov 
d·ordre k étant équivalente, sous des "hypothèses réalist, s" 

[34] à celle dite simple, les relations de dépendance DP(i , k) 
entre processus de Markov seront présentées seulement pour tout 

couple (h,k) E 10,11 2 . 

IV.Z.l Définitions 

Q~~~~~~ : Soient deux processus de Markov homogènes 
X = lX(t)/UêR+} et .~ = {y(t)/tER+} d'espaces des états 

respectifs EX et Ey supposés au plus dénombrables. Soit le 

processus stochastique }- = {~(t)=(X(t),Y(t))/tER+} à valeurs 

dans EX x Ey . 
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Définition 1 : 

Nous dirons que les deux processus de Markov X et ^ 
sont dépendants jusqu'à : 

(i) 1'ordre (0 , 0 ) si et seulement si : 

« K W - w S ikv-jj] - (№(o ,o)) 
v=U 

(ii) 1'ordre (1 , 0) si et seulement si : 

p ^ w - w V- ( tv ) = 1v ] ] = ( D P ( 1 , 0 ) ) 

v=U 

(iii) 1'ordre (0,1) si et seulement si : 
P[Z(tn+1)=ln+1/n [Z(tv)=iv]] = (DP(U , 1)) 

« ^ W - W * . . - in]-Pt ^ V l H Y n + l ' K W 
(IV) 1'ordre (1 , 1) si et seulement si : 

P[Z(tn+1)=in+1/ 0 [Z(tN)-1V]] . (DP(1 , 1 ) ) 
v=0 

P[X(tn+l)=iXn+l^tn)=inlpt ^ W ^ n ^ V ^ 
(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus 
sont bien définies) 
pour tout n e N, tout vecteur i =(iY ,iv )

G E

Y x Ev , v=l,2,...,n. 
et tout vecteur (tv) eR

+ ( n + Z ) tel que tQ < ̂  < t2 < ... < tp < t x . 
Définition 2 : 

Nous dirons que la relation de dépendance DP(h , k) entre 
les deux processus de Markov X et ^ est homogène relative
ment à OC (respectivement : ^ ) si et seulement si : 
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¥(s,t) e R + 2, yjx G E x , 

PS 

P[X(t+s)=Jx/Z(s)] = P[X(t)=Jx/Z(0)] 

(respectivement : ¥ jy £ Ey , 

P[ Y(t+s)=jy/Z(s)] P=S P[ Y(t)=jy/Z(0)] ). 

Remarque : 
De même que dans le cas d'un paramètre discret, la 

relation de dépendance DP(0 , 0) n'est pas équivalente à 
l'indépendance stochastique. Celle-ci est vérifiée si et seu
lement si : les processus^ et ̂ -vérifient la relation de dé
pendance DP(0 » 0) et si les variables d'états initiales X(0) 
et Y(0) sont mutuellement indépendantes. 

IV. 2.2 Etude_du_Processus_Stochâ  

Proposition 1 : 
Si deux processus de Markov homogènes X = {X(t)/t e R+} et 

^ = (Y(t)/t e R+} sont dépendants selon une relation de dépendance 
(homogène) DP(h , k), (h,k) G {0,1}2 , alors, le processus stochas
tique : 

^ = (Z(t) = (X(t), Y(t))/t e R+} forme un processus de 

Markov (homogène) d'espace des états E x x Ey . 

Démonstration : 
Ce résultat constitue une conséquence immédiate de la défini

tion IV-1-1. Nous poursuivons l'étude du processus de Markov ^ 
sous l'hypothèse de l'homogénéité. 
Notations : 

Nous désignons dorénavant les éléments (ix, i v) G E x x E y par 
leur rang i_, G E z selon 1'ordre 1exicographique défini sur E x x E y; 
l'ensemble E? ={l,2,...,|Ex|.|Ey|} désigne alors l'espace supposé 
minimal des états du processus ^ = { Z(t)=XY(t)/t G R+}. Ainsi : 
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V t e R+ , v (ix,îY) e E x x E Y, [Z(t) = iz] = [[ X(t) = ixJ n [ Y(t) = iy]] 

o iz = iy (mod |Ey|) avec i'z - iy = ix . |Ey| . 

En rassemblant les versions en temps continu des notations III.2.1, 
2 et 3 : 

. les vecteurs p_x = ( P ^ ) ^ . PY = ( P ^ ) ^ 

et p7 = (p. ). ç désignent les fonctions des probabilités -i ^1 izttz 

d'états des processus JQ , jĵ  et respectivement. 

. les matrices de fonctions de transition Px = ((Px-jj))i j GE ' 
X ° X X 

PY » <«PY1j))lYJyeEY

 PZ=( (Pz i j ) ' i zJ zeE z

 e t l e s f 0 n C" 
i Y iY 

tions matricielles Px = ((Pxij>>ixjxeEx *
 1 Y G EY • 

1 V i v 

PY = ((pyij ̂ )i Yj Y^E y ' h
 G EX ' vérifient en particulier 

les relations suivantes : V (s,t) e R + 2 , v (i z , j z) e Ê  , 

(a) Pxïj(t) = | pzij(t) 

(s) piïj(t) - _ - p z i j(t }  
Jx Lx 

7 ^ R 

(6 ) p .(t) = ï p\s) p'X (t) 
1xeEx x i j 

Toutes les probabilités conditionnelles ainsi mises en jeu sont 
supposées bien définies. 
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Proposition 2 : 
Si deux processus de Markov homogènes = {X(t)/t G R+} et 
{Y(t)/t G R+} vérifient une relation de dépendance homogène 

DP(h , k), (h,k) G (0,1}2, selon.les vecteurs de fonctions matri
cielles Px = (P x

Y) i G E et£Y=(PYX)i GE ' a l o r s > l a matrice Pz des 
Y Y X X 

fonctions de transition du processus de Markov (Z(t) = XY(t)/tG R+} 
est définie par la relation suivante : 

P2 = PX ® PY 

De plus, si la fonction P̂  est une matrice de fonctions de transi
tion standarc, alors les matrices Px et Py des fonctions de transi
tion des processus % et ^ respectivement sont elles-mêmes stan
dards. 

Démonstration : 
L'expression de la fonction matricielle P̂  est immédiate : 

P Z = f t ( ( P ^ • P ^ } )

h k e E

] , i je E 

nY,kYGty V J X LX 

- D'une part, supposons que la matrice des fonctions de transition 
Pz est standard. Les processus OC et ^ jouant des rôl es s y ni e -
triques, montrons, par exemple, que la fonction matricielle Px 

vérifie forcément cette même propriété ; soit î  G ; il suf
fit d'appliquer le lemme de FATOU : 

- selon la relation (a) : 

1 > lim Pv-ïtt) > 2 lim P7-, (t) = S 5. - = 1 . 

- lim p .(t) = 1 
t -> 0+ X 1 1 

- selon la relation (y) : 
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l>lim py..(t) > E p'.X(0) 1 im Pyïi(t) = £ p!X(0) = l. 

=> lim P (t) » i , , . 
t - 0+ X |LX' 

A défaut de condition réciproque dans le cas dénombrable,nous consi
dérons dorénavant des processus de Markov JC et ^ tels que Pz 

soit une matrice standard de fonctions de transition. 

Proposition 3 : 
Sous les mêmes hypothèses que la proposition 2 précédente, si 

les vecteurs de fonctions matricielles Px et Py sont supposés déri 
"i y 

rd P/(t)i 
vables à droite au point 0, QY = ( ) -i e t 

-X L dt J ^ Y Y 
[d PY

X(t) 
QY

 = ( ); (=r , alors : la matrice Q7 des générateurs 
L dt J t = 0

nx e Ex 1 

infinitéssimaux du processus de Markov ^ est définie par : 
L 

Qz = Qx © Qy 

De plus, si le processus de Markov Jjr est Qz>conservatif, alors, 
les processus de Markov 3C et ̂  sont eux-mêmes 

d P (t) 1 [ d P (t) " 
Q = et Qv = - - -conservati f s. 

L dt J t = 0 L dt J t = 0 

Démonstrati on : 
L'expression de la matrice Qz s'écrit, de manière immédiate, 

à l'aide de la proposition 2 précédente et de la relation II.2.(Kg). 
Supposons que le processus de Markov jjr est Qz-conserva ti f. Mon
trons par exemple, que le processus de Markov est QY-conserva-

A 

t i f ; il suffit, ici encore, d'appliquer le lemme de FATOU selon 
les relations (a) et (y) : 
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1-Y 

- D'une part : V (ix>iY)
 e Ex x EY ' E qXij = 0 -

J x € E x 
iY iY 

En effet : 0 > lim _^ + £ m > t q • 
t - 0 t JX€EX t t jzetz ^ 

h'h 

- D'autre part : V ix e E x , z q x i, = 0 . 

r , li-" PXi i <t>-1 , v lim Pxij^) En effet, posons : L = + ï. . -
t+0+ t JxeEx t-0 t 

Si L ainsi défini existe, alors, L vérifie les inégalités suivan
tes : i i 

i x f P XÎt(t)-l Pxi1(t>l 

0 > L > z p X(0) lim ^2 + v l i m

 + ° 
1Y S EY Y L t ^ 0 + - t

 +

J x| E x t-0 t 
D'où, l'existence de L et L = 0 . 

pXii ( t) _ 1 Pv̂ -ft) De plus, L ̂  lim - A U + Z L I M J L U < 0 . 

t -> 0 t JXGEX t -> 0* t 

D'où le résultat. 

V. PROCESSUS STOCHASTIQUES ASSOCIES 

L'objet de ce paragraphe est de compléter, en termes de pro
cessus stochastiques, l'exposé des diverses notions de dépendan
ces positives entre variables aléatoires présentées au chapitre A. 
Nous respecterons les notations introduites lors de ce dernier. 
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V.1 Définitions  

Définition 1 : 
On dit qu'une fonction f de R dans R est totalement positive 

d'ordre 2 ("totally positive of order two" [2]-en abrégé : de type 
o 

TP̂ ) sur R si et seulement si : 

(i) V (x,y) G R2 , f(x,y) > 0 

(ii) V (x,y) G R2 , V (x' ,y ' ) e F2/x < x' et y < y ' , 
f(x,y)f(x\y') > f (x,y')f(x' ,y). 

Définition 2 : 
On dit qu'un processus = {X(t)/t e R+} 

(i) à valeurs dans (Rn,!J^ ), n G N*, est sequentiellement 
R 

associé sur I ("time associated" [26]) si et seulement si : 

V m e N*, V{t.)m e I
m , A(X(t1) , X(t2),...,X(tffî)) . 

(ii) à valeurs dans (R 9*3\) 9 vérifie la relation de dépendance 
k 

de régression séquentielle positive [2] sur I si et seule
ment si : 
V m G N* : m > 1, V (t.)_ ̂  Im : t} < t2 < . . . < tm , 

PRD(X(tm)/X(tm_1),...,X(t2),X(t1)) 

où I désigne une partie non vide de R+ . 

Définition 3 : 
On dit que n processus stochastiques réels :X.={X.(t)/te R }, 

i=l,2,..,n, sont : 

(i) associés entre eux si et seulement si : 

V t e R+ , A(X1(t),X2(t),...,Xn(t)). 



-85-

(i i) dépendants selon une relation de dépendance de quadrant 
positive si et seulement si : 

V t G R+ , PQDlX^t), X2(t),....,Xn(t)). 

Remarque : 
Si n processus stochastiques sont associés entre eux, alors, 

ils sont dépendants selon une relation de dépendance de quadrant 
positive (Cf. proposition A.III.3.3). 

Application : Si un vecteur aléatoire X suit une loi de Laplace-
Gauss Nm(M,T) de vecteur moyenne M, M

 G Rm , et de matrice de 
covariances , Ge/T((m), telle que tout terme non-diagonal 
de la matrice inverse R^* soit négatif, alors toute application 
partielle d'ordre 2 est une application de type TP2 et les varia
bles aléatoires X^,X2,-••,Xm vérifient la relation-d'association 
[2]. D'où, le cas particulier évoqué au paragraphe A- 111 - 3 - 3. 

V.2 Processus de Markov Associés 

Les deux résultats suivants constituent des conséquences im
médiates du critère A.111.2 . (AO 3) de l'association et de la propo
sition A.III.3.2 respectivement. 

Proposition : [26 1 
Les variables aléatoires réelles positives Ti'T2'''",Tn s o n t 

associées si et seulement si le processus stochastique : 
{(1 0 T-,- )/t G R+Ï- est séquentiellement associé. 

[ 1 t ,+oo[ ] i 

Jhèorème_l [ 2] : 
Tout processus stochastique qui vérifie la relation de dépen

dance de régression séquentielle positive sur I est séquentielle
ment associé suri , I c: R+ . 
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Théorème 2 [ 2 ] : 
Etant donné un processus stochastique réel 3C ={X(t)/t e R+}, si 

pour tout n e N*, n > 1, et tout vecteur (t̂ )̂  e R + n les variables 
aléatoires X(11), X ( t2),...,X ( t ) admettent une densité de probabi
lité conjointe dont toute application partielle d'ordre 2 est de 
type TP? , alors, le processus vérifie la relation de régression 
séquentielle positive sur R 

Corol1 ai re [2] : 
Si un processus de Markov SC = (X(t)/t e R } d'espace des 

états E Y a des probabilités de transition telles que : pour tout + 
t e R , l'application définie par : 

(i.j) e « » P x i j ( t) = P[ X(t)=j/X(0) = i] 

est de type TP̂  sur E^s alors, le processus 3? est séquentiellement 

associé sur R+ . 

En effet : V (t^,... ,tn) e R
+n/t1 <t2 < .. .<tn ; V (i1»i2 in) e £̂  , 

P [ " [X(t) = i v ]] = P[X(t1)=i ] n P[ x(t;=ix;/x(t v. 1) = iv.1] • 
v =1 v =2 

Le produit de deux fonctions de type TP̂  étant une fonction de ty
pe TP̂  , on déduit aisément le résultat annoncé des théorèmes 1 et 
2 précédents. 

Exemp1e : 
Un processus de Markov homogène d'espace des états E x = {0,1} 

est séquentiellement associé si ses probabilités de transition vé
rifient la relation suivante : V t e R+ , P01(t) + P10(t) < 1 . 
Ainsi, tout processus de vie et de mort [19] à deux états est sé
quentiellement associé. 
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Annexe XA : (cf. chapitre A-§11) 

Véri f i ca ti or. du théorème A- 11 - 2 - 2 

Données : Soit un système N-performant cohérent (C,<î>) d'ordre n. 

Soit M une partie propre non vide de C et essentielle au système 

(C,*)-

Condition Nécessaire : Supposons que M constitue un sous-ensemble 
modulaire du système cohérent (C,$) dont le module (M,y) corres
pondant est défini par la relation A - 11 - 2 -(M1 ) : 

V x e Sn , *(x) = *(y(xM), xW) 

Soit : xNÌ

 G SM tel que : y(xM) = j où j e S . 

car le système cohérent (M,y) vérifie, en particulier l'axiome 

A-II-2-(C2). Ainsi, selon la définition de la relation d'équiva

lence " = $

l'> le module (M,y) vérifie la relation A-II-2-(M4). 
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Condition Suffisante : Supposons que le sous-ensemble M de C 

soit tel que : 

-M M J M -M M 

(i) Considérons le système multiperformant (M,m) défini par: 

Notons que M étant une partie essentielle au système (C,$) , on 

définit bien ainsi une application p de Ŝ  dans S. Celle-ci 

est, de plus, non décroissante de S^ dans S. 

En effet, raisonnement par l'absurde : 

Supposons que : 3 x_̂  G Ŝ , 3 yM

 e SM tels que : 

-W " yM

 e t ( xM) > ii(yM) . 

2 

Posons : U(xM) = j et m ( y ̂ ) = ». où ( j , s. ) e S . 

M désignant une partie essentielle au • y J t-v:.ià ; L , •; ) > 0,1 A> 
en particulier 

Or, par définition de l'application IJ : 

-M $ ¿N1 e t -M = $ ?'M " 
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D'où, en particulier : 

*(xM,x0̂ ) = ,(jM, xIjH) et *(yM,x0M) - *(iM.xoH) • 

Ainsi, sous de telles hypothèses, on aurait : 

Une telle relation serait contradictoire avec la propriété de 

cohérence du système (C , $ ) . (cf. axiome A-11-2-(C1 ) ) . 

L'application y est donc non décroissante de dans S 

et vérifie, de plus, par définition, l'axiome A-II-2-(C2). 

Le système (M,y) est donc cohérent, 

(ii) Considérons le système (c',i|;) défini par : 

C = (CM> u M 

et : V x G S x Spj, x=(j_M ,xR) , (̂x) = *(JM,xR) . 

- D'une part : pour tout j G S, 

- D'autre part : soit x = (j,xR)
 G S x S R , y = (ft,̂ ) G S x , 
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IF> (x ) 

Ainsi, le système (C,$) étant cohérent, le système (C',i|/) 

est lui-même un système cohérent. 

(iii) Afin de prouver que le système cohérent (M,y) consti

tue un module du système (C,$), il suffit de montrer que les 

fonctions de structure \p et y vérifient la relation A-111-2 (Ml ) : 

Soit x G s n, x = (XM'^M)• 

Par hypothèse, x M

 G SM => 3 ! j e S ; xM = • 

Ainsi : *(x) = *(xM, xM) = *(JM.Xfl[) 

= ̂ (ĵ»x-jçj) (par définition de ip ) 

= * ( ^ X M ) , * R ) • 

D'où, le résultat. On notera, de plus, que : 

- l'élément est essentiel au système cohérent (C',^). 

- pour tout sous-ensemb1e modulaire M du système 
cohérent (C,$), les fonctions y et i> correspondantes 

sont définies de manière unique. 
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Annexe XB : (cf. chapitre B-§II) 

Vérification des Diverses Propriétés  
des Produits de Kronecker Généralisés. 

Etant donné l'analogie des deux formes généralisées, 
nous vérifions, de manière explicite, les propriétés du 
produit de Kronecker L-généralisé et mentionnons seulement 
celles du produit de Kronecker C-généralisé. 

(K'1) s'obtient directement en décomposant ligne par ligne 
le produit de Kronecker L-généralisé de deux vecteurs 
de matrices A e [^(mxn)]p et B e [i((pxq)]m . 

L mp L 
A © B = Z (A ® B). 

i = 1 ~ ~ 1 ' 

p m 
= E Z A. . S) B . . 
i=l j=l 1J- J1' 

On vérifie, de même, que pour tout vecteur de matrices 
A e [J/( (mxn)]̂  et tout vecteur de matrices & e (pxq)] , 

C nq C 
A ® B = E (A fi) B) . . 

" j = l ~ " 'J 

n q 
= E E (A. . * B. •) . 
i=l j = l 1 *J J -1 

(K'2) constitue une conséquence immédiate de la relation pré
cédente (K'1) et de la propriété correspondante (K2) du 
produit de Kronecker (simple) : 
Soit : A e [̂ ((mxn)lp , B e [J/( (pxq)]m , 
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L p m 
B g) A = Z I B.. <£> A . . 
- ~ i = l j = l J 1' ^' 

p m 
= Z Z U (A.. ®B..)U i = l j = i pxm ij. ji .1 nxq 

L 
= U„vm (A <S> B) U pxm v- -; nxq 

On vérifie, de même, que : F A G [i( (mxn)]q , F B e (pxq)]n , 

C C 
B «> A = unvm (A ® B) U n . 
— — pxm — — ' nxq 

(K'3) constitue une conséquence immédiate de la relation (K'I) 
et de la propriété (K3) correspondante du produit de 
Kronecker simple : 
soit : A € [J| (mxn)] p , B G [J/( (mxn )] p , C G [ J/[ ( pxq ) ] m , 
D M i ( (pxq)]m , 

L m p 
(A + B) ® (C + D) = Z Z (A. + B.) ® (C. + D. ) . 

- - i = 1 j = 1 J ^ • 1 1 J • 

n p 
= I Z (A + B ) © (C + D ) 
i = 1 j = 1 J 1 • J 1 • 1 3 ' 1 J ' 

= (A ® C) + (A « D) + (B k C) + (B é D). 

De même : ¥ A ' e [J/[ (mxn )] q , ¥ B G [Jf (mxn)] q , y C e [Jf((pxq)|n, 
y D G [j|f( (pxq)]'1 

C C C C C 
(A + B ) ® (C + D) = (A 0 C) + (A ® D) + (B * C ) + (B © D) . 

(K'4) La règle du produit mixte est fausse en général pour le 
produit de Kronecker L-généralisé et est seulement véri
fiée dans les deux cas suivants : 
Soit A GCA((m), B G [J/((pxq)]m , C £ [J^ (qxr)]m , 
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L L 
(i) (I <S> B)(A © C) = [f ô B.]] . . [[a. • C.]]. . 

M ~ ~ ~ 1 J
 1 "i j 1J

 1 i j 
L 

= [f a.j B. C.]] .= A 0 (B o Çj . 

(ii) constitue une conséquence immédiate du résultat 
précédert et de la relation (K'2) : 

L L L L 
(B<£l)(C#A)=U (I 0 B ) U U ( A © C ) U - nv v- ' pxmv m mxq qxm ^ mxq 

L 
= U [ A ® (B O C)] U pxm 1 v- ° ~ n mxq 

L 

= (B O C) 0 A . 

On vérifie, de manière tout à fait analogue, que : 

¥ A G Jf (m), ¥ B G [Ì( (pxq)] m , y C G [.*((qxr)]m , 
c e C 

(i ' ) (A 0 B) (Im ® C) = A ® (B O Ç) 
c e c 

(ii ' ) (B Qf A) (C <S> Im) = (B O C) & A . 
Conformément à toute généralisation, de telles opérations 

"perdent" donc diverses propriétés, et non des moindres, par 
rapport au produit de Kronecker simple. Notons que l'on re
trouve, à l'aide de ces relations, le résultat classique 
suivant : ¥ k G H* , y A G \J/[ (m)]p , 

L k k L (A *> I p)
k = A*k 0 Ip 

L k L k (Ip * A ) = Ip <S A" . 

(K'5) constitue une conséquence immédiate de la propriété 
précédente : 
soit : A G ̂ (m) , B = (B.) G [J{[ (p)]m , 
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L L 
dét(A ® B) = dét[ (Im o B)(A a I )] 

. L 
= dét(Im <* B)(A 0 Ip)] 

m m 
= [dét(A)]p 7T dét(B.) = dët(Ap) TT det(B.) 

j=l J j=l J 

On vérifie de même, que : 

C C m 
dét(A ® B) = dét(B C8> A) = dét(Ap).dét( TT B.) . 

j = l 3 

(K'6) constitue aussi une conséquence de la relation (K'4). 
Notons, tout d'abord, que : selon la relation (K'5) 
précédente, A # B est une matrice inversible de mp ) 
si et seulement si : A e Ji[ (m) est une matrice inversi
ble et B = (B.). G [J/l(p)lm est un vecteur de matrices 
inversible au sens du produit o . 

L -i L -i 
(A © B) = [ (Im ® B)(A ® Ip)]

 1 

-1 L -1 = (A • Ip)
 X(I m • B)

 1 

-1 C -1 = (A ® Ip)(Im ® B ) 

-1 C -1 = A ® B . 

(K'8) Soit f une fonction analytique scalaire à valeurs ma
tricielles ; on peut donc écrire f sous la forme : 

¥ A e (mxn)] p , 

L +<*> L 
f(A a I ) = Z a. ( A ® I )J (par définition de f) 

j = l J p 

+<» o • L 
= E a (A J ® I ) 

j=l J _ P 
+- o, L 

= ( Z a, A J) ® I 
j = l J ~ P 

+» . L L 
=(Z a AJ ) © I = f(A) <S> I . 

j = 1 P - P 

D'où le résultat. 
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(K'9) Soit : A G [iW(m)]p , B e [J/f(p)]m 

L . 
d(A(t) ® B(t)) d(aj .(t) b?.(t)) 

=[[ (( U ~ ))hknij 
dt dt n K 1 J 

, D A Ï I ( T ) i h ^ h k ^ 

= [[(( U ^hk^) + aii( t)~ — )5 » 
dt n K 1 J dt hk ij 

d A(t) L L d B(t) 
= ® B(t) + A(t) ® 

dt dt 

Remarque : Les relations (K'4) à (K'8) exigent évidemment des vec
teurs de matrices de dimensions finies. 
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