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INTRODUCTION

Dans ce cahier, on traite de I’analyse des tableaux de dissimilarités. Dans une
premiére partie, nous développons ce qu’on appelle I’analyse factorielle sur tableau
de distances, technique intéressante dans la mesure ol toutes les analyses facto-
rielles, aussi bien celles qui relévent de ’analyse canonique que celles qui relévent
de I’analyse en composantes principales, peuvent étre considérées comme des ana-
lyses factorielles sur tableau de distances particuliéres. Dans la deuxiéme partie,
exploitant une équivalence entre tableaux qui reléve de I’analyse canonique, nous
montrons comment on peut utiliser I'information contenue dans un tableau de
dissimilarités comme si elle était équivalente & celle fournie par un tableau “indi-
vidusxcaractéres”, Enfin, dans la troisiéme partie, nous abordons des techniques
d’analyses factorielles qui n’exploitent que les préordonnances associées aux ta-
bleaux de dissimilarités ; ces techniques, issues des premiers travaux de R.N. Shep-
pard, connaissent, a I’heure actuelle, une grande vogue aux Etats-Unis.

Les résultats décrits dans le second chapitre sont pour la plupart désormais
classiques, certains ayant été publiés dans le livre de F. Cailliez et J P, Pagés, au-
quel nous avons contribué. En exploitant la formule qui donne les coordonnées
des points supplémentaires, nous proposons une procédure qui apporte une solu-
tion aux problémes numériques posés par 'analyse de tableau de grande dimen-
sion.

Dans le troisiéme chapitre, les résultats sont pour la plupart originaux, méme
§’ils empruntent souvent i des idées venant d’outre-Atlantique : V'utilisation de
Panalyse canonique pour décrire des tableaux de dissimilarités souléve des ques-
tions fort intéressantes, les descripteurs (caractéres) pouvant étre extraits des ta-
bleaux de dissimilarités n’ayant pas a priori 1a méme importance.

Nous nous sommes efforcés, dans le quatriéme chapitre, de dresser un bilan
des multiples propositions qui ont été faites, principalement aux Etats Unis, pour
construire une image euclidienne a partir de la seule connaissance de l’ordre sur les
dissimilarités ; s’étant attaché a retrouver les idées a la base des différentes techni-
ques proposées, ce bilan peut étre considéré comme critique. Il est d’autant plus
que les essais comparatifs qui ont été effectués conduisent i penser que, si les
données sont suffisamment homogeénes, et c’est en général le cas, les procédures
basées sur la notion de préordonnances ne conduisent pas, et ce malgré un cofit
plus élevé, & des résultats plus intéressants que ceux fournis par I'analyse facto-
rielle sur tableau de distances.






CHAPITRE I

RAPPELS ET NOTATIONS

1. MESURES DE PROXIMITES

Pour mesurer les proximités entre éléments de I, on utilise en général, soit :
¢ un indice de dissimilarité d :
d est une application de / x 7 dans R* :
Ix] =———= R*
G.)) n———> d(,))
qui vérifie les axiomes :
d(i,j)=d(, i) pour tout couple (i, j)de I x I, )
d(@,n=0 pour tout élément i de I, (2)
o un indice de distance d :

Un indice de distance d sur I est un indice de dissimilarité qui vérifie :
d@,)=0ei=j, 3)
o une distance d :

Une distance d sur I est un indice de distance sur I qui vérifie I’inégalité
triangulaire (4) :

d(i,j)<d(i, k) + d(k,j) pour tout triplet (i, j, k) de I° . (€]
e un écart :

Un écart est un indice de dissimilarité vérifiant (4),
e une distance ultramétrique :

Une distance ultramétrique sur / est une distance sur / qui vérifie :

d(i,))< Max {dG,k).,dG, k). Q)
keI
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Remarque :

e La proprité (5) implique la propriété (4).

e Lorsque la distance d définie sur I est ultramétrique, tous les triangles sont
“isocéles pointus”.

On trouve, dans la littérature, de nombreux exemples d’indices de dissimi-
larité, par exemple dans [4].

2. PREORDONNANCE ET ORDONNANCE SUR UN ENSEMBLE 1

Rappelons qu’un préordre R défini sur un ensemble / est une relation binaire
réflexive et transitive ; si cette relation est de plus antisymétrique, le préordre R est
un ordre.

Définition

Une préordonnance sur I est un préordre total défini sur I'ensemble
’ ’ . n (n B 1)
{G,iHielieli<i} desz—couplesdelxl.

A tout indice de dissimilarité d défini sur [ est associée la préordonnance
définie par :

G, Dk, l)ed@,j)<dk,1).
d

Si n; est le nombre de sujets qui estiment que les objets i et j se ressem-
blent, on peut mesurer la similitude entre les objets i et j par :

= "ij
=
n;, n, ni nj

avec n; =X {ny lk=1,...,n}

n./-:E{nkjlk=1,~-"n}'
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Stefflire {3] propose alors une méthode simple pour obtenir une préordon-
nance sur / :

@ DS Ty ® s> spp

3. SCHEMA DE DUALITE

On considére :

e Deux ensembles I et J,
ou / est appelé ensemble des individus avec | I | = n,
J ensemble des caractéres avec | J | =p.

¢ Une application x de I x J dans Q,
(, N x (i, )} =x],
ol Q est appelé ensemble des réponses ou des modalités des caractéres.

Dans la suite, sauf précision contraire, I’ensemble Q est identifié 4 R ou a
une partie de R.

En considérant les applications coordonnées :
— a1 fixé, x(i,):/J—/R
x;={x(,))1j€J} €RP (produit cartésien de R)
caractérise I’individu 7 ;
E = RP est 'ensemble des individus.
—aj fixé, x(,f):I—=R
X ={x(i,) i €I} € R" (produit cartésien de R)

caractérise la variable j ;

F=R" est 'ensemble des caractéres.

Hypothése H1

E et F sont munis de leur structure d’espace vectoriel naturel.
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E et F sont munis de leur base canonique :

{gli=1,....,pYet {fili=1,...,n}.

Dans E, chaque direction de la base est associée a un caractére ; dans F, chacune
d’elles est associée a un individu.

Si E* et F* sont les espaces duaux de E et F, munis de leurs bases canoni-
ques :

{e}li=1,...,p} et {ffli=1,...,n},

ona:

N

x=ef () =<ef x>

J
X

xi= 16 =<fral>.

Alors on peut associer :

* 4 un caractére j :
Ae; axe de E engendré par ¢;
e forme linéaire de £*
ic" vecteur de F,
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o i un individui :
Af; axe de Fengendré par f;
[ forme linéaire de F*

x; vecteurde E.

On note X = {x;: |i€ I;i€ J},letableau des données, du type individus x
caractéres.

La matrice X de format (p , n) peut alors étre considérée comme la matrice
associée a l'application linéaire de F* dans E, qui aux vecteurs de base de F*
associe les colonnes de x; repérées dans la base {¢;} :

X(H) =x;.

De méme la matrice transposée X’ est la matrice de ’application linéaire de
E* dans F munis de bases { _el-*} et {f;} telle que

1k = o
X (e)=x".
Pour mesurer les “ressemblances” entre individus ou entre caractéres,

Hypothése H2 :

On munit E (respectivement F) d'une structure d’espace euclidien, par la
donnée d'une forme bilinéaire définie positive symétrique M (respectivement
NJ.

Remarque :

A la forme bilinéaire définie positive symétrique définie sur E et notée
M, on peut associer :

— la forme quadratique notée aussi M: M(x) = M(x, x)
— la norme euclidienne : I x lhy=vMix,x)
— la distance euclidienne : dp; (x, y) = || x - Z“M
— un isomorphisme de F dans E* : x* = M (x)
tel que <x*,y>=M(x,y).
On identifie, dans les notations, forme bilinéaire, forme quadratique et
application linéaire associée, ainsi que leur représentation matricielle.
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On a des résultats similaires et des notations analogues pour la forme bili-
néaire V dans F. Usuellement, on choisit pour N, la métrique des poids D, définie
par la matrice diagonale

b,
D, 0
D, =
0
pn
ol Z{p;1i=1,...,n}=1

(distance en moyenne quadratique),

Les applications précédentes sont résumées dans le schéma de dualité sui-

vant :
X

e
A
*

E* P > F

ol V et W sont les écarts euclidiens induits respectivement par D, sur £'* et par
Msur F*:

V=XODpoX’ ’ W=X'0M0X

tels que

. * - j1 i2
Ve, g,) = D, X", xI%)

W 1) = M&, . %,

V n’est autre que la matrice des moments d’ordre deux,et,si les caractéres sont cen-
trés, 1a matrice de variance-covariance.

On note D le tableau des distances entre individus :

Dy oy = @ ) = (1x,—Xpll,0)
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L’opérateur introduit par Y. Escoufier {11}, [12], pour représenter un tableau
de données n’est autre que "opérateur :

WoD
F__ 8 F.
Cet opérateur permet d’introduire trés simplement des équivalences entre :
tableaux de distances, tableaux de données dans une optique de description, pa-

quets de variables quantitatives, un paquet de variables quantitatives et qualitatives
([36], [40]) : cf. § 3.2 du chapitre II.

On note :

o ] =1{1,2,...,n}lensemble des individus considérés,
oI = {;}.EEU= 1,...,n}lenuage des individus dans E,
e ={EF|j=1,...,p}lenuage des caractéres dans F,

® d, Tindice de dissimilarité ou la distance introduite sur / pour mesurer les
proximités.

(O1, E, M) désigne le triplet constitué du nuage Ve, duvectoriel £ ol est situé
le nuage JLet de la métrique M définie sur E.



CHAPITRE 11

ANALYSE FACTORIELLE SUR TABLEAU
DE DISTANCES (AFTD)

1. EQUATIONS DE L’ANALYSE FACTORIELLE SUR TABLEAU
DE DISTANCES

On dit que (WL, £, M) est une image euclidienne de (7, d,) si pour tout
couple (i, i")deIx [
d@, iy =dg=Ilx-xl,-
Construire, ayant jugé de son existence, une image euclidienne simple, c’est-
a-dire située dans un espace de faible dimension, de (1, d,) est I'objectif de I’ana-
lyse factorielle sur tableau de distances. Si la dimension de I’espace est égale a 1 ,
2 ou 3, on pourra juger 4 I’oeil des proximités entre éléments de / et construire ain-
si par exemple une partition de 7 en classes homogénes.

Rappelons deux théorémes [51] :

Théoreme 1 — Unicité

Si (0L, E, M) est une image euclidienne de (I, d I}, l'analyse en composantes
principales de JliLne dépend que des masses p, associées aux éléments de I et des va-
leurs prises par d r

Le schéma de dualité en analyse en composantes principales s’écrivant :

E _ X F
E X = F

la démonstration du théoréme repose sur la remarque, si w,» désigne le terme (i, ') -
de la matrice W :

- 1.2, 2 2
Wy =W f) = 2 @ *+dp - d* —dy). 1
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avec

2 — 2
d? =% {p,d%|k€EI}

d® = 2 {p,ppdis| (G, i) EIxI}.

Théoréme 2 : Existence
Pour qu’il existe une image euclidienne de (I, d I}, il faut et il suffit que la for-
me bilinéaire symétrique W définie par les équations (1) soit semi-définie positive.

La démonstration n’offre pas de difficultés, on obtient une image euclidienne
en tirant les vecteurs propres de W o Dp qui ne sont autres que les composantes
principales du nuage JlCrecherché.

Remarque :

La matrice W n’est autre, & une constante prés, que le tableau D des carrés des
distances doublement centré.

Si A =1Id — jj' D, désigne le D_-projecteur sur le sous-espace vectoriel Alde
F, Dp-orthogonal a la droite des constantes, avec Id application “identité”, on a :

T,
W=_——4ADA.
2

Propaosition :

Les composantes principales du tableau doublement centré — 1/2 ADA' sont
aussi les vecteurs propres de l'opérateur WDp , lespace des “individus’ étant ici de
dimension n et muni de la métrique Dp.

En effet en considérant le schéma de dualité :

W

B

F «

B
v
n
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on est amené, pour effectuer ’analyse en composantes principales de W, a extraire
les valeurs propres et les vecteurs propres de (W Dp W) Dp =(W Dp)z.

Les valeurs propres de WDp sont les racines carrées des valeurs propres de (W Dp).z,
les composantes principales, vecteurs propres de W Dp, sont aussi vecteurs propres
de (W Dp)2.

On note que, dans ’analyse en composantes principales précédente, les va-
leurs propres qui étaient négatives en analyse factorielle sur tableau de distances, si
elles sont de grand module, risquent de-conduire i retenir, parmi les premiéres com-
posantes principales, des vecteurs qui sont associés aux plus petites valeurs propres
de I’analyse factorielle sur tableau de distances.

Proposition

Les vecteurs colonnes de W engenmdrent le méme sous-espace vectoriel que les
composantes principales associées aux valeurs propres non nulles.

En effet, on sait que, dans une analyse en composantes principales, ce sous-
espace vectoriel est engendré a la fois par les composantes principales et les vecteurs
lignes de X. Or d’apreés ce qui précéde, les vecteurs ¢ sont composantes principales
de (W Dp 124 Dp) = (W D_)? en méme temps que de W D_, donc ils engendrent le
méme sous-espace vectoriefque les lignes (ou les colonnes) 5e w.

2. PRATIQUE DE L’ANALYSE FACTORIELLE SUR TABLEAU
DE DISTANCES

On vient de voir que Pon sait reconnaitre 1’existence et reconstruire I’image
euclidienne par I’analyse factorielle sur tableau de distance du couple (I, d;). On
congoit que si W est semi-définie positive, aucun probléme ne se pose au niveau de
la pratique. Par contre, si W n’est pas semi-définie positive, comment trouver et
apprécier une image euclidienne de (7, d,) ?

2.1. W est semi-définie positive
On reconstruit plus ou moins parfaitement la proximité d,g, entre éléments

de 7, suivant que l'on retient 2,3 ou k vecteurs propres ¢ de Wo Dp (vecteurs pro-
pres associés aux plus grandes valeurs propres).
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La meilleure image euclidienne approximative de (/, d,) de dimension 2 est
obtenue, par exemple, en considérant dans un plan, le nuage de points (c , 2)
ou c’ désigne la valeur prise par laj eme composante principale pour 1’1nd1v1duz ;
les vecteurs de base u, et u, étant placés orthogonalement d une distance unité de
I'origine 0, on peut ainsi a l’oeil, si la qualité de "image est bonne, établir un clas-
sement de /, les longueurs des segments séparant les points étant sensiblement éga-
les aux valeurs prises par la distance d I

La part d’inertie expliquée par le plan principal, comme en analyse en com-
posantes principales, permettra de juger la qualité globale de I’image obtenue. Rap-
pelons que cette part qui est égale a

MNEN
tr(We Dp)

(ou A estlai £Me valeur propre de W o Dp) est comprise entre Q et 1, et n’est égale

al que si les proximités sont rigoureusement reconstruites dans le plan.

Remarque :

L’inertie au centre de gravité Ig vérifie :

- - . _1 5
Iﬁ—tr(WODp)— E{)\ill—l,...,n}— 2d.

2.2. Cas général : W n’est pas semi-définie positive

Weo D admet alors des valeurs propres négatives, et d’aprés le théoréme 2 il
n’existe pas d’image euclidienne parfaite de (/, d,). On pourrait se contenter encore
d’une image euclidienne approximative que ’on obtient en retenant les 2,3 ou &
premiers vecteurs propres de W o D dont les valeurs propres associées, ordonnées
par valeurs décroissantes, sont positives ; si les valeurs propres négatives sont petites
en valeur absolue, on peut penser que la description des individus obtenue peut ne
pas étre trop mauvaise. Mais comment juger de fagon précise de la qualité globale
de Pimage ?

La part d’inertie expliquée, qui fait intervenir la trace de W o D_ n’a plus de
sens ici puisqu’elle peut dépasser largement 1. On va s’interroger, mamtenant, sur
les transformations qu’il est possible d’opérer sur d, de fagon a rendre W semi-
définie positive : cette réflexion permettra en particulier de sc faire une idée précise
de linterprétation qui peut étre donnée aux valeurs propres négatives de W o Dp.

Rappelons que, pour décrire les proximités entre éléments d’un ensemble, on
utilise en général des indices de dissimilarité qui ne vérifient pas l'inégalité triangu-
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laire et qui sont moins contraignants que les distances. La forme quadratique W ne
peut étre semi-définie positive que si d, vérifie 'inégalité triangulaire ; il est bien
connu que cette condition n’est pas suffisante. On cite ci-dessous un contre-
exemple de cette propriété. La matrice associée 4 la distance d, définie sur

I=1{4,B, C D}

par le tableau ci-dessous n’est pas définie positive.

A B CD
A0 2.5 3
Bl|2 0 3 5
C|[5 3 0 4
DI|3 5 4 0
4
B Le tableau de distance a été obtenue en “raccour-
3 513 cissant” le co6té AB du rectangle ci-contre.
D C
4

2.2.1. Transformaton sur d | permettant d’obtenir un indice & ) vérifiant l'inégalité
triangulaire

Les tranformations que I'on applique en général sur les indices de dissimilarité
permettent de conserver la préordonnance associée d 'indice considéré ;on sait en
effet depuis R.N. Shepard [42], 'importance de la notion de préordonnance. En
effet, la connaissance seule de la préordonnance associée a une distance euclidienne
permet, si le nombre de points considérés est grand, de retrouver avec une bonne
précision la dimension de I’espace dans lequel se trouvait le nuage considéré, et la
position dans cet espace, a des similitudes prés, des points de ce nuage.

On considére alors I'équivalence suivante entre indices : d, et & > définis sur
I, sont équivalents si et seulement si :

d,<d, =8, <8, vi{ijkI}CI

Les transformations les plus communes conservant la pré-ordonnance appar-
tiennent aux deux familles suivantes :
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1 {6...‘—‘.0 sii=1i

8.0 = (d;,.l +C')l/r sii#1

ou r désigne un nombre positif quelconque et ¢ une constante positive choisie de
facon que P'inégalité triangulaire soit respectée par § ;- Quand r est pris égald 1, on
choisit la constante ¢ de fagon & modifier au minimum d | > on trouve alors :

. ..y 3
¢ = Max {d‘.j —d, —d,.k 1G,j, ¥ EP}
2) 8,0 = dip V(@,i'YeIx]
ol r est le plus grand nombre compris entre 0 et 1 qui soit tel que 5‘.‘., vérifie I'inéga-
lité triangulaire.

On rencontre, dans la littérature anglo-saxonne, bien des développements
propos des transformations sur les indices ; il nous parait plus intéressant de tra-
vailler sur les carrés des indices eux-mémes, compte-tenu de I'expression de W
donnée précédemment (équation (1)).

2.2.2. Transformations sur d; qui rendent W semi-définie positive

Les dissimilarités d;;+ interviennent par leur carré dans les équations (1).
Aussi, si d; et ¢ sont deux indices de dissimilarité définis sur / dont W, et W, sont
respectivement les formes quadratiques, a I'indice de dissimilarité &, défini par :

— g2 2 .o
5,-2, =dptcep V@, 1)EIXI]

est associée la forme quadratique
We =Wyt W, .

La transformation la plus simple est celle qui consiste a poser :
s c;p =0 si i=i
(cif=c si iFi.

Si tous les poids p; sont pris égaux a 1/n, la forme quadratique W, associée
a Pindice de dissimilarité ¢, est définie par :
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Si j désigne le vecteur de F’ dont toutes les coordonnées rangées en colonne
sont égales 4 1, et Id est la matrice identité, ’expression matricielle de W, est
donnée par :

1 1
W, =——c?jj+—c?1d.
¢ 2n -2

Le noyau de W, coincide avec la droite A; engendrée par j, et le sous-espace
A‘L orthogonal a Aj (donc en pamcuher 4 j) dans F est le sous-espace propre de
W associé a la valeur propre 1/2 ¢

Notons u; = u, > ... 2> u, les valeurs propres de W, et remarquons que :

— ] vecteur prore de W, associé 4 la valeur propre O est aussi vecteur propre
de W, associé a la valeur propre 0.
5

— Tout vecteur propre de W, associé a la valeur propre O et orthogonal &
A, est vecteur propre de W associé a la valeur propre 1/2 c2.

— Tout vecteur propre de W, associé d la valeur propre y; non nulle est
vecteur propre de W; associé i la valeur propre u; + 1/2 c?.

Pour que la matrice symétrique W soit semi-définie positive, il faut et il
suffit que ses valeurs propres soient toutes positives ou nulles. D’ou le théoré-
me :

Théoréme 3

La valeur minimum qu’il faut donner a la constante additive ¢ pour que W;
soit semi-définie positive, W ne I’étant pas, est égale a~/ 2 | u,, | ou u, désigne la
plus petite valeur prore de W ;.

Remarque :

On sait que si, pour un systéme de poids donné, la matrice W est semi-définie
positive, elle est pour tout autre systéme de poids. Aussi, la constante que I'on a
rajouté aux d i+ rend W semi-définie positive, quel que soit le systéme de poids.
Il est évident que si les poinds ne sont pas tous égaux 4 1/n, W, n’a pas expression
donnée par la formule (2), mais s’écrit :

o =i, 1(d — 4) (1d - &),

oA =j _j' D), est la matrice associée au Dy, -projecteur sur P’axe Ai'

On rappelle que : Wy =W, + W, .
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2.2.3. Pratique de l'analyse factorielle sur tableau de distance quand W n'est pas
semi-définie positive

Il ne parait pas utile d’opérer des transformations du type de celles décrites
au paragraphe 2.2.1. ci<dessus et qui sont préconisées par certains auteurs.

Si toutes les masses p; sont égales 4 1/n, en effectuant la transformation
déterminée au paragraphe 2.2.2., les sous-espaces propres de P'opérateur (d’Y.
Escoufier) W o D), associés aux valeurs propres \; = y;/n non nulles ne sont pas
modifiées. Les valeurs propres correspondantes sont toutes augmentées de | A, |,
ou A, est la plus petite valeur propre de W0 D,.

NFO:Wao D cl=Nc' e WsoD,cl=(N+ I\, e

Si la valeur absolue de |A, | est grande relativement aux deux ou trois plus
grandes valeurs propres positives, 1'image euclidienne approximative de (/, d,)
obtenue en ne retenant que les deux ou trois premiéres composantes principales
¢’ sera trés imparfaite, et on ne devra lui porter qu’un intérét trés relatif compte
tenu de Pimportance de la déformation subie par le tableau desd . -

Pour mesurer la qualité globale de la représentation obtenue par P'image
euclidienne a deux dimensions dans le plan principal, on utilisera I'indice :

A FA,F 21,
tr (WyDp)+ (n—1) 17, |

qui n’est autre que la part d’inertie expliquée par le plan principal dans I’analyse
factorielle du couple (7, 8;).

Les composantes principales ¢/, vecteurs propres de Wy o D,, doivent étre
théoriquement de norme +/A; ; effectuer la transformation sur d; conduit 2 les
normer é\/)\i TN, .

2.2.4. Cas particulier : d; est une distance ultramétrique

On donne dans ce paragraphe une démonstration trés courte d’un théo-
réme récent énoncé par Holmann [19] puis par Y. Escoufier.

Théoréme 4 :

Si d; est une distance ultramétrique, il existe une image euclidienne de
(Ir d]}'

La démonstration s’appuie sur les deux lemmes suivants :
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Lemme 1 :

Soit une partition de I et ¢ un nombre positif ; définissons d par :
dip=-0 siieti appartiennent i la méme classe de la partition
dyr=-c sinon

Alors il existe une image euclidienne de (I, d;).

En effet, on a une image euclidienne évidente dans le cas ol tous les poids
sont égaux a 1/n, donc dans tous les cas (voir remarque 2.2.2.), en plagant tous
les individus d’une classe en un méme point et les points représentant chaque
classe aux sommets d’un polyédre régulier de coté c.

Lemme 2 :

Sid, d, et d, sont trois indices définis sur I tels que :
d*(i,i)=d? @, NH+diG, ) v(@,i)eEIxI,
si il existe des images euclidiennes de (I, d Jetde(l,d,) alors il existe une image
euclidiennede (I, d).

La démonstration résulte de I’étude faite au paragraphie 2.2. pour déterminer
W comme somme de W, et W, et de la propriété pour W, et W, d’étre semi-défi-
nies positives (théoréme 2).

Soit c; =0 <c¢, <...<c, les k valeurs distinctes prises par I'indice ultra-
métrique d;.

Définissons la famille d’indices {d, |a=1,2,...,k ~ 1} par:

0 sid;r < ¢,
d, (,i)=
¢2,, - ¢2 sinon
D’aprés le lemme 1, il existe une famille d’images euclidiennes des (7, d).
Orona: dZ =% {d*@G,{")la=1,...,k-1} VYV {)EIxI.

Donc d’aprés le lemme 2, on en déduit qu’il existe une image euclidienne de
(Ir d[)'
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2.3. Points supplémentaires

La matrice qu’il faut diagonaliser est de format (n, n), il parait donc difficile
d’effectuer une analyse factorielle sur tableau de distances dés que le nombre d’in-
dividus est trop grand. En réalité, on peut toujours ne faire intervenir dans un pre-
mier temps que k des n individus qui sont considérés comme représentatifs de
Pensemble, les individus restant intervenant en éléments supplémentaires, avec
un poids nul.

2.3.1. Coordonnées des points supplémentaires

Notons

W= Wi Wia =———1-A Dy, Dy, A
War W, 2 Dy, 1293
la matrice “doublement centrée” associée i ’ensemble des individus considérés,
W22 désignant la matrice associée aux individus supplémentaires. On a évidemment
=W
En se basant sur la propriété de la remarque du § 1, on est alors amené i cal-
culer les coordonnées ¢, des points supplémentaires décrits par W, dans le sys-

téme des axes principaux obtenus en effectuant ’analyse en composantes princi-
pales du tableau W, ; qui est doublement centré.

. Wi
B/ FY
D, (2
PT ‘Flsz
Wll

En effet si on note ¢, une composante principale D, — normée i \, on sait
que c, est vecteur propre de W,, D associé a la valeur propre Aetde (W, Dp)

\/" Dyc
en composantes principales de W, , et VA ¢, estla composante principale associée.
Les coordonnées des points supplémentaires sont donc données par :

associé 4 la valeur propre A? ; alors — ¢, estun facteur principal dans I’analyse

.91

1
€y = T X D(:1

-
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ol ¢, estle vecteur propre de W, D, associé  la valeur propre A et de norme A.
Procéder ainsi revient a effectuer I'analyse factorielle sur tableau de distances

sur I’ensemble des individus, les individus supplémentaires étant munis d’un poids

nul. En effet, les composantes principales sont vecteurs propres de 'opérateur :

wll wl2 Dp 0 lel Dp 0
U= =
Wy, W,, 0 0 | Wy D, 0
. (T
soit Uc=1Ac avec_c=[
£
donc Wiy D,ey =Ac

2.3.2. Sélection des points supplémentaires

Etant donné I’économie de calculs qu’impliquent les résultats précédents, on
peut essayer d’obtenir une image euclidienne en ne considérant qu’une partie des
individus, soit & parmi les » initiaux, les n-k autres étant traités en points supplé-
mentaires. Il s’agit donc d’extraire parmi les » individus, k points “représentatifs”,
c’est-d-dire ceux pour lesquels ’analyse est équivalente a I’analyse factorielle sur le
tableau de distances de I’ensemble des n points. Les deux analyses sont évidem-
ment équivalentes si les deux tableaux de distances reconstruits sont égaux. Les
deux analyses sont considérées comme similaires si les inerties reconstruites sont
proches.

D’une maniére pratique, la sélection des k points “privilégiés” doit se faire
de telle fagon que I’analyse sur ceux-ci soit la plus proche possible de 1’analyse
factorielle sur les n points au sens du critére précédent.

On sait que l'analyse en composantes principales, en raison du choix de
Pinertie comme critére d’adéquation, donne, pour déterminer les axes principaux,
une importance relativement grande aux points éloignés de Porigine. On a donc
intérét a choisir les k points parmi ceux-ci, tout en sélectionnant des points rela-
tivement éloignés entre eux pour donner plus de stabilité aux sous-espaces prin-
cipaux. C’est cette idée qui a amené Lerman et Leredde [31] 4 proposer la mé-
thode des pdles d’attraction.

En appliquant une méthode analogue, on sélectionne les points nécessaires
pour obtenir une bonne image euclidienne des n points grace a I’analyse facto-
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rielle sur les seuls points ‘‘privilégiés” en choisissant les points qui ont un grand
“bras de levier”.

On procéde de maniére progressive de la fagon suivante :
— le premier point 7, sélectionné est le point qui a le plus fort bras de levier
i
Py =p;C1pydh 1 1=1,...,n})
—le(s + l)é"‘e point sélectionné, aprés les s points {7, ,7,,... i },est ce-
lui qui maximise le critére P, | (7).

P (i) mesure P'intérét de la sélection du point i pour les résultats de Panalyse.

1
P, ()=p,x (%E{p!dﬁ |14, i )PxMin d 1j=1,...,4)

s

ou
H=E{pill=#i1 ,‘..,is}

Cette quantité P_ +1 () est un compromis entre le bras de levier de i mesuré
par 2 {p, di21 [{#i,...,i}, Péloignement de i aux s points déja sélectionnés et
le poids p, du point considéré.

L’examen des quantités P (i) permet en plus d’estimer le nombre de points &
choisir en tenant compte de deux facteurs pour arréter la sélection :

— si, au cours d’une itération, les quantités Ps (i) sont a peu prés constantes,
tous les points ont le méme bras de levier et aucun n’est plus intéressant que les
autres ;

— si, entre deux itérations, les quantités P (7) — (i) sont i peu prés
nulles, aucun nouveau point n’améliore 1’image obtenue.

Ps+l

On peut opérer plus simplement de la fagon suivante :

— tirer au hasard, si on ne peut faire mieux, k points parmi les n (k/n de l'or-
dre de 0.1) ;

— effectuer une analyse factorielle sur le tableau de distances des k points
choisis, les n-k autres intervenant comme points supplémentaires ;

— choisir X" nouveaux points sur les graphiques obtenus, de préférence parmi
les points extrémes dans les sous-espaces principaux (cf. ci-dessus) ;

— effectuer une deuxiéme analyse factorielle sur le tableau de distances des
k' points, les n-k’ autres intervenant toujours comme points supplémentaires,

Si on met en paralléle les opérations a effectuer dans les trois stratégies :
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e analyse factorielle sur le tableau de distances complet,

e analyse factorielle sur le tableau de distances des seuls points a plus grands
bras de levier,

» analyses factorielles successives sur deux sous-ensembles de points,

les économies de calculs apparaissent clairement, quand on sait que ’extraction des
valeurs et vecteurs propres d’une matrice a un cofit fortement croissant, de I'ordre
du cube de n.

En effet, dans le premier cas, on doit calculer 1a matrice W de format (n, n),
puis diagonaliser I'opérateur U = W o D _, également de format (» ,n). Dans le se-
cond cas, on doit calculer les matrices W, et W , de format global (n ,k), puis
diagonaliser 'opérateur Wll ° Dp de format (k, k), enfin calculer les coordonnées
des n — k points restants par un produit matriciel. Mais la sélection des k& points
privilégiés par la méthode du bras de levier est relativement longue puisqu’elie est
basée sur un calcul de moments, puis une série d’optimisations min-max. C’est pour-
quoi le troisiéme cas ol on effectue deux analyses factorielles partielles sur les &
points privilégiés par tirage au sort puis a vue sur les graphiques, est souvent avanta-
geux.

2.3.3. Exemple

On donne ci-dessous un exemple de cette méthode.

On a considéré le tableau des distances routiéres de 36 villes de France
(source : Guide Michelin 1978) et on effectue les trois traitements suivants :

1) Image euclidienne obtenue a partir du tableau des distances complet
(figure 1).

2) On sélectionne les villes 4 plus fort bras de levier, soit, dans ’ordre du
choix, Nice, Brest, Bayonne, Metz, Perpignan, Calais et Cherbourg, pour obtenir
Pimage euclidienne i partir de ces seules villes (figure 2).

La figure 3 montre la décroissance des bras de levier Ps(i ), 4 la fois entre les
différentes villes au cours d’une étape et d’une étape 4 1’autre, ce qui nous a amené
a selectionner les sept premiéres villes,

3) On tire au hasard 4 villes (ici Cherbourg, Limoges, Marseille et Saint-
Etienne). On obtient une image euclidienne a partir de ces quatre villes (figure 4).

On remarque que ces quatre villes sont en réalité voisines d’un méme axe géo-
graphique et que la carte obtenue est trés déformée. Néanmoins, elle permet de dé-
terminer les villes situées aux sommets de ’“hexagone”’.
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Figure 1 — Image euclidienne obtenue a partir du tableau des distances routiéres de 36 villes.
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e
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Figure 2 — Image euclidienne obtenue & partir des 7 villes a plus fort bras de levier.
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Figure 3 — Variations des bras de levier P (i) de 21 villes parmi les 36, en fonction du nombre s villes sélectionnées (aprés sélection de Brest et Nice).
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FLAN FRINCIFAL 1-2

467,161
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Figure 4 — Image euclidienne obtenue a partir de 4 villes sélectionnées au hasard.

On choisit sur la figure 4, six villes (soit Bayonne, Brest, Calais, Nice,
Perpignan et Strasbourg). On obtient la “carte de France des distances routiéres”
sur la figure 5.

En ne choisissant que quatre villes sur la figure 4 pour effectuer la deuxiéme
étape (soit Bayonne, Brest, Nice et Strasbourg), on obtient une carte voisine de la
précédente (figure 6).

On constate que, du point de vue des résultats, les quatre “cartes” sont équi-
valentes. Pour ce faire, on peut observer le critére global de qualité de la représenta-
tion, c’est-a-dire I'inertie reconstruite X {pl.p.d?. li=1,...,n;j=1,...,n}par
rapport 2 I'inertie 4 reconstruire tr (W o D) en tenant compte de I'existence de va-
leur(s) propre(s) négative(s). On peut aussi calculer les erreurs commises sur cha-
que segment (7, /) pour juger de la qualité de la repiésentation de chaque point,
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Figure 5 — Image euclidienne obtenue a partir des 6 villes les plus excentrées choisies sur la
figure 4,
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Figure 6 — Image euclidienne obtenue a partir des 4 villes les plus excentrées choisies sur la
figure 4.
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3. CAS PARTICULIERS

3.1. Analyse factorielle sur tableau de distances entre modalités de variables qualita-
tives. Liaison avec l'analyse factorielle des correspondances.

Soit / un ensemble de »n éléments munis de poids p, ; F. Cailliez [4] a intro-
duit la distance suivante entre parties.

Si A et B sont deux parties de 7, on pose

_ p(AAB)

d*(A,B) =
“. 5 p(A4) p (B)

ol :
*p(A)=2Z{p,|i€A}
o AAB est la différence symétrique de 4 et B.

d, qui est bien une distance entre parties, permet de définir une distance entre rela-
tions binaires, considérées comme des applications de I dans <R (7). Si R etR,
sont deux relations binaires définies sur /, on pose :

d* (R, ,R,) = Z {p;d*(C, (i),C, () |iED

ou C, (i) (resp. C, (7)) est la classe associée a I'élément i dans la relation R, (resp.
R).
2

Proposition :

Si R, et R, sont des relations d ‘équivalence a p et q classes respectivement,
alors :

d*(R,,Ry)=p+q—2(22+1)
X

n
Pimbrication entre les deux partitions associées a R, et R,.

ou®? = est le “phi-deux’ correspondant au tableau de contingence décrivant
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Preuve :

+P.i“2pki)

p ‘
dz(Rl,R2)=2$Pki(k' ' fk=1,'--,p;1=1,...,q§
( Pk.P.j )

ol k et j décrivent Pensemble des modalités de R, et R,.

Donc :
Pi .
d? (R, , Ry)= 2 b b ( —2—"’—)‘V(k,1)'
( Py, Pj Prbj S
P .
. E‘(P1+P;c—2 ki ) vk,
( P, Pj
2
ptq—2z)H k=l,..-,p;1‘=1,...,q§
pkp]
soit

d*(R,,R)=p+q—2(@% +1) caqfd

F. Cailliez a alors appelé cette distance, distance du khi-deux entre parties.
Nous allons l'utiliser pour mesurer les proximités entre toutes les modalités de
deux caractéres qualitatifs x et y.

Si on désigne par d, . la distance entre les modalités k et k' du caractére x,
dj/‘ la distance entre les modalités j et j' du caractére y, et d K la distance entre les
modalités k et j des caractéres x et y respectivement, on trouve :

Pr. ¥ Py - 1 N 1 sik # k'

Py Py - Py Pyt - modalités de la

2, méme variable
digyt =
0 sinon
+p.,-2p 1 1
et d; P TP TPy o PH
Pg P P, Py Py P

si k est modalité de x et j modalité de y.

On remarque d’aprés ce qui précéde, que

{pyidilk=1,...,p5j=1,...,q}=d* (R, ,R))=p+q-2(2*+1).
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Théoréme 5 :

Faire l'analyse factorielle sur le tableau a {p + q) lignes et colonnes des dis-
tances d ,3,., les éléments étant munis des poids 25 et p—'i, est equivalent a faire une
analyse factorielle des corresponces sur le tableau 7 = I:Y:I a(p+ q) lignesetn

colonnes, constitué par les deux matrices accolées des indicatrices associées a x
et y, consideré comme un tableau de contingence.

Démonstration :
X =(xk Y = (/)
avec ] si Pindividu 7 prend la k™€ modalité de x
=
0 sinon
S 1 si 'individu i prend la *™¢ modalité de y
vi=
( 0 sinon

X
La matrice P des probabilités issues de la matrice Z = [-Y—] est donc

P= 2—2 ou n est le nombre des individus.
n

On en déduit le tableau des lois conditionnelles associées aux colonnes de Z :

1 1
By==7 B =—MZ7
2 n

avec : [~ 1 -1




36

L’analyse factorielle des correspondances du tableau Z revient a faire une
analyse en composantes principales avec le schéma de dualité suivant :

B, -
F=Rptq = = F=R
By
-1
M || M I
Bl
E* =
BZ

Une telle analyse revient donc a chercher les composantes principales du ta-
bleau de distances entre *“caractéres-modalités”, qui sont données par :

d3g=Dyjp (b —bp) =g Dyjpby+ by Dyyjp by — 2be Dy bg

‘o
donc :
1 X 1 X
esib,=——x et éﬁ = X
npy, NPyt~
11 ,
e sik=k
Px. Py’
dlzck' -
0 sinon
. k 1
esib,=—x et bg=—y!
Dy, Py
1 1 2D.;
dyj=—+ Pij cq.fd.

3.2. Opérateurs d’Escoufier

La donnée d’un tableau “individus x caractéres” X allant de pair avec celle
des métriques M et D, permettant de calculer les distances entre individus et entre
caractéres respectivement, il est logique, en analyse factorielle, de parler non pas du
tableau X mais du triplet (X, M, D).
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Au triplet (X, M, D,), auquel est associé le schéma de dualité du chapitre I,
Y. Escoufier [12] a associé ’opérateur

U=WeD,.

Cet opérateur n’est pas caractéristique d’un triplet donné (X, M, D,), de
nombreux triplets pouvant conduire au méme opérateur, par contre il est caracté-
ristique de la paire (D, D,), o D est le tableau des distances entre individus au sens
de la métrique M.

Quelle que soit I’optique dans laquelle on se place (analyse en composantes
principales ou analyse canonique), comparer des tableaux revient & comparer des
triplets (X, M, D,) et donc & comparer des opérateurs :

— optique analyse en composantes principales : deux triplets conduisent a
la méme analyse en composantes principales si les deux opérateurs associés coinci-
dent ;

— optique analyse canonique : deux ensembles de caractéres (tableaux X et
Y) engendrent le méme sous-espace si les opérateurs associés aux triplets (X, V2!,
Dp) et (Y, V-1, Dp) coincident, V_ et Vy désignant respectivement les matrices
de variance-covariance associées 3 X et Y ; les opérateurs associés a ces triplets ne
sont autres, en effet, que les projecteurs associés aux deux sous-espaces corres-
pondant i X et Y respectivement (d’ol I’intérét de munir ’ensemble des opérateurs
d’une métrique).

Les opérateurs de type Wo.D, (W est semi-définie positive) sont des opéra-
teurs Dp-symétriques, ces derniers engendrent un sous-espace de I’ensemble des
applications linéaires du vectoriel F = R" dans F. Y. Escoufier 2 muni ce sous-
espace vectoriel G d’un produit scalaire P défini a partir de la trace (tr) :

UeG,VeG:PU, V)=tr (UV).

Remarquons que ce produit scalaire permet de retrouver les indices classiques
utilisés par les statisticiens pour mesurer la liaison entre caractéres ou paquets de
caractéres.

Si U et V sont, en effet, les opérateurs associés aux triplets (X, M, Dp) et
(Y, N, Dp), en utilisant les notations définies au chapitre I :

— si M et N sont les métriques identité,

PU, =2 {cov® &%,y ) 1k, 1)
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ou cov (ﬁh Y ! ) désigne la covariance entre ick et Z‘ ,
-- si M et N sont les métriques D, jo? des inverses des carrés des écarts-type
PWU, =X {cor® (*, y) | (k , 1)}
ot cor (x¥, Y 1) désigne le coefficient de corrélation linéaire,

— si M et N sont les métriques de Mahalanobis, c’est-a-dire : M = I{f‘ ,
et N=V;!,

P(U,V)=Z {p} |k}
ol p, désigne le k°™¢ coefficient de corrélation canonique entre les deux paquets
de variables,

— si les tableaux X et Y sont les tableaux disjonctifs associés respectivement
aux variables qualitatives x et y, et si M et N sont les métriques du khi-deux corres-
pondantes,

PU,N=%92+1 (cf. § 3.1.).

Grice au produit scalaire P, on peut mesurer les proximités entre opérateurs
et donc effectuer des analyses factorielles sur tableaux de distances entre opéra-
teurs pour décrire les proximités entre tableaux de données (cf. par exemple [48]).



CHAPITRE 111

ANALYSE CANONIQUE SUR TABLEAUX
DE DISTANCES

La perception que I’on a d’un ensemble de n objets peut étre dans certains
cas décrite directement, c’est-d-dire sans s’appuyer sur des variables définies a
priori, & Paide d’un indice (dissimilarité, distance, . . .) précisant les proximités
relatives entre ces objets.

Il est alors nature] de se poser les questions suivantes :

Les proximités entre objets telles qu’elles sont énoncées par celui qui juge,
peuvent-elles étre considérées comme résultant a la fois d'une sélection implicite
de critéres (variables) et d une métrique euclidienne ?

L’analyse factorielle sur tableau de distances, qui opére comme l’analyse en
composantes principales, permet de répondre a cette question en appliquant la
métrique “identité” sur les composantes principales fournies par I’analyse facto-
rielle ; le tableau de distances est reconstruit rigoureusement si les valeurs pro-
pres obtenues dans 1’analyse sont positives ou nulles.

Les critéres précédents sont-ils des combinaisons linéaires de variables don-
nées a priori ?

Un probléme du méme type a été abordé dans Sandkya par C.R. Rao en
1964 [37] : ’analyse en composantes principales sous contraintes linéaires [41]
(les composantes principales doivent appartenir au sous-espace engendré par les
variables données a priori) permet d’obtenir les combinaisons linéaires des varia-
bles données a priori, reconstruisant au mieux les proximités,

Un changement de métrique euclidienne revenant a un changement de base,
cette question est équivalente 2 la suivante.

Les proximités peuvent-elles étre considérées comme construites a laide
d’une métrique euclidienne q partir d’un ensemble de variables données ?

La métrique euclidienne permettant d’ajuster au mieux les proximités est
obtenue par régression.

Les proximités entre objets, telles qu’elles sont énoncées par différents
juges, résultent-elles d’un meéme ensemble de variables sur lesquelles les juges
utiliscraient des métriques euclidiennes différentes ?
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Ce probléme a été abordé par J.D. Carroll dans ses modéles INDSCAL et
IDIOSCAL.

Les proximités sont-elles compatibles avec une partition des objets, donnée a
priori ?

Ce probléme, en réalité du méme type que les précédents, conduit 4 envisa-
ger une nouvelle technique qui sera abordée 4 la fin de ce paragraphe.

Ces questions seront traitées aprés avoir introduit des équivalences entre
tableaux de distances, entre tableaux de distances et tableau ‘‘individus x carac-
téres”, et entre tableaux de distances et variables qualitatives (partition).

1. EQUIVALENCES UTILES DANS L’ANALYSE
DES TABLEAUX DE DISTANCES

Deux types d’équivalences peuvent étre introduits dans Pensemble des ta-
_bleaux de distances définis sur les mémes objets : le premier emprunte a I’analyse
en composantes principales, le second a ’analyse canonique.

Equivalence 1 :

D, est équivalent @ D, si et seulement si les opérateurs U, = W, o D, et
U, = W, o D, associés respectivement a D, et D,. coincident ou sont homothé-
tiques.

L’analyse factorielle appliquée sur les deux tableaux équivalents fournit des
axes principaux identiques et des parts d’inertie identiques.

Equivalence 2 :

D, est équivalent a D, si et seulement si il existe un tableau X (n x p) et des métri-
ques M, et M, de dimension p x p tels que, si

W, =X'M, X e W, =)('M_2 X,

W, o Dp et W,yo Dp coincident avec les opérateurs associés a D, et D,.
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Cette équivalence, moins contraignante que la précédente, exprime que les
dimensions sous-jacentes aux tableaux D, et D, (les critéres utilisés par les juges
considérés) engendrent des sous-espaces de R"” identiques. Les composantes prin-
cipales, vecteurs propres de W, o D, et de W, o D,,, si elle ne coincident pas ici,
engendrent les mémes sous-espaces.

Des deux équivalences précédentes, on peut déduire des équivalences (1)
entre une paire (D, Dp) et un triplet (X, M, Dp).

Equivalence 1':

La paire (D, D, ) et le triplet (X, M, Dp ) sont équivalents si et seulement si les
opérateurs associés coincident ou sont homothétiques.

Equivalence 2’ :

La paire (D, D, ) et le triplet (X, M, D, ) sont équivalents si et seulement si les
composantes principales obtenues dans l'analyse factorielle de la paire (D , Dp )
(vecteurs de l'opérateur correspondant, associés a des valeurs propres non nulles)
engendrent le méme sous-espace que les caracteres définis par les lignes du ta-
bleau X.

Toute variable qualitative peut étre représentée dans R” par le sous-espace
engendré par les variables indicatrices de ses modalités ; d’olt équivalence 2" (1) :

Equivalence 2" :
La paire (D, D,)est équivalente a la variable qualitative x si et seulement si le sous-

espace engendré par les indicatrices de x coincide avec le sous-espace engendré par
les composantes principales obtenues dans l'analyse factorielle de la paire (D , D, )

(1) Fn toute rigueur, le terme équivalence ne devrait pas étre utilisé ici, les &tres mathé-
mathiques considérés n’appartenant pas au méme ensemble.
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2. AJUSTEMENT D’UN TABLEAU DE DONNEES A UN TABLEAU
DE DISTANCES

Le probléme qui se pose est le suivant :

Etant donné un tableau de distances D entre n objets et un tableau individus
x caractéres X, existe-t-il une métrique euclidienne M telle que le tableau des dis-
tances Y construit avec la métrique M a partir du tableau X soit équivalent au ta-
bleau initial D au sens de l’équivalence 1’?

Pour résoudre ce probléme, on va chercher la métrique M telle que les opé-
rateurs d’Escoufier associés respectivement a la paire (D, D,) et au triplet
X, M, Dp) soient les plus proches possibles pour la métrique P entre opérateurs
définie a partir de la trace (cf. chap. 1, 3.2.).

Soit : !
— ——— 2 4
.U—WDP— 2ADADp

olt D? est le tableau des carrés des distances, et 4 le D,,-projecteur sur I’hyper-
plan Dp-orthogonal a la droite des constantes Ai’

__ 7] — 1
o U= WDp =X MXDP.
Théoreme 1 :

La métrique M rendant minimum la quantité || U — U HP est définie par :
— N—1 ! 1
M=XD,X"y"' XD, WD, X' (XD,X")"" .
En effet :
NU~UlIZ=PWU-U,U-U)
=tr (U? — 20U + U?)
Min || U — U 1|3 = Min [tr (U2 — 2 UD)] + tr (U?)
M M
puisque U est indépendant de M,
On doit donc minimiser £ = tr (U? — 2 U(j).

E=tt (X MXD, X' MXD,)~2tr (WD, X' MX D,) puisque Popérateur
trace est linéaire.
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E=tt(XD,XMXD, X' M)—2tt (WD, X' M XD,)
car tr (A B) = tr (B A).
On est donc amené a résoudre ’équation :

oF
—=0,
oM
Rappel :
Soit f une fonction réelle de pq variables mg réelles. En convenant de noter
of 3
on le tableau (p,q) des dérivées partielles af(M) (i=1,2,...,p et
i
j=1,2,...,q),on ales résultats suivants :
otrk . L
. -54— =0, q) siKest indépendant de M

3 tr (AMB)
I ks

o B4

3 tr (AMBM') .,
[ ] TzAMB“I‘BMA.

Ces résultats, valables & condition que les matrices aient des formats com-
patibles, s’obtiennent par simple écriture des définitions.

D’ou :
oF ' ' ,
—=2XD X MXD X —2XD WD_X .
M p 14 p 14

La métrique M est donc solution de ’équation :
’ r _ r .
XD, X MXD, X =XD, WD, X",
soit, si X est de plein rang :
— 1 y~-1 ! n—-1
M=XD,X )" XD, WD, X (XD, X')
On peut remarquer que, si X’ est injective, M définit un écart euclidien si et

seulement si la matrice W est semi-définie positive.

La formule précédente permet d’ajuster non seulement un tableau de données
4 un tableau de distances, mais aussi un tableau de données a un triplet (Y, N, Dp).
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En effet, ajuster X au triplet (¥, N, D ) revient i rechercher la métrique M
telle que les opérateurs XmMx D, et YN Y D, soient les plus proches possible ;
d’aprés ce qui précéde, la métrique M vérifie :

M= (XD, X'y"' XD,Y'NYD,X' (XD, X')"!
d’olr M=V VNV, V!
avec Viy=XD,X' et V,,=XD,Y'=V, .

On en déduit donc :

Théoréme 2 .

Si les sous-espaces vectoriels engendrés par les lignes de X et par celles de Y
coincident, quelle que soit la métrique N choisie pour mesurer les proximités entre
les individus a l'aide des caractéres de Y, il existe une métrique M qui permet de
calculer les mémes distances a l'aide des caractéres de X.

3. COMPARAISON ENTRE TABLEAUX DE DISTANCES

J.D. Carroll a abordé le probléme suivant :

Si @ chacun des k individus (juges) considérés, est associé un tableau de pro-
ximités D; entre n objets, existe-t-il un tableau objetsxcaractéres X (n x p)et k
métriques euclidiennes M, M,, . . ., M, tels que les opérateurs associés aux triplets
(X, M, D,), (X, M,, D, b (X, My, Dy, ) coincident avec les opérateurs associés
aux paires (D, Dp), (D,, Dp), e (Dy, Dp) ?

J.D. Carroll a proposé deux algorithmes pour résoudre ce probléme. Dans le
premier, INDSCAL (INDividual SCALing) [6], il impose aux métriques M; d’étre
diagonales ;dans le second, IDIOSCAL [7], ces métriques peuvent étre quelconques ;
les algorithmes mis au point utilisent la méthode itérative NIPALS introduite par
H. Wold [52],[7].

A la recherche d’une solution directe, J.D. Carroll fait la remarque que, si
I'on note Ula moyenne des opérateurs W; o D), associés aux triplets (X, M, D,), cet
opérateur s’écrit :
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1 1
U=;E§WiDp li=1,..., k$ =;E§X'M,.XDP

i=l,...,k‘

1
v=x(=z %M,. li=1,. ..,ki)XD
k p
Si C désigne le tableau des composantes principales associées au triplet
(X,M,D,),avecM = (1/k) Z M;, ona
— v’ ot
U=X'MXD,=CCD,

Tout systéme de caractéres engendrant le méme sous-espace que les lignes
de X pouvant jouer le rdle de X, on choisit pour X le tableau C (on ne retient que les
vecteurs propres de U associés a des valeurs propres positives).

Si la matrice de changement de base associée au systéme des axes principaux
est notée T (C'= TX), on a alors, pour chaque juge i, (cf.[4]):

W,=X'M;X=C'N;C
avec N,=(T"YYMm 1!

Ayant retenu les vecteurs propres associés aux valeurs propres positives de
Popérateur moyen U, pour retrouver les métriques /V;, il suffit d’appliquer la for-
mule démontrée au paragraphe précédent.

On peut vérifier que la moyenne des métriques NV; respecte bien la con-
trainte :

1
-;E{Nili=l,...,k} =7
En effet :
i — N—1 1 ’ N g
kEN,.—(CDpC) D, ;zw,. D, C'(CD,C")
— N—1 ! N—1
=(CD,C)~" CD,UC (CD, (")
_ M—1 r ] =1 _
=(CD,C) CDPCCDPC (CDpC) =]
Remarquons que, si il existe effectivement un tableau X respectant la condi-
tion de Carroll, les tableaux D,, D, , ..., D, sont équivalents au sens de I’équiva-

lence 2' introduite précédemment ; cette équivalence, rappelons-le, est issue de
P’analyse canonique.
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Si les sous-espaces vectoriels engendrés par les vecteurs propres des opéra-
teurs associés aux tableaux D; ne sont pas confondus, c’est-d-dire si ces tableaux
ne sont pas ‘‘canoniquement” équivalents, pour trouver le sous-espace (le tableau
X) représentant aux mieux ces sous-espaces, il ne nous semble pas approprié d’opé-
rer sur I'opérateur moyen U, Onsait en effet, et J.D. Carroll le sait aussi [5], [26],
qu’une fagon d’étudier les positions relatives de k sous-espaces vectoriels (analyse
canonique généralisée) consiste a diagonaliser la somme ZA; des projecteurs asso-
ciés a chacun de ces sous-espaces.

Nous allons développer des propositions dans ce sens, propositions qui res-
tent dans la logique de J.D. Carroll. Une amélioration de cette nouvelle procédure
utilisant des idées récentes d’Y. Escoufier, développées successivement par L’Her-

mier des Plantes [30], puis par P. Cazes, S. Bonnefous et coll. [9] sera ensuite
décrite.

3.1. Résolution du probléme de Carroll par I’analyse canonique

On sait [8] qu’il y a deux fagons d’aborder I’analyse des positions relatives
de deux sous-espaces vectoriels.

La premiére, introduite par H. Hotelling [20] en 1936, consiste a recher-
cher les couples successifs, orthogonaux entre eux, de variables (¢ , 1), dites va-

riables canoniques, les plus correllées, ol ¢ et n appartiennent respectivement au
premier et au deuxiéme sous-espace.

A

La seconde consiste a rechercher les vecteurs § successifs, orthogonaux en-
tre eux, équidistants des deux sous-espaces considérés et les plus proches de ces
sous-espaces.

La premiére méthode conduit, si 4, et 4, désignent les projecteurs sur les
sous-espaces vectoriels considérés, aux vecteurs ¢ et n, solutions des équations :

Ajo Ay E=NE

== Ak

Jx 2k

l|§|i=llﬁll=1.

La deuxieme méthode conduit aux équations :
(A, +A,)B=up

Il_ﬁ H=1.



47
SiAestégalal,ona:
p=2 e B=ft=n.
Si A est strictement compris entre O et 1,0n a :
p=12/X et B=ftn.

Les vecteurs du premier sous-espace (respectivement du deuxiéme sous-
espace), orthogonaux 4 tous les vecteurs propres ¢ (respectivement 1) associés
des valeurs propres A différentes de O sont des vecteurs § de valeur propre u égale
al. -

La deuxiéme méthode a P’avantage de se généraliser immédiatement : si on
a a préciser les positions relatives de k sous-espaces vectoriels, pourquoi ne pas
diagonaliser 'opérateur 4, ?

Cette méthode a été proposée en particulier par J.D. Carroll [5].

Il est intéressant. de noter que, lorsque 'on procéde ainsi en diagonalisant
Popérateur Z4;, on est beaucoup plus dans I'optique de I'analyse en composantes
principales que dans celle de I’analyse canonique.

Plagons-nous, en effet, dans le cas ou les sous-espaces considérés sont engen-
drés par deux paquets de caractéres quantitatifs (tableaux X et Y) et notons :

X
Z = [ Y] le tableau des données, de format (#, p + q),

' Wi Vi, . . s
V=2 Dp Z = V. v la matrice de variance associée a Z avec :
21 V22
Vu=XD,X,Vy =YD, Y'etV,=XD,Y
Considérons le schéma de dualité associé au triplet (Z, M, Dp)'oil M est
la métrique de Mahalanobis généralisée, de matrice associée :

M= M 0
0 V1
22

A

Rp+q n*

-]

RP*a* Z > R”
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L’opérateur W o D, associé au triplet (Z, M, Dp) n’est autre que 'opérateur
A, + A,. Aussi, effectuer 'analyse en composantes principales du triplet(Z, M, Dp)
revient & diagonaliser la somme 4, + A4,.

Le résultat se généralise immédiatement. Nous appellerons donc analyse en
composantes principales réduite généralisée, et non pas analyse canonique généra-
lisée, la procédure qui consiste & diagonaliser 24;, procédure qui généralise I'ana-
lyse en composantes principales sur variables réduites (métrique D j02)-

Nous avons vu que le probléme de Carroll conduit & considérer les sous-
espaces propres engendrés par les vecteurs propres des opérateurs assocCiés aux
paires (D; , Dp). 1l reste 4 indiguer comment obtenir les projecteurs 4; représen-
tatifs de ces sous-espaces pour appliquer la procédure précédente.

Désignons par C; le tableau des composantes principales (le spectre est noté
A (7)) associées au tableau de distances D; (on retiendra le maximum de vecteurs
propres). Ona:

4;=GDipg D,

La diagonalisation de ZA; fournit les vecteurs 8 ; on ne sélectionne évidem-
ment que les vecteurs propres § associés aux plus grandes valeurs propres, si une
valeur propre est égale 4 k, le vecteur § correspondant est dans intersection de
tous les sous-espaces. En utilisant les graphiques que I'on considére en général en
analyse canonique (ils sont analogues a ceux que ’on considére en analyse facto-
rielle des correspondances et en analyse factorielle discriminante), on peut visua-
liser bien des faits : par exemple estimer, pour chacun des juges, dans quelle me-
sure les vecteurs § retenus coincident avec les dimensions qui permettent de bien
reconstruire le tableau de distances. Pour cela, on projette sur les “‘cerclss de corré-
lations™ définis & partir des premiers vecteurs §, les composantes principales de cha-
cun des juges : plus ces composantes principales sont excentrées sur le cercle,
plus il est justifié de considérer les caractéres § correspondants comme étant les
dimensions utilisées par le juge pour donner son avis (le tableau de distances).

Ayant sélectionné les vecteurs §, c’est-d-dire ayant trouvé le tableau com-
mun X, on utilise, comme précédemment, la formule donnée au paragraphe 2
pour calculer les métriques M.

Si la procédure décrite ici est plus compliquée que celle de Carroll au niveau
des calculs (elle est, sur le plan théorique, aussi simple), elle a Pavantage de donner
une solution unique X. En effet, on considére ici qu'une variable a d’autant plus
de chances d’étre commune a tous les juges que le cosinus qu’elle fait avec 'ensem-
ble des sous-espaces est grand ;le tableau X est donc composé de variables sélec-
tionnées de fagon hiérarchique par rapport a ce critére,
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Si on utilise la technique de Carroll, rien ne garantit que les premiers vec-
teurs propres de 'opérateur moyen ZW;D, soient plus intéressants que les sui-
vants pour reconstruire les tableaux D; ; ceci n’est vrai que si les métriques M;
utilisées par les différents juges sont assez proches les unes des autres.

3.2. Amélioration de la procédure : résolution optimale du probléme de Carroll
par I’analyse canonique.

Avant de rechercher le tableau ‘“‘commun” X, il est bon d’avoir une idée
sur la dispersion de I'avis des juges. Pour cela, on dispose de la technique des opé-
rateurs.

Quel opérateur associer au couple (D;, Dp) ?

Si on suit la voie empruntée par Carroll, c’est Popérateur W, o D,, ou W;
est calculé par les formules du § I - 2. qu’il faut associer au couple (D;, D,) ;
par contre, si cC’est notre démarche que ’on retient, il est logique d’associer au
couple (D;, D,) P'opérateur de projection A; sur le sous-espace vectoriel engen-
dré par les vecteurs propres de W, o D,,.

Ayant choisi son epérateur, on décrit les proximités entre les avis en effec-
tuant P’analyse factorielle sur le tableau des distances entre opérateurs.

Si ce sont les projecteurs 4; que I'on associe aux couples (D, D,), plus que
leurs distances ce sont les angles entre ces opérateurs qui sont intéressants ; en
effet :

P(A,,A)=Z{p}li=1,...,n}

ol p; désigne le /™ cosinus (corrélation) canonique entre les sous-espaces images
des projecteurs.

Pour dresser un bilan de ces angles, on est conduit, par analogie avec ce qu’on
fait en analyse en composantes principales pour décrire les caractéres, a diagonaliser
la matrice V des produits scalaires entre opérateurs considérée comme une matrice
de variance('). Tous les termes de cette matrice sont positifs ; d’aprés le théoréme

(1) On utilise les produits scalaires plutét que les cosinus car généralement les opérateurs
ont des normes comparables ; en effet, la norme d’un projecteur n’est autre que son rang, ici
égal au nombre de valeurs propres positives de Iopérateur (D;, Dp).
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de Frobénius, le vecteur propre a associé i la plus grande valeur propre, c’est-a-
dire le premier facteur principal, a toutes ses coordonnées o; positives:

Va=\ a; a;20.

La premiére composante principale correspondante ¢ s’écrit :
c=2A,.

Cette composante principale, renormée i 'unité, n’est autre que opérateur
Dp-symétrique rendant maximum la quantité :

J, =% {cos? (c,4) li=1,...,k} [36].

Au sens de lindice J,, l'opérateur ¢ peut étre considéré comme le plus
représentatif des k opérateurs 4;. Aussi, plutot que de diagonaliser A, il semble
préférable de diagonaliser 'opérateur B = Za; 4.

La technique consistant & diagonaliser B fournit ce que I’on appelle la résolu-
tion optimale du probléme de Carroll par I’analyse canonique.

3.3. Bilan

De fagon idéale, il faudrait procéder ainsi pour traiter le probléme de Carroll :

3.3.1. Description des proximités entre tableaux de distances

On effectue successivement I’analyse factorielle sur les tableaux de distances
entre opérateurs W; o D, et opérateurs 4;.

Les plans principaux fournis par la premiére analyse nous renseignent sur les
proximités entre tableaux de distances ; ceux foumnis par la seconde nous indiquent
dans quelle mesure les dimensions sous-jacentes aux tableaux de distances sont
identiques.

3.3.2. Description des cosinus entre projecteurs

On extrait les deux premiers vecteurs propres n=aetv, de V ;l'opérateur
B = Za; A, est 'opérateur le plus proche des opérateurs 4,.

Les opérateurs A; sont représentés par leurs coordonnées dans la base des
composantes principales associées aux facteurs v, et v,. Elles sont données par
(cf. [4] p. 264) : -
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(\/—7\—1 Vi \/-)\—2_2) .

3.3.3. Représentation moyenne des objets

Les coordonnées des vecteurs propres de I'opérateur moyen B permettent de
construire directement une image moyenne des objets. Le tableau des vecteurs
propres § rangés en lignes les uns sous les autres n’est autre que le tableau X cher-
ché.

3.3.4. Adéquation entre X et les tableaux D; .

Pour juger de ’hypothése “‘le juge i a émis son jugement a partir du tableau
X, on représente les composantes principales normées de Popérateur W, o D/, dans
la base orthonormée des vecteurs § (les coordonnées sont des corrélations).

3.3.5. Calcul des métriques propres & chaque juge

La formule donnée au paragraphe 2 foumit les métriques M; cherchées.

3.3.6. Comparaison entre les triplets (X, M, D, ) et les couples (D; , D, )

On représente en points supplémentaires sur les plans principaux obtenus
en 3.3.1., les opérateurs Wo D, associés aux triplets (X, M, Dp) ; le graphique
obtenu permet de juger de fagon plus sensible I'adéquation entre la matrice X et
les différents tableaux D, (cf. 3.3.4.).

4. COMPARAISON ENTRE UN TABLEAU DE DISTANCES
ET UNE PARTITION

On caractérise un ensemble de n objets par une paire (D, Dp) et une variable
qualitative y a k modalités, On associe 4 y le tableau Y (k, n) des k indicatrices des
modalités de y.

Peut-on “‘prévoir” les modalités de y a partir des distances de D ?

Ce probléme, qui reléve de la discrimination, peut étre résolu en se basant sur
I’équivalence 2" (cf. § 1).
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Dans le cas particulier ol y est obtenu par une méthode de classification
automatique, peut-on apprécier la validité et la cohérence des résultats obtenus ?

4.1, Résultats préliminaires
4.1.1. Adéquation entre un tableau de distances et une partition

Remarquons d’abord que :

1 1 - ]
I§=-2-d“ =E-E {pipjd,jlzel;]el}
. l.r _ .

soit : I§ =-2-_] D,DD,j.

Calculons U= YDp]_—)Dp Y'.
soit u, =2 {p;p;djlie G,;j € Gg}
oll G,={ielly;=1}.

Sionnote {x;,|i=1,...,n }une image euclidienne de la paire (D,Dp), on

di=|lx;-x; I?
=llx,—g 11>+ lix;~ g, 1%+ llg, g,

F2<X; -8, 8 8> T 2<% 8,8, 8>
T2<X;- 8. X~ &>

si f appartient 4 G,, j 4 G, et si g, est le centre de gravité du groupe G,, ¢’est-a-dire :

&=0/P)Z{p;x;lieG,}
avec P =Z{p/lieG,}
(donc Z {p; (x;-g,)11€G,}=0).
Dol :
Uy =P, P, g - gl
+PZ{pllx; -8 II?1ieGg}+ Py Z {p; ll.x; - & 1> lieG,}.
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Soit, en posant :

872-: = ]|§, —& ”2

1
vy =5 2P lix;-g I lieG,}

4

ona: U, =P, P, 8%+ PP, (v, +v,)
soit : U=D, (jj'T+a+Tjj)D,

ot A= rz_,) est la matrice des distances entre les centres de gravité des groupes ;

I'= 0 ", est la matrice des inerties intra-groupes.
. v,

On peut ainsi mesurer ’adéquation globale de la partition induite par y, au
tableau de distances de la fagon suivante :

1 _ 1 —
— on avu que :I£=51'D'I,DDP_]'=;trg'D'pDDp_j)

— on constate que la variance intra-classe est liée a la trace de la matrice U
par la relation :

1
Vintra =5-tr Dy U)

oll Vinta = Z { Py, lr=1,2,...,k}

— en calculant le rapport de corrélation :
tr(Dy;p YD, DD, Y"

2=1 P
trG'D, DD, )

P

on a une mesure de la cohérence entre la variable qualitative et la dispersion du
nuage de points.

On remarque Panalogie entre le numérateur et le dénominateur en considé-
rant la matrice /' comme la matrice de I'indicatrice unique de la variable qualitative
triviale 2 une modalité c’est-a-dire constante sur tous les individus.
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Ce coefficient p permet donc de juger le degré de liaison entre un tableau D et
une variable qualitative, ou bien de mesurer la qualité d’une partition, ce qui peut
permettre la comparaison de méthodes de classification.

4.1.2. Distances des individus aux centres de groupes
D’aprés ce qui précéde, on connait le tableau des distances entre centres de

gravité :

2 _ 11
Bst - }TP_u.\'t'~ Vs~ Ve
st

avec v, =(1/2P)u,,
— 2 e
ust - 2 {plp]d” |IE GS E] Ie('t}
U=YD DD Y
p p

On peut calculer, de fagon analogue, les distances e, entre un individu 7 et le
centre de gravité du groupe r :
2 _ 1 2 ; 1 2 ; ) .
ef = P—Z {pjdi’. l/€G,} —5 z {p}.p,d” | JEG,;IE€GC,}

ir
r r

Cette formule “‘trigonométrique” se démontre par récurrence sur le nombre
de points du groupe G,.

Soit x un point de R", et a,,4,,...,a, ungroupe de points auxquels sont
associés les poidspl, Pysens by
On pose : Q].=E{pl [1=1,2,...,j}
g centre de gravité de @1 Y P ,gj}
d, =llg-a I
o? = |ix - gl
62 = llx - g

Pourj=2,ona:

2 _ 2 2
lx—a 1" =1llx-g, 1I° + llg,—a I + 2<x-g,,8,-a>
lx —a, > = llx-g, 11> + llg, ~a, I + 2<x-g,,8,-a,>
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En remarquant que :
a,=(,/0,)@,-a,)
8,74, (pl/Q2)(£1 - 52),

on obtient, en multipliant les deux égalités par p, et p, respectivement, puis en
sommant

p,p
2 4 91%2 g2
QO-} d12
2

o?
pl +p2 2
+t2<x-8,pP (8 -a)+tr,6,~-2,)>

d’olr:

62 =é—E ol |i=1,2) - (1/Q,) p,p,d
2

Supposons que :
62 =(1/Q) Z {p,ol 11=1,...,/}

— (1QY Zipyp,, df, H1=1,...,jsm=1,...,j}

comme précédemment, on a :

lx —g 2 =llx—g, 2 +llg,, —gII” + 2<x-g, .8, &>

../+1 Sj+1 2

Ix— g, P = llx—g, I* + llg,, ~a, I°+2<x-g,  .&, -4,
soit :
Q07 + o, =0, 6 W Un Gy,
p ]+1 j+1 i+ Q 25 S +1
j+1
D’aprés la récurrence, on a
1
lg; -2, II? =0 Zipy i, 11=1,...,]}
i
1 2 =
- E{plpmdlmll—l’ 1]7m l’ ’]}
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ce qui donne :

Qi 0y =Zp @l ll=1, . j 1)

1 p; . ,
—[————’i—‘—]z{p,pmdfml1=1,..-,J;m=1,---,1}

0 6,0,
p,
it 2 .
- 52 d: i1=1,...,j}.
04y {p,d}j4
D’oli on déduit :
1
02, ==——X{pa’|il=1,...,j+1
TR {poy i+ 1}
1 ) .
~5— Zi{pp,d} 1l1=1,..,j+1;m=1,...,j+1}

j+1
c.q.f.d.

Ayant ainsi le tableau des distances mutuelles entre les individus initiaux et
les centres de groupes, on peut effectuer une analyse factorielle sur tableau de dis-
tances qui permet de visualiser les liens entre la variable qualitative, représentée par
les centres de groupes, et les variables résumées dans le tableau de distances. On
peut, par exemple, utiliser les centres de groupes comme points de base, et projeter
les individus initiaux en points supplémentaires. Cette analyse n’est évidemment pas
une analyse factorielle discriminante puisque, si le nuage dont on cherche les
composantes principales est bien celui des centres de gravité, la métrique utilisée est
celle exprimée par le juge qui a construit le tableau D et non pas la métrique de
Mahalanobis induite par I’ensemble des individus initiaux.

4.2. Analyse factorielle discriminante sur tableau de distances

Pour juger de I'adéquation entre une partition et un tableau de distances, on
peut effectuer une analyse factorielle sur ce tableau de distances et faire apparaitre
en points supplémentaires sur les plans principaux, les centres de groupes associés
aux éléments de la partition. On dit que la partition refléte le tableau de distances si
ces centres de groupes apparaissent comme bien séparés, compte tenu des dispersions
a Pintérieur des groupes.

Cette technique privilégie la reconstruction des distances. Il peut se trouver
que, dans certains cas, les derniéres composantes principales permettent de mieux
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retrouver la partition que les premiéres. Si on privilégie la notion de liaison (liaison
entre les dimensions sous-jacentes au tableau de distances et le caractére qualitatif
associé a la partition), c’est-a-dire si on se place dans I'optique de I’analyse canoni-
que, il faut non pas tenter de reconstruire au mieux les distances entre points &
partir de la partition (optique analyse en composantes principales et analyse facto-
rielle sur tableau de distances) mais comparer, dans R”, les positions relatives des
sous-espaces vectoriels engendrés respectivement par le tableau de distances (cf.
chap. II, § 1) et les variables indicatrices de la partition. Procéder ainsi revient i
effectuer ce que I'on peut appeler une analyse factorielle discriminante sur tableau
de distances,

Pour effectuer cette analyse factorielle discriminante sur tableau de distances,
logiquement, on devrait retenir, dans la précédente analyse factorielle sur tableau
de distances, toutes les composantes principales associées aux valeurs propres posi-
tives ; puis effectuer une analyse factorielle discriminante classique, le role des va-
riables quantitatives étant tenu par les composantes principales retenues. On pro-
céde bien ainsi, mais en ne retenant que les composantes principales associées a des
valeurs propres nettement positives. En effet, il ne faut pas oublier que quand on
effectue classiquement une analyse factorielle discriminante, toutes les variables
quantitatives considérées ont a priori des importances identiques. Or la situation
est ici tout a fait différente : les composantes principales ont a priori des impor-
tances qui sont fonction de l'inertie qu’elles permettent de reconstruire, expri-
mant ainsi Pinfluence qu’elles ont dans la détermination des distances ; il n’est donc
pas intéressant de constater qu’une composante principale de faible inertie soit
bien discriminante.

Pour justifier la procédure ci-dessus, on remarque que, si le rang de ’opéra-
teur W o D_ associé au tableau de distances est égal & n—1, le sous-espace de R”
associé au tableau de distances est ’hyperplan orthogonal i la droite des constan-
tes. Cet hyperplan contient donc la partie orthogonale a la droite des constantes du
sous-espace associé aux indicatrices de toute partition. Il est donc trivial, dans ce
cas, de discriminer & partir du tableau de distances si on retient toutes les compo-
santes principales ; par contre, si on ne retient que les premiéres composantes prin-
cipales, le probléme de la discrimination garde tout son sens.

La procédure précédemment décrite qui tient bien compte de I'information
initiale peut étre comparée 4 Panalyse factorielle discriminante pas 4 pas [38] ef-
fectuée sur les colonnes de W considérées comme caractéres ; on exploite ici le fait
que le sous-espace engendré par les colonnes de W est identique a celui engendré
par les composantes principales (cf. chap. I1I, § 1). Aprés k itérations, la procédure
fournit ’ensemble des k individus (colonnes de W) les plus “discriminants”’,



CHAPITRE 1V

ANALYSE ORDINALE DES PROXIMITES

1. EXPOSE DU PROBLEME

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des méthodes permettant d’obtenir une
image euclidienne tenant compte de I'ordre des distances ou dissimilarités et non
pas de leur valeur absolue. On recherche une configuration des individus dans un
espace vectoriel euclidien qui respecte au mieux leur ordonnance,

On rappelle qu’une ordonnance (respectivement préordonnance) sur un en-
semble I de cardinal 7, est une relation d’ordre (respectivement de préordre) sur
I’ensemble I x 1.

A tout indice de distance ou de dissimilarité est associée la préordonnance :
8'.).<6k! = (i,)) < (k,]I).

Rappelons d’abord deux théorémes qui nous assurent que le probléme pos-:
séde une solution.

Théoréme de Shepard [412]

Une préordonnance sur I admet une image euclidienne respectant la préor-
donnance dans un espace vectoriel de dimension n — 1.

J.P. Benzecri donne une démonstration de ce théoréme en raisonnant par
continuité : A partir du polyédre régulier & n sommets dans R~ !, il raccourcit ou
allonge les arétes de fagon & respecter la préordonnance.

Théoréme de Guttman [16]

Une préordonnance qui n'est pas ultramétrique, admet une image euclidien-
ne dans un espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n — 2. De plus le
carré des distances entre deux points est une fonction affine du rang Y du couple
(i, j)dans la préordonnance.
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Remarque :

Si la préordonnance est ultramétrique, le résultat du § 2.2.4 du chapitre II
nous assure de ’existence d’une image euclidienne.

Preuve :

Considérons, comme Gutman, le tableau R(n, n) des rangs des couples
(/, k) dans la préordonnance. A ce tableau considéré comme s’il était un tableau
de dissimilarités (qui respecte ’ordonnance) est associée une forme quadratique
W qui n’est pas en général semi-définie positive. On sait, d’aprés le théoréme 3 du
chapitre 11, qu’en ajoutant a chaque r,, la constante 2 |y, |, ou u, estla plus pe-
tite valeur propre de la matrice W, d’une part on conserve la préordonnance, et que
d’autre part, on rend semi-définie positive 1a matrice W qui admet alors un noyau
de dimension supérieure ou égale a 2.

J.P. Benzecri [1] a proposé une méthode, basée sur une autre idée, pour as-
socier une image euclidienne a une préordonnance.

En effet, si on trouve dans P'espace RP muni de la métrique M un nuage
x; € RP |i=1,2,...,n}respectant la préordonnance

8 <8y, = Mx,— x)<Mx, —x),

on peut considérer que x, est une réalisation d’un vecteur aléatoire x suivant une loi
de Laplace-Gauss multidimensionnelle, de moyenne u et de matrice de variance-
covariance ~ = M~! ; on sait alors que X, — x, suit une loi de Laplace-Gauss de
moyenne 0 et de matrice de variance-covariance 2 X,

On en déduit que :

1
—=d;p=—M (x; — X est la réalisation d’une variable aléatoire D* qui suit
2 2 -

une loi du khi-deux a p degrés de liberté,

- E DY) = 1, = tr (ZM) = p ol I, est le moment d’inertie du vecteur aléa-
toire x par rapport au centre de gravité : 1“ =EWM(x — p)).

1
On peut donc considérer que ;a’i].' est une réalisation d’une variable aléa-

toire qui suit une loi du khi-deux a p degrés de liberté et dont I’espérance mathé-
matique est égale a p.

D’ou une méthode pour calculer  partir de la préordonnance un systéeme de

1)

n(n
a;p : ¥;p tant le rang de la paire (7, i") dans la préordonnance ( -—(T-— paires
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sont considérées si / a n éléments), on pose :
d.2J Y.t —.€
Pl D<= =———=Py;
2 n(n—-1)

2

il suffit de consulter une table du khi-deux a p degrés de liberté pour obtenir les
valeurs dizi: /2.

Une analyse factorielle sur tableau de distances effectuée sur le tableau des
d,;» permet alors de construire une image euclidienne.

Si les résultats précédents nous assurent d’une solution au probléme posé,
ils ne permettent pas de le résoudre d’une maniére pratique, car le nombre d’indi-
vidus étant généralement grand, I'image euclidienne obtenue est inexploitable. I
s’agit donc maintenant de trouver une image euclidienne de “faible” dimension 7,
telle que la préordonnance induite par les distances euclidiennes soit la plus “pro-
che” possible de la préordonnance de départ.

D’abord, la contrainte r << n — 1 ne permet pas d’obtenir une solution res-
pectant la préordonnance de départ. Ensuite, il faut définir un indice mesurant la
proximité des ordonnances. Enfin, le couple de contraintes, r petit — préordon-
nances proches, est contradictoire et un compromis doit étre trouvé entre les
valeurs de r et celle de ’indice.

Remarquons que deux facteurs pratiques mais non statistiques vont influen-
cer la méthode :

— r doit étre choisi de fagon & permettre la lecture et linterprétation des
résultats. On retrouve ici un probléme qui n’est pas propre 4 I'analyse des proxi-
mités,

— Le “cout” des calculs est un élément du choix de la méthode utilisée et
du type de solution recherchée.

Les techniques existantes différent par leur critére d’adéquation des préor-
donnances. Nous nous proposons d’exposer un certain nombre de ces critéres
(§ 2), puis d’évoquer la procédure qui en découle (§ 3). Dans un dernier para-
graphe, nous discuterons de la validité des résultats obtenus,

2. PRINCIPE DES DIFFERENTES TECHNIQUES

Puisque le but recherché est de respecter la préordonnance et non pas les
valeurs des dissimilarités, 'idée principale est de construire un indice de proximité
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entre préordonnances invariant par transformation monotone des dissimilarités, ou
du moins dont I'optimum est invariant par transformation monotone.

Pour juger de la proximité entre la préordonnance induite par 8, indice de
dissimilarité initial, et celle induite par d, distance des individus dans I’image eucli-
dienne obtenue, il est commode d’associer i un indice de distance, en plus du
tableau D a n lignes et n colonnes des d;;+,la colonne d de RY, formée des N =
nn-1

) valeurs d; ordonnées suivant le préordre induit par Iindice. Alors un

indice de distance compatible avec la préordonnance initiale est un élément de
RY contenu dans le cone convexe des éléments & coordonnées croissantes

C={x€ERY|0<x, <x,<...<xy}.

2.1. Stress de Kruskal [23]

Pour mesurer ’adéquation d’une image euclidienne a la préordonnance de
départ, Kruskal utilise le stress défini par :

z {(dy; - d)? 1i <]} *
T {dyli<j}

ol :
o d; est la distance entre i et j dans I’'image euclidienne obtenue,
) ‘jii est une distance entre { et j respectant la préordonnance :
8y <8y = dyj <dy,
et la plus proche de d au sens des moindres carrés :
Z {(d; - dy)* |i<j} est minimum.
En raisonnant dans R on voit que

hd-dil
=— — —ging,
ld |l

et le vecteur g est le point du cone C le plus proche de d. On obtient donc le vec-
teur d en projetant le vecteur d sur ce cone ; en procédant ainsi on effectue une
““régression monotone’’.
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P -

0

Kruskal, aprés Shepard, a montré que la distance d possédait la propriété,
évidente d’aprés ce qui précede, de rendre le stress minimum quand on considére
toutes les transformations monotones de Pindice §. Il a raisonné en considérant le
graphique obtenu en portant les valeurs de §;; en fonction des valeurs de dy. Sila
distance d respecte la préordonnance, la courbe qui joint les points est non décrois-
sante (fig. 1). Dans le cas contraire, on détermine les valeurs de d en tragant la
courbe monotone croissante la plus proche du nuage de points au sens des moindres
carrés (fig. 2).

_ On note aussi que le stress est invariant par transformation orthogonale
(symétrie, rotation), et par translation des images euclidiennes. D’autre part, cet
indice est une fonction continue et différentiable des distances.

Figure |
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d

Qs

Gy

a3r

Az r

[0 BN J

§
Figure2—&23=d23=oz1
-~ ~ 1
f12=334=das:'§(d12+ d3g + d35) =y
dys = dys =05 )
dgs=djs=dj3=dy,=7(gs+ dys+ djz+dyy)=dys =0y
d1g=dya=as
Remarque :

Dans la méthode TORSCA, proposée par Young et Torgerson [55], 'indice
d’adéquation est :

1
I==

( o T{dydyli<} )
2 2

(Z{d1i<j}Z{d}1i<j Y
ol d; est toujours la distance mesurée sur I'image euclidienne obtenue et d les
transformées des valeurs de d qui rendent  maximum,

En raisonnant dans RY, on a la méme interprétation que précédemment et
Pindice [ s’écrit, d appartenant 4 C':
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<d,d> 1
1=— ( ) =—(1+ cos 8).
didi 2

On constate donc que les optimums de ces deux indices sont obtenus pour le méme
vecteurd.

2.2. Indice de McGEE [34]

McGee propose un autre indice d’adéquation :

W= 2$02(dii _4}i)2
( d

ij

)

i<j5

ol lesd,; et les ‘iii sont définis comme dans le paragraphe précédent.

Il raisonne de la fagon suivante :

Si chaque couple de points est relié par un ressort de longueur initiale ‘iii’ 4
est le travail nécessaire pour transformer la configuration initiale en une configura-
tion ol les longueurs des ressorts sont devenus d;;, ¢ étant interprété comme la
constante d’élasticité de chaque ressort, indépendante du couple (i, j) considéré
(35].

11 cherche alors la transformation qui minimise le travail.

A Paide d’une hypothése probabiliste, il obtient également une estimation de
d,—d.
la dimension r de I’espace. En effet, il suppose que chaque terme A% it une

loi normale centrée réduite, donc que W suit une loi du x?. Ainsi, Zyant fixé la
dimension 7 de I’espace ou il cherche une solution, il n’y accepte la configuration
que si la statistique W a une probabilité de réalisation suffisament grande ; sinon
il cherche la configuration solution dans un espace de dimensionrz+ 1. ..

I justifie son raisonnement en remarquant que :

— Le ressort (i, j) n’a aucune raison a priori d’étre allongé plutdt que rac-
courci, donc P’espérance de d; est égale 4 dy.

— La variance de 'allongement du ressort (i , j) est proportionnelle a cf,--,
c.ad. que la variabilité de la distance des individus trés dissemblables est plus
grande que celle des individus proches.
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Remarque :

D’une maniére symétrique, McGee propose une deuxiéme stratégie trés voisine
de la précédente et analogue dans ses principes en considérant I'indice :

i \2
W’ZESCZ (d_’/:_ii’_!) i<

( %j

Contrairement 4 Kruskal qui tolére la méme transformation sur une dis-
tance dl.,- grande ou petite, I'indice de McGee pénalise les couples en désaccord
avec la préordonnance proportionnellement a la distance d;. Cette propriété
n’est d’ailleurs pas un avantage pour tout type de données, comme le font remar-
quer Gregson et Russel [15].

2.3. Indice de Guttman-Lingoes [18], [17]

L’originalité de la méthode de Guttman-Lingoes provient non pas du choix
de lindice d’adéquation entre distances, mais de la distance servant de référence.

L’indice d’adéquation est analogue a celui de Young-Torgerson et par consé-
quent au stress de Kruskal puisque l'indice appelé coefficient d’accord de mono-
tonie est défini par :

2{d;d;1i<j}

u:
:72d3 ng

En raisonnant dans R comme précédemment (§ 2), on constate que :

<d,d>

b=—————=""-
a4l

Par conséquent, ce ceefficient posséde les mémes extremums que le stress de Krus-
kal.

La différence provient du choix de la distance d considérée comme la plus
proche de la distance d reconstruite.

La distance d est obtenue par la transformation appelée image de rang par
Guttman et définie de la fagon suivante : sir; est le rang de la paire (7, /) dans I'or-

donnance induite par l'indice de dissimilarité initial, on donne 4 d; la valeur de

rang r; des distances d ordonnées par ordre croissant, sans référence au couple
(7,7) dont elle provient.
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14

courbe de régression

de Guttman

~

de Kruskal ————

~
£

Préordonnance §- (23)(12)(34)(35)(25) (45)(15)(13)(24) (14)
associée a: d- (23)(35)(34)(12)(25)(24)(45)(13)(15)(14)

Figure 3

En reprenant 'exemple du paragraphe 2.1, on voit sur le graphique joint la
courbe obtenue par la transformation de rang (fig. 3) et on peut la comparer 3 la
courbe obtenue par régression monotone (algorithme des blocs de Kruskal).

Un avantage du ccefficient d’accord de monotonie est d’étre un simili-coeffi-
cient de corrélation de rang de Spearman continu par rapport aux distances. En
effet, il est obtenu comme le coefficient de corrélation des rangs entre la préordon-
nance de départ et la préordonnance reconstruite, mais en remplagant les valeurs
des rangs par les valeurs situées aux mémes rangs dans le tableau des distances
reconstruites (contrairement aux rangs, celles-ci ne sont pas centrées).

La transformation de rang différencie aussi ’analyse factorielle sur tableau
de distances et I’analyse ordinale des proximités au sens de Guttman-Lingoes, car
la maximisation de Iinertie reconstruite faite en analyse factorielle sur tableau
de distances revient également a maximiser le coefficient de corrélation linéaire
mais entre les tableaux des distances initiales et des distances reconstruites.
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Cette transformation de rang implique une différence fondamentale entre
I'indice de Guttman-Lingoes et les indices précédents. En effet, la distance d prise
comme distance de référence par la régression monotone est la plus proche au
sens des moindres carrés parmi les distances en accord avec la préordonnance,
c’est-d-dire que cette distance corrige le plus faiblement possible les contradic-
tions de la distance d. Au contraire, par la transformation de rang, Guttman et
Lingoes obtiennent une distance d qui n’a rien 4 voir avec la distance d de départ,
méme si elle prend les mémes valeurs numériques. Plus précisément, pour Kruskal,
la valeur de 3,.,.: est la moyenne de d;;+ et d’autres distances qui entourent, au sens
de la préordonnance, d;;+ (algorithme des blocs) tandis que pour Guttman-Lingoes,
la valeur de d;;+ est la valeur d’un couple (k, k') qui peut étre totalement différent.
Ceci implique que globalement la distance au sens des moindres carrés entre les
deux tableaux peut étre trés grande.

2.4, Indice de Johnson [21]

Pour mesurer la qualité de la représentation, Johnson utilise P’indice 6 sui-
vant :

o _ Ty - dg)’ 1i<j k<I,(i,NF D}
T {d}-d2)? |i<j,k<l,G)# kD

A“—s 1 sisgn(dy; —dy)=sgn(; —8,))
i

{ 0 sinon

Le coefficient 6 est compris entre 0 et 1. En effet, apparaissent au numéra-
teur seulement les termes du dénominateur pour lesquels la préordonnance est res-
pectée :

e 0 =1 si et seulement si la préordonnance est parfaitement respectée dans
I’image euclidienne obtenue,

e 0 = 0O si et seulement si la préordonnance est inversée.
On peut remarquer 'analogie de cet indice avec le coefficient de corrélation
des rangs de Kendall 7. Si on définit 6 par
5.2 {851 i<j, k<1, ) # (k, D}
nn-1)/2

>

~ 1
on démontre que 6 ZE 1 -7).
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Ainsi la caractéristique du coefficient 8 est que I'influence des termes qui ne
respectent pas la préordonnace est pondérée par le carré de I’écart de leur distance
reconstruite. Et 1’avantage du coefficient 8 par rapport au coefficient 9 est detre
une fonction continue des distances des points de 1’image. Ceci permet d’améliorer
I'image obtenue par un algorithme du gradient.

On retrouve, sous-jacent dans le choix de cet indice, le critére des moindres
carrés car la différence (d,% — d?)) intervient 2 la puissance 2. En faisant intervenir
cette différence d’une autre fagon (i.e. par une fonction croissante quelconque),
on peut construire d’autres indices de proximité.

3. METHODES DE RESOLUTION

3.1. Généralités

On cherche 4 obtenir une image euclidienne dans un espace de dimension r,
qui respecte au mieux la préordonnance induite par §. Cette image est fonction de
n x r variables, les r coordonnées de chacun des n points. Le respect de la préor-
donnance est jugé par la valeur de l'un des indices précédents.

Résoudre ce probléme revient donc i chercher le minimum d’une fonction
de n x r variables. En régle générale, on ne sait pas calculer la solution de ce pro-
bléme si la fonction & minimiser ne présente pas des propriétés particuliéres. On se
contente de construire itérativement une image 4 I’aide d’un algorithme du gradient.
Celui-ci n’est pas un algorithme optimal, mais seulement heuristique. Il peut con-
duire d’abord & un optimum local, mais de plus la convergence étant souvent trop
lente, on est amené a arréter la procédure prématurément.

Chaque itération de P’algorithme comporte deux phases :

1) Calcul de Pindice d’adéquation de I'image euclidienne, obtenue  cette ité-
ration, a la préordonnance.

2) Amélioration, si nécessaire, de cet indice en modifiant I'image euclidienne
par déplacement des points.
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Configuration initiale (1)

— S Calcul du critére

@E oui

non

Y

Nouvelle configuration

Image euclidienne de (7, §)

Chacune de ces phases présentent des difficultés propres. Dans la premiére,
elles sont d’ordre numérique et généralement résolues de fagon satisfaisante par un
algorithme de calcul. Pour la seconde phase, la principale difficulté réside dans le
choix du pas d’incrémentation de l’algorithme du gradient utilisé. Celui-ci condi-
tionne la convergence de I’algorithme et sa rapidité.

Pour chacun des indices précédents, les différents auteurs ont précisé la mé-
thode utilisée, basée plutot sur une connaissance empirique du probléme considéré
que sur un raisonnement théorique.

3.2. MDSCAL
Kruskal mesure par le stress (cf. § 2.1 de ce chapitre), 'accord entre 1a préor-
donnance de départ et celle associée a I'image euclidienne obtenue :
Ty - dy? i<y
Z{di1i<i}

—

(1) Le choix dc la configuration initiale est traitée au § 4.1. de cc chapitre.
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Les disparités d,; sont obtenues par régression monotone 4 I'aide de I'algorith-
me des blocs, a pamr des distances d distances calculées sur I'image euclidienne
considérée.

Cet algorithme procéde de la maniére suivante :

1) On ordonne les couples (i ,i’) suivant les valeurs croissantes des dissimilarités
AN )
8”.,. Soit (z] , 11), (12 , 12) ,...,lapréordonnance obtenue.

2) On proceéde par va-et-vient :

— Oon commence par comparer dt. i ad i
2 ’!

. s1d,1 < d A , on compare d, 3 adw3

e sinon on remplace d; » etd, , parleur moyenne.
1h 28

— on compare d'z'é a dl3 2
esid, ,<d ,,oncompared ad. .

i 12 13 14 14
e sinon on remplace d et a' par leur moyenne et on compare

d. .,ad, ..
1

2y iy

etc. ..

Cette procédure de va-et-vient conduit en fin d’algorithme a une partition des
couples (i , i') en “blocs” tels que les disparités d,s calculées dans chacun de ces
blocs soient constantes, et égales a la moyenne des distances constituant le bloc.

Kruskal ayant observé un certain nombre d’exemples, a déterminé empirique-
ment une échelle de valeurs pour le stress. Celleci dépend évidemment du nombre
de points considérés et de la dimension de I’espace ol est reconstruite 'image eucli-
dienne.

Lorsque le stress est jugé trop élevé, on améliore la configuration par la mé.
thode du gradient.

Toute solution qui rend le stress S minimum vérifie les équations :

g,l=-a—s—=o i=1,2,...,n Jj=1,2,...,r

oxf
1
ol x/ est la j*™° coordonnée du point X,

Cette condition est une condition nécessaire mais pas suffisante (cas d’un mi-
nimum local par exemple).
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Pour obtenir une telle solution, on procéde par approximations successives.
Considérons le nuage ORK obtenu a I'étape K dont le stress est égal 4 S, et le mo-
ment d’inertie rendu égal 4 1 par homothétie. Au nuage OTLK est associé le tableau
X de dimension (r, n) des r coordonnées des n points du nuage.

Les corrections qu’il faut apporter a ces coordonnées pour maximiser la dimi-
nution du stress sont définies par le gradient dX de composantes :

d,-d, d,]|x-x

i ki ki ki K 1

¢=sz{mf—¥)L—gr—-7a}—g:—uh0}
1

°«5*=Z {(d,-4d,)’ |k, D}

o7*=3 (4} | (k,D}

° 6;‘ est le symbole de Kronecker.

La correction suivant dX se fait avec un pas de longueur « et détermine un
nouveau nuage : :

O . i LI

PN TS N CHAI D

On obtient le nuage Q]ZK +, de I'étape K + 1 eneffectuant une homothétie qui
rend le moment d’inertie égala 1.

Kruskal définit le pas a de fagon empirique comme une fonction :

— de la norme du gradient a Pitération précédente,

— de I'angle entre les gradients de I’itération en cours et de I’itération précé-
dente,

— du pas de Pitération précédente,

— du stress de Pitération précédente.

Le processus pour obtenir un nuage de points a stress minimum est résumé
dans le schéma suivant :
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Nuage JIT,, > Algorithme Calcul du
de départ des blocs stress ——l
Calcul du
non
Nouvelle gradient
configuration
a<e Calcul du
pas «
oui
Fin

Les critéres qui arrétent la procédure sont basés sur :

— la valeur du stress,
— la valeur du pas,
— le nombre d’itérations.

3.3. Méthodes de Johnson et de McGee

Les principes sont exactement identiques, chaque auteur utilise 1’algorithme
du gradient sur son indice d’adéquation pour améliorer la configuration obtenue.
Ainsi, seules les formules et les valeurs du pas proposé différent d’un auteur 2
Pautre.

McGee fait sa correction dans la direction du gradient :

ow . w
X = (——) = (g/) avec un pas a = —%—
ax! ! £.7,

o W, estla valeur de l'indice d’adéquation & I’étape k
o2=Z{(g) 1./}

e Z, est une constante dont la valeur initiale est 1 et qui double chaque fois
que W, est supérieura W, .
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Le but du coefficient Z, est d’amortir les oscillations autour d’un optimum ;
en effet le pas diminue quand W augmente, c’est-i-dire quand W est passé par un mi-
nimum.

Johnson détermine le nuage O]Zk a partir du nuage D]Lk_l par la formule :
Xe=Xei— 81 Cry
ou
e X, est la matrice des coordonnées x{ alétapek
e §, estlavaleur du coefficient d’accord de monotonie

e G, est la matrice des gradients calculée de la fagon suivante : si on note

2 U
6 vV
et Eii la matrice (n ,n) définie par :
Isi(k,l)=(i,DHou(i,J)
E;j=(e,) avec e, = ( —1si(k,)=(i,j)ou(j,1)

0 sinon
alors, pour toute itération, la formule générale du gradient est donné par :

G=(,-6*m,)X

avec
aU kil 2 2 . . PN
HU=§=4E{A,.’_ (dij—dkl)(Eij—Ekl)X|z<];k<l;(z,1)¢(k,l)}
oV 2 2 PN ..
n,= 5}= 42{((1’.1. —dkl)(Ei].-Ek,)X|1<];k<l;(z,])$(k,l)}

3.4. Méthode de Guttman-Lingoes

La procédure de Guttman-Lingoes est de nature différente a cause des pro-
priétés de Pindice d’adéquation.

On cherche le tableau X des coordonnées des n points de fagon que les dis-
tances d et leurs images d par la transformation de rang maximisent le coefficient
d’accord de monotonie 4 (d , d). Ce coefficient u est une forme quadratique des
distances d;» puisque les d ne sont qu’une permutation des valeurs de d.
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Classiquement, Guttman-Lingoes proposent un algorithme dit en une phase
qui, itérativement, va conduire a un tableau X solution des équations :

ou
X
En posant :
u=<d,d>
y = Ililll2 (||E|I2 = IIg_II2 dans le cas de la transformation de rang)

alors
wid,d)== (1),

et le tableau X formé des r vecteurs x des coordonnées des # points est solution
de P’équation matricielle :

8;1_2 _
-E;Y-—-;(F—D“).X—Onxr
avec : ,
P=2u(j'~1) + D R
oll

o j est le vecteur de R” dont toutes les coordonnées sont égales i 1

® R est la matrice de terme général r, , = (d +d -1)/d,,, oétant la per-
ki Ok 1

Kkl
mutation de rang

o D est la matrice diagonale de terme général
7_1':2{’.‘1 lj=1,2,...,n}

. D‘1 est 1a matrice scalaire de paramétre u.

(1) Remarque : les calculs développés ici supposent que l'information est compléte, i.e.
qu’il n’y a pas de données manquantes, et que la métrique euclidienne classique est utilisée pour
mesurer les distances sur I'image reconstruite. On trouve dans [18] les formules établies dans le
cas général (tableau de distances incomplet et non-symétrique, métrique quelconque) ; on peut
constater que les formules deviennent trés compliquées. Il nous a semblé plus intéressant de dé-
terminer ces formules *‘simplifiées” qui mettent en évidence le processus utilisé.
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Pour obtenir la solution, il faut donc déterminer la matrice X de dimension
(n, r)telle que :

D#.X=F.X

Le probléme fait penser a la recherche du régime stationnaire d’un matrice,
mais les matrices I" et D, sont, dans ce cas, fonction de X, La solution est obtenue
par une procédure itérative :

X" =p , @). 1O X

ot u® et I'® sont calculés 4 partir de X®. I'® étant une matrice de Gram dans le
cas euclidien, la convergence est ainsi assurée. Dans le cas général, la convergence
nest pas automatique car I'® n’a pas forcément ses r plus grandes valeurs propres
en valeur absolue, positives.

La solution ainsi obtenue n’est pas nécessairement optimale (maximum rela-
tif). Pour remédier a cet inconvénient, Guttman et Lingoes proposent la méthode
dite en deux phases, qu’ils assurent €tre optimale. C’est une procédure double-
ment itérative. A la fin de Pitération K - 1 on a obtenu un tableau X&) donc un
tableau de distances D" Dans la premiére phase, on calcule les distances a® par
la transformation de rang a partir de d%°V. Dans la deuxiéme phase, on cherche
d® qui minimise g (%, c?lK)) en considérant 3% comme constant, ce qui
entraine que p%) pest plus maintenant qu'une forme linéaire des distances ).
Pour obtenir 1a solution de cette seconde phase, une procédure itérative, analogue
a celle exposée ci-dessus dans la méthode en une phase, est nécessaire. L’équation
matricielle qui permet de calculer la matrice X &) solution de P'étape K, est de la
méme forme que ci-dessus :

ou

k. (g w)y 12 (® - p®y x® =0

nxr >

mais maintenant :

u
F(K)=.M:{<.g_j'_ - R®) + DFK

avec
o up =<d® & >
o R®) matrice de terme général r(,f,) = (’i\,(ff )/dgf)

. D’_K matrice diagonale de terme général

FO=2 (B =1,2,...n)
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u
. D(f) matrice scalaire de parameétre (n — 1)-£ =q.

w
La solution est alors donnée itérativement par une méthode du gradient :

1 ou
Kr+1) = YK 4 ey w, Y2 DEDY
X 2 ( K,t K,t) 1/a ax Kt

Les mémes problémes de convergence que dans le cas d’une seule phase se posent,
toujours résolus dans le cas euclidien.

L’intérét caractéristique de cette procédure en deux phases est de converger
vers une solution qui satisfait deux conditions :

~ .
— dans la premiére phase, d doit étre voisin de d, donc la distance recons-
truite étre presque en accord avec la préordonnance initiale ;

— dans la deuxiéme phase, d doit étre voisin de d, de maniére a optimiser
I’indice u.
Si on atteint effectivement un maximum pour u au cours de la seconde

phase, et qu’il reste invariant par la premiére phase, Guttmann prétend que ce
maximum est absolu puisque la préordonnance est respectée.

4. PROBLEMES PARTICULIERS

4.1. Configuration initiale

Toutes les méthodes précédentes impliquent le choix d’une configuration
initiale qui sert de point de départ. Ce choix peut conduire 4 ’obtention d’un
optimum relatif éloigné de l'optimum absolu. Plus ta configuration initiale est
éloignée de la configuration optimum sous-jacente, plus le processus est en géné-
ral long et colteux.

Le choix de la configuration initiale résulte d’un compromis entre son colit
d’obtention et sa qualité mesurée par le critére d’adéquation.

Deux solutions sont généralement envisagées :

a) configuration initiale tirée au hasard par tirage aléatoire des coordonnées
dans une loi uniforme sur [— 1, + 1],

b) configuration fournie par ’analyse factorielle sur tableau de distances des
dissimilarités brutes.

Cette derniére solution permet de conserver au mieux les dissimilarités de
départ, puisque son objectif est précisément de déterminer une configuration telle
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que les distances entre points soient proches des dissimilarités initiales. Cette pro-
cédure est évidemment plus longue que le tirage au hasard mais donne en général
une configuration meilleure au sens du critére de référence.

D’autre part, les solutions initiales obtenues par tirage au hasard conduisent
souvent a des optimum locaux du fait de leur particularité. On donne sur la figu- -
re 4 une illustration de cette situation ol, a partir d’un tirage aléatoire, MDSCAL
construit une carte de France “vrillée”.
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Figure 4 — Optimum local obtenu a partir d’une configuration initiale tirée au hasard
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Le tableau 1 permet de comparer les valeurs du stress suivant que la confi-
guration initiale a été obtenue par tirage au hasard ou par 'analyse factorielle sur
tableau de distances, pour huit traitements différents. On constate que, sauf dans
un cas, on a toujours obtenu un stress meilleur en partant de I’image euclidienne
du tableau initial des dissimilarités.

Enfin, si on compare les nombres d’itérations nécessaires pour atteindre
cette valeur du stress suivant la configuration initiale adoptée, on constate que
leur rapport varie de 1 a 5 avec une valeur moyenne de 3,3 (tableau 1).

Tableau 1
Solution initiale par AFTD Solution initiale aléatoire
Exemples
Stress | Nombre d’itérations Stress Nombre d’itérations
1 04 4 .30 16
30 15
2 .05 4 .10 15
14 20
3 06 17 18 19
4 .08 4 27 20
5 08 5 13 9
6 04 4 29 12
.10 15
7 24 7 30 16
d1 15
8 A3 5 21 18

Le colt d’obtention d’une solution initiale tirée au hasard est négligeable
(40 4 60 UC.(1)). Celui d’une itération de MDSCAL est beaucoup plus important
(13000 a 16 000 ULC.). Le coiit d’obtention de I'image initiale par 'analyse fac-
torielle sur tableau de distances est toujours inférieur, sur les traitements-tests,
i celui d’une itération, son colit moyen étant égal 4 la moitié de celui d’une itéra-
tion.

(1) U.C. : temps d’unité centrale mesuré en soixantiémes de seconde sur .B.M. 360-75,
systéme A.P.L.
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Les résultats précédents montrent qu’on a donc intérét a préférer une confi-
guration initiale obtenue par I’analyse factorielle sur tableau de distances, a la fois
du point de vue du cott des calculs et de celui de la qualité de la représentation,
sauf si la dimension du tableau de dissimilarités est trop importante. Dans ce der-
nier cas, on peut d’ailleurs remarquer que I'analyse factorielle peut ne porter que
sur une partie des individus (cf. chap. 11, 2.3.).

Guttman [17] a proposé de construire la configuration initiale en faisant
’analyse factorielle du tableau C défini par :

7., r..
c,.,.=1_1—\;1+ Ail-Egj—\’/Ll]=1,2,...,n

ol
o r;; est le rang du couple (i, ) dans la préordonnance de départ,
o N =n(n - 1)/2 est le nombre d’éléments de la préordonnance,
o Ay est le symbole de Kronecker.

Ce tableau C lui a déja permis de démontrer son théoréme prouvant l’exis-
tence d’une image euclidienne (cf. § 1 de ce chapitre) ; il lui sert aussi pour esti-
mer la dimension de I'espace ou se trouve la configuration (cf. § 4.2. de ce cha-
pitre). Il aboutit ainsi & une configuration évidemment semblable et de qualité

équivalente & celle obtenue par lanalyse factorielle sur le tableau des dissimila-
rités brutes.

4.2, Dimension de I’espace ou est recherchée I'image

Dans toutes les méthodes, la dimentsion » de I’espace dans lequel est recons-
truite Iimage euclidienne respectant au mieux la préordonnance, doit étre fixée
au départ.

Il est évident que plus 7 est grand, meilleure est ’adéquation de la configu-
ration obtenue. On sait, d’aprés les théorémes de Shepard et de Guttman que, si
r est égal a n-1 ou n-2 suivant la nature des données, le probléme posséde une so-
lution exacte.

En pratique, r est choisi de faible valeur (souvant 2 ou 3) car, comme dans
toutes les méthodes d’analyse de données, I'interprétation des résultats n’est possi-
ble que dans un espace de faible dimension.

La valeur brute de l'indice d’adéquation ne peut étre un critére suffisant
pour le choix de r, car celui-ci est également fonction du nombre n d’individus.
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Un certain nombre d’auteurs ont proposé une méthode probabiliste. Ils
construisent un test en supposant I'indice d’adéquation aléatoire, obéissant a une
loi de probabilité qu’ils déterminent. Généralement, la loi est déterminée en suppo-
sant que les carrés des distances suivent une loi du khi-deux ; c’est le cas par exem-
ple de McGee (cf. 2.2. ci-dessus). La valeur r est alors déterminée comme le plus
petit nombre qui permet a ’indice d’adéquation d’avoir une probabilité suffisament
grande d’étre réalisé.

Guttman, lui, base son estimation sur les valeurs propres de sa matrice C
construite A partir des rangs dans la préordonnance (cf. § 1 et 4.1. de ce chapi-
tre). Cette méthode repose donc sur le pourcentage d’inertie reconstruite et se
rapproche ainsi de I’évaluation de la qualité de la représentation faite en analyse
factorielle sur tableau de distances.

D’autres auteurs ont procédé en effectuant des simulations. Ainsi, 4 propos
de la technique MDSCAL pour laquelle Kruskal n’a fait aucune hypothése proba-
biliste, Klahr [22] a obtenu une série d’abaques qui permettent de juger de la qua-
lité de I’'image d’aprés la valeur du stress en fonction du nombre de points. Sher-
man [46] a repris cette étude plus récemment. Spence [47] a fait le méme genre
d’étude simultanément a propos de MDSCAL, de SSA de Guttman et de TORSCA
de Torgerson.

Guttman donne un majorant pour la valeur de r, en prétendant qu’il ne doit
pas étre supérieur au nombre de valeurs propres positives de la matrice C, ce qui est
en accord avec les résultats de 1’analyse factorielle sur tableau de distances. Prati-
quement (voir [51], [47], [46], [22]), on constate que I’amélioration de Pindice
d’adéquation devient négligeable lorsque r est supérieur i 4,

4.3. Nombre d’itérations

Le nombre d’itérations est généralement un critére d’arrét des procédures,
Il doit étre un compromis entre le cout des calculs et la qualité de I'image obte-
nue. On observe que cette qualité augmente trés lentement au voisinage d’un op-
timum. Dans ces conditions, il semble préférable d’effectuer plusieurs essais a
partir d’images initiales différentes avec un petit nombre d’itérations afin d’obte-
nir les configurations voisines de différents optimums locaux plutét que d’effec-
tuer un seul essai avec un grand nombre d’itérations qui donnerait exactement
la solution correspondant 4 un optimum local.

L’expérience prouve que la convergence est rapide : on peut donc se con-
tenter d’un nombre maximum d’itérations faible. Dans le programme correspon-
dant a la méthode MDSCAL que nous avons mis au point, ce nombre maximum
a été fixé a 20.
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4.4, Données manquantes

Les différentes méthodes n’imposent pas la connaissance de toutes les dis-
tances. Dans le cas ol un certain nombre de ces données manquent, tous les au-
teurs ne calculent la qualité de la représentation que sur les seules données exis-
tantes.

En principe, 'aménagement de ces méthodes ne présente pas de difficultés
théoriques : par exemple, on modifie simplement les formules en multipliant
chaque distance par le “‘symbole de Kronecker” qui prend la valeur 1 si la dis-
tance a été mesurée et 0 dans le cas contraire. Toutefois les formules obtenues
sont plus compliquées, elles cessent d’étre linéaires par exemple,

On peut aussi estimer les données manquantes. Cette méthode a I’avan-
tage d’éviter les complications des calculs. D’autre part, comme nous le verrons
plus loin, les méthodes de positionnement multidimensionnel sont stables et ro-
bustes. Donc il nous semble préférable d’estimer les données manquantes, par
exemple a Iaide de la formule :

1
dy == Min {1dy +dy; |1k # 5K F )+ Max {1 dyy — dyg L1 K #E5K# 1)

donnant & d; une valeur qui satisfait I'inégalité triangulaire et qui, de plus, n’em-
péche pas a priori la distance obtenue d’étre euclidienne,

4.5. Données entachées d’erreurs

Pour les mémes raisons que précédemment (robustesse et stabilité des mé-
thodes, cf. 3.4.) il n’est pas en général trés génant d’avoir des mesures entachées
d’erreurs.

En particulier, si les erreurs n’occassionnent aucune perturbation dans la
préordonnance sur les individus, d’aprés le principe des méthodes, I'image obte-
nue est semblable,

Dans le cas ou les erreurs n’occasionnent pas de permutat‘%ns importantes
dans cette préordonnance, 'image obtenue est en général équivalent€,

Notons enfin une conséquence importante de ces méthodes.

Si une ou quelques distances sont anormalement grandes, ou petites (cas
d’un individu aberrant, d’une erreur de mesure ou de retranscription, . . .), I'image
obtenue n’est pas fortement modifiée, ou du moins les données anormales ne
jouent pas un réle prépondérant dans le résultat obtenu.
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2

En analyse factorielle sur tableau de distances, au contraire, un point isolé
peut fixer un axe principal a lui seul (cf. chap. II, 2.3.).

Les figures 5 et 6 illustrent ce phénomeéne ; on a cherché les images eucli-

diennes obtenues par 'AFTD et MDSCAL, pour le tableau des distances des 36
villes, ol la distance Rennes-Caen a été arbitrairement multipliée par 10.
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Figure 5 — AFTD sur le tableau des distances routic¢res de 36 villes, la distance Rennes-Caen
étant multipliée par 10.
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4.6. Dissymétrie du tableau de dissimilarités

Dans le cas ol les dissimilarités initiales 6:‘,‘ et 5/:’ ne sont pas égales, on peut
soit construire un tableau de dissimilarités symétrique en moyennant les dissimi-
farités initiales si on accorde peu d’importance i la dissymétrie, soit appliquer
une méthode de positionnement en faisant intervenir dans les formules non pas
les n(n-1)/2 termes de la demi-matrice mais les n(n-1) termes non-diagonaux du
tableau non symétrique.
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Pour ce type de données, on congoit que la qualité de I'image obtenue soit
mauvaise puisque les axiomes de distance, sauf peut-étre §;, = 0, ne sont pas véri-
fiés. Une autre méthode, par exemple basée sur la théorie des graphes, serait sans
doute préférable pour traduire cette dissymeétrie.

4.7. Traitement des ex-aequo

Dans le cas ol certains couples de points ont la méme dissimilarité (ex-
aequo dans la préordonnance), ils nécessitent un traitement particulier. La colonne
d des n (n-1)/2 dissimilarités 6,; peut, alors, étre partitionnée en b blocs, les dissi-
milarités étant égales dans chaque bloc et croissantes d’un bloc 4 'autre.

Kruskal [23] et [24] n’impose par forcément I'égalité des distances recons-
truites pour les couples ex-aequo. Il propose donc deux approches :

— approche 1 : les distances reconstruites sont quelconques dans un bloc.
La seule condition imposée est que : -

8y <84y =>dy<dy.

— approche 2 : les distances reconstruites doivent étre égales dans un bloc.
Les conditions imposées sont alors :

b6y <8y, =d;<dy
et 5,.’-=8k, =>dii=dk,.

Dans les deux cas, la formule du stress n’a pas i étre modifiée puisqu’elle
traduit I'inconvénient 4 ne pas respecter ’ordonnance initiale.

Dans le premier cas, on applique directement I’algorithme des blocs de Krus-
kal pour effectuer la régression monotone.

Dans la deuxiéme approche, on effectue la régression monotone non pas sur
le vecteur d, mais sur celui des b valeurs, communes & chacun des blocs, et on donne
a chaque couple du bloc la valeur obtenue par cette régression. J. de Leeuw [29] a
montré que la solution obtenue dans chacun des cas est bien la solution optimale
du probléme considéré.

J. de Leeuw propose une troisiéme approche en imposant seulement que
I’ordre des moyennes des distances des blocs soit respecté, mais il n’impose pas
de conditions sur les valeurs de ces distances. On trouve dans [29] la solution de
la régression monotone pour ce probléme,
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Johnson [21] adopte les deux approches de Kruskal. Il modifie comme suit
le calcul du coefficient 82,

Pour I'approche 1, il ne fait intervenir la différence @; - d,\,’,)2 ni au déno-
minateur ni au numérateur si on a 1’égalité des dissimilarités 1n1t1a1es b;etd,,. Au
contraire, pour Papproche 2, cette différence intervient au denommateur comme
au numérateur dans le calcul de 82 si elle est non nulle.

Guttman [17] considére trois stratégies pour le traitement des ex-aequo,
basées sur le nombe b, de valeurs distinctes des dissimilarités &, et le nombre b,
de valeurs distinctes de distances reconstruites d :

— monotonie forte : on a les deux conditions satisfaites simultanément
8,y <8y = d;<dy

8 =8y = dy=dy

ie.byestégalab,

— monotonie semi-forte : Guttman permet la non-égalité des distances
reconstruites pour les couples ex-aequo. On a alors

b, >b,

— monotonie faible : Guttman permet ’égalité des distances reconstruites
pour des couples situés a des rangs différents dans la préordonnance. On a alors :

b, <b,.

On peut remarquer que, dans ce cas de la faible monotonie, on a une solution
triviale qui consiste 4 placer les n points aux sommets de I’hyperpyramide réguliére.
Plus généralement, le probléme posséde alors des optimum locaux. D’autre part, les
solutions obtenues ont tendance & étre situées dans un espace de dimension plus
importante que dans les autres cas.

En ce qui concerne la transformation de rang, elle est définie dans les trois
cas de la fagon suivante :

— monotonje forte 3, z{d, ep lr=1,..., b,}ou d_, est la moyenne
des distances du r*™¢ bloc
_ V1 silecouple (i, j)est dans le bloc r
et e, = .
0 sinon
— monotonie semi-forte 3’ z {d €iip lp=1,...,b; (=b,)}ou ﬁp est
la p ® valeur des d reconstrults
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1 sile couple (i, j) est au p®™ rang
ete,. = :
up 0 sinon

— monotonie faible ‘Z’j =Z{d, ey lr=1,...,b,}oud, estlamoyenne des
valeurs dans le r*™° bloc X
_ {1 silecouple (7,J)est dans le r*™° bloc

ete, = )
gr— |0 sinon

4.8. Robustesse et stabilité

On dira qu’une technique est robuste si des perturbations introduites au ni-
veau de certaines données (valeurs aberrantes par exemple) influent peu sur les
résultats ; qu'elle est sfable si des perturbations ‘‘aléatoires” des données ont peu
d’effets sur les résultats.

MDSCAL est robuste. On en a déja montré un exemple au § 4.5. de ce cha-
pitre. Cette propriété n’est pas vraie pour I'analyse factorielle sur tableau de dis-
tances, oll I'effet de ‘‘bras de levier”’, dii 2 une erreur de mesure par exemple, peut
fixer un des axes principaux. On trouve dans [2], p. 96, un exemple particuliére-
ment flagrant de ce cas.

La stabilité de MDSCAL dépend du nombre de points. Dans le cas simplet
traité sur les figures 7 et 8, on constate la grande liberté laissée pour le choix du

Figure 7 — Possibilité de choix pour e point M vérifiant MB > MA > AB
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Figurc 8 — Possibilit¢ de choix pour le point M vérifiant MC> MA > MB > AB > B(C > CA

dernier point M. On imagine aisément que, si le nombre de points augmente, les
possibilités de choix pour M diminuent. Sherman [44] a étudié et illustré ce pro-
bléme a I'aide de simulations.

Signalons pour terminer qu’on peut effectuer une analyse des proximités
dans le cas ol le tableau des dissimilarités est incomplet. Presque tous les auteurs
signalent ce fait, et donnent des formules adaptés a ce cas.

A titre d’exemple, et pour montrer I’avantage de MDSCAL par rapport a
I’analyse factorielle sur tableau de distances sur ce point précis, nous exposons
le traitement ci-dessous, reproduit de [2] :

25 points ont été tirés au hasard dans un plan et leurs distances (euclidien-
nes classiques) mutuelles calculées. Le graphique 9 reproduit la position de ces
points.

Les valeurs de certaines cases, jouant le role de données manquantes, ont
été remplacées par la valeur moyenne des distances restantes.

Le tableau 2 résume les résultats obtenus par MDSCAL pour différents
tirages au hasard des ‘‘trous” (données supprimées) quand on recherche unc con-
figuration de dimension 2.
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Tableau 2
. 15 Trous 30 Trous 45 Trous 60 Trous 75 Trous 90 Trous
N
Essai ]t.e- Stress ]t.e " Stress lt'e- Stress H.e- Stress lt.e " Stress It'e- Stress
ration ration ration ration ration ration
1 16 0093]| 16 0.113| 15 0.102| i5 0.116] 17 0.132( 15 0.124
2 16 0075 16 0064| 16 0.105| 16 0.110] 17 0.133{ 15 0.139
3 15 0044| 16 0082| 16 0.120| 17 0.128]| 16 0.122| 20 0.136
4 17 0053| 15 0091 15 0.090| 15 0.120( 16 0.129{ 15 0.115
5 15 0057 15 0.098 16 0.113| 15 0.129] 17 0.125
6 16 0.067| 16 0.107 17 0119} 16 0.133] 16 0.141
7 15 0057} 16 0.094 16 0.117} 16 0.136] 16 0.136
8 16 0076 15 0.080 15 0.132} 19 0,123] 15 0.147
9 16 0075} 16 0.096 15 0113} 15 0.115
10 15 0.105 16 0.112

Pour la configuration initiale on obtient a I'itération numéro 1 une valeur de stress de 0.008
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I'igure 9 — Graphique de référence




89

On constate que, quel que soit 'essai, on obtient, méme pour 90 trous
(30 % de données manquantes), des configurations acceptables (robustesse) et
équivalentes (stabilité).

Les graphiques 10 a 15 permettent de comparer des configurations obte-
nues par MDSCAL et par analyse factorielle sur le tableau des distances.
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Figure 10 — MDSCAL : 30 Trous
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Figure 15 : AFTD : 90 Trous
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