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ESTIMATION LINÉAIRE 
ET 

PARAMÈTRES BORNÉS 

J .C . DEVILLE 

Dans ce qui suit, on s'intéresse aux estimateurs linéaires dans le cadre du modèle linéaire 
habituel. Après des rappels d'algèbre linéaire et de statistique linéaire (théorème de Gauss-
Markov et estimation bayésienne), on étudie le cas où certains paramètres sont astreints à rester 
dans un domaine borné. On montre que les "bons" estimateurs sont alors nécessairement 
biaises. On définit une classe "optimale" d'estimateurs dont on montre qu'ils sont minimax. 
On fournit un algorithme permettant d'obtenir ces estimateurs. On termine sur des exemples 
qui font rebondir le problème en posant la question de l'estimation affine. 

SOMMAIRE 

Pages 

1. Modèle, algèbre et estimation linéaire 5 

1.1 Le modèle linéaire 5 
1.2 Rappels et compléments d'algèbre linéaire 6 
1.3 Le risque dans l'estimation linéaire 9 
1.4 Propriétés de Gauss-Markov 10 
1.5 Estimation bayésienne 11 
1.6 Amélioration locale de l'estimateur de Gauss-Markov 12 

2 Estimation d'un paramètre borné 13 

2.1 Paramètre borné 13 
2.2 Risque 13 
2.3 Approche bayésienne 14 
2.4 Estimateurs "optimaux" 15 

3. Pratique de l'estimation bornée 18 

3.1 Algorithme de recherche d'un estimateur optimal 18 
3.2 Opérateurs et matrices 24 
3.3 Remarques sur l'estimation bornée 27 



4 

4 Exemples et compléments 28 

4.1 Deux exemples simples 28 
4.2 Un exemple tiré d'une étude économétrique 30 
4.3 Vers une théorie de l'estimation affine 33 
4.4 Application à l'estimation de la fonction de Cobb-Douglas 4 0 
4.5 Remarques et conclusions 43 



5 

1. - MODELE, A L G E B R E E T ESTIMATION LINEAIRES 

1.1. Le modè le linéaire 

Ce qui suit se situe dans le cadre du modèle linéaire habi tuel : 

y=Xb + e E e = 0 Ee e* = o2 SI . (1 ) 

La matr ice X est supposée de plein rang p, de m ê m e que la matr ice 

£2 (rg SI = n > p) de façon à ne pas compl iquer les choses. 

Le vecteur aléatoire y appar t ient à un espace E de dimension finie n ; la 

m o y e n n e m = Xb du vecteur y peu t varier dans u n sous-espace L de E. Pour nous , 

la quest ion consistera à est imer m , l 'es t imation de b n ' é t an t en fait que le calcul 

des coordonnées de m dans une base particulière fixée par X. La covariance du 

vecteur y ne dépend pas de m. C'est la forme bilinéaire positive sur le dual E^ de 

E définie par : 

Vw , v G E** : o2 Sl(u , v) = E <u %y - m X v ,y - m> . 

L'opéra teur symétr ique SI : E associé à cet te forme bilinéaire positive 

est supposé de plein rang e t donc inversible ; c'est u n p rodu i t scalaire sur E**. On 

a aussi de ce fait u n p rodu i t scalaire sur E défini par : 

V x j GE: (x | j ; ) = < ^ " 1 x ,y> = <x , y > . (2 ) 

Si, com m e nous le ferons dans (presque) t ou t e la sui te , on identifie le vecteur 

x de E à la forme linéaire £l~1x, l 'opéra teur de covariance de y sera t ou t simple

m e n t l ' ident i té dans E (à o2 près) , en ce sens que : 

E(xt | e ) (e\x2) = E < SI"1 x t , e>< e , I 2 _ 1 x2> = o2 < Sl~1xl ,x2 > 

= o2(xt \x2). 

Le modèle linéaire se résumera donc pour nous à la donnée de : 

. E espace euclidien 

. L sous-espace de E 

. y vecteur aléatoire dans E de moyenne m dans L vérifiant : 

E(u\y -m)(y -m\v) = o2(u (u , v G E). 

Cette reformulat ion à l 'avantage de simplifier les no ta t ions e t d'utiliser des 
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no t ions mét r iques familières. Elle a cependant les inconvénients suivants : 

- Le mélange entre vecteur et forme linéaire. Chaque objet de E possède 

deux fonct ions e t il est parfois difficile de démêler ce qui est lié à l 'une ou l 'autre 

d ' en t re elles. 

- On ne trai te pas le cas où £2 est dégénérée, alors q u ' o n p e u t très bien le 

faire sans l'artifice d 'une mé t r ique . L ' ennu i résulte alors d 'une complicat ion 

formelle plus grande e t d 'un recours systémat ique aux espaces quo t ien t s . Nous 

avons préféré y renoncer ici, de façon à mieux me t t r e en relief l 'ar t iculat ion des 

idées. 

1 .2 . Rappels e t complémen t s d'algèbre linéaire 

1.2.1. Soit T u n opéra teur dans E. L 'adjoint de T est l 'unique opéra teur qui 

vérifie iden t iquement e n x etj> : 

( * | 7 > ) = (r*x |j/). 

T est hermi t ien si T = T* ; T9 hermi t ien , est posit if (T > 0 ) si (x \ Tx) > 0 

p o u r t o u t x ; T est s t r ic tement positif (T > 0) si (x | Tx) > 0 p o u r t o u t x n o n nul . 

On écrira T > 0 si T > 0 et T 0 e t on dira que T est p lus grand que zéro . Tx e t 

T2 é t an t hermi t iens , on écrira Tx > T2 , fx > T2 ou Tx > T2 si 7 \ — T2 est 

positif, s t r ic tement positif, ou plus grand que zéro . Il est clair q u ' o n a : 

(T*f = T 

( 7 \ r 2 ) * = T* 7 f 

e tc . 

Si P est u n projecteur d'image L e t de noyau N, P^est le projecteur d'image 

(NY et de n o y a u Ll. En effet P^ é t an t i dempo ten t , c o m m e P9 est u n projecteur . 

Main tenan t : 

x G Ker P* o Vy G E : (y |P*x) = 0 o \fy G E : (Py \x) = 0 x G QmP)1 

e t en échangeant le rôle de P e t P** on ob t ien t le résultat q u a n t à l ' image de P^. 

On no te ra x «> y l 'opéra teur u x (y \u) e t x'2 = x 9 x. De ce fait, la cova-

riance d ' un vecteur aléatoire Z n 'est aut re que E (Z — m)'2. 

N o t o n s que (y 9 x)** = x <& y. 

1.2.2. Soit T un opérateur linéaire d'image contenue dans L. Notons S la restric

tion de T à L (la semelle de T). SirgS = rgT, on a toujours une factorisation 
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T — SP où P est un projecteur dont le noyau est contenu dans celui de T. Si 

Im T = L, cette factorisation est unique. 

Démonstration : 

. dim Ker T = âimE - dimlmT> n - p . 

. L + Ker T = E car on a I m S = Im T. De ce fait, p o u r t o u t x de E il existe 

J C L € L tel que Tx = TXL=SXL.OTX = xf + (* - x ^ e t C * - x L ) G K e r 7 . 

. Si ImjT = L, Ker T est u n supplémentaire de L , 

car sa dimension vaut alors n — p . Si P proje t te sur L le long de Ker T on a bien 

la factorisation annoncée e t celle-ci est un ique . 

. Enfin si Im TC L s t r ic tement , il existe dans Ker T u n supplémentaire de 

LD Ker T. Ce sous-espace est aussi u n supplémentaire de L e t si P proje t te alors sur 

L le long de ce sous-espace, o n ob t i en t que : 

Tx = TxL + Txs = TxL = SPx (avec xL = Px , x s = x -Px). 

Inversement il est clair que t o u t opéra teur de la forme SP est u n opéra teur de E 

dans L. 

1.2.3. Ensemble polaire : Le polaire A° d 'un ensemble A de E est 

A° = {u ; sup | J C ) | < 1} . 

Propriétés: 

. A C B => A° D B°, (U At)° = C\A° ; 

. A° est u n ensemble fermé absolument convexe (1 ) ; 

. Si A est u n sous-espace, A° = A1. Si A est con tenu dans un sous-espace, A° 

est u n cylindre à génératrices parallèles à A1 ; 

,4°°°= ,4° ; > l 0 0 e s t la fermeture convexe d u symétrisé A U (—A) de A où 

(—i4)= { x | - x G i } , O n appelera cet ensemble symétrisé convexifîé de A. 

1.2.4 Forme quadratique positive généralisée (f .q.p.g.) : c'est une applicat ion 

Q : E R + telle que : 

. sur u n sous-espace D o m Q (domaine de Q) Q est une forme quadra t ique 

posit ive, 

. hors de D o m g , Q(x) = + *>. 

(1) C'est-à-dire vérifiant, pour tout a et b tels que \a\ + \b\ < 1, x^A° et 
y^A° *>ax + Zry e ^ 4 ° . Dans un espace réel, ceci revient à dire que A° est convexe et 
symétrique. 
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Le n o y a u , KerQ, de Q est le sous-espace Q(x) = 0 . 

L'inverse Q~l, de la f.q.p.g Q se définit de la façon suivante. Soit 

M = DomQGKevQ le supplémentaire or thogonal de Ker<2 dans DomQ. L'espace 

est ainsi décomposé en trois sous-espaces 2 à 2 o r thogonaux : KerQ, M e t ( D o m Q ) 1 . 

La restr ict ion de Q à M est une forme quadra t ique s t r ic tement posi t ive, à 

laquelle est donc associé u n opéra teur hermit ien inversible QM. On posera : 

• Q~l(x) = 0 six e(DomQ)1 

.Q-1(X) = (X\QMXX) sixGM 

. g - i (x) = + oo s i x G ( K e r Q ) 1 = M + ( D o m Q ) 1 . 

Choisissons, dans M une base o r thonormée de vecteurs propres de QM, dans 

K e r g e t ( D o m Q ) 1 des bases o r thonormées arbitraires. Soit (x,-) la base de E ob t enue 

en réunissant ces trois bases. On peu t alors écrire : 

Q
 = Z i \ x i 9 x i 

i 

avec . Xf. = 0 si xt G K e r g 

. X. = -f oo S i x . e ( D o m Q ) 1 = KerCT 1 • 

. 0 < X, < + 0 0 si xt G M. 

On aura bien : 

Q(x)= S X ( ( x | * , ) 2 . 
i 

De m ê m e : 

Q-\x) = 2 X r 1 (x \xf ou G" 1 = S V 1 */ ® */ 
i 

avec o o " 1 = 0. 

N o t o n s (Q < 1) l 'ensemble d e s * vérifiant Q(x) < 1. 

On a : (Q < 1)° = (Q~l < 1). Cet ensemble n'est autre que l'ellipsoïde 

indicateur (2) de la forme quadratique Q dans une structure euclidienne (1). 

(1) On peut définir de façon analogue des f.q.p.g sur un espace vectoriel amorphe iï\ 
Q~l est alors une f.q.p.g. sur le dual de E. Le polaire d'une partie dcE est un fermé abso
lument convexe de E ; il en va de même de l'ellipsoïde indicateur et la relation du texte reste 
encore vraie dans ce cas, la démonstration étant d'ailleurs la même. 

(2) On désignera en fait par ellipsoïde indicateur, soit le "volume" (Q~l < 1) soit la 
"surface" ( j 2 _ 1 = 1). En principe le contexte lève l'ambiguïté qui peut exister entre ces 
deux façons de voir. 
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Démonstration : Commençons par le cas où Q est ordinaire e t inversible. 

Alors : 

(u \xf = (QQT1 u \x)2 = (Q~lu\Qx)2 < Q~l(u) Q(x) < Q~l(u) si Q(x) < 1. 

Ce m a x i m u m est a t te in t p o u r 

Dans le cas général, r emarquons d 'abord que : KeiQ C (Q < 1) C DomQ. 

Par suite D o m g 1 = K e r g " 1 C (Q < 1)° C D o m g - 1 = ( K e r g ) 1 . 

Tou t u de (Q < 1)° est donc de la forme u = uM 4- u avec w M dans Af et u 

dans K e r Q - 1 . De m ê m e , t o u t x de ( g ^ 1) s'écrit sous la forme x = xM 4- x 

avec x M dans M et x1 dans KerQ. Main tenant p o u r que (w | x ) 2 < 1 il faut e t suffit 

que {uM \xM)
2 < 1 ; uM + u sera donc dans (Q < 1)° si e t seulement si 

UM G ( ô ^ e t P o u r c e ^ a il f a u t e t il suffît que uM E ( Q M < 1)° = (Q^1 < 1), ce 

qui te rmine la démons t ra t ion . 

Remarque : il est clair que Qx <Q2 Q~[x > Q 2

l -

1 .3 . Le risque dans l 'es t imat ion linéaire 

N.B. : Dans tou te la suite (sauf au paragraphe 5.3) on dira es t imateur p o u r 

applicat ion linéaire TdeE dans L vérifiant dim T(L) = rg T. 

La fonct ion de per te quadra t ique utilisée dans le modèle linéaire sera 

A(x,m) — (x —m)®(x — m). Il s'agit donc d 'une fonct ion définie sur L x L 

à valeurs dans le cône ordonné des opérateurs hermitiens positifs sur L. Il ne s'agira 

donc jamais d 'une fonct ion de per te scalaire. No tons cependan t que tou t e fonct ion 

de per te quadra t ique scalaire s 'obt ient à part i r de A ; il suffît de faire agir sur A une 

forme linéaire positive dans l 'espace des opéra teurs hermit iens . On m o n t r e (cf. [5] 
o u U]) qu ' une telle fonct ion de per te est de la forme Q(x — m) où Q est une 

forme quadra t ique positive. Or, Q(x — m) = Tr [Q°(x — m)'2], ce qui est la 

forme générale d 'une forme linéaire positive sur l 'espace des opéra teurs hermit iens . 

Ainsi donc , quand nous ob t i endrons u n risque m i n i m u m unique (Gauss-Markov ou 

es t imat ion bayésienne) , nous ob t iendrons d 'un m ê m e coup u n m i n i m u m p o u r tou te 

fonct ion de per te quadra t ique scalaire. 
Le risque de l 'es t imateur T est donc la fonct ion de m (et o) à valeurs dans le 
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cône des formes quadra t iques positives sur L définie par : 

R(Tf m, a ) G i ) = E ( M | Ty-m)2 = EQi \ T(y-m) + ( 7 m - m ) ) 2 

= E(r^M !>> ~ rn)2 + (Tm-m | /x ) 2 

== a 2 || | | 2 -H ( 7 m 

En uti l isant la factorisation T = SP de 1.2.2, il vient : 

R(T,m,o)Qx) = o2 I I P V V l l 2 + ( (S - 1) m | / Z ) 2 (3 ) 

soit en te rme d 'opéra teur : 

fl(7\m, a ) = o2 SPP* S* + (S - l)m2 (S* - 1). (4) 

1 .4. Propr ié tés de Gauss-Markov 

1.4.1 Le risque ne dépend pas de m si e t seulement si S = 1, c'est-à-dire si l 'esti

ma teu r est sans biais. Le risque vaut alors o2 HP^jull 2- Or proje t te s u r ( K e r P ) 1 

le long de Ll ; au t r emen t dit P^n — JU est toujours or thogonal à L . Si PQ désigne 

l 'o r thoprojec teur sur L, ix = PQ /x e t P% = PQ. On ob t i en t que : 

\\p*n\\2 = \\p0n\\2 + \\n~p*n\\2. 

Ceci donne le t héo rème de Gauss-Markov : 

Parmi tous les estimateurs sans biais, il en existe un unique de covariance minimum 

obtenu par orthoprojection sur L. 

On remarquera cependan t que l 'on a P % i = yt sur le sous-espace L n ( K e r P ) 1 ; 

ces formes linéaires seront estimées avec une variance minimale par P. 

1.4.2. De façon plus générale, à m fixé, le risque ne dépend de P que par 

IIPVw ||. Le même argument qu ' en 1.4.1 ( l i P V a || 2 > | | P ^ w | | 2 = \\Su ||2 ) 

mont re que t o u t es t imateur de la forme SP0 est préférable (au sens large) aux 

es t imateurs de forme SP(P P0). On ob t i en t donc une classe complète d 'estima

teurs linéaires en p renan t des fonct ions linéaires de l 'est imation de Gauss-Markov, 

c'est-à-dire en "b r i co l an t " l 'espace des paramèt res . 

Ceci posé o n ne s'intéressera plus dans la suite qu ' à l 'opéra teur S e t au risque 

associé : 

R(S, m , a ) = o2SS* + (S - 1) m2 (S* - 1). (5) 
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1 .5 . Es t imat ion bayésienne 

On se donne une loi a priori du couple (m , a ) ; on pose E m'2 = T0 e t 

E o2 = k2 (k > 0). La forme quadra t ique T 0 pour ra ê t re une forme quadra t ique 

généralisée. Il est facile de voir en effet que , si m est un vecteur aléatoire mesurable , 

r o(«) = E (u | m)2 est une f.q.p.g. 

Le risque de Bayes est alors l 'espérance de R p o u r la loi a priori soit : 

R(S , T0 tk
2) = k2 SS* 4- (S - 1) T0 (S* - 1) 

oùATA* est la f.q.p.g. w H> r(>4 V ) . 

Si T0 est ordinaire , en posant r = T0/k
2, il vient : 

k~2 R(S,T0 ,*) = (5(1 + r) - H (1 + r) - 1 (5(1 + T) - r)* + 

-h r - r ( i + ry^r. 
Le risque admet un min imum unique p o u r : 

Sr = T ( l + T)"1 =(14- T ) " 1 T = (1 + r""1)"1 . (6) 

La valeur de ce m i n i m u m est (au facteur k2 près) : 

r - T ( l + T ) " 1 T = 1 - (1 4- T ) " 1 = T ( l 4- T ) " 1 = (1 + r ) _ 1 r = 

= (1 + r - 1 ) - 1 = 5 r . (7) 

Si T = ^ Xj xi ® Jc {.pour une base o r thonormée (x¿)9 on aura donc : 

r 7- 1 4- X, 1 1 

Les formules (6), (7) e t (8) restent vraies si T est une f.q.p.g. ; de m ê m e ST 

fournit toujours l 'es t imateur de Bayes. 

Remarquons : 

- ST est u n opéra teur hermi t ien posit if de no rme inférieure ou égale à 1. 

- La correspondance T <> Sr est une bijection entre les opérateurs hermi-

tiens vérifiant 0 < S < 1 et l 'ensemble des f.q.p.g. En ou t r e , la formule (6) m o n t r e 

tr ivialement que ce t te correspondance est m o n o t o n e . 

- Les deux premières formes du risque (formule (6)) m o n t r e n t respecti

vement ce qui est gagné par l ' expér imenta t ion par rappor t à la loi a priori et ce qui 

est gagné par la loi a priori par rappor t à l ' expér imenta t ion . 
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- Les est imateurs bayesiens sont admissibles. Supposons en effet que , p o u r 

un certain S', on ait : R(S\m , a 2 ) < R(Sr ,m , a 2 ) pou r t o u t m et a 2 . En prenan t 

l 'espérance par rappor t à la loi a priori ( T 0 , ^ 2 ) o n t rouve E R (S', m , o2) < k2 S r . 

On a donc nécessairement l'égalité et aussi S* = ST. Le problème de savoir s'il 

existe d 'aut res est imateurs linéaires admissibles, ou si les hermit iens plus peti ts que 

l 'uni té forment une classe complè te , reste ouvert , semble- t - i l ( l ) . 

1.6. Amél iora t ion locale de l 'es t imateur de Gauss-Markov 

Fixons m = m0 dans L et o — aQ. On peut toujours t rouver S tel que : 

R(S ,m0 , o0) < R(l ,m0 , a 0 ) = 1 (risque de Gauss-Markov) sur un voisinage 

de m0 et a 0 . Il suffit de prendre S = XI avec < X < 1, ou plus 
1 + l l m 0 / a 0 | | 2 

généralement t o u t S hermit ien vérifiant : 

Sm0 = KK)- 2 [1 + KAU 2]- 1 < S < 1. 
La vérification de cet te proprié té est laissée au soin d u lecteur . On notera que 

S est l 'es t imateur bayésien ob tenu à part i r d 'une loi qui concentre t o u t e la 

probabil i té s u r i en m 0 et telle que E a 2 = OQ . 

On conçoi t bien dès lors q u ' o n puisse améliorer l 'es t imat ion de Gauss-Markov 

à part ir du m o m e n t où on suppose m bo rné . Si m est con tenu dans une boule de 

r2 

rayon r, on aura || m/o\\2/(l + | | m / a | | 2 ) < r . 
o1 + r1 

r2 

Si o > k, t ou te homothé t i e S = XI avec — < X < 1 améliorera l'esti-

k2 4- r2 

mat ion de Gauss-Markov. Dans le reste de cet art icle, on cherche à savoir j u squ 'où 

on peu t d iminuer le risque sans autres hypothèses . Remarquons que la restriction 

du champ de m peut être "na tu re l l e" (on est ime une p ropor t ion par exemple) , 

ou résulter d 'une informat ion a priori (si m est t r o p grand le modèle est inaccep

table) . La restrict ion a > k est moins naturel le . Elle rend compte " p h y s i q u e m e n t " 

de l 'existence sur la mesure de y d 'erreurs irréductibles, ou d 'approximat ions dans 

la spécification du modè le . 

(1) C. GOURIEROUX vient de résoudre le problème en restreignant la classe des 
estimateurs aux estimateurs hermitiens. Son résultat est le suivant : si S est hermitien, 
l'opérateur SP0 est admissible si et seulement si S est l'identité ou si S admet une valeur 
propre dans [ 0 , 1 [. (note interne de FE.N.S.A.E., mars 1978) . 
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2 . ESTIMATION D 'UN P A R A M E T R E B O R N E 

2 . 1 . Paramètre bo rné . 

On suppose désormais que m G D, partie arbitraire de M , à ceci près que nous 

exigerons, par commodi t é , que le sous-espace engendré par D soit L lui-même. 

Sinon on pourra dire q u ' o n a choisi p o u r sous-espace L, jus tement le sous-espace 

engendré par D. Nous él iminons ainsi le t ra i tement des es t imateurs de Marquardt . 

(cf. [2]) . On suppose aussi, soit que o2 est fixé, soit que o2 > k 2 . 

Posons : 

F(u) = sup (u I m)2 . (9 ) 

F est à valeurs dans R + ; F(u) = + 0 0 signifie que m peu t s'éloigner indéfiniment 

(dans D) de l 'hyperplan (u \x) = 0, c'est-à-dire que la project ion de m sur u n 'es t 

pas bo rnée . L 'ensemble ( F < Q ° ) est visiblement un sous-espace. On s'en aperçoit 

en cons ta tan t que \jF(u) = sup | (w | m ) | est une semi-norme, enveloppe 

supérieure des semi-normes || u \\m = | (w | m ) | . Enfin on a F(u) = 0 si et seulement 

si w = 0, sinon D serait con tenu dans l 'hyperplan (u\m) = 0 ce qui est contraire 

à ce que nous avons posé . 

Remarquons que le domaine (F < 1) = D° (polaire de D). L 'hypothèse qui 

vient de servir équivaut donc à poser que (F < 1) est bo rné . On peu t encore dire, 

de façon équivalente, que D°°, symétrisé fermé convexifié de Z), est un convexe 

absolument fermé d ' intér ieur non vide. 

2 .2 . Risque 

Intéressons-nous au m a x i m u m en m du risque : 

R(S)(u)= Max R(S,m,o)(u) = o2 \\S*u\\2 + F((S* - , (10) 

soit aussi : 

^ a {S) = o2 SS* + F(S* - 1). ( 1 1 ) 

Si F = T 0 , forme quadra t ique généralisée, Ra(S) n 'est autre que le risque 

de Bayes R(S,T0 >°2)- A o fixé, Sr^a2 assure un min imum unique de (5 ) . 

Donc : 

Si D°° est un ellipsoïde (ou un cylindre elliptique qui est équivalent), et que 

o est fixé, il existe un estimateur minimax unique. Le maximum du risque est plus 

petit que le risque de l'estimation de Gauss-Markov. 
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Maintenant si o2 > k2 n 'est pas fixé, on a toujours S r o / * 2 ^ ^ r 0 / a 2 e t 

k2Srojk2 <o2SToja2. Il en résulte que S r 0 / f c 2 améliore l 'es t imation de Gauss-

Markov indépendamment de o et est le plus pet i t es t imateur hermi t ien à réaliser 

cet te per formance . De m ê m e , ^ r 0 / f c 2 e s t "l 'unique es t imateur minimisant le 

m a x i m u m d u pseudo-risque R(S) = o~2Ra(S). Nous dirons que cet es t imateur est 

" o p t i m a l " . 

Que dire dans d 'autres cas ? Pour cela nous allons utiliser le dé tou r des 

techniques bayésiennes. 

2 . 3 . Approche bayésienne 

Soit £(D,k) l 'ensemble des lois de Bayes en ( m , a ) d o n t le suppor t est 

con tenu d a n s D x [ k , + <» [,c 'est-à-dire l 'ensemble des lois de Bayes compat ibles avec 

l ' informat ion a priori don t on dispose. Il est clair que si T parcour t l 'ensemble 

des covariances des lois de £ on a : 

Sup T ( w ) = sup E(u\m)2< sup (u\m)2<F(u) ( 1 2 ) 
r e { C o v ( £ ) } AE£ A m E D 

En fait, on a égalité, c o m m e on le voit facilement en prenant p o u r A une loi 

dégénérée concent rée , en ce qui concerne m, au poin t où le sup est a t t e i n t . 

Inversement , soit r < F une forme quadra t ique . Son ellipsoïde indicateur 

est con t enu dans car : 

r <F* [ ( F < 1)=» (r < 1)] o [(F< 1) c (T < 1) o 

[(r < 1)° C ( F < 1)° = D ° ° ] . 

On peu t m o n t r e r que F s 'obt ient à part i r d 'une loi de Bayes à suppor t 

con tenu dans D x [k, +«> [,c'est-à-dire l 'ensemble des lois de Bayes compat ib les avec 

l 'origine) (1 ) . Ainsi dire que r < F équivaut à dire que T est la covariance d 'une loi 

de probabil i té compat ible avec le domaine de variat ion du pa ramèt re , c'est-à-dire 

une loi d o n t le suppor t est con tenu dans ce doma ine . 

(1) Il "suffit", si l'ellipsoïde est borné, de prendre la loi concentrée sur l'ellipsoïde et 
de densité uniforme relativement à la mesure des variétés de dimension (n - 1) déduite de la 
mesure des "volumes" dans E associée au produit scalaire. Dans le cas ou l'ellipsoïde est un 
cylindre, on considère une mesure sur ce cylindre de variance infinie le long des génératrices et 
de projection uniforme sur la base du cylindre. Pour une mise en place correcte de ces idées, 
on se reportera aux ouvrages traitant de la mesure sur les variétés dans les espaces de dimension 
finie, 117 ] par exemple . 
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Soit main tenan t V> F une forme quadra t ique . A a fixé, intéressons-nous 

à l 'es t imateur bayésien cor respondant à une loi a priori sur m de covariance T 

(loi " p h y s i q u e m e n t " impossible) . L 'opéra teur S est d o n c : 

5 a = - r ( 1 + - r ) = ( l + o 2 r - , r 1 . (13) 

S i T = £ X, (x,- «* , - ) , o n a S a = £ * ' * * < " 

On a alors : 

R (Sa) = a2sX + F(S*-l)< o2SaS* + (Sa - 1) r(S* - 1) ^ a 2
 1. 

Si on suppose donc o> k, l ' es t imateur Sk améliorera s t r ic tement l 'esti

ma t ion de Gauss-Markov t o u t en é tan t amélioré , t an t au poin t de vue du risque 

bayésien que du poin t de vue d u risque m a x i m u m R, par t o u t es t imateur bayésien 

fourni par une loi de £(D , k). 

2.4 . Est imateurs " o p t i m a u x " 

2.4.1 Nous allons main tenant caractériser les es t imateurs " o p t i m a u x " en ce 

sens que : 

(i) Ils améliorent l 'es t imation de Gauss-Markov. 

(ii) Ils sont améliorables t an t sur le plan d u risque bayésien que sur celui du 

risque m a x i m u m par t o u t es t imateur de Bayes fourni par une loi de 

£(D9k). 

(iii) Si S est opt imal , il est é lément m i n i m u m dans la classe des opérateurs 

auto-adjoints vérifiant la propr ié té (ii). Au t r emen t dit : 

S' <S ) 
{ => S' = S. 

et Sf vérifie (ii) ) 

Ces es t imateurs sont caractérisés de la façon suivante : 

Définition : Soit T 0 une forme quadratique minimale dans l'ensemble F > F. Un 

estimateur optimal est donné par 

T = S0P0 avec S0 = ^ ( l + ^ = (1 + A : 2 ^ 1 ) " 1 

et P0 estimateur de Gauss-Markov. 
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Dire que T 0 est minimale dans la classe F > F, c'est dire que 

F < r < T 0 =>T = T 0 . 

Il est donc clair que les est imateurs op t imaux vérifient les trois proprié tés q u ' o n 

exigeait d ' eux et qu' i ls sont les seuls à les posséder. 

Par définit ion, les formes quadrat iques de la classe (F > F) sont celles d o n t 

l 'ellipsoïde indicateur cont ien t le domaine D°° (et donc D). Les éléments min imaux 

de cet te classe sont donc les formes quadrat iques don t l 'ell ipsoïde est le plus pet i t 

t o u t en con tenan t le domaine D. 

2.4.2 Existence d'estimateurs optimaux 

Elle est assurée par le l emme de Zorn . Soit , en effet, A un ensemble to ta

lement o rdonné et Fa une famille de f.q.p.g. telle que Fa < 1 ^ dès que a < |8. 

Posons F(u) = Inf F (u). Il est clair que : 

- Vu : F(u) >0 et VX G R : T(X u) = X 2 F(u). 

- F(u) < + 0 0 o 3 a : T a ( t / ) < + «>. F est donc finie sur le sous-espace 

D o m T = U D o m Fa ( remarquer que D o m Fa est une famille m o n o t o n e de sous-

espaces). 

- Comme tous les sous-espaces Fa sont de dimension finie, il existe ot0 tel 

que , si ot < <*0, D o m Fa = D o m T. Pour de tels a, Fa(u + v) - T a ( w ) - Fa(v) est 

une forme bilinéaire sur D o m F, et par passage à la limite il en va de m ê m e de 

F(u + v) — F(u) — F(v). F est donc une forme quadra t ique sur D o m F et par suite 

une f.q.p.g.. 

- Enfin si V a : Fa > F , on a aussi F > F. 

L'ensemble (F > F) est donc inductif et possède (au moins) un é lément 

minimal . 

2A3 Unicité d'un estimateur optimal 

La remarque du paragraphe 2.2 mon t r e que si D°° est un ellipsoïde centré à 

l 'origine il existe un es t imateur opt imal un ique . Réc iproquement il n 'existe q u ' u n 

seul es t imateur opt imal un iquement dans le cas où D°° est un el l ipsoïde. 

Il est clair, en effet, que l 'ellipsoïde indicateur d 'une f.q.p.g. associée à un 

es t imateur opt imal possède des points de contac t avec D°° (s inon il suffirait de le 

raccourcir par h o m o t h é t i e ) . Supposons donc F$ op t imal . Si l 'ell ipsoïde indicateur 

de T 0 est Z)°°, T 0 est l 'unique es t imateur op t imal . Sinon on peut t rouver x$ à la 
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frontière de D°° et à l ' intérieur de cet el l ipsoide. Soit u un vecteur tel que 

(u \x) = 1 soit l ' équat ion d 'un hyperplan d 'appui e n x ^ àD°° ;D°° est t o u t ent ier 

con tenu dans " l ' e l l ipso ïde" : 

{r-\x) = (u\x)2 < 1 } . 

Il est clair que Tl > F et que T Q et T , ne sont pas comparables . On pourra d o n c 

t rouver un é lément minimal T 2 dans la classe F < F < Fx qui sera différent de 

(et non comparable avec) T Q . 

2.4.4 Propriétés minimax 

Parmi les est imateurs T = SP0 avec S auto-adjoint , les est imateurs op t imaux 

minimisent le m a x i m u m du pseudo-risque R(S) = o~2 Ra(S) ; ceci revient à dire 

qu'i ls sont min imax si on fixe o = k. 

Ce résultat découle en fait de l 'algorithme décrit dans les paragraphes 

suivants. Comme on va le voir, un es t imateur opt imal s 'obtient à part ir d 'une 

f.q.p.g. T d o n t l 'ellipsoïde indicateur admet un contact m a x i m u m avec D°°. Ce 

contac t m a x i m u m détermine réc iproquement et de façon univoque un el l ipsoide. 

Soit alors S'P0 un autre es t imateur avec Sf auto-adjoint , soit T ' là f.q.p.g. 

associée à S\ et supposons que l 'on ait R(S') < R(S). L 'e l l ipsoïde indicateur de r ' 

doit avoir avec D°° les mêmes éléments de contact que l 'ellipsoïde indicateur de F 

(sinon r ' et F ne seraient pas comparables) . Ces ellipsoïdes sont donc nécessai

rement confondus et on aura S = S'. 
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3 . P R A T I Q U E DE L 'ESTIMATION B O R N E E 

3 . 1 . Algorithme de recherche d'un estimateur optimal 

3.1.1 Mise en place 

On cherche à dé te rminer une forme quadra t ique minimale dans {r > F}. Soit 

Q = r~ 1 ; il est équivalent de chercher u n ell ipsoïde (Q < 1) m i n i m u m parmi ceux 

qui con t iennent D ° ° . On supposera dans la suite que D°° est un po lyèdre , enve

loppe convexe d 'une famille finie de po in ts ex t rêmes { x a } . Pour des raisons de 

symétr ie , on pour ra se con ten te r d 'une famille ne compor t an t q u ' u n po in t sur deux 

(si x est ex t r ême , — x l 'est aussi). Dans le cas d ' un domaine que lconque , l 'algo

rithme se généralise facilement à ceci près que : 

a) {xa} n 'est pas fini, e t l 'a lgori thme est " t h é o r i q u e " en ce sens qu ' i l ne peu t 

pas ê t re t rai té par un ord ina teur . 

b ) A chaque é tape il faudra examiner la na ture des contac ts ent re {Q = l } e t 

la frontière de D°°. Il faudra en effet déceler les direct ions v de contac t d 'ordre 

1 
supérieur à 2 (id est, telles que : lim inf — [T(u0 + tv) — F(u0 + tv)] = 0 , 

r->o t 

avec u0 vérifiant T ( w 0 ) = F(u0)). 

3.1.2. Principe de l'algorithme 

Supposons t rouvé un ellipsoïde Q = 1 (Q inversible) ayan t avec D°° u n 

contac t en p points x l 9 . . . , x p i l inéairement indépendants et faisant part ie de la 

famille {x^}. Pour améliorer Q il faut t rouver un ell ipsoïde ayant avec D°° un 

contac t en x j , . . . , xp et ayant en chacun de ces po in ts le m ê m e hyperp lan tangent 

qu 'avec (Q = 1) (sinon les f.q.p.g. associées ne seraient pas comparables ) . Le plan 

tangent en xir à (Q = 1) a pou r équa t ion (x \ Qx¡) = 1. Les vecteurs Qx¡ sont linéai

rement indépendants , de sorte que , si p < nf les n o y a u x des formes linéaires Qxi 

on t une intersect ion Af de dimension n — p. 

On va main tenan t " ré t réc i r" l 'ell ipsoïde de la façon suivante : 

Le sous-espace M engendré par les X( est supplémentaire de N. On va 

" d é f o r m e r " (Q 1) en lui faisant subir une affinité de base Ai le long de N. Autre

m e n t di t , p o u r X décroissant à part i r de 1, o n va t ransformer (Q = 1) con t inuemen t 

par la famille de t ransformat ions : 
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où (xM ,xN) désigne la décomposi t ion canonique d e * sur les deux sous-espaces. Il 

est clair q u ' o n va obteni r un nouveau contac t en un po in t xp + 1 p o u r u n n o m b r e 

X * < 1 . 

Si p + 1 = n, on ne pourra plus rétrécir l 'el l ipsoïde et on aura o b t e n u u n 

é lément m i n i m u m ( * p + 1 sera en effet indépendant des x l y . . . , x p par cons

t ruc t ion ) . Si p + 1 < n on peut recommencer l 'opéra t ion ( compte t enu des 

remarques d u paragraphe 3.1.4) 

Remarque : Dans ce qui précède, on suppose le domaine to ta lement b o r n é . 

On voit bien q u ' o n peu t se con ten te r de ce cas. Supposons en effet que D soit n o n 

borné le long d 'un sous-espace N et borné to ta lement dans un supplémentai re B 

de TV (de fait on p e u t prendre B - {u \F(u) < °°} et N = B1). Il suffira de chercher 

un ell ipsoïde EB m in imum dans B ; l " ' e l l ipso ïde" m i n i m u m sera le cylindre à 

génératrices parallèles à N s ' appuyant sur EB. 

3.1.3 Calculs et pratique de l'algorithme 

Pour initialiser l 'algori thme il suffit de choisir arbi t rairement une forme 

quadra t ique Q n o n dégénérée. Soit p = Max Q(xa), ce m a x i m u m é tan t a t te int 
a 

1 
en un poin t x l . La forme quadra t ique Q0 = — Q vérifie QQ{xx) = 1 et 

P 

Q(xa) < 1 p o u r tous les autres points (le cas particulier où il y a égalité est 

t rai té au paragraphe suivant) . L'el l ipsoïde Q0 = 1 cont ient donc D ° ° ( p o u r 

des raisons de convexi té) et admet un contac t e n X j . 

Intéressons-nous main tenan t au t ra i tement numér ique de l 'améliorat ion 

décri te en 3 .1 .2 . L'el l ipsoïde "aplat i de X" vérifie l ' équat ion : 

O r : 

fl(x- + K)- f lï 1-ï)*- + r ) -

Mais MetN sont g - o r t h o g o n a u x et (QxM \x) = (QxM \xM) = Q (xM). 
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L'équat ion de l 'ellipsoïde aplati est donc : 

lxQ{x) + (1 - v) Q(xM) = 1 avec /i = — G [ 1 . 
A 

Reste à évaluer Q(xM), c'est-à-dire, en fait, la project ion xM de x le long de TV. 

Cherchons-la dans la base xx . . . , xp c'est-à-dire sous la forme : 

= £ (vi\x)xi. 

i= 1 
Dire que P projet te le long de N impl ique que : 

\/f(x -Px\QXj) = 0, 

ce qui condui t au système d 'équat ions : 

y = 1 , . . . , p : QXj = £ (xt\Qxj) vt. 

i 

Les xt é tant indépendants , la matr ice (xt \ Qxj) admet une inverse d 'é léments 

Oifj de sorte que : 

i 

Remarquons que : (yi \xj) = 8y ( symbole de Kronecker ) . 

On a alors : 

Q(xM) = (Px\QPx) = ^ (Qxf \x) (Qxt \x). 

U 

Aut remen t dit la forme quadra t ique Q o P est associée à l 'opéra teur : 

R = Z % Q*i • Qxj • O 4 ) 

L 'amél iorat ion définie en 3.1.2 va d o n c se faire de la façon suivante : 

- Calcul de Q(xa) et / ? ( x a ) p o u r les xa n o n a t te in ts an té r ieurement . T o u s 

ces nombres sont inférieurs à u n . 

- Calcul de na = (1 - R(xJ)l(Q(xa) -R(xa)). 

1 
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— On détermine a Q tel que / x a Q soit un m i n i m u m et on pose x p + 1 = j c a Q . 

— On remplace Q par Q' = м<*0 Q + (1 ~ J % ) Д • 

— On calcule la nouvelle matr ice {xi \ Q'xj) i, / = 1, . . . , p 4- 1. 

Or : 

(x,- I Q'XJ) = ( * / I Qxj) si / , / = 1 . . . p par const ruct ion de Д. 

(*/1 Q'xj) = (xf- I QXj) si i ou / Ф p + 1 par le fait que Л et Q définissent la 

m ê m e forme bilinéaire dès qu ' un des vecteurs est dans l 'espace engendré par 

x j , . . . , xp. 

Enfin (xp+l I G ' * p + i ) = 1 par cons t ruc t ion . 

3.1.4 Problèmes de colinéarité 

Dans ce qui précède on a supposé qu 'à chaque étape de l 'améliorat ion on 

travaillait avec des (*,-)/=: i , . . . ,p l inéairement indépendants . L 'algori thme fournit 

alors un nouveau "po in t - l imi te" hors du sous-espace engendré par les (xt) puisqu'il 

y a cont rac t ion dans le sous-espace N qui est supplémentaire de M. Il ne peut 

donc se produire de colinéarités que si on a t te in t plusieurs nouveaux points à la 

fois, s o i e n t x p + v . . . , xp+k . 

Examinons-les séquent iel lement . Avec x p + l on obt ien t de tou te façon une 

dimension supplémentaire ; s i J C p + 2 fourni t lui aussi une dimension supplémentai re , 

l 'a lgori thme se poursui t comme dans le cas général : on aura seulement м а о = 1 et 
= Q. Par cont re si x p + 2 est colinéaire à (хг,..., x p + x ) , on aura : 

x p + 2 = Ц <*i*i e t Qxp+2 = S <*iQx{; 
i i 

de ce fait, le plan tangent à l 'ellipsoïde en x p + 2 sera toujours déterminé par les 

plans tangents aux autres poin ts . Il suffit alors d 'él iminer ce po in t de l 'ensemble 

des données , de no te r q u ' o n a une solution l imite , cor respondant à la s i tuat ion de 

la figure 1 e t de cont inuer l 'algori thme avec (p + 1) poin ts classés e t N — p — 2 

poin ts à classer. 

On peu t ainsi caractériser les solutions ob tenues e t m o n t r e r que , m o y e n n a n t 

une initialisation convenable , on les ob t ien t tou tes . On peu t , en particulier, ini

tialiser l 'a lgori thme avec une forme quadra t ique du genre Q(x) = (w | x)2 (dégé

nérée) qui correspond à Г = Q~x forme quadra t ique généralisée. On pourra ainsi 

obteni r des solut ions const i tuées par des "e l l ipsoïdes" formés de deux hyperplans 

con tenan t une face du po lyèdre , ou par des ellipsoïdes cylindriques. 
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solution limite 

/ / \ \ \ solution simple 

^ F i g u r e 1. 

O n pourra aussi, su r tou t dans les cas de dimension pe t i t e , fabriquer direc

t e m e n t des Q opt imales en choisissant p (couples de) poin ts ex t rêmes de D°° ainsi 

que des plans tangents " compa t ib l e s " de façon à ne pas t o m b e r sur une solut ion 

impossible c o m m e à la figure 2 . 

Remarque : ces problèmes de coline'arité son* exac temen t de m ê m e nature que ceux 

évoque's en 3 . 1 . 1 po in t b ) (nature d 'un con tac t ) . Ceci deviendrait clair par u n trai

t e m e n t des problèmes de con tac t au m o y e n de l 'analyse n o n s tandard (cf. [16] ) . 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ • ^ ^ Figure 2. 
2 

On détermine un ellipsoïde à partir de deux éléments de contact en 1 et 2. 

La solution obtenue n'est pas acceptable, car les plans tangents ne sont pas compa

tibles. L'ellipsoïde obtenu à partir de ces éléments de contact ne contient pas le 

domaine. 
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3.1.5 Formalisation et organigramme de l'algorithme 

L'analyse qui précède se résume dans l 'organigramme suivant : 

Début • I 

Données : Un espace M de dimension p ; q points extrêmes xx xq engendrant un 

polyèdre convexe. 

Initialisation : Choisir Q forme quadratique sur M ;A = {xlt ... ,xq} ;B = 0 ; C = 0 

\ 2 / La forme quadratique R = 0 

1 ~ ~ 

O l -R(xa) 

: — » 
@ Faire g = »Q + (1 -u)R 

0 Prendre G / et poser / = / — o* 
^ ,4 = , 4 - a * , B = B+«« 

^ I B = B + ot* ^ 1 ^ 
VS/ ï k n ° n ' ' Calculer les matrices : /i* = (x* 10x-t) 

xa* est-il \ o u i l • * I ^ , 

colinéaireà vL C ~ C + ( x

i t T 

ix^eB / L ! ï i _ J y * 
^ / 1 ^ ^ possède p éléments ?  

Prendre a * G/ / \ 7f\ T ! 
etposer^ „ X / - 0 V / ^ ^ V o u l 

A = A -a non >v ? y ' i ' 
O est une forme quadratique 

minimum, telle que D°° C (Q < 1) ; 
U oui 

n n L'ellipsoïde Q = 1 a des contacts 
| avec D°° aux points de 5 + C. 

* = S ô*0 • 

gg' I I 

4 : ensemble des points qui ne sont pas retenus à une étape donnée. 
B : ensemble des points de contact servant de base à une étape donnée. 
C : ensemble des points de contact ne servant pas de base (colinéaires à B) 
I : ensemble des points réalisant le minimum. 

file:///ouil
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Commentaires sur les blocs 4 et 11. 

Bloc 4. Le calcul de la matr ice H = est en fait très simple. Soit H** la matr ice 

H de l 'é tape précédente , B** l 'ensemble B de l 'é tape précédente . On ^h^^= ^ 

si /3 e t 0' sont dans B**. Par cons t ruc t ion a * = 1. Reste à calculer {x^ \Qx^) 

p o u r 0 G 5 * . 

L'inversion de / / est immédiate du fait q u ' o n conna î t d é j à / f * - 1 . On doi t 

donc inverser une matr ice par t i t ionnée de la forme : 

"\*TÏ\ (1S) 

où V est le vecteur des | Qx^), 0 dans B**. Il est facile de voir que : 

% i \H*~1 (s + VV*) H*~L H*-1 1 
H = 7 — - - v 0 6 ) 

avec 6 = 1 - VtH^~l V. 

Bloc 11. Si on travaille dans une base telle que l 'on ait : (x \y) = jc f Afy (on assi

mile u n vecteur à la matr ice de ses coordonnées) , l 'opéra teur Qx^ ® Qxp définit la 

forme quadra t ique (Q désignant la matr ice de l 'application linéaire Q) de 

matr ice : 

MQXp QM, ( 17 ) 

de sorte que la matr ice de la forme quadra t ique R sera : 

Le paragraphe suivant va préciser les liaisons entre matr ices et opérateurs et 

donne r une " t r a d u c t i o n " matricielle de ce qui précède . 

3 .2 Opérateurs et matrice 

3.2.1 Généralités. 

L'uti l isat ion d 'une mét r ique (p lu tô t que d 'un schéma de dualité cf. [1]) 

est cause d 'ambiguï tés , de confusions, liées fondamenta lement à l 'assimilation 

d 'une forme linéaire (é lément du duaï) à u n vecteur de l 'espace. 
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Soit E un espace euclidien muni d'une base. A t o u t opéra teur A dans E 

il correspond deux matrices selon q u ' o n le fait fonct ionner comme applicat ion 

linéaire ( a . l . ) ou comme forme bilinéaire (f .b.) . Si A est hermi t ien , la forme bili-

néaire associée définit une forme quadra t ique (f .q.) . Si A est l ' identi té de E, sa 

matrice a . l . est l ' identi té quelle que soit la base. La f.q. (x \x) de l 'opérateur 

ident i té est donnée matr iciel lement par la matr ice mét r ique M telle que : 

(x\x) = x*Mx (on no te x la matr ice colonne de coordonnées du vecteur x dans la 

base donnée) . Dans les problèmes de régression linéaire, la matr ice mét r ique sur 

l 'espace des paramètres est X * ^ 1 X 

et (x \y) =xtXtQ~1 Xy = (XxY Q " 1 (Xy). 

Désignons sys témat iquement par A la matr ice a . l . de A. La matr ice f.q. de 

A est MA, caixfMAx = (x \Ax). La matr ice f.q. de l 'adjoint A* QSXAÎMde sorte 

que la matr ice a . l . de A* est M~1AtM. A est auto-adjoint si et seulement si 

A*M = MA. Si A est inversible, la matr ice a . l . de A~l est A~l ; la matr ice f.q. de 

A ' 1 est MA'1. 

Inversement, à t ou t e matr ice A il correspond deux opérateurs selon que A 

fonct ionne comme a . l . ou comme f.q. La matr ice ident i té correspond à l'appli

cat ion linéaire ident ique et à la f.q. : 

x*x = xfMM-lx = (x\M~lx\ 

où M - 1 est l 'opéra teur de matr ice a . l . M - 1 . 

De m ê m e la matr ice M a p o u r opéra teur f.q. l ' ident i té , et une matr ice A, 

définissant une a . l . A, définit aussi un opéra teur par yfAx = (y \Ax) ; Â est 

l 'opéra teur de matr ice ( a . l . ) A f - 1 ^ . 

3.2.2 Traduction matricielle des résultats précédents 

Dans la pra t ique , le domaine de m sera donné par des restr ict ions sur certains 

paramètres . Le modèle sera donné sous la forme : 

y =S X i b i + S xjbj + 6 *> E e = 0 > E e e ' = °2n> ° 2 > k 2 

{ 6 f } sans contra intes 

{bj} dans un domaine borné. 

L'espace L de m = ^ biXi est décomposé en deux supplémentaires , N 
IUJ 

engendré par les (Jf / ) /e / e t M engendré par les ( ^ ) ) / e / - N o t o n s P le projecteur sur 

Mie long d e N , et p o u r t o u t x de L : xM = Px etxN = (1 — P)x. 
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Les "el l ipsoïdes o p t i m a u x " von t être des cylindres à génératrices parallèles à 

TV e t à base elliptique qu' i l est naturel et c o m m o d e de prendre dans M. L ' équa t ion 

d 'un tel cylindre sera Q(xM) = 1, Q é t an t une f.q. ordinaire inversible sur M 

seulement . On restreindra donc l 'a lgori thme à la recherche d 'une matr ice Q sur 

l 'espace M rappor té à la base Xj. La forme quadra t ique sur L aura alors l 'expression 

matricielle : 

-*[: :][::!' 
où bj e t bj désignent des vecteurs colonnes de coefficients. 

Reste à t raduire matr ic iel lement l 'opéra teur S et l ' es t imateur opt imal SP0. 

On sait déjà que : 

i V = ( J f t î - 1 * ) - " 1 V (es t imat ion des m.c .g . ) . 

Pour S on a : 

S = (1 + r " 1 ) - 1 = (1 + k2Q)~l (puisque r - 1 = k2Q\ où Q est l 'opéra teur 

applicat ion linéaire tel que : 

(b\Qb) = b*Qb. 

Q a donc p o u r matr ice a l . M~l Q de sorte que la matr ice a. 1. de (1 4- k2Q)~l est : 

(1 + k2M~îQ)~1 = ( A T 1 M + k2M~lQ)~l = (M + k2Qyl M. 

L'opéra teur S a donc la matr ice (avec M = X ^ " 1 X) : 

(M + k2Q)~l M = (X'Sl^X + k2Q)~lXfÇl~lX = 1 - k2(XfnX + k2Q)~xQ. 

Entre l 'est imation b de Gauss-Markov e t l 'es t imat ion améliorée b on a donc la 

relat ion : 

b = b - k 2 (Xtn~1X + k2Q)~l Qb. (19) 

L'es t imateur op t imal lui-même a l 'expression : 

T = SP0= (XfSl-lX + k2Q)~1Xt^l~1. 

On reconnaî t donc un es t imateur de type ridge généralisé. Les "ridge-

ord ina i re" apparaissent ici c o m m e très particuliers ; dans le cas où £2 = / , on aura 

u n es t imateur opt imal du type ridge si e t seulement si l 'a lgori thme du paragraphe 

3.2 d o n n e une solution optimale dès la première i téra t ion en uti l isant l ' initialisation 
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Q — I. Il est clair que cela correspond à u n domaine de variation du paramètre 

t rès part iculier (dans la mét r ique ordinaire , u n tel domaine compor t e au tan t de 

po in t s ex t rêmes que de paramètres à la m ê m e distance de l 'origine). 

3 . 3 . Remarques sur l'estimation bornée 

Pra t iquement , l 'es t imation bornée p e u t s 'appliquer au moins dans trois types 

de si tuat ion : 

a) les paramètres sont par essence bornés : ce sont des p ropor t ions , des 

cosinus, des corrélat ions par exemple . 

b ) On sait d'avance ( informat ion a priori utilisée de façon n o n bayésienne) 

que les est imations seraient inacceptables si elles dépassaient certaines limites, 

qu' i l faudrait alors revoir le modèle ou la théorie du modè le . 

c) L 'ensemble des lois de Bayes q u ' u n uti l isateur peu t admet t re est l imité : 

on est près à dire qu'a priori, la variance de tel paramètre ne dépasse pas telle 

valeur. 

Les deux derniers cas consistent à prendre en compte une informat ion a priori 

de façon moins brutale que par les mé thodes bayésiennes habituelles. 
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4 EXEMPLES ET COMPLEMENTS 

4.1 Deux exemples simples 

Premier exemple : Supposons que m soit astreint à vérifier Q(m) < 1 où Q est 

une forme quadra t ique (éventuel lement généralisée ou dégénérée). On a alors u n 

es t imateur opt imal unique correspondant à une loi a priori de covariance T = Q"1. 

L'es t imateur opt imal s 'obtient alors à part i r de l 'es t imation de Gauss-Markov P^y 

par la t ransformat ion : 

m=P0y^m = (l + k2QYl m. 

Deuxième exemple : Supposons que le domaine de m soit de la forme 

| < ua ,m > | < 1 où les ua sont q formes linéaires indépendantes . Qui t te à se 

restreindre à u n sous-espace, m est donc enfermé dans u n "para l lé logramme", e t les 

ua fo rment une base du dual de l 'espace de m. Soit ma la base duale , vérifiant : 

<ua , m / 3 > = 0 si a ^ j3 

= 1 si a = j3. 

Les poin ts ext rêmes du domaine seront donc les 2q po in ts de la forme : 

X =2 eoima o ù ea = ± L 

a 

Par symétrie il suffira de s'intéresser aux 2q~l po in t s de la forme : 

xr = m l + 21 eama' 

(Pour préciser le paramétrage on pourra dire que a 1 varie de 2 à q et que : 

r = 1 + S ^ ( e a + l ) 2 * - 2 ) . 

Les formes quadra t iques "op t ima le s " à t rouver vérifieront donc Q(xr) — 1 

p o u r q po in t s , Q(xr) < 1 p o u r les autres, e t seront de la forme : 

Q 

QL /3= 1 

où les a a / 3 forment une matr ice symétr ique définie positive ( comme on d i t ) . Qui t te 
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à changer la numéro ta t ion des axes, on peut supposer que les q points corres

pondan t à une égalité sont : 

x i = X mP e t xr = ( S m p ) - m r P ° u r r = 2,...9q. 

P= 1 K0±r ' 

On obt ien t alors les relat ions sur les en écrivant Q(xx) — 1 pou r 

r = 1 , . . . , : 

S "<* = 1 

û!,|3 = 1 

et pour r = 2 , . . . , q 

ar,r + 2 * o t f ~ 2 S = 

soit : 

S ^ = 1 e t S = 0 P ° u r r = 2,...,q. (20-a) 

Une famille des solutions particulières, cor respondant à u n cas l imite, est ob tenue 

par l 'ensemble de tou tes les formes quadra t iques valant 1 en chacun des poin ts 

xr(r = \,2q~l). Cet te famille admet év idemment la forme générale : 

<z 

Q(x) = 2 ca < ua ,x >2 avec ca > 0 et £ ca = 1. (20-b) 

a = 1 a 

Nous allons traiter le p roblème de façon complè te dans le cas où q = 1, 2 , 3 

et esquisser la solution dans le cas q = 4 . 

• Si q - 1, on est en fait dans le cas de l 'exemple 1 et u2^ fournit la solut ion 

unique . 

• Si q - 2 , les relations (20 ) conduisent à a l 2 = a 2 l = 0 et ax x.+ a22 = 1 

(aH > 0 ) . Les "e l l ipsoïdes" op t imaux sont les ellipses passant par les 4 sommets 

du paral lélogramme. 
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Les solut ions t rouvées sont un iquement du type de la solut ion particulière 

donnée en (20-b) , mais ceci n 'est vrai que pour la dimension 2 . En effet : 

• Si q = 3 on t rouve les relations : a l 2 + a23 — 0 et a l 3 + a23 = 0 ; 

posant t = a12 on ob t ien t la famille de matr ices de la forme : 

'a t t' 

t b - t 

J - t c_ 

On sait que a, b, c, > 0 et on écrit que — 1, — 1) < 1 ce qu i donne 

û + è + c - 2 K l . Mais c o m m e a + b + c + 2r = 1 on obt ien t nécessairement 

que t est positif. Enfin l 'écri ture de tou te s les relations pe rme t t an t d'affirmer que la 

matr ice est définie positive donne que : 

r < et t 2 <bc + ca+ ab. 

a + b +c 

• Si p - 4 on obt ien t facilement u n paramétrage du type : 

"a w + v u + w w - f v 

b u —v 

a + b + c +d + 2(u + v + w) = 1 

c — w 

d m 

avec u,v,w positifs. Par cont re , les condi t ions pour que cet te matr ice soit définie 

positive sont assez inextricables. 

4.2 Un exemple tiré d'une étude économétrique 

Dans ses remarquables t ravaux sur le capital , J . MAIRESSE utilise une fonct ion 

de p roduc t ion de Cobb-Douglas. A part ir de données individuelles d 'entreprises 

tirées du recensement industriel de 1970, c o m p o r t a n t la valeur ajoutée Vt, le capital 

Ki e t le nombre de salariés Lh il écrit le modèle : 

Vi = kL?Kfe€i ; Ee,. = 0, E e, e y = c?ô, 7 . 

Pour éviter les colinéarités on réécrit le modè le : 
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(On utilise les variables p roduc t ion et capital par t ê te ) 

Les cont ra in tes sont a > 0 , P > 0 et , dans l 'hypothèse d 'une fonct ion de produc

t ion à r endemen t s décroissants, a + /3 < 1. 

V K 
Avec y = Log k ,y = Log —, xx = Log L , x 2 = Log — et n=a + 0 — 1, 

L L 

on ob t ien t en passant aux logari thmes la régression : 

y =y + txxx +px2 + e 

fl>0,M<0, * i > 0 - l 

Le domaine ainsi dé terminé dans l 'espace (n, ]3, 7 ) est un cylindre à base 

triangulaire. 

L 'es t imat ion des moindres carrés (Gauss-Markov) donne les résultats suivants : 

0 = 0 ,195 /x = - 0 ,013 7 = 2 ,286 o 2 = 0 ,419 . 

Pour faciliter les calculs, on se place dans la base déterminée par le vecteur 

( 1 , . . . , 1), (xx —xi\(x2 — x2). Les deux derniers axes sont donc o r thogonaux au 

premier , de sorte que la matr ice mét r ique vaut : 

"0,865 0 ,218 O" 

1,040 0 

1 . 

Le domaine symétrisé convexifié est alors le cylindre d o n t la base dans le plan 

(/x,|3) est le carré (1 ,0 ) , (0 ,1 ) , (— 1,0), (0 ,1 ) . Les formes quadra t iques minimales 

sont alors, d 'après (20-b) , de la forme : 

1 1 r 1 

a + b = 1 
a 1 [1 ,1 ,0] + 6 - 1 [ 1 , - 1 , 0 ] , 

a >0,b >0 
_ o J L oJ 

soit encore 

"1 6 0 " 

0 1 0 (0 = a - b , soit |0| < 1). 

. 0 0 1 J 

L'es t imat ion de o 2 é tan t de 0 ,419 on va admet t r e que o 2 ne peut pas être 

inférieur à k2 = 0,1 ou 0 ,2 . En appl iquant la formule (19) on est condui t aux esti

ma t ions "amél io rées" suivantes : 
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k2 = 0,1 k2 = 0,2 

0 0 M 7 l§ M 7 

- 1 0 ,171 + 0 ,008 2 ,253 0 ,155 + 0,021 2 ,236 

- 0,5 0 ,172 0 ,000 2 ,285 0 ,155 + 0 ,009 2 ,287 

0 0 ,174 - 0 ,008 2 ,315 0 ,157 - 0 ,004 2 ,339 

0,5 0 ,177 - 0 ,015 2 ,338 0 ,161 - 0 ,018 2 ,390 

1 0 ,180 - 0 ,025 2 ,374 0 ,169 - 0 ,034 2 ,440 

La cont ra in te de négativité de JU , cor respondant à l 'hypothèse de r endement 

décroissant, n 'es t pas toujours satisfaite. Ceci n 'es t pas é tonnan t ; en effet, à cause 

de la symétr isat ion du domaine , on a en fait utilisé des cont ra in tes (cf. Fig. 3) : 

\V\<1 - 1 0 1 . 

- 1 

Figure 3 : Domaine des paramètres j3 et /x dans l'estimation de la fonction de Cobb-Douglas. 
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De ce fait, M é tant proche de zéro , on voit appara î t re l ' instabilité de l'esti

m a t i o n des moindres carrés dès que l 'écart- type du modèle est u n peu grand. 

4.3 Vers une théorie de l'estimation affine 

4.3.1 Généralités 

Dans l 'exemple précédent , on a vu le domaine D°° devenir sensiblement plus 

gros que D (cf. figure 3) . Il n ' en aurait pas été de m ê m e si l 'origine avait été placée 

ailleurs, au centre de gravité du triangle par exemple . On aurait alors ob t enu une 

forme quadra t ique Q plus grande e t donc une es t imat ion plus raccourcie, mieux 

stabilisée, des paramètres . On est donc nature l lement condui t à se poser le pro

blème de l 'est imation affine : 

Ay = a + 7>, a e L , T linéaire vérifiant d i m T ( L ) = rg T. ( 21 ) 

En uti l isant toujours la factorisation T = SP du paragraphe 1.2.2, on voit 

facilement que le risque (forme quadra t ique) de l 'es t imateur A p rend la forme : 

RA (m) = E(Ay ~ m)2 = o2SPP*S* + (S - 1) (m - a)2 ( S * - 1). 

Il est clair q u ' o n peu t réduire le p roblème aux est imateurs A = a + SP0 

où P0 est le projecteur de Gauss-Markov e t que le risque est alors : 

R a s (m) = o2SS* + (S - 1) (m - à)2 (S* - 1). 

On a alors la proposition suivante : 

Si m 6 / ) , o2 > k2, les estimateurs "optimaux" qui minimisent — Ras(m) 

sont obtenus nécessairement : 

1. Pour les points a rendant minimum (D —a)°° pour la relation d'ordre 

d'inclusion des ensembles de L. 

2. a étant ainsi choisi, en prenant S optimal au sens du paragraphe 2.4. 

La démons t ra t ion est très facile : siDa = (D - a)°° C Da>, t o u t es t imateur 

opt imal p o u r l 'origine placé en Y peu t être amélioré en u n es t imateur opt imal en*z 

de risque inférieur. Si l ' inclusion est s t r icte , il existe des es t imateurs op t imaux en 

a qui peuvent être s t r ic tement améliorés. 

On remarquera que les a " o p t i m a u x " cor respondent aux es t imateurs cons

tan ts de risque min imum ! 
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Inversement , si a est op t imal , certains es t imateurs centrés en a peuvent être 

améliorés. A u t r e m e n t dit , u n es t imateur affine opt imal n 'es t pas n ' impor te quel 

couple (a cons tante opt imale , S linéaire op t imal l 'origine é t an t en a). Supposons en 

effet que S soit linéaire opt imal en a ; soient ( x f ) les points de contac t de l'ellip

soïde 2 associé à S avec Da. S'il existe a tel q u e Z ) a ' soit con tenu s t r ic tement dans 

2 (e t n o n p a s D a ! ) , le couple (a 9S) est améliorable. 

On verra un exemple de ce phénomène au sous-paragraphe 4 . 3 . 3 . 

4.3.2 Estimateur affine d une proportion 

On désire estimer m G [0 ,1] , sachant que l 'est imation de Gauss-Markov 

t o m b e en x G R (dans u n modèle où il n 'y a q u ' u n seul paramètre borné) . 

Le modèle est donc p o u r nous : 

x v.a.r. de m o y e n n e m G [0,1 ], d 'écar t- type o > k. 

Planter l 'origine en a E R, revient à est imer m par : 

x = a + s(x — a). 

Le risque 

E(4 - m)2 E(a + s(x -a)-m)2= E[s(x - m) + (s - l ) ( m - a ) ] 2 

vaut : 

Ra,,(m) = o2s2 + (s-l)2(m-a)2. 

1 , a 2 1 
D 'où : Max R = s 2 + (s - l ) 2 — si a > -

m a 2 k 2 

= s 2 + ( s _ 1 ) 2 < l z f ) ! , s i f l < l . 
fc2 2 

P o u r r i o n a ^ - ^ 

* a(k2 + ax) 
et x =—; — . 

a2 + k2 
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La figure 3 m o n t r e le réseau des courbes x(a) indicées par l 'es t imateur de 

G.M. x, pou r k2 = 0,3 de façon à accentuer un peu le m o u v e m e n t des courbes . 

Pour les construire , on a remarqué que : 

• Le réseau est symétr ique par rappor t au p o i n t ^ — , —j. 

• Le lieu des ex t r emums de l 'ensemble des courbes est la droite x = — a, 
2 

at te int pour a = x ± \Jx2 + k2 si a > — . 

• Chaque courbe a une a sympto te JC = x . 

• On a le tableau de valeurs suivant : 

N \ 4 ^ - 1 - 0 , 5 0 0,25 0,5 0,75 1 1,5 2 

- 0 , 6 0 - 0 , 6 2 8 - 0 , 5 8 8 - 0 , 4 6 2 - 0 , 3 0 4 0 ,000 - 0 , 1 3 0 - 0 , 2 3 1 - 0 , 3 5 3 - 0 , 4 1 9 

- 0 , 3 0 - 0 , 3 4 9 - 0 , 3 2 3 - 0 , 2 3 1 - 0 , 1 0 9 0 ,136 0,065 0 ,000 - 0 , 0 8 8 - 0 , 1 4 0 

- 0 , 0 5 - 0 , 1 1 6 - 0 , 1 0 3 - 0 , 0 3 8 0 ,054 0 ,250 0 ,228 0 ,192 0 ,132 0 ,093 

0 - 0 , 0 7 0 - 0 , 0 5 9 0 ,000 0 ,087 0 ,273 0 ,261 0,231 0 ,176 0 ,140 

0,35 0 ,256 0 ,250 0 ,269 0 ,315 0 ,432 0 ,489 0 ,500 0 ,485 0 ,465 

0 ,50 0 ,395 0 ,382 0,385 0 ,413 0 ,500 0 ,587 0 ,615 0 ,618 0 ,605 

0,65 0 ,535 0 ,515 0 ,500 0 ,515 0 ,568 0,685 0 ,731 0 ,750 0 ,744 

1,00 0 ,860 0 ,824 0,769 0,739 0 ,727 0 ,913 1,000 1,059 1,070 

1.05 0 ,907 0 ,868 0 ,808 0 ,772 0 ,750 0 ,946 1,038 1,103 1,116 

1,3 1,140 1,088 1,000 0 ,935 0 ,864 1,109 1,231 1,323 1,349 

1.6 1,419 1,353 1,231 1,130 1,000 1,304 1,462 1,588 1,628 

4.3.3 Recherche d une origine optimale 

On ne peu t guère donner d'idées t rès générales. Il est clair par exemple , qu ' à 

deux dimensions, il faudra toujours prendre l 'origine dans la fermeture convexe 

de D (s inon on améliorera les choses en s'en " r a p p r o c h a n t " ) . Or, ce pr incipe n 'es t 

même pas toujours vrai à trois d imensions . Le cas o ù D est un té t raèdre (fig. 9 ) 

le m o n t r e . 



36 x ^ = \ .60 

15 L ^ ^ ^ ^ ^ 'y'' x = 1,30 
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En revanche, si le convexifié de D possède u n centre de symétr ie , ce po in t est 

év idemment une origine opt imale , e t les seules origines opt imales possibles sont les 

centres de symétr ie . Si D est complè temen t borné e t symétr ique , il n ' y a d'ailleurs 

q u ' u n seul centre et donc une seule origine op t imale . En utilisant le résultat du 2 .4 .3 

on ob t ien t donc l 'existence d 'un es t imateur affine opt imal unique dans le cas, e t 

un iquemen t dans le cas, où la fermeture convexe de D est u n el l ipsoïde. 

De façon générale, la recherche des a r endan t Da minimal semble difficile. 

On peu t toutefois résoudre complè tement le problème dans le cas de l 'exemple 

développé au paragraphe 4 .2 , c'est-à-dire, en fait, dans le cas où D est u n triangle de 

R 2 . Soient Cfy B\ C* lés mil ieux des segments BC, CO e t OC respect ivement . 

Prenons a à l ' intérieur du triangle OB'C' par exemple (figure 5) . 

C 

/ 0 \ ~ l ~7[ 

c 

Figure 5 

Le domaine Da est (à une t ranslat ion près) , le parallélogramme BCBPC** ; 

comm e aOf est parallèle à B^C e t C^B, Da va " ré t réc i r " si a se rapproche de 

O' et cela jusqu 'au m o m e n t où a va se t rouver en a^, intersect ion de a(f eiBC*. A 

ce m o m e n t , en effet, le po in t O va " t raverser" B C, et Da deviendra u n hexagone . 

Les origines opt imales se t rouvent donc nécessairement dans le triangle O B'Cf. 

Inversement on se rend compte facilement que t o u t po in t de ce triangle est une 

origine opt imale . 

On arrive ainsi à 3 formes ex t rêmes qui sont des paral lélogrammes et à une 

forme intér ieure, hexagonale (fig. 6 ) . 

A / i / i 

Figure 6 
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D o n n o n s ma in tenan t l 'exemple d 'un couple (a = opt imal , S = opt imal ) qui 

ne donne pas une es t imat ion affine opt imale . Dans l 'exemple p récédent , p lan tons 

l 'origine en a = ( 1 / 3 , - 1/3) (fig. 7 ) . 

Figure 7 

Les poin ts BCB^d* sont sur un m ê m e cercle de rayon \ / 5 / 3 = 0 , 7 4 5 . Si 

l 'origine est placée en Of, te domaine est u n carré de côté un i t é . Le cercle de 

rayon \ / T / 2 = 0 ,708 fournit une es t imat ion meilleure que la p récédente . Par 

cont re , dans le premier cas, l'ellipse passant par les 6 poin ts C^BO CB^O fournira 

un es t imateur non améliorable. 

Dans des cas plus compliqués , la recherche d 'es t imateurs affines op t imaux 

s'avère difficile. Après les triangles de R 2 , les domaines les plus simples sont les 

quadri latères de R 2 , cor respondant donc à 4 contra in tes d'inégalités linéaires sur 

2 paramèt res . La figure 8 représente le cas général (c'est-à-dire sans part iculari tés 

de parallélisme des côtés) . Les origines opt imales sont à l ' intérieur du quadri latère 

(non convexe !) acbd. Pour obteni r ce résultat o n procède de la façon suivante : 

le quadri latère bcBd (par exemple) cor respond à l 'ensemble des po in ts a tels que 

Da soit le symétrisé convexifié (par rappor t à ot) du triangle ACD. O n p eu t , à 

l ' intérieur de ce quadri la tère , améliorer Da en déplaçant ot dans la direct ion de a, 

milieu de AC. On fait le m ê m e ra i sonnement p o u r les zones : Cdac, le triangle est 

ABD, on améliore vers b, e t Acaf, le triangle est BCD, on améliore vers b. 

La zone Dfbe correspond au cas où Da est dé terminé par le triangle ABC 

Tant que ot n 'est pas dans le triangle adc (lieu des o p t i m a u x p o u r le triangle ABC) 

on peu t toujours améliorer en allant soit vers a, soit vers d, soit vers c selon le cas. 
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Les origines opt imales sont donc nécessairement dans la zone acbd ; u n raison

nemen t variat ionnel direct m o n t r e que tous les points de cet te zone fournissent 

desDa m in imaux . 

A 

/ 6 0 0 0 0 O Ç> O
 / O 0 v x V ~*b x x x x 

/ 0 0 0 0 0 0 0 J S M ^ M S N 
/ O O O O O O O

 0 / x x + ^ V x x x x x x x x 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ c 

c d B 

Figure 8 

On a por té sur la figure, p o u r chaque zone , le nombre de côtés du polygone 

Da ainsi que les sommets du quadri latère sur lesquels ils sont construi ts . On donne 

enfin, s'il y a lieu, la direct ion dans laquelle o n peu t améliorer Da. 

La résolut ion de ce cas est donc relat ivement compl iquée . Le cas d 'un penta

gone , ou d 'un té t raèdre de R 3 , qui m ê m e à l ' examen de polyèdres du t ype de celui 
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de la figure 9 , sont d 'une complexi té suffisante p o u r q u ' o n n'insiste pas t r o p sur la 

recherche d 'une origine op t imale . 

B* A? 

\VC^ ^ \ \ Figure 9 
\ \ ° ^ \ \ \ Le modèle tridimensionnel 

\ \ I e plus simple ! 

A — 

Dans la p ra t ique , il faudra choisir une origine à l ' intérieur du domaine , p lu tô t 

"au mi l i eu" e t appliquer l 'algorithme d 'amél iorat ion du paragraphe 3 . 1 . 

4.4 Application à l'estimation de la fonction de Cobb-Douglas 

Reprenons l 'exemple du numéro 4 .2 et p laçons l 'origine en O' = ( 0 , 5 ; - 0,5) 

(figures 5 et 11). Les formes quadra t iques opt imales sont ma in t enan t , du fait que 

le domaine est u n carré de côté u n , données par les matr ices : 

"45 0 0" 

Q= 0 4 ( 1 - 0 ) 0 a v e c 0 < ô < l . 

_0 0 0 . 

On ob t ien t les es t imat ions suivantes : 

k2 = 0,1 k2 = 0,2 

5 P M l ¡1 

0 0 ,230 - 0 , 1 5 4 0 ,250 - 0 , 2 3 1 

0,25 0 ,253 - 0 , 1 3 1 0,291 - 0 , 2 0 4 

0,5 0 ,271 - 0 , 1 0 5 0 ,318 - 0 , 1 6 7 

0 ,75 0 ,284 - 0 , 0 7 3 0 ,335 - 0 , 1 1 6 

1 0 ,295 - 0 , 0 3 4 0 ,345 - 0 , 0 4 5 
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Les variations son t ici plus impor tan tes qu ' au paragraphe 4 .2 . 

Cela t ien t à deux raisons : 

- le po in t (fi ,jû) est ma in tenan t plus loin de l 'origine O' qu'i l n 'é ta i t de O. Une 

m ê m e " r é d u c t i o n " des longueurs va donc se t raduire par des variations plus impor

tan tes de l 'es t imat ion. 

- l 'origine O1 é t a n t op t imale , o n utilise des réduct ions plus impor tan tes que 

celles autorisées par l 'origine "na tu re l l e" . 

Dans ce cas comme dans celui de l 'es t imation d 'une p ropor t ion , il apparaft 

qu ' une origine opt imale fourni t des " r é d u c t i o n s " n e t t e m e n t plus forte qu 'une 

origine n o n opt imale . 

Consulté sur ces résul tats , J . MAIRESSE considère comme inadmissibles les 

est imations ob tenues en ce qui concerne le paramèt re / i . Sa compétence d 'écono

miste l 'amène à formuler sur [k une restr ict ion a priori : le paramètre doit être 

compris ent re 0,9 e t 1,1. A u t r e m e n t di t , le domaine de variation du couple 

03 est ma in tenan t le quadri latère : 0 > 0 , \fx \< 0 , 1 , /z > 0 - 1 (fig. 10). 

7 \ 7 1 
O -̂—I \ 

_ O,L — ^ - ' 

Figure 10 

Ce quadri latère est " l e " cas particulier de l 'analyse du paragraphe 4 . 3 . 

Par une m é t h o d e ident ique , on m o n t r e que les origines opt imales sont à 

l ' intérieur du triangle A = (0,5 ; 0 ) , B = (0 ,55 ; 0 ) , C = (0 ,55 ; 0 ,1) . Plaçant 

l 'origine en B, le domaine D°° est u n rectangle d o n t les côtés valent 1,1 e t 0 ,2 . 

Les formes quadra t iques opt imales sont alors de la forme : 

V ( 0 , 5 5 ) ~ 2 0 0 1 [ 3 , 3 0 6 ^ 0 0 " 

ô = 0 ( 1 - ^ ) ( 0 , 1 ) - 2 0 = 0 100(1 - ( p ) 0 0 < < / > < l 

0 0 0 _ L 0 0 °. 
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On ob t i en t alors les est imations suivantes (la figure 11 m o n t r e les variations 

en t re les diverses es t imat ions des paragraphes 4 .2 e t 4 .4 ) : 

k2 = 0,1 k2 = 0,2  

<P l I ; l I l 
P M /3 /x 

0 0 ,192 - 0 , 0 0 1 0 ,192 - 0 , 0 0 1 

0,25 0 ,224 - 0 , 0 0 2 0 ,249 - 0 , 0 0 2 

0,5 0 ,250 - 0 , 0 0 4 0,291 - 0 , 0 0 3 

0,75 0 ,273 - 0 , 0 0 9 0 ,323 - 0 , 0 0 7 

0 ,85 0 ,282 - 0 , 0 1 3 0 ,334 - 0 , 0 1 1 

1 0 ,297 - 0 , 0 3 4 0 ,353 - 0 , 0 4 6 

ORIGINE EN (0;0) ORIGINE EN (0,55 ; 0) - DOMAINE MODIFIÉ. 

0,02 - 0 = - U ~ " ~~ ^ 

0 =-0 ,5^X.*> = 0 0,2 </? = 0,25 «£= 0,50 0,3 04 

• " , , V " M : : i ' 
\ \ x / 

\ \ * Ô = 0,5 

\ \ / 
\ \/ 
\ y* 8 = 0,25 

k2
 = 0,2 

8 = 0 

ORIGINE EN (0,5 ; - 0,5) 

FIGURE 11 : ESTIMATION AFFINE D'UNE FONCTION DE COBB-DOUGLAS. 
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4.5 Remarques et conclusions 

Il peu t para î t re curieux de vouloir estimer l inéairement u n paramètre borné . 

L 'es t imat ion risque, en effet, de t omber en dehors du domaine , ce qui la rend 

p ra t iquement à peu près inutilisable. 

Néanmoins , on peu t remarquer qu'il s'agit là p o u r t an t d 'une pra t ique 

couran te . Nous avons s implement essayé d ' indiquer u n procédé qui p e r m e t d'éviter 

cet te difficulté plus souvent qu 'avec les es t imateurs linéaires sans biais. Un con tex te 

linéaire pe rmet par ailleurs un t ra i tement analyt ique satisfaisant : on connaft à 

peu près bien les proprié tés des est imateurs qui sont ici proposés . 

Les est imateurs concurrents on t aussi bien des défauts : des est imateurs à 

distance minimale, par exemple , envoient sys témat iquement à la frontière du 

domaine dans le cas où l 'est imation sans biais t o m b e en dehors . On ne voit pas 

très bien le surcroî t de confort que procure au statisticien une telle s i tuat ion ! 

Remarquons enfin qu ' aucun des est imateurs raccourcis non linéaires, du type 

James-Stein par exemple , n 'évi tent ce défaut . Enfin, qu'ils soient de James-Stein ou 

à distance m i n i m u m , ces es t imateurs ne peuvent guère t rouver de justif ication que 

dans le cadre d 'hypothèses de normal i té des lois de probabil i té intervenant dans le 

modè le . De telles hypothèses sont , t rès souvent , par fa i tement injustifiables, sur tout 

dans la pra t ique économét r ique . 
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