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DISTRIBUTION DE L'OPTIMUM 

DANS UN PROGRAMME LINÉAIRE STOCHASTIQUE 

A. SERRECCHIA 

INTRODUCTION 

Considérons le programme linéaire suivant : 

min (A , b , c) : min {ex \Ax = b,x>0} 

où A , b et c sont des matrices réelles de dimensions respectives m x n, 
m x 1, 1 x n. Si l'un au moins des éléments A, b et c contient des composantes 
aléatoires alors le programme min ^(A , b , c) est appelé programme linéaire 
stochastique. Dans ce dernier cas on démontre [ 7 ] ( # ) que l 'optimum de la 
forme linéaire ex sous Jes contraintes Ax = b et x > 0 est une variable 
aléatoire à valeurs dans R^**K La distribution de probabilité de cette variable 
aléatoire, sous des conditions plus ou moins générales, a fait l'objet de nom
breux travaux, notamment ceux de Babbar [1] ; Bereanu [2], [3], [4], [5] ; 
Prèkopa [8] ; Tintner [ 9 ] , [10] ; Wagner [11] et Williams [12]. 

Dans cet article nous considérerons un programme linéaire stochastique 
lorsque le vecteur b seul est supposé aléatoire. Des hypothèses seront faites 
sur la matrice A et le vecteur c pour éliminer le cas d'une valeur non bornée 
de l'inf. de <%(A , b, c). On donnera la fonction de répartition de l 'optimum 
pour le programme min <&(A , b, c) d'abord et pour son programme dual 
ensuite. 

(*) Les numéros entre [ ] renvoient à la bibliographie. 

(**) Dans toute la suite R indiquera la droite réelle achevée : R = R U (+ °°) U ( - «>). 
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I - RAPPELS DE PROGRAMMATION LINEAIRE 

Les définitions et les théorèmes ci-dessous résument les notions fonda
mentales de programmation linéaire utilisées dans la suite. 

La résolution du programme linéaire min <fc{A , b , c) revient à minimiser 
la fonction linéaire ex, appelée fonction économique, sous les contraintes : 
(\)Ax = b, ( 2 ) x > 0. 

On appelle solution de <fc(A , b , c) tout vecteur x G Rn qui satisfait 
le système (1). 

Si x est une solution de &(A , b, c) telle que x > 0, alors x est une 
solution réalisable de (A , b , c). 

Soit k < min (m , le rang de A. 

On appelle base de <&(A , b , c) toute sous-matrice de 4̂ qui est carrée 
d'ordre k et régulière. 

Chaque base de 04 , b , c) définit une partition de l'ensemble des 
composantes de x en deux classes : la classe des variables basiques, qui 
contient les composantes de x associées (au moyen du système (1)) aux 
colonnes de A contenues dans la base, et la classe des variables non basiques, 
définie de façon complémentaire. 

Une solution x de (A , b , c) est appelée solution basique si ses variables 
non basiques (par rapport à une base B donnée) sont toutes nulles. 

Théorème I, 1 : Si $2 (A , b, c) admet une solution réalisable alors il admet 
au moins une solution basique réalisable. 

On notera P l'ensemble des solutions réalisables de ^(A , b , c). 

Un vecteur x G P, tel que : 

V x G P : ex > ex 

est appelé solution optimale de <3l(A , b, c) et la valeur ex correspondante 
est dite optimum de <E (A , b, c). 

Théorème I, 2 : Si <%(A , b, c) admet une solution optimale alors il ad

met au moins une solution basique optimale. 

Le programme min <&(A , b , c) est dit défini si l 'ensemble P n'est pas 
vide. 

Le programme défini min (A , b , c) est optimisable si 

3 x G P : min {ex | x G P} = ex. 
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Etant donné le programme min c£ (A , b , c), on définit son programme 
dual, noté max <&d {A , b, c), comme le programme suivant : 

max ^ d (A ,b , c) : {max yb \ y A < c} (I, 2) 

La résolution de (1,2) revient à maximiser la fonction linéaire yb sous 
la contrainte y A < c. 

Un vecteur y G Rm , tel que y A < c, est appelé solution de € ¿ 0 4 , b , c). 

Compte tenu de la structure particulière de cfid (A , b , c) toute solution 
sera une solution réalisable. 

On notera Q l'ensemble des solutions de <^d(A , b, c). 

Une solution y de <&d(A , b , c) est dite optimale si : 

\/y e Q : yb <yb. 

La valeur yb sera alors Y optimum de ^d(A , b , c). 

Le programme m2LXcfld(A , b , c) est défini si l'ensemble Q n'est pas vide. 

Le programme défini max <fcd(A , b, c) est optimisable si 

3 7 G Q : max | y G Q} = 7 6 . 

Théorème I, 3 (d'existence) : Etant donné deux programmes min <&{A , b, c) 

et max <3ld(A , b, c) on a les seules possibilités suivantes : 

(i) Les deux programmes sont optimisables -, 

(ii) Un programme n'est pas défini et l'autre est défini mais non o p t i 
misable ; 

(iii) Aucun des deux programmes n'est défini. 

Théorème I, 4 (de dualité) : Si min &(A , b , c) et m a x $ d 0 1 , b , c) sont tous 
les deux optimisables alors : 

min ex = max yb 

Relations d'exclusion : Si x et y désignent deux solutions optimales, 
respectivement de &(A , b, c) et cfidÇA , b, c), on a alors : 

m 

V / G {1 , 2 , . . . , n} : > 0 c;. - S flflr 7, = 0 

1 = 1 

m 

V / G {1 , 2 , . . . , « } : c ; - 2 a,/ y, > 0 •* Jë, = 0 
1 = 1 
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où atj, Cj, 3c;. et j ^ . désignent les composantes de A , c , x et y . 

D'après le théorème d'existence et les relations d'exclusion, B étant 
une base de A, on dira que B vérifie la condition d'optimalité si et seule
ment si il existe un vecteur y G Rm tel que : 

( 7 - yB = 0 
(I, O 

( r - yR > 0 

où i? indique la matrice formée par les colonnes de A n 'appartenant pas à B, 
7 et r étant les sous-vecteurs de c associés respectivement aux variables 
basiques et non basiques par rapport à B. 

II - DEFINITION DU PROBLEME DE DISTRIBUTION 

Soit (£2, un espace probabilisé et soit un vecteur aléatoire 
réel (* ) défini sur (Í2 , OC) et à valeurs dans H, ou H est un borélien de 
Rm pouvant éventuellement coïncider avec Rm. On notera F la fonction 
de répartition de b. Au vecteur b on associe le programme linéaire stochastique : 

min « {A , b , c) : min{ ex \ Ax = b , x > 0}. (II, 1) 

A et c étant deux matrices réelles de dimensions respectives m x n et 1 x n. 
A chaque réalisation b de b correspond, par (II, 1), le programme linéaire 
certain minÇ£ (A , b, c) dont l'ensemble_ des solutions réalisables sera n o t é i ^ . 
Considérons l'application Z de H dans R ainsi définie : 

!

+ °°, si min <&(A , b, c) n'est pas défini 

— °°, si min <& (A , b , c) 

est défini sans être optimisable (II, 2) 

min {ex | x E Pb} , 

si min <fc(A yb , c) est optimisable 

Dans [7], on démontre que l'application Z ci-dessus définie est mesu
rable, donc que Z est une variable aléatoire à valeurs dans R. Notre problème 
est de déterminer la fonction de répartition de Z. En programmation stochas
tique un tel problème est appelé problème de distribution. 

(*) Dans toute la suite, tout élément aléatoire sera noté par un tilde. 
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III - LE PROBLEME DE DISTRIBUTION DANS LE CAS OU LA MATRICE 
A EST CARREE ET REGULIERE 

En première approximation à ce problème de distribution considérons le 
cas où la matrice A est carrée et régulière. Dans cette hypothèse, le système 
linéaire Ax = b, où b est une réalisation donnée de b, admet une solution et 
une seule : 

x=A~lb (III, 1) 

oùA~ 1 indique la matrice inverse de A. La valeur Z = Z(b) prise par la variable 
aléatoire (II, 2) sera donc : 

l cA'1 b si A-1 b > 0 

Z = Z(b) = (III, 2) 

( + oo si A~l b p 0 

où la notation A~ lb = x ^ 0 signifie que l'une au moins des composantes de x 
est négative. Les formules (III, 1) et (III^ 2) s'appliquent à toute réalisation de 
b et donc la fonction de répartition de Z ( + ) , notée G, est donnée par : 

Vz : G(z) = P rob{Z < z} = Prob [{cA~l b < z} n {A~1 b > 0>] = 

f f . . . f f dF (III, 3) 
J Jm-ple J JS(z) 

où S(z) ={beH\(cA-1 b<z)n(A~1 b>0)}. 

IV - LE PROBLEME DE DISTRIBUTION DANS LE CAS OU LA MATRICE 
A EST RECTANGULAIRE DE RANG MAXIMAL 

Considérons maintenant le cas où la matrice A est rectangulaire m xn 
de rang égal à m. Soit q , (1 < q < CJJ1), le nombre des bases de <&(A , b , c). 
Là i-ème base sera notée ^ , ( / = 1 , 2 , . . . , ^ ) . Les vecteurs y( , (y( G Rm) 
et £f , (Xt £ / £ w ) désigneront respectivement les sous-vecteurs de c et de x asso
ciés aux colonnes de Br A chaque base Bt on peut associer la variable aléatoire : 

(*) Par extension du concept de fonction de répartition on gardera cette appellation 
même si Z a une masse concentrée à l'infini, autrement dit si : 

Prob {b E H | A'1 b > 0 } = Prob{z = + ° ° } = a > 0 

et la condition lim G (z) = 1 n'est donc pas vérifiée. 
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r^^Br'b (f = 1 ,2,...,q). 

L'ensemble | i = 1 , 2 , . . . , q} définit donc le vecteur aléatoire de Rq : 

f = Vb 

où V est la matrice q x m dont le i-ème vecteur ligne est itBj1 , 
(/ = 1 , 2 , . . . , q). Si b est une réalisation de b les composantes du vecteur 
t = Vb représentent évidemment les valeurs prises parla fonction économique 
de (A , b , c), correspondant aux solutions basiques. Le programme 
min <&{A , b, c) pourrait être défini sans être optimisable puisque la fonction 
économique ex pourrait ne pas être bornée sur l'ensemble Pb (non nécessai
rement borné) des solutions réalisables de {A , b, c). 

Hypothèse IV, 1 : Le système y A < c est compatible . 

D'après le théorème d'existence I, 3, il est évident que si l 'hypothèse IV, 1 
est vraie alors tout programme défini min {A , b , c) est optimisable ; 
autrement dit, V b G H les deux éventualités suivantes sont seules possibles : 

(1) min^(^4 , b , c) n'est pas défini. 

(2) min <&(A , b , c) est optimisable. 

Hypothèse IV, 2 : // existe un borélien inclus dans H, noté 0, tel que : 

f f ... f f dF>0 et min £ (A , b , c) 

est défini pour tout b G 6 . 

Si l'hypothèse IV, 2 n'était pas vraie alors par la définition de Z on serait 
évidemment dans le cas trivial où Prob {Z — + «>}= 1 . 

Dans toute la suite on supposera vraies les hypothèses IV, 1 et IV, 2. 

D'après les hypothèses IV, 1 et IV, 2, le programme min <fc(A , b, c) 
est optimisable pour tout b G 6/, donc, par le théorème I, 2, il existe au 
moins une base de A qui vérifie la condition dyoptimalité (I, 1). 

Supposons que Bj soit la seule base de A qui vérifie la condition d'opti-
malité, V b E H on aura alors : 

/ + °°, si B[lb^0 

Z{b) = (IV, 1) 

( tj^jjB^b si Bjr
1b>0 

et la fonction de répartition de Z sera de même type que dans (III, 3), mais 
l'ensemble S(z) sera défini par : 
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4 

S(z) = {beH\ (rtfi-1 b <z) n (Bjlb > 0)}. 

Soit p un entier tel que : 1 < p < q et soient Bl , #2 , . . . , Bp les 
bases de A qui vérifient la condition d'optimalité. Pour tout vecteur b ap
partenant à H on aura alors : 

Î
+ 0 0 , si 6 G j & € # | p (flr 1 6 ^ 0) j 

( i r k ~l T ' 1 ) ( I V ' 2 ) 

be UeH n (fi ,7 16>0) n n ( f l y - ^ O ) ! 

où (/j ,j2 k) représente une combinaison quelconque de k indices, 
(1 < k < p), de l'ensemble { l , 2 , . . . , p } . 

En effet s'il n'y a pas de solution réalisable parmi les solutions basiques 
associées aux bases de A qui satisfont à la condition d'optimalité, alors, 
d'après le théorème (I, 2), min <&{A , b , c) n'est pas optimisable, donc, par 
l'hypothèse IV, 1 , min <£(A , b , c) n'est pas défini et Z(b) = + °°. 

Par contre, s'il y a des solutions réalisables parmi les solutions basiques 
associées aux bases qui vérifient la condition d'optimalité alors min &(A , b , c) 
est optimisable et d'après le théorème (I, 2) la valeur optimum coïncide avec 
les valeurs prises par la fonction économique pour les solutions basiques 
optimales. 

Afin d'expliciter la fonction de répartition de Z, considérons la partition 
de H suivante : 

" = ^ o U [ . U < U U U [ U U •• • U ^ / 2 - . y J U - - u ^ 2 . . / p 

L>1 = 1 J / 1 = 1 /2 = 1 / fc=l 9 

h? h 1k* h 

1k +1k- 1 

jĜ  = j a e f f | [ v & x j J n n (Bj'b^O) J ^ = 1 , 2 , . . . , P 
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V h h . . i k = | b^H^ ^C) (fi/7
1fe>0)j n n ( ^ ^ J j , V i e { l , . . . , f c } : / , 6 (1 , . . . ,p} 

0 / 1 / 2 . . . / p = | beH^r\i(B^b>0)]^ , V / e { l , 2 , . . . , p } : / , = / 

Pour z fixé appartenant à R, l'événement : 

{ Z < z } 

peut se décomposer de la façon suivante : 

{Z<z} = {Z<z}nH = 

= [ { Z < z > n / y u p < z } n ( . Û i ̂ ) ] U . . . U [ { Z < z } U ^ - . U ^ / , , . , ) ] u . . . u 

/2^ 1 JktJl 

ikt'ik-i 

U . . . U [ { Z < z } n / 3 / i / 2 . . . / p ] = [ { Z < z } n j 3 / o ] U j^y^ ®h n { Z < z » J U . . . U 

u . . . u f û û Cl 03 n { z < z } ) ] u . . . u [ ^ i / 2 . . . n { z < z } ] 

/2 /̂1 /'fc *=/'l 

iktik- 1 

La fonction de répartition de Z, notée G, sera alors : 

\/z<ER : G (z) = Prob {Z < z} = (IV, 3) 

= ± ff...ff dF + £ f . . . f r r /Y c?F + 

ik+ik- 1 
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V - LE PROGRAMME STOCHASTIQUE DUAL DE min 9M , b , c) DANS 
LE CAS OU LA MATRICE A EST CARREE ET REGULIERE. 

Comme b est un vecteur aléatoire de R™ , le programme max ® d (A , b , c) 

est stochastique. Considérons l'application L de H dans : 

!

— 00, si max $ ¿ 0 4 , &, c) n'est pas défini 

4- o o ? si max <&d (A , b , c) est défini sans être opt. ble ( V , 1 

max{y¿? I y G Q} , si max # d G4 , , c) est optimisable 

On peut démontrer que l'application L est mesurable, donc que L est une 
variable aléatoire à valeurs dans R. 

L'ensemble Q des solutions du système yA < c représente un polyèdre 
convexe de Rm. Si la matrice A est carrée et régulière alors Q n'est pas vide 
car il contient au moins le point : 

y = cA~ 1 

qui est appelé sommet de Q. D'autre part, comme y est le seul sommet de Q, 
par le théorème I, 2 appliqué au programme dual, si b est une réalisation 
de b telle que max<£ d C4 , b, c) est optimisable, alors : 

max yb = yb. ( V , 2) 

On peut donc écrire : 

Í yb , si max <$td {A , b , c) est optimisable 

+ 0 0 , sinon. 
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Proposition V, 1 : Les deux applications Lib) et Z(b) sont identiques; 
autrement dit : 

VbeH : Z{b) = Lib). 

Démonstration : On vient de voir que \/b G H, ou bien max <&d (A , b , c) 
est optimisable ou bien il est défini mais non optimisable ; or, si b est tel que 
m a x $ d (A , b , c) est optimisable, min <&(A , b , c) l'est aussi en vertu du 
théorème d'existence ; en outre, d'après le théorème de dualité : 

yb = max yb - min ex = cA~lb. 
yE:Q x e p 

Si, par contre, b est tel que m a x $ d (A , b , c) n'est pas optimisable (donc 
L (b) = + °°) alors par le théorème d'existence min (A , b , c) n'est pas 
défini, ce qui entraîne Z(b) = + °° = Lib). 

De la proposition V, 1 découle donc : 

/ yb , , si A~lb >0 

Lib) = 

\ + oo , S inon . 

Vérifions alors que la fonction de répartition (notée T) de Z est égale 
à la fonction G du § III : 

VzER :Tiz) = Prob {L<z}=ff-ff dF 

J Jm-ple J J{bŒH I (yb < z) n (A b > 0)} 

J Jm-ple J JS(Z) 

car yb = cA ~1 b . 

VI - LE PROGRAMME STOCHASTIQUE DUAL DE min %iA , b , c) DANS 
LE CAS OU LA MATRICE A EST RECTANGULAIRE DE RANG 
MAXIMAL. 

Soit la matrice A rectangulaire de rang m . Considérons les systèmes 
suivants : 
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( yB, = y, 
/ = 1 , 2 , . . . , « (VI, I) 

( yR,<rt 

où Bi est la i-ème base de A QtRi représente la matrice formée par les colonnes 
de A non incluses dans Bi9 y{ le vecteur formé par les m composantes de c 
correspondant aux colonnes de Bt et rt le vecteur formé par les compo
santes de c non incluses dans yr 

Un vecteur^ E Rm qui vérifie (VI, 1 ) pour un indice / fixé, / E {i , 2 , . . . 9q}9 

est appelé sommet du polyèdre convexe Q et sera noté y^. 

D'après la définition du système (VI, 1) il est évident que une base B{ 

définit un sommet de Q si et seulement si B{ vérifie la condition d'optimalité 
(I, 1). Comme il existe au moins une base de A qui vérifie la condition d'opti
malité (I, 1) il existe donc au moins un sommet de Q. 

Proposition VI, 1 : Si b est une réalisation de b telle que max <&d (A , b, c) 
est optimisable alors : 

3 i E {1 , 2 , . . . , p} : max yb = y(i)b 

où p indique le nombre des sommets de Q : 1 < p < q . 

La proposition VI, 1 n'est rien d'autre que le théorème I, 2 appliqué 
au programme dual. 

Le théorème d'existence et les relations d'exclusion justifient la 

Définition VI, 1 : On dit que un sommet y(i) satisfait à la condition d'optima
lité pour m a x ^ (A , b , c) si et seulement si il existe un vecteur p G Rm 

tel que : 

( b - pBt = 0 
(VI, 2) 

( p > 0 

où b est une réalisation donnée de b. Le système b — pBt = 0 ayant la solution 
unique p = Bj~1b , la condition (VI, 2) est satisfaite si et seulement si Bjlb> 0. 

D'après les hypothèses IV, 1 et IV, 2, pour tout b E 6 le programme 
min <&(A , b, c) est optimisable et cela entraîne, par le théorème d'existence, 
max,*£ dG4,&, c) est optimisable. Par la proposition VI, 1, donc, pour tout 
b G 6 il existe au moins un sommet qui vérifie la condition d'optimalité 
(VI, 2). Par contre, si b ^ 6 alors max ® d (A , b, c) n'est pas optimisable 
et aucun sommet ne vérifie la condition (VI, 2). 
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Supposons que V b G 0, y^ soit le seul sommet qui vérifie la condition 
d'optimalité. On aura alors : 

/ + oo t si B7lb>0 

r ( » = ( V I ' 3 ) 

( y(/) b, si Brlb>0 

et on retrouve donc (IV, 1), car y^b = yf Bjl b. 

Plus généralement, si y ( l ) , ^ ( 2 ) , . . . , . y ( T ) , 1 < r < p , sont les sommets 
qui, au moins pour une valeur b G 0, satisfont à la condition d'optimalité 
on aura : 

Î + °° , si b e \b e h p 1 b > 0) 

//,} 

°ù (j\ , /2 , • • • , //, ) représente une combinaison quelconque de h indices 
(1 < h < r ) de l'ensemble {1 , 2 , . . . , r} . 

D'après la condition (VI, 2), pour tout b e'Q on & h = k, k étant défini 
dans (IV, 2). En outre, V* G {1 , 2 , . . . , k} et V 6 G # : 

On a donc démontré que /es det/x variables aléatoires L et Z sont 
identiques, ce qui pouvait être démontré, d'ailleurs, à l'aide des théorèmes 
d'existence et de dualité. La fonction de répartition de L est alors égale à celle 
de Z, (IV, 3). 

L'introduction du programme stochastique dual de min (A , b, c) 
et le fait que les deux variables aléatoires Z et Z sont identiques permet toutefois 
de donner une expression formellement plus simple de la fonction de répartition 
d e Z = L. 

Proposition VI, 4 : V b G H, la valeur prise par L est : 

( + 0 0 , si \fiE{l , 2 , . . . , p } : Br'bpO 

L(b) = 

( mBx{yil)b,...,y(p)b} si 3 î € { l , 2 , . . . , p } : Brlb>0. 
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Démonstration : En effet, pour b fixé, max <&d (A , b, c) n'est pas opti-
misable (L (b) = -4- °°) si et seulement si aucun des sommets de Q ne vérifie 
la condition d'optimalité, donc si et seulement si 

V / G { 1 , 2 , . . . , p } : Bflb>0. 

Cela implique aussi que max <&d (A , b , c) est optimisable si et seulement 
si 3 / £ {1 , 2 , . . . , p} tel que Bf1 b > 0 ; dans ce cas en vertu de la proposi
tion VI, 1 on aura L(b) = m a x { y ( 1 ) b ,. . . , j> ( p ) b} . 

La fonction de répartition de Z = L sera donc : 

V z eR : G (z) = Prob{Z < z) = T(z) = Prob{Z < z} = 

= Prob{max ( y ( 1 ) £ , . . . , y ( p ) b) < z , b £ 6} = 

ff-ff dF 

m - p l e {b<EH\ H (y({)b<z)n(bŒd)} 
/ = 1 
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