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INTRODUCTION 

L'objet de ce mémoire de théorie des jeux est l'étude du passage de la 
forme développée d'un jeu à n joueurs à sa forme normale. 

Dans un premier chapitre on rappellera brièvement quelques notions 
classiques de calcul des probabilités et de théorie de la mesure : espaces 
mesurables, applications mesurables, mesures, espace produit, probabilités 
de transition et processus aléatoire (à temps discret). On développera da
vantage la théorie, moins classique, d'intégration des fonctions à valeurs 
dans un espace de Banach par rapport à une mesure abstraite. 

Dans un second chapitre on définira la forme développée d'un jeu à 
n joueurs. L'identification d'un tel jeu à un processus aléatoire (à temps 
discret) nous conduira à sa forme réduite c'est-à-dire la donnée de n 
ensembles Tt (i = 1, . . . , n), où Tt est l'ensemble des "tactiques" du joueur /, 

n 
et d'une application de [~J T¡ dans un espace de mesures de probabilité. 

Ï=I 
On abordera ensuite dans un troisième chapitre la théorie de l'utilité 

individuelle : la définition, l'existence et l'unicité d'une utilité linéaire 
associée à une relation de préférence sur un ensemble, le prolongement de 
cette utilité à un ensemble plus vaste et les propriétés qui s'en déduisent. 

Dans un dernier chapitre on utilisera tous les résultats précédents pour 
parvenir à la forme normale d'un jeu à n joueurs et on rappellera les notions 
fondamentales liées à un jeu sous une telle forme. 

Toutes les références "(i)" du texte se rapportent à la bibliographie 
placée à la fin de cette étude. 





CHAPITRE I 

RAPPELS 

I - NOTIONS CLASSIQUES 

Pour les démonstrations ou des compléments on pourra consulter (8) 
(9), (13) et (18). 

Notation : Soit 12 un ensemble. On désignera par <£(12) l'ensemble des par
ties de 12 et si A G <£(12), par A° le complémentaire de A dans 12. Une 
classe % de parties de 12 sera un sous-ensemble de <£(!2). 

Une application / d'un ensemble 12 dans un ensemble 12' sera notée 
/ : 12 -> 12'. 

Si A C 12, on notera f(A) = {f(œ) : œ G A} C 12'. 
Si A' C 12', on notera f-l(A') — {co G 12 : f(u>) G 4'} C 12. 
Si % est une classe de parties de 12, on notera/C )̂ = {/04) : A G %} 

et si est une classe de parties de 12' , f~l(%') = {f~l(A') : A' G %'}. 

Tribu 

Définition 1 

Soit 12 un ensemble non vide, CI une classe de parties de 12. 
On dit que 6C est une tribu (ou a-algèbre) sur 12 si 
a) 0 ,12 G a 
b) GL est stable par complémentation : A G 6C => A° G 6C 
c) ¿1 est stable par union dénombrable : si (An)neN est une suite 

d'éléments de OC, alors U A„ G fit. 
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On dit que 6C est une tribu contenant les points si Veo E £2 ,{co}E (X . 

Remarque : de la définition d'une tribu, on déduit, en particulier, qu'une 
tribu est stable par intersection dénombrable. 

Définition 2 

I Soit £2 un ensemble non vide, % une classe de parties de £2. On appellera 
tribu engendrée par % (notée o(%)) la plus petite tribu sur £2 contenant %. 

L'existence de o(%) provient de ce que si (&j)/e/ est la famille (non 
vide) des tribus sur £2 contenant %, H CZ/ est une tribu sur £2 contenant 
<S d'où o(%) = n a. 

En particulier si E est un espace topologique et 6 la classe des ouverts 
de E (6 C <£(£)) pour cette topologie, on appelle tribu borélienne de E (notée 
(ñE) la tribu o(0) sur E engendrée par les ouverts de E (elle est aussi engendrée 
par l'ensemble des fermés de E). Si E = R ensemble des réels, on peut mon
trer que la tribu borélienne (B™ sur R est aussi engendrée par {]— 00 ,a[ : a E R} 
et que \/a E R,{a} E (fèR : (iïR est une tribu contenant les points. 

Si E est un espace topologique séparé, (&E est une tribu contenant 
les points : E séparé => \f x E E fermé de E => Vx E {x} E (fô̂ .. 

Espace mesurable 

Définition 3 

Un espace mesurable est un couple (£2 , et) où £2 est un ensemble non 
vide et CI une tribu sur £2. 

Applications mesurables 

Définition 4 

Soit (£2 , Cl) et (£2', 6C') 2 espaces mesurables. Une application / : £2 -» £2' 
est dite mesurable si f1^') E 6C : \/A' E QL\f-\A') E ££. 

Proposition 1 

Si (£2 , (SI), (£2', CI') et (£2" , CX") sont 3 espaces mesurables, / : £7 ->£2' 
et g : £2' £2" sont 2 applications mesurables, alors 

go / ;£2-+£2" : a ; *~*>g [/(w)] 
est une application mesurable. 
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Proposition 2 

Soit £2 et £2' des ensembles (non vides), / : £2 -> £2' une application de 
£2 dans £2'. 

1/ Si &' est une tribu sur Í2' (&') est une tribu sur £2 et / est mesu
rable quand £2 et £2' sont munis respectivement des tribus f~l (&') et GC'. 

2/ Si %' est une classe de parties de £2', alors/-1 [a (<£')] = a [f"1 (<£')] • 
3/ Si (2 est une tribu sur Í2 ,{A' C Í2' : Z"1 W') G (^} est une tribu 

sur £2' et c'est la plus grande tribu sur £2' rendant / mesurable. 

Proposition 3 

Si (E, 6) et (£', &) sont 2 espaces topologiques, toute application 
continue de E dans Er est mesurable quand E et £' sont munis de leurs 
tribus boréliennes respectives. 

Espace mesurable produit 

Soit (£2f)/e/ une famille finie d'ensembles (non vides), £2 = TT £2,- Ten-je/ 
semble produit de cette famille : £2 = {(coz) / e / : co¿ E £2Z- V/ E / } et p. la 
projection d'indice / : 

Pt : £2 Í2. : (co,.)^-» cof. 

Définition 5 

Soit (£2f i&i)i€l une famille finie d'espaces mesurables, £2 = FT £2¿ Teniez 
semble produit de la famille (¿2;)̂ / et (Pi)ieI la famille des projections 
de £2 sur les £2,- (/ET). 

On appelle tribu produit de la famille (Cl,-),̂ / la plus petite tribu sur £2 
rendant mesurables les projections p.(i E / ) . On la note ® = CI. 

L'espace mesurable (£2 , Cl) est appelé espace mesurable produit de la 
famille (Í2f , 0Lt)UI. 

On peut montrer que ® OC. est aussi la tribu sur £2 engendrée par 
iel 

l'ensemble des pavés mesurables de £2 :{V\ A, : A, G <3Li V/G/}.. 
1*6/ 
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Tribu induite 

Soit (£2 , Cl) un espace mesurable, A G Cl.. Soit <%A ={5E OC : B C A}. 
Alors (2̂  est une tribu sur A et 0CA = {A n B : £ G Cl}., 0^ est dite tribu 
induite par Cl sur A On a C fit. 

Mesures et Probabilités 

Définition 6 

Une mesure /x sur un espace mesurable (£2 , ¿I) est une application 
¡i : Cl ->] — 0 0 , + 0 0 ] telle que — /x(0) = 0 

- M ( U An) = S M (An) pour toute suite U„)„eN 

neN neN 

d'éléments de Cl 2 à 2 disjoints. 
Le triplet (£2 , (2 , /z) est alors un espace mesuré. 

Une mesure ¡JL sur (£2 , OC) est dite positive si ¡i(A) > 0 G Cl. 
Une mesure JU sur (£2 , Cl) est dite bornée si Sup {IMW)I • A G &}< + <» 

Soit M une mesure positive sur (£2 , Cl) : \/A , B G 6L>A C ¡¿(A) < /x(5) 
d'où l'on peut déduire qu'une mesure /x positive est bornée <* /x(£2) < + 

Une probabilité P sur (£2 , Cl) est une mesure positive telle que (̂£2) = 1 
(c'est donc une mesure bornée). Alors P est en fait une application de Cl 
dans [0,1]. Un triplet (£2 , Cl, P) où P est une probabilité sur (£2 , Cl) est 
un espace de probabilité. 

Mesure induite 

Soit (£2 , Cl, /i) un espace mesuré, A G Cl et 0CA la tribu induite par 
Cl sur A. Alors la restriction ¡JLA = M de /Í à 0CA est une mesure sur (A , 0CA).. 
Si ¡i est une mesure positive (respectivement bornée), ¡iA est une mesure posi
tive (respectivement bornée). fxA est dite mesure induite par /z sur (A , 0LA). 

Espace de probabilité produit 

Proposition 4 

Soit (£2Z-, OC., Pi)ieI une famille finie d'espaces de probabilité, alors il 
existe une probabilité unique P sur l'espace produit 

( £2 *= FI £2,-
(£2 , Cl) i e I 

a = ® a,. 
\ iel 
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telle que 

P(UAi)=UPi(Ai) 
iel iel 

pour tout pavé mesurable T7 At de (£2 , OC). 
iel 

Cette unique probabilité P sur (£2 , CI) est dite probabilité produit de 
la famille (P.)ie/ et notée P = ® P.. 

L'espace de probabilité (£2, CZ,P) est l'espace produit de la famille 
,pt)teI. 

Probabilité image 

Soit (£2 , OC) et (£2' , CX') 2 espaces mesurables, / : £2 -> £2' une appli
cation mesurable de £2 dans £2'. 

Soit P une probabilité sur (£2 , OC).. Alors l'application P' : 0Cr -> [0, 1] 
définie par P'04') = P[f~l(A')] (A'G OC') est une probabilité sur (S2\ <X) 
comme il est facile de le vérifier. 

Définition 7 

Soit (£2 , OC) et (£2', Cl') 2 espaces mesurables, / : £2 -» £2' une appli
cation mesurable de £2 dans £2' et P une probabilité sur (£2 , C£). La proba
bilité Pf sur (£2', OL') définie ci-dessus est dite probabilité image de P par / 
et notée P1 = f{P). 

Soit (£2 , 0C,P) un espace de probabilité, GL une relation d'équivalence 
sur £2 , £2 = Çl/CR. l'ensemble quotient de £2 par (R, et y? la surjection canonique 
de £2 dans £2 : 

ip : £2 --> £2 : co*~»>¿3 où cô = {a/ G £2 : co w'}. 

Soit Cl la plus grande tribu sur £2 rendant̂  mesurable l'application <p : 
c'est-à-dire G <X yT104) = {co G £2 : ¿3 G 4} G CZ. 

Si Vco G £2 , ¿3 G &, alors & est une tribu contenant les points : 

Vcô G H , {03} G CX car ^ l ({03}) = 03 G ff. 

_ Si ? = </?(P) est la probabilité image de P par </?, elle est définie sur 
(£2 , d) par P04) = P for104)]. En particulier si Vco G a, ¿0 G a : 

P({Ô3}) =P(w). 
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Espace de Banach des mesures bornées 

Proposition 5 (Hahn-Jordan) 
Si JU est une mesure sur (12 , CX), les formules 

( BC A ) ( B CA ) M%4) = Sup hi(B) : ̂ g a = S u p U № ) : ^ a 04 G (2) 

définissent 2 mesures positives sur (£2 , CX). La mesure JU~ est bornée et 
on a JJL = n+ - yr sur (2 (c'est-à-dire fx(A) = y+(A) - M~~G4) ̂  G (2). 

En corollaire de cette proposition, on peut montrer que si JJL est une 
mesure quelconque sur (£2 , CX), ix bornée ̂  /x (£2) < + °°. 

On désignera par 011 (£2, CI) (ou 311(12)) l'ensemble des mesures bor
nées sur (£2 , (2), par 0Tl+ (£2 , CX) (ou 01Z+(12)) l'ensemble des mesures posi
tives bornées sur (12,(2) et par 01 (̂12,(2) (ou 011̂ (12)) l'ensemble des 
probabilités sur (£2 , CX). On a alors 

01̂ (12) C 01I+(12) C 0ïc(12). 
On peut munir 011(12) d'une structure d'espace vectoriel réel : 

Si ix et v G 011(12), on posera (M + v)(A) = MW) + (\M G (2). 
Si/X G 311 (fi) et a ER, on posera (a/z) (A) = aix(A) (VA G CX). 

Ces définitions sont légitimes car JJL + v et a\x sont bien des mesures 
sur (12 , (2). 

De plus JU et bornées entraîne (¡1 4- v) (1?) = /x(12) 4 K12) < + 0 0 donc 
(M + i>) bornée, 

et a G R, fx bornée entraîne (afx) (12) = JJU(12) < 4- «> donc aju bornée. 
On vérifie facilement que 011(12 , CX) muni de ces 2 opérations est un 

espace vectoriel réel, l'élément neutre de 4- étant la mesure nulle 

0 : CX-*] - oo, 4- oo] : A~"*Q. 

Alors dît1 (12 , CX) et 011+ (12 , CX) sont des parties convexes de 011 (12 ,(2) : 

M et v G 01Z+(!2) et a G [0 , 1] aix 4- ( 1 - a) v G 01I+(12) 

M et i; G 31̂  (fi) et A G [0 , 1] =• a[x 4- ( 1 - a)v G 01̂ (12). 

Notons que d'après la proposition 5,V/x G Oïc(fi), 3 /i+ et JU~~ G 0Tc+ (12) 
tels que u = LX+ — LX~ . 

La variation totale d'une mesure ju sur (12 , CX) est par définition la 
mesure positive \LX\ = JX+ + LX~ : |/z| 04) = JU+04) 4- M~04) 04 G <2). Alors 
V>1 G CX |/xC4)| < |/x|04) et si LX est une mesure positive, |/x| = LX. 
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De plus on peut montrer que : 

04) = Sup | X IM04„)I : 04„)„EN

 s u i t e d'éléments de <Xt 

2 à 2 disjoints avec u An = A \ 

et que |/z| bornée *> JJL bornée. Donc Vju G 011(12), |/x| (12) < + °°. 

Proposition 6 

L'application 011(12) [0, + «> [ : (12) est une norme sur l'es
pace vectoriel 011(12). De plus 0ïl(12) muni de cette norme est un espace de 
Banach (espace vectoriel norme complet). 

Pour LX G 011(12), on notera = IMI (SI) cette norme. Alors 

VA G (2,1/i G4)| < M . 

Si M G 0H+ (12), llju II = M(12). Si LX G Ollj (12) , ll/xll = 1. 

Si M G 0ïc+(!2) et LX + 0 (<* /z(fi) > 0), alors est une probabilité 
M(12) 

sur (12 , fit) : -7^7 G 0R, (12). 

Proposition 7 
Il Pour la topologie définie sur 011(12) par la norme ll̂ ll,0rc+(12) et 011̂ (12) 
Il sont des fermés. 

Démonstration : 
Soit (MW)„€N

 u n e s u * t e d'éléments de 01Z+(S2) qui converge vers LX G Oïl (12), 
montrons qu'alors LX G 01̂ (12) : 

I!M„ - MH v>4 G aj/x„W) - MW)I ̂  0 
d'où /¿„04) ^ MM),Vi G CI. 

Or VA G a,/z NG4) > 0 ; donc fx(A) > 0, VA G & ; donc M G 01I+(12), 
c'est-à-dire 0ïl!"(12) fermé. 

De même soit (jun)neN une suite d'éléments de Ollj (12) qui converge 
vers M G 011(12). 

0)1̂ 12) C 01Z+(12) entraîne LX G 0H+(12) d'après le raisonnement précédent. 
De plus, comme iin(Sl) —• M(Œ) E* M„№) = 1 V« G N , /z(î2) = 1,c'est-

à-dire /X G Oïtj (12) et 01c t(12) fermé. 

2 
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Probabilités dégénérées 

Définition 8 

Soit (£2, (3C) un espace mesurable. On appelle probabilité dégénérée 
en co G £2 la probabilité Sw sur (£2 , OC) définie par 

( 1 si co E A „ 
( 0 si co <ï A 

On vérifie facilement que Vco G £2, ô w est une probabilité sur (£2 , C£). 
On notera A ou A(Î2) l'ensemble {ôw : co G £2}. Alors A C (S2). 

L'application £2 -> A(JT2) : co^ô^ est surjective. Elle est bijective si 
Vco, co' G £2 , co co', 3̂4 G d tel que co G 4̂ et co' ̂  A. Elle est en par
ticulier bijective si Vco G £2 , {co} G d : OC est une tribu contenant les points. 

Proposition 7 bis 

Si OC est une tribu sur il contenant les points, alors pour la topologie 
définie sur 0îl(£2) par la norme llpill , A (£2) est un fermé. 

Démonstration : Soit en effet (5 W W) N EN
 U N E S UI T E de A (£2) convergeant 

dans 0ïc(£2), alors (S W w ) w e N

 e s t u n e s u r t e de Cauchy de CÌI(£2.) : 

Ve > 0 37V0(6)telque m , n>N0(e) => ||Ô^ - 8 WJ| < e 

d'où \/A G a,|SWfiG4)- 5 W m W)|<e. 

Considérons en particulier co^ : OC étant une tribu contenant les points, 
{cwvjG cl, donc pour n > ^ ^ ^ ( { c o ^ } ) — 11 < e c'est-à-dire cjn = OJNQ 

\/n ^ 7V0(pour e assez petit). On en déduit : 3co G £2 tel que con = co a 
partir d'un certain rang, d'où lim A(fì) et A (£2) fermé. 

n-M-°° n 

Remarque : On montrerait de la même manière que \/D C A (£2), 
D est un fermé pour la topologie définie sur Dit (£2 , OC) par la norme WJJL II 
(si OC est une tribu contenant les points). 

II - INTEGRATION DES FONCTIONS A VALEURS 
DANS UN ESPACE DE BANACH 

On pourra trouver dans (9) les démonstrations des propositions et théo
rèmes énoncés dans ce paragraphe. 
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Soit (n, ct, IJ.) un espace mesuré. On suppose que IJ. est une mesure 
positive et bornée .. 

Une partie N de n est dite IJ.-négligeable si 3A E ct tel que N C A 
et IJ.(A) = O. L'espace mesuré (n, ct, IJ.) est dit complet si ct contient toute 
partie IL-négligeable de n. 

Si ff( désigne la classe des parties IJ.-négligeables de n, la classe ct dé
finie par (X = {A UN: A E ct et NE Bt} est identique à la a- algèbre 
engendrée. par ct U Bt. De plus la formule Ji (A U N) = IJ. (A) définit sans 
ambiguité l'unique mesure li sur (n ,ct) qui prolonge IJ. et l'espace mesuré 
(n , ët, Ji) est complet. Cet espace est appelé le complété de (n, ct, IJ.). 

Soit donc (n, ct ,IJ.) un espace mesuré où IJ. est une mesure positive 
et bornée. 

On supposera dans la suite cet espace complet (on substitue à (n , ct, IJ.) 
son complété). 

On notera X t la fonction indicatrice de A C n 

! l si w E A 
XA : n -+ R : w...., X (w) = 

A 0 si w Eit A. 

Soit E un espace de Banach réel dont la norme sera notée Il II. Il est 
clair que l'ensemble des applications de n dans E peut être muni d'une 
structure d'espace vectoriel réel. Si f: n -+ E, on notera IIfli l'application 
Ilfli : n -+ R : w~ IIf(w) Il. 

En particulier R, muni de la norme valeur absolue 1 l, est un espace 
de Banach. Donc tout ce qui sera dit pour les fonctions a valeurs dans un espace 
de Banach quelconque E sera valable pour des fonctions numériques (à va
leurs dans R). 

Fonctions étagées 

Définition 1 

Une fonction f : n -+ E est dite étagée si on peut écrire f = LXi XA. 
i el 1 

où J est un ensemble fini, Ai E ct et Xi E E Vi E J. 

Proposition 1 

Toute fonction étagée peut s'écrire f = L Yi X B. où J est un ensemble 
i€J 1 

fini, (Bi)ieJ est une famille d'éléments de ct 2 à 2 disjoints et Yi E E Vj E J. 
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Remarque : Si / est une fonction étagée non identiquement nulle, on 
peut l'écrire d'une manière unique sous la forme £ y}- \B. o u / est fini, 

hJ 1 

(Bj)jeJ est une famille d'éléments de Cl 2 à 2 disjoints et (yj)Jcj est une fa
mille d'éléments distincts et non nuls de E. 

L'ensemble des fonctions étagées définies sur 12 à valeurs dans E sera 
noté &E(0L). 

Alors &E(0L) est un espace vectoriel réel (sous espace vectoriel de l'es
pace vectoriel des applications de 12 dans E). 

Fonctions ju-mesurables 

Définition 2 

Une fonction / : 12 -* E est dite ju-mesurable si elle vérifie les 2 condi
tions suivantes : 

1/ VG ouvert de tr,f'\G) G <2. 
2/ \/A G CX, 3 une partie ju-négligeable N C A et une partie dénombrable 

H de E telles que f(A — N) C H où H désigne l'adhérence de H dans E 
(c'est-à-dire le plus petit fermé de E contenant H). 

Remarque : la condition 1) signifie que / est mesurable quand 12 et 
E sont munis respectivement des tribus OL et GhE. Elle peut être remplacée 
par chacune des conditions équivalentes suivantes : 

- V F fermé de E,T\E) G CX 
- V B G (BE,f~

1(B) G CX. 

Sous réserve de la condition 2), la condition 1) peut être remplacée par : 
- pour toute boule fermée (respectivement ouverte) C de £,,/"1(C)GOL. 

La condition 2) peut être remplacée par la condition équivalente suivante : 

- 3 une partie ju-négligeable TV de 12 et un sous-ensemble dénombrable 
// de E tel que /(12 - N) C H. 

Si l'espace E est séparable (3 H C E dénombrable et dense dans E) 
la condition 2) est superflue. C'est en particulier le cas de R. Une fonction 
numérique / : 12 ^ R est donc jtx-mesurable si et seulement si/est mesurable. 
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Proposition 2 

Soit / : SI -» R une fonction numérique. Alors / est mesurable si l'une 
des conditions suivantes est vérifiée : 

- {co G SI : /(co) < fl} G CI Va G R 

- {co G £2 : /(co) > a} G CX Va G R. 
Si l'on revient dans le cas général : 

- Toute fonction constante est /i-mesurable, 
- Toute fonction étagée est /x-mesurable ; une fonction ne prenant 

qu'un nombre fini de valeurs {xl , . . . ,xn} est ju-mesurable si et seulement si 
f^1(xi) G QC Vz = 1, . . . , n, c'est-à-dire / étagée. 

- Une fonction ne prenant qu'un nombre dénombrable de valeurs 
{x1 . . . . ,xn, . . .} est jLi-mesurable si et seulement si f^1(xn) G CX \fn G N. 

- Si / : £2 -> E est ju-mesurable et g : £2 £ est une fonction égale 
à / sur A G (X et constante sur Ac, alors g est ju-mesurable. 

On peut montrer que, sous réserve de la condition 2, la condition 1 de 
la définition 2 peut être remplacée par la condition équivalente suivante : 
Pour toute forme linéaire continue x G Ef (dual topologique de E), la fonc
tion numérique x'of: £2 R : OJ«^X' [/(co)] est mesurable. 

Définition 3 

Soit (/„)„eN
 u n e s u ^ e de fonctions de £2 dans On dit que 

1/ (/„)weN converge /x —presque partout (ju-PP) vers f : SI E s'il 
existe une partie N de £2 /x-négligeable telle que 

ll/„ (co) - /(co) Il 0 Vco G £2 — TV. 

2/ (/„)„eN converge uniformément vers / : £2 £ si 

Sup «/„(«)- / (w) 11^*0. 

Théorème 1 

Il Soit (/„)weN
 u n e s uit e de fonctions de £2 dans £ -̂mesurables. Si (fn)ne^ 

| converge ju-pp vers une fonction f : SI -> E, alors / est /z-mesurable. 

Proposition 3 

Soit / : £2 -> £ une fonction /x-mesurable. Si /(S2) est relativement 
compact dans E (f(Sl) compact dans E), il existe une suite (fn)ne^ de 
fonctions étagées convergeant uniformément vers / 
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Cette propriété est en particulier vérifiée pour les fonctions réelles 
mesurables et bornées. 

Théorème 2 

Il Pour toute fonction réelle / mesurable positive définie sur £2, il existe 
Il une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant vers f. 

Proposition 4 

I Une application / : £2 -» E est /x-mesurable si et seulement si / xA

 e s t 

II ju-mesurable y A E &. Si / : £2. E est -̂mesurable, ll/H : SI -> R est mesurable. 

De plus on peut montrer : 

Proposition 5 
Si / et g sont des applications de £2 dans E ju-mesurables et a E R, les 

fonctions / 4- g et a f sont ju-mesurables : l'ensemble des applications de £2 
dans E ju-mesurables forme un espace vectoriel réel. 

Intégration des fonctions étagées 

Proposition 6 

n m 
S i 2 xt xAt

 = 2 y,' XBy Ug,Bj E a et x / f >>,. E EVî = 1 - . n et 
/ = 1 /=1 

n m 
V/ = 1, . . . ,m), alors £ MW,)*/ = 2 M^,)^-. 

/=I /=i 
D'où 

Définition 4 

n 
Pour toute fonction étagée/= £ x. x̂ . E ^(Ct) on appellera intégrale 

de / par rapport à M, notée// rf/z, l'élément de £ défini par J*f du = ^ yi{A^xv 

i=i 
La proposition 6 justifie cette définition, car ffdfx ne dépend que de 

/ et non de la manière d'écrire / comme fonction étagée. ff dix sera noté aussi 
//(co) dix (co) ou ff (CJ) djLt. 
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Si / = f x, xA. G 8>E((X) et A G a,/x^ = I *, X^n^ S AB(0), alors 
i= 1 1= 1 

JfXAàfJi sera écrit j fdix. 
A 

L'intégrale d'une fonction étagée vérifie un certain nombre de propriétés : 

- l'application &E(6C) -+ E : f^ Jfdix est linéaire : 

Va ,b G R,V/ et g G &E(6L) : J(af+bg)dix = a Jfdix + bjgdfi; 

en particulier si / G &E(6C) et A , i? G Cl disjoints, on a 

— Soit £ et F 2 espaces de Banach réels, U : E -> F une application 
linéaire et / G &E(<Z), alors U ° / G &F(6C) et U (Jf dp) = flJ <> f dix. 

- Si £ = R, l'application &R R ; ^p^J^p dix est positive et croissante : 

ip G êĵ  , if> 0 => fipdjx>0, 

Vi e &R > 1̂ ^ 2̂ ^ J l̂ * < /<P2 * » 

<p G ê R , </? >0 et .4 , 5 G & , ,4 C £ =»Ĵ  ^pdLx < £if dfx. 

— Soit y4 G CX et ju une mesure portée par A : ix (Ac ) = 0, alors, 

en effet si 

f = £ x, XAie &*(<*•) , ffdï =t **MW/) = É **M04 nA,) = f fdti. 
i=l 1 1=1 1=1 

Proposition 7 

I Soit / G alors 11/11 G 8R«2) et II// d/x II < / 11/11 dix. 

Pour / G êE(CX), on pose Ni(f) = J11/11 dix. Alors il est facile de vérifier 
que Nl est une semi-norme sur &E(QC). La topologie définie sur par 
Nl est dite topologie de la convergence en moyenne. Pour cette topologie 
l'application linéaire &E -+ E : f~**Jf dix est continue car II// dix II < Ntf) 
d'après la proposition 7. 
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Soit X un espace vectoriel_réel. On rappelle qu'une semi-norme N sur 
X est une application TV : X -> R+ telle que : 

- N(\x) = [X| N(x) VX G R etVx G X 
- N(x + y) <N(x) + N(y) Vx et y G X 

Définition 5 

On dit qu'une suite (fn)n€^ de ̂ (CX) est une suite de Cauchy (pour 
si lim N. (/„ - / m ) = 0 c'est-à-dire : 

«-•+00 1 " 

m 
lim / \\fn-fm\\dn = 0. 

m 
Proposition 8 

Si (/,i),ieN e s t u n e s u r t e de Cauchy de SE(6C), alors 
1/ H)„eN est une suite de Cauchy de êR 

2/ V.4 G a, (fn XA)neN e s t u n e s u i t e d e Cauchy de &E(J3L) 
3/ (ffn dy)neN est une suite de Cauchy de E (muni de sa norme II II ). 
On voit maintenant comment définir l'intégrale d'autres fonctions que 

les fonctions étagées : si (fn)ne^ est une suite de Cauchy de &E(QC) conver
geant LX-pp vers une fonction f : £1 E, (f fn dix)neN est une suite de Cauchy 
de E. E étant complet, (jfn dix)neN converge dans E ; on sera donc amené 
à définir ff dix par lim \fn dix. Encore fauti-il s'assurer que cette limite 

ne dépend que de / et non de la suite (fn)n€^ choisie. 

Proposition 9 

Soit (/„) w e N et (gn)neN 2 suites de Cauchy de &E(0L) convergeant 
U-pp vers la même fonction / : £2 -> E, alors lim ffndii = lim fg dix. 

Fonctions -̂integrables 

Définition 6 

Une fonction f : SI E est dite /x-intégrable s'il existe une suite de 
Cauchy (fn)neN de &E(6C) convergeant /¿-pp vers / 

L'intégrale de / par rapport à LX sera l'élément de E noté jf dix et défini 
par / / dix = lim ffn dix. 
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D'après la proposition 9, jf d¡x ne dépend que de / ; Jf d[i sera écrit 
aussi //(co) d/x(co) ou //(co) dfi. 

Si / : £2 -> £ est /x-intégrable, / est //-mesurable d'après le théorème 1. 
Toute fonction étagée /G &E(0C) est /x-intégrable et ses deux intégrales 

coïncident. 
L'ensemble des fonctions /x-intégrables sera noté i?¿(£2 ,6C,JJL) OU 

et si E = R &1 (fi , a, /i) ou i?1. 

Proposition 10 

L'ensemble <£¿ est un espace vectoriel réel et l'application 

&E ^> E : f«* ff dp est linéaire : 

f(af + bg) dyt =affdix + bfgdfi V/, g G &E et Va , b G R. 

Proposition 11 

I Si / G £¿, alors 11/11 G i?1 et II// d/x II < / 11/11 d/x. 
(Pour une réciproque de cette proposition, voir Proposition 14). 
Si/G£¿ et A G a ,fxA et on écrira//X^ d/x = £ /d/x. 
L'intégrale de / vérifie un certain nombre de propriétés déduites des pro

priétés de l'intégrale d'une fonction étagée : 

~f^*E e t J e a d Í S J ° Í n t S ^ X u 5

/ ^ = X / ^ + ^ / ú ? M * 

Cette propriété reste valable pour une suite d'éléments disjoints de d. 
— Si E et F sont 2 espaces de Banach réels, U : E -> F une application 

linéaire continue et / G alors U o / G ^ e t U (//d/x) = / U ° / * • 
— Dans le cas où E = R, on a les propriétés supplémentaires suivantes : 

-> R : /***//d/x est positive et croissante : 

<p G i?1 ,<p>0=>f<pdn> 0 

Vl et ^ 2 e ^ , ^ < <¿>2 =• / ^ d/x < /^ 2 d/x 

^ G Z?1 ,<¿>>Q,A,Bea,ACB=>fA ipdn < ^ d/x. 
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- Si / G &E et A G a, f 11/11 d/x < M 04) sup 11/ (co) Il. 
J A OJ>€A 

- Si A G CI et si /x est une mesure portée par 4̂ (/xG4c) = 0), alors 

V / G ^ 1 ,ffdn = fAfdii. 

En effet soit / = lim /w où (/„)„€N
 e s t u n e s u l t e de Cauchy de ê̂ ((St), 

alors f/ d/x = lim ffn du = lim / fn dp = f dp. 

Pour / G 4 , 11/11 G i?1 ; on pose N^f) = f 11/11 d/x et xVt est un semi-
norme sur &E. La topologie définie sur/?¿ par cette semi-norme est dite topo
logie de la convergence en moyenne. 

Pour cette topologie l'application linéaire £E -+ E : f^jfdy est conti
nue (cf. proposition 11 ). 

On dira qu'une suite (/„)WCN de converge en moyenne vers/G gE si 
lim iVj ( / - / „ ) = 0 c'est-à-dire lim f II/ - /„11 d/x = 0. Alors 

Jf dix = lim jfn d/x . 

Si (/W)„CN
 e s t u n e suite de Cauchy de ëE(6L) convergeant /x-pp vers 

une fonction /(G i?¿), (fn)neN converge en moyenne vers / ; l'espace êE( 6L) 
est dense dans £ E (muni de la semi-norme Nl ). D'autre part on peut montrer 
que &E muni de la semi-norme Nx est complet. 

Critères d'intégrabilité 

Proposition 12 

Si (/W)NEN
 e s t une suite monotone de fonctions réelles /x-intégrables et 

si la suite (ffn d/x)weN a une limite finie, alors, si elle existe, la fonction 
lim fn est /x-intégrable et f (lim fn) d/x = lim f/„ d/x. 

Soit donc / une fonction réelle mesurable positive, il existe d'après 
le théorème 2 une suite croissante (fn)neN de fonctions étagées positives 
convergeant vers /, alors on peut montrer que (fn)neN est une suite de Cauchy 
de S R si et seulement si lim ffn d/x < 4- «>. 

Donc pour / > 0 , / G &l o lim f/„ d/x < + oo. 
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Si / est une fonction réelle, 

- j r = S U P </ ' 0 ) et Jfdn = fr * -ff d*. 
(. / = sup (- / , 0) J J J 

Dans le cas général : 

Théorème 3 (Lebesgue) 

Soit (fn)nex une suite de ¿2¿ convergeant /x-pp vers une fonction/: £1->E. 
S'il existe une fonction réelle g positive /x-intégrable telle que ll/wll <g ju-PP 
V"^N. alors fE£l

E et (fn ) n e N converge en moyenne vers / Dans ce cas 
on a if d[i = lim \fn dp. 

Proposition 13 

Si la fonction / : £2 -> E est /z-mesurable et s'il existe une fonction 
réelle g positive et /¿-integrable telle que 11/11 < g /z-PP, alors / est /x-intégrable. 

Proposition 14 

I Une fonction / : Í2 -» E G &l

E o f est /x-mesurable et 11/11 G ̂  . 

Proposition 15 

Si (/W)W€N
 e s t u n e suite de convergeant uniformément vers une 

fonction / : Í2 -> alors / G ̂  et (fn ) n e N converge en moyenne vers / . 

Intégration par rapport à une mesure induite 

Soit (£2 , 6L , /x) un espace mesuré, où /x est une mesure positive et 
bornée sur (£2 , CC). Soit A € QC, 6LA la tribu induite par 6C sur ̂ 4 et fiA la 
mesure (positive et bornée) induite par /x sur (A , 0LA). 

Proposition 16 

Soit / : £2 E une fonction définie sur Í2 à valeurs dans EetfiA:A~*E 
la restriction de / à A. Alors / | i 4 G &E (A , , iiA ) fxA

 e &\ & > a » 
et on a 
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Intégration par rapport à une mesure image 

Soit (n, <X) et (n' , eX) 2 espaces mesurables, 71" : n ~ n'une appli-
cation mesurable de n dans n'. Soit JI. une mesure positive bornée sur 
(n , <X) et JI.' = 7I"(JI.) la meSl1re image de JI. par 71". Soit l' : n' ~ E une fonction 
à valeurs dans E et f' 0 71": n ~ E : w.,.,., 1 [71" (w)]. 

Proposition 17 

Il Si f' est JI.'-mesurable, alors f = l' 0 71" est JI.-mesurable. Si l'est JI.'-in-
tégrable, f est JI.-intégrable et ff dJl. = fI' dJl.'. 

Intégration par rapport à une probabilité produit 

Soit (nI' cr l ,Pl) et (n2 , a2 ,P2 ) 2 espaces de probabilité. Soit 
(nI x n 2 ' ct l ® &2' Pl ® P2) l'espace de probabilité produit. 

Soit f: nI x n 2 ~ R une fonction numérique définie sur nI x n 2 • 

On notera 

f WI : n 2 -t R : w 2-?f(w i ,w2 ) pour W I EnI 

f W 2: nI ~ R: wl~f(WI ,W2 ) pour W 2 E n 2 . 

Théorème 5 (Fubini) 

Si f E ,el (nI x n 2 ,Pl ® P2 ), alors 

- f W 2 E ,el (nI ,Pl) (P2 -pp) et l'application (définie P2 -pp) 

n 2 ~ R : W2~ffw2 dPI E ,e1(n2 , P2 ) 

- f WI E ,e1(n2 , P2 ) (Pl-PP) et l'application (définie Pl-PP) 

nI --* R : W I ~ JfWI dP2 E ,et (nI' Pl) 

~t on a 

Remarque : Ce théorème est valable de proche en proche dans le cas 
d'un produit de n espaces de probabilité. 
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m - PROCESSUS ALEATOIRE (A TEMPS DISCRET) 

Pour des compléments on pourra consulter (18). 

Définition 1 

Etant donné 2 espaces mesurables (Sll,6Ll) et (£22,(Sl2), une pro
babilité de transition de , 6Ll) vers (£22 , CZ2) est une application 
P\ : S2j x a2 -> [0, 1] telle que : 

1/ Vcü! G ííj l'application P2(co1?.) : QL2 -» [0 , 1] : 4 2 -4i>J(co1,̂ 42) 
est une probabilité sur (£22 , &2 ). 

2/ V ¿ 2 G CX, l'application P2(. , ^ 2 ) : Í2t -> [0 , 1] : c o ^ i ^ (o^ , ^ 
est mesurable quand Sl1 est muni de la tribu 6LX. 

Alors P2(. M 2 ) est integrable (\M2

 e &2 ) par rapport à toute probabilité 
définie sur (Í2j , CXj ). 

Un processus est représenté à chaque "instant" t G {0, 1,..., n) par 
un point xt d'un espace mesurable (Et , &'t). On se donne, à chaque ins
tant la loi de probabilité du processus à l'instant (t 4- 1 ) conditionnelle 
à l'évolution du processus jusqu'à l'instant t sous la forme d'une probabi
lité de transition. Pour pouvoir construire une probabilité sur l'espace (£2 , 6C) 

(où £2 = = ® &>t J des trajectoires, on doit encore se donner la 

loi du processus à l'instant initial t = 0 : c'est-à-dire une probabilité P0 sur 
(¿o . *<>)• 

Un processus est donc la donnée de (n + 1) espaces mesurables (£, , ^ f ) 
(t = 0,. . ., «), pour tout A: = 0 , 1 d'une probabilité de transition 

( k jç 

Y\ Et , f vers , ^ f c + 1 ) et d'une probabilité P0 sur 
(^o.'o)-

Alors si £2 = Il Et et (2 = f ^ f , on a 
t=o t 0 

Théorème 1 (Ionescu- Tulcea) 

\/x0 G 2s 0 , il existe une probabilité unique PXQ sur (£2 , Cl) dont la va-
n 

leur pour tout pavé mesurable Y] Ft (Ft G &¡t \ft = 0 , . , n) est donnée 
i = 0 

par 
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De plus si P0 est une probabilité sur (E0 ,&íQ), il existe une probabilité 
n 

unique P sur (£2 , &) dont la valeur sur tout pavé mesurable f 7 Ft soit 
t = o 

^ T r ï F ' l = X X <<*o>-> X ^ • * ( * 0 > x 1 ) . ) • • • 
Li~0 J 0̂ *1 2̂ 

/ F < " " ' ( X o ,*1,...,Jf„_1,.)-
Cette probabilité est donnée par 

P(A) = ¡PXq(4) dP0 (A G Ct). 

Pour toute fonction numérique réelle F : Í2 -> R iMntégrable sur (£2 , &), 
la fonction numérique X : £ 0 R : x0-^^í(x0) = J 7(co) dPx^(oo) est une 
version de l'espérance conditionnelle E*°(Y) définie sur (£l,6C,P) : en 
particulier ¡Y dP = ¡X dP0. 



CHAPITRE II 

FORME RÉDUITE D'UN JEU 

SOUS FORME DÉVELOPPÉE 

I — JEU A N JOUEURS SOUS FORME DEVELOPPEE 

Un jeu à n joueurs est caractérisé par un ensemble, l'ensemble des 
"positions du jeu" et par une règle du jeu. Celle-ci spécifie dans quel ordre 
ces positions peuvent être atteintes, les positions terminales (où le jeu est 
terminé) et pour chaque position non terminale le "coup" qui lui est associé : 
soit un coup "personnel" c'est-à-dire un choix à faire par l'un des joueurs 
(désigné par la règle) parmi un ensemble de possibilités (qui sont des positions 
du jeu), soit un coup "aléatoire" c'est-à-dire un tirage aléatoire parmi un en
semble de résultats possibles (qui sont encore des positions du jeu). 

De manière plus précise la règle du jeu indique la position initiale du 
jeu et le coup qui lui est associé. Si c'est un coup personnel, elle précise le 
joueur qui a le trait (celui à qui revient le choix) et les positions du jeu 
entre lesquelles il doit choisir. Si c'est un coup aléatoire elle définit le tirage 
aléatoire qui doit avoir lieu. Puis en fonction du résultat ou choix à la po
sition initiale, elle spécifie la nouvelle position du jeu et le coup qui lui 
est associé : si c'est un coup aléatoire le tirage aléatoire correspondant, 
si c'est un coup personnel, le joueur qui a le trait, les possibilités qui lui 
sont offertes et l'information qu'il possède sur le déroulement antérieur 
du jeu . . . finalement la règle du jeu indique, en fonction des choix et ré
sultats successifs, quand le jeu est terminé, la position terminale atteinte 
et la situation finale qui en résulte pour les n joueurs. 

On supposera que le jeu a une "durée" limitée p, c'est-à-dire que si 
une "partie" de ce jeu désigne un déroulement possible de la position ini
tiale à l'une des positions terminales, toute partie est une succession d'au 
plus (p + 1) positions du jeu et qu'il existe une partie de ce jeu qui "visite" 
exactement (p + 1) positions. 
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En ajoutant des positions de jeu artificielles ne figurant pas dans l'en
semble initial des positions du jeu et en leur associant des tirages aléatoires 
à un seul résultat possible, on sera amené à supposer que toutes les parties 
de ce jeu visitent exactement (p + 1) positions du jeu. Enfin on fera l'hypo
thèse que chaque position du jeu peut être atteinte d'une manière et d'une 
seule : ce qui revient à distinguer (à l'aide d'indices) une position du jeu 
qu'on peut atteindre par deux déroulements du jeu différents. 

Soit les n joueurs numérotés de 1 à n. Un jeu sera la donnée 
1/ d'un ensemble X, ensemble des positions du jeu 
2/ d'une quasi-partition {X0 ,Xl9 . . . , Xn, R} de X en (n + 2) sous-

ensembles, où par quasi-partition il faut entendre une classe de parties de 
X 2 à 2 disjointes recouvrant X. 

Soit x E X : 
Pour / = 1,... , n 

x E Xt o x est une position à coup personnel avec trait au joueur i 
x E X0 o x est une position à coup aléatoire 
x E R <=> x est une position terminale 

3/ d'un élément a E X qui sera la position initiale du jeu 
4/ d'une application F : X -> £ (X) : x^T(x) où \/x E X, F(x) est le 

sous-ensemble de X des successeurs immédiats de x : 
Si x E X0 , T(x) est le sous-ensemble de X des résultats possibles du 

tirage aléatoire lié à x. 
Si 3/ = 1,. . . , n avec x E Xt, T(x) est le sous-ensemble de X formé 

par les positions du jeu entre lesquelles le joueur / doit opérer son choix. 
Si x E R , Y(x) = 0. 

Pour traduire les hypothèses faites précédemment, on supposera : 
- F(x) = 0 o x E R 
- si pour x E X, T - 1 (x) = {y E X : x E T(y)} est le sous-ensemble 

de X des prédécesseurs immédiats de x, 

V~\a) = Q c'est-à-dire Vx E X a £ T(x), 

Card r_10c) =1 \/xGX-{a} 

d'où l'on déduit que 

Vxj , x2 E X , xl =£ x2 r(Xi) H T(JC2) = 0. 
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- si on note E0 = {a}, Ex = T(a) ensemble des positions que l'on 
peut atteindre en un coup à partir de a, E2 = T2 (a) = U F(x) ensemble 

xer(a) 
des positions qu'on peut atteindre en 2 coups à partir de a, . . . 

Ek = Tk(a)= U T(x) 
xeYk l(a) 

ensemble des positions qu'on peut atteindre en k coups à partir de 
a (k = 1 , . . . , p), alors T est telle que Tp(a) = Ep = R et {E0 ,El9... £p} 
forme une partition de X. 

Si pour x G Ek_l (k = 1,. . . , p) on note T(x) = Slk

x C Ek, il est facile 
de montrer que la classe {£lk : x G Ek_l) forme une partition de 

Ek(k = l , . . . ,p ) . 

5/ pour / = 1,. . ,, n, d'une partition CU/ = {U, V, . . .} de Xt où % 
est le "schéma d'information" du joueur / et, si U G CU/, U est un "ensemble 
d'information" du joueur i : si le jeu se trouve dans une position x G U, 
le joueur i saura qu'il a le trait et qu'il se trouve dans une position appar
tenant à c7, sans qu'il lui soit précisé laquelle. 

On supposera qu'on ne peut rencontrer deux fois le même ensemble 
d'information au cours d'une même partie : V / = 1,.. . , n , V U G <№. et 
Vx,yeU7x^y=>y£ f(x) où f(x) = {x} U r(x) U , . . U Fp(x) est le 
sous-ensemble de X des successeurs de x (Fk(x) éventuellement vide à partir 
d'un certain rang). De ceci on déduit en particulier que si a G Xi (/ = 1,. . yn), 
l'ensemble d'information contenant a est {a}. 

Pour que les joueurs ne possèdent pas d'information supplémentaire il 
est naturel de supposer que Vz = 1, . . . , n, \fU G c\Xi et Vx ,y GU, T(x) et 
T(v) sont équipotents (c'est-à-dire qu'il existe une bijection de V(x) sur 
rôo). 

Soit pour / = 1, . . . , n et ¿7 G CUJ., A
l

v un ensemble d'indices, choisi 
arbitrairement, équipotent aux F(x) (x G U) et, Vx G U, fx une appli
cation bijective de A\j sur T(x) : 

fx : A\,-»r(x) : a~>fx(oi) (fx(ot) est l'élément d'indice a de T(x)). 
Va G A [f y soit i£ : U-+ X : x~*v^(x) = fx(a). 
Alors la famille vl

v = (yl

a)aeAi d'applications de U dans X est telle 
que 

a) Va G A{j , G T(x) Vx G ¿7 

b) Va , /3 G ̂ , a # ]3 => I£(JC) =É ̂  (x) Vx G £/ 

c) {*£(*) : a G A{,} = T (x) Vx G U. 

3 
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Quand le jeu se trouvera dans l'ensemble d'information U (E CU/) le 
joueur / devra choisir un indice a E Al

v qui, compte tenu de la position 
effective du jeu, déterminera sans ambiguité la nouvelle position du jeu. 

6/ d'une famille (£lx, <%x , Px)xeX(i d'espaces de probabilité, où 

VxeX0 (Î2, , <%X,PX) 
est l'espace de probabilité associé au tirage aléatoire ayant lieu en x : £lx — T(x\ 
6CX est la tribu sur £lx des événements et Px une probabilité sur (£lx ,6CX) 
régissant le tirage aléatoire en x. On supposera que Vx E X0 , 6LX est une 
tribu contenant les points : \f y E £lx , {y} E 6Cx et que les tirages aléatoires 
sont indépendants, c'est-à-dire que le tirage aléatoire associé à x E X0 ne 
dépend que de cette position x. 

7/ d'un ensemble S des situations finales et d'une application surjective 
f de R dans S, f : R -+ S : r^f(r) où f(r) est la situation finale correspon
dant à la position terminale r (E R). 

Une partie de ce jeu se déroulera alors ainsi : si a est la position initiale 
du jeu et si a E X0, on effectue le tirage aléatoire (12a ,QCa,Pa) lié à a, qui 
donne un résultat xx E T(a). Si a E Xt(i = 1, . . . , n) le joueur / a le trait 
et connaît la position exacte a où se trouve la partie. Le joueur i choisit 
alors une position x± E T(a), 

Si x, E X0, on effectue le tirage aléatoire lié à xx (12 ,<3CXl 

d'où un résultat x2 E r(Xj ). Si xx E Xf (/ = 1, , n) et x t E F(E 11,-), le 
joueur / a le trait, est informé que la partie se trouve dans l'ensemble d'infor
mation V mais n'a pas en général connaissance de la position exacte xx. Il 
choisit alors un indice l3 E AJ

V (ou une application de V dans X), d'où 
une nouvelle position x2 = (xl). La partie se poursuit ainsi jusqu'à ce que, 
après avoir visité (p + 1) positions de jeu, on parvienne à une position ter
minale r E R : la partie est alors terminée et f(r) E S est la situation finale 
qui en résulte pour les n joueurs. 

On dit qu'un jeu est à information parfaite si tout joueur qui a le trait 
sait parfaitement en quelle position se trouve le jeu : 

V/ = 1, . . . , n % = {{x} : x E Xt}. 

On dit qu'un jeu est à réflexion pure si à toute position non terminale 
est associé un coup personnel : X0 = 0. 
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II - TACTIQUES DES JOUEURS 

Pour un joueur une tactique est une manière de jouer complète c'est-à-
dire un ensemble d'instructions permettant à un mandataire de jouer une 
partie de ce jeu jusqu'à son terme sans qu'il soit fait appel au jugement 
de ce mandataire. 

Pour le joueur / une tactique 0. est une application 6i : 11,. -» U 
UeUi 

qui à U E <M{ fait correspondre un indice 0/(£/)E;4J/, donc une applica
tion *Vi(Lr) de la famille v\j. 
i adopte la tactique Bi la position du jeu étant dans l'ensemble l'infor

mation U, le joueur / choisit l'indice 6¡(11), donc 
l'application ^. ( C / ) de U dans X. 

Pour alléger les notations on confondra dans la suite l'indice S^U) 
et l'application ^. ( L^. 

Soit alors Ti l'ensemble des tactiques du joueur/(/= 1,...,«) et 

T = n T, = {(0,,. .. , 6„) : 6, e T, V/ = 1,. .. , n} l'ensemble produit des 

T,(i = 1,...,«). 
n n 

Comme U forme une partition de U Xt, on appellera tactique 
i=i /=i 

n 
globale toute application 0 définie sur U IL à valeurs dans U Al

v qui à 
i=l Ue^ 

n 
tout élément U E U (U G par exemple) fait correspondre un indice i = i 
6(U) E A\j, donc une application VQ^U) de la famille v\j. 

Soit alors T l'ensemble des tactiques globales : T et T' sont en bijection 
par l'application T-> T' : (01, . . , 0„)~v»0 tel que 0[ai.= 0, , v/ = 1,. . . , n . 

De par cette bijection on identifiera dans la suite T et 71'. 
Enfin pour simplifier l'écriture on confondra Ô(U) et v^^uy 
Alors le comportement des joueurs au cours d'une partie de ce jeu est 

parfaitement défini par la donnée de n tactiques dx, . ..., Bn (une par joueur), 
choisies indépendamment avant le début de cette partie, donc par la donnée 
d'une tactique globale 0 E T. 
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III - PROCESSUS ALEATOIRE ASSOCIE A UN JEU SOUS 
FORME DEVELOPPEE 

Lemme 1 

Soit 12 un ensemble (non vide). Si on désigne par 00(12) la classe des 
parties dénombrables de 12 et par 6L la plus petite tribu sur 12 contenant les 
points, alors 

6C ={A :A G (D (12)} U{BC : B G (D(Sl)}. 

Démonstration 

Soit 9= {A : A G CD (12)} U {B° : B G (D(Sl)}. Alors ® est une tribu 
sur 12 : 

Si 12 est fini ou dénombrable, c'est évident car S* = & (12). Supposons 
12 non dénombrable. 

- &* stable par union dénombrable : 
Soit (Fn)neN une suite d'éléments de B , (N' , N") une quasi partition 

de N avec 

G N' o Fn = Ane G)(SI) 

n G N" o Fn= Bc

n et Bn G 0) (12) . 

Alors 

neN vneN ' v«eN ' v«eN ' |_ vneN ' J 

d'où U Fn G &i car si N" = 0, U Fn G <D(12) 
neN neN 

siN"^0, (u FMVc O Bn 

WN / neN" 
donc ( U F Y G 6D (12). 

- 3» contient 12 et 0 : 

0G(£>(12) et 12 = 0 e. 

- ÏÏ* stable par complémentation : 
Soit F G Si. Si F G OD (12) , F c G ^ . 

SiF = Bc et 5 G d)(12), Fc = B G G)(SI) C 3?. 
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Donc ïï' est une tribu sur £2, contenant les points (car VcoG£2,{co}G uD(£2)) 
et on vérifie facilement que §í est la plus petite tribu sur £2 contenant les 
points, c'est-à-dire &' = CL. D'où le lemme. 

Pour chaque position non terminale du jeu x G X - R, F (x) i= 0. On 
va alors munir F (x) d'une tribu 6LX, l'espace mesurable (F(x),6Lx) étant 
défini de la manière suivante : 

Sur El = F (a) (= £2fl* ) on prendra la tribu CLL

A telle que : 
si a ^ X0 , d̂

1 est la plus petite tribu sur El contenant les points 
si a G X0 , CLL

A est la tribu 6LA sur El définie par le tirage aléatoire 
lié à a. 

Soit Ek = Fk(a) = U F(x) (k = 2 ,, , p) ; si pour x G £ifc_1 on 
xeEk_1 

note r(x) = £2*, la classe {£2* :xG£' i t_1} forme une partition de £'it. 
Ax GEk_l on associera un espace mesurable (£2* , o ù CLX est la 

tribu sur £2* définie par : 
si x Í X0 , Ct* est la plus petite tribu sur £2* contenant les points 
si x G X0 ,6LX est la tribu CLX sur £2* définie par le tirage aléatoire 

lié à x. 
D'où une famille (£2* , CCX)XEEK ^ d'espaces mesurables où {£2* : x€Ek_1} 

forme une partition de Ek et CLX (x G Ek_x) est une tribu sur £2* contenant 
les points. 

Soit ED = R = Fp(a) = U F(x) ; si pour x G ED_X on note 
xeEp_x 

F(x) = £2£ , {£2£ : x G Ep__x} forme une partition de R. 

A x G Ep_x sera associé un espace mesurable (£2£ , 'it£) où 6LX est une 
tribu sur £2£ telle que : 

si x fi X0 , 6LP

X est la plus petite tribu sur £2£ contenant les points 
si x G X0 ,CLP est la tribu CLX sur £2£ définie par le tirage aléatoire 

lié à x. 
D'où une famille (£2£ ,0LX)X€E ^ d'espaces mesurables où{£2£ : x£Ep_) 

est une partition de R et CLP

X (x G E x) une tribu sur QPX. 
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Lemme 2 
Soit E un ensemble (non vide) et (fi, , &,),€/ une famille non vide 

d'espaces mesurables telle que {fi, : / G /} forme une partition de E. Soit 
(D(I) l'ensemble des parties dénombrables de / et &' la tribu sur E engendrée 
par la famille (Cl,),e/ c'est-à-dire la plus petite tribu sur E contenant &, (V/ GI). 

Alors 

® = ]( U fi,) U ( U A¡ ) : / , K G ©(/) et ¿ f G &. Vz E K I 
( \/e/-/ / \ieK ' i i ) 

U j U ¿, : £ G 0>(/) et >4F G Cl, Vz G i l 

et, si &>ni désigne la tribu induite sur fi. par &*, = Cl/ (Vz G /). 
Démonstration : Soit donc 

8 = | ( fi,) U ( Uyl,) :J,Ke(D (/) et 4. G &, Vz G K j 

«' = U 4, : L G 0) (/) et A¡ G (ï. Vz G i l 

et = « U ?!' (si 7 n'est pas fini ou dénombrable, S U H' = 0). 
1/ gï' est une tribu sur E : 

- 0Ggï' car 0G Cl. (V/ G/). 
- £ G^' car £ = U fif G 21. 

- S»' stable par union dénombrable. 

En effet soit (Fn)neN une suite d'éléments de W*1 et 

N' = {n G N : Fn G 51} 

N" = G N : F n G 21'} 

V « G N ' F ^ ( U fi.) U ( U A? ) avec Jn,KnE(D(I) 

V« 6 N " F" = U A? avec Z,NG6D(/). 

ieLn 

D'où U F" = ( \J Fn) U ( u F") 
neN \neN' I WN" / 

Or U Fn = F U ( U fi, il U f U ( U Al il 

= / U fi,\ U / U ¿ft 
neN' ' V neN' 7 
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et U Fn — U An. . 
neN" /eULrt neN'1 

On en déduit 

U Fn= ( U £2 \ U / U 4̂" V 
neN \ieI-C\Jn / \ie(UKn) U (ULn)J 

neN' 
jne(D(i) \fn G N ' n / e ® (/) 

neN' 
LnG(D(I) V « G N " = * U Ln<G(D(I) ) 

n e N " =>( u zn) u ( u Kn)e®(i) 
Kne®(i) V « G N ' ^ u Kne(D(i) neN" w 

n neN' " 
permet de conclure : U F"GJ, donc U F" (car V/G/ <Xf est stable 

neN neN 
par union dénombrable). 

— ïï*1 stable par complémentation 
Soit F G Si F G 31' , F = U 4. avec Z, G ©(/) et At G V/ G L, 

ieL 
alors 

F C = l u ^ ) c = C ^ n ' ) u ( ^ ( n < - ^ ) -

Or V/ G / ^. G af., donc Î2f - ,4, G &. V/ G /, soit Fc G 21 C gï\ 

Si F G « , F = ( U Sl)u (u At) avec J , K G 7){I) et 4 f G 

Vz G 

et ( U AX = ( U S2.) U ( u(fl, - A,)) 

d'où ^ = ( ^ « 0 n [ L ^ n ' ) u ( , u ^ 0 ] 

avec A\ = Sîf - At G Vz G K 

= ( u n , ) u f u G a ' e s ' . 
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2/ est la tribu engendrée par (<3Lt)i€l : & = &. 

Comme QL. C &>' \/i G / (<*. C 21') , C gi'. 

Soit <| une tribu sur F contenant les 6Ct (/G 7) : g est stable par union 
dénombrable et <%t C § V/ G / soit 2ï' C g. 

De plus si / G (0(1) , Slt G C § V/ G 7 entraîne U «.G g soit 

U H. = ( U 12..) G g car <|est stable par complémentation, d'où 2IC<| 

et C <|. On en déduit Ctf?, c'est-à-dire g» = 
3/ V/ G / , S?n/ = (2, : 

soit /0 G /, montrons que ^niQ

 = &/0* 

&iQ = {Î2f0 n F : F G 3/} (cf. chapitre I, § I tribu induite). 

Comme (2,. C , (2, C gî. . Il reste donc à montrer queg<o. C cl- . 

Soit donc F G gi ; si F G « , F = ( U 12,) U ( U A.) et 
Me/-/ / VieA: / 

F n n ' . = [ L u - , n ' ) u C i ^ ) ] n n ' « 

Or ( U 12,) Pi 12, = 12, si L fi J 

= 0 si /0 G / 

et ( U A.) H 12z. = 4̂. si ï0 G # 

= 0 si / 0 Ê * 

d'où F H 12, = 12, si /0 £ J \ 
lo l0 0 j 

= 4, si ioej C) K } soit F D 12, G CL ; 

= 0 si /0 G / - K / 

si F G « \ F = U Ai 

ieL 
et F n 12. = A{ si /0 G L ) 

0 0 , soit F O 12, G 0, . 
= 0 si i0fiL S 1 0 1 0 

D'où le lemme. 
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Remarque : si V/ G 7, &¿ est une tribu sur £2Z- contenant les points, gïest 
une tribu contenant les points. 

Remarque : Si P¡ est une probabilité sur (£2f , CStf- ) T l'application 
& -+[0,l] ^ F«»^.(£2,. H F) est une probabilité sur (F , 3>). 

Définition 1 

On appellera suite d'espaces mesurables associée à un jeu (sous forme 
développée) la suite finie (F , %) , (F0 , &>0), (Fx , &ix ), , (R , (R) définie 
de la manière suivante : 

F0 = (a) ,: ̂ 0 = {{a} , 0} = #(F0) 

Ex = T(a) ^,=^1 (cf page 30) 

Sur Ek (k = 1, . . . , p) on dispose d'une famille (£2* y&x)X€Ek x d'es-
paces mesurables telle que {£2* : x G Ek_l} forme une partition de Ek. 
Alors Bk sera la tribu sur Ek engendrée par (& x ) x e E k (lemme 2) 

Sur R = Fp, la tribu ¿R, (ou 3ïp ) sera définie à partir de la famille 
(£2£ , &x)xeE i comme la tribu sur R engendrée par (6C^)xeE j (Lemme 2). 

Enfin on munira F, ensemble des tactiques globales des joueurs, d'une 
tribu % contenant les points et telle que 

VxeÛXi et Vyer(x)AeeT:6(U)(x) = y}£%J 

(U ensemble d'information contenant x). 
Remarque : les tribus <©, §¡0, . . . , (R, sont des tribus contenant les points 

comme il est facile de le vérifier. 
En introduisant des probabilités de transition sur cette suite finie 

d'espaces mesurables, on sera amené à définir un processus aléatoire qui 
sera dit associé au jeu (sous forme développée). Pour ce faire on remplacera 
les coups personnels par des coups aléatoires à probabilités dégénérées, ces 
probabilités dégénérées dépendant de la tactique globale choisie par les 
joueurs. 
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Définition 2 

On appellera processus aléatoire associé à un jeu (sous forme déve
loppée) le processus défini par la suite d'espaces mesurables associée au 
jeu (T, %) , (E0 ,&íQ), ...... (R ,<R) et les probabilités de transition, 
Pk+\°' "k (k = — \, . . . , p — \) définies comme suit : 

PQ 1 sera la probabilité de transition de (T R%) vers (EQ , gï0) telle que 

P-1 : Tx9¡0^[0, 1] : (6 , F0)~~>P;1 (0 , F0) = ¡ J *j 

sera la probabilité de transition de ( i x ^ , ^ ^ §>0) vers (EX, ĝ ) : 

: (rx£ 0 ) x ̂  ->[0, 1] : ((0 ^ l , ^ ) ^ 0 ((0 , a) ,FX) 
avec 

Í
( 0 si fl(fl)ÍF1 . 

Ofl̂  (F.) = ] , si a € Xn 

* ( a ) V ( 1 si 8(a) eFl °" 
Pa(F\), si a e i 0 , où Fa est la probabilité sur 

(£\ ,^'j) associée au tirage aléatoire lié 
à a., 

Pk+\0' "k s e r a *a probabilité de transition de 
(T x E0 x . . . x EK , -g ®3ï0 ® . . . ®$¡K) vers , ^ + 1 ) : 

p-uo,..,,k . ( r x £ o X _ . x E k ) x®k+l^ [0, 1] : ((0 ,^),Ffc + 1) 
^ p - i , o , . . , , ( ( ^ ^ } ^ + 

avec 

!

se{UHxk)(
Fk+i)*ixkt Xo (où Í/ 

est l'ensemble d'information con
tenant xk). 

PXk(Fk+x sixkeX0 (où 

est la probabilité sur 
(^x+

k

l >axll) d u tirage aléatoire 
liéàx^). 
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Enfin pp

l>°"~>P 1

 Sera la probabilité de transition de 

(T x E0 x . . . x Ep_x , <S® &i0 ® . . . ® ^ . j ) vers (P , 0Í) : 

p-i,oM..,p-i . (TxE0x.,.xEp_í)xOl^[0, 1] : 

((0,a, . . . ,xp_l),Fp)*+P;l'0"~'p-l((e9a, . . . 9xp^)9Fp) 

avec 

1 (où U est l'ensemble d'informa-
_j 0 j f tion) contenant xp_1. 

n _ ( ( 6 , a ' • • • • } , F p ) = \ v 7 ? n " S p J s i e 

l(où Px est la probabilité sur 
f (£2̂  P~\ aP ) du tirage aléa-
\toire en xp_l ) . 

Il nous reste cependant à vérifier qu'on définit bien ainsi des proba
bilités de transition.. C'est évident pour P"1. Nous allons le vérifier pour 
P-kï?-"k (*=<), ,P - D : 

1/ L'application Pk\*?'""k ((0 xa , . . . ,^) , ..) : &¡k+l ->[0 , 1 ] est bien 
une probabilité sur (Ek+l , S*k+1) V (0 , a , . . . , x*) €TxE0x...xEk car 

avec ô 0 ( U ) ( ; c j et Px^ ( « H probabilités sur (F^ + j (cf- remarque 
suivant le lemme 2). 

2) L'application Pkl[°-~'k (. , : T x £ 0 x . . . x Ek -* [0 , 1 ] est 
mesurable par rapport à la tribu % ® ^ 0 ® . . .. ® W»k sur T x E0 x . . . x Ek, 

est la tribu sur engendrée par la famille (0Lx+l)xeEk > d o n c : 

UJ( U S2*+1) u ( u , 0 : Kk,LkG(D(Ek) et ^ G 6t*+1 Vx € j . 

Pour alléger les notations, l'application P^l'?k (. , ̂ t+i) sera notée fF • 

file:///toire
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1er cas : = U Ax , Jk fixé G (D{Ek) et Ax e <%k

x*
1 VxGJk. 

xeJk 

Alors 

/ F j t + i(fl , « , . . . , * k ) = 

' ô9(a)(xfc) (̂ *+i)
 s i x k e E k n x l 

c'est-à-dire 

si xfc G Ek n X0 fpk+i(8 ,a,..., xk) = 
( 0 si xfc € Jk 

l 1 si xk GJk et 0(f/)(xfc)G4fc 

si x t G£ f c n i ; fFk+i (6,a,...,xk) = \ 
' 0 si xk £Jk ou 0([/)(;cfc)<Mv 

D'où 

/ PXk(AXk) si x ,G / f c n^ 0 

/Ft+i (6,a,...,xk)=\ 1 si ^ G / t n j r S et d(U)(xk)ZAXk. 

\ 0 sinon. 
/ F f c + i est donc une fonction numérique (définie sur T x E0 x . . . x Ek) ne 
prenant qu'un nombre au plus dénombrable de valeurs (car Jk est dénom
brable). 

Soit J'k = {x G Jk O X0 : ?XU,) > 0}. Alors C X0 n / f c et 

Í ^ ( ^ » 0 si x ,G/ ; 

/ F f c + i (0 ,a , . . . ,**)= J 1 si xk ejk n Xc

0 et eowx^e^. 

V 0 sinon 

Pour montrer que / F est mesurable, il suffit de montrer que 

VXG [0, 1[ ,{(6,a,...,xk) :fFk+i (0 ,a ,. . . , xk) > X}G «g e S0 » . . ®Sïfc : 

{ ( 0 , ( 0 , . . . , x , ) > X } = 

{(0 ,. . . ,xk) : xfc G / ; et Px¡¡ {Ax¿ > X} U 

{(6,...,xk):xkejknxc

0 et 0 (t/) (xj G A^} . 
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Or {(6,... ,xk) :xkefk et PXk (AX)) > X} = 
T x E0 x . . . x £ x {xk 6 / ; : ̂  (A^) > X} 

et J'k E (x) (£fc) ; &'k étant une tribu contenant les points, &>k contient les 
parties dénombrables de Ek, donc {xk E J'k : Px^(Ax^) > X} E g"̂ . 

D'où {(0 , . . . ,xk) : xkej'k et ^ > ^ ® ^ 0 ® • • • 

D'autre part {(0 , . . . , xk) : xk E / f c n et 0 (£/) (xfc) E Ax } peut s'é
crire 

0 U W,a,...,x°k) :d(U)(x°k)eAxo } 
xkeJknXo 

(et Jk n est dénombrable). 

Comme xg E X£ et An E 0*51 ,4 0 E 0(12^*) ou ^% E (D (12*5') (d'après 
la définition de 6LX pour x ̂  X0 et le lemme 1). 

- si ,4 n ^ t ô 1 ) , 
xk xk 

{(0 , . . . , x°) : 0 (U) (x°) E An} = U {(0 ,. . . ,x°k) : B (U) (x°k) = y} 
k yeA n /c 

et {(0,...,x°):0(tf)(x°)=j/} 

= {$ ET :0 (U) (x°k) =y}xE0x...x Ek+l x {x°} . 

Or, d'après l'hypothèse faite sur % V* E et E T(x) 

{0 E T : 0(£/) (x) = y}e% 

où ¿7 est l'ensemble d'information 3 x. 

D'où {(0 , . . . ,x°) : 0 (£/) (x°k) = y} E <ë ® ®0 ® . . . e gïfc et 

{(0 , . . . , x°) : d(U) (x°k)eA n} E^® 3ï0 e . . . e 

comme union dénombrable d'éléments de L"S ® . . . ® ^ . 

- si^o E O ) ^ 1 ) , {(0, . . x°) : 0(tf) ( ^ G ^ o } = 

{6 E T : 6 (U) (x°k)&Axo}xE0 x ...x Ek_x x {x°k} 

or {6 E T : d (U) (x°k)eAxo}={9 E T : 6 (U) (x°k) £ Ac

xo}c G % 
k k 

d'après le raisonnement précédent. D'où encore 
{(6 ,.. . ,x%) : d (U) (x°k)eAxo} &%® . ..«S>k. 
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Alors {(0 , . . . ,* f c ) :xkejk n i ; et 6 (U) (xk) G A ® . . . «S^ 
comme union dénombrable d'éléments de CS® . . . ® . 

D'où {(» x )̂ : / F f c + i (0,...,x f c)>X}G<g®...®^ V\G [0 , 1[ 
ce qui montre que fF est mesurable. 

rk+1 
2 ¿ m e cas : F^, = ( u U ( U Ax) avec Kk , Lk G 0) (Ek) 

et V x £ i t ^ G f l f . 
Alors peut s'écrire 

F*" = ( U ( ^ Ax),KkE(S>(Ek) et V x 6 i t ^Gaî", 
^xeEk~Kk / 7 

si xfc € £ t n * 0 (6, a . . ., xk) = PXk(Fk+1 n i ^ 1 ) 

siXkEEknXc

0 fFk+i (e,a,...,xk) = 8e(u)(Xk) (Fk+i) 

c'est-à-dire 
i l si xk G £'fc - ATfc 

si ̂ 6 £ t n j 0 , / f w ( f i , . . . , x t ) = 
( pxk (Axk) si xfc G Kk 

¡ 1 si xk G ¿'fc - ou xk G 
l et 9 (U) (xk) G AXk 

sixkGEknXc

0,fFk+i(e,...,xk)=l 
í 0 si xk E Kk et 
\ e (U) (xk) t AXk 

soit 
0 si xkGKkn Xc

0 et 
^ 0 (£/)(**) M X j t 

/ F t + i (0 ,. . . , xk) = \ PXft si xkEKkn X0 

\ 1 sinon 

est donc encore une fonction numérique définie sur T x E0 x . . . x Ek 

ne prenant qu'un nombre au plus dénombrable de valeurs (car Kk dénom
brable). 

Pour montrer que fF est mesurable, il suffit de montrer que 

VXG ]0, l ] ,{(0, . . . ,x f c ) :fFjç+i (0,...,^)<X}G^®gï o ®. ..®gîfc. 



45 

Soit K'k = {x G Kk H X0 : Px (Ax) < 1} ; alors K'k C Kk n X0 et 

{(6,...,xk):fFk+i {B,...,xk)<\} = 

{(6,...,xk) : ^GJC;e tP , t ^ t )<X}U 

{(0 .. . . , xk) : xfc G Kk n X° et 0 (C/) (jet) £ ,4Xfc} . 

Or {(6,... ,xk) :xkeK'k et Px¡[ (Ax¡) <X} = 

TxE0x...x Ek_l x {xk G : Px¡¡ (Ax¡) < X} où 

K'k G <D(Ek) et 3¡fc est une tribu contenant les points, donc 

{xkeK'k: PXk(AXk)<\}G%k 

d'où {(0 , . . . , xk) : xk G K'k et /> (4 )< X>G ̂ g® gí0 e . . . e ̂ . 

D'autre part 

№ , . . . , x k ) : x k G I f e n i S et 0 (t/) (xk) £ AX]} = 

{(d,...,xk):xkGKkr)Xc

Q et 0 (U) (xk) G AXj}. 

Alors en reprenant les raisonnements faits dans le 1er cas, on montrerait 

que 

{(0, . . . ,**) : xkeKk nxl et 0 (U) (xk) G ^ } G « ® ^ 0 * . . . « ^ . 

D'où l'on déduit que VX G ]0 , 1] 

{(0 , . . .,xk) : / F f c + i (0 , . . . ,xk)< X}G <B* &iQ e . . . e 

c'est-à-dire mesurable et ceci termine la démonstration. 

IV - FORME REDUITE D'UN JEU SOUS FORME DEVELOPPEE 

A un jeu sous forme développée, on associe donc un processus aléa
toire (à temps discret) (T ,<E), (E0 , &¡0),. . . , (R , (R) et les probabilités de 
transition P^+l

0,"',k (k = — 1,. . . , p - 1) définies ci-dessus. 

Soit (Í2 , d) l'espace des "trajectoires" de ce processus : 

£2 = T x E0 x . . . x £" ^ x P 
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Proposition 1 

V0 G T il existe une probabilité Pe sur (12 , CI) dont la valeur pour 
tout pavé mesurable Fx x F0 x . . . x Fp G 6C est donnée par : 

F, (F_lXF0 x . . .xF p ) = xFJ0) f dP-\B,.) Jf dP;l>°(d • • 
F° X ^; 1 , 0 " ! " P _ 1 (0,fl , . . . ,* p - . l f . ) p 

avec F_j x F0 x . . . x Fp G <<§ ® ïï<0 ® . . . ® (K. c'est-à-dire 

F_1 G <B,F0G S¡0,...,FpG<R. 

C'est une application immédiate du théorème 1 (§ III chapitre I). 
A toute tactique globale 6 G T correspond une probabilité PQ sur (12 , Cl), 

donc une probabilité P^ sur (R , OZ) : 
/ 12 = F x F0 x...x R 

(12 , CI) étant l'espace produit < , l'application 

projection de 12 dans R : pR : 12 -> : (0 , a ,...,/*)«*» r est mesurable. 
Soit alors P^P = (Ffl ) la probabilité image de PQ par : 

VFp G CR. ( F p ) = P0 [p? (Fp)} = PG[TXE0X...X £p_, x Fp] 

c'est-à-dire 

^ ^ =fdP~0

l(.d, .) / ¿ V ' 0 (fl ,a, .) • • • 

...fdP¿2i°'-'p-2{0,a,...,xp_2,.) f dP;1-0 p - ' (6 ,a,...,xp_lt.). 
FP 

Soit .S l'ensemble des situations finales du jeu et / : R -» S l'application 
(surjective) qui à toute position terminale r G R associe la situation finale 
correspondante f(r) G S. 

Soit la plus grande tribu sur S rendant mesurable l'application / : 

S ={A C S : .T1 04) G (ft}. 

On supposera que S est une tribu contenant les points. 
Remarque : La relation binaire sur R : r ~ r' f(r) = /(r') est une 

relation d'équivalence. Soit R = R/~ l'ensemble quotient de R par ~~ et <¿? 
la surjection canonique de sur 7? : 

y : R -> R : r~*7 où V = ir G R : f(r) = f(r')} 
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est la classe d'équivalence de r. Soit CR la tribu sur R (cf page 13) et 
/ : R -> S : Y^f(r). Alors / est une application bijective de R sur S et 
f o p = f s0it = f ((R) la tribu sur S déduite de (R par l'application 
bijective / En utilisant les définitions de S et S', on peut montrer que 
S =§ ' et que $ contient les points si et seulement si VrER,7E(R. 

Si donc R et S sont munis respectivement des tribus (R et "S, l'appli
cation / est mesurable. Si P est une probabilité sur (R , (R), l'image de P 
par/, Pf = f(P), sera une probabilité sur (S,S) définie par 

P'(A)=P\f-1 (A)] =P[ip~l (/-1 {A)] (A GS). 

A toute tactique globale 0 E T correspond une probabilité P^ sur 
(R , (R), donc une probabilité P(

d

S) sur (S ,$) : = /[x%(i?)] image de/*10 

par / 
Pour A e'S 

P(os)(A)= f dp-l(d,.) f (tf71'Ve,fl,o../^if ,"' , p"2(e,fl,...,v2-) 

/*_! d/>-1>0 — » | ,-1(fl,a,..., JCD , , . ) . 

Soit alors A : T-+ dît (S , S) l'application de T = ft T. dans l'en-
i=l 

semble Vlil(S ,S) des probabilités sur (S qui à toute tactique globale 
0 E T fait correspondre la probabilité Pf* sur (5 , S) définie ci-dessus. 
Définition 1 

On appellera forme réduite d'un jeu (sous forme développée) le 
(n + 1) - uple (7\, . . . , Tn , A) où V/ = 1, . . . , n T{ est l'ensemble des 
tactiques du joueur i et A l'application T Vlll(S ,S) : 0 *">P(

9

S). 
Le jeu se jouera alors ainsi. Chaque joueur choisira, indépendamment 

des (« — 1) autres joueurs, une tactique dans l'ensemble des tactiques dont 
il dispose. Il n̂ résultera une tactique globale 0 E T, donc une probabilité 
P™ sur (5,8). L'épreuve aléatoire liée à (S , "S , PQS^) sera alors effectuée ; 
ce qui déterminera la situation finale atteinte par le jeu. 

Proposition 2 

Il Si o est une probabilité sur ( T i l existe une probabilité unique Pa 

sur (£1 ,QL) dont la valeur sur tout pavé mesurable de 6C est 

4 
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Po[F_1xF0x...xFp]=f dof dP-'id,.)/ dP-1'0 (6 ,a,.) ... 
F-i Fo Fi 

L dP;x'°p-' (6 ,a,...,xp_1,.). 
P 

Cette probabilité est donnée par 

PoM =fPe (A) do (6) (VA ea). 

C'est encore une application immédiate du théorème 1 (§ III, Chapitre I). 
A toute probabilité o sur (T ,CS) correspond une probabilité Pc sur 

(12 , CI), donc une probabilité P(

0

R) sur (R , ûl), image de Pa par pR9 

VFp E ^ F<*}(Fp) = Pa (T x F0 x . . . x Ep_l x Fp) 

= fdo fdP'l(d,.)... f dp-i.o.....P-i ( 0 , a , . . . , X p l , . ) . 

P^ est aussi donnée par : \/Fp E (R,, 

P W (Fp) = fpe(TxE0x...xEp_lx Fp)da(6) =/P^R) (Fp)do(6). 

Ainsi à toute probabilité o sur (F,^) correspond une probabilité P(

a

R) sur 
(R , <«,) donnée par Ff> (F) = f P(R) (F) do (B) VF eûl. 

Soit - f(P(R)) la probabilité sur (S , S) image de P<f} par / 
Alors 

VZ) E /></> (/)) = P™ \f~l(D)] = f P(R) [r\D)} do (6) 

= fp(

e

s) (D)do(O). 

Donc à toute probabilité o sur (T ,l"S) correspond une probabilité 
P[S) sur (5, S) avec P(

a

s) (D) = f P(

d

s) (D) do (6) VD E S. 
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V - APPLICATION AU JEU A REFLEXION PURE 

Dans un tel jeu X0 = 0. Alors à chaque tactique globale d G T, le jeu 
fait correspondre une situation finale déterminée : 

Soit 0 G T une tactique globale, alors à la position initiale a du jeu, 
0 fait correspondre x°x - 6 (a) G Ex, puis x°2 = 6 (U1) (x°x) G £2, . .. , 

x°p = d (Up-1) (x°p_x) G P et la situation finale s0 = /(*£). 

Ce résultat se retrouve en utilisant la forme réduite du jeu : 

1 si F0 ={a} 
P~l (0 , F0) = < c'est-à-dire P"1 (6,.) = 6a 

0 si F0 = 0 

P71'0 ((0,*),/^) = 8,(fl) (Fx) (Fie®l\ soit P ; 1 ' 0 ^ = Se{a) 

Pkli0,'",k ((A ,fl , - - • , **) , Fjt+i) = (Ffc+i)
 s o i t 

P-l[0'-"k (0, a, . . ., x*), .) = 5e(U) (xk) (Fk+l G 9k_x) 

pour A; = — 1. 

Alors à d, correspond une probabilité i>^R) sur (R , (R.) définie par 

(F e 61) Pf > (F) = /c?V 0, •) IdPlU0 (0 , fl,.) • • • 

Jdp-L,o,...,P-2i0 ^ . > X p _ a > .)jf ,tf>-i p-» (0, . . . , X p _ 1 ; . ) . 

Si on note : 

(6 ,a,...,xk)=f dP;l[--k (d , a ,. . . ,xk ,.)... 

fpdP-1(0, a ,.)(* = 0 , . . . ,p - 1) 
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alors 

P™ (F) = f Y ¡(6,.) dP'1 (0,.) = Y1 (0 ,a) d'après la définition de P'* 

= JdP-ifi(6 , « , . ) Y2(6 ,a,.) = Y2(6,a,6(a)) = Y2{d,a,x\) 

=f dP^f'-i*-2 {6,a,..., xp_2 ,.)Yp(6 ,a,x\,..., x°p_2 , .) 

= Yp(6 ,a,...,x°p_1) 

Î l si x°p e F 

0 si x°p £ F 

il si x°peF 
d'où Pf) (F) = J soit /><*) (F) = ôxo(F) 

[ 0 si x°p£ F " 
d'où Pf = ôxo et Pf = f [Pf)}= 5 S q probabilité dégénérée en s0 ES 
qui conduira presque sûrement à la situation finale sQ . 



CHAPITRE III 

UTILITÉ INDIVIDUELLE 

Un jeu sous forme réduite est donc la donnée de n ensembles de tac
tiques Tt{i = 1, . . . , n), d'un ensemble S de toutes les situations finales 
et d'une application A : T ^lc1 (S ,"§) : 0^PQ (S) qui à toute tactique glo
bale d fait correspondre une probabilité P^s) sur (S ,"S). 

Chaque joueur est donc en présence d'un ensemble S (en fait d)Zl(S)) 
qu'il désire ordonner d'après ses préférences personnelles. On supposera que 
chaque joueur a formulé ses objectifs avec suffisamment de clarté pour dé
clarer laquelle de deux situations finales il préfère (ou s'il les considère 
comme équivalentes) et avec suffisamment de cohérence pour que ses pré
férences soient transitives. 

On est donc amené à étudier les "relations de préférence" sur un en
semble et les conditions permettant de les traduire par des utilités linéaires. 

I - RELATION DE PREFERENCE 

Définition 1 

Soit E un ensemble. Une relation de préférence (notée <) sur E est un 
préordre total sur E, c'est-à-dire une relation binaire entre éléments de E 
vérifiant les 3 conditions suivantes : 

1/ V* G E , x <x (Réfléxivité) 
2/ Vx , y et z E E , x < y et y < z =» x < z (Transitivité) 
3/ Vx, y E E, on a x < y ou y < x. 
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Si x < y, on dit que y est préféré ou équivalent à x. 
Si x < y et y ^ x, on écrit x < >> et on dit que y est préféré à x. 
Si x < y et j> < x, on écrit x ~ y et on dit que x est équivalent à y. 

Remarque : x ~ y est une relation d'équivalence sur E. La relation < 
induit alors une relation d'ordre total sur l'ensemble quotient E/~. 

Si < est une relation de préférence sur dTCl(S), on en déduit une 

relation de préférence < sur S : 
s 

\/s,s' es s<s' o bs< 5,. (S, , S,. G A(S)). 

On vérifie facilement que Us est un préordre total sur S. 
s 

Il serait particulièrement intéressant si on pouvait trouver une fonction 
numérique bornée définie sur STL̂ S), U : dïll (S) R telle que : 
Va G [0 , 1] ,\fp,qe dTC^S) U [ap 4- (1 - a)?] = a£/(p) + (1 - a) U(q) 

VP , p' G Jlti (S), P ^ p' U(p) < U(p') (< ordre naturel sur R). 

Car alors on en déduirait une fonction numérique u définie sur S 
u : S -+ R telle que s < s' o u(s) < w(s') (Vs , s' G 5) dont la donnée suf
firait à déterminer U sans ambiguité. 

Nous allons montrer que, sous certaines hypothèses sur < et 

Ollj (S), une telle fonction U existe et est unique (à une transformation li
néaire croissante près). Alors la donnée d'une relation de préférence sur 
SïCj (S) sera équivalente à la donnée d'une fonction numérique bornée u dé
finie sur S. 

Remarque : s'il existe une fonction numérique U : OTCj (S) -> R telle 
que 

P < p'oU(p)<U(p') vptp'edK^S) 

alors 

P ~ P'*> U(p) = U(p') \/p,p'edK^S) 

P < p' <* U(p)< U(p') vp.p'em^s). 
arreso 
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II - EXISTENCE ET UNICITE D'UNE UTILITE LINEAIRE 

Soit 3ÌL (S) l'espace vectoriel réel des mesures bornées sur (S, 2>). DTlj (S) 
est alors une partie convexe de cet espace vectoriel (cf. chapitre I) : 

Va G [0 , 1 ] , \/p et q G OHj (S) ap + (1 - a)q G dTLx (5). 

Soit H : dïlx (S) -» R une fonction numérique définie sur DIIj (S) telle que 
Va G [0, 1] et \/p, q G Oil^S),// [ap + (1 - a)?] = a#(p) + (1 -a)H(q). 

Alors la relation binaire ^ sur Dìt̂ CS) définie par 

p < p' ~H(p)<H(pf) (p.p'e 0^(5)) 

est une relation de préférence sur 011 x (5*) et elle vérifie les 2 conditions sui
vantes : 

Axiome 1 

\/p1,p2 et p3 G OTlj (.S) avec/?! < p2 < p 3 , 3a ,/3 G ]0 , 1[ 

tels que 

ap1-^(\-a)p3 < p2 et p2 < /3^ + (1 - ]3)p3. 

Sipj,p2G dTC^S) ,px < p2 Va G [0 , 1] et WG31MS) 

Jn.j(5) 
apj 4- (1 - a) # < ap2 + (1 - ot)q 

3X1 X{S) 
Vi< P 2 ^VaG]0, l[ et \fq G 01c, (.S) 

apj + (1 - a) q < ap2 + (1 - a)q . 
Réciproquement soit < une relation de préférence sur DR^S). 
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Définition 2 

Une utilité linéaire sur (3Tt x (S) , ^ ) est une fonction numérique 
J\l X(S) 

U : dïl^S) R telle que : 
- \/p,p' GdK^S) p < p' o U(p) < U{p') 

- V « G [0,1] et G 3ïl l (S) 

U[ap + (1 - a)#] = a£/(p) -f (1 - a) U(q) 

Alors 

Théorème 1 

Si la relation de préférence J^*^ vérifie les 2 axiomes précédents, 

il existe une utilité linéaire sur (J)c1CS'), ^ ). De plus si V et V sont 

2 utilités linéaires sur (d\l1(S), ^ ), il existe a et b G R (a > 0) tels 
Jïl^S) 

que V = a V + Z?. 
La démonstration de ce théorème, donnée ci-dessous, est due à Von 

Neumann et Morgenstern (cf 19). La relation de préférence <î y sera 
notée < . 

Si \/p, p' E dij (S) p ~ p\ le résultat est évident. On supposera donc 
qu'il existe p, p' G OTLj (5) avec p < p'. 

1/VPi ,P2 avecpj <p 2 ,Va,j3G [0, 1] avec a < p 

+(1 - ^ ) p 2 < a p 1 + (l - a ) p 2 : 

En effet l'axiome 2 permet d'écrire (a 1) 

+ (1 - oOpj < apj + (1 - a)p2 c'est-à-dire 

px < apx + (1 - a)p2 car + (1 - a) px = px , 
et (0 =é 0) 

ft^ + U -j5)p2<l8p2 + (l -j8)p 2, 
d'où 

PPl + (1 -|3)p 2 <p 2 car 0p2 + (1 -0 )p 2 =p 2 . 

Pour O<a<0<l + (1 -a)p 2 = ̂  [/3Pl + (1 - j8)p2]+(l - ^)p 2. 
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Or 0 0 permet d'écrire (3px + (1 — 0) p2 < p 2, d'où 

^[0/̂  + 0 -0)p 2] + (l -^)[|5Pi + d -0)P2]<«Pi + 0 -a)p2 

c'est-à-dire 0Pj 4- (1 - 0)p2 < apx + (1 - a) p 2. 

2/ Soit p 0 , px G Oltj (S) , p0<pl. Alors G Ole! (5) tel que 

Po<q<Pi 3!T^[0,1] tel que q ~ yp0 + (1 - y) px : 

En effet si q ~ p 0 ou ¿7 ~ Pj le résultat est évident : on prend y =.l 
ou 7 = 0 et l'unicité découle alors de 1). 

Supposons donc p0 < q < Pi et soit 

P = {a G [0, 1] : ¿7 <ap 0 + (1 - a) px) , alors si a G a 1. 

Montrons que P est nécessairement un intervalle semi-ouvert [0 , ot*[ : 
a2 < ax \ 

— 0 G P car q < px et P est un intervalle car > =» a2 G F 

d'après 1/ 

- P ne contient pas de plus grand élément : 

L'axiome 1 permet d'écrire : 

VcxGP, 30G]O, 1[ tel que q < 0po + (1 - 0) [ap0 + (1 - a)px], 

c'est-à-dire 

q < [0 + a (1 - 0)] p 0 + (1 - a) (1 - 0) px, d'où 0 + a (1 - 0) G /> 

avec 0 + a (1 - 0) = a + 0(1 - a) > a car 0>O et a=£l. 

On en conclut JP = [0 , a* G ]0 , 1]. 
Soit de même Q = {fi G [0 , 1] : 0po + (1 - 0) Pj < ¿7}. Un raisonne

ment similaire montrerait que Q = ]0* , 1 ] , 0* G [0 , 1[. 
De plus a* < 0* : supposons a* > 0*, alors 3e > 0 tel que a* - e> 0* 

(il suffit de prendre e < a* - 0*). D'où a* - e G P n g, ce qui est impos
sible d'après les définitions de P et Q (P n Q = 0). 

Alors V 7 G [<** » 0*] » # ~ yPo + O - T)Pi • Or d'après 1/ il ne peut 
exister plus d'un y tel que q ~ ypQ + (1 - y)px, d'où a* = 0*. L'existence 
et l'unicité sont ainsi démontrées. 
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3/ Soit p 0 et px G dïl^S) avec p0 < px 

Sur l'ensemble {q G dïll (S) : p 0 < q < Pi } qui sera noté [p0 p j , on 
définit une fonction numérique h : 

h : [Po R : q<~*h(q) où \/q G [/?0 ,pj /z(g) est l'unique (1 - 7) tel 
que 4 - 7p0 4- (1 - 7)pj. 

Soit p , ¿7 G [p0 alors p < q h(p) < h(q) d'après 1/, 2/ et le 
fait que p 0 < pl. 

D'autre part soit a G [0 , 1 J, alors ap 4- (1 — a) ¿7 G [p0 , p j et 

ap 4- (1 - a) ¿7 ~ [ 1 - /2 (ap H- (1 — a)q)] pQ + h (ap + (1 - a)q)pl 

d'après la définition de h. 
On a aussi 

p ~ [1 - h(p)]p0 + h(p)pl , ? ~ [1 - h(q)]p0 4- A(<7)Pi • 

D'où 

ap + (l -a)<7~a{[l ~ h(p)] p0 + h(p)Pl] + (\ - a){[\-h(q)] p0 + h(q)Pl] 

(car p ~ p' et ¿7 ~ q' entraîne ap 4- (1 - a)g ~ ap' 4- (1 - a)q Va G [0 , 1 ]) 

c'est-à-dire 

ap+ (1 -cx)<7~a{l -[ah(p) + (\ - a) h(q)]}p0 4- [a/z(p) 4- (1 - a) h(q)]Pl. 

L'unicité dans 2 / entraîne alors 

h [ap + (1 - a) q] = ah(p) + (1 - a) h(q). 

D'où le résultat : VP0 >Pi e Ô) avec p0 < pl, il existe une fonction 
numérique g : [p0 , Pi] R telle que 

VP , <Z e [P0 > Pi ],P ^ ? ^ < ^ ) Propriété (A) 
Va G [0 , 1] , \/p,q G [p0 ,p,],g [ap + (1 - a)?] = ag(p) 4- (1 - a) g (q) 

Propriété (B) 

La fonction h (notée aussi h[PofPl]) définie ci-dessus est une telle fonction. 
De plus elle vérifie h(p0) = 0et/i(p 1)= 1. 

Soit g: [p0 ,pj-> R une fonction numérique définie sur [p 0,pj. 
Alors g vérifie (A) et (B) <*3a,bGR,a> 0. tels que g = ah + b. 



57 

En effet supposons que g vérifie (A) et (B) et soit q G [p0, p j , alors 
q~[\ - h(q)]p0 + Hq)px 

d'où 

g(q)=g[(l ~ h(q)) p0+ h(q)px] d'après (A) 

g(q) = [l -h(q)]g(p0) + h(q)g(px) d'après (B) 

soit g(q) = [g(px) - g(p0)] h(q) + g(p0) \fq G [p0, Pl] 

c'est-à-dire g = ah + b avec a = g(px) - g(p0), b = g(p0) eta>0 car p0<px . 

La réciproque est évidente. 
4/ Soit q0 ,qx G d)lx(S) avec q0 < qx et / = [p0 , px] un "intervalle" 

contenant q0 et #j ([q0 ,qx] en est un). D'après 3/ il existe une fonction 
numérique et une seule U[ : / -> R vérifiant (A) et (B) et telle que 

£/70zo) = 0 , UMi) = \ : UI = a*hI+ b* 

où a* et b* sont les solutions uniques (comme q0 <qx, hj(qQ) < hj(qx)) 
a hj(q0) 4-0 = 0 

du système 
a hj(qx) + 6=1 

Si Ix et 72 sont 2 intervalles contenant qQ ei qx, on va montrer que 

Soit p G /j fl / 2 (=£ 0 car #0 et ^e / jH / 2 ) . Si p ~ qQ ou p ~ le 
résultat est évident. Considérons donc tous les autres cas (< est un préordre 
total) : 

(1) p <q0 : 3!^ G ]0 , 1[ tel que <?0 ~ (1 - otx) p + ax qx 

(2) q0<P <<ïi : 3!a2 G ]0 , 1[ tel que p - ,(1 - a2)q0 + a2 ^ 

(3). 4i <P : 3!«3 G ]0 , 1[ tel que qx ~ (1 - a3) ? 0 +
 a3P 

d'après 2/. 

D'où (D 0 = (1 - ax) UjXp) + ax /=1 ,2 

(2) UIt(p) = a2. /=1,2 

(3) 1 =azUti(p) /=1,2 

C'est-à-dire £/7 (p) = £//(/?). 
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5/ < étant un préordre total, \/p Ed)Zx(S) il existe un "intervalle" 
/ contenant p, q0 et qx. Soit alors U : d)Zx(S) -> R : p~**U(p) où U(p) 
est la valeur commune des Uj(p) pour tout intervalle / contenant p, q0 et qx. 

Il est alors clair que (A')yp , q <E dKx(S) , p < q U(p) < U(q) 

{B') VaE[0 , 1],VP ^EOIIJS) 

+ (1 - a)?] - a£/(p) + (1 - a) U(q) 

car les Uj vérifient les propriétés (A) et (B) ci-dessus. 
D'où l'existence d'une utilité linéaire sur (OlljOS1) , <, ). 

6/ Toute fonction numérique if : Oïl x (S)R vérifiant (A') et (B') 
telle que U'(q0) = 0 , U'(qx) = 1 est identique à U : 

En effet soit p0 f px E OTt̂  (S) tels quep0 < q0 < qx <px et / = [p0 , pj, 
la restriction U): de Uf k I vérifie (A) , (P), ^(qr0) = 0 et t^Ojj) = 1. 
4/ permet alors d'écrire U/r

= Ul9 d'où d'après la définitions de U, U^= Ujj, 
si Ujj désigne la restriction de U à /. On en conclut if = U. 

7/ Pour toute fonction numérique V : 3)^(5) -> R vérifiant 04') et (Bf), 
il existe a , b E R , a > 0, tels que V = a U + b : 

ç 0 entraîne V(q0) < V(qx) car K vérifie (A9). Soit K* : 011 x (S) -> R 
définie par : 

K* vérifie U') , (£') , V*(q0) = 0 et K*^) = 1, alors K* = U d'après 

6/ c'est-à-dire V^q\~ V l Q o \ = ¿/(4) V<7 G Ole, (5) 

soit = [K^) - V(q0)] U(q) + F(<j0) \/qed)Zx(S) 

soit F = ̂ ¿ 7 + ^ avec ^ - V(qx) - V(q0) > 0 et bx = V(q0). 

De cette propriété découle immédiatement la deuxième partie du théo
rème 1 qui est ainsi démontré. 

Remarque : Oïl x (S) étant une partie convexe de l'espace vectoriel 
011(5), on montre facilement que, si (P/)i<,-<„ est une suite finie d'éléments 
de 3\lx(S) et (a/)i<,-<„ une suite de réels positifs ou nuls telle que 

n n 
£ a. = 1, alors £ aiPi E OR^S). 
i = i / = î 
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Alors si U est une utilité linéaire sur Ciïlj (S), U l £ at,pi ) = a- U(pt). 

La démonstration se fait par récurrence en utilisant la décomposition : 
n (n~x \/ n~l a \ / n~l \ 
1 «, Pi = ( I j I ] + anPn (si ^ ^ 0 . 

i = i 

Axiome 2 bis 

Si (p„) n e N et (#„)„eN
 s o n t ^ suites de dîlj (S), alors 

+ oo +oo 
^ V* e N => £ an P« ^ X » 

n=0 m^S) n=0 
+ oo 

pour toute suite (&n)n e N de nombres réels > 0 telle que y an = 1. 

Si de plus 3̂2 G N tel que p„ < gn et an > 0, alors 

+ oo f oo 
Yé^nPn < 2 an qn -
n=0 Xll(S) n=0 

-H» 
Remarque : Il est légitime d'écrire des expressions ^ an pn où (pn)ne^ 

n=0 
est une suite de OTlj (5) et (a„) n e N une suite de réels > 0 telle que ^ = 1. 

+ 00 
En effet ^ïl1(S) C OÎI(.S'), d)Z(S) étant un espace de Banach et ^ étant 

,j = 0 

une série absolument convergente ( ̂  ^«P^ H = S a« "Pw " = S a« ~ 1 ) » 
n=0 n=0 n=0 

2 &nPn e s t u n e série convergente dans 0TC(S) et on a : 
n=0 

«=0 n-++oo i=Q 
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+°° 
d'où tt4eS,(£ anPn) ( A ) = Hm |~ 

(+00 n +00 

+00 

Donc V anPn

 e s t la niesure sur (S, S) définie par 
( +00 +00 

S <*„pj 04) = I <*„P„ 04) ViGS. 

Mais £ a„pM G 01 Cj(.S) car pn(A)>0 \fn G N entraîne 

( 2 « „ P n ) u ) > 0 VieS et ( f a„p„) (5)= +f an = 1. 

Théorème 2 

Si la relation de préférence < sur Cflt, (.S) vérifie l'axiome 1 et l'axiome 

2 bis, il existe une utilité linéaire bornée sur (d)Zl (S) , ^ ). 

Démonstration (cf. 7) : comme l'axiome 2 bis entraîne l'axiome 2 , 
l'existence d'une utilité linéaire U sur (OIL̂ S) , < ) découle du théorème 1. 

Montrons que U est nécessairement bornée : Supposons U non bornée 
supérieurement : VM G R , 3p G Oîlj (S) tel que U(p)>M. Alors on peut 
trouver une suite (p„)„eN de d)Zx (S) telle que U(pn)>2n et U(pn)> U(pn_l ) 
Vn E N : on définit cette suite par récurrence : \/n G N 3pn G CHZj (5) tel que 
£/(p„)>max [2" , tfO^)]. 

Soit q G OTCjOS') défini par q = £ 2-"p„ 2~n = \) et V/V>0 
n= 1 n=

 1 

soit ̂  G OU, (5) défini par qN= £ 2-"p„ 4- 2 " " ^ ( § 2"" 4-2"" = 1 ) , 
n=l n=l 7 

./V oo TV + oo 
comme q= £ 2"» p„ + S 2"" p„ et = £ 2""p„+ 22""Piv. on 

n= 1 JV+1 n=l 7V+1 
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conclut qN<q\/N>0 car U(pn) étant une suite strictement croissante, 
pn> pN Çsfn > N) (Remarque page 47) et on applique alors l'axiome 2bis. 

De qN<q V7V > 0 on déduit U(pN) < U(q) VN > 0. Or 

N 
U(qN) = £ 2~" U(pn) + 2~N U(pN) et U(pn) > 2~n V« G N , 

n=l 
d'où U(qN)>N + 1. 

Donc £/(g) > TV 4- 1 \/N > 0. Ce qui est impossible car U(q) est fixé. 
On montrerait de même que U est bornée inférieurement. 

Corollaire 

Toutes les utilités linéaires sur (dïl1(S) , < ) sont bornées, si <J 

vérifie les axiomes 1 et 2 bis. 
C'est une application immédiate des théorèmes 1 et 2. 

Théorème 3 

Soit U une utilité linéaire bornée sur (OUjOS) , < ). Alors U peut 

être prolongée de manière unique en une forme linéaire continue sur dïl(S). 
Démonstration : Soit donc U : dïll (S) -+ R une utilité linéaire bornée 

sur (3^ (S) , < ) : 3M G R+ tel que | U(p)\ < M \fp G 01I1 (5) 

et \fp , q G Olĉ S) ,V« G [0 , 1] 

U[ap 4- (1 - a);?] = a£/(p) + (1 - a) U(q). 

On va alors prolonger U en une forme linéaire continue U" sur l'espace 
de Banach 311(5), c'est-à-dire en une application U" : Cflt ( 5 ) R telle que 

- Vp G dil^S) U"(p)= U(p) 

- Va , p G R , VM ,v e 311(5) tf" [a*z + M = af/,,(/x) + j3£/>) 

- t/' soit continue sur 0ÏI(5) : 3A: > 0 tel que 

\U"(ji)\ < ^ 11/iH V/ie^GS) 

c'est-à-dire 
W"\\= Sup^Çf < + «• 

jueJH(5) Il/X II 
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1/ Prolongement de U à dïl+(S) 
Soit If : VZ+(S) R définie par U'(0) = 0 et pour /z G dïl+(S) - {0} 

par = M (S) [-^—1- E n e f f e t si M ^ 01c+(5) - {0}, M(S)> 0 et 
IKS) J 

— G 311.(5). 

Alors £/' est un prolongement de U à dît (S) : Si p e dïl^S), p(S) = 1 
et U'(p) = U(p). 

De plus \/ix,vG Wl+(S),U'(ix + v) = U'(fx) + U'(v) : 

si M et v G 0ïI+(5) - {0} , tfQi + v) = + KS)] t/[ t car 
M + ,G3ri +(5)-{0}. LM<£) + KS)J 

0 r

 M + y = m C S ) M + K$) p 
fx(S) + K « MOT + p(S) KS) KS) + p(S) p(S) 

avec 

et G OU. (5), 

M(S) > y (5) ^ ju(5) + (̂5) _ 
+ K « " ' M(« + K5) " e ii(S) + K « 

D'où 

L/iOT + K5)J M(5) + K5) LM(5)J MOT + KS) LkS)J 

c'est-à-dire 

f/'(M + v) = M(5) J + p(S) ^ [ - ^ ] = '̂(M) + U'(vy 

Si M = 0, ou v = 0, ou ¡1 = v = 0 c'est évident. 
De plus Va > 0 et V/i G 01Z+(5), on a £/'(a/z) = aU'Qi) : 
si a = 0 ou M = 0 c'est évident 

si a > 0 et /i G 0H+(5) - {0} , £/'(aju) = &H(S) u\-^~] = atf'Gi). 
L «MOS) J 

On a donc prolongé f/ en une fonction numérique U' définie sur d)Z+(S) 
et telle que U'(cw + $v) = aU'(ix) + $U'(v) Vju , v G 0Tc+(5) et Va , j3 > 0. 
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2/ Prolongement de U à dïl(S) 
Pour M G Oïc(.S'), on peut écrire /x = /x+ - /x~ avec /x+ et /x" e (5) 

(cf. chapitre I Proposition 5 § I). 
Soit alors U" : 0R(S) R définie par £/"(xx) = U'(iS) - £/'(/x~). Cette 

définition est cohérente car si LXX , /x2 , /xj, ix2 G OR Ŝ) avec 

M! - M2 = Ml - n'2 alors C/'(M!) - t/'(M2) = №1) - '̂(M2). 
En effet de fi1 — [x2 = ii[ - [x2 on déduit jUj 4- ix2 = \x2 + /Xj, d'où en utili
sant 1/ '̂(Mi) + £/'(xx2) = £/'(/x2) + £/'(Mi) et le résultat. 

Alors U" est un prolongement de U à ORGS') : t/" coïncide avec U' 
sur OTTOS), donc avec U sur OR^S), car si M G0R+(5), M = /x+ et M " = 0 
entraîne U"(ix) = U*(ji+) = tfQi). 

U" est une forme linéaire sur OR (.S) : 
Si JU et v G 0R(5), ix = ii+ - /x~ et ^ = ^+ - V avec ju+ , ju~, *>+ et 

v~ G 0R+(.S), on peut écrire n + v = + v+) - (/x" + p~) avec JU+ + ^ + 

et ju~ + G 0R+(S). 
D'où 

U"(ji + v) = U\LI+ + v+) - U\ix~ + O = U'Qi+) - U'(LJL-) + t/>+) - U'{v~) 

= £/"(M) + U"(v) par définition de £/". 

Si a G R et /x G OR (.S) , £/'W) = atf'V) : 

si a = 0 , £/"(a/x) = U'(0) = 0. 

si a > 0 , a/x = a{i+ — a/x- , a/x+ et a/x~ G 0R + (5) 

d'où 

If'iaix) = U\afx+) - UXayi-) = a [U'(fx+) - £/'(/x")] = a£/"(/x). 

Sia<0 , a/x = |«IM"- , et |a|/x~ E 0R+ (.S) 
d'où 

£/"(aju) = № 1 M") - V(\ot\fi+) = \a\ [l/Qi') - U'QJL+)] 

= - |a| l/'Qi) = atf'Qi). 
3/ La forme linéaire U" est continue sur 011(5) 
Comme U est bornée sur dll^SX 3M>0 tel que \U(p)\<M \fp G Oïl̂ S). 

Alors VM G 0R+(S) |£/'(M)I < M lljz II : 
Si /x = 0. £/'(/x) = 0 et l'inégalité est vérifiée. 

5 
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Si M 6 31? (S) - (0} , Vin) = M(5) f/ [^-J et «pli = n{S) > o. 

\U'(H)\ V(S) I r M 11 . . . 
d ou „ „ = \U\ <M. 

M ix{S) I [n(S)\\ 

U" est continue sur 31*1.(5) : soit n G 0Tc(5) — {0}, alors 

M = IMI(5) = IIM+H + fcrl et l(jiH > 0. = C/V) ~ 

entraîne |"/"(M)I < \tf(n*)\ + l̂ '(M~)l et 
\U'\lx)\ < [t/V)[ It/'gni ̂ .Ml̂ ll M llM-ll 
IIMII ^ M M ^ IM DM II ' 

Or 
m Hm+ Il ̂  M \\n~ Il llM+ll + IImII .. 

=M — = M 
IM HMII IIMII 

d'où „ f < M VM G 3ïl(S')-{0} et le résultat. Il/i II 
L'unicité du prolongement découle du fait que dTLl (S) est un système 

générateur de Oïl (.S). 
Ceci achève la démonstration du théorème 3. 

Remarque : Soit U une utilité linéaire bornée sur (01c (S) , < ).Pour 
^1(5) 

toute suite (p„)„eN de Ole j (5*) et toute suite (a„)n e N de nombres réels > 0 

telle que X a

n ~ 1> ^a ̂ rie S U(pn) est convergente (car £/ est bornée) 
n***0 n=0 

+ oo + 00 
et f/ ( 2 «„P„ = 2 «n «/(*>„)• 

vn=0 /1=0 
Ce dernier résultat est une conséquence de la continuité du prolongement 

U" de C/ à 011(5) : 
tf(2 «„P„) = 0"( l «„p„) = U"( lim 2 «iP/)= lim t/"(i>,P,) 

M + oo + oo 
= lim £ £/"(p,) = 2 «„ ̂ >„) = 2 «„ £/(?„)• 



65 

Soit 011(5) l'espace de Banach des mesures bornées sur (5 ,£) et d)Zl(S) 
le sous-ensemble de 01Z (5) des probabilités sur (S ,*S). 

Soit 6 l'ensemble des applications/ : dïli(S) -> 0ïl(5) telles que 

9m{f) =(AP) : peORjiSJJc 01lr(5). 
Si S est une tribu sur Ole t (5) et /x une mesure positive et bornée sur 

(3ïll(S),%) (on supposera (01(̂ (5), £,/x) complet, quitte éventuellement 
à le remplacer par son complété), on notera C5M( S) = {/G 6 : /M - mesurable }. 

Alors V/G <3M(^), / est /x-intégrable (quand dïll(S) est muni de la tribu 
: En appliquant la proposition 14 (§ II chapitre I), il suffit de vérifier que 

11/11 : Ole j (5) R : p w ll/(p) II est /x-intégrable, ce qui est immédiat car 
¿Tm(/) C dïl^S) et Vp G Oîl̂ S) ll/(p)ll = 1 c'est-à-dire 11/11 est l'application 
constante OlCj (5) -> R : p 1 qui est bien /x-intégrable. 

Pour/G ^(S), on peut définir (§ II Chapitre I) l'intégrale de /par 
rapport à M : ffd\x qui sera un élément de 011(5). 

Pour / G 6 et A G "S, on notera /¿ l'application /^ : Oï̂  (5) -> R définie 
par/^p) =/(p)C4) Vp G OïijGS). Alors 

Proposition 1 

Si S est une tribu sur 01̂  (5) et /x une mesure positive et bornée sur 
(011̂ 5) , £) ((01^(5) , S,/x) complet), alors V/G ô/S) et VA e$ fA est 
/x-intégrable et (ffdix) (A) =ffA dy. 

Démonstration : Soit /G6M(S). Etant /x-intégrable, / est limite presque 
partout d'une suite (fn)neN de Cauchy de fonctions étagées de & } (/x) • 

/" = S M'„ XB/ 
«e/n 

où /„ est fini, jLtj, G 0ïl(5) V/ G /w et B¡

n G S V/G / n . 

Alors 37V G S /x-négligeable tel que /(p) = lim /"(p) Vp G O ï l ^ - N 

(la limite étant prise dans 011(5) muni de sa norme) et y/d/x = lim Jfn d/x. 

Soit A G S et pour n G fi,fA : 0^(5) -» R : p~*/"(p) (A). Alors 

/Ü = 2 MÍ, W) XB< ^ *R(M) et * = I Mi (4) M (Pl). 
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Mais comme {fn)ne^ est une suite de Cauchy de &M^s)W, (/*)weN
 e s t 

une suite de Cauchy de «R(/x) : (fn)neN telle que lim f\\fn -fm\\dp = 0 où 
m 

II/" - fm\\ : 011,(5) R : p^ll/"(p) - fm(p)l. 
Or (cf. page 15 ) \fn{p) (A) - fm(p) M)| < II/"(p) - fm(p)W c'est-à-

dire |/^ - fm

A\ < II/" - /
M II, d'où on conclut / \fA - filan -> 0. 

n,m->+°° 
(/̂ )„eN est donc une suite de Cauchy de ^ (M ) - De plus\/P e Oïl̂ S) -N 

/(p) = lim /"(p) entraîne que f(p) (A) = lim fn(p) 04) Vp £ N c'est-à-dire 

fA limite presque partout de (f¿)neN. On en déduit que fA est p-integrable 
(comme limite presque partout d'une suite de Cauchy de fonctions étagées) 
etffAdp = lim ffn

Adp. 
M -> + oo 

D'autre part ff dix = lim ffn dp, donc on peut écrire 

M-++00 

i/jTd/i) (A) = lim [(//"C/M) 04)] 

avec 
/ r * ) W ) = f S MÍ M (̂ i)l W ) = 2 Pi

n{A)p{Bi

n)=ffn

Adp 
[ ieln J ie/„ 

c'est-à-dire 
(//c/M) W) = lim ffn

A du =ffA du. 
n -++OG 

Corollaire 
V/ G <3M (Z),ff dp G 3ïl+(S). De plus si JU est une probabilité sur 

Wl^tZXffdn G Oit! (5). 

Démonstration : Comme / G 6M(£) ,/(p) G 011 ̂ S) Vp G Oïl j (S). Donc 
Vp G OUjíS) et G § /( p) 04) > 0 c'est-à-dire /¿ > 0 G S. On en 
déduit que ffA dp > 0 car JU est une mesure positive, donc (ff dp) (A) > 0 
MA G S, c'est-à-dire//d/x G 0îc+(5). 

Si M est une probabilité, (ff dp) {S) = ffs dp où 

fs : 31^(5) -> R : p^f(p) (S) et /(p) (S) = 1 Vp G 014 (S), 

doncy/5 <i/i = 1. On en déduit ff dp) (S) = 1 et le résultat. 
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Théorème 4 

Soit S une tribu sur dTC^S) et ¡jl une probabilité sur Oic1(.S'), S) ((0111(5), 
S , /i) complet). Si U est une utilité linéaire bornée sur (01 (̂S), ^ ), V/G6 (£) 

1̂(5) 
l'application i/o/: 01̂ (5) -» R : p~>U[f(p)] est ii-intégrable et t/[//d/z] = /Uofdii. 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du théorème 3 pré
cédent et des propriétés énoncées au chapitre I (cf. page 23 ). En effet 
soit U" le prolongement de U à 011 (S) ; U" est une forme linéaire continue 
sur 011(5), c'est-à-dire une application linéaire continue de l'espace de Ba
nach 01c (S) dans R. Alors V/G£M (S), U" ° / est /x-intégrable et 

U" (ff dfi) =fu" o fdfi. Comme / G 6M(£) et M est une probabilité, 

ffdfiSdK^S) d'où U" <ffdii) = Uiffdii). 

De plus U"o f : 01I1 (S) -> R : f/" [/(p)] et / G e entraînent 

£/" [/(P)] = U lf(p)] 
Vp G OïliCS), c'est-à-dire U" ° f = U o / D'où le théorème. 

Soit PqGOIcĵ ) une probabilité sur (S,"S) telle qu'il existe une 
tribu S sur 011 j (5) vérifiant les 3 conditions suivantes : 

1/ A G S où A = {os : s G S}. 
2/ Si £A est la tribu induite par S sur A : SA = {M O A : M G S}, 

l'application 7r : S -> A : s ôs est mesurable quand S et A sont munis 
respectivement des tribus et S A . 

3/3/° G eM°(£) laissant A ponctuellement invariant (\/s^Sf(ds) = ôs) 
avec fi° définie comme suit : 

Si 7r' : S -+ ^ ( S ) : s^7t(s) est l'application TT où l'ensemble d'arrivée 
est prolongé à dïll(S), TT' est mesurable quand S et 01c x (5) sont munis res
pectivement des tribus $ et S ; en effet si M G S, 7/' (M) = 7r* (M n A)et 
de M G S on déduit M H A G £A, donc TT'1 (M H A) G g. 

Alors ju° = Tt\p0) sera la probabilité sur (011̂ (5), S) image de p0 par 

l'application mesurable 7r' : /i°(M) = p0["7r' (M)] = p0 [V(Af n A) pour M G S. 
Notons que ¡i° est une probabilité portée par A : 

AC G S et /x°(Ac)=p0[lr
1(An Ac)]= p0 (0) = 0. 

On supposera (01 (̂5) , £,M°) complet. 



68 

Théorème 5 

Si U est une utilité linéaire bornée sur (dTCl (S) < ) et si u désigne 

l'application u : S R : s^u(s) = U(ôs), alors pour toute probabilité 
p0(G dïl^S)) sur (S, S) telle qu'il existe une tribu S sur dïl^S) vérifiant 
les 3 conditions précédentes, l'application u est p0-integrable et U(p0) = ffdp0 . 

Démonstration : Soit donc p0 G d\Zl (S) et S une tribu sur d)Zl (S) vé
rifiant les 3 conditions précédentes ; soit f° G 6^o(S) une application 
f : dTC^S) ->dïl(S) laissant A invariant. 

Comme/0 G (5/(S) ,/° est ju°-intégrable et £/ (ff dfi°) = f(U o f)dyP. 
Mais 7/° dju° = pQ : pour montrer cette égalité, il suffit de montrer que 

VA G S (ff dix0) (A) = pQ(A). Considérons donc A G 8 et (ff dix0) (A). 
D'après la proposition 1, 

(ffdix°)(A)=ffAdix° où fA : dïll(S) -+ R : p f(p) (A). 

Or ix° étant une probabilité porté par A ,ffA d¡x° = 7̂ /° d/x° d'où (cf. 
chap. I, intégration par rapport à une mesure induite) 

/ / ° * ° = J / ° / A < où tf/A:A-R:5,~.A8,)W) 

est la restriction de fA à A et MA e s t *a mesure induite par ¡x° sur À (donc fA/A 

est /¿¿-integrable). 
/° laissant A invariant, f(Ss) (A) = ô504) c'-est-à-dire 

/ ° / A : A - R : 8,-4 S,W). 

Si on considère le diagramme 

f° 
AJa'%R 

«\/^A =fA,A
07r 

S 

(A , SA) et (S ,S) sont 2 espaces mesurables, ir : 5 -> A est une appli
cation mesurable et p0 une probabilité sur (5,8) avec 7r(p0) = LX°A . 

Comme / ° / A est /x°-intégrable, ĝ  = / ° / A o <n est p0-intégrable et 

fgA dp0 = ffA/A dix°A (cf. § II chap. I, Intégration par rapport aune 
mesure image), 



69 

avec 

gA : S^R : s~>gA(s)=f°A/A [ir(s)] = f°A/A (8S) = 8S(A) 

soit gA(s) = 8S(A), donc = xA fonction indicatrice de A. 

D'où ff°A<fr°=fxAdp0=p0(A)9 

c'est-à-dire 
i//°dM°)W)=PoW) V^GS et ffdn° = p0. 

D'autre part U ° f° : dTC, (S) R : p ~» U[f(p)] et 

f(U°f°) dix0 = fA U ° f° dix0 car ¡x° est une probabilité portée par A, 
d'où 

f(U o f°) dix0 =f(U o f°)]A dix°A où (U o / ° ) | A : A -> R : Ôs~> U [f(ôs)} 

est /x̂ -integrable. 

(U o /°) (6,) - U(8S) Vs G S, donc (U o /°) | A : A -> R : 6,-* £/(6,). 

Si on considère le diagramme 

7T £ = (£/o/0)|Aoîr 

S ' 
7 1 (P0)

 = MA - donc £ e s t p0~
mtégrable. Or 

g : S-^R: (Uo / ° ) | A (TT(S)) = (U o f)[A (8S) = £/(5a) 

d'où g = w définie dans l'énoncé du théorème 5. 
D'où u est p0-intégrable et f(U°f°)\Adix°A=fudp0, c'est-à-dire 

fUo f° dix0 =fudpQ. 
Alors U(ff° dix0) =/Uof° dix0 entraîne U(p0) = fu dp0. 

D'où le théorème. 
Remarque : u étant bornée (car U est bornée), il suffisait de montrer 

que u était mesurable. 
Si donc on suppose que d)Zl(S) est muni d'une relation de préférence 

< vérifiant les axiomes du théorème 2, il existe une applications : S-+R 

mesurable et bornée telle que 

s < s' u(s) < u(s') 
s 



70 
et telle que "l'utilité" de tout p E d)Zl(S) vérifiant les conditions du théo
rème 5 est donnée par U(p) = fu dp (U(8S) = u(s) Vs E 5), c'est-à-dire 

p < p o fu dp < fu dp'. 

Réciproquement si u : 5 -* R est une fonction numérique mesurable et 
bornée, la relation 

p<p' <*fu dp<fu dp' (p,p' E OïljCS)) 

est une relation de préférence sur dïtl (S). 

Cas particulier : 5 dénombrable (ou fini) 
Si 5 est dénombrable, S = <£(5) car g est une tribu contenant les 

points, donc toutes les parties de S (si A C 5, A = U {5} E S comme 

union dénombrable d'éléments de S), et A = {bs : s £ S} est dénombrable. 
Alors une probabilité p E dMl (5) est équivalente à la donnée d'une 

famille dénombrable ( \ ) s e S de réels > 0 telle que 

[p(s) - X, Vs E 5] 

et 
°R5) = X \ °s

 : X, G R Vs E 5 et £ |XJ série convergente 
' seS seS ) 

0K+(5) = ! 2 \ « , : \>0 Vs^S et £ \ < + " î 
\ seS seS ) 

= j 2 X, S, : X, > 0 tfs G S et £ X, = 1 ) 
' -seS seS ) 

Pour p E Oltj (5), on peut écrire p = 2 PC?) 

Soit S la tribu borélienne sur 311̂ (5) c'est-à-dire la tribu engendrée 
par les fermés de dïC^S), alors A E S : 011̂ 5) fermé de 011(5) et A fermé 
de 011(5) (pour la topologie définie par la norme) implique A fermé de 
0^(5), soit A E S. 

Si £A est la tribu induite par £ sur A, l'application TT : 5 -> A est 
mesurable (car 5 muni de la tribu SU5)). 

Soit / : 0îlj(5) -> 011(5) l'application définie par 

( /(«,) = «, Vs E 5 

( Ap) = 0 sip? A. 
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Alors pour toute mesure ¡JL positive et bornée sur (dTC^S) , £),/ £ (3 (£) : 
_t ( FOA si 0 Í F 

1/ Soit F un fermé de dTC(S) , / (F) = 
( Ac U (F fi A) si 0 G F. 

Comme F et A sont des fermés de Oïl (S) , F n A est un fermé de OTtOS). 
F Pi A fermé de 011(5)) 
FHACOVS) j - ™ A fermé de 0 1 ^ e t f n A ë l 

D'autre part A G S entraîne Ac G g. 
Donc dans tous les cas / (F) G S. 
2/ / [Ollj (S)] = AU {0} et AU {0} est une partie dénombrable de dï^iS). 
D'où le résultat. 
Donc si U est une utilité linéaire bornée sur (^ïll(S), ^ ) et si 

u : S -> R : s** U(ds), alors Vp G dïll(S), la tribu borélienne s sur dil^S) 
vérifie les conditions du théorème 5, donc u est p-intégrable et 

U(p) = fu dp, avec fu dp = X u(s) P(s) car fu dp = V, / w dp 

= X u(s) p(s). 
seS 

d'Où £/(p) = £ p(5). 

Remarque : Ce résultat se démontre directement en utilisant la remarque 
de la page 64. En effet comme S est dénombrable, 

P = I Pis) 8, et V = i => £/(p) = £ £/(5̂  = 2 P(S) U(si 
seS seS seS seS 

Il semble pourtant intéressant de le retrouver par le biais du théo
rème 5 plus général. 





CHAPITRE IV 

JEU SOUS FORME NORMALE 

I - FORME NORMALE D'UN JEU A N JOUEURS 

La forme réduite d'un jeu (cf. chapitre II § IV) va nous permettre, en 
utilisant les définitions et résultats du chapitre III, de parvenir à la forme 
normale. 

La forme réduite est la donnée de n ensembles T1,. . . , Tn, où T¡ est 
l'ensemble des tactiques du joueur / (/ = 1, . . . , n) et d'une application 

n 
A : Il r. OTXj (S) : 6 «4 Pd qui à chaque tactique globale 6 fait corres

si 
pondre une probabilité PQ sur (S ,"§). 

On supposera que chaque joueur a défini sur OT̂CS) (donc sur S) une 
i i 

relation de préférence (celle du i e m e joueur sera notée ^ ou ^ ) véri-
fiant les conditions du théorème 2 (chapitre III). Alors on peut en déduire 
l'existence pour tout / = 1, . . . ,n d'une utilité linéaire bornée Ui (unique à 

i 
une transformation linéaire croissante près) sur (d\ll (S) , ^ ) et d'une 
fonction numérique mesurable et bornée ui : S -> R telles que : 

i 
Vs , s' G S s <;s' o u¡(s) < ufa') 
Vp , p' G OU! (S) pkp'* U¿p) < Ufa') 

et pour tout p G Oilj (S) vérifiant les conditions du théorème 5 (Chapitre III), 
on peut écrire U¡(p) =fui dp. 
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Soit {P0 : 6 G T}C Oïl̂ S1). On fera l'hypothèse que V0 G T, Pd 

vérifie les conditions du théorème 5 (chapitre III). 
Alors 

Vz = 1, . . . ,w , V0 G T Ut(Pd) = futdPe. 

Ceci revient à dire que pour connaître les préférences du joueur i sur ¿2, 
il suffit de se donner l'application ut : S R : 

VA , e' e r, pg < pg. ofUl dPe <fUi dPe. . 

Soit alors pour / = 1, . . . , n vt l'application de T dans R définie par 
v t : T R : Q^v^Q) = futdPe .v( est une fonction numérique bornée qui 
détermine les préférence du joueur i sur & : pour 6 , 0' G T 

Pe kPe'^ViiBXviid'). 

Pour 6 G T, 1̂ .(0) est "l'utilité" de la tactique globale 9 pour le joueur /. 

Définition 1 

Un jeu à n joueurs sous forme normale est un 2̂ -uple {Tx,... ,Tn,vx,.. .,vn) 
où Tfi = 1, . . . ,n) est un ensemble (ensemble des tactiques du joueur i) 

n 
et vt(i — 1, . . . , « ) est une fonction numérique bornée définie sur T — U Ti 

i = i 
(décrivant les préférences du joueur /). 

i 
Remarque : de la relation < sur d\Z{ (S) on déduit une relation de pré

férence < sur T : 
i 

i 
Une partie de ce jeu se jouera alors ainsi : Les joueurs choisiront indé

pendamment les uns des autres une tactique : (pour / = 1, ...,/?) le / e m e 

joueur choisira une tactique 6i G Tr Ces n choix déterminent une tactique 
globale 6 = (6l, . . . ,6n) G T. Il en résulte une "situation" qui pour le 
z e m e joueur aura l'utilité v^d) (i - 1,...,«). Le but du / e m e joueur est 
donc, en choisissant une tactique 0. G Th de maximiser son utilité. Mais 
il ne peut agir que partiellement dans la détermination de la tactique glo
bale 9 adoptée : il ne choisit que la z e m e composante, les autres choix étant 
effectués par les (/7 — 1) autres joueurs. 
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II - JEU STRATEGIQUE ASSOCIE A UN JEU 
SOUS FORME NORMALE 

Etant donné un jeu sous forme normale, chaque joueur doit choisir 
par lui-même une tactique dans l'ensemble des tactiques dont il dispose. 
Cependant il peut être amené, pour déterminer la tactique qu'il adoptera 
à s'en remettre à une épreuve aléatoire effectuée dans cet ensemble et 
régie par une distribution de probabilités choisie par le joueur. Cela revient 
à élargir l'ensemble des possibilités offertes à chaque joueur en remplaçant 
l'ensemble de ses tactiques par l'ensemble plus riche de ses stratégies, les 
tactiques étant alors considérées comme des stratégies particulières. On 
passe ainsi du jeu (tactique) au jeu stratégique qui lui correspond. 

De manière plus précise soit Tt l'ensemble des tactiques du / e m e joueur 

(/ = 1,. . . , h) et T = n Tt. Si V/ = 1, . . . , n CS/ est une tribu sur Tt, 
i = l 

n 
on rappelle que ® %. désigne la tribu sur T, produit de la famille f5 f) f=1 n i=i 

(Cf. Chapitre I § I). 

Lemme 1 
Si V/ = 1, • . • , n %. est une tribu sur T( telle que 

\fxEXt et \/yEV(x) i6ieTi:di(U)(x)=y}e%, 
n 

alors la tribu % = ® %( est telle que 
i = i 

VJCGU X{ et \fy G F(x) {d G T : 8(U) (x) = y} G <B. i=i 
n 

Démonstration : Soit x G U Xt et y G T(x) : 3!/= 1, .. ., « tel que 
i = i 

x G Xr et {6 G T : 6(U) (x) = y} = 
r i X . . . x T M x {6i G Tt : 0t (U) (x) = y}x Ti+1 x . . . x Tn. 

Comme G Tt : «,.(£/) (x) = y} G <B. G T : 0(C/) (JC) =y}G% d'après la 
définition de la tribu produit %. D'où le lemme. 

On suppose donc donnée pour tout / = 1, .. ., n une tribu ̂  sur Tt 

n 
contenant les points et astreinte à la condition du lemme 1, alors %= ® % est 

i=i 
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une tribu sur T contenant les points et vérifiant la condition énoncée au 
chapitre II (Cf page 39 ). 

Définition 2 

Il Une stratégie oi pour le / e m e joueur est une probabilité sur (Ti , %) : 

On notera 2f. l'ensemble des stratégies du joueur / : V/ = 1, . . . , n 

2. = dïï^^Ti ,%¡) ; on plongera T¡ dans 2, en identifiant Tt et 

A(T¿) = (ôdi : 0, G r,}C OH r̂, , <B,) : 

la tactique 0, G T, sera alors la stratégie dégénérée G 2¿. 
Soit d'autre part 2 = OÎÎ T1, T)) l'ensemble des probabilités sur (T ,c§). 

A tout ft-uple de stratégies (ou stratégie globale) (ol ,. . . , on) G n 2,-, on 
/= i 

n 
fera correspondre la probabilité o = ® af sur (7, cfë), produit de la famille 

/ = 1 

Or en reprenant les notations et résultats du chapitre II (§ IV), à toute 
probabilité o sur (T, %) on faisait correspondre une probabilité Fa sur (£2 ,Ct) 
donnée par 

Pa(A)=fpô(A)do(0) (A G a) 

donc une probabilité I*R) sur (R , (R) image de Pa par l'application projection 
pR avec 

P(

a

R) (F) = fp(

e

R) (F) do (0) (F G (R) 

d'où une probabilité F^ sur (S, S), image de F^) par l'application mesurable 
/ : R-+S, vérifiant 

(D) = fpW (D) da(0) (D G S). 

Donc à toute stratégie globale (ol, . . . ,an) correspond une probabilité 
P[s) sur (S, S) qui pour le î è m e joueur aura une "utilité" Ui [P(

0

S)] (/ = 1, . . . ,«) 

avec a = ® a. . 
/-i 

Remarque : A la stratégie globale (ôflo , • • • , Ôflo), c'est-à-dire à la tac-
tique globale 0° = (0t, . . . , 0°), cette formulation fera correspondre une 
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probabilité Pls) avec o = ® ô̂ p = . Alors pour D G $ 

/f> (D)=fP<s) {D)dôe0=P$(]D). 

Comme (Z)) = (Z)) VD G», on en déduit } = c'est-à-
dire qu'on retrouve la probabilité P^ sur (.S qui correspondait à la tac
tique globale 0°. 

On supposera que V/ = 1, . . . , n et Va. G I., P^ (o = ® af) vé

rifie les conditions du théorème 5 (chapitre III). Alors 

U, [/><*>] =fut dPis\ 

Soit, pour /' = 1, . . . ,« , K,- la fonction numérique bornée définie par 

V( : fi 2, -»• R : (a,,. . . , a„)^F,.(a,,. .. ,on) avec 
1 = 1 

F,.(a1,...,a„) = f/|. [P<*> ]=fu,dP<» . 
<8> °i <8> at i=l i=l 

n 
Pour (cjj, . . . , aw) G n 2,- , K.(al5 . . . ,( ;„) sera dite utilité de la stra-

i = i 
tégie globale (ol, . . . , on) pour la joueur /. 

Remarque : Pour tout / = 1, . . . Ff est un prolongement de à 

Il Xr En effet pour la tactique globale 0° = (0?, . . . ,0°), on peut écrire * = i 

F,(0?, . . . ,0°) = Ut [P$] = »,(0°) = «,(0?, . . . ,0J) 

d'après la remarque précédente et la définition de vt. 

Proposition 

n 
Pour toute stratégie globale (a l 5... ,a„)G II 2, et pour tout / = 1, . . . , n 

i = \ 
Vi(o1,. . . , on) = fvi do où o = ® a,. 

i = i 
Démonstration : Soit f : R-> S, pR : £1 -+ R et u. : S -> R. 
Soit F- : £2 R l'application de £1 dans R définie par Yt = ut° f ° p^. 
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Comme / et pR sont mesurables, / o pR : ¿T2 S est mesurable. 

Soit (a l5 . . . , on) une stratégie globale et a = ® ot. Si Pa est la pro-
1 = 1 

babilité sur (£2 , CI) et P^s) la probabilité sur (S,S) qui correspond à a, on 
peut écrire P^ = (f ° pR) (Pa) c'est-à-dire que PjSf* est l'image de Pa par 

ut étant mesurable et bornée, ut est P^s)-integrable,donc Y,--- wi°(f°pR)est 
Fa-integrable et 

/F,. dFa = /"«, dP<?> = t/,.(F(S)) 

(cf. Chapitre I § II, Intégration par rapport à une mesure image). 
Alors (cf Chapitre I, § III, Proposition 1) la fonction réelle 

Xt: T^R:d^Xi(d)=/YidPe 

est une version de l'espérance conditionnelle E \Y¡) c'est-à-dire f YidPa

 =fX( do, 

Or Vd ET ,f Yt dPe = / ut dP(

e

s) car P(

e

s) = (/ o pR) (Pd) 

c'est-à-dire ¡Yt dPQ = Ut [P(

e

s)] = v.(6), 

donc Vd ET Xt{d) = v.(8), c'est-à-dire X{ = v¿ 

d'où UtiP™) = Vt (ol,. . . , on) =fYt dPa =fvi do 

soit Vi(qx>. . . ,on) =fVi do = Jvt{0) do (0) 

et la proposition. 

Définition 3 

Le jeu stratégique associé au jeu sous forme normale 

{Tx,. . . , Tn , vx ,. . . ,vn) est le 2rc-uple (2^,. . . , 2„, Vx,. . . , Vn) où 

pour / = 1,. . . , n Sf = (7\ ,%t) et F, est l'application 

fi ^ -* R : (a,,. . . ̂ M K ^ , . . . ,aj = d® a,. 
/ -1 / -1 

III - INTRODUCTION A L'ETUDE DES JEUX SOUS FORME NORMALE 

Quel que soit le modèle de jeu que l'on considère, qu'il s'agisse d'un jeu 
de lutte sans communication (les joueurs ne peuvent communiquer et agissent 
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isolément) ou d'un jeu de lutte et de coopération (une certaine liberté de 
communiquer et de coopérer est laissée aux joueurs, auquel cas on se heurte 
au difficile problème de l'agrégation des préférences individuelles c'est-à-dire 
la construction de préférences collectives à partir de préférences individuelles), 
on doit toujours prendre en considération les notions, déduites de la forme 
normale du jeu considéré, d'espérances des joueurs, de tactiques prudentes, 
de dominance et de tactiques en équilibre. 

Soit donc (7\,. . . , Tn , vx,. . . , vn) un jeu à n joueurs sous forme 
normale. 

Espérance — Tactique prudente 

Soit i = 1, . . . ,n et 09 G Tt. Par définition l'espérance relative à la 
tactique 09 pour le joueur / sera 

6,(0?)= inf fl?,...,^). 
djeT 
îfi 

L'espérance du joueur / sera alors 
et = sup et (0,.) = sup inf vi (dl,. . . , 0„). 

V*V ej€Tf 

Une tactique 09 G Tt du joueur / sera dite prudente si et (09) = et. 
Il est facile de voir qu'il n'existe pas nécessairement de tactique prudente. 
Soit e > 0. Une tactique 0̂  G Tt sera dite prudente à e près si e^df) > ere. 
Alors la définition de ei nous assure de l'existence d'au moins une tac

tique prudente à e près (Ve > 0). 

Dominance 

Soit / = 1, . . . , n et 09 , 6} G Ti ; on dira que 
- 09 domine strictement d) si 

vt(ex,...,0?,...,0„) > vt (0, , . . . ,0/, . . . ,e n ) V0;. G r, (/ * i) 

- 09 domine 6} si 

vi(dl,...,df,...,dn)>vi(dl,... ,0/,...,0J V0YG 7} ( /* / ) . 

6 
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Alors un joueur agissant isolément ne perdra rien à choisir les tactiques 
dominantes plutôt que les tactiques dominées et ces considérations per
mettent parfois de remplacer l'étude du jeu considéré par celle d'un jeu 
plus simple en faisant abstraction des tactiques dominées de chaque joueur. 
Etant donné 2 tactiques globales (0?,...,0°) et (0J, . . . ., B\) G T9 on 
dira que (0?,. . . 96°n) domine (0{, . . . ,0£) si 

v/ = i , . . . , » « i(0?,...,0;)>« /(0i,...,0i) 

3 / = 1, . . . , n tel que vt (0?,...,0°)> v, (0}, . . . , 0J). 

Ceci nous conduit à la définition de l'extremum de Pareto (fondamental 
dans l'étude des jeux de lutte et de coopération). 

L'extremum de Pareto sera l'ensemble des tactiques globales non 
dominées. 

Equilibre 

Dans un jeu sans coopération possible, on dira qu'un système de n 
tactiques (0°,. . . , 0°) E T est en équilibre si chacune de ces tactiques est, 
pour le joueur qui l'emploie, l'une des meilleures réponses possibles aux 
(n — 1) autres : 

Vi = 1, . . . ,n , V0. G Tt V,(0?, . . . ,09, . . . ,0J) >vi(6°l9 . . . ,0„ . . . ,0^). 

Rien ne garantit l'existence ni l'unicité d'un système de tactiques en 
équilibre dans un jeu déterminé et il peut arriver qu'il n'en existe aucun 
ou qu'il en existe plusieurs. 

Espérance stratégique 

Ce qui vient d'être dit d'un jeu (tactique) sous forme normale se 
transpose sans modification au jeu stratégique associé : 

Soit / = 1, . . . 9n et a9 G 2,.. L'espérance relative à la stratégie a9 
pour le joueur i sera 

*>?)= inf Vi(al9...9a^9...9an). 

L'espérance (stratégique) du joueur i sera 

e! = sup e!(a.) = sup inf Vi(o1 , . . . , af, . . . , on). 
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On obtient de même les notions de stratégies prudentes, de domi
nance et de système de stratégies en équilibre. 

Cas du duel 

Un duel est par définition un jeu à 2 joueurs dont les préférences sont 
1 2 

opposées : si ^ est la relation de préférence du joueur 1 sur dïl1(S) et ^ 
celle du joueur 2, on doit avoir : 

p<p'*>p'<p Vp , p' G dttl (S). 

Alors si U* est une utilité linéaire bornée sur (011,(5) ,<), U} est une 
2 

utilité linéaire bornée sur (dïll(S) ,<). Du fait de l'unicité (à une transfor-
2 

mation linéaire croissante près) de l'utilité linéaire sur (3ïll(S), <), on 

pourra supposer que Ul décrit les préférences du joueur 2 sur dïll (S). 
Si vj et v2 sont les utilités correspondantes des 2 joueurs sur Tl x T2, 

on en déduit t>2(0) = - ^(0) V0 G Tl x T2. 
Alors le jeu sous forme normale (7\ ,T2,v1 , v2) sera écrit (Tl ,T2 ,v) 

avec v = vx = — v2. 
L'espérance relative à la tactique ^ G ^ pour le joueur 1 sera 

e.id,) = inf v (6l ,02) 02ER2 

et l'espérance du joueur 1 sera 

ex = sup el(6l)= sup inf v(dx ,02). 

L'espérance relative à la tactique 02 G T2 pour le joueur 2 serait 

e°(02) = inf l-v(dl,62)]=~ sup t;^, 02) 

et l'espérance du joueur 2 serait 

rf= supe°(02) = - inf sup ^(0 1 50 2). 
02ER2 02ET2 
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Mais, pour l'étude du duel, on préfère définir l'espérance relative à la 
tactique 62 G T2 pour le joueur 2 par 

e2(62) = sup v(6l ,02) 
dieTi 

et l'espérance du joueur 2 par 

e2 = inf sup v(6l,62)= inf e2(62). 
S2eT2 OxeTl

 62eT2 

Alors on peut montrer que dans tout duel ex < e2 : en effet 

\/6l G 7\ ,V02 G T2 e1(01)< î;(0j ,02)<e2«92) 

d'où ex= sup ^ (0t) < e2(d2) Vd2eT2 

et ex < inf e2(02) = e2 . 
026T2 

Si ̂  = e2 on dit que le duel a une valeur (tactique) et on peut montrer 
que si les 2 joueurs ont des tactiques prudentes, elles définissent un système 
de tactiques en équilibre et sont dites optimales. 

Si ex < e2 on dit que le duel n'a pas de valeur (tactique) et on est amené 
à plonger le duel dans le jeu stratégique associé : le duel (2j , 2 2 , V) avec 

V{o, ,o2)=fv(81 i02)d(al ® a2). 

Alors l'espérance relative à la stratégie ol G 2X pour le joueur 1 sera 
e[(°i) = inf V(P\ > e t l'espérance (stratégique) du joueur 1 sera 

a2e£2 

e\ = sup ̂ (Qj) = sup inf V(ol ,a2). 

L'espérance relative à la stratégie o2 G Z 2 pour le joueur 2 sera 
e2^°2^ = SUP ^( ai j a2) e t l'espérance (stratégique) du joueur 2 sera 

a i c 2 i 
e2 = inf e'2(o2) = inf sup F ^ , ^ ) . 

a2eS2

 a2e£2 al e £l 
Alors V a i e i I e'1(a1)= inf V(pl9B2) 

0267-2 

ei = sup inf V(o1 ,0 2), 
al e 2l Q2eT2 

\fo2 G Z 2 £2(a2)= sup F(0 1 ?a 2) 
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e2 = inf sup V (6X , o2) 

et ex < e[ <e2<e2 . 

En effet 

V02 G T2 et V^GS, , 02) « K(aj ,5Ô ) =/«(0! ,02)^! 

et en utilisant le théorème de Fubini (Chapitre I § II) 

V^ G 2j , Va2 G 2 2 , a2) -fdo2 \fv(6x ,62)dox] 

c'est-à-dire V (ox , o2) = TV(Qj , 02) da2 

d'où V(ox , o2) > inf V(aî , 02) v^2

 e 2

2 

02er2 

et inf F (a, ,a2) > inf ,0 2). 

D'autre part de T2 C I 2 , on déduit 

inf V(ox ,a 2)< inf V(ox , 02) 
a2eE2 02eT2 

d'où ^i(a1)= inf F(a 1,a 2)= inf F(a l 50 2). 

a2e22 02er2 

Montrons que et < e\ : 

V01G7\ e\(6x)= inf F(0 l 50 2) = inf u(0, ,02) = ex(6x) 
62eT2 2̂E-̂ 2 

on en déduit ex(6x)<e\ \/6l G Tx, d'où = sup ex(6x)<ex. 
6xeTx 

On montrerait de même que Va2 G 2 2 e2(o2) = sup F(0j ,a2) et 
0ieri 

que e2 < e2. 
Comme e\ < e2 a déjà été démontré (duel tactique), on conclut 

ei ^ e\ ̂  e2 ̂  e2-
Si e\ = e'2 on dit que le duel a une valeur (stratégique) et si les 2 joueurs 

ont des stratégies prudentes elles définissent un système de stratégies en 
équilibre et sont dites optimales. 

Enfin il se peut qu'un duel n'admette pas de valeur stratégique (e\ < e2 ) . 
Si Tx et T2 sont finis (le duel est alors dit fini), il existe des tactiques et 

des stratégies prudentes. On peut montrer (théorème de Von Neumann) que 
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tout duel fini a une valeur, stratégique en général. Alors tout couple de 
stratégies prudentes définit un système de stratégies en équilibre et tous les 
équilibres sont "équivalents et interchangeables" (cf (15) et (19)). 

Ce théorème a été prolongé à des classes de plus en plus générales de 
duels infinis (pour une étude détaillée de tels jeux cf. (1), (2), (15) et (16)). 
En particulier le théorème de Sion étend les résultats de Von Neumann 
au cas où Tl et T2 sont des parties convexes compactes d'espaces vecto
riels topologiques séparés sur R et où l'utilité v vérifie certaines propriétés 
de semi-continuité et de quasi-convexité. 

Quoique le forme normale ne soit pas toujours le cadre le mieux adapté 
à l'étude des jeux plus généraux que le duel, de nombreux modèles issus de 
celle-ci ont été proposés pour les représenter. Citons en particulier le modèle 
de Nash (qui après un élargissement convenable de l'ensemble des tactiques 
de chaque joueur interdit toute communication entre les joueurs), le mo
dèle de Von Neumann-Morgenstern (qui permet toute communication et toute 
coopération entre les joueurs et, en supposant l'existence d'un bien indéfi
niment divisible dont l'échange entre les joueurs permet un transfert d'utilité 
entre eux, s'appuie sur le concept de fonction caractéristique d'un jeu) et le 
modèle intermédiaire de Luce (fondé sur la notion de "'-stabilité). 
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