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I N T R O D U C T I O N 

I l est bien connu que la formule de dénombrement des arbres qui ont 

pour ensemble de sommets un ensemble fini donné, a é té établie dès 1889 

par A . Cay ley [ 2 ] . 

De nouvelles démonstrations du résultat de Cay ley ont été successi

vement proposées par O . D z i o b e k en 1917 [ 3 ] , H . Prüfer en 1918 [ 4 ] , G . 

Po lya en 1937 [ 5 ] , G. Bo l en 1938 [ 6 ] , E . H . Nev i l l e en 1953 [ 1 0 ] , J .W. M o o n 

en 1963 [ 2 2 ] . 

A l ' excep t ion des méthodes de Prüfer et de Nevi l l e qui sont déjà des 

méthodes de codage et dans la ligne desquelles se situe le présent travail, 

ces démonstrations consistent à établir des relations de récurrence puis, pour 

en déduire le résultat, à utiliser une identi té algébrique ou à déterminer le 

déve loppement en série d'une fonc t ion génératrice. 

Depuis 1958, plusieurs auteurs parmi lesquels il convient de citer 

L . E . Clarke [ 1 4 ] , A . R é n y i [ 1 7 ] et J .W. M o o n [ 2 6 ] ont affiné le résultat 

obtenu par Cay ley en introduisant certains paramètres descriptifs et en 

comptant les arbres pour lesquels ces paramètres ont des valeurs données. 

D'autre part, toujours au cours de ces douze dernières années, de 

nombreux auteurs se sont attachés à calculer le nombre d'arbres pouvant 

être définis c o m m e graphes partiels de certains graphes donnés. Parmi eux, 

ment ionnons L . Weinberg [ 1 5 ] , T . Aust in [ 1 8 ] , H . I . Scoins [ 2 0 ] , S. Glicksman 

[ 2 1 ] , P . V . O ' N e i l [ 2 3 ] , J.W. M o o n [ 2 6 ] . 

A l ' excep t ion de Scoins et de Glicksman, qui se servent de méthodes 

récurrentes, ces auteurs utilisent essentiellement les propriétés des détermi

nants des matrices d ' incidence, propriétés données par G . K i r chhof f en 1847 

[ 1 ] puis, plus récemment , par R X . Broocks , C . A . B . Smith, A . H . . S tone et 

W . T . Tu t t e en 1940 [ 7 ] et par H . M . Trent en 1954 [ 1 1 ] . 
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Par ailleurs, J.W. Moon a aussi déterminé le nombre d'arbres admettant 
pour graphe partiel une. forêt donnée [26]. 

En prolongement de ces travaux, plusieurs structures plus générales que 
celle d'arbre ont été étudiées et dénombrées par divers auteurs : 

citons "les arbres de Husimi" (Une certaine confusion a plané sur la 
définition de ces "arbres" et provient de ce que Husimi en 1950 [8] a dé
fini une structure et par inadvertance en a dénombré une autre. Cette erreur, 
reproduite par F. Harary et G.E. Uhlenbeck en 1953 [9 ] , "a été rectifiée par 
G.W. Ford et G.E. Uhlenbeck en 1956 [13]) ; 

mentionnons aussi les "dendroïdes" étudiés et dénombrés par G. Kreweras 

en 1969 [33] ; 

citons encore les arbres "ft-dimensionnels" définis et dénombrés en 1969 

d'abord par L.W. Beineke et R.E. Pippert [30] puis par J.W. Moon [31]. 

Il y a lieu enfin de rattacher au même courant de recherches un travail 
de L. Katz [12] qui a calculé en 1955 le nombre d'applications d'un en
semble fini dans lui-même dont le graphe est connexe et présente un circuit 
(unique) de longueur donnée ; en effet, lorsque ce circuit se réduit à une 
boucle, le graphe d'une telle application définit un arbre (orienté). 

Les diverses méthodes mises en œuvre dans tous ces travaux sont le plus 
souvent d'une grande ingéniosité. Mais on peut se demander si leur relative 
complexité n'est pas quelque peu disproportionnée avec la simplicité formelle 
des résultats obtenus et si l'intervention de techniques mathématiques étran
gères à la nature des problèmes traités est inévitable. 

Nous nous proposons de montrer, dans le présent travail, comment des 
méthodes de codage permettent d'unifier et de simplifier les démonstrations 
conduisant à ces résultats et, par là-même, de les mieux expliquer et d'étendre 
dans certains cas leur domaine de validité. 

Nous consacrons le premier chapitre à préciser définitions et notations. 
Nous commençons par rappeler les définitions générales relatives aux arbres. 
Nous définissons ensuite deux familles particulières de recouvrements d'un 
ensemble fini ; les recouvrements appartenant à l'une de ces familles nous 
permettent de définir les dendroïdes et les arbres de Husimi, et les recou
vrements appartenant à l'autre, les arbres fc-dimensionnels. 

Au chapitre II, nous construisons une bijection permettant d'effectuer 

le codage des applications d'un ensemble fini dans lui-même dont le graphe 

est connexe et admet pour sous-graphe un circuit de longueur donnée. 

Les chapitres III et IV exposent la construction de bijections permettant 
de coder les recouvrements appartenant à l'une ou l'autre des deux familles 
définies au chapitre I. 
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Nous montrons ensuite, au chapitre V, comment les bijections cons
truites précédemment permettent d'établir très simplement de nombreuses 
formules énumératrices. Nous retrouvons ainsi des formules dues à Cayley, 
Clarke, Rényi, Moon, Katz, Husimi, Kreweras, Beineke et Pippert. 

Dans le chapitre VI, en modifiant légèrement la construction présentée 
au chapitre I I I , nous proposons successivement de nouvelles démonstrations 
du théorème de Moon relatif au dénombrement des arbres qui admettent 
pour graphe partiel une forêt donnée, et de deux théorèmes dont l'un est 
parfois attribué à Austin et dont l'autre est dû à Scoins, relatifs au dé
nombrement des arbres qui peuvent être définis comme graphe partiel de 
deux graphes particuliers. 

Puis, en amendant la construction présentée au chapitre I I , nous donnons 
une nouvelle démonstration d'un théorème d'Austin qui traite, pour les appli
cations à graphe connexe d'un ensemble fini dans lui-même, d'un problème 
analogue à celui étudié par Scoins pour les arbres. 

Toutes les constructions décrites dans ces premiers chapitres reposent 
sur quelques idées directrices communes que nous avons sommairement 
exposées en 1968 dans un article intitulé : "Algorithme de la greffe et 
dénombrement de diverses familles d'arbres" [28]. 

C'est par contre en nous inspirant de la troisième des méthodes de co
dage exposées par Neville, méthodes que l'on pourrait appeler "des algo
rithmes d'élagage',' que dans le chapitre suivant nous établissons un résultat 
nouveau qui recouvre et étend des résultats établis à différents niveaux de 
généralité par Weinberg, Austin, Scoins et Glicksman, O'Neil, Moon, et 
concernant le nombre d'arbres qui peuvent être définis comme graphes par
tiels de certains graphes particuliers. 

Dans le chapitre VII en effet, nous définissons un graphe tel que les 
graphes considérés dans chacun de ces travaux en soient des cas particuliers, 
et pour les arbres qui peuvent être définis comme graphes partiels de ce 
graphe, nous construisons une bijection permettant d'en effectuer le codage 
et le dénombrement. 

Dans le dernier chapitre, nous proposons une méthode de codage des 
factorisations en un produit de n — 1 transpositions d'une permutation cy
clique donnée définie sur un ensemble de n éléments. 

L'étude de ces factorisations a sa place dans le présent travail du fait 

qu'elle est apparentée à l'étude des arbres à n sommets. Ce lien de parenté, 

qui a été décelé en 1959 par J. Dénes [16] et précisé en 1962 par M. Eden 

et M.P. Schùtzenberger [19] trouve ici une explication bijective directe. 
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Au moment d'achever cette introduction, je suis heureux de pouvoir 

exprimer à M. le Professeur Dugué toute ma reconnaissance pour ses conseils, 

ses encouragements et pour l'appui qu'il m'a sans cesse apporté. 
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verai toujours le meilleur souvenir, animé et guidé mes recherches, avec un 
dévouement et une patience inlassables, et qui a aussi grandement facilité la 
réalisation matérielle de ce travail. 



I - STRUCTURES ÉTUDIÉES 

1.1 - CONVENTIONS PRELIMINAIRES 

La notation \X\, où X est un ensemble fini, représentera toujours le 
cardinal de X. 

La notation [a, j3], où a et (5 sont des entiers relatifs, représentera 
l'ensemble des entiers compris, au sens large, entre a et j3 lorsque j3 est 
supérieur ou égal à a, et l'ensemble vide dans le cas contraire. 

Conformément à la notation de Vandermonde, X et v étant des entiers 
\-\ 

non négatifs, (v\ est égal au produit fT iv — 0 s* ̂  e s t positif, et à 1 si X 
i=0 

est nul. 
Lorsque nous voudrons exprimer le fait qu'un graphe a pour ensemble 

de sommets un certain ensemble 2V, nous dirons que ce graphe "est cons
truit sur 

Lorsque nous aurons à considérer des suites dont les termes appar
tiennent à un ensemble Sp (de cardinal v) nous identifierons .généralement 
Zv à un alphabet ; aussi nous appellerons "lettre" chacun de ses éléments 
et "mot de X lettres prises dans 2V" tout élément de la puissance Xièmede Sv ; 
nous appellerons "mot injectif ' tout mot où aucune lettre ne figure plus 
d'une fois. 

Nous désignerons systématiquement parDRx(Si;) l'ensemble des vx mots 
de X lettres prises dans E„ et parOïl̂ CŜ ) l e sous-ensemble de 31 (̂2,,) cons
titué des (y\ mots injectifs. 

Ces dernières définitions supposent l'entier X positif. Pour les étendre 
au cas où X est nul, il suffît d'introduire le "mot vide" 0 et de convenir 
que ce mot est l'unique élément de chacun des ensembles 0Ho(Si;) etOîl̂ Z ĵ. 
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Enfin nous utiliserons souvent un ensemble {sl , s2 , . . . , sn}, de car
dinal n > 2, que nous désignerons par Sn. 

1.2 - ARBRES (LIBRES) 

Nous appelons "arbre libre" ou plus brièvement "arbre" tout graphe 
non orienté, connexe et sans cycle. 

Nous désignons par 6L(Sn) l'ensemble des arbres construits sur Sn. 

1.3 - FORETS (D'ARBRES LIBRES) 

Nous appelons "forêt d'arbres libres" ou plus brièvement "forêt" tout 
graphe non orienté et sans cycle. 

Chaque composante connexe d'une forêt est un arbre ; un arbre d'une 
forêt peut donc se réduire à un sommet isolé. 

L4 - ARBRES POINTES - RACINE D'UN ARBRE POINTE 

Nous appelons "arbre pointé" tout couple constitué par un arbre libre 
et par un sommet particulier de cet arbre ; nous appelons ce sommet la 
"racine" de l'arbre. 

o 
Nous désignons par 6C(Sn) 1 ensemble des arbres pointés construits 

sur Sn. 
On a ainsi : 

à(S„) = 6L(Sn) x sn. 

1.5 - ARBRES ORIENTES 

Les n - 1 arêtes d'un arbre libre ou pointé de n sommets peuvent 
être arbitrairement orientées. 
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On peut notamment orienter les arêtes d'un arbre pointé de telle sorte 
que, si l'on considère successivement chacun des sommets de cet arbre 
autre que sa racine, il existe toujours un chemin (et un seul) allant du som
met considéré à la racine ; nommons "orientation centripète" l'orienta
tion ainsi définie. 

Nous appelons "arbre orienté avec racine" construit sur Sn tout graphe 
déduit d'un arbre de (k(Sn) en donnant aux arêtes de l'arbre cette orien
tation centripète, et nous désignons par 6C(Sn) l'ensemble des tels arbres. 

o 

Il en résulte que les deux ensembles 6C(Sn) et 6C(Sn) sont en correspon
dance biunivoque naturelle. 

1.6 - GRAPHE D'UNE APPLICATION D'UN ENSEMBLE DANS LUI-MEME. 

APPLICATIONS A GRAPHE CONNEXE - APPLICATIONS ISOPOTENTES 

Nous appelons graphe d'une application de l'ensemble Sn dans lui-même 
le graphe orienté construit sur .Ŝ  dont les arcs sont les n couples constitués 
d'un sommet de Sn et de son image. 

Si le graphe de l'application est connexe, il y a parmi ses sous-graphës 
un circuit et un seul. 

Considérant l'ensemble des applications de Sn dans Sn dont le graphe 
est connexe et admet pour sous-graphe un circuit de longueur / ( / G [1 , « ] ) , 
nous désignons par §-i(Sn) l'ensemble des graphes de ces applications. 

Nous appelons application "isopotente" une application dont le graphe 
est connexe et présente un circuit se réduisant à une boucle ( / = 1). 

Une application isopotente admet donc un point fixe. 

Au graphe d'une application isopotente de .S^ dans Sn, nous pouvons 
faire correspondre biunivoquement, par suppression de la boucle du point 
fixe, un arbre orienté de <%(Sn) dont la racine est ce point fixe ; les deux en
sembles ^ 1 (*S' W ) et <%(Sn) sont ainsi en correspondance biunivoque naturelle. 
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1.7 - DEFINITION DE DEUX FAMILLES PARTICULIERES 
DE RECOUVREMENTS DE L'ENSEMBLE Sn. 

1.7.1 — Définitions préliminaires 

Nous appelons "recouvrement" de Sn tout ensemble de parties non 
vides de Sn qui ont pour réunion Sn, et nous appelons "classe" d'un recou
vrement toute partie de Sn appartenant à ce recouvrement. 

Soit R(Sn) un recouvrement de Sn et soient Ra et R& deux classes de 
R(Sn) (Rçt^Rp) ; nous disons que ces deux classes sont/̂ -adjacentes si elles 
ont exactement k sommets communs ; nous disons que ces deux classes 
sont -̂enchaînées si elles sont -̂adjacentes ou s'il existe une suite de classes 
RXi ,Rx2 y • • • > ^de RGS,,) distinctes entre elles ainsi que de Ra et de R0, 
telles que si l'on considère deux classes consécutives quelconques de la suite 
Ra, RXi> RXl> - • • > R\.t> Rp> c e s deux classes sont A:-adjacentes ; 
appelons fc-chaîne d'extrémités Ra et Rfi une telle suite de classes deux à 
deux A:-enchaînées et longueur de cette A;-chaîne le nombre X,- + 2 de 
termes de cette suite ; appelons fc-cycle une -̂chaîne de longueur supé
rieure à 2 dont les deux extrémités sont ̂ -adjacentes ; convenons enfin, lors 
de l'emploi de ces termes, de pouvoir omettre le préfixe "1-" lorsque k = 1. 

1.7.2 - Définition d'une première famille cUm(.Sw) de recouvrements 

Soit Um(Sn) un recouvrement de Sn vérifiant les 5 conditions suivantes : 
1/ Um(5n) est constitué de m classes : 

IUm(S„)l=m 

2/ Toute classe de Um(Sn) comprend au moins deux sommets : 

v^eu m (5 n ) , | t / M l>2 

3/ Deux classes distinctes de Um(5n) ont au plus un sommet commun : 

vua et ui}eum(sn),ua*u0=>\uanuf,\<i 

4/ Deux classes distinctes quelconques de Um(.Sw) sont enchaînées. 
5/ Si plusieurs classes de Um(Sn) appartiennent à un même cycle, elles 

ont un sommet commun. 
Nous désignons par cUm(S',J) la famille des recouvrements de Sn qui vé

rifient ces cinq conditions. 
Il résulte de cette définition que l'on a: - 1]. 
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1.7.3 — Définition d'une seconde famille Vk{Sn) de recouvrements 

Soit Vk(Sn) un recouvrement de Sn vérifiant les 3 conditions suivantes : 
1/ Toute classe de Vk(Sn) comprend k + 1 sommets : 

VK M eV f c (S n ) , |FJ=*+ 1 

2/ Deux classes distinctes quelconques de Vk(Sn) sont /̂ -enchaînées. 
3/ Si plusieurs classes de Vk(Sn) appartiennent à un même A:-cycle, elles 

ont k sommets communs. 
Nous désignons par Vk(Sn) la famille des recouvrements de Sn qui vé

rifient ces 3 conditions. 
Il résulte de cette définition que le nombre de classes d'un recouvre

ment appartenant à la famille Vk(Sn) est égal à n — k. On a par conséquent : 

ke [1 ,n - 1] . 

1.8 - DENDROIDES 

G. Kreweras appelle "dendroide" construit sur Sn tout recouvrement 

de Sn appartenant à la réunion c[\m(Sn) ; il nomme "liaison" toute classe 

d'un tel recouvrement ; un dendroide à m liaisons construit sur Sn est ainsi 
un recouvrement quelconque appartenant à la famille cUm(5„). 

Une liaison est une arête si et seulement si elle a exactement deux 
sommets ; un dendroide est un arbre si et seulement si toutes ses liaisons 
sont des arêtes. Il en est ainsi lorsque l'on a : m = n — 1. 

Par conséquent on a : 

Nous disons qu'un dendroide appartenant à la famille cUm(.S'M) est de 
type (m2 , m3 , . . . , mn) si V i€ [2 , n], il a m,- liaisons de / sommets. 
(On a bien sûr : 

2 mi - m et £ (/ — 1) mi = n - l) . 
1=2 /=2 

Nous désignons par ^u^m2-m3.-- >mn) l'ensemble des tels dendroïdes. 
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1.9 - ARBRES DE HUSIMI : LES ARBRES DE BLOCS COMPLETS 
ET LES ARBRES DE BLOCS CYCLIQUES 

1.9.1 — Arbres de blocs complets 

Nous appelons "arbre de blocs complets" tout graphe non orienté, 
connexe et dont tous les "blocs" sont des graphes complets. Nous employons 
"blocs" au sens défini dans [32]. 

Ainsi un arbre de blocs complets construit sur Sn est le graphe obtenu 
comme réunion des graphes complets construits respectivement sur chacune 

n—l 
des liaisons d'un dendroïde appartenant à la réunion U V,m(Sn). 

m-l 
Nous disons qu'un arbre de blocs complets construit sur Sn et admettant 

m blocs est de type (m2 , ra3 ,. . . , mn) si, V / G [2 , n], mt de ces m blocs 
ont i sommets 

I n n \ 
1=2 1=2 

Nous désignons par ge'^."^»• • • »ww) l'ensemble des tels arbres 
de blocs complets. 

Il résulte de ces définitions que les deux ensembles3e'^2'm3'""m,,) (Sn) 
et CU^12 ' m 3 ' * • • • (Sn ) sont en correspondance biunivoque naturelle. 

1.9.2 — Arbres de blocs cycliques 

Nous appelons "arbre de blocs cycliques" tout graphe non orienté, 
connexe et dont tous les blocs sont soit des blocs de 2 sommets, soit des cycles. 

Nous disons qu'un arbre de blocs cycliques construit sur Sn et admettant 
m blocs est de type (m2, ra3 ,. .. , mn) si V i G [2 , n]9 mi de ces m blocs 
ont / sommets 

( n n \ ( 2 mt = m et £ (/ - 1) mi = n - 1 ) 
Vf=2 i = 2 ' 

"(m m m ) 
Nous désignons par 3C m

2' 3'"" n (Sn) l'ensemble des tels arbres 
de blocs cycliques. 

Ainsi un arbre de blocs cycliques de 96"^2'm 3"" ' mn\Sn) est le graphe 
obtenu comme réunion d'une part des m2 blocs respectivement construits 
sur chacune des ra2 liaisons de 2 sommets d'un dendroïde decU(

J^
2yW3' * ' * ̂ {S^ 
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et d'autre part, Vz G [3 , n], de mi cycles respectivement construits sur cha
cune des mi liaisons de i sommets de ce même dendroïde. 

1.9.3 — Remarque sur les arbres dits de Husimi 

L'expression "arbres de Husimi" désigne selon certains auteurs ce que 
nous appelons "arbres de blocs complets" et selon d'autres ce que nous appe
lons "arbres de blocs cycliques". 

L'ambiguïté relative à la définition des arbres de Husimi semble pro
venir du fait que, ayant défini l'ensemble ge"<"2'm3»•••»'"«> ($n)et se propo
sant d'en déterminer le cardinal, Husimi a, en réalité, calculé le cardinal de 
l'ensemble 9e,(£2'm3"--tmrù(Sn). 

L10 - ARBRES A-DIMENSIONNELS 

L.W. Beineke et R.E. Pippert appellent "arbre &-dimensionnel" cons
truit sur Sn tout graphe non orienté obtenu comme réunion des graphes 
complets construits respectivement sur chacune des classes d'un recouvre
ment appartenant à la famille Vk(Sn). 

Nous désignons par <%k(Sn) l'ensemble des tels graphes. 
Il résulte de cette définition que les ensembles 6Ck(Sn) et V * ^ ) s o n t 

en correspondance biunivoque "naturelle". 
De plus, pour k = 1, chaque classe d'un recouvrement de VxlSH) dé

finit une arête ; ainsi un arbre 1-dimensionnel est un arbre, et par consé
quent on a : 

v^s»)- a1(sw) = a(5 n). 

2 





II - APPLICATIONS A GRAPHE CONNEXE 

II.l - PRESENTATION 

En 1.6, nous avons convenu de désigner par l'ensemble des 
graphes des applications de Sn dans Sn dont le graphe est connexe et admet 
pour sous-graphe un circuit de longueur /. 

Si l'on a / = H, les applications sont des permutations cycliques de Sn 

et il y en a (« — 1) ! 
Nous supposerons donc désormais / =É n (soit : / G [1 ,n — 1]). 
Appelons "équerre de mots" le couple constitué de deux mots ayant 

tous deux la même première lettre ; appelons respectivement les deux mots 
d'une équerre "mot horizontal" et "mot vertical" ; puis désignons par &i(Sn) 
l'ensemble des équerres de mots dont le mot horizontal est un mot appar
tenant à 3ïl„_z (Sn) et dont le mot vertical est un mot injectif appartenant 
à ^ ( S „ ) . 

Nous construisons en IL2 une bijection de l'ensemble §>t(Sn) dans 
l'ensemble & t(Sn), dont nous donnons une illustration en II.3. En II.4 
nous étudions le cas particulier correspondant à / = 1. 

II.2 - CONSTRUCTION D'UNE BIJECTION DE §t(Sn) DANS &,(Sn) 

Soit Gj(Sn) un graphe appartenant à l'ensemble §^i(Sn) et soit <p l'appli
cation de Sn dans Sn dont Gt(Sn) est le graphe. 
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Soient sa et sp deux sommets de Sn ; si <p(sa) = spi nous disons que sa 

est un antécédent de et que est le conséquent de sa ; plus généralement, 
nous appelons conséquents successifs de sa les éléments <p(sa), <p2(sa), • • • , 
<p'(sa)9. .. 

Si, comme nous le supposons, on a / n, il y a au moins un élément 
de Sn qui n'a pas d'antécédent et il y en a au plus n — l ; désignons par 
E le sous-ensemble de Sn constitué de ceux des éléments de Sn qui n'ont 
pas d'antécédent, et posons : 

p = \E\ (pG[l„ n-l]). 

Désignons les indices des p éléments de E pris dans l'ordre croissant 
respectivement par e1>£2>--->£p, 
puis, V / G [1 posons, pour alléger les notations, s€. = s(Q. 

Désignons par B0 le sous-ensemble de Sn constitué des sommets du 
circuit de G^S»). 

Puis, de proche en proche, V/G[l,p], désignons par Bt le sous-
ensemble de Sn constitué du sommet s(i) et de ceux, s'il en existe, de ses 

i-l 
conséquents successifs qui n'appartiennent pas à la réunion Bj. 

Posons, ViG[0,p] , bt = \Bt\. 

On a donc : b0 = l, 

B0={*bl+b WD]lôe[0, / - 1]} 

et : V/G [1 Bt ={<pb№]\ b G [0, bt - 1]} . 
Les p + 1 sous-ensembles BQ,Bl,...,B constituent une partition 

P I P \ de Sn ; par conséquent on a : £ bi = n (soit : £ bt = n — l ) . 
1=0 /=1 

Posons encore B0 = HQ. 
Appelons sommet de hauteur 1 tout sommet n'appartenant pas à H0 

et dont le conséquent appartient à H0 et désignons par Hl le sous-ensemble 
de Sn constitué des sommets de hauteur 1. 

Puis, de proche en proche, appelons sommet de hauteur h tout sommet 
dont le conséquent appartient à Hh__x et désignons par Hh le sous-ensemble 
de Sn constitué des sommets de hauteur h. 

Appelons "pivot" le sommet ipbi[s(l)]9 puis numérotons de — / + 1 
à n — l les n sommets de Sn de la manière suivante : 
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ceux de B0, de 0 à - / + 1, en numérotant 0 le pivot, puis ses conséquents 
successifs de — là — / +1, 
ceux de Bb de 1 à b1 par ordre croissant des hauteurs, 

puis, de proche en proche, ceux de Bt de ̂  bj + 1 à ^ bj, toujours 
/= i /= i 

par ordre croissant des hauteurs. 
Désignant par s(i) le sommet ainsi numéroté /, on a donc : 

K0)=/ 1[J(D], 

VôG[2,ô 0 ], i(l - b) = ip^W)] , 

V i e [ i , i 1 ] , i ( « = Afc M U ] , 
puis, si p > 2, V / G [2 , p], 

v 6 G [ î , Ô.] , s ( S ô, + b ) = A * [5(0]. 

(On remarque que l'on a : ¿(0) = <p[5(l)]). 
Considérons les deux mots respectivement de n — l lettres et de / 

lettres ainsi déterminés : 

V r G [1 , n - /], x(r) désignant larième lettre du premier mot, x(r) = <p[s(r)] , 

V r G [1 , / ] , y(r) désignant la rième lettre du second mot, y(r) = 5(1 - r). 

Puisque <£>[5(1)] =5(0), la première lettre x{\) du premier mot est la 
même lettre que la première lettre y( 1 ) du second mot et puisque chacun des 
éléments de B0 est l'une des / lettres du second mot, ce mot est injectif. 

Ces deux mots sont donc respectivement le mot horizontal et le mot 
vertical d'une équerre Et(Sn) de &,(£„) ; c'est cette équerre que nous faisons 
correspondre au graphe G,^) . 

Nous pouvons faire la remarque suivante : 
V i> G [1 9n], désignons par X„ le nombre de fois où la lettre sv apparaît 
dans le mot vertical et par pv le nombre de fois où cette lettre apparaît 
dans le mot horizontal de l'équerre ; désignons aussi par P le sous-ensemble 
de Sn constitué de ceux des éléments de Sn qui sont tels que \ v pv 0. 

( n n 

2^v = ^ ' Zi Pv = n ~ î puisque le mot vertical est un mot injectif, 
v-\ v=l 

Xv = 0 ou 1 ; puisque le mot horizontal et le mot vertical ont même pre
mière lettre, P * 0 ) . 
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Il résulte de la construction précédente que X,, est égal au nombre 
d'antécédent (0 ou 1) appartenant à BQ de l'élément sv, et que pv est égal 
au nombre des antécédents appartenant à Sn — B0 de cet élément sp ; en par
ticulier les lettres de Sn qui n'apparaissent pas dans l'équerre sont les éléments 
de Sn qui n'ont pas d'antécédents. 

En faisant ainsi correspondre à tout graphe Gj(Sn) de ^t(Sn) une 
équerre Et{Sn) de SjOS,,), nous définissons une application de %i(Sn) dans 
&t(Sn) et cette application est évidemment injective. 

Elle est aussi surjective ; en effet, une équerre E^S») de &i(Sn) étant 
donnée, nous pouvons reconstituer le graphe £,(£„) de %{Sn) auquel cette 
équerre correspond par le procédé décrit ci-dessus, au moyen de la cons
truction suivante : 

Considérons les lettres de Sn qui ne figurent pas dans l'équerre ; il y en 
a au moins une et au plus n — l ; comme ces éléments de Sn sont les élé
ments n'ayant pas d'antécédent, désignons par E l'ensemble qu'ils cons
tituent et posons p = \E\ (pG [1 ,n — /]). 

Désignons les indices des p éléments de E pris dans l'ordre croissant 
respectivement par z\, e2 > • • - , zP • 
Soit E le complémentaire de E par rapport à Sn ; 
on a donc : \E\ = n - p. 

Répartissons les n — 1 lettres de l'équerre, lettres toutes distinctes ou 
non, en deux classes, celle des lettres "inédites" et celles des lettres "réem
ployées" (cette classe étant éventuellement vide) en convenant que : 
toute lettre y(r) du mot vertical (et donc en particulier la première lettre 
x(l) du mot horizontal) est inédite. 
V r E [2,n - l ], la r i ème lettre x{r) du mot horizontal est inédite si elle 
n'apparaît ni dans le sous-mot constitué des r — 1 premières lettres du mot 
horizontal, ni dans le mot vertical, et elle est réemployée sinon. 

Appelant "rang" de la lettre x(r) l'entier r, désignons par R l'ensemble 
des rangs des lettres réemployées du mot horizontal et pari? = [ 1,« — / ] — R 
l'ensemble des rangs des lettres inédites de ce mot : 

\R\ = \Ë\-(l- l) = rt_p_/ + 1 

et : = (n - l) - \R\ = p - l(p = 1 <=> R = 0) ; 

si l'on a p > 2, rangeons par ordre croissant les p - 1 nombres de R et, 
dans cet ordre, désignons les respectivement par rl, r2, . . . , rp_l, 
puis, que l'on ait ou non p > 2, 
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posons r0 = 1 , rp = n — l + 1 et V / E [1 b{ = rt — r t_x ; 

nous déterminons ainsi p entiers positifs bx,b2 ,..,, bp qui sont tels que 
p 
Z = - l 

V/E[l ,p] , on a bt = \Bt\. 
Nous pouvons déterminer la liste des éléments de 2?0, ainsi que le 

conséquent de chacun de ces éléments de la manière suivante : 

m = y(D ; 

V ô E [1 , / — 1], ^[5(0)] = * [<pb-lW0)]] = y(b + 1) ; 

et : ¿[«0)] = * te'"1 [¿(0)]] = >>(1) ; 

puis, V / E [1 , p], nous pouvons déterminer la liste des éléments de Bi9 

ainsi que le conséquent de chacun de ces éléments, de la manière suivante : 

*(0 = ; 

et : V b E [1, bt], **M0] = [«A 1 MO]] = *<r, - b). 

Le conséquent de chacun des éléments de 5n étant ainsi déterminé, 
l'application <p est entièrement définie, ainsi que son graphe Gt(Sn). 

IL3 - EXEMPLE 

Considérons l'application <p de l'ensemble 517 dans lui-même qui est 
ainsi définie : 

^ i ) = s* 1 V^i) = sis î ^ ^ 3 ) = si 

<p(s7) = s2 ; <p(ss) =s9 ; <p($9) =^ 3 

<PCS10) - ¿3 ' ^^l l) = 4̂ î *(*12> = ¿4 

^13) = 59 ' (/?(^14)=5l î ^15) = 1̂2 

^(^16)= 58 ; <P(Sn)=S6. 
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Le graphe de cette application est présenté figure II.3. 

• x> ># ^fL 
s\6 si A 53 V 

st o 
A 

Figure II.3 

Ce graphe appartient à ^GS^). 

L'équerre de &S(S17) que nous faisons correspondre à ce graphe est 
Téquerre (Mh, Mv) dont les mots sont ainsi définis : 

Mh = Sj 53 S9 S3 54 S9 S1S S6 St S9 Ss S6 

Mv = s7 s2 sls sl2 54 

(Mh et Mv commencent par la même lettre et appartiennent respectivement 
à 3lliaCS17) et àDll£(S17)) 
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IL4 - CAS PARTICULIER OU / = 1 

Puisque, d'une part, un arbre de QC(Sn) se déduit d'un graphe de §.}(Sn) 
par suppression de la boucle du point fixe et que, d'autre part, le mot ver
tical d'une équerre de &\(Sn) se réduit à sa première lettre qui est aussi la 
première lettre du mot horizontal, la construction exposée en II.2 définit 
une bijection de <%(Sn) dans CTI n_j(5w), et aussi, bien sûr, une bijection de 
&iSm) dans 3ÏI 

Il est à remarquer que si pv est le nombre d'antécédents d'un sommet sv 

d'un arbre de <3C(Sn), pv est aussi le nombre de fois où la lettre sv figure dans 
le mot correspondant de dHn_l(Sn). 

En outre, puisque la première lettre d'un mot de OH^CŜ ) désigne la 
racine de l'arbre correspondant de 6L (S ), il suffit, pour coder un arbre de 
d(Sn) (ou de <X(Sn)) dont la racine est donnée, de définir un mot dedH^CS1,,). 





III - RECOUVREMENTS 

DÉFINISSANT LES DENDROIDES 

ET LES ARBRES DE HUSIMI 

IU.1 - PRESENTATION 

En 1.7.2 nous avons défini la famille de recouvrements 11m(S„). 
Pour m = 1, Il„,(£„) n'a qu'un seul élément, à savoir le recouvrement 

de Sn dont la classe unique est l'ensemble Sn tout entier ; aussi nous suppo
serons désormais m # 1. (Soit : m € [2, n — 1 ], avec n > 3). 

Désignons par SEm(S„_j) l'ensemble des partitions de l'ensemble 

de n — 1 éléments en m sous-ensembles. 
Après avoir décrit en IIL2 un recouvrement appartenant à cette fa

mille, nous construisons en III.3 une bijection de la famille de recouvre
ments ^miSn) dans l'ensemble produit ®m(»5n_1) x 3TIm_1(.S'w) dont nous 
donnons une illustration en IIL4. 

Puis en III.5 nous étudions le cas particulier correspondant à m = n — 1. 

III.2 - DESCRIPTION D'UN RECOUVREMENT Um(S„) 
APPARTENANT A LA FAMILLE ^(5,,) 

IIL2.1 — Définition d'une partition "par niveaux" du recouvrement Um(Sn) 

Appelons classe de niveau 1 toute classe de Um(5„) contenant sn, puis 
désignons par H! le sous-ensemble de Vm(Sn) constitué des classes de niveau 1. 
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Supposons H1 Um(Sn) ; 

par définition de Um(S„), V Ua G Um(.Sn) - HA et V Ufi G H t, 

il existe une chaîne d'extrémités Ua et É/̂  ; 
soit h0 la plus petite valeur de / telle que, V U G Um(.S'/î) - H1} il existe 
une chaîne de longueur au plus égale â i dont l'une des extrémités est 

et dont l'autre est une classe de E1;Hl¥
: Um(Sn) entraîne h0 > 2. 

Si h0 > 2, de proche en proche, V h G [2 , h0]9 appelons classe de niveau h 
h-l 

toute classe de Um(Sn) n appartenant pas à la réunion U H, et adjacente 
à une classe de Hh_x puis désignons par le sous-ensemble de Um (Sn) 
constitué des classes le niveau h. 

Les h0 ensembles Hl , H2 , . . . , Rh constituent une partition du recou
vrement Um(Sn). ° 

IH.2.2 - Définition d'une application $ de Um(Sn) - Hj dans Um(5„) 
Supposons h0 > 2 (sinon Um(Sn) — Hx = 0). 

Par définition de Um(Sn) et par définition des niveaux, V h G [2 , A 0], toute 
classe de niveau h est adjacente à une classe et à une seule de niveau h — L 
En faisant correspondre, VAG[2,A 0], à toute classe de la classe de 
H/i-i qui lui e s t adjacente, nous définissons une application de 

„2 H ^ l U S J - H , dans Um(S„); 
désignons par cette application. 

Soient Ua G Um - H1 et Ufi G Um (S„) ; 

si [/̂  = $(Ua), nous disons que Ua est une classe antécédente de Up et que 
£/p est la classe conséquente de Ua ; plus généralement, si Ua G (h > 2), 
nous appelons classes conséquentes successives de Ua les /2 — 1 classes 4>(f/a), 
* 2(£/ a), . . . , S*" 1 ^) . (<ï>/1""1 (Ua) G Hj). 

EL2.3 — Sommet articulaire et partie propre d'une classe;de Um(Sn) 

Pour toute classe du recouvrement Um(5n), appelons "sommet arti
culaire" de cette classe et désignons par a(f/M) le sommet de Sn ainsi défini : 
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V f/MGH 1 5 a(C/M) = sn 

ho 

V G JÛ  1 ,̂(7(6^) est le sommet qui est commun à et à <£(£/M) ; 

ainsi : 
v ^ e um(S„) - H,, {a(t/M)} = u„ n * . 

Appelons "partie propre" de et désignons par U(U^) le sous-ensemble 
de = 5n - {sn} ainsi défini : 

V £/M G Um (S„), n (£/„) = f/M - {a (f/M)>. 

Il résulte de cette définition que l'ensemble {II(C/M)l /x G [l,m]} constitue 
une partition en m classes de S,^. 

III.2.4 - Définition d'une partition "par branches" du recouvrement Um(5„) 

Il existe au moins une classe du recouvrement Um(Sn) qui n'a pas de 
classe antécédente, et il en existe au plus m ; désignons par E le sous-
ensemble de Um(Sn) constitué de celles des classes de Um(5n) qui n'ont pas 
de classe antécédente et posons p = |E| (pG [1 , m]). 

Si, comme nous le supposons, on a m 1, il est à remarquer que E 
est constitué de celles des classes de \Jm(Sn) dont aucun des sommets de 
leur partie propre n'appartient à une autre classe du recouvrement. 

Considérons pour chaque classe de E le sommet de plus petit indice 
de sa partie propre et désignons par E le sous-ensemble de Sn constitué de 
ces sommets : 

\E\ = IE[ = p. 

Désignons les indices des p sommets de E pris dans l'ordre croissant 
respectivement par el , £2 ,. .. , £p, puis, V / G [1 ,p]9 désignons par U(i) 
celle des classes de E à laquelle appartient le sommet s€,. 

Appelons première branche du recouvrement et désignons par Bj le 
sous-ensemble de Um(Sn) constitué de la classe (7(1) et, s'il en existe, de ses 
classes conséquentes successives. 

Puis, si p > 2, de proche en proche, V / G [2 ,p], appelons i e m e branche 
du recouvrement et désignons par Bf. le sous-ensemble de Um(5n) constitué 
de la classe U{ï) et de celles de ses classes conséquentes successives, s'il en 

existe, qui n'appartiennent pas à la réunion U B/. 
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Posons aussi, 

V/G[l ,p] , Ô, = |B,|. 

Ainsi l'ofi a : 

B,={**[W)1 lôGIO.Ô,- H). 

Les p ensembles B1} B2, . . . , Bp constituent une partition du recouvrement 
P 

Vm(Sn) et par conséquent : bt = m . 
i- 1 

IIL2.5 - Numérotage des classes du recouvrement Um(Sn) 

Numérotons alors de 1 à m les m classes de Um(5„) de la manière sui
vante : 
celles de la branche B p de 1 à bx dans l'ordre des niveaux croissants puis, 

i-i i 
de proche en proche, celles de la branche B,-, de ^ bj + 1 à £ Jy, toujours 

/=i 7=1 
dans l'ordre des niveaux croissants. 

Désignant par U(i) la classe ainsi numérotée /, on a donc : 

puis, si p > 2, V / £ [2 , p], 

V b G [1 , £,], Û ( 2 6y + = * * r * I W ) l . 
>i 7 

ffl.3 - CONSTRUCTION D'UNE BIJECTION DE LA FAMILLE DE 
RECOUVREMENTS cUm(S'n) DANS L'ENSEMBLE PRODUIT 

Un recouvrement Um(Sn) ={f/M |/x G [1 , m]}appartenant à l̂l̂ S,,) étant 
donné, faisons lui correspondre la partition V^S^) appartenant à^Em(5'rt_1) 
et le mot M^^SJ appartenant à DTZ.m_1(.S'M) ainsi déterminés : 

P m ( ^ - i ) = { n ( ^ ) l ^ G [ 1 , m ] } 

V r E [ 1 , m - 1 ], u(r) désignant la r ième lettre de Mm_x{Sn), u(r) = o[Ù(r + 1)]. 
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Nous pouvons faire la remarque importante suivante : désignons par 
p0 le nombre de fois où la lettre sn apparaît dans le mot Mm - 1(5 n) et 
V/ iE[ l , m], désignons par pM le nombre de fois où une lettre appartenant 

( m 
2 PM

 = m - 1 ; p0 G [0, m - 1 ] ) ; 
il résulte de la construction précédente que p0 4- 1 est égal au nombre de 
classes de niveau 1 et que, V M G [1 , m], pM est égal au nombre des classes 
antécédentes de la classe ; en particulier, si pM = 0, est une classe 
qui n'a pas de classe antécédente. 

En faisant ainsi correspondre à tout recouvrement Vm(Sn) appartenant 
à0lm(5w) un couple (VJS^), Mm^(Sn)) de « JS^,) xdïl^S») nous 
définissons une application de 1lm(5n) dans 3£„/Sn̂  ̂  x3Km_1(.S',I) et cette 
application est évidemment injective. 

Elle est aussi surjective ; en effet, un couple (Pm(.S
,

n_1), Afm_1(.Sw )) de 
$m(5'n_1) x CTî,m_1(.S'w) étant donné, nous pouvons reconstituer le recouvre
ment Um(Sn) appartenant à cUmCS',1) auquel ce couple correspond par le 
procédé décrit ci-dessus, au moyen de la construction suivante : 
les éléments d'une même classe de Pm(.S

,

w_1) étant rangés par ordre des indices 
croissants, puis les m classes de ¥m(Sn-i) étant rangées par ordre des indices 
croissants de leur premier élément, désignons respectivement ces classes par 
Px, P2 ,..., Pm, et posons P0 ={sn} ; 
V r G [1 , m - 1], u(r) désignant toujours la r ième lettre de Mm_x{Sn), déter
minons quelle est celle des classes de Pm (£„_!) V{P0} qui contient u(r) ; dé
signons cette classe par P [w(r)] ; 
considérons les classes de Ym(Sn_l) dont aucun élément n'est une lettre de 
Mm_£Sn) ; il y en a au moins une et au plus m ; 
désignons par E* l'ensemble qu'elles constituent et, comme ces classes de 
la partition sont les parties propres des classes du recouvrement n'ayant pas 
de classes antécédentes, posons p = |E*| (p G [1 , m]). 

Désignons les indices des p classes de E* pris dans l'ordre croissant res
pectivement par z\ , £2 » • • • > ep > 
puis, V / G [1 ,p], désignons par P(i) la classe de Pm(.S'rt̂ 1) qui contient s€* 
Soit E* le complémentaire de E* par rapport à Pm(5 ,

/ J - 1) ; on a donc : 

|Ë*| = m - p. 

_ Répartissons ensuite les m - 1 lettres de Mm_lSn) en deux classes L 
et L (l'une ou l'autre de ces deux classes étant éventuellement vide) en conve
nant que : 
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u(\)GL si u(l)=sn 

u(\)eL si u(l)*sn 

et Vr G [2, m - 1], 
u(r) EL si u(r) = sn 

ou si 3 r1 G [1 , r - 1] tel que P[w(r)] = P [«(/•')] 
a(r) G I si u(r) # 5n et si V r1 G [ 1 , r - 1 ], P [u(r)\ * P[w(r')]. 

Désignons par R l'ensemble des rangs des lettres de L 

et par R = [ 1 , m — 1 ] — R l'ensemble des rangs des lettres de L : 

\R\ = |E*| = m - p et \R\ = (m - 1) - \R\ =p - 1 ; 

si l'on a p > 2, désignons les p - 1 nombres de # pris dans l'ordre croissant 
respectivement par rx, r2 ,..., rp , 
puis, que l'on ait ou non p > 2, 
posons r0 = 0, rp = m et V / G [ 1 , p], = rt - rt_t ; 
nous déterminons ainsi p entiers positifs bl,b2,.t%,bp, qui sont tels que : 

p 
2 Z>f. = m ; 
i=i 

V / G [ l , p ] , onaô,. = |B,|; 
posons enfin w(0) = sn. 

Nous pouvons alors, V / G [1 ,p], reconstituer chacune des classes 
de B,., 
en effet : 

UiO = n [£/(/)] U {a [£/(/)]} = « 0 U {u(rt - 1)} 

et siô,. > 2 , V6G[1,6, - 1], 

& [£/(/)] = [£/(/)]] U{a [*» [[/(/)]]} 

= P[w(r, - ô)] u {ii(r, - ô - 1)}. 



33 

ffl.4 - EXEMPLE 

Soit le recouvrement U 1 3(5 2 5) = (t/M |/x G [1,13]} de CU13(.S'25) ainsi 
défini : 

Vx ={5i , s2 ,s6 ,s20} ; U2 ={sl ,sl2} 

C/7 ={57 fS9 ,51 7} J f/8 ={5 g ,S n ,5 l 6 } 

9̂ = "̂8 » 514 ' S\9 ' S2*} » 1̂0 = = 8̂ » ̂ 15 ̂  
1̂1 = {510 » 517 ' ̂ 20 » 522̂  » 1̂2 = 1̂2 » S2S^ 

et f/13 = {s l g , s19, 523) . 
Pour s'assurer que ce recouvrement appartient bien à tl̂ CŜ s) ^ P e u t 

être commode de représenter le graphe de la relation d'adjacence définie 
sur le recouvrement U^GS )̂ (la relation d!adjacence étant symétrique, le 
graphe est non orienté ; les sommets de ce graphe sont les classes Ul,U2,..,Un\ 
deux quelconques de ces classes sont extrémités d'une même arête si et seule
ment si elles sont adjacentes). 

U**T -fU" /Un 

t / V - -?u10 V o i 

t/4i • Uu 

3 
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On vérifie que les 3 classes Us, U9 et U13 qui appartiennent à un même 
cycle ont bien un sommet commun, à savoir s19, et que les 3 classes f/8 , U9 

et Ul0 qui appartiennent à un même autre cycle ont elles aussi un sommet 
commun, à savoir ss. 

La partition P1 3(S2 4) appartenant à S 1 3(S 2 4) et le mot M12(S2S) appar
tenant à 3ïll2(S2S) que nous faisons correspondre à ce recouvrement U 1 3(5 2 5) 
sont ainsi définis : 

Pi3(S24)=^MlMe[l,13]} 

avec : 
Px = I ?2 =(S2 >S6 '520> 
P3 = <-S3 >S2Ù î P4 = {*4 

PS ={SS} î ¿6 ={*7 '59> 
Pl = {SS > Sll} > 8̂ = (S10 > S17 * S2l) 
p9 =fri 2} ; 1̂0 ={^13} 
1̂1 = {S14 » S19 ' S2*} » Pl2 ={ 515} 

et Pl3 = { s 1 8 , s23} 
M12 (̂ 25) = Sl6 sn ss sl9 s2S sl2 sx s2Q sl7 s6 ss s19 . 

III.5 - CAS PARTICULIER OU m = n - 1 

Puisque, d'une part, on a <\Ln_l(Sn) = (2(5,

n) et que, d'autre part, l'en
semble de partitions « n _ x ( S ^ ) se réduit à la partition discrète (V/€E [1,« — 1], 
Pt

 ={Si}X la construction exposée en IIL3 définit une bijection de <%(Sn) 
dansOR^2(5w). 

Il est à remarquer que si pv est le "sous-degré" (c'est-à-dire le degré 
diminué d'une unité) d'un sommet sv d'un arbre de QC(Sn), pv est aussi le 
nombre de fois où la lettre sv figure dans le mot correspondant de Cltw_2(.S'n). 



IV - RECOUVREMENTS 

DÉFINISSANT LES ARBRES A> DIMENSIONNELS 

IV. 1 - PRESENTATION 

En L7.3 nous avons défini la famille de recouvrements Vk(Sn). 
Rappelons que le nombre de classes d'un recouvrement appartenant à 
Vk(Sn) est égal à n - k. 

Pour k = n — 1, V k(Sn) n'a qu'un seul élément, à savoir le recouvre
ment de Sn dont la classe unique est l'ensemble Sn tout entier ; pour 
k = n — 2, chaque recouvrement de la famille est constitué de deux classes 
et il est entièrement déterminé lorsque l'on a précisé quels sont les n - 2 
sommets de Sn qui appartiennent à l'intersection de ces 2 classes ; la famille 
Vk(Sn) est donc constituée de C2

n recouvrements ; 
aussi nous supposerons désormais que l'on a : k G [1 , n — 3], avec n > 4. 

Désignons par &k(Sn) l'ensemble des sous-ensembles de k sommets de 
Sn et, Q0 étant un sous-ensemble donné appartenant à S> k(Sn), désignons 
par dVLn_k_2 [Sn, Q0] l'ensemble des suites de n - k — 2 termes dont chaque 
terme est soit Q0, soit l'un des (n — k) k couples £ ^ J , où sv est l'un des 
n — k sommets de Sn — Q0 et x l'un des k entiers 1, 2,..., k. 

Après avoir décrit en IV. 2 un recouvrement appartenant à cette fa
mille, nous construisons en IV.3 une bijection de la famille de recouvre
ments Vk(Sn) dans l'ensemble des couples (Q, Mn_k_2[Sn , Q]), où g est 
un sous-ensemble de Sn appartenant à 3>k(Sn) et où Mn_k_2[Sn, Q] est une 
suite appartenant à 3K>n_k_2[Sn, Q], En IV.4 nous donnons une illustra
tion de cette bijection et en IV.5 nous étudions le cas particulier correspon
dant à k = L 
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IV.2 - DESCRIPTION D'UN RECOUVREMENT Vk(SH) 
APPARTENANT A LA FAMILLE Vk(Sn) 

IV.2.1 — Définitions d'une classe pivot et d'une partition "par niveaux" du 
recouvrement Vk(Sn) 

Si, comme nous le supposons, on a k n — 1, il existe au moins deux 
sommets de Sn qui n'appartiennent qu'à une seule classe du recouvrement 
Vk(Sn) et il en existe au plus n - k ; désignons par E' le sous-ensemble de Sn 

constitué de ces sommets et posons p = \E'\ - l (p G [ 1 , n — k — 1J). 
Désignons les indices des p + 1 sommets de E' pris dans l'ordre croissant 

respectivement par e0 , el , . . . ,e p, 
puis, V i G [0,/?], désignons par V(i) celle des classes de Vk(Sn) à laquelle 
appartient le sommet s€. ; 
appelons "classe pivot" du recouvrement Vk(Sn) la classe V(0). 
Posons : H0 = {V(0)} ; 
si, comme nous le supposons, on a k =É n — 1, on a aussi H0 Vk(Sn) ; 
par définition de Vk(Sn), V F A G \(Sn) — H0, il existe une ̂ -chaîne d'extré
mités Va et V(0) ; 
soit h0 la plus petite valeur de / telle que, V Va G V ^ ^ ) - 1̂ , il existe une 
fc-chaîne de longueur au plus égale à i + 1 dont les extrémités sont et V(0). 

De proche en proche, V h G [1 , / i 0 ] , appelons classe de niveau /* toute 
Ai—1 

classe de Vk(Sn) n'appartenant pas à la réunion U H¡ et -̂adjacente à une 
classe de Hh_v puis désignons par Hh le sous-ensemble de Vk(Sn) constitué 
des classes de niveau h. 

Les h0 + 1 ensembles H0 , H p . . . , HfcQ constituent une partition du 
recouvrement Vk(Sn). 

IV.2.2 - Définition d'une application $ de Vk(Sn) - H0 dans Vk(Sn) 

Par définition de Vk(Sn) et par définition des niveaux, V / J G [1 , A 0 ] , 
toute classe de niveau h est /̂ -adjacente à une classe et à une seule de ni
veau h - 1. 

En faisant correspondre, V h G [1 9h0]9 à toute classe deH^ la classe de 
qui lui est -̂adjacente, nous définissons une application de 
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pH„ = Wk(Sn)-H0 dans \k(Stt); 
n— 1 

désignons par $> cette application. 
Soient Va G \k(Sn) - H0 et Vp G Vk(Sn) ; 
si Vp = $( Fa), nous disons que Va est une classe antécédente de V& et que 

est la classe conséquente de Va ; plus généralement, si Va E Hh (h > 1 ) 
nous appelons classes conséquentes successives de Va les h classes 

4>(Va),&(Va),..., **(F a) • (**(Ka) = F(0)). 
Remarquons qu'il y a p classes qui n'ont pas de classe antécédente, à savoir 
les classes F(l), K(2),..., F(p). 

IV. 2.3 - Partie articulaire et sommet propre d'une classe de Vk(Sn) 
Pour toute classe du recouvrement Vk(Sn), appelons "partie arti

culaire" de cette classe et désignons par n(FM) le sous-ensemble de k sommets 
de Sn ainsi défini : 

II[F(0)] = V(0) -{s€q} 
»o 

et V KM G Ux H„ , n(KM) = FM O fc^) ; 
appelons "sommet propre" de et désignons par oiV^) celui des n — k 
sommets de Sn — II[F(0)] qui appartient à sans appartenir à II(FM) ; 
ainsi : 

V G Vk(Sn)9 <a(KM)}= - n(FM) ; 
il est facile de vérifier que l'application o de Vk(Sn) dans Sn - II[F(0)] 
ainsi définie est bijective. 

Nous pouvons faire les 3 remarques suivantes : 
1/ V/G[0,p], o[V(i)] = 5C/. 
2/ V ^ G H ^ n ^ ^ n t n O ) ] . 

3/ V FM G H,, ,II(FM) est constitué du sommet a[*(FM)] et de 
k - 1 des k sommets de I1[*(FM)]. 

Compte tenu de la remarque 3, V G ̂  Hh, rangeons les k sommets 
de II[$(FM)] par ordre des indices croissants, désignons par x [n[*(KM)]] 
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le rang de celui des sommets de II [$(1^)] qui n'appartient pas à n(FM) et 
posons : 

(rappelons que : a[4>(F/i)] G Sn - Il[V(0)] 

et que: x[n[*(KM)]] G [1 , * ] ) . 

Il est à noter que de même que II(FM) et II[<I>(^)] déterminent r(KM), 
de même T(V^) et II ($(1^) déterminent II(KM). 
Posons Il[V(0)] = Q ; 
compte tenu de la remarque 2, V G H0 U Hj, posons T(FM) = Q. 

Ainsi, V FM G Vfc(5n), r(KM), que l'on peut appeler "désignation symbolique" 
de la partie articulaire II (FM), est définie. 

IV.2.4 — Définition d'une partition "par branches" du recouvrement Vk(Sn) 

Posons B0 = H0 = {F(0)>, 
puis, de proche en proche, V / G [1 ,p], appelons i è m e branche du recou
vrement et désignons par B{ le sous-ensemble de Vk(Sn) constitué de la 
classe V(i) et de celles de ses classes conséquentes successives, s'il en existe, 

qui n'appartiennent pas à la réunion B;.. 

Posons aussi, V / G [0 , p], bt = |Bf|. 
Ainsi l'on a : 

* 0 = 1 et V ie[l 9p]iBi={$b[V(i)}\be[0,bi- 1]}. 

Les p + 1 ensembles B0 , B 1 5 . . . , Bp, constituent une partition du recou-
P * P V 

vrement Vk(Sn) et par conséquent £ bt = n — k (Soit : £ bt n — k - 1J. 
1=0 /=i ' 

IV. 2.5 — Numérotage des classes du recouvrement Vfc(S„) 

Numérotons alors de 1 à n — k — 1 les n — k — 1 classes de : 

V*(Sn) - {V(0)} 

de la manière suivante : 
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celles de la branche B p de 1 à bx dans Tordre des niveaux croissants puis, 
/-i ,• 

de proche en proche, celles de la branche B, de £ + * à 2 fy> toujours 
dans l'ordre des niveaux croissants. 

Désignant par V(i) la classe ainsi numérotée /, on a donc : 

v i e i i . i j , F(ô) = * ^ " 5 [ m ) ] 

puis, si p > 2, V / E [2 , p], 

V 6 E [1 , ô.], V (Y &,+&) = [F(0] . 
7=1 

Posons aussi F(0) = K(0). 

IV.3 - CONSTRUCTION D'UNE BIJECTION DE LA FAMILLE DE 
RECOUVREMENTS Vk(Sn) DANS L'ENSEMBLE DES COUPLES 

(Q,Mn_k_2[Sn,Q]) 

Un recouvrement Vk(Sn) = {V^ | E [1 , n - k]} appartenant à Vk(Sn) 
étant donné, faisons lui correspondre le sous-ensemble Q appartenant à 8>k(Sn) 
et la suite Mn_k_2[Sn, Q] appartenant à dïln_k_2 [Sn, Q] ainsi définis : 

C = II[K(0)] 

V r E [ 1 , n - k - 2], C(r) désignant le r ième terme de la suite Mn_k_2 [Sn , g], 

C(r) = r[F(r+ 1)]. 

Nous pouvons faire la remarque importante suivante : 
désignons par p0 le nombre de termes de la suite égaux à Q et V/x E [ 1 yn — k], 
désignons par pM le nombre de termes de la suite où figure a(F^) 

(S o P M = » - * - 2 • ; p0 E [0,n - * - 2]) ; 

il résulte de la construction précédente que p0 + 1 est égal au nombre des 
classes antécédentes de la classe pivot, c'est-à-dire au nombre des classes 

de niveau 1 et que VF UE U H , p est égal au nombre des classes anté-M /1=1 M 

cédentes de la classe ; en particulier si pM = 0, est soit la classe pivot, 
soit une classe qui n'a pas de classe antécédente. 
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En faisant ainsi correspondre à tout recouvrement Vit(5w) un couple 
(Q, Mn_k_2 [Sn, Q]) nous définissons une application de Vk(Sn) dans l'en
semble des couples (Q, Mn_k_2 [Sn, Q]) où Q est un élément de et 
Mn_k_2 [Sn, Q] un élément de Wln_k_2 [Sn, Q] et cette application est évi
demment injective. 

Elle est aussi surjective ; en effet, un tel couple (Q, Mn_k_2 [Sn, Q]) 
étant donné, nous pouvons reconstituer le recouvrement Vk(Sn) apparte
nant à Vk(Sn) auquel ce couple correspond par le procédé décrit ci-dessus, 
au moyen de la construction suivante : 
Vr E [1 , n — k — 2], désignons toujours par C(r) le r ième terme de la suite 
Mn_k_2 [Sn, Q] et, si C(r) ¥^ Q, désignons respectivement par v(r) et par x(>0 
le sommet de Sn - Q et le nombre de [ 1 , k] qui figurent dans C(r) : 

ainsi, si a/-) # a cw = [ $ > ] ; 

considérons les sommets de Sn — Q qui ne figurent dans aucun des termes 
C(r) de la suite Mn_k_2 [S , Q] ; il y en a au moins deux et au plus n — k ; 
comme ces sommets sont les sommets propres de la classe pivot et des classes 
qui n'ont pas de classe antécédente, désignons par E' l'ensemble qu'ils consr 
tituent et posons p = \E'\ — 1 (p G [1 yn - k - 1]). 

Désignons les indices des p + 1 sommets de E' pris dans l'ordre croissant 
respectivement par e0 , zx ,. .. , £ p . 
Soit Ê1 le complémentaire de E1 par rapport à Sn - Q ; 
on a donc : il?*! — n — k — p — 1. 
Répartissons ensuite les n — k — 2 termes de Mn_k_2 [Sn. Q] en deux classes 
L et L (l'une ou l'autre de ces deux classes étant éventuellement vide) en 
convenant que : 

C(l) GZ, si C(l) = Q 
C(l)er si C(1)^Q 

et V r € [ 2 , B - t - 2 ] , 
C(r) EL si C(r) = Q ou si 3 / e [1 , r - 1] tel que v(r) = v(r') 
C{r) G L si C(r) # Q et si V r' G [ 1 , r — 1], v(r) # v(r') . 

Désignons par /? l'ensemble des rangs des termes de L 

et par R = [1 , n — k — 2] — R, l'ensemble des rangs des termes de L : 

\R\ = = n — k — p — 1 

et |/?| = H - À : - 2 - | £ | = p - l ; 



41 

si Ton a p > 2, désignons les p — 1 nombres de R pris dans Tordre croissant 
respectivement par rv, r2 , . . . , r p_x , 
et, que Ton ait ou non p > 2, 
posons r0 = 0, rp = n - k - 1 et V / G [ 1 , p] , bt = - r^j ; 
nous déterminons ainsi p entiers positifs blt b2 , . . . , bp qui sont tels que : 

p 
2 bt = AZ - * - 1 ; 

or, V i G [1 , p]9 on a : bt = |B,| ; 
posons C(0) = Q, 
et, V r G [0, « - k - 2], désignons par V[C(r)] la classe F(0) si C(r) = Q 

et, si C{r) =£ Q, celle des classes de U dont v(r) est le sommet propre ; 
/1=1 

il est à noter que : 

V[C(ro)}=V[Cm=V[Q]=V(0); 

V/G[ l ,p ] , V[C(ri)]e UHh. 
h=0 

La classe pivot est déterminée ainsi : 
K(0)={a[K(0)]}Un[nO)] = fe,0}ue. 

Nous pouvons ensuite déterminer successivement les classes de B, , 
B 2 , . . . , Bp en utilisant, V / £ [ 1 , p], les relations suivantes : 

o[ViD] = su 

et, si bt > 2, V b G [ 1, b, - 1], a [K(/)]] = v(r, - b) ; 

V b e [0 , bt - 1], T [* 6 [K(0]] = C(r, - 6 - 1) ; 

si n [*»r 1 [ V(i)]] # G , n [ F(0J] = n [ V [C(r,_, )]]. 
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IV.4 - EXEMPLE 

Soit le recouvrement V3(Sl6) = {V^\ixe [1,13]} de V 3(5 1 6) ainsi défini : 

V\ ={si>ss >S10>S16^ » 2̂ = = ' S10 » S\l * S\*t 
3̂ ~ * S\0 * 514 » 516̂  > 4̂ = ^S2 ' S3 * S4 '̂ 14̂  
5̂ = {̂ 2 * S4 * S7 * 512) » 6̂ = ^2 » S4 ' S7 * S14^ 

= {̂ 2 » ̂ 4 » ̂ 14 ' ̂ 15̂  ' 8̂ = ^52 ' 55 » ̂ 7 » 1̂4̂  
K9 = {s 2 , 56 , 514 , 516} ; K10 = {52 , SlQ , 514 , 516} 
1̂1 = {̂ 2 » 513 ' S15 > S16^ » 1̂2 = ^2 > 514 » 515 ' 1̂6̂  

et V13 = {s 9 , 513 , sl5 , s16} . 

Pour s'assurer que ce recouvrement appartient bien à V3(Sl6), il peut 
être commode de représenter le graphe de la relation de fc-adjacence définie 
sur le recouvrement V3(.S16) : 

V " 
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On vérifie que les 3 classes V4, V6 et Vn qui appartiennent à un même 
3-cycle ont bien trois sommets communs, à savoir s2, s4 et sl4, et que les 
trois classes V9, VlQ et Vl2 qui appartiennent à un même autre 3-cycle ont 
elles aussi trois sommets communs, à savoir s2i s14 et sl6 . 

Le sous-ensemble Q appartenant à 8>3(Sl6) et la suite Mll[Sl6 ,Q\ 
appartenant à 2Rn[S16,Q] que nous faisons correspondre à ce recouvre
ment V 3(5 1 6) sont ainsi définis : 

Q =U2 , s4 , sl4} 

« • • < * • . • « - [ ? № ] [ ? • ] [ s - i t ; - ] m [ ? m [;•][?] 

IV.5 - CAS PARTICULIER OU k = 1 

On sait que Ton a : V^S») = <3Û(Sn) ; d'autre part &x(Sn) est l'ensemble 
des sous-ensembles de Sn réduits à un seul élément. 

Considérons alors un couple (Q, Mn_3[Sn , Q]) ; désignons par sq le 
sommet de Sn qui est l'unique élément de Q ; à ce couple, faisons corres
pondre le mot Mn_2(Sn) dQdïln_2(Sn) dont la première lettre w(l) est sq 

et dont, V r G [2 , n - 2], la r ième lettre w(r) est soit sq si C(r - 1) = Q, 

soit v(r - 1) si C(r - 1) = £ K r ~ UJ ; 
nous établissons ainsi une correspondance biunivoque entre l'ensemble des 
couples (Q ,Mn_3[Sn ,Q]) avec QE&x(Sn) et Mn_3[Sn 9Q]edïln_3[Sn ,Q] 
et l'ensemble de mots ^n-2^n^ 

La construction exposée en IV. 3 permet donc de définir une bijection 
de QC(Sn) dans S T C ^ ^ h X qui est différente de celle mentionnée en III.5. 

On peut de nouveau remarquer que si pv est le sous-degré d'un sommet 
sv d'un arbre de 6C (Sn), pv est aussi le nombre de fois où la lettre sv figure 
dans le mot correspondant de ^„_ 2(^n^ 





V - FORMULES 

DE DÉNOMBREMENT RÉSULTANTES 

Dans ce chapitre nous désignons par S (a, 0) le nombre de surjections 
d'un ensemble de cardinal a dans un ensemble de cardinal jS, et par P% le 
nombre de partitions d'un ensemble de cardinal a en fi classes (nombre 
de Stirling de 2 è m c espèce) : 

Pt - î (" ̂  7 , 0 7 ) | (P - 7)° ; S ( a , « - /3! 

Le nombre d'applications d'un ensemble de n éléments dans lui-même 
dont le graphe est connexe et présente un circuit de longueur / est égal à : 

(«), nn-l~x (Katz). 

En effet : 

lâ(^)l = l«/(^)l 
par suite de la bijection (II.2), et bien évidemment : 

= n(n - 1 ) ^ H " - ' " 1 = (n ~ 1),.! nn~l = («), nn~l-\ 

Le nombre de dendroïdes à m liaisons constructibles sur un ensemble de 
cardinal n est égal à : 

pm~l " m ~ 1 (Kreweras). 

En effet : 

Wm(Sn)\ = №m(Sn_1)\-Wlm-l(Sn)\ 
par suite de la bijection (III.3). 
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Le nombre d'arbres de m blocs complets de type (m2, m3, . . . , mn) 
constructibles sur un ensemble de cardinal n est égal à : 

( / i - l ) ! -nm-1 . 
— (HUSIMI). 

f] [ ( î - l ) ! ] m ' - m,! 
1 = 2 

En effet : 
|Se£,*m3 MN> = fu^2.w3 m*> (CF. 1.9.1) 

or les dendroïdes de CU<™2«m3.• » MN) ($n) correspondent à celles des parti
tions appartenant à <&m(Sn_l) qui sont telles que pour tout iE [2 ,« ] , il 
y ait mi classes de i — 1 sommets 

/ n n v 
( V rrii = m et 21 0' — 1 ) m,- = « — 1 J ; 

/=2 /=2 

et parmi les partitions appartenant à®m(5' n_ 1), le nombre de celles 
qui répondent à ces conditions est égal à : 

( * - ! ) !  
f] [ ( / - l ) ! ] m ' • m,! 
/=2 

Le nombre d'arbres de m blocs cycliques de type (m2, ra3, . . . , mn ) 
constructibles sur un ensemble de cardinal n est égal à : 

(n - 1) ! ftm-1 

M 2 ! • FF 2 M ' • M,.! ' 

/ = 3 
En effet : 

n r // _ n | 1 mt |^»(M 2 ,M 3 , . . . , M„) ^ = J~T L__2: I . | KM2,M3 >..., M„) ^ | 

Le nombre d'arbres fc-dimensionnels de n sommets est égal à : 

C*n [1 + k(n - k))"-"-2 (Beineke et Pippert). 

En effet : 

= IS.CS1«)! • l^-.-a lSn,Q]\ 
par suite de la bijection (IV.3) 

http://IS.CS1�
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or: |%(S„)| = C„\ 
et : \™>n_k_2[Sn ,Q]\ = [1 + k(n — k)]n~k~2. 

Le nombre d'arbres pointés (ou d'arbres orientés avec racine) de n 
sommets est égal à nn~l (Cayley). 
En effet : 

\k(Sn)\ = \Ô(Sn)\ (cf. 1.5), 
et \âÇ5tt)\ = №„_!(£„ )i, 

par suite de l'isomorphie des ensembles 6C(Sn) et §.i(Sn) (cf. 1.6 et bi-
jection II.4). 

Le nombre d'arbres (libres) de n sommets est égal à nn~2 (Cayley). 
Cette formule découle de l'égalité : 

k(Sn) = <%(Sn) x Sn (cf. 1.4) ; 

on peut aussi la retrouver à partir de l'égalité <3L(Sn) =
 cU71_iOS'n) (cf. 1.8 

et bijection III.5), ou de l'égalité OCSJ = VtfJ (cf. 1.10 et bijection IV.5). 
On a_vu que si pvest le nombre d'antécédents d'un sommet sv d'un 

arbre de &(Sn), pv est aussi le nombre de fois où la lettre sv figure dans le 
mot de *^„_1(.S

,„) correspondant à cet arbre par la bijection (II.4). 
On a vu aussi que si pv est le sous-degré d'un sommet sv d'un arbre de 

&(Sn)9 pv est aussi le nombre de fois où la lettre sv figure dans chacun des 
deux mots de ̂ n _ 2 (£„) correspondants à cet arbre par les bijections (III.5) 
ou (IV.5). 

Notons que les codages de Prùfer et de Neville ont eux aussi la propriété 
de mettre en correspondance les sous-degrés et les nombres d'occurrences. 

Le nombre d'arbres pointés (ou d'arbres orientés avec racine) de n 
sommets dont la racine est donnée est égal à nn~2 . 

En effet, dans la bijection_(II-4), la première lettre du mot de dïln_l (Sn) 
correspondant à un arbre de <3C(Sn) est l'élément de Sn qui est la racine de 
cet arbre. Si cette racine est donnée, il ne reste qu'à préciser chacune des 
n — 2 lettres suivantes du mot. 

(La méthode de codage des arbres libres résultant de la bijection (III.5) 
revient à faire jouer le rôle de racine au sommet de plus grand indice, soit 
5n, et celle résultant de la bijection (IV.5) revient à faire jouer ce rôle au 
sommet adjacent au sommet de degré 1 de plus petit indice). 
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Le nombre de forêts d'arbres pointés constructibles sur un ensemble de 
cardinal n est égal à (n + l ) " " 1 . 

Considérons en effet un sommet auxiliaire sn + l et posons 

une forêt d'arbres pointés construite sur Sn peut être considérée comme le 
sous-graphe d'un arbre pointé construit sur Sn+l et dont la racine est sn+l , 
les racines des arbres de la forêt étant les sommets antécédents de sn+l . 

Le nombre d'arbres de n sommets dont un sommet donné est de degré / 
est égal à : 

Cl~\ (n - l)n~1-1 (Clarke) . 

En effet, la lettre désignant ce sommet figure / — 1 fois dans le mot corres
pondant à un tel arbre. 
Ce résultat peut s'énoncer aussi de la manière suivante : 

le nombre d'arbres orientés avec racine de n sommets dont la racine 
est donnée et a / antécédents est égal à Cl~\ (n — l ) n ~ / _ 1 . 

Il en résulte que : 
le nombre de forêts de / arbres pointés constructibles sur un ensemble 

de cardinal n est égal à : 

Cl

nZ\ nn~l (= Cl

n l nn-'-1). 

Ce dernier résultat s'explique encore par la remarque qu'une forêt de / arbres 
orientés avec racine construite sur Sn peut être considérée comme le graphe 
partiel d'un graphe de ^(S,,) obtenu par suppression des arcs du circuit. 
La même remarque fournit aussi la justification du résultat suivant : 

le nombre de forêts de / arbres pointés constructibles sur un ensemble 
de cardinal n avec / sommets spécifiés comme racines est égal à : 

/• nn~l-\ 

Un énoncé équivalent a été donné par Cayley et démontré par Rényi : 
le nombre de forêts de / arbres constructibles sur un ensemble de n 

sommets et pour lesquelles / sommets donnés appartiennent à / arbres diffé
rents, est égal à : 

/• nn-l~l . 
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Il suffit en effet de prendre ces sommets pour racine de chacun des arbres 
de la forêt. 
(Rényi démontre ce résultat par une méthode analytique mais indique que, 
comme le lui a fait remarquer T. Gallai, il peut également être obtenu à 
partir de la méthode de Prüfer). 

Le nombre d'arbres de n sommets dont p sommets (non spécifiés) sont 
de degré 1 est égal à : 

C* S(n-2,n-p) (=-^| Pn

n-_l) (Rényi). 

En effet, les mots de 0ïl n_ 2^«) ^ correspondent à ces arbres sont ceux 
où p des n lettres de Sn ne figurent pas. 
(C'est cette fois en utilisant lui-même la méthode de Prüfer que Rényi a 
démontré cette propriété). 

Pour des raisons analogues : 
le nombre d'arbres orientés avec racine de n sommets dont p sommets 

(non spécifiés) n'ont pas d'antécédent est égal à : 

_ / n\ n-l \ 
C* S(n-l,n-p) (=— Pn_p). 

Le nombre d'arbres de n sommets sx, s2, . . . , sn de sous-degrés res-

pectifs pj, p2, . . . , p„, (avec p( > 0 et 2 p,- = " ~~ 2j est égal à : 
i= î 

( " " 2 ) M F 3 ? ) (Moon). 
/=1 

En effet, les mots de ^ n _ 2 ( ^ w ) Qui correspondent à ces arbres sont ceux 
où, V/G[l , w], la lettre s( figure pt fois. 
(Bien qu'il utilise une autre méthode pour démontrer cette propriété, Moon 
signale qu'elle peut, elle aussi, se déduire de la méthode de Prüfer). 
On peut encore déduire des bijections (II.2), (II.4), (III.3), (III.5), (IV.3) 
et (IV.5) de nombreuses autres formules énumératives, dont nous ne donnons 
ici que la suivante. 

Appelons arbre f-furcant de n sommets un arbre orienté avec racine 
dont tous les sommets ont soit 0, soit / antécédents. La bijection (II.4) 
montre immédiatement qu'il n'existe de tels arbres que si l'on a« = 1 modulo /, 

4 
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et que le nombre d'arbres f-furcants constructibles sur un ensemble de 
n = fq + 1 sommets est égal à : 

(fq + D! (fq)l 
[ ( / - Dq + 1]! q\ (flf ' 



VI - QUELQUES NOUVELLES DÉMONSTRATIONS 

BIJECTIVES 

VI. 1 - PRESENTATION 

Soit F*£1'"2nm)(Sn) une forêt construite sur Sn et se composant 
de m arbres Aly A2, . . ., Am ayant respectivement nl, n2, . .. , nm sommets 

(ï nt = n). v J = 1 / 

Soit a iF^ 1 ' " 2 , • • • 'nnù(Sn)] l'ensemble des arbres construits sur Sn et 
admettant pour graphe partiel la forêt F^1'"2' W m ) (Sn). 

Soit 3K>m[F%vn2' '"nm{sn)] l'ensemble des mots de m lettres dont, 
V/E[l ,m], la i è m e lettre est l'un des nt sommets de A{. 

En VI.2, nous construisons une bijection de l'ensemble 
nm)(Sn)] 

dans l'ensemble produit 
Ztim[Fi^n2'''''nm)Ç5n)] x dïlm_2(Sn). 

Il en résulte une nouvelle démonstration du résultat suivant, dû à Moon : 

le cardinal de l'ensemble a[F{^n2y'",nrr\Sn)] est égal à ff nt • n
m~2 

i= 1 
Soit une partition de l'ensemble des sommets Sn en deux sous-ensembles 

T et T" de cardinaux respectifs ri et ri' (ri + ri1 = n). Les ri sommets de 
T sont désignés respectivement par f'(l), t'(2),.. . , t\ri) et les sommets 
d e r par t"(\\ t"(2),...9t"(n"). 
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Soient Cl{T', T") le sous-ensemble de Qû(JSn) constitué de ceux des 
arbres de <%(Sn) dont aucune arête n'a pour extrémités deux sommets de 
T" et <%*(T' ,T") le sous-ensemble de <3L(T', T") constitué de ceux des 
arbres de <3L(T', T") dont aucune arête n'a pour extrémités deux sommets 
de T\ 

En VI.3, nous construisons une bijection de l'ensemble <3L{T', T") dans 
l'ensemble produit 3K>n.._l(T') x №n'„l (Sn) et une bijection de l'ensemble 
Ct*(r , T") dans l'ensemble produit Wln.._x (T') xdïln._l(T"). 

Nous retrouvons ainsi les deux résultats suivants : 
le nombre d'arbres de l'ensemble 6L(T', T") est égal à (ri)n"~l . n"'"1 ; 
le nombre d'arbres de l'ensemble 6C*(T', T") est égal à {n')n"~l . (n'y'-1 ; 
le premier de ces résultats est attribué par C. Berge [27] à Austin et le 
second a été établi successivement par Scoins et par Glicksman. 

Disons qu'une application à graphe connexe de Sn dans Sn est "alternante" 
si l'image d'un élément de T' appartient à T" et si celle d'un élément de T' 
appartient à T. 
Le graphe d'une application alternante présente un circuit dont la longueur / 
est nécessairement paire : / = 2X avec X G [1 , min(«', n")]. Soit (T', r") 
le sous-ensemble de ^2x(Sn) constitué des graphes de ces applications alter
nantes. 

En VI.4, nous proposons une construction permettant de coder les graphes 
de §$x {T , T") et de retrouver le résultat suivant, dû à Austin : 
le nombre d'éléments de (T , T1) est égal à : 

(nf + n" ~ X) • (n\ • (n'\ • (if')""-*-1 * (n'f-*-1 • 

VI.2 - CONSTRUCTION D'UNE BIJECTION DE L'ENSEMBLE 
a[F%l'n2> ' n>n>(Sn)] DANS L'ENSEMBLE PRODUIT 

Soit A [F^v n v ""nm\sn)] un arbre appartenant à l'ensemble 

Appelons sous-arbre tout arbre de la forêt F%hn* nm\Sn). 
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Disons que deux sous-arbres Aa et Afi sont adjacents s'il existe une arête 
de l'arbre A [F^vn^ ' * • frtm\sn)] dont les extrémités soient l'une un sommet 
de Aa et l'autre un sommet de A&. 

Désignons par A(0) celui des sous-arbres dont sn est un sommet et 
posons HQ ={A(0)}9 puis, de proche en proche, appelons sous-arbre de niveau 

/1-1 
h tout sous-arbre n'appartenant pas à la réunion U H, et adjacent à un 
sous-arbre appartenant à HA|_1 et désignons par H,, l'ensemble des sous-
arbres de niveau h. 

Pour tout sous-arbre Aa de niveau h > 1, désignons par $(Aa) le sous-
arbre appartenant à Hh_1 qui lui est adjacent. 

Considérant l'arête de l'arbre A[F%ltrl2" ' ' ,nm\Sn)] qui a pour extrémités 
un sommet de Aa et un sommet de <ï> (Aa), désignons respectivement ces 
deux sommets par p(Aa) et par o(Aa). 

Si A& = ®(Aa), nous disons que Aa est un sous-arbre antécédent de 
A& et que A$ est le sous-arbre conséquent de Aa. Plus généralement nous 
appelons conséquents successifs de Aa les sous-arbres &(Aa), $

2(Aa)9 . . . 
Il existe au moins un sous-arbre qui n'a pas de sous-arbre antécédent, et 

il en existe au plus m — 1. 
Désignons par E l'ensemble des sous-arbres sans antécédent et posons 

p = |E| (pG[l , 1]). 
Désignons les indices de ces p sous-arbres pris dans l'ordre croissant respec
tivement par £i,£2> • • • > 
puis, V /G [1 ,p], posons A€. = A(ï). 

Posons B0 =M(0)} et b0 = 1, 
puis, de proche en proche, désignons par B* l'ensemble constitué du sous-
arbre A(ï) et de ceux, s'il en existe, de ses conséquents successifs qui n'appar-

/-i 
tiennent pas à la réunion U B;, et posons bt = |B/|. 

7 = 0 
On a : 

p p 
S bi = m (soit : 2 bt = m — 1 \ . 
1=0 ^ /=i ' 

Posons ,4(0) = i(0) 
V&e[l ,6J, posons &bi-b [A(1)] = i(6) 
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puis,si p > 2, V i G [2 ,/?], 
i-i 

V/3 G [1 , Z?.], posons = Â 6y + 

posons enfin p[A(0)] = o[A(\)]. 

A l'arbre A [F%1' "2' nm\Sn)], faisons correspondre le couple 

Wm[F^n*>- -nm\Sn)lMm_2{Sn)) 

où Mm [F^1'"2, nm\Sn)] est le mot de m lettres dont, V/G[l ,m], la 
i è m e lettre est p(At) et où Mm_2(Sn) est le mot de m — 2 lettres dont, 
V/G [1 ,m - 2], la i è m e lettre est o[Â(i + 1)]. 

Puisque le mot Mm [F^1'"2' ' ' ' ,nm\Sn)] appartient à l'ensemble 
Vïlm[F%v«2,...,nm){Sn)] 

et que le mot Mm_2(Sn) appartient à l'ensemble 3Km_2 0S>,), n o u s c o n s " 
truisons ainsi une application de l'ensemble (X [F^1' "2* ' ' ' ' "m)(*S'„)] dans 
l'ensemble produit VHm[F%l'n2' ' ' ' ' nm\Sn)] x (Sn) et il est facile de 
s'assurer que cette application est à la fois injective et surjective. 

VI.3 - CONSTRUCTION D'UNE BIJECTION DE L'ENSEMBLE 
GL(T DANS L'ENSEMBLE PRODUIT OïV-iOF') xaHn._i(Sn) 

ET D'UNE BIJECTION DE L'ENSEMBLE QL*(T , T") DANS L'ENSEMBLE 
PRODUIT dïln.._l (7") x Oîlw _! (T") 

Soit A(Tr , T") un arbre appartenant à l'ensemble (%(T' , T") (et éven
tuellement au sous-ensemble &*(r' , T")). 

Posons // 0 = {t"(n")} 
puis, de proche en proche, appelons sommet de hauteur h tout sommet 

/i — i 
de A(T', T") n'appartenant pas à la réunion U Hi et adjacent à un sommet 

1 = 0 
de Hh_x, et désignons par Hh l'ensemble des sommets de hauteur h. 

Pour tout sommet sa de hauteur h > 1, désignons par ip(sa) le sommet 
de Hh_l qui lui est adjacent. 
Si Sp = <p(sa), nous disons que sa est un sommet antécédent de s$ et que 
Sp est le sommet conséquent de sa. 
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( s B e r = > ^ ( 5 a ) e r ; 

si de plus ¿1 (r , T") G , T"), sa G r = ^ > <p(sa) G 7"). 

Désignons, V i G [1 , ri], par J4, le sous-graphe de A{T , T") qui a pour 
ensemble de sommets le sommet t\i) et les antécédents de t'(i), s'il en existe, 
qui appartiennent à T" ; et désignons par An.+X le sous-graphe réduit au 
sommet t" (n"). 

Nous définissons ainsi m - ri + 1 sous-arbres (dont l'un au moins est 
réduit à un sommet) de l'arbre A (T', T"). 

Remarquons que pour déterminer complètement ces ri + 1 sous-arbres, 
il suffit de préciser quel est celui des ri sommets de T' qui est le conséquent 
de chacun des n" — 1 sommets de T" ~~{tn(ri')}. 

Faisons jouer à t"(n") le rôle de sn et par conséquent à An.+ x celui 
de A(0). 

Ceci nous conduit à poser pG4n.+ 1 ) = t"(n") 
et, V / G [1 , ri], p(4t) = t'(i) et a (Ad = <plp(Ai)l 
Nous remarquons que, dans le cas particulier où A(T , T") appartient à 
a*(T' ,T"), V/G[l ,ri], a (Au est un sommet de T". 

Définissons aussi, V / G [1 , ri], Â(i) comme on l'a fait en VI.2. 
A l'arbre A (T1 , T1) faisons correspondre le couple 

(Mn.._x (T'),Mn._x (r 'UT")) 

où Mn.._1 (T') est le mot de ri1 - 1 lettres dont V / G [ l , n " - 1], 
la i è m e lettre est <f{t"(i)] et où Mn_x (T U T1) est le mot de ri - 1 lettres 
dont, V/G[l ,ri - 1], la i è m e lettre est o[Â(i + 1)]. 

Le mot Mn.._x(T') appartient à l'ensemble dïln.._x (T
f) et le mot 

Mn._x(T' U T") appartient à l'ensemble 3RW._1(IS'N) ; et même plus préci
sément, dans le cas particulier où A(T' ,T") appartient au sous-ensemble 
a*(T',T") de <3L(T' ,T"), Mn._1(T

,UT") appartient au sous-ensemble 
^n._x{Tn) de nLH._tGm). 

Nous définissons donc ainsi une application de l'ensemble CCiT', T") 
dans l'ensemble produit 3lln.._x(T') x 3K<n._x(Sn) et une application (res
triction de la précédente) de l'ensemble 6C*(Tf ,T") dans l'ensemble produit 

Il est facile de s'assurer que ces deux applications sont à la fois injec-
tives et surjectives. 
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1er exemple 

Soient ri = 10 et n" = 7 . 

t"(5) # t ''(4) 

/'(10) o 1 # / ' (9 ) 

YV ( 4 ) 

O A D F'(7) f •/'(5) ^ " ( Ô ) 

• • • • 1 è 1 • 
t'(6) t"{3) R'(2) R'(3) t\\) t"{l) F'(8) F"(2) 

FIGURE VI.3-1 

A l'arbre représenté figure VI.3.1 qui appartient à l'ensemble <3C(T' , T") 
correspond le couple de mots (M6(T

f) ,M9(T' U T")) avec : 

M6(T') = t\2) /'(8) t\2) t\l) ¿'(10) t'(8) 

et M9(T U r') = t'(\) t"(4) t'\l) t\\) f'(3) f"(3) t"{l) f"(4) t\l). 

2ème exemple 

Soient ri = 14 et w" = 6. 

/'(2) 

''(D t *''(12) 

AU) /'(13) f'(6) , , X / Y ( 3 ) /'(8) /'(9) 

V v 
• ¥ • è è ¥ • è • • 
'(5) t"(5) r'(14) t"(6) t\\0) r"(4) t'(4) t"(3) 

FIGURE VI.3-2 
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A l'arbre représenté figure VI.3.2 qui appartient à l'ensemble QP(T' , T") 
correspond le couple de mots (Ms (T') ,Ml3 (T")) avec : 

MS(T') = /'(10) t\l) f'(4) f'(10) f'(14) 

et Ml3 {T") = f"(l) t"(l) f"(4) f"(6) t"(5) f"(6) f"(4) f"(3) f"(4) 
f"(3) t"(5) /"(1) /"(5). 

VI.4 - CODAGE ET DENOMBREMENT DES ELEMENTS DE g ^ r , T") 

Soit G*K(T' ,T") un graphe appartenant à l'ensemble §*X(T', T") et 
soit <p l'application de Sn dans Sn dont G^X(T' , T") est le graphe. 

Désignons par £' l'ensemble des sommets de T qui n'ont pas d'anté
cédent ou dont l'antécédent n'a pas d'antécédent. Il existe au moins un 
tel sommet, et il en existe au plus ri — X. 

Posons p = \Ë\ (on a donc , ri — X]). 
Désignons les indices des p sommets de E' pris dans l'ordre croissant 

respectivement par zl9 £2> * • • >£p-
Désignons par B'Q l'ensemble des sommets de T' qui appartiennent au 

circuit de G^X(T', T") et, de proche en proche, par B\ le sous-ensemble de 
T constitué du sommet r'(^) et de ceux de ses conséquents d'ordre pair, 

i- 1 
s'il en existe, qui n'appartiennent pas à la réunion U B\ ; puis, V / G [0 ,p], 

/=0 
posons b'i = \B\\ Cf^ b\ = ri ; donc, puisque b'0 = X, Y ftj = ri — X Y 

1 = 0 1=1 

V^G[1 ,ft'J, posons <p2<*i"*> [f'( e i)] = ?(b), puis, sip>2, V /G[2,p] , 

V6 6[l , * , ' ] , posons V ? 2 ( Ô ' " & ) [*'(€,)] = ? ( '2 &; + b) . 
Appelons maintenant "pivot" du graphe G^K(T

f, T") le sommet consé
quent d'ordre 2b x — 1 de /'(Ej) ; ce sommet pivot appartenant à T\ dési
gnons-le par ^ : C = «p2*1"1 U'^)]-

Désignons alors par i?0' le sous-ensemble de T" constitué de t'^ et de 
ses conséquents d'ordre pair et par B% le complémentaire de 2?0' par rapport 
à t\ puis posons &o = l̂ o I e t K\ K + &o = n " ) ' 
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Désignons les indices des sommets de B% pris dans Tordre croissant 
respectivement par r\l, r\2,... , t?£» , puis, V / G [ 1 , 6q ], posons t"(i) = ¿"(17,). 

Au graphe G2X(T', T") faisons correspondre le quadruple 

( < ( r ) , M*b»(T"), ^ (7"), (T")) 

dont les termes sont ainsi définis : 
M[(T') est le mot injectif de Oïï^r') dont, V /G [ l , X], la i è m e lettre est 

M^(r ') est le mot injectif de dl^Cr") dont, V / G [1 ,6'^], la i è m e lettre 
e s t ^ ' 1 ) (O, 

Mv. {T') est le mot de dïlv. (T') dont; V i G [ 1 , /3 ]̂, la i è m e lettre est <p[t"(i)]9 

Mn._x_1(T") est le mot de Ole n._x_1 (T") dont, V / G [1 ,w'-X-l],la i è m e 

lettre est + 1)]. 

Le pivot f̂ ' peut être ou ne pas être un sommet du circuit de G%X(T', T") ; 
si est un sommet du circuit, on a b$ = X et &q = n" —\ ; 
sinon, on a £0' = X + 1 et ô0' = — X— 1. 

Désignons par <|̂ *(r' , T") le sous-ensemble de ̂ ^CT1', T") constitué 
des graphes de §*X(T' , T") pour lesquels b^ = ̂  et par §Ï*(T', 7"') le sous-
ensemble de §%X(T' , 7") constitué des graphes de §.%X{T' , T") pour lesquels 
/30' = X+ 1. 

Les deux sous-ensembles §'2t(T
f ,T") et , T") constituent une 

partition de l'ensemble §2X(T' , T"). 
En faisant correspondre au graphe G*2X(T', T") le quadruple 

( < ( r ) , i>4b.(r"), M^{T\ AF N»_ X_ 1(Г , ,)) 

nous définissons une application de l'ensemble <&2X(T' > T") dans l'ensemble 
produit 

OU ¿(7*) X 31 (̂7") X O Ì V _ X ( r ) xOTl^.i (7") 

et une application de l'ensemble <^2*(T' , T") dans l'ensemble produit 

OLTFTR) X ail£+1 (T") X OTl,....^ ̂ ) x Wln._x_x(T"). 

Il en résulte que l'on a : 

IS&r . r ' ) | = ( « \ . (n'\ . (n')""-x • (n")"'- x- 1 

i§£( r . r ) i = ( « ' ) , . (n") x + 1 . . ( « T ' - " - 1 
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et par conséquent : 
LI*X(7" , 7")| = («' + n" - X ) . (n\ . (n'\ . (n')""-*-1 . (n"f-*~\ 

1er exemple 

Soient n' = 8 et n" = 11 . 

• /'(8) 

'"(4) • > • 3* • r"(3) 
¿'(2) /"(9) 

j ^ ' ( 6 ) 

t'(3) ^ W ( 5 ) • '"<!) 

' A6) ^ ^ 

f'(7) /"(10) r"(7) 

Figure VI.4-1 

Au graphe représenté figure VI.4.1, qui appartient à l'ensemble ̂ (T1 ,T") 
correspond le quadruple de mots (M^T1), M[{T"), MS(T\ M4(T")) avec : 

M'^f) = t' (3) /'(1) /'(5) 

M\{f') = t"(6) t"(5) t"(2) 

Mt(T) = t' (6) t' (4) /' (2) t' (1) /'(6) /'(4) r'(l) f'(6) 

et M4(T") = t"(9) t"(2) /"(10) /"(9). 
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2ème exemple 

Soient encore « ' = 8 et n" = 11. 

r'(8) • • t"(3) 

• >• À =J » • >"(8) 
/"(4) t\2) f"(9) r'(4) 

• AD 

t'\6) f » ( ^ > e 4k * r"Cl 1) 
h t'(6) 

r ( 3 ) ^ ^ j y ^ ^ > * 
t"(5) t,,(1) 

Figure VI.4-2 

Au graphe représenté figure VI.4.2,qui appartient à l'ensemble %.'*ÇT,T") 
correspond le quadruple de mots (M'^T), M[(T"), Mn{T), M4(T")) avec : 

M'^T) = /'(5) t' (3) t' {I) 

M4(r') = r"(8) t"(6) t"(5) t"{2) 

M+T') = t'(6) t'(4) t'(2) t'(l) t'(4) AD t\6) 

M4(T") = /"(9) t"(2) t"(lO) t'\9). 



VII - ARBRES SOUS-TENDANT 

UN GRAPHE DONNÉ 

VII. 1 - PRESENTATION 

Soit une partition de l'ensemble Sn en n classes Tl, T2, • • • , T^Qx > 2) 
puis, V i e [1 une partition de la classe T,- en vt sous-classes Tn, Tn,..., 
TIVL(Pt>l). 

Nous poserons \TÉ\ = nt et \Tti\ = ntj 

(on a évidemment £ nt = n e t 2 nij = wy • 
1 = 1 /=i 

Soit G(Sn) le graphe complet construit sur Sn et soit GP(Sn) le graphe 
partiel de G(Sn) obtenu par suppression de toutes les arêtes de G(Sn) qui 
ont leurs deux extrémités dans deux sous-classes distinctes Tif et Tif. d'une 
même classe T{. 

Soit GL [Gp(Sn)] le sous-ensemble de 6L(Sn) constitué de tous les arbres 
de &(Sn) qui sont graphes partiels de GP(Sn). 

En VII.2 nous construisons une bijection de l'ensemble d'arbres <3L [Gp(Sn)] 
M 

dans le produit de 1 + £ U + vt) ensembles : 
i=i 

3 R " - 2 ( S ' ' ) H 1 iS" ~ T t ) 3 1 1 «.7-» " ^ U T « ] ] • 

En VII.3 nous illustrons cette construction par un exemple. 
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La bijection (VII.2) montre que le nombre d'arbres de &[Gp(Sn)] est 
égal à : 

" M " 2 ' IM [ ( " W ' ) F ' ' " 1 ' ^ ( " ~ *' + W , ' / ) N , Y " 1 ] ' 

Cette formule, comme on le verra en VII.4, unifie en les généralisant des 
résultats partiels obtenus par différents auteurs dans des travaux antérieurs. 

VII.2 - CONSTRUCTION DE LA BIJECTION PERMETTANT 
DE CODER LES ARBRES DE 6C[GP(Sn)] 

Désignons, V / G [ l et V / G [ l , i/,], les nif sommets de Tif respec
tivement par : 

f,y(l), fy(2), tif(nif). 
Soit A[GP(Sn)] un arbre appartenant à l'ensemble QC[GP(Sn)]. 
Appelons sommet "de profondeur 0" tout sommet de degré 1 de l'arbre 

et désignons par E0 le sous-ensemble de Sn constitué de ces sommets, puis, 
de proche en proche, appelons sommet "de profondeur /V' tout sommet 

Ai — 1 
de degré 1 du sous-arbre qui est la trace de A[GP(Sn)] sur Sn — U Et et 

/= o 
désignons par Eh le sous-ensemble de Sn constitué des sommets de pro
fondeur h. 

Soit h0 la plus grande valeur de h pour laquelle on a Eh 0 ; 
on remarque que l'on a soit \EhQ \ = 1, soit \EhQ\ = 2. 

V / G [ l ,p] et V / G [ l ,*/,.], numérotons de 1 à nif les nif sommets 
de la sous-classe Tif par ordre croissant des profondeurs et, à profondeur 
égale, par ordre croissant des indices et désignons par Tif(l) le sommet ainsi 
numéroté /. 

Si, V h G [0 , h0], on pose Tt/ n Eh = T* 

h=0 ' 
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puis, dans le cas où > 1, si l'on désigne les indices des n^. sommets 
de 7̂ . pris dans l'ordre croissant respectivement par e^(l),;e/J(2),. . . ,£h(n£) , 

on a ainsi : 

V/€[i , « » ] , rii(l) = tij[e0(l)) 

puis, V hG[l ,h0], 

v / e [ ! , « * . ] , Ttl ( y 1 + / ) = f„[£„(/)]. 

Considérons alors le "dernier" sommet de chacune des vt sous-classes 
de T( et désignons par T[ le sous-ensemble de Tt constitué de ces sommets : 

V / G [ 1 , /u], numérotons de 1 à y,- les sommets de r/ par ordre croissant 
des profondeurs et, à profondeur égale, par ordre croissant des indices / indi
quant la sous-classe de Tt à laquelle ils appartiennent et désignons par 7t(l) 
le sommet ainsi numéroté /. 

Si, V h e [0 , h0 ], on pose T[ n Eh = T\h 

et \T?\ = if ( I v* = p\ 
V Ai = 0 

puis, dans le cas où i>f > 1, si l'on désigne les indices / des vh

{ sommets de 
T'.h pris dans l'ordre croissant respectivement par /¿(1), 4(2), . . . , //, (*>/*), 
on a ainsi : 

v /e [ i , i f l , Ç(/) = ^ 0 ( 0 («# 0 (o) 

puis, VA€[1 ,/j 0 ], 

V/G [1 , ?T ( S ' uf + / ) = r % ( J ) (n № ( l ) ) • 
V k=0 ' 

Considérons maintenant le "dernier" sommet de chacun des /i ensembles 
T[ et désignons par T" le sous-ensemble de Sn constitué de ces JJL sommets : 

T" ={?>!) , 72(p2),...9 ?M(»M)}. 
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Numérotons de 1 à /x les /x sommets de T" par ordre croissant des 
profondeurs et, à profondeur égale, par ordre croissant des indices i indiquant 
la classe à laquelle ils appartiennent et désignons par T(l) le sommet ainsi 
numéroté /. 

Si, V h G [0 , h0], on pose T" n Eh = T^ 

= > S M* = m) , 
fc = 0 

puis, dans le cas où jih > 1, si l'on désigne les indices i des Ma sommets de 
TU pris dans l'ordre croissant respectivement par ih(\), ih(2), . . . , î Qx*)» 

on a ainsi : 

V/€[l , M o ] , = 7^, ( % { 0 ) 

puis, V h G [1 , \ ] , 

fc = 0 

Nous notons que l'on a : ?Î/x) G £ ,

/ J Q . 

Pour tout sv G ̂  avec /z G [0 , /Î 0 "~ 1 ], désignons par 5>(s„) le sommet de 
Eh + l adjacent à^, et dans le cas où \E h \ = 2, si sv est le sommet de Eh0 

autre que T(fi), posons v(sv) =70x). Nous définissons ainsi une application de 
Sn — (?tM)) dans Sn. Cette application <p est telle que pour tout svESn — {7t/x)X 
il existe un entier positif l(sv) pour lequel on a : $l(Jiv) (sv) = ?ï/x)-

Soit /0 l'entier tel que : ̂ [t{u - 1)] =7(/x) on remarque que les /0 

sommets £[r(/x - 1)], ^[/(/x - 1)],... , ^°[/(/x - 1)] appartiennent à une 
même sous-classe. 

Soient TiQ/o cette sous-classe et T'^ le sous-ensemble de celle-ci cons
titué des l0 conséquents successifs (par <p) de T(ji — 1 ) ; 

Thio = W < M - l ) ] L / € [ l , / 0 ] } 

( [ / 0 = H = > [ R £ / 0

 = { 7 ^ ) > ] ) -

Posons aussi R / O / O - T'/Qh = 7 ^ 
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Renumérotons les sommets de TiQjQ de 1 à niQio de la manière suivante : 
les n[ i sommets de T'iQjQ sont numérotés de 1 à n\^Q par ordre croissant 
des profondeurs et, à profondeur égale, par ordre croissant des indices ; 
le sommet 7(ii) est numéroté n\ j + 1 et dans le cas où l0 > 2, les /0 — 1 
autres sommets de r"o/o sont numérotés de riiQjQ + 2 à riiQjQ + /0 = nÎQjQ 

par ordre décroissant des profondeurs. 

Désignons par tt^ (/) le sommet de TiQfo ainsi "renuméroté" / 

Si, V h e [0 , h0) on pose rioiQ H Eh = 7#/0 

« 1 ^ 1 = <J0 ( => î »%to = »«dJ 
/1=0 

puis, dans le cas où ri£JQ > 1, si Ton désigne les indices des ri^fQ sommets 
de T£/o pris dans l'ordre croissant respectivement par e'h(l\ eh(2), 

eh(nT0j0^
 o n a a i n s i : 

v ' e [ i , < / 0 ] , W*> = Ufe iOl 

puis, V/iG[l ,h0], 

v ^ n , < / 0 ] , /; 0 / 0 ( s 1 < / 0 + / ) = f,0/0fc'*(o] 

puis, enfin 

v/en. /oi , / ; 0 / 0 ( « ; 0 / 0 + /> = ? ' ° - ' + Mroi- i ) ] . 

Posons alors : 

puis, 

V (/ , / ) # ( i 0 , / 0 ) , = /„(/), 

et, V/€[l , /z- 1], T(l) = t(f) . 
5 
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Appelons enfin <p l'application de Sn — {fQz)}dans Sn qui est ainsi définie : 

VsveSn-r!oh , <p(sv) = v(sv) 

et, dans le cas où /0 > 2, 

V le [i , /0 - i], Mhh ( » U + 0] = rW o ( " U + / + 1) • 

( => vtioi - n i = - ni = ; / 0 / 0 « V o + z0) = tioh (niQh) = ;(m». 

A l'arbre A[GP(Sn)]9 faisons correspondre le £l + Ê (1 + ŷ J-uple 

(Af, Aflf M n , M 1 2, .. Mlvv M2, M2V . . . , dont les termes sont 
ainsi déterminés : 
M est le mot de m - 2 lettres dont, V/E[l ,/x-2], la / i è m e lettre est 
<Pihm ; 
V/E[l Af, est le mot de vt— 1 lettres dont, V/G[l 9vt — 1], la 
/ième i e t t f e e s t ; 

V/G[l ,n] et V/G[l ,*;,.], Ml7 est le mot de nif — 1 lettres dont 

V / E [1„ nif - 1] la / i è m e lettre est <p[fif(l)]. 

Or le mot M appartient à 3ïlM_2(Sn) ; 
V/G[l le mot M, appartient à ZVLVi_x{Sn - 7,) 

et, V / e [ 1 ,p] et V / G [ 1 , le mot Mif appartient à 3ïtrtjy _ 1 [(Sn — Tt) U r,,]. 

Nous définissons ainsi une application de l'ensemble d'arbres 6L[GP(Sn)] 
dans l'ensemble produit 

et l'on peut s'assurer que cette application est à la fois injective et surjective. 

VII.3 - EXEMPLE 

Soit l'arbre de <3C[GP(S4S)] représenté figure VII.3 où les paramètres 
caractérisant la partition de Sn ont les valeurs suivantes : 
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',2(2) 
О 

*2i(3) • О tAÌ (4) 

/31(1) • 1<̂ Г(5) 

h^p+- V t22(ì) 
r31(2) 

h2W t22(3) t22(4) tl5(ì) 
t32 (5) i i • i - • • 

'21 (5) • 0'2i(4)l i » 
'23U) '3i(5) 

О /12(6) 

'i2(5) #'32(2) 
'23 (2) 

^ > > • * • '2i(2) 

'12(7> 0 <'3i(4) 

W D 

iu(2) • о • í13(2) 
'23O) 

'32(1) • •'aid) 
'12(3)# (I i31(3) 

f22(2) (I 

* f.4<D 
Figure VII.3 
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M = 4 ; vr = 5 ; nu = 5 ; n12 = 7 ; nl3 = 2 ; n14 = 2 ; « 1 5 = 1 ; 

j»2 = 3 ; n2l = 5 ; n22 = 4 ; « 2 3 = 3 ; 

^3 = 2 ; n31 = 6 ; « 3 2 = 5 ; 

" 4 = 1 ; »4i = 5 • 

A cet arbre, nous faisons correspondre le 16-uple de mots 
CM, Mv Mn,M12, Ml3, Mi4, M15, M2, M2Ï, M22, M23, M3, M3l, M32, M4, M41 ) 
dont les termes sont ainsi définis : 

M =f 2 , (4) '12(6) 
Mi = ' 2 3 ( 3 ) '41(5) t22(4) t23(3) 
Mn = ^ 3 ( 3 ) '31(6) ' 1 1 0 ) '4, (2) 

^ i 2 = ' 4 i ( 4 ) 'ai(3) ^4i(3) tl2(5) tn(l) ti2(7) 
Ml3 = f 4 1 (5) 

Ml4=t22(2) 
Ml5=0 
M2 = t32(5) t41(3) 
M2i = '11 W '11 (5) '41 W '21W 

^22 = f3i(3) ' 2 2 (3) '32W 
^23 = '32W t12{l) 
M3 = f u ( l ) 
M3i ='4i (5) '31(6) ',2 (4) '22(3) '22 0 ) 
M32 " / „ ( 1 ) '„(5) f„( l ) / 3 2(5) 
M4 = 0 

^4i = '12W 4̂1 (5) / 1 2 (D / 2 2 d) . 

VD.4 - REMARQUES 

Si l'on a i>, = 1 ( — « „ = « , ; 7",, = Tt ; (5„ - Tf) U Tn = S„), les 
sommets appartenant à la classe Tt ne sont soumis à aucune "interdiction" 
et d'autre part, l'ensemble ^ n a _ ! l(Sn —Tt)VTn] est, comme l'ensemble 
* ^ _ 2 (S„), un ensemble de mots écrits en utilisant pour alphabet l'ensemble 
Sn tout entier. 
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Il peut sembler naturel de regrouper dans une même classe tous les 
sommets, s'il en existe, qui ne sont soumis à aucune interdiction. 

On peut par exemple convenir de les regrouper dans la classe T^. 
Moyennant quoi, V/G[l — 1], on a : vt > 2. 

Nous adoptons cette convention dans l'organigramme suivant qui indique 
comment des problèmes étudiés à différents niveaux de généralité dans des 
travaux antérieurs se ramènent à des cas particuliers du problème traité dans 
ce chapitre. 
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Problème 
étudié 

Pour tout i tel que 
vt>2, Vie[l,M],„,<2 

^ ^ ^ ^ ,»,1.^ = 1 I I 

/ Déplus | \ Déplus, pour D e p l u s 

/ v > 2 \ t o u t ' t e l <*ue vt = 2' n = 2 et p2 = 1 
/ " \ I

 nn = 1 I I 

r A r — I — , \ „ / 7 ~ \ , 
De plus Cas étudié \ Cas étudié Cas étudie 
M = 2 par \ par par 

et AUSTIN \ O'NEIL MOON 

De plus, / \ / 
i ' 1 v/e[i,M], ,—— £—• 1 | 1-—| 

De plus H < 2 P us> P°ur „ De plus De plus M = 2 I I tout I tel que », - 2, „ _ 2 e t j „ ( j = I 

\ C a s d o n { r é t u d*j I Cas étudié I I I I cas I 
1 *St^™à parSCOINS étudié par étudié par 
I n î S l n et GLICKSMAN WEINBERG WEINBERG 
II par C. BERGE " | | | | 



VIII - FACTORISATION 

D'UNE PERMUTATION CYCLIQUE 

EN TRANSPOSITIONS 

VIILl - PRESENTATION 

Soit ̂ (7n) l'ensemble des factorisations en un produit de n — 1 trans
positions d'une permutation cyclique yn donnée sur Sn. 

Nous nous proposons de définir une bijection de l'ensemble de mots 
2Krt_2(5' ) dans l'ensemble de factorisations &(yn); 

Etant donné un circuit quelconque T construit sur un ensemble d'au 
moins deux sommets, nous appellerons "dichotomie" toute opération consis
tant à remplacer T par une paire de circuits { r ' , r"} définie comme suit : 
on se donne deux sommets distincts arbitraires t' et t" de T ; on écrit les 
sommets de T dans l'ordre cyclique, et l'on décompose cette écriture 
en deux "tranches" complémentaires qui commencent l'une par t' et l'autre 
par t" ; on définit alors les circuits T' et T" sur les sommets respectifs de 
ces deux tranches en convenant que dans chacune d'elles le dernier sommet 
aura pour conséquent le premier, avec conservation des autres couples "an
técédent-conséquent". 

Etant donné un ensemble de c circuits disjoints (r(l), T(2),..., r(c)) 
nous appellerons "opération élémentaire" toute dichotomie effectuée sur un 
seul de ces circuits, tous les autres circuits demeurant inchangés. 

Désignant par k {k> 2), le nombre de sommets du circuit T, nous 
appellerons "désintégration" du circuit T l'opération consistant à rempla
cer T par l'ensemble des k boucles construites sur chacun de ses sommets. 

La désintégration de T peut s'obtenir comme produit de k - 1 opé
rations élémentaires. 

Nous appellerons "plan de désintégration" de T toute suite de k - 1 
opérations élémentaires dont le produit donne la désintégration de T. 
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Soit r„ le circuit (de « sommets) obtenu comme graphe de la permu
tation cyclique yn et soit6D(rn) l'ensemble des plans de désintégration 
de r„. 

Pour définir une bijection de dît n_2(Sn) dans $î(yn), nous construi
rons en fait une bijection de ^„_2(^n) dans ®(r„), c e Qui e s t suffisant 
en raison de la correspondance "naturelle" qui existe entre <3XTn) et ïï'(yn) . 
Nous opérerons par récurrence sur n. 

Le procédé de construction est le suivant : 
soit Tm un circuit de m sommets (2 < m < n) apparu au cours de la 

désintégration du circuit Fn et soit Mm_2 un mot de m — 2 lettres prises 
dans l'alphabet constitué par les m sommets de Tm ; la désintégration du 
circuit TOT se décomposera en une suite de m — 1 opérations élémentaires 
dont on appelle ev e2,. . . , em_l les rangs respectifs dans le plan de désin
tégration de r„ ; au mot Mm_2 (avec m > 3), nous faisons correspondre : 

1/ une dichotomie du circuit Tm (cette dichotomie est la efme dans le 
plan de désintégration de Tn). L'un des deux circuits ainsi engendrés sera 
désintégré avant l'autre ; si / est le nombre de sommets du premier circuit 
désintégré, on désigne ce circuit par r/ et l'autre par r̂ _j (on a nécessai
rement : 1 < / < m — 2). 

2/ une répartition des m — 2 rangs e2, e3,. . ., em_1 en deux classes 
E'l_l et E,

rll_l_l dont les éléments sont respectivement, dans le plan de dé
sintégration de r„, les rangs des / — 1 opérations élémentaires qui désin
tégrent le circuit Y'i et les rangs des m — l — 1 opérations élémentaires qui 
désintégrent le circuit T'r^l (on a nécessairement : e ^ G ^ . j ) . 

3/ (si / > 3), un mot Ml_2 de / — 2 lettres prises dans l'alphabet cons
titué par les / sommets de Y[ ; ce mot "régira" le plan de désintégration du 
circuit Y\. 

4/ (si / < m — 3), un mot Mm_t_2 de m - l — 2 lettres prises dans 
l'alphabet constitué par les m - l sommets de r̂ '_; ; ce mot régira de même 
le plan de désintégration du circuit . 

Nous construisons en VIII.5 une bijection "centrale" précisant cette 
correspondance. 

A cet effet nous sommes amenés : 
en VIII.2, à définir deux ensembles dïlk^i[k] et 2iï£[k] de suites particulières 
d'entiers non-négatifs, 
en VIIL3, à construire une bijection "initiale" de DHjt/V] dans dïl^ilk], 
analogue à celle développée par M.P. Schutzenberger dans [29], 
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en VIII.4, à définir une partition "par types" de l'ensemble CHm_2(^ des 
mots de m - 2 lettres prises dans un alphabet Tm de m lettres, et à définir 
à partir de là deux ensembles qui sont, l'un, un ensemble ̂ (7^, E*_x, f , l ) 
de triplets, et l'autre, un ensemble $(Tm, E*_x,f M o , / ) de sextuplets. 

En effet, la bijection "centrale" (VIII.5), dont la construction s'appuiera 
sur la bijection "initiale" (VIII.3), sera précisément une bijection de 

%{Tm, E*_x, rMo , / ) dans $(Tm , E*_x, , / ) . 

Enfin, en VIII. 6, nous donnons, à titre d'exemple récapitulatif, un mot 
de dix lettres prises dans un alphabet de douze lettres et la factorisation qui 
lui correspond par les procédés introduits. 

VIIL2 - DEFINITION DE DEUX ENSEMBLES DE SUITES 
D'ENTIERS NON-NEGATIFS 

Soient / et k des entiers positifs. 
Désignons par 3ïly[A:] l'ensemble des suites de / termes dont chaque 

terme est l'un des k + 1 entiers 0, 1, . . . , k. 
Une suite de étant donnée, désignons, pour tout /E[0,fcj, 

par OLi le nombre des termes de cette suite qui sont égaux à k — i. 

(on a évidemment : 21 ai = /) • 
1 = 0 

Désignons par dïï%[k] le sous-ensemble de OR̂Jfc] constitué de celles 
des suites de Sn̂ Jfc] qui sont telles que pour tout rG[ \ ,k], on ait 
r-l 
S oct > r. 
/=0 
(Pour une telle suite on a : a,. = k et par conséquent : otk = 0 ) . 

1=0 ' 
Autrement dit, 3ïlk [k] est l'ensemble des suites de Cïljjfc] qui majorent 

terme à terme, au sens large, l'une au moins des k ! suites déduites par 
permutation de la suite (1,2,..., k). 
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VIII.3 - CONSTRUCTION DE LA BIJECTION "INITIALE" 

Pour construire cette bijection, nous nous appuierons sur le fait qu'un 
mot de k — 1 lettres permet de coder un arbre orienté avec racine, de A; + 1 
sommets et dont la racine est donnée, comme il résulte de la bijection (IL4). 

Désignons par OC [k] l'ensemble des arbres orientés avec racine ayant 
k + 1 sommets respectivement numérotés 0, 1, 2, . .. , k. 

Désignons par 6C*[k] le sous-ensemble de & [k] constitué de ceux des 
arbres de 2 [k] dont la racine est 0. 

Soit Â*[k] un arbre de Q*[k] . 
Désignons par Hh l'ensemble des sommets de hauteur h de A*[k] et 

h 

posons nH = \Hh\ , f0 = 0 et pour tout h > \Jh = £ r?y (on a : H0 = {0}, 

soit T70 = 1). 
Pour tout h, rangeons l'ensemble des r\h sommets de Hh par ordre 

des numéros croissants et, V / G [1 ,77 J, désignons par I!(h) l'ensemble 
(éventuellement vide) des antécédents du j i è m e des sommets de Hh> puis 
posons pj(h) = \Pf(h)\. 

Les ensembles P^h), P2(h),. .., Ph(h) constituent une pseudo-partition 
de l'ensemble Hh+1 et l'on a donc : 

h 
2 Pjih) = Vfr+i ; 
7-1 

en particulier Px(0) = Hl et pt(0) = r\l . 
Une suite M%[k] appartenant à 31l*[A:] étant donnée, faisons lui corres

pondre l'arbre A*[k] appartenant à QL*[k] obtenu comme suit : 
le nombre rjx (= px(0)) de sommets de hauteur 1 (sommets antécédents de 
la racine 0) est déterminé par : r}l = a0 ; les numéros de ces sommets sont 
pris égaux aux rangs des a0 termes de la suite valant k ; 
V/G[l ,rçj, le nombre p7(l) de sommets antécédents du j i e m e sommet 
de Hl est déterminé par : p;.(l) = af ; 
si a;. > 1, les numéros de ces sommets sont pris égaux aux rangs des a;. 
termes de la suite valant k - j ; 

/ 1̂ 1̂ A 
fainsi r?2 = X P/ 1 ) = S a / = S ai) 

/ = 1 7=1 /=/0

+l 
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puis, de proche en proche, 
V ; G [1 , rih]9 le nombre p̂ C/i) de sommets antécédents du j i e m e sommet de 
Hh est déterminé par : p^Qi) = ; 
si afh >1, les numéros de ces sommets sont pris égaux aux rangs des 
afn t e r m e s ^e ^a su*te va^ant * ~ fh-l ~ i > 

(ainsi rih+1 = S P / № ) = I « A 1 + / = S ) • 
v /=1 /=1 *~1 ' =/7,-1+1 

Désignons alors par Mk_x[k] la suite appartenant à SR Ĵ/c] que la bi
jection (II.4) fait correspondre à l'arbre compte-tenu du fait que la 
racine de cet arbre est donnée. 

En faisant correspondre à la suite Mjfrk] la suite Af^J/c], nous défi
nissons une application de CH*[fc] dans ̂ n .̂Jfc], et il est évident que cette 
application est à la fois injective et surjective. 

Soit par exemple la suite M%[1] = (5, 6, 3, 5, 7, 6, 3) qui appartient 
à 3ïl*[7] ; à cette suite, nous faisons correspondre la suite 
M6[l] = (5, 2, 1, 2, 5, 1) qui appartient àOR6[7]. 

L'arbre auxilliaire de &*[7] est représenté ci-dessous : 

y f 
< > 
0 
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VIII.4 - PARTITION PAR TYPES D'UN ENSEMBLE DE MOTS. 
DEFINITION D'UN ENSEMBLE DE TRIPLETS ET 

D'UN ENSEMBLE DE SEXTUPLETS 

Soit Tm un alphabet de m lettres tx, t2,.. ., tm(jn> T) : 

Tm — {tl, t2 , • • • •, tm} 

\f^ETm et Vi€[0,m], 

posons ^ CM)
 = tp+i s* fi + i <m 

et r*(fM) = /M + i_m si ii + i>m. 

V / E [1 , m — 1], désignons par à!(Tm , t , l) le sous-ensemble de Tm cons
titué des / lettres r(^) , r 2 (^) , . . ., r 7 " 1 ^) et par A"(Tm, t^J) le sous-
ensemble de Tm constitué des m — l autres lettres de Tm. 

Soit Mm_2(Tm) un mot de 311̂ 2(7̂ ) ; nous dirons que ce mot est de 
type < f , / > (avec fM() E Tm et / E [1 ,m - 2]) si les deux conditions 
suivantes sont remplies : 

1/ fM est la première lettre de Mm_2(Tm) 
2/ a0 désignant le nombre de fois où la lettre est réemployée dans 

la suite du mot Mm_2(Tm) et, V i E [1 ,m - 1], a,, désignant le nombre de 
fois où la lettre T*(t ) apparaît dans M^^T^, l est la plus petite valeur de 

r—l 
r (r> 1 ) vérifiant l'inégalité : £ a, < r . 

i=0 
En particulier, on a / = 1 si la première lettre t du mot n'est pas 

réemployée ; 

pour l> 2, V rE [1 , / - 1], on a : 
r-l 
2 a, > r ; 

1-2 
donc : V a. = / - 1 et a7_j = 0 ; 

i=0 
on voit ainsi que la lettre r1"""1^ ) n'apparaît pas dans un mot de CTlm_2(7 1̂) 
de type < f , / > avec / > 2. 

Il est à remarquer que si Mm_2(Tm) est un mot de 3ftm_2(^) de type 
< f , / >, / des lettres de ce mot appartiennent au sous-alphabet 

les m — / — 2 autres lettres appartenant au sous-alphabet A"(Tm, fM , /) . 
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Il est à remarquer également qu'il y a m(m - 2) types possibles qui dé
finissent une partition de l'ensemble 3K>m_2(Tm) en m(m — 2) classes. 

Soient / et m deux entiers tels que l'on ait : 1 < / < m — 2. 
Soient l'alphabet Tm et une lettre t de Tm. 
Soit Em_x un ensemble de m — 1 entiers désignés, dans l'ordre croissant, 

par eX9 e2,...9 em_v 

Posons E^_x = Em_x- fe,}. 
Désignons parc&(Tm £*_lf , / ) l'ensemble des triplets (rm, £*_1,iH„_2) 

où Afm_2 est un mot de ^ m _ 2 ( ^ m ) de type < f , / > . 
Désignons par §(7J„, l?^, /) l'ensemble des sextuplets 

, Tm_l, El_l, Em_I_l, Mt_2 , Mm_t_2) 

dont les termes sont définis comme suit : 
1/ T) et sont respectivement les deux sous-alphabets A'(Tm9 f , /) 

et A"(Tm, / , / ) , de cardinaux respectifs / et m — /, qui constituent une 
partition de l'alphabet Tm. 

2/ Ef

t_j et sont deux sous-ensembles de l'ensemble E^_x satis
faisant aux conditions suivantes : 

(i) : les cardinaux de E[_x et de E'jn_l_l sont respectivement égaux à 
/ - 1 et à m - l - 1 (/ = 1 < > E\_x (= E'o) =É 0) ; 

(ii) : E\_x et constituent une pseudo-partition de E^_x ; 
(iii) : em_! appartient à . 
3/ M/_2 = 0 si / = 1 ou si / = 2 

et si / > 3, AfJ_2 est un mot de / - 2 lettres prises dans l'alphabet T[ . 
4/ K-/-2 = 0 si / = m - 2 

et si / < m - 3, AC_/_2 e s t u n mot de m-/-2 lettres prises dans l'alphabet 
i m-/ * 

VIII.5 - CONSTRUCTION DE LA BIJECTION "CENTRALE" 

Soit (TmfE^_XtMm_2) un tripletde^,/**^, 
(Mm_2 est donc un mot de WLm_2(Tm) de type < / M q , />). 
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A ce triplet, faisons correspondre le sextuplet 

(7/' ^m-l * ^l-l ' ̂ m-l-l > ^1-2 ' ̂ m-l-2 ) 

de S(Tm, E%1_1, ^ c*on* *es t e r m e s s o n t déterminés comme suit : 

l / r ;=A' (7- m ,^ o , / ) et C_, = A " ( r m , ^ o , / ) . 

2/ Si ?(/) désigne la i è m e lettre de Mm_2 (t(l) = t ), E\_x et 
sont les deux sous-ensembles de , définis par les conditions : 

V i G [2, m - 2], e, S si f (/) S r/ 

Puisque, le mot Mm_2 étant de type < , / >, / des m — 2 lettres de ce 
mot appartiennent à A'(rm , f̂ , / ) , on a : 

| = / - 1 et 1 = m - / - 1 

(en particulier pour / = 1, on a E1^ = 0 et £̂ _z_ j = £^_2 = et pour 
/ = m - 2, on a = = - et JS^i = E\' = {*„,_,}). 

3/ Af^ = 0 pour / = 1 ou 1=2. 
Pour / > 3, soit Af jLj le sous-mot de / - 1 lettres prises dans l'alphabet T\ 

qui est déduit du mot Mm_2 par suppression de sa première lettre t{ 1 ) =-
et de celles de ses autres lettres qui appartiennent à 7 '̂_r Chiffrons ce mot 
en adoptant pour clef la convention de substituer, V i € [0, / — 2], à la 
lettre t , U M o ) le nombre l — \ — i. (Rappelons que la lettre T1"1^^) n'appa
raît pas dans le mot Mm_2 ). 

Nous obtenons ainsi une suite Mf_x [l — 1] de Wtf_x [/ — 1]. 
La bijection "initiale" (VIII.3) de CRJ[/;] dans dïl^lk] fait corres

pondre à la suite Mf_x [l — 1] une suite Mj_2[l — 1]. 
Déchiffrons cette suite : nous obtenons finalement un mot de / — 2 

lettres prises dans l'alphabet 7V

/. 
Mt_2 est par définition le mot ainsi obtenu. 

4/ AC_/_2 = 0 pour / = m - 2. 
et pour / < m - 3, M"m_x_2 est le mot de m — / — 2 lettres prises dans 
l'alphabet T*'m_î qui est déduit de Mm_2 par suppression des / lettres de ce 
mot qui sont prises dans l'alphabet T\. 
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En faisant ainsi correspondre à tout triplet 
(Tm , E*m_t, Mm_2 ) de % (Tm , E*m_,, f„ o, /.) 

un sextuplet (7/ . C i - E'i-i • El-i-vK-i. de S(7m . t^.l\ 
nous définissons une application decS(Tm, , fMo , /) dans 

et on s'assure facilement que cette application est une bijection. 
Considérons par exemple le mot M9 = t3 ts tx t4 tn ts t3 t4 tn qui appar

tient à dïï,9(Tn). 
Ce mot est de type < 13 , 8 X 
Au triplet ( r n , Ef0, M9) de %(Txl, E*0, t3, 8), nous faisons correspondre 

le sextuplet (T's , 2T3" E\, É2\ M'6 , M") de 9(Tn, E*0, t3, 8) dont les ter
mes sont définis comme suit : 

1/ ̂ 8 = #3> U> h> *6> h> *9> *io > 
et 7*3'= { f u , flf t2) . 

2/ £'7 = <e2, e4, es, e6, e7, es, e9 } 

et E2={e3, el0} . 

3/ < = 's 's '9 h h U ; 
(en effet on a M* = f5 f4 tn ts t3 t4 tn ; en chiffrant ce mot on obtient 
la suite M*[l] = (5, 6, 3, 5, 7, 6, 3) ; à la suite M*[7] la bijection "initiale" 
(VIII.3) fait correspondre la suite M6[l] = (5, 2, 1, 2, 5, 1) ; en déchiffrant 
cette suite, on obtient M'6) . 

4/ Af,/ = fj . 

VIII.6 - EXEMPLE RECAPITULATIF 

Soit le mot Ml0 = s9 s12 s2 sl0 sx s4 s2 sl2 sx s4 appartenant à l'en
semble 3K<1Q(Sl2), soient y l2 la permutation cyclique [sx s2 s3 s4 ss s6 sn 

ss s9 sl0 sn sl2] et T 1 2 le circuit qui est le graphe de cette permutation 
cyclique. 

Au mot Ml0 nous faisons correspondre le plan de désintégration du 
circuit T12 schématisé figure VIII. 6, et ce plan de désintégration correspond 
à la factorisation suivante de y 1 2 en un produit de 11 transpositions : 

y n = lsss9] L>7 5iJ [*i SJ [sssio] K sn] [ss s^ ls6 SJ 
[s2 s3] [ss sl2) [sx s4] [ss sn] . 
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• • • 
Figure VIII.6 - Plan de désintégration du circuit T12 
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