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1. INTRODUCTION 

Le problème essentiel de la programmation mathématique peut 
être posé de la façon suivante : 

r 

Déterminer un ou plusieurs "vecteurs programmes" x = X 2 ç R m , 

appartenant o un ensemble C C R de programmes réalisables défini 
par (n + p) contraintes (n inégal ités et p égalités) 

r gj (x) > 0 pour j G (1 , 2 , . . . , n} , 

( h k ( x ) = 0 pour kG (1 , 2 , . . . , p} , 

et donnant a une " fonction économique" f une valeur f(x) maximum. 

Ce problème est manifestement une généralisation des pro
blèmes de programmation linéaire considérés dans les deux premiers 
articles du présent cahier (des conditions de signe peuvent figurer 
parmi les inégalités gj(x) >0) . Et cette généralisation a une grande 
importance en calcul économique [7 et 10](*). 

Les fonctions gj et h k n'étant pas supposées linéaires, 
l 'ensemble C des programmes réalisables n'est pas en général un 
domaine polyédrique convexe. La fonction économique f n'étant 
pas supposée linéaire, l'ensemble des points x qui lui donnent une 
valeur constante k n'est pas en général un hyperplan de Rm , mais 
les ensembles de points obtenus pour les diverses valeurs de k 
forment une famille d'hypersurfaces deux à deux disjointes. 

Résoudre le problème considéré revient à chercher, dans le 
domaine C , le ou les points situés dans l'hypersurface correspon
dant à la valeur k la plus grande possible, ce qui suggère une 
représentation géométrique analogue à celle qui est classique dans 
le cas des programmes linéaires (voir le second article du présent 
cahier, § 2. 3 . ) . Mais il est facile de voir, par des exemples, qu'il 
n'y a plus, en général, de "programmes optimums extrêmes" jouant 
un rôle analogue à celui qu'ils jouaient en programmation linéaire. 
Il se peut, en particulier, que le blocage de certaines contraintes 

(*) Les numéros placés entre crochets renvoient aux références bibliographiques 
qui se trouvent à la fin du cahier. 
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ne suffise pas pour déterminer les programmes optimums, qui peu
vent être intérieurs au domaine C , ou intérieurs à une "face" 
ou à une "arête" du domaine C . La résolution du problème s'en 
trouve notablement compliquée. 

Cependant, pour déterminer un programme optimum, il est 
nécessaire de savoir quelles sont les contraintes qu'il bloque, parmi 
les n inégalités gj(x) ^ 0 , car ces contraintes sont les seules 
qui interviennent effectivement dans sa détermination, avec les p 
égalités hk(x) = 0 . Il n'existe pas, en général, pour déterminer 
les contraintes bloquées à l'optimum, d'algorithme aussi simple que 
la méthode du simplexe applicable aux programmes linéaires [2 et 3 ] . 
Mais les conditions de Kuhn et Tucker [12], qui vont être présentées, 
apportent une très intéressante contribution à la question, et montrent 
comment on peut, dans certains cas, tenir compte des contraintes 
en ajoutant à la fonction économique une combinaison linéaire de 
leurs premiers membres. (Ces conditions généralisent et précisent 
les conditions de Lagrange, applicables au cas où toutes les con
traintes sont des égalités.) La détermination des "multiplicateurs" 
correspondants présente d'ailleurs un grand intérêt dans les pro
blèmes économiques. 

La représentation géométrique à laquelle il a été fait allusion 
montre que le problème peut être simplifié par des hypothèses de 
convexité. C'est pourquoi on considérera d'abord le cas des "pro-
grammes concaves" (*)} où les conditions de Kuhn et Tucker peuvent 
donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un pro
gramme soit optimum, avant d'aborder le cas des "programmes linéa-
risables", où les conditions de Kuhn et Tucker ne donnent, en gé
néral, que des conditions nécessaires. 

A la suite de Kuhn et Tucker [12], on montrera enfin comment 
les mêmes méthodes peuvent s'appliquer à deux problèmes plus gé
néraux faisant intervenir plusieurs fonctions économiques : un pro
blème de recherche de "programmes maximin" [15] et un problème de 
recherche de "programmes extrêmes" (au sens de Pareto) [3 et 10] . 

Notre analyse s'appuiera essentiellement sur le théorème de 
séparation des domaines convexes [5], de Hahn-Banach, qui peut être 
remplacé par le lemme de Fourier (établi dans le premier article du 
présent cahier) dans le cas des programmes linéarisables. L'emploi 
du théorème de séparation ne s'impose donc que dans le cas des 
programmes concaves non linéarisables. 

(*) Les problèmes de maximisation les plus simples sont les "programmes con
caves", tandis que les problèmes de minimisation les plus simples sont les 
"programmes convexes". On peut d'ailleurs toujours transformer un problème 
du 1er type en un problème du 2nd type en remplaçant les fonctions f et 
g. par leurs opposées. 
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2. RAPPEL DES PRINCIPALES PROPRIETES DES FONCTIONS 
CONCAVES 

Soit f une fonction à valeurs réelles d'une variable vecto

rielle x = ^ X 2 j 6 Rm . 

2.1. Cas des fonctions concaves quelconques, 

La fonction f étant supposée définie sur une partie convexe S 
de Rm , on dit que f est une fonction concave sur S (ou, de 
façon équivalente, que - f est une fonction convexe sur S) si, et 
seulement si, pour tout couple de points x , x de S et pour tout 
scalaire \ € [ 0 , 1 1 , 

(1) f((l - X) x + Xx) M l - X) f(x) + \f(x) 

[Tous les points ((1 - X) x + Xx) appartiennent à S en même 
temps que x et x , pour X E [0 , 1 ] , parce que S est un en
semble convexe. 

La condition (1) montre que toute interpolation linéaire d1 une 
fonction concave {entre x et x) en donne une approximation par défaut 

Il est manifestement équivalent de dire que, pour tout scalaire 
xe lo, î ] , 

(2) I f(x -f Mx - x))_^J(x) M ( x ) _ m 

X 

Il est encore équivalent de dire que, pour tout z E Rm et tout 
couple de scalaires Xx , X2 n o n n u l s tels que (x + \ j z ) G S et 
(x + X2z) e S , 

(3) I [Kl < x 2]
 + \ z ) - m > - f ( * + x \ z ) - m ] 

|_ A.1 2̂ J 

En effet, la relation (2) se déduit de la relation (3) pour 
Xi = X , \ 2 = 1 , z = x - x , et réciproquement la relation (3) se 
déduit de la relation (2) puisque : 
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- si 0 < Ki < X2 , on obtient (3) en remplaçant dans (2) 

K par — et x par x + K2z , 
K2 

- s i Ki ^ ?v2 < 0 , on obtient (3) en remplaçant dans (2) 

K par et x par x 4- Kxz , 
A-i 

- si Ki < 0 < K2 , on obtient (3) en remplaçant dans (1) 

ou dans (2) K par —, 
A.2 - A.x 

x par (x 4- \ jz ) et x par (x + K2z)s 

donc x + A(X - x) par x. 
Si x est un point intérieur au domaine de définition S de 

la fonction concave f , on peut prendre Ki < 0 et K2> 0 , quel 
que soit z E R™ . On déduit alors de la relation (3), où l'on fait 

\ \ n f ( X + Az) - f(x) , , , 1 . 
tendre A.i ou K2 vers 0 , que admet deux li-

A 

mites finies quand K tend vers 0 par valeurs négatives et par 
valeurs positives, et que 

f(x + Kz) - f(x) ^ f(x + Kz) - f(x) 
lim r > l im . 
À-o A. À - 0 A. 
A<o A>o 

Il en résulte qu'une fonction concave est continue en tout point 
intérieur b son domaine de définition et admet en un tel point, sur toute 
demi-droite, une dérivée directionnelle finie. Mais une fonction con
cave peut être discontinue ou admettre des dérivées directionnelles 
infinies aux points frontières de son domaine de définition. 

La condition (1) et les conditions équivalentes (2) et (3) expri
ment qu'une fonction f est concave si9et seulement si, il en est de 
même de sa restriction b toute portion de droite incluse dans son do
maine de définition. [L'ensemble des points ((1 - K)x + Kx), pour 
A.E [ 0 , 1] , est le segment de droite d'extrémités x et x . ] 

Une telle restriction étant une fonction numérique d'une variable 
réelle, cette remarque rend intuitives les propriétés des fonctions 
concaves, par référence au cas particulier des fonctions concaves 
d'une variable réelle. On peut, dans ce dernier cas, en donner une 
représentation graphique dans un plan cartésien, où le graphe d'une 
fonction concave est une courbe continue tournant sa concavité vers 
les ordonnées négatives, pouvant présenter des points anguleux, et 
éventuellement complétée par deux points isolés situés au dessous 
de la courbe et correspondant aux extrémités de l'intervalle de dé
finition de la fonction. 
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y 

f((l-A)x+A.x) " y ^ ^ ^ N 
( l - \ ) f (x)+\f(x) \ \ 

^ ! (l-!\)x+\xj ! 

0 x x x 

" Il est encore équivalent de dire qu*une fonction f est concave 
sur un convexe S si, et seulement si, l'ensemble des couples (x, y) 
[ x € S, y £ R] teZs gwe f(x) > y est connexe. 

En effet cette condition exprime que, pour tout scalaire 
X G [0 , 1] , 

(f(x) >^y) 
(4) ) C = ^ > [f((l - \ ) x + \x) è (1 - X) y + \ y ] 

Jf(x) >, y ) 

ce qui est manifestement impliqué par la condition (1), et implique 
aussi la condition (1) comme on le voit en faisant y = f(x) et 
y = f(x) . 

Or une partie convexe C d'un espace vectoriel peut aussi être 
définie comme intersection d'une famille de "demi-espaces" limités 
par ses "hyperplans d'appui", c'est-à-dire par les hyperplans qui 
passent par un point frontière de C et laissent C d'un même côté 
au sens large [5], ces demi-espaces étant soit ouverts, soit fer
més, soit mixtes et convexes. 

On en déduit que, si la fonction f est continue sur son en
semble de définition convexe S (ouvert, fermé ou mixte), il est équi
valent de dire que l'ensemble des couples (x, y) tels que f(x.) >y 
est convexe, ou de dire qu'à tout point x intérieur au domaine con
vexe S correspond au moins un hyperplan de l'espace des (x, y ) , 
passant par le point (x, f(x)) et tel que tous les points (x, y) pour 
lesquels f(x) > y soient situés d'un même côté de cet hyperplan. 
(La condition de continuité de f sur S est superflue si S est ouvert). 

L'équation d'un tel hyperplan étant nécessairement de la forme 

y = f(x) + â(x - x) , avec â = ( â t , â 2 , . . . , â j , 



44 

on voit ainsi qu'une fonction f, continue sur un convexe S, est concave 
sur S si, et seulement si, pour tout point x intérieur a S, il existe 
au moins un covecteur à de R™ tel que 

_(5) f ( x ) ^ f(x) + à(x - x) , Vx E S 

On déduit immédiatement de la condition (4) que, si f est 
une fonction concave définie sur un convexe S , l 'ensemble des points x 
tels que f(x) £ c ( constante arbitraire) est un convexe (qui peut être 
vide). 

[Cette propriété caractérise les fonctions quasi-concaves sur S 
[14]. Il est équivalent de dire que f est une fonction quasi-concave 
sur S si, et seulement si, pour tout couple de points x , x de S 
et pour tout scalaire XE ] 0 , 1 [, l'une des trois relations (équi
valentes) suivantes est vérifiée : 

( l q ) f((l - \ )x + Xx) > min{f(x) , f(x)} 

(2q) tf(x) - f(x) > 0] > [f(x + X{x - x)) - f(x) ^ 0] 

(3Q) [f(x + \(x - x)) - f(x) < Q] = > [f(x) - f(x) < 0] 

Il est intéressant de comparer ces relations à celles qui ca
ractérisent les fonctions concaves.] 

D'autre part, si f est une fonction concave définie sur un 
convexe S , tout maximum local de f est un maximum absolu (ce qui 
simplifie la recherche du maximum d'une fonction concave sur un 
convexe). 

En effet, si le point x G S maximise localement la fonction 
f , il existe un voisinage ouvert de x , soit Q(x) , tel que 

[x e (Q(x) H S)] = > [f(x) - f(x) 4 0]. 

Or, quel que soit le point x G S , il existe un scalaire po
sitif X assez petit pour que 

x + \ (x - x) 6 (Q(x) fl S) , 

d'où 
f(x 4- \ ( x - x)) - f(x) < 0 
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d'après la relation précédente. 

De plus, 

(3S) [f(x 4- \ (x - x)) - f(x) < 0] > [f(x) - f(x) ^ 0 ] 

d'après la relation (2). 

[La propriété exprimée par la relation (3 S ) , pour tout couple 
de points x, x de S et pour tout scalaire \ £ ] 0 , lf , caracté
rise les fonctions strictement quasi-concaves sur S [14] . ] 

Ainsi 

[ x e S] = > [f(x) - f (xU 0] , 

c 'est-à-dire que le point x maximise globalement la fonction f 
sur S . 

De plus, l 'ensemble des points x tels que f(x) = max f(x) 
X €S 

est un convexe (qui peut être vide), puisque c'est aussi l'ensemble 
des points x tels que f(x) ^ max f(x) . 

x e s 
[On déduit de même de la relation (3q) que, si f est une 

fonction quasi-concave définie sur un convexe S , tout maximum local 
strict de f est un maximum absolu strict ]. 

2.2. Cas des fonctions concaves différentiables. 

Supposons maintenant la fonction f différentiable en tout point 
x intérieur a son domaine de définition convexe S . 

Cela revient à supposer que, pour tout point x intérieur à S , 
il existe un covecteur Vf(x) de Rm tel que 

(6) f(x) = 'f(x) + Vf(x)(x - x) 4- o(x - x) , V x G S 

la fonction "petit zéro" du vecteur (x - x) étant telle que, si 
Il x - x H désigne une norme de (x - x) , par exemple la norme 

euclidienne ( X ( x i - Xi) 2 ) , le scalaire Jrr— tend vers zéro 
V 1 = 1 1 l l x - x|| 

avec H x - x|| c 'est-à-dire quand x tend vers x : 

. o(x - x) n lim — — = 0 . 
x̂ x X - X 
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On sait qu'alors la fonction f est continue au point x , 
qu'elle y admet des dérivées partielles par rapport aux variables 
x p x 2 xm , et que Vf(x) est le vecteur dérivé, ou "gradient", 
de la fonction f au point x : 

- _ /_df_ Bf Bf \ 
V t U ) = U X l * Bx a Bxn / x - i ' 

L'existence de toutes les dérivées partielles de la fonction f 
au point x n'est pas en général suffisante pour que f soit dif
ferentiate au point x , même si la fonction f est continue en x . 

^Exemple : au point (0 , 0 ) , la fonction f définie par 

Î
0 si {xl9 = (0 , 0) 

7 = f si ( X l , x 2 ) M 0 . 0 ) 

Mais une fonction concave {ou convexe) est differentiate en tout 
point où elle admet des dérivées partielles par rapport a toutes les va
riables [5] . 

Pour qu'une fonction soit différentiable en un point, il suffit 
qu'elle admette, par rapport à toutes les variables, des dérivées 
partielles continues au voisinage de ce point. On dit alors que cette 
fonction est continûment di f ferenti able au point considéré. 

Une fonction f , differentiate en tout point intérieur a son 
domaine de définition convexe S et continue sur S, est concave sur S 
si, et seulement si, pour tout point x intérieur à S, 

(7) f(x) 4î(x) + Vf(x)(x - x) , V x G S 

En effet, la relation (7) se déduit de la relation (2) où l'on 
fait tendre X vers 0 , puisque, d'après la condition de différen-
tiabilité (6) au point x (et indépendamment de la condition de conti
nuité de f sur S), 

f(x + \(x - x)) - f(x) > r T f / - w — \ F d 47- w - n i 

X T " ^ v f W ( x - x> =[dX f ( x + x { x ~ x ) ) J ^ o -
Et, réciproquement, la relation (7) implique, pour tout couple 

de points x , x de S tels que x soit intérieur à S, et pour tout 
scalaire X E [0, 1 [, 
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(î{x) 4 f(x + \ ( x - x)) + (1 - X) Vf(x + \ ( x - x))(x - x) 

(f(x) <c f(x + \ ( x - x)) - \ Vf(x + \ ( x - x))(x - x) 

(le point x + \ ( x - x) étant alors intérieur au convexe S), 
d'où l'on déduit, par combinaison linéaire à coefficients positifs X 
et (1 - X) , 

\f(x) + (1 - X) f(x) ^ f(x + \ ( x - x)). 

Si la fonction f est continue sur S, cette inégalité reste vraie 
quand x n'est pas intérieur à S, de sorte que la relation (1) se déduit 
de la relation (7). 

La condition (7) est d'ailleurs un cas particulier de la condition (5). 

Elle montre que toute fonction affine tangente ò une fonction 
concave en donne une approximation par excès, ce qui correspond au 
fait que la courbe représentative d'une fonction concave d'une va
riable réelle est entièrement située au dessous de ses tangentes. 

On déduit immédiatement de la condition (7) que, si f est une 
fonction concave définie sur un convexe S et di f ferenti able en un point 
x e s , 

(7 P) [Vf(x) (x - x) < 0] i» [f(x) - f(x) ^ 0 ] si x G S 

(7 q) [Vf(x)(x - x) <0] = > [f(x) - f(x) <0] si x G S 

[Les propriétés (7P) et (7 q) caractérisent respectivement les 
fonctions pseudo-concaves sur S en x et les fonctions quasi-concaves 
sur S en x [14] (la relation (7 q) se déduit de la relation (2q) 
où l'on fait tendre X vers 0 , et une fonction f di f ferenti able sur 
un convexe S est quasi-concave sur S si, et seulement si, elle 
vérifie (7q ) pour tout x G S) . 

Il en résulte que toute fonction f differentiate sur un convexe 
S et pseudo-concave sur S (en tout point de S) est quasi-concave 
sur S (et même strictement quasi-concave sur S [14]). Mais, pour 
que (7P) implique (7 q ) , en un point x G S , il faudrait remplacer, dans 
le second membre de (7 q), le signe < par ^ . ] 

Une fonction f , di f ferenti able en tout point d'un domaine convexe 
ouvert S , est concave sur S si, et seulement si, pour tout couple 
de points x , x de S , 

(8) (Vf(x) - Vf (x)) (x - x)4 0 
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En effet, la relation (7) appliquée aux points x et x (inté
rieurs à S) donne 

(~ Vf(x) (x - x) - f(x) + f(x) « 0 , 

\ - Vf(x) (x - x) - f(x) + f(x) « 0 , 

d'où la relation (8) se déduit par addition. 

Et, réciproquement, la relation (7) se déduit de la relation (8) 
puisque, d'après la formule des accroissements finis appliquée à la 
fonction X o > f(x + \ ( x - x)) sur l'intervalle [ 0 , 1 ] où elle est 
continue et derivable (la dérivabilité aux bornes n'étant d'ailleurs 
pas nécessaire) , 

f(x) - f(x) = U f(x + Mx - x)) = Vf(x + 8(x - x)) (x - x) 
|_ d A- jA = 6e]o.l[ 

avec 0 < 9 < 1 , d'où, compte tenu de (8), 

f(x) - f(x) - Vf(x)(x - x) = (Vf(x + 9(x - x)) - Vf(x))(x - x M 0. 

La condition (8) resterait d'ailleurs nécessaire et suffisante 
pour que la fonction f soit concave sur S, si S était un domaine 
convexe quelconque de Rm, pourvu que f soit supposée di f ferenti able 
en tout point intérieur a S et continue sur S. 

La condition (8) peut encore être exprimée, de façon équiva
lente, sous la forme suivante : 

Pour tout z G R™ et tout couple de scalaires \ l t \ 2 tels que 
(x + \ j z ) et (x + ^2 Z) soient intérieurs ò S , 

(9) [Xi ^ X2] = > [Vf(x + \ l Z ) z > Vf(x + X2z) z ] 

Les conditions (8) et (9) correspondent au fait qu'une fonction 
derivable d'une variable réelle est concave si, et seulement si, sa 
fonction dérivée est non-croissante. 

2.3. Cas des fonctions concaves deux fois differentiables. 

Supposons maintenant la fonction f deux fois différentiable en 
tout point x intérieur ò son domaine de définition convexe S . 

Cela revient à supposer que, pour tout point x intérieur à 
S , il existe un covecteur Vf(x) de Rra , et une matrice carrée 
V2f(x) de format (m , m) qui peut toujours être prise symétrique, 
tels que 
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(10) f(x) = f(x) + Vf (x ) (x -x ) x)' V 2f(x)(x - x)+ o 2 ( x - x),VxGS 

(x - x)' désignant le vecteur ligne transposé du vecteur colonne 
(x - x) , et la fonction o 2 du vecteur (x - x) étant telle que, 

si ||x - x | | désigne une norme de (x - x) , le scalaire ~°;r^— 
1 , 5 ||x - x | | 2 

tend vers 0 avec ||x - x || c 'est-à-dire quand x tend vers x : 

i• o 2 ( x - x) 
F ^ T u f • 0 • 

On sait qu'alors la fonction f est continue au point x , 
qu'elle y admet des dérivées partielles premières et secondes par 
rapport aux variables x i , x 2 , . . . , x«, que V f(x) est le vecteur 
dérivé, ou "gradient", de la fonction f au point x , et que V 2f(x) 
est la matrice dérivée seconde, ou " hessien", de la fonction f au 
point x : 

Vf(x) = ( — .> y , J 
V B X l 3 x 2 3 x n / x = -x 

/ B2f 3 2f 32f \ 
/ 3x2 B X l 3 x 2 V X A 

/ B ' f ^ f \ 
V f(x) = —— ——y rr— 

^X2^Xi 3 x | ax 2 dX m 

\ * 2 f ^ . - A - / 
\ Bx.Bxj 3 x m 3 x 2 3 x 2 I =-

L'existence de toutes les dérivées partielles secondes de la 
fonction f au point x n'est pas en général suffisante pour que 
f soit deux fois différentiable au point x , même si la fonction f 
est continue en x . 

Pour qu'une fonction soit deux fois différentiable en un point, 
il suffit qu'elle admette, par rapport à toutes les variables, des 
dérivées partielles secondes continues au voisinage de ce point. On 
dit alors que cette fonction est deux fois continûment différentiable au 
point considéré. 

4 



50 

Une fonction f, deux fois differentia oie en tout point d'un do
maine convexe ouvert S , est concave sur S si, et seulement si, pour 
tout point x de S , la forme quadratique homogène z'V 2f(x)z de la 
variable z E Rm est se^i-définie négative, ce qui revient à dire 
que 

(H) z'V 2f(x)z 4 0 , V z E R m 

En effet, d'après la condition de double différentiabilité (10) , 

,2 j 
-772 f(x + Kz) = (Vf(x + \z)z) = z 'V 2 f (x U z ) z , V x + Kz E S . a A. a A 

Il en résulte que la condition (11) est équivalente au fait que, 
pour tout x E S , pour tout z E Rm et tout scalaire K tels que 
(x + Kz) soit intérieur à S , la fonction K - © - » (Vf(x + AZ) z) a 
une dérivée négative ou nulle, ou encore au fait que cette fonction 
derivable est non-croissante dans l'intervalle où elle est définie. 

La condition (11) est donc équivalente à la condition (9). Et 
elle resterait nécessaire et suffisante pour que la fonction f soit 
concave sur S , si S était un domaine convexe quelconque de Rm, 
pourvu que f soit supposée deux fois différentiable en tout point in
térieur b S et continue sur S. 

La condition (11) correspond au fait qu'une fonction deux fois 
derivable d'une variable réelle est concave si, et seulement si, sa 
fonction dérivée seconde est négative ou nulle. 

On voit en particulier, d'après la condition (11), qu'une forme 
quadratique définit une fonction concave dans l 'espace Rm si, et seu
lement si, elle est la somme d'une forme linéaire et d'une forme quadra
tique homogène semi-définie négative. 

Il est facile de vérifier directement cette importante proprié
té (souvent utile en calcul économique). Toute forme linéaire dé
finissant une fonction qui est à la fois concave et convexe, il suffit 
de considérer une forme quadratique homogène x 'Qx du vecteur 
x E Rm , où Q est une matrice carrée de format (m, m) qui 
peut toujours être prise symétrique. 

Or la condition de concavité (1), appliquée à x 'Qx, s'écrit 

((1 - K) x' + AX>) Q((l - K) x + Kx) > (1 - K) x'Qx + AX'QX , V KG fo , i l , 

ou 
Ml - A ) ( X ' Q X + x'Qx - x'Qx - x'Qx) ^ 0 , ï \ e [ 0 , l ] , 
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ou enfin 

(x - x ) ! Q(x - x ) « 0 , V ( x - x ) e R m , 

ce qui exprime bien que la forme quadratique homogène x ? Qx est 
semi-définie négative. 

[Rappelons qu'une matrice symétrique Q donne une forme quadra
tique x 'Qx semi-définie négative si, et seulement si, ses valeurs 
propres (qui sont toutes réelles) sont toutes négatives ounulles [10].] 

3. CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER POUR LES PROGRAMMES 
CONCAVES 

3.1. Lemmes fondamentaux de la programmation concave. 

Les trois lemmes qui vont être établis peuvent être considé
rés, d'une certaine manière, comme généralisant le lemme de 
Fourier, relatif au cas linéaire (voir le premier article du présent 
cahier), dans le cas de systèmes de relations faisant intervenir des 
fonctions concaves. Il faut toutefois observer que, pour de tels sys
tèmes, il n'est pas en général question de mettre en évidence leur 
impossibilité sous forme purement numérique, et que, de plus, les 
conditions nécessaires et les conditions suffisantes d'impossibilité 
doivent en général être dissociées. 

3.1.1. Lemme 1.- Conditions nécessaires dr impossibilité. 

Soit un système de (t + n + p) relations portant sur une va-

/ M 
riable vectorielle x = 2 6 R " , qui peut a priori décrire une 

\ X m I 
partie convexe non vide S de Rm (éventuellement S = Rm) : 

/ f r ( x ) > 0 pour r € ( l , 2 O j l e s f o n c t i o n s f r e t g j 

(A c) ) gj(x) > 0 pour j GO. , 2 , . . . , n} y étant concaves sur S 

/ M o i l e s fonctions h k étant 
^h k(x) = 0 pour k € { l , 2 , . . . , p} , linéaires affines sur S 

Si le système (A c) n'admet pas de solution x G S , il existe 
des multiplicateurs scalaires non tous nuls 

(Yi, Y 2 , . . . , Y t ) ^ 0 , (llt X 2 \) > 0 , (fi!, P a Pn> * 
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qui, affectant respectivement les (t + n + p) relations du système 
(A c) , permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 
(concave) l telle que 

l(x) = I Yr fr(x) + X \jgj(x) + I £ k hk(x) * 0 , V x e S 
r j J J k 

En effet, soit T l'ensemble (non vide) des points 

(a, b , c) = (a x , a 2 , . . . , a t , bl3 b 2 , . . . , b n , c w c 2 , . . . , c p ) e R t + n + p 

tels qu'il existe au moins un point x E S vérifiant les (t + n + p) 
relations : 

/ f r (x) > a r pour r E {1 , 2 , . . . , t } , 

)gj (x) ^bj pour j E { 1 , 2 , . . . , n } , 

/ h k ( x ) = c k pour kE { 1 , 2 , . . . , p } . 

L'ensemble T est une partie convexe non vide de R t + n + p 

parce que 

£(a>. b ' . C) e T J _ J ( 1 _ X ) ( a l < b l < c l ) + x ( a l j fa2) c 2 ) e T l j 

^ ( a 2 , b 2 , c 2 ) G T ) L V \ e t O . U J 

comme on le voit immédiatement à partir des propriétés des fonc
tions concaves f r et gj et des fonctions linéaires affines h k , 
compte-tenu de la convexité de S , 

/ [ f r ( x 1 ) > a r

1 et f r ( x 2 ) > a 2 ] = > 

( [f r((l - \)xl + \ x 2 ) > (1 - \ ) f^x 1 ) + Kîr(x
2) > (1 - \)a> + \ a 2 ] , 

)\gj(xl)>b) et g J ( x 2 ) > b j ] = * 

\ [ g j ( ( l - Mx 1 + \ x 2 ) » (1 - \ ) gjfx1) + \ g j ( x 2 ) > (1 - \ ) b'j + Xbj2, 

/ M x 1 ) = c 1 et h k(x 2) = c 2 ] = ^ 

^ [^((1 - \ ) X ' + \ x 2 ) = (1 _ X) ^ ( x 1 ) + Xh k(x 2) = (1 - \)c> + \c j j ] . 

De plus, si le système (A c) n'admet pas de solution x G S , 
l 'ensemble convexe non vide T C R t + n t p ne comprend pas l'origine. 

file:///etO.U
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D'après l'un des théorèmes de séparation des domaines con
vexe [5], il existe donc, dans l 'espace vectoriel R + n + P , un hyper-
plan passant par l 'origine et tel que le domaine T soit tout entier 
situé (au sens large) d'un même côté de cet hyperplan. 

Cela revient à dire qu'il existe t + n + p coefficients 

Yr' * Pi n o n t o u s n u l s t e l s c > u e 

Z Yr a r + S bj + X fik c k < 0 , V (a , b , c) e T. 
r j k 

De plus, puisque tout point (a, b , c) tel que a r < f r ( x ) , 
b j ^ g j ( x ) , c k = h k(x) , x étant un point quelconque de S , appar
tient à T , on voit, en donnant aux a r et aux bj des valeurs 
négatives très grandes en valeur absolue, que 

Y r ^ 0 pour r E { 1 , 2 , . . . , t } , Àj^O pour JE (1 , 2 , , 1 ( J n } , 

et l'on voit, en donnant aux a r des valeurs tendant inférieurement 
vers les f r ( x ) , et aux bj des ^ l e u r s égales aux gj (x) , que 

Ç Yr fr(x) + I \jgj(x) 4- I flk h k(x) 4 0 , Vx E S . 

Le lemme 1 est ainsi complètement établi. 

Remarque complémentaire. - Chacune des (t + n + p) relations du 
système (A c) définit une partie convexe (éventuellement vide) de 
S C R™ , et, puisque le système (A c) n'admet pas de solution x E S , 
l'intersection de ces (t + n + p) ensembles est vide. 

S i t + n + p > m + l, il résulte du théorème de Helly [5] qu'il 
existe (m + 1) de ces parties convexes de Rm dont l'intersection est 
vide, c 'est-à-dire que l'on peut extraire du système (A c) un sys
tème de (m + 1) relations n'admettant pas de solution x E S. 

Il existe donc toujours une combinaison linéaire Z(x) possédant 
les propriétés indiquées dans le Lemme 1, et faisant intervenir au plus 
(m + 1) des relations du système (A c) avec des multiplicateurs non nuls. 

Relations d'exclusion. - Si le système (A c) n'admet pas de solution 
x E S , mais que, pour une combinaison linéaire l(x) possédant les pro
priétés indiquées dans le Lemme 1, le système 

Î
f r (x) ^ 0 pour tout r | y r > 0 

gj(x) > 0 pour tout j |Xj > 0 

h k(x) = 0 pour tout k | ] I k / 0 
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admette une solution x E S , il résulte immédiatement du Lemme 1 
que l (x) ^ 0 , et du fait que x est solution du système (B c) que 
l{x) > 0 , chacun des termes de Z(x) étant positif ou nul. 

Donc Z(x) = 0 et chacun des termes de l(x) est nul. (On peut 
observer qu'en un tel point x , la fonction concave l atteint son 
maximum pour x E S. ) 

Ainsi ( f r (x ) = 0 pour tout r |Y r>0 , 

(gj (x) = 0 pour tout j | Xj >0 , 

ou, sous une forme équivalente, 

( Yr fr (x) = 0 pour tout r E {1 , 2 , . . . , t } 

/ Xj gj(x) = 0 pour tout j E {1 , 2 , . . . , n } 

Ce sont les relations d'exclusion. Elles s'appliquent, en particu
lier, o toute solution x E S , s'il en existe, du système (A c) que l'on 
obtient, à partir du système (A c ) , en remplaçant toutes les inégalités 
au sens strict f r(x) > 0 par des inégalités au sens large f r(x) ï> 0 . 

Toute solution x E S du système (A c) doit donc annuler, en 
plus des fonctions h k , chacune des fonctions fr et gj qui fi
gurent, avec un multiplicateur strictement positif, dans une com
binaison linéaire l (x) possédant les propriétés indiquées dans le 
Lemme 1 . 

3 .1 .2 . Lemme 2 , - Conditions suffisantes d'impossibilité. 

~~" Soit un système de (t + © + p) relations portant sur une va-

riable vectorielle x = 2 E Rm , qui peut a priori décrire une 

\ x * l 
partie non vide S de R (éventuellement S = R ) : 

f f r (x) >0 pour r E {1 , 2 , . . . , t } 

(A) I gj(x) > 0 pour j E {1 , 2 , . . . , n} 

(h k (x ) = 0 pour k G (1 , 2 , . . . , p} 

S'il existe des multiplicateurs scalaires 

(Yi , V • • • > Y t )^0 non tous nuls, (Xx, X 2 , . . . , Xn) >. 0, (pi, pa, . . . , p[p), 
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qui, affectant respectivement les (t + n + p) relations du système 
(A) , permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 
l telle que 

I Z(x) = I Yr f r(x) + I Xj gj(x) + I JIk hk(x) 40 , V x G S 
I r j k 

le système (A) n'admet pas de solution x E S . 

En effet, s'il existait un point x G S qui soit solution du sys
tème (A), on aurait, pour tout système de multiplicateurs vérifiant 
les conditions posées dans le Lemme 2, et en particulier la condi
tion selon laquelle les multiplicateurs Yr affectant les inégalités 
strictes f r(x) > 0 ne sont pas tous nuls, 

S Yr fT(x) + I \ j g j ( x ) + S fik hk(x) > 0 , 
r j k 

ce qui est contradictoire avec l'existence d'une combinaison linéaire 
l(x) 4 0 , V x G S . 

La démonstration (très élémentaire) du Lemme 2 n'exige donc aucune 
hypothèse restrictive sur le domaine S C Rm, ni sur les fonctions 
fr, gj, hk. Mais le Lemme 2 s'applique, bien entendu, en particulier 
au système (A c) du Lemme 1 (défini sur un domaine S convexe). 

Le Lemme 1 et le Lemme 2 peuvent ainsi conduire à des con
ditions nécessaires et suffisantes d'impossibilité d'un système tel 
que (A c ) , dans les cas où sont remplies certaines "conditions de 
qualification" permettant d'affirmer que, si le système est impos
sible, il existe une combinaison linéaire l(x) possédant les pro
priétés indiquées dans le Lemme 1 et faisant intervenir une inéga
lité stricte avec un multiplicateur non nul. Tel est l'objet du Lemme 3. 

3.1.3. Lemme 3. - Condi tions nécessaires et suffisantes d'impossibilité. 

Soit un système de (t + n + p) relations portant sur une va-

l ' A • 

riable vectorielle x = 2 G R > qui peut a priori décrire une 

W / 
partie convexe non vide S de R , possédant un intérieur, 

(îT(x) > 0 pour r G {1 , 2 , . . . , t } ) i e s fonctions fr et gj 

( A c ) ) g. (x) » 0 pour j G {1 , 2 , . . . , n } ) ' é t a n t concaves sur S 

/h k (x) = 0 pour k E {1 , 2 , . . . , p} , l e s onctions h k étant 
l linéaires affines sur S 
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tel que le système suivant de (n + p) relations 

l gj(x) >0 pour tout j tel que g. ne soit pas linéaire 
\ J affine sur S ( j e J c)

 J 

, . / g.(x) ^0 pour tout j tel que g. soit linéaire affine 
( A c ) J sur s (j e j . ) 

/ hk(x) = 0 pour tout k , les h k étant linéaires affines 
sur S (k E K)  

admette une solution x* intérieure à S (x* est nécessairement 
intérieur à S si S = Rm , ou si S est un ouvert de Rra ) . 

Alors le système (A c) n'admet pas de solution x E S si, et 
seulement si, il existe des multiplicateurs scalaires 

( l1y y2 > • • • * Y t) ^ 0 non tous nul s 
(on peut supposer yl + y 2 + . . . + y t = 1) , 

(^i, X 2 , . . . , ~ n ) > 0 , (p!i, Jx2> . . . , ÏÏP) , 

qui, affectant respectivement les (t + n + p) relations du système 
(A c ) , permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 
(concave) l telle que 

l(x) = S Y rf (x) + S Xj gj(x) + I JI kh k(x) s < 0 j x G S 
I r j J k _ _ 

Compte tenu du Lemme 2, il reste seulement à montrer, pour 
établir le Lemme 3, que si le système (A c) considéré n'admet pas de 
solution x E S , il existe une combinaison linéaire l(x) qui, pos
sédant les propriétés indiquées dans le Lemme 1, fait de plus in
tervenir l'une au moins des inégalités strictes f r(x) > 0 avec un 
multiplicateur Yr non nul. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Alors tous les multiplica
teurs Yr sont nuls dans les combinaisons linéaires l(x) dont 
l'existence est garantie par le Lemme 1. Il existe donc des multi
plicateurs non tous nuls 

(^i, *-2,...,K)>0 , (fli , P 2 1 . . . Ì PP) > 

tels que 

l(x) = I Xj gj (x) + I p k h k(x) < 0 , V x E S . 

Mais alors l'existence d'une solution x*E S du système (AJ.), 
dont les (n + p) relations interviennent seules dans la combinai-
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son linéaire l(x) , implique, d'après les relations d'exclusion (voir 
§ 3 .1 .1) , la nullité de Z(x*) et de chacun des termes de l (x*) . 

Ainsi [g.(x*) > 0] = ^ [JCj = 0], 
et, en particulier, X^ = 0 pour tout j E Jc. 

La fonction l est donc une combinaison linéaire des seules fonc
tions linéaires affines du système (AJ,). C'est donc une fonction li
néaire affine, nulle au point x* , quia été supposé intérieure S, 
et négative ou nulle pour tout x E S . Il en résulte que l est une 
fonction nulle pour tout x E S . 

Il existe donc des multiplicateurs non tous nuls Xj >0 (j E J a) 
et Pk(k E K) tels que 

l(x) = S Xj g j ( x ) + S (l k hk(x) = 0 , V x E S 
j k 

Soit Ja

X C J a l 'ensemble des indices j tels que X$ > 0 , et 
Card Jl = n1 . 

Soit K1 C. K l'ensemble des indices k tels que jl k ^ 0 , et 
Card K 1 = P l . 

Alors , d'après l'analyse précédente, si nx + p1 > 2 , 

f B j W > 0 pour ] 6 J ' ) f B l W . O pour i ^ i ) 5 * % % des j 
(hk(x) = 0 pour kGK1) (hk(x) = 0 P o u r kEK) (égalités précédentes) 

Orc en déduit une démonstration du lemme 3 par récurrence sur le 
nombre q ^n x + p x des relations linéaires du système (AJ) déduit du 
système (A c) . 

En effet, puisque les multiplicateurs Xj et flk ne sont pas 
tous nuls, nl + Pi> 0 . Et, puisqu'aucune des fonctions linéaires 
affines gj et h k n'est nulle pour tout x E S , n1 + p x > 1 . On 
arrive donc b une contradiction si le système (A') comprend 0 ou 1 re-
lation linéaire, et le lemme 3 est ainsi établi dans ce cas. 

Faisons alors Vhypothèse de récurrence selon laquelle le Lemme 
3 reste vrai si le système (AJ,) comprend au plus q relations li
néaires, et montrons que, sous cette hypothèse, il est encore vrai 
si (A c) comprend (q + 1) relations linéaires. 

S'il en était autrement, l'analyse précédente s'appliquerait à 
un système (A ) tel que (Ay comprenne (q + 1) relations linéaires. 
Il existerait alors une combinaison linéaire l(x) nulle pour tout 
x E S : 

l(x) = S Xj g j ( x ) + S jl k hk(x) = 0 , V x E S . 
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Et l'on obtiendrait des systèmes (A*)(A'C*) équivalents aux sys
tèmes (A C)(A9 en supprimant l'une des (n x + Pj) relations linéaires 
de (A£) qui interviennent avec un multiplicateur non nul dans l(x) , 
et en transformant en égalités les nl ou (r^ - 1) inégalités con
servées parmi ces (nl + p x) relations. 

Puisque le système (A'c*) comprend une relation linéaire de 
moins que le système (A£), soit q au lieu de (q + 1) , l 'hvpo-
thèse de récurrence permet d'appliquer le Lemme 3 au système (A c), 
qui en vérifie toutes les hypothèses en même temps que le système 
(A c ) . Il existe donc une combinaison linéaire l*{x) possédant vour le 
système (A c ) les propriétés indiquées dans le Lemme 3. 

Il se peut cependant que l*(x) ne possède pas toutes ces pro
priétés pour le système (A c ) , si certains des multiplicateurs affec
tant les inégalités linéaires de (A c) transformées en égalités dans 
(AJ sont négatifs dans l*(x) . Mais, puisque les multiplicateurs af
fectant ces inégalités sont tous strictement positifs dans la combi
naison linéaire l(x) , nulle pour tout x E S , il suffit alors d'à jou
ter a l*(x) le produit de l(x) par un facteur p réel positif assez 
grand pour obtenir une combinaison linéaire [l (x) +pZ(x)] possédant 
pour le système (A c ) les propriétés indiquées dans le Lemme 3. 

Le Lemme 3 est ainsi établi, par récurrence, dans le cas gé
néral. 

Remarques. - La démonstration précédente montre que le Lemme 
3 resterait vrai si les inégalités strictes du système (A<1) restaient 
strictes dans le système impossible (A c ) , c 'est-à-dire si (A c) s 'ob
tenait par adjonction des t inégalités strictes f r(x) > 0 aux (n 4- p) 
relations de (Ai). 

Mais il est essentiel que les inégalités linéaires de (A£) restent 
écrites au sens large dans (A c ) , même si elles pouvaient être écrites 
au sens strict dans (AJ) sans que ce système cesse d'admettre une 
solution x* intérieure à S . 

Dans le cas particulier intéressant où les n fonctions sont 
toutes linéaires affines, le système (A' c) est linéaire et ne comprend 
aucune inégalité stricte. 

3.2. Problème d'optimisation sous contraintes. 

On considérera ici le problème suivant, dit Problème [I c] 

l x A 

Déterminer un (ou plusieurs)"vecteur programme" x = 2 6R™ 
\ X m/ 
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maximisant la valeur f(x) d'une"fonction économique11lconcave f , 
sous les contraintes, supposées compatibles, 

Pb'"Ic"' (ë№ > 0 P o u r j E {1 , 2 , . . . , n }, les fonctions gs étant 
S concaves, 

(h k(x) = 0 pour k E { l , 2 , . . . , p } , les fonctions h k étant 
l inéaires affines. 

Les fonctions f , gj , h k sont supposées définies sur Rra 

(ce qui n'est d'ailleurs pas essentiel). 

Ces contraintes compatibles définissent une partie convexe 
fermée non vide C de Rra , puisque, d'après les hypothèses (voir 
§ 2. 1), les fonctions gj et h k sont continues sur Rm , et, pour 
tout scalaire \ E [ 0 , I] , 

/ [ g j ( x i ) ^ 0 et g . ( x 2 ) ^ 0 ] = = > 

\ [ g j ( ( l - \ ) x 1 + \x2) > (1 - X) g j(xM + ^gj(x2) > 0] , 

/ [ ^ ( x 1 ) =0 et h k(x 2) - 0 ] = > 

\ [h k ( ( l - \ )x* -f \x2) = (1 - A.) hk(xM + ?vhk(x
2) = 0 ] . 

Le Problème [ l c ] revient donc à maximiser la fonction concave f 
sur le convexe fermé non vide C C Rm . 

Si la fonction concave f , qui est continue sur Rra , est bornée 
sur le fermé C , elle y admet un supremum, qui est un maximum 
s'il est atteint en au moins un point x (il en est ainsi, en parti
culier, si le fermé C est borné). Le Problème [ l c ] admet alors 
au moins une solution x E C . De plus, tout maximum local de f 
est un maximum absolu (voir § 2 . 1 . ) . 

[Il suffirait de supposer les fonctions f, gj , h k définies sur 
une partie convexe S de Rm ouverte et contenant C , pour que 
les résultats donnés dans la suite restent valables.] 

3. 2 .1 . Théorèmes de base. 

Dire que le point x E Rm est solution du Problème [I c ] revient 
à dire que le système des (1 + n + p) relations 

(î(x) - f(x) > 0 , 

(I c) Jgj(x) * 0 , pour j E { 1 , 2 n } 

/h k (x) = 0 , pour k G {1 , 2 , . . . , p} 
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n'admet pas de solution x E Rra , tandis que le point x est solution 
du système (I c) que l'on obtient à partir du système (I c) en remplaçant 
l'inégalité au sens strict par une inégalité au sens large. 

Les trois lemmes fondamentaux établis au § 3. 1 conduisent 
alors, quand on les applique au système (I c), aux trois théorèmes 
suivants. 

Théorème 1.- Si le point x E Rm est solution du Problème [ I c ] , 
il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction 
Z telle que 

Z(x) = Yf(x) + I Xj gj(x) + I pk hk(x) $ Y f © , V x E Rm 

I k k  

C Y >0 ; \ 
a m C )"Xj>0 , gj(x)>0 , Xj gj(x) = 0 pour tout j ; > 

V h k(x) = 0 pour tout k . J 

D'après le Lemme 1 et les relations d'exclusion, le théorème 1 
exprime seulement que, si x est solution du Problème [ I c ] , les 
conditions nécessaires pour que le système (I c) soit impossible sont 
vérifiées et le point x vérifie les contraintes du Problème [ I c ] . 

[On a noté ici (Z(x) - Y f(x)) la combinaison linéaire qui était 
notée l(x) dans le Lemme 1.] 

Il est intéressant d'observer que la fonction l est une fonction 
concave sur Rm , et que l'inégalité encadrée exprime, compte tenu des 
relations d'exclusion, que l(x) atteint son maximum, Z (x) = Yf(x) pour 
x = x . 

Théorème 2,- S'i l existe un point x E Rm et des multiplicateurs 
seal aires 

Y , (\, X 2 , . . . , Xn) , (p1 , p 2 , . . . , ]Ip) 

qui vérifient les conditions posées dans le Théorème lt le multiplicateur 
Y relatif ò la fonction économique f étant de plus strictement po
sitif (ce qui permet de prendre y = 1) , le point x est solution 
du Problème [I c] (et cela, sans aucune hypothèse restrictive sur les 
fonctions ît g 3 l^) . 
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D'après le Lemme 2, le théorème 2 exprime seulement que 
x est solution du Problème [ I c ] si les conditions suffisantes pour 
assurer l'impossibilité du système (I c) sont vérifiées et si de plus 
le point x vérifie les contraintes du Problème [ I c ] , 

On déduit d'ailleurs immédiatement des conditions posées dans 
le Théorème 1 que x G C et que, pour tout x appartenant b C , 

c'est-b-dire tel que j [X\ ^ ' \ , 
(h k (x) = 0 , Vk) 

yf(x) « l(x) 4l(x) = yf(x)t 

d'oti, si y > 0, f(x) ^ f(x), 

ce qui établit à nouveau, directement, le théorème 2. 

Théorème 3.-SI les contraintes du Problème [ I c ] sont telles que 
le système des (n + p) relations 

( gj (x) > 0 pour tout j tel que gi ne soit pas linéaire affine 

< gj (x) ^0 pour tout j tel que gj soit linéaire affine 

( h k (x) = 0 pour tout k (les h k étant linéaires affines) 

admette une solution x* E Rm (ce qui est une "condition de qualifi
cation des contraintes11 du Problème [I c]) , 

- alors le point x E Rra est une solution du Problème [ I c ] si, 
et seulement si, il existe des multiplicateurs scalaires (éventuelle
ment tous nuls) 

X 2 , . . . , K) , (p!, p 2 , . . . , flp) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une " fonction 
de Lagrange" l telle que 

l(x) = f(x) + I \ j g j ( x ) + S p k h k(x) 4î(x) , Vx E Bm 

j k 

( Xj^O , g (x) ^0 , Xi gj(x) = 0 pour tout j ; ) 
avec \ ( 

/ h k (x) = 0 pour tout k . ) 

N .B . - Dans le cas particulier important où toutes les contraintes 
du Problème [ I c ] sont linéaires, elles vérifient la condition de quali
fication ci-dessus du seul fait qu'elles sont compatibles (le point x , 
par exemple, jouant alors le rôle du point x*) . 
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Cette condition est, d'autre part, vérifiée des que le domaine 
C C Rm défini par les contraintes du Problème [ I c ] possède un intérieur 
(tout point intérieur à C pouvant alors jouer le rôle du point x*) . 

D'après le Lemme 3, le théorème 3 exprime seulement que 
x est solution du Problème [I c] si, et seulement si, les conditions 
nécessaires et suffisantes pour assurer l'impossibilité du système 
(Ic) sont vérifiées (dans les cas où il existe de telles conditions) , 
le point x vérifiant de plus les contraintes du Problème [ l c l . 

Il est intéressant d'observer que la fonction l est une fonction 
concave sur Rm , et que l'inégalité encadrée exprime, compte-tenu 
des relations d'exclusion, que l(x) atteint son maximum Z(x) = f(x) 
pour x = x . 

3. 2 .2 . Première forme des conditions de Kuhn et Tucker. 

Le Théorème 3 du § 3 . 2 . 1 . établit, sous certaines conditions, 
l'équivalence entre un Problème de maximisation sous contraintes (Pro
blème [IJ) et un problème de maximisation sans contraintes d!une fonction 
de Lagrange (Problème [IIC]) qui peut être énoncé de la façon sui
vante : 

Déterminer un système de multiplicateurs scalaires 

(A-i » X 2 j . . . j \n) , (m-i, M>2 » • • • » M-p) > 

et un "vecteur programme"x E Rm , tels Que le vecteur x 
maximise sur Rm la valeur l (x) d'une "fonction de Lagrange"1  

l définie par 
Pb[II c] _ 

l(x) = f(x) + S I j gj(x) + 2 p k h k(x) 

( X j ^ O , g (x) >0 , XjgAx) = 0 pour tout j ) 
avec < J V 

( h k(x) = 0 pour tout k ) 

[d'où Z(x) = f(x)] . 

L 'équivalence entre le Problème [ I c ] et le Problème [ I I C L sous 
les conditions de concavité posées dans l'énoncé du Problème [I c] 
et sous la condition de qualification des contraintes posée dans le 
Théorème 3, exprime les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn 
et Tucker, sous leur première forme, pour les programmes concaves [12]. 
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Remarque. Il faut observer que les résultats ainsi obtenus sup
posent des conditions de concavité, mais non des conditions de diffé-
rentiabil ité, pour les fonctions f et gj (les fonctions linéaires 
affines h k étant évidemment différentiables). 

Si cependant la fonction de Lagrange l , qui est concave, est 
différentiable au point x , les relations (6) et (7) du § 2.2. (véri
fiées par les fonctions concaves différentiables en un point x) mon
trent que 

[Z(xKZ(x), V x G R a > = > VZ(x) = 0 ] « = ^ ^ =0 pour 16 {1,2 , . . . , m} 

[Il en résulte que l'on dispose alors de (m + n + p) égalités, 
en plus des 2n conditions de signe, pour déterminer les (m + n + p) 
inconnues scalaires du Problème [IIC] : (xu x2> ••• y xm) > P n ^ ^ ' m \ ) , 
(Pi. VL2»**»> P-p) • (Cela n'implique évidemment pas, a priori, que 
le problème en question ait une solution, ni qu'il ait une solution 
unique. ) 

Le point le plus délicat de cette résolution consiste à choisir, 
parmi les deux facteurs figurant dans chacune des n relations d'ex
clusion Xj gj(x) = 0 , celui qui doit être annulé (les deux facteurs 
peuvent d'ailleurs être nuls ensemble dans les cas de dégénéres
cence). Cela revient à déterminer, parmi les n inégalités gj (x) ^ 0 , 
quelles sont les contraintes bloquées par le programme optimum x , 
C'est ce qui est fait de façon méthodique, dans le cas des program
mes linéaires, par l'algorithme du simplexe. Et il ne peut, en gé
néral, être question de procéder de façon exhaustive aux 2n essais 
a priori nécessaires (du moins dès que n est assez grand).] 

Complément. Lorsque les Problemes[Ic] et [IIC] sont équivalents, il 
existe une classe de problèmes intermédiaires tous équivalents au Pro
blème [ I c ] . Ce sont les problèmes de maximisation, sous certaines des 
contraintes du Problème [ I c ] , d'une fonction de Lagrange faisant inter
venir les autres contraintes de ce problème. 

Si l'on désigne 

- par {J , J2> une partition de l'ensemble J = {1 , 2 , . . . , n} , 

- par {K x , K 2 } une partition de l'ensemble K = {1 , 2 , . . . , n } , 

un tel Problème intermédiaire [IIIC] peut être énoncée de la façon 
suivante : 

Déterminer un système de multiplicateurs scalaires 

Â.j pour j E Ji , jl k pour k G Ki , 
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et un "vecteur programme" x G Hra , tels aue le vecteur x 
maximise sur Rra la valeur Zx(x) d'une "fonction de Lagrange" 

Pb[III c] lx définie par 

Z(x) = f(x) + Z Xj gj(x) + Z p khk(x) 

( X ^ O , g j (x )^0 , Xj gj(x) = 0 pour jGJ i ) 
avec < v 

v h k(x) = 0 pour k G K x ) 

[d'où Z^x) = f (x)] , 

sous Zes contraintes 

( g.(x) £ 0 pour j G J 2 , 

( h k(x) = 0 pour k G K 2 . 

Dire que le point x G R™ est solution du Problème [IIIC] re
vient à dire qu'il existe une fonction de Lagrange Zi telle que 

(gÀx) > 0 pour j G J 2 ) 
) , x > — ^ > [ Z / X ) <z t(x) = f(x)] , 
(h k(x) = 0 pour k G K 2 )

 1 1 

le point x vérifiant de plus toutes les contraintes du Problème [ICL 

Or un raisonnement analogue à celui qui a été employé au 
§ 3. 2. 1 pour démontrer directement le Théorème 2 montre que : 

- si x est solution du Problème [IIC] , il suffit de supprimer 
dans la fonction de Lagrange Z (x) les termes relatifs aux indices 
j G J 2 et k G K 2 pour obtenir une fonction Zx(x) , qui est une 
fonction de Lagrange du Problème [IIIC], telle que, pour tout x véri
fiant les contraintes de ce problème, on a 

h(x) < Z(x) * l(x) = f(x) = Zi(x) , 

de sorte que x est solution du Problème [IIIC] ; 

- si x est solution du Problème [ I I I C ] , on a, pour tout x vé
rifiant les contraintes du Problème [ l c ] , 

f(x) < h(x) < Zx(x) = f(x) , 

de sorte que x est solution du Problème [ I c ] , 
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Ainsi 

[x solution de P b I I c ] = > & solution du PbIIIJ=>[x solution du Pb IJ 

ce qui établit l'équivalence des Problèmes [I c ] , [IIC] et [III c] dans 
tous les cas où les deux premiers problèmes sont équivalents. 

Il en résulte que, dans l 'application des conditions de Kuhn et 
Tucker, on peut n' introduire dans la fonction de Latrante que certaines 
des contraintes du problème initial, en conservant explicitement les 
autres, (On a souvent intérêt à conserver explicitement les condi
tions de signe.) 

On voit ainsi comment la suppression d'une contrainte expli
cite peut être, d'une certaine manière, "compensée" par l'intro
duction d'un terme supplémentaire dans la fonction économique à ma
ximiser. 

3.2. 3. Seconde forme des conditions de Kuhn et Tucker. 

Il est possible de mettre les Problèmes [IIC] et [IIIC] sous une 
forme particulièrement élégante, qui a été proposée par Kuhn et 
Tucker [12], et qui fait jouer des rôles analogues aux coordonnées 
du vecteur programme x, d'une part, et aux multiplicateurs , 
d'autre part. 

Le Problème [ I I C ] est entièrement équivalent au Problème [IVC] 
suivant : 

Déterminer deux "vecteurs multiplicateurs" 

X = (X x, X 2 , . . . , K) >0 , p = (pi, p 2 , . . . , pp) , 

et un "vecteur programme" x G Rm , tels awe "la fonction de 
Kuhn et Tucker" t des variables vectorielles x et X\ \i , 
définie par 

Pb [I V c ] |— 
t(x, X, u.) = f(x) + S Xj gj(x) + Ç ^ k h k (x) 

^ J k 

présente un " co l " au point x , X , p sous les contraintes 
X > 0 , c'est-a-dire tels que 

VxG Rm , t(x, X , ]I) <t (x , X,Jx) <t(x, \ , \x) , V(A., ^ )|X > 0 

5 
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En effet, la double inégalité précédente équivaut aux deux éga
lités suivantes (où les troisièmes membres, placés entre crochets , 
sont seulement donnés pour rappeler un résultat classique) : 

( t(x, A.. Il) = max t(x, X, ll) I = min max t(x, X, u) I , 
\ xeRm |_ (A.M)jA ô xcRm J 

( t(x, X, Jx) = min t(x, X, \x) I = max min t(x, \ , \i) I . 
X (A.m)|Â o |̂  x e Rm (a,u)|a^o J 

La première égalité exprime que la fonction de La^ranie l 
définie par l (x) = t(x, X , ¡1) présente un maximum au point x , pour 
x e Rm. 

La seconde égalité exprime que la fonction linéaire affine <\> 
définie oar <\){X, fi) = t(x, X, \i) présente un minimum au point ( \ , Jx) , 
pour (X, \i) tel que X>Q . Il est équivalent de dire que, dans 
cette fonction (\j , les coefficients gj(x) des multiplicateurs X^ 
doivent être nuls si Xj>0 (\j pouvant_ alors croître ou décroître 
à partir de Xj) , positifs_ ou nuls si Xj = 0 {X^ ne pouvant alors 
que croître à partir de Xj) , et les coefficients h k(x) des multipli
cateurs \ik doivent être nuls. On obtient ainsi les conditions : 

(Xj ^ 0 , g.(x) > 0 , Xj gj(x) = 0 pour tout j } 

( h k(x) = 0 pour tout k ) 

L'équivalence des Problèmes [II C] et [IVC] en résulte. 

De même, et plus généralement, le Problème [IIIJ est entièrement 
équivalent au Problème [V c] suivant : 

Déterminer deux "vecteurs multiplicateurs" 

X ( 1 ) = (Xj | j e Ji) ^ o , = (M-k | k e , 

et un "vecteur programme" x E R ; tels que la "fonction de 
Kuhn et Tucker" 1 1 des variables vectorielles x ( 1 ) et X(1\ 
définie Dar 

I t x (x , X(l\ u. (1)) = f(x) + I \ jg j (x ) + I ^ikhk(x) 

rTT n présente un "co l" au point x, X(1), sous les contraintes 
PbLVcJ 

f g j ( x ) » o pour j e j 2 , e t x < 1 ) ^ Q j 

(h k(x) = 0 pour k E K 2 , ( 
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c'est-b-dire tels que 

tx(x, W\ ~ > ) < t^x, X 7 1 1 , [P") < t t (x , , ^d) ) , 

Î
g.(x) >0 pour j € J 2 ) 

( , et V U ( 1 \ > 0 

h k(x) = 0 pour k e K 2\ 

L'équivalence entre le Problème [ I c ] et le Problème [IVC] ou le 
Problème [V c ] , sous les conditions de concavité posées dans l'énoncé 
du Problème [ l c ]e t sous la condition de qualification des contraintes 
posée dans le Théorème 3 du § 3 . 2 . 1 , exprime les conditions néces
saires et suffisantes de Kuhn et Tucker, sous leur seconde forme, pour 
les programmes concaves* 

Application au cas de la programmation linéaire. 

Bien que la théorie de la dualité des programmes linéaires 
puisse être faite de façon élémentaire à partir du lemme de Fourier 
(voir le premier article du présent cahier), il est intéressant d'ob
server qu'elle résulte aussi très simplement des conditions de Kuhn 
et Tucker, sous leur seconde forme, les programmes linéaires 
étant des programmes concaves particuliers. 

Soient en effet les deux programmes linéaires en dualité, sous 
forme canonique, qui ont été considérés au §3 ,1 du premier article : 

/ x A ^ b / A y ^ c 
1(1,m) (m,n) (l,n) L (m,n) (n, 1) (m-!) 

/tx ) x ^ 0 / y ^ 0 
(I) ((L") (l.m) (II) ( (n.l) (n,l) 

x c minimum b y maximum 
(l.n>) (». 1) (l.n) (n.l) 

D'après les conditions de Kuhn et Tucker, où l'on conserve 
explicitement les contraintes de signe, chacun de ces deux programmes 
est équivalent au problème de "col" suivant : 

i y \ 

Déterminer deux vecteurs x = (xt, x 2 , . . . , x j et y = 

tels que la "fonction de Kuhn et Tucker"des variables vectorielles 
x et y, défini par 
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t(x, y) = xc - x Ay + by = xc - (xA - b)y = x(c - Ay) + by 

présente un " co l " au point x , y sous les contraintes x ^ 0 et 
y > 0 , c'est-b-dire tels que 

Vy >' 0 , t(x, y) « t(x, y) S t(x, y) > V x ^ 0 

[Le vecteur y joue le rôle de "vecteur multiplicateur" pour 
le programme (I), tandis que le vecteur x joue ce rôle pour le 
programme (II).] 

Les relations d'exclusion s'écrivent 

(xA - b) y = 0 et x(c - Ay) = 0 , 

de sorte que - 
t(x, y) = xc = by 

ce qui établit le théorème fondamental de dualité [ 1 6 ] . 

[On formerait de même, sans difficulté, le problème de "co l " 
équivalent à chacun des deux programmes linéaires en dualité 
(I g) et (Ilg), sous forme générale, qui ont été considérés au § 3 , 3 . 
du premier article. 

3 .2 .4 . Application b un exemple. 

1 1 0 1 §oit a déterminer un vecteur x = ( X l ) E R2 > maximisant 
X 2 

f(x) = - ( X l + l ) 2 + X 2 

sous les contraintes 

( g x(x) = x x max { - x x , 0} - x 2 ^ 0 

) g 2(x) = x 2 > 0 

x 2 

v4» I 

% \ \ I x H 

| V l M " = 1 v 

№ . . f 
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Les fonctions f , g 1 , g? sont définies sur R 2 . La fonction 
f est concave, la fonction g 2 est linéaire, et, puisque 

s (x) - i ~ x ? " x 2 P ° u r x i * 0 

6 1 l - X 2 pOUr Xj ^ 0 ' 

la fonction g x est concave. 

Les fonctions f, gv g 2 sont de plus différentiables en tout 
point. 

Mais la condition de qualification des contraintes posée dans le 
Théorème 3 du § 3 , 2 , 1 , n'est pas vérifiée, puisque le domaine C G R 2 

défini par les contraintes se réduit à l'ensemble des points x tels 
que x1 > 0 et x 2 = 0 (c 'est-à-dire, graphiquement, le demi-axe 

OXÌ) , de sorte que le système j g 1 ^ ) > o j n ? a p a s d e s o l u t i o n 

(alors que la fonction gl n'est pas linéaire affine). 

Il est évident, algébriquement ou graphiquement, que la fonction 

f atteint son maximum sur C au point x = (jj ) , qui est donc la 

solution du problème. 

Conformément au Théorème 1 du § 3.2._1., il existe des mul
tiplicateurs scalaires non tous nuls, Y , hlt ^2 ^ s °x u e 

l(x) = Y [-(x! + l ) 2 + x 2 ] + X1 [x x max {-xlf 0} - x 2 ] + X 2 x 2 ^ l (x), 

V x e R2 , 
avec 

( Y > 0 ; \ 

<XX > 0 , Xi max i - x l , 0} - x 2 ^ 0 , \ l [xjmax {- xl9 0 } - x 2 ] = 0 ; i 

C^2 > 0 , x 2 > 0 , X2 x 2 = 0 . ) 

On voit sans peine [par exemple en annulant les dérivées par
tielles de Z(x)] que ces conditions sont vérifiées, si, et seulement s i , 

(x i ^ 0 , ( y = 0 , 
) avec l _ 
/ x 2 = 0 , { \ t = \ 2 . 

Il n'existe donc pas de fonction de lagrange (avec Y > 0) dont 
la maximisation donne la solution du problème. Et les conditions pré
cédentes sont nécessaires, mais non suffisantes, pour que x soit 
solution. (En fait, elles sont vérifiées par tout point du domaine C 
défini par les contraintes. ) 
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2° On pourrait poser le même problème d'une manière plus simple, 
en définissant le domaine C par les contraintes linéaires 

(g(x) = xi > 0 

(h(x) = x 2 = 0 

Ces contraintes, équivalentes aux précédentes, présentent 
l'avantage de vérifier la condition de qualification posée dans le 
Théorème 3, du seul fait qu'elles sont linéaires et compatibles. Et 
l'application des conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et 
Tucker permet de remplacer le problème posé par le problème équivalent 
suivant : 

Déterminer des multiplicateurs scalaires X , \i et un vecteur 
x E R2 tels que x maximise sur R2 la valeur Z(x) d'une fonc
tion de Lagrange l définie par 

Z(x) = ~(x1 + l ) 2 + x 2 + Xxx + p x 2 , 

( \ >/ 0 , x ^ O , \ x, = 0 ) 
avec 1 { 

( x 2 = 0 ) 

On voit sans peine que ces conditions sont vérifiées si, et seu
lement si, 

( xi = 0 I ( 1 = 2 , 
) avec \ _ 
( x 2 = 0 (p. = -1 . 

Elles donnent donc bien la solution unique du problème posé. 

| 3°| Considérons maintenant le problème déduit de celui posé en 1° 
par suppression de la seconde contrainte x 2 ^ 0 . 

Alors l'unique contrainte conservée vérifie la condition de qua
lification posée dans le Théorème 3, puisque le domaine qu'elle 
définit dans R2 possède un intérieur. Et l 'application des conditions 
de Kuhn et Tucker permet encore de remplacer le problème par le problème 
équivalent suivant : 

Déterminer un multiplicateur scalaire K et un vecteur x E R 2 

tels que x maximise sur R2 la valeur l(x) d'une fonction de 
Lagrange l définie par 

l(x) = -(xl + l ) 2 + x 2 + X [xi max { - x ^ 0} - x 2 ] , 

avec 

X > 0 , Xi max{ -xl3 0 } - x 2 > 0 , X [xl max { - x x , 0 } - x 2 ] = 0 . 
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On voit sans peine [par exemple en annulant les dérivées par
tielles de l(x)] que ces conditions sont vérifiées si, et seulement s i , 

< avec X = 1 . 

(* a = ~ I 

Elles donnent ainsi la solution unique du problème. (Il est d'ail
leurs facile de retrouver cette solution graphiquement. ) 

3.3. Problème de recherche de "programmes maximin". 

On considérera ici le problème suivant, dit Problème [VIC] , 
qui généralise le Problème [ i j considéré au § 3. 2. : 

r . £ \ 

Dé terminer un (ou pl usieurs) "vecteur programme n x =] * E R , 
\ x m / 

maximisant la plus petite des valeurs f r(x) ( r 6 { l , 2 i t . . , t}) 
prises au point x par t "fonctions économiques" concaves 
fr , sous les contraintes, supposées compatibles, 

Pb [VIC] 

S g.(x) > 0 pour j E (1 , 2 , . . . , n } , les fonctions g. 

étant concaves, 

h k(x) = 0 pour kE { 1 , 2 , . . . , p } , les fonctions h k 

étant linéaires affines. 

Les fonctions f r , gj , h k sont supposées définies sur Rm 

(ce qui n'est d'ailleurs pas essentiel). 

Ces contraintes compatibles définissent une partie convexe 
fermée non vide C de Rm , et la fonction v définie par 

v(x) = min f (x) 
r r 

est concave, puisque, pour tout couple de points x, x de R ra et 
pour tout scalaire X E [0, 1] , 

v((l - X) x + \x ) = f r - ( ( l - X) x + Xx) > (1 - X) f r m(x) + \ f r > ( x ) 

> (1 - X) v (x) + Xv (x) . 
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Le Problème VI revient donc à maximiser la fonction concave v 
sur le convexe fermé non vide C C Rm . (On a vu au § 3. 2. qu'un 
tel problème admet au moins une solution x E C dans des cas as
sez généraux, et en particulier si le fermé C est borné.) 

On voit ainsi l'analogie qui existe entre le Problème [ I c ] et le 
Problème [VI C ] , qui diffèrent seulement par le mode de définition 
de la fonction concave à maximiser. 

On pourrait encore mettre le Problème [VIC] sous la forme 
du problème d'optimisation suivant, qui porte sur la variable vec-

tordelle (* ) - [ . ' . . ) : 

w 

Maximiser la fonction économique linéaire v , sous lescon-
traintes, supposées compatibles, 

P b [ V I ' J ( f r ( x ) - v > 0 pour r e f l , 2 , . . . , t} , 
j gj(x) > 0 pour j E { l , 2 , . . . , n } , 

L \ h k(x) = 0 pour keil, 2, . . . , p} . 

3 .3 .1 . Théorèmes de base. 

Dire que le point x E R™ est solution du Problème [VIC] re
vient à dire que le système des (t + n 4- p) relations 

Î
f r (x) - v(x) > 0 , pour r E {1 , 2 , . . . , t } 

g j ( x ) >, 0 , pour j E {1 , 2 n} [ _ a V e ° 
u ( \ n i c=. / 1 o \ V M = m i n fr(x)l 
hk(x) = 0 , pour k E { l , 2 , . . ; , p } r 

n'admet pas de solution x E Rm , tandis que le point x est solution 
du système (VIC) que l'on obtient à partir du système (VIC) en rem
plaçant les t inégalités au sens strict par des inégalités au sens 
large. 

Les trois lemmes fondamentaux établis au § 3 . 1 . .conduisent 
alors, quand on les applique au système (VI C), aux trois théorèmes 
suivants, qui généralisent ceux du § 3 . 2 . 1 . et s'établissent de la 
même manière. 

Théorème l b l s . - Si le point x E Rm est solution du Problème 
[VIC], il existe un nombre v(x) et des multiplicateurs scalaires non 
tous nuls 
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(ïi > T 2 >• • • > Y t ) * (̂ i Д 2 " " Л ) ' , "Дг* • • •. Мч>) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction l 
telle que 

Z(x) = Ç f r fr(x) + 1 Xj gj(x) + S flk hk(x) « ( Ç y r ) V(X) , V xGRm 

/ %> 0 , 4 ( x ) - v ( x ) > 0 , y r (f r (x) - v(x)) = 0 pour tout r ; \ 

ayec 1 Xj £ 0 , gj(x) ^ 0 , X j g j (x) =0 pour tout j ; J 

/ h k(x) =0 pour tout k . / 

Il est intéressant d'observer que la fonction l est une fonction 
concave sur Rm, et que l'inégalité encadrée exprime, compte tenu des 

relations d'exclusion, que l(x) atteint son maximum l(x) = ( X ï r ) v(x) 

pour x = x. 

Théorème 2 b i s . - S'il existe un point x E Rm , un nombre v(x) 
et des multiplicateurs scalaires 

(y1 , y 2 , . . . , y t ) * (Xi , X 2 > • • • » \ ) > (Ц1 > Д2 * • • • > Pp) 

gwi vérifient les conditions posées dans le Théorème l b l s , les multipli
cateurs (Yx , Y2 j • . • j Yt) de plus non tous nuls (ce qui permet 

de prendre 2. Yr = 1 ) , le point x est solution du Problème [VIC] 
Г ' 

(et cela, sans aucune hypothèse restrictive sur les fonctions fr, gj, h k ) . 
Il faut observer que les conditions ainsi posées impliquent 

v(x) = min f r(x) . 
г 

Théorème 3 b l s . - Si les contraintes du Problème [VI C] vérifient 
la "condition de qualification" posée dans le Théorème 3 du §3 .2 .1 . , 
c 'est-à-dire si le système des (n + p) relations 

Î
gj(x) > 0 pour tout j tel que gj ne soit pas linéaire affine 

gj(x) > 0 pour tout j tel que gj soit linéaire affine 

hk(x) = 0 pour tout к (les h k étant linéaires affines) 
admet une solution x* E Rm , 

- alors les conditions posées dans le Théorème 2bis sont néces
saires et suffisantes pour que le point x soit solution du Problème [VI C]. 

[Et l'on peut reprendre ici le N. B. du Théorème 3.] 
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3. 3. 2. Conditions de Kuhn et Tucker. 

Le Théorème 3 b i s du § 3 . 3 . 1 . établit, sous certaines condi
tions, l'équivalence entre un problème de recherche de "programmes 
maximin" sous contraintes (Problème [Vl j ) et un problème de maximi-
sation sans contraintes d'une fonction analogue b une fonction de 
Lagrange (Problème [VIIC]) qui peut être énoncé de la façon suivante : 

Déterminer un système de multiplicateurs scalaires 

(ïi > Y2 * • • -> V > fti ' ^2 >• • • >K) > (&i ,ÏÏ2>.-> Pp) > 

un "vecteur programme"x E Rm et un nombre v (x) , tels que 
le vecteur x maximise sur Rm la valeur Z (x) d'une fonc
tion l définie par 

*(x) = Z Yr f r(x) + S \ j gj(x) + S Pk hk(x) 
Pb tVI l J I — 3- - 1 

avec 

Î , , . . f r(x) - v(x) > 0 ,Y r (f r (x) - v(x)) = 0 pour tout r I 

^ j ^ O ^ j t x ) > 0 , X j g j ( x ) =0 pour tout j l 

hk(x) = 0 pour tout k / 
L [d'où Z(x) = v(x) = min f . (x) ] . 

r 1 

L'équivalence entre le Problème [VIC] et le Problème [VIIC], sous 
les conditions de concavité posées dans l'énoncé du Problème [ V l j 
et sous la condition de qualification des contraintes posée dans le 
Théorème 3 b l s , exprime ici les conditions nécessaires et suffisantes 
de Kuhn et Tucker [12]. 

On pourrait d'ailleurs retrouver ces conditions à partir du pro
blème d'optimisation [VI'C] équivalent au Problème [VICL 

Remarque. - Si, de plus, la fonction Z, qui est concave, est 
différentiable au point x , 

[Z(x) ^ Z(x), V xeRm]<=>[VZ(x) = 0 ] < = > = 0 pour iG {1, 2 , . . . , m} 
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Il en résulte que l'on dispose alors de ( m + l + t + n + p ) 
égalités, en plus des (2t + 2n) conditions de signe, pour déter
miner les (m + 1 + t + n + p) inconnues scalaires du Problème 
[VIIC] j ( x p . . . , x.) , v(x) , , y 2 , . . . , yt) > (Xi , X2 , . . . , X n ) , 
(Ma > M-2 > • • • * M-p) • (Cela n'implique évidemment pas, a priori, que le 
problème en question ait une solution, ni qu'il ait une solution unique.) 

Complément.- On peut observer que le Problème [VIIC] se déduit 

du Problème [ H j par substitution de la fonction concave^ yr f r (
x ) > 

combinaison linéaire convexe des f r ( x ) , a la fonction concave f(x) , 
les coefficients Y r étant soumis à des conditions qui font seulement 
intervenir les valeurs f r(x) et le nombre v(x) . 

On déduit alors des résultats obtenus au § 3 .2 .2 . que, si les 
Problèmes [VIC] et [VIIC] sont équivalents, il existe une classe de pro
blèmes intermédiaires, tous équivalents au Problème [VI C], dans lesquels 
certaines des contraintes du Problème [VI ] interviennent dans la fonction 
I tandis que les autres contraintes sont conservées expl ici tentent (par 
exemple les conditions de signe). 

On pourrait aussi, comme au § 3. 2. 3. , mettre ces problèmes 
sous la forme de problèmes de recherche d'un"col"d'une fonction de plu
sieurs variables vectorielles x et y , X , (i, définie par 

t(x , y , X , \x) = X Yr f r(x) + X Xs gj(x) + Z [ i k hk(x) 
r J k 

II s'agit, dans un tel problème, de déterminer un point x , y , X , p 
tel que 

t(x , Y , X P) < t(x , Y , X , P) < t(x , Y , X , \x) , 

sous les contraintes en x conservées explicitement (s'il en existe), 
et sous les contraintes Yi + Y2 + • • • + Y t

= l ; y > 0 et X > 0. 

Il est facile de retrouver, à partir de cette condition de c o l , 
les conditions de signe et les relations d'exclusion posées dans le 
Problème [VIIc]. 

(On pourrait d'ailleurs former des "problèmes de col" entiè
rement équivalents aux précédents, mais faisant intervenir explici
tement la variable scalaire v à côté de la variable vectorielle x , 
en appliquant la méthode du § 3. 2. 3. au problème d'optimisation 
[VIJ] équivalent au Problème [VI C].) 
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3.4» Problème de recherche de "programmes extrêmes". 

On considérera ici le problème suivant, dit Problème [VIII C], 
qui généralise d'une autre manière le Problème [I c ] considéré au 
§ 3. 2. : 

r l'A 

Déterminer des "vecteurs programmes" x = 2 E Rm , 
W 

rendant "extrême" un vecteur de coordonnées îx{x) , f^x), . . . , 
ît(x), où fj , f 2 , . . . , f t sont des "fonctions économiques" 
concaves, sous les contraintes, supposées compatibles, 

Pb [VIIIJ 
/ gj(x) ^ 0 pour j G { 1 , 2 , . . . , n } , les fonctions gj 
1 étant concaves, 

j hk(x) = 0 pour k G { l , 2 , . . . , p } , l e s fonctions hk 

y étant linéaires affines. 

Les fonctions fr. gj9 h k sont supposées définies sur Rm 

(ce qui n'est d'ailleurs pas essentiel). 

Ces contraintes compatibles définissent une partie convexe fer
mée non vide C de Rm , et il s'agit de déterminer les points 
x G C tels qu'il n'existe pas dans C de point x donnant à cha
cune des t fonctions fr (r G {1 , 2 , . . . , t}) une valeur f r(x) > f r(x) , 
avec inégalité stricte pour au moins une de ces fonctions. 

Le Problème [VIIIC] redonne donc le Problème [ I c ] comme cas par-
ticul ier Quand t = 1 . 

3 .4 .1 . Théorèmes de base. 

Dire que le point x G Rm est solution du Problème [VIIIC] 
revient à dire qu' aucun des t systèmes de (t + n + p) relations 

I f r(x) - f r(x) > 0 , pour r e { l , 2 t } 

(VIII) j l'une de ces t inégalités étant stricte, 

\ gj(x) > 0 , pour j G {1 , 2 , . . . , n } 

f h k(x) = 0 , pour k G { l , 2 , * . . . , p } 

n'admet de solution x G Rm , tandis que le point x est solution 
du système (VIIIJ que l'on obtient à partir de chacun des systèmes 
(VIIIC) en remplaçant l'inégalité au sens strict par une inégalité au 
sens large. 
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Les trois lemmes fondamentaux établis au § 3 . 1 . conduisent 
alors, quand on les applique aux systèmes (VIIIC), aux trois théo
rèmes suivants, qui généralisent ceux du § 3 . 2 . 1 . et s'établissent 
de la même manière. 

Théorème l t e r . ~ Si le point x E Rm est solution du Problème 
[VIII C], il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls 

(Yj > Y2 " • • * Y t) , (Xx , X 2 , . . . , Xn) , (fAj , fi2 , . . . , fip) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction l 
telle que 

Z(x) = I fr fr(x) + 2 \ j gj(x) + X pk hk(x) ^ I Yr fr(x) , V xER m 

| T_ j k r 

Î
Yr ^ 0 pour tout r ; \ 

Xj ^ 0

 t gj(x) ^0 , Xj gj(x) = 0 pour tout j ; > 

hk(x) = 0 pour tout k . ) 
Il est intéressant d'observer que la fonction l est une fonction 

concave sur Rm , et que l'inégalité encadrée exprime, compte tenu des 
relations d'exclusion, que l(x) atteint sonmaximum Z(x) = 2 Yr

 f

r ® 
pour x = x . 

Théorème 2 t e r . - S'i l existe un point x E Rm et des multiplica
teurs scalaires 

(\ ,72 , (Xx , X 2 , . . . , Xn) , (jlj , p 2 , . . . , pp) 

qui vérifient les conditions posées dans le Théorème îter, les multi
plicateurs (Yi , Y2 Yt) relatifs aux t fonctions économiques fr 

étant de plus tous strictement positifs (ce qui permet de prendre 

Z, Yr = 1 ) > l e Point x est solution du Problème [VIIIC] (et c e l a , 

sans aucune hypothèse restrictive sur les fonctions fr> gj9 h k). 

Théorème 3 t e r . - Si chacun des t systèmes de (t - 1 + n + p) 
relations déduits des t systèmes (VIIIC) par suppression de l'iné
galité stricte vérifie une "condition de qualification11 analogue à celle 
posée dans le Théorème 3 du § 3 . 2 . 1 . , c 'est-à-dire si chacun des t 
systèmes, déduits de (Ville) par suppression de l ' une des t inégalités 
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f r(x) - f r(x) ^ 0 et transformation en inégalités strictes des inégal i tés 
au sens large faisant intervenir une fonction fr ou gj non linéaire 
affine, admet une solution x r G Rm (r 6 (1 , 2 , , . . , t}) , 

- alors les conditions Dosées dans le Théorème 2 t e r sont néces
saires et suffisantes pour que le point x soit solution du Pro
blème [VIIlJ. 

En effet ces conditions, qui sont toujours suffisantes d'après 
le Théorème 2 t e r , deviennent ici nécessaires pour que x soit so
lution du Problème [VIIIC] puisque, en vertu des conditions de qua
lification posées, l 'impossibilité de chacun des t systèmes (VIIIC) 
implique l'existence de t fonctions lT (r E {1 , 2 , . . . , t}) pos
sédant les propriétés de la fonction l du Théorème l t e r et telles 
que dans Zr(x) le multiplicateur y r soit strictement positif. La 
somme de ces t fonctions lT est alors une fonction l possédant 
toutes les propriétés indiquées dans le Théorème 2 t e r . 

N .B. - Dans le cas particulier important où toutes les contraintes 
du Problème [VIIIC] sont linéaires, et où de plus les t fonctions éco
nomiques fr sont linéaires affines, les conditions de qualification 
posées dans le Théorème 3ter sont vérifiées (le point x , par exemple, 
jouant alors le rôle des points x r ) . 

RemarqueLes "conditions de qualification" posées dans le 
Théorème 3 t e r ne sont pas seulement des conditions de qualification 
des contraintes du Problème [VIIIC] puisqu'elles font intervenir aussi 
les t fonctions économiques fr et le point x . Elles impliquent 
cependant la condition de qualification des contraintes posée dans le 
Théorème 3 du § 3 . 2 . 1 . , mais, lorsque cette condition est remplie, 
il se peut que certains programmes extrêmes x soient "qualifiés", en 
ce sens qu'ils vérifient les conditions du Théorème 2ter, tandis que 
d'autres ne le sont pas. 

On peut alors dire que les conditions posées dans le Théorème 2ter 

sont nécessaires et suffisantes pour que le point x soit solution 
qualifiée (ou "P rop re " ) du Problème [Ville ] • 

Exemple.- Soit à déterminer les points x E R , rendant extrême 
le vecteur de coordonnées 

fi(x) = x , f2(x) = y = 2x - x 2 = 1 - (x - l ) 2 , 

sous les contraintes x > 0 et 2x - x 2 ^0 . 
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On voit immédiatement que les points 
solutions sont les points x G [1 , 2 ] , mais 

y , que le point x = 1 n'est pas solution qualifiée 
<v puisque ce point, qui ne bloque aucune des 

l ;fr_r deux contraintes, maximise f2(x) mais ne 
• ^ V j ^ \ maximise aucune combinaison linéaire à 

y j \ coefficients strictement positifs de fx(x) et 
' J f2(x) . On vérifie d'ailleurs que les conditions 

0 1 2 x d e qualification du Théorème 3 t e r ne sont 
pas remplies par le point x = 1 , puisque 

(2x - x 2 >1 ) 
le système j ^ > q f est impossible. 

3 .4 .2 . Conditions de Kuhn et Tucker. 

Le Théorème 3 t e r du § 3 .4 .1 . établit, sous certaines condi
tions, l'équivalence entre un problème de recherche de "programmes ex
tremes" sous contraintes (Problème [VIIIC]) et un problème de maximi
sation sans contraintes d'une fonction analogue b une fonction de 
Lagrange (Problème [IXC]) qui peut être énoncé de la façon suivante : 

déterminer des systèmes de multiplicateurs scalaires 

(Yi , Y2 , . . . , y t) ' (Xx , X 2 , . . . , Xn) , (p x , p 2 , . . . , pp) , 

et des'vecteurs programmes" xG Rm , tels que le vecteur x 
maximise sur R'u la valeur l (x) d'une fonction l dé
finie var 

P b [ l X j I Kx) = I Yr fr(x) + S \ j g j (x) + I Tik hk(x) 
| r j k 

!

Yr > 0 pour tout r j 

Xj > 0 , gj(x)>0 , Xjgj(x) = 0 pour tout j ) 

h k(x) = 0 pour tout k / 
[d'où l (x) = S Yr fr(x)] . 

r 
L'équivalence entre le Problème [Vlllc] et le Problème [ IX c ] , sous 

les conditions de concavité posées dans l'énoncé du Problème [VIIIJ 
et sous les conditions de qualification posées dans le Théorème 3 t e r , 
exprime ici les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et 
Tucker [12] . 

Remarque.-Si, de plus, la fonction l, quj est concave, est 
differentiate au point 2c, 
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[l(x)4l(x), VxG [VZ(x) = 0 ] < = > | ^ ^ = 0 pour iE U, 2, . . . ,m}J 

[Il en résulte que l'on dispose alors de (m + n + p) égalités , 
en plus des (t + 2n) conditions de signe, pour déterminer les 
(t + m + n + p) inconnues scalaires du Problème [IXC] : (yx> y 2 , . y t ) , 
(Xl9 X2, X j , {Kl9 X2,..., ln) , ([Ï!, pt2 * • • • * h>}- C e l a 

n'implique pas, a priori, que la solution du problème en question 
dépende de t paramètres, mais on peut cependant aborder la ré
solution du problème en laissant indéterminées les valeurs des t 
multiplicateurs positifs (yl , y 2 » • • • » Yt ) * dont la somme peut être 
prise égale à 1 . ] 

Complément.- On peut observer que le Problème [IX C] se déduit du 

Problème [IIC] par substitution de la fonction concave L Yr M x ) » com

binaison linéaire à coefficients positifs des f r(x) , b la fonction 

concave f(x) , sans autre condition. 

On déduit alors des résultats obtenus au § 3 . 2 . 2 . que, si les 
Problèmes [VIIIC] et [IXC] sont équivalents, il existe une classe de 
problèmes intermédiaires, tous équivalents au Problème [VIII C], dans 
lesquels certaines des contraintes du Problème [VIIIC] interviennent 
dans la fonction l tandis que les autres contraintes sont conservées 
explicitement (par exemple les conditions de signe). 

On pourrait aussi, comme au § 3. 2. 3. , mettre ces problèmes 
sous la forme de problèmes de recherche d'un ucol"d'une fonction de plu
sieurs variables vectorielles (x et X , \i) , dans lesquels les t 
multiplicateurs positifs , f2 , . . . , Y t) joueraient le rôle de pa
ramètres arbitraires. 

4. CONDITIONS DE KUHN ET TUCKER POUR LES PROGRAMMES 
LINEARISABLES 

On va maintenant reprendre les problèmes qui ont été consi
dérés au § 3 dans le cas concave, en remplaçant les hypothèses de 
concavité par des hypothèses de différentiabilité qui permettront de 
définir des problèmes linéarisés, ou problèmes tangents, au voisinage 
des points solutions. Les conditions de Kuhn et Tucker pour ces 
problèmes linéarisés résultent des conditions obtenues dans le cas 
des problèmes concaves, ou plus directement du lemme de Fourier 
(établi dans le premier article du présent cahier). 

On montrera que, sous certaines conditions de qualification 
[ 1 , 2 et 4] , les conditions de Kuhn et Tucker relatives aux pro-
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blêmes linéarisés donnent des conditions nécessaires, mais non suf
fisantes, pour les problèmes linéarisables [12]. On donnera enfin 
certaines conditions impliquant que les conditions de Kuhn et Tucker 
sont suffisantes. 

4.1. Problème d'optimisation sous contraintes. 

On considérera ici le problème suivant, dit Problème [I] : 

r / X l \ 
/ x 

Déterminer un (ou plusieurs) "vecteur programme" x = 2 e R™ , 

W 

maximisant, au moins localement, la valeur f(x) d'une "fonction 
économique" f , sous les contraintes, supposées compatibles, 

(g.(x) > 0 pour j G {1 , 2 , . . . , n} , 

|h k (x) = 0 pour k 6 { l , 2 , . . . , p } . 
On suppose qu'il existe au moins un point solution x , que 

les fonctions f , gj , h k sont définies sur une partie ouverte 
de Rm comprenant x , soit Q(x) C Rm , et qu'elles sont 
differentiates au point x , c 'est-à-dire que, pour tout 
x G Q(x) , 

P b [ l ] / f(x) = f(x) + Vf(x)(x - x) + o (x - x) , 

( , . o(x - x) 
I avec lim -.1 r-rr = 0 , 1 x-x ||X - X II 

< gj(x> = gj(x) + Vgj(x)(x - x) + Oj(x - x) , 

I . Oj (x - x) 
# avec lim -jf r-rr= 0 * 
/ ||x - x H 

\ h k(x) = h k(x) + Vhk(x)(x - x) + o k (x - x) , 

avec lim -r£^—=^r = 0 , 
x^I | |X - X H 

Vf(x) , Vgj(x) , Vhk(x) désignant les vecteurs dérivés, ou 
"gradients" , des fonctions f , gj , h k au point solution x 
(voir § 2. 2. ) . 

Les contraintes compatibles du problème définissent une partie 
non vide C de Rm comprenant x , et l'on peut toujours supposer 
le voisinage ouvert Q(x) du point x assez petit pour que le point 

6 
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solution x maximise la valeur f(x) de la fonction f sur l 'ensemble 
non vide (Q(x) H C) C Rm . 

[Les valeurs éventuellement prises par les fonctions f , gj , h k 

en des points extérieurs à un tel voisinage Q (x) n'interviendront 
pas dans la suite.] 

4 . 1 . 1 . Problème linéarisé au voisinage d'un point solution. 
Conditions de Kuhn et Tucker. 

Le problème tangent au Problème [I] au point solution x , ou 
problème linéarisé au voisinage de ce point, est, par définition, le 
Problème [Ij] suivant : 

Maximiser f(x) + V f(x)(x - x) , 
sous les contraintes 

PbtlJ ^gj(x) + Vgj(x)(x - x) > 0 pour j G {1 , 2 , . . . , n} , 

(h k (x) + V\(x) (x - x) = 0 pour k 6 { l , 2 , . , . , p } . 

(Il s'agit évidemment d'un problème de programmation linéaire.) 

Le point x est solution du problème linéarisé [Ij] si, et seu
lement si, le système des (1 + n + p) relations linéaires 

( Vf(x)(x - x) > 0 

(II) \ gj(x) + Vgj(x)(x - x) ^ 0 pour j E {1 , 2 , . . . , n} 

f h k(x) + Vhk(x)(x - x) = 0 , pour k E {1 , 2 , . . . , p} 

n'admet pas de solution x G Rm , tandis que le point x est solution 
du système [ I j que l'on obtient à partir du système [IJ en remplaçant 
l'inégalité au sens strict par une inégalité au sens large. 

D'après le Théorème 3 du § 3.2. 1. (où la condition de quali
fication est vérifiée par les contraintes du Problème [ I j ] du fait 
qu'elles sont linéaires et compatibles), ou, plus simplement, d'après 
le lemme de Fourier (voir le premier article du présent cahier) 
appliqué au système linéaire (Ij), on obtient les conditions (IIj) sui
vantes : 

Le point x est solution du problème linéarisé [IJ si, et seu
lement si, il existe des multiplicateurs scalaires (éventuelle
ment tous nuls) 

( \ 1 , X 2 , . . . , Xn) , (\xl , p 2 , . . . , fîp) 
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qui permettent de former, par combinaison linéaire, une "fonc-
/TT x tion de Lagrange" l telle que 
( 1 1 ^ 

VZ(x) = V f(x) + Z gj(x) + Z jl k h k(x) = 0 
I L l k J x = x  

Î \ j > 0 , g j (x)^0 , \gÀx) = 0 pour tout j ) 

h k(x) = 0 pour tout k j 

[d'où Z(x) = f(x)] . 

[La mise en évidence de l'impossibilité du système (Ij) sous 
forme purement numérique par combinaison linéaire, selon le lemme 
de Fourier, donne immédiatement la relation encadrée, et l'inégalité 

£ Xj g.(x) + £ p k hk(x) « 0 
j J k 

qui, compte tenu des conditions de signe Xj > 0 et des contraintes 
gj(x) > 0 et hk(x) = 0 , équivaut aux relations d'exclusion Xjgj(x) =0.] 

Les conditions (11^), nécessaires et suffisantes pour que le 
point x soit solution du problème linéarisé [Ij], sont les conditions de 
Kuhn et Tucker pour ce problème. On voit que seules les contraintes 
bloquées (ou serrées) au point x , dans le Problème [I] comme 
dans le Problème [IJ, peuvent intervenir avec un multiplicateur non 
nul dans la fonction de Lagrange l , ce qui était prévisible puisque 
les contraintes non bloquées au point x sont vérifiées, sans autre 
condition, sur un voisinage de x . 

Complément.- D'après les résultats obtenus au § 3 . 2 . 2 . , on peut 
encore n'introduire dans la fonction de Lagrange que certaines des con
traintes du Problème en conservant explicitement les autres (par 
exemple les conditions de signe). 

Si l'on désigne 

- par { J t , J2 } une partition de l'ensemble J = { 1 , 2 , • . . , n } , 

- par { K p K 2 } une partition de l'ensemble K = { 1 , 2 , . . . , p } , 

les conditions (IIj) sont donc équivalentes aux conditions (IIIj) sui
vantes : 

Le point x est solution du problème linéarisé [I{]si, et seu
lement si, il existe des multiplicateurs scalaires 

\ i pour j G Ji , M̂k P o u r k G K x , 
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tels que le point x maximise sur Rm la valeur q x(x) d'une 
(III) fonction linéaire q1 définie par 

q(x) = VZ^xKx - x) =v | f (x) + ^ \ j gj(x) + £ h A ( x ) | (x - x) 
L J e j i k e Ki J x = i 

I Xj ^ 0 , gj(x)>0 , Xj gj(x) = 0 pour j 6 J i i ) 

hk(x) = 0 pour kG K^» 
sous les contraintes 

/g j (x) + Vgj(x)(x - x) > 0 pour j G J 2 * 

f h k(x) + Vhk(x)(x - x) = 0 pour k G K 2 . 
D'après les résultats obtenus au § 3 . 2 . 3 . , il est possible de 

mettre les conditions (II t) et (IIIj) sous une forme qui fait jouer 
des rôles analogues aux coordonnées du point x , d'une part, et 
aux multiplicateurs Xj , pk , d'autre part. 

Les conditions (IIj) sont entièrement équivalentes aux conditions 
(IVj) suivantes : 

Le point x est solution du problème linéarisé [Ij] si, et seu
lement si, il existe deux "vecteurs multiplicateurs" 

X = (X t , X 2 , . . . , \) > 0 > P = toi > P2 > • • • > P-p) > 

teZs ia fonction bilinéaire s des variables vectorielles 
x et \ , [i , définie par 

s(x , \ , n) = f(x) + £ \ j gj(x) + 2 M<k h k(x) 

(IV,) r -i 
+ V f(x) + y \ j g.(x) + X H* h k(x) (x - x) 

I L j k J x = x  

présente un " co l " au point x , X , p sous les contraintes 
X > 0 , c'est-b-dire tels que 

VxG Rm , s ( x ,X s ( x , X , p) 4s(x, K, fi) , VX , \i\X> 0 

[On sait que la double inégalité précédente équivaut aux deux 
égalités suivantes : 
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Î
s(x , X , |i) = max s (x , A , \i) = min max s(x , X, u) , 

xeRm ^ (A,H)|A^O xeRra r 

s(x , X , û) = min s (x , \ , ll) = max min s(x , X , u) . 
(A.H)|A^O xeRm (A.M) |teO _ 

De même, et plus généralement, les conditions (IIIj) sont en
tièrement équivalentes aux conditions (Vj ) suivantes : 

Le point x est solution du problème linéarisé [Ij] si, et seu-
lement si, iZ existe deux "vecteurs multiplicateurs" 

ÂTÏ> = (Xj I j E JA) » 0 „ jjTT) = ("jj,k | k E Kx ) , 

teZs g^e Za fonction bilinéaire si des variables vectorielles 
x et , , définie par 

S l ( x , , n<D) = f(x) + I \ j gj(x) + S ^ k h k ( x ) 

+ V f(x) + 2 kjgj(x) + £ M-khk(x) (x - x) 
L JeJl keKi Jx-x 

(Vj) ^ _ 
présente un " co l " au point x , A.(1) , sows Zes contraintes 

!

g (x) + Vg.(x)(x - x) £ 0 pour j E J2 , ) 

et V » ^ , 
h k(x) + Vhk(x)(x - x) = 0 pour kE K 2 , J 

c'est-b-dire tels que, pour tout x et pour tout, (X(1) , [x(1)) 
vérifiant ces contraintes, 

s x (x , X^ , ^ ) ^ S l ( x , 1 ^ , * S l ( x , , 

4 . 1 . 2 . Condition générale de qualification des contraintes. 

Les conditions (11̂ ) et les conditions équivalentes, données au 
§ 4 . 1 . 1 . , expriment que le point x est solution du problème li
néarisé [Ij], tangent en x au Problème [1]. Mais elles n'expriment 
pas, en général, que le point x soit solution du Problème [I], et 
elles ne sont même ni nécessaires ni suffisantes pour qu'il en soit 
ainsi (voir § 3 . 2 . 4 . et § 4 . 1 . 5 . ) . 

Cependant, si les contraintes du Problème [I] vérifient au point 
x certaines conditions de qualification, le point x ne peut être so
lution du Problème [I] que s'il est solution du problème linéarisé [ I j . 
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Les conditions [Ilj ] et les conditions équivalentes, exprimant 
que le point x est solution du problème linéarisé [ I j , donnent 
alors des conditions nécessaires (mais non suffisantes, en général) 
pour que le point x soit solution du Problème [1]. Ce sont les con
ditions nécessaires de Kuhn et Tucker pour les programmes l inéari sables. 
(On sait, d'après l'étude faite au § 3 . 2 . 2 . , que ces conditions de
viennent suffisantes pour les programmes concaves linéarisables . 
Et l'on montrera au § 4 . 1 . 4 . qu'il en est de même dans des cas un 
peu plus généraux. ) 

On va établir ici une condition de qualification des contraintes 
[1 , 2 et 4] , plus générale que celle donnée par Kuhn et Tucker [12] (*). 

Définitions préliminaires. 

Cône L(x) des demi-droites localement contraintes au point  
x E C . 

Le cône L(x) est, par définition, l'ensemble des demi-
droites issues du point x qui vérifient, au voisinage de x , les 
contraintes du problème linéarisé [Ij] : 

Î [~Vg.(x)(x - x) > 0 , V j | gj(x) = 0 ) 
x tels que > 

|_Vhk(x)(x - x) = 0 , Vk \ 

Il résulte de cette définition que L(x) est un cône fermé convexe. 

Il faut aussi remarquer que le cône L(x) ne dépend pas seu
lement du domaine C défini par les contraintes du Problème [ I ] , mais 
aussi de la forme même de ces contraintes (voir l'exemple du § 3 . 2 . 4 . ) . 

Cône T(x) des demi-tangentes en x au domaine C défini par  
les contraintes. 

Le cône T(x) est, par définition, l'ensemble des demi-droites 
issues du point x dont les points x sont tels qu'il existe une 
suite de points x g convergeant vers x et appartenant au domaine 
C défini par les contraintes de Problème [I] , et une suite de sca
laires non négatifs v s , pour lesquelles la suite des vecteurs 
v s ( x s - x) converge vers (x - x) (qui définit alors une demi-
tangente en x au domaine C) : 

(*) Signalons que des conditions encore plus générales, mais d'un emploi plus 
délicat, ont été établies par Melle M. Guignard, dans une thèse présentée 
à la Faculté des Sciences de Lille. 
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S k e c , v s>o,vs) 
x tels que (x - x) = lim v s (x s - x) , avec > 

s— 00 - ( 
h ) 

(On donne souvent à T(x) le nom de "contingent de C au 
point x " . ) 

Le cône T(x) comprend toujours le point x , et l'on montre 
sans peine que T(x) est fermé [1]. Si le domaine C contient des 
arcs de courbe issus du point x et admettant des demi-tangentes 
en ce point, elles définissent des udemi-droites accessibles en x 
qui appartiennent au cône T(x) . Mais il peut exister des demi-
tangentes en x à C qui ne soient pas des demi-droites acces
sibles [2]. 

Cône P(x) des pseudo-tangent es en x au domaine C défini  
par les contraintes. 

Le cône P(x) est, par définition, la fermeture convexe du cône 
T(x) , c 'est-à-dire le plus petit cône fermé convexe contenant T(x) . 
(Les pseudo-tangentes en x au domaine C sont ainsi définies 
comme combinaisons linéaires convexes des demi-tangentes en x 
au domaine C. ) 

Il faut remarquer que le cane P(x) , comme le cône T(x) , 
dépend seulement du domaine C défini par les contraintes du Pro
blème [1]. 

Lemme 4 , - Tou te pseudo-tangente en x au domaine C défini 
par les contraintes du Problème [I] est localement contrainte au point x , 
ou, autrement dit, 

|p(x) C L(x) 

Puisque L(x) est un cône fermé convexe et que P(x) est 
la fermeture convexe du cône T(x) , il suffit de montrer que 
T(x) C L(x) , c 'est-à-dire que toute demi-tangente en x au do
maine C est localement contrainte au point x . 

Or, si (x - x) définit une demi-tangente en x au domaine C , 
il existe une suite de points x s convergeant vers x et apparte
nant à C , et une suite de scalaires non négatifs v s , tels que 

x - x = lim v s (x s - x) . 
S-» 00 
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D'autre part, les fonctions gj et h k étant différentiables au 
point x , on a 

IgjUs) = gj(x) +Vgj(x)(x s ~ x) + Oj(x s - x) , avec gj(x) >0 , V j , 

h k (x s ) = hk(x) + Vh k(x)(x s - x) + o k ( X s - x) , avec h k(x) = 0 , V k , 
Oj (x s - x) ^ o k (x s - x) 

les rapports -rj 2—z-rp et -n—2—=-n- tendant vers 0 quand 
Il X s - X II II x s x | | 

x s > X . 

Il en résulte que ( Vgj (x)(x - x) > 0 , V J I g j ( x ) = 0 

j Vh k(x)(x - x) = 0 , V k 
c 'est-à-dire que Za demi-droite définie par (x - x) est localement 
contrainte au point x , car, s'il en était autrement, il existerait 
des indices s assez grands pour que 

- ou bien 3 j I gj( x ) = 0 , Vgj(x) v s ( x s - x) < 0 

et v s g j ( x s ) < 0 , 

- ou bien 3 k | hk(x) = 0 , Vhk(x) v s ( x s - x) / 0 

et v s h k (x s ) / 0 , 

ce qui est contradictoire avec le fait que x s E C , V s . 

Le lemme 4 est ainsi établi. 

Théorème 4.-Si toute demi-droite localement contrainte au point x 
est une pseudo-tangente en x au domaine C défini par les contraintes 
du Problème [ I ] , le point x ne peut être solution du Problème [1] que 
s'il est solution du problème linéarisé [ I j . 

Autrement dit, la condition L(x) = P(x) est une condition 
suffisante de qualification des contraintes du Problème [I] au point 
x . (Si elle est vérifiée, les conditions de Kuhn et Tucker données 
au § 4 . 1 . 1 . sont nécessaires, mais non suffisantes en général , 
pour que le point x soit solution du Problème [I].) 

En effet, si le point x est solution du Problème [I], c'est un 
maximum, au moins local, de f(x) sous les contraintes qui définissent 
le domaine C . Et, la fonction f étant différentiable au point x , 
on a, pour toute suite de points x s convergeant vers x et ap
partenant à un voisinage de x sur lequel f est définie, 

f(x.) = f(x) + Vf(x)(x s - x) + o(x. - x ) , avec lim " ( X s " ,*j = 0 . 
x s^x Ilxs - x | | 
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Tl en résulte que, si (x - x) définit une demi-tangente en x 
au domaine C , c 'est-à-dire si 

|

x s e c v s > o , vs , 

on a 

Vf(x)(x - x) < 0 

car, s'il en était autrement, il existerait des indices s assez grands 
pour que 

Vf(x) v s ( x s - x) > 0 et v s(f(x s) - f(x)) > 0 , 

ce qui est contradictoire avec le fait que le point x maximise, 
au moins localement, la valeur f(x) de la fonction f dans le do
maine C . 

Ainsi, si le point x est solution du Problème [ I ] , 

[x e T(x) ] = > [ Vf(x)(x - x) < 0 ] , 

c 'est-à-dire que le cône T(x) est inclus dans le domaine convexe 
fermé (espace ou demi-espace) défini par la condition Vf(x)(x - x) < 0 , 
et il en est de même du cône P(x) , fermeture convexe de T(x) , 
de sorte que 

[x G P(x)]-==>[Vf(x)(x - x) « 0] 

Donc, si L(x) = P(x) , [x G L ( x ) ] = > [Vf(x)(x - x) ^ 0] , 
c 'est-à-dire que le point x , solution du Problème [ I ] , est solution 
du problème linéarisé [Ij] . 

Le théorème 4 est ainsi établi. 

Réciproque du Théorème 4-, - Dans le cas particulier où il existe 
un voisinage ouvert Q(x) du point x oti le domaine C défini par 
les contraintes du Problème [I] est inclus dans le cône P(x) des 
pseudo-tangentes en x à C , c 'est-à-dire si le domaine C est 
localement pseudo-convexe au point x 

[ / ce qui implique que les fonctions hk\"j 
3 Q(x) | (Q(x) fl C) C P(x) (s ' i l en existe) soient localement li- , 

\ néaires affines en x sur C /J 
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le théorème 4 admet la réciproque suivante : 

Si le point x ne peut être solution du Problème [1] que s'il 
est solution du problème linéarisé [ I j , et cela quelle que soit la fonc
tion f differentiable en x , alors L(x) = P(x) . 

En effet, choisissons en particulier une fonction f linéaire 
affine, de sorte que 

f (x) = f(x) + Vf(x)(x - x) , 

le vecteur Vf(x) pouvant être a priori quelconque. 

Alors, compte tenu de l'hypothèse selon laquelle (Q(x)fl C) CP(x) 
et de la forme particulière de la fonction f , 

- pour tout vecteur Vf(x) tel que [xEP(x)] =>[Vf (x ) (x -x ) 40], 

on a [x E (Q(x) fi C)] = > [ f ( x ) f(x)] , de sorte que le point x est 
solution du Problème [1]. 

Par hypothèse, le point x est alors solution du problème li
néarisé [Ij] , c 'est-à-dire que 

[x E L(x)]•==>[vf(x)(x - x) 4 0]. 

Il en résulte que tout demi-espace fermé admettant le point 
x comme point frontière et contenant le cône fermé convexe P(x) 
contient aussi le cône fermé convexe L(x) . Or, d'après l'un des 
théorèmes de séparation des domaines convexes [5], tout point qui 
n'appartient pas au cône fermé convexe P(x) est extérieur à l'un 
de ces demi-espaces fermés et n'appartient donc pas non plus au 
cône L(x) , de sorte que L(x) C P(x) . 

Puisque, d'après le Lemme 4, on a toujours P(x) C L(x) , 
il est ainsi établi que, sous les hypothèses énoncées, L(x) = P(x) . 

Le théorème 4 et sa réciproque montrent que, en tout point x 
où le domaine C défini par les contraintes du Problème [I] est locale
ment pseudo-convexe, la condition L(x) = P(x) est une condition né
cessaire et suffisante de qualification de ces contraintes pour toute 
fonction économique dif ferenti abl e en x . 

4 . 1 . 3. Conditions particulières de qualification des contraintes. 

On va donner ici une condition de qualification des contraintes 
moins générale que celle du § 4 , 1 . 2 . , mais plus facile à mettre 
en oeuvre dans les cas auxquels elle peut s'appliquer. Cette condi
tion peut être présentée comme corollaire de la condition générale 
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établie au § 4 . 1 . 2 . , mais elle résulte aussi très simplement du 
lemme de Fourier établi dans le premier article du présent cahier. 

On déduira ensuite de cette condition d'autres conditions de 
qualification des contraintes, applicables à des cas plus particuliers 
(1° , 2° , 3°, 4°) et à un cas qui semble plus général à certains 
égards (5°). 

Théorème 5.- Si le point x e Rm est solution du Problème [I], 
où les fonctions h k intervenant dans les p égalités hk (x) = 0 
(s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un voisinage ouvert 
de x , il existe des multiplicateurs non tous nuls 

Y * fti > ^2 > • • • > \) > (Pi > P2 > • • • » TV 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction Z 
telle que 

VZ(x) = v|yf(x) + S Xj gj(x) + S p k h k(x)J x = i = 0 

!

Y >, 0 \ 

Xj > 0 , gj(x) > 0 , Xjgj(x) = 0 pour tout j ( 

h k(x) = 0 pour tout k ! 
[d'où Z(x) = Yf(x) ] , 

Y et Zes multiplicateurs Xj 71/i affectent les fonctions gj Tion 
localement pseudo-convexe s en x (c 'est-à-dire les gj qui ne sont 
pseudo-convexes, ou convexes, ou linéaires affines, sur aucun voi
sinage ouvert de x) pouvant être choisis non tous nuls. 

En effet, si le point x est solution du Problème [I], où les 
fonctions h k sont supposées localement linéaires affines en x , 
le système des (1 + nQ + p) relations linéaires (nQ étant.le nombre 
des contraintes gj(x) £ 0 bloquées par x) . 

Î
Vf(x)(x - x) > 0 

Vgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 , 

gj n'étant pas localement pseudo-convexe en x 

Vgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que g.(x) = 0 , 

gj étant localement pseudo-convexe en x 

Vhk(x)(x - x) = 0 pour tout k (les h k étant localement 

linéaires affines en x)  

n'admet pas de solution x G Rm . 
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Car, s'il en était autrement, les conditions de différentiabilité 
des fonctions f et gj au point x , jointes à la linéarité locale 
des fonctions h k en x et au fait que, pour les fonctions g. lo
calement pseudo-convexes en x (voir § 2 . 2 . ) , 

[Vgj(x)(x - x) £ 0] =>[g j (x ) - gj(x) £ 0] si || x - x || est assez petit, 

impliquent qu'il existerait un voisinage ouvert de x (par exemple 
une boule ouverte de centre x et de rayon assez petit) dans lequel 
les solutions x du système (I[) vérifieraient les relations 

Î
f(x) - f(x) > 0 

gj(x) > 0 , pour j e d , 2 n} 

h k(x) = 0 , pour kG ( 1 , 2 , , . . , p} 

ce qui est contradictoire avec le fait que le point x maximise, 
au moins localement, la valeur f(x) de la fonction f dans le do
maine C défini par les contraintes du Problème [1]. 

La mise en évidence de l ' impossibilité du système linéaire (Ij) , 
sous forme purement numérique par combinaison linéaire, selon le lemme 
de Fourier, donne immédiatement le Théorème 5, si l'on observe 

- que ce système ne fait pas intervenir les fonctions gj 
telles que gj( x ) > 0 (de sorte que les multiplicateurs \ j cor res 
pondants sont nuls), 

- et que son impossibilité est due à la présence d'inégalités 
strictes (de sorte que les multiplicateurs Y et affectant ces 
inégalités strictes ne sont pas tous nuls). 

[N, B, - Une forme moins précise du Théorème 5 a été établie 
pour la première fois par Fritz John en 1948.] 

Théorème 6.- Si le point x E Rm vérifie les contraintes du 
Problème [ I ] , où les fonctions h k intervenant dans les p égalités 
l\(x) = 0 (s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un 
voisinage ouvert de x , et si le système des (nQ + p) relations 
linéaires (nQ étant le nombre des contraintes gj(x) ^ 0 bloquées 
par x) 
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Î
Vgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 , 

gj n'étant pas localement pseudo-convexe en x 

Vgj(x)(x - x) ^ 0 pour tout j tel que g.(x) = 0 , 

gj étant localement pseudo-convexe en x 

Vh k(x)(x - x) = 0 pour tout k 

(les h k étant localement linéaires affines en x) 

admet une solution x* e RB (ou x* - x = X*) , 

- alors le point x ne peut être solution du Problème [I] que 
s'il est solution du problème linéarisé [Ij] . 

Autrement dit, l 'existence d'une solution du système linéaire 
(l") est une condition suffisante de qualification des contraintes du 
Problème (I) au point x . 

[Il semble que l'affaiblissement de la condition de qualification 
analogue donnée dans [4], par la substitution de "pseudo-convexe" 
à "convexe" dans le système (i'/h puisse présenter quelque intérêt.] 

En effet, si le point x est solution du Problème [IL le sys
tème linéaire (I|) considéré à propos du Théorème 5 n'admet pas 
de solution. Mais, puisque par hypothèse le système (i") admet une 
solution, l'impossibilité du système (I/) est due à la présence de 
l'inégalité stricte Vf(x)(x - x) > 0 dont l'adjonction à (i") donne (I'z). 

Il en résulte que la combinaison linéaire qui met en évidence 
l'impossibilité du système (IJ), selon le lemme de Fourier, fait in
tervenir cette inégalité avec un multiplicateur y n o n n u l - Donc 
Y > 0 , et, en multipliant tous les multiplicateurs par une même 
constante positive, on peut toujours prendre Y = 1 . 

Il existe donc des multiplicateurs scalaires (éventuellement tous 
nuls) 

fri > X 2 , . . . , X n ) , (p,! , ÏL2 , . . . , p p ) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une "fonction 
de Lagrange" l telle que 

VI (x) = V ff(x) + I Xj gj(x) + I p k hk(x)l = 0 
L j k J x = x  

I Xj > 0 , g.(x) > 0 , Xj gj(x) = 0 pour tout j ) 

hk(x) = 0 pour tout k i 

[d'où l(x) = f(x)] , 
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ce qui exprime, d'après les conditions (IIj) du § 4 . 1 . 1 . , que le point 
x est solution du problème linéarisé [ i j . 

Le théorème 6 est ainsi établi. 

Complément.- On peut montrer que l'existence d'une solution 
(x* - x) = X* du système linéaire (i") implique la relation 

L(x) = T(x) = P(x) , 

de sorte que la condition de qualification des contraintes qui fait 
l'objet du Théorème 6 est un corollaire de la condition générale 
donnée par le Théorème 4 du § 4. 1. 2. 

En effet, si x G L(x) , c 'est-à-dire si (x - x) = X définit une 
demi-droite localement contrainte au point x , et si (x* - x) = X* 
est solution du système (I r/), alors, pour tout scalaire a G }0 , 1 ] , 
((1 - oc)X + aX ) définit une demi-tangente en x au domaine C . 

Car, si l'on pose x ô = x + 9((1 - a)X +aX*) pour tout sca
laire 9 >0 , il existe un scalaire 9 0 > 0 assez petit pour que, si 
0 4 9 < 9 0 , 

/ [ gj(x) > 0] = > [ g . ( x e ) > 0] , 

1 [ g j ( x ) = 0 et Vg.(x)((l - a ) X + aX*) > 0] = > [ g j ( x e ) > 0] , 

I f g j O a = 0 , Vg.(x)((l - a)X + a ^ ) > o l _ > [ > Q ] 

1 et gj localement pseudo-convexe en x J & j 0 ' 

I Th k(x) = 0 , Vh k(x)((l - a)X + aX*) = o l _ ^ [ h . ) = Q ] 

! et hk localement linéaire affine en x k ô 

d'après les conditions de différentiabilité des fonctions au point 
x , jointes à la linéarité locale des fonctions h k en x et au fait 
que, pour les fonctions g. localement pseudo-convexes en x , 

[VgjfxHx - x) ^0 ] i*[gj(x) - gj(x) ^-0] si ||x - x || est assez petit. 

Il en résulte que x e E C si 0 4 9 < 9 D , de sorte que 

(1 - oc)X + aX* 

définit, pour tout scalaire a G ] 0, l],une demi-droite accessible en x , 
donc une demi-tangente en x au domaine C. Le cône T(x) étant fer
mé, cela implique que (x - x) = X définit aussi une demi-tangente 
en x au domaine C, c'est-à-dire que x E T(x). 

Ainsi, si le système linéaire (I1/) admet une solution, 

[x EL(x)] = > [ x ET(x)] , 
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c'est-à-dire que L(x) C T(x) C P(x). 

Puisque, d'après le Lemme 4 du § 4 . 1 . 2 . , on a toujours 
P(x) C L(x) , il est ainsi établi que, si le système linéaire (l7) ad
met une solution, L(x) = T(x) = P(x) . 

Corollaires du Théorème 6. 

[T°| Si le point x E Rm vérifie les contraintes du Problème [I] , 
si les fonctions gj intervenant dans les n inégal ités gj(x) ^0 
sont localement pseudo-convexes en x (ou, en particulier, localement 
linéaires affines en x) , et si les fonctions h k intervenant dans les 
p égalités hk(x) = 0 (s'il en existe) sont localement linéaires af
fines en x , 

- alors les contraintes du Problème [1]-sont Qualifiées au point x . 

En effet, le système linéaire (i") ne comprend alors aucune 
inégalité stricte, et admet donc la solution x* = x . 

|2°1 Si le point x E Rm vérifie les contraintes du Problème il] t 

si les fonctions h k intervenant dans les p égalités h k (x) = 0 
(s'il en existe) sont localement l inéai res affines en x , et si le sys
tème des (nG + p) équations linéaires (n0 étant le nombre des con
traintes gj(x)>0 bloquées par x) 

!

Vgj(x)(x - x) = Uj pour tout j tel que g.(x) = 0 

Vhk(x)(x - x) = 0 pour tout k 

admet une solution x E Rm {ou x - x = X) Quels que soient les seconds 
membres Uj , 

- alors les contraintes du Problème [l] sont qualifiées au point x. 

En effet, il suffit de donner aux nD paramètres Uj des 
valeurs strictement positives pour que toute solution x du système 
d'équations précédent soit une solution x* du système linéaire (I"). 

La condition de qualification ainsi obtenue est, en particulier, 
remplie si les (n c 4- p) vecteurs gradients Vgj(x) et Vhk(x) fi
gurant dans le système précédent sont linéairement indépendants . 
Mais elle exige seulement que les nQ vecteurs Vgj(x) soient l i
néairement indépendants et engendrent une variété linéaire disjointe 
de celle engendrée par les p vecteurs Vh^x) . 

[3°1 Si le point x E Rn vérifie les contraintes du Problème [ I ] , 
réduites aux seules inégalités gj(x)>0 , si le domaine C C R r a défi
ni par ces contraintes est pseudo-convexe au point x (c 'est-à-dire 



96 

inclus dans le cône P(x) des pseudo-tangentes en x à C) et s'il 
possède un voint intérieur x* (tel que gj(x*) > 0 pour tout j) , si 
enfin Vgj(x) / 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 , 

- alors les contraintes du Problème [I] sont Qualifiées au point x . 

En effet, puisque, d'après l'hypothèse, C C P(x) C L(x) et 
que le domaine C possède un point intérieur x* , il en est de 
même du cône L(x) des demi-droites localement contraintes au 
point x , qui est défini par les relations 

Vgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 . 

Puisque, d'autre part, les n 0 vecteurs gradients Vgj(x) fi
gurant dans ces relations sont non nuls, chacune de ces n c re
lations définit un demi-espace, et tout point x* intérieur à L(x) 
est intérieur à chacun de ces demi-espaces, x* est donc solution 
du système linéaire (I1/), puisqu'il est solution du système plus strict 

Vgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 . 

La condition de pseudo-convexité du domaine C au point x 
est, en particulier, remplie si le domaine C est convexe, ce qui 
est le cas si les fonctions gj intervenant dans les n inégalités 
gj(x) > 0 sont quasi-concaves, ou a fortiori concaves (voir § 2. 1. ) . 

14°| Si le point x G Rm vérifie les contraintes du Problème [I], 
si les fonctions h k intervenant dans les p égalités hk(x) = 0 
(s'il en existe) sont localement linéaires affines en x , et s'il 
existe un point x* G Rm tel que, pour tout j tel que gj (x) = 0 , 
et pour tout k , 

!

r ou bien g j (x*) > 0 et g. (x*) < vgj (x)(x* - x) 1 

[ o u bien gj(x*)>0 et gs (x*) < Vgj (x)(x* - x) J 

si gj n'est pas localement pseudo-convexe en x , 

g.(x*) > 0 et gj(x*K VgjfxHx* - x) 

si gj est localement pseudo-convexe en x , 

et Vh f e(x)(x*- x) (les h k étant localement linéaires 

affines en x) , 

- alors les contraintes du Problème [ I] sont quai i fiées aupoint x . 
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En effet, le point x* est alors manifestement solution du sys
tème linéaire (I") . 

La condition de qualification ainsi obtenue est, en particulier, 
remplie s'il existe un voisinage ouvert Q(x) du point x sur lequel 
les fonctions g. intervenant dans les nQ inégalités gj( x ) ^ 0 
bloquées par x sont concaves et les fonctions h k intervenant dans 
les p égalités hk(x) =0 sont linéaires affines, et s'il existe un 
point x*E Q (x) tel que 

|

gj(x*) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 > 

{avec inégalité stricte si g. n'est ni strictement concave en x, 

ni pseudo-convexe en x sur Q(x)), 

hk(x*) = 0 pour tout k (les h k étant linéaires affines 

sur Q(x)), 

On retrouve ainsi, en particulier, la condition de qualification 
des contraintes donnée par le Théorème 3 du § 3 ,2 .1 , dans le cas 
des programmes concaves, mais on suppose de plus ici que les n 
fonctions gj sont différentiables au point x. . 

[5°] Si le point x E Rm vérifie les contraintes du Problème [ I ] , 
si les fonctions h k intervenant dans les p égalités h k(x) = 0 
sont continûment différentiables sur un voisinage ouvert de x et si 
les p vecteurs gradients V h k(x) sont linéairement indépendants , 
si enfin le système des (n 0 + p) relations linéaires (nQ étant le 
nombre des contraintes gj( x ) ^ 0 bloquées par x) 

ÎVgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj( x ) = 0 

Vh k(x)(x - x) - 0 pour tout k  

admet une solution x * E Rm (ou x* - x = X*) [ce qui est vérifié, en 
particulier, dans le cas où les (nQ + p) vecteurs gradients Vgj(x) 
et Vhk(x) figurant dans le système (IJ1) sont linéairement indépen
dants (voir ci-dessus 2°)] , 

- alors les contraintes du Problème [1] sont qualifiées au point x . 

En effet, d'après le théorème des fonctions implicites, le 
système des p égalités h k (x) = 0 définit alors d'une manière 
unique, dans un voisinage ouvert du point x , p des m variables 

7 
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scalaires x x , X 2 J . . . , x m (m p) en fonction continûment diffé-
rentiable des (m - p) autres variables, c'est-à-dire un vecteur 
x ( 2 ) à p coordonnées en fonction d'un vecteur x*1* à (m - p) 
coordonnées, le graphe de cette fonction comprenant le point 
x = (x* 1*. x<2>). 

Le Problème [I] peut ainsi se ramener, au voisinage du point 
x , à un problème linéarisable [ I ( 1 ) ] portant sur une variable vec
torielle x(D à (m - p) coordonnées et dans lequel les contraintes 
se réduisent à n inégalités (dont nQ sont bloquées par x<^) . 

De même, le problème linéarisé [Ij] tangent en x au Pro
blème [I] peut alors se ramener, à l'aide du système des p égalités 
linéaires Vhk(x)(x - x) = 0 (qui est, par hypothèse, de rang p ) , 
à un problème linéarisé [ I ^ ] portant sur la même variable vecto
rielle x*1) que le Problème [ I ( 1 ) ] et dont on vérifie sans peine 
qu'il est tangent en x^1) à ce problème. 

Enfin l'existence d'une solution x* du système (IJ" ) implique 
que les contraintes du Problème [ I ( 1 ) ] (réduites à n inégalités) 
vérifient en x ( 1 ) les conditions de qualification posées en x pour 
le Problème [ I ] dans l'énoncé du Théorème 6, de sorte qu'elles 
sont qualifiées au point x* 1). 

Il résulte de ce qui précède que : 

- le point x est solution du Problème [I] si et seulement si 
le point x ' 1 ' est solution du Problème [ I ( 1 ) ] , 

- le point x est solution du Problème linéarisé [Ij] si et seu
lement si le point x'D est solution du problème linéarisé [I^1*] , 

- le point x ( 1 ) ne peut être solution du Problème [ I ( 1 ) ] que 
s'il est solution du problème linéarisé [I^1*] . 

Donc le point x ne peut être solution du Problème [I] que s'il 
est solution du problème linéarisé [ I t ] , c' est-b-dire que les contraintes 
du Problème [I] sont qualifiées au point x . 

[On peut d'ailleurs montrer directement [1] que les conditions ici 
imposées aux contraintes du Problème [I] impliquent L(x) = T(x) =P(x).] 

4 . 1 . 4 . Cas oil les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes. 

On a établi aux § 4 . 1 . 2 . et 4 . 1 . 3 . certaines "conditions de 
qualification des contraintes", plus ou moins générales, qui impli
quent que les conditions de Kuhn et Tucker, données au § 4 . 1 . 1 . et 
exprimant que le point x G Rm est solution du problème linéarisé 
[Ij], sont nécessaires pour que ce point soit solution du Problème [1]. 
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On va donner maintenant certaines conditions impliquant que 
les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes, c 'est-à-dire que 
le point x E Rm est solution du Problème [I] s'il est solution du 
problème linéarisé [I j] , 

Dire que le point x est solution du Problème [I] revient à 
dire qu'il existe un voisinage ouvert Q(x) de x tel que, C C Rm 

étant le domaine non vide défini par les contraintes de ce problème, 

[x€(Q(x) H C ) ] - = * [ f ( x ) - f(x) 4 0]. 

Le maximum local de f(x) au point x est un maximum absolu 
si de plus Û(x) H C = C . 

Dire que le point x est solution du problème linéarisé [Ij] 
revient à dire que 

[x E L ( x ) ] = * [7f(x)(x - x) 4 0] . 

Il en résulte que les conditions de Kuhn et Tucker sont suffi
santes s'il existe un voisinage ouvert Q(x) du point x tel Que les 
deux conditions suivantes soient remplies : 

I (Q(x) H C) C P(x) [avec P(x) C L(x) d'après le Lemme 4 ] , 

[Vf(x)(x - x) « 0] ì [f(x) - f(x) « 0] si x E Q(x) H C . 
La première condition est remplie si le domaine C est loca

lement pseudo-convexe au point x . Elle est remplie quel que soit 
Q(x) si C est pseudo-convexe au point x , c ' es t -à -d i re si 
C C P(x) , et en particulier si le domaine C est convexe (ce qui 
est le cas si, les p fonctions h k étant linéaires affines (s'il en 
existe), les n fonctions g. sont quasi-concaves, ou a fortiori 
concaves). 

La seconde condition est remplie si la fonction f est locale
ment pseudo-concave sur C au point x . Elle est remplie quel que 
soit Q(x) si f est pseudo-concave sur C au point x , et en 
particulier si la fonction f est concave sur C . 

On a ainsi établi le théorème suivant : 

Théorème 7,-Les conditions de Kuhn et Tucker, données au §4.1.1. , 
impliquent que le point x maximise, au moins localement, la valeur 

f(x) de la fonction f pour x E C (domaine défini par les con
traintes du Problème [I]) si le domaine C est localement pseudo
convexe au point x et si la fonction f est localement pseudo
concave sur C au point x . 
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L ie maximum local de f(x) au point x est un maximum absolu si 
ces deux conditions sont remplies sans la restriction "localement". 

[On voit d'ailleurs (par continuité) que, si Vf(x) / 0 et si 
f est continue, l'hypothèse de pseudo-concavité de la fonction f 
peut être remplacée, dans le Théorème 7, par une hypothèse de quasi-
concavité (voir §§ 2 .1 . et 2 .2 . ) qui l'implique, et selon laquelle 

[Vf(x)(x - x) < 0 ] = > [ f ( x ) - f(x) < 0 (ou même < 0)] 

si x appartient à un convexe contenant C , au moins dans un 
voisinage de x , et comprenant un point x tel que Vf(x)(x - x) < 0.] 

Le Théorème 7 et le 4 e m e corollaire du Théorème 6 permettent 
de retrouver les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et 
Tucker pour les programmes concaves, qui ont été données au 
§ 3. 2. 2. , mais on suppose de plus ici que la fonction f et les n 
fonctions gj sont differentiables au point x . 

4 . 1 . 5 . Application b quelques exemples. 

Exemple I.- Soi t b déterminer un vecteur x = ( X l ) e R2 , 
v x 2 ' 

maximisant f(x) = XjX 2 

sous les contraintes 

x 2 . I g t(
x> = *i ~ 

f S A / f g 3 W = 2u - x , - x 2 » 0 

/ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ u étant un paramètre réel positif donné. 

/ ' ! ^\/** Les fonctions f, gx, g 2 , g 3 sont 
^ ' définies sur R 2 . Les fonctions gl , 

Q u 2u X l g 2 , g 3 sont linéaires affines. La fonc
tion f n'est pas concave, mais elle 
est differentiate en tout point. 

Puisque les contraintes sont linéaires, elles sont qualifiées en 
tout point (d'après le 1 e r corollaire du Théorème 6), de sorte que 
les conditions de Kuhn et Tucker sont nécessairement vérifiées par tout 
point solution x . 
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Il existe donc des multiplicateurs scalaires Xl s X2 > ^3 * e l s 

que 

V[X 1 X 2 + \ j X j + ^2 X 2 + ^3 ( 2 u ~ X l ~ x 2 ) ] X = x = 0 * 

!

Xi > 0 , Xi > 0 , \ x l = 0 ; ) 

l 2 > 0 , x 2 > 0 , \ 2 x 2 = 0 ; [ 

X3 > 0 , 2u - xj - x 2 ^ 0 , \ 3 (2u - Xj - x 2) = 0 J 
L'annulation du vecteur gradient au point x donne 

| x 2 + I 1 - X 3 = 0 , 
| X t + \ 2 - X 3 = 0 . 

Et l'on voit sans peine que ces conditions nécessaires sont vé
rifiées par les deux seuls points : 

|

x x = x 2 = u , avec Xi - X2 - 0 et X3 = u ; 

Xi = x 2 = 0 , avec Xx - X2 - X3 = 0 . 

Mais il est clair, graphiquement, que la seule solution du 
problème est le point 

x x = x 2 = u 

ce qui montre que Zes conditions de Kuhn et Tucker ne sont pas ici suf
fisantes pour Que x soit solution. 

Cependant, puisque le domaine C défini par les contraintes 
du problème est convexe, le Théorème 7 montre qu'un point x vé
rifiant les conditions de Kuhn et Tucker maximise la valeur f(x) 
de la fonction f pour x E C si f est pseudo-concave sur C 

en x . Et l'on voit qu'il en est bien ainsi au point x = , où 

Vf(x) = (u , u) , puisque, si x E C , 

[Vf(x)(x - x) = u(x! + x 2 - 2u) « 0] = > [f(x) - f(x) = XiX 2 - u 2 <0] . 

Mais il n'en est manifestement pas de même au point ( q ) , 

où Vf(x) = ( 0 , 0 ) , bien que la fonction f soit quasi-concave sur 
C , comme on le vérifie immédiatement d'après la relation ( l q ) du 
§ 2 . 1 . (Ces résultats sont d'ailleurs évidents graphiquement.) 
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Il faut enfin observer que, contrairement à ce qui se produit 
dans le cas des programmes concaves, l 'annulation du gradient de 
la fonction de Lagrange l définie par 

l (x) = XjX 2 + u(2u - Xj - x 2) 

ne donne pas un maximum de cette fonction. Dans l'ensemble des points 
x tels que Xj = x 2 , la valeur l{x) = x\ + 2u(u - Xj) = (u - x t )

2 + u 2 

atteint même son minimum au point x = ( ^ ) . 

Exemple II.- Soit ò déterminer un vecteur x = ( X i ) g R 2 » v x 2 / 
maximisant 

f(x) = x x + x 2 

sous les contraintes 

Ì
gj(x) = -X 3 ! + X2 ^ 0 

g 2(x) = u3 - x 2 >, 0 

u étant un paramètre réel donné. 

Les fonctions f , g x , g 2 sont définies sur R2 . Les fonc
tions f et g 2 sont linéaires affines. La fonction gx est concave 
sur le demi-plan xx>, 0 , mais non sur le demi-plan x x < 0 , où elle 
est convexe, et elle est différentiable en tout point. 

Ì + 

3 3 \ ° * x2=u u \ j 

0 u * 1 

Il est facile de déterminer graphiquement le domaine C dé

fini par les contraintes x\ 4 x 2 4 u 3 , et le point x - (^3) où la 

fonction f atteint son maximum sur C . Quelle que soit la valeur 
du paramètre réel u , ce point x est la solution unique du pro
blème. 
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La condition de qualification des contraintes posée dans le 
Théorème 6 du § 4. 1. 3. est vérifiée pour u ^ 0 , mais non pour 
u = 0 , puisque le système linéaire 

Î Vg 1(x)(x - x) = - 3 u 2 X x + X 2 > 0 ) 

Vg 2(x)(x - x) = - X 2 > 0 j 

admet une solution x* - x = X* pour u / 0 , mais non pour u = 0 . 

[Il en est d'ailleurs de même pour la condition de qualification 
plus générale posée dans le Théorème 4 du § 4 . 1 . 2 . , puisque 
L(x) = P(x) si u / 0 , mais que L(x) = {x | x 2 = 0} et 

P(x) = T(x) = { x l x j < 0 et x 2 = 0} 

si u = 0 (comme on le vérifie sans peine).] 

Conformément aux Théorèmes 5 et 6 du § 4 . 1 . 3 . , il existe, 
quel que soit u , des multiplicateurs scalaires non tous nuls , 
y , \ , X2 tels que 

V [y(x! + x 2) + X x ( - x 3 + x 2) + X 2 (u 3 - x 2 ) ] x = x = 0 , 

Î
Y > 0 , non nul si u / 0 ; \ 

X ^ O , - X ? + x 2 ^ 0 , M - x * + x 2) = 0 ; > 

X 2 ^ 0 , u 3 - x 2 > 0 , X 2 ( u 3 - x 2) = 0 . ) 
L'annulation du vecteur gradient au point x donne 

Î Y - 3 \ l X

2 = 0 , 

Y + X x - X 2 = 0 . 
Il en résulte que ni X x ni X 2 ne peuvent être nuls (car cela 

impliquerait Y = X 1 = X 2 = 0 ) et que 

!

x x = u I iy = 3u 2 X x , 

avec J _ _ 
x 2 = u 3 ( \ 2 = (1 + 3u2) Xi . 

Elles donnent donc dans tous les cas la solution unique du problème 
posé. Mais, dans le cas où u = 0 , le multiplicateur Y est nul, de 
sorte que la fonction à maximiser disparaît de la combinaison linéaire 
dont le gradient a été annulé, et il ne s'agit plus des conditions de 
Kuhn et Tucker (qui conduiraient alors à une impossibilité). 
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Le domaine C défini par les contraintes du problème n'est 
pas convexe. Il est localement convexe au point x si u > 0 , mais 
non si u^ 0 . Puisque la fonction f à maximiser est linéaire, le 
Théorème 7 montre que les conditions de Kuhn et Tucker sont suf
fisantes, au moins pour donner un maximum local de f(x) , si u > 0 . 
On sait, d'après les résultats obtenus, qu'elles donnent en fait ici 
le maximum absolu de f(x) pour tout u / 0 . 

Exemple III.- Soitb déterminer un vecteur x = ( X l ) G R 2 , 

maximisant 

f(x) = (x x - l ) 2 - x 2 

sous les contraintes 

Î
' g,(x) = X t » 0 

g 2(x) = x 2 > 0 

h (x) = Xj x 2 = 0 
Les fonctions f , g1 , g 2 , h sont définies sur R2 . Les fonc

tions gj et g 2 sont linéaires, mais la fonction h n'est pas l i
néaire affine. La fonction f n'est pas concave (elle est convexe) . 
Les fonctions f et h sont différentiables en tout point. 

On voit immédiatement que le domaine C défini par les 
contraintes se réduit aux deux demi-droites 

O X l ( x ^ ° ) et O x 2 ( x ' = ° ) . 1 Vx 2 = 0/ 2 V x 2 £ 0/ 

La condition de aual i fication des contraintes 
posée dans le Théorème i du § 1.1.2 est 
ici vérifiée en tout point de C (bien 

2 i qu'il n'en soit pas de même pour la 
condition moins générale posée dans le 
Théorème 6 du § 4 . 1 . 3 . ) . En effet : 

\ } V I / ' , / - P ° U r X = ( x ] ) ' a V 6 C | x î = OJ ' 
0 \ ! / x i 

! / L(xM = T(x») = P(x>) = (x | x 2 = 0} ; 
. i L . . \ ^ : _ . _ 

- pour x2 avec |£» ; , 

L(x 2) = T(x 2) = P(x 2) = { x | x , = 0 } ; 
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- pour x° = ( q ) , L(x°) = { x | x ^ 0 et x 2 ^ 0 } , 

T(x°) = C , P(x°) = L(x°) . 

.[Puisque C C P(x°), le domaine C est pseudo-convexe au point 

x°J 

Les conditions de Kuhn et Tucker sont donc nécessairement véri
fiées par tout point solution x . 

Il existe donc des multiplicateurs scalaires \ x , \2> P ^e^-s 

que 

VKXl - l ) 2 - Xg + Xj Xj + X2 X 2 + p Xl X 2 ] x = " = 0 , 

Î
X ^ 0 , x ^ O , X x xx = 0 ; 

\ 2 ^ 0 , x 2 ^ 0 , X 2 x 2 = 0 ; • 

x x x 2 = 0 . 

L'annulation du vecteur gradient au point x donne 

!

2 (x 1 - 1) + X x + px 2 = 0 , 

- 1 + X 2 + p x 1 = 0 . 

Et l'on voit sans peine que ces conditions nécessaires sont vé
rifiées par les deux seuls points : 

( x, = 0 , fa = 2 , x -
( x 2 = 0 , a V e C J X 2 = 1 , e t ^ quelconque ; 

(*i = i , iX.! = o , 

j x 2 = 0 , a v e c ( x l - l l p . e t M L 

#ais il est clair, graphiquement, que la seule solution du pro

blème est l'origine x = ( q ) * a u i maximise localement la valeur f(x) 

de la fonction f pour x E C , alors que le point ( J ) minimise 

localement f(x) sur C , f(x) n'étant d'ailleurs pas bornée sur C . 

Remarque complémentaire.- Il faut observer que, 

pour x° = ( o ) ' L ( x 0 ) ^ T ( x < > ) -
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Il en résulte que les contraintes considérées dans l'exemple III 
ne seraient pas nécessairement quai i fiées au point x° pour un problème 
de recherche de "programmes maximin" (voir § 4. 2. 2. Théorème 4 b i s ) . 

4 . 1 . 6 . Interprétation économique des multiplicateurs. 

En liaison avec le Problème [ I ] , et pour obtenir une inter
prétation des multiplicateurs, considérons le problème paramétrique 
suivant, dit Problème [ I p ] : 

Dé terminer un "vecteur programme" xER m , maximisant la va
leur f(x) d'une "fonction économique" f, sous les contraintes, 
supposées compatibles, 

( gj(x) ^ bj pour j G {1 , 2 , . . . , n} , 

( hk(x) = c k pour k G {1 , 2 , . . . , p} , 

où les (n + p) paramètres bj et c k sont les coordonnées 
d'un vecteur (b , c) G R n + P qui peut varier dans un voisinage 
ouvert T de l'origine. 

On suppose que, pour (b , c) = 0 , il existe un point 
solution x , que les fonctions f , gj , h k sont définies et 
différentiables sur un voisinage ouvert Q (x) du point x , 
que les conditions de Kuhn et Tucker du § 4. 1. 1. admettent 
comme solution "non dégénérée" le point x et les valeurs 

Pb[lp] uniques Xi , p~k des (n + p) multiplicateurs correspondant 
aux contraintes. 

On suppose de plus que, pour tout (b , c) G T , les con
ditions de Kuhn et Tucker définissent d'une manière unique , 
comme fonctions de (b , c) continues et différentiables b 
l'origine, un point x G Q ( x ) qui est solution du problème 
posé, et les valeurs Xj , |i k des multiplicateurs corres
pondants. 

La valeur f(x) de la fonction f en ce point solution est 
ainsi définie en fonction, continue et differentiate a l'ori
gine, du point (b, c) G F : 

max f(x) = cp (b, c) 

et l'on se propose de déterminer la différentielle a l'origine 
de cette fonction cp. 



107 

D'après les hypothèses, pour tout vecteur (b , c) E r , le 
seul point solution x qui appartienne à Q(x) et les (n + p) mul
tiplicateurs \ j , | i k vérifient les conditions de Kuhn et Tucker sui
vantes : 

!

^|• | z (x) = f(x) + S \ jgj(x) + Ç ^ k hk(x) I = 0 

pour i € { 1 , 2 , . . . , m } (= I), 

X^O , g j ( x ) - bj >, 0 , Xjtg^x) - b.) = 0 

pour ¡ 6 ( 1 , 2 , . . . , n } ( = J), 

h k(x) - c k = 0 

pour k e { 1 , 2 p } (=K). 

Pour (b , c) = 0 , ces conditions admettent comme solution 

x(0) = x , \j(0) = Xj , M-k(O) = jl k , 

et cette solution est, par hypothèse, "non dégénérée" en ce sens 
que, dans chacun des n produits Xjgj(x) = 0 , un seul des deux 
facteurs est nul, tandis que l'autre est strictement positif. 

Pour (b , c) E T , il résulte des hypothèses que x , À.j, ( i k , 
ainsi que (gj(x) - bj) , sont définis comme fonctions de (b , c) 
continues à l 'origine, de sorte que le voisinage r de l'origine 
peut être choisi assez petit pour que 

[Xj =0] = K g . ( x ) > 0 ] = > [ g j ( x ) - b j > 0 ] = * [ \ j = 0 ] 

(j G J ° ) , 

[ g j (x ) =0] = > [ X j > 0 ] _ > [\j> 0] = = > [ g . ( x ) . . ^ = 0] 

(j e j 1 ) . 

Alors les multiplicateurs Xj nuls quand (b , c) = 0 restent 
nuls pour tout (b , c) E r , et les contraintes g j (x )^b j bloquées 
par le point solution x quand (b , c) = 0 restent bloquées par le 
point solution x pour tout (b , c) E F . 

Il en résulte que, pour (b , c) E Y , le point solution xE Q (x) , 
les nl multiplicateurs Xj non nuls (j E J 1) et les p multipli
cateurs (ik(k E K) sont déterminés par le système des (m + n x + p) 
équations à (m + n1 -f p) inconnues : 
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I-^- fc(x) = f(x) + I \ j g /x ) + S [ik hk(x) = 0 , 

ÔXi |_ J6jl k£K J 

pour i E {1 , 2 , . . . , m} 

gj(x) - bj = 0 , pour j E J 1 

h k(x) - c k = 0 , pour k E K 

Quand le point (b , c) E T varie d'une manière quelconque a par
tir de l'origine, le point solution x varie à partir de x , les 
multiplicateurs \ j , | i k varient à partir de Xj , j l k (avec \ j = Xj = 0 
pour j E J°), et le système (IIp) implique les relations différen
tielles : 

Î
df(x) + I X. dgj(x) + Z p k dh k (x) = 0 , 

J É J *• J K cK 

dgj(x) - dbj = 0 , pour j E J1 , 
dhk(x) - dCj = 0 , pour k E K , 

d'où 
df(x) = - Z , I i db, - S p k de, . 

En définitive, puisque À.. = 0 pour j E J° et que x dé
signe ici un point solution du Problème [ I p ] , on obtient ainsi la 
différentielle de cp(b, c) à l'origine de l'espace des (b, c) : 

d [max f(x) = 9(b , c)] = - Z 1 db, - Z pL dc k 

I x j£J J J k£K 
= _ X j , pour j e ( l , 2 n) 

L 3 b J J(b, o-o 

[ ^ c ) 1 = - P k - Pour k G { l , 2 .p} 
L d k J(b, c)«0 

Ainsi, le système des multiplicateurs Xj , p k correspondant aux 
contraintes du Problème [ I p ] est opposé au système des dérivées parti eli es 
du maximum de la fonction économique par rapport aux seconds membres de 
ces contraintes. 
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En assimilant une diminution du maximum de la fonction éco
nomique à une augmentation de coût, on dit encore que les multipli
cateurs "X j , jl k sont les coûts marginaux des seconds membres des con
traintes correspondantes. 

(Il est naturel qu'un tel coût marginal soit nul pour une con
trainte non bloquée à l'optimum, et positif pour une contrainte 
gj(x) ^ bj bloquée à l'optimum qui se trouve resserrée par une aug
mentation du second membre b j # ) 

Note complémentaire 1.- Pour que les conditions posées dans l'énoncé 
du Problème [I p] soient vérifiées, il su f fi t (d'après le théorème des 
fonctions implicites) 

- que, pour (b , c) = 0 , il existe un point solution x , 

- que les fonctions f , g j , h k soient définies et deux fois conti
nûment différentiables sur un voisinage ouvert Q (x) du point x , 

- que les conditions de Kuhn et Tucker admettent comme so
lution nnon dégénérée" le point x et les valeurs uniques X$ , jl k des 
multiplicateurs correspondants, 

- qu'au point (5q , Xj , jlk) la matrice jacobienne M du sys
tème (UJ,) soit régulière, 

- et qu'enfin, pour (b , c) E T (voisinage assez petit de l 'or i
gine), le point x , voisin de x et défini sans ambiguïté par le 
système (II'p), soit solution du Problème [ I p ] . 

Si l'on adopte les notations suivantes (voir § § 2 . 2 . et 2 .3 . ) : 

/ Vf(x) pour le vecteur dérivé d'une fonction f au point x 
I (vecteur ligne) , 

\ l Vf(x) pour le vecteur transposé du précédent (vecteur colonne) , 

f V2f(x) pour la matrice dérivée seconde de f au point x 
\ (matrice symétrique) , 

la matrice jacobienne M du système (Hph aux inconnues xt , \ j , u.k, 
est la matrice symétrique, à (m + n1 + p) lignes ou colonnes : 

V27(x) l vg (x) ^ M x ) (m lignes) 
j k 

j K ® | ô I ô J ( p ^ e T ) 
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avec l(x) = f(x) + X K g,(x) + S ^ k hk(x). 
J6J1 J J k€K 

(Dans la matrice jacobienne M , comme dans la fonction de 
Lagrange l , interviennent seulement, avec la fonction économique 
f , les contraintes bloquées à l'optimum et les multiplicateurs cor 
respondants. ) 

Note complémentaire 2 . - Dans le cas où le problème paramétrique [I p] 
est un problème de programmation concave, et non plus nécessairement 
linéarisable, c 'est-à-dire si les fonctions f et g., sont concaves 
(sans être nécessairement différentiables) et si les fonctions hk 

sont linéaires affines, la fonction cp définie par 

9 (b , c) = max f(x) 
X 

est une fonction concave de la variable vectorielle (b , c) E R n + P , 
sur toute partie convexe de son ensemble de définition. 

En effet, 

- si le point x1 est solution du problème pour (b , »c) = ( b 1 , c 1) , 

Î g. (x1) ^ bj pour tout j , 

hk(x
x) = c* pour tout k ; 

_ si le point x 2 est solution du problème pour (b , c) = (b 2 , c 2 ) , 

lg.{x2) > b 2 pour tout i 
9(b 2 , c 2 ) = f(x2) , avec \ J J 

ih k(x 2) = c 2 pour tout k . 

Il en résulte alors, en vertu de la concavité des fonctions g. 
et de la linéarité des fonctions h k , que, pour tout scalaire XG [0, 1] , 

Î g . ( ( l - AjxU Xx 2 ) > (1 - X) g.(xM + Xg.(x2) £ (1 - A.)bj+Xbj2 pour tout j , 

h k ( ( l - \ )xi + \ x 2 ) = (1 - X) hk(xM + XMx 2 ) = (1 ~ McJ+ \c 2 pourtoutk, 

de sorte que le point ((1 - X)x1 + Xx2) vérifie les contraintes du 
problème posé pour (b , c) = (1 - X ) ( b 1 , c1) + \ ( b 2 , c 2 ) . 

Par conséquent, d'après la définition de la fonction cp et en 
vertu de la concavité de la fonction f , 

cp((l - XKb1 , c 1 ) + X(b2 , c 2 )) > f((l - X)xi + Xx2) > (1 - X) f(xi) + \f(x9, 
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d'où 

cp(( l - \ ) (bi , d ) + M b 2 , c 2 )) >(1-X)(p(b\ cM + ^ ^ b 2 , c 2 ) , n e [ 0 j 

La concavité de la fonction 9 sur toute partie convexe de 
son ensemble de définition est aiiîsi établie. 

4.2. Problème de recherche de *'programmes maximin' \ 

On considérera ici le problème suivant, dit Problème [VI], 
qui généralise le Problème [I] considéré au § 4 .1 . : 

/ x l \ 
Déterminer un (ou plusiewrsV'vecteur programmex=( 2 Ç R œ , 

\ X J 
maximisant, au moins localement , la plus petite des valeurs 
f r(x) (r G {1 , 2 , . . . , t}) prises au point x par plusieurs 
"fonctionséconomiques"f r , sous les contraintes, supposées 

Pb[VI] COÏÏlPaUbles> 

( g j ( x ) > 0 pour j G {1 , 2 , . . . , n} , 

jhktx) = 0 pour k G {1 , 2 , . . . , p} . 

On suppose qu'il existe au moins un point solution x , que 
les fonctions fr , gj , h k sont définies sur une partie ouverte 
de Rm comprenant x , soit Q(x) C Rm, et qu'elles sont 
différent tables au point x . 

Les contraintes compatibles du problème définissent une partie 
non vide C de Rm comprenant x , et l'on peut toujours supposer 
le voisinage ouvert Q(x) du point x assez petit pour que le point 
solution x maximise la plus petite des t valeurs f r(x) des fonc
tions fr sur l'ensemble non vide (Q(x) H C) C Rm . 

On pourrait encore mettre le Problème [VI] sous la forme du 
problème d'optimisation suivant, qui porte sur la variable vectorielle 

W 
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Maximiser, au moins localement, la fonction économique linéaire v, 
sous les contraintes, supposées compatibles, 

p b [ v p ] / f r(x) - v >, 0 pour r 6 J , 2 t } , 

\ g. (x) ^ 0 pour j G {i , 2 , . . . , n } , 

(h k (x) = 0 pour k G {1 , 2 , . . . , p} . 

4 . 2 . 1 . Problème linéarisé au voisinage d'un point solution. 
Conditions de Kuhn et Tucker. 

Le problème tangent au Problème [VI] au point solution x , 
ou problème linéarisé au voisinage de ce point, est, par définition, 
le Problème [VI ] suivant : 

Maximiser min (f r(x) +Vf r (x)(x - x)} , 
r 

sous les contraintes 

( gj(x) + Vgj(x) (x - x) > 0 pour j G {1 , 2 , . . . , n } , 

) h k(x) + Vh k(x) (x - X) = 0 pour k G{1 , 2 , . . . , p } . 

(Il est facile de mettre ce problème sous la forme d'un pro
gramme linéaire [VIJ ], tangent au Problème [VI'] au point solution x. ) 

Le point x est solution du problème linéarisé [VIj] si, et seu
lement si, le système des (t + n + p) relations linéaires 

Î
f r(x) - v(x) + Vf r(x)(x - x) > 0 , pour r G {1, 2, . . . , t } 

gj(x) +Vg j (x) (x - x) > 0 , pour j G { 1 , 2 , . . . , n} 

hk(x) + Vhk(x)(x - x) = 0 , pour k G { l , 2 , . . . , p} 
[avec v(x) = min f r(x) ] 

r 
n'admet pas de solution x G Rra, tandis que le point x est solution 
du système (VI^) que l'on obtient à partir du système (VI^) en rem
plaçant les t inégalités au sens strict par des inégalités au sens 
large. 

D'après le Théorème 3 b i s du § 3. 3.1. (où la condition de qua
lification est vérifiée par les contraintes du Problème [VIj] du fait 
qu'elles sont linéaires et compatibles), ou, plus simplement, d'après 
le lemme de Fourier appliqué au système linéaire (VI^), on obtient 
les conditions (VIIj) suivantes : 
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Le point x est solution du problème linéarisé [ VIj] si, et 
seulement si, il*existe des multiplicateurs scalaires 

, Y 2 , . . . , Y t) , ( X l , X 2 , . . . , Xn) , (p x , p 2 , . . . , p p) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une 
fonction l telle que 

Vl(x) = v [ l 7 r f r(x) + I X . g,(x) + I p k h k ( x ) ] x = - x = 0 

( V I I l ) / I yr = 1 , \ 

l yr > 0 , f r(x) - v(x) » 0 , Y r(f r(x) - v(x)) = 0 1 

1 pour tout r I 

avec \ Xj > 0 , g.(x) ^ 0, \ j gj(x) = 0 pour tout j > 

1 h k(x) = 0 pour tout k 1 

\ [d'où l (x) = v(x) = min f r(x) ] . J 

Les conditions CVIIj), nécessaires et suffisantes pour que le point 
x soit solution du problème linéarisé [VIj] ; sont les conditions de 
Kuhn et Tucker pour ce problème. On voit que seules les fonctions fr 

telles que f r(x) = v(x) , et les contraintes bloquées (ou serrées) au 
point x , dans le Problème [VI] comme dans le Problème [VIj], 
peuvent intervenir avec un multiplicateur non nul dans la fonction l . 

Complément.- On peut observer que les conditions (VIIj) se dé-

duisent des conditions (11̂ ) par substitution de la fonction 2j Yr f r (x) , 

combinaison l inéaire convexe des f r(x) , à la fonction f(x) , les coef
ficients Yr étant soumis à des conditions qui font seulement in
tervenir les valeurs f r(x) et le nombre v(x) . 

On déduit alors des résultats donnés au § 3.3.2. et au § 4. 1. 1 . 
qu'iZ est possible de n' introduire dans la fonction l que certaines 
des contraintes du Problème [VIj] en conservant explicitement les autres 
(par exemple les conditions de signe). 

On pourrait aussi, comme au § 3 .3 .2 . et au § 4 . 1 . 1 . , mettre 
ces conditions sous la forme de conditions de col pour une fonction 

8 
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de plusieurs variables vectorielles (x et Y , X t \x ) , dans lesquelles 
il faudrait tenir compte de la contrainte Yi + Y2 + . . . + Yt = 1 * 
avec les conditions de signe y > 0 et X 0 , et éventuellement 
des contraintes en x conservées explicitement. 

(On pourrait d'ailleurs former d'autres conditions de col en
tièrement équivalentes, mais faisant intervenir explicitement la va
riable scalaire v à côté de la variable vectorielle x , en appli
quant les résultats du § 4. 1. 1. (in fine) au programme linéaire [VTJ] 
équivalent au Problème [Vlj].) 

4. 2. 2. Conditions de qualification des contraintes. 

Les conditions (Vili) données au § 4.2,1.- , et les conditions 
équivalentes qui pourraient en être déduites, expriment que le point 
x est solution du problème linéarisé [VIJ, tangent en x au Pro
blème [VI]. Mais elles n'expriment pas, en général, que le point x 
soit solution du Problème [VI], et elles ne sont même ni néces
saires, ni suffisantes pour qu'il en soit ainsi. 

Cependant, si les contraintes du Problème [VI] vérifient au point 
x certaines conditions de qualification, le point x ne peut être 
solution du Problème Ni] que s'il est solution du problème linéarisé [Vl^. 

Les conditions (VIIj) donnent alors des conditions nécessaires 
(mais non suffisantes, en général) pour que le point x soit solu
tion du Problème [VI]. Ce sont les conditions nécessaires de Kuhn et 
Tucker. (On sait, d'après l'étude faite au § 3 . 3 . 2 . , que ces condi
tions deviennent suffisantes pour les problèmes concaves linéari
sables. Et l'on verra au § 4. 2. 3. qu'il en est de même dans des 
cas un peu plus généraux. ) 

On va montrer que la condition générale de qualification des 
contraintes établie au § 4 . 1 . 2 . pour le Problème U.]-doit être ici pré
cisée, tandis que les conditions particulères du §4.1.3. restent va
lables pour le Problème [VI] . 

Théorème4 b i s . -S i toute demi-droite localement contrainte aupoint 
x est une demi-tangente en x au domaine C défini par les contraintes 
du Problème [VI], le point x ne peut être solution du Problème [VI] 
que s'il est solution du problème linéarisé [ V I J . 

Autrement dit, la condition L(x) = T(x) est une condition suf
fisante de qualification- des contraintes du Problème [VI] au point x . 
[Cette condition implique L(x) = P(x) , mais la réciproque n'est 
pas vraie. ] 

En effet, si le point x est solution du Problème [VI], c'est 
un maximum, au moins local, de min f r(x) sous les contraintes qui 
définissent le domaine C , c 'est-à-dire qu'il existe un voisinage 
ouvert Q(x) du point x dans lequel 
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[ x e ( Q ( x ) f l C)] = > [ 3 r I f r(x) ^ v(x) = minf r(5F)]. 

Les t fonctions f r étant différentiables au point x , on a, 
pour toute suite de points x s convergeant vers x et appartenant 
à un voisinage de x sur lequel f r est définie, 

f r (x s ) = f r(x) + Vf r (x)(x s - x) + o r (x s - x) , avec lim_ ° r , ( X s / , ^ = 0 . 
xs ~* x llXs X II 

Il en résulte que, si (x - x) définit une demi-tangente en 
x au domaine C , c 'est-à-dire si 

t / - \ ( x s E C , v s ^ 0 , v / s , x - x = li m v s (x s - x) , avec I s s v 

s ~>* i x , > X , 

il existe un indice r tel que f r(x) = v(x) et Vf r(x)(x - x) < 0 , 
car, s'il en était autrement, il existerait des indices s assez 
grands pour que 

i ou bien f r(x) > v(x) I 

ou bien f r(x) = v(x) et Vfr(x) vs (x 8 - x) > 0 j 
et v s (f r (x s ) - v(x)) > 0 , 

ce qui est contradictoire avec le fait que le point x maximise, au 
moins localement, min f r(x) dans le domaine C . 

r 
Ainsi, si le point x est solution du Problème [ V I ] , 

[x E T ( x ) ] = > [3r | f r(x) = v(x) et v f f f l f x - x) < 0 ] 

(mais on ne peut pas remplacer T(x) par P(x) dans cette re
lation, car le domaine défini par la condition du second membre 
n'est pas nécessairement convexe). 

Donc, si L(x) = T(x) , on peut remplacer T(x) par L(x) 
dans la relation précédente, qui exprime alors que le point x , 
solution du Problème [VI], est solution du problème linéarisé [VIj].-

Le théorème 4 b i s~ est ainsi établi. 

RemarqueLa comparaison de ce Théorème 4 b i s avec le Théo
rème 4 du § 4 . 1 . 2 . montre que des contraintes peuvent être qualifiées 
en un point pour un problème d'optimisation, sans être qualifiées en 
ce point pour un problème de recherche de "programmes maximin " (voir 
l 'exemple III du § 4. 1. 5. ). 
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Théorème 5 D 1 S . - Si le point x G Hra est solution du Problème [VI]* 
où les fonctions h k intervenant dans les p égalités h k (x) = 0 
(s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un voisinage ou
vert de x , il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls 

(?! , Y2 , . . . , Yt) , ( X x , \ 2 , . . . , X n ) , ï i 2 , . . . , ÎIp) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction l 
telle que 

W(x) = V [ l Yr f r(x) + X X. g . ( x ) + I ^ k h k ( x ^ x = - = 0 

!

Yr > 0 , f r(x) - v(x) > 0 , Y r(f r(x) - v(x)) = 0 \ 

pour tout r J 

Xj ^ 0 , gj(x) ^ 0 , Xjgj(^) = 0 pour tout j f 

h k(x) = 0 pour tout k I 

[ d ' o ù l(x) = ( V Yr ) v(x)J , J 

les f e t l e s multiplicateurs \ qui affectent les fonctions gj 
non localement pseudo-convexes en x (c 'est-à-dire les g. qui ne 
sont pseudo-convexes, ou convexes, ou linéaires affines, sur aucun 
voisinage ouvert de x) pouvant être choisis non tous nuls. 

En effet, si le point x est solution du Problème [VI], où les 
fonctions h k sont supposées localement linéaires affines en x , 
le système des (t0 + nQ + p) relations linéaires 

[t0 étant le nombre des fonctions fr telles que f r(x) = v(x"), 

n 0 étant le nombre des contraintes gj(x) ^ 0 bloquées par x] 
/ Vf r(x)(x - x) > 0 pour tout r tel que f r(x) = v(x) 
l yg. (x)(x - x) > 0 pour tout j tel que g (x) = 0 , 
1 gj n'étant pas localement pseudo-convexe en x 

(VIJ) \ vgj(x)(x - x) ^ 0 pour tout j tel que g.(x) = 0 , 
I ëj étant localement pseudo-convexe en x 

I Vhk(x)(x - x) = 0 pour tout k (les h k étant localement 
\ linéaires affines en x) 

n'admet pas de solution x G Rm . 
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Car, s'il en était autrement, il existerait un voisinage ouvert 
de x dans lequel les solutions x du système (VIJ) vérifieraient 
les relations 

/ f r (x) - v(x) > 0 , pour r e {1 , 2 , . . . , t } 

(VI) | g j (x) ^ 0 , pour j G { 1 , 2 , . . . , n} 

f V x ) = 0 • P ° u r k ^ { 1 , 2 , . . . , p} 

ce qui est contradictoire avec le fait que le point x est solution 
du Problème [VI] . 

Ce résultat s'établit, et le Théorème 5 b i s s'en déduit par ap
plication du lemme de Fourier, exactement comme il a été fait au 
§ 4 . 1 . 3 . pour le Théorème 5. 

Théorème 6 b l s . - Si le point x G Rm vérifie les contraintes du 
Problème [VI], où les fonctions h k intervenant dans les p égalités 
h k(x) = 0 (s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur un 
voisinage ouvert de x , et si le système des (nD + p) relations 
linéaires (n0 étant le nombre des contraintes g (x) ^ 0 bloquées 
par x) J 

!

yg.(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 , 

gj n'étant pas localement pseudo-convexe en x 

yg j (x)(x - x) > 0 pour tout j tel que g (x) = 0 , 

g. étant localement pseudo-convexe en x 

Vh k(x)(x - x) = 0 pour tout k 

(les hk étant localement linéaires affines en x.) 

admet une solution x*eR i n (ou x* - x = X*) , 

- alors le point x ne peut être solution du Problème [VI] que 
s'il est solution du problème linéarisé [vy . 

Autrement dit, l 'existence d'une solution du système linéaire 
(Vl") est une condition suffisante de qualification des contraintes du 
Problème [VI] au point x . 

Ce théorème s'établit exactement comme le Théorème 6 du 
§ 4. 1. 3. Il montre d'ailleurs que la condition de qualification donnée 
par le Théorème 6, pour le Problème [I], reste valable pour le 
problème plus général [VI] . 
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On a vu aussi au § 4 .1 .3 . que cette condition est un corol
laire de la condition plus générale L(x) = T(x) = P(x) donnée par 
le Théorème 4 b i s . 

— Bien entendu, les cinq conditions particulières de qualification 
des contraintes données par les Corollaires du Théorème 6 (voir §4.1.3. ) , 
pour le Problème [IL restent valables pour le Problème [VI]. 

4. 2. 3. Cas où, les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes. 

Dire que le point x est solution du Problème [VI] revient à 
dire qu'il existe un voisinage ouvert Q(x) de x tel que, C C Rm 

étant le domaine non vide défini par les contraintes de ce problème, 

[xG(Q(x) fl C)] = ^ [ ] r | f r(x) < v(x) = mm f r(x)] . 

Le maximum local de min f r(x) au point x est un maximum 
absolu si de plus Q(x) fl C = C . 

Dire que le point x est solution du problème linéarisé [VIj] 
revient à dire que 

[x € L ( x ) ] = * [ 3 r | f r(x) = v(x) et Vf r(x)(x - x) < 0 ] . 

Le théorème suivant en résulte, et s'établit comme le Théorème 7 
du § 4. 1.4. 

Théorème 7 b l s . -£es conditions de Kuhn et Tucker. données au§ 4.2.1., 
impliquent que le point x maximise, au moins localement, la plus pe
tite des t valeurs f r(x) des fonctions fr pour x G C (domaine 
défini par les contraintes du Problème [VI]) si le domaine C est lo
calement pseudo - convexe au point x et si les fonctions f r pour 
lesquelles f r(x) = v(x) sont localement pseudo-concaves sur C au 
point x . 

Le maximum local de min f r (x) au point x est un maximum 
absolu si ces deux conditions sont remplies sans la restriction 
"localement"'. 

[Comme dans le Théorème 7, si Vf r(x) / 0 et si fr est 
continue, l'hypothèse de pseudo-concavité d'une fonction f r peut 
être remplacée, dans le Théorème 7 b l s , par une hypothèse de quasi-
concavité qui l'implique.] 

Le Théorème 7 b i s et le 4 è m e corollaire du Théorème 6 b i s per
mettent de retrouver les conditions nécessaires et suffisantes de 
Kuhn et Tucker pour les problèmes concaves, qui ont été données 
au § 3.3. 2 . , mais, on suppose de plus ici que les t fonctions fr 

et les n fonctions g. sont différentiables au point x . 
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4 .2 .4 . Interprétation économique des multiplicateurs . 

En liaison avec le Problème [VI], et pour obtenir une inter
prétation des multiplicateurs, considérons le problème paramétrique 
suivant, dit Problème [VI p ] : 

déterminer un "vecteur programme" xG Rm maximisant leplus 
petit des t nombres (f r (x) - a r; , les f r(x) étant les 
valeurs prises au point x par t "fonctions économiques" 

fr ( r G {1 , 2 , . . . , t } ) , sous les contraintes, supposées com
patibles, 

( g.(x) > b. pour j G {1 , 2 , . . . , n } , 

( h k(x) = c k pour kE {1 , 2 p } , 

où les (t + n + p) paramètres a r , bj et c k sont les 
coordonnées d'un vecteur (a , b , c) E g t + n + p qui peut varier 
dans un voisinage ouvert V de l 'origine. 

On suppose que, pour (a, b , c) = 0 , il existe un point 
solution x , que les fonctions fr , gj , h k sont définies 
et différentiables sur un voisinage ouvert Q (x) du point 
x , que les conditions de Kuhn et Tucker du § 4. 2. 1. ad-

Pb[VT p] mettent comme solution unon dégénérée1 le point x et les 
valeurs uniques Y r, X.., p-k des (t + n + p) multiplica
teurs correspondant aux fonctions économiques et aux con
traintes. 

On suppose de plus que, pour tout (a , b , c) G T , les 
conditions de Kuhn et Tucker définissent d'une manière 
unique, comme fonctions de (a , b , c) continues et diffé
rentiables b l 'origine, un point x G Q (x) qui est solution 
du problème posé, et les valeurs Yr > » des mul
tiplicateurs correspondants. 

le nombre v(x) = min{f r (x) - a r } en ce point solution x 
est ainsi défini en fonction, continue et différentiable b 
l'origine, du point (a, b , c) G F : 

max v(x) = max min (f r(x) - a r } = 9(a , b , c) 
x x r * * 

et l'on se propose de déterminer la différentielle b V origine 
de cette fonction <p . 

D'après les hypothèses, pour tout vecteur (a , b , c) G T , le 
seul point solution x qui appartienne à Q (x) , la valeur v(x) et 
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les (t + n + p) multiplicateurs y r , \ j 9 | i k vérifient les conditions 
de Kuhn et Tucker suivantes : 

Si - ïz(x) = I Y r f r(x) + X X. g j ( x ) + Ç ^ k h k ( x ) l = 0 , 

oXi L r J 

pour i G { 1 , 2 , m} (= I) 

Yr > 0 , f r(x) - a r - v(x) ^0 , Y r(f r(x) - a r - v(x)) = 0 , 

pour r G U , 2 , t } ( = R) 

^ ^ 0 , g j ( x ) - bj ^0 , \ j(gj(x) - b.) = 0 , 

pour ] 6 { 1 , 2 n) (= J ) 

h k(x) - c k , 0 , 

pour k € { l , 2 , . . . , p} (= K) 
Pour (a, b , c) = 0 , ces conditions admettent comme solution 

x(0) = x , v(x) , Y r(0) = Yr , \j(0) = X. , u.k(0) = p k , 
et cette solution est, par hypothèse, "non dégénérée" en ce sens 
que, dans chacun des (t + n) produits Yr (f r(x) -• v(x)) et Xj gj(x) , 
wtz sewZ des deux facteurs est nul , tandis que l'autre est strictement 
positif. 

Pour (a , b , c) G T , il résulte des hypothèses que x , v(x) , 
y r , X. , |i k , ainsi que (f r(x) - a r - v(x)) et (gj(x) - bj) , sont dé
finis comme fonctions de (a , b , c) continues à l 'origine. Le voi
sinage T de l'origine peut donc être choisi assez petit pour que, 
en vertu des relations d'exclusion, on ait, pour tout (a , b , c) G T , 

Î
CYr = 0 ] = > [Yr = 0 ] (r G R°) 

et [f r(x) = v(x)] = > [ f r ( x ) - a r = v(x)] (r G R 1 ), 

[Xj = 0] = ^ [ À j = 0] (j G J°) 

et [ g j (x) = 0] — ^ ( x ) = b^ (j G J 1). 

Il en résulte que, pour (a , b , c) G T , le point solution 
x EQ(x) , la valeur v(x) , les Xx multiplicateurs Yr

 n o n nuls 
(r G R1) , les n1 multiplicateurs Xi non nuls (j G J1) et les 
p multiplicateurs |j,k (k G K) sont déterminés par le système des 
(m + 1 + ^ + n x + p) équations à (m + l + tj + nj + p) inconnues : 
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[ l ( x ) y < f - ( x ) + , S i x> g ; ( x ) + ,?k * h " ( x ) ] = 0 -

pour i G {1 , 2 , . . . , m} 
1 " rlii Y r = ° 

f r (x) - v(x) - a r = 0 , pour r G R 1 

gj(x) - b. = 0 , pour j G J 1 

hk(x) - c k = 0 , pour k G K 

Quand le point (a , b , c) G T varie d'une manière quelconque 
b partir de l 'origine, le point solution x varie à partir de x . 
la valeur v(x) varie à partir de v(x) , les multiplicateurs 
Yr, \j > M'k varient à partir de Y r , \ j t | i k (avec y r = Yr = 0 pour 
r G ït° et \ s = Xj = 0 pour j G J°) , et le système (VIIp im
plique les relations différentielles : 

I , 5 i * d f r ( x ) + S, XJ d ê j ( x > + I P kdh k(x) = 0 , 

1 i 1 ~ 1 , Yr )dv(x) = 0 , 

] df r (x) - dv(x) - da r = 0 , pour r G R1 , 

I dgj(x) - dbj = 0 , pour j G J 1 , 

• dhk(x) - dc k = 0 , pour k G K , 

d1 où 

dv(x) = - L Yr da r - X X, db, - Z p u dc k . 
reRl r r jejl J J keK K k 

En définitive, puisque Yr = 0 pour r G R° et \ j = 0 pour 
j G J° et que x désigne ici un point solution du Problème [VI ], 
on obtient ainsi la différentielle de <p(a , b , c) b l'origine de 
l'espace des (a , b , c) : 

d [max v(x) = f ( a , b , c ) ] = - Z Yr da r - Z db< - Z dc k 

x r£R j_6J k£K 

Ainsi ; le système des multiplicateurs y t \ s t | i k correspondant 
aux fonctions économiques et aux contraintes du Probièflie[VTp] est opposé 
au système des dérivées partielles du maximum de m i n { f r ( x ) - a r } , 
par rapport aux paramètres a r , bj , c k . r 
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(Ce résultat généralise celui qui a été obtenu au § 4 .1 .6 . Il 
s'en déduit d'ailleurs sans difficulté si l'on met le problème para
métrique [VI P] sous la forme d'un problème d'optimisation [VI'p] ana
logue au Problème [VI'].) 

Note complémentaire 1,-Pour que les conditions posées dans l'énoncé 
du Problème [VI p] soient vérifiées, il suffit (d'après le théorème 
des fonctions implicites) 

- que, pour (a , b , c) = 0 , il existe un point solution x , 

- que les fonctions f. , g.. , h k soient définies et deux fois 
continûment différentiables sur un voisinage ouvert Q(x) du point x , 

- que les conditions de Kuhn et Tucker admettent comme so
lution "non dégénérée" le point x et les valeurs uniques y r , \ j , f l k 

des multiplicateurs correspondants, 

- qu'au point ( x t , v(x) , yr * > l a matrice jacobienne N 
du système (VIIp soit régulière, 

- et qu'enfin, pour (a , b , c) E T (voisinage assez petit de 
l 'origine), le point x , voisin de x et défini sans ambiguïté par 
le système (Vliy, soit solution du Problème [ V y . 

La matrice jacobienne N du système (VII p), aux inconnues 
xt, v(x), y r , A... , \ik, est une matrice symétrique, à (m 4- 1 -f 1 1 + n1 + p) 
lignes ou colonnes, qu'il est facile de former en complétant la 
matrice jacobienne M du système (11 )̂ qui a été formée au § 4. 1.6. 

(Dans cette matrice N , interviennent seulement les fonctions 
économiques fr telles que f r (x) = min f r (x) et les contraintes 
bloquées à l'optimum, ainsi que les multiplicateurs correspondants.) 

Note complémentaire 2 . - Dans le cas où le problème paramétrique 
[VIp] est un problème concave, et non plus nécessairement linéarisai e, 
c'est-à-dire si les fonctions fr et gj sont concaves (sans être 
nécessairement différentiables) et si les fonctions h k sont linéaires 
affines, la fonction cp définie par 

cp (a , b , c) = max min {f r (x) - a r } 

est une fonction concave de la variable vectorielle (a , b , c) E R t + n + p

j 

sur toute partie convexe de son ensemble de définition. 

En effet, 
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- si le point x 1 est solution du problème pour 
(a , b , c) = ( a 1 , b 1 , c 1 ) , 

mt 1 Ul l\ • <t t 1\ Il ( &i( X l ) ^ b i P O U r t O U t J » 
cp(ai, bi, ci) = min {fJx 1) - a t } , avec 1 J J 

r r r (hk(xi) = cki pour tout k ; 
- si le point x 2 est solution du problème pour 

(a, b , c) = (a 2 , b 2 , c 2 ) , 

rn/ 2 U2 2\ • /* / ?V 2ï (gj( x 2 ) > POUr tOUt j , 
9(a 2, b 2 , c 2 ) = mm (f r (x 2 ) - a 2 } , avec < , v 

r ih k (x 2 ) = c^2 pour tout k . 
Il en résulte alors, en vertu de la concavité des fonctions gj 

et de la linéarité des fonctions h k , que, pour tout scalaire À.E[0, 1]-, 

<g.((l -X)x1 + \ x 2 ) > (1 - X) g.ix1)+ Xg.(x2) >Al~ X)b]+Xb2 pour tout j , 

(h k ( ( l -X)x^ + Xx2) =(1 - X) M x 1 ) + M i k ( x 2 ) = ( 1 - \ ) c t + \ c î pour tout k, 

de sorte que le point ((1 - Xjx1 4- \ x 2 ) vérifie les contraintes du 
problème posé pour (a , b , c) = (1 - À-Ha1 , b 1 , c 1 ) + \ ( a 2 , b 2 , c 2 ) . 

Par conséquent, d'après la définition de la fonction 9 et en 
vertu de la concavité des fonctions fr , 

9((1 - K)(a} , b i , c 1 ) + Ma 2 , b 2 , c 2 )) 

* min {f r ( ( l - X)x1 + Xx2) - ((1 - X)b.\ + >,ar

2) } 

= fr ((1 - X)X! + Xx2) - ((1 - Ma 1 .+ Xz2 ) 
0 ro ro 

* (1 - \)(f r (xM — aj ) h- \ ( f (x 2) - a 2 ) 
° o r

0

 ro 
(1 - M min ( f ^x 1 ) - aj} + X m i n { f r ( x 2 ) - a 2 } , 

d'où 
9((1 - \)(ai, bi, ci) + \ (a 2 , b 2 , c 2 ) )>( l - \ ) 9(a x, b 1 , c 1 ) + \9(a 2 , b 2 , c 2), VXE \D,ïi 

La concavité de la fonction 9 sur toute partie convexe de 
son ensemble de définition est ainsi établie. 

(Ce résultat généralise celui qui a été obtenu dans la Note 2 
du § 4 . 1 . 6 . D. s'en déduit d'ailleurs sans difficulté si l'on met le 
problème paramétrique [VI p] sous la forme d'un problème d'optimi
sation [VIp] analogue au Problème [VI'].) 

4.3. Problème de recherche de * 'programmes extrêmes". 

On considérera ici le problème suivant, dit Problème [VIII], 
qui généralise d'une autre manière le Problème [i] considéré au 
$ 4 . 1 . : 
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\ ,. ,. l ' A 

Déterminer des "vecteurs programmes" x= ' 2 E B™ 

W 
rendant "extrême" , au moins localement, un vecteur de 
coordonnées f / x ) , f 2 (x) . . . . , f t(x) , où î v f 2 , . . . , îtsont 
des "fonctions économiques", sous les contraintes, supposées 
compatibles, 

P b C V I I I ] ( g j W ^ O pour J G { 1 , 2 n } 3 

(h k (x) = 0 pour k e {1 , 2 , . . . , p} . 

On suppose qu'il existe au moins un point solution x , 
que les fonctions fr , gj , h k sont définies sur une partie 
ouverte de Rm comprenant x , soit Q (x) C Rm , et qu'elles 
sont différentiables au point x . 

Les contraintes compatibles du problème définissent une partie 
non vide C de Rm et il s'agit de déterminer les points x G C 
tels qu'il n'existe pas dans C , ou au moins dans Q(x) H C , de 
point x donnant à chacune des t fonctions fr (r G {1 , 2 , . . . t t}) 
une valeur f r (x) > f r(x) , avec inégalité stricte pour au moins une 
de ces fonctions. 

4 . 3 . 1 . Problème linéarisé au voisinage d'un point solution. 
Conditions de Kuhn et Tucker. 

Le problème tangent au Problème [VIII] en un point solution x , 
ou problème linéarisé au voisinage de ce point, est, par définition, 
le Problème [VIIIj ] suivant : 

Pendre extrême le vecteur de coordonnées f r(x) + Vf r ( x ) ( x - x ) , 
(r E {1 , 2 t } ) , sous les contraintes 

PbCVIIIj] / gj(x) + V g j (x)(x - x) >0 pour JE {1 , 2 , . . . , n }, 

1 hk(x) + Vhk(x)(x - x) = 0 pour k G {1 , 2 , . . . , p }, 

Le point x est solution du problème linéarisé [VIIIj] si, et 
seulement si, aucun des t systèmes de (t + n + p) relations li
néaires 

I Vf r(x)(x - x) > 0 , pour r G ( l , 2 , . . . , t } 

l'une de ces t inégalités étant stricte, 

g.(x) + Vg.(x)(x - x) > 0 , pour j G {1 , 2 , . . . , n } 

hk(x) + Vh k(x)(x - x) = 0 , pour k G {1 , 2 , . . . , p} 
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n'admet de solution x E Rm , tandis pue le point x est solution du 
système (VIIIj) que l'on obtient à partir de chacun des systèmes (VIIIi) 
en remplaçant l'inégalité au sens strict par une inégalité au sens 
large. 

D'après le Théorème 3 t e r du § 3 .4 .1 . (où les conditions de 
qualification sont vérifiées par les contraintes et les fonctions éco
nomiques du Problème [VIII j] du fait qu'elles sont linéaires affines) , 
ou, plus simplement, d'après le lemme de Fourier appliqué à chacun 
des t systèmes linéaires (VIIIj), on obtient les conditions (IXj) 
suivantes : 

Le point x est solution du problème l i né arise [VIIIj] si, et 
seulement si, il existe des multiplicateurs scalaires 

(Yi , Y2 > • • Yt) > (Xi, X 2 , . . . , Xn) , (jli, (I 2, . . . , jlp) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une 
fonction l telle que 

( I X } VZ(x) = V [ S 7P fr(x) + I Xj g.(x) + I Pk h k ( x ) ] x = .= 0 

Î
Yr > 0 pour tout r ^ce qui permet de prendre 2 y r = l ) 

Xj > 0 , g j (x ) > 0 , X. g j (x ) = 0 pour tout j 

h k(x) = 0 pour tout k 

Jd'où Z(x) = S Y rf r(x)J . 

[La mise en évidence de l'impossibilité de chacun des t sys
tèmes (VIII^), sous forme purement numérique par combinaison li
néaire, selon le lemme de Fourier, donne immédiatement t fonc
tions lT (r E {1 , 2 , . . . , t » possédant les propriétés de la fonc
tion l des conditions (IXi), à ceci près que dans lT (x) le mul
tiplicateur y r est strictement positif tandis que Yi > • • • > Yr-i » 
Yr+i , . . . , Yt sont seulement positifs ou nuls. La somme de ces t 
fonctions Z r est alors une fonction Z possédant toutes les pro
priétés indiquées dans les conditions (1X0. ] 

Les conditions (IXj), nécessaires et suffisantes pour que le point 
x soit solution du problème linéarisé [VIIIj], sont les conditions de 
Kuhn et Tucker pour ce problème. On voit que chacune des t fonctions 
économiques fr intervient avec un multiplicateur strictement po
sitif dans la fonction Z où, d'autre part, les contraintes bloquées 
(ou serrées) au point x sont seules à pouvoir intervenir avec un 
multiplicateur non nul. 
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Complément.- On peut observer que les conditions (1X1) se dé

duisent des conditions (IIj) par substitution de la fonction Ç Yr f

r (
x ^ 

combinaison linéaire a coefficients positifs des f r (x ) , a la fonction 
f(x), sans autre condition. 

On déduit alors des résultats donnés au § 4 . 1 . 1 . qu' il est pos
sible de n' introduire dans la fonction l que certaines des contraintes 
du Problème [VIIIj] en conservant explicitement les autres (par exemple 
les conditions de signe). 

On pourrait aussi, comme au § 4. 1. 1. , mettre ces conditions 
sous la forme de conditions de col pour une fonction de plusieurs va -
riables vectorielles (x et \ ,\x) , dans lesquelles les t multi
plicateurs positifs (y i , Y2 > • • • > Y t) joueraient le rôle de paramètres 
arbitraires. 

4. 3.2. Conditions de qualification . 

Les conditions (IXj) données au § 4. 3 . 1 . , et les conditions 
équivalentes qui pourraient en être déduites, expriment que le point x 
est solution du Problème linéarisé [VIIIj], tangent en x au Problème 
[VIII]. Mais elles n'expriment pas, en général, que le point x soit 
solution du Problème [VIII], et elles ne sont même ni nécessaires 
ni suffisantes pour qu'il en soit ainsi. 

Cependant, si les contraintes et les fonctions économiques du 
problème [VIII]- vérifient au point x certaines conditions de quali
fication, le point x ne peut être solution du Problème IVIII] que 
s'il est solution du problême linéarisé [VIIIj ] . 

Les conditions (IX^) donnent alors des conditions nécessaires 
(mais non suffisantes, en général) pour que le point x soit solu
tion du Problème [VIII]. Ce sont les conditions nécessaires de Kuhnet 
Tucker. (On sait, d'après l'étude faite au § 3.4. 2 . , que ces condi
tions deviennent suffisantes pour les problèmes concaves linéari-
sables. Et l'on verra au § 4. 3. 3. qu'il en est de même dans des 
cas un peu plus généraux. ) 

On va montrer que, tout en procédant des conditions de quali
fication des contraintes établies aux 4 . 1 . 2 . et 4 .1 .3 . pour le 
Problème [II, les conditions de qualification doivent ici faire inter
venir non seulement les contraintes mais encore les t fonctions éco
nomiques du Problême [VIII]. 

T h é o r è m e 4 t e r S i chacun des t systèmes de (t - 1 + n + p) 
relations déduits, par suppression de l ' inégalité stricte, des t sys
tèmes de (t + n + p) relations 
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f r(x) - f r(x) > 0 , pour r G {1 , 2 , . . . , t } 

l'une de ces t inégalités étant stricte, 

g /x ) > 0 , pour j G {1 , 2 , . . . , n} 

h k(x) = 0 , pour k G {1 , 2 , . . . , p} 
vérifie une "condition de qualification" analogue h la condition 
L(x) = P(x) posée dans le Théorème 4 du § 4 . 1 . 2 . (ou aux conditions 
qui s'en déduisent), le point x ne peut être solution du Problème 
[VIII] que s'il est solution du Problème linéarisé [VIII^]. 

Autrement dit, les conditions précédentes sont des conditions 
suffisantes de quai i fi cation des contraintes et des fonctions économiques 
du Problème [VIII] au point x . 

En effet, le point x , satisfaisant aux contraintes du Pro
blème [VIII], est solution de ce problème si, et seulement si, il 
existe un voisinage ouvert de x , soit Q(x) , dans lequel aucun des 
t systèmes (VIII) n'admet de solution. Et, en vertu des conditions 
de qualification posées, le fait qu'un des t systèmes (VIII) n'ad
mette pas de solution dans Q(x) implique l'impossibilité du système 
linéarisé (VIIIj) correspondant, car le point x est alors solution 
d'un problème d'optimisation linéarisable à (t - 1 + n + p) con
traintes qualifiées (voir § 4 .1 . ) où il s'agit de maximiser l'une des 
fonctions fr . 

Il en résulte que, si le point x est solution du Problème [VIII], 
il est solution du problème linéarisé [VIIIj], ce qui établit le théo
rème 4 t e r . 

Théorème 5 t e r . - S i leuointx G Rm est solution du Problème [VIII], 
où les fonctions h k intervenant dans les p égalités h k(x) = 0 
(s'il en existe) sont supposées l inéaires affines sur un voisinage ouvert 
de x , il existe des multiplicateurs scalaires non tous nuls 

(Yi , Y2 . . . . . Y t) > (Xx , . . . , Xn) , (p t , p 2 , . . . , pp) 

qui permettent de former, par combinaison linéaire, une fonction l 
telle que 

W(x) = V \ Z Yr f r(x) + I Xj gj(x) + I (I kh k(x)l ^ = 0 
I Lj; j k J x=x  
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Yr > 0 , pour tout r J 

Xj> 0 , gj(x) > 0 , Xj gj(x) = 0 pour tout j / 

hk(x) = 0 pour tout k I 
£d'où Z(x) = I Yr f r ( x ) ] , 

et dans laquelle - ou bien Zes multiplicateurs YT et X] af
fectent Zes fonctions f r et g. non localement pseudo - convexes en 
x peuvent être choisis non tous nuls, 

- ou bien tous les multiplicateurs Yr peuvent être 
choisis non nuls. 

En effet, si le point x est solution du Problème [VIII], où les 
fonctions hk sont supposées localement linéaires affines en x , 
aucun des systèmes de (t + n 0 + p) relations linéaires (nD étant 
le nombre des contraintes g j ( x ) > 0 bloquées par x) 

i Vf r(x)(x - x) > 0 pour r G .{1 , 2 , . . . , t} , 

avec inégalité stricte 

- pour un r au moins, arbitrairement choisi, 

- et pour tout r tel que fr ne soit pas localement 

pseudo-convexe en x 

Vg.(x)(x - x) >, 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 , 

avec inégalité stricte 

si gj n'est pas localement pseudo-convexe en x 

Vh k(x)(x - x) = 0 pour tout k 

(les h R étant localement linéaires affines en x) 

n'admet de solution x E Rm . 

Car, s'il en était autrement, il existerait un voisinage ouvert 
de x dans lequel les solutions x d'un système (VIIIp vérifieraient 
l'un des systèmes (VIII), ce qui est contradictoire avec le fait que 
le point x est solution du Problème [VIII ] , 

Ce résultat s'établit, et le Théorème 5 t e r s'en déduit par ap
plication du lemme de Fourier, comme il a été fait au § 4 . 1 . 3 . 
pour le Théorème 5. A chacun des systèmes linéaires impossibles 
(VIIIJ) correspond ainsi une combinaison linéaire nulle où les mul
tiplicateurs Yr et X r affectant les inégalités strictes ne sont pas 
tous nuls. La somme de ces combinaisons linéaires est alors une 
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fonction l possédant toutes les propriétés indiquées dans le théo
rème 5 t e r . 

Théorème 6 t e r . - S i le point x E Rm vérifie les contraintes du 
Problème [VIII], où les fonctions h k intervenant dans les p éga
lités h k(x) = 0 (s'il en existe) sont supposées linéaires affines sur 
un voisinage ouvert de x , et si chacun des t systèmes (VIII") de 
(t - 1 + nQ + p) relations linéaires déduits, par suppression de l'une 
des t premières inégalités, du système des (t + nD + p) relations 
(nQ étant le nombre des contraintes gj( x ) ^ 0 bloquées par x) 

!

Vf r(x)(x - x) >, 0 pour r E { l , 2 , . . . , t } , 

avec inégalité stricte 

si fr n'est pas localement pseudo-convexe en x 

Vgj(x)(x - x) > 0 pour tout j tel que gj(x) = 0 , 

avec inégalité stricte 

si gj n'est pas localement pseudo-convexe en x 

Vh k(x)(x - x) = 0 pour tout k 

(les h k étant localement linéaires affines en x) 

admet une solution x r G R" (ou x1' - x = X r ) , 

- alors le point x ne peut être solution du Problème [VIII] 
que s'il est solution du problème linéarisé [VIIIj] . 

Autrement dit, les conditions précédentes sont des conditions 
suffisantes de qualification des contraintes et des fonctions économiques 
du Problème [VIII] au point x . 

En effet, si le point x est solution du Problème [VIII], aucun 
des systèmes linéaires (VIIIj) considérés à propos du Théorème 5 t e r 

n'admet de solution. Mais, en vertu des hypothèses, chacun de ces 
systèmes impossibles résulte, d'une ou plusieurs manières, de l'ad
jonction d'une inégalité Vfr(x) (x - x) > 0 à un système (VIII1/) qui 
admet une solution, de sorte que la combinaison linéaire qui met en 
évidence son impossibilité, selon le lemme de Fourier, fait inter
venir cette inégalité avec un multiplicateur y r

 n o n n u ^ « 

On peut ainsi obtenir t combinaisons linéaires l^ , dont la 
somme est une fonction l dans laquelle tous les multiplicateurs 
Yr sont strictement positifs, et qui vérifie les conditions de Kuhn 
et Tucker (IXj) exprimant que le point x est solution du problème 
l inéarisé [VIIIj], 

9 
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Le théorème 6 t e r est ainsi établi. 

On sait, d'après les résultats obtenus au § 4 . 1 . 3 . , que la 
condition de qualification donnée mr le Théorème 6teT est un corollaire 
de la condition plus générale donnée par le Théorème 4 t e r , ces condi
tions procédant respectivement des conditions de qualification des 
contraintes données par les Théorèmes 6 et 4 pour le Problème [1]. 

Corollaires du Théorème 6 t e r . ~ Il serait facile d'énoncer et 
d'établir cinq conditions particulières de qualification des contraintes 
et des fonctions économiques du Problème [VIII], procédant respec
tivement des cinq conditions de qualification des contraintes du Pro
blème [I] données par les Corollaires du Théorème 6. 

Voici le premier et le plus simple de ces Corollaires : 

Si le point x G Rm vérifie les contraintes du Problème [VIII], 
si les t fonctions économiques fr et les n fonctions g. inter
venant dans les inégalités g..(x)^0 sont localement pseudo-convexes 
en x (ou, en particulier, localement linéaires affines en x) , et 
si les p fonctions h k intervenant dans les égalités h k (x) = 0 
(s'il en existe) sont localement linéaires affines en x , 

- alors les contraintes et les fonctions économiques du Pro
blème [VIII] sont qualifiées au point x . 

En effet, les systèmes linéaires (VIII") ne comprennent alors 
aucune inégalité stricte, et admettent donc la solution x r = x . 

D'après le dernier de ces Corollaires, on peut, dans l 'énoncé 
du Théorème 6teT, remplacer l 'hypothèse de linéarité des fonctions hkt 

intervenant dans les p égalités h k (x) = 0, par l'hypothèse selon 
laquelle ces fonctions h k sont continûment différentiables sur un 
voisinage ouvert de x et les p vecteurs gradients Vh k(x) sont 
linéairement indépendants, a condition que les t systèmes (VIII'/) de 
(t - 1 + nD + p) relations linéaires puissent être remplacés par les t 
systèmes (VIIl" ') ; qui s'en déduisent par transformation de toutes les 
inégalités en inégalités strictes, sans qu'aucun de ces systèmes cesse 
d'admettre une solution. 

Remarque.- Les "conditions de qualification" posées dans le 
Théorème 6 t e r ne sont pas seulement des conditions de qualification 
des contraintes du Problème [VIII] puisqu'elles font intervenir aussi 
les t fonctions économiques f r . Elles impliquent cependant la 
condition de qualification des contraintes posée dans le Théorème 6 
du § 4 . 1 . 3 . , mais, lorsque cette condition est remplie, il se peut 
que certains programmes extrêmes x soient "qualifiés", en ce sens 
qu'ils vérifient les conditions de Kuhn et Tucker (IXj), tandis que 
d'autres ne le sont pas. 
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On peut alors dire que les conditions de Kuhn et Tucker (IXt) 
sont nécessaires pour que le point x soit solution quai i fiée (ou 
"propre') du Problème [V'111]. (Les solutions qualifiées, ou "propres", 

sont souvent préférables, en pratique, aux solutions non qualifiées , 
ou "impropres" [12].) 

Exemple.-Pai peut reprendre, comme problème l inéarisable, le pro
blème concave qui a été pris comme exemple au § 3 .4 .1 . 

On vérifie encore que les conditions de qualification du Théo
rème 6 t e r ne sont pas remplies par le point solution (non qualifiée) 
x = 1 , puisque l'équation { 0 ( x - l ) > 0 } n'a pas de solution. 

4 . 3 . 3 . Cas où les conditions de Kuhn et Tucker sont suffisantes. 

Dire que le point x est solution du Problème [Vili] revient 
à dire que x est simultanément solution des t problèmes d'op
timisation linéarisables suivants : 

Maximiser, au moins localement, la valeur fr.(x) d'une fonction î^, 
sous les contraintes, supposées compatibles, 

Î
fr (x) - f r(x) > 0 pour tout r / r ' \ 

g. (x) > 0 pour tout j > 

h k (x) = 0 pour tout k / 

foui définissent un domaine [C r ,CC C B m ] 
(Chacun de ces t problèmes correspond à une valeur déterminée 
de l'indice r' G {1 , 2 , . . . , t}. ) 

Dire que le point x est solution du problème linearis t [VIIIJ 
revient à dire que x est simultanément solution des t problèmes 
d'optimisation linéarisés respectivement tangents en x aux t pro
blèmes précédents. 

Le théorème suivant en résulte, d'après le Théorème 7 du 
§ 4 . 1 . 4 . 

Théorème 7 t e r . - Les conditions de Kuhn et Tucker, données au:§ 4.3.1., 
impliquent que le point x rend "extrême", au moins localement , le 
vecteur de coordonnées f^x) , f2(x) f t(x) pour x E C (domaine 
défini par les contraintes du Problème [VIII]) si les t parties C r . 
de C définies par les conditions {f r(x) - f r(x) ^ 0 pour r / r '} 
sont localement pseudo -convexes au point x et si les t fonctions 
f r ( r€ l , 2 , . . . , t ) sont localement pseudo-concaves sur C au point x . 

L'extrémum local du vecteur de coordonnées fj(x) , f2(x) , . . . , f t(x) 
au point x est un extremum absolu si ces deux cont it ions sont remplies 
sans la restriction "localement". 
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[Comme dans le Théorème 7, si 7 f r ( x ) y 0 et si f r est 
continue, l'hypothèse de pseudo-concavité d'une fonction fr peut être 
remplacée, dans le Théorème 7 t e r , par une hypothèse de quasi-concavité 
qui l'implique.] 

Les deux conditions posées dans le Théorème 1 t e r sont remplies, 
en particulier, si, les p fonctions hk étant linéaires affines (s ' i l 
en existe), les n fonctions gj sont quasi - concaves (ou a fortiori 
concaves) et les t fonctions fr sont à Za fois gwasi - concaves sur 
C et pseudo - concaves au point x swr C (ou a fortiori pseudo
concaves sur C , ou concaves sur C). 

Ces résultats, complétés par le 4 e m e corollaire du Théo
rème 6 t e r (procédant du 4ème corollaire du Théorème 6), permettent 
de retrouver les conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn et 
Tucker pour les problèmes concaves, qui ont été données au § 3.4. 2. , 
mais on suppose de plus ici que les t fonctions fr et les n 
fonctions gj sont differentiates au point x . 
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