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SUR LA LOI DE RÉCIPROCITÉ;

PAR M. KRONECKER.

I.

Soient /• et s deux nombres entiers positifs ou négatifs, /, ///, n
trois nombres impairs ; soient enfin y = ± i, d = db i, e = zb i, les
signes étant choisis de façon que y/, 5//Î, en soient positifs. Si Ton
pose, en généralisant une expression donnée par Eisenstein,

. 2 rk 7T
sin

A sin
/Î

on peut remarquer lout d'abord que ce produit conserve la même
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valeur lorsqu'on Tétend à tous les systèmes de -| (en — 1) nombres

/r, qui forment, pour ainsi dire, un demi-système de résidus relati-

vement au module zz, c'est-à-dire dont tous les restes, pris de ma-

nière à être, en valeur absolue, moindres que — > sont différents. Le

symbole f-U défini par l'équation (X), jouit des propriétés sui-

vantes.

1. Sa valeur est zéro ou db 1 : elle est zéro si r et n ont un com-
mun diviseur, car alors un des facteurs du numérateur s'annule
évidemment 5 eile est ± 1 quand les deux nombres r et n sont pre-
miers entre eux, car chaque facteur du numérateur coïncide, abs-
traction faite du signe, avec un facteur du dénominateur.

2. La définition conduit immédiatement aux relations

(A)

Or, comme on a

jjj = U a cos—, [t = i, a, ..., i(s« _

le nombre des facteurs négatifs cos—- étant j(e7i ± 1) et ayant la

même parité que ^(n2—- 1), il s'ensuit

3. La remarque faite au début sur les systèmes des nombres k
montre que l'on peut écrire

sin

A- sin
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et par suite que Ton a

(A')

4. En prenant / • = /// et en mettant à la place des nombres h les
nombres-(/? -f- i)Â, il vient

mk-n
sin

11 . ki:
A SU1

n

n
9

où les A' forment un demi-système de résidus par rapport au mo-
dule n\ puis, en utilisant les relations

. Sin//il» f-r . f/lTT \ . IllT. \
§ ____. . = I I o SU1 ( h l' J 2 SIH I IM .

sui p 1 1 \ m J \ m I
h

on arrive à l'équation

— =\ n J 2 sin 1 • ) a sin (
\ n J \ m n

où le produit s'étend aux j(iïrn—i) nombres // et aux ^(en—i)
nombres /» qui forment les uns un demi-système de résidus par
rapport au module //i, les autres un demi-système de résidus par
rapport au module n.

L'équation (iH>) subsiste, il convient de le remarquer, lors même
que 772 est un nombre j^air; toutefois, il faut prendre alors pour À
seulement des nombres pairs, remplacer h dans un seul des deux
facteurs du second membre par j/7i, et enfin, partout ailleurs, faire
parcourir à h dans les deux facteurs ^$m — i nombres qui, en va-
leur absolue, soient incongrus entre eux et avec \m par rapport au
module 777.

De l'équation (id>) résulte immédiatement l'équation de récipro-
cité
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ou

(B) >\'"V

5. En posant / = i• + ra/z ou / = /*, selon que /' est pair ou im-
pair, / sera impair et le produit

l \ I mn \
mn , '") » té)(")(?)

sera une puissance de — 1 dont l'exposant sera

Î ( / - I ) ( ™ - I ) H - ± ( 7 - - I ) ( * - I ) ;

i i . /' l \ (m\ (l\ln\ .
de même, le produit ( — )V"7")v"")\7") s e r a u n e P u i s s a n c e

dont l 'exposant sera

La différence des deux exposants

1 ( / - I ) ( / / Z - I ) ( « - I ) - I - 1 ( 7 -

étant paire, on a

\""</ \m) V*

et par conséquent

6. Les nombres /c formant un demi-système de résidus par rap-
port au module 72, à chaque nombre A: correspond un nombre À'
pour lequel on a

rh = ± : / i ' (mod. //),
et par suite

sm
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De là résulte

Si n est un nombre premier, le produit IIA n'est pas divisible par n^
et dans ce cas on a, par conséquent,

(-)===:/• (mou. n).

Cette dernière congruence montre que, si n est un nombre pre-

mier, le symbole [-1 défini par l'équation («&) coïncide avec le

symbole de Legendre, et ensuite il résulte de l'équation (C) que,

si n est un nombre quelconque, le symbole ( - J est identique avec

celui qu'a introduit Jacobi en généralisant le symbole de Legendre.

II.

m et n étant supposés premiers entre eu%, l'interprétation arith-
métique de l'équation [x) donne la généralisation du lemme de
Gauss, qui a été communiquée par M. Schering. Si en effet les
nombres A7, A/;, . . . forment un demi-système de résidus relative-
ment au module w, et que l'on ait toujours pour ce module

l'équation (cl>) donne pour le symbole f- ) la définition arithmé-

tique

entièrement équivalente à celle qui apparaît d'abord sous une forme
transcendante.

L'interprétation arithmétique de l'équation (i&), si l'on prend

/ I = I , 2 , . . . , \ { r j m — i ) , / - [ , a , . . . , \ { z n — i ,
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permet de définir le signe de (-^J par le signe du produit

V/i* nz

ou, si Ton veut, par les conditions

\ sn

Si Ton suppose, comme on le fera désormais pour plus de sim-

plicité, m et n positifs, le signe de f — j est le signe de

(ifi/) JJ m n j

où le produit s'étend aux valeurs

h=i, 2 , . . . , £ ( # » — 1 ) , Z- = i , 2 , . . . , £ ( / * — 1 ) .

Le produit (oPo'j, ainsi que celui qui figure dans l'équation (i&),

s'annule si m et n ne sont pas premiers entre eux \ de même, la dé-

finition du symbole ( - J donnée par l'équation (<A/) peut être énoncée

dételle manière que la coïncidence avec celle qui résulte de l'équation
(X) soit encore conservée quand r et n ne sont pas premiers entre

eux. La définition arithmétique du symbole ( - J donnée par l'équa-
tion (jlo') conduit aussi immédiatement que la définition (d>) aux
propriétés qu'expriment les équations (A) et (A;) ; d'un autre côté,
la définition arithmétique (aft/) met, tout aussi bien que la défini-
tion (itë>), l'équation de réciprocité (B) en évidence : en sorte que,
pour lier aux définitions arithmétiques (Jl/) et (iJï/) toute l'analyse
déduite dans le § I des définitions correspondantes (x) et (all>), et
pour constituer de cette manière la théorie complète du symbole

(- j ? il ne manque plus qu'un procédé purement arithmétique pour

passer de l'une à l'autre; on y parvient aisément comme il suit.
Dans la définition (X;), prenons pour les nombres //, lf', . . . les

nombres impairs positifs moindres que n — 1; chaque produit Km
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sera congru suivant le module n à la valeur positive ou négative de
i , , , 7 . , . • * r» f &m\ i / k^i \

i un des nombres £ suivant que la partie entière t, — j de — 1
1 r \ " / \ " /

™ i i i / m \

sera paire ou impaire. Far suite, le symbole ( —J represente une
puissance de —i dont l'exposant est

et cette somme, en vertu de la relation

\ n ) L n J
peut être remplacée par

Or c'est évidemment cette même puissance de — i qui détermine

le signe du produit (tu/), puisque E ( — J est le nombre de valeurs

de h pour lesquelles est négatif.

Ce passage de la définition (*l/) à la définition (i)î/) remplace, au
point de vue arithmétique, le passage de la définition (*l,) h la
définition (ajb) obtenu par la méthode d'Eisenstein au moyen de la
formule qui donne sin mv ; de même, il remplace chacune des diffé-
rentes déductions qui^ partant dulemmede Gauss, conduisent à la
loi de réciprocité. Mais le nœud de toutes les démonstrations de la
loi de réciprocité qui rentrent dans cette catégorie apparaîtra plus
nettement encore en laissant, comme nous Je ferons désormais, le
leumie de Gauss de côté et en s'arrêtant à la définition (ifc').

III.

Le symbole!—J relatif aux nombres positifs impairs m} n étant

défini par le signe de

n
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l 'équation de réciprocité

résulte immédiatement de cette définition, ainsi que la relat ion

De là résulte aussi que , pour les nombres positifs impairs / et m,

congrus entre eux suivant le module n et par suite suivant le

module 2/?, on a

mais, dans Je cas où / = — m (mod. « ) , on aura

Si maintenant on a km = ± Ây(mod./z), en désignant les nombres

k' ou. n-- k' suivant les deux cas pa r /', on aura

et

ainsi

et par suite

E n appliquant à chacun des trois symboles l 'équation de réciprocité
(a) et en permutan t / avec72, on parvient , comme dans le § 1,5, à
la relat ion

(=) = (=)(

l\fp
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qui montre que le symbole défini précédemment sera identique
avec celui de Legendre-Jacobi si, pour le nombre premier /z, le

symbole f — ) est -f-1 ou — i, suivant le caractère quadratique de m

par rapport au module n. Or l'équation (y), pour ni = /, jointe à
l'équation ([3), montre d'abord que, pour tout résidu quadratique

/ de/z, on a en eilet | - J = i • si maintenant pour un seul nombre

m le symbole f — ) est négatif, m sera nécessairement non-résidu,

et le symbole sera — i pour tous les non-résidus, ainsi que cela
résulte des équations ((5) et (y), qui montrent qu'alors on aura

si / est résidu quadratique : or lm peut représenter tous les non-
résidus. Il ne reste plus qu'à prouver que pour tout nombre n il

existe un nombre m qui satisfait a l'équation ( — J = — i. Soit d'a-

bord 72 = —i(mod. 4); il suit de l'équation (j3') que pour m = 211— 1

le symbole f — j est négatif; si, en second lieu, tt E== 5 (mod. 8) et si

l'on prend m = \{n 4- 1 ), on aura, à cause de (jS7),

et par suite, h cause de (a) ,

En troisième lieu, si le nombre n est de la forme 8 v -f- 1, suppo-
sons que pour tous les nombres inférieurs à n1 existent des nombres
m satisfaisant à la condition imposée : les développements précédents

prouvent l'identité du symbole ( — j avec celui de Legendre-Jacobi

pour tous les nombres m et n inférieurs à n'. Or le théorème de

Gauss (Disqu. avithm., sect. IV, art. 129) montre qu'il y a toujours

au moins un nombre premier m inférieur h 2 y///par rapport auquel
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n'est non-résidu quadratique : dès lors, les deux nombres positifs met

n' — im étant inférieurs à rim ( —~ — ) est identique au symbole
• \ m )

de Legendre-Jacobi, et par conséquent négatif, et l'équation ((3)
donne

m I \ m

et enfin, en vertu de l'équation de réciprocité, on aura

L'existence de ce nombre /?i, pour le nombre n\ complète la
démonstration, par voie d'induction, de l'identité du symbole défini
parle signe du produit

avec le symbole de Legendre-Jacobi.
Les développements qui précèdent constituent donc une démons-

tration de la loi de réciprocité qui appartient essentiellement à la
même catégorie que la troisième et la cinquième démonstration de
Gauss. Elle a cela de commun avec la première démonstration de
Gauss qu'elle n e sort point du domai ne delà proposi tion à démontrer ;
elle lui emprunte en outre son principal point d'appui, à savoir le
théorème de l'article 129 des Disquisitiones arithmelicœ, et aussi,
du moins en partie, sa marche induetivo. Naturellement la troisième
et la cinquième preuve de Gauss, et toutes celles qui rentrent dans
cette catégorie, peuvent être établies de la même façon que les
développements précédents et débarrassées du lemmedel'artiele 108
des Disquisitiones arithmeticœ. Si l'on voulait se rattacher à la cin-
quième démonstration de Gauss, il faudrait faire abstraction du
§1, utiliser seulement le contenu du §11, où l'équation de réci-
procité (a) est établie en regardant le symbole ( — ) relatif à deux

nombres premiers entre eux m, n comme défini par le signe du
produit des résidus par rapport au module //, pris en valeur absolue
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nmoindre que - • des nombres

De cette définition du symbole ( — ) résultent immédiatement les
J \ » )

équations ((3), ((i'), (y) , et l'on a tout ee qu'il faut pour établir

comme plus haut l 'identité du symbole ( — ) avec celui de Leçendre-
\ n ) °

Jacobi, sans avoir besoin, comme dans l'article 1 de la cinquième
preuve de Gauss, d'invoquer le lemme de l'article 106 des Disquisi-
tiones. Or, h la place de ce lemme, on utilise la plus importante des
propositions sur lesquelles s'appuie la première preuve de Gauss.
Q u e ce soit justement cette proposition à l'aide de laquelle on puisse
éviter les eoiigrueneesde degré supérieur qui figurent dans lelemme,
cela me semble éclairer une fois de plus le caractère profond de cette
déduction si singulière et si cachée qui a conduit pour la première
fois à la démonstration rigoureuse de la loi de réciprocité et qui ,
tendant directement au but en surmontant tous les obstacles, se
présente comme une épreuve de force du génie de Gauss.


