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MÉLANGES.

SUR LA RÉDUCTION DES INTÉGRALES INDÉFINIES;

PAR M. ANDRÉIEWSKY,

Professeur à l'Université de Varsovie.

1. Euler a indiqué, dans son Traité de Calcul intégral^ * ), une

méthode pour réduire une intégrale de la forme / ^ où M et N

désignent des fonctions de .r, p un nombre entier ou fractionnaire,

à une autre intégrale de la forme / -^— • Pour cela, il considère la

différentielle

(R désignant une fonction arbitraire de x, R' et N' les dérivées de R
et N par rapport à x)\ d'où, en posant

J N̂ "*"1y-
on déduit

R fM-i-NR' —i>RN' ,
i dx.

Si Ton détermine, maintenant, la fonction R, de manière que
M -+- NR' — pRN' soit divisible par N, ou que Ton ait

(1) M—/?RN' = 1NT,

( f) Imtitutionum Calculi integralis tomui I, p. 72. Editio tertia.



MÉLANGES. a47

l'équation précédente donnera

__ rUdx _ R /IM,/Ar

où

(3) M, =

2. Ces formules d'Euler peuvent être présentées sous une autre
forme, qui sera, dans plusieurs cas, plus commode pour les appli-
cations.

D'après le n° 1, pour ramener l'intégrale y (a) à une autre in-
tégrale plus simple, il faudra trouver deux fonctions R et T satis-
faisant à l'équation (i) et pour lesquelles la fonction M, (3) ne soit
pas plus compliquée que M.

En introduisant, au lieu de R et T, deux autres fonctions A et
B, liées aux premières par les relations

/>R = —MA, T = MB,

on pourra écrire l'équation (i) sous la forme

(4) BN —AN' = i ,

et les équations (2), (3) deviendront

pu/ .r_Aj \ i rn,dr

(6) M,=:-[(B/> —A')M-ÀM'] ,

où. A et B désignent deux fonctions quelconques satisfaisant à
l'équation (4). Or, si A, B remplissent la condition (4), il en sera

de même des fonctions A — -- N, B — -- N ;, K étant une fonction

arbitraire de x. Par conséquent, on pourra remplacer la formule ( 5 )
par cette autre, plus générale,

J iV+'~" JN J W '

ou

(8) L = - [(B/; ~ A') M - AM' - (p - 1] KN'-f- NK'].
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3. On trouve, dans le Cours d'Analyse de M. Hermite (* ), une
application très-élégante de la formule (7) à la recherche de la

partie algébrique de l'intégrale 1 —— > où M et N sont deux poly-

nômes, etp un nombre entier et positif.-

Le succès de cette application dépend de ce qu'on peut toujours
déterminer deux polynômes A, B satisfaisant à l'équation (4) , si le
polynôme N est premier avec sa dérivée N' , en effectuant sur W
et N ' la recherche du plus grand commun diviseur. •

Je dois établir, maintenant, au moyen des formules (5) , (7) , en
observant qu'elles subsistent quels que soient les fonctions M, N
et l'exposant ƒ?, excepté p = o, plusieurs autres formules pour la
réduction des intégrales de certaines différentielles algébiiques et
transcendantes.

4 . Posons d'abord

N = .r' -f- rx -+- s.

En divisant N par sa dérivée N ' = ax-f- /*, on trouve le quotient

- -4- T a v e c le reste s — -75 ce qui fournit, dans ce cas, les solutions2 4 4 L

suivantes de l'équation (4) :

al — Tl — J

La substitution de ces valeurs de N, A, 6 dans les formules (7) ,
(8) donne

(9)

Mdx

JL'-\-rx-+-sp+l

Lrix
x + - ) M — (x2 -f- r.r -f- tv) K

- - f- i - ,

2/? ( 5 — 7- J (x2 + r.r -f- s)P J V 7

(*) Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, i8;3. Premiere Partie, p. 267.
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J
Si M = xn

y n désignant un nombre entier et positif, on pourra
disposer de la fonction arbitraire K de manière que le degré de L
soit inférieur à n. Pour cela, faisons R = a / " 1 ; alors, en annulant
le terme en xn de L, nous trouverons a = 1 ; ainsi, dans le cas de
M = xn) R = xn~*, l'équation (9) devient

xnd.r
r -+- rx - j - s )/»+•

(10) l s — y \ [x22p l s — y \ [x2 -f- rx

Cette formule ramène l'intégration de la différentielle

( xÀ -t- rx -t- f j ^ " 1 " 1

à l'intégration d'une autre différentielle du même genre, dans la-*
quelle l'exposant du trinôme sera diminué d'une unité, et le numé-
rateur renfermera les termes en xn~{, xn"2

9 et sera, par conséquent,
d'un degré inférieur à n.

Lorsque M est une fonction transcendante, ayant une dérivée
algébrique, on pourra, d'après la formule (9), réduire l'intégrale

7— —- 9 où p est un nombre entier et positif, à
[x2 -h rx -+- s)r+l ' r '

Mrlv

— o

et à une suite d'intégrales de différentielles algébriques.
Les formules (9), (10) deviennent illusoires si l'on a p = 1, ou

Bull, des Sciences mathém., 2e Série, t. II. (Juin 1878.) 17
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s— j = o. Changeons maintenant p en —p dans l'équation (9),

où nous supposerons K = o, et résolvons-la ensuite par rapport

à l'intégrale l M (a:2 -h rx -4- s^dx, qui sera contenue dans son

second membre} il viendra

MJ + s)P

ï— f M' ( * -+- - ] (.*2 + r j + s)Pdx

1 dx.

Au moyen de cette formule on peut ramener l'intégrale

IM(x2-+-rx-\-sydX) où M est une fonction transcendante

ayant une dérivée algébrique, et p un exposant entier et positif, à

1 Mdx et à des intégrales de différentielles algébriques.

5. Reprenons l'équation (4) et supposons qu'on ait

(11 ) X

y et ^ désignant deux fonctions rationnelles de .r, m un exposant
quelconque5 si m est fractionnaire, t|/m sera irrationnelle-, mais
on peut facilement satisfaire à l'équation (4) par des valeurs ration-
nelles de A, B.

Il suffit, pour cela, de remplacer dans l'équation (4) N par son

expression (11), etN ; par CJ/-| -— t|/, et d'égaler ensuite les par-

ties rationnelles et les coefficients de tym dans les deux membres.

On trouve ainsi

Par conséquent, d'après les formules (5), (6), (12), l'intégrale

: r— peut être ramenée a { :—~? ouIenumerateurlVli
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ne contiendra pas d'autres quantités irrationnelles que celles qui
figurent dans M.

6. Soit, par exemple,

N = a -H xm, f = a9 \[/ = x.

Les équations (12) donneront

A — 9 B zzz. —5

et, par suite, des formules (5), (6) on déduira

\ló)

j I r
\ map J

En changeant dans cette équation p en —p, et en la résolvant en-

suite par rapport à l'intégrale IM(/ ' -4- a)rcl.r^ on a

M.ri.r™ + a)P J C , ,

(I4J > = i i- M ' j 4
j wp-\- 1 ////> -M J v

Ces formules comprennent, comme cas particuliers, la formule
connue pour la réduction de l'exposant d'une différentielle binôme.

Lorsque M est une fonction transcendante ayant une dérivée
algébrique, les formules ( i3) , (i4) réduisent les intégrales

/ "TTn ~T£ïl 5 ƒ M (xm 4- df dx, où p désigne un nombre entier et

positif, respectivement à ƒ —^ « 1 Mdx, et à des intégrales de

différentielles algébriques.

7. Si l'on fait, dans les équations (11), (12),
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n désignant un nombre entier et positif, on aura

bc bc

En substituant ces fonctions à N, A, B dans les équations (5), (6),
il viendra

Les coefficients de M, M' du numérateur sous le signe d'inté-
gration du second membre étant des fonctions entières, l'intégrale

i ~pZj> OVL M est une fonction entière et p un
J (ex-}- s/ajr" -h b)p

nombre entier et positif, se rédui t , au moyen de la formule ( i 5 ) , à

C ' rx • p
i ou (̂ ) sera aussi une fonction entière.

C
I

J e
ex ~r yjaxu -\- b

8. Les formules de réduction démontrées dans les numéros précé-
dents (4 à 7) se rapportaient aux cas où N est une fonction algébri-
que. Nous allons appliquer maintenant les formules du n° 2 à la ré-
duction des intégrales i —'^ pour certaines formes transcendantes

de la fonction N.
Soit d'abord

(16) N = ? -h*%

où <p est une fonction quelconque, que nous supposerons indépen-
dante de l'exponentielle ex.

Dans ce cas, l'équation (4) peut être facilement vérifiée par des
valeurs de A, B, qui seront aussi indépendantes de ex.

En elïet, si Ton écrit l'équation (4) pour la fonction (16), et que
l'on égale ensuite dans les deux membres les coefficients de ex et
les termes indépendants de ex, on obtiendra deux équations qui
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donneront

(17) A = B = - — , .

En remplaçant, dans les équations (5), (6), N, A, B par les ex-
pressions (16), (17), on a

18) f Mr/r M f Mt'/r

OÙ

(,9) ^

La formule (18) devient illusoire si p = o, ou CJ» = ex.
Supposons que M renferme le facteur y — tf élevé à une certaine

puissance, c'esl-à-dire que Ton ait

<p désignant aussi une fonction de x.
Alors les équations (18), (19) pourront être remplacées par

celles-ci

/•(«-y'H'fo-_(«-/)»-'• • n,-/)-i</»

(21) f, = (? - ?') ( ^ - f ) 4- (. - n) ( f - t ' ) * .

9. Quand ç et ̂  seront des fonctions entières respectivement des
degrés g et /z, le numérateur (ç — cj/)ra^ sera du degré gn 4- A, ^
de degré g -h //, et ((p —y' )"" 2 ^ a u degré g{n — i) -h h.

La formule (20) permet donc de ramener l'intégration de la dif-

férentielle ~ — à l'intégration d'une autre différentielle de

même forme, mais dans laquelle le degré du numérateur sera
abaissé de g unités, et l'exposant p -+-1 d'une unité.

Faisons, par exemple, dans les équations (20), (21)

cp - iéf, ^ == xh, h = m — ng + /?,

iA siendra

(ƒ
'.r"1 fx — »\n tir .r"'-ë+ ' (.r — g)n~*

-g(t —^)"~/f/^i—{pg-*-ni-+-n—g).i -i-g(m—^-f- r̂
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Le numérateur de la différentielle du premier membre de cette
équation est du degré m -\~ n, et le numérateur de la différentielle
du second membre est du degré m-\-n — g.

La formule (22) subsistant pour toutes les valeurs des constantes
m, ra, g*, nous considérerons un cas particulier, en déterminant m
et n par la condition

px* —(pg + m-+-n — g)

d'où
w = (/?4- \)g — 1, « = i .

Pour ces valeurs de m, n, la formule (22) devient

;

,rC/H-O*-i (.r — g) dx ___ xPi Ç.rPg-* fx — o) dx

(«#4-c xr r i "" p(j*-¥c*)P ~h J '
ou, en changeant g" en — g,

(23)

D'après cette équation, l'intégrale du premier membre se réduit
à une autre, qui ne diffère de la première que parce que p est rem-
placé par p — i. Conséquemment, l'application répétée de la for-

mule (23) ramène l'intégrale ƒ 7ï~^\> 01^ P e s t supposé

entier et positif, à ƒ — - ' q11^ ciae S0lt- S'

En remplaçant p par — p dans l'équation ( 23 ), et en la résolvant
ensuite par rapport à l'intégrale du second membre, on trouve la
relation

ƒ (, +iyi + xge,ydx = (' + «"+ _ ƒ (,
qui permet d'évaluer facilement l'intégrale
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où p est entier et positif et g quelconque, en la réduisant à

iïl 4-|W*==*

10. Si Ton pose, dans les équations (20) , ( a i ) ,

y = a sinx -4~ p cosse, ty = sin^a: cosA J?9

on obtient

ƒ
H- a)sim:-4- (p — a)cos.r]11 sin^.r cosA.r

(a sin x -+- p cos x -\- e*)?**

[( p -*- a) sin x -4- ( p — a) cos x\n~x sin^rcos7' e
P[OL sin x •+- p COSJ? -f- t*y

I r [ (P -h a) sin r-4- (p — ajcos.r]"-2^,

p J ( a sin x -h fi tos.r -f- tf* /

OU

/ ^ = [a(/?-/«-«

( 2 5 ) < H- [ P ( / ' — g — n -I- 1 ) —• a (/> -4- g -f- / / — 1 ) ] sinff

( -f- /i ( p -h a ) sin^4"1 x cosA~ ' JT — g ( p — a ) si

Le numérateur de la différentielle du premier membre de l'équa-
tion (24) est du degré g -f- h - j - n par rapport à sin x, cos x, et le
numérateur de la différentielle du second membre est du degré
g -+• h -f- n — 1 par rapport à sinx, cos x.

Pour a = |3 = -> g = k — n, les équations (24), (2D) donnent

sin*.r cosA xdr
sin.r -h cosx

cos.r -4- |

On peut facilement généraliser cette formule de réduction, en la
différentiant m fois par rapport h ft; il viendra

sin*.r cosA.r r"ixrfx
S ! iî r -h cos .v H- y. t'r ; /y+ ' 2y; ( si n .r -+- cos .r -4- |/ ec Y

I / • Qr"'*{f.r
-f- — 1 7-: —— ï

xp J (sm-e -+- cos.^ -h pc*,-"
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OÙ l - .

Q = (p — /w-h i ) sin*""1 jrcos^x — [k — i ) sin^

H . Considérons encore les formes trigonométriques de la fonc-
tion N} soit

(26) N ~ a -4- #cos.r.

Dans ce cas, l'équation (4) se présentera ainsi

(27) B(« -f- bcosx) -f A^sin* = 1.

Pour déterminer les valeurs de A, B, nous poserons

alors l'équation (27) donnera

et, par suite,

<7 — beosx

Substituant, dans les équations ( 7 ) , ( 8 ) , à N , A, B leurs va-
leurs (26 ) , ( 28 ) , on trouve

Mdx £Msin.r-J- (a -4- &cos.r)K

) 1 Ç
\ p{ai — b1) J {a-j-
) 1 Ç Ldx

OÙ

(3o) ( L = |> />-*( /> . - i)cos.r] M

K désignant une fonction arbitraire de x .
La formule (29), qui subsiste quelle que soit la fonction M, com-

prend, comme cas particulier, la formule connue (*) pour la ré-
j . , ,,. , T (*(/-+- gcosx)dx
duction de 1 integrale I ) 7 —— •

b J [a -H b cosx)^ 1 • v

( ! ) EULER, Instiiudonum Calcull inlegtalis tomus I, p. i5o.
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En effet, si dans les équations (29), (3o), on a M = ƒ H- gcosx^
on pourra disposer de la fonction arbitraire K, de manière à rendre
L aussi linéaire par rapport à cosx.

Pour cela, faisons K = JX sinx, p désignant un coefficient indé-
terminé; après la substitution de ces fonctions à M et K, et le rem-
placement de sin2,r par 1 — cos2x, l'expression (3o) de L devient

l>z= apf— bg -h (ƒ> — i)byL

et, en égalant à zéro le coefficient de cos2 a:, on trouve p = — g.
Par conséquent, pour M = ƒ - h g cos a:, K = — g sinx, les équa-

tions (29), (3o) donnent la formule

ƒ(/H- gcosx)dx (ag— bf

[a -4-6 cos*)**1 pKa' — b') [a

KW'
bf)vo%.r

P{*-*l)J l«'

12. Si la fonction N est de la forme

N = sin.r -h acosx,

on satisfait à l'équation (4) en posant

A = — cos.r, B = sin x.

Pour ces valeurs de N, A, B, les équations (7), (8) deviennent

r Mdx Mcos^-f-K(sin*-f-acos.r) Ç Ldx
* J (sin*-h acos-r)/*-*-1 ~~ p{smx -h ce cosxf J (sin* H-ac

1 ( [[p— i)Msin*-h M'cos*
p\ -+- (sin*-f-acos^)Ii' — {p — i)(cos* — asin*)K]

13. Posons maintenant

'(33) M = .

yetâ étant deux coefficients indéterminés.
Remplaçant M et Kpar ces valeurs dans l'équation (32), nous
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aurons

En disposant des coefficients indéterminés y, J, on* peut réduire
cette expression de L à la forme

4- ftty 4- [p— l)a^].rw<-'4- (m — ij&e"-

4- [m 4-a(pi + my) — (p — i)§]x"-% \ cosa?

L = — laaf* 4- è^1-1 -f-cx*-2) (sinx 4-acosjr).

II suffit, pour cela, de prendre pour y, 5 les valeurs satisfaisant aux
équations

d'où •

7

En portant ces valeurs de y, d dans les équations (33), |(34)* il
vient

L = (sin.r 4- acosx);

puis, en substituant les expressions de K et L dans Féquation
(31) et en y remplaçant ensuite p par p 4- 1, on obtient la formule
de réduction

(35)

fi
af'à'dx

sinx -h a cos .r )

— j —
, f [(p24-/»>

' ' ' ' ' • I -
p -f l'/?|l4-y.Mj

' ' ' • I

[p -f l'/?|l4-y.Mj ! bin.r -H a cos.r */'
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Changeons, dans cette équation, p en —p et résolvons-la ensuite

par rapport à j xme*x(smx 4 -a cosxydx; il viendra

ƒ *"» 6?x (sin x 4- a cos* )P dx

^x(sin.r 4- acos*)

P2 + lji ) 4- [(af — /?) a?"14- iw a*"1-' | cos*

(36) a cos* )P~2dx

a c o s x
2m6 /*

m[m — i) r
P "T~ P J

Cette formule ramène l'intégration de la différentielle

x"1^* (sinx 4- a cosa?)/* <fx

à l'intégration de trois autres différentielles de même forme, qui
n'en diffèrent qn'en ce que, dans Tune d'elles, Fexposant p est
remplacé par p — 2, dans la deuxième, m par m— i, et dans la
troisième, m par m — 3.

P o u r / w = o , les formules (35), (36) se simplifient considéra-
blement; elles deviennent

(3,) ^

— a/?)sin.r4- (aJ3
smx 4- acosx)*"*"2 ~~ (p 4- i)p[i 4- a3j(sinx

(f "+" l)p{1 "+" a 2)t/ (sinar4-

(38)

ƒ-
4- a/?)sinx4- (ap /?)cos.r] .j

 B , + ; P ^ ^ (sin* 4- a cos*)/- '

Si /> est un nombre entier et positif, la première de ces formules

reduit la recherche de I —: —~-, a f •— , ou a
J 'SIUJL -\- x cob.r /"*•- J (sil l .r -I- s c c o s . r j '
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selon que p est un nombre pair ou impair; la se-

conde formule réduit la recherche de l e*x($inx-t-aicosxydx k

je^dx = ~^C,o\xh

ƒ'fl , . . , ^*[(fi -4- a) sin.r -h (aS — i)cos.rlf"'SIK+* c o s x ) d x = -^ r̂ -̂ —: d'
selon que/7 est pair ou impair. '

14. On déduit de l'équation (38) une autre formule de réduc-
tion si, en faisant usage de la formule du binôme, on égale les coef-
ficients d'une certaine puissance an dans les deux membres; en
posant p — n = m, on obtient ainsi

/ A \
( sina: — cosa? ] sm""1 xcosnar
\m-\-n ]

-h n ( sinx H —cos.r sinmo:cos"~lar
\ m H- // /

i I e

^ + ('" + «)V

Quand m = o, ou n = o, cette formule rentre dans celles qu'on
trouve dans le Traité du Calcul intégral d'Euler ( * ).

(*) Institutionum Calculi integralis Cornus J, p. I 5 I . — Voir aussi BERTRAND, Cal-
cul intégral, p. 70.


