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MELANGES.

SUR LES TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES DES FIGURES PLANES;

D’aprés les Mémoires publiés par M. Cremona et des Notes inédites.

1. Je considére deux plans P, P’ dont les points se correspon-
dent d’aprés la loi suivante : a un point quelconque (x4, x,, x3)
de P correspond, en général, un seul point bien déterminé
(x,, x5, ;) de P, et, réciproquement, & un point quelconque x’
correspond un seul point bien déterminé x. En outre, quand le
point x parcourt une droite dans P, le point correspondant x’ dé-
crit toujours une courbe algébrique ¢’ d’ordre 7 dans P’.

Cette hypothése revient a établir, entre les coordonnées homo-
génes (xy, X3, X3), (X', &', x’,) de deux points correspondants
quelconques des deux plans, les relations

(1) Tyt Xt =9 9 9,

ou les ¢ sont des fonctions homogénes entieres des x' de degré n,
et telles que des relations (r) on puisse déduire les formules in-
verses

(2) - 2o a2 =001 9,

ou les ¢ sont des fonctions homogenes et entiéres des x.
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2. Deux droites

hizy+ hozy 4+ My = o,
Fixi + Fyx,+ fszs—=o0

du plan P ont un seul point commun; donc, parmi les points com~
muns aux courbes

o'+ h¢', + hy¢'y=o,
k¢, + k9, + k¢, =o,

un seul dépendra des valeurs des % et des k; tous les autres, qui
sont équivalents & »*— 1 intersections, étant indépendants des & et
des k, seront communs a toutes les courbes ¢/. Comme un point
i-ple équivaut & i* intersections simples, il résulte de 1a que, si les
courbes ¢’ ont «; points i-ples, on aura

i=n-1x

(3) | Eiaa;_—_nz—x.‘

i=1x

Une droite dans le plan P est déterminée par deux points ; les deux
points correspondants dans P’ suffiront donc pour déterminer la
courbe correspondante ¢’. Donc les ¢’ forment un systéme dou-
blement infini de courbes tel qu'une seule d’entre elles passe par
deux points donnés arbitrairement; cela revient & dire que les ¢/
forment un réseau géométrique d’ordre n.

Jappellerai point fondamental i-ple (ou d’ordre i) du plan P’
tout point par lequel chacune des courbes ¢ passe i fois. ’

3. Une courbe quelconque ¢’ correspond, point par point, a
une droite; car, si le point x parcourt une droite, un point x’ de ‘
¢’ correspond a chacune de ses positions; et, réciproquement, a
tout point x' de ¢/ correspond un point x de la droite. Donc ¢’ est
une courbe rationnelle (unicursale suivant Cayley) ou bien du
genre zéro; en d’autres termes, ses points multiples équivalent au
nombre maximum +(n—1)(n — 2) de points doubles que puisse
avoir une courbe d’ordre 7.

4. Si le point a2’ se meut (dans le plan P’) en décrivant une
droite /', de quel ordre sera la courbe ¢, lieu du point x correspon-
dant (dans P)? Une courbe quelconque ¢’ renferme n positions de
x'; donc la droite p, qui correspond, dans P, a la courbe ¢/, ren-
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fermera les n positions correspondantes de x. Le lien du point x
est donc une courbe ¢ d’ordre 7, et & une droite quelconque du plan
P’ correspond une courbe d’ordre n dans P. Cela revient a dire que

- dans les formules (2) les fonctions ¢ sont de degré n, comme les
fonctions ¢’ dans les formules (1).

En répétant pour les ¢ ce que nous avons dit pour les ¢’, nous
verrons que les ¢ sont des courbes rationnelles qui forment un
réseau géométrique d’ordre n; et, si I'on désigne par a; le nombre
des points fondamentaux d’ordre i du plan P, c’est-a-dire, le
nombre des points qui sont i-ples pour toutes les courbes ¢, nous
aurons

i=n—r1

(3) Ei’a,::n’——l.

=1

La correspondance que nous avons supposée entre les points des
deux plans constitue une transformation birationnelle de degré n.

5. Soient f’ un point fondamental i-ple du plan P’, p une drojte
du plan P, et ¢’ la courbe correspondant & p dans P’. Sinous fai-
sons tourner une droite /' autour de f* dans P’, elle déterminera
dans chacune de ses positions 7 —z points variables de ¢’; les ¢
autres intersections sont fixes et réunies en f*. La courbe variable ¢
qui correspond & /' coupera donc la droite p en n points, dont 7 — i
seulement varieront avec ¢. Donc ces courbes ¢ se composent
chacune d'une courbe fixe ® d’ordre i et d’'une courbe variable K
d’ordre n — 7. Les points de la courbe fixe @ correspondent tous
au point fondamental f”, et au faisceau de droites menées par f7
correspond dans P un faisccau de courbes d’ordre 7 -— i, et chacune
de ces courbes prise avec la courbe @ donne une courbe 9.

La courbe fixe @ d’ordre 7 qui correspond au point fondamental
f’ d’ordre i est nommée courbe fondamentale d’ordre i du plan P.

De méme, a tout point fondamental f, i-ple, du plan P corres-
pond dans P’ une courbe fondamentale ®' d’ordre 7, c’est-a-
dire qu’a chacune des positions d’une droite tournant autour de f'
dans P correspondra dans P’ une ligne composée d’une courbe
variable d’ordre n — i et d’'une courbe fixe ®' d’ordre i.

On obtient ainsi, dans chacun des deux plans, un systéme de
courbes fondamentales qui correspondent aux points fondamentaux
de autre.
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Les points fondamentaux sont donc les seuls qui fassent excep-
tion 4 la régle générale, que, a un point quelconque de I'un des
plans, correspond dans I'autre un seul point bien déterminé.

A proprement parler, les points de @ correspondent un i un aux
points de P’ infiniment voisins de f’. Les ¢ intersections de ¥ avec
une droite p correspondent aux ¢ branches de la courbe ¢’ corres-
pondant a p, qui passent par f’. Si la droite p tourne autour d’un
point @ de P, la tangente i I'une des branches de ¢’ restera fixe;
c’est la tangente dont la direction est déterminée par le point o'
infiniment voisin de f et correspondant 4 a. De ce que les points
de P et les directions issues de f[se correspondent un & un, il
résulte que P est une courbe rationnelle.

La courbe K d’ordre 7 — ¢ est aussi rationnelle, car elle corres-
pond, point par point, a une droite /'.

Les courbes ® et K ont un seul point commun, en dehors des
points fondamentaux, car la droite /' correspondant & K a un seul
point infiniment voisin de f*.

Toutes les courbes ¢ du réseau P qui passent par un point a non
fondamental forment un faisceau auquel correspond, dans P/, un
faisceau de droites passant par a/, et réciproquement.

6. Soient f un point fondamental d’ordre i du plan P, @' la
courbe fondamentale correspondante, f; un second point fonda-
mental de P, @' la courbe fondamentale correspondante. Un point
quelconque de &’ correspond a f; un point quelconque de ¢, cor-
respond i f;; donc un point commun & P’et a ¢, correspond en
méme temps & fet a fi, ce qui ne peut avoir lieu que si ce point est
un point fondamental. Donc les points d’intersection des courbes
fondamentales d’un plan sont des points fondamentaux de ce plan,
et réciproquement; donc les points fondamentaux d’un plan sont
tous des intersections des courbes fondamentales de ce plan.

7. Si une courbe ¢ se décompose en deux courbes, l'une de
celles-ci est nécessairement une courbe fondamentale.

En effet, imaginons que le point x’ parcoure d’un mouvement
continu la droite p’ correspondant & ¢; le mouvement du point
correspondant x doit aussi étre continu, et, par suite, ce point par-
courra une seule des courbes partielles. L’autre courbe correspondra
donc & un point singulier de p’, c’est-a-dire & un point fonda-
mental de P’. Donc, si une courbe ¢ se décompose en deux courbes
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d’ordre inférieur, la droite correspondante p’ passe par un point
fondamental de P’.

8. Considérons maintenant un point x' non fondamental de
P’, et deux courbes ¢/ qui passent par ce point, I'une d’elles au
moins ne se décomposant pas en courbes d’ordres inférieurs.
Comme les points fondamentaux de P’ représentent n*— 1 inter-
sections des deux courbes ¢/, et comme deux lignes d’ordre n, qui
n’ont pas en commun une courbe partielle, ne peuvent se couper
en plus de n? points, il s’ensuit que le point x’ sera une intersection
simple pour les deux courbes ¢’, ou bien qu’il ne peut étre un point
multiple ni pour I'upe ni pour I'autre de ces courbes.

Donc les courbes ¢’ ne peuvent avoir de points multiples en
dehors des points fondamentaux de leur plan. Si I'on se rappelle
que le genre d’une courbe d’ordre n douée de «f points i-ples est

i=n-1
X ..
s(r—1)(n—2) —2;1 (¢ —1) @}, et que les courbes ¢’ sont des
i=A : !

courbes rationnelles, on voit que I'on a

i=n—1

(4) 2 il —vai=1(n—1)(n—2).

i=1
On a de méme, pour les courbes ¢ du plan P,

i=n—1

(4y Y, Sili—na=1(n—rx)(n—a).

i=1
En retranchant de I'équation (3) le double de I'équation (4), on a

i=n-1

(5) Eia',-::%(n——l),

i=1
et, en combinant (3) avec (4),

i=n—1

(5Y zia,-:a(n—x).

i=1

9. Les courbes ¢’ doivent donc satisfaire aux deux conditions (3)
et (4), ou (3) et (5). Réciproquement, on peut démontrer que ces
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conditions sont suffisantes pour déterminer une transformation
birationnelle du degré n entre deux plans P et P'. En eflet, suppo-
sons que l'on ait dans P’ trois courbes ¢, =o, ¢, =0, ¢, =o,
d’ordre 7 et n’appartenant pas 3 un méme faisceau, qui satisfassent
4 ces conditions. Elles déterminent un réseau dont une courbe
quelconque a pour équation

k¢, + hao', + hyg,=o.

Faisons correspondre les courbes de ce réseau aux droites du plan

P, de maniére qu’a la courbe générique ci-dessus corresponde la
droite

hz,+ hx, + hsxs=o.
Alors, au point x, commun aux deux droites
Rz 4+ hazs+ by =0, bz + ks hyiey = o,
correspondra le point x’, commun aux deux courbes
Mo, + ho, + hg, =0, k¢, + ke, + ke,=o,

qui, seul, dépend des valeurs des % et des k. Ce point est unique
et bien déterminé en vertu des conditions ci-dessus.

10. Un faisceau de droites du plan P’, qui passent par un point
quelconque donné, contient o} rayons dirigés vers les points fonda-
mentaux i-ples; donc le faisceau de courbes correspondantes du’
réseau P contiendra «; courbes, dont chacune est composée d’une
courbe principale @ d’ordre Z, et de la courbe k d’ordre n —1, qui
correspond au rayon considéré (). Si nous voulons calculer les
points doubles du faisceau, il faut observer qu’un point i-ple, com-
mun & toutes les courbes du faisceau, compte pour (i —1) (3¢ +1)
points doubles; donc tous les points fondamentaux du plan P équi-

(*) A une droite passant par deux points fondamentaux d’ordres i et j correspond une
courbe d’ordre 7, qui se décompose en une courbe fondamentale d’ordre 7, une courbe
fondamentale d’ordre j et une courbe d’ordre n—i—j. On a toujours nZi+j. Si
n=1{-7j, la droite qui joint les deux points fondamentaux est elle-méme une ligne
fondamentale.

En général, si la courbe d’ordre mn qui correspond 2 une courbe d’ordre » passe
r fois par un point fondamental i-ple, elle contiendra r fois la courbe fondamentale
d’ordre ¢ qui correspond & ce point; etc.

14.
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i=n-1
valent ensemble 52( i —1) (374 1)a; points doubles. A ce
i=1
nombre il faut ajouter autant de points doubles qu'il y a de courbes
composées (car les courbes composantes de chaque courbe com-
posée ont un point simple commun en dehors des points fonda-
mentaux), c'est-a-dire autant qu’il y a de points fondamentaux du
i=n—1 \
plan P’ ouza',-. D’ailleurs, le nombre total des points doubles
i=1 )
d’un faisceau d’ordre 7 est 3 (z—1)*; nous aurons donc

N 1
i=n—1 i=n—1

2(;@;)(31@ I)ai+2a§:3(n—r)’. |

i=1 i=1
D’apreés les équations (3)' et (5),
i=n—1 i=n-1
E(i—l)(?)i—f—l)oc;:?)(n—l)’— .
i=1 . 121

donc 4
(6) \ }:aizzaﬁ,

ou les deux réseaux P et P/ ont le méme nombre de points fonda-
mentaux. o

11. De ce qu'une courbe du réseau P ne peut avoir un point
double, en dehors des points fondamentaux, sans se décomposer en
deux courbes, dont I'une est une courbe fondamentale, et de ce
que, dans ce cas, le point double est I'unique point d’intersection
des courbes composantes en dehors des points fondamentaux, il
résulte que les courbes fondamentales du plan P forment le lieu des
points doubles des courbes du réseau de ce plan, ou, en d’autres
termes, qu’elles formert la Jacobienne du réseau P. De méme, les
courbes fondamentales du plan P’ forment la Jacobienne du résean
P’. On peut remarquer que les équations (5) et (5) expriment pré-
cisément que les sommes des ordres des courbes fondamentales des

lans P et P’ sont égales a 'ordre de la Jacobienne des réseaux P
P 8
et P/,

)
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12. Soit © le nombre de fois que la courbe fondamentale @
d’ordre i, correspondant au point fondamental f’, passe par le
point fondamental f; d’ordre i, auquel correspond la courbe 9.
Menons par f; une droite arbitraire /, qui coupe ® en i —  autres
points. A la droite / correspond une courbe d’ordre n, composée de
@', et d’une autre courbe %),_;. La courbe @', correspond au seul
point fi, et k,,_; correspond aux autres points de /; mais les points
de @ correspondent au point f”; donc k),_; passe i — o fois par
f'5 et, par suite, ¥ passera i — (i — ) fois par le méme point f';
en d’autres termes, P passe autant de fois par f; que ¥, par f.

13. On sait que, si un point est i-ple pour toutes les courbes d’un
réseau, il est (37 — 1)-ple pour la Jacobienne. Par suite, le nombre
total des branches des courbes fondamentales de P qui passent par
un point fondamental i-ple est 3i — 1. Donc, en vertu du théoréme
précédent, une courbe fondamentale d’ordre Z passe 3i — 1 fois par
les points fondamentaux de son plan.

14. Une courbe quelconque ¢’ du réseau P’ a ¢ branches qui se
croisent au point fondamental f/ d’ordre i; les tangentes & ces
branches sont toutes distinctes, si la droite p, qui correspond dans
P 4 ¢’, rencontre en ¢ points distincts la courbe fondamentale  cor-
respondant & f/. Mais ¢ a un nombre de points multiples équiva-

c(f—1)(i—2) .
lent & L—é———) points doubles; la classe de cette courbe sera

donc ('), en général et au plus, 2(i —1) et, par suite, dans un
faisceau de courbes d’un des réseaux P ou P/, il y a 2 (i —1) courbes
dont deux branches ont une méme tangente en un pomt fonda-
mental donné de degré i.

La courbe fondamentale P a aussi 3 (i — 2) points d’inflexion et |
2(i — 2) ({ — 3) tangentes doubles; donc le réseau P a 3(i — 2)
courbes dont trois branches ont une méme tangente en un point
fondamental i-ple donné, et 2(i — 2)(i — 3) courbes qui ont, en
ce point, deux branches tangentes & une méme droite et deux au-
tres branches tangentes & une seconde droite.

15. La classe d’'une courbe principale d’ordre 7 étant 2 (z —1),la

i=n—1

classe de la Jacobienne d'un des réseaux sera 22(1' —1)e; ou

i=1

(") Voir Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, 104 (f).
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. i=n—1
6(n—1)— zEa'i en vertu des équations (5) et (6).
i=1
La classe de la Jacobienne peut aussi se déduire de son ordre
3(r —1) et du nombre de ses points multiples qui équivalent a

i=n—1
3i—1)(3i—2 . insi
E L+_.) o; points doubles. On a ainsi
i=1
i=n—1 =t

(3n —1)(3n— 4)—2(3i—1)(3i——2)oc,~:6(n—x)——z E_aﬁ,

i=1 i=

;
équation identique a cause de (3) et (5).

16. Nous avons vu que toutes les intersections de deux courbes
fondamentales sont des points fondamentaux. Il résulte de la que, si
deux courbesfondamentales données d’ordres i, i, passent'une p fois,
Pautre ¢ fois par un méme point fondamental, la somme des proe
duits analogues a po, étendue a tous les points fondamentaux du
plan, sera égale d i >< i,.

De méme, une courbe fondamentale et une courbe ¢ (dans un
méme plan) ne se coupent qu’aux points fondamentaux; en effet,
si une courbe ¢ passe par un point d’une courbe fondamentale qui
ne soit pas un point fondamental, elle se décompose en deux courbes,
dont l'une est la courbe fondamentale elle-méme. Donc, si une
courbe fondamentale d’ordre i passe p fois par un pc;iht fonda-
mental d’ordre i;, la somme des produits analogues a pi,, étendue &
tous les points fondamentaux du plan, est égale a i><n.

En vertu de la propriété déja énoncée (12), il faut conclure de
la que, si une courbe fondamentale passe respectivement p, o fois
par deux points fondamentaux donnés de degrés i et i;, la somme
des produits analogues a pa, étendue a toutes les courbes fondamen-
tales du plan, est égale a i >< i.

Si une courbe fondamentale d’ordre 7, passe p fois par un point
fondamental donné de degré i, la somme des produits analogues &
pty, étendue & toutes les courbes fondamentales du plan, est égale
aixn. i

17. Les équations (3), (5), (3Y, (5)' prouvent que les propriétés
des deux plans P, P’ sont parfaitement réciproques, ou bien que
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les solutions des équations (3), (5) sont conjuguées deux & deux
de la maniére suivante :

Si les courbes d’ordre n d’un réseau ont en commun o, points
simples, a, points doubles,..., «; points i-ples,..., «,_, points
(n—1)-ples, ou (a4, as,..., &iy..., 0ts_y) €st une solution des équa-
tions (3), (5), la Jacobienne du réseau est composée de o', droites,
a',coniques,..., «; courbes d’ordre 7,... et o,,_, courbes d’ordre n—1,
ou (&, oyy..y oy.0n,y &,_,) est une autre solution des équa-
tions (3) et (5). En outre, cette seconde solution est telle que, si
Pon considére un réseau de courbes d’ordre 7 ayant en commun
o, points simples, o, points doubles,..., «; points i-ples,...,
o, 4 points (n —1)-ples, la Jacobienne de ce second réseau sera
composée de a; droites, @, coniques, . . ., ¢; courbes d’ordre i,.. .,
,_, courbes d’ordre n — 1.

Les deux solutions (o6, gy« o vy ige e oy 0uy)y (&9 @yye e vy &y eny
o, _,), définies dans I'énoncé précédent, seront dites solutions con-
juguées. Elles satisfont aux relations suivantes :

i=n—1 i=n-1

Ziac; :Eia',- =3(n—1),

i=1 i=1

i=n-1 i=n—1
12y, 2
E Vo= E Vo, =n'—1,
i=1 i=1
i=n—1 i=n—1

’

i=1 i=1

mais elles seront mieux caractérisées par une autre propriété qui
sera démontrée dans la suite.

18. Examinons maintenant quelques cas particuliers. Soit r = 2;
le réseaun sera formé de coniques passant par trois points 0, 0s, 05.
La Jacobienne est formée par les trois droites 0,03, 0504, 01053 €n
effet, un point quelconque m de la droite 0,05 est double pour une
conique du réseau : c’est celle qui est composée des deux droites
0,03, 0,1, €tc.

A a;=3 correspond donc &, = 3, ou bien les équations (3), (5)
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admettent, dans ce cas, un seul couple de solutions conjuguées, et
ces deux solutions se confondent en une seule

19. Soit » =3; (3) et (5) donnent a, = 4, a; =1, c'est-a-dire
que le réseau sera formé de cubiques ayant en commun un point
double d et quatre points ordinaires o,, 04, 05, 0,. La Jacobienne se
compose de la coniq':le do, 0,030, et des quatre droites d(0;, 04,
03, 0,). En effet, un point quelconque m de la conique ci-dessus est
double pour une cubique du réseau, celle qui est composée de la
conique elle-méme et de la droite md, et un point quelconque m
de la droite do, est double pour la cubique du réseau composée de
la droite elle-méme et de la conique dmo,040,. -

A a;=4, a;=1 correspond ainsi &, =4, «,=1; les deux
solutions conjuguées se confondent :

n=3.
a, =4
oy = I

20. Soit n=4; (3) et (5) admettent les deux solutions non
conjuguées '
o= 3, oy — 3, o3 =— 0,

o= 6, 03— 0, a3 =1,

Dans le premier cas, le résean est formé par des courbes du qua-
triéme ordre ayant en commun trois points doubles d,, d,,d; et trois
points simples 04, 05, 053 et la Jacobienne est composée des trois
coniques dyd;dy (0505, 0501, 0105) €t des trois droites d,ds, dyd,,
dyd,. En effet, un point quelconque m de la conique d,d;d;0,04
est double pour une courbe du réseau composée de cette conique et
de I’autre conique dyd;dso,m; et un point quelconque m de la
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droite d,d, est double pour une courbe du réseau composée de la
droite elle-méme et de la cubique d} d,dyo0,0,05m ().

De méme, dans le second cas, quand les courbes du réseau ont
en commun un point Lriple t et six points simples 01y 0344+ +4 Ogy O
démontre que la Jacobienne est formée par la cubique t*0, 0,. . . 05,
et les six droites £(04, 0y 03+ .+, 0g).

De cette maniéze, &

=3, =3, a3=0
correspond

=3, a,=3, o,=o,
eta

o =6, a,=o0, ay=1
correspond

’ ! ’

o, =6, d,=o0, oi=r1;

c’est-a-dire, les équations (3), (5) admettent deux solutions dis-
tinctes, dont chacune coincide avec sa propre conjuguée.

Il:d,
o, = 6, 3
ay = 0, 3
%y =1, O

21. Sin=175, (3) et (5) admettent les trois solutions suivantes :

=28, ay=o0, eo;=—o0, oy=—1,
=3, =3, ay—=1, a=o,
=0, a=0, oz—=o0, a;=o0,

dont chacune se confond avec sa conjuguée.

Dans le premier cas, les courbes (du cinquiéme ordre) du réseau
ont en commun un point quadruple ¢ et huit points simples oy,
044+« +, 0g; €t la Jacobienne est formée par la courbe du quatriéme
ordre g®0,0,. . .04 €t par les huit droites g (04, 035+ «+; 05).

Dans le second cas, les courbes du réseau ont en commun un point

(*) Ce symbole indique que la cubique a un point double en d, et passe, en outre,
par les pdints d,, d,, o,, o,, 0,, m.
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triplet, trois points doubles dy, d,, d, ettrois points simples oy, 03,03.
La Jacobienne se compose de la cubique ,d,d,d;0,0,0,, des trois
coniques td,dydy (04, 05, 05), €t des trois droites ¢ (d,, d,, ds).

Dans le troisi¢me cas, les courbes du réseau ont en commun six
points doubles dy, d,..., ds, et la Jacobienne est le systéme des
six coniques qui passent par ces points pris cing & cing.

n=>35.
«, =8, 3, o
oy =0, 3, 6
%, =0, I, O
=1, 0, O

22. 'Pour n = 6, nous avons les quatre solutions suivantes :

% =10, 0o;—0, «U3—0, =0, o—I;

o= 1, oy=4, o3=2, =0, o;=0;
o= 3, a2:47 Q3= 0, =1, 0O;==0;
oy == 4, o,=1, ay=—3, a&=0, ay,=—o0.

Les deux premiéres se confondent avec leurs conjuguées respec-
tives, les deux derniéres sont conjuguées entre elles.

Laissons de coté les deux premiers cas; observons seulement que,
dans le troisiéme, le réseau est formé de courbes du sixiéme ordre
ayant en commun un point quadruple ¢, quatre points doubles
d,,d,,ds,d,, et trois points simples 04, 05, 03 (*); et la Jacobienne
se compose des trois cubiques ¢*d;dsdsd, (0404, 0504, 040,), de la
conique ¢d,d,dsd,, et des quatre droites ¢ (dy, d,, ds, d,) : donca

=3, v=4, o3=0, o, =1, & =0
correspond

r o L ' 7__/__
az,::é, o, =1, 0(3—-3, a,—=o, a, =0,

() Poir MacNus, Sammlung von Aufgaben und Lekrsiitzen aus der analytischen
Geometrie, Band 1, S. vii; Berlin, 1833.
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et a

=4, =1, az=3, 4,=0, =0
correspond

«'=3, dy=4, o,—o0, d,=1, & =o.
En effet, dans le quatriéme cas, les courbes du réseau ont en
commun trois points triples #,, £, t3, un point double d et quatre
points simples oy, 04, 04, 04; et la Jacobienne est composée de la
courbe du quatriéme ordre tit}t:do,0,050,, des quatre coniques
tytstyd (04, 04y 03, 0,), et des trois droites tyty, tsty, f1ts. /

n = 6.
o, =10, I 4, 3
@y =0, 4 L, 4
oy = 0, 2 3, o
o, = 0, O 0, I
oy = I, O o, o

23. D’une maniére semblable, nous trouvons cing solutions pour
n = 7 ; deux d’entre elles sont conjuguées entre elles. Pour » = 8,
il y a deux couples de solutions conjuguées et cinq autres solutions
respectivement conjuguées 4 elles-mémes ().

n=17. n=38,

a, =12, 2, o |5, 3 o =14, 3, 1, 0, 3|36 o0
@y, =0, 3, 31{o, %, =0, 2, 3, o, 3| 6,0 5,0
o, =0, 2, 413, o g =10, 3, 2, 7, 0o, 2,5
o, =0, I, O} 1, O o, =0, 0, 2, 0, 3| 0,3 0,1
«, =0, 0, O o0, 1 o, = 0, 1, 0, 0, 0| 0,0 1,0
ag =1, 0, 0|0, O %, = 0, 0, 0, 0, 0| 1,0 0,0

%, = 1, 0, 0, 0, O [ 0,0 0,0

(*) n=8. Lasolution 3, 3, o, 3, o0, 0, 0 a été indiquée par M. Cayley (Proceedmgs
of the London Mathematical Society, t. 111, p. 143; 1870),
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n=9.

«, =16, 4, 2, © 3,7 1,3 0,1

ay =0, 1, 3, 4 7,0 4,0 3,1

=0, 4, 1, O 0,0 3,4 3,3

2, =o0, o0, 2, 4 0,3 0,1 1,3

oy =0, O, 1, O 0,1 0,1 1,0

% =0, I, 0, O 0,0 1,0 0,0

oy =0, 0, 0, O 1,0 0,0 0,0

=1, 0 o 0 0,0 0,0 0,0

n = 10,

«, =18, 5, 1, o, o 3,8 12,4 1,21}3,31]3,0] 0,1
2, =0, 0, 4, 2, o 8,0 3,0f3,11]3,3]0,6]1,0
o« =0, 5, o0, 2, 7 0,0 | 4,3 2,3| 0,1 0,0/ 5,2
«, =0, ©0, 2, 3, o o,1 | 0,2 2,1 3,0]| 6,0/ 0,5
%, =0, O, 2, I, O 0,3 { 0,0 | 0,2 0,3 | 0,3 | 2,0
og =0, 0, ©0, 0, I 0,0 | o,1 | 1,0 1,0 | 0,0 | 0,0
«, =0, 1, 0, 0, O 0,0 | 1,0 | 0,0 | o, 0,0 | 0,0
g =0, ©O0, 0, 0, O 1,0 | 0,0 | 0,0 ,0 0,’(,)\ 0,0
%, =1, O, O, O, O 0,0 | 0,0 | o, 0,0 | 0,0 | 0,0

24. 11 est bien entendu que nous avons laissé de coté les sys-
témes des valeurs de o, o5,..., qui ne satisfont pas au probléme
géométrique, quoiqu'’ils résolvent arithmétiquement les équations
(3) et (5). Le probléme géométrique exige, en effet, qu'une courbe
d’ordre n puisse avoir a, points doubles, a; points triples,.. .,
sans se décomposer en courbes d’ordres inférieurs. Par exemple,
comme une courbe du cinqui¢me ordre ne peut avoir deux points

triples, il faudra, pour n =5, exclure la solution

o, =06,

o= 0,

a=2,

oy — 0.
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Une courbe du septiéme ordre ne peut avoir cinq points triples,
parce que la conique passant par ces points couperait la courbe en
quinze points, et I'on sait que deux courbes (non composées) ne
peuvent avoir en commun un nombre de points supérieur au pro-
duit de leurs ordres; donc, dans le cas de n =7, il faudra exclure
la solution

La=3, ay=o0, ay=>5, a=o0, a;=o0, a;=o.

Pour la méme raison, une courbe du dixiéme ordre ne peut avoir
en méme temps un point quintuple et quatre points quadruples, ni
deux points quintuples, deux points quadruples et un point triple,
ni trois points quintuples et deux points triples. Donc, dans le cas
de n =10, il faudra exclure les solutions

=2, =2, o=0, o&4=4, %=1, og=0, 0;==0, 0==O0,
a,:4, =1, a3=—=I, o=—=—2, =2, A=—0, o;=—0, d3=0,

=6, oy=—o0, ay=2, o,=0, a=3, @&=—0, o;=0, =0,

25. Cherchons maintenant & déterminer quelques solutions des
équations (3) et (5), quand n est quelconque. Avant tout, obser-
vons que, comme une droite ne peut rencontrer une courbe d’ordre
n en plus de n points, le nombre «;, si nous supposons 2i > n, ne
peut avoir qu'une de ces deux valeurs o ou 13 et, si nous supposons
i+ j>n,sio;=1,on aura a;= o.

26. Pour n > 2, la valeur maximum de «,_, est donc unité, et,
si a,_y =1, tous les autres « sont égaux a zéro, a 'exception de ;. -
Dans cette hypothése, une quelconque des équations (1) ou (2)
donne

oy =2(n—1).

Cette valeur est aussi le maximum de o, dans tous les cas, ainsi
que le montre I'équation :

| E i(n—1—1)(ati+ otpeii) =2 (R —1)(Rn—2),

qu’on obtient en éliminant «,_, entre (1) et (2).
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Le réseau du plan P est donc composé de courbes d’ordre 7 ayant
en commun un point p (n—1)-ple, et 2(7—1) points simples oy, 0,,
035--+ Og(n—y) (*). La Jacobienne est formée par les 2(n — 1) droites
P(045 0s. . ., 03s_y)) €t par la courbe d’ordre » — 1, qui a en p un
point (n— 2)-ple et passe partous les autres points donnés. En effet,
si m est un point de la droite po, et que 1’on combine celle-ci avec
la courbe p"~*mo,04. .. 0(,_s) d'ordre n—1, ou bien si m est un
point d’ordre . — 1 de la courbe p™~20,0405. .. 05(us), €t que 'on
combine celle-ci avec la droite pm, on obtient dans les deux cas une
courbe (composée) du réseau.

Nous avons donc _

4 ’

dy=2(n—i1), &;=o0, a,=o,..., «

’ ’

n—ﬂzo’ an—l:I;
ou bien la solution en question est conjuguée & elle-méme (*).

n quelconque.

o, =2(n—1)

-4 =1

n—1

27. Supposons maintenant «,_; = 0, et, si n >4, donnons a
o,_s Sa valeur maximum

Op—2—=1.

Les autres « seront nuls, & I'exception de a4, a5, pour lesquels les
équations (1) et (2) donnent

o= 3, o=——n — 2,

Les courbes du réseau ont en commun trois points simples 04,04, 05,
n—2 points doubles d,,d,,...,d,_, et un point (n—2)-ple p. La
Jacobienne aura donc trois points doubles en 0,,0,,043 7 — 2 points
quintuples en dy,ds, .. .,d. s, et un point (3n — 7)-ple en p. Les
lignes suivantes font partie de la Jacobienne, quand 7 est pair :

1° Les n—2 droites p(dy,d;,. . . ,d._,); en effet, un point quel-

(*) C’est le cas étudié par de Jonquiéres.
(*) Dorénavant nous n’écrirons plus les valeurs nulles de «.
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conque m de la droite pd, est double pour la courbe du réseau
composée de la droite elle-méme et de la courbe

prididi. . .di_sdimo, 0,0,

d’ordre n —1;

n

gy n .

2° La courbe p* dd,...d,_, d’ordre S —lien effet, un point
quelconque m de cette courbe est double pour une courbe du ré-
. n
seau composée de la courbe elle-méme d’ordre ;L et de la.
4 n

courbe p*d,dyds. . .d,_s0,0,03m d’ordre N

n

. 51 ’
3° Les trois courbes p* dyd,...d,_3(0,04, 0304, 0,0,) d'ordre

n . .
53 en effet, si m est un point quelconque de la courbe
Z 4
p? did,...d 0.0

n
. . 51 A
celle-ci, prise avec la courbe p* d,d,...d,_smo, du méme ordre
n , .
3 forme une courbe du réseau ayant un point double en m.

A

ay=3, a=—n—2, an.=—1

correspond donc, pour 7 pair,

14 ’
&,=n—2, a, =1, a,=3.
it 7
n pair.
«, = 3, n—2
oAy =n—2, o
oc_,_,_1= o, I
z
%, = 0, 3
3
o,y = I, o

Dans le cas de n impair, on démontre de la méme maniére que
la Jacobienne du réseau (du plan P) se compose :
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1° Des n— 2 droites p(dy, dsy. .., d,s);3

n—3

2° Des trois courbes p * did,...d,_, (04, 04, 05) d’ordre

n—1

n—1i

5

= n+ .
3° De la courbe p * d,d,...d,_;0,0,05 d’ordre S eta

=3, w=n—2, ap,=I

correspond, pour n impair,

= =3, o =1
di=n—2, a, =3, o, ,=I.
2 2
1, n impair.
oy = 3, n— 2
®y, =n—2, o
Gp—g= 0, 3
2
Zp41= 0, I
2
“n—i= l’ o

11 est facile de se convaincre que, dans le cas de
aw=n—2, a, =1, a,=3,
it 3
c’est-a-dire, quand les courbes du réseau, d’ordre n pair, ont en

commun 72— 2 points simples 0, 0,...,0,_s, un point (; — 1)-plea

. n . ,
et trois points (;) -ples by, by, by, la Jacobienne est composée :

1° Des trois droites by by, by by, by b,;

2° Des n — 2 coniques b, b,b5a(04, 0s,. .., On—s);

n n n n
St t—1 T4 Z_o
3° De la courbe 67 5] &% a® 0,0,...0,_, dordre n— 2

et que, dans le cas de

“=n-—2, “r_r_:l:3’ Any1 =1,

2 2

" Cest-a-dire, quand les courbes du réseau, d’ordre z impair, ont en
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o o . n—1
commun 72—2 points simples 0y 03,...y 02, trois points ( S ) -ples

. n—+1 . . !
ay, @5, as, et un point (—2—)-ple b, les lignes suivantes font
partie de la Jacobienne :

1° Les trois droites b (ay, as, a3);
2° Les n — 2 coniques ba,@;a5(01, 0350+ +5 0ns)3
n—1 n—3 n—3 n—3
2

3° Lacourbe b ?* a,® a,® a;® 0,0;...0,_ dordre n — 2.

28. Supposons maintenant a,_, =0, &,_y= 0; si n > 6, la va-
leur maximum de «,_s est Punité. Ayant «,_; =1, les autres o se-
ront nuls, a Pexception de ay, a,, a5, pour lesquels les équations

(3), (5) donnent
ay+ 3o+ 6a,=4n—5,
o+ 4o+ 9gay;=6n — 10,
ou bien

a+ =25, o+ 3az=2n--15;
d’ou l'on tire les systémes suivants :

2n—9
ai==1, a2:4, oy =— T‘, Op—s==1,

on—6
=14, =1, A= —5—91 Ca=1,

3

on—8

o =2, 06223, [ P '——3——7 Cp—3; =1,
an—>5

a|:5; =0, 3= ‘T’ Cpemy— 1,
2n—10

=0, a=>5, %= —3 Y Oy =1,
a2n —

=3, o0=2, oz= —7—7’ Up—z=1.

Les deux premiers résolvent les équations (3) et (5), dans le cas o
n est divisible par 3; le troisiéme et le quatriéme quand 7 est de la
forme 3y + 1, etles deux derniers quand 7 est de la forme 3y + 3.
Dans le premier systéme, les courbes du réseau ont en commun
Bull. des Sciences mathém. et astron., t. V. (Novembre 1873.) 15
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2n
3
triples £y, ty,..., tyn_,, €L UD point (n—3)-ple a; et la Jacobienne

un point simple o, quatre points doubles d,, dy, ds, d, ; 3 points

se compose
2n .
1° Des 5 3 droites a(tl, toye ooy by, );
—_—3
3

n
2
2° Des quatre courbesa® 1t,...t,, s‘(a’zdad,,,dld,,dhd,dgd,,,

d,d,d,) d’ordre %L ;

@iy

39 De la courbe tity. . .t,, ad,dgd,d,.o d’ordre g +1;
=

2n
=3 2n
4° De la courbe a ® tit}...t2, 3dldzdad,,o d’ordre 5 L
3

Dans le second systéme, les courbes du réseau ont en commun
c . 2n .
quatre points simples o,,0,, 03,0, un point double d ; — —2points
triples #,,25,. .., t,, ,y etun point (n—3)-ple a. Les courbes sui-
=
vantes font partie de la Jacobienne :

2n . ’
1° Les 52 droites a(t,, Loy ooy typ ):,
i
. 3

n
Z__9 n
2° La courbe a®* 1,t,...t,, d’ordre 315
EL
3

n )
——1 n
3° Les quatre courbes a® tyt,...1,, 2d(o,, 04,03,0;) d’ordre 3

3
2n

ey}
4° La courbea® 12t}

2n
.. .tg_n_zd(o‘o,oaob) d’ordre 5

ER
Nous obtenons ainsi, dans le cas ou 7 est un multiple de 3, les
deux couples suivants de solutions conjuguées des équations (3)

et (5):
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n multiple de 3.

2n . 2n
&y = 1, "3“"3 «, = & '3"_2
o, = ¢, 0 oy = 1, 0
2n an
g ———3-—3, 0 o, =—3—-2, V]
o, = o, 4 % = o, I
3 3
«, = 0, I o« = .0, 4
- 41 i
3
%9 = 0, I oy, = 0, I
3 3
oy = I, 0 Ly = -1, [

De la méme maniére, en considérant les cas ot le nombre 7 est
de la forme 3 u -1, ou de la forme 3y + 2, on trouve les couples
de solutions conjuguées qui suivent :

n =1 (mod.3).
an—8 . an—>5
oy = 2, ——3—- [ A = Iy 3
oy = 3, )
on—8 2n—>5
[ = ——3—-7 o oy = 3 ? o
Ky = 0, 3
3
Ln42 = 0, 2 %p—y = 0, 5
3 3
()= 0, I %ap41 = 0 I
3 3
Oy = 1, o Uy = I, o

15.
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n=2 (mod. 3).
2n—7 27— 10
o, = 3, —3 o, = o, 3
o, = 2, o o,y = 3, 0
2n—7 2n—10
oy = 3 , (o] oy = ——3————, 0
Up—ny = o, 2
3
%py1 = 0, 3 Gpy1 = 0y 5
3 3
U9p—1 =1 O, 1 Ky(p—o)= 0, 1
3 3
Cps - 1, 0 p—y - 1, Y

29. Faisons d,_, = 0, 0t,_y =0, &,_3 = 0, €t, en outre, ¢, ,=1,
ce qui est la plus grande valeur de «,_; pour » > 8. Les autrgs a
seront nuls, a I'exception de «,, a,, a3, 2;; nous tirons, par suite,
des équations (3) et (5) *

i+ 3o+ 60+ 100,=5n — 38§,

o+ fay+ 9oy + 160, =8n — 17,
ou bien
3a, + fos+ 3oy =21,

20 ==0a+ o&;+ n —10.

En cherchant a satisfaire a ces équations de toutes les maniéres
possibles, et en déterminant pour chaque cas la Jacobienne du ré-
seau, nous obtenons les couples suivants de solutions conjuguées
des équations (3) et (5), qui sont différentes suivant les conditions
de divisibilité de n par 4 :
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n = o (mod. 4).

n n n
oty = 1, ——3 o, = 2, ;—4 o, = 3, ;—2 o, = 6, ~—2,
oty = 3, ) oy = 5, o oy = 3, 0
n n
) = 2 o oy =;—[" o %y =52 0 %y =1,
n n
o, =;—3, o ey, = o, 5 . [ =-—2,
3 2
%y = o, 3 ¢, = 0, 1 % = o,
4 % P
%r_ = 0 1 = o, 2 Cp = o, 3 o, = o,
Piaa it 4 ¥
% =0, I “a_ = o, 1
2 4
%, = o, 2 &% = o, 3 oy, = 0,
3 2 v
Gy = 1, 0 Tpy = T o Hyes = 1, o Gpes = 1,
n=1 (mod. §).
n—7y n— n—3
= 7 — — 7
oy = o, 2 oy = 3, o, = 3, 2 o, = 7,
oty = 3, [ oy 3, o og = 4, [}
oy = 3, o g 1, 0
_n—73 n—>5 n—7y n—3
oy =" [ %y = 3 » O Uy = > Y oy = P
0, 1 0, 3 Up—1 = 0, 4 = o
P
%p4-3 = 0, 3 fpn43 = 0, I %ps3 = 0, 3
b & 4
%p—1 = 0, 3 = 0, 2 g(n—1 == O, 1 %3n+1= 0,
2 4 b
%pn4q4 = O, I
2
%ps = 1, o %pms = Ty o Lps = 1, o Opes = 1,
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n =2 (mod. §).
n n n n
o, = o, ;-—-5 o, = 1, —2-—3 o, = 3, ;—2 o, = 4, ;—-3
oy 3, [} oy = 3, [}
oy = 7, [} o, 2, [ oy = 3, 0
n
oy ==—5, 0 o, =;-—3, [} o, =72 0 o, =-=3, o
%p—9g = O, 1 %p—g = O, 3 %y_9 = O, 3
) & 4
Gpy9 = 0, 7 Opy9 = 0, 3 Ap4g = 0, 1 %p4-9 = O, 4
% % % i
Ugin—2)= O, 1 Op_—9 = 0, 1 %3p—2=— O, X
% 2 %
en = o, 2 oy = o, 3
2 H -~
o,y = 1, 0 o, = I, o %y = I, [ oy = 1, 0
n=3 (mod.}).
o, "7 | o e N ) n—5 5 n—5
o = = = - o =
1 ) 2 1 ’ 2 1 ’ Y 1 ) 2
o, = 3, o oy 3, o
[ 3, [ oy = 6, [ oy = 1, o oy = a2, 0
77, 6 @ =9, 0 P =5, @ =5,
o, = = ’ = » =
4 2 ¢ 2 ¢ 2 ' 2
Una1 = O, 3 %ny1 = 0, 6 %p—_3 = 0, 1 %, 3= o, 2
4 4 & b
%pq = O, 3 Lyt = O, 5
4 4
Oy 3 = O, 1 %y 45 = 0, 1 = o, 2
% 4
Oy_g = O, 3 ogp—_3= O, 1 %h4q = O, 1 %3n—1= 0, 1
2 % 2 %
Upy = 1 o Gy = 1, o Upy = 1, o o,y = 1, Y
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Nous ne pousserons pas plus loin, pour le moment, la recherche
des solutions des équations (3) et (5); nous passerons a la démons-
tration de nouvelles propriétés générales des réseaux qui satisfont
A ces équations.

30. Parmi toutes les courbes fondamentales d'un des deux plans,
je considére toutes celles d'un méme ordre 7, et, parmi ses points
fondamentaux, je considére aussi ceux d'un méme ordre j; en
d’autres termes, je considére le groupe des courbes ® (ou P’)
d’ordre 7, et le groupe des points f (ou f’) d’ordre j du plan P
(ou P’), auxquels correspondent, dans l'autre plan, le groupe
des points f (ou f) d’ordre ¢ et le groupe des courbes ¢’ (ou P)
d’ordre ;.

Comme les points d’'un méme groupe entrent symétriguement
dans les conditions qui déterminent les courbes ¢ (ou ¢') du réseau,
et comme les courbes fondamentales d’'un méme groupe entrent
syméiriquement dans la Jacobienne du réseau, il s’ensuit que les
relations qui existent entre les points et les courbes des deux
groupes considérés doivent étre parfaitement symétriques, soit par
rapport aux points fondamentaux, soit par rapport aux courbes
fondamentales. Donc on pourra déduire des nombres w des bran-
ches d’une courbe du premier groupe, qui passent par les divers
points du second, les nombres « relatifs 4 toute autre courbe du
méme groupe, par les permutations des points du second groupe.
Par suite, les courbes du premier groupe correspondront aux per-
mutations, répétées un méme nombre de fois, des points du second
groupe. Mais, en appliquant le méme raisonnement a l'autre plan,
les points remplacent les courbes, et réciproquement; donc aussi
les points du second groupe correspondront aux permutations, ré-
pétées un méme nombre de fois, des courbes du premier groupe.

Deux cas peuvent se présenter : ‘

a) Les nombres o (relatifs aux deux groupes considérés) sont
tous égaux, c’est-a-dire que toutes les courbes du premier groupe
passent un méme nombre  de fois par tout point du second:groupe.

b) Un des nombres » est différent des autres qui sont tous égaux
entre eux; c’est-d-dire que toute courbe du premier groupe passe
un méme nombre de fois par tous les points, moins un, du second
groupe.

Le nombre des permutations des points est alors égal & celui des
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points, et, par suite, le nombre des courbes (du premier groupe) et
le nombre ; des points du second seront égaux.

Il ne peut se présenter d’autres cas. Si, parmi les nombres » re-
latifs 4 une courbe (du premier groupe) et aux points (du second
groupe), il y en avait deux ou plusieurs différents des autres, le
nombre des permutations serait plus grand que le nombre des points
et, par suite, le nombre des courbes plus grand que celui des points,
et, en méme temps, pour la méme raison, le nombre des points
plus grand que le nombre des courbes : ce qui est absurde.

Quand le groupe des courbes et le groupe de points se trouvent
dans le cas b), nous dirons que les deux groupes sont coordonnés:
entre eux. Un méme groupe de points ne peut étre coordonné avec
deux groupes distincts de courbes; car il s’ensuivrait une certaine
corrélation entre les courbes de 'un et de I'autre de ces groupes,
ce qui est incompatible avec la symétrie compléte qui existe dans
chaque groupe de courbes.

D’un autre coté, un groupe de points est nécessairement cooir™
donné a un groupe de plusieurs courbes; car, s’il n’en était pas
ainsi, le groupe donné de courbes et un groupe quelconque de
points se trouveraient dans le cas @), ou bien toute courbe du
groupe donné passerait le méme nombre de fois par tous les points
fondamentaux du groupe quelconque. Mais cela est absurde, parce
que, de méme que les points fondamentaux déterminent les courbes
fondamentales, de méme aussi un systéme donné de nombres w,
relatifs & tous les points fondamentaux (les w étant égaux pour les
points d’'un méme groupe), ne peut déterminer qu'une courbe.

Donc tout groupe de plusieurs courbes est coordonné & un, et a
un seul groupe, contenant un égal nombre de points. Si maintenant
nous mettons de coté tous ces groupes de plusieurs courbes, il ne
restera que les courbes et les points uniques dans leurs ordres
respectifs ; mais le nombre total des courbes fondamentales est
égal, dans chaque plan, au nombre total des points fondamentaux,
et le nombre des courbes d’un groupe est égal au nombre des points
du groupe coordonné; donc aussi le nombre des courbes fonda-
mentales uniques, dans leurs ordres respectifs, est égal au nombre
des points uniques aussi dans leurs ordres respectifs. De tout cela
résulte le théoréme suivant : .

Les a qui constituent une solution quelconque des équations (3 )
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et (5) sont égaux aux a de la solution conjuguée, pris, en général,
dans un ordre différent ().

31. Les nombres o jouissent d’une propriété intéressante, décou-
verte par Clebsch (2), qui consiste en ce que leur déterminant est
égal a n en valeur absolue.

Pour démontrer ce théoréme, nous abandonnerons les notations
dont nous nous sommes servi jusqu'ici, pour employer celles de
illustre géométre allemand. Les ordres du 1%, du 2¢, du 3°,...,
du *™¢ point fondamental du plan P seront désignés par ry, rs,
Tsye ..y i3 les équations (3) et (5) prendront donc la forme

(1II) Er}:n’——t,

i
N

(V) ¥ r=3(n—);

S :
de méme, sy, Say S3,. .« ., §; désigneront les ordres des points fonda-
mentaux de P/, c’est-d-dire les ordres des courbes fondamentales
de P, et les équations (3) et (5)’ deviendront ‘

(TI1Y Es,-’:n’—x,

j
(vy 2@:3()1—-—1).
. . j
Soit ,; le nombre des branches de la 7*™¢ courbe fondamentale
qui passaxt par le j*=¢ point fondamental; en vertu du theoreme
n° 12, nous aurons :

Wi j = Wj,i}

comme aucun des nombres r;, s;n’est plus grand que 7 — 1, aucun
des nombres w ne pourra étre supérieur a n — 2. ~

Les deux théorémes du n° 16, dont 'un regarde I'intersection de
deux courbes fondamentales ®; et ®; par exemple, et I'autre I'inter-

(*) Pour la démonstration de ce théoréme, woir CrEescH, Zur Theorie der Cre-
mona’schen Transformationen (Mathem. Ann., t. IV, p. 4g0).
(2) Ibidem.
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section d'une courbe fondamentale ®; avec une courbe ¢ du réseau
P, peuvent s’exprimer par les formules

(VI) 2 0, Wiy, j = Tiliyy
- )
(VII) , 2 8$ji,j = N i
' 7
et les formules analogues pour le plan P’ sont -
(vry | 2 0ij 01, = 88,5
(viry Zr,-w;,j = ns;.

i

Les courbes fondamentales sont du genre zéro dans 'un et I'autre
plan; donc

o{w,i—1)  (rr—1)(rn—2)

(VII) 2 o — 1) { ,
1

, wijlwi—1) _ (5—1)(s55 — 2)

(VIII) 2 ] 2! —_ ] 2! .

Le théoréme du n° 13, qui se rapporte au nombre des branches
des courbes fondamentales qui passent par un point fondamental,
s’exprime par les formules

(IX) 2"""":3”""
j
(IX)/ 2&);,,’:3Sj— I.

En faisant la somme du double de (8) et de (9), on a -
(X) : r}+x:zm,{f;
i

de méme,

Xy sei=Yoi

i
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Maintenant posons

et faisons le carré de ce déterminant; en ayant égard aux equatlons
(VI) et (X), ou aux équations (VI)' et (X)’, nous aurons

41 onn nry ...
ran r;+1 rar,
A= | pp Y S S5 = :l—‘—z"i’,
ST1 88 8,83 ..
828, s+ S8,
Ar=| g S8 STl L. :l-*'—ESf,

d’on, d’apres (III) et (III)’,
A=,
ou ,
A==n, C. Q. F. D.

Ce qui a été démontré au n°® 30 revient a dire que, si 'on divise
le déterminant A au moyen de lignes horizontales et de lignes verti-
cales, de maniére que chacun des rectangles ainsi tracés ne ren-
ferme que des lignes relatives a des r tous égaux entre eux et des
colonnes relatives & des s égaux entre eux, un quelconque de ces
rectangles aura tous ses éléments égaux (cas a), ou sera un carré
réductible ala forme

o » o .
w o ® ®
0w o o . o |

(0] ® ® e O
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A tout groupe de r ou de s égaux correspond un seul de cés
carrés. La valeur du carré supposé est (o — @)™, ot m est le
nombre de ses colonnes; par suite, le déterminant A est divisible
par (w'—w)™~*, ce qui revient a dire que (&'— )"~ est un facteur
den ().

32. Supposons maintenant que les deux plans P, P’ coincident,
ou bien considérons deux figures dans un méme plan qui se corres-
pondent point par point, de maniére qu’aux droites d’une figure
correspondent dans l'autre les courbes d’ordre n» d’un réseau
[ assujetti aux conditions (3), (5)].

Les droites d’un’faisceau dans une des figures et les courbes
correspondantes de 'autre forment deux faisceaux projectifs; par
suite, le lieu des intersections des lignes correspondantes sera une
courbe d’ordre n + 1, passant r fois par tout point principal de
degré r de la seconde figure.

33. Quelle est I'enveloppe des droites qui joignent les points
d’'une droite R de la premiére figure aux points homologues de la
seconde P La droite R est une tangente n-ple pour l'enveloppe en
question, a cause des 7 points de R homologues de ceux ou R coupe
sa courbe correspondante d’ordre 7. Tout autre point de R, joint a
son homologue, donne une tangente de I'enveloppe; la classe de
celle-ci est donc n + 1.

- 34. Quel est le lieu des points de la premiére figure qui, joints
aux points correspondants de la seconde, donnent des droites pas-
sant par un point fixe p? Le lieu passe par p, parce que la droite
qui joint p au point correspondant p’ passe par p. Menons ensuile
par p une droite quelconque; elle coupera la courbe qui lui corres-
pond dans la seconde figure en 7 points. Sil’on considére ces 7 points
comme appartenant i la seconde figure, leurs correspondants ap-
partiennent au lieu cherché, qui est, par conséquent, une courbe
® de Yordre n + 1.

Si o, est un point principal de degré r de la premiére figure, la
droite po, contient r points de la seconde figure correspondant i
o, ; donc le lieu ® passera r fois par o,. Si 0, est un point princi-
pal de la seconde figure, la droite po, contient r points de la pre-

(*) CiEescw, loc. cit.
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miére qui correspondent i o}; la courbe ® passera par ces r points,
c’est-a-dire par les intersections de po, et de la courbe principale
qui correspond a o,..

Les points o une droite R, considérée dans la premiére figure,
coupe la courbe correspondante d’ordre 7 sont, dans la seconde
figure, les homologues de ceux de la premiére, ou R, considérée
comme appartenant a la seconde, rencontre la courbe qui lui cor-
respond dans la premiére. Donc la courbe € est aussi le lieu des
intersections des droites qui passent par p, considérées comme ap-
partenant a la seconde figure, avec les courbes correspondantes de
la premiére figure (32).

Les points homologues & ceux de la courbe €, considérée dans la
premiére figure, sont sur une autre courbe &', lieu des points de la
seconde figure qui, joints aux points correspondants de la premiére,
donnent des droites passant par p, ou encore lieu des intersections
des droites qui passent par p, considérées dans la premiére figure
avec les courbes correspondantes de la seconde.

Toute droite passant par p coupe les deux courbes €, & en deux
systémes de n points correspondants.

35. Soient ¢ un autre point quelconque du plan et 9 la courbe
qui dépend de ¢ comme £de p. Les z points ou la droite pg, con-
sidérée comme appartenant a la seconde figure, rencontre la courbe
correspondante de la premiére appartiennent évidemment aux

*deux courbes €, 9 , comme aussi aux courbes qui correspondent
aux autres points de la droite pg. Les deux courbes & et 9 se cou-
pent, en outre, aux points fondamentaux de la premiére figure, ce

qui donne Ei’a; =n?—1 intersections; elles auront donc

(r +1)? — n — (n* — 1) = n+ 2 autres points communs, et cha-
cun de ces derniers points, joint au point homologue de la seconde
figure, doit donner une droite passant par p aussi bien que par g.
Ces n + 2 points coincident nécessairement avec leurs propres
correspondants, c’est-a-dire que le systéme des deux figures admet
n + 2 points doubles.
Toutes les courbes analogues a2 € et @ et relatives aux points du
_plan forment un réseau; car elles ont en commun les points fon-
damentaux de la premiére figure et les points doubles du systéme,
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ce qui équivaut a

o + n+2=

2
2 2

Zi(i+1) (n+1)(n+4)

conditions communes.

36. Supposons de nouveau que les deux plans P et P’ ne coinci-
dent pas, et soient deux points fixes m, n’ dans ’espace. Joignons x &
un point quelconque @ du plan P, et n’ an point correspondant &/
du plan P'. Sile point a parcourt tout le plan P, les droites wa, 7’'a’
engendrent deux gerbes coniques (*) ayant entre elles une relation
telle, qu’a une droite quelconque de l'une correspond une droite
déterminée (et généralement unique) de l'autre, et qu’a un plan
d’une des gerbes correspond dans 'autre un céne d’ordre 7 : tous
les cones analogues d’'une gerbe qui correspondent aux plans de
Pautre ont en commun un certain nombre «; (i = 1,2,...,7—1)
de génératrices i-ples, ol les nombres «; satisfont aux questions (3)
et (5).

Si les deux gerbes coniques (7), (') sont coupées par un plan
transversal quelconque, nous obtiendrons dans ce plan deux figures
qui se correspondront point par point, de maniére qu’aux droites
de T'une correspondront dans l'autre des courbes d’ordre n; et
comme le systéme de ces deux figures admet z + 2 points doubles,
il s’ensuit que le lieu des points ou se coupent les rayons homolo-
gues de deux gerbes coniques (7), (7') est une courbe gauche d’or-
dre  + 2. Il est évident que cette courbe passe par les points
7, 7, et y est tangente aux droites qui correspondent & nn’ considé-
rée comme appartenant d’abord i la gerbe (), puis 4 la gerbe (7').

Si o, est un point principal de degré r de la premiére figure dans
P, au rayon 7o, correspondra un céne ayant pour sommet le point
7’ et pour base la courbe principale d’ordre » qui correspond dans
P’ 4 0,3 les r intersections de ce cone et de la droite 7o, seront des
points de la courbe gauche. Cette courbe a donc r + 1 points sur
le rayon 7o, et autant sur le rayon 7’0, si o, est un point princi-
pal de degré r de la seconde figure.

.

(*) Strahlenbiindel des Allemands (v. Stavpt, Geometrie der Lage, p. 4; Niirnberg,
1847).
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37. Nous arriverions aux mémes résultats en posant la question
comme il suit : Quel est le lieu d’un point @ du plan P tel que le
rayon ma rencontre son homologue n'a’? Sia” est l'intersection du
plan P avec la droite n'a’, les points a” formeront une troisiéme
figure ayant avec la premiére (formée des points a) la méme cor-
respondance que celle qui existe entre la premiére et la seconde
(formée des points ). D’ailleurs, si les rayons wa, 7'a se ren-
contrent, les points a, a” doivent étre en ligne droite avec le point p
ou la droite nn’ rencontre le plan P; donc le lieu du point a, ou
la perspective de la courbe gauche sur le plan, I'ceil étant en ,
est la courbe P relative au point p (34), lieu des intersections des
droites qui passent par p considérées comme appartenant a la
troisi¢éme figure avec les courbes correspondantes d’ordre n de la
premiere.

Enfin, en appliquant i la courbe gauche les formules connues de
Cayley ('), on trouve :

1° Qu'elle a 16 (n— 1) points d'inflexion (points ou le plan os-
culateur est stationnaire); '

2° Que ses tangentes forment une développable de 'ordre 4n,
de la classe 3(3n—2), douée d’'une courbe nodale de l'ordre
8n(n—1);

3° Que ses plans bitangents enveloppent une développable de la
classe 8 (n — 1)*;

4° Que % (n* —n <+ 2) cordes de la courbe passent par un point
quelconque de Pespace ;
5¢ Qu'un plan quelconque renferme l3(81 n* — 169 n + go)

tangentes doubles de la développable osculatrice, etc.

Enfin la courbe gauche est du genre n — 1.

Les transformations géométriques des figures planes ont été étu-
dides par plusieurs géométres depuis les travaux de M. Cremona;
il convient de citer d'une maniére particuliére un beau théoréme,
dtt & M. Max Nother, dont voici I’énoncé : « Toute transformation-
birationnelle d’ordre n des figures planes est décomposable en
transformations du second ordre. »

(*) Journal de Liouville, t. X, p. 215.
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