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Résumé.

On s’intéresse dans cette thése aux ensembles minimaux.

Dans la premiére partie on étudie les cones minimaux au sens d’Almgren de dimension 2 dans R*,
ce qui est une premiére étape obligée et utile dans ’étude des ensembles minimaux. La minimalité au
sens d’Almgren de I'union de deux plans presque orthogonaux est établie. La méthode est généralisée
pour montrer que l'union presque orthogonale de plusieurs plans ou hyperplans, et 'union presque

orthogonale d’un plan et un Y sont minimales.

Dans la seconde partie on introduit une définition de minimiseur topologique, qui généralise celle
de minimiseur de Mumford-Shah. On montrera des propriétés des minimiseurs topologiques, et fera un
premier pas dans la direction d’une caractérisation des minimiseurs topologiques. On restreindra aussi

la classe potentielle des Almgren-minimiseurs de R® qui ne seraient pas des cones.

Abstract.

In the thesis we discuss the theory of minimal sets.

In the first part we study 2-dimensional Almgren minimal cones in R*, which is the first useful and
necessary step to study Almgren minimal sets. We establish the Almgren minimality of the union of a
pair of almost orthogonal planes in R*. The method is also generalized to prove the minimality of the
almost orthogonal union of several planes or hyperplanes, as well as the almost orthogonal union of a

plane and a Y in R5.

In the second part we introduce a definition of topological minimal sets, which is a generalization of
that of Mumford-Shah-minimal sets. We prove some properties of topological minimal sets, and make
a first step towards a characterisation of topological minimal sets. We restrict also the potential class

of those Almgren minimal sets in R® which are not cones.
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0 Introduction générale

L’un des objets d’étude de prédilection de la théorie géométrique de la mesure est la théorie des
ensembles ou des surfaces minimales, qui donna lieu notamment & des progrés importants dans la
compréhension de la régularité des surfaces minimales, et des résultats d’existence pour le probléme de
Plateau. Rappelons que dans sa version la plus simple, le probléme de Plateau consiste & se donner une
courbe dans ’espace, ou plus généralement un bord, et & chercher une surface s’appuyant sur ce bord

et dont P’aire soit minimale. Voir les travaux de Besicovitch, Federer, Fleming, De Giorgi, etc.

Le sujet principal de cette thése est I’étude des ensembles minimaux de dimension 2 dans un espace
euclidien. On utilisera plusieurs notions de minimalité, mais la principale est la suivante, qui a été
introduite par F. Almgren [2], et qui donne la meilleure modélisation des films de savon. Nous donnons
directement la définition d’un ensemble minimal de dimension d dans un ouvert U de R™, qui n’est pas

plus compliquée.

Définition 0.1 (ensembles minimaux (d’Almgren)). Soit 0 < d < n des entiers, U un ouvert
de R™. L’ensemble E fermé dans U est dit minimal de dimension d dans U si HY(E N B) <

oo pour toute boule compacte B C U et
(0.2) HYE\F) < H(F\E)

pour tout ensemble F tel que F = ¢1(FE), ot 4,0 <t <1 est une famille & un paramétre de fonctions

continues ¢y : U — U vérifiant
1) po(z) =2z pourz € U ;

2) lapplication (t,z) — @i(z) de [0,1] x U dans U est continue;

8) 1 est Lipschitzienne,

et si on pose Wy = {z € U ; py(z) # z} et W= Usefo.1) W2 U ¢:(W2)], alors W est relativement

compact dans U.

Une telle 1 sera appelée une déformation de E dans U.

Pour une description d’ensembles un peu plus généraux, comme des bulles de savon (donc, ou la
pression est différente dans les différentes composantes connexes du complémentaire), ou en présence
de gravité, on peut utiliser une notion semblable d’ensembles presques minimaux, avec des résultats

souvent identiques de régularité. Voir la remarque 1.29.

La premiére partie de la thése s’inscrit dans un plan assez large d’étude de la régularité intérieure

des ensembles minimaux au sens d’Almgren.

Rappelons que dans ce cadre, assez peu de résultats de régularité sont connus. Les premiers résultats

ont été donnés par Frederick Almgren [2] (rectifiabilité, Ahlfors régularité en dimension quelconque),
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puis généralisés par Guy David et Stephen Semmes [11] (rectifiabilité uniforme, morceaux de graphes
Lipschitziens), Guy David [7] (minimalité d’une limite d’une suite de minimiseurs). Dans [32], Jean
Taylor a donné un théoréme essentiel de régularité pour les ensembles minimaux de dimension 2 dans
R3, qui consiste & dire que tous ces ensembles minimaux sont localement C! équivalents & un cone

minimal (c’est & dire, un ensemble minimal dans R™, qui est en méme temps un cone).

La situation ici est moins bonne que pour la régularité des courants minimiseurs de masse, ou des
surfaces minimales classiques, et d’ailleurs les ensembles minimaux au sens d’Almgren admettent des
singularités dés la dimension 1. Rappelons que pour étudier les surfaces minimales, le point de vue le
plus souvent utilisé consiste 4 voir les surfaces minimales comme des courants minimisant la masse ou
la taille (voir [29] pour les définitions), sous certains constraintes de bord. Rappelons qu'il existe de
trés bons résultats d’existence et de régularité pour les courants minimiseur de masse, mais en fait un
minimiseur de masse est souvent un objet assez loin de décrire une solution du probléme de Plateau
pour les films de savon. En gros la masse est un objet plutot algébrique (ce qui rend aussi le probléme
plus facile, on peut bien se servir des méthodes de dualité, calibration et compacité). Par exemple
quand on pince deux morceaux de surface ensemble, on compte toujours deux fois la surface obtenue
par le pincement, ce qui preserve la cohérence algébrique, mais en méme temps ne parvient pas & décrire
raisonablement le comportement des films de savons. Parce que déja aucune des singularités dans les

films de savon observées par Plateau n’est un minimiseur de masse.

Donc le probléme de Plateau pour les films de savon est plutét un probléme de minimiseurs de taille,
pour lesquels beaucoup moins de résultats sont connus (voir [28] pour certains résultats d’existence).
Mais le support d’un minimiseur de taille est automatiquement un minimiseur d’Almgren, de sorte que

les résultats de régularité ci-dessous s’appliquent également au support d’un minimiseur de taille.

Revenons & la régularité des ensembles minimaux d’Almgren. D’abord on va faire une petite sim-

plification. On va se restreindre aux ensembles réduits définis comme suit.
Définition 0.3. Soit U C R™ un ouvert, E' un sous ensemble fermé de U. Notons
E*={zc E; HYEn B(z,r)) > 0 pour tout r > 0}
le support fermé (dans U) de la restriction de H® & E. On dit que E est réduit si E = E*.
11 est facile & voir que
HY(E\E*) =0.
En effet on peut couvrir E\E* par un nombre dénombrable de boules B; tel que H%(E N B;) = 0.

Remarque 0.4. Si E est minimal (resp. localement minimal), alors E* aussi, car si ¢ est comme
dans la définition 0.1, alors elle est Lipschitzienne, et donc H(p(E\E*)) = H(E\E*) = 0. Donc la
condition (0.2) est la méme pour E* que pour E. Et & cause de cela, il suffit d’étudier les ensembles

minimaux réduits.



Il se trouve qu’a cause de la monotonie du rapport 7~¢H%(E N B(z,r)), les ensembles minimaux
admettent un ou plusieurs ensembles tangents en chaque point, et ces ensembles tangents sont des cones

minimaux. Voir la discussion concernant les limites par explosion au paragraphe 1 (autour de (1.28)).
De ce fait, la premiére étape utile et obligée du programme doit &tre ’étude des cones minimaux.

Dans R3, la liste des cones minimaux est connue. Elle a été donnée par plusieurs mathématiciens
il y a plus d’un siécle. (Voir par exemple [21] ou [19]). Ce sont les plans, les ensembles Y et T. (voir le

dessin ci dessous pour avoir une idée).

T~

/

Dans la premiére partie de a thése, nous nous intéresserons essent :llement aux cones de dimension

2 dans R%. L’idéal serait d’en « btenir une liste compléte, mais nous n :n sommes pas encore la.

Bien sir tous les cones mi imaux de dimension 2 dans R? devien ent automatiquement des cones
minimaux dans R%. Aprés, un argument de projection donne la min: nalité de 'union de 2 plans or-
thogonaux. C’est le premier ex :mple qui n’était pas déja connu dans 15.3. On peut se demander si c’est
le seul céne minimal sous form : de 'union de deux plans, ou sinon sc 1s quelle condition d’angle est-il

vrai que 'union de deux plans est minimale.

La méme question a aussi été posée pour les courants minimisant la masse et minimisant la taille.
Mais comme avant, ce probléme a déja été resolu pour les minimiseurs de masse. L’union de deux
m—plans dans R?™ est un minimiseurs de masse si et seulement si les m angles caractéristiques (voir

l'introduction de la premiére partie pour la définition précise) a; < as < --- < @, vérifient
Dap<or+-Fam-1;2 a1+ +oapm >

La nécessité est donnée par Gary Lawlor [22], et la suffisance par Dana Nance [27]. En particulier en

dimension 2, I'union d’une paire de plans est minimale si et seulement si les deux plans sont orthogonaux.

Par contre du c6té de minimiseurs d’Almgren et minimiseurs de taille, en générale, la question

est toujours ouverte (mais en dimension 2, seule 'union de deux plans orthogonaux donne un courant
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rainimiseur de taille).
Dans [26], Frank Morgan a donné la conjecture suivante, énoncée en termes d’angles entre les plans.

L’union de deux m—plans P; U P, dont angles caractéristiques ay,- - - , @m, est Almgren-minimale

si et seulement si les 2 conditions ci-dessous sont vérifiées :
Dom<ar+ - +oma+3;2)a+-+om>%.
Elle définit un minimiseur de taille si et seulement si

Nam<ar+-t+am-a1;4) o1+t an>m.

Revenons aux minimiseurs d’Almgren. En fait 2) est une condition nécessaire comme ’a démontré
Gary Lawler [23]. Mais Pautre partie est encore ouverte. Notons que pour notre cas o m = 2, 2)
implique 1), parce que az < 7, et donc 2) implique que oy > F, auquel cas 1) est automatiquement

vrai. Donc ces conditions se traduisent en

2
a; +ag > ?

Le résultat principal de la premiére partie est que si on change un peu ’angle autour de (%, 3),

l’union des deux plans est encore un ensemble minimal :

Théoréme 0.5 (minimalité de I'union de deux plans presque orthogonaux). Il eziste 0 < 6 < %, tel
que si P! et P? sont deuz plans dans R* avec des angles caractéristiques (ay, og) tels que ag > oy > 0,

alors leur union P! U P? est un cone minimal.

Autrement dit, on montre qu'il existe a > 0, tel que si pour tout v; € P, vy € P?,
(0.6) | <wvi,v2 > | < affur]]||vz]]

alors P! U P? est minimal. Notons que (0.6) est presque équivalent & dire que 1,2 > § — Ca quand
a est petit. On obtient donc une famille de cones minimaux avec un paramétre continu, et dont les

intersections avec la boule unité sont de mesures égales.

La démonstration du théoréme 0.5 utilise des arguments de passage a la limite, un théoréme d’exis-
tence de Vincent Feuvrier, des estimations sur les fonctions harmoniques et les techniques générales de

la théorie géométrique de la mesure.

Dans la seconde partie de la thése, on s’intéressera également a deux autres types d’ensembles
minimaux, les ensembles minimaux de Mumford-Shah et les ensembles minimaux topologiques. Dans
les deux cas, il s’agit encore de minimiser la mesure de Hausdorff, mais c’est la liste des compétiteurs

qui sera différente.

Commencons par définir les ensembles minimaux de Mumford-Shah, mais seulement dans le
contexte plus simple ou 'on se place dans 'ouvert U = R™. Dans ce contexte, on se place en codi-

mension 1 (donc, d =n — 1).



Définition 0.7 (ensembles minimaux de Mumford-Shah). L’ensemble E fermé dans R™ est dit minimal
au sens Mumford-Shah (MS) dans R™ si H" 1(E N B) < oo pour toute boule compacte B C R™, et

H""Y(E\F) < H"'(F\E)
pour tout ensemble F' qui vérifie
1) Il existe une boule B telle que F\B = E\B;
2) Pour tous y,z € R™\(B U E) qui sont séparés par E, y, z sont aussi séparés par F.

Ici "y,z sont séparés par E" veut dire que y et z appartiennent & deur composantes connexes
différentes de R™\E.

Le nom de Mumford-Shah vient de ce que la condition de séparation 2) intervient naturellement
dans I’étude des segmentations minimisantes dans la fonctionelle de Mumford-Shah. Rappelons, sans
écrire cette fonctionnelle (voir [8] pour des définitions précises, et tout renseignement utile), qu’elle est a
été introduite par D. Mumford et J. Shah [12] pour proposer une méthode automatique de segmentation
d’image. Dans ce cadre, la fonctionnelle a deux arguments u et K, ot K est un fermé du domaine U
considéré, et u est une fonction de classe C* sur U\ K. Et 'un des termes principaux de la fonctionnelle

4 minimiser est H"~1(K).

Dans I’étude de cette fonctionnelle aussi, comme ’a montré A. Bonnet [3], la notion de limite
par explosion est utile et importante, et les limites par explosion de segmentations minimisantes sont
ce qu'on appelle des minimiseurs globaux, qui sont encore des paires (v, K) ou K est un fermé de
R™ et v une fonction classe C* sur R™ \ K. En gros, les minimiseurs globaux jouent dans 1’étude de
la fonctionnelle de Mumford-Shah le méme role que les cénes minimaux dans 1’étude des ensembles

minimaux.

La définition de minimiseur global fait intervenir la méme condition de séparation que ci-dessus
(également dans la définition des compétiteurs), et par exemple, si v est constante, (v, K) est un
minimiseur global si et seulement si K est un ensemble minimal de Mumford-Shah (d’ot le nom). Ainsi,

le théoréme ci-dessous donne la liste des minimiseurs globaux de R pour lesquels v est constante.

Théoréme 0.8 ([9], Thm 1.9). Soit E un ensemble minimal au sens de Mumford-Shah dans R3, alors
il existe un ensemble E* C E, H*(E\E*) = 0, tel que E* est soit ’ensemble vide, soit un plan, soit un

cone de type Y ou T.

Le théoréme 0.8 laisse un certain nombre de questions en suspens, que 1’on abordera dans la seconde

partie de la thése.

D’abord, on ne sait pas si son analogue pour les ensembles minimaux au sens d’Almgren est vrai :
est-ce que tout ensemble minimal d’Almgren dans R3 tout entier est un céne? G. David vérifie dans la

remarque 1.8 de [9] que tout ensemble minimal de Mumford-Shah est ensemble minimal d’Almgren, mais
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la réciproque semble difficile & établir autrement qu’en montrant d’abord que tout ensemble minimal

d’Almgren dans R3 est un cone.

La démonstration du théoréme 0.8 est basé sur un argument topologique, qui ne marche pas dans
le cas des minimiseurs d’Almgren. G. David propose méme un exemple (possiblement déja utilisé
auparavant par Taylor, Hardt, ou Morgan) d’ensemble E C R3 qui est topologiquement compatible
avec les propriétés des minimiseurs d’Almgren, et qui est asymptotiquement proche & l'infini d’un cone

T, sans en avoir la topologie.

Au chapitre 14 on vérifiera (par un argument métrique de déformation et comparaison) qu’aucun
ensemble ayant cette topologie ne peut étre minimal au sens d’Almgren. On proposera également un
exemple, 4 la topologie plus compliquée qui pourrait éventuellement 1’&tre, au sens ol la méme objection

ne s’applique pas.

1l serait sans doute intéressant de disposer d’un analogue de la fonctionnelle de Mumford-Shah,
avec des ensembles singuliers de codimension supérieure & 1, mais il semble que le bon équilibre avec

les singularités de la fonction u est encore & trouver.

Il est cependant plus simple de généraliser la définition 0.7 & des codimensions plus grandes. C’est
ce que nous faisons au paragraphe 18 en remplacant la condition de séparation 2) (de la définition 0.7)
par une condition portant sur ’homologie des sphéres euclidiennes de dimension n — d — 1 contenues

dans R™\ (BU E). On appelle minimiseurs topologiques les ensembles minimaux ainsi définis.

On montre au corollaire 18.17 que tout minimiseur topologique est également Almgren-minimal, ce

qui permet de lui appliquer toute la théorie de régularité connue & ce jour.

Ensuite on essaie de généraliser le théoréme 0.8 & des minimiseurs topologiques de dimension 2
dans R*, mais on n’y arrive qu’en ajoutant une condition topologique supplémentaire sur E. Voir le

corollaire 19.20.

On construit également, & 'aide de bouteilles de Klein, un exemple d’ensemble de dimension 2
dans R* qui est asymptotiquement proche & I'infini d’un céne T, n’en a pas la topologie, mais a les
propriétés que devrait avoir un minimiseur topologique. Voir I'introduction de la deuxiéme partie pour

plus d’informations.

Quelques notations utiles
[a,b] désigne le segment d’extrémités a et b;
[a,b) est la demi-droite émise du point a est passant par b;
B(z,r) désigne la boule ouverte de rayon r et centrée en x;

B(z, ) la boule fermée de rayon r et centrée en x;

a? le vecteur b — a;
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Pour une chaine singuliére <y, notons [y] '’élément dans le groupe d’homologie représenté par -y;
H4 : la mesure de Hausdorff de dimension d;

dy : dg(E,F) = max{sup{d(y, F) : y € E,sup{d(y, E) : y € F}} la distance de Hausdorff entre

deux ensembles E ef F.

d; r : la distance relative par rapport & la boule B(x,r), définie par

d.(E,F)= %max{sup{d(y, F):y € EnB(z,r)},sup{d(y, F) : y € FN B(z,7)}}.
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14 INTRODUCTION DE LA PREMIERE PARTIE

1 Introduction de la premiére partie

Dans cette premiére partie, un ensemble minimal est un fermé dont la mesure de Hausdorff ne
peut étre rendue plus petite par aucune déformation Lipschitzienne locale. Plus précisément on a la

définition ci-dessous, ou I'on note H% la mesure de Hausdorff de dimension d.

Définition 1.1 (ensembles minimaux). Soit 0 < d < n des entiers, U un ouvert de R". L’ensemble E

fermé dans U est dit minimal de dimension d dans U st

(1.2) HY(E N B) < oo pour toute boule compacte B C U
et
(1.3) HYE\F) < HY(F\E)

pour tout compétiteur d’Almgren F' de E dans U.

On pourrait en générale donner plusieurs classes différentes de compétiteurs, qui donnent des dé-
finitions différentes d’ensembles minimaux. Mais dans cette partie, on n’utilisera que les compétiteurs

d’Almgren dont la définition suit.

Définition 1.4 (compétiteurs d’Almgren). Un compétiteur d’Almgren de E dans U est un ensemble

F = p1(E), ot ¢,0 < t <1 est une famille ¢ un paramétre de fonctions continues o, : U — U
vérifiant

(1.5) wo(z) =z pour z € U,

(1.6) Vapplication (t,z) — ¢(z) de [0,1] x U dans U est continue,

(1.7) @1 est Lipschitzienne,

et si on pose

(1.8) We={z€U; pu(z) £z} et W= ] [We Up(W)],
tel0.1]

alors

(1.9) W est relativement compact dans U.

Une telle o1 sera appelée une déformation de E dans U.

Remarque 1.10. Dans cette partie on appellera un ensemble minimal d’Almgren un ensemble minimal.
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Définition 1.11 (déformation locale). Une déformation locale de E dans U est un ensemble F = f(E),

ol :

(1.12) f = id hors d’une boule B telle que B C U,

(1.13) f(B) C B,
et ot on demande aussi que f soit Lipschitzienne.

Remarque 1.14. 1) On dit aussi qu’un ensemble F' défini comme ci-dessus est une déformation locale
de E dans B. Et dans ce cas (1.8) est équivalent a

(1.15) HYEnN B) < HYFn B).

Définition 1.16 (ensembles localement minimaux). Un ensemble E défini dans 1.1 en prenant pour
classe de compétiteurs la classe des déformations locales est appelé un ensemble localement minimal
dans U.

Remarque 1.17. La classe des déformations locales de E dans U est contenue dans la classe des
compétiteurs d’Almgren, puisqu’une déformation dans une boule est toujours homotope a l’identité. Par
conséquent un ensemble minimal est toujours un ensemble localement minimal. Par contre en général
un compétiteur d’Almgren n’est pas toujours une déformation locale. En fait cela dépend des propriétés
géométriques de louvert U. Par exemple si U est R™ ou une boule, alors les deuz classes sont égales,

et en particulier un ensemble localement minimal dans R™ est un ensemble minimal dans R™.

En un certain sens, la minimalité d’un ensemble ne dépend pas de la dimension ambiante. Par
exemple, si E C U(C R™) est un ensemble minimal dans U’ := U x R", alors on déduit toute de suite

de la définition que E est minimal dans U aussi. La réciproque est aussi vraie, par le lemme suivant.

Lemme 1.18. i E est un ensemble minimal dans U (C R™), alors il est aussi minimal dans U x R™

pour tout n € N.

Démonstration. Soit E un ensemble minimal dans U, F' un compétiteur d’Almgren de E dans U D R",
alors par la définition 1.4, il existe une famille de fonctions ¢; : U — U qui vérifie (1.5)-(1.9) dans
U x R™ et telle que F = ¢1(E). Notons 7 la projection orthogonale de U x R™ sur U, alors g; = o ¢
est une famille de fonctions qui vérifie (1.5)-(1.9) dans U. Notons B’ = BNR" et F’ = g;(E); alors F'

est un compétiteur d’Almgren E dans U. Par la minimalité de E dans U on sait que

(1.19) HY(E\F') < HY(F'\E).

D’un autre coté puisque 7 est 1-Lipschitzienne, on a

(1.20) HY(F'\F) < HY(F\F),
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d’ou
(1.21) HY(E\F) < HY(F\E).

Par conséquent E est minimal dans U x R™, puisque (1.21) est vrai pour tout compétiteur d’Almgren
F de E dans U x R™.

Fin de la démonstration du lemme.

On utilise ces définitions pour aborder d’un point de vue ensembliste la solution du probléme de
Plateau, qui consisterait & montrer, un bord étant donné, ’existence d’une surface minimale s’appuyant
sur le bord. Le concept d’ensemble minimal a été introduit par Frederick J. Almgren, par exemple pour
décrire le comportement des films de savon, qui sont des "surfaces" de dimension 2 dans R3, mais qui
peuvent avoir certains types de singularités. En effet c’est 'existence potentielle des points de singularité,
et donc les types des singularités et de régularité autour de ces points-1a, qui nous intéressent le plus,
parce que dans les parties loin des singularités, I’ensemble n’est qu'une vraie surface minimale du point

de vue de la géométrie différentielle.
Soyons plus précis.

D’abord on va faire une petite simplification. On va se restreindre aux ensembles réduits définis

comme suit.
Définition 1.22. Soit U C R™ un ouvert, E un sous ensemble fermé de U. Notons
(1.23) E*={zc E; HYENB(z,r)) > 0 pour tout r > 0}

le support fermé (dans U) de la restriction de H® & E. On dit que E est réduit si E = E*.

11 est facile & voir que
(1.24) HYE\E*) =0.
En effet on peut couvrir E\E* par un nombre dénombrable de boules B; tel que H4(E N B;) = 0.

Remarque 1.25. Si E est minimal (resp. localement minimal), alors E* aussi, car si @ est comme dans
la définition 1.4 (resp. 1.11), alors elle est Lipschitzienne, et donc H%(o(E\E*)) = H%(E\E*) = 0.
Donc la condition (1.3) est la méme pour E* que pour E. Et a cause de cela, il suffit d’étudier les

ensembles minimauzx réduits.

Maintenant fixons n’importe quel point z d’un ensemble minimal réduit E, et faisons exploser
localement notre ensemble minimal en ce point, ce qui veut dire que I'on considére, pour r — 0, les

ensembles

(1.26) B(r,z) = [%(E — )]
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Alors pour toute sous-suite {ry }x>1 telle que 7, — 0 et E(rg, z) converge pour la distance de Hausdorff
dans tout compact quand k tend vers l'infini (des sous-suites convergentes existent toujours, voir par
exemple [8] paragraphe 34, Proposition 6), sa limite F' (appelée une limite d’explosion de E en z) est
aussi minimale, parce que la limite d’une suite d’ensembles minimaux est automatiquement un ensemble

minimal (voir, par exemple, [9] lemme 4.7). D’un autre c6té, la fonction de densité de F' a l'origine
(1.27) 6(0,7) = r*HY(F N B(0,r))

est une constante qui est égale 4 la densité de E en z

(1.28) f(z) = lim r~?HYE N B(z,r)),

ce qui implique que F est un céne (c.f.[9], Thm 6.2); bref, F' est un céne minimal. Par conséquent
on sait que quand on s’approche de chaque point z et regarde E & une échelle de plus en plus petite,
E ressemble de plus en plus & un cOne minimal. Donc chercher tous les cones minimaux est presque

équivalent & chercher tous les types possibles de singularités.

Remarque 1.29. Tous les arguments ci-dessus marchent pareil pour des ensembles presque minimauz,
qui forment une classe un peu plus grande que la classe des ensembles minimauz. Il y a plusieur
définitions des ensembles presque minimauz, qui sont un peu différentes, sans toutefois changer grand
chose a leurs propriétés. Voir [9] paragraphe 4 pour les définitions et des détails. Ici pour avoir une

idée, disons qu’une des définition demande que
(1.30) HYENW,) < HY(p1(ENW;)) + h(8)8?

pour toute déformation telle que diam(W) <4, ot i, Wy, W sont définis dans la définition 1.4, et

on demande aussi que la fonction de jauge h tende vers 0 quand § tend vers 0.

La liste des cones minimaux de dimension 2 dans R3 a été donnée par plusieurs mathématiciens il
y a plus d’un siécle. (Voir par exemple [21] ou [19]). L’enjeu consiste & trouver des réseaux d’arcs de
grands cercles sur la sphére unité qui vérifient que les bouts de chaque arc sont des points de jonctions
triple avec des angles de 120°. Un céne minimal est forcément un cdne sur un réseau de cette forme.
On obtient donc une liste finie (en fait, de 10 cones). Et aprés, on élimine un par un les c6nes qui ne
sont pas minimaux, en trouvant des déformations qui diminuent la mesure. Alors il ne reste que trois
céne qui sont minimaux : un plan, un Y (I'union de 3 demi-plans qui se rencontrent en une droite avec
des angles de 120°), et un T (le cone sur I'union des arétes d’un tétraédre régulier centré a l’origine).

Voir le dessin 1-1.
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1-1

Du co6té de la régularité, dans son article [32], Jean Taylor a donné un théoréme essentiel de
régularité pour les ensembles minimaux de dimension 2 dans R3, qui consiste & dire que tous ces

ensembles minimaux sont localement C' équivalents & un c6ne minimal, donc un plan, un Y ou un T.

La notion d’ensemble minimal est définie dans des dimensions et codimensions plus élevées. Par

contre peu de choses aussi précises sont connues en grandes dimensions et codimensions.

Du c6té de la régularité, Guy David a généralisé le résultat de Jean Taylor aux ensembles minimaux
de dimension 2 dans R™, mais avec seulement une équivalence bi-hélderienne (voir, [9]). Il dit aussi
dans son article [10] que la C! régularité pourrait dépendre du type des cones minimaux obtenus par
explosion. Si un tel cone vérifie aussi une condition de "full-length", on obtiendra la C! régularité, sinon

on pourrait la perdre.

La liste des cones minimaux est toujours loin d’étre connue, méme pour les cones minimaux de
dimension 2 dans R%. Bien str tous les cones minimaux de dimension 2 dans R3® deviennent automa-
tiquement des cones minimaux dans R%. Aprés, un argument de projection donne la minimalité de
'union de 2 plans orthogonaux. C’est le premier exemple qui n’était pas déja connu dans R3. On peut
se demander si c’est le seul cone minimal sous forme de 'union de deux plans, ou sinon sous quelle
condition d’angle est-il vrai que I'union de deux plans est minimale. Dans son article [26], Frank Morgan

a donné la conjecture suivante, énoncée en termes d’angles entre les plans.

Soit S 1’'union de deux plans P, Q@ de dimension m dans R?™. On peut décrire leur position géomé-

trique relative par des angles caractéristiques (o, g, - ,am;,) avec 0 < a; < --- < apy < 3¢

Parmi toutes les paires de vecteurs unité v € P,w € @, choisissons v;,w; qui minimisent ’angle
entre eux. Et ensuite on choisit vo € P,wy € Q avec v L v1,ws L wi, qui minimisent I’angle parmi les
telles paires. On répéte ceci m fois. Pour chaque %, notons ¢; I'angle entre v; et w;. Ce sont les angles

caractéstiques entre P et Q).
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La conjecture de Morgan dit que .S est minimal si et seulement si les 2 conditions ci-dessous sont

vérifiées :
Doam<or+ - Foma+3;2 o+ o>,

En fait 2) est une condition nécessaire comme 1'a démontré Gary Lawler [23]. Mais 1'autre partie
est encore ouverte. Notons que pour notre cas oi m = 2, 2) implique 1), parce que oz < 7, et donc 2)
implique que a; > %, auquel cas 1) est automatiquement vrai. Donc ces conditions se traduisent en

2
(1.31) o o > ?”

Le résultat principal de cette thése est que si on change un peu I'angle autour de (%, %), 'union

des deux plans est encore un ensemble minimal :

Théoréme 1.32 (minimalité de I'union de deux plans presque orthogonaux). Il eziste 0 < 0 < %, tel
que si P! et P? sont deuz plans dans R* avec des angles caractéristiques (o, o) tels que oy > oy > 6,

alors leur union P U P? est un cone minimal.

Autrement dit, on montre qu’il existe a > 0, tel que si pour tout v; € P!, v, € P2,
(1.33) | <vi,v2 > | < alfor]|||vz]]

alors P! U P? est minimal. Notons que (1.33) est presque équivalent & dire que a1, 02 > § — Ca quand
a est petit. On obtient donc une famille de cénes minimaux avec un paramétre continu, et dont les

intersections avec la boule unité sont de mesures égales.

La stratégie de la démonstration du théoréme 1.32 est la suivante :

Puisque nos objets sont des cones centrés & P'origine, on peut se satisfaire de regarder seulement
des déformations dans la boule unité, et donc on se place dans la boule unité fermée B(0,1). Notons
d’abord Py avec 6 = (61,62) 'union des 2 plans avec angles caractéristiques §. On commencera par
vérifier que Pz, z) est minimal, et de plus est I'unique minimiseur local parmi tous les ensemble avec le
méme bord et les projections surjectives sur les deux plans. Ici le bord d’un ensemble fermé E C B(0,1)
désigne seulement E N &B(0,1).

Donc raisonnons par I’absurde et supposons que I’énoncé du théoréme n’est pas vrai. Alors il existe
une suite 6 qui converge vers g := (7, §) telle que Py, n’est pas minimal. Notons Py = Py, . Notons

aussi Py = P} Uy, P? = P} U, P2. Et donc on sait que
(1.34) inf{H?(F) : F C B(0,1) est une déformation de Py dans B(0,1)} < H?(Py) = 2.
L’étape suivante serait plus facile si on pouvait trouver, pour chaque k, une déformation Ej de

Py, qui minimise H2(E N B(0,1)) parmi les déformations de Pj; dans B(0,1). Malheureusement, on ne

connait pas de théoréme d’existence qui donne un tel E.
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En revanche, Vincent Feuvrier a obtenu un résultat partiel dans sa thése de 2008 (voir [15]), qui
dit qu’étant donné un ensemble initial E dans B(0, 1), il existe un certain ensemble F' qui est minimal
dans B(0,1), et qui est la limite d’une suite minimisante de déformations de ’ensemble initial £ dans
B(0,1), et tel que

(1.35) H*(F) < inf{H*(E') : E' C B(0,1) est une déformation de E dans B(0,1)}.

Ici on risque d’avoir un probléme au bord, en considérant que personne ne peut empécher la
suite minimisante d’avoir d’autres points adhérents sur dB(0,1) que ceux de E N &B(0,1). Donc un
nouveau bord peut se produire, et alors le bord de notre ensemble FNJB(0,1) n’est plus le bord initial
EnNdB(0,1), et par conséquent il n’est pas forcément un compétiteur d’Almgren de E. Par ailleurs,
méme sans le probléme au bord, on ne peut pas non plus dire que I’ensemble minimal F' obtenu ainsi
est une déformation de ’ensemble initial E, parce que la limite d’une suite de déformations n’est pas

forcément une déformation.

Mais heureusement dans notre cas, on peut se débrouiller pour éviter les deux obstacles. On peut
montrer que le Fx obtenu comme ci-dessus 4 partir de Py a le méme bord que Pr. D’un autre coté,
bien qu’on ne puisse pas dire que Ex est une déformation de Pg, on peut collecter assez d’informations
sur Ey, surtout la propriété de projection, pour qu’on puisse enfin faire marcher notre démonstration

sans savoir que Fj est une déformation de Pj.

Donc une fois qu’on a obtenu notre suite Ej, dont les bords Ex N 8B(0,1) tendent vers le bord
Fy N 8B(0,1) de Py (rappelons que Py = P} Uy PZ), on peut extraire une sous-suite qui converge
par rapport a la distance de Hausdorff, sous-suite que nous notons encore {E}. Alors puisque les F
sont localement minimaux, leur limite, notons-la E,, est automatiquement localement minimale. Mais
puisque son bord E., N9B(0,1) = PyNIB(0, 1), par 'unicité de Py, Eo n’est autre que Py lui méme.
De plus la distance de Hausdorff entre chaque Ej, et Py tend vers 0 aussi, puisque Py tend vers Py. Voir

les détails dans le paragraphe 4.

Maintenant on va faire une e—décomposition de chaque Ex. On va trouver un rayon 7, = 7k(€) pour
chaque k, tel que Ej; est € proche de Py hors d’une boule B(ok, %) avec ok assez proche de lorigine.
Et de plus dans B(ok, %), Ex commence & s’éloigner un peu de Py. Autrement dit, 7 est I’échelle ou

E) commence & s’éloigner de Py, bien qu’on ne sache pas exactement comment.
On montre qu’un tel ry existe.

Pourtant on n’arrive pas encore 4 notre décomposition. Il faut travailler encore un peu plus. On sait
que hors de la boule B(ok, %), Ex est assez proche d’un plan localement. Alors quand ¢ est suffisamment
petit, par la régularité des ensembles minimaux, on arrive & montrer qu'autour de chaque tel point,
Ej, est localement un graphe de classe C! sur P} ou PZ, ou les P} sont les plans qui font partie de
Py. On montre méme que hors de la boule B(og,7k), Ex est I'union de deux graphes de classe C!

respectivement sur P} et P2. De plus, puisque 74 est le premier rayon ot Ex n’est pas ery proche de
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Py, on sait encore qu’a ’échelle 21 ’ensemble Ej, est 2ery, proche de Py. Alors la régularité se prolonge
encore un peu dans la boule B(ok, %) quand € est assez petit : on arrive & montrer que hors la boule
B(og, %rk), E}, est 'union de 2 graphes de classe C'. En particulier pour chaque %rk <t<rget
i =1,2, T% := pi ™" (Pi N OB(pi.(0x),t)) est une courbe de classe C', qui est de plus le graphe d’une
fonction de classe C* du cercle P} N dB(p (ox),t) vers P,iJ‘.

D’un autre co6té, on peut montrer par un argument de compacité que, pour chaque ¢, il existe
un 6 (qui pourrait étre beaucoup plus petit que €) tel que pour k assez grand, si Ej est éry proche
d’une translation de Py dans B(ok,rx)\B(ok, %rk), alors il est ery proche d’une translation de Py dans
B(og, k). Mais on sait que Ejy n’est ery proche d’aucune translation de Py dans B(og,7k), et donc
n’est 7y, proche d’aucune translation de Py dans B(og, %)\ B(0k, %rk). 1l existe alors i € {1, 2} tel qu’il

existe
soit un rayon %rk < tx < 1k, tel que I'y, lui méme est assez différent d’un cercle horizontal ;

soit deux rayons 411";c <ty < t), < ri tels que les deux courbes I'y, et Fti- sont trés plates elles-mémes,

mais & des hauteurs différentes.
Dans les deux cas, on décompose notre Ej en deux morceaux : Ej N B(og,tx) et Ep N

(B(0,1)\B(0k, tr,)). C’est notre e-décomposition.

Alors pour la partie extérieure, par un argument d’extension harmonique, on peut montrer que
(1.36) H?*(Ej, N B(0,1)\B(o, tx)) > H(Py 0 (B(0,1)\B(ox, t))) + C(8)t}

ot C(6) ne dépend que de § et donc de e. Et pour la partie intérieure, par un argument de projection

on peut montrer que

H*(Ex N B(ok, tk)) > (1 — C x (5 — 6k))H?(Py N B(og, k)

ol

(1.37)
= H*P,NB

—~

ok tr)) = € x (5 = O)83
ot § — 6 — 0 quand k — co.

En sommant les deux estimations on obtient
(1.38) H(Ey) 2 HX(P: N B(0,1)) +[C(6) - C x (5 — O)I8}

pour tout € assez petit tel que toutes les propriétés de régularités ci-dessus sont vraies. Alors fixons un tel
¢, et donc le C(6) qui ne dépend de e et aussi fixé. On fait tendre k vers Pinfini, alors [C(8)—C(5 —0k)] —

C(8) > 0, et donc on gagne une mesure positive %C(é)ti de Ej sur Py, quand k est assez grand.

On obtient donc une contradiction, puisqu’on a supposé que Ej est de mesure strictement plus

petite que Px.

Cette sorte d’argument peut se généraliser un peu, soit & I'union presque orthogonaux de deux

plans de dimension plus élevée, soit & 'union presque orthogonale dans R® d’un plan et un Y. Et aussi,
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un autre corollaire facile est que 'union presque orthogonale de m plans de dimension n dans R™™ est

minimale. On discutera de ces généralisations aux paragraphes 9 & 11.

Par contre, cet argument utilise plusieurs fois des arguments de compacité. La premiére fois est au
début de la preuve, ol on suppose que I’énoncé du théoréme n’est pas vrai, et en déduit qu’il existe la
suite E) qui tend vers Py. Mais on ne peut rien dire sur la vitesse de cette convergence. L’autre endroit
est quand on démontre que si Ey, est drg proche de Py dans B(ok, rr)\B(0k, i"k)» alors il doit étre erg
proche de Py dans B(ok, k). Ici pour estimer & & partir de ¢, il faudrait peut-étre mieux comprendre
l'unicité de Py. Mais en fait bien que I'unicité de Py a I’air plus ou moins crédible, sa démonstration

est loin d’étre simple.

Le plan de la premiére partie de cette thése est le suivant.

Dans le paragraphe 2 on va d’abord faire une premiére estimation entre la mesure d’un ensemble
rectifiable quelconque et celles de ses projections sur deux plans, qui dépend bien sir des angles carac-
téristiques des deux plans. Cette estimation est plutdt algébrique, si bien qu’on peut la faire sans savoir

la structure précise de ’ensemble. On établit aussi la minimalité de Pp.
Dans le paragraphe 3 on établit I'unicité de Py.

A partir du paragraphe 4 on va commencer & démontrer le théoréme par I’absurde. On établit

Pexistence des ensembles localement minimaux Fk, ainsi que quelques propriétés dont on a besoin.

Le paragraphe 5 consiste & trouver le rayon critique 7, et établir quelques propriétés des Ej hors

de la boule D(o, 7).

Dans le paragraphe 6 on montre que les projections orthogonales de Ej, sur P} et P2 sont surjectives,
dans B(0,1) et dans D(ok,t) pour tout t € [§7k,7%]. On donne aussi la C'-régularité de Ej hors de la

boule D (o, §7)-

Le paragraphe 7 donne un argument d’extension harmonique, qui donne une borne inférieure pour
la. mesure du graphe d’une fonction (définie sur un anneau) en fonction de la taille de ses oscillations

prés du bord.

Et on arrive a notre conclusion au paragraphe 8, en sommant tous les informations qu’on a collecté

pendant les paragraphes précédents.

Dans les trois paragraphes qui suivent, on utilise le méme genre d’idées pour obtenir quelques résul-
tats semblables. On montre la minimalité de I'union presque orthogonale de deux plans de dimension
plus élevée au paragraphe 9, la minimalité de 'union presque orthogonale de m plans de dimension n
(n > 2) dans R™" dans le paragraphe 10, et finalement dans le paragraphe 11 la minimalité de 1’union

presque orthogonale d’un plan de dimension 2 et un Y de dimension 2 dans RS.

Dans le paragraphe 12 on montre deux petits résultats. 1) on montre par calibration que le produit

de deux Y de dimension 1 est minimal si la classe des compétiteurs est restreint & des déformations
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injectives. 2) On montre que si le produit de deux ensembles est minimal dans R™, alors chacun est

minimal aussi.

2 Discussions sur le cas orthogonal et des cas presque

orthogonaux

Dans ce paragraphe, on va faire quelques premiéres estimations pour I'union de deux plans trans-
verses. Ces estimations sont plutdt algébriques, et n’utilisent que P’estimation des projections des 2-
vecteurs simples dans R%. Donc dans ce paragraphe on va exprimer des plans de dimension 2 par des
2-vecteurs. Mais ici les 2-vecteurs sont seulement utilisés pour exprimer les positions relatives entre
des plans, ou traités comme des élément de surface ou la dérivée d’une applications différentiable entre
deux ensembles rectifiables quand on essaye de faire une intégration. Donc dans notre démonstrations
Porientation des 2-vecteurs ne compte jamais, autrement dit on n’aura pas besoin de distinguer x A y

et yAzx.

Donc soit z,y deux vecteurs dans R%, on note 2 Ay leur produit extérieur, qui appartient a Ay (R%),
I'espace des 2-vecteurs dans R%. Et si {e;}1<i<4 est une base orthonormée de R*, alors {e; Ae;}1<icj<a
forme une base de A2(R?). On dit qu'un élément v € A2(R*) est simple si on peut 1’écrire comme le

produit extérieur de deux vecteurs : v = z Ay, z,y € R%.

La norme sur I’espace Az(R*), notée | - |, est simplement définie par
(2.1) |Z)\¢jei/\ej| = Zp\ijl?.
i<j i<j

Alors A2(R*) est un espace hilbertien sous cette norme, et {e; Ae;}1<i<j<s €n est une base orthonormée.

Et pour tout 2-vecteur simple = A y, sa norme est

(2:2) lz Ayl = llzllllyllsin < z,y >,
ou < z,y >€ [0,m] est 'angle entre les vecteurs z et y, et || - || désigne la norme Euclidienne sur
R%. Un 2-vecteur simple unitaire est un 2-vecteur simple dont la norme est 1. Notons que | - | est

engendrée par le produit scalaire <, > défini sur Ao(R*) comme suit : pour £ = 215i<j54 ajje;Nej, ¢ =

Yi<icj<abijei Nej,

(2.3) <EC>= Y aibi.

1<i<j<4

On peut vérifier que si les sous-espaces (de dimension 2) engendrés par les 2 paires de vecteurs z,y

et z/,y’ respectivement sont égaux, alors il existe r € R\{0} tel que z Ay =1z’ A Y/
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Maintenant étant donné un 2-vecteur unitaire simple £, on peut l’associer a un sous-espace P(£) €
G(4,2) de dimension 2 de R?*, oit G(4,2) est 'ensemble des sous-espaces de dimension 2 dans R* (ou

’ensemble des 2-plans dans R* passant par l'origine),
(2.4) P(¢) = {veR,vAE =0}
Autrement dit P(z A y) est le sous-espace engendré par z et y.

On écrit aussi, quand il n'y a pas d’ambiguité, P = z Ay, ot P € G(4,2) et z,y € R* lorsque
P = P(xzAy) et xAy est unitaire. Mais notons que quand on écrit P = zAy et P = 2’ Ay’ ot zAy, 2’ Ay’
sont deux 2-vecteur simple unitaire, cela ne veut pas dire du tout que z Ay = 2’ Ay’ € Ap(R?). (Par

contre il existe e € {—1,1} tel que z Ay =€z’ AY'.)

Au niveau des applications linéaires, si f est une application linéaire de R* dans R*, alors on note

Azf (et aussi f s'il n’y a pas d’ambiguité) I’application linéaire de Ao(R*) dans Ag(R*) telle que
(2.5) Naf(x Ny) = f(z) A f(y).

Et au niveau de G(4,2) (I'ensembles des plans non-orientés), pour £ € A;R* qui est simple unitaire,
on a P(¢) = P(=¢), de sorte qu'on peut définir |f(-)| : G(4,2) — R* U {0} par

(2.6) [F(PEN] = | A2 F)I-

On peut vérifier facilement que la valeur de |f(P(£))| ne dépend pas du choix de £ qui engendre P.
Donc |f(-)| est bien définie.

2.1 Estimation des projections sur 'union de 2 plans transverses

pour tout 2-vecteur simple

Rappelons la définition des angles caractéristiques entre 2 plans. Soit P, Q deux plans de dimension
2 dans R%. Parmi les paires de vecteurs unitaires (v,w),v € P,w € @, on choisit v;,w; qui minimise
P’angle entre eux. Et on note oy cet angle minimal. Ensuite on regarde les paires de vecteurs unitaires
{(v/;w') : v € Pw' € Q,v" L vi,w' L wi}, et on choisit (vy, w2) qui minimise 'angle parmi toutes les
telles paires (et en fait ici puisque P et @ sont de dimension 2, quand wy,v; sont fixé, en général il ne
reste que 4 telle paires : (+vg, tws)). Notons az I’angle entre vg et ws. Alors (a1, a2) (od a1 < ag) et

le couple des angles caractéristiques entre P et Q.

Les angles caractéristiques caractérisent absolument la position relative entre les 2 plans de la fagon

suivante. On peut trouver une base orthonormée {e;}1<i<4, telle que

(2.7) P =e; Neg et Q= (cosaje; +sinajes) A (cos azes + sinazey).

Notons que deux plans P et Q sont orthogonaux si leur couple d’angles caractéristiques est (3, J).
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Maintenant étant donné une paire de plans P!, P2 avec le couple des angles caractéristiques (v, ar2),
on veut estimer la somme des projections sur eux d’un 2-vecteur simple unitaire. On prend {ei}1gig4

une base orthonormée telle que
(2.8) P! =e; Aey et P2 = (cosaje; +sinajes) A (cos azes + sinagey).

Notons également pi la projection orthogonale sur Pt,i = 1,2. Alors les p? sont des applications linéaires.

Notons p’ 'application linéaire Agp? de Az(R*) dans lui-méme définie par (2.5).

Maintenant soit £ un 2-vecteur unitaire simple, alors il existe deux vecteurs unitaires z,y tels que

E=xzAyetz Ly Ecrivons z,y dans la base :

(2.9) x =ae; +bey +cez+deg,y=a'e; +bey + ez +dey
avec

(2.10) 4+ +d?=a?+0%2 4+ +d? =1

et

(2.11) aa’ +bb +cc +dd = 0.

On calcule ensuite les projections |p?(£)|.
(2.12) ' ()] =] <er1Aes,&>|=]|ab —a'bl,

et

[p2(€)| =| < (cosaze; + sinajes) A (cos ageq + sin azeq), € > |
(2.13) =|(ab’ — a'b) cos a; cos ap + (ad’ — a’d) cos @ sinaz

+ (b’ — ¢'b)sina; cos ag + (cd’ — ¢'d) sin @ sin .

Alors quand a; = a2 = 3,0na

Ip* (©)] + [p%(€)| = |ab’ — a'b| + |ed’ — 'd|
(2.14) ) T o
< 5@+ +a? + )+ o(P+d? P ) =1

a cause de (2.10).

On a donc le lemme suivant.

Lemme 2.15. Soit P!, P? deux plans orthogonauz, alors pour chaque 2-vecteur unitaire simple £ €

AaR4 on @

(2.16) P &)+ IP*(6) < 1.
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Mais on aura encore besoin de savoir quel est ’ensemble des vecteurs tels que 'inégalité dans (2.16)

est une égalité.

Notons Z ’ensemble des 2-vecteurs simples unitaire £ € A, R* qui vérifient

(2.17) p' (€)1 + IP*(€)] = 1.

Alors P(E) = {P(£),¢ € =} est un compact dans 'ensemble G(4,2) de tous les 2-vecteurs simples
unitaires, ol la topologie est la topologie engendrée par la distance classique sur notre Grassmannien

G(4,2) (c.f. [14],1.6.2) . Alors on a, par un calcul élémentaire, le lemme suivant :

Lemme 2.18.

(2.19) E = {(cosaw; +sinau) A (cosavz +sinaug) : a € [0, %],
' vi,u; des vecteurs unitaires ,v; € P!, u; € P2,i=1,2, et v; L vg,u; 1 uy}.

Démonstration. Prenons un £ € =, puis écrivons-le sous la forme z A y avec z L y qui vérifient (2.9)-

(2.11). Alors £ € E si et seulement si (2.14) est une égalité, ce qui veut dire

(2.20) lab’ — a'b| = %(a2 +b6% +a? 4+ b%), |ed - dd| = %(02 +d? +? +d%).

Par la premiére égalité on a

(2.21) |ab| = %(a2 +b2), b = %(a'2 +1)
et
(2.22) lab’ — a'b| = |ab| + |a'b|.

Puis (2.21) donne

(2.23) lal = [¥'], [l = [b],

ce qui implique

(2.24) a=%b,a" = +b.

En combinant avec (2.22) on obtient

(2.25) a=V,a' =-boua=-b,d =b.
Un argument semblable donne

(2.26) c=d,/=-douc=-d,d =d.
Donc

(2.27) A+t =a?+b%,+d*=c?+d?% et ad’ +bb' =0,cd +dd' =0.
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Alors si a® + b% = 0 (resp. ¢® + d? = 0), I’énoncé est automatiquement vrai, en posant directement

a =7 (resp. «=0) et v; = e1,v2 = ez OU —€y ,u; = €3, Uy = €4 OU —ey4.

Sia? 4+ b2 #£0,c¢® +d? #0, on pose

(2.28) o o detber - dertle - cestdes  destde
. 1 a2 + b2’ 2 a1 p2 1 C-Z——_-f— 2 2 ————c/2 PR
et

2 b2
(229) Q = arccos a” = arccos(a2 + b2)’

a2 + b2 + c2 + d2
alors cosa = a2 + b?,sina = ¢® + d? et v;,u; sont des vecteurs unitaires,v; € P!, u; € P2,i =

1,2, et v; L vg,uy L us. Par conséquent

(2.30) T = cos av; +sinau; et y = cos avy + sin cug

et & peut étre écrit sous la forme

(2.31) & = (cos av; + sin aug) A (cos aws + sin cug)

avec « € [0, Z], vi,u; des vecteurs unitaires, v; € Pl u; e P?2i=1,2, et v; L vg,u; L us.

La réciproque est triviale. En effet, on a P(v; Avg) = P, P(uj Aug) = P2, p(u;Avj) = p?(uiAvj) =
p(ug Aug) = p?(vy Avg) =0, et donc

(2.32) Ip* ()| = cos’ a, |p*(€)| =sin’a.
Par conséquent

(2.33) lp' (&)l + Ip* (&) =1,
d’ou € € E.

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on regarde des plans dont les angles caractéristiques sont presque orthogonaux. On va

démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.34. Soit 0 < a; < a2 < %, et soit P,P? C R* deuz plans qui font des angles
caractéristiques a; < ag. Si on note p* la projection orthogonale sur P, alors pour tout vecteur simple

unitaire { € N\, R*, la somme des projections vers ces 2 plans satisfait a :

(2.35) [p'¢] + |p*¢| < 1+ 2cosay.

Remarque 2.36. Notons que quand o; — 75, on a que coscy — 0. Donc le lemme implique que pour

tout € petit, il existe un § = 0(e) €]0, 5[ tel que si ag > a1 > 6 alors pour tout vecteur simple unitaire

CE /\2R47

(2.37) Ip'¢l + p*¢| < 1+
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Démonstration.

Soit 0 < a1 < az < 7§ fixés quelconques, et soit P! et P? une paire de plans avec les angles
caractéristiques a;, ay. Alors il existe une base orthonormée de R* {e;}1<i<4 telle que P! = e;Aep, P% =

(cosaze; + sin ajes) A (cos ages + sin agey) .
Notons p la projection orthogonale vers le plan P(e3 A ey4).

Pour tout ¢ € A?(R*) simple unitaire, on a

(2.38) Ip'¢| + 1p%¢] = "¢l + Ip¢) + (Ip%¢] = Ip¢1) < Ip*¢l + Ip¢] + p%¢ — pC.

Par le lemme 2.15, on sait déja que

(2.39) Ip*¢l + Ip¢l < 1.
Il ne reste donc qu’a regarder |(p? — p)(|.
Mais
(P* — p)(¢) = < (cosaze; +sinajes) A (cos agey + sinageq) — e3 A egq, ¢ >
(2.40) = < cOSa COS aze; A e + cos o sinage; A eg + sina; cosages A ey

+ (sina;sinag — 1)ez Aeyg), > .

Notons que ¢ est un 2-vecteur unitaire, donc

(2.41) ¢= Z aije; N\ €ej
1<i<j<4
et
() 2 —_—
(2.42) > a=1
1<i<j<4
Alors

(2.43) (p* — p)(¢) =a12 cos ay cos ag + a14 oS oy sin g
— ag3sin o cos ag + azq (sin oy sinag — 1)

Maintenant on sait que a%, + a?, + aZ; + a2, < 1, donc par Cauchy-Schwarz et a; < ay,

|* ~p) ()

<[cos? a; cos? ay + cos?

(2.44) a; sin? oy + sin? ag cos? ag + (sin oy sin g — 1)2]%
Lo
<[cos?® ay + cos? ay + cos® ag + (1 — sin® a)?]?

<[3cos? oy + cost oy]? < [4cos® a1]? = 2cos ;.

Alors en sommant avec (2.38) et (2.39) on obtient la conclusion.
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2.2 Comparaison de la mesure d’un ensemble rectifiable avec la

somme de celles de ses projections sur deux plans

On va appliquer les estimations sur les 2-vecteurs qu’on vient d’obtenir & des ensembles rectifiables.
Soit F' un ensemble 2-rectifiable, alors pour presque tout z € F' le plan tangent approximatif de F' en
z existe (c.f.[24] Thm 15.11), notons le T, F'. Alors T, F' € G(4,2), et pour chaque application linéaire
f:R* - R4, |f(TL F)| est définit comme dans (2.6).

Lemme 2.45. Soit P, P? deux plans dans R*, F C R* un ensemble 2-rectifiable. Notons p* la projec-
tion orthogonale sur P*. Soit \ tel que pour presque tout x € F, le plan tangent T, F € G(4,2) de F en

x vérifie

(2.46) P (T F)| + P (To F)| < X,
alors on a

(2.47) H*(p'(F)) + H*(p*(F)) < AH?*(F).
Démonstration.

Notons f la restriction de p! & F', alors f est une fonction Lipschitzienne d’un ensemble 2-rectifiable
vers un sous-ensemble d’un 2-plan P!. Puisque F' est 2-rectifiable, pour H2— presque tout z € F, f a

une différentielle approximative
(2.48) apDf(z) : T,F — P!

(c.f.[14], Thm 3.2.19). De plus cette différentielle est telle que || A, apD f(z)|| < 1 presque partout,

parce que f est 1—Lipschitzienne.

Maintenant on peut appliquer la formule de laire & f, (c.f. [14] Cor 3.2.20). Pour toute fonction
g : F — R qui est intégrable pour H?|r on a :

(2.49) / (90 f) - | Az apDf(x)||dH? = / o()N(f, 2)dH’z,
F Pl

ou

(2.50) N(,2) = b)),

et pour z € p*(F) on a N(f,z) > 1. On prend g = 1 et on obtient
(2.51) / \| Az apD f(2)||dH? = / N(f, 2)dH2% > / dH? = H2(p\(F)).
F p? P (F)

On rappelle que p' est linéaire, et donc sa différentielle est elle-méme. Donc apD f(z) est la restric-

tion de p! au 2-sous-espace T F', de sorte que si u,v est une base orthonormée de T F, alors

(2.52) | A2 apDf(2)|| = | A2 p* (u Av)| = [p"(T:F)|
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par (2.6). On a donc par (2.51)

(2) [ TPt @) > B (F)
Par un argument semblable on a aussi :

(254 [ @) @) > BGHE)).
En sommant sur i=1,2 on obtient

H%(p'F) + H*(p?F) < [p |p'ToF|+ |p*T.F|dH? ()

(2.55)
< [ X dH?(z) = \H(F)
puisque [p'T, F| + [P*T. F| < A

Fin de la. démonstration du lemme.

Voici 2 corollaires du lemme.

Corollaire 2.56. L’ensemble Py = Py U, P2 C R* est minimal.

Démonstration.

Soit F' un compétiteur de Py dans B(0, 1), alors par la remarque 1.17, ceci signifie qu’il existe une

déformation Lipschitzienne ¢ dans R*, avec

(257) <P|B(o,1)c = Id; ‘P(B(O7 1)) C B(Oa 1)
et
(2.58) o(Po) N B(0,1) = F.

On va comparer la surface de F avec celle de Py N B(0,1).

Notons ph,i = 1,2 les projections orthogonales de R* sur Pj. Puisque F est un ensemble 2-
rectifiable, le 2-plan tangent T, F € G(4,2) existe pour presque tout z € F. En représentant les

plans sous la forme de 2-vecteurs simples, et par le lemme 2.15,

(2.59) po(TaF)| + pg (T F)| < 1.

D’aprés le lemme 2.45 on a
(2.60) H?(pg(F)) + H*(p(F)) < H(F).

On note F* = p} o p(PiN B(0,1)),i = 1,2, alors F* est une déformation de P§ N B(0,1), et par la
minimalité des plans (dans n’importe quelle dimension ambiante) on a

(2.61) H*(F*) > H*(P{n B(0,1)).



31

Maintenant puisque

(2.62) py(F) = b 0 o(Py N B(0,1)) D ph o p(Pi N B(0, 1)) = F
on a
(2.63) H(pi(F)) > HX(F') > H*(Pin B(0,1)).

En sommant sur i on obtient :

HA(F) > H?(pyF) + H*(p3F)

(264) 2(pl 2( p2 2
> H*(Py N B(0,1)) + H*(Py N B(0,1)) = H*(Py N B(0,1)).

C’est & dire que Py est minimal. O

Corollaire 2.65. Soit ¢ > 0 tel que arccos(e/2) < oy < aa, P!, P? deux plans d’angles caractéristiques
(@1, 2), p* leurs projecteurs respectifs, et E un ensemble fermé, 2- rectifiable, tel que p*(E) D B(0,1)N

Pt Alors on a

(2.66) H*(E) > s

Démonstration. D’aprés la proposition 2.34, on a qu’en presque tout point z € E, le plan tangent T, F

de E en z vérifie
(2.67) P (T:E)| + Ip*(TeE)| < 1+e.

On applique le lemme 2.45, et on obtient notre conclusion. O

3 Unicité de B,

Dans ce paragraphe, on va préciser le corollaire 2.56.

Théoréme 3.1. [unicité de Py] Soit Py = P} U, PZ, comme dans le paragraphe précédent, et p§ la
projection orthogonale sur Pi,i =1,2. Soit E C B(0,1) un ensemble de dimension 2 fermé réduit qui

est minimal dans B(0,1) C R?, et qui vérifie :

(3.2) py(ENB(0,1)) D PN B(0,1) ;
(3.3) ENdB(0,1) = P,NdB(0,1) ;
(3.4) H%*(ENB(0,1)) = 2.

Alors E = Pyn B(0,1).



32 UNICITE DE P,

Démonstration. D’abord observons que p§(E) = P§ N B(0, 1), puisque E C B(0,1) et pj(E) D Pin
B(0,1). Et on a donc

H*(E) =H*ENB(0,1))=2r

. = H*(P; N B(0,1)) + H*(P§ N B(0, 1)) = H*(p}(E)) + H*(p§(E)).-

Jomparé avec (2.55), sachant qu’ici on peut prendre A = 1 & cause du lemme 2.15, on a que toutes
les inégalités dans (2.55), et donc aussi dans (2.51), sont en fait des égalités. On verra bientdt que cela

exige qu’en presque tout point x € E,
(3.6) 1o(T=E)| + (T B)| = 1
et pour i = 1,2, pour presque tout z € p}(E),

(3.7) N@h,2) = t{ph (2)NE} =1.

Plus précisément on a le lemme suivant :
Lemme 3.8. 1) Pour presque tout z € E, T, E € P(Z).

2) Pour chagque i = 1,2, pour presque tout z € P¢ N B(0,1) = py(E), (3.7) est vrai.

Démonstration. 1) On a
(3.9) E\{z € E:T,Ec P(E)} ={z € E : |p{TLE| + |PATLE| < 1} = U, T,
ou T, = {z € E : [p{T-E| + [pdT:E| < 1 — 1}. Les T, sont mesurables. Donc il suffit de montrer que

H?(T},) = 0 pour tout n.

Supposons que ce n’est pas vrai. Il existe donc un n € N tel que H?(T,,) = § > 0. Alors en

appliquant encore une fois le lemme 2.45 on a

(3.10) A (T)) + HAG(T) < (1= D) HA(T,).

D’un autre c6té, pour presque tout z € E\Ty, on a |piT,(E\T,)| + |p3T%(E\Ty)| < 1, donc (toujours &
cause du lemme 2.45)

(3.11) H%(py(E\Tw)) + H?(p3(E\Tn)) < H*(E\T»)

et par conséquent

HY(E) = HY(T,) + HA(B\T,) = (1 - )HA(T,) + HX(E\T,) + _H*(T,)

> HA}(T,) + H*G3(T,) + H*GY(B\T)) + B GR(E\T,)) + =

om = [HAG(T)) + HXGb(E\T)] + (H2GR(Th) + HXGR(E\T))] + -6
> HA}(Tn) UpH(E\T,) + H2 @ (T) UBA(ENT,) + -6

= H(Tn U (B\T)) + HX (T U (B\T,)) + =

— HX(H(E) + H*G3(F)) + 6.



33

On sait déja que py(E) = Pin B(0,1),i = 1,2, donc H%(py(E)) = H?*(P{ N B(0,1)) = =, et par

conséquent

2 2,1 2/, 2 1 1
(3.13) HY(B) > H*(}(B)) + H*(3(E)) + B> 2n + —f > 2
en contradiction avec (3.4).

2) Montrons-le par absurde. Prenons i = 1 par exemple. Notons B = {z € p}(E) : #{p} ' (2)NE} >
2}. Alors B est mesurable. Notons aussi p} ' (B) N E = A.

Supposons que H?(B) > 0. Alors A est aussi de mesure non nulle. Par (2.51)
(314) [ 172 aoDr @) = [ 467 0} 0 By ) 2 2H(B),
et donc par (2.52)

(3.15) [ (T ) > 2H(B).
Par conséquent

HY(4) > / AT, A| + |AT, AldH(2)
(3.16) A

> 2H?(p5(A)) + H(p(A)) = 2H?(B) + H*(p3(A)).
D’un autre c6té, on a par les lemmes 2.45 et 2.15

H*(E\A) > H*(py(E\A)) + H*(p3(E\A))

(3.17)
> H*(P; N B(0,1)\B) + H*(p3(E\A)).

Par conséquent

H?(E) = H*(A) + H*(E\A)
> 2H*(B) + H*(p3(A)) + H*(Py N B(0,1)\B) + H*(p3(E\A))
(3.18) > H*(py(B)) + H*(p3(E)) + H(B)
= H?(P} n B(0,1)) + H%(P?n B(0,1)) + H*(B)
> 2+ H*(B) > 2«

en contradiction avec (3.4).

Fin de la démonstration du lemme.

Nous allons maintenant utiliser ce résultat et le lemme 2.18 pour obtenir des propriétés locales de
I’ensemble E du théorém 3.1. D’abord puisque ENB(0,1) est un ensemble minimal réduit de dimension
2 dans B(0,1), on sait que pour tout x € EN B(0,1), il existe r = r, > 0 tel que dans B(z,r), E est
bi-Ho6ldériennement équivalent 4 un céne minimal C; (c.f.[9], Thm 16.1). On appelle une telle boule

B(z,r) une boule bi-Héldérienne de z. Un tel C, est obtenu comme limite d’une suite d’ensembles
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E(r,z) définis dans (1.26), ce qui est appelé une limite d’explosion de E en z. Il peut y avoir plusieurs
limites d’explosions en un point, mais toute ces limites sont bi-H6ldériennement équivalentes, d’aprés
le théoréme qu’on vient de citer. Et on appelle z un point de type C. De plus si C; admet la propriété
de "full length" (voir [10] Définition 2.10), alors il est effectivement 'unique limite d’explosion, et
’équivalence entre E et C, est en fait de classe C* dans une boule B(z,r) (c.f.[10] Thm 1.15).

La propriété "full-length" est vérifiée par tous les cones minimaux qu’on connait. Par exemple, les
plans ([10], Lemme 14.4) ; et ce qu’on appelle un Y, qui est 'union de trois demi-plan qui se rencontrent
le long d’une droite en faisant des angles de 120 degrés ([10], Lemme 14.6). En fait ils vérifient aussi la
propriété “full-length 4 cause des angles”, qui est un peu plus forte que “full-length” (c.f. [10], (14.2)). De
plus si C, Cs sont des cones minimaux "full-length & cause des angles" qui ne se croisent qu’a l'origine,
et C1 U C; est un cone minimal, alors C; U Cy vérifie la propriété de "full-length & cause des angles"
aussi (c.f.[10], Remarque 14.40).

D’un autre coté, ce qu’on sait en général pour un cone minimal, est que son intersection S avec la
sphére unité est une union finie de cercles et d’arcs de cercles. Chaque cercle est disjoint du reste de
S. Prés de chaque extrémité x d’un arc de cercle, S est composé de 3 arcs qui font des angles de 120°
en z (c.f.[9], Proposition 14.1). Alors si un cone minimal n’est pas une union des plans transverses,
son intersection avec la sphére contient au moins un point qui est & la jonction de 3 arcs de cercle. En

particulier il existe des points de type Y arbitrairement proches de l’origine.

On peut déduire

Lemme 3.19. Il n’y a pas de point de type Y dans E N B(0,1).

Démonstration. Soit £ € E un point de type Y. Cela signifie que le cone tangent C, est composé de
3 demi-plans fermés {P;}1<i<3 qui se rencontrent le long d’une droite D passant par 1'origine. Notons

®i,1 <1 < 3 le plan qui contient P;. On affirme que
(3.20) au moins un des @; n’appartient pas a P(ZE).

En effet si on note v le vecteur unitaire qui engendre D, alors il existe trois vecteurs unitaire w;,1 < ¢ < 3
tels que w; L v et @Q; = P(v A w;), et que les angles entre les w; sont tous de 120 degré. Si @, ¢ P(2),
notre affirmation (3.20) est automatiquement vraie. Sinon, @; € P(Z), est donc v A w; € E. D’aprés
la démonstration du lemme 2.18 (qui démontre en fait que pour chaque paire de vecteurs unitaires
perpendiculaires z,y tel que Ay € &, (2.30) est vrai) , il existe vj,u;,j = 1,2 des vecteurs unitaires

tels que, v; € P}, u; € P¢, v; L va,u; L up, et @ € [0,%] tel que
(8.21) v = cos av; + sin auy, w1 = cos vy + sin auy.

Maintenant puisque les u;j,v; engendrent R4, il existe a,b,c,d € R avec a? + b% + c? +d? = 1 tel que
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we = av; + bvs + cuy + duy. Alors

Ip5(Q2)1 + [P3(Q2)| = | A2 pp (v Awa)| + | Az ph(v A we)|
(3.22) = |bcosal + |dsina| < (b% + d?)% (cos® a + sin® a)
=% +d?)? <1.
Donc pour que Q2 € P(E), il faut que toutes les inégalités dans (3.22) soient des égalités, et donc
b>+d?>=1,et b:d= +cosa: sina. Par conséquent on a (b,d) = (cosa,xsina), a?+c? =0, et

donc we = +w; ou *(cos vy — sin us).

Pour que I’angle entre w; et wy soit de 120 degré, il ne reste que deux possibilités pour «, i savoir

T T
3011’6.

Si a = Z, alors on a que w; = vy + —‘é—guz et wy = Jvp — %uz. Mais ’argument ci-dessus est

identique pour w3 si on veut que ’angle entre w; et ws soit de 120 degré. On a donc ws = wo, ce qui

contredit le fait que I’angle entre wy et w3 est de 120° aussi.
Le cas ol @ = § est semblable.
On a donc prouvé notre affirmation (3.20).

Maintenant supposons par exemple que @ ¢ P(E). Alors puisque P(ZE) est fermé dans G(4,2), il
existe un ouvert U C G(4,2) contenant Q, tel que U N P(E) = 0.

On sait que Y est un cone de “full length” comme on ’a dit avant, donc, par le théoréme de
C*o régularité des ensembles minimaux de dimension 2(c.f. [10], Thm 1.15), il existe r > 0 tel que
dans B(z,r), E est C* équivalent a4 C, + z (rappelons que C, = U_, P;). Notons ¢ cette application
d’équivalence, qui est définie sur B(z, r), et R = ¢(Q1). Alors ’application T : R — G(4,2),T(z) = T R
est continue. En effet, pour chaque x € R, puisque R est une surface de classe C! dans un voisinage de

z, donc le plan tangent T'(y) = Ty R pour y proche de z est une fonction continue de y.

Par conséquent 7~ (U) est un ouvert. Notons Ry = ¢(P;). Alors T~} (U) N ¢~ !(R,) # 0 puisque
z est dedans. Donc T~ (U) est relativement ouvert dans R, . Mais R, est une C! variété a bord (avec
(D) son bord). Par conséquent un ouvert de R est de mesure non nulle. Donc T~} (U) N Ry est de
mesure non nulle. Mais (D) est de mesure nulle, donc T-1(U) N R, \¢(D) est de mesure non nulle.
Maintenant pour tout y € Ry\¢(D) on a que TyR = T,E, on obtient que dans E, I’ensemble de
point y tel que TyE € U, et donc n’appartient pas & P(Z), est de mesure non nulle, puisqu’il contient
T~Y(U) N Ry \¢(D). Cela contredit le lemme 3.8(1).

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on peut arriver & décrire la structure locale en chaque point z de E, puisque E est

réduit.

Lemme 3.23. Pour chaque x € E, chaque limite d’explosion de E en z est soit un plan appartenant
a P(E), soit P.
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Démonstration. Soit X une limite d’explosion de F en z, on suppose aussi que z = 0 pour abréger. On

affirme d’abord que

(3.24) X ne contient pas de point de type Y.

Supposons que non, il existe alors p € X tel que p est de type Y. Alors p n’est pas |’origine, parce

que sinon X est de type Y et donc 0 est de type Y, ce qui contredit le lemme 3.19.

Mais X est un cdne, donc pour tout r > 0, rp € X est un point de type Y. On peut donc supposer
que ||p|| = 1. Il existe alors 0 < r < 1 tel que dans B(p,r), X coincide avec un céne Y de type Y centré

en p.

Maintenant X est une limite d’explosion de E en 0, il existe donc s > 0 (grand) tel que do 2(X, sF) <

164, ol €2 est comme dans [9] proposition 16.24. Par conséquent, dp,  (sE, X) < £.
On veut montrer que
(3.25) dp,z (SE, X) = dp,: (SE,Y).

Une fois qu’on a cela, on prend un point z € sE tel que d(2,p) < 5 X £, alorson a d, = (sE, Y +2-p) <
$%.Ici Y + 2 — p et un cone de type Y centré en 2. Mais sE est minimal puisque F I’est, donc par la
proposition 16.24 de [9], on obtient que sE contient un point de type Y, ce qui contredit le lemme 3.19.

On a donc notre affirmation (3.24).
I1 faut encore monter (3.25). Par définition

2
(3.26) dp,z(sE,X)=-max{ sup d(z,X), sup d(z,sE)}.
T z€sENB(p,%) z€XNB(p,5)

Pour le deuxiéme terme, on a que X N B(p, §) =Y N B(p, §), et donc

(3.27) sup d(z,sE) = sup d(z,sE).
z€XNB(p, %) z€YNB(p,5)

Pour le premier, on a que
(3.28) d(z, X) = d(z, X N B(p, r)) pour tout z € sE N B(p, g)

En effet, puisque dp, z (sE, X) < g%, pour chaque z € sEN B(p, §), d(z,X) < & x 2 donc d(z, X) =

d(z, XNB(z, & x 2)) < d(z, XN B(p,r)) puisque B(z, & x 2) C B(p, r). D’un autre c6té, XNB(p,r) C
X, donc d(z, X) > d(z,X N B(p,r)). On a donc (3.28), et donc
sup d(z,X)=  sup d(z,X NB(p,r))

(329) z€sENB(p,%) z€sENB(p,%)

= sup d(z,Y N B(p,r)) > sup d(z,Y).
z€sENB(p,§) z€sENB(p,%)

En combinant avec (3.27) on obtient

(3.30) dpyg(sE, X) < dp,g(sE, Y).
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Mais un argument semblable donne aussi

(3.31) dp,.;_(sE, Y)< dp)g(sE,X).

On a donc (3.25), d’ou (3.24).

Mais X est un céne minimal, donc X N 9B(0, 1) est 'union finie de cercles et d’arcs de cercles, qui
ne se rencontrent qu’a leur extrémités, et toute extrémité est une extrémité commune de trois arcs qui
recontrent avec angles 120 degré. Alors (3.24) implique qu’il n’y a pas de tels arcs, puisque X n’a pas

de point de type Y. Par conséquent X est une union de plans qui ne se rencontrent qu’a ’origine.

Alors par la remarque 14.40 dans [10], X est un céne de "full length", et donc par la régularité C?,
chaque plan de X doit étre contenu dans P(Z), juste comme on a dit pour Y dans la démonstration du

lemme 3.19, puisque P(Z) est un fermé.
Maintenant si X n’est pas un plan, alors X = UL ,Q, avec Q, € Zet n > 2.

Par (2.19), pour tout Q € = tel que Q # P2, il existe un s = sg > 0 tel que p}(Q N B(0,1)) D
P} N B(0,sq). S'il existe 2 plans Q1,Q@2 C X tels que Q; # P2, alors il existe un s > 0 tel que
p3(Q1 N B(0,1)) Np§(Q2 N B(0,1)) D B(0,s) N P§, ce qui implique que

(3.52) (BO,s\O) N P§ € {z € P, #{ps {2} n X} > 2).

Maintenant par la régularité C!, il existe un voisinage U de pj(z) tel que

(3.33) (U\{ps@}) NP C {z € B}, 1{pd ' {} N E} > 2}.

Mais U est ouvert, donc U N P} est de mesure non-nulle, ce qui contredit le lemme 3.8(2).

Donc dans X, on a au plus un plan qui n’est pas P2. Un argument semblable donne aussi qu’on a

au plus un plan qui n’est pas Pj. Mais X contient au moins deux plans, donc X = P U P} = P,.

Fin de la démonstration du lemme.

Par le lemme, on sait qu’il n’existe dans E que deux types de limites d’explosion, qui admettent tous
les deux la propriété de "full-length". Par conséquent autour de chaque point z € E, E est localement

C! équivalent & un plan ou & P.

On va regarder plus précisément dans les deux lemmes suivants ce qui se passe localement autour

de chaque type de singularité.

Lemme 3.34. Soit {e1,e2 = ie1,es,e4 = iez} une base orthonormée firée de R, avec P} =€ Neg
et P} = e3 Neq. Et soit z € E un point de type P tel que T,E # P¢. Alors il eziste r = r(z) > 0 tel
que dans B(z,r), E est (dans la base donnée) le graphe d’une fonction analytique ou anti-analytique

compleze p = p, : P3 — PZ. Plus précisément,

(3.35) E N B(z,r) = graphe(yp) N B(z, ).
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On a aussi une conclusion semblable pour z tel que T, E # P3, c’est a dire qu’autour de =, E est le

graphe d’une fonction analytique ou anti-analytique de P — P§.

Démonstration. On va juste le montrer lorsque T, E # PZ. L'autre cas est pareil.

Puisque z est un point de type P, il existe r; > 0 tel que dans B(z,r1), F est le graphe d’une
fonction ¢; : T E + x — Ty E+ de classe C!. Si on note 7 la projection orthogonale de R* sur T, E,
et on définit F': R* = P} x P? — R? par F(y) =y — ¢1(n(y)) pour y = (y1,¥2) € P§ x P¢ N B(z,r1),
alors F est de classe C! et EN B(z,r1) = {y € B(z,m1) : F(y) = (0,0)}. Par conséquent, DF(z) est

une application linéaire surjective qui envoie R* dans R? et telle que T, E = KerDF (z).

Par hypothése, T, E # PZ, et donc par les lemmes 3.23 et 2.18, on sait que T, E est de forme
P((cosav; + sinau;) A (cosavg + sinauz)) avec a € [0, %) Vi, ui,t = 1,2 des vecteurs unitaires,
v; € P},u; € P? et v; L va,u; L up. En particulier, P? N KerDF(z) = P} NT,E = {0}. Cela
implique que DF(z)|pz est inversible. Alors par le théoréme des fonctions implicites, il existe r2 > 0 et
¢ : P} — P? de classe C! telle que pour chaque y = (y1,y2) € B(z,72), F(y) = 0 & y2 = ¢(y1). Par
conséquent, dans B(z,T2), E est le graphe de ¢ : P§ — PZ.

On va montrer que ¢ est analytique ou anti-analytique en utilisant le fait que TyE € P(E) pour
tout y € EN B(z,r).

Plus précisément, revenons a notre base orthonormée fixée : {e;, e; = ie;, 3, e4 = ieg} avec PO1 =

e1 Aeg et P2 = e3 Aey. Alors (2.25) et (2.26) impliquent que

E = {*[ae; + beg + ce3 + deq] A [—bey + aea + (—des + ceq)),

(3.36)
a,bc,d € Ra® + b2+ * +d? =1},
et donc .
(3.37) P(E) = {P([ae1 + bep + ce3 + des) A [—bey + aez £+ (—des + cey)]),

a,bc,d € R,a* + b2+ ? +d? =1}.

Supposons que TyE = [ae; + beg + ce3 + des] A [—be; + ae; + (—des + ceq)], cela veut dire que
de(y)(a+ bi) = c+ di,dp(y)(—b + at) = —d + ci. Mais dp(y) est linéaire (réel), et a? + b? # 0, donc

a + bi,—b + ai est une base, et dp(y) est déterminé par ses valeurs en a + bi, —b + ai. Notons que

flidb: = %, et notons le A € C, alors on a dy(y)(z) = Az, qui est analytique, autrement dit

(3.38) ) =0

Et si TyE = [ae; + bey + cez + des] A [—be; + aez — (—des + ceq)], un argument semblable donne
de(y)(2) = BZ, et donc

(3.39) Z—f(y) =0.

Donc ¢ est une fonction telle que en chaque point elle est soit analytique, soit anti-analytique.
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Notons B = B(p!(z),r)NP}, By = {y € B, %f(y) # 0}. Alors B; est ouvert puisque ¢ est de classe
C*. Si B; = §, alors @ est anti analytique. Sinon, supposons que B; # 0. Notons g = %f, alors g est
continue sur B, et B; = {y € B : g(y) # 0}. De plus, puisque %f(y) # 0 sur B, alors %‘g’—(y) = 0 sur
By, et donc ¢ est holomorphe sur ’ouvert Bj, et donc sa dérivée g I’est aussi. Alors la conclusion suit
du théoréme suivant (c.f.[30] Thm 12.14) :

Théoréme 3.40 (Théoréme de Radé). Soit U C C un domain ouvert, et f une fonction continue sur

U. Soit Q = {z € U : f(2) # 0}, et supposons que f est holomorphe sur Q. Alors f est holomorphe sur
U.

En effet, en appliquant le théoréme a g, on obtient que g est holomorphe sur B. Mais on a supposé
que B; # 0, donc g # 0, et donc BE ne contient pas de point d’accumulation. Mais BE D B, := {y €
B, %‘g(y) # 0}, et By est ouvert, donc il est un ouvert qui ne contient pas de point d’accumulation. Par

conséquent By = @), ce qui implique que ¢ est holomorphique sur B.
On a donc que ¢ est analytique ou anti-analytique sur B = B(p'(z),r) N P}.

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 3.41. Siz € E est de type Py, alors il existe r = r(z) > 0 tel que

(3.42) EnNB(z,r) = (P +z) N B(z, 7).

Démonstration. Soit B(z,r') une boule C! pour le point z, dans laquelle E coincide avec I'image de
Py+z par une fonction ¢ de classe C* : ENB(z,1') = ¢((Po+z)NB(z,7’)), ot ¢ est un difféomorphisme
et p(z) = z, Dp(z) = Id. Notons A; = (Pt + z) N B(z,r’). Alors les A; sont des variétés C! et
Ay N Ay = {z}. Puisque Dy(z) = Id, il existe 0 < r; < r’ tel que pour tout y € B(z,r1) N (P + z),
|Dg(y) — Id| < 3. Cela implique que

(3.43) Ipb(p(s) — ()| > 3ly — 2| pour tout y.z € Bz, ),

et par conséquent p o ¢ est un difféomorphisme entre B(z, ) N (z + P}) et son image Q.

Notons I' = p} o p(8B(z, 1) N (P} + z)), alors T est un courbe C! diffémorphe & un cercle. Et
(3.43) donne que pour tout z € T', |z — z| > $r;. Donc si on note ' C Pj la région dans Py bornée
telle que 8Q' =T, alors Q' D B(p}(z), 71) N (P} + z).

D’autre part on sait que I' C 2, et Q est difféomorphe a un disque, on a donc ' C Q, et en

particulier

(3.44) pilp(Bla, ) 0 (B +2))] 3 Blrb(a), 5r1) N B}

Par conséquent,

(3.45) pole((PE + z) N Bz, %))] est de mesure nulle,
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a cause de 3.8(2).

Alors regardons A;. Par un argument semblable au lemme 3.34, il existe 2 < % tel que dans
B(x,73), Az est le graphe analytique ou anti-analytique de ¢ : PZ +x — P}, ol ¢ = p} o ¢ sur
P2 + 2N B(z,3)). Sans perdre de généralité, supposons qu'il est analytique.

On affirme que

(3.46) pour tout y € B(z,m2) N (P + ), ¥(y) = py(x).

D’abord p}(z) € ¥((PZ + z) N B(z,r2)) puisque pj(z) = ¢(z) et z € (PE + z) N B(z,r2). Alors
si 1 n’est pas constant, elle est une application ouverte, puisqu’elle est analytique. Et donc p§(A42 N
B(z,72)) = Y((P?)+xNB(z,2)) est un ouvert dans Py qui contient p§(x), et donc pj(A2NB(z, ) D

P}(Az N B(z,12)) est de mesure non-nulle, ce qui contredit (3.45).
Donc on a (3.46), qui implique que ¢((Pg + z) N B(z,r2)) est en fait PZ N B(z,r3).

On peut faire le méme argument pour p(P} + z), et on obtient qu’il existe 7 < r tel que dans

B(z,r), p(P} + z) est P} + = lui-méme. Et on obtient ainsi la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Vérifions maintenant que

(3.47) il existe au moins un point de type FPp.

Supposons que non, alors pour tout z € E N B(0,1), = est de type P. Et donc E N B(0,1) est

composé de variétés C! disjointes Sy, -+, S, -+ (possiblement une infinité dénombrable).

Par le lemme 3.8(2), on sait que pour presque tout z € p§(E), on a (3.7). On va regarder maintenant

les points dans E ot la projection p} n’est pas injective.

Lemme 3.48. Soit y1,y2 € E tels que py(y1) = p§(y2). Alors au moins un des y; est tel que E est un

disque paralléle & PZ dans un voisinage de y;.

Démonstration. Par 'argument autour de (3.32), on sait qu’au moins un des plans tangents Ty, E, Ty, E
est PZ. Supposons par exemple que Ty, E = PZ. Alors il existe un s; > 0 tel que dans B(yy,s;), E
est le graphe d’une fonction analytique ou anti-analytique dans la base usuelle ¢; : PZ — P}, avec

©1(0) = pg(y1), D1 = 0.

Supposons d’abord que le plan tangent de E en y; n’est pas PZ. Alors toujours & cause de I’argument
autour de (3.32), il existe s > 0 tel que B(yy,s1) N B(y2, s2) = 0 et B(p§(y2),s1) N PE C py(B(yz,s2) N
E), et donc p§(B(y1, s1)NE) est de mesure nulle, puisque p§(y1) = pj(y2) et & cause de 3.8(2). Et donc ¢,

doit étre constante, puisque sinon, elle serait une application ouverte, qui implique que p§(B(y1, s1)NE)
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contient un ouvert dans P}, ce qui entraine une contradiction. Donc dans B(y1,s1), E est un disque

parallele & PZ. (dessin 3-1, les deux points & gauche)

|V
y ¥

P

ve||], $

3-1

Si le plan tangent de E en y, est aussi P2, alors dans B(ys,s2), E est le graphe d’un fonction
analytique ou anti-analytique ¢; : PZ — P3. Alors au moins I'une des deux fonctions g, est
constante, parce que sinon, tous les deux sont des applications ouverte, et donc p§(B(y1,s1) N E)) N

p§(B(y2, s2) N E)) contient un ouvert dans P§, ce qui contredit le lemme 3.8(2).

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 3.49. S’il existe un point dans Py N B(0,1) dont l’image réciproque par p}y contient plus qu’un
point dans E, alors P N B(0,1) C E.

Démonstration. Le lemme 3.48 dit que s'il existe un point dans P3 N B(0,1) dont 'image réciproque
par p} contient plus qu’un point dans E, alors il existe un morceau de P§ au dessus de lui, et notons le
(P$ + x) N B(z, ). Mais on sait que £N B(0,1) est composé des variétés C! disjointes S1,---, S, - -,
donc il existe un 4 tel que (P2 + 2) N B(z,r) C S;.

On affirme que S; n’est rien d’autre que (P + ) N B(0,1). Posons A = {y € S; : il existe r =
Ty > 0 tel que S; N B(y,r) = (P§ +y) N B(y,r)}. Alors A est un ouvert dans S;. D’un autre coté,
soit y € AN S;, alors il existe une suite y, € A telle que y, — y. Par la C! régularité on sait que
T,E = lim,,00 Ty, E = P§, et il existe donc 7 > 0 tel que dans B(y,r), S; est le graphe d’une
fonction analytique (le cas antianalytique se traiterait pareillement) v : PZ — P§. Mais ¢ = 0 sur
{p2(y=)} U {p2(y)} qui est un ensemble qui admet un point limite. Donc ¢’ = 0 dans p3(B(y,r)), et
donc 1) est constante, ce qui implique que ¥ € A. Donc A est fermé dans ;. Alors A = S; puisqu'il
n’est pas vide. Mais S; est une variété de classe C1, donc la seule possibilité est que S; est un morceau

de (P +z)NB(0,1). Or S; est & la fois fermé et ouvert dans (P§ +z) N B(0,1). En effet, A est ouvert
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dans (P + z) N B(0, 1) par la définition, et S; = A, donc S; est ouvert dans (P? + )N B(0,1); et par
la démonstration ci-dessus, pour tout y € ;N (P¢ +z)N B(0,1) = AN (P? +2)NB(0,1),onay € S;,
et donc S; est fermé dans (P? + ) N B(0, 1). Par conséquent, S; = (P2 +z) N B(0,1).

Notons que par (3.3), S; N9B(0,1) C ENJB(0,1) C PyNdB(0,1) puisque E est fermé, ce qui
implique que S; = P N B(0,1).

Fin de la démonstration du lemme.

Par un argument semblable, si pg n’est pas injective dans E, alors PfNB(0,1) C E. Par conséquent,
si ni p} ni p3 ne sont injectives, alors Py C FE, de sorte qu’il existe un point de type Py, ce qui
contredit notre hypothése. Donc au moins une des pj,i = 1,2 est injective. Supposons par exemple
que p§ est injective sur E. Alors (3.7) est vrai pour tout z € P} N B(0,1) = pj(E). Donc il existe
¥ : PN B(0,1) — P¢ tel que EN B(0,1) est son graphe. Alors sur les point y € E tel que T,E # PZ,

1 est localement une fonction analytique ou anti analytique, et donc harmonique.

On affirme qu'’il n’existe pas de point critique y tel que T,E = P#. En effet, si y est un tel point,
dans un voisinage B(y,r), E est le graphe d’une function analytique ou anti-analytique g de P — P}
sous la base usuelle. Supposons que p3(y) = 0 pour simplifier, et donc ¢’(0) = 0. Alors 0 est un zéro
de g d’ordre > 2, et dans un voisinage pointé O de g(0) € C, chaque point admet au moins 2 images
réciproques. Donc O C {z € P} : ﬂ{p})_l{z} N E} > 2}. Mais O est ouvert donc il est de mesure non

nulle. Cela contredit le lemme 3.8(2).

Donc il n’existe pas de point critique pour ¥, de sorte que ¥ est une fonction C! sur P} N B(0, 1),
et E est son graphe. Et on sait ainsi que E N B(0,1) = P} N B(0,1), car 9 est harmonique avec
Ylas(o,1) = 0, ce qui implique que 1 est constante. Cela contredit notre hypothése(3.3).

Ainsi on obtient I’existence d’un point de type Py dans E.

Lemme 3.50. Soit x € E un point de type Py, alors E contient (Py + z) N B(0,1).

Démonstration. On affirme que (P§ +z) N E est relativement ouvert dans (P} +x) N B(0,1). En effet,
en appliquant le lemme 3.48 pour p?, on a que pour tout y € (P} + z) N E\{z}, p3(y) = pi(z), et donc
au moins un des « et y est tel que E est un disque paralléle & P} dans un voisinage. Mais on sait déja
que z ne le vérifie pas, en tant que point de type Pp. Il existe donc une boule B, centrée en y telle que
ENBy = (Py+z)NBy. Mais pour z, il existe une boule B; telle que B,NE = B,N(Py+z) D ByN(Pi+x).

Donc FE est relativement ouvert dans P} + z.

Par contre E est lui méme un fermé dans B(0, 1), donc est relativement fermé dans Pi + z. Alors

la seule possibilité est que
(3.51) EN(Py+z)NB(0,1) = (P} + )N B(0,1)

puisque E N (P} + z) est non vide.
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Un argument semblable donne aussi
(3.52) EnN(P}+z)nB(0,1) = (P + z) N B(0,1),
et on obtient ainsi notre conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

On peut arriver maintenant a la conclusion du théorém 3.1.

On sait par (3.47) que E contient un point z de type Py. Et par le lemme 3.50, (Py+x)N8B(0,1) C
E. Mais par (3.3) on a ENJB(0,1) = P, N JB(0,1), ce qui implique que = est forcément ’origine,
et E D Pyn B(0,1). Mais H%(E) = H*(P, N B(0,1)) et EN B(0,1) est réduit. Donc E N B(0,1) =
Py N B(0,1).

4 L’existence d’ensembles minimaux

On commence maintenant & démontrer le théoréme 1.32. On va le faire par I’absurde.

Supposons que la conclusion du théoréme 1.32 n’est pas vraie. Il existe alors une suite d’unions de
2 plans P, = P} Ug, P,f C R* qui ne sont pas minimaux, avec 6; > 37— % De plus, on peut supposer

que tous les P} = P} sont les mémes.

La stratégie serait de trouver une suite de minimiseurs Ej, telle que pour chaque k, E) minimise la
mesure parmi toutes les déformations de P, dans B(0,1). (On I’appelle aussi une solution du probléme
de Plateau). Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que Ej tend vers un ensemble E, pour
la distance de Hausdorff. Alors puisque P,NdB(0,1) — P,NdB(0, 1), on montre ensuite que le bord de
E est PyNAB(0,1). De plus, puisque chaque Fj est minimal dans B(0, 1), E, doit &tre minimal dans
B(0,1) aussi. Alors en notant que (3.2) est vrai puisque E, est la limite d’une suite de déformations,
on en déduit que E = P, par 'unicité qu’on a démontrée dans le théorém 3.1. Et on en déduit une

contradition par les arguments de projection et d’extension harmonique.

Mais malheureusement on n’a pas encore un théoréme qui garantit 1’existence d’une solution du

probléme de Plateau. En revanche, on a le théoréme plus faible ci-dessous :

Théoréme 4.1 (Existence d’ensembles minimaux; c.f. [15], Thm 6.1.7). Soit U C R™ un domaine
ouvert, 0 < d < n, § une famille non vide d’ensembles relativement fermés dans U et vérifiant (1.2),
stable par les déformations dans U. Supposons que

~ d
(4.2) lgé%H (F) < oo.
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Il existe alors M > 0 (ne dépendant que de d et n), une suite (Fy) d’éléments de § et un ensemble E

de dimension d relativement fermé dans U qui vérifie (1.2), tels que :

(1) pour une ezhaustion {Km}men de U par des compacts inclus dans U ordonnés de maniére

croissante pour linclusion, on a

(4.3) klim dy(Fx N K, EN Ky,) =0 pour tout m €N
— 00

(2) pour tout ouvert V tel que V est relativement compact dans U, & partir d’un certain rang :
(4.4) Fy est (M, 4+00)-quasi minimal dans V ;
(voir la définition 4.5 ci-dessous)

(3) HY(E) < infpeg HY(F) ;

(4) E est minimal dans U.

Définition 4.5 (Ensembles quasi minimaux). Soit 0 < d < n des entiers, M > 0,6 > 0, U un ouvert
de R™. L’ensemble E dans U est dit (M, 6)— quasi minimal dans U (E C QM (U, M, 6) en abrégé) si E

est fermé dans U, (1.2) est vrai, et pour tout boule B C U dont le diamétre est plus petit que &, on a
(4.6) HYENB) < MHY(F N B)

pour toute déformation F de E dans B.

Remarque 4.7. Dans le théoréme 4.1, on peut demander aussi que la suite Fy, soit une suite minimi-

sante. C’est & dire que limg_.ooH?(F) = inf peg H(F).

Le théoréme 4.1 est un résultat plus faible, qui donne ’existence d’une certaine sorte de minimiseur,
sans garantir la condition au bord, et la solution n’est pas forcément contenue dans la classe § non
plus. Mais pour notre cas, on n’a pas besoin de toutes ces propriétés, on peut s’en sortir avec quelques

propriétés plus faibles, qui nous suffiront déja.

Rappelons que Py = P} Ug, P2 est une suite d’unions de deux plans qui ne sont pas minimaux,
avec 0 > % — . Et de plus supposons aussi que tous les P} sont égaux. Notons P§ = P}, et P} le
plan orthogonal & P}, P, = P} Uy PZ. Alors P, N B(0,1) tend vers Py N B(0,1) pour la distance de
Hausdorff.

Proposition 4.8. Pour chaque k, il eziste un ensemble Ey C B(0,1) fermé tel que
(1) Ex est minimal dans R*\[P\B(0,1)] ;
(2) 9B(0,1) N Ex, = 3B(0,1) N Py ;
(3) pi.(Ex) D Pi N B(0,1), ot p} désigne la projection orthogonale sur P},i=1,2;
(4) H*(Ey) < H2(P, N B(0,1)) = 2.

(5) Ey est contenu dans Uenveloppe conveze de Py N B(0,1).
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Démonstration. Fixons d’abord n’importe quel k.

Prenons U = R*\[P,\B(0, 1)), et ¥ la classe de toutes les déformations de P dans U. Alors par
le théoréme 4.1 et la remarque 4.7, pour d = 2 il existe une suite minimisante d’ensembles F; € § qui
sont en méme temps uniformément quasi-minimaux dans U, avec une constante uniforme M. De plus
la suite converge par rapport a la distance de Hausdorff. Notons Ej la limite. Alors par les conclusions
du théoréme 4.1, les conclusions (1) et (4) sont automatiquement vraies. Dans (4) on a une inégalité

stricte parce qu’on a supposé que Pi n’est pas minimal.

Pour montrer (3), on va commencer par le lemme suivant.

Lemme 4.9. Soit P un plan dans R?, et p son projecteur. Soit ¢ une déformation Lipschitzienne de

R* dans R, telle que ¢|pnp(o,1)c = id. Alors

(4.10) plp(PNB(0,1))] > PNnB(0,1).

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde.

Supposons qu’il existe z € PNB(0, 1) tel que = & p[p(PNB(0,1))]. Alors z € PN B(0,1), puisque
PN8B(0,1) = p(PNdB(0,1)) C plp(PNB(0,1))] par hypothése. 1l existe alors r > 0 tel que B(z,r) C
B(0,1). D’un autre c6té, PNB(0, 1) est un compact, et donc son image plp(PMB(0, 1))] par ’application
continue p o ¢ Dest aussi, de sorte que {p[p(P N B(0,1))]}€ est un ouvert. Par conséquent, il existe
" < r tel que B(z,r') Np[p(P NB(0,1))] = 0. Autrement dit, (P N B(0,1)) C R*\p~}[B(z,r’) N P).

Posons g : R*\p~*[B(z,r') N P] — p~![8B(0,1) N P), g|gs\p-1{B(0,1) est la projection de R* sur
p~1[B(0,1)NP], et pour y € [p~1[(B(0,1)\B(z,"))NP}, G(y) et le point d’intersection de p~*[8B(0, 1)N

P] avec la demi-droite [z,y) issue de z et passant par y. Alors g est continue.

Notons que ¢(PNB(0,1)) C R*\p~*[B(z,r’)N P}, si bien que po go est Lipschitzienne, qui envoie
PN B(0,1) continuement dans P N dB(0, 1) en fixant les points de P N dB(0,1). C’est impossible.

Fin de la démonstration du lemme.

On obtient (3) d’aprés ce lemme. En effet, Ej, est la limite d’une suite de déformations F; = ¢;(Px)

de Py. Alors pour chaque [, on a, par le lemme,
(4.11) pi(F) D pile(PEN'B(0,1))] > PN B(0,1),i = 1,2.
Par conséquent

(4.12) pi(Ey) D PENB(0,1),i=1,2.

Il nous reste & montrer (2) et (5).

Vérifions que Ej, C B(0,1). D’abord on affirme que pour chaque € > 0, il existe N = N(e) > 0 tel
que pour tout [ > N,

(4.13) F, C B(B(0,1)U Py, e),
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c’est & dire que F} est contenu dans un e-voisinage de 'union de la boule unité et du bord de U.

En fait, les F; sont uniformément quasi-minimaux, et donc sont localement uniformément Ahlfors
réguliers dans U (c.f. [11] Proposition 4.1). C’est a dire qu’il existe une constante C > 1 telle que pour
tout !, pour tout = € F; et tout r > 0 tel que B(z,2r) C U, on a

(4.14) C~ % < H*(F;n B(z,r)) < Cr2.

Alors s'il existe € F} tel que d(z, B(0,1) U Px) > ¢, alors on a B(x,€) C U, et par la régularité
d’Ahlfors,

(4.15) H?*(F,n B(z, ';—e)) > (40)7 1

Maintenant déformons Fj dans B(0, 1) par la projection radiale 7 sur B(0,1). Ici pour chaque I, F}
est une déformation de Ey dans U, c’est & dire qu'il existe K C U compact, tel que F}\K = Fi\K.
La compacité de K implique que 0 < d = d(K,0U) = d(K, P\B(0,1)), et qu’il existe R > 0 tel que
K C B(0, R). Notons V = B(0, R)\B(P:\B(0,1),d). Alors dans V, 7 est homotope & I'identité. Posons
maintenant ' : U — B(0,1)NU, /() = t(z)z + (1 — t(z))7(z), od t(z) = min{2d(z,V)/d,1}. Alors n’
est une déformation sur U, et 7’|y = |y, ce qui donne #'(F}) = w(F}). Donc 7(F;) est une déformation
de Ej dans U. Autrement dit, =(F}) € F.

Lemme 4.16. Soit E rectifiable tel que EN B(0,1 4 ¢) = 0. Alors

1

Démonstration. On veut montrer que 7 est iﬁ-Lipschjtzienne sur E, d’ou (4.17).

Posons ¢ la projection sur la boule B(0, 1+¢). Alors . est 1-Lipschitzienne, et 7(R*\B(0, 1+¢)) C
0B(0,1 + ¢€). D’un autre coté. 7 est i-Lipschitzienne sur B(0,1 + €). Donc si E C R*\B(0,1 + ¢),

alors m = 7o ¢ est -lﬁ-Lipschitzienne sur E.

Fin de la démonstration du lemme.

Revenons & la démonstration de la proposition 4.8. On a B(z,1e) N B(0,1 + 2€) = 0 puisque
z & B(0,1+¢), et donc

HX (n(F) < B (r(F\B(z, 5¢))) + H(x(Fi " B(a, 20)))

1 1 1
< H*(F, - — _H? -
< HY( 1\B(17,2e))+ (1+%e)2H (F1N B(z, 25))
2
(4.18) < gp_ _dete 1
< H(E) 4+4e+e2H (FlﬂB(w,Qe))
de+ €2 €2
< H? = =
< H(F) 4+ 4e+ €2 4C

= H*(F) - C(e),
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ou C(e) > 0 pour tout € > 0 et C(€) ne dépend pas de | pour ! assez grand.

On sait que {F}} est une suite minimisante, donc pour tout € > 0, il existe un N > 0 tel que pour

tout I > N, on a
(4.19) HA(RY) < jnf () + 20() < H2(n(1)) +C(e).

Donc (4.18) n’est pas vérifie, de sorte que F; C B(B(0,1) U Py, €)NU, d’ot notre affirmation concernant
(4.13).

Par conséquent, puisque Fy est la limite de Fj,

(4.20) Ex C NB(B(0,1)U P, ) nU c B(0,1)

On peut vérifier (2) maintenant. On va méme montrer (5), qui dit que Ej, est contenu dans I’enve-

loppe convexe C de P, N B(0, 1), ce qui implique (2).

Premiére démonstration de (5).

Lemme 4.21. Soit C C R™ un fermé convere symétrique (par rapport & lorigine) a Uinterieur non-
vide. Alors pour tout € > 0, il existe § > 0 et une rétraction 1-Lipschitzienne f de R™ dans C tell que
f est 1 — &-Lipschitzienne sur R*\B(C,¢).

Démonstration. Notons || - ||¢ la norme sur R™ dont la boule unité fermée est C. Il existe alors A > 1
tel que
(422) A7 lle <11l < All-lle,
ot || - ||2 désigne la norme euclidienne.

Alors pour tout a >0, posons || - |la = || - |lc + al| - ||2 et C, 5 1a boule fermée de rayon b sous la
norme || - ||4. Alors Co1 = C. Notons que ||z||, est une fonction continue strictement croissante de a
pour tout z € R™\{0}, || - llo = || - llc, et que Cq est continu, décroissant par rapport & a et croissant

par rapport a b, c’est & dire,

(4.23) Cap D Carp, Cap C Coy pour tout a < a’,b < ¥,

et

(4.24) (| Canp= () Capa=Capi U Canp= |J Cap.=Cip
an—a— b, —b+ an—a+ bn—b—

On va montrer maintenant que

T
pour tous a,b > 0, pour tous z,y € 0C, p tels que oz, < o

(4.25) sty

=52 le < b= D(a,b, A)llz - 3l
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avec D(a,b, A) > 0, od oz < 7 désigne I’angle entre Oz et Oy pour z,y # 0.

Prenons z,y € 0C, » quelconques tels que a; , < Z, par (4.22
y !y 2

b b
4.26 _—< <
(426) o < el ol <
Alors par la définition de || - |4,
:c+y T+ T+
| fla =1l yllc+all H2<H—|lc+||~|lc+al| Y,
(4.27)
= §(l|$||c+llyllc)+a|| 2.
Pour le dernier terme, en notant || - || la norme euclidienne || - ||z pour abréger, on a
2 2
Hx+yH _ TFY Ty g [leII LWl <oy >4
(4.28) 2 2 4 4 2
_ el Dol lelllyll <>
2 2 2 l=ll[lyll
Mais
<zy> . 9,1
(4.29) - =1-cosagy = 2sin’(zazy),
el = 28 (G 0e)

et donc par (4.28) et (4.26)
llivlllly“

1

in (2a w)]?

1Z2 2, < 2l Tl

+ ﬂg_i)
_ (M T U_yﬂ)[ (“"L‘” ”yH)-Z(ALM)ZSiHQ(%az,y)]%

2
1K1 L llell  llylly—2, b

2
< B Wl Sty 22y e )
=l | [yl 1Il$l| Hyll\—1
2 3l T
Ly Il b4 e ot
2~ 2(A+a) g Faw):

2
b Lo, 1 1
= (A-I- )231112(5(11’!,)]7

(4.30)

b . 1
—A—+—a)2 sm2(§az,y)

En combinant avec (4.27) on obtient

e < 50l + lullo) + ot g + I8l - P2 o2 o)
ab(A7t +a)

1
2 Ara " o)

|x+y

xr
(4.31) < 1Zlla + 112la -

. ab(A™'+a)
=b— 2—(A+——)——~s1n (2O£x,y)

Il faut donc estimer oy, pour montrer (4.25).

Par (4.22), on a

- b
4.32 B(0 .
( ) ( A+ )CCGbC‘B(O A_1+a)
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Notons 7 = 72—, R = 4=t pour linstant. Alors B(0,7) C Cap C B(0, R). Notons alors que

0C, N B(0,7) = 0. Prenons z,y € C, . Notons L la droite passant par z et y. On a alors 2 cas.

ler cas : LN B(0,r) # (. On affirme alors que dans L, le segment non-dégénéré I = L N B(0,r)
sépare z et y, autrement dit, x et y se situent de deux co6tés différents de I. En effet sinon, notons z
Pextrémité de I le plus proche de z et y. Supposons par exemple que ||z — z|| > ||z — y|| (il est possible
que z = y, mais ce n’est pas grave). Prenons L, la droite tangente & B(0,r) passant par y telle que
L, L, et lorigine appartiennent & un méme plan, et w € 0B(0,) le point tangent. Alors par (4.32),
w € Cyp, et donc Cy p contient le segment fermé [zw], en tant que convexe. La demi droite [Oy) issue
par O est passant par y rencontre le segment ouvert (zw) en un point u. Alors u € [z,w] C Cqp. De

plus u = ay, avec a > 1, ce qui contredit le fait que y € 9C, .

Donc z et y se situent de deux c6tés différents de I. Notons v € L le point tel que [Ou] L L. Alors

lull < 7,
T—v v
Qz,y > max{ay,y, &y} = max{arctan I T ”,arctan ”yHu” ”}
(4.33) 1
=l — -
> arctan -Z-HTJITy—l—I > arctan w

Par ’hypothése, 0 < oz, < §, donc par (4.33), tana,y > M%‘;LH Notons Que

2 2
sin® sin® &
(4.34) tan® g, = Y = =Y

- . ’
cos? g, 1-— sin? Ozy
par conséquent

||z —
4r

le =3Py _ _lle =
4r2 4r? + ||z — y||2

;2 y|l?
(4.35) sin® ag 4 > /(1 +
Mais z,y € 9C,» C B(0, R), donc ||z — y|| < 2R, on a donc

.2 ||z — yII?
(436) SIn” Qg > m

Par conséquent

. [l — yl|
(437) Qg.y > SIN Qg y > Q_—T\/ﬁ—ﬁ,
et donc
.2 COzy 20az,y,2 llz — yl[?
(4.38) sin® —= > (ﬂ_ 5 ) yrT L

2éme cas : LN B(0,7) = 0. Alors la distance entre L et 1’origine est supérieure & r. Notons w € L

tel que Ow L L, alors ||w|| > . Supposons par exemple que ||z — w|| > ||y — w||. Alors
1° si w sépare z et y sur L, on a alors

1
(4.39) oy > LzOw etl|z — wl| > 5|z~ yll,
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de sorte que

llz—wll 1

(4.40) tan agy > tan ZrOw = el > —2—||:c —yl|l/R,
et donc

1
(4.41) Qg > arctan EEH:E -9l

Un argument semblable & celui aprés (4.33) donne

. 2Qzy llfﬂ"yilz_
(442) sin —2— > —W,

2° si w ne sépare pas = et y sur L, on a

(4.43) Qg y = Lz0y > LzOw — LyOw,
et donc
tan oy > tan(ZzOw — ZyOw) = tan(arctan %}—Lﬂ — arctan ”y”;ltll)“)
) _ e =ull =l o= ull - wl
N 7 R |7 LA 7 T
llz — yll R? —
> = -
> W4 B2 < -y I,
ot la derniére inégalité est parce que
(4.45) llz = wll = Vilz[l? - [wll? < VB2 — 12
et pareil pour y. On a donc
2
(4.46) Qz,y > arctan ﬁ“z = yll-
On fait exactement comme aprés (4.33), et on obtient
(4.47) sin? 2% 5 rt llz — y|?
. 2 7 m2(RS + 4Reay 1* Y
En combinant avec (4.31), on obtient
T+y
(148) 1221 < b D(a,b, Al - vl
ou
ab(A"l+a) . 1 1 r4
4.4 D A) =
(4.49) (a5, 4) 2(A + a)? mm{zhr?(r2 + R?)’ 872R?’ n2(RS + 4R2r4)} >0,
avec r = ALH,R = Fgﬁi‘

On a donc 'affirmation (4.25).
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Maintenant par (4.26), on a que

1 1
(4:50) e < D1l < - ey
donc pour chaque z € 9C, ,
T4y 1 r+y 1 T+y
llz - ll2 > llz - lla 2 (l2lla =11 [la)
(4.51) 2 A-ll—a 2 A+a 2
L _al2 — a2
> ——D(a,b, Ao~ 3ll3 = M(a,b, Ao - vl

ou M(a,b, A) = Ai_aD(a, b, A) > 0.
Par conséquent, pour chaque z,y € 0Cq tel que oy y < 5, B(2Y, M(a,b, A)) C Cayp.

Maintenant pour tout € > 0, soit w,v € R™\B(Cqp,€) tels que mqp(w) = ,map(v) = y, OU Tap
désigne la projection de plus courte distance sur Cy . On affirme que I’angle f; € [0, 5] entre 27 et ¥
est plus petit que arctan m. En effet, notons P le plan contenant z,y et w, z € P le point
tel que [z, ZE¥] 1 [z,9] et ||z — 222 || = M(a,b, A)||z — y||*. Alors z € Cap, [z, 2] € Cap, et

(4.52) tan Zzzy = 2M(a, b, A)||z — y||-
Alors si §; > arctan WW’ on a Zwzz < . Notons s la projection de w sur L', la droite

passant par z et z. Alors s est entre x et z, ou z est entre z et s. Dans les deux cas (z, z) N (z, s) # 0.

Prenons z’ € (z,2) N (z,8) C Cyp, alors &’ € Cyp, et Lwrz < Zwz'z,. Par conséquent
(4.53) llw — z|| = ||w — s]|/ sin Zwzz > ||w — s||/ sin Zwz'z = ||Jw — 2’|,
ce qui contredit le fait que z est la projection de plus courte distance de w sur Cgp.
On montre pareillement que si B, désigne I’angle entre y et 27, alors 82 < arctan mm.

Notons L la droite passant par z et y, @ I’hyperplan perpendiculaire & L, p; et pg leurs projecteurs

respectivement. Alors

(4.54) llw — ]| > |lpz(w) — pr(v)|| = [|lw — z|| cos B + ||z — || + [lv — y][ cos fa.

Mais w,v € R*\B(Cy p,€), on a donc ||lw — z|| > ¢,||v — y|| > ¢, donc

1
w —v|| > ||z — y|| + 2e cosarctan
= vll > b= =3 oM (a5, Alle = vl
AM?||z — yl[? 1
= ||z — y|| + 2¢ 2
(4.59) e =yl + 2 30 b, AP e = o)

2M(a,b, A)llz — yl|
(11 4M(a, b, A)24R?)

= (1 + eC(a,b, A))Hz - y”:

>l — yl| + 2¢

ou R= 71"-_%171 est comme dans (4.32), et donc C(a, b, A) > 0.

Notons que (4.55) est vrai pour les z,y tel que oz < 5. Donc 7, est localement ﬁ—mﬁ'
Lipschitzienne sur R™\ B(Cy , €).
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Revenons & la démonstration du lemme. Fixons € > 0 quelconque. Alors par (4.23) et (4.24), il

existe a,b > 0 tel que

(4.56) C C Cup C B(Cap, g) c B(C,e).

Maintenant notons ¢ la projection de plus courte distance sur C. Notons f = ¢ o mg 5 pour une
paire de a, b qui satisfie (4.56). Alors pour montrer le lemme, il suffit de montrer que =, p est localement
1 — ¢-Lipschitzienne sur R"\B(C, 5, §). Alors par (4.55), on prend ¢ tel que 1 — 4 = F{eCtaTA)?’ et

on obtient la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 4.57. Soit E C R™"\B(C,€) rectifiable, alors
(4.58) HY(f(E)) < (1— ) H(E).
Revenons maintenant & la démonstration de la proposition 4.8. Rappelons qu’ici C est I'enveloppe
convexe de P, N B(0,1).
On va montrer que
(4.59) pour tout € > 0, Ex C B(C, 2¢).

Sinon, Ex\B(C,2¢) # 0, alors par la régularité d’Ahlfors, H?(E)\B(C, 2¢)) > 0. On applique le corol-
laire 4.57 & Ex\B(C, 2¢) et le convexe B(C, €), on obtient qu’il existe une appliction Lipschitzienne f,
de R™ dans B(C,¢) telle que

(4.60) H?(f(Ex)) < H(Ex),

ou f, est comme dans le lemme 4.21. Alors on aurait (4.59) si on savait que m¢(Ej) est une déformation
de By dans U.

Mais on sait déja que Ej C B(0,1). Donc I’ensemble W, := {z € E,n(z) # z} C B(0,1)\B(C,¢),
qui est compact et loin du bord de U. Notons d(W,,dU) = d, et posons

(4.61) g:R™ = B(C,e¢), f(z) = t(z)z + (1 — t(z)) fe(z), t(z) = min{2d(z, W,)/d, 1},
alors ¢ est une déformation dans U, et

(4.62) 9(Ek) = fe(Ex).

Donc si Ex\B(C, 2¢) # 0, alors g diminue strictement la mesure de E, et ceci contredit le fait que

E) est minimal. On a donc (4.59). Mais (4.59) est vrai pour tout € > 0, on a donc

(4.63) Er CC,
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d’ou (5).

Seconde démonstration de (5).

On va raisonner par ’absurde. Soit z € Fj, qui n’appartient pas & C, alors puisque C est convexe,
il existe un plan @ de dimension 3 qui sépare z et C. Notons R le demi espace fermé bordé par Q et
contenant z. Alors z € intR, de sorte qu'il existe r > 0 tel que B(z,r) C R. Mais par la régularité
d’Ahlfors, la mesure de Ej, dans B(z,r) est non nulle, donc en particulier, la mesure de Eg = Ex N R

est non nulle.

Notons mg la projection orthogonale de B(0,1) sur B(0, 1)\intR, qui envoie RN B(0,1) sur Q N
B(0,1). Alors g (Ej) est une déformation de Ej dans U. En effet, notons Cg ’enveloppe convexe de
EgrUmg(ER), alors Cr C B(0, 1)NR et est compact. Il existe alors s > 0 tel que B(Cg, 2s)N(CUP) = 0.
Posons f(z) = t(z)z + (1 — t(z))mq(z), ot t(z) = max{d(z, B(Cr, s))/s,1}. Alors f envoie U dans U,
est Lipschitzienne, et ne change que les point dans B(Cg, 2s)N R. En particulier, f(z) = (1—t)z+tf(z)
est une homotopie entre id et f, de U dans U. De plus, f(Ex) = g (Ex).

On veut montrer que
(4.64) f diminue strictement la mesure de Ej.

Autrement dit, H%(ng(Ex)) < H?(Ejy). Notons que mg(Ex) = (Er\Er) U mq(ER) et que B =
(Ex\ER) U Eg. Donc il faut montrer que

(4.65) H?(rq(ER)) < H*(Eg).

Notons L I’espace (de dimension 1) orthogonal a4 Q. Et 7y, la projection orthogonale de R* sur L.
Posons a = 7.(Q), et b € L le point plus loin de a dans I’ensemble 77 (Eg). Alors le segment [a, b]

contient 71, (ER).

Lemme 4.66. [a,b] C 71 (ER).

Démonstration. Par I’absurde. On sait déja que b € 7, (ER). Soit z C [a,b) tel que z & 7 (ERr). Notons
Q. le sous-espace paralléle & @ est passant par z. Alors QN E), = 0. Mais le point b et C vivent dans les
deux cotés différents de Q.. C’est a dire, si on prend y € FEj tel que w(y) = b, alors Q,, sépare y et C.
Il existe alors r, > 0 tel que Q, sépare B(y,2ry) et C. Par la régularité d’Ahlfors de B, B(y,ry) N Ex

est de mesure non nulle.

Notons R, le demi espace bordé par @, qui contient y. Alors Ex N R, est un compact, qui ne touche
pas Q. On peut donc contracter R, N Ej en un point dans Ry, en laissant fixé la partie Ex\R;. Mais
H?(R, N Ey) > H*(B(y,ry) N Ex) > 0. Cest 4 dire, on peut diminue strictement la mesure de Ej par

une déformation, ce qui contredit le fait que Ej est minimal.

Donc [a,b] C 7r(ER).



54 L’EXISTENCE D’ENSEMBLES MINIMAUX

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant notons Ep ’ensembles des points de type P dans Er, Ey ’ensemble des points de type

Y dans Eg, et BT ’ensemble des points dans Er qui ne sont pas de type Y ou P.

Lemme 4.67. H'([a,b]\7.(Ep)) =0.

Pour chaque z € Er, notons T, une limite d’explosion de Fy en z; il existe r;, > 0 tel que dans
B(z,r3), By est bi-Holdériennement équivalent & T}, (c.f.[9].Thm 16.1). Mais T}, est un c6ne minimal,
ce qui implique que tout point dans T, est de type Y ou PP, sauf 'origine (c.f.[9] Théoréme 14.1). Par
conséquent dans B(z,r;), ET ne contient qu’un point. Autrement dit, ET est un ensemble composé de

points isolés. Mais Egr est compact, donc

(4.68) Er est un ensemble fini.

En suite on va montrer que ’ensemble

(4.69) Hl[TrL(Ey U Ep)\TrL(Ep)] =0.

Soit z € Ey. C’est a dire que toute limite d’explosion T, de Er en T est un Y, qui est un coéne
minimal de "full length" (c.f.[10] Définition 2.10). Alors par la régularité C* (c.f.[10] 1.15), T, est unique

et Eg coincide, dans une boule B(z,r;), avec I'image par un C' difféomorphisme ¢, de T}.

Notons L, I’épine de Ty. Alors dans B(z,r;), ¢(L;) est une courbe C!. Alors si la direction de L,
n’est pas orthogonal & celle de L, il existe un 77, < r; tel que dans B(z,r.), aucune droite tangente de
la courbe ¢z (L) n’est orthogonale & L. Par conséquent, pour chaque y € L N B(m(x),r.), le tranche
ﬂ;l(y) contient au plus un point de type Y localement, puisque la tranche est orthogonale & L. Mais
Er N B(z, ;) est de mesure de dimension 2 non nulle, et méme pour presque tout y € L N B(r(z),7%)

la tranche est de mesure de dimension 1 non nulle. Et donc la tranche contient un point de type P.

Par conséquent, pour tout x € Ey tel que L, n’est pas orthogonale a L, il existe r;, > 0 tel que
pour presque tout y € L N B(w(z),r;), y € n.(Ep). Donc si on note Fyg = {z € By : Ly L L} =
{z € By : L, est paralléle a Q}, alors

(4.70) m(Ep) D WL(Ey\EYQ),

et par conséquent

(4.71) H'(n(Ep)) = H'(rr(Ep) UnL(Ey\Eyq))-

D’un autre c6té, on affirme que

(4.72) H'(m(Byq)) = 0.
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En effet, par la formule de I’aire (c.f.[14] Cor 3.3.20),

(4.73) [E | < L, TyByo > [dH(z) > H'(r1(Bva)),
YQ

ou T, Eyq désigne la droite tangente & Fy¢ en z, et L un vecteur unitaire paralléle & L.

Mais pour chaque x € Eyq, Ty Eyg = L, est orthogonale & L, ce qui implique que < E, T:Eyq >=
0. Alors le terme de gauche de (4.73) est nul. Par conséquent H'(r1(Eyq)) = 0, d’ot (4.72).

En sommant (4.71) et (4.72) on obtient (4.69). Et par (4.68),

[a, b]\ﬂ‘L(EP) = WL(ER)\WL(EP) = ﬂ'L(EP UEy U ET)\TI‘L(EP)
C nr(BEr) U [rL(Ey U Ep)\m.(Ep)],

(4.74)

de sorte que

(4.75) H'([a,b)\nL(Ep)) < H'(r.(Ep)) + H'[rL(Ey U Ep)\mL(Ep)] = 0.

Fin de la démonstration du lemme.

D’aprés le lemme on sait que H!(r(Ep)) = b—a. On note Epg = {z € Ep : T, Ex € @}. Alors
par la formule de la coaire (c.f.[14] Cor 3.3.22),

(4.76) / Il As 72 (2) |42 () = / dH(2)H' [z {2} N Epq).
Epo mL(EpQ)

Mais pour tout =z € Epg,

(4.77) | A 7p(@)]] = Irr, B, (E)] < Imo(L)] =0,

ou T, E}, désigne le plan tangent de Ej en z. Par conséquent le terme de gauche de (4.76) est nul, ce

qui implique que pour presque tout z € nr(Epg), Hl[wzl{z} N Epg] = 0.
Alors il y a deux cas.

ler cas. Si H(r(Epg)) > 0, il existe alors z € 71,(Epg) tel que H![r7 {2} N Epg] = 0. Prenons
w € Epg tel que mp(w) = z. Alors w est de type P, et par la régularité C?! de E prés des points de
type P, il existe r > 0 tel que Ej coincide dans B(w, r) avec le graphe d’une fonction ¢ de classe C* de
T Ex, vers T, Ei-. Alors tous les points dans B(w, r) N Ej sont de type P. La proposition 11.17 de [17]
donne que ¢ est une fonction harmonique. Alors la fonction ¢’ = 71, o ¢ est une fonction harmonique
de (w + TwEx) N B(w,r) dans L, avec ¢'(w) = 0. Cela implique que, soit ¢’ est constante et donc
B, N B(w,7) C Q +w = n;'(2), soit Ex N B(w,r) N7y (2) est une courbe lisse. Alors le premier cas
est impossible, par définition de z. Dans le deuxiéme cas, la courbe est de mesure H' positive, est tout
point dans ce courbe est de type P, alors puisque H[r;*{z} N Epg] = 0, il existe z € 77 {2z} N Ep

dont le plan tangent n’est pas contenu dans Q
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2¢me cas. Si H'(n(Epg)) = 0. Alors H'(r(Ep\Epq)) est de mesure pleine dans [a, b], d’aprés
le lemme 4.67. En particulier, il existe z € Ep C Eg tel que T, Ej est un plan qui n’est pas contenu

dans Q, et que 71(z) € (a,b).
Dans les deux cas, il existe un point £ de type P dont le plan tangent n’est pas contenu dans Q.

Par la C! régularité de Ex en z, il existe r > 0 tel que B(z,r) C Q et que Ex N B(z, ) est I'image
d’une application ¢ de classe C de Ty Ej. Notons que T Ex ¢ Q implique que |mg(T;Ek)| < 1 (voir
(2.6) pour la définition). Posons 8 = 1 — |mg (T, Ex)|. Alors puisque ¢ est de classe C?, il existe r’ < r
tel que pour tout y € B(z,r') N Ex, |mqo(TyEx)| <1 — g

Alors par la formule de ’aire,

zﬁwdmanwm=/‘ (T, E)ldH2(y)
(478) ExNB(z,r’)

< -0 B, ).

Par conséquent

H?(rq(ER)) = H*[rq(Eg\B(z,r')) U (Eg N B(z,r"))]

< H?[rg(ER\B(z,"))] + H*[rq(Er N B(z,))]
g
2
< H*(Ep\B(z, ') + H(Ex 0 B(z, ') — —gHZ (Ex N B(z, 1))

(4.79) < H*(Eg\B(z, ")) + (1 - 2)H*(Ex N B(g, "))

< H*(ER) - g—HZ(Ek N B(z,r')).

Mais par la régularité d’Ahlfors on a que H?(Ey N B(x,r')) est strictement positive, on a donc

(4.80) H*(rq(ERr)) < H*(ER),
d’out (4.65).
On obtient donc (4.65), ce qui contredit le fait que Ej est minimal. O

Corollaire 4.81. Pour toute sous suite n telle que E,, converge dans B(0, 1), la limite est PN B(0,1).

Démonstration. Prenons une telle suite ni. Notons Eo, la limite de E,,. On veut appliquer le théorém

3.1, donc on va vérifier les conditions sur E.
D’abord par [9] lemme 3.3, on sait que E, est aussi minimal dans B(0, 1), car chaque E,, ’est.
Ensuite, (3.2) vient de la proposition 4.8(3) et du fait que Ey, est la limite de E,,, .

Pour vérifier (3.3), si on note Ci I’enveloppe convexe de P; N B(0,1) (et Cy 'enveloppe convexe

de Py N B(0,1)), alors par la proposition 4.8, E,, C Cy,. Puisque Ey est la limite de E,,, pour
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chaque m > 0, il existe K(m) > 0 tel que pour tout k > K(m), B C B(En,, %) C B(Cp,, %) C

k'm

Up2 k(m) B(Chnys 1). On peut demander aussi que K (m) > k(I) si m > I. Par conséquent on a

(4.82) Foo C 0%, U2 ey B(Con %) — Gy,
et donc
(4.83) E,N38B(0,1) C CondB(0,1) = P,NJB(0,1).

D’autre part, puisque Eo, est la limite de E,,, il contient limy_, En, N0B(0,1) = PyNHB(0,1).
Donc

(4.84) E NdB(0,1) = P,NdB(0,1).

d’ou (3.3).

Pour (3.4), on sait par la proposition 4.8 (4) que H%(E,,) < 27. Mais les E,, et E., sont des

ensembles minimaux, donc le lemme 3.3 de [9] donne

(4.85) H*(E, N B(0,1)) < lim inf H*(E,, N B(0,1)) < 2.

L’égalité vient de (3.2), et les lemmes 2.45 et 2.15.

Donc par le théorém 3.1, Ee, = Py N B(0,1). O

Notons que F(O, 1) est compact, quitte & extraire une sous suite, on peut supposer que la suite Ej
converge. Alors par le corollaire, la limite est PoNB(0, 1). Donc & partir de maintenant, on va travailler

sur cette suite { Ex }x>o qui converge vers Py N B(0,1).

5 Rayons critiques

Pour notre Ej, encore une fois s’il est une déformation, alors il doit &tre obtenu en pingant Py au
milieu, parce que sinon, notre fonction de déformation est injective, et Ej est I'union essentiellement
disjointes des images de P} et P? respectivement. Mais puisque P} est minimal, chaque image est de

mesure plus grande, et par conséquent Fj n’est pas un meilleur compétiteur.

Puisqu’on pince, on sait que Ej doit commencer & s’éloigner de P} ou P? quelque part, et du coup
on va payer un prix pour ¢a. Et en effet ’enjeu de la démonstration est de comprendre pourquoi pincer

cofite encore plus cher que ce qu'’il permet de gagner.

Pourtant Ej, n’est pas forcément une déformation, donc ce qu’on vient de dire est juste pour justifier

ce qu’on va faire. On va trouver I’endroit ou Ej commence & s’éloigner de P.
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Donc pour un € suffisamment petit, on veut trouver, un centre o qui n’est pas loin de ’origine,
et une échelle 7, tels que Ey est 2er proche de P, dans B(o,2r), mais n’est plus er proche d’aucune
translation de Py dans B(o,r). C’est I’endroit qu’on cherche, et r est notre rayon “critique”. Et alors
hors de la petite boule B(o, %r) notre Ej est prés des plans, donc est trés “plat”’. Par contre dans la
petite boule ou se produit vraisemblablement le pincement, on ne voit pas bien ce qui se passe, donc
on va controler la mesure de Ey par un argument de projections en utilisant le corollaire 2.65. Par
contre, on pourra traiter plus précisément la partie plate hors de B(o, %r) puisqu’elle est réguliére (si
€ est petit). On montrera finalement qu’on perd plus de mesure sur la partie plate que ce qu’on peut

espérer gagner dans la partie intérieure.

Dans ce paragraphe on va utiliser un processus de récurrence pour trouver le rayon critique.

On note, pour chaque k et : =1,2:

(5.1) Ci(a,) = (ph) " (B(O,r) N B) + 3,
et
(5.2) Di(z,r) = Ci(z,7) N Ci(z, ).

Donc ici C}(z, ) est un “cylindre” et Di(z,r) est I'intersection de deux “cylindres”. On peut noter aussi
que Dg(z,r) D B(z,r) et D(0,1) N P, = B(0,1) N P.

On dit que deux ensembles E, F' sont er proches dans un ouvert U si

(5.3) dru(B,F)<e
ou
(5.4) dru(E,F) = % max{sup{d(y, F) : y € ENU},sup{d(y,E) : y € FNU}}.

On note aussi

55 d3 (B, F) = dr,p, (z,r) (E, F)
5.5
= %max{sup{d(y,F) 1y € EN Di(z,7)},sup{d(y, F) : y € F N Di(z,7)}}.

Remarque 5.6. Observons que

(5.7) ¢p@Jﬂ#%@ﬂEﬂaFﬁU)

Pour voir cela, on peut prendre U = Dy(z,r), et poser E, = ODk(x,7 + L) et F, = ODy(z,r — 1),
alors on a

(58) d ¢ (En, Fn) = 0

et

(5.9) %ﬂ&nm@manm@m=%ﬂmnmmmm=m
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Donc d.y mesure plutét comment la partie d’un ensemble dans l'ouvert U peut étre approzimée par un

autre ensemble entier, et réciproquement. Mais on a toujours

1
(5.10) dry(E,F) < ~dg(ENU,FNU).

Rappelons maintenant que {Ejy} est une suite d’ensembles comme dans la proposition 4.8, avec

0r > Z — L, et qui converge vers Py N B(0,1).
2k

Proposition 5.11. Il existe €g > 0, tel que si € < €, alors pour tout k assez grand, il eziste vy, €]0, 1
et o € B(0,12¢) tels que Ey est 2ery proche de Py + ox dans Dy (ok, 2rk(1 — 12€)), mais par contre il

n’est ery proche de Py + q dans D (ok,7x) pour aucun q € R4.

Remarque 5.12. On utilisera d’ailleurs la construction aussi pour les échelles intermédiaires.

Démonstration.

On fixe un € et un k, et on pose s; = 2~* pour i > 0. On note D(z,r) = Di(z,r),ds,» = d& . pour

abréger. Et on procéde de la maniére suivante.

Etape 1 : Notons go = g1 = O (et rappelons que sp = 1), on a donc dans D(qo, s0) que Ej est €sg
proche de Py + q; si k est grand, car Ey — Py, P, — Py implique que do 1 (E, Px) — 0.

Etape 2 : Si dans D(qi1,s1) Ex n’est es; proche d’aucun Py + g on s’arréte; sinon, il existe un
g2 tel que Ej est es; proche de Py + g» dans D(qy, s1). Ici on demande que € soit assez petit (disons
€< ﬁ) pour que g2 € D(q, %sl) 4 cause de la conclusion de 1’étape 1. Alors dans D(q;,s;) on a

simultanément :
(5.13) d<11,81 (Ek, P+ ql) < S;ldqo’SO(Ek, P, + (I1) < 2¢; dql,sl(Ek; P, + QQ) <e

Vérifions que ceci implique que dql’%sl(Pk + q1, P + ¢2) < 12¢ quand e est petit, disons € < I&‘ En
effet pour chaque z € D(qi, %sl) N (Pr + q1) on a d(z, Ex) < dgq,s0(Exk, Px + 1) < €. Il existe donc un
y € Fj tel que d(z,y) < e. Mais puisque z € D(q, %sl), onay € D(q, %51 +¢€) C D(q1,51), et donc
d(y, P + g2) < 87 'dg, 51 (B, P + @2) < 2¢, donc d(2, Pi + ¢2) < d(2,y) + d(y, Pk + ¢2) < 3e.

D’un autre c6té, soit z € D(q, %51) N(Px + g2), on a alors d(z, Ex) < sl_ldql,g1 (Px + g2, Ex) < 2¢, il
existe donc un y € Ej, tel que d(z,y) < 2e. Mais puisque z € D(g1, 3s1), onadoncy € D(q1, 351+2€) C
D(qo, 50), de sorte que d(y, Py +q1) < dgo,s0(Ex, Px+q1) < €, et donc d(z, Py +q1) < d(z,y)+d(y, P+
q1) < 3e.

On a donc
1
(5.14) dql,ésl(Pk +q1, P+ ¢) < (56‘1) lx 3e= 12¢,

et par conséquent dql,%sx((h’ g2) < 24¢, et donc d(g1,q2) < 6e = 12¢s;.
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Maintenant on définit notre processus d’itération (notons qu’il dépend de €, on l’appelle aussi un

€—processus).
Supposons que les {qi_}iSn sont déja définis, avec
(5.15) d(gs, gip1) < 12s;6 = 12 x 27 %
pour 0 <:<n-—1, et donc
(5.16) (i, 45) < 24€Smingi ) = 27 ™29 x 24¢

pour 0 < i, j < n, et que de plus pour tout ¢ < n— 1, Fj est es; proche de Py + g;+1 dans D(g;, s;). On

dit que le processus ne s’arréte pas & 1’étape n. Alors
Etape n+1 : On regarde alors dans D(gn, Spn)-

Si Ex n’est € proche d’aucun Py + ¢ dans cette boule de rayon s,, on s’arréte et on trouve notre
Ok = Gn,Tk = Sp comme désiré. En effet, puique d(gn-1,gn) < 12€sp—1, on a D(gn,2s,(1 — 12¢)) =
D(gn, $n-1(1 — 12¢)) C D(gn-1,5n-1), et donc

dq,;,2s,‘(1—126) (Pk + Gn, Ek) < (1 - 126)_1dqn_1,sn_1(Pk + Gn, Ek)

(6.17) €
< .
—1-12¢
De plus
(5.18) d(ok, 0) = d(gn, q1) < 27 ™) % 94¢ = 12¢.

Sinon, on peut trouver un gn4; € R* tel que Ej, est encore es,, proche de Py + g1 dans D(gn, Sn),
alors puisque € est petit, gn+1 € D(gn, %sn). De plus on a comme avant d(gn+1,qn) < 12es, et pour
i<n-1,

n n
(5.19) (g, gns1) < Y d(gs,j+1) < D 12 x 277 < 279 x 24e = 27 MInENHD) ¢ 94¢,

i=i j=i

On obtient donc notre gn41-

Maintenant il ne reste plus qu’a montrer que ce processus doit s’arréter & une étape finie pour
chaque € suffisamment petit. Et pour montrer cela, on va estimer la mesure de notre ensemble Ei. On

a donc besoin du lemme suivant.

Lernme 5.20. Il existe ¢g > 0, tel que pour tout € < €p, k assez grand, et pour tout n tel que le
€—processus ne s’arréte pas avant n (ce qui implique en particulier qu’il existe ¢, € B(gn-1, %sn_l) tel

que Ey est es,_1 proche de P + ¢p, dans D(gn-1,5n-1)),

(5.21) Ex N (D(0,1)\D(gn, $n)) = FL U F?2
ot F}, F? ne se rencontrent pas. De plus

(5.22) PN (D0, 1)\D(gn, $n)) C pk(F})

ou p}, est la projection orthogonale sur P,i=1,2.
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On va montrer ce lemme dans le paragraphe suivante. Donc admettons ce lemme pour I'instant.

Puisque H?(Ey) < 2, il existe ng > 0 tel que

(5.23) inf H?(Pe\D(q,5n,)) > H*(Ex)
qeR?

Alors notre processus doit s’arréter avant ce ny, parce que sinon on aurait, par le lemme précédent,

la décomposition disjointe

(5.24) Ex = [Ex N D(gn,, Sn, )| ¥ Fo, W F2

k’

et donc

(5.25) HY(B,) > HY(FY,) + HA(FL,) = HYph(FL,)] + Hpi(F2,)
> H*(P\D(qny» 5n,) > H*(Ex),

une contradiction. O

6 Propriétés de projection et régularité de Ej

La prochaine étape, comme on a dit au début de la section précédente, est de donner des propriétés
utiles pour notre estimation, dont la régularité pour la partie plate hors d’une petite boule, et la
surjectivité des projections a 'intérieur de la boule, auxquelles va contribuer cette section. Elle donne

aussi le lemme 5.20.

Proposition 6.1. I eziste g > 0, tel que pour € < €y fizé et k grand, si notre e—processus ne s’arréte

pas avant [’étape n, alors

(1) Ex N (Dy(0, %)\Dk(qn, Tlasn)) est composé de deux morceauz disjoints G*,i = 1,2, tels que :

4 . 39 1 . .
(6.2) G* est le graphe d’une application C* g : Dy (0, E)\Dk(qn’ -ﬁsn) NP — P,zl
avec

(6.3) Vg lloo < 15

(2)(lemme 5.20) pour chaque 35, <t < sp
(6.4) Ex N (Dk(0,1)\Dk(gn, t)) = G; UG}
ott G}, G? ne se rencontrent pas. De plus
(65) P 0 (Dk(0,1)\Ci(gn, ) C PL(GY)

oi p} est la projection orthogonale sur Pf,i=1,2;
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(8) Pour chaque ksn <t < s, il eziste une suite {F*(t) = f7*(t)((Px + gn) N Dk(gn, sn + 7)) }i>1
de déformations de (P + ¢n) N Dk(gn,t + 1) dans Di(gn,t + 1), avec

X 1 : 1
(6.6) I @)((Pe + gn) N OCk(gn, t + 7)) C 9Ck(gn, t+ 7)
qui tend vers Ex N Di(gn,t) dans Di(0,1) ;

(4) les projections orthogonales p. : Ex N Dk(gn,t) — PiNCi(gn,t),t = 1,2 sont surjectives, pour

tout sp <t < s

Démonstration. Pour montrer (1) on va se servir d’un théoréme de régularité sur les varifolds. On

utilisera les notations suivantes.
G(n, d) est la variété Grassmann G(R"™,d);

Pour chaque T' € G(n,d), on note aussi 71 la projection orthogonale vers le d-plan representé par
T;

Pour chaque mesure v sur R”, Od(y, z) = lim,_,g %‘;ﬁl (Si la limite existe) est la densité de v en

z, ou a(d) désigne le volume de la d—boule unité;

V4(R™) désigne l’ensemble de tout les d—varifold dans R”, i.e. toutes les mesure Radon sur
Gu(R™) = R" x G(n,d);

Pour chaque V' € V4(R™), ||V]| est la mesure Radon sur R™ telle que pour chaque A C R7,
IVII(4) = V(GaR™) N {(z, ) : = € A});

0(V') désigne la premiére variation de V, qui est I’application linéaire de X(R™) — R, définie par

6.7) 5V (g) = / Dy(z) - msdV (3, S)

pour g € X(R"™). Ici X(R™) est ’espace vectoriel de toutes les application C* de R™ — R™ & support

compact.

Dans notre cas, on ne s’intéresse qu’aux varifolds rectifiables. En effet, & chaque ensemble
d—rectifiable E on associe un d—varifold, noté Vg, au sens suivant : pour chaque B C R™ x G(n,d), on

a
(6.8) Ve(B) = HYz : (z,T.E) € B}.

Rappelons que T, E est le d plan tangent de F & z, il existe en presque tout point z € E, puisque F
est d—rectifiable. Alors |[Vg|| = H¢|g. De plus, la densité 8%(||Vg||, ) existe pour presque tout z € E.

Théoréme 6.9 (c.f.[1] Théoréme de régularité au début du paragraphe 8). Soit 2 < d < p < oo,

qg= ;;Ll. Alors a chaque € avec 0 < € < 1 correspond un n > 0 avec les propriétés suivantes :

Soit 0 < R<o00,0< p <00, VeEVy(R™, a€ spt||V]] tels que



63

1) Od(HVH,z) > u pour ||V || presque tout x € B(a, R) ;
2) ||[V||B(a, R) < (14 n)uc(d)R;
3)6V(9) < m‘%R;ﬂ_l(f Igiq#HVH)% pour tout g € X(R™) and spt g C B(a, R).

Alors il existe T € G(n,d) et une fonction C* F : T — R™, tels que mr o F = 17,

(6.10) IDF(y) — DF(2)|| < e(ly — 2|/R)* ™% pour tous y,z € T,
et
(6.11) B(a, (1 — ¢)R) N spt||V]| = Bla, (1 — €)R) N image F.

Remarque 6.12. 1) Dans le théoréme, comme mr o F = 11, on voit que F' est en effet le graphe de la
fonction C! f, définie par f(t) = npLF(t), avec t € T, mp1 la projection orthogonale vers T, I’espace
orthogonal de T. De plus ||Df(t)|| < ||DF(t)|| pour tout t € T.

2) Si E est un ensemble localement minimal, Vg est stationnaire, i.e. §Vg = 0. Donc la condition

3) s’établit automatiquement. En effet si on pose gi(z) = (1 — t)x + tg(z), alors

(6.13) 5Va(g) = 5 H(0u(B N sptg)),

ce qui se voit par le formule de Uaire. Et donc si E est minimal, 6Vg = 0.

Proposition 6.14. Pour chaque n > d > 0, il existe e = €1(n,d) > 0 tel que ce qui suit est vrai. Soit
E un ensemble localement minimal de dimension d dans un ouvert U C R™, avec U D B(0,2) et0 € E.
Alors si E est €; proche d’un d—plan P dans B(0,1), alors E coincide avec le graphe d’une application
C* f: P— Pt dans B(0,2). De plus ||V flleo < 1.

Démonstration. On le montrera seulement pour d = 2. La démonstration pour les autre dimensions est

semblable.

D’abord vérifions les condition dans le théoréme 6.9, aveca=0,R=1,u=1,n< ild’ et € petit, &

choisir plus tard.
1) Puisque E est minimal, pour tout z € F, la densité de E en z est au moins 1, donc 1) est vrai.

2) On sait que E est ¢; proche d’un 2—plan affine P dans B(0,1), et H*(PN B(0,1)) < a(2) =m,
alors par le lemme 16.43 de [9], on peut choisir € (qui dépend de €, puisque 7 dépend de ¢) tel que 2)
est vrai. En particulier

11

(6.15) H*(B(0,1)NE) < o

3) Vient de la minimalité de E, par remarque 6.12 2), avec n’importe quel p > 2.

Alors quand p est assez grand, par le théoréme, il existe un plan T et une fonction F' de classe ct
T — R* tels que dans B(0,1 — €), E coincide avec I'image de F', et que
7

(6.16) IDF(y) - DF()|| < elly - 2l/B)' ™ < () Pe < 2
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pour tous y,z € F~1(EN B(0,1 —¢)).

Notons que pour chaque y € F~}(EN B(0,1 —¢€)) C T, DF(y)(T) est le plan tangent de E en
F(y). Donc (6.16) veut dire que les plans tangents de E ne varient pas beaucoup dans B(0,1 — ¢).

Maintenant notons @ le plan paralléle & P (le plan dans 1’énoncé) et passant par l'origine, 7 le
projecteur de Q, et 7’ le projecteur de Q. On affirme que pour chaque y € T tel que F(y) € B(0,1—¢)
et chaque u € T, E = DF (y)(T),

3
(6.17) Gl > Sl

En effet, si (6.17) n’est pas vrai, alors il existe y € F71(EN B(0,1 —¢)) et u € TyE tel que
|lm(w)|| < 2||u||. Notons t = DF(y)~*(u) € T, alors

(6.18) IR(DF@)E) < JIDFE)@I.
Par (6.16), pour tout z € F~}(EN B(0,1 - ¢)),

IR(DFE)OII < lim o (DF(:) ~ DE@) (@) + Il o D)@
< 2eld] + FIDF@) @)
(6.19) < 2l + S IDF@)(E) ~ DFG@ + SIDFE) )]
< 26l + Sellll + SIDFE))]
7

3
= gelltll + ZIDF() @)

Mais w1 o F' = 11 entraine que pour tout t € T,
(6.20) IDF(2)(¢)I] = |lmr o DF(2)(®)]] = [|¢]l,
de sorte que

(6.21) IR(DFE O < Ge+ DIDFEOII

Donc quand ¢ est suffisamment petit, on a
1
(6.22) lln" o DF(2)(t)|| > 5 IDEE)@]

pour tout z € F~Y(EN B(0,1 —¢)).

Notons e; = 7’ o DF(0)(t)/||x’ o DF(0)(t)|| un vecteur unitaire dans Q. On a donc

(6.23) < e1, DF(0)(t) >> %HDF(O)(t)[I.
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Alors pour tout z € F~*(EN B(0,1 — ¢)), encore une fois par (6.16) et (6.20),

< e1,DF(2)(t) > =< e1, (DF(z) = DF(0))(t) > + < e1, DF(0)(t) >
>< ey, DF(O)(®) > ~I| < e1, (DF(z) - DFO)®) > |
> SIDFO)@)] - 2l

029 > LIDFE®I - I(DF©) - DFE)®I] - 2]

> LIDFE@) - 261 - 241l > SIDFEO - 3PP

> SIDFG)@)]

Par conséquent, si on prend z € F~}(EN&B(0,1 — ¢€)), tel que Z= At avec A > 0, on a
: 1 1
< 1, F(z) = F(0) > =< ey, / DF(s2)(t)ds >= / < e1, DF(sz)(t) > ds
0 0

1 1 1 1
(6.25) > / SIDF(s2) (@) lds = 3 / |IDF(s2)(t)||ds
> 2IFE) - FO)l = 3IFE) = 50— e,

ce qui implique que quand €3, € sont suffisamment petits, il n’existe aucune translation Q + z de Q (y

compris P) telle que By 1(Q + z, E) < €. Contradiction.

On a donc (6.17). Autrement dit, D7 est toujours injective en des points de EN B(0,1 — ¢). Alors
par le théoréme des fonctions implicites, pour tout z € EN B(0,1 —¢), il existe 7, > 0 et g, : Q — Q*+
tels que E coincide dans 7~ ![B(n(z), ;) N Q] N B(z, 2r,) avec le graphe de g, sur B(w(z),7z). De plus
par (6.17)

(6.26) IVgz(2)l| < 1.

On va montrer que
(6.27) r(ENB(0,1— ) > Qn B, :j;).
Rappelons que E est €; proche d’un plan P paralléle & Q dans B(0,1), donc ENB(0,1) C B(P, €;) et

d(0, P) < €1, de sorte que d(Q, P) < €1. Donc ENB(0,1—€) C B(Q, 2¢1), de sorte que ENGB(0,1—¢)) C
B(Q, 2¢), et donc

> w

(6.28) pour chaque z € ENJB(0,1 — ¢)), ||r(z)|| = V(1 — €)% — (2¢)2 >
Mais par le théoréme 6.9, ENB(0,1—¢) est un disque topologique, donc par un argument semblable
a celui autour de (3.44), (6.28) donne 7(E N B(0,1 —¢€)) D B(0,%) N Q. On a donc (6.27).

Maintenant soit I" une composante connexe de F := ENB(0,1—¢)N7w~1(B(0, %)OQ). 1l est & la fois

ouvert et fermé dans F. Mais on sait que D (z) est injective pour tout z € F, donc 7 est une application
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ouverte, de sorte que 7 (T") est ouvert dans B(0,3) N Q. D’un autre c6té, on affirme que 7(T') est aussi
fermé dans B(0, %) N Q. En effet, soit {z,} C 7(T") une suite de points qui converge vers un point
Too € B(0,2)NQ. Pour chaque n, prenons yn, € I tel que m(yn) = Zn. Alors {yn} C T, qui est compact,
de sorte qu’elle admet un point d’accumulation Yo, C T. Alors on a T(Yoo) = Too- On veut montrer que
Yoo € I, on regarde donc T\T'. Alors puisque I' est ferm¢ dans F = ENB(0,1—¢)N7~1(B(0,3)NQ),
donc

T\l € ENa[B(0,1— ¢)na (B0, Z-) NQ)|

(6.29) 3 3
=[6B(0,1 - ¢) N7~ *(B(0, Z) NQ)Ju[a(=~1(B(o, Z) NQ))NB(0,1—¢).

On sait que la distance d(8B(0,1 —¢) N7~ 1(B(0,3) N Q),Q) > /(1 —€)?—(3)? > \/% — 2, et
d(P,Q) < d(0, P) < €, puisque 0 € Q et 0 € E. Par conséquent,

(6.30) d(aB(O, 1—-¢) N 1(B(0, %) nQ),P) > 1/% —2—€ > €

quand € et €; sont tous les deux petits. Alors I’hypotheése dit que pour chaque y € ENB(0,1), d(y, P) <
€1, de sorte que [EN B(0,1)] N8B(0,1 — ¢) Nn~1(B(0,2) N Q) = . Par conséquent, T C E N B(0,1)
ne s’intersecte pas avec dB(0,1 —€) N 7~1(B(0,2) N Q). Donc en combinant avec (6.29),

(6.31) T\ ¢ a(«1(B(0, %) NQ)NBO,1-e).

Mais par hypothése, m(yoo) = Too € B(0, )N Q, donc yoo & (71 (B(0, 3) N Q)). Donc, yoo & T\I'.
Donc yoo € I, de sorte que zo € 7(T).

Donc n(T) est aussi fermé dans B(0,3) N Q. Et par conséquent, 7(I') = B(0,3) N Q.

On affirme que

3

(6.32) m: T — B(0, %) N Q est un revétement sur Q N B(0, Z)

En effet, puisque E est compact, I'application continue w : E — Q est propre, de sorte que pour
chaque z € @ N B(0, %), 7~1(z) NT est un ensemble fini. Notons cet ensemble {y1,--- ,yn}. Alors
par la conclusion avant (6.26), pour chaque 1 < j < N, il existe r; > 0 tel que I' coincide dans
7n~*B(z,r;) N Q] N B(y;,2r;) avec le graphe d’une fonction g; : @ — Q* sur B(z,r;) N Q. Notons
T = min; r;, alors 7~![B(z,7) N Q] contient I'union finie disjointes des 9;(B(z,) N Q). D’autre part,
pour chaque y € 7~1(B(z,r) N Q), prenons v une composante connexe de 71 (B(z,r) N Q) telle que
y € v, alors par le méme argument que celui pour I" sur B(0, %) N Q ci-dessus, 7(y) D B(z,r) N Q,
en particulier, il existe 1 < j < N tel que y; € . Mais dans ce cas on a v = g;(B(z,7) N Q), de
sorte que y € g;(B(z,r) N Q). Par conséquent, 7~ *[B(z,r) N Q] est juste I'union finie disjointes des
g;(B(z,7) N Q), dont sur chacun 7 est un homéomorphisme de B(z,r), d’out (6.32).

Mais @NB(0, %) est simplement connexe, I est son revétement connexe par m, donc 7 est forcément
un homémorphisme. Alors par la conclusion autour de (6.26), I' est le graphe d’une fonction C! de

Q — Q* dont le gradient est de norme inférieure a 1.
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Maintenant soit I'y,--- ,T'y, -+ les composantes connexes de E. Alors s’il existe plus d’un I';, on a
(6.33) H*(EN B(0,1) > H*(ENB(0,1 — ) N7 }(B(0, %) nNQ)) >2x %w = g—r,

ce qui contredit (6.15).

Donc ENB(0,1—¢) N7~ (B(0,2) N Q) est un revétement simple de Q N B(0, 2). En combinant
avec (6.27), 771 : B(0,3)NQ — ENB(0,1 - ¢) Nm1(B(0,2)) est une fonction de classe C?, qui
coincide avec g, autour de m(z) pour chaque z € ENB(0,1—¢€) N7~1(B(0, 2)), et donc ||Vgl|e < 1.
Maintenant posons f = gon: PNx~Y(B(0,2) - ENB(0,1 —¢) N7~1(B(0,2)), notons que P est

paralléle & Q, nous arrivons ainsi & la conclusion désirée. O

Remarque 6.34. Pour d = 2,n = 4, on peut obtenir le méme resultat par le théoréme 1.15 de [10],
sans discuter de choses compliquées comme les varifolds, etc. Mais comme on va généraliser plus tard
(dans le paragraphe 9,etc.) le résultat aur dimensions plus grandes, il est peut étre mieuz d’utiliser la

démonstration ci-dessus, pour gagner de l’espace.

Corollaire 6.35. Il existe € > 0 tel que si k est assez grand, E est un ensemble localement minimal
dans un domaine U C R*, Dy (0,1) C U, et E est €; proche d’un plan P dans D(0,1), alors E coincide
avec le graphe d’une application C* f : P — PL dans Di(0, 3). De plus ||V f|leo < 1.

Démonstration. Quand k est assez grand, on a Dx(0,3) C B(0,3) c B(0,1) C Dx(0,1). Alors si E est
€1 proche d’un plan P dans Di(0,1), ce qui entraine qu’il est €; proche de P dans B(0, 1), il est donc
dans B(0, 2) le graphe d’une fonction de classe C! f : P — P+, avec |||l < 1. Donc dans D (0, 3)

aussi.

Maintenant pour k assez grand fixé, notons encore D(z,r) = Di(z,r),Ci(z,r) = Ci(z,T) pour
i=1,2etdy, =dk .

On va obtenir (1) grace au corollaire 6.35.

Pour k grand, Py est trés proche de P, il existe donc un 0 < €3 < l—éo (qui ne dépend pas de
k pour k assez grand), tel que pour tout € < €3, si z € R? et E est n’importe quel ensemble tel que
dyr(E, Pi+q) < € avec g € R* et d(z, q) < 20er, alors dans D(z,r)\D(q, ﬁr), E est I'union disjointes
de deux morceaux E!, E?, tels que dans D(z,r) moins un petit trou, E* est proche de P} + ¢ , mais
loin de P,? + g, et de méme pour E2. Plus précisément,
1

(6.36) E' ¢ B((P: + q) N D(z,)\D(q, o

), €r)
et

d(B(P; N D(z,r)\D(g,
d(B(P¢ N D(z,m)\D(g,

), er), B(P2 N D(z,7),er)) > &

(6.37) ),er), B(PE N D(z,7),er)) > .

1
Too"

1
1007
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En particulier,

1
3 E' E?2) > —r.
(6.38) d(E*, E*) 80T

Maintenant, prenons €y = min{%ea, -4—10-61, 10‘5}, alors pour chaque € < ¢, si notre e-processus ne
s’arréte pas a ’étape n, Ey est esp—1 proche de Py + ¢, dans D(gn—1,5n—1). Notons pour 'instant

q=qn,T = Qn_1,T = Sp—1. Alors, puisque € < e3,

(6.39) Ey N D(z,7)\D(q, —=T) est I'union disjointe de E*, E? tel que (6.36)-(6.38) sont vrais.

1
100

Pour chaque y € E* N D(z,7 — £r\D(a, 57) = E* N1 D(gn-1, B5n-1)\D(@n, 355n),
(6.40) dy 3 (Ex, P + q) < 40€ < €1,

ou par définition,

dy, 4+ (B, P + ) = 2= max{sup{ d (2, P +9):2€ BN D(y, 57},

(6.41)
sup{d(z, Ex) : 2 € Px + ¢N D(y, 57)}}.

Pour le second terme,

1
(6.42) sup{d(z, Ex) : 2 € (P +¢) N D(y, 57} 2 sup{d(z, Bk) : z € (Pe +9) N Dy, 757}
puisque P} C P ; pour le premier, notons d’abord que

sup{d(z, P« +q) : 2€ExND(y,%r)}

(6.43)
= sup{d(z, (Px + ¢) N D(y, 41—07' +er)) : z € Ex N D(y, 4—107')}

puisqu’on sait déja que d,, % (B, Pc +q) < 40¢, qui implique pour chaque z € Ex N D(y, 4—101‘), il existe
un w € Py + q tel que d(z,w) < er. Notons W = {w € P + q,d(z,w) < er}. Alors

(6.44) d(z, Px + q) = d(z, W).

Maintenant pour tout w € W,

w (Pk+Q)ﬂD(y:$T+€T)C(Pk+Q)nD(y’$r+Téﬁr)
(P + ¢q) N D(z,m)\D(q, ﬁr)

(P} + ) N D(z,7)\D(g, 1557)] U (P2 + q) N D(z, )\ D(g, 1557)-

n m

(6.45)

Il

Alors w doit appartenir & (P; + ¢) N D(z,)\D(g, 1557), parce que sinon

(6.46) z € B(w,er) N Ex C B((P? + q) N D(z,7)\D(q, —=r), er) N By = E?

100 )
a cause de (6.36) et (6.37), ce qui contredit le fait que z € E'. Donc

(6.47) d(z, Pe +q) = d(2,W) > d(z, Py +q) pour z € Ex N D(y, 216r)
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de sorte que

(6.48) sup{d(z, P +¢q) : z € Ex N D(y, r)} > sup{d(z, Pt +¢q): z€ Ex N D(y, )}
En sommant (6.42) et (6.48) on obtient

(6.49) dy 3+(BY, P +q) < dy 3 (EY, Po+q) < 40e < 1.

Maintenant P,i + ¢ est un plan, et on peut se servir du corollaire 6.35; on obtient que

pour chaque y € E' N D(z, 40 r)\D(q, 207") dans D(y, a57)s

6.50
(6:50 Ej, est le graphe d’une application C* f, : P — P,c avec ||V f|| < 1.

Mais Ek N D(y,&r) = E' N D(y, g57), ce qui veut dire qu'autour de chaque point y € E' N
D(z, 38r)\D(qg, %), E est localement un graphe C* sur P}.

Vérifions que dans D(z, 33r)\D(q, 357), E* coincide avec le graphe d’une fonction de classe C*
sur P} tout entier, avec la norme du gradient inférieure & 1. Or on a déja notre petit graphe local
prés de chaque point, avec petit gradient. Il nous reste donc a4 montrer que la projection p}, : E! —
PN CYz, Br)\C(q, &) est bijective sur E* N D(z, Br)\D(q, 357).

Surjectivité : Posons A = p}(E*)NC*(z, 2r)\C(q, 357). Alors A est non vide. On va montrer que
A= P)& ﬂCl(:z:, a7 )\Cl(Q) 207 )

D’abord A est fermé dans P} N C(z,2r)\C(q, % 557), Duisque E! est compact dans
D(z, %r)\D(q, 21—01‘).

Mais A est aussi ouvert, parce que si z € A alors il existe y € E* N D(z, ¥r)\D(g, 357) tel que
pi(y) = 2. Alors par (6.50), on sait que B(z, g5r) N P¢ C A. Donc A est ouvert.

Maintenant on sait que PP N C(z,33r)\C'(q,%7) est connexe, donc A = P} N

C(z, 8r)\C*(g, 357), ce qui donne la surjectivité.

Injectivité : Supposons que non. Alors il existe y1,y2 € E* N D(x, 3r)\D(g, 357) tel que p(y1) =
p1(y2). Alors

1
(651) Y1 — Y2 € Pk]:- .

On sait que dans D(y;, 8—101”), E! est un graphe, donc y2 ¢ D(y1, glc—)r). Autrement dit, |y; — y2| > g%r.
Donc il existe au moins un point parmi yi,y2 dont la distance a P} + g est plus grande que T}).—ﬁr > er.

C’est une contradiction avec (6.48) et le fait que d(2, P + q) < rdz»(Ek, Px + q) < €r.

Donc pi(q) est injective. On note f! la fonction définie sur P} N C*(z, 2 + HIN\C (¢, % — &)
et qui coincide avec f, sur chaque B(p}(y), &r) N Py ; alors dans E' N D(z, 32r)\D(q, 557), E* est le

graphe de f! avec ||V || < 1.

Par un argument semblable on obtient aussi que E2 N D(z, 40r)\D(q, 257) est le graphe d’une
application f2 de classe C1, qui va de PZ N C?(z, 2r)\C?(q, %) dans P,f . Rappelons que D(z,r) =
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D(qn-1,5n_1), et en remplacant E* par E*(n), f* par fi(n), et on peut obtenir notre graphe E‘(n) =
fi(n)(Pii N CHgn—-1, 32 165n— 1\C*(gn, 10sn) & condition que notre € processus ne s’arréte pas a I’étape
n. Mais §'il ne s’arréte pas & n, bien sfir il ne s’arréte pas a toutes les étapes précédentes. On a donc

pour tout j < n, les décompositions
(6:52) By 1 D(gs1, 355-1\Dlay, 7555) = B () UEG),

union disjointe, et

(6.53) E'(j) est le graphe de g*(j) sur P} N C*(gj-1, ZOSJ )\C* (q], L 85)-

On peut vérifier facilement que si j,I sont tels que z € Pf N [C¥(gj—1, 32 5;_1)\C*(g5, 55;)] N
[Ci(qi-1, B51-1)\C* (a1, 151)] alors g*(4)(x) = ¢*()(z) € E*(j) N E(l). On pose donc

; ; 39 ; 1 ;L
i . T ] — 1 .

(6.54) | | .
9'(z) = ¢'(4)(x) sur P§ N D(pi(g;- 1) SJ 1)\D(p}(q;), Esf)’l <j<n;

alors ||[Vg||eo < 1, et son graphe est Gt = (U7 E*(5)] N D(0, 39\D(gn, 755n)-

Il nous reste & montrer que G, G? sont disjoints. C’est équivalent & dire que pour 0 < 7,1 < n,
E(5)NE2(l) = 0. On le sait pour j = [, donc supposons que j < I. Alors pour les points z € E*(j) ily a2
cas : soit © € D(qi-1, 3251-1)\D(q, 3551), soit non. Dans le 2éme cas, z ¢ E(l) automatiquement parce
que E2(l) C D(qi—1, 5351-1)\D(q, 3551) ; dans le premier cas, © € Ex N D(qi—1, 3351-1)\D(q, 1551 =
E(I) U E*(l). Mais dans ce cas, D(qi—1,51-1)\D(gj—1, 755j-1) # 0 implique que [ — j < 4.

Mais z € E*(j) implique que d(z, P + ¢;) > %sj_l a cause de (6.37). On en déduit que

(6.55) d(z, P+ q) > 80 —d(gj, @)
Mais d’aprés (5.16) on a d(g;, q) < 24e x 2~ ™n7) = 24¢5 x 277 < 28 sj_1, et donc

3
—Sj_ 1>2—sl 1> €81-1,

6.56 2

3
400
donc z ¢ E?(l), & cause de (6.36).

On obtient donc que pour tout 0 < 3,1 < n, E}()NE%(l) = 0, d’od G'NG? = . On a donc montré

(1).

Pour montrer (2), puisque Ej est ¢ proche de Py, dans D(0, 1), on note que ExND(0,1)\D(0, 135) est
I'union disjointe de 2 morceaux E?, E? avec (6.36)-(6.38). Par (1), on a que dans D(0, IND(gn, 355n)
Ej est composé de deux graphes disjoints G',G? sur P} N C0, 8)\C(qn, }55) et PZ N
C?(0, 2)\C?(gn, 755n) respectivement. Alors pour ks, <t < sp, Gi = E* UG*\D(g, ) donc (6.4)

est vrai. De plus, puisque les G* sont des graphes, on a

(657) P(G\D(an, 1)) 2 i 1 D(O, 25)\Ch(am, 1),
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donc (6.5) est aussi vrai si on remplace D(0,1) par D(0,32), puisque G\ D(gn,t) C Gi.

Il ne nous reste donc qu’a montrer que

(6.58) %ﬂDmJﬂDm%%Cpﬂ@)

Montrons-le par exemple pour 7 = 1. On sait que Ej est ¢ proche de P, dans D(0,1). Alors par
(6.36),

1

2 2 i 2
(6.59) E* c B(P; n D(0,1)\D(0, 100),e) C B(Pg, 100

)
Mais quand k est grand, on a pi(PZ N D(0,1)) C Pt N.D(0, 1), et par conséquent
(6.60) PL(E%) C PL0 DO, )

D’un autre c6té, on sait que

1 1
1 il 1 il
donc on a
(662) Ph(BR\EY) = pklB* U (B 1 D(0, )] € D(0, 7) N P}

Mais d’aprés la proposition 4.8, pi(Ex) D P N D(0,1), on obtient donc
1
(6.63) pi(EY) D Py N D(0,1)\D(0, 2

Et par conséquent

Pi(G) = pi(G"\D(gn, 1)) Upi(E")

6.64
(009 2 [PEND(0, $)\D(gn, )] U [P N D(0, )\D(0, 3)] = pi, N D(0, D\D(gn, 1),

d’ou on déduit (6.5) pour 7 = 1. La démonstration pour ¢ = 2 est semblable.

Traitons maintenant (3) et (4). Ici on donne une petite remarque. En fait ce dont on a besoin est
le 4), i.e. la surjectivité des projections, pour estimer la mesure de E}, a l’endroit oi on ne connait pas
trés bien la structure. Notons que par la démonstration du théoréme 4.1, on sait que Fj est la limite
d’une suite {H;} de déformation de Py dans U = R*\[P;\B(0,1)]. Et donc dans D les projections p{
de E}, sont automatiquement surjectives sur D(0,1) N Pi. Mais quand on regarde dans D(0, 3), puisque
E;, est assez proche de Py, la partie de Ex\D(0, %) qui est proche de P} n’a pas de projection dans
D(0,3)N P}, et la partie de Ex\D(0, 1) qui est proche de PZ a une tout petite projection sur P} qui est
trés proche de 'origine, donc on peut dire que hors d’une petite boule, disohs D(0, T(liﬁ)ﬂ la projection
pt de Ex N D(0,1) a P} est surjective sur P{ N D(0,3)\D(0, 155)- Par contre dans D(0, 55), On ne
peut pas dire directement que la projection de Ej vient de E;, N D(0, %). (voir le dessin ci-dessous pour

une idée.)
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P2

Ex

—_— I

P

D(0,1/100)

Alors I'idée est encore de montrer que Ey N D(0, %) est la limite d’une suite de déformation de
P N D(0,3). Autrement dit, on peut contracter la partie hors de D(0, ) dans D(0, ;). Cette partie
est trés plate et réguliére, donc du coup elle ne change pas grand-chose sur la structure de Ej dans
D(o, %). Donc encore une fois si Ey est lui-méme une déformation de Py qui est trés prés de Pk, on
peut bien faire contracter la partie Ex\D(0, ) vers Ex N 8D(0, %), a peu prés comme on contracte un
anneaux sur le cercle interieur, parce que Ex\D(0, %) est carrément composé de deux graphes de classe
C* sur PA\D(0, 1), par (6.2). Alors I'étape prochain peut se continuer pareillement si dans D(0, 1) Bk
est encore proche d’une translation de Px. On peut donc arriver jusqu’a I’échelle ou le e—processus
s’arréte. Donc on peut dire que Ex N D(gy,t) est une déformation de Py aussi, parce qu'il est une

déformation de Ej.

Mais maintenant Ej n’est pas forcément une déformation de Px. On va donc utiliser le fait que
Ej est la limite d’une suite de déformations {H;}, et on voudrais appliquer I’argument ci-dessus pour
montrer que H; N D(0,3) est une déformation de P, N D(0,1). Mais cette fois les H; ne sont pas
minimaux, et donc on ne peut pas appliquer (6.2) pour dire que H; N 8D(0, }) est une courbe trés
réguliére, et donc ce n’est pas assez facile de contracter directement H; sur H; N 8D(0, %) Alors ce
qu’on va faire et juste de projeter H; sur D(0, %), dont le projecteur est noté w. Alors les points de
H\D(0, %) sont projetés sur D(0, %), mais leur image ne sont plus H;N9D(0, %). Alors pour continuer
a contracter w(H;)\D(gz, ;) dans D(gs, §), on utilisera le fait que m(H;)\D(gz, 1) peut étre déomposé
en deux parties qui sont proches des P} + go. Pour garantir cela, par 'argument avant (6.36), il faut
que 7(H;) soit 1e proche de Py + go. Alors pour la partie dans D(0, 3) il n'y a pas de soucis, parce que
le e—processus ne s’arréte pas 1a. Pour la partie sur le bord 8D(0, %), ce n’est plus garanti parce que
une partie de w(H;) N 8D(0, 1) vient de H;\D(0,1). Mais heureusement on peut se débrouiller pour

contracter d’abord la partie sur le bord de maniére qu’elle soit plus proche de Py + g2, sans bouger
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I'intérieur. Donc comme ¢a on se complique un peu la vie pour contracter H; dans D(gy,t), mais on y

arrive comme méme.

Aprés, on peut montrer la surjectivité des projections de Ex N D(gp,t), puisqu’il est la limite d’une

suite de déformations.
Maintenant on va réaliser 1’idée en détail. Donc fixons %sn <t< sy

Soit ! grand, tel que dans chaque D(gj—1,5j-1), Hi est 2esj_, proche de Py + g;, pour tout
j < n. Par définition de €y on a 2¢ < 26 < €3, donc on déduit de (6.36) et (6.37) que dans

D(qj-1,5j-1)\D(g;, 1555j—1), Hi est 'union disjointe de deux morceau H}, H? avec

) ) 1
(6.65) Hy C B(Px + ¢; N D(gj-1,5-1)\D (2> msj—l), 2¢r).

On va construire notre déformation F* par récurrence sur j < n.

D’abord pour j = 1, on définit 7; : H; — D(q1,51), la projection de plus courte distance de R* sur
D(qq, 51)- Notons qué bien que H;ND(gy, 51) est 2es; proche de P} +qo dans D(g1, s1), m1 (Hi\D(q1, 51))
n’est pas forcément 2es; proche de P} + g2 dans D(gi, s1), donc on va le modifier un peu pour pouvoir

continuer & le couper en deux morceaux qui satisfont a des conditions semblables & (6.36)-(6.38).

Par (6.37), dans D(0,1)\D(q1,s1) H; est 'union de 2 morceau disjoints H}, H? ou H} est trés

proche de P{, donc on a
(6.66) m1(H}) N D(0,1)\D(q1, 1)) C dC*(q1,51) N B(PE, 2¢).

donc I'image de chaque H} hors D(gy, s1) se trouve sur le bord du cylindre C*(gy, s1), et est contenue
dans un trés petit voisinage du plan P,ﬁ, donc est contenu dans une bande mince de dimension 3 autour
de P:NOC* (g1, 51), et en particulier est loin du bord 0C(qy, 1) pour i # j. Notons que I’on peut donc
définir g, sur m (H;) par

z; x € D(q1,81) ;

6.6 - :
(667 e gi(z) ; = € 8Cqu,51)-

ol g! est la projection orthogonale sur B(P,}; +qg2, 2¢s1). Notons que pour tout point z € H;ND(q,s1) C
m1(Hy), ni m ni g¢ ne le bouge, puisque dans D(g;,s;) H; est 2es; proche de P} + g2. Donc Paction
de gi est juste d’applatir des points sur le bord C}(q1,s1) dans un 2s;€ voisinage de P} sans partir
du bord. Observons que g; est 2-Lipschitzienne (localement 1-Lipschitzienne). En effet, pour deux
points z,y € D(qy,51), g1 est identité, donc |g1(z) — 91(y)| = |z — y|; pour z,y € 8D(q1,51), si z,y
appartiennent au méme AC%(q;,s1), g1 est juste une projection orthogonale, donc |g:(x) — g1 (¥)| <
|z —y|; si x € OCY(q1,51),y € OC?(q1,51), alors |z — y| > 2¢, et par définition de g1, [g1(z) — z| et
|91 () — y| sont inférieurs & es; = 3¢, de sorte que |g1(z) — g1(¥)| < |g1(z) — x| + |z — Y| + 191 (y) — y| <
etlz—yl<jle—yl+lz -yl <2z -yl

Donc si on pose hy = gy o Ty, alors hy est 2-Lipschitzienne, et de plus hy(H;) C D(q1,51) est 2es1
proche de P.
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Maintenant on a notre hy dans D(0,1) = D(qo, S0), qui déforme H; dans D(q1, s1) et garde I'image €
proche de Py + ¢;. Mais h; est 2-Lipschitizienne et définie sur un compact H;, donc on peut la prolonger

sur R* entier, en une fonction notée hi, et qui est encore 2-Lipschitizienne.

Maintenant supposons que pour j, on a construit une déformation 2-Lipschitzienne h; qui déforme
H, dans D(gj, ;) et que son image est 2es; proche de Px + g;41 dans D(gj,s;). Si j < n — 1, alors on
peut définir ;41 la projection sur D(gj41, Sj+1), et puis on projeter les point du bord de C*(gj+1, Sj+1)
vers le 2esj41 voisinage de P} + gj+2. On peut le définir sans ambiguité car h;(H;) est 2es; proche de

Py + gj41, de sorte que hj(H;)\D(gj+1,Sj+1) se décompose en 2 parties “plates” ((6.36)-(6.38)).

On note cette projection gj;1, et on pose hj 1 = gj41 © Tj41 © hj. Celle ci est une déformation
2-Lipschitzienne qui déforme H; dans D(gj;+1,Sj+1) et son image est es;jy; proche de Py + gj42 dans

D(qj+1,8j+1). Et on obtient ainsi notre hj.
Donc par récurrence, on peut le faire jusqu’a hp_;.

On construit pour chaque !, une déformation h,(l) maintenant. On note p,(l) la projection de plus
courte distance sur D(gn,t+}), et pour z € ﬁ(qn, t+1)\C*(gn, t), on pose g (1)(z) = (id, g*)opk op. (1),
ot g* est comme dans (6.2). Et on définit la déformation h,(l) de Px N D(0,1) comme ceci. Pour
z € P,ND(0,1) :

Bn_1(z), hn-1(z) € D(gn,t) ;

6.68 hn(D)(z) = : ‘
( ) ( )( ) Sg::l(l) ° hn—l(w) + (1 — s)hn_l(.’l?), hn—l(x) € acl(qmt + %5)

Alors on voit que hn (1)(Px) D (gn,t) = HiND(gn,t), et ha(l)(Px)NOD(gn, t+ 1) = ExNOD(gs, t+
%) Et entre D(gn,t) et 0D(gn,t + %) I'image de h,(l) est I'image d’une homotopie entre H; et Ej.
Alors puisque H; tend vers Ej, on a que F*(t) = h,(l)(Px) tend vers Ex N (gn,t) quand [ tend vers

Iinfini.
On note a;(t) la déformation affine qui envoie Px N B(0,1) & (P + gn) N D(gn,t + }), et on pose

(6.69) 20 = ha() 0 ai(2).

Alors F*(t) = f{*(t)((Px + gn) N D(gn,t + })) satisfait & toutes les condition dans (3).

(4) est une conséquence directe de (3). En effet on sait que F*(t) est une déformation de (P +
gn) N D(gn,t + 7) qui envoie 8C*(gn, t) dans OC*(gn, t), donc

"y 1 n Z i 1
(6.70) pk(F7*(t)) D Py N Ci(gn, t + 7)'

Alors puisque ExND(gn,t) est la limite de F}*(t), les projections p}, sont surjectives de ExND(gn, t)
sur P} N Ci(gn,t). O
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7 Argument d’extension harmonique

Dans cette section on va faire quelques estimations fontamentales pour la mesure du graphe d’une
fonction C! sur un anneau presque concentrique. Mais on peut facilement sauter cette section, en

admettant ses estimations, et continuer la démonstration du théoréme 1.32 dans la section suivante.

Proposition 7.1. Soit 0 < ro < 3 et ug € C*(0B(0,r0) NR?,R). On note m(ug) =

sa moyenne.

1
21r'r‘0 faB(O,‘r‘o) uo

Alors pour toute u € C((B(0,1)\B(0,70)) NR?,R) qui satisfait a

(7.2) ulaB(0,r0) = U0

on a

(73) Lronmon T2 45 [ o= mol.
Démonstration.

Supposons que © est une fonction C' comme dans 1’énoncé de la proposition. Alors on définit

ieC((B(0,L) » 2=)\B(0,70)) NR?,R) qui est aussi C* sauf sur dB(0, 1), par
- u(z), =z € B(0,1)\B(0,70) ;

7.4 u(x) =

. ) { u(E), =€ BOINBOY.

Alors dans B(0, = )\B(O 1),

Va0 = 122 0)F + 1220 ) = | (3, O + |2l )

or
16u. 1 10u, 1l
=|—557(;,9)| + 1= 39( 0%

(7.5)

On pose s = 1, alors

18
[Vl 0) = 125 (5,07 + 5°I- 2 (s, 0)]
= S4IVU(S, 6)|2 = ﬁlvu(;)H)IQv
et donc
-rl— 2
/ |Vif? = / ® rdr / 8| Vi(r, 0)|2
B, ZN\B(0,1) 0
7 ™o 1,
/ rdr/o dGT—4|Vu(;,0)|
27
(7.7) _ / ds / d6(—3)|Vu(s, 0)[?
1 0

1 27
= / sds / d8|Vu(s,0)|?
T0 0

= / e
B(0,1)\B(0,r0)




76 ARGUMENT D’EXTENSION HARMONIQUE

On a donc

(7.8) / |Va)|? =2 / [Vul2
B(0,5)\B(0,r0) B(O,1)\B(0,r0)

Puisque % satisfait a la condition au bord
_ - T
(7.9) @(z)|aB(0,r0) = Uo(T), u(x)laB(o,,Lo) = uo(l—z'lg),

son énergie de Dirichlet fB(T%)\ B(0,ro

R it 2
la méme condition au bord. On va donc calculer [; BO,ZN\B(O,r0) |Vl?.

) |Vii|? est plus grande que celle de la fonction harmonique v avec

Ecrivons
o0
(7.10) u(ro, 0) = uo(6) = m(ug) + Z(An cosnd + By, sinnd),
n=1
et posons
1
v: B(0, r_)\B(O’ r0) — R,
0
(7.11) oo oo
v(r,0) = m(ug) + Z an(r™ 4+ 7r7™) cosnf + Z b (r™ + r7™) sinnb.
n=1 n=1
Alors v est harmonique.
La condition au bord
T
(7.12) v(@)loB(0,r0) = u0(z), v(2)lap(o, 1) = uO(W)
veut dire que
(7.13) an(rg +7r9") = Apn, bp(rg +7r9") = Bn

Pour estimer Vv on écrit

oo o0
v(r,8) = m(ug) + Z an(r™ +77™) cosnb + Z b (r™ + ™) sinnd
1

(7.14) =m(uo) + Z rr (A cosnf + By sinnd)
=: m(ug) + Z un(r, 9).
1

Vérifions qu’on peut différencier v terme a terme.
Pourrg <7< % fixé, on a

Ov, Trr4+r "

7.15 — =
( ) a6 Ty —

( —nApy sinnf + nBy, cosnb)
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et

™+rT rm r—m < rn rn n TO\n
n oy p-n - n_ p.—n n 4 pn = -n + n (TTO) + (7) .
To T 7o To TTo To T To To To

(7.16)

Puisque des suites {A,}n>1, {Bn}n>1 sont bornées,
o}
(7.17) Y |~5‘§| <3 Cnl(rro)™ + (’}’)ﬂ} <o
n n

puisque rrp < 1 et "2 < 1 pour tout o < r < ;13 Par conséquent la série ) Qa%& converge normalement
sur [0, 27].

1
D’autre part, pour 6 fixé, et rg < r < %, on a sur (r— 52, r 4 —'%—T) = (r1,72) :

I%I _ lAn cosnf + By, sinnf
(7.18) or g +ro"

< Cnrg(rro)™™ + (Z2)™]

(nr™~! —prmh)|

et donc la série converge absolument uniformément sur [ry, r3).

Par conséquent on peut la différencier terme a terme et on trouve que

(7.19) % = Z n(r® + r~")(—a, sinnd + b, cosnb)
n=1
et
(7.20) —g% = Z n(r"~! — 17" 1)(ay cosnb + by, sinnb).
n=1

On a donc
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(7.21)
10v
Vol? —| |2 +1-550"
= Zn2(r"' ! r="=12(a, cosnb + by, sin nf)?

+2 Z nm(r"! — e~ ) (P — 7™ (a, cos nf + by, sin nh) (am cos mé + by, sinmh))

n<m

1
+ —2[2 n?(r™ + 1~ ™)%(—a, sinnd + b, cosnh)?
n

+2 Z nam(r® + ") (™ + r7™)(—ap sinnf + by, cos nf)(—ayy, sinmé + by, cosmb)]

n<m

= Z n?{(r**=2 + r72""2)[(ay, cos nb + b, sinnd)* + (—a, sinnd + by, cosnh)?|

2
2 (an cosnf + by, sinnb)? — (—a, sinné + b, cosnd)?]}

+2 Z nm{(r" "1™ 4 r7 ™" [(a,, cosnb + by, sin nb)(a, cos mb + b, sinmb)

n<m
+ (—ar, sinnd + by, cosnb)(—am sin mb + by, cosmb)]
— (e tpmml e lem=l (g, cos 1l 4 by, sinnf) (am cosml + by, sinmé)

— (—an sinnfd + by, cosnf)(—am sinmb + by, cosmb)|}

= Zn -2 4 =2 (g2 4 p2) — Z n?(a2 cos 2n6 — b2 cos 2n8 + 2a,by, sin 2n0)

+2 Z nm(rn—l,rm—l + ,r,—n—l,,.—-m-l)

n<m
{anam cos(n — m)8 + anby, sin(m — n)0 + amby, sin(n — m)é — byb,y, cos(n — m)0}

-2 Z nm(rn—-lr—m—l + ,’.—n—-lrm—l)

n<m

{anam cos(n + m)8 — bpby, cos(n + m)0 + apbm, sin(n + m)é + bpan, sin(n + m)o}.

Mais pour n # m et m,n > 1,

27 27 2r
/ cos(n — m)6df = / sin(n — m)0df = / cos(n + m)6de
0 0 0
(722) 2 27 27
= / sin(n + m)fdf = / cos 2nfdl = / sin 2nddf = 0,
0 0 0

donc

27
(7.29) /0 IVo2d8 = 2m 302 (272 4 +=202) (a2 4 B2),
n
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de sorte que

% o
/ |Vol? =/ rdr/ |Vv|?df
B(0,75)\B(0,r0) To 0

1
=/ ° rdr-21r2n2(r2"_2 722 (a2 4+ b2)

To

..27r2n2(a +82) / (r2n=1 4 p=20=1)gp

7.24 ~2n 4
29 ~2r Yonteh + )+ Sl

= QWZTL a; +bi) (rg?™ —ram)
=2 S el + )0 )
n
=2m Y n(a +b3)(rg™ — 1) (rg + 15 ™).
n
Alors pour rg < % etn>1,ona
—-n n 1 n —-n
(7.25) gt — 1y > §(r0 +7r5™)

et donc

/ |Vo|? > 27r2n(a +b2) = (7"3-}-7‘5")2
B(0,2)\B(0,70)

(7.26)
=7y n(AL+B2)>nY (AZ+ B}).
n n
Mais
- 1 [ -1 2
(7.27) 7rz:(Af1 + B%) = 5/ [uo(8) — m(uo)|>d6 = —2—1"0 / luo(s) — m(up)|“ds.
n=1 0 33(0,1’0)
On a donc
(7.28) f |Vol? > ~r5? / luo(s) — m(uo)|*ds.
B(0,2)\B(0,r0) 2 8B(0,r0)
Maintenant retournons & notre fonction u. On a
/ Vul? = |Vl
B(0,1)\B(0,r0) 2 JB(0,2)\B(0,r0)
(7.29)

1 1 _
>3 VP2 350 [ fua(e) = mluo)lPds,
2 JB(0, 2)\B(0,70) 470 8B(0,r0)

d’ou la conclusion.

Corollaire 7.30. Soit o > 0, ¢ € R? tel que o < 1d(q,8B(0,1)), uo € C*(8B(g,70) NR%R

m(ug) = ‘2’,:,—0 faB(q,ro) ug sa moyenne.
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Alors pour toute u € C1((B(0,1)\B(g, 70)) NR%,R) qui satisfait a

(7.31) u|3B(q,ro) = U0

on a

(7.32) / Va2 > 2rst / luo — m(uo)|2.
B(0,))\B(g,ro) 47 Ja(g,ro)

Dérnonstration.

On note R = d(g,8B(0,1)) < 1, alors on a rg < 3R et B(q, R) C B(0,1). On peut donc se servir de
la proposition prédédente avec B(g, R)\B(q, 7o) et on obtient, par le changement de variable y = %2

1
/ VauPdo= [ |L9ulRiay
B(q,R)\B(g,T0) B(0,1)\B(0, %)

(7.33) = |Vyul*dy

/;3(0,1)\3(0,-';?)

1 R

> () [u = m(uo) dy
To' JaB(0,7¢)

puisque 3¢ < 1. Mais

1
(7.34) / lu — m(ug)|2dy = / Ju — m(uo)?(5)ds,
8B(0,7¢) 9B(g,r0)
donc
(7.35) / |V ul?dz > ir{,‘l / lu — m(uo)|2dz.
B(q,R)\B(g,70) 9B(q,r0)

Puisque B(g, R) C B(0,1), on a aussi
1
(7.36) / Vuf? > rst / lu — m(uo) 2dz.
B(0,1)\B(g,r0) 47 Jos(g,ro)
O

Remarque 7.37. On peut obtenir (7.8) et (7.33) en utilisant le fait qu’une transformation conforme

ne change pas ’énergie de Dirichlet.

Lemme 7.38. Soit 0 < 1o < 1, u € C*( B(0,1)\B(0,70),R), telle que ulap(o,ro) = dro €t ulop(o,1) = 0;

alors on a
2 2,2
(7.39) / uff > 2o
B(0,1)\B(0,r¢) | log 7o
Démonstration.

Prenons f(r,0) = Alogr avec A = ST Alors f est ’extension harmonique avec les valeurs au

log ro
bord données. Or

(7.40) = 2 =0
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d’ou
of 10f A?
7.41 2 _9f2 100 A
(7.41) VIR =15+ 1 = 2
Par conséquent
27 1 1 A2
/ \%15 =/ de/ rdrIVf|2=27r/ rdr=
(742) B(0,1)\B(0,r0) 0 To ro T
2m62r?
=21 A?|1 = 0
wA*|log ro| Tog o]
et on a donc
2,.2
(7.43) / Vul? > 2m8%ry
B(0,1)\B(0,r0) | log o]
puisque f est harmonique. O

Corollaire 7.44. Pour tout 0 < € < 1, il eziste C = C(€) > 100 telle que si 0 < 19 < 1, u €
CY( B(0,)\B(0, 7o), R) et

or om,
(7.45) 'U'IBB(O,ro) > drg — ——CTO et u]aB(O,l) < ?0
alors
2.2
(7.46) / uff > 2800
B(0,1)\B(0,ro) | log o

Démonstration. On va appliquer le lemme ci-dessous :

Lemme 7.47. Soit 0 < r < 1, f,g deuz fonctions C! et harmoniques sur B(0,1))\B(0,r), avec
glapo,1) = a < b=glap(,), et f < g sur dB(0,1), f > g sur OB(0,r). Alors

(7.48) / V7> / [Vgl?.
B(0,1)\B(0,r) B(0,1)\B(0,r)

Admettons ce lemme pour un moment, pour démontrer le corollaire. Pour chaque C, on prend
r =ro, f =u, et g la fonction harmonique telle que g|sp(0,1) = %7"0,9]63(0,1») =(1- %)57‘0. Alors on
obtient

2 52 2
(7.49) / wu > [ gl = (1 2y2278°78
B(0,1)\B(0,r0) B(0,1)\B(0,r0) C’ |logrol

et pour chaque € < 1 on peut toujours trouver C assez grand tel que (1 — %)2 > e

Maintenant on démontre le lemme. On pose h = (f — g)V(f + g) ; alors
(7.50) divh = |Vf|* = |Vg|?

puisque Af = Ag = 0. Notons U = B(0,1)\B(0, ), alors par la formule de Stokes :
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[wie-wat= [ awn= [ ni=[ ¢-oz¢+a

(7.51) 2 5
= /au(f ~9)5:(f~9) +2/3U(f ~ 9359

ou 7t est le vecteur normal exterieur.

Pour le premier terme, puisque k = f — g est harmonique, la formule de Green donne

(7.52) k2= / (VE- k) + / (kAK) = / VK2 > 0.
au O U U U

Pour le second terme, d’aprés les condition au bord, sur B(0,1), f —g < 0 et g%g < 0, donc
(f - g)-a%g > 0; pareil pour dB(0,), ce qui donne

o]
H —qg)—g > 0.
(7.53) /av(f 957920
On obtient donc

(7.54) [ 1vs =199 20

8 Conclusion

Apreés les préparatifs des sections précédents, on va conclure dans cette section.

Donc fixons un € < €. On va estimer la mesure de Hausdorff de Ejy pour k assez grand. Pour
chaque k fixé, on a choisi ok et r,x comme dans la proposition 5.11. Alors par la proposition 6.1 (1),
By N D (0, 33)\ Dk (0x, 357k) est composé de deux morceaux disjoints Gk, = 1,2 tels que (6.2) et (6.3)
sont vrais, en remplagant gy, S, par ok, Tk. De plus on peut supposer aussi que 7 < 27° puisque k est

grand.

Proposition 8.1. Pour tout € > 0, il eziste 0 < § = () < € et 6o = Oo(€) < §, qui ne dépendent que
de ¢ avec les propriétés suivantes. Si 5 > 0 > 0y (ca veut dire que 0 = (61,02) avec 6y < 61 < 0, <
s

%, i=1,2) et E est un ensemble localement minimal dans B(0,1) qui est § proche de Py = P Ug P}
dans B(0,1)\B(0,3), et si de plus

(8.2) bh(E) 2 BN B0, )

ou p}y désigne la projection orthogonale sur P,i = 1,2, alors E est € proche de Py dans B(0,1).
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Démonstration.

On le démontrera par I’absurde. Donc on suppose qu’il existe € > 0, deux suites §; — 0 et 6, —
(%,%), et une suite d’ensembles localement minimaux F; dans B(0,1) tels que E; est &, proche de
P, = Py, dans B(0,1)\B(0, 3), et

) ) 3
(8.3) Pb(E) > BN B0,3)
mais E; n’est pas € proche de P, dans B(0,1).
Puisque P, tend vers Py = Pg Uy P2, & — 0 et € est fixé, on sait qu’il existe une suite {a;} qui

tend vers 0, telle que F; est a; proche de P, dans B(0,1)\B(0, %), mais n’est pas § proche de Py dans
B(0,1) (puisque E; n’est pas € proche de Pj, et P, est £ proche de Py quand [ est grand.)

Maintenent on extrait une sous suite de E;, notées encore {E;}, qui converge vers une limite En.
Alors Eq, N B(0,1)\B(0, 1) = Py n B(0,1)\B(0, 3).

On veut démontrer que
(8.4) H%*(E,nD(0, i—)) < g-w + b, avec by — 0 quand | — oo,
ou D(z,r) désigne Do(z,T) pour abréger.

En effet, puisque E; est trés proche de Py dans B(0,1)\B(0, 3) quaﬁd I est grand, par la C!
régularité des ensembles minimaux (c.f.[10] Thm 1.15), on sait que E; N 8D(0,3) = '} UT?, I'union

disjointe de deux courbes, ot T} est le graphe d’une certaine fonction C*, A} : P§NoD(0,3) — Pgl,

avec

(53) rflloe = 0, = 00 et |- hilloo < 1, VL.

Maintenant, on prend D} = (PEND(0, 3))UAL, ot Al = {(z,y) : = € PiNAD(0,32),y € [0, hi(z)]},
qui est simplement une 2-surface mince entre Pi N &D(0, %) et '}, le graphe de h{. (on note [a,b] la

segment d’extrémités a et b). Ou on peut aussi écrire

(8.6) A= (o thi@)) : z€ PgﬂaD(O,%),t € [0,1]}.

On peut noter que D} est une surface dont le bord est I'%, et que D; = D} U D? contient une
déformation de E; dans D(0, 3).

Vérifions que

3v/2r
2

Comme h} est & valeurs dans R?, le plus simple est d’utiliser un paramétrage. En effet, si on prend

(8.7) H*(A}) < lhflloo

gi(z,t) : D(0,2) x [0,1] = R* ; gi(z,t) = (z,thi(x)), alors A} est son image. Donc pour calculer sa
surface, on a

O i 1,8 i .0 i o
(8.8) &91 = (Ltdzhl(l’)), atgl = (0, hi(x))
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et donc

—_ —_ —_—
(8 q) l_?._gi x ﬁgil - (1 +t2|ihi|2)(|hi|2) _ (tihi —{)2
” az”t ~ ot oz ¢ L oz

puisque on a [aa—zhﬂ <1l,ona

]
(8.10) Iazgl 5.9 </ (L+ )[R < V2R
et donc
3. 9.
B4 = [ |2 g x oo ldid
(8.11) aD(0,2)x[0,1] 9T
' 3f
<V2 lhzl < —“Ilh loo-
aD(0,3
On obtient donc
9 V2
(8.12) H*(D}) < =7+ = =7lh{|loo
16 2
et
3v2
(8.13) H*(D) < 7r + —W(llhz lloo + 1177 ]eo)-

Mais E; est un ensemble localement minimal, donc on a

(8.14) H*(E,nD(0, )) <H*(D) = %w + 3‘r7r(|lhz Hloo + [1AF]loo)-

On prend b = 327 (||h}||oo + |hZ||oo) et obtient (8.4), puisque ||h}||oo + |[Z||oo tends vers 0 quand

I — oo.
Puisque E; tend vers Py dans B(0,1)\B(0, 3),
(815 BN (BO,\B(O,3)) — Py (BO,)\B(O, 5)) = Eeo N (BO,\B(O, 1))
Et par [9] lemme 3.3, (rappelons que Ey, est la limite des E;)
(8.16) H%*(E» N D(0, %)) < lim iorolfHZ(El N D(0, %)).

On a donc

H?*(Es) = H%(Es N (B(0,1)\D(0, -j:)) + H*(Ew N D(0, Z))

(8.17) < H2(Po 1 (B(O, \D(0, 3) + liminf H*(E; 1 D(0, 3))

= 27 + liminf b; = 2x.
k—o0

D’un autre c6té, par (8.3) et le fait que E, est la limite de Fj, on sait que

4 . 3
(8.18) Pb(Eee) 2 P40 B(O, )
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Et par hypotheése, E; tends vers Py dans B(0,1)\B(0,3), donc Ee N B(0,1)\B(0,3) = P N
B(0,1)\B(0, 3), et par conséquent

(8.19) Pb(Beo) 2 7h(Boo 1 B0, D\B(0, 3) = F§ N BO, )\B(0, 3).
On a done

(8.20) ps(Es) D PN B(0,1),

et

(8.21) Eo NOB(0,1) = Pyn8B(0,1)

puisque E; tends vers Py dans B(0,1)\B(0, ). Alors par le théorem 3.1, (8.17),(8.20) et (8.21) disent

que

(8.22) Fy =P
C’est impossible, parce que chaque E; est £ loin de Fy. O

Maintenant pour 0 < 8 = (6;,62) avec 0 < 6, < 62 < Z, notons, pour z € R4, 7 >0,
(8.23) Do(z,7) =z + {ps ' [B(0,7) n P}]np2 ' [B(0,r) N P2]}

ot Py = P} U P} est I'union de deux plans avec des angles caractéristiques 8; < 65, et pj le projecteur

orthogonal vers P},i=1,2. On a alors

Corollaire 8.24. Pour tout € > 0, il eriste 0 < § < € et 0 < g < 7, qui ne dépendent que de ¢, avec
les propriétés suivantes. Si 6p < 6 < %, et si E est un ensemble localement minimal dans Dp(0,1) qui
est & proche de Py dans Dg(0,1)\D(0, §), et si de plus

alors E est € proche de Py dans Dg(0,1).

Démonstration. Observons d’abord qu'il existe 0 < ¢ < 7 tel que pour tout 0 <6 < ¢ on a

(8.26) B(z,r) C Dy(z,r) C B(z,2r).

Alors pour € > 0 on prend § = §(¢) et 8y = max{e,0o(€)}, ot bp(€) et &(¢) sont comme dans la
proposition 8.1. Alors si E est § proche de Py dans Dg(0, 1)\D9(O.i), alors E est § proche de Py dans
B(0,1)\B(0,1). Par la proposition 8.1, E est ¢ proche de Py dans B(0,1). Donc E est ¢ = max{d, ¢}
proche de Py dans B(0,1) U [Dg(0,1)\Dg(0, 3)] = Dy(0,1). i

Revenons & la démonstration du théoréme 1.32. On fixe encore un k grand, et on note D(z,r) =

Dy(z,r),Cz,r) = Ci(z,r) pour i = 1,2, et dy » = d¥ ..
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On sait que dans D(ok, k), Ex n’est ery proche d’aucune translation de Py, donc par le corollaire
8.24, Ey n’est éry proche d’aucune translation de Py dans D(og,x)\D (ok, %rk). Mais par (6.2), on
sait que Ex N D(ok, rk)\D(0k, 37%) = [G' U G| N [D(ok, k)\D(0k, 37k)], ot G* est un graphe C* de
PN D(0,32)\D(o, r«). Donc il existe un i € {1,2} tel que dans D(ok, %) \D(ok, §7%) G* n’est dry

proche d’aucune translation de Pk. Supposons par exemple que c’est la cas pour 7 = 1.

Alors notons P = P}, et soit g' comme dans (6.2); alors g' est une fonction de P dans P+, et
donc de R? dans R2. Ecrivons g! = (i1, 2) ot ; : RZ — R. Alors puisque le graphe de g* est dry loin
de toute les translation de P, il existe j € {1, 2} tel que

, 1
(8.27) sup lpi(@) = 5 (W)] 2 e
z,y€PND(ok,mx)\D (0,1 %)

Supposons par exemple que c’est vrai pour j = 1. Et si on note

3 1
(828) K = {(z:61(2) + 2€ (D0, )\D(ox, 3r)) 1 P},
alors
K est la projection orthogonale de G* N D(0, -Z—)

(8.29)
sur un sous-espace de dimension 3 de R*.

On définit, pour $rx < s <7 :
(8.30) Iy =K Np~(dD(ok,s) N P) = {(z,¢1(x))|z € D(ok,s) N P}

le graphe de ¢; sur 8D(o, s) N P.
On sait que le graphe de ¢; est %Jk loin de P dans D(ox, rx)\D(ok, %rk) ; alors il y a deux cas :

ler cas : il existe t € [§7k, k] tel que

(5:31) sup {le1(z) ~ 1 0)l} 2 e

z,y€el

ot C =4C(3) est la constante de la corollaire 7.44.

Alors il existe a,b € T, tels que |p1(a) — ¢1(b)] > % %t Puisque ||V¢1lloo £ IV@]leo < 1, on

(8.32) [ o= mii 2 5 = Gooy (442;3)

Maintenant dans D(0, 4) on a d(0,0x) < 6€ < 10¢ - 4, et s<rmp <3 < 4, on peut donc appliquer

le corollaire 7.30 et on obtient

(8.33) IVeri[? > C1(8)¢°.

/(D(O,%)\D(Okyt))np
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2éme cas : pour tous les 1y < s <y,

(8.34) sup {l1(z) — o1 W)} < 2

—=Tk-
z,y€l, C

Mais puisque on a déja

(8.35) %fké < sup{|e1(z) — 2(y)| : ,y € P N D(ok, )\ D(0k, ir")}

1 .
= Sup{lwl(z) - 902(3/)' : Sisl e [Zrkvrk]:x e PS)y e FS’}7

il existe grx <t <t’ <7y tel que

(8.36) sup _ {lp1(z) — 1 (v)[} > Tk5
€l ,yel

Fixons t et t’, et sans perdre de généralité, supposons que

(8.37) sup_ {p1(z) — 1 ()} 2 —Tk5
€T, Y€y
Alors
1 5§ 2 5
(8.38) mf pl(x)—mseulp p1(z) > 57%5—257"1: =(1- ol ))2 k> (11— (2))2’5

puisque C = 4C(3).

Maintenant regardons dans notre boule D(o,t') N P. En appliquant le corollaire 7.44 a I’échelle t/,

on obtient

7r( )ZtIQ

(8.39) IVer* > C(6, )

/(D(Okyt')\D(ok A))NP

Et puisque fti <4,t' >t,ona

(8.40) [Veil* > Co(6)8

-/((D(ok ")\ D(ox,t))NP

Dans les deux cas, il existe un constante C' = Cy(8) = min{C; (d), C2(d)}, qui ne dépend que de 4,
telle que

(8.41) V1| > Co(8)t-

/(D(O,%)\D(ok,tk))ﬂp

D’un autre coté, puisque |V | < |Vgl| <1,

1 1 1
(8.42) V1I+ Vo2 >4 [14 SIVe 2 + Ve[t =1+ 7IVerl

Donc

| | 1
H2(K\Ch (0%, 1)) = /D [T Vel > / 1+ 2o

(0,)\Ci (ok,t)NP D(0,3)\C} (ok itk )NP

(8.43) > H*(D(0, 3)\Ch(on, 1)) N P)) + 5

:/ Veul?
D(0,3)\C} (ok,tx)NP

= H2(D(0, \Ch(ow, 1)) N PR)) + CO)R.
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Alors & cause de (8.29) on obtient que
H2(G! N D(, %)\D(ok, t)) = H(K\D(ok, t))
(8.44) > H¥(P{ +0k) 1 D(0, \D(ow, t)) + C(0)8
— HX(P} n D(0, tZ-)\D(o, t)) + C(6)E2.
On a donc obtenu une estimation pour la partie réguliére (mais un peu oscillante) de Ex. Et pour
toutes les autre parties de Ej on va estimer la mesure par projections.

Faisons notre décomposition. Notons Fy = Ex N D(ok, tx), F» = Gfk, F; = G%k \D(0, %), et Fy =
G}, N D(0,2), ot Gi est défini comme dans la proposition 6.1(2). Alors les F; sont disjoints.

Pour F}, par la proposition 2.34 et le lemme 2.45
(8.45) (14 2cos0x(1))H?(F1) > H*(pi(Fy)) + H (02 (FY)),

ol Ok = (0k(1),0x(2)) avec Ox(1) < 6x(2). (Rappelons que Ej a le méme bord que P, = P! Uy, P? avec

fx > 3 — ). Mais puisque 6 > % — £, alors

3
(8.46) H*(F) > (1— E)[Hz(pi(Fl)) + H*(pi(F1))]
quand k est grand. D’un autre coté, par la proposition 6.1(4),

(8.47) Pi(F1) D Pi N Ci(ok, ti)-

Par conséquent
3
H*(Fy) > (1- E)Hz((Pk + ok) N Do, tk))

(8.48) c c
> H2((Py, + ox) N D(og, tx)) — -k—tﬁ = H%(P, N D(0,t)) — —k—ti.

Pour F3, par la proposition 6.1(2), on a

(8.49) Pi(F2) = pi(G},) D Pi N D(0, 1)\CF (0, tk),
et donc
(8.50) H?*(Fy) > H*[PZ N D(0,1)\C%(ox, tx)] = H?[P? N D(0,1)\D(0, x)].

Pour F3, encore & cause de la proposition 6.1(2), et par définition de F3 on a

(8:51) pk(F2) > ph(GL)\WE(D(0,3) > B N DO, 1\D(, ),
et donc
(8.52) H2(F3) > HA(PL n D(0, 1)\D(0, %).
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Pour la derniére partie, la définition de F; donne

(8.53) H(F,) = H(G"\D(ok, 1)) > HX(P} 0 D(0, \D(0,t4)) + C(0)8.

Et maintenant on calcule la mesure de E}, en sommant les 4 morceaux :

H*(Ey) = HX(F) + H*(F2) + H*(Fs) + H*(Fy)
(8.54) c

> H(P: N D(0,1)) + £5(C(8) — 7).

Alors quand k est tel que C(4) > %, on a que
(8.55) H*(Ey) > H}(P,n D(0,1)),

ce qui contredit la proposition 4.8(4). o

9 (Généralisation aux dimensions plus hautes

Pour le cas oa P! et P? sont des hyperplans de dimension m dans R®>™, on peut énoncer un

théoréme semblable au théoréme 1.32 :

Théoréme 9.1 (minimalité de 'union de deux hyperplans presque orthogonaux). Pour chaque m > 1,
il existe un 0 < 0 < %, tel que, si Pl et P2 sont deuz hyperplans de dimension m dans R®™ avec
des angles caractéristiques o = (a1,Q2,** ,0m), 000 < a1 < az < --- < am < 7, alors leur union

Pl U P2 est un cone minimal.

On peut obtenir le résultat par un argument semblable & celui utilisé pour la dimension 2. Une
bonne partie de la démonstration est exactement la méme. Donc on va traiter ici seulement les parties

un peu différentes, dans ’ordre d’entrée en scéne.

9.1 Estimations algébriques pour la somme des projecteurs de

deux hyperplans (paralléle au paragraphe 2)

Dans ce paragraphe on va discuter les projections d’un m—vecteur sur deux m—plans. D’abord on

donne des définitions et des notations générales.

/\m(RZ"‘) désigne ’espace de m—vecteurs dans R2™ et si {ei}1<i<am forme une base orthonormée
de R?™, alors on prend {e;(1) Aej2) A+ A€igm), 1 <i(1) <i(2) <--- <i(m) < 2m} comme une base
orthonormée de A,,R?™, ce qui donne une structure hilbertienne ; <, > désigne le produit scalaire pour

cette structure, et | - | la norme induite.
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Pour un m—vecteur simple unitaire ¢, P(§) = {v € R*™,v A £ = 0} € G(2m, m) est le sous-espace
de dimension m associé & €, od G(2m, m) est 'ensemble des sous-espace de dimension m dans R?™. Et

siona =1 AZy A+ Ty, alors P(£) est juste le sous-espace engendré par {z;}1<i<m-

Si f est une application linéaire de R?™ — R?™, alors on note A,,f l’application linéaire de
Am(R?™) = A (R%™) telle que

(9.2) Amf(@y Azz A ATm) = f(z1) A f(z2) A~ A f(Tm).
Et pour P € G(2m,m), prenons £ € Ax(R?™) simples unitaires tels que P = P(£), alors on définit

If()] : G(2m,m) — R* U {0} par

(9.3) [F(P)| = | Am f(E)I-

La valeur de |f(P)| ne dépend pas du choix de &.

Pour les prochaines estimations, on pourrait faire des calculs semblables & ceux de la dimension 2,
en faisant des calculs des matrices et leurs determinants, etc. Mais ga serait plus compliqué pour les
dimensions générales, donc on ne va pas donner ici des détails précis. En revanche, on cite le lemme

suivant.

Lemme 9.4. (c.f. [25] Lemme 5.2)

Soit P!, P? deuz sous-espaces de R™ avec
(9.5) dim(P' N P*") > dim P* —m + 2

Soit € un vecteur simple unitaire dans /\,, R"™. Notons p* le projecteur de P%, i = 1,2. Alors les

projections de £ vérifie

(9:6) '€l + p?¢] < 1.

Si en plus,

(9.7) dim(P*n P*) <m -2,

alors

(9.8) [p*€| + |p*€| = 1 si et seulement si & appartient & P! ou P2.

Notons qu’on peut se servir de ce lemme pour la dimension 2 aussi, mais pas totalement. En effet
(9.6) est toujours vrai. Par contre (9.8) n’est pas vrai en dimension 2, parce que la condition (9.7) n’est
pas vérifiée pour m = 2. Pour m > 2, on vérifie (9.7) facilement car dim(P3 N PZ) =0< 1 < m —2,

ot Py = P} Uy P? est I'union de deux hyperplans de dimension m orthogonales (c’est & dire les angles
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caractéristiques de P} et P} sont tous %). On a donc (9.8), et si on désigne encore par Z I’ensemble

des m~—vecteurs simples unitaires £ € A, R®*™, qui vérifient

(9.9) lpo (€)1 + 123 (&)] = 1,

alors P(Z) ne contient que deux éléments P} et PZ. Cela simplifie beaucoup la démonstration de

I’'unicité de Py, qu’on va voir tout 4 1’heure.

Maintenant on va regarder le cas de deux hyperplans transverses quelconques. (généralisation de la

proposition 2.34).

Proposition 9.10. Soit 0 < oy < az <+ L ap < 7, et soit P, P?2 c R?™ deuzr m—plans qui font
des angles caractéristiques (a1,a2 -+ ,am). St on note p* la projection orthogonale sur P*, alors pour

tout m—vecteur simple unitaire { € \,, R?2™ o somme des projections vers les 2 plans satisfait a :
(9.11) |p*¢| + [p%¢| < 14 (m + 1) cos a;.

Démonstration. La démonstration marche comme dans 2.34 jusqu’a (2.40). Donc en bref on choisit une

base orthonormée {e;}1<i<am de R2™, avec P! = P(AT e;) et P2 = P(A™ (cosa;e; + sin a;eiim))-
Sis =1 =1

Notons p le projecteur de P1* = P(A2™__ ¢;). Alors

(9-12) ' ()] + (] < I O1+ (Ol + 1(0* = ) (O] S 1+ — p)(O)].

Pour estimer le dernier terme,

(9.13)
|(0® = p)(Q)] =| < A%y (cos cvie; + sin ai€ipm) — A2, 1166, C > |
m+1
=| < Z (Aj<isinajej) Acosaze; A (Aj>i(cosaje; 4 sinajejpm) — A 1€ (> |
i=1
m
< Z| < (Aj<isinagej) Acosaze; A (Ajsi(cosaje; + sinajejm), ¢ > |
i=1

+ | < AR, sinosejpm — /\fg‘m_,_lei,( > |
m

< Z |cosoy| + |1 — I, sinoy| < meosey + (1 —sin® o)
i=1

<mcosa; + cos’a; < (m+1)cosa;.

Et par conséquent

(9-14) P ()] + 1p* (O] < 1+ (m+ 1) cos .

Fin de la démonstration du lemme.

On va maintenant énoncer un lemme semblable au lemme 2.45 (pour le citer plus facilement aprés),

sans le démontrer, parce que la démonstration est la méme.
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Lemme 9.15. Soit n > d > 2, P,Q deuz sous-espaces dans R™, F' C R™ un ensemble d—rectifiable.

Notons p le projecteur de P et q celui de Q. Soit A > 0 tel que pour presque tout x € F, le plan tangent
T.F € G(n,d) de F vérifie

(9.16) Ip(ToF)| + (T F)| < .
Alors
(9.17) H%p(F)) + H*(q(F)) < AH4(F).

Ensuite, tout marche exactement comme dans §2.2, et on ne va pas refaire ici.

9.2 Unicité de F,

On va montrer 'unicité de Fy. Ici on est en dimension plus grande que 2, et donc il n’y a plus
de résultat de régularité locale pour des ensembles minimaux, ni bi-Ho6lderienne, ni C!, sauf pour des
points de type P. Mais pour des points qui admettent un hyperplan comme une limite d’explosion, on

a encore la régularité C1.

Proposition 9.18. Pour 2 < m < n < oo, Il existe un €; > 0 tel que si E est un ensemble localement
minimal de dimension m dans un ouvert U C R™, avec B(0,2) CU et 0 € E. Alors si E est €; proche
d’un m—plan P dans B(0,1), alors E coincide avec le graphe d’une application C* f : P — PL dans
B(0,32). De plus ||V f]loo < 1.

Démonstration. c.f. Proposition 6.14. a

Par contre, I’avantage ici est que I’ensemble = (I’ensemble des m—vecteurs simples unitaires qui vé-
rifiant (9.9)) est beaucoup plus simple. Donc on va démontrer 1’unicité d’une maniére un peu différente,

mais sans doute plus simple.

Proposition 9.19 (unicité de Py). Soit Py = P U, P¢, et p} la projection orthogonale sur Pg,i = 1,2.

Soit E C B(0,1) un ensemble de dimension m fermé réduit qui est minimal dans B(0,1) C R?™, et

qui vérifie :

(9.20) ph(EN B(0,1)) D PiNn B(0,1) ;
(9.21) ENdB(0,1) = P,Nn8B(0,1) ;
(9.22) H™(E N B(0,1)) = 2v(m),

ot v(m) = H™(R™nN B(0,1)).

Alors E = PyN B(0,1).
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Démonstration.
Lemme 9.23. 1) Pour presque tout z € E, T, E € P(Z) = {P}, P}.
2) Pour chaque i = 1,2, pour presque tout z € Pi N B(0,1) = py(E),

(9.24) N(ph,2) = #H{ph " (2) NE} = 1.

Démonstration. c.f. lemme 3.8.
Corollaire 9.25. Pour chaque i = 1,2, si = est tel que son plan tangent vaut P, alors il eziste

r=r(z) > 0 tel que E N B(z,r) est un disque de dimension m de rayon r, paralléle & Pj.

Démonstration. Prenons i = 1 par exemple. Par la régularité C', on sait qu’il existe 7 > 0 tel que
dans B(z,r'), E est le graphe d’une application ¢ de classe C* de P} vers Poll. Alors dans B(z, '),
chaque point y a un plan tangent T, Y, et application T : E — G(2m, m),T(y) = T, FE est continue. Il
existe donc r > 0 tel que pour tout y € E N B(z,), T,E n’est pas P7. Mais on sait que pour presque
tout y € EN B(x,r), T,E est soit P§ soit P§, donc pour tout y € EN B(z,r), T,E = P}, et donc
ENB(z,r) = (P} +z) N B(z,r).

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant regardons les point qui n’ont pas de plan tangent. Soit y € E un tel point. Notons K

une limite d’explosion de E en y. On veut montrer que K = Fp.

Lemme 9.26. Pour tout x € K tel que le plan tangent de K & z T, K existe, alors T,K = P} ou PZ.

Démonstration. Puisque K est un cone, on peut supposer que |z| = 1.

K est une limite d’explosion de F en y, c’est & dire, il existe une suite 7y telle que limg oo 7x = 0

et

(9.27) rY(E - y) N B(0,2) 4% K N B(0,2).
Donc

(9.28) r}(E —y) N B(z,r) 2% K 0 B(z, )

uniformément en r € (0, 3).

Mais T, K existe, donc Ty K est une limte d’explosion de K en z, de sorte qu’il existe un 0 < r < %
tel que dg (KN B(z,7), PNB(z,7)) < %rel, ou P = T, E+x, et on choisit ¢; comme dans la proposition
9.18.

Fixons cet r, et il existe N > 0 tel que pour tout k > N, ona dg(r; * (E—y)NB(z,r), KNB(z,7)) <
%rel, d’aprés (9.28). Et donc

(9.29) du(ri'(E —y) N B(z,r), PN B(z,7)) < .
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Notons Ej = r; }(E — y), alors Ej est un ensemble minimal aussi. Et de plus
(9.30) dy(Ex N B(z,r), PN B(z,7)) < €17

Maintenant on peut se servir de la proposition 9.18, et on obtient que pour k assez grand, Ej est
le graphe d’une C! application fi de P & P+ dans B(z, %r).

On note zx = ryx + y, alors r;l(zk —y) =z. Et donc
(9.31) ExN B(z,r) = i ((B(zk, 7%7) N E) — y)

pour k > N. C’est a dire que dans B(zk, 3rxr), E est un graphe C! sur un plan Qj paralléle & T, K.
Mais, comme pour presque tout z € B(zy, %rkr)ﬂE, le plan tangent de E & z existe et vaut P} ou PZ, et
Papplication z — T, E est continue sur le graphe C?, donc E coincide avec P} ou F¢ dans B(zk, 3riT).
Autrement dit, Ex N B(z, 3r) = (P} + =) N B(z, 3r) ou Ex N B(z, 3r) = (P¢ + z) N B(z, 3r). Alors
par (9.30), dans B(z, %r), P est la limite d’une suite de plans, qui sont soit P} + z, soit PZ + z. Donc
P = P} +z ou P¢ + z, de sorte que T, K = P} ou PZ.

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 9.32. K = F,.

Démonstration. On note K* = {z € K : T, K = P{}, alors on affirme que
(9.33) K'C P}

En effet, siz € K*,z # 0, alors, puisque K est un céne, on a [0,z] € K, ot [z, y] désigne le segment
qui connecte 2 points z,y € R?™. Mais puisque T, K = P}, et presque tout z € K a un plan tangent
P} ou P2, par un argument semblable & celui du lemme 9.26, on obtient un rayon r = r(z) > 0 tel

que K N B(z,r) est un plan paralléle & P}. Mais [0,z] N B(z,r) C K N B(z,), donc [0,z] C P}. En

particulier, z € P}. On obtient donc
(9.34) ’ K'cC Fj.
Un argument semblable donne aussi
(9.35) K*cC P}

Mais K est minimal, donc il est rectifiable puisqu’il est minimal, de sorte que presque tout point de K

admet un plan tangent. Alors par le lemme 9.23, on a
(9.36) H™(K\(K!'UK?) =0,
et donc

(0.37) H™K\(P} U P2)) =0,
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de sorte que
(9.38) K CPh,
puisqu’il est un ensemble fermé reduit.

Maintenant si K # P, il existe alors z € P, N 8B(0,1) tel que (0, ] ¢ K, puisque K est un céne.

Supposons par exemple z € P}.

Mais K est aussi fermé, il existe donc 7 > 0 tel que B(%m, r)N K = (. Autrement dit, K a un trou
dans I’hyperplan P}. Alors on peut déformer P} N B(0,1)\B(3z,7) dans B(0,1) en un ensemble de
mesure arbitrairement petite, en fixant & la fois B(0,1) et PZ. Ceci implique que H™(K N P}) = 0,

puisque K est minimal. Et donc K = P2, ce qui contredit le fait que K n’est pas un plan.
Par conséquent, K = F,.

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on va donner la régularité autour d’un point x qui admet une limite d’explosion F.
Lemme 9.39. Soit x € E tel qu’une limite d’explosion de E en x est Py. Alors il existe r > 0 tel que

EnN B(z,r) = (Py+ ) N B(z,r).

Démonstration. Par la démonstration des lemmes 9.26 et 9.32, Py est la seule limite d’explosion de F
en z, parce qu’on part d’une limite d’explosions quelconque K, et on arrive toujours & FPp. Il existe donc

ro > 0 tel que pour tout r < 7y,
1

. 1
(9.40) dyr(E, Py + z) < min{ T00° 1661}

ou €; est celui dans la proposition 9.18.

Notons Ci(z, s) = piy ' (B(0,s) N Pi) + z (qui est un “cylindre”).

Pour tout y € EN B(z, %7‘)\01 (z, %r), on a
(9.41) dy 2. (E, Py +2) < e

En effet, on sait par (9.40) que (9.41) est vrai si on remplace P par Pp. Mais on sait que
d(B(y, &), P?) > %r puisque y & C*(x, 37), et donc on doit avoir (9.41).

Alors par la proposition 9.18, on a que pour chaque y € EN B(z, $r)\C*(z, tr), dans B(y, r) E
est un graphe C' de P}, et en particulier T, E # PZ. Par conséquent T, E = P{}. Par le corollaire 9.25,

(9.42) il existe r, > 0 tel que EN B(y,r,) = (Ps +y) N B(y,ry).

Maintenant fixons un y, € ENB(z, £r)\C*(z, 1r). Notons A = EN (P} +y,) N B(z, $r)\C*(z, §7).
Alors A est relativement fermé dans (P} +y,) N B(z, 2r)\C'(z, i), puisque E Dest. Et A est non vide
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parce que y, € A. Mais A est aussi ouvert dans (P} + y,) N B(x, %1")\01 (z, %r), parce que pour chaque
y € A, (9.42) est vrai.

Par conséquent A = (P} + y») N B(z, £7)\C"(z, i 7) puisque le dernier est connexe. On a donc
. 4 .1 4 . 1
(9.43) (Py + yr) N B(z, gr)\C (z, gr) C EN B(z, gr)\C (z, gr)

Mais par (9.42), pour chaque y € (P§ +y,) N B(z, $r)\C(, 1r),

(9.44) E coincide avec P} + y dans B(y, 21%7")7

et donc

(9.45) Po+y=PFy+uyr

et

(9.46) E coincide avec Py + y, dans B((P} + y,) N B(z, %T)\Cl (=, %T)’ f—or)

Mais on sait que

1
(9.47) dB(a,r\C (2, yr)r (B> Po + ) < T00°
et que
1
1 ——
(9‘48) d(yrv PO + ZIJ) < 100 Ty

de sorte que

1

(9'49) dB(z,r)\C‘(z:,T%r),r(E’ Pol + y") < '26’

ce qui implique que

EN B(z, r)\C'(z, 2r) C B((B} +9,), —7) N B(z, 2r)\C'(z, +7)
b 5 b 5 0 ™) 40 b 5 ) 5

(9.50) . )
C B((P} +v.) N B(x, gr)\Cl(z, gr)

3
3 ET)
Par conséquent, (9.46) implique que
4. 1 . 4. 1
(9.51) EnN B(z, gr)\C (z, gr) = (Py + yr) N B(z, gr)\C (z, gr)
Notons que (9.51) est vrai pour tout r < ro. Par conséquent pour tout r < 7o, les p3(y,) sont égaux,

et égaux a p3(z), parce que (9.40) est vrai pour tout r suffisamment petit. Et donc on a

9.52) (P +2)N B(x, %ro) c EN B, %ro).

Un argument semblable donne

9.53) (P2 +2) N B(z, %ro) c EN B(z, %ro),
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et donc

(9.54) U%+@ﬂB@%m)cEﬂB@%m)

On affirme alors que
1 1
(9.55) (Po + =) N B(z, 57*0) = E N B(z, aro).
En effet, soit y € EN B(zx, %ro). Prenons r = 2|y — z| < 7y, et supposons par exemple que |pj(y — z)| >
Ip3(y — z)|. Alors y € B(z, $7)\C"(z, £7), ce qui implique que y € P} + z par (9.51).

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant on peut arriver a la conclusion de la proposition 9.19.

Notons Et = {x € ENB(0,1); T E existe et vaut Pi}. Alors pour i = 1,2, E* est ouvert dans E, &
cause du corollaire 9.25. De plus, au moins un des E* est non vide, grace au lemme 9.23(1). Supposons

par exemple que E! # ). Notons aussi E° ’ensemble des points de type Py. Alors E est I'union disjointe
de E', E? et EO. Par conséquent E° U E! = E\E? est fermé.

Alors soit € E1. On affirme que
(9.56) (Py +z)NB(0,1) C E* UE".

Notons A = (P} +z) N B(0,1) N (E* U E®). Alors A est non vide puisque z € A. A est aussi fermé
dans (P§ 4+ ) N B(0,1) puisque E* U E° est fermé. Mais par le corollaire 9.25 et le lemme 9.39, A

est aussi ouvert dans (P§ + ) N B(0,1). Maintenant puisque (Pg + z) N B(0, 1) est connexe, on a que
A = (P} +z)N B(0,1), de sorte que (9.56) est vrai.

Par conséquent,
(9.57) (P} +z)NndB(0,1) C ENJB(0,1).
Alors par (9.21), pd(z) = 0.

On obtient donc
(9.58) E'Cc P} CE'UE°CE,

si bien que H™(E') < H™(P} N B(0,1)) = v(m). Mais H™(E®) = 0. Donc par (9.22), H™(E?) > 0.

En particulier E? est non vide.
Alors un argument semblable donne

(9.59) E?C P} CE,

Et donc

(9.60) R CE.
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En utilisant encore une fois (9.22), on obtient que E = F,. O

9.3 L’argument de ’extension harmonique par les harmoniques

sphériques

Les étapes aprés la démonstration de 'unicité de Py marchent complétement pareil jusqu’a 1'ex-
tension harmonique. Donc on ne va pas les répéter. Dans cette section, on va traiter ’argument de

I’extension harmonique en dimension plus grande.

On va d’abord parler des harmoniques sphériques (c.f. [31] Chpt 4.2).
Pour une dimension k fixée, notons

P, : lespace de tous les polyndémes homogénes de degré n dans R¥, c’est & dire, pour chaque

polynéme p(z) € Pn, p(Az) = A"p(z) ;
&, : Pensemble de tous les polyndmes harmoniques dans &2, ;

H, + H, = {plsk-1 : p € &}, ou S¥! est la sphére unité dans R*. Donc 5%, coincide avec

P’ensemble de toutes les restrictions & S¥~! des membres de <.

Donc, pour chaque f € 5, la fonction
(9.61) p(r,0) : R x S*~1 S R, p(r,0) = r"f(6)
appartient & &,. Et donc

(9.62) Ap = 0.

Si on note Agk-1 'operateur de Laplace-Beltrami on S*~!, la partie angulaire du Laplacian, on a

la décomposition suivante :

8 k-129 1
+——+;5ASH.

9.63 = —
( ) A or? r Or

Donc pour p = ™ f(0),

? k-10 1
(964) 0= Ap = (ﬁ + 'T"'é; + ,,._ZAS"'I)p
=n(n—1)r""2f(8) +n(k — 1)r""2f(8) + r""2Agr-1 f(6),

et on obtient
(9.65) Agk-1f =—n(n+k—2)f.

Donc chaque f € £, est une fonction propre de Agx-: associée a la valeur propre A\, = —n(n+k —2).
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Remarque 9.66. Par (9.65), si f € 5, alors r>~%~"f(6) est aussi une fonction harmonique.

On va maintenant citer quelques résultats sans les démontrer (voir [31] pour plus de détails) :

Proposition 9.67. On a les propriétés suivantes :

n+k-1 n+k-3
1° dimJs#, = dimst, = -
n n—2
2° La collection de toutes les combinations linéaires finies d’éléments de US> (3%, est dense dans
L2(s71);

3° Soit Y™ et Y™ des harmoniques sphériques de degré n et m, et n # m, alors

(9.68) Y™ (6)Y (™ (6)do = 0.
Sn—l

Maintenant, considérons %, comme un sous-espace de L?(S*¥~1) avec le produit scalaire (f,g) =

Jses F(8)g(6)do.

n+k—-1 n+k—3
Corollaire 9.69. Notons a, = dimJs, = - ) , et soit {Yl("), .. ,Ya(:)}
n n—
une base orthonormée de 2, alors U {Y{™, -+ | YA} est une base orthonormale de L2(S¥~1). De

plus, pour chaque f € L*(S*~1), il eriste une representation unique :

(9.70) f= i Z by,

n=0 i=1

ot la série converge vers f sous la norme L?. Et on a donc

o0 Qan

(9.71) 1 A1Bagsnny = D > {12,

n=0i=1

On peut maintenant démontrer la proposition suivante.

Proposition 9.72. Soit 0 < ro < 3 et ug € CY(8B(0,m0) N Rk R). On note m(up) =
(rk=tsp_1)t fBB(O,ro) uo sa moyenne, ot sg_y = H*"1(S*1) l’aire de la sphére unité de R¥. Alors
pour toute u € C1((B(0,1)\B(0,70)) NR¥,R) qui satisfait &

(9.73) u|aB(0,r0) = U0
on a
1
(9.74) / |Vu|? > —7*0‘1/ luo — m(uo)|?.
B(0,1)\ B(0,r0) 3 8B(0,r0)
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Démonstration.

Supposons que u est une fonction C! comme dans 1’énoncé de la proposition. Si v est une solution

de I’équation

(9.75) v|8B(0,r0) = %0;
% = 0 sur 8B(0,1)

ou 7 est le vecteur normal unitaire extérieur sur 0B(0, 1), alors v minimise I’énergie de Dirichlet parmi

toutes les fonctions u de classe C* sur B(0,1)\B(0, 1) avec u|ap(0,ro) = Uo-

Donc on va juste chercher une solution v de ’équation (9.75), et puis démontrer (9.74) pour v.

Ecrivons
(9.76) u(ro, 0) = uo(6) = m(uo) + »_ 3 BIY,™
n=1i=1
avec {Y;™, ... ¥{™} une base orthonormée de J,. Posons
v: B(0,1)\B(0,m) — R,
9.77) o a
'l)(T‘, 6) _ m(uo) + Z(An,rn + BnTZ—k—n) ZBz(n)Yl(n)
n=1 i=1

Alors par la remarque 9.66, v est harmonique. On veut que v vérifie (9.75). Alors

vlaB(o,ro) = Uo ©

(9.78)
(Anr8 4+ Bnre™¥=™) = 1, pour chaque n et 1 < i < an,
et
v S n—1 1-k—n ch (n)y(n)
57 = > (Aunr™ 4+ B2 = k—m)rt ) 3 by — o
(9.79) = 2

sur 6B(0,1) = {(r,0) : r = 1}.

Donc on demande

2—k—n
n An
(9.80) o To ']
n 2—k-—n B, 0
2—k—n

Notons que le déterminant de la matrice des coefficients est (2 — k — n)r§ — nr§ , avec . >
0, rg'k'" > 715 >0,2—-k—n <0, donc il est toujours strictement négatif, de sorte que (9.80) admet
toujours une solution

n+k—-2 n

9.81 An = B, = ,
(©-8) k-4 T T (it k—2)rn nrg—kn

On va maintenant calculer [z 1)\ (o ro) |Vv|?. Pour estimer Vv on écrit

(e 9) an
(9.82) Vgrav(r,0) = Z(An,.n + Bprikm) ZBi(n)Vsk_lYi(n),

n=1 i=1
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(9.83) — = Z(nAnr“‘ 2 -k —n)Bur' ™) S BMY™,
i=1
et
(9.84) / Vo[2d8 =/ 122 4 [ V ge_rv|2do.
g1 or
Notons que
(9.85) < Yi(n),Y-j(m) >pa(sk-1)= 5(i,n)(j,m) pour 1 <netl<1i<ag,

ou d est le symbole de Kronecker, et donc

(9.86) < ng—lYi(n),Vsk—lyj(m) >p2(sk-1)= — < Ask—1Yi(n),Y}(m) >r2(sk-1)
=-n2-k—-n)< )/i(n),),j(m) >r2(sk-1)= n(n+k— 2)5(i,n)(j,m)

pour 1 <netl<i<a, Onadonc

/ |-V gx-10]2d6 = IZ(A r"1 4 Byri=k- “)ZB(")V e Y2
Sk— Sk—1 —
(9.87) - :
=5 n(n+k—2)(Anr"! + BprtE ) Z(B<">)2
n=1 i=1
et
Ov = n—1 1-k-n - (n)y (n)2
. 1[5| do = » lZ(nAnr +(2—-k—n)B,r )ZBZ- v\
Sk~ -1 i
(9.88) o
Z(nA 14 (2—k—n)B,ri~k ") 2:(B("))2
n=1 i=1
Par conséquent
/ |Vv|2d8 =
gk—1
(9.89) oo an
Y [(nAnr™ + (2 = k = 1) Bar'™E )2 n(n + k — 2)(Apr™ ™ + Bart 2 Y (BIY)?
n=1 i
Ensuite
1
/ [(nApr™r 4+ (2 =k —n)Bor'F ™) 2t n(n+ k — 2)(A.r™ " + Bt~k m)2pk-1gy
T=T0
1
(0.90) =/ [(2n® + nk — 2n)A2r" 2 + 2n+ k- 2)(n+ k — 2) B2r2-2k=2n1pk—1 4y
9.90 r=rg

1
=/ (2n? + nk — 2n) A2 =3 4 (2n 4 k — 2)(n+ k — 2) B2r! k" 2ngr

T=T0

=nA2(1 -2 4 (n+ k- 2)B2(r2=k=2m _1).

Alors par (9.81), on a

nA? (1 2n+k 2) (’I’L +k— 2)B2 (,,,2 —k-2n __ 1)
(9.91) (n+k 2)[1,2 k—2n __ ][TL+ (Tl—i—k 2) 2n+k— 2]
- (n+ k —2)r} + nrik—m)2
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Mais on a g < 3, et donc pour tout n > 1,

. | ()t 1
9.92 g 2 =z,
(9.92) S () 3
et donc

nAL(1— g™ ") 4 (n+ k- 2)BA(rg ™" — 1)
Stk =2rdF " + 1+ (n+ k — 2)rg™E?)
- 3((n+k —2)rp + nri=k—m)2
i F " o k—2)n4 (n+ k- 2)1‘3"“"2]
T3((n+ k= 2)rp + nri M) (n 4 k= 2)rR 4+ nrd k™)
n, nre ¥ pnt k-2  n4 (n4k—2)rntk?
5[(n +k—2)rp+ nr?,-"-"][(n +k—2)rg 4 nri 7k

(9.93)

J

=-;—Lr§"2.
Par conséquent

o~ k2 N ()

Vou|2do > ) Zrk=2y " (B™)?

/13(0,1)\B(o,r0)| | 23 0 Z( o)
o0 an

(9.94) 623N (B = orb | lue(9) - m(uo)||22(sk-1y

n=1 =1

W = oal)—A

g / o — m(uo)|P.
8B(0,r0)

Corollaire 9.95. Soit 7o > 0,q € R¥ tel que ro < 1d(q,0B(0,1)), uo € C*(8B(g,m0) N R¥,R) et

m(ug) = (sk—17¢ 1)1 JoB(qre) U0 Sa moyenne.

Alors pour toute u € C1((B(0,1)\B(g,m0)) NR% R) qui satisfait a

(9.96) u|8B(g,r0) = U0
on a
(9.97) / Vuf? > 2ot / luo — m(uo) 2.
B(0,1)\B(q;ro) 37 Jom(gro)
Démonstration. Voir le corollaire 7.30. O

Lemme 9.98. Soit 0 < o < 1, u € C}(B(0,1)\B(0, 7o), R), telle que ulaB(o,ro) = 970, uloB(o,1) =0;

alors

(9.99) [Vul? > C(k)s%rk

/;(0:1)\3(0!7‘0)
ot c(k) = (k — 2)Hk—1(Sk-1).
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Démonstration.

Prenons f(r,0) = Ar~%+2 — A avec A = r—_,iig—l. Alors f est Pextension harmonique avec les
R

valeurs au bord données. On a

(9.100 U~ @ par, Vanf=0,
et donc
(9.101) VS| = A%(2 — k)2r22k,

Notons s_; = H¥=1(S*¥-1), alors

1
/ |Vf|2=/ d0/ R 1dr|V f|?
B(0,1)\B(0,70) Sk-1 0

1
= Sk-1/ r*1drA%(2 — k)?r2-2k
T

(9.102) ° ok
1—157"  sp_1(k—2)8?
= 51 A2 29—k 2 0 — k-1 2
Sk—1 ( ) 2 _ k (T'g_k _ 1) IrO
8r} Tg_k 2, k 2,k
= C(k)5= == C(k)é*rg > C(k)é°r;.
rg T —1 757" —1
On a donc
(9.103) / |Vul2 > C(k)é6%rk
B(0,1)\B(0,r0)

puisque f est harmonique. O

Corollaire 9.104. Pour tout 0 < € < 1, il eziste C = C(e) > 100 telle que si 0 < 1o < 1, u €
C*( B(0,1)\B(0,79),R) et

or Sro
(9.105) [|uloB(o,re) — Olloo < _CQ et || ulap(o,1)lleo < FO
alors
(9.106) / [Vul? > C(k)8%rE.
B(0,1)\ B(0,ro)

Démonstration. Appliquons encore une fois le lemme 7.47; pour chaque C, on prend r = rg, f =u, et

g la fonction harmique telle que g|sp(0,1) = %T01glaB(0,r) =(1- é)’rod, et on obtient

2
(9.107) |Vul? > / Vg2 = (1 - 5)20(@5%{;.
B(0,1)\B(0,ro)

/3(0,1)\3(0#0)

Par conséquent, pour chaque € < 1 on peut toujours trouver un C assez grand tel que (1 — %)2 >e O

Le paragraphe 8 pour la dimension 2 marche de la méme maniére pour les dimensions plus hautes.

Donc on ne répeéte pas ici. On a donc fini la démonstration du théoréme 9.1.
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10 Généralisation au cas de plusieurs plans et hyper-

plans

Dans ce paragraphe on va généraliser le théoréme 1.32 & des unions de n hyperplans transverses de

dimension m dans R™".

Théoréme 10.1 (minimalité de ’union de n hyperplans presque orthogonaux). Pour chaque m > 2 et

n 2> 2, il existe un 0 < 0 < 7, tel que, si P, P? ... P" sontn hyperplans de dimension m dans R™™
avec des angles caractéristiques o’ = (a0, -, ai) entre P* et P7,1 <i < j < n, qui vérifient

6 < aij < agj <---<a¥ < % pour tout 1 < i < j < n, alors leur union U;‘=1Pi est un cone minimal.

Démonstration.
Notons encore Py = U P,

Comme dans le paragraphe précédent, 'idée de la démonstration est la méme, et on va suivre
les mémes étapes que pour m = 2,n = 2. Donc ici on donnera seulement des preuves a I’endroit ou
la démonstration n’est pas complétement identique. En fait, tout marche bien sauf le théoréme sur

Punicité de Py, dont on va donner les détail plus tard.

Un autre endroit un peu différent que précédemment est le minimalité de Py et le contréle pour la
somme des projections d’un m—vecteur unitaire simple sur n hyperplans avec des angles caractéristiques

{aij}1$i<j§n-

Lemme 10.2. P, est minimal.

Démonstration. Par récurrence en n, en utilisant le lemme 9.4. Voir la proposition 11.1 pour plus de

détails. 0

Lemme 10.3. Soit P*,1 <14 <n, n hyperplans de dimension m dans R™ et {a¥}1<icj<n les angles
caractéristiques entre P* et P7. Si on note p* la projection orthogonale sur P*, alors il eziste Crnm(a@),
avec limg—,x Cp m(a) = 0, tel que pour tout m—vecteur simple unitaire { € AyR™", la somme des
projections vers ces n hyperplans satifait a

(10.4) D 1P < 1+ Cr(a),

=1

. . iJ
ol a = minj<icj<n @7 .

Démonstration.

Par récurrence en n. Pour n = 2 on ’a déja, par la proposition 9.10.
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Suppsons que (10.4) est vrai pour n — 1. Maintenant notons P = (®1<i<n—1P*)" qui est un m—

hyperplan, et p son projecteur, g le projecteur de (©1<i<n—1P*). On a alors par le lemme 9.4

(10.5) [p(O) + lg(Q) < 1,
et donc
n n—1
ST QI=Y" 107 0 g+ ()
(10.6) =1 =1

<3 b 0a(O1+ (O] + (- 5O

Par ’hypothése de récurrence,

n—1

(10.7) 1P 0a(Q)l £ (1 + Cocrm(@))la()]
i=1

avec limg—, g Cn-1,m(a) =0, et donc

n .

Y 1P € (1 + Crmam(@))1a(Q) + PO + 1 = 5™)(Q)

=1

(10.8) <14 Cactm(@1g(O)] + (0~ p) ()

<14 Croym(@) + (- 2"

Maintenant quand o tend vers 7, 'angle entre P et P™ tend vers 0. Donc |(p — p™)(¢)| < Gy, (@)

avec limg .z Cj, .. (a) = 0 (par la démonstration de la proposition 9.10), et on obtient donc la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

1l nous reste 4 montrer 'unicité de Fp.

Proposition 10.9 (unicité de Py). Soit Py = UP_, P§, et pb la projection orthogonale sur P, 1 < i < n.
Soit E C B(0,1) un ensemble de dimension m fermé réduit qui est minimal dans B(0,1) C R™™, et

qui vérifie pour 1 <i < n,

(10.10) py(ENB(0,1)) D PN B(0,1) ;
(10.11) ENdB(0,1) = P,NndB(0,1) ;
(10.12) H™(E N B(0,1)) = nv(m),

ot v(m) = H™(R™ N B(0,1)).

Alors E = P,nB(0,1).
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Démonstration.

D’abord notons encore = := {£ € A,,R™™ unitaire simple , Y ., [p*(€)| = 1}. Alors un lemme vient

des hypothéses de la proposition.
Lemme 10.13. 1) Pour presque tout x € E, T, E € P(=).
2) Pour chaque 1 < i < n, pour presque tout z € Pi N B(0,1) = p}(E),

(10.14) N(@ph,2) = H{rs ' () N E} = 1.

Cas 1. Pour m > 2, en utilisant le lemme 9.4, on peut montrer par récurrence que
(10.15) E={PR,1<i<n},
et par la C* régularité (prop 9.18) on obtient que

1) autour de chaque z € F tel que T, F existe, il existe r, >0 et 1 <i < n tel que EN B(z,r;) =
(Pt +z) N B(z,1s);

2) tout les autres points in E sont de type P := U;erP*, I C {1,2,--- ,n} (voir la démonstration
pour le lemme 9.32). Et siz € E, I C {1,2,--- ,n} sont tels que C, = Py, ot C; est 'unique limite
d’explosion de F en z, alors il existe 7 > 0 tel que ENB(z,r) = (Pr+z)NB(z,r). (voir la démonstration

pour le lemme 9.39).

Alors notons E* = {z € E,T,E = P¢}, E° = E\ U; E*, et notons E% = {z € E%, P§ C C,}, ot C,
est la limite d’explosion de E en z, qui vérifie 2) ci-dessus. Alors E° = U; E% est discret, et donc fini.

Chaque E* est ouvert dans E. Ensuite on peut montrer que E* U E% = P}, et tout est fini.

Cas 2. Pour m = 2. C’est plus compliqué, puisque ’ensemble = est beaucoup plus grand.

Lemme 10.16. Si z Ay € E avec z,y unitaires, © L y, il eziste alors v;,u; € P¢ unitaires, v; L u;,
ai >0, Y ;a? =1 tels que

(10.17) {(Z a;u;) A (Z a;vi)}.
i=1 i=1

Démonstration. Par récurrence en n. Supposons que c’est vrai pour n — 1.

Notons @ = U?;lng, g son projecteur. Si Ay € E avec £ L y, =,y unitaires, alors il existe
61,02 € [0, 3] tels que

(10.18) x = cos b1 pg () + sin 61¢(z), y = cosO2pf (y) + sin O2q(y).

Donc Y"1, |p(z Ay)| = 1 implique |g(z A y)| + |[pR(z Ay)| = 1. Par la méme démonstration du cas
ol n = 2, on obtient que

n—1

(10.19) 01 = 02,95 (z) L 5 (v),9(2) L a(v), lg(=) Ag(w)l = D Iph o a(x)| + Ip§ 0 q(v)!.

=1
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Par ’hypothése de récurrence on obtient la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 10.20. Pour chaque 1 < j < n, pour chaque x € E tel que T, E existe et n’est pas P pour
tout i # j (ou de maniére équivalente, |p})(T-E)| > 0), il existe 75 > O tel que dans B(z,r;) E coincide

. L . . ; )
avec le graphe d’une fonction ¢y : PJ — P}~ = @2 P, ou chaque fonction @; = pho ¢, : P, — P}

est soit analytique, soit anti analytique.

Démonstration. Par le lemme 10.16, on sait que Dgoi(Pg ) = ph o ToE = (ajui + aju;) A (a;v; + ajv;), ol
u;, v; € P§,uj,vj € Pl, a2+ a2 # 0, parce que T, E # P§. Le reste de la démonstration est semblable

comme celui du lemme 3.34. a

Lemme 10.21. Il n’y a pas de point de type Y dans E.

Démonstration.

Comme dans la démonstration du lemme 3.19, soit z € E qui est de type Y, soit C, = US_, P;
désigne le cone tangent qui est un Y, avec P; des demi plans fermés qui se rencontrent le long d’une

droite D qui est engendrée par un vecteur unitaire v, soit Q; le plan contenant F;. On va montrer que

(10.22) au moins un des @; n’appartient pas a P(Z).

On procéde comme dans 3.19, et il existe w; € Q;, unitaire, w; L v, et les angles entre les trois
w;, 1 < 4 < 3 sont tous de 120°. Alors si P, ¢ P(=) tout est bon. Sinon, puisque P; = P(v A wy),
par le lemme 10.16, il existe une base orthonormé {e;}1<j<2n de R?*™ avec P§ = P(e; A enti), et

a;>0,30 a2=3" a2, =1, tels que

n 2n
(10.23) v= Zaiei,wl = Z a;e;.
=1

i=n+1

Alors, pour que Q2 € P(Z) aussi, il faut qu’il existe {€;}n+1<i<2n, chaque €; vaut 1 ou -1, tel que

2n
(10.24) wy= Y €aes
i=n+l
Notons I = {n+1 < i < 2n, = 1}, et J = {n+1 < i < 2n,¢ = —1}. Posons

1 1 ..
ar = (Tier 097,05 = (Liey0))7, fr = £ Ticraiei, f1 = 55 Yy aiei- Alors fr, f; sont unitaire

perpendiculaires, a? + a% =1, et

(10.25) wy =arfr+asfj,we =arfr—a;f;.
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Si angle entre w; et wq est 120°, alors ay,a; sont non nuls, de sorte que w;, w, engendrent un
)

plan de dimension 2.

Maintenant on sait que les angles entre w;, ws et wy, w3 sont aussi de 120°, ce qui implique que
les trois w; appartiennent & un plan. Par conséquent, wz € P(fr A f), et la seule possibilité est que
ar = %,a; = 3@, et wz = —fr. Mais dans ce cas, pour que P(v A ws) € P(E), on a que pour tout

J € Jya; =0, ce qui implique que f; =0, et donc w; = ws, une contradiction.

Donc on a notre affirmation (10.22). Et le reste de la démonstration est exactement le méme que

celle du lemme 3.19.

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 10.26. Pour chaque x € E tel que le plan tangent de E en x n’existe pas, il existe au plus
n plans Q1,Q2,--- ,Q1 € P(E), avec Q; L Q; pour i # j, tels que la limite d’ezplosion Cy de E en x

est unique et est égale a Ul_,Q;.

Démonstration.

Voir le lemme 3.23 pour le fait que C; est une union de plans transverses qui appartiennent & P(Z).
Et en particulier, Cy vérifie la propriété de "full-length & cause des angles" (c.f.[10], Remarque 14.40),

donc par le théoréme 1.15 de [10], on a la régularité de classe C* autour de .
Pour montrer que Q; L Q; pour ¢ # j, On le montre pour @1, Q2 par exemple.

Par le lemme 10.16, il existe v}, u}, v, u? € P} unitaires, v} L u},v? L u?, et a},a? >0,1<1< n,

tels que 7 al? =S a2’ =1, et

n n

(10.27) Q1= av) A alul), Qe = O afo)) A D afud).
=1 =1

=1 =1

Donc si [ est tel que a} # 0, alors ph(Q1) = a.,12 > 0, alors par la C! régularité de E autour de
z, si on note ¢ la C! correspondance locale entre E et C, dans une boule B(z,r), il existe s > 0 tel
que B(ph(z),s) N P C ph(¢(Q1 + z)). (Voir autour de (3.32) pour plus de détails). Cela implique que
a? = 0, parce que sinon, il existe s’ > 0 tel que B(p}(z),s') N P} C ph(o(Qz + z)), et donc

(10.28) (B(pb(), min{z, s D\{a}) N P € {z € PLi{ph " {z} N B} > 2},
ce qui contredit le lemme 10.13(2).

Fin de la démonstration du lemme.

On sait ainsi qu’autour de chaque point = € E, on a la régularité de classe C!, parce que une union

des plans transverses vérifie aussi la propriété de “full-length”. On a alors le lemme suivant.



109

Lemme 10.29. Pour chaque x € E, notons C, une limite d’explosion de E en x, alors il existe ru, > 0
et o : R — R?" de classe C! avec ¢,(z) = x,dp(x) = Id, et E coincide avec le graphe de o, de
C; + z dans B(z,rs).

Corollaire 10.30. Soit z € E, C, la limite d’explosion de E en x (on sait qu’il est unique d cause de la
régularité de classe C1). Supposons que Q C Cy est un plan, eti € {1,--- ,n} est tel que H2(p}(Q)) > 0.
Soit p, comme ci-dessus. Alors p.(Q + z) est le graphe d’une fonction C' 1, de Pt — éB#in, ol

pour tout j, pf; o1, est analytique ou anti analytique de P} — Pg .

Démonstration. On applique le théoréme des fonctions implicites et le lemme 10.16 pour chaque ;.

Voir le lemme 3.34 pour les détails. O

Par les corollaires 10.20,10.26 et 10.30, on sait qu’il existe un nombre dénombrable de variétés de
dimension 2 S, S --- Sy, - - de classe C?, localement analytiques, tel que EN B(0,1) = U;S;, et les S;

s’intersectent transversement. Alors par la C! régularité, on sait que
(10.31) Si\S; C 8B(0,1).

En effet si z € S;NB(0, 1), alors il existe une boule C* B(z,r;) de E en z, avec ¢, la correspondance de
classe C? entre C; et E. Il existe donc un plan Q C C; tel que Q@ = T3S}, et donc ¢(B(z,r:)N(z+Q) C

S;, et donc z est un point intérieur de S;, de sorte que z € S;.

Lemme 10.32. S’il eriste x € S; tel que le plan tangent T, S, de S1 en z vérifie T,S; L P}, alors
pL(Sy) est un point. Autrement dit, il existe y € P+ N B(0,1) tel que Sy C (y+ PL™).

Démonstration.

Soit z € Sy tel que T 51 L Py. 1l existe i tel que |p5(T:S1)| > 0, et donc par le corollaire 10.20 ou
10.30, il existe r; > 0 tel que dans B(z,r;), E coincide avec le graphe d’un fonction ¢ : P§ — @#in ,
et la fonction ¢; = p} o . est analytique ou antianalytique, avec Dy = 0, c’est a dire, de degré d > 2.
Si 1 n’est pas constant, alors il existe 0 < 7 < 7, tel que U = ¢ (B(x, )N P}) est un ouvert dans P}, tel
que chaque point dans U\{z} a précisément d images réciproques. Et donc {z € P}, oy~ () NE} > 2}

est de mesure non nulle, puisqu’il contient un ouvert U. Cela contredit le lemme 10.13(2).
Donc ¢; est constant dans B(i, ;). Autrement dit, p§(S1 N B(z,7z)) = {ps(z)}-

Maintenant notons
(10.33) A={y €S, il existe r, > 0 tel que pj(S1 N B(y,ry)) = {ps(¥)}}-
Alors A est ouvert dans S; et non vide. De plus, pour chaque y € A, T,S; 1 F}. On va montrer

que A est fermé dans S;. Donc prenons une suite {y;}ien C A qui converge vers un point yg € S;. Alors

par la régularité de C! on a que Ty, S; L P} aussi. Alors par argument ci-dessus, il existe r > 0 tel
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que p5(S1 N B(yo, 7)) = {ps(y)}. Mais p§(y) = lim;—00 p§(w1) = p(z), donc yo € A. Par conséquent, A

est fermé dans S;. Alors puisque S; est connexe, on a que A = Sj, ce qui donne I’enoncé du lemme.

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 10.34. S’il eziste € S; tel que T, S; n’est pas perpendiculaire d& P}, alors pour tout

y € S1, TyS1 n'est pas perpendiculaire & P} .

Par (10.10), on sait qu'il existe z € E tel que |p§(C;)| > 0. Par conséquent, il existe [ € N tel que

z € S et T;;S; n’est pas perpendiculaire & P}. Alors par le corollaire 10.34,

(10.35) pour tout y € Sy, Ty S| n'est pas perpendiculaire & Py .

On affirme que

(10.36) po(S1) D Py N B(0, 1).

En effet, pour chaque z € PfNB(0,1)Np}(S;), par définition, il existe y € S; tel que p§(z) = 2. Alors
(10.34), (10.20) et (10.30) impliquent qu’il existe r; > 0 tel que B(z,7;) NP3 C p§(S:i), et donc p(Si)
est ouvert dans P3 N B(0,1). D’autre part on va montrer que p}(S;) est aussi fermé dans P3 N B(0, 1).
Pour ¢a, soit {zx}nen C p§(Si) N P} N B(0,1), qui convergent vers un point zg € P¢ N B(0,1). Soit
Tn, € S tel que p§(zn) = zn. Alors puisque S, est compact, il existe une sous suite {Zni }een qui
converge vers un point zo € S;. Alors p}(zo) = 20- Si 2o € Sy, par (10.31) on a que zo € 8B(0, 1), ce
qui contredit le fait que zp € B(0,1).

Donc p§(S;) est & la fois ouvert et fermé dans P§ N B(0, 1), et non vide évidemment. Alors puisque

P} N B(0,1) est connexe, on obtient notre affirmation (10.36).

Mais S; C B(0, 1), et donc p§(S;) C B(0,1) N P3. On obtient donc

(10.37) ps(S1) = P3 N B(0,1).

En suite on va montrer que la projection p} est injective sur S;. Soient x1,z, € Sj tels que py(z1) =
pi(z2) = z € P} N B(0,1). Alors il existe 7 > 0 tel que B(zy,7) N B(zz.r) = 0. Par (10.35) et
(10.20), il existe 7' < r tel que dans B(z;,7') E coincide avec le graphe d’une fonction ¢; de classe
Ct: PR - P&J'. Par conséquent B(z,r") C p§(S; N B(z;,r')),i = 1,2. Mais 7 < r implique que
(St B(z1,7")]N[S; N B(z2, )] = 0, de sorte que {z € P} : §{p} " (2) N E} > 2} D B(z,r') N P est de

mesure non nulle. Cela contredit (10.14).

On obtient donc I'injectivité. Par conséquent, S; est le graphe d’une fonction v classe C! sur
P} n B(0,1), et de plus pour chaque i # 1, la fonction v¥; = pb o ¢ est localement analytique ou
antianalytique. En appliquant encore une fois le théoréme 3.40 et I'argument autour, on sait que chaque

1 est analytique ou antianalytique.
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Mais le fait que S est un graphe sur P} N B(0,1) implique que §;\S; C p '[P} N 8B(0, 1)]. Mais
S)\S; C EN8B(0,1) aussi, ce qui donne

(10.38) S)\S; c Py n8B(0,1),

de sorte que 9¥(z) tend vers 0 quand z tend vers 9B(0,1). Et donc les 1); aussi. Alors par le principe

du maximum, on obtient que chaque 1); est une constante, qui vaut 0.
On en déduit que S; = P} N B(0,1). Et donc

(10.39) P} nB(0,1) CE.

On peut faire pareil pour les autres 2 < ¢ < n, et on obtient que

(10.40) PyNB(0,1) = Ui<i<n PN B(0,1) C E.

Mais par (10.12), H2(Py N B(0,1)) = nw = H2(E), par conséquent,
(10.41) ENB(0,1) = Py N B(0,1),

d’ou la conclusion. m]

11 L’union presque orthogonale d’un plan et un Y

dans R®

11.1 Discussions générales

Jusqu’a maintenant, tout ce qu’on a fait concernait 'union de plans. Mais gréce au lemme 9.4, on
peut montrer ce qui suit.
Proposition 11.1. Soit d > 2, et Ey, E2 deuz ensembles minimauz de dimension d dans R™ et R™?
respectivement. Alors l'union orthogonale E1 U Eo est un ensemble minimal dans R™ ™2,
Démonstration. Soit F' une déformation de E; U Ey dans R™*™2 il existe alors R > 0 et f une
déformation Lipschitzienne dans R™+™2 tels que
(11.2) f(B(0,R)) C B(0, R); flpo,ryc = Id, et f(E1UE,) = F.

Notons p; le projecteur de R™:, i = 1,2. Alors p; o f(E;) est une déformation de E; dans B(0, R) N
R™:, i = 1,2. Par la minimalité de E;, H(p; o f(E;)) > H?(E;), de sorte que

(11.3) HY(pi(E)) = H(pi o f(BL U By)) > H(pi 0 f(Ey)) 2 HY(Ei),i = 1,2
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On applique le lemme 9.4, et une version pour la dimension d du lemme 2.45 (dont la démonstration

est exactement le méme pour toutes les dimensions), et on obtient que
(11.4) HYE) > H%(p,(E)) + H%(p2(E)) > HY(E,) + HY(E;) = H*(E, U Ey),

d’ou la conclusion. O

C’est donc naturel de se demander si 'union presque orthogonale de deux ensembles minimaux est
minimale, aprés tout ce qu’on a fait pour ’union des plans de toutes dimensions. Mais on a bien vu que
la démonstration pour I’'union des plans dépend beaucoup de la structure des plans, surtout ’unicité
de 'union orthogonale, et la régularité pour la partie prés d’un plan. Donc pour un ensemble minimal

quelconque, on ne peut rien dire.

Et de plus si d = 2, alors ’ensemble des 2-vecteurs simples qui vérifient ’égalité dans (9.6) est
beaucoup plus compliqué quand les dimension ambientes deviennent plus grandes, parce qu’ils donne
plus de flexibilité. Cela rend le probleme encore plus difficile. Mais pour d > 2, on a (9.8), et donc si
les ensembles minimaux ont des structures simples, par exemple deux cones simples, la démonstration
ne sera sans doute pas si difficile. De plus, peut étre qu’on n’est pas trés loin de montrer 'unicité de
’'union orthogonale de deux coénes minimaux de méme dimension (strictement plus grande que 2), &
condition que tous les deux soient uniques, au sens de Mumford Shah (une condition topologique, la
classe de minimiseurs au sens MS est toujours incluse dans la classes des minimiseurs au sens Almgren).

On va discuter des minimiseurs au sens MS plus tard.

Alors on commence par le cone le plus simple. Dans ce paragraphe on va traiter de la minimalité

de 'union presque orthogonale d’un plan et d’un Y.

Théoréme 11.5 (minimalité de 'union d’un plan et un Y presque orthogonaux). Il existe un 0 < § < %

tel que, si P et Q sont deuz sous-espaces de R5 de dimension 2 et 3 respectivement, qui vérifient
(11.6) pour tout u € P,v € Q unitaires, l’angle entre u et v est plus grand que 0,

et s1Y est un cone de type Y dans Q centré au point de PNQ, alors ’'union PUY est un cone minimal.

Pour la démonstration, on va toujours utiliser le méme stratégie.
Pour chaque paire de sous-espaces P, @, de dimension 2 et 3 respectivement, notons
(11.7) ap,q = inf{ I’angle entre u,v;u € P,v € Q unitaires }.

Notons Zg = Py U, Yg avec Yy € Qo et a(Fo, Qo) = .

Alors par la proposition 11.1, Zy est minimal.
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Lemme 11.8. Pour tout £ € Ao(R®) simple unitaire, et tout choir de sous-espaces P,Q de R® de

dimension 2 et 3, on a

(11.9) [p(€)] + |a(€)] < 1+ 2cos (P, Q),

ol p et g sont les projecteurs orthogonauzx sur P et Q) respectivement, qui agisent aussi sur les 2-vecteurs
(voir (2.5) et (2.6)).

Démonstration. En effet si on note P’ = P(g(£)) un sous-espace de dimension 2, et p’ son projecteur,

alors par la proposition 2.34 on a

(11.10) [p(&)] + |p'(€)] £ 1+ 2cosa(P, Q).

On conclut en notant que p’(€) = q(§). m|

11.2 L’unicité de Z,

Ensuite on va traiter de 'unicité. Ici, puisque Y est de codimension 1, on ne peut plus poser la
condition que la projection soit surjective. Mais une condition de séparation suffira. Notons que la
séparation est en fait la condition qu’on pose pour les minimiseurs de Mumford-Shah en codimension
1 (voir la définition 13.7). C’est en fait pourquoi on s’intéresse & 'unicité de I'union de deux cones
minimaux au sens MS, parce qu’une déformation ne change pas la condition topologique qu’on pose
pour MS, ni les valeurs au bord des déformations. Et par conséquent ’ensemble minimal qu’on obtient
dans le théoréme 4.1 garde aussi la condition topologique, ce qui pourrait nous donner une chance de

montrer la minimalité de 'union presque orthogonale.
Proposition 11.11 (I'unicité de Zy). Soit Zo = PyU, Yo C PoU) Qo = RS défini comme précédemment,

Do, qo les projecteurs de Py, Qq. Soit E C B(0,1) un ensemble de dimension 2 fermé réduit qui est
minimal dans B(0,1) C R®, et qui vérifie

(11.12) po(E N B(0,1)) D PyN B(0,1);
(11.13) EN8B(0,1) = Zo N8B(0, 1);
(11.14) qo(E) vérifie la condition de séparation dans Qo,

c’est & dire, pour tout z,y € 0B(0,1)NQo\Yo tels que = et y n’appartiennent pas d la méme composante
conneze de B(0,1)NQo\Yo, ils n’appartiennent pas & la méme composante conneze de B(0,1)NQo\q0(E)

non plus;

(11.15) H%*(EN B(0,1)) = gw.

Alors E = Zy N B(0,1).
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Démonstration. Regardons d’abord les projections de E. D’abord puisque E C B(0, 1),
(11.16) po(E) C po(B(0,1) = P,NB(0,1).

Mais E est compact, donc po(F) aussi, de sorte que par (11.12)

(11.17) po(E) D Py B(0,1).

Par conséquent,

(11.18) po(E) = PoNB(0,1).

Du coté de qo, par (11.14), go(E) vérifie la condition de séparation. On montre d’abord le lemme

suivant.

Lemme 11.19. Soit F C B(0,1) un ensemble rectifiable fermé de dimension 2 dans R® qui vérifie

FnNadB(0,1) =Yy NdB(0,1), et la condition de séparation (définie aprés (11.14)). Alors

(11.20) H*(F) > H*(Y,n B(0,1)) = -gw.

Il y a égalité si et seulement si F = [Yo N B(0,1)]UN, avec NN [YoN'B(0,1)] =0, et H*(N) = 0.

Démonstration. On va utiliser la méthode de slicing.

Donc notons Lo I’épine de Yy, 7 son projecteur. Pour chaque s € Ly N B(0, 1), notons F; = {z €
F,m(z) = s}, Bs = {z € B(0,1),m(x) = s} qui est un disque. Alors F; N 9B(0, 1) est composé de trois
points a, b, ¢, dont les distances entre chaque paire sont égales. Par I’hypothése de séparation, Fy sépare

les composantes connexes de Bs\{a,b,c} dans B;. Alors on a
1 3
(11.21) HY(F,) > 3T

ol s est le rayon de B;. Il y a égalité si et seulement si F5 = Y; modulo un ensemble de 1-mesure
de Hausdorff négligéable, ou Y; := [0s,a] U [0s,b] U [0s,¢], 0s = Lo N Bs, et [z,y] désigne le segment

d’extrémités x et y ( c’est facile & vérifier, voir par exemple le lemme 59.1, page 392 de [8]).

Maintenant la formule de coaire donne
1

(11.22) H*(F) > / 1 HY(F,)ds > /
-1

3 13 3

—rsds = =V1—s2ds = —m.

12 ~12 2

La deuxiéme inégalité est une égalité si et seulement si pour presque tout s, F; = Y; modulo un
ensemble de 1-mesure de Hausdorff négligéable. Mais F est fermé, cela implique que Yy N F(O, 1) CF.
Donc pour que H*(F) = 3, il faut que F D Yo N B(0, 1), et que F\Yy N B(0,1) est un ensemble de

mesure nulle.

Fin de la démonstration du lemme.
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Par (11.4), (11.15) et (11.18),

(11.23) H?(ao(E)) < HA(B) ~ H(po(E)) = om —7 = o,

Mais par (11.14), en applicant le lemme 11.19 & go(E), H*(go(E)) > 3m. Donc H2(go(E)) = 3. Encore

par le lemme 11.19,

(11.24) 0(E) = [Ys 0B, )] UN,

avec H2(N) =0, [Yo N B(0,1)]N N =0, et

(11.25) H2(00(E)) + H*(po(E)) = HA(E),

ce qui donne le lemme suivant.

Lemme 11.26. 1) Pour presque tout € E, T, E € P(E) (voir (2.4) pour la définition de P), ot

(11.27) E={£ € G(5,2) simple unitaire , [po(€)| + |go(€)] = 1}.

2) Pour pour presque tout z € Py N B(0,1) = po(E),
(11.28) N(po,2) = bH{po™*(z) N B} = 1,
et pour presque tout z € qo(E),
(11.29) N(q,2) =t{a0o ' (z) N E} = 1.
Mais par la C? régularité de E autour des points de type P, on peut préciser le terme 1), en notant
que P(Z) est un fermé dans G(5, 2).

Corollaire 11.30. Siz € E est de type P, alors T, E € P(E).

Démonstration. Suppsons que T, E ¢ P(Z). Par la C* régularité de E autour de z, il existe un voisinage
U de z, tel que pour tout y € U N E, T, E existe, et T,E ¢ P(Z), parce que P(Z) est fermé. Mais U
est ouvert, par la régularité d’Ahlfors des ensembles minimaux, H?(E NU) est de mesure positive, ce
qui contredit le lemme 11.26 1). 0

On va maintenant déterminer la structure de Z=.

Lemme 11.31. Soit z,y deuz vecteurs unitaires dans RS, alors z Ay € = si et seulement si ils vérifient

la propriété suivante.

Il eziste u1, ug, v1,v2 unitaires, u; € Po,v; € Qo, u1 L uz, vy L vg, et a € [0, ], tels que

(11.32) x = cosau + sin v,y = cos cug + sin avs.
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Démonstration. On va juste montre la partie "seulement si". La partie réciproque est triviale.
Pour tout z,y € R5 unitaires, on a
[po(z A y)| + lgo(x Ay)| = [po(x) A po(y)| + Igo(z) A qo(y)]
Ipo()IPo(¥)| + lg0(z)llg0(v)]

S (po(@) + Ipo ) + lao(@) + lao@)P) = 1.

IA

(11.33)

IA

La derniére égalité est parce que R® = Py @ Qo, et donc |po(z)|? + |g0(x)|? = |po(¥)|® + g0 (¥)|? = 1.

Alors z Ay € E si et seulement si toutes les inégalités dans (11.33) sont des égalités. La premiére
implique que po(z) L po(y) et go(z) L qo(y); la deuxiéme dit que |po(z)| = |po(y)| et |go(z)]| = |g0(¥)|-
Alors notons u; = po(z),u2 = po(y),v1 = go(z),v2 = go(y), et & = arctan E%(%}, on obtient la

conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant pour tout ensemble F' et € F, notons C,F' la limite d’explosion de F' en z si elle

existe. En particulier, notons C; = C, F pour tout z € F tel que C, F existe.

Lemme 11.34. Siy € E est un point de type Y, alors Cy C Qo.

Démonstration.

Soit P;,1 < i < 3, les trois demi plans fermés dans R® tels que Cy = U§’=1Pi. Alors les P; se
rencontrent en une droite D. Notons Q; le plan qui contient P;, v le vecteur unitaire qui engendre D,

et w; des vecteurs unitaires tels que w; L v et Q; = P(v A w;). Par conséquent 'angle entre w; et w;,
1 # 7, est de 120°.

Maintenant supposons que v & Qo, c’est & dire qu'il existe e; € Py, ez € Qo,a € [0, %[ tels que

v = cos ae; + sin aes.
On affirme qu’au moins un des @Q; n’appartient pas & P(Z).

Supposons que non, donc pour ¢ = 1,2,3, w; Av € Z. Alors il existe e3 € Py,e4 € Qo unitaires,
es L e1,eq L ey, tel que wy = cosaes + sinaey. Notons que Py est de dimension 2, donc il n’y a que
deux vecteurs unitaires +es dans Py qui sont orthogonaux a e;. Par conséquent, pour ws, il existe

es, e6 € Qo unitaires, es L ep, e L €2 tels que wy = + cosaes + sin aes, w3 = + cos aeg + sin aeg.

Notons R I’espace engendré par wy,ws,ws. Alors R est de dimension 2. Notons g son projecteur.
Alors mg(es) # 0, parce que sinon, puisque w; = cos ae3 + sin aes donne w; = Tr(w;) = sin argeq, on

a |wi| = |sinamgeq| < 1, une contradiction.

Notons f, = mr(es)/|mr(es)|- Prenons f2 un vecteur unitaire dans R qui est perpendiculaire & f;.
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On a

(11.35) | <wi, fi > | =] <wi,mr(es)/|rr(es)] > | = | < mr(wi), es/|mr(es)| > |

= | < wj, e3 > |/|mr(e3)| = cose/|mr(es)],
qui ne dépend pas de i. Notons cette valeur b. Alors b < 1.

Puisque w; € R = span{f1, f2}, chaque w; est de forme
(1136) Wi = Eibfl + 51'\/ 1- bzfg,

ol €, 08; € {£1}. Mais les trois w; ne peuvent pas faire des angles de 120° sous cette forme (voir 3.19

pour les détails).

Donc au moins un des Q; n’appartient pas a P(Z). On continue ensuite comme dans le lemme 3.19,
et on arrive & montrer que v € Qo. Donc o = . Et par les expressions de w; on sait que w; € Qo. En

particulier, Cy € Qo.

Fin de la démonstration du lemme.

Maintenant notons Ep ’ensemble des points de type P dans F, et Fy 1’ensemble des points de
type Y dans E. Alors par la régularité C* autour des points de type P & I'intérieur de B(0,1), Ep est
ouvert dans E N B(0,1). Notons Eg = E\(Ep U Ey), '’ensembles des points de singularité qui ne sont
pas de type P ou Y. Pour chaque z € EgN B(0,1), si C; est une limite d’explosion de F en x, alors la
structure des cénes minimaux dit que C; N 9B(0,1) est composé de cercles et d’arcs de cercles qui se
rencontrent en faisant des angles de 120°. Et en particulier, C; ne contient qu’un point de singularité
(tous les autres points sont de type P et Y). Alors par la régularité bi-Holderienne, on sait qu'il existe
rz > 0 tel que dans B(z,7,), E est topologiquement un Cy, ce qui implique qu'’il n’y a qu’un point de

type différent que P et Y dans B(z,r). Et par conséquent, Eg est un ensemble discret.
Par la C?! régularité autour des point de type Y, on sait que

( ) Ey N B(0, 1) est une union de courbes C? ouvertes,
11.37
qui sont limitées par des points dans Es ou 8B(0,1).

Et si on note Egy 1’ensemble des point dans Es dont une limite d’explosion contient des point de

type Y. Alors ’argument ci-dessus donne aussi que
(11.38) Egy C Ey.

Notons aussi Esp = Es\Egp, alors pour tout z € Egp, la limite d’explosion C; de E en z est une
union de plans, qui vérifie la propriété de "full-length". Alors un argument semblable & celui du lemme
3.23 donne

(11.39) Cy=PRyUP,,
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ot P, C Qo, et E coincide avec une version C! de C, dans un voisinage B(z,r) de z. En particulier,

(11.40) go(B(z,7) N E) contient un disque dans P; C Qo.

On précise maintenant (11.24) par le lemme suivant.

Lemme 11.41. go(E) = Yo N B(0,1).

Démonstration. Notons N C Qo N B(0,1) '’ensemble N dans (11.24), qui est de mesure nulle. On veut

montrer N = ), d’ou la conclusion du lemme.

Par (11.13), N N 8B(0,1) = 0, de sorte que N C B(0,1). Prenons un point z € N. Puisque
Yo N B(0,1) est fermé, il existe 7 > 0 tel que B(z,r) C B(0,1) et B(z,r) N[Yo N B(0,1)] = @, de sorte
que go(E) N B(z,r) est de mesure nulle.

Par définition de IV, soit y € EN B(0,1) tel que go(y) = z, alors go(B(y,7) N E) C qo(E) N B(zx, 1),
donc est de mesure nulle. Par conséquent, y ¢ Fgp, parce que sinon, (11.40) implique que go(B(y, r)NE)

contient un disque dans @y, qui est de mesure non nulle.

D’un autre coté, ENB(y, ) ne contient pas de point de type Y. Sinon supposons que z € B(y,r)NE
est un point de type Y. Par le lemme 11.34, C, C Qq. Par la C* régularité, il existe ' > 0 tel que
B(z,7') C B(y,r) et H%[go(E N B(z,7'))] > 0. Mais go(E N B(z,7')) C N, ce qui contredit la définition
de N.

Donc E N B(y,r) ne contient pas de point de type Y. Mais Egy C Ey, de sorte que EN B(y,r) ne
contient pas de point de type Egy.

Donc y n’appartient pas & Es. Par conséquent, y est un point de type PP. Par la C?! régularité autour
des points de type P, il existe r > r” > 0 tel que E N B(y,r") est le graphe d’une fonction ¢ de classe
C! qui va de T E dans TyEJ-. Alors si TyE n’est pas Py, par le corollaire 11.30 et le lemme 11.31,
q0(TyE N B(0,1)) contient un disque de rayon positive. Encore par la C! régularité, go(B(y,r”) N E)

contient un disque aussi, qui n’est pas de mesure nulle, ce qui contredit la définition de V.

Donc T,E = F,. De plus, le méme argument marche pour tout z € gg 1(N). Donc pour tout
z € ¢g(N), T,E = P,. En particulier, pour tout z € E N B(y,r"), T,E = P,. Par conséquent,
EnB(y,r"") = (Po+y) N B(y,r") = (Po +z) N B(y,r").

Cet argument donne que E est ouvert dans (Fy + z) N B(0,1). Mais E est aussi fermé, donc E est
ouvert fermé dans (P + z) N B(0, 1). Par définition de N, z € N implique que EN (P, + z) N B(0,1)
n’est pas vide, donc EN (Py + z) N B(0,1) = (P + ) N B(0, 1).

Alors E D (Py+z)NB(0, 1). Mais E est fermé dans B(0, 1), ce qui implique que (Py+z)NdB(0,1) C
ENdB(0,1) C ZoNHB(0,1). Prenons I'image de la projection go, et on obtient que z = 0 € YonB(0, 1),

ce qui contredit la définition de V.

Donc N est effectivement vide. On obtient donc la conclusion du lemme.
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Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 11.42. Siz € Ey N B(0,1), alors go(E) n’a pas de plan tangent en go(z).

Démonstration. Notons C,, la limite d’explosion de E en z, alors C, est un Y, puisque z € Ey.
Par la C! régularité, il existe r, > 0 et ¢ : R5 — R5 un difféomorphisme de classe C! tel que
p(z) = z,Dp(z) = Id, et B(z,r;) N E = B(z,r;) Np(z + C;). Mais par le lemme 11.34 on sait que
Cz + qo(z) C Qo, donc go|c, +go(x) = Id, on peut donc définir 9o = goopo g5 " sur Cy + go(z), qui est
un C! difféomorphisme entre go(E) et C; + go(z) dans une petite boule B(z,r.) N Qo, avec 7, < 7.
Et par conséquent, go(E) n’admet pas de plan tangent en go(z).

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 11.43. ¢o(Ey N B(0,1)) = Lo N B(0,1), ot Lo désigne ’épine de Yy.

Démonstration. Rappelons que go(E N B(0,1)) = Y N B(0,1), dont ’ensemble de singularités est
Ly N B(0,1). Par le lemme 11.42, tout point dans go(Ey) n’a pas de plan 'tangent a go(E), donc
go(Ey NB(0,1)) € LoN B(0, 1). Mais Lg est fermé, donc go(Ey N B(0,1)) C LoNB(0,1). Pour montrer

la réciproque, soit z € E, tel que go(z) € Lo. On affirme que

(11.44) si z est de type P, alors T, E = P,.

En effet sinon, alors par le corollaire 11.30 et le lemme 11.31, go(T; ENB(0, 1)) contient un voisinage
de 0. Et par la C! régularité autour des points de type P, go(E) contient un disque C* de dimension 2
avec go(z) dans son intérieur. Par le lemme 11.41, go(E) = Yo N B(0, 1), et donc go(z) € Lo implique
que pour tout petit voisinage U de go(z) dans Qq, go(E)NU = YoNU, qui ne contient pas un tel disque.

Cette contradiction donne I'affirmation (11.44).

D’un autre coté, soit € E de type P. Alors par la C! régularité autour des points de type P, il
existe 7, > 0, tel que dans B(z,7;), E est une variété de classe C'. Mais par la Proposition 11.17 de
[17], E est aussi une variété harmonique dans B(z, r;), ce qui implique que E est une variété lisse dans
B(z,ry).

Par conséquent, I'ensemble Ep est une variété lisse de dimension 2. Et donc g : Ep — Qg est une

fonction lisse entre deux variété lisses.

Notons que par (11.44), pour chaque z € Ep N gy Y(Ly), T.E = Py, ce qui implique que go(T%E)

est un point, et donc est de mesure H! nulle.

Donc par le théoréme de Sard,

(11.45) H'(go(Ep) N Lo) = H'(90(Ep N g5 ' (Lo))) = 0.
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Donc

(11.46) LoN B(0,1) C qo(Ey U Eg).

Mais Fg est un ensemble discret, donc on a

(11.47) ' LoN B(0,1) C go(Ey N B(0,1)).

Par conséquent,

(11.48) Lo N B(0,1) = go(Ey N B(0,1)).

Corollaire 11.49. Pour tout z € Ey N B(0,1), ’épine de C, est Ly.

Démonstration.

Soit £ € Ey N B(0,1), notons L, I’épine de C;, alors L, C Q. Par la C! régularité autour de
z, il existe r > 0, un C! diffeomorphisme de B(z,r) dans une partie de B(z,2r) tel que o(z) =
z, Dy(z) = Id et E coincide avec I'image par ¢ de z + C; dans B(z,r). Alors L, est la droite tangente
a la courbe réguli¢re v = ¢(Lz). Pour tout y € ¢(Lz), y € Ey, et la droite tangente Tyy & y en y est
juste I’épine L, de Cy. Alors par le lemme 11.34, T,y = L, C Qo pour tout y € vy, ce qui implique que
v - = qo(y) C Lo, et donc

(11.50) Ly =Ty = Lo.

Lemme 11.51. Pour chaque x € Ey NB(0,1), il existe r > 0 tel que Ey N B(z,r) = (Lo+z)NB(z,T1).
Démonstration. Ceci résulte de la régularité C* et le corollaire 11.49. O
Corollaire 11.52. Pour tout ¢ € Ey N B(0,1), C, = Y.

Démonstration. Par le lemme 11.34,

(1153) C:z = QO(CI) = qu(:c)yb-
Mais pour tout point y de type Y dans Yy, CyYy = Yo, donc C; =Y. ]

Maintenant on sait que Ey est composé de segments ouverts S;,7 = 1,2,3--- paralléles & Ly, par

(11.37) et le lemme 11.51. Mais encore par (11.37), pour chaque 4, si un extrémité a n’est pas dans
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0B(0,1), alors il est dans Es. Mais Es est discret, de sorte qu'il existe j # i tel que a est aussi un
extrémité de S;. Par conséquent, Ey est composé de segments paralléles & Ly dont les extrémités

appartiennent & 8B(0, 1).
On en déduit que
(11.54) si z € By, alors (z + Lo) N B(0,1) C Ey.

Lemme 11.55. Ey = Ly N B(0,1), et Ey est ouvert dans Lo N B(0,1).

Démonstration.
Par le lemme 11.48, go(Ey) est ouvert dans Lo N B(0, 1).

Maintenant si z € Ey, par (11.54), (z 4+ Lo) N B(0,1) C Ey. Par le corollaire 11.43 on sait que

go(z) € Lo. Donc pour montrer le lemme, il suffit de montrer que pg(z) = 0.

Notons z, = po(z). Alors

(11.56) do((Lo + z,) N B(0,1)) = Lo N B(0, /1 — |z, 2).

Sizp, #0, v/1—|z,|2 < 1, done qo((Lo + z) N B(0,1)) = Lo N B(0,+/1 — |zp|?) # Lo N B(0,1) =
g0(Ey N B(0,1)), ce qui implique qu'il existe un y € (Ey\(Lo + z,)) N B(0, 1), parce que go(Ey) est

un ouvert dense dans Lo N B(0,1), & cause du corollaire 11.43 et du lemme 11.51.

Notons y, = po(y), alors y, # Tp, et (Lo + yp) N B(0,1) C Ey, et donc aussi

(1L57) Lo N B(0, /1 — lypl?) = qo((ZLo + ) N B0, 1)).

Maintenant z,y € B(0, 1) implique que |z,| < 1, |y,| < 1. Alors 7 = min{/1 — |z,|?, /1 — [yp[?} >
0, et par conséquent, pour presque tout z € Lo N B(0,r), ti{qg 1(z) N Ey} > 2. Encore par la régularité
C!, on obtient qu’il existe r’ > 0 tel que pour presque tout z € Yo N B(0, '),

(11.58) Har' ()N B} > 2.
Mais Y5 N B(0, ) est de mesure non nulle, ce qui contredit (11.29).

Donc on a po(z) = zp = 0. Mais = est n’importe quel point dans Ey. On obtient donc que

Ey = Lyn B(0,1). Donc go(Ey) = Ey, de sorte que Ey est ouvert dans Lo, par le lemme 11.51.

Fin de la démonstration du lemme.
Notons maintenant Ry, Ro, R3 les trois demi plans fermés qui composent Yp, et P; le plan contenant
R;.Ona ﬂ?___lﬂ = Ly.

Lemme 11.59. Siz € EpNB(0,1), et si T, E n’est pas perpendiculaire d Qo, alors il existe 1 <i <3
tel que qo(T,E) = P;.
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Démonstration. Par le lemme 11.38 et la régularité de C*, on n’a pas d’autre choix. ]

Lemme 11.60. Pour chaque 1 < i < 3 et z tel que qo(TE) = P, il existe r = r;, > 0 tel que dans

B(z,r), E est le graphe d’une fonction analytique ou antianalytique de P; dans Py.

Démonstration.
Supposons par exemple que 7 = 1.

Par la régularité de C?, ’application y — Ty E est continue. Alors il existe ' > 0 tel que pour tout
y € EN B(z, '), le plan tangent T, E de E en y existe, et go(TyE) # P, P3,{0}. Alors par le lemme
11.59,

(11.61) q0(TyE) = Py pour tout y € EN B(z,r').

Encore par la C?! régularité, il existe r < ' tel que dans B(z,r), E est le graphe d’une fonction ¢
de classe C1, de P, = T, E dans Pj-. Alors par (11.61)

(11.62) © = po o P.

Donc en fait, E coincide dans B(z, ) avec le graphe d’une fonction de P; vers Fy. Pour montrer qu’elle

est analytique ou anti-analytique, on utilise le lemme 11.31, et ’argument du lemme 3.34.

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 11.63. Pour chaque x € Ey N B(0,1) C Lo N B(0,1), il existe r > 0 tel que E N B(z,7) =
Yo N B(z, ).

Démonstration. Soit z € Ey N B(0,1). Par la C! régularité, il existe 7 > 0 et un difféomorphisme ¢ de
classe C! de B(z,r) vers B(z,r) tels que Dyp(z) = 0,¢p(z) = z, et EN B(z,r) = ¢(¥5) N B(z,r). Et
pour chaque 1 < i < 3, et chaque y € P, N B(z,7),

(11.64) 90(Tp(y)p(F;)) = Pi.

Rappelons que R; est le demi plan fermé contenu dans P;, et ¢(R; N B(z,7)\Lo) C E, qui ne
contient que des points de type P. Alors par le lemme 11.60, pour chaque y € ¢(R; N B(z,r)\Lo),
il existe ry, > 0 tel que dans B(y,ry), E coincide avec le graphe d’une fonction analytique ou anti
analytique de P; vers Fp. Par conséquent, si on note U; = R; N B(x,7)\Ly, alors dans P;, U; est un
ouvert simplement connexe, avec Lo N B(z,r) C OU;, et

(11.65) ©(U;) est le graphe d’une fonction analytique ou antianalytique

fi de U; vers Py et qui est continue sur 0U;.
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Mais o(LoNB(z,r)) = LoNB(z,r) implique que lim,_, 1, f; = 0, ot LoN B(x, ) est un ouvert dans
0U;, et tout le reste de U; n’intersecte pas Lg. Alors en utilisant le principe de réflexion de Schwarz, on

peut étendre f; analytiquement sur U; U Lo U U}, ou U est le symétrie de U; par rapport a Lg.

Alors f; admet une droite de zeros, ce qui implique f; = 0 sur U;. On a donc E N B(z,r) =
Yo N B(z, 7).

Fin de la démonstration du lemme.

Lemme 11.66. Y, N B(0,1) C E.

Démonstration. Notons maintenant A; = {z € E : 3r > 0 tel que ENB(z,r) = P,NB(zr,7)},1 <1< 3.

On va montrer que

(11.67) A;NR;nB(0,1)\(Lo U Es) = R;n B(0,1)\(Lo U Es),1 < i < 3.

D’abord par le lemme 11.63, A; # 0. En effet prenons n’importe quel y € Ey N B(0,1) C Ly, il
existe r > 0 tel que EN B(y,r) = Yo N B(y,r). Alors B(y,r) N R\ Lo C A;.

Par définition, A; est ouvert dans R; N B(0,1)\(Lo U Es).

Mais on sait que pour tout z € EN B(0,1)\Lo U Es, x est de type P. Par la C! régularité, A4; est
aussi fermé dans R; N B(0,1)\(Lo U Es). Notons que Egs est discret, R; N B(0,1)\Lg est ouvert dans
R; et connexe, donc R; N B(0,1)\(Lo U Es) est aussi connexe. On obtient donc (11.67). Mais A; C E,
donc R; N B(0,1)\(Lo U Eg) C E, de sorte que R; N B(0,1) C RN B(0,1)\(LoUEs) C E,1<1<3,

d’ou la conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

On sait que Ey C Ey C LyNB(0,1) C Y. Donc si z € [ENB(0,1)]\(YoUEs), z est de type P. Par
le lemme 11.59, si T, E n’est pas perpendiculaire a Qo, il existe i € {1, 2,3} tel que go(Tx E) = P;. Par la
C? régularité autour d’un point de type P, il existe r, > 0 tel que P; N B(qo(z),7z) C go(B(z,7m5) N E),
et B(z,rz) ﬂ‘Yo = (. Notons que go(E) = Yq, donc go(B(z,7z) N E) C Yo N P, = R;. Notons P; N
B(go(z),rz) = V, alors V C ¢go(B(z,7:) N E) C R;. Notons que R; C Yo C E. Par conséquent, pour
chaque z € V, q5 1(2) N E a au moins deux éléments : un est lui-méme, un est dans E N B(z,r;). Mais

V est ouvert dans P;, de sorte qu'’il est de mesure non nulle, ce qui contredit (11.29).
Donc pour tout z € EN B(0,1)\(Yo U Eg), T, E existe et vaut Py.

Mais E N B(0,1)\Ys est ouvert dans E. Donc si z € EN B(0,1)\(Yo U Es), il existe 7 > 0 tel
que B(z,r) N Yy = 0. Par la C! régularité autour d’un point de type P, il existe 0 < 7, < r tel que
dans B(z,r.), E est une variété de classe C'. Mais pour tout y € B(z,r;) N E, y € Y,, de sorte que
TyE = Py. Donc EN B(z,r,) = (P + ) N B(z,73).
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Par (11.28), et le fait que po(Yo U Es) est de mesure nulle, E N B(0,1)\(Yp U Es) n’est pas vide.
Prenons z € EN B(0,1)\(Yo U Eg), par 'argument d’ouvert et fermé, et en utilisant le fait que Eg est
discret, Ey C Lo dont I'intersection avec Po+z est un seul point, on a que (Po+z)NB(0,1)\(EsUEy) C
E. Mais FE est fermé, (P, + ) N B(0,1) N (Es U Ey) est discret, donc (Py + ) N B(0,1) C E. Donc
(Po+x)NdB(0,1) C ENJB(0,1), ce qui implique ¢ € Py. On a donc Py, N B(0,1) C E.

Donc Zo N B(0,1) C E. Mais E est fermé, donc Zo N B(0,1) C E.
Mais H%(E) = $x = H*(Zo N B(0,1)). On a donc
(11.68) E = Zy,n B(0,1).

Et c’est ce qu’on voulait. O

11.3 Remarques sur d’autres préparatifs

Maintenant on fait comme dans le paragraphe 4. Supposons que pour chaque k£ € N, il existe
Zrx = P, UYy, ou Yy C Qk, Py, Qr sont des sous-espaces de dimension 2 et 3 respectivement, et

OP,QL = 5 — %, tel que Zk n’est pas minimal dans B(0, 1).

De plus, quitte & composer par une rotation, on suppose que tous les Qx et les Yx sont tous égaux
a Qo et Yp.

En utilisant la proposition 4.1, on montre que

Proposition 11.69. Pour chaque k, il existe un ensemble Ey fermé réduit, qui vérifie
(1) Ex est minimal dans R®\[Zx\B(0,1)];
(2) 8B(0,1) N Ex, = 8B(0,1) N Zx ;

(3) p(Ex) D P N B(0,1), et qx(Ex) vérifie la condition de séparation, c’est a dire, pour tout
z,y € 0B(0,1)N Zj, tels que = et y n’appartiennent pas a la méme composante conneze de dB(0, 1)\ Zk,

ils n’appartiennent pas a la méme composante conneze de B(0,1)\Ex non plus.
Ici pi, qx désigne le projecteur de Py et Qy ;
(4) H*(Ex) < H*(Zx 0 B(0,1)) = 3.
De plus, Ej est contenu dans l’enveloppe conveze de Z, N B(0,1).
Remarque 11.70. Ici on utilise le fait qu’une déformation ne change pas la condition de séparation

(c.f.[18] XVIT 4.3).

Ensuite on peut continuer & chercher le rayon critique pour chaque k. Mais on change un peu la
définition de Ci et Dy.
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Pour Py, on note, comme précédent,

(11.71) CP(z,r) =2 +p; (P, N B(0,7)).

Pour la coté Qy, la vie est un peu plus compliquée. On rappelle que pour chaque k, Qx = Qo et
Yi = Yp. On écrit Qo = ROR?, o1 la premiére coordonée est L, qui est I’épine de Yy. La deuxiéme est un
plan, qui intersecte Yy en un ensemble Y, qui est I’union de trois demi droites qui se rencontrenent en 0
en faisant des angles de 120 degrés (c’est un Y de dimension 1). Pour chaque r > 0, on note S(0,7) C R?
I’hexagone régulier ouvert centré en 0 dont trois cotés non-adjacents intersectent respectivement les trois
branches de Y'! perpendiculairement. De plus, H(S(0,7)NY!) = 3r, c’est & dire, la partie de Y* dans
S(0,7) est 'union de trois segments de longeurs r. Notons aussi S(z,r) = z+.5(0,r) pour € Qo,7 > 0,
et ai1(z,7),a2(z,7),as(z,r) les trois cotés de S(z,r) qui rencontrent Yy, et by (z,7),ba(z,7),b3(z,7) les

trois cotés restants. Voir le dessin 11-1.

ai(x,r)
ba(x,r)
r bi(x,r)
Yi+X X
as(x,r) ax(x,ry’
ba(x,r)
11-1

Alors on note U(0,7) = (—r,7) x S(0,7), et U(z,r) = =+ U(0,r). Ce sont donc des ouverts dans
Qo, qui sont topologiquement des boules. On prend U(z,r) au lieu d’une boule, pour contréler mieux
la mesure autour d’une structure de Y, qu’on va le voir. On note aussi 4;(z,7) = (z —r,z +7) x

ai(z,7), Bi(z,r) = (x —r,xz + 1) x b;(x,7),1 < i < 3. Alors

(11.72) AU (z,r) = [US Ai(z,m)] U[ULBi(z, )] US(z — r,m) US(z + 7, 7).

On pose maintenant

(11.73) C2(z,7) =z + g H(Q*NU(0,7))
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et

(11.74) Di(z,7) = CF (z,7) N C (x, 7).
On définit aussi

(11'75) dz,r(E’ F) = dr,Dk(:n,r)(Ev F),

pour deux fermés E et F, ou d,y(E, F) est défini dans (5.4), pour tout U ouvert.

On énonce maintenant la proposition 11.76, qui est une nouvelle version de la proposition 5.11, par
le méme argument de récurrence, en utilisant bien stir une nouvelle version du lemme 5.20, formulié

dans la proposition 11.77.

Proposition 11.76. Il eziste eq > 0, tel que si € < €, alors pour tout k assez grand, il eziste i, €0, %[
et ox € B(0,12¢) tels que Ex est 2ery proche de Zy + ok dans Di(ok, 2ri(1 — 12¢)), mais par contre il
nest ery, proche de Zx + q dans Dy (ok, k) pour aucun q € R3.

La démonstration de la proposition 11.76 se fait comme pour la proposition 5.11.

Ensuite la nouvelle version de la proposition 6.1.

Proposition 11.77. Il existe g > 0, tel que pour € < €g fiz€ et k grand, si notre e-processus ne s’arréte

pas a U’étape n, alors

(1) Ex 0 (D(0, 3)\D(gn, 155n)) est composé de deuz morceaux disjoints G¥ et GV, tels que

1

(11.78) GF est le graphe d’une application C* gP : Dy (0, %)\Dk(qn, Esn) NPy — PE,
avec
(11.79) Vg7 loo < 15
et
(11.80) G@ est Iimage de Yy, d’une application g? de classe C' : R® — R®,
avec
(11.81) 1Dg® — Id]| < —.

100

(2) pour chaque %sn <t<s,
(11.82) By, 0 (Dk(0,1)\Dk(gn, 1)) = Gf U GP
ot GF, G? ne se rencontrent pas. De plus

(11.83) PN (Die(0, D\C (gns 1)) C pi(GY)
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et

(11.84) ax(Ex) sépare les trois Bi(gn,t) dans B(0,1)\Dk(gn,t).

(3) Pour chaque i58n <t < sy, il eziste une suite {F*(t) = f7*(t)((Zk + gn) N Di(gn, sn + 1))} de
déformations de (Zx + ¢n) N Di.(gn, t + %), avec

) 1 ’
(11.85) 71 0)(Z 1 8CE(gn, t+ ) € OC (gn, t+ %),i PO

qui tend vers Ex N Di(gn,t) dans B(0,1);

(4)
(11.86) Pk : Bx N Di(gn,t) — P N CF (gn,t) est surjective,
et
(11.87) ax(Ex N Dk(gn,t) sépare les trois B;(gn,t) dans Di(gn,t)-

Remarque 11.88. Le point différent de la proposition 6.1 est la condition de séparation. Mais notons
que c’est une propriété invariante sous les déformations (c.f.[18] XVII 4.8), et conservée pour la limite

pour la distance de Hausdorff, donc toute la démonstration marche comme dans la proposition 6.1.

Pour ’extension harmonique, on va encore avoir besoin d’une version pour des rectangles, pour

traiter la partie proche de Yy. Mais ¢a ne coiite pas cher.

Lemme 11.89. Soit 0 <r <1 et ug € C*([0,0] x {0},R). On note m(ug) = % [ uo sa moyenne.

Alors pour toute u € C1([0,7¢] x [0,1],R) qui satisfait &

(11.90) ul[O,ro]x{O} = Uug
on a
1 o
(11.91) / Vul? > Lars? / o — m(uo) 2.
[0.70) X [0,1] 4 0

Démonstration. On peut d’abord définir, pour chaque u, @ : [0, 2r¢] x [0,1] — R, pour chaque (z,y) tel
que ro < = < 219, et y € [0,1], u(z,y) = u(2ro — z,y). Alors 4(0,y) = @(2ro,y), et

(11.92) / |Vif? = 2/ |Vul?.
[0.2r0]x[0,1] [0.70]x[0,1]

Notons aussi g = ol[o,2r0)x {0} -

Maintenant on peut transformer notre région [0.2r] x [0,1] conformément (qui ne change pas

’énergie de Dirichlet) dans un anneau de rayons 1 et r; = ea:p(—%) < % par une application f. En
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effet, si on regarde le plan comme une version de C, en regardant (r,y) € R? comme z + y;, alors

f(2) = exp{— X }exp{—imz/ro}.
Notons v = @iof~*. Alors v est une fonction de B(0,1)\B(0, r1) dans R, et v|gp(0,r,) = vo := Gigof 1.

Par la proposition 7.1

11.93 Vol > +rp? vo — m(vo) ?.
1
B(0,1)\B(0,r1) 4 8B(0,r1)
Mais
mo) =g [ w=g @0l Dflo5 (0,
= = — 0 F:) ,
0 onry B (0m) 0 2 [0,2r4] B(0,r1)
(11.94) ) -
_ - mry 1 _
—2 / Ug X — = — ug—m(ug),
771 J[0,2r0] o  ToJo
et
-1 2 -1 ~ 2
[ - m@)P = [ o - muo) PIDSlase)
(1195) 9B(0,r1) [0,27¢]

_ - nr _ _
=it [ o= muo)lt x T =gt [ o = mluo) P
[0,2r0) 7o [0,2r0)
Donc par (11.93)

1 _ - 1 _
(11.96) Vo2 > ZMOI/ liio — m(uo)|? = 57”»01/ luo — m(uo) .
[OvTO]

x/B(O,l)\B(O,T‘l) [0,21‘0]

Mais f est une transformation conforme, de sorte que || B(O,1)\B(0,r1) |Vu|2 = f[O.Zro]x[O 1 |Vi|?. Par

conséquent,
(11.97) / Vil > %mo-l / luo — m(uo) 2,
[0.2r0] x[0,1] [0,2ro]
et donc
T0
(11.98) / Vuf? > frrg? / luo — m(uo) .
[0.70]x[0,1] 0

Fin de la démonstration du lemme.

La méme argument, en combinant avec le corollaire 7.44, donne
Lemme 11.99. Pour tout 0 < € < 1, d eziste C = C(e) > 100 tel que si 1 : 1o < §, u € C*([0,q] x
[0,7],R et

0 To

or
(11.100) u|[0, 7] x {0} > 6ro — —C—9 et ulfo,rolx{rs} <

alors

(11.101) / |Vul? > C'§%r2.
[0,7‘0])( [0,7‘1]
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11.4 Conclusion

Comme dans le paragraphe 8, on donne d’abord une proposition paralléle a la proposition 8.1, mais

avec plus de restriction.

Proposition 11.102. Pour tout 0 < € < €, il existe 0 < < € et 0 < fp < 7, qui ne dépendent que

de €, avec les propriétés suivantes.

Soit 6y < 6 < 7, et soit P,Q deuz espace dans RS de dimension 2 et 8 respectivement, avec
a=apg >0y, etY est un cone de type Y dans Q. On définit Dy (z,7) comme dans (11.74) pour P et
Q. Alors si E C B(0,1) est un ensemble minimal dans B(0,1) qui est € proche de Zo =Y Uy P dans

Dqo(0,1), mais n’est 3¢ proche d’aucune translation Zo + q de Z, dans Do(0, 1), et si de plus

(11.103) p(E) > Pn B, g),
et
(11.104) q(E) sépare les trois B;(0, g), 1<1<3,

alors il n’est 16 proche d’aucune translation Zo + ¢ de Zo dans Dqo(0, $)\[CF(0,3) Ng™1(S(0, %) x

(-3, 3D
Démonstration. On montre d’abord ceci.

Lemme 11.105. Pour tout 0 < € < €, il existe 0 < 61 < € et 0 < 0y < 7, qui ne dépendent que de ¢,

avec les propriétés suivantes.

Soit 6o < 0 < 7, et soit P,Q deuz sous-espaces dans R5 de dimension 2 et 8 respectivement, avec
a=apg > 6, et Y un cone de type Y dans Q. On définit Do (x,r) comme dans (11.74) pour P et
Q. Alors si E C _D_a(O, 1) est un ensemble minimal dans Do (0,1) qui est §; proche de Z =Y U P dans
Dq(0,1)\Dq(0, 1), et si de plus

(11.106) p(E) > PN B(0,1),
et
3
(11.107) g(E) sépare les trois B;(0, Z)’ 1<1<3,

alors il est € proche de Z dans D,(0,1).

Démonstration. Méme argument pour que la proposition 8.1 et le corollaire 8.24, en remplagant juste

une des deux conditions de projections par la condition de séparation, et utilisant I'unicité de Z,. O

On va démontrer la proposition 11.102 par I’absurde. Supposons que ’énoncé n’est pas vrai. Il

existe alors une suite §; — 7, 6 — 0, et E; minimaux dans B(0,1), tels que E; est € proche de
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Zy = P, Uy, Y, dans B(0,1), et avec les propriétés suivantes. D’abord, E; est %61 proche de Z; dans
Do (0, $)\[CF(0, ) Ng~2(S(0, §) x [—3,3])], et (11.103),(11.104) sont vrais pour chaque E;, mais E;
n’est %e proche d’aucune translation Z, + q de Z, dans D(0, %) Ainsi, par le lemme 11.105, il n’est
161 proche d’aucun Z, + ¢ de Z, dans Do (0, 3)\Da (0, §).

Quitte & composer par une rotation, on peut supposer que tous les Y; sont les méme. Alors quitte &
extraire une sous suite, on peut supposer que les E; convergent vers un ensemble E., C B(0,1). Alors
E est un ensemble minimal qui est € proche de Zy dans B(0,1). On a donc toutes les conclusions de
la proposition 11.77, en utilisant (11.103) et (11.104).

Notons que 8 — 0, chaque Ej est 36 proche de Z; dans Q4 = Do (0, 3)\[CF(0, §) N g~2(S(0, 3) x

—1,1])], et que Z; — Zo puisque 6; — %, donc on a
(11.108) Eo N Qo= ZygN S,
o Qo = Do(0, P\ICF (0, §) N a5 (S0, §) x [-3, 3])].

La région différence entre Qg et Dqo(0, 2)\Dq(0, 1) est I'union de deux régions symétriques : 2, =
Cg’(O, %) N QO_I(S(O) %) X [—%) "'%]) et Q?x = CéD(O’ %) N qal(s(o’ %) X [é’ %])

Notons que Q¢, — Q§,i = 1,2, et E,, est ¢ proche de Z; dans ces deux régions. Mais dans chaque
b, Zo est juste un morceau de Y, et € est suffisament petit, donc par la régularité C1, E, est le graphe
d’un difféomorphisme ¢ de classe C! de Y dans Qf, avec || Dy — Id||« suffisamment petit. On peut

méme étendre cette régularité jusqu'a QF = C£(0, 1) N gy ' (S(0, 1) x [, 22)).

Alors prenons Q! par exemple. Notons Fj;,1 < j < 3 les trois morceaux ¢(Y;), ou les Y; sont les
trois demi-plans ouverts de Y. Chaque F; contient un morceau de plan dans Q*\Q}. Autour de chaque
z € Fj, z est un point de type IP, donc dans un voisinage de z, E; est une variété harmonique (c.£[17],
Proposition 11.17). Par conséquent chaque F; est une variété harmonique. Mais F; contient un morceau

de plan, donc Fj est forcément un morceau de plan lui méme. Par conséquent, Eo, = Y dans Q1.

Pareil pour £22. On obtient donc Eo, = Zo dans Do(0, 1)\ Do (0, §). Mais ce cas contredit le fait que
Eo n'est 30 proche d’aucun Z, + ¢ de Z,, dans Do(0, $)\Do(0, ).

On obtient donc la propositon 11.102. O

Ensuite on procéde comme dans le paragraphe 8. Mais pour gagner une mesure suffisante de la
partie dans Qo hors de la boule critique, qui ressemble & un Y, la maniére est un peu différente que

celle pour traiter une partie qui ressemble & un plan.
Donc fixons un k assez grand, et un € < ¢ tel que toutes les propriétés ci-dessus sont vraies.

Notons D(z,7) = Di(z,r). On va regarder dans D(ok,rx). Par définition, Ey n’est er proche
de Zx + ¢ pour aucun g € R5. Alors par la proposition 11.102, Ej n’est dr proche de Zy + q dans
D(ok, mk)\[CF (0k, 37%) N a1 (S(0k, 37%) X [Tk, 7%])] pour aucun g € RS,
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Pour la partie Ex, N D (o, 17k),
(11.109) H?*(Ex N Dok, %)) > (1 - %)[Hz(pk(Ek N D(ok,7k))) + H?(gk(Ex N D(ok,7%)))-
Alors par (11.86)
(11.110) H?(pi(Ex, N D(ok, 7)) > w73,
et par (11.87) on a
(11.111) H?(gx(Ex, N D(o, k) > 67
Par conséquent

C
(11.112) H2(EkﬂD(0k,'I‘k)) > H2(ZkﬂD(Ok,7‘k)) -5
Pour la partie Ex, N D(og, %)\ D (o, irk), si la partie proche de Py + oy, est déja loin, c’est & dire, la
partie G¥ e n’est %erk proche de aucun P + g dans D(ok, i)\ D(ok, %rk), alors on gagne comme pour
Iy
deux plans presque orthogonaux si k est grand, parce que pour la partie G2, la condition de séparation
garantit toujours que la mesure est plus grande que celle de Yy dans B(0,1)\D(o, %rk). Sinon, alors

la partie G?rk n'est 2ery proche de aucun Yy + g dans D(ok, ri)\(0k — Tk, 0k + k) X S(0k, §7)-
On va encore décomposer notre G(‘_;‘)r’L N D(ok, 7k)\D(ok, 37x).
Lo

Notons F; = G?m N D(og, rk)\(0k — Tk, 0k +Tk) X S(0k, %rk). Alors F; est composé de trois parties
plates F?,1 < i < 3, chaque FY est 2ery, proche d’un branche R; + oy, de Yy + oy dans D(ok, )\ (o —
Tk, 0k + 1) X S(og, %rk). Donc par la régularité de classe C*, chaque F¥ est le graphe C' d’une fonction

gt sur R; N D(og,rk)\(0x — Tk, 0k + 1) x S(04, %rk).
F; n’est %5 proche d’aucun Y + g, alors il y a deux possibilités.

1) il existe un F} qui est %5” loin des translations de R;. Alors, comme pour 'union de deux
plans, notons, pour chaque a € (Y N R;) + ok, Ta = g*((0k — Tk, 0k + &) x {a}), il existe alors, soit
un segment (oy, — Ty, 0k + 1) X {a} paralléle & Lo, avec a € (Y N R;) + ok, tel que la partie de F} sur
lui contient deux points z # y dont les attitudes sont assez différents : |g*(x) — g¢(¥)| > %5; soit deux
niveaux a,b € (Y1 N R;) + ox + ox N D(ok, 7x)\(0k — Tk, 0k + ) X S(0k, %rk) tels que Iy, T’y n’osillent
pas de 2—3%57';9 eux-mémes, mais la distance entre eux est plus grande que %5@. Dans les deux cas on

peut, comme on a démontré dans le paragraphe 8, gagner une mesure Cy (5)7"1% sur Yj.
2) Si 1) n’est pas vrai. C’est & dire que

)
chaqune des trois parties est ok proche des plans, mais
200
(11.113) 1
I’ensemble n’est pas ZJ proche d’aucun Yj + g.

Notons F, = qk(an N [ok + L7k, 0k + 7&] X S0k, §7%))- On va gagner un peu de mesure sur cette
Lr,
partie.
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On sait que F; intersecte les trois faces A; = S(ox + %rk, ok + 7k) % a;(ok, irk) en trois lignes qui
sont %5 proche d’une droite paralléle & Lo. Mais par (11.105), I'union des trois lighes n’est I%drk proche
d’aucun Yj +q. Alors puisque les lignes sont g—gg proches des droites paralléle & Lo respectivement, pour
chaque s € (ox + %rk,ok +rg), la tranche F5 = {(z,y,2) € Fa,z = s} n’est %ﬂ proche d’aucun Y! + ¢

pour ¢ € Q.

Lemme 11.114. Soit S(0,1) C R? I’hezagone régulier définit comme avant, a; = a;(0,1),b; = b;(0,1)
ses 6 cotés. Alors pour chaque § > 0 petit, il existe C(5) > 0 qui vérifie la propriété suivante. Soit
z;,1 <1 < 3 trois points tels que z; € a;, et que US_,{z;} n’est § proche d’aucun (Y1 +q)N (UL, (a;Ub;),

et v un ensemble connezxe qui connecte les x;, alors

(11.115) H(y) >3+ C(9).

Admettons ce lemme pour I'instant ; on obtient par la formule de la coaire que

Ok +Tk

B(R) 2 [ H(Fs 2 Gro(1+ CE) 3+ DO)3m)

Olc+%7‘k

(11.116)
1 1
> H?((Yk + o) N S0k + 10kt k) X S(ok, Zrk)) + Ca(d)rz,
et on gagne comme précédemment.
Donc il nous reste & montrer le lemme.

Démonstration du lemme 11.114. Voir le dessin 11-2.

S(o,1)

11-2
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Notons ¢ € R? le point tel que les angles entre les [g, z;] sont tous de 120°. Ce point existe et
est dans Az, 4,z C S(0,1), puisque chaque angle du triangle Ay, ,z, est au plus de 120°. Alors par

définition de ¢, on a
3
(11.117) H'(7) > Y |zig].
i=1
Pour chaque 1 < 7 < 3, notons /; la droite contenant a; , et y; € [; le point tel que [g,y;] L l;. Alors
3
(11.118) E lqui| = 3.
=1

Notons que (¥ + g) N (U, (as U bi) = {1,32,vs}. Par hypothése, dsr (Ui, {z:}, U, {ws)) > 5.
Donc il existe 1 < i < 3, tel que d(z;,y;) > 6. Supposons par exemple que d(z1,y:1) > 6. Par conséquent

.'Z?
210l = VInaP F o = lwagly [1+ (228l

(11.119) lvadl
1$1y1| 1 |m1y1|
> lyngl(1+ 5 = |ygl + >

Mais |y1q] < 2, |z191| > 6, donc

1
(11.120) w19 > 1l + 56

D’autre part, puisque [y;q] L ;, et z; € l;, j = 2,3, on a donc

(11.121) ly2q] < |z24], ly3q] < |z3ql,
et donc
(11.122) Z |ziq| > Z lyig| + = 52 >34 - 52
i=1
Posons C(8) = , et on obtient la conclusion.
Fin de la démonstration du lemme. [}

12 Produit et calibration

On commence encore par histoire de la liste de cones minimaux de dimension 2 dans R%. A part
de l'union de deux plans presque orthogonaux, un autre canditat potentiel est le produit de deux
exemplaires de Y orthogonaux, ot Y C R? est un Y de dimension 1, qui est I’union de 3 demi-droites

qui se rencontrent en faisant angles de 120°.
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Il parait trés naturel que le produit de deux ensembles minimaux soit minimal. Mais en fait c’est
beaucoup moin évident. Méme pour Y xY C R?, on ne sait pas le démontrer. Ici on donnera un resultat

partiel, qui dit que Y X Y est de mesure minimale parmi toutes ses déformations injectives.

Proposition 12.1. Notons E = Y; x Y, C R* = R? x R2, ou Y; C R%,Y, C R2. Alors pour toute
1 X R3 1 2

appllication f : R* — R* Lipschitzienne injective telle que f(x) = x hors d’une boule B C R*, alors

(12.2) H%*(E\F) < H*(F\E).

Démonstration. Sans perdre de généralité, on peut supposer que f = id hors du cylindre D(0,1) =
[B(0,1) NR?] x [B(0,1) N R3], parce que E est un cone.

On sait que pour chaque 7 = 1,2, il y a une calibration paire pour ¥; C R?. Plus précisément,
notons Y1 N0B(0, 1) = {zo, z1,%2} = {Zi}icz, et Y2NIB(0,1) = {yi}icz,. Notons aussi z;,y;,%,7 € Z3
les vecteurs oz, 537} . Notons v; € R? le vecteur unitaire perpendiculaire & [zi, Zit1], dont Pangle avec

Oz; est 60°, ¢ € Z3, et semblablement u; € R3, j € Z3. Posons w; = moith, = T = of W; =
——— —_— |z V3

Uiisi _ Ui¥isd

lviv5+1l V3

Maintenant fixons une base orthonormée {e; = wg,e2 = Wy, e3 = vg, €4 = uo} de R%.
On définit, pour chaque i, j € Z3, le courant S;; par,

(12.3) < Sij,p >= / det(z; Ay; A p(z))dH?(x), pour tout champs de 2-vecteurs ,
[°1xi]x[°‘yj]
et le courant Tj; par

(12.4) < Tij,p >= / det(w; A W; A p(z))dH?(z), pour tout champs de 2-vecteurs ¢.

lzs,mip1] X [ys,y541]
Alors pour f, on a

< faSij,(Vig1 — vi) A (wjg1 — uj)) >
(12.5) R ' 7 )
=< f#Sij, Vi1 A Ujp1 — Vig1 AUj — U3 AUjpr + v Auy >,
et en sommant sur ¢ € Z3,j € Z3 on obtient

D < F#Si, (0= vic1) A (u — ujng)) >
i€Z3,j€ZL3

= ) < [#Si+ FaSivrgen — FaSige1 — f#Sivrg,vi Auj >
1€23,j€Z3

(12.6)

Mais f ne bouge pas le bord, on a donc

(12.7) OlfSij + faSiv1,j+1 = fgSijar — fgSiva] = 9[Sij + Sit1j+1 — Sij+1 — Sitr,g),
Alors dv; A uj = 0 implique que

Z < f#Sij + faSiv1i41 — f4Siji1 — faSiva,g,vi Auj >
i€Zs,5€2
(12.8) 1€Z3,j€Ls
= Y <S8+ Sipr a1 — Sigar — Sitrvi Auy >
i€Zs,j€2s
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Pour i.j € Z3 fixés, on veut montrer, par un calcul simple, que
(129) < Sij + Si+1,j+1 - Si,]'+1 - Si+1,j7 vy Auj >=< T.,;j, v ANug > .

En effet, notons a le point au milieu de [z;, z;+1] et b le point au milieu de [y;,y;+1]. Prenons S;; par

exemple. On a
(1210) < Sij,vi ANuj >= / det(zi ANy; Avg A Uj).
[o,2:]x[0,y5]

Mais z;,v; € span{es,es}, yj,u; € span{ez,es}, donc
/ det(:ci A Yj Av; A ’le)
[o,2:]x[0,y5]

=— /[ ]detel/\e3 (i Avy) / dete,nes (Y5 A Uj)
0,T;

[o,5]

—— [ wegmn) [ w2 -ve)
[o,z:] bV o [o,y5] TV i

=—/ 'Ui"Ui/ Yj - Uj
[a:zi] [b,yj]

= —/ dete, nes (Wi A vi)/ deteyne, (Wi A )
[a’zi [bnyj]

(12.11)

=/ det(w; AWj Av; Auj).
[a,z:]x[b,y;]
Les autres trois Siy1,j+1,Sij+1, Si+1,; sont pareil. On a donc

< Sit1,j+1, i Auj > = / det(w; A Wi A A uj);
[a,2it1]%[b,yj+1]

(12.12) < Siy1,5,vi Nuj > = —/ det(w; A Wj Avi Auj);

la,zi41]X[b,y;]
< Si,j+1,viAuj > = —/ det(wi/\Wj/\vi/\uj).
la,z:]%[b,yj+1]

On somme sur les 4, et on obtient

< Sij + Sig1,541 — Sig+1 — Siv1,5,vi Aug >
(12.13)

/ det(w,-/\Wj/\vi/\uj) =<Tij,v,~/\uj>.
[zi,zit1]x[y5,y5+1]

On déduit de (12.9) que

Z < Sij + Sitrj41 = Sij1 = Siv15, Vi ANg >
i1€Z3,j€EZ3
= Z < Tij, v; A\ uj >

1€23,j€Z3

= Z / det(wi /\W]‘ A v; /\'U.j)
i€23,5€Zs ¥ [Besit1 ] X[y5.9541]

= Z Hz([IL‘i,fEi+1] X [yjayj+1]) =2T.
i€Z23,j€Z3

(12.14)
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La deuxiéme égalité est parce que les w;, W}, v;, u; sont des vecteurs unitaires deux & deux orthogonaux.

Alors en combinant (12.6),(12.8) et (12.14) on a

(12.15) Z < f#Sij, (’Ui - 'U,;_l) A (u]' — uj_l) >=27
1€Z3,j€Z3

pour toute déformation f (pas forcément injective) dans D(0,1).

Mais |(v; — vi—1) A (uj — uj—1)| = 3 pour chaque i,j € Zs, et donc par la définition du courant,

(12.16) < f4Sij, (vi — vim1) >< 3H?(£(Si5)),

et donc

(12.17) > H(f(Si;)) = 9=H*(END(0,1)).
1€Z3,jE€Z3a

Mais ’injectivité de f donne

(12.18) Y. HX(f(Sy)) = H*(f(END(0,1))),
1€Z3,j€Z3
on a donc
(12.19) H%(f(En D(0,1))) > H*(EN D(0,1)),
ce qui donne (12.2). O

L’injectivité de f est juste pour montrer (12.18). Il est encore trés possible que Y X Y soit minimal

parmi toutes les déformations. Mais on n’a pas encore trouvé de bon moyen pour le montrer.

Plus généralement, on voudrait savoir si le produit de deux ensembles minimaux E = E; X Ej
reste minimal. Mais puisque déja dans le cas plus simple de Y X Y on ne sait pas comment faire, le
probleme parait plus compliqué. Un résultat partiel (et simple) est que si E est le support d’un courant
qui minimise la taille (au sens des courents, ce qui implique la minimalité Al), alors E x R? est minimal.

On peut ’obtenir par slicing.
Par contre, on peut donner un resultat dans la direction réciproque, qui dit que la minimalité du
produit de deux ensembles donne la minimalité des deux.

Proposition 12.20. Soit E;,7 = 1,2 deux ensembles rectifiables réduits fermés de dimension d; dans
R™ respectivement. Notons n = n; + ng,d = dy + dy. Alors si E = E; x E; C R™ est un ensemble

minimal de dimension d dans R™, alors E; est minimal, i = 1,2.

Démonstration. On va suivre 'argument dans [9] proposition 8.3, en faisant quelques modifications.
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Donc supposons par exemple que f est une déformation de F; dans une boule B C R™ (c’est &
dire que f et B vérifient (1.12)(avec U = R™) et (1.13). Notons

(12.21) H®"(E;nB)-H%"(FNnB)=c.

On veut construire une application Lipschitzienne ¢ : R™ — R™ et utiliser le fait que E est minimal.

Soit R > 0 grand, a choisir plus tard, et on prend une application lisse 1 sur R"2, avec

P(y)=1 pour |yl <R;
(12.22) 0<9(y)<1 pour R<|y/<R+1;
Y(y) =0 pour |y|>R+1,

et |Vi(y)| < 2 partout. Puis on définit g : R® — R™ par
(12.23) 9(z,y) = b ) f() + (1 — ¥(¥))(f(z) — z) pour z € R™ et y € R"?,

et pose ¢(z,y) = (g(z,y),y). Notons que g(z,y) = z + ¥(y)(f(z) — ), et que f(z) — z est borné,
(12.24)

g et ¢ sont Lipschitzienne, avec une borne sur les normes Lipschitziennes L qui ne dépend pas de R.

Posons W = {(z,y) € R™ x R™; f(z,y) # (z,y), alors si (z,y) € W, ¥(y) # 0 et f(z) # z. Par

conséquent

(12.25) W C B x B(0,R+1).

Notons aussi que par définition de y, pour chaque (z,y) € E, m¢(z,y) = y, ot 7 désigne le projecteur
sur R™2. C’est-a-dire, la deuxiéme coordonnée ne change pas. Donc 7[p(F) N B x B(0, R+ 1)] C Ex.
Par conséquent on peut appliquer la formule de la coaire (c.f [14] Cor 3.3.22) a ensemble E, qui est
rectifiable en tant qu’ensemble minimal.
L oo many e 7@

= [ dH%(2)H* [z {2z} np(E) N (B x B(0, R))].
E;

(12.26)

Pour le c6té gauche, notons que || Ag, 7(z)|| = 1, donc

(12.27) || Agy 7(@)[|dH%(z) = H(o(E) (B x B(0, R)).

-/LP(E)F\(BxB(O,R))

Pour le c6té droit, notons que pour z € B(0, R) N B, 7~ {z} Np(E) N (B x B(0,R+1)) = f(E)N B,

et donc

(12.28) H%[r {2} np(E)Nn (B x B(O,R+1))] = H*(E:NB) —c.
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Par conséquent

dH% (2)H [~ {2} N p(E) N (B x B(0, R))]
E;

(12.29) = /Em R dH® (2)H* [r{2} N p(E) N (B x B(0, R+ 1))]

=H%(E, N B(0,R)) x [H*(E; N B) -]
=H%(En (B x B(0,R)) — cH*(E, N B(0, R)).
D’un autre cbté, pour z € B(0, R+ 1)\B(0, R), notons que par définition de ¢, ¢(E) N [B x (B(0, R +
D\B(0, R))] = p(EN[B x (B(0, R+ 1)\B(0, R))]), donc par (12.24)
H%(p(E) N [B x (B(0, R+ 1)\B(0, R))))
(12.30) <CH*EN[B x (B(0, R+ 1)\B(0, R))])
=CH®% (E, N B)H*(E, N B(0, R+ 1)\B(0, R)),
ot C = L% ne dépend pas de R.
En combinant, (12.27), (12.29) et (12.30) on trouve que
(12:31) H%p(E)N (B x B(0O,R+1))) < HYEN (B x B(0,R)) — cH*(E, N B(0, R))
+CH% (E; N B)H%(E; N B(0, R+ 1)\B(0, R)).

Notons CH'd; (E; N B) = C', alors

(12.32) HY(EN (B x B(0, R)) — H*(p(E) N (B x B(0, R+1)))
| > cH%(E; N B(0, R)) — C'H*(E; N B(O, R+ 1)\B(0, R))

ou ¢,C’ ne dépendent pas de R. Alor par la minimalité de E on obtient
(12.33) cH%(E, N B(0,R)) — C'"H%(E, N B(0, R+ 1)\B(0, R)) < 0 pour tout R > 0.

Alors si on a

. . H%(E,nB(0,R+1)\B(0, R))
(12.34) lim inf H%(E, N B(0, R))

=0,

on peut obtenir que ¢ < 0 pour tout f (rappelons la définition de ¢ dans (12.21)), et donc E} est

minimal. Un argument semblable donne aussi que si

(12.35) ' iming B2 (BL0 B(O, R+ 1)\B(0, R))

Resoo H%(EL N B(0, R)) =0

alors Fy est minimal.

On affirme qu’au moins une des deux relations (12.34) et (12.35) est vraie. En effet, notons B;(0,7) =

B(0,7) NR%, alors pour chaque R > 0,

(E2 N BZ(OvR + 1)\B2(Ov R)) X (El n Bl (0> R+ 1)\B1(0) R))
C EN[B1(0, R+1) x By(0, R+ 1)\[B1(0, R) x B5(0, R)].

(12.36)
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Mais E est minimal, donc par la régularité d’Ahlfors on a

(12.37) HYEN[B1(0,R+1) x By(0, R+ 1)]\[B1(0, R) x B2(0, R))
' = o(R%) = o(H(E N B1(0, R) x Bs(0, R))),
ce qui implique que

H4[(E2 N B(0, R+ 1)\ B2(0, R)) x (E1 N B1(0, R+ 1)\B1(0, R))]

(12.38)
= O(Hd(E n B1 (O, R) X B2(0’ R))),

ou également

H%(E; N By (0, R+ 1)\B1(0, R)) x H%((Ey N By(0, R + 1)\ Bz(0, R))]

(12.39)
= o(H%(E N By(0, R)) x H%(Ba(0, R))),
et donc
(12.40) i H%(B20BO,R+1\B(O,R) H*(EinB(O,R+1\BO,R) _

R—o00 Héa: (Eg n B(O, R)) Hd (El n B(O, R))
ce qui implique que (12.34) ou (12.35) est vrai.
Supposons par exemple que (12.34) est vrai, alors E; est minimal. Mais dans ce cas 14 on peut

utiliser la régularité d’Ahlfors de E;, qui donne (12.35), et par conséquent E; est aussi minimal. On

obtient donc la conclusion. 0O
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13 Introduction de la deuxiéme partie

Dans cette partie, on va introduire une définition de minimiseurs topologiques, qui généralise celle
des MS-minimiseurs (voir la définition plus bas). On montrera des propriétés des minimiseurs topolo-
giques, qui sont vérifiées déja par les MS-minimiseurs. Par exemple, tout minimiseur topologique est un
minimiseur d’Almgren. On fera ensuite un premier pas dans la direction d’une caractérisation des mini-
miseurs topologiques dans R™, qui est motivé par le théoréme 13.9, qui dit que tout MS-minimiseur de
dimension 2 dans R3 est un céne. Ensuite, on reviendra au probléme de caractérisation des minimiseurs
d’Almgren de dimension 2 dans R3, et on restreindra la classe potentielle des Almgren-minimiseurs qui

ne seraient pas des cones.

On rappelle la définition générale des ensembles minimaux. On se donne au préalable définition
de la classe des compétiteurs d’'un ensemble E. Par exemple, la classe des compétiteurs d’Almgren
utilisée dans la partie I, mais deux autres classes seront utilisés ci-dessous. Et I’on définit les ensembles

minimaux comme suit.

Définition 13.1 (ensembles minimaux associés & une classe de compétiteurs donnée). Soient0 < d < n

des entiers, U un ouvert de R™. L’ensemble E fermé dans U est dit minimal de dimension d dans U si

(13.2) HY(EN B) < 0o pour toute boule compacte B C U
et
(13.3) HY(E\F) < HY(F\E)

pour tout compétiteur F' de E dans U.

Cette définition deviendra compléte dés que nous aurons défini les classes de compétiteurs.

Dans cette partie, on va juste considérer des ensembles minimaux dans R™. C’est & dire, on prend
U = R™ dans la définition. Alors par la remarque 1.17, un compétiteur d’Almgren est définit comme

suit.

Définition 13.4 (compétiteur d’Almgren). Un compétiteur d’Almgren de E dans R™ est un ensemble
F = f(E), ot :

(13.5) f = id hors d’une boule B,
et ot on demande aussi que f soit Lipschitzienne.

Remarque 13.6. Comparé avec la définition 1.11, en prenant U = R™, ici on ne demande que (13.5),
i.e. (1.12) dans (1.11). Mais par la continuité de f, il eziste une boule plus grand B’ O B, telle que
f(B) C B'. Alors par (18.5), la boule B’ vérifie (13.5) et (13.6). Donc en effet, cette définition coincide
avec la définition 1.11, avec U = R™.



142 INTRODUCTION DE LA DEUXIEME PARTIE

Maintenant on va donner une classe plus grande de compétiteurs de codimension 1.

Définition 13.7 (compétiteur de Mumford-Shah (MS)). Soit E C R™ un fermé de dimension n — 1

dans R™. On dit qu’un fermé F' C R™ est un MS-compétiteur de E s’il existe une boule B telle que
1) F\B = E\B;

2) Pour tous y,z € R™\(B U E) qui sont séparés par E, y,z sont aussi séparés par F'.

Ici "y, z sont séparés par E" veut dire que y et z appartiennent & 2 composantes connexes différentes
de R™M\E.

On appelle E un ensemble minimal au sens d’Almgren (resp. MS) si E est comme dans la définition

13.1, en prenant la classe de compétiteurs d’Almgren (resp. MS).

Remarque 13.8. La notion d’ensemble minimal de Mumford-Shah vient de la théorie de la fonction-
nelle de Mumford-Shah, et en particulier des "minimas globauz" introduits par A.Bonnet. Dans ce cadre
les ensembles MS-minimauz sont juste les minimas globauz pour lesquels la fonction supplémentaire u

est constante. Voir [8] pour plus de détails.

En codimension 1 (ou I'on peut définir des compétiteurs MS), un compétiteur d’Almgren est auto-
matiquement un compétiteur MS (voir [13] Chap XVII 4.3 pour la démonstration). Et par conséquent
un ensemble minimal MS est automatiquement un ensemble minimal au sens d’Almgren. On ne sait
pas si la classe des MS-minimiseurs est strictement plus petite que la classe de minimiseurs au sens
d’Almgren, bien que la classe de compétiteurs Al est strictement plus petite que la classe de compéti-
teurs MS. Mais de toute facon, la régularité des ensembles minimaux de dimension 2 dans R3 plus la

condition topologique qu’on pose sur les compétiteurs MS donne déja de bons résultats.

Théoréme 13.9 ([9], Thm 1.9). Soit E un ensemble minimal au sens MS dans R®, alors il eziste un
ensemble E* C E, H*(E\E*) = 0, tel que E* est soit l’ensemble vide, soit un plan, soit un céne de

type Y ou T.

En bref, le théoréme dit qu’un MS-minimiseur dans R® est un céne minimal. Rappelons que dans
le cas des minimiseurs d’Almgren, on sait qu’'un minimiseur d’Almgren de dimension 2 dans R3 est
localement C'-équivalent & un céne minimal. Mais I’analogue du théoréme 13.9 pour les minimiseurs

d’Almgren n’est pas encore connu.

Donc dans le paragraphe 14, on veut aussi savoir si le théoréme 13.9 est vrai pour des ensembles
minimaux Al Il existe un contre exemple potentiel connu (c.f. [9], paragraphe 19). Mais on va montrer
qu’il n’est pas un vrai contre exemple, puisqu'’il n’est pas minimal (voir le corollaire 14.21). Par contre,

on donnera un autre contre-exemple potentiel d’une structure plus compliquée.

Tous ces contre-exemples sont des exemples topologiques, parce qu’on utilise toujours des arguments

topologiques pour montrer qu’un ensemble n’est pas minimal, c’est & dire, on utilise la topologie pour
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controler la mesure. Mais au paragraphe 15 on donne une méthode pour controler la topologie par la

mesure.

Ensuite, aux paragraphes 16-18, on essaye d’abord de généraliser la définition de MS-minimiseur en
codimension plus haute, et de donner des propriétés fondamentales. L’idée est de remplacer la condition
2) de la définition 13.7 par une condition sur ’homologie de sphéres contenues dans R™\(BU E) ; voir la
définition 18.1 pour la définition précise. On montre au corollaire 18.17 que tout minimiseur topologique
est un minimiseur d’Almgren, ce qui permet d’utiliser la théorie de régularité qui est disponible dans

ce cadre.

Dans le paragraphe 19, on essaye de regarder s’il y a de bons résultats semblables au théoréme 13.9,

et on donne un contre-exemple potentiel.

14 Minimiseurs Al dans R?

Dans ce paragraphe on se place & nouveau dans R3, et on va discuter du théoréme 13.9 en remplagant

les ensembles minimaux MS par des ensembles minimaux Al.

Le théoréme dit qu’un ensemble minimal MS de dimension 2 dans R® est forcément un céne. L’idée

de la démonstration est la suivante.

Etant donné un ensemble minimal Al, on regarde les limites par implosion de cet ensemble. C’est

4 dire, on prend n’importe quel point x € E et on regarde les ensembles
1

(14.1) E(r,z) = ;(E — )

en faisant tendre r vers l'infini.

Pour toute suite 7, qui tend vers l'infini telle que les E(r,z) convergent (sur tout compact pour
la distance de Hausdorff), la limite, qui ne dépend pas de z, est un ensemble minimal avec densité
constante, et est donc un céne minimal. De plus, toutes les limites par implosion de E ont la méme

densité. Or on a trois types d’ensembles minimaux, ceux qui resemblent & un plan, un Y, et un T'.

1° Si E ressemble & un plan a I'infini, on fixe n’importe quel point = € E, alors la densité de E en
z est au moins 1. Mais la densité & I’infini est 1. Par la monotonie par rapport a r de la fonction de
densité d(r,z) = &ETM en z (c.f.[9], proposition 5.16), on sait que d(r, z) est constante, de sorte

que E est un cone centré en z (c.f.[9] Théoréme 6.2), et est donc un plan passant par z.

2° Si E ressemble & un Y a l'infini, alors I’enjeu est de trouver un point de type Y dans E. Une
fois qu’on a un tel point, on obtiendra que la densité en ce point est constante, et donc que E est un Y’
centré en ce point. Pour trouver un point de type Y, notons d’abord qu'’il n’existe pas de point de type
T, & cause de la monotonie de la densité. Alors s’il n’y a pas de point de type Y, tout point dans E est

un point de type P, et donc E est une variété de classe C1, par la C* régularité d’un ensemble minimal.
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Alors par un argument de degré, on obtient une contradiction. (c.f.[9] proposition 16.24 et paragraphe
17).

3° Si E ressemble 4 un T a I'infini, on n’arrive pas & montrer l’existence d’un point de type T" dans
E par un argument topologique simple. En fait, il y a un contre exemple Fy qui coincide avec un T
hors d’une boule B, et est localement C' équivalent & un plan ou un Y prés de chaque point. (c.f.[9],
paragraphe 19). Et donc pour garantir l'existence d’un point de type T, on ajoute une condition de

séparation supplémentaire (voir [9],proposition 18.29), qui est vérifiée par tous les minimiseurs MS.

On peut donc observer que dans les cas 1° et 2°, la minimalité au sens Al garantit déja que
P’ensemble est un coéne. Seulement pour 3° on a besoin d’un propriété supplémentaire. Mais en fait
l’exemple Eg n’est qu'un exemple topologique. On va montrer tout de suite qu’il n’est pas un ensemble
minimal Al. Donc il est encore possible qu’en fait tous les ensembles minimaux Al de dimension 2 dans

R3 soient des cones, ce qu’on va discuter aussi.

Soit E un ensemble minimal Al dont la limite d’implosion est un T'. Le but est de trouver un point
de type T (dans R3, cela veut dire un point prés duquel E est équivalent & T') dans E, parce que I’on

en déduirait comme ci-dessus que la densité de E en ce point est constante, puis que F est un T'.

Donc supposons que T est un céne minimal de type T centré a 'origine, et qu’il existe une suite

{tx} tel que
(14.2) lim tx = 400 et lim doy, (E,T) =0.
k—o0 k—oo
Alors d’abord, par la monotonie de la densité a ’origine, on sait que pour chaque k, 't-er 2(En
k
B(0,t)) < dr, et donc
(14.3) H*(EN B(0,tx)) < H*(T N B(0,t)).

Notons B = B(0,1). Notons y;,1 < 7 < 4 les quatre points de type Y de TN B. Notons C 1’enveloppe

convexe de {y;,1 < i < 4}, qui est un tétraédre régulier inscrit & B. Notons T = TN C.

On a alors

(14.4) —21—H2(6'C) = %\/5 < 2v2 = H¥(T¢).

En effet, notons o I'origine, alors I'angle Zy,oy; = arccos(—-%), de sorte que
(14.5) lvays| = (lows| + lows|? — 2loyilloy;| cos Ly,oy,)¥ = 2v2/V3.

Par conséquent

V3 2
(14.6) Savivavs = - lviys|* = 5\/5,
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si bien que

1 . 4\/—
(147) §H (80) = QSAylygyg = g 3
D’autre part,

1. 2

(14.8) SA’yiOyj = 5 sin éyioyjloulloyjl = ?7
de sorte que
(14.9) HY(Tc) = 6Say,oy, = 2V2.

Notons § = §(H?*(T¢) — H?(8C)). Alors la méme démonstration du lemme 16.43 de [9] donne

Lemme 14.10. Il existe €1 > 0 tel que si dp2(E,T) < €1, alors

(14.11) H2(ENC) > H(Tg) — 6.

D’un autre coté, il existe e2 > 0 tel que si do2(E,T) < €2, alors dans B(0, %)\B(O, %), FE est une

version C! de T.

Alors par (14.2), et quitte & faire une dilatation, on peut supposer que pour ¢y = 2,
(14.12) do2(E,T) < min{ey, €2},

ce qui donne (14.11), et que dans B(0, %)\B(O, 1) E est une version C! de T.

En particulier sur le bord de C, ENAC est de la méme topologie que T'NJC, c’est & dire, ENOC
est composé de six courbes C! par morceaux, qui se rencontrent en 4 extrémités b;,1 < i < 4, chaque
b; est trés proche de chaque y;,1 < ¢ < 4, ou les y;,1 < i < 4, sont les quatre points de type Y dans
T NOC. Notons w;; la courbe dans E N OC dont les extrémités sont b; et b;, alors w;; est trés proche
de [bi, b;], en particulier, si on note €;,1 < 4 < 4, la composante connexe de dC\E qui est en face de

b; (b; & Q;), bordée par wy,, k,l # i, alors on peut demande que e soit suffisamment petit pour que
1
(14.13) pour chaque 1 < i < 4, H*(Q;) > ZH2(60) — 48,

ol $H2(AC) est la mesure d’une face de AC. (voir le dessin 14-1)
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14-1

Maintenant, supposons qu'’il n’y a pas de point de type T dans E N C. Notons Fy ’ensemble de
points de type Y dans E. Par la C! régularité autour des points de type Y (c.f. [10] théoréme 1.15 et
lemme 14.6), Ey N C est composé de courbes C!, dont les bouts sont des b;,1 < i < 4. Alors il existe
deux de ces courbes 7, v, dont les bouts sont des b;. Supposons par exemple que y; N9C = {b1,b2} et
Y2 NOC = {b3,bs}.

Pour chaque point = € 1, il existe un voisinage B(z,r) tel que dans B(z,r), E est une version C!
d’un Y + z, qui coupe B(z,7) en 3 composantes connexes. C’est aussi vrai pour les deux points b; et
bz, parce que by, by sont des points de type Y dans E. Alors par la compacité de v, U {b1, b2}, il existe
r > 0 tel que dans le voisinagle tubulaire B(y;,7) de 7, E est un Y tordu, dont ’épine est 71, et qui
découpe B(v1,7) en trois composantes connexes, chacun étant un tube long qui joint I'un des trois ;
proches de b; & I'un des trois §2; qui sont proches de by. Notons que si §2; et §2; sont liés par I'un de ces
longs tubes, alors ils appartiennent a la méme composante connexe de B\ E. Par conséquent, il existe
1<4,5 <4,1# j tel que ; et ©; sont dans les méme composante connexe de B\E, et il existe un

tube 7 le long de 7; qui les connecte.

Supposons qu’il existe une déformation f de E dans C (voir la définition 1.11), 1 < 1 # j < 4, deux

points = € ;,y € §; tels que

(14.14) f(E) C C\[z,y].
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Puisque f(FE) est fermé, il existe r > 0 tel que

(14.15) F(E) € C\B([z, 9], 7).

Pour chaque ¢t > 0, posons
(14.16) g: : C\B([z,y},r) — (R*\B([z, 4], + 1)) U (BC\B([z, 4], 7))

lapplication définie comme suit : g = Id sur C\B([z,y],r + t); pour chaque z € C N B([z,y],r +
t)\B([z,y],T), soit zq le point de [z,y] tel que [z, z] L [z,y], alors g;(z) est 'intersection de la demi-
droite [2q, 2) avec 8(C N B([z,y],r +t)). Voir le dessin 14-2.

14-2

Par la définition on sait que g; est une déformation Lipschitzienne. De plus, quand ¢ est suffi-
sament grand (par exemple ¢t > 2), on a que (R3\B([z,y],7 + t)) U (8C\B([z,y],7)), donc g:(E) C
8C\B([z,y], 7).

Maintenant notons hy : Q;\B(z,r) — 0Q; et hy : Q;\B(y,r) — 0Q; les déformations radiales
centrées en x et y. Cest & dire, pour z € Q;\B(z,r), h;(z) est I'intersection de la demi-droite [z, 2)
avec 09, et pour z € Q;\B(y,r), hy(z) est 'intersection de la demi-droite [y, z) avec 9€);. Comme les
), sont localement des version C! de triangles, il y a en effet une unique intersection, et que h; et h,
sont Lipschitzienne. Notons hy = h; 0 hy 0 g; o f la déformation de C\B([z,y],) — C\B([z,y],r), qui
envoie E dans G = 8C\(Q; U ;) pour ¢ grand, et de plus, les h; ne bougent pas ENC = Uj_, .

Ceci implique qu’on peut déformer E dans C vers un sous ensemble de G.
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Par (18.13) et (18.11),

1
H?*(G) = H*(8C) — H?*(S%) — H*(Q;) < =H?*(0C) + 25
(14.17) 2
= HY(T¢) - 26 < H}(ENCQ),
ce qui contredit le fait que E est minimal. Par conséquent, si E ne contient pas de point de type T,
alors il n’existe pas de déformation f de E dans C telle que C\ f(F) contient un segment qui connecte
deux §; différents. Mais d’un autre c6té, si E contient un point de type T, par ’argument au début
de ce paragraphe, F est un T centré en ce point, de sorte qu’il n’existe pas de telle déformation f non

plus. On a donc
Proposition 14.18. Soit E un minimiseur Al dans R3 tel que
1) do2(E,T) < min{ey, €2} ;
2) E ne contient pas de point de type T.
Soit C, §; sont comme ci-dessus, alors il n’existe pas de déformation f de E dans C telle que

C\f(E) contient un segment qui connecte deuz §2; différents.

Un corollaire immédiat est que les «y; font des noeud. En effet, par le lemme ci-dessus, le tube 7 le
long de 1 ne peut pas étre trop simple, parce que, par exemple, si y; ne fait pas de noeud, il existe un

homéomorphisme Lipschitzien f qui est une déformation dans C telle que

(14.19) f(n) = [by, b2]
alors
(14.20) C\f(E) = f(C\E) D f(m) = [b1, b2,

ce qui contredit la proposition 14.18.

Par conséquent, le comtre exemple potential proposé par Guy David dans son article [9] n’est pas
un vrai contre exemple, puisque les deux ; dans cet exemple ne font pas de noeud tous les deux. On

a donc

Corollaire 14.21. L’ensemble Ey donné dans le paragraphe 19 de [9] n’est pas minimal.

Par 'argument ci-dessus, quand on regarde & une grand échelle ou F est trés proche de T', 1 et ¥

font des noeux tous les deux.

Topologiquement on ne peut pas éviter ce cas. Les discussions suivantes sont donc déstinées &
donner un tel exemple topologique. On va maintenant chercher des propriétés nécéssaires de E si v;
fait un noeud. Et ensuite on essayera de construire un exemple ol «; fait un noeud, en profitant des

proprétés obtenues.
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On va donc construire notre exemple a partir d’une surface fermée orientable non simplement

connexe.

Mais regardons d’abord le contre exemple Fy donné dans le paragraphe 19 de [10]. Bien que dans
cet exemple les v; et 72 ne font pas des noeud, il est aussi un exemple qui contient une surface non

simplement connexe. Regardons-le donc pour avoir une idée.

En effet, prenons un tore Tp, (voir le dessin 14-3), prenons le plus grand cercle horizontal (I'équateur)
Co (ligne verte), et prenons n’importe quel cercle vertical Lo (ligne rouge). Notons zq leur intersection.
Alors on prend r¢ > 0 tel que By = B(zq,70)N T} est un disque topologique. Notons a1, a; I'intersection
OBy N Cy, et by, by intersection 8By N L.

14-3

Notons a1as = Cp\ By le grand arc entre a; et as, et 1;17); = Lo\ By le grand arc entre b, et by. Puis
notons S la partie verticale plane dont le bord est [by,bs] U 5;7;2 D’un autre cété, notons P le plan
contenant Fy, et prenons un disque fermé By C P qui contient d1a@2 et dont le bord contient ay, as.
Alors notons ajaz = 8B1\By le grand arc du 9B; entre a; et ag, et notons S C P la partie entre a;a2

et ajas.

Alors 'ensemble (Tp\Bp) U S1 U Sz est topologiquement ’exemple donné dans le paragraphe 19
de [10]. Ici a1, ag,b1,bs sont les 4 points de type Y qui correspondent aux 4 points de type Y dans
ENo8B(0,1), dias et bTb_; correspondent & 7; et 2 respectivement ; et ajaz et [byba] et les 4 arcs sur

0By entre a; et b; pour 4,5 = 1,2 correspondent aux 6 courbes de EN9B(0,1).

Aprés la discussion ci-dessus, on est prét & construire de la méme maniére, un exemple E ou v;
est la partie non-triviale d’un noeud de tréfle. Autrement dit, 'union de -ﬁet du segment [by, bo] fait
un noeud de tréfle (voir le dessin 14-4). Mais c’est juste un exemple topologique, et il est peu probable
que ’ensemble E décrit ci-dessous puisse en fait étre minimal. Notons que toutes les constructions sont

dans R3 bien sir.
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14-4

Donc prenons un tube fin droit 7 = v x [0,1], o «y est un cercle. Fixons un point z¢ € 7. Notons
les deux cercles 3 = v x {0} et y2 = v x 1, notons z; = (0, 0) et T3 = (zo, 1). Notons n = {zo} x [0, 1]

le segment horizontal. (voir le dessin 14-5)

0 1
} }
X1 n X2
‘l
\
1 T
!
1
Vo Vi
14-5

Prenons un grand disque D horizontal centré a ’origine de rayon R, fixons un de ces diamétres L1,
et notons L, le diamétre orthogonal & Ly, ses extrémités y;,yo. Alors L; sépare D en deux composantes
connexes. On enléve deux petits disques X1, X2 C D symétriques par rapport & L; dont les centres o1, 02

appartiennent & Lo avec d(0;, ;) < %H 1(Ly), et dont les bords sont de méme taille que 7.

Notons @ le plan orthogonal & D et passant par L;. Notons D; C @ un demi disque dont le
diameétre est L;. Notons aussi @’ le plan orthogonal & D et passant par Ly, et Dy C Q' le demi disque
dont le diamétre est Ly, et choisissons D, de 'autre c6té de D par rapport & D;. (dessin 14-6)
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14-6

On tord maintenant le tube 7 par un difféeomorphisme f vers une partie d’un noeud de tréfle
contenu dans B(0, R) (voir le dessin 14-7 & gauche), et on demande que f(v;) = 0%; et que f(z;)
soit le point le plus proche de y; sur 9%;, i = 1,2. Donc f(z;) € La. Par conséquent la courbe fermée
m = f(MU[f(z1), 1 ]U[f(22), y2]U[8D2\ L2] est un noeud de tréfle. On peut donc appuyer une surface
S1 C B(0, R) de classe C* sur 7,. Voir le dessin 14-7 4 droite qui décrit une surface s’appuyant sur un
noeud de tréfle.

14-7

Maintenant notons E = [D\X; UX3] U f(T) U D; U S;. Alors Pensemble E et topologiquement
P’exemple qu’on voulait décrire. Ici y1,y2 et les deux extrémités de Ly 21, z2 sont les quatre points de
type Y dans ENAB(0,R), f(n) U [f(z1), 1] U [f(x2),y2] est 71 qui fait un noeud, et L; est ~,. Les 4
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arcs courts §;2;,1 < i,j < 2 sur 8D, et dD1\Ly, 0D\ L sont des six courbes de ENJB(0, R).

On est donc arrivé & fabriquer un exemple pour lequel une courbe de Fy fait un noeud. Vraisem-

blablement cet ensemble n’est pas minimal. Mais topologiquement on ne peut pas I’éviter.

Par contre quand on regarde un ensemble E dont l'intersection avec 0B est vraiment T'NJB, alors

on sait montrer que E n’est pas minimal. On le fera dans le paragraphe suivant.

15 Controéler la topologie par mesure

Rappelons que T est le cone sur le trétraédre régulier centré & l'origine.

Notons B = B(0,1) C R3 la boule unité ouverte et B son adhérence. Alors T’ coupe la sphére OB

en quatre regions triangulaires égales {S;}1<i<4. On a alors

(15.1) : Ui, S: = 0B
et
(15.2) Ui, S; = OB\T.

Notons a;,1 < j < 4, les quatre sommets de TNOB, ot a; = 0#1-5’;0 OB est le point qui se trouve

en face de S;.

Proposition 15.3. 1) Soit E C BNR® un ensemble fermé, 2-rectifiable, Ahlfors réqulier de dimension

2, avec

(15.4) ENd&B=TnNaB.

Alors si H*(E) < H*(T N B),
il existe 1 < ¢ < j < 4, et quatre points a,b, ¢c,d appartenant ¢ un plan,
(15.5) tels que a € S;,d € Sj,b,c € B\E, Zabc > g, Zbed > %
et [a,b]U[b,c]Uc,d] C B\E.

ot [z,y] désigne le segment d’extrémités x ety et Zabe < m Uangle du plus petit secteur délimité par ba
et be.

2) Si de plus E est minimal dans B et vérifie (15.4), alors

(15.6) soit E =T N B, soit (15.5) est vrai.

Voici un corollaire direct de la proposition 15.3.
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Corollaire 15.7.

(15.8) H*(E) < H*((TNB\C)UG) = H¥(T) — (2v2 — %ﬁ).

Démonstration. Si E C B est un ensemble minimal réduit qui vérifie (15.4), et qui n’est pas T N B,
alors par (15.6), (15.5) est vrai. Mais (15.5) donne D’existence d’une déformation f dans B(0,1) telle
que f(E) C B\[a,d], on peut donc déformer E sur un sous ensemble de (I'N B\C) UG, ot C,G sont
comme dans le paragraphe précédent. On a donc par (14.4), O

(15.9) H?(E) < H*((TnB\C)UG) = H¥(T) - (22 — 3\/5).

Démonstration de la proposition 15.3.
Pour 1), on va démontrer la contraposée. Supposons donc que (15.5) n’est pas vrai.

- Notons P; le plan orthogonal & od; et tangent & la sphére unité, p; son projecteur. Notons R; =

pj(S;) C p;j(Uiz;Si) C Pj. Alors pour chaque 1 < j < 4 et chaque z € R;,
(15.10) p; () NE#0.

En fait sinon, on a R;\p;(E) # 0, ou p;(E) est compact, en tant que projection d’un compact. Donc

R;\p;(E) # 0 est ouvert. Notons que puisque R;\(Ujx;p;(S;)) est de mesure nulle, on a
(15.11) (Rj\p;(E)) N (Uigjp;(Si)) # 0.

Prenons z € (R;\p;(E)) N (Uiz;p;(S;)). Alors x & OR;, parce que 8S; C E et donc OR; = 9p;(S;) =
p;(0S;) C p;(E). Par conséquent, pj_l(m) N B est un segment [a,d] perpendiculaire & P; avec a # d,
a € S;-’ et d € U;j%;S;. Prenons b,c € [a,d] tels que a,b,c,d sont différents, et alors (15.5) est vérifié.

Une contradiction avec notre hypothése.

Maintenant pour chaque z € R;, notons f;(z) le point dans pj"l(x) N E qui est le plus proche de
R;. Autrement dit, f;(z) est le premier point dans E dont la projection est z. Ce point existe et est

unique, puisque F est compact et que pj_l(z) est une droite orthogonale & R;.

Notons A; = f;(R;). Alors A; est mesurable. En effet,

Aj={z € E:Vy € E tel que d(y, P;) < d(z, F;),|p;(y) — p;(z)| > 0}

= n{x € E :Vy € E tel que d(y, P;) < d(z, P;) — 277, |p;(y) — pj(z)| > 27%}.
P.g

(15.12)

Maintenant puisque E est rectifiable, A; C E 'est aussi. Donc pour presque tout z € Aj;, le plan
tangent approximatif T;A; de A; en x existe. Notons v; le vecteur normal extérieur unitaire de P;, et
notons w;(z) le vecteur unitaire normal de T, A; tel que < vj, w;(z) >> 0. Alors w;(z) est bien défini

pour z tel que T, A; X P;.
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Posons
(15.13) Ej={z € A; : T A; L P;}.
Alors w; est un champs de vecteurs mesurable sur E;. Par le théoréme de Sard, on a
(15.14) H?(p;(4,\E)) = 0.
Mais p; est injective sur A;, donc p;(A;\E;) = p;j(4;)\p;(E;) = R;\p;(E;), et donc R;\p;(E;) est de
mesure nulle. De plus, pour presque tout z € E;, T; A; = T E;.

On veut montrer que

(15.15) / < vj,w;(z) > dz = H*(R;).
i
Donc appliquons la formule de I'aire (c.f.[14] 3.2.20), avec m = v = 2, W = Ej, f = p;, g = 1g;;

on obtient
(15.16) / | A2 apDp; (z)||dH?z = / N(pj, z)dH?z.
E; R;

De plus par (15.10), N (p;, z) > 1 pour tout z € R;. Par contre N(p;, 2) < 1 puisque E; C A; sur lequel

p; est injective. Donc N(pj, z) = 1 pour tout z € R;. Par conséquent

(15.17) / N(pj,2)dH?z = H*(R;).
R;

Pour le membre de gauche de (15.16), prenons wj}(z) un vecteur unitaire dans T; E; tel que wj(x)[|R;,
et w?(x) le vecteur unitaire dans T F; orthogonal & w}(z). Alors p; (w;(z)) L p; (w]2 (z)), par géométrie

élémentaire dans R3. On a alors
(15.18) || Az apDp; (z)|| = |Ip; (w} (z)) A Pl (wa(2))]] = Ip;(w} (x))llp; (w?(z))]
= |pj (w}(=))|.

La premiére égalité est vraie parce que p; est une application linéaire de R? dans R?, la deuxiéme
égalité parce que p;(w;(z)) L pj(w?(x)), et la derniére parce que wj}(z)||S;.

(w?
Maintenant notons vf(m) = %Ez—;;] € P;. 1l est bien défini parce que T, E; Y P; et donc
J

|p;(w}(2))| > 0. Alors w;(z), w?(x), vj, vZ(z) sont tous orthogonaux & w}(z), et donc appartiennent &

un méme plan, avec w;(z) L w]?(x),vj 1 vf(z) Donc

(15.19) | <wj(2),v; > | =] < w}(z),v}(2) > | = |p;(w}(@))l-
Mais par définition on a < w;(z),v; >> 0, donc

(15.20) < w;(z),v; >= |p;(w}(2))| = || Az apDp;()||

par (19.18). En combinant avec (15.16) et (15.17) on obtient (15.15). Notons qu’ici v; ne dépend pas
de E.
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Maintenant pour z € A;\Ej, on définit un champs de vecteur mesurable w;(x) tel que w;(z) L

Ty Aj. Alors < w;(z),v; >= 0 pour presque tout z € A;\E;. Et donc

(15.21) /A < vj,wj(z) > dr = H*(R;).
3
En sommant sur j, on a

4 4 4
(15.22) Z/ < vy, w(x) > dz = Z/ <vjwi(a) > do = S HA(R))
j=174i j=1"E; i=1

Ensuite, notons E0 E;j\ Uiz; E;, Eij = (E; N Ej)\ Uggi,; Ex pour i # j. On affirme que

(15.23) E;\(E} UU;%;E;;) est de mesure nulle pour tout j.

Supposons que non. Alors il existe i, j, k différents tel que E; N E; N Ey est de mesure non nulle.
Supposons par exemple que 1 = 1,7 = 2,k = 3, et notons Fy23 = E1 N E3 N E3. Maintenant puisque
FE153 est un ensemble rectifiable mesurable de mesure positive, et que F123 C F, donc pour presque
tout z € E1.3, le plan tangent approximatif T, F103 de Ej23 en z existe et est égal & T, E. Et de plus
puisque E est Ahlfors régulier, T, E est un vrai plan tangent (voir, par exemple, [8], Exercice 41.21,

page 277). Choisissons donc un tel z € E193.

Alors par définition de A;, on a que pour j = 1, 2,3, le segment [z, p;(z)]NE = {z}. Et par définition
de Ej, on a que T, E [ Pj et donc [z,p;(z)] N (T E + z) = {z}, puisque [z, p;(z)] L P;. Maintenant le
sous espace affine T, E+z sépare R3 en 2 demi espaces, et puisque pour j = 1,2,3, ]z, p;(z)|N(T, E+z) =
0, il existe 1 <14 < j < 3 tel que |z, p;(z)] et |z, pj(z)] se situent du méme c6té de T, E + z. Supposons

par exemple que t = 1,7 = 2.

Notons, pour i = 1,2, a; I’angle entre [z, p;(z)] et T E + z. Posons a = min{a;, a2}. Alors puisque

T, E est un vrai plan tangent, il existe r > 0 tel que pour tout y € E N B(z,r),

(15.24) d(y, T.E + 1) < g- sin .

Posons b = [z,p1(z)] N8B(z,7), ¢ = [z, p2(x)] NOB(z,r), alors par définition de , d(b, T, E + ) >
rsinq, etd(c, T, E + x) > rsina. Mais b, ¢ sont du méme c6té de T, F + z, donc pour tout y € [b,¢],
d(y,T,E + z) > rsinq, et donc [b,c] N E = (, a cause de (15.24).

Maintenant on pose a = p;(z),d = p2(z). Notons que dans le triangle Az, |zb] = |z¢|, de sorte
que Zzbc = Lxchb. Mais Zxbe + Lxcb + Lbxe = 7w, Lbxe > 0, donc Zzbe = Zzch < 5. Par conséquent,
Zabe = = Lxbc > §, Lbed = m — Zzcb > 7. Ainsi on a trouvé quatre pdints a,b,c,d tel que (19.5)

est vrai. Une contradiction.

On obtient donc (15.23). Et par conséquent, on a

4
(15.25) Ui, E;) =Z )+ > H(By).

1<i<j<4
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Pour estimer les mesures, on va appliquer la méthode de calibration. Rappelons que v; est le vecteur

normal extérieur unitaire de P;. Alors on a par (15.22),

ZHZ Z/ < vj,wj(z) > dz

-—Z/ < vj,wj(z) > dz+ Z / < i, wi(z) > + < v, w;(x) > de
0

1<i<j<4

(15.26)

Pour le premier terme

]/O < vj,wj(z) > dz| < /0 | < vj,wj(x) > |dz
(15.27) K K
< [ ol (@)lde = 2(E9)

J

et donc
4 4 4

(15.28) 1Z/EO < vy w;(@) > da| < Z:/EO < vy, w5(2) > dal < 3 HA(ED).
j=1v"5j J=1 "% 5=1

Pour le deuxiéme terme, observons que w;(x) = w;(z) pour = € E;j;, et notons e; = w—'%% Alors

< v;,w(x) >+ <vj,wi(x) > | = | <v+ e(T)vy, wi(z) >
(15.29) | < vi,wi(z) 5 wi (@) > | = | <vi+ e(@)v, wi(z) > |
< i + e(z)vj||wi(@)| = |vi + e(z)v;| < max{|v; + vjl, |vi — v5(}.

Par définition de v;, I’angle entre v; et v; est 'angle supplémentaire de ’angle 6;; entre P; et P;.

Alors un calcul simple donne

2 22
— < L|lvj—vj|=—F—>1.
V3 [o: = vl V3

Donc max{|v; + vj, |vi — vj|} = |vi — v;| > 1. Notons D cette valeur. Par (15.29),

(1530) |‘Ui + 'Ujl =

L] <wiwi(z) > + < vj,w;(z) > da

(15.31) By
< / | < vi, wi(z) > + < vj,wj(z) > |dz < DH%(E;;)
ij

et donc

Z / < v, wi(z) > + < vj,w;(z) > dz|
(15.32) 1<i<j<a” Bij

< Z ] < i, wi(x) > + < vj,wj(z) > dz| =D Z H?(E;;).
1<i<j<a Y Eu 1<i<j<4

En combinant (15.26), (15.28) et (15.32) on obtient

ZHZ(R <ZH2E°+D > H(Ey)

1<i<j<4

(15.33) < D[E HQ(E?) + Z H?*(E;;)(puisque D > 1)
i= 1<i<j<4

= DH*(Uj_, E;) < DH*(E).



157

D’un autre coté, on peut faire la méme chose pour T', le cone sur ’union des arétes de C, puisque
T sépare les quatre faces de C et donc (15.5) est automatiquement faux. Alors par les définitions, on
peut bien voir que Ti0 = { pour tout %, €;; = —1 pour tout i # j, et (v; — v;) L T, T pour presque tout
z € T35, ce qui implique que

(15.34) < v, wi(x) > + < vj,wj(z) >=D

pour tout z € Tj;. En bref, toutes les inégalités sont des égalités pour T', par conséquent

4
(15.35) DH*(E) > Y H*(R;) = DH*(T),
et donc )
(15.36) H%(E) > H¥(T)

pour tout E qui ne vérifie pas (15.5).

Démontrons 2). Soit E un ensemble minimal réduit, alors il est automatiquement rectifiable et
Ahlfors régulier (c.f.[11]).

Notons d’abord que H2(E) < H?(T). En effet, pour chaque = € B\T, il existe 1 < i < 4, tel que z et
S; appartiennent & la méme composante connexe de B\T. Alors posons f(z) 'intersection de z+ [0, a;)
avec T. Alors f : B — T est une rétraction Lipschtzienne (voir le dessin ci-dessous). Maintenant si E
est un ensemble minimal qui vérifie (15.4), alors posons g : 8BUE — T'U3B, g(z) = f(z) pour z € E,
g(x) = z pour z € AT. Ensuite on étend g en une fonction qui envoie B dans B. (dessin 15-1). Donc g

déforme FE en un sous-ensemble de T'N B.

15-1

Mais F est minimal, donc

(15.37) H*(E) < H*(g(E)) < H*(T N B).
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Donc pour montrer 2), il faut montrer que si (15.5) n’est pas vrai, et H%(E) = H%(T N B), alors
E =T N B. Et en particulier E contient un point de type T.

Par les arguments dans 1), si (15.5) n’est pas vrai, et H2(E) = H?(T), alors les inégalités (15.27)-
(15.29) et (15.31)-(15.33) sont tous des égalités.

On a donc

1) pour presque tout = € E;j, T E;j L v; — v;. Notons P;; le plan perpendiculaire & v; — v;, alors

pour presque tout z € E;j, T, E;; = P;j;.
2) H*(E)) = 0 pour tout j, puisque D > 1.
3) H2(A;\E;) = 0.
4) p;(E) = p;(Ej) = R;.

Alors pour presque tout z € E, T E est 'un des P;;. Si z est un point tel que T, E existe, par la C*
régularité (c.f.[10], Thm 1.15 et Lem 14.4), il existe r = r(z) > 0 tel que dans B(z, ), E est le graphe
d’une fonction C! sur T, E, ce qui implique que dans B(z,r), la fonction f : E N B(zx,r) — G(3,2),
f(y) = TyE est continue. Mais pour TyE on n’a que six choix P;;,1 <1 < j < 4, qui sont des points
isolés dans G(3,2), et donc TyE = T E pour tout y € B(z,r) N E. Par conséquent E N B(z,r) =
(T E + z) N B(z, ), un disque paralléle & P;;.

Encore & cause de la régularité C!, on a que Ep = {x € ENB : T,E existe} est un variété de

classe C*, qui est ouverte dans E. Et donc

chaque composante connexe de Ep est une partie
(15.38)

d’un plan qui est paralléle & 'un des P;;.

Notons Ey = {z € E : z est de type Y}. Alors si © € Ey, par la C? régularité (c.f.[10], Thm 1.15
et Lem 14.6), il existe 7 = r(z) > 0 tel que dans B(z,r) E est C! équivalent & un Y. Notons Ly 1'épine
de ce Y, et Sy, Sz, S3 les trois demi plans ouverts de ce Y, alors si on note ¢ I’homéomorphisme C! qui
envoie Y sur E dans B(z,r), les p(S;) N B(z, ) sont des variétés C* connexes, et donc chaqune est une
partie d’'un P;;. Par conséquent, ¢(Ly) N B(z,) est un segment ouvert passant par z et est paralléle &
un Dj, o D; = P N Py.

Donc Ey N B est I'union de segments ouverts I3, I5 - - -, chaque segment est paralléle & I'un des D;;,
et son extrémité est soit un point dans la sphére 9B, soit un point de type T'. De plus
pour chaque z € Ey tel que T; By = Dj, il existe r > 0

(15.39)
tel que dans B(z,r), E est un Y dont I’épine est z + Dj.

Maintenant si z € E est un point de type T', alors par les arguments ci-dessus, la limite d’exposion

CzE de E en x est T'. Par conséquent, pour chaque segment I;, au moins une de ses extrémité est dans
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la sphére unité. En effet, si I; est limité par deux points z,y de type T', alors au moins 'un de C, F et

CyE n’est pas T' (deux T' paralléles ne peuvent pas étre connectés par une épine commune).
Donc les segments I; vont jusqu’au bord.

Lemme 15.40. Siz est de type T, alors (T +z)N B C E.

Démonstration. Par la régularité C* autour des point de type T, il existe r > 0 tel que dans B(z,r) E
est un exemple C! de T'+z. Mais par (15.38) et (15.39) on a que en fait ENB(z,r) = (I'+z)NB(z,T).
Notons L;,1 < i < 4 les 4 épines de T + z, alors L; N B C Ey, parce que L; N B(z,r) est une partie
d’un segment I; C Ey, qui a déja une extrémité x de type T', donc I'autre extrémité est dans la sphére,
ce qui veut dire I; = L; N B(0,1).

Maintenant on prend une famille & un paramétre de boules ouvertes Bs; de rayon r < s < 1 qui

vérifie
1) B(z,r) C Bs C B pour tout s > 7}
2) Bs; C By pour tout s < §';
3) Mi>t>sBi = B; et Ui<s By = B, pour tout r < s < 1.
Notons R = inf{s > r, (T + z) N B; ¢ E}. On affirme que R = 1.
Supposons que non.

Alors par définition de By, les quatre épines et les six faces de T + x ne sont jamais tangentes &

8Bs, r < s < 1, puisque B(z,r) C Bs.

Pour chaque y € 8Br N (T + z), y n’est pas un point de type T'. En effet, si y appartient & I'un des
L;, alors y est automatiquement un point de type Y, puisque L;\{z} C Ey ; Si y n’est pas de type Y,
il existe alors 1, j tels que y € z + P;;. Donc il existe , > 0 tel que B(y,ry) N (z+ T') est un disque D,
centré en y. Maintenant par la définition de R, pour tout s < R, B; N (T + z) C E, et par conséquent
BrN (T + z) C E. Et donc DN Bg N B(y,ry) C E, ce qui implique que y ne peut pas &tre un point
de type T.

Alors si y est un point de type P, supposons que y € P;; + z, alors TyE = P;;. Par (15.38), et
puisque R < 1, il existe un r, > 0 tel que EN B(y,r,) = (Pi; +y) N B(y, ry). Cela signifie que

(15.41) il existe ry > 0 tel que E coincide avec T + = dans Br N B(y, ).

Si y est un point de type Y, alors il est forcément dans I'un des L;. Par le méme argument que

ci-dessus en utilisant (15.39), on obtient aussi (15.41).

Donc (15.39) est vrai pour tout y € dBgr N (T + z). Mais 9Br N (T + x) est compact, on peut donc
obtenir un 7 > 0 uniforme tel que pour chaque y (15.39) est vrai en posant r, = r. Cela contredit la
définition de R.
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Donc R = 1. Mais B; C B est de rayon 1, de sorte que B; = B. Par définition de R on obtient la

conclusion.

Fin de la démonstration du lemme.

Par le lemme, on sait que si z est un point de type T', alors x est forcément ’origine, & cause de
(15.4). Donc T N B C E. Mais dans ce cas la, on a E = T N B, parce que H?(E) = H*(T N B).

Il reste donc le cas ou il n’y a pas de point de type T. Mais dans ce cas, le méme sorte d’argument

que le lemme 15.40 donne ce qui suit.

Lemme 15.42. Soit z un point de type Y dans E, et T, Ey = D;. Notons Y; leY dont l’épine est D;.
Alors

(15.43) (Y;4+z)NBCE.

Mais c’est impossible, parce que E N dB = T'N 8B ne contient pas & la fois les deux bouts d’un
(Y; +z)ndB(0,1).

On obtient donc E = T' N B. Et donc (15.6). o

16 Préliminaires sur la topologie

A partir de ce paragraphe, on commence & essayer de généraliser le concept de minimiseur de

Mumford Shah aux codimensions plus grandes.

Dans ce paragraphe, on donne d’abord quelques rappels sur des définitions et théorémes (sans
démonstration) de topologie algébrique et de transversalité. Les lecteurs qui connaissent bien ce sujet

peuvent bien sir sauter ce paragraphe.

16.1 Topologie algébrique

Dans cette section on va discuter de deux sortes de groupes d’homologie. Un groupe d’homologie
associé & un espace topologique est un invariant topologique, c’est 4 dire, & deux espaces homéomorphes
sont associées deux groupes d’homologie isomorphes. Donc les groupes d’homologie sont utiles pour

distinguer des espaces topologiques.

On donne d’abord les définitions de deux groupes d’homologies. Ensuite on donne des liens néces-

saires entre les deux, pour continuer & discuter de la généralisation des minimiseurs MS.
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16.1.1 Homologie simpliciale (a coefficient dans Z)

Définition 16.1 (simplexe). Un n—simpleze s est ’enveloppe conveze des n + 1 points utilisés pour
former un repére affine dans un espace euclidien de dimension n. L’enveloppe conveze de tout sous-
ensemble de ce n+ 1 points est appelé une face du simplexe. Les faces sont des simplezes elles-mémes.
En particulier, ’enveloppe conveze d’un sous-ensemble de taille m + 1 (de ce n+ 1 points) est un
m—simpleze, appelé une m—face du simpleze initial. En particulier, pour m = n, une n—face d’un

n—simpleze est lui-méme.

Par exemple, un 1-simplexe est un segment, un 2-simplexe est un triangle, un 3-simplexe est un

tétraédre, etc.

Remarque 16.2. Un simpleze est une généralisation du triangle & une dimension guelcongue. C’est

la raison pour laquelle on parle de "triangulation” dans les définitions suivantes.
Définition 16.3 (complexe simplicial). Un complexe simplicial K est un ensemble de simplezes tel que
1° Toutes les faces de chaque simplexe de K appartiennent aussi 4 K ;

2° L’intersection de n’importe quels deuzr simplezes non disjoints 01,02 € K est une face des deux

oy, et og.

Un k—complexe simplicial K est un compleze simplical ot la plus grande dimension de n’importe

quel simpleze de K est k. On dit qu’un compleze K est fini si K est un ensemble fini.

Définition 16.4 (Polyédre et triangulation). Le polyédre associé & un compleze simplicial K est sim-
plement la réunion de tous les simplezes qu’il contient. Il est noté |K|. La donnée (K, ) d’un compleze
simplicial et d’un homéomorphisme entre son polyédre |K| et un expace topologique X est appelée une

triangulation de X. La triangulation est dite finie si K est un compleze simplicial fini.

Ainsi un cube ne se présente pas naturellement comme un complexe simplicial, notamment parce

que ses faces ne sont pas triangulaires, mais il admet plusieurs triangulations possibles.

Définition 16.5 (chaine simpliciale). Soit X un compleze simplicial. Une k—chaine simpliciale (&

coefficient dans Z) est une somme formelle de k—simplexes

N
(16.6) ZCicri, ot c; € Z,0* € K est le i-éme k-simpleze.
i=1
Le groupe des k—chatnes sur K est le groupe abélien libre engendré par l’ensemble des k—simplezes
dans K, et est noté C2(K).
Définition 16.7 (I'application bord). L’application bord

(16.8) B : CE(K) — CR L (K)
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est ’homomorphisme défini par

k
(16.9) O(0) =Y (1) <080 0F >,
=0
ot le simpleze < 19,--- ,0%,--- ,v* > est la iéme face de o obtenue en supprimant son i-éme sommet.
Notons que
(16.10) Ok 0 941 = 0 pour tout k.

Définition 16.11 (cycles et bords, groupes d’homologies). Puisque 9 © 041 = 0, on a Im(Ok+1) C
Ker(8x). Les éléments de Im(Ok41) sont appelés bords ; ce sont les chaines qui sont images d’une autre
chaine par Uapplication bord. Les éléments de Ker(Ox) sont appelés cycles; ce sont les chaines dont le

bord est nul. Tout bord est un cycle.

Le k-éme groupe HR (K, Z) d’homologie simpliciale (& coefficient dans Z) du compleze simplicial K

est le quotient

(16.12) HA(K,Z) = Ker(9k)/Im(8k41)-

La définition du groupe d’homologie simpliciale demande une bonne régularité de ’espace, c’est
a dire, on peut la définir sur un espace qui admet une triangulation. On ne peut pas le définir sur
n’import quel espace topologique. Par contre il est relativement facile & comprendre et & calculer, par

rapport au groupe d’homologie singuliére, dont on va donner la définition tout de suite.

16.1.2 Homologie singuliére (a coefficient dans Z)

Définition 16.13 (simplexe standard). On appelle simpleze standard A, de dimension n [’enveloppe
conveze dans R™ des points eg,e1, -+ ,e, ot eg = (0,---,0) et oue; = (0,---,0,1,0,---,0), le I étant

placé a la i-éme position.
Définition 16.14 (simplexe singulier). Un n—simplere singulier d’un espace topologique X est une
application continue de Ay, dans X. Notons Sp(z) l’ensemble des n—simplezes singuliers de X .

Ainsi, un 0—simplexe s’identifie & un point de X. Un 1-simplexe est un chemin reliant deux points,
paramétré par [0, 1].
Définition 16.15 (chaine singuliére). Soit X un espace topologique. Une k—chatne singuliére (& coef-

ficient dans Z) sur X est une somme formelle de k—simplezes

N
(16.16) Zciai, ot ¢; € Z,0* € Sk(X) est le i-eme k-simpleze singulier.
1=1

Le groupe de k—chaines singuliéres sur X est le groupe abélien libre engendré par Si(X), et est
noté Cx(X,Z).
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Définition 16.17 (I’application bord). Soit ¢ un n—simpleze de X (n > 0), la i-éme face
o; de o est la restriction de Uapplication au n-simplere standard, enveloppe convexe des points

€o," - ,ei_1,€i+1,... ,€n-

Le bord 8o de o est par définition égal & Y . o(—1)'0;. On convient que le bord d’un point (un
0-simpleze) est 0. L’application bord est étendue par linérité auz chaines. Donc Uapplication bord 8,
va de Cp(X,Z) dans Cp—1(X,Z) (sin=0, C_1(X,Z)=0).

Notons que
(16.18) On © On41 = 0 pour tout k.

Définition 16.19 (cycles et bords, groupes d’homologies). Puisque O, 0 Opy1 = 0, on a Im(Op41) C
Ker(8,). Les éléments de Im(On41) sont appelés bords; ce sont les chaines qui sont images d’une autre
chaine par lapplication bord. Les éléments de Ker(d,) sont appelés cycles; ce sont les chaines dont le

bord est nul. Tout bord est un cycle.
Le groupe quotient Ker(8,)/Im(dn41) est le n—éme groupe H,(X,Z) d’homologie singuliére de

’espace topologique X .

On associe ainsi & tout espace topologique une suite de groupes abéliens.

16.1.3 Les relations entre les deux groupes d’homologies

L’homologie singuliére est définie sur tout espace topologique. Mais elle est, en général, difficile &
calculer directement & partir de la définition. On veut donc décider, sur quel espace les deux homo-
logies sont bien définies et coincident, de sorte qu’on peut décider ’homologie singuliére en calculant

I’homologie simpliciale, qui est plus facile.

Notons d’abord que, si K est un complexe simplicial, il existe un homomorphisme canonique
HA(K,Z) — Hyp(|K|,Z), induit par P’application des chaines C5(K,Z) ~+vC'n(|IC|,Z), en envoyant

chaque n—simplexe de K dans son application caractéristique o : A™ — |K|.

Théoréme 16.20 (c.f.[18], Thm 2.27). Les homomorphismes H2(K,Z) — Hyn(|K|,Z) sont isomor-

phismes pour tout n.

Remarque 16.21. Soit X un espace topologique qui admet une triangulation |K| = X, alors pour

toute triangulation |[K'| = X on a
(16.22) HR(K,Z) = Ha(K|,Z) = Ha(X,Z) 2 Hu(IK'], Z) = H (K, 2),
ce qui implique qu’on peut définir I’homologie simpliciale sur X

(16.23) H2(X,Z) = H2(K,Z).
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Par le théoréme, pour tout espace qui admet une triangulation, on peut calculer I’homologie singu-
liére par ’homologie simpliciale de la triangulation. Ensuite on va décider quels espaces admettent des

triangulation.

Définition 16.24 (triangulation p—lisse). Soit u > 1 un entier, ou pu = co. Soit M une variété de
classe C* de dimension n. Une triangulation (K, 7) (voir la définition 16.4) de M est dite u—lisse si
pour chaque n—simpleze o de K, il eziste une carte (U,&) de M (£:U =V C R"™) telle que w(o) C U,
et Eom est affine sur o. Si de plus K est un n—complexe simplicial, la triangulation est dite une u—lisse

n— triangulation.

Théoréme 16.25 (c.f.[33],Chap. IV,§ 14B, Thm 12). Toute variété M de classe C* admet une trian-

gulation pu—lisse.

L’idée (qui vient de S.S.Cairns, [5]) pour démontrer ce théoréme n’est pas compliquée. On plonge
d’abord M dans un espace euclidien R”. On donne d’abord une triangulation lisse & R (par des cubes
dyadiques) trés fine, et on bouge un peu cette triangulation de sorte qu’elle soit transverse & M. Alors

I'intersection de M avec la triangulation induit une triangulation sur M.

Une autre démonstration intéressante est donnée par le méme mathématicien, voir [6].

Remarque 16.26 (c.f.[33],Chap.IV,§ 14B, Thm 12). a) Pour une sous-variété M C R™, il existe une

triangulation lisse de R™ dont M est un sous-compleze ;

b) On peut aussi trianguler une "variété a bord”, par la méme méthode.

Remarque 16.27. Notons que toute triangulation (K, 7) d’une variété de dimension n est forcément

une n—triangulation.

Définition 16.28 (k-chaine simpliciale lisse). Soit k < n deuz entiers, M une vdriété lisse de dimension
n. Une somme formelle " est dite une k—chaine simpliciale lisse sur M (par rapport a la triangulation
(K,m)), s’il existe une triangulation (K, 7) oco-lisse de M, et une k—chaine simpliciale S = Zf;l cio’
sur K (avec les o' € K des k—simplezes, ¢; € Z), tel que ' = Zfil c;m(0*). Les images (o) des
d—faces o de K, d < k, sont appelées les d—faces de T'. Le bord OT de T est défini par

N
(16.29) or =Y cim(da*) =: w(9S).

C’est une k — 1-chaine lisse.

16.2 Transversalité

La propriété de transversalité décrit, en bref, une position générale de I'intersection de sous-espaces

ou de sous-variétés. Elle est en quelque sorte 'opposé de la notion de tangence.
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Définition 16.30. Soit M, N deuz variétés lisses de dimensions m et n, f : M — N une application
lisse. Soit ' C N une sous-variété lisse de N. On dit que f est transverse a T, noté f h T, si pour tout

z € M tel que y = f(z) €T, le plan tangent T,I' et I’image fy(TzM) engendrent T,N.

La propriété utilisée le plus souvent est la suivante.

Proposition 16.31 (c.f.[4] , Chapt II, Thm15.2). Soit M, N, f,T' comme dans la définition. Si f h T
alors f~1(T") est une sous-variété réguliére (ou sous-variété plongée). De plus la codimension de f~1(T)

dans M est la méme que celle de T' dans N.

Corollaire 16.32. Soit M, N, f,I', m,n comme dans la proposition précédente. Si de plus, M, N,T" sont

orientables, alors f~1(T') est aussi orientable.

Démonstration. Notons IV = f~!(T). Notons d la codimension de I" dans N, et donc aussi celle de I

dans M, par la proposition.

T est orientable, ce qui implique qu’il existe sur I un champs de d—vecteurs normal lisse ne s’anulant
pas v : ' — Ag(TN), avec v(z) € Ag(TxT).

Maintenant pour chaque y € I, z = f(y) € ', puisque f est transverse, f.(T,M) @ T,I' engendre
T,N. Notons N,I" I’espace orthogonal de T, I dans T, M, et N,I' I'espace orthogonal de T,I" dans
Ty N. On sait que f,(T,I") C T,T', donc f,(N,I') ® T,T' engendre N,I' ® T,T". Notons 7 la projection
orthogonale de T, N sur N,I', alors m; o f.(N,I") est surjective linéaire sur N,I'. Notons que par la
proposition, NyI' et N,T' sont tous les deux de dimension d, donc 75 o f, est bijective linéaire. Donc
pour chaque y € I, définissons v’(y) € N,V I"image réciproque de v(z) par 75 o fi, alors v’ est un

champ de d—vecteurs normal lisse, partout non nul sur I, ce qui implique que I est orientable. O

Remarque 16.33. Par la démonstration du corollaire, ’orientation v’ de f~1(T') est dite l’orientation
induite par f de ’orientation v de T', noté f*(v). Il est facile & voir que siT' est une variété lisse a bord
orientable, f transvef‘se aT et dT, alors f ~1(T') = f~1(8T), et de plus si on note dv lorientation de
OT induite par v, 8f*(v) Uorientation de 8f~(T) induite par f~1(T'), on a alors

(16.34) 9f*(v) = £*(0v).

Le théoréme suivant dit que les fonctions transverses & une certaine variété forment un grand

ensemble dans ’ensemble des fonctions de classe C*°.

Théoréme 16.35 (Théoréme de transversalité, c.f.[20], Chapt 3, Thm 2.1). Soit M et W deuz variétés
lisses. Soit F' un fermé de M. Soit Z une sous-variété lisse de W. Soit f une application de classe C*
de M dans W qui est transverse & Z en tout point de F'. Soit X ’ensemble des applications C™ de M
dans W qui coincident avec f sur F. Alors ensemble des fonctions C*™ de M dans W qui coincident
avec f sur F' et sont transverses & Z est une intersection dénombrable d’ouverts dense de X par rapport

a la topologie de Whitney.
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Remarque 16.36. Ici on n’explique pas ce que signifie la topologie de Whitney. Tout ce qu’on a besoin
de savoir ici est que la topologie de Whitney est une topologie sur ’espace de fonctions C*, et que pour
tout compact K C M, pour tout € > 0, pour tout f : M — W de classe C*, l’ensemble des fonctions
g: M — W de classe C™ telles que |g — f| < € sur K est un ouvert pour la topologie de Whitney.

Remarque 16.37. Notons que si A;,i € N, est une suite d’ensembles, chacun est une intersection
dénombrable d’ouverts denses, alors leur intersection N;eNA; est aussi une intersection dénombrable
d’ouverts dense. Par conséquent, si Z;,1 € N, est une suite de sous-variétés lisses dans W, alors l’en-
semble des fonctions lisses qui sont transverses d tous les Z; est toujours une intersection dénombrable

d’ouverts denses.

17 L’image réciproque d’une chaine lisse par une ap-

plication transverse

On va maintenant généraliser le théoréme au cas ou I' est une k—chaine simpliciale lisse. Notons

que pour toute d—face o de I, 'intérieur o° de o est une d—sous-variété réguliére lisse.

Définition 17.1. Soit m,n deuz entiers, k < min{m,n}, M, N deuz variétés lisses de dimensions m
et n. Soit I' C N une k-chaine lisse, on dit qu’une application lisse f : M — N est transverse a I', si

pour tout d < k, pour toute d—face o de I, f est transverse a la sous-variété o°.

Maintenant on va regarder 'image réciproque d’une chaine simpliciale lisse par une application
transverse & elle, et on veut obenir un résultat semblable & (16.34). Pour avoir une idée, on énonce

d’abord la proposition suivante, sans préciser certaines notations.

Proposition 17.2. Soit M, N deuz variétés lisses orientées de dimensions m etn, f : M — N
lisse et propre, k < min{m,n}. Soit ' une n — k—chaine simpliciale lisse dans N, et supposons que
f est transverse a T'. Alors f~1(T') est aussi une m — k—chaine simpliciale lisse (sous une certaine

triangulation) dans M ; de plus,
(17.3) af X)) = f~(aN).

Dans les discussion suivante on va expliquer les notations inconnues, et donner aussi une démons-

tration de la proposition.

Soit M, N deux variétés lisses orientées de dimensions m et n, notons leur orientations vas, vn. Soit

f: M — N une application lisse et propre (c’est & dire, 'image réciproque d’un compact est compact).

Etape 1 : structure autour d’un simplexe lisse.
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Soit ¥ C N un n—simplexe lisse. Soit f transverse & X.

Par définition, il existe une triangulation lisse (K,w) de N, un n—simplexe ¢ € K, telle que
(o) = X. Par la définition de triangulation lisse, il existe une carte (U,£) de N (£ : U £ V C R") telle

que ¥ = w(o) C U, et £ o7 est affine sur o.

Mais o est un sous ensemble d’intérieur non-vide de R™, et £ o 7 est affine sur o, donc en fait £o 7
est affine dans un voisinage w de 0. Notons G = {om(w)NV C R, il est alors une sous-variété ouverte
de dimension n, qui contient £(X) = £ o (o). Notons que £ o 7 est affine, et est un homéomorphisme,
donc ¥’ := £ o (o) est un n—simplexe dans G C R™. D’un autre c6té, notons que £ o f est transverse

a ¥/ par définition.

Notons que £ est un difféomorphisme, donc sans perdre de généralité, en remplagant f par £o f, N

par G, T par X/, on peut juste discuter le cas oit N est un ouvert dans R™, et ¥ C N est un n—simplexe.

Pour chaque k < n, o une k—face de %, notons V, l'intersection de N avec le k—espace affine

contenant o.

On sait que f est transverse a o. Alors pour chaque point z € o, il existe d < k tel que x appartient
a l'interieur d’une d—face v de o (pour d = 0, l'intérieur d’un point est défini comme ce point 1a) . Par
définition, pour chaque y € f~(z), f.(TyM) D N,V, (Pespace normal de V,). Mais V,, C V,, donc
N.V, D N.V,. Par conséquent, f,(TyM) D N,V, pour tout z € o et y € f~!(z). Donc f est transverse

a V, en tout point de o.

Notons F ’ensemble des points dans N ou f est transverse & V,. Il contient alors un voisinage
ouvert O, de o. En effet, prenons un compact A C N tel que ¢ C A°. Alors si {y;hien C A est
une suite de points ot f n’est pas transverse & V,, et yoo € A est sa limite, alors par définition il
existe {z1}ien C f71(A) tel que f(z) = y et que Df(z)(T,,M) & T,,,V, # Ty, N. Notons que les
espaces normaux Ny, V, et N, f~1(V,) sont de méme dimension, et D f(z) (T, f~(V,) C Ty, V., donc
Det Ny f=1(Vo)=Ny, Vo Py1 © Df(z) =0, ot p,, désigne la projection orthogonale de Ty, N sur Ny, V.

On sait que f est propre, A est compact, donc f~!(A) est compact. La suite {2} admet donc
un point d’adhérence zoo. Alors f(zeo) = Yoo C A, et par la continuité de f et sa dérivée, on a aussi

Detn, _ 5-1(Vy)=Nyo, Ve [Pye. © Df(200)] = 0, ce qui implique que f n’est pas transverse & V; en yeo-

On a donc que ’ensemble E€ des points ol f n’est pas transverse & V,, est fermé dans A. Donc
E est ouvert dans A. Notons que o C A°, il existe alors un voisinage ouvert O, C F tel que o C O,.
On peut demander aussi que O, D X. En effet, E O N\V,, et on peut donc remplacer O, par
(05 NVo) UN\V, = E\(Vo\Oo).

Notons que la nombre de faces dans ¥ est fini, donc Nk<n N, ¢ (k—face de's} O, est un ouvert. Il est
non vide, parce qu'il contient ¥. Prenons un ouvert O C Nk<n Noe{k—faces} Oc qui est difféomorphe a

une boule. Remplagons V,, par V, NO.
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Jusqu’a maintenant, pour chaque k—face o de X, on a trouvé une k—variété affine V, dans O qui

contient o telle que f est transverse & V.

Notons que pour chaque V, et Vs de dimension k et k — 1, soit ils sont disjoints, soit V,» C V, et

V,+ coupe V, en deux parties ouvertes.

Etape 2 : la structure de f~1(Z).

L..., 0™ les n 41 n — 1-faces de X. Notons G; la composante connexe de

Maintenant notons ¢
O\¢* qui contient £°. Alors f~1(2°) = f1(Mi<i<n+1Gi) = Ni<i<n+1f~*(Gi), C’est une region dans
M, bordée par des variétés orientées f~1(V,:),1 < i < n+ 1. (On donne lorientation induite par f de

vy & f~1(Z°), et Porientation induite par duy & f~1(0"), et donc aussi aux f~1(V,:),1<i<n+1.)

Par conséquent, le bord topologique de f~!(Z°) est contenu dans I'union des Njx; f~1(G;) N
F7H(Ves) = £71(0Y).

D’un autre c6té, chaque f~1(o") est contenu dans le bord de f~*(X°). En effet, pour un point
z qui appartient & l'intérieur o, il existe une boule ouverte B C O contenant z, tel que dans B, o*
sépare B en deux parties ° N B et B\X. Par conséquent dans f~1(B), f~1(o*) sépare ausse f~1(X°)
et f~1(O\X). Mais f~1(c5_,) est une sous-variété lisse, donc f~1(X N B) est une variété lisse a bord

orienté, dont le bord est f~1(on—1) N f1(B).

Donc le bord de f~1(X°) est 1'union des f~1(0%),1 < i < n+ 1. Et de plus, prés de chaque point
intérieur de f~1(o*), le bord est aussi le bord au sens "variété a bord". Et en des point out deux f~!(o%)

se rencontrent, ils se rencontrent en une variété lisse.

On obtient aussi, par argument ci-dessus, que comme le bord, la multiplicité de chaque f~*(c?)

est 1, c’est a dire, c’est impossible que f~1(o?) touche f~1(X°) de ses deux cotés.
On donne alors l'orientation induite par f de %,0° & f~1(X) et des f~(0%), 1 <i<n+1.

On peut faire la méme chose que ¥ pour chaque o, en remplagant M par f~1(V,:), N par V,:. On
obtient donc que formellement le bord de f~1(o%) est I'union des images reciproques de ses m — 2-faces.

On peut continuer jusqu’a la dimension 0.

Etape 3 : triangulation.

On fait maintenant une triangulation lisse sur f~1(0), en demandant que pour chaque k <
min{n,m}, pour chaque n — k—face o, f~!(V,) est l'union dénombrable de m — k-simplexes lisses.

Ce n’est pas trés compliqué.

En effet, prenons une triangulation lisse (K,7) de f~%(0). Pour des m — 1-faces o',--- ,o™*1,
on bouge un peu 7 de fagon que f~!(V}) soit transverse & cette triangulation. Alors f~!(V,1) coupe
chaque m—simplexe de cette triangulation en polyédres lisses. On fait alors une subdivision pour chaque

polyédre lisse, et on obtient une nouvelle triangulation (K7, ). (Voir [33] pour plus de détails). Ensuite
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on le fait pour f~1(V,2), et obtient (K3, ;). Une remarque & faire est que quand on faire bouger
pour obtenir la transversalité, on ne bouge pas les simplexes lisse contenus dans f~!(V,1). On peut le

faire parce que sur f~1(V,1) on est déja transverse & f~!(V,2), et on applique le théoréme 16.35.

On fait ce processus jusqud on41, et on obtient (K41, mp41). Clest la triangulation dont on a

besoin. Notons-la (L, x). Supposons aussi que x préserve ’orientation.

On sait aussi que f~1(X) est compact. Alors pour chaque n — k—face o de ¥, il est 'union finie de
m — k—simplexes lisse de (L, x). Notons aussi f~'o la k—chaine de (L, X), qui est la somme de tous les

m — k—simplexes lisses de (L, x) contenu dans ¢ dont I’orientaion est induite par f de o.

On a alors, par ’étape 2,

n+1

(17.4) TN E) =3 f (@)

Etape 4 : Passer aux chaines.

. . ! ; o - . : .
Maintenant soit I' = 3., ¢;=* une n—chaine lisse. On va définir la triangulation par récurrence

sur j sur Uj=1f‘1(2i), 1<j<Ll

Pour i = 1, on fait d’abord la triangulation (L;, ;) décrite dans I’étape 3 pour f~1(X!), qui est un
n—simplexe lisse. On garde la triangulation dans f~1(X?!), et laisse libre son complémentaire. Notons

que la triangulation restreinte 4 f~1(X!) est finie, puisque f~1(X!) est compact.

Maintenant suppbsons qu’il existe une triangulation lisse (L;_1, x;j—1) pour UJ-‘=1 F71(ZY), telle que
pour chaque k < min{m,n}, chaque n — k—simplexe de chaque f~(X') est une m — k—chaine dans
cette triangulation. On fait comme dans 1’étape 3 une triangulation (L},x;)' sur f71(%7), mais en
demandant aussi que cette triangulation soit transverse & la restriction de (Lj—_1,xj-1) sur ses n — 1

faces qui touchent les f~1(%%),1 <i < j— 1.

On fait une subdivision sur (L;_1, x;-1) par rapport a la restriction de (L}, x;) sur les m — 1-faces
de f~*(%7) qui touchent les f~*(*),1 < i < j — 1, et on fait la méme chose sur (L}, x;) par rapport &
(Lj-1, xj-1)- On peut le faire parce que la triangulation (L}, x}) restreinte & 'union des faces est finie,
parce que 'union est compacte. L’ensemble de ces triangulation, notée (Lj,X;), est la triangulation

dont on a envie pour UJ_, f~1(Z%).

On arrive donc & définir une triangulation (L, x;) sur Ui_; f~(=%), telle que pour chaque k <
min{m,n}, pour chaque n—k—face de I, son image réciproque par f est une m—k—chaine de (Lm, Xm)-
On continue & trianguler la reste de M. En effet, M\(U'_, f~1(Z%))° est aussi une variété a bord
topologique, dont le bord est 'union des m — 1-faces des f~!(X?) qui touchent M\ Ui_; f~(Z%). On
peut donc trianguler M\(Ui_, f~1(2%))°, en demandant que cette triangulation soit transverse a tous
les sous-simplexes de son bord. Notons (Lo, xo) cette triangulation. Ensuite on fait comme avant, on fait

des subdivisions pour que (L;,x:) et (Lo, xo) soient cohérentes. Alors leur union est une triangulation
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lisse sur M, telle que pour chaque k < min{m,n}, I'image réciproque de chaque n — k—simplexe de I'

est une m — k—chaine.

De plus, on a
l
(17.5) af~{(I) =) _cidf (T,
=1

ol 8f (%) est défini dans (17.4).

On peut vérifier la cohérence avec les dimensions plus petites. C’est & dire, soit o un k—simplexe
lisse, il est contenu alors dans une sous-variété réguliere lisse N¥ de N. On travaille alors sur N* et
f~Y(N*) C M, la derniére est une sous-variété réguliére de codimension n — k de M, par la transver-
salité de f. On continue comme précédemment. On arrive & la méme conclusion. On obtient donc la

proposition 17.2.

18 Minimiseur topologique

On va généraliser le concept MS-minimiseur & des codimensions plus hautes.

Dans ce paragraphe, soit U C R™ un ouvert, alors pour toute k—variété lisse & bord orientée
compacte I' C U, T représente aussi la chaine Zf;l ¥t ot {Z%1 < i < N} est ’ensemble de tous les
k—simplexes simpliciaux lisses de n’importe quelle triangulation sur la variété & bord I'" qui préserve
l’orientation. Notons que par le théoréme 16.20, I’élément representé par une variété sans bord I' (noté

encore I') dans le groupe d’homologie singuliére Hy (U, Z) ne dépend pas de la triangulation.

Définition 18.1 (compétiteur topologique). Soit E un fermé dans R™. On dit qu’un fermé F est un

compétiteur topologique de dimension d (d < n) de E, s’il eriste une boule B telle que
1) F\B = E\B;

2) Pour tout n — d — 1-sphére euclidienne S C R™\(BU E), si S représente un élément non nul du

groupe d’homologie singuliére Hy_4—1(R™\FE;Z), alors il est aussi non nul dans H,_q_1 (R*\F;Z).

Remarque 18.2. Notons que si d = n — 1, une sphére de dimension 1 est composée de deuz points.
Donc la sphére est nulle en homologie si et seulement si les deuz points sont dans la méme composante
conneze. Donc dans le cas de la codimension 1, la définition de compétiteur topologique coincide avec

la définition de MS-compétiteur.

Remarque 18.3. Dans la définition, si F' est un compétiteur topologique de E, et B est une boule qui
vérifie 1) et 2), alors pour toute boule B’ tel que B C B', elle vérifie aussi 1) et 2); par contre pour
une boule B’ plus petite que B qui vérifie 1), 2) n’est pas forcément vrai pour B’. Voir le dessin 18-1

pour un contre exemple, ot l’ensemble F' est un compétiteur de E par rapport a la grande boule B, mais
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pas pour la petite boule B'. En effet, E sépare les deuz points (marqués par deuz petites croix sur les

dessins), mais F non.

18-1

On a donné d’abord la définition 18.1 en utilisant le groupe d’homologie singuliére, pour éviter des
ambiguités, parce que le groupe d’homologie est définie sur tout espace topologique, et ne dépend pas
de triangulations, etc. Mais comme on a dit avant, ’homologie singuliére n’est pas facile a calculer.
Pour cette raison on donne aussi la définition suivante. Notons que F et F' sont des fermés, et donc
R™\E et R™\F sont des n—variétés lisse, donc par le théoréme 16.25 et le théoréme 16.20 on peut
donner la définition équivalente suivante. Notons que par la remarque 16.21, la définition ne dépend

pas de triangulations.

Définition 18.4 (compétiteur topologique). Soit E un fermé dans R™. On dit qu’un fermé F est un

compétiteur topologique de dimension d (d < n) de E, s’il existe une boule B telle que
1) F\B = E\B;

2) Pour tout n — d — 1-sphére euclidienne S C R™\(B U E), si S est le bord d’une n — d-chaine

simpliciale lisse dans R™\F, alors elle est aussi le bord d’une n — d-chaine simpliciale lisse dans R™\E.

Proposition 18.5. Les définitions 18.1 et 18.4 sont équivalentes.

Démonstration. Il faut juste montrer que pour tout fermé E C R™, pour toute n— d — 1-sphére S C R",
elle est un élément nul dans H,_4_1(R™\E;Z) si et seulement si elle est le bord d'une n — d chaine

simpliciale lisse.
La partie "si" est triviale, & cause de ’homomorphisme canonique H$ (K, Z) — Hy(|K|,Z);

Pour la partie "seulement si", on donne d’abord une triangulation (K, ) de la n—variété lisse
R™\E C R", telle que S est une n — d — 1—chaine lisse. Alors par le théorérﬁe 16.20, S est nul dans
le groupe d’homologie singuliére si et seulement s’elle est nulle dans le groupe d’homologie simpliciale
par rapport & la triangulation (K, ), ce qui implique qu’elle est le bord d’une n — d chaine simpliciale

lisse de cette triangulation. ]
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Définition 18.6 (minimiseur topologique). Un ensemble minimal topologique est un minimiseur défini

dans 13.1 en prenant les compétiteurs topologiques comme la classe de compétiteurs.

Par la remarque 18.2, en codimension 1, la définition des minimiseurs topologiques coincident avec

celle des minimiseurs MS.

Remarque 18.7. Il serait encore possible de définir des compétiteurs topologiques par le groupe d’ho-
motopie Tp_q—1, 0U To coincide aussi avec la séparation quand d =n — 1. Mais on connait un exemple
simple dans R3, un arc de Foz-Artin, dont une déformation ne préserve pas le groupe m1 de son com-

plément. Voir [16] pour plus de détails. Mais on a de la chance avec notre définition.

Proposition 18.8. Tout compétiteur d’Almgren est un compétiteur topologique.

Démonstration.

Soit E un ensemble fermé de dimension d dans R™, et F' un compétiteur Al de E, c’est & dire, il

existe B = B(z, R) C R™ une boule, f une application de R™ vers R™ telles que
(18.9) f(B) C B, flgr\B = id et f(E) = F.

On note, pour chaque r > 0, 7B = B(z,rR). On va montrer que F est un compétiteur topologique
par rapport & 2B5.

Soit S C R™*\(2B U E) une sphére de dimension n — d — 1, alors S C R™\ F. Supposons qu’il existe
une © — d-chaine lisse I' C R*\ F' dont le bord est S, on va montrer qu’il existe aussi une n — d-chaine
lisse I' C R™\E dont le bord est S.

Notons § = dist(T", F'). Alors on peut trouver une application g de R™ dans R™ de classe C*, avec

(18.10) glrmgp =f=1id
et

3 é
(18.11) llg = flloo = sup{||f () — g(z)ll, s € B} < 7.

Par (16.10), g est transverse a I" sur R”\%B, puisque’elle est 'identité.

Alors par le théoréme 16.35 et la remarque 16.37, ’ensemble des fonctions lisses de R™ dans R™
transverses & I et coincidant avec g sur R”\%B est un ensemble G dense dans I’ensemble des fonctions
lisses de R™ dans R™ qui coincide avec g sur R"\%B, pour la topologie de Whitney (voir la remarque

16.36). En particulier, il existe une application lisse h de R™ — R™ telle que

é

(18.13) lg = Mo = sup{[Ii(z) - 9(2)]|, € 3B} < 3,
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et

(18.14) h est transverse a I

Notons que (18.12) implique que h est surjective et propre. Par la proposition 17.2, (18.14) donne

que IV = AT est une k—chaine simpliciale lisse dans R™, et de plus

(18.15) or' = f~1(oT) = S.

Mais IV N E = 0. En effet, si z € [V N E, alors |h(z) — f(z)] < ||g = hlloo + 119 = flloo <

< %. Mais
z € F implique que f(z) € F, et h(z) € T, donc

(18.16) d(F,T) < g < § =dist(T, F),
une contradiction.

On obtient donc que I est une chaine simpliciale lisse dans R™\ E, dont le bord est S. Donc F est

un compétiteur topologique de E par rapport a 2B. O

Corollaire 18.17. Tout ensemble minimal topologique est un ensemble minimal Al.

Proposition 18.18. Soit E un ensemble de dimension d. Alors s’il existe m > d tel que E est minimal

topologique dans R™, il est minimal topologique dans R™ pour tout n > d tel que E C R™.

Démonstration. Soit E C R™. On va juste le montrer pour deux cas : 1) E est minimal topologique
dans R® = E est minimal topologique dans R™+!; 2)E est minimal topologique dans R**! = E est

minimal topologique dans R™. La proposition suivra par récurrence.

1) Soit E C R™ un minimiseur topologique de dimension d. Soit F' un compétiteur topologique de
E dans R*! = R x R. C’est a dire, il existe une boule B C R™*1, telle que F\B = F\B, et pour
chaque n — d-sphére S C R**1\(BUE), si S est non nulle dans H,,_4(R"*!\ E, Z), alors elle est aussi
non nulle dans H,,_4(R"\F,Z).

Par la remarque 18.3, on peut supposer que le centre de B appartient & R™. Notons que E C R”,
donc F\B = E\B C R™. Notons r le projecteur sur R™, alors par la proposition 18.8, m(F) C R™ est
un compétiteur topologique de E dans R™+!, par rapport 4 la boule 2B. Puisque 7 est 1-Lipschitzienne,

m(F) est un meilleur compétiteur topologique que F de E, c’est & dire,
(18.19) He(x(F)\F) < HY(F\n(F)).

Notons B’ = 7(2B) = 2BNR™ (puisque le centre de 2B appartient & R™). On va montrer que 7(F)
est un compétiteur topologique de E dans R™ par rapport & B’.

Soit S C R™\(B'UE) une n —d — 1-sphére. Si S est nulle dans R™\7(F), il existe une n — d-chaine
singuliére I' C R™\7(F), telle que ' = S.
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Prenons U C R™\ B’ la n — d-boule dans R™ telle que oU = S.

On sait que H,_4(R™,Z) = 0 pour d > 1, et que U — T’ est une n — d chaine singuliére sans bord,
il existe donc une n — d + 1-chaine R C R™ telle que R =U —T.

Posons T = R x {1} = R x {—1} + T' x [-1,1], alors T est une n — d + 1-chaine singuliére, avec
0T = S x[-1,1]+ U x {1} = U x {—1}. Alors T est une variété topologique compacte sans bord, et
est lisse sauf autour de S x {—1,1}. Donc on bouge un peu 9T dans un petit voisinage de S x {—1,1},
et obtient que dans R™**1\ (2B U~ (F)), elle est homotope & la n — d-sphére S’ dont le centre appartient
a4 R" et telle que S'NR™ = S.

Or OT est mulle dans H,_g(R*"*\7(F),Z), donc S’ C R"!\2B est nulle dans
Hy,_g(R™"1\7(F),Z). Mais 7(F) est un compétiteur de E dans R™*! par rapport & 2B, donc S’ est
nulle dans H,,_4(R"*1\E, Z). Par la proposition 18.5, il existe alors une n — d + 1—chaine simpliciale
lisse R* C R"*'\E dont le bord est S’. Prenons B; une boule telle que R’ C B;.

Notons i le plongement de R® — R™*+. Alors i est transverse & R’ sur S’UBY. Donc par le théoréme
16.35, I’ensemble des fonctions de classe C* qui coincident avec i sur S’ U BY et sont transverses & R’
est un Gs-dense dans 'ensembles des fonctions dans C®°(R™, R™+!) qui coincident avec i sur S’ U BY.
En particulier, il existe un plongement g € C°(R™,R™**1), transverse & R', et tel que ||g — i||oo est
aussi petit qu’on veut, tel que g7}(R') N E = §, puisque I’ensemble des plongements est ouvert. Par
conséquent, la proposition 17.2 donne que IV = g~1(R') est une n — d-chaine simpliciale lisse dans R™

avec O = g~1(S’) = S, ce qui implique que S est nulle dans H,_4_1(R"\E, Z).

Donc 7 (F) est un compétiteur topologique de E dans R™. Par la minimalité de E, on a que
(18.20) HYE\n(F)) < H{(n(F)\E).
En combinant avec (18.19) on obtient

(18.21) HY(E\F) < HY(F\E),

5

et donc E est minimal topologique dans R™*!.

2) Soit E C R™ un minimiseur topologique de dimension d dans R**! = R” x R. Soit F C R™ un
compétiteur de £ dans R™. Donc il existe une boule B C R" telle que F\B = E\B, et pour chaque
n — d — 1-sphére S C R™\(B U E), si S est le bord d’une n — d—chaine simpliciale lisse dans R™\E,

alors elle est aussi le bord d’une n — d—chaine simpliciale lisse dans R™\ F'.

Notons B’ la boule dans R"*! avec le méme centre et le méme rayon que B. Alors F\B’' = E\B'.

On veut montrer que F' est un compétiteur topologique de E dans R™t! aussi.

Soit S’ C R™*!\(F U B’) une sphére de dimension n — d, qui est nulle dans H,,_q(R"*'\F,Z), on
veut montrer que S’ est nulle dans H,_4(R"*!\E, Z).

Si §’ NR™ = 0, alors puisque S’ est connexe, et R™ sépare R™*! en 2 composantes, on voit que S’
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appartient & I'une des deux composantes, qui est homéomorphe 4 R™*!, dont le groupe H,_q4 est nul.
Par conséquent, S’ est nul dans H,,_g(R**\E, Z);

Si §' NR™ # P, mais 'intersection est justement un point, c’est le cas ou R™ est tangent 4 S’. Alors
S’ appartient aussi 4 un des demi espaces fermés V de R"*! bordé par R". Notons D le n—d+ 1 disque
dans V dont le bord est S’, alors R™ est tangent a D aussi, et D NR™ = §' N R", qui n’intersecte pas
F et E. Donc S’ est nul dans H,,_4(R"*1\E, Z);

Si S’NR™ est d’interieur non vide dans R™, alors par la proposition 18.5, il existe une n—d+1—chaine
simpliciale lisse IV C R®*1\ F dont le bord est S’. Notons S = S’NR", Alors par un argument semblable
a celui qui montre le S dans 1) est unélément nul, il existe une n — d — 1—chaine simpliciale lisse ' dans
R™\F dont le bord est S. Mais F est un compétiteur topologique de E dans R™, il existe donc une
n — d — 1—chaine simpliciale lisse R dans R™\E dont le bord est S. Prenons D C R™\B’ une -variété
lisse compacte & bord de dimension n — d telle que 8D = —S. Alors D + R est une n — d-chaine sans
bord dans R, il existe alors une n — d+ 1-chaine U C R™ telle que 8U = D + R, puisque H,_4(R"™,Z)

est nul.

Notons R' = Rx [-1,1]+ U x {1} —=U x {-1}, alors RRNE =0 et R = S x [-1,1]+ D x {1} —
D x {-1}, qui est homotope & S’. Donc S’ est nulle dans H,,_4(R"\ E, Z).

Par conséquent, F' est un compétiteur topologique de E dans R®*! par rapport & B’, de sorte que

(18.22) HY(E\F) < HY(F\E).
Donc E est minimal topologique dans R™. ]

On considére aussi le produit de deux ensembles. C’est & dire, si E = E; X Es, avec E; C R™,

E c Rm+tm2 | quelles sont les relations entre les minimalités des trois ensembles ?

Nous avons vu dans paragraphe 12 que si F est minimal Al dans R™*"2 les E; sont forcément des

minimiseurs Al dans R™, 1= 1,2.

Pour l’autre direction, si les F; sont minimaux au sens Al dans R™ i = 1,2, on ne sait pas encore
montrer la minimalité Al de leur produit F. En fait on ne sait méme pas le montrer si I'un des deux
E; est R. En effet, on aimerait procéder par “slicing”. Pour E; x R par exeinple, on voudrait se servir
de la minimalité de E, donc naturellement on regarde la tranche 7~!(z) pour chaque z € R, ot 7
est le projecteur sur R. Mais malheureusement on ne peut pas garantir que la tranche 7~1(z) est une

déformation de E;, donc on ne peut pas utiliser la minimalité de E; directement.

Alors pour le cas général E = E; x E», la situation est encore plus compliquée. Les tranches
7n~1(z),z € E; ne sont pas de la méme dimension que Ey, parce que F; n’est pas de dimension pleine.

11 faut sans doute trouver une moyen de faire le slicing plus intelligent.

Remarque 18.23. Un moyen de slicing généralisé est de le faire par rapport & un groupe. C’est d dire,

soit G un groupe opérant sur R™. Notons O, l’orbite de z € R4, et G, le sous groupe stable de x. Alors
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a priori si G est suffisamment bon, G = Gy pour tout z,y et Gz L Oy pour tout z,y. Donc on a une
décomposition de R* en Uyco, Gz (y). Et on peut regarder les tranches Gz (y) NE si E est invariant par

rapport & G. Mais on ne sait pas mieux faire comme ceci.

Par contre pour les minimiseurs topologique, on peut au moins montrer la minimalité topologique

pour le produit d’un minimiseur topologique avec R™.

Proposition 18.24. Soit E C R™ un minimiseur topologique de dimension d dans R"™, alors pour tout

m > 0, E x R™ est minimal topologique de dimension d + m dans R*"*™,

Démonstration. On va juste le montrer pour m = 1. Le cas ou m > 1 s’en déduit aussitét par récurrence.

On restreint d’abord la classe des compétiteur topologiques de E X R a I’ensemble de compétiteurs
topologiques rectifiables. En effet, si un ensemble F' non rectifiable est un compétiteur topologique de
E xR, par rapport a une boule B par exemple, alors forcément il n’est pas rectifiable dans B, parce que
E est minimal topologique implique qu’il est Al minimal (par le corollaire 18.17), donc E est rectifiable,
de sorte que F'\B = F\B est rectifiable.

Mais F' n’est pas rectifiable dans B implique que F n’est pas Al minimal dans B (c.f. [11] Théoréme
2.11). Alors par le théoréme 4.1, il existe un ensemble F’, obtenu par déformation de F' dans B, qui
est quasi-minimal (donc est rectifiable, c.f. [11], Thm 2.11), et dont la mesure dans B est strictement
plus petite que celle de F' dans B. Par la proposition 18.8, F' est aussi un compétiteur topologique de
E x R. Et comme F" est rectifiable, cela implique que

inf{ H4(F); F est un compétiteur topologique de E}

(18.25)
= inf{ H%(F); F est rectifiable et est un compétiteur topologique de E}.

Donc soit F' un compétiteur topologique de E x R, qui est aussi rectifiable. Par définition, on peut

trouver R > 0 tel que
(18.26) F\B(0,R) = (E x R)\B(0, R),
et pour toute n — d — 1-sphére S € R"*+1\(E x RU B(0, R)),

S est non nul dans H,_4_1(R"*'\E x R, Z)

(18.27)
= il est non nul dans H,_4_; (R"*\F, Z).

On remplace B(0, R) par C(R) := B,(0, R) x [—R, R], ou B,(0, R) = B(0, R) NR", alors (18.26)

et (18.27) sont encore vrais.

Notons 7 le projecteur sur R, et pour tout t € [—R, R], notons F; = n~1(¢) N F'. Alors F; —t est un
compétiteur topologique de E dans R™. En effet, soit S C R™\[(F; —t) U B,(0, R)] est une n — d — 1-

spheére, qui s’annule dans Hy,_4_1 (R™\(F; —t), Z). Ceci implique qu’il existe une n — d chaine singuliére
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I' C R™\(F; —t) telle que 8I' = S. Alors I'y := T' x {t} C R™"!\ F est une n — d-chaine et 9y = S x {t}.
Notons que S x {t} C (R™\[(F; —t)U B, (0, R)]) x {t} = [R"\ B, (0, R)] x {t}\F; c R**!\(FUB(0, R)),
et que I'y C R"*!\F est tel que 8T; = S x {t}, donc [S x {t}] s’annule dans H,,_4_; (R**'\F,Z). Par
conséquent [S x {t}] s’annule dans H,,_4_1(R"*!\(E xR), Z), puisque F est un compétiteur topologique
de E x R par rapport & B(0, R). Il existe alors une n — d-chaine singuliére IV C R**1\(E x R) telle que
Ol = S x {t}. Notons I'V = p(I'"), ol p désigne le projecteur de R™. Alors ' C R™\E et oI = s.
Donc S s’annulle dans Hy,_4-1(R™\E). Donc F; — t est un compétiteur topologique de E.

Par la minimalité topologique de E,
HY(x™}(t) N F N C(R)) = HA(((F, - 1) N Ba(0, B)] x {t})

(18.28)
= HY((F, —t) N B,(0, R)) > HY(E N B,(0, R)).

Or par la formule de coaire (c.f.[14] Thm 3.2.22)
R

(18.29) / \lapDr(z)||dH* (z) = / HA(x=1(t) N F 1 BA(0, R) x {t})dH"(t).

FAC(R) ~R
Mais 7 est 1-Lipschitzienne, donc |japDn(z)|| < 1, et
(18.30) / |lapDm(z)||dH (z) < HHY(F N C(R)).

FNC(R)

D’un autre c6té par (18.28)

(18.31) / * He#x~Y(t) N F N By(0, R))dH(t) > 2RH%(E N B, (0, R)).

On obtient donc
(18.32) HY*Y(FNC(R)) > 2RHY(E N B,(0, R)) = H*Y(EN C(R)),

ce qui donne la minimalité topologique de E x R. 0

19 Une discussion sur 7'

Maintenant on veut démontrer, pour des ensembles minimaux de dimension 2 dans R4, un théoréme
semblable au théoréme 13.9. Dans [9], on I’a démontré pour chaque type de limite d’implosion, qui est
un cone minimal, et on a traité les cas un par un. Si on veut faire la méme chose dans notre cas, cela

demande encore une liste compléte des cones minimaux, qui est sans doute encore loin d’étre connue.

Mais commengons par les types de singularité qu’on connait bien.

On sait déja que pour un céne minimal (au sens d’Almgren) de type T, sa densité & I'origine est
toujours plus grand qu’un certain nombre dr, qui est strictement supérieure a % Ici un céne minimal

de type T veut dire seulement un céne minimal qui n’est pas un plan, ni un Y. (c.f. [9], lemme 14.12).
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Dans R3, il n’y a qu’un c6ne minimal (au sens MS ou Al) de type T, qui est le cone sur le tétraédre,
et qu’on note T'. Et donc sa densité & lorigine est juste dr, qui vaut environ 1.8. Notons que dans R3,

tous les cones minimaux au sens Al de dimension 2 sont aussi minimaux au sens MS.

Pour notre cas R, on connait déja 2 cones minimaux de type T : le cone sur le tétraédre T, de
densité environ 1.8, et ’'union de deux plans presque orthogonaux, de densité 2. Un autre cdne potentiel
est le produit de 2 ensembles Y de dimension 1, dont on ne sait pas encore montrer la minimalité (mais

on va en discuter un peu plus tard), et qui serait de densité %.

On ne sait pas non plus si dans R* il existe un céne de type T avec une densité inféreure & celle
d’un T'. Mais apparement T est le cone qui admet la structure topologique la plus simple parmi tous les
cones de type T. Donc supposons que la densité de T’ vaut dr dans R* aussi. Alors on voudrait montrer

un théoréme semblable au théoréme 13.9.

Remarque 19.1. Rappelons que le stratégie pour montrer le théoréme 13.9 est que, pour chaque en-
semble minimal E |, on regarde la densité dg d’une de ses limites d’implosion, et on essaye de trouver
un point p dans E de densité dg. Alors par la monotonie de la fonction f(t) = ﬁE—?;BJP—’tD, on obtient
que f est constante, c’est & dire que la densité de E en p est constante. Cela montre que E est un cone

centré en p.

L’enjeu est donc de trouver un point de la densité caractéristique pour chaque type de cone minimal,
et ¢a entraine souvent un argument topologique correspondant & chaque type de cone minimal. Donc
jusqu’a maintenant, on ne sait que de traiter les cones un par un, et & condition qu’on sache déja leur

structure topologique.

Maintenant on va regarder un minimiseur topologique E qui ressemble & un 7" & l'infini, c’est &

dire, on suppose qu’il existe un T" centré & l’origine, et une suite {rg}xen telle que

(19.2) lim rp, —» oo et lim dor (E,T)=0.
k—o0 k—o0
On suppose aussi, dans tout ce qui suit, que la densité de T est dr (ce qui n’est pas démontré & ce

jour).

Notre ensemble E est maintenant de codimension 2, et donc la condition topologique est définie
par le groupe H; (R*\E, Z).

Notons {y;}1<i<4 les quatre points de type Y dans T'N &B(0, 1). Notons l;; C T'N 8B(0,1) l'arc
de grand cercle connectant y; et y;. Le cone T est composé de 6 secteurs fermés {Tj;}1<ixj<4, OU Ty;
est le cone sur l;;. Notons z;5,1 <4 # j < 4, le milieu de /;;. Notons P;; le 2-plan orthogonal & Tj; et
passant par zj; (et donc passant par l'origine aussi). Posons B;j = B(zj, 1—10) N P;; et s;; le bord de

B;;. Alors les s;; sont des cercles, qui ne touchent pas T', et B;; N T = B;; N T; = ;.

Fixons une base orthonormée {e;}1<i<4 de R%. Nous allons définir des cercles orientés Sij, c'est

a dire, donner une orientation aux s;;. Il y a deux orientations 0; = z A y,05 = —z Ay pour Bjj,
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ol z,y sont deux vecteurs unitaires orthogonaux appartenant au plan qui contient B;;. Choisissons
—

le k € {1,2} tel que det(c,),,.,0T;; A %y; A ox > 0, et notons Bj; le disque orienté B;; avec cette

orientation. Notons §;; = Bgij le cercle orienté. Et [5;;] I’6lément representé par 5;; dans Hi (R*\T; Z).

Les [5j;],1 < ¢ < j < 4 sont deux & deux différents, par contre ils sont algébriquement dépendants.

Le dessin 19-1 ci-dessous donne un schéma (mais dans R3). Comme T est contenu dans un R3,
alors si on fixe l'orientation de la dimension restante de R*, Porientation de B;; s’obtient en prenant
'orientaiton du vecteur normal & T;; dans R3. Cette orientation correspond & I’orientation de l;j par la

régle de la main droite. Donc dans le dessin on marque 'orientation de [;; par des fléches, pour désigner

Iorientation de [5;]. Dans le dessin, l'orientation S;; désigne [5;].

Ya
Sea

19-1

Nous avons alors que

(19.3) 8ij = —8ji, [5y] = —[85l-

Notons que {[5j;],1 < i,j < 4} est un ensemble des générateurs du groupe d’homologie
H,(R*\T;Z). Pour montrer ceci, notons C;,1 < ¢ < 4 le cone fermé sur le triangle dont les som-
mets sont les y;,j # i. Notons V;; = R*\(C; U C;), et Uj; = V;;\T;; € R*\T. Notons que C; U C; est
un coéne de dimension 3 et homéomorphe & un cone sur un disque fermé de dimension 2, donc V;; est
homémorphe 4 R%, et U;; est homémorphe a R*\R2. Pour chaque U;j, le groupe d’homologie singuliére
H,(U;j,Z) est donc le groupe libre engendré par 'élément enlagant T3;, qui est [5;;]. D'un autre cote,

chaque U;; est connexe, de sorte que Ho(U;j,Z) = Z.

Maintenant pour les deux ouverts Uyo et U;s, on a la suite exacte de Mayer-Vietoris (c.f.[18] Chap
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2.2, Mayer-Vietoris Sequences)

Hy (U2 NU3) = Hi(Ur2) ® Hy(Ura) — Hi1(Ur2 U Usa)
— Ho(U12 NUs3) = Ho(U1r2) ® Ho(Ura) — Ho(U12 U Us3) — 0.

(19.4)

Notons que Uz NU13 = RA\R3UC§ = R4, il est donc connexe et simplement connexe, de sorte que
Hl(UlzﬂUla) =0, Ho(U12nU13) =7Z;U2UU;3 = R4\(TU01) est connexe, on a donc H()(U12UU13) =Z.

Par conséquent, (19.4) devient

(19.5) 0 =< [812] > ® < [513] >— H1(U1aUUp3) = Z — Z> - Z — 0.
On a donc
(19.6) 0 —< [512] >0 < [513] >— Hl(Ulz U U13) — 0,

ce qui donne

(19.7) Hi(U12 UUs3) =< [§12] > & < [513] > .

Ensuite regardons les deux ensembles Ujp U Uiz et Usq. On a la suite exacte de Mayer-Vietoris

Hi([U12U U] NUsq) = H1(U12 UU13) @ H1(Usg) — H1(U12 U U13 U Usg) —
Ho([U12 UU13) N Uss) — Ho(U12 U Urz) @ Ho(Uza) — Ho(U12 U Uy U Usg) — 0.

(19.8)

L’union des deux ouverts est R*\T', qui est connexe, de sorte que Ho(R*\T) = Z. L’intersection
des deux ouverts est RY\R3 U C; = R*\R3 U Cy = U, N Uy, dont les groupes d’homologies sont les

mémes que ceux de Ujp N Usyz. Par conséquent, (19.8) devient

(19.9) 0 —< [512] > @ < [513] > @ < [§34] >— H1(RN\T) - Z - Z? - Z — 0,
On a donc
(19.10) Hi(RN\T) =< [812] > & < [513] > @ < [534] > .

Remarque 19.11. Notons que si on remplace 334 par 323 ou 324, on a toujours le méme resultat que
(19.10). Par contre 514 ne marche pas. En effet, si trois T;; ne partargent pas un sommet y;, alors

Hy(R*\T) est le groupe libre engendré par les trois s;; correspondants.

On dit que [s;;] et [sk] (sans fleche de vecteur) sont différents (dans un groupe d’homologie) si
(19.12) (53] # £[5k],

et on note s;; ~ sy si [5i;] = £[5k).
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Revenons 4 notre ensemble E. Sans perdre de généralité, on peut supposer (quitte & remplacer E
par un E/rg, k grand) que do 3(E,T) est aussi petit qu'on veut (inférieur & € par exemple). Vérifions
qu’alors, dans B(0, 2)\B(0, 3), E est une version C* de T. En effet, ’ensemble Ey des points de type
Y dans EN B(0, %)\B(O, %) est I'union de 4 courbes de classe C! +;,1 < i < 4, chaque ; est trés proche
de la demi droite [0y;), et autour de chaque +;, il existe un voisinage tubulaire 7; de +y; qui contient
B([oy:),r) pour un 7 > 0, tel que E est une version C! de Y (voir [9] paragraphe 18 pour plus de
détails). Pour des points dans E qui sont dans B(T;;\B({oy;), r)), on peut montrer, par un argument
semblable & celui de paragraphe 6, que E est le graphe d’une fonction C! de T;;. Donc au total, dans
B(0,3)\B(0,3), E est I'image de T par un homéomorphisme ¢, dont la dérivé est trés proche de
l'identité. Notons E;; = ¢(Ti;),1 < i # j < 4. De plus, comme E est trés proche de T, s;; N E = 0,
B;; N E = B;; N E;; est aussi un ensemble qui ne contient qu'un point, si bien que localement chaque

si; enlace E;j, et est donc un élément dans H, (R*\E, Z) aussi.

Lemme 19.13. Soit E un ensemble minimal au sens Al et vérifiant (19.2). On continue & supposer

que dr vaut la densité de T'. Prenons toutes les conventions ci-dessus. Alors si

(19.14) pour tout 1 < i< j < 4,[s7;] # 0 dans H;(R*\E, Z),
et
(19.15) au moins 5 des [s;;] sont deur & deuz différents dans H,(R*\E, Z),

alors E contient au moins un point de type T.

Démonstation du lemme : On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il n’existe pas de point de type T.
Pour tout point z € F, la densité dg(z) = lim,_ m‘rfz@ de FE en z est strictement inférieure a
dr, qui vaut aussi la densité de T a 'origine. Alors dg(z) est soit %, soit 1. Autrement dit, tous les

points singuliers de F sont de type Y.

Notons Ey l’ensemble des points de type Y de E. Alors Ey N B(0,2) est composé de courbes
localement bi-Holder équivalentes & une droite, dont des bouts sont situés dans la sphére 8B(0, 2).(c.f.[9],
lemme 18.11).

L’argument ci-dessous est le méme que celui aprés le lemme 18.11 dans [9] paragraphe 18, que ’on

pourra donc consulter pour plus de détails. Ici on ne donne pas trop de détail.

Puisque E ressemble assez & un T dans B(0,3)\B(0,3), on a donc Ey N 8B(0,2) =
{a1,a2,as,a4}, Ey N 8B(0,1) = {b1,b2,b3,bs}, o0t b; est le point le plus proche de a; parmi les
bj,1 < j < 4. Alors par chaque a; passe une courbe de Ey, et donc localement a; est situé dans

intersection de 3 demi surfaces E;j,j #14,1 <5 < 4.

Maintenant puisqu’on a 4 bouts, sans perdre de généralité, on peut supposer que la courbe 7y; de

Ey entre dans la boule B(0,2) par a; et sort par ap, Pautre courbe -y part par a3 et sort par a4 (voir
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le dessin 19-2 ci-dessous, ou les traits verts représentent les -;, et on ne connait pas trop la structure

de E dans By, = B(0,1)).

I,

,

by

—~—————. e et
.

19-2

Autour de chaque point = de 71, il existe une boule bi-holderienne B(z,r,) de z. Par compacité de

la courbe 71, il existe donc un voisinage tubulaire I; de 71, tel que E N I; est composé exactement de

trois surfaces qui se rencontrent le long de ;.

Mais 7, connecte a; et az, donc il passe par b; et be. Mais autour de y; E est composé de trois surfaces

E;j;,j # . Alors puisque E est composé de trois surfaces tout le long de 71, ces trois surface se connectent

Eq2, E13, E14 8 Eo1, E23, F24. On sait donc que s13, 13, 14 sont homotopes 4 321, S23, 524 (sans connaitre

lattribution), et un argument semblable donne que s31, S32, S34 sont homotopes & s41, S42, $43. Pour la

partie y; on a donc 6 cas.

812 ~ S21, S13 ™~ 823, S14 ™ S24;
8§12 ~ 821, 813 ™ S24, S14 "~ S23;
S12 ~~¥ 523, S13 ™ 821, S14 7~ S24;
(19.16) ’ ’ ’
S12 ~ 823, S13 ™~ S24, S14 ™ S21;
S12 ~ S24, S13 ™Y S21, S14 ™ 523;

S12 ~ 524, S13 ™~ 523, S14 ~ S21.

Notons que naturellement s12 ~ s21, on a donc 4 cas (modulo la symétrie des indices 3 et 4)

$13 ~~ 523,814 ™~ S24;

513 ~ 824,514 ™~ S23;
(19.17) ’ ’

S12 ~ 823 ~ 813,514 ~~ S24;

S12 ~ 823 ~ S14, $13 ~ S24.
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Semblablement on a, pour la partie v,

5§31 "~ 841,832 ™~ S42;
8§31 " 842,832 ™ 841,
(19.18) ’ ’

834 ~~ 841 ~~ 831,832 ™~ 542;

834 ~ 841 ™~ 532, 831 ~~ 542.

En combinant (19.17) et (19.18) on a 8 cas

1° 513 ~ 593 ~ 849 ~ 514;
2° 813 ~ 823 ~ 842 ~ 814 ~ 843;
3° 513 ~ 524,514 ~ 523;
(19.19) 4° 834 ~ 841 ~ 832,513 ~ S24;
5% 813 ~ 823 ~ 849 ~ S14 ~ 812;
6° s13 ~ 824,812 ~ 523 ~ S14;
T° 812 ~ 513 ~ 823 ~ 542 ~ 514 ~ 543;

o
8% 813 ~ 824,812 ~ 814 ~ S23 ~ 834.

Par conséquent, au plus 4 des [s;;],1 <4 < j < 4, sont différents, d’on se produit la contradiction
avec notre hypothése, qui dit qu’au moins 5 des {[s;;],1 < i < j < 4} sont des éléments différents de
H'(R\E; Z).

Fin de la démonstration du lemme.

Corollaire 19.20. Soit E un ensemble minimal au sens Al de dimension 2 dans R* tel que
(19.2),(19.14) et (19.15) sont vrais. Alors E est un T

Démonstration. Par le lemme 19.13, E contient un point = de type T, donc la densité dg(x) de E
en z est supérieure ou égale & dr. Posons (t) = t"2H?(E N B(z,t)) la fonction de densité de E en
z, elle est monotone, par la proposition 5.16 de [9] . Alors (19.2) et le lemme 16.43 de [9] donnent
lim;_,o 8; = dr. Notons que dg(z) = 6(0) > dr, donc la monotonie de 8 dit que #(t) = dr pour tout
t > 0. Par conséquent, le théoréme 6.2 de [9] donne que E est un c6ne minimal centré en z, de densité

dr. Donc par (19.2) E et un T centré en . O
D’aprés le corollaire 19.20, il ne nous reste (pour démontrer un théoréme semblable au théoréme
13.9) qu’a discuter les cas out E est minimal topologique, et au plus 4 des [s;;] sont différents.
On va d’abord établir quelques propriétés des s;;.
Lemme 19.21. 1)

(19.22) Z[E’ij] =0 pour tout 1 <1< 4.
J#i
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2) Pour chaque i # j # k,

(19.23) 53] # 0,
et
(19.24) [535] # [5k]-

Démonstration. 1) Fixons un 1 <7 < 4.
On décompose R* = R3 x R, ou T C R3.

Rappelons que les y;,1 < i < 4 sont les 4 points de type Y de T N dB(0, 1), T;; est le secteur de T
passant par l'origine et y;,¥;, =;; est le milieu du grand cercle passant par ¥;,y;, F;; est le plan passant

par x;; et orthogonal a Tij, et Sij = aB,;j ou Bi]' = B(.’L‘,‘j, %) N Pij.

Notons Y; le cone sur Z; := U#i@, ol y/lmT] désigne 'arc de cercle entre y; et z;; (voir le dessin
19-3 de Y; C R3 ci-dessous), Cr ’enveloppe convexe de Y;. Posons C = Cr x R. Notons que C est un
cone, et donc C\T I'est aussi. Noter que Z; C S3N C est comme un Y de dimension 1. On va montrer
que Y ,[5i;] = 0 dans Hi(C\T,Z).

19-3

Observons d’abord que §j; est homotope dans C\T' 4 sa projection radiale 5;; sur S 3 (dont ’orien-
tation est induite par 5i; sur la sphére S3). En effet, notons 7g le projecteur radial de R*\{0} sur
§3, alors pour chaque z € s;j, le segment [z, 7s(z)] appartient & une droite radiale, qui ne rencontre
aucune autre droite radiale, en particulier, puisque x € R*\T, ot T est décomposé de droites radiales,
[z, mx(x)]NT = 0. Alors si on pose fi(z) = (1 —t)z + trs(z),0 < t < 1, alors f; est un homotopie

5 §. = wa(5
entre 535 et 57; = ms(5i;)-

Alors sur la sphére, dans C N S3, topologiquement les s;;, j # i sont trois cercles enlagant les trois
branches de Z; (rappelons que le couple d’espaces topologiques (CNS3, Z;) est homéomorphe & (R3,Y)

avec Y un ensemble de type Y de dimension 1. Alors dans (R3,Y), I'union des trois cercles orientés
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enlagant les trois branches de Y est le bord d’une variété orientée & bord contenue dans R3\Y, ce qui
donne qu'il existe une variété orientée & bord £ C C N S3\Z; de dimension 2 telle que 9T = U875
(voir le dessin 19-4 ci-dessous, ou s;; désigne le cercle orienté 3ij, et orientation de ¥ est marquée par
un vecteur normal extérieur 7), de sorte que, aprés une triangulation lisse dont I" et les s;; sont des
chaine lisses, on a O[Z] = U;[8};]. Mais & C C N 8%\ Z; C R*\T, par conséquent > jxil5%;] = 0 dans
H,(R*\T,Z). Alors puisque 5}, est homotope & 5;;, on obtient
(19.25) > "[8;5] = 0 dans Hy (R*\T, Z).
J#i
Puisque E est trés proche de T, on peut supposer que ¥ et les f;(s;;) ne touchent pas E. On obtient

donc la conclusion.

—
n

S12 Y1

Xi4

Xi3

19-4

2)Supposons par exemple que i = 1,7 = 2,k = 3. Si [§12] = [523], alors par (19.22)

(19.26) [52a] = 0,

Donc il faut juste montrer (19.23). Supposons par exemple i = 2,5 = 4. Alors (19.26) veut dire
qu'il existe une 2-chaine simpliciale lisse I' dans R4\ E telle que dT' = 554. Mais E est fermé, il existe

donc un voisinage U de T tel que U N E = . En particulier, so4 C U.

Posons D = E N B(z, —1%) Alors par la régularité de E qui est trés proche de T, E est dans
B(z24, %) égale & un morceau de surface qui est presque un disque. Par conséquent D est une surface

de mesure non nulle.

On note F = E\D, alors F\B(0,2) = E\B(0,2). On va montrer que F' est un compétiteur topo-
logique de E par rapport a la boule B(0,2). Supposons donc que vy C R*\(B(0,2) U E) est un cercle
orienté. On veut montrer que si [y] est nul dans H; (R*\F, Z), alors il est nul dans H'(R*\E, Z).

Puisque [y] est nul dans H;(R*\F,Z), il existe un 2 — chaine simpliciale lisse £ C R*\F tel que
OY = «. Par le théoréme 16.35 et la remarque 16.37, et un argument semblable & celui de la proposition

18.8, on peut demander que ¥ soit transverse & 9B(Za4, 1—10)
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Si £ N B(za, 35) = 0, alors © C R*\E aussi, d’oa [y] = 0 € H;(R*\E, Z). Si & N B(z24, 15) # 0,
alors par la transversalité de T et 0 B(z24, 11—0), par la proposition 17.2, leur intersection est une 1-chaine

simpliciale lisse s C 8B(z24, 75) sans bord.

Maintenant on se place dans la boule B; := B(w2q, %) Puisque D est topologiquement un disque,

(19.27) Hy(B,\D) = Z,

donc l’élément générateur est [324]. Par conséquent, il existe n € Z tel que [s] = n[824). Il existe donc

une 1-chaine simpliciale lisse R C B1\D tel que OR = s — ndyq.

Rappelons que I' C R*\E est tel que OT" = 834. Par conéquent, &’ = £\B; +nI'+ R est un 2-chaine
tel que 9[L'] = [y]. De plus &' C R*\E. Donc [v] est aussi nul dans H!(R*\E,Z). Ainsi F est un

compétiteur topologique de E.

Mais puisque D est de mesure non nulle,
(19.28) H*(F) < HY(E),
ce qui contredit le fait que E est MS minimal.

Fin de la démonstration du lemme 19.21.

On va maintenant reprendre la discussion des cas ou E est trés proche d’un T' & 1’échelle 1, et ne
contient pas de point de type T. On va donc discuter les 8 cas qui apparaissent dans (19.19). Notons
que parmi les 8 cas, le troisiéme cas contient déja tous les autres 7. Mais on va comme méme discuter

tous les 8, pour en éliminer certains.
1° 513 ~ 823 ~ 542 ~ 514.

Par (1924), [§13] -‘,é [532], donc [513] = [523]; en fait
(1929) [513] = [§23] = [§24] = [514] =q,

ensuite par (19.22)

(19.30) (543] = [524] + [514] = [813] + [523] = [534],
donc
(1931) [§43] = [534] =2a et 4a=0.

On a semblablement

(1932) [§12] = [§21] = 2a.

Dans ce cas, on a au plus 2 éléments différents parmis les s;;,1 <17,5 < 4.
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2° 813 ~ 893 ~ 849 ~ S14 ~ 543.

On a s13 ~ S43 ~ 514, (19.24) donne

(19.33) [513] = [8as), [S13] = [814], [814] = [S534],
donc
(1934) [513] = [§43] = [§14] = « avec 2a = 0.

Mais dans ce cas, par (19.22),
(1935) [§12] = [§41] + [§31] =2a=0,
ce qui contredit (19.23). Donc ce cas n’existe pas.

3° 813 ~ 824,514 ~ S23.

Icion a 4 cas

1)[813] = [824] ;== @, [514] = [523] := 5
(19.36) 2)[513] = [524] ;= @, [514] = —[503] :=
3)[513] = —[524] := @, [814] = [523] := B3;
4)[513] = —[524] ==, [514] = —[523) =
Pour 1), on a [334] = —[324] — [§14] = —a — B, aussi [§34] = [513] + [S23] = a + (. D’autre part,
[312) = —[513) — [814) = —a — B = a+ B = [523] + [S24). On a donc
(19.37) 20+ 20 = 0 et [334] = [512],

et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les s;;,1 < 4,7 < 4;

Pour 2),onaa—-f= [513] + [523] = [§34] = ——[5‘24] — [3‘14] =—a-f,a-f= [§23] + [5.24] = [51a] =
—[813] — [814) = —a — B. Donc
(19.38) 20 = 0 et [5a] = [5ia),

et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les s;5,1 < 4,5 < 4;

Pour 3), on a o + B = [513] + [523] = [F34] = —[524] — [814) = @ — B, B — @ = [523] + [524] = [512] =
—[813] = [§14] = —a — B, donc
(19.39) 2 = 0 et [834] = —[512],

et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les s;;,1 < 4,5 < 4;

Pour 4), onaa—pf= [§13] + [ggg] = [534] = —[§24] — [§14] =a—-f,-f—-a= [523] + [5‘24] = [512] =

—[813] — [814) = —a — B, donc

(19.40) [834] = @ = B, [512] = —a = B,
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et dans ce cas on a au plus 4 éléments différents parmis les s;;,1 < 4,5 < 4.

4° s34 ~ S41 ~ 832,513 ~ S24.

Par (19.24) on a

(19.41) [834] = [814] = [832] := «,
alors
(19.42) 824 = [514] — [534] = =20, [821] = —[524] + [532] = 3, [513] = [832] + [834] = 20

C’est un cas particulier de 3°4), et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les
sij,1 <4,5 < 4.

5° 513 ~ 523 ~ 542 ~ 514 ~ S43.
Cas semblable que 2°, impossible.

6° 513 ~ S24, 812 ~ 823 ~ S14.

Par (19.24) on a

(19.43) [812] = [532] = [514] :=
et donc
(19.44) [842] = —[812] — [532] = —20, [543] = ~[5uz] + [514] = 3av, [513] = [332] + [334] = —20.

C’est un cas particulier de 3°4), et dans ce cas on a au plus 3 éléments différents parmis les
Si]',]. S ’L,] S 4.

7° s12 ~ S13 ~ 823 ~ S42 ~ 514 ~ 543.

C’est un cas contenu dans 2° ou 5°, donc impossible.

8% s13 ~ S24, 812 ~ S14 ~ S23 ~ S34-

C’est un sous cas de 6°, et donc par la conclusion de 6°, s34 ~ s14 donne 3a = [543] = [541] = —a,

de sorte que 20 = 0, ce qui impique que [3}3] = 0, impossible.

En gros, topologiquement tous les cas sont contenus dans le cas 3° 4) ( notons que les cas 1°, 3°, 4°, 6°
sont tous des cas parcituliers de 3° 4)). Alors dans le cas 3° 4), il y a au plus 2 éléments indépendants

parmis les s;;,1 < ¢ < 4. Modulo changement de noms, on a

(19.45) [513] = —[524] = @, [814] = —[523] = ,[534] = @ — B, [512] = —a — 6.

On obtient donc la proposition suivante.
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Proposition 19.46. Soit E un minimiseur topologique réduit de dimension 2 dans R%, qui vérifie
(19.2). Prenons toutes les conventions énoncé au debut du paragraphe, et suppsons aussi que y; connecte
ay,az, y2 connecte az,aq. Alors s’il existe r > 0 tel que dos-(E,T) < €o (ou €o est celui juste aprés

(19.12)), mais les s;; ne vérifie pas (19.45) par rapport & %E, alors E est un T.

La proposition ci-dessus n’est pas encore aussi forte que le théoréme 13.9. On n’arrive pas a exclure
le cas 3° 4). Mais cela vient d’une discussion plutét algébrique. On regarde ci-dessous que signifie-t-il

topologiquement.
Supposons que (19.45) est vrai.

Notons w;; = F;; N 9B(0, 1), (voir le dessin 19-5 ci-dessous, ou w;; désigne w;;), alors les w;; sont

des courbe C'. Notons aussi Ws; la courbe orientée de b; vers b;.

£y

19-5

Maintenant supposons que Ey = 7; U yy. C’est 4 dire, tout point est de type P, sauf les deux
courbes. (Pour le cas o Ey # 71 U 72, on sait que Ey\(71 U2) est une union de courbes fermées,

parce que les seuls bouts des courbes dans Ey sont les {b;}1<i<4. C’est donc un cas plus compliqué.)

Lemme 19.47. v, Uy Uwip Uwsg est le bord d’une surface Sy C E de classe C', et Sy ne contient

que des points de type P.

Démonstration. Par la C! régularité des ensembles minimaux, la partie de E qui est dans B(0,1) est
composé de variétés Sq, S, -+ de classe C* dont les bords sont composés des éléments dans ’ensemble
Bd = {w;j, 71,72} Alors w2 fait partie du bord d’une variété Sx. Mais 95y doit étre une union de

plusieurs courbes fermées. 11 existe donc un courbe v dans Bd qui touche wy3 et telle que « fait partie de
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OS5 aussi. Si 'un des wi; (resp. 'un des wo;) est contenu dans dSk & la suite de w2, on a [512] = (53]

(avec orientation) (resp. [312] = [52:]), ce qui contredit (19.24).

Par conséquent la seule possibilité est ;. Clest & dire, wiz et y; font partie du bord d’une méme
variété Sk, et sauf wsq, le bord de S ne contient pas les autre w;j. Un argument semblable donne que

w1z et y; font partie d’'une méme variété S;, dont le bord ne contient pas les autre w;;, sauf wia.

Alors soit 'union des quatre est le bord d’une surface, soit I'union de w34 et 2 est le bord d’une
surface et I'union des deux autres est le bord d’une autre surface. En tout cas, I'union des quatre est le

bord d’une surface (pas forcément connexe).

Fin de la démonstration du lemme.

D’aprés ce lemme, si on enléve la surface Sy de E, alors E\S est composé de surfaces de classe C*
dont les bords sont composés d’éléments de 1’ensemble Bd' = {w13, w14, ws3, Wa4,71,7Y2}- Alors par le
méme argument, il y a 2 surfaces Sy, Sz, avec 851 = wi3UyUwaaUv1, et 'autre 852 = wazUyaUwi4Uys.
De plus S; U S; est aussi une variété topologique connexe, dont on peut définir 'orientation locale, y

compris prés de 85 et 8Ss.

b“ ba b1 b4
'/ Y y
r S1 r S2 r2
b2 ba b2 ba

19-6

Donc topologiquement, les bords des deux surfaces S1, .S; sont comme les bords de deux carrés, I'un
avec les quatre sommets (écrit dans 'ordre voisin) by, bs, bg, bz, 'autre avec les somments by, by, b3, bs.
De plus, on doit coller by1bs ensemble, et b3bs ensemble. Notons que (voir le dessin 19-6 par exemple)

ces deux collages sont de directions contraires.

Alors si 'un des S, S; est non orientable, S;US, est automatiquement non-orientable. Si S1, S; sont

orientables, alors par la collage, S; U S, est aussi non-orientable. En tout cas S; U S2 est non-orientable.

Remarque 19.48. Puisque S1 U S n’est pas orientable, [313], [S14], [S24], [S23] sont tous d’ordre 2 dans
H,(R\E, Z).

En effet pour une surface connezxe S, la non-orientabilité veut dire que pour chaque point x € S on

peut trouver un cheminy : [0,1] — § tel que v(0) = (1) = x, et si on noten(t) = x(t)Ay(t) € A2Ny4)S
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un champ de 2-vecteurs normal unitaire sur vy, ot z(t),y(t) € N,4)S des champs de vecteurs unitaires,
n,x,y continus par rapport & t, alors n(0) = —n(l). Notons que n(t) désigne aussi le plan orienté
dans R*. Notons, pour chaque 7 > 0 s,(t) : T = R/Z — P, = P(x(t) Ay(t)),0 — r[cos(2m6)z(t) +
sin(278)y(t)]. Alors l’image de s.(0) et s.(1) sont le méme cercle, mais ils sont d’orientation contraire :

sr(0)(t) = sr(1)(=1).

Notons Q; = y(t)+ P(t). Fizons r > 0 suffisamment petit, tel que pour chaquet € [0,1], B(y(t),r)N
QNS ={y®)}

Notons G : T x [0,1] — R4, G(0,t) = s.(t)(0) + ¥(t). C’est une application continue, telle que
G(T x {0}) = s-(0) et G(T x {1}) = s(1) = —s,(0). Par conséquent, le cercle orienté s.(0) est

homotope & —s,(0), il est donc d’ordre 2.

Maintenant pour chaque s € {[513], [§14], [S24], [523]}, on peut trouver d’abord trouver un s’ homotope
& s, tel qu’il existe x,v comme avant, et qu’il existe R > 0 tel que sg(0) = s’. On peut trouver r > 0

comme ci-dessus, alors s.(0) est homotope 4 s’, et donc s. Par conséquent [s] = [s.(0)] est d’ordre 2.

On va construire un ensemble E C R*, avec les propriétés ci-dessus, c’est a dire, dans B(0,1),
I’ensemble FE est composé de Sy et S; U S comme ci-dessus, S; U S est une variété topologique non-
orientable; Sy a deux composante connexe, qui rencontre S; U Sy en 7; et 2 respectivement. Hors de
la boule B(0, 1), E est une versions C* de T, et il resemble &4 T & 'infini. De plus, H; (R*\E) est juste

comme le cas 3°4) ci-dessus.

Prenons deux exemplaires de carrés (voir le dessin 19-6), 1'un avec des sommets (écrit dans les sens
des aiguilles d’une montre) by, b3, by, ba, ’autre avec les somments by, by, b3, ba. On colle les deux cotés

l;;_bz et l;l; On obtient alors une bande de Mobius dans R3.

19-7
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En suite, prenons un grand tétraédre (dont les sommets y;,1 < @ < 4) régulier qui contient la bande
de Mobius. Prenons, pour chaque 7, une courbe lisse L; emis de b; et allant & I'infini, telle que L; tends

vers la demi droite émise du centre de T et passant par y;. (voir le dessin 19-7).

Prenons, pour chaque 1 < ¢ # j < 4, une surface E;; de classe C', homéomorphe & R?, dont le
bord est L; U L; U [b;b;]. Notons que tous les E;; vont & l'infini, de sorte que dans R3, Ey3 et Ey4, ou

E13 et Eyy4 se croisent forcément. Donc on déménage dans R* pour I’éviter.

On obtient comme ¢a un ensemble qui ressemble & un T & 'infini, et du premier coup, on ne peut

pas dire facilement qu’il existe pas un ensemble minimal topologique qui admet une telle topologie.
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