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Résumé ,
Ce travail concerne le comportement de I'inverse asymptotique et exact des
matrices de Toeplitz, ainsi que le développement asymptotique des valeurs
propres extrémes de ces matrices. Il est fondé sur une géométrie hilberti-
enne, consistant & interpréter ’opérateur de Toeplitz comme projecteur :
cette idée est développée et appliquée.

Mots-Clefs Matrices et opérateurs de Toeplitz, valeurs propres extrémes,
opérateurs de Green, développement asymptotiques.

Abstract
This work is about the behaviour of asymptotic and exact inverses of Toeplitz
matrices, and also about asymptotic expansion of their extremal eigenval-
ues. It is based on hilbertian geometry: we interpret Toeplitz operator as a
projector. This idea is developed and applied.

Keywords Toeplitz operators and matrices, extremal eigenvalues, Green
operators, asymptotic expansions.
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Chapitre 1

Compte-rendu des résultats

1.1 Introduction Générale

Ce travail concerne le comportement asymptotique de 'opérateur de Toeplitz T (f), ou f est
une fonction dotée de propriétés de régularité adéquates, définie sur le tore T!, noté simplement
T dans ce qui suit. Ce comportement asymptotique concernera dans la premiére partie de cette
étude l'inverse de Tv(f), dans la seconde partie les valeurs propres extrémes de Tn(f).

La premiere partie est la synthése de deux articles réalisés en commun pour le premier avec
Philippe Rambour et Abdellatif Seghier et pour le second avec Karim Drouiche, Philippe Rambour
et Abdellatif Seghier; ces deux articles sont actuellement soumis & publication; un résumé du
premier a donné lieu & un compte rendu a I’Académie des sciences paru en décembre 2000.

Dans le premier article, on établit un inverse asymptotique de Ty (f) pour un symbole f de la
forme :

f=(1—-cosb)fs

ou fi est une fonction strictement positive sur T, avec des conditions de régularité précisées plus
loin. Ce résultat permet de retrouver, mais dans un cadre plus large, le célebre théoreme de
Spitzer-Stone [SpSt](1960). Dans le cas ol fi est I'inverse d’un polynéme trigonométrique positif
4 zéros extérieurs au disque urité , on obtient un inverse exact de Tn(f).

Le deuxieéme article élargit la partie singuliere du symbole f : & la place de (1 — cosf) on
s’autorisera des expressions de la forme

1-x**otaeN, x(@)=e? 0€cR,

ou bien de la forme
(1 —x10)Q = %20, x1,x2€T, x1# xe-

La partie réguliere, par contre, se restreindra & ’inverse d’un polynéme strictement positif sur
le disque unité fermé. Cela permet de mettre en évidence des structures algébriques, dont
I’exploitation conduit & des inverses exacts des opérateurs de Toeplitz. Cette voie permet lorsqu’on
adopte une asymptotique introduite par Kesten de mettre en évidence, a partir de l’inverse exact,
des formules asymptotiques dont la partie principale est un noyau de Green.

La deuxiéme partie est constituée par un article écrit par Jean-Marc Rinkel sur les valeurs
propres extrémes des opérateurs de Toeplitz, & la suite de la lecture de deux articles de H. Widom
et de Seymour Parter. Ce travail est soumis & publication et prépublié & I’Université Paris-Sud.
Dans leur article, H. Widom et & sa suite S. Parter donnent un développement asymptotique
des valeurs propres extrémes de T (f) lorsque f équivaut au voisinage de zéro & |1 — x|*. Nous
introduisons une approche basée sur une géométrie hilbertienne pour I’étude du spectre de Tnx(f).
Nous montrons dans une premiére partie que les résultats de H. Widom et S. Parter peuvent étre
retrouvés en totalité. Précisons que c’est le cas ol le symbole présente exactement un minimum.
Dans une seconde partie, nos méthodes nous permettrons d’aborder le probléme des valeurs propres
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extrémes lorsque le symbole présente plusieurs minima, puis de mesurer des perturbations du
spectre inférieur en fonction d’une perturbation polynomiale du symbole f. Pour finir, cet article
étend la structure géométrique du calcul spectral en dimension 1 a la dimension d finie quelconque.

Examinons a présent de fagon plus précise les problemes posés dans chaque partie, leur situation
dans le contexte scientifique et les résultats obtenus.

1.2 Inverse asymptotique et inverse exact de Ty (f)

1.2.1 Aspect analytique

On se donne une fonction réelle f définie sur [0, 27, positive de la forme
f(e#) =1 -] fi(e®)

ol fi et log f1 sont dans L*(T).
A cette fonction f, qu’on appelle symbole, on associe une famille d’opérateurs de Toeplitz

Tn(f) de rang N + 1, dont les matrices représentatives sont données par :

Tn(f) = (f(m — n))o<mnen

~

ot f(k) est le k-itme coefficient de Fourier de f, k € Z.

Nous proposons dans ce paragraphe un développement asymptotique de l’inverse Tn(f)~!.
L’approche de ce travail est basée sur l'interprétation de T (f) comme projecteur de L?(T), ce
qui donne lieu & la formule d’inversion que nous allons énoncer dans le paragraphe suivant.

Une formule d’inversion

Notations :

H* {heLz('ﬂ‘); R(s) =0, s<0},
H- = L[ T)eH".
H~ est le supplémentaire orthogonal de H™.

74+ et m_ désignent les projections orthogonales de L2(T) sur Ht et H™.
Les hypotheéses sur f sont inspirées du théoréme de décomposition suivant, di & Grenander et

Szego [GS] :

Si f € LY(T) est a valeurs réelles, positive sur T presque partout avec I’hypotheése
supplémentaire que log f € L*(T), il existe une fonction g de H telle que

f=lgl? (1.1)

Chaque fois que ’on a pour f une décomposition de type 1.1, on définit des opérateurs de
Hankel Hgy et Hg  associés a cette décomposition, de la fagon suivante :
On pose
g .
QN — _g_XN+1 (X — 619).

Alors

Hey : H" = H™, Hay(¥)=7_(2n9Y),
Hy, : H™ - H', H,(9)=m(Bng).
Les conditions imposées & f impliquent : ||[Hg Hg,|| < 1. On trouvera une démonstration de

cette inégalité dans [S, proposition 1].
Pour finir, nous noterons Py 1’espace vectoriel complexe vect{1, x;,...,x }.
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Théoréme 1 (formule d’inversion) On suppose que le symbole f posséde les propriétés sui-
vantes:

f>0,
f admet la décomposition suivante :
f=g93, ge H>=H'NL®(T), g 'eH™.
Alors :
(i) Tn(f) € Aut(Pn)
(ii) si p est un polynéme de type analytique, de degré inférieur ou égal ¢ N, on a :

Tu(H)0) = s (2) = Sy (BT = Hiy Hoy) i By, (2)]):

La démonstration est rappelée au chapitre 3

Cette formule est utilisée dans plusieurs travaux, depuis 1954.

L’article de Widom en 1973 [W2] s’en inspire largement pour étudier le comportement asymp-
totique des déterminants de Toeplitz & symboles singuliers. On peut la retrouver & partir d’une
formule algébrique d’inversion d’opérateurs sur des espaces vectoriels, due & Kozak, et citée dans
[BS, prop. 7.15]. La forme utilisée ici est celle établie dans I’article de Seghier [S].

Remarque : Dans tout le travail qui suit nous aurons en fait & utiliser cette formule dans le
cas ol le symbole f est singulier, au sens ou il admet des zéros sur T. Dans, ce cas, la formule
d’inversion ne s’applique pas directement. Nous paramétrons le symbole par un réel r de [0, 1],
obtenant ainsi une famille de symboles réguliers. Il en résulte un développement asymptotique des
éléments de Tn(f)~! lorsque N — 400 et 7 — 1. Cette méthode permet d’obtenir un premier
théoréme d’inversion exacte, pour une famille spécifique de symboles(voir ci-dessous).

Inverse exact de Tn(f) pour f = JIT}I’%E, oll P est un polynéme. Conséquences.

Dans ce paragraphe P désigne un polynéme sans zéro sur le disque unité fermé.

Notations:
m
P(x) =) B.x* avecVt€[0,1,Vx € T P(tx) #0.
s=0
On a ici 1 .
fi= W = g101 avec g1 = B € H™.
Notons

%(x) = ) X

u>—m

Théoréme 2 Tx(f) est inversible. Si l’on suppose m < N, Uélément de Tn(f)~! d’indice (k +
1,I+1), 06 0< k<N et0<I<N, est donné par

l k _
[T () Tesrinn = ZZB’C Bi—s min(s + 1 s'+1)__d(k.)d_(l.z_
o e A ’ N+2+ A(P)
8" = =
Lk i1 41
+ Z Z k—s,Bl—s’ Z Z 7;:’—(N+2)’7p——(N+2)as,S',p,p’

p=N+2—m p'=N+2—m

@,
Il
=)
»
1l
o
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p=1 p=s+2

P(LP'(1
AlP) = ‘”R( I(P)(l)I(2 )>’

Qs,st,pp =min(—p+s+1,—p' +s +1).

ot
k s'+1 +o0
d(k) =" {Bk—s(z Pip—(n+2) — (1) ) ’7p—(N+2)):l :
s'=0

L’expression précédente se simplifie pour les termes centraux.

Corollaire 1 (absence d’effets de bord) On suppose m < k <l <N —m+ 1. Alors
d(k)d(l)

TN (F) Nrgra41 = s/go ;Bk—sﬂz—sl min(s +1,s" + 1) — N+2) T AP)
- POPQ)
d(k) = —(k+1)P(1) + O

Une application simple de ces résultats : si X désigne une variable aléatoire discréte telle que
- _ 101 Ve o
VkeZPmuXe:m::%awc{?‘;*‘ﬂp” P)* k>0 o0 < p<1, alors & étant
O =
la fonction caractéristique associée & X, et f(4) désignant le symbole f(§) = 1 — ®(e?), on a
1+ 1—ei®|?
f(6) = 2R oty |
Les résultats précédents fournissent 1’espérance du nombre de passages au point [ d’une parti-
cule animée d’un mouvement aléatoire qui se trouve en k a l'instant 0, pour k et [ dans le réseau
{0,1,..., N}, avant de quitter ce réseau, 14 ou Spitzer et Stone ne proposent qu’une évaluation
asymptotique [SpSt].
L’inverse exact établi dans le théoréme précédent permet un calcul de la trace de T (f) ! sous

la forme
Tr (Tn(f)") = aN? + bN + o(N),

ol a et b sont indépendants de N pour N assez grand.

Corollaire 2 (Théoréme de trace) Notons

C(P)=- Z Z BuBu max(uaul)a
u=0 u’'=0
m ~ k—u—N-1
Dw)=2§:ﬂu< > '%>,
u=0 p=—N-1

N
B(P)= Y (ID(k)| —2R(P(1)D(k)),
k=N-m
R(P) = C(P) — B(P).
Alors, pour N assez grand, D(k) ne dépend que de P, de méme que R(P), et on a dans ce cas

ﬁawurw=N“H?P+NF+§whmnﬁ+mPawa»+Rw)+4Ny

Observons que dans le cas ou f est réguliére (en particulier 1/ f intégrable), la formule de trace
est de la forme

Tr(TN(>1>—<N+1(f) +§Zikl( ) BEF®) +o)

ce qui est d’une nature différente du cas singulier (voir le corollaire 2).



Inverse asymptotique et inverse exact de T (f)

Inverse asymptotique

On étend & présent les résultats précédents en remplagant la partie réguliere du symbole par une
fonction fi. On obtient alors un développement asymptotique de I'inverse.
Soit

A(T) = {w e LY(T); Y (J(k)! < +oo} .

kEZ

Théoréme 3 Soit un symbole
f= Il - X|2fla

ot fi vérifie :
| f1>0, fleA(T), feCY).

Alors fi a une décomposition de la forme

1
flzlgllza gleHooa '__EHOQ

251
Si on pose
1 X,
o = ;ﬂsx )
ko1
agy; = Z Z Bk—sﬂl—s’ min(s +1, s+ 1),
s=0s'=0

k
b(k) = Z(5+1)5k—3a

s=0

alors T (f) est inversible et

1 1 Oy . b(k)l_)(l)
——N+2[TN(f) k1041 = N+2 (N+2)2 +o(1),
avec
lim o(1)=0
N-—+o00

uniformément par rapport ¢ k et l.

Ce résultat est réellement un prolongement du résultat ” polynomial” du paragraphe précédent,
car ’idée est d’utiliser une approximation de f; par 'inverse d’un polyndme, en maitrisant le reste.
On peut alors énoncer un théoréme & la facon de Spitzer-Stone, sous la forme du corollaire

suivant:

Corollaire 3 (formule de Spitzer-Stone) Si f vérifie les hypothéses du théoréme et si l'on
suppose de plus

Z [uBu| < +o0,
u€EN
alors: 2 E+1 1+1 (k+1)(1+1)
4 + + + +
— 2 _[Tn(f)™* = mi - 1
2(N+2)[ N(f) ]k+1,l+1 mln<N+2’N+2> (N+2)2 +O( )a
avec
lim o(1) =0
N—+o00
uniformément par rapport ¢ k et | et
2 _ 2
+00 2
> Bs
s=0
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On rappelle que Spitzer et Stone ont établi la formule énoncée dans le corollaire 3, avec des
hypotheéses de nature différente et d’origine probabiliste. Plus précisément, ces hypotheses sont :

f=1-2, 3 =3 ce?, o®=) ko, <+oo,
kezZ kez

ck=C-g, VkE€Zcy>0, pged{k;k>0etc>0}=1.

Précisons que les symboles positifs singuliers figurant dans nos résultats font intervenir des
coefficients de Fourier de signe quelconque, contrairement & Spitzer-Stone. Ce qui nous permet
de sortir du cadre probabiliste. Le théoréme de trace de l'inverse ne peut étre obtenu par les
méthodes spectrales développées par M. Kac, W. L. Murdock, G. Szegd [KMS], d’une part et
H. Widom [W3] d’autre part. En effet ces méthodes spectrales ne fournissent que des valeurs
propres extrémes, ce qui est insuffisant pour ’obtention d’une trace de l'inverse. Par ailleurs,
I’énoncé exact de l’inverse, outre son intérét propre, nous permet d’obtenir un calcul de trace et la
possibilité d’énoncer I’expression exacte du déterminant de telles matrices ainsi qu’une expression
asymptotique. Mais en ce qui concerne ’expression du déterminant, ces énoncés ne seraient qu’un
cas particulier du travail de H. Widom.

Ces résultats participent & un ensemble de travaux antérieurs consacrés aux problémes relatifs
a linversion asymptotique et au comportement spectral des matrices de Toeplitz. On pourra se
reporter & [BL], [Kes], [Wat], [W3].

Widom traite le cas des symboles de zéros d’ordre a: complexe de partie réelle strictement entre
1 et —1. Son objectif n’est pas le controle des éléments de 'inverse. L’opérateur inverse se trouve
approché dans ce cas par un opérateur intégral continu et connu. H. Kesten a considéré le cas ou
le symbole est d’ordre « réel compris strictement entre 1 et 2.

Dans un autre cadre, P. M. Bleher a étudié le comportement asymptotique des inverses de
matrices de Toeplitz ol le symbole est réel et d’ordre § inférieur strictement & 1. Enfin Watanabé
a proposé une démonstration d’une partie du théoréme de Spitzer-Stone & ’aide d’une approche
purement probabiliste basée sur les chaines de Markov : il obtient ainsi la partie principale du
noyau de Green.

Les démonstrations des résultats exposés dans ce chapitre sont, sauf avis contraire, détaillées
au chapitre 2

1.2.2 Aspect algébrique

Les démonstrations des résultats qui suivent sont développées au chapitre 3. Conformément au
programme de I'introduction générale, le symbole considéré dans ce chapitre est de la forme :

klill I — Xl
f)= IPRE

m
avec o € N*, xj, constante complexe de module 1 et P(x) = 3 Bix!, un polynéme de degré m, dont
=0

les racines sont & l’extérieur du cercle unité. La partie réguliere du symbole est donc constituée
par l'inverse d’un polynéme trigonométrique positif, sa partie singuliere admet des zéros d’ordre
multiple et des zéros distincts.

La restriction & ce type de symbole conduit & des théorémes algébriques de structure, dont
le but est ’évaluation des deux termes de la formule d’inversion,introduite au chapitre précédent
(théoréme 1). Selon cette formule, on peut écrire, pour un symbole f > 0, vérifiant les hypotheéses
adéquates, pour lesquelles f admet la décomposition f = |g|?>, g€ HT :

TN (Mgt = T)eg — (To)k
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s = (o () ()
s = (1t o () (e ()

L’idée de ’ensemble des théorémes de structure développés dans ce chapitre est la suivante : le
terme (1), fait apparaitre le vecteur Xy = my (i) NT4 ( X;)) Il se trouve que ce vecteur appar-
tient & un espace vectoriel de petite dimension, stable par 'opérateur H3 Hg, . Par conséquent
toute l'information nécessaire se trouve contenue dans cet espace, ce qui donne accés aux éléments
(T3)k, par un calcul matriciel. Cependant, bien que Pordre des matrices (carrées) intervenant soit
petit, les résultats ne sont accessibles qu’a I’aide de logiciels de calcul formel (voir par exemple
le corollaire 4). Les résultats obtenus & partir de ces théorémes semblent mettre en évidence une
généralisation de la formule de Spitzer-Stone, en faisant apparaitre asymptotiquement des noyaux
de Green. Ces noyaux sont associés & des inverses d’opérateurs différentiels dont ’ordre est ma-
nifestement lié & ’ordre de la singularité du symbole. C’est 14 un phénomeéne & explorer dans des
travaux ultérieurs. Ces théorémes de structure généralisent directement la démarche utilisée dans
le paragraphe 1.2.1, ou nous avions calculé un inverse exact pour le symbole f = ’1! PTI .

Quand le symbole est singulier, comme ici, on le régularise par

fr(X) = f(rX)

et on applique la formule d’inversion & Tn(f;).
On montre alors (cf. Chapitre 2) que

Lm[Tn (f) " ks = [TN(F) ik

quand r tend vers 1.
Enongons maintenant les principaux résultats obtenus

Etude avec le symbole f = 1z P(XX)P

Nous avons le théoréme de structure suivant:
Théoréme 4 Lorsque f = |—P—(X_)|%’ 0<r<l,ona:

e Une évaluation du premier terme, (T1)x,; pour k <, pour r =1 est donnée par :

k q l—k+q
(T =Y [ [ Bila—i+1) ) | D Bilg+U-k)—j+1) ||,
g=0 | \j= i=0

avec B; =0 si j > m;

[ ] Xk——-7('+ (@N?T+( )) EIqu,N
o La dimension de ImHj  est égale & 'ordre de la singularité, c’est-a-dire 2; une base naturelle

de ImHg = est {1%}’ (IJ—W}’

est un automorphisme de l’espace ImHg
ImH;,N
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L’application de ce théoréme de structure au cas ou f = |g|® avec

(1-x)?
0 <t

g:

permet d’établir les corollaires suivants:

_ (1-x)?

Corollaire 4 Supposons que f = |g|?> ot g = 1+68x ° 18] < 1. Alors :

°
~
>

et

»

[1+8x[* ~  Bn(B)

B - s

An (k, 1, B)

~(k+ 1) — N —1)k(1 + N)(=N +1)(=3N1+ 2kl — 21 — N + Nk — 2 + 2k)3°
(k+1)(I — N - 1)(=6N%2 + 10NE*? — 5N3k? — 14kl* + 14Nk — 5N?k?
23N%k? + 6 N3 — 14kl + 5N3k — 6N1% + 15N3kl — 20N k?

6N%l + 32N%kl + 11N%k + 3Nk2l — 31NKkI? + 14k%1? + 9Nkl

15N%kI® + 14K21) 64

(k+1)(l — N —1)(12k — 6N? — 121 + 64Nkl — 121> + 6 N® — 12k? — 36kI% + 36k2I
36k%1% + 88N2kl — 30N?kI% + 14N?k + 54N?1 — 24N?1% — 62N ?k?

10N?k?1 4 10N3k + 24N31 — 10N3k? + 6Nk + 18N1 — 48N1?

30N3kl — 84Nk* — TANKI® + 2NE?l + 20N k*1?) 5°

(k+1)(I = N —1)(—12k 4 30N? 4+ 12 4 128Nkl — 48N — 6012 + 18N> — 60k? + 64kl
44kl® + 44K + 44K%1% + 112N%kl — 30N2kI? + 6N 2k

126N?1 — 36 N212 — 78 N?k? — 10N2k2l + 10N3k + 36 N1

10N3k® — 46Nk + 102Nl — 108 N1 + 30N3kl — 152N K>

86NkI*> — 2Nkl + 20N k?1%)3?

(k+1)(I = N — 1)(—60k + 78N? — 72 + 601 + 105Nkl + 48N — 842 + 18N® — 84k? + 82kl
26k1? + 26k%1 + 26k21? + 68N2kl — 15N%kl1% — N2k

114N?%] — 24N?12 — 47N?k? — 5N2k21 + 5Nk + 24N31

5N3k?* — 64Nk + 150N — 96N1? + 15N%kl — 122N k? — 49N>

3NK*1+ 10NE%1%)8
(k+1)({-N-1)@B+N)(Il—-N—-2)(k+2)(2kl + Nk + 6k — 6/ — 3NI — 3N — 6)

6N(N +1)*(N +2)8

6N(1+ N)(N +2)(3N +11)5°
6(N+2)(3+N)(N+4)(3N+1)8
6(N + 2)(N + 3)%(N +4).

By (B)

+ + +

e On obtient également la trace ezacte de Tn(f)™! :

L-xi*\7'] _ end)
ﬁhQHmJJ*MWWKL
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on
Cn(B) = N(N-1)(N+1)*N+2)(N+3)(N?+2N +6)s°
+(N = 1)(3+ N)(N +2)(5N3 + 31N?% + 44N + 42)3*
+2(N — 1)(5N° + 72N* + 383N% 4+ 912N? + 698N + 240)5°
+2(N —1)(5N° + 88N* + 607N + 2048N? + 2742 N + 480)3?
+(N +2)(N + 3)(5N* 4+ 7TAN® + 397N? 4+ 862N — 918)3
+(N +2)(N + 3)(N* + 18N3 + 133N? 4 510N + 598)
et
Dy (B) = 420N(N +1)*(N +2)8°
+ 420N(N + 1)(N +2)(3N +11)32
+ 420(N +2)(3+ N)(N +4)(3N +1)3
+  420(N +2)(N + 3)%(N + 4).

Supposons que z et y soient liés de sorte que

lim k =zet lim =
N—oo - N-osoo N -y

ouz ety € [0,1]. Alors :

Corollaire 5

e ()], = Gz +o (1)

.3 2 3,2 2,3 3,3
G4(:c,y)=(ﬂ+1)2<—g—+x2—y—x2y2+m2y +:172y _w3y> siz <y,

a3 2 3,2 2,3 3,3
G’4(:z:,y):(ﬂ+1)2(—61—/—+—y—2—£—x2y2+x2y +$2y —x3y) siz>y

Etude pour le symbole f = |1 —x|?*, a € N

Par la suite nous désignerons ce symbole comme le cas multicanonique (canonique pour al).
Comme précédemment, nous commengons par établir un théoréme de structure.

Théoréme 5 Soit f =1 —rx|?*, €N, 0<r < 1. Alors, pourr=1:

(a=1+1-K)!  (a+1—k)

1
(T)u = =12 ((0‘_1)' (—n YUk D)
+...
(@+k—2 (@+1-2)! (a+i-1)(a+k—1)!
k-1l @-1) k! Il )

= k
o Xp=my (Bnmi (§)) € ImH;,,.
o La dimension de ’espace InHg , est égale d o, une base naturelle de ImHg  étant

{(—ltl_’;;’ﬁ}jzo...a—f
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e (I-Hj; Hsy) est un automorphisme de InHy .

ImH;N
Nous allons appliquer ce théoréeme au cas a = 2.

Corollaire 6 Soit f = |1 — x|*.
Alors le terme général de Tn(f)™! est donné par :

l

[TN(|1—X|4)"1]“ %(l+1)(l+2)(3k—l+3)

- é(k F1+ Dk +2)( +2)

(6N'2 — 3Nk — 3Nl + 27N + 2kl — 6k — 61 + 30)
(N +2)(N+3)(N+4)

Remarque : On peut également retrouver ce résultat & partir du corollaire 4 en faisant 5 = 0.

Corollaire 7 La trace ezacte de Ty (1 — x[4)—1 est
- 1
Tr [TN (11 = x1) 1] = 75V + DN +5)(N? + 6N + 14).
Si I’on suppose que k, I et N sont liés par
LI
NS N~ UNSeN Y

on obtient:

Corollaire 8

k,l
2 2y, ., Ty 2P %P
Gy(z,y) 6 + 5 — %Y + 5 + 5 3 STy
3 2 3,2 2,3 3,3
_ = s o, B 2 2ty
Ga(z,y) = 6 + D) y” + 5 + 5 3 stz >y.

G4(z,y) est le noyau de Green associé a I’opérateur dérivée 4-itme sur [0, 1], (f(4) = g) avec
les conditions limites données par :

0= f(0) = f(0) = f(1) = f'(1)

Etude pour le symbole f = |(1 - x1x)(1 - x2x)|° ot [x1| = [xa| =1 et x1 # Xa-

Nous commencons avec le théoréme de structure suivant:

Théoréme 6 Lorsque fr = |(1—rxax)(1—rx2X)]® 0 |xa| = Ix2l =1, 0 <r < letp =
1
X1— X2

e Une évaluation du premier terme (T1)g,; pour k <1, est donnée par:

k
(T )k, = |p|? Zajdj+(l_k) ot a; = Xt - X%‘H, pourr = 1. (1.2)
=0



Spectre extréme 13

7 * ; - 2 1 1
e L’espace ImHg = est de dimension 2, une base étant {_1‘7')(1)(’ ——sz}.

o Xp(r)=my (‘i}\/ﬂ+ (’g‘—f)) est donné par :

k
. : 1
Xp(r) = |pf 1+ (=1)) A =rH)pNt2T—k3___ =
!!j};;( (-17) (1 —r") Tp—
. 1
__'p12 Z(_l)N+2j—k+2 (1 + (_1)_7') (1 _ 704),’.N+2_7'—l<',—§—3 )
= 1 —rxax

. (I — H;,NHcpN) est un automorphisme de ImH(’I*,N.

ImH;N
Corollaire 9 Soit f = |g|?> ot g =1— x2. Alors pour k<1, on a :

(k+ 1)1+ 1)(5+ 2N + (=1)(1+N)

l+1-2 . )
_1 * (2N2 + 12N — (_1)N +17) st k et l pairs
[TN () ]k 1 0 N si k+1 est impair
Ftl-2 e ) si k et l impairs

(2N2 + 12N — (-1)N +17)
Corollaire 10 Un développement ezact de la trace est donné par :

2 N N
Tr [Tn(f)7Y] = %(N+4)(N+2) N +22]JVV 2( +132 N++1‘§1;’ _+(3‘(1)2 +21)
(2N? + 18N + 2N (-1)(+N) 4 5(—1)(+N) 4 37)
2N2 + 12N + 17— (—-1)V
+20N2 + 3N(=1)N + 57N +6(-1)V + 42)
2N2 + 12N + 17— (=1)N

1
—N(N +2
+ 24N( +2)

1 (2N3
= E(N +2)

Corollaire 11 Si l’on suppose que limpy_, o % =z et limy_,0 % =1y, alors,

jlv_ [Tn(1 - X2l)]k,l = 8zy — min(z,y) + o0 (%) )

C’est & notre connaissance, la premiére fois que ces formules apparaissent. Toutes les formules

exactes ont été vérifiées numériquement.

Parmi les auteurs dont les travaux concernent l'inverse exacte des matrices de Toeplitz, il faut
citer en particulier Trench dont la bibliographie sur le sujet est impressionnante. Trench a établi
des formules récursives qui permettent le calcul de I'inverse des matrices de Toeplitz bandes, et
il traite ce probleme de fagon exhaustive. Cependant sa méthode ne consideére pas le cas d’un
symbole singulier et ne permet donc pas de mettre en évidence des noyaux de Green associés au
type de singularité du symbole. Remarquons enfin que par exemple dans le cas d’un symbole
4 singularités multiples; nous sortons des hypothéses du théoréme de Spitzer-Stone, mettant en
évidence un noyau de Green associé & un opérateur dérivée seconde sur [0, 1], avec cependant des

conditions limites différentes.

1.3 Spectre extréme des opérateurs de Toeplitz

Dans [GS], Grenander et Szego établissent le résultat suivant : si f € L!(T), f étant essentiellement
bornée par my = ixq}f f et My =sup f, alors
T
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i) Spec(Tn(f) C [my, My]
ii) Si Ao(N) < A1(N) < -+ < An(N) sont les valeurs propres de Tn(f), alors Nh_r)nco Ao(N) = my
et lim An(V) = M;.

N—o0

Le comportement asymptotique des valeurs propres extrémes se trouve au centre d’une série
de travaux, que je vais tenter de décrire en donnant leur rapport avec mes résultats.

Ce chapitre a pour origine la lecture de deux articles de H. Widom et S. Parter, cités en [W1]
et [SP]. S. Parter, dans son article, énonce un théoreme donnant une évaluation asymptotique des
valeurs propres extrémes d’un opérateur de Toeplitz T (f) associé & un symbole f vérifiant les
hypotheéses

f est une fonction réelle, continue de période 27 dont le minimum m est atteint au seul point 0;
la dérivée f(2%)(0) = o2 est la premiére dérivée non nulle.

(1.3)
Nous avons le théoréme suivant di & S. Parter:

Théoréme 7 (S. Parter) Considérons les hypothéses 1.8 avec o = 2. Alors si M\(N) est la
k-iéme plus petite valeur propre de Tn(f), on a:

B o? ((2k+ Dr+ Ep\* 1

Ey est déterminé par

tan ((2k + 1) + Ey

2k + 1)71' + By
= (~1)* tagh ( BEH LT+ B
4 ) (-1)"tan ( 4
On peut considérer que les idées aboutissant & la méthode mise en ceuvre par Seymour Parter
remontent a l’article. de Kac, Murdock et Szegdé [KMS], datant de 1953.
Les auteurs traitent le cas olt @ = 1 et démontrent qu’avec les hypothéses (1.3) on obtient

I’équivalence

2 N2

2,2 2
Me(N) —m o~ T F (1.4)

L’idée qui sous-tend ce résultat est la suivante:

1l suffit de démontrer 1.4 par récurrence pour des symboles f qui sont soit des poly-
némes trigonométriques de degré 1, soit des inverses de tels polyndmes.

Le cas des polyndémes trigonométriques d’ordre 1 a déja été traité dans I'article de M. Kac [K]

en 1946.
L’idée nouvelle est ici que si I’on peut encadrer les fonctions vérifiant (1.3) par des symboles

spéciaux précédents et utiliser alors le théoréeme de Weyl-Courant (cité dans [SP] par exemple)
pour en déduire (1.4) pour tous les symboles vérifiant (1.3).

En 1956, Widom dans [W1] améliore I'approximation (1.4) quitte & renforcer légérement
I’hypothese (1.3) qui est remplacée par (1.5) :

f est une fonction réelle, continue de période 27
f(0) = M est 'unique valeur oli le maximum de f est atteint (1.5)

f(6) est paire et dérivable jusqu’a l’ordre 4 avec 02 = — f"(0) # 0.
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Alors si k est fixé, on a

o222 a

M(N) = M = 5o (1+N+1)+0<N1—3), (1.6)

ol a est une constante dépendant de f que I’on peut calculer (cf. [W1]).

Widom reprend de [KMS] P'idée qu’il suffit de montrer (1.6) pour une classe particuliere de
symboles, en I'occurrence pour les polynémes trigonométriques vérifiant (1.5) et dont les zéros
complexes de f(6) — M sont simples. Par des encadrements de fonctions vérifiant (1.5) au moyen
des polyndmes précédents, et avec I’argument de Courant-Weyl, il en déduit (1.6) pour la classe
de symboles vérifiant (1.5).

Mais I'idée nouvelle de Widom est de remarquer que les valeurs propres Ax(N) de Tn(f)
vérifient

Ae(N) = f(6k)

et puis de caractériser les 85 pour lesquels f(6;) est valeur propre. Précisons rapidement ce point.
Si f est un polynoéme trigonométrique vérifiant (1.5)

k
f(6) = Z c;e? avec ¢j = c_j,
=k

on forme le polynéme caractéristique
P(z, \) = z* Z cjzd — A

Alors il existe § > 0 tel que pour A €]M — 4, M[= I, les racines de f(f) — A et les racines
correspondantes p; = €% de P(z, \) sont simples. De plus ) est une valeur propre de T (f) si

et seulement si les p; satisfont a

~ .= \k+N+1

D =0avec D = Z 551(,, )pk)P,(~
P1:025---,Pk P1 P) s<t

(:53 - 575)27

ot la sommation a lieu sur toutes les combinaisons de k racines de P(z, A).

Remarquons que Widom s’intéresse aux grandes valeurs propres ce qui est théoriquement
équivalent a I’étude des petites valeurs propres. On peut donc énoncer les résultats de Widom en
termes de petites valeurs propres .

En améliorant la condition D = 0 de Widom, Seymour Parter donne une équation aux valeurs
propres valable pour tout a € N et dont I'exploitation permet le développement asymptotique des
petites valeurs propres pour a = 2, donné par le théoreme énoncé au début de ce chapitre.

Nous proposons dans cet article un point de vue radicalement différent basé sur une idée
géométrique. Cette idée est que I’on peut interpréter Ty (f), sous certaines hypotheses de régularité
de f, comme un projecteur d’un espace de Hilbert (& un facteur multiplicatif pres).

Cela conduit a une formule d’inversion analogue a celle du paragraphe 1.2.1, mais avec des
hypotheses différentes concernant la factorisation de f. Nous indiquerons par ailleurs au chapitre
4.1 une démonstration basée sur une formule de Kozak, qui m’a été communiquée par Estelle
Basor.

Des formules d’inversion des opérateurs de Toeplitz apparaissent dans [RRS], [KS] ou [W2].

La formule d’inversion utilisée dans cette thése permet I’estimation asymptotique des valeurs
propres extrémes et 1’on retrouve ainsi le théoréme de Seymour Parter.

Cependant les hypotheéses présidant & la formule d’inversion utilisée sont plus générales que les
hypothéses (1.3). Nous illustrons dans ce travail cette généralisation par deux exemples.

Dans le premier, nous donnons 2 théorémes de structure qui montrent que lorsque le symbole
posséde un minimum multiple (comme 1 — cospf, p € N), I'information sur les valeurs propres
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extrémes de Ty (1 — cos pf) est contenue dans la restriction des opérateurs de Hankel & un sous-
espace vectoriel de dimension p de L?(T). Citons de fagon précise le deuxiéme de ces théoremes
(énoncé du premier est donné dans le chapitre 4), utile pour le symbole f = |1 — x??|?

Théoréme 8 Soit f, = g1,rg2,r our € [0, 1], soit

gir= [ (gixo —rX)(€ix0 — TX)

e:€Up

g2r= Il (ei%o —rX)(€ixo —TX) ’
EiENp

ou U, désigne l’ensemble des racines p-iémes de —1, et ot Np est le groupe des racines p-iémes

de 1. Si on pose

By = DT V4 1 By = Bz
g2,r g1,r

et si on définit les opérateurs de Hankel Hg, et Hg = par Ta(f):

Vi € H** Hey () = 7 (2n9),

Vo € H* Hg_(p) =4 (®nyp),
alors :

(i) Pespace

1 1
F = vect — .
EiXo —TX &iXo —TXJceu,

est stable par I — Hg Hey. On note Ay la matrice représentant (I — Hg H@N)|F dans

1 1
la base {€f>20~7‘x’ Pv— }s.-eU,,'

o2
(i) X €0, 4] tel que A = ‘1 — x(z,pl est une valeur propre de Ty <|1 — x2”[2) si et seulement st
Xo = e vérifie :
ILII} det(Asp) =0 et A = 2(1 — cos 2pby).

En appliquant ce théoréme pour p = 2, nous obtenons le théoréme suivant:

Théoréme 9 Soit Ay (N) la k-iéme valeur propre de Tn (|1 — x*|2), on a

A(2N) = Me(2N = 1) = (—N—kg—l)z - é (Nk—Ly +o (’1%) .

Dans le second exemple, nous montrons comment, cette idée géométrique permet le calcul de la
perturbation des valeurs propres en fonction de celle du symbole: cela s’avére possible dés qu’on
a acces a la perturbation des opérateurs de Hankel, définis ci-dessus.

A titre d’illustration, nous considérons le symbole

=X

== 18l <1

f(6)

comme perturbation du symbole |1 — x|2. Nous établissons alors le théoréme de perturbation
suivant:
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Théoréme 10 Notons Ag(N) la k-iéme valeur propre de Tn (|1 — x[?) et A, g(N) la k-iéme

w2
valeur propre de Ty ('—'1—&%’]2) alors on obtient alors :

Ak, 8(N) = Xe(N)pe (N, 8)

ot

. (8288 1 o (8)] sin (25 +¢)
1 — cos (1315:2 + )

28 [ﬂ‘%}i? + oN(,B)] sin ( 2ki

1+ 382 — 2B cos (ﬁ,’i’;)

ka(N, ﬂ) =

1+

t
e [ﬂ¢NIi§) +0N(,3)] sin (%’f\,—%ﬁ‘- +£)
l—cos(f,’f;; +£)

28 [BEL + on(8)] sin (2= +¢)
14 8% — 208 cos (Lkﬁ)”)

N+2

1+

p2r+1(NV, B) =

1+

ot

#(N, k) = (—1)*2sin ( ]]:;:::;171> ,

N+4r
Y(N, k) = (—1)*2 2
Y(N, k) = (-1) cos((k+1N+22)
N,k
1€} < ,Ba]\(]+2) +on(B)|, o étant ¢ ou 1 suivant la parité de k

(5)—0< ) i 8 fist,
on(B) = o(B) & N fixe.

Parmi les travaux récents sur le sujet, on se doit de citer ceux de Stefano Serra [StSe]. Cet
auteur retrouve entre autres le comportement asymptotique de la plus petite valeur propre de
Twn(f), autrement dit Ag(IV), en ayant comme seule hypothese sur f :
feLYT) et f - irm{f f ~ |z — z0|?* au voisinage de la position zo du minimum de f impliquent

Ao(V) — inff = O(1/N?*).

Enfin nous achevons ce travail comme nous I’avons commencé, par la géométrie.

Soit A un polytope de R? et A sa trace sur Z% Si I, représente la projection orthogonale
de L%(T%), T? étant le tore de dimension d, H2(A), on définit 'opérateur de Toeplitz associé &
A et au symbole f par TaA(f) = TA(T(f))IIa. La encore, comme en dimension 1, sous certaines
hypothéses de régularité de f, 'opérateur Th (f) est un projecteur d’un certain espace de Hilbert.
Cette interprétation donne lieu 4 deux théorémes d’inversion adaptés au calcul du spectre de
Tx(f) en dimension d. Cela représente une ouverture essentielle : avoir une méthode qui résiste
au passage aux dimensions supérieures-a 1, tout en permettant de traiter la dimension 1, cadre de
Pexposé des premiers chapitres.

Les différentes formules d’inversion, (théorémes 12, 16) ainsi que les démonstrations de ces
théorémes sont rédigées dans le Chapitre 4.



Chapitre 2

Inverse asymptotique de la
matrice de Toeplitz a symbole
singulier et noyau de Green

2.1 Développement exact pour f = |1 — x|?/|P|?

On se propose dans cette partie de donner des expressions exactes des éléments de (T (f)) ™" avec

m

f=1|1—x|?/|PJ?, ot P est un polynéme trigonométrique de la forme P = Zﬁsxs, P #0.
s=0

Ces expressions sont données par le théoréme 2 et son corollaire 1 énoncés au chapitre 1.

Remarque: La démonstration de ce théoréme repose principalement sur la formule d’inversion
(théoréme 1) donnée au chapitre précédent. On proceéde en deux étapes, la formule d’inversion
ne s’appliquant qu’a des symboles réguliers. On considére dans un premier temps une famille de
symboles “réguliers” obtenus & partir de f par une approximation que I’on précisera.

Démonstration du théoréme 2 :
On utilisera dans la suite la formule d’inversion énoncée dans le théoréme 1, dont une consé-

quence est :
Sif>0,si f=g95, g,9g”'¢€ H®, alors

TN () kg = (T) kg — (T2)ky

oll
Tk = (4 (X*/8), 74 (X' 19))
et
(T2)kg = (I — Hg Hay) 'm Snmy (x*/9), 74 Envrs (X /9))

Dans la suite, on fera a.lluéion a (Th)k, et (T2)g, sous le nom de premier terme et deuxiéme terme
de la formule d’inversion. )

On va évaluer ces deux termes pour le symbole régularisé f,(e’) = % avec 0 <r < 1.
Calcul du premier terme de la formule d’inversion. ‘

Calcul de 74 (x*/3).
On a

T (X*/9) = Y Bume(X*TH/(1 X))

u=0

18



Développement exact pour f =

En effet:

m+(x*/(1 = rX)

1

1 - xI2/|PJ?

19

k—u+1 _

Bux(x rfTe ) /(1 - rx)

=t /(1= ).
X /(L= %) =7 (x*/(1 = )

x*/(1—rx) —x(r*tx/(1- rX))
xOET =t /(1 - ry).

Le premier terme de la formule d’inversion est alors, en posant 8, = 0siu > m :

A (ms (x*/9), 7+ (x'/9))

s'=0 s=0

Ona ((x** —rt)/(1-rx), (' -

En effet le produit scalaire ci-dessus

(Xs—i—l (1 _

Un calcul élémentaire donne 5% (1 —

l k
Z Z Bk—sﬁl—s’ <(Xs

et/ = ), 0 - e /(L =)
TSI'H)/(l—T)Z)) — T.ls—s’] (1 _ 7.2min(s+1,s’+1)/(1 _ 7_2)) .

peut s’écrire:

rR)*) /(1 —rx), (A = (rx)* /(1 ~ X))
r2('+1)) /(1 — r2) si s > ', et donc A.

Calcul du deuxiéme terme de la formule d’inversion.

Calcul de 74 ® N7y = .

Compte tenu de la formule d’inversion, ’idée est de calculer z; en le décomposant dans une

somme de deux espaces adaptés & l'opérateur (I — Hy Hgy)

suivant.

Lemme 1 Le vecteur = =

Démonstration : Pour montrer que 1

en utilisant la formule de Von Neumann,

11 faut calculer :

Ny191(x) 1—rx

1. Le calcul repose sur le lemme

—L— est propre pour Uopérateur (I — H} yHey) ™!

est un vecteur propre de (I — Hgs Hgy ) 1 il suffit,

est un vecteur propre de (Hes Hay ).

d’établir que 1

N+1

1 a(x) x

w (x

alx) 1-rx 1—-rx

)+ (5

alx) 1—-rx

- Yux N -y 4 ret Py _ i) xr™?
T\ 1-rx it “1-rx  @(l/r)1-rx
1 N1 () 1= X nye (1)
Ha+ H. = T N+1 _ + _ —
¥ Sy (1 —f'x> " (X alx) 1-rx1-rx  @(1/r)
a1(r) xUNT2
1\J+2__(T/_7§7T+ Z % _
91 u>—m
Nia 91(7) Z P rutN+2 _ N2 _91(r) Z
a1(1/r) “1-rx ga(1/r) \ £ 1—7‘X
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avt2) 91(r)  ai(r) 1 gy 1
r 571(1/7") 91(1/7’) 1—-rx =r l—T'XG(r)’
YL . 9i(r)  Gi(r) _
ou l'on a posé (L) “gl(l/r) = G(r). —
(On remarque que G(1) = 1 et que G'(1) = 24(P) = 4% (P(1)P(1)/|P(1)?) )

Nous allons décomposer zj sous la forme zy = z), + Y&, ol z'k et y; sont respectivement
N 1
pro%ortlonnel et orthogonal au vecteur 3 p——p
n a:

k
T (F/9) = Beosx(CT =) /(1 - 1X).
=0

et

k k
Sy (X;) =x"* N A x*(1-rx)/(1—rX) <Z Br-s(x*T =) /(1 —W)) ,

u>—m s=0

finalement
— Xk k —
T+ ONTy (?) =y m ()2N+2+"7u D Breos* Tt =ty /(1 - TX))
u>—m 5=0

et en développant on obtient:

ko —~N-—2+s+1 ’
Z Br—s ( Z ;yu(x—(N+2+u)+s+1 _ ,,.N+2+u+s+l)/(1 —7X)
s=0 u=-m
+ Z ,_7u(7,N+2+u—s——l _ ,’.N+2+u+s+1)/(1 _ ,,.X)

u>max(—m,—N—2+s+1)

Ce qui donne, sip= N + 2 + u:

k s+1 —s—1 +s4+1 0 - pp—s—1 p+s+1
_ ~ P51 — P ) » —r
T = Z,Bk—s Z Yp—(N+2) 1—r + Z Yp—(N+2) 1—7
=0 p=N+2—m X p=s+2 X
Posons 3 = z}, + yx avec z}, = (Ag,n,r)/(1 — rx) Ol
k s+1 7s+1=p _ ps+l-p
_ ~ -7
Yr = Zﬁk——s Z Yp—(N+2) 1-r
s=0 p=N+2—-m X
et ou ’on a posé :
k s+1
ANgr = Zﬂk—s (TH'I Z Fp—(n+2)(r7F —1P)
s=0 p=N+2—-m

(Y Ty () = o))
p>s+1

Un calcul direct montre que :

<1—1rx’yk> = y(r) = 0.

La décomposition annoncée est donc réalisée.
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Lemme 2 Le deuziéme terme s’écrit:
-1
<(I — Hss Ha ) $2,$2> + (Yks Y1) -

Démonstration :  Calculons : Hg, (yx) = 7—(@nyx). Pour cela il faut, par linéarité de la
projection, évaluer :

1-— Y )Zs—l»-l—p — pstl-p
(| D w2 (
w>Tm 1-ry 1—-ryx
ou encore :
N+1+u
X —s+1—p s+1-p .
7r_ ~y —_— —
Z Tu 1—1r% (X T ) )
u>—m

avec —p+s+1>0, N+24+u>0, N+2+u—p+s+1>0. Or:
. ((XN+2+u—p+s _ T—p+s+1XN+1+u)/(1 _ 7‘)_()) —
X ((,rN+2+u—P+s+l _ ,,.—p+s+17.N+2+u)/(1 _ 77—()) = 0.

Le deuxiéme terme vaut donc :
-1
m— <(1 — Hey Hoy) ™ (2) +yn, (27 + yz)> :

On conclut avec le lemme 1

Nous sommes en mesure maintenant d’établir le résultat annoncé (théoréme 2) par un calcul
direct.
étant vecteur propre de 'opérateur Hy Hs, associé & la valeur propre r2 (V2 G(r),

1—rx
on peut écrire :

. 1 n\ _ AknNrALN 1
<(1 = HyyHay) ™ (2h), (:vz)> ST 12 1_2NG()

1l reste donc & calculer {yx,v;) qui est combinaison linéaire des termes:

<X—p+s+1 sl L s >

1-rx ’ 1—rx

Or on a des égalités de produits scalaires
XY —r? Xv'_r'u' B X' —1v1—ry Xv,——Tv’l—T)—( B XU —r? Xv’__rv’
l1—rx  1—=rx / \Nl—=rxl—rx 1—rgx 1=7rx/ \1—=rx  1—rx /'

fex Lot . oy 1p2e 1) N
On retrouve un calcul déja fait et on obtient r?~Y 1;‘_—#_ si v’ <wv. Dol

(yk’ Z/l) = ]
LI s+1 s'+1 1 — p2inf(s—p+1,s'—p'+1)
Br—sB 7 plo—p'+s'=slp22 7T
k—sPl—s Yp—(N+2)Vp' —(N+2) 1_r2
=0 s'=0 p=N+4+2—-m p'=N+2—-m

En posant (yk,y1) = ck1,r on peut écrire ’expression suivante de [(TN fr)_l}kl pour r < 1:

. ii _ | lll__TZmin(s+1,s'+l)
[(TNfr)_ ] = Br—sBi—sr'* " —
k+1,041 pr vt 1-7
Ag, N+ AN 1

* 1-7r2  1-r2NE)G(r) + Chdyre
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En remarquant que

A -k ~ s+1 ) B
lim —— Nkr — Z,Bk—s <Z Yo—(N+2)P T (s+1) Z To—(N+2) | »
s=0

r—11— 7‘2
p=0 p>s+1

on obtient finalement

. 1 _ d(k)d(l)
}13% [(TNfT) ]k+1,l+1 TAUIT N +2+ A(P) + ki

ou ak,d(k),d(l) ont été précisés au début de la démonstration et ol : ¢xy = lim,1 Cryr =

LI s+1 s'+1
Z Z /Bk.—sﬂl—s’ Z Z '7p——(N+2)7p’—(N—|—2) inf(s -p+1, s — pl + 1)
s=0 s'=0 p=N+2—mp'=N+2—m

Reste & prouver que lim,._,; (TNfT),HP1 1= (TNf)k+1 1
Pour cela on écrit:

(Tnfr) 7 @NF) = @Onfe) " (Tnfe) + (Infr) T TN = ) -

Comme N est fixé, lim,_,; (Tn(f — fr)) = 0, d’olt lim,_; (TNfr)_1 (Tnf) = In, qui est ce que
I’on voulait démontrer.

On en déduit maintenant les corollaires 1 (absence d’effets de bord) et 2 (théoréme de trace).
Rappelons-en les énoncés succinctement
Corollaire 1 Supposons m < k, | < N —m, alors

1

=2

k
e—sBi—s min(s + 1,s" + 1)
R :0

[(Tw ()]

— ((k+1)PQ) + P'Q)PL)/P(V)) (1 + )P(1) + P'()PL)/PQ)) / (N +2) + A(P)).

Démonstration du corollaire 1 : Si £ < N — m, alors il est clair que

s+1

Z,Bk S(ZP’)’p (N+2)) 0.

Pour ces valeurs de k, le terme d(k) est

d(k Z’Bk S(S+ 1) ( Z ’7p—(N+2)) )
p

5=0 =s+2
oo
pour K > N —m — 1. Le terme de plus petit indice de la somme 3 7,_(n42) est ¥s—n avec
p=s+2

§s—N<k—-N<—-m-—1,soit s— N < —m. D’ot, finalement, pour ces valeurs de k

P(1 P(1
() = Zﬂk s+ D5 = —Zﬂ-s + )Pt

ou, en sommant B
P(1)P(1)

d(k) = —(k + 1)P(1) + )
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Corollaire 2 [Théoréme de trace]
Sous les hypothéses du théoréme 2 on a :

Tr (Tn(f)~1) = N2 PQ)2/6+N (1ﬂ;}—P>|P(1).12 +R(P'()P(L) + R(P)) +o(N), les coefficients

de N et N? ne dépendant pas de N pour N assez grand.

Démonstration du théoréme de trace :
La démonstration se fait en deux étapes :

Premiére étape
On établit la formule annoncée ci-dessus.

Contribution du premier terme de la formule d’inversion a la trace.
Sim+1< k< N le premier terme s’écrit:

k
Z Bi—sBr—s min(s + 1,5 + 1)

I
NgES

Qg k. =
§=0 s'=0
kE k
= Z Z BuBuw min(k —u+ 1,k —u' +1)
u=0 u'=0
= Z Z Bufw min(k —u+ 1,k —u' +1)
u=0u'=0
= <Z Z Buﬁu') (k+1) — <Z Z BuBu max(u,u’)) )
u=0 u'=0 u=0u'=0

Soit finalement
ark = [P1)P(k+ 1)+ C(P)

avec
m m
C(P) = - Z Z BuBu max(u,u').
u=0 u'
La contribution des m premiers termes de la diagonale est une constante. Elle est en o(N). La
contribution des premiers termes de la formule d’inversion a la trace est donc de :

Ti(N) = |PQ)|(N +1)(N +2)/2+ NC(P) + o(N).

Contribution du deuxiéme terme de la formule d’inversion a la trace.
Si kK < N — m, alors d(k) a la forme obtenue dans la démonstration du corollaire 1 et le

deuxiéme terme de la formule d’inversion est alors

2 2 _ ! E__i_
(B2 ((k + 1)*|P(1)]* —2(k+ D)R(P'(1V)P(1)) + ’ (D)

N+2+A(P) N+2+A(P)

P’(l)P(l))
P12 /-

Pour les termes de la diagonale d’indice £ > N —m, nous allons montrer que le deuxiéme terme

est la somme de
2)

et d’une perturbation d’ordre N. Cette perturbation s’obtient au moyen d’un calcul simple mais
demandant beaucoup de précision. Voici les détails de ce calcul.

A(P) = —2% (

<(k + 1)2|P(1)? - 2(k + 1)R(P'(1)P(1)) + jg%%f)(—l)

N+2+A(P)
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On a d(k) = a(k) + B(k) ol

k s+1
a(k) = Zﬁk—sZp’Yp—(Nw)
p=1
Bk) = _ZBk s Z PYp—(N+2)
p=s+2

Un calcul direct sur a(k), en posant u = k — s et p’ =p — (N + 2), donne :

m k—u—N-1 m k—u—N-1

ak) = (N+ 2) Z ,Bu Z Yo + Z ,Bu Z p"Yp’

u=0 p=—N-1
k—u—N-1

= Bu D, Ap+olN)

p'=—N-1

cary, =0pourp< —metk—-u—N-1<0.
De méme, en posant k£ — s = u, un calcul direct donne :

(1) k+1—u
k) = kH)Zﬂu BT X Tt

p=N+2—-m
(1) k4+1—u
+ Z ufy ——)~ Z Yo—(N+2)
p=N+2—m
P,(I)P(l) k+1—u )
=~ )P+ —Far= +(k+1) Zﬂu D> Fp—viz) +o(N).
u=0 p=N+2—-m
On évalue maintenant d(k) :
dk) = o(k)+B(k) = —(k+1)P(1) + !l;g(_l)_
mo k—u—N-1 mo k+1—u
+ N4 B D A H+k+D)D B Y Fpvan + o).
u=0 p'=—N-1 u=0 p=N+2—m

Si on pose maintenant ¥ = N + 2 — m + v (rappelons que k > N —m) et p' =p— (N + 2) on
obtient :
P'(1)P(1)

B + (N +2+ A(P))D(k) + o(N)

dk) = —-(k+1)P(1) +
Ce qui donne pour £ < N — m une contribution & la trace de la forme

(k+1)2|P(1)|? — 2(k + 1)RP'(1)P(1) _
NT2+ AP) + (N + 2+ A(P))|D(k)|* + 2(k + )R(P(1)D(k)) + o(N).

En fin de compte, si on pose k = N +2 + A(P) — w — A(P), cette contribution prend la forme

(k+ 1)2[P(1)] - 2(k + HRP'(1)P(1) )
N+2+A(P) + (N +2+ A(P)) (ID()[* + 2R(P(1)D(K))) + o(IV)

On réunit maintenant les calculs précédents pour évaluer la contribution 75 du deuxiéme terme
a la trace :
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Sk + V2P — 23570 o (k + DR(P'(1)P(1))
N +2+ A(P)
N
+ (N+2+A(P)) |D(K)|? + 2R(P(1)D(k)) + o(N)
k=N-—-m

T

Contribution du troisiéme terme de la formule d’inversion a la trace.

11 est facile de voir que le troisiéme terme de la formule d’inversion n’est non nul que si :
k> N +1—m. Ce term=-est alors une contante bornée uniformément par rapport & k. La
contribution du troisiéme terme de la formume d’inversion est donc en o(V).

Conclusion

En écrivant Tr(Tn(f) ') = T1 — T2, et en effectuant les sommations Zév(k+ 1)? et Z;v(k-k 1),
on obtient la formule annoncée.

Deuxiéme étape: indépendance des coefficients par rapport & N pour N grand

11 suffit de montrer que D(k) ne dépend pas de N pour N assez grand et N —m < k < N, car
alors B(P) sera la somme de m termes indépendants de N.

Or, pour N > m, ona D(k) =231 B Z’;;ﬁ;N_l ¥p €t, puisque v, = 0 pour p < —m, les
seuls termes 7, intervenant sont ceux d’indice p entre —m et 0.

2.2 Analyse des hypotheses du théoréme principal

Le théoréme principal s’appuie sur le théoréme 1 (formule d’inversion). Ce théoréme est essentiel-
lement géométrique. Il part de I’hypothése d’une décomposition adéquate du symbole f. Cette
section a pour but de donner des hypotheéses raisonnables de type analytique sur f, donnant lieu
a une telle décomposition.

Rappelons que le symbole f se présente sous la forme f = |1 — x|2f; et que si fi > 0 et
log f1 € L*(T), alors [GS]

3g; € H* telle que f1 = |g1|*. (2.1)
1 = x)
Posons =3 B, T =3 .
91(x) =0 g1(x) ez
En vue de notre théoréme nous supposons de plus :
YKl (R)] < oo.
keZ

En d’autres termes f] € A(T) ou

A(T) = {p € LY(T) : Y _ [4h(k)| < oo}

k€Z
On note |[4)|| ¢ty ce nombre. Cette condition suffit pour obtenir le résultat technique suivant:
Lemme 3 Si f; >0, f; € CY(T) et f] € A(T), alors :
i) log f1 € A(T)
i) Uapplication g, vérifiant la relation 2.1 eziste et vérifie:

g1, gl_lv gi’ (gl/gl)l € A(T)
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Démonstration : On notera que log f; € CY(T) car f; € C*(T) est strictement positive. On
remarque que :

log fllacry = 3 |~ (77 (m)|.

neZ
Or f; € A(T) et f1 > 0, on a d’aprés un théoréme de Wiener 1/f; € A(T); on a f] et 1/f; dans

A(T). 1l en est de méme pour f,/fi puisque A(T) est une algebre, d’ou Z |%(n)| <oo. 1l
nez

s’ensuit que
[llog fillacr) < oo.

Notons (log fi)+ = Zlog (f1)(n)x™, donc (log f1)+ € A(T) de méme g; = exp ((log f1)+) e
neN

1/g1 = exp(—(log f1)+) sont dans A(T). L’expression de g; implique que g; € A(T) et, par

conséquent, que (91/g1)" € A(T). En effet on a :

3 Inlog(f) M) = S [Fi/ i(m)] < oo

nez neZ
Dot 37, o nlog(fi)(n)x™ € A(T) ou encore (log f1)}, € A(T).

Remarque :  Les conditions 1/g1 € A(T) et (§+)" € A(T) peuvent aussi s’exprimer sous la
forme des deux conditions suivantes que nous utlhsons pour démontrer le théoréeme.

Z|u7u| < o (2.2)
u€Z
S IBul < o0 (2.3)
u€Z

Observons que la condition 2.2) implique la condition

> lrul = o(1/N) (2.4)

|lu|>N

Cette relation sera essentielle dans l'estimation asymptotique de [Tn(f)7!], +1.441 Notons enfin
que les conditions ci-dessus n’exigent pas la positivité des ¢ intervenant dans les hypothéses du
théoréme de Spitzer-Stone [SpSt].

2.3 Démonstration du théoréme principal

Rappelons-on succinctement 1’énoncé.
Théoréme 3 [résultat principal] Si f = |1 — x|2f1, avec fi > 0, f1 € C}(T) et f| € A(T),
alors Tn(f) est inversible et I’élément de inverse Ty (f)™* d’indice (k + 1,1+ 1) est donné par

1 ak,  b(k)b(1)

N+2[ N(f) ]k+l’l+1=N+2 (N+2)2 +0(1)

lorsque N tend vers linfini, (0 <k < N,0<I<N) o4 A}im o(1) = 0, uniformément par rapport
N —00

aketl.
Avant d’entamer la démonstration, débarassons-nous d’un lemme technique.

Lemme 4 Sia et b sont deuz opérateurs et m un entier, alors

lla™ — 6™ < lla — bl| (Ib]| + lla - b))™*
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Démonstration : a™ —-b"=(b+a—-0"—-b"=b"+---+(a—b)™ —b™; dou :

lla™ — 6™ < Crlla = Bl [BI™* = (|lbl] + lla — B])™ — [[6]™.
k=1

m—1

C’est-a-dire : [[a™ — b™| < |la — b]| Z ChllblF lla = bl)™™
=0

Soit finalement :

fla™ — ™| < lla - blm (18] + lla — bI)™ "

2.3.1 Stratégie de la démonstration

La démonstration comporte six étapes que nous allons décrire.

Etape 0 On remarque que le calcul du premier terme est identique a celui du cas polynomial
(c’est-a-dire quand f; = IT}I-Q ol P est un polyndme strictement positif).

3 = k
Etape 1 Le calcul du second terme se base sur une décomposition de z = 7 @y ( Xg—) analogue

AN,k,r
1-rx

3 celle du cas polynomial : zj = +ynkr+ By,

s . s e . . . . A
L’idée essentielle qui dirige la suite de la démonstration est la suivante : 1’1—:}(’ est un

vecteur propre pour un opérateur de Hankel “tronqué” et d’une certaine fagon proche de (I-
HQI‘,NHq,N)_I pour N grand, & savoir (I—HéNH@N)‘l ou @y (x) = %XN‘H ZuZ—N YuX®.
L’étude du cas polynomial (démonstration du théoréme 2 fournit également la valeur propre
pour opérateur “tronqué”.

Etape 2 La décomposition précédente de zx permet d’écrire mécaniquement le deuxiéme terme
comme somme de quatre produits scalaires.

<(I — Hj, Hoy) By BN,,,T> + <(I — H} Hsy)" Bnjr Rnir+ yN,l,r>
+ <(I — H;,NHq)N)—l (RN,k,r + yN,k,r) 7BN,l,r>
+ <(I - .Ijlc’f,NH@,\,)—1 (RN ke +YNkr) BN + yN,l,r>

\ AN,k
ou BN,k,'r = ——'—“—1_7‘;.

On montre alors que pour une certaine fonction r(IN) qui tend vers 1 quand N — oo, on a

_ -1
<(I— Hj Hsy) BN,k,r(N);BN,l,r(N)> = <(I - HE,NH@N) BN,k:,r(N);BN,l,r(N)>+0(1/N)'
—1
et on récupere <(I — HéNHéN) By k,r(N)s BN,I’,(N)> du cas polynomial.

Etape 3 On montre que les trois autres produits scalaires sont en o(1/v/N) avec la méme régu-
larisation f,(n) qu’a I'étape 2.

Etape 4 On montre que pour le symbole régularisé fr(v), on a un développement asymptotique
de la forme :

= b(k)B()
= - <k<I<N
[(TNfr(N)) ]k+l,l+1 Gkt +o(N)- VE,VI, 0<k<I<
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Etape 5 Il s’agit maintenant de justifier I'inversibilité de T (f) et d’évaluer asymptotiquement
[Tn(f)"k+1,1+1- Dans ce but on évalue le comportement de

% <[(TNf)—1]k+l,l+1 —r(N) [(TNfr(N))—l] k+1,l+1>

pour N — o0, et on conclut

2.3.2 Etape 0

On utilise la formule d’inversion rappelée précédemment pour f,(6) = |1 —rexp(i6)|2f1 ol f; est
une fonction réguliére vérifiant les hypothéses du théoréme 3. Le premier terme de la formule
d’inversion est identique & ce qu’on trouve dans le cas d’un polyndéme, & savoir :

2 min(s+1,s"+1)

Lk {—»r
Z Zﬁk;sﬁl—s'rls—s ! 1—r2

8'=0s=0

2.3.3 Etape 1

. - k
Evaluons zy = 7r+¢I>N7r+(X§—).

k k s+1 s+1
5 X 2 _N42X —-T .
PNy (T) = Zﬂk—sXNﬂ} 2*1_‘7—— z YuX*
9 =0 X u€Z
ko N
T = Zﬂk—s VuT+ (X + +u( 1—r ))
s=0 u€Z X
k s+1 s+1
- _ _ X — 7‘
= Z ks Z’Yp—<N+2>7f+ (X p"lT)
5=0 PEZ X
k s+1—p s+1.,,—p
3 - X —rX
= Z k—s Z7p—(N+2) 1—7r
s=0 p<0 X
k s+l s+1-p _ ns+1+p
_ ~ X —r
+ Zﬂk—s Z’Yp—(N+2) 1—r
s=0 p=0 X

frp—(s“‘l) — 7-5+1+P

k
+ Zﬁk—s Z Yo—(N+2) T

s=0 p>s+1

Posons zp = Bn,k,r + BN k,r + YN k,r avec:

Ay
BNk = L,N,'r;
1—rx
E X(s+1) — st
Bnr =800 ) Brs™—F——
s=0 X
k 5+1 s+1—p s+1—p
— _ X —Tr
YNk = Z Br—s Z To—(N+2) 1—7 ;
5=0 p=0 X

ou 'on a posé :
s+1

k
ANpr =Y Br-s (Z TNy (PP — p 1P 4
s=0 p=0
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D Ao () (PP - 7‘3+1+p)>
p>s+1

asn(x) = Z%~(N+2)X_p
p<0
Afin d’évaluer les produits scalaires qui interviennent dans le calcul du deuxiéme terme, nous

aurons besoin d’estimer les normes de B k,r, BN k,ry YN k,r
s+1
lim,_yq W Zﬂk s(Z Yo—(N+2)P + (5 + 1) Z Yo (N+2))
p>s+1
Cette derniere quantlte est au plus de lordre de &, donc de N si kK = [Nz]. On peut donc

2
écrire, si r assez proche de 1, | By k.r||2 = (%%) (1-7r2)(1+7) < C(1-r?)N; C étant une

constante indépendante de V.

D’autre part :
(s+1 rstl

Zﬂk s 1 X

BNk rll2 < llaz2,n (X)]loo

1/2
2inf(s+1,s"+1) /

ok .
Z Z ﬂk—sﬂk—-s’rls—s ! 1—r2

s=0s'=0

11BN k,rll2 < llaz,n () lloo

d’ou , si r assez proche de 1,

k 1/2
”RN,k,r“2 < ”02,N( ”oo (Z Z lﬂk sBk—s Ilnf(s + 1, s+ 1)) ,

s=0 s'=0

soit,
2

E Ok 1/
1R rlls < llann (0 llook? (Z S 1Be—sBes |> .

s=0 s'=0

C’est-a-dire qu’avec les hypothéses que nous nous sommes données, on a ||[Ry k,»|l2 = 0 (717z)-
On obtient de la méme manitre le comportement de ||y k,-ll2 en o (57z)-

2.3.4 FEtape 2

Pour calculer le deuxiéme terme de la formule d’inversion, il faut calculer le produit scalaire
N -1
<(I —Hg Hsy)  (BNgr+ BNkyr+YNkr) Buyr + Byir + Z/N,l,r> -

Cette expression se décompose en la somme:

(I-H;, H<I>N)_1 By g, BN + yN,z,r>

S

<(I — Hy Hsy) BN,k,r,BN,t,r> +
+ <(I — Hj, Haoy) " (RNkr +YNkr) aBNJJ‘>

+ <(I - H&;,,,qu)—l (BNk,r + YNEr) BN + yN,l,r>

Evaluons maintenant le premier de ces quatre produits scalaires. Dans ce but, on approche

(I — H&;NH@N)_.I B k,r par (I — H(%NH@N> By g,rol:

dn(x) = XN Z Yux"

u>—N
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On sait qu’alors By, est un vecteur propre pour l’opérateur H(’Il; Hg  associé a la valeur
? N
2

propre r2(N+2) Z Yur®
u>—N
Le but de cette étape est de démontrer que le produit scalaire.

_ -1
(I - H$NH¢N) b (I —H%NH@N) ] (BN,k,r),BN,z,r> est en o(1) quand N tend vers
Pinfini. D’apres les calculs du théoréme 2 le terme principal sera alors :

-1
<(I - Hg)N Hiw) (BN ,k,r)s BN,l,r> qui est en fait d’apres les calculs antérieurs

Ak,N,rAl,N,r 1

1—r? 2(N+2) u
l—r 2us—N Wl

:

évaluons la norme

Pour majorer A = '<((I - Hy Hay) ™' = (I = Hy Hg)™") (Bnr), Byas)),
de (I -Hj Hey)' —(I - H éNHéw)_l3 pour cela, comme les sommes de Von Neumann corres-
pondantes sont normalement convergentes, majorons les différences (Hg, Hoy )™ — (H} JHay ™.
D’apres le lemme 4 il faut évaluer ||Hg  Hey — HE Hg |l et ”H&‘:NHéN ||. Posons :

e1{N) = Z [Yul-

u<—-N

s Hay — H Hj || = | H3, Hoy + Hy_Hoy — Hy Haoy — Hy H |,

cette derniére quantité étant inférieure & 2¢; (IV). On rappelle en effet que ||Hs, || < 1; ”HgN <1
et clairement ||Hey — Hg || = ||Hg, — Hé,,” < e (N).
Donnons une évaluation de ||H Hj ||
N N

Lemme 5 Notons a.(N,r) =3 ,~_nYur®. Alors ”Hg,\,Hi’N” <lae(N,r)|rN+2

Démonstration du lemme :  Remarquons d’abord que Hg (¢) = 7 (r_®NY) + m_(mp Bne)) et
que :

~ 1—-rx
(D — _ u+N+1
T (®n) ™| T5x va

2
u+N+1
5 v (e 1))

u>—N

)42 X
Z'yur)(l r? T

u>—N

N+2

1 - rx
On peut encore écrire :

1—-172
1—-rx

r_(&n) = ac (N, r)r+? ( - TX) X + ae(N,r)rV+3
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Comme a(N,r)rN*? € H** on peut écrire : H, gy = Hgy avec
1-r
On(X) = ae(N,r)rN+2 (1—_—T—§> .

Dol :
IH;, Hs, I < 1Hs, [l = [Hoyll < lae(N,r)|rV*?

L’évaluation précise de ”H(’I{N Hg || donnée ci-dessus permet de choisir la paramétrisation r
en fonction de NV, de maniére & maitriser de facon satisfaisante la décroissance de A vers 0 quand

N — oo.
On a en effet :

A<2Z (lae (N, 7(N))[rN+2 + 261 (N)™ e (N)|| B, ll2 | B, o2

A< 2¢1(N)C(1 — r(N)?)N
~ (1 = [ae(N,7)|rN+2 + 261 (N))?”
Posons

r(N)=1-a(N)ou a(N) = max{NQ,Qel(N)

et remarquons que si 0 < m < N alors r(N)™ = 1+ o(1). Considérons maintenant les inégalités
suivantes:

||ae(N,r(N))|—1|§ Z 'Yur(N Z Yulf| + Z Yu| — 1

u>—N u>—N u>—N

Cette derniére expression est inférieure 4 :
Y rullr(N)* = 1+ ex(V);
u>—N
on peut encore écrire :
llae(N,r(N))| = 1] < D ulyalll = (V)] + ex(N),
u>—N
d’apres la remarque ci-dessus. Alors:

llae(W, (V)] = 1] < D Iyulll = r(V)|u +ex (V).
u>—N

C’est-a-dire : B
llac(N,7(N))| — 1| < Cex(N)
ot C est une constante indépendante de N.
A partir de 14 on vérifie que :
lae(N,r(N)|r(N)N+2 +2e1(N) < 1 (2.5)
En effet la relation 2.5 équivaut & |a.(N,7(N))|r(N)V*! < 1 ce qui donne encore, en prenant le
logarithme : log|a.(N,r(N))| + (N + 1) log(r(N)) < 0. )

Or (N + 1)log(r(N)) ~ —2(N + 1)e1(N) et logla.(N,7(N))| < Cei(N) et les calculs ci-
dessus ont bien un sens, car alors log|a.(N,r(N))| + (N + 1) log(r(N)) est du méme signe que
(¢—2(N +1))e1(N), qui est négatif pour N assez grand. D’autre part :

2¢1(N)C(1 —r(N)*)N e1(N)2CN _c
(1= |ae(N,r(N))|r(N)N+2 +2¢1(N))?2.  &1(N))2N2. N’
ou C est une constante indépendante de N.
A tend donc vers 0 quand N — co au moins aussi vite que 1/N.
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2.3.5 Etape 3
Ona Hy, Hey = Hy Hoy — Hy Hs, + Hj Hg dob

IHeyHonll < |HyyHey —Hy Hg |l +11Hg Hg, |l
261(N) + |ac(N,r(N))|r(N)N+2

A

d’apres ’étape 2.
On en déduit :

(I — Hy yHop) "B ke (v), RN ar(v) + UN1r ()|
1
By xr Ruarnlls +
1— (|ae(N,r(N))]r(N)N+2 + 281(N)) ” N,k, (N)”2 (” N,l, (N)“2 ”yN,l,T(N)”2)

C\/A-r(N)DN L

T (Y, r (M ()N 1 2, ()

Ce dernier terme est d’ordre —. On établit de méme que le troisiéme produit scalaire de la somme
vN

donnant le deuxieme terme de la formule d’inversion est en o(—\/l—ﬁ—) et le troisitme en o( %).
2.3.6 Etape 4

Les étapes précédentes fournissent 1'expression suivante de [Tn(fr(nvy) '], T

,,.2 min(s+1,s"+1)

Ik
_ nl—
[TN(fr(N))—l]k+1,z+1 = Z Zﬁk‘Sﬁk_s'r(N)!s-s | 1—r(N)?

s§'=0s=0

Aknr () At (V) 1—r(N)? 1
A—r(N)2)2  1—r(N)ZED e (N,r(N))P + O(W) (2.6)

pour tout k et l avec 0 < k <I< N.
Cette expression conduit au résultat principal de I’étape 4, & savoir :

Lemme 6 (expression asymptotique de [(Tn frn)) ™! Avec les hypothéses du théo-
(N) k41,141

, -1 b(k)b(1)
: = —_ <l <
réme 3 on o : [(Tw frw)) ]MM Qi+ st +o(N) VEM, 0<k<ISN
Démonstration : A partir de la formule 2.6, nous allons successivement dégager un développe-

ment asymptotique des deux termes apparaissant dans la somme. Dans un premier temps, nous
allons d’abord travailler sur :

o~

s—s'| 1— ’I'(N)2 min(s+1,s'+1)

k
Ogﬂk—sﬂk—s’r(]\r) 1 —T(N)2

ry

Posons : (N)Is=5'l =14 Ry (s,s) avec : |Ry(s, )| < &1(N)|s — s'|; et

1— T(N)2 min(s+1,s'+1)

T r(V)? =min(s + 1,s' + 1)c™™*) p(N)2 <e< 1.

Ce qui s’écrit aussi

1— T(N)2 min(s+1,s'+1)

=7 (N)? =min(s + 1,5 + 1) (1 — Ry(s,s")),

avec |Ry(s,s')| < K min(s,s")e1 (V) out K est une constante ne dépendant pas de N.
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11 est alors facile de vérifier, en développant, que :

Z Zﬂk sBr—sT (N )ls_sll = ag,; + o(N).

s'=0s=0

Etudions maintenant la somme

AbNr(N) ALN (V) 1—r(N)?
Z Z (1—=r(N)2)2  1—r(N)2N+)|a (N, r (V) + O(ﬁ)‘

§'=0 5=0
Par application des accroissements finis
1-2(N +2)(1 —r(N)) <PV <1 -2(N +2)(1 - r(N))r(N)2N+2
et nous avons vu (fin de I’étape 2) que
1 - Ce1(N) < ae(N,7(N)) < 1+ Cei(N).
Nous pouvons donc écrire que

1—r(N)?
1 —r(N)2Nt2)|ac (N, r(N))[?

est encadrée par deux constantes A; (V) et A2(N) avec :

B 4e, — 4€?
AN = T G T8 T () r VN = 1) (L5 Ga (V)
A2(N) = o s

1+ (2(N +2) (1 —r(N))) (1 - Cer(N))
En développant A; (V) et A2(N) on obtient:
1—7(N)? 1 1

1= (V2D o, (Nr (N N+2 ' ol yz):

On vérifie d’autre part facilement :

5o B (S22 (N) 7 — r(N)P) By s) PV
l 0 Pk ( o\” s 7 (N+2)) ’<Z|ﬂk slzkl’yp (N+2)| = o(1).
=0

Enfin en utilisant des techniques identiques & celles utilisées pour déterminer ’asymptotique
du premier terme il vient :

k
> Brs ( > To-nr(N)?

s=0 p>s+2

) r(N)—<S+1> r(N)s+!

k
+1)Br—s + o(N).
(V)2 ;0 s k o

Ce qui acheéve de prouver que le deuxiéme terme de notre somme vaut :
b(k)b(l)/(N +2) + o(N)

ce qui termine la démonstration de notre lemme.

Corollaire 12 I existe une constante C, ne dépendant pas de N, telle que

I[TN(fr(N)) k+”+ll<CN 0<k<I<N
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2.3.7 Etape 5
Conformément au programme, nous établissons le lemme suivant :
Lemme 7 Ty f est inversible et

~]1\7 ([(TNf)_l] kL4l r(N) [(TNfT(N))_l]k-i-l,H-l) =o(1)

-1
~(z } .
k+1,041 {( NFw) E+1,041
Remarquons tout d’abeord que les résultats obtenus au lemme 6 permettent d’affirmer ’existence
d’une constante C indépendante de N vérifiant : '

Démonstration du lemme: Examinons la différence : ’ [(TN f)—l]

<CN, 0<k<I<N (2.7)

[(TNfrw))_l]

k+1,14+1

C’était le corollaire 12.

Ona:
Infrny = Tnf = (r(N) = )TN f + (r(N) = 1)*Tn f1.

En effet : .
Friwy (B) = f(k) = /o (11 = r(N)e? 2 — |1 - €®}2) f,(6)e™ db.

Ce qui donne :

Fn®) = FR) = ) =1) [ () +1 - 2cos6) f1 (9)e*dB

0

= (r(N)-1 /02” ((2 = 2c0s60) f1(6)e™ + (r(N) + 1 2) f1(6)e™”) db

Il

27 . ) 2w .
N) — 1)/0 [1-€"2f,(0)e*dh + (r(N) —1)2/0 f1(0)e™*?do

ce qui est la formule annoncée, et qui peut encore s’écrire:
r(N)Tnf = TN fr(vy — (r(N) = 1)’Tn fi,

ou encore : 1
Inf = WTNfr(N) (I — (r(N) - 1)? (TNfr(N))A1 TNfl) :

|

On a “ (TNfT(N))_1 “ = SUP|z )= |lyfl=1] <(TNfT(N))—1 (z),y> | ce qui implique la majoration :

-1

Etudions (TN Ir( N))

N N 5 1/2
It | < (}:z« Tfo) 1<xf>,xf>))

Jj=11i=1
et finalement, d’aprés le corollaire 12 :
-1
| T sn) 7| < o2,
et on peut donc écrire :

@ =) (T o)) " T ]| = 08 2),
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d’apres le choix de (V). On en déduit que Ty f est inversible.
On obtient :

(Tnf)~' = (I —(1=r(N)? (TNfr(N))—l TNfl)—l T(N) (TNfr(N))_l ,
et en développant :

(Tnf)~H =r(N) (TNfr(N))_1 +(1—r(N))? (TNfr(N))—l Tnfr

(I - (1 =r(N))? (TNfr(N))_l TNfl)—1 r(N) (T o))
Dottt (T itryps = TV) (TN Frm) g ags = (1= 1(N))?x
(@) ™ Do (1= 0= 1)) (o)™ Tovs) 1) @it ™ (0 ),
Soit encore: (Tn f)gy1,401 — T(V) (TNfr(N));il’l+1 =(1-r(N))?x
(B (1= A=) (T o) T s) ™ PO T k) (640 (o) ™ GO

Le terme de droite de I’égalité précédente est majorable par un produit de ’ordre de :

(1= r()* || @ Fm) T 0O, [Ty 0|

5 .

Et d’apres (2.7) :

@ tem) ™ 04, = (fj

[(TNf,(N))‘ILk

=0

Soit :
% <[(TNf)_l] k+1,0+1 - (V) [(TNfT(N)) _1] k+1,l+1) =o(1)

Le lemme 6 permet alors de conclure. En effet :

VD i = kg — b0 3~ 23V [T i) ey n 37 + o)

— ak,,% _ b(k)b(l)-]% +o(1)

qui est ce que ’on veut.
Ceci termine ’étape 5 et la démonstration du théoréme principal.

2.4 Démonstration du théoréme de Spitzer-Stone

Avec les mémes notations que dans ’introduction, nous définissons la condition 2.8 :

> [uful < oo (2.8)

u€Z

Nous sommes en mesure de prouver maintenant le corollaire 3
Corollaire 3 (Théoréme de Spitzer-Stone.) Si f = |1—x|?f1, avec f1 vérifiant les hypothéses
du théoréme 3 et la condition (2.8), alors :

2 k1l

ol =r (§oy) +o



36 Inverse asymptotique

limpy 00 0(1) = 0 uniformément par rapport d k et l. Avec :

2
02 = "> R(x7y) = min(:c, y) -y, T,y € [0) 1]
| 2 Bsl?
s=0
Démonstration : On s’appuie principalement sur le théoréme principal (théoréme 3, page 7);

on rappelle que:

k1
ag,1 = Z Z Bk—sﬂl-—s’ min(s +1, s’ + 1)

=0 s'=0
k -—
b(k) = 3 (5 + 1)Bs—s
s=0
!
En posant, pour tout [ entre 0 et N, S; = Y (-5, on peut écrire si k inférieur 3 [ :
s=0
E 1 -
agl = Z Z(é + l)ﬁk—s,ﬁlms'
s=0s'=s
k s—1 B
+ Z Z(Sl + l)ﬂk—sﬁl—s’
s=0s'=0
ko1 B
= Z Z(S +1)Br—sBi—s
s=0s'=0
k s—1
+ Z Z (SI - s)ﬁk-—sﬂl—s’
§=0s'=0
Posons s = k — j et s’ = u; on a alors
k k k—1—j
ay =5y (k+1=71)8;+> > (w—k+3)BiBiu
j=0 j=0 u=0

ko _ _ ko _
En remarquant que S; ) Bi(k +1—j) = SiSk(k + 1) — S; 3 jB;, on obtient en utilisant
=0 =0
I’hypotheése 2.8 que '

ko k—j-1
;| DB Y, w—(k—13)Biu
2] & j=0 u=0
N = 515k N ¥ + o(1).
Lemme 8
k B k—j—
> B Z u— (k= 7)) Bi-u
j=0 u=0 = _ 0(1)
Démonstration :  Soit £ > 0 un réel et donnons-nous jg tel que :

Vizjo Y |Bul<e

u>j
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On a:

k—j—-1

Zﬂ; > (= (k=) fi-u
u=0
k—j—1

ZBj > w=(k=1)Biu

j=0 u=0

k k—j—1

+ Y B Y, (u—(k=1)Biu

J=jo+1 u=0

Evaluons o= & Y% 0 B; 37 (w— (k= 7)) Bi—u
Nous distinguerons deux cas selon quel—k>jooul—k < jo.

Cas | -k < jo. En posant v =1[0— u, on obtient :

l

Jo
NOf:ZBj Z (I—k—v+37)B

=0  v=l—k+j+1
d’ou
Jo 1 jo ! Jo o
Nla < (I =k) Y181 Y 1Bol + D 1B Y wlBol + D 4183l Y 16ul.
§=0 v=0 j=0 v=0 7=0 v=0
L’expression N|a| est donc majorée compte tenu des hypothéses que I’on s’est données sur
f1, et on conclut.
Casl—k>j. Ona

k—j—-1 Jo l

. 1 ,
lof = Zﬂa > w- k=i Bu| S5 (D181 DX 1Bl —v—k+i]
u=0 j=0 v=l—k+j+1
Enremarquant que 1 <v—Il+k—j<k—j<k(eneffet | —v—Fk+jl=|lv—-1+k—j|et
v—Il+k—j>1l—-k+j+1-1+k—7=1), on peut majorer le second membre de I'inégalité
précédente par:

Jjo k l Jo l
SolBils 2 1BI<IIBL DD 1B
j=0 I—k+j+1 j=0 v=l—k+j+1
oul—k+j+1> jo.
[o¢]
Cette derniére quantité est donc majorée par : ez 1Bl
j=0

On a donc montré que pour N > jo, |a| = O(€)

De méme, évaluons 8 = Z imdot1 ﬁ] Zuzd (w—(k—17)) Bi—u

En procédant comme dans le cas [ — k > jo, on a immédiatement |8] < &2 372, |6;] et on
conclut que, pour N > jo, [8] = O(e?).

Ceci termine la preuve du lemme

Par ailleurs

k -_—
bk) = Y (s+1)Bk-s
s=0
k . ) k _

S (k—u+ 1), =kSp— Y (u—1)Ba
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Soit, si k <1 : B B
ars  bR)BL) _ S8,

N N2 N

s 2
2. Bu
u=0
En posant z ~ %, Yy~ %, z <y, on retrouve:

Si k et I assez grands S.S; ~ =Z.

o2

2N [(TNf )-1]

qui est ce que nous voulions démontrer.

[Nz]+1,[Ny]+1

=z —zy+ o(1);

Inverse asymptotique



Chapitre 3

Inversion exacte des matrices de
Toeplitz a symbole singulier

Ce chapitre est rédigé en anglais, car il provient d’un article rédigé dans cette langue.

3.1 A formula for the exact inversion of Toeplitz with re-
gular symbol

This section is devoted to a theorem which will enable us to split the inverse of Tn(f) into two
terms and define them more accurately. With the notations defined above and letting

PN :Spa'n{17Xa“'7XN}a

we are ready to provide the following result, a multidimensional version of which could be found
in [S] (Seghier, 1986)

Theorem 11 Suppose that the symbol f verifies:
f>0, f=9g, g€ H®=H"NL®(T), g7 € H™.
and define the Hankel’s operators by
Hgy :HT = H™, Hg, (W) =7_(®Nn0)
Hi, :H™ —H*, Hj (9)=m(2ny)

where g ‘
By = EXNH (x =€)

Then, Tn(f) is invertible and, for all ¢ € Py, we have

e (3) b o0 e (0 ()

g9
Proof of theorem 11. :  Set for convenience Ky = fPn, we immediately have
Kn = g(enH NHY)
= gKn.

Denote by i, the orthogonal projector from L?(T) onto Ky, we refer to it here by the L? / #(T)-
projection and I, the orthogonal projector from L*(T) onto K and similarly we shall refer to
it by the L?(T)-projection. The following lemma is required first.

39
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Lemma 9 For all yv € Py, we have
- ¥
HKN('w) = gHKN E .

Proof of lemma 9:  For all ¢ € Py, we can write down

<¢ - H/CN (@b), 1/’) = 07

thus
gk, (o) for all ¢ € K.

<%_907 g¢> :Oa
_ f)
# = Thiox (g !

ey () = oLy (2).

and this completes the proof of lemma 9.

‘Therefore V¢ € Py,

then we obtain

hence

A further lemma is needed to complete the proof of theorem 11
Lemma 10 For all iy € Py, we have

o T,.(f) is invertible

o« Tw(f)M (@) = Mk, (£).

Proof of lemma 10 :  If we denote by IIp, the L?-orthogonal projection onto Py, we have

Tn(f) (f)

HPN (gga)

= Ilp, (H’CN(W))
= .

Therefore T (f) is onto, and also one-to-one. Then

i;i = Tn(f)' (@)
1
- WHKJN (w)v

we complete the proof using lemma 9.

Now for all 9 belonging to L?(T), we can write down
Tk, () =% — ¢, with ¢ € Ky
Then there exist 6~ € H~ and 87 € H* such that
Mg, (W) =1 —dn0T -6~ (3.1)
As ®nNTIk, (¢) € H- and g, () € HT, then for all ¢ € Py we have

{ o E@N%ﬂ)_m (B0 )=y §§NHKN)S%)): 0 62

m_ %) —W_(@NG'{')—G_ =T4 HKN (lg-
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The above system could be rewritten in a matrix form i.e.

(o 1)-(Las, qu>”)]<31>=—(:;52%)> (33)

Because we assumed that ||[Hs, ||, < 1 [S], the above involved operator is invertible and we

obtain
()= )" (=g
o+ H:I;N 0 T+ ‘i’}v%) ‘

0 Hs, ‘l_i 1 —Hs, \*
Hy 0 = ~Hy, 1

k=0

Take note that

We find

(e;)z_(zzzo(ﬂéwﬂslv) H;, —zzi()(H@NHg%)’“H@N) ~(3) )
6 - Y20 (HanH;, )" Hy, S0, (Hiy Hay) m (8n)

A straightforward computation yields

0~ = —m_ (%) + HQNZ Hj Hs,) ( Hy 7

> (
+ Hq’N Z (HéNHq’N <7T+ < i)
k=0 9

Substituting §~ and 6% in formula (3.1) and observing that for all z € L?(T),
7+ (z), we obtain the desired result :

()W) = £ - 2n () -1 {m< Ngo Hi Ho) " ny (B, (%)))J (3.0

and this completes the proof of theorem 11.

o \__/ (S]]

onehasz—7n_(z) =

Remark : The above formula (3.4) could be rewritten as

Tn(h) ) = 2 = 2r (Y) = 2 e (o (- B3 How) e (B ()]

-1

In the coming sections, we shall estimate the elements of Ty (f)™! i.e.
k 1
(v (070, 1) = (e (X ) me (5))
(T e
i _ x* ~ .
(-0 (v () e (8 (5)))
(T';Sk,l

and we shall frequently refer to the first and second term respectively by (11)x,; and by (T2)x, as
defined above.

Remark : Take note that whenever f vanishes on the unit circle, we cannot make certain that
Sup |HgyHonll = <1,
and therefore (T3), is not directly computable, since ||[I — Hg Hgy || is no more bounded. In

the singular case, the trick is to replace f(x) by f(rx) with 0 < r < 1 and to get Ty" (f(x)) as
li_)m1 T (f(rx)) whenever it exists.
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3.2 Inversion of Toeplitz matrix: the multicanonical case

3.2.1 Proof of the structural theorem 5
Theorem 5 Let f = |1 —rX|** = g,§,, where g, = (1—rx)*, a €N, 0 <r < 1. Then, forr =1,

— AN Y
(T1)m ! <(a_1)!(0‘ 1+1-k)!  (a+1-k)

(= 1)) (—nl Y0 k+1D)

.(.c.x+k—2)!(a+l—2)! (a+1—1) (a+k—1)!
k-1 (@-1) ! 1 )

+

+

o Xy =7y (§N7T+ (Xg:)) € ImHg ,

o The dimension of the space ImHj v I8 a, a natural basis being {(T_XL])JW} . .
j=0...a~

is an automorphism of InHg

Evaluation of the first term: proof of first point

We have :
k _ Xk B 1 o1 Xk+a—1
g (1-rxe  (a=DIore-t [(1-ry)
It follows that .
T+ (%) = @ i o (Xk +arx¥(a - 1!+ o rx*1)
Xk 1 aa—l Xk+a—1
e —_ = Vs
t\g (a—1)!ore—1"% | (1 =rY)
1 6ot w. v
= — a—1 z X
(a—1)!0r i
u>a—1
1 %Y a1k L (a—1)1 k-1 kta—2 k+a—1
= (—a——l)'ng*—l(r X +r X e o xX+r )
Noticing that
3 i (s+D)!
R
for all positive integers p and s, we obtain
k —1)! — 1)
X 1 k k1 g1 (@ +k—=1) (a+k—-1)
A )T —1)! !
7r+<g) -1 {(a MWx® +alrx 447 %=1 X + o T

We are able now to compute the desired scalar product. For k& < [, we have :

<7T+ (2§>’W+ <x3’>> (a_l <Z k_p(a+p—1 ,Xk:x”—a;(%@>-

p=

Evaluating this scalar product we obtain the claimed result.
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e Special case where a = 2.
For k <1, we have :

k !
<7T+ (%) > T (%)> = <xk +2rxF T o kR 4 (R 1)

(p+ 1)r”xl_” +(p+ 2)7.17+1Xl—p+1 TR lrl—lx F(+ l)rl) .
The result as r tends to 1 is:

Tk = (—k+1D)+2(0—-k+2)+---+kl+(k+1D(+1)
k+1

= Zj(l—k+j)

- %(H 1)(k+2)(31 - k+3).

Evaluation of the second term: proof of the other points
Recall that
then we have:

k
Xy =7y (@Nﬂ'+ <XT>> )
g
Evaluation of ImHg,, .

Let us first compute Hg,, (x*) for u € N. According to the previous notations, we have

(1-rx)* +1
= - « d Py = ——— 22 0T,
gr(x) = (1 —rx)* and &y T=rp)e X
For all n € N, we have
1-rmx\*
H. uy _ n+u+1
@N(X)—ﬂ-— I:(l_rx) X :l

The argument could be rewritten as
a 0 P +utp+l
(1 - T‘)_() Xn+u+l — Z(_l)p <p> ,ran u f :
1-rx = a 1-rx)
Then - .
J7 Xn+u+p+
H “) = —1)P Pr_ | | -
0 =3 () [
We can compute Hg,, (x*) for s € N, it is easy to see that we have the following equalities:

. Xs } _ [—6_ XS+1 }
Tl -] " |5r 1 -rx)et
o, Jo_x*"
or |Br (1-ry)e2
82 o XS+2
v (e i)
opP XS+P
— —a—r;ﬂ'_[W],pEN,p<a.

We get

|

=[] - v [
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From the above formula we can deduce that

X X 9 ( x 9*1 X
i [(1—7'2)0‘} Espa“Kl—mz)’ or <1~r>z>’ " Gret <1—r>z>}’

therefore we have

Evaluation of ImHj
Recall that Hg , is defined as

Hy. :H™ — H*
v — 7r+(‘51\ﬂ/)).

Thus for all u € N*, we have

® (U 1-rx C!—n U
Hg, (X*) =74 [(m) X++1}.

The above quantity could be expanded as

(09 = 3 -0p (7) ome [E0).

p=0

Following the same lines as above, for all s € N we obtain

i >—<s _ aa—l rs+a-—1
Tl =ry)e gre=1 \1—ry /)’
Therefore, we have

x° c 1 o] 1 S L 1 )}
T+ (1—rx) span 1—rx/) 8r\1—rx)’ 7 ore-t\1-rx//)’

1 X x>
ImH: [ S
. Q”CSpaH{l—rx’ A-r)2 "7 (1—rx)°‘}

and

Now let us set ‘
=1 5 %\ ‘
i(x) = =F—— and @;(x) = , 1<i<
w0 = P ada = (55 1sisa

we have obtained as a result that

{ ImHg , =span {gi(X)hgiga
ImHsg, =span {a; (X)}lgiSa

then we can provide the following lemma.

Lemma 11 For all 1 <1 < «, we have
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Proof of lemma 11 :  One can see that

ker Hg, = (1 —rx)*H?*t N H2*
ker Hy  =(1—-rx)*H>" NH>~ °

therefore, we get codim(ker Hg, ) = codim(ker H ) = a, and then we have the decomposition as
a direct sum (orthogonal):

H?* =ker Ha, © ImH}
H?>~ =kerHj &ImHs,

Let us denote by T'F, (resp. 7) the matrix which represents Hg, relatively to the bases
ImHg

{@:(x) }1<i<a and {ai(x)}1<ica (resp. to the bases {ai(x)}1<i<a and {@;(x) }1<i<a)-
Then we can give the following lemma.
Lemma 12 We have
4 TH=T-=T
i kerHy Hgp, =kerHg, and (H; Hsy) is an endomorphism of the space InHj

ImH;N
of the finite dimension a.

has I —T? as

We deduce from the above proposition that the operator (I — Hg Heg )

ImH;N
representation matrix in the basis {a;(X)}; <i<q-
Proof of Lemma 12 :  We have

o = = [(122) e

“and

- 1—ry\® 1 s
@) = | (752) ot

1—1rx (1-ryx)?
_ [(1 - T)Z)a —n+z+1}
Tl a=rxe

Setting (1 — rx)* ¢ = Y.57¢ cxrkxF, ¢, € R, we thus have
. n+i+k+1
He, (i) =Yg crr’m— W}
. on+i+k+1
H; (@)= >3 crrFig [(TTX),;]

But we have seen that

. xrreky oot ntitkta_ 1 )
Tl =ry)e Oroa—t 1—rx

which we can expand as
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Therefore
_ gtk _ ga-1 ntitkia %
T LA —-rx)e oro—1 1-rx
o Xs—l
= X A
X s_; S (1 _ 'I"X)s
o] Xs
= A —
(1 -y
From above, we can deduce that if
@ s—1
X
H} =
o () ; Hel—rx)e
then
e Xs
H. i) =
dn (a ) ; Hs (1 _ ,rX)s

this implies that 7T = T~. The second point of the proposition is easy and therefore its proof is
skipped.

Evaluation of X}

For this, we give the following lemma.

Lemma 13 Forallk € {1, 2, ..., n+1}, Xx € ImHg, i.e

o4
Xe(x) =) _virai(x), 7k €R
i=1

Proof of Lemma 13 :  We can write
= x* X
Xp = w4 [@NT] — T4 {QNT"— (T)J
g g
3 ezl o ¥ i
- [(1 —moe] T Z:I o

because m_ (Xgi) € ImHg,,

n+1 k o a—i cntitj—1
X
Xi = E E A .
BT [ (1=rx)e } (g s {(l—rx)“J

i=1 j=1

We complete the proof noticing that

XS
T4+ ((1 —’[‘X)a) S Iqu>N.
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3.2.2 Inverse of the symmetric bicanonic form

We prove now the claimed corollaries 6, 7, and 8.
Setting o = 2 and using the above results yields

ITny = A
7‘2N+4 < (1 + T2)2 + (_1 N(l _ 7"2)2 (——I)N(l _ 7.4) _ (1 _ 1‘4) )

4 \ Q=) -(D)Na-r) @+ + ()N -r?)?

note that we cannot obtain (I—Tn,,) " if we immediately set r = 1, thus we assume that 0 < r < 1
and let it later reach unity to obtain our result.

After some humdrum computation, the proof of corollaries 6 and 7 are straightforward and it
remains only to prove that G4 is the announced Green Kernel (viz. to prove corollary 8). Let g
be any continuous function and set

1
f(z) = /0 Gz, v)9(y)dy.

Let us prove that %é = g(z). We have

_ “ Lg 1 o 99,193 1349 1344
fla) = /0<6y+2my 2y + 52y’ + 527y - 32% ) g(y)dy
1
1 1 1 1 1
- /x <——6z3 + 5oty — 2ty + 2%y’ + st~ 5933:1/3) 9(y)dy.

Computing the first derivative, we obtain
' Tr1 o, 2 3,3 29 2.3
fl(z) = ¥ —2ey" oyt + eyt — oty g(y)dy
0
! 1, 2,3 29 3 2,3
+ —5 Fay = 2oyt + Jatyt tayt — 2ty 9(y)dy,
z

the second derivative,

z

f'@) = | (—2¢° +° + 32y — 229°) g(y)dy
+ /l (—z+y-— 2y% + 3zy® + 4% — 2zy3) g9(y)dy,
@
the third derivative,
'z = /0m (3y* — 24°) g(y)dy

1
+ / (=1+3y* - 2¢°) g(v)dy,
T

and finally
fO(z) = g(a).

We obtain as limit conditions:

0= £(0) = f'(0) = f(1) = f'(1)
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3.3 The bicanonic rational case

3.3.1 Proof of structural theorem 4

Theorem 41 .
Let f = J—!—];_(;Txilz—, 0 <r <1, where P(z) = .-, Buz" with P(z) having no root with modulus
< 1. Then:

e an evaluation of the first term (T1)x,; for k <1, for r =1 is given by:

k q I—k+q
@ra=> ([ Bila—i+1) | [ Y Bilg+U-k)—j+1) ||, where B;=01ifj>m
q=0 Jj=0 =0
= k
o Xi=my (Bwmy (Xg—)) € ImH},,
e The dimension of ImHg  is the order of the singularity, viz. 2. A natural basis of ImHj

is { 5 e}

e (I-Hj; Hsy) is an automorphism of ImHj

ImH;N

Note that the bicanonical case is obtained by setting in the above formula P = 1. Let

|1 —rx|* (1-rx)?
fr(x) = —w—7- and g(x) = —%5—5—
PeoE 29N =5y
we find
g n+1
q) = = +
N g_X
B(l-'rX)2 n+1
P(1-rx)?
_ utn+1 ¢! TX)2
- Z TuX )2
T (1-rx)
for convenience we set above 5
B = YuX®
u>—-m

Evaluation of the first term

(e (2).

(%) - B (i)

This term is

We have

Il
N/
PI
E

u=0
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_ku
ﬂu l+l)lkl—u

I
NE

e
Il
<)
- ¥
o

il
M»

Bi(l—j+1)r' )x’“”l-

&
i
=)

j=0

Then for all £ <[, we obtain

k[ (1=k)+q
(T)ky = Z <Z ﬂ] g—j+1)rid ( Z Bj(q + -k —j+ 1)T(l—k)+q—j)} ,
=0 | j=0

i
M=

[/ q ) (I—k)+q
(Zﬂj(q—j+1)> ( > Bj(q-l'(l—k)—j-ﬂ))]
7=0

)

with 3; = 0if j > m.
As a special case we set P = 1+ [x and we obtain

(T)es = %k(k+1)(3l—k+l)ﬂ2
+ %(k+1)(31k—k2+k+3z)ﬂ
+ 2k + 13—k +3)

Evaluation of term X,

Using the above results for the bicanonical form, we consider the basis

_ 1 X
5= { e o)

Let Mp denote the matrix representing Hg, in the basis B;. We have

1 1
H -
o (=) = ()

1-—rx
u+N+1
- ( 2 (1—r>2)2>‘

u>—m

"l

Assume that N > m, then using the above results, we have

. Xu+N+1 1—rx _ o Xu+N+1 . Xu+N+2
- (1-rx)? S\ (1-rx)? “\(1-rx)?

= [(u+N+3)r*™N+2 — (u+ N + 4)r*tV+]

1-ryx

u+N+3 _ u+N+45 ~_'_X____
v ") T

thus

1 _  N+2 u _ 2y X
Hg, <1—7‘X) =r Z YuT [((u+N+3) (u+N+4)r)1_T>_(

u>—m

o2
- =]

X

49



50 Inversion exacte

we can write down

1 X X
Hey (1 — rx) = [MPp], o’ [MP]zl.(T_‘"Z‘“'

Setting P
(r) ’

Alr) =

we obtain

(N +3) = (N +4)r?) rN¥2A(r) + rN+3(1 — 72) A/ (r)

{ IMp),
(Mpl,, rN+3(1 — r2) A(r).

Similarly we have
X X
H — = T_ —_—
B <<1 = rx)z) " (q’”a —Tx)2>
u+N+2
- Zwﬁ"(lﬂx))

- o2
N + 4)puetN+3__X u+N+4 X )
T {(“ ER A =Y =

hn

I
NI

we get

&

2
N
=

!
5=
&

[
N

I

4 -1 X
(Z Yur u) 1-rx
u>—m

+ (N +4) N”(Z% ) -

u>—m

* (Z% )(_1—3?)“

u>—m
Then we have

{ [Mply, = (N +4)rN 3 A(r) + rV+H4 A (r)
[Mply, = rVT4A(r)

and we can write down

Mp = < A(r)  A(r) ) < (N +3) = (N +4)r2) rN+2 (N 4 4)rN+3 ) |

0 A(r) N3 (1 - r?) pN+4

Now we return to

o (1—2r>2> B ”*(
)

( (1
_N+2 P XN+3
rry | =
(I -rx)? ) (P(l—rxP)

(7a
_ ; < u+N+2> Z ,-),u7-‘-+( u+N;—)3)

u>—m

=1

Nl—rx)

—N+2

Il
:1

"Unl ~ '“Url N
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+ T‘u+N+3(1 _ 7'2

+((V +3) -

+rN+3(1 -

we get

{ b

Similarly, we have

() -

(1-rx)?
Xu+N+3
FuTry | 5——
u;m “ <(1—Tx)2>
Yu (N 4 N+u+3 ___ - u+N+4._.K_.._
D e s
N4 ) X

Thus

{ [Mp],,

Z Yu {((N+U+3) — (u+ N+ 4)r?) pNtut2_
u>~m

7'N+3(

=((V+3) -
=7'N+3(

1
1—rx
)__X_
(1-rx)?

L=y _er

2y N+2 7 X
(N +4)r%) r AT

A T

(N + 4)r2) pN+2 (r) 4 rN+3(1
1—r®)A(r).

— 7-)2&/(7‘)

XQ
X

(@
- (g _Nf_)

N+ gy X

+(N +4)r A(’r)l T
NGy X
+rV T A(r) A

= (N +4)rN+3A(r) + 1N+ A (r)

[Mp]22 =rN+ (7).

Similarly we have

x A(T‘) A(r)’
Mff(o A(r)

Now we deal with

Xk

where we set

) (S D e (arey,

PN+

e
T (iw%k> o <<§NL (xgﬁ))

Wl - H‘%N W2

51
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and

We have

k
Wy = =_ ('XT>
g

- Sae (7).

u=0

= 2 ()

)
= S Bk —ut 2yt R S Burt e

u=0 u=0
m m %
— k+1 2 —u _ .k 2 ~—u+l
= <<k+,2>r S Bur =+ 3 )—Hi
u=0 u=0
2
k+2 u
+r ZBr ——_l—rx)

Finally, we have

then we have

= (PR =P (R) ([ (2t
= Zr’wzz.
_ k+1
where Z is the matrix 7(”’,: f; 2r ) The same abbreviation is used below.

Following the same lines, we have

W =

Recalling that

we obtain

Z B ( NHT;) u)

1

uN+2—k—urN+1"°'“———
+ZﬂuN+2ku X
(1-rx)?

(N +2—k)rNti=kp (;) —rN-kp! (1> !

r)1—rx
_ 1 X
N+2—k -
ot () e

BEQI ) ((@ga-mre)

7.1\’-{-2—16

Inversion exacte

— rX)?

X

e (wraan () oo () g e () e
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Recalling that
Xi =W — MpWs,
a straightforward computations provides theorem 4.

We have now matrices for computation of (I - Hj NHQN)_l. In the case P = |1 + Bx/?,
|8] < 1, corollary 4 is obtained with the help of formal computation.

3.4 Inversion of Toeplitz matrix : the asymmetric case

We consider the following symbol
' = |gf*
where we set

g=1-xx)1~x2x)

and where we assume that y; = re** and xy = re¥? with r < 1. At the end of this section, we
shall let r go towards unity to derive our results for the singular case i.e [x1]| = |x2| = 1.

3.4.1 Proof of the structural theorem 6

Theorem 6
For f, = |(1 = xax)(1 = x2x)1® with [x1] = Ix2l = 1,

o An evaluation of the first term (T1)x, for k <1 is given by:

k
(Ty)rs = |pl Zajaﬁ(l—k) where a; = J+1 -3, forr=1 (3.5)

=0

1

Trix l_rx?{} being a natural basis.

o The space ImHg . has dimension 2, {

o Xi(r) =74 (‘i’Nﬂ’+ (2’%)) is given by:

k
2 J — ) N+25— 1
Xi(r) = ol ];0 (14 (-1)7) (1= )V bes
- lol? jZ:;(*l)NH—kH (1+ (=1)7) (1 — rt)pNF2I—H43 — imx'

o (I-H;, Hs,) is an automorphism of InHg .

ImH;,N

Evaluation of the first term

We first need to compute the first term of our expansion i.e.

)6

Lemma 14 We have
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Proof of lemma 14 :  Set for convenience p = 1/(x1

k

Inversion exacte

— X2); assuming k < [, one obtains,

X 1 {( )_Cl 22 ) k}
Us —_ = — —Tr — — —— 36
+<g) w-x  \I-xx 1-xex/% (3.6)
k
= 5y (d7 -m") A
=0
therefore .
(Tka = 10 Y @i8540-n) (3.7)
Jj=0
where a; = X11+1 ¥t
Evaluation of the second term
For that purpose, we provide the following lemma.
Lemma 15 We have
ImHg, =span{di(x), dz2(x)} where a;(x) = 5 i=12
ImHg = =span{ai(x), az(x)} where a;(x) = ; 2 i =12
Denoting by T~ (respectively by T ) the matriz representing Hg,, (respectively Hy ) onto
{a1(x), a2(x)} (respectively onto {@1(X), a2(x)}) and p = 1/(x1 — Xx2), then
_ SN+3 11— o ) N+3(1_ c )
T =T+ = —< X1 ( _X2X1 )_(1 _Xle > ) 3.8
" ref X§V+3(X2X2 -1) % Paxz-1) 38
Proof of lemma 15 :  First let us evaluate @, i.e
g n+1_ 1 ( X1 X2 ) 2\ LN+1
DN — — — — — 1- + + .
=X o o T Toax (1= x0a + x2) +x1xex’) x
We then have
Heoy (X°) = 7-(®nX°), s€EN
— 9 N+s+1>
= 7_|=
(5
- 5 X1 X2 N+s+1]
= T —_
g Kl - X1X 1‘)22)2) X
_ X1 X2 N+s+2:|
- + T— — — ——
Pl +x2) Kl -xix 1 —sz> X
_ X1 X2 N+s+3}
+ T it — .
praxs Kl -xix 1= sz> X
Let us first compute for all v € N*
- [ ( n ke ) Xu} _ X% %R (3.9)
I-xx  1-Xex 1-x1ix  1-XaX’
therefore we immediately have
ImHg, = span{ai(x), az2(x)}-
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where we set _

~ X X
a = and a = -
100 = T and () =
Similarly, we have
oy = gi
g
X2 _N+1
= 1-— .
(1 T 1-w x) (1 =%+ x2) + xaX2X*)X
Then
Hy, (x°) = 74 (®nX°), s€N

— (g)—( +S+l>
g
— 1 K X1 X2 ) N+s+1]
= Ty X
X1 — X2 1-xix 1—X2X
X1+ X2 K X1 ) N+s+2}
X1 — X2 1-xix 1—X2X

X1X2 [( X1 N+s+3:l
=+ 7I'+
X1 — X2 1-xix 1—X2X

Computing for all u € N,

u+1 u+1l
7T+ [( Xl _ X2 ) Xu} — X1 _ X2 , (310)
1-x1x 1-—xex l-xix 1-—x2x

then
ImHg,, = span{a:1(x), a2(X)}-

where similarly we set )

1- 1—Xx2x
Then to complete, we only need to compute Hg, (a;(x)) and Hg  (a;(x)) for j =1, 2. We have
Hoy(a1(x)) = m— (2nai1(x))

(1= x1x) (1 = Xx2X) _ N1
= “[a—mmu—mm ““4

- - Kl—X;hx 1—sz) (1=3%X) NH}

= p(ana (x) +anas (x))-

a1(x) = 3 and az(x) =

Using formula 3.9, we have

{ a;; = N+3(1 _XZXI)
Qg = X§+3(X2>22—1)

Similarly, we have

Hgy(a2(x)) = 7 (2naz(x))

(1= x1x)(1 = x2X) . N41
- hl—fai)(l-mx) “ (X)J
[ (1-x1x) N+1}
(1- mmﬂ-mw

X1 (1- N+1}
— X1X)
<1 X l-xe x)
= p(aa(

X) + G22a2(X)) -

m_
= pr-
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Using again formula 3.9, we have

{

Thus we have

=5

Hg,, (a1(x))

Using formula 3.10, we have

{

We also have

Hy,, (d2(x))

Using again formula 3.10, we obtain

{

We thus have
T =p (

We note that

Evaluation of X

Recall that

Xk

X2

Following the same lines, we compute
g._ ~
T+ <§XN+1G1 (X))

T+

= {(1 = x1x)(1 = x2x)

Xy 31—

X2 P xaxe — 1) x2 P (ex — 1)

G=x0 (1 - xixa)

22 = %0 T3 (x1X2 — 1)

X}Nv+3(1 - X1X1)
x5 P xixe — 1)

(1 - xex1)
3 (x2x2 — 1)

).

[ (1 - x2x)
(1= x1x)(1 = x2x)
X1 X2

—N+2]

PTT+ [(1—X1X 1—X2X> ( X2X)X

P (Eual (x) + 5120/2()()) .

Bu = X (1= xexa)
Bo1= Xéwrs(Xz)b -1)

n (220

(1-x1%)

—N+2J

X1 X2

. 1— %1% —N+2}
pr Kl—xlx 1-sz>( X1X)X

P (,Eﬁal (x) + 522612(26)) .

@2 =x1 (1= xixa)
Bz =x3"(x2x1 — 1)

N+3

Xex1) X1 (1= x1x1)

).

TH=T".

Inversion exacte
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We have already evaluated the inner term see formula (3.6), therefore it remains to estimate

the quantity
k _
Z( —j+1 X%ﬂ) - (QXN-HXk—j) ,
— g

where £ < N. Using a previous calculation, we obtain for all s € N

g —N-——s+1) _ {< X1 X2 ) —N—s+1]
s =X = T —
+<9 P 1-xix 1-xex X

_ _ X1 X2 —N—s5+2
ot (2 - T2 ) v
p(X1 + X2)m+ Tox  Toxax) X
o X1 X2 -N—s+3}
+ s -
PX1X2T+ [(1—X1X 1—X2X)

_ X£V—3+2 B Xé\f——s+2
I-xix 1—x2x

N—s5+3 N—s+3
- - X1 X2
- i -
Pl x2) <1 -xix 1- mx)

N—s+4 N—st4
- - | X1 X2
+ 2
ax <1 X1X 1—X2X>

Finally, we have

Xi = P Z (R =) ™0 - (G + e + xEraxe)a ()
—Xévﬂ_kﬂ(l — (X1 + X2)Xx2 + X3X1%2) a2 (X)]

k
= 1Y (™ - ) T (0g()
]:0

~lof Z (d* - 5" B a0 () (3.1)

Take note that g(;) = 0 whenever |x;] = 1, j = 1, 2 and this would make the symbol to be
singular and evaluation of the inverse would be much more difficult. We also see that X} € ImHg .

To achieve the proof of theorem 6, we need to compute X, but this computation is straight-
forward with the help of lemma 14. Note that if we set |x1| = |[x2] =1 and if x1 # 1 and x2 # 1,

then we get
10
+—
T _(0 1).

Remark :  This equality confirms the remark (p. 41): namely 7+7~ represents the restriction
of Hy,Hsy to Im(Hg, ) and we can deduce that sup ||[Hg, Hey |l = 1.
N

Clearly the interesting cases are those for which we have [x1]| = |x2| = 1; but it turns out
that the operator (I — Hg Hg, ) defined above by formula 3.10 is singular and is therefore not
invertible. To workaround and derive our results, we shall replace x; (|x;| = 1,7 =1, 2.) by rx;
where 7 € R and 0 < r < 1 and we will let r tend to unity to obtain our results. More precisely
we shall replace x; (respectively x2) by rx1 (respectively rx2) with [x1| = |x2/ =1, in

T = T'T~
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— P !xllN:‘;ll —x2xal® +x1 e P - Dl (el - 1) 0
| 2} = xel?) 1= xx2) +x3 PPxd Plxex - DA = Ixal?) 0

P ( 0 IX1IN+3(1 - )@ —%wgz);r §<N+3 2 P laxe — DA - xal?) )
0 AN haxe - 1P +x) Pxg 21— f><1|2)(l><zl2 -1)

Performing the substitution x1 = rx; (with |x1| = |x2| = 1), we obtain

- 7'2N+4 (T ) (Tr)12
=T = 11— x1x2|? (( Tr)a (Tr)2 >

where
(T =11-rxixz> = axe) V31— r?)?
(Tr)12=1 =131 = rxax2) (1 - (aak2)V+3)
(Tr)a1=(1=r?)(1 - rx1x2) (1 — (xax2)V3)
(Tr)22=11—-r*guxzl* — Gaax2) V3 (1 —r?)2

with [x1| =|x2/=1and 0 <r < 1.

3.4.2 The simple asymmetric case

Here we consider the particular case where xy; = —x2 = 1.
Using the above results, we immediately obtain the lemma:

Lemma 16

g = T @) )N =) (1)1 (D) )
TS ((1—r4>(1+<—1>N) (1+72)2 + ()N (1 - r2)?

Xu0) = 15 (om0 + 1))

where

pr(r)=(1—rt)rN k43 50 (1+( 1)7)r?d
pa(r) = (-r)NFH3(1 - 4)2 —o(1+ (=1)7)r?

Take note that
(r) = 2rN—k+3(1 _ p4k+4)  if k even
#1 2rN=k+3(1 — p4k)  if k odd.

similarly, we have

(r) = 2(—r)N—k+3(1 — pdktd) if k even
va\r) = 2(—r)N—k+3pN=k+3(1 _ p4k) if k odd.
Proof of lemma 16 : It is a direct result obtained from the previous theorem.

Corollaries 9, 10 and 11 are directly obtained from previous lemma.



Chapitre 4

Etude spectrale des opérateurs de

Toeplitz a symbole singulier

4.1

L’idée est d’utiliser ici une structure géométrique analogue & celle introduite par le théoréme 1,

pour évaluer les valeurs propres de Tn(f). Cependant c’est maintenant la factorisation de f — A

(ot A € [i%f fysup f]), qui est le point de départ de la démarche. Dans ce but, nous ferons
T

une hypothése raisonnable sur la factorisation de f — A, qui conduira & la structure géométrique

Structure géométrique : une formule d’inversion

adéquate.

4.1.1 Notations générales

T désigne le tore de dimension 1
Ht = {h € L*(T), h(s) = 0 pour s < 0}

H- =IL*T)e H*

74 et w_ désignent les projecteurs orthogonaux de L?(T) respectivement sur H et H™.

On notera x la fonction complexe e? et Py le sous-espace de L?(T) que voici :

vect {1) X Xz’ e )XN}

Pour f € L'(T), on désignera par Tn(f) 'opérateur de Toeplitz associé au symbole de f et

défini pour tout ¢ € Py par
Tn(F)(p) = py (fo)

ot ITp, = Iy est le projecteur orthogonal de L?(T) daus Pn.
H> = Ht N L*(T)
Pour f € L*(T)

L?(’H‘) = {h f-mesurable: /T}h}?f dd < oo}

Soit g; et gy vérifiant g1, g2 € H™, on pose

By = Ly et By = LghH,
g2 9

avec ’hypothése supplémentaire que g; et gs ne s’annulent en aucun point.

59
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e Les opérateurs de Hankel He, et Hg  sont définis par :

{V¢€H+ Hey () =m_(2NY)
Vo€ H- Hs, (p) =m(2Nyp)

Dans ce qui suit le symbole f a la propriété suivante:
11 existe deux fonctions g; et go de H™ tel que f = g192. De plus g; et g2 ne s’annulent en

aucun point et g;'l et gy ! appartiennent aussi & H.

Sous les hypotheses précédentes, on a ( [S])
| HonHa, || <1
et on a le théoréme suivant.
Théoréme 12 Tn(f) est inversible et V¢ € Py, on a
= (2) o ot (o 2)):
Corollaire 13 Soit [T (f) ™k, Uélément d’indice (k,l) de la matrice Ty(f)™Y, on a :

[T ()7 ke = <7T+ (%3’”* <§_j>>
(et (wa ()) 2 (10 (5)))

ol (, ) désigne le produit scalaire de L?(T). La démonstration du théoréme nécessite deux

lemmes.

Lemme 17 Posons Ky = fPn C Lf/f(’JI‘) et Il le projecteur orthogonal de Lf/f(’ll‘) sur Ky
pour ¢ € Py, il existe puy € Py tel que

Ik (¢) = fro.
Alors
(i) Tn(f) est inversible
(i) po =TNn(f)" (p) et Tn(f)"' = $TLxy.
Démonstration du lemme 17: On a

(¢ — gy (p), fu)1/f = 0 pour tout p € Py

soit
(o2 = (Mky(p),u)2
= (In(Mky(p)), 12
et donc
Y = HN(HKN (()0))
= TINn(fmo)
= Tn(f)uo

ce qui prouve que T (f) est surjective, et donc inversible car la dimension est finie; ainsi

HKN = fTN(f)_l'
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Lemme 18 V¢ € Py,
HMry(p) =9 —61 - XN+192
ou 6, € H™ et by € H' sont déterminés par le systéme :

N1
28 X — LA
92 T ( 92 92) =m- 92)

1 02 _ 4
T+ (X2 1g191)+512—7r+ X +lgl)

Démonstration du lemme 18 : . On a Ik, (p) — ¢ € Py (dans L%(T)). En effet Pﬁ’Lz =

1,12
Ky V. Or

donc
Py=x""'Ht +H".
Ainsi il existe 6; € H™ et 8, € HT tels que

Mgk, (@) =~ 0 — X" 6,

et ceci pour tout ¢ € Py.
On obtient le systéme en écrivant que

- (22 - (B2 -

g2 XN+191

Démonstration du théoréme 12 : . D’apreés le lemme 18, on a

N+1
0, = —gom_ (X 92) + 92— <£>
92 g2

ce qui permet d’avoir ’expression de 05 & partir de 'autre égalité du systéme donné dans le lemme
18

w = o () ()
— = 7yl ——0 )+ —_—T
9 * xNtigy ! * xN g

) AN+ 5 0 1
e | DT o 6, — 74 | ENII- g—2 + 7y W‘P .

Par calcul direc_t on a:
N+1
= X ) 6,
T+ (@Nﬂ’_ ( 9 92>> = H&,NHQN (g—1>

w) = (e ()
I —-Hz; H. —_— = —® =
( on ‘i’N) (91 T+ 7 ¥ NT .

d’olt

Il
)
+
/N
=}
Z
3
+
/N
RS
~—
—

On obtient ainsi

Posons Hy = (I — Hz qu)_l et X = m dnmy (g‘—‘;—), en réutilisant les lemmes 18 et 17, on
obtient
0192TR (F)(@) = o + gam_ (BNHNX) — gam_ (g%) -x"*g HvX
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Soit

. B 1 ® © 1 . B XN+1
Tn(f) (go)—g——1<-——7r_ (g—2>>+g—171'_ (PnyHNX) % HyX

que l’on peut écrire encore sous la forme

Tn(f) M) = gllﬂ+ (g%) - '91:7@ (PNHNX)

qui est la formule annoncée.

Démonstration du corollaire 13 :  Elle est immédiate si I’on remarque que

[T ()7 s = TRHHEE X

ou (, ) désigne le produit scalaire de L?(T) pour la mesure o = %, ¥ étant la mesure de Lebesgue.

Remarque: Estelle Basor m’a communiqué une démonstration générale qui permet de retrou-
ver ’ensemble des formules d’inversion utilisées jusqu’a présent dans ce travail.
A partir de la formule de Kozak [BS, proposition 7.15], on a

(In(f)"" =INT(f) 'y + INT(f) QN (@QNT () 7'QN) ' QNT(f) TN
Ici QN =1- HN.

Supposons que f se factorise en ¢ ¢_ ol ¢f1, %! se trouvent dans H®, H respectivement.
Maintenant, comme cela est connu, (voir par exemple [BS, paragraphe 2.14])

(T =TT (7Y,

T($71)T(¢2}) = T(f~1) — H(¢7H)H($21).

La derniere équation n’utilise pas exactement les mémes opérateurs de Hankel que ceux de
cette these. On trouvera leur définition dans [BS, paragraphe 2.10]. Alors le premier terme de la
formule de Kozak se réduit & celui du corollaire 13.

A présent, examinons le second terme. Les égalités ci-dessus donnent

QNT(£) QN = QNT($=)(I - T($-) H($3VH($=))T(:))T(631)@n
= QnNT($-1)QN(I — H(¢-/¢+)H(¢+]9-))QNT (671)Qn

et alors ce second terme devient

INT($37H)T(¢21)QNT (64)QnN
(QN(I — H($—/$:+)H(¢+/9-))QN) " QnT ($-)QnT(¢31)T (4= )y

ou

ONT(¢7)T(64/0-)QN
x(Qn(I — H(¢—[$+)H(¢+/9-))QN) " QNT(¢- [¢+)T (6= )IIn.

Maintenant Qn = T(xV )T (x~N~1) avec x(6) = e*. Un peu de calcul algébrique montre que
ceci n’est autre que

INT(65)T(2N)T = H(($-/+)x V"V H(($4/¢-)xN+1)) T (@3N T (42" Iy
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4.2 Un théoréme de S. Parter

Nous allons démontrer le théoréme 7 du chapitre 1.

f(6) désigne une fonction réelle, continue de période 27 dont le minimum m est atteint au seul
point 0 (mod 27)). On suppose f de classe C?* sur un voisinage de 0 et f2*)(0) = 62 > 0 est
la premiere dérivée non nulle en 0. Rappelons le théoréme 7

Théoréme 7 Pour a = 2, si \,(N) désigne la k-éme plus petite valeur propre de Tn(f), on a

Ey étant déterminé par

tan ((_2k+—1‘)17w_§_k> = (—1)* tanh <w> .

En reprenant & notre compte un argument de Weyl-Courant, il suffit de considérer le symbole
f(6) =4(1 — cos8)? = |1 — x|*. D’aprés un théoréme de Szegd, si A désigne une valeur propre de

Tn (J1 = x|*), alors A € [m,}n 11— x|, m%x{l - X|4] = [0, 16].
Le but de ce qui suit consiste donc & évaluer le polyndme caractéristique de Ty (|1 — x|* — A)
pour X € [0, 4%].

4.2.1 Factorisation du symbole
Proposition 1 Soit A € [0, 4*] on a

L=xt =2 =% (x* - @ - VIx+1) (x* - @+ VAx+1)

Démonstration de la proposition 1 :
On a (X2 — u2) = (X — p)(X + p). En remplacant X par |1 — x|? et u par v/}, on obtient

L-x*-X = 2-VA-x-0@+VA-x-%
= )22(X2—(2—\/X)X+1)(X2—(2+\/X)X+1)-

Corollaire 14 Si X € [0, 42], alors |1 — x|* = X admet les racines {xo, X0, @, +} 0o xo € T et

a €]0, 1], tels que:
xo=14 (2= VX+dIVI=VX) =it
LR+ VA+ VAT VR) =

a =

En particulier

2 3
. i4/4 A
coshf, = 2+2‘/X ,sinh §; = ECAV/ERY;Y 2+‘/—

{cosﬁo =2“‘/X,sin60 — ATVia-VX
1

Corollaire 15 Pour A € [0, 16], on a
[1—x* =X =gig2
ol

{ g1=2(x0 - x)(1-ax)
92 =Xo(xo — X)(1 — ax)
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On remarque que g; et go ne vérifient pas ’hypotheése du théoréme d’inversion. C’est pourquoi
nous appliquerons dans les calculs le théoréme d’inversion avec le symbole régularisé:

f)\,r = f/\ =91,r92,r, oul<r<l,

et ou . )
{ g1r=2(x0 —rx)(1 - ax)
g2,»=Xo(xo — %)(1 — ax)
On vérifie que g1,r, o.r, 9—11—: et 521—; € H™.

4.2.2 Equation caractéristique de Tx(f))

. . . . , ~1
La formule d’inversion nécessite dans sa mise en ceuvre le calcul de Popérateur (I — Hg Ho N -
Nous allons pour cela faire plusieurs remarques, énoncées sous forme de propositions.

Proposition 2 On a

= - 1
Xo=m4 <@NT(+ ('g—)) € vect {50,51}
2

ol
- 1 . 1
€0 = et &y = .
Xo —TX 1—-ax
De méme .
Xo = T4+ (@Nﬂ'_}_ (g—)) € vect {5-‘2, gl}
1
ou
. 1
€9 = — .
Xo—TX

Cette proposition est une conséquence de lemme suivant.

Lemme 19 Soit P(X) le polynéme compleze défini par P(X) = Z?:o a;jX?, alors pour tout
u€EN, ona

. X"P()—() _ a u+1 —u S \= _ ,utl =
(i) s ( . = o (r**'xsP(rxo)éo — a* ' P(a)él) .

.. XuP(X-)) a)~(0 +1_.u - +1 -
) m = u P £y —a*™ P .
() my (B2 = K0 sty eyl - ot Pl)

Démonstration du lemme 19 :

(i) Soit u € N, on a

su val3 TU
w(5) = (e () - (55))
g1 T — axo Xo = TX 1—-ax
SUu Y U SU U
T4+ ( X ) = (TXO) et T4+ < X ) = a .
Xo —TX Xo —TX 1—ax 1-ax

cu a 7_u-{-l U au+1
«(8)- = (R -)
g1 r—axo \Xo—rx 1—ax

Comme x*P(x) = Zj:o a;x**7, la formule associée résulte de la linéarité de la projection.

or

(i) se démontre de la méme maniere.
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Démonstration de la proposition 2: On a

: g2 g1

or
1

™ (glz) CoXm ((XO —r(1 - a>z>)

r ——X;)(oa <W+ (W) T ((1 ‘a.a)Z)))
= X (-0
_ 1T Xoa

I

D’ou
Xo=m4 <2>2N+1> .
9
On applique la formule (i) avec P(x) = Xo(xo — rx)(1 — ax). En effet go = P(¥). On obtient
pour u =N +1

- a B i }
Xo = r ~ axo (7‘"+1)_(g+1 (XO — 7'2)—(0)(1 — aryo)éo — au+1XO(XO _ ra)(l _ a2)€1) )

On obtient de la méme maniere pour
= 1
Xo=my <‘I>N7T+ (_—)) )
91

a - _ .
Xo = v (r*T g (1 = r2x3) (1 — arxo)éz — a* T xo(Xo — ra)(1 — a?)é1) .

on obtient

Proposition 3 P = vect {€p, &1} est un plan compleze stable par I — Hz Hey. Ainsi

(I- HéNHéw) 'P est un endomorphisme de P, et représenté dans {€y, €1} par la matrice

_( 1-(Qa+wy) —(va+ov)
A“(—(Aﬂwé) 1~(uﬂ+06)>

ou

N+31l—arxo oN+3 — _,N+4- 1-a?

a=ar a B=—a"""Xor s

pN+3 g N+3X0=TX0 — _oN+4y, Xo—ar

7= 2Xo r—axo d=-a Xo r—axo

)\ = r¥*3 1—arxoe oN+1 _ _,N+2, 1-a

- Na-‘_3 r— a)go 0 n= X0 r—axo

— X0—7"Xo o N+1 — _,N+2,, Xxo—ar
v= a r—axo Xo g=-—a Xo r—axo "

Démonstration de la proposition 3 :
Elle nécessite le lemme suivant.

Lemme 20 Soit P(X) = E?:o a;j X7 un polynéme compleze; alors

x“P(x) Xo ut2 cutl pro.c V2 +2 o
— = P —a* P )
™ ( p” E—— (r**xs (rxo)é — a (a)é1)

_ X -~ X
= _e = —
X0 — TX 1-ax
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Démonstration : La démonstration est analogue & celle du lemme 19
Evaluons Hg, (£p) et He, (€1), on a :

Hgy (€0) = m- <§§XN+1511>

_ 1 (e-—r)—ax) X"
i (aio (xo —rX)(1 — ax) xo — TX)

_ 1 (L (1 - ax)xV+ )
a = \Xo (xo—rx)(1-ax)
_ L (L (1—a><)xN"“>
a  \Xo 9o
1 xo N+3 - N+2 -\ o N+3
= X0 (pN+35N+2( - 1—
ar—axo (7“ Xo ' (1—arXo)éo —a (

d’apres le lemme 20 et donc
Hg,, (€0) = Aép + péy

avec N+3 5
1- 1—
A= —— 1-arxe XN'H et p=—aN % l.
a T —axo r — axo
De méme,
H@N (51) = 7 <z—1XN+151)
2

(_1__ (xo —mx)(1 —ax) xN*! )
~ \aXo (xo —mx)(1 —ax) 1 —ax

1 ( L (xo—rx™™! )

a Xo (xo —x)(1 — ax)
_ lﬂ (1 XO_T.X N+1)

a Xo

1 X (r N+3 -N+2

ar—axo
D’aprés le lemme 20. Soit

Hq:.N (51) = véy + oé)

avec

+3 2o
_ X0 —T"Xo _N+1
v=——5—"x og=-a"T"xo

a r—axo T —axo

De méme évaluons Hg  (€0) et Hy  (€1),0on a

Hg (&) = 74 (%XN“é’o)
R (XO(XO -1 —ax) ¥V )
91 Xo —TX

1—a
= Roms (( X) N+2>
g1

T — axo

= 0 (PR (L - aro)é — V(1 -

a?)

a?)é;

Xo 2 (xo — 7*%0)& — a3 (x0 — ra)é) .

Oy

Etude spectrale
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d’ou
Hg, (&) = ago + Bé1
avec \
o = grN+31 = arXo Nt3 g Nty l-a
T —axXxo T —aXo
De méme
H_ (—0 ) — g2 N+1 >
dy (€1 T+ X
Q
Xo(xo —7X) _
= ny (R0 i)
9
_ 1—ax) _
= Tomi (( X)XN+2>
9
axo .
= ___._( N+3XN+2(XO_T XO) QN+3(X0—’I‘G) 1).
T —axo
d’ol
H<i>1v (81) = v€b + 0€1
avec
y = rN+3ggh+3 Xo TXo § = _qN+ag X0 a7

r—axo’ T —axo

Des deux points précédents, on déduit immédiatement que

{ (I-Hg, Hay) &= (1— (Aa+ py)éo — (A3 + pd)é1)
(I- H&NH.@N) &o=(—(av + o7)é — (Bv + é0)&1)

Proposition 4 L’équation caractéristique de T (fx,r) est
det(A) = 0.

Démonstration de la proposition 4 :
Notons par T1; le terme [Tn(fy)"*]1,1- On a d’une part

o cof [Tn(fN)]ia
M7 Tdet (Tn ()
det (Tn-1(fx))

3ot (Tn () (“.1)

Par ailleurs, d’apres le corollaire 13, T}; est de la forme

1

det—(A)(AXO’ Xo) (4.2)

T =T -

ot A est la transposée de la comatrice de A. Par conséquent, det (Tn(fy)) et det (Tn— 1( \))
n’ayant pas de racines communes, ’équation caractéristique det (Tn(fx)) = 0 équivaut a T — =0,
ce qui revient d’apres (4.2) 4 det(4) = 0.

Corollaire 16 L’éguation caractéristique de Ty (f) est vérifiée si et seulement si ['une ou l’autre
des deur équations suivantes est vérifiée.
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—N+3 N+3
v -N+4+2 _ X0 —a Xp —at
Xo—axp ™ —al+s

i) x? = _Xo—a Xo t3 —aN+3
(i) Xo 7 = Yo—a X(z)v+3 _ gN+3’
Démonstration du corollaire 16 :  Par un calcul immédiat, avec les notations de la proposition
3,on a
det(A) =1—-vB—0d — Aa — py + (ad — By) (Ao — pv) (4.3)

Par un argument de continuité, en faisant tendre r vers 1, on obtient ’équation caractéristique
recherchée; un calcul direct montre qu’elle s’écrit

— 2 2 =2
1 4 2(N+3) g2(N+3) _ 2 <1 - aXo> (az(N+3) 4 Xg(N+3)) + 20N +3g(V+D) (1-a)d-%) _

1-axg D
44
On remarque alors ’identité:
(1-a?)(1-%) _(l-a%\’_ .
(1-axo)? 1-axo Xo
a partir de laquelle on obtient pour 4.4 la forme-
_ 2
_ 2 _(1-a _
(1 - (ax0)"*%)" - (XO (1 — aiZ) (a3 - X{f”)) =0. (4.5)

qui aboutit aux équations annoncées.

4.2.3 Démonstration du théoréme de Parter

Exploitons (i). L’égalité des parties réelles s’écrit

cos(N + 2)6 {(cos 6o — e*) sin(INV + 3)6p — <cos(N +3)6p — e(N+3)01) sinﬁo]

—sin(V + 2)6q [(cos 6o — ) (COS(N + 3)6p — e(N+3)91> sin g sin(NV + 3)60}

= —(cosfo — %) sin(IV + 3)6o + sin o (cos(N +3)0 — e(N+3)91)
soit
cos(N + 2)6, [sin(N + 3)6p cosfp — cos(N + 3)8p sin b
—ef1 sin(NV + 3)8 + eN+3)01 5in 90]
—sin(NV + 2)6p [cos(N +3)8p cos o + sin(N + 3)8 sin 6
—e%1 cos(N + 3)8y — eV +3)01 cos gy + e(N+4)01

= cos(N + 3)8o sin Gy — sin(N + 3)6 cos by
+e% sin(N + 3)8p — e(V+3)01 5in g,

soit
cos(N + 2)6 (sin(N +2)80 — €% sin(N + 3)8p + V301 gin 90)
—sin(NV + 2)6, (cos(N +2)8 — €% cos(IV + 3)8, — etN+3)ol cosbp + e(N+4)0‘)
= —sin(V +2)8g + €% sin(V + 3)6p — eV 3% 5in 6,
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soit:
sin(N + 2)8,
+€% [~ cos(N + 2)8g sin(V + 3)8o + sin(V + 2)8g cos(N + 3)8g — sin(N + 3)6,]
+eN+8)01 [cos(N + 2)8g sin By + sin(N + 2)6; cos b + sin 6]
—eWN+00 5in(N +2)8y = 0
soit
sin(N + 2)90
+€% (= sinfy — sin(N + 3)6y)
+eN+3)01 (sin(N 4 3)8g + sin ) — e(N 9% sin(N + 2)8y = 0
soit

sin(V + 2)fp (1 — eV+9)0)
—2¢ sin (22) 6, cos (252) 6o
+26(N+3)91 sin (N+4) 60 COS (N+2) 00 =0

soit en simplifiant par 2 cos(2F2)f, :

sin (N;2> 6o (1 — e(NH)o‘) —eP1sin <N+

4) B + eV +3)01 gipy (EQiil) 6o =0

soit
. N+3 0o N+3 . 6o (N+4)8
(sm ( 2 ) 0y cos (—2—) — Cos (T) 0 sin (3)) (l —-e 1)
— (sin (213 O N+3 % 0 (N+3)01) —
(sm< 5 >€0cos<2>+ os( 5 >Gosm<2))(e‘—-e )-O
soit
. (N+3 0
[sm < 2 > o cos (%)} (1 — e(N+01 _ 01 e(N+3)01>
— |COs N + 3 00 Sin g(l (1 —_ 6(N+4)61 — 691 + e(N+3)91) — O
2 2
soit
[sin (N + 3) 6o cos (92—0>J (1-e") (1 + e(N+3)9‘)
N+3 8o
_COS( 5 )00511‘1(2) (1+ ) (1_e(N+3)91> =0
soit
[Sin (N+3) g cos < H ( 2sinh ﬁe%) (cosh (N+391) e%ﬂol>
: 2 2 2
— Cos <N; 3) g sin ( ) <2 cosh 02—16%1_) (sinh (N;-391> eﬁiﬂ"l) =0
soit
@) [sin (2£2) 6, cos (942;)] sinh & cosh (2+24;)

" cos (X£2) 6, sin (%) cosh & sinh (26,) = 0

De la méme maniére I’écriture des parties imaginaires de (ii) aboutit a:

(@) [cos(N+3)00cos(%)]smh?smh(Nf&l)
+sin (82) 6o sin (%) cosh & cosh (¥£26,) =0

69
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S. Parter obtient les formules (i') et (i"). Le reste de la démonstration est alors détaillé dans
[SP, pages 166 & 168)]. Donnons-en le principe :

— De (i') et (¢") on déduit que 6p = {5 ot z = O(1)
— Il en résulte que (i') et (i") sont asymptotiquement équivalentes a

tan %90 =tanh 5{—590
{ tan 336, = — tanh &F34, (4.6)

— Or les solutions non nulles de tan{y) = =+ tanh(y) forment un ensemble discret entiérement
déterminé par les relations

tan (@—k‘ﬂ%ﬁﬂ> = (~1)" tanh (W)

ol k € N* et Ej constantes (petites).

— Un développement asymptotique de cos(fp) = 2’2‘5 (voir corollaire 14) donne alors le déve-
loppement asymptotique annoncé de Ag(N).

4.3 Spectre d’un opérateur de Toeplitz & minima multiples

4.3.1 Deux théorémes de structure

Lemme 21 Soit A € [0, 4], x = €, p € N alors il existe xo € T tel que :

[1-xP1> =X = xbg192

ou
g1= I (eixo —X)
e: €U,
g92= ]I (eixo —X%)
e €Up

U, étant le groupe des racines p-iémes de l'unité dans C

Démonstration du lemme 21: On a
T=x"P-X = —* (P -2-)x"+1)
= =X’ —x0) (X — x8)
et si
o = 2-A)+i/4-(2-))
P =
2
T=x"P-A=x5 (xb—x") (x§—x*)
=X0 91 g2-
Remarque : On a donc
A
cosplo =1 -5 = [1—xb% (4.7)

Suivant la démarche de Widom, nous donnons un théoréme de structure par lequel I’équation
précédente donne acces aux valeurs propres inférieures du spectre de Tn(1 — cospf), p € IN.
Avec les notations précédentes, on a.
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Théoréme 13 Soit fr = g1,r92,r, ou T € [0, 1]

gir= [ Cixo—rx) et gor = [ (esx0 —7%)
e; €U, e €U,

By = Ly = v
g2,r g1,r

alors :

(i) E = vect {———1——}6‘6(] est stable par (I — HaNHéw)'E-

EiXo—TX

On note Ay la matrice qui représente (I — Hg Hs,) IE dans la base {E—&OL_T—X}&E[]F de E.
(i1) Soit X € [0, 4] tel que A = |1 — xg|?, alors X est une valeur propre de T (|1 — xP|?) si et
seulement si '
xo = €% et lim det(4,) = 0.
r—1 -

Démonstration du théoreme 13 : On remarque tout d’abord que le symbole fy, vérifie les
hypotheses du théoréme d’inversion. Afin de le mettre en application, nous utilisons le lemme
suivant.

Lemme 22 Soit P(X) = Z?:o a; X7 un polynéme sur C. On a
: X“P(x)) _ A
(2) T4 (Xglirx ) = Zg,.eup cixo—7x’

g *P —X__
(’N,) T4 (X—g_,;g“&l) = ZEiEUp Misixo—’f)_(’

ol A; et u; sont des constantes ne dépendant que de P, g; et Xo-

Démonstration du lemme 22 :

(i) 1l suffit de montrer la formule pour 74 (ﬁ—r), s € N*, alors (i) s’en déduit par linéarité. Or

et donc s
(=)= (%) =
m,{—-—»| ===} —-
€iX0 — TX €; €iXo —TX
et on conclut.

(ii) se démontre de la méme facon.

On en déduit pour tout s € N*,

HQN (XS) — W_(QNXN—FS-H)

S (gl_,rXN+s+1)
92,r

- Zaie' X—r‘
eiel, iX0 X

d’apres (ii); et

Ty (&T_XN"’?)
g1,r

O
€U, iX0 X

X
H. (X
N <€¢Xo - 7’)2)

Il



72 Etude spectrale

d’apres (i).
Notons alors A, la matrice qui représente 'endomorphisme I — Hg  He, lE (Un calcul simple

montre que les vecteurs &g = 7y (@Nmr (g%)) et ko = T4 (§N7r.,. (g%)) appartiennent au

sous-espace E. Notons s et 5 leur représentation matricielle dans la base { xi— x} g
* ei€Up

En raisonnant comme dans la proposition 4, la formule d’inversion du chapitre 1 donne:

1

W(Ap%m%0>

TI\/‘(f/\,r)_:l =T -

olt fip est la transposée de la comatrice de A,. Le méme argument montre alors que ’équation
caractéristique s’écrit det(A,) = 0.

Par un argument de continuité, on obtient les valeurs propres de |1 — x?|? en faisant tendre r
vers 1, ce qui achéve la démonstration du théoréme 13.

Remarque: On régularise le symbole |1 — xP|? — \ par fm = X591,r92,r- A toute valeur propre
A de Tn(fx,r) correspond la valeur propre de A = xJA de Tn(fx,»). Cependant si p est pair alors
on a une factorisation ne faisant pas intervenir le facteur ¥5.

Lemme 23 On a:
11— X2p!2 —A=—g192

ot
{ 91= (X" + x6) (xg + x)
g92=(x§ — X")(x§ — XP)
Démonstration du lemme 23 :  En partant du lemme 21 ,on a:

1=x-2 = =%0F - x5 +x5) X — x5 (X" + x8)
= —(1-xbx0) (" +x0) 1 = x0x0) (X" + X5)
= —(x6 — X))’ + x6)(xg — x¥)(Xo + xP)
= —0192-

Le théoréme de structure utile dans le cas ot f = |1 — x2p|? s’énoncera.
Théoréeme 8 Soit fir = g1,r92,r 0ur € [0, 1], soit

g1r= Heieup (eixo — TX)(€iXx0 — TX)

92.r =[lc.en, (EiXo = X)(€ix0 — %)

ou Uy désigne l’ensemble des racines p-iémes de —1 et N, est le groupe des racines p-iémes de 1.
Si on pose toujours
oy = gl—’rXN'H et Oy = g—zi)ZNH
g2,r gi,r

9
alors:

(i) on a

1
F = vect — ,
giXo —TX &iXo—TX)¢eu,
est stable par I — Hy Hg,. On note Agp la matrice représentant (I — HéNqu)‘F dans

la base { ——, —1 )
X=X’ EXo—7X f . crr,
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(i) X € [0, 4] tel que A = |1~ xeP|? est une valeur propre de Ty (|1 — x?P|?) si et seulement si
Xo = €% vérifie:
lirri det(Agp) =0 et A =2(1 — cos2pby).
r—

Démonstration du théoreme 8 :  Elle est identique & celle du théoreme 13.

Les deux théorémes de structure permettent d’accéder aux valeurs propres inférieures des
opérateurs T (1 — cos pf). Cependant pour p > 3, les calculs sont importants.
Illustrons cependant ces théorémes pour p = 2 en utilisant le théoréme 8.

Théoréme 14 Soit A\x(N) la k-iéme valeur propre de Tn (|1 — x*|?), on a

i w0 () - () ()

Nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 24 Conformément au théoréme 8, on pose

1 . 1
— et €5 =
Xo +TX Xo +TX

-

€1

Soit u € N; on a:

u

(i) 7T+( < ) e (rXo)“é1 — 1) (rx0)“&%

(X0 + x)(Xo + TX) Xo — Xo Xo = Xo
(i) < e ) St X el x
(x-rx) (X0 — X) Xo—Xo Xo—TX Xo—Xo Xo—TX
Démonstration du lemme 24: On a pour (i) :
()~ e [ ) (5]
T\ (o + )Xo +1x) Xo—xo0 | \xo+rx X +rx
1 1 1 ]
— —1)%(rvq )¢ —(=1)%(r %_
L ) ) e~ (D )

Il en va de méme pour (ii).

Proposition 5 La matrice As donnée par le théoréme 8 s’écrit

A= 1" (Brp1 + prp2)  O1¢1 + pape ) (4.8)
2 O201 + pap2 1+ (6211 + p2t2)
ou

(1= %%(TXO)NH(I +77)
P2 = =522 (rx0) N2 (1 + r2X3)
1 = 525 (o) VA (L + 17 %5)

< Yo = _ig—;;—o(TXO)NH(l +r?)
0, =(-1)" 2 (rxo NT2(1+72)
8y = (-1)N L—(rx0)V**(1 + r’x0)

)
)

p = (=1)N =2 (ro) V(1 + 7 %0)
)V
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Démonstration de la proposition 5 :

(1)

(xo+rx)(Xo+7X) X
(xo = rXx)(Xo — %) (xo +7X)

_ y N Y N+2
Xort- [( Xo — )X o-rx)} - LXO ~1%) (Ko —rfe)]

_ 1 . )
( X0 (rxo)Nt? +r (T)ZO)N+3> €1

N+1 :I

Hoy (81) = 7 [

Xo — Xo Xo — Xo
. 1 .
= (_ X0 (o) V2 + r—_———(TXo)N+3> &
\ X0 — Xo Xo — Xo

en utilisant le lemme 24. On a donc

Hg, (€1) = 161 + 285.

De méme
Hay (&) = (XO)S)XO (TXO)NH * T)Zo — Xo (TXO)NH) é
X0 N+2 1 N+3> -
- T r és.
(??0~X(X) Xo—Xo(XO) ?
d’ou
Hgy (€) = 1161 + 1265,
On a
He (&) = [(XO — )Xo —X) _ XN }
* (xo +7x)(Xo +7Xx) (X0 —TX)

¥V+2 gN+3
X0 +7X)(Xo + rx)} - [(Xo +rx)(Xo + rx)}
= ((—1)"’#(%)“2 (D) — (TXO)NH) &

Xo — Xo X0 — Xo
X0 N+2 N N+3\ =
(=N 22 _(p + (=1)Yr— X0 )62
<( ) XO“XO(XO) =1 Xo—Xo(X)

- Xom [(

d’apres le lemme 24. D’oli
H&,N (51) = 0151 - 9252.

On a de méme:
Hg  (€2) = mé — paés.

(ii) On déduit les formules :

{ [I H@v]( 1) =[1— (6191 + pap2)] €1 + [f201 + p2ip2)és
[I - Hg, Hay) (€)= [ (0191 + mtha)] &1 + [1 + (Bath1 + patha)] &

Ce qui acheve la démonstration.

Proposition 6 L’éguation caractéristique est

DN [2 (36 + 55) + (o + x0)?] = (%0 — x0)? (4.9)



Spectre d’un opérateur de Toeplitz & minima multiples 75

Démonstration de la proposition 6 :
Selon (ii) du théoreme 8, ’équation caractéristique s’écrit det(As) = 0. Cela s’écrit avec les
notations de la proposition 5 :

Lim [1+ 9165 + Popz — 0161 — papn + (21 — b12) (0192 + 2¢01)] = 0.
Les formules donnent quand r tend vers 1
(—1)N [2 (Xg(N+3) _ Xg(N+3)) + ()—(0 +X0)2] — (>_(O _ X0)2

qui représente ’équation caractéristique de Tn (|1 — x*[?).

Démonstration du théoréme 14 :
On distingue N pair et N impair.

e cas N pair (i) s’écrit
cos 2(N + 3)8y — cos® y = —sin® 4,

soit
cos 2(N + 3)8y = cos 26, (4.10)
On remarque que
4—-(2-))2
sin 20¢ = ——(é—-—)—

est positif, donc pour N grand et 6y voisin de 0, est un nombre positif, ce qui exclut la
solution (N + 3)8y = —6p + km, k € N (k étant fixé pour N — oo tel que (N +3)8p — km > 0
et 6p > 0). On a donc

krn
Oy = -—m, keN
On obtient alors : ok
s
A(2N) =2 (1 — COos 2N+2) .

que ’on peut exprimer par développement asymptotique
kr \® 1 [ kr \* 1
A =—] - = — .
k(2N <N+1> 12 <N+1> +O<N5>

e cas N impair (i) s’écrit

cos2(N +3)6p =1
d’ol
km

= ——. keN
=Ntz FE

Ainsi ok
™
/\k(2N + 1) =2 <1 — COS —2—N_+4)

que ’on exprime par
ke \2 1 kr \* 1
AN +1) = (N—+2> B (N—:z) o (fv“) -

On retrouve le résultat de [KMS] mais avec I’hypothése d’unicité du minimum en moins (

[KMS, Ch. III, p. 785]).
On peut étendre cela & un symbole positif ol le zéro est atteint « fois:
on montrerait qu’il correspond & un opérateur de Hankel dont la partie “utile” est une matrice

carrée de rang a.
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4.4 Etude spectrale d’une perturbation

Dans ce qui suit nous voulons montrer sur un exemple que la méthode utilisée permet d’évaluer
la perturbation des valeurs propres d’un opérateur de Toeplitz associé & un symbole perturbé.
Concrétement, notons Ag(N), pour k fixé la k-iéme valeur propre de la matrice de Toeplitz

associée au symbole |1 — x|? (voir [W1], [KMS])).
Le symbole perturbé sera ici: Hf{%‘c—y, 0< Bl < 1.

Théoréme 15 Soit 0 < 8] < 1, on note A\, (N) la k-iéme valeur propre de Ty (|1 — x|?) et par
)\fcﬁ)(N) la k-iéme valeur propre de T (“11__" : ) Alors il eziste un intervalle ouvert I, =]—¢, +¢|,

Bx
tel que si B8 € I,
MO (N) = Me(N)pi (I, B)

ot
1+([3°‘4N%2+0 ()sm)( )
B 1 — cos Ni2
pr(N,B) = 1 Qﬂ(ﬂ%’\,NT’zl-}—oN(,B) n( ‘)
i 1+/32—2ﬂcos(N12)
avec

{ a(N,2k)  =(-1)¥2sin (erig)
(

a(N,2k + 1) =(=1)*¥2cos ((2k+1)12’-%—+§-> ’
a(N, k)
¢l < Ty +0N(ﬁ)l

{ ON(,B) O( ) aNﬁ:ce,
on(B)=o(x) a B fizé.

Conformément & ce qui précéde, nous allons factoriser le symbole

I1—x|?
|1 - Bx|?

pour A € [0, '(—l—il—ﬁ-gj:l, vu que (]-T‘lﬁf)— = m%x (_Lzll"_-ﬁ_%_xx [)

4.4.1 Factorisation du Symbole

Proposition 7 Pour A € [0, (ﬂ_ﬁ—Z], il eziste 8y € R tel que

U2
fx=|1——&—>\=glg20(/\)

1 - Bxf
avec o - X %
0 0~ i0
g1 = , ga = ——==, et xo = €e"°.
1-8x ﬁ
Remarque : Bien entendu, 6, est une fonction de A.

Démonstration de la proposition 7: On a

11— x|> = A1 —Bx/

[1— Bx/|?
x(A\8 1) 2-A1+p8?%
o (0 )

Ia
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ol fy s’annule sur T puisque, d’aprés Szegd, A € [miny fy, maxy fi], il en résulte I'existence de
xo € T, xo = "0, tel que

_ 2
x2+2—(;\13(i_+—1—)@—)x+1= (x = x0)(x = Xo)-
Ainsi o 0 .
fr= %(—:%(X - Xo0)(Xo — X)-

On pose alors

CA) = Xo(A8-1),

_ Xo—X

gl - 1—',BX,
Xo — X

g2 = -
2 1-Bx

Afin d’étre dans les hypothéses du théoréme 12, nous appliquons le théoréme d’inversion au
symbole régularisé

f)\,r =01,r92,r
avec
_ Xo—TX
gl,’r - 1 — ,BX bl
_ Xo—TX
92,r = Efrﬁiﬂ

Remarque: Les valeurs propres de Tn(fa,r) = Tn(g1,r92,r) sont pour N grand, les mémes que
celles de Tn(C(N)g1,rg2,r); Cest pouquoi nous travaillons avec le symbole fj ..

Remarque : Par souci de simplification, dans ce qui suit on écrira g; pour g;,, €t g2 pour g r.
De plus on posera

1 — X -
223 = Z YuX¥ Y-1=-08, Yu=p%(1- ﬁz) siuweN.
1-6x 54

Notons maintenant Hg, l’opérateur de Hankel pour le symbole (xo — rx)(xo — 7X) et ngv
l’opérateur de Hankel pour le symbole f) . ou encore I’opérateur de Hankel perturbé.
4.4.2 Evaluation des Opérateurs de Hankel Perturbés

On rappelle que xo = €% o1 6, est une fonction de .

Proposition 8

vseN, HE () = Hay(x*) Y 7ulrio)™.
u>—1

Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration.

Lemme 25

X

Vs € N, Hay(x") = (xo — %) (rXo) " 727° =
Xo—TX
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Démonstration du lemme 25 :

Vs € N*, Hg,(X*)

]

- (Xo —rX XN+5+1>
Xo —TX

= m_ | (1=rxox)xV T Y (rxo) X
u>0

= 7 Z(rio)uiu—(N+s+l)_Z(rio)u-f-l)—(u—-(N—%s%—Z)
u>0 u>0 :

_ N+s+2 oN+s+2 N+s+4 _N+s+4 X
(r Xo -r Xo ) ————

UXo—TX
D’ou %
Hey(X°) = (X0 — T2Xo)(rio)N+2+sm-
Démonstration de la proposition 8 :  On a
g
B0 = o ()
92
_ Xo —TX u+N+s+1
= -\ T YuX
Xo — X u;I “
—TX
— Z ’YuW“( — XU+N+5+1),
u>-1 Xo X
or . ~
X = \s+1 X
T - | =(rXo —_— .
(Xo '*7‘X> (%) Xo —TX
Dot
- - X
Héﬁ; (Xs) — Yu (XO(TXO)N+u+s+2 _ T(TXO)N+u+S+3) .S
X0 —TX
u>—1
X
= 3 ) (o ) =
us—1 Xo X
= Hoy(x") Y 7ulrxo)®
u>—1
Avec une démonstration analogue, on a de méme.
Proposition 9
Vs €N Héiz(xs) =Hz, (x*) Y Fulrxo)®.
u>—1
Remarque : Dans ce cas on démontrerait comme pour le lemme précédent que

N L (98) — 25 ~ \N+24s X .
VseN, Hs, (X°)=(xo—r"X0)(rXo) o —Tx
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Evaluation de I — Héﬁl\z ng\?

- - 1 1
Xo=7ay | Onm | — € vect .
° +< N +<gz>> {Xo—rx}

Démonstration de la proposition 10 : On remarque tout d’abord que pour s € Net P =

Proposition 10 On a

d .
> ajx?,a; €C, on a:
Jj=1

re (B € vect {

Xo —TX Xo—TX}

Par un calcul direct, on a en effet:

(X“P(X“)) _ (tX0)*P(rXo)
* Xo —TX Xo —TX

Par ailleurs,

@) - (2
“\ g2 *\xo — %

= Xom (_____1—5)2)
T\ 1-rxox

Ainsi

b
o
l
>
o
+
VS
>
o
|
5
>0

avec Ps(x) = —BxN + T'ﬂXoXN+1 — rxoxNt2. Ainsi

X, = ngﬂ+ (XM)

550 X0 —TX
Po(ry
= 3 (o) X
50 Xo —TX
Ps(rXo) 1

1—f8rXo xo—rXx

Proposition 11 On a

_g® g®) 1 Yt
[I HéNHq’N] <XO—TX> "Xo —rX

. (1=Brxo, N+2>2

ot
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Démonstration de la proposition 11 :
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On a
—-r 1
Xo—TX Z - Xu+N+1
Xo—7‘Xu>1 Xo —TX
u+N+1
¥ - (5)
us—1 X0 X
_ _ X
Z Yu (T X0)" (TXO)NHT-
us—1 Xo X
Z v+
T+ YuX" y Yu€R
u>—1 X0 —TX
Z guti+2
YuT+ ( — )
u>_1 X0 —TX
= \u = \N+2 1
> ulrxo)* | (r%o) —
uS_1 X0 X

La proposition s’en déduit immédiatement.

Démonstration du théoréme 15 :

En utilisant la formule d’inversion et I’argument de la propo-
sition 4, I’équation aux valeurs propres s’écrit:

A, =0.

2
En utilisant un argument de continuité on obtient alors les valeurs propres de Ty (l_{ll—;ﬁ);‘l_f) comme

solution de

Ceci nous conduit aux deux équations :

i

ii)

lim A, = 0.
r—1
N+2 _ 1= ﬂ)?o 411
X T T By (4.11)
1 - BXo
N+2 — 4.12
Xo 1-Bxo (4.12)

Par un calcul direct I’égalité des parties réelles (ou des parties imaginaires) de 4.11 conduit & :

. [N+
ﬂsm( 5

De méme 1’équation (4.12) conduit

ﬂcos(

a

N +

(4.13)

490) _Sm<N 290) —0.
460) — oS (N;200)

=0.

(4.14)

Etudions I’équation (4.13). Pour 3 =0 on a

2k
N+2

bo



Etude spectrale d’une perturbation 81

qui correspond au symbole |1 — x|? non perturbé. Cette valeur de 6, conduit pour le symbole non
perturbé & la valeur propre (non perturbée)

Aop(N) =2 (1—cos (;T})) .

En effet, on sait par la factorisation du symbole que

_ o 2-01+4p8Y
Xo + Xo = )\/3 1 )
ce qui donne
A= 1=cosbo (4.15)

1+ 32 —28cosby

et par conséquent pour 8 = 0, cela donne X\ = 2(1 — cosfg).
On peut écrire I’équation (4.13) sous la forme

Fn(8,60) = 0.
On a dans ce cas

96y "N +2 2

L’équation (4.13) définit donc localement, au voisinage de 8 = 0, le réel §y comme une fonction
fn de B et de plus :

dfn O)::_%(O,]%TQ)'
P g (o 3)

Ceci s’écrit encore :

ag O = (D g sin (kN+2”)
En notant fy = 6(()5 ) (6o perturbé), on a :
d
62 = 8o + 8L (0) + o(B)
ag
Soit: ok (V. K)
(8) _ 7r pUy,
b = N2 TP N2 TN
avec N
— (—1\f9 g
(N, k) = (—1)*2sin (kN+27r)
De plus
on(B)=o (-Nl—> a @ fixé, et on(B8) = 0o(B) & N fixé.
En effet,

a) A N fixé, on(8) est le reste d’un développement limité en 3.

b) A g fixé, im(N + Z)GSﬁ ) = 2kr. Cela résulte de I’équation (4.13) que P'on peut écrire
asymptotiquement :
2
fBsin <N;_ 290) = sin <N;- 00>

ce qui montre que (N + 2)8p — 2k et on () = 0 (3)
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En écrivant 6y = 73%, on obtient:
8) _ _ [4eWV, k) [ 2= i1
cosfy ' = cosby [ﬁN+2 + on(0)| sin N+2+£ (4.16)
avec (V)
Py, /
€l < 6573 +om,6)‘

En combinant (4.15) et(4.16), on obtient une formule de perturbation pour Ag :
Aéi) = Aaxp2k(N, B)

avec

[ﬂ 1o +oN(ﬂ)] sin (13,’1"2 +€)
l—cos(N+2)

28 (845! +o(B) ) sin (5 +€)
14 8% — 28 cos ( 25

p2k(Na IB) =

1+

L’étude est analogue pour 1’équation (4.14).
L’équation de perturbation est remplacée par:

O(ﬂ) 2k + 17r PY(N, k)

Ni2  tA NG Tl

avec:
$(N, k) = (~1)*2cos <x+2(2k+ 1)2)

et on obtient:
}\gi)ﬂ = Aok+1D2k+1 (NN, B)

ol pak+1(V,B) s’obtient en remplagant dans por(IV, 8), respectivement ¢(N, k) par ¥(N, k) et
2k o 2k )T

N+2 N2 -
On a donc pour conclure:

AP (V) = A (N) pi (N, B)
ol pg (IV, B) est défini par ce qui précede.

Remarque : Pour N fixé, py (IV, 8) tend vers 1 quand 3 tend vers 0, ce qui est attendu. De
plus, pour f fixé, px (N, B) tend vers 1 quand N tend vers +oo .

4.5 Formule d’inversion en dimension quelconque

La démarche est analogue & celle conduisant au théoréme 12. En associant & chaque face d’un
polytope A une décomposition du symbole f nous allons établir une structure géométrique pour
Pétude du spectre de 'opérateur de Toeplitz T (f) défini ci-dessous. Ce travail s’inspire de [S1] :
dans cet article, A. Seghier décrit une géométrie de 'inversion de Tx(f) en dimension d.

Soit A un polytope de R? contenant 1’origine. Notons

A=Anzd

On pose H?(A) Despace vectoriel des polynomes trigonométriques engendrés par {e(:0)} A
et II5 le projecteur orthogonal de L?(T¢) dans H2(A).
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Si f est une fonction positive de L!(T¢) et T(f) la multiplication par f dans L?(T¢), alors
TA(f) = IAT(f)Is. On rappelle que Tx(f) est I'opérateur de Toeplitz tronqué sur H 2(A).
A est Uintersection de n demi- -espaces Si: c'est-a-dire A = Ny =1 Si; on pose alors Sy = S, NZ4

et on a A =(;_; Sk. Le bord de S noté 85y, est un hyperplan de R?. On note
T(BSk) le translaté de 85y contenant 0. On définit le transiaté de S; comme le demi- -espace
7(8y) vérifiant

o 87(Sy) = 7(85k)
o 7(5;) C S

On a 07(S;) = CtUC~ ot CF = {(u1,...,ua) € O7(Sk); ug > 0 et C~ = {(uy,...,uq) €
O1(Sk); ug <0
On a les définitions suivantes.

Définition 1 Le translaté S; de Sy, est la trace sur Z® du demi-espace dont le bord est
~ 14 -
CTU(C™+u) oduc [T(ask)] N 7(3).

Remarque : S} posséde les propriétés évidentes
e Vm,neS;, m+nesS;
e (0,...,0)€8;
emeS; <= -m¢S;
Définition 2 S{ = Z*\ Sy, et Iy, est le projecteur orthogonal de L?(T%) sur H*(SY)

Dans ce qui suit, nous ferons sur f ’hypothése fondamentale :
Pour toute face k, on a la décomposition

= 9k19k,2 (4.17)

avec gy € H®(Sy) et gity € H®(S;) ou H®(S;) = L®(T%) N H2(S;).
L’hypothese (4.17) étant vérifiée pour f, nous définissons les opérateurs de Hankel comme suit:

Définition 3 (des opérateurs de Hankel H(i, 7)) V (i,5) € {1, ..., n}?
H(i,j): H*(S7) — H*(S7)

ot _
H(i,5)8; = ILi (¢i;6;)
: 91 7 _ g2 _ 1
Vied{l, ..., n}¢; = —, ; = 2 =
¢ ¥ 91,1 & g2 P
On pose F = @ H%(SC) et F = F/ ~ ot ~ est la relation d’équivalence sur F, compatible avec
i=1

sa structure vectorielle, définie par 6 = (6;); ~0' = (6}): E ¢i(0; — 6)) =

On pose encore H = (H(4,7))s,;. C’est naturellement un o{pemteur de F.
Théoréme 16 Avec les notations précédentes, H se factorise en une injection de F dans F notée
. Soit ¢ € H%(A) ety € F défini par v = (&) 0% 1% = k(6% 5 ) Alors y € Im(H) et on peut
éerire : Th(f) ™ (@) = 4 — 5= 3 Gi(H 1),
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Remarque: L’écriture de T *(f)(g) telle qu’elle apparait ci-dessus dépend d’une numérotation

(arbitraire) des faces du polytope.
La démonstration du théoréme est la conséquence d’une suite de 4 lemmes.

Lemme 26 On pose Ko = fH?(A) et Ik, la projection orthogonale de L3, dans Ko. Alors

T;%fx@::}nxaw

Démonstration du lemme 26 :  Soit ¢ € H2(A). Il existe p € H2(A) tel que
Ik, (q) = fp-

Or g = fp+(q— fp) et Ix(g ~ fp) = 0. D’ott ¢ = II5(fp) = Ta(f)(p). On en déduit que Tp(f)
est une bijection de H2(A) sur lui-méme et

_ L

T () 7

g,

Lemme 27
Ky = ﬂ 9,2H*(S)
=1
Démonstration du lemme 27: On a
O aerrs)) = () Lr2s)
P\ 1=1 91
= [H*(S)
=1
car glfll € H*(S}). D’ou
n n
Na:H*S) = f[)H*(S)
=1 =1
= fH?*(A)
= K.

Lemme 28 On pose

K =H2S)Nn 222 s)n..-n 2 g2(s,)
g1,2 91,2

et Uy la projection orthogonale sur K dans L?(T%). Alors

_ 1 q
wne o ()
A (f)q 91,2 K g1,

pour tout ¢ € H2(A).
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Démonstration du lemme 28 :  On note que pour tout ¢ € H2(A)
q 1
II — ) =1 .
K (!71,1> J1,1 o (9)
Ainsi
1 1
Ty, (g = ?UKO (@)

Lemme 29 Soit ¢ € L*(T%) et v = (Y )k=1, ..., n 0% % = i (¢xt)). Alors

n
o Il existe 0 = (O )k=1,...,n € D H2(Sic) = F tel que

=1
Mg () = — (01 + ¢2b2 + - - - + Pnbn) (4.18)

et de plus
HE = ~. (4.19)

o Inversement si § € F vérifie (4.19), alors ¢ vérifie ({.18).

Démonstration du lemme 29 :  L’espace H2(S{) + ¢2H?*(SS) + -+ + ¢ H2(SF) = K+ étant
fermé [KS] et remarquant que pour tout i, ¢;¢; = 1, I'espace K+ est donc I’orthogonal dans
L*(T?) de K. 1l existe donc 6 = (6k)k=1, .., n € Dy H*(SE) tel que

g () =¥ — (61 + G262 + - + ¢nby). (4.20)

Comme pour tout &
g (¢rIlk (¥)) =0

on en déduit en multipliant 4.20 par ¢

=Y i (¢xhi)

=1
ou encore
n
> H(k,Db = v,
=1

qui s’écrit encore Hf = v, ce qui démontre (4.19). Inversement, supposons 6 solution de (4.19) et
posons ) B
A(W) =9 — (01 + 202 + - + Pnbn).

Montrons que A(¢) = Ik ().
_ Montrons tout d’abord que A(¢) € K, c’est-a-dire que pour tout i € {1,...,n} A(y) €
¢iH?(S;).

chci résulte du fait que : Vi € {1,...,n}V0¢ € H2(S)(Av, $;6F) = 0. En effet (A, $;07) =
(= Xjer 6305, 4i65) = dith = 37, 6:605,67) = (Wit — 37, Tidid;0;,65)
(A, $i87) = (v — 37, H(5,5)8;,6F) = 0 par hypothese.

Comme par ailleurs on a ¢ — Ay € K+, on en déduit que Ay = Ix(¢); ce qui démontre le
deuxiéme point du lemme.

Démonstration du théoréme 16 :
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1. Montrons que H passe au quotient.

Supposons § et §' appartiennent & F et 6 ~ §'. Soit v = H(f — 6') ol on a vy, = Hg(dr))
pour % € L?(T). D’apres le lemme 29, 9 vérifie II)c(v)) = 9. Ainsi ¢ € K et par définition

gk_vlgk_,?ak) o o € H?(Sk). Donc

de K, 7 peut s’écrire sous la forme : v, = Il o o

v = Hx(ax) = 0. Ainsiy = 0 et H(6) = H(0").

. Avec les notations du théoréme on a H = H o p o p est la surjection canonique F' — F.

Montrons que H est injective.

Si H(6) = Hop(h) =0, il existe ¢ dans L?(T) tel que pour tout & de {1,...,n} () =0
st on a Mg (¥) =9 — Y i, ¢ibi; alors ¢ (v) € H?(Sk), ce qui implique 3 € ¢ H?(Sk). On
en déduit ¢ € K et > .-, $;6; = 0 ou encore p(d) = 0.

. Reste a établir la formule d’inversion.

Soit ¢ € H2(A). Tl existe § € F tel que Ilx ( —L) = 5L~ 3, G Alors 6 vérifie

\ 91,1
HO = v ou v, = Iy (d)k 51‘1:). On peut donc écrire en considérant 6 dans F : 6 = fI“ly.
Dot Ta(f)™'q = 550k (ﬁj) = 55 (;—;ﬁ - 2in @i(ff—l’Y)z‘) soit : Ta(f)™'q = %

5h Ty i 1y); avee v = (ye)k et e = Tk (dr 55 )

91,2
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