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Résumé
Ce travail concerne le comportement de l’inverse asymptotique et exact des 

matrices de Toeplitz, ainsi que le développement asymptotique des valeurs 

propres extrêmes de ces matrices. Il est fondé sur une géométrie hilberti- 

enne, consistant à interpréter l ’opérateur de Toeplitz comme projecteur : 

cette idée est développée et appliquée.

Mots-Clefs Matrices et opérateurs de Toeplitz, valeurs propres extrêmes, 

opérateurs de Green, développement asymptotiques.

Abstract
This work is about the behaviour of asym ptotic and exact inverses of Toeplitz 

matrices, and also about asym ptotic expansion of their extremal eigenval­
ues. It is based on hilbertian geometry: we interpret Toeplitz operator as a 

projector. This idea is developed and applied.

Keywords Toeplitz operators and matrices, extremal eigenvalues, Green 

operators, asym ptotic expansions.
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Chapitre 1

Compte-rendu des résultats

1.1 Introduction Générale

Ce travail concerne le com portem ent asym ptotique de l ’opérateur de Toeplitz T /v (/) ,  où /  est 

une fonction dotée de propriétés de régularité adéquates, définie sur le tore T 1, noté sim plem ent 

T dans ce qui suit. Ce com portem ent asym ptotique concernera dans la  prem ière partie de cette  
étude l ’inverse de Tjv(f),  dans la seconde partie les valeurs propres extrêm es de

La première partie est la  synthèse de deux articles réalisés en com m un pour le premier avec 

Philippe Ram bour et A bd ellatif Seghier et pour le second avec Karim  Drouiche, Philippe Rambour 

et A bdellatif Seghier; ces deux articles sont actuellem ent soum is à publication; un résumé du 

premier a donné lieu à un com pte rendu à l ’Académ ie des sciences paru en décem bre 2000.
D ans le premier article, on étab lit un inverse asym ptotique de Tjy(f)  pour un sym bole /  de la  

form e :

/  =  (1 -  cos 6)fi

où / i  est une fonction strictem ent positive sur T, avec des conditions de régularité précisées plus 

loin. Ce résultat perm et de retrouver, m ais dans un cadre plus large, le célèbre théorèm e de 

Spitzer-Stone [SpSt](1960). D ans le cas où f \  est l ’inverse d ’un polynôm e trigonom étrique positif  

à zéros extérieurs au disque unité , on obtient un inverse exact de T ;v ( /) .
Le deuxièm e article élargit la  partie singulière du sym bole f  : h la, place de (1 — cos 6) on 

s ’autorisera des expressions de la forme

1 2oc où a G N, *(0) e J 6 e R,

ou bien de la forme

1(1 -  X iX ) ( l  -  X2x) |
2 Xi>X2 € T, X i ~r~

La partie régulière, par contre, se restreindra à l’inverse d ’un polynôm e strictem ent positif sur 

le disque unité fermé. C ela perm et de m ettre en évidence des structures algébriques, dont 
l ’exp lo itation  conduit à des inverses exacts des opérateurs de Toeplitz. C ette  voie perm et lorsqu’on 

adopte une asym ptotique in troduite par K esten de m ettre en  évidence, à partir de l ’inverse exact, 
des formules asym ptotiques dont la  partie principale est un noyau de Green.

La deuxièm e partie est con stituée par un article écrit par Jean-M arc Rinkel sur les valeurs 

propres extrêm es des opérateurs de Toeplitz, à la su ite de la  lecture de deu x articles de H. W idom  

et de Seym our Parter. Ce travail est soum is à publication et prépublié à l ’U niversité Paris-Sud. 
D ans leur article, H. W idom  et à sa su ite S. Parter donnent un développem ent asym ptotique  

des valeurs propres extrêm es de T /v ( /)  lorsque /  équivaut au voisinage de zéro à |1 — x|4- Nous 

introduisons une approche basée sur une géom étrie h ilbertienne pour l ’étu de du spectre de Tjy(f).  
N ous m ontrons dans une prem ière partie que les résultats de H. W idom  et S. Parter peuvent être 

retrouvés en  tota lité . Précisons que c ’est le cas où le sym bole présente exactem ent un minimum. 
D ans une seconde partie, nos m éthod es nous perm ettrons d ’aborder le problèm e des valeurs propres

3
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4 Compte-rendu des résultats

extrêmes lorsque le symbole présente plusieurs minima, puis de mesurer des perturbations du 
spectre inférieur en fonction d’une perturbation polynomiale du symbole / .  Pour finir, cet article 
étend la structure géométrique du calcul spectral en dimension 1 à la dimension d finie quelconque.

Examinons à présent de façon plus précise les problèmes posés dans chaque partie, leur situation 
dans le contexte scientifique et les résultats obtenus.

1.2 Inverse asymptotique et inverse exact de T' n ( f )

1.2.1 A spect analytique

On se donne une fonction réelle /  définie sur [0,27r[, positive de la forme

f ( e ie) I iO 2
h (e )

où / i  et lo g /i sont dans LX(T).
A cette fonction / ,  qu’on appelle symbole, on associe une famille d’opérateurs de Toeplitz 

TN(f)  de rang N  -f-1, dont les matrices représentatives sont données par :

T n ( I )  =  ( f (m — n)) 0 < m , n < N

où f ( k ) est le fc-ième coefficient de Fourier de / ,  k € Z.
Nous proposons dans ce paragraphe un développement asymptotique de l’inverse T /v(/)-1 . 

L’approche de ce travail est basée sur l’interprétation de T/v(/) comme projecteur de L2(T), ce 
qui donne lieu à la formule d ’inversion que nous allons énoncer dans le paragraphe suivant.

Une formule d ’inversion

Notations :

H {h £ L 2( T); h(s) =  0, s < 0}5

H~  =  L2( T ) e H +  .

H~  est le supplémentaire orthogonal de H + .
7T+ et 7r_ désignent les projections orthogonales de L2(T) sur H+  et H ~ .
Les hypothèses sur /  sont inspirées du théorème de décomposition suivant, dû à Grenander et 

Szegö [GS] :

Si /  G L1(T) est à valeurs réelles, positive sur T presque partout avec l’hypothèse 
supplémentaire que log /  £ L l (T), il existe une fonction g de H+  telle que

f  =  \9\2 (1.1)

Chaque fois que l’on a pour /  une décomposition de type 1.1, on définit des opérateurs de 
Hankel H$N et H$n associés à cette décomposition, de la façon suivante :

On pose

$ 9

9
X

N + 1
X eiO

h

Alors

H

H l N : H - - > H + , H1 (<p) =  *+ ( * N<p).

Les conditions imposées à /  impliquent : || < 1. On trouvera une démonstration de
cette inégalité dans [S, proposition 1],

Pour finir, nous noterons Vn  l’espace vectoriel complexe vec t{ l,x , • • •

¡>JV H -4 H 5 H (é) =  7r_ 5

+

¿V

XN
}

$ N ib

H<pN
* H î ’iV
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Théorèm e 1 (formule d ’inversion) On suppose que le symbole f  possède les propriétés sui­
vantes:

/ >  o,

/  admet la décomposition suivante :

f  =  99, g e  H°° =  H + r\L°°(T), g~l G H°°.

Alors :

(i) T ^ ( f )  e  Aut(Vn )

(ii) si p est un polynôme de type analytique, de degré inférieur ou égal à N , on a :

TNifrHp)
i

9
7T+ ( )P

9

1
-7T+
9 ($ 1n+ $ ( ) )P

g

La démonstration est rappelée au chapitre 3
Cette formule est utilisée dans plusieurs travaux, depuis 1954.
L’article de Widom en 1973 [W2] s’en inspire largement pour étudier le comportement asymp­

totique des déterminants de Toeplitz à symboles singuliers. On peut la retrouver à partir d’une 
formule algébrique d’inversion d’opérateurs sur des espaces vectoriels, due à Kozak, et citée dans 
[BS, prop. 7.15]. La forme utilisée ici est celle établie dans l’article de Seghier [S].

R em arq ue : Dans tout le travail qui suit nous aurons en fait à utiliser cette formule dans le 
cas où le symbole /  est singulier, au sens où il admet des zéros sur T. Dans, ce cas, la formule 
d’inversion ne s’applique pas directement. Nous paramétrons le symbole par un réel r de [0,1[, 
obtenant ainsi une famille de symboles réguliers. Il en résulte un développement asymptotique des 
éléments de T /v(/)-1 lorsque N  +oo et r —> 1. Cette méthode permet d’obtenir un premier 
théorème d’inversion exacte, pour une famille spécifique de symboles(voir ci-dessous).

Inverse exact de Tjv(f) pour /  =
2

où P  est un polynôm e. Conséquences.

Dans ce paragraphe P  désigne un polynôme sans zéro sur le disque unité fermé. 
Notations:

m

P(x) = E
s=U

0sx s avec Vit G [0, l],V x € T P(tx )  ^  0.

On a ici

Notons

f i  =
1

|P |2
=  gigi avec g\ =

1
P

G H°°.

9i

9i
(x) E

u >  — m
7uX •

Théorèm e 2 Tjsf(f) est inversible. Si Von suppose m < N , Vélément de Tjy(f) 1 d ’indice (k -f- 
1, l -h 1); où 0 < k < N  e t O < l < N ,  est donné par

P M / )  ]k+l,l+1

l k

E E
0 s=0

Pk-sPi-s' min(s +  l,s' +  1)
d(k)d(l)

N  +  2 +  A(P)

+
i k

E E
?'=0 s=0

Pk— sPl— s'

p = N + 2 —m p

s+1

E
s'+l

E 7p '- ( N + 2 ) l p - ( N + 2 )  a s,s ' , p,p'

N 1 H *

<P n
H ï-jv N 7T+

+2—  777.
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où

d(k) =
k

E
s ' -O

3 k-s
t
E
p=i

P7p-(JV+2) (s + 1)
+00

E 7p-(N+2)

)

<4(P) =  - 2 »
( P(1)P'(1)

p ) 5

a =  mm (- p + s  +  l , - p '  +  s' +  l )

L’expression précédente se simplifie pour les ternies centraux.

C orollaire 1 (absence d ’effets de bord) On suppose m < k < l < N  — m +  1. Alors

[■Tft ( f )  ^ k + u + i

i k

E E
s ' =  0 5—0

P k - s f i i - s ’ min (s +  l , s '  +  1) -
d(k)d(l)

{N +  2 ) +  A {P ) 5

avec

d(k) =  — (k H - l)P ( l)  +
i

P I

Une application simple de ces résultats : si X  désigne une variable aléatoire discrète telle que

VA: G Z Prob(X — k) — Ck avec \  Ch ~  c~k ~  2^ ^  $  s*  ̂ ^ ® et 0 < p  < 1, alors $  étant
l co =  P

la fonction caractéristique associée à X , et f(9) désignant le symbole f(9) — 1 -  on a

/(* )
p ( l+ p )  11 —et012

2

Les résultats précédents fournissent l’espérance du nombre de passages au point l d’une parti­
cule animée d’un mouvement aléatoire qui se trouve en A; à l’instant 0, pour k et l dans le réseau 
{0 , 1 , . . .  ,iV}, avant de quitter ce réseau, là où Spitzer et Stone ne proposent qu’une évaluation 
asymptotique [SpSt].

L’inverse exact établi dans le théorème précédent permet un calcul de la trace de T jvi/)“ 1 sous 
la forme

Tr ( T V / ) “ 1) = a N 2 + b N  +  o(N) ,

où a et b sont indépendants de N  pour N  assez grand.

Corollaire 2 (T héorèm e de trace) Notons

m m

C(P) =  - E E
u —0

duPu’ max(u, u1),

D ( k ) =  2
m

E du
u —0

k —u —N —1

E
D— — iV — 1

7»

B ( P )  =

N

E
k —N —m

R(P)  =  C(P) -  B(P).

QD(k)\2 - 2 V t ( P ( l ) D ( k ) ) ,

Alors, pour N  assez grand, D(k) ne dépend que de P, de même que R (P),  et on a dans ce cas

T* (Tn Î / ) - 1) =  N 2
|P(1)|2

6
4 - N

2 +  A(P)

3
|P ( l ) |2 + 3 í(P , ( l )P ( l ) )  +  ñ (P ) + o(N).

Observons que dans le cas où /  est régulière (en particulier 1/ f  integrable), la formule de trace 
est de la forme

Tv(TN ( f r 1) =  (N +  l) )
1

f
(0) + E

k £ Z

1*1(
1

/
( k ) lnf (k )  +  o(l)

ce qui est d’une nature différente du cas singulier (voir le corollaire 2).

s,s‘

>
(1) p ( 1)

1 |2



Inverse asymptotique et inverse exact de T/v ( / )

Inverse asym ptotique

On étend à présent les résultats précédents en remplaçant la partie régulière du symbole par une 
fonction f i .  On obtient alors un développement asymptotique de l’inverse.

Soit

A( T) = w T .
kez

$(k) < +00

Théorèm e 3 Soit un symbole

/

où f i  vérifie :
f i  >  Oj f [ e A { T), A e  C^T).

Alors f i  a une décomposition de la forme

h  =  \9 i \ \
1

91
G H °° .

Si on pose

1

9i

oo

E
s-0

PsXS,

k l

ûk,l = Y . E
s= 0 $ — ü

Pit-sfr-s' min (s +  1, s' +  1),

b(k)  =
k.

(s +  1 )/3k-si

alors Tni f )  est inversible et

1
N ['-TN  ( / )  ] fc-fi ,¿+1 =

a>k,i

N  +  2
b(k)b(l)

(N  +  2)2
+

a?;ec

/V—>4-oo
lim oil)  =  0

uniformément par rapport a k et l.

Ce résultat est réellement un prolongement du résultat ’’polynomial” du paragraphe précédent, 
car l ’idée est d’utiliser une approximation de f \  par l ’inverse d’un polynôme, en maîtrisant le reste.

On peut alors énoncer un théorème à la façon de Spitzer-Stone, sous la forme du corollaire 
suivant:

Corollaire 3 (formule de Spitzer-Stone) Si f  vérifie les hypothèses du théorème et si Von 
suppose de plus

E
u£  N

\u/3u\ <  + °° ,

alors:

avec

a 2

2 (N  -f 2) [Tn U)  ^fc+M+i =  min
k +  1
N  + 2

I
N  +  2

(A;+ ! ) ( /  +  !)
(N  +  2 2

+ 0 (1),

lim
7V-J-+00

o i l )  =  0

uniformément par rapport à k et l et

<t2 =
2

4-00

E
S—U

0 ,

2

7

I1 X
2

h 5

+ 2
o(1) 5

E L i T ?

9i e H DO

•+ 1
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On rappelle que Spitzer et Stone ont établi la formule énoncée dans le corollaire 3, avec des 
hypothèses de nature différente et d’origine probabiliste. Plus précisément, ces hypothèses sont :

/
kez
E Ché10*,

kez
E k 2Ck < + 0 0 ,

C-k —  C—ki Vfc G Z ck > 0, pgcdjfc; k > 0 et ck > 0} =  1.

Précisons que les symboles positifs singuliers figurant dans nos résultats font intervenir des 
coefficients de Fourier de signe quelconque, contrairement à Spitzer-Stone. Ce qui nous permet 
de sortir du cadre probabiliste. Le théorème de trace de l’inverse ne peut être obtenu par les 
méthodes spectrales développées par M. Kac, W. L. Murdock, G. Szegô [KMS], d’une part et 
H. Widom [W3] d’autre part. En effet ces méthodes spectrales ne fournissent que des valeurs 
propres extrêmes, ce qui est insuffisant pour l ’obtention d’une trace de l’inverse. Par ailleurs, 
l’énoncé exact de l’inverse, outre son intérêt propre, nous permet d’obtenir un calcul de trace et la 
possibilité d’énoncer l’expression exacte du déterminant de telles matrices ainsi qu’une expression 
asymptotique. Mais en ce qui concerne l’expression du déterminant, ces énoncés ne seraient qu’un 
cas particulier du travail de H. Widom.

Ces résultats participent à un ensemble de travaux antérieurs consacrés aux problèmes relatifs 
à l’inversion asymptotique et au comportement spectral des matrices de Toeplitz. On pourra se 
reporter à [BL], [Kes], [Wat], [W3].

Widom traite le cas des symboles de zéros d’ordre a  complexe de partie réelle strictement entre
1 et —1. Son objectif n’est pas le contrôle des éléments de l’inverse. L’opérateur inverse se trouve 
approché dans ce cas par un opérateur intégral continu et connu. H. Kesten a considéré le cas où 
le symbole est d’ordre a  réel compris strictement entre 1 et 2.

Dans un autre cadre, P. M. Bleher a étudié le comportement asymptotique des inverses de 
matrices de Toeplitz où le symbole est réel et d’ordre /? inférieur strictement à 1. Enfin Watanabé 
a proposé une démonstration d’une partie du théorème de Spitzer-Stone à l’aide d’une approche 
purement probabiliste basée sur les chaînes de Markov : il obtient ainsi la partie principale du 
noyau de Green.

Les démonstrations des résultats exposés dans ce chapitre sont, sauf avis contraire, détaillées 
au chapitre 2

1.2.2 A spect algébrique

Les démonstrations des résultats qui suivent sont développées au chapitre 3. Conformément au 
programme de l’introduction générale, le symbole considéré dans ce chapitre est de la forme :

f(x) =

pn
k=l

P(x  2

X ~ X k
2a

avec a  £  N*, Xk constante complexe de module 1 et P(x)  =  PiX\ un polynôme de degre m, dont
1=0

les racines sont à l’extérieur du cercle unité. La partie régulière du symbole est donc constituée 
par l’inverse d’un polynôme trigonométrique positif, sa partie singulière admet des zéros d’ordre 
multiple et des zéros distincts.

La restriction à ce type de symbole conduit à des théorèmes algébriques de structure, dont 
le but est l’évaluation des deux termes de la formule d’inversion,introduite au chapitre précédent 
(théorème 1). Selon cette formule, on peut écrire, pour un symbole /  > 0, vérifiant les hypothèses 
adéquates, pour lesquelles /  admet la décomposition /  =  |g|2, g G H + :

m

PM /)]*i = ( ï i )w -  (t2)m

OÙ

1 $ (■o if)'



Inverse asymptotique et inverse exact de T/v (/)

( T i ) {7T_i_
9( )
k

(g )5

( T o ) ((
-1

($iV7T+ (9 )) ($iv7r+ (xl
g )))

L’idée de l’ensemble des théorèmes de structure développés dans ce chapitre est la suivante : le 

terme (T2)k,i fait apparaître le vecteur Xk — 7r+ H se trouve que ce vecteur appar­

tient à un espace vectoriel de petite dimension, stable par l’opérateur H qn H$n . Par conséquent 
toute l’information nécessaire se trouve contenue dans cet espace, ce qui donne accès aux éléments 
(?2)k,i par un calcul matriciel. Cependant, bien que l ’ordre des matrices (carrées) intervenant soit 
petit, les résultats ne sont accessibles qu’à l’aide de logiciels de calcul formel (voir par exemple 
le corollaire 4). Les résultats obtenus à partir de ces théorèmes semblent mettre en évidence une 
généralisation de la formule de Spitzer-Stone, en faisant apparaître asymptotiquement des noyaux 
de Green. Ces noyaux sont associés à des inverses d’opérateurs différentiels dont l’ordre est ma­
nifestement lié à l ’ordre de la singularité du symbole. C’est là un phénomène à explorer dans des 
travaux ultérieurs. Ces théorèmes de structure généralisent directement la démarche utilisée dans 

le paragraphe 1.2.1, où nous avions calculé un inverse exact pour le symbole /  =  ^|p*J'•
Quand le symbole est singulier, comme ici, on le régularise par

fr(x) =  f ( rx )

et on applique la formule d’inversion à Tpf(fr), 
On montre alors (cf. Chapitre 2) que

lim[T/v(/r) =  P M / )

quand r tend vers 1.
Enonçons maintenant les principaux résultats obtenus

E tude avec le sym bole /  =
l l - v l 4
p

Nous avons le théorème de structure suivant:

Théorèm e 4 Lorsque f = il—T*X|4 0 < r < 1, on a :

•  Une évaluation du premier terme, (T\)k i pour k < 1 , pour r  =  1 est donnée par :

(

k

E
q~ 0 (E7 =  0

P j ( q ~ j  +  1) ) (E
J = v

j3j{q + ( l - k ) - j  +  1) ) 3

avec (3j = 0 si j  > m ;

•  Xk  — 7T+

•  La dimension de lm H^N est égale à Vordre de la singularité, c ’est-à-dire 2; une base naturelle 

deïmHiN esi { ^ , ( 1 ^ } ;

.  ( I - H l  H *„)
ImH*

est un automorphisme de Vespace ImH$n .

9

k,l

k,l

7 L) fe,i

($ N-7T+ (
Xi
9

e l m i ? *

-1
I* I

I H Ï>7V
* H

$JV7T+
k

X
9

y 2
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L’aDDlication de ce théorème de structure au cas où f =  lai2 avec

9 =
( 1 - x ) 2

Î + 0X
5 m  < i

permet d’établir les corollaires suivants:

Corollaire 4 Supposons que /  =  \g\2 où g =  ' ? |/3| < 1. ¿Uors :

iTa ( l - X
1+0X )]

- î

kd
A

E m  < i,

i4jv («, /, 0)
=  -(A; +  1 )(/ -  TV -  1)A(1 +  N ) ( - N  +  /)(—3TV/ +  2kl -  2/ -  7V +  TVA: -  2 +  2k) fi5

-  (* +  1)(/ -  TV -  1)(-6TV2/2 +  10TVA;2/2 -  5 N 3k2 -  14kl2 +  U N k  -  5 N 2k2l

-  237V2k2 +  67V3/ -  14kl +  57V3 A; -  6N12 +  157V3 A:/ -  20TVA;2

+  67V2/ +  Z2N2kl +  l l N 2k +  3N k 2l -  31 N k l2 +  U k 2l2 +  9Nkl

-  15N2kl2 +  14k2l)f34

-  (k 4 -1)(/ — N  — 1)(12& -  67V2 -  12/ +  64Nkl -  1212 +  67V3 -  12k2 -  36kl2 +  36k2l 

+  36A;2/2 +  887V2 A;/ -  30N2kl2 + U N 2k +  547V2/ -  24N 2l2 -  627V2 A;2

-  10N2k2l +  107V3 A; +  247V3/ -  10N3k2 +  6Nk  +  18NI -  48M 2 

+  30N 3kl -  84N k 2 -  74Nkl2 +  2N k2l +  20N k 2l2)/33

-  {k +  1)(/ - N -  1 )(-12*  +  30TV2 +  12/ +  128 Nkl -  48TV -  60/2 +  18 N 3 -  60k2 +  64fc/

-  44kl2 +  44k21 +  44k212 +  H 2 N 2kl -  30N2kl2 +  W 2k

+  126TV2/ -  367V2/2 -  78N2k2 -  10N2k2l +  107V3 A; +  367V3/

-  10N3k2 -  46Nk  +  1027V/ -  1087V/2 +  307V3kl -  1527VA;2

-  867V A;/2 -  2N k2l +  20Nk2l2)/32

-  (k +  l ) ( l - N -  l ) ( - 6 0  k +  787V2 -  72 +  60/ +  105Nid +  487V -  84/2 +  187V3 -  84A;2 +  82 kl

-  26kl2 +  26k2l +  26k2l2 +  68N2kl -  15N2kl2 -  N 2k

+  1147V2/ -  247V2/2 -  477V2A:2 -  5 N 2k2l +  5N 3k +  247V3/

-  57V3k2 -  64TVA: +  1507V/ -  967V/2 +  15N3kl -  \22N k2 -  497VA;/2

-  ZNk2l +  ÎOTVA:2/2)/?

-  (* +  1)(/ -  TV -  1)(3 +  TV)(i -  TV -  2){k +  2){2kl +  N k  +  6 k - 6 l -  37V/ -  37V -  6)

et

Bjv(/3) =  6TV(7V +  1)2(7V 4- 2)/?3 

+  6TV(1 +  7V)(7V -f 2)(37V +  ll)/32 

+  6(7V +  2)(3 +  7V)((7V +  4)(37V +  1)/? 

+  6(7V +  2)(7V +  3)2(TV +  4).

• On obtient également la trace exacte de T/v(/) 1 :

Tr Tn ( | l - X l 4

|i + Px\2)
-1'

C M
Dn (P)

5 1/31 < 1,

4

2

1 — Y 2

1+0X

N

N 10



Inverse asym ptotique et inverse exact de T/v ( / )

où

Cn {(3) =  N ( N  — 1)(N +  l ) 2(iV +  2)(N +  3 ) (N 2 +  2N +  6)/?5

+ ( N  -  1)(3 +  N ) ( N  +  2)(5N 3 +  31iV2 +  44N  +  42)j34 

+2{N  -  1)(5N5 +  72iV4 +  383N 3 +  912N 2 +  Q98N +  240)/?3 

+2 (N  -  l)(5iV5 +  88N 4 +  Q07N3 +  2048N 2 +  27427V +  480)/32 

+ ( N  +  2)(N +  3) (57V4 +  74N 3 +  397N 2 +  862N  -  918)0 

+(7V +  2 )(7V +  3 )(7V4 +  18 N 3 +  1337V2 +  5107V +  598)

et

D n ((3) =  4207V(7V +  1)2(7V +  2)/33

+  4207V(7V +  1)(7V +  2)(37V +  11)/?2

+  420(7V +  2)(3 +  TV) (TV +  4)(37V +  l)/3

+  420(7V +  2)(7V +  3)2(7V +  4).

Supposons que x et y soient liés de sorte que

lim

où x et y G [0,1]. Alors :

C orolla ire 5

i V —> 0 0

k

N
— x et lim

N —y 00

/
TV = y

1

T V 3
T -1

]x,y G 4{x,y) + 0(
1
N )

G y )  — (0 -f l ) 2 (
- x 3

6
+

x 2y

2
2 2 XV +

x3y1
2

-f
x2y 3

2

x3y3
3 ) si x <  y,

Gi{x,y)  =  (/3 +  1)2 (- y 3
6

+
y x

2
2 2 . x y +

x3y2
2

+
x2y 3

2
x 3y 3

3 ) si x > y.

É tu d e  p o u r  le sym b ole  /  — |1 — x |2a, a  € N

Par la suite nous désignerons ce symbole comme le cas m ulticanonique (canonique pour a l) .  
Comme précédemment, nous commençons par établir un théorème de structure.

T h éo rèm e 5 Soit f  =  |1 — r \ \ 2a, oc G N, 0 < r <  1. Alors, pour r =  1 :

• X k = n+ (êN 7T+ ( £ ) )  e  I m hzn.

(Ti)u =
1

( ( a - 1 ) ! ) 2 ( a - 1  !
(a — 1 +  l — k)\

a - k ) \

(a +  l - k ) \

( l - k  +  1 !

+
(a +  k — 2)! (a +  l -  2)!

i a - i ) !
+

(a +  l — l)\ (a +  k — 1)!

fc! Il )

• La dimension de Vespace lm H $N est égale à a,  une base naturelle de ImH £N étant

{ x3
( i ~ x  ),+i

3

11

o oc 1

k 1

N f
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Im H l
est un automorphisme de lmH$N.

Nous allons appliquer ce théorème au cas a  =  2.

Corollaire 6 Soit f  =  |1 — x |4.
Alors le terme général de T /vf/)“ 1 est donné par :

Tn  (|1 - x | 4)
k , l

1

6
(l +  l)(l +  2 ) ( Z k - l  +  3)

1

6
( *  +  l ) ( J  +  l ) ( *  +  2 ) ( i  +  2 )

x
(6N2 -  3N k -  3NI +  27 N  +  2kl - 6 k - 6 1  +  30)

(N  +  2)(N +  3)(N +  4)

R em arque : On peut également retrouver ce résultat à partir du corollaire 4 en faisant (3 — 0.

Corollaire 7 La trace exacte de Tn  (¡1 — %|4) 1 est

Tr 1
-1 1

420
(N  +  1 )(N  +  5)(iV2 +  67V +  14).

Si l’on suppose que k, l et N  sont liés par

k
NN —+00

lim lim
/V-rOO

l

N = y
on obtient:

C orollaire 8

1

N
Tn (H -  xl*)-1

k, l
=  G4(x ,y ) +  o (

1
N )

G A x,y )  =
-a:3

6
-f

x2y
2

x3y 2
2

+
X

2

x 3y 3

3
si x < y

GA x.y )  =
6

4- 2/2^
2

x2y2 4- x 3y 2
2

4- x 2y 3
2

æ3?/3
3

x > y.

G±(x,y) est le noyau de Green associé à l’opérateur dérivée 4-ième sur [0,1], =  g) avec 
les conditions limites données par :

0 =  /(0 ) =  /'(0) =  / ( l )  = / ' ( ! )

E tu d e  pour le  sym bole  /  =  |(1 -  XiX)(l -  X2X)\2 où |x i| =  \xi \  =  1 et x i  ^  X2 - 

Nous commençons avec le théorème de structure suivant:

T h éorèm e 6 Lorsque f r =  1(1 -  ryiYÏÏl -  rv2y )|2 où |x i I =  1X21 =  1, 0 < r < l e * p  =
1

Xi -X 2

• t/ne évaluation du premier terme {Ti)k,i pour k <1, est donnée par:

(T i)kj  =  \p\2

k

Y .
3=0

a j a j+n k) où a j  =  x j+1 -  X2+\  Pour r = l - (1.2)

( r h * H )

N 1 X
4

3

.2 ,3y
X

,2y -f



Spectre extrême

• L ’espace ImH £n est de dimension 2, une base étant { î î
1-rxiX l~rX2X }

• Xk(r)  =  7T_j_ ( f r ) )  es  ̂ donné par :

X k(r) = M 2 E  (X +  C“ 1)') (1 -  r4)rN+2j~k+3

k
1

1-rxiXj =0

“ M2 E ( - l ) " +2i“ ^ 2 i 1 +  ( - 1)')  “  r4)rN+2j~k+3

k

3= 0 1 ~  rx2X

1

Im H1
est un automorphisme de lmH$N.

C orolla ire 9 Soit f  ~  \g\2 où g — 1 — %2. Alors pour k <1, on a :

T n U T 1 k, l

1 + 1 - 2

0

k +  1 — 2

(k +  l)(l  4- 1)(5 +  2N  +  (-1)<1+;V))
(27V2 +  12N — (—1)N +  17)

lk((—l) +  7 4- 2N)
(27V-2 +  12N  — (—1)” 4- 17)

si k et l pairs

si k + 1 est impair

si k et l impairs

C orolla ire 10 Un développement exact de la trace est donné par :

iv [îM/r1] = i
24

(7V +  4)(7V 4- 2)
(2 TV2 +  2 N ( - 1 ) n  +  147V +  3(—1)^ +  21)

2 N 2 +  12N +  1 7 - ( - l ) N

+
1

24
N (N  4- 2)

(27V2 +  18 TV +  2 N (—1)(1+n> +  5 (- l)< 1+JV) +  37)

2N 2 +  127V 4-17 -  ( - i r

1

12
(7V +  2)

(27V3 +  207V2 +  3 N (—1)n  +  577V +  6(—1)^ 4- 42)

27V2 4- 127V 4-17 — (—1)N

Corollaire 11 Si l ’on suppose que limjv->oo =  x et limjv^oo —V> alors,

— [TN ( \ l - x 2\)]k l = 8 x y  -  m i n ( x , y ) + o ( — j  .

C’est à notre connaissance, la première fois que ces formules apparaissent. Toutes les formules 
exactes ont été vérifiées numériquement.

Parmi les auteurs dont les travaux concernent l’inverse exacte des matrices de Toeplitz, il faut 
citer en particulier Trench dont la bibliographie sur le sujet est impressionnante. Trench a établi 
des formules récursives qui permettent le calcul de l’inverse des matrices de Toeplitz bandes, et 
il traite ce problème de façon exhaustive. Cependant sa méthode ne considère pas le cas d’un 
symbole singulier et ne permet donc pas de mettre en évidence des noyaux de Green associés au 
type de singularité du symbole. Remarquons enfin que par exemple dans le cas d’un symbole 
à singularités multiples; nous sortons des hypothèses du théorème de Spitzer-Stone, mettant en 
évidence un noyau de Green associé à un opérateur dérivée seconde sur [0,1], avec cependant des 
conditions limites différentes.

1.3 Spectre extrême des opérateurs de Toeplitz

Dans [GS], Grenander et Szegô établissent le résultat suivant : si f  E L 1 (T), /  étant essentiellement 
bornée par m / =  inf /  et Mf  — sup / ,  alors

T j

13

(I h *
't’Ah

$ Nr7T+
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i) Spec(T/v(/) C [mf ,Mf]
ii) Si \ q(N) <  Xi(N) < ■ • • • <  \ n (N) sont les valeurs propres de Tjv(/), alors lim Xq(N) =  m /

TV—>00
et lim Àjv(iV) =  M /.

i V —> 0 0

Le comportement asymptotique des valeurs propres extrêmes se trouve au centre d’une série 
de travaux, que je vais tenter de décrire en donnant leur rapport avec mes résultats.

Ce chapitre a pour origine la lecture de deux articles de H. Widom et S. Parter, cités en [Wl] 
et [SP]. S. Parter, dans son article, énonce un théorème donnant une évaluation asymptotique des 
valeurs propres extrêmes d’un opérateur de Toeplitz Tn ( / )  associé à un symbole /  vérifiant les 
hypothèses

{
/  est une fonction réelle, continue de période 2tt dont le minimum m  est atteint au seul point 0; 
la dérivée f<2a>(0) =  o 2 est la première dérivée non nulle.

(1.3)
Nous avons le théorème suivant dû à S. Parter:

T héorèm e 7 (S. Parter) Considérons les hypothèses 1.3 avec a  — 2. Alors si Xk(N) est la 
k-ième plus petite valeur propre de Tjv(/), on a:

\ k( N)  =  m  4-
a 2
4

[2k - f  l ) 7 r  +  Ek
2 (N  +  3) )

4

4- o ( )
1

N 4

Ek est déterminé par

tan (
(2k 4" 1)tt 4- E}~

4 ) =  (—1) tanh (
2k 4~ l)7r 4- Ek

4 )
On peut considérer que les idées aboutissant à la méthode mise en œuvre par Seymour Parter 

remontent à l’article de Kac, Murdock et Szegô [KMS], datant de 1953.
Les auteurs traitent le cas où a =  1 et démontrent qu’avec les hypothèses (1.3) on obtient 

l’équivalence
<T2 7T2

A
2 N

k2
(1.4)

L’idée qui sous-tend ce résultat est la suivante:

Il suffit de démontrer 1.4 par récurrence pour des symboles /  qui sont soit des poly­
nômes trigonométriques de degré 1, soit des inverses de tels polynômes.

Le cas des polynômes trigonométriques d’ordre 1 a déjà été traité dans l’article de M. Kac [K] 
en 1946.

L’idée nouvelle est ici que si l ’on peut encadrer les fonctions vérifiant (1.3) par des symboles 
spéciaux précédents et utiliser alors le théorème de Weyl-Courant (cité dans [SP] par exemple) 
pour en déduire (1.4) pour tous les symboles vérifiant (1.3).

En 1956, Widom dans [Wl] améliore l’approximation (1.4) quitte à renforcer légèrement 
l’hypothèse (1.3) qui est remplacée par (1.5) :

k

/  est une fonction réelle, continue de période 2n

/(0 )  =  M  est l’unique valeur où le maximum de /  est atteint

f(Q) est paire et dérivable jusqu’à l ’ordre 4 avec a 2 =  — /"(0) ^  0.

(1.5)

k N m



Spectre extrême

Alors si k est fixé, on a

^k(N) — M  —
a 27T2k2

2(iV + l ) 2 (i  +
a

N  +  l )-f O( )
1

N3 (1.6)

où a est une constante dépendant de /  que l’on peut calculer (cf. [Wl]).
Widom reprend de [KMS] l’idée qu’il suffit de montrer (1.6) pour une classe particulière de 

symboles, en l ’occurrence pour les polynômes trigonométriques vérifiant (1.5) et dont les zéros 
complexes de /(# )  -  M  sont simples. Par des encadrements de fonctions vérifiant (1.5) au moyen 
des polynômes précédents, et avec l ’argument de Courant-Weyl, il en déduit (1.6) pour la classe 
de symboles vérifiant (1.5).

Mais l’idée nouvelle de Widom est de remarquer que les valeurs propres A&(iV) de Tjv(f)
vprifipnt

a k{N) = f(ek)
et puis de caractériser les pour lesquels f(0k) est valeur propre. Précisons rapidement ce point. 

Si /  est un polynôme trigonométrique vérifiant (1.5)

m  =
k

E
j — — k

Cjeîj0 avec Cj =  c_;-,

on forme le polynôme caractéristique

P(z , A) =  zk (
k

E
3 = -k

CjZ3 — A)
Alors il existe ô >  0 tel que pour A e ] M  — <5, M [ — / ,  les racines de f(0)  — A et les racines 
correspondantes pj =  eî0j de P(z ,  A) sont simples. De plus A est une valeur propre de Tw(f)  si 
et seulement si les p satisfont à

D =  0 avec D — E
PÎ ,¿>2,«

(,Pi - - ' Pk)k+N+1
F

s < t
n { P s - P t f ,

où la sommation a lieu sur toutes les combinaisons de k racines de P(z ,  A).
Remarquons que Widom s’intéresse aux grandes valeurs propres ce qui est théoriquement 

équivalent à l ’étude des petites valeurs propres. On peut donc énoncer les résultats de Widom en 
termes de petites valeurs propres .

En améliorant la condition D  ~  0 de Widom, Seymour Parter donne une équation aux valeurs 
propres valable pour tout ce G N et dont l’exploitation permet le développement asymptotique des 
petites valeurs propres pour a =  2, donné par le théorème énoncé au début de ce chapitre.

Nous proposons dans cet article un point de vue radicalement différent basé sur une idée 
géométrique. Cette idée est que l’on peut interpréter T ^i f ) ,  sous certaines hypothèses de régularité 
de / ,  comme un projecteur d’un espace de Hilbert (à un facteur multiplicatif près).

Cela conduit à une formule d’inversion analogue à celle du paragraphe 1.2.1, mais avec des 
hypothèses différentes concernant la factorisation de / .  Nous indiquerons par ailleurs au chapitre 
4.1 une démonstration basée sur une formule de Kozak, qui m ’a été communiquée par Estelle 
Basor.

Des formules d’inversion des opérateurs de Toeplitz apparaissent dans [RRS], [KS] ou [W2].
La formule d’inversion utilisée dans cette thèse permet l’estimation asymptotique des valeurs 

propres extrêmes et l’on retrouve ainsi le théorème de Seymour Parter.
Cependant les hypothèses présidant à la formule d’inversion utilisée sont plus générales que les 

hypothèses (1.3). Nous illustrons dans ce travail cette généralisation par deux exemples.
Dans le premier, nous donnons 2 théorèmes de structure qui montrent que lorsque le symbole 

possède un minimum multiple (comme 1 — cosp6, p  € N), l ’information sur les valeurs propres

15
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extrêmes de Tjv( 1 — cos p6) est contenue dans la restriction des opérateurs de Hankel à un sous- 
espace vectoriel de dimension p  de L2(T). Citons de façon précise le deuxième de ces théorèmes 
(l’énoncé du premier est donné dans le chapitre 4), utile pour le symbole /  =  |1 -  x2p\2

T héorèm e 8 Soit f \  r =  gi rg2 r où r € [0, 1[, soit

<
9 l , r  — n

£ i E U v

92,r = n
ei£Np

(£iXo ~  rx ) ( £ i Xo  ~  r x )

(£iXo -  r x ) ( £ i X o -  r x )

où Up désigne Vensemble des racines p-ièmes de — 1, et ou Np est le groupe des racines p-iemes 
de 1. Si on pose

9 N =  ! h L x W  e t ^ N =  ^ x N+\
92, r 01, r

et si on définit les opérateurs de Hankel H<$>N et par Tj^(f):

V

\ / ( p £ H 2 H ^ i y )  = T r + ( $ N ip),

alors :

(i) Vespace

F — vect
eiX$ ~ r \ £iXo -  rx{

1 1

}SiÇzUp

est stable par I  — H^n H$n . On note A 2p la matrice représentant (I — H^n H$n ) dans
F

la base s — , ---- ----- ?axo-rx  J £.eU

(U) A 6 [0, 4] tel que À =  1 — Xo | est une valeur propre de Tn  ^|l — x 2p\ j  si et seulement si 

Y0 =  e2̂ ° vérifie :

r —>1
lim d et(A2z>) = 0  e t \  — 2(1 — cos2ü#0)-

En appliquant ce théorème pour p  =  2, nous obtenons le théorème suivant:

T héorèm e 9 Soit \k (N )  la k-ième valeur propre de Tjy (|1 — X2|2), on a

\ k(2N) =  \ k(2N -  1) = ( /C7T

N  4-1

2

)
1

12 (N +  1
kir

)
4

-f- O (AT5
1

)
Dans le second exemple, nous montrons comment cette idée géométrique permet le calcul de la 

perturbation des valeurs propres en fonction de celle du symbole: cela s’avère possible dès qu’on 
a accès à la perturbation des opérateurs de Hankel, définis ci-dessus.

A titre d’illustration, nous considérons le symbole

m =Il -  yI2

|i -Æxl2
5 m < i

comme perturbation du symbole 11 — x |2- Nous établissons alors le théorème de perturbation 
suivant:

e H 2+ H ( 7T ( i ¿Vv>)

H<*N



Spectre extrême

T héorèm e 10 Notons Xk(N) la k-ième valeur propre de Tn  (|1 — x |2) et Xk, ¡3 (N) la k-ième 

valeur propre de Tn alors on obtient alors :

17

\ ki(3 ( N ) = \ k(N)pk(N,f3)

où

14-
+  oN{p) 1 sin +  <e)

1 — COS 2kir [ c 
N + 2 - r  S

P2k

1 +
2/3 ( 3 % ¥ + o n (P) sin *

1 +  3 2 — 23  cos 2Â57T

/Y+ 2 )

1 +
8 N-j-2 ■f ONm ]sm ((2k-\~l)7T

A f+2 +  Î )
1 — COS (2kn

N + 2 + i

et

où

P2k+l {N, P) =
2/3 k "  (!tj$ î + î

3

1 +
1 +  /?2 - 2 5  cos ( 7V+2 )

(f>(Njk) =  (—1) 2 sin (fc 7T
N + 2 )3

^(AT,fc) =  ( - l ) fe2cos ((2 * +  1)
iV + 4 7T
7V + 2 2)3

l £ l < 0
a(N ,  k)

N  +  2 +  on (/?) 3 a  étant 6 ou é  suivant la parité de k

oa ( )
1

N
à ¡3 fixé,

o n  { f i )  =  o(/3) à A/ /ïxé.

Parmi les travaux récents sur le sujet, on se doit de citer ceux de Stefano Serra [StSe], Cet 
auteur retrouve entre autres le comportement asymptotique de la plus petite valeur propre de 
T/v(/), autrement dit Ào(iV), en ayant comme seule hypothèse sur /  :
/  6 L1(T) et /  — inf f  ~  \x — xo\2k au voisinage de la position xo du minimum de /  impliquent 

Xo(N) — inf /  — 0 ( 1 / N 2k).

Enfin^nous achevons ce travail comme nous l’avons commencé, par la géométrie.
Soit A un polytope de Rd et A sa trace sur Z d. Si IIa représente la projection orthogonale 

de L 2(Td), T d étant le tore de dimension d: H 2(A), on définit l’opérateur de Toeplitz associé à 
A et au symbole /  par X a(/) =  IIa(jP(/))IIa. Là encore, comme en dimension 1, sous certaines 
hypothèses de régularité de / ,  l’opérateur T \ ( f )  est un projecteur d’un certain espace de Hilbert. 
Cette interprétation donne lieu à deux théorèmes d’inversion adaptés au calcul du spectre de 
Ta ( f )  en dimension d. Cela représente une ouverture essentielle : avoir une méthode qui résiste 
au passage aux dimensions supérieures à 1, tout en permettant de traiter la dimension 1, cadre de 
l’exposé des premiers chapitres.

Les différentes formules d’inversion, (théorèmes 12, 16) ainsi que les démonstrations de ces 
théorèmes sont rédigées dans le Chapitre 4.

N ß\

( ß ) =  o

(11 X
2

1 QX2)

3$
Sf-1-2

0 $ (N.k)
N4-  2 + on

kn
N+2

ß t N ,k
N + 2 + ON 0)

N k)

+N -2
2kix



Chapitre 2

Inverse asymptotique de la 
matrice de Toeplitz à symbole 
singulier et noyau de Green

2.1 Développement exact pour f  =  \1 — xlVl^l2

On se propose dans cette partie de donner des expressions exactes des éléments de (T/v(/)) 1 avec
m

f  =  |1 — x |2/ |P |2, où P  est un polynôme trigonométrique de la forme & X S, P ï  0.
5 = 0

Ces expressions sont données par le théorème 2 et son corollaire 1 énoncés au chapitre 1.

R em arque : La démonstration de ce théorème repose principalement sur la formule d’inversion 
(théorème 1) donnée au chapitre précédent. On procède en deux étapes, la formule d’inversion 
ne s’appliquant qu’à des symboles réguliers. On considère dans un premier temps une famille de 
symboles “réguliers” obtenus à partir de /  par une approximation que l’on précisera.

Démonstration du théorème 2 :
On utilisera dans la suite la formule d’inversion énoncée dans le théorème 1, dont une consé­

quence est :
Si /  >  0, si /  =  gg, g ,g~x e  H°° , alors

t

où

et

(T!)*,, = (K+ (Xk/9),K+ (xl/g))

(T2)k,l = ({I -  H #n H<s>n ) 1-K+^NTT+ (xk/g),TT+^ N'K+ (xl/9))

Dans la suite, on fera allusion à ( ï i ) ^  et (ï^)^/ sous le nom de premier terme et deuxième terme 
de la formule d’inversion.

\ l - reie\2
On va évaluer ces deux termes pour le symbole régularisé f r (e ) =  - . Q  ' avec 0 < r <  1.

\ P \ e il
C alcul du  prem ier term e d e la form ule d ’inversion.
Calcul de 7r+(xk/g)- 

On a

tv+ (x k/g) = Y , p u'K+(xk- u/ { l - rx))

m

u —0

18
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Développement exact pour f  =  |1 — x\2/ \ P\ 2

=  E  M { x k~u+1 -  rk~u+1 ) / ( l  -  rx)

m

u = 0

k —m

= E  P k s X i X s+l ~  rs+1)/{ 1 -  rx).
s=(J

En effet:

Tr+txVCi-rx) = X®/(1 —
= x 7 ( l  -  rx) -  x{rs+1xl{ 1 -  rx)) 
= x(xs+1 - r s+1)/(l-rx).

Le premier terme de la formule d’inversion est alors, en posant ¡3U =  0 si u > m :

A = (tt+ (x /g),n+(xl/g))

= E  E & -A -'< (X ‘+1 - 7'S+1)/(1 ~rx),{x' -  r +1)/(1 -rx)>-
5 —0 5—0

On a ((xs+1 — / ( i  — rx )5 (x s+1 — rs,+1) / ( l  — r%)) =  rls s l 1̂ — r2rnm(5+ M '+ i)/( i _  r2 ĵ  ̂

En effet le produit scalaire ci-dessus peut s’écrire:

<XS+1(1 -  (r%)s+1)/(l -  rx), (X*,+1(1 -  (rx)5/+1)/(l ~ rx)).

Un calcul élémentaire donne r s 5 (1 —r 2(s' +  l ) ) / ( i  _  r 2 ) si s >  s', et donc A.
C alcul du d eu x ièm e term e de la form ule d ’inversion.

f  Xk \Calcul de 7 r _ j _ ^ t -  ] — Xk- 
\ 9 J

Compte tenu de la formule d’inversion, l’idée est de calculer Xk en le décomposant dans une 
somme de deux espaces adaptés à l’opérateur (I — Hqn H$n )~1 . Le calcul repose sur le lemme 
suivant.

L em m e 1 Le vecteur jtzpz est propre pour Vopérateur ( /  — H£n H<&n ) 1.

Démonstration : Pour montrer que — -—  est un vecteur propre de (I  — H$* H$N ) 1, il suffit,
1 - r x  N 

en utilisant la formule de Von Neumann, d’établir que ---------est un vecteur propre de (H$*n H<ï>n ).
rx

Il faut calculer :

7r_ (X
n +i9i\X) l-rx

9i (X) l ~ r x 1 - r x

1

) =  7T_ (
9i (x)
9i(x) 1 ~ r x

X N-\-l

7T_

( E
u > —m

1uXu+JV-fl

1 ) u>—m
E l u

y,u-\-N -f-2 ÿ

1 -  rv g A l  r)  1 - r x
9i(r) XrN+2

H ( )
1

1 (x
n +i9i(x ) 1 - r x X r N+2 9i (r )

)9i{X) 1 - r x 9i

r N  4-2 9 i \ r )
9 i { y r ) (u>—m

oo

E 7u
u+iV+2

K
1 - r x

r N + 2 9i(r)

9 i { l / r ) (u >  — m

oo

E l u
r u

1 - r x
)

r N + 2 9i{r)
9i{>-/r)

(

OO

E
it>—m

l ur u
1 - r x

1

19
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20 Inverse asymptotique

2( N + 2 )  g ì  (r) 9l (r ) 1 _  2(7V+2) 1 f , /  s

§i(l/r) <?i(l/r) l - r X 1 -  rx

. „ , PiO) 9i(r) ,
ou l’on a pose _ , ; —t t t t  =  <?(r).

Öi(l/r) 9i ( l / r)
(On remarque que G (l) =  1 et que G'(l) =  2A(P) =  -4 R  (P (1)P (1)/|P (1)|2) .)

Nous allons décomposer Æfc sous la forme x k — x'k -f ykl où a:'A: et yk sont respectivement 
proportionnel et orthogonal au vecteur 1 .

On a:

n+{xk/ 9) = -  rs+1)/( l  -  rx).
«

et

Âr7T+ =  X(N+2) E  T'uX“(1 _  rx ) / ( !  -  rx) ^ E & - - S(xs+1 “  r*+1) / ( 1 ~  >

finalement

7r+$Ar7T+ = ]T  71 + ( x N+2+ulu^2 ßk-s(x$+1 - r s+1) / ( l -rx )']
^ 9  '  u > - m  \  s= 0 /

et en développant on obtient:

k / —N —2+5-}-1

ß k - s  f E  ïu(x~{N+2+u)+s+1 -  rN+2+u+s+1)/( l  -  rX)
5=0 \  u——m

+  E  % ( r N+2+u~s~1 -  rN+2+u+s+ ! ) / ( i  -  rx)  ] •
u > m a x ( - m ,—JV—2 + s + l )  /

Ce qui donne, si p — N  -f 2 -f u:

Xp~s~ 1 — rp+s+1 rp -s - i  _  rp+5+i
Xk = ¿2i@k~s E  7p-(^+2)----  1 —-------- + E  T p - ( J V + 2 ) ------- j— —;------ •

5=0 p = 7 V + 2 -m  A p = 5 + 2  A

Posons Xu — x lu +  yk avec x’h — (A tN .r ) / ( l  -  rx)  où

 ̂ ^-.s+l—p „ s + l —p

ï * = e â -  e  x r ; --- --
5 = 0  p = 7 V + 2 —m

et où l ’on a posé :

A; 5+1
A N tk,r  = ^ 2 ß k - s ( r s+1  ^ 2  %-(N+2 )(r~p - r p)

5 = 0  p = N + 2 —m

+ ( E  Tp-(iv+2)rp(r <s+1) - r s+1)) .
p > s + l

Un calcul direct montre que :

( r r ^ * )  =  »*(»•) =  °-

La décomposition annoncée est donc réalisée.

X
k

9

.,*+1XK —Sß

s+l
( N + 2)V  —

rX



Développement exact pour /  =  |1 — x\2/ \ P\ 2

L em m e 2 Le deuxième terme s ’écrit:

( ( / -  H<t,*NH<t>N) 1 x'k,x'i) +  (yk, y i ) .

Démonstration : Calculons : H^N(yk) =  7r_($jvy*). Pour cela il faut, par linéarité de la 
projection, évaluer :

Vi —

ou encore :

7T_

avec — p +  s +  1 > 0, TV -f 2 +  -U > 0, iV +  2 +  w - p  +  s +  l  > 0 .  Or:

tt_ ((xJV+2+u_,H', -r->H-*+1xJV+1+tt) / ( l - r x ) )  =
^  ^ j . J V + 2 + u - p + . + l  _  r - p + . + l r J V + 2 + „ ) / ( 1  _  =  Q

Le deuxième terme vaut donc :

7t- U i  -  H^n H^n ) 1 (x'k) + y k, ( x [ + y i ) \ .

On conclut avec le lemme 1

Nous sommes en mesure maintenant d’établir le résultat annoncé (théorème 2) par un calcul 
direct.^

--------  étant vecteur propre de l’opérateur H$n H&n associé à la valeur propre r2(N+2^G(r),

on peut écrire :

/ ( T rj* rj \ ~ 1 / / \ / /A Ak,N,rM,N,r 1
\ y  (Xk ) i( Xl ) /  ~  l _ r2 l _ r 2(N +2)G(r)  '

Il reste donc à calculer (yk^Vi) qui est combinaison linéaire des termes:

j  P +S-fl _ 1 yç — p '+ s '  + l  _ y.—p '+ s '-{-1 \

\  1 - rx  ’ 1 - rx  /

Or on a des égalités de produits scalaires

! x v ~ r v Xv' ~  r v' \  =  ! x v - r v l - r x  Xv' ~  r v' 1 -  rjç \  =  l Xv ~ r v Xv' ~  r v' \  
\  1 -  rx'  1 ~rx j  \ l - r x  l~rx  1 -  rx 1 ~ rx f  \  1 -  r* ’ 1 -  rx J

On retrouve un calcul déjà fait et on obtient rv v' 1 si v f < v. D ’où:

(Vk,yi) =
k i

E E
5 = 0 5' =  0

Pk—sPl — s

5 + 1

E
p = N + 2 —m  p — i v + 2 —m

5 + 1

E l p - ( N + 2 ) l p ' - ( N + 2 )
r \p - p '  + s ' - s \  2

i  _  „2 i n f ( 5 - p + l , s  — p + 1 )

1 — r2

En posant (yk,yi) =  on peut écrire l’expression suivante de J (Tj^fr) J  ̂  ̂ pour r <  1 :

(TV/r) 1 k E E
fc z

5 = 0 5 '= 0

Pk — S 0 l  — S r |5- 5'|
_  r 2 m m ( s + l , s  + 1 )

1 — r2

-f
A-k,N,rAlN,r

1 — rz 1 _  r2(iV+2)G/r)
1

<■*,/,r-

21

E
U

7 iV + 1 1 rx

1 rx

s + l —p r s + l - p

1 rx

E
u m

l u
X

/V+l+u

1 rx
*

s + l  — v r s - f  1 - p
5

4-

uX
u

X
m

r X

r
1 — 7

+1 -f 1
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22 Inverse asymptotique

En remarquant que

ANk - f  \
^  =  E  & * - •  E  % - ( N + 2 ) P  +  (S  +  1 )  E  % - ( N + 2 )  ,

s= 0  \D—0 v > s + 1 J

on obtient finalement

lim \(TNf r) M =  ak,i -  'N '\ ^ ^ A ( p \  +  Ck'hr-+l L J A;+1,Z4-1 N  ~h 2 - f  A(P)

où akj,d(k),d(l)  ont été précisés au début de la démonstration et où : c^/ =  limr_n c^,/,r =

k l 5+1 s ' + l

EE P k - s P l - s '  E E 7p_(jv+2)7p'-(iv+2) inf(s -  P + 1, S1 -  p1 +  1).
s= 0  s '= 0  p ~ N  -\-2—m  p '=7V +2—ra

Reste à prouver que (TNf r)kl u+1 =  {TNf ) k+l l+1.
Pour cela on écrit:

{TNf ry l (TNf ) =  (Tn U ) - 1 (TNf r) +  (TNf ry 1 (TN ( f  -  f r) ) .

Comme N  est fixé, lim ^ x  (T/v(/ -  f r)) =  0, d’où limr_+i (Tjvfr) 1 (Tjsrf) =  In , qui est ce que 
Ton voulait démontrer.

On en déduit maintenant les corollaires 1 (absence d’effets de bord) et 2 (théorème de trace). 
Rappelons-en les énoncés succinctement 
Corollaire 1 Supposons m <  k, l < N  — m, alors

-  ((* +  l )P ( l )  +  P '(1)P (1)/P (1)) ((l +  l )P ( l )  +  P '(1 )P (1)/P (1)) /  ((N  +  2) +  A ( P ) ) . 

Démonstration du corollaire 1 : Si k <  N  — m, alors il est clair que

k 5 + 1

£&_sQrp7P-(;v+2))=o.
5 = 0  P—l

Pour ces valeurs de A;, le terme d(k) est

k /  oo \

d(k) =  -  E ^ fc _ s(s +  1) | ^ 2  7p_(jv+2) J j
5 = 0  \ p —s-{- 2 J

pour k >  JN — m — 1. Le terme de plus petit indice de la somme 7p_(jv+2) e s  ̂ J s - N  avec
p = s + 2

s — N  <  k — N  < —m — 1, soit s — N  <  —m. D ’où, finalement, pour ces valeurs de k

oo

d ( k )  =  -

ou, en sommant

d(k) =  -(fc +  l )P ( l )  -f
p'(i)p(i)

p ( i )

T, •i t r - i
I Jfc+M+l

l k

E
s —0 S --0

E 3K — S 'h-s' mm ( s +  l . s '  +  l

k

i
d—V

ßk — S s +  1
n i

Tllr

P k - S S +  1
P(l)

“ (1/

1 r2

d (k d il



Développement exact pour f  — Il — x\2!\P\2

Corollaire 2 [Théorème de trace]
Sous les hypothèses du théorème 2 on a :

Tr (T M /) - 1) =  N 2\P{1)\2/Ç> +  N  |p (i) |2  +  3 î(p '( i)p (i))  +  # ( p ) )  + 0(N), les coefficients

de N  et N 2 ne dépendant pas de.N pour N  assez grand.
Démonstration du théorème de trace :

La démonstration se fait en deux étapes :
Prem ière étape

On établit la formule annoncée ci-dessus.
Contribution du premier term e de la formule d ’inversion à la trace.

Si m -f 1 < k < N  le premier terme s’écrit:

k  k
Û k . k  = 53 53  P k - s 0k - s >  min (s + 1, s '  +  1)

5 = 0  s '= 0  

k  k
= 5 3  53  min(̂  - u + l , k - u '  +  1)

u—0 u' — 0 
m m

—  53 53 P u P u <  min(A; -  u  + 1, fc -  u '  + 1)
u= 0 u' =  0

(
m m  \ / m m  \

53  53 &*&*' ) +*) ~ f 53 53 P u @ u '  m a x ( u > u ' )  J  ■
u—Ou'—O J  \u = 0  u' = 0  J

Soit finalement

avec

ak,k = \P(l)\2(k +  l) + C(P)

C ( P )  =  -  53 53 P u P u ’ max(u, «')•
m m

t£—U U 1

La contribution des m  premiers termes de la diagonale est une constante. Elle est en o(N ). La 
contribution des premiers termes de la formule d’inversion à la trace est donc de :

T±(N) -  |P(l)|(iV + 1 )(N  + 2)/2 + NC(P)  +  o(N).

Contribution du deuxièm e term e de la formule d ’inversion à la trace.
Si A; <  N  — m, alors d(k) a la forme obtenue dans la démonstration du corollaire 1 et le 

deuxième terme de la formule d’inversion est alors

I
N  -f 2 -f A(P)

<(k +  1)2|P(1)|2 -  2(k +  1)3?(P'(1)P(1)) +
P'(1)P(1)

P (l)

2

)
N +  2 +  A(P)

A(P) =  -23?
P' 1 P I

( \P Dl2 )
où

Pour les termes de la diagonale d’indice k >  N  — m, nous allons montrer que le deuxième terme 
est la somme de

(k +  1)2|P (1)|2 -  2(k +  1)3£(P'(1)P(1)) +
P '( l)P f l]

P I

2

N  +  2 +  A(P)

et d’une perturbation d’ordre N .  Cette perturbation s’obtient au moyen d’un calcul simple mais 
demandant beaucoup de précision. Voici les détails de ce calcul.

23

d (k)
2

2+AÍP)
3
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On a d(k) =  a(k)  -f 3(k) où

a(k) —
k s + l

E
5=0

f l k - s E
p=x

P l p - ( N + 2 )

/3(k) =  -
k DO

5 = 0

A -E
p = s + 2
E P 7p-(A T +2)

Un calcul direct sur a(fc), en posant tx =  k — s et p1 =  p — (N  4- 2), donne :

a(k)  =  (N  4- 2)
m k—u—N —1 rn k —u—N —1

E
u=0

E 7p' + E
u=0

Pu
p' — — m
E P'ip’

Pu

k—u —N —l

E
p'

7p' +  o(iV)

car 7p =  0 pour p <  —m et k — u — N  — 1 < 0 .
De même, en posant & — 5 =  w, un calcul direct donne :

171 _ (  p m  M - i - u  \

¡5{k) =  -(̂ +l)Ê u rpnT“ E 7 p -(n + 2 )  j
u~ 0 y ' ' p ~ N + 2 —m  J

^  5 / p ( i )  \  
+  2 ^ u f 3 u \ j —  -  2 ^  ï p - ( N + 2 )  

u—0 y  ' ' p = N + 2 —m J

— +  --------------------- l-(fc+l)Ê u E 7p-(JV+2) +  o(iV).
' ' u—0 p=iV-f-2 —m

On évalue maintenant d(k) :

d(k) =  a ( k ) + p ( k )  =  -(fc +  l ) f ( l )  +  F ' ÿ (f ) (1)

m  &—u —iV—1 m fc+1 —u

4- (TV 4- 2) ^   ̂/3W ^   ̂ 7p/ 4- (A; 4-1) }   ̂(3U ^   ̂ 7p-(iV+2) +  o(-W)-
•u=0 p' = —N —l  u —0 p — N  -\~2—m

Si on pose maintenant À; =  iV 4- 2 — m 4- v (rappelons que k > N  — m) et _p' =  p — (N  4- 2) on 
obtient :

d(A) =  - ( k  +  l )P ( l )  +  - (̂ -(1) +  (N  +  2 +  A(P))D(k) +  o(N )

Ce qui donne pour k < N  — m  une contribution à la trace de la forme

(k +  1)2|P(1)|2 -  2{k +  l)8 tP '( l)P (l)

N  +  2 +  A(P)
+  (N +  2 +  A(P))\D(k)\  +  2{k +  1)« (P (1)£(*)) +  o(N )

En fin de compte, si on pose k =  N  +  2 +  A(P) — w — A(P),  cette contribution prend la forme

(k +  1)2|P (1)|2 -  2(k +  l)3f?P'(l)P(l)
N  +  2 +  A(P)

+  (N +  2 +  A(P))  (\D(k)\2 +  2H(P(1)£(A))) +  o(N)

On réunit maintenant les calculs précédents pour évaluer la contribution T2 du deuxième terme 
à la trace :

N 3

p 1 p
fc+1—u

p 1 F 1

p 11k



Analyse des hypothèses

T2 =
E l o  (k + i)2l-P(i)l2 -  2 Ef=o (k +  1M P '(1 )P (1 ) )

N  +  2 +  A(P)

+  (N  +  2 +  A(P))
N

E
k—N  — m

\D(k)\2 +  2U(P(l)D(k))  +  o(N)

C on trib u tion  du tro isièm e term e de la form ule d ’inversion  à la trace.
Il est facile de voir que le troisième terme de la formule d’inversion n’est non nul que si : 

k > N  +  1 — m. Ce terme-^est alors une contante bornée uniformément par rapport à k. La 
contribution du troisième terme de la formume d’inversion est donc en o(N).
C onclusion

En écrivant Tr(T/vi/)“ 1) =  Xi — T2, et en effectuant les sommations J2o(k + 1)2 et +  1)j
on obtient la formule annoncée.
D eu x ièm e étape: indépendance des coefficients par rapport à N  pour N  grand

Il suffit de montrer que D(k)  ne dépend pas de N  pour N  assez grand et N  — m < k < N ,  car 
alors B (P )  sera la somme de m termes indépendants de N .

Or, pour N  >  m, on a D(k)  =  2 Y^=o Pu %  et> PuisQue lp  -  0 pour p < -m , les
seuls termes 7v intervenant sont ceux d’indice p  entre — m  et 0 .

2.2 Analyse des hypothèses du théorème principal

Le théorème principal s ’appuie sur le théorème 1 (formule d’inversion). Ce théorème est essentiel­
lement géométrique. Il part de l’hypothèse d’une décomposition adéquate du symbole / .  Cette 
section a pour but de donner des hypothèses raisonnables de type analytique sur / ,  donnant lieu 
à une telle décomposition.

Rappelons que le symbole /  se présente sous la forme /  =  |1 — x \2fi  et que si f i  > 0 et 
lo g /i  <E L 1!T), alors [GS]

3gi £ telle que /1 =  \gi\ . (2.1)

En vue de notre théorème nous supposons de plus :

2 J * ll/ i( * ) l < °°‘
k £ Z

En d’autres termes f i  € A(T) où

.A(T) = {tp € L^T) : E i t o i  < °°}-
k£ Z

On note ||^||a(T) ce nombre. Cette condition suffit pour obtenir le résultat technique suivant: 

L em m e 3 Si f i  > 0, /1 G C 1(T) et f [  E ^4(T), alors :

i) log A  € A(T)

ii) Vapplication g\ vérifiant la relation 2.1 existe et vérifie:

9i> 9i \  9ii (9i /9 iY £ -¿(T)
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Démonstration : On notera que lo g /i  G C ^T) car f i  G C 1(T) est strictement positive. On 
remarque que :

Il E
ThÇ̂lu

1

n { f i / h )  (n)

Or f i  G ^4(T) et f \  > 0, on a d’après un théorème de Wiener l / / i  G A(T); on a f[  et l / f i  dans

v4(T). Il en est de même pour f [ /  f i  puisque .A(T) est une algèbre, d’où ^  | / i / / i ( n) < 00 • H
ne z

s’ensuit que
l | 1 0 g / l | U ( T )  <  OO.

Notons ( lo g /i)+  =  £  log ( / i ) (n)x n, donc (log f i ) + G A(T) de même gi =  exp ( ( lo g /i)+ ) et
n £  N

1/gi =  exp (—(lo g /i)+ ) sont dans A(T). L’expression de g\ implique que g[ G -A(T) et, par 
conséquent, que (gi/giY  G A(T). En effet on a :

L
it/. nez

E

D ’où E n < o n l° g ( / i) (n )x n e -4(T) ou encore (log /i)+  € 4(T).

R em arque : Les conditions l / g i  G A(T) et G A(T) peuvent aussi s’exprimer sous la
forme des deux conditions suivantes que nous utilisons pour démontrer le théorème.

u(zZ

Y ]  |u7u| <  oo (2 .2 )

(2.3)E \ßu\ < 00

Observons que la condition 2.2) implique la condition

\ u \ > N

T  hu\ = o(l/N) (2.4)

Cette relation sera essentielle dans l’estimation asymptotique de 1] jfe+1 /+1 Notons enfin
que les conditions ci-dessus n’exigent pas la positivité des intervenant dans les hypothèses du 
théorème de Spitzer-Stone [SpSt].

2.3 Démonstration du théorème principal

Rappelons-on succinctement l ’énoncé.
T h éorèm e 3 [résultat principal] Si f  =  \1 — x |2/i> ô vec f± > 0, f i  G C X(T) et f[  G ^4(T), 
alors Tjv(f) est inversible et l ’élément de Vinverse T /v(/)_1 d ’indice (k +  1, Z +  1) est donné par

1 \rp __ b(k)b(l)
iV +  2 L N J fc+i.i+1 N  +  2 (N  +  2)2 ^

lorsque N  tend vers l ’infini, (0 < k < N,  0 < l <  N) où lim o(l) =  0, uniformément par rapport
N-+  oo

à k et l.
Avant d’entamer la démonstration, débarassons-nous d’un lemme technique.

L em m e 4 Si a et b sont deux opérateurs et m  un entier, alors

\\am - b m\\<\ \a-b\ \ (IWI + II«-fell)"*“1 m.

log f l IIA ( T )

r i i ORI fl r i f i h n < oo

TN f

( /
-1 a k , i



Démonstration du théorème principal

Démonstration : a™ — brn — (b -f a — b)m — b171 =  bm 4 ------h (a — b)m — bm; d’où :
m

||am _  6m|| <  £  c*  ||a _  6||*||6|r -*  =  (||6u +  ||0 _  jujm _  ||6||m 

fc=1

27

C’est-à-dire : \\am -  6"*|| <  ||a -  6|| ^  <?4||&|H|a -  6||)m^ j  

Soit finalement :
||a”* - 6 ”* | | < | | o - 6 l|m (||6|| +  l| o - 6 | | )m- 1 .

2.3.1 Stratégie de la dém onstration

La démonstration comporte six étapes que nous allons décrire.

É tap e 0 On remarque que le calcul du premier terme est identique à celui du cas polynomial 
(c’est-à-dire quand f i  =  -pp où P  est un polynôme strictement positif).

* - k 
E ta p e 1 Le calcul du second terme se base sur une décomposition de xk — 7r_j_$jv7r+ (^-) analogue

à celle du cas polynomial : x k — 4 - ’̂  yN^ r RN,k,r-

L’idée essentielle qui dirige la suite de la démonstration est la suivante : 4 - ’rx es  ̂ un 
vecteur propre pour un opérateur de Hankel “tronqué” et d’une certaine façon proche de ( /  — 
H $n H$n )~1 pour N  grand, à savoir où < M x) =  j=% X N+1 E „>-jv  7«*“-
L’étude du cas polynomial (démonstration du théorème 2 fournit également la valeur propre 
pour l’opérateur “tronqué”.

É ta p e  2 La décomposition précédente de x k permet d’écrire mécaniquement le deuxième terme 
comme somme de quatre produits scalaires.

( 7V,Jb,rj RN,l,r  +  VN,l,r^

+  { ( I  -  ( B ,N ,k , r  +  V N ,k ,r )  , B ]S f , l , r )

4- \ { l  ~  H $ N H<f>N ) ( R N , k , r  + V N , k , r )  > ^iV,Z,r +

OÙ Bjsf^k.r =  ^ r ’x '  '

On montre alors que pour une certaine fonction r(N)  qui tend vers 1 quand iV 4  oo, on a 

( { I  ~  1 B Ntktr(N)>BN,l,r(N)} =  ^ ( j  ~ )  B N,k,r(N) > #JV,Z,r(iV) ̂  + o ( l / N ) .

et on récupère ^ ( /  -  #/v,fc,r(iV), #/v,z,r(;v)^ du cas polynomial.

É ta p e  3 On montre que les trois autres produits scalaires sont en o(1 /V N )  avec la même régu­
larisation / r(jv) qu’à l ’étape 2.

É ta p e  4 On montre que pour le symbole régularisé / r(jv)> on a un développement asymptotique 
de la forme :

[ (2 W r(N)) *]
Aj41,Z41

— 0,k.l +
b(k)b(l)

N  +  2
+  o(N) ■ Vk,Vl, 0 < k < l <  N

( I H *

VNH Í>N )
-1 B £ W,Z,r + ( I H * H )

-1

y N ,Lr)

(I H<PN H$ N )
1

m —1

E
¿=0

H &N
* H

-1

E H
-1

Hr* H.

H
' $ J V

■* H
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É tap e 5 II s’agit maintenant de justifier l’inversibilité de Tjv(f) et d’évaluer asymptotiquement 
[T/v(/)-1] f c + D a n s  ce but on évalue le comportement de

I

pour N  —> oo, et on conclut

2.3.2 Étape 0

On utilise la formule d’inversion rappelée précédemment pour f r (9) =  |1 — r exp(i6)\2f i  où f\  est 
une fonction régulière vérifiant les hypothèses du théorème 3. Le premier terme de la formule 
d’inversion est identique à ce qu’on trouve dans le cas d’un polynôme, à savoir :

-  | / 1 1 -  T2 minfa+M'+l)
^ > 2 Y l 0 k - s ( 3 i - s ' r s 3 — .

s' = 0  s = 0

2.3.3 Étape 1
* — k 

Evaluons Xk — 7r+ $7v7r+(^-)-

/  \  .  k  , _ v 5 + l  _  r S + l  __

( y )  =
v u  '  5—0 A  u e z

*L _ w% / v 5+1 — -rs+1 \
Xk =  ( x /v+2+u(— 1- - r y - ))

s = 0  u£Z X

k - \  
= E ^ * E v ( w ) * +  u  ' " ï ^ r

5=0 Pez  v a  /

_ v  n V U - x s+1- p - r s+lx~p
-  I . ,  f a s  2 ^  i p - ( N + 2 ) ----------- j — - — —

s = 0 p < 0 A

y s+1_p — r s+1+p
+  2 2 i 3 k - s 2 2 , % - ( N + 2 ) --------- j— —---------

s= 0  p = 0 A

* _ _ r p - ( s + l )  _  r s + l + p

+  2 ^ P k - s  2 ^  7 p - ( * + 2 ) ----------J — ;---------- •
s = 0  p > s + 1 A

Posons

y-> Ak,N,r 
& N , k , r  — ï ---------- i 1 - r x

~  r 5+1
# A r , * , r  =  & 2 , n ( x )  /  v Æ - 5 --------:-------------------- ;

“  1 -  rx5—0 A-

*  _ i t i  _ x 5 + 1 ~ p “  r s + 1 - p
y N >k’r ~  /  v /^fc-5 /  v 7 p - ( j v + 2) i  _  ;

s=0 p=0 X

où l’on a posé :
k 5-f-l

ANXr =  £ & - ( £  7p -(iv+ 2)(r s+1- p -  r s+1+*>)+
s=0 p—0

V
r A r f r

- i

f c - M  . Z - H
—  r N (Tn Í h n ))

- i

A; 4 - 1 1

7TN$ ¡ U A
u

Xife B V,ife,r + R■N + 2/;v k.r avec:

ß k —s X
N + 2

k,r



Démonstration du théorème principal

p>s+l

02,n (x ) =  Y 1^P -(N+2)X P 
p< 0

Afin d’évaluer les produits scalaires qui interviennent dans le calcul du deuxième terme, nous 
aurons besoin d’estimer les normes àe Bjy k t , R n  k dUn k r

k s+1

limr->i Â 2  =  E  @k~s (53 % -(N + 2)P +  (s +  1) E  7p-(JV+2)) •
S=0 0=0 ü>5-f-l

Cette derniere quantité est au plus de 1 ordre de k, donc de N  si k =  [NxJ. On peut donc

écrire, si r assez proche de 1, | | =  (4 ^ 7 ^ )  (*■ _  r ‘1)0L +  r) < C(1 -  r2)N; G étant une 

constante indépendante de N.
D ’autre part :

— 7"s + 1
||-RjV,fc,r||2 <  ||û2,Ar(x)l|oo E  P k - s ------Z---------------  5

Î=S 1 - r* 2

J L  * _ _ , 1 _  r 2 m f ( i+ l , i '  +  l) 1/2 

||-RAf,fc,r||2 <  ||o2,Jv(x)l|oo E  X /  ----------jj" _  r2----------
s=0 s '=0

d ou , si r assez proche de 1,

/  k k \  x/ 2 

||-RjV,fc,r||2 <  | |o 2,Jv(x)l |oo  ( E  E  |/0*-o/?fc-«'|inf(s +  M '  +  1) )
\ s = 0  8'=  0 /

soit
/  k k \ 1/f2

||ÆjV,fc,r||2 <  ||«2,Ar(x)||cx)^2
\ s —o s'=0 /

C’est-à-dire qu’avec les hypothèses que nous nous sommes données, on a ||jRjv,jfc,r||2 — °  ( 77172)- 
On obtient de la même manière le comportement de ||yjv,Abrita en o (^ 172)*

2.3.4 É tape 2

Pour calculer le deuxième terme de la formule d’inversion, il faut calculer le produit scalaire

-  H $ n H $ n ) 1 (Bjy,k,r  +  RN,k,r  +  VN,k,r) , +  i?jV,Z,r +  2/JV,i,r) •

Cette expression se décompose en la somme:

((/ -  H lNH*N) 1 BNJCtr,BNti,r) + ( ( I  — H i NH$N) 1 Bjv,k,r,RN,l,r +  yN,l,r^

-h \ ( l  — H i N H $ N ) 1 (RN,k,r  +  1jN,k,r)

+ ( ( I  — H $ n H $ n ) (i2jV,Jfe,r +  VN,k,r)  , R N J,r  +  VN,l ,r)

Évaluons maintenant le premier de ces quatre produits scalaires. Dans ce but, on approche 

(.I -  H ^ H ^ y 1 B NXr  par ( i  -  H! H t  Y *  B NXr  où :

*«(x) = E
A u > - N

29

E Iv ( N + 2 rP -Í 5 + 1 ) r «4-14-2?

> - 3 V,l,r )

7uX
u

(( I

E E 3K — S,6 k — s

k
X

0k — s ßk—s r s —s

rx
X

N + l1 r
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On sait qu’alors -Bjv,/b,r est un vecteur propre pour l’opérateur H? H$n associé à la valeur

propre r2(N+V E
u> —N

luTU

2

Le but de cette etape est de demontrer que le produit scalaire.

^ | ( /  -  H^NHi N ) ~ 1 -  ( j  -  H I n Hqn)  |  {BN^,r) ,B Nj >r̂  est en o(l) quand N  tend vers 

l’infini. D ’après les calculs du théorème 2 le terme principal sera alors :

M I -  {BN,k,r)iBN,iyr y qui est en fait d’après les calculs antérieurs

_________ 1_________

1 ~ r 1 -  r 2(N+2) Eu>-JV 7«r“

Pour majorer A  =  (J ^ I -  -  ( / -  (BNik,r), B Nj tr  ̂ , évaluons la norme

de ( /  — H qn H<3>n ) ~ 1 — ( /  — H^n )~x] pour cela, comme les sommes de Von Neumann corres­

pondantes sont normalement convergentes, majorons les différences (H^NH^N)m — ( ü |  H^N)m. 

D ’après le lemme 4 il faut évaluer et | | i ï |  Posons :

e i ( N ) =  E  l7«l-
u < —N

On a :

\ m NH*N -  Hl Ht, J  = \ m NH*N + H ! H * n -  H lNH*N -  H i H i J ,

cette dernière quantité étant inférieure à 2ei(N).  On rappelle en effet que ||H$>N || <  1; \\H  ̂ || < 1 

et clairement ||# * „  -  H^n || =  ^  || < £l (N).

Donnons une évaluation de ||i7 |

L em m e 5 Notons ae( N , r ) =  Alors \ \H ^ H ^ n || <  |ae(./V » |r ,v+2

Démonstration du lemme : Remarquons d’abord que H$n (VO =  tt-(7T-$ niI>) -h 7r_(7r+ <l;v"0) 
que :

* - < ♦» )  =  -

= ^ „ 7”r-((~r x + ^ ) x'+'w )

=  r N+2( l - r 2) - ^ a e(N,r).  
1 - r x

On peut encore écrire :

t t -($jv) = °e (N ,r ) rN+2 Q — -  r x j  x  +  ae(N ,r ) r N+3

A k .N .r 4 !,N,r

1 — rv
1 -f ry

u > —N
y 7uX

u-\-N+l

y
u > —N

7ur u 1 r r X
1 rx

H* H
N )

-1

H sic

<Pn
H ) -1 H * H )

-1

N
fi liIIH*

&1SJ H H * H «IN II

H II

E u > - /Vlu r u

1 r 2



Démonstration du théorème principal

Comme ae(N , r ) r N+2 G iï*2+ on peut écrire : =  H qn avec

M x )  =  ae(N ,r )r N+2 )  •

D ’où :
\ m  < ||tf4J  =  \\Hon \\ < M i V . r ) ! ^ 2

L’évaluation précise de | | i / |  || donnée ci-dessus permet de choisir la paramétrisation r 

en fonction de iV, de manière à maîtriser de façon satisfaisante la décroissance de A  vers 0 quand 
N  -» oo.

On a en effet :
oo

A <  2 J 2  m(\ae(N,r (N))\ rN+2 +  2e1(7V))m- 1e1(iV)||JB ^ , r||2||JB ^ ,r||2
771=0

2ei(N)C(1  — r ( N ) 2) N  

“  (1 -  \oe(N,r)\rN+2 +  2^  (TV))2 '
Posons

r (N) =  1 — a(N)  où ot(N) =  max{ — , 2e\ {N)

et remarquons que si 0 < m < N  alors r ( N )m =  14- o(l). Considérons maintenant les inégalités 
suivantes:

\\ae{N,r(N)) \  - 1  < E
u >  — N

E  ^
u > - N

4
u > —N

E 7ti -  1

Cette dernière expression est inférieure à :

u > —N

E  l T « l k ( - / V ) ü  -  1 |  + e i ( J V ) ;

on peut encore ecrire :

Il
u > - N

d’après la remarque ci-dessus. Alors:

\\ae(N,r(N))\  -  l\ <  V  l'y«111 -  r (N) \u  +  £i (N).
u > - N

C’est-à-dire :
| | a e ( i V 3 r ( A 0 ) |  -  I l  <Ce!(N)

où C  est une constante indépendante de N.  
A partir de là on vérifie aue :

|ae(JV,r(JV))|r(J\0Ar+2 + 2£l(iV) < 1 (2.5)

En effet la relation 2.5 équivaut à |ae(iV,r (N)) \ r (N)N+1 < 1 ce qui donne encore, en prenant le 
logarithme : log \ae(N : r ( N ))| 4- (N 4-1) log(r(TV)) <  0.

Or (N  4- l)log(r(TV)) ~  - 2 (TV -f l )e i (N)  et log |ae(TV,r(TV))| < C ei{N)  et les calculs ci- 
dessus ont bien un sens, car alors log |ae(TV,r(TV))| 4- (TV 4- l)log(r(TV)) est du même signe que 
(c -  2(N  4- 1))£i(TV), qui est négatif pour TV assez grand. D ’autre part :

2e1(TV)C'(l -  r ( N )2)N  £!(N)2C N  C

(1 -  |ae(TV,r(TV))|r(TV)^+2 +  2^  (TV))2. ~  ^ (iV ))2iV2. ~  TV’

où C  est une constante indépendante de TV.
A tend donc vers 0 quand TV -» oo au moins aussi vite que l/TV.
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2.3.5 Étape 3

On a H i NH*N =  4- d’où

Inverse asymptotique

m NH*„ \ \  <  \ m NH * N - H l NH Ì N \\ +  \ \H lNH Ì N \\ 

<  2e1(N) +  \ae(N ,r (N)) \ r (N)N+2

d après retape 2. 
On en déduit :

\((i ~  lB Nik ir( N ) i R N ,l,r(N) +  2/iV,/,r(iV))

1
<

1 -  (|ae(iV,r(iV))|r(iV)^+2 + 2 ^ (TV)) ||-0AM:,rOV)||2 (||^W,Z,r(A0 Ib +  ||yiV,Z,r(A0 II2)

Cy/(1 ~ r (N )2)N 1
<

1 -  (|oc(iV,r(JVr))|r(JVr)^+2 +  2^  (TV))
o

V N
)

Ce dernier terme est d’ordre On établit de même que le troisième produit scalaire de la somme 

donnant le deuxième terme de la formule d’inversion est en o(-4=) et le troisième en o (^ ).

2.3.6 Étape 4

Les étapes précédentes fournissent l’expression suivante de [TN(fr(N)) :

[îjv(/r(A0) ' ik+U+l E
= n  s=o

z k _  y,2 m in ( s + l ,5 /4-l)

1 -  r (N )2

A

(1 — r ( N ) 2)2 l - r ( N ) 2(N+2)\ae(N,r(N))\2

1 -  r (N )2
+  o

1
(

V N
) (2 .6)

pour tout k et l avec 0 < k < l < N.
Cette expression conduit au résultat principal de l’étape 4, à savoir :

L em m e 6 (expression  asym ptotique de [(Tjy f r(N) )~1] z ) Avec les hypothèses du théo-

rème 3 on a : [(T/v/r(An)-1 ] = ^  + ? S + <l(JÏ) Vfc>V/’ 0 < k <  l < N
L v "  -I A;-f-1 ,Z-f-1 iV +  2

Démonstration : A partir de la formule 2.6, nous allons successivement dégager un développe­
ment asymptotique des deux termes apparaissant dans la somme. Dans un premier temps, nous 
allons d’abord travailler sur :

£ £ & - s& - S'r(AO's~8 '

z k

s '=  0

1
1 -  r (N )2

Posons : r ( N ) I5 5 I =  1 +  Ri(s^s') avec : |i2i(s, s')) < £i (N)\s — s'\; et

l  _  r ( j \n 2 m in (> 4 - l , s '+ l )

1 -  r (N )2
=  min (s +  1,5' +  1 )cmin^ s,\  r (N )2 < c < 1.

Ce qui s ’écrit aussi

1

1 — r(N )2
— min(5 +  1,5 +  1) (1 -  # 2(3, s )),

avec |iÎ2(s,s') | < K m in(s,s')ei(N)  où K  est une constante ne dépendant pas de N.

E * E <PN H H* H* H H* tì
«PjV

H *

î>/vH t>N.

-1
IÄ + l.Z+1

iy fiK — S 6 k — s 1r ( ÎV s  — s

fc,n,r N AL n , r N

r N 2 min s + l , s ' + l

r N 2 min 8+1 s + 1



Démonstration du théorème principal

Il est alors facile de vérifier, en développant, que :

i k

Y t f a - P k - M N ) 18-8,1 =  aM +  o(N).
s ' ~ 0 s= 0

Etudions maintenant la somme

f̂c,jV,r(JV) ,̂iVîr(JV’) 1 — r ( N ) 2 1
( l - r ( N ) 2)2 1 -  r(//)'2(^ W j¿c(JV,r(JNT))P +

Par application des accroissements finis

1 -  2(N  +  2)(1 -  r { N )) < r2(7V+2) < 1 _  2(iV +  2)(1 -  r(Ar))r(7V)2iV+3

et nous avons vu (fin de l’étape 2) que

1 -  Cei (N )  <  ae( N , r ( N )) <  1 +  Cei{N) .

Nous pouvons donc écrire que

1 -  r i N f

1 _  r (jV)2(iV+2)|ae(iV,r(.A0)|2

est encadrée par deux constantes A\  (N ) et A2 (N ) avec :

4ei -  4e?
Ai(N) =

1 -  (2(N +  2) (1 -  r(N)) r {N )™ +¿ -  1) (1 +  C e ^ N ) )

A2(N)  =
1 +  (2(N +  2) (1 -  r{N)))  1 -  C£!(N))

4ei -  4e?

En développant Ai( N )  et Ao(N)  on obtient:

1 -  r (N )2 1 1
1 -  r(iV)2(^+2)|<ze(iV,r(./V))|2 N  +  2

+ o( /V2 )-

On vérifie d ’autre part facilement :

E*=o ( E S  -  r(N)P) % - {N+2)) r ( N )>+1

(1 -  r(N))

k s+1

< E i& - * i X ! ¿ l%-(^+2) I =  ° (1)-
s = 0  p = 0

Enfin en utilisant des techniques identiques à celles utilisées pour déterminer l5asymptotique 
du premier terme il vient :

Y . (  E  7 , - ( * « > > w )  — =  £ < * + m - + o ( N ) .
s—0 J s=0

Ce qui achève de prouver que le deuxième terme de notre somme vaut :

b(k)b(l)/(N +  2) +  o(N)

ce qui termine la démonstration de notre lemme.

Corollaire 12 II existe une constante C , ne dépendant pas de N , telle que

fc+lti+11 < CN,  0 < k < l < N
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2 . 3 . 7  Etape 5

Conformément au programme, nous établissons le lemme suivant : 

L em m e 7 Tn /  est inversible et

1

Démonstration du lemme : Examinons la différence : J(T/v/) 1J — [(^/v/r(Ao) 1

Remarquons tout d’abord que les résultats obtenus au lemme 6 permettent d’affirmer l’existence 
d’une constante C  indépendante de N  vérifiant :

[(T V /r w ) '] < C N > ° < k < l < N (2.7)

C’était le corollaire 12.
On a :

T N fr (N)  -  T N f  =  ( r ( N ) -  1 )TN f  +  (r ( N ) -  l ) 2^ .

En effet :
p2tt

fr(N)(k) -  f (k)  =  (|1 -  r{N)e ie\2 -  |1 -  eie\2) f ^ e ^ d ß .
J 0

Ce qui donne :

p2ir
f r ( N ) ( k )  -  f ( k )  =  ( r ( N ) - l )  (r{N) +  l - 2 c o s 6 ) h { 6 ) e ikede

p2ir
=  (r(7V) — 1) /  ( {2 - 2cose ) h{ 6 )e ikB+ {r{N) + l - 2 ) f l {d)éke)dO

J 0
p 2 i r p 2 tt

=  (r ( N ) -  1) /  |1 -  ei9\2f i (8)eiked6 +  (r ( N ) -  l ) 2 /  f x{0)eik6d0
J 0 7o

ce qui est la formule annoncée, et qui peut encore s’écrire:

r{N)TNf  =  Tjv/r(A0 -  (r(N) -  l ) 2TNf u

ou encore :

T n Î  =  j Tfff r W  -  ! ) 2 (Tn M n )) 1 TuSx)  •

E tu d ion s JJ ( î V / r(jv))

On a I (TNf r(N)) 11 =  suP||*||=||„||=i I ( ( ï jv /p(jv)) 1 (*), y) I ce qui implique la majoration :

(  N N 2 \  
¡(r jv /rw)"1 < E E K W ' î à x 3'))

V j= ii=1 )

et finalement, d’après le corollaire 12 :

|(2 W rW ) 1|< C 'iV 2,

et on peut donc écrire :

(1 - r { N ) f ( T Nf r{N)) l TNh  = 0 ( N - 2).

N I 7 V f )(
- î ] r* N [t r Vt. H )

-1 I fc-4-1 «Z—I— 1) 0(1)

k -fU-fl

Ac -f-1 1

1 2

k~\-\ ,¿+1

I r N

1

+-1 1+1
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d ’après le choix de r(N).  O n en déduit que Tjyf  est inversible. 
O n obtien t :

( T v f y 1 =  ( l - ( l - r ( N ) ) 2 (TNf r{N)) *Tn A )  r (N) (TNf r W ) \

et en développant :

( Î V / r 1 =  r{N) (Ttffr W ) +  (1 -  r(N))2 (Tt r f rw)  1 TNh

i l  -  (1 -  r(N ))2 (T„fr(JV)) 'T at/ i ) 1 r(N) (Tjvfr(N)) \

D ’où : (TNf)-kl 1J+1 -  r(N) (Tn / r W ) ^ x l+1 =  (1 -  r ( N ) f x

( { TNfr{N)) 1TNf 1 ( l - { l - r { N ) ) * { T NJr{N)) - l TNf i ) r{N) (TNf r{N)) 1 (Xk),X1)-

Soit encore: {TNf ) k+l l+1 -  r (N) (Tn f r(N))k+1[+1 =  (1 -  r(N))2x

(  ( r Nh  ( /  -  (1 -  r(iV ))2 (TW/r(Ar)) _1 T j y / i ) “ 1 r(N)TNf~̂ N Ĵ (Xk), (2 V /r W ) _1 (x'))- 
Le term e de droite de l’égalité précédente est m ajorable p a r  un produ it de l ’ordre de :

(1 -  r(N))2 |  (TNf r{N]) - 1 ( x * ) |2 •

E t d ’après (2.7) :

/  N  i 2 \  X/ 2

l i ï v / r w ) -1 (x*)|2 = i e  J ^ C N i•

Soit :
1

Le lemme 6 perm et alors de conclure. E n effet :

jî [ïw/r1]*«,,« = _ 2ei(A,, fzv(/rWr‘]l+im i+o(i)

=  n A - n m  + ° ( i )

qui est ce que l ’on veut.
Ceci term ine l’é tape  5 et la  dém onstration  du théorèm e principal.

2.4 Démonstration du théorème de Spitzer-Stone

Avec les mêmes nota tions que dans l ’introduction, nous définissons la  condition 2.8 :

uÇzL

y : \u(3u\ <  oo. (2.8)

Nous sommes en m esure de prouver m ain tenan t le corollaire 3
Corollaire 3 (Théorème de Spitzer-Stone.) Si f  =  |1 — x |2/i> avec f i vérifiant les hypothèses 
du théorème 3 et la condition (2.8), alors :

o

TN !- i
r N ) (X

i
)

2

i=o
[T /V f, (N) )

1]i,k

N ( (T N f
-1 Ik

r ( N ) [TN 1r (N) ) ]Ä+U + l
o{ )

-1

Ük.l
1

N
b k b [1)

1

N 2

b(0
1

iV2

2

2 N iTN f ) )(
-1]k.l

R ( )
k l

5N N
+ o(1)

-1

+-1 +1
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limjv-»oo o( 1) =  0 uniformément par rapport à k et L Avec :

Inverse asymptotique

2
o 1 =  -53-------; R(x,y) -  min(a:,y) -  xy, x ,y  e  [0,1].

I E  &l2
5=0

Démonstration : On s’appuie principalement sur le théorème principal (théorème 3, page 7); 
on rappelle que:

k  i
0-k,l =  53 53 P k - s P l - s 1 m in (s  + 1) s ' +  1)

5=0 s '=0

k
b ( k )  = 5 >  + 1)Â_.

5=0

En posant, pour tout l entre 0 et TV, Si — ¿2 Pi-s, on peut écrire si k inférieur à l :
i

5=0

k  l
&k,i ~ 'y  ̂̂  ̂ (̂ ”f~ l'jPk—sPi—s'

5=0 5/ =S

k  5— 1

+  X] ^  typk-spl-s'
s = 0 5 '=0  

k  l

5=0 5;= 0  

fc 5—1

+  X /  X y  ^  ~  S) f ik - s P l - s '  
5=0 5; = 0

Posons s — k — j  et s' -  u; on a alors

k  k  k — l — j  
a k , l  =  S i  +  1 -  j ) P j  + 53 53 ( u ~ k  +  j ) 0 J 0 l - u

j —0 j —0 u—0

k _ k 
En remarquant que Si ]T} f3j(k -h 1 — j )  =  SiSk(k +  1) — 5/ JPj, on obtient en utilisant 

j =o j =o
l’hypothèse 2.8 que

k  k - j - 1

53 & 5Z (u - (k - i)) fr-u
^ k , l  q  ç ,  k  j —0 u = 0 ^  ^

Â T  =  5' 5ftîv  + -------------------n ------------------- +  o(1)-

Lemme 8

k k - j - 1

53̂ - 53 ( n - ( k - j ) ) 0 , - u

j = 0 w= 0  /-.N

----------s ----------= o(1)

Démonstration : Soit e > 0 un réel et donnons-nous jo tel que :

Vi>io 5 3 l ^ | < e
U > j

E E (s 4- 1 5 k — s ß l-s')
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On a :

37

k k—j — 1

12 fa E  (« - (* - ; ) )  A-«
j = 0  u = 0  

i o  k —j —1

-  E &  E  (u -  (k -  ï ï ) f r-u
j = 0  u — 0  

A: A ; — i — 1

+  E  fa E  (U _  (k ~ j ) ) 0 l - u
i = i o + l  ^ = 0

Évaluons a  =  ^  E f=o fa E t= o  1 ~  i) )  A -«
Nous distinguerons deux cas selon que l — k > jo ou l — A: < j‘q.

Cas l ~  k < jo. En posant i; =  Z — w, on obtient :

i o  i

N a  =  Y Jfa  E  +
j —0 v - l  — k + j - f - 1

d’où
i o  l i o  Z i o  Z

jvi«i < ( / - * ) £ ;  i&i 5 3 1 /3*1+ E  i&i E ^ i & i  +  E *  E  i&i-
j = 0  t/— 0  j = 0  t > = 0  j —0 v = 0

L’expression iV|a| est donc majorée compte tenu des hypothèses que l ’on s’est données sur 
/ i ,  et on conclut.

C as / — k > j o . On a

1 i o  k ~ j ~ l  - /  i o  z \

H  =  ] V  E ^ -  E  ( t *  -  (A: -  j ) )  A - «  < *  E l f t l  E  I A H i - « - * + i l  .
j = o  u = o  \ i = o  v = z — fc+j+i y

En remarquant que 1 < v  — l +  k —j < k  — j < k  (en effet \l — v — k +  j\  — \v — l +  k — j\  et 
v —l + k —j  > l  — k +  j  +  l  — l +  k — j  =  1), on peut majorer le second membre de l’inégalité 
précédente par:

Jo -, Z J o  Z

1 2 m j j  E  \ f a \ < 1 2 \ f a i  E  i&i-
j = 0  l - k + j + l  j —0 v = l - k + j + 1

o ù l - k + j  +  1 >  jo.

Cette dernière quantité est donc majorée par : e )  m -

On a donc montré que pour N  > jo, \ot\ =  0(e)

o o

j =o

De même, évaluons 0  =  j? T , j = j o + 1 Pj E u=o (u ~ (k ~  •?)) A -u
En procédant comme dans le cas l — k > jo, on a immédiatement |/?| < X ^ o  IÆ I et on 

conclut que, pour N  > jo , 1/31 =  0 ( e 2).
Ceci termine la preuve du lemme

Par ailleurs

k

K k) = E ( s +
s=0

A: fc

=  ŷ(fc -  u + i)jgtt =  fc5fc -  y> -  i)j3u.
u = 0  u = 0

(I k V + j ) Ö.V

1)Bk. —a

k
N ■e.2
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Soit, si k < l :
ak,i b(k)b(l) _  SkSi Sfck Stl 
~N N 2 ~  ~N  N~ ~N  ̂ ’

oo 2

Si k et l assez grands 5*5* £ &  = £ •
u = 0

En posant

a

qui est ce que nous voulions démontrer.

x r s j
k
N y? r ^ j

i
¡y ) X < y on retrouve:

2

2 N [T V/ )(
-1]AX - 1-1 N / -4-1

X xy 4 c (1) 5



Chapitre 3

Inversion exacte des matrices de 
Toeplitz à symbole singulier

Ce chapitre est rédigé en anglais, car il provient d’un article rédigé dans cette langue.

3.1 A formula for the exact inversion of Toeplitz with re­
gular symbol

This section is devoted to a theorem which will enable us to split the inverse of 2 jv (/) into two 
terms and define them more accurately. With the notations defined above and letting

V n  =  s p a n { l , x , . . . ,X JV}>

we are ready to provide the following result, a multidimensional version of which could be found 
in [S] (Seghier, 1986)

T h eo rem  11 Suppose that the symbol f  verifies:

/  > 0, f  =  gg, g e H ° ° = H + n L ° ° ( T ) ,  g - ' e H 00.

and define the Hankel Js operators by

H *n : H+  -> H - , H *n WO =  7T_ ( $ jvVO

H l N : H - - > H + ,  H £ n (<p) =  7T+

$JV =  r X iV+1 (X  =  e ie) 
9

where

Then, Tjy(f)  is invertible and, for all ÿ  G V n ,  we have

T n U ) - 1M  =  ~ 7r+ (I) -  1tt+ ( * *  ( I - H I n H*n ) 1 [tt+ ( * * * +  (I))]) •
Proof of theorem 11. : Set for convenience ICn  =  /'Pat, we immediately have

K n  =  g ( $ NH - n H + )

= 9&N ■

Denote by I I ^  the orthogonal projector from L 2(T) onto K n , we refer to it here by the L \ ^ ( T)- 

projection and H k n the orthogonal projector from L 2{T) onto K n  and similarly we shall refer to 
it bv the L2(T')-nroiection. The following: lemma is required first.

39
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Lem m a 9 For all tp E V n , we have

=  g n KN .

Proof of lemma 9 : For all ^  E Vn , we can write down

( iß-JIjcM,  )̂ = 0,
thus

Therefore Vt/-1 E Vn,

then we obtain

(<p) for all ip € K n .

/

— (f)’
hence

n

and this completes the proof of lemma 9.

A further lemma is needed to complete the proof of theorem 11 

L em m a 10 For all xb E V n , we have

• Tn(f)  is invertible

Proof of lemma 10 : If we denote by II-p  ̂ the L2-orthogonal projection onto Vn ? we have

TN(f)(ff) = npJS(p)

= (nK„ (<p))

Therefore Tjv(f)  is onto, and also one-to-one. Then

£ = r iV(/)_1W
9

we complete the proof using lemma 9.

Now for all ip belonging to L 2(T), we can write down

K k M  =  ip -  ÿ ,  with $  E Kpj.

Then there exist 9 E H  and 0+ E such that

n
As (VO E H  and Il/^fa/O E i î + , then for all é  E Vn  we have

{
7T+ ( $ j v f ) - 0 +

’ ’’“ ( f )  - 7 T - ( $ A T Ö + ) - Ö

- 7 r + ( $ N 0 - ) = 7 T +  ( # * ! ! * „  ( } ) ) =  0

= 0

(3.1)

(3.2)

n c V )
Ip

9 )

9<fn KV

%!)

a
P: 9W) 03

K.N i ) 9nK N (
é

9 )

T V (f )-1 (V) 1
9
nh N (

W
9

1

\9\ 2
nK N(*/>)5

K N (0) Û $N0+ e

As $NnK N

— 7Tf nK N

ib
9 )
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The above system could be rewritten in a matrix form i.e.

(3.3)

Because we assumed that ||ii<&N||2 < 1 [S], the above involved operator is invertible and we 
obtain

Take note that

We find

/  0 - H * n \ k

\ HÌN 0 J 1 J ■
f 0 - ) = _ (  z r = 0  ( H * „ H i N) k -  £ r = o  {H*KH i  ) k H*n \  / ( f  )  \

V e+ )  V -Er=o (H*NH iN)k H iN E “ o ) [ i r + ($„*) )  ‘
A straightforward computation yields

Substituting 6 and 6+ in formula (3.1) and observing that for all x 6 L 2(T), one has x — 7T-(x) =  
7r_f_(a:)5 we obtain the desired result :

W W )  = ±  -  Ì , -  ( f )  -  i  [ , + ( . „ g  w . * . )  V  ( * ^ + ( I ) ) ) ]  ; (3.4)

and this completes the proof of theorem 11.

R em ark  : The above formula (3.4) could be rewritten as

T M / r 1«  .  Ä  -  Ì » .  ( I )  -  i  [ ,+ ( . „  (/ -  H i , * . )  - , + ( # w, + ( f ) ) ) ; .

In the coming sections, we shall estimate the elements of Tjy(f)  1 i.e.

( l̂ )k,l

(^2  )fc,f

and we shall frequently refer to the first and second term respectively by (Ti)*^ and by (T2 )k,i as 
defined above.

R em ark  : Take note that whenever /  vanishes on the unit circle, we cannot make certain that

SUP \ \H$n H<s>n  II = a  < 1,
N

and therefore (T2)uj is not directly computable, since \\I -  || is no more bounded. In

the singular case, the trick is to replace f (x )  by f ( rx )  with 0 < r <  1 and to get Tj^1 ( f ix))  as 
lim Tn x (f ( r x )) whenever it exists.
r —>1

( o 1
1 o

) (
1

H *

<£> TV 1
H$JV ) (

e
e+ ) (

7T

7rf

)x¡)
9

I N 9 ))

(
6
d ) (

O

H *

H$iV
0 )

-1

(
71

7T4-

9 )
$ N

t
9 )

+

-1 no

k=0
£ (

1

H*
<PN

k
)N$H

N$
*B(

H sic

Ptvff

0 (
1¡)

9
+ H

OO

E
K = ü

H<Pn
* tì( )

k
H

*
«ÊiV

7T
( ) )

V
9

+ h Í>N
k = 0
E
OO

H
*

R î>,v )
k

( (
7r4- (

$ /v
ib

9 ) )

71

(T N ( f )
-1

( X
k

y X
l
) ( 7T+ (

k

9 ) 7T+ ( 9
X

X

) )

( (I B * H $N )
-1

(
$ N 71 + (

k

9 ) ) 3 7T+ ( $ A 7T f (
X

l

9 ))
>
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3.2 Inversion of Toeplitz matrix: the multicanonical case

3.2.1 Proof of the structural theorem 5

Theorem 5 Let f  =  |1 — rx\2a =  9 r9 r ,  where gr =  (1 — rx)a7 a G N, 0 < r < 1. Then, for r =  1,

1  ̂ ( a - l - M - f c ) !  (a +  l -  k)\

(T,)" =
+  •••

(a +  k - 2) 1  (a +  l -2) 1  (a +  l -  1)! (a +  k - l ) \ \

f  (k —  1 ) !  ( / - I ) !  +  Jfc! I! J

. X fc=7T+ ($jv7r+ (f)) elmF^

• The dimension of the space I mH$N is a, a natural basis being j  j

• (I  — Hqn H $n ) is an automorphism, oflmH^N
Im H I&N

Evaluation of the first term: proof of first point

We have :

It follows that

7T+ ( j r ^  1jj  (Xk +  a r x k(a -  1)! +  a !  r x k x)

f  Xk \  1 d a~l r x k+a~l "

^  u J  =  (a — 1)! d r a ~l n+ [ ( 1 - r * ) .

= ___I___— y  ruXv
(a -1)1 d r « -1 *

uJrv=kJt~a — l 
u > a —1

= __ -___ - ___  (r“_1 vfc -I- r̂ a_1 +̂1vA:_1 -I- • • • 4- rfc+“_2v + rfc+a_1i
(a — 1)! dra~l V X X X J

Noticing that

ÎL(r°+P) =  (S + P ) > P 
d rs y > p\

for all positive integers p  and s , we obtain

(  X  ̂\  1 f / -1 m  k t k—1 k —  \  (& +  k — 1)! (OL k — 1)! u

We are able now to compute the desired scalar product. For k <  I, we have :

/ _  ( x k \  _ 1 / k- v ( a  +  P ~  ! ) !

Evaluating this scalar product we obtain the claimed result.

( (OL 1) i)
2

(
a 1 !

I -  k !
+ a!

l - k  +  lV.

1 - * 3 + 1
X

7

}7—0 a  —1

Xk

a

Xk

(1 r ) a
1

( Oí )í 9;r (1 r X)

d
i - i

X
k + a —l

7T+
9 k 1 ! X+

k \

9

Xl

9( ) ) ( OL 1 12
p=0 p\ p=o

5

k

E Xp OL I 1 + P I

)(I Pj I

(a 1■) !
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•  S p e c ia l  c a se  where a  =  2. 
For k <1,  we have :

(-(¿M *)) =  ( x fc +  2rxk~1 + ------h krk~l x  +  (A: +  l ) r fc,

( p + l ) r px Z p +  (p +  2 ) r p+1x ! P+1 H--------h lrl 1x  +  (l +  l ) r l ) .

The result as r tends to  1 is:

(Ti)kti — (l — k +  1) -f- 2(1 — k +  2) -K ■ • • -f- kl 4- (k -f-1)(/ -j-1)

fc+i

yj(z-fc+j)

Evaluation o f the second term: proof of the other points

Recall th a t

Xk=i:+(̂ Nir+(^yj,
then  we have:
E valuation of .

Let us first com pute H$N (x u) for u G N. According to  the previous no tations, we have

9r(x) =  (1 ~  rx)a and  $ N =  ''̂ ^ L x n+1-

For all n  G N, we have

T he argum ent could be rew ritten  as

(l-^A\ n+u+1 =  V ( - 1  y(pXr*xn+uW Vl-r%y ^  V«/
T hen

f  v \  r Yn+u+p+l '

We can com pute H$N (x s) for s G N, it is easy to  see th a t  we have the  following equalities:

7r Xs 1 _ d x s+1 
n . ( l “ rx )a . ?r_ dr (1 — rx)a~1 _

_  d ' d x s+2 

d r 1X~ dr  (1 — r x )a~2 _

_  d2 ’ d x s+2
dr^7r~ dr (1 — rx)a~2_
QP y S + p

— ô — 7T-  Ti-------rr------ , P G N, p <  a.
drp (1 — rx)a~p

We get

i da~l "xs+a-1"
7r~ Qra - l 7r~

= in/wi_l_v
Qra - 1 ^ X -  r x /

1

6
k + 1 k + 2 31 k •+ 3

ImH i 'JV

H PjV X
u

71
1

1 rv

a
X

n + u + l

HI5 TV(
U

)

OO

p =C

( ]
V
Q

r n7T
(1 r a)

X
5

1 r y Oí 1 r X
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From the above formula we can deduce that

therefore we have

I n l i n e  s p a n  { ( j - i - ) ,  ( 3 - ^ )  . . . . . . . .  } .

E valuation  o f  ImH$n

Recall that H£N is defined as

Thus for all u G N*, we have

The above quantity could be expanded as

Following the same lines as above, for all s G N we obtain

Xs 1 9 a“ 1 / r s+<*-1 \  

7r+ . ( l - r x )a_ Sr“-1 \  1 -  rx / '

Therefore, we have

and

lm H ^N C SPan j  l  _  rx  > ^  _  r x y  > • • • > (]_ _  rx )a: }  '

Now let us set

x ' - 1
a-i(x) = (1 -  rxY

and Oj(x) = (t̂ )
i

we have obtained as a result that

{
lmH$N =  span {oj(x)} l<i<a
ImH^N =spa>n{ai(X)}i<i<a

then we can provide the following lemma.

L em m a 11 For all 1 <  i < a, we have

{

7T
Xs

1 r X)(
a € span {(1 rx

X

) 5
d

dr (1 rx

X

)
d

dr 2 — 1 (
X

1 rx )
3

rx
X

a

H *

Ï>N H2 - H 2+

7T■f § AT )

H *
<£>n X

u
( ) 71 (1 rx

r y1 a

)
X

7 7 , + U - f  ]

H *
<Ï>NX

U
( ) E

o=0

OO

( 1)V(
V
0L)

V

TP71
Xn + u + p -(-1

1( r )
a

7r
(1 ~  rx) a

X
s

{(1 ~r x
1

)
d
dr (1 -  rx

1

) 7

da — l

d i
■a - 1 (

1

1 -  rx ) }

5 1 i < a

H,
?N li\ t, * 0']

H (Xi X ] t 0

+ span

4-
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Proof of lemma 11 : One can see that

{
ker H *n =  (1 -  rx )aH  + n
ha:Hi =  (1 -  r x )aH l ~ n H*~ J

therefore, we get codim(ker H$N) =  codim(ker H$ ) =  a, and then we have the decomposition as 
a direct sum (orthogonal):

{
H  + = k e v H $ N ®lmHX
H

Let us denote by T + , (resp. T  ) the matrix which represents H<pN relatively to the bases
ImHl

JzN
{2i(x)}i< i<a and {«¿(x)}i<i<a (resp. to the bases {a»0c)}i<i<a and {ai(x)}i<j<a).

Then we can give the following lemma.

L em m a 12 We have

i T +  =  t ~  =  T

ii kerHqn H $n =  kerH$N and H $N) is an endomorphism of the space Im£T|
I m H l

of the finite dimension a.

We deduce from the above proposition that the operator (I  — Hqn H$n ) has I  - T 2 as

representation matrix in the basis {a i(x)}i< i<a - 
Proof of Lemma 12 : We have

H*n (di) =  7r—
A i - i ’X/ (1 -rxY

=  7T_
(1 —  rX)a i n+l 

. ( l - ï ’X)“

and

HI {ài) =  7T+
V I - r x \ a 1 -n+i+l 
A 1 - r x )  (1 — rxY

=  ^  ( l - r x ) a » +i+1 _ 
L (1 -  rx )a

Setting (1 -  r x )a 1 =  J2t=o ckrkXk> ck € ffi, we thus have

r

<
H<s,N(ai) = J2tJ0 ckrkir-

HÌN(ài)=Y:ak=oCkrki+

*
(1 -  r x )a

(1 -  r x r

But we have seen that

-  Ùl_______  =  ____  f „n+i+k+a 1 ]
(1 — rx)a <9ra_1 \  1 — rxJ

which we can expand as
^  Vs“ 1
£ A* 7 r -----w  A s € E -jr{ (i -  rx r

H2+

2- íer H * © Im h

' N

I m H
N

*3>

X

n

n + î + k  4 - 1

H *

1 r X a 1

4 -i■ 4 k 4 --1
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Therefore

Inversion exacte

rvn+i+A:+l] rìa~l f  . , v \  
n X_______  _  ____  I rn+i+k+g X \

(1 —rx)a _ dra~l \  1 — r x )

^  V s " 1

x § As( i - ^ x ) s

From above, we can deduce that if

Xs"1 

5=1 V '

then

a  X s
(«*) = E  (1 _ r^)s

this implies that T + =  T . The second point of the proposition is easy and therefore its proof is 
skipped.

Evaluation of Xk

For this, we give the following lemma.

Lemma 13 For all k G {1, 2, . . . ,  n -f-1}, Xk G I m f /^  i.e.

a

x k ( x ) =  7 i ,*  G M.

¿=1

Proof of Lemma 13 : We can write

X k =  7T+ - 7 T +  [ f jv T T -
9 . . V 9 J .

r * n + i - fc i r _  i x Y
=  7T+ ~7Z-----------r — 7T+ E  A j (r )  I - -------- r )

L (i — rx)a\ _ V i - i ’x y

because 7r_ j  G Imif<j,iV

^n+1—k "I a a i r -

X* = *+ [ ( T T ^ J  -  g  g  «->*<••)»+ [ (î 3 7 ^ _  ■

We complete the proof noticing that

* + ( ( T T ^ )

1 r X
H (Lì

a

y.Us

H N

X ?

k

X
n + i + j —1

i—1 7 — 1

e Im H$ N

Oí

E
S =  1

AS

Xs

1 r X s

.k

$ TV

X,k

9
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3.2.2 Inverse of the sym m etric bicanonic form

We prove now the claimed corollaries 6, 7, and 8. 
Setting a  =  2 and using the above results yields

TNr  =  T +T “

r 2 +4 /  (1 +  r 2)2 +  (-1 )^ (1  -  r 2)2 (—1)^(1 -  r 4) -  (1 -  r 4) \
4 V (1 -  r 4) -  ( -1 )^ (1  -  r4) (1 4- r 2)2 + ( -1 )^ (1  -  r2)2 J

note that we cannot obtain ( / —Tjv,r) if we immediately set r =  1, thus we assume that 0 < r < 1 
and let it later reach unity to obtain our result.

After some humdrum computation, the proof of corollaries 6 and 7 are straightforward and it 
remains only to prove that G4 is the announced Green Kernel (viz. to prove corollary 8). Let g 
be any continuous function and set

f(x) = f Ga(x, y)g{y)dy. 
Jo

i4 i?
Let us prove that ^4 =  g(x). We have

=  Io ( ~ ^ y3 +  \ Xy2 ~  x2y2 +  \ x2y* +  \ x3y2 ~ i x3y3)  9 ^ dy

-  J  (k~\x3 +  \ x 2îi ~ x 2y 2 +  \ x * y 2 +  \ x 2y 3- \ x 3y ^ g { y ) d y -

Computing the first derivative, we obtain

/'(*) = f  (\y2 -2xy2 + xy3 H-|*V ~ x2y3J g(y)dy

+  J  ^ x 2 +  x y  -  2 x i I 2 + \ x 2 v 2 + x v 3 ~  x 2 y 3 )  9 ( y ) d y ,

the second derivative,

f"(x) =  [  (~ 2y2 4- y 3 4- 3xy2 -  2xy3) g(y)dy 
Jo

4- f  ( —x  4- y  -  2 y 2 4- Sx y2 4- y 3 — 2 x y 3) g ( y )d y ,  
J X

the third derivative,

f'"(x) = f (3y2 - 2y3) g{y)dy 
Jo

+ f (-1 + 3y2 - 2y3) g(y)dy, 
J X

and finally

f{4)(x) =g(x).
We obtain as limit conditions:

0 =  / (  0) -  / ' (  0) =  / ( l )  =  / ' ( l )

f (Xo

'X 1 3 1 2 2 2 1 9 3 1 .3 2 1 ,3 3
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3.3 The bicanonic rational case

3.3.1 Proof of structural theorem 4

Theorem 4
1 — rvr

Let f  =  j — - ■ , 0 < r < 1, where P (z) =  Ylu^o PuzU with P ( z ) having no root with modulus 
\K) I

< 1. Then:

• an evaluation of the first term (Ti)k,i for k < I, for r =  1 is given by:

k /  q \  f l - k + q  \

(T i)k,i =  E  (  +  1 )  (  E  +  ^  ~  +  X )  ’ where Pj =  0 V i  y  m
s=° L V=° /  V J=° /  .

.  X ,  =  7T+ ( $ * * +  ( £ ) )  G

• The dimension of Im iil is the order of the singularity, viz. 2. A natural basis of ImH$

• ( /  — Hqn H$n )\ is an automorphism ofIm H $N
l l m  H*&N

Note that the bicanonical case is obtained by setting in the above formula P  — 1. Let

¡1 — rx|4 (1 - r x )2

Mx) = ~\Î W  “ d s W  = “W ~

we find

$;v =  r x n+1
9

=  P i l ~ rX?  „+1
P 0 -— rx)2

for convenience we set above

£ =  E
u > —m

Evaluation of the first term

This term is

We have

-ft) = ± M t̂ )

= f;^7r+[Eir,-V"“-,+1)
u = 0  \ l >  0 J

Imfl*
$JV

IS
1 X

l - X 1—X3

E
u > —m

u;K
n-f-1 (1 r \

2

1 rx 2)

7u.X
u

7 i fe,i <*■+ ( ) ?
X.k

9
7T-I- (

X

9 ) )

m
X

k —u

u—O
777

E
U— KJ

Ôu,7r4- (
Ö
<9r 1 r* )( )

k —u + 1

ß.'i q i ß. q'i
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=  Y , P u y \ { l  +  l ) r lXk- l- u
u=0 1=0

m k — 7/.

=  E  [ ' E $ i V - j  +  V r l- j  U * - ' .
1=0 \ j =0 J

Then for all k < L we obtain

k (  q \  / ( l - k ) + q  \

m)M = 53 E ^ ( 9 - j  + i)r,"i S  ^ ( g + a - ^ - j + i ) ^ ) ^ '  , 
9 = 0 . \^ -°  /  V i~° /

k I  q \  /  (i-fc)-Hf \

=  E  E ^ - ( f f - j  +  1 )  E  f t ( ^ + ( / - f c ) - i  +  l )  •
9~° _ /  V i - °  /

with fa =  0 if j  > m.
As a special case we set P  =  1 -j- 0 x  and we obtain

(Ti)k,i =  \ k { k  +  l ) ( Z l - k  +  l)(32
o

+  ~{k +  l ) ( m - k 2 +  k +  3l)j3
tJ

E valuation  o f  term  X k

Using the above results for the bicanonical form, we consider the basis

{ l - iT*  ( l -rx)2}'

Let Mp  denote the matrix representing H$N in the basis # 2- We have

( i r ^ )  = -

Assume that N  > m,  then using the above results, we have

(  u+N+i 1 ~ r x  \  _  _ f  Xu+N+1 \  (  x “+Ar+2 \
(1 - r x ? )  ~  ^ U l - r x ) 2;  r7r_ \ (1 r x ) 2J

=  [(u +  N  +  3)ru+N+2 -  (u +  N  +  4)r“+7V+4] — 2L_
J. r x

I /  u+ N + 3  _  u + N + 5 \  X

[ (1  — r X ) 2 '

thus

)  =  rN+2 V  lu ru [((U +  Ar +  3 ) - ( u  +  iV +  4)r2) — ^  
\ l - r X J u^ m [ v 1 — rx

+  r ( l - r 2) -----—-----  . 
{ j ( l  ~ r x ) 2.

1

1

4
1

6
k + 2 k 4" 1 31 k 4- 3)

E2

H<¡>N ($ N 1

1

rx )
7Í_ {E

U > —m
iuXu + N + 1

(1 r y'
2

1 r X

)

H $N
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we can write down

H*n ( - L - )  =  [Mp]u  +  [Mp\21 7T-* *  
\ l - r x J  1 ~ rx (1 — r \ )

Setting

we obtain

{ [Mp]n =  ((N  +  3) — (iV +  4)r2) rN+2A(r) +  rJV+3(l — r2)A'(r)
[Mp]21 =  r " +s{ l - r 2)A(r).

Similarly we have

H*” (  (1 - r y )2 ) ( $JV (1 -  rv)2 )

■  ( S )
=  Y ]  7„ (u +  7V +  4)ru+jV+3 +  ru+N+4 7----- - r;-■ .

û m L l ~ r x  (1 - r x ) 2]

we get

+ r"+4 U r  ( Æ ? -

Then we have
f [Mp}12 =  (N +  4)rN+3A(r) +  rN+4A'(r) 
X [Mp }22 =  rN+4A(r)

and we can write down

u  _  (  A (r ) Air)' \  (  ((N +  3 ) - ( N  +  4)r2) rN+2 (N  +  4)rN+3 \  
M p ~ ( 0  A(r) J \ r N+3( l - r 2) rN+4 J '

Now we return to

*ï.(ï4 ) - '+ (*"rh )
( P  xN+2 \

f p  ^N+2 X , p  ^N+Z X

7r+ VP(!-rx)2 J r?r+( p  (1 - r v )2 J
/  ÿ .u + N + 2  \  _ /  ^ « + iV + 3  \

„ £ * ^ (1 “  rX)2 '  r „ S n ^ ^  )

X

E l u r u X
2

A r
F 1M

r 3

E
u> — m

7uTT

H í N

X

.1 -  n
9.( ) ?

V+ 4

(u > —m
E 7«ru —i u

1 -ry
X

-f /V( + 4 r N + 3
E

u > —m

l u ru X
1 r X

714 - P 1 rX 2 1 r X
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=  Y ]  ju ( (N +  u +  3) -  (u +  N  +  4)r2) rN+u+2 — —  
u > - m  L 1 -  rX

+  r u + N + 3( l - r2) X
(1 -  rx)2.

=  r N+3( l - r ) 2A' (r)—^ —  1 -  rx
+  ((TV +  3 ) - ( N  +  4)r2) rN+2A{r)—^ —

1 ~rx

we set

{ iMp]u =  ( (N  +  3) - ( N  +  4)r2) rN+2A(r) +  rN+3( 1 -  r)2A'(r)
[M^]21= r ^ 3( l - r 2) i ( r ) .

Similarly, we have

H*n ((1 -  i-X)2 )  *+ ( $JV (1 -  rx)2 )
(P XN+3 \ 

+ { P ( l - r x ) 2J
_ / f + W \

uJ^mlu1T+ Vi1 “ rx)2J

= J 2  Ju{N + u + 4)rN+u+3— l — + ru+N+4 ■ X
u ^ m  l ~ rX i1 - r x )2

= rN+4A ' ( r ) - ^ —
1 - r x

+ (N  + 4)rN+3A(r) —
1 ~ r X

Thus

{ [M£]i2 =  (N  + 4 )rN+3A(r) + rN+4A'(r)
[AfpJ22 r A{r).

Similarly we have

-  (  A(r ) A ^ y  \ f  ((N  + 3) -  (N  +  4)r2) r ^ + 2 (iV + 4)r*+3 \
F  \ o  A(r) J \ r N+3( l - r 2) rN+4 ) '

Now we deal with

X k = TT+^JVTT + ( y ) )

=  W x - H ^ W i

where we set

W1 =7T+ ( * N j )

+ r AM-2 1 r 2 A T
X

1 rx 2

4 r N + 4 Ä r
1 r X 2

X

7r4- N
9

y k

714- $ N 7T ( )(( ) X
t

9
$
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and

*  = * - ( t )

Inversion exacte

We have

7X1 /  - y k  — U  \

= S M r a )
771 _  771 _ 2

ü = 0  u = 0   ̂ '( 771 771 \  _

(fc +  2)rfc+1 ^  PUT~U ~ rk 5 3  ui3ur~u+1

u=0 «=0 /  r *771 - 2

+  rfc+25 3 , ^ r - M- X-̂ -2-. ±i a-r-x)2
Finally, we have

then we have

=  ZrW22 •

/  (fc 2)rfe+1 \
where Z is the matrix ( j • The same abbreviation is used below.

Following the same lines, we have

771 / ÿ , N + l —k —u \

771

= 5Z^{N  + 2- k ~ u)rN+1-k-u— --
u=0

771

+ 53 fl,rN+2~*~tt;."*..-r2
¿ S  ( i - r x ) 2

= (iV + 2-fc)rJV+1-fcP ^  - rJV-,sP ' Q r — -

\ r j  (1 - r x ) 2
Recalling that

X k =  Wi -  MPW2,

we obtain

u / (  P { 1) - ^ P { kY \  (  [N +  2 - k ) r N+1~k \
Wi = ( »u  pfi)w j ( ;*«-* J

=  Zrw n .

X
k.

1 rX

1 X

m

E
u—O

Bu71

K — U

1 ry 2

w 2

k u + 2 r k — u + í ß V r k-u-1-2

w 2 (k +  2 )\r k + l P
1
r

r k P
1

T 1 rx
X

+ rfc+2P
1

r
X

1 rX)2
(

w 2
p

o

1
r

p 1
r

1

r 2 p 1
r (k +  2

r
r

w 1 E /Su7T+
u = 0

1 r |2

+ r N+2-k P



Le cas asymétrique

Recalling that
X k =  W x -  M p W2,

53

a straightforward computations provides theorem 4.

We have now matrices for computation of ( /  -  H$n H$n ) \  In the case P  — |1 4- /?x|2, 
|/?| < 1, corollary 4 is obtained with the help of formal computation.

3.4 Inversion of Toeplitz matrix : the asymmetric case

We consider the following symbol

/  =  \9\2

where we set

9 =  (1 -  XiX)(l -  X2X)

and where we assume that Xi =  re191 and %2 =  re*®2 with r < 1. At the end of this section, we 
shall let r go towards unity to derive our results for the singular case i.e [xi I =  |X21 =  1.

3.4.1 P roof of the structural theorem  6

T h eorem  6

For f r =  1(1 -  X ix )(l -  X2X)I with Ixil =  |X21 =  1,

• An evaluation of the first term for k < I is given by:

K

(Ti)k,i =  \p? Y j a Jà j+V-k) where aJ =  x i+1 -  X2+1, for r =  1 (3.5)
j=o

• The space lm H£N has dimension 2, j  1_r1x~ , i - l X2x y  being a natural basis.

•  X k(r) =  7r+ Î$at7t+ is given by:

-  \p\>¿ ( _ i ) ^ - - * + 2  (1 +  ( _ i ) i )  (1 - ry N+v - k+3— ± — .
^  -L /

j=o

• (I  — H$n H$n ) is an automorphism of lm H $N.
ÎïïîH*k

E valuation  o f th e  first term

We first need to compute the first term of our expansion i.e.

L em m a 14 We have

X
k

9

k r( ) p
2

k

y .
7—0

1 + 1 3 1 r,4 r N + 2 j—k~\-3

1 rXi X

1

( T )k,l 71-f(
k

9
: 7r+

A
1

9 )(
\

7r+
y k

9( ) P

k

1 = 0
E X

j+ 1
A 2
-7  + 1 . k — n

r

'11 'kJ
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Proof of lemma 14 : Set for convenience p =  l / ( x i  — X2); assuming k < Z, one obtains,

7T+ ( ^ )  =  T - i ^ - 7 T + (3.6)
Vi1/ X1 -X2 LVi-xix 1-X2X/ J

J=0

k

(Ti)k,l — \p\2 E  a i &i+{i-k) (3-7)
j = 0

therefore

where a j  =  \ { +1 ~ x l+1-

E valuation  o f  the second term

For that purpose, we provide the following lemma. 

L em m a 15 We have

ImH$N = s p a n { a i ( x ) ,  S2( x )}  where àj(x) =  r z f ^ ,  3 =  I , 2 -

( lmH$N = s p a n { a ! ( x ) ,  « 2 ( x )}  where aj{x)  =  3 =  1,2.

Denoting by T  (respectively by T +) the matrix representing H$N (respectively H$n) onto 
( ai(x)> a2 (x)} (respectively onto {S i(x), a2(x)})  a n d p - l / { x i  -  X2 ), then

T -  -  f +  -  n (  ^ +3(1 " X2Xl) ^ +3(1 "  Xl* l} ^
^  “  Tr ~  P V X ? +S(X2X2 -  1) X2" +3(XlX2 -  1) )  '

(3.8)

Proof of lemma 15 : First let us evaluate $jv, i-e

$N  =  ^XN+1 =  r ----- r -  ( _ -  Xl  _ ) (1 -  X(X1 +  X2) +  X1X2X2) XN+1-
9 X i - X 2 \ l ~ X i X  I - X 2 X j

We then have

H $ n (x*) = k - ( $ n Xs ) ,  sGN*

=  / * -  (T̂ - r ^ ) x N+'+1Ai-xix 1 - X 2X /

-  p ( x  1 +  X2)tt- [ (  ■ . -  . _ )  x N+s+2 Ai-x ix  1-X2X/

+ PX1X27T- ( Xl_ .  -  X2_ _ ) x JV+,+3 •
L V i - x i x  1 - X 2 x J

Let us first compute for all u 6 N*

(3.9)i ( _Xi_____ X2_ \  J = xï+2x _ X2+2X

LVi-xix 1 - X 2X /  J 1 — xix 1 - X 2X ’

therefore we immediately have

ImH $ n =span{5i(x), a2(x)}-

y 1

y 2

7r

p

k

j= 0
Xi- j + i A2

7 +  1 k - j

1
X i X ?

7T
9
9

X
N + s + l

X Ä;2_
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where we set

Similarly, we have

=  - X N+1g

° i (x) = T - - and a2(x) = -~ z — • 
1 ~ XiX 1 -  X2X

55

Then

^ „ ( x 8) =  M * jvxs) ,  s e N *

-  -  r +s+1

=  ---- ----- 7T+ I I — :—-------------—----) XJV+S+1
X1 - X 2 Lvi-XiX 1-X2X7

Xl + X2 T / _ X l_______ X2 \ -iV+s+2
X1 - X 2 + LV1 - x i x  1 - X 2 x j

! XIX2 ( XI X2 -JV+,+3~
X1 - X 2 lA i -X iX  1-X2X/

Computing for all u GN,

^  |Y_xi____ X2_̂  = _xï:___
LVi-XiX I - X 2X/ J 1-XiX I - X 2X’

then
lmH$N = span{oi(x), a2(x)}-

where similarly we set

o i(x ) =  i— ~— - and a2(x) =  z— ------•
1 -  XiX 1 -  X2X

Then to complete, we only need to compute H $ N(a,j(x)) and H $ n (cij (x)) for j  =  1, 2. We have

#*jv(ai(x)) = ”■ - ( Ĵvoi(x))

-  ; XlX *..gg-y +1ai(x)
, ( l -XiX)(l-X2X)

=  ( r ^ - r ^ ) ( i - X 2 x ) x Ar+1 
L v i - x i x  1 - X 2X /

=  p ( 2 u S i  (x) + 221S 2 (x)) ■

Using formula 3.9, we have

{ « 1 1  = X^+3(̂  -  X2X1)
« 2 1  = X2 (X2X2 -  1)

Similarly, we have

H<s,N(a2(x)) = 7T_ ($jv0 2 (x))
_ _ (1 -XiX)(l-X2X),,iv+i„= K -  7 :----r- rrr;----^ vX  a 2 [ X )

,( l -XiX)(l-X 2X)
=  7T (1 - Xi XJ  JV+1

, ( i - x i x ) ( i - x 2 x)

=  /97T- ( 1 X\  - -  T X!. _ ) (1 -  XlX)XiV+1
V i - x i x  1 - X 2 x y

= P («12S1 (x) + Q22S2 (x)) •

(3.10)

N

p
X1

1 XiX 1
X2

X2X
1 X Xi + X2 + X1X2 X

2
X

V+l

9
X

N + s + l

u+1
X2
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Using again formula 3.9, we have

{ < * 1 2 = X i  (1 “ XiXi)
& 2 2  = X 2  ( X l X 2  -  1)

Thus we have
r -  _  ^ (  x i /+3(1 -X2X1)  x f +3( i - x i x i )  A

^ U ? +at e » - i )  x^ixix* - 1) ) '
Following the same lines, we compute

H£n M x ))  = 7t+ ^ x w ai(x)j

=  7T_L i 1 ~  X 2 X ' ÿ N + 2

.(1 “ XiX)(l -X 2X)

= P  i ß n a i i x )  + Ä 2 a2(x)) •

Using formula 3.10, we have

I
tfii=xf+3(l -X 2 X1)

0 2 1 = X 2  +3 (X2X2 -  1)
We also have

( M x)) = ( ~ xn+1^2Ìx )j

=  TTM (! -  Xix) - N +2 
+ ,(1-X1X)(1-X2X)X .

= P*+ ----- 7 ^ —; ) (1 -  X1X)XN + 2A i - x i x  1 -X 2 X/

= p \ ß 2 \ 0-l (x) +/?22a2(x)) •
Using again formula 3.10, we obtain

(
ß i 2 = x{V+3(l -  X1X1)
0 2 2  —  X2 (X2Xl -  1)

We thus have

We note that

T + _ „ (  xf+3(l - X 2X1) xf+3(l -  X1X1) \
1 ~ P V Xf+3(X2X2 -  1) Xr+3(X2X!-1) ) '

T + =  T~.

Evaluation of X k

Recall that

071 -H 1 Yi Y 1 X2X
X2

1 X2X X N + 2

H A
*

X.k 7T-f N 7T+-
Jfe

9 )((
))((7T+

JV+17T+
9

Xk
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We have already evaluated the inner term see formula (3.6), therefore it remains to estimate 
the quantity

(x i+1 - *2+1) n+ (^.xN+1x k ,
,=o v 9 '

where k < N.  Using a previous calculation, we obtain for all s G N

-r+ ( v ,- +1) =
\ S  J V i - X i X  1 - X 2 X /

- p ( x  1 +  X2)v+ (  ••• Xl -  * 2 ) x N~s+2 
Lvi-xix 1-X2X/

+PX1X27T+ ( — -- ------- X2 ) x N~ S+3
A i - x i x  1 - X2X/

=  , ( ** 2 x ^ - s+2\
U - X i X  1 - X 2 X /

/  Yi _ Yo +3 \
~P{X 1 +  X2) f z-------------z----------- )

\ l - X i X  I - X 2X /

/ - 7 V - S + 4 N —s + 4  \

+PX1X2 ( r- -̂---— — -------  j
\ l - X l X  1 - X 2X /

Finally, we have

x k = |p|2 £  (* i+1 _ ^2+1) [ x i^  -  (Xi + X2 )xi + XiXiX2)ai (x)
j =0

*+2(l _  (Xl +  X2)X2 +  X2X1X2)02(X)

= bl2 £  (xi+1 -  X2+1) x f f j"*+V (x)s(x i)
7 = 0

“ l ^ l2 ]C ( ^ 1 +1 ”  * 2 + 1 )  * 2 ^  ^+ 2 Û 2(X )^(X 2)
.7=0

(3.11)

Take note that g(xj)  — 0 whenever \xj\ =  1, j  =  1, 2 and this would make the symbol to be 
singular and evaluation of the inverse would be much more difficult. We also see that Xk G I m ii l^ .

To achieve the proof of theorem 6, we need to compute X&, but this computation is straight­
forward with the help of lemma 14. Note that if we set |xi| =  IX2 I =  1 &nd if Xi /  1 and X2 /  1> 
then we e:et

R em ark  : This equality confirms the remark (p. 41): namely T +T  represents the restriction 
of H$ H$n to and we can deduce that sup | | i i |  i i^ H  =  1.

N
Clearly the interesting cases are those for which we have (xi I =  |X21 =  1; but it turns out 

that the operator ( /  -  H^n H^n ) defined above by formula 3.10 is singular and is therefore not 
invertible. To workaround and derive our results, we shall replace Xj (I/O'I — 2.) by rxj
where r G l  and 0 < r < 1 and we will let r tend to unity to obtain our results. More precisely 
we shall replace Xi (respectively X2 ) by rx  1 (respectively r x 2) with |x i| =  IX2I =  1, in

—  r p + r j y  —

Xi X2

Im H$ i\

p

k

E

p7l 4-
N - s + l

S + O

2
N + j

T <rT ( )
1 0

10

T
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I .2 (  Ixfr+3|i-x2xil2 + xf+3x2̂ +3( i- |x il2)(lx2|2 - i )  0 \
I |x i r+S (1 -  IX2 I2) (1 -  X1X2 ) +  x i+3xf+3(x2xi -  1)(1 -  IX2 I2) 0  J

, l„|2 f  0 Ix2|jv+3( l- |x i |2)(l-xix2) + xf+3x r̂+3(xix2-l)(l- |xi|2) A
+ |p| lo ixir^to-ip+x^x^a-ixincfei2-!) J

Performing the substitu tion  xi  — rXi (with |x i |  =  IX2 I =  1)? we obtain

T  = T + T ~  =  r2N+A (  ^ 2 \
T r r I I - X 1 X2 I2 V ( T r h l  (Tr ) 2 2 j -

where *

<

<

( T r ) 11 =  |1 -  r 2XiX2|2 -  (XiX2)N+3(l  -  r 2) 2 

( T r )  12 =  (1 -  r 2) ( l  -  ?-2XiX2) (1 -  (XiX2)W+3) 
{ T r h  1 =  (1 -  r 2) ( l  -  r2x  1X2 ) (1 -  (X1X2 )N+3) 

(1^)22 =  11 -  r2ÿ i X2I2 -  (xiX2)iV+3(l - r 2)2.

with |x i| =  |X21 =  1 and 0 < r < 1.

3.4.2 The sim ple asym m etric case

Here we consider the particular case where xi  — ~ X2 =  1- 
Using the above results, we immediately obtain the lemma:

Lemma 16

_  r 2 N + i  /  (1 +  r 2 )2 +  (_1)AT(1  _  r 2)2 Q  _  r 4 ) ( 1  +  \

r ~  4 I ( l - r 4)(l  +  ( - l ) iV) (1 +  r2)2 +  -  r2)2 )

where

x‘<r> = h (r̂ î‘i’l(,') + TT^w<r)) ■

(
‘P i (r) =  (1 -  r4)riV_fc+3 £ - = 0( l  +  (“ 1

M r )  =  (~r)N *+3( l  -  r4) Y,j=oi1 +  (“ l)-7’) ^

Take note that

(fi!(r)  = {
2rN-k+3Q _ r4fc+4) y? k eyen

2rN fe+3( l  — r4k) if k odd.

similarly, we have

V2\r)  = {
2(—r)N h+3(l — r4k+4) if k even
2(—r)N~k+3rN~k+3(l -  r4k) if k odd.

Proof of lemma 16 : It is a direct result obtained from the previous theorem. 

Corollaries 9, 10 and 11 are directly obtained from previous lemma.

,2N+A

- 1 N

-1 A/ 1

i r.27



Chapitre 4

*

Etude spectrale des opérateurs de 
Toeplitz à symbole singulier

4.1 Structure géométrique : une formule d ’inversion

L’idée est d’utiliser ici une structure géométrique analogue à celle introduite par le théorème 1, 
pour évaluer les valeurs propres de T/v(/). Cependant c’est maintenant la factorisation de /  — À 
(où A G [inf / ,  sup /]), qui est le point de départ de la démarche. Dans ce but, nous ferons

T x

une hypothèse raisonnable sur la factorisation de /  — À, qui conduira à la structure géométrique 
adéquate.

4.1,1 N otations générales

•  T désigne le tore de dimension 1

• H+  =  j / i  G L2(T), h(s) =  0 pour s < 0 j

• H -  = L 2(T )© f f +

• 7r_f_ et 7r_ désignent les projecteurs orthogonaux de L2(T) respectivement sur H+  et H~.

• On notera x  la fonction complexe eld et Vn  le sous-espace de L 2(T) que voici : 
vect ( l ,  x, X2r " , X N }

• Pour /  G L X(T), on désignera par l’opérateur de Toeplitz associé au symbole de /  et 
défini pour tout ip G Vn  par

TN (f){tp)  =  n VN(f<p)

où ITp^ — IIn  est le projecteur orthogonal de L2(T) dans Vn -

• H°° =  H + D I/°°(T)

• Pour /  G L°°(T)

L2 (T) =  j / i  /-mesurable: J  \h\2f d 0  <  o o |

• Soit gi et g2 vérifiant <?i, (¡2 G H °°, on pose

=  ~ X N+1 et =  - X ^ 1- 
92 91

avec l ’hypothèse supplémentaire que gi et g2 ne s’annulent en aucun point.

59
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60 Étude spectrale

• Les opérateurs de Hankel H$N et sont définis par :

{V t p e H  Hç,N (<p)=TT+ ( $ N ip)

Dans ce qui suit le symbole /  a la propriété suivante:
Il existe deux fonctions g\ et ĝ  de H°° tel que /  =  De plus gi et g<i ne s’annulent en 

aucun point et gl'1 et g^1 appartiennent aussi à H°°.
Sous les hypothèses précédentes, on a ( [S])

et on a le theoreme suivant.

T héorèm e 12 T/v(/) est inversible etVip G Vn,  on a

-  I , + ( * )  - 1 , + ( # „  ( / - ( * ) ) ) .

Corollaire 13 Soit [T^(f)  1] )̂; l ’élément d ’indice (k , l ) de la matrice Tff(f)  1, on a :

P M /)  l ]k,i = M S )-® }
( * N*+ ( y ) , 7T+ ( W + ( | ) ) ) -

où (, ) désigne le produit scalaire de L2(T). La démonstration du théorème nécessite deux 
lemmes.

L em m e 17 Posons K n  =  ¡V n  C L \^ {T )  et IIk n le projecteur orthogonal de L \ / f { T) sur K n  
pour <z> G V n , il existe an G Vn tel que

n k n {v ) -  /«>•

Alors

(i) Tn U ) est inversible 

(U) no =  Tn U ) - 1^ )  et TN ( f ) ~1 =  j n KN.

Démonstration du lemme 17 : On a

{<p -  TLKn {(p), f f i ) i / f  =  0 pour tout p E P n

soit

(<P,M>2 =  ( U Kn ( ( f) , /J,)2

= {iLN{nKN{ip)),n)2
et donc

y = rijv(njt(’JV (<p))
= njv(/juo)

ce qui prouve que T^f f )  est surjective, et donc inversible car la dimension est finie; ainsi

V H ■f H<£N if) 7T $ N V*

H$A! H
N

< 1

I N (/
1

( I( H$ N
H$ )

i
7T4-

T N( f )U

nK N f Th ( f )
1
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L em m e 18 V</? G Vn ,

n KN^ )  =  ¥ > - d i - x N+1e2

où 61 G H  et #2 G H+ sont déterminés par le système :

!£L+7r_(2^02) =7r_(^)
92 \  92 z J \92  J

Démonstration du lemme 18 : . On a U k n (<p) ~ € 'Pè (dans £ 2(T)). En effet Vi } '1,2 =

Or
v N =  x n + 1h ~  n h +

donc
VÙ = XN+1H+ + H~ .

Ainsi il existe 8 \ G H  et 62  G H + tels que

(ip) =  ip -  61 -  x 7V+16>2

et ceci pour tout ip G Vn •
On obtient le système en écrivant oue

Démonstration du théorème 12 : . D ’après le lemme 18, on a

= _S2,_ (ï^ V )  +

ce qui permet d’avoir l’expression de d2 à partir de l’autre égalité du système donné dans le lemme 
18

91 ' + i r ' ' ' - 1-/."1)  1

=  , + ( ^ ) )  - * + ( i » n _  ( * ) )  +  » + ( ^ * > )  ■

Par calcul direct on a:

d’où

On obtient ainsi

e2 = si (/ -hình*n) 17T+ ($Nn+ f̂ JJ .

Posons U n  =  (I  — H^n H^n ) 1 et X  — 'Kjt $N'n+ en réutilisant les lemmes 18 et 17, on 

obtient

9i92T^(f)(v>) =  <P +  927T- ( $ n H n X )  -  527r _  (  ^ J  -  X N + 1 g i H N X

N+l

7Tf ( TV-FTa i
i <9 )H- pi 7T XAT 4 -1 )

K N
A-.L i S

2

n K N

TX
E KJV

9  2
7i +

n ii jv
7V4-1 91

0.

ei Q27T-
92

6 2
71+ AH-1 91

$ A 7¡

TX $ A 7r X
AT+l

92
02 H fi* «P J\ e-.]2

01

I H
& N

H 3>iV
9 h.

91
X
N+l

<P
9i

$ N TT .
<p
92

7T+ $ N 7r4 -

9

92 3

4-

12
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soit

Tn W ' H v) = - f - - 7r-i-ìì + ($n H n X) - z--H nX
9i \.Q2 \S2 JJ 9i 92

Étude spectrale

que l’on peut écrire encore sous la forme

î M / r 1^ )  =  -7T+ ( ^ ) -  -7T+ ( $ NHNX )  
9i \ 9 2 j  9i

qui est la formule annoncée.

Démonstration du corollaire 13 : Elle est immédiate si l’on remarque que

où (, ) désigne le produit scalaire de L2(T) pour la mesure <r =  $ étant la mesure de Lebesgue.

R em arque : Estelle Basor m’a communiqué une démonstration générale qui permet de retrou­
ver l’ensemble des formules d’inversion utilisées jusqu’à présent dans ce travail.

A partir de la formule de Kozak [BS, proposition 7.15], on a

(IM / ) ) “ 1 = + HNT( f)~1QN(QNT( f)~1QN)~1QNT(f)~1TÎN

Ici Qisr — I  — IIn -
Supposons que /  se factorise en où (j) 1̂, ^ 1 se trouvent dans iJ°°, H°° respectivement. 
Maintenant, comme cela est connu, (voir par exemple [BS, paragraphe 2.14])

to ))-1 = n r + m z 1),

t(<tfmz1) = n r 1) - Hÿ-^Hd:1).
La dernière équation n’utilise pas exactement les mêmes opérateurs de Hankel que ceux de 

cette thèse. On trouvera leur définition dans [BS, paragraphe 2.10]. Alors le premier terme de la 
formule de Kozak se réduit à celui du corollaire 13.

A présent, examinons le second terme. Les égalités ci-dessus donnent

Q N m ) ) - l QN =  Q n T ^ K I  -  T{<j>-)H{<t>+l )H{4Cl )T{4>+ ))T{<j>ll )QN

=  Q n T {cì>--)Qn {I -  H(<ß-/<f>+ )H(<j>+ ] ^ ) ) Q NT(<f>+l )QN

et alors ce second terme devient

n NT ( ^ L)T(cj>ZL)QNT(<j>+ )QN

(Qn(I -  H ( é / è + ) H ( ó +/é- ))QN) - 1QNT(é-)QNT ( ó l 1)T(éZ1) n N

OU

n NT(ct>̂ )T(<l>+/4>-)QA

x (Qn (I  -  H(<f>-/ 4>+ )H(<f>+ /(j>^))Qu) Qn T (4>-/ <f>+)T((f>Z )IÎN■

Maintenant Qn = T ( x x)T(x X) avec x($) = e • Un peu de calcul algébrique montre que 
ceci n’est autre que

n Jvr (^ 1)r(^)(/-^((0_/^+)x- iV- 1)ii((0+/0_)xiv+i))-iT($-i)r ( c i)n yv.

1 N + 1

ó+ó

fIN f k J] T N
- 1

f X
k l

n N T f i- i D N

27T



Un théorème de S. Parter

4.2 Un théorème de S. Parter

63

Nous allons démontrer le théorème 7 du chapitre 1.
f(0)  désigne une fonction réelle, continue de période 2ix dont le minimum m  est atteint au seul 
point 0 (mod 2n)). On suppose /  de classe C 2oi sur un voisinage de 0 et f^2oc\ 0) =  cr2 > 0 est 
la première dérivée non nulle en 0. Rappelons le théorème 7
T héorèm e 7 Pour a — 2, si Xk{N) désigne la k-ème plus petite valeur propre de T ^ i f ) ,  on a

, <72 f ( 2k+l )7T +  E k Ÿ  (  1 \
Xk( N )~  m + — —  J + ° h ÿ ï j ,

Ek étant déterminé par

t a n  =  ( ^ 1 ) i l a n h  ( M L t Æ i ) ,

En reprenant à notre compte un argument de Weyl-Courant, il suffit de considérer le symbole 
f(Q) =  4(1 — cos#)2 =  |1 — x\4' D ’après un théorème de Szegô, si À désigne une valeur propre de

Tn  (|1 — x |4)> alors A G rnin |1 -  x |4, max |1 -  x |4 = [0 ,16].

Le but de ce qui suit consiste donc à évaluer le polynôme caractéristique de Tjv (|1 — xl4 ~  X) 
pour A € [0, 42].

4 .2 .1  F a c t o r i s a t io n  d u  s y m b o le  

Proposition 1 Soit X G [0, 42] on a

|1 -  Xl4 -  A =  x 2 ( x 2 -  (2 -  VX)x +  l )  ( x 2 -  (2 +  V \)x  +  l )

Démonstration de la proposition 1 :

On a (X 2 — ii2) =  (X  — fi)(X  -f fi). En remplaçant X  par |1 — x\2 et ¡1 par \/à , on obtient

| 1 - X | 4 - A  =  ( 2 - V A - x - x ) ( 2  +  V Â - X - X )

=  X2 ( x 2 -  (2 -  Vx)x +  l j  ( x 2 -  (2 +  Vx)x + l j  .

Corollaire 14 Si À G [0, 42], alors |1 — x\A ~ X admet les racines {xo> Xo5 où x 0 £ T et
a G]0, 1[, tels que:

{
y0 =  H 2 - > / Â  +  t A* V 4 - V X )  = e i6°

a — b [2 -f- y/~X -f- A4 v4-|-\7a  ) — c^1

En particulier

{
cos0Q =  2 , sin0o — X4y^ ^

Corollaire 15 Pour X G [0, 16], on a

[1 — xi4 — a = gig2

{9i =  jKxo ~ x )(i — °x)
9 2 = X o ( X o - X j ( l - û X )

OU

4! 2 N

(2k +  l)n +  Ek
4

cosh di 2-f- v A
2 3 sinh A4 V4-fVA

2

a i
a }
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On remarque que g\ et #2 ne vérifient pas l’hypothèse du théorème d’inversion. C’est pourquoi 
nous appliquerons dans les calculs le théorème d’inversion avec le symbole régularisé:

Étude spectrale

et où

f \ , r  =  f x  =  9 l , r 9 2 , r , OÙ 0 < r < 1,

{
9i,r =  ¿ (x o  -  rx ) ( l  -  ax)
92,r =  Xo{Xo - r X) { l - a x )

On vérifie que g]>r, g2,r , ~  et ^  € H°°.

4.2.2 Equation caractéristique de TN ( f x)

La formule d’inversion nécessite dans sa mise en œuvre le calcul de l’opérateur (J — Hqn H$n ) 1. 
Nous allons pour cela faire plusieurs remarques, énoncées sous forme de propositions.

P ro p o sitio n  2 On a

X 0 -  7T+ f<ij\r7r+ i ~ j j  € vect{ëb,êi}

- . 1 ^ 1
£ 0  —  -------------------------- ßt £l _  -------------------- .

Xo - r x  1 -  ax

Xo =  7T+ G vect {¿2, ¿1}

où

De même

ou
1

£2  =  -Z ------------------- •

Xo -  rx

Cette proposition est une conséquence de lemme suivant.

L em m e 19 Soit P (X )  le polynôme complexe défini par P {X )  =  f alors pour tout
u G N, on a

(i) 7r+ )  =  r (ru+1XoP(rXo)eo ~ a u+lP ( a ) e i ) .

(ii) 7r+ f X ^ X^)  =  aX°- (ru+1xop (rXo)£2 - a u+1P ( a ) e i ) . 
\  92 J r — ax  o

Démonstration du lemme 19 :

(i) Soit u G N, on a

\ g i )  r - a x  o \  \ X o ~ r x J  \ l - a x J J

or

D ’où

, + ( - S - )  =  J r* !ÏL  et 3T+ (  — Ì  =  7 ~ ~ -
\ X o -  r x )  Xo ~ r x  \  1 ~ a x )  1 ~ ax

=  a  ( r u+1x% au+1 A

* + \ 9 i )  r -  ax  o Vxo ~ rx  1 -  a x )  '

Comme xuP(x) = 12j =o ajXu+ ■̂> la formule associée résulte de la linéarité de la projection.

(ii) se démontre de la même manière.

a

aXo

Xu a
rir+ X

u

071*4

u

X
u

$ N 71■f
1

9i

E
d
7 = 0 a3 X .7

Xu p X,

91

71+
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Démonstration de la proposition 2 : On a

or

n+ G 2 )  X07r+ ((xo -  rx)( 1 -  a*))

r  -  Xoa (*+ (  (xo -  r x )  )  *+ (  (1 -  a * )  )  )

=  r----r  -  Xo a
=  1.

D’où

On applique la formule (i) avec P (x) =  xo(xo ~  rx ) ( l  ~  &x)* En effet g2 =  P(x)* On obtient 
pour u =  N  4-1

-^ 0  =  (r “+1XÔ+ 1(Xo -  r2x o ) ( l  -  arXo)ëo -  a “+1Xo(Xo -  r a ) ( l  -  a2)ë*i) .
r aXo

On obtient de la même manière pour

X0 =  7T+ 3̂>n t t +  (J-JJ >

on obtient

X° = r - 'o^  (r“+1Xo+1(l -  r2Xo)(l -  ^Xo)e2 -  a“+1Xo(xo -  ra)( 1 -  a2) f i ) .

P ro p o sitio n  3 V =  vect {¿o, ¿1} est un plan complexe stable par I  — H$n H$n . Ainsi 

( /  — Hqn H $n ) est un endomorphisme de V, et représenté dans {êo> ¿1} Par la matrice

a — (  1 — (Aa 4- fij) — (va + <7 7 ) ^ 
\  -(Xß  + ßö) 1 -  (vß + aô) J

OÙ
a = arN+3̂ ^ X o +3 ß = -aN+ix o £ ^
7 =  rJV+8a ^ ^  5 =  _ oìv+4£ 0 ^

\  — r N+3 1-arxo  -pAT+l u  =  — fflAr+2v n * ~ a
o r —a x 0 ^0 r*1 XO r_ a-̂0

,,  _  r ” 4 3  X o — r  X o  - , i V + l  0 - =  _ Q A r+ 2 y  X Q - a r
a r —axo ^  r —axo '

Démonstration de la proposition 3 :
Elle nécessite le lemme suivant.

L em m e 20 Soit P (X )  =  Y2j=o ajX^ un polynôme complexe; alors

7T_ ( ) =  - M —  (ru+2xH+1P ( r x o)eo -  au+2P(a)e1) , 
\  92 J r - a x o

où y y
e0 =  — ^  et ëi =  — ^  

Xo -  rx 1 ~ax

1

Xo r a

o 7T-t- $ A71+
1

0  2
avec n

02

01
X

/v+i
?

(r Xo a)

Xo 714-
9 2
91

X
■,N+ 1

u p y

aXQY
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Démonstration : La démonstration est analogue à celle du lemme 19 

Evaluons H$N (¿0) et H $N (ë\), on a :

H<s>N (e0) = tt_ (^xJV+1ê'oi
n f 1 (xo ~rx)(i ~«x) XN+1 A 

~~  V  o ÿ n  (xo ~ r v ) ( l  -  a y )  Xo -  r y  /

1 T_ f 1 (1 - ax)xN+1 A
a  ~ \Xo (Xo ~ rx ) ( l  -  av) J

-  - n -  (  — ^  ~ Qx)xN+1Nj 
a ~ VXo 92 J

= (••"«Xo''«!! - arme - a»+s(l -
Ci T CLXO

d’après le lemme 20 et donc
H$n (¿0 ) — Aéo +  (ië\

avec

A = r—  e. „ =a r-ax 0 r - axo
De même,

t f i j v  ( ë i )  =  7J-- ( “ X ^ ê i J

= 7T f 1 (xo — rx)(l - ox) XN+1 \ 
~ V«X0 (xo -  r x ) ( l  -  a x )  1 -  a W

=  1 f  1 (xo — r x k ^ 1 A 
a ~ VXo (Xo — rx)(i — aX)J

= 1a-_ ( 1 (xo — rx)xjV+1 A 
a VXo 92 J

= â r Xav (rWr+3Xor+2(Xo - r2xo)eo - â +̂ xo - ra)li) a r  — ax  0

D ’après le lemme 20. Soit

avec
,  = I ^ Ü ^ X o  W+1 ^ = _ ^ +2 X o ^ _  

a r-ax o r - ax o
De même évaluons H^n (êq) et H# (êi), on a

H q n  (e0) =  7T+ \  ~ ^ N + l g o j

/  Xo(Xo ~  r x ) ( l  ~  «X) X +2 A 

+ V 9i X o -  r x )

= r î f r  (r''+3a"+ï(i - arxo)?o -  «"«d - <>v.)
' aXo

aXo

a2
)ei

N + 3 1 arvo N+l
A0 et a N + 2

Xo
1 a.2

R <P;V £i ve* + ae i

7r

A 71+
1

9i
K

.N+ 2
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d’où

(eo) — Oi£o +

avec

a =  orAf+3l - .arX0^H-3 p = _aN + ^ o ^ - .
r - a x  o r -  ax  o

De même

H iN (êi) = 7T+ ( r -X Ar+1e i i

= v+ ̂ Xo(Xo -rx)^ + 2̂

=  (rN+3X o +2(xo ~ r2Xo)eo ~ aN+3(xo -  r a ) e i ) .
• aXo

d’où

(^i) ~  7^o + Se±

avec
7 = r ^ a x ^ 3̂ -— r-̂~, i - _fl̂+4x Xl^ar_ 

r - a x  o r -  a%0

Des deux points précédents, on déduit immédiatement que

{
(I  -  H<t,N) e 0 =  ( l  ~  ( \ a  +  }i~f)£o -  (X/3 +  ^S)ei)
( I  -  H qn H<s,n j £o =  (—{au  +  <77)60 -  [fiv +  âa)éi)

P ro p o sitio n  4 L ’équation caractéristique de T jy ( f \ r) est

det (A) =  0.

Démonstration de la proposition 4 :

Notons par T n  le terme [ T j v ( / a ) ' ” 1 ] i î i . On a d’une part

Tn =
COfpM/*)]!,!
det (Tjv( / a))

det ff iv - i  / a

det (TN {fx))

Par ailleurs, d’après le corollaire 13, Tn est de la forme

Tu =  Ti -
1

det (A)
[ÂXo, Xo)

où A est la transposée de la comatrice de A. Par conséquent, det (Tjv(fx)) et det (Tjv-i(fx))  
n ’ayant pas de racines communes, l’équation caractéristique det (T/v(/a)) =  0 équivaut à ^7 =  0, 
ce oui revient d’après (4.2) à det (Ai =  0.

(4.1)

(4.2)

C orolla ire 16 L ’équation caractéristique de Tjv(/a) est vérifiée si et seulement si l ’une ou l ’autre 
des deux équations suivantes est vérifiée.

aXo

H,<ï> 8fcl

G71 -4-
1 - a x

91
N + 2

H<1'N

N

H<1N
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Vn — n _  ~7V+3( i \ ÿN+2  _  Xo___a  Xo______a____

( )  X° Xo — a X o +3 ~  aN+3

(ii) Ÿ N + 2 _  X o - a  X o +3 ~ a N+3
( J X ° ~  X o - a v r - ^ « -

Démonstration du corollaire 16 : Par un calcul immédiat, avec les notations de la proposition 
3, on a

det(A) =  1 — vfl — aô — Xa — /i7  4- (aô — /3y)(\a — (iv) (4.3)

Par un argument de continuité, en faisant tendre r vers 1, on obtient l’équation caractéristique 
recherchée; un calcul direct montre qu’elle s’écrit

1 +  02(JV+ 3)x 2(jv+3) _  x 2 j 2 (a2(*+3> +  Xo(W+3)) +  2a " + 3x r +1) ~ =  °-

(4.4)
On remarque alors l’identité:

0 — q2)(1 — Xo) = A -a X o V  _ _2 
( 1 - a x o ) 2 V1 — aXo /  °

à partir de laquelle on obtient pour 4.4 la forme

(1 -  ( « » r « ) “ -  (*o ( f r ||)  (“" +s -  ! =  °- (4.5)

qui aboutit aux équations annoncées.

4.2.3 Dém onstration du théorème de Parter

Exploitons (i). L’égalité des parties réelles s ’écrit

cos (N  4- 2)0o [(cos 6q -  e*1) sin (N  +  3)0O -  (cos(7V -f 3)0O -  e(N+3)01  ̂ sin <90]

— sin(iV +  2)0O f(cos#o — e01) (cos(N  4- 3)0q — e^N+^ 0l \  sin0o sin(iV +  3)0oj

=  —(cos0o — e01) sin(N  -f- 3)0o 4- sin0o ^cos(iV 4- 3)0o —

soit

cos(7V 4- 2)0O f sin(iV 4- 3)0o cos 0O — cos(iV 4- 3)0o sin 0O

—e01 sin(N 4- 3)0q 4- ê N+3 0̂1 sin 0O

-  sin(7V 4- 2)0O cos(N  4- 3)0q c o s  0q 4- sin (N  4- 3)0o sin 0O

—e01 cos(iV 4- 3)0o — e(N+3)9i cos0o 4- e ^ 4"4^ 1

=  cos (N  4- 3)0o sin 0O — sin(iV 4- 3)0o cos 0o
+ e Ul sm(N  4- 3)0o — e ^ +6>bl sin0o

soit

cos (N  4- 2)00 (sin(iV 4- 2)0O -  e°l sin (N  4- 3)0O +  e{N+3)91 sin0o

-  sin (N  +  2)60 (cos (N  +  2)0O -  e*1 cos(N +  3 )60 -  e^N+3)Sl cos 60 +  e(Af+4)M

=  -  sin(JV +  2)90 +  e®1 sin (N  +  3)0O -  e(JV+3)dl sin 60

(
1 aXo
1 iXo

2

X oN + 3

e
N + 3

et

'1 a X:o 2



Un théorème de S. Parter 69

soit:

sin(N  -h 2)$o

+ e Bl [ -  cos(JV +  2)0O sin (N  +  3)0o +  sin(7V +  2)û0 cos (N  +  3)0o -  sin(N +  3)0O] 
+ e (JV+3)É»i [cos(_/v +  2)0o sin 6q +  sin(iV -f 2)0O cos 0o +  sin 0q]
- ¿ N + m  sin,N  + 2)g _ o

soit
sin(iV +  2)0O
+ e 61 (— sin 0O -  sin(N  +  3)0O)
+ e (jv+3)«i (sin(N  +  3^ 0 +  siné,0) _  e(iv+4)^ sin(N  +  2)q0 =  o

soit
sin(iV +  2)6q (1 — e ^ + i’Vl)
—2e01 sin ( —̂ - )  #0 cos Oo
+ 2 e ( iV+3)01 sin ( ^ )  0o cos i ^ )  0o =  0

soit en simplifiant par 2 cos(^J~-)90 :

sin <?o ( l  -  -  e$1 sin ^o +  e (iV+3)£îl sin 0o =  0

soit

(- (̂ ) * » (!) - -» m *• - (i))(-
-  i s i n  00 COS +COS # o s in  f y ) )  {f1 - e (Ar+3)i?1)  = 0

soit

sin Oo cos W I  ( l  -  ¿ N+*M -  e01 +

— cos Oo sin j — ê N+i êi — e01 +  e ^ “*"3^ 1)  =  0

soit

™ ( ^ ) 9oC08Gr)l (1+e<"+S|‘'‘)
- cos  ( — ) ôSin f y  j (1 + e"') ( l  -  eiw+3>M = 0

soit

\ . f N  + 3 \ e  f 0 o \ ]  f  0 . u 0t (  U ( N  + 3 „ \  N±se, \  
sin ( — - — J ^ o c o s l y l  - 2 s i n h y e 2  cosh — - — 0x \ e  2 ÿl \

- c o s  f ^ y ^ )  ^0 sin ( 2  cosh (s in h  ( - y ^ M  e ^ )  = 0

soit

[sin 0o cos (% )] sinh ^  cosh ( ^ r p 0 i )

-  cos 0o sin {Zf) cosh ^  sinh ( iIf :£0 i)  =  0

D e la m êm e m anière l ’écriture des parties imaginaires de (ii) aboutit à:

(<")
[cos (^ ? p )  0o cos (% )] sinh ^  sinh ( ^ ^ 0 i )

-f sin 0o sin cosh ^  cosh ( 2 ^ 1) =  0

N  +  3
2

So
2

N  +  3

2

N + 2
6
(iV+4)#! N + 4 V 4-

2

e N

N + 3
2

9o
2

e (JV+3101

N + 3
2 2

1 t Ol

00
2

öl
2

e 2

JV+3
i ) AT+3

2

N - f-3
2 2

+■4 d'i

N + 3 N + 3
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S. Parter obtient les formules (i1) et (i"). Le reste de la démonstration est alors détaillé dans 
[SP, pages 166 à 168)]. Donnons-en le principe :

-  De (i ') et (iu) on déduit que #o — o ù x  =  0(1)

-  Il en résulte que {%') et (z") sont asymptotiquement équivalentes à

{
tan — tanh 9q

(4.6)

-  Or les solutions non nulles de tan(y) =  ±  tanh (y) forment un ensemble discret entièrement 
déterminé par les relations

où k E N* et Ek constantes (petites).

-  Un développement asymptotique de cos(#o) =  2 (voir corollaire 14) donne alors le déve­
loppement asymptotique annoncé de

4.3 Spectre d ’un opérateur de Toeplitz à minima multiples

4.3.1 D eux théorèm es de structure

Lemme 21 Soit A € [0, 4], x — p  € N alors il existe xo € T tel que :

\ 1 - X p \2 - *  =  XPo9 i 92

où

<
9i =  I l  (¿iXo -  X)

SiÇîU-p

9 2 = n  f e x o - x )
Si € U P

Up étant le groupe des racines p-ièmes de l ’unité dans C

Démonstration du lemme 21 : On a

|1 -  xpl2 -  A = —XP (x2p ~ (2 — A)xP +  l)

= - x p(xp - x po){xp - x l )

et si
p _  (2 -  A) +  iy/ 4 -  (2 -  A) 

X o -  2

| l - X p|2 - A  =  xg
=  Xo

(XP0 ~ X P)
9i

tXPo - X p)
92-

Rem arque : On a donc

(4.7)

Suivant la démarche de Widom, nous donnons un théorème de structure par lequel l’équation 
précédente donne accès aux valeurs propres inférieures du spectre de T/v(l — cos pQ), p  E N.

Avec les notations précédentes, on a.

X

N + 3

N + 3 So
tan 2 6 0 tanh 2

N + 3 e0

N +3
2

tan
2k +  1)tr +  Ek

4 ( 1)■
ktanh

(2k +  l)n  +  Ek'
4

Ak N

cospOo 1
A
2

1 A
D
0

2
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T h é o r è m e  13 Soit f \ iT — p i,r <?2 ,r; où r e  [0, 1[

9 i, r  = T T  -  rx) et g2,r =
£

n
SiEUp

* *  = £ ü ^ + i  a $N =
92,r 9 l , r

alors :

(i) E =  vect l ---¡-Sri  f  ri est stable par (I  -  HÌ n H<s>n) .

On note Ap la matrice qui représente ( /  — H^ H&N) dans la base
E

( --- *----] deE.\ e i Xo- r x f £ieUp

(ii) Soit A G [0, 4] tel que A =  |1 — Xo|2? °>l°rs A est une valeur propre de T/v (|1 -  Xp\2) 52 et 
seulement si

Xo =  e et  lim d et(A p) =  0.
r —»1

D ém onstra tion  du théorèm e 13 : On rem arque to u t d ’abord que le symbole f \ ir vérifie les 
hypothèses du théorèm e d ’inversion. Afin de le m ettre  en application, nous utilisons le lemme 
suivant.

L e m m e  2 2  Soit P (X ) — X^=o aj ^  un polynôme sur C. On a

(') »+  { * % ? )  =  î s f c ï ,

où A i et ßi sont des constantes ne dépendant que de P, Ei et xo *

D ém onstra tion  du lemme 22 :

(i) Il suffit de m ontrer la formule pour 7r+ ( “ 7 ) 5  s G N*, alors (i) s ’en déduit par linéarité. Or

et donc

n+ f —^ = f— ) — ’—  
\ £ iX o  -  r x )  \  £i J  £ i X0 -  r x

et on conclut.
(ii) se dém ontre  de la même façon. 

On en déduit pour to u t s G N*,

H*Ax°) =  T T -($N X N+S+1)

\ 9 2 , r  J

,ftu , “ Xo-rx

d ’après (ii); et

H ï J — 1 — -z) =  *+ ( 9- ^ X N+2)N \ S i X o - r x J  \9 i ,r  J

= E a —

X

e i€U p

eHXo 7 XSi Xo

92 ,7
X
N+l

u P i v i
E e¡ E Ur

(ii. 7r4-
X

u (x)
92,T E 'Si EC/P Ui x

ZiXo rx

X
s

91 r
E

i
ai X

s

£iX o rx

7T
9 l,r ¿V+s+l

Ao r X
X

T-i 6 p
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d ’après (i).

Notons alors Ap la  m atrice qui représente l’endomorphisme I — H^N (Un calcul simple
E

m ontre que les vecteurs ko =  tt+ (jf>Nn+ Ko ~  appartiennent au

sous-espace E. Notons xo et ko leur représentation  matricielle dans la base \ g ?
I e*Xo x J £i€Up

En raisonnant comme dans la proposition 4, la formule d ’inversion du chapitre 1 donne:

TN ( h , r )  1 -  TX 0,X0)

où Âp est la  transposée de la com atrice de Ap. Le même argum ent m ontre alors que l’équation 
caractéristique s ’écrit d e t(Ap) =  0.

P a r  un argum ent de continuité, on obtient les valeurs propres de |1 — xp\2 en faisant tendre r 
vers 1, ce qui achève la  dém onstration  du théorèm e 13.

Remarque : On régularise le symbole |1 -  xp\2 ~  ^  Par f \ , r  =  X o<7i,r<72 ,r  • A  tou te  valeur propre 

À de Tjv(/A,r) correspond la valeur propre de À =  de ^M /A ,r)- C ependant si p est pair alors 
on a  une factorisation ne faisant pas intervenir le facteur Xo •

Lemme 23 On a:
|1 - X 2p!2 -  A =  -g ig 2

OÙ

{9i =  (xp +  XoKXo +  Xp)
92 =  (Xo -  Xp)(Xo -  Xp)

D ém onstration  du lemme 23 : En p a r tan t du lemme 21 ,on a:

|1 - x 2pl -  A =  - x 2p(xp-xS)(xp + xS)(xp -xD(xp + x )̂
= -(i-xgxg)(xp + xS)(i-xSxg)(xp + xg)
=  - (X P0 - X P)(XP +  XP0)(XP0 - X P)(XP0 + X P)

— ~ 9 i 92 ■

Le théorèm e de s truc tu re  utile dans le cas où /  =  |1 -  x2f>|2 s ’énoncera. 
Théorèm e 8 Soit fx,r =  9 i,r92,r où r & [0, 1[, soit

Í
9t,r =  n £,ec/p i£iXo -  rX)(£iXo ~ rX)
92,r =  ÎL..«=;v_(etXo -  rx)(£iXo -  rX)

où Up désigne l ’ensemble des racines p-ièmes de —1 et Np est le groupe des racines p-ièmes de 1. 
Si on pose toujours

$N = 3hLxN+1 etîN = ?*rjp +lt
92,r 9l , r

alors:

(i) on a

F =  vect { —~ ------ , -------------- 1
U â o - r x  £iXo - rx ) SieUp

est stable par I — HqnH$n . On note A2p la matrice représentant ( /  — H$ H$N) dans
F

la base < —=-̂ ---- , ----- ----- >
\ 6 i X 0 - r x '  a x o - r x i e .eUp

1
92, r $jV7T+ 1

9l,r

1
det Ap (Ap
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(U) À G [0, 4] tel que A =  11 — XoP|2 est une voleur propre de Tn  (|1 — x 2p\2) si et seulement si 
Xo =  eîe° vérifie:

lim det(^2p) =  0 et X =  2(1 -  cos 2p6 0).
r—>1

Démonstration du théorème 8 : Elle est identique à celle du théorème 13.

Les deux théorèmes de structure permettent d’accéder aux valeurs propres inférieures des 
opérateurs T/v(l — cosp 6 ). Cependant pour p  > 3, les calculs sont importants.

Illustrons cependant ces théorèmes pour p =  2 en utilisant le théorème 8.

Théorèm e 14 Soit Xk{N) la k-ième valeur propre de Tn  (Il — X2\2) > on a

Xl (2 N)  = Xk(2 N - l  ) = ( J ^ ) ï - i ( J l î )  +  0 ( - L )

Nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 24 Conformément au théorème 8. on pose

1 -  1
£\ =  -z--------- et £2  =  ----------

Xo -f rx  Xo +  rx

Soit u G N; on a:

&  *+ (V-— ■-f/r— - = 4-^-(rXo)“éi - i-i^-(rXo)V2
\(Xo +  rx)(Xo +  rx) J Xo ~ Xo Xo ~ Xo

(ü) Tr f  X" A _  (rxo)M+1 X _  (rxo)u+1 X 
U 7r~ V ( x - rx )(x 0 -  rx) J Xo -  Xo Xo -  rx  Xo -  Xo ’ Xo -  rx

Démonstration du lemme 24 : On a pour (i) :

„ J . -------- g -------- . )  = _ J _ _  L  (  - S — )  -* +  (  ̂ - ) ì
V(Xo +î-x)(xo + r x ) J  x o - x o .  VXo + r x J  VXo + r x j .

=  ---- -----  [(—l ) “(rxo)“ ---- ---------(—l ) u(rxo)“ -----------  
X o - X o  . ; V ' X o + r x -------------------' Xo +  rx.

Il en va de même pour (ii).

Proposition 5 La matrice Ao donnée var le théorème 8  s ’écrit

A2 — (
1 -  (0i <pi +  jUiy?2)
&2<Pl +  M2V?2

Ollpl + Ml^2
1 +  ($2^1 +  l¿2W2) ) (4.8)

OÙ
/

<

<pi =  t B t Á t Xo) N + 2 {1 +  r2)

V2 = i1 + r
V’1 =  ÿ ^ r ( r x o )  +  (1 +  r Xo)

0 i = ( - i r * w +n i + ^ )

02 =  l - i r  j ^ ( r X o r ^ { l  + r^xo)
Ml =  ( - 1 ) JV j^ r (r -X o )i,Tn i  +  r ‘ x o)

XO
X o- Xo

N + 2
X

2

Ïp2
xo

Xo - X o J X o N + 2 1 4- r.2

ß2 -1
Xo- Xo

XQ r x  o
N+2 1 + r,2'

N -f 1N -f 1 N 512
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Démonstration de la proposition 5 :

(i)

H$n (¿l) = 7T-
(Xo + r x) (xo  +  r x) XN+1

AXo ~ rx){x 0 -  rx)  (Xo +  rx)

=  XOTT-
(Xo -  r x)(Xo -  rx)

XN -n
-f- T7T_

N + 2

(

Xo

Xo ~ Xo
(»•Xo)

N + 2 4- r-
1

Xo -  Xo
(r Xo)

N + 3)( ei

(Xo -  Xo

Xo
vr Xo)

N+2 4- r
Xo ~Xo

1
\XXo)

N + 3 )e2

en utilisant le lemme 24. On a donc

(¿1) = Vië i  4- 2̂̂ 2*

De même

H$ n (e2) =  ( — ( r x o ) ^ 2 +  -----( rx o )W+3 ) ex
\X o  — Xo Xo ~  Xo /

-  — (i’Xoj "̂1"2 + r ——----- ( rxo)N+3') e2.
VX0 - X 0 Xo-Xo /

d’où

(¿2 ) =  V’ië l  +  ^ 2 e2.

On a

(^l) =  7T+
(Xo -  rx)(xo -  rx)
(Xo +  rxH X o +  rx)

X N+2

(Xo -  rx)

= X07T+
(Xo + rx)(Xo + r x)

X V + 2

— v'ïïjl. XN + 3

(Xo 4- rx)(x0 + ^x)

/v
Xo -  Xo

Xo
(rXo)

N+2 4- - 1 N
T

Xo -  Xo

1
(r Xo)

N+3 )t
-  ( - i ) " î r -~ - f ' -x o ) " +2 + ( - Î l ' ^ t o r  S

V X o ~ X o  X o - X o  /

d’après le lemme 24. D ’où

h ®n (30 =  -  S2£2 -

On a de même:

H iN f à )  = ^ 1 ^ 1  - ^ 2 ^ 2 .

(ii) On déduit les formules :

i
[ /  — H$N] (ei) — [1 — (61  (fi 4- / i i <̂ 2)] ¿1 +  [̂ 2^1 4- /i2 ^ 2]^

(¿2) = [-(01 1̂ +/il^2)]él -f [1 + (02̂ 1 +/i2^2)]é2

Ce qui achève la démonstration.

P ro p o sitio n  6 L ’éauation caractéristioue est

( - 1 ) N [2  ( x 2(;V+3) +  Xo(;V+3))  +  (xo +  x o )2] *= (Xo -  x o )2

O r X) ( o r )

(4.9)

H$ N

Xo

o

R $ N

H<sN

[I H$N
H N
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Démonstration de la proposition 6 :
Selon (ii) du théorème 8, l’équation caractéristique s’écrit det(A2) =  0. Cela s’écrit avec les 

notations de la proposition 5 :

lim [1 -j- 0102 +  ^2/i2 -  ipiOl — <̂ 2/̂ 1 +  (#2/^1 -  +  ^2^1 )] — 0*r—>•!

Les formules donnent quand r tend vers 1

( - 1 ) "  [2  ( x i ^ +3) -  x i T +3))  +  (Xo +  xo)2] =  (Xo -  xo)2

qui représente l’équation caractéristique de Tat (11 — x 2|2)-

Démonstration du théorème 14 :
On distingue N  pair et N  impair.

• cas N  pair (i) s’écrit
cos 2(N  -h 3)0n — cos2 6n =  — sin2 0O

soit
(4.10)cos 2(N  -f 3)0q =  cos 20o

On remarque que

sin 20o =
a/ 4  — (2 — A)2

2
est positif, donc pour Jy grand et #o voisin de ü, est un nombre positii, ce qui exclut la 
solution (N  -f- 3)0o =  —0o -f kn, k e N (k étant fixé pour N  -» 00 tel que (N  -f 3)0o — kn >  0 
et 0o > 0 ) .  On a donc

On obtient alors :

A*(2A0 =  2 ( l - c o s ^ ) .

que I on peut exprimer par développement asymptotique

• cas N  impair (i) s’écrit
cos 2(N  4- 3)0o =  1

d’où

Ainsi

que l ’on exprime par

k n

= Ï Ï T ÿ  ‘  6 N

Al(2JV+ l ) = 2 ( l - c o S^ )

+ -  à  G £ â ) ‘ + ■ ( * * ) •

On retrouve le résultat de [KMS] mais avec l’hypothèse d’unicité du minimum en moins ( 
[KMS, Ch. III, p. 785]).

On peut étendre cela à un symbole positif où le zéro est atteint a  fois: 
on montrerait qu’il correspond à un opérateur de Hankel dont la partie “utile” est une matrice 
carrée de rang a.

eo
kn

N + 2 5 k e N

eri M2 Ïp2

Ak 2 N
kn

N + 1

2 1
12

klT
N -h 1

4

4- 0
1

N 5

0¡)

2N + 4

Ak 2 TV+ 1
&7T

2 1 &7T 4 1
+  O



76 Étude spectrale

4.4 Étude spectrale d ’une perturbation

Dans ce qui suit nous voulons montrer sur un exemple que la méthode utilisée permet d’évaluer 
la perturbation des valeurs propres d’un opérateur de Toeplitz associé à un symbole perturbé.

Concrètement, notons Xk(N), pour k fixé la k-ième valeur propre de la matrice de Toeplitz 
associée au symbole |1 — x |2 (voir [Wl], [KMS]).

Le symbole perturbé sera ici: 0 < \j3\ < 1.

T héorèm e 15 Soit 0 < \/3\ < 1, on note Xk(N) la k-ième valeur propre de Tn  (|1 — x\2) et par 

x f \ N )  la k-ième valeur propre de Tn   ̂ • Alors il existe un intervalle ouvert I£ = ]—£, +e[,

tel que si ¡3 E Ie,

x f { N )  =  Xk(N)Pk(N,p)

OÙ

( 0 % § + o n (P) sin ( ^ 5 + Î
1 +

1 - c o s f e
Pk(N,0) = J

1 +
1 +  /32 -  2/3cos

avec

ï
a (N ,2 k )  =  ( - l ) fc2sin

a(N , 2k +  1) =  ( - l ) fe2 cos (J2k +  1) f  $±§ J

i el< /3^ W T 2 +ON^

{
o n ( @ ) = o (3 )  à N  fixé,
oN {P)=o  ( i )  à P fixé.

Conformément à ce qui précède, nous allons factoriser le symbole

Il -  X?

| i  - P x \ 2
- A

pour A G [O, p ^ y ] , vu que =  max •

4.4.1 Factorisation du Symbole

Proposition 7 Pour A 6 0, , il existe 9q € K tel que

A =  ir r ^ p - A = 9.®c(A)
avec

Xo ~~ X „ X o - X  ^  ^
*  = *  = T̂rr eiX0 = e •

Remarque : Bien entendu, 9o est une fonction de A. 
Démonstration de la proposition 7 : On a

]1 — x\2 — A| 1 — Px\2 

Jx \ 1 - P x \ 2
=  X.(XP -  1) (  2 2 - X ( l  +  P2) \

\ l - P x \ 2 \ x  ( X P - 1 )  x  +  J

L-X
1-/3X

2

2

a N k?

,ì9q

1-x I2
i - ß x z

20 ß
û N.k

N + 2 ■f ON ß sin kn
N + 2 + £

kn
N + 2

k7T iV+4
yv+2

4
(1+J0

2
fi—X2

1-0*

4
1+0'2

1 ß x
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où f \  s’annule sur T puisque, d’après Szegô, À G [minx/A, maxj  f \] ,  il en résulte l’existence de 
Xo e  T, xo =  eie°, tel que

2 2 — À(1 -f P2) _
X +  : — X + 1  =  ( X - X 0 ) ( X - X 0 ) .

Ainsi

On pose alors

h  = (* -  Xo)(xo ~ x)-

C(  A) =  x o ( W - l ) ,

Xo — X 
9i —  -i " 1 o >

i - P x
Xo — X

9 2 =  -̂--- TT-
1 ~/?X

Afin d’être dans les hypothèses du théorème 12, nous appliquons le théorème d’inversion au 
symbole régularisé

f \ , r  — P l ,r  ¿72,r

avec

X o - r x  
9hr ~  1 - 0 X '

X o - r x
92,r — -, /3 -  *

1-Æx

Remarque : Les valeurs propres de T]sr(f\,r) =  T/v(#i,r#2,r) sont pour TV grand, les mêmes que 
celles de TAr((7(A)^i)rp2,r); c’est pouquoi nous travaillons avec le symbole f \ , r .

Remarque : Par souci de simplification, dans ce qui suit on écrira gi pour gi,r et g2 pour <?2,r- 

De plus on posera

1 - 0 X

i - P x E
u > ~  1

7uXu, 7 - i  =  -/?> lu  =  /3“(1 -  /? ) si u G N.

Notons maintenant i ï$ A, l ’opérateur de Hankel pour le symbole (xo — rx)(Xo — rx)  et 
l’opérateur de Hankel pour le symbole f \ iT ou encore l’opérateur de Hankel perturbé.

4.4.2 Evaluation des Opérateurs de Hankel Perturbés

On rappelle que xo =  eîd° où do est une fonction de À.

Proposition 8

V s g n ,  h ì % s) =  h * n (x s)
u>  — 1

E lu(rXo)u-

Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration. 

Lem me 25

Vs G N * , H*n (Xs) =  (Xo -  r 2Xo)(i’Xo)iV+2+;S
X

X o - r x

A3 1

Xo Aß 1
1 8X 2

H iß)
N
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Démonstration du lemme 25 :

Vs e  N*, (xs) =  7T_ ( X 2 - J X x N+s+1 \
\ X o ~ rX J

= tt_ ( (1 -  rxox)^ ^ 1 E ( rXo)“x“
V u>° )

=  7T_ ( J 2 ( rXo)uXu~iN+s+1) -  E ( r Âo)U+1x “ _(JV+S+2)
\ u > 0  u > 0  j

— („N+S+2-N+S+2 N+s-j-4. -NH-s-f-4\ X
-  v  Xo -* •  Xo ) X o _ r ; i -

f f .» ( X * )  =  (Xo - r s * o ) (r * „ ) ' '+J+' — § - r -
XO ' X

Démonstration de la proposition 8 : On a

¿41V) = ( f 2xN+s+1)

Ixo-rx^ i

=  £ 7. * -  * ^ x “+;v+s+1 , Vxo-rx ;

or

vr- f — =  (r Xo)s+1-----~ — r-  
\ X o - r x J ------------------- Xo - r x

D ’où

4 i V )  = £  7« (x o (rXo)N + u + s+ 2  -  r(rxo)N+u+s+3) ~ ^
uf̂ i Xo ~ TX

= E  7«(rXo)A'+“+s+2(X0 -  r2Xo ) - ~ ~
u>-1 Æ0 X

=  ^ « ( x S )  E  7«(rXo)u- 
li>-l

Avec une démonstration analogue, on a de même. 

Proposition  9

Vs e  N H ^ ( x s) =  H çn (xs) E  7 « ( ^ o ) ü .
U>~1

Rem arque : Dans ce cas on démontrerait comme pour le lemme précédent que

Vs e  N, H$ (xs) =  (xo -  r 2Xo)(rXo)N+2+s-----• 
Xo ~ rx

H

D ’où

u >  — 1

7T l u X
u-fN-fs+1
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E valuation  de I  -  H (-0) HÎ0)<Ï>AT

P rop osition  10 On a

X 0 =  7T+ ( $ 7V7T+ f — J j G vect j ---- ----- 1 .
V \ Q2 j J  I x o - r x )

Démonstration de la proposition 10 : On remarque tout d’abord que pour s G N et P  — 
d

J2 üjXj 5 aj £ Q on a:
ù-1

V Xo - r x  J l Xo -  r x  J

Par un calcul direct, on a en effet:

= (rXo)uP(rXo) ' 

+ V Xo -  r x  J X o - r x

Par ailleurs,

r + ( I )  =  r J l - f Ü i )
\ 9 2 j  VXo — Tx )

-  f i - P x \
=  X07T+ Z-----------

V1 - r x o x )
=  Xo-

Ainsi

V- (xo -  rx)(l -  Px) ._JV+A
X° '  lôt“ -rx)(r^i)X J

° + l (X o-rx ) ( l - /?x )y  ’

avec Pff(x) =  ~P XN +  ^X oX N+1 “  r XoXN+2- Ainsi

55 \ x o - r x J

s> O

_ Jjg^Xo) 1
1 ~  Prxo X o - r x '

P ro p o s it io n  11 On a

I  -  H Î ^ H ^ }  ( --------- )  = Ar---- -----  
L <£* "J VXo ~ r x )  X o - r x

OÙ

G vect7T+
u F X

u

X
V

p X
u

7T

o714-

X o
Xs p Ô X

E örxo S
P3 r x  o

Xo rx

Ar 1
1 ßr x  o
1 P r x  c

r x  o
N + 2

2

p,'ß X

ß 7T+ís.
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Démonstration de la proposition 11 : On a

< ’ f  —M  = f E  7«XU+W+1---~--- j
N \ X o - r x J  \ x ° ~ r x u>^i Xo — rx  J

V Xo — r x  J

Or

< > ( ^ )  =

/ r + A > 2 X

= V  7«7T+ -----
uf ^  V Xo — r x )

La proposition s’en déduit immédiatement.

Démonstration du théorème 15 : En utilisant la formule d’inversion et l’argument de la propo­
sition 4, l’équation aux valeurs propres s’écrit:

Àr =  0.

En utilisant un argument de continuité on obtient alors les valeurs propres de Tn  comme

solution de
lim Ar =  0.
r —ï  1

Ceci nous conduit aux deux équations :

i)
N+2 _  1 ~  0X0  

X° 1-0X0

ü
VN+2 _  1 ~  0XO 

X° 1 -  0Xo

(4.11)

(4.12)

Par un calcul direct l’égalité des parties réelles (ou des parties imaginaires) de 4.11 conduit à :

(4.13)

De même l’équation (4.12) conduit à

0C°S ( - y - 0 o ^  -  COS =  0. (4.14)

Etudions l ’équation (4.13). Pour /3 =  0 on a

2kn

6° - n T î

71
XiO r X

E TnTT-
X

.u+ N -1-1

E
u >  — 1

l u r x  o
u

\rxo.
N + 2

Xo rx

7T-f E luX
,u X

N+ 2

Xo rx
? l u e R

E
u >  — 1

l u rXo
u

rXo
2 1

Xo rx

1 -X
2

1-ßx

ßsin
N  +  4

2
e'Cl sin

N  +  2

2
e,o 0I.

N + 4 N + 2
2

e0
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qui correspond au symbole |1 — x\2 non perturbé. Cette valeur de do conduit pour le symbole non 
perturbé à la valeur propre (non perturbée)

A2*(A0 = 2 ( l - c o s ( ^ J J .

En effet, on sait par la factorisation du symbole que

2 - A ( l  +  (32) 
X o + X o -  — \  ’

ce qui donne
_  1 cos Uq 

l  +  (32 — 2/3 cos 0O
(4.15)

et par conséquent pour (3 ~  0, cela donne À =  2(1 — cos#o)* 
On peut écrire l’équation (4.13) sous la forme

Fn  G M o ) = 0 .

On a dans ce cas
9Fn  f  2 k i r \ _ ,  , , h+1N  +  2 

d60 \ , N  +  2 j  1 j 2 '

L’équation (4.13) définit donc localement, au voisinage de ¡3 =  0, le réel Oo comme une fonction 
În  de (3 et de plus :

ôFn (n 2fc7r \ 
d(3 \ U> 7V+2 /dÎN

dp
(0) =  - dFN ( n 2kix \ 

d60 N+2 )

Ceci s ’écrit encore :
df N ^  , 2 . f , N  +  4 }
——  (0) =  ( —1) — — -  s in  k — — -7T
d/3 y J v N  +  2 \  N  +  2 J

En notant / n  — 0 ^  ($o perturbé), on a :

Soit:

C  = 0 0  + p ~ ( 0 )  + 0(13)

M0) _  2k7r ,
°0 - n T 2 +/3W T 2 +0n{P)

avec

ip(N,k) =  ( - l)* 2 s in

De plus

° n (P) — °  i  j à P fixé, et on (¡3) =  o(f3) à N  fixé.

En effet,

a) À N  fixé, o n {(3) est le reste d’un développement limité en ¡3.

b) A ¡3 fixé, lim (TV -f- 2 ) 6 ^  =  2&7T. Cela résulte de l’équation (4.13) que l’on peut écrire 
asymptotiquement :

a • l N  +  2 « \ • f N  +  2 o \ ¡3 sm ( -...— 0Q J =  sin [ y - 80 J

ce qui montre que (N  +  2)0q -> 2kn et on{P)  =  o (jr)

A

1
N

N k

k
N + 4
N + 2

7T
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En écrivant 9q =  on obtient:

COS o[0) =  cos $0 -  +  ° M  sin  +  y (4.16)

avec

liK

En com binant (4.15) et(4.16), on obtient une formule de pertu rbation  pour X2k '

X{A ] =  a2kP2k(N,ß)

avec

P'£n + 2 - +  °Ar(/?)] sin [ w h  +  

1 - c o s f e )
P2k(N,ß) =

ß̂(ß!£̂ l + 0(ß))sin(^T2+y  ̂
[  l  +  /3 2 _ 2 / î c o s ( ^ )

L ’étude est analogue pour l ’équation (4.14).
L ’équation de pertu rba tion  est remplacée par:

avec:

m , k )  =  (—l) * 2 c o s  ( ^ ± i ( 2 f c +  1 ) | )

et on obtient:

^2fc+l ~  ^2k+lP2k+l {N, ß)

où P2k+i (N, P) s ’obtient en rem plaçant dans p2k{N,(3), respectivement cp(N,k) par ïp(N,k) et
2/C7T (2k+l)n
N+2  jV+2 •

On a  donc pour conclure:

A f  (N) =  \ k (N ) p k (N,ß)

où pk (N , ß) est défini par ce qui précède.

R e m a r q u e  : Pour N  fixé, pk (N , (3) tend  vers 1 quand ¡3 tend vers 0, ce qui est a ttendu . De 
plus, pour ¡3 fixé, pk (iV, (3) tend  vers 1 quand N  tend  vers H-oo .

4.5 Formule d ’inversion en dimension quelconque

La dém arche est analogue à  celle conduisant au théorèm e 12. En associant à chaque face d ’un 
po lytope A une décomposition du symbole /  nous allons établir une s tructu re  géom étrique pour 
l ’étude du spectre de l’opérateur de Toeplitz 7 a ( / )  défini ci-dessous. Ce travail s ’inspire de [SI] : 
dans cet article, A. Seghier décrit une géométrie de l ’inversion de T\(f )  en dimension d.

Soit Â un polytope de contenant l ’origine. Notons

A = k n z d

On pose H 2(A) l’espace vectoriel des polynômes trigonom étriques engendrés par { ^ k,e^}ke/i 
et IIa  le p ro jecteur orthogonal de L 2 (Td) dans H 2(A).

Kd

2kn
N + 2 5

ß
v> N,k
N  +  2

2 k i t

N  + 2

ß
N, k

N + 2
+ Oft ß

1 +
e)

1 +

6 iß)
o

2 k +  1

N + 2
7T + 0

N, k
N + 2

-f o fl
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Si /  est une fonction positive de L 1(Td) et T (f )  la multiplication par /  dans L 2(Td), alors 
T a(/) =  nAT(/)nA. On rappelle que T \ ( f )  est l’opérateur de Toeplitz tronqué sur H 2(A).

A est l’intersection de n demi-espaces S*: c’est-à-dire A — n£=i Sk\ on pose alors Sk =  Sk HZd 
et on a A =  n*=i Le bord de §k noté d§k est un hyperplan de Rd. On note

j ( d S k )  le translaté de dSk contenant 0. On définit le translaté de §k comme le demi-espace 
r(Sk) vérifiant

•  dr(Sk) =  r(dSk)

•  r(Sk) C Sk

On a dr(Sk)  =  C + U C~ où C + =  { ( n i , . . .  ,u d) G dr(§ k ); ud > 0 et C~ =  { ( m , . . .  , ud) G 
dr(Sk)] ud <  0

On a les définitions suivantes.

D éfin ition  1 Le translaté S£ c/e es£ la trace sur Z d du demi-espace dont le bord est

C + \J(C +  u ) o ù u G  r(d§k ) nr(5jfc).

R em arque : SI possède les propriétés évidentes

• Vm, n e SI, m +  n € SI

• (0, o) e s * k

• m e SI - m  ^  SI

D éfin ition  2 S% =  Z k \ S k  et II k est le projecteur orthogonal de L2(Td) sur

Dans ce qui suit, nous ferons sur /  l’hypothèse fondamentale :
Pour toute face k, on a la décomposition

f  — 9k,l9k, 2 (4.17)

avec 9 Î \  € H°°(S*k) e t g f l  € H°°(S*k) où H°°(S*k) =  L°°(Td) n H 2(S*k).
L’hypothèse (4.17) étant vérifiée pour / ,  nous définissons les opérateurs de Hankel comme suit:

Définition 3 (des opérateurs de Hankel H(i, j)) V (i, j) G i l ,  . . . ,  n } 2

OÙ

=  Hi (Mjßj)

w * r~ f i  i  j-* 9 i , i  7 91,2 i  Vz G {1, . . . ,  n}(pi = ---- , </>i = -----= —.
9iA 91,2 <Pi

n _
On pose F  =  ©  H 2( Sf )  et F  — F /  ~  où ~  est la relation d ’équivalence sur F, compatible avec 

i=i
n _

sa structure vectorielle, définie par 9 =  (6i)i ~  61 =  (0$)* si <¿>¿(0* — 0 )̂ =  0 .
i=i

On pose encore H  =  ( i î( i ,  j))^;. C°es£ naturellement un opérateur de F.

T h éo rèm e 16 yluec les notations précédentes, H  se factorise en une injection de F  dans F  notée
H.

Soit q G H 2(K) e t j e F  défini par  7 — (7*.)* on 7* =  7 G Im (iî) et on pen£

écrire : rA(/)_1(g) =  f  -  177 £
' i=1

H 2 Sk

H i H-2 S a
'j

H 2 fi>C

H i ei

nk * 'k91,1
Alors

<t>i H i
7 i

3

3
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R e m a r q u e  : L ’écriture de T^1(f)(q) telle q u ’elle appara ît ci-dessus dépend d ’une num érotation  
(arbitraire) des faces du polytope.

La dém onstration  du théorèm e est la conséquence d ’une suite de 4 lemmes.

L e m m e  26 On pose Ko =  f H 2(A) et Uk 0 la projection orthogonale de L \ , f dans Ko- Alors

T^um = yiw«)
D ém onstration  du lemme 26 : Soit q € H 2(h). Il existe p  € H 2(A) tel que

ï lKo (q) =  f p ■

Or q =  fp  +  (q -  fp) e t UA(q -  fp) =  0. D ’où q =  IIA(fp) =  TA(f)(p). On en déduit que TA( / )  
est une bijection de H 2 (A) sur lui-même et

TÂ'Hf) =  j i iKo

L e m m e  27

n

K 0 =  f~)gi,2H 2(Sl)
1 = 1

D ém onstration  du lemme 27 : On a

= i V 2(S0
1 = 1

car gf l  €  H°°(Sf).  D ’où

f ] g l,2H 2(Sl) =  f  P |  H 2(Si) 
1 = 1  1 = 1

=  f H 2( A)

=  K 0.

L e m m e  28 On pose

k  =  h 2(Si ) n ^ h 2(S2) n • • • n 9- ^ H 2(Sn)
9l,2 9l,2

et UK la projection orthogonale sur K  dans L2(Td). Alors

TA\ f ) q = ^ ~ U k  ( / - )
9i,2 \9 i , iJ

pour tout q G H 2(A).

n

1

/

nn
i -i

91,2H 2 s ,

nn
Z=1 9i, i

1
H 2 Si



Formule d ’inversion en dimension quelconque

D ém onstration  du lemm e 28 : On note que pour tout q E H 2 (A)

V-K (y~) - \i?i,i /  91,1

85

Ainsi

T ^ ( f ) q  =  - n  Ko{q)

9i ,2 \ 9 i ,i J

Lemme 29 Soit ip e L 2(Td) et 7  =  ( j k ) k = i , n où 7 * = IIki^k^)- Alors

• Il existe 6 =  (Ok)k=1, n € ©  H 2(S f)  =  F  ieZ gwe
î= i

!!/<-(?/>) — lp — (9% +  </>2#2 +  • '  '  +  <fin@n) (4.18)

et de plus
H6 =  7 . (4.19]

• Inversement si a Ç. F  vérifie (4-19), alors ip vérifie (4.18).

D ém onstration  du lem m e 29 : L’espace i f 2 (5 j  ) +  </>2 # 2 (S 2 ) +  ■ ■ ■ +  4>nH 2(Sn) =  K 1- étant 
fermé [KS] et remarquant que pour tout i , 4>i4>i =  1 , l ’espace est donc l ’orthogonal dans 

L 2(Td) de K .  Il existe donc 6 =  (6k)k=1,..., « €  © ”=1 H 2{S f)  tel que

II j i(^ )  =  ip -  (di +  (f)20 2 -i--------h 4>nûn)- (4.20)

C om m e pour tout k
ïik (&n*M) = 0

on en déduit en m ultipliant 4.20 par q>k

n

7fc = £ n fc {m a ) 
1 = 1

ou encore
n

£ ì7(M)0ì =7*,
1 = 1

qui s ’écrit encore H  9 =  7 , ce qui dém ontre (4.19). Inversement, supposons 9 solution de (4.19) et 

posons

M ontrons que A (^ ) =  11^ (-0).
M ontrons tout d ’abord que A ty)  E K , c ’est-à-dire que pour tout z E { l , . . . , n }  A(ip) E 

4>iH2(Si).

Ceci résulte du fait que : Vz E { 1 , . . . ,  n}V 0p E H 2(S^)(A^, (j>i9f) =  0. En effet (Aïp, ÿiOf)  =

-  E ”=i = M  -  E U  = V U M  -  E U  n iM jO jJ? )
(Aip,<f>i6f ) =  (ji -  E U  =  0 Par hypothèse.

Com m e par ailleurs o n a ÿ  -  Aif) E i f -1 , on en déduit que Aip =  II^(^); ce qui dém ontre le 

deuxièm e point du lemme.

D ém onstration  du théorèm e 16 :

Qi e.i Qi 9c
i Qi (D a 6j 9c

i )(

1
n Kq Q

1
n K

Q

A é '01 + <f> 2 #2 + + Y'i'n6n ).( ■) 0

H i 3 ej ec
')
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1. M ontrons que H  passe au quotient.

Supposons 9 et 9' appartiennent à F  et 9 ~  9'. Soit y  =  Ii(9 -  9() où on a — n kifarf) 
pour ip G L 2(T). D ’après le lem m e 29, ip vérifie IIk {$) — ip- Ainsi ip G K  et par définition

de K , jk  peut s ’écrire sous la forme : 7  ̂ =  II* ^  où a k G H 2(Sk)• Donc

7fc -  Ilk(ak) =  0 . Ainsi 7  -  0  et i f (0 )  -  (0')-

2. Avec les notations du théorèm e on a H ~  H o p on p est la surjection canonique F  -*  F. 
M ontrons que H  est injective.

Si H (9) =  Hop(9)  =  0, il existe xp dans L2(T) tel que pour tout A: de { 1 , . . . ,  n}  II* (0*^0 — 0 

-t on a I Ik (^ )  =  ip -  ^27=1 alors G H 2(Sk), ce qui implique ip G (pkH2(Sk)- On
en déduit xp G K  et X)iLi =  0 ou encore p(0) =  0.

3. R este à établir la formule d ’inversion.

Soit q G H 2(A). Il existe 9 G F  tel que IIk  ( j f r )  =  | f 7  “  S I L i  <¡>$1- Alors 0 vérifie 

# #  — 7  où 7 *; — Ilfc ^0^ ^onc écrire en considérant 9 dans F : 9 =  H ~l 7 .

D'où r A( / ) - ‘,  _  ¿ n ,  ( ¿ 7 )  = îfe  ( ¿ 7  -  E t ,  soit : t a(/ ) - v  = f  -

37̂  E fei avec 7 = (7*)* et 7* = n* (0*5^-)

9k, i
9 i , i

,2

91, 2
Ûjfc

01 , 1
JL On peut

H- - î .
y. i

H - i
7. i

4>fc é
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