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ABSTRACT: Let F  be a local non archimedian field of characteristic p > 0, 
and let D  be a central division algebra of finite rank d2 over F. Let r be a positive 
number and put n =  rd. Then we prove that there is a Jacquet-Langlands cor
respondence between the set of classes of irreducible essentialy square-integrable 
representations of GLn(F) and the set of classes of irreducible essentialy square- 
integrable representations of GLr(D). This correspondence leads to an isomor
phism between the Grothendieck group of GLr(D) and a natural factor of the 
Grothendieck group of GLn(F), and furthermore to an isomorphism between the 
Hopf algebra associated á la Zelevinski with GLr (D ) and a natural factor of the 
Hopf algebra associated by Zelevinski with GLn(F). We also prove a transfer of 
integral orbitals between GLn(F) and GLr(D).

Consequences of these facts are the local integrability of characters, the ortho
gonality relations for square integrable representations and the irreducibility of 
any representation induced from a square-integrable irreducible one on GLr(D).

If L is now a global field and A is a central division algebra of finite rank d2 
over L, if r is a positif integer, then we also prove the finitude of automorphic 
cuspidal representations of GLr(A) with fixed components for almost every place.

Key words: local field, reductive p-adic group, representation theory, Jacquet- 
Langlands correspondence.
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INTRODUCTION

Soient F  un corps local non archimédien et D une algèbre centrale simple 
sur F  de dimension finie d2. Soit r  un entier strictement positif. Posons n =  rd. 
Il existe alors une injection canonique de l’ensemble des classes de conjugaison 
des éléments semisimples réguliers de GLr(D) dans l’ensemble des classes de 
conjugaison des éléments semisimples réguliers de GLn(F). Elle induit une cor
respondance bijective entre l’ensemble des classes de conjugaison des éléments 
elliptiques réguliers de GLr(D) et l’ensemble des classes de conjugaison des élé
ments elliptiques réguliers de GLn(F). Si le corps F  est de caractéristique nulle, 
Jacquet et Langlands ont montré ( [JL] ) que pour d =  2 et r =  1 il existe une 
correspondance bijective entre les classes d’équivalence des représentations essen
tiellement de carré intégrable de GLn(F) et les classes d’équivalence des repré
sentations essentiellement de carré intégrable de GLr(D) qui a la propriété que 
les caractères de deux classes de représentations qui se correspondent sont égaux 
sur des classes de conjugaison qui se correspondent, au signe (—l)n-r près. Flath 
a montré dans sa thèse ([F12]) ce même résultat pour d =  3 et r =  1, F  de ca
ractéristique nulle. Rogawski a généralisé ([Ro2]) à d quelconque, dans le cas où 
F  est de caractéristique nulle et r  =  1. Le cas d quelconque, r  quelconque, tou
jours en caractéristique nulle, a été finalement démontré par Deligne, Kazhdan 
et Vignéras dans [DKV] (voir aussi [Fil]). Les auteurs en déduisent aussi que les 
induites des représentations de carré intégrable sont irréductibles sur GLr(D) et 
un théorème de transfert de toutes les fonctions à support compact de GLr(D) 
vers GLn(F). Le but de cette thèse a été d’établir la correspondance dans le cas 
d quelconque et r quelconque sans restriction sur la caractéristique de F, ainsi 
que d’en tirer des conséquences à la manière de [DKV]. Les principaux outils 
manquant au travail en caractéristique non nulle sont l’intégrabilité locale des 
caractères (sauf pour GLn(F), prouvée par Lemaire dans [Le2]), l’orthogonalité 
des caractères et le calcul des germes au voisinage des éléments semisimples insé
parables. Nous avons prouvé la correspondance et ses conséquences en utilisant 
la méthode de Kazhdan ([Kal]) qui consiste à procéder par comparaison avec la 
caractéristique nulle où ces résultats ont déjà été prouvés, et on a réglé au pas

3



sage le problème de l’intégrabilité locale des caractères et de l’orthogonalité des 
caractères pour tous les groupes GLr(D). On donne à la fin de cette introduction 
une liste de résultats que nous avons obtenu dans cette thèse, avec des références 
et des précisions sur ce qui était déjà connu là-dessus.

Le premier chapitre est un chapitre de rappels et notations. Comme dans 
[DKV], on essaye d’y regrouper les résultats généraux utilisés. Cette mise au 
point est indispensable parce qu’on travaille en caractéristique non nulle et il 
faut décider dès le début lesquels des résultats usuels en caractéristique nulle 
sont toujours valables et lesquels ne le sont plus, ou pas prouvés à ce jour. Il 
faut donc faire attention entre autres aux résultats de géométrie cuspidale de 
Kazhdan, prouvés dans [Kal] pour un corps de base de caractéristique nulle et 
un groupe à centre compact. Faute d’espace dans le chapitre 1, on les a traité 
dans l’annexe 2.

Dans la première section du chapitre 2 nous donnons une variante du résultat 
principal de [Le3]. Dans la deuxième section nous prouvons à l’aide des corps 
proches qu’il y a égalité entre les restrictions aux éléments elliptiques réguliers 
d’un caractère d’une représentation de carré intégrable de GLn(F ) et du conjugué 
complexe de l’intégrale orbitale d’un de ses pseudocoefïicients. Par un argument 
de [DKV] (formule d’intégration de Weil) on en déduit l’orthogonalité des carac
tères dans le cas de GLn(F ), F  de caractéristique non nulle. On en déduit aussitôt 
la correspondance entre GLn(F) et GLr(D) pour r  =  1, en toute caractéristique 
(sect.3). On montre ensuite un théorème de transfert de toutes les fonctions (à 
support compact ou à support compact modulo le centre et à caractère central) 
dans les deux sens, entre GLn(F) et GLi(D). Le théorème de correspondance 
dans le cas particulier r =  1 est le premier pas de la récurrence qui aboutit au 
résultat général (chap.3). Il a aussi deux corollaires concernant GLn(F) qui sont 
essentiels dans la preuve de ce dernier.

Le chapitre 3 est consacré à la correspondance dans le cas général (F  de carac
téristique quelconque, d quelconque et r quelconque). Dans la première section on 
reprend la démonstration de [DKV] avec un argument de finitude en plus. Dans la 
deuxième section on construit, pour les groupes du type GLr(D), des situations 
proches au sens de Kazhdan ; Kazhdan l’avait fait pour les groupes de Chevalley 
([Ka2]) et Lemaire dans le cas du groupe linéaire ([Lel]). Après une préparation 
du terrain, on suit la démarche du premier, tout en empruntant quelques calculs 
au deuxième. Dans la quatrième section, après avoir approfondi (laborieusement) 
le problème du comportement du polynôme caractéristique par rapport au chan
gement de corps proche, on en déduit la correspondance par comparaison avec la 
caractéristique nulle.

On a regroupé dans le chapitre 4 des résultats qui sont tous plus ou moins des
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applications de la correspondance. Dans la première section on montre par com
paraison avec la caractéristique nulle que l’induite d’une représentation de carré 
intégrable de GLr(D) est irréductible; le principal argument manquant en carac
téristique non nulle est l’intégrabilité locale des cractères et le théorème 14 de 
[H-CvD]. Dans la section 2 on étend la correspondance entre les représentations 
essentiellement de carré intégrable à toutes les autres représentations. On obtient 
une injection du groupe de Grothendieck des représentations lisses admissibles 
de longeur finie de GLr(D) dans le groupe de Grothendieck des représentations 
lisses admissibles de longeur finie de GLn(F) telle que les caractères de deux 
représentations qui se correspondent sont égaux sur les classes d’équivalence des 
éléments semisimples réguliers qui se correspondent, au signe (—l)”-r  près. Le 
groupe de Grothendieck de GLr(D) est naturellement isomorphe à un quotient 
du groupe de Grothendieck de GLn(F). En mettant ensemble les groupes de Gro
thendieck des groupes GLr(D) pour tous les entiers r  positifs (Z pour r — 0 par 
convention) on peut associer à D une algèbre de Hopf avec inversion à la façon 
dont Zelevinski l’a fait pour F. On montre que cette algèbre est naturellement 
isomorphe (en tant qu’algèbre de Hopf avec inversion) à un quotient de l’algèbre 
de Zelevinski. Dans la section 3 on montre qu’il y a transfert de GLr(D) vers 
GLn(F) de toutes les fonctions à support compact (ou à support compact mo
dulo le centre et à caractère central) ; on y montre également qu’il y a transfert 
de GLn(F) vers GLr(D) de toutes les fonctions à support compact (ou à support 
compact modulo le centre à caractère central) dont la restriction des intégrales 
orbitales aux éléments semisimples réguliers sont à support dans les classes de 
conjugaison provenant de GLr(D). Ces preuves se font aussi à l’aide des corps 
proches, par comparaison avec la caractéristique nulle. Dans la quatrième sec
tion on montre l’intégrabilité locale des caractères sur GLr(D). Ce résultat a été 
prouvé par Lemaire ([Le2]) pour GLn(F), et nous le “transférons” sur GLr(D) 
en utilisant la correspondance et le transfert des fonctions. Dans la section 5 on 
montre deux résultats globaux concernant le groupe G des éléments inversibles 
d’une algèbre centrale simple de dimension finie sur un corps global. Le premier 
est déjà signalé dans [DKV] comme conséquence de la correspondance : il s’agit 
de l’existence d’une représentation automorphe cuspidale de G ayant des com
posantes locales de carré intégrable fixées à un nombre fini de places finies. Le 
deuxième est un résultat de multiplicité finie, conséquence directe des raisonne
ments qu’on a fait dans les trois premières parties de l’annexe 1. Il dit qu’il y 
a au plus un nombre fini de représentations automorphes cuspidales de G ayant 
des composantes locales locales fixées à presque toutes les places.

Il y a deux endroits (sect.3.1 et sect.3.3) dans cette thèse où on n’a pas pu s’en 
sortir qu’en utilisant les fonctions L et les facteurs e des représentations. Finale
ment il y avait trois résultats qui faisaient appel à ces outils. Pour ne pas rompre 
le fil du raisonnement avec de longues démonstrations et l’introduction d’objets 
nouveaux, on a regroupé les trois démonstrations dans l’annexe 1 (parties I, II,
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III) et on a fait une introduction où on a montré des lemmes et propositions utiles 
pour toutes les trois. Nous avons remarqué qu’une fois montrée la correspondance 
(chap.3) on peut tirer un corollaire qui, rajouté à la démonstration de la partie I 
donne un résultat de multiplicité finie pour les représentations automorphes cus- 
pidales du groupe des éléments inversibles d’une algèbre centrale simple globale. 
Ainsi, on a rajouté ce résultat parmi les applications de la correspondance (sect.5, 
chap.4) ainsi qu’une partie IV dans cette annexe pour le prouver.

L’annexe 2 est dédiée à une révision des résultats de géométrie cuspidale obte
nus par Kazhdan dans [Kal] pour un corps de base de caractéristique nulle et un 
groupe à centre compact. Comme nous ne travaillons pas sur un groupe à centre 
compact et souvent pas en caractéristique nulle, nous y avons donné des preuves 
des résultats qu’on utilise dans cette thèse. Notament nous étudions le cas des 
fonctions à support compact modulo le centre. Par ailleurs j ’utilise dans mes dé
monstrations les pseudocoefficients des représentations de carré intégrable ; on a 
l’habitude de citer ou [Kal] ou [BDK] pour la preuve de leur existence ou pour 
leurs propriétés ; comme le premier article se place dans le cas de caractéristique 
nulle et de centre compact, et que la démonstration de l’existence des pseudo- 
coefficients n ’apparaït en fait pas dans le deuxième, j ’ai clôturé cette annexe en 
montrant que le résultat de [BDK] implique bien l’existence des pseudocoeffi
cients (à support compact et à support compact modulo le centre) et qu’ils ont 
les propriétés qu’on leur prête. Finalement tous les résultats de cette annexe sont 
connus ainsi que leurs démonstration, mais je n’ai pas trouvé des bonnes réfé
rences.

R ésum é des résu lta ts  :

LO C A U X : Soient F  un corps local non archimédien de caractéristique quel
conque et D une algèbre à division centrale sur F  et de dimension finie d2. Soit 
r  un entier strictement positif et posons n = rd. Si g est un élément de GLn(F) 
et g' est un élément de GLr(D), on dit que g et g1 se correspondent et on écrit 
g O  g1 si g et g1 ont le même polynôme caractéristique et ce polynôme est sé
parable. On note GLn{F)' l’ensemble des éléments g de GLn(F) pour lesquels il 
existe un élément g1 de GLr{D) tel que g -H- g'. On note Grot(GLn(F)) le groupe 
de Grothendieck des représentations complexes lisses de longeur finie de GLn(F) 
et Grot(GLr(D)) le groupe de Grothendieck de GLr(D).

C orrespondances.
- Il existe une unique correspondance bijective C entre l’ensemble des classes 

d’équivalence des représentations essentiellement de carré intégrable de GLn(F ) 
et l’ensemble des classes d ’équivalence des représentations essentiellement de carré 
intégrable de GLr(D) qui pour toute représentation essentiellement de carré in-
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tégrable 7r de GLn(F) vérifie la relation entre caractères:

XM = ( 1 )n—rXc(ir) (sO

pour tout g -H- g' (prop.B.2.a [DKV] pour F  de caractéristique nulle et th.3.3.19, 
cette thèse, pour F  de caractéristique non nulle).

- Il existe un morphisme injectif de groupes JL r de Grot(GLr(D)) dans 
Grot(GLn(F )) qui pour tout ir € Grot(GLr(D)) vérifie

Xtt(p ) == (—1) XJLrMÍ#)

pour tout g g1 (th.4.2.2, cette thèse). Si sur Grot(GLn(F)) on définit une 
relation d’équivalence en posant 7r ~  tt' si le caractères de 7r et de 7r' sont égaux 
sur GLn(F)', alors le quotient de Grot(GLn(F)) par cette relation d’équivalence 
est un groupe isomorphe à Grot(GLr(D)) (prop.4.2.3, cette thèse).

- On peut, en mettant ensemble les groupes Grot(GLr(D)) pour tous les 
entiers r  positifs (Grot(GLo(D)) =  Z par convention), associer à D une algèbre 
de Hopf TZ(D) munie d’une inversion de la façon dont Zelevinski a associé (dans 
[Ze]) à F  l’algèbre de Hopf avec inversion TZ(F). Alors les morphismes JL r pour 
tous les entiers r  strictement positifs induisent un morphisme injectif d ’anneaux 
de 7Z(D) dans 7Z(F). Il existe un idéal I de l’anneau 71 (F) tel que l’anneau facteur 
1Z(F)/I hérite d’une structure d’algèbre de Hopf avec inversion et est isomorphe 
en tant qu’algèbre de Hopf avec inversion à 7Z{D) (th.4.2.6, cette thèse).

- Pour toute fonction f  localement constante à support compact sur GLr(D), 
il existe une fonction /  localement constante à support compact sur GLn(F) telle 
que l’intégrale orbitale de /  s’annule sur les éléments semisimples réguliers de 
GLn(F ) qui ne se trouvent pas dans GLn(F)', et que pour tout g € GLn{F)' on 
ait l’égalité des intégrales orbitales

si g -H- g' ; pareillement, pour toute fonction /  localement constante à support 
compact sur GLn(F) telle que l’intégrale orbitale de /  s’annule sur les éléments 
semisimples réguliers de GLn(F) qui ne se trouvent pas dans GLn(F)' il existe 
une fonction f  localement constante à support compact sur GLr(D) telle que 
pour tout g 6 GLn{F)' on ait l’égalité des intégrales orbitales

si g •H’ g' (th.B.2.c.l de [DKV] si F  est de caractéristique nulle et th.4.3.1, cette 
thèse, si F  est de caractéristique non nulle).
Ces mêmes résultats valent pour /  et f  localement constantes à support compact 
modulo le centre et à caractère central fixé (th.4.3.9, cette thèse).

Sur GLr{D) :
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- l’induite normalisée d’une représentation de carré intégrable est irréductible 
([Ja] si d = 1, th.B.2.d de [DKV] si d est quelconque et la caractéristique de F  
est nulle et th.4.1.1, cette thèse, si d est quelconque et la caractéristique de F  est 
non nulle),

- les distributions caractères des représentations sont localement intégrables 
(pour F  de caractéristique non nulle, th.5.2.4 de [Le2] si d =  1 et th.4.4.1, cette 
thèse, si d est quelconque),

- les caractères des représentations de carré intégrable de caractère central fixé 
forment un système orthonormal pour le produit hilbertien défini dans [C12] (si 
F  est de caractéristique non nulle, dans cette thèse, th.2.2.3 si d =  1 et corollaire 
3.3.18 si d est quelconque) ; le caractère d’une représentation de carré intégrable 
est égal sur l’ensemble des éléments elliptiques réguliers au conjugué complexe 
de l’intégrale orbitale d’un de ses pseudocoefficients à support compact modulo 
le centre (si F  est de caractéristique non nulle, dans cette thèse, th.2.2.1 si d =  1 
et corollaire 4.4.3 si d est quelconque).

GLOBA UX : Soient F  un corps global de caractéristique quelconque et D une 
algèbre à division centrale sur F  et de dimension finie d?. Soit r un entier stric
tement positif. Notons G' le groupe GLr(D). Si v est une place de F, on note G'v 
le groupe G'(FV). Soit S  un ensemble fini de places finies de F. Alors

- si pour tout v S  on s’est donné un représentation lisse irréductible nv de 
G'v, il existe au plus un nombre fini de représentations automorphes cuspidales du 
groupe des adèles de G' de caractère central fixé et dont les composantes locales 
aux places v £ S  sont les 7r„ (th.4.5.1.a, cette thèse) ;

- si pour tout v € S  on s’est donné une représentation de carré intégrable nv 
de G'v, il existe une représentation automorphe cuspidale du groupe des adèles de 
G' dont les composantes locales aux places v 6 S  soient les nv (c’est déjà prouvé 
dans [DKV], th.B.2 .c.2 ; dans cette thèse c’est le théorème 4.5.l.b).
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Chapitre 1

RAPPELS ET NOTATIONS





Introduction

Ce chapitre contient des résultats d’ordre général sur les groupes réductifs sur 
un un corps local (sauf quelques rares exceptions) et qui sont utilisés dans les 
chapitres suivants. Pour tous ces résultats nous avons donné ou une référence, 
ou sinon une démonstration. Chaque fois qu’un résultat n’est prouvé à ce jour 
que dans le cas où la caractéristique du corps de base est nulle on l’a signalé 
explicitement. L’annexe 2 est à lire avec ce chapitre. Elle regroupe des résultats 
de géométrie cuspidale à la Kazhdan, souvent utilisés dans cette thèse.
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1.1 Les espaces de fonctions H  (G) et H(G;cu)

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F  de 
caractéristique quelconque. Soit Z  le centre de G. Soit dg une mesure de Haar 
sur G , dz une mesure de Haar sur Z  et dg la mesure quotient sur G /Z. On note 
H  (G) l’espace des fonctions définies sur G à valeurs dans C qui sont localement 
constantes et à support compact. Si K  est un sous-groupe ouvert compact de G 
on note H  (G; K ) le sous-espace de H  (G) formé de fonctions biinvariantes par K. 

Soit K l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G. On a H(G) =
U k &cH(G-,K)-

Soit u  un caractère unitaire de Z. On note H  (G; u) l’espace des fonctions 
définies sur G à valeurs dans C qui vérifient :

- /  est localement constante à support compact modulo Z  et
- pour tout g G G et tout z £ Z, f{zg) =  uj~1(z)f(g)
Pour tout K  G JC on note H (G \K \u )  le sous-ensemble de H(G',u) formé de 

fonctions biinvariantes par K.
On a H(G',u) = L>KelcH{G-, K ;u).

Soit E{G) l’ensemble de classes d’équivalence des représentations complexes 
lisses irréductibles de G.

Soit 7r une représentation admissible de G. Pour tout /  G H  {G) on pose

* (/)  =  JGf(9M 9)dg-
Soit 7r une représentation admissible de G admettant un caractère central ui 

(c’est toujours le cas si 7r est irréductible). Si /  6 H(G;uj) alors pour tout z 
dans Z  et pour tout g dans G on a f(zg)Tt(zg) =  f(g)n(g) et on pose 7r(/) =

Sg/z f(9)n(g)dg.
Pour un caractère u  fixé on peut définir comme dans [He 2] une application 

de H  (G) dans H  (G; uj) : pour tout /  G H  (G) on pose pour tout g € G :

fM = Ĵ u{z)f(zg)dz.
On a la :

P rop osition  1.1.1 . (a) Quel que soit f  G H(G), f u G H(G\u). On obtient 
ainsi une application Iu : H  (G) —> H(G]ui).

(b) Iu est surjective (mais évidementpas injective!).
(c) pour tout f  G H  (G), pour toute représentation admissible n de G de 

caractère central u , on a 1r(/) =

11
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(d) pour tout f  G H(G), pour tout g € G, on a:

${fu,;g)= f u{z)$ (f;zg )dz  
Jz

R em arque. Le point (d) parle d’intégrales orbitales qui ne seront définies que 
dans la section suivante. On l’a mis ici pour regrouper tous les résultats concer
nant l’application Iu . L’importance de ce théorème réside dans le fait que dans la 
littérature on a tendance à étudier les intégrales orbitales du point de vu “calcule 
de germes” et “transfert” plutôt pour les fonctions dans H (G) mais de définir la 
formule des traces pour des fonctions dans H(G',u). Le théorème permet donc 
de passer des unes aux autres.

D ém onstration . Prouvons d’abord (a) et (6). On a H  (G) — U k ^kH{G\K).
Pour K  G K  notons abusivement K \G /K  un ensemble de représentants des 
classes d’équivalence dans K \G /K .  Alors, pour chaque K  G K  l’ensemble {1 k 9k }k \g /k  
est une base du C-espace vectoriel H  (G-, K). Soit go G K \G /K .  On calcule l’image 
de lugoK par l’application Iw :

Si g ZKgoK  alors

Iu,(lKg0K)(g) =  /  u ( z ) lKgoK{zg)dz =  0 car Vz G Z, zg £ Kg0K.
Jz

Si g G ZKgoK  écrivons g =  z0kigok2 (l’écriture n’est pas unique) où z0 G Z, 
k \,k 2 G K. Alors :

L ( 1Kg0K){g)=  /  u ( z ) lKgoK{zzokigok2)dz = /  u}(z)lKgoK(kizzogok2)dz =
Jz  Jz

=  Jz ^ ( z ) l kTiKgoKk-i{zz0g0)dz = J ^ ( z ) l KgoK{zzogo)dz =  J u ( z ) lKgoKg-i(zzo)dz =

= Jz UJ{ z ^ z ' ) l KgoKg-i{z')dz' = uT̂zo) J u (z ') lKgoKg-i(z')dz' =
=  u;-1(zo) Í u){z')dz'

JznKgoKgô1

Une simple vérification des axiomes d’un groupe montre que ZnK goK gâ1 est 
un sous-groupe (ouvert et compact) de Z  (même si KgoKgô1 lui-même n’est pas 
un groupe!). La restriction de u  est donc un caractère de ce sous-groupe de Z  
et l’intégrale de cette restriction est nulle dès que la restriction n’est pas triviale.
On a donc :

/  u(z')dz' =  0 si Z  fi KgoKgQ1 ker(uj)
JZnKgoKg-1
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/ u(z')dz' =  mes(Z  n KgoKg^1) si Z  D KgoKg^1 C ker{ u).
JznKgoKgô1

Le résultat final est donc :

et

et

Kg0K ) ( 9 )  =

Iu{^k90k ) = 0 si Z  D Kg0Kg01 g  ker(u)

0 si g £ ZK g0K

oj~x{zQ)mes(Z  D KgoKgô1) si g € Z K g0K, g =  z0kig0k2

si Z  D KgoKgô1 C ker(u).
On voit que 1^(1 KgoK) vérifie:
- supp(Iw( l KgoK)) C Z K g0K
- Iu(lKg0K) est biinvariante par K
- IJ^Kg0K){zg) =  W-1(z)Iu( l KgoK)(g) € Z, Vp G G.
Ainsi Iw(lKgoK) € H(G;K-,lü) et le point (a) est démontré.
Montrons la surjectivité de Iw. Soit h G H(G]u). Il existe K  sous-groupe 

ouvert et compact de G tel que h G H (G; K;u).  On va montrer qu’il existe 
/  G H(G;K)  tel que / w( / )  =  h. Soit a  G supp(h). Si z  G Z  D K a K o T 1, on 
a zol G K a K  et donc h(za) = h(a). Mais h(za) = u;- 1(z)/i(û:) et, comme 
a  G supp(h), cela prouve que u(z) =  1. En conclusion, si a  G supp(h), on a

Z  D K a K a  C ker(u)

Maintenant { K a K } a€K\G/K est une partition de G, et h étant biinvariante 
par K, il existe des otj G G, j  G J , tels que {K a jK } jç j  soit une partition de 
supp(h) et h soit constante et égale à h(aj) sur K a jK  pour tout j  G J. De 
plus, si on connaît h sur K a jK ,  on la connaît sur z K a jK  pour tout z € Z:  
c’est ui~1(z)h(aj). Comme supp(h) est compact modulo Z  on peut trouver un 
sousensemble fini J' de J  tel que :

J u~ x(z)h(aj) si g G K z a jK  pour un z G Z  et un j  G J'

9 [0  si g £ Uj ç j '^ z K z a jK .

Comme on a vu que [et,- G supp(h)] => [Z D KccjKaJ1 C ker(uj)\, d ’après le 
calcul de Iw{ÎKg0K) qu’on a fait au début, si on pose

h = ^ 2  h(ocj)[mes(Z n  K a jK a J 1)}”1! ^ ^ ,  
jeJ '

alors on a bien Iu( f  ) =  h.
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Preuve de (c) :

*■(/«) =  [  U(g)n(9)dg = [  { I u){z)f{zg)dz\ir{g)dg =
JG/Z JG/Z K J Z  }

= / w(z)f{zg)n(g)dzdg=  /  /  f(zg)%(zg)dzdg =
JG/Z J Z  JG/Z  JZ

=  [  g(gM9)dg = tt(/)
J g

Preuve de (d) :

$(9o’J J ) =  /  fu,{g~19 o9 )dg=  /  { /  u;(z)/(z0_10O0)d;z}d0
' ' G / G 9Q ' * G I G 90 **Z

=  /  w(z){ /  / ( ^ _1̂ ) ^ } d ^ =  /  u;(z)$(2:0o;/)dz 
J Z  *> «/G/Gqn * JZG/GgQ

Le théorème est démontré.

Soit u; un caractère de Z. Si /  G H  (G; a;) on dit que /  est uj-supercuspidale si 
pour tous <h, € G et pour tout radical unipotent d’un sous-groupe parabolique 
propre de G on a :

/  f(ging2)dn = 0.
J N
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1.2 Intégrales orbitales

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F  
de caractéristique quelconque. Soit Z  le centre de G. On choisit une mesure de 
Haar dg sur G et une mesure de Haar dz sur Z. Pour tout tore maximal T  de 
G on fixe une mesure de Haar dt sur T, ces mesures étant reliées par le fait 
que, si deux tels tores sont conjugués dans G, alors leur mesures associées se 
correspondent par “transfert de structure”. Si 7 est un élément de G  on dit que 
7 est semisimple régulier si son polynôme caractéristique est séparable et si le 
centralisateur Zai'j) de 7 dans G est un tore maximal. On note Gsr l’ensemble 
des éléments semisimples réguliers de G. C’est un sous-ensemble Zariski ouvert 
de G et dense pour la topologie p-adique. Si 7  est un élément semisimple régulier 
de G, alors on considère sur G /Z q (7) la mesure quotient =  dg/dt  où dt est 
la mesure qu’on a fixée sur le tore maximal Zo(j)-

Soit üj un caractère de Z. Si / G  H (G) ou / G  H(G]u)  alors on définit une 
application $  : Gsr —> C en posant pour tout 7  G Gsr :

$ ( / ;  7) =  [  f{919~ l )dgT  
J G / Z a (7)

L’application $  s’appelle Y intégrale orbitale de /  et jouit des propriétés suivantes :
- $  est une application localement constante
- $  est invariante par conjugaison 
- s i  /  G H  (G; uj) alors on a :

$ ( / ;  zg) =  ar l {z )$(f \  g) Vz G Z, g G G.

Soit P  un sous-groupe parabolique de G, L un sous-groupe de Levi de P  et 
P  =  LU une décomposition de Levi de P.  Soit K  un sous-groupe ouvert compact 
maximal de G en bonne position par rapport à P  et L, c’est à dire tel qu’on 
ait G =  K P  et P  fl K  =  (L f) K )(U  H K).  On considère des mesures de Haar 
dk sur K , du sur U et dl sur L telles qu’on ait vol(K\ dk) =  vol(U fl K;du ) =  
vol(L H K ; dl) =  1 .

On peut associer à tout élément /  de H (G) un élément f p de H(L ) par la 

formule suivante :

f p (l) =  ô)l2 {ï) [  [  f{k~Huk)dkdu 
Ju Jk

où on a noté ôp le caractère module sur le groupe P.
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La fonction f p est appelée le terme constant de f  le long de P. C’est un élé
ment de H (L) qui dépend du choix de P.

T héorèm e 1 .2.1 . Avec les notations plus haut, pour tout élément g de GST qui 
appartient à L on a Za{g) C L et:

m s )  = Dg/l2(s )* l U p ;9)

où DG/L(g) =  \det(l — Ad(g)~1] Lie(G)/ Lie(L))\p et $ L désigne l ’intégrale orbi
tale sur L pour les mesures plus haut.

D ém onstration . Voir [La], Proposition 4.3.11.
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1.3 Traces et caractères des représentations

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F  de 
caractéristique quelconque. Soit 7r une représentation admissible de G dans un 
espace V. Comme V  peut très bien être de dimension infinie on ne peut pas 
définir le caractère trace de ir comme pour les groupes finis. Dans la section 1 on 
a défini un opérateur 7r(/)  pour tout /  G H  (G). Si K  est un sous-groupe ouvert et 
compact de G tel que /  G H(G; K), alors l’image de l’opérateur 7r(/)  est incluse 
dans l’espace V K des vecteurs fixés par K , et cet espace est de dimension finie car 
7r est admissible. L’image de l’opérateur 7r(/)  étant de dimension finie, tr(ir(f)) 
a un sens. On obtient ainsi une application linéaire :

trir : H(G) —> C f  ir (7r(/))

On appelle cette application la distribution trace de 7r o u  tout simplement la 
trace de 7r.

Harish-Chandra a montré ([H-C2]) que pour toute représentation admissible 
7r de G il existe une (unique) fonction x-* • Gsr —> C localement constante et 
invariante par conjugaison, telle que pour tout /  G H  (G) à support dans Gsr on 
ait :

tr(ir(f)) = f  x M f W g .
J Gsr

On appelle x* Ie caractère de n. On voudrait obtenir le même résultat sans 
condition sur le support de /  :

v /  g H(G), tr{ïï{f)) = [  xMf(g)dg
JG sr

A ce jour on dispose de ce résultat si la caractéristique de F  est nulle [H-Cl] 
ou si G =  GLn(F) en toute caractéristique [Le2].

Si 7r est une représentation irréductible et u  est le caractère central de 7r, alors 
Xn(zg) =  u>(z)xit(g), Vz e z , \ / g €  Gsr. Si ip est un caractère du groupe G, alors 
le caractère de la représentation Qw est égal à 'tpXn-

Traces, caractères e t induction

Dans cette sous-section on étudie la trace et le caractère d’une représentation 
induite. Le foncteur induction qu’on considère dans cette thèse sera toujours le 
foncteur de Jacquet, donc normalisé.

Soient /  G H  (G). Soit P  un sous-groupe parabolique de G et P  =  LU  une 
décomposition de Levi de P. Soit f p G H(L) la fonction définie dans la section
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2. On a vu que f p dépendait de P.

T héorèm e 1.3.1 . La trace de f p dans les représentations admissibles de L ne 
dépend pas du choix de P. Pour toute représentation tx de L on a la relation :

trTr(fp) =  tr indpTr(f)

D ém onstration . Voir [La] Lemme 7.5.7.

T héorèm e 1.3.2 . Soit (A ; P) une paire parabolique de G et soit L le centralisa
teur de A dans P. Soit 7r une représentation de L. Si g est un élément semisimple 
régulier de G on a :

-si g n’est conjugué dans G à aucun élément de L, alors Xindfn(g) =  0 
-si g est conjugué dans G à un élément gi, de L alors gi est semisimple et 

régulier dans L et on a

Xind$M  =  DG/L«(g)~l/2x*«>(g)-
weW(A-,G)

D ém onstration . Voir [vD] et [Cil], prop.3.

Traces, caractères e t res tric tio n

Dans cette sous-section on étudie la trace et le caractère de la restriction à 
un sous-groupe de Levi d’une représentation de G. Le foncteur restriction qu’on 
considère est, comme le foncteur induction, normalisé. Les résultats sont dans ce 
cas de nature locale. Ils se trouvent dans [Cal].

Soit g un élément semisimple régulier de G. On lui associe un sous-groupe 
parabolique Pg de G de la façon suivante :

On pose T  — Za(g); c’est un tore maximal de G. Soit A  un sous-tore maximal 
déployé de T  et soit S  un sous-tore maximal anisotrope de T. Alors T  est isogène 
à SA  et il existe un m  tel que gm 6 SA  On pose gm =  sa. Soit S le système 
de racines de G associé à A. Soit P  un sous-groupe parabolique minimal de G 
qui contient A  et soit A le sous-ensemble des racines simples de S associé à P.
Il existe y € G tel que, si on pose ay =  yay~l , on ait < 1  Va 6 A.
Soit fi =  {a G A tel que |a(oy)|i? =  1}. On pose A& =  n Q€nfcer(a;) et Lg = 
y~lZG{Açi)y. On pose également Ug — {x Ç. G tel que gnxg~n est borné quand 
n varie} et enfin Pg =  LgUg. Le groupe Pg est un sous-groupe parabolique de G 
et Pg =  LgUg est une décomposition de Levi. Alors g est un élément semisimple
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régulier de Lg.

T héorèm e 1.3.3 . Avec les notations plus haut on a pour toute représentation 
admissible 7r de G :

X M  =  XreS% M -
P9

D ém onstration . Voir [Cal], Théorème 5.2.

P roposition  1.3.4 . Soit P  un sous-groupe parabolique de G et soit L un sous- 
groupe de Levi de P. Soit g un élément régulier semisimple de G appartenant à L. 
Alors il existe un élément z du centre de L tel que Pzg C P. Plus précisément, 
si A' est le système de racines simples de (A'\ P) où A' est un sous-tore déployé 
maximal de Z ^ g )  il existe une constante réelle strictement positive c{g) telle que, 
pour tout z G Z l qui vérifie |a;(z)|^ < c(g) Va € A', on ait Pzg C P.

D ém onstration . Pour tout z  G Zl on a Zi(zg) = Zi{g) et il suffit d’impo
ser à 2 € Zi, de vérifier: \a(z)\p < ^ ( a ) ^ 1 pour tout a  G A' (il existe des 
tels z parce que les caractères dans A' sont indépendents). Nous posons donc 
c(g) =  mina€^/ |a(p)|^x. On a alors y = 1 dans la définition de P»  et P29 C p .

N o ta tio n : P = LU et g étant donnés comme plus haut, on pose, pour tout 
z Ç. Zl , N{z) = supa(z&'\a{z)\F où A' est défini comme dans la proposition. La 
condition sur z s’écrit alors N(z) < c(g).
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1.4 La formule d’intégration de Weyl

Soient G un groupe réductif connexe sur un corps local F  de caractéristique 
quelconque et Z  le centre de G. On munit F  de la valeur absolue normalisée 
notée | |i?. Soit dg une mesure de Haar sur G. Soit T  un système de repré
sentants des classes de conjugaison de tores maximaux de G. Sur chaque tore 
T  € T  on fixe une mesure de Haar dt et on note W (T) son groupe de Weyl 
dans G. On note |VF(T)| le cardinal de ce groupe. Si T G T  et t G T on 
dit que t est régulier si son centralisateur dans G est T. On pose dans ce cas 
D(t) =  \det(Ad(t~l) — I d ; Lie(G)/ Lie(T))\F et on sait que D(t) est non nul. 
On note T reg l’ensemble des éléments réguliers de T  et, comme d’habitude, Gsr 
l’ensemble des éléments semisimples réguliers de G.

T héorèm e 1.4.1 (Form ule d ’in tég ration  de W eyl).
Pour toute fonction f  intégrable sur G, si pour tout T  G T  on munit G /T  de la 
mesure quotient dg =  dg/dt alors on a:

[  tt9)d9  =  £  l ^ c n i - 1 [  D(t) [  Kgtg-'W gdt.
J g  T eT  J tt'9 J g / t

D ém onstration . Voir [DKV], A.3.f.

La formule de Weyl sera utilisé souvent dans un cas particulier. Soit 7r une 
représentation de G admettant un caractère central et soit oj le caractère central 
de 7T. Soit Xtt la fonction caractère de 7r. On a la

P ro po sition  1.4.2 . a) Si f  G H{G), si le caractère de ir est localement inté
grable sur G ou le support de f  est inclus dans GST, on a

trAi) = E i't'cnr1 f  <)*•
rP ^ J "  'J 'reg

b) Si f  G H (G; lü), si le caractère de ir est localement intégrable sur G ou le 
support de f  est inclus dans GST, on a

tm(f) = y , î cnr1 f mixMf-, -m#-
TeT JTre9 ¡Z

D ém onstration , a) On applique la formule d’intégration de Weyl à la fonction 
X*f-
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b) On remarque que la fonction ') est bien définie modulo Z. Soit
h € H(G) telle que Iu(h) = /  (prop.1.1.1b)). On a alors

trx(f) =  trx(h) = T )  |W (r)|-1 f  D(t)X* m (h ;  t)dt
j i ç j "  J r£ T̂ 9

= y 2 \ w (T )\~l [  [  D(zt)xAzt)®(h;zt)dz<iï
T e T  J t ^ o/Z  J z

= £  l^ ( T)l-1 [  {t)uj(z)<ï>(h; zt)dzdt
T g 7 -  J T r*9/Z J Z

= £  iw'cnr1 / £>(«)[x»«(/; )i(i)rfi
T e 7 -  JT™9/Z

parce que D(zi) = D(t) et f z u(z)$(h-,zt)dz = $ (/;i)  (prop.l.l.ld)).
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1.5 Représentations cuspidales, de carré inté- 
grable, tempérées

Beaucoup parmi les définitions et résultats de cette section peuvent être gé
néralisés à un groupe topologique localement compact et totalement discontinu 
quelconque. Néanmoins on va considérer ici un groupe réductif connexe G sur un 
corps local non archimédien F  car c’est le cas qui nous intéresse.

Soit 7r une représentation lisse irréductible de G dans un espace vectoriel V. 
Soit v un vecteur de V  et v' une forme linéaire lisse sur V. On peut définir une 
application f vy  de G à valeurs dans C en posant :

fv ,v '(g )  =  v ' { i r { g ) ( v ) )

On dit que f v>v> est un coefficient matriciel de 7r. Si u  est le caractère central de 
7T, alors f v,v'{zg) =  ui{z)fvy  (g) pour tout g dans G et tout z dans Z.

Si 7T est une représentation lisse irréductible de G, alors les deux assertions 
suivantes sont équivalentes :

a) il existe un coefficient matriciel non nul de 7r à support compact modulo
Z.

b) tous les coefficients matriciels de 7r ont un support compact modulo Z.
Une telle représentation est dite cuspidale. Attention, dans toute la suite, “re

présentation cuspidale” sous-entendra donc lisse et irréductible.

Supposons maintenant que 7r est une représentation lisse irréductible unitaire 
de G. Alors son caractère central est unitaire et la valeur absolue d’un coefficient 
de 7T est invariante par multiplication par des éléments de Z. Les deux assertions 
suivantes sont équivalentes :

a) il existe un coefficient matriciel de 7r de carré intégrable sur G ¡Z.
b) tous les coefficients matriciels de 7r sont de carré intégrable sur G/Z.
Une telle représentation est dite de carré intégrable. Dans toute la suite, “re

présentation de carré intégrable” sous-entendra donc lisse et irréductible.

Soient maintenant P  un sous-groupe parabolique de G et L un sous-groupe 
de Levi de P , et soit a une représentation de carré intégrable de L. Alors indpa 
est une représentation unitaire de longueur finie - donc totalement décompo- 
sable - de G, et toutes les sous-représentations irréductibles de indpa sont des 
représentations unitaires de G. Une telle sous-représentation irréductible de la 
représentation induite d’une représentation de carré intégrable est dite tempérée. 
Pour toute représentation tempérée r  de G il existe donc une paire (P; a) où P  est 
un sous-groupe parabolique de G et a est une représentation de carré intégrable
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du sous-groupe de Levi L  de P  tel que r  soit une sous-représentation de indpcr. 
La paire (P; a) est unique à conjugaison dans G  près. (Voir [BW], théorème 2.3, 
page 330 où on montre que la définition ci-dessus est équivalente à l’autre défini
tion possible (celle de Silberger [Si] par exemple) d’une représentation tempérée 
et aussi le résultat d’unicité modulo conjugaison qu’on vient d’énoncer). Dans 
toute la suite, “représentation tempérée” sous-entendra donc lisse et irréductible.

Une représentation lisse irréductible 7r de G est dite essentiellement de carré 
intégrable s’il existe une représentation ttq de G de carré intégrable et un caractère 

àe G tel que 7r =  ^  <g> 7r0. Elle est dite essentiellement tempérée s’il existe une 
représentation tempérée 7To de G et un caractère ^  de G tels que 7r =  ^  ® tto- 

Une représentation essentiellement de carré intégrable est unitaire si et seule
ment si son caractère central est unitaire ([Ca2], 2.5.4.). Les représentations es
sentiellement tempérées ont la même propriété.

On note E(G) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses 
irréductibles de G et E C(G), E 2(G), E t(G) les ensembles de classes d’équiva
lence des représentations cuspidales, des représentations essentiellement de carré 
intégrable et des représentations essentiellement tempérées respectivement. On 
a E C(G) C E 2(G) C £*(<?). On note EU(G), E$(G), E 2U{G) et El(G) les sous- 
ensembles des ensembles précédents formés de classes d’équivalence des repré-N
sentations unitaires. A partir de maintenant on identifiera les représentations 
équivalentes quand il n ’y aura pas d’ambiguïté et on considérera par abus qu’une 
représentation lisse irréductible de G est un élément de E(G) par exemple.

Les rep résen ta tions cuspidales

T héorèm e 1.5.1 . Une représentation lisse irréductible de G est cuspidale si et 
seulement si sa restriction de Jacquet à tout sous-groupe parabolique de G est 
nulle.

D ém onstra tion . Casselman prend cette propriété pour définition et en montre 
l’équivalence avec notre définition dans [Ca] 5.3.1.

T héorèm e 1 .5.2  . Soit n une représentation lisse irréductible de G. Il existe 
alors un couple (P; p) où P  est un sous-groupe parabolique de G admettant une 
décomposition de Levi P  =  LU et p est une représentation cuspidale de L tel que 
7r soit une sous-représentation de indpp.

D ém onstration . Voir [BZ], 2.5.

T héorèm e 1.5.3 . Soit 7r une représentation lisse irréductible de G. Alors il 
existe un sous-groupe parabolique P  de G tel que la restriction de Jacquet de n à
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P ait un sous-quotient cuspidal. Si P  est un tel sous-groupe alors tous les sous- 
quotients irréductibles de respir sont cuspidaux. Un tel sous-groupe P  est unique 
modulo conjugaison dans G et tous les sous-quotients irréductibles de res^n sont 
conjugués dans G.

D ém onstration . Voir [BZ], 2.13.

Théorèm e 1.5.4 . Soient P  et P' deux sous-groupes paraboliques de G, L et L' 
des sous-groupes de Levi respectifs et p et p' deux représentations cuspidales de 
L et L' respectivement. S ’il existe un sous-quotient irréductible de indpp qui soit 
équivalent à un sous-quotient de inâff,,(i alors les couples (L; p) et (L';p') sont 
conjugués dans G.

D ém onstration . Voir [Z], théorème 2.9.

Les rep résen tations de carré  in tégrable

Le critère de Casselmann :
Soit (A0; Pq) une paire parabolique minimale pour G. Soit E le système de 

racines associé à (Ao; Po) et A le système des racines simples positives dans E. 
Pour tout d C A on pose Ag — f\aegkera. Si (A-, P ) est une paire parabolique 
quelconque de G, alors

- (A; P) est dite standard si A  C Aq et Po C P
- A  est dit standard si A  C Ao
- {A] P) est dite semistandard si A  est standard.
Si (A;P) est une paire semistandard de G, on note W{G] A) le groupe de 

Weyl de A  dans G.
Soit (A; P ) une paire parabolique standard de G. Soit P  =  LU une décom

position de Levi de P. Soit X (A )  le groupe des caractères rationnels de A. On 
pose a =  Hom(X(A)-,R). On note a* le dual de o et on pose Oc =  a* ® C. La 
restriction X  (L) X  (A) induit un isomorphisme X  (L ) ®gR ~  X  (A) <8>z R donc 
aussi un isomorphisme Hom(X(A);M :) ~  Hom(X(L); R). Le groupe W(G-,A) 
agit sur a* et comme il est fini, il existe un produit scalaire < ; > sur o* invariant 
par l’action de W(G;A), produit scalaire qu’on fixe une fois pour toutes.

Si 7r est une représentation de G et P  est un sous-groupe parabolique de G, 
on appelle exposant central de 7r par rapport à P  tout caractère central d’un 
sous-quotient irréductible de la représentation respir.

T héorèm e 1.5.5 (critère  de C asselm an).
Une représentation lisse irréductible ir de G est essentiellement de carré intégrable
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si et seulement si pour toute paire parabolique standard (A; P ) de G, si A — Ag, 
on a:

(Cas) : < i/;P > < 0  pour tout exposant central v de n par rapport à P  et 
toute racine P dans A \  9.

D ém onstration . Voir [Ca2] 4.4.6.

Variante :
Le théorème reste valable si on remplace “pour toute paire parabolique stan

dard (A ; P )” par “pour toute paire parabolique standard (A] P) minimale pour 
la propriété respir ^  0”.

D ém onstra tion . Voir [Ca2] 6.5.1.
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1.6 La classification de Langlands

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F  de 
caractéristique quelconque. On expose ici une classification des représentations de 
G due à Langlands, et dont on trouve deux approches différentes et la preuve dans 
[Si] et [BW]. Ce qui suit puise dans les notes d’un exposé de François Courtès. 

On fixe une paire parabolique minimale (̂ 4o! Po) de G.
Soit (.A; P) une paire parabolique standard de G. Soit L  le sous-groupe de 

Levi standard de P. Soient X(A)  le groupe des caractères rationnels de A, 
a =  H om (X(A);R) ~  Hom(X(L);'E .), a* le dual de a, W  (G; A) et le produit 
scalaire < ; > sur a* invariant par l’action de W  (G; A) comme dans le para
graphe précédent. On identifie a* avec X(L)®R. On dit qu’un élément v de a* est 
strictement positif si pour toute racine simple a  de A  dans G on a <  u; a > > 0 .

T héorèm e de classification de Langlands. (a) Un quadruplet (A] P; r; u)
est dit quadruplet de Langlands si (A; P) est une paire parabolique standard pour 
G, t  est une représentation tempérée du sous-groupe de Levi standard L de P  et 
v est un caractère à valeurs réelles positives qui est aussi un élément strictement 
positif de a*. Alors indp(u <2> r)  a un unique quotient irréductible qu’on appelle 
le quotient de Langlands du quadruplet(A; P; r; u) et qu’on note J(A; P; r; v).

(b) Si (A\\P\',Ti\v\) et (A2; P2; r2; v^) sont deux quadruplets de Langlands, 
alors, si J{Ai, Px; t x; i/x) = J(A 2; P2; r2; v2), on a Pi =  P2, tx =  r2 et ux =  u2.

(c) Soit 7r une représentation irréductible de G. Alors il existe un quadruplet de 
Langlands (A ; P; r; v) tel que 7r soit équivalente à la représentation J{A\ P; r; v).

D ém onstration . Chapitre XI de [BW], prop. 2.6 et ce qui suit.

Si (A] P; r; v) est un quadruplet de Langlands, on dit ici que la représentation 
indp(u ® r) est une représentation de Langlands pour G (certains auteurs les 
appellent “représentations standard”).

Le groupe de Grothendieck Grot(G) de G est le quotient du groupe libre 
engendré par toutes les représentations lisses de longeur finie de G par les relations 
données par les suites exactes courtes.

Le théorème de classification plus haut implique, combiné au lemme 2.13 de 
la page 334 de [BW], le résultat suivant :

T héorèm e 1 .6.1  . Les images des représentations de Langlands de G dans le 
groupe de Grothendieck Grot(G) de G forment une base sur Z de ce dernier.

D ém onstration . Lemme A.4.f de [DKV].
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1.7 Le théorème de Paley-Wiener

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F  de 
caractéristique quelconque. Soit '¡'(G) l’ensemble des caractères non ramifiés de 
G. Si 7r € E(G) on note '¡'(G; 7r) le sous-ensemble de E(G) formé par les (classes 
de) représentations du type tp®Tr, ip € ^(G ). L’ensemble ^(G ; 7r) a une structure 
de variété algébrique (isomorphe à un quotient de 'I'(G)). On définit de la même 
façon \&(L;7r) pour tout sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique de 
G et pour toute représentation lisse irréductible 7r de L.

Si P  et P' sont deux sous-groupes paraboliques de G, si L est un sous-groupe 
de Levi de P, L' un sous-groupe de Levi de P', et si p est une représentation 
cuspidale de L et p' une représentation cuspidale de L on dit que les couples 
{L\p) et (L'-,p') sont inertiellement équivalents s’il existe g € G tel qu’on ait 
L' -  gLg-1 et Ad(g)(p) €

Soit h un morphisme de groupes de Grot(G) dans (C;+). On peut regarder 
h comme une application de E(G) dans C. On dit que h est une fonction trace 
s’il existe /  6 H(G) telle que pour tout 7r € E(G) on ait h(7r) =  tr'n(f). On dit 
que h est une bonne fonction si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

- si on considère l’ensemble Y  de toutes les classes d’équivalence par rapport 
à la relation d’équivalence inertielle des couples (L; p) où L est un sous-groupe de 
Levi d’un sous-groupe parabolique P  de G et p est une représentation cuspidale 
de L, alors il en existe un sous-ensemble fini Y 1 de Y  tel que, si (L;p) est tel 
que L  est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parablique P  de G, p est une 
représentation cuspidale de L et h(indp(p)) ^  0, alors la classe de (L; p) se trouve 
dans Y 1.

- pour tout sous-groupe de Levi L  d’un sous-groupe parabolique P  de G, pour 
toute représentation lisse irréductible 7r de L, l’application : ^(L; 7r) —>• C dé
finie par /il(ct) =  h(indp(cr)) est algébrique.

T héorèm e de Paley-W iener. Si h est un morphisme de groupes de Grot(G) 
dans (C;+), alors h est une fonction trace si et seulement si h est une bonne 
fonction.

D ém onstration . C’est le sujet de l’article [BDK].
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1.8 Les pseudocoefficients

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F  
de caractéristique quelconque. Soit 7r € E 2{G) et /  € H  (G). On dit que /  est 
un pseudocoefficient à support compact de 7r si pour toute a dans (G; 7r) on a 
tr(cr(f)) =  1 et que pour toute représentation essentiellement tempérée r  de G 
n’appartenant pas à ^(G; ?r) on a tr r ( f)  =  0 .

Si u  est le caractère central de 7r et si /  € H(G\u) alors on dit que /  est un 
pseudocoefficient de 7T à support compact modulo le centre si ír(7r(/)) =  1 et pour 
toute représentation essentiellement tempérée r  de G de caractère central ui qui 
n’est pas équivalente à 7r on a tr r ( f)  =  0 .

Une propriété intéressante d’un pseudocoefficient d’une représentation de carré 
intégrable 7r est l’égalité (qui a été prouvée seulement en caractérisitque nulle pour 
l’instant) entre ses intégrales orbitales et le caractère de la représentation 7r sur 
l’ensemble des éléments elliptiques réguliers (i.e. semisimples réguliers dont le 
centralisateur est un tore elliptique T, soit T /Z  est anisotrope).

La question des pseudocoefficients est assez mal traitée dans la littérature. 
Les ambiguités proviennent du fait que dans l’article original [Kal] où Kazh- 
dan montre l’existence des pseudocoefficients et l’égalité entre leurs intégrales 
orbitales et le caractère de la représentation correspondante sur les éléments el
liptiques réguliers il se place en caractéristique nulle et sur un groupe à centre 
compact. Or, dans ce cas il n’y a plus aucune différence entre fonctions à support 
compact et fonctions à support compact modulo centre. On sait maintenant que 
l’existence des coefficients peut être prouvée dans le cas général par le théorème 
de Paley-Wiener, et on en trouve une démonstration dans [C12]. Mais, si on uti
lise le théorème de Paley-Wiener c’est qu’on a construit un pseudocoefficient à 
support compact /„■ de 7r. On ne peut pas demander à f x d’avoir des intégrales 
orbitales égales au caractère de 7r sur les éléments elliptiques réguliers, et ce n’est 
pas vrai non plus pour /w(/?r) où co est le caractère central de 7r. Finalement, 
comme nous n’avons pas trouvé une référence où ces choses soient expliquées 
assez clairement, et comme nous les utilisons dans cette thèse, nous avons dédié 
l’annexe 2 à la révision de la géométrie cuspidale de Kazhdan sans condition sur 
le centre.
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1.9 Orthogonalité des caractères

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien de 
caractéristique quelconque F. Soient Z  le centre de G et dz une mesure de Haar 
sur Z. On note Ge l’ensemble des éléments elliptiques réguliers de G ; sur tout 
tore elliptique maximal T  de G on considère une mesure de Haar dt telle que le 
volume de T /Z  pour la mesure quotient dt = dt/dz  soit égale à 1 ; pour tout tore 
maximal T de G on note T reg l’ensemble des éléments réguliers de T, Wt  le groupe 
de Weyl de T  et \Wt \ le cardinal de ce groupe. Pour tout élément semisimple 
régulier g de G de centralisateur T, on note D(g) la valeur absolue normalisée de 
det(Ad(g~1) — 1) agissant sur Lie{G)/Lie(T). Pour tout caractère unitaire u  de 
Z  on note L°(Ge ; u;) l’espace des fonctions /  définies sur Ge à valeurs dans C qui 
sont localement constantes, invariantes par conjugaison par des éléments de G , 
et vérifient f(zg)  =  ui(z)f(g) pour tout g G G et tout z G. Z. Soit Te un ensemble 
de représentants des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux. On 
note L2(Ge',u>) le sous-espace de L°(Ge',u) formé des fonctions /  pour lesquelles

\WT\~l f  D (ï)\f(ï)\2<S 
re r, •/T' “'/Z

converge. On définit un produit scalaire dans L2(Ge',oj) en posant:

< fii  h  >e= £  IWtI-1 [  D (t)f1{t)f2{t)dt, 
y  J T T*9/Z

ce qui donne à L2(Ge;u) une structure d’espace préhilbertien.
Clozel a montré dans [C12] que si la caractéristique de F  est nulle alors pour 

toute représentation ,7r de G de carré integrable et de caractère central u  la res
triction du caractère de 7r à Ge se trouve dans L2(Ge] oj) et que les éléments de 
L2(Ge;u>) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour < ; > e. Cette 
propriété qu’ont tous les groupes réductifs en caractéristique nulle est appelée 
usuellement Y orthogonalité des caractères. Il est très plausible que les groupes 
réductifs sur des corps de caractéristique non nulle vérifient aussi cette propriété. 
On va démontrer dans le chapitre 2 l’orthogonalité des caractères pour GLn(F), 
où F  est un corps de caractéristique non nulle. Après avoir établi la correspon
dance (chapitre 3), on obtiendra l’orthogonalité des caractères pour toute forme 
intérieure de GLn(F), toujours en caractéristique non nulle.

Dans le cas particulier où G /Z  est compact, alors indépendamment de la ca
ractéristique de F, les caractères de toutes les représentations lisses irréductibles 
de G de caractère central ui se trouvent dans L2(Ge] u) et forment une base Hil- 
bertienne de cet espace (cela se montre comme pour les groupes compacts). C’est
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le cas du groupe des éléments inversibles d’une algèbre à division sur F.

Nous profitons pour enoncer ici un lemme qu’on utilise deux fois (et de façon 
essentielle) dans le chapitre 4, sections 1 et 3.

Lem m e 1.9.1 . Soit oj un caractère de Z. Soit f  G H(G;u). Si la caractéristique 
de F  est nulle, alors on a :

«■(/; ') € L 2(G«;a,).

D ém onstration . On a de toute façon (et en toute caractéristique)

* (/;• )  € L#(G.;u-).

Si le corps F  est de caractéristique nulle, le théorème 14, chapitre 8 de [H- 
CvD] s’applique ; il dit que pour tout tore elliptique maximal T  de G la fonction 
D (gy/2$(f]  ) est bornée sur T reg. C’est donc aussi le cas de la fonction

WT).
Le résultat s’ensuit.

Si G et G' sont les groupes des éléments inversibles de deux algèbres centrales 
simples de même dimension n2 sur F, on peut identifier leur centres qu’on note 
avec la même lettre Z. On fixe une fois pour toutes une mesure sur Z. L’appli
cation qui à un élément de G associe son polynôme caractéristique sur F  réalise 
une bijection entre les classes de conjugaison d’éléments elliptiques réguliers de G 
et l’ensemble des polynômes unitaires irréductibles de degré n à coefficients dans 
F. De même pour G'. On obtient ainsi une bijection de l’ensemble des classes 
de conjugaison d’éléments elliptiques réguliers de G sur l’ensemble des classes de 
conjugaison d’éléments elliptiques réguliers de G'. On écrit g «-> g' si g G G est 
elliptique régulier, g' G G' est elliptique régulier et g et g' ont le même polynôme 
caractéristique. Il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

défini par

K f W )  =  f(9) si 9 +> 9'■

Maintenant, si g -f-» g', alors il y a un unique isomorphisme de F-algèbres (qui 
dans ce cas précis sont des corps) F\g] ~  F[g'], qui envoie g sur g'. On a donc un 
isomorphisme de groupes multiplicatifs F[#]* ~  F[g']*. Mais F [g]* n’est autre 
que le tore maximal elliptique Z(g) qui contient g et F [g']* n’est autre que le tore 
maximal elliptique Z(g') qui contient g'. Toutes ces considérations impliquent 
que, si on choisit un ensemble de représentants Te des classes de conjugaison de
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tores elliptiques maximaux de G et un ensemble de représentants T 'e des classes 
de conjugaison de tores elliptiques maximaux de G', il y a une bijection

3 ■ Te -> n

qui est caractérisée par T  ~  j(T ).
Soit T  G Te- Notons j r  l’isomorphisme de T sur j(T ). Etant un morphisme de 

groupes, jx  transforme la mesure de T en une mesure de Haar de j  (T), donc en 
un multiple complexe de la mesure qu’on avait choisi sur j(T ). Mais la restriction 
de l’application j?  à Z  est l’identité, donc, vu le choix des mesures sur T et i(T), 
on en déduit que fa  préserve la mesure. Alors la restriction de l’isomorphisme
i à L2(Ge; u) induit un isomorphisme d’espaces préhilbertiens de L2(Ge] u) sur 
L2(G'e;u). D’une façon plus explicite, on a:

< * (/);i(h) > = <  f ; h >  V/, h G L2(Ge]u>).

Si maintenant G' est le groupe des éléments inversibles d’une algèbre centrale 
simple de degré n2 sur F, si g' est un élément semisimple régulier quelconque de 
G', alors le polynôme caractéristique Pg> de g' est séparable et l’ensemble des élé
ments de G1 dont le polynôme caractéristique est Pg> est la classe de conjugaison 
de g'. L’ensemble des éléments de GLn(F) dont le polynôme caractéristique est 
Pg> est non vide, constitué d’éléments semisimples réguliers, et forme une classe 
de conjugaison dans GLn{F). On obtient ainsi une injection de l’ensemble des 
classes de conjugaison d’éléments semisimples réguliers de G' dans l’ensemble 
des classes de conjugaison d’éléments semisimples réguliers de GLn(F). On note 
g •H’ g' si g G G est semisimple régulier, g' G G' est semisimple régulier et g et 
g' ont le même polynôme caractéristique. Soit T 1 un tore maximal quelconque de 
G' et g' G T reg. Si g «-> g', alors il y a un unique isomorphisme de F-algèbres 
F[g] ~  F[g'\ qui envoie g sur g'. On a donc un isomorphisme de groupes multi
plicatifs F[g]* ~  F[g']*. Mais F  [g']* n’est autre que le tore T' et .F [<7]* est un 
tore maximal de GLn(F), le tore maximal qui contient g. On obtient finalement 
une injection de l’ensemble de classes de conjugaison de tores maximaux de G1 
dans l’ensemble de classes de conjugaison de tores maximaux de GLn(F) qui pro
longe la bijection j  définie plus haut entre l’ensemble de classes de conjugaison 
de tores maximaux elliptiques de G' et l’ensemble de classes de conjugaison de 
tores maximaux elliptiques de GLn(F). On note cette application toujours par la 
lettre j .  Le raisonnement qu’on vient de faire implique aussi que pour tout tore 
T' de G' il existe Un isomorphisme standard de T 1 sur tout élément T  de la classe 
de conjugaison correspondant à la classe de conjugaison de T 1. Donc, si on fixe 
maintenant des mesures de Haar sur tous les tores maximaux de GLn(F), avec 
la propriété que sur deux tels tores conjugués les mesures se correspondent via 
la conjugaison, on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de

31



Haar sur tous les tores maximaux non elliptiques de toutes les formes intérieures 
de GLn(F).
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1.10 Représentations globales, composantes lo
cales

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps global F. Pour toute place v 
de F on note Gv le groupe des points de G sur F„. On suppose que pour presque 
toute place v K v est un sous-groupe compact maximal de Gv choisi comme dans 
[Ti] 3.9 ; on note G les adèles de G (soit le produit restreint des Gv par rapport 
aux K v). On se demande quel lien il y a entre les représentations de G et les 
représentations des Gv. On regroupe plus bas quelques résultats en ce sens:

P rop osition  1 .10.1  . Soient G\ et G2 deux groupes topologiques localement 
compacts et totalement discontinus et soit G =  G\ x G2.

(a) Si 7Tt est une représentation admissible irréductible de Gi pour i = 1,2 
alors 7Ti ® 7T2 est une représentation admissible irréductible de G.

(b) Si 7r est une représentation admissible irréductible de G il existe des re
présentations admissibles irréductibles 7r,- de Gi, i — 1,2 tels que 7r =  7Ti ® 7T2.

D ém onstra tion . Voir [Fiai], Théorème 1.

Quelques rappels :
Soit {Ev}vçm une famille (infinie) d’espaces vectoriels. Pour presque tout 

v G M  on fixe un vecteur ev G Ev. Alors le sous-espace vectoriel de &)veM Ev 
engendré par les vecteurs /  =  <S>vçmI v tels que pour presque tout v on ait f v =  ev 
s’appelle “le produit restreint des Ev par rapport aux e„”. On le note Ev. Si 
chaque Ev est un espace hilbertien et si presque tous les ev sont unitaires, alors le 
sous-espace de (%)v€M-Ev topologiquement engendré par les vecteurs /  =  <8>w£m/ v 
tels que pour presque tout v on ait f v =  ev est un espace de Hilbert qu’on appelle 
“le produit restreint hilbertien des espaces Ev par rapport aux ev” et qu’on note

® evEv
Soit F  un corps local non archimédien et H  un groupe réductif connexe sur F. 

Supposons que F  admet un sous-groupe compact maximal hyperspécial K. Soit n 
une représentation admissible irréductible de H  dans un espace E. Alors dim(EK) 
est indépendante du choix de K  et est inférieure ou égale à 1 (le corollaire au 
théorème 1, [Fiai]). Si dim(EK) =  1 on dit que 7r est non ramifiée. Si dim(EK) =  
0 on dit que 7r est ramifiée.

Reprenons les notations adoptées au début de cette section. Soit pour toute 
place finie v une représentation admissible irréductible 7r„ de Gv dans un espace 
Ev. Supposons que, pour presque tout v , nv est non ramifiée. Pour tout v telle que 
7rv est non ramifiée fixons un vecteur non nul ev dans Effv. On peut former avec 
les 7r„ une représentation f  de G dans Ev. La classe d’équivalence de cette
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représentation est indépendante du choix des ev. On écrit par abus # =  ®v-kv. 
C’est une représentation admissible de G. On peut faire pareil dans le cas hilber- 
tien.

T héorèm e 1 .10.2  . (a) Soit % une représentation admissible irréductible de G. 
Alors il existe des représentations admissibles irréductibles nv des Gv presque 
toutes non ramifiées telles que n  =  ®vttv. Les ttv sont uniques à équivalence près.

(b) Si f  est une représentation admissible irréductible unitaire de G alors il 
existe des représentations admissibles irréductibles ir„ unitaires des Gv presque 
toutes non ramifiées telles que 7r =  ®7r„. Les nv sont uniques à équivalence près.

D ém onstration . Voir [GGP-S], page 282.

Un tel 7rv (unique à équivalence près) s’appelle “composante locale de fr à la 
place v”.
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1.11 Les représentations p et po- Représentations 
automorphes et automorphes cuspidales

Soit G un groupe comme dans la section précédente. On reprend les mêmes 
notations. Le groupe G se plonge diagonalement dans G. Soient Z  le centre de 
G , Zv le centre de Gv et Z  les adèles de Z. Par la suite on utilisera l’abréviation 
“pptv” pour “pour presque tout v”.

Soit ü  un caractère unitaire de Z  trivial sur Z. On définit les ensembles sui
vants (ce ne sont pas des espaces vectoriels) :

H  (G ] ü) est l’ensemble des fonctions /  définies sur G et à valeurs dans C qui 
s’écrivent /  =  Uvfv, où pour toute place v on a /„G  H(GV\ û) et pour presque 
toute place v on a f v =  [mesKv]~1 /¿„ ( 1 ̂  ) et

SC{G\Cü) est l’ensemble des fonctions /  G H(G;û) telles que, pour au moins 
une place finie Vq, f Vo est le coefficient d’une représentation cuspidale de caractère 
central ùVo.

On définit également les espaces vectoriels L2(G]û) et Ll(G;û) suivants:

L2(G;ü) est l’espace des fonctions 0 définies sur G \G  et à valeurs dans C 
telles que

- pour tout z € Z  et tout g G G on a <f>(zg) =  û(z)^>(g) et

- Ig(W)z\g \<t>(9)\2 <  °° }-
C’est un espace de Hilbert relativement au produit scalaire

< ; <t>' > =  [  <!>{g)4>'{g)dg.
JGZ\G

On dit que <j) G L2(G;ô>) est une forme cuspidale si pour tout g G G et pour 
tout radical unipotent N  d’un sous-groupe parabolique propre de G on a :

/  (j>(ng)dn =  0 
J n \ n

On note alors Lq(G;û ) le sous-espace de L2(G;ü) formé de formes cuspidales.
Alors G agit sur L2(G; u)) par translations à droite. On note p cette représen

tation de G. Il est clair que Lq(G;ü) est un sous-espace stable pour p. On note 
Po la représentation de G dans Lq(G;û ) induite par p. Alors p et po sont des
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Si / G  H  (G; tu) on définit un opérateur de L2(G]ü) par:

wmg) = i
JZ\G

C’est un opérateur unitaire.

P ropo sitio n  1.11.1 . Si f  € SC(G;ü), alors p(f)[L2(G;ü)} c L%(G‘,ü). 

D ém onstration . Voir [Hel] et [Ro2].

Si on a fixé un caractère unitaire ù  de Z \Z ,  la représentation p définie 
plus haut est une représentation (unitaire) non irréductible de G. Toute sous- 
représentation irréductible de p est dite automorphe. On a vu que po est une 
sous-représentation de p (donc unitaire) non irréductible. Une sous-représentation 
irréductible de po est dite automorphe cuspidale. On se demande quelles sont les 
représentations de Gv qui sont des composantes locales d’une représentation au
tomorphe ou automorphe cuspidale, et dans combien de telles représentations 
elles apparaissent. Le problème n’est pas facile et on ne connaît pas une réponse 
valable pour tout groupe réductif. Je donne plus bas divers résultats concernant 
ce problème :

T héorèm e 1.11.2 . Toute représentation automorphe cuspidale de G apparaît 
avec multiplicité finie dans po-

D ém onstration . C’est le théorème 3, page 295, [GGP-S].

Le résultat suivant est prouvé par Henniart dans [Hel] :

Théorèm e 1.11.3 . Soit S  un ensemble fini non vide de places finies de F et 
pour tout v G S  soit nv une représentation admissible irréductible unitaire de 
Gv de caractère central unitaire üv qui admette un coefficient à support compact 
modulo le centre Zv. Alors il existe une représentation automorphe cuspidale 7r 
de G telle qu’à toute place v G S  la composante locale de ît soit équivalente à tcv.

D ém onstration . Voir [Hel] Appendice 1.

Les deux résultats suivants, valables pour le groupe GLn(F), ont été prouvés 
par Shalika dans [Sh] :

représentations unitaires de caractère central Cb.
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T héorèm e 1.11.4 . (dit “de multiplicité un”) Soit 7r une représentation auto- 
morphe cuspidale de G où G =  GLn. Alors la multiplicité de ür dans po est égale 
à un.

T héorèm e 1.11.5 . Soit % une représentation automorphe cuspidale de G où 
G =  GLn. Alors toutes les composantes locales de fr sont des représentations 
génériques (Le. possédant un modèle de Whittaker.

D ém onstration . Voir [Sh] théorème 3.1 ou [P-S] pour le théorème 1.11.4. Voir 
[Sh] corollaire page 190 pour le théorème 1.11.5.

T héorèm e 1 .11.6  . (dit “de multiplicité un forte”) Soient #1 et #2 deux re
présentations de G où G =  GLn. Si les composantes locales de #1 et #2 sont 
équivalentes à toutes les places infinies et à presque toutes les places finies alors 
les composantes locales de et #2 sont équivalentes à toutes les places et #1 et 
#2 sont équivalentes.

D ém onstration . Voir [P-S] page 209.

On sait qu’il existe (beaucoup) de groupes sur lesquels ces résultats sont faux. 
Les démonstrations de ces résutats utilisent fortement des outils spécifiques au 
groupe linéaire comme le modèle de Whittaker et la notion de représentation “gé
nérique”. Le résultat suivant est un résultat de finitude valable pour toutes les 
formes intérieures du groupe linéaire (c.à.d. les groupes des éléments inversibles 
des algèbres centrales simples sur F). On le montre dans cette thèse.

Théorèm e 1.11.7 . Soit G le groupe des éléments inversibles d’une algèbre cen
trale simple de dimension finie sur F et soit S  un sous-ensemble fini de places 
finies de F qui ne contient aucune place infinie. On suppose qu’on s ’est donné 
pour toute place v £ S  une représentation admissible irréductible ttv de Gv. Alors 
il existe au plus un nombre fini de représentations de G qui ont comme compo
sante locale 7r„ à toute place v £ S.

D ém onstration . Voir la section 5, chapitre 4.

Une variante du théorème 1.11.3, valable pour G =  GLn :

Théorèm e 1 .11.8  . Soit G — GLn(F) et soit S  un ensemble fini non vide de 
places finies de F. Soit pour tout v 6  S  une représentation irv de carré intégrable 
de Gv. Alors il existe une représentation automorphe cuspidale # de G telle qu’à 
toute place v 6  S  la composante locale de tt soit équivalente à nv.
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D ém onstration . (Voir aussi [AC] page)On peut supposer qu’une des représen
tations 7r„ fixées est cuspidales, sinon on rajoute une place et une représentation 
cuspidale aux données initialles. En regardant maintenant la démonstration du 
théorème 1.11.3 plus haut dans [Hel], on voit qu’elle s’applique toujours: en fait 
l’hypothèse est l’existence pour toute place v G S  d’une fonction /  G H(Gv]üv) 
qui annule les traces de toutes les représentations de Gv de caractère central û>„ 
non équivalentes à la représentation donnée 7rv , mais la démonstration n’utilise 
que le fait qu’elle annule les traces de toutes les représentations de caractère 
central ü v qui apparaissent comme composante locale d’une représentation au
tomorphe cuspidale et qui sont non équivalentes à nv. Or, une représentation 
de carré intégrable 7r de caractère central u  admet un pseudocoefficient dans 
H(GV-, u) (th. 2a), annexe 2). Comme ici G = GLn, par le théorème 1.11.5 ci- 
dessus, toutes les représentations de Gv qui peuvent apparaître comme compo
sante locale d’une représentation automorphe cuspidale sont génériques. Mais, 
par le théorème 9.7 de [Z], ces représentations sont ou bien de carré intégrable 
ou bien des représentations strictement induites. Donc leur traces sont de tout 
façon annulées par /*•, dans le premier cas parce que 7r est un pseudocoefficient 
et dans le deuxième par le theorème 2b), annexe 2.
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1.12 La formule des traces simple

On reprend les notations des sections 10 et 1 1 ; G est un groupe réductif 
connexe sur un corps global F. Pour toute place v de F, Gv est le groupe des 
points de G sur F„. On suppose que pour presque toute place v K v est un sous- 
groupe compact maximal de Gv choisi comme dans [Ti] 3.9 et on note G les adèles 
de G (soit le produit restreint des Gv par rapport aux K v). Le groupe G se plonge 
diagonalement dans G. On note (toujours) G son image. Soient Z  le centre de G 
et Z  les adèles de Z. Soit ¿¡> un caractère unitaire de Z. Soit SC(G;ü) l’ensemble 
des fonctions /  € H{G\ü)  (voir section 11) telles que, pour au moins une place 
finie v0, f vo est le coefficient d’une représentation cuspidale de caractère central 
û Vo. Si g est un élément de G on note Ce (g) (resp. C ^g ))  le centralisateur de 
g dans G (resp. G). Le groupe Cc(g) se plonge diagonalement dans C ^g )  et on 
note toujours Ca(g) son image.

T héorèm e 1 .12.1  (Form ule des traces sim ple). Soit f  G H(G;ü). Alors 
p ( f )  est un opérateur à trace. Supposons que pour au moins une place finie V\ 

f vj est à  support dans l ’ensemble des éléments elliptiques réguliers de GVl. Alors 
on a

tr{po(f)) = 'Y^vol{CG{g)Z\Cô {g)) [  f{x~ 1gx)dx
J g\ g

où la somme porte sur l ’ensemble de classes des éléments elliptiques réguliers 
dans Z\G.

D ém onstration . Voir la partie 1 de [Ro2].
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Chapitre 2

CORRESPONDANCE AVEC 
UNE ALGÈBRE À DIVISION
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Introduction

Les résultats originaux de ce chapitre sont le théorème 2.2.1 et le “transfert 
fort” en caractéristique non nulle. La façon dont on obtient l’orthogonalité des 
caractères à l’aide du théorème 2.2.1 est classique ([DKV], A.3.h). Le fait que 
l’orthogonalité des caractères pour le groupe linéaire est suffisante pour démontrer 
la correspondance avec une algèbre à division en toute caractéristique est sous- 
jacente à [DKV] et apparent dans la démonstration de Y.Flicker dans [F12]. On 
écrit néanmoins ici une preuve pour que le lecteur se convainque que tous les 
arguments sont indépendants de la caractéristique. Finalement nous donnons une 
démonstration du transfert en expliquant pourquoi les preuves de [Ro2], [DKV] 
et [F12], si elles s’appliquaient en caractéristique nulle, ne fonctionnent plus en 
caractéristique quelconque.
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2.1 Corps locaux proches et le groupe linéaire. 
Un résultat de Lemaire

Si F  est un corps local non archimédien, on note O f  l’anneau des entiers de F  
et Pp l’idéal maximal de Of- Si F  et L sont deux corps locaux non archimédiens 
et m  est un entier strictement positif, on dit que F et L sont m-proches s’il 
y_a un isomorphisme d ’anneaux O f/P f  — Ol/P™. On fixe alors un triplet 
(AjpL; 7 i> ;  k l)  où \ p L : O f/P f  Ol/P™  est un isomorphisme et t t f  et 1tl  
sont des uniformisantes de F  et L  respectivement tel que XpL(classe de 11>) =  
classe de n i.

Kazhdan est le premier qui eut l’idée de comparer, pour un groupe algébrique 
G , les représentations des groupes G(F) et G (L) où F  et L sont deux corps 
locaux non archimédiens qui sont m-proches. Si par exemple F  est de caractéris
tique non nulle et L  est de caractéristique nulle, on peut obtenir un résultat sur 
les représentations de G(F) par cette méthode, en se basant sur le fait que ce 
résultat a déjà été démontré pour G(L) par des méthodes spécifiques à la carac
téristique nulle. Kazhdan a traité ce sujet pour le cas des groupes de Chevalley 
dans [Ka2]. Lemaire a étudié dans sa thèse le cas du groupe linéaire pour en tirer 
une démonstration de la conjecture de Howe pour ce groupe en caractéristique 
non nulle ([Lel]). Il obtient un résultat de “relèvement des intégrales orbitales” 
qui a été publié dans [Le3] et c’est dans cet article que puise cette section même 
si on n’a pas respecté toutes les notations.

Soit F  un corps local non archimédien et n un entier strictement positif. 
On note Kp  le sous-groupe compact maximal GLn{Op) de GLn(F) et pour 
tout p G N* on note K p  le sous-groupe de congruence de niveau p de GLn(F) 
qui est par définition le noyau de la projection Kp —> GL(Of /P f )- On no*e 
H(GLn(F)',Kp) la sous-algèbre de Hecke de H(GLn(F)) formée des fonctions 
qui sont bi-invariantes par Kp. Pour un tel corps F  on considère d’une façon 
générale : sur le centre Z  de GLn(F) identifié à F* la mesure de Haar dz pour la
quelle 0*F est de volume égal à 1, sur GLn(F) la mesure de Haar dg pour laquelle 
Kp  est de volume égal à 1 et sur tout tore elliptique maximal T  la mesure de Haar 
dt telle que T /Z  soit de volume égal à 1 pour la mesure quotient dt/dz. Si g est un 
élément elliptique régulier de GLn(F) et / G  H(GLn(F)) ou /  G H(GLn(F)]u) 
pour un caractère u  de Z, $(/;<?) désigne l’intégrale orbitale de /  au point g 
pour les mesures ainsi choisies. Si ir est une représentation de GLn(F) on appelle 
niveau de 7r (notation niv(ir)) le plus petit entier m  tel que n ait un vecteur fixe 
sous K f .  Le niveau de 7r est aussi le plus petit entier m  tel que 7r induise une 
représentation non identiquement nulle de H(GLn(F) ;K p).

On note Bp  le sous-groupe de GLn(F) formé des matrices dans GLn(Op)
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qui sont triangulaires supérieures modulo Pp. On pose aussi, pour tout entier 
strictement positif m, B™ =  1 +  "KpBp et on note H(GLn(F)-,Bp) l’espace 
des fonctions localement constantes à support compact sur GLn(F) qui sont bi- 
invariantes par B p . Pour tout entier positif m on a:

K $ +1 C B ^ C  K f .

Si F  et L  sont deux corps locaux non archimédiens m-proches alors XpL induit 
un isomorphisme d’espaces vectoriels de H(GLn(F)', B™) sur H{GLn(L)\B£*), 
isomorphisme dépendant du choix de 7 et ir¿ (fixés dans la suite). Cet isomor
phisme d’espaces vectoriels est en fait un isomorphisme d’algèbres (proposition 
2.1.1, [Lel]). La restriction de cet isomorphisme à la sous-algèbre H(GLn(F )\K p)  
de H(GLn(F)]Bp) induit un isomorphisme d’algèbres:

gfc : H{GLn{F)\K p) H{GLn{L)-,Kf)

(proposition 2.2.1 [Lel]). Par conséquent, Ç™L induit une bijection de l’ensemble 
de classes d’équivalence de représentations lisses irréductibles de GLn(F) de ni
veau inférieur ou égal à m  sur l’ensemble de classes d’équivalence de représenta
tions lisses irréductibles de GLn(L) de niveau inférieur ou égal k m  — bijection 
qu’on va toujours noter ÇpL — et pour toute représentation 7r de niveau inférieur 
ou égal à m de GLn(F), pour tout /  € H(GLn(F)-, K p), on a

=  M /) -

Si A  est une partie compacte de GLn(F) invariante par K p ,  l’image par ÇpL de 
la fonction caractéristique de A  est la fonction caractéristique d’un sous-ensemble 
compact B  de Gl invariant par K™ et on pose par définition ÇpL{A) =  B. On 
a alors vol(B) = vol (A) si les mesures sur GLn(F) et GLn(L) sont comme plus 
haut.

P rop o sitio n  2.1.1 . Si m  > 2, Çj?L réalise une bijection entre les classes d ’équi
valence des représentations génériques irréductibles de GLn(F) de niveau infé
rieur ou égal à m  — 1 et les classes d’équivalence des représentations génériques 
irréductibles de GLn(L) de niveau inférieur ou égal c m — 1.

D ém onstration . On a expliqué plus haut que la bijection ÇpL est la restriction 
aux représentations de GLn(F) de niveau inférieur ou égal à m de la bijection 
C introduite au chapitre 1 de [Lel]. On applique donc le corollaire 3.3.3 de [Lel] 
tenant compte du fait que si une représentation 7r a un vecteur fixe sous K p * 1 
elle a un vecteur fixe sous B™~1.

On va maintenant rappeler un résultat de Lemaire qui nous sera très utile par 
la suite. Il s’agit du fait que pour tout élément elliptique régulier g de GLn(F) et
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tout entier strictement positif m  il existe un voisinage V (g; m) de g inclus dans 
l’ensemble des éléments elliptiques réguliers de GLn(F ) tel que pour toute fonc
tion /  dans H(GLn(F );K p)  l’intégrale orbitale de /  soit constante sur V{g\m) 
égale à $ (/;# ) , et qu’il existe un entier m" > m  tel que, si L est un corps r e 
proche de F, V' =  Çpi,(y{g\ m)) soit bien défini et l’intégrale orbitale de Cfl (/) 
soit constante et égale à $ ( / ;  g) sur V'.

Soit g un élément elliptique régulier de GLn{F). Soient :
- Fg =  F[g] le sous-corps maximal de Mn(F) engendré par g,
- e l’indice de ramification de l’extension (de degré n) de corps locaux non 

archimédiens Fg/F ,
- G l’unique O^-ordre héréditaire de Mn(F) normalisé par F*,
- Jg le radical de Jacobson de G,
- ug la valuation sur Mn(F) définie par vg(x) = max{i G Z : x G Jg),
- pour tout k e h ,  Afk = {x e  Ç : xg -  gx € Jg},
- k0 =  max{fc G Z : Mk <£ Opg + Jg),
- ki = k0 -  vg(g)
- kx =  ki/e,
-A = p¿7‘■̂;0.

Fixons un caractère additif V’f  de F  de conducteur Pp (trivial sur Pp et non 
trivial sur Op). Soit

A =  {x G Mn(F) : tr(xy) G kertyp), Vy G A).

Soit m  un entier strictement positif. Soient :
- m' — m'{g‘, m) le plus petit entier supérieur ou égal à max{l + k i,m  — &i},
- m" =  m"(g\ m ) le plus petit entier supérieur ou égal à m'(g; m) + ki + 1.

T héorèm e 2.1.2 . Soit g un élément elliptique régulier de GLn(F ) et m  un 
entier strictement positif. Alors le voisinage V(g;m ) de g défini par V(g; m) = 
g(l +  7ij?^ ’m̂ A) est contenu dans l ’ensemble des éléments elliptiques réguliers de 
GLn(F) et vérifie

a) V(g]m) estbi-invarianteparKp" et pour toute fonction f  G H(GLn(F); K™) 
l ’intégrale orbitale de f  est constante égale à $ ( / ;  g) sur V{g\m),

b) pour tout corps L m"-proche de F, Çpl{y{g',m)) est incluse dans l ’en
semble des éléments elliptiques réguliers de GLn(L) et pour toute fonction f  G 
H{GLn(F)',K'p), l’intégrale orbitale de Ç™i(f) est constante égale à $(/;<?) sur

Cfl̂ Y •

D ém onstration , a) On a K™" C B™ "~1 et on applique le théorème de la page 
1042 de [Le3]. 

b) On a
/  G H(GLn(F)’,K p )  =>■ f  G H(GLn]Bp).

44

(9Vto)).



On applique à nouveau le théorème de la page 1042 de [Le3].

Variante

On a besoin d’une variante du théorème 2.1.2 qui concerne les fonctions de 
H(GLn(F);u) où ui est un caractère unitaire fixé du centre Zp de GLn(F). Tout 
d’abord un tel caractère est une représentation lisse et irréductible de GL\(F) 
et par conséquent, s’il est trivial sur 1 -I- P™ et non trivial sur 1 -I- P™“1 alors 
pour tout corps L  m-proche de F  on sait définir C fl(w) Qui es  ̂ un caractère de 
G Li(L) qu’on identifiera au centre Z i  de GLn(L). Si 7r est une représentation 
lisse irréductible de GLn(F) de niveau m et de caractère central u  alors le noyau 
de oj contient ! +  Pp* et pour tout corps L  m-proche de F  le caractère central 
de ÇpL{7r) est Si w est un tel caractère de F* de niveau inférieur ou égal
km ,  si /  € H(GLn(F)\K™), alors on a, avec les notations de la section 2, chap.l :

T héorèm e 2.1.3 . Si g est un élément elliptique régulier de GLn(F) et V(g; m) 
et m"(g\ m) sont comme plus haut, alors l ’intégrale orbitale de Jw(/) est constante 
égale à $ ( /w(/); g) sur V  (g; m) et pour tout corps local L qui est m''(g; m)-proche 
de F , l ’intégrale orbitale de (/)) es  ̂ constante et égale à $ (Iu { f)’,g)

sur Çpï (V(g]m)).

D ém onstration . On a vu dans (sect.2, chap.l) la relation

W ) ' ,9 ) =  [  w{z)${f]zg)dz.
Jz

Montrons que pour tout z 6 Z  nous avons V(zg-,m) =  zV (g‘,m ) et m"{zg’,m) =  
m"(g; m). On reprend un par un les objets associés au début de cette section à g 
et m  et qui servent à définir V(g; m) et m"(g\ m), et on compare en suivant les 
définitions pas à pas ; on a :

“ Fzg=F9,
- e(zg) = e{g),
-  G { z g ) = Q ( g),
- M z q ) =  M g )>
- la valuation vg est la même,

-  Nk(zg) =  M-uç(z){g),
- ko (zg) =  ko (g) +  Vç{z ) ,

- (zg) = ki(g) car vç{zg) = ug(g) + ug(z),
- h  (zg) = ki(g),
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- M?9) =  A (g) car Mko(zg)(zg) =  J^k0(g)(g) (même si k0(zg) kQ(g)),
- A (zg) =  A (g),
- m'(zg;m) =  m'(g-,m),
- m"(zg; m) = m"(g;m).

La fonction à support compact <¡> : Zp  =  F* -» C définie par

4>{z)=w{z)$(f;zg)

est alors d’après le théorème 2.1.2a) invariante par le sous-groupe (l+7rm/̂ ;m̂ À)n 
Zp de Zp. Soit L  un corps m"{g\ m)-proche de F , et soit g' un élément quelconque 
dans Cp'¿{V(g]m)). En appliquant le théorème 2.1.2b), on trouve que la fonction 
<j>' : Z i  =  L* -¥  C définie par

<j>'(z') =  C™l(w)(^ )$ (C fl(/)î z'q')

a la même intégrale sur Z¿, que </> sur Zp car les deux intégrales sont des sommes 
finies de termes égaux deux à deux. Comme

[  ^){¿m&iu)-,z'g')dz' =
J Zi,

on trouve bien

= Wtiïw&L (/));»')•
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2.2 Orthogonalité des caractères sur G L n(F)  en 
toute caractéristique

Soit G un groupe réductif sur un corps local nonarchimédien F. On suppose 
que sur G on a fixé une mesure de Haar dg, que sur le centre Z  de G on a fixé 
une mesure de Haar dz et que sur tout tore elliptique maximal T  de G on a 
fixé la mesure de Haar dt telle que T /Z  ait un volume égal à 1 pour la mesure 
quotient dt/dz. On a fixé des mesures quelconques sur les tores non elliptiques. 
Si le corps F  est de caractéristique nulle, G a la propriété (P ) suivante qui va 
main dans la main avec l’orthogonalité des caractères (voir sect.9 et 10, chap.l 
pour les définitions et les notations, ainsi que l’annexe 2, th.2d)) :

(P ) Pour toute représentation de carré intégrable n de G de caractère cen
tral (unitaire) u, si on note }v un pseudocoefficient de 7r dans H  (G; u) et x* le 
caractère de tt défini sur les éléments semisimples réguliers de G, alors

- l’intégrale orbitale de /*• est nulle sur les éléments semisimples réguliers non 
elliptiques et

- l’intégrale orbitale de f w est égale au conjugué complexe de x-k sur l’ensemble 
des éléments elliptiques réguliers de G (pour le choix de mesures plus haut).

C’est un fait connu ([DKV], A.3.h) que si F  est un corps de caractéristique non 
nulle et G est un groupe réductif sur F  qui a cette propriété ainsi que la propriété 
que les caractères de ses représentations soient localement intégrables alors par 
application de la formule d’intégration de Weyl on obtient l’orthogonalité des 
caractères sur G. Lemaire a montré que les caractères des représentations de 
GLn(F) étaient localement intégrables même si la caractéristique de F  était non 
nulle. C’est la propriété (P ) qu’on va démontrer ici pour GLn(F) où F  est de 
caractéristique non nulle, à l’aide de la théorie des corps proches.

Soit F  un corps local non archimédien de caractéristique non nulle et n un en
tier strictement positif. Soit ir une représentation de carré intégrable de GLn(F) 
de caractère central (unitaire) u  et Xn le caractère de ir. Soit /*• un pseudocoeffi
cient à support compact modulo centre de 7r. On suppose que sur le centre Z  de 
GLn(F), sur GLn(F ) lui-même et sur ses tores elliptiques on a fixé des mesures 
de Haar comme dans la section précédente.

T héorèm e 2.2.1, . L ’intégrale orbitale de vérifie:
(i) g) — 0 si g est semisimple régulier non elliptique,
(ii) (̂A; g) = xM  9 eŝ  elliptique régulier.

D ém onstration , (i) C’est le théorème 2c), annexe 2.
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(ii) Soit h € H(GLn(F )) telle que /w(/i) =  (h existe par la proposition 
1.1.1b)). Supposons que h € H(GLn(F);Kp). Montrons un lemme:

Lem m e 2.2.2 . a) H existe un entier m' tel que, si L est un corps m'-proche de 
F , alors CFrM es  ̂ une représentation de carré intégrable de GLn(L).

b) Si on choisit un m' qui vérifie le point a) tel qu’en plus il soit strictement 
supérieur à a, es  ̂un pseudocoefficient à support compact modulo

le centre de CFiX71”)-

D ém onstration , a) Voir le théorème 3.2.14.b.
b) Montrons que Içm>^{ÇpL(h)) vérifie la définition d’un pseudocoefficient de

Cfl (71’) : d’une part

irCPl(7r)(Iiyi(u)( C ^ m  = tr& i(7r)(QÎ(h)) =  tnr(h) =  tnc{J9) =  1 ;

d’autre part, si cr'_ est une représentation générique irréductible de GLn(L) de 
caractère central CFlÎ^) mais non équivalente à CflC71")» alors ou bien a' est de 
niveau supérieur strictement à a alors que CFÎ(^) est invariante par et on a 
de ce fait

tr<r'(Çfx(A)) =  0,

ou bien le niveau de a ' est inférieur ou égal à a et alors ar est image par Çp'L d’une 
représentation générique irréductible (prop. 2.1.1, car m! > a + 1) a de GLn(F), 
de caractère central u> mais différente de 7r, et on a

tra\(FL{h)) =  trcr(h) =  tra (fn) =  0.

Démontrons maintenant le point (ii) du théorème. Soit g un élément ellip
tique régulier. Soit W  un voisinage de g sur lequel Xv est constant et soit m  un 
entier suffisamment grand pour qu’on ait V (g; m) C W et que le lemme précé
dent soit vérifié (CflM  est une représentation de carré intégrable de GLn(L) et 
•%x(m)(Cfl(^)) est un pseudocoefficient de C flM )- Soit L  un corps de caracté
ristique nulle, m"(g-, ra)-proche de F. On a dans cette situation :

1) xTt est constant sur V(g;m) égal à XÂ9)i car V(g]m) C W ,
2) $ (Iw(/&);-) est constante sur V(g] m) égale à $(7w(/i); g) (th.2.1.3a)) et
3) (CPÏ(h)); •) est constante sur &L(V(g;m)) égale à $ (Iu (h);g) 

(th.2.1.3) .
Or, Iu(h) =  f n. Le corps L  étant de caractéristique nulle, GLn(L) a la pro

priété (P ). Du lemme 2.2.2b) on en déduit alors que: Xç^”(w) est constant sur

Çf l (V{g\m)) égal à g). Finalement, en appliquant le point 3 ci-dessus, on
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trouve

4) x^m"(7r) est constant sur ÇFÏ(V(g;m)) égal à ${U;g).

En notant I  la fonction caractéristique de V(g-,m), de 1) on a

tric{I) =  vol{V{g\ m ) ) x M -

D’autre part Çp'l(I ) est bien définie et est la fonction caractéristique de Çjj?£ (Y (0!m )) 
(par définition même de cette dernière) et alors de 4) on en déduit que

M C flM X C flC O ) =  vol(ÇZL(V(g]m)))<ï>{fw-,g).

Comme on a

et qu’on sait que 

on trouve bien

vol{($L{V(g;m))) = vol{V(g;m)) 

M C flM H C f l CO) =  tr7c(I),

x M  = m * ,g ) -

Rappelons comment le théorème 2.2.1, ajouté à Fintégrabilité locale des carac
tères, implique l’orthogonalité des caractères. On adopte les notations du chap.l, 
sect.3 et 10.

T héorèm e 2.2.3 . (O rthogonalité  des caractères pour GLn) L ’ensemble 
des fonctions caractères associées aux classes d ’équivalence des représentations 
de carré intégrable de GLn(F) de caractère central u> fixé forme un système or
thonormal pour l ’espace de Hilbert L2(GLn(F)e;uj’, < ; > e).

D ém onstra tion  On suit [DKV], partie A.3.h. Soient tt et x ' deux représentations 
de carré intégrable de GLn(F) de caractère central u. Soit f v un pseudocoefficient 
de tt. On a alors :

trir'iU) =  f  Xw'(9)fn(g)dg 
JG

=  E l W (T )l"1 /  D $) f  Xtt>(x~Hx)f(x~1tx)dxdt
T ç r  J T r e ,  J g / T

=  £  \W(T)\~l [  D ( t)x A t ) /  f(x ~ ltx)dxdt 
TeT J t ™9 J g / t
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=  ^ 2  l ^ ( T )l 1 [  D (t)x^'{t) [  f ( x  ltx)dxdt
T ç T  J T re9 J G/ T

= y ]  |ty(T)r‘ /  D(t)xAt)xAt)àt =< x*-;x* > •
TeTe ^Treg

On a utilisé l’intégrabilité locale des caractères sur GLn(F) ([Le2])pour la 
première égalité, la formule de Weyl pour la deuxième, le points (i) et (ii) du 
théorème 2.2.1 plus haut pour la quatrième et la cinquième ainsi que la stabilité 
par conjugaison des fonctions caractères. Finalement on a trouvé que < Xjt'î Xv >e 
vaut 1 si 7r et 7r' sont équivalentes et 0 sinon.
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2.3 Correspondance G L n(F )  «-» D* et transfert 
en toute caractéristique

Soient F  un corps local non archimédien de caractéristique quelconque et D  
une algèbre à division centrale de dimension finie sur F. Soit D* le groupe des 
éléments inversibles de D. La dimension de D  en tant qu’espace vectoriel sur F  
est un carré n2. On pose G =  GLn(F). On fixe des mesures de Haar sur G et 
D*. Si g est un élément de G et g' est un élément de D* on écrit g •H- g' si g 
et g' sont réguliers et ont le même polynôme caractéristique. On dit alors que 
g et g' se correspondent. Ça revient à dire que g est elliptique régulier et a le 
même polynôme caractéristique que g'. Il existe des isomorphismes canoniques 
Zq ~  F* et Z d* — F* et donc un isomorphisme canonique Zq — Zp*. On note 
ces deux groupes indistinctement Z . On fixe une mesure de Haar dz sur Z. Sur 
tout tore maximal elliptique T  de G ou de D* on considère la mesure de Haar dt 
telle que T / Z  ait volume 1 pour la mesure quotient dt/dz. Sur les tores non ellip
tiques de G on fixe des mesures de Haar quelconques. (Voir aussi sect.10, chap.l.)

Si /  € H  (G) et / '  € H(D*) on dit que /  et / '  se correspondent si leurs 
intégrales orbitales ont la même valeur sur des éléments de G et de D* qui se 
correspondent et que les intégrales orbitales de /  sont nulles sur les éléments se- 
misimples réguliers non elliptiques de G. On écrit /  *-» /'•  On dit aussi que /  se 
transfère ou que f  se transfère. Si oj est un caractère de Z  la définition plus haut 
vaut aussi pour /  E H  (G) u>) et / '  € H(D*; u). Nous donnons plus bas un résultat 
partiel de transfert qui est suffisant pour la démonstration du résultat principal 
(th.2.3.2). De ce résultat principal on pourra déduire que toutes les fonctions de 
H{D*) se transfèrent.

T ransfert faible

T héorèm e 2.3.1 . (a) Pour tout f  6 H  (G) à support dans l ’ensemble des élé
ments elliptiques réguliers il existe une fonction f  € H(D*) à support dans 
l ’ensemble des éléments elliptiques réguliers telle que f  -H- / ' .

(b) Pour tout f  6 H(D*) à support dans l ’ensemble des éléments réguliers il 
existe une fonction f  € H  (G) telle que f  -H- / ' .

D ém onstra tion . C’est une application connue du principe de submersion de 
Harish-Chandra ([Fla2]).
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Correspondance

On note E 2(G) l’ensemble des classes d ’équivalence de représentations essen
tiellement de carré intégrable de GLn(F) et E(D*) l’ensemble des classes d’équi
valence de représentations irréductibles de D* (qui sont toutes essentiellement de 
carré intégrable et même cuspidales, puisque D* est compact modulo le centre).

T héorèm e 2.3.2 . Il existe une unique bijection :

C : E 2{G) -> E{D*) 

telle que pour tout ir G E 2(G) on ait

x M  =  ( - l ) n_1Xc(îr)(y) V# *+ g'.

Les représentations ir et C(7r) ont le même caractère central.
L ’application C commute à la tensorisation avec les caractères.
On a aussi trTr(f) =  (—l)n-1irC(7r)(/ ')  pour tout f  -H- / ' .

D ém onstration . Ce théorème a été démontré par Rogawski [Ro] pour le cas où 
la caractéristique de F  est nulle. On donne plus bas cette démonstration simpli
fiée par les résultats généraux sur les groupes réductifs démontrés depuis, et qui 
est indépendante de la caractéristique une fois l’orthogonalité des caractères sur 
GLn prouvée. Voir aussi [DKV] et [F12].

Tout d’abord l’orthogonalité des caractères sur G (et sur D*) garantit que la 
restriction du caractère d’une représentation essentiellement de carré intégrable 
de G (ou de D*) aux éléments elliptiques réguliers détermine sa classe d’équiva
lence. Donc, si une application C comme plus haut existe, son unicité est évidente.

Considérons un corps global F et une algèbre à division D sur F tels que :
- il existe une place vQ de F telle que F„0 ~  F  et D„0 — D
- aux places infinies D est scindée
- à toute place v où D est ramifiée est isomorphe à une algèbre à division 

sur F„.
Soient Vo,Vi...vm les places où D est ramifiée. On fixe une fois pour toutes un 
isomorphisme D„0 ~  D  identifiant F^ à F  et des isomorphismes D„ ~  Mn(¥v) 
pour toutes les places v où ® est scindée. Pour toute place v on note Gv le groupe 
GLn(Wv).

On note indistinctement Zv = ZaLn(¥v) — ^uç* Les adèles des groupes GLn et 
P" sur F seront notées GLn(Ap) et D* (Ajp).
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a. D éfinition de l’application  C

L’application tp o det est une bijection entre l’ensemble des caractères de 
F* et l’ensemble des caractères de GLn. De même, l’application ijj !->• ip o N  où 
N  est la norme réduite sur D est une bijection entre l’ensemble des caractères de 
F* et l’ensemble des caractères de D*. Il existe donc une bijection canonique de 
l’ensemble des caractères de GLn sur l’ensemble des caractères de D *. Si l’image 
de ij> par cette bijection est if)', alors on a évidement ij){g) =  tp'(g') pour tout 
g -H- g'. C’est à travers cette bijection canonique qu’on voudrait que C com
mute à la tensorisation avec les caractères, c. à. d. que pour toute représentation 
essentiellement de carré intégrable de G et pour tout caractère ^  de Z  on ait :

C(7r ® (tp o det)) =  C(7r) ® (ip o N ) .

Du fait que toute représentation essentiellement de carré intégrable s’écrit comme 
produit d’un caractère et d’une représentation de carré intégrable, il suffit de défi
nir C(tt) pour chaque représentation de carré intégrable 7T de G et de la prolonger 
via cette propriété de commutativité. Il est évident qu’il n’y a pas de problème de 
compatibilité, puisque deux représentations de D* dont les caractères coincident 
sur les éléments réguliers sont nécessairement équivalentes.

Soit 7To une représentation de carré intégrable de G de caractère central 
(unitaire) u. Soit vm+i une place finie de F où D n ’est pas ramifiée. On pose
S  =  {ü0...t>m+i}. On sait qu’en se donnant pour tout i G {0,1,2...m +  1} un 
caractère unitaire u>Vi de ZVi et une représentation nVi G E 2(GLn(¥Vi)-,u>Vi) tel 
qu’au moins une de ces représentations soit cuspidale, il existe une représenta
tion globale automorphe cuspidale # de GLn(F) telle que nVi soit équivalente à 
7rVi pour toute place v,- € S  (voir th.1.11.8). Posons:

“ WyQ =  7TVo =: 7To
- LOVi trivial pour tout i G {l, 2...m + 1}
- 7rVi G E 2(GLn(¥Vi)‘ l z v.) la représentation de Steinberg de GLn(Wv.) pour 

tout i € {l,2...m }
- flWH une représentation supercuspidale de caractère central trivial de GLn(¥Vi).
Notons 7r une représentation globale automorphe cuspidale qui vérifie les

conditions plus haut et ô> son caractère central.
Avec les notations de la section 11, chapitre 1, si /  G H(GLn(F);cD)) et 

/ '  G H  (D* ; Q) on dit que /  et / '  se correspondent et on écrit /  ++ f '  si
- pour tout i G {l,2...m } f Vi et f ' v. sont à support dans l’ensemble des 

éléments elliptiques réguliers,
- pour tout i G {0,1,2 ...m} on a f Vi •<-> ] 'v. et

- pour toute place v où D est scindée on a /„ =  f ' v (via les isomorphismes à 
ces places fixés au début).

53



P ro po sitio n  2.3.3 . Si f  G H(GLn(¥);ü) et / '  G H (W ;ü) sont telles que 
f  f  et si f Vm+1 est un coefficient d ’une représentation cuspidate de GVm+1, 
alors on a, avec les notatations de 1.11 :

trpo(f) =  tr p'Q ( / ')

P rop o sitio n  2.3.4 . On pose

V  =

Posons Gv =  RvevGv, Dy =  Yivev^K et uiy = Tivçyüv • Notons îrv la représen
tation de Gv induite par tt. Si f v  G fli^o et f v  € 
on écrit f y  -H- f y  si pour tout i G {1,2...ni) f Vi et f'v. sont à support dans les 
éléments elliptiques réguliers et pour tout i G {0, l,2...m } on a f Vi -H- On a 
alors :

trïïv (fv)  =  m(TT')trTty(fÿ)
n'eu’

où U' est l ’ensemble des représentations automorphes cuspidales de W  telles 
que pour toute place v £ V , =  îtv, m{7f') est la multiplicité de ff' dans p'0 et 
l ’indice V  veut dire “restriction aux places dans V ”.

P ro p o sitio n  2.3.5 . L ’ensemble U' est fini.

P rop o sitio n  2.3.6 . H existe un entier strictement positif k, des entiers stric
tement positifs aj, 1 < j  < k et des représentations 7iyj de tel que pour tout 

f v  € et f'v  G IEo *(<*,;(*,) tels que fv ** f v  on ait:

k

trïïv (fv) = ai tr7Ç'vj(fv) 
j =i

La démonstration de cette suite de propositions est classique. Elle consiste à 
appliquer la formule des traces simple (on s’est assuré d’avoir une fonction super- 
cuspidale à la place vm+i et des fonctions à support dans l’ensemble des éléments 
elliptiques réguliers aux places v i,v 2 ...vm) et à simplifier la relation obtenue. On 
en trouve des détails dans [Fla2] et [Ro2]. On trouve dans [Ro2] également la 
preuve de la proposition 2.3.5 (Rogawski montre en fait un théorème de multipli
cité finie pour les représentations automorphes cuspidales fixées à presque toutes 
les places des adèles du groupe des éléments inversibles d’une algèbre à division
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globale et qui à toute place est ou scindée ou une algèbre à division ; ce résultat 
pose un problème dans le cas plus général de la correspondance avec le groupe 
des éléments inversibles d’une algèbre centrale simple quelconque, essentiellement 
parce que la liaison entre le conducteur et le niveau d’une représentation d’un 
tel groupe est moins évidente). Pour la proposition 2.3.4 on a utilisé le fait qu’un 
pseudocoefficient d’une représentation cuspidale annule les traces de toutes les 
autres représentations irréductibles.

P roposition  2.3.7 . H existe une représentation n' irréductible de D* telle que

X«0 (9 ) =  ( - l ) n - 1X*'(0 ')

pour tout g «->• g’.

D ém onstration . Par le passage de H(G) à H(G;u) (prop.1.1.1), l’égalité de 
la proposition 2.3.6 est vraie aussi si l’on choisit f v  et f v  à support compact 
telles que f v  ++ fv-  Mais on sait que toutes les fonctions à support compact 
inclus dans l’ensemble des éléments elliptiques réguliers se transfèrent (th.2.3.1, 
ci-dessus). En considérant alors des fonctions caractéristiques de petits ouverts 
sur lesquels toutes les fonctions caractères qui apparaissent sont constantes on 
obtient l’égalité ponctuelle :

k

Xttv (9 ) =  ai x ”vi (0O ** 9' 
i=1

Avec les notations de 1.9, cela s’écrit ¿(Xttv) =  Z)jLi aiXit'Vj- L’isomorphisme 
i préservant la norme, le carré de la norme de Xnv dans l’espace L2(GLn(F)ve; <*>) 
est égal au carré de la norme de Y^j=i ajXx'Vj dans l’espace L2(Dye] u). Par l’or-

thonormalité des caractères on trouve 1 =  a}- On en déduit qu’il y avait un 
seul aj à droite et qu’il était égal à 1. Il s’ensuit l’existence de constantes com
plexes bo,bi...bm telles que pour tout i G {0, l...m} on ait XfVi (9 ) =  &*Xifî.QjO 
si g -B- g'. Mais, pour toutes les places v i1v2...vm, ñVi est la représentation de 
Steinberg dont on connaît le caractère sur les éléments elliptiques réguliers et on 
sait qu’il est égal à (—l)”-1. Par indépendance linéaire des caractères sur B£. on 
en déduit que pour tout i € {1,2...m} ñ'v. est la représentation triviale ; on a donc 
pour tout i € {1,2...m} 6,- =  (—l)n_1 et par conséquent &o =  (—l)n_1 car si n  est 
pair, D est ramifiée en un nombre pair de places. D’où le résultat cherché.

C(7To) est définie. Par les considérations faites au début de la démonstration, 
on peut étendre C à toutes les représentations essentiellement de carré intégrable. 
On a construit ainsi C.
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b. In jec tiv ité  de l ’application  C

Elle découle aussitôt de Porthogonalité des caractères sur GLn(F).

c. S u rjectiv ité  de l’application  C

Soit 7Tq une représentation de carré intégrable de D*. Plaçons-nous à nouveau 
dans la “situation globale” qu’on a définie avant de commencer la démonstration 
de l’existence de C. On utilise le théorème 1.11.3 sur D*(Ajf) cette fois en pre
nant 7Tq à la place vç>, la représentation triviale à toutes les autres places où D* 
est ramifiée et une représentation cuspidale à une place vm+i où B)* est scindée. 
On note tt' la représentation globale correspondante. On applique la formule des 
traces et on arrive aussitôt à un résultat semblable à celui de la proposition 2.3.6 
à la seule différence que dans le membre de gauche ou bien on a un “morceau” 
d’une représentation cuspidale de GLn(Â$) (il ne peut pas y en avoir plus par 
le théorème de multiplicité un forte (1.11.6)) ou bien on n’a rien. On sait que 
U1 n’est pas vide car s’y trouve. On passe aux caractères comme dans la dé
monstration de la proposition 2.3.7. Par indépendance linéaire des caractères sur 
By on montre qu’on ne peut pas ne rien avoir à gauche de l’égalité, donc on 
a bien une représentation 7ry de G y  Sa multiplicité est un par le théorème de 
multiplicité un (1.11.4). Les composantes locales de -Ky sont de carré intégrable 
car génériques irréductibles (théorème 1.11.5) et elliptiques (voir la classification 
des représentations génériques, théorème 9.7 dans [Z]) et de caractère central 
unitaire. On applique Porthogonalité des caractères maintenant des deux côtés 
comme on l’a fait dans la démonstration de la proposition 2.3.7 et on montre ainsi 
que dans le membre de droite il n’y avait en fait qu’une seule représentation et 
que son coefficient est 1. C’était donc 7ry. On trouve comme dans la proposition 
2.3.7 que la composante locale de 7iy à la place Vq a un caractère qui correspond 
à celui de tx'q. La démonstration est terminée.

On donne trois applications de cette correspondance: un corollaire qui est 
très utile pour démontrer la correspondance de G avec les groupes des éléments 
inversibles des autres algèbres centrales simples sur F, un corollaire qui permet 
de montrer facilement la surjectivité de cette correspondance en caractéristique 
nulle et un théorème de transfert de fonctions entre G et D* qui est un résultat 
intéressant en soi.

C orollaire 2.3.8 . Soit 7r une représentation essentiellement de carré intégrable 
de GLn(F). H existe alors un voisinage V  de l ’unité dans GLn(F) tel que le 
caractère de ir soit constant sur Vensemble des éléments elliptiques réguliers de 
V. Cette constante est réelle non nulle de signe (—l)”" 1.

56



D ém onstration . Si ir' est une représentation irréductible d’un algèbre à divi
sion sur F, alors son caractère est constant réel positif sur l’ensemble des éléments 
réguliers situés dans un voisinage de l’unité. Le corollaire en résulte par la cor
respondance.

C orollaire 2.3.9 . Soit ai un caractère unitaire de Z. L ’ensemble des restrictions 
à Ge des caractères de toutes les représentations de carré intégrable de G de 
caractère central u  est un système orthonormal complet de l ’espace L2(Ge;u).

D ém onstration . C’est vrai pour D* et L2(D*\u) parce que D* est compact 
modulo Z. Par la correspondance et via l’isomorphisme i défini à la section 10, 
chapitre 1, ce résultat est vrai aussi pour G.

T ransfert fo rt

T héorèm e 2.3.10 . Soit u  un caractère de Z.
(a) Pour tout f  € H(G) dont l ’intégrale orbitale est à support dans les élé

ments elliptiques il existe une fonction f 1 € H(D*) telle que f  «->• / ' ,  et pour tout 
f  € H(G]u) dont l ’intégrale orbitale est à support dans les éléments elliptiques 
il existe un f  G H(D*;u) tel que f  -H- / '.

(b) Pour tout f  G H(D*) il existe un f  G H  (G) tel que f  <r> f  et pour tout 
f  G H(D*]u) il existe un f  G H (G ;u) tel que f  -f-» f .

D ém onstration . Dans la section 2.3 on a montré que G avait la propriété 
P  (définie au début de la section 2.2). Le groupe D* a aussi la propriété P  parce 
qu’il est compact modulo le centre. Le théorème de correspondance plus haut 
implique alors qu’un pseudocoefficient d’une représentation 7r essentiellement de 
carré intégrable de G correspond à un (pseudo) coefficient de C(7r) multiplié par 
(—l)n_1. Donc les pseudocoefficients se transfèrent.

Soient u  un caractère de Z  et f  une fonction dans H(D*;ui). Si on pose

h =  / -
7T

où la somme porte sur le nombre fini de représentations 7r de D* de caractère 
central u  dont la trace ne s’annule pas sur /  et, pour chaque tel ît, f n désigne un 
pseudocoefficient, on trouve que pour toute représentation tt de D* de caractère 
central u, trn(h) =  0 ; ce qui implique que l’intégrale orbitale de h s’annule sur 
les éléments réguliers de D* (prop.l, annexe 2). On en déduit que la famille des
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intégrales orbitales des pseudocoefficients des représentations de D* de caractère 
central u  est une base (algébrique) pour le sous-espace de L°(D*; u) formé par 
les intégrales orbitales des fonctions de H(D*;u).

Prenons cette fois une fonction /  (E H (G; u>) dont l’intégrale orbitale s’annule 
sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques et considérons la fonction

à = f
ir

où la somme porte sur le nombre fini de représentations essentiellement de carré 
intégrable de G de caractère central oj dont la trace ne s’annule pas sur / .  D’après 
la classification de Zelevinski, les classes d’équivalence des représentations qui 
sont des induites (strictes ou non) de représentations essentiellement de carré in
tégrable forment une base de Grot(GLn(F)). Décomposons une représentation % 
de GLn(F) sur cette base. Si le caractère central de n  est oj, le caractère central 
de ces représentations essentiellement de carré intégrable ou induites de représen
tations essentiellement de carré intégrable est aussi oj par indépendance linéaire 
des caractères sur Z  = F*. Mais les traces des représentations essentiellement de 
carré intégrable s’annulent sur h  (par simple calcul) et les intégrales orbitales des 
représentations strictement induites de caractère central oj s’annulent sur h  parce 
que les intégrales orbitales de h  sont nulles sur les éléments semisimples réguliers 
non elliptiques et parce que les caractères sont localement intégrables. On en dé
duit que la trace de toute représentation de GLn(F) de caractère central u  est 
nulle sur h .  Donc l’intégrale orbitale de h  est nulle sur tout élément semisimple 
régulier (proposition 1, annexe 2). On obtient (cette fois sur G) : les intégrales 
orbitales des pseudocoefficients des représentations essentiellement de carré inté
grable de caractère central oj forment une base du sous-espace de L°(G;u) formé 
par les intégrales orbitales des fonctions de H  (G; a;) dont les intégrales orbitales 
s’annulent sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques.

D’après ce qu’on vient de voir et le fait que les pseudocoefficients des repré
sentations essentiellement de carré intégrable se transfèrent dans les deux sens on 
obtient les moitiés des points a) et b) qui concernent les fonctions dans H(G;u) 
et dans H(D*',cü).

Pour obtenir la variante du transfert fort pour les fonctions à support compact 
on utilise le théorème de Paley-Wiener : soit / '  une fonction dans H(D*). Il 
existe alors une fonction /  dans H (G) telle que pour toute représentation 7r 
essentiellement de carré intégrable de G on ait

1) trn (f)  =  tr[C(7c)](f) et
2) ir7r(/) =  0 pour toute représentation induite sur G (les conditions de 

Paley-Wiener sont très facile à vérifier sur GLn).
La condition 2) implique que l’intégrale orbitale de /  est nulle sur les éléments 

semisimples réguliers non elliptiques de G (voir Annexe 2).
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La condition 1) implique que pour tout caractère u  de Z  et toute représen
tation essentiellement de carré intégrable 7r de G de caractère central a; on a 
i r 7r(/tJ(/)) =  trC(iv)(Iu(f')) (voir sect.l, chap.l pour les notations). La démons
tration plus haut implique alors que les intégrales orbitales de Iu(f)  et de Iu ( f )  
sont égales sur les éléments elliptiques réguliers qui se correspondent. En se rap
pelant le lien entre l’intégrale orbitale de /  et celle de / w(/) on trouve que les 
intégrales orbitales $ ( / ;  ) et $ ( / ';  ) de /  et / '  respectivement ont la propriété 
suivante : pour tout élément elliptique régulier g de G, pour tout caractère ui de
Z,

z9) ~  $ (/'î zg'))u){z)dz =  0.

On en déduit comme dans l’annexe 2 (preuve de la prop.2) que <£(/; g) =  <£(/; g') 
pour tout g -H- gf et donc f  se transfère. Le transfert dans l’autre sens se fait de 
la même façon.

R em arque. Pour la partie concernant les fonctions à support compact mo
dulo Z  de ce théorème on a une construction “à la main” du transfert par Ro- 
gawski [Ro2] en caractéristique nulle qui ne marche pas en toute caractéristique 
parce qu’elle utilise de façon essentielle la finitude du nombre de classes de conju
gaison des tores elliptiques. Pour les fonctions à support compact, toujours en 
caractéristique nulle, on peut donner une démonstration en deux lignes en uti
lisant la caractérisation des intégrales orbitales de Vignéras [Vi], le calcul des 
germes elliptiques au voisinage de 1 sur G et D* de Rogawski ([Roi]) et le pro
cédé de descente au voisinage des autres éléments elliptiques. En caractéristique 
non nulle cette démonstration ne fonctionne pas (pour l’instant) : on dispose 
d’une caractérisation des intégrales orbitales (par Lemaire [Lel]) et du calcul des 
germes elliptiques au voisinage de 1 par Henniart ([He], Appendice 3) mais pas 
du procédé de descente (du moins au voisinage des éléments non séparables). La 
démonstration de [F12] du transfert ne marche pas en toute caractéristique parce 
qu’on ne peut pas être sûrs qu’une intégrale orbitale de GLn(F) nulle sur les 
éléments semisimples réguliers non elliptiques et de caractère central u  se trouve 
forcément dans l’espace L2{GLn{F)e\ui).
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Chapitre 3

CORRESPONDANCE AVEC 
UNE ALGÈBRE CENTRALE 
SIMPLE

60





Introduction

Tout ce chapitre est consacré à la démonstration du théorème de correspondance 
en caractéristique non nulle. Le lecteur qui n’est pas intéressé par les preuves 
devrait lire directement le théorème 3.3.19 et le corollaire 3.3.18, seuls résultats 
qui ont un intérêt en soi. Dans la première section nous rappelons la preuve 
de la correspondance en caractéristique nulle ([DKV]) pour des raisons qui y 
sont exposées. Dans la deuxième section on étudie les groupes GLr(D) définis 
sur des corps proches, en suivant les indications de Kazhdan ([Kal]). Dans la 
troisième section on prouve quelques résultats concernant l’analyse harmonique 
de deux groupes du type GLr(D) définis sur des corps proches et on en déduit 
finalement la correspondance en caractéristique non nulle. On obtient comme 
corollaire Porthogonalité des caractères sur les groupes GLr(D) en caractéristique 
non nulle.
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3.1 Correspondance G L n(F )  «t* G L r (D )  en ca
ractéristique nulle

Soit F  un corps local non archimédien de caractéristique nulle et A  une algèbre 
centrale simple sur F. Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. On sait que 
A* est isomorphe à GLr(D) où D  est une algèbre à division sur F  et on l’identifiera 
avec ce groupe. La dimension de D  en tant qu’espace vectoriel sur F  est un carré 
d2. On pose n =  rd, G = GLn(F) et G' =  GLr(D). On fixe des mesures de Haar 
sur G et G'. Si g est un élément de G et gf est un élément de G' on écrit g ++ g' 
si g et g' sont semisimples réguliers et ont le même polynôme caractéristique. 
On dit alors que g et g' se correspondent. Il existe des isomorphismes canoniques 
Zg — F* et Z q> — F* et donc un isomorphisme canonique Zq — Z q>- On note ces 
deux groupes indistinctement Z. On fixe une mesure de Haar dz sur Z. Sur tout 
tore maximal elliptique T  de G ou de G’ on considère la mesure de Haar dt telle 
que T /Z  ait volume 1 pour la mesure quotient dt/dz. Sur les tores maximaux non 
elliptiques de G on fixe des mesures de Haar quelconques avec la seule condition 
que si deux tels tores sont conjugués dans G les mesures se correspondent via 
l’isomorphisme induit par la conjugaison (ça ne dépend pas du choix). Sur les 
tores maximaux de G’ on considère des mesures correspondant à celles fixées sur 
les tores maximaux de G comme on l’a expliqué dans la section 1.10 : si T ' est un 
tore maximal de G' alors il existe un élément (semisimple forcément) régulier g' 
de G' tel que T' soit le commutant de g' dans G'. On choisit g G G tel que g -H- g' 
et le commutant de g dans G est alors un tore maximal T  de G isomorphe à T'. 
La mesure sur T ' sera l’image de la mesure déjà fixée sur T  par cet isomorphisme 
(voir section 1.9). Ça ne dépend pas des choix faits et si deux tores maximaux de 
G' sont conjugués dans G \ leurs mesures se correspondent via cette conjugaison.

On note Gg> l’ensemble des éléments g de G pour lesquels il existe un élément 
de G' qui correspond à g.

Si / G  H  (G) et f  G H  (G1) on dit que /  et / '  se correspondent si leurs 
intégrales orbitales ont la même valeur sur les éléments de G et de G' qui se cor
respondent et les intégrales orbitales de /  sont nulles sur les éléments semisimples 
réguliers de G \G q' • On dit dans ce cas que /  se transfère ou que f  se transfère. 
On écrit /  «-»• f .  Si u  est un caractère de Z  la définition plus haut vaut aussi 
pour /  G H{G] u) et f  € # (G '; u).

T ransfert faible

T héorèm e 3.1.1 . (a) Pour tout f  G H(G) à support dans G g1 il existe une 
fonction f  G H  (G1) à support dans les éléments semisimples réguliers telle que
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/  ** f'-
(b) Pour tout f  G H  (G1) à support dans les éléments semisimples réguliers 

il existe une fonction f  G H  (G) à support dans G a1 telle que f  ++ / ' .

D ém onstration . C’est une application connue du principe de submersion de 
Harish-Chandra.

C orrespondance

On note E 2(G) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations es
sentiellement de carré intégrable de GLn(F) et E 2(G') l’ensemble des classes 
d’équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable de G'.

T héorèm e 3.1.2 . Il existe une unique bijection:

C : E 2(G) -» E 2(G’) 

telle que pour tout 7r G E 2(G) on ait

x M  = ( i)n—rXc(7r)(*/) Vg g'-

Les représentations ir et C(ir) ont le même caractère central.
L ’application C commute à la tensorisation avec les caractères.

D ém onstration .
C om m entaire. Ce théorème a été démontré par P.Deligne, D.Kazhdan et M.- 
F.Vignéras dans [DKV], démonstration reprise par Y.Flicker dans [Fil]. Je suis 
obligé de reprendre ici cette même démonstration pour la raison suivante : la par
tie qui est traitée plus bas sous le titre “intermezzo” est esquisée très rapidement 
dans [DKV], B.2.e, où a priori on part avec une somme infinie de représentations 
dans la formule (Eo) (voir plus bas). Or, en écrivant soigneusement la démonstra
tion j ’ai eu l’impression que cela ne marche que dans le cas où on a un nombre fini 
de représentations qui apparaissent dans la dite somme. Les auteurs de [DKV] s’y 
réduisent à une somme finie à condition de prendre les traces des représentations 
sur l’espace des fonctions bi-invariantes par un certain ouvert compact ; mais rien 
ne garantit l’indépendance linéaire des distributions caractères sur cet espace de 
fonctions; si on veut “diminuer” le compact, il faut augmenter le nombre de 
représentations qui apparaissent dans la somme. Il m’a parut que la démonstra
tion de [Fl] (§4, chap.II) ne surmontait pas ce problème non plus. Il fallait donc 
montrer un résultat de finitude comme J.Rogawski l’avait fait ([Ro2]) pour la
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correspondance avec une algèbre à division. G.Henniart m’a signalé qu’on pou
vait maintenant obtenir un tel résultat de finitude grâce aux derniers travaux de 
P.Broussous, une fois qu’on arrive à donner une borne du niveau d’une repré
sentation de G' en fonction de son conducteur. Il y a sûrement plusieurs façons 
d ’aborder ce problème, mais la plus simple façon que j ’ai trouvé pour le résoudre 
a été de prouver par récurrence le théorème plus haut, ensemble avec la proposi
tion qu’on énonce maintenant :

Proposition 3.1.3 . Soit n1 une représentation cuspidale de G'. Soit m(%') le 
conducteur de ir' (voir l ’annexe 1). On a alors

—4n < mfa').

L’inégalité est très grossière (le résultat qu’on attend serait plutôt 0 < m(ir')) ; 
mais elle est suffisante pour le but qu’on s’est proposé.

On raisonne par récurrence. L’hypothèse de récurrence est :

(Hk) Si D  est l’algèbre à division fixée au début de cette section, si G =  
GLdk(F) et G' = GLk(D), alors le théorème 3.1.2 et la proposition 3.1.3 sont 
vérifiées pour G et G1.

Le premier pas (r =  1) a été traité dans la section 2.4. Nous supposons que 
le théorème plus haut est vérifié pour tout entier k entre 1 et r  — 1. On pose 
G =  GLdr(F) et Gr —  GLr(D), pour vérifier l’hypothèse Hr.

Tout d’abord, le corps F  étant de caractéristique nulle, il y a orthogonalité 
des caractères sur G et G'. Ainsi, la classe d’équivalence d’une représentation 
essentiellement de carré intégrable 7r de G ou de G' est caractérisée pax la res
triction du caractère de tt à l’ensemble des éléments elliptiques réguliers. Donc, 
si une application C comme dans le théorème existe, elle est unique.

Considérons un corps global F et une algèbre à division B sur F tels que :
- il existe une place v0 de F telle que F„0 ~  F  et Bt,0 ~  A
- aux places infinies B est scindée
- à toute place v différente de vq o ù  B est ramifiée B„ est isomorphe à une 

algèbre à division sur F„.
Soient Vq, vi...vm les places de F où B est ramifiée. On fixe une fois pour toutes 
un isomorphisme B„0 ~  A  et des isomorphismes Bv ~  Mn(F„) pour toutes les 
places v où B est scindée. Pour toute place v de F on note GLn(F„) par Gv et B£ 
par G'v.

On note indistinctement Zv =  Zgl„(f„) — ^dç • Les adèles des groupes GLn et 
B* sur F seront notées GLn{Af) et B*(A|p).

64



a. D éfinition de l’app lication  C

Il suffît de définir C sur les représentations de carré intégrable de G pour 
les mêmes raisons exposées au début de la démonstration de 2.4a. Soit -kq une 
représentation de carré intégrable de G de caractère central (unitaire) u.

Soit vm+i une place finie de F où B n’est pas ramifiée. On pose S  =
Posons comme dans la démonstration de la correspondance avec une algèbre à 
division :

” ̂ vo ^vo K0
- uv. trivial pour tout i G {1,2...m +  1}
- 7r„. G U2(GLn(¥Vi) ] lz v.) la représentation de Steinberg de GLn(¥v.) pour 

tout i G {1,2...m}
- 7rm+i une représentation cuspidale de caractère central trivial de GLn(¥Vi).
Notons 7f une représentation globale automorphe qui vérifie les conditions

locales plus haut et û  son caractère central.
Avec les notations de la sect.l, chap.l, si /  G H(GLn(F);¿5)) est telle que 

pour tout i G {1,2...m} f v. est à support dans les éléments elliptiques réguliers 
de GVi, et si / '  G H (W ;ü)  est telle que pour tout i G {1,2...m} f ' v. est à support 
dans les éléments elliptiques réguliers de G'v. on dit que /  et / '  se correspondent 
et on écrit /  -H- / '  si pour tout i G {0,1,2 ...m} on a f Vi -f-» f ' v. et pour toute 
place v où D n’est pas ramifiée on a /„ =  f ' v (via les isomorphismes à ces places 
fixés au début).

P ro p o sitio n  3.1.4 . Si f  G H(GLn(F);cD) et } ' G H {W ; ¿j) sont telles que 
f  4-ï f '  et si f Vm+i est un coefficient d ’une représentation cuspidale de GVm+1) 
alors on a:

trpo(f) =  trp'0(f').

P ro p o sitio n  3.1.5 . On pose

V  = {v0,vi...vm}

Posons Gy =  IIvçvGv, G'v  =  IIvzvG'v et u y  =  Hvçyü v  Notons Ây la représen
tation de Gv induite par îr. Si f v  G f l i lo H{GVi;uVi) et f'v  G TULQH(G'v.-,ujVi), 
on écrit f v  •H’ fy. si pour tout i G {1,2...m} f Vi et f'v. sont à support dans les 
éléments elliptiques réguliers et pour tout i G {0, l,2...m } on a f Vi On a
alors :

trïïy(fv)  =  ^ 2  m{ '̂)ir^v{fv)
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où U' est l ’ensemble des représentations automorphes cuspidales de ©* telles 
que pour tout v £ V  on a tt'v = 7tv, m(7f') est la multiplicité de n' dans p'Q et 
l ’indice V  veut dire “restriction aux places dans V ”.

P ro p o sition  3.1.6 . L ’ensemble U' est fini.

D ém onstration . On prouve dans la partie I de l’annexe 1 que l’hypothèse de 
récurrence implique ce résultat.

P ro p o sitio n  3.1.7 . Posons V  =  {^o, vi...vm} comme plus haut. Il existe alors 
un nombre fini k d ’entiers strictement positifs a$, 1 <  j  < k, et des représen
tations irréductibles n'Vj de G y  tel que pour tout f y  € nH o H ( G v . ] u v .)  et pour 
to v tf{ ,e f tZ o H (G 'K ;cuv.) telles que f ÿ  -H- /y  on ait:

k
trnv ( fv ) = ajtrTTyj(fy) 

j =î

Comme on l’a déjà dit au moment de la correspondance avec une algèbre à 
division, les propositions 3.1.4, 3.1.5 et 3.1.7 sont connues et on en trouve des 
démonstrations dans [Fla2].

P ro p o sitio n  3.1.8 . Il existe un nombre fini k' d ’entiers strictement positifs ap,
1 < p < k1, et de représentations irréductibles 7r' de G 1 tels qu’on ait:

k'

Xiro(g) =  ( - l ) " “ r OpXir^g') Vs +* g'. 
p=1

D ém onstration . On passe aux fonctions caractères dans l’égalité obtenue 
à la proposition 3.1.7 par le même raisonnement que pour la proposition 2.3.7. 
Nous ne pouvons pas utiliser l’orthogonalité des caractères sur les groupes G y  

et G y  comme dans la démonstration de la proposition 2.3.7, car on ne sait pas 
si les composantes locales des représentations de G'v  à la place vo sont de carré 
intégrable. Passons alors tout du côté gauche de l’égalité pour obtenir

k

x*v (g) -  XI aiX*vj W) =0 sf- 
i=i

Les composantes locales de 7Ty aux places v\,v2 —vm sont des représentations de 
Steinberg. Le caractère de la représentation de Steinberg de G v . correspond par 
la correspondance avec une algèbre à division au caractère de la représentation
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triviale de G'v.. On utilise alors la linéaire indépendance des caractères sur l’en
semble des éléments elliptiques réguliers de E ^ 1lDÇm qui est compact modulo 
le centre. La nullité du coefficient du caractère de la représentation triviale de 
ce groupe donne la relation voulue sur les caractères fonction. Le (—l)n_r vient 
après un simple calcul de la loi de réciprocité et du fait que les caractères de la 
représentation de Steinberg de GLn(FVi) et de la représentation triviale de BÇ. 
(pour i de 1 k m )  diffèrent par le signe (—l)n-1.

P ro p o sitio n  3.1.9 . Les représentations 7r'p gui apparaissent dans l ’égalité de la 
proposition S. 1.8 sont de carré intégrable.

IN T ER M E ZZ O . Cet intermezzo est dédié à un long raisonnement aboutissant 
à la proposition B. Cette proposition B s’applique d’un part pour prouver la 
proposition 3.1.9 plus haut et d’autre part dans la section 4.3 plus loin. L’idée de 
la démonstration de la proposition B vient de [DKV].

Soient 7Tj, i G {1,2...A;} des représentations lisses irréductibles de G et 7r'-, j  G 
{1,2...k!} des représentations lisses irréductibles de G', et supposons qu’on ait la 
relation :

k kf

(Eo) ( £ OiX*i){g) =  ( - 1)""r( E a'iX^){g') pour tout g e  G <->■ g' £ G' 
i=1 j - 1

où les ai et les a'- sont des nombres complexes.
Sur G (resp. G') on fixe la paire parabolique minimale standard (A; P) (resp. 

(A'-, P ')) où A  (resp, A') est le tore diagonal et P  (resp. P') est le groupe des 
matrices triangulaires supérieures inversibles. Donc, si L est un sous-groupe de 
Levi standard de G, L  est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs 
d’une taille donnée. Il correspond de façon biunivoque à une suite finie d’entiers 
strictement positifs (ni; 712; ...np) où

n =  n\ + TI2 + ••• + ftp

et les ni représentent les tailles des dits blocs dans l’ordre, en lisant de haut à 
gauche vers le bas à droite. Pareillement, à un sous-groupe de Levi standard de 
G' il correspond de façon biunivoque une suite finie d’entiers strictement positifs 
K ;n '2; ...n'p) où

r = n\ n'p.

On dit alors que L se transfère si pour tout i G {1,2, ...p}, d divise n*. Soit L 'l e  
sous-groupe de Levi standard de G' qui correspond à la suite (n^jn^; ...n'p) telle
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que, pour tout i G {1,2, ...p}, n\ = rii/d. On dit alors que L' correspond à L  ou 
que L  correspond à U  ou que L et L 'se correspondent. Si L  est un sous-groupe de 
Levi quelconque de G il est conjugué à un unique sous-groupe de Levi standard 
M  de G et on dit que L  se transfère si M  se transfère. Si P  est un sous-groupe 
parabolique standard de G et P  = LU est une décomposition de Levi standard 
de P, on dit que P  se transfère si L  se transfère. Alors, si L1 est le sous-groupe 
de Levi standard de G' qui correspond à L  et P' est le sous-groupe parabolique 
standard de G' qui a pour sous-groupe de Levi standard L', on dit que P  et P' 
se correspondent. Si P  est un sous-groupe parabolique quelconque de G, il est 
conjugué à un unique sous-groupe parabolique standard Q de G et on dit alors 
que P  se transfère si Q se transfère. Si L et L' sont deux sous-groupes de Levi 
standard de G et G' respectivement, on utilise la notation L ++ L' pour dire que 
L  et L' se correspondent. On adopte la même notation pour des sous-groupes 
paraboliques standard qui se correspondent.

Soit P  = LU  un sous-groupe parabolique standard de G qui se transfère et 
soit P' =  L'U' le sous-groupe parabolique standard de G' qui lui correspond. On 
se demande si on a alors la relation :

k kr

(E p) ( £  «¿Xres^KO =  ( - l ) n- r ( £  a'jXres%*>)(1') P0Ur t0ut 1 € L  +* V 6 L'. 
i=l j=l

Posons
Ap={u) € X(Z£) : u) est un exposant central de l’un des 7r* relatif à P} et 
A'p,={u € X  (Z v  ) =  X (Z l) : u> est un exposant central de l’un des 7r'- relatif à P'}

PROPOSITION A. Si (Eo) est vérifiée et si
- tous les ai sont des nombres réels non nuls de même signe et tous les a'j sont 

des nombres réels non nuls de même signe et
- pour tout i 6 {1,2...A:} tout sous-quotient irréductible de respWi est une 

représentation essentiellement de carré intégrable et
- pour tout j  € {l,2...fc'} tout sous-quotient irréductible de resp ,^  est une 

représentation essentiellement de carré intégrable
alors :

i)Ap=A!p,
ii)(Ep) est vérifiée.

Démonstration, (i) Tout d’abord on a que pour tout n' tel que n' < n le 
caractère d’une réprésentation essentiellement de carré intégrable de GLni(F) 
est constant, réel et de signe (—1)"/_1 sur les éléments elliptiques réguliers d’un 
voisinage de l’unité dans GLn>(F) (corollaire 2.3.8) mais aussi, par conséquent, 
que pour tout r ' <  r  le caractère d’une représentation essentiellement de carré 
intégrable de GLr>(D) est constant, réel et de signe (—l)^ -1 sur les éléments
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elliptiques réguliers d’un voisinage de l’unité dans GLr>(D) par l’hypothèse de 
récurrence. Ça s’applique en particulier à L et L’. Il existe donc un voisinage V  
de l’unité dans L  tel que le caractère de tout sous-quotient irréductible de resp-Ki 
soit constant réel de signe (—l)n_1 sur l’ensemble Ve des éléments elliptiques ré
guliers de V  pour tout i G {1,2...k} et il existe un voisinage de l’unité V 1 dans 
L ' t e l  que le caractère de tout sous-quotient irréductible de resp,-Kj soit constant 
réel de signe (—l)r_1 sur l’ensemble V 'e des éléments elliptiques réguliers de V' 
pour tout j  € {1,2.

Soit g' G VI tel qu’il existe g G V  avec la propriété g -H- g'. On a évidement 
g G Ve. Soit z G Z l =  Z y  tel que Pzg = P  et Pzgi = P ' (prop.1.3.4). Cette 
propriété est vérifiée par tous les z  tels que N (z) < c =  in f(c(g )’, c(g')) (toujours 
prop.1.3.4). Posons en semisimplifiant :

ki
respiTi =  ^  aair*, as > 0

5 = 1

et
kj

resptTTj =
t=i

Par le théorème 1.3.3 on a:

k ki kf 

¿ û i è  (zg) =  ( - l ) n_r ¿ « j ' è  iz9')
*=1 3—1 ¿ = 1  t = l

Si ujf sont les caractères centraux des 7r| et Uj sont les caractères centraux des 
'Kj alors on a l’égalité :

k k • kr 

Y ^ O iY ^  a^ t(z)X n i (g) = ( - i ) n_r a'j
i = l  s= 1 j = 1 t = l

On obtient en regroupant une relation :

(Fo)
y: nau(z) = y , n<ju'(z)

ujÇzAp

où, chose très importante, les nw et les sont tous non nuls comme somme de 
nombres réels non nuls et de même signe. Or, cette relation est vraie pour tout z 
tel que N (z) < c. Pour avoir Ap = A'P, le lemme suivant suffit :

Lem m e. Si u>i,uj2 ...uiv sont des caractères distincts de Z l  et a\, ü2 ...av sont des 
nombres complexes tels qu’on ait:

Vz G ZL tel que N(z) < c, T%=laiüJi(z) =  0

a't > 0
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alors on a ai = 0 pour tout i.
D ém onstration  du lem m e. Raisonnons par l’absurde et supposons v m in im a l 

tel que

(F)
V

Y2aiUi(z) = 0  
1=1

pour tout z e Z L tel que N{z) < c et il existe au moins un a* non nul.
Evidemment v > 2 et tous les a* sont non nuls. Soit z0 G ZL tel que N (z0) < 1. 

Alors pour tout z  tel que N (z) < c on a N (zqz) < c donc Hvi=1aiU)i(zQz) =  0 çe 
qui donne E ^ a jU ^ Z o )^ ^ ) =  0. En multipliant (F) par oji(z0) et en faisant la 
différence avec la dernière relation obtenue on trouve une relation du type (F) 
avec un v strictement inférieur donc une relation dans laquelle tous les coefficients 
sont nuls. Ceci implique que pour tout i G {1,2..v} on a Uifo) =  u>\(zq). Mais 
alors on a en particulier :

wi(zo) =  w2(zo) tel que N (z0) < 1

et aussi, les u é t a n t  des caractères,

u\{zôl) =  o;2( ^ 1) Vz0 tel que N (zq) < 1

Comme tout élément c G Zl s’écrit c = xy~l où N{x) < 1 et N(y) < 1 
(prendre y tel qu’on ait simultanément N(y) < 1 et N(cy) < 1, et mettre x  — cy) 
on aboutit à =  u2 ce qui contredit nos hypothèses.

Ainsi le point (i) de la proposition est démontré.

(ii) Prenons maintenant g' G L'reg quelconque et g g'. C’est toujours vrai 
que pour tout z € Z l  qui vérifie N(z) < c = inf(c(g)] c(g')) on a Pzg C P  et 
P'zg, C P' et on arrive toujours à une relation du type (Fo) avec la seule différence 
qu’on ne peut plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent soient tous 
positifs. On écrit cette relation :

nww(z) = nl>w(z)-

Par le point (i) on a Ap = A'p, et par le lemme plus haut on en déduit que 
nu =  n'w pour tout uj G Ap  =  A'p,. En particulier =  X)wna/ e* cette rela
tion, si on regarde qui étaient les coefficients nu et n'u, n’est autre que la relation 
(Ep) appliquée à g +■» g'. Le point (ii) est démontré.

PROPOSITION B. Si (Eo) est vérifiée et si
- tous les üi sont des nombres réels non nuls de même signe et tous les a'- sont 

des nombres réels non nuls de même signe et
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- pour tout i € {1,2...k}, x* est une représentation essentiellement de carré 
intégrable 
alors :

(i) Ap =  A'p, pour tout P  ++ P'
(ii) (Ep) est vérifiée pour tout P  qui se transfère.
(iii) Tous les x'- sont des représentations essentiellement de carré intégrable.

D ém onstration . La démonstration utilise plusieurs fois le critère de Casselman 
(chap.l, sect.5) et la proposition A plus haut. Le critère de Casselman implique 
déjà que tout sous-quotient irréductible d’une restriction d’une représentation es
sentiellement de carré intégrable est une représentation essentiellement de carré 
intégrable.

Pour chaque représentation x'- il existe un sous-groupe parabolique standard 
P- de G' tel que la restriction de x'- à Pj soit cuspidale. Soit Bq l’ensemble des 
sous-groupes paraboliques standard P1 de G1 tels que pour au moins un j  la 
restriction de x, à P  soit cuspidale. Définissons une relation d’ordre partielle sur 
Uq en posant P' < Q' si et seulement si P1 C Q1. Soit Pq un élément minimal 
de Bq. Alors pour tout j  G {l,2 ...k'}  la restriction de x'- à Pq est ou nulle ou 
cuspidale.

On a trouvé que tous les sous-quotients irréductibles des restrictions des x'- à 
Pq et tous les sous-quotients irréductibles des restrictions des Xj à Pq Pq sont 
des représentations essentiellement de carré intégrable. On peut donc appliquer 
le point (i) de la proposition A pour en déduire que Ap0 = A'p̂ . Le critère de 
Casselman implique que les caractères dans Apa vérifient (Cas) et alors la va
riante du critère de Casselman implique que toutes les représentations x ' dont 
la restriction à Pq est non nulle sont des représentations essentiellement de carré 
intégrable.

On montre alors le point (iii) de notre proposition par récurrence: posons 
B\ = B 0\{P^}. Prenons un élément minimal P{ de B\. Soit j  G {l,2...fc'}. Si la 
restriction de x' à P[ n’est pas nulle ou cuspidale c’est que Pq $£ P{ et que la res
triction de x ' à Pq est cuspidale, et donc x ' est une représentation essentiellement 
de carré intégrable. On a vu que le critère de Casselman implique alors que tous les 
sous-quotients irréductibles de sa restriction à P[ sont des représentations essen
tiellement de carré intégrable. En conclusion tous les sous-quotients irréductibles 
des restrictions non nulles des x'- à P[ sont des représentations essentiellement 
de carré intégrable. Comme du côté de G c’est pareil (car par hypothèse les x* 
sont des représentations essentiellement de carré intégrable) on applique encore 
une fois le point (i) de la proposition précédente pour avoir que Apl =  A'pl. On 
applique le critère de Casselman du côté G de l’égalité pour voir que les éléments 
de Apx vérifient (Cas), donc les éléments de A'p, vérifient (Cas) et on utilise 

alors la variante du critère de Casselman du côté G' de l’égalité pour trouver 
que toutes les représentations x ' dont la restriction à P[ est cuspidale sont es
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sentiellement de carré intégrable. Ainsi de suite ; après card(Bo) pas on trouve 
que toutes les représentations 7r' sont essentiellement de carré intégrable et le 
point (iii) est démontré. Il implique directement les points (i) et (ii) par appli
cation de la proposition A et par le fait que tous les sous-quotients irréductibles 
des restrictions des représentations essentiellement de carré intégrable sont des re
présentations essentiellement de carré intégrable. La proposition B est démontrée.

R em arque. Après avoir établi la correspondance on va étudier ce problème de 
la restriction pour des représentations admissibles quelconques (section 4.2). On 
vera que si on remplace les représentations essentiellement de carré intégrable par 
des représentations quelconques la proposition B n’est plus vraie.

D ém onstra tion  de la  p roposition  3.1.9. C’est évident par la proposition 
B.

Maintenant on procède comme pour la correspondance avec une algèbre à 
division : en appliquant Porthonormalité des caractères on montre que du côté 
gauche de l’égalité entre les fonctions caractères de la proposition 3.1.8 il n’y a 
qu’une seule représentation n' avec un coefficient égal à 1. On pose C(tt0) = 7r'. On 
remarque que l’égalité de la proposition 3.1.7 était vraie pour toutes les fonctions 
comme dans le théorème de transfert (transfert faible) et on en déduit facilement 
que les caractères de 7r0 et 7r' se correspondent pour tous g g’ (et pas seulement 
pour les elliptiques réguliers par exemple). On prolonge l’application ainsi définie 
sur les représentations de carré intégrable à toutes les représentations essentiel
lement de carré intégrable en tordant par des caractères de G.

b. In jec tiv ité  de l’app lication  C

Elle est évidente à cause de l’orthogonalité des caractères pour GLn.

c. S u rjectiv ité  de l ’app lication  C

Supposons qu’il existe une représentation de carré intégrable 7r; de G' de ca
ractère central u  qui ne se trouve pas dans l’image de C. Le corps F  étant 
de caractéristique nulle, la restriction du caractère de ir' à G'e est dans l’espace 
L2(G'e;uj) et de plus il est orthogonal à toute restriction à G'e d’un caractère 
d ’une autre représentation de carré intégrable de caractère central u  de G'. En 
particulier il est orthogonal aux caractères des représentations qui se trouvent 
dans l’image de C donc en identifiant L2(Ge]u) et L2(G'e;u)) par l’isomorphisme 
i (chap.l, sect.9) et en utilisant la correspondance, la restriction du caractère 
de 7r' est orthogonale à la restriction de tout caractère d’une représentation de 
carré intégrable de G. D’après le corollaire 2.3.9, les restrictions des caractères
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des représentations de carré intégrable de G de caractère central ui forment un 
système orthonormal complet de L2(Ge;u ); le caractère de n' serait alors nul sur 
G'e. C’est impossible car 7r' est de norme 1 dans L2(G'e;cj).

R em arque 1. (qui sert pour la partie I de l’annexe 1) On a obtenu au pas
sage le résultat suivant : en se plaçant dans la situation globale déjà définie, si tt 
est une représentation de carré intégrable de G, il existe une représentation au- 
tomorphe cuspidale 7f de GLn(Af) et une représentation automorphe cuspidale 
7t' de D(Af)* telles qu’aux places où B est scindée les composantes locales de 7f 
et 7r' sont égales, aux places ramifiées différentes de Vq les composantes locales 
de 7T sont des représentations de Steinberg et les composantes locales de sont 
des représentations triviales, et la composante locale de 7f à la place vq est n et 
la composante locale de à la place i>o est C(7r).

R em arque 2. Le seul résultat qu’on a utilisé et dont on ne dispose pas en 
caractéristique non nulle est l’orthogonalité des caractères sur G On s’est servi 
de l’orthogonalité en deux endroits : pour construire la correspondance et, un peu 
plus haut, pour la surjectivité. Je ne suis pas arrivé à trouver une preuve de la 
surjectivité qui n’utilise pas ça. En effet, la preuve qui consiste à refaire la même 
opération à l’envers, en partant d’une représentation de carré intégrable de G' ne 
marche pas, car on ne sait pas que toute représentation de carré intégrable est 
composante locale d ’une représentation automorphe cuspidale dans le cas de G'.

Il faut maintenant prouver que la proposition 3.1.3 est vraie pour G' pour 
boucler ainsi la récurrence.

P rop osition  3.1.10 . Avec les notations de l ’annexe 1, on a, pour toute repré
sentation de carré intégrable n de G :

—An +  m(7r) < m(C(7r)) < m(n) +  An.

D ém onstra tion . Cette démonstration fait l’objet la partie II de l’annexe 1.

Maintenant, le théorème 5.1a) de [JP-SS] nous dit que si ir est une représenta
tion lisse irréductible générique de G, alors m(n) est positif ou nul. Comme une 
représentation essentiellement de carré intégrable est générique, la proposition 
3.1.10 et le fait que la correspondance est surjective impliquent la proposition 
3.1.3.
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3.2 Corps locaux proches et formes intérieures 
du groupe linéaire

Soient F  un corps local non archimédien, Dp une algèbre à division centrale 
de dimension n2 sur F  et G'F le groupe GLr(Dp). Soient m  € N et L un corps 
local m-proche de F. On voudrait définir un groupe G'L sur L  tel qu’il y ait une 
ressemblance entre la théorie des représentations de G'F et celle de G'L à la ma
nière dont Kazhdan l’a fait pour les groupes de Chevalley dans [Ka2] et Lemaire 
pour GLn dans [Lel]. L’idée est simple: choisir une algèbre à division D i cen
trale sur L de dimension n2 qui ait le même invariant de Hasse que Dp, et poser 
G'l =  GLt(Dl). Dans ce qui suit on montre que ce groupe est effectivement solu
tion de notre problème ; on construit G'L de façon à pouvoir vérifier les théorèmes 
que Kazhdan a montrés pour les groupes de Chevalley, et montrer aussi quelques 
autres résultats utiles pour la suite. Les résultats de 2)b) et l)b) sont démontrés 
dans un cadre général dans [De]. On les a redémontrés ici d’une façon concrète 
dans ce cas particulier pour fixer les notations qu’on utilise par la suite.

la) Préliminaires sur les algèbres à division

Soient F  un corps local non archimédien, vp la valuation normalisée de F, Op 
l’anneau des entiers de F, Pp l’idéal maximal de Op formé des éléments de F  de 
valuation strictement positive, kp =  Op/Pp le corps résiduel (de cardinal fini q) 
de F  et np une uniformisante de F. Soit D une algèbre à division centrale sur F. 
On identifie F  au sous-corps 1 dF  de D. On sait que dimp(D) est un carré n2. 
On sait également qu’il existe une valuation vd sur D à valeurs dans Z surjective 
qui prolonge nvp ; on note Od l’ensemble des éléments de D de valuation positive 
ou nulle et Pp l’ensemble des éléments de D de valuation strictement positive ; 
Od est un anneau non commutatif et Pd est un idéal (bilatère) maximal de Od-

On dispose d’une classification des algèbres à division centrales sur F  de 
dimension n2: si D est une telle algèbre, il existe un sous-corps commmutatif 
maximal E  de D qui soit une extension de degré n non ramifiée de F  ; il existe 
également un élément no de D et un générateur a du groupe de Galois de l’ex
tension E /F  tel que:

- tt£ =  ttf
- vd{tïd) =  1
- •£>=es1
- pour tout e € E  on a TTDle%D — < (̂e). L’élément a est uniquement déterminé 

et permet de calculer l’invariant de Hasse de D.
Réciproquement, en se donnant un générateur a du groupe de Galois de E /F

74



où E  est l’unique (modulo isomorphisme) extension non ramifiée de degré n de 
F, on peut construire une algèbre à division centrale sur F  de dimension n2 en 
lui imposant les trois conditions plus haut. Si on fixe une extension non ramifiée 
E1 de F  de dimension n, deux telles algèbres sont isomorphes si et seulement si 
a 6  Gal(E/F) est le même. Ce sont les résultats de la Proposition a, page 277, 
et Corollaire b, page 335 de [Pi].

Il faut donc commencer par s’intéresser à la relation entre les extensions non 
ramifiées de même degré sur deux corps locaux proches.

2a) Préliminaires sur les extensions non ramifiées d’un corps local

Soient F,VF,OF,PF,^F,kp,q = card(kp) comme plus haut. Soit n € N*. Si 
on fixe une clôture algébrique F  de F , alors il existe une unique extension E  non 
ramifiée de degré n de F  incluse dans F . On a les propriétés suivantes :

- la valuation normalisée de E  prolonge celle de F  et 7i> est une uniformisante 
de E  5

- si l =  qn et P  est le polynôme P (X ) = X l~l — 1 G F[X], alors E  est un 
corps de décomposition de P  ; en particulier, pour toute racine primitive d’ordre
l — 1 de l’unité ue dans F , on a ys  G E  et E  =  Ffy#] ;

- le cardinal du corps résiduel ks  =  Oe /P e de E  est égal à qn et on a un 
isomorphisme de groupes çe/f de Gal(E/F) sur G a lfts /kp )  ; cet isomorphisme 
est donné par l’application suivante: si a G Gal(E/F) alors a induit un auto
morphisme de Oe qui envoie Pe sur Pe et qui agit comme l’identité sur Of ;
& induit par conséquence un isomorphisme a" de ks  sur ks  dont la restriction à 
kp est l’identité et on pose qe/f {&) =  <J,>-
C’est la Proposition 17.8, page 334, [Pi].

Soit m  G N*. On pose Ojrm =  Op/P™ et Osm = O e/Pe  • Dans ce qui suit, 
une barre au dessus d’un symbole rappelle que ce symbole est rattaché (d’une 
façon ou d’une autre) à kp ou ks, et un chapeau au dessus d’un symbole rap
pelle qu’il est rattaché à Opm ou Osm- Soient P  le polynôme X l~x — 1 G F[X], 
P  le polynôme X l~x — î  G Opm[X] et P  le polynôme X 1' 1 — 1 G kp[X]. Soit 
P  =  P\p2 -..Pk une décomposition en produit de polynômes unitaires irréductibles 
de P  dans kp[X]. Supposons (sans restreindre la généralité) que Pi ait une racine 
primitive d’ordre / — 1 de l’unité ÿ dans l’extension ks  de kp- On sait qu’alors le 
degré de Pi est égal à n.

Proposition 3.2.1 . a) Il existe un unique polynôme unitaire P\ G Opm[X] tel 
que

A) Pi divise P  et
B) l ’image de Pi dans kp[X] soit Pi (en particulier Pi est irréductible).
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b) Soit y l ’unique racine de P  dans E telle que l ’image de y dans ks soit 
y. Notons y l ’image de y dans OEm• il existe un isomorphisme de Opm-algèbres 
fm '■ OFm[X]/(P\) -¥ Oetti induit par le morphisme f m : OFm[X] -> Osm donné 
par Q (->• Q(y).

D ém onstration , a) On montre l’existence et l’unicité.

EXISTENCE : Dans la démonstration de la Proposition a, page 277 de Pierce 
on montre que la décomposition de P  en produit de polynômes unitaires irréduc
tibles est du type P  =  PiP2...Pk où pour tout i € {1,2...A:}, l’image facteur de Pi 
dans kp[X] est Pj. On vérifie facilement que l’image facteur de Pi dans OpmiX] 
satisfait à A) et B).

/ A

UNICITE : Si P2 est un autre polynôme unitaire de OpmlX] qui satisfait à A) 
et B), alors Pi et P2 sont en particulier unitaires, de même degré, et distincts ; Pi 
étant irréductible, ils sont premiers entre eux. Comme ils vérifient tous les deux 
A) on en déduit que leur produit divise P . Mais alors, comme ils vérifient tous 
les deux B), Pi2 divise P . C’est impossible car toutes les racines de P  dans une 
clôture algébrique de kF sont distinctes.

b) L’application f m est visiblement un morphisme de O^m-algèbres. Mon
trons qu’elle est surjective. L’algèbre Osm est un O^m-module libre de rang n 
dont une base est B =  {î, y, ÿ2...yn_1} ; en effet, B est une famille génératrice car 
{1; y; y2...yn~1} était une famille génératrice de Oe sur Of ([We], prop.5, page 20) 
et B  est une famille libre car, Pi étant irréductible, c’est le polynôme minimal de 
y. Or, la base B se trouve dans l’image de / m donc fm est bien surjective. Comme 
le noyau de f m est clairement l’idéal principal engendré par P1? le résultat en 
découle.

P ro p o sitio n  3.2.2 . On note Gm l’ensemble des OFm-automorphismes de l ’al
gèbre OEm- Alors le morphisme naturel g m>E/F '• Gal(E/F) —> Gm est un isomor
phisme de groupes.

D ém onstra tion . On rappelle qu’on a noté gs/F l’isomorphisme canonique

Gal(E/F) ~  Gal{kE/k F).

S’il existait a et & distincts dans G al(E /F ) tels que gm,E /p (<?) = 9m,E/F(<^) 
alors on aurait également ç e / f (&) =  9 e / f { ° ') ce qui est impossible car ç e / f  est 
un isomorphisme. Donc gm!E/F est injective. D’autre part, d’après la proposition 
3.2.1b), un 0 ¿^-automorphisme de l’algèbre Osm est uniquement déterminé par 
l’image de y, et par ailleurs cette image doit être une racine de P\. Comme le 
degré de Pi est n, le cardinal de Gm est inférieur ou égal à n qui est le cardinal
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de Gal(E/F). L’application gm,E/F étant injective elle est forcément surjective et 
finalement bijective.

2b) C orps locaux proches et extensions non ram ifiées

Soient F  et L deux corps locaux m-proches (m  > 1) et (7̂ ;  717,; XpL) le triplet 
de m-proximité correspondant. Soient n > 1, E  une extension non ramifiée de 
dimension n de F  et K  une extension non ramifiée de dimension n de L.

T héorèm e 3.2.3 . Les corps E  et K  sont m-proches.

D ém onstration . L’isomorphisme XpL : Opm O im s’étend de façon naturelle 
en un isomorphisme XpL : Opm[X] —► OLm[X\. Soient Pp € kp[X] et Pp € 
Opm[X] choisis comme Pi et Pi dans la proposition 3.2.1. Posons Pl — X'p^Pp) G 
ki[X] et Pl =  ApL(Pf ) £ OLm[X\. Alors on a un isomorphisme

XpL : 0 Fm[X}/(Pp) ~  0 Lm/(P L).

Maintenant on sait par le point b) de la proposition 3.2.1 que

(h ) 0 Fm[X]/(Pp) ~  0 Em,

isomorphisme qui dépend du choix d’une racine primitive d’ordre / — 1 de l’unité 
dans E. D’autre part Pl est un polynôme qui vérifie les conditions A) et B) de la 
proposition (avec corps de base cette fois le corps L). Par unicité et par le point
b) de la proposition 3.2.1 (appliquée cette fois sur L) on a un isomorphisme

(h ) Olw\X]J {Pl) — Oxm

qui dépend du choix d’une racine primitive d’ordre / — 1 de l’unité dans K. Avec 
les trois isomorphismes plus haut on peut construire un isomorphisme

^ ek  • OEm — O xm.

Le triplet ( 7 1 7 r̂ ,; XpK) est un triplet de m-proximité pour les corps E  et K .

lb) Corps locaux proches et algèbres à division

Soient F  et L deux corps locaux m-proches (m > 1) et soit Dp une algèbre 
à division centrale de dimension n2 sur F. On choisit un sous-corps non ramifié 
maximal E  de Dp et supposons que op est le générateur du groupe de Galois 
de l’extension E /F  qui correspond à Dp comme dans l’introduction. Soit K  une
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extension non ramifiée de degré n de L. Il existe un isomorphisme canonique 
9e/f,k /l  • Gal(E/F) ~  Gal(K/L), image de l’isomorphisme g : Gal(kE/k F) ~  
Gal(kK/ki) qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. A son tour, l’isomorphisme 
g E / F , K / L  induit (par la proposition 3.2.2 un isomorphisme g m , E / F , K / L  • G m>E/ F  —  

Gm,K/L• H est facile de vérifier que:

(*) Vâ € Gm<E/F,Vx € OEm, gm,E/F,K/L(à){X^K(î)) =  Â^/!-((j(x)).

On note Dl l’algèbre à division centrale sur L de dimension n2 qui corres
pond à l’extension K fL  et à l’élément ok — gE/F,K/L{&E) du groupe de Galois 
Gal(K/L). On fixe une uniformisante -kDl de Dl avec les propriétés de la .

En reprenant les notations de l a  on a

n - 1

Df =  @7T *df E  
1=1

n - 1

Odf  ~  ® kxD fOe 
i-0

1= 0

et
n - 1

o DF/PS? = ® * ‘orOE/P?.
»=0

On a donc un isomorphisme de groupes additifs : Odf/P df ~  Odl/P d?

qui envoie ^ " = ¡ 0  *df \  sur nDLXjsic&) Pour tout w-uplet {Â0; Aj...An_i} 6 
O m E -  Montrons que cet isomorphisme est compatible avec la multiplication (rai
son pour laquelle on a choisi ok  correspondant à ge). En effet, il suffit de vérifier 
la compatibilité avec la multiplication sur deux éléments du type et 
où 0 < i, j  < n — 1 et x ,x '  € 0 Em- Soit â# l’image de oe  dans GmjE/F• On a

**Dr à*Dr & = ^D Fdm .E /F^/L i^ix)!1 si i + j  < Tl

et
À>F*^DF& = *%DF~n'itFgTn,E/F,K/L(àiE)(x)x' si i +  j  > 71

Finalement, en utilisant la relation (*) plus haut on a obtenu le :

Théorèm e 3.2.4 . La flèche XofDl : Odf/P™  -> Odl/P ™  définie plus haut 
est un isomorphisme d ’anneaux.
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3) Bijections formelles

JUSTIFICATION
Prenons le cas le plus simple du groupe linéaire sur deux corps locaux proches 

F  et L. Ce cas a déjà été traité par Lemaire qui a montré comment on peut trouver 
une bijection entre une certaine famille de sous-ensembles ouverts et compacts 
de GLn(F) et une certaine famille de sous-ensembles ouverts et compacts de 
GLn(L) et les implications qu’a cette bijection pour les théories des représenta
tions des deux groupes. Supposons maintenant qu’on s’est donné un élément d’un 
de ces sous-ensembles de GLn(F) et un élément du sous-ensemble de GLn(L) cor
respondant et qu’on veuille comparer leurs polynômes caractéristiques qui sont, 
certes, à coefficients dans des corps différents, mais proches. C’est un problème 
très concret si on se représente les deux éléments comme des matrices et on sait 
comparer les éléments de ces matrices. Seulement, la façon abstraite dont on dé
finit les bijections entre des objets attachés à GLn(F) et GLn(L) respectivement 
ne le permet pas. On va alors définir ici des bijections formelles (formelles parce 
qu’elles ne respectent pas les opérations) qui nous permettront de traiter ce genre 
de situation concrète.

a) Les corps locaux proches
Soit F  un corps local non archimédien. On choisit un système de représentants 

Sp de Op/Pp  dans Op.
Soit m  6  N*, L  un corps m-proche de F  et (irp] 717,; XpL) le triplet associé à 

ces deux corps m-proches comme dans la section 2.1. Pour tout x 6  Sp on choisit 
un représentant y(x) dans Ol de l’image par XpL (dans O l /P l )  de la classe de x  
dans Op/Pp . L’ensemble S l  =  {y(x) : x  € Sj?} est un système de représentants 
de O l/P l  dans O l. Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivante : 
0p et l f  font partie de S f , et on a y(0p) =  Ol et î/(1f ) = 11-

On note ApL la bijection de Sp sur S l qui envoie x sur y(x). Si on se représente 
les éléments de F  et de L  par des séries à l’aide des uniformisantes 1rp et tcl et des 
systèmes de représentants S f  et S l  respectivement, on obtient une bijection de F  
dans L qui prolonge ApL —et pour laquelle on utilisera donc la même notation- 
donnée par :

j = j o  j = j 0

La bijection ApL induit une bijection (bien définie) de Of /P f sur Ol /P™ et 
cette bijection n’est autre que l’isomorphisme \™L. On appelle ApL une bijection 
formelle. Notons les propriétés suivantes qui sont immédiates :

PROPRIÉTÉS
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1) Vî G N, Vx G F, \FL(nFx) =  *l Xfl(x ),
2) Vx 6 F, vL(Xf L ( x ) )  =  vF(ar).

b) Les extensions non ram ifiées
Soient F  et L comme plus haut, E  une extension non ramifiée de F  de degré 

n et K  une extension non ramifiée de L de degré n. Les corps E  et K  étant 
m-proches par le théorème 3.2.3b) on peut bien entendu définir une bijection 
formelle entre E  et K  comme plus haut en oubliant complètement les corps F  
et L. Mais, pour définir une bijection formelle entre deux algèbres à division 
sur F et L respectivement, bijection qui ait une certaine propriété utile par la 
suite, on définit une bijection formelle entre E  et K  de la façon suivante: au 
lieu de partir comme dans la section 3a) avec un système de représentants Se 
quelconque de Oe /P e dans Oe , et une application quelconque entre Se et Sx,  
on fixe un isomorphisme Aek  : kE — kx  compatible avec XpL : kp — k^ et on 
impose que

- Se soit formé de 0 et de toutes les racines du polynôme Pe =  X l~l — l e

- S x  soit formé de 0 et de toutes les racines du polynôme Pk — X 1 1 — 1 €

L[X],
- la bijection A ek  entre Se et S k soit donnée par l’application suivante: si y 

est une racine de Pe , et ÿ est l’image de y dans ks, alors XgK(y) =  z où z est 
l’unique racine de Pk qui se trouve au-dessus de Â^K(ÿ) G kx-

C’est à partir de ce choix (qui est, on fait la remarque, compatible avec la 
condition y(0p) = 0^ et y (If ) =  11) qu’on étend l’application A en une 
bijection A ek - E ~ K  comme dans la section 3a).

On obtient ainsi une bijection qui a la propriété d’être compatible avec l’action 
des éléments du groupe de Galois Gal(E/F). En effet, quel que soit a G Gal(E/F) 
on vérifie facilement que, pour tout x  G E,

(**) A ^ (a (x )) =  9e/f,k/l {v )(><e k (x))-

L’application A ek  est une bijection formelle entre les corps locaux E  et K. Elle 
induit un isomorphisme Xek  '■ OmE — OmK-

c) Les algèbres à  division
Soient F, E, Dp et L , K, D i  comme dans lb ) . On suppose qu’on a construit 

une bijection formelle X™L : F  ~  L  et A£K : E  ~  K  comme plus haut. On 
construit une bijection formelle entre Dp et D i  de la façon (naturelle) suivante : 
on pose

n-1  n -1

XDFDL( ^ 2 nDFQi) = *£*(“ «) P°ur tout n-uplet{o0;û!i...aB_i} G E n.
i= 0 ¿=0
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La bijection ^ dfdl induit une bijection (bien définie) de Odf/P df sur Odl/P ™  
et cette bijection est l’isomorphisme ^ dfdl -

PROPRIÉTÉS
1 )  Vx € DF, vuL(A£L(x)) =  v D f ( x ) ,

2) Vi € N, Vx G Dp, X1qfDl ('ïïxDfx) = ïïdlX,qfdl {x),
3) Vi € N, Vx G Dp, X q f D l ( x i t xD f )  =  X p F D L ( x ) n %D L .

Les propriétés 1) et 2) sont évidentes, seule la propriété 3) pose un petit 
problème. Il suffit bien sûr de la montrer pour x  € E. On sait que si x  € E  
alors xttxDf =  ttxDf<7xe (x). Il suffit donc de démontrer que pour tout x € E  on a 
^E K ^E i1)) =  oxK{XpK{x)). Mais c’est la relation (**) (et c’était justement pour 
avoir cette propriété 3) qu’on a choisi \ p K comme dans 2b)).

d) Les matrices
Si F, Dp et L, D i  sont comme plus haut, la bijection formelle entre F  et L 

s’étend de façon naturelle en une bijection entre F ” et Ln. Si U est un F-espace 
vectoriel de dimension finie n muni d’une base et V  est un L-espace vectoriel 
de dimension n muni d’une base, une bijection formelle entre F et L s’étend 
“composante par composante” à une bijection entre U et V. C’est pareil pour 
des espaces vectoriels à droite ou à gauche sur Dp et D i. En particulier ça vaut 
pour les espaces de matrices Mn(F) et Mn(L) et aussi pour Mr(Dp) et Mt{Dl). 
En général, on notera \™L la bijection formelle donnée entre F  et L, et ÇpL la 
bijection induite entre Mn(F) et Mn(L). C’est parce que l’application jouera 
par rapport à Cfx (voir chapitre 2) un rôle similaire, quoi que moins parfait, au 
rôle que joue l’application ApL par rapport à XpL. Pareillement, la bijection for
melle entre Mr(Dp) et Mt(Dl) induite par Adfdl sera notée Çdfdl -

4) La construction

Soient F ,E ,D p ,L ,K ,D i  comme plus haut et soit r  G N*. On se propose 
d’étudier les ressemblances entre les groupes G'p =  GLr(Dp) et G'L =  GLr(Di). 
On va suivre le chemin indiqué par Kazhdan dans [Ka]. On pose Kp =  GLt (Odf ), 
K l  =  GLt (Odl ) et, pour tout / € N*, on note K lF le noyau de la projection 
Kp  —>• GLr{ODF/P lDF) et K lL le noyau de la projection K l  —» GLt {Odl /P 1dl )- 
Pour tout l, K p  est un sous-groupe distingué de Kp. C’est aussi le groupe 
I d  +  M r (P lDF).

N o ta tio n : Si g = (gij) 6 Mr(Dp) alors on note vp(g) le minimum des va
luations en tant qu’éléments de Dp des coefficients g^ de g. De même sur L.

Maintenant, pour tout l 6 N*, si F et ,L sont /-proches, on construit un
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isomorphisme d’espaces vectoriels

Z'orDL-.H(GF-,K'F)^H{G'L-,K‘L).

Cet isomorphisme sera dépendant du triplet de /-proximité (XdfDl;itdf]kdl ) 
déduit du triplet de /-proximité fixé pour F  et L comme on l’a expliqué plus 
haut, dans lb ) .

Posons

*4f =  {A  — G GLr(Dp) : ûjj =  — Or}

où Sij est le symbole de Kroneker.

Lem m e 3.2.5 . On a

G'f =  ]lAeAKrAKr- 

D ém onstration . Voir [Sa], page 43.

Soit / € N* et A  G A f-  Comme K lp est un sous-groupe de Kp, il existe un 
sous-ensemble X  de Kp  x Kp  tel que

KFAKF =  U (B.,c)exK‘rBAC-'K‘F.

Posons
T P, = GLr(0Dr/PSF) x G i,(0 D, / /ÿ , ) .

Si (B ,C ) G Kp  x Kp, alors KpBAC~lK lF ne dépend que de la classe (È ,C ) de 
(B\ C) dans Tp,i- On peut donc définir sans ambiguité K FBAC~lK lF pour tout 
(B]C) G T pj. Notons maintenant H / ^  l’ensemble des couples (B ,C ) G Tp,i 
tels qu’il existe un représentant B  de B  dans GLt (Odf ) et un représentant C  de 
C  dans GLr(OoF) tel qu’on ait B A  =  AC. En écrivant cette relation BAC~l =  A 
on vérifie que Hf,i,a est un sous-groupe de T p,i- Posons enfin

T f ,1,A =

Lemme 3.2.6 . a) Pour tout (Ê; C) G T p,u l ’ensemble K lFê A C ~ lK F ne dépend 
que de la classe {B\C) de (ê ; C ) dans T f,i,a! on le note K p èA C ~ lKp. 

b) On a

KpAKp =  T T  . .  .  KlpÈAC~lKlF.
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D ém onstration , a) Soient (B \C ) € T f,i,a et (Ê ,C ) 6 T Ft[, {È'\C') € T p,i 
deux représentants de (È ;C ). Il existe donc (Û; V) € tel que B' =  BU  et
C" =  CV. Soit (B; C) un représentant de (B;C) dans GLt (Odf ) x GLr(OoF) et 
U et V  des représentants de U et de V  dans GLt {Odf ) qui vérifient UA = AV.

On a donc K FÈ' AC'~l K lF =  K lFè Û A V - xC - lK lF =  K lFBUAV~lC~lK lF = 
K lFBAC~xK lF =  K lFê A C ~ lK lF.

b) On a K FA K F — {J(B;C)çGLr(oDF)xGLr(oDF) K f&AC 1K f et pour tout 

(B;C) e GLr(0 DF) x GLt{0 Di) on a K lFBAC~lK lF =  K lFBAC~lK lF. Donc, 
K FA K F =  U(b;c)€Tf-i a K 1fËAC~1K f . Il suffit de montrer que la réunion est bien 

disjointe. Soient (B;C) et {È'\ C') deux éléments de T f,1,4 - Alors K lFÈAC ~lK F 

et KpB'AC' lK lF sont ou disjointes ou égales. Supposons que

KpÊAC~lK lp =  K lFÉ'ACr l K lF.

Comme K lF est distingué dans KF on a

K lpÈAC~lK lp =  È K lpAKlpC- 1

et
KpÈ'AC' 1 K f  =  È' K p A K p C '1.

En posant X  — B ’ Xë  et Ÿ  =  C' XC  et en réutilisant le fait que K lF est distingué 
dans K f , on obtient

K lpX A Ÿ~lK lp = K lFA K lp.

Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a forcément X  = Y  =  1. C’est pareil 
que de montrer que, si (X] Y)  est dans T Fj  et vérifie K lFX A Ÿ ~ lK F = K FA K F, 
alors (X;K) a un représentant {X]Y)  dans GLt {Odf ) x GLt (Odf ) tel que 
X A  =  AY.  Montrons que cette assertion est vraie : K lFX A Y ~ lK lF = K FA K F im
plique qu’il existe un représentant (X 1; Y 1) de (X-,Ÿ) dans GLt {Odf ) x G L t (Odf ) 
et deux éléments ki et k2 de K lF tels qu’on ait X 'A Ÿ ~ l =  k\Ak2. Mais alors il 
suffit de prendre X  = k ^ X '  et Y  =  k2Y', car l’appartenance de ki et k2 à 
K f  =  Id  + Mr(PlpF) nous garantit X  =  X '  et Ÿ  — Ÿ ' et avec ce choix on a bien 
X A  =  AY.

Maintenant on va traiter des corps F  et L à la fois. Les objets définis plus 
haut sur F  se définissent de même sur L et c’est l’indice F on L qui indique 
à tout moment de quel corps il s’agit. Les résultats plus haut sont évidemment 
valables aussi sur L.

O n se rap p e lle  l ’isom orph ism e X1DfDl : Odf /P]df -  Odf/P1df - Il in d u it  u n  

isom orph ism e C1df d l '■ t f,j -  T V
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On se rappelle également la bijection formelle Cdfdl '■ MT{DF) ~  Mt(Dl). 
Elle induit une bijection Ç1dfdl : A f — A l -

Lemme 3.2.7 . Pour tout A  € A f , Visomorphisme Cdfdl : ^ f,i — T ^j induit 
un isomorphisme Cdfdl : H f,i,a — H-l,i,ç1d d ^  et par conséquent une bijection

Cdfdl : ^  T l ,i£'DfDl(a)-

D ém onstration . Supposons qu’,4 est la matrice diag('ir<̂F, iïpF...Kdf ).

Soit (ê ; C ) € Ü f,i,a - Il existe donc un représentant (B ;C ) de (B;C) dans 
GLt(Odf ) x GLt{Ôdf ) tel que

(*) B A  =  AC  

Écrivons B  =  (6ÿ) et C — (cij). La relation (*) se traduit par:

Vi,i, hj r a£F =  7î FCij 

Par les propriétés 2) et 3) de la bijection formelle (}DfDl on a alors :

Vhj> ÇbpDiibij^Di. ~  ’ïï<DL(,DFDL(Cij)

et cette relation implique Cdfdl (b K dfdl (a ) =  Cdfdl(a )Cdfdl (c ) et Par consé

quent (Cdfdl(B)]?dfdl(C))€ H l,i,ç‘DfDl(a)-Donc C d f d l (Hf.î.a) C H l m 1DfDl{a)- 
Comme les rôles de F  et L sont symétriques il est évident que ce résultat est suf
fisant pour en déduire que Cdfdl : H f.m  —> , ^  d est un isomorphisme, 
par exemple parce qu’on peut lui construire une application réciproque en par
tant de 1 : T l , i  — T p,i-

D’après les lemmes 3.2.6 et 3.2.7, si pour tout ensemble W  on note ljy la 
fonction caractéristique de W, alors l’ensemble :

{1k ‘fbac- 1k1f • -A ^ A f , (B; C ) € Tf,i,a}

est une base de l’espace vectoriel H(G'F\ K lF). Soit

l’application linéaire déterminée par

c W i  K i i A c - ‘K‘r ) =

Théorèm e 3.2.8 . L ’application Cdfdl es  ̂ un isomorphisme d’espaces vecto
riels.
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R em arque 1. Soit / un entier strictement positif. La surjection canonique

o d,/pü;1)” -* Oojp's,
induit une surjection canonique :

Tf,î+i —► T  p,i 

dont la restriction induit une surjection

Finalement, on obtient une surjection canonique

Dém onstration. C’est évident par les lemmes 3.2.6 et 3.2.7.

Supposons que F et L sont (/ +  l)-proches. De la même façon, on a une surjection 
canonique

(/t) T f ,u ‘̂ Dl (A)- 

Il est très facile à vérifier que le diagramme

;i+i(>DpDL

------- ► T FiM

où on aura tenu compte du fait que =  Cdfdl (a ) (par les définitions
mêmes) est commutative. Cela implique que l’isomorphisme d’espaces vectoriels

ClDFDi:m G 'F;K ‘F)~ H (G 'l.-,KÏ) 

est induit par la restriction de l’isomorphisme

R em arque 2. Si WF est un ensemble ouvert et compact de G’F invariant par K lF 
et L est un corps /-proche de F , la construction de l’isomorphisme Cd f d l implique 
que l’image de la fonction caractéristique de Wp est la fonction caractéristique 
d’un ensemble ouvert compact W i de G'L qui est invariant par K lL. Le calcul de 
volumes qu’on fait dans la démonstration du lemme 3.2.11 plus bas montre qu’on 
a alors:

vol(WF) = vol(WL).
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Théorèm e 3.2.9 . Soit l € N*. Il existe un entier m tel que, si les corps F  et L 
sont m-proches, alors l ’isomorphisme d ’espaces vectoriels Cdfdl • #(G 'F; K lF) ~  
H(G'L;K lL) est un isomorphisme d ’algèbres.

D ém onstration . On utilise la démarche de Kazhdan en précisant certains 
détails :

Lem m e 3.2.10 . Soit C un sous-ensemble fini de A f et soit

G'F{C) =  1J K FA K F.
Aec

(a) R existe m  > l qui dépend de C tel qu’on ait, pour tout g € G'F(C), 
g K fg ~ l C K lF.

(b) Supposons que L est m-proche de F. Alors pour tout fi ,  f 2 6 H(G'F; K F) 
à support dans G'F(C) on a

CDFD i ( f l  * h )  — C{?F £ > £ , ( / l )  *  CDFDL{ h ) -

D ém onstration , (a) Il faut trouver un m tel qu’on ait K F C DseG'F(c) 9 - lK ‘Fg.
Il suffit de prendre

m > /+supff€G/f,(c)UF(^~1)+sups6G>(C)UF( )̂ =  l+mzxAeCVF(^ _1 )+maxAeĈ F(-4)•

(b) Il suffit de montrer ce résultat pour f \  =  1 KlFgK'F et h  — ^KlFg>KlF> avec 
g,g' € G'F(C). En revenant à la définition du produit de convolution on trouve:

1 K ‘Fg K lF *  l K lFgl K tF ( x )  = vol{KFgK lp f l  Kpg'Kpx).

Par le point (a), cette intersection est bi-invariante par K F et on a:

1 K ‘Fg K tF *  1 K ,Fg ' K ,F =

=  E  E  vol(K lpgK lp D K lFg'K lp ë A C ) lKfÈAÔ-.K?.
AeAF {B,C)€TF,i,a

Les corps F et L étant m-proches, ÇftFdl es  ̂ bien définie. D’après la formule 
plus haut qui vaut aussi bien sur L que sur F, et la remarque 2 sur les volumes,
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Copdl (/i * ¡2) =  QDFDL{h) * Cdf dJ/2 )- Le résultat de (b) est alors une consé
quence du fait que, si m > l, alors Cdf dl est induite par la restriction de Cdf dl 
(remarque 1 plus haut).

Pour tout g € G'F on pose h(g) =  (vol(KlF))~l lK lFgKlF• a le:

Lem m e 3.2.11 . (a) Pour tout A, A' 6 A f on a h(A) * h(A') = h(AA').
(b) Pour tout B ,C  6 GLt(Odf ) x GLt(Odf ) on a h(B) * h(A) * h(C ) =  

h(BAC).

D ém onstration , (a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [Ho], il suffit de dé
montrer qu’on a

voI(K1f A K 1f )voI(K1fA 'K 1f ) =  vol{KlF)vol{KlFA A 'K lF).

Montrons que, si A  =  diag(-KpF',7T̂ F...‘K^F) alors

vol{KlFA K lF) =  qd^ < iai~aivol(KlF).

Ça impliquera le résultat voulu. On a

vol(KlpA K lF) =  cardft'p /iAK 'jrA-1 D K lF))vol{AKlF)

=  card(Klp l{A K lpA~l n  K lF))vol(KlF).

Il suffit donc de montrer que card{KlF/(A K lFA~x H A^)) =  qd^ < iai~ai. En fait, 
on peut montrer que

cari(K‘F/(AK'FA- 1 n A'jr)) = card{Mr(P‘DF)/(AM,(P'Dr)A- 1 n U r(Pi,r ))

en copiant la démonstration du lemme 1.3.3 de [Lei], page 10, où on aura remplacé 
les groupes B lF par les groupes K lF. Maintenant, AMr(PlDp)A~1 n Mt (P1Df) est 
formé des matrices X  =  (xij)i<ij<r € Mr(PlDf)  qui vérifient VDF{n<£,x ij'K~̂ ai) > l 
pour tout i < j  (et aussi pour tout i > j  mais, cette condition est automa
tiquement vérifiée puisque X  6 Mr(PlDF)). Donc les seules conditions sur X  
sont: X  € Mt (P1Df) et pour tout i < j, voF(xij) > l + a.j — a*. Le cardinal du 
groupe Mt (P1Df)/ (AMt (P1Df)A~1 D Mt (P1Df) est donc effectivement 
et le point (a) est prouvé.

(b) Par la même proposition de [Ho], il suffit de montrer qu’on a: 

voI{K1fB K 1f )voI{K1fA C K 1f ) =  vol{KlF)vol(KlFB A C K lF)

et
vol{KlpA K lF)vol{KlFC K lp) = vol{KlF)vol{KlFA C K lF).
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C’est une trivialité parce que K F est distingué dans Kp  (donc on peut “sortir” B  
et C ) et les volumes sont pris par rapport à une mesure de Haar à droite et à 
gauche (donc finalement on peut effacer B  et C partout où elles apparaissent).

Lem m e 3.2.12 . Pour tout entier i, 0 < i < r, on pose Ai =  diag( 
où pour 1 < j  < i, a.j =  0 et pour i + 1 < j  < r, aj =  1. On pose aussi A^i = 
diag(71- ^ ;  • Soit sF un système de représentants de GLt (Odf /P pF)
dans GLt(Odf )- Alors (A(x) : x € sF U {i4_i;i4o;^4i...i4r}} est une famille gé
nératrice de H(GF; K lF) comme C-algèbre.

D ém onstration . On a déjà vu que {h(BAC ) : A e  A f , B  € SF, C € 5^} était 
une famille génératrice de H(GF',KF) comme C-espace vectoriel. Si A  6  A F, 
A = diag{rf}F;v%F...ir%F) alors, si ai > 0, A  s’écrit A -  ^g1Ilx<i<r_iA“<+1- 0<Ar, 
et si ai < 0, A  s’écrit A  =  i4I“1IIi<j<r_i.i4^'H-0\  Le Lemme 2 implique alors le 
Lemme 3.

Lem m e 3.2.13 . L ’algèbre H(G'F\K lF) est de présentation finie.

D ém onstration . Le corollaire 3.4. de [Be] nous dit que H(G'F\K lF) est un 
module de type fini sur Z(G'F; K lF) qui est le centre de la catégorie abélienne 
Alg(G'F; K lF) des représentations algébriques de GF admettant un vecteur fixé par 
K F- Il existe donc un Z(G'F] ATj^-module libre M  de rang fini p et un sous-module 
N  de M  tel que H(G'p;Klp) — M /N  en tant que 2(G'F; /Cp)-modules. Soit 
{Yi, >21 —̂ p} une base de M  sur Z(G'F\ K lF). On sait que l’algèbre Z{G'F\ K lF) est 
à son tour du type C[Xi ; X 2...Xn]/I  où I  est un idéal donné par un nombre fini 
de relations i?i, R2...Ru entre les X{. Elle est en particulier noethérienne et donc 
le module N est de type fini. Le Z(G F;K lF)-module M /N  est donc le module 
engendré par la famille {Yi,Y2...Yp} avec un nombre fini de relations R[, 1 ^ . . . ^  
linéaires entre les Y\. En écrivant encore pour tout i , j  € {1,2...p} le produit YiYj 
sur la base {Yi, Y2...YP} de M  on obtient encore une famille finie (de cardinal au 
plus p2) de relations {R ", /%'...Æ£,}. Alors H(G'F;K lF) est isomorphe à l’algèbre 
non commutative engendrée sur C par les n + p  variables X i ,X 2...Xn, Yi, Y2...YP, 
avec les relations Ri, R 2...RU, R[, R^-.-Ry, R![, R%, et les n(n —1)/2 relations 
qui traduisent le fait que les variables X \ ,X 2...Xn commutent entre elles. Le 
lemme est démontré.

F in  de la dém o nstra tion  du  théorèm e 3.2.9. Nous explicitons la démons
tration dont le principe est dû à Kazhdan :

Par le lemme 3.2.13, H{G'F\ K lp) est de présentation finie ; c’est donc l’algèbre 
non commutative engendrée sur C par un nombre fini de générateurs gi,g2...gn 
avec un nombre fini de relations R i,R 2...Ru qu’on va regarder comme des poly
nômes non commutatifs en n variables qui s’annulent en (gû g2...gn)- Par ailleurs,
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le lemme 3.2.12 nous fournit une famille finie {h i,h 2 ...hp} de générateurs de 
H(G'F,K lF). Soient (?*( 1 < i < n) les polynômes en p variables qui appliqués à 
(/ii; /i2.../ip) nous donnent gi,g2 ---gn, et F{(1 < i < p ) les polynômes en n variables 
qui appliqués à {gû g2 ---9 n) nous donnent h\,h,2 ...hv. Soit s le plus grand nombre 
parmi les degrés (totaux) des polynômes

=  R l ((Gl -,G2...G„)),RÎ = fi2((Gi ;G2...G„)) . . .  =  K»((Gi ;G2...Gn))

et

F[ = Fl ((Gi -,G2.-.Gn)),F!i =  F2((Gi ;G2...Gn)) . . . F; =  Fp{(G1;G2...Gn))

et un compact K suffisamment grand dans G'F pour qu’il contienne tous les 
produits de s éléments qui se trouvent dans la réunion des supports de tous les 
hi. Soit C 6 A f de cardinal fini tel que K  C G'F(C) (voir le lemme 3.2.10). Prenons 
l’entier m  associé à C comme dans le lemme 3.2.10. Notons h[, h'2.--h'p les images 
de hi, h2-..hp par Cdfdl - Définissons un morphisme d’algèbres t : C(gi, g2...gp) -* 
H(G'L)K lF) défini par:

Ce morphisme vérifie ¿(-Rj((<?i, <72—<?n))) =  0 pour tout 1 < i < u par le choix 
de m  relativement aux polynômes R[, et par le lemme 3.2.10. Il induit
donc un morphisme d’algèbres

i:H (G 'F;K ‘F)-*H (G 'L;K ‘L),

car H{G’f \ K f )  est la C-algèbre non commutative engendrée par gi,g2 —gn avec 
les relations traduites par l’annulation des polynômes Ri, R 2 -.Ru en (gi\g2 - g n)- 
Or, ce morphisme d’algèbres vérifie

(**) t(hi) =

pour tout 1 < i < p par le choix de m  relatif aux polynômes F[, F^.-.Fp et par lé 
lemme 3.2.10. Comme c’est un morphisme d’algèbres, (**) et les lemmes 3.2.11 
et 3.2.12 impliquent que pour tout A  € A f ,  pour tout (B\ C) € T' f,i ,a  on a

* " ( * k*f b a c - i k ' f ) ~  1 k ‘l (?D fD l(b)) (<‘D fD l(a)) (?D fD l{C))~ 1 k'l

Comme c’est un morphisme d’espaces vectoriels qui coïncide avec Çdfdl sur une 
base de H(G'F‘, K lF), on a t =  Cdfdl ) donc Cdfdl est un isomorphisme d’algèbres.

Théorème 3.2.14 . a) L ’isomorphisme Cdf d l  induit un isomorphisme, noté 
toujours Cdfdl > de l’ensemble de classes d’équivalence des représentations lisses 
irréductibles de G'p de niveau l sur l’ensemble de classes d’équivalence des repré
sentations lisses irréductibles de G'L de niveau l.

b) Si n est une représentation de carré intégrable de G'F de niveau l, alors 
ÇDFDL (7r) est une représentation de carré intégrable (de niveau l) de G'L.
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R em arque. On parle abusivement de Cdfdl M  alors que Ç1dfdl n’est définie 
que pour les classes d ’équivalence. C’est ce qui arrivera parfois aussi par la suite, 
puisque toutes les propriétés des représentations sont en fait des propriétés des 
classes d’équivalence.

D ém onstration , a) Soit 7r une représentation irréductible de niveau l de G'F
jçl

et notons Vn l’espace de la représentation n. Alors H{G'F\ K F) agit sur Vv F par

f(v ) = ir(f)v

pour tout /  € H(G'f , K 1f ) et tout v G V ?F. L’espace V *F est ainsi muni d’une
7 Istructure de H(GF; ATjp)-module. On note VKt H le H(G'f ; A'jr)-module V , F pour le

*
différentier du C-espace V* F avec lequel il coïncide ensemblistement. On sait que 
V«,h est un H(G'p; üfjr)-module non nul irréductible et que 7r (->• VntH induit une 
bijection entre l’ensemble de classes d’équivalence de représentations irréductibles 
de G'p de niveau l et l’ensemble de classes d’isomorphie de H(G'f , /^ -m o du les 
irréductibles. Maintenant, l’isomorphisme C,dfdl : H(GF)K F) ~  H(G'L]K lL) in
duit un isomorphisme (noté toujours Çdfdl ) entre l’ensemble de classes d’isomor
phie de H(G'F\ /^ -m o d u les  irréductibles et l’ensemble de classes d’isomorphie 
de H(G'l \ Ü'D-modules irréductibles. Donc l’image par Cdfdl de classe d’iso
morphie de VrtH est une classe d’isomorphie de H{G'l \ AT£)-modules irréductibles 
et elle correspond à une classe d’équivalence Cl de représentations irréductibles 
de niveau l de G'L. Si Cf est la classe d’équivalence de la représentation ir, on 
pose Ç1dfdl(Cf ) = Cl- On obtient ainsi la bijection voulue. Remarquons que, si

K *
a € Cl , il y a trivialement isomorphisme de C-espaces vectoriels entre V* F et

V a L, puisque l’isomorphisme Cdfdl : H(G'F;K lF) ~  H(G'l ,K 1l ) est un isomor
phisme de C-algèbres.

b) Supposons maintenant que x  est de carré intégrable. Soit a une représenta
tion (irréductible et de niveau /) se trouvant dans l’image par Cdfdl de classe 
d’équivalence de tt. Comme on l’a dit plus haut, on a un isomorphisme d’espaces 
vectoriels

/  : V?F ^  VcL.

L’isomorphisme /  induit un isomorphisme entre les duaux :

t zsl f tri

/ '  : V * r ~  V / L.

Soient v € V^F\{0} et v' G V̂ Ki,\{0}. Considérons le coefficient de ir

: G'p —> C

défini par
g ^  v'(iï(g)(y)).
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Pour tout g € G'F, n est constant sur K lFgK lF égal à vol(KFgK lF)
La représentation n étant de carré intégrable, \hF\2 est trivial sur Z  et intégrable 
sur G'f /Z . Exprimons cette propriété à partir de la décomposition

^ = 1 1  I I  K lFBAC~xK lF
A&Af (B-,C)ÇTF'ifA

en étudiant l’action par multiplication de Z  là-dessus. Notons A F le sous-ensemble 
de A f formé de matrices A = diag(irÿF; tt̂ f ; telles que ai € {0; 1 ...d— 1}.
Pour toute matrice A  € A F notons .Xf04) l’ensemble des matrices obtenues à 
partir de A  par multiplication avec une puissance de ttf = ^ df - C’est un sous- 
ensemble de A f - On a

A f  =  -Af (A ).  

a <=a °f

Montrons que, pour tout A € A°F, l’ensemble LI(B;C)€Tf , m K 1fBAC~1K f

est stable sous l’action de Z  par multiplication et étudions cette action. Identi
fions Z  avec F*. Alors, si z  est un élément de Z, z s’écrit de façon unique z = wFx  
où x  est un élément de 0 F. D’autre part, on a un isomorphisme

0-F/(lF + P'F)^(0rlP'F)’-

On peut ainsi décomposer l’action de Z  sur U/ie^F(/i) LI(b;c)€Tf , a K 1f BAC ~1K f 
puisque :

- s i  z = irF, alors z K lFBAC ~lK F =  K FBA'C~lK lF où A' = zA  € A f ( A ) ,  et 
une simple vérification montre qu’on a dans ce cas T f,m  =  T̂ f,i,a'

- si z € 0 F, alors :
-s i z € I f  +  P 1f > °n a z K lFÉAC~xK lF — K lFÈAC ~lK lF, tandis que
- si z i  I f  +  Pp, z K lpBAC ~lK lp =  K lFÈ 'A & ~lK lF, où (& ;& )  est un 

élément de T f j , a  différent de (B\ C) et qui ne dépend que de la classe de z modulo 
I f  ■+■ Pp-

Finalement, dire que |/iT|2 est intégrable sur G'p/Z revient à dire que la somme

£  ( Y, (<*rW>FH*F)’)YX
AçA% (3;C)6TFJiA

vol (K lpÈAC~1 K lF ; dg) (yol(lF + P lF',dz))~l \K (È A C -1)\2>j  (3.1) 

est convergente.

Maintenant, f(v )  est un élément de Va L\{0} et f'(v ')  est un élément de 

V^Kl\{0}, donc l’application
he • G'l —y C

définie par
g f{v'){a(g)(f{v)))
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est un coefficient de a. Pour tout g € G'L, a est constant sur K lLg K lL égal à 
vol(KlLgK lL)~la ( l Ky KiL). Donc ha est de carré intégrable modulo le centre sur 
G'l si et seulement si la somme

£  ( £  (card((0L/P l ) ') ) - '  

volt,K‘LÔ<;,DrDL(A)C-lK‘,-,dg)('>ol(lL + il; d̂ )) M)«?-')!2)

est convergente, où on a tenu compte du fait que Cdfdl réalise une bijection 
de Ap  sur A°L. Mais cette somme correspond terme pour terme à la somme 3.1 
puisque

- les volumes des sous-ensembles de G'F et G'L qui se correspondent sont égaux 
pour les mesures fixées sur G'F et G'L,

- les volumes des sous-ensembles des centres de G'p et G'L qui se correspondent 
sont égaux pour les mesures fixées sur les centres F* de G'p et L* de G'L,

- card((Op/Pp)*) =  card((Oi/P[)*) parce que les anneaux Op/Pp et Ol/P 1l 
sont isomorphes,

- par construction de l’isomorphisme / ,  pour tout v 6 Vw F, f ( 7r(lKi gKi )(v)) =

<̂ (1 K'LgK'L) ( f ( v ) ) -

On vient de montrer qu’un coefficient non nul de a est de carré intégrable. 
Donc a est de carré intégrable.
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3.3 Correspondance G L n(F) G L r (D )  en carac
téristique non nulle

1) Introduction

Soit F  un corps local non archimédien de caractéristique non nulle et Dp une 
algèbre à division centrale sur F  de dimension <P. Soit r 6 N*. On pose n = dr et 
Gp = GLn(F) et G'f = GLT(Dp). On veut trouver une correspondance entre les 
représentations essentiellement de carré intégrable de Gf et les représentations 
essentiellement de carré intégrable de G'p comme en caractéristique nulle. Le fait 
essentiel pour lequel la démonstration ne marche pas comme en caractéristique 
nulle est qu’on n’a pas Porthogonalité des caractères sur G'F. Je ne pense pas qu’on 
puisse l’obtenir directement comme sur Gf , même si on a construit dans la section 
précédente une situation proche en caractéristique nulle, parce qu’on ne sait pas 
“relever” les intégrales orbitales, et surout parce qu’on n’a pas l’intégrabilité locale 
des caractères pour les représentations de G'F. C’est pourquoi on va étudier plutôt 
G f et G'p en parallèle. Plus précisément on aura à tout instant en tête le carré :

Gl — -—> G',

GF .......  G'p

où L  est un corps proche de F  qui est de caractéristique nulle. La flèche 1 est 
la correspondance (qu’on va noter C l) déjà établie en caractéristique nulle, les 
flèches 2 et 2’ sont les applications du type et Cdf d l > et on voudrait définir 
une correspondance à la place où on a mis sur le dessein des pointillés. Les petits 
ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et verticales sont de 
natures très différentes : pour pouvoir user de 2 et 2’ on doit être sûr que les objets 
qu’on veut transférer sont constants sur des ouverts assez “gros”, alors que pour 
la flèche 1 on ne sait pas en quelle mesure elle conserve la propriété “être constant 
sur un ouvert assez gros” (que ce soit pour des fonctions, pour leurs intégrales 
orbitales ou pour les caractères de représentations). L’étude de ce problème est 
fait dans les préliminaires, et est assez laborieux et calculatoire. L’autre problème 
est que les correspondances verticales 2 et 2’ sont partielles et envoyent certaines 
représentations des groupes d’en bas sur certaines représentations des groupes 
d’en haut, et pour obtenir des renseignements sur une autre représentation ou 
une autre fonction on est obligé de changer de corps L. Pour régler ce problème 
il faut se placer dans une situation où le niveau de toutes les représentations qui 
apparaissent est borné uniformément, et c’est ce qu’on va faire.

93

cmSFL



Dans les sous-sections 1. à 3. on s’intéresse seulement à GLn(F). C’est dans 
la section 4. qu’on démontre le seul résultat sur les formes intérieures de GLn(F) 
dont nous avons besoin par la suite.

1. Soient F  et L deux corps locaux non archimédiens m-proches. On reprend 
toutes les notations de la section précédente (3.2), notamment \ FK. On note vF 
et vl les valuations sur F et L respectivement. Si a € F*, b € L  et 0 < l < m  on 
dit que a et 6 sont l-proches si (b — AFL(a)) e P ^+VF̂ \  On note alors a b. 
On remarquera que b est alors non nul, car il a la même valuation que a. On 
considère que les éléments nuls de F  et L sont /-proches pour tout l.

Soient a € F* et b e L*. Si a = irv/ {a)a' (o' e  0*F) et b =  irvLL(b)b’ (b‘ € 01), 
alors a b si et seulement si vF(a) = vi(b) et l’image par ÀFL de la classe de a' 
dans O p/P p  et la classe de b’ dans Ol /P™ sont égales modulo P[.

PROPRIÉTÉS
1) Pour tout x  € F , x  et A™L(x) sont m-proches,
2) Pour tout a € F  et b € L /-proches, pour tout i € Z, nFa et irxLb sont 

/-proches,
3) Si ai et 02 sont dans F  et &i et ¿>2 sont dans L, si ax b\ et a2 b2, alors 

a i02 1̂̂ 2,
4) Soit A  un ensemble fini et pour tout i € A, Oj un élément de F  et bi un

élément de L  tel que E  °» î  0- On pose V =  /+ u f ( E  °»)— min(üi?(oj)). Si m > V
a  a  A

et pour tout i € A, ai ~i> b{, alors on a : E a« E^«-
A A

Les premières trois propriétés sont triviales. Pour démontrer la quatrième 

on écrit A™L(Eo*) -  E 6* =  -  E ^ fl Î0») +  E afl(°0 “  E 6» =
A A A A A A

^ f l ( E û») “  E ^ F i Î 0») +  E  (^Fi,(a») -  bi)• 0 r > P°ur tout * °n a Oj bi et
A A A

donc \ p L(ai) -  bi € PF A d’où E  (^FiXa») — &») € PF A . Reste à
A

1+v f Œ , *»)
montrer que Ap£( E  a») — E  ^ f l ( û») € PF A .E n  écrivant, pour tout i, Oj =  

G 0 F, on a et, pour tout i,
A A

A fcfa) =  -ïï înAVF̂  X p^a1̂.  Il suffit donc de vérifier que E  ° i- E  ^ fl(°Î) e
A A

Mais comme les a[ sont dans Op et les corps sont m-proches, alors par le fait que 
XpL est induit par XFL, A fx(E  °i) ~ E  ^ fl(°Î) ^ > comme m > l ' \ e  résultat

A A
est prouvé.

2) Préliminaires
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Sur le F-espace vectoriel F n on considère la valuation vFn((ai, a2; ...On)) =  
min vp(ai). On rappelle que, si F  et L sont m-proches on étend l’isomorphisme

l<i<n
XrFL de façon naturelle, composante par composante, en un isomorphisme de F n 
sur Ln. Si a =  (01502; ...a,,) € F ” et b =  (61; 62; € Ln et si 0 < / < m 
on dit que a et b sont /-proches si 0 et b sont nuls tous les deux ou a est non 
nul et pour tout i on a bi — AFi(a,i) € p l+VFn(a\  Si U est un F-espace vectoriel 
de dimension finie n muni d’une base et V  est un L-espace vectoriel de même 
dimension n muni d’une base, alors on peut identifier U à F n et V  à Ln et 
parler d’éléments /-proches de U et V. Cette extension de la définition des élé
ments proches s’applique en particulier aux espaces de matrices Mn(F) et Mn(L).

2 . Si P  est un polynôme en n2 variables commutatives X u ,X i 2, •■■Xnn à coef
ficients dans Z, si M  = (m^) 6  Mn(F) (ou Mn(L)), on pose P(M ) = P(niij) € F  
(ou L). Enonçons plus bas quatre propositions qui nous seront utiles par la suite:

P ro po sition  3.3.1 . Si M ,M ' 6 Mn(F) alors vmk{f)(MM') > VMn(F)(M) +
VMn(F)(M').

P rop osition  3.3.2 . Soit M  6  GLn(F). Pour tout k >  0 on a:

M  +  Mn(Pp~VMn(F)(‘M~1̂ ) C K pM K p  C M  + M n(Pp+VMn(F){M)).

P ropo sitio n  3.3.3 . Si k > 0 est fixé, si M  € GLn(F), en posant m = k — 
~  vMn{F)(M~1) on a: si F  et L sont m-proches, alors Ç£x(M) G 

& L(K*pM K kF).

P rop osition  3.3.4 . Supposons que F  est de caractéristique non nulle p. Soit 
P  € Z[Xn ,X l2, ..Jfnn]- Soient k > 0 et M  € Mn(F) fixés.

a) On suppose que tous les coefficients de P  se trouvent dans l ’ensemble 
{1,2 ...p — 1} et que P(M ) 0 . On pose S  = {s tel que s est un monôme de P} 
et

m = k + vf (P(M)) -  min vF(s(M)) -  vMn(F)(M) -  vWn(F)(M-1).

Alors, si F  et L sont m-proches, pour tout N  € ÇpL(K™MKp) on a P(M) 
P(N).

b) On ne fait aucune supposition sur les coefficients de P, mais on suppose 
toujours que P(M ) #  0. Écrivons P = Q + pR où Q ,R  € Z [X n,X i2, ...Xnn] 
et tous les coefficients de Q se trouvent dans l ’ensemble {1, 2 ...p -  l}. Soit N  le 
degré total de R, S  =  {s tel que s est un monôme de Q} et

m  =  max{A; +  vF(P(M)) -  min vF(s(M)) -  vMn{F)(M) -  uMn(F)(M _1);
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k + vF(P(M)) + max{0; -  N vMn{F)(M)}}.

Alors, si F  et L sont m-proches, pour tout N  G Ç™L(KpMK™) on a P(M) 
P{N).

c) Supposons que P (M ) =  0. Alors il existe m tel que, si F  et L sont m- 
proches, pour tout N  G ÇpL(K p M K p ) on a Vl(P(N)) > k.

Démonstrations.

PROPOSITION 3.3.1 : Pour tout 1 < i < n et tout 1 < j  < n on a

d’où le résultat.

PROPOSITION 3.3.2 : Si A = M  + B  où B  G Mn{PF~VMn(F){M~1)) alors

A =  M (Id  +  M ~lB) € M Kp

par la proposition 1, d’où la première inclusion.
Si A  =  (Id +  B )M (Id  + C) avec B ,C  e  Mn(P$), alors

A = M + B M C + B M + M C

où B M C ,B M  et M C  se trouvent dans Mn(Pp+VMn(,F)̂ )  par la proposition 1, 
d’où la deuxième inclusion.

PROPOSITION 3.3.3: Soit M  = BAC, où B  e  GLn(Op), C G GLn(0 F) et 
A  G A f • On a vu qu’alors

=  KtëLmPMKMCWl

Pour montrer que Çpi(M) G Ç¡?L(KFM Kp)  il suffit, par la proposition 2, de 
montrer que

cÏ l (BAC) -  G Mn(Pt)

OÙ

U =  k  — VMn(i ) ( (C ^ L (B )Ç F L ( A ) ( ^ L ( C ) )  l ) =  k — VMn(F ) ( M  1) =  m  +  VAfn(F ) (M ) .

On a utilisé pour la deuxième égalité le fait que 
- C f l ( b ) e  GLn(0 L) ,
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- Ç?L{C) G GLn(0 L) et
- =  uf(>1-1) =  V(C lM  lB  1) =  vp(M  1). Pour les mêmes 

raisons, VMn{F){M) =  vm„(f)(-^) et si on écrit

A  =  diag(n<p]-Kap...ir<p ) ,

alors vm„(f){A) = a\. Donc la relation à montrer est

<$l{BAC)-Ç£l(B)Ç?l(A)Ç.?l(C) € Ain(P r+“ ) ;

ou encore :

qui est évidente, car B,C ,KpaiA  G Mn(Op) et on peut appliquer le fait que l’ap
plication ÇpL est induite par la restriction de Cfx-

PROPOSITION 3.3.4: Le partage du premier résultat de ce théorème (hy
pothèse P(M)  ^  0) en point a) et point b) vient du fait que, si F  et L sont 
m-proches la somme à l termes 1 +  1 +  ... +  1 dans les corps F et L  respective
ment donne des éléments m-proches pour l < p (par la condition posée au 3)a), 
section 3.3 et la propriété 4 page 94, mais pas pour / =  p. Le point c) traite du 
cas P(M)  =  0 où le résultat est de nature différente.

a) Par la proposition 3.3.3, G ÇpL{K'pMK‘p). Par la proposition 3.3.2,

N -Ç Fi(M ) 6 Mn(Pp et donc N  et (?L{M) sont [im -v Mn{F){M~1) -  
VAi„(F)(-W)]*proches. Mais

m -  vMn(F){M~l ) -  vMn{F){M) = k + vf (P(M)) -  minvF(s(M)).

Donc les coefficients sur la même place des deux matrices respectivement sont 
[& +  vp(P(M)) — minvj?(s(M))]-proches. Par la propriété 3, pour chaque s G S,

v£S
s(M) et s(N) sont [A; +  vp(P(M)) — minüF(s(M))]-proches. Les coefficients de-

ves
vant ces monômes se trouvent dans l’ensemble {1,2...p — 1}. Les éléments I f  et
11  sont m-proches par la condition imposée dans la définition de l’application
XpL. Alors, par la propriété 4, pour tout l G {1,2...p — 1}, les sommes à l termes
1 +  1 + ... +  1 dans F et L respectivement sont m-proches. Ainsi P(M) et P(N)
sont des sommes non nulles d’éléments [A; +  vp(P(M)) -  m invP(s(M))]-proches

ves
deux à deux. Donc, par la propriété 4, P(M)  et P(N)  sont ¿-proches.

b) Par le point a) et le choix de m, Q(M) et Q{N) sont ¿-proches. Remarquons 
que la caractéristique de F  étant p, Q{M) = P(M). Il suffit de montrer donc que 
Q{N) +  pR(N) et Q{N) sont ¿-proches. Or, si L  est un corps de caractéristique
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nulle m-proche de F, alors l’image de la somme à p termes 1 +  1 +  ... +  1 dans 
Ol/P £  est la classe de 0, donc la valuation de l’élément 1 + 1  +  ... +  1 (p fois 1) 
est supérieure à m. Par le choix de m  dans l’hypothèse, pR (N ) € p *+vl(Q(n)) et 
donc Q(N) +pR(N) et Q(N) sont ^-proches.

c) Considérons le polynôme Q(X) =  P (X )  +  1. On a Q(M) ± 0 et on peut 
appliquer le point b) à Q. Or, si Q(M) et Q(N) sont ^-proches, alors Q(N) -  
Cfl(Q(M)) € P l  Mais

Q(N) -  Cfl(Q(M)) =  (P (N ) + 1) -  1 =  P(N )

d’où le résultat.

3. Soit maintenant F  de caractéristique non nulle p. Soient /  € H(Gp) et 
ui un caractère du centre Z  de Gp. Soit M  € GLn(F) un élément elliptique 
régulier. On note Pm le polynôme caractéristique de M. Supposons que M  est 
la matrice compagnon de Pm - Soit K lFM K lF, l =  m"(M ; 1) avec la définition 
de la section 2, chapitre 2. On sait que pour tout corps L de caractéristique 
nulle /-proche de F, ÇlFL(f)  est bien définie, l’intégrale orbitale de ÇlFL(f)  est 
constante sur ÇFL(KFM K lF) égale à $ ( / ;  M) (th.2.1.2), et l’intégrale orbitale de 
h lFL{u)(Ç>FL,(f)) est constante sur ÇFL(K lFM K F) égale à $(/u>(/); M) (théorème 
2.L3) :

P ro position  3.3.5 . Sous ces hypothèses, il existe m et s qui ne dépendent que 
de M  et de l (qui à son tour ne dépend en fait que de M ) tels que, si L est un 
corps local de caractéristique nulle m-proche de F, on ait: pour tout élément g 
de Gl dont le polynôme caractéristique est s-proche de Pm , on a

*(CFi(fY,9) = *(f-,M)

et
=  *(«/); M ) .

D ém onstration . On pose

S =  l ~  Vm „ ( F ) ( M )  -  ua/„(f)(M ~1)

et
m  =  s.

Par la proposition 3.3.3 et le choix de m, Cfl{M) G ÇpL(K lFM K lF) et donc

çy^K 'rM K'?) =  K'LÇ?L(M)K'L.
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D’autre part, si K pM K p = KpAKp, A € A f ,  alors

v M n ( F ) { M )  =  V M n ( F ) ( A )

et

Comme on a C,FL(K ‘FM K ‘F) =  K[C,fL( M ) K l  on en déduit que

Cf L(M) € K'LÇ?L(A )K l

et que 

et 

Bref, 

et

On peut donc écrire :

vMn(L){CFL(M) X) =  ^M„(Z,)(Cfl(-^) 1)-

v M n ( F ) ( M )  =  V M u W { Ç ? l { M ) )

V M n ( F ) ( M ~ l )  =  vMn(L){Ç?L{M )-1).

3 = 1 -  VMn{L)(CfL(M )) -  VMn(L)(ÇFL(M ) )•

On remarque par ailleurs que Çpi{M) est la matrice compagnon de c?dP »)-  
Donc, si P  est un polynôme s-proche de Pm , alors P  est un polynôme s-proche du 
polynôme caractéristique PçpL{M) de Cfl( ^ )  auss‘- Donc la matrice compagnon 
Comp(P) de P  va être s-proche de Ç™L(M). Par conséquence

Comp{P) -  ÇfL(M) 6 Mn(PsL+VMnWi<?L{M))) = Mn(P{"l'Ain(i)(C?i(M)~1)).

Par la proposition 3.3.2 on a alors

Cmnp(P) € K l C d M W l  = @l (K‘f M K ‘f )

et donc
*(& L(f);Comp(P)) = 4 ( / ;  M)

et

Comp(P)) = H U / ) i  M).

On conclut par le fait que si g € GLn(F) a le même polynôme caractéristique P  
que Comp(P), alors g et Comp(P) sont conjugués (car P  est séparable), et une 
intégrale orbitale est stable par conjugaison.
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La proposition suivante va servir seulement à la section 3, chapitre 4. Elle 
est une variante de la précédente : ce qu’on a montré pour un élément elliptique 
régulier et une fonction à support compact ou à support compact modulo centre 
et à caractère central on montre maintenant pour un élément semisimple régulier 
quelconque et seulement pour les fonctions à support compact. On utilise cette 
fois le théorème 3.6 de [Le3].

P roposition  3.3.6 . Soit f  € H(Gp). Soit M  G GLn(F) un élément semisimple 
régulier. On note Pm le polynôme caractéristique de M . Supposons que M  est la 
matrice compagnon de Pm - Soit K lFM K lF le voisinage de M  défini dans le th.3.6 
de [Le3] tel que pour tout corps L de caractéristique nulle l-proche de F, (FL(f)  
est bien définie, l ’intégrale orbitale de Cfi,(/) e3  ̂ constante sur Ç}FL(K lFM K lF) 
égale à $ ( / ;  M ). Il existe alors m et s qui ne dépendent que de M  et de l tels 
que, si L est un corps local de caractéristique nulle m-proche de F, on ait : pour 
tout élément g de Gl dont le polynôme caractéristique est s-proche de Pm , on a

*(Cfl(/);^) =  ^ (/;M ).

D ém onstra tion . Marche exactement comme la démonstration de la proposition 
3.3.5 plus haut.

P roposition  3.3.7 . Soit n une représentation de carré intégrable de GF. Repré- 
nons les hypothèses de la proposition 3.3.5. Il existe alors m  et s qui ne dépendent 
que de M  tels que, si L est un corps local de caractéristique nulle m-proche de F, 
on ait: pour tout élément g de Gl dont le polynôme caractéristique est s-proche 
de Pm , on a

D ém onstration . On a montré dans 2.2 (théorème 2.2.3) que Gj? avait (comme 
Gl) la propriété P . Soit f„ un pseudocoefficient à support compact modulo le 
centre de ir et soit h € H  (G) tel que, si u> est le caractère central de 7r, on 
ait lu,(h) =  /*.. On applique la proposition 3.3.5 plus haut à h et on augmente 
éventuellement le m pour être sûr que f„ est envoyé par l’application ÇFL sur le 
pseudocoefficient de CfzX71’) Par le lemme 2.2.2. On obtient aussitôt la proposition 
3.3.7 par application de la propriété P  sur GF et sur Gl -

4. Dans cette sous-section on démontre un résultat sur les formes intérieures 
de GLn(F) (la proposition 3.3.11). Soit Dp une algèbre à division centrale de 
dimension d2 sur F. Soit E  une extension non ramifiée de dimension d sur F  
incluse dans Dp. On supppose qu’on a fixé une uniformisante irF de F  (et de E  
aussi), ainsi qu’une uniformisante itdf de Dp et un générateur oF de Gal(E/F)
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qui correspondent à Dp comme dans la sous-section 3.3.1a) de ce chapitre. Soit 
r  un entier strictement positif et G'p =  GLr(Dp). On pose n — rd. Chaque fois 
qu’on se donne L un corps local m-proche de F, on considère que le triplet cor
respondant est choisi de façon à ce que l’uniformisante de F  qui y apparaît soit 
irp. On reprend alors toutes les notations de la section précédente pour K, D i  
et tous les objets qui leur sont associés, avec une seule exception : la dimension 
de Dp sur F  est notée ici d alors que dans la section précédente elle était notée 
n. On rappelle que la base de voisinages {K lF}içn de l’identité avec laquelle on a 
travaillé sur G'p est associée à la base de voisinages {P$F}içn de 0 et non pas à 
la base de voisinages {P1df}içn-

P ro position  3.3.8 . Si M ,M ' € Mr(Dp) alors vmt(df){MM') >  ua{t(df)(M) +
VMr(DF){M’).

P ro position  3.3.9 . Soit M  € GLr(Dp). Pour tout k > 0 on a:

M +  Mr(P%>F~VUH° ' ,(M" ))) C KpMKp C M +

P roposition  3.3.10 . Si k > 0 est fixé, si M  € GLr(Dp), en posant m = 
k —VMT{DF){M)—VMT{DF)(M~x) o n a : s iF  et L sont m-proches, alors ÇBfDl {M) 6

D ém onstrations. Les démonstrations des propositions 3.3.1 et 3.3.2 s’appliquent 
aux propositions 3.3.8 et 3.3.9 sans changement. Pour la proposition 3.3.10 il y a 
un petit problème car l’uniformisante de Dp ne commute pas avec les éléments 
de Dp donc il faut vérifier que Cd f d l (b a c ) ~  Cdf dl (b K df dl (a Kdf dl (c ) € 
Mn(P ^m~ai )̂ est toujours vrai. On multiplie par 7r^“1 comme dans la démons
tration de la proposition 3.3.3 et on écrit :

ÇSrDi(BAC) =  ÇSrDL(i'ï%BAC) = < a ,0 t (oS(B)(x5ÎM)C7)

car on avait défini Cdfdl de sorte qu’elle commute à la multiplication par les 
uniformisantes (propriété 2).

Maintenant

=  ° k {<2fdA b ))*-dI 'çspDî (a )czpDl (c )

= < *■ {<5rDLW)czrDL(«%A)(SrBl(,o.
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On a aussi

Cd f d l (a E C®)) =  a K  (Cd f d l ( B ) )  

par la relation (**), page 80. Il faut donc montrer que

ÇS,d>Ï?(B)(»5*M)C)- < ’SrDL{”B(B))ÇSFDL^ A ) Ç S rDL(C) e Mr(P lr ).

On conclut comme dans la démonstration de la proposition 3.3.3, car a^ (B), 7r^“M  
et C  sont dans Mt(Odf ).

La proposition 3.3.4 n’a pas de sens dans ce contexte car Dp n’est pas com- 
mutative. La proposition qui suit parle seulement du polynôme caractéristique 
des matrices dans G'F et G'L.

P ro position  3.3.11 . Soit M ' G G'F et k G N. Il existe alors un m tel que, 
si F  et L sont m-proches, pour tout g' G Çd f d l ( ^ d f ^ ' ^ d f )> ¡es polynômes 
caractéristiques de M' et g' soient k-proches.

D ém onstration . On rappelle la proposition de la page 295, [Pi] :
Soit A  une algèbre centrale simple sur F  de dimension n2. Soit E  une extension

de dimension n de F. Alors, si on a un morphisme d’algèbres unitaires 'P : A  ->
Mn(E), pour tout élément g de A, le polynôme caractéristique de ^(g) (qui a
priori a des coefficients dans E ) a tous ses coefficients dans F  et c’est le polynôme
caractéristique de g.

Dans notre cas, A  =  Mr(DF). Elle agit sur DF. En écrivant DF =  0  7rDFE
o <i<d

on a un isomorphisme DF ~  E n et par conséquent une action de Mr(DF) sur En. 
On a obtenu donc un morphisme d’algèbres $  : Mr(DF) —> Mn(E). Le polynôme 
caractéristique de M ' est alors égal au polynôme caractéristique de ÿ(M '). On va 
calculer ce dernier en fonction des coefficients de M'. Supposons que M' s’écrit 
M ' =  et que 'Ï'(M ') s’écrit (nsi)i<s)t<n. Supposons maintenant que

pour tout i et j ,  s’écrit sur la base \,'Kdf ,'k2df--'k<df de Dp sur E:

mij = E  *DFe>iv 4  6 E - 
0<k<d—\

Pour tout 0 < l < d — 1, pour tout tel posons efj = crlE(efj). On peut se fabri
quer une matrice U(M’) =  (uvw)i<viw<n a n lignes et n colonnes et à coefficients 
dans E  en posant pour tout 1 < v, w < n : u ^  = efj où i, j , k et l sont définis 
comme suit : l est le quotient de la division euclidienne de v par r, i — 1 est le reste 
de la division euclidienne de v par r, k est le quotient de la division euclidienne 
de w par r  et j  — 1 est le reste de la division euclidienne de w par r.
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Notation : Si P  est un polynôme dans Z[Xn , X n ,  ...Xnn][i], si A  =  (aij)i<ij<n 
est une matrice dans Mn(F), si x e F, l’élément P (an ; ai2; o nn;x) de F  sera 
noté abrégé P(A\x).

Lemme 3.3.12 . Pour tout 1 <  s ,t  <  n il existe un polynôme indépendant de 
M ', Pst € Z[Xn , X 12, ...Xnn][i], dont le degré total en les variables X n ,X i 2 , —X nn 
est 1, tel qu’on ait nst =  Pst{U(M')\-Kp).

Démonstration. Il suffit de vérifier cette propriété pour des matrices du type 
Mio% =  (mo)i<«J<r où m'j =  SioiSjojnkDFe où i0, j 0 sont des entiers entre 1 et 
r, k est un entier entre 1 et d, et e 6 E, car l’ensemble formé par ces matrices 
engendre Mr(Dp) sur Z et les polynômes considérés sont de degré 1 en les n2 
premières variables. Soit d\, d2-..dr la base canonique de DrF. L’élément M,*®0 agit 
sur DrF en envoyant d{ sur 0 pour tout i ^  io et en envoyant d^ sur 7rDFedjQ. Si 
on se représente la matrice 'ïr(Mt**0) par blocs de taille d x d ,  alors tous ces blocs 
sont nuls à l’exception de celui qui se trouve dans la position iojo, et ce dernier 
est égal à. X  = (xij)\<ij<d où les Xÿ sont donnés par:

- si 1 < i < k, alors Xÿ =  5ij-d+k^F^k~d+:i~l {e)
- si k + 1 < i  < n , alors Xÿ =  <J,-)j+jkcrJ-1(e).

Le lemme est vérifié.

Lemme 3.3.13 . H existe des polynômes Po,Pi...Pn_i € Z [X n ,X i2 , ...Xnn][t] 
tels que pour toute matrice M' dans Mr(Dp), le coefficient de X %, 1 < i <  n — 1, 
dans le polynôme caractéristique de M ' soit égal à Pi{U(M')\'Kp).

Démonstration. C’est évident par le lemme 3.3.12 plus haut.

Lemme 3.3.14 . Les points a), b) et c) de la proposition 3.3.4 sont vérifiés si 
on remplace Z[Xn , X i2, ...A'nn] par Z[Xn , X n , ...Xnn][t], P(M ) par P(M ; np) et 
P(N ) par P(N-,wl ).

Démonstration. La démonstration marche identiquement en tenant compte 
que, si F  et L sont m-proches, alors 7i> et ttl sont m-proches. Une autre façon 
de démontrer ce lemme est de le voir comme un cas particulier de la proposition 
3.3.4 : on applique la proposition 3.3.4 à (n +  l)2 variables.

Démontrons maintenant la proposition 3.3.11. On remarque que, si M  et M 1 
sont dans Mr(Dp), et si M  — M ’ 6 Mr ( P ^ ) ,  alors pour tout i , j , si on écrit

mij = E D̂Feij et mij = E D̂Fe>ijy on a P°ur tout k: eij ~ Ai €
0<k<d-\ 0<k<d-X
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Pp. Par conséquent, pour tout entier kx fixé, il existe un entier k2 tel que, si 
F et L sont /^-proches, pour tout M  € Cdfdl( ^ df^ ' ^ df ) 011 a t̂ :  W(M) 6 
ZkéK(K kiU (M ')K ké )  (on a utilisé les propositions 3.3.2, 3.3.9, 3.3.3, 3.3.10 et le 
fait que si e, e' € E  sont ¿-proches alors, pour tout a € Gal(E/F), a(e) et cr(e') 
sont ¿-proches).

Soit maintenant M 'comme dans l’hypothèse de la proposition 3.3.11. On pose 
N =  min VMn(E){Pi{U{M'))) qui a un sens parce qu’au moins Pq((U(M'))) est

non nul (car égal à det(M')). L’entier N  n’est autre que la valuation du polynôme 
caractéristique de M " vu comme élément de Fn. En appliquant la proposition 
4 b) à la matrice U(M') € Mn(E) on trouve qu’il existe un ¿o tel que, si L est 
¿o-proche de F, pour toute matrice M" € CeV(K eKU(M ')K£K), pour tout i 
entre 0 et n — 1 tel que Pi(U(M')) ^  0, Pi(U(M')) et Pi(M") soient ¿-proches. 
En appliquant le lemme 3.3.14c) aux polynômes Pi qui vérifient Pi(U(M')) =  0 
on trouve qu’il existe un k'Q tel que, si L est est ¿¿-proche de F, pour toute

matrice M" € C e V ( ^ >) ^ e‘k ) on a vMn(K)(Pi(M")) > k + N. En posant 
¿i =  m ax^o; ¿0} l’entier m  =  ¿2 (voir quelques lignes plus haut pour ¿2) vérifie 
les propriétés requises par la proposition 3.3.11.

3) Correspondance faible

Lemme 3.3.15 . Avec les notations de l ’annexe 1, si n est une représentation 
de G f (resp. G'F), si F  et L sont m-proches pour un entier m tel que CFi(7r) 
(i'esp.ÇpFDL(/ïï)) ait un sens, on a:

—An +  m(7r) < m(Cfx(7r)) < mfa) +  An

(resp.
-A n  +  m(n) < m(Ç%FDL(7r)) < m(n) + An).

La démonstration de ce lemme est donnée dans l’annexe 1, partie III.

Théorème 3.3.16 . Il existe une unique bijection :

C : E 2{G) -+ E \G ')

telle que pour tout n G E 2(G) on ait

X M  =  ( - l ) n_rXc0r)(y') V<7 «H- g' elliptiques réguliers.

Les représentations n et C(7r) ont le même caractère central.
L ’application C commute à la tensorisation avec les caractères.
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D ém onstration . On procède pax contradiction, en transférant à la caractéris
tique nulle. Soit 7r une représentation de carré intégrable de Gp et soit eu le 
caractère central (unitaire) de 7r.

P ropo sition  3.3.17 . Soit n' une représentation de carré intégrable de G'F de 
caractère central u . Supposons qu’il existe M  G Gf et M' G G'F elliptiques régu
liers tel qu’on ait M  M ' et:

Alors il existe un entier m  >  1 tel que, si L est un corps local de caractéristique 
nulle m-proche de F  et C l la correspondance sur L entre GLn(L) et GLt(Dl), 
on ait C l (C flW ) #  CFxOO-

D ém onstration .
Principe: On veut trouver un voisinage V  de M, un voisinage V' de M ' et un 
entier m tel qu’on ait :

1) X* est constant (égal à x«{M)) sur V
2) Xir' est constant (égal à x ^ { ^ ') )  sur V'
3) Pour tout corps L qui est m-proche de F  Ç™L(V) Çfl^Y') sont bien 

définis et on a :
a) XçpL(n) est constant égal à Xn{M) sur <rt(V) et
b) Pour tout élément g9 G C flÎ^ )  ^ existe un élément g € fo (V )  tel 

qu’on ait g -H- g'.
Si on suppose que C flM  et CflÎ7̂ ) se correspondent par la correspondance 

en caractéristique nulle, on obtient alors par 3)a) et b) que le caractère XçpL(it>) 
est constant égal à x*{M) sur Çj?£(V'). Mais, par le 2), x*' est constant sur V' 
et en utilisant la fonction caractéristique ly» de V' qui se relève, on aurait

tTTr'(\V') =  irÇ ^T r'X C j^ iv '))

ou encore
xA M ’)vol(V) = x*(M)vol( ÇpL(V%

C’est une contradiction, car ÇpL préserve le volume et Xx'(M') ^  x*{M).

On va donc constuire V, V ' et m qui vérifient ces conditions. Quite à conjuguer 
M  on peut supposer qu’elle est la matrice compagnon de son polynôme caractéris
tique. Soit f n un pseudocoefficient de 7r. Soient m et s comme dans la proposition 
3.3.7. Par cette proposition, le caractère XçpL(*) de Cfl(tt) es* constant égal à 
Xtt(M) sur l’ensemble des éléments de Gl qui ont un polynôme caractéristique 
s-proche de celui de M. Donc le caractère de C^CflC71-)) est constant égal à 
(—l)n_rXT(M) sur l’ensemble des éléments de G'L qui ont un polynôme caracté
ristique s-proche de celui de Ai. Mais le polynôme caractéristique de M  est aussi
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celui de M'. Posons s =  k dans la proposition 3.3.11 et notons m ' l’entier (qui dans 
la proposition 3.3.11 est noté m) associé à ce k. En posant m" =  maxjmjra'}, 
si L et F  sont m"-proches, alors on a Çd 'fdl(K$'fM 'K % )  c  X Mj  où X „,s est 
l’ensemble des éléments de G'L qui ont un polynôme caractéristique s-proche de 
celui de M. Quite à changer de voisinage (et à augumenter m") on peut suppo
ser que Xir> était constant sur (car M ' est semisimple régulier). On 
pose V = KpMK™, V' = K%”M'K%f et alors le triplet (V; V"; m") vérifie les 
conditions 1), 2) et 3). On peut donc conclure comme on l’a expliqué quand on 
a décrit le principe de la démonstration.

Démontrons maintenant le théorème. Définissons d’abord C(7r). Supposons 
qu’il n’existe pas de représentation de carré intégrable V G E 2(G') de caractère 
central u  telle que x*-(<7) =  (—l)n_rXir/(pO Pour tous g «-»• g' elliptiques réguliers. 
Pour tout A; G N*, on note X q f  (resp. X ^ )  l’ensemble de classes d’équivalence 
de représentations de carré intégrable de Gp (resp. G'F) de caractère central u> et 
de niveau inférieur ou égal à k. Ce sont des ensembles finis. Soit k = m(n) + 15n 
(voir l’annexe 1 pour la définition de m(n)). Pour toute représentation ir' dans 

, on sait qu’il existe M  G G f  et M ' € G'F elliptiques réguliers tel qu’on ait 
M  *-» M' et :

x A M )  #  (-1  r ~ rx A M f).

Prenons m  assez grand pour que le lemme 3.2.14 et le lemme 3.3.15 et la propo
sition 3.3.17 soient réalisés pour 7r et pour toute représentation dans X q, (qui

est un ensemble fini). Soit L  un corps local m-proche de F . On note X ql (resp. 
X q,l ) l’ensemble de classes d ’équivalence de représentations de carré intégrable

de G i (resp. G'L) de caractère central Çpi{ui) et de niveau inférieur ou égal à k. 
L’application Ç$FDl réalise une bijection de X ^  sur X ^ , et puisqu’on sait que

la proposition 3.3.17 est vraie pour tout 7r' € X q, , on en déduit que pour tout

a G X q, , C i((f l (jt)) ± a. Mais on a

WCflOO) ^ m(ir) + 471

par le lemme 3.3.15 et donc

MClÎCflM)) ^ "»fr) + 8n

en combinant avec la proposition 3.1.10.
Par la proposition 3 de l’annexe 1 (partie I), on a

w v(Cl (CfL(7t))) < m ax{l;m (CL(CFr(7r))) + 7n}

et on obtient donc

niv(C[J(Ç1FL(Tr))) < max{l;m(7r).-l- 15n} =  m(7r) +  15n
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car m(7r) est positif on nul, 7r étant une représentation générique de GLn(F ) ([GP- 
SS], th.5.1a)). Comme le caractère central de Ci(Cpx(7r)) est celui de CFlOO donc 
ÇpL(w) = Cdfdl(u ) i on a C l(C fi/71-)) € ^ g'l - Contradiction. Donc, il existe une 
représentation de carré intégrable ir' € E 2(G'F) de caractère central u  telle que 
Xx(g) = ( -1  )n~rX*'(g') pour tous g 44 g1 elliptiques réguliers.

Montrons qu’il existe une unique telle représentation 7r' modulo équivalence. 
Supposons par l’absurde qu’une autre représentation de carré intégrable tt"  de G'F 
vérifie XirG/) =  (—l)n-rXîr"(P/) Pour tous g ++ g' elliptiques réguliers. Par ortho- 
gonalité des caractères sur GF, aucune autre représentation p de carré intégrable 
de GF ne peut vérifier xp{g) =  ( - ^ " “’’Xtt'Î^) pour tous g g' elliptiques régu
liers ou xp{g) — (~ Pour tous g 44 gf elliptiques réguliers. C’est vrai 
en particulier pour l’ensemble fini X q f \{-ïï} o ù  k  =  max{l; 771(7̂ ) +  15n; m (ir" )  + 
15n}. Prenons m  tel que le lemme 3.2.14 et le lemme 3.3.15 et la proposition 
3.3.17 soient réalisés pour 7r', n" et pour toute représentation dans X q f . En 
appliquant la proposition 3.3.17 on trouve qu’aucune représentation a dans l’en
semble ne correspond ni à Cz?Fz>L(7r/) ni a Cdf dl {^')- Mais> P211 le 
même calcul que plus haut on obtient

niv{C^1 (CdfDl (ff'))) < max{l;m(7r') +  15n}

et
niv{C l1(Ç%FDL(/*"))) ^  max{l;m(7r") +  15n}.

Par conséquent, on a € X%L et Ç£1(Çg‘,Dt Or',))_ € X ^ L. On
n’a pas le choix: on doit avoir =  CflOO et C^ÎC dfdl (^")) =
CflW - Ce n’est pas possible, sauf si n ’ ~  tt" .

Il existe donc une unique représnetation de carré intégrable 7r' de G’L telle que

X*(^) =  ( - l ) n-rX7r'(p/)

pour tous g 44 gf elliptiques réguliers. On pose C(7r) =  7r'. On étend C en tordant 
par les caractères à toutes les représentations essentiellement de carré intégrable.

L’application C est injective par orthogonalité des caractères des représenta
tions de carré intégrable de caractère central donné sur G (th.2.2.3).

Montrons que C est surjective. Si 7r' € E 2{G') n’est pas dans l’image de C, 
alors en particulier pour tout 7r 6 E 2(G) de même caractère central que tt' et de 
niveau inférieur ou égal à 771(71-') +  15n on a C(7r) ^  7r'. On procède comme plus 
haut par comparaison pour obtenir par la proposition 3.3.17 qu’aucune représen
tation de Gl de niveau inférieur ou égal à m(7r') +  15n ne correspond à 
alors que, par ailleurs, C l 1(Çfl(tt')) vérifie

«»«(C zH S xM ) ^  m (c Zl (CFL(7r'))) +  7n < tt')) +  l in  < m(tt') +  15n.
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Contradiction qui prouve la surjectivité.

C orollaire 3.3.18 . La restriction des caractères des représentations de carré 
intégrable de G' de caractère central u  fixé à l ’ensemble des éléments elliptiques ré
guliers forme un système orthonormal complet pour l ’espace de Hilbert L2(G'e;uj).

D ém onstration . On avait obtenu ce résultat pour GLn(F) (corollaire 2.3.9). 
Par le théorème de correspondance faible ci-dessus et grâce à l’isomorphisme i 
entre L2(Ge;u) et L2(G'e; u) défini à la section 9, chapitre 1, on le transfère sans 
problème sur G'.

R em arque 1. On a obtenu au passage le résultat suivant : pour tout k il existe 
un m  tel qu’on ait

pour toute représentation 7r de Gp telle que m(7r) <  k.

R em arque 2. On a été obligés de se restreindre aux éléments elliptiques ré
guliers et démontrer d’abord cette correspondance faible parce qu’on utilise le 
“relèvement en caractéristique nulle” des intégrales orbitales et il n’y a relation 
entre ces dernières et les caractères des représentations que sur Ge (on n’a rien 
pour les autres éléments semisimples réguliers). Mais c’est suffisant pour obtenir 
le corollaire ci-dessus qui implique en fait une correpondance forte.

4) C orrespondance forte

T héorèm e 3.3.19 . Il existe une unique bijection :

C : E 2(G) -> E 2{G') 

telle que pour tout 7r € E 2(G) on ait

Xn(g) =  ( - i ) n- rxcM(g') Vg «-* g'-

7r et C(7r) ont le même caractère central.
L ’application C commute à la tensorisation avec les caractères.

P ro position  3.3.20 . Soit n' une représentation cuspidale de G'. Alors, avec 
les notations de l ’annexe 1, on a

—An < m(ît').
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D ém onstrations. Comme on l’a fait remarquer à la fin de la section 1 de ce 
chapitre, le seul résultat spécifique à la caractéristique nulle qu’on a utilisé pour 
y prouver l’analogue du théorème de correspondance forte et de la proposition 
ci-dessus a été l’orthogonalité des caractères sur G'. Or, on vient juste de la 
démontrer (corollaire 3.3.18). Nous pouvons (et devons) donc reprendre la dé
monstration qui fait l’objet de la section 1 et dont tous les arguments sont main
tenant valables en caractéristique non nulle. On peut donc reprendre entièrement 
la démonstration faite en caractéristique nulle (section 1 de ce chapitre).
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Chapitre 4 

APPLICATIONS
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Introduction

Ce chapitre est composé de cinq sections qui sont autant d’applications du théo
rème de correspondance prouvé au chapitre précédent. Les premières quatre s’en
chaînent et la cinquième contient deux résultats globaux. Dans la première on 
montre, comme le titre l’indique, que sur GLr(D) l’induite d’une représentation 
de carré intégrable est irréductible, résultat classique pour le groupe GLn(F) 
([Ja]). On en déduit (deuxième section, première sous-section) qu’il y a un plonge- 
ment JL r du groupe de Grothendieck des représentations admissibles de longeur 
finie de GLr(D) dans le groupe de Grothendieck des représentations admissibles 
de longeur finie de GLn(F) qui vérifie, pour tout 7r, pour tous g «-» g',

=  ( - l ) " - r XJLr (7r)(0)-

Dans la deuxième sous-section on introduit l’algèbre de Hopf associée aux 
représentations de tous les groupes GLT(D) pour r entier positif (à la façon dont 
Zelevinski l’a fait pour les groupes GLn(F) pour tous les n entiers positifs) et on 
montre qu’elle est isomorphe (naturellement) à un quotient de celle de Zelevinski. 
Une conséquence des résultats de la deuxième section est le transfert de toutes 
les fonctions à support compact de GLr(D) sur GLn(F) qu’on montre dans la 
troisième section. On y montre aussi qu’il y a transfert en sens inverse et on 
en déduit le transfert dans les deux sens pour les fonctions à support compact 
modulo le centre et à caractère central. Comme conséquence du transfert de 
toutes les représentations et de toutes les fonctions de GLr(D) sur GLn(F) on 
tire l’intégrabilité locale des caractères pour le groupe GLr(D) (le cas intéressant 
étant quand la caractéristique de F  est non nulle, bien sûr). Dans la cinquième 
section nous démontrons que si A est une algèbre centrale simple de dimension 
finie sur un corps global F et G' le groupe des éléments inversibles de A, alors 
il existe au plus un nombre fini de représentations automorphes cuspidales du 
groupe des adèles de G1 qui ont des composantes locales fixées à toutes les places 
infinies et à presque toutes les places finies. On en déduit un résultat global qui 
figure déjà dans [DKV] : si on se donne un ensemble fini de places finies 5  et à toute 
place dans S  une représentation de carré intégrable du groupe G'(FV), il existe 
au moins une représentation automorphe cuspidale ft du groupe des adèles de G1 
telle qu’à toute place v dans S, la composante locale de ïï est irv. Les théorèmes 
qu’on montre aux sections 1 et 3 ont déjà été prouvés en caractéristique nulle 
dans [DKV].
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4.1 Irréductibilité des induites des représenta
tions essentiellement de carré intégrable sur
a

Soient F  un corps local non archimédien de caractéristique quelconque, D  une 
algèbre à division centrale sur F, de dimension finie d2, r  un entier strictement 
positif et G' = GLr(D). Le but de cette section est de montrer le théorème 4.1.1 
plus bas. Le cas de caractéristique nulle a déjà été prouvé dans [DKV] (théorème 
B.2.d) et c’est là qu’apparaît l’idée d’utiliser le théorème de Paley-Wiener.

Théorèm e 4.1.1 . Soit P  un sous-groupe parabolique de G' et soit P  = LU une 
décomposition de Levi de P. Soit 7r une représentation de carré intégrable de L. 
Alors indp ir est irréductible.

D ém onstration . On montre ce résultat par récurrence sur l’entier strictement 
positif k tel que G' = GLk{D) (D est fixée). On utilisera les notations ^(G 1) 
et (G1; 7r) de la section 7, chapitre 1 et la notation Grot(G') pour le groupe 
de Grothendieck de G'. Pour k = 1 le théorème est évident. Supposons que le 
théorème est vérifié pour tout k < r. Supposons maintenant par l’absurde qu’il 
existe un sous-groupe parabolique propre Po de G' =  GLr(D), une décomposition 
de Levi P0 =  LqUq de Po et une représentation de carré intégrable 7To de L0 telle 
que l’induite de Po à G' de la représentation -kq ne soit pas irréductible. On sait 
qu’on a dans Grot(G') :

S

indpo7r0 =  üin 
i= 1

où les ai sont des entiers strictement positifs et les Tj sont des représentations 
tempérées de G' non équivalentes, et aucune parmi les r* n’est de carré intégrable. 
Montrons d’abord que 3 =  1.

Supposons par l’absurde que s > 2. On a alors deux cas :

P rem ier cas: Il existe un i € {2,3...s} tel que Tj ^ ^ (G 'jri). On peut 
supposer que i = 2. Supposons que parmi les Tj on a =  t\, ri2, Ti3 ...rip € 
tf(G ';n ) et rh  =  r2, rh , rh  ...rjq € V(G';t2). Posons

Q

a=(52aju)/p
u —l
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p =  ( * T aiv)/q-
v = l

On considère alors la forme linéaire /  sur Grot(G') définie sur la base de Lan- 
glands par :

1) f{p) = a si p e ^ { G '; r i )
2) f(p) = - P s i p €  #((?'; r2)
3) f(p)  =  0 si p est une représentation de la base de Langlands (sect.6, chap.l) 

de Grot(G') qui n’est pas dans l’un des deux cas précédents.

R em arque. Les conditions 1) et 2) ont été choisies de façon à ce que 1),
2) et 3) impliquent que / ( x  ® indp0irQ) =  0 pour tout x  € On a aussi
f i n )  =  01^0.

D euxièm e cas : Pour tout i € {2,3...5} il existe un caractère Xi non ramifié 
de G' tel qu’on ait r¿ =  Xi®Ti- Alors, par l’unicité modulo conjugaison de l’induite 
d’une représentation de carré intégrable qui contient une représentation tempérée 
donnée on en déduit que les Xi sont exactement les caractères x  non ramifiés de 
G1 qui vérifient :

(resp'x) <8> 7T0 ~  ttJ'

où w est un élément du groupe de Weyl du tore maximal standard de Lq dans 
G. En particulier, tous les a¿ sont égaux. Aussi, si Xi est le caractère trivial de 
G', {x  17 X2---Xs} est un groupe multiplicatif. Soit alors fo une fonction algébrique 
définie sur la variété '¡/(G';t x) et qui vérifie:

- fo in)  =  1
- foin) =  0 pour i e  {2,3...s}.
Soit e une racine primitive d’ordre s de l’unité. Posons :

S

M r ) = S  ^ f o i X i  ®r)  Vr € $(£'; n) .
¿=1

Définissons cette fois la fonction /  sur la base de Langlands de Grot{G') de la 
façon suivante :

1’) f (p) =  h{p)  si p e  ^(G';ti)
2’) f (p)  =  0 si p est une représentation de la base de Langlands qui ne se 

trouve pas dans $((?'; tí).

R em arque. Dans ce cas aussi, f ( x ®  indp07To) =  0 pour tout x £ ^ (G 1), 
tandis que /( r i)  =  1 / 0 .

Nous allons montrer que la fonction /  vérifie toujours (qu’on soit dans le 
premier ou le deuxième cas) les conditions de Paley-Wiener. Montrons d’abord

et
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en deux étapes que l’application /  s’annule sur toute représentation strictement 
induite.

Étape 1 : /  s’annule sur toute induite d’une représentation essentiellement de 
carré intégrable d’un sous-groupe de Levi propre. (N’utilise pas l’hypothèse de 
récurrence.)

Soient P  un sous-groupe parabolique propre de G', P  =  LU une décomposi
tion de Levi de P  et a une représentation essentiellement de carré intégrable de 
L. Par le lemme 3 de l’Annexe 2 on sait qu’on a deux possibilités :

- si a est un produit du type a =  tp ® au où ÿ  est la restriction à L d’un 
caractère 'P de G' et au est de carré intégrable, alors in d fa  =  ^  <S> ind^' au,

- sinon indfl a est une somme de représentations induites strictes de Lan- 
glands.

Maintenant, si a est dans la deuxième situation, /(indp'cr) =  0 par la construc
tion de /  (condition 3 dans le premier cas et 2’) dans le deuxième)). Si o est dans 
la première situation, alors on a encore une fois deux possibilités :

- ou bien L = L% pour un g G G' et il existe un caractère 9 de L qui est la 
restriction d’un caractère © non ramifié de G' tel que au =  6 ® 7Tq ; alors, dans 
Grot(G'), on a ind^'au =  © ® ind^iro, ce qui implique

f(indpcr) =  /( '£  ® m dfV«) =  / ( ^ 0  <g> indf0 7r0) =  0

(voir remarques plus haut faites sur la construction de /  dans les deux cas),
- ou bien on ne se trouve pas dans cette situation; alors les séries de com

position de © ® indp0(iTo) et indp'cru sont disjointes pour tout © G ^(G '). La 
suite de composition de indp'cru est donc formée de représentations tempérées, 
mais ne contient aucun élément de t*). Cela implique que la suite de 
composition de indp'cr =  '£<£> indpau est formée de représentations essentielle
ment tempérées mais ne contient aucun élément de U*_1̂ r(G';ri). Donc, encore 
une fois, / ( indpcr) =  0 par la condition 3) dans le premier cas et 2’) dans le 
deuxième cas dans la construction de / .

*

Etape 2 : Les induites strictes de représentations essentiellement de carré in
tégrable engendrent l’espace des induites dans Grot(G'). (Utilise l’hypothèse de 
récurrence.)

Remarquons que l’hypothèse de récurrence implique que pour tout sous- 
groupe parabolique propre P  de G' qui a une décomposition de Levi P  = LU, 
toute représentation tempérée de L  est une représentation induite d’une représen
tation de carré intégrable. Par conséquent, toute représentation essentiellement
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tempérée de L  est une représentation induite d’une représentation essentiellement 
de carré intégrable.

Soit P  =  LU un sous-groupe parabolique propre de G'. La remarque plus haut 
vaut maintenant pour tous les sous-groupes paraboliques de L, propres ou pas 
cette fois. Mais l’ensemble des induites des représentations essentiellement tem
pérées de tous les sous-groupes paraboliques (propres ou pas) de L  est une famille 
génératrice de Grot(L) (car elle contient la base de Langlands de L). L’hypothèse 
de récurrence implique donc que l’ensemble des induites des représentations es
sentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes paraboliques (propres 
ou pas) est aussi une famille génératrice de Grot(L). Cela prouve que les induites 
strictes de représentations essentiellement de carré intégrable engendrent l’espace 
des induites dans Grot(G').

On a donc montré en deux étapes que /  s’annule sur toutes les représentations 
qui sont des induites strictes. Pour vérifier les conditions de Paley-Wiener sur /  
il suffit alors de montrer que pour toute représentation irréductible tt de G', la 
restriction de f  k '¡'(G7; 7r) est algébrique. Pour cela, on écrit 7r sur la base de 
Langlands dans Grot(G'). Il y a deux types de représentations qui apparaissent 
dans cette écriture: des représentations essentiellement tempérées de G' et des 
représentations de Langlands induites strictes. Quand on fait le produit tensoriel 
d’une représentation de Langlands induite stricte par un caractère, on obtient 
toujours une induite stricte. Or, on a montré que /  s’annule sur toutes les induites 
strictes. Donc, l’algébricité de /  sur #((?'; 7r) se réduit à l’algébricité de /  sur les 
variétés ^{G'; r) où r  est une représentation tempérée, qui est évidente par les 
conditions posées à la construction de / .

Donc /  est une fonction trace par application du théorème de Paley-Wiener.

Soit / '  une fonction sur G' qui correspond à /  par le théorème de Paley- 
Wiener. On a vu que, pour toute représentation strictement induite a, on avait 
tra (f')  =  0 ce qui implique que l’intégrale orbitale de / '  est nulle sur les éléments 
semisimples réguliers non elliptiques (proposition 4, Annexe 2). La fonction f  
annule de plus les traces de toutes les représentations essentiellement de carré 
intégrable, mais pas la trace de rx. Montrons qu’il y a là une contradiction qui 
prouve que 5 =  1.

(a) F  est de caractéristique  nulle

Montrons que l’intégrale orbitale de / '  s’annule également sur tous les élé
ments elliptiques réguliers de G'. Soit u  un caractère unitaire de Z. Comme on 
est en caractéristique nulle, l’intégrale orbitale de Iu(f')  se trouve dans l’espace 
L2(G'e]uj) (prop.1.9.1). En appliquant la proposition 1.4.2 on trouve que pour
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toute représentation de carré intégrable de G' de caractère central w o n a :  

trx(f) =  £  l ^ c n r 1 [  D(t){x, * ( / „ ( / ' ) ;  ' ) ] (* )&
TeT JTTe9/Z

Comme l’intégrale orbitale de Iw{ f )  est nulle sur les éléments semisimples ré
guliers non elliptiques, la somme porte seulement sur les tores elliptiques et elle 
peut s’écrire

ir(yr)(/„(/')) = <  X*; $ ( 4 ( / ') ;  ) > •

Mais ír7^(/a,( / ,) =  trTr(f') =  0 et donc $ ( /w(/');•) est orthogonal à Xn- comme 
c’est vrai pour tout 7r de carré intégrable et de caractère central w on en déduit 
que $(/„,(/'); ) est identiquement nulle sur G'e par le corollaire 2.3.9. Comme c’est 
vrai pour tout caractère unitaire u  de Z  on en déduit que l’intégrale orbitale de 
f  est nulle sur G'e, comme on l’a fait dans la preuve de la proposition2, annexe
2. Donc l’intégrale orbitale de / '  est finalement nulle sur G>ST. Dans ce cas on 
peut appliquer la proposition 3 de l’annexe 2 (on est en caractéristique nulle), et 
en déduire que la trace de toute représentation de G' est nulle sur / ' .  Mais cela 
contredit tr(T\(f')) ^  0. En conclusion s =  1 et on a indp07r0 =  ar où a est un 
entier strictement positif et r  est une représentation tempérée de G'.

(b) F  est de caractéristique  positive

On reprend les notations du chapitre 3. On va considérer maintenant un corps 
local L  de caractéristique nulle ra-proche de F, tel que Çdfdl{Î') annule la trace 
de toute représentation strictement induite et de toute représentation essentiel
lement de carré intégrable de G'L d’une part, et que Cdfdl {ti) soit bien définie 
d’autre part. Par ce qui précède, L étant de caractéristique nulle, on saura que 
Cdfdl U') annule la trace de toute représentation de G'h. On obtiendra ainsi une 
contradiction avec l’égalité

trCSFDLiji){CBFDL{f')) = trTi (/')•

L’idée pour trouver un tel m  est d’utiliser la proposition 4.1.2 plus bas. Mais 
adoptons d’abord quelques notations.

Dans ce qui suit on notera les sous-groupes de Levi avec la lettre M  (contrai
rement à la convention observée jusqu’ici) pour ne pas les confondre avec le corps 
L. Sur G'f =  GLr(Dp), la paire parabolique standard sera par convention (A; P) 
où A  est le tore diagonal et P  est le groupe des matrices dans G'F qui sont 
triangulaires supérieures. On adopte les mêmes conventions sur G'L. Ainsi, un 
sous-groupe de Levi standard M  de G'F ou G'L est formé des matrices diagonales 
par blocs de taille donnée et on peut associer h M  de façon biunivoque une suite 
ordonnée d ’entiers strictement positifs n i,n 2...nt telle que Y^i=ini — r °ù les
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rii représentent les tailles de ces blocs. A un sous-groupe de Levi standard de 
G'p correspond donc un unique sous-groupe de Levi standard de G'L. C’est pareil 
pour les sous-groupes paraboliques standard. Si Mp est un sous-groupe de Levi 
standard de G'p on note Ml le sous-groupe de Levi standard de Gl qui lui cor
respond, et si Pp est un sous-groupe parabolique standard de G'p on note Pl le 
sous-groupe parabolique standard de G'L qui lui correspond.

P ro positio n  4.1.2 . Soient Pp un sous-groupe parabolique standard de G'p et 
Pp =  MpUf la décomposition de Levi standard de Pp. Alors il existe un m  tel 
que, si F  et L sont m-proches, alors C,df dl U') Cd f d l { Î Pf )  son  ̂ bien définies 
et on a

(CDFDL( f ' ) ) PL =  CDFDL( f  P f )•

D ém onstration . L’analogue de cette proposition dans le cas particulier G'p =  
GLr(F) est montré à la page 1053 de [Le3]. La démonstration est exactement la 
même dans notre cas.

Soit Vf l’ensemble de tous les sous-groupes paraboliques standard, propres 
ou pas, de Gp et soit m  un entier suffisamment grand pour que, pour tout corps 
local L qui est m-proche de F, la proposition 4.1.2 plus haut soit vérifiée pour 
tout Pp £ Vf qui a une décomposition de Levi standard Pp = MpNp (c’est 
possible puisque Vf est un ensemble fini). On a alors:

1) si Pl est un sous-groupe parabolique standard propre de G'L, si Pl =  Ml Ul 
est une décomposition de Levi standard de Pl , si n est une représentation lisse 
irréductible de Ml , alors:

- ou bien le niveau de 7r est supérieur strictement à m et alors

M C W /Pf)) = ».
- ou bien le niveau de n est inférieur ou égal à m et alors, en supposant 

que a est la représentation lisse irréductible de Mp qui vérifie CDFDL(a) =  n on 
peut écrire :

dfdl ( / Pf)) = tr a ( f ’PF) =  tr(indpFa ) ( f )  =  0

car / '  annule la trace de toute représentation strictement induite sur G'p.
Dans les deux cas on obtient trir(Ç™FDL( f 'PF)) =  0 ce qui implique, compte 

tenu de la proposition 4.1.2 plus haut, que

tr (indp^ 7r ) (Cdfdl ( f )  ) =  0.
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Finalement, on a trouvé que ÇBFDL{f') es  ̂ une fonction qui annule la trace de 
toute représentation induite stricte de G'L.

2) si 7r est une représentation essentiellement de carré intégrable de G l, alors 
ou bien son niveau est supérieur à m  et donc trTr((^FDL(f')) =  0 ou bien son 
niveau est inférieur ou égal à m et alors, en supposant que a est la représentation 
lisse irréductible de G'F qui vérifie Q)F dl (a) =  ?r on a que o est une représentation 
essentiellement de carré intégrable (prop.3.2.14) et par conséquent

t r A C dfd l ( Ï Ï )  =  t r a ( f ' )  =  0

car f  annule la trace de toute représentation essentiellement de carré intégrable 
de G'f . Finalement, on a trouvé que C,dfdlW ) annule la trace de toute représen
tation essentiellement de carré intégrable de G'L.

Par les points 1) et 2) ci-dessus et par le raisonnement fait déjà en caracté
ristique nulle, on en déduit que Cdfdl ( f )  annule la trace de toutes les représen
tations de G'l . D’autre part, comme t r r \ ( f )  /  0, le niveau de T\ est inférieur ou 
égal à m et donc Cdfdl (ti) est bien défini et

t r C o FDL ( n ) ( C d f d l ( / ' ) )  =  t r r i  ( / ' )  ï  0-

Contradiction. On trouve donc, comme en caractéristique nulle, que s =  1 et on 
a indpQ 7r0 =  ar où a est un entier strictement positif et r  est une représentation 
tempérée de G'.

Le fait que a =  1 se montre exactement de la même façon que les étapes (2) et 
(3) de la preuve de la proposition 27 de [FK], page 98. Je fais ici la remarque que 
l’étape (1) de la dite démonstration est incorrecte, puisqu’on y utilise pour des re
présentations essentiellement de carré intégrable le résultat selon lequel les suites 
de composition de deux induites à partir de représentations de carré intégrable 
sont ou égales ou disjointes. Or, ce résultat est faux pour des représentations 
essentiellement de carré intégrable par exemple parce que l’induite d’une repré
sentation cuspidale peut très bien contenir une représentation essentiellement de 
carré intégrable, ainsi que d’autres sous-quotients. Mais cette étape (1) peut être 
remplacée par la démonstration plus haut (cas de caractéristique nulle), inspirée 
elle même de [DKV].
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4.2 Correspondance de toutes les représentations

4.2.1 Correspondance entre les groupes de Grothendieck

Dans cette sous-section F  est un corps local non archimédien, D est une 
algèbre centrale simple sur F  de dimension d2, r  est un entier strictement positif, 
n =  rd, G =  GLn(F) et G' =  GLr(D). Sur G comme sur G', la paire parabolique 
minimale standard sera formée par convention du tore diagonal et du groupe 
des matrices triangulaires supérieures. Ainsi, à un sous-groupe de Levi standard 
de G' correspond un unique sous-groupe de Levi standard de G et à un sous- 
groupe parabolique standard de G' correspond un unique sous-groupe parabolique 
standard de G. Si L' est un sous-groupe de Levi standard de G' et L  est le 
sous-groupe de Levi standard de G qui lui correspond, L' est un produit de 
groupes du type GLk(D) et L  est un produit de groupes du type GLdk(F) qui 
leur correspondent. Il y a donc une correspondance qu’on note toujours C entre 
les représentations essentiellement de carré intégrable de L  et les représentations 
essentiellement de carré intégrable de L' induite par la correspondance C du 
théorème 3.3.19. Si P  est un sous-groupe de Levi standard de G (ou G'), si L est 
son sous-groupe de Levi standard si 7r est une représentation de L, si g est un 
élément de G (ou G'), on adopte les notations P 9 pour g~lPg , L9 pour g~lLg et 
7T5 pour 7r(<? • g-1).

P roposition  4.2.1 . Soit Bq l’ensemble des représentations induites de repré
sentations essentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes parabo
liques standard de G. Alors Bq n’est autre que la base de Langlands de Grot(G). 
Soit Bg> l ’ensemble des représentations induites de représentations essentielle
ment de carré intégrable de tous les sous-groupes paraboliques standard de G'. 
Alors Bq' n’est autre que la base de Langlands de Grot(G').

D ém onstration . Le fait que Bq est une base de Grot(G) ressort de [Z] sans que le 
fait que c’est exactement la base de Langlands y soit dit explicitement. Ce résultat 
est en fait une conséquence directe du fait que les induites des représentations de 
carré intégrable sont irréductibles et la démonstration est la même sur les deux 
groupes :

- si (A; P; t ; u) est un quadruplet de Langlands pour G (ou G'), alors il existe 
un couple (P'\ a) tel que P 1 est un sous-groupe parabolique standard de G (ou G') 
inclus dans P, a est une représentation de carré intégrable du sous-groupe de Levi 
standard de P' et r  est une sous-représentation de indp,a. Par l’irréductibilité 
des induites des représentations de carré intégrable (théorème 4.1.1), on en déduit 
que r  =  indp,cr et par conséquent v <S> t =  indp,((resp,i/) ® a) d’où

indp ou G>(u (g) r) =  ind%ou G'((resp,u) <g) a);
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- si P ' est un sous-groupe parabolique standard de G (ou G') et L' son sous- 
groupe de Levi standard, si x est un caractère de V  et a est une représentation de 
carré intégrable de L', alors il existe un sous-groupe parabolique standard P  de G 
(ou G') contenant P ' et maximal pour la propriété qu’il existe un caractère u de 
P  tel que resp,v =  x- Alors, par irréductibilité des induites des représentations 
de carré intégrable indp,(x 0  cr) = v 0  r  où r  est une représentation tempérée. 
Si A  est le tore maximal standard de P , alors (A; P; r; v) est conjugué dans G 
à un quadruplet de Langlands (.A9;P 9-,t9;u9) (voir démonstration du lemme 3, 
annexe 2). On a alors d’une part

indp ou G' {v 0  r) =  indG,ou G> {(resp,v) 0  a)  

et d’autre part, dans le groupe de Grothendieck,

ind% ou G'(i/ 0  r) =  indpgou G'(u9 0  r 9).

D’où le résultat.

Soit JL r l’application définie sur Bq> à valeurs dans Grot(G) de la façon 
suivante : soient P ' un sous-groupe parabolique standard (propre ou pas) de G', 
L ' le sous-groupe de Levi standard de P ' et a une représentation essentiellement 
de carré intégrable de 11 ; soient P  le sous-groupe parabolique standard de G qui 
correspond à P', L le sous-groupe de Levi standard de P  (L correspond à L') et a 
la représentation essentiellement de carré intégrable de L  qui vérifie C(cr) =  o' ; 
on pose

3hr{indG,o') =  indGa.

Grâce à la proposition précédente, JL r s’étend de façon unique en un morphisme 
injectif de Z-modules de Grot{G') dans Grot(G).

T héorèm e 4.2.2 . a) Le morphisme injectif de Z-modules

JL r : Grot{G') -»• Grot(G), 

commute à la tensorisation avec des caractères, et on a

Xn'(g') =  ( - l ) n-rXJMir')(p) v g -H- g'.

b) Le morphisme JL r réalise une bijection
- entre les représentations de carré intégrable de G' et les représentations de 

carré intégrable de G, ainsi qu’entre les représentations essentiellement de carré 
intégrable de G' et les représentations essentiellement de carré intégrable de G 
(l’application inverse n’est autre que C),

- entre les représentations tempérées de G' et les représentations tempérées 
de G qui sont des induites de représentations de carré intégrable de sous-groupes
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paraboliques de G qui se transfèrent, ainsi qu’entre les représentations essentiel
lement tempérées de G' et les représentations essentiellement tempérées de G 
qui sont des induites de représentations essentiellement de carré intégrable de 
sous-groupes paraboliques de G qui se transfèrent,

- entre les représentations cuspidales de G' et les représentations essentielle
ment de carré intégrable de G dont la restriction de Jacquet à tout sous-groupe 
parabolique qui se transfère est nulle.

c) Soit S g,g1 le sous-module de Grot(G) engendré par l ’ensemble des représen
tations induites de représentations essentiellement de carré intégrable de tous les 
sous-groupes paraboliques qui ne se transfèrent pas. Alors S g,g1 est un supplémen
taire de l ’image Im (JL r) de JL r dans Grot(G) et JL r induit un isomorphisme

Grot(G ') ~  Grot(G)/Sg,g' •

D ém onstration , a) Pour vérifier qu’on a

X *isñ  =  ( - l ) n _ rXJLr (,r')(^) ^ 9 ^ 9 '

pour tout -k' G Grot(G') il suffit de le vérifier pour tout 7r' g Bq>- Si 7r' est une 
représentation essentiellement de carré intégrable c’est le théorème 3.3.19 car 
JL r (7r;) =  C : (vr'). Si 7r' est une induite stricte d’une représentation essentielle
ment de carré intégrable cela résulte de la définition de JL r(7r') et du théorème 
1.3.2.

Pour montrer que JL r commute à la tensorisation avec des caractères il suffit 
de le montrer sur la base Bq>. Soit x un caractère de G1. Si tt' =  indp',0 1, où 
P ' est un sous-groupe parabolique standard de G' et o' est une représentation 
essentiellement de carré intégrable du sous-groupe de Levi standard V  de P 1, 
alors on a

X <8> 7r' =  indp,((resp,x) ® c/).

Or, (resp,x) ® o' est une représentation essentiellement de carré intégrable de 
U . Soient P  le sous-groupe parabolique standard de G correspondant à P ', L 
son sous-groupe de Levi standard et a la représentation essentiellement de carré 
intégrable de L qui correspond à a' par la correspondance entre L  et L'. On a 
alors par définition de JL r :

JL r(ind$,((res%x) ® &')) =  ind?p((respX) ® cr).

On en déduit que

JL r (x ® vr') =  3Lr(ind%((resp,x) ® cr')) =  ind$((respx) <8>cr) =
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b) L’assertion sur les représentations essentiellement de carré intégrable est le 
théorème 3.3.19 de correspondance. L’assertion sur les représentations de carré 
intégrable en résulte puisque C conserve le caractère central et une représenta
tion essentiellement de carré intégrable est de carré intégrable si et seulement 
si son caractère central est unitaire. Les représentations tempérées de G' sont 
exactement les induites de représentations de carré intégrable des sous-groupes 
paraboliques strictes ou pas et l’assertion sur les représentations tempérées est 
imédiate. Le morphisme JL r commute à la tensorisation avec des caractères, donc 
on peut passer des représentations tempérées aux représentations essentiellement 
tempérées. La partie concernant les représentations cuspidales est le théorème 
B.2.b de [DKV]. Elle découle aussi immédiatement de la proposition B, page 70.

c) Le fait que Sg,g' est un sous-module supplémentaire de I m (JLr) dans 
Grot{G) est une conséquence triviale du fait que Bg\ J I it(Bg') est par défini
tion une base de Sg,&- Le fait que le morphisme de Z-modules Grot(G') —>■ 
Grot(G)/Sq,g' obtenu par composition de la projection Grot(G) —»■ Grot(G)/Sg,g' 
avec JL r est un isomorphisme s’ensuit, parce que JL r est injectif et réalise donc 
une bijection de Grot(G') sur son image.

C om plém ents

1) Le morphisme JL r n’envoie pas toute représentation cuspidale de G' sur 
une représentation cuspidale de G. C’est le cas si et seulement si l’ensemble de 
nombres premiers qui divisent n coïncide avec l’ensemble de nombres premiers 
qui divisent r  (c’est une conséquence du fait que de toute façon l’image d’une 
représentation cuspidale de G' est une représentation essentiellement de carré 
intégrable de G, de la description des sous-groupes de Levi standard de G pour 
lesquels la restriction d’une représentation essentiellement de carré intégrable est 
non nulle dans [Z], et de la proposition B, page 70).

2) Le morphisme JL r n’envoie pas toute représentation irréductible de G' sur 
une représentation irréductible de G, sauf si d =  1 ou r  =  1. Donons un contre- 
exemple qui se généralise facilement. Soient n =  4, d = 2, L' le tore diagonal 
de G' =  GL2(D) et L le sous-groupe de Levi standard de G =  GL4(F) qui lui 
correspond. Soit p un caractère de F. En utilisant les notations de [Z], considérons 
la représentation essentiellement de carré intégrable a de L :

o = <  [p; up] > 4 ® < [i>p\ u2p] >*.

Le théorème 9.7 de [Z] implique que la représentation induite de a  à G est réduc
tible, puisque les segments [p; up] et [up; u2p] sont liés. Soit a' la représentation
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essentiellement de carré intégrable de V  qui correspond à a. Alors le lemme 2.5 
de [Ta] implique que la représentation induite de o' à G' est irréductible parce 
que d =  2 ne divise pas la longeur du segment [p; vp] D [vp; v2p] =  [vp] vp].

On peut donc dire qu’en général, à une représentation irréductible 7r de G' 
correspond une combinaison linéaire à coefficients dans Z de représentations ir
réductibles de G. On peut montrer par récurrence que, si 7r est le quotient de 
Langlands du quadruplet (A \ P ' \ v\t '), alors le quotient de Langlands du qua- 
druplet (A ; P; v; r) où A  correspond à A', P  correspond à P' et r  correspond à 
t ' figure dans cette combinaison linéaire avec un coefficient égal à (—l)n_r et que 
tout autre représentation irréductible qui y figure est le quotient de Langlands 
d’un quadruplet strictement inférieur à {A\ P ; v; r) pour l’ordre défini au 2.1, cha
pitre XI, [BW].

3) Le théorème 4.2.2 implique que, si D et D' sont deux algèbres à division de 
même dimension sur F, si r  est un entier strictement positif, il y a une bijection

/  : Grot(GLr(D)) ~  Grot(GLr(D')) 

telle que pour tout n G Grot(D) on ait :

xAq) = xmis')
pour tout g G GLr(D)sr et tout g' G GLr(D')sr qui ont le même polynôme ca
ractéristique. Une question intéressante serait si cette fois, la correspondance /  
envoie une représentation irréductible sur une représentation irréductible. Cela 
n’a pas l’air évident, même si le théorème 4.2.6 de la sous-section suivante im
plique que la correspondance /  commute avec l’induction et la restriction, ainsi 
qu’à l’involution définie par A.-M. Aubert ([Au]).

4) En définissant le morphisme JL r ainsi on a fait le choix (naturel d’un cer
tain point de vue) de privilégier les représentations de carré intégrable. En effet, 
les propriétés imposées au point a) du théorème ne caractérisent pas le morphisme 
JL r , et même les propriétés imposées au points a) et b) ne le caractérisent pas 
non plus. En regardant “dans l’autre sens” on obtient le résultat suivant plus 
naturel d’un autre point de vue puisqu’il est assorti d’“unicité” :

P ro p o sitio n  4.2.3 . Il existe un unique morphisme de Is-modules

L Jr : Grot(G) —y Grot^G1)

tel que pour tout it' G Grot(G'), l’image réciproque de n1 par L Jr est l ’ensemble 
de tous les 7r G Grot(G) qui vérifient:

XÀ9) =  ( - l ) " “rX*' {9') V9 ++ 9'-
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Le morphisme L Jr est surjectif.

4.2.2 Correspondance entre les algèbres de Hopf

Dans cette sous-section, F  désigne un corps local non archimédien et D  une 
algèbre à division centrale sur F, de dimension d2.

Soit n un entier strictement positif. Soit G l’un des groupes GLn(F) ou 
GLn(D). Par convention, sur le groupe G la paire parabolique minimale stan
dard sera formée du tore diagonal et du groupe des matrices triangulaires supé
rieures. On note W  (G) le groupe formé par les matrices de permutation dans G 
qu’on identifie aussi avec le groupe des permutations de l’ensemble {1,2 ...n}. 
Si L  est un sous-groupe de Levi standard de G, alors on pose WL  =  wLw~l et 
si ir est une représentation de L, on note wn la représenetation de WL définie 
par wn(g) = ir(w~lgw). On utilise aussi les notations: Lw pour W~1 L  et ttw pour 
w~ 7r. Si L est un sous-groupe de Levi standard de G alors il existe une partition

11^2 I I  ...114k de l’ensemble {1,2 ...n} où Ai =  {1,2 ...ni}, A 2 =  {ni +  
1, ni + 2  ...riz} etc. telle que L soit l’ensemble des matrices M  =  (mÿ)i<,j<n G G 
telles que est nul si (r,j) £ uf-i-Af x A¿. On appelle les ensembles ordonnés 
A i,A 2 —Ak les sections de L et on pose aussi \L\ =  n — k —  1. Maintenant, si 
Li et 1/2 sont deux sous-groupes de Levi standard de G, on note W (Li, L2) le 
sous-groupe de W  (G) formé des éléments w qui vérifient :

- w(k) < w(l) si k < l et k et Z sont dans la même section de Li
- w~l (k) < w~l (ï) si k < l et k et / sont dans la même section de L2.
Si w € W{L\\  L2), alors WL\ n L2 et L\ n  L" sont des sous-groupes de Levi 

standard de G. Dans ce qui suit, on n’utilise les foncteurs d’induction et de res
triction qu’à partir de sous-groupes paraboliques standard de G et qui vont, donc 
être déterminés par leur sous-groupes de Levi standard. On adopte donc les no
tations de [Au] : si Lj et L2 sont deux sous-groupes de Levi standard de G tels 
que Li C L2, alors on pose i£* =  indp* et =  r e s où Pi et P2 sont les 
sous-groupes paraboliques standard qui ont pour sous-groupes de Levi standard 
Li et L2 respectivement.

Rappelons ici sous forme d’un lemme le théorème 1.2 de [Z], résultat qui nous 
sera utile par la suite :

Lem m e 4.2.4 . Soient Li et L2 deux sous-groupes de Levi standard de G. Soit 
7r une représentation de Zq. On a alors :

r?2ii17r= iwLinL2{ { rLln L ^ ) w)-
wÇW(Lu l 2)
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Posons
K(F) = 0 G ro i(G L „ (F ))

n€N

où par convention, pour n =  0 on met GLn(F) =  Grot(GLn(F) =  Z. Si L est 
un sous-groupe de Levi standard de GLn(F) à k blocs, on considérera comme 
une application linéaire de Grot(GLn(F )) à valeurs dans ®k 71(F).

A.Zelevinski a muni l’espace vectoriel 71(F) d’une multiplication m  et une co- 
multiplication c qui en font une algèbre de Hopf graduée ([Z]). Avec les notations 
et conventions plus haut, la multiplication et la comultiplication de Zelevinski se 
définissent de la façon suivante :

- si 71* € Grot(GLk(F)) et 7r*/ G Grot(GLk>(F)), alors on identifie GLk(F) x 
GLk> (F) avec le sous-groupe de Levi standard L de GLk+k' (F) de blocs diagonaux 
de taille k puis k' et on pose

m (7 T fc; 7Tjb/) =  i^ (7T jt <2> 7Tfc/)

et on étend par bilinéarité à une application de 71(F) ® 71(F) à valeurs dans 
n (F ).

- si 7r e  Grot(GLn(F)), on identifie GLk(F) x GLk>(F), k +  k' =  n, à un 
sous-groupe de Levi standard maximal de GLn(F), Lk,k’, et on pose

«m- E
k+kf=n

on étend ensuite par linéarité à une application de 71(F) à valeurs dans 71(F) ®
71(F)-

Exactement de la même façon on peut poser

U(D) =  0 G ro i(G L r (£>)).
r6N

Si L est un sous-groupe de Levi standard de GLr(D) à k blocs, on regarde r£  
comme une application linéaire de Grot(GLr(D)) à valeurs dans Z(D). On 
peut munir l’espace vectoriel 71(D) d’une multiplication m! et une comultiplica- 
tion d  définies comme plus haut et vérifier comme dans [Z] qu’on obtient ainsi 
une algèbre de Hopf graduée.

A. Zelevinski a aussi défini une involution de l’algèbre de Hopf 71(F) (prop. 
9.12, [Z]) qui s’avère être une inversion au sens de [Bou2] (prop. 9.16, [Z]). Dans 
[Au], A.-M. Aubert définit une involution du groupe de Grothendieck d’un groupe 
réductif quelconque. Elle montre également que cette involution envoie une re
présentation irréductible sur une représentation irréductible au signe près et que
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cette involution coïncide au signe près avec celle de A. Zelevinski dans le cas du 
groupe linéaire. Revenons à la notation G =  GLn(F) ou GLn(D). Sur Grot(G), 
l’involution de [Au] est définie de la façon suivante : si C est l’ensemble de sous- 
groupes de Levi standard de G , si 7r est un élément de Grot(G), alors

Lee

À partir de maintenant on note toujours i l’involution induite par i sur 'JZ(F) et 
i ' l’involution induite par i sur TZ(jD) et on ne parle plus d’involution du groupe 
de Grothendieck mais d’involution de 'R.(F) ou 7Z(D). On vérifie comme dans [Z], 
prop. 9.16, que i' est une inversion de 7Z(D) au sens de [Bou2].

P roposition  4.2.5 . En tant qu’anneau, H(F) est isomorphe à l ’anneau de poly

nômes en une infinité de variables commutatives Z[(^J II2(C?Ln(ir))] et, toujours
n€ N

en tant qu’anneau, H{D) est isomorphe à l ’anneau de polynômes en une infinité 

de variables commutatives Z[(̂ J II2(GLr(D))\.
r€ N

D ém onstration . Pour TZ(F), cette proposition est une conséquence du corro- 
laire 7.5, du théorème 9.3, et de la proposition 9.16 de [Z]. Autant pour TZ(F) 
que pour 7Z{D) c’est une conséquence immédiate de la proposition 4.2.1.

Théorèm e 4.2.6 . a) L ’ensemble des morphismes injectifs de Z-modules 

JL r : Grot(GLr(D)) Grot(GLrd(F )) 

pour tout r induit un morphisme injectif d’ anneaux

JL  :K{D) -> ll(F ).

b) L ’image de JL  est le sous-anneau de 7Z(F) engendré par les représenta
tions essentiellement de carré intégrable de tous les GLn(F) tels que d divise n. 
L ’idéal lp,D de l ’anneau 1Z(F) engendré par les représentations essentiellement 
de carré intégrable de tous les GLn(F) tels que d ne divise pas n est un Z-module 
supplémentaire de l ’image de JL  dans 'R.(F).

c) La comultiplication et l ’involution de 7l(F) induisent des opérations bien 
définies sur l ’anneau 71(F )/If,d - L ’anneau 71(F )/Ïf^  hérite ainsi d ’une struc
ture d’algèbre de Hopf et d’une inversion. L ’application JL  induit un isomor
phisme d ’ algèbres de Hopf

JL H  : 11{D) ~  Tl{F )llF,D.

L ’isomorphisme JL H  respecte l ’inversion au signe près.
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D ém onstration , a) Pour tout entier positif r, JL r induit une bijection de 
U2(GLr(D)) sur YL2(GLTd(F)). La proposition 4.2.5 implique que cette restric
tion de JL r aux représentations essentiellement de carré intégrable pour tout r 
induit un unique morphisme d’anneaux JL de H(D) dans TZ(F), qui de plus est 
injectif. On doit prouver que pour tout r l’application JL  coïncide avec JL r sur 
Grot(GLr(D)) tout entier. Par la proposition 4.2.1 et par linéarité des deux ap
plications, il suffit de vérifier que pour deux représentations essentiellement de 
carré intégrable 7r[ de GLn (D) et 7r'2 de GLr2(D), on a

m (JLn (ttÎ); JL r2 (712)) =  JL ri+r2(m'(7ri;7T2)).

Mais cela fait partie de la définition même de JL ri+r2.

b) Partant de la définition de JL , le fait que l’image de JL  est le sous-anneau 
de 71{F) engendré par les représentations essentiellement de carré intégrable de 
tous les GLn(F) tels que d divise n est tautologique. En écrivant maintenant

U  Tl2(GLn(F)) = d J n 2(GLn(F))) (J ( U n 2(GI„(F))),
nÇN d\n dfn

on a que tout polynôme en les variables (JneN TL2(GLn(F)) s’écrit de façon unique 
comme la somme d’un polynôme en les variables Ud|n U2(GLn(F)) et un poly
nôme dont chaque monôme contient au moins une variable se trouvant dans 
l’ensemble (Jdjn II2(GLn(F)). On en déduit l’égalité de Z-modules:

'R.(F') =  Im (JL) © If,z>-

c) Par le point b) le morphisme injectif d’anneaux JL  : 'R.(D) —> TZ(F) induit 
un isomorphisme d ’anneaux JL H  : 7Z(G') —> 1Z(F)/If,d - H suffit de montrer 
que la comultiplication c et l’involution i de Ti(F) “passent au quotient” et que 
JL H  commute à la comultiplication et à l’involution. Reprenons les notations 
de la sous-section précédente: r € N*, G' = GLr(D) et G =  GLrd(F). On va 
étudier l’effet du foncteur restriction sur les bases Bq et Bq>- On commence par 
les représentations essentiellement de carré intégrable.

Dans ce qui suit on suppose que le lecteur est un peu familiarisé avec les ar
ticles [BZ] et [Z].

Lem m e 4.2.7 . a) Soit a une représentation essentiellement de carré intégrable 
de G qui correspond à un segment [p; vk~lp\ de Zelevinski. Soit L un sous-groupe 
de Levi standard de G. Alors r¿<7 est la représentation nulle si Ventier n /k  ne 
divise pas la taille de tous les blocs de L et r ¿<7 est une représentation essentiel
lement de carré intégrable de L si l ’entier n /k  divise la taille de tous les blocs de 
L.
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b) Soient a' une représentation essentiellement de carré intégrable de G' et 
L' un sous-groupe de Levi standard de G'. Posons a =  JL r (</). Supposons que la 
représentation essentiellement de carré intégrable a de G correspond à un segment 
[p; uk~lp]. Soit L le sous-groupe de Levi standard de G qui correspond à L. Alors 
rflcr' est la représentation nulle si l ’entier n /k  ne divise pas la taille de tous les 
blocs de L et tg', a1 est une représentation essentiellement de carré intégrable de 
L' si l ’entier n /k  divise la taille de tous les blocs de L. En fait vG,a' et rGa se 
correspondent par C.

D ém onstration . Le point a) est la proposition 9.5 de [Z]. Le point b) est alors 
la conséquence directe de la proposition B, page 70. Ce résultat est montré aussi 
dans [DKV], théorème B.2.b.

Appliquons maintenant le lemme 4.2.4 à un élément n de Bq- On a ît =  i f a  
où a est une représentation essentiellement de carré intégrable du sous-groupe de 
Levi standard L\ de G. Soit L2 un autre sous-groupe de Levi standard de G. On 
â» alors

r Î 2*  = iw^ L 2 ((r^nL^r) •
wç.W{Li ,L2)

Le lemme 4.2.7 implique alors que rG27r est une somme de représentations de 
L2 qui sont des induites de représentations essentiellement de carré intégrable 
de sous-groupes de Levi standard de L2 du type WL\ H L2. Notons W {Lx,L2)d 
l’ensemble des éléments w G W( L\ \ L2) tels que WL\ D L2 se transfère (c. à. d. 
que d divise le cardinal de toutes ses sections). Ecrivons

r£27r =  vGLf Lla =  (4.1)

Y j - i “’i in L 2 r ( r i 1nL5’<x)) +  i^Llr\L2 C  (TLinL%CF) )

wÇW(Lu L2)d w eW (L uL 2)\W (Li,L2)d

D’abord, si L\ ou L2 ne se transfère pas, alors W ( L X\L2)d — 0  parce qu’un 
sous-groupe de Levi standard qui ne se transfère pas ne peut pas contenir un 
sous-groupe de Levi standard qui se transfère.

C’est le cas en particulier si L\  ne se transfère pas (c’est à dire que 7r G 
#G \JLr(2?G'))- On trouve donc dans ce cas que r f 27r est la somme des induites 
de représentations essentiellement de carré intégrable de sous-groupes de Levi 
standard de L2 qui ne se transfèrent pas. Cela veut dire que, si L2 a ¿-blocs, 
l’image de tg2 : 7Z(F) —> ®k7l(F) est incluse dans le sous-espace

h—1

5 3  <g> IF,D (S)*-1" ' 11(F)
¿=0
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de ®krR.(F).

c(ir) G T^-{F) ® If,d  + 1f,d  'R'iF).

Puisque 7r est un élément quelconque de Bg\3 L t(Bg>) cela implique que la comul- 
tiplication “passe au quotient” dans 7 Z (F )/I f ,d -  On note c la comultiplication de 
% ( F ) / I f , d  induite par c.

En appliquant maintenant la définition de i on trouve que

i (7r) € If ,d

puisque i (n )  est une somme d’induites de représentations essentiellement de carré 
intégrable de sous-groupes de Levi standard de G qui ne se transfèrent pas. Donc 
l’involution i  “passe au quotient” dans 7 1 (F ) /Ï f ,d -  On note i l’involution de 
'R .(F )/Ï f ,d  induite par i.

Étudions maintenant le cas où L\ se transfère, c.à.d. 7r g JL(Sg')- P&r la for
mule 4.1, si 7r est un élément de JL r(BG>), si L2 a k sections, dans ®k\R,(F)/1f,d] 
on a:

(*) r£27r= i-LanLir^inLj^))-
w € W ( L i M ) d

Si Z/2 ne se transfère pas, on a vu que W (Li, £ 2)4 était vide et donc 

(* * *) r£27r =  0 dans ®k [1Z(F)/Ip^l-

Si L 2 se transfère, adoptons les notations suivantes :
- soit L\ le sous-groupe de Levi standard de G’ correspondant à L\,
- soit L'2 le sous-groupe de Levi standard de G' correspondant à L 2 ,
- soit 7r' l’élément de Grot(G') correpondant à ir ; autrement dit, n' est l’induite 

de L\ à G' de a' où a' est la représentation essentiellement de carré intégrable de 
L\ qui correspond à a par la correspondance entre L\ et L[.

On a par le lemme 4.2.4 :

(**) xu/= J2
w€W(L[J.'a)

Maintenant, il existe une inclusion standard t de W(L[;L'2) dans W (Li, L2). 
Elle est définie de la façon suivante. On regarde les éléments de W(L[-, L'2) comme 
des permutations de l’ensemble {1,2 ...r} et les éléments de W (Li]L2) comme 
des permutations de l’ensemble {1,2 ...n} comme on l’a expliqué au début de 
cette sous-section. Soit t ' une permutation dans W  (L[ ; i/2). Pour tout élément x

En particulier, en appliquant la définition de c on trouve que
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de l’ensemble {1,2..n} il existe un unique couple (o;6) G {1,2 ...r} x {0,1 ...d} 
tel qu’on ait

x =  ad — b.

On pose alors
t (x) =  r'(a)d — b.

On obtient ainsi une permutation r  de l’ensemble {1,2 ...n} et on pose

i(r ') =  r.

En fait, t(r) est la permutation de l’ensemble {1,2 ...n} qui permute les r sous- 
ensembles {1,2 ...d}, { d + l ,d  + 2 ...2d}, ...{(r — l ) d + 1 ,(r — l)d + 2 ...ri) selon 
la permutation r ' tout en laissant l’ordre inchangé à l’intérieur de chacun de ces 
sous-ensembles. L’application clairement injective

t : W[L\; L2) -4 W (Li5 L2)

ainsi définie a la propriété que pour tout w G W(UX\ L '2), les sous-groupes de 
Levi standard WL[ fi L'2 et H L2 se correspondent (et pareil pour L\ n  
et Li H L2Ŵ). Ainsi, l’image par t de W(L[-, L2) est incluse dans W {Li\L2)¿. Le 
but du jeu est maintenant de montrer que l’image par t de W(L[; L2) est en fait 
W{Li, L2)¿. Cela donnera l’egalité entre les membres droits des formules 4.1 et 
(**), grâce au lemme 4.2.7 b).

On doit montrer que, si w G W{L\\ L2)d alors la permutation w de l’ensemble 
{1,2 ...n} permute les sous-ensembles {1,2 ...d}, {d l ,d  + 2 ...2d}, ...{(r —
l)d +  1, (r — l)d  +  2 ...n} en laissant l’ordre inchangé à l’intérieur de chacun de 
ces sous-ensembles.

Posons w(l) =  l. Supposons que l se trouve dans la s-ième section de L2. 
Alors l est le premier élément de cette section parce que, si V est un élément 
de cette même section de L2 qui précède l, on doit avoir iü-1(/') < w~x(l) (voir 
définition de W{L\, L2)) ce qui est impossible car iü-1(/) =  1. Donc, w(l)  est un 
entier du type ad  +  1, a  G {0,1 ...r} car il est le premier d’une section de L2 et 
les cardinaux des sections de L2 sont tous divisibles par d puisque L2 se transfère.

Montrons qu’on a w(2) = ad-1-2, w(3) =  a d +  3 ...w(d) = (a + l)d. Montrons 
d’abord que les entiers w(l), w(2) ...w(d) se trouvent tous dans la même section 
de L2. Soit a la transposition (1; i) pour un i G {2,3 ...d}. On note toujours a la 
matrice de permutation qui lui correspond. La matrice a se trouve dans le plus 
petit sous-groupe de Levi standard de G qui se transfère (celui formé de matrices 
diagonales par blocs de taille d et qui est contenu par conséquence dans tout 
sous-groupe de Levi standard de G qui se transfère). Donc a G L\ n  L2 puisque 
ce dernier est un sous-groupe de Levi standard qui se transfère. C’est à dire que 
o G L2 soit waw~l G L2. Cela implique que la permutation waw~l vérifie: pour 
tout x  G {1,2 ...n}, waw~l {x) et x  se trouvent dans la même section de L2. En
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appliquant cela à x  =  w(l) on trouve que w(i) et w( 1) se trouvent dans la même 
section de L2. C’est ce qu’on voulait démontrer.

Maintenant prouvons que w(2) =  ad+2, w(3) =  ad+3  ... et w(d) =  (a +  l)d. 
Si, par exemple, tu(2) ^  ad  4-2, alors on a iü(1) =  û ! C Î + l < o : d + 2 <  w(2). Ces 
trois entiers étant dans la même section de L2 (puisque u;(l) et w(2) le sont), 
on a iü_1(u;(1)) < w_1(q;oî+ 2) < w~1(w(2)) (voir encore une fois la définition 
de W (L\\li2 )) ce qui est impossible car il n’y a aucun entier entre 1 et 2. Ainsi 
de suite pour w(3) et les autres. On prouve ainsi que w envoie {1,2 ...o?} sur 
{ad +  1, ad +  2 ...(a +  l)c?} sans changer l’ordre.

On continue de la façon suivante : on prouve que w(d+l)  est un entier du type 
/3d+1. En effet, s’il n’est pas le premier dans la section de L2 qui le contient, les 
seuls entiers qui puissent le précéder dans cette section sont w( 1), w(2) ... et w(d). 
Mais ces entiers sont consécutifs donc si un le précède, tous le précèdent et on a 
alors w(d -f 1) =  w(d) + 1  =  (a +1 )d +1 . Après cette remarque la démonstration 
se déroule comme pour {1,2 ...d}, jusqu’au résultat final.

On a trouvé donc que t réalise une bijection :

Si ¿2 a k sections, notons JL H fc l’isomorphisme d’anneaux

®kK{D) ~  ®k[K{F)/ïFtD]

induit par l’isomorphisme d’anneaux

J L H : T l ( D ) ~ n ( F ) / I FiD.

Alors l’image de r^2(ir) dans ®k[JZ(F)/1Fîd] est égale à JL H fc(r^/(7r/)). Cela se 
voit en comparant les formules (*) et (**) : pour tout w 6 W(L[; L2),

i “ L'nL'2 ( (TL[nL'2w(T) )  e t  i*(®)LinL2 ( ( ) (^ L1n 4 (“')C ,̂) )

se correspondent par JLH* et t est une bijection de W(L[; L'2) sur W (Li; L2)d- 
Maintenant revenons aux définitions de la comultiplication et de l’involution. 
Notons C l’ensemble de sous-groupes de Levi standard de G et Cmax son sous- 
ensemble formé de sous-groupes de Levi standard maximaux. De même, notons 
C! l’ensemble de sous-groupes de Levi standard de G' et C'max son sous-ensemble 
formé de sous-groupes de Levi standard maximaux. Supposons qu’on est dans la 
situation L\ se transfère en L\, ir — i^er où a est une représentation essentielle
ment de carré intégrable de Li, a' est la représentation essentiellement de carré 
intégrable de L[ qui lui correspond et ir' =  if, a' .

On a

« W =  E  >£(» )€  R ( F ) ® R (F ) .

131

t : W( ;¿'2) W'(¿iî l >2 )d-

ft(w)

LeC^rnax



Cette somme se décompose en deux sommes : une sur les sous-groupes de Levi 
standard maximaux de G qui se transfèrent et l’autre sur les sous-groupes de Levi 
standard maximaux de G qui ne se transfèrent pas. L’image (bien définie, on l’a 
vu) de c(7r) dans 1 Z (F ) /1 f ,d  <g> TZ(F)/1f<d est la même que l’image de la somme 
sur les sous-groupes de Levi standard maximaux de G qui se transfèrent par la 
remarque (***) plus haut. D’autre part on a

< V ) =  £  K (D )® K (D ).
£ £ m a x

Les sous-groupes de Levi standard maximaux de G qui se transfèrent se corres
pondent biunivoquement avec les sous-groupes de Levi standard maximaux de 
G'. Si L est un tel sous-groupe de G et L' est le sous-groupe de G' qui lui corres
pond, alors on a vu que l’image de dans 7£(F)/ 1 f , d  ® 7 i ( F ) / 1 f , d  est égale à 
JL H 2(r£?7r'). Donc, finalement, l’image c(tt)  de c(tt )  dans T Z ( F ) / Ï f , d ® T ^ ( F ) / Ï f , d  

est égale à JL H 2(c(7r')).
Maintenant on étudie l’involution. On a dans 7£(F)

«OO =

Cette somme se décompose en deux sommes : une sur les sous-groupes de Levi 
standard de G qui se transfèrent et l’autre sur les sous-groupes de Levi standard 
de G qui ne se transfèrent pas. Toujours par la remarque (***) plus haut, l’image 
(bien définie, on l’a vu aussi) de i ( 7r) dans 7Z (F ) /Ip,D est la même que l’image 
de la somme sur les sous-groupes de Levi standard de G qui se transfèrent.

Par ailleurs, dans 7Z(D) on a

L'ec

Les sous-groupes de Levi standard de G qui se transfèrent correspondent biuni
voquement aux sous-groupes de Levi standard de G'. Si L est un sous-groupe 
de Levi standard de G à k sections qui se transfère et L' est le sous-groupe de 
G' qui lui correspond, alors on a vu que l’image de r^7r dans ®k[R^{F)/1p,d] 
est égaie à JLH*(r^7r'). Par ailleurs, on a (—1)ILI =  (—l)n -r(—l ) ^ .  Donc 
i£r^7r =  (—l)n- rJL H (i£ ;r£V ) dans 1Z(F)/1f,d ■ Finalement, l’image i(ir) de 
i(7r) dans TZ(F)/ï p,d est égale à JLH(î(7t')).

On rappelle que les produits de représentations essentiellement de carré in- 
tégrable forment une base Bd de H(D) comme Z-module, que JL H  : 7l(D) -» 
1 Z ( F ) /1 f , d  est un isomorphisme d’anneaux et qu’on vient de prouver que pour 
tout 7r' € Bd on a

JL H ic V ))  =  c(JLH (tt'))

et
JL H (z V )) =  (—l)n-r7(JLH(7r/)).
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Cela montre bien que JL H  est un isomorphisme d’algèbres de Hopf et qu’il 
respecte l’involution au signe (—l)n-r près.
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4.3 Transfert de toutes les fonctions

Soient F  un corps local non archimédien de caractéristique quelconque et D 
une algèbre à division centrale sur F  de dimension finie d2. Soit r un entier stric
tement positif. On pose G' =  GLr(D) et G = GLrd{F). Les paires paraboliques 
minimales standard fixées sur G et G' seront considérées par convention du type 
(A; P) où A  est le tore diagonal et P  est le groupe des matrices triangulaires 
supérieures. On identifie comme d’habitude les centres des deux groupes et on 
les note indistinctement Z. On fixe des mesures dg sur G, dg' sur G' et dz sur 
Z. Sur les tores maximaux de G et G' on fixe des mesures qui se correspondent 
comme dans la section 9, chapitre 1. Dans cette section on démontre le théorème 
de transfert suivant :

T héorèm e 4.3.1 . 1) Soit f  G H(G'). Alors il existe f  G H(G) tel que f  -H- / '.
2) Soit f  G H  (G) telle que l ’intégrale orbitale de f  s ’annule sur Gsr\Go>- 

Alors il existe f  G H (G1) telle que f  f  ■

D ém onstration . Le transfert en caractéristique nulle a déjà été prouvé dans 
[DKV], théorème B.2.C.1, mais je pense que cette démonstration est légèrement 
incomplète : l’affirmation selon laquelle si les intégrales orbitales sont normalisées 
correctement F  — F\ se prolonge en une fonction localement constante sur G ne 
peut être vérifiée à mon avis que si on sait qu’on a égalité de tous les germes 
sur G et G' et on ne le sait pas. On reprend plus bas cette démonstration en 
caractéristique nulle en corrigeant ce passage.

Soient / '  G H  (G1) et /  G H  (G) telles que trir(f) =  0 pour tout n G S g,G' ; 
on écrit /  G P W cif')  ou / '  G P W c i f ) si trir(f') =  irJL r(7r)(/) pour tout 
7T G E{G').

Lem m e 4.3.2 . Pour f  G H  (G) les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) L ’intégrale orbitale de f  est nulle sur G sv\ G g’•
(ii) trn (f)  =  0 pour tout n G Sgt,g'-

D ém onstration . Un élément g de Gsr se trouve dans Gst\G g> si et seulement si 
son polynôme caractéristique à un facteur irréductible sur F  dont le degré n’est 
pas divisible par d, si et seulement s’il existe un sous-groupe de Levi L de G tel 
que L  ne se transfère pas et g € L.

Montrons que (i) =» (ii). Supposons que /  vérifie (i). Si L est un sous-groupe 
de Levi standard qui ne se transfère pas, si P  est le sous-groupe parabolique
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standard de G dont un sous-groupe de Levi est ce L, alors d’après la remarque 
plus haut, par le théorème 1.2.1, l’intégrale orbitale de f p est identiquement nulle 
sur Lsr. Par la proposition 3 de l’annexe 2 (qui s’applique parce que sur GLn les 
caractères sont localement intégrables en toute caractéristique) f p annule la trace 
de toute représentation de L. On en déduit en appliquant le théorème 1.3.1 que /  
annule la trace de toute représnetation induite d’un sous-groupe de Levi standard 
de G qui ne se transfère pas. C’est vrai en particulier pour les représentations 
essentiellement de carré intégrable de ces groupes, ce qui prouve que /  annule la 
trace de toute représentation de Sg,c -

Montrons maintenant que (ii) (i). Supposons que /  vérifie (ii). Soit g G 

Gst\Gg'- Soit L un sous-groupe de Levi de G qui contient g et qui ne se transfère 
pas. Aucun sous-groupe de Levi de L ne se transfère. Alors (ii) implique que /  
annule la trace de toutes les représentations induites à G des représentations es
sentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes de Levi de L. Si P  est 
un sous-groupe parabolique de G dont un sous-groupe de Levi est L, f p annule 
alors la trace de toutes les représentations induites à L des représentations essen
tiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes de Levi (propres ou pas) 
de L (en vertu du théorème 1.3.1). Le lemme 4.2.1 implique que f p annule la 
trace de toutes les représentations de L. La proposition 2 de l’annexe 2 implique 
alors que l’intégrale orbitale de f p est nulle sur Lsr. En particulier $ ( / p ; g) =  0 
donc, par le théorème 1.2.1, $(f;g )  =  0. Le lemme est démontré.

Lem m e 4.3.3 . Si / '  G H(G'), alors P W c i f )  ^  0  et si f  G H  (G) est telle que 
t m ( f )  =  0 pour tout ir G P W c ( f )  ^  0 .

D ém onstration . Soit f  G H  (G1). On définit une forme linéaire

h : Grot{G) -> C

en la définissant sur la base Bq de la façon suivante :
- pour toute représentation 7r G JL r(Bc)  on pose h(7r) =  tr3L~1(Tr)(f), et
- pour toute représentation 7r G Bg\31it (Bg>) on pose h(n) =  0.
Montrons que cette fonction a les propriétés requises pour appliquer le théo

rème de Paley-Wiener. Soit P  un sous-groupe parabolique standard (propre ou 
pas) de G et L le sous-groupe de Levi standard de P. Soit 7r une représentation 
irréductible de L. Il faut voir si la fonction h(indp(x ® tt)) en la variable x  ~ 
caractère non ramifié de L -  est algébrique. Mais ou bien L  ne se transfère pas et 
alors cette fonction est identiquement nulle, ou bien L se transfère en L' et alors 
on raisonne comme suit : on écrit

A: i

7T = E  indpMi) + E  indPj fa)
¿=1 j=1
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où les Ci et les <7j sont des représentations essentiellement de carré intégrable 
et les Pi, i G {1,2...k}, sont des sous-groupes paraboliques standard de L qui 
ne se transfèrent pas, tandis que les Pj, j  G {1,2...l}, sont des sous-groupes 
paraboliques standard de L qui se transfèrent en des sous groupes paraboliques 
standard Pj de L'. On a alors

k l

in d p (% 0  tt) =  5 3 indPi((re sPiX) ® ° i)  +  5 3  ind% ((resP;X) ® ai)- 
%—1 j=1

Par définition de l’application h on a donc, si P' est le sous-groupe parabolique 
standard de G' qui correspond à P

i

h(indp(x®n)) =  y '  tr(ind$',((resp,x) ®  C(<tj ) ) ) ( f )
* ..^  j  J
j=1

l
5 3  t r (iiidp,(x ®  indpiC((Tj)))(f). 
j =i

Alors la fonction est algébrique parce que somme de fonctions algébriques. Il 
existe donc une fonction /  G H  (G) associée par le théorème de Paley-Wiener à 
la fonction h et on a alors /  G PW c(f')-

Soit maintenant /  G H  (G) telle que trn (f)  =  0 pour tout 7r G Sg,g' • Cette 
fois le fait que JL  commute à l’induction implique directement que

h' : Grot(G') —̂ C

définie par
h \  7r) =  irJL r (7r)(/)

a les propriétés de Paley-Wiener ; une fonction f  G H  (G') qui lui correspond par 
le théorème de Paley-Wiener se trouve alors dans P W c ( f) .

On remarquera que par la proposition 2 de l’annexe 2, les intégrales orbitales 
de toutes les fonctions se trouvant dans P W c(f')  sont égales sur Gsr et les inté
grales orbitales de toutes les fonctions se trouvant dans P Wq> (f)  sont égales sur 
G'sr.

Montrons maintenant la proposition suivante qui, avec le lemme 4.3.3, im
plique le théorème 4.3.1:

P roposition  4.3.4 . 1) Soit f  G H  (G1). On a

f  G P W G( f ’) « = ►
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2) Soit f  G H (G) vérifiant les deux conditions équivalentes du lemme 4-3.2. 
Alors, si f  G PW G'{f), on a f  -H- (-1  )n~rf .

D ém onstration .

1) Montrons que /  G P W c(f')  =$■/■&■ (—1 )n~rf -

(a) F  est de caractéristique  nulle

On démontre cette proposition par récurrence sur n. On a déjà vu que les 
intégrales orbitales de /  s’annulent sur Gst\G g' (lemme 4.3.2). Montrons main
tenant que l’hypothèse de récurrence implique que pour tout g G Gc'\Ge, pour 
tous g' h  ÿ, on a 4>(f',g) =  (—1 )n~T<t>{f]g')- En effet, pour un tel g, il existe un 
sous-groupe de Levi propre L  de G tel que g soit un élément de L et L se transfère 
en un sous-groupe de Levi L' de G'. Soient P  un sous-groupe parabolique de G 
de sous-groupe de Levi L  et P ' un sous-groupe parabolique de G' de sous-groupe 
de Levi L'. Pour toute représentation 7r de L  on a

t r n ( fp) =  tr(indp7r)(f) = 0

si 7r G Sĝ g' et

tr-ïï(fp) =  ir(mdp/,JL -1(7r))(/) =  i r lL -1^ ) ^ ^ )

si 7T G 7m (JLr). Donc f p G P W L( f 'p') et donc f p <+ ( - l ) n~rf ' p’ par l’hypothèse 
de récurrence. Mais alors on a

H f p ;g) = ( - ! ) " - '« • ( / '”; g')

et on obtient finalement

«■(/;</) =

par le théorème 1.2.1

Il reste le cas des éléments elliptiques réguliers. On reprend les notations de 
la sections 1 et 8, chapitre 1. Si u  est un caractère unitaire de Z,  alors par la 
proposition 1.9.1 on a

«(/„(/);•) 6 ¿2(G«;ü>) et «(/„(/'); ) 6 L2( G » .

D’autre part on a, pour tout 7r' G II2 (G') de caractère central eu :

t r n ' i f )  =  ir(JL r7r;)(/)
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car /  € PW c(f')-  On a donc aussi

trir'(Iw(f')) =  ¿r JLr(Tr') (/„ (/)  )•

Posons 7r =  JL r (7r'). Par la proposition 1.4.2 on a

£  IW (T )\- '  f D ( t ) x , m ( W Y  t)dt =
TZTc

T'€Tg , JT'™9/Z

Écrivons 7 g  =  7 ^ U ( 7 g \ 7 ^ )  et T& =  7 ^ '  U {Tg'\% g>) en partageant le système 
de représentants des classes de conjugaison des tores maximaux en ceux qui sont 
elliptiques et ceux qui ne le sont pas. Pour tout tore T  € 7g\7^g on a deux 
possibilités :

- ou bien T  est un tore elliptique maximal d’un sous-groupe de Levi de G qui 
ne se transfère pas et alors on a

f  x*(W «(/);*)< ft = o
J  T re9 ¡Z

parce qu’on a vu que $ (/„ (/) ; t) =  0 si t € Gsr\G c ,
- ou bien T  est un tore elliptique maximal d’un sous-groupe de Levi propre 

de G qui se transfère et alors il existe un tore T' Ç. TG'\TeG' qui lui correspond et 
on a

f  x , m ( W ) ; t ) d t =  [  x A ^ M W J . t ' W
Jrpreg JZ J T ' re9 /Z

car on a vu un peu plus haut que

$(/w(/);i) = ( - i )n- r$(/w(/,);0  

pour tout t € Gg’\G c, t -H-1', et on sait par ailleurs que

*„(*) =  (-1  )n~rx A t ' )

pour tout t f  par la correspondance.
Finalement, l’égalité entre les sommes d’intégrales plus haut peut être simpli

fiée avec toutes les intégrales le long de tores maximaux non elliptiques de G et 
G1. On obtient après cette simplification :

Y  IH'COI' 1 f  D(t)x,W(Uf);t)dt =
TaTtG Jt " ’ !z

Y  i ^ c n r 1 f  DWxAt'WM'ïrfdt
T<e%a, J r ^ / z
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< X*'; * { l u ( f ) ;  •) >=< x.; «(/«(/); 0 > •
On identifie L2(Ge;u) à L2(G'e;u}) via l’isomorphisme i (sect.9, chap.l). Cette 
identification transforme x* en (—l)n_rX7r'- Finalement, on a obtenu que les élé
ments $(JW(/); ) et (—1 )n~r${Iu (f);  ) de L2(G'e\u) ont le même produit scalaire 
avec Xw' P°ur toute représentation de carré intégrable 7r' de G' de caractère central
u). L’ensemble des restrictions à G'e des caractères des représentations de carré 
intégrable de caractère central u  de G' est un système orthonormal complet pour 
l’espace L2(G'e',u). Donc ($ (/^ (/); ) — (—1 )n~r$ ( /u,(/'); )) est identiquement nul 
sur G'e (on rappelle qu’être localement constante fait partie des conditions pour 
qu’une fonction sur G'e soit dans L°(G'e; u>). L’espace L2(G'e]u) n’est donc pas un 
espace formé de classes d’équivalence de fonctions qui diffèrent sur un ensemble 
de mesure nulle, comme pourrait le laisser penser la notation).

Soient maintenant g -H- g' elliptiques réguliers. On a 

donc

f  ui(z)$(f\zg) = (—l)”-r  f  u ,(z)9(f;zg ').
J z  Jz

Donc la fonction définie sur Z  par :

h(z) = i ( f ; z g )  -  ( -1  ) " - '$ ( ! '-,zg')

vérifie f z  u>(z)h(z)dz =  0. Cela est vrai pour tout caractère unitaire u; de Z et on 
peut conclure comme dans la démonstration de la proposition 2, annexe 2, que h 
est identiquement nulle et finalement

*(/;«) = (-1 )”"r*(/';9')-

qui implique :

(b) F  est de caractéristique  non nulle

Dans ce cas on ne dispose plus de la proposition 1.9.1 et de l’intégrabilité locale 
des caractères sur G' et on ne peut plus appliquer la démonstration plus haut. On 
va montrer le résultat par comparaison avec la caractéristique nulle. Reprenons 
les notations GF, G'F, (™L, Çdf dl  et les autres du chapitre 3. On notera dans 
cette partie de la démonstration les sous-groupes de Levi qui apparaissent avec la 
lettre M  pour ne pas les confondre avec le corps L. On reprend les notations Mp 
et M l (ou M ’F et M'L) pour des sous-groupes de Levi standard de GF et G l ( o u  

G'f  et G'l ) qui se correspondent comme on l’a expliqué dans la démonstration du
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théorème 4.1.1, partie (b). A ttention! Les lemmes 4.3.6 et 4.3.8 plus bas sont 
des résultats sur F  (même si la démonstration utilise d’autres corps, proches de 
F). C’est pourquoi, dans l’énoncé de ces lemmes, on a omis de mettre l’indice F  
aux groupes qui apparaissent.

Lem m e 4.3.5 . Si f  G H{G f) et f  G PWgf {/'), alors il existe un entier m tel 
que, si L est un corps m-proche de F, alors Cf lU )  *+ ( - i ) " -  ^DfDl ( n

D ém onstration . Comme la proposition 4.3.4 a été montrée en caractéristique 
nulle, il nous suffit de montrer que, pour m-assez grand,

C M  € PWaA(SrDi(/'))•

Soient Vf l’ensemble de sous-groupes paraboliques standard de GF et V 'f l’en
semble de sous-groupes paraboliques standard de G'F. Considérons un entier m 
suffisamment grand pour qu’on ait à la fois les conditions suivantes :

- pour tout Pp G V f de décomposition de Levi standard Pp =  MpUp, 
Cfx(/Pf) est bien définie et pour tout P'F G V'f de décomposition de Levi 
P'p =  MpU'p, Cdfdl ( f P'F) est bien définie, _

- pour tout PF G V f  on a Cf l U Pf) — C fl( /)Pl et Pour tout P'p G V 'f  on a
cw/'p>) = cw/')n,

- pour deux sous-groupes de Levi standard, Mp de GF et M'F de G'F, qui se 
correspondent, en notant C F la correspondance entre les représentations essen
tiellement de carré intégrable de MF et M'F, et C l la correspondance entre les 
représentations essentiellement de carré intégrable de Ml et M'h, on a

C l o CflÎ71”) =  Cd f d l ° QfOO

pour toute représentation essentiellement de carré intégrable 7r de MF telle que 
t r n ( fPF) ± 0.

Un tel m  existe grâce aux faits suivants :
- les cardinaux de Vf et V l sont finis
- la proposition 4.1.2
- la remarque de la page 108, puisqu’il existe A; G N tel qu’on ait, si 7r est une 

représentation essentiellement de carré intégrable, trir(fPF) /  0 =$■ m(7r) < k.
Soit Mp un sous-groupe de Levi standard de GF qui ne correspond à aucun 

sous-groupe de Levi standard de G'F. Soit a une représentation essentiellement 
de carré intégrable de M p• On a alors :

tr(in d g  & L( o ) ) & L(f ) )  =  irC?i (<r)(C?t ( / ) p‘ ) =

= tra ( fp") = tr(in<fp'o ) ( f )  = 0. 
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Soient maintenant Mp et M'F deux sous-groupes de Levi standard qui se 
correspondent, a est une représentation essentiellement de carré intégrable de 
Mp et a' la représentation essentiellement de carré intégrable de M'F qui lui 
correspond. Soient Pp et P'F les sous-groupes paraboliques standard de Gf et G'F 
associés à Mp et M'F. On a la suite d’égalités suivante, où pour avoir celle du 
milieu, “passage de GF à G'F”, on a utilise que /  G PW GF(f') :

tr(ind% 3i(<r))(& L(f)) = tr& L(a)(&L( f ) * )  =

tr(FL(<7)«F L (fPL)) =  t r a ( fPp) =  tr(indpFa) ( /)  =

tr(indGp?a'){î') =  tra '( f ’PF) =  H dfdl (^)(CdfdlU 'Pf )) =

On a trouvé donc
tr (ind?PLL Cfl (CT) ) (Cf¿ (/) ) =  0 

si P i ne se transfère pas et

írtin^foM X foa)) = tr(ind%ÇS,,Dl(a'MSFDl(F'))

si P i se transfère en P'L et a ' correspond à a (car P i se transfère si et seulement 
si PF se transfère). Cela prouve qu’on a bien ÇFL{f) G P ^ gl {Çdfdl ( f ) )  et Par 
conséquent, L  étant de caractéristique nulle, /  (—l )n~rf .

À ce moment, si on savait “relever localement” les intégrales orbitales sur G' en 
caractéristique nulle comme on savait le faire pour G (voir 2.1.2), la démonstration 
de la proposition 4.3.4 serait facile par l’absurde. Mais on ne le sait pas. Voilà 
quelle est l’idée pour s’en sortir quand-même : soit f  G H  {G') ; soit g' G G sr ; on 
ne sait pas “relever localement” les intégrales orbitales sur G' en caractéristique 
nulle veut dire qu’on ne sait pas trouver un voisinage V(g') de g' et un entier 
m  tel que l’intégrale orbitale de f  soit constante sur V(g') égale à $ ( / ';  g') et 
pour tout corps L m-proche de F , Çdfd¿(V(9')) so^  bien définie et l’intégrale 
orbitale de CDFDL( f )  constante sur Cdfdl (VÍ9')) et égale à $ ( / '; g'). Mais, 
si jamais on a $ ( / ';  g') =  0, et cela parce que le support de f  ne rencontre 
pas l ’orbite de g' dans G'F, alors on peut montrer plus facilement que pour un 
m  assez grand, cette situation topologique se relève. Bien sûr, un tel résultat
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n’est pas suffisant mais, comme tout ce qui concerne les fonctions à support dans 
les éléments semisimples réguliers s’est toujours avéré facile à prouver, on peut 
“casser” notre intégrale orbitale au voisinage de g' en deux : une intégrale orbitale 
qui est celle d’une fonction à support dans les éléments semisimples réguliers et 
une intégrale orbitale nulle en g', qui est celle d’une fonction dont le support ne 
rencontre pas l’orbite de g'. Mettons maintenant en forme ces considérations.

Si G est un groupe et A  est une partie de G, on note AdG{A) l’ensemble formé 
de conjugués dans G des éléments de A. Si X  est un espace topologique et /  est 
une fonction sur X ,  on note S ( f)  le support de / .

Lem m e 4.3.6 . Avec l ’hypothèse de la proposition 4-3-4, 5* S(f')  C G'sr, alors 
on a bien f  •b- (—l)n-r/ '.

D ém onstration . Ça marche exactement comme on l’a prouvé en caractéristique 
nulle puisque les caractères des représentations de G' sont localement constants 
sur G sr et les caractères des représentations de G sont localement intégrables sur 
G par [Le2].

Lem m e 4.3.7 . Soit g' G G 'f . Soit f  G H(G'F). Supposons qu’on ait

S ( f )  D AdG'F{g') =  0 .

Alors il existe un voisinage V(g') de g' et un entier m  tel qu’on ait, pour tout 
corps local L m-proche de F  :

S((SrDL{f'))nAda.l (csrD,,(y(9'))) = 0-
H existe aussi un s tel que, si L est m-proche de F  et y est un élément de G'L 
dont le polynôme caractéristique est s-proche de celui de g', alors

^(CDP£>í,( / ,); y ) =  o.

D ém onstration . (Ce n’est pas tout-à-fait trivial parce que AdG>L (Cdf dl  (V (&'))) i 1 
C d f  d l  {AdG’F (V (g') ) ) ). Soit s tel que le polynôme caractéristique Pg< de g' ne soit 
s-proche du polynôme caractéristique d’aucun élément de S (f ')  (un tel s existe 
parce que S (f ')  est compact, parce que S ( f ')n A d G'F(g') =  0  et que l’application 
polynôme caractéristique est continue).

Appliquons le théorème 3.3.11, à s et g' : il existe un voisinage V(g') de g' et 
un entier mg> tel que, si L est mff/-proche de F, si * e  CdfDl (V (9')), le polynôme 
caractéristique de x  est s-proche de Pg>.

Pour tout t € S(f') , appliquons le théorème 3.3.11 à s et à t. On trouve 
une famille {V(t); Tnt}tes(f') où, pour tout t, V(t) est un voisinage ouvert et
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compact de t et pour tout corps L mt-proche de F, si x € Çz)FDL(V(i))i le 
polynôme caractéristique de x  est s-proche de celui de t. Les ouverts V (t) couvrent 
le compact S (f ') :  on va en extraire une famille finie V(t2 )...V{tp)} qui
recouvre S (f ') .

On pose maintenant

m  =  max{m9-, mtl ,m t2...mtp}.

Alors, si L  est un corps local m-proche de F,
- le polynôme caractéristique de tout élément de Cdfdl (^(9')) est s-proche 

de Pg>,
- le polynôme caractéristique de tout élément de ÇDFDL(S(f')) — S(CDFDL( f ) )  

est s-proche du polynôme caractéristique d’un élément de { ii,t2 •■■tp}, mais
- aucun des polynômes caractéristiques des U, 1 < i < p, n’est s-proche de

P 9'-

Cela prouve que S(Ç%fDl (/')) H AdG>L {ÇSpDt (v (g'))) =  0-
Aussi, si y est un élément de de G'L dont le polynôme caractéristique est 

s-proche de Pg, alors le polynôme caractéristique de y ne peut être s-proche 
d’aucun des polynômes caractéristiques des éléments de {¿i,Î2 —tp}. Donc y £ 
AdG'L(S(Ç%FDL( m  et

« (C iW A vH o .

Lem m e 4.3.8 . Avec l ’hypothèse f  € PW G( f ) ,  si g1 € G>sr est tel que

AdG>(g') fi S ( f )  =  0

alors, si g -H- g’, on a

* ( / ;  9) =  ( - i r ~ 1rm ' ; g ' )  = 0.

D ém onstration . Soit Pg le polynôme caractéristique de g, et donc de g'. Quitte 
à conjuguer g on peut supposer que c’est la matrice compagnon de Pg.

Soient m\ et si tels que, si L est un corps local mi-proche de F, pour tout 
x  € Gl dont le polynôme caractéristique est si-proche de Pg on ait :

* (< & (/);* ) =  * (/;? )•

C’est possible par la proposition 3.3.6.
Soient m2 et s2 tels que, si L est un corps local m2-proche de F , pour tout 

x  € G'l dont le polynôme caractéristique est S2-proche de Pg on ait :

* ( C £ D t( / V )  =  « ■( / ' ;  s ')  =  o.
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C’est possible par le lemme 4.3.8 plus haut.
Soit m3 tel que, si L est un corps local m3-proche de F, on ait :

<&(/) «  t-i)"-rc%DL(n
C’est possible par le lemme 4.3.6.

Posons
m =  max{mi]rri2 ) m3}

et
s — max{s\, S2}.

Soit L  un corps local de caractéristique nulle m-proche de F. Soit x  un élément 
semisimple régulier de G l dont le polynôme caractéristique est s-proche de Pg et 
qui de plus se transfère en un élément y G G'L. On a alors:

*(/;») = « (& (/);* ) = ( - i ) - r* (C W /');!')  =  (-i)""W ';9') = °.

ce qu’il fallait démontrer.

On montre maintenant la proposition 4.3.4 dans le cas de caractéristique non 
nulle. Soient g G Gar et g' G G'sr. Supposons par l’absurde que g «->• g' mais

* ( / ; « )  #  ( - 1  r ~ ' * ( / V ) -

L’élément g' étant semisimple régulier, AdG'F (g1) est un fermé et donc AdG>F(g') n  
S(f ' )  est un compact (inclus dans G'ST). L’ensemble G'ST est un ouvert donc il 
existe un sous-ensemble compact et ouvert X  inclus dans G ST et qui contient 
AdG'F (g1) H S(f ' )  (prendre un voisinage ouvert et compact dans G'3T de chaque 
point de AdG> (g') fl S ( f )  et en extraire un nombre fini qui couvre AdG> (g1) fl

On note f{ la restriction de / '  à X .
On pose f '2 — f  — fi-  On a clairement S(f^) =  S ( f ' ) \X .
Finalement on a obtenu :

/2

où G H(G'F) est à support dans G'sr et 5 ( /2) fl AdG>F(g') = 0 .
On a en particulier

Soient maintenant f \  € PW Gp(f[) et / 2 G PWGF{f$.  Alors, comme on avait 
/  G PWaF{ f ) ,  la fonction f  — f \  — f 2 annule la trace de toute représentation de 
Gp et par la proposition 2 de l’annexe 2, ses intégrales orbitales sont nulles sur 
G'p. En particulier,
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®(/i;s) = (-!)"-'$(/;; 9')

car S(f[) C G sr. Par le lemme 4.3.8,

®(/a;$) = 0 

car 5 ( /2) n  AdG>F(g') = 0- On a donc

ce qui contredit notre supposition.

En conclusion, /  G PW G( f )  = ► /  ( - l ) n~rf .

Montrons maintenant que, réciproquement, /  f* (—l)n_r/ / /  € PWG(f'). 
Supposons que /  (—l)n-r/ '.  Soit h G PW G( f )  (il en existe un par le lemme 
4.3.3). On vient de voir qu’on a alors h -H- (—1 )n~rf .  On en déduit que les 
intégrales orbitales de h et de /  sont égales sur Gsr. Les caractères des représen
tations de G sont localement intégrables donc par la proposition 3 de l’annexe 2 
on obtient que h et f  ont la même trace sur toute représentation de G. Comme 
h G PW G( f )  on en déduit que /  G PW G{ f) .

2) Soit f  G PW Gt(f). Cela implique /  G PW G( f ) .  Par le point 1) plus haut 
on a alors :

/ « f .

Par le lemme 4.3.6,

T héorèm e 4.3.9 . Soit ui un caractère de Z.
1) Soit f  G H(G';u>). Alors il existe f  G H(G\u) telle que f  -H- / '.
2) Soit f  G H(G';u>) telle que l ’intégrale orbitale de f  est nulle sur Gsr\G G>. 

Alors il existe f  G H (G] u) telle que f  -f* / '.

D ém onstration . 1) Soit h' G H  (G') telle que I^{h') =  f . Alors par le théorème 
4.3.1 1) il existe h G H  (G) tel que h -f* h'. On pose Iu{h) =  /  et on a facilement 
/  -H- / '  par la proposition 1.1.1.

2) Ce sens est un peu plus difficile. On ne sait pas s’il existe h G H  (G) dont les 
intégrales orbitales sont nulles sur Gsr\G Gi et telle que Iw{h) =  / ,  pour pouvoir 
appliquer le théorème 4.3.1 2). Considérons quand même une fonction h G H (G) 
telle que Iu(h) =  / .  Soit

h' : Grot(G) —̂ C
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définie de la façon suivante :
- sur S g,G' h est nulle
- pour tout sous-groupe de Levi standard L de G qui se transfère sur G' pour 

tout 7T G II2 (G), h'(indc['K) =  tr in d f  ir(h).
On vérifie facilement (puisqu’on est sur GLn !) que h1 est une bonne fonction. 

Elle est donc une fonction trace par le théorème de Paley-Wiener. Soit h" G H  (G) 
la fonction associée. On ne tente pas de montrer que Iw(h") — / ,  mais on se 
contente de savoir que :

- pour toute représentation 7r de G de caractère central u  on a:

tri: (h") =  trit(f)

et
- les intégrales orbitales de h" sont nulles sur Gst\Gg’- La deuxième condition 

implique qu’il existe u  G H  (G') telle que h "  -H- u  (th4.3.1 1)). Posons v =  I u (u).  

Montrons qu’on a /  -H- v. En fait v se transfère par le point 1) plus haut : il existe 
w G H(G]u>) telle que w «->• v. Mais alors les intégrales orbitales de w sont nulles 
sur G$r\GG' et pour toute représentation 7r de G de caractère central u  on a :

trir(w) =  (—l ) n-rirJLr(7r)(,y) =  (—l ) n-rirJLr(7r)(w) =  tr7r(h") =  trn(f) .

On conclut par la proposition 1, annexe 2.
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4.4 Intégrabilité locale des caractères

Le transfert de toutes les représentations et de toutes les fonctions de G' vers
G , transfert compatible avec la trace, nous permet de prouver que l’intégrabilité 
locale des caractères sur G' est une conséquence de l’intégrabilité locale des ca
ractères sur G (prouvée dans [Le2]). On montre donc le théorème suivant :

T héorèm e 4.4.1 . Soit 7r £ E(G') et soit f  £ H  [G'). Alors la fonction x * f  
est intégrable sur G sr et on a

trv (f ')  =  [  X*{9')f\9')dg'.
J g'st

D ém onstration . Posons S ( f ) sr =  S (f ')  C\G'sr. Soit {K n}n€N une suite exhaus
tive de compacts pour S ( f ') sr qui vérifie:

g e K n ^ A d G. ( g ) n S ( f ) c K n

(prendre une suite exhaustive de compacts pour S ( f ) sr quelconque, {Z^}neN, 
et poser K n =  AdG'{K'n) n  S ( f ') sr =  Adai(K'n) fl S(f') ,  par exemple). Pour 
tout n, notons f„ la restriction de f  à K n. Soit /  (E PW G( f ') et pour tout n, 
fn e  PW G{fn).

Montrons d’abord que JG>sr \Xn(g')f'{9')\dg' converge. On peut supposer que 
f  est à valeurs réelles positives. C’est alors le cas de toutes les /¿. Supposons par 
l’absurde que \x*{g') f  W)\dg' =  oo. En appliquant le théorème B, page 112 
de [Ha], on trouve qu’on doit avoir forcément :

(i) f  \x*{g')f'n{g')\dg’ =
"-»•OO J q ' st

Mais, pour tout n, le support de f n est K n C G'ST et on peut appliquer la for
mule d’intégration de Weyl à la fonction localement constante à support compact 
\Xnfn\- On trouve:
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D’autre part, par le même raisonnement que dans la démonstration de la propo
sition 4.3.4, cas de caractéristique nulle, on a

<3) ^ i^cn r1/ mixAmuL;«')<«'=
r r T ^ r  J T ' re9

Y I^ P T 1 [ »«Ixjm.jWIW/..;«)!*

T'€Tg>

TeTa 

puisque
- $(/«;£) =  0 si t e  Gst\G g' et |$ ( /n;i)| =  $ (/';£ ')  si t G Gq< et t v* t' par 

la proposition 4.3.4 (il y a une valeur absolue à cause du signe (—l)n-r ; $(/^; t') 
est toujours positive)

- pour tout t -H- f ,  |xJLr(7r)WI =  \xAt')\ et D{t) = D{f)
- l’homéomorphisme fixé entre des tores qui se correspondent respecte la me

sure.
Les relations (1), (2) et (3) impliquent alors que

(4) lim E  IWCOI-1 [  D(t)\XJLrM(g)Wn,g)dg =  oo.
n_>00T6TG ->TTtg

Maintenant, pour tout g G Gsr, ou bien g £  G a1 et alors on a

*(/.;») = *(/; s) = o,

ou bien g G Gq> et alors, si g' G G’ est tel que g o  g', on a

l*(/»;s)l = = I*(/;î)|.
Par conséquent |$ ( /n;<?)| < |$(/;<7)| pour tout g G Gsr, et, comme D  est une 
fonction positive on a :

(5) £  |^(T)|-> [  D(t)\xJLrMmHfn;t)\dt <
T i T a  J T ' ”

Y Iw'OTr1 f DWIxjfcoWIW; *)!<«•
'Tc'TV. J T re9T£Tg

Mais, du fait de l’intégrabilité locale des caractères sur G on a par la formule de 
Weyl

(6) £ |W ( T )|-' [  D(i)IXJL,(»)(i)P(/; t)\dt <
TiTo JT" ’

Y m n - 1 [  k « ) I x j l , w ( î ) I * ( I / I ; « ) < « = /  I x W s l I I / i s »
T cT „  J T Te9 J G 3T

......... . , ___ ______  _ < oo.
TeTa
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Les formules (5) et (6) impliquent l’existence d’un nombre réel qui borne supé
rieurement E r e r G lW (T )l_1/ r - 9^W IxJLrw (i) ||^ (/n ;i) |d i pour tout n. C’est 
en contradiction avec (4) ce qui prouve que f G>3r ix-uig') f '  {g')\dg' converge.

Montrons maintenant qu’on a bien

tr ir( f)  =  f  x * ( g l f i g ' W  
JG'ar

Montrons d’abord qu’on a

(7) lim irJL r (7r)(/n) =  trJL r (îr)(/).

On a

trJL,(»)(/») = Y~ \W(T)I" 1 /  D(t)xn,M(i)®(/.i*)<tt
T€Tg ^Tr*9

et

irJL r(ir)(/) = £  IW'OTI"1 /
TeTo ' ' T r c g

Considérons l’espace topologique X  =  U T€7-g T reg. Munissons X  de la mesure 
dx suivante : pour chaque tore T  G TG on prend sur T re9 la mesure de Haar 
dx =  |W (T)|-1di où dt est la mesure fixée au début sur T. Or, la suite de 
fonctions (DxjLr(ir)${fn, ))„€n est  une suite de fonctions intégrables sur l’espace 
X  qui tend simplement vers la fonction .DxjLr(?r)$(/; ')■ La suite de fonctions 
(|DXJLr(7r)^(/n; ) |)n6N est une suite croissante de fonctions bornée par la fonc
tion \DxjLr(*)$(f', ■)[■ La fonction |-DxjLr(ir)$(/; )| est intégrable sur X  (on l’a 
vu plus haut, Jx  \D(x)x3U(*){x )$(f', x)\dx < f G„ ¡XJLr(*)fl(ff)dg < oo). On peut 
donc appliquer le théorème de convergence dominée (th. D, page 110, [Ha]). On 
trouve bien limn^ 00irJL r (7r)(/n) =  irJL r (7r)(/) qui n’est autre que (7).

Pour tout n, /„  G PW G{f'n), donc tr3Lr(ir)(fn) =  trir(fn). 
On a /  G PW G( f )  donc irJL r (7r)(/) =  trir{f).
Donc, en appliquant (7), on trouve

(8) lim ir7r(/') =  trTr(f').

Mais, pour tout n, S ( / ')  C G'sr et donc

t™ {fn) =  [  x A d ’i f ñ i g ' W
JG'sr
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et on trouve n combinant avec (8)

(9) lim [  x A 9 ') fL (9 'W  =  trir{f).
n->oo JGi,r

Maintenant, la suite de fonctions intégrables (Xnfh)nçN converge simplement 
vers la fonction X n f  sur G'sr. Aussi, pour tout n on a \Xnfh\ < \x*f'\ sur G'sr et 
on a montré que cette dernière fonction était intégrable sur G'sr. En appliquant 
à nouveau le théorème de convergence dominée, on trouve que

(io) lim [  x A 9 ' ) M W =  [  x A g V 'W W -
o o  J q ' st  J G ,3 r

Finalement, les relations (9) et (10) impliquent :

tn r ( f )  =  [  xM )f'{9 ')dg '-  
J g '*t

C orollaire 4.4.2 . Dans les théorèmes de correspondance 3.3.19 et 4-2.2 on peut 
rajouter: si 7T ir', si f  ^  / ' ,  alors on a:

trn (f)  =  (-1  )n~rtr7r'(f').

D ém onstration  C’est évident parce que, ayant démontré que sur G1 aussi les 
caractères des représentations sont localement intégrables, on peut appliquer la 
proposition 1.4.2. Remarquons quand même qu’on n’avait pas besoin de l’inté- 
grabilité locale des caractères pour montrer ce résultat. On pouvait le montrer 
plus laborieusement de la façon suivante : quand on a montré la correspondance, 
on a mis dans la formule des traces une fonction pour laquelle on n’a pas imposé 
que sa composante à la place vq soit à support dans les éléments réguliers, mais 
seulement qu’elle soit une fonction qui se transfère. Ainsi, le résultat auquel on 
était arrivé peut s’enoncer : si % est une représentation de carré intégrable de G, 
si 7T -H- 7r', si /  / ' ,  alors on a :

tr-K(f) =  (—l)n~rtm '( f ) .

On peut étendre successivement
- à toutes les représentations essentiellement de carré intégrable en utilisant, 

pour une représentation de carré intégrable 7r, l’algébricité en la variable X  de la 
fonction t r X ( f)  sur la variété ^(G ; ir) et la Zariski densité des représentations 
de carré intégrable dans cette variété

- à toutes les représentations induites des représentations essentiellement de 
carré intégrable par récurrence sur l’entier r  tel que G' = GLr(D), en utilisant le 
théorème 1.3.1
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- à toutes les représentations en utilisant la proposition 4.2.1.

Corollaire 4.4.3 . Le groupe G' a la propriété (P) : si 7r est une représentation 
de carré intégrable de G' et est un pseudocoefficient de 7r, alors pour tout
g G G'e on a ______

Xn(9) =  $ ( f* ' ,9 ) -

D ém onstra tion  Le corollaire précédent implique qu’une fonction sur G' qui 
correspond à un pseudocoefficient /„■ d’une représentation de carré intégrable 7r de 
G est un pseudocoefficient de la représentation de carré intégrable 7r' de G' qui 
correspond à 7r. Puisque les intégrales orbitales de et /*•/ se correspondent, que 
les caractères de r  et 7r' se correspondent et que G a la propriété P  (prop.4.4.3), 
on a le résultat.
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4.5 Deux résultats globaux

Soient F un corps global et A une algèbre centrale simple de dimension finie 
n2 sur F. On note G' le groupe des éléments inversibles de A et G' les adèles de 
G'. On suppose que G' est scindé aux places infinies.

T héorèm e 4.5.1 . a) Soit Q un caractère du centre de G1. Soit S  un sous- 
ensemble fini de l ’ensemble des places finies de F. On suppose qu’on s ’est donné 
pour toute place v £ S  une représentation admissible irréductible nv de Gv de 
caractère central ornegav. Alors il existe au plus un nombre fini de représentations 
automorphes cuspidales de G de caractère central ü  qui ont comme composante 
locale 7r„ à toute place v £ S.

b) Soient S  un ensemble fini non vide de places finies de F et pour tout 
v G S soit 7r' une représentation de carré intégrable de G'v. Alors il existe une 
représentation automorphe cuspidale n1 de G' telle qu’à toute place v € S  la 
composante locale de îr' soit équivalente à nv.

D ém onstration , a) C’est prouvé dans la partie IV de l’annexe 1.
b) Comme l’ont remarqué [DKV], c’est une conséquence simple de la corres

pondance avec GLn, du moins une fois qu’on a le point a) ci-dessus. A toute place 
v G S  on pose Gv = GLn(¥v) et on considère la représentation de carré intégrable 
7r„ de Gv qui correspond à 7r'. Rajoutons deux places finies w et w’ où G' est scindé 
à S  et notons T  =  S  U {w, w '}. Fixons une représentation cuspidale ttw de Gw et 
une représentation quelconque ttw> de Gw>. Par le théorème 1.11.8, il existe une 
représentation automorphe cuspidale ff du groupe des adèles de GLn(F) dont la 
composante locale à toute place v G T  est 7r„. Soit U l’ensemble fini de places où 
G' est ramifié. Posons V = T  U U. En procédant comme dans la section 1, cha
pitre 3, (prop.3.1.4, 3.1.5, 3.1.6, 3.1.7) on peut montrer que, d’une part il existe 
un ensemble non vide et fini X  de représentations automorphes cuspidales de G' 
dont les composantes locales aux places qui ne sont pas dans V  sont les mêmes 
que celles de n, et d’autre part, si pour tout v G V f v G H(GV) et / '  G H{G 'V) se 
correspondent, f w =  /¿, est un coefficient de ttw et f w> =  f'w, est à support dans 
les éléments elliptiques réguliers, on a

I l  triïvifv) = XI E[ trjtv(fv)-
vçy t t ' e x  vçy

Comme il y a correspondance — donc tous les caractères distribution de gauche 
se transfèrent sur les groupes de droite — et nombre fini de représentations à 
droite, il suffit de fixer une fonction quelconque f w> à support dans les éléments 
elliptiques réguliers telle que trîfwi(fwt) /  0 pour avoir par l’indépendance linéaire 
des caractères distribution que X  est réduit à un seul élément #' (de multiplicité
1) et qu’aux places v qui nous intéressent (dans S), on a forcément ~  ir ' .
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ANNEXE 1

On a choisi de régrouper dans cette annexe les résultats qui font appel aux 
fonctions L de Godement et Jacquet et aux calculs des facteurs e par Bushnell et 
Fröhlich. On montre d’abord quelques résultats généraux qu’on réunit dans une 
“partie 0”. Dans la première partie on démontre un résultat de finitude qui est 
essentiel pour montrer toutes les correspondances (proposition 3.1.6, page 66) : il 
s’agit de la finitude du nombre de représentations automorphes cuspidales d’une 
certaine algèbre centrale simple sur un corps global qui ont des composantes 
fixées à presque toutes les places. Je remercie Guy Henniart qui m’a expliqué le 
principe de la démonstration et Paul Broussous qui m’a fait part de son résultat 
(le théorème 2) non encore publié. Dans la deuxième partie on montre un résultat 
qui sert dans la démonstration de la correspondance en caractéristique non nulle 
(prop 3.1.10, page 73) : il s’agit de borner, une fois établie la correspondance en 
caractéristique nulle, le conducteur d’une représentation de carré intégrable en 
fonction du conducteur de la représentation qui lui correspond. Dans la troisième 
partie on prouve le lemme 3.3.15, page 104; c’est un résultat de comparaison 
entre les conducteurs de deux représentations de deux groupes proches. Dans la 
quatrième partie on montre le point a) du théorème 4.5.1, page 152.

Comme dans cette annexe on fait parfois allusion aux résultats des chapitres 
précédents le lecteur peut se démander s’il n’y a pas de cercle vicieux dans le 
raisonnement. C’est très simple de s’en rendre compte : à part la partie 0 qui 
n’a pas de liaison avec ce qu’on a démontré jusqu’ici, les parties I, II, III et IV 
contiennent des démonstrations qui ont une place très précise dans les chapitres 
précédents mais qu’on a regroupées ici. Ainsi, la partie I contient une démons
tration qui devrait se trouver à la page 66 et on a donc le droit d’y utiliser les 
résultats montrés dans cette thèse avant la page 66; la partie II contient une 
démonstration qui devrait se trouver à la page 73 et on a donc le droit d’y utili
ser les résultats montrés dans cette thèse avant la page 73 et aussi les résultats 
prouvés dans la partie I de cette annexe; et ainsi de suite...

PARTIE 0

Soit A  une algèbre centrale simple de dimension n2 sur un corps global F. On 
note G le groupe des éléments inversibles de A. Pour toute place v de F on note 
Gv le groupe G(F„). On note qv le cardinal du corps résiduel de Gv. On note G 
les adèles de G et A(F) les adèles de F. On considère F comme sous-anneau de 
A(F) via le plongement canonique.

Quand on parlera de A v ou Gv sans plus de précisions, ça voudra dire “pour 
une certaine place v”. Pour une place v donnée on assimile Av à l’algèbre de
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matrices Mr(D) où r divise n et D est une algèbre centrale simple de dimension 
ci2 =  (n /r)2. Le groupe Gv sera assimilé par conséquent au groupe GLr(D). La 
paire parabolique minimale standard de Gv fixée à cette place sera par convention 
(j4o; Pq) où A q est le tore diagonal et P0 est le groupe des matrices triangulaires 
supérieures. On ne considérera que des sous-groupes paraboliques standard et des 
sous-groupes de Levi standard qui s’écriront donc comme un produit diagonal de 
blocs B\ x J52... x Bk où chaque f?» est isomorphe à un GLn {D) et E r i =  r - Si v 
est finie, le sous-groupe compact maximal en bonne position sera par convention 
K  =  GLt(Od) et la base de voisinages de l’élément neutre { K lF =  1+Mn(PlD)}i€n 
comme dans le chapitre précédent. Si 7r est une représentation admissible de Gv, 
on écrit 7r pour la représentation contragrédiente de ir. Dans toute cette annexe 
1, le mot “polynôme” veut dire “polynôme à coefficients complexes”.

Soit 7r une représentation admissible de Gv. Dans [GJ] on attache à 7r une 
fonction L(s; ît) (qu’on ne définit pas ici) de variable complexe s et à valeurs 
dans C . Supposons qu’on a fixé un caractère additif unitaire ^  de F„ ; on attache 
à 7r et V’ une fonction e(s; 7r; tp) (qu’on ne définit pas ici ; voir [GJ]) de variable 
complexe s et à valeurs dans C qu’on appelle facteur e. Posons

e'(s; 7r; xp) =  e(s; 7r; — s; if)L(s; 7r)_1.

La tradition veut qu’on fasse apparaître la variable s dans l’écriture de ces 
fonctions même s’il ne s’agit pas d’un s précis. Dans les égalités de fonctions cela 
voudra dire toujours “pour tout s”. Les fonctions L, e et e' ont les propriétés 
suivantes :

1) (v finie) L(s -,tt) =  1 si 7r est une représentation cuspidale qui n’est pas 
un caractère (toujours vrai si r  /  1) ou si % est un caractère ramifié de Gv ; 
L(s; 7r) =  P(q~s) où P  est un polynôme de degré 1, si 7r est un caractère non 
ramifié de Gv (proposition 5.11, [GJ]).

2) (v finie) Si 7r est une représentation admissible de Gv et ip est un caractère 
additif non trivial de F  alors

e(s;^V O  =  ^ c(0)_m(7r))s

où a est un nombre complexe, c(tp) =  nmin{i : P lF C ker(xp)} et m(7r) ne dépend 
que de 7r.

3) (u finie) Soit P  un sous-groupe parabolique standard de Gv et P  = LU une 
décomposition de Levi standard de P . Ecrivons L comme un produit diagonal de 
blocs L =  Bi x B2... x Bk. Soient 0 ]_,0 2 --.(?k des représentations lisses irréductibles 
de Bi, B2...Bk respectivement et un caractère additif non trivial de F. Si on 
pose 7r =  mdp”<7i <g> <72... <8> <Jk, on a :

k k 
L(s; tt) =  L(s; a{) L(s\ f )  = J J  L(s ; <7*)

2—1 ¿ = 1
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k
e(s]ir-,ip) =  JJc(s;oï;VO

¿=1

(proposition 3.5, [GJ]).
4) (v finie) Si 7r et ip sont comme plus haut et 7r' est un sous-quotient irréduc

tible de 7r, alors
L(s; n')/ L(s-, n) et L(s; n1) /  L(s] n) 

sont des polynômes de q~a et

e'(s;7r';^) =  e'(s;n;ip)

(corollaire 3.6, [GJ]).
5) Si 7r est une représentation automorphe cuspidale irréductible de G et ip 

est un caractère additif unitaire non trivial de A(F) et trivial sur F on a :

J J  e(s; tt„; ^„)
V

converge vers une fonction e(s; 7r) indépendante de ip ;

J J L ( s;7tv)
V

converge vers une fonction L(s; 7r) ;

V

converge vers une fonction L(s; 7r) ;
On a

e(s;7f)X(l — s;7f)L(s;7r)-1 =  1.

(théorème 13.8, [GJ]).

Ces propriétés vont être utilisées au long de cette annexe et citées par leur 
numéro.

P ro position  1. Soit n une représentation lisse irréductible de Gv. Soient P  un 
sous-groupe parabolique standard (propre ou pas) de Gv, L son sous-groupe de Levi 
standard et a une représentation cuspidale de L, tels que ir soit un sous-quotient 
de indpcr. Ecrivons comme plus haut L  =  B\ x B 2... x et o  =  o\ ® o2... ®Ok- 
On a:

a) L(s]ir) = P(q~s)~1 où P  est un polynôme de degré au plus n.
b) si 'ip est un caractère non trivial de F„ alors

k
e'{s-,n-,'ip) = Y[c'{s;ai]ip).

¿=1
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D ém onstration , a) On a bien entendu k < n. Par la propriété 1) on a L(s; <7t )  = 
Pj(g“s)_1 où Pi est un polynôme de degré au plus 1. Par la propriété 3) on a 
alors L(s-, indpvcr) =  Q{qÿs)~l où Q est un polynôme de degré au plus n. Par 
la propriété 4), L(s;tt) =  P(ç~s)_1 où P  est un polynôme qui divise Q. D’où le 
résultat.

b) La propriété 3) implique (par définition de la fonction e') que

k
e'(s; indpva; ip) =  J J  e'(s; af, ip). 

i— 1

On conclut par la propriété 4).

Lem m e 1. Soient P  et Q deux polynômes de degré au plus n. Alors P{q~$)/Q{ql) — 
R(q~3) où R  est une fraction rationnelle qui est le rapport de deux polynômes de 
degré au plus 2n.

D ém onstration . On pose R(qÿs) =  {qÿdegQsP ((lv S))/((lvde9QsQ((lv))i °ù degQ 
est le degré de Q.

On énonce maintenant deux résultats -  les théorèmes 1 et 2 -  l’un dû à 
Bushnell et l’autre à Broussous. Il faut qu’on explique un peu la nature des 
objets qui y interviennent.

Soit v une place finie. Nous identifions Av à une algèbre de matrices Mr(D) 
comme plus haut. Soient t et t' deux entiers positifs tels que tt' — r. Soit %t,a 
le sous-anneau de Av formé des matrices par blocs {Aij)i<ij<f telles que A{j G 
Mt{0D) si i > j  et Aij G Mt(Po) si i < j .  On appelle 2li)t/ ordre principal 
standard de Av. On appelle ordre principal de Av un sous-anneau de Av qui est 
conjugué par un élément de Gv avec un ordre principal standard (voir 1.2.15 et 
1.5.2, [BF]). Si est un ordre principal standard de Av, alors son radical de 
Jacobson est 25a formé des matrices par blocs (AjOi^jXî' où A ^  G Mt(Oo) si 
i > j  et A ^  G Mt(Pü) si i < j.  On définit alors les groupes suivants : i/o(21) =  21* 
et C/j(21) =  1 +  ©gj. L’ensemble {C/j(2l) }jeN est une base de voisinages de l’unité 
dans Gv. Si on fixe un ordre principal standard 21, si p est une représentation 
d’un sous-groupe de Gv contenant C/o (21), on pose f{p)% =  25^ où j  est le plus 
petit entier tel que Uj(21) C ker(p). On appelle /(p )a le conducteur de p relatif à 
21. Nous ne donnons pas ici la définition d’une représentation non dégénérée au 
sens de Bushnell-Frôhlich car elle ne joue pratiquement aucun rôle dans la suite. 
Elle peut être trouvée à la page 228 de [BF].

Dans ce qui suit on fixe à toute place v le caractère additif unitaire ipv de F„ 
de la façon suivante : si F est un corps de nombres et F„ est une extension de Qp 
alors ipv est donné par la composition de la trace réduite de F„ sur Qp avec les
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Qp - y Qp/Zp — Z[l/p]/Z C M/Z

après avoir identifié, par l’application z exp(2i-Kz), R /Z avec le groupe multi
plicatif des éléments de module 1 dans C. Si Fv est un corps de fonctions L((i)) 
où L est une extension finie de Z/pZ, alors ipv est la composition de :

L((t)) -4 L((i))/L[[i]] 2  L[l/t]/L

avec le caractère de L [l/i]/L  qui envoie l / t  sur e2in/p. On sait qu’il existe un 
caractère ^  de Â(F) trivial sur F dont la composante à chaque place v est ipv.

Si 21 est un ordre principal de Av, on pose

£>a =  {x  € Av : ipv(trAv/f„ (xy)) =  1 Vy G 21}

T héorèm e 1. Supposons que Av n’est pas une algèbre à division. Soit 7r une 
représentation cuspidale de Gv. Soit 21 un ordre principal standard et iV(2l) le 
normalisateur de 21 dans Gv. Supposons que la restriction de n à N (21) contient 
une représentation non dégénérée p de N{21). Alors le facteur e de n est donné 
par:

e()r; s; «  =  [a  : S a /

où W  (p) est une constante complexe.

D ém onstra tion . C’est le théorème 3.3.8 dans [BF] où on a tenu compte du 
fait que tout ordre principal est conjugué à un ordre principal standard.

T héorèm e 2. Soit n une représentation cuspidale de Gv de niveau supérieur 
ou égal à 2. Supposons que n n’a pas de vecteur fixe sous Kp. Alors il existe un 
ordre principal standard 21 de A v tel que la restriction de tt à 21 contienne une 
représentation non dégénérée p de N (21).

D ém onstra tion . C’est un résultat en cours de publication qui m’a été com
muniqué par P.Broussous.

Définissons le niveau niv(7r) d’une représentation 7r de Gv comme le plus petit 
i > 0 tel que ir ait un vecteur fixe sous K %F.

P rop o sition  2. Soit 7r une représentation cuspidale de Gv de niveau supérieur 
/

ou égal à 1. Ecrivons
e(s;n;ii>v)= a q icW -mW s

applications
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où a est une constante complexe. On a alors

niv(7r) < m (7r).

D ém onstration . Si Av est une algèbre à division, on a niv(7r) = m(7r) — n +  1 
et le résultat est vrai.

Supposons que Av n’est pas une algèbre à division. Grâce au théorème 2 on 
peut appliquer le théorème 1 à 7r. On obtient

e(7r; s; Vv) =  [21 : S)a/(p )a ](1/2"s)/nW (p)
ou encore

a q {cM -m (*))s =  p j  . ^ ( 1 / 2 - . ) / » ^  . / ( p ) a ] ( l / 2 - ) / » W ’( p ) .

Soit j  tel que f (p ) =  55^. On a alors, par 1.4.14 et 1.4.1 dans [BF],

[a  ̂/M»] = i f *  = <£*■

Par 2.1.2.(i) et 2.1.7 [BF] on sait que

[a : Sa) = [a : BfT'SoJ
où e est un indice de ramification (voir 1.4.6 et 1.4.7 de [BF] pour la définition). 
Supposons que la différente absolue £>oF„ de F„ soit égale à P ^ Ft,\  Un simple 
calcul montre alors qu’on a

[21 : 3)a ] =  ql 2d?c(Fv )+ (e - l)n t '

On trouve donc que

—c(ip) +  m(7r) =  (n tj + r2d2c( F„) +  (e — 1 )nt)/n

d’où (rd — n)
t j  = m( 7r) — c(ip) — nc(F„) — (e — l)i.

Sachant que —c(ip) =  nc(F„) car ker(ip) =  on trouve après simplification

j  = (m(n)/t) -  (e -  1).

Maintenant, on sait que ker(p) C Kptv^ \  donc /(p) C Mr(P^mv^ )  et fi

nalement C Mr(Ppmv̂ ) .  Comme Mt {Pd) C on en déduit facilement 
que Mr (P|,) C 55^ donc dniv( -k ) < j  — ( m ( 7 r ) / i )  — (e  — 1). On a alors en 
particulier m (7r) > 0 et donc grossièrement

mu(7r) < m(w).
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PA R T IE  I

Dans cette partie on montre comment les hypothèses de récurrence (H^) pour 
k < r — 1 impliquent la proposition 3.1.6 au rang r  (voir page 66). On suppose 
donc que (H^) est vérifiée pour k < r — 1. Rappelons ce que cela veut dire et ce 
qu’on veut démontrer. On a un corps global F et une algèbre à division D centrale 
sur F, de dimension finie n2. On note G le groupe des éléments inversibles de D. Le 
groupe G est ramifié à un nombre fini de places, toutes finies, V = {t;0; V\
Aux places {vi;t>2 -Dm}) GVi est le groupe des éléments inversibles d’une algèbre 
à division, tandis qu’à la place v0 on a GVo ~  GLr{D) où D est une algèbre à divi
sion centrale sur F„0 de dimension d2 (et on a dr = n). L’hypothèse de récurrence 
(Hk) est vérifiée pour k < r — 1 implique en particulier que pour tout k < r — 1, 
si 7r est une représentation essentiellement de carré intégrable de GLk(D), alors 
on a ra(7r) > —2k. C’est vrai en particulier pour les représentations cuspidales de 
GLk{D). La proposition 2 implique alors que, pour une représentation cuspidale 
quelconque 7r de GLk(D) on a

niv(7r) < m(7r) +  2k 4-1. (4.2)

(On a inglobé aussi le cas de niveau inférieur ou égal à 1.) Nous montrons main
tenant que cette propriété implique le résultat suivant :

R ésu lta t annoncé à  la page 66. Si ù  est un caractère unitaire du centre de G, 
si pour toute place v où G est scindé on se donne une représentation irréductible 
7r„ de Gv de caractère central û>v, il existe au plus un nombre fini de représenta
tions automorphes cuspidales ît de G de caractère central ü  qui vérifient nv ~  irv 
pour toute place v où G est scindé.

D ém onstra tion .

A tten tion! Dans cette démonstration on utilise deux fois (tout à la fin) l’hypo
thèse qu’aux places V\\V2 GVi est le groupe des éléments inversibles d’une 
algèbre à division et non pas le groupe des éléments inversibles d’une algèbre 
simple quelconque. Jusque là il n’est pas question de ce qui se passe aux places 
vi;v2 ...vm. On a marqué ces deux endroits en écrivant en caractère gras (page 
162) pour que le lecteur puisse suivre plus tard plus facilement la partie IV, où 
on montre que le même résultat est vrai sans cette hypothèse.
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✓
P roposition  3. Soit a une représentation lisse irréductible de GVo. Ecrivons 

e(s; cr; ipv) =  aqic0̂ ~ m^ s où a est une constante complexe. Si a n’est pas une 
représentation cuspidale de niveau inférieur ou égal à 1, alors on a

niv(o) < m(a) +  7n.

D ém onstration . Si a est cuspidale (donc de niveau supérieur ou égal à 2 par 
hypothèse) c’est évident par la proposition 2. Supposons maintenant que cr n’est 
pas cuspidale. Soient P  un sous-groupe parabolique standard de GVo, L son sous- 
groupe de Levi standard et 7r une représentation cuspidale de L , tels que a soit

G *
un sous-quotient de indpV0/K. Ecrivons L — B\ x B 2 — x Bi et 7r =  %i ® tt2... <2> ttj. 
Par la proposition la) on a

1

e'(s, a\ V>„) =  J J  e'(s, ÿ v).
2— 1

D’après la proposition la), la définition de la fonction e' et le lemme 1 il en ressort 
que

e'(s, cr; if>v) =  e(s, a; ipv)R{q~s)

où R  est un quotient de deux polynômes de degré au plus 2n. En appliquant 
le même raisonnement sur chaque Bi on arrive à la conclusion que l’égalité 
e'(s, cr; ipv) =  r ï= i  €'(s> n» i>v) implique

t
e(s, cr; xpv) =  e(s, tt*; tl)v)R![q~0s) 

i= 1

où R! est le quotient de deux polynômes de degré au plus An. Si pour tout 7̂  on 

écrit e(s,7r¿;V*«) =  on obtient alors après simplifications (car

c(V0g„o = É U  c(V0bJ

¿=1

où R' est, on le rappelle, le quotient de deux polynômes de degré au plus An. Cela 
implique

/
m(a) > 53m(7Tj) — An.

*=1
Comme les blocs Bi sont de taille ki < r, on peut appliquer la relation 4.2 ; on
trouve (tenant compte du fait que $Z*=i ki = r):

1

m(cr) > X  n ivfa) — An — 2n — l
2=1
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Puisque I < n ,  on obtient

T J niv(iTi) <  m(cr) +  7n 
i=1

Le niveau d’une représentation étant positif, pour chaque i, le niveau de ir, 
est borné par m(cr) +  7n. Mais, de la proposition 3.5.2 [Be] et le choix du com
pact maximal (qui est en bonne position par rapport aux sous-groupes de Levi 
standard), le niveau de a  est inférieur ou égal au maximum des niveaux des 7̂ . 
La proposition 3 est démontrée.

i
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Passons maintenant à la démonstration du résultat principal. Supposons qu’il 
existe une représentation automorphe cuspidale 7r de G tel que pour toute place 
v £ V, 7tv soit équivalente à 7rv. (Cela implique en particulier que, pour presque 
toute place finie v en dehors de S , la représentation irv qu’on s’est donnée est non 
ramifiée.) Fixons cette représentation une fois pour toutes. Maintenant, suppo
sons que 7T; est une autre représentation qui vérifie ces conditions. Alors, en vertu 
de la propriété 5),

ï ï
vEV

e/
(s 7T

/
v V ) n

vev
e/

(s ? 7rv ? V )

car aux autres places les fonctions e' sont égales, les composantes locales des deux 
représentations automorphes étant équivalentes. Posons, pour tout v € V,

e(S ? 7Tt; l\)v ) aV QV
(c(*V ) m (7Tv ))»

où av est une constante complexe et

où a' est une constante complexe. On a déjà vu qu’on avait alors

où Rjr„ est le quotient de deux polynômes de degré au plus 2n et

où .R*;, est le quotient de deux polynômes de degré au plus 2n. 
On en déduit que

€(S J

/
71v î ißV ) a/

V qV
(c( v ) m(7T

/

t) ))«

e/
(è 71vi V ) Q

t
vQV

(c(*v ) m ( t
71v ))«R /

v (ÇV

—s
)

vev
naV QV

(C i tbv ) m(7Tv ))S R u (QV

S

) n
vçy

o/
V QV

(c($V ) m { t
7Tv ))«R

v
t (5V

S

)

e'(s; jr.; * , )  =  aw<c<’W - m(,- )),i ï i ,  f e - )



donc, après simplification par Ilvgv que

I] (O = H a.’À ^ R f M ')
v£V v€V

et finalement que

vÇV v£V

où T  est le quotient de deux polynômes de degré au plus 4(m +  1 )n. On obtient 
alors

y ;  ra(?0  < ^  +  4(m +  l)n. (4.3)
vGV vGV

Posons
iiTi =  ^ 2  m(nv) + 4 (m +  l)n. 

uev

Aux places {vi;t/2 Gv est une algèbre à division et on a

0 < m{tt').

Par conséquent, la relation 4.3 implique que m(ft'Vo) < K \ soit

niv(7r'0) < m a x ^ i +  7n; 1) (4.4)

par la proposition 3.
Soit maintenant X  l’ensemble de toutes les classes d’équivalence de représen

tations cuspidales de Gvo de caractère central û vo et de niveau inférieur ou égal 
à 1. L’ensemble X  est fini. Posons K 2 =  m in^x  m(-7r). En appliquant alors la 
proposition 3, on trouve que pour toute représentation lisse irréductible 7r de GVo 
de caractère central ¿>„0 on a m{7r) > min (/G; — 7n). En appliquant maintenant 
l’inégalité 4.3, on trouve que

y  m (# ') < K i  — min(/Î2; — 7n).

Comme aux places {vi;v2 Gv est une algèbre à division et on a donc
pour toute place v € Vr\{^o}

0 < niv(ir') < m(TT'v), 

on en déduit que, pour toute place v € V\vo>

niv(n 'v) < K i — min(if2; — 7n). (4.5)
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Posons K vo = j(™*x(Ki+7n’1')' pour toute place v G VV^o} posons K v =

^Ki-mm{K2,-7n) et pour toute piace v <£ y  posons K v =  K ™ ^v\  Le produit des

compacts K v est un sous-groupe compact K  de G (on rappelle que pour presque 
toute place v on a niv(7rv) =  0). Des relations 4.4 et 4.5 il résulte que toute re
présentation automorphe cuspidale irréductible de G dont la composante locale 
en toute place v £ V  est équivalente à 7r„ a un vecteur fixe sous K. Mais, par le 
théorème 5.6 de [BJ] il existe seulement un nombre fini de telles représentations 
(car le caractère central global est fixé) et le résultat est prouvé.

PA R T IE  II

Reprenons les notations de la démonstration du théorème 3.1.2 (F  est ici de 
caractéristique nulle). Le but de cette partie est de montrer la proposition sui
vante :

P ro p o sitio n  4. Supposons qu’on ait démontré la correspondance C entre G et 
G' dans le cas de caractéristique nulle et des représentations essentiellement de 
carré intégrable (voir 3.1). On a alors pour toute représentation essentiellement 
de carré intégrable ir de G :

m(7r) — An < m(C(7r)) < ra(n) + An.

D ém onstra tion . Il suffit de montrer cette propriété pour les représentations de 
carré intégrable puisque toute représentation essentiellement de carré intégrable 
s’écrit comme produit d’un caractère non ramifié et d’une représentation de carré 
intégrable. Plaçons-nous dans une situation globale identique à celle définie dans 
la démonstration du théorème 3.1.2. Reprenons-en toutes les notations. Comme 
on a fait la remarque à la fin de cette démonstration (remarque 1), si n est une 
représentation de carré intégrable de G, il existe une représentation automorphe 
cuspidale # de GLn(A¡p) et une représentation automorphe cuspidale ñ' de D(Ap) 
telles qu’aux places où D est scindée les composantes locales de 7¡r et 7r' sont 
équivalentes, aux places ramifiées différentes de vo les composantes locales de îf 
sont des représentations de Steinberg et les composantes locales de ñ' sont des 
représentations triviales, et la composante locale de ñ à la place v0 est 7r et la com
posante locale de ir' à la place v0 est C(ir). On peut appliquer la propriété 5) des 
facteurs e' pour les représentations automorphes cuspidales aux représentations 
if et On trouve alors

JJ e'(s; tfv\ ÿv) =  Y [  e'(s; ttv; </>„),
vçy vçy
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puisque aux places où D est scindée les composantes locales de îr et %' sont 
équivalentes. Le facteur e' de la représentation de Steinberg de G est calculé dans 
[GJ] (th.7.11), et il se trouve être égal au facteur e' de la représentation triviale 
d’une algèbre à division calculé dans [GJ] (prop.4.7). On peut simplifier ce produit 
aux places dans S \v o également. On trouve alors

ÿvo ) =  e'(s; fit* ; ÿvo ) (4.6)

où ir'0 est 7T et 7r'0 est C(7r). Peut-être une recherche moins grossière nous amè
nerait à montrer que les facteurs e eux mêmes sont égaux, mais pour ce qui nous 
intéresse la proposition la) et le lemme 1 nous suffisent. Ils impliquent, on l’a 
déjà vu, que le facteur e' d’une représentation est le produit du facteur e par une 
fraction rationnelle de q~a, qui est à son tour un rapport de deux polynômes de 
degré au plus 2n. On obtient

e(s; C(7r); VO =  e(s; ^

où R  est une fraction rationnelle qui est quotient de deux polynômes de degré au 
plus 4n. Finalement on trouve bien :

m(7r) — 4n < m(C(7r)) < ra(7r) +  An.

PARTIE III

Dans cete partie on reprend les notations du chapitre 3 et on montre le résul
ta t suivant :

P roposition  5. Si n est une représentation lisse irréductible de G'F, si L est 
un corps m-proche de F  où m est un entier tel que ÇoFDL(n) s°ü bien défini, 
alors on a

m(7r) -  An < m{(%FDL{Tr)) < m(7r) +  An.

D ém onstration . Soit l le niveau de 7r et soit m  tel que, si L  est un corps re
proche de F, il y ait un isomorphisme d’algèbres entre H(G'F; K lF) et H(G 'L; K lL). 
On a vu alors qu’il y a isomorphisme entre l’ensemble de classes d’équivalence 
des représentations lisses irréductibles de G'F de niveau l et l’ensemble de classes 
d ’équivalence des représentations lisses irréductibles de G'L de niveau l. Montrons 
que ce m  convient pour notre proposition. Soit tp un caractère additif de F, 
trivial sur 0 F et non trivial sur lï^O p . Soit /  un coefficient non nul de 7r tel
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que / ( l )  /  0. Le point (1) du théorème 3.3 de [GJ] implique — en prenant le 
cas particulier $  =  1 ^  où K lF =  1 +  MT(PÿF) -  le résultat suivant : il existe s0 
dans R tel que, si s est un nombre complexe de partie réelle supérieure ou égale 
à So, alors

Z ( s ; f ) =  [  m m g W d g  
J k‘f

converge et

Z (s] f)  = q~nl (  'tP{trMr(DF)/F(g))f{g~1)\N{g)\sdg
J * f 1m t{o Df )C\GLt{Df )

converge, où N  est la norme réduite. Par ailleurs (remarquons que Z(s; f ) est non 
nulle, de même signe que / (  1)) les points (2) et (4) du même théorème impliquent 
que, pour les s pour lesquels il y a convergence,

e(s; 7t; ip) =  ( - l ) r(d_1)Z (l -  s + (n - 1)/2; /)L (s; tf)-1£(s; ix)Z(s +  (n - 1)/2; / ) -1

où 7T désigne la représentation contragradiente de 7r. En appliquant encore une 
fois la proposition la) et le lemme 1 comme on l’a fait dans la partie précédente, 
on obtient facilement

(*) €(s;tt;V>) =  (—l)r(d_1)Z(l —s +  (n —l)/2 ;/)Z (s  +  (r a - l ) /2 ; / )_1Æ(ç-s) 

où R  est le rapport de deux polynômes de degré au plus 2n.

Occupons-nous maintenant du corps L. Le caractère ^  peut être vu comme 
un caractère additif de F /O f et induit donc un caractère additif de tt̂ O f /O f - 
A correspond — via l’isomorphisme -k^ O f /O f — kJ^Ol/O l — un caractère 
additif t/>L de 7xJ^Ol /O l - On considère un caractère additif de L/O l qui prolonge 
ÿ L et on note enfin ipL le caractère additif de L trivial sur O i qui correspond à ce 
dernier. On remarque que V’l  est non trivial sur tt̂ O l - Posons 7xl =  CdjpDl M -  
On a vu (démonstration de la prop.3.2.14) que /  correspond de façon canonique 
à un coefficient f i  de txl- Notons N l la norme réduite sur G'L. Montrons qu’on a 
alors :

- pour les s pour lesquels Z (s’, f )  converge, Z(s; f )  =  Z(s; /¿) et
- pour les s pour lesquels Z (s ; / )  converge, Z(s; f  ) =  Z(s; f L).

Cela revient à montrer que

f  h (g ) \N L(g)\sdg =  [  f(g)\N(g)\3dg (4.7)
J k ‘l J k 'f

et

[  ^L itfM riD ^/L ig ^ fL ig ^W L ig ^d g  =
J ir l lMr{0DL )n GLr(DL)
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=  /  ^{trMr{DF)/F{g))f{9~1)\N{g)\sdg. (4.8)
J n ÿ  M r (0 Dp )r\GLr (Dp)

L’égalité 4.7 est équivalente à vol(KlL) =  vol(KF) et est évidente.
Montrons l’égalité 4.8. On a une décomposition

Tp‘Mr(0 Dr)n G L ,(D F) =  ] J  ] J  K lLBAC~lK lF

AeA+ {B]C)ÇTitA,F

où Ap  est l’ensemble de matrices dans A f  dans lesquelles toutes les puissances de 
l’uniformisante 7tdf qui apparaissent sont supérieures ou égales à —Id (rappelons 
que irj)F = 7rp)- On a une décomposition pareille pour 7r¿lMr(OnL) fl GLr(D¿) 
qu’on peut écrire

i ' i ‘Mr(0 Dl)n G L r(DL) = I ]  I I  K ‘LÇSpDl(B )Q rDh(A)ÇSrDS C - ' ) K l
AçAp, [B-,C)Ç.TitAtF

tenant compte du fait que Çdf d l  réalise une bijection de A p  sur A¿ et que pour 
tout A G Ap, Cdf d l  réalise une bijection de f t^ F sur

On a vu à la proposition 3.2.14 que par la construction de /¿  à partir de /  
on a: pour tout A  G A f  pour tout (B\ C) G Ti a F, /  est constant sur l’esnemble 
K lpBAC~lK lF et f L est constant sur K 1lÇ%fDl(B)(%fDl (A)(%fDl(C~1)K 1f et les 
valeurs de /  et /¿  sont égales. C’est pareil pour les fonctions \N\ et |iV¿| qui y 
sont constantes égales à |iV(J4)|. On a aussi

vol(K'pB A C -lK ‘F) =  vol(K'LÍSrDl{B)ÍSrDl{A'KSr Dí <fi-l)K ‘r).

Par ailleurs, si on note U la matrice (w » ¿ )i< ¿ ¿ < n  G GLn(F) définie par =  5i,n-j, 
alors pour tout A  G A f et pour tout (B ;C ) G la fonction /(g -1) est
constante sur l’esnemble

K FCA~lë ~ lK lF

égale à f (B A C ~x), et on a

K lFC A~x È~l K lF =  K ^ C U X U A - 'U ^ U C -1) ^

où UA~XU G A f  et (CU\ UB~l ) G T^ua- ^ f - Le même phénomène se produit 
aussi sur G'L et toutes les applications des objets sur F  vers les objets corres
pondants sur L  commutent à l’action par multiplication de U, qui est une simple 
permutation de lignes ou colonnes.

Montrons encore que, si A  G A F, si (Ê; C ) G Ti^ f , alors
- i ’ ° trMT(DF)/F est constante sur K lFÈAC~lK lF,
- i>L°trMr{DL)/L est constante sur K 1l(%fDl(B)Ç%fDl {A)($fDl{C~l )K lh, et
- on a

V’ ° t r Mr(DF)/F (B A C  1) =  IpL ° t r Mr(DL)/L(ÇDFDL (É)CdfDl (A)CdfDl (C  1))-
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Posons A  =  diag(rK<£F, 7t̂ 2f ...^¿p) où a\ < a2... < ar. On rappelle qu’on a 
A  G Ap  et donc ai > —Id. Par conséquent, la différence de deux éléments de 
l’ensemble K lFBAC~xK lF est un élément de Mr(OuF), donc la différence de leur 
traces réduites est un élément de Op et est trivial sur Op. Donc ip o t r f 
est constante sur K lFBAC~xK lF. De la même façon on montre que '<pL°trMT(DL)/L 
est constante sur K 1lC^fDl (B)C^fDl (A)C^fDl {C~x)K 1l .

Maintenant, montrer qu’on a

° Afr(df),p (BAC ~1 ) =1>L o trMr(DF)/F( ^ FDL{è )(^FDL{ A ) ^ FDL{C-x)), 

revient à montrer que

et, vu la construction de ipL à partir de il suffit de montrer que l’image 
(bien définie) de trMr(DF)/F(B(nlFA)C~x) dans Of /P f et l’image (bien définie) 

de trMr{DL)/L(CDFpi(-S)(7riCDp£»L(4))CoFDi (C'_:l)) dans 0 L/ P lL se correspondent 
par l’application XFL (induite par XFL).

Maintenant, si on choisit des représentâtes B  et C~x de B  et de C~x, 
puisque X1DfDl (induit par XlFL) est un isomorphisme d’anneaux de Odf/P$f 
sur Odl/P dl , 011 a Çdfdl (B irlFAC  *) — Cdfdl (b )Cdfdl (7Tfa K dfdl (^' *) e 
Mr{PlDL) et Par conséquent l’image dans 0 L/P[  de trMr(DL)/L(CDFDL(B nFAC~x)) 
est égale à l’image dans 0 L/P[  de i rMr(r»i )/L(CDFi?L(5 )CDFi?i (7rM)CDJ,iJr(c '_1))- 
Il nous suffit donc de montrer que l’image dans Op/PF de trMT(DF)/F(B(7rÇA)C~x) 
et l’image dans Ol/ P 1l de tr l ((,™fDl (B'k1fAC~1)) se correspondent par 
l’application XlFL. Mais la trace réduite d’un élément de Mr(Dp) est la somme 
des traces réduites des éléments diagonaux de cette matrice et pareil pour Dl , 
donc, pour avoir (enfin) le résultat voulu il nous suffit le lemme suivant :

Lem m e 4.5.2 Soit x  € Odf - Alors l ’image de trDp/p(x) dans Of /P f et l ’image 
de tr£>L/i(X ^Fl)L(x)) dans Ol /P[  se corresondent par l ’isomorphisme XlFL.

D ém onstra tion . Reprenons les notations de la section 2 chpitre 3, sous-sections 
/

1 et 2. Ecrivons
d- 1

x  = J 2 nDFei 
i=0

où tous les e* sont dans E , et même dans Oe puisque x  € Odf - Alors, par 
définition (chap.3, sect.2, ssect.3),

d- 1 

¿=0
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L’algèbre DF agit sur Æ-espace vectoriel Dp de dimension d par multiplication 
à gauche et la trace réduite de x sur F  est la trace de l’endomorphisme qui 
correspond à x  ; on peut la calculer facilement en choisissant dans le .E-espace 
Dp la base tt°Df , 'K1Dp,.. .7r^“1. On trouve

d—1

trDF/F(x) =  X ^ M eo)- 
¿=0

Pareillement, on a

trDl/L(XBeDL̂ )) =  E  * Í ( ^ K(eo)) = E  *Sjr(4(«o))-
2 = 0  ¿ = 0

Pour tout 1 < i < d — 1, l’image de aF(eo) dans Oe /P 1e et l’image de XEK(aF(eo)) 
dans Ok / P 1k se correspondent par l’isomorphisme XFK, et donc l’image de tr¡yF/F(x) 
dans Oe / P 1e et l’image de tf'DL/L(XpFDL(x)) dans Ok / P 1k se correspondent aussi 
par l’isomorphisme \ FK• Comme trDF/F(x) G 0 F et trDL/L(X^FDL(x)) G et 
que \ FK : Oe /P e — Ok / P 1k induit \ FL : 0 F/ P lF ~  Ol /P[, le lemme est démon
tré.

On peut donc décomposer les intégrales dans l’égalité 4.8 en des sommes qui 
se correspondent terme à terme et en déduire que

/ ÿ{trMr{DL)iL{9))fL{g~x)\NL{g)\3dg =
J 7T¿ Mr (Odl )r\GLr {Dl  )

=  Í r<pL{trMT{DF)ip{g))f(g-l)\N{g)\sdg.
J*P1Mt{0Df )C\GLt{Df )

On conclut maintenant par la relation (*) :

e(s; tt;^ ) =  ( - l ) r(d_1)Z (l -  s +  (n -  l)/2 ; f)Z{s  + ( n -  l)/2 ; f )~ 1R(q~s)

où R  est le rapport de deux polynômes de degré au plus 2n et son analogue

c(s; »l; V>t) = ( - î r ' ^ Z t l  -  s + (n -  l)/2; fL)Z(s +  (n -  l)/2; h Y ' R d q - )

où R i  est le rapport de deux polynômes de degré au plus 2n, et par le fait que 
deux polynômes de q~s égaux pour une infinité de q~s distincts sont égaux. Par 
l’égalité des fonctions Z  qu’on vient de montrer et le fait que c(ip) =  c(^¿), on 
obtient

m(7r) — 4n < m(TTi) < m(7r) -f 4n.
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PARTIE IV

Dans cette partie on montre le théorème 4.5.l.a, ou plutôt on explique com
ment elle ressort de ce qu’on a déjà vu. Dans la partie I on a prouvé le théorème 
4.5.l.a  dans le cas particulier d ’une algèbre à division globale qui à toute place 
sauf une est ou scindée ou isomorphe à une algèbre à division. Le seuls ingrédients 
qui manquait dans cette preuve pour qu’elle marche en général ont été

1) une majoration du niveau d’une représentation cuspidale de niveau 1 (!) 
en fonction de son conducteur (voir hypothèse restrictive de la prop.3, partie I)

2) une minoration uniforme des conducteurs de toutes les représentations 
dans le cas du groupe des éléments inversibles d’une algèbre centrale simple sur 
un corps local. Le lecteur peut s’en convaincre en relisant la démonstration de 
la partie I où on a  m arqué en écrivant en caractère  gras les seuls deux 
endroits où les algèbres à division interviennent (page 162). Si on a ces deux 
résultats, la démonstration est pareille en remplaçant, aux places ramifiées, les 
algèbres à division par des algèbres centrales simples quelconques.

Maintenant, une fois qu’on a montré la correspondance et les proposition 3.1.3 
et 3.3.20 qui viennent avec, on sait que, si F  est un corps local et D une algèbre 
à division centrale sur F  de dimension ci2, si r  est un entier strictement positif 
et n =  rd, alors les conducteurs des représentations cuspidales de GLr(D) sont 
bornés inférieurement par —An. Cela montre en particulier que la proposition 3 
de la partie I est valable pour toutes les représentations irréductibles de GLr(D), 
les cuspidales de niveau 1 inclues. Du coup, le niveau d’une représentation étant 
toujours positif ou nul, les conducteurs de toutes les représentations lisses irré
ductibles de GLr(D) sont forcément supérieurs ou égaux à —7n. On a ainsi résolu 
les problèmes 1) et 2) plus haut et on peut appliquer la démonstration de la partie 
I.
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A N N EX E 2

Le long de cette annexe F  est un corps local non archimédien. Le corps F  sera 
considéré de caractéristique quelconque sauf mention du contraire. On considère 
un groupe réductif connexe G sur F. On note Z  le centre de G. Soit u  un caractère 
de Z. On reprend les notations H(G), H(G\u) et Fu de la section 1, chap.l. On 
note E(G) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses irréduc
tibles de G et E(G;u>) le sous-ensemble de E(G) formé des classes d’équivalence de 
représentations de caractère central u>. On note E 2(G) le sous-ensemble de E(G) 
formé des classes d’équivalence de représentations essentiellement de carré inté- 
grable et on pose E 2(G\ u>) = E 2(G) fl E(G] u). On note E t(G) le sous-ensemble 
de E (G) formé des classes d’équivalence de représentations essentiellement tem
pérées et on pose E t(G;u;) =  E l(G) fl E(G;u). On note ^(G ) l’ensemble des 
caractères non ramifiés de G muni de sa structure de variété complexe. Pour tout 
7r € E(G) on note \&(G;7r) l’ensemble {x® ?r : X € ^(G)} muni de la structure 
de variété complexe induite par celle de '¡'(G). Si L est un sous-groupe de Levi 
de G on adopte ces mêmes notations pour L.

Soit Grot(G) le groupe de Grothendieck de G sur C (vu comme C-espace 
vectoriel). On note Grofjn<j(G) le sous-espace de Grot(G) engendré par les images 
des représentations de G qui sont induites à partir des sous-groupes paraboliques 
propres de G.

On note Gsr l’ensemble des éléments semisimples réguliers de G et Ge l’en
semble des éléments elliptiques réguliers de G. Si L est un sous-groupe de Levi 
de G on adopte ces mêmes notations pour L.

Si A  est une partie de G, alors Adc{A) désigne l’ensemble des éléments de G 
qui sont conjugués dans G à un élément de A  et Zq(A) désigne le sous-groupe 
de G formé des éléments qui commutent à tous les éléments de A. Si /  est une 
fonction quelconque sur G, alors on note S ( f)  l’ensemble 9non fermé a priori) des 
éléments sur lesquels /  est non nulle.

On fixe une mesure de Haar dg sur G, une mesure de Haar dz sur Z  et des 
mesures de Haar sur les tores maximaux de G, avec la condition que, si deux tels 
tores sont conjugués dans G, alors les mesures qu’on a fixées se correspondent via 
cette conjugaison (c’est indépendant du choix). Pour le théorème 2 seulement, on 
considérera que pour tout tore maximal elliptique T  de G, la mesure de Haar dt 
fixée au début a été choisie de manière à ce que vol(T/Z-, dt/dz) =  1.

P roposition  1. (F de caractéristique quelconque) Soit u  un caractère unitaire 
de Z. Si f  e H(G;u) est telle que pour tout n G E(G;cj) on ait trn (f)  =  0, alors 
on a

* ( / ; î )  =  0 i g z G " .
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D ém onstration . Il y a une démonstration par la formule simple des traces dans 
[DKV], la variante 2) au théorème A.2.a.

P rop osition  2. (F de caractéristique quelconque) Si f  € H  (G) est telle que 
pour tout 7r 6 E(G ) on a trir(f ) =  0 alors on a

<&(/;<?) =  0 V<7€(?ir .

D ém onstra tion . C’est le théorème A.2.a de [DKV]. On donne ici la démonstra
tion.

Pour tout caractère unitaire u  de Z  on applique la proposition 1 à la fonction 
Fw(f)  6 H(G;u). On obtient ainsi que, pour tout caractère unitaire u  de Z,

*(FM);g) = o VgeG3r.

Soit maintenant go 6 G3r. Par la proposition 1.1, chap.l, la relation précédente 
implique : pour tout caractère unitaire u  de Z,

J zg0)dz =  0.

Considérons la fonction

h : Z  —> C z t—v $ ( / j  zpo)-

Lem m e 1. h 6 H(Z).

D ém onstra tion . La fonction h est localement constante parce qu’une intégrale 
orbitale est localement constante sur G3r et que l’intersection de Z  avec un sous- 
ensemble ouvert et compact de G est un sous-ensemble ouvert et compact de Z. 
Puisque h est localement constante, S  (h) est en particulier fermé. Montrons que
S  (h) est inclus dans un espace compact:

Posons K  =  S{f) .  Soit
P  :G -+ F[X)

l’application polynôme caractéristique. C’est une application continue et donc 
P (K )  est compact. On a S  (h) c Z  C]goAda{K). On définit une application:

f : Z n g 0AdG{ K ) - * P { K )

par f(goa) = P{a) pour tout a  € Ada{K)r\gQ1Z. Soit A  =  {goxgô'x'1 : x  € G} 
et posons B  = A H Z. Le groupe G étant réductif, B  est un ensemble fini (lemme 
19.5, [Hu]). L’ensemble B  est un sous groupe de Z  qui agit par multiplication sur 
l’espace Zf]goAda(K). L’application /  est invariante sous l’action de B. En effet,
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si z 6 Z  n  g0A da(K ) s’écrit z =  g0a avec a  G Adc(K), si z' € Z  n  g0A dc(K ) 
s’écrit z' = zy avec y € B, alors y s’écrit y =  gQxgôlx~l avec x  € G et on a

z' =  {goa){goxgQlx~l) =  {goxgô^igo^x'1

et finalement z' =  g0xax~l . Or, P(xax~1) = P(a).
Notons T  l’espace topologique quotient de ZC\goAda(K) par rapport à l’action 

de B. L’application /  induit donc une application continue (B  est fini) :

/  : T —> P{K).

Par ailleurs, /  injective. En effet, si f{goa) =  f(goß) et a, ß  € gôïZ, alors, a  
et ß  sont semisimples réguliers (car <70 l’est) et, ayant le même polynôme carac
téristique, ils sont conjugués: a = xßx~l , x  € G. Mais alors on a:

gQa = goxßx-1 =  {goxgö1)(g0ß)x~l =  {gQxg^x~l )gQß

puisque goß € Z. Donc z! s’obtient de z  par multiplication avec un élément de 
B. Donc l’application /  est continue injective.

L’image de /  est l’image de /  donc elle est fermée (car la restriction de l’ap
plication polynôme caractéristique à Zgo est fermée). L’ensemble P(K)  est com
pact, donc l’image de /  est compacte. Donc T  est compact. On en déduit que 
goAdc(K) fl Z  est compact car B  était fini. Finalement le fermé S  (h) est inclus 
dans le compact Z  D goAdG(S(f)) donc il est compact.

Donc h € H(Z) et vérifie

/  aj(z)h(z)dz =  0
Jz

pour tout caractère unitaire uj de Z. Par le théorème 4.4. chapitre 2 [Boul], h(z) 
est identiquement nulle. Donc, en particulier

$ ( / ; 5 o) =  M 1) =  0.

P ro positio n  3. Supposons que la caractéristique de F  est nulle. Soit f  G H  (G) 
telle que $ ( / ;  g) = 0 pour tout g G Gsr. Alors, pour tout n € E(G) on a :

trn (f)  =  0.

Soient u  un caractère de Z  et f  € H  (G; uj) telle que ${f',g) =  0 pour tout 
g € Gsr. Alors, pour tout n  € E(G) on a:

tr-ïï(f) =  0.
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On peut remplacer la condition sur la caractéristique de F  par la condition que 
les caractères des représentations de G soient localement intégrables ou que le 
support de f  soit inclus dans G3T.

D ém onstration . Si l’une des trois conditions plus haut est vérifiée, alors on 
peut appliquer la proposition 1.4.2. Le résultat s’ensuit sans problème.

P roposition  4. (F de caractéristique quelconque) Soit f  G H  (G) telle que pour 
tout 7r G Grotind(G) on ait trn (f)  =  0. Alors on a

* (/;* )  =  o V g e G ir\G e.

Soient u  un caratère de Z  et f  € H (G : u) telle que pour tout n € Grotin<i(G) de 
caractère central u  on ait trn (f)  =  0. Alors on a

* ( /;* )  =  o V g e G 'r\G e.

D ém onstration . Traitons d’abord le cas de /  à support compact. Soit P  un 
sous-groupe parabolique propre de G. Soit P  =  LU  une décomposition de Levi 
de P. Pour tout a G E(L) on a :

t r a ( fp) = tr(ind$(a))(f) =  0

et en appliquant la proposition 2 à f p on trouve que

m p ;g) = o v<7 g LST.

Maintenant, pour tout élément g G Gsr\G e il existe un sous-groupe de Levi propre 
L de G tel qu’on ait g G Lsr. On conclut par le théorème 1.2.1.

Soit maintenant /  G H(G',uj). Soit h G H(G) telle que I ^ h )  =  / .  Soient P  
un sous-groupe parabolique propre de G, P  =  LU  une décomposition de Levi 
de P  et g un élément semisimple régulier de L. Soient Z i  le centre de L, u 1 un 
caractère central de Z i  tel que la restriction de à Z  soit égale à u  et a G E(L) 
de caractère central u / O n  a alors :

tra(I,j>(hp)) =  trcr(hp) = trindfpa(h) = trind%cr{f) =  0

parce que la représentation indpcr est de caractère central u. On en déduit 
que pour tout caractère u 1 de Zl dont la restriction à Z  est égale à u; on a 
tro{I^{hp)) =  0 pour toute représentation admissible a  de L de caractère cen
tral u ’. Donc, par la proposition 1, l’intégrale orbitale de 7u/(/ip) est nulle sur L  
pour tout tel u 1. Donc, pour tout tel w ' o n a :

f  u ’(zL)$(hp-, zLg)dzL = 0 
JzL
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soit

'zL/z Jz
ou encore

/ / w'(zLz)$(hp\zizg)dzdzi = 0 
JzL/z Jz

/  /  u>{z)$(hP]zLzg)dzdzL =  0.
'Z L/Z  . / z

On en déduit comme à la fin de la démonstration de la proposition 2 que la 
fonction

J  u ( z ) $ ( h p - , Z L z g ) d 2

en la variable zl est identiquement nulle. On applique ce résultat pour zL =  1 et 
on trouve que

j  uj(z)$(hP‘, zg)dz =  0.
Jz

Mais, par le théorème 1.2.1 on à que

/ u(z)$(hp ; zg)dz =  / u(z)$(h; zg)dz 
Jz Jz

et comme par ailleurs

J  u(z)$(h-, zg)dz =  $ ( / ;  g)

on trouve $ ( / ;  g) =  0.

P roposition  5. Supposons que la caractéristique de F  est nulle. Soit f  € (G) 
telle que pour tout g G Gir\G e, $ ( / ;  g) = 0. Alors, pour tout n G Grotin<i(G) on 
a:

trn (f)  =  0.

Soient u  un caractère de Z  et f  .€ (G; a;) telle que pour tout g € G3T\G e, $ ( / ;  g) =
0. Alors, pour tout n € Grotind{G) de caractère central u  on a:

trn (f)  =  0.

D ém onstration . Il suffit de montrer que, si P  est un sous-groupe parabolique 
propre de G, si P  =  LU est une décomposition de Levi de P  et si a € E(L) alors 
on a

tr(ind$cr)(f) =  0.

Dans les deux cas, /  € H  (G) ou /  € H(G]u), on applique la proposition 1.4.2 
à la représentation indpa et â la fonction /  pour obtenir tr(indpo)(f) sous la 
forme d’une somme d’intégrales. Sur les éléments réguliers des tores non ellip
tiques, c’est l’intégrale orbitale de /  qui est nulle. Sur les éléments réguliersles
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des tores elliptiques, c’est le caractère de in<Îf>o qui est nul, par le théorème 1.3.2. 
On trouve donc tr(indp<r)(f) =  0.

T héorèm e 1. Soit n € E 2(G). On dit que € H(G) est un pseudocoefficient 
à support compact de n si tra (fv) =  1 pour toute représentation o G ^(G; n) et 
trT(fx) =  0 pour toute représentation r  € E t(G )\iÎ(G) 7r).

a) Un tel f w existe.
b) On a trp(fir) = 0 pour tout p G Grotin<t(G).
c) L ’intégrale orbitale sur GST d ’un pseudocoefficient à support compact de tt 

ne dépend que de 7r. Elle est nulle sur G3r\G e.

D ém onstration , a) On montre d’abord trois lemmes. Fixons une paire para
bolique minimale de G, (A)! Po) et une décomposition de Levi Po = L0Uq. Si H  
est un sous-groupe de G on note X (H )  l’ensemble des caractères rationnels de
H. Soit A  un tore standard de G. On note W (A ; G) le groupe de Weyl de A  
dans G. On pose a(i4)* =  X (A )  <8>zR. Le commutant Zq{A) de A  dans G est un 
sous-groupe de Levi standard de G qu’on notera L(A). On sait que la restriction 
induit un isomorphisme

: X (L(A)) ®ZK -  X (A )  ®z R

Sur o(i4o)* on fixe un produit scalaire < ; > invariant par l’action de W (A q-, G). 
Notons $(i4o; G) l’ensemble des racines de Aq dans G. On sait que $(j40; G) est 
un système de racines abstrait dans a(j40) \  On sait également que, si Q est un 
sous-ensemble de $(i40; G), alors

An =  p |  ker(a) 
ae*(A0;G)\n

est un tore standard de G, que tous les tores standard sont obtenus ainsi, que le 
système de racines de An dans G est iî et que la restriction induit une bijection :

bA : ÇTl ~  o(An)*

où Clort est le sous-espace de a(i40)* orthogonal à l’ensemble fi.

Lem m e 2. Soit (A; P) une paire parabolique standard pour G, et soit 9 un ca
ractère réel de L(A). Soit Î2 une partie de $(j4o;C?) telle qu’on ait A = An- 
Supposons qu’on a

< rA{9)-a > =  0 Va € $ (4 j; G )\ü .

Alors il existe un caractère réel © de G tel que 9 soit la restriction de & à L(A).

D ém onstra tion . Soit Zq le tore maximal déployé standard du centre Z  de
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G. Alors (Zq; G) est une paire parabolique standard (qui correspond au sous- 
ensemble Q =  $(j40; G) de $(j4o; G)).

On a Z q C A. Soit 0zo le caractère de Z q induit par la restriction de rA(0). 
Alors r^liOzo) est un caractère réel de G. Posons O = r ^ (9 z 0).

Montrons que la restriction de O à L n’est autre que 0. Soit 0£ la restriction 
de © à L. Puisque rA est un isomorphisme, il nous suffit de montrer que les 
restrictions de 9 et ©£, à A  coïncident. Il suffit donc de montrer que b^l (rA(6)) = 
bzl(&Zo)- Mais b^(0zo) est l’unique caractère de A 0 orthogonal à tous les éléments 
de $(Ao; G) dont la restriction à Z q est 9z0. Or b^l (rA(9)) est un caractère de A q

- dont la restriction à Z q est aussi 9z0, puisque sa restriction à A  est rA{9)
- qui est orthogonal à tous les éléments de fi parce que se trouvant dans le 

domaine de définition de bA, et
- qui est orthogonal aussi à tous les éléments de <ï>(Ao; G)\Q parce que 9 l’est 

par hypothèse.
D’où il en ressort que, effectivement,^1 (r^(0)) =  bzl(&z0).

Rappelons que, par définition, une représentation r  est essentiellement tempé
rée si elle s’obtient d’une représentation tempérée par torsion avec un caractère. 
On sait par ailleurs qu’une représentation essentiellement tempérée est tempérée 
si et seulement si son caractère central est unitaire. Comme tout caractère s’écrit 
comme produit d’un caractère unitaire et un caractère réel, une représentation 
essentiellement tempérée s’écrit toujours comme produit tensoriel d’une repré
sentation tempérée par un caractère réel.

Lem m e 3. Soit (A; P) une paire parabolique standard de G et P = LU une 
décomposition de Levi standard de P. Soit r  6 E l(L). Ecrivons r  =  9 <g> tq où 6 
est un caractère réel de L  et Tq €  E„(L). Alors l’image de i n d p T  dans Grot(G) 
est:

- une somme de représentations essentiellement tempérées de G s’il existe un 
caractère © de G tel que re s f  © =  9 et

- une somme de représentations de Langlands strictement induites sinon.

D ém onstration . S’il existe un caractère © de G dont la restriction à L est 
9, alors on a

ind%r = © <8> indpT0

et To étant une représentation tempérée, indpTQ est une somme de représentations 
tempérées de G, donc indpT est une somme de représentations essentiellement 
tempérées de G.

Avec les notations plus haut, notons Cl le sous-ensemble des racines simples de 
$(j4o; G) tel que A  = A q . Soit A le sous-ensemble de $(Ao; G)\i2 formé de racines 
orthogonales à 9. S’il n’existe pas de caractère © de G dont la restriction à L est
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9, alors par le lemme 2 plus haut, on a fiU A C $(Ao; G) et donc L(Anua) est un 
sous-groupe de Levi propre de G. En appliquant le lemme 2 au groupe L(Anu&) 
et à son sous-groupe de Levi standard L = L(Aq) (qui était notre sous-groupe 
de Levi standard initial), on trouve qu’il existe un caractère © de L(Anu&) dont 
la restriction à L est 9. Cela prouve que

Mu£MnuA)r = © ® indLL{An,jA)To

et donc in d ^ Amjù̂ r est une somme de représentations essentiellement tempérées 
de I-(>lnuA)- On remarque que chaque représentation essentiellement tempérée 
t qui apparaît dans cette somme s’écrit t =  © <8> to où ¿o est une représentation 
tempérée. D’autre part, il n’existe aucun élément (f> de $(.<4o; G )\(iî U A) tel que
< ©; </> > =  0 parce que A a été choisi comme le sous-ensemble de $(j4o; G )\f2 
orthogonal à 9. Mais alors, on peut choisir un sous-groupe parabolique (non stan
dard éventuellement) de G de sous-groupe de Levi L(Aqu^)  par rapport auquel © 
est un caractère strictement positif (il suffit de changer le signe des racines <f) dans 
$(j4o; G)\(î3 U A) pour lesquelles < © ; < £ > <  0). Par rapport à ce sous-groupe 
de Levi, toutes les représentations t plus haut sont standard, et on conclut en 
tenant compte du fait que, dans Grot(G), l’induction à partir d’un sous-groupe 
de Levi est indépendante du choix du parabolique.

Démontrons maintenant le théorème 1 a). Soit h : Grot(G) C l’application 
linéaire définie par :

- h(a) =  1 si a G ^(G ; 7r) et
- h(a) =  0 si a est une représentation de la base de Langlands de Groi(G) 

qui ne se trouve pas dans '¡'(G; 7r).
Montrons que la fonction h est une bonne fonction :
Soit p G E(G). Alors p s’écrit dans Grot(G)

n

¿=1

où les 7Tj sont dans la base de Langlands de G. Donc h est constante sur ^(G ; p), 
égale à a, où a  est la somme des a* tels que 7r< G ^ (G ;7r).

Montrons que, par ailleurs, h s’annule sur Grotin(t(G). Soit P  un sous-groupe 
parabolique standard propre de G, L son sous-groupe de Levi standard et p G 

E(L). Alors on a h(indpp) =  0. En effet, écrivons dans Grot(L)

n

p =5> *
«=i

où les 7Tf sont dans la base de Langlands de L. Pour chaque 7r,- il existe un sous- 
groupe parabolique standard Pi de P  et une représentation essentiellement tem
pérée Tj du sous-groupe de Levi standard Lj.de Pi telle que 7Tj =  indp.Ti. Donc
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indpiïi = indp.Ti. Mais, Pi est un sous-groupe parabolique propre de G, donc par 
le lemme 3, indp.Ti est ou une somme de représentations essentiellement tempé
rées de G — mais on sait alors qu’aucune n’est essentiellement de carré intégrable
— ou une somme de représentations de Langlands strictement induites. Dans les 
deux cas, indp.Ti est une somme d’éléments de la base de Langlands de G dont 
aucun ne se trouve dans '¡'(G; 7r) et on a donc h(indp.Ti) = 0. Finalement on a 
obtenu que h(indpp) =  0, soit h s’annule sur les induites.

On applique le théorème de Paley-Wiener à h : h est une bonne fonction, donc 
c’est une fonction trace. Il existe / n G H  (G) tel que pour tout a € E(G) on ait 
tra (fv) =  h(cr). Alors /*• est un pseudocoefficient à support compact de -ir.

b) La fonction f n construite au point a) vérifie cette propriété. Il suffit de 
montrer que, si /J. est un autre pseudocoefficient à support compact de n, alors 
f-K — /* annule la trace de tout élément de E(G).

Puisque /*• et sont des pseudocoefficients à support compact de 7r, /*. — / '  
annule la trace de toute représentation essentiellement tempérée de G. Montrons 
que, si o € H (G) vérifie irr(o) =  0 pour tout r  € E t(G), alors tra(o) = 0 pour 
tout a 6 E(G). Il suffit de montrer que tra(o) — 0 pour tout élément a de la 
base de Langlands de G.

Soit a — indpT où P  est un sous-groupe parabolique standard de G, L est 
son sous-groupe de Levi standard et r  € E t(L) qui s’écrit r  =  9 <8> ro où 9 est 
un caractère unitaire de L et ro € E ^L ). Alors pour tout x € 'f(L) unitaire, 
indp(x <8> To) est une somme de représentations tempérées de G et on a de ce fait 
tr(ind%(x®T0))(o) =  0. Mais l’ensemble formé de caractères dans ty(L) unitaires 
est Zariski dense dans 'I'(L), et comme la fonction x tr(indp(x <8> r0))(o) est 
algébrique sur L), on en déduit que tr(indp(x® ro))(o) est identiquement nulle 
sur 'ÿ(L). En particulier, tr(indff(9 ® To))(o) =  0, soit tra(o) =  0.

c) Soient /* et / '  deux pseudocoefficients de n. On veut montrer que l’inté
grale orbitale de f n — / '  est nulle sur G9r. Par la proposition 2, il suffit de montrer 
que fn — fa annule la trace de tout élément de E(G). On l’a montré au point b). 
En passant par la proposition 4, le point b) implique aussi que l’intégrale orbitale 
de f v est nulle sur G4r\G e.

T héorèm e 2. Soit n 6 E 2(G). Soit u> le caractère central de n. On dit que
6 H  (G; ut) est un pseudocoefficient à support compact modulo centre de ir si 

fr7r(/ir) =  1 et trTtfn) = 0 pour toute représentation r  e F*(G;o;)\{7r}.
a) Un tel f n existe.
b) Pour tout sous-groupe parabolique P  de G, si L est le sous-groupe de Levi 

de P, si p Ç. E(L) est telle que la restriction du caractère central de p à Z  est uj, 
on a tr(indpp)(fir) = 0.

c) L ’intégrale orbitale surGsr d ’un pseudocoefficient à support compact modulo
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centre de ir ne dépend que de n. Elle est nulle sur Gsr\G e.
d) Si sur tout tore maximal elliptique de G la mesure dt qu’on a fixée vérifie 

vol(T /Z \d t/dz) =  1, si f w est un pseudocoefficient à support compact modulo 
centre de n, si le corps F  est de caractéristique nulle, alors on a

$ ( /* ’, ff) =  X*(ÿ) VpGGe.

D ém onstration , a) Soit A  l’ensemble fini des caractères non ramifiés x de G tels 
que le caractère central de x ® 7*' soit u  (c’est l’ensemble de caractères non ramifiés 
X de G dont la restriction à Z  est triviale). Soit P  une fonction algébrique définie 
sur ^(G jtt) à valeurs dans C telle que P(ir) =  1 et P (x  ® tt) =  0 si x  € -A\{1}. 
Soit h : Grot(G) -¥ C l’application linéaire définie par :

- h(a) =  P(cr) si a G ^ (G ;^ ) et
- h(cr) =  0 si a est une représentation de la base de Langlands de Grot(G) 

qui ne se trouve pas dans ^(G ; 7r).
Exactement de la même façon que dans la démonstration du théorème 1 a) on 

vérifie que h est une bonne fonction. On applique le théorème de Paley-Wiener : 
soit /  G H(G) telle que pour tout a € E(G) on ait trcr(f) =  h{a). Posons 
f n = Fu(f)  G H(G]u>). La fonction /* ainsi définie vérifie clairement les condi
tions voulues, puisque pour tout a G E(G\u) on a ircr(/^) =  tra (f).

b) Le pseudocoefficient à support compact modulo centre /* de % construit 
au point a) vérifie cette propriété puisque pour tout a  G E(G;u) on a tra (fn) =  
tra (f)  et que /  annule la trace de toute induite. Il suffit donc de montrer que, 
si fv  et f'n sont deux pseudocoefficients à support compact modulo centre de 7r, 

alors tra(f„ — / ' )  =  0 pour tout a G E(G]u>). Comme dans la démonstration du 
point b) du théorème 1, on considère a G E[G\ui) et on la décompose sur la base 
de Langlands

n

a  -  53 ° i7 r i - 
¿=i

Pour chaque 7i\ il existe un sous-groupe parabolique standard Pi de G et une re
présentation essentiellement tempérée r* du sous-groupe de Levi standard Lj de 
Pi telle que 7r =  indp.Ti. On remarque que pour tout i, la restriction du caractère 
central de Tj à Z  est u. Comme dans la démonstration du point b) du théorème 1, 
on montre que tr(indp.Ti) (/*• — /£) =  0 en utilisant le fait que les caractères dans 
^(Lj) unitaires et dont la restriction à Z  est u  forment un ensemble Zariski dense 
dans la sous-variété de ^(Lj) formée de caractères dans ^(Lj) dont la restriction 
à Z  est u.

c) On a montré que deux pseudocoefficients à support compact modulo centre 
de 7r ont la même trace sur les éléments de E(G; u). Par la proposition 1, ils ont la
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même intégrale orbitale sur Gsr. Pour montrer que l’intégrale orbitale d’un pseu
docoefficient à support compact modulo centre de n s’annule sur G)T\G e il suffit 
donc de le montrer pour un pseudocoefficient à support compact modulo centre 
particulier. On le vérifie pour le /* construit au point a). On avait =  Fw(/), 
où /  était un certain élément de H(G) dont on sait qu’il annule la trace de tout 
élément de Grotind(G) (voir démonstration du point a) du théorème 1). Donc, 
l’intégrale orbitale de /  est nulle sur Gar\G e, par la proposition 2. Alors la pro
position 1.1 d) chap.l implique que l’intégrale orbitale de Fw(/) =  f n s’annule 
sur Gsr\G e.

d) Voir [C12].

R em arque su r le po in t d) du  théorèm e 2. C’est sûrement vrai sans condi
tion sur la caractéristique de F . On a montré dans cette thèse que ça maxche si 
G est une forme intérieure de GLn(F) où F  est un corps de caractéristique non 
nulle.
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