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Abstract : This thesis is devoted to the study of the l-adic representations of the absolute

Galois group G of Q,, p > 5, associated to an elliptic curve over Q,, as [ runs through the
set of all prime numbers (including / = p, in which case we use the theory of potentially
semi-stable p-adic representations).
For each prime [, we give the complete list of isomorphism classes of Q;[G]-modules coming
from an elliptic curve over Q,, that is, those which are isomorphic to the Tate module of an
elliptic curve over Q,. The | = p case is the more delicate. It requires studying the liftings
of a given elliptic curve over F, to an elliptic scheme over the ring of integers of a totally
ramified finite extension of Q,, and combining it with a descent theorem providing a Galois
criterion for an elliptic curve having good reduction over a p-adic field to be defined over
a closed subfield. This enables us to state necessary and sufficient conditions for an l-adic
representation of G' to come from an elliptic curve over Q,, for each prime /.

Key-words : Elliptic curves, p-adic fields, Tate modules, l-adic representations, poten-
tially semi-stable representations, potentially crystalline representations, Weil-Deligne repre-
sentations, Serre-Tate theorem, p-divisible groups, Dieudonné modules.






TABLE DES MATIERES

Introduction ...ttt i i e i it e et 4
1. Les modules de Tate provenant d’une courbe elliptique sur Q, .......... 8
1.1, Notatlons ...ttt ettt ittt eeiieese e eeaannaaeeeaannns 9
1.1.1. Quelques invariants de courbes elliptiques sur Q, ........................ 9
1.1.2. Notations ...uuuiiiii i i i ittt ittt teeeeeaneennnannaaanas 11
1.2, Les cas [ 5 D oottt ittt ittt et et 11
1.2.1. Les Q;[G]-modules, I # p, provenant d’une courbe elliptique sur Q, ...... 12
1.2.2. Exemples ..... W et e ae e ae e e e et teeeteneeaeeeaaeetaeateteaaaaeaetaannann 19
1.2.3. Les Z;[G]-modules, ! # p, provenant d’une courbe elliptique sur Q, ...... 21
1.8, Les Cas [ = P cviiiiiii ittt i i e ittt ettt e 21
1.3.1. Les Qp[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Q, ............ 21
1.3.2. COMPATAISONS . vttieeneerneeeeeeeeeeeeaeoeeseasasoaasaosseassssesasns 28
1.3.3. Exemples ..oviiiiiiiiiiiiiiiiietiiiieineenaeieesasasssssessnssnssssonns 29
1.3.4. L’image de Galois dans AutQ,(Vp(E)) -.evvvvirrierinniininiinnninnnn.n. 32
1.3.5. Les Z,[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Q, ............ 32
2. Actions prolongées et schémas abéliens .......................oooiilL 36
2.1. Variétés abéliennes et critére de Weil ..............cciiiiiiiiiiiiiiinnn. 37
2.1.1. Actions ProlongEes ...cuiiiiieiiiiiiueneeroresscsssssssssssssenssnsennns 37
2.1.2. Lecritetrede Well ........iiiiiiiiiiiiii ittt iinttiiaiininnns 39
2.1.3. Actions prolongées et systémes cohérents ............coiiiiiiiiiiiiia., 40
2.1.4. Le théoréme de P’action prolongée ...........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiaana. 42
2.2. Actions prolongées compatibles ............. . ool 45
2.2.1. Systémes de représentations compatibles ...............oiiiiiiiil 45
2.2.2. Réduction a une action fidele ............cooiiiiiiiiiiiiiiii i 47
2.3. Le cas des courbes elliptiques ............coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii.., 48



2.3.2. Représentations de dimension 2 ......... ..ottt 52
2.4. Le théoréme de l’action prolongée, cas commutatif ................... 54
2.4.1. Démonstration du théoréme ............cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnn, 54
2.4.2. A propos du cas non commutatif ......... oo ittt 58
2.4.3. Enoncé détaillé du théoréme .........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiannannn. 60
2.4.4. Résultats 3 iSOZENIE PreS .....vviriitiintii ittt ieeeienaiaanananns 61
3. Relévements de courbes elliptiques sur F, ...................oooiiial, 68
3.1. Courbes elliptiques sur F, .........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienn. 69
3.1.1. Classification a isomorphisme sur F,, prés .....................oilL 69
3.1.2. Groupes p-divisibles assOCI8s ........coiiiiiiiiii it it 70
3.2. RelévementssurZ,:lecase=1............oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 72
3.2.1. Le théorémede Serre-Tate .......ccoviiininitiiiiin it iiiianannn 72
3.2.2. Modules de Dieudonné filtrés sur Z, .............coiiiiiiiiiiiiiiin..., 73
3.2.3. Relévements sur Z, supersinguliers .............. ... i, 74
3.2.4. Relévements sur Z, ordinaires .............coiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 77

3.3. Relévements sur un anneau totalement ramifié : lecas 1<e<p—1 .81

3.3.1. Schémas elliptiques sur O, 1 <e<p—1 ...oiiiiiiiiiiiiiiiiiniinan 81
3.3.2. Groupes p-divisibles sur Oy, associés, e € {2,3,4,6}ete<p—1 ........ 82
3.3.3. Courbes elliptiques sur Q, potentiellement supersinguliéres .............. 88
3.3.4. Fin de la preuve du théoréme 2.1. du chapitre 1 .........cccvvvvevnann.. 94
A. Classification des Q;[G]-modules VI(E),l€P ......ccoiiiiiiiiiiiiiinn... 99
A.1. Démonstration des parties 1) et 2) du théoréme 1.1. ................ 99
A.1.1. Les cas potentiellement multiplicatifs ...............cooiiiiiiiiiiiiaan. 99
A.1.2. Les cas de potentielle bonne réduction .............. ...l 101
A.2. Démonstration des parties 1) et 2) du théoréme 2.1. ............... 103
A.2.1. Quelques rappels sur les anneaux Bgr, Beris € Bgt vvvvvieieiennnnennns 104
A.2.2. Les cas potentiellement multiplicatifs ................ ...t 105
A.2.3. Les cas de bonne réduction (e € {1,2}) ...coviiiiiiiiiiiiiiiiiiiia.., 108

2



A.2.4. Les cas de potentielle bonne réduction (€ >3) ...........ccoiiiia.. 110

B. Les réseaux G-stables des V,(F) ; détermination des T,,(F) et E[p] ....113

B.1. Les cas multiplicatifs .......... ... .. i ittt 114
B.2. Les cas de bonne réduction (e € {1,2}) ..., 115
B.2.1. Les cas ordinaires .........ccovuiiiiintiiiiiiiiiiiiiiiiieennennnn. 116
B.2.2. Les cassupersinguliers ..........c.ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 117
B.3. Les cas de potentielle bonne réduction (e € {3,4,6}) .................. 118
B.3.1. Les cas potentiellement ordinaires ..........cc.coviiiiiiiiiiiiiiiia... 118
B.3.2. Les cas potentiellement supersinguliers ...........c.ccooiiiiiiiiiiiana.. 120
B.3.2.1. Les bivecteurs de Witt ........coiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnennnn 120
B.3.2.2. Une description du Qp[G]-module V,(E) .....cvvviiininiiinn.. 125
B.3.2.3. Etude des points d’ordre p et des Z,[G]-modules T,(E) ........... 127
3 23 =S 1 =t 134






INTRODUCTION

This thesis is devoted to the study of the l-adic representations of the absolute Galois
group of Q,, p > 5, associated to an elliptic curve over Q,, as ! runs through the set of all
prime numbers (including ! = p).

Fix an algebraic closure Q, of Q, and write G = Gal(Q,/Q,).

Let E/Q, be an elliptic curve ; for each rational prime [, let E[I"], n > 1, be the points
of order I” in E(Q,), and put T}(E) = lim E[I"], Vi(E) = Qi ®z, T(E) : the first is a free
Zrmodule of rank 2, so that the second is a 2-dimensional Q;-vector space, and both are
equipped with a linear and continuous action of G. Hence we get representations :

G &5 Autz,(Ti(E)) and G 24 Autg,(VI(E)).

These representations are known to contain a certain amount of information concerning the
elliptic curve E£/Q,, and many results about them have become classics (see [Se 1], [Se 2],
[Se-Ta], [Ta], [Kr], [Roh], and many others ...).

Given a Weierstrass equation for E of the form y? = 23+ Az + B, we show how to “read” on
it the isomorphism class of V;(F) for | # p, via some invariants (effectively computable) of
the curve. When ! = p, we know (and recover the fact) that the representation V,(E) already
contains all the data one can find in the V;(E)’s, l # p, plus one : the filtration, furnished
by Fontaine’s theory of potentially semi-stable representations ; this extra data may in some
cases be read on the Weierstrass equation itself.

Thus, for each prime /, we obtain a list of non-isomorphic Q;[G]-modules such that for every
elliptic curve E/Q,, the Q;[G]-module V;(F) is isomorphic to one of the objects of the list.

Now let T; be a free Z;module of rank 2 equipped with a linear and continuous action of
G ; one may ask when does T} come from an elliptic curve over Q,, i.e. when does there exist
an E/Q, such that T} and T;(FE) are isomorphic as Z;[G]-modules ? In fact, this question
easily reduces to that one obtained by replacing T; by Q; ®z, T; and T;(E) by Vi(E).
We give an answer to this question, including the case | = p, which is certainly the more
delicate. In fact, we show that every object of the lists previously mentioned actually comes
from an elliptic curve over Q,.

Let us state these results more precisely.
For | # p, consider the category Rep;(G) of l-adic representations of G. We know how to
attach in a functorial way to each object of Rep;(G) a representation of the Weil-Deligne
group 'W of Q, ([Del], [Fo 3]) ; this functor is exact and fully faithfull, and its essential image
consists of representations of ‘W for which the roots of the characteristic polynomial of the



Frobenius are l-adic units. In particular, we know what means for such a representation to
be defined over Q, and also how to compare them for different I’s.

For [ = p, consider the category Rep,,;(G) of potentially semi-stable p-adic representations
of G. We use Fontaine’s theory ([Fo 1], [Fo 2]) which enables us to attach in a functorial
way to each object of Rep,,;(G) a filtered module, equipped with a semi-linear Frobenius, a
monodromy operator, and with an action of a finite quotient of G ; for 2-dimensional objects,
Fontaine proved recently that this is an equivalence of categories when one restricts to the
weakly admissible filtered modules. Furthermore, if we drop out the filtration datum, we
know how to obtain a representation of the Weil-Deligne group defined over an unramified
extension of Q,, and thus compare it with objects arising from the I # p situation ([Fo 3]).

Note that for ! # p as well as for [ = p, we always use contravariant functors, that is, we
apply the functors described in [Fo 2] and [Fo 3] to the dual representation. For each prime
i, the object V;(E) is dual to Hét(E pr@p ,Qi), so that one may also consider them as
covariant functors on the H é»t’s. We have the following theorem :

THM I : Let E/Q, be an elliptic curve.
1) The Q,[G]-module V,(E) is potentially semi-stable and its Hodge-Tate type is (0,1).
2) The representation of the Weil-Deligne group attached to Vi(E) is independent of the prime
number 1, and satisfies the following conditions :
(1°) The determinant on Vi(E) is the l-adic cyclotomic character : A2V}(E) = Q;(1) .
(2°) It is defined over Q.
(83°) If Vi(E) has potentially good reduction, the roots of the characteristic polynomial of a
lifting of the arithmetic Frobenius acting on it are p-Weil numbers : | Trace(Frob)|< 2,/p.

All these necessary conditions are well known.

A case-by-case examination leads to the description of all possible representations of the
Weil-Deligne group arising from an elliptic curve over Q, ; we get a finite list WD* of such
isomorphism classes. Then, if one computes for each object of the WD* list all the possible
weakly admissible filtrations of Hodge-Tate type (0,1) which might be attached to it (up to
isomorphism of filtered modules), this leads to an infinite list D* of such isomorphism classes.
Of course, the WD* list classifies the Qi[G]-modules Vi(E), for | # p and E/Q, an elliptic
curve, and the D* list classifies the Q,[G]-modules V,(F) for E/Q, an elliptic curve.

Now the main result is that the necessary conditions of THM I turn out to be sufficient :

THM II :
1) Every 2-dimensional representation of the Weil-Deligne group of Q, satisfying conditions
(1°), (2°), (8°) comes from an elliptic curve over Q.
2) Every 2-dimensional potentially semi-stable Q,[G]-module of Hodge-Tate type (0,1) satis-
fying conditions (1°), (2°), (3°) comes from an elliptic curve over Q,.

The first part of this theorem is rather easy to prove ; indeed, using the Honda-Tate the-
orem ([Ho-Ta]), we are able for each object of the WD* list to produce an elliptic curve over
Q, (in a Weierstrass form) whose Weil-Deligne representation is isomorphic to this object.
As for the second part, one has to work much more. The situation in the potentially mul-
tiplicative cases (i.e. when the p-adic representation is potentially semi-stable but not po-
tentially crystalline) can be made quite explicit, and gives rise to an infinite family of iso-



morphism classes, parametrised by {0,1} x {1} x Q,. The crystalline or twisted-crystalline
cases lead to a finite set of classes, and the same for the potentially ordinary ones. Now the
main difficulty lies in the non-twisted-crystalline potentially supersingular cases, which arise
when 12 does not divide p—1 ; then, for each integer e € {3,4, 6} dividing p+1, we obtain an
infinite family of classes parametrised by P!(Q,). The main ingredients of the proof are the
Serre-Tate theorem ([Ka]), Fontaine’s description of p-divisible groups via filtered Dieudonné
modules ([Fo 4]), and a descent theorem which provides us a Galois criterion for saying when
an elliptic curve having good reduction may be defined over a lower field.

Finally, for completeness’ sake, we recall that for each prime [, a rank two Z;[G]-module
T; comes from an elliptic curve over Q, if and only if the Q;[G]-module Q; ®z, T} does.

Here is a brief summary of the content of each chapter.

- Chapter 1 contains : the two theorems stated above and the “easy” part of the proof
of THM II ; the precise description of the WD* and D* lists, together with the connections
between the invariants of a given elliptic curve over Q, and the objects corresponding to it
in the lists ; some quasi-explicit examples with Weierstrass equations in the potentially good
reduction cases ; and also several extra results, as the number of classes of Q;[G]-modules
arising from elliptic curves over Q, (for I # p and [ = p), the description of order two
twists, of the image of G in Autg,(V,(E)) in some cases, of the F,[G]-modules E[p] and the
Z,[G]-modules T,(E).

- Chapter 2 contains the statement and the proof of the following descent theorem :

Theorem : Let K be a finite extension of Q,, p > 5, and L a totally ramified extension
of K, with residue field k and respective absolute Galois groups Gk and Gr,. Let E/L be
an elliptic curve, having good reduction over L. Then E is defined over K if and only if the
action of G, extends to an action of Gk on Tp(E) in such a way that this extended action
“comes from” k-automorphisms of the special fiber of E (in a sense we define).
When the k-endomorphisms ring of the special fiber is commutative, we show that the latter
condition is equivalent to the following : the action of G, extends to an action of Gk on the
Ti(E)’s, as I runs through all rational primes, in such a way that the system of representations
of the Weil-Deligne group of K induced by this action is compatible. Moreover, if we consider
a “reasonably” extended action only on T,(F), or on V,(E), we obtain similar results, but
up to isogeny.

- Chapter 3 deals with a deformation problem : given an elliptic curve E over F,, we
describe, up to isomorphism, the elliptic schemes lifting E over the ring of integers of a totally
ramified extension (whose ramification index is an integer in {1, 2, 3,4, 6} smaller than p—1).
The answer to this problem is well known when the curve E/F, is ordinary ([Me], [Ka]), so
that here we consider with more attention the case when E/]Fp is supersingular. We then
use the results of chapter 2 in order to determine which liftings correspond to elliptic curves
defined over Q, (for those having good reduction of supersingular type), or are isogenous to
an elliptic curve defined over Q, (for those having good reduction of ordinary type). This
enables us to finish the proof of THM II.

- Appendix A contains all the (case-by-case) computations needed to obtain the WD*
and the D* lists ; note that for / = p (i.e. the D* list), these computations are the same as
in [Fo-Ma), but with conditions.



- Appendix B contains all the (again case-by-case) computations needed to classify F,[G]-
vector spaces E[p] and the Z,[G]-modules T,(E), with E/Q, an elliptic curve. The results
obtained are in no way original, see [Se 2] and [Kr] ; here we use a method based on calculus
in BW(R) C Beris ([Fo 5]) in order to recover the potentially supersingular cases.



CHAPITRE 1

Les modules de Tate

provenant d’une courbe elliptique sur Q,

On désigne par P I’ensemble des nombres premiers. Dans tout ce chapitre, on fixe un
peEPtelquep>5.

On fixe une cléture algébrique @p de Q,. On note G = Ga,l(@p /Qp) le groupe de Galois
absolu, I son sous-groupe d’inertie, et Q7" ’extension maximale non ramifiée de Q, contenue
dans Q,. Pour I € P, on note ui(Q,) le groupe des racines {"-iémes de I’unité contenues
dans Q,, n > 0, et Z(1) = l(ilnmn(@p), Qi(1) = Qi ®z, Zi(1). Le caractére cyclotomique
donnant I’action de G sur Qp(1) est noté x : G — Z,. La valuation p-adique v, sur Q, est
normalisée par vp(p) = 1 ; on note aussi v, la valuation qui 1’étend sur Q, .

Soit E une courbe elliptique sur Q,. Soit I € P ; pour n > 0, on note E[I"] les points
de FE & valeurs dans Q, d’ordre I*, T}(E) = IZEIE[I"] le module de Tate l-adique de E, et

VI(E) = Q; ®z, Ti(F) : c’est un Q-espace vectoriel de dimension deux. Le groupe G agit
linéairement et continuement sur Tj(F), d’ol des représentations, pour tout / € P :

pi: G — Autz,(TI(E)) ,et pi: G — Autg,(Vi(E)) .

Ce chapitre contient ’énoncé de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une représen-
tation l-adique de G provienne du module de Tate d’une courbe elliptique sur Q,, et ce pour
tout ! € P (théorémes 1.1., 1.2., 2.1., et 2.2.).

On décrit d’abord les invariants de courbes elliptiques dont nous aurons besoin (1.1.). Puis le
chapitre se divise en deux parties : le cas I # p (1.2.), et le cas I = p (1.3.). Dans chacune de
ces parties, on commence par donner des listes de classes d’isomorphisme de Q;[G]-modules,
et ’on montre qu’un Q;[G]-module provient d’une courbe elliptique sur Q, si et seulement si il
est isomorphe 3 I’un-des objets de la liste (thm. 1.1. pour ! # p et thm. 2.1. pour ! = p). Le
fait que toute représentation provenant d’une courbe elliptique sur Q, soit isomorphe a 1’'un
des objets des listes est I’objet de ’annexe A ; la réciproque est démontrée dans ce chapitre,
sauf dans ’un des cas [ = p, pour lequel le résultat est établi & la fin du chapitre 3 (3.3.4.).
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Ensuite on décrit le lien de chaque objet des listes avec les invariants d’une courbe elliptique
qui lui correspond ; pour ! # p, ces invariants suffisent pour retrouver la représentation.
Puis on démontre que les objets de ces listes sont exactement ceux qui vérifient certaines
conditions ; on obtient ainsi les théorémes 2.1. et 2.2.. Pour une courbe elliptique fixée, on
compare en 1.3.2. les représentations l-adiques, ! # p, avec la représentation p-adique lui
correspondant. On termine en donnant des exemples explicites dans les cas de potentielle
bonne réduction (en 1.2.2. pour ! # pet en 1.3.3. pour ! = p). Enfin, quand ! = p, on donne
la description de I'image de G' dans certains cas (1.3.4.), ainsi que celle des F,[G]-modules
E[p] et des Z,[G]-modules T,(E) (1.3.5., les calculs sont dans ’annexe B).

1.1. Notations :

1.1.1. Quelques invariants de courbes elliptiques sur Q, :

Pour tout ce qui concerne les courbes elliptiques, on pourra se référer aux livres de J.H.
Silverman, [Silv 1] et [Silv 2] ; voir aussi [Huse].

Soit E une courbe elliptique sur Q,, i.e. une variété abélienne sur Q, de dimension 1.
Elle admet un modeéle sous forme de cubique plane, dit modeéle de Weierstrass, qui est donné
par une équation de la forme

E :y?’=2°+Az+B avec A,B€Q,,et 443+27B%#0.

Nous disposons tout d’abord d’un invariant jg = 1728.443(4A34+27B2%)~! (avec 1728 = 123),
dit invariant modulaire de E ; il caractérise la classe d’isomorphisme de E sur @p. Le
discriminant de F est Ag = —16(4A% + 27B?) # 0, et l'on a jg = —123(44)3AF ; le
quotient Ag mod ((I;Dz’,‘)12 est un invariant de la classe d’isomorphisme de F sur Q,. Le
modéle de Weierstrass est dit minimalsi A, B € Z, et 0 < v,(AEg) < 12 ; on peut toujours
se ramener a un tel modeéle pour E.

Si v,(jE) < 0, alors E a potentiellement réduction “multiplicative déployée”. Plus pré-
cisément, il existe un unique ¢ = q(jg) € pZ,\{0}, vérifiant

.1
JB = +T44+ 1968440+ ...

tel que E est le twist par un caractére d’ordre 1 ou 2 d’une courbe de Tate E, (cf. [Silv
2], V, 85) ; ce twist correspond & I’extension Q,(,/7&)/Qp, ol v = —2AB~! mod (Qz’,‘)2 €
QX /(Q})? (loc.cit., lemme 5.2.).

Rappelons que le groupe des points de E; & valeurs dans @p est isomorphe, en tant que
groupe analytique p-adique, a @: /4% ; pour tout entier n > 0, on note E,[I"] le noyau de
la multiplication par I™ dans @: /q¢%. D’une part, on a une injection naturelle de p» (@p)

dans E,[i"] ; d’autre part, si € E4[l"], et si T est un relévement quelconque de z dans @: ,
il existe un entier NV (%) tel que 2" = ¢Mi(®), et I’association z — N,(Z) mod ["Z définit
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un morphisme surjectif de E4[i"] sur Z/I"Z , dont le noyau est pn» (@p). En faisant agir
trivialement G sur les Z /I"Z , on obtient par passage i la limite une suite exacte courte de
Z[G}-modules

(*m) 0—Z(1) - Ti(Ey)) —Z;— 0,

oli 'indice “m” signifie “multiplicatif”. On notera aussi (*,,) la suite exacte de Q;[G]-modules
obtenue en tensorisant avec Q; :

(*m) 0 — Q1) —m Vi(E)) — Q@ — 0.

Si vy(jg) = 0, alors E a potentiellement bonne réduction : elle acquiert bonne réduction
sur une extension finie de Q,. On appelle le défaut de semi-stabilité de E/Q, I'indice de
ramification minimal d’un corps sur lequel E acquiert bonne réduction, et on le note dst(E).
On a 19

pged (12, vp(Ag))

ol Ag est le discriminant de E. Si I’on choisit une équation de Weierstrass minimale pour E,
alors 0 < v,(AE) < 12 et vp(jg) > 0 impliquent que v,(Ag) n’est pas premier & 12 ; on voit
donc que e = 1,2, 3, 4, ou 6 suivant que v,(Ag) =0, v,(AEg) = 6, v,(AEg) € {4,8}, vp(AEg) €
{3,9}, ou v,(AEg) € {2,10} respectivement. Remarquons que les entiers e qui interviennent
sont exactement ceux qui vérifient ¢(e) € {1,2}, ol ¢ est la fonction arithmétique d’Euler.
Rappelons également le critére d’Ogg-Néron-Shafarevich : E a bonne réduction sur K C @p
si et seulement si Ix = I(Q,/K) agit trivialement sur tous les Vi(E), I # p (ou bien, ce qui
revient au méme, sur 'un des Vi(E), I # p).

dst(E) =

Comme ’entier e = dst(F) est premier a p, la courbe E acquiert bonne réduction sur une
extension finie totalement ramifiée de Q, de degré e ; si L est une telle extension, on note

Ep = (E xQ,L) XL F, sa courbe réduite sur F,, et ap(E) = a,(EL) la trace du polynéme
caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur V;(EL), | # p. Rappelons que a,(EL)
est un entier rationnel indépendant de ! # p, que I’on a |a,(EL)| < 2,/P, et aussi :

ap(EL) =p+1—#EL(F,) .

De plus, la courbe EJ, /Fp est ordinaire si p ne divise pas a, (E’L) ; supersinguliére si p divise
ap(E'L), ce qui équivaut & ap(E’L) = 0. Si F acquiert bonne réduction de type ordinaire sur
L, 1a partie connexe Ef,(p)° du groupe p-divisible Ef(p) est de hauteur 1, et I’on a une suite
exacte de groupes p-divisibles sur I’anneau des entiers de L :

0 — Ez(p)° — Er(p) — EL(p) — 0,
qui induit la suite exacte courte de Z,[G]-modules
(*ord) 0 — T,(E(p)°) — Tp(E) — Tp(EL) — 0.

On notera également (*,r4) la suite exacte que I’on en déduit par extension des scalaires de
Zy a Q.
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1.1.2. Notations :

On note Q,2 I’extension non ramifiée de degré 2 de Q,. On choisit 73 € @p vérifiant
(712)'2 4+ p = 0. On pose : mg = w122 ; g = M2 ; M3 = My ; Mg = 2% ; 11 = —p. On
. s . o ele o o ey 2 ’ . _ 2 . _ 3.
choisit (12 une racine primitive douzieme de I'unité, et ’on pose : (g = (12° ; {4 = (12° ;

(s = G2t

On considére pour tout entier naturel e € {1, 2, 3,4, 6} le corps Q,(.) : c’est une extension
totalement ramifiée de degré e de Q, ; comme p > 5, ’entier e est premier a p, et Q,(7.)/Q,
est modérément ramifiée. On note K, la cléture galoisienne de Q,(7.) dans Q,, et G, JQp =
Gal(K./Qp) son groupe de Galois ; I, est le groupe d’inertie de I’extension @p/ K.. Comme
(Z/eZ)* est d’ordre 1 ou 2, on a p = 1 mod eZ ou bien p = —1 mod eZ. On se trouve alors
dans ’une des situations suivantes :

Ki1=Qpet Gk ,y0,=1; K2 = Qp(m2) et Gk,/Q, =< T2 >, oll T2 est défini par Tamy = —my ;
sie € {3,4,6}ete|p—1, K. = Qy(m.) et Gk, /g, =< Te >, ol T est défini par T.7me = (e ;
sie€{3,4,6}ete|p+1, Kc = Qpa(me) = Qp(me, () et Gk, =< Te > X < w >, ol T est
défini par 7eme = (e, TeCe = (e, €t w est le relévement du Frobenius absolu qui fixe 7. et tel
que wle ="' ;on awr, = 1" lw.

Si K. est une autre extension galoisienne de Q, d’indice de ramification e, alors il existe une
extension finie non ramifiée M de Q, telle que MK, = M K.

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, on écrit K, Gk/q, , au lieu de K. et Gk, /q, -

Pour tout u € ZJ, on note n, : G = G/I — Z; I'unique caractére non ramifié qui envoie
le Frobenius arithmétique sur u. Lorsque e > 2 et e | p— 1, on note & : G = Gk, @ . —

e (@p) =< (. >C Zj le caractére ramifié défini par £.(g) = gme/me pour tout g € G.

Le groupe Q,'/ (Q,f,‘)2 est d’ordre 4, et il y a exactement 3 extensions quadratiques de Q,,
une non ramifiée et deux totalement ramifiées. On les notera M; = Q,2, My = Qp(m2), et
M3 (par exemple, si 4 | p+ 1, alors M3 = Q,({am2) ).

On pose N, ={a €Z/|a|<2/p}, et NS est I’ensemble des éléments non nuls de N, ;

le cardinal de AJX est 2[2,/p] (partie entidre).
Soit ®, € Q[X]le e-itme polynéme cyclotomique ; on pose v = (. + (! = Tr(®) = —1,0,1
pour e = 3,4, 6 respectivement. Quand e € {3,4,6} et e | p— 1, on note A}, I’ensemble des
a € Z tels que (y2 — 4)(a® — 4p) est un carré dans Q ; c’est un sous-ensemble de N,*.
L’ensemble A = M) = {a € Z /a® — 4p = —3 mod (Q*)?} est d’ordre 6, et ’ensemble

s ={a € Z/a®>—4p = -1 mod (Q*%)?} est d’ordre 4 ; lorsque 12 | p — 1, ces deux
ensembles sont évidemment disjoints (pour une preuve de ces assertions, voir le lemme & la
fin de A.1.2.). Par exemple :

NSy = {£2, 24} C NG = {£1, 2, 43, 34} ; Ny = {£1, 4, £5} C N = {£1,..., 15} ;
Mz = {£2,£5,£7} et V5, = {+4,£6} C V5 = {£1,...,%7}.

1.2, Les cas [ # p:

1.2.1. Les Q;[G}-modules, | # p, provenant d’une courbe elliptique sur Q, :
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On désigne par Repg,(G) la catégorie des représentations l-adiques de G, c’est-a-dire des
Q-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire et continue de G .
Un systéme (V})ix, de représentations /-adiques de G est la donnée pour chaque ! # p d’un
objet V; de Repg,(G). On aimerait pouvoir comparer les Vi, | # p, entre eux ; cela n’aura
de sens que si 'on “enléve la topologie sur G”, c’est-a-dire si ’on se restreint au groupe de
Weil de G, et si ’on plonge les Q; dans C (voir [Roh]).. Plus précisément, nous allons nous
ramener pour chaque ! # p a la catégorie des représentations Q;-linéaires et continues du
groupe de Weil-Deligne 'W de Q,.

1.2.1.1. Le groupe de Weil W = Wg, de G est le sous-groupe de G constitué des
éléments g tels que g mod I est une puissance entiere du Frobenius (lequel est un générateur
topologique de G/I = Gal(F,/Fp)). On a donc une suite exacte courte :

1—I—W-3HZ—1,

avec v(Frob.arithm.) = 1. On désigne par ‘"W ='W, le groupe de Weil-Deligne de G : c’est
le schéma en groupe sur Q qui est le produit semi-direct de W par le groupe additif G, , sur
lequel W opére par wzw™! = p*(®z , pour w € W.
Soit E un corps de caractéristique 0. On note Repg (‘W) la catégorie des représentations E-
linéaires de ‘W , i.e. des E-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire et
continue de ‘W . Un objet dans Repg (‘W) peut é&tre considéré comme un triplet (A, po, V),
ol : A est un espace vectoriel sur E de dimension finie ; po : W — Autg(A) est un
morphisme dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de I ; N € Endg(A) et vérifie :
Yw e W, po(w)N = p*®) Npo(w). Si ’action de ‘W est F-semi-simple (i.e. si ’action de W
par po est semi-simple), alors un objet de Repg (‘W) est déterminé & isomorphisme prés par
les traces Tr(pg) : W — E', ainsi que par le polynéme minimal de ’opérateur N.

Soient E et E’ deux corps de caractéristique 0 munis de plongements ¢ : E < C et
' : E' — C. Si A est un objet de Repg (‘W) qui est défini sur Q (cf. [Fo 3] ou bien 2.2.1.),
alors A ®g.» C est un objet de Repc("W) dont la classe d’isomorphisme ne dépend pas
du choix de ¢ (voir par exemple [Roh]). Deux objets A et A’ de Repg('W) et Repg/('W)
respectivement sont dits compatibles s’ils sont tous deux définis sur Q et si A Qg C et
A’ ® g, »,, C sont isomorphes dans Repc('W).

On désigne par Repg, (‘W) la sous-catégorie tannakienne de Repg,('W) constituée des
objets sur lesquels les racines du polynéme caractéristique d’un relévement du Frobenius sont
des unités l-adiques. Il existe un foncteur (covariant) établissant une équivalence de catégories
entre Repg, (‘W) et Repg,(G), qui peut &tre décrit de la maniére qui suit (voir par exemple
[Roh]). Soit (A, po, N) un objet de Repg,('W). Si N = 0, alors on retrouve la représentation
l-adique de G qui lui correspond en “complétant” le morphisme po : W — Autg,(4A;) en
un morphisme p : G — Autg,(A;) (car les racines de P, (Frob) sont dans Z;°). Si N # 0,
on étend po & G comme ci-dessus, et I’on choisit un homomorphisme continu non trivial
t; : I — Q (il est unique & multiplication par un élément de Q;° prés). Alors la représentation
p : G — Autg,(A;) est donnée par p(g) = po(g) exp(ti(R)N), olt ’on a écrit g € G sous
la forme g = wh avec w € Gal(Qp"/Qyp) et h € I (Popérateur N est nilpotent). La classe
d’isomorphisme dans Repg,(G) de ’objet ainsi obtenu ne dépend pas du choix de ¢, et le
foncteur quasi-inverse est défini de maniére évidente.

Nous étudions ici le dual de la représentation du groupe de Weil-Deligne provenant du Ln*odule
de Tate l-adique Vi(E) d’une courbe elliptique E/Q,. On utilise le foncteur WD :
Repg,(G) — Repg,('W) qui est la version contravariante de celui décrit dans [Fo 3], i.e.
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Wﬁ;st,l est le foncteur obtenu en appliquant Wﬁpst,l a la représentation duale ; il établit une
anti-équivalence de catégories entre Repgq,(G) et Repg,('W), et les classes d’isomorphisme
que ’on obtient sont les mémes que celles obtenues avec le dual du foncteur mentionné ci-
desssus. Comme V(E) est le dual de H},(E XQ,Qp , Qi) pour une courbe elliptique E/Q,,

on peut voir le foncteur Wﬁ;st,l comme un foncteur covariant des H cla’t dans Repg, ('W).

Choisissons pour chaque ! # p des plongements de corps ¢; : Q; < C. La compatibilite

d’un systéme (A;);x, de représentations l-adiques de ‘W signifie que les A; sont deux-a-deux
compatibles lorsque ! parcourt P\{p}.
Supposons que chaque A;, ! # p, est F-semi-simple. Si ’opérateur de monodromie N
est nul pour tous les Ay, la compatibilité du systéme (A;)iz, signifie que les traces Trpg :
W — Q sont & valeurs dans Q et indépendantes de ! € P\{p}. Sinon, pour chaque A;,
’opérateur NV étant nilpotent, il existe une unique filtration finie croissante (Fily M Ay)iez, dite
de Jacobson-Morosov, telle que N (Fil;-IM Ap) C Fil;-’_{‘g A; et que N induise un isomorphisme
Ni:Gr/MA; 3 GrM A, pour tout i € Z ([Fo 3], 2.4.5.) ; alors la compatibilité du systéme
(A1)1p signifie que, pour tout i € Z, les traces Tr(GryMA;) : W — Q; sont & valeurs dans
Q et indépendantes de | € P\{p}.

1.2.1.2. On note ¢ € W un relévement du Frobenius géométrique modulo I(Q,/Q,(m12)) :
pour tout e € {1,2,3,4,6}, ¢ agit-trivialement sur L. et ¢ mod I, agit par z — z~P. Pour
e € {2,3,4,6}, on note 6. un reléevement dans I de 7. € I/I. = I(K./Qj).
Si e € {3,4,6} divise p — 1, alors (. € Z et le polynéme X2 — v, X +1 = (X — ()(X - (1)
se scinde dans Q,[X] ; il en est de méme pour le polyndme X2 — aX + p lorsque a € Z;
(Hensel) : il existe alors un unique u, € Z tel que X2 —aX +p = (X — ua)(X —u;'p). On
pose

te =tc(a,€) = ual +ug ' (T, pour e€ {-1,1}.

Ona: (X —#)(X—t_1) =X2—v.aX +pr’+a®>—4p=T(X), et si a € ZNZY, alors

T'(X) € Z[X]. La condition a € N, signifie exactement que les racines ¢; et t_; du polynéme
T(X) sont dans Q ; elles sont distinctes.

Soit F un corps de caractéristique 0. La liste WD* suivante définit & isomorphisme pres
des objets de Repg('W) de dimension deux, qui sont dans Repg,('W) lorsque E = Q; :

WD}, (e;b), e € {1,2}, b€ {-1,1}:
po(Iz) =1 po(62) = (=1)°7! ; Pmin(po(4)) = (X — b)(X = bp) ; Pmin(N) = X? ; po($)N =
P~ Npo(4).

WD (e;ap), e € {1,2},ap, €N, :
po(I2) = 1; po(f2) = (=1)°7' 5 Prmin(po(¢)) = X* - a, X +p; N =0.

WDi(e;ap;€), e € {3,4,6} et e| p—1,a, € N, e € {—1,1} :
PO(Ie) =1; Pmin(PO(oe)) = X2—7eX+1 ) Pmin(ﬂO(d’)) = X2"apX+p 3 Pmin(P0(¢)pO(0e)) =
X? =t X +p; po(¢)po(6e) = po(6e)po(¢) ; N = 0.

WDj,(e;0), e € {3,4,6}ete|p+1:
PO(Ie) =1 3 Pmin(PO(ee)) = X2 - 'YeX +1 ) Pmin(po(d’)) = X2 + D P0(¢)p0(08) =
po(6e)"po(¢) ; N = 0.
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Remarque : les classes d’isomorphisme de ces objets ne dépendent pas du choix des corps
K. : si, dans la description de 'un de ces objets A, on remplace K. par une autre extension
galoisienne de Q, d’indice de ramification e, on obtient un objet A’ qui est isomorphe a A.

Chacun de ces objets est défini sur Q. De plus, la représentation F-linéaire de ‘W de

dimension un A?WD* est donnée par : po(I) = 1, po(¢) = p, N =0 ; et si E = Qy, I’objet
obtenu en appliquant le foncteur quasi-inverse est Q;(1).
Les objets du type WDy, sont des twists d’ordre 1 ou 2 d’un objet semi-stable sur Q,,
mais ils n’ont pas potentiellement bonne réduction. Les objets du type WD, sont des twists
par un caractere d’ordre 1 ou 2 d’objets ayant bonne réduction sur Q,. Les objets du type
WDg,. ont potentiellement bonne réduction, mais ne sont pas des twists d’objets ayant bonne
réduction sur Q,.

Description des twists d’ordre 2 :

Soit A un objet de la liste WD* ci-dessus. En tordant par I’un des caractéres (non trivial)
d’ordre 2, on obtient les objets A;, Aj, et Az, correspondant respectivement aux extensions
quadratiques M;, My, et M3 de Q,. Les quatre objets A, A;, Az et Ag sont liés entre eux par
des twists d’ordre 2 de la maniére suivante : les paires (A, A;) et (Ag, A3) sont composées
d’objets liés par un twist non ramifié ; les paires-(A, Ajz), (A, As), (A1, Az) et (A, As) sont
composées d’objets liés par un twist ramifié. En faisant varier A parmi les objets de la liste,
on obtient :

A =WD}, (1;b) ; Ay = WD, (1;—-b) ; Ay = WD}, (2;b) ; Az = WD}, (2; —b).

A =WD}:(1;ap) ; Ay = WDE(1; —ap) ; A = WD%(2;ap) ; Az = WDZ(2; —ap).

A =WDj.(4;ap;5€) ; A1 = WD (4; —ap;€) ; Az = WD (4;ap; —€) ; Az = WD} (4; —ap; —¢).
A= WD;C(3; ap;€); Ay = WD;C(3; —ap;€); Ay = WD;C(G;ap; —€) ; Az = WD;C(G; —ap; —€).
A = WD (4;0) = A; = Az = As.

A =WD;(3;0) = A ; Ay = WD (6;0) = As.

Si un objet A de la liste WD™* provient d’une courbe elliptique E sur Q,, c’est-a-dire s’il
existe E/Q, telle que A ~ WDg, (Vi(E)), alors les objets A;, i € {1, 2, 3}, proviennent des
courbes elliptiques F; sur Q, obtenues en tordant F par les caracteres d’ordre 2 correspondant
aux extensions quadratiques M;.

Théoréme 1.1. :
Sotentp>5etlecP,l#p. »
1) Les représentations de la liste WD* ci-dessus sont deuz-d-deuz non-isomorphes.
2) Soit E une courbe elliptique sur Q,, ; alors Wﬁ;st,l(Vz(E‘)) est isomorphe a l’un des objets
de la liste WD*.
3) Réciproquement, tous ces objets proviennent d’un Vi(E), oi E est une courbe elliptique

sur Qp.

1.2.1.3. Soit E/Q, une courbe elliptique. On obtient la classe de WDy, {(Vi(E)) au
moyen de certains invariants de E (voir A.1.) ; posons WD}, |(Vi(E)) = Ai(E).
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Aj(F) ~ WD}, (e; b) : E est une courbe elliptique dont I’invariant modulaire jg vérifie
v () < 0. Soit v € QF/(QX)? (cf. 1.1.) ; alors on a :
(e50) = (1;1) & Qp(v/7E) = Qp, et E est isomorphe sur Q, & une courbe de Tate E,, avec
q € Q;, vp(q) > 0, et g est uniquement déterminé par jg.
(e50) = (1;-1) < Qup(/7E) = Qp2 = My, et E est le twist sur M; d’une courbe Ej.
(e50) = (2;1) & Qu(/7E) = Qp(m2) = M3, et E est le twist sur Mz d’une courbe F,.
(e50) = (2;—1) <> Qp(/7E) = M3, et E est le twist sur M3 d’une courbe E, .

A(E) ~ WD¢(e;ap) : on a vp(jr) > 0 et e = 12/pged(vp(AE),12) = dst(E). Si e =1,
la courbe E a bonne réduction sur Q,, et a, est la trace du polynéme caractéristique du
Frobenius arithmétique agissant sur la courbe réduite E. Si e = 2, la courbe E est le twist
par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant & I’extension M; = Q(72) d’une courbe
elliptique du type précédent.

A|(E) ~ WDg(e;ap;€) : on a vy(jg) > 0 et e = 12/pged(vp(AE), 12) = dst(E) divise
P — 1 ; la courbe E acquiert bonne réduction ordinaire sur Qp(w.), et a, est la trace du
polyndme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur la courbe réduite. Lorsque
l’on prend une équation de Weierstrass minimale pour E, alors € = 1 si v,(Ag) < 6 (i.e.
vp(AE) € {2,3,4}), et € = -1 si v,(AEg) > 6 (i.e. v,(AE) € {8,9,10}). De plus, jg est un
entier p-adique vérifiant jg = 1728 mod pZ, si e = 4 et jg = 0 mod pZ, si e = 3 ou 6. Pour
les twists d’ordre 2, voir la description faite précédemment.

A(E) ~ WDi(e;0) : on a vp(jg) > 0 et e = 12/pged(vy(AE),12) = dst(E) divise
p+1;la courbe E acquiert bonne réduction supersinguliére sur Qp(7.). De plus, jg est un
entier p—a,dique vérifiant jg = 1728 mod pZ, si e = 4 et jg = 0 mod pZ, si e = 3 ou 6. Pour
les twists d’ordre 2, voir la description faite précédemment.

Remarque : Soit E/Q fixée. Pour chaque ! € P\{p}, 'objet WDy, |(Vi(E)) = Ay(E)
est F-semi-simple et défini sur Q ; on constate de plus que les classes d’isomorphisme des.
représentations de 'W sur A;(F) sont indépendantes de [ : ceci exprime la compatibilité au
sens de Weil-Deligne du systéme de représentations V;(E), | # p.

1.2.1.4. Preuve du théoréme 1.1.
Les parties 1) et 2) sont 'objet de l’annexe A, A.1. ; quant & la partie 3), nous allons la
montrer ici. Si E est une courbe elhpthue sur [, , on note ap(E) € N, la trace du Frobenius
arithmétique agissant sur E (i.e. sur Vi(E), [ # p).

C’est évident pour les cas WD7, : il suffit de prendre n’importe quelle courbe de Tate
E, sur Q, (avec q € pZ,\{0}), et de la tordre sur ’extension quadratique M;, i € {0, 1,2, 3},
avec i = 0 et My = Qp si (e;0) = (1;1), ¢ = 1si (e;0) = (1;-1), ¢ = 2 si (e;0) = (2;1), et
i=3si (e;b) = (2;-1).

Les représentations WD}(1; ap) proviennent toutes de schémas elliptiques E sur Z, dont
la trace du Frobenius (arithmétique) agissant sur la courbe réduite E est ap . En effet, d’apres
Honda-Tate, pour tout a, € N, il existe une courbe E’/Fp telle que ap(E’) = a, ([Ho-Ta)) ;
puis toute courbe elliptique sur I, se reléve en un schéma elliptique sur Z, (voir par exemple
3.2.). Les représentations WD¢(2;ap) proviennent d’un twist correspondant & I’extension
Qp(m2) = M, d’une courbe elliptique du type précédent.
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Siee€ {3,4,6} et e| p+ 1, la courbe elliptique E sur Q, d’équation de Weierstrass :

E y? = 2342z sie=4
"1y = 23+1  siee{3,6}

est d’invariant modulaire j(e), avec j(4) = 1728 et j(3) = j(6) = 0 ; elle a bonne réduction
sur Qy, et sa courbe réduite est supersinguliere (voir [Silv 1],V, Thm.4.1., et les exemples 4.4.
et 4.5. qui suivent). Ses tordues sur Q, (voir [Silv 1],X) ont pour équation de Weierstrass :

En y? = 23+ Dz sie=4
D14y = 23+D sie€ {3,6},

avec D € QF, et leurs classes d’isomorphisme sur Q, sont en bijection avec Q) / (Q")"(e) avec
n(4) =4 et n(3) = n(6) = 6 ([Silv 1],X, Prop.5.4.). Alors les courbes Ep, ol D € {—p P’} C
Q)/ (Qx)"(“") fournissent des courbes elliptiques sur Q,, potentiellement supersinguliéres (d’ol
ap (ED) = 0), dont le défaut de semi-stabilité est :

dst(E(_p)) =4 sie=4
dSt(E(_p)) =6; dSt(Epz) =3 sie€ {3,6}

On en déduit que les WDj . ;(Vi(ED)) sont isomorphes aux WDj(e;0) (voir aussi les
exemples plus loin).

Sie € {3,4,6} et e | p— 1, les courbes Ep définies comme ci-dessus sont toujours
d’invariant modulaire j(e) et leur défaut de semi-stabilité est inchangé, mais elles sont cette
fois potentiellement ordinaires ([Silv 1],V, 4.4. et 4.5.). Compte tenu de la description des
twists d’ordre 2 (Pinvariant € parcourt {£1}), il suffit de montrer que tous les a, € N},
se réalisent comme la trace du Frobenius arithmétique agissant sur une courbe elliptique
sur F, d’invariant modulaire j(e) € Fp, avec j(4) = 1728 et j(3) = j(6) = 0. C’est ’'objet
du lemme qui suit. On en déduit que cette fois les WDF, |(Vi(EDp)) sont isomorphes aux
WDj,.(e;ap; 1) ; leurs tordues par un caractére ramifié d’ordre 2 donnent des courbes dont
les representa.tlons associées sont isomorphes aux WD}, .(e; ap; —1) (voir les exemples plus
loin). a

Pour u € Fy, on note E’u et gu les courbes elliptiques sur F, données par les équations de
Weierstrass suivantes :

E‘u:y2=m"+ux et gu:y2=a:3+u.
Pour tout u € F,on a F(Ey) = 1728 = 123, d’ot E, est ordinaire si 4 | p— 1, supersingulire
sid|p+1;etj(&)=0,dod £, est ordinaire si 3 | p — 1 < 6 | p— 1, supersinguliére si
3| p+1 ([Silv 1],V, 4.4. et 4.5.). Toute courbe elliptique E/F,D dont I’invariant modulaire
est j(E) = 1728 (resp. 0) est isomorphe sur F, & ’une des E, (resp. &,).

On a deux fleches F — A, ’'une qui a u € Fy; associe a,(E,), Pautre qui  u associe ap(Ey) ;
la premiére est nulle si et seulement si 4 | p + 1, et la deuxi®éme si et seulement si 3 | p+ 1.
De plus, les courbes E, et Ey (resp £, et £,) sont isomorphes sur F, si et seulement si

v = v’ mod (F})* (resp. u = v’ mod (F})®) ([Sllv 1], X, Prop.5.4.). Comme ’entier a,(E)
caractérise la classe d’isogénie sur I, de la courbe E/ F, ([Tal]), on en déduit des applications :
{Eme = { Bl —

~ t
umod (F})* +— ay(Ey) € uwmod (FX)® +— ay(&u)
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de ’ensemble des classes d’isomorphisme sur F,, de courbes elliptiques d’invariant modulaire
1728 (resp. 0) dans I’ensemble des classes d’isogénie sur F, de courbes elliptiques sur F,.
Rappelons que si 4 | p — 1, ’ensemble V¥, = {a € Z/a? — 4p = —1 mod (Q*)?} C V¥ est
d’ordre 4, et si 3 | p — 1, 'ensemble V)G = A)s = {a € Z/a? — 4p = —3 mod (Q*)?} C N
est d’ordre 6 (cf. le lemme de A.1.2.).

Lemme : _
Si4|p— 1, Uapplication u > a,(E,) induit une bijection Fy /(FX)* 5 N,
S8i 3| p— 1, Uapplication u — a,(Ey) induit une bijection Fy /(F5)® 5 N,
En particulier, la classe d’isogénie sur F, d’une courbe elliptique d’invariant modulaire 1728
ou 0 est aussi sa classe d’isomorphisme sur F,.

Preuve :
Supposons d’abord 4 | p—1: alors les E, sont ordinaires, et a,(E,) € N;. De plus, le groupe
des racines quatriémes de I'unité u4(F,) est d’ordre 4, d’ott F /(FX)* aussi, et de méme pour
oa- 1L suffit donc de montrer que la fleche

{IE‘;,‘ — N
u — ap(Ey)

prend au moins quatre valeurs distinctes dans V¢, et qu’elles sont en fait dans Np’f4.
Montrons d’abord la derniére assertion. On pose E, : y? = 23 + [u]z, ot [u] € Z) est le
représentant de Teichmiiller de u. C’est une courbe elliptique sur Q, qui a bonne réduction
et dont I’équation est minimale ; sa fibre spéciale est E, et son invariant modulaire J(Ey)
est 1728. On pose alors : E, : y? = 23 — [u]pz. On a j(E.) = 1728, et E! est un twist de
E, ([Silv 1],X,Prop.5.4.), dont le défaut de semi-stabilité est dst(E.) = 4 ; les courbes E, et
E, deviennent isomorphes sur I’extension totalement ramifiée Q,(74), et la fibre spéciale de
E! est aussi E,, d’ol ap (E!) = ap(E,). Alors le fait que la représentation Vi(E.), I # p, soit
définie sur Q implique a,(E,) € o (voir A1.2.).

Montrons maintenant que ’application u — ap(E'u) de Fy dans N C Z prend au moins
quatre valeurs distinctes ; pour cela, il suffit évidemment de montrer qu’elle prend quatre
valeurs distinctes modulo pZ. Comme de plus on a a,(E,) = 1+ p — #(E,(F,)), il suffit de
montrer que 1 — #(Eu(lﬁ‘p)) prend quatre valeurs distinctes modulo p lorsque u parcourt Fy .
Or, d’aprés [Silv 1],V, démonstration du Thm.4.1.(a), on a

~ p-1 -1
1 — #(E,(F,)) mod pZ = ( p21 ) u'T
1
ce dernier étant le coefficient de 2P~! dans (23 + 'u,a:)L;l ; le coefficient bindmial est fixe dans

F, lorsque u parcourt Fy, alors que w7 parcourt p4(F,) qui est d’ordre 4. On en déduit le
résultat. _ 5

Maintenant supposons 3 | p— 1 : les &, sont ordinaires, a,(€,) € NS, et Fy /(F5)° est
d’ordre 6. Alors la preuve est tout-a-fait similaire ; d’abord en utilisant la courbe sur Q, :

&y =13 — [ulpz

(par exemple, ou bien son twist non ramifié correspondant & ’extension Q,2/Q,), dont le
défaut de semi-stabilité est dst(£]) = 6, et dont la courbe réduite sur Q,(m¢) est &, , d’ou
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ap(&,) € Npe = N3 (cf. A.1.2.) ; puis en remarquant que le coefficient de zP~! dans

(23 + u) 55 est
p-1 —1
(o) v ey,
3

et que ’application u — w5 est une surjection de Fy' sur ug(Fy), lequel est d’ordre 6 lorsque
3 divise p — 1. a

1.2.1.5. Soit A = (A, po, N) une représentation l-adique du groupe de Weil-Deligne ‘W
de dimension 2, et soit ¢ un relévement dans W du Frobenius géométrique. On considére les
conditions suivantes :

(1°) A2(A) est donnée par : po(I) =1, po(¢) =p, N=0;
(2°) A est définie sur Q ;
(3°) si N =0, les racines du polynéme caractéristique de po(¢) sont des p-nombres de Weil,

ie. | Tr(po(6)) 1< 25

Soit V' un objet de Repq,(G) ; on dira que A = (A, po, N) est la représentation de
Weil-Deligne associée a V si A = Wﬁ;st,l(V).

Théoréme 1.2. :
Soient p > 5, et 1l € P, Il # p. Une représentation l-adique de dimension 2 de Gal(@p/Qp)
provient d’une courbe elliptique sur Q, si et seulement si la représentation de Weil-Deligne
qui lui est associée vérifie les conditions (1°), (2°) et (3°).

Preuve :

Le fait que ces conditions sont nécessaires est bien connu ; nous allons montrer qu’elles
sont suffisantes. Soient ¢ un relevement dans W du Frobenius géométrique et (A, pg, N)
un objet de Repgq,('W) vérifiant les conditions (1°), (2°) et (3°) ; la condition (1°) donne
dét(po(#)) = p € Z{*. Donc A est un objet de Repg,('W), et il suffit de montrer qu’il est
isomorphe a ’'un des objets de la liste WD*.

Si N # 0, alors les relations N? = 0 et Npo(¢) = ppo(¢)N impliquent que po(4) est
diagonalisable et a deux valeurs propres distinctes (b, pb). La condition (1°) donne b%p = p,
c’est-a-dire b € {£1}. Le sous-groupe d’inertie I agissant de fagon potentiellement unipotente
(i.e. a travers des racines de 'unité), la relation Npo(g) = po(g)N pour g € I implique que
po(g9) = £1. Donc A ~ WD (e;b) avec e € {1,2} et b€ {—1,1}.

Si N = 0, alors A a potentiellement bonne réduction. Soit F le sous-corps de @p fixe par
le noyau de la restriction de po a I : c’est une extension finie galoisienne de Qp" telle que pg|y
induit une injection

IF/Q;W = I/IF — Athl(A) y

que l’on note encore po. Soit 7 € Ir/qpr ; la condition (1°) impose dét(po(7)) = 1 (le
déterminant est non ramifié), et la condition (2°) impose Tr(po(7)) € Q. Comme A est
un Q-espace vectoriel de dimension 2 et que po(7) est d’ordre fini, les deux précédentes
conditions impliquent que le polynéme minimal de po(7) est le e-iéme polynéme cyclotomique
®.(X) € Q[X], et que e est un entier tel que (e) € {1,2} (ol ¢ est la fonction arithmétique
d’Euler), c’est-a-dire e € {1,2,3,4,6}. On en déduit que I’extension F/Qp" est modérée,
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donc cyclique d’ordre e ; une telle extension est unique, et 'on a F = Qp"(7.) = Q7K.
IF/Q;"' = I(Ke/Qp) =I.

Si e € {1,2}, la condition (3°) implique que A est isomorphe & ’un des objets WD} (e; ap)
avec ap € M. Sie € {3,4,6} et e | p+ 1, alors la trace de po(¢) doit étre nulle et A est
isomorphe & I’objet WD, (e; 0), voir les calculs faits en A.1.2.. Sie € {3,4,6}ete|p—1,
alors la condition (2°) implique que la trace de po(¢) est dans A}, (voir A.1.2.) ; les calculs.
faits en A.1.2. montrent qu’alors A est isomorphe & 'un des WD}, (e; ap; €), avec a, € N5,
et € € {£1}. o

Corollaire 1.2. :
Soient p > 5 etl € P tel que Il # p. Le nombre de classes d’isomorphisme d’objets de
Repg,(G) provenant d’une courbe elliptique sur Q, est fini et indépendant de ! ; il vaut :

4[2./p]1+ A(p) , ou A(p) = 38,16,31, 0u9 suivant quep =1,5,7,0u11l mod 12 .

Plus précisément, il y a : 4 classes dans Repg,(G) provenant de courbes elliptiques sur
Q, n’ayant pas potentiellement bonne réduction ; Card(N*) = 2[2,/p] classes provenant
de courbes elliptiques sur Q, ayant bonne réduction ordinaire sur Q,, et autant provenant
d’un twist ramifié d’ordre deux de courbes du type précédent ; 1 classe provenant de courbes
elliptiques sur Q, ayant bonne réduction supersinguliére sur Q,, et 1 provenant d’un twist
ramifié d’ordre deux de courbes du type précédent. Si 3 | p— 1, il y a 2.Card( p’f3) =
classes provenant de courbes elliptiques E sur Q,, potentiellement ordinaires avec dst(EF) = 3,
et 2.Card( p)f6) = 12 classes provenant de courbes elliptiques E sur Q, potentiellement
ordinaires avec dst(F) =6 ;si3 | p+1,il y a 1 classe provenant de courbes elliptiques F
sur Q, potentiellement supersinguliéres avec dst(E) = 3, et 1 classe provenant de courbes
elliptiques E sur Q, potentiellement supersinguliéres avec dst(F) = 6. Si4 | p—1, il
y a 2.Card(N,y) = 8 classes provenant de courbes elliptiques E sur Q, potentiellement
ordinaires avec dst(E) =4;si4|p+1,ilyal classe provenant de courbes elliptiques F
sur Q, potentiellement supersinguliéres avec dst(E) =

1.2.2. Exemples :

Courbes potentiellement ordinaires :

Sid|p—-1:
Pour chaque a,; € N 4y 1 < j < 4, on choisit un élément u; € F tel que la trace du
Frobenius de la courbe elliptique E : Y2 =zt ujz estay; ;les uj, 1 <j <4, sontun
systéme de représentants de F; /(Fy )4 Ces courbes sont ordinaires, puisque 4 | p— 1, et ont
un invariant modulaire égal & 123 = 1728. Par exemple, pour p = 5, on peut prendre :
u1—1 UQ—2 U3——2, U4—-—1,cela.donne. a5,1_2, a5,2_4, a53 = —4, 05,4——2.
Alors {[uj](—p)" y1<j<4,0<i<3} est un systéme de représentants de Q/(Q;)*, o
[u;] € Z,; est le représentant de Teichmiiller de u; .

Posons E;; : y* = 23 + [u5](—p)iz , pour 1 < j <4, 0 < i< 3. Ce sont des
courbes elliptiques sur Q, qui possédent toutes le méme invariant modulaire 123 = 1728.
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Pour un j fixé, elles deviennent isomorphes sur Q,(74). Elles ont toutes potentiellement
bonne réduction, et la courbe réduite sur Q,(74) de E; ; est E'j . De plus, E;3 ; est le twist
ramifié d’ordre 2 correspondant & M; = Q,(72) de E;; pour ¢ € {0,1}. On a alors, pour
chaque j € {1,2,3,4} :

WD, \(Vi(Boy)) = WD(1;ap,)
WPgst,l(w(Elyj)) = WD;c(4; ap,j; 1)
WPgst,l(w(E2,j)) = WD:(Z;aDJ)
WDpst,l(Vl(E&j)) = WD;c(4;apr.i;—'1) .
Si3|p—1:
Pour chaque a,,; € M5, 1 < j < 6, on choisit un élément v; € Fy tel que la trace du

Frobenius de la courbe elliptique f:"] : y¥?=23+vjesta,; ;lesvj,1 <j<6,sontun

systéme de représentants de FX /(Fx)®. Ces courbes sont ordinaires (car 3 | p— 1) et ont un.
invariant modulaire égal a4 0. Par exemple, pour p = 7, on peut prendre :
v=1;v2=2;v3=3;v4=-3;vs=-2; vg=—1;cequidonne: az; =—-4; ary=
—l5ar3=-5;ar4=5; ar5=1; arg=4.

Alors {[v;](—p)*, 1 < j <6, 0<1i<5} est un systéme de représentants de Q,'/(Q)¢®, ot
[v;] € Z est le représentant de Teichmiiller de v, .

Posons & ; : y? = 2° + [v](-p)*, pour 1 < § < 6,0 < i < 5. Ce sont des courbes
elliptiques sur Q, qui possédent toutes le méme invariant modulaire 0. Pour un j fixé,
elles deviennent isomorphes sur Q,(7g). Elles ont toutes potentiellement bonne réduction,
et la courbe réduite sur Qp(mg) de &; ; est EJ . De plus, &;13; est le twist ramifié d’ordre
2 correspondant a3 My = Qp(m2) de &;; pour ¢ € {0,1,2}. On a alors, pour chaque j €
{1,2,3,4,5,6}:

WDL..(Vi(6os) = WD:(L;ap,5)
WPgst,l(W(glyj)) = WD;c(G; ap,j;l)
WD (Vi(62s) = WDpe(3iap,5i1)
WD L1 (Vi(s,)) = WD(22p,)
WPgst,l(W(£4,j)) = WD;c(s;apd;—l)
WDpst,l(Vl(‘%yj)) = WD;c(G;aPJ;—l) .

Courbes potentiellement supersinguliéres :

Sid|p+1:
Posons E; : y? = 23+ (—p)'z, pour i € {0,1,2,3}. Ce sont des courbes elliptiques sur Q,
qui possédent toutes le méme invariant modulaire 123 = 1728 ; elles deviennent deux-a-deux
isomorphes sur Q,(74). Elles ont toutes potentiellement bonne réduction, qui est de type
supersinguliére puisque 4 | p + 1 (la courbe réduite sur F, a pour équation y? = 23 + z).
De plus, pour i € {0,1}, E;;2 est le twist par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant a
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Pextension M3 = Qp(72) de E;. On a alors :

WDZ(1;0)
WD;,.(4;0)
WDg(2;0)
WD;.(4;0) .

WDp..1(Vi(Eo))
W]’?Est,l (‘/l (El ))
W]/?gst,l (Vl (E2))
WDpst,l (W (E3))

IR

R

Si3|p+1:
Posons & : y?2 = 2%+ (—p)*, pour i € {0,1,2,3,4,5}. Ce sont des courbes elliptiques
sur Q, qui possedent toutes le méme invariant modulaire O ; elles deviennent deux-a-deux
isomorphes sur Q,(m¢). Elles ont toutes potentiellement bonne réduction, qui est de type
supersinguliere puisque 3 | p+ 1 (la courbe réduite sur F, a pour équation y% = z3 + 1). De
plus, pour 7 € {0,1,2}, &3 est le twist par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant a
Pextension M, = Q,(m2) de &;. On a alors :

WD, 1(Vi(€)) =~ WDZ(1;0)
WP?st,l (‘/I(gl)) = WD;)C (6; 0)
WD (Vi(&2) = WD(3;0)
legst,l (‘/1(53)) = WDZ(Z, 0)
nggst,l (Vl (84)) = WD;c (3; 0)
WDpst,l (Vl(g5)) = WD,{)c (6; 0) .

1.2.3. Les Z;[G]-modules, | # p, provenant d’une courbe elliptique sur Q, :

Soit E/Q, une courbe elliptique, T' = Tj(FE), et soit T’ un réseau G-stable de V;(E) ; &
homothétie prés, on peut supposer que 77 C T'. Alors il existe une courbe elliptique E’ et
une l-isogénie ¢ : E' — FE, définies sur Q,, telles que ¥;(Ti(E")) = T' (cf. 2.4.3, début).
D’ou le résultat suivant :

Soientl € P, | # p, et T' un Z|[G]-module. Pour qu’il existe une courbe elliptique E' sur
Q, telle que T' ~ Ti(E'), il faut et il suffit qu’il existe une courbe elliptique E sur Q, telle
que Qi®z,T' ~ Vi(E).

1.3. Lescas[=p:

1.3.1. Les Q,[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Q, :

On désigne par Repq,(G) la catégorie des représentations p-adiques de G, c’est-a-dire
des Q,-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire et continue de G'.
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1.8.1.1. Soit K une extension finie galoisienne de Q, contenue dans Q,. On note
Repcrzs (G)1 Repat (G)’ Repcr:s K(G) Rep.st K(G)v Reppcr:s (G) et Reppst (G) les sous-ca.tegorles
pleines de RepQ (G) constituées des objets qui sont respectivement cristallins sur Q,, semi-
stables sur Q,, cristallins sur K , semi-stables sur K, potentiellement cristallins et poten-
tiellement semi-stables (voir [Fo 2])

Soient Gx/q, = Gal(K/Qp), et Ko I’extension maximale non ramifiée de Q, contenue dans
K ; le Frobenius absolu o agit sur Ko. On définit la catégorie des (¢, N, Gk/q,)-modules
filtrés de la maniére suivante :
- les objets sont des Kg-espaces vectoriels D munis :
(i) d’une action o-semi-linéaire de G/, (le sous-groupe d’inertie agit linéairement) ;
(ii) d’une application de Frobenius ¢ : D — D, injective, o-semi-linéaire et G K/Qp-équivariante ;
(iii) d’un endomorphisme Kjy-linéaire G K/Q,-équivariant N : D — D tel que Ny = ppN ;
(iv) d’une filtration indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée sur Dx = K ®k, D
par des sous-K-espaces vectoriels {Fll’DK , © € Z} stables par Gk/q,, l’action de G K/Qp
étant étendue semi-linéairement sur Dg .
- un morphisme f : Dy — D; est une application Ko-linéaire commutant a I’action de Gk/q, ,
a peta N, et, telle que, si 'on note fx ’application K-linéaire déduite de f par extension
des scalaires, fx (Fil"D.LK) C Fil"Dz,K pour tout ¢ € Z.

On désigne par MF g q, (¢, N) la sous-catégorie pleine des (¢, N, Gk q,)-modules filtrés
discrets (i.e. ’action de G/q, sur D est discréte) et de dimension finie (c’est la dimension en
tant que Ko-espace vectoriel), et par MFg/q,(¢) la sous-catégorie pleine formée des objets
de MFg/q,(¢, N) sur lesquels N = 0. Lorsque K = Q, on écrit MFq,(p, N) et MFg, ().
Le type de Hodge-Tate d’un objet D de dimension 2 de MF/q, (¢, V) est le couple d’entiers
(r,s) tel que Fil' Dg = Dk si et seulement si i < r et Fil' Dg = 0 si et seulement si i > s.
Pour tout objet D de dimension d dans MFg/q,(¢, N), on pose tg(D) = tg(A2D) =
Max{i € Z / Fil'(A®Dg) # 0}, et tn(D) = vp()), ot A € Ko est tel que pz = Az pour
un élément z non nul de A?D ; on dit que D est faiblement admissible si try (D) = tn (D), et
tg(D') < ty(D') pour tout sous-objet D’ de D, voir [Fo 2].

On renvoie & [Fo 1] pour les définitions de Byg, Bcris €t Bs:. On choisit un élément
7 = (r(™) € (Q,)N avec 7O = p et (r(**1))? = 7(") (donc m € R, cf. A.2.1.), et I'on pose
u = Log([w]/p) € Bar ; on prend alors Bs;; = B,ris[u] C B4r, sur lequel le Frobenius est
étendu par pu = pu, et N est I’unique B, i,-dérivation telle que Nu = 1 (pour l'influence
de ces choix voir [Fo 2], 5.2.). On utilise les foncteurs contravariants ([Fo 2], 5.3.7.)

cris,K/Qp | R€Peris, ik (G) = MFk/q,(¢) et D k/q, : Repy k(G) = MFgk/q,(¢, N)
donnés par Dy, /QP(V) Homg,jx](V; Beris) et D}, x /@(V) = Homg,g](V, Bst), ot
Gk = Gal(Q,/K) ; ils sont exacts et pleinement fideles, et établissent donc une anti-
équivalence de catégories entre Rep,,;, x(G) et Rep, x(G) et leur image essentielle ([Fo
2]) ; lorsque K = Q, on écrit D} ;. et D3,. On note D*_. et D les foncteurs obtenus

cris pcrls
comme limite inductive des Dcm’K /Qp D x /Qp lorsque K parcourt ’ensemble des ex-

tensions finies galoisiennes de Q, contenues dans @,’, ; ce sont des foncteurs contravariants,
respectivement de Rep,;;(G) et Rep,,;(G) dans la limite inductive des MFg/q, (¢, V). Si
D est un objet admissible de MFg/q, (%, N) ou de MFg/q,(¢) (i-e. dans I'image essentielle
de D;t,K /Qp OU de D:ris,K /Qp)’ les foncteurs quasi-inverses respectifs sont donnés par :

V;t,K/Qp(D) = Hom(‘p’N’G)_mf (D, Bst) et V;ris,K/Qp (D) = Hom((p,G)_mf (D, Bcris) )

22



ol G opere sur D via son quotient Gk/q,.- Tout objet de MFg;q,(¢, N) (ou bien de
MFk/q,(¢)) qui est admissible est faiblement admissible ([Fo 2], Prop. 5.4.2.), et on conjec-
ture que la réciproque est vraie ([Fo 2], 5.4.4.) ; J.-M. Fontaine I’a prouvée récemment pour
les objets de dimension deux. Ce critére est utile pour la détermination de la filtration d’un
objet admissible.

On dit qu’un objet V' de Repq,(G) est potentiellement de Barsotti-Tate s’il existe une
extension finie galoisienne K de Q, contenue dans @p et un groupe p-divisible (ou de Barsotti-
Tate) I" sur Og (’anneau des entiers de K), tels que V' =~ V,,(T") en tant que Q,[G k]-modules ;
tout objet qui est potentiellement de Barsotti-Tate est potentiellement cristallin. Rappelons
que ’on a alors un isomorphisme canonique d’objets de MFx () (c’est la catégorie obtenue
en oubliant ’action de Gk/q, dans MFg/q,(¥) ) :

Dr(T) = Ko ®w(x) Mok (T) = Derigx (Va())

qui fait le lien entre le Module de Dieudonné Mo, (I') sur Og de I' et la théorie cristalline
(voir [Fo 5] ; k est le corps résiduel de K).

Rappelons enfin que I’on a un foncteur, obtenu en oubliant la filtration sur D et en faisant
agir le groupe de Weil Ky-linéairement (voir 1.3.2. ou bien [Fo 3]) :

MFgk/q, (¢, N) — Repg,('W)
D +— W,(D©).

On dira que W,(D(®) est la représentation de Weil-Deligne associée & D ; et si V est un
objet de Rep,; x(G), la représentation de Weil-Deligne associée & V' est celle qui est associée

3 Dy xc/0.(V)-

Nous appliquons tout cela au Q,[G]-module V,(E), o E est une courbe elliptique sur
Qp. La situation est la suivante :
- E a mauvaise réduction de type multiplicatif sur K si et seulement si- V,(E) est un objet
de Rep,,; x(G) et n’est pas un objet de Rep,,;; x(G)-
- E a bonne réduction sur K si et seulement si V,(F) est un objet de Rep,.;, x (G).

Bien siir, nous choisirons pour K une extension galoisienne de Q, contenue dans @p d’indice
de ramification minimal sur laquelle E devient semi-stable, de sorte que I’on travaille apres
application du foncteur adéquat dans la catégorie MFg q, (¢, N) ou MFk/q_ (¢)-

1.8.1.2. On définit la liste D* d’objets de MFk/q,(¢, N) et de type Hodge-Tate (0, 1)
suivants :

Di.(e;b;a),e € {1,2},be {-1,1},a € Q,:
Poure=1: K = K1 = Qp, D = Qpe; & Qpez, avec pe; = bey, pez = pbez ; Ney = 0,
Nes =e; Fil'D = (0161 + ez)Qp .
Pour e = 2 : K = K3 = Q,(my), Gk, =< 712>, D = Que1 @ Qpez, avec pe; = bey,
ez = pbez ; Ney =0, Nea =€) ; Tee; = —ey, Toez = —e3 ; Fill D = (e + e2)Qp(mrs).

Di(e;ap; @), e € {1,2}, ap € NS, @ € {0,1} :

Notons u 'unique élément de Z vérifiant u + u~'p = a, (il existe car a, € Z)).
Poure=1: K = K; = Q,, D = Que; ® Qpez, avec pe; = ueq, pes = u lpez ; Ney =
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Nez =0 ; FiI'D = (ce; + e2)Q,.
Pour e = 2 : K = K; = Qp(m2), Gk/g, =< T2 >, D = Qpe1 ® Qpez, avec pe; = ue;,
wez =u"lpe; ; Ney = Ney = 0; o) = —e1, Toeg = —eg ; Fill Dy = (a-e1®1+e201)Qp(m2).

DZ(e;0), e € {1,2}:
Poure=1: K = K; = Q,, D = Qpe; ®Qypez, avec pe; = €3, pea = —pe; ; Ne; = Nez =0
FHID = elQp.
Pour e = 2 : K = K = Qp(m2), Gk, =< 72>, D = Que1 ® Qpez, avec pe; = ez,
pes = —pey ; Ney = Ney =0 ; Tae1 = —ey, Taea = —e; ; Fil' D = (3 ® 1)Q,(73).

Dic(e;ap;€;a), e € {3,4,6}ete|p—1,a, € NS, e € {-1,1}, 2 € {0,1} :
Notons encore u 'unique élément de Z vérifiant u + u~'p = a,.
K = K. = Qp(7e), Gk, =<Te >, D = Qpe1 ® Qpez, avec pe; = uey, pez = u~lpe; ;
Nei = Ney =0 ; Teey = (€1, Teea = (. €2 ; Fil' D = (0~ €1 ® me ™ + €2 ® 7€) Qp(e).

Dj.(e;0;a), e € {3,4,6} et e|p+1,a € PHQ,) :
K = K. = Qp(me), Grjo, =< Te > X < w >, D = Qp2e1 @ Q,2e2, avec pe; = e,
pea = —pey ; Ney = Nea = 0 ; we; = €1, weg = €3 ; Tey = (e€1, Te€z = (. leg ;
Fil'Dg = (- €1 @ me ™! + €2 @ me)Qp2(me).

La classe d’isomorphisme de chacun de ces objets est indépendante du choix fait pour
Pextension galoisienne K, (elle ne dépend que de 'indice de ramification e).

Tous ces objets sont de dimension 2, et vérifient Fil°Dg = D, Fil'! Dx = K — droite, et

Fil2Dg = 0 : ils sont de type Hodge-Tate (0,1). Pour chacun d’entre eux, la représentation
de Weil-Deligne associée est définie sur Q. De plus, A2D* est un objet de MFq,(¢) de
dimension un décrit par : ¢ = p et Fil}(A2D*) = A?D*, Fil2(A2D*) = 0 ; ’objet obtenu en
appliquant le foncteur quasi-inverse est Q,(1).
Les objets du type Dy, sont des twists d’ordre 1 ou 2 d’objets semi-stables sur Q, mais non
potentiellement cristallins. Les objets du type D} sont des twists par un caractére d’ordre
1 ou 2 d’objets cristallins sur Q,. Les objets du type Dy sont potentiellement cristallins,
mais ne sont pas des twists d’objets cristallins sur Q,.

Description des twists d’ordre 2 :

Soit D un objet de la liste D* ci-dessus. En tordant par ’un des caractéres (non trivial)
d’ordre 2, on obtient les objets Dy, D,, et D3, correspondant respectivement aux extensions
quadratiques My, M, et M3 de Q,. Les quatre objets D, D;, D,, et D3 sont liés entre eux
par des twists d’ordre 2 de la maniére suivante : les paires (D, D,) et (D2, D3) sont composées
d’objets liés par un twist non ramifié ; les paires (D, D,), (D, D3), (D1, D2), et (D;, D3) sont
composées d’objets liés par un twist ramifié. En faisant varier D parmi les objets de la liste
D*, et en gardant les notations précédentes, on obtient :

D =D}, (1;b50) ; Dy = Dy, (1; —b;0) ; Dy = D5 (2;b; @) ; D3 = DR, (2; —b; o).

D = D¢(1;ap; @) ; D1 = Di(1; —ap; a) ; Dy = DE(2;ap; @) ; D3 = DE(2; —ap; a).

D = D¥(1;0) ; Dy = D ; Dy = D3 = D(2;0). Ici les twists non ramifiés donnent des
représentations isomorphes.

D = D;.(4;ap;€; ) ; D1 = D}(4; —ap; € @) ; D2 = Dy (4;ap; —€; @) ; D3 = D} (4; —ap; —€; o).
D = D} (3;ap; ;) ; D1 = Dpc(3; —ap; € @) ; Dy = Do (8; ap; —¢; @) ; D3 = D (6; —ap; —¢; @).

24



D =Dj.(4;0;a) ; D1 = D}c(4;0;—a) ; D2 = D} (4;0;p?a™?) ; D3 = D} (4;0; —pZa?).
D = D(3;0;a) ; Dy = D} (3;0; —a) ; D2 = D}.(6;0; p?a!) ; D3 = D} (6; 0; —p?at).
Remarque : pour @ € P}(Q,),ona: a = —a & o € {0,00} ; dans ces cas les twists non
ramifiés donnent des représentations isomorphes.

Si un objet D de la liste D* provient d’une courbe elliptique E sur Q,, c’est-a-dire s’il
existe E/Q, telle que D ~ Dy (V,(E)), alors les objets D;, i € {1,2,3}, proviennent des
courbes elliptiques E; sur Q, obtenues en tordant E par les caractéres d’ordre 2 correspon-
dants aux extensions quadratiques M;.

Théoréme 2.1. :
Soit p € P tel que p > 5.
1) Les objets de la liste D* ci-dessus sont deuz-d-deur non-isomorphes.
2) Soit E une courbe elliptique sur Qp ; alors D}, (Vp(E)) est isomorphe a l'un des objets
de la liste D*.
3) Réciproquement, tous ces objets proviennent d’un V,(FE), ou E est une courbe elliptique
sur Qp.

Remarque : dans [Fo-Ma], J.-M. Fontaine et B. Mazur classifient les représentations
potentiellement semi-stables et faiblement admissibles de G' sur un Qp-espace vectoriel de
- dimension 2. Les objets de dimension 1 sont décrits au § 8, tandis que les objets de dimension
2 qui ne sont pas somme directe d’objets de dimension 1 sont décrits dans la liste du début
du § 11. On remarque que 12 divise p? — 1 pour p > 5, et donc les K., e € {2,3,4,6}, sont
des sous-corps du corps noté F, dans [Fo-Ma)]. Les correspondances dans les notations sont :

D;.(1;b;a) = Drf(0,1;0,;0), b€ {-1,1}, 2 € Qp ;

D} (2;b;a) = Drr(0,1; 5, a; %1), be {-1,1}, 2 € Q,;

Dg(e;ap;0) = Uy @ Uy, € € {1,2}, ap € N : cf. image de Galois ;

D¢(1;ap;1) = Dr(0,1; a5, p;0), ap € X ;

D:(2;ap;1) = Dy(0, 1; a5, p; B5%), ap € N ;5

D(1;0) = D1(0,1;0,p;0) ;

DZ(2;0) = Dr(0,1;0,p; 25%) ;

Dic(e;ap;€;0) = U ® Uy, e € {3,4,6}, e | p—1, ap € NS, € € {£1} : cf. image de Galois ;
Dj.(e;ap; ;1) = Drrr(0, 154, u'lp;ezz—l,—e %1), e€ {3,4,6}ete|p—1,u € Z} tel que
utu"lp=a, € NS, e € {£1};

Djc(e;0;0) = Drv(0,1;p 22 — 1,p - 2:p~%0), e € {3,4,6} et e | p+ 1, « € PL(Qy).

e ?

1.3.1.3. Soit F/Q, une courbe elliptique. On retrouve certaines propriétés de F en
regardant les invariants de la classe de D}, (V,(E)) (voir A.2.) :

Diet(Vo(E)) ~ Dy, (e;b;a) : E est une courbe elliptique dont I'invariant modulaire jg

vérifie vp(jg) < 0. Soit 75 € Q) /(QX)? défini en 1.1. ; alors on a :
(e;0) = (1;1) & Qu(vE) = Qp, et E est isomorphe sur Q, & une courbe de Tate E,, avec
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q € Q, vp(q) > 0 (et g est uniquement déterminé par jg, cf. 1.1.1.). De plus, la pente de la
filtration est donnée par a = a(q) = —Log(u,)/vy(g), ot 'on a écrit ¢ = u,p*?(D, u, € Z,%,
et Log est le logarithme p-adique usuel.

(€;0) = (1; 1) © Qu(/7E) = Qp2 = M1, et E est le twist sur M; de E, (avec a(q) = ).
(e50) = (2;1) © Qup(vE) = Qp(m2) = My, et E est le twist sur M; de E,.

(e50) = (2; —1) & Q,(y/7E) = M3, et E est le twist sur M3 de E, .

Diet(Vp(E)) ~ Dg(e;ap; ) : on a vy(jg) > 0 et e = 12/pged(v,(AEg),12) = dst(E).
Si e = 1, la courbe E a bonne réduction de type ordinaire sur Q,, et a, est la trace du
polynéme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur la courbe réduite E. La
suite exacte (*,rq) est scindée si & = 0 et non scindée si & = 1, ce qui correspond au fait
que le Q,-espace vectoriel Ext!(Qp(n.), Qp(77'x)) est de dimension un (cf. rmq. 2 la fin
de 3.2.4.) ; de plus, a = 0 si et seulement si E est le relévement canonique de E (3.2.4.
Prop.3). Si e = 2, la courbe E est le twist par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant a
Pextension M2 = Qp(72) d’une courbe elliptique du type précédent.

Diet (Va(E)) ~ Dg(e;0) : on a v,(jg) > 0 et e = 12/pged(vp(AEg), 12) = dst(E). Si
e =1, la courbe E a bonne réduction de type supersinguliére sur Q,. Si e = 2, la courbe F
est le twist par un caractére ramifié d’ordre 2 d’une courbe elliptique du type précédent.

pst(Va(E)) ~ Dp (e;ap;e; ) : on a vy(jg) > 0 et e = 12/pged(v,(Ag), 12) = dst(E)
divise p — 1 ; en outre, jg est un entier p-adique vérifiant jg = 1728 mod pZ, si e = 4 et
JjE = Omod pZ, si e = 3 ou 6. La courbe E a potentiellement bonne réduction de type
ordinaire, elle acquiert bonne réduction sur Q,(7.), et a, € N5, est la trace du polynéme
caractéristique du Frobenius (arithmétique) agissant sur la courbe réduite. Lorsque ’on prend
une équation de Weierstrass minimale pour F, alors € = 1 si v,(Ag) < 6 (i.e. v,(Ag) €
{2,3,4}), et € = =1 si v,(Ag) > 6 (i.e. v,(Ag) € {8,9,10}). La suite exacte (*,rq4) est
scindée si & = 0 et non scindée si o = 1, ce qui correspond au fait que le Qp-espace vectoriel
Ext!(Qp(1.£5), Qp(nz1€¢x)) est de dimension un ; de plus, @ = 0 si et seulement si jg = j(e),
avec j(3) = j(6) = 0 et j(4) = 1728, i.e. Ef, est le relévement canonique de E (3.3.1.3.).
Pour les twists d’ordre 2, voir la description faite précédemment.

Dot (Va(E)) ~ Dic(e;0;) : on a v(jg) > 0 et e = 12/pged(vp(AE), 12) = dst(E)
divise p + 1 ; en outre, jg est un entier p-adique vérifiant jz = 1728 mod pZ, si e = 4, et
JE = O0mod pZ, si e = 3 ou 6. La courbe F a potentiellement bonne réduction de type
supersingulidre, et acquiert bonne réduction sur Q,(w.). De plus, on a a € {0,00} si et
seulement si jg = j(e), avec j(3) = j(6) = 0 et j(4) = 1728 (voir 3.3.3., Prop.6). Pour les
twists d’ordre 2, voir la description faite précédemment.

Proposition 2.1. :
Soit p > 5. Soit E/Q, une courbe elliptique. L’assertion :

(%) [ Vo(E) et V,(E') sont Q,[G]-isomorphes « FE et E' sont Q,-isogénes |

est vraie st et seulement st on est dans ’un des trois cas suivants :
(1) E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative ;
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(2) E a potentiellement bonne réduction supersinguliére et dst(E) > 3 ;
(3) E est le relévement canonique sur une extension finie de Q, d’une courbe ordinaire.

Preuve :
(1) = (x) est démontré pour des courbes de Tate dans ’annexe A, en A.2.2., et le cas général
s’en déduit par un twist d’ordre deux.
(2) = () est démontré en 3.3.3. Prop. 7, 2).
(3) = () provient de la remarque 2 de 3.2.4. pour dst(E) = 1, et de la remarque 3 & la fin
de 3.3.3. pour dst(F) > 1.
Enfin, les remarques 4 en 3.2.3. et en 3.2.4. (pour dst(E) = 1), ainsi que la fin de 3.3.2.2.
(pour dst(E) > 1), montrent que dans tous les autres cas I’assertion (*) est fausse. o

1.3.1.4. Preuve du théoréme 2.1. :
Les parties 1) et 2) sont l’objet de ’annexe A, A.2.. Quant & la partie 8), nous allons
démontrer ici que tous les objets de la liste D*, sauf les D}.(e;0;), proviennent d’une
courbe elliptique sur Q,. Les cas D},.(e; 0; ) sont les plus délicats & traiter ; le résultat est
établi au chapitre 3 (en 3.3.4.), comme conséquence de 1’étude des relevements sur Z,[r]
de courbes elliptiques supersingulieres sur F, , ainsi que du théoréme de prolongement du
chapitre 2.

Pour les cas Dy, (e; b; @), le résultat provient du fait que I’application de pZ,\{0} dans Q,
qui & g associe a(q) = —Log(uq)/vp(q) est surjective (cf. A.2.2.), ainsi que de la description
des twists d’ordre 2.

Pour les cas Dg(1; ap; @), le résultat provient du fait que : pour tout a, € N, il existe

une courbe E/ F, telle que a,(E) = a, ([Ho-Ta]) ; toute courbe elliptique sur F, se releve en
un schéma elliptique sur Z,, et il existe un relévement tel que (*or4) est scindée, ainsi qu’un
relevement tel que (*0-4) n’est pas scindée (voir 3.2.4. et les exemples donnés en 1.3.3.). Les
objets DZ(2;ap; &) proviennent d’un twist correspondant & l’extension Q,(m2) = Mz d’une
courbe elliptique du type précédent.

Pour les cas DZ(e;0), le résultat provient du fait que toute courbe elliptique sur F, (ici
supersinguliére) se releve en un schéma elliptique sur Z, ainsi que de la description des twists
d’ordre 2.

Pour les cas D;c(e;ap; €; @), le résultat provient du lemme énoncé en 1.2.1.4. ainsi que
de ’étude des relevements de courbes elliptiques ordinaires sur F, couplée avec le théoréme
de prolongement du chapitre 2 (voir 3.3.4., rmq. 3). Des exemples sont donnés en 1.3.3.. g

1.3.1.5. Nous allons maintenant donn_e_r'des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une représentation p-adique V' de Gal(Q,/Q,) de dimension 2 provienne d’une courbe
elliptique E/Q,, i.e. pour qu’il existe E/Q, telle que V ~ V,(E).

Théoréme 2.2. :
Soit p > 5. Une représentation p-adique de dimension 2 de Gal(Q,/Q,) provient d’une courbe
elliptique E sur Q,, si et seulement si elle est potentiellement semi-stable de type Hodge-Tate
(0,1) et la représentation de Weil-Deligne qui lui est associée vérifie les conditions (1°), (2°),
(3°) du théoréme 1.2..

27



Remargque : la condition (3°), qui porte sur la représentation de Weil-Deligne associée 3
un objet D de MFg/q, (¢, V), se lit en prenant le polynéme caractéristique du Frobenius sur
le Qp-espace vectoriel Dg = D, oll w est un relévement du Frobenius absolu dans G K/Q,
(voir A.2.4.).

Preuve :
Ces conditions sont clairement nécessaires. Elles sont suffisantes car tous les D = Dy, (V)
ainsi obtenus sont dans la liste D*. En effet, la représentation de Weil-Deligne associée a D se
lit sur le (¢, N, Gg/q,)-module D©) obtenu en oubliant la filtration sur D, et la méme preuve
que celle du théoréme 1.2. montre que D(®) est 1’un des (¢, N, G K/Qp)-modules déduit de la
liste D*. Puis la filtration sur D est obtenue en écrivant que D est de type Hodge-Tate (0, 1)
et faiblement admissible (voir les calculs faits en A.2.). a

1.3.2. Comparaisons :

En comparant la liste WD* avec la liste D*, on peut dire grossiérement que ’information
contenue dans le G-module V,,(E) contient déja celle que ’on trouve dans les G-modules
Vi(E), | # p, avec une donnée en plus : la filtration. Cela exprime la compatibilité au sens
de Weil-Deligne du systéme de représentations V;(E), | € P (voir [Fo 3]).

Plus précisément, pour toute extension finie galoisienne K de Q, on a un toncteur
%
WDst,K : Repy, (G) — Repg, (‘w) .

Ce foncteur est obtenu en appliquant D;t,K /Qp? puis en oubliant la filtration, et enfin en
faisant agir le groupe de Weil Ko-linéairement : si V' est un objet de Rep,; x(G), I'objet
Wﬁ:t,K(V) s’identifie au Ko-espace vectoriel D, . /QP(V) muni de 'opérateur N, avec

po(w) = (w mod W) - ¢~ %) pour tout w € W, ott Wi est le groupe de Weil relatif 2

K.

Pour tout [ € P, on note Qj = Q; si ! # p et Q; = Kp ; choisissons des plongements de

corps ¢ : Q < C pour chaque [ € P. Soit (A;)1ep un systéme de représentations Qj-linéaires

de 'W ; on dit que ce systéme est compatible si chaque A; est définie sur Q (voir [Fo 3]),

et si les objets A; i C et Ap B, C de Repg('W) sont isomorphes lorsque ! et /'
i Iy

parcourent P. On a alors les mémes notions et résultats que pour les systéemes (A;)i£p, en
remplacant a chaque fois “l # p” par “l € P”.

Dans les cas D% (e; 0), e € {1, 2}, la filtration ne joue aucun réle, mais dans tous les autres
cas elle apporte des renseignements supplémentaires :

WDy, (e;b) ~  Dpl(e;bja) , @€Qy
WD (e;ap) , ap # 0 ~ DZ(e;ap; @) , a«€{0,1}
WD (e;0) ~  Di(e;0)

WD, (e; ap; €) ~ Dj.(e;ap;6@) , a€{0,1}
WDg.(e; 0) ~ Dic(e;0; ) , @ €PYQy)

On notera que les filtrations sont obtenues simplement en écrivant qu’un objet de la liste D*
est de type Hodge-Tate (0, 1) et faiblement admissible (voir A.2.). On obtient la proposition
suivante :
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Proposition 2.2. :
Soit p > 5. Etant donné un objet A de la liste WD*, pour obtenir un objet de la liste D*
dont la représentation du groupe de Weil-Deligne associée est isomorphe sur C ¢ A, on a :
- une infinité de possibilités paramétrées par Q, dans les cas multiplicatifs WD}, (e;b) ; ces
cas correspondent & une courbe elliptique qui est le twist par un caractére d’ordre. deuzr d’une
courbe de Tate E,, et la filtration est donnée par oo = a(q) = —Log(u,)/vp(q), ot l'on a écrit
qg= qu"P(Q), uq € Z,*, et Log est le logarithme p-adique usuel ;
- deuz possibilités dans les cas WDg(e; ap), a, # 0 et WD} (e;ap; €) ; ces cas correspondent
d une courbe elliptique potentiellement ordinaire, et la filtration nous renseigne sur le scindage
de la suite exacte (*,rq) : elle est scindée si o = 0, non scindée sia =1 ;
- une seule possibilité dans le cas WD} (e; 0) ;
- une infinité de possibilités paraméirées par P'(Q,) dans le cas WD}, (e; 0).

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.2. :
Soit p > 5. Le nombre de classes d’isomorphisme d’objets de RepQP(G) provenant d’une
courbe elliptique sur Q, ayant potentiellement bonne réduction est fini si et seulement si
p=1mod 12 ; il vaut alors 8[2,/p] + 66.

Plus précisément, si p=1mod 12, il y a: 2.Card(N,‘) = 4[2,/p] classes dans Repq,(G)
provenant de courbes elliptiques sur Q, ayant bonne réduction ordinaire sur Q,, et autant
provenant d’un twist ramifié d’ordre deux de courbes du type précédent ; 1 classe provenant
de courbes elliptiques sur Q, ayant bonne réduction supersinguliére sur Q,, et 1 provenant
d’un twist ramifié d’ordre deux de courbes du type précédent ; 2.2.Card(N,3) = 24 classes
provenant de courbes elliptiques E sur Q, potentiellement ordinaires avec dst(F) = 3 ;
2.2.Card(./\fp’f4) = 16 classes provenant de courbes elliptiques E sur Q, potentiellement ordi-
naires avec dst(E) = 4 ; et 2.2.Card( p’fs) = 24 classes provenant de courbes elliptiques F
sur Q, potentiellement ordinaires avec dst(E) =6.

1.3.3. Exemples :

Courbes potentiellement ordinaires :

Sid|p—1:
On reprend les courbes définies en 1.2.2. : pour chaque a, ; € Np’f4, 1 < j <4, on choisit
un élément u; € F; tel que la trace du Frobenius de la courbe elliptique E; : y2 =234 ujz
est ap ; ; ces courbes sont ordinaires et ont un invariant modulaire égal & 123 = 1728.
On pose E;;; : y? = 23+ [u;](=p)'z , pour 1 < j < 4,0 < i < 3. Ce sont des courbes
elliptiques sur Q, qui ont toutes le méme invariant modulaire 12% = 1728 ; pour un j fixé,
elles deviennent isomorphes sur Q,(74) ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction, et

la courbe réduite sur Qp(7m4) de E;; est E; ; la courbe E;;, ; est le twist ramifié d’ordre 2
correspondant a My = Qp(7;) de E; ; pour i € {0,1}. De plus, pour chacune la suite exacte
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(*ora) est scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3.3.1.3.. On a alors, pour chaque j € {1,2,3,4}:

pcrns(V (EO .1)) ~ Dg(1; ap, j; 0)
pcms(v (ELJ)) = D;c(4; ap,j; 1;0)
crls(V (E2,J)) = D:(2; ap, j 0)
D;cris(%(E&j)) = D;c(4; ap,j; —1;0) .

Posons E';;; : y? = 23 + [u](-p)iz + (=p)*) , pour 1 < j < 4,0 < i < 3, et
n(?) = 1,2,4,5si i = 0,1,2,3 respectivement. Ce sont des courbes elliptiques sur Qp qui
possédent toutes un invariant modulaire entier congru & 123 = 1728 modulo PZ,, mais
différent de 1728 ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction avec un défaut de semi-
stabilité égal & 1,2 ou 4, et la courbe réduite sur Q,(w4) de E’; ; est E; ; la courbe E';15 ;
est le twist ramifié d’ordre 2 correspondant & My = Q,(72) de E'; ; pour i € {0, 1}. De plus,
pour chacune la suite exacte (*,rq4) n’est pas scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3.3.1.3.. On
a alors, pour chaque j € {1,2,3,4} : ‘

D} cris(Vo(E'0,)) =~ Di(1;ap,j;1)
pcrxs(V (E 1,.1)) = D;c(4; ap,j; 1; 1)
crls(V (E 2,1)) = D:: (2; Ap,j> 0)
pcms(V (E 3,.1)) = D;c(4; ap,j; —1; 1) .

Si3|p—1:

On reprend les courbes définies en 1.2.2. : pour chaque ap,; € M3, 1 < j < 6, on choisit
un élément v; € FJ tel que la trace du Frobenius de la courbe elhpthue 6'] : y?2 =23+ v;
est ap ; ; ces courbes sont ordinaires et ont un invariant modulaire égal a 0.

On pose &;.; : y? = z3+[v;](—p)* , pour 1 < j < 6,0 <4 < 5. Cesont des courbes elliptiques
sur Q, qui ont toutes le méme invariant modulaire 0 ; pour un j fixé, elles deviennent
isomorphes sur Q,(7g) ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction, et la courbe réduite
sur Qp(mg) de &;; est g'J ; la courbe £;13; est le twist ramifié d’ordre 2 correspondant a
M; = Qp(w2) de &;; pour i € {0,1,2}. De plus, pour chacune la suite exacte (*orq) est
scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3.3.1.3.. On a alors, pour chaque j € {1,2,3,4,5,6} :

pcns (V (50,.7)) = D:(l; Ap, j; 0)
pcns (Vp(&1,5)) = D;c (6;ap,5;1;0)
pcrxs (V (827.7)) = D;c (3; ap,j; 1; 0)
pcrls (V (53,.7)) = DZ(2; Ap,j; 0)
pcns(V (84,.1)) = D;c(s; ap,j; —1; 0)
pC!‘lS(V (85,3)) = D;‘)c(e; ap,j; —1; 0) .

Posons &'y : y* = @+ (—-p)™Pe + [vj)(—p)* , pour 1 < j < 6,0 < i < 5, et
m(i) =1,1,2,3,3,4si 7 = 0,1,2,3,4, 5 respectivement. Ce sont des courbes elliptiques sur
Q, qui possédent toutes un invariant modulaire entier congru 3 0 modulo pZ,, mais non nul ;
elles ont toutes potentiellement bonne réduction avec un défaut de semi-stabilité égal a 1, 2, 3
ou 6, et la courbe réduite sur Qp(m¢) de &';; est SJ ; la courbe &’;43; est le twist ramifié
d’ordre 2 correspondant & M, = Qp(72) de &’;; pour ¢ € {0,1,2}. De plus, pour chacune
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la suite exacte (*,.4) n’est pas scindée, cf. chapitre 3, 3.2.4. et 3.3.1.3.. On a alors, pour
chaque j € {1,2,3,4,5,6} :

pcns(v (8 0.1)) = D;(l;ap,j; 1)
crls(V (“: 7.1)) = D;c(e; ap,j; 1; 1)
pcns(v (8 2,.7)) A D;c(3; ap,j; 1; 1)
crls(V (“: 3,.7)) ~ Dg (2; Ap, j; 1)
*cus(V (£'45)) = Dic(3;ap,5—151)

pcrls(V (E,' 1.1)) D;c(e; Ap, j; —1; 1) .

Courbes potentiellement supersinguliéres :

Sid|p+1:
On reprend les courbes définies en 1.2.2. : E; : y? =23+ (—p)z , pour i € {0,1,2,3}. Ce
sont des courbes elliptiques sur Q, qui ont toutes le méme invariant modulaire 123 = 1728 ;
elles deviennent deux-a-deux isomorphes sur Q,(7y4) ; elles ont toutes potentiellement bonne
réduction supersinguliére, et la courbe réduite sur F, a pour équation y? = 23 + z ; pour

g € {0 1}, E;4o est le twist par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant a l’extension
= Qp(m2) de E;. On a alors:

D cris(Va(Eo)) ~ Dg(1;0)
*cris(VP(El)) = D;c(4; 0; oo)

D;crls(v (E2)) = D3(2; 0)
pcrxs(V (E3)) = D;c(4; 0; 0) .

On a utilisé le critére sur v,(Ag;) pour déterminer la filtration (cf. remarque dans 1.3.5.) ;
voir aussi la proposition 6 de 3.3.3..

Si3|p+1:
On reprend les courbes définies en 1.2.2. : &; : y? = z3+4(—p)*, pouri € {0,1,2,3,4,5}. Ce
sont des courbes elliptiques sur Q, qui ont toutes le méme invariant modulaire 0 ; elles devi-
ennent deux-a-deux isomorphes sur Q,(7) ; elles ont toutes potentiellement bonne réduction
supersinguliére, et la courbe réduite sur F, a pour équation y? = z® + 1 ; pour ¢ € {0, 1, 2},
&iy3 est le twist par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant a I’extension M; = Q,(72)
de &;. On a alors:

D;cris (‘/P(go)) = D:(l; 0)
Dicris(Vo(€1)) =~ Dpc(6;0500)
*Cl‘lS (VP(82)) = D;c(3; 0; o)

pcms (‘/;3(83)) = D: (2; 0)
crxs(‘fp(84)) = D;c (3; 0; 0)
D;cris (VP(55)) = D;c(e; 0;0).

L3 encore, on a utilisé le critére sur v,(Ag;) pour déterminer la filtration ; voir aussi la
proposition 6 de 3.3.3..
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1.3.4. L’image de Galois dans Autg,(V,(E)) :

Les représentations DZ(e; 0), e € {1,2}, et D} .(e;0;), e € {3,4,6} et e |p+ 1, a €
P(Qy), sont irréductibles (voir néanmoins B.3.2.2. dans I’annexe B pour une description).

Tous les autres objets D de la liste D* sont réductibles, et il est possible de décrire I’action
de G sur (le semi-simplifié de) V,(E) ~ V(D).

Rappelons que x : G — Z; est le caractére cyclotomique donnant I’action de G sur
Zy(1) ; on note x, sa réduction modulo pZj,. Pour tout u € Z, on note 7, : G = G/I — L
’unique caractére non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur u. Lorsque e > 2 et
e|p—1, onnote & : G = Gk, —* Ke(Qp) =< (. >C ZJ le caractére ramifié défini par

£.(9) = gme/Te, 9 €G jona € = []°% .

Dia(e;bja) =~ D3 (Vu(E)), e € {1,2}, b € {-1,1}, @ € Q, : il existe une Q,-base de
Vp(E) telle que G agit via

1-b
2 ge—1
(17"1§2 X u*l ) avec *#0.
0 n31&™°

On note u € ZX I'unique élément vérifiant u + u~'p = a, # 0.
Di(e;ap; @) =~ Dy (Vp(E)), e € {1,2}, ap € VX, a € {0,1} : il existe une Q,-base de
Vp(E) telle que G agit via
( 13165 x *
0

_ avec *x=0& a=0.
"lugzl)

Dise(e; ap; 6 @) = Dy (V,(E)), € € {3,4, 6 ete | p-1, 0 € A, € € {~1,1}, 0 € {0,1} :
il existe une Q,-base de V,(F) telle que G agit via

—1¢—¢ *
(n“ geX ﬂu§§) avec +=0& a=0.

1.3.5. Les Z,[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Q, :

Nous allons donner ici la classification des Z,[G]-modules T,(F) ainsi que des F,[G]-
modules E[p] = T,(E)/pTp(EF), ou E/Q, est une courbe elliptique. Rappelons que classi-
fier les Z,[G]-modules T,(F) revient & classifier les Zréseaux G-stables des Qp[G]-modules
provenant d’une courbe elliptique sur Q,. Ces résultats sont connus : voir [Se 1], [Se 2] et
[Kr] ; seules certaines méthodes sont nouvelles. Les calculs sont ’objet de ’annexe B.

On note x, = x mod pZ, : G — FJ le caractére donnant I’action de G sur les racines
p-iemes de 'unité. Soient m € @p tel que Pl = —p, et F,2 le corps résiduel de Q2 qui est
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aussi celui de Q,2(7) ; alors on a un isomorphisme canonique :

I(Qu(m)/Q) 5 F
¢2 : grm

g!—>-7-l:-.

On note encore % le composé I — I(Q,2(7)/Q,) — F:Q (c’est le “caractére fondamental de

niveau 2”, voir [Se 2]). Ona x5™! = 1et ¢2*' = (Xp)1 5 1/)22_1 = 1. Pour tout z € F}, on note
N : G — G/I — F;’ 'unique caractére non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique
sur u ; si @ € Z;, on pose : @ = amod pZ, € F;. Enfin, on notera Q,« I’extension non
ramifiée de Q,, de degré 4 contenue dans @p .

Diy(e; b; a) ~ ;st(VP(E))’ ec{1,2},b¢e {-1, 1}1 a€Q,:
E est le twist par un caractére d’ordre 1 ou 2 d’une courbe de Tate E,, ¢ € pZ,\{0}. La
suite exacte de G-modules (%p,) : 0 = Z,(1) = T,(E,;) — Z, — 0 n’étant pas scindée, il
existe un plus grand entier n,(g) tel que X P" _ g admet une racine dans Q,, c’est-a-dire tel
que q € (Q,’,“)pn" @ Alors il existe une Qp-base (e1,e3) de V,(F) telle que, & isomorphisme
prés, les réseauz stables par G sont les :

Zpey ®p"Zpe; , m 2> —ny(q) .

Remarque : q € (QX)?" implique v,(q) = —v,p(jg) =0 mod p"Z.
Action de G sur E[p] : il existe une F,-base de E[p] telle que G agit via

iF o122l
7_1 Xp b___l* ot avec x=0 & ny,(g)>1.
0 n_1 Xp°®

D¢ (e; ap; @) ~ Dy (Va(E)), € € {1,2}, ap € N, € {0,1} :
E est le twist par un caractere ramifié d’ordre 1 ou 2 d’une courbe elliptique ayant bonne
réduction ordinaire sur Q,.
- Si a=0: Les réseauz de V,(E) stables par G sont tous isomorphes.
- Si @ = 1 : La suite exacte de Zy[G]-modules (*orq) : 0 = Tp(E(p)%) — Tp(E) — T,,(E’) —0
n’étant pas scindée, il existe un plus grand entier naturel ng tel que la suite exacte de
Z/[p"EZ[G]-modules (*ory) mod p"F soit scindée. Alors il existe une Qp-base (eq, e3) de V,(E)
telle que, a isomorphisme prés, les réseauz stables par G sont les :

Zpey ®p"Zye; , m>-—ng .

Action de G sur E[p] : il existe une F,-base de E[p] telle que G agit via

o1 avec *x=0 & [a=0o0ung>1].
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D3 (e;0) ~ D}, (V,(B)), € € {1,2} :

E est le twist par un caractére ramifié d’ordre 1 ou 2 d’une courbe elliptique ayant bonne
réduction supersinguliére sur Q,.

Les réseauzr de V,(E) stables par G sont tous homothétiques. Action de G sur E[p] :

Soient 7, € @p tels que Pl = —p et (P = _1. Il existe une structure de F,2 -espace
vectoriel de dimension 1 sur E[p] telle que G agit via

G — Gal(Qu(r)/Qp) — Autp,(F,2)

2
X .o 1-EL \ . ) ce
ot I(Qpa(m)/Qyp) agit viatp, © , etle relévement du Frobenius fizant & agit semi-linéairement
par z — (zP, z € F,2 . La classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de (, et la représen-
tation est absolument irréductible. Avec les notations de [Fo-Mal, pour e = 1 c’est I'objet
V1,1, et pour e = 2 c’est ’'objet V 121 - L’action de I sur E[p)Q®r, F,2 est diagonalisable,
et il existe une F,2-base telle que I agit via

1_22_—1_
Y, 0

2

2

D;c(e;ap; 3 O‘) = D;st(‘fp(E)% ec {3,41 6} et e lp - 11 ap € pre’ €€ {il}’ o€ {0’ 1} :
E est une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire sur K = Qp(7e).
- Si a=0: Les réseauz de V,(E) stables par G sont tous isomorphes.
- Si @ = 1 : La suite exacte de Z,[G]-modules (*,rq) : 0 — TH(Ex(p)®) — TH(E) —
TP(E'K) — 0 n’étant pas scindée, il existe un plus grand entier naturel ng tel que la suite
exacte de Z /p"FZ[G]-modules (*,r4) mod p™E soit scindée. Alors il existe une Q,-base (e, e2)
de V,(FE) telle que, a isomorphisme prés, les réseauz stables par G sont les :

Zpey ®p"ZLpes , m2> —ng.
Action de G sur E[p] : il existe une F,-base de E[p] telle que G agit via

—1
1=

—1

*
Ma, Xp et avec *x=0 & [a=0o0ung>1].
0 ”"prpe'

D’aprés les résultats de A. Kraus, si on prend une équation minimale pour F, alors on a
e=1® v,(Ag) < 6 & vp(AE) € {2,3,4}, et e = —1 & v,(AE) > 6 & v,(Ag) € {8,9,10}
([Kr], 2.3.1., Prop.1).

D;c(e;o; a) = D;st(‘/P(E))ﬁ S {3’41 6} ete|p+1,a€ PI(QP) :
E est une courbe elliptique ayant bonne réduction supersinguliére sur Q,2(me).
- Sivy(@) # 1, alors tous les réseauz de V,(E) stables par G sont homothétiques.
- Sivy(a) = 1, alors, & isomorphisme prés, il y a deur réseauz stables par G .

Action de G sur E[p] : Soient w,( € Q, tels que 77°~! = —p et (P*! = —1. Les classes
d’isomorphisme des représentations ci-dessous ne dépendent pas du choiz de (.
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- Sivp(a) > 2, il existe une structure de F,2-espace vectoriel de dimension 1 sur E[p] telle
que G agit via
G — Gal (Qpe(7)/Qp) — Auty, (Fp2) ,

N L Bl \ . . c
ot I(Qp(7)/Qyp) agit viatp,  © , et le relévement du Frobenius fizant w agit semi-linéairement
par x — (zP, € F,2. La représentation est absolument irréductible, et correspond dans
[Fo-Ma] 4 I’objet v1+ SRR L’action de I sur E[p|®r,F,: est diagonalisable, et il existe une
F,2 -base telle que I agit via

22=1

1+
P, °© 0

_p?=1
0 Py ©

- Sivp(a) <0, il existe une structure de F,2-espace vectoriel sur E[p] telle que G agit via

G — Gal (Qpu(7)/Qp) — Auty, (Fp2) ,
L. 1-Psl . . . e o
01 I(Q,4(m)/Qy) agit viatp, < , et le relévement du Frobenius fizant 7 agit semi-linérairement
par = — CzP, z € F,2. La représentation est absolument irréductible, et correspond dans
[Fo-Ma] & l’objet 71_ ERE L’action de I sur E[p] ®r, Fp2 est diagonalisable, et il existe
une F,2 -base telle que I agit via

1_.22;1
Py, 0
21
P+%

0 2

- Sivy(a) =1, il existe une Fp-base de E[p] telle que G agit via

pt1 _, 1-Bil
NpfaXp * NomXe © *
P/otO s 1_% ou p/o EL'_I
No7a Xp 0 N57a Xp
Remarque : d’aprés A. Kraus, les cas v,(a) > 2 et vp(@) = 1, situation de gauche,

correspondent & v,(Ag) > 6, olt ’on a choisi une équation minimale pour la courbe elliptique

E ; les cas vp(a) < 0 et vy(a) = 1, situation de droite, correspondent & v,(Ag) < 6 ([Kr],
2.3.2., Prop.2 et Lemme 2).

Pour finir, remarquons que, pour les mémes raisons que dans le cas [ # p, on a le résultat
suivant :

Un Z,[G]-module T provient d’une courbe elliptique sur Q, si et seulement si le Q,[G]-
module Q,®z,T provient d’une courbe elliptique sur Q.
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CHAPITRE 2

Actions prolongées et schémas abéliens

On note P ’ensemble des nombres premiers.
Dans tout ce qui suit, K est une extension finie de Qp, de corps résiduel k = Fy, avec ¢ = p™.
On fixe une cloture a.lgebnque K de K ; son corps résiduel & est aussi une cléture algébrique
de k. On note L une extension finie galoisienne de K contenue dans K, et G = Gal(K/K),
G = Gal(K/L).

Soit A une variété abélienne sur L. On dit que A est définie sur K s’il existe une variété
abélienne A sur K et un isomorphisme de variétés abéliennes ¥ : A Xg L ~ A défini sur L.
On s’intéresse au cas ou A a bonne réduction sur L, et L/K est une extension finie galoisienne
totalement ramifiée. Le but de ce chapitre est de donner un critére portant sur le Gz-module
Tp(A) pour que A puisse étre définie sur K.

Rappelons d’abord un résultat di & J.-P. Serre et J. Tate (voir [Se-Ta]). Soit A une variété
abélienne sur K ayant potentiellement bonne réduction qui acquiert bonne réduction sur
L. Alors le groupe Gal(L/K) opeére sur Az, = A Xk L via son action sur L, et cette action
s’étend par fonctorialité sur le modele de Néron de Ay,. Comme Gal(L/K) opére trivialement
sur le corps résiduel k de L, son action sur la fibre spéciale A de Ap s ‘effectue par des k-
automorphismes de A, ¢ est-a—dlre par un morphisme Gal(L/K) — Autg (A).
Réciproquement, soit A/L une variété abélienne ayant bonne réduction sur L, et soit A sa
fibre spéciale. Si ’action de G, sur T,(A) s’étend en une action de Gk de sorte qu’elle
“provient”, en un sens que nous définissons, d’un morphisme Gal(L/K) — Autx(A), nous
montrons qu’alors A est définie sur K ; 'isomorphisme ¥ : A Xx L =~ A induira alors un
isomorphisme Gi-équivariant :

Yp : Tp(A) = Tp(A)
N e’ S——
action naturelle action étendue

On essaye ensuite de donner un critére portant sur les Gr-modules T;(A), | € P, pour
que A puisse &tre définie sur K. Le critére que ’on a en vue concerne la possibilité de
prolonger convenablement ’action naturelle de G, sur tous les Tj(A), [ € P ; 'isomorphisme
¥ : A Xk L ~ A induira alors des isomorphismes G g-équivariants pour tous lesl € P :

action naturelle action étendue
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On y arrive lorsque p > 5, et A est une courbe elliptique ayant bonne réduction sur L telle
que ’anneau des k-endomorphismes de sa fibre spéciale est commutatif.

Les principaux outils que nous utilisons ici sont le critére de Weil ([W]) et le théoréme de
Serre-Tate (voir [Ka]) ; on les combine ensemble en 2.1.. Le théoréme de prolongement est
énoncé en 2.1.4.. En 2.2., on explique la notion de compatibilité d’un systéme de représenta-
tions l-adiques du groupe de Galois d’un corps local (de corps résiduel fini) lorsque ! parcourt
tous les nombres premiers (2.2.1.), et ’on dégage un résultat en 2.2.2. permettant de se
ramener 3 une action étendue fidéle. Puis, a partir de 2.3., on se restreint au cas des courbes
elliptiques. Le théoréme de prolongement dans le cas commutatif est énoncé en 2.4. ; on en
donne une premiere version suivie d’une preuve en 2.4.1., puis une version plus précise en
2.4.3.. Enfin, le dernier paragraphe contient une généralisation du théoréme de prolongement
dans le cas commutatif ; on obtient des résultats a isogénie pres (2.4.4.).

Les résultats établis dans ce chapitre nous serviront de fagon essentielle dans le chapitre
3, en 3.3.3..

2.1. Variétés abéliennes et critéere de Weil :

On note kg, le corps résiduel de L, et Ok (resp. Or) anneau des entiers de K (resp. L).
On pose G x = Gal(L/K), et 'on note Ik, Ir, Ik les sous-groupes d’inertie respectifs de
Gk, GL et Gp/k.

2.1.1. Actions prolongées :

Soit A une variété abélienne sur L, et w € Grjx. On note A la variété déduite de A
par le changement de base Spec(w™!) : Spec(L) — Spec(L). Plus précisément, écrivons A

comme réunion d’ouverts affines : A = U Spec B;, ou les B; sont des L-algebres. Alors
1<i<r
AY = U Spec BY, avec BY = B;® 7wl I’application b — b®1 définit un isomorphisme
1<i<r

d’anneaux de B; dans B, maispour A€ Let b€ B;, A- (b® 1) =b@A=w"1(A)b®1;on
écrit : A -b = w™t(A)b. On voit que pour tous w, T € Gr/kx,on a (A¥)" = A™. Si A et A’
sont deux variétés abéliennes sur L et si ¢ : A — A’ est un morphisme, alors le morphisme
P¥ 1 AY — (A")¥ est donné par ¥p¥ = ¢ XSpec(L) IdSpec(L)' De plus, si A a bonne réduction
sur L, alors A% aussi.

L’association A — A“ définit un foncteur F, de la catégorie des variétés abéliennes sur L
dans elle-méme, et 'on a F,; = F,, o F; pour tous w, 7 € G /i, et F; = 1d ; on dit que G /x
agit sur la catégorie.

Ezemple : Soit E/L une courbe elliptique qui admet 1’équation y? = 22 + az + b pour
modeéle de Weierstrass, avec a,b € L. Soit w € Gk ; alors y* = 2 + w(a)z + w(b) est un
modele de Weierstrass de la courbe E“.
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Au niveau des points, on a :

AK) = U Homy,_ g4 (B,',F) et AY(K) = U Homy,_qi4 (B;-",_R'-) ;
1<i<r 1<i<r

Le groupe Gf, agit de fagon naturelle sur A(K) et sur A“(K). Si f; : B; — K est un
morphisme de L-algeébres, et si & est un relévement de w dans G, alors :

Ve L, Vbe By, @BofiY(A-b)=&o (w"l(/\)f,v(b)) = A@o f;)(b) .
Donc & o f; € Homp_q1y(BY, K). On obtient ainsi un morphisme de groupes bijectif :

{A(‘I?) - AY(K)
n — Gon

qui vérifie : Vg € G , Do (gn) = Bgo~1 (B on), ol @gw~! € G, puisque G, est invariant
dans Gg. Ce morphisme dépend du relévement & choisi : un autre relévement s’écrit &h,
avec h € GL, et 'on a (Bh) o = BAG~! (@ o ), pour n € A(K). Si I'on note ¥(K) :
A(K) — A'(K) le morphisme déduit de ¥ : A — A’, alors 5 — & o Y(K)(@~! o n) est un
morphisme de A“(K) dans (A')“(K) qui est indépendant du reléevement & choisi, et ’on a
() (B)(n) = & 0 $(R) (@~ o 1) pour tout 1 € A°(K).

Pour! € P, notons ag : Ti(A) — Ti(A¥) la bijection Z-linéaire qui se déduit de n — &on.

Lemme 1 :
Soit | € P. On se donne un morphisme p : Gxg — Aut(Tj(A)) tel que la restriction de p a
G est laction naturelle. Alors, pour tout w € Gk, 'isomorphisme Z;-linéaire

T[(A) g Tl(Aw)
Jug { z — az(p(@ 1) (2))

est Gr,-équivariant et ne dépend pas du relévement de w dans Gk .

Preuve :
Soient w € Gk et & un relévement de w dans Gk ; soit @h, h € GL, un autre relevement.
Pour z € Ti(A),on a:
aon(p((@h) 1) (2)) = Bho! ap(p(h=101) (x)) = DA 1Bh~ 10 ap(p(67) (2)) = ea(p(@ ) (a)).
Donc fw,z ne dépend pas du relevement de w choisi, et f,; est clairement une bijection.
Il reste & voir qu’elle commute & I’action de GL. Soient ¢ € G, et z € Ti(A) ; on a :
fu(97) = 00(p(@719) () = 0 (p(E1980)(2)) = 30950 (p(@) (=) = fus(e),
puisque &~ 1gb € Gy.

Ainsi, si I’action de G, sur T;(A) s’étend en une action de G , elle induit un isomorphisme
de Z;[Gr]-modules entre T;(A) et T;(A”) pour tout w € Gk .

Rema'rque Soit A/L ayant bonne réduction, A sa fibre spéciale, et soit 7 € I/ ; notons

qu’alors AT = A" = A i.e. A7 et A ont la méme fibre spéciale. Pour ! # p, le morphisme de
réduction induit des isomorphismes de Z[G]-modules T;(A) ~ Ty(A) = Ti(A7) ~ Ti(A"), d
sorte que Tj(A) est isomorphe & T:(A”). Néanmoins, cet isomorphisme induit I'identité sur
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Ti(A), alors que ce n’est pas forcément le cas pour un f,; provenant d’une action étendue
construit comme ci-dessus.

Dans la suite, si I’on se donne une action linéaire et continue de Gk sur 7j(A) dont la
restriction 3 G, est I’action naturelle, le morphisme p sera sous-entendu, pour ne pas alourdir
les notations.

Soient A et B deux variétés abéliennes sur L. Pour! € P et pourw € Gk, choisissons un

relévement & dans Gk, et notons ag : Tj(A) — Ti(A¥) et B3 : Ti(B) — Ti(B*“) les bijections
déduites de 7 — @ o 7, pour 7 € A(K) et n € B(K) respectivement. Soit f; : T;(4) — Ti(B)
un morphisme de Z;[G]-modules.
Les relations agl(ga:) =0 1gw agl(:c) et B5(g9y) = Bgd~! Bp(y) pour g € G, et z € Ti(A),
y € Ti(B), montrent que ’application Gz o fzoa51 : Ti(A%) — Ti(B“) est Gr-équivariante, et
les relations o} = o' @A@Y, B, = Oh@! B pour h € G montrent qu’elle ne dépend
pas du reléevement de w choisi. Si f; provient d’un morphisme f : A — B, i.e. si fi = Ti(f),
alors Ti(f“) = Bz o fio a51.

2.1.2. Le critéere de Weil :

Soit V une variété algébrique sur L. On suppose qu’il existe des isomorphismes de variétés
Jfrw: V¥ — V7, w, T € Gk, définis sur L, vérifiant pour tout 7/ € Gk les conditions :

(Z) f-r,-r’ = f‘r,w o fw,-r’
(ZZ) (f‘r,‘r')w = fw‘r,w‘r' .

Alors il existe une variété V sur K et un isomorphisme de variétés V xx L Y4 vV défini sur L
tel que fr o = 97 o(¥*)~! pour tousw, 7 € Gk (donc V est définie sur K) ; le couple (V, %),
ol ¢ vérifie f;,, = ¥7 o (¥*)~! pour tous w, 7 € G L/K est alors unique & K-isomorphisme
prés ([W]). Si de plus V est projective, on peut choisir V projective (loc. cit.).

On voit facilement que les conditions (7) et (¢Z) précédentes sont équivalentes a la suivante :
il existe des L-isomorphismes de variétés f, : V — V¥, w € Gk, vérifiant

(*) Jur = (fr)¥ o fu Vw,7€ GL/K .

En effet, il suffit de poser fr., = (f,-1,)“ et la condition (i7) est automatiquement vérifiée,
alors que (¢) équivaut & (*); remarquons que (*) implique fi = Idy, ol 1 est I’élément neutre
de G k- Alors il existe une variété V sur K et un L-isomorphisme ¢ : V xg L — V tel
que, pour tout w € Gpi , fu = P¥o %~1. Dans la suite, nous appellerons la condition (*)
condition de cohérence, et les {f, ,w € Gk} un systéme cohérent d’isomorphismes.
Prenons maintenant V = A une variété abélienne sur L, et, dans la condition (*), supposons
que les f,,w € G K, sont des isomorphismes de variétés en groupes (ce qui revient & de-
mander f,(04) = 04). Notons A la variété projective définie sur K obtenue par le criteére
de Weil. D’apres [La] Thm. 2G, on peut transporter la loi de groupe de A sur A, et grice
a la condition de cohérence, cette loi est définie sur K. Ainsi, A est une variété en groupes
projective lisse sur K, donc une variété abélienne sur K.

Remaraue : (Vest un cas varticulier de la “théorie des L/K-formes”, voir [Se 3].
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Lemme 2 :

Soit A/L une variété abélienne ; soitl € P .

Supposons que l’action naturelle de G, sur Ti(A) s’étend en une action linéaire et continue de
Gk ; soient f,1, w € Gk, les Zi|GL]-isomorphismes du lemme 1. Supposons de plus qu’il
eziste un systéme cohérent d’isomorphismes {f, : A = A* ,w € Gk}, tel que Ti(f,) = fu,
pour tout w € G k. Soit (A, ) le couple obtenu par le critére de Weil, ot A est une variété
abélienne sur K et 9 : A Xg L — A un L-isomorphisme vérifiant f, = ¥* o ¥~! pour tout
weqG L/K-

Alors 1 induit un isomorphisme Gk -équivariant iy : Ti(A) — Ti(A)
e N
action naturelle action étendue
Preuve :

Soit z € Ti(A), et soit g € Gk ; on veut montrer que g~ - 9;(gz) = ¥i(z). Comme 7 est
défini sur L, 'isomorphisme Zlinéaire v est Gr-équivariant, et donc 1’expression g~1-4;(gz)
ne dépend que de g mod G =w € Gk ; notons g =&

Par ailleurs, on a ¢ = f;! o ¥, et comme on a supposé 7i(f,) = f.i, on obtient, en
passant aux modules de Tate : ¥; = f“';’ } o (¥“);. Reprenons les notations du lemme 1 :
ag est la bijection de Tj(A) dans T;(A¥) déduite de A(K) — A¥(K), n — @ o, et I'on
a fui(z) = ap(@! - 2), et f1(y) = & (e3'(y)), pour = € Ti(A), y € Ti(A”) ; notons
B5 la bijection de Ti(A) dans T;(A¥) = Ti(A) déduite de A(K) — A(K), n+ Don (clest
’action naturelle de Gx sur A(K) : A est une variété abélienne sur K). Alors on a :
(¥“)i = ag o ¥ 0 Bz-1. Finalement, on obtient : ¢g~! - 4(gz) = &~! -f;}((tb“’)z((&:v)) =
&7t B - oz (W) i(B2)) = a5t 0 ag o Py o -1 (Bz) = (G BT) = Yi(z). o

2.1.3. Actions prolongées et systémes cohérents :

Soit C la catégorie des schémas finis étales sur Spec(L). Alors on sait définir, pour
tout w € Gp/x et pour tout objet X = Spec(B) de C, un objet X“ de C, donné par
X“ = Spec(B ®r A1 L). De plus, I’association F,, : X — X“ est fonctorielle, et ’on a
F, =F,oF, pour w, T € GL/K, et F; = Id¢ : le groupe GL/K agit sur la catégorie C. Il en
est évidlemment de méme pour la catégorie des schémas finis étales sur Spec(OfL).

Pour toute catégorie C sur laquelle G /k agit (au sens précédent), on dira qu’un systéme
d’isomorphismes {7y, : X = X“,w € G/}, ot X € Ob(C), est cohérent si I'on a v, =
(¥)¥ o 7., pour tous w,T € Gk -

Soit 7 la catégorie des ensembles finis munis d’une action de Gr. On aimerait pouvoir
définir une action de Gk sur la catégorie 7, comme ci-dessus.
Remarque : Soit T un objet de 7 ; notons p : Gr — Aut(T). Soit w € Gp/k. Si & est un
relévement de w dans Gk, alors on peut définir un objet 7% de 7 en disant que c’est T' (en
tant qu’ensemble) muni de ’action p® : Gr, — Aut(T) donnée par p?(g) = p(@~'¢g®) pour
tout g € G, (rappelons que Gy, est invariant dans G), mais cet objet dépend du relevement
@ choisi.

Le choix d’une cloture algébrique K de K définit un foncteur contravariant ® de C dans
T par @ : X — X(K) = Homy_q,(B, K), ol X = Spec(B) ; de plus, le foncteur ¥ : T
Spec( (Fcts(T, K))¥L) de T dans C est un quasi-inverse de ®. Alors, pour tout w € G/k et
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pour tout T € Ob(7), on pose :
T% = &(¥(T)*) = Homp a1 ((Fcts(T, R)% @, L, ‘I?) .

L’objet T est bien défini, et ’on obtient ainsi une action de G/ sur la catégorie 7 par
“transport de structure”.

Remarque : Le choix d’un relevement & de w dans G détermine un unique isomorphisme
dans 7 de T% dans T.

Supposons que ’action de Gz, sur T s’étend en une action de Gx . Alors une construction tout-
a~fait similaire & celle de 2.1.1. montre que cette action étendue induit des isomorphismes
fu:T = T, w € Gr/k, et Pon vérifie que le systéme {f, , w € G K} est cohérent (c’est
purement formel, voir plus loin).

Tout ceci reste bien siir valable si ’on remplace C par Cp, la catégorie des schémas en
groupes commutatifs finis et étales sur Spec(L), et T par 7o, la catégorie des groupes abéliens
finis munis d’une action de G. Par passage a la limite, on définit 7, w € Gk, ou T est
un module de Tate ; si T' = T;(A) pour I/ € P et A/L une variété abélienne, alors on a

(Ti(4))* =T (A*) , VweGLk -

On a ainsi une notion de systéme cohérent de Z;[G]-modules. Supposons que I’action de
G, sur Ti(A) se prolonge en une action de G ; alors les isomorphismes du lemme 1 {f,; :
Ti(A) = T}(A*) , w € Gk} forment un systéme cohérent de Zj[Gr]-modules.

Vérifions-le dans ce cas. Soient w,7 € Gr/x et &,T des relévements dans Gk. On note
ap : Ti(A) — Ti(A%) la bijection déduite de n — & o7y de A(K) dans A“(K), et 85 :
Ti(A™) — Ti((A™)¥) = Ti(A“") celle déduite de  — & o de A™(K) dans A“7(K) ; avec
des notations évidentes, on a (3 o a7 = ags. Le Z;G]-isomorphisme (f;)¥ : (T1(A))¥ =
Ti(A¥) — (Ti(A™))¥ = Ti(A“") est donné par (fr1)* = Bz o frio az'. Alors, pour tout
z € Ti(A),on a: ((fr)* o fu1)(@) = (Bzo fricaz)(az(@ ! 2)) =fsoar(T o7 - 2) =
07 ((@7) 7 - 2) = fury(@).

Soient K, K deux corps telsque K C K; C L,1=1,2,et K = K; N K3, L = K1 K>.
Posons Gk, = Gal(L/K;), Gk, = Gal(K/K;), pour i = 1,2. Alors Gr/k = Gr/k,Gr/k,
et Gr/k, NGk, = 1. Supposons que Gk, est invariant dans Gk, i.e. que ’extension
K1/K est galoisienne (donc Gp i est un produit semi-direct de Gk, par Gr/k,) ; alors
tout élément g de G i s’écrit de fagon unique g = g192 avec g; € Gk, , 1 =1,2.

Proposition 1 :
Soit l € P. Soit A une variété abélienne sur L, et soient K,, Ko comme ci-dessus.
Supposons A définie sur K, et sur K3, ce qui permet de prolonger laction de G, sur Ti(A)
en une action de Gk, et une de Gk,. Si laction de G, se prolonge sur Ti(A) en une action
de Gk qui coincide avec les actions prolongées de Gk, et Gk,, alors A est définie sur K.

Preuve :

Comme A est définie sur K;, 2 = 1,2, on dispose de deux systémes cohérents d’isomorphismes
{fur w1 € Gk, } et {fu,, w2 € Gk, }- 1l s’agit de montrer qu’il existe un systéme cohérent
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d’isomorphismes {f, : A — A“,w € G k}. Tout élément w de G, /K §’écrivant de maniére
unique w = wwe , w; € Gr/k; , 1 = 1,2, on pose :

Ju = fwlwz = (fwz)wl'o fw1 .

Par hypothese, 'action s’étend sur 7j(A) & Gk, de sorte qu’elle coincide avec I’action de Gk,
et de G,, et les considérations précédentes montrent que le systéme de Z;[G]-isomorphismes
{Ti(fo) : Ti(A) — Ti(A¥) , w € Gk} est cohérent. Alors Iinjection canonique

Homy, (A1 B) = Homz,[GL] (1-11 (A)’ n(‘B))

pour deux variétés abéliennes A et B sur L permet d’obtenir la cohérence du systéme {f,, , w €
Gr/k} & partir de celle de {Ti(f,) : Ti(A) — Ti(A¥), w € Gk} o

Cette proposition nous permettra de traiter des situations ot I’extension L/K est totale-
ment modérérement ramifiée, mais pas nécessairement galoisienne.

2.1.4. Le théoréme de prolongement :

Soit A un schéma abéloide sur Oy, c’est-a-dire un schéma formel p-adique en groupes sur
Oy tel que, pour tout n € N, A Xo,OL/p"OL est un schéma abélien sur Or/p"OL. Rappelons
le théoréme de Serre-Tate (voir [Ka]) : I’association A —» (A(p), A,1d ; A )), ou A(p) est le

groupe p-divisible sur Oy, associé, A = A Xo, kL, A(p) = A(p) xo, kp = A(p), établit une
équivalence de catégories entre la catégorie des schémas abéloides sur O, et la catégorie dont
les objets sont les triplets (T, B, v), ot T est un groupe p-divisible sur Of, B est une variété
abélienne sur kz, et v est un isomorphisme de I' Xo, kz = T sur B (p), le groupe p-divisible
associé & B. Un morphisme (T, B,v) — (I, B/, V') est un couple (¥, fyottp:T = I est
un morphisme de groupes p-divisibles sur Oy, et f : B B _est un morphisme de variétés
abéliennes sur kj, tels que, avec des notations évidentes, v/ o ¢ f (p) ov.

Remarque : un schéma abéloide A sur Oy, provient d’un schéma abélien s’il est algébris-
able, i.e. si et seulement si on peut le munir d’une polarisation. Pour obtenir une équivalence
entre la catégorie des schémas abéliens polarisés sur OL et une catégorie convena.ble, il faut
considérer la catégorie formée des quadruplets (I, B, v, v), ot le triplet (T, B,v) est comme
ci-dessus, et v est une polarisation sur I' qui reléve une polarisation sur B (i.e. v : ' — I'*
est une isogénie de groupes p-divisibles sur Or, olt I'* est le dual de Cartier de I', qui reléve
I’isogénie B — B™* associée a la polarisation sur B* ot B* est la variété duale de B). Rap-
pelons que tout schéma abéloide de dimension relative 1 est algébrisable.

Soit maintenant A un schéma abélien sur Or. On note A, = A Xo, L la variété abélienne
sur L déduite de A, et A le schéma abéloide sur Oy, qui est le complété formel de A (plus
précisément, si u : A — Spec(Opr) est le morphisme structural, A est le complété de A le long
de la partie fermée u~(V (rOL)), oll 71, est une uniformisante de Of, voir [EGA III] § 5).
Le critére de Weil nous dit que Ay, est définie sur K si et seulement si il existe un sys-
téme cohérent de L-isomorphismes de variétés abéliennes {f, 1 : A — A¥,w € GL/K}
; par ’unicité du modeéle de Néron, cela équivaut 3 la donnée d’un systéme cohérent de
Op-isomorphismes de schémas abéliens {f, : A — A“,w € Gp/k}. Puis la pleine fidélité
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du foncteur “complétion formelle” ([EGA I’I\I], Thm. 5.4.1.) montre que cela équivaut 3 la
donnée d’un systéme cohérent {f, : A — A”,w € Gk} de Or-isomorphismes de schémas
abéloides. Enfin, la pleine fidélité du foncteur de Serre-Tate montre que cela équivaut aussi
aux données suivantes :

(1) un ensemble d’isomorphismes {f,(p) : A(p) — A“¥(p),w € Gk} de groupes p-
divisibles sur Oy, tels que

Jur(p) = (f—r(P))w ° fu(p) Vw, 7€ Gk (cohérence)

(2) un ensemble d’isomorphismes { fu: A — A:’,w € Gk} de variétés abéliennes sur
kr, tels que

fw (p) = fu(p) Vwe Gk (recollement)

En effet, la condition de cohérence sur les f, : Vw,7 € Gr/k ; fur = (f7)¥ © fu , est vérifiée
grace aux injections canoniques

Homy, (A, A%) < Homg, (A(p), A“(p)) = Homy, (A(p), A(p)) -

Supposons que ’action de G, sur T,,(A) se prolonge en une action de Gk. Cette action

prolongée induit un systéme cohérent d’isomorphismes {f.,, : Tp(A) — T,(A¥),w € Gk}
de Z,[Gr]-modules. Le théoréme de pleine fidélité de Tate permet de construire un ensemble
cohérent {fu,(p) = fu(p) : A(p) — A“(p),w € Gk} d’isomorphismes de groupes p-
divisibles sur Of, (condition (1)). Pour que A puisse étre définie sur K, il faut aussi pouvoir
disposer d’un ensemble {f, : A— A weG r/k} d’isomorphismes sur les fibres spéciales
qui vérifient la condition de recollement avec les f,(p) (condition (2)) ; soit on se le donne,
comme dans le théoréme suivant, soit il faut le construire.
Pour le construire sans se le donner, nous allons avoir besoin (dans la plupart des cas)
d’hypothéses supplémentaires : il nous faudra disposer d’une action de Gi étendue a tous les
Ti(A), I € P. Cette famille d’actions devra en outre vérifier des conditions de compatibilité,
ce qui est I’objet du chapitre suivant. Mais tout d’abord, définissons les morphismes r,
I € P, qui nous permettront de construire les isomorphismes f,,.

Supposons que l’action de G, se prolonge en une action de Gk sur T;(A), ! € P. Comme
A a bonne réduction, pour ! # pon a Tj(A) ~ TI(A), et ’action prolongée sur T7(A) induit un
systéme cohérent {f,; : Ti(4) — Ti(A*),w € G Lk} d’isomorphismes de Zz[G'L]-modules

D’autre part, pour ! = p, ’action prolongée sur T,(A) induit un systéme cohérent { fw(p)
Z(\p/) A(p) — A¥(p),w € GL/K} d’isomorphismes de groupes p-divisibles sur ky.

Ra.ppelons que pour 7 € Ik, on a A7 = A. Alors la condition de cohérence s1gn1ﬁe, pour

! # p, que 'association 7 — f,; est un morphisme de I r/k dans (Endz g, (T1(A)))%, et

pour [ = p, que I’association 7+ 4, est un morphisme de I1/x dans (End,_4i(A(p)))*. En
utilisant les isomorphismes canoniques (dis & J. Tate, cf. [Ta] pour le premier) :

Endz,[GL] (TI(Z)) ~ Z;®z Endg, (Z) pour ! #p, et Endp_g;, (Z(p)) ~ Z, ®z Endy, (.Z),

on définit des morphismes r; : I L/K — (Z; ®z Endyg, (Z)) * pour tout l € P.
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Supposons I’extension L/K galoisienne totalement ramifiée, i.e. G, Jk = Ik et kL = k.

Théoréme 1 :

Soit L/K une eztension finie galoisienne totalement ramifiée de groupe de Galois Gy, /K, €t
soit A/L une variété abélienne ayant bonne réduction sur L ; soit A sa fibre spéciale.

On suppose que Vaction de G, sur T,(A) s’étend en une action de Gk ; soit rp : G g —
(Z,®z Endy (A))* le morphisme induit par cette action prolongée construit plus haut. Alors
A est définie sur K si et seulement si r, provient par extension des scalaires d’un morphisme
r:Grx — Auty (A). Il existe alors une variété abélienne A sur K et un L-isomorphisme
Y : A Xg L S A qui induit un isomorphisme de Z,[Gk]-modules :

Tp(9) : Tp(A) = T,(A) )
action naturelle action étendue

et un tel couple (A, ) est unique a K-isomorphisme prés.

Preuve :
C’est une conséquence de tout ce qui précede : la partie (1) du critére de Weil donné ci-dessus
est satisfaite grace au fait que I’action de G, sur T,(A) s’étend en une action de Gk, et la
partie (2) du critére est vérifiée en posant f, = r(r) € Autk(.Z) pour tout 7 € Gk : ce
sont des isomorphismes qui vérifient, par construction, la condition recollement. La derniére
assertion du théoréme provient du lemme 2 de 2.1.2.. a

Soient W (k) I’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k et Lo = FracW (k).
Notons g la dimension de A. Soit M(A(p)) le module de Dieudonné sur k de la fibre spéciale
du groupe p-divisible de A (voir [Fo 4]) ; alors 'objet Lo Q) M(A(p)) est un Lg-espace
vectoriel de dimension 2g, muni d’une bijection o-semi-linéaire ¢ (o est le Frobenius absolu
agissant sur k par z — zP). Le foncteur M étant, en particulier, pleinement fidele, on obtient
des isomorphismes

Z, ®z Endi(A4) =~ Endy_aiv (A(p)) = Endwr)s)(M(A(D))),
et aussi

Q, ®z Endi(4) ~ Q, 8z, End,—aiv(A(p)) = Endr,,) (Lo ®w(x) M(A(p)))-

D’autre part, ’'objet D = Dy, 1 (Vp(A)) est dans MFy (i) : c’est un Lo-espace vectoriel de
dimension 2¢, muni d’une a,pphca.tlon o-semi-linéaire bijective ¢ : D — D, et d’une filtration
décroissante, exhaustive et séparée sur Dr, = DQ®p, L par des sous-L-espaces vectoriels Fil* Dy,
i € Z (voir [Fo 2]). Rappelons que I’on a un isomorphisme canonique d’objets de MFy () :

Lo ®w(x) Mo, (A(p)) = Dgyis 1.(Va(4))

qui fait le lien entre le Module de Dieudonné filtré sur Oy, du groupe p-divisible de A et la
théorie cristalline ([Fo 5]). L’objet Mo, (A(p)) représente en fait un couple formé de I’objet
M(A(p)) avec en plus une ﬁltratlon ; si Pon oublie celle-ci, on obtient un isomorphisme
canonique Lo ®w(x) M(A(p)) =~ Dy,is,1. (Vp(A)) de p-modules sur L.
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Si I’action de G, sur T,(A) se prolonge en une action de Gk, alors bien siir elle se prolonge
sur Vp(A). Or, étendre 'action de G1, & Gk sur V,(A) revient & munir D d’une structure
d’objet de MFy, k(). Cela veut dire que I’on fait agir Lo = Ko-linéairement I,/ sur D, de
sorte que cette action commute avec ¢ et stabilise, aprés extension des scalaires, la filtration
sur Dy, (I'action de I,k sur Dy, est semi-linéaire). Sil’on oublie la filtration, on obtient ainsi
un morphisme v : I /g — Autr [,](Deys 1.(Vo(A))). Alors, via les isomorphismes canoniques
cités plus haut, on a un diagramme commutatif :

p . L
Gk = I/ ~ (2,92 Endi())" ¢ (@ ®z Endi(4))
v { d can
AutLo[‘P] (D:ris,L (VP(A))) :) AutLo[<P] (LO ®W(k) M(Z(p)))
can

2.2. Actions prolongées compatibles :

Rappelons que le corps résiduel de L est noté kz et que celui de K est noté k = F,
avec ¢ = p™. Le groupe de Weil relatif & K (resp. L) est Wk (resp. W), et 'on a
Wk /WL = G k. On a une suite exacte :

1—Ig —Wg —22Z—Z/mZ-—1,

ol 'image par v d’un relevement du Frobenius arithmétique relatif 3 k est m.

2.2.1. Systémes de représentations compatibles :

Le groupe de Weil-Deligne "Wk est le schéma en groupe sur Q qui est le produit semi-
direct de Wi par le groupe additif G, sur lequel Wx opére par wzw=! = p*(®g.
Soit F un corps de caractéristique 0. Notons Repg('Wgk) la catégorie des représentations
E-linéaires et continues de 'Wk. Soit A un objet de Repg(‘Wk) ; un tel objet peut &tre
considéré comme un triplet (A, pg, V), ou :
- A est un FE-espace vectoriel de dimension finie,
- po : Wk — Autg(A) est un morphisme dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de
Ik,
- N € Endg(A) et vérifie : VY w € Wk, po(w)N = p**) N po(w).
On dit que A est F-semi-simple si la représentation E-linéaire pg de Wi est semi-simple.
Lorsque k est fini (ce qui est le cas dans notre situation), cela équivaut & demander & ce que
l’automorphisme E-linéaire po(wp) soit semi-simple, pour un wo € Wk, wo & Ix (ce fait est
indépendant du choix de wyg).
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Soit L une extension galoisienne finie de K, de corps résiduel kr, avec I, = I(K/L) et
Lo = FracW (k). Pour tout / € P, notons Repg, ,.()(Gk) la catégorie des représentations
Q;-linéaires de Gk qui deviennent semi-stables sur L ; pour ! # p, cela veut dire que I’action
de Iy, est unipotente. La catégorie Repg, ;::(Gk) des représentations Q;-linéaires de G
potentiellement semi-stables s’identifie alors & la limite inductive des Repg, p:(1)(Gk), ot L
parcourt ’ensemble des extensions finies galoisiennes de K contenues dans K (rappelons que
pour ! # p, toutes les représentations /-adiques de Gk sont potentiellement semi-stables).
Choisissons un g € K*, qo ¢ OK, et pour ! # p, un ¢; € Q;(1) non nul ; posons Q] = Q;
si | # p et Q, = Lo. Dans [Fo 3], J.-M. Fontaine construit pour chaque l € P un foncteur

covariant Wf)pst,l,x de Repg, pst(2)(Gk) dans Resz('WK). Nous utilisons ici la version

contravariante de ce foncteur, que ’on note Wf);st 1K ; cela revient & appliquer Wﬁpst LK a
la représentation duale, ou bien, de fagon equlvalente, a prendre le dua,l apres avoir appliqué
le foncteur WDpst 1,Kk. Pour l # p, lorsque L varie, le foncteur WDpst 1,k établit une anti-
équivalence de catégories entre Repg,(Gk) = Repg, ,,:(Gk) et Repg, (’WK), cette derniére
désignant la sous-catégorie tannakienne de Repgq,('Wk) constituée des objets sur lesquels
les racines du polyndéme caractéristique du Frobenius géométrique sont des unités l-adiques.
Pour I = p, soit V' un objet de Repg, pst(£)(GK), i-e. la représentation Q,-linéaire de Gk sur
V devient semi-stable sur L (une telle extension existe toujours si V provient d’une variété
abélienne) ; alors il faut rajouter une filtration sur Wf);st’p,K(V) pour pouvoir retrouver
V (cf. [Fo 3], 2.3. 5) Plus précisément, soit D = Dj; 1 x (V) = Homgq,g,](V; Bst), c’est
un objet de MF x (%, N) (voir [Fo 2]). Soit D I’objet obtenu en oubliant la filtration,
c’est alors un obJet de Mod(p, N,Gr k), c’est-a-dire un Lo-espace vectoriel de dimension
dimg,(V'), muni d’un Frobenius o-semi-linéaire ¢ : D(®) — D), d’un opérateur Lo-linéaire
N : D©® — D), ainsi que d’une action semi-linéaire de G L/K> le tout vérifiant les relations
Ne = ppN et gp = pg , gN = Ng pour tout g € G k. Alors D) devient un objet
de Rep;, ("Wk) en posant W,(D©®) = (A,, po, N), oit A, = D en tant que Lo-espace
vectoriel, 'opérateur IV est inchangé, et pg : Wx — Autr,(A,) est donnée par : po(w) =
(w mod Wrp) -cp‘“(“’) pour tout w € Wk.

Soit A une variété abélienne sur K de dimension g qui devient semi-stable sur L ; alors
¥ - . 3 . . .
les WDz 1 x(Vi(A)) sont des Qf-espaces vectoriels de dimension 2g munis d’une action

Qf-linéaire de "Wk . De plus (loc.cit. 2.4.), on sait que chacune des Wﬁ;st’l,K (Vi(A)) est F-
semi-simple, définie sur Q, et que les (Wﬁ;st 1 K(VI(A)))IG’P forment un systéme compatible

de représentations de 'Wi (on dira aussi, pour simplifier, que les Vl(.A), l € P, forment
un systéme compatible de représentations de ‘W, les foncteurs WDps“K étants sous-
entendus). Expliquons brievement ce que ces deux derniéres notions signifient.

Soient F une extension d’un corps E de caractéristique 0, et A un objet de Repz('Wk).
On dit que A est définie sur E si, étant donnée une E-structure D de A (i.e. un E-espace
vectoriel D tel que A = F Qg D), et étant donné un corps algébriquement clos {2 contenant
F, la représentation Q-linéaire de 'Wk obtenue par extension des scalaires est isomorphe
3 ses conjuguées sous Aut(Q/E) : si g € Aut(Q/E), g agit sur Q®r A = Q®g D par
Jw®d) =gw®d,weQ,de D. Cette condition est indépendante des choix de D et (2.

Pour chaque ! € P, on choisit des plongements de corps ¢; : Q} — C. En ce qui nous
concerne, on prendra E = Q, F = Qj, et @ = C avec le plongement ¢;. Alors chaque
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Wﬁ;st,l,K(Vz(.A)) B C, | € P, devient un objet de Repgo('Wk), est définie sur Q, et sa
classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de ¢;.

Remarques :
1) Si A est une représentation F-linéaire de ‘Wi de dimension 1, alors ’endomorphisme N
est nul et A est déterminée par le caractére pg : W — F*. Alors A est définie sur F si et
seulement si po(Wg) C E*.
2) On dit que A est rationnelle sur E s’il existe une représentation E-linéaire D de ‘W telle
que A ~ F®g D. Si A est rationnelle sur F, alors elle est définie sur F, mais la réciproque
est en général fausse.

Enfin, la compatibilité du systéme Vi(A), | € P, de représentations de "Wk signifie que
les WD;st,l,K(Vl(.A)) ®Q;/‘z C, | € P, sont définies sur Q et sont deux & deux isomorphes

dans Repc('Wk). Pour toutes ces notions, on pourra consulter [Del] ou [Roh] qui traitent
les cas I # p, et [Fo 3] pour un traitement unifié comprenant le cas [ = p.

Soit A une variété abélienne sur K ayant potentiellement bonne réduction : on a N = 0
sur A; = WD;S,;’I,K(VI (A)), ! € P. Les A; étant toutes F-semi-simples, la compatibilité du.
systeme Ay, | € P, équivaut a demander aux caractéres Trpg : Wy — Q] d’étre & valeurs
dans Q et indépendants de [ € P. Pour un énoncé similaire avec N # 0, il faut utiliser la
filtration de Jacobson-Morosov, voir [Fo 3], 2.4.5.

Soit maintenant A/L une variété abélienne ayant bonne réduction sur L. Alors ’opérateur
N est nul sur chaque WD:,S,;,I,L(VI(A)) ®Q;A,C, l € P, et 'on a tout simplement une famille
de représentations de Wy, sur lesquelles I’action de I, est triviale. Comme le corps résiduel
kr de L est fini, la compatibilité de ce systéme signifie que le polynéme caractéristique du

Frobenius est dans Q[X] et indépendant de I € P (pour I = p, il s’agit du Frobenius du
module de Dieudonné de A(p), le groupe p-divisible de la fibre spéciale de A).

Dorénavant, A sera un schéma abélien sur O, et A sa fibre spéciale.
Supposons que ’action de Gy, sur les Tj(A) s’étend pour chaque I € P en une action de
Gk , de sorte que ’action de Wg ainsi obtenue soit compatible. Reprenons les morphismes
r;, | € P, définis au paragraphe précédent, et notons encore r; le morphisme obtenu en
composant avec I’inclusion

~ X -~ X
m o Ip g — (Z[ ®z Endy, (A)) — (Q( ®z Endg, (A)) .

Alors la compatibilité entraine que Ker (r;) est le méme pour tous les | € P, que le polynéme
caractéristique de ri(7), T € Ik , est dans Q[X] et indépendant de I € P (pour ! # p, voir
[Se-Ta]), et que dét(r;(r)) = £1 (voir paragraphe 2.3.1.).

2.2.2. Réduction & une action fidéle :

Soit L/K une extension finie galoisienne totalement ramifiée, i.e. Gr/x = Ik et kL = k.

Proposition 2 :

Soit L/ K une extension finie galoisienne totalement ramifiée, et soit A une variété abélienne
sur L, ayant bonne réduction sur L.
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On suppose que l'action de G, sur T(A) s’étend en une action de Ggx. Soit H = Ker (rp),
oury,:Grxg — (Z,®z Endg (A))* est le morphisme construit précédemment.
Alors A est définie sur L¥ et a bonne réduction sur LH.

Preuve :
Montrons d’abord que A est définie sur L¥. D’aprés le théoréme 1, il suffit de montrer que
la restriction du morphisme r, & H provient par extension des scalaires d’un morphisme
r: H — Autg(4) ; x comme r,(H) = 1, il suffit de poser r(r) = Id 7 pour tout 7 € H. Donc
A est définie sur L¥

Soit (A, ) le couple obtenu par le critére de Weil : A est une variété abélienne sur L¥#
et Y : AxppL = A est un L—1somorphlsme qui induit un Z,[Gp#]-isomorphisme T}, (A) ~
Tp(A) (thm. 1). Alors les WDps“Ln(Vz(.A)), l € P, forment un systéme compatible de
représentations de ‘Wi (en fait de Wi u puisque 1’on a encore N = 0 : A a potentiellement
bonne réduction). Donc I'image de tous les r; : H = Iy ;rn — (Z; ®z Endk(,;f))>< o~
Endz,[GL](TI(Z)), l € P, est triviale, puisqu’elle est triviale en ! = p par hypothése. Pour
I # p, l'action de I, est triviale sur Vi(A4) ~ Vi(A Xpu L), et par construction, (I pa) =1
implique que l’action de I/ u sur Vi(A) est triviale. Donc I1a agit trivialement sur Vi(A).
Le critére d’Ogg-Néron-Schafarevich nous assure qu’alors A a bonne réduction sur L#. g

Remarque : La proposition 1 de 2.1.3. montre que ’énoncé ci-dessus reste valable lorsque
I’extension L/K est finie et totalement modérément ramifiée, mais pas nécessairement ga-
loisienne ; en effet, il suffit de se placer sur la cléture galoisienne de L dans K.

Grace a cette proposition nous pouvons nous ramener au cas ou les
~ X
Gk = Ik = (Z:@zEndi(d))” , 1€P,

sont tous injectifs, c’est-a-dire a une action fidéle de G /x = Ik, ce que nous ferons toujours
dans la suite.

2.3. Le cas des courbes elliptiques :

2.3.1. Le déterminant :

Soit L une extension finie de Q, de corps résiduel kr,, avec Lo = FracW (k). Soit ¢ un
relévement dans Wi, du Frobenius géométrique relatif a k..
Soit V' = Qp(1) un Qp-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel G agit par le caractere
cyclotomique xpz : G — Z;,‘ donnant ’action de G, sur les racines p™-iémes de 'unité,

n > 1. Cette représentation de G, est définie sur Q. En effet, A, = Wﬁ;st’p,L(V) est un
Lo-espace vectoriel de dimension 1, sur lequel N = 0, et po : W — Autry(Ap) = L est
définie par po(IL) =1 et po(¢) est la multiplication par |kz|.

Remarque : Pour [ # p, Vi = Qi(1) est un Q-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel
G agit par le caractére cyclotomique xir : Gr — Z° donnant I’action de G sur les
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racines [™-iémes de I'unité, n > 1. Il est clair que les (W})iep = (Qi(1))iep sont toutes
définies sur Q et forment un systéme compatible de représentations de W, : pour ! # p,
A = WDps“L(Vz) = Homg,1,1(Q:(1), Qi) est un Q;-espace vectoriel de dimension 1, sur
lequel N =0, et po(Iz) = 1, po($) =Ikzl.

Soit L/K une extension finie galoisienne, de groupe de Galois G-
Si€: GK — Zj est un caractere dont la restriction a G, est x,,r, alors on voit que
E=¢1 Xp.K » ou xp, Kk est le caractére cyclotomique relatif & K, et £, est un caractére qui se
factorise & travers G, et s’envoie surjectivement sur un groupe de racines n-iémes de I’unité
pn(Zy) contenu dans Z; :

én : Gk — Gk/GL = Gr/x — pa(Zy) ,

avecn | [L: K],etn | p—1sip>3,n=10u2sip=2 (en effet, cette derniére est
une condition nécessaire et suffisante pour que Z; contienne une racine primitive n-iéme de
'unité). En fait, de tels caractéres sont en bijection avec C, x (Z/nZ)*, ot C, est ’ensemble
des extensions cycliques de degré n de K contenues dans L.

Revenons 3 une extension  L/K finie galoisienne totalement ramifiée, de corps. résiduel
k = kr & ¢ = p™ éléments.

Lemme 1 :
Soit L/K finie galoisienne totalement ramifiée. Soit V un Q,-espace vectoriel de dimension
1 sur lequel G, agit par le caractére cyclotomique Xxp . Les seuls caractéres qui étendent
Uaction de G, sur V en une action de G dont la restriction @ Wi est définie sur Q sont
Xp,K €t &2Xp, K , oU & est un caractére non trivial d’ordre 2 qui se factorise a travers Gp,.

Preuve :
Soit ¢ un relevement dans Wz, du Frobenius géométrique relatif & k£ = F,. Rappelons que
A, = Wﬁ;st,p,L(V) Lo sur lequel N = 0 et pg : W, — L5 est donnée par po(Iz) = 1
et po(¢) = g¢. Si laction s’étend sur V' par £;1x, K, oll n est comme ci-dessus, notons L, le
corps fixé par Ker(§,) : c’est une extension cyclique d’ordre n de K contenue dans L. Notons
I, le groupe d’inertie absolu de L,. Alors A}, = Wﬁ;st,p,K (V) = Lo = Ko sur lequel N =0,
et po : Wk — K5 est définie par :

po(In) =1
po(fn) = Cgl
po(¥) = ¢

ot 6, est un relevement dans I,, d’un générateur de Gal(L,/L) et {, est une racine primitive
n-iéeme de 'unité. Cette action prolongée est définie sur Q si et seulement si elle est & valeurs
dans Q (dimension 1), ce qui n’est possible que si n =1 ou 2. a

On voudrait pouvoir éliminer le cas §{2x, x pour des déterminants provenant de modules
de Tate T,(F) de courbes elliptiques. En fait, on y arrive & condition de considérer une action
de Gk prolongée non seulement sur T,(E), mais aussi sur les Vi(E), I # p.
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Soit E une courbe elliptique sur L, ayant bonne réduction sur L. Supposons pour com-
mencer que ’action de G, sur T,,(F) s’étend en une action de Gx définie sur Q et dont le
déterminant est £2xp,x (en particulier, [L : K] est pair). On suppose aussi que le morphisme
rp est injectif ; on a :

r ~ X ~ 2
Gk = Ik S (Q,, ®z Endk(E)) ~ Autry, (L0 Sw (k) M(E(p))) < GLy(Lo) & ¥,

ot M(E(p)) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale du groupe p-divisible de E.
Rappelons que l'objet Lo ®w (k) M(E(p)) est un Lg-espace vectoriel de dimension 2, muni
d’une bijection o-semi-linéaire ¢ (ol o est le Frobenius absolu agissant sur k¥ par z + z?).
Soit T € I x tel que dét(rp(7)) = —1. L’action étendue étant définie sur Q, le polynéme
minimal de r,(7) est dans Q[X] ; notons-le Pmixn (7)(X). Si d est 'ordre exact de T dans Iy,

alors, comme r,, est injective, Ppin (1) (X) divise X4 -1 = H ®.(X) dans Q[X], ot les ¥, (X)
eld

sont les polynémes cyclotomiques. On voit alors que la seule possibilité avec dét(r,(1)) = —1

est Ppin(7)(X) = (X = 1)(X +1) = X2 -1, et 7 est d’ordre 2. En remplagant K par L<™>,

on se ramene a la situation suivante : L/K est ramifée d’ordre 2, Gp/x = Ik =<T>, et

Comme E a bonne réduction sur L, D = D, 1, (V3(E)) est un objet de MFy(y), c’est-
a~dire un Lg-espace vectoriel de dimension 2, muni d’une application o-semi-linéaire bijective
¢ : D — D, et d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée sur Dr, = D ®r, L par des
sous- L-espaces vectoriels Fil' Dz, ¢ € Z. On sait que D est de type Hodge-Tate (0,1) :

Fi°D;, = D;,
Fil!D; = L — droite
Fil?’D;, =0

De plus, D est faiblement admissible puisqu’il est admissible (voir [Fo 2] ou bien 1.3.1.1.).
Etendre P’action de GL & Gk sur V,(F) revient & munir D d’une structure d’objet de
MFy/k(p), i-e. faire agir Lo = Ko-linéairement 7 sur D, avec o1 = T, et T - (Fi'Dyr) C
Fil'Dr pour tout i € Z (I’action de 7 sur Dy, est semi-linéaire) ; notons v : IL/K —
Autr, (o} (Deis 1, (Vo(F))) le morphisme que cela définit. L’objet de MFy,/k(y) ainsi obtenu
reste faiblement admissible ([Fo 2]). Rappelons enfin que ’on a un isomorphisme canonique
d’objets de MFy(¢) :
Lo @w (k) Mo, (E(p)) ~ Diyis . (Va(E))

ot Mo, (E(p)) est le module de Dieudonné filtré sur O, du groupe p-divisible de E, et que,
via cet isomorphisme, ’élément v(7) € Autryy)(Dgys 1, (Va(E))) correspond & l'image de

() dans Autz[,1(Lo ®w (k) M(E(p))), cf. la fin de 2.1.4.. On écrira souvent 7 au lieu de
v(71) lorsqu’aucune ambiguité n’est possible.

Lemme 2 :
Soit L/K une ezxtension totalement ramifiée de degré 2, de corps résiduel k = Fym, et de
groupe de Galois Gy g =< T >. Soit D un objet de MFy k(p) de dimension 2, de type
Hodge-Tate (0,1), faiblement admissible. Si Ppin(7)(X) = X2 — 1, alors Peor(¢™) a deuz
racines distinctes dans Q,.
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Preuve :
Tout d’abord, remarquons que ¢™ est Lo = Kp-linéaire, puisque ¢ est o-semi-linéaire et que
k = Fym. Comme Ppin(7)(X) = X2 -1 = (X — 1)(X + 1), ’endomorphisme Kjp-linéaire 7
est diagonalisable dans D. Soit (e;, e2) une base de D telle que 7¢; = e; et Te; = —ez. La
condition T = 7¢ donne :

{ T((,Oel) = go(rel) = e = e € Koe,
T(pe2) = p(Tel) = —pe; = ez € Kpey .

Posons pe; = ae; et we; = bez, a,b € K;. Comme D est de type Hodge-Tate (0,1),
on a ty(D) = 1, et ’hypothése de faible admissibilité entraine en particulier que tg(D) =
tn(D) = vp(ab) = 1, ot v, est la valuation sur Ko normalisée par v,(p) = 1. Donc ab = up,
u € W(k)*, et quitte & permuter e; et e3, on peut supposer que pe; = uje; et wez = uzpez,
uy,ug € W(k)X = W(Fpm)*. Alorson a :

¢"e1 =( H o'iul)el = NLo/Qp(ul) €
- 0<i<m—1

P er =( H Ui(uzp))ez = Nro/q,(u2)p™ €2,
0<i<m—1

avec A1 = Nz, /q,(u1) et A2 = Ny /q,(u2) € Z;. Finalement, on voit que Pc,r(¢™)(X) =
Prin (™) (X) = (X — A1)(X — A2p™), ce qui achéve la démonstration. o

Notons E’/ k la courbe réduite de E//L. Le Frobenius arithmétique relatif & & agissant sur
E correspond & @™ dans D, 1,(Vo(E)), et & po(¢) dans les WD;;st’l’L(Vz(E)), leP,ou ¢
est un relevement du Frobenius géométrique relatif 3 %.

Proposition 5 :
Soit L/K une extension finie galoisienne totalement ramifiée. Soit E une courbe elliptique
sur L, ayant bonne réduction sur L.
Supposons que l’action de G, s’étend en une action de Gi sur Tp(E) et sur les VI(E), | # p,
de sorte que l’action de Wx soit compatible. Alors le déterminant de l’action de G sur
Vp(E) est le caractére cyclotomique xp k-

Preuve :
L’hypothése de compatibilité entraine que I’action de Wi sur A, = Wﬁ;st,p,K(Vp(E)) est
définie sur Q. Supposons que le déterminant de I’action étendue sur V,,(E) soit &2Xp,k, ou &2
est comme dans le lemme 1. Alors, toujours par la compatibilité, le déterminant de ’action
étendue sur V;(E), | # p, est aussi {&2x;, k. On se rameéne, ainsi que nous ’avons vu plus haut,
4 L/K ramifiée d’ordre deux, Gk = I jx =< T >, et Ppin(7)(X) = X2 - 1.

Notons X% — a,X + ¢ le polyndme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur
E, ol g=p™ =|k| et a; € Z. On pose aussi § = a? — 4¢. Soient ¢ un reléevement dans W,
du Frobenius géométrique relatif & k, et § un relevement dans Ix de 7 (tous deux sont définis
modulo I1,). Rappelons que Q; = Q; pour I # p, et Q}, = Lo = K.

D’une part, pour [l € P, A; = Wf):,st’l’K(Vz(E)) est un Q-espace vectoriel de dimension
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2 muni d’une action pg : Wx —> Ath;(Az) telle que :

po(IL) =1

Pcar(P0(¢)) = X2 - aqX +q
Pmin(po(0)) = X?-1
po(9)po(8) = po()po(4) :

la derniére égalité provenant du fait que [L : K] = 2. En particulier, on voit que po(¥) est
diagonalisable a valeurs propres distinctes, et qu’il commute avec po(¢), et cela dans tous
les Ay, I € P. Donc po(¢) est diagonalisable dans tous les A;, I € P. Ceci implique que
X2 — a,X + g se scinde dans tous les Q}[X], ! € P, donc dans Q[X], et nécessairement § > 0.

D’autre part, le lemme 2 s’applique & D = D, (V;(E)). Comme P (¢™)(X) =
Pear(po(#)) = X? — ag X + ¢, on obtient que X2 —a, X + ¢ est scindé 3 racines distinctes dans
Q[X]. Donc § > 0.

Mais F étant une courbe elliptique, on doit avoir § < 0, d’oll une contradiction. D’apres
le lemme 1, le déterminant de ’action de Gx sur V,(F) doit étre le caractére cyclotomique

Xp,K - a

Remarques :
1) On a vraiment besoin de considérer une action prolongée: (convenablement) non seulement
sur T,(F), mais aussi sur les Vi(E), | # p.
Ezemple avec § < 0 : Soit E' un schéma elliptique sur O qui est le relevement “canonique”
d’une courbe elliptique E ordinaire sur k (voir [Mes] ou [Ka]). Alors la suite exacte de
Z,[G1]-modules

0 — T,(E(»)°) — T,(E) — T,(E) — 0

est scindée (E(p)° est la partie connexe du groupe p-divisible F(p) de E). Posons T,(E(p)°) =
Zge, et To(E) = Zyes ; on a donc Tp(E) = Zye; ® Zpez. Prenons L/K totalement ramifiée
d’ordre 2, Gpjgk =< 7 >. Alors on peut trés bien étendre l’action sur T,(E) en posant
Te1 = e; et Te; = —ey : la représentation de Wi est définie sur Q, mais le déterminant sur
Vp(FE) n’est pas xp k-

2) On a vraiment besoin de considérer une action prolongée (convenablement) non seulement
sur les Vi(E), l # p, mais aussi sur T,(E).

Ezemple avec § = 0 : Prenons E un schéma elliptique sur Oy, dont la fibre spéciale E est
supersinguliére et telle que tous ses endomorphismes sont définis sur k. Alors § = az —49=0
et nécessairement m est pair, ¢ = p™ = p?". Sur les A; = Wf);st,l'K(Vl(E)), l € P, W agit
par po : WL — Autqy(A;), avec po(IL) =1 et po(¢) = ep™Id avec € € {1} (indépendant de
l) ; 'image de po est dans le centre de Autg;(A;). Prenons L/K totalement ramifiée d’ordre
2, Gpjg =<7 >, et 0 un relévement de T dans Ix. Alors en imposant Popin(po(6)) = X?2-1

sur tous les Aj, I # p, on obtient un systéme compatible (A;);%, de représentations de Wk,
ce qui équivaut & étendre I’action de fagon compatible sur les (Vi(E))i£p avec un déterminant
sur V;(EF) qui n’est pas xi k-

2.3.2. Représentations de dimension 2 :

Soit E/L une courbe elliptique ayant bonne réduction sur L. Supposons que I’action de
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Gy, sur T,(E) s’étend en une action de G telle que :

1) la représentation de Wx qui lui est associée est définie sur Q,

2) le déterminant de ’action de Gk sur V,(E) est le caractére cyclotomique xp x relatif & K,
3) le morphisme r, est injectif.

En particulier, les hypothéses 1) et 2) sont vérifiées lorsque l’action de G, s’étend sur T,,(E)
et sur tous les Vi(F), I # p, en une action compatible de Gk (i.e. lorsque ’action de Wi ainsi
obtenue est compatible).

On obtient alors une injection :
Tp ~ X ~
Gr/x <= (Qp ®z Endk(E)) Qp—ev AUtp[y] (LO Ow (k) M(E(P))) ,

ol M(E(p)) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale du groupe p-divisible de E. Soit
T € Gr/k = I K, notons encore 7 son image par r, dans Autr(,](Lo ®w () M(E’(p))) c’est
une application Lg-linéaire qui commute avec ¢ (elle est Lo-linéaire parce que 7 est dans le
groupe d’inertie).

L’hypothése 1) impose au polyndéme caractéristique de 7 d’étre dans Q[X], et I’hypothése
2) impose dét(7) = 1. Ecrivons P, (7)(X) = X2 — vX + 1, avec v € Q.

Soit d l’ordre de 7 dans Gr/x = Ir/k ; comme on a supposé ’action de G/ via r, fidéle.
(hypothése 3)), d est aussi I'ordre de 7 dans Autr[,j(Lo ®w(x) M(E(p))).

Prin(7)(X) # Pear(7)(X), on a nécessairement Ppin(7)(X) = X —v , v € Lo, et
Pear(7)(X) = (X — v)2. On voit alors que v € Q et v =+1 ;donc 7 = +Id et d = 1 ou 2.
Sid > 3, alors X2—+vX +1 est le polynéme minimal de 7. Comme 7% = 1, X2 — X +1 divise
X4 — 1 dans Lo[X], et donc dans Q[X] puisque y € Q (et méme v € Z). Donc X2 - yX +1
est ’'un des polyndémes cyclotomiques ®.(X), e | d, et en fait e = d, puisque d est 1’ordre de
7. On en déduit que ¢p(e) = 2, ol ¢ est la fonction arithmétique d’Euler. Donc e € {3, 4, 6}.
Si e = 3 (resp. 4, 6), alors v = —1 (resp. 0, 1), et Per (7)(X) = Prin (1) (X) = X2+ X + 1
(resp. X241, X2 - X +1).

On voit finalement que l'ordre de 7 est e € {1,2,3,4,6} ; ceci implique que ’ordre de
Gr/x = Iy x n’est divisible que par 2 ou par 3. On obtient ainsi le résultat sirement bien
connu :

Lemme 3 :
Soit L/ K une extension finie galoisienne totalement ramifiée. Soit E/L une courbe elliptique
ayant bonne réduction sur L. On suppose que l’action de G, sur Tp(E) s’étend en une action
de Gk telle que :
1) la représentation de Wik qui lui est associée est deﬁme sur Q,
2) le déterminant de l’action de Gk est le caractére cyclotomique xp i relatif ¢ K,
3) le morphisme r, est injectif.
Alors les ordres possibles des éléments de G i sont 1,2,3,4, ou 6, et l’ordre de Gr/k est
2"3™, n,m € N.

Remarque : on aurait pu remplacer p par ! # p dans ce qui précede.

A partir de maintenant, on suppose p > 5.

Alors Gk est le groupe de Galois d’une extension de degré d totalement modérément
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ramifiée. Or, une telle extension est cyclique et est engendrée par une racine d’un polynéme
X%~ 7y , ol 7K est une uniformisante de K (et d est premier & p). Donc, sous les hypothéses
du lemme, Gk = I k est cyclique d’ordre e = 1,2,3,4 ou6.

Soit (. une racine primitive e-iéme de I’'unité. Pour e € {3,4,6}, L/K galoisienne impose
Ce € K, et méme (. € Lo = Ko = FracW(k), puisque (e,p) = 1. Si F,2 C k, alors c’est
automatique, car (, € Q2 pour e € {3,4,6}. Sinon, £k = Fp, et (. € Ko = Q, implique
P = 1 mod eZ. Finalement, si k = Fpm, une extension L/K de degré e € {3, 4,6} totalement
ramifiée est galoisienne si et seulement si p = 1 mod eZ ou m pair.

C’onsequence : sous les hypothéses du lemme précédent, ’action prolongée sur A; =
WDpst 1,L(Vi(E)), 1 € P, est nécessairement abélienne. En effet, c’est évident sie=1o0u 2;
supposons e € {3,4,6}. L’objet A; est un Qj-espace vectoriel de dimension 2 (avec Q] = Ql
si | # p, Qp = Lo), muni d’une action po : Wi, — Autq:(A;) définie par :

{ po(IL) =1
Pcar(p0(¢)) =X?%- aqX +q ,

ot ¢ est un relévement du Frobenius géométrique relatif & k = Fy = Fpm . Soit 8 un relévement
de 7 dans Ix . Alors on a ¢~10¢ = 67 mod I, = § mod I, ; en effet, p € (Z/eZ)* = {-1,1},
et les conditions ci-dessus impliquent ¢ = p™ = 1 mod eZ . Prolonger 1’action & G sur A,
l € P, avec un r; injectif, revient a se donner un prolongement de po avec action fidéle de
Gr/x = Ik = Wk /WL :

pog : Wk — Ath{(Al) ,

c’est-a-dire & se donner un po(f) € Autg;(A;) d’ordre exact e et vérifiant :

Po(#)po,i(0) = po,i(8)?po(¢) = po,(6)po(d) -

De plus, si cette représentation est définie sur Q, on sait que Ppin(p0,1(8)) = X2 — v X + 1,
avec 7 = —1,0,1 si e = 3,4, 6 respectivement ; si I’on considére des actions prolongées sur
tous les A;, I € P, I’hypothése de compatibilité entraine que c’est indépendant de .

2.4. Le théoréme de l’action prolongée, cas commutatif :

2.4.1. Démonstration du théoréme :

Nous allons donner un énoncé du résultat principal de ce chapitre dans le cas d’une courbe
elliptique dont I’anneau des endomorphismes (sur k) de la fibre spéciale est commutatif, et
le démontrer. Cet énoncé n’est pas optimal, mais c’est le plus général (i.e. il est valable
dans tous les cas). De plus, des renseignements supplémentaires vont apparaitre en cours de
démonstration. Un énoncé plus détaillé est donné au paragraphe suivant.

Le polynéme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur E (par z — z9)
s’écrit X2 — agX +¢, oll aq € Z, et le discriminant § = a2 — 4¢ est négatif ou nul. Alors (voir

par exemple [Ta]) :
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- Q ®z Endi(E) est un corps commutatif si et seulement si § < 0 ; c’est alors une extension
quadratique de Q purement imaginaire F = Q(+/3).

-0Q0®z Endk(E') est une algebre de quaternions sur Q si et seulement si § = 0 ; c’est alors
I’unique Q-algebre de quaternions D qui se ramifie en p et a ’infini, et qui se déploie en toutes
les autres places. Remarquons que cette situation § = 0 ne peut arriver que si m est pair
(g =p™) : si m est impair, 4¢ ne peut &tre un carré dans Z. _

De plus, on sait que Aut(E) = Auty(E) est isomorphe au Gr-module py, (k) des racines n-
iemes de ’unité, avec n = 2,4 ou 6 respectivement suivant si jz = jg mod 7LO[ est différent
de 0 et de 1728, égal & 1728 = 123, ou égal 4 0 (voir par exemple [Silv 1]). Rappelons que si
Cn est une racine n-iéme de I'unité, avec n = 2,4 ou 6, alors le morphisme [(,] : E(k) — E(F)
est donné par (z,y) — ((Zz,(3y). Sin = 2, alors Aut(E) = Autg(E), et ’élément non
trivial est la multiplication par (-1) sur la courbe E. Supposons n = 4 ou 6. Si F,. C &k,
alors Aut(E) = Autk(f‘;’) = pn(k) = pn(k), puisque (» € Fy2 pour n = 4 ou 6 (en effet,
p = +1mod n). Si k=TF,, alors Aut(E) = Aut(E) si et seulement si p =1 mod n.

En recoupant avec la remarque faite a la fin du paragraphe précédent, on voit que si
I’extension totalement ramifiée L/K est galoisienne, alors Aut(E) = Aut(E).

Théoréme 2 :
Soient K une ertension finie de Q,, p > 5, et L une extension finie totalement ramifiée de
K. Soit E une courbe elliptique sur L, ayant bonne réduction sur L, telle que Endk(E') est
commutatif.
Supposons que laction de G, s’étend en une action de Gg sur tous les Ti(E), |l € P, de sorte
que laction de Wk ainsi obtenue soit compatible.
Alors E est définie sur K : il existe une courbe elliptique £ sur K et un L-isomorphisme
¥ : & xg L = E qui induit pour tout | € P des isomorphismes de Z;[Gk]-modules :

Ti(¥) : Ti(€) o~ L(E) ;
action naturelle action étendue

un tel couple (£,1) est unique a K-isomorphisme prés.

Preuve :
Tout d’abord, on se ramene par la proposition 1 de 2.1.3. au cas ou ’extension L/K est
galoisienne. D’aprés tout ce que ’on a vu précédemment, ou bien les morphismes r; construits
en 2.1.4.:

~ X
Gr/x 4 (z, oz Endk(E))
sont triviaux pour tout [ € P, et F est définie sur K avec bonne réduction sur K ; ou bien ils

ne le sont pas, et ’'on peut supposer les r; injectifs, [L : K] = e € {2,3,4,6},et Gr/x = Ik
cyclique. Plagons-nous dans la deuxi®me situation et fixons un générateur 7 de G k.

Pour tout I € P, nous disposons de morphismes injectifs Gy /x =<7 > LY (Z;®z Endyg (E’))x,
et nous connaissons le polynéme minimal de r;(7). Afin de satisfaire le critére de Weil comme
dans 2.1.4., on voudrait récupérer un morphisme

Grg =<7> < (Endk(E'))x = Autk(E)
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qui induit tous les r;, I € P, par extension des scalaires de Z a Z; (théoréme 1) ; la derniére
assertion du théoréme proviendra du lemme 2 de 2.1.2.. Notons encore r; le morphisme
obtenu en composant r; avec ’inclusion (Z; ®z Endk(E))>< C Qi ®z Endi(E). Si 'on arrive
a obtenir un morphisme

GL/K =<T><% Q®z Endk(E’)

qui induit tous les r; par extension des scalaires de Q & Qq, alors I'image de ce morphisme
est nécessairement dans (Endi(E))* = Auty (E), puisque, par hypothése, Iimage des r; est
dans (Zz ®z End(E))% pour tout ! € P (cet argument est indispensable si ’on veut espérer
récupérer des isomorphismes sur la fibre spéciale, et non pas seulement des isogénies ; un
exemple sera donné plus loin).

Fixons, pour e € {3,4,6}, une ra,cine primitive e-iéme de I’unité ¢, dans Q, une cléture
algébrique de Q ; on pose aussi {; =
Comme [’on a supposé § < 0, F = Q ®z End(E) = Q(v/3) est une extension quadratique
imaginaire de Q. Soit I € P.
- Si & n’est pas un carré dans Q[ alors X2 — ;X + g est irréductible dans Q;[X] et F ®¢ Q;
est un corps qui est une extension quadratique de Q;: FQqQ; = Qz(\/g). L’homomorphisme
injectif

Gk =<T> < F ®q Qi = Qi(V9)

doit envoyer T sur une racine primitive e-iéme de 1’unité, puisque 1’ordre de Gk est e €
{2,3,4,6}. Donc (. € Qi(V/3) lorsque & ¢ (QF)%. De plus, si e = 2, ri(1) = —1 ; si
€€ {3a4’6}1 1‘1(7') = (e OU Ce—l
- Si 8 est un carré dans Q;°, alors X2- aq X + ¢ se scinde dans Q[ X] ; écrivons Xz—aqX+q =
(X —aq)(X = B1), avec oy, 31 € Qi et og # Bi. Alors on a

FqoQ = Q[X]/(X—a)(X - B) =~ Q[X]/(X—a) x QX]/(X—-8) =~ QXxQ.

Rappelons les isomorphismes canoniques : F ®g Q; = Q; ®z Endy(E) ~ Endg,(g,] (Vi(E))
pour I # p, et F ®q@ Qp = Qp ®z Endg(E) =~ Endgz (Lo ®wx) M(E(p))).- Un élément
de F ®g Qi est une application Q;-linéaire qui commute avec le Frobenius de E’, lequel est
ici diagonalisable & valeurs propres distinctes. Donc cet élément est co-diagonalisable, et son
image dans Q; x Q; correspond & son écriture dans une base de vecteurs propres. L’image du
Frobenius de E est donc (au, Bi), et le déterminant de 'image (a,b) d’un élément de F ®q Q;
est le produit ab.

Si e = 2, r; envoie T sur un élément d’ordre exact 2 de Q; x Q;, c’est-a-dire sur (—1,1),
(1,-1) ou (—1, —1). Les deux premiéres possibilités sont exclues par la condition dét(r) = 1,
donc 7 est envoyé sur (-1, —1).

Si e € {3,4, 6}, la seule fagon d’injecter G x =<7 > dans Q; X Q; avec un déterminant égal
4 1 est d’envoyer T sur (e, (') ou bien sur (¢1,¢). Donc ¢, € Q lorsque & € (Q)?, et
I’on doit avoir I # 2,3 et [ = 1 mod e.

On en déduit : pour tout 1 € P, (. € Qi(v6) = F®qg Qi,donc . € F =QQz Endi(E) ;
et r(t) € (Z; ®z Endi(E))* pour tout I € P implique que {. € Autx(E). Pour chaque
I € P, r; provient par extension des scalaires soit du morphisme r : G /g < Auti(E) qui &

T associe (., soit du morphisme ' : G /x < Autk(E') qui 3 7 associe (!
Pour e = 2, ces deux morphismes sont identiques, et ’on a gagné : les différents morphismes
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r1:Grx =<7>< F®qQy, | € P, sont tous induits par le morphisme G g — Autk(E') C
F qui & T associe la multiplication par (—1) sur E. Pour e € {3,4,6}, c’est I’hypothése de
compatibilité qui va nous permettre de conclure : c’est vraiment & cet endroit que I’on s’en
sert.

Rappelons que sous les hypotheses du théoréme, et en se ramenant & une extension L/K
finie totalement ramifiée galoisienne, I’action prolongée sur les A;, I € P, est abélienne
(cf. 2.3.2.). Soient ¢ un relévement du Frobenius géométrique relatif & k dans Gp, et 6
un reléevement de 7 dans Ix. Si le morphisme r; provient par extension des scalaires du
morphisme r : G /g =<7 > Auty(F) défini par r(r) = (., notons o : W — Autg)(A)
la représentation qui lui correspond ; et si r; provient du morphisme r' : Gy /g <+ Autk(E)
défini par r'(7) = !, notons 5} : W —» Autg;(A;) la représentation qui correspond a r'.

On a : (Bo)jw, = (Bo)jw., = Po, et 5p(8) = po(6)~'. De plus :
VIEP , poy=Po ou f.

Les représentations pg;, ! € P, sont toutes semi-simples (parce que pg I’est). L’hypothése de
compatibilité signifie alors qu’elles ont toutes le méme caractére a valeurs dans-Q :

VibleP , Tr(pos(w)) = Tr(poy(w)) , Vwe Wk .

Mais dans notre situation, Tr(go(¢0)) # Tr(p(40)). En effet, comme po(@) et po(8) com-
mutent et qu’ils ont des valeurs propres distinctes dans C, ils sont co-diagonalisables lorsque
P’on étend les scalaires a C (via les injections ¢ : Q; < C, cf. 2.2.1.) ; puis si ’on écrit
Pear(po(9)) = (X — 2)(X — 2), z € C, un calcul facile donne :

Te(5o(#9)) — Tr(55(#6)) = Tr(o(#)50(6)) — Tr(Bo(@)5o(6) ) = £(z — 2)(C. — ¢1) #0,
car § # 0 et e > 3. Donc les représentations gg et 5y ne sont pas isomorphes. Finalement :
(VlG'P,poJ:ﬁo) ou (Vle'P,po,;=,66)
et donc :
(‘v’lGP,r;:r@QIdQ,) ou (VleP,r1=r'®Qqu,),

ce qui achéve la démonstration. a

Remarque 1 : Pour des représentations abéliennes de dimension 2, sachant que Tr(po(¢)) =
a, et Tr(po(f)) = 7., la connaissance de toutes les traces équivaut & celle de Tr(go(#9)) ; ceci
détermine jp & isomorphisme prés. De plus, un calcul simple montre que :

Tr(po(49)) = veaq — Tr(fo(49)) -

Pour e > 3, le fait de demander aux traces d’étre dans Q impose des conditions sur 1’entier
aq , & savoir a; € N, = {a € Z/(7Z — 4)(a® - 49) € (Q*)?}, Cest-a-dire

e=30u6 = §=-3mod (QX)2
e=4 = §=-1mod (Q%)2
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ce qui équivaut aussi 3 F = Q(v3) = Q((e), § = a2 — 4q.

Ce renseignement est obtenu en supposant que ’action s’étend de Gt & Gg sur l'un des A;,
l € P, de sorte que ’action prolongée de G soit définie sur Q et de déterminant le caractére
cyclotomique. Si l’on suppose que I’action s’étend de G, a Gk sur tous les Ti(E) de fagon
compatible, alors on obtient [¢.] € Auty(E), d’ou Endi(E) = Z[¢.] ; on a donc j(E) =j(e),
avec j(3) = j(6) =0 et j(4) = 1728.

Remarque 2 : Lorsque Q @z Endk(E) F est un corps (i.e. § < 0), deux cas peuvent
se produire pour la Q-algébre Q ®z End(E) = Q ®z Endg(FE), suivant si E est ordinaire
(aq # 0 mod p) ou bien supersinguliére (e, = 0 mod p).

Si p ne divise pas a,, alors F = Q(v3) = Q ®z End(E), et d’aprés Deuring ([Deu)), p se
décompose dans I’anneau des entiers de F' en deux idéaux premiers distincts ; si I’on écrit
§ = ds?, oit s € N et d est un entier strictement négatif sans facteur carré, ceci équivaut,
puisque p > 5, & p ne divise pas d et (%) = 1 (symbole de Legendre). Pour e = 3 ou 6, on a
vu (rmq.1) que d = -3, et (-‘;g) = 1 équivaut par la loi de réciprocité quadratique & (§) =1,
c’est-a~dire p = 1 mod 3 (& p =1 mod 6, pour p > 5). Pour e =4, 0n a vu que d = —1, et
(=p-1-) = 1 équivaut & p = 1 mod 4. Donc a, # 0 mod p implique p=1mod e. .

Si p divise g, , alors F = Q(v/8) C Q ®z End(E) = D, ol D est I'algébre de quaternions sur
Q qui se ramifie en. p et a.l’infini, et qui se déploie en toutes.les autres places. On verra.en
2.4.2. que dans ce cas, pour e € {3,4,6}, (. € D implique p = —1 mod e.

Finalement, sous les hypothéses du théoréme, et si 'indice e de Ker(r,) dans Iy i est
supérieur ou égal 3 3,0n a :

E ordinaire = p=1lmode
E supersinguliere —> p=-1mode.

La encore, ce renseignement est obtenu en supposant que ’action s’étend de Gr, & Gk sur
l'undes Ay, I € P, de sorte que I’action prolongée de Gk soit définie sur Q et de déterminant
le caractére cyclotomique. Si ’on sait au départ que J(E) = j(e), alors c’est immaédiat, voir
[Silv 1] V, exemples 4.4. et 4.5.

Remarque 3 : On constate que pour e = 2, il suffit de considérer le seul 7,(E), a condition
de supposer que I’action prolongée est de déterminant x, k.

Remarque 4 : Par contre, dés que e > 3, on est obligé de prendre en compte des actions
prolongées sur tous les Ti(E), ! € P : on pourrait avoir (¢ € F = Q ®z Endi(E) et ¢, €
(Z ®z Endy(E))*, mais (. ¢ Endg(E). En effet, tout ordre maximal d’un corps quadratique
imaginaire F/Q dans lequel p se décompose en deux idéaux premiers distincts, et dont le
conducteur_est premier & p, se réalise comme un anneau d’endomorphismes d’une courbe
elliptique E sur k ([Deu]). 1l suffit alors de prendre, pour e € {3,4, 6}, une courbe elhpthue
E avec : Endk(E) Z+nZ[(], n > 2, et n premier 3 p. Alors F=Q(() et (e =1®n(. €

(Z, ®z Endi(E))*, mais (. ¢ Endk(E).

2.4.2. A propos du cas non commutatif :

Regardons maintenant ce que l’on peut dire lorsque § = aZ — 4q = 0, c’est-a~dire lorsque
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Endy (E) n’est pas commutatif.

Alors aq = 4q = 4p™, et comme a4, € Z, m doit &tre pair. Le polyndme caractéristique du

Frobenius arithmétique relatif & k agissant sur E est soit X2—2p™/2X 4+p™ = (X —p™/2)2, soit
X242p™/2 X +p™ = (X+p™/?)2. La courbe E est supersinguliére, et tous ses endomorphismes
sont définis sur k, i.e. Endi(E) = End(E‘) Dans ce cas, Q ®z End(E) = D est I’algebre de
quaternions sur Q qui se ramifie en p et & I'infini et qui se déploie en toutes les autres places,
et Endx(F) = O est un ordre maximal de D. Rappelons que la Qp-algébre de quaternions
Q, ®q D se déploie sur toute extension de degré 2 de Q,, par exemple sur Q2.

Supposons que ’action de G, s’étend en une action de G sur tous les T}(E), [ € P, de
sorte que ’action de Wi ainsi obtenue soit compatible. Comme plus haut, on se raméne au
cas ol tous les r; sont injectifs. Pour / = p, on a une injection :

et ’hypothése de compatibilité implique que le polynéme caractéristique Pe,r(rp(7)) (X)) de
I'image de 7 dans GL3(Q,2) est (X +1)? sie = 2, ou X% — 4. X + 1 si e € {3,4,6}, avec
Ye = —1,0,1si e = 3,4, 6 respectivement. Dans le vocabulaire des algébres centrales simples,
il s’agit du polynéme caractéristique réduit de I’élément r,(7) € Q, ®q D ; il ne dépend. pas.
du corps utilisé pour déployer Q,®q D ([Rei] 92). On voudrait pouvoir-en déduire que r, est
induit par un morphisme G g S o% = Autk(E’).

Sie=2: alors 2, = rp(7) € (Qp ®@ D)* est un élément non trivial d’ordre 2. On a
donc z2 — 1 = (z, — 1)(z, + 1) = 0, et comme Q, ®q D est un corps, on en déduit que
zp, = rp(T) = —1 € O*. Donc rp est induit par extension des scalaires (de Z 3 Q) par le
morphisme 7 : G/ < O* = Auty (E) qui & 7 associe la multiplication par (-1) sur E.

Si e € {3,4,6} : alors le polynéme minimal de z, = rp(7) € (Qp ®q P)* dans GL2(Q,2)
est X2 — 7¢X + 1. En particulier, z, ne peut &tre un élément diagonal (i.e. dans le centre)
de GL2(Qj2), sinon il ne pourrait pas étre d’ordre exact e avec un déterminant égal 3 1. On
en déduit que z, n’est pas dans le centre Q, de Q, ®q D ; autrement dit, Q, ne contient pas
de racine primitive e-iéme de 'unité, et comme p > 5, on a nécessairement p = —1 mod e.
Donc Qp(zp) = Qp(¢c) est un sous-corps commutatif maximal de Q, ®q D, et D se déploie
sur Q,(¢.). On en déduit que (Q(¢.))» ®q D est déployée pour toutes les places v de Q({.)
divisant une place non-archimédienne de Q. De plus, comme Q((.) est un corps quadratique
imaginaire, il n’y a qu’une seule place au-dessus de oo, et I’exactitude au centre de la suite
exacte fondamentale

0—BrQ) — € Br(Q)) 2 Q/z— 0

v l€PUfoc}

montre que Q({.) ®g D se déploie sur tous les corps (Q({c)). , oll ¥ parcourt toutes les places
de Q({.). Par linjectivité dans la méme suite, on voit que Q(¢{.) ®g D est déployée, ce
qui signifie que D contient Q(z,) ~ Q(¢{.) comme sous-corps commutatif maximal, c’est-a-
dire z, € D (attention, D contient une infinité de racines de X2 — v.X + 1, & savoir les
{s2p2 1, 2 € D¥}).

Comme 7, est racine de X2 — v.X + 1 € Z[X], c’est un élément de 1’'un des ordres
maximaux de D, mais on ne sait pas si z, € OX = Autk(E). L’hypothése d’une action
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étendue compatible sur tous les T;(E), I € P, donne des z; = ri(7) € (Z; ®z O)* pour tout
l € P, et ils ont tous le méme polynéme minimal X2 — 4. X + 1. Malheureusement cela ne
donne aucun renseignement sur O : sil # p, on a Q;®Q D ~ M3(Q)) et les ordres maximaux
de M2(Q)) sont tous des conjugués de M3(Z)) ; si I = p, la Q,-algebre Q, ®g D contient un
unique ordre maximal ([Rei]). De plus, méme si ’on savait que O* contient un élément racine
de X% — v.X + 1, on ne saurait pas en déduire que z, provient par extension des scalaires
d’un tel élément.

Remarque 1 : Si la condition du théoréme 1 est satisfaite, le morphisme r, : G/ =
Itk =<7 > (Qp ®@ D)™ est induit par extension des scalaires soit par le morphlsme
r: Grx < O% avec r(1) = [(c], soit par le morphisme r’ : G /x < O avec /(1) = [(] ™"

Remarque 2 : Soit O’ un ordre maximal de D contenant un élément z tel que 2 — .z +1
(donc z € O'™). D’aprés Deuring ([Deu]), tout ordre maximal de D provient d’une courbe
elliptique supersinguliére (définie sur F,2, et donc sur k& = Fpm, m pair). Soit E' /k telle
que O = End(E') = Endi(E"). Si j(E’) € F;, alors I'unique idéal bilatére premier de O’
au-dessus de (p) = O'p est principal, et 'on a O’ = End(E') ~ End(E") = 0" si et seulement
si J(E”) = j(E"), ol =~ est la conjugaison par un idéal principal (tous les ordres maximaux
de D sont conjugués par des idéaux & gauche ([Rei]), mais ces idéaux ne sont pas forcément
principaux). Si j(E') ¢ Fy, j(E) € Fy2, alors 'unique idéal bilatére premier de O’ au-dessus
de (p) n’est pas principal, et ’on a O' =~ End(E") = O" si et seulement si j(E’) = j(E") ou

F(E") = 6(j(E")), ol o est le Frobenius absolu ([Deu]). Pour e € {3,4, 6}, soit j(e) € F, avec

j(3) =3j(6) = 0, et j(4) = 1728 = 12% ; comme (O')* =<[-(]>, on a ](E’l— j(e). De plus,
on a (0)* = Aut(B) = {£1 ssi () # 3(e), et (0)* =<[-¢] > ssi j(E) = (e)- On en
déduit qu’il n’y a qu’un seul ordre maximal de D, a conjugaison par un idéal principal prés,
contenant un élément racine de X2 — v.X + 1.

2.4.3. Enoncé détaillé du théoréme :

Reprenons comme auparavant une extension finie K de Q,, de corps résiduel Fy, une
extension L finie galoisienne totalement ramifiée de K, et E/L une courbe elliptique ayant
bonne réduction sur L, dont le polynéme caractéristique du Frobemus arithmétique agissant
sur sa fibre spéciale E est X2 - aqX + g, de discriminant § = a — 4q.

En regardant de plus pres la précédente démonstration, on s’apergoit que I’on peut, suivant
les cas, affaiblir certaines hypothéses. Rappelons que si ’action de G, s’étend en une action
linéaire et continue de Gk sur Tp(E), alors on construit un morphisme r, : Gr/x = I x —
(Zp @z Endi (E))* qui correspond 3 cette action prolongée (2.1.4.). De plus, si I’action de
G, s’étend en une action de Gk sur tous les Tj(E), | € P, de sorte que I’action de Wi ainsi
obtenue soit compatible, alors :

1) Paction de Wi sur V,(E) est définie sur Q ;

2) le déterminant de I’action prolongée est le caractére cyclotomique relatif a K ;

3)si 8 # 0et |Ipx/Ker(rp)|=e € {3,4,6}, on a J(E) = j(e), avec j(3) = 3(6) =0 et
j(4) = 1728.

On obtient alors la version suivante :
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Théoréme 2bis (version détaillée) :
Soit p > 5. Soit K une extension finie de Q,.
Soient L une extension finie galoisienne totalement ramifiée de K, et E une courbe elliptique
sur L, ayant bonne réduction sur L. On suppose que l’action naturelle de G, sur T,(E) se
prolonge en une action linéaire et continue de Gg.

1) On note e l’indice de Ker (r,) dans I ;k. Si laction de Gk restreinte ¢ Wk est définie
sur Q, alors e € {1,2,3,4,6}.

2) Sie =1, alors E est définie sur K et a bonne réduction sur K.

3) Si e = 2, supposons que Uaction de G, sur T,(E) se prolonge en une action de Gi de
déterminant le caractére cyclotomique. Alors E est définie sur K, et E est un twist ramifié
d’ordre deuz d’une courbe elliptique ayant bonne réduction sur K.

4) Sié = ag —4q = 0 et e € {3,4,6}, supposons que laction de G, sur T,(E) se
prolonge en une action de Gk, de sorte que l’action de Wk ainsi obtenue soit définie sur
Q, et de déterminant le caractére cyclotomique. Alors p = —1 mod e, et E est définie sur
K si et seulement si le morphisme r, provient par extension des scalaires d’un morphisme
r:Ip e — Aut(E) (ce qui implique j(E) = j(e), avec j(3) = 3(6) = 0 et j(4) = 1728).

5) Sid # 0 et e € {3,4,6}, supposons que laction de G, se prolonge en une action de
Gk sur tous les Ti(E), I € P, de sorte que l’action de Wk soit compatible au sens de Weil-
Deligne. Alors E est définie sur K. Sip=1mod e, E est ordinaire, et sip=—1mode, E
est supersinguliére. De plus, on a j(E) = j(e), avec j(3) =j(6) = 0 et j(4) = 1728.

Remarque : 11 est trés probable que, sous les hypothéses de 5) et pour p > 2d + 1, le
résultat se généralise & un schéma abelien A de dimension d quelconque tel que Endg(A) est
commutatif. Pour y arriver avec des méthodes similaires dans les cas ot Endg(A) n’est pas
commutatif, il faudrait savoir répondre a la question suivante, concernant la fibre spéciale de
A : quand est-ce qu’une famille de morphismes

(I/x 2 (Zi&2 Endy(4)) x)lep

provient par extension des scalaires de Z a Z; d’un morphisme I x — Auty (Z) ? 1l faudrait
trouver un critére qui ne repose pas sur la connaissance de la structure de Endg(A).

2.4.4. Résultats & isogénie pres :

On remarque en regardant la démonstration du théoréme précédent que I’hypothése con-
cernant tous les Tj(F), | € P (comme dans le 5) de la version détaillée), sert essentiellement
a s’assurer que ’on récupére bien des isomorphismes au niveau de la fibre spéciale de F.
Nous allons voir maintenant comment le résultat se modifie lorsque 1’on considére une action
prolongée sur le seul T,(F), ou bien sur le seul V,(F).

Rappelons les faits suivants :

- Soient E/L et E’'/L deux courbes elliptiques, et soit % : E — E’ une isogénie séparable
définie sur L de degré n = 11" ...I*r,avecr > 0 (sir =0 on pose n = 1), l; € P, et m; > 1.
Alors 9 induit pour tout ! € P une injection Gr-équivariante ¢y : T;(E) < Ti(E’), et ’on a
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des isomorphismes G'1-équivariants

Ker(y) = P Ker(p)¥] =~ @ Tu(E')/%u(T(E)) -

1<i<r 1<i<r

- Soit E/L une courbe elliptique, et soit H un sous-groupe fini de F stable par Gp.
Alors il existe une courbe elliptique E’/L, unique & L-isomorphisme prés, et une L-isogénie
séparable ¢ : E — E’ telle que Ker(¢) = H (cf. par exemple [Silv 1] III, Prop. 4.12. et Rmgq.
4.13.2.).

On en déduit le lemme ci-dessous, qui est bien connu :

Lemme 1 :
Soit E/L une courbe elliptique.
1) Soit Il € P ; soit T| un Z;-réseau de Vi(E) stable par G contenant T;(E) et tel que
| T{/Ti(E) |=1"™. Alors il ezxiste une courbe elliptique E'/L , unique & L-isomorphisme prés,
et une L-isogénie séparable 1 : E — E' de degré I™ telle que (T}) = Ti(E").
2) On se donne une famille de Z-réseauz T| de V|(E), | € P, tels que Ti(E) est un sous-
réseau (d’indice fini) de T pour tout l. Si Ti(E) = T| pour presque toutl € P (i.e. tous sauf
un nombre fini), alors il ezxiste une courbe elliptigue E'/L , unique & L-isomorphisme prés,
et une L-isogénie séparable 1 : E — E' telle que ;(T}) = Ti(E') pour tout I € P.. De plus,
si lon écrit | T} /Ti(E) |= 1™, m; € N, alors m; = 0 presque partout, et degy = H m,

leP

Revenons & une extension finie galoisienne L/K totalement ramifiée, et & une courbe
elliptique E/L ayant bonne réduction sur L.

Supposons que I’action de G, sur V,(E) s’étend en une action de Gk . Rappelons que cela
revient & munir D = Dy, 1,(Vp(E)) € Ob(MFL(p)) d’une structure d’objet de MFy, /k (¢)
; en particulier, on a un morphisme v : Gr/x = Ik — Autpy,(D). Soit e l'indice de
Ker(v) dans Ip/k ; si 'action de Gk sur V,(E) stabilise T,(E), alors on peut construire un

morphisme rp : I /g — (Zp @z End; (E))* comme en 2.1.4., et le diagramme

rp y §
Gk = Ik — (Zp ®z Endk(E)) C (Qp Rz Endk(E))
v { 1 can
Autry (Deien (H(E) 5 Autryp (Lo @wey M(E()))
can

commute, de sorte que e sera aussi l'indice de Ker(r,) dans I, /k.
Soit I € P ; une l-isogénie est une isogénie de degré une puissance de .
Proposition 1 :

Soit L/K une eztension finie galoisienne totalement ramifiée, et soit E/L une courbe ellip-
tique ayant bonne réduction sur L. On suppose que action de G, sur V,(FE) s’étend en une
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action linéaire et continue de Gg. Soit H = Ker (v), 0od Gr/k 5 Autpy() (D L (Va(E)))
est le morphisme obtenu en étendant l’action.

Alors E est p-isogéne sur L & une courbe elliptique définie sur LH et ayant bonne réduction
sur LH,

Preuve :
On pose Gpr = Gal(K/LH), et Iz = I(K/L¥). Soit T, = Z 9T, (E) le Z,réseau de
9€G.

Vp(E) engendré par les transformés de T,(E) dans V,(E) par I’action prolongée de G (ils
sont bien siir en nombre fini). Alors T, contient Tp(E), | Tp/Tp(E) |= p™, m > 0, et T} est
stable par G x.

D’aprés le lemme précédent, il existe une courbe elliptique E’/L, unique & L-isomorphisme
prés, et une L-isogénie séparable ¥ : E — E' de degré p™ telle que v,(T;) = Tp(E’) ; en
particulier, E’ a bonne réduction sur L. Cette isogénie induit un isomorphisme de Q,[GL]-
modules 9, : Vo(E) = V,(E') ; par “transport de structure” (i.e. en posant, avec des
notations évidentes, v’ = D}, 1 (¥p) ! o v), Paction de G, sur V,(E’) s’étend en une action
de Gra qui stabilise T;,(E’) (puisqu’elle stabilise 7). Donc I’action de G s’étend en une
action de Gu sur T,(E'), et comme par hypothése on a v(H) = 1, le morphisme r, : H —
(Z, ®z Endy (,ET'))X est trivial. On en déduit par la proposition 2 de 2.2.2. que E’ est définie
sur LH et a bonne réduction sur LH, a

Remarque : Supposons e(L) < p— 1, ou e(L) est I'indice de ramification absolu de L ;

alors, sous les hypothéses de la proposition, Uaction de Gpu sur V,(E) stabilise T,(E), et
donc E est définie sur LH.
En effet ([Fo 4]), pour e(L) < p—1, les Z,-réseaux de V,,(E) stables par Gy, sont en bijection
avec les W(k)-réseaux M de D = D¢, 1,(Vp(E)) stables par ¢ et vérifiant la propriété
suivante : si M = MQ®wk) OL + @M ®wr)p~'7LOL, 'inclusion M NFil' Dy — M induit
un isomorphisme de k-espaces vectoriels

(MNFil'DL)/rp(MNFil'DL) =~ M/(¢MQ@wxyp 'nLOL)

ol 7y, est une uniformisante de Or. Les Z,réseaux de V,,(E) stables par ’action étendue de
G = correspondent alors aux objets (M; M NFil'Dy) stables par H =G L/LH-

Il est fort possible que, sous les hypothéses de la proposition, I’action de G sur V,(E)
stabilise T},(E) pour e(L) quelconque, voir le travail récent de Ch. Breuil ([Br]).

Quitte & changer E/L en une courbe L-isogéne définie et ayant bonne réduction sur L,
avec H = Ker (v), on se raméne au cas ou F a bonne réduction sur L et I’action se prolonge
de G1, & Gk sur V,(FE) de sorte que le morphisme

Gr/k = Injk < Autry) (D L (Va(E)))
est injectif, et e = [L : K] > 2. Nous allons régler le cas e = 2 facilement :
Proposition 1bis :

Soit L/K une ertension ramifiée de degré 2, et soit E/L une courbe elliptique ayant bonne
réduction sur L. On suppose que laction de G, sur V,(F) s’étend en une action de Gk,
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de déterminant le caractére cyclotomique, et telle que Iy /i < Autz, (] (Daris L (Ve(E))) est
injectif.

Alors E est p-isogéne sur L a une courbe elliptique définie sur K et dont la courbe tordue sur
L/K a bonne réduction sur K.

Preuve :
Elle est complétement similaire & celle de la proposition 1 ci-dessus, en remplagant L par
K, et en utilisant le théoréme 2bis (version détaillée), cas e = 2. Comme v(Iy /i) = {£1},
la remarque précédente reste valable : si e(L) < p — 1, E est définie sur K. o

A partir de maintenant, on suppose que I’action de G, sur V,(E) s’étend en une action

de Gk, de déterminant le caractére cyclotomique, et définie sur Q (i.e. I’action de Wx sur
A, = Wf);st’p,L (Vp(E)) est définie sur Q). On suppose aussi que le morphisme donnant
’action prolongée v : Iy x < Auty(,)(Dgs 1. (Vp(E))) est injectif, et que e = [L : K] > 3.
Alors on sait que ces hypothéses impliquent : e € {3,4,6}, et I L/k =< T > est cyclique ;
Pear(v(7)) = X2 — 4. X + 1, 00 4. = —1,0,1si e = 3,4, 6 respectivement.

Par la compatibilité du systéme (Wﬁ;st,l,L (VI(E)))le‘P de représentations de W7y, et la semi-

simplicité de chacune d’entre elles, une fois que 1’on a étendu ’action de G a. Gk sur.V,(E)
de fagon convenable, c’est-a-dire avec un déterminant égal au caractere cyclotomique relatif
3 K et une action de Wi définie sur Q, il n’y a qu’une seule maniére, 3 isomorphisme pres,
d’étendre D’action sur les V;(F), I # p, de sorte que le systéme (Wﬁ;st,l,K(W(E))>lep de
représentations de Wy soit compatible.

Le polynéme caractéristique du Frobenius arithmétique agissant sur la fibre spéciale E
de E est noté X2 — a,X + ¢, de discriminant é§ = ag — 4q < 0. Rappelons que ’extension
totalement ramifiée L/K de degré e € {3,4, 6} est galoisienne si et seulement si p = 1 mod eZ
ou m pair. Soient ¢ un relevement du Frobenius géométrique relatif & k = Fy = Fpm, 7 un
générateur de Ik, et § un relevement de 7 dans Ix ; on a ¢~ 10¢ = 67 mod I, = § mod I.
Soit A, = Wf);st’p,L(Vp(E)) ; 'action prolongée pg : Wx — Autr,(A,) est donnée, a
isomorphisme pres, par :

po(IL) =1

Pmr(p0(¢)) =X?- a’qX +4q
Pcar(PO(a)) =X?- YeX +1
Po(#)po(8) = po(6)po(¢)

On étend ’action de Wy, & Wk sur tous les A = Wﬁ;st,u, (Vi(E)), ! # p, de fagon compati-
ble : cela revient a se donner, pour chaque ! # p, un morphisme pg : Wk — Autg,(A;) avec
les mémes données que ci-dessus.

Notons ¢, = ¢~ ! : c’est un relevement du Frobenius arithmétique relatif & k. Ainsi, pour

I # p, on obtient des actions étendues p; : Gk — Autg,(Vi(E)) vérifiant : .p;(I) = 1 ;
Peor(P1(#a)) = X? — agX + ¢ ; Pear (p1(6)) = X2 — 7 X + 15 pi($a)p1(8) = p1(6)pr(¢a)-

Le cas § = 0 étant un peu 3 part, dans la suite nous allons nous borner a considérer le

cas 6 # 0. Nous allons montrer que, sous toutes nos hypothéses, ’action étendue de G sur
Vi(E) stabilise Tj(E) pour presque tous les [ € P (i.e. tous sauf un nombre fini). Pour cela,
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nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2 :
On suppose § # 0. Soit S(8) = {2,pyu{l € P/ 1]|d } : c’est un ensemble fini. Soit
I € P\S(9).
- Si 6 ¢ (Q))?, tous les Zj-réseauz de Vi(E) stables par GL sont homothétiques.
- 5ié € (Q))?, soit (e1,e2) une Qi-base de diagonalisation de pi(¢,) dans Vi(E) ; les Z;-
réseauz de Vi(E) stables par G, sont, & homothétie prés, les Zjey ® Zjl™e; , m € Z.

Preuve :
Pour ! # p, comme p;(Ir) = 1, un Z;-réseau de Vi(E) est stable par G, si et seulement si il
est stable par p;(¢,). Soit I € P\S(4).

- Supposons § € (Q))? < X2 —a,X +q est irréductible dans Q;[X]. Comme [ ne divise
pas 6 et | # 2, § n’est pas un carré dans F) (Hensel), et le polynéme X2 — a;X + g est
irréductible dans F;[X]. Alors la représentation modulo !/ :

7 : G — Autr, (Ti(E) /lT;(E)) = Autg, (E[1])

est irréductible, et donc tous les réseaux de V;(F) stables par G, sont homothétiques.

- Supposons § € (Q))? & XZ%-ay,X + ¢ sescinde dans Q[ X]. Ecrivons X2 —a,X +¢=
(X — u1)(X — u2), avec uy, ug € Z, et u; # ug. L’automorphisme p;(¢,) est diagonalisable
dans Vi(FE) ; soit (e1, e2) une Q-base de diagonalisation, avec pi($,)e; = u;e; pour ¢ = 1,2.
Soit T un Zréseau de V;(E) ; 3 homothétie prés, on peut supposer que e; € T et e; & IT.
On compléte en une Z-base (e, f2) de T, et on écrit f, = ae; +bez , a € Q;, b € Q. Alors
T est stable par G, si et seulement si p;(¢g) f2 € T ; or, on a pi(P,) f2 = a(ug — uz)es +uzfa ,
donc

pi(¢a)f2 €T & a(ug —uz) € Z; < va) > —vi(ur — ug) ,

ol v est la valuation sur Q; normalisée par v;(I) = 1. Par ailleurs, on a (u; — u3)? =
a2 —4q = § € Z[, par hypothése sur I ; on en déduit que T est stable par p;(¢a) si et
seulement si @ € Z;. Dans ce cas, on a T = Ze; & Z;be; avec b € le , ce qui s’écrit aussi
T=Zie,dZ;i™e; , mE€Z. o

Corollaire :
Sous toutes les hypothéses précédentes, ’action prolongée de Gk sur Vi(E) stabilise Ti(FE)
pour tous les premiers | € P\S(4), ot S(8) = {2,p}u{le P/ 1|6} est fini.

Preuve :

Soit I € P\S(4) ; en particulier, [ # p. On reprend les notations adoptées plus haut.

- Si § & (QF)? le Zrrésean T) = Y gT(E) = Ti(E) + pi(0)Ty(E) de Vi(E) est sta-

9€GK
ble par Gk, et évidemment aussi par Gr. D’aprés le lemme précédent, 7] et Tj(E) sont
homothétiques, donc T;(E) est stable par Gk (et bien sir T}(E) = T}).

- Si 8 € (Q[)?, choisissons une Q;-base (e;, e;) de diagonalisation de p;(¢,) dans Vi(E).
Comme p;(f) commute avec pi(fq), 'automorphisme p;(f) est co-diagonalisable (§ # 0) ;
donc le polynéme X2 — . X +1 = (X —(.)(X — () se scinde dans Q;[X], et {. € Q; (e est
une racine primitive e-iéme de I'unité). On a donc pi(6)e; = (Ce; et pi(8)e2 = (S ez, avec
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€ € {£1}. D’apreés le lemme précédent, T;(E) est homothétique & un Ze; @ Z)l™ey, m € Z,
donc Tj(E) est stable par p;(6), et par conséquent il est stable par Gg. o

Proposition 2 :
Soit L/K une extension galoisienne totalement ramifiée de degré e € {3,4,6}.
Soit E/L une courbe elliptique ayant bonne réduction sur L et telle que le discriminant § du
polynéme caractéristique du Frobenius agissant sur sa fibre spéciale est non nul. Supposons
que laction de G, sur V,(FE) s’étend en une action de Gk, définie sur Q, de déterminant le

caractére cyclotomique, et telle que I /i < AutLo[SO](D:ris,L (Vo(E))) est injectif.

Alors il existe une courbe elliptique E'/L définie sur K et une L-isogénie E — E' telle que
les diviseurs premiers de son degré sont dans S(8) = {2,p}u{le P/ L|é}.

Preuve :
On étend Dl’action par compatibilité sur tous les Vi(E), | € P, et I’on reprend toutes les
notations précédentes.
Pour tout ! € P, on pose T} = Z gTi(E) : c’est un Zjréseau Gi-stable de Vi(E), contenant

9€GK
T;(E) comme sous-réseau d’indice fini ; notons I™, m; € N, I'indice de T;(F) dans T}. L’entier
my est nul si et seulement si Tj(E) = T}, c’est-a-dire si et seulement si T;(F) est stable par

Gk . D’aprés le corollaire précédent, pour tout / € P\S(), on a T;(E) = T} (et donc m; = 0).
L’ensemble S(8) étant fini, on en déduit (cf. lemme 1 du début de paragraphe) qu’il existe une
courbe elliptique E’/L, unique & L-isomorphisme pres, et une L-isogénie séparable ¢y : E — E’
telle que ¥;(T) = Ti(E’) pour tout [ € P, et degyp = H m = H I™. L’action de G, se
leP 1€5(5)
prolonge & Gk sur tous les Vi(E’), I € P, de fagon compatible, via les Q;[G]-isomorphismes
Y1 : VI(E) = Vi(E') induits par 9. Par construction, T;(E’) est stable par cette action de
Gk. Ainsi, ’action de G se prolonge en une action de Gk sur tous les Ty(E’), I € P, de
facon compatible ; donc (théoréme 2) E’ est définie sur K. o

Remargques :

1) On notera que, une fois que 'on s’est donné une action de Gk prolongée (conven-
ablement) sur V,(E), le couple (E’,%) construit par le procédé ci-dessus est unique & L-
isomorphisme prés et minimal, dans le sens ol le degré de ’isogénie ¢ : E — E’ vérifiant
%i(T]) = Ti(E'") pour tout I € P est minimal.

2) Si ’on suppose en plus que ’action prolongée de G stabilise T,(E) (i.e. m, = 0), et
que p ne divise pas § (i.e. p ne divise pas a,, i.e. E ordinaire), alors 1 est une L-isogénie
de degré premier & p (les diviseurs premiers de degt sont soit 2, soit les premiers divisant
§ = a? — 4q).

q

3) Soient E et E' les fibres spéciales de E/L et de E’/L respectivement. Sie |p—1,
alors E’ est ordinaire, et si e | p + 1, alors E” est supersinguliére (théoréme 1bis, cas_5)) ;
comme F et E’ sont isogénes, la méme conclusion est valable pour E.

Finalement, on obtient la généralisation suivante du théoréme 2 :
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Théoréme 3 :
Soient K une extension finie de Qp, p > 5, et L une extension finie galoisienne totalement
ramifiée de K. Soit E une courbe elliptique sur L, ayant bonne réduction sur L, et dont le
discriminant du polynome caractéristique du Frobenius agissant sur sa fibre spéciale E est
non nul.
1) Si Uaction de G, s’étend en une action de Gk sur V,(F), définie sur Q, de déterminant
le caractére cyclotomique, alors E est L-isogéne & une courbe elliptique définie sur K.
2) St Uaction de G s’étend en une action de G sur Tp(E), définie sur Q, de déterminant
le caractére cyclotomique, et si de plus E est ordinaire, alors E est liée par une L-isogénie
de degré premier & p a une courbe elliptique définie sur K.
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CHAPITRE 3

Relévements de courbes elliptiques sur F,

Dans tout ce qui suit, p est un nombre premier > 5. On fixe une cléture algébrique
@p de Q,. Pour e < p — 1, on choisit un élément 7, € @p vérifiant 75 4+ p = 0. On note
L. = Qp(me) ; c’est une extension totalement modérément ramifiée de degré e de Q,, dont
I’anneau des entiers est Or, = Z,[r.]. Rappelons que si E/Q, est une courbe elliptique
ayant potentiellement bonne réduction, il existe e € {1,2, 3,4,6} tel que E acquiert bonne
réduction sur L,.

L’objet de ce chapitre est de donner une description des relévements, a isomorphisme
prés, d’une courbe elliptique E sur F, fixée en un schéma elliptique sur Oy, . Ensuite, pour
e € {2,3,4,6}, on détermine parmi ces reléevements ceux qui sont susceptibles d’étre définis
sur Qp, ou bien isogenes a une courbe définie sur Q,. Evidemment, le cas crucial est celui ol
E est supersinguliére ; cette situation est étudiée de fagon plus détaillée.

On fixe une courbe elliptique E /Fp. Dans un premier temps, on étudie les relevements 3
isomorphisme pres de E~en un schéma elliptique sur Of, : on construit une bijection entre
ceux-ci et Oy, sauf si E est une courbe ordinaire dont le groupe des automorphismes est
strictement plus grand que {1} (dans ce cas on obtient une bijection avec le quotient de
OL. par une relation d’équivalence convenable) (3.2. et 3.3.1.). Le théoréme de Serre-Tate
(voir [Ka]) et la théorie des modules de Dieudonné filtrés sur Oy, (décrite par J.-M. Fontaine
dans [Fo 4]) sont les outils essentiels permettant d’arriver aux résultats. On regarde d’abord
le cas e = 1 (en 3.2.), puis les cas e > 1 (en 3.3.). Quand E est ordinaire, ce paramétrage est
Panalogue des résultats de Katz ([Ka]) ou de Messing ([Me]). On étudie en méme temps les
groupes p-divisibles que ces relévements fournissent, puisqu’en dernier ressort on s’intéresse
aux représentations obtenues avec le module de Tate de leurs points de p-torsion.

On s’intéresse ensuite aux relevements ci-dessus susceptibles d’étre définis sur Q,. Soit
ec {2 3,4,6}. On suppose E‘/]F‘ supersinguliére, et telle que son groupe d’automorphismes
(sur Fy) est strictement plus grand que {£1}. Parmi les descriptions des relévements données
auparavant, on en choisit une qui est “adaptée” au groupe d’automorphlsmes de E ; ; on
détermine alors les relévements qui donnent des courbes définies sur Q, (3.3.3.). Si 'on

écrit :
Or.=Zyfr]= @ Zprt,
0<i<e—-1
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les paramétres qui correspondent & une courbe définie sur Q, parcourent Z,r: pour certains
i que ’on détermine. Pour cela, I’outil principal est le théoréme de prolongement du chapitre
précédent. A la fin de 3.3.3., on regarde ra.pldement ce qui se passe lorsque E/]F est
ordinaire ; on obtient alors des résultats a isogénie prés.

Finalement, I’étude des cas supersinguliers nous permet d’achever la démonstration du
théoréme 2.1. du chapitre 1, & savoir de prouver que pour chaque e € {3,4,6} divisant p+1
et pour chaque o € P}(Q,), il existe une courbe elliptique E. o définie sur Q, telle que

D;cris(%(Ee,a)) = D;c(e; 0; a) )

ot les objets D} (e; 0; @) sont ceux décrits au chapitre 1 et sont deux-a-deux non-isomorphes.
Ceci est I’objet du dernier paragraphe (3.3.4.).

3.1. Courbes elliptiques sur F,

3.1.1. Classification & isomorphisme sur F, prés :

Soit F, une clture algébrique de F,. On sait que deux courbes elliptiques sur F, sont
isomorphes si et seulement si elles ont le méme invariant modulaire. Dans ce paragraphe,
nous allons surtout considérer le cas supersingulier.

A isomorphisme sur F, prés, il n’y a qu’un nombre fini de courbes elliptiques supersin-
gulieres définies sur F,, ; en effet, on sait qu’une telle courbe posséde un invariant modulaire J
qui appartient 3 Fp2. Les j € F,2\{0, 1728} qui se réalisent comme invariant modulaire d’une
courbe elliptique supersinguliére (sur F,) sont exactement les racines d’un certain polynéme
dans Z[X], a racines simples, et de degré [ 5] (voir [Deu] ou [Silv 1], Thm. 4.1.). De plus, une
courbe elliptique ayant un j = 0 (resp. j = 1728 = 123) est supersinguliére si et seulement si
3|p+1 (resp. 4| p+ 1), voir par exemple [Silv 1], exemples 4.4. et 4.5..

Etant donné un j € Fp, il existe une courbe elliptique E définie sur F, » (§) telle que j (E) =3;
donc les j € F,2 supersinguliers décrits plus haut qui correspondent & une courbe définie sur
I, sont ceux qui sont dans ;.

Ezemples : a la fin du chapitre 8 de [Deu], Deuring donne un tableau des invariants
modulaires supersinguliers possibles pour p < 100. En voici le début (p < 50) avec seulement
lesje T,

p=5 , j=0 | p=29 , j=2,25,0

p=7 , j=1728 | p=31 , j=2,4,1728
p=11 , j=0,1728 | p=37 , j=8

p=13 , j=5 | p=41 , j=3,28,32,0
p=17 , j=8,0 l p=43 , j=41,1728
p=19 , j=17,1728 | p=47 , j=09,10,44,0,1728.
p=23 , j=19,0,1728 |

Soit E’/E‘p une courbe elliptique d’invariant modulaire j. Alors, & isomorphisme sur F,
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pres, les autres courbes elliptiques E' /Fyp telles que j (E’) = ](E’) = j sont classifiées par
Twist((E, 0),F,) ~ Fy/(F; )0 =~ Hn) (Fp)

ot n(j) =2sij#0,1728, n(0) = 6, n(1728) = 4, et pu,(F,) est le groupe des racines n-iémes
de I'unité contenues dans F, (voir [Silv 1}, 10.5., en particulier Prop. 5.4. et Cor. 5.4.1.).
Si E est supersinguliére, j = 0 (resp. j = 1728) implique 3 | p+ 1 (resp. 4 | p+ 1), et donc
pe(Fp) = {£1} (resp. pa(Fp) = {£1}) ; on voit que dans tous les cas Twist((E,0),F,) est
d’ordre 2. On en déduit que si I’on fixe un j € F,, supersingulier, alors, & isomorphisme sur F,
prés, il y a deux courbes elliptiques définies sur F, ayant j comme invariant modulaire (I’une
est un twist d’ordre 2 de I’autre, et elles deviennent isomorphes sur Fy2).

Remarque 1 : Toutes les courbes supersinguliéres E sur F,, p > 5, sont F,-isogenes. En
effet, la trace a, = a,(E) € Z du Frobenius agissant sur E vérifie |a,|< 2,/p,et aussip| ap
puisqu’elle est supersinguliere ; lorsque p 2> 5, ceci implique a, = 0. Puis E/ F, et E' /F, sont
Fp-isogénes si et seulement si a, (E) = ap (E"), avec des notations évidentes ([Ta])

Remarque 2 : Soit E/F supersinguliére d’invariant modulaire j € F,, ; alors End(E) =
Ende(E) Endr, (E) est un ordre maximal © dans I’algébre de quaternions D sur Q qui
ne se ramifie qu’en p et a ’infini, dans lequel ’'unique idéal bilatére au-dessus de (p) est
principal. Réciproquement, étant donné un ordre maximal O de D dans lequel 'unique idéal
bilatére au-dessus de (p) est principal, il existe un et un seul invariant supersingulier j qui
correspond a O, et j € F,,. Par contre, si J € F,2, j € F,, est un invariant supersingulier non
rationnel, la situation est différente, voir [Deu).

Remarque 8 : Soit E‘/Fp une courbe elliptique, avec j (E‘) = j. Alors, pour tout corps k
telque F, CkCF,,ona

Auti(E) ~ pag (k) ,

oll, comme plus haut, n(j) = 2 (resp 4,6) si J # 0,1728 (resp. j = 1728, j = 0), et
pn (k) est le groupe des racines n-iémes de I'unité contenues dans k. En particulier, on
voit que Autg (E) = Auth(E) et que Auty, (E) est toujours d’ordre 2 lorsque E‘/F est
supersmguhere

Remarque 4 : E’/Fp est ordinaire si et seulement si p ne divise pas a, (E), ce qui équivaut
3 a, # 0. Une courbe elliptique avec un invariant modulaire j (E)=0 (resp. j (E) = 1728)
est ordinaire si et seulement si 3 | p — 1 (resp. 4 | p — 1), et alors Auty,(E) ~ ue(Fp) (resp.
Autpp(E) ~ y14(F,)) est d’ordre 6 (resp. d’ordre 4) ; dans tous les autres cas, AutFp(E‘) =
{+£1} est d’ordre 2.

3.1.2. Groupes p—divisibles sur F, associés :

Soit k C F,, un corps fini. On note o le Frobenius absolu agissant (par z — z?) sur k et
sur W (k), ’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k.
Soit T un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate) sur k. On note M = M(I') = M(T') =
Homp, (T, CW (k)) son module de Dieudonné sur k (voir [Fo 4]) : c’est un W (k)-module
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libre de rang fini, muni d’un opérateur de Frobenius o-semi-linéaire ¢ vérifiant pM C oM.
Rappelons que le foncteur M induit une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des
groupes p-divisibles sur k et celle des W (k)-modules libres de rang fini munis d’un opérateur
¢ comme ci-dessus ([Fo 4], III Prop.6.1. et Rmq.3 qui suit). On notera MDj, cette derniére
catégorie.

Soient k = Fy = Fym et E‘/k une courbe elliptique, E(p) son groupe p-divisible ; soit
X?—a, X +gqle polynome caractéristique du Frobenius arithmétique relatif & k& agissant
sur E. Alors M = M(E(p)) est un W (k)-module libre de rang 2, muni d’un opérateur ¢

o-semi-linéaire vérifiant :
2

P —agp™ +q=0.
En particulier, si E est une courbe elliptique sur k¥ = F, supersinguliére (resp. ordinaire),
alors a,(E) = 0 (resp. ap(E) € Z;), et M = M(E(p)) est un Z,-module libre de rang 2 muni

d’un Frobenius Z,-linéaire ¢ vérifiant 2 4+ p =0 (resp. ? — a,(E)p+p =0).

Lemme 1 :
Soit a tel que a =0 ou a € Z;. Tous les modules de Dieudonné sur F, libres de rang 2 tels
que 9? — ap + p = 0 sont isomorphes sur F,.

Remargue : ces objets sont tous clairement isogénes sur F,,.

Preuve :
1) Soit M un tel module de Dieudonné avec a = 0. Comme ¢?>+p=0,onapM C pM C M
et ces inclusions sont strictes. Posons k = IF,.
Choisissons un z € M tel que z € oM ; alors pz &€ Y M = pM, et (z, pz) est une W (k)-base
de M. En effet, si az + bpz € pM, alors az € ¢M et ’on doit avoir a € pW (k), puisque
z & oM. On en déduit que bpz € pM, et ’on doit avoir b € pW (k), puisque ¢z € pM. Donc
(z mod pM, oz mod pM) est une base du k-espace vectoriel M/pM, et par Nakayama on a
M = W(k)x ® W (k)pz. L’opérateur ¢ envoie z sur @z, et pz sur —pz.
Maintenant si M’ (muni de ¢’) est un autre module de Dieudonné avec les mémes propriétés,
on écrit M’ = W (k)z' ® W (k)¢'z’, avec ¢’ ¢ o' M'. L’application W (k)-linéaire de M dans
M' définie par z — 2/, pz — '/, ¢ commute clairement aux Frobenius et fournit ainsi un
isomorphisme de modules de Dleudonné sur k.
2) Soit M un tel module de Dieudonné avec a € Z,;. Le polynome X 2 — aX + p est scindé
3 racines simples dans Q,[X] (Hensel) ; il existe donc un unique u = u(a) € Z; tel que
X?-aX +p= (X —u)(X —u"!p). Pour prouver le lemme, 1l suffit de montrer qu il existe
une Z,-base (e1, ez) de M telle que p(e1) = ue; et p(ez) = u!pe,.
Soit D = Q,®z,M ; alors ¢ s’étend Q,-linéairement & D, et ¢ est diagonalisable dans D.
Soit (e1,e2) une Q,-base de diagonalisation, avec ¢(e;) = ue; et p(ez) = u~lpes ; quitte 3
multiplier chaque e;, ¢ = 1,2, par une puissance de p convenable, on peut supposer e; € M
et e; ¢ pM. Notons @ : M/pM — M/pM D’application F,-linéaire déduite de ¢ ; avec des
notations évidentes, on a: P> —ap = p(E—uld) = 0, et B(¢;) = &1, P(€z) = 0, avec €; # 0,
i =1,2. Donc (€1, €;) est une F,-base de diagonalisation de % dans M/pM. En particulier,
par Nakayama, (e1, e2) est une Z,-base de M. o

Corollaire :
Soit p > 5. Deux courbes elliptiques sur F, qui sont F,-isogénes ont des groupes p-divisibles
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isomorphes sur F,.

Remarque : Soient E et E’ deux courbes sur F, qui sont F,-isogénes. L’isomorphisme
canonique Z,Q®z Homp, (E, E’) ~ Hom,_4,(E(p), E'(p)) ainsi que le corollaire précédent
montrent qu’il existe une isogénie de degré premier A p liant E et E'.

Soit Ko = Frac(W(k)). Soit ' un groupe p-divisible sur & ; alors Ko®wx) M(T) est

un Kyp-espace vectoriel de dimension finie, muni d’un opérateur de Frobenius o-semi-linéaire
injectif défini par : p(A ® z) = 0(A) ® ez, pour A € Kq et z € M(T).
Le foncteur I' — Ko®wx) M(I') = D(T') établit une anti-équivalence de catégories entre
la catégorie des groupes p-divisibles sur k d isogénie prés et celle des Ky-espaces vectoriels
de dimension finie munis d’un opérateur de Frobenius comme ci-dessus. Donc I’objet D(T")
caractérise la classe d’isogénie de I sur k, et M(T') est un W (k)-réseau de D(T") stable par
. Réciproquement, tout W (k)-réseau M’ de D(T') stable par ¢ est un W(k)-module libre
de rang fini muni d’un opérateur de Frobenius, et donc il existe un groupe p-divisible I'V sur
k (unique 3 k-isomorphisme pres) tel que M(I') = M’ ; alors D(I') = D(T"), et IV et I sont
isogenes sur k.

Lemme 2 :
Soit M un module de Dieudonné sur F,: libre de rang 2 tel que ¢*> +p = 0. Les W(F,2)-
réseaur de KoQ@w (r p2)M stables par ¢ sont les p"M , n € Z.

Preuve :
Posons k = F,2. Soit M’ un W (k)-réseau de Ko®w k) M stable par ¢. Comme ¢? = —p, il
suffit de montrer que, & homothétie prés, M’ = M ou M' = pM.
Rappelons que si z € M est tel que z € M, alors M = W(k)z & W(k)pz (lemme 1).
Choisissons alors un z’ € M’ tel que z’ € oM’'. Quitte & multiplier M’ par une puissance
de p convenable, on peut supposer z’ € M et ' € pM. Comme on a des inclusions strictes
pM C ¢M C M, deux cas se présentent :
- soit 2’ € oM (et ' & pM = p(pM)), d’ott oM = W (k)z' & W (k)pz' = M’ ;
- soit ' € oM (et ¢’ € M), d’ou M = W (k)z' @ W (k)pz' = M'. o

3.2. Relevements sur Z, : le cas e = 1.

3.2.1. Le théoréme de Serre-Tate :

On note Sz, la catégorie des schémas elliptiques sur Z,. On désigne par Cz, la catégorie
suivante : _ ~
- les objets sont les triplets (B, T, ), ou B est une courbe elliptique sur F,, T est un groupe
p-divisible sur Z,, et v : B (p) = T = I'xz F, est un isomorphisme de groupes p-divisibles
sur Fp ;
- un morphisme (ﬁ, L,v) — (E’ ,I,1") est un couple (7, 1), 0ol v : B — B’ est un morphisme
de courbes elliptiques sur F,, et 9 : I' — IV est un morphisme de groupes p-divisibles sur Z,,
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tels que le diagramme

v
B(p) — B'(p)
v l v
T - |
%

commute. Le théoréme de Serre-Tate (voir [Ka] et 2.1.4.) implique que le foncteur ST

{ngp - Cz,
A — (A AD), Vean)

ol A= Axz,Fp, et vy est 'isomorphisme canonique Z(p) ~ A(p), établit une équivalence
de catégories entre Sz, et Cz,,.

Soit E’/ F, une courbe elliptique. On dit qu’un schéma elliptique A/Z,, reléve E &'l existe
un F,-isomorphisme f : A = E. On note S€z,(F) la sous-catégorie pleine de SEz, dont les
objets sont les schémas elliptiques sur Z, relevant E, et Cz,(F) la sous-catégorie pleine de

Cz, dont les objets sont les triplets (E‘, I, v). Soit A un objet de SSZP(E‘), etsoit f: A E
un F,-isomorphisme. Alors

ST(A) = (A, A(D), Vean) = (E,A(p),veano f(p)™!) dans Cz

b4

par (f,Id4(p)) ; ainsi, SSZP(E‘) est la sous-catégorie pleine de S€z, formée des objets A tels
qu’il existe un objet X de Cz,(F) tel que ST(A) ~ X dans §£z,. La classe d’isomorphisme
dans CZP(E) de (E’, A(D), Vean o f(P)!) ne dépend pas du choix de f ; en effet, si f': ASE
est un autre Fy-isomorphisme, alors (f'o f~1,1d A(p)) est un isomorphisme de (E’, A(Pp), Vean©
f(®)™Y) sur (E, A(p), Vean © f'(p)~1). De plus, si A, A’ € Ob(SSzp(E')) etsi f: A E,
f': A' S E sont des F,-isomorphismes, alors on a un isomorphisme

Homsszp (E)(A1 A,) :} Homczp (E)((E’ A(p), Vcan © f(p)—1)9 (Ev A’(p), Vcl:an o f,(p)_l))

obtenu en appliquant d’abord le foncteur pleinement fidéle ST, puis en composant avec
(v,9¥) = (f'oyo f71,4). Donc le foncteur ST induit une bijection entre les classes
d’isomorphisme de S€z,(E) et celles de Cz,(E).

8.2.2. Modules de Dieudonné filtrés sur Z, :

Nous allons utiliser la théorie des modules de Dieudonné filtrés sur Z, telle qu’elle est

décrite par J.-M. Fontaine dans [Fo 4], IV,§ 1 pour étudier les relévements de M = M(E’(p))
pour E/F, fixée.

On définit la catégorie MDz, suivante :
- les objets sont les couples (M, L), ot M est un Z,module libre de rang fini, muni d’un
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opérateur de Frobenius Z,-linéaire ¢ tel que pM C @M (i.e. M est un objet de MDy,),
et £ est un sous-Z,module de M tel que l'inclusion £ < M induit un isomorphisme de
F,-espaces vectoriels

L/pL ~ M[/pM (*)
Quand le couple (M, £) vérifie (x), on dit qu’il est admissible.
- un morphisme (M, L) — (M’, L’) entre deux tels objets est une application Z,-linéaire qui
commute aux Frobenius et envoie £ dans £'.
Soit T un groupe p-divisible sur Z,, et T’ = I'xz,F,. Dans [Fo 4] II1.6.4. et IV.1.1., J.-M.
Fontaine construit un sous-Z,module £(I') de M(I') qui vérifie (x), de sorte que le couple
(M(T'), L(T)) est un objet de MDgz,. L’association

T+ Mg, (T) = (M(T),£(I))
est fonctorielle, et induit une anti-équivalence entre la catégorie des groupes p-divisibles sur

Z, et MDgz, ([Fo 4], Prop. IV.1.6.).

Soit M un objet de MDp,. Les relevements de M en un objet de MDz, sont alors
en correspondance bijective avec les sous-Z,-modules £ de rang 1 de M tels que ’inclusion
L — M induit un isomorphisme de F,-espaces vectoriels

L/pL ~ M/pM (%) -

3.2.3. Relévements sur Z, supersinguliers :

Dans tout ce paragraphe, on fize E /Fp supersinguliére.
On écrit M = M(E‘(p)), et, comme en 3.1.2. lemme 1, on choisit une Z,-base (e, e;) de
M telle que pe; = ez et we; = —pe; ; cela revient & choisir un générateur e; du Zy[¢]-
module M, ou bien, de facon équivalente, & choisir un e; € M tel que e¢; € ¢M . Posons
L = (Aey + pex)Zy, avec A, p € Zyp, (A, 1) # (0,0). Alors la fleche naturelle

L = (hey + pel)Z, Pro M/oM = (Zyey @ Zyez) [ (Zpper @ Zypez) ~ Fp(ey mod pM)

est surjective ssi elle est non nulle, ce qui équivaut & £ ¢ @M, c’est-a-dire A € Z;. Dans ce
cas, on a LN oM = pL. Donc la condition (*) est satisfaite si et seulement si

L= E(ﬁ) = (61 + ﬂeg)Zp , PBE€E Zp .

Soit (E,T',v) € Ob(Czp(E’)) : T est un groupe p-divisible sur Z,, et v : E( 3T
est un isomorphisme de groupes p-divisibles sur F,. Alors Mz, (I') = (M(T), £(T)) est un
objet de MDz,, et M(v) : M(T) S M(E(p)) = M est un isomorphisme dans MDyp,, d’oti
M(v) (¢M(T)) = oM. Donc M(v)(£L(T)) est un sous-Z,module de rang 1 de M(v) (M(T)) =
M tel que ’inclusion induit un isomorphisme de F,-espaces vectoriels

M(@)(£(T)) / pPM(#)(L(T)) =~ M/oM .
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Donc, d’apres ce que ’on a vu ci-dessus, et via le choix d’une base de M convenable, il existe
un unique B € Z, tel que M(v)(L(T")) = L(B).

Proposition 1 :
Soit E /F, une courbe elliptique supersinguliére. Via le choiz d’un générateur du Z,[p]-module
M(E(p)), l’association décrite ci-dessus

gzp(ﬁ) - Zp
(E,T,v) — B tel que L(B) =M(v)(L(T))

induit une bijection entre les classes d’isomorphisme dans CZP(E‘) et Zy,.

Remarque 1 : Et donc, en composant avec ST (cf. 8.2.1.), on obtient une bijection entre
les classes d’isomorphisme dans Sb’zp(E) et Zp.

Remarque 2 : Le choix d’un autre générateur du Zp[p]-module M = M (E(p)) change
invariant §. Plus précisément, si e; € M et €] & oM, il existe a € Z et b € Z,, tels que
€] = aey + bey, et e) = pej = —pbe; + ae; ; alors, si 'on écrit L(B') = (e} + f'ey)Z, =
(e1 + Bez)Z,, on obtient que 8 = (a — pbB’)~1(b + af’).

Nous allons d’abord prouver le lemme suivant :

Lemme 1 : _ _
Soient (E,T',v) et (E,I',v") deuz objets de Cz,(E), tels que, dans la description faite ci-
dessus, M(v)(L(T")) = L(B) et M(V)(L(T)) = L(B), avec 8,8 € Z,. Alors on a un

isomorphisme
Homg, (g ((B\T,v), (B,I",v)) = {7 € Endr,(E) / M(x(p))(£(8)) C L(8) } .

Preuve du lemme : _

Par définition de la catégorie Cz,(E), les morphismes de (E,T,v) dans (E,I,7') sont les
couples (7v,%), avec vy € EndFP(E), ¥ € Homg,(T',I'), et vérifiant v/ o y(p) = ¥ ow.
Par la pleine fidélité des foncteurs M = My, et Mz, ces couples sont en bijection avec
les (v,&), ol v € EndFP(E) ¢ € HomMsz (Mz,(T'),Mz,(T')), et M(y(p)) o M(2') =
M(v) o €. Par définition de la catégorie MDgz,, ces conditions sur £ sont équivalentes 3 :

£ € HomMDFP(M(I") M(T)), avec £ = M(r~1) o M(y(p)) o M(¢') et £(L(I")) C L(T).
Finalement, en écrivant M(v)(L(T)) = L£(B) et M(V')(L(I")) = L(B'), on voit que les
morphismes de (E,T',v) dans (E,I",7’) sont en bijection avec les v € Endp,(F) tels que
M(y(»))(£(8) C L(B). o

Preuve de la proposition :
Montrons d’abord la surjectivité. Soit 8 € Z, ; alors (M, L(8)) = (M(E(p)), L(8)) est
un objet de Msz Il existe donc un groupe p-divisible Jg sur Z, et un isomorphisme
s : Mz, (Jg) = (M L(B)) dans MDgz, ; en particulier, on a Eﬁ(ﬁ(Jg)) = L(B). On note
encore &g : (Jg) 5 M = M(E(p)) Iisomorphisme de modules de Dieudonné sur F, qu'il
induit ; il existe un unique isomorphisme vg : E (p) = Jﬁ de groupes p-divisibles sur F, tel
que M(vg) = €. Alors le triplet (E, Jg, vg) est un objet de CZ,(E), et 'on a M(vg)(L(Jp)) =
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€6(L(Jp)) = L(B)

Remarque : on voit facilement que les choix de Jg et de £g ne dépendent que de la classe
d’isomorphisme de (E, Ja,vg) dans CzP(E'). En effet, si J; (resp. {) est un autre groupe p-
divisible sur Z, (resp. un autre isomorphisme de MDz,) tels que & : Mz, (J5) = (M, L(B)),
alors, en écrivant M(v) = £, on a un isomorphisme (E,Js,v5) > (E, Jp,vp) par (ldg, ),
ol ¢ est ’'unique isomorphisme Jz — J;, de groupes p-divisibles sur Z, tel que Mz_(¢) =
551 o éb € IsomMsz (MZP(J;;), MZP(Jﬁ)).

Montrons maintenant Iinjectivité. Soient (E,T, v) et (E,I",7) deux objets de CZ,,(E'), avec
M(v)(L(T)) = L(B) et M(V')(L(I")) = L(#'), B,B' € Zp. D’apres le lemme précédent, on a
I’équivalence

(B,T,0) e, 5 (BT0) & 3 € Aut (B) / M(y(2)) (£(8)) < £(8) -

Or, E/ F, étant supersinguliére, on a Auty, (E) = {£1} (8.1.1., remarque 3). La multiplica-
tion par (—1) sur E induit —Idas sur M = M(E(p)), et I’on voit que M([-1]z(p))(£(8")) =
L(B"). Finalement, pour E/F, supersinguliere, on a

(B,T\v) =, 5 ET,V) & LE)CLB) & =4
a

Pour tout B € Z,, on notera Eg le schéma elliptique sur Z,, unique a Z,isomorphisme

pres, qui correspond par ST a un objet isomorphe dans Cz, a un triplet (E, JB,vg), avec
M(vg)(£(JB)) = L(B) C M. Soient 8,8 € Zp. En combinant I'isomorphisme de 3.2.1. et
celui du lemme précédent, on obtient

Homse,, (Ep, Ep) ~ {7 € Endr,(E) / M(7(p))(£(8)) C £(8)} -

Conséquence : Le Frobenius dans Ende(E) ne se reléve dans aucun des Endsszp (&) (Eg),
B € Zp. ~ ~

Preuve : L’image du Frobenius (relatif a F,) agissant sur E dans Endf,(F(p)) correspond
par le foncteur M & P’opérateur ¢ € EndMDEp (M). Soit B € Z,, ; comme on a

Endsey, (Eg) = {7 € Endr,(E) / M(v(»))(£(8) C L(B)} ,

on voit que le Frobenius de E se reléve si et seulement si p(£(8)) C £(8). Dans la base
(e1, e2) choisie plus haut, ceci équivaut a ¢(e1 + Bez) = —pBer + ez € (e1 + Bez)Zy, c’est-a-
dire pB3? + 1 = 0, ce qui est impossible pour 3 € Z,,. a

On notera la différence avec le cas ordinaire, cf. le paragraphe suivant.

Remarque 8 : On verra plus loin (en 3.3.3.) que si F(E) = 0 ou 1728; il existe un
choix particulier pour le générateur du Z,[¢]-module M(E(p)), qui est “adapté” au groupe
d’automorphismes de E (lemme 4) ; un autre tel choix change 3 en 73, ol 7 € Z;. Avec ce
choix, on a j(Eg) = 0 ou 1728 si et seulement si § = 0. Par analogie avec le cas ordinaire,
on appelera Ej le relevement canonique de E sur Z,.
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Nous avons obtenu une famille de classes d’isomorphisme de schémas elliptiques Eg/ Zy,
B € Zy, qui relévent E’/ F, supersinguliere, et qui sont deux-a-deux non-Z,isomorphes. Par
contre, il est important de noter que toutes ces courbes ont des groupes p-divisibles isomorphes.
En effet, soient 8, f' € Z, ; les groupes p-divisibles Eg(p) ~ Jg et Eg/(p) ~ Ja sont
isomorphes sur Z, ssi les modules de Dieudonné (M, L(B)) et (M,L(B')) le sont, ce qui
équivaut a ’existence d’un isomorphisme Z,-linéaire M — M commutant & ¢ et envoyant
L(B) sur L(B'). Avec le choix précédent d’une base pour M, I’application Z,-linéaire ¥ dont
la matrice dans la base (ey, ez) s’écrit

(525 7o)

est une bijection qui vérifie o = Yy et P(L(B)) = L(B’). On en déduit, par le théoréme de
pleine fidélité de Tate, que pour tous 8, B’ € Z,, T,(Eg) et Tp(Eps) sont des Z,[G]-modules
isomorphes, avec G = Ga.l(@p /Qyp).

Remarque 4 : Soient 3, B’ € Z, ; rappelons que les schémas Eg et Eg sont Z,-isogénes
ssi il existe y € EndFP(E) tel que M(v(p))(L(B)) C L(B"). En particulier, le polynéme
caractéristique de M(vy(p)) est dans Q[X]. Soit ¥ : (M, L(B)) — (M, L(F')) un morphisme
non nul de modules de Dieudonné filtrés. Toujours dans la méme base que ci-dessus, la
matrice de 1 doit s’écrire

(i _56) » 8¢ €Zp, (a,0) #(0,0),

pour commuter avec ¢, et satisfaire la condition 83'pc+ a(8 — B') + ¢ = 0 pour respecter les
filtrations. Prenons ' = 0 et 8 € Z,, tel que § n’appartient & aucune extension quadratique
de Q. Alors on voit qu’il n’est pas possible de choisir a, ¢ € Z,, tels que (a,c) # (0,0),a € Q,
a’?+pc? € Qet aB + c= 0. On en déduit que les schémas Ej et E ne sont pas Z,-isogénes.

3.2.4. Relévements sur Z, ordinaires :

Dans tout ce paragraphe, on fize E /Fp ordinaire.
On écrit M = M(E(p)), et a, = ay(E) = Tr(Frobg) = u+u~'p, u € Z5.
Comme en 3.1.2. lemme 1, on choisit une Z,-base (e1,e2) de M telle que pe; = ue; et
pe; = u~lpes. Posons L = (Ney + pez)Zy,, avec A, u € Zy, (A, p) # (0,0). Alors la fleche
naturelle

L= (Ne1 + pe2)Zy, TB M/oM = (Zpes ® Zyes) | (Zper ® Zypes) =~ F,(ez mod pM)
induit un isomorphisme de F,-espaces vectoriels
L/pL =~ M/eM (%)

si et seulement si u € Z,;. Donc les reléevements de M en un module de Dieudonné sur Z,
correspondent bijectivement aux

L=LPB)=(Ber+e)Z, , BEZ,.
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De la méme maniére qu’en 3.2.3., on associe & tout objet (E,T,v) de CZP(E') ’unique
B € Z, tel que M(v)(L(T")) = L(B). Si (E,I',v') est un autre objet de CZP(E) avec
M(¥)(L(I")) = L(B') = (B'e1 + €2)Zy, alors

Hom,, (g ((E,T,), (E,I",)) = {7 € Endg,(E) / M(x(2))(£(8)) C £(8)} -

Rappelons que E/F, avec j () =0 (resp.~ F(E) = 1728) est ordinaire si et seulement si
6| p—1 (resp. 4| p— 1), et alors Autg,(E) =~ pue(F,) (resp. p4(Fp)) est strictement plus
grand que {*1}, d’ordre 6 (resp. d’ordre 4). Dans tous les autres cas, Autg,(F) = {£1}.

Proposition 2 : _
Soit E/TF, une courbe elliptique ordinaire d’invariant modulaire j(E) ; on choisit une Z,-base

de M(E‘Lp)) qui diagonalise .
1) Si j(E) ¢ {0,1728}, alors l’association décrite ci-dessus

gzp(E') = Zyp
(E,T,v) — B tel que L(B)=M(v)(L(T))

induit une bijection entre les classes d’isomorphisme dans CZ,,(E) et Zy.

2) 8i j(E) = 0 (resp. j(E) = 1728), alors l’association ci-dessus induit une bijection entre
les classes d’isomorphisme dans Cz (E) et l’ensemble Z,/~, ot z~y & 23 = y3 (resp.
z~y & 22 = y?).

Remarque 1 : Soit (€}, €;) une autre base de diagonalisation de ¢ dans M(E(p)) ; si I’on
écrit L(8') = (B'e} + €3)Zyp, alors B’ = nf avec 1 € Z,;.

Preuve :

La partie “surjectivité” se fait de maniére tout-a-fait analogue au cas supersingulier, de méme
que la partie “injectivité” lorsque Autr,(E) = {£1}, i.e. j(E) € {0,1728}.

Supposons ](E) € {0,1728}, et posons n = 6 si ](E‘) =0,et n=4si J(E’) = 1728 ; alors
n|p—1, et Z, contient une racine primitive n-iéme de I'unité ¢, . On a Autr,(E) =<[{n]>
et

(B,T,v) = (E,I",v)) & 3 € Autr,(E) / M(7(p))(L(8)) C L(B) -

L’automorphisme Zlinéaire &, = M([¢n](p)) : M — M commute avec ¢, est d’ordre exact
n, et de déterminant 1. La relation @&, = &, donne, dans la base (e, e2)

{so(énel) = &uper &n(uer) = u(éaer)
(p(fne2) = &nper {n(u-lpel) = u—lp(‘fnel)

d’ou &ney € Zyey et Enez € Zyey ; puis, comme &, est d’ordre exact n et de déterminant 1,
on doit avoir

Ener =Cler et Enea=( %€z ,avec €€ {xl}=(Z/nZ)" .
Soient 83,8’ € Zy, et soit ¢ € Z/nZ. Alors
A fﬁ(ﬁ(ﬂ'))_ C L(B)
& & (Ber+er) =pCer+ (T e; € (Ber+e2)Zy
& B =(%B , ec{£l} = (Z/nZ)*.
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On en déduit que (E,T,») ~ (E,I",v') si et seulement si (8)*/2 = (8')"/2, avec n/2 = 3 si
J(E) =0, et n/2 =2 si j(E) = 1728. o

Si J(E’) ¢ {0,1728} (resp. si ](E) € {0,1728}), pour tout # € Z, (resp. pour tout
B € Z,/ ~), on notera Eg le schéma elliptique sur Z, (unique & Z,-isomorphisme prés) qui
correspond par ST & un triplet isomorphe dans Cz, & un (E, Jg,vg), avec M(vg)(L(Jp)) =
L(B) C M. Lorsque ](E’) ¢ {0,1728} on obtient donc une correspondance bijective entre les
classes d’isomorphisme dans S€z,(F) et Z, ; les isomorphismes de groupes topologiques

Zy = pZp 2B 1+ pZyp= Gm(Zy)

permettent de retrouver le paramétrage usuel des relevements sur Z, de E’/]F',, ordinaire (voir
[Me], Appendix, Prop.3.2.).

Proposition 3 :
Soit E/]F‘ ordinaire.

1) Le Frobenius de E/F, se reléve dans End 54, (Ep) si et seulement si 3= 0.
2) Supposons j(E) = 0 (resp. J(E) = 1728) ; alors J(Eg) = 0 (resp. j(Ep) = 1728) si et
seulement si 8 = 0.

Preuve :
1) Soit 8 € Zp. On a M(Frobz(p)) = ¢, et le Frobenius de E se reléve dans End 5&4, (Ep) si

et seulement si @(L(8)) C L(B), ce qui équivaut & Bue; +u~lpe; € (Ber + €3)Zy, c’est-3-dire
B(u—u"1lp) =0,ie. B=0.
- 2) Soit B € Zyp. Soit {, € Z, une racine primitive n-ieme de I'unité, avec n =4 ou 6. On a

J(Ep) =0 (resp. 1728) & [(n] € Aut(Ep) = Autz,(Eg) , avec n =6 (resp. n =4) .

En reprenant la démonstration de la proposition précédente, on voit que &, = M([(,](p))
agit sur M = Zyey @ Zyez par : Eney = (Sey, €nea = ¢ eq, pour un € € {*1}. Donc &,
stabilise £(8) si et seulement si &,(Be1 + e2) = B(Se1 + (. %e2 € (Be1 + e2)Zy, c’est-a-dire
B(C ¢ =0, ie. B=0. o
On en déduit que Ey est le relévement canonique de E/ F, ; voir [Me], V, Thm.3.3., pour
une définition valable pour les schémas abéliens ordinaires de dimension quelconque, puis
Appendix, Cor.1.2. et 1.3.
Remarque 2 : Soient E/]F et E' /Fp deux courbes elliptiques ordinaires. Soient Eo/Zy et

EQ/Z, les relevements canoniques de Eet E' respectivement. Alors toute Fp-isogénie E—E
se releve en une Zyisogénie Eg — EJ, i.e.

Homgz,,(Eo, E}) ~ Homy, (E, E').

En particulier, si ap(E’) = ap(E’ ), alors Eq et E] sont liées par une isogénie de degré premier
a p (cf. 3.1.2.).

Regardons maintenant ce que donnent les groupes p-divisibles obtenus avec les Eg, 8 €
Zy : on a Mgz (Ep(p)) ~ (M, L(B)) dans Msz On reprend une Z,-base (61,62) de M =
M(E(p)) telle que pe; = ue; et pez = u”lpey, avec u + ulp = ap(E) € Zj ; alors
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L(B8) = (Be1r + €2)Zy.
Soient 3, 8" € Z, ; une application Z,-linéaire ¢ : (M, L(8)) — (M, L(B')) est un morphisme
dans MDgz,, si et seulement si 4 s’écrit dans la base (e1, e3)

(53) + adem,

(ce qui équivaut & @t = %), avec la condition : af = df’ (ce qui équivaut & ¥(L(B)) C
L(B")). Soit vy la valuation p-adique sur Z, normalisée par v,(p) = 1 ; on en déduit que :

- (M, L(B)) est Zyisomorphe & (M, L(B')) ssi vp(8) = vp(B') ;

- (M, L(B)) est Z,-isogene a (M, L(B')) ssi B = p'=0ou Bf #0.

Remarque 3 : Endmp,, (M, £(0))) =~ {( g g ) ya,d € Zpy}, et Endmp,, (M, £(8))) =
Zysi B #0.

Remarque 4 : Soient §,3' € Z, tels que BB’ # 0, et soit ¥ : (M, L(8)) = (M, L(B')) un
morphisme non nul de modules de Dieudonné filtrés ; toujours dans la méme base que ci-
dessus, le polynéme caractéristique de 4 est X2— (a+d)X + ad, avec a,d € Zy, (a,d) # (0,0),
tels que af = df'. Si ¢ provient d’un élément de Endp,(F), alors ad € Z et a + d € Z, donc
[Q(a,d) : Q] < 2. Choisissons 8’ € Z\{0} et B € Z,\{0} tel que [Q(B) : Q] > 2 ; alors les
schémas Ejg et Ej ne sont pas Zj-isogénes.

Soit 8 € Z,. Comme E est ordinaire, on a une suite exacte de groupes p-divisibles sur
Z,, ou Eg(p)° est la partie connexe (de hauteur 1) de Eg(p) :

0 — E(p)° — Ep(p) — Ep(p) — 0.

Posons D(B8) = (M®z,Qp,L(8)®2,Qp) = (Qpe1 @ Qpez , (Ber + €2)Q,) : c’est un objet
de MF&i(go) qui est isomorphe & DZ;, o (Vp(Ep)). Posons L1(8) = Qper N L(8)®z,Qy et
L3(B) = Projg,e, (£(8)®z,Qp) ; on a L1(8) = 0 et Ly(B) = Qpez. Soient, pour i = 1,2,
D;(B) = (Qpei, Li(B)) : ce sont des objets de MFai(go), en posant Fil™D;(8) = Qpe; pour
m < 0, Fil' D;(8) = Li(8), et Fi™D;(8) = 0 pour m > 2. Alors D;(8) = Dy, o (Vo(Ep))

et D2(f) ~ D:ris,Qp(Vp(Eﬁ(p)o)), et ’on a une suite exacte dans MFq, () :
(*) 0 — D1(B) — D(B) — D2(8) — 0,

qui correspond, via le quasi-inverse du foncteur D:ris,Qp’ a une suite exacte de Q,[G]-modules,

G= Ga‘l(@p/Qp) :
() 0 — Vp(Es(p)°) — Vp(Ep) — Vi(Ep) — 0.

Ces suites sont scindées si et seulement si D2(3) est un sous-objet de D(3) dans MFgq,(¢) ;
cette condition équivaut & L2(B8) = Qpez N L(B8)®z,Q, , C’est-a-dire Qpez C (Be; + €2)Q,.
Finalement, la suite exacte (*) est scindée si et seulement si 8 = 0. Remarquons de plus que
tous les D(B), B # 0, sont isomorphes dans MFq,(¢), et par conséquent les Q,[G]-modules
Vp(Eg), B # 0, le sont également.

Remargue 5 : Soient x : G — ZJ le caractére cyclotomique et 7, : G = G/I — Zj
le caractére non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur u € Z; (avec toujours
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u+ulp = ay(E)). Alors on a Vi = V,(Ep(p)®) = Qp(nzx); et Vz = Vp(Ep) = Qp(nu)- Les
extensions de V; par V; sont classifiées par

Ext!(Vz, Vi) = Ext!(Qp, V§ ®¢, Vi) = H'(G, Q(nax)) -

On en déduit que dimg,Ext'(V2, V1) = 1. On retrouve ainsi le fait observé ci-dessus : les
extensions de V; par V; donnent deux classes d’isomorphisme dans Repr(G’), ’une corre-

spondant aux éléments non nuls de Ext!(V3, V1) et pour lesquels la suite exacte
(%) 0—Vi—V —=V,—0

n’est pas scindée, et ’autre correspondant & 1’élément nul de Ext!(V3, V;), pour lequel (*) est
scindée.

3.3. Relévements sur un anneau totalement ramifié : lecas 1<e<p-1.

Nous allons maintenant étudier les relevements d’une courbe elliptique E /I, fixée en un
schéma elliptique sur Or, = Z,[r.], avec 7 = —pet 1 <e<p—1.

3.3.1. Schémas elliptiques sur Or,, 1<e<p-—1:

3.3.1.1. On note S€o,, la catégorie des schémas elliptiques sur Of, ; on note Co,_ la
catégorie dont les objets sont les trlplets (B T,v), ol B est une courbe elliptique sur Fp,, T’ un
groupe p-divisible sur Op,, v : B (p) = T'=TIxo .. Fp un isomorphisme de groupes p—d1v131bles

sur Fy, et les morphismes (B,F, v) = (B', I',v’) sont les couples (v, %), ou v : B — B’ est
un morphisme de courbes elliptiques sur F, et ¢ : ' — I' est un morphisme de groupes

p-divisibles sur Oy, tels que v/ o y(p) = zp ov. Le théoréme de Serre-Tate nous dit que le
foncteur ST de S€op,, dans Co,_, défini par ST(A) = (A A(D),Vean), OU A= AXxo, Fy,
établit une équivalence de catégories.

Soit E/ F, une courbe elliptique fixée.
On note S€o, i (E) la sous-catégorie pleine de S€p,, formée des objets A de S€o,, tels
qu’il existe un F, —1somorph1sme f:ASE, et Co,, (E) la sous—categone pleme de Co L.
formée des objets (E,T,v) de Co L.+ Soit A un objet de S€o,, (E) et soit f: A3 E un
F,-isomorphisme ; alors ST(A) est 1somorphe dans Co,_ & l’objet (E, A(P), Vean © f(p)~1) de
Co,, (E), par (f,1d A(p))- La classe d’isomorphisme dans Co, (E) de (E, A(p), vean o f(p)™1)
ne dépend pas du choix de f, et ’on a, avec des notations évidentes :

Hom'«SgoLe (E) (A’ A,) = HOInCoLe (B) ((E’ A(p), Vean © f(p)—1)7 (E1 A,(p)’ Véan ° f’(p)—l)) .

Donc le foncteur ST induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de S€o,, (E') et
celles de Co (E).

On aimerait pouvoir utiliser la théorie des modules de Dieudonné filtrés sur Op, , telle
qu’elle est décrite dans [Fo 4],IV,§ 2 & 5. Pour cela, il nous faut supposer e < p — 1.
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Pour e < p — 1, on définit la catégorie MDg, _ suivante :
- les objets sont les couples (M, L), o M est un Z,module libre de rang fini, muni d’un
opérateur de Frobenius Z,-linéaire ¢ tel que pM C ¢M (i.e. M est un objet de MDr,), et
L est un sous-Or,-module de

M= M®z,0L, + pM®z,p" 701, = M®2,0r, + pPM®z,x"°Or, C M®z,L. ,
tel que linclusion £ <+ M induit un isomorphisme de F,-espaces vectoriels
L/l ~ M/(pM®z,7i°OL,) (%x)

- un morphisme (M, L) — (M',L’) est une application Z,linéaire 9 : M — M’ telle que
P = ¢'1p, et qui, aprés extension des scalaires, envoie £ dans L'

Soit I' un groupe p-divisible sur Of,., e < p— 1, et T = I'xo,, F, sa fibre spéciale.
Dans [Fo 4], IV, § 2,3,4, J.-M. Fontaine construit un sous-Or -module £(I') de M(D) =
M(T) ®z,0L. + ©M(T) ®z,7L°OL, qui vérifie (*x), de sorte que le couple (M(T), £(T)) est
un objet de MDo, .. L’a,ssoaa,tlon

T = Mo, () = (M(T),£(T))

est fonctorielle. Lorsque e < p — 1, elle induit une anti-équivalence entre la catégorie des
groupes p-divisibles sur Or, et MDo,_ ([Fo 4], V, Prop.5.1.).

Dans toute la suite, on suppose e < p—1. Soit M un objet de MDp,, ; les relevements de
M en un objet de MDg,_ sont alors en correspondance bijective avec les sous-Op,-modules
L libres de rang 1 de M tels que I’inclusion £ <+ M induit un isomorphisme de F,-espaces

vectoriels
L/meL ~ M/(pM®z,mt~*OL,) () .

3.3.1.2. On fize E‘/Fp supersinguliére.
On note M = M(E(p)), et M = M(E(p)). On choisit e; € M tel que e; & M, d’ou
pe1 = ez, pea = —pey et M = Zpe; @ Zpez. Alorson a :

¢M®z,7."°OL, = Or.(e1®7) ®OL.(e2®77°) ,
M = O (1®1)® O (e2®7!™®),
et M/(pM®z,7170L,) ~ Or.(e1®1)/OL.(e1 @ 7e) =~ Fp((ex ® 1) mod 7. M)

est un F,-espace vectoriel de dimension 1. Posons £ = (e; @ A + €2 @ 7l ~¢u)OL,, avec A,
u € Or,, et (A, p) # (0,0). Alors la fleche naturelle

L=(e1®A+e®mi™p)0r, ™% M/(pM®z,71°0O1,)

est bijective si et seulement si A € Oy . Donc la condition (**) est satisfaite ssi
L=LB)=(1®1+f-e2®7"")0L. , B€OL,.

Soit (E,T,v) un objet de Co,_ (E). Alors Mo, (I) = (M(T),L(T)) est un objet de
MDo,,, et M(v) : M(T) S M(E(p)) = M est un isomorphisme dans MDf, (on a
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donc M(v) (gaM(f)) = @M). On note M(v)r, = M(v)®1, l'application L.-linéaire de
M(T') dans M(E(p)) = M que l'on en déduit par extension des scalaires (en particulier,
on a M(¥)r.(¢M(T)®z,73~°OL,) = M Qz,7l~°OL,, et M(v)r (M(T)) = M). Alors
M(v)L.(£(T)) est un sous-Or,.-module de rang 1 de M, tel que l'inclusion induit un isomor-
phisme de F,-espaces vectoriels

M (V)L (L(T)) / me(M ()L (L(T))) =~ M/(pM®z,m:~°OL,) .

Donc, d’aprés ce qu’on a vu ci-dessus, et via le choix d’une base de M convenable, il existe
b b ?

un unique B € Op, tel que M(v) (L(T)) = L(B) C M.

Proposition 4 : 5
Soit e tel que 1 < e < p— 1. Soit E/F, une courbe elliptique supersinguliére. Via le choiz
d’un générateur du Z,[p]-module M(E(p)), association

Co,.(E) — Or,
(E,T,v) — B tel que L(B) = M(¥)z.(L(T))

induit une bijection entre les classes d’isomorphisme dans Co,, (E) et Or,.

En composant avec le foncteur ST, on obtient une bijection entre les classes d’isomorphisme
dans S€o,, (E) et Or,. De méme que pour e = 1, le choix d’un autre générateur du Z,[]-
module M = M(E(p)) change Iinvariant 3.

La preuve est tout-a-fait similaire au cas e = 1 (3.2.3.). En particulier, on a ’analogue
du lemme 1 de 3.2.3., en remplagant Z, par O, et M(v(p)) par M(v(?))r. = M(v(p))R1L..
Pour tout 8 € Or,, on notera Eg le schéma elliptique sur Or,, unique & Or, -isomorphisme
prés, qui correspond par ST & un objet isomorphe dans Co,_ & un triplet (E’, Jg,vg), avec
M(vg)L.(L(Jg)) = L(B) C M. Soient 8,8 € Of, ; on a, avec des notations évidentes, un
isomorphisme

Homg,, (&) (Es: Epr) = {7€ Endr,(E) / M(v(9).(£(8") C £L(8) } -

Lemme 2 :

Soit e tel que 1 < e< p—1. Soit E‘/Fp une courbe elliptique supersinguliére. Le Frobenius

dans Endy, (E) se reléve dans End seo, (B)(Ep) si et seulement si e est pair et f = +rg/2 71,
Le

Preuve :
Notons Frobg le Frobenius arithmétique dans End, (E). On a M (Frobg(p)) = , et Frobg
se reléve dans Endg, (E)(E'B) si et seulement si (¢®17.)(L(8)) C L(B), i.e.
Le

(P@1L)(E1® 1+ 20m ) =(B-e1®7mc+e2®1) € (1®1+B-e2077°)OL, ,
ce qui équivaut & §%x2-¢ — 1 = 0, c’est-a-dire f2. = 7¢~2. o

3.3.1.3. Maintenant on fize E/F, ordinaire.
On reprend les notations usuelles a,, = a;(E) = Tr(Frobg) = u+u~'p, u € Z}, et 'on choisit
une Z,-base (e1,e3) de M = M(E(p)) telle que pe; = ue; et pe; = u~'pe;. Alors

$M®z,7.7°0r, = Or (e1@7. ™) ®OL.(e2® ) ,
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M = M(E(p)) = Or.(e1®7} ) ®Or.(e2®1) ,
et  M/(pM®z,7i7°0L,) =~ Or.(e2®1)/O.(e2®m.) =~ Fp((e2® 1) mod me M) .

On en déduit que les relevements de M en un module de Dieudonné sur Oy, ,e<p-—1,
correspondent bijectivement aux

L=LB)=B-e1®m °+e81)0L, , BEOL,.

Les mémes considérations que celles faites précédemment conduisent a :

Proposition 5 :
Soite tel que 1 < e < p—1. Soit E/ F, une courbe elliptique ordinaire d’invariant modulaire

J(E) =73 ; on pose m(3) = 1 si j & {0, 1728}, m(1728) = 2 et m(0) = 3. Via le choiz d’une
Z,-base de diagonalisation de ¢ dans M(E(p)), ’association

CQLe(E) — O,
(E,T,v) — B tel que L(B) =M(v)r.(L(T))

induit une bijection entre les classes d’isomorphisme dans Co,, (E‘) et l’ensemble O, [~ , ot
T~y & xm(ld) = ym(j) .

Avec les notations de ci-dessus, pour tout 8 € O /~, on note Eﬁ le schéma elliptique
sur Op, (unlque a Or. -isomorphisme prés) qui correspond par ST & un triplet isomorphe
dans Co,_ 3 un (E, Jg, vg), avec M(vg)r.(L(Jg)) = L(B) C M. Rappelons que 3 est défini
3 un élément de Z, pres.

De méme que pour le cas e = 1, le Frobenius de E se reléve dans Endg, (E)(Eﬁ) si et
Le .

seulement si 8 =0 ; et si J(E’) = 0 ou 1728, alors j(Eg) = 0 ou 1728 si et seulement si § = 0.
Donc Ep/OfL, est le relevement canonique de E.

Soient E/F, et E'/ F, deux courbes elliptiques ordinaires. Soient Ep/Of, et EO/OL les
relévements canoniques de E et E’ respectivement. Alors Homo L. (Eo, Ep) ~ Home(E' E').

3.3.2. Groupes p-divisibles sur Of_ associés, e € {2,3,4,6} et e<p—1:

Pour toute la suite, e € {2,3,4,6}, et ’on choisit m;2 € 7Q7p vérifiant (m12)'2 +p=0. On
pose : Mg = M12° ; Mg = m12° ; M3 = w2t ; my = 7128, et, comme d’habitude, L. = Q,(7e). On
adoncni+p=0,et Ly C Ly, Ly C Lg,et L3 C Lg . L'extension L./Q, est galoisienne
si et seulement si p = 1 mod e. On choisit aussi (35 € Qp une racine primitive douziéme de
’unité, et 'on pose : Cs = (122 ; €4 = (122 ; 3 = (12*. On suppose en plus que e < p — 1.
Comme p > 5, on voit que cette condition est toujours satisfaite si e = 2 ou 3, mais si e = 4
il faut écarter p = 5, et si e = 6 il faut écarter p=5et p=17.

On reprend toutes les notations précédentes, en particulier, pour E’/Fp fixée, M =
M(E(p)). Par le théoréme de pleine fidélité de Tate, les classes d’isomorphisme sur Op,
des groupes p-divisibles Eg(p) correspondent aux classes d’isomorphisme des Z,[Gr.]-modules
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Tp(Eg) = Tp(Ep(p)), de sorte que ’'objet (M, L(3)) est aussi une description (3 isomorphisme
prés) du Z,[GL.]-module T,(Eg).

3.3.2.1. On fixe E/F, supersinguliére.
Contrairement au cas e = 1, les schémas elliptiques Eg, 8 € O, , obtenus ici fournissent une
bien plus grande variété de groupes p-divisibles sur Or, , pour e € {2,3,4,6} fixé.
Soient 8, B’ € Of., et soit ¢ : (M, L(B)) = (M, L(B’)) un morphisme. Rappelons que 7 est
une application Z-linéaire M — M telle que Yo = ¢t et, si 'on note ¥, = ¥®z,Idg,,
telle que ¥, (L£(B)) C L£(B’). Dans une base (e;, e2) de M telle que pe; = ez, ez = —pey, la

matrice de ¥ doit s’écrire
a —pc
( c a ) ’ a,cec Zp )

pour commuter avec ¢ ; c’est une bijection ssi a € ZX (le déterminant est a? + pc?). Puis la
condition sur les filtrations équivaut & ¥ (L(8)®0,, Le) = L(B)®0,, Le , ce qui s’écrit aussi

(f) Cﬂ'fﬁﬂ""aﬂ'e(ﬂ'—ﬂ)-FPC:O, a’cezp, ﬂ,ﬂ’GOLe-

Plus précisément, la relation (F) donne v (L(B)) = #n2L(B"), oi n = vr_(a + cfre), et
vr. est la valuation normalisée sur L. par vr, (7e) = 1 (avec la convention que #n2 = 0 si
n = 400).

Prenons pour commencer e = 2. Les schémas elliptiques Eg sur Or, = Zp[m2] relevant
E/F, sont paramétrés par les filtrations du module de Dieudonné

M =M(E(D)) = Ze1®Zpez ; pe1 =ez, pea =—pe; ; L(B) = (e101+8-e2807;)0L, ,

ou A parcourt Or,. Ecrivons Op, = Zy[m3] = Z, ® Z,7;, et considérons les objets du type
(M, L(B)) avec B € Zyn, i € {0,1}.

- Lorsque § parcourt Z,mz, on a L(8) = L(a) ®z, Zy[ra], avec a = fr;' € Zy, et
L(a) = (e1 + aez)Zy ; en d’autres termes, la filtration £(8) provient d’une filtration sur Z,,.
Alors Eg = E, x7z,Zy[n3], o E, est un schéma elliptique sur Z, relevant E, et les groupes
p-divisibles obtenus avec 8 € Z,7; sont tous isomorphes (cf. la fin de 3.2.3.).

- Lorsque B parcourt Z,, la situation est différente. Prenons 8, §’' € Z,, et regardons
quels sont les morphismes possibles entre (M, £(8)) et (M, L(8')). La condition (F) s’écrit
alors

a(B' — B)mz + pe(1 - BF) = 0,
et comme 73 € Q,, on doit avoir a(8’'—B) =0et ¢(1—B8') =0. Sia#0, alors 8 = 3’ ; ceci
montre que (M, L(B)) et (M, L(B’)) sont isomorphes ssi 3 = B'. Si 8 # ', alors il existe un
morphisme non nul ssi 33’ = 1 ; donc pour 8 € Z, (M, L(B)) est isogéne & (M, L(B71)), et
une isogénie possible est, toujours dans la base (e, e2),

0 -p

1 0 |
Comme elle provient d’une isogénie de E, a savoir le Frobenius, on en déduit par Serre-Tate
que les schémas elliptiques Eg/OL, et Eg-1/OL,, B € Z5, sont isogeénes sur Or, = Z,[m,].
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Preuve :
Soient 8,8’ € Or, et soit % un morphisme (M, L(8)) — (M, L(B')). On rappelle que dans
une base (e;, e3) de M telle que pe; = ey, ez = —pe; , la matrice de 9 doit étre de la forme

a -—pc .
(c a ) y a,C € Ly ,

et alors la condition sur les filtrations s’écrit
(F) en?BB’ + am (8’ — B) +pc=0, a,c€Z,, 3,8 €Oy, .
1) Soient B =ani , B = o7, a0 € Zp, 0 <t < e—1. La condition (F) devient
cad/n? % L g(of — )it +pe=0 , a,c€Z,.

-Si0 <i<e—1et2i# e—2, alors la condition (F) force 7 4 étre racine d’un polynéme
de degré d(:) < e — 1 a coefficients dans Z,, ce qui n’est possible que si ce polynéme est
nul. On en déduit ¢ = 0, et il existe un morphisme non nul (M, L(B)) — (M, L(B')) si et
seulement sia =o' & =4

-Si242i=e < (e,7) = (4,1) ou (6,2), la condition (F) devient

a(ed — a)7? + pe(1—ad’) =0,

et comme 7¢/% ¢ Qp, on doit avoir a(a/ — a) = 0 et ¢(1 —aa’) = 0. Si a # o, alors
a = 0, et il existe un morphisme non nul (M, £(B8)) — (M, L(B')) si et seulement si e/ = 1.
Remarquons qu’alors une isogénie possible est donnée par e; — e, e; — —pe; ; comme elle
provient d’une isogénie de E (le Frobenius), on en déduit par Serre-Tate que pour e € {4, 6}
et o € Z;, les courbes Ea_lwge—ﬂ /2 et Eaﬂ_ge—a) /2 sont isogenes sur Of, .

- Si ¢ = e — 1, alors on retrouve la situation du cas e = 1 (i.e. la filtration sur O, est
obtenue par extension des scalaires & partir d’une filtration définie sur Z,), et ces modules
de Dieudonné sont tous isomorphes. Bien siir, les courbes obtenues avec 8 € Z,7¢~! sont les
restrictions a Op,, des schémas elliptiques sur Zj, relevant E décrits en 3.2.3..

2) Soient 8= ari et B/ =o'n", a, o/ € Z, 0<i<i <e—1. La condition (F) s’écrit
e [ 14
cod w2t 4 g/ w1t —aorlt 4 pe=0 , a,c€Z,.

Le résultat s’en suit en remarquant que 2+ i+ 1 = 0mode & 2+ i+ i = e, puis en
raisonnant sur cette équation de la méme facon que ci-dessus. o

En 38.3.3. nous allons nous intéresser, ainsi que nous I’avons fait pour e = 2, & une sous-
famille particuliere de relevements de F sur O, = Z[r.], e € {3,4,6}, & savoir ceux qui
correspondent & des courbes elliptiques définies sur Q,. Mais auparavant, regardons rapide-
ment comment se comportent les groupes p-divisibles associés a des relevements ordinaires
sur Or,,1<e<p-—1.

3.3.2.2. On fize E/Fp ordinaire. ‘
On reprend la notation usuelle a, = a,(E) = Tr(Frobz) = u + u™!p, u € Z, et ’on choisit
une Zybase (e1,e2) de M = M(E(p)) telle que pe; = ue; et pey = u"1pey, de sorte que

87



LB)=(B-e1®7;7°+e2®1)OL., B € OL..
Soient 8,8’ € Or., et soit ¥ : (M, L(B)) — (M,L(B’)) un morphisme dans MDop,_ . La
matrice de 4 dans la base (e, e2) doit s’écrire

(32) . adeZ,,

pour commuter avec ¢ ; c’est une bijection ssi a € Z; et d € Z;. Puis ¥ (£(8)) C L(8)
équivaut & af = df’. On en déduit :

- (M, £(B)) est O -isomorphe & (M, L(')) ssi il existe a € Z) tel que §' = af ;

- (M, L£(B)) est Of -isogéne a (M, L(B')) ssi il existe z € QF tel que §' = z.

En particulier, si 'on écrit OL, = Zy[re] = Ppcicoy ZpTe , et si B = ani , f' = o7l |
avec a,0! € Z,et 0<i,¢’ <e—1,o0nobtient:
- (M, L(B)) est Of.-isomorphe & (M, L(f')) ssi i = ¢ et vy(0) = vp(d) ;
- (M, L(B)) est Of -isogene & (M,L(f')) ssi[B=p"=0]ou [BB' #0eti=1].

Enfin, un raisonnement tout-a-fait similaire & celui fait en 3.2.4. rmq.4, montre que si
B = art, B/ = o'nt sont tels que o/ € Z\{0} et a € Z,\{0} avec [Q(a): Q] > 2, alors les
schémas FEg et Egr ne sont pas Op_ -isogenes.

3.3.3. Courbes elliptiques sur Q, potentiellement supersinguliéres :

On reprend les hypothéses et notations de 3.3.1., en particulier e € {3,4,6} ete < p— 1.
Pour chaque e € {3,4,6}, on s’intéresse au probléme suivant : parmi les schémas elliptiques
relevant sur Z,[r.] une courbe E/F, supersinguliére décrits en 3.3.1., quels sont ceux qui
proviennent d’une courbe elliptique définie sur Q, ? Nous allons chercher celles qui sont
définies sur Q, et dont le défaut de semi-stabilité est d’ordre e exactement (c’est-a-dire, e est
indice de ramification minimal d’un corps sur lequel cette courbe acquiert bonne réduction).

Donnons d’abord une condition nécessaire. Soit E/Q, une courbe elliptique ayant poten-
tiellement bonne réduction, ce qui équivaut a j(E) € Z,. Notons Ag le discriminant de F et
vp la valuation sur Z, normalisée par v,(p) = 1. Pour p > 5, le défaut de semi-stabilité de E

est donné par
12

pgcd(v,(AE), 12)
Une étude élémentaire sur les valuations des coefficients d’une équation de Weierstrass mini-
male montre que

e=dst(F) = € {1,2,3,4,6} .

e=3o0u6 = j(F)=0modpZ,
e=4 =  j(F)=1728 mod pZ, .

Cela signifie que pour e € {3,4, 6}, la courbe F acquiert bonne réduction sur L, = Q,(m.)
(au minimum), et que la fibre spéciale de E'Xqg,Le posséde un invariant modulaire égal a 0
(resp. 1728) si e = 3 ou 6 (resp. e = 4). Enfin, ces courbes sur F, sont supersinguliéres
ssi e | p+ 1, ce dernier fait pouvant aussi se déduire de I’étude du Q,[G]-module V,(F) (cf.
annexe A).

Ainsi, si I’on veut espérer obtenir des courbes E définies sur Q, ayant potentiellement
bonne réduction de type supersinguliére avec e = dst(E) > 3, il nous faut supposer e | p+1
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(ce qui équivaut a dire que Le = Qp(m,) n’est pas une extension galoisienne de Q,). En
particulier, pour satisfaire la condition e < p — 1, il ne reste plus quelecase=6et p=5 3
exclure (voir 3.3.1.).

De plus, et ce pour toute la suite, on fize E‘/Fp supersinguliére telle que j (E’) =0 (resp.
J(E)=1728) sie=3 ou 6 (resp. sie=4).

Remargque : On a vu en 3.1.1. qu’a Fp-isomorphisme prés, il y a 2 courbes sur F, ayant un
j supersingulier donné, I’'une étant un twist d’ordre 2 de ’autre (elles deviennent isomorphes
sur F,2). On verra plus loin que les relévements (du type de ceux que I’on a en vue) de
I’une ou de 'autre fournissent la méme famille de représentations. Ce choix nous est donc
indifférent.

On rappelle que si ’on choisit un e; € M tel que e; € ¢M, on pose pe; = ez, d’ol
wes = —pey et M = M(E(p)) = Zpe; @ Zyey. Ce choix induit une paramétrisation des
relévements de M en un module de Dieudonné sur Of, par les filtrations

LPB)=(e1®1+P- 20770, , BE€OL.,

et chacun correspond par Serre-Tate a un schéma elliptique Eg sur Of, qui releve E. Les
releévements que nous cherchons sont les courbes Eg/L. qui sont définies sur Q, et dont le
défaut de semi-stabilité est e € {3,4,6}. Nous avons en vue d’appliquer le théoréme de
prolongement du chapitre 2, et pour cela nous allons nous placer sur la cléture galoisienne de
L., asavoir K. = Qp2(m.), dont le corps résiduel est F,.> . Mais auparavant, nous allons choisir
un générateur particulier du Z,[p]-module M qui est “ada.pt ¢” au groupe d’automorphismes
de E, ce qui revient & choisir une paramétrisation des relévements de E en un schéma. elliptique
sur Of,..

On note Ok, 1’anneau des entiers de K, , et G = Gal(Q,/Qy), Gk, = Gal(Q,/K.), GL. =
Gal(Q,/L.), Go 2= Gal(Qp/sz) Le groupe Gk, /g, = Gal(Ke/Qp) =< Te > X < w > est
un produit seml-dlrect ol 7. est défini par 7.me = Ceﬂ'e, Te€e = (e, €t w est le relevement
du Frobenius absolu qui fixe 7. et envoie ¢, sur (! ; on a : wre = 7.~ lw, et bien sir
< w >= Gal(K./Le), < Te >= I(K./Qp). Enfin, o est le relévement du Frobenius absolu
agissant sur W(F,2) = Z,2 et sur Q.

Lemme 4 :
Soient L une extension finie de Q, totalement ramifiée, K = LQ,2, et Gal(K/L) = <~ .
Soient r > 3 un entier tel que r | p+ 1, et (; € Z,2 une racine primitive r-iéme de l'unité.
Soient D un (p, Gal(K/L))-module de dimension 2 tel que o> + p = 0, et R un Zy2-réseau
de D stable par .
Supposons qu’il eziste un automorphisme Q2-linéaire§, : D — D, d ‘ordre r, de déterminant
1, vérifiant & = @&, et §w = w€r_1
Alors &, stabilise R, et il existe une Z,2-base (e1,e3) de R, il existe € € (Z/rZ)* tels que :

—_ —_ . —_ _ . — /€ — (€
per=ez, pea =—pe; ; we =e€,wep=¢€ ; &e =C(e, &erx=( ‘ex.

Preuve :
On note Dy = D<*> = {z € D / wz = =z} ; du fait que w agit o-semi-linéairement sur le
Qp2-espace vectoriel D, on déduit que Dp est un Qp-espace vectoriel de dimension 2 tel que
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Do®q,Q,2 = D. De plus, la relation wy = ¢pw montre que ¢ Dy C Dy, et la restriction de ¢
a Do est Qp-linéaire.

Puis £ : D — D est un automorphisme Q,-linéaire d’ordre r | p+ 1, donc diagonalisable
dans D puisque son polynéme minimal divise X" — 1, lequel est scindé a racines simples dans
Qp2[X]. Soit (f1, f2) une base de diagonalisation ; alors le fait que &, soit de déterminant 1
et d’ordre r impose

&EHh=GhHh , &fh=(fz , €€(Z/r2)*.

Comme r |p+1etr>3,o0na(#( ¢=0(). La relation &w = w& ! donne :

{Er(wfl) = o(()wh Crwhfi
&wh) = a((fwh ¢wfa,

ce qui montre que wf; € Qp2f; pour ¢ = 1,2. Puis la o-semi-linéarité de w implique qu’il
existe e; € Do N Q2 f;, ¢ = 1,2, non nuls. Maintenant, la relation & ¢ = ¢, donne :

{fr(‘Pel) = o(()per = (Toper
Er(pez) = o((T)pez = (e,

ce qui montre que pe; € Q 2e2 et ez € Qp2e; . Mais pDg C Dy, et donc pe; € Qez, ez €
Qpe1 . Comme le déterminant de ¢ (dans Do) est p, on obtient we; = aez, pes = —pa~ley,
a € QF. Alors, quitte & changer (e1,€2) en (e1,aez), a € Q,, on en déduit qu'’il existe une
Q,2-base (e1, e2) de D telle que

pey = ey, pea = —pe; ; wer =e€1, wex =e3 ; &er =(fer, &ea=( ‘e , €€ (Z/rZ)*.

Soit alors R un Z:-réseau de D stable par . Comme Zze; @ Z,2¢; est aussi un Z,z-réseau
de D stable par ¢, le lemme 2 de 3.1.2. montre que, a homothétie prés, R = Z ze; ®Z,2e; ou
bien R = Z2pe; @ Z,2ez = @(Zy2e1 @ Zyzez). Dans le premier cas le résultat est immédiat ;
dans le deuxiéme cas on remplace (ej,e2) par (ez, —pe;), ce qui ne fait que changer € en
—e € (Z/rZ)%, et I’on obtient la forme voulue. o

Si I'on écrit R = M ®z,Z,2, avec M = R<“> = Dy N R, alors la Z>-base (e;,e3) de R
vérifiant les propriétés du lemme est aussi une Z,-base de M. De plus, une autre telle base
s’écrit (uye1, uzez) avec u; € Z;, i =1,2.

Soit E/F, supersinguliére d’invariant modulaire j(e), avec j(3) = j(6) = 0 et j(4) = 1728 ;
cela équivaut a [(] € Autg 2 (E) Notons f le Frobenius arithmétique agissant sur E (i1

vérifie f2 + p = 0). Rappelons que les morphismes f et [(.] de la courbe E sont définis sur
F, et F,2 respectivement, et qu’ils sont donnés au niveau des points par ([Silv 1]) :

) E(F) - E(Fp) e ) E'(—F-) —r E(Fp)
f { (@,9) = @y [C°]'{ (@9) = (G )

Comme p = —1 mod eZ, on a [(]f = f[¢]~!. Dans M = M(E‘(p)), on a M(f(p)) = ¢, et
dans R = M®z,/Zy2, notons{. = MF , ([¢e](p))- Alors ¢ est un endomorphisme o-semi-linéaire

de R vérifiant ¢ +p = 0, et &, est un automorphisme Z,-linéaire de R d’ordre e | p+1 et de
déterminant 1, dont le polynéme minimal est X2—((.+(;1) X +1 = X2~y X +1 € Z[X], avec
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Ye = —1,0,1 si e = 3,4, 6 respectivement. L’objet D = M ®z,Q,2 est un (¢, Gal(K./L.))-
module de dimension 2, dans lequel la relation [(.]f = f[¢]™! dans E se traduit par les
relations & = €. et wé. = &7 lw

Maintenant on applique le lemme précédent (avec r = e) : il existe une Z,2-base (e;, e2) de
R = M®z,Zy, et il existe n € (Z/eZ)* = {£1} tels que

pey =e3 , peg =—pe; ; we =€ ,weg=¢€2 ; Ee =C(ler, &ea=¢("Te;.

En particulier, e; est un générateur du Z,[p]-module M, et ce choix induit une paramétrisa-
tion des relevements de E en un schéma elliptique sur Or, . On dira que ce choix est “adapté”
au groupe d’automorphismes de E ; il est unique & un élément de Z; pres.

Proposition 6 : _

Soient e € {3,4,6}, et p > 5 tel quee | p+1 et e < p— 1. Soit E/F, supersinguliére
d’invariant modulaire j(e), avec j(3) = 3(6) =0 et j(4) = 1728.

On choisit un générateur du Z,[p]-module M(E(p)) “adapté” au groupe d’automorphismes de
E. Dans la description des relévements Eg de E en un schéma elliptique sur Zy[r.] induite
par ce choiz, ceur qui proviennent d’une courbe elliptique définie sur Q, ayant potentiellement
bonne réduction avec un défaut de semi-stabilité e sont les {Eg , 8 € Zyme U Zywe3}. De
plus, j(Eg) = 0 ou 1728 si et seulement si =0.

Preuve :
On fixe un générateur e; du Zy[¢]-module M = M (E(p)) tel que, avec les notations ci-dessus
et pour 7 € (Z/eZ)* = {£1} : pe; = e3, pe; = —pe;1, wey = e, wey = €3, &1 = (Jey,
€.e2 = (- "ez. Alors, via ce choix, les relévements de E en un schéma elliptique Eg sur Of,
sont paramétrés par les filtrations L(8) = (e1® 1+ B -e2 @ 71~°)0r., 8 € Or. .

Montrons d’abord la derniére assertion. Soit 8 € Or, = Z,[r] ; alors j(Eg) = 0 (resp.
1728) si et seulement [(] € Aut(Ep) = Auto,, (Eg) avec e = 3 ou 6 (resp. e = 4). On
sait que [{.] € Autr (E) se reléve dans Autog, (Ep) si et seulement si £, stabilise, apres
extension des scalaires, la filtration £L(8)®0,, Ok, = (a1 ®1+8-€Q® 717%)Ok,. Cette
condition équivaut a :
e1®C +0-e00 ™" € (1@1+8-60m )0k, & (((-¢)m"B=0 & B=0.

Montrons maintenant la premiére assertion. Soit 8 € Or,.. Notons encore Eg le schéma
elliptique Egxo, Ok, ; le polynéme caractéristique du Frobenius arithmétique (relatif & F,2)
agissant sur EgXo, Fp2 = E xp,Fp2 est X2 — 2pX + p? = (X — p)?, de discriminant § = 0.
Le théoréme de prolongement du chapitre 2 nous dit que Eg est définie sur Q, avec un
défaut de semi-stabilité e si et seulement si I’action de Gk, sur T,(E) s’étend en une action
de G, dont la restriction & Gq,, induit une injection < 7. > Autq pz[v:](D:ris,Ke (Vp(ER)))

provenant d’une injection < 7, ><> Autp (E‘) En effet, la derniére hypothése permet de
montrer que Eg est définie sur Q,2, avec le bon défaut de semi-stabilité ; puis la proposition
1 de 2.1.3. permet de “recoller” le tout : Eg est déja définie sur L., et K. = L.Q,2,
LeN Q2 = Q,, avec I(K./Qy) invariant dans G, /Qp-

L'objet D = M ®z,Q,2 = M(E’(p))@szpz devient un objet de MFk,(¢) en étendant
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o-semi-linéairement ¢ & D et en posant :

Fil"DR-e = Dk, pour : <0
FillDKe = c(ﬂ)@OLeKe = (€1®1+,3'€2®7T§—3)Ke
Fi'Dg, = 0 pour ¢ > 2,

et 'on a D ~ Dy k. (Vo(Ep)) dans MFg, (¢). Le Zy[Gg,]-module T,(Eg) correspond
alors a ’objet (M®zp Zy, L(B)®0,, Ok.) C (D,L(B)®0,, K.). Dire que I’action de Gk,
s’étend en une action de G sur T,(Ep) revient 3 munir (D, Fil' Dg,) d’une structure d’objet
de MFg, /q,(®) qui stabilise (M®z,Z,2,L(8)®0,,Ok.)-

Les hypothéses faites sur ’action prolongée impliquent que 7. = & ou bien 7. = & ;
en particulier, on a bien les relations T.w = wr;! et 7. = @7, et T, stabilise (M ®z,

Zy,L(B)®0,,0xk.). On a donc:
Te€1 = (€1, Tee2 =(; €2 , € € (Z/eZ)* = {£1}.

Maintenant écrivons que l’a.ct1on de Gk, /Qp étendue par seml—llnearlte a Dk, = MQ®z,K.
stabilise la filtration £(8)®0,, Ke = (e1® 1+ -2 @ nl7¢) K. C’est automatique en ce qui
concerne w, puisque 3 € Op,. PlllS Te stabilise la ﬁltratlon si et seulement si 7. - (; @ 1+ -
e®ri )= @ +7(8) e2@(;mr™° € L(B), c’est-a-dire

Teﬂ C2e—1ﬂ s T ( —2e+1'3) — 7r—2e+1ﬂ

Donc 7;2¢t13 € Q,2, et comme (8 € L., on a en fait 7;2¢*13 € Q,. Finalement, en écrivant
que B8 € Of,, et en utilisant 7 = —p, on obtient : pour € = 1, B € Z,7. ; pour € = —1,
B € ZpW§"3- o

Remarque 1 :

- Si e = 3, alors Zyme U Zpne™3 = Zyms U Zy,.
Pour B € Z,r3\{0} (resp. B € Z,\{0}) fixé, 11 n’y a, & Qp-isomorphisme prés, qu’une seule
courbe qui prolonge Eg sur Q, avec un défaut de semi-stabilité égal a 3, et elle correspond a

une action prolongée de 73 avec € = 1 (resp. € = —1).
Si § =0,il y a deux courbes qui prolongent Eg avec un défaut de semi-stabilité égal 3 3,
I’une correspondant 4 une action prolongée avec € = 1, ’autre avec ¢ = —1. Par ailleurs, Ey

se prolonge aussi en un schéma elliptique & sur Z,, et comme j(Eg) = 0, les deux courbes
mentionnées ci-dessus sont des twists convenables de &, correspondant aux éléments (—p)*
et (—p)? de QX/(Q))8 = Twist((£,0),Q,) (cf. les exemples du chapitre 1).

- Si e = 4, alors Zyme U Zpyns™3 = Zyry.
Pour B € Z,m4 fixé, il y a deux courbes qui prolongent Eg sur Q, avec un défaut de semi-
stabilité égal a 4, chacune correspondant a une action prolongée de 74 avec € = 1 ou € = —1,
et ’une est un twist sur Qp(m2) de I'autre.
Si B = 0, Eg se prolonge aussi en un schéma elliptique & sur Zj,, et comme j(Ep) = 1728 ,
les deux courbes mentionnées ci-dessus sont des twists convenables de &, correspondant aux
éléments (—p)> et (—p) de QX/(Qy)* ~ Twist((o,0),Qp) (cf. les exemples du chapitre 1).

- Si e = 6, alors Zyme U Zyne™3 = Zymg U Zprg.
Pour 8 € Z,mg \{0} (resp. B € Z,m3 \{0}) fix4, il n’y a qu’une seule courbe qui prolonge Ep
sur Q, avec un défaut de semi-stabilité égal a 6, et elle correspond & une action prolongée de
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T¢ avec € = 1 (resp. € = —1).

Si 8 =0,il y en a deux, I’une correspondant & une action prolongée avec € = 1, ’autre avec
€ = —1. Comme j(Ep) = 0, si & est le schéma elliptique sur Z, qui prolonge FEp, les deux
courbes mentionnées ci-dessus sont des twists convenables de &, correspondant aux éléments
(-p)° et (—p) de QX/(Q;)® =~ Twist((£o,0), Q) (cf. les exemples du chapitre 1).

Remarque 2 : Soit e € {3,4,6} ; le lemme 3 de 3.3.2.1. donne :

- Les modules de Dieudonné (M, £(8)), B € Z,meUZ,w¢3, sont deux-a-deux non-isomorphes
sur O, .

- Si o € Z, alors (M, L(ans™2)) est O, -isogene & (M, L(a'x.)) (pour e # 4, c’est le 2) du
lemme 3, et pour e = 4, c’est le 1)) ; une isogénie possible est donnée par e; > ez, €2 — —pey,
et comme elle provient d’une isogénie de E, a savoir le Frobenius, on en déduit que les courbes
elliptiques E -1, et E, ne—3 sont isogeénes sur Op, . Soient £ et &' les courbes elliptiques
sur Q, prolongeant E, -1,r et E_ .-s respectivement. Les objets D = Dy s(Vp(£)) et
D' = D3 ..is(Vo(E')) sont dans MFK /Q,(%) ; ils sont décrits par :

pcris
— — — — _ -1
D = Qp2e; & Qp2e2, pe1 = €3, ez = —pe1, wey = €1, wey = €3, Teer = Ce€1, Te€2 = (e~ €2,
1 2—
Fll (D(X)Qp2 K)=(e1®1+a ' - ea®@7n2 °)K,,
VAN | VN | / -1 _7 /I /
szel ) szez, pe = e, <pe2 —pel, wel = e}, weh, = ey, Tee] = (.7 €], Teeh = (€h,

Flll(D ®Q,. Ke) =(e1®1+a- e, r)K,.

La Oy -isogénie mentionnée ci-dessus induit un morphisme f : D’ — D d’objets de MFk, (¢)
donné par f(e]) = ez et f(ej) = —pe1. On vérifie que f commute & l’action de Gk, /q,, de
sorte que f est un morphisme d’objets de MFg, /q,(¢). L’injection

Hompg, (€,€') — Homg, g, 1(Va(£), Vp(€')) =~ HommF ., () (D', D)

montre que f est définie sur Q, ; donc & et £’ sont isogeénes sur Q,.
Dans tous les autres cas, les modules de Dieudonné (M, £(8)), B8 € Z,me U Z,wE~3, ne sont
pas Of-isogenes ; en particulier, les V,,(Eg) correspondants ne sont pas Qp[Gr.]-isomorphes.

Remarque 8, sur les cas ordinaires :

Soit e € {3,4,6} tel que e < p— 1. On fixe une courbe elliptique E/]Fp ordinaire.

Prenons un schéma elliptique E/Op, relevant E. Supposons qu’il est isogéne sur Or, &
un schéma E’/Oyp, qui est défini sur Q, avec un défaut de semi-stabilité e. Soit E’ la fibre
spéciale de E’. La remarque du début de 3.3. 3. étant aussi valable dans les cas ordinaires,
on voit que I’on doit avoir j(E') = 0 (resp. j(E') = 1728) si e = 3 ou 6 (resp. si e = 4) ;
en particulier, E’ étant ordinaire (puisqu’isogéne & E), ’entier e € {3,4, 6} doit diviser p — 1
(cf. rmq. 4 de 3.1.1.).

On suppose donc que e | p — 1 ; pour satisfaire e < p — 1, il faut écarter les valeurs
(e,p) = (4,5) ainsi que (e,p) = (6,7) (cf. 3.3.1.). L’extension L, = Q,(7e) est cyclique, de
groupe de Galois engendré par un é€lément 7. vérifiant Teme = (ee .

Comme E est ordinaire, le discriminant du polynéme caractéristique du Frobenius n’est
pas nul. Le théoréme de prolongement implique (cf. théoréme 3 de 2.4.4.) qu’un schéma
elliptique A/Oy, relevant E est isogéne sur O, & une courbe elliptique définie sur Q, avec
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un défaut de semi-stabilité e, si et seulement si action de Gal(Q,/L.) sur V,(A) se prolonge

en une action de G = Gal(Q,/Q,), définie sur Q, de déterminant le caractére cyclotomique,
et qui induit une injection <7 > Autq,,](Dgyis 1. (Vp(4)))-

On écrit encore a, = a,(E) = Tr(Frobg) = u + v~ p, u € Z.
Soit B € Of,., et soit Eg/Or, 'un des schémas elliptiques relevant E décrits en 8.3.1.3. (si

i(E) € {o, 1728}, il est unique & L.-isomorphisme prés). Alors Dy ;. ; (V,(Ep)) est isomorphe
dans MF[,_(¢) a ’objet décrit par :

D =Qpe1 ®Qpez ; e =uer, pez =u"pe; ;
Fi'Dr, = Di, pour z < 0
Fil'Dr, = L(B)®o, L. = (B-e1@mi°+e2®1)L,
FiI'Dr, = 0 pour ¢ > 2,

L’action de Gal(Q,/L.) sur V,(Ep) se prolonge en une action de G avec les conditions men-
tionnées ci-dessus, si et seulement si on peut définir une application Q-linéaire 7. : D — D
d’ordre exact e et de déterminant 1, telle que 7. = o7 , Tr(7ep) € Q, et 7. - (Fil' D) =
Fil! D1, . Toutes ces conditions équivalent 2 :

- il existe € € {—1,1} tel que T.e; = (Se; et Tee2 = (T ez ;

- la trace du Frobenius vérifie a, € V¥, = {a € Z/(7? — 4)(a® — 4p) € (Q*)?}, avec
Ye = —1,0,1 pour e = 3,4, 6 respectivement ;

-ona re(ﬂ) T2-18 ie. wictlg € Q,.

Finalement, on en déduit que Eg/Op, est Or,-isogéne a un schéma elliptique défini sur Q,,
avec un défaut de semi-stabilité e, si et seulement si a, € NV}, et B € Z w3 (correspondant
3 une action prolongée avec € = 1) ou bien 8 € Z,r. (correspondant 3 une action prolongée
avec € = —1).

Soient E et E’ deux courbes elliptiques ordinaires sur F, telles que a,(E) = ap(E’) €
NS ; soient 3,8 € Or, et Eg et Ep des schémas elliptiques sur Of, relevant E et E'
respectivement. On suppose que 3,5’ € Zpﬂ‘e‘3 ouf, ' € Z,r. ;soient Eg et & 1 ¢ les courbes
elliptiques sur Q, qui sont Of -isogénes & Eg et Eg respectivement (e € {:l:l}) Du fait que
tout morphisme commutant avec les Frobenius commute avec 7. dans D¢, ¢ /g, (Vo(€.c))
et D3 k. /QP(VP(‘%',e))’ on déduit que toute O, -isogénie Eg — Eg se prolonge en une
Q,-isogénie £g,c — Ep  , ice.

Home(f:p,e,gél,e) o~ HomoLe(Eﬁ, Eﬁl).

En particulier, on obtient que les courbes &, et 80 . sont Q,-isogénes. De plus, 3 Qp-
isomorphisme preés, il n’y a qu’un nombre fini de courbes E /Qyp telles que DX, (Vp(F)) ~

pcris
Dj.(e;ap; €;0) pour (e; ap; €) fixé.

3.3.4. Fin de la preuve du théoréme 2.1. du chapitre 1 :

Soit e € {3,4,6}, et soit p > 5 tel que e | p+ 1. On reprend les notations de 3.3.3., en
particulier K, = Q,2(m.) avec 7 = —p, et GKe/Qp =<Te> XM <w>.

Pour e € {3,4,6} tel que e | p+ 1, on a défini au chapitre 1 (en 1.3.1.2.) les ob-
jets Dy.(e;0;2), a € PY(Qp), de MFg, /q,(¢) et de poids Hodge-Tate (0,1) suivants :
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Dic(e;0;a) = Qpze1 @ Qg ee2 , avec per = ez , wez = —pe; ; wey = €1 , Wez = €3 ;
Te€1 = (e€1 , Te€2 = (. ez ; Fill(D;‘,c(e; 0; o) ®Qp2 K)=(a-e1®@m !+ e @me)Ke.

Ces objets sont deux-a-deux non-isomorphes dans MFg,/q,(¢). Nous allons maintenant
montrer, comme conséquence du travail fait précédemment, que chacune de ces représenta-
tions provient d’une courbe elliptique définie sur Q, ; cela achévera la preuve du théoréeme
2.1. du chapitre 1, lequel donne une description compléte des classes d’isomorphisme d’objets
de Repgq,(G) provenant d’une courbe elliptique, ot G est le groupe de Galois absolu de Q,.

On suppose e < p—1, donc (e, p) # (6,5). Soit E’/Fp supersinguliére d’invariant modulaire
j(e), avec j(3) =3(6) = 0 et j(4) = 1728.

Pour € € {—1,1} et a € Z,, on note E(e;¢€,a) la courbe elliptique qui correspond dans
la description de 3.3.3. au relevement de E en un schéma elliptique Eg sur Z,[r.] avec
B = a(—p)%’e’wf"'l ;onadonc f=amesie=1,et §=anri3sie=—1. Daprés 3.3.3.,
on sait que ces courbes sont définies sur Q, avec un défaut de semi-stabilité e. De plus, on
sait que D(e; €, @) = Dy, 145 (Vp(E(€; €, @))) est un objet de MFk_ /q,(¢) de poids Hodge-Tate
(0,1) dans lequel il existe une Q,2-base (ey, €2) telle que :

—_ . —_— —_— . - € — /€ .
per=ey, pea = —pe; ; wej=¢€;, wey =€ ; Te€1 =(c€1, Te€2 =(_ €2 ;

Fil'(D(e; ¢, @) ®g,, Ke) = L(n27(—p) T2 0) @z fr g Ke = (e1® 14 (—p) T a 207> °)K, .
Ecrivons ces objets sous la forme D} .(e;0; ), o € P}(Q,), comme ci-dessus.

-Sie=1,0naT.e; = {1, Teez = ( ley, et lafiltration s’écrit Fil' (D(e; 1, @) ®Q,, K.) =
(e1®1+a-e20m2 )K= (—pa~'-e; @7, ! +e2® m) K , avec la convention a™! = 0o €
P!(Q,) si & = 0. Alors on voit que D} ;. (Vo(E(e; 1,a))) = D(e; 1, @) = Dyc(e;0; —pa™?),
et lorsque o parcourt Z,, —pa~! parcourt {z € P}(Q,) , vp(z) < 1}, oll v, est la valuation
normalisée sur Q,, (avec la convention v,(c0) = —00).

-Sie=—1,0n aTee; = ley , Teea = Ceez , et la filtration s’écrit Fil' (D(e; —1, ) ®Q,»
K.) = (e1®1+a-ea®7;2) K. = (e1®@7e+a-e2®m. 1) K. Lorsqu’on applique & D(e; —1, ) la
transformation Q,2-linéaire donnée par e; + €5 , ez — —pe] , on constate qu’il est isomorphe
dans MFg, /q,(¢) & un objet D = Qz€] ® Q,2¢€) avec

o r ’ . 't 't . o ’ 1 =11
pey =€y, pe, = —pe; ; we; =€, wey =€y ; Te€ =(.€1, Te€y=(, €3,
.11 -
et Fil'(D ®q,. Ke) = (—pa - el +eb@m)K, .

Alors on voit que Dy . (Vo(E(e; —1,a))) = D(e;—1,a) = Dg.(e;0; —pa), et lorsque o
parcourt Z,, —pa: parcourt {z € P}(Q,) , v,(z) > 1}.

Les deux situations présentées ci-dessus se “recoupent” en o € Z,, dans le sens que
les D(e;1, a) fournissent la méme famille de représentations que les D(e; —1, a) lorsque o
parcourt Z; ; on rappelle que les schémas E(e; lL,a™!) = Ey-1,, et E(e;—1,0) = E -3
sont isogénes sur Zy[7.], et que la L.-isogénie liant ces deux courbes est définie sur Q,, de

sorte qu’elles sont isogénes sur Q, (rmq. 2 de 3.3.3.).

Théoreme 1 :
Soit p > 5. Pour chaque e € {3,4,6} divisant p + 1, et pour chaque a € P}(Q,), il eziste
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une courbe elliptique E.q définie sur Q, telle que D} \io(Vp(Eea)) =~ Dpc(e;0; ) dans
MFk./q,(#)-

Preuve :
Si (e, p) # (6,5), alors e < p—1, et le résultat découle de tout ce qui a été fait précédemment.
Si (e,p) = (6,5), on considére une famille de courbes F3,, a € P1(Qs), définies sur Qs et
telles que D% ;. (V5(E3,4)) =~ D;c(3;0;a) dans MFg, /q,(¢). Pour chaque a € P}(Qs),
notons Eé’a la courbe elliptique définie sur Q5 obtenue en twistant E3 , sur Qs(m2). L’action
de G = Gal(Qs/Qs) sur V5(Ej,) est obtenue en twistant ’action de G sur Vs(E3,) par le
caractére ramifié d’ordre 2
G — {£1}
{ g = 5
Alors D = Dy, 4,(V5(E3 ,)) est un objet de MFg, /q,(¢) qui admet une Qs2-base (vy,v;)
telle que

@YU = V2, PU = —pPU01 y WU =1, WU = Vg ’ TgU1 = —Cg'vl y TeU2 = —(3‘11)2 ’
et Fill(D®Q52 K6)= (a-v1®1r3'1+v2®7r3)K6 .

Or, on a choisi 73, 76, {3, (s € Q5 de sorte que m3 = 72, et —(3 = {5 (puisque —(3 est d’ordre
6 et (2 = (3). Alors la transformation Qs2-linéaire donnée par v; — ez, v — —5e; est un
isomorphisme dans MFg, ;o,(®) qui envoie D sur D;C(G;O;Sza“l). Le résultat s’en suit
puisque o 52a~! est une bijection de P}(Qs). a

Remarque 1 : On considére toujours la méme courbe E’/Fp du début de ce paragraphe,
ainsi que les relévements Eg, 8 € Op,, de E sur Or, = Z[r.]. Notons E'/F, le twist
d’ordre 2 de E correspondant 3 I’extension F,2 /Fp, et Ej le twist non ramifié d’ordre 2 de
Ep correspondant a I’extension K./L. ~ Q,2/Q,. Alors EZ, a bonne réduction sur L, et

les relévements de E’ en un schéma elliptique sur Or, sont, & isomorphisme pres, les E;, ,
B € Or.. De plus, Ej est définie sur F, avec un défaut de semi-stabilité dst(Ej) = e si et
seulement si E I’est. Dans ce cas, si dans MF,_/q,(¢) on a D} .ps(Vp(Ep)) =2 Dpc(e;0; @)
pour un & € PY(Qy), alors D} ;. (Vo(E})) ~ Dy (e; 0; —a).

Remarque 2 : On peut donner des exemples explicites (i.e. des équations de Weiertrass)
pour o € {0, 00}, voir les exemples du chapitre 1 en 1.3.3. ; par contre, si @ € Q;, je ne
sais pas le faire. Rappelons tout de méme que 'invariant « est lié au logarithme du groupe
formel d’une courbe elliptique qui lui correspond ([Laf]).

Proposition 7 :
Soient p > 5 et e € {3,4,6} divisant p+ 1.
1) Soit o € P}(Q,). Sivp(a) # 1, & Qp-isomorphisme prés, il y a 2 courbes elliptiques E/Q,
telles que D}, 15 (Vo(E)) ~ Dic(e; 0; ) dans MFg, /g, (), et sivp(a) =1, il y en a 4.
2) Soient E et E' deux courbes elliptiques sur Q,, potentiellement supersinguliéres avec dst(E) =
dst(E") > 3. Alors V,(E) et V,(E') sont Q,[G]-isomorphes si et seulement si E et E' sont
Q,-isogénes.

Preuve :
1) Soient e € {3,4, 6} divisant p+1 et o € P}(Q,). Soit E/Q, une courbe elliptique telle que
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D} cris(Vo(E)) =~ Dic(e; 05 ). Alors dst(E) = e, Ey, est supersinguliere, et j(EL,) = j(e).
A F,-isomorphisme pres, il y a deux courbes elliptiques sur F,, d’invariant modulaire j(e),
disons E et E’, et I’une est un twist sur F,2 de I'autre.

Considérons d’abord les courbes E/Q, telles que D . (Vp(E)) ~ Dgc(e;0; @) obtenues &
partir de E. Si vp(a) # 1, il y en a une seule 3 Q,-isomorphisme prés, correspondant & Fg
avec § = —ap~lnt 3 si vy(a) > 1,etd f = —alpr. sivp(a) <1;sivy(e) =1,ilyena
deux 3 Q-isomorphisme preés, correspondant & Eg avec 8 = —ap~'7¢3 ou f = —a~prn..

D’apreés la remarque 1 précédente, les courbes Efe /Q, obtenues 3 partir de E’ sont des twists
non ramifiés des courbes Ez. On en déduit les courbes E'/Q, dont la fibre spéciale est E’ et
telles que Do (Vo (E')) ~ Dic(e;0;0) : si vy(a) # 1il y en a une seule & Qp-isomorphisme
prés (correspondant & Ej avec 8 = ap~'ni™? si vy(a) > 1, et & f = o~ Ipr. si v,,(a) <1),et

si vp(a) =1il y en a deux (correspondant 3 Ej avec f = ap~lng” =3 ou B = o pr.).

2) Rappelons que E, -1, est Q,-isogene a E xe—3 pour tout o € Z, (3.3.3. rmq.2). 11 suffit
donc de prouver que Eg est Qp-isogéne & E( —p) Ppour tout B € Zprre UZ,yme3.

Soit d € Fy tel que d ¢ (IB‘X) , et soit § € F,2 tel que 62 = d ; alors le morphisme 7 :
E - FE donné au niveau des points par : E(Fp) — E”(Fp), (z,y) — (8%z,83y), est un
isomorphisme défini sur Fp2. Soit o : z — z? le Frobenius absolu, Gal(F,/F,) =< o >. Soit
£: Gal(Fp/IB‘p_) — {%£1} Punique caractére d’ordre 2 ; on a gé = £(g)d et 9 = £(g)vy pour
tout g € Gal(F,/Fp). Alors

Endr,(E) — Homr,(E, E')
Y = o9

est un isomorphisme, par lequel les éléments de HomFP(E, E') correspondent aux v € Endp 2 (E)
tels que 1?9 = £(g)9 pour tout g € Gal(F,/F,), ce qui équivaut & 9% = —1.

Soit 9. = [C] — [(S1] € Endppz(E’) ;onadegy, =4—92=3siec€ {3,6},4sie=4.
Comme %7 = [(7'] — [(c] = —%., Iisogénie v o 1 est définie sur F,. Soient M = M(E(p))
et M’ = M(E'(p)). L’isogéniec M(y o %) : M’ — M est donnée par la composée de
M(y) : M'®z,Z, S M ®z,Z,2, qui envoie une base adaptée sur une base adaptée, avec
M(%e) : M®z,Z,2 = M®z,Z,: ; cette derniére s’écrit dans une base adaptée (e, ez) de M :

(Ce—OC:1 C;lo—ge>=(3 a?/\)) , /\GZP2,U(,\)=_

Alors on voit que M(%.) envoie, aprés extension des scalaires, £(8) = (e1®91+8-e2971~°)Or,
sur £L(—f), et ’'on en déduit par Serre-Tate que v 07, se releéve en une Of_-isogénie (yo.)g :
Eg — Ef_ﬁ) pour tout 8 € Op, .

Prenons maintenant 8 € Zyr. U Z,ns~3, de sorte que Ej et E’_ﬁ) sont définies sur Q,,
et posons D = Dy (Vo(Ep)) et D' = D} ;. (V; (E{_g)))- Les objets D et D' sont dans
MFg, q,(¢) et ils sont décrits par :

D= - Qp2e1 @ Qp2e2, pe1 = ez, pes = —pey, we; = €1, wez = eg, Te€1 = (€1, Tee2 = (. ‘€3,
Fll (D®QP2 K)=(a1®1+p8- 2071, °)K,,

—_ 7 !/ —€ !

Qp2el ® Q,2¢5, pey = €y, pe; = —pey, we1 = —ey, wey = —ej, Te€y = (e €y,

Teez = €55 Flll(Dl®Qp2 K)=(,®1-8-e,@nl-°K,.
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L’isogénie (¥ o %¥¢)p induit un isomorphisme D’ — D d’objets de MFk_(¢) par €| — Aej,
ez > g(A)ez. On vérifie que ce morphisme commute a P’action de Gk, q,, donc (70 %.)s :
Eg — Ef_ p) est une isogénie définie sur Q,. a

Remarque 3, sur les cas ordinaires : Rappelons que pour e € {3,4,6} tel que e | p — 1,
on a défini les objets Dj.(e; ap; €; @), a, € VY., € € {-1,1}, o € {0,1}, de MFLC/QP(QO) et
de type Hodge-Tate (0,1) suivants : soit u ’unique element de Z) vérifiant u + u~ 1p = ap ;

pc(ea Ap; €; a) Qpel @Qpe% avec pe; = uep, wex = U~ p62 y Te€1l = Ce €1, Te€2 = Ce €23
FillDLe = (a-e1@m "+ e @m)Qp(me). Ces objets sont deux-a-deux non-isomorphes dans
MF;, /q,(#)-
Soit e € {3,4,6}, et soit p > 5 tel que e | p— 1. On suppose e < p — 1, donc (e, p) # (4, 5)
et (e,p) # (6,7). Soit E/F, une courbe elliptique ordinaire telle que a,(E) = ap € N5
(cf. la remarque & la fin de 3.8.8.). Pour € € {—1,1} et o € Z,, on note E(e; ap; €, &) une
courbe elliptique définie sur Q, qui est Z,,[ﬂ'e]-isogene a un schéma elliptique Eg sur Z[r.],

avec 8 = a(—p) 2 w721 (voir la fin de 3.8.3.). Alors on obtient des isomorphismes dans
MFL./q,(%) :

D3 (e;ap;€;0) si a=0
* . . . ~ pcC 1P
Dpcrls(v;?(E(ei Qp; €7a))) - { D;c(e; ap; €; 1) si « 75 0.

En fait, pour chaque e € {3,4,6} divisant p — 1 et pour chaque triplet (a,, ¢, @) dans N, x
{£1} x {0,1}, on peut trouver une équation de Weiertrass explicite d’une courbe elliptique
E/Q, telle que D}, i (V3(E)) =~ Djc(e;ap; €; ) dans MFy /g (¢) (voir les exemples du
chapitre 1, en 1.3.3.).
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ANNEXE A

Classification des Q;[G]-modules Vi(E), ! € P

A.1l. Démonstration des parties 1) et 2) du théoréme 1.1. :

Dans toute cette section A.l., on désigne par |l € P un nombre premier distinct de p.

Nous nous proposons ici de démontrer les parties 1) et 2) du théoréme 1.1 du chapitre 1.
Nous allons donner une classification des Q;[G]-modules V;(FE) qui repose sur 1’équivalence
de catégories entre les représentations /-adiques de G (qui sont toutes potentiellement semi-
stables puisqu’on est dans le cas ol le corps résiduel est fini) et les représentations l-adiques du
groupe de Weil-Deligne ‘W associé & G. C’est une légere variante des notions développées par
P. Deligne dans [Del], le but étant d’obtenir une équivalence avec une catégorie dont les objets
sont comparables (en un sens précis) avec des objets provenant de représentations p-adiques
de G. Rappelons que l’on savait déja comment comparer un systéme de représentations
l-adiques (A)ip, de ‘W lorsque [ parcourt tous les nombres premiers différents de p, voir
par exemple [Roh]. Dans cet article, D.E. Rohrlich établit maints résultats concernant les
systémes de représentations l-adiques, ! # p, provenant de courbes elliptiques.

Classifier les Q;[G]-modules Vi(E) pour ! # p revient & classifier les représentations du
groupe de Weil-Deligne ‘W = 'Wgq,, ; on utilise le foncteur contravariant Wﬁ;st,l qui établit
une anti-équivalence de catégories entre Repq,(G) et Repg, (‘W), voir 1.2.1.1.. Rappelons
qu’un objet dans Repg, (W) peut étre considéré comme un triplet (A, po, N), olt : A; est
un Q-espace vectoriel de dimension finie ; po : W — Autg,(4A;) est un morphisme dont le
noyau contient un sous-groupe ouvert de I ; N € Endg,(A;) et vérifie : Yw € W, po(w)N =
p") N po(w).

A.1.1. Les cas potentiellement multiplicatifs :

Soit E une courbe elliptique sur Q, telle que v,(jg) < 0 ; alors, quitte & tordre E par
un caractére d’ordre 2, on peut supposer que £ = E,, ol E; est une courbe de Tate avec
g € Q), vy(g) > 1, et g est uniquement déterminé par I'invariant modulaire jg.

La représentation Vj(E,) est semi-stable, comme extension de Q; par Q;(1) ; par contre, elle
n’est pas cristalline (i.e. n’a pas bonne réduction), puisque g € pZ,\{0}.
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Soit A; = Wﬁ:t,l(Vz(Eq)) ; C’est un Q-espace vectoriel de dimension 2, muni d’une action
du groupe de Weil Q;-linéaire po : W — Autg,(A:), et d’un opérateur N € EndQ,(Al)
vérifiant po(w)N = p*(*) N po(w), pour tout w € W. La représentation Vi(E,) étant semi-
stable, on a po(I) =1 ; comme elle n’est pas cnstallme, onalN #0.

En appliquant le foncteur contravariant WDs“ a la suite exacte (*,,), on obtient une suite
exacte dans Repg, ('W) :

0——)A1,1—-)A1———)A1,2-——)0,

ol l’action de ¢ est triviale sur A;;, et se fait par la multiplication par p sur A;; ; il existe
donc une Qp-base (e1, ez) de A; telle que po(P)e; = e1 et po(p)e2 = pea. Puis la relation
po(#)N = p~1Npo(¢) donne po(¢)(Ne1) = p~1Ne; ; on en déduit que Ne; = 0, car sinon
p~! serait valeur propre de po(¢). La méme relation donne aussi po(¢)(INez) = Ne, ; on en
déduit que Ney = ae; , avec a € Qf (si @ = 0 Popérateur N serait nul). Finalement, quitte
a changer e; en ae; , on voit qu’il existe une Q;-base (e1, e2) de A; dans laquelle les matrices
de po(¢) et de IV s’écrivent respectivement

10 t 01
( 0 p ) © ( 00 ) '
On constate que I’on obtient qu’une seule classe d’isomorphisme, i.e. pour tous ¢, ¢’ dans
PZ,\{0}, les Q;[G]-modules Vi(E,) et Vi(Ey) sont isomorphes. De plus, on voit que A;; =
Qpe1 est un sous-objet, alors que A;2 = Qpez ne ’est pas, n’étant pas stable par N ; on
en déduit que la suite exacte (x,,) n’est pas scindée (on retrouve ainsi ce résultat qui était
déja connu, voir [Se 1], A.1.2.). Enfin, I’action de W via pg est semi-simple ; il suffit donc de
connaitre toutes les traces de po ainsi que le polynéme minimal de N pour décrire la classe
d’isomorphisme de A; = WDst 1(Vi(Ey)).

En tordant par les trois caractéres d’ordre 2 possibles (un non ramifié et deux ramifiés,
correspondants aux trois extensions quadratiques M;, M, et M3 de Q,), on obtient les
objets WD}, (e; b), e € {1,2}, b € {—1,1}, de Repg, ('W) décrits par : po(I2) = 1; po(62) =
( l)e— ) mzn(p0(¢)) = (X - b)(X bp) Pmm(N) X2, ) p0(¢)N p 1NP0(¢)

Ils proviennent tous d’une courbe elliptique F sur Qp telle que v, (jg) < 0. Plus précisément,
soient q q(jE) et y8 = —2AB~! mod (Qx)2, ol ’on a choisi une équation de Weierstrass
y? = 23 + Az + B pour E. Alors ([Silv 2], V lemme 5.2.) :

(e;0) = (1;1) & Qu(/7E) = Qp, et E est isomorphe sur Q, a E, ;

(e50) = (1;-1) & Q,(/7E) = Qpz = My, et E est le twist sur M, de Ej ;

(e58) = (2;1) © Qu(v/7E) = Qp(mz) = M3, et E est le twist sur M; de E, ;

(e;8) = (2;-1) & Qu(v/7E) = M3, et E est le twist sur M3 de E,.

Le fait que ces représentations, pour (e, b) fixé (donc pour E fixée), soient définies sur Q et
ne dépendent pas du nombre premler l, exprime la compatibilité au sens de Weil-Deligne du
systeme (A})izp, avec A; = WDSH(VI(E)) Tous ces résultats sont dans [Roh], § 15.
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A.1.2. Les cas de potentielle bonne réduction :

Soit E' une courbe elliptique sur Q, telle que v,(jg) > 0 ; alors E a potentiellement
bonne réduction et acquiert bonne réduction sur L, = Q,(m.), ot e = dst(F) (c’est I'indice
de ramification minimal d’un corps sur lequel F acquiert bonne réduction).

Soit A; = Wﬁ;st,l(V[(E)) : c’est un Q-espace vectoriel de dimension 2, muni d’un mor-.
phisme pg : W — Autg,(A;) ; Popérateur de monodromie N est nul puisque V;(E) a
potentiellement bonne réduction. _

Alors on a po(I.) = 1 et Ppin(po(¢))(X) = X2 — a,X + p, avec a, = ap(Eyr.) ; de plus,
< 1e >= I(K./Qp) = I/I. s’injecte par po mod I, dans Autg,(4;), car sinon E acquerrait
bonne réduction sur un corps d’indice de ramification strictement inférieur & e (& savoir sur
le sous-corps de K. fixé par le noyau de la restriction de po mod I, & I/I.). De plus, le
déterminant sur V;(E) est le caractére cyclotomique non ramifié donnant I’action de G sur
Zy(1). On sait alors que A; est F-semi-simple, i.e. la représentation po : W — Autq,(A:)
Pest (cf. [Roh], § 14). Pour déterminer A; & isomorphisme prés, il suffit donc de connaitre
Tr(po) : W — Q, ou bien, comme le déterminant est fixé, il suffit de donner les polyndomes
caractéristiques de tous les po(w), w € W. Remarquons que si la représentation pg est abéli-
enne, alors la connaissance de toutes les traces équivaut & celle de Tr(po(®)) , Tr(po(8e)) , et

Tr(po(¢fe)) -

Si dst(E) = e = 1, alors E a bonne réduction sur Q, ; la classe d’isomorphisme de
A = WD, (Vi(E)) est donnée par : po(I) =1 ; Pear(po(4))(X)=X2-a, X +p; N=0,
ce qui correspond a ’objet noté WDZ(1;ap) dans la liste WD* du chapitre 1. On constate
dans ce cas que la classe d’isomorphisme du Q;[G]-module V{(E) est déterminée par la classe
de F,-isogénie de sa courbe réduite E/F, , c’est-a-dire par l’entier a, = a,(E).

Si dst(F) = e = 2, alors E est le twist par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant a
Pextension Q,(m2)/Q, d’une courbe ayant bonne réduction sur Q,. La classe d’isomorphisme
de A; = WDy 1(Vi(E)) est décrite par : po(l2) = 15 po(f2) = =1 ; Pear(po(4))(X) =
X% —-a,X+p; N =0, ce qui correspond 3 'objet noté WD}(2;ap) dans la liste WD* du
chapitre 1.

Supposons maintenant que dst(E) = e € {3,4,6}. Alors automorphisme pgo(f.) est
d’ordre e exactement et de déterminant 1 (puisque I agit trivialement sur A2V}(E) = Z;(1),
l# p) ; comme (Z/eZ)* = {£1}, cela implique

Pear (00(8e)) (X) = Pmin(po(6e)) (X) = (X = () (X =) = X2 — 7. X +1 € Z[X],

avec 7. = (. + (! = —1,0,1 si e = 3,4,6 respectivement. L’automorphisme po(f.) est
diagonalisable & valeurs propres distinctes dans Q;({.)®pA; - De plus, on a .¢ = ¢6% mod I,

dot po(¢)po(8e) = po(8.)po(d) lorsque p = 1 mod €Z , et po($)po(0e) = po(8.)~po(#) lorsque
p=-1 mod eZ .

Supposons e | p+ 1. En se plagant dans une Q;({.)-base de diagonalisation de po(f.)
dans Q;(¢{.) ®g, A1, on voit facilement que tout endomorphisme Qi({.)-linéaire f vérifiant
fpo(Be) = po(6) ' f est de trace nulle, ainsi que celle de fpo(f.) (car (. # ¢! pour e > 3).
Donc a, = 0 et la courbe Ey, est supersinguliere.

Dans ce cas, la représentation po : W — Autq,(A;) n’est pas abélienne, mais le fait que
Tr(po(#)) = Tr(po(¢f:)) = O montre que les relations : po(le) = 1 5 Pmin(po(6e))(X) =

101



X% =9 X +1; Prin(po(9))(X) = X2+ p'; po(#)po(fe) = po(6e)po(#) ; N = 0, avec
e € {3,4,6} et e | p+ 1, suffisent pour la détermination de Tr(po) : W — Q;. Elles
déterminent aussi la classe d’isomorphisme de A; = Wf):,st,l(V}(E')), qui correspond a I’objet
noté WD3,.(e; 0) dans la liste WD* du chapitre 1. Remarquons que toutes les traces sont 3
valeurs dans Q, ce qui exprime le fait que A; est définie sur Q.

Supposons e | p — 1. Plagons-nous encore dans une Q;({.)-base de diagonalisation de
po(fe) dans Qi(¢.) ®g,A: ; alors sa matrice dans cette base s’écrit :

( C0§ Cge ) , avec €€ (Z/eZ)>< = {1} .

La relation po(®)po(0e) = po(fe)po(#) montre que la représentation pg est abélienne, et que
po(¢) est diagonalisable dans la méme base ; écrivons sa matrice Diag(21, 22), avec z; € Q;({e),
et z12; = p, 21 + 22 = a,. Alors la trace de po(Pb) est t. = ($z1 + (T€22, et un calcul
élémentaire montre qu’elle est racine du polynéme

T(X)=X?-vea,X +py2 + a2 —4p € Z[X],

de discriminant disc(Pear(po(#)))disc(Pear (po(fe))) = (a2 —4p)(¥2—4) # 0. Les deux racines
distinctes de T'(X) sont t; et {_; ; en particulier, la représentation définie, & isomorphisme
pres, par Tr(po(¢f)) = t1 n’est pas isomorphe & celle définie par Tr(po(¢6.)) =t_; . Enfin, le
fait que A; = Wf);st,l(Vz (E)) doit étre définie sur Q équivaut a Tr(po(W)) C Q, c’est-a-dire
Tr(po(¢be)) = te € Q. Cette condition s’écrit aussi

disc(T(X)) = (12— 4)(a2 - 4p) € (Q¥)?,

c’est-a-dire a, € N;,’fe ; en particulier, a, est non nul, et la courbe Er, est ordinaire.

Finalement, la classe d’isomorphisme de A; = Wﬁ;st,I(VI(E)) est donnée par : po(l.) =1 ;
Pmin(PO(ee))(X) = X? - YeX +1; Pcar(P0(¢))(X) =X?- apX +p; Pcar(PO(d’ae))(X) =
X2 —t.X +p; po(d)po(fe) = po(Be)po(d) ; N =0, avec e € {3,4,6} et e|p—1, a, € N,
e € {£1}. Ces objets sont deux-a-deux non-isomorphes, et correspondent a ceux notés
WDj,.(e; ap; €) dans la liste WD* du chapitre 1.

De plus, pour E/Q, fixée, les classes d’isomorphisme des A; = Wﬁ;st’l(Vz(E)) sont
définies sur Q et indépendantes de I € P\{p} : cela exprime la compatibilité du systeme
(A1)i#p. Dans les cas e € {1,2}, cette compatibilité provient du fait que le polynéme carac-
téristique du Frobenius est dans Q[X] et indépendant de /. Dans les cas WD},.(e; 0) lorsque
e € {3,4, 6} divise p+ 1, elle provient du fait que Pcq,(po($)) et Pmin(po(fe)) sont dans Q[X]
et indépendants de I. Par contre, pour déterminer I'invariant ¢ € {£1} qui intervient lorsque
e € {3,4,6} divise p — 1, il faut étudier le F,[I]-module E[p] (voir [Kr], 2.3.1.), et utiliser
le fait que le groupe cyclique Gal(Qp(7.)/Q),) agit sur la courbe réduite E/ F, , comme dans
[Se-Ta], Thm.2.

Remarque : On a montré que si dst(E) = e > 3 (et pour p > 5), alors

e|p—1 = E est potentiellement ordinaire,
e|p+1 = FE est potentiellement supersinguliere.
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On verra que l’on obtient-le méme résultat en étudiant le Q,[G]-module V,,(E) (A.2.4.).
On peut aussi le retrouver en choisissant une équation de Weierstrass minimale pour E ;
on montre alors que jg = 0 mod pZ, si e € {3,6} (d’ou Aut(EL,) = pe =< (e >) et que
JjE = 1728 mod pZ, si e = 4 (d’ou Aut(Er,) = ps =< (s> ), puis on conclut en utilisant le
critére que I’on peut trouver dans [Silv 1], Thm. 4.1.(a) (voir les exemples 4.4. et 4.5. qui
suivent).

Ceci achéve la démonstration des parties 1) et 2) du théoréme 1.1. du chapitre 1. Pour

finir, nous allons montrer que les ensembles A, et A3 = A sont de cardinal 4 et 6

respectivement. Fixons une cloture algébrique Q de Q; cho_isissons Cs et (o E_@ des racines
primitives quatriéme et sixieéme de 'unité, de sorte que p4(Q) =< (4 > et ps(Q) =< (6 >.

Lemme :
Soitp > 5 ;sid|p—1 l'ensemble Ny = {a € Z /a%*—4p = —1 mod (Q*)?} est en bijection
avec ps(Q), et si 3 | p — 1 l’ensemble = {a € Z/a®? - 4p = —3 mod (Q%)?} est en

bijection avec ug(Q). Lorsque 12 |p—1, ces deuz ensembles sont disjoints.

Preuve : C’est de l’a.rithmétique élémentaire. La derniére assertion est évidente.

Sip=1mod4,alors Ny ={a€Z/—(a®-4p) € (Q*)*} ={a € Z /4p=a®+b*,b€ Z}
est en bijection avec {a € Z/p = a® + 5%, b € Z }. Soit 04 la conjugaison dans Q((s) =
Q(v-1) (i-e. le générateur de Gal(Q(¢4)/Q)), et Noc,)/Q(2) = zo4(2), = € Q(C4), la norme.
L’anneau des entiers de Q((4) est Z[{4] = {a + (4b,a,b € Z } (c’est ’anneau des entiers de
Gauss). Soit Np4 = {z € Z[(q]/ Ng(¢,)/Q(z) = p} : c’est un ensemble non vide car Z[(4]
est principal et p = 1 mod 4 (Fermat), sur quuel o4 agit. Tout élément de IV, 4 fournit de
facon évidente un élément de {@a € Z /p = a®> + b ,b € Z }, d’ott une application de N, 4
dans NV, qui est clairement surjective, et deux elements z,z’ de Np4 ont la méme image
dans {a €EZ /p =a% 4 b%,b € Z}si et seulement si ' = 04(z). On en déduit une bijection -
Npa/<o4>> N e Puls si o € Np4, 'ensemble IV, 4 est constitué de zo, 04(z0), ainsi que
des produits de ceux—c1 avec les éléments de norme 1, i.e. les unités (Z[(4])* =<{4> ; on en
déduit une bijection N, 4/ <04> 5 < (4>, d’ol le résultat.

Si p = 1mod 3, posons (3 = (2 : c’est une racine primitive troisiétme de ’unité. On note
o3 la conjugaison et Ng(¢,)/q la norme de ’extension quadratique Q((3) = Q(v-3) de Q;
son anneau des entiers est Z[(3] = {(a++/—3b)/2,a,b € Z,a = b mod 2Z }, il est principal, et
ses unités sont ses éléments de norme 1. L’ensemble N, 3 = {z € Z[(3] / No(¢,)/Q(z) = p} est
non vide car Z[(3] est principal et p = 1 mod 3 (i.e. (—3) est un résidu qua.dratique modulo p).
Alors la preuve est tout-a-fait similaire : ’ensemble A ={a€Z/12p=3a®>+b%,b€ Z}
est en bijection avec Np3/< 03>, lequel est avec (Z] 3] =< (g >. o

A.2. Démonstration des parties 1) et 2) du théoreme 2.1. :

Nous nous proposons ici de démontrer les parties 1) et 2) du théoréme 2.1. du chapitre
1. Signalons que les calculs qui suivent sont peu ou prou les mémes que ceux effectués dans
[Fo-Ma], § A. Le seul élément nouveau est la détermination explicite de la filtration dans les
cas multiplicatifs (A.2.2.). Les correspondances avec les notations de [Fo-Ma] se trouvent
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dans le chapitre 1.

J.-M. Fontaine construit dans [Fo 2] un foncteur établissant équivalence de catégories
entre Rep,,;(G) et une catégorie de modules filtrés ; on utilise ici le foncteur contravariant
D¢ » voir 1.3.1.1..

On notera Wﬁ;st,p le foncteur de Rep,,;(G) dans Repp, (‘W), ot By = FracW (F,) est

le complété de Qp”, qui s’obtient comme limite inductive des Wﬁ;t,K lorsque K parcourt
I’ensemble des extensions finies galoisiennes de Q, contenues dans Q, (cf. 1.3.2.).

A.2.1. Quelques rappels sur les anneaux B..;s, Bst, €t Byg :

Si A est un anneau commutatif de caractéristique p, on note W(A) ’anneau des vecteurs de
Witt a coefficients dans A, et pour A € A, on note [A\] = (A,0,0,...) € W(A) son représentant,
de Teichmiiller. Soit C' = G, le complété de @p, d’anneau des entiers O¢. On note v = v¢
la valuation sur C' étendant la valuation v, sur Q,, normalisée par v(p) = 1; on a v(C*) =

v(@: ) = Q. On désigne par o : F, — F, le Frobenius absolu : o(z) = z?.

Soit R = li(l_n Oc/pOc , la limite projective étant indexée par N et se faisant suivant
Papplication 2 — zP ; un élément de R est une suite (Z,)n>0 telle que z, € O¢/pOc et
zt 41 = T, pour tout n. Si ’on choisit pour tout » € N un relévement Z, de z, dans O¢, alors,
pour tout n € N, la suite des Eﬁ:m converge lorsque m — +oo vers un élément z(™ dans O¢
qui ne dépend pas des relévements choisis. Alors I’application z = (Zn)n>0 (z(”))nzo est
une bijection par laquelle on identifie R 3 ’ensemble {z = (2("),>0 € OY / (z(*t1))? = z(M}.
Sur ce dernier la multiplication s’effectue en multipliant composante par composante, et
I’addition est donnée par :

) _ 75 (ndm) 4, (n4m)\P
010 =t (1 g0

L’application de R dans O¢ qui & z associe (%) est surjective, et R est un anneau intégre,
parfait de caractéristique p. On définit une valuation sur R en posant, pour = € R, vgr(z) =
v(z(?). Soit Mg = {z € R / vr(z) > 0} ; alors R/Mpg = F,. Le corps des fractions de
R est algébriquement clos et complet pour la valuation vg, et R est I’anneau de ses entiers.
Aussi, Fp s’identifie & un sous-corps de R par :

{Fp — R
e = ([07E))nso = ([Ep-n])nzo .

On notera encore ¢ I'image de € € F, dans R. Enfin, G = Gal(@p /Qp) agit sur R, continue-
ment pour la valuation vg.

On note R* = {z € R/ vr(z) = v(z®) = 0}, et R*t = {z € RX /z = 1 mod Mg}. On
a alors R* = F: x R*t, ie. la suite exacte 1 - R*t — R*X — E‘-: — 1, ou la projection
est la réduction modulo 7R, est scindée. On choisit € = ({p»)n>0 un générateur de Zy(1) ;
on a donc C;:,,“ = (pn pour tout » > 0, et (, est une racine primitive p-ieme de I'unité. On

peut voir € comme un élément de R*F.
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L’anneau W (R) est intégre, séparé-complet pour la topologie p-adique, et c’est aussi une
W (F,)-algebre sur laquelle G agit W (k)-linéairement et continuement. Il est également muni
d’un opérateur de Frobenius ¢ : W(R) — W(R) défini par ¢((Zn)n>0) = (22)n>0, Zn € R,
qui est o-semi-W (k)-linéaire et G-équivariant. On a [e] € W(R).
On définit une application :

W(R) — Oc

e : = (mn)neN — Z p"zgzn) .
neN

C’est un morphisme d’anneaux surjectif, W (k)-linéaire et G-équivariant. On montre que son
noyau est un idéal principal : Ker(©) = EW(R). C’est a partir de ce morphisme que l’on
construit la Q,-algébre BJ,, ainsi que la Py = FracW (F,)-algébre B}, voir [Fo 1] ; on note
encore © : BJ, — C le morphisme Q,-linéaire qui étend © 3 BJ.

La somme ) -, (—1)’“""1LIQ-[-%I——IE converge dans l'ideal maximal de BJ, vers un élément
que ’on notera ¢ = Log([e]) ; on définit ainsi une injection Z,-linéaire G-équivariante Log :
Z,(1) — BJn. On montre que ¢ est une uniformisante de Bjy, i.e. Ker(©) = tBjj. Pour
tout g € G, on a : gt = x(g)t, ol x est le caractére cyclotomique.

Soit z € R**t ; pour n suffisamment grand, 1’élément LL“E]-;—IE est dans A..;s, et tend
p-adiquement vers 0. Donc 3., (—1)**1 E=U" converge dans BE;, = Acris[3] vers un élé-

Ccris
ment que ’on notera A(z). On obtient ainsi un morphisme injectif Z-linéaire G g-équivariant
A: R*+ < BY. | et I'on notera encore t = A(e) = Log([e]). On étend A & R* en posant
Aa)=0siac€ F; , et I’on obtient un morphisme Z,-linéaire Gx-équivariant A de R* dans
BY.. ;on adonc:
RX — B,
Yy e e Yy EID
- -
n>1 n
ol P’on a posé z+ = z.[z mod Mp]~! € R** = {z € R* /z =1 mod Mg}

Rappelons enfin que B} = Sym((FracR)*) ®Sym(rx) BY .., et que ’on a un morphisme
Adr : (FracR)* — B}y qui prolonge A : RX — B}, C Bj;. En fait, pour tout y € (FracR)*
tel que y € R*, on a un isomorphisme B}, ~ B}, [A4r(y)]. Choisissons un élément = =
(™) € R avec 7(®) = p, et posons u = Log([x]/p) € Byr ; on prend alors By; = Beis[u] C
Bjgr , sur lequel le Frobenius est étendu par ¢u = pu, et N est 'unique B,;s-dérivation telle
que Nu = 1 (pour I'influence de ces choix voir [Fo 2], 5.2.).

Ces rappels nous serviront dans le paragraphe qui suit.

A.2.2. Les cas potentiellement multiplicatifs :

Soit E une courbe elliptique sur Q, telle que v,(jg) < 0 ; alors, quitte & tordre F par
un caractere d’ordre 2, on peut supposer que E = E,, ou E, est une courbe de Tate avec
q € Q), vp(g) > 1, et g est uniquement déterminé par I'invariant modulaire jg. On a une
suite exacte de Z,[G]-modules :

(*m) 0 — Zp(1) — T(Ey) = Tp(Q, /9*) — Zp — 0 .
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On a donc Tp(E,) = Zye @ Zywg, ot € = ({pn)n>o0 est un générateur de Zp(1), et w, =
(wg,n)n>0 est un élément de T,,(Q;,< /q%) dont I'image dans Z, est 1. En tensorisant par Q,
on obtient la suite exacte de Q,[G]-modules :

(*m) 0 — Qp(1) — Vp(Ey) — Qp — 0.

On sait que toute extension V' de Q, par Qp(1) est semi-stable, et que le type de Hodge-Tate

de D = D}, (V) = Homg,g](V, Bst) est (0, 1), c’est-a-dire que 'on a : Fil’'D = D pour i < 0,

Fil'!D est un Qp-espace vectoriel de dimension 1, et Fil'D = 0 pour i > 2. De plus, ’objet
,,(Eq) =V (Qp /%) n’est pas cristallin, puisque g ¢ z;.

Ecrivons ¢ = u,p™, avec uy € Z; et m = vp(q) > 1.
Choisissons un systéme (y ") )n>o0 de relévements des wg,, dans Z C O¢ (l’annea,u des entiers
de Q,), tel que yg ) =get (y("+1))7’ = y(") pour tout n > 0 ; alors y, = (yq ))n>0 ER,et

les autres choix pour un tel élément s’écrivent €”y, , avec v € Z,. On a vr(yy) = v(yq )) =
vp(g) =m>1, avec

() = Logan((15) + Logtsf?) = NE L (B0 rog(uy)

ot le premier terme est dans ¢t B}, = Ker(0), et le deuxiéme est dans pZ,, (c’est le logarithme
p-adique usuel) ; pour tout v € Z,, on a A\pr(e’yy) = vt + A4r(yq). Donc, avec le choix
que ’on a fait pour B, on a N(Aar(y,)) = vr(yq) = m = N(A4r(€”yq)). On définit des

morphismes Q,-linéaires G-équivariants ef et e} de V,(E,) = Q,e ®Q,w, dans B}, en posant :

{el(s) =0 ot {ez(e) =t

ei(wq) =1 eg(wq) = 'r}'{’\dR(yq)-

L’application e} est injective, et son image ne dépend pas du choix de I’élément y, (on re-
marque que cette image n’est pas dans B.is ). Alors, comme on sait que D = D3, (Vo(Ey)) =
Homg jc)(Vp(Ey), Bst) est un Qy-espace vectoriel de dimension 2, et que (e, €3) sont claire-
ment Q,-indépendants, on voit que ’on a D = Qe & Que. De plus, on a les relations :
pt = pt ; ¢(Adr(Yq)) = PAar(Yq) 5 Nt = 0 ; N(Agr(yy)) = m. On en déduit facilement :
wel = el ; pel = pel ; Nel = 0; Nel = e (on a bien Ny = ppN). Ainsi, il existe
une Q,-base (e}, el) de D = D, (V,(E,)) dans laquelle les matrices de ¢ et de N s’écrivent

respectivement
10 ot 01
0 p 00 ’

Cela donne la structure de (¢, N)-module sur Q, de D. On constate que Qe] est un sous-
objet, alors que QueJ ne D’est pas, n’étant pas stable par N ; on en déduit que la suite exacte
(*m) n’est pas scindée (on retrouve ainsi ce résultat qui était déja connu, voir [Se 1], A.1.2.).
De plus, on constate que le systéme de représentations (Vi(E,))iep est compatible.

Déterminons maintenant la filtration, ce qui revient & déterminer la Q,-droite Fil'D. La
condition de faible admissibilité impose FIIID # Qpei (sinon, D' = Qpe] serait un sous-objet
dans MFq,(¢, N) de D tel que tg(D') =1 >tN(D") =0). On a donc

Fil'D = Q,(a(q)el +€l) ,avec a(g) €Q,
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(la faible admissibilité est bien vérifiée). Par définition, on a Fil' D = Homgq,g)(V;(E,), tBig
([Fo 1)), c’est-a-dire ©(a(q)ei(z) + e2(z)) = 0 pour tout z € Vp(E;) = Qpe & Qpuw,.
Puis, comme ei(e) = ¢ € Ker(©) et el(e) = 0, on voit que la condition ci-dessus s’écrit
O(a(g)el(wy) + ed(wy)) = O(alg) + 2 Aar(yg)) = 0. Ceci équivaut, puisque Air(y,) =
Log(u,) mod Ker(©), & ©(ma(q) + Log(u,)) = 0 ; mais ma(g) + Log(u) € Qp, et donc
ma(q) + Log(uy) = 0. Finalement, on obtient :

a(q) = T3 , oll q= quup(q) ’ UP(Q) >1.

Remarque : L’application de pZ,\{0} dans Q, qui & g associe a(q) = —Log(uq)/vp(g) est
surjective : Log(uq) parcourt pZ, et v,(g) parcourt les entiers > 1. Par contre, elle n’est pas
injective : si ¢, ¢’ € pZ,, alors, avec des notations évidentes, a(q) = a(q’) si et seulement si :

Log(u;"’(q')) - Log(u:f’(‘I)) PN (uq)vp(q’)(p—l) — (uq,)”P(Q)(P-l) o gur(d)(e-1) = (¢)vr(@)P-1)
Soit maintenant ¢’ un autre élément de pZ,\{0}, et soit D' = Homgq,g)(Vo(Ey), Bst),

muni des opérateurs ¢’ et N’ ; on sait qu’il existe une Q,-base (e}, e;) de D’ dans laquelle
les matrices de ¢’ et N’ s’écrivent respectivement

10 ot 01

0 »p 0 0"
et la filtation est donnée par Fil' D' = Q,(a(q’)e; + €;), avec a(g’) = —Log(uy)vp(g’) !, ol
¢’ = ugp®?(?). Or, on voit facilement que toute application Q,-linéaire non nulle % : D — D’

telle que Yy = ¢'® et N = N’p est une homothétie ; donc on aura 9 (Fil' D) C Fil' D’ si et
seulement si a(q) = a(q¢’).

Ainsi, D}, (V,(E,)) est isomorphe dans MFq, (¢, N) al’objet D}, (1;1; ), @ = a(q) € Qp,
de type Hodge-Tate (0,1), décrit par : D = Qpe; ® Qpez ; pe1 = €1 ; pez =pez ; Ne; =0 ;
Ney = e; ; Fil'D = Q,(ae; + €3).

Lorsque o parcourt Q,, ces objets sont deux-a-deux non-isomorphes, et ils proviennent tous
d’une courbe de Tate sur Q,, puisque I'application ¢ — a(g) est surjective. De plus, on
retrouve (cf. [Se 1], A.1.4.) le fait que, pour deux courbes de Tate Eq et Ey,on a :

Vo(Ep) = Vo(Ey) & ¢ @)= = ()@@~ o E_ est Q,isogene 3 E, .

En tordant par les trois caracteres d’ordre 2 possibles (voir A.1.2.1.), on obtient tous les
objets Dy, (e; b; @), e € {1,2}, b € {-1,1}, @ € Q,, de la liste D* du chapitre 1.

Remargue : On voit que Endg [6(V3(E)) = Q,.
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A.2.3. Les cas de bonne réduction (e € {1,2}) :

Soit E une courbe elliptique sur Q, telle que v,(jg) > 0 et dont le défaut de semi-stabilité
est e = dst(E) € {1, 2} ; quitte a tordre F par le caractére correspondant & I’extension ramifiée
Q,(72)/Q,, on peut supposer que E a bonne réduction sur Q, (c’est-a-dire e = 1). On note
encore E le schéma sur Z, qui la prolonge, E(p) son groupe p-divisible associé, E= Exz,F,
sa fibre spéciale, et a, = a,(E). On a V,(E) = Vu(E(p)), et le déterminant est le caractere
cyclotomique x.

On sait que tout objet V' de Repg, (G) provenant d’un groupe p-divisible (ou de Barsotti-

Tate) est cristallin, et que le type de Hodge—Tate de D =D}, (V) = Homg JG] (V, Beris) est
(0,1), c’est-a-dire que l'on a : Fil'D = D pour ¢ < 0, Fil' D est un Q,-espace vectoriel de
dimension 1, et Fil'D = 0 pour z > 2.
Ainsi, 'objet D = D} (V;(E)) de MF () est un Qp—espa,ce vectoriel de dimension 2,
muni d’un Frobenius Q,-linéaire ¢ : D — D vérifiant ¢? — ayo + p = 0, et d’une filtration
de poids (0,1) sur D, qui est donc déterminée par la Q,-droite Fil'D ; ces deux données sur
D doivent en outre vérifier la condition de faible admissibilité.

Supposons d’abord que a, = 0, c’est-a-dire que E est supersinguliére (la partie connexe
E(p)° de E(p) est de hauteur 2 et V,(E) = V,(E(p)? ). Alors le polynéme caractéristique
Pear(¢)(X) = X% + p est irréductible dans Q,[X], et aucune Q,-droite de D n’est stable par
@ . Donc, si e; € D est non nul et si ez = pe; , alors (e, e2) est une base de D dans laquelle

la matrice de ¢ s’écrit
0 -p
1 0 )

La condition de faible admissibilité est vérifiée, puisque tg(D) = 1 = tn(D) et qu’il n’y a
pas de sous-objet propre. Ecrivons Fil' D = Qp(cey + Bez) avec o, B € Q, et (o, 8) # (0,0).
Soit D’ un autre obJet de MFQP( ) et de type de Hodge—Ta.te (0,1), tel que D' = Qe D Qe
avec p'e] = ey, 'eh = —pel, et Fil'! D' = Q,(c'e} + B'eh), (¢!, B') # (0,0). Soit ¢ : D — D'
une application Qp-linéaire telle que ¥ = ¢'1 ; alors la matrice de 7 (relative aux bases
choisies ci-dessus) doit s’écrire

(a —PC) , avec a,cEQp,(a,C)gé(o’O),

c a
et 1 est bijective puisque a? 4 pc? # 0. Puis la condition ¢ (Fil'! D) = Fil' D’ s’écrit :
{ ac — pcf o

i

ca+ af B

et comme a? + pB? # 0, il y a une unique solution (@, ¢) non nulle. Donc deux tels objets D
et D' sont toujours isomorphes dans MFq,(¢).

Finalement, D} (Vp(E)) est isomorphe dans MFgq,(¢) a I'objet Dg (1 0) de la liste D* du
chapitre 1 décrit par : D = Qpe; @ Qpez ; pey = ez ; pea = —pe; ; Fil'D = Qe -

En tordant par le caractére d’ordre 2 correspondant & Q,(72)/Q,, on obtient I’objet Dz (2; 0)
de MFq_(x,)/0,(¢) de la liste D* du chapitre 1.

108



Supposons maintenant que a, # 0, i.e. a, € N et E est ordinaire. Dans la suite exacte
courte de Q,[G]-modules

(*ord) 0 — V,(E()°) — V,(E) — V,(E) — 0,

Paction de I sur le Qp-espace vectoriel de dimension un V,,(E’) est triviale. En appliquant le
foncteur contravariant D7 ;. , on obtient une suite exacte courte, encore notée (*ord), dans
MFg! (¢)

(*ord) 0—)D1——+D——)D2——)0,

ot D = D%, (V,(E)), D1 = D2 (Vo(E)), et Dy = D%, (Vo(E(p)?)). Bien siir, la premidre
suite exacte est scindée dans Repg,(G) si et seulement si la deuxiéme I'est dans MFq,(¢).
Comme a, # 0 mod pZ,, le polynéme P, (p)(X) = X2 — apX + p est scindé 3 racines
distinctes dans Q,[X] (Hensel). Soit u = u(ap) 'unique élément de Z tel que u+u~1p = a, ;
on a P (90)(X) = (X — u)(X — u~1p), et ¢ est diagonalisable dans D. Soit (ej, e2) une
Q,-base de diagonalisation de ¢ dans D telle que we; = ue; et ez = u~'pe; ; on a donc
D, = Qpe; (puisque u € Z;,‘) et D; = Qpez. La condition de faible admissibilité impose
Fil' D # Qye; ; sinon, Dy = Que; = Fill D serait un sous-objet de D tel que :

tg(D1) =Max{i€Z/ D NFiI'D#0}=1 > 0=v,(u) = tn(D1) -

On a donc Fil'D = Q,(ae; + €2) avec @ € Q,, et D est faiblement admissible : on a bien
tg(D) =1 =tn(D), tg(D1) = 0 =tn(D1), et tg(D2) = (0sia#0;1sia=0) < 1=
tn(D2). On voit que D; est un sous-objet de D dans MF&‘lp(go) si et seulement si a = 0 (i.e.
tu(D2) = tn(D2), voir [Fo 2], Prop. 5.4.2.ii)) ; cela équivaut au fait que la suite exacte (*orq)
est scindée dans MFq,(¢)-

Soit D’ un autre objet de MFq,(¢) et de type de Hodge-Tate (0, 1), tel que D' = Q,e] ®Qype}
avec p'e| = ue|, ¢'eh = ules, u+ulp = a,, et FillD' = Q,(cfe] + €5), &/ € Qp. Soit
% : D — D’ une application Qp-linéaire bijective telle que o = ¢’ ; donc Pe; = aej
et Ye; = deb, avec a,d € Q,, ad # 0. Alors on a %(Fil' D) = Fil'D' si et seulement si
aa = dao’. Ainsi, deux tels objets D et D’ sont isomorphes dans MFgq,(¢) si et seulement si
aad’ #0ou bien a =a' =0.

Finalement, D} (Vy(F)) est isomorphe a Pobjet D%(1;ap; @) de la liste D* du chapitre 1
décrit par : D = Qpe1 ® Qpez ; we1 = uey ; wea = u”lpe; ; Fil'D = Q,(ae; + e3), avec
u+u"'p=a, € NJ et @ € {0,1}. De plus, on a o = 0 si et seulement si (*,-4) est scindée.
En tordant par le caractére d’ordre 2 correspondant & ’extension ramifiée Q,(72)/Q,, on
obtient 'objet Dg(2; ap; @) de MFq,(x,)/0,(¢) de la liste D* du chapitre 1.

On constate que dans tous les cas e € {1,2} la représentation A, = Wf);st,p(%(E)) est
définie sur Q. Pour FE fixée, le systéme de représentations du groupe de Weil (A});ep est
clairement compatible, avec A; = WD;St’l(V;(E)) pour [ # p : cela provient du fait que le
polynéme caractéristique du Frobenius est dans Q[X] et indépendant de ! € P.

Remarque : Poure € {1,2},ona EndMFKe,@p (0)(De(e;0)) = EndMer/Q,, (¢)(De(e;ap; 1))
= Qy, alors que Endpr,, Jap (@) (Dg(e; ap; 0)) est constitué des dilatations.
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A.2.4. Les cas de potentielle bonne réduction (e > 3) :

Soit E une courbe elliptique sur Q, telle que v,(jg) > 0 et dont le défaut de semi-stabilité
est e = dst(E) € {3,4,6} ; alors E acquiert bonne réduction sur ’extension totalement
ramifiée L = L. = Qp(n.) de degré e, et n’a bonne réduction sur aucun corps dont I’indice de
ramification est strictement inférieur & e. On note Ky I’extension maximale non ramifiée de
Qp contenue dans K ; on adonc Kog=Qpsip=1modeZ,et Ko= Q25 p=—1modeZ.
On note ET, et Ex les schémas qui prolongent Exg,L et EXxq,K sur Op = Zy[r.] et sur
OK =-Zy 7] EL(p) et Ex(p) = EL(p) Xo, Ok sont leurs groupes p-divisibles assoc1es,
EL = Erxo, Fp et EK Ex X0y Fp2 = Er xg, F,2 leurs fibres spéciales, et a, = ap(E') On a
Vo(EL) = Vp(EL(p)) en tant que Q,,[GL]—module, et A2V,(E) = Qp(1).

On sait que tout objet V' de Repg,(G) qui est potentiellement de Barsotti-Tate est
potentiellement cristallin, et que le type de Hodge-Tate de D = Dpcns(V) est (0,1).

L’objet D = D} 14 (V3(E)) = Diys s % (Vp(E)) est dans MFK/Q () : c’est un Kg-espace
vectoriel de dimension 2, muni d’un Frobenius o-semi-linéaire p: U D, d’une action semi--
linéaire de G /g, = Gal(K/Qp) sur D commutant & ¢, ainsi que d’une filtration décroissante
sur Dg = K ®k, D, stable par l'action de Gk/q, (étendue semi-linéairement sur D), et telle
que Fil°Dg = Dg, FillDg = K—droite, Fil?Dg = 0. Il doit en outre vérifier la condition
de faible admissibilité ; rappelons qu’un objet de MFg/q, () est faiblement admissible si
et seulement si I'objet de MFk(p) que l'on obtient en oubliant I'action de Gk q, !’est
([Fo 2], Prop. 4.4.9.). De plus, on a A2D = Q,{1}, i.e. A2D = Q,, sur lequel ¢ agit par la
multiplication par p, Gg/q, agit trivialement, et Fil' A? D = Q,, Fi2A2D =0.

Le sous-groupe d’inertie I(K/Qp) =< 7. > de Gk/q, agit Ko-linéairement sur D, d’olt
un morphisme v :< T'e >— Autg, (D). Ce morphisme est en fait injectif. En effet, si H =
Ker(v) C I(K/Qp) n’était pas trivial, alors D = DJ, .5 (Vp(E)) serait un objet de MF i (¢),
i.e. Vp(F) deviendrait cristalline sur K H_ et FE aurait donc bonne réduction sur le corps KH#
dont I’indice de ramification serait strictement inférieur & e = dst(E). On identifie 7. avec
son image par v ; c’est donc un élément d’ordre exact e € {3,4,6} de Autg, (D), dont le
déterminant est 1 (car A2D = Q,{1}). Finalement, on en déduit que

Pear (Te)(X) = Prin(7e) (X) = (X = () (X —Cgl) =X?-7.X+1 €Z[X],

puisque (Z/eZ)* = {£1}. En particulier, 'automorphisme Ko = Qp((.)-linéaire 7. est
diagonalisable & valeurs propres distinctes dans D.

Le Frobenius ¢ : D — D est o-semi-linéaire, mais comme D7, i (V3(E)) (c’est D sur lequel
on oublie I’action de Gg/q,) est aussi un objet de MFL(ga) (puisque E acquiert bonne
réduction sur L dont le corps résiduel est F,), le polynéme X2 — a,X + p annule ¢. Plus
précisément, le p-module filtré sur L : D, 1 (Vo(E)) = Homq,g,}(Vp(E), Beris) engendre,
en tensorisant par Ko (et la filtration par K ) le (¢, Gkyr)-module filtré D ;. g /1,(V2(E))-

Supposons d’abord e | p— 1 ; alors ¢ est Q,-linéaire, et la relation ¢, = 7.¢» montre que
 est diagonalisable dans une base de vecteurs propres de 7.. En particulier, son polynéme
caractéristique X2 — a,X + p se scinde dans Q,[X], ce qui équivaut & a, # 0 mod p, d’olt
a, # 0 et Ey est ordinaire. Soit u = u(a,) 'unique élément de Z} tel que u+u~lp = ayp ;
alors il existe une Q,-base (e1,e;) de D dans laquelle les matrices de ¢ et de 7. s’écrivent
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respectivement

(15) o (§&) e ccmormun

Cela donne la structure de (p, Gk/qQ,)-module de D = D . 5 /Qp(VP(E))’ ou bien, de fagon

équivalente, la structure de A, = Wf):,st’p(%(E)). Le fait que A, doit étre définie sur Q
implique que a, € A}, et A, est isomorphe a I'objet WD},.(e;ap;¢€), € € {£1}, de la liste
WD* du chapitre 1 (cf. A.1.2. ; en particulier, le (¢, Gk/q,)-module décrit ci-dessus avec
€ = 1 n’est pas isomorphe a celui avec e = —1).

La condition de faible admissibilité impose Fil'!Dg # (e; ® 1)K (pour les mémes raisons
qu’en A.2.3.,cas ap, # 0), dou Fil'!Dx = (e, ® B+ e2® 1)K avec B € K = Qp(me). La
faible admissibilité est alors vérifiée, et il reste 3 écrire que Fil! D est stable par G K/Qp-
Cela équivaut & 7.(e1 @ B+ e2® 1) = (fe1 Q@ T (B) + (2@ 1 € (e1 ® B+ e2 @ 1)Qp(me),
C’est-a-dire {27, (8) = B ; cela s’écrit aussi (272 (8) = 1.(72B) = 726, i.e. 7B € Q,.
En écrivant 8 = a2 avec o € Q,, on obtient FillDg = (-1 @™ + 2 @ m)Qp(7e).
Puis, avec des notations évidentes, on voit facilement (comme pour e = 1 ou 2), que. deux:
tels objets.D(e; ay; €; ) et D(e; ap; €; ') sont isomorphes dans MFk/q,(¢) si et seulement si
ad #Qoua=a'=0.

Ainsi, Dg /QP(V;,(E)) est isomorphe & I'objet Dj.(e;ap; €; @) de la liste D* du chapitre
1 décrit par : D = Qpe; @ Qpe2 ; e = ue; ; pez = ulpey ; Teer = (€1 ; Tee2 = (. "%eq ;
FillDg = (- €1 ® me™ + €2 @ me¢)Qp(me), avec e € {3,4,6} et e | p—1, ap € Np’fe et
v+ u"lp=ay €€ {-1,1}, @ € {0,1}.

En outre, lorsque le quadruplet (e, a,, €, @) parcourt ’ensemble {n € {3,4,6}/n | p— 1} x
Ny X {£1} x {0,1}, ces objets sont deux-a-deux non-isomorphes dans MFg/q,(¢). Pour
chacun d’eux, en notant D; = Qpe;, ¢ = 1,2, on a une suite exacte courte dans MF%{CI/QP((,D) :

00— Dy —D—Dy,—0,

qui est scindée si et seulement si.ao = 0. Elle provient par application du foncteur D:ris,K /Qp
de la suite exacte de Q,[G]-modules :

(*ord) 0 — V,(Ex(p)°) — V,(E) — Vp(E‘K) —0.

Supposons maintenant e | p+ 1 ; alors ¢ est o-semi-linéaire, dét(¢) = p, et o({e) = 1.
On note Do = D<“> = {z € D/ wz =z} ; on a en fait Do = D}, 1 (Vo(E)) et Q2 ®q, Do =
D. La relation wy = ¢w implique @Dy C Dy, et la restriction de ¢ & Dy est Qp-linéaire.
Soit (e1,ez) une Q,2-base de diagonalisation de 7. ; quitte & changer (e1, ez) en (ez,e;), on
peut supposer que T.e; = (.€; et Teegx = Ce‘lez (i.e. € =1). La relation 7w = wT.~! donne
Te(wer) = (e(wer) et Te(wez) = (1 (wez), d’olt we; € Qp2e;, 1 = 1,2 ; puis la o-semi-linéarité
de w implique Do N Q,z¢; # 0, pour ¢ =1,2. On en déduit qu’il existe une Q,-base de Dy,
que I’on note encore (e1, €2), telle que T.e; = (ee1 et Teeg = (lez dans D = Q2 ®q, Do -
Enfin, la relation 7.¢ = ¢, donne 7.(pe1) = (S (pe1) et Te(pez) = Ce(pe2), d'olt pe; € Qpaer
et ez € Q,2e; ; mais comme @Dy C Do, on a en fait pe; € Qpez , pez € Qpe;. Comme
dét(p) = p, on a donc we; = aez , pes = —pa~le; , a € Q) ; alors, quitte & changer (ey, e3)
en (e, aez), on en déduit qu’il existe une Q,2-base (e1, e3) de D telle que :

o _ . _ . _ 1
per =ez , pex = —pey ; we; =e€1, wex =€z ; Teep =C(.€1, Tee2=C(, €2.
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En particulier, on voit que ¢2+p = 0, et donc a,=0,i.e. Ey est supersinguliére. Cela donne
la structure de (¢, Gk/q,)-module de D = D7 ;. ¢ /Qp(VP(E))’ ou bien, de fagon équivalente,

la structure de A, = Wﬁ:,st,p(V;,(E)) : c’est un Q,:-espace vectoriel de dimension 2, sur
lequel le groupe de Weil W agit Q,-linéairement (en posant po(w) = (w mod W) - =)
pour tout w € W), et 'on constate que A, est isomorphe & objet WD} (e, 0) de la liste
WD* du chapitre 1.

Déterminons la K-droite Fil'Dg . Comme il n’y a pas de sous-Kg-espace vectoriel propre
de D stable par ¢, la condition de faible admissibilité est toujours vérifiée. Puis, Fil'! Dg
doit étre stable par 1’action de G K/Q, =<Te> X <w > étendue semi-linéairement sur Dk,
ce qui est le cas si Fil'Dg = (e; ® 1)K . Sinon, écrivons FillDg = (e1®B+e2®1)K
avec B € K = Qp2(m). Alors w(e;1 @ f+e201) =e1Qw(f) +e2®1 € Fil'! Dg si et
seulement si w(B8) = B, i.e. B € Qp(7e) = L (c’est normal, puisque Dp est un objet de
MFL(p) et Q2 ®Q, Do = D : la filtration sur Dg provient d’une filtration sur (Dg)r). Puis
Te(e1® B+ e2®1) = (e ® Te(B) + (Tlea ® 1 € Fil' D si et seulement si (?7.(8) = 8, ce
qui équivaut & 728 € Q2 ; donc 728 € Q2 N Qp(7e) = Q,p, et 'on a B = an;? avec a € Q,.
Finalement, on en déduit que Fil'Dg = (a-e; @ 7.™! + e, ® 1)K avec a € P}(Q,) (on
convient que Fil' Dg = (e; ® 1)K si o = 00).

Soit maintenant un autre objet D’ de MFg g, () tel que D' = Q2e1®Q,2¢€5, pe] = €, pey =
—pey, weh = €}, weh, = €, Tee] = (eel, Teeh = (T eh, et Fil' Dy = (o' -ej @M1 + e, @ me) K,
avec o € P(Q,). Soit ¢ : D — D’ un morphisme non nul de MFg/q,(¢). Alors Yw = wy
implique ¥ (Do) C Dy = Qpe} & Qpeh, et Y71, = Tt implique e; € Qee}, i = 1,2 ; donc
e1 = ae; et e = deg avec a,d € Q,, et 1 = 2 donne alors a = d. Enfin, on voit que
¢ (Fil' Dg) C FillD}{ si et seulement si a = o'.

Ainsi, D g /QP(VP(E)) est isomorphe dans MF/q,(¢) & I'un des objets Dj.(e; 0; @) de la
liste D* du chapitre 1, décrits par : D = Q,2e1 ® Q,2e2 ; pe; = ez ; pe; = —pey ; wey = €y ;
wey = ey ; Teer = (€1 5 Teez = (. ez ; Fil'Dxg = (o - €1 @ me™! + €2 ® 7e)Qp2(mre), avec
e€ {3,4,6}ete|p+1, acPQ,).

Lorsque le couple (e, @) parcourt I’ensemble {n € {3,4,6}/n | p+1} X P}(Q,), ces objets sont
deux-a-deux non-isomorphes dans MF K/Qp(go).

Pour E/Q, fixée, on constate la compatibilité du systéme (Vi(E))iep, sauf dans le cas ol
E/Q, est potentiellement ordinaire avec dst(E) > 3. Dans ce cas, 'invariant € € {£1} se lit
sur la représentation E[p] (voir [Kr], 2.3.1.), et le fait qu’il soit le méme pour tous les V;(E),
l € P, se déduit de [Se-Ta] et de [Fo 3], Rmq. 2.4.6. iii).

Remarques :
1) On a EndMFLe/%((p)(D’{,c(e; ap;€;1)) = EndMFKe/%(w)(D;c(e; 0;a)) = Q,, alors que
0 *
EndMFLe/Qp (cp)(D;c(e;ap; €; 0)) = {( 8 d ) y a,d € Qp }7 et ]5:’ndMF‘Ke/4%2 (w)(Dpc(e; 0; a))

=stia€Q;‘;{(g a?a) ),aEsz}siae{O,oo}.

2) On voit que pour E/Q), telle que v,(jg) > 0 et dst(E) =e > 3,o0n a:

e|p—1 = FE est potentiellement ordinaire,
e|p+1 = FE est potentiellement supersinguliere.

Ceci achéve la démonstration des parties 1) et 2) du théoréme 2.1. du chapitre 1.
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ANNEXE B

Les réseaux G-stables des V,(F) ;
détermination des T,(F) et E[p].

Cette partie est consacrée & la description des Z,[G]-modules T,(E) ainsi que des F,[G]-

modules: E[p} =-T,,(E)/pT,(E) constitués des.points d’ordre p des.courbes elliptiques E/Q,.
On procéde de la maniére suivante :
- dans chaque classe d’isomorphisme de V,(F), on détermine les réseaux stables par G, a
Z,[G)-isomorphisme prés ; de plus, si £ est un caractére d’ordre 2, on a Tp(E¢) ~ T,(E)(£) ;
- dés que T C T,(E) est un autre réseau G-stable, il existe une courbe elliptique E’ et une
p-isogénie ¢ : E/ — FE, définies sur Q,, telles que 9,(TH(E’)) = T’ ; et si Tp(E) C T est
un autre réseau G-stable, il existe une courbe elliptique E” et une p-isogénie v : £ — E”,
définies sur Q,, telles que v,(T") = T,(E") (cf. chapitre 2, 2.4.4., lemme 1).

Signalons que tous les résultats de cette annexe sont connus : voir [Se 1], [Se 2] et [Kr].

Seules certaines 'méthodes sont nouvelles, et.-’on a essayé de proposer des approches variées.
Les résultats correspondants aux cas de bonne réduction ou de twists d’ordre 2 de ceux-ci
(ce sont les cas notés D dans la liste du chapitre 1) ont été obtenus en utilisant la théorie
des Modules de Dieudonné sur Z, comme dans [Fo 4], ainsi que, bien siir, le théoréme de
pleine fidélité de Tate (B.2.). Les résultats correspondants aux cas multiplicatifs (B.1.), ainsi
qu’aux cas potentiellement ordinaires (B.3.1.), ont été obtenus en étudiant I’image de Galois
dans Autg,(V,(E)). Enfin, ceux correspondants aux cas potentiellement supersinguliers (et
qui ne sont pas un twist ramifié d’ordre 2 d’une courbe ayant bonne réduction) ont été
obtenus en faisant des calculs explicites dans BW (R) (bivecteurs de Witt). Evidemment,
c’est ce dernier qui est le plus intéressant, et pour lequel on propose donc une rédaction plus
détaillée (B.3.2.). On notera que, bien souvent, une méthode employée pour I’un des cas
pourrait s’appliquer a un autre.
Enfin, signalons que pour traiter les cas de potentielle bonne réduction, on peut aussi utiliser
la théorie des modules de Dieudonné sur ’anneau des entiers d’une extension totalement
ramifiée de degré e de Q, ([Fo 4]) ; 'inconvénient est que I’on doit alors supposer e < p — 1.
C’est le point de vue qui a été adopté au chapitre 3, en 3.3..

Rappelons que x : G — Z; est le caractére cyclotomique donnant I’action de G sur les
racines p"-iémes de I'unité, n > 1, et que xp : G —+ F est sa réduction modulo p.
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Pour tout u € Z;§, on note 7, : G = G/I — Z;,‘ I’unique caractére non ramifié qui envoie le
Frobenius arithmétique sur u ; de méme si u € F{. Lorsque e > 2 et e divise p — 1, on note

& : G — Gi./Q, = 1e(Qp) =<(e>C ZX le caractére ramifié défini par &.(g9) = &=, g € G.
—1

Te

p=t
On a: & mod pZ, = xp° .

B.1. Les cas multiplicatifs :

Soit E une courbe elliptique sur Q, telle que v,(jr) < 0 ; quitte & tordre E par un
caractére d’ordre 1 ou 2, on peut supposer que E est une courbe de Tate E,, oll ¢ € pZ,\{0}

est uniquement déterminé par ’invariant modulaire jg. Rappelons que I’on a une suite exacte
de Z,[G]-modules

(*m) 0 —Z,(1) — Tp(Ey) — Zp,— 0,

qui n’est pas scindée (cf. [Se 1], A.1.2., ou bien Iannexe A). Il existe donc un plus grand
entier n € N tel que la suite exacte

(*m) mod p"Z, 0 — ppn (@p) — Eq[pn] — Z[p"Z — 0
de Z/p"Z[G}-modules se scinde.

On sait que Dy (V3(E)) est isomorphe a 'un des objets D, (1;15¢), @ € Qp, de la
liste D*, décrit par : D = Qpe; & Qpez, avec pe; = €1, ez = pez, Ne; = 0, Nex = ey,
et Fil' D = Q,(ce; + e2). L’invariant o est donné par @ = —Log(ug)/v,(g), ot I'on a écrit
q = ugp*?(D, u, € Z,*, et Log est le logarithme p-adique usuel sur Z,*.

En considérant la suite exacte (%), ou bien en appliquant le foncteur quasi-inverse V3, de
Dz, on obtient facilement : il existe une Q,-base de V,(E) telle que G agit via

X *
(0 1) avec x#0.

Alors il existe une Z,base (e1,ez) de Tp(E) = T,H(E,) sur laquelle G agit par ( )é I )’

toujours avec * # 0. On peut choisir cette base explicitement : e; = € = ({pn)n>0 est un
générateur de Z,(1), et ez = w, est un élément de T, (F,) dont "image dans Z, est 1, que I’on
peut écrire wy = (2, mod qZ)nzo , avec z, € @: et zp=gq, zﬁ 41 = 2Zn pour tout n > 0 (les
autres tels choix possibles sont les vz, , n > 0, avec v, € ppn). La suite exacte (*, mod p™)
est scindée si et seulement si le réseau Zye; @ p~"Zyez est stable par G, ce qui équivaut a
zn mod pyn € Q, ; autrement dit, (*, mod p™) se scinde si et seulement si g € (Q;,‘)P". On
note n,(g) le plus grand entier n tel que q € (Q;‘)P" ; c’est donc aussi le plus grand entier tel
que (*m, mod p") se scinde.

Soit Ty le réseau Zye; @ p‘"P(‘I)Zpeg ; il est stable par G, et si I’on considére la suite exacte
de Z,[G]-modules

(*0) 0 — Zyey — To — p "PVZpe; — 0,
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alors (*o) est scindée modulo p™Z, si et seulement si m = 0. Comme G agit sur la Z,base

(e1,p~"*Dey) de Ty par p = ( X

0 I ), on en déduit qu’il existe des éléments g; € G,1 =1, 2,

tels que p(g:) = ( %i ;,:: ) € GL3(Z,), avec ¢1 € Z; et az # b2 mod pZ,. On montre alors
que D’existence de tels- automorphismes de Ty implique que les autres réseaux G-stables de
Vp(E,) sont, & homothétie pres, les Zye; @ p"‘"‘P(‘?)ZPez , avec m € N (voir B.3.1. - & partir
du lemme - pour une preuve de cette affirmation).

Soit E/Q, une courbe elliptique telle que v,(jg) < 0, qui est le twist par un caractére
d’ordre 1 ou 2 d’une courbe de Tate E, , avec q € pZ,\{0}. La suite ezacte de G-modules
(*m) n’étant pas scindée, il existe un plus grand entier n,(q) tel que q € (Q;,‘)""’ @ Alors il
eziste une Qp-base (e1,e2) de V,(E) telle que, a isomorphisme prés, les réseauz stables par
G sont les :

Zpey, ®p"Zpes , m2> —ny(q) .
On en déduit l’action de G sur E[p] : il eziste une F,-base de E[p] telle que G agit via

12;5 1—B=L
1-1 Xe b—_l* =1 avec *x=0 & ny(g)>1.
0 n_1 X»®

Remarque : g € (QX)?P" implique v,(g) = —v,(jg) =0 mod p"Z.

B.2. Les cas de bonne réduction (e € {1,2}) :

Soit E une courbe elliptique sur.Q, qui est le twist par un caractére ramifié d’ordre 1 ou
2 d’une courbe elliptique ayant bonne réduction sur Q, ; alors D"I‘,cris(Vp(E)) est isomorphe
a I’un des objets notés D dans la liste du chapitre 1. Quitte a tordre, on peut supposer que
E/Q, a bonne réduction sur Q,, i.e. que E se prolonge en un schéma sur Z,, encore noté F,
et auquel est associé un groupe p-divisible E(p) sur Z,. D’aprés [Fo 4] (voir 3.2.2.), les Z-
réseaux de V,,(E) stables par G sont en bijection avec les Z,-réseaux M de D = Dz (Vo (F))
stables par ¢ et tels que l'inclusion M NFil'! D <+ M induit un isomorphisme de Fy-espaces
vectoriels

(M QOFil'D)/p(MNFil'D) ~ M/pM .
Comme ce sont des F,-espaces vectoriels de dimension 1, cette condition est équivalente a
M = oM + (M NFil' D).
Soient T et T’ deux réseaux G-stables de V,(FE), et soient M et M’ les Z,réseaux de
D = D{,;(Vp(E)) leur correspondant ; alors T et T’ sont Z,[G]-isomorphes si et seulement

si il existe un isomorphisme Z,-linéaire 9 : M — M’ commutant aux Frobenius et vérifiant
Y(M NFil'D) = (M' nFil' D).
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B.2.1. Les cas ordinaires :

Soit E£/Q, une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire sur Q,. On a une suite
exacte de Z,[G]-modules

(*ord) 0 — T,(E(p)°) — TH(E) — TH(E) — 0,

ot E(p)°® désigne la partie connexe (ici de hauteur 1) du groupe p-divisible associé & E,
et E désigne sa fibre spéciale. On sait que D} (Vp(E)) est isomorphe a 'un des objets

Dz (1;ap; @), ap € M, a € {0,1}, de la liste D*, décrit par : u = u(a,) est I'unique élément
de Z; vérifiant u + u‘lp = a, ; D = Que1 ® Qpez, avec pe; = uey, pe; = u”lpey, et
FlllD Qp(ce; + e2). On note aussi (xorq4) la suite exacte dans MFq,(¢) :

(*ord) 0— Q,,el — D — Q,,ez —0.

Soit M un Z,réseau de D stable par ¢ ; on a des inclusions strictes pM C oM C M. Le
lemme 3 de 3.1.2. montre qu'il existe alors une Zy-base (fi, f2) de M telle que pf; = uf; et
¢f2 =u"lpfa ; on en déduit que M = p™ Z,e; @ p™2Zye, , avec my, my € Z.

- Cas @ = 0 & (*,rd) scindée dans MFQP(ga) alors FillD = Qpe2, d’oli, 2 homothétie
pres, M NFil'!D = Z,e2. On a M = p™Z,e; ® Zpez, m € Z, et oM = p"‘Zpel @ pZye; ; on
voit que la condition M = @M + (M N Fil' D) est bien vérifiée. Donc les réseaux G-stables
de V,(E) sont en bijection avec les réseaux M = p™'Zye; 69 P"2ZLyez , my, mg € Z,de D.
Sment m{, m), deux autres entiers et M’ = lepel @ p 2Zpe2 ; alors on a M "NFil'D =

mzZpeg , et la bijection Z,linéaire de M dans M’ définie par p™e; — p™ iej, 1= 1,2,
commute avec ¢ et envoie M ﬂFlllD sur M'NFil' D. On en déduit que les réseaux G-stables
de V;(E) sont tous Z,[G]-isomorphes.

- Cas a = 1 ¢ (*or4) non scindée dans MFq,(¢) : alors Fil'D = Q,,(el +e2). A

homothétie pres, M = p™Zye; ® Zyez, m € Z, d’odt M NFil'D = Z,(e; + e3) si m < 0, et
MNFil'D = p™Z,(e; + €2) si m > 0. On voit alors que la condition M = oM + (M ﬂFlllD)
est vérifiée pour m > 0 si et seulement si m = 0, et qu’elle I’est toujours pour m < 0.
Donc, & homothétie prés, les réseaux G-stables de V,,(E) sont en bijection avec les réseaux
M= mepel @ Zpez, m < 0,de D.
Soit m’ < 0 un autre entier, et M’ = p”‘ Zye, EBZ,,eg Une bijection Z-linéaire 9 de M dans
M' commutant avec ¢ doit envoyer pTey sur up™ e1, et ez sur uzez, avec u; € Zx Mais
alors ¥(M N Fil'! D) = Z,(u19™ ~™e;1 + uzez) = M/ NFil'D = Zy(e; + €2) si et seulement si
u; = ug et m = m’. On en déduit que les classes d’isomorphisme des réseaux G-stables de
V,(F) sont en bijection avec les réseaux M = p™Zye; @ Zyez, m < 0, de D.

Remarque : Fixons une courbe elliptique E sur F, ordinaire. Comme dans le chapitre

3 (3.2.4.), considérons les schémas elliptiques Eg sur Z, relevant E, avec 8 € (Z,/~)\{0}
(ils sont deux-a-deux non-isomorphes) ; on rappelle que pour z,y € Z,, on a posé T~y <
gm0 = ym0), ot j est Iinvariant modulaire de E, et m(j) = 1sij ¢ {0, 1728}, m(1728) = 2, et
m(0) = 3. Les objets D[,' =D, (V (Ep)) de MFq,(p) sont décrits par : Dg = Qpe1 ®Qpez ,
pe1 = uey , pes = u” lpes , et Fil! Dg = Qp(Be1 + e2). Tous ces objets sont isomorphes dans
MFq,(v) & Dz(1;ap;1). Avec les mémes méthodes, on trouve que les Z,-réseaux ¢-stables
de Dg vérifiant la condition de filtration sont, & homothétie pres, les p’"Zpel @ Zpez , avec
cette fois m < vy(B), et qu’ils sont deux-a-deux non-isomorphes (c’est d’ailleurs en relevant
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le module de Dieudonné du groupe p-divisible de E en des modules de Dieudonné sur Z,
que l’on a construit les Eg, cf. 3.2.). C’est un peu plus précis que ce que I’on vient de faire
ci-dessus (ol I’on a choisit 3 = 1 mod ~ ) ; si n(Ep) est le plus grand entier naturel tel que
la suite exacte 0 = T}, (Es(p)°) = Tp(Ep) — Tp(E) — 0 se scinde modulo p™Es)Z,, alors on
voit que n(Eg) = vy(B).

Soit E/Q, le twist par un caractére ramifié d’ordre e € {1,2} d’une courbe elliptique ayant
bonne réduction ordinaire sur Q,.
- Sia =0 (%0rd) scindée, les réseauz de V,(E) stables par G sont tous isomorphes.
- Si o = 1 & (*0rq) non scindée, il existe un plus grand entier naturel ng tel que la suite
ezacte de Z/p"EZ[G]-modules (*,rq) mod p"EZ, soit scindée. Alors il eriste une Q,-base
(e1,e2) de V,(F) telle que, d isomorphisme prés, les réseauz stables par G sont les :

Zpey, ®p"Zpes , m> —ng .

On en déduit l’action de G sur E[p] : il existe une F,-base de E[p] telle que G agit via

-1 1-2+ "
nEPXP o=l qvec *:0@[0-:0 ou nEZ]-]‘
0 NapXp

B.2.2. Les cas supersinguliers :

Soit £/Q, une courbe elliptique ayant bonne réduction supersinguliére sur Q,. On sait
que D}, (Vp(E)) est isomorphe a ’objet Dz(1; 0) de la liste D*, décrit par : D = Qpe; ®Qyez,
avec pe; = eg, ez = —pey, et FillD = Qye1.

Soit M un réseau de D stable par ¢ ; on a des inclusions strictes pM C oM C M. La

condition M = @M + (M NFil' D) et la relation ¢? = —p donnent M = (M NFil'!D)+pM,
d’ot M = (M N Fil' D) + o(M N Fil' D) + pM, et donc M = (M NFil' D) + (M NFil' D)
(Nakayama). Puis, M NFil'D étant un Z,-module libre de rang 1, et le polynéme X2 + p
étant irréductible dans Q,[X], on en déduit que M = (M NFil'D) @ (M NFil' D). Alors, 3
homothétie prés, on a M NFil'D = Z,e; , dot M = Zye1 @ Zpez. Les réseaux G-stables de
Vp(F) sont donc tous homothétiques, et le F,[G]-module E[p] constitué des points d’ordre p
de F est irréductible.
D’aprés Serre ([Se 2]), il existe une structure de F,2-espace vectoriel de dimension 1 sur E[p]
sur laquelle le groupe d’inertie absolu I agit par le caractére fondamental 12 de niveau 2 ;
donc E[p] est absolument irréductible, et, comme le déterminant est X, , la proposition du §9
de [Fo-Ma] implique que E[p] est F,[G]-isomorphe & I’objet noté V7 ;.

Remarque : on peut retrouver cela en faisant des calculs explicites dans BW(R), comme
dans le paragraphe B.3.2. (mais en plus simple).

Lorsque E/Q, est le twist par un caractére ramifié d’ordre e € {1,2} d’une courbe ellip-

tique ayant bonne réduction supersinguliére sur Q,, alors les réseauz de V,(E) stables par G
sont tous homothétiques.
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Action de G sur E[p] : soient 7w, € @p tels que nP°~1 = —p et (Pt = —1 ; il existe une
structure de Fp2 -espace vectoriel de dimension 1 sur E[p] telle que G agit par

G — Gal(Qps(m)/Qp) — Autr,(Fy2) ,
L 1-Esl
ot I(Q,(7)/Q,) agit viah, < , o1 3 est le quotient du caractére fondamental de niveau
2, et le relevement du Frobenius fizant m agit semi-linéairement via z — (zP, = € Fp2.
La classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de (, et la représentation est absolument
irréductible. Avec les notations de [Fo-Mal), pour e = 1 c’est l'objet V1, et pour e = 2 c’est
I’objet Vl-fz;l, L L’action de I sur E[p]®r,F, est diagonalisable, et il eziste une F,2-base

de E[p] ®F,F,2 telle que I agit via

1_22_:.!.
Y, ° 0
p+L2."_1

0 5 ©

B.3. Les cas de potentielle bonne réduction (e € {3,4,6}) :

B.3.1. Les cas potentiellement ordinaires :

Soit E/Q, une courbe elliptique ayant potentiellement bonne réduction ordinaire, et dont
le défaut de semi-stabilité est dst(E) = e € {3,4,6} ; alors E acquiert bonne réduction sur
K = Qp(m.), et e divise p — 1. On a une suite exacte de Q,[G]-modules

(*ord) 0 — Vo(Ex(p)®) — Vo(E) — Vo(Ek) — 0,

ol Ex(p)° désigne la partie connexe du groupe p-divisible de Ex = Exg,K, et Ex sa fibre
spéciale. On sait que D} ;. (Vp(E)) est isomorphe & I'un des objets Dj.(e;ap;€; @), avec
e€ {3,4,6}ete|p—1,a, € NS, e € {-1,1}, « € {0,1}, de la liste D*, décrit par :
u = u(a,) est 'unique élément de Z; tel que u + u"lp=a, ; Ke = Qp(me), GK./Q, =<Te>,
D = Qpe; @ Qpez, avec pe; = uey, pez = ulpey, Toer = (o1, Teez = (. ez, et Fil' Dg, =
(- e1®@me™ + e2 @ me ) Qp(re).

En appliquant le foncteur quasi-inverse V
une Q,-base de V,(F) telle que G agit via

—l¢g—e
T Ce X %
,avec *x=0 & a=0.
( 0 ﬂuEZ)

Quitte & tordre E par le caractére ramifié d’ordre 2 correspondant & ’extension Q,(72)/Q,,
on peut supposer que € = 1 (cf. la description des twists d’ordre deux du chapitre 1). Soit
(f1, f2) une Q,-base de V,(F) sur laquelle G agit comme ci-dessus ; soit T un réseau G-
stable de V,(E). On pose T = TNQ,f; et T, = TN Q,f; ; alors on a une suite exacte de
Z,[G]-modules

*

- . . P
peris d¢ Dicris » On obtient facilement : il existe

(*ord) 0—T) —T—T,—0,
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et il existe une Z,base de T, que I'on notera encore (fi, f2), telle que G sur T agit par

( P It )
0 Nue

- Si @ = 0, la suite exacte (*,rq) est scindée. On montre facilement qu’alors les autres

réseaux de V,(FE) stables par G sont les p™ Z,f; ® p™2Z,f,, avec m;, m3 € Z, et qu’ils sont
tous Z,[G]-isomorphes.

, avec * = (0 si et seulement si a = 0.

- Si @ # 0, alors (*,-q) n’est pas scindée. Il existe un plus grand entier n € N tel que la
suite exacte de Z /p"Z[G]-modules (*,,4) mod p"Z, soit scindée ; posons (f1,p~ ™ f2) = (e, €2).
Alors Tp = Zypey @ Zype, est un réseau G-stable de V,,(E), tel que, pour tout entier m > 1, la
suite exacte de Z,[G]-modules

(*0) 0—Zpey — To — Zpea — 0

n’est pas scindée modulo p™Z, ; cela équivaut au fait que les réseaux Z,ye; @ p~"Ze; ne sont

G-stables pour aucun entier r > 1. Déterminons les autres réseaux G-stables de V,(E) par
—1g—1

Tu € X * )

rapport a Tg ; ’action de G sur la base (e, e3) de Ty se fait par p = ( 0 y
use

Nous allons utiliser le petit lemme facile suivant :

Lemme :
1) Il eziste g; € G tel que p(g1) = ( a a ) € GL3(Zy), avec c; € Zj.

0 bu
az €2

2) Il eziste g, € I tel que p(g3) = ( 0 b
2

) € GL3(Z,), avec az # b; mod pZ,.

Preuve :
1) C’est évident, puisque (*o) n’est pas scindée modulo pZ,.
2) Supposons que pour tout g € I on ait £,1(g)x(9) = &.(g) mod pZ,, c’est-3-dire x(g9) =
£2(g) mod pZ, ; comme &, = x5 mod pZ,, on aurait alors x(g)l'z%l = 1 mod pZ, pour
tout g € I, ce qui est impossible (p — 1 ne divise pas 1 — 2 ?fl) o

Soit R un autre réseau de V,(F) stable par G ; quitte & effectuer une homothétie, on peut

écrire R = Zye; @ Zye) , avec ey = aey +bey, a € Qp, b € QX. Posons v,(b) = m € Z.
Sia€Zy,alors R=Zye; @ p"Zyez, ot m = vp(b) € Z. Soit g; € G comme dans le lemme
précédent. On doit avoir p(g,)(p™e2) = p™cre1+p™bi1ez € R, c’est-a-dire p™c; € Z, ; comme
c1 € Z,;, cela équivaut & m € N.
Supposons a ¢ Zj, et posons vy(a) = —m’, m’' > 1. Alors le réseau R' = Zye; © p’"'Zpe'z =
Zye, @ pm'*'m'Zpeg est stable par G, et, d’aprés ce que 1’on vient de voir, on doit avoir
m + m' > 0. Soit g, € I comme dans le lemme précédent. Le fait que R doit &tre stable par
p(g2) s’écrit p(gz)ey = (a(az — ba) + bea)ey + baeh € R, cest-d-dire a(ag — b2) + beg € Zyp,
avec (az — by) € Z5, c2 € Zp, et vp(a) = —m' < m = vp(b). Si —m’ < m, on aurait
vp(a(agz — b2) + beg) = —m < —1 ; donc —m’ = m, et e, = p™(use1 + uzez) avec u; eZ;‘ et
m < —1. Mais alors R’ = IZpel €Bp""Z,,e’2 = Zpe1 @ Zy(ure1 + uzez) = Zyey @ Z’?e2 =1To, et
le fait que R = Zye; @ p~™ Zp(uye1 + uzez) soit G-stable équivaut & (x)o) mod p™ Z,, scindée,
avec m’ > 1, ce qui contredit notre hypothese sur To. Donc nécessairement a € Z,, et, &
homothétie prés, les réseaux G-stables de V,(E) sont les Zye; @ p™Zye2, m € N.
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En remontant la construction, on arrive au résultat qui suit :

Soit E/Q, une courbe elliptique ayant potentiellement bonne réduction ordinaire, dont le
défaut de semi-stablité est dst(F) = e € {3,4,6}.
- st 0 = 0 & (%ora) scindée, les réseauz de V,(E) stables par G sont tous isomorphes.
- sia = 1< (*%,r4) non scindée, il eziste un plus grand entier naturel ng tel que la suite
ezacte de Z/p"EZL[G)-modules (*,rq) mod p"EZ, soit scindée. Alors il eziste une Q,-base
(e1,e2) de V,(FE) telle que, a isomorphisme prés, les réseauz stables par G sont les :

Zye,®p"Zpes , m>—ng .

On en déduit laction de G sur E[p] : il eziste une Fyp-base de E[p] telle que G agit via

-1, 12t «
T)EPXP =t avec *:0{:}[020 ou nEZ]-]‘
0 NapXp ©

Prenons une équation minimale pour E/Q, ; alors, d’aprés A. Kraus ([Kr], 2.3.1., Prop.1),
on a € =1 si et seulement si v,(AEg) < 6, et € = —1 si et seulement si v,(Ag) > 6.

B.3.2. Les cas potentiellement supersinguliers :

Cette partie est la plus originale de toute I’annexe B, non pas par les résultats qu’elle
contient, mais par la méthode employée. Elle est consacrée & ’étude de ’action de G sur les
points d’ordre p ainsi que sur le p-module de Tate d’une courbe elliptique E/Q, potentielle-
ment supersinguliére, et dont le défaut de semi-stabilité est dst(E) = e € {3,4,6}. Signalons
que tous les résultats concernant 1’action du groupe d’inertie absolu I sur les points d’ordre
p sont dans [Kr].

On utilise les bivecteurs de Witt BW (R) a coefficients dans R, construits par J.-M. Fontaine
dans [Fo 5]. Dans la section B.3.2.1., on en donne une construction ; on exhibe aussi certains
réseaux de BW(R) (lemme 1), pour lesquels on montre un petit résultat technique (lemme
2). Dans la section B.3.2.2., on propose une description du Q,[G]-module V,(E). Enfin,
dans la derniére section B.3.2.3., on utilise les réseaux de BW (R) étudiés au début pour
effectuer les calculs nécessaires 3 la description des F,[G]-modules E[p], de laquelle on déduit
celle des Z,[G]-modules T,(E).

Au lieu de faire des calculs explicites dans BW (R), on pourrait utiliser la théorie des mo-
dules de Dieudonné sur ’anneau des entiers de L = Qp(m.) comme dans le chapitre 3.
L’inconvénient est que 1’on doit alors se restreindre au cas ou l’indice de ramification e est
strictement inférieur & p — 1 ; de plus, on n’obtient pas une description aussi explicite de
I’action de G sur les points d’ordre p.

B.3.2.1. Les bivecteurs de Witt :
Si A est un anneau commutatif de caractéristique p, on note W (A) I’anneau des vecteurs de

Witt & coefficients dans A, et pour A € A, on note [A] € W(A) son représentant de Teichmiiller.
Soit C = C, le complété de Q,, d’anneau des entiers Oc. On note v = v¢ la valuation sur
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C étendant la valuation v, sur Q,, normalisée par v(p) = 1 ; on a v(C*) = v(@:) =Q. On
désigne par o : F, — F, le Frobenius absolu : o(z) = z”.

Nous allons maintenant donner une description succinte des bivecteurs de Witt construits
par J.-M. Fontaine ; on suivra surtout [Fo 5], 6.3., p.565, mais voir aussi [Fo 4] p.228.

Soit K un corps complet pour une valuation discréte, de corps résiduel k¥ C Fp, d’anneau
des entiers Ok, et Ko = FracW (k). Soit R I’anneau construit dans [Fo 1] et 77g son idéal
maximal (cf. annexe A pour une description).

Soit @ un idéal non nul de R strictement contenu dans 772r. On note BW(R) le sous-
ensemble de Ko®wx) W (R) = W(R)[3] formé des

(e ey Ty e ey T2y T30y Ty e vy Trmy e s) = Z p"[z2 ],
n>—00o

avec £, € R pour n > 0, z, € @ pour n < 0, et £, = 0 pour n > —oo, i.e. les termes
négatifs sont nuls en-deca d’un certain rang. C’est un sous-W (R)-module de Ko®w )W (R),
que ’on munit de la topologie produit, avec sur chaque composante (“fantéme”) la topologie
de R donnée par vr. On-note BWg(R) le séparé complété de BWj(R) pour cette topologie ;
c’est un W(k)-module topologique. On a :

BWg(R) = {z2=(.reyZory.e ey T_1;%0y++-1Tmy-..) [Zn ERsin>0,2, € Asin<0}

= {D p"e8 "] /en€Rsin>0,2,€Asin<0}.
nez

Cette construction est fonctorielle en R et en @. La structure de W(k)-module topologique
sur BWg(R) est donnée, pour A € k et @ = (an)nez € BWg(R), par :

Ma=(...,07"(N)a_r,...;Aa0,...,6™(AN)am,...) = (6" (A)an) ez -

On voit que @ est stable par G = Gal(@p/ K), et action de Gk sur R s’étend par fonc-
torialité en une action continue sur BWg(R). On dispose de plus de deux opérateurs ¢ (le
Frobenius) et V (le Verschiebung) sur BWg(R) donnés par :

pa = (...,d%,,..;db,...,ah,..) = (a})nez
Va = (...,a_,_l,...;a_l,...,am_l,...) = (an—l)nGZ

et qui vérifient les relations ¢V = Vo = p , et p[A] = [0(X)]p pour X € k.

Si @' C @ est un idéal non nul de R, alors l'inclusion BW,(R) — BW{(R) induit un
isomorphisme de Ko®w ) BWq (R) dans Ko®w () BWq(R). Alors on pose :

BW (R) = Ko®w ) BWg(R) ,
et BW(R) ne dépend pas de @ ; en tant qu’ensemble,
BW(R) ={z= (Tn)nez /Ino € Z,3e> 0 t.q. vr(z,) > epourn<mg }.

C’est un Kp-espace vectoriel topologique (on le munit de la topologie du produit tensoriel),
sur lequel on étend les opérateurs ¢, V, et I’action de Gk ( est étendu o-semi-linéairement
et commute a ’action de Gk). Ainsi, BW(R) est un (¢, Gk)-module au sens de [Fo 2].
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On a une inclusion de (o, Gx)-modules BW(R) C BZ .., et méme, voir [Fo 5] et [Fo 1],
4.14.,0n a BW(R) C ﬂ ¢™(BZ}.,) ; d’olt aussi des inclusions :

cris
neN

BWk (R) = K®x, BW(R) C K®k,B};,, C K®koBxis C Bar,
et ’on pose Fil' BWx (R) = BWi (R) N Fil'Byr , pour tout i € Z. Alors BW(R) devient un
sous-(¢, Gk )-module filtré de B .. au sens de [Fo 2]. Rappelons que l’on a un morphisme
d’anneaux surjectif

W({R) = Oc¢
Z=(Ta)neNn + an:r,(‘n)
neN

A partir duquel on construit les anneaux Bjj et B}, (cf. annexe A) ; il se prolonge en un

morphisme de Kg-espaces vectoriels © : BW(R) C B}, C Bjp — C, et par définition
Fil'! Byr = Ker ©.

Remarque :* de méme que BJ, et B
corps K.

-+

cris?

-le Kg-espace vectoriel BW(R) ne dépend pas du.

Soit-I" un: groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate).sur Ok ;-on.note- Mo, (I') son module
de Dieudonné sur Ok ([Fo 4]), et Dk (I') = Ko®w (x)Moy (T'). Alors on a des isomorphismes
de Q,[GkJ]-modules ([Fo 5], Thm.6.2. et Prop.6.4.) :

V(L) = Hom(y,g0)—ms (Dx (T), BW(R)) = Hom(y,g,)—mys (Dria x (Vo(D)), BW (R)) -

De plus, si V est un objet de Repg,(G), ou G = Ga.l(@p/Qp), qui est potentiellement
Barsotti-Tate et le devient sur une extension galoisienne K de Q,, alors I'isomorphisme

V o~ Homy)-ms (Dirisic/ap(V): BW(R))
est G-équivariant ; action de G sur Hom(,, g )—m s (D5 /Qp (V), BW(R)) est donnée par :
si 4 est un morphisme de D = D:ris,K/Qp(V) dans BW(R), et sid € D, g € G, on a
(9 u)(d) = gu((g™" mod Gx) d).

Nous allons appliquer tout cela au casou V = V,,(F), et E est une courbe elliptique sur Q,
potentiellement supersinguliére dont le défaut de semi-stabilité est dst(F) = e € {3,4,6} ; on
prendra alors pour K la plus petite extension galoisienne de Q, sur laquelle F acquiert bonne
réduction. Notre but étant de décrire le Z,[G]-module T,,(F) (ainsi que le F,[G]-module E[p]),
nous allons étudier certains W (k)-réseaux de BW(R).

Soit ¢ € Q tel que ¢ > 0. On pose :
Te ={z = (zn)nez € BW(R) / vr(zn) 2 cp™",Vn € Z}

T+ ={z = (Tn)necz € BW(R) / vr(zs) >cp™,VneZ}
On a évidemment 7y C 7; (resp. T.,F C 7;t) pourc < ¢.
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Lemme 1 :
Soit ¢ > 0 ; T. est un sous-W (k)-module fermé de BW (R) stable par ¢ et Gk.

Preuve :
Soit ¢ > 0. Soit @ l'idéal de R formé des a tels que vr(a) > cp. Alors BW g(R) est fermé
dans BW(R) et 7. C BW(R). On a des fleches continues pour tout n € Z :

BWg(R) ™% R B QU{+oco}
2= (Za)nez = o =  VR(En) = v(z)

et 7. = n (vr o proj) " ([cp™™, +00]) est clairement fermé dans BW g (R).
nEZ
Supposons que I’on ait montré que 7. est un sous-groupe additif de BW (R) ; alors la structure

de W (k)-module est évidente : il suffit de voir que pour € € k* et £ = (Zpn)nez € 7., 0n a

[e]lz = (...,ep_':c_,.,...;e:co,...,s”m:vm,...) eT;.

Or, pour tout n € Z, on a vr(e? z,) = p"vr(e) + vr(Zn) = vr(Zxs), puisque v([]) = 0.
Les deux derniéres assertions (stabilité par ¢ et par Gx) sont évidentes.

Soient @ = (an)nez et & = (bn)nez dans 7. On veut montrer que, si @ + b = s = (Sp)nez,
alors vgr(sp) > cp~™ pour tout n» € Z. Par la construction de BW(R), il suffit de le prouver
pour a et b tels qu’il existe un m > 0 tel que a, = b, = 0 pour n < —m. Ecrivons

m

s=0(..,0,0,&& &, ...,

m—15

m

&),

avec

m

m _ _ pm . m pm
sﬁ_m =Cpn = Sn(a__m, .o .,azm_'_n)bp_m) o -ab—m+n) ’

ou les S, € Z[Xo, X1,...,Xn;Y0,Y1,...,Y,] sont les polynémes donnant 1’addition dans
W(R). On veut montrer que vg(c,) > cp?™ ™ pour tout n > 0. Les relations entre les
polynémes S,, donnent

m m m m m m
Cn = aim-{-n + b€m+n + Qﬂ(a’gnu M | a€m+n—1;b£m’ cr bﬁ-m+n—1) )
ol Qn € Z[Xo,X1,..-, Xn-1;Y0,Y1,..., Yo 1]. Alors vg(a®,, ., + 0, pn) = cp®™7", et
m m m m
VR(Qn(aZ -y @” i 136, 02 1)) = ep®™ " FL, d’olt le résultat. a

Remarques :
1) 11 est clair que 7" est aussi un sous-W (k)-module de BW (R) stable par ¢ et Gk.
2) En utilisant la relation ¢V = V¢ = p , on voit facilement que p7c = 72, -

Nous allons avoir besoin d’une précision supplémentaire. Pour » > 0, on note Mg, , =
{a € R /vgr(a) >v};cest un idéal fermé de R strictement contenu dans 1Mpg.

Lemme 2 :

Soit ¢ > 0 ; soient a,b € T, , avec @ = (an)nez , 8 = (bn)nez , €t soit d = (dn)nez tel que
a+b=d . Alors dy = ag + bgp mod Mg, 2. -
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Preuve :
On désigne toujours par Sy, m € N, les polynémes donnant ’addition dans W (R). On a

dO = mgr-lr-}oo Sm(a—ma . ooy @0y b—m, .o .,bo) ,
et il suffit de montrer que Sy (a—m,.-.,@0;b—m,...,b0) = ao + bp mod Mg ,2. , pour tout

m > 1. Rappelons que les S,, sont dans Z[Xg, X1,...,Xm;Y0,Y1,...,Ym] C Sz , ot Sz
désigne ’anneau Z[Xo, X1, ...; Y0, Y,.. ], et sont définis par récurrence par la relation :

B (S0, -1 Sm) = ®m(Xo, -, Xm) + ®m(Yo,-..,Ym)
ott Bpn(Xoyeoo, Xm) =X + X" 4 L 4P X
Soit m € N ; comme ®,41(Xo,..., Xm41) = ™1 Xpp1 + P (X5, ..., X)), 0n a:
Smt1(Xos - o, Xma1; Yoy -+ o) Yims1)
= Xmy1+ Yogr + #(@m(xg, o XP) + B (Y, ..., YE) — B (SE, .. .,s,z;))
= Xontt + Yt + ey (B (So(XE5 YD), -, (KB, XY, YE)) = Brn(SEs -, 512
= Xmy1+Ymu+ Y, @r(Xo,..-, X Yo,..., ;) ,
0<r<m
ol les polynémes Q,(Xo,...,X,;Yy,...,Y;) sont les

1
e —

et sont dans Z[ Xy, X1,...,Xr; Y0, Y1,...,Y;]. On a alors :

m—r

(S X8y s XEYE, o Y™ = (S1(Xoy s Xii Yo, - RALN

Sm+1 (a—m—la <+ +y @0; b—m—l, (RS bO) = a0+b0+ Z Qr(a-—m-—lv coey@om—1+4r; b—m—h teey b—m—1+r)-

0<r<m
Pour 0 < r < m—1, on a Vr(@G—m—14r) > p™ 1 "c > p’c et vR(b—m-14r) > P’c ; On en
déduit que Qr(@—m—-1,--+)8-m-14r;0—m—1,-..,0_m_14r) € TNp ,2. , les autres termes étant

de valuation supérieure. Pour r =m , on a :

1
Qm(Xoy -y Xm; Yoy s Yin) = E(Sm(Xg,...,X,’;;YO”,...,Y:;)—Sm(Xo,...,Xm;Yo,...,Ym)”).
Comme S, (Xo,..-y Xm; Y0y, Ym) = X;m + Yy mod Z,, ol I’on a noté I l'idéal de Sz
engendré par les Xo,...,Xpn—1 et les Yp,...,Yn_1 , on obtient :

1
Qm(Xoy - -y Xm3 Yo, .-, Ym) = ;(X,¢+Y,;;—(Xm+ym)z’) mod Z,,

1 p! . _:
= - E - _X'Y?”'modZ,,
— 2\l m m
15’_Sp_lp(p )t e!

~ ot les coefficients dans la somme sont entiers. On en déduit, toujours parce que vg(as) > p’c
pour —-m—1<n < -2, que

1 p! . _:
Qm(a_m_l,...,a_l;b_m_l,...,b_l) = E —z—mat_l b{l‘ mod mR,pzc .
1<i<p—1 pip o
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Or, on a vR(af_lb’fl") > ipc+ (p—i)pc = p2.c, et donc Qm(@-m-1,-.-,8-1;0_m—1,...,b_1)
est dans Mg ,2. - a

B.3.2.2. Une description du Q,[G]-module V,(E) :

Soit E' une courbe elliptique sur Q, potentiellement supersinguliére, dont le défaut de
semi-stabilité est dst(E) = e € {3,4,6} ; alors e | p+ 1. On sait que D /QP(V;(E)) est
isomorphe dans MFk/q,(¢) & 'un des objets Dy = Dj.(e;0; @), avec a € P(Q,), de la
liste D*, décrit par : Dy = Qp2e; @ Q2€2, avec pe; = €3, ez = —pe;, we; = €1, wey = €3,
Tee1 = (e€1, Te€2 = (. leg, et Fil'(D,)k = (a-e1 @71 +e2®@me)K. Alors on a

Vp(E) ZQP[G] Hom(q,,GK)_mf (Da ,BW(R)) = Va .

L’objet V, est un Q,-espace vectoriel de dimension 2, formé des applications Q,2-linéaires
u : Dy — BW(R), commutant aux Frobenius, et vérifiant ux (Fil!(Dy)x) C Fil!BW(R)x =
BW (R)g NFil' Byg = BW(R)x N Ker O, ot ug = u®k, k-

Soit u une telle application. Si u(e;) = ¢ € BW(R), alors on a nécessairement u(ez) =
u(pe1) = pa € BW(R) ; on notera ug ’'unique application Q,2[¢]-linéaire de D, dans BW (R)
telle que u,(e1) = @ . Comme ¢? +p = 0 dans D, , on doit avoir ¢?a = —pa dans BW (R),

ce qui équivaut & pa = —Va (ou V est le Verschiebung). Si ’on écrit @ = (a,)nez, cela donne
ah = —a,—1 , pour tout n € Z. Donc les a € BW(R) tels que ©*a = —pa sont exactement
les
r 2 -1 -2 -m —-n
a=(...,(-1)a?,...,a? ,—aP;a,—a? ,a? ",...,(-1)™a® ,..)=((-1)"a® ez,

aveca € Mg . Sivr(a) =c>0,alorsae T eta g T .
Puis la condition sur la filtration équivaut & ©(a-ug(e1) ® 7, + ug(€2) ®7e) = 0, C’est-a-

dire ar10(a) + 1.0 (¢a) = 0. Si 'on note (abusivement !) ¢©®” = a(™ € O¢ pour n € N,
alors on a :

—2n —-2n+1
0@ =3 (1" | O(pa) =Y (-1)"p"a@" T,
nez nezZ
et la condition sur la filtration devient :
B

nezZ

Soit Vo = {a = ((-1)"a? ")nez € BW(R) / a € Mp et a = (al™) en vérifie (x4)} ;

alors V, est le Qp-espace vectoriel de dimension deux formé des applications Q,-linéaires
tg : Do — BW(R) telles que g € V.
Soit @ € V, non nul ; posons vg(a) = v(a®) = ¢ > 0, et regardons quelles sont les valuations
c possibles. Comme p™a = ¢™V™g = ((—1)""™a?™ "),cz pour tout m € Z, on obtient
vr((-1)~™a?’™) = p’™uvg(a) = p®™c ; donc, quitte 3 multiplier @ par une puissance de p
convenable, on peut supposer que

2

_ p
P < vg(a)=c < p i
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En termes de valuation, ’équation (*4) devient v(a) — 1 + v(6(a)) = 1 + v(©(pa)), ol
v(a) = v,(a) € Z pour @ € QF, et ’on pose v(0) = +00, v(00) = —0c0. On a les inégalités :

2 , ’ . L3 ’ .
1_1 < p”_ T < ;}’ 7 - Une étude (un peu pénible...) des valuations dans 1’équation ()
montre que, pour p > 5 et e > 3 divisant p+ 1,0n a :

1
° Si 52—:—]: < c¢c < pT——a alors ‘U(@(Q)) = c.et v(@((PQ_)) = pc.; on en déduit

—9)2tL
O<l%—1f——<v(a)<&=—<2 et donc v(a) = 1. Alorsc—-(epz—)le—.
2
e Si pzp_ ; <¢< 21 alors v(©(a)) = c et v(O(pa)) = 1 + £ ; on en déduit
ptl | 9p B+l
0<1+T2_|_1=—-<v(a)<’:-|-2—=—<2 et donc v(a) = 1. Cettefms,c—pg ’1.

e Sic= 1)2;_, alors v(©(a)) > c et v(O(pga)) = pc ; on en déduit v(a) < (.

e Sic= , alors v(©(a)) = c et v(O(pg)) = 1+ £ ; on en déduit v(a)> 2.

Posons A, = {a € Mg / a vérifie (%) }. On définit une fleche de V, dans A,, qui est

la composée des
U, @ = a

et qui est clairement bijective. Il existe une unique structure de Q,[G]-espace vectoriel sur
Ay qui fait de la fleche ci-dessus un isomorphisme Q,[G]-linéaire. Cette structure est donc
définie de la maniére suivante :

- loi de groupe abélien sur A, : sia,b € A, , alors

— 1 _1\ym,p™ (1 \YmpP™
a(+)b=_lim Sn((-1)7@",...,a;(-1)"",...,b)

ol les S, sont les polynémes donnant ’addition dans W(R) ;

-sic € F, et a € Ay, alors € -a = ([e]al™),en ; cela suffit pour décrire la structure de
Q,-espace vectoriel sur Aq ;

- action de G sur A, : d’apres la description de ’action de G sur V, , on voit que pour g € G
eta€ A, ,ona:

gxa = (l-ga, sigmod Gx =wT]

. <r<e-
= (" -ga, sigmod Ggx =1, }’O—T"e 1,

ol ga désigne ’action naturelle de G sur R.

Remarque : Comme e > 3 divise p+1, on a (. = [(.], avec {, € Fpz mais (. ¢ F,. Alors,
poura € R,ona: (-a = (- (a(n))neN = (Cea(o)’gg_la(1)1§.ea(2), Cg—la(3)1 .e)
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B.3.2.3. Etude des points d’ordre p et des Z,[G]-modules T,(E) :

On reprend toutes les notations précédentes. Soit ¢ > 0 ; on pose :
T.={us € Voa/vr(a)>c} et TF={u,€V,/vr(a)>c}.

On sait que ce sont des réseaux G-stables de V,, ~ V,(F), isomorphes & 7. NV, et T.F NV,
respectivement (lemme 1). Posons aussi :

A.={a€ A, /vr(a) >c} et AF={a€A,/vr(a)>c}.

Il est clair que le Qp[G]-isomorphisme V, ~ A, induit par restriction & T, et & T} des
Z,[G)-isomorphismes T, =~ A, et Tt ~ A}. En particulier, on a :

T./pT. = TC/Tch QFP[G]—mod Ac/Apzc = Ac/pAc -

Pour étudier les F,[G]-modules T./pT. , nous aurons besoin du lemme qui suit. On note
Mc = {z € C / v(z) > 0} l'idéal maximal de O¢ ; aussi, pour tout » > 0, on note
Mo,y ={ze€C/v(x)2v}et Mf ={zecC/v(x)>v}

Lemme 3 :
Soit ¢ €]0, ;2-1_—1] ; soient a,bec A.. Alors :

1) pour tout v € [c,p*c] , a = bmod A, si et seulement si a(® = 5 mod My,,.
2) pour tout v € [c,p’c[ , a = bmod A} si et seulement si a(® = b(®) mod M} .

Preuve :
Le lemme 2 montre que a (+) b = a+ b mod My 2. , pour a,b € A.. On en déduit que pour
tout v € [c, p?c], on a vr(a(—)b) > v si et seulement si vg(a — b) > v. Puis vg(a —b) =
v((a — b)), avec, si I’on écrit @ = (a(™)pen et b= (b)) pen

—5)O = Lim (a® — 5™\
(@ =5 = lim (o - 5®)" .
Pour tout n € N, et p impair, on a
" ! i n_;
(a(") _ b(n))” = @@y Y _;(L)_'_' o (_pmypn=i
1<i<on -1 (p™ —2)!e!
= a® - 5©® mod Mg, 41 ,
puisque les coefficients dans la somme sont de valuation supérieure ou égale & 1, et que, par
hypothese, on a v(a(™’ (=b(")P"~) > ip=nc 4 (p® — i)p~™c = c . Par passage 2 la limite, on
obtient
(a—5)@ = a® — p© mod Mg ¢4 ,
et ’hypothese ¢ < ;21_—1 & p*c < ¢+ 1 permet d’affirmer que pour tout v € [c, p?c], on a

vg(a —b) > v si et seulement si v(a(® — b(®)) > v, ce qui prouve le 7). La démonstration du
2) est tout-a-fait similaire. a

Soit a € Ay = {a € Mg [ a vérifie (*,) } non nul ; rappelons que :
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v(a)ﬁO:}vR(a)e{pZ”p2l_l ymEZL} v(a)22=>vR(a)€{p2";@2—1_——i-)-,n€Z}
_ n 1—2/e n 2/e
v(@) =1 = vg(a) € {p* Ty ,nE€Z}U{p? po—1) yMEZ}.

Dans chacun des cas nous allons choisir un ¢ convenable tel que

étudier le F,[G]-module T, /pT. .

1 <c< 1 t
p*(p? - 1) =p-1°

Cas v(a) <0:

On prend ¢ = , et dans ce cas on a pT, = T2, = T}, puisqu’il n’y a pas d’autre
pc c

-1
valuation possible dans [p?c,c[. Nous allons étudier A./A} ~ T./TF : c’est un F,[G]-espace
vectoriel de dimension 2. Soit @ € A. tel que vg(a) = c. L’étude des valuations dans

I’équation -
-~2n -2n
(*a) Z (_l)npn (a(O)P + a—lﬂza(o)l’ ) =0
nez
2
montre que 'v(p'la(o)p ) =v(@®) =c= 5’*‘1—7’ que v(o~172a%) = —v(a) + 24 FE;LI >

24+ 77 > ¢, et que les autres termes sont de valuation > 1 > ¢. Donc a(® vérifie :

207’

-a® ¢ macz{zeC/v(a:)>c}.

Posons alors R = {z € Q, / 7 —pz =101} : un élément non nul de R vérifie -1 = p,
et v(z) = zy =c= v(a(®). De plus, le cardinal de R est p?, et I'on voit facilement si
2,2 € R avec z # 2/, alors v(z — 2/) = 52-1;—1 = ¢. Soit z un élément non nul de R ; comme

v(z) = v(a(?), il existe un unique u € O tel que a® = uz , d’o :

2
uzP

—uz=z(u”2—u) € mg,c s u—ue Me.

Donc u = [¢] mod M, avec € € F:z, et I’on obtient a(® = [¢]z mod mg o avec [e]z € R.
On en déduit que pour a € A, tel que vg(a) =c = ;il_—l, il existe un unique élément z(a) € R
tel que a(®) = 2(a) mod mg, .- Puis le lemme 3 montre que, pour a,b € A;,0on a:

a=bmod A} & a® =5 mod mg, i
L’implication (=) permet de définir une fleche f : A,/AT — R, par f(a mod A}) =

P’unique élément z(a) € R tel que a(®) = 2(a) mod mg,c, et 'implication (<) montre qu’elle
est injective. De plus, comme Card(R) = Card(A./A}) = p?, 'application f est bijective.
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On munit alors R de 'unique structure de F,[G]-espace vectoriel (de dimension 2) qui fait
de f un isomorphisme F,[G]-linéaire. Soient z € R et g € G ; par définition, on a :

g*xz = C;-gz, SigmodGszr: crco_
= Ce—f'.gz, Singde{:Tg ,0<r<e-1.
. - 2_, .
Soit # € Q, tel que = = (on a donc 77°~1 = —p), et posons F = Quu(r) : Cest

une extension galoisienne de Qp, contenant K = Qp2(m.). On écrit Gr = Gal(Q,/F), et
Gal(F/Qp) =<6> % <8p>, ol la restriction de 8 & K est 7. , et celle de 6 est w (6 est donc
un relevement du Frobenius) ; on a 8,065 = 7. Le sous-groupe d’inertie I (F/Qp) =<0>
est canoniquement isomorphe a Fp via le quotient du caractére fondamental de niveau 2 :

by : {I(F/Qp) = IB‘;:2
g — L.

Soient ¢,y € F, tels que ¢P*! = —1et "' =¢;onay? ! = (Pt = —1, et (y?)P~1 = 1.
Donc %2 € sz ety ¢ sz, dou v € ]Fx4.

Tout élément non nul z de R s’écrit z = [¢]([y]r), avec € € Fx On voit que G agit sur z
(vu comme élément de Q,) via son quotient G/Gr = Gal(F/ Qp) de la maniére suivante : le

sous-groupe d’inertie I(F/Q,) agit par le caractére 92, et 6oz = bo([e]([¥]7)) = [eP][¥P]r =
[€1[e”1([7]7). Puis ’action de G sur R est donnée par :

Bxz= 02 = 9 T (O a(0)z = 61T (@) 5 Bokz=boz.

On en déduit qu’il existe sur R une structure de F,.-espace vectoriel de dimension 1, telle
que G agit via Gal(F/Q,), le sous-groupe d’inertie I(F/Q,) agit via le caractére ¥, & la
puissance 1 — @, et fp agit semi-linéairement par ¢ — (zP. La classe d’isomorphisme de
cette représentation ne dépend pas du choix de (, et elle est irréductible. En particulier, en
remontant la construction, on en conclut que les réseaux G-stables de V,, ~ V,,(E) sont tous

homothétiques lorsque v(a) < 0, et que ’on a ainsi obtenu une description du F,[G]-module
E[p] = T,,(E)/pTp(F) constitué des points d’ordre p de E.

Cas v(e) < 0 : Soit m € Q, tel que 7P’~1 = —p, et soit ¥, le quotient du caractére
fondamental de niveau 2 modulo 1(Q,/Qps(r)). Il existe une structure de F2 -espace vectoriel
de dimension 1 sur E[p] sur lequel G agit par

G 3 Gal(Qu(m)/Qp) £+ Autp, (Fp) ,
1-B2=1
ou I(Qps(7)/Qyp) agit viavp, < , et le relévement du Frobenius fizant  agit semi-linéairement
par z — (zP, z € Fj2, avec ( € Fy tel que (P*! = —1.
La représentation est méme absolument irréductible, et correspond dans [Fo-Ma] & 'objet
71_ 21, De plus, l’action du groupe d’inertie absolu I sur E[p] ®r,Fy2 est diagonalisable,

et il eziste une F,2-base de E[p] QF,F,2 telle que I agit via

1-&
(29 0
p+L:i

0 Py
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Cas v(a) > 2:

1
On prend ¢ = D)’ et Pon a pT, = Ty, = T, dott To/pT: = To/TF ~ AJAY :

c’est un F,[G]-espace vectoriel de dimension 2. Soit a € A, tel que vg(a) = c. L’étude des
valuations dans 1’équation

(*a) Z (=1)"p" (a n.:za(o)p—h + a(o)p""”*‘) =0
nez

3
montre que v(a(®?) = v(p~1a(®” ) = pe, et que les autres termes sont de valuation stricte-

ment supérieure a pc. On obtient donc :

207

p

—a® e Mg ={z€C/v(z)>pc}.

On reprend R = {2z € @p / 2P — pz = 0}, et cette fois on voit que pour a € A, tel que

vr(a) =c= szl—-_-ﬁ, il existe un unique élément z(a) € R tel que a(®” = z(a) mod mg, pe-
Puis :

a=bmod AT & a@ =50 mod MY, & a® =5 mod MY pe -

On définit ainsi une fleche bijective A./A} — R, en associant & a mod A7} I'unique élément
z(a) € R tel que a(®” = 2(a) mod mg’pc, qui donne a R une structure de F,[G]-espace
vectoriel de dimension 2. Par définition, pour tous z € R et ¢ € G, on a : g * z = 'unique
élément y de R tel que (g*a)©” = y mod mg ., ou a®? = z mod M pc- Cette fois,
comme p = —1 mod eZ, on obtient :

¢ g9z = (;T-9z, sigmod Gg = w7l
c?.9gz = (-g9gz, sigmod Gk =17

g*xz

} ,0<r<e-1.

Alors les mémes considérations que pour le cas v(a) < 0 montrent qu’ il existe sur R une
structure de F,2-espace vectoriel de dimension 1, telle que G agit via Gal(F/Q,), le sous-
groupe d’inertie I(F/Q,) agit via 1, a la puissance 1+ &2;‘—1-, et le relévement du Frobenius
fixant © par £ — (zP. La classe d’isomorphisme de cette représentation ne dépend pas du
choix de (, et elle est irréductible. En particulier, en remontant la construction, on en conclut
que les réseaux G-stables de V,, ~ V,(F) sont tous homothétiques lorsque v(a@) > 2, et que
Pon a ainsi obtenu une description du F,[G]-module E[p] = T,(F)/pTp(E) constitué des
points d’ordre p de E.

Cas v(a) > 2 : Soit # € Q, tel que 7P’~1 = _p, et soit P, le quotient du caractére
fondamental de niveau 2 modulo 1(Q,/Qus(r)). Il existe une structure de Fy2 -espace vectoriel
de dimension 1 sur E[p] sur lequel G agit par

G "% Gal(Qu(r)/Qp) —2+ Autg,(Fy2) ,

p2—1
ot I(Q,:(7) /Q,) agit via 'l/);+ ¢ , et le relévement du Frobenius fizant © agit semi-linéairement

par  +— CzP, ¢ € F,2, avec ¢ € F, tel que (P! = —1.
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La encore, la représentation est absolument irréductible, et correspond dans [Fo-Ma] & ’objet
\ % 1422110 De plus, l’action du groupe d’inertie absolu I sur E[p] @F,F,2 est diagonalisable,
et il existe une F,2-base de E[p] ®r,F,2 telle que I agit via

21

P =2
b0
0 "

g k= §
Remarque : Les deux representa.tlons obtenues avec v(a) < 0 et v(e) > 2 ne sont pas

isomorphes, puisque 1 — Ll #F1+ L— mod (p? — 1)Z pour e > 3. En fait, avec les
notations de [Fo-Ma], les obJets v +£_ o 1% 1+l et V 14221 sont les twists ramifiés

d’ordre 2 correspondant 3 I’extension Qp(7r2) /Qp des objets Vl 219 Vv 21, et vV LBty
-6 =" =73

respectivement.

Cas v(a)=1:

Dans toute cette section, on pose o = pB~! avec B € Z;.
1-2/e ot o = 2/e

2(10 -1 plp—-1)°

les inégalités ¢ < ¢’ < p®c < p*c/, d’olt des inclusions strictes pTy C pT. C T C T -

Etudions pour commencer T./pT. ; les inclusions ci-dessus induisent une suite exacte de
F,[G]-modules :

On prend ¢ = : ils sont tous les deux dans ]—5—;—1), —,—;—1] On a

0 —_— Tc’/szc — Tc/szc ) Tc/Tc’ — 0 .
On voit facilement que si uq,uy € T sont tels que vr(a) = ¢ et vr(a’) = ¢/, alors on a
Te = Zpu, @ Zpuy (ou bien : A, = Zpa @ Zya'), et aussi Ty = pZptug @ Zptiy.
Nous nous proposons de décrire ’action de G sur Ty /T2, = T /Tc'!' ~ A /A"' : C’est un
F,[G]-espace vectoriel de dimension 1. Soit a € Ay tel que vr(a) = = L’étude des
valuations dans ’équation

B
nezZ

ppl

montre que v(a(®®) = v(ﬂ‘ln-;‘za(o)pz) = pc, et que
,={zeC /v(z)>pc}.

Soit S = {:z: € Q, /2P — Br2z =0} : un élément non nul z de S vérifie 2! = B2 , d’ot
v(z) = = pc’. De plus, Card(S) = p—1,etsiz,z’ € S avecz # 2’ , alors v(z —z') = pc'.
Comme v(a:) = v(a®®) = p¢, il existe un unique u € Og tel que a©® = yz , d’on :

Bir 2 (uz)? —uz =z(vP —u) € mg por & W —u € Mg .

,B‘lﬂ'e'za(o)p -a©®? ¢ mc pe

Donc u = [¢] mod MM , avec cette fois € € IFX, et a(©? = [¢]z mod mg oo 1 [€]T € S. On
en déduit que pour a € Ay tel que vgr(a) = ¢, il existe un unique élément z(a) € S tel que
a®® = z(a) mod mg’ por - Comme pc’ < 1, on sait que (lemme 3), pour ¢,b € A, on a

a=bmod A & a® =" mod M , & a@” =5 mod M .. .
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Cela permet de définir une fleche injective A /Aj — &, en associant & @ mod Aj,’ Punique
élément z(a) € S tel que a®” = z(a) mod mC pct 3 cette fleche est bijective puisque
Card(S) = Card(Ao/A}) = p— 1. On munit alors S de 'unique structure de F,[G]-espace
vectoriel de dimension 1 qui fait de cette fleche un isomorphisme F,[G]-linéaire. Sl ge Get
z € S, g * z est par définition 'unique élément de S congru a (g * a)(®® modulo mc pet

cela donne :

;7 -gr, sigmod Gx = wTt]
= (l-gz, sigmod Gg =17}

g*e },051‘56——1.

Soit £ € Z3" tel que &P~1 = 3. Le groupe d’inertie absolu I agit trivialement sur &, et si go est
un relevement du Frobenius arithmétique, alors go€ = 8¢ mod pZ}" ; le caractére de G dans

F; qui a g associe %;5 est évidemment indépendant du choix de £. On a donc *q%é = § mod pZj"
et (9-—{)”' = 1, ce qui équivaut a 9——§ [,B], ol ﬂ B mod pr = pa~! mod pZ,.

Tout élément z non nul de S s ecnt Tz =¢&n? 2 (on a (m? )P“ = n2). Alors on en déduit
=1 2= Pl e+1)?
que pour tout g € I, gxz = %, (9)gz = %, * (93 * (9)z = ¥, * (9)z ; or, on a

1 0 LN ., 2
P+l = xp, oll X, est le caractére donnant I’action de G sur les racines p-itmes de I’unité,
1

donc g *xz = xp° (g9)z pour g € I. Enfin, ’action de G sur z est donnée par :

VgeG , gxz= (y)xp (y)rv,

ol 75 est 'unique caractére non ramifié G — G /I — F; qui envoie le Frobenius arithmétique

sur 3. Cela termine la description de I’action de G sur Ty /T2, = To/T} ~ Ay /AT.

Puis, comme on sait que le déterminant sur T./pT. est x, (puisque le déterminant sur

Vo =~ V,(FE) est le caractére cyclotomique dont la réduction modulo p est x;), on en dé-
Bl

duit immédiatement ’action de G sur T./Ty : elle se fait par le caractére 31 Xp e .

Une étude parfaitement similaire du F,[G]-module T,//pT = T /Ty2» montre que ’on a
une suite exacte :

0 — T2/ Tpee — Ter/Tpper — Tt [Type — 0,

ou ’action de G sur le sous-F,,[G]-module (de dimension 1) Tj2./Tp2 =~ T./T se fait par le
et ptl

N 1— . N
caractere N3-1Xp * , et sur le quotient Tcr /T2, par le caractére 5 Xp

On en déduit facilement qu’a homothétie prés, les réseaux G-stables de V, ~ V,,(F) pour
1-2/e 2/e

—— __ et ¢’ = —L——. Finalement, on obtient :
Pe-1) T pp-1) '

v(a) = 1 sont T, et T, avec ¢ =

Cas v(a) = 1 : il existe une Fp-base de E[p] telle que G agit via

ptl 1—2t1 .
e * e
Toja Xp " esi ou 77—p Ta Xp "
0 ]p/a x5 ¢ 0 Mpfa Xp©
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Remarque : Soit Og ’anneau des entiers de K. L’invariant a est 1ié au logarithme
du groupe formel sur Og (de hauteur 2) de Ex. D’aprés les résultats de A. Kraus, les
cas v(a) # 1 et v(a) = 1 correspondent respectivement a v(7,) > ;45 et v(m) < £7, ot
Tp € Ok est le p-ieme terme de la série formelle donnant la multiplication par p dans le groupe
formel de E'x. De plus, les cas v(a) > 2 et v(a) = 1, situation de gauche, correspondent &
v(AEg) > 6, ou 'on a choisi une équation minimale pour la courbe elliptique FE, et les cas
v(a) < 0 et v(a) = 1, situation de droite, correspondent a v(Ag) < 6 ([Kr], 2.3.2., Prop.2 et
Lemme 2).
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