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A b s t r a c t . — Let X be a smooth, proper, geometrically integral variety defined over a 
p- adic field k. In this thesis we study the kernel of the reciprocity map SK i(X )  —► n“b(X) 
of the class field theory of X  as introduced by S. Saito. Assuming that for a prime
I the cohomological symbol Kz(F)/ln -> H 3(F,/i®3) is bijective when F  is a field of 
cohomological dimension 4 (a very special case of a conjecture of Bloch and Kato which 
is known for I = 2), we show that <f>x is injective on the /-primary torsion in SK i(X )  if
I is prime to p and if X  is a surface whose second I-adic cohomology groupe H 2(X, Q/) 
is trivial -  so in particular if X  has potentially good reduction. In higher dimensions, we 
derive the same assertion from a special case of another conjecture of Kato in the case 
of varieties with good reduction. We also obtain some finiteness results of for the torsion 
subgroup of S.K'i(.X’). The proofs exploit the theory of motivic complexes constructed by 
Voevodsky. In a second part, we prove the injectivity of <j>x <8> Z /n  for any n in the case 
when X  is a conic fibration over an arbitrary smooth proper curve. The method is more 
elementary and the result, which is unconditional this time, holds without restrictions 
on the reduction of the surface.
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Définitions

Soient k un corps p-adique (i. e. une extension finie de Qp), et X  une variété propre, 
lisse, géométriquement intègre définie sur k. L’objet d’étude de la théorie des corps de 
classes pour X , comme introduite dans les travaux de S. Bloch, K. Kato et S. Saito 
(I [3], [16], [22], [23])* est le groupe S K \(X ) obtenu comme le conoyau d’un morphisme

dx  : ©  K 2k(y) -> ©  K xk{x)
y £ X  i xGXo

(où Xi veut dire les points de dimension i de X  et k(y) note le corps résiduel du point y), 
que l’oû peut percevoir de deux façons équivalentes :

• il est défini pax la théorie de localisation en if-théorie de Quillen ; ou bien, de manière 
plus terre-à-terre,

• il est défini comme la somme des morphismes suivants attachés aux divers points 
y dans X \  : on prend le normalisé de l’adhérence de y dans X  ; c’est une courbe 
propre, lisse, de corps des fractions k(y) ; un point fermé x de la courbe induit une 
valuation sur ce corps ; d’où un symbole modéré vers le groupe multiplicatif du corps 
résiduel de x (ce qui n’est autre que K\ (fc(x))), que l’on peut ensuite composer avec 
la norme vers le corps résiduel du point fermé x de X  au-dessous de x.

L’équivalence de ces deux constructions a été vérifiée pax Gillet (cf. II [5]).

Le groupe SK \(X )  étant défini, on considère un morphisme

4>x : SJ& pr) -> ir;‘P 0 ,

appelé appücation de réciprocité, où 7r®6(X) est l’abélianisé du groupe fondamental 
étale de X .

D’où vient l’intérêt de définir une telle application <f>x ? Pour en donner la motiva
tion, supposons pour le moment que la variété X  ait bonne réduction, de fibre spéciale 
lisse Y. La réponse est alors donnée pax le fait que l’application 4>x, que l’on construira 
plus bas, fait commuter le diagramme suivant :

S K ^ X )  7T“6PO

I 1
PY

CHo(Y) -> * î»(r)

* Les chiffres romains devant les réferences bibliographiques de cette introduction renvoient à la 

bibliographie de la partie correspondante de la thèse.
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Ici, le morphisme vertical de droite est la spécialisation du groupe fondamental, et celui 
de gauche est également un morphisme de spécialisation, construit de façon similaire à 
la deuxième définition de dx  ; pour le voir clairement, il convient de présenter CHo(Y), 
le groupe de Chow des zéro-cycles de Y , comme le conoyau du morphisme induit par les 
flèches diviseurs

^  K\k{y) -> ^  K0k(x). 
y£Yi xGVb

Enfin, le morphisme py est l’application de réciprocité de la théorie des corps de classes 
non ramifiée introduite par Lang au milieu des années cinquante : elle associe à vin point 
fermé de Y  la classe de ses Frobenius dans le groupe fondamental abélianisé; le fait que 
cette application passe au quotient par l’équivalence rationnelle est assurée pax la loi de 
réciprocité de la théorie des corps de classes globale classique pour les corps de fonctions.

L’application de réciprocité <j>x se spécialise donc en celle de Lang pour une variété 
avec bonne réduction; d’autre part, on va voir que dans le cas du point, elle se réduit à 
la théorie des corps de classes locale. En voici maintenant deux constructions, pour une 
variété X  avec réduction quelconque.

Première construction. Elle imite la construction de py, rendant la commutativité 
du diagramme ci-dessus évident : pour x un point fermé de X,  on envoie le 
groupe multiplicatif du corps résiduel k(x) dans l’abélianisé de son groupe de Galois 
absolu par la théorie des corps de classes locale et on pousse l’image dans 7r®b(X) 
pax fonctorialité du groupe fondamental. Pour assurer que cette application passe 
au quotient et induit un morphisme au niveau de SKi(X), on doit de nouveau 
démontrer une loi de réciprocité convenable, pour laquelle on se réfère à l’article de 
Saito (I [22]).

Toutefois, dans la majeure paxtie de cette thèse nous travaillerons avec une autre 
construction, plus technique mais plus maniable, qui nécessite quelques rappels.

R a p p e l  A. — Rappelons que pour un entier positif n fixé, il existe un symbole 
cohomologique définissant, pour tout corps F  dans lequel n est inversible et tout entier 
naturel i, un homomorphisme

Ki*(F)/n -» f  )

(où K^1 est le î-ième AT-groupe de Milnor) par cup-produit à partir du bord de la suite de 
Kummer associée au nombre n. Une conjecture, le plus souvent attribuée à Bloch et Kato, 
prédit que c’est toujours un isomorphisme.

Voici les cas où la conjecture est connue actuellement : c’est classique pour i = 1 ; 
pour i = 2, c’est le théorème célèbre de Merkouriev et Sousline, et enfin pour l =  2,
i quelconque cela a été démontré récemment par Voevodsky (le cas particulier i = 3, 
que nous utiliserons principalement, avait toutefois été établi antérieurement par Mer- 
kouriev/Sousline et Rost).

Pour les références ultérieures, faisons la convention suivante. Nous dirons qu’un 
corps F  satisfait à BK(î,I) si la conjecture de Bloch et Kato est vraie pour la i-ième K- 
groupe de Milnor de F , quand l’entier n figurant dans la définition ci-dessus une puissance 
de l.

h1[F,ß



D’autre part, la théorie de Bloch et Ogus (I [5]) enseigne que l’on peut attacher 
à X  certains complexes de groupes abéliens provenant de la théorie de la localisation en 
cohomologie étale sur X .  On va les rappeler dans notre situation.

R a p p e l  B. — Pour un entier positif n inversible sur X , il existe, pour tout couple 
d’entiers positifs (t, q) des complexes

■■ ••• -> ®  -► ©  ?+>) -+...
x £ X j + 1 x £ Xj

de groupes de cohomologie étale. Par passage à la limite inductive suivant les puissances 
d’un nombre premier l fixé, on peut encore noter les complexes obtenus par Cfë x .

D’après Bloch et Ogus, ces complexes sont fournis, pour i fixé, par des suites 
spectrales

x€Xd- »

où d est la dimension de X  et on a fait le changement de variable t = d + q. Leur théorème 
principal identifie les termes E de cette suite spectrale (donc l’homologie des complexes 
C^'x) aux groupes de cohomologie de Zariski H*Zar{X, R t7r,/z®,+<i), où ir est le morphisme 
de changement de site Xét —► Xzar-

Signalons d’autre part que quand X  a bonne réduction, un cas particulier d’une 
conjecture de Kato prédit l’exactitude du complexe Nous aurons besoin d’une forme
plus faible de cette conjecture pour l’un de nos résultats.

Après ces rappels, on peut donner la

Deuxième construction de l ’application de réciprocité. Le groupe 7r“6(X) étant un 
groupe profini, il nous suffira de construire des morphismes compatibles SKi(X)  —> 
7T“b(X )/n  pour tout entier positif n, après quoi on passera à la limite projective. 
Vu le théorème de Merkouriev et Sousline, le symbole cohomologique induit un 
morphisme

SK \(X)  —> coker(

Mais ce dernier groupe n’est autre que l’homologie en degré d du complexe 
donc, par la théorie de Bloch et Ogus, il s’identifie au groupe de cohomologie de 
Zariski fi^ar(X, R (i+17r,^®<i+1). En composant avec le bord de la suite spectrale 
E2 ’*, on obtient donc un morphisme

: SJTj(JT) -> Hÿ+1(X,^+i).

Enfin, le deuxième groupe est dual du groupe de cohomologie étale H 1 (X, Z / nZ) par 
la combinaison des dualités de Tate et de Poincaré (cf. le Rappel 2.1 de la Première 
Partie), groupe qui est lui-même dual du groupe n*b(X)/n.

5

g,i
n,XC\ j j q + j + i (*(*)» a

H<i+j«+i+M K(X),U

E*'* © H t — 3 [k (x ),h 8*+a—3y 
n => H s+t [Xtu 8>*+d\ 

n )

c -2,1 
n,X•

© H 2(H x),¿i
XiX

02
n © ff1(*(*)»/*»))•

x £ X q

c
rl,l
n,X>

<f>X,n
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A notre connaissance, la première construction de <f>x apparaît pour la première fois 
dans l’article de Saito sur le cas des courbes (I [22]), et la deuxième, également dans le 
cas des courbes, dans le travail de Bloch (I [3]). Nous avons suivi ici la présentation de W. 
Raskind (I [21]) qui a également vérifié l’équivalence de ces deux constructions.

Énoncé des résultats

Le but de la théorie des corps de classes pour X  est de décrire le noyau et l’image de 
l’application de réciprocité 4>x• Pour se donner une idée de ce qu’on peut espérer, rappelons 
d’abord les résultats sur l’application de réciprocité py de Lang pour une variété propre 
et üsse Y  définie sur tin corps fini F.

Il convient de considérer le diagramme commutatif à lignes exactes

deg
0  ------- ►  A o ( F )  ------- y C H 0 ( Y )  -------y Z  ------- y 0

1 l py 1 
0 -----y * lh'9tom(Y) -----y i r f { Y )  -----y Gai (F | F) -----y 0

où Aq(Y) est le groupe des zéro-cycles de degré zéro sur Y  modulo l’équivalence rationnelle 
et 7r“6'9eom(y) est la partie géométrique du groupe fondamental abélianisé de Y. Déjà Lang 
connaissait la surjectivité du morphisme vertical de gauche; par contre, l’image de celui 
de droite est seulement dense cax Gai (F | F) = Z. D’autre part, l’injectivité du morphisme 
vertical de gauche n’a été démontré que trente ans plus tard par Kato/Saito et Colliot- 
Thélène/Sansuc/Soulé dans le cas des surfaces (le cas difficile), puis par Coüiot-Thélène 
en général (pour Y  projective).

Revenant à notre variété X  sur un corps p-adique, on peut s’attendre en voyant 
ces résultats à ce que dans le cas de bonne réduction, l’image de (j>x soit dense. Kato et 
Saito ont démontré (cf. I [21], [22], [23]) que c’est bien le cas et ils ont également donné 
une description du conoyau (topologique) de <f>x dans le cas semi-stable en termes de la 
combinatoire de la fibre spéciale.

Par rapport à ces résultats avancés, bien peu de choses étaient connues sur le 
noyau de <f>x- Déjà, on ne peut pas espérer la trivialité de ce noyau car, contrairement 
à la situation sur les corps finis, le groupe SK \(X )  pourrait admettre une large partie 
divisible. Une question raisonnable serait plutôt de se demander si le noyau de (j>x est 
toujours uniquement divisible, i. e. un Q-espace vectoriel. Dans le cas des courbes, Saito a 
démontré la divisibilité du noyau ; ce qui, joint à un résultat de finitude de Colliot-Thélène 
et Raskind (cf. I [10]) implique l’unique divisibiÜté première à p dans le cas de bonne 
réduction, et, par un théorème non publié de T. Sato, pour les courbes de genre 1.

Dans cette thèse, nous établissons des résultats concernant l’unique divisibilité du 
noyau pour des variétés de dimension au moins 2. Comme dans le cas des variétés sur les
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corps finis, on peut restreindre l’attention au noyau V (X ) de la norme SKi(X) —>■ k x 
(il existe alors un diagramme commutatif avec des propriétés analogues a celui pour py 
grâce à la théorie des corps de classes locale). Comme il est connu que le groupe V(X) est 
extension d’un groupe de torsion par un groupe divisible* et que son image dans 7r“i>(A’) 
est finie (résultats dus à Bloch, Kato et Saito), l’unique /-divisibilité du noyau de <j>x pour 
un nombre premier l est une conséquence de l’injectivité de <j>x sur la torsion /-primaire 
de SK i(X ).

Le théorème principal de cette thèse est maintenant le suivant.

T h é o r è m e  1. — Soit X  une variété propre, lisse, géométriquement intègre, de 
dimension d sur un corps p-adique k et fixons un nombre premier l différent de la 
caractéristique résiduelle de k. Supposons que l’hypothèse BK(3,/) soit satisfaite par les 
corps résiduels des points de dimension 2 de X .

Alors la restriction de l'application de réciprocité 4>x à la torsion l-primaire de 
SK i(X ) est injective dans chacun des cas suivants.
(1) X  est de dimension au plus 2 et le groupe de cohomologie l-adique H2(X,Qi) est trivial.
(2) X  a bonne réduction et le complexe x  introduit au précédent chapitre est exact 

en degré d — 3 (i.e. au terme faisant intervenir une somme indexée par les points de 
dimension S).

Voici quelques remarques à propos du théorème.

/  ✓  /  • 2 11) Comme on l’a rappelé au chapitre précédent, l’exactitude du complexe C x  dans
le cas de bonne réduction est une conjecture (difficile) de Kato.

2) On a vu que le cas des courbes était essentiellement connu avant. Mais en utilisant 
le théorème de Merkouriev-Sousline/Rost (cf. Rappel A du chapitre précédent), on 
obtient un théorème nouveau et inconditionnel sur la torsion 2-primaire dans SK\ 
de surfaces satisfaisant à H2(X,Qt2 ) = 0.

3) La condition H 2(X,Qi) = 0 est satisfaite, par exemple, par les variétés avec 
potentiellement bonne réduction ou par celles avec H 2 (X , Ox ) = 0 et dont la variété 
de Picard a bonne réduction (Zusatz 1.4 dans la Première partie).

4) Comme il est connu que la torsion /-primaire de 7r“6(X) est finie, on obtient la 
finitude de la torsion /-primaire de SK i(X )  pour X  satisfaisant aux hypothèses du 
théorème.

L’ingrédient principal dans la démonstration du Théorème 1 est l’identification du 
groupe SK i(X )  avec le groupe d’hypercohomologie de Zariski H^dĉ .1(X ,Z(d + 1)), où 
Z(d+1) est l’un des complexes motiviques introduits récemment par Voevodsky. Dans cette 
interprétation, l’application de réciprocité est donnée par ce qu’on appellera le “symbole 
cohomologique de Sousline-Voevodsky”. L’utilisation de la théorie de Voevodsky explique 
pourquoi l’on doit se borner au cas d’un corps de base de caractéristique zéro; en fait, la 
résolution des singularités est cachée dans un coin.

* Pour être précis, c ’est connu seulement si X  est projective. Rajoutons donc cette hypothèse ici.

c 2,1
/ ■ » .
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Supposons désormais que X  soit une surface. Dans ce cas, nous avons encore d’autres 
résultats qui ne dépendent pas de la réduction de X  ; en revanche, ils ne sont pas aussi 
puissants. De fait, coupons la question de l’unique /-divisibilité (pour / ^  p) du noyau de 
4>x en deux, à savoir :

Question 1. La torsion l-primaire de SK i(X ) est-elle finie ?

Question 2. Le noyau de <f>x est-il l-divisible ?

H est clair qu’une réponse affirmative à ces deux questions entraîne l’unique /- 
divisibilité du noyau de <f>x-

Voici les cas non couverts pax le Théorème 1 où nous pouvons répondre à la Ques
tion 1 par l’affirmative. Les résultats dépendront toujours de l’hypothèse B K ( 3 ,  /), mais 
rappelons une fois de plus que nous obtiendrons ainsi des théorèmes définitifs pour 1 = 2.

T h é o r è m e  2 . — Soit X  une surface propre, lisse, géométriquement intègre sur un 
corps p-adique k et supposons que son corps de fonctions vérifie B K ( 3 ,  /) pour un l différent 
de p. Alors

a) La torsion l-primaire de SK \(X) est toujours de cotype fini.

b) Si H l (X, Ox) =  0 (ou plus généralement, si la variété d’Albanese de X  a bonne 
réduction), alors la torsion l-primaire de SK \(X ) est finie.

c) Si H l (X ,O x) 7̂  0, mais H 2(X ,O x ) = 0, la classification de Castelnuovo-Enriques 
permet de supposer que l ’image de X  par l’application d’Albanese soit une courbe 
propre lisse C. Alors si la torsion l-primaire de SKi(C) est finie, la même chose 
est vraie pour SK i(X).

La finitude de la torsion /-primaire dans SK\(C) reste une conjecture ouverte pour 
une courbe propre lisse C quelconque. Pourtant, à part les cas couverts par le th. 1, c’est 
connu pour les courbes de genre 1 par le travail déjà cité de T. Sato, ce qui fournit des 
exemples où le cas c) donne de nouveaux résultats définitifs.

Passons maintenant à la Question 2. Là nous avons une réponse affirmative et 
inconditionnelle pour une classe particulière de surfaces. Notamment :

T h é o r è m e  3 . — Supposons qu’il existe un morphisme propre surjectif X  -» C, où C 
est une courbe propre, lisse, géométriquement intègre définie sur k, dont la fibre générique 
est une conique lisse. Alors pour tout entier positif n, l ’application

4>x,n : SK \(X )/n  < b(X )/n

est injective.

Le théorème impüque la divisibilité du noyau par un argument de passage à la 
limite qui utilise la finitude de l’image de V (.X ’) (cf. I  [22], p. 7 2 ) .  Sa démonstration est 
beaucoup plus élémentaire que celle du th. 1 ; en particulier, elle n’utilise pas la théorie de 
Voevodsky et reste donc valable sur un corps local k quelconque pour n inversible dans
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k. La technique adoptée ici est l’étude explicite des fibres, reposant sur des résultats de 
Merkouriev et autres sur la if-théorie des algèbres de quatemions.

Ce résultat est également intéressant d’un autre point de vue. On peut notamment 
comparer l’application de réciprocité <f>x à l’application cycle cx,n - CHq(X ) / ti —>• 
H*(X,n®2) du groupe de Chow des zéro-cycles vers la cohomologie étale. On a alors 
le diagramme commutatif :

CH„(X)/n H‘ ( X , t f 2)

Ua/ n  Ucfcr

S K ^ X ) /n  ^  H * (X ,r f3) “  C)/n

où l’isomorphisme est donné par la combinaison des dualités de Tate et de Poincaxé. Ici, a 
est la classe d’une constante dans H°(X,  Gm), d le bord de la suite de Ruminer associée à 
la multiplication avec n et à gauche nous avons un cup-produit en cohomologie motivique 
que nous pouvons considérer de façon plus terre-à-terre comme l’opération de “mettre la 
même fonction constante au-dessus de chaque point”. Le diagramme dépend bien sûr du 
choix de la constante a, mais il commute avec chaque choix, et on peut d’ailleurs considérer 
des diagrammes analogues en dimension quelconque.

Revenons maintenant au cas d’une surface fibrée en coniques. Parimala et Suresh 
ont étudié l’application cycle cx,n sur de telles surfaces (cf. II, [10]) et ont trouvé un 
exemple où elle admet un noyau non trivial pour n = 2. En revanche, ce n’est pas le cas 
pour l’application de réciprocité <j>x,n en vertu du Théorème 2 ! Le diagramme ci-dessus 
implique donc le fait surprenant que le cup-produit de l’obstruction de Parimala et Suresh 
avec la classe d’une constante est toujours trivial.

Pour terminer, indiquons le contenu des diverses parties de la thèse. La première 
contient la démonstration des Théorèmes 1 et 2. La deuxième partie, indépendante de la 
première, est consacrée au Théorème 3. Enfin, nous avons reproduit dans une annexe un 
article d’exposition publié en 1997 dans la revue suisse L ’Enseignement Mathématique (vol. 
43, pp. 77-91) qui donne pour la première fois une démonstration complète d’une loi de 
réciprocité due à Kato intervenant dans la théorie des corps de classes globale des schémas 
arithmétiques.

Orsay, le 23 avril 1998

Tamâs Szamuely

CX,n

TT?6!
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SUR LA THÉORIE DES CORPS DE CLASSES 
POUR LES VARIÉTÉS SUR LES CORPS p-ADIQUES

Tamâs Szamuely (Orsay)

1. In t r o d u c t i o n

Soit k un corps p-adique, i. e. une extension finie de <Q>P, et soit X  mie variété 
propre, lisse, géométriquement intègre définie sur k. La théorie des corps de classes pour 
X , introduite dans les travaux de Bloch, Kato et Saito, (cf. [3], [16], [21], [23]) étudie le 
groupe

SKxiX) := coker( 0  K 2k(x) 0  K ^ x ) )
x£Xi xÇXq

(où Xi veut dire les points de dimension i de X  et le morphisme est induit par le symbole 
modéré) ainsi qu’une application de réciprocité, à valeurs dans l’abélianisé du groupe 
fondamental étale de X  :

<f>x : S K ^ X )  -* < > (*).

Cette application de réciprocité généralise celle de la théorie des corps de classes locale 
(cas du point), et, pour une variété avec bonne réduction, se spécialise modulo p (via les 
résidus en if-théorie de Milnor) en celle définie par Lang [17] pour une variété propre lisse 
sur un corps fini. Il y a plusieurs façons équivalentes de la définir ; une construction sera 
rappelée plus tard.

Des travaux de Saito (cf. [21], [22], [23]) ont permis d’obtenir des résultats satis
faisants sur l’image de <f>x, mais son noyau, ainsi que la structure du groupe SK i(X )  sont 
encore loin d’être bien compris. Notre contribution concerne ces dernières questions.

Pour pouvoir énoncer les résultats, nous sommes obügés de faire une petite digres
sion.

R a p p e l  1.1. — Pour un entier positif n fixé, il existe un symbole cohomologique 
définissant, pour tout corps F  dans lequel n est inversible et tout entier naturel i, un 
homomorphisme

K f ( F ) l n  -> H‘(F ,»?)

(où K f 1 est le i-ième if-groupe de Milnor) par cup-produit à partir du bord de la suite de 
Kummer associée au nombre n. Une conjecture, le plus souvent attribuée à Bloch et Kato, 
prédit que c’est toujours un isomorphisme.

Voici l’état de l’art concernant cette conjecture. Pour i = 1, c’est classique (Kummer, 
Hilbert, Noether) et pour i = 2 elle a été démontrée par Merkouriev et Sousline [18]. Ces 
auteurs ont également démontré dans [19] (indépendamment de M. Rost, qui n’a pas publié 
sa démonstration) le cas i = 3, / =  2. Dans cet article, nous travaillerons pratiquement 
toujours en supposant que le cas i = 3 soit connu (du moins pour certains corps) pour l 
quelconque, faisons donc une

C o n v e n t i o n . Nous dirons qu’un corps F satisfait à l’hypothèse BK(î,/) si la 
conjecture de Bloch et Kato est vraie pour le i-ième K-groupe de Milnor de F, 
quand l’entier n figurant dans la définition ci-dessus est une puissance de l.
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En fait, pour i > 2 seule la surjectivité du symbole cohomologique sera utilisée lors 
des démonstrations. Signalons enfin que le cas / = 2, î quelconque a été récemment démon
tré par Voevodsky [38]. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat, mais en revanche, nous 
nous servirons de plusieurs techniques importantes intervenant dans sa démonstration.

Notre deuxième rappel concerne une (autre) conjecture de Kato.

R a p p e l  1.2. — Dans son article fondamental [16], Kato a défini un complexe de 
groupes abéliens

C’:’s : . • • ®  ff»+)+1 («(*), x?i+'+1) -> ®  -> ...
xÇSj+i x€Sj

où i ,j ,q  sont des entiers positifs, S  est n’importe quel schéma excellent et n inversible 
sur S. (On ignore les questions de p-torsion dans cet article; voir la Remarque 4.2 (2) 
pourquoi.) Ce complexe généralise le complexe de Bloch-Ogus pour une variété lisse sur 
un corps. Pour un schéma régulier propre et plat sur l’anneau des entiers Ok d’un corps 
p-adique fc, avec fibre générique lisse X  et fibre spéciale Y , les morphismes résidus pour la 
cohomologie étale d’un anneau de valuation discrète induisent un morphisme de complexes

x € X j + 1  x £ X j

;  4

x€Y j+ 1 xçYj

où les différentielles dans le diagramme du bas ont un signe opposé à celles de C*’y. 
Concernant ce morphisme, Kato espère :

C o n j e c t u r e  (Kn)(=Conjecture 5.1 de [16]). — Le morphisme C ^ lx  —> du
diagramme est un quasi-isomorphisme de complexes.

Fixons un nombre premier / / p e  t notons (resp. C j^ x ) le complexe obtenu

par passage à la limite inductive suivant n à partir des complexes C,2»’1* (resp. Cjù°v)- 
Alors on peut énoncer la conjecture sous la forme plus faible :

C o n j e c t u r e  (K;oo ). — Le morphisme C f^ x  —» C*«0 ̂  obtenu à la limite à partir 
de celui du diagramme est un quasi-isomorphisme de complexes.

On dira que la conjecture (K foo) est vraie en degré i si le morphisme de complexes 
en question induit un isomorphisme sur la î-ième homologie. (Ici, on adopte la convention, 
différente de celle de Kato, selon laquelle le terme en degré i du complexe est celui faisant 
intervenir une somme indexée par des points de codimension i.)

Notre résultat principal s’énonce maintenant comme suit.

H «+¿! k (z ) , / ì ®«+j \ 
n )

2,1
n,XC: ©  H

i+3(k (x).u®J+2\ 
n Ì ©ff7+2

(*(*)»**,®'+1)

l.O(-) . 
r>,Y •C: ©  B

j+2
k (x ) , h,®j+ 1 \

©  H ;+1(k (x),h n ) - » ...

c ri,O
n,y

c,2,1
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T h é o r è m e . — Soit X  une variété propre, lisse, géométriquement intègre, de dimen
sion d sur un corps p-adique k et fixons un nombre premier l différent de p. Supposons que 
les corps résiduels des points de dimension 2 vérifient BK(3, l).

Alors la restriction de l’application de réciprocité <f>x à la torsion l-primaire de 
SK i(X ) est injective dans chacun des cas suivants.
(1) X  a bonne réduction et la conjecture (K ioo) de Kato est vérifiée en degré d — 3.
(2) X  est de dimension au plus 2 et le groupe de cohomologie l-adique H2(X, Qj) est trivial.

Le cas des courbes était connu avant, du moins dans le cas de bonne réduction 
(combiner [22], Lemma 5.3 avec [10], Proposition 4.6 b)). Mais le théorème fournit un 
résultat nouveau et inconditionnel pour la torsion 2-primaire dans SK\ d’une surface.

Le théorème admet la conséquence suivante concernant le noyau V{X) de la norme 
SK \(X )  —> k x , étudié pour la première fois par Bloch [3] :

C o r o l l a i r e  1.3. — Supposons que X  est soit variété projective satisfaisant aux 
hypothèses du Théorème, et supposons que les corps résiduels de ses points de dimension
2 vérifient BK(3,/) pour tout l ^  p. Alors le groupe V(X) est extension d’un groupe fini 
par un groupe uniquem ent divisible premier à p.

En effet, la torsion /-primaire de Trîb(X) est finie et nulle pour presque tout / ([21], 
pp. 126-129). D’autre part, on sait que le groupe V(X) est extension d’un groupe de 
torsion par un groupe divisible. Cela a été démontré par Saito dans le cas des courbes 
(cf. [22], Cor. 5.2 (2) et aussi [21], Cor. 4.15); le cas général s’y réduit par un argument 
de Bertini comme dans la démonstration de [8], Proposition 3.3 (c’est ici que l’on utilise 
l’hypothèse de projectivité). Le corollaire découle de ces deux faits et du Théorème.

D’autres résultats de finitude pour le groupe SK \(X )  dans le cas des surfaces 
figureront au chapitre 5.

Z u s a t z  1.4. — L ’hypothèse H 2(X,Qi) = 0 dans la partie (2) du Théorème est 
satisfaite dans les deux cas suivants.

• X  a potentiellement bonne réduction.
• H zar(X ,O x)  =  0 et la variété de Picard de X  a potentiellement bonne réduction.

La démonstration, donnée au chapitre 4, repose sur des arguments de poids essen
tiellement bien connus. Le cas de bonne réduction figure déjà dans l’article de Soulé [30].

Terminons l’introduction en mentionnant que dans leur article non publié [26], Saito 
et Salberger démontrent l’injectivité de l’application de réciprocité modulo ln pour des 
surfaces satisfaisant à des hypothèses semblables, mais apparemment plus fortes que dans 
la partie (2) du Théorème. Dans des travaux en cours, Jannsen et Saito obtiennent un 
résultat de même allure comme corollaire d’un résultat général décrivant l’homologie en 
degré d — 2 du complexe Cf« x  de Kato pour les variétés avec réduction semi-stable. (Il 
est donc amusant de voir qu’en vertu de notre Théorème, la (d — 3)-ième homologie dudit 
complexe contrôle déjà la situation en dimension quelconque, du moins dans le cas de bonne 
réduction.) Leur approche a l’avantage de couvrir aussi le cas où le corps de base fc est un 
corps local d’égale caractéristique. Mais dans le cas d’une surface avec H 2(X , Q/) = 0 sur
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un corps p-adique, notre résultat est plus fort car il fournit des renseignements plus précis 
sur la structure du groupe V(X) comme au cor. 1.3; les résultats de [26] n’impliquent que 
la divisibilité du noyau de <f>x.

Pourtant, on aimerait avoir des résultats sur le noyau de l’application de réciprocité 
qui soient valables sans hypothèses sur la réduction. Pour l’instant, le résultat le plus 
satisfaisant est celui de Saito qui a démontré l’injectivité de <f>x modulo ln pour une courbe 
propre lisse quelconque sur un corps local ([22], Lemma 5.3). Dans [35], je démontre par 
une méthode directe que la même conclusion vaut pour les surfaces fibrées en coniques au- 
dessus d’une courbe propre lisse C. Pax contre, l’injectivité de <f>x sur la torsion /-primaire 
dans SKi  de telles surfaces n’est pas connue en toute généralité. Ce serait une conséquence 
de la finitude de la torsion /-primaire dans SKi des courbes, finitude conjecturée par Kato 
il y a une quinzaine d’années qui attend toujours sa démonstration dans le cas général 
(cf. la discussion avant la prop. 5.6). Manifestement, nos connaissances sont pour l’instant 
lacunaires même sur le cas des courbes, ce qui explique la difficulté de traiter complètement 
même une classe aussi particulière de surfaces.

Toute ma reconnaissance à J.-L. Colliot-Thélène pour son encouragement permanent 
et pour ses remaxques pertinentes. Cet axticle a été rédigé dans l’environnement luxueux de 
l’Isaac Newton Institute de l’Université de Cambridge que je remercie pour son hospitalité.

2. G r a n d e s  lig n es  d e  la  d é m o n s t r a t io n  du  t h é o r è m e

Commençons pax rappeler une construction de l’application de réciprocité <f>x- Celle 
qui est la plus adaptée à nos besoins a son origine dans le travail de Bloch [3] et est décrite 
en détail dans [21], 4.1 ; en voici un bref résumé.

Fixons pour le moment un entier m. Comme le symbole cohomologique est compa
tible avec les morphismes résidus en /T-théorie de Milnor et en cohomologie étale (on peut 
voir à la rigueur [34], chap. 2 pour une discussion), il définit un morphisme

- ►  coker( ®  -+ 0  Mm))-
*€Xi *€XC

Or, pax la théorie de Bloch et Ogus ([5], [9]), ce dernier groupe s’identifie au groupe de 
cohomologie de Zariski Hzar(X, 7id+1 (/i® ^1)), où d est la dimension de X  et on emploie la 
notation standard 'H,(iu®J) pour le faisceau de Zariski R ,7r*/j®-?, image directe supérieure 
associée à la projection n du grand site étale de k au grand site Zaxiski de k. Comme 
la dimension cohomologique de Xzar est d, on peut composer pax un morphisme bord 
provenant de la suite spectrale de Leray associée à ir, et on obtient un morphisme

<Px,n : SK^X) H2éï+l(Xtli l d+1).

Mais par le théorème de dualité arithmétique rappelé ci-après, le deuxième groupe est dual 
de H l {X,7i/m), lui-même dual pax définition de n“b(X)/m. L’application de réciprocité 
s’obtient alors pax passage à la limite projective suivant m.

SKi(X) H2{k{x) 0 2 \ 
m ) H1(.k(x)



R a p p e l  2.1. — Voici l’énoncé du théorème de dualité (cf. [21], th. 1.14 ainsi que

Soit V une variété propre, lisse, géométriquement intègre, de dimension d sur un 
corps local k, et m un entier positif inversible dans k. Alors on dispose d’un morphisme 
trace

H%+2(V ,tâ i+") -> Z/m  

obtenu comme le composé de l’application de Hochschild-Serre

avec le morphisme trace de la dualité de Poincaré pour V = V x k et l’invariant du groupe 
de Brauer de k. C’est un isomorphisme par définition, et on montre que les accouplements

H U V ^ V )  X Z/m

obtenus en composant le cup-produit en cohomologie étale avec cette trace sont parfaits.

Après tous ces rappels, on arrive au point clef de la démonstration.

P r o p o s i t i o n  2 .2 .  — Soit X  une variété lisse sur un corps de caractéristique zéro, 
et supposons que les corps résiduels des points de dimension 2 de X  vérifient BK(3,Z). 
Alors pour tout entier positif n inversible dans k, il existe une surjection

—  i-SK^X).

Ici, le morphisme ir : két —> kzar est le changement de site déjà vu plus haut, r< est 
la troncation “sophistiquée” (cf. par exemple [38], 1.2.7; mais attention, les flèches vont 
dans l’autre sens!) et pour un groupe abéüen À, le symbole ¡nA désigne son sous-groupe 
de /"-torsion.

La démonstration est reportée au chapitre suivant ; elle repose sur la théorie de 
complexes motiviques introduits par Voevodsky. On peut d’ailleurs identifier le noyau au 
quotient modulo Zn d’un certain groupe de £ -cohomologie, généralisant ainsi des résultats 
bien connus de Bloch [4] et de Sousline [31] sur la torsion dans le groupe de Chow de 
codimension deux dont la proposition est un analogue ; cf. là-dessus l’Appendice.

Remarque 2. S. Si X  est une surface, le groupe H^dar(X, T<(i+1R7r*^®d+1) figurant
dans la proposition s’identifie au groupe N H i (X, défini comme le noyau du mor
phisme de restriction

HUx,ii%3) -+ HUHXUP).
Cela résulte immédiatement du triangle distingué fondamental (dans Db(Xzar), la caté
gorie dérivée des complexes cohomologiquement bornés de faisceaux de Zariski sur X ) :

r g 3R7r*/i®3 ->  T g4R 7 r ,/ i® 3 - ¥  W 4 (^ ® 3) ) [ - 4 ]  - * ■ t ^ 3R 7 t ,^ ® 3 [1]

joint à la théorie de Bloch-Ogus, et sert de base pour la démonstration des résultats de 
finitude exposés au chapitre 5.

Disposant de la proposition 2.2, on peut énoncer la proposition suivante, inspirée de 
la proposition 1 de Colliot-Thélène, Sansuc et Soulé [12] :

17

[24 ]) :

H 2d+ 2
it (V.li Sd+lm -> H2Ik, H2d

ét y , / # ) ®  Mm)

H2d+2—« 
ét Vìti® d + l - j

m

H2d
Zar (X* r<á+iR -7r*Aí

2>d+1\ 
!" )

Mfn3)
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P r o p o s i t i o n  2 .4 .  — Sous les hypothèses de la proposition précédente, on dispose 
d’un diagramme commutatif :

------- »  l -SKt (X)

I I
Hÿ(X,rf«') -- » H%+'(X,fâM )

Le morphisme vertical de droite, qui existe sur un corps quelconque, est défini comme 
dans la construction de l’application de réciprocité <f>x- Si de plus k est un corps p-adique, 
le groupe en bas à droite s ’identifie par la dualité arithmétique 2.1 à ir*b(X )/lm et le 
morphisme vertical de droite devient <f>x modulo lm, restreint à la ln-torsion dans SK\ ( X) .

Quelques mots sur les autres morphismes : celui de gauche est induit pax la version 
“catégories dérivées” de la suite spectrale de Leray (cf. [39], cor. 10.8.3), composée pax 
1’ “oubli de la troncation” ; le morphisme horizontal du haut provient de la Proposition 2 .2 ,  

et enfin celui du bas est le morphisme de Bockstein en cohomologie étale associé à la suite 
exacte de faisceaux

i ^  f â +i ^  i.

La démonstration, également de nature “motivique”, rejoindra celle de la proposition 
précédente dans le prochain chapitre. Par passage à la limite inductive suivant n et à la 
limite projective suivant m, on obtient le

C o r o l l a i r e  2 .5 .  — Sous les hypothèses précédentes, on a un diagramme commu
tatif :

Jîiir(X,TS<+1Rir.Qi/ZK<i+l)) -----» SifiPOW

I I
H% (X,QI/Z l(d+ 1)) ------► Hu+1(X ,Z ,(d+ l)){ l}

Ici, le groupe A{1} est le sous-groupe de torsion l-primaire du groupe abélien A. Sur 
un corps p-adique, le groupe en bas à droite est isomorphe à 7r®b(JÎC){Z} et le morphisme 
qu’il reçoit n’est autre que <j>x restreint à SK\(X){1}.

Un examen du diagramme figurant dans le Corollaire montre alors que pour 
démontrer le Théorème, il suffit d’établir l’injectivité du morphisme de gauche ainsi que 
de celui du bas sous les hypothèses imposées. C’est le contenu des deux lemmes suivants.

H2d
Zar (X,T.f̂ d+ 1R,7T*¿i.®d+l\ 7" /

y-
® d + l  
I n +  m
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L e m m e  2 .6 .  — Si X  est une variété propre, lisse, de dimension d définie sur un corps 
p-adique k satisfaisant à la conjecture (K/00 ) en degré d — 3 et ayant bonne réduction, le 
morphisme

ff*i,(-X>â<+IR*.Qi/Z,(«i+ 1)) -> H%t(X,Qi/Zi(d+  1))

est injectif. Si d ^  2, on arrive à la même conclusion sous la seule hypothèse que X  est 
lisse sur un corps de caractéristique zéro.

Démonstration. Le cas des courbes est tautologique et celui des surfaces résulte de 
la démonstration de la Remarque 2.3. Pour d ^  3, remarquons d’abord que k étant un 
corps p-adique, la dimension cohomologique d’un ouvert affine de X  est d -(- 2 et a fortiori 
pour tout n, le complexe R7r,/u®<i+1 est acyclique en degrés supérieurs à d + 2. Donc on a 
un triangle distingué dans Db(Xzar) '

r g (i+ lR7r*M®<Î+1 R -»• 'Hd+2{lJ.fnd+1) ) [ - d  -  2] - ¥  TZd+1RTT*nfnd+1[l] 

d’où une suite exacte longue :

et, par passage à la limite inductive suivant n,

1))) -* w i+2(Q i/z1(<i + 1»)

-> » | i r(X ,rSJ+1R,r.Q,/Z,(<i+ 1)) -» £r|?(X ,Q ,/Zi(d + 1)).

IlsuiEt donc de montrer que le groupe ^ d+2(Q i/^ i(^+ 1))) et trivial. Mais par la
théorie de Bloch et Ogus, ledit groupe s’identifie à l’homologie en degré d — 3 du complexe 
Cfœ x  de Kato introduit dans le Rappel 1.2. Comme l’on a supposé (K/00 ) vrai en degré

d — 3, ce groupe est isomorphe à l’homologie en degré d — 3 du complexe oo y associe a 
la fibre spéciale Y  qui est lisse par hypothèse. Or Colliot-Thélène démontra dans [8] que 
C/ofy est exact en degrés ^  d — 3, d’où le lemme.

Remarque subjective 2.7. La démonstration ci-dessus montre que l’ingrédient fon
damental dans le cas d ^  3 du Théorème est non pas la conjecture (Ki<x>), mais plutôt

2 1 / / / l’exactitude conjecturale du complexe x  en degré d — 3 pour une variété propre et lisse
avec bonne réduction. Je suis d’avis que la démonstration éventuelle de ce fait sera directe
et ne procédera pas par réduction au résultat de [8]. J ’ai toutefois préféré la présentation
adoptée ici pour pouvoir citer la conjecture telle qu’elle se trouve dans la littérature.

L e m m e  2 .8 .  — Soit X  une variété propre, lisse, de dimension d définie sur un corps 
p-adique k et soit l un nombre premier inversible dans k. Alors l’application de Bockstein

H2i(X,Qi/Zi(d + 1)) H 2d+l{X ,Z t{d+ 1))

est injective si et seulement si H 2(X,Qi) =  0.

® d + l
Z"(X,a2d—1 

étH )) -+ H d - 3
Zar (X,H d+2

y
®<f+l
ln ))

Hr2 d 
Z a r I X ,  T. íd+l RTF * ii®d+1 

i" ) -¥ Hi f f X,fi ® d + l
I”

(X,Q,/Z,(d2d—1 
étH] H d - 3

Z a r (X,

H d-3
Z a r

c

c
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Remarquons qu’en vertu du Zusatz 1.4, la condition du Lemme est satisfaite en 
particulier quand X  a bonne réduction. Cette observation est nécessaire pour compléter la 
démonstration de la partie (1) du Théorème.

Démonstration. Par la dualité arithmétique 2.1, elle est égale, au signe près, au dual 
du morphisme de Bockstein

(2.9) H 1(X,®i/Zi)~+H2(X ,‘Z l)

notant la compatibilité des cup-produits en cohomologie étale aux cobords (cf. la Remarque 
suivante). Ce morphisme s’insère dans la suite exacte

H l (X, Q//Z/) -+ H2(X, Z i) H2(X,Q i) -> H2(X ,Q i/Z t).

provenant par passage à la limite inductive suivant n et à la limite projective suivant m 
de la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte de faisceaux 
constants

o z / r z  z /r +nz -+ z/rz  o
(voir l’argument de [11], p. 473 ; le passage à la limite projective nécessite la connaissance de 
la finitude des groupes H X(X, Z /PZ) sur un corps p-adique, cf. là-dessus la démonstration 
de la prop. 5.2 infra). On en déduit que le morphisme dans (2.9) est surjectif si et seulement 
si H 2(X,Qi) = 0, car H 2(X, Q/) est uniquement divisible et H2(X, Qj/Z/) est de torsion.

Remarque pédante 2.10. En ce qui concerne la compatibilité des cup-produits en 
cohomologie étale avec les cobords, on trouve dans Milne [20], Prop. V.1.16 que la formule 
standard d(a\ UQ2 ) = (¿îcti) UQ2 est vérifiée pour les cobords provenant de suites exactes 
scindées fibre par fibre. Pour la démonstration, Milne renvoie à l’ouvrage de Bredon ([7], 
prop. II.6.2). Mais cette même démonstration, jointe au lemme V.1.15 de [20] montre que 
la formule citée est vraie plus généralement si la suite exacte de faisceaux

0 - f !F\ —  ̂0,

dont le cobord d\ provient, reste exacte en tensorisant avec faisceau figurant à gauche 
dans la suite exacte courte analogue pour la deuxième variable. Or cette condition est 
satisfaite pour le morphisme de Bockstein à coefficients finis; notre cas en résulte après 
passage à la limite. L’éventuel signe n’apparaît que dans la formule analogue pour la 
deuxième variable qui se ramène à la formule ci-dessus par anticommutativité du cup- 
produit. On pourra également consulter l’article de Gamst et Hoechsmann [14] sur ce 
point.

3. E x c u r s i o n  m o t i v i q u e

Ce chapitre est consacré à la démonstration des propositions 2.2 et 2.4 à l’aide de la 
cohomologie motivique développée par Voevodsky et Sousline. Les résultats sont valables 
sur n ’importe quel corps de base k de caractéristique zéro.

T* S  2
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Voevodsky a introduit (cf. par exemple [33], chap.2) pour tout entier j ,  un complexe 
de faisceaux abéliens Z (j) sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des schémas 
lisses, vérifiant un grand nombre de propriétés prédites pax Beilinson dans [2]. Notamment, 
les complexes Z (j) sont acy cliques en degrés supérieurs à j  mais l’on ignore pour l’instant 
s’ils sont acy cliques en degrés négatifs.

Autre remarque pédante 8.1. Le fait que l’on ne sache pas si les complexes Z (j) sont 
cohomologiquement bornés pose un problème pour le calcul de leur hypercohomologie de 
Zariski. Mais localement sur un schéma X  de dimension cohomologique finie, c’est toujours 
possible (cf. [39], cor. 10.5.11), et c’est le seul cas que l’on va rencontrer dans la suite. Donc 
à de telles occasions il faudra toujours sous-entendre que les considérations sont feûtes sur 
le petit site Zariski de X .

En basses dimensions, on a :

Z (j) = 0 pour j  < 0, 

et des quasi-isomorphismes de complexes de faisceaux

Z (0 )~ Z  et Z(l) ~  Gm[—1].

Notons Z / ln(j) le produit tensoriel Z (j) <8> Z //nZ. Comme Z (j) est un complexe de 
groupes abéliens sans torsion, la suite exacte

0 -4 Z^*Z -+ Z /lnZ -> 0 

donne lieu à un triangle distingué

z ( j ) S z ( j ) - > z / r ( j ) - > z ( j ) [ i }

dans la catégorie dérivée des faisceaux sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des 
schémas lisses, qui sera notée D(Sm(k)zar) dans la suite.

En considérant la suite exacte longue associée en cohomologie de Zariski pour 
j  =  d + 1, on obtient le

Le m m e  3.2. — Pour une variété lisse X  sur k, il existe une suite exacte :

0 - ►  H l U x ,  Z (d+ 1))//” -> H%r(X, Z /¡"(d + 1)) -> Z(d+  1)) -> 0.

Remarquons pour usage ultérieur que l’on n’a pas utilisé dans la démonstration du 
lemme le fait que d était égale à la dimension de X . Il vaut donc pour d quelconque. La 
Proposition 2.2 est maintenant une conséquence de ce résultat en vertu du

Le m m e  3.3. — Supposons que l’hypothèse BK(3,/) soit vérifiée pour les corps 
résiduels des points de dimension 2 de X . Alors on dispose d’isomorphismes canoniques :

») HyzXx.zv+W^SK^xy,
b) H l U X , Z I ‘"(d+  1 ) )  = f f M r ( X , T S i + 1 R j r . i l ®'i + 1 ).

L’hypothèse BK(3, l) ne sert en fait que dans la partie 6) du lemme. Avant de 
commencer la démonstration, rappelons une construction de Sousline et Voevodsky [33] 
dont la présentation adoptée ici doit beaucoup aux remarques de B. Kahn et E. Peyre.

lnH 2d+l
Zar
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R a p p e l  3.4. —  Il existe, pour tout j  et n, un “symbole cohomologique” pour la 
cohomologie motivique à coefficients finis, i. e. un morphisme

Z / ln(j) ->•

dans B(Sm{k)Zar). Voici comment il est construit.
Comme Z / ln(j) n’a pas de cohomologie en degrés > j ,  il revient au même de définir 

un morphisme
Z / inC?) -»• R7T,/LX®J .

Pour la réduction suivante, remarquons que le foncteur de changement de site n* étant 
exact ([20], Lemma II.2.6. et p. 68), il est l’adjont à gauche de Rît*, et il suffit donc de 
définir un morphisme

-» $
dans la catégorie D(5m(fc)^) définie de façon analogue à D(5m(fc)zar). Commençons par 
construire ce morphisme pour j  = 1.

Par la prop. 2.2 de [33] on dispose d’un isomorphisme Z(l) = Gm[—1] dans 
D(Sm(fc)zar), d’où, par l’exactitude de 7r*, un diagramme commutatif

7T

Gm [—1]

r

r

7 T * Z ( l )

1 “
Gm [—1]

7 T * Z / / n ( l )

Hln

7 T * Z ( l ) [ l ]

1 “
Gm

dont les lignes sont des triangles distingués de D (Sm(k)ét), celui du bas étant donné 
notamment par la théorie de Kummer en cohomologie étale. Une propriété de base des 
catégories triangulées implique alors que le morphisme vertical manquant au milieu existe 
(c’est d’ailleurs un isomorphisme par le lemme des cinq).

Or les objets n*h/ln(j) et fj,fn3 vivent en effet dans une certaine sous-catégorie 
pleine de D (Sm(k)ét) qui a été construite dans [35] par Voevodsky. S’agissant
d’une sous-catégorie pleine, le morphisme pour j  = 1 que l’on vient de construire est un 
morphisme de (k). Or dans le complexe ir*Z/ln(j) se décompose
comme un produit

ir*Z/ln(j) = 7r*Z/P(l) ® ...  ® 7r*Z//n(l) {j fois),

où <g>v est le produit tensoriel de (k) (cf. [38], démonstration du th. 2.6), donc
on peut définir un morphisme

*'z/i'U) -> /<®v y

par élévation à la puissance V-tensorielle. Mais pifn 1 ~  nfn , car l’inclusion de
dans D(Sm(k)ét) admet un adjoint à gauche respectant la structure tensorielle (cf. [36],
bas de la page 25 pour l’énoncé analogue sur le site Nisnevich).

TÍJ R tt. u ,®¿
ln

ir-z/ro)

Z(l)

étDM

- e / /
étDM. DM ét

DM—. e / / (k)

DM « • " ( * )



Démonstration du lemme S.S. Pour établir a), commençons par remarquer que la 
suite spectrale d’hypercohomologie

=  H’z . j x w z u ) )  =* h £ ! ( x ,z u ))

fournit un morphisme

Pij  : H j , „ ( X , Z U ) ) ^  H Ï . i { X , W Z ( j ) )

par l’acyclicité de Z(j)  en degrés > j .  De plus, pour i = 2d + l e t j  = d + l o n  obtient 
ainsi un isomorphisme

H2/* '(X ,Z (< ‘ + l ) )% H iz„ (X ,H i+1Z(d+  1))

car X  est de dimension cohomologique d. D’autre part, Voevodsky a démontré l’existence 
d’une “résolution de Gersten” par des faisceaux flasques :

0 -»• Hi+1Z(d + 1) -> 0  ixm'Hd+1Z(d + l)x -+
xex°

iXm'HdZ(d)x ixm'H1Z(l)x —ï 0,
r € X i  xÇ.Xd

où ixm est l’inclusion du point x. Cette résolution existe sur tout corps k sur lequel 
la résolution des singularités est connue sous une forme forte, donc pour l’instant en 
caractéristique zéro grâce à Hironaka. (Voir l’Appendice pour plus de détails.) Il suffit 
maintenant de calculer le groupe H zar(X,'Hd+1Z(d + 1)) en utilisant cette résolution, 
tenant compte du fait que la prop. 3.2 de [33] fournit des isomorphismes canoniques

H l {F,Z{1)) = F* et H 2(F ,Z (2 ))* K 2{F)

pour un corps F  quelconque.
Pour que cette démonstration soit complète, il faut vérifier encore que le morphisme

0  K2(k(x)) -> 0  *,(*(*))
x £ X  o

est bien celui induit par le symbole modéré, comme dans la définition de SKi(X). 
Voevodsky affirme dans [38] qu’une telle vérification est facile; nous n ’y sommes pas 
entièrement parvenus à ce jour. Toutefois, la démonstration de la partie b) montrera que 
c’est vrai modulo n pour tout n.

Passons maintenant à la démonstration de la partie b). Si l’on suppose que 
l’hypothèse B K (d + 1, /) soit satisfaite pour tout corps F  (où, rappelons-le, d est la dimen
sion de X), le résultat principal de [33] (Theorem 5.9) dit que le symbole cohomologique 
que l’on a construit dans 3.4 est toujours un isomorphisme pour j  — d +1 si k est un corps

23
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sur lequel la résolution des singularités est connue, ce qui donne immédiatement le résultat. 
Comme nous avons mis des hypothèses plus douces, nous sommes obligés de dévisser.

Appliquons donc la suite spectrale d’hypercohomologie aux deux groupes figurant 
dans l’énoncé. Comme dans a), tenant compte de la dimension cohomologique de Xzar, 
de l’acyclicité de Z / ln(d + 1) en degrés > d + 1 ainsi que de la forme de la résolution de 
Gersten, on vérifie que la suite spectrale nous fournit par dégénérescence un diagramme 
commutatif :

0 ^ H i ' r(X ,H dZ / r ( d + l ) ) - > H lU X ,Z / ln(d -H ))^ H Ï: ; (X , 'H d+1Z /r (d + l) )-+ 0

^
0 ^ H ‘‘z . r(X ,H i ( ^ 1)) -+ H l U X , T SJ+lRT.ii$d+') -+ Hi-al ( X ,H i+ ' ( ^ ) )  -* 0

Nous affirmons que sous les hypothèses du lemme, les morphismes verticaux aux deux 
extrémités sont des isomorphismes, ce qui suffira pour conclure. Vérifions cet isomorphisme 
dans le cas du morphisme vertical de droite (celui de gauche se traite de façon analogue). 
En utilisant les résolutions de Gersten-Voevodsky et de Bloch-Ogus, nous obtenons ce 
morphisme comme le morphisme induit sur l’homologie des complexes figurant dans le 
diagramme commutatif :

©  H*(k(x), z /r(3))  ^  ®  H*(k(x),z /r(2))  -> ®  * ■((:(* ),z / r ( i ) )
x£X2 xÇXi x£Xq

I I
0  H 3(k(x),fi%3) -y 0  H*(k(x),nfr?) ->• 0  ff1^*),**!")

x£X2 x£Xi x£X o

Le diagramme commute car les deux résolutions en question s’obtiennent comme les 
résolutions de Gersten de “faisceaux avec transferts invariants par homotopie” au sens de 
[37] et on vérifie, en utilisant la compatibilité aux produits, que le symbole cohomologique 
de Sousline-Voevodsky induit des symboles cohomologiques sur les termes des résolutions 
de Gersten. Or les trois morphismes verticaux peuvent être écrits comme des morphismes 
composés des isomorphismes de Sousline-Voevodsky ([32], Corollary 3.5)

jr (* ( i) ,z / i - ( i ) )  “  KfiHx))/!"

avec les symboles cohomologiques usuels

K f ( k ( x ) ) / r  -> i r (k (x) ,r f*)

(la vérification de ce fait se réduit immédiatement au cas trivial * = 1 par compatibilité 
des deux morphismes aux produits). Le deuxième symbole est également un isomorphisme 
pour ¿ = 1,2 ainsi que pour i — 3 et x un point de dimension 2 par hypothèse. Donc on 
obtient bien un isomorphisme sur l’homologie, ce qui était à voir.
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Remarque S. 5. L’utilisation de la résolution des singularités pour construire la 
résolution de Gersten-Voevodsky est la raison pourquoi l’on ignore dans cet article le 
cas de la caractéristique p > 0.

Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration de la proposition 2.4• Comme 
on l’a déjà remarqué, un diagramme de même allure figure dans [12], prop. 1, mais 
l’utilisation de la cohomologie motivique rend la vérification de sa commutativité beaucoup 
moins fatigante.

De fait, tenant compte des identifications introduites lors de la démonstration précé
dente, il suffit de vérifier la commutativité du diagramme suivant :

(3.6) J *  } 

Hÿ.AX,ru+ H l i + r'(X,TU+lR*.fâd+l)

I I
H%(X,nf„i+l) -----------------------> H%+l(X , fâ d+l )

Il convient peut-être de dire quelques mots sur l’identification de l’application de réciprocité 
au composé des morphismes figurant dans la moitié droite de ce diagramme. Tenant compte 
de l’isomorphisme

résultant du fait que X  est de dimension cohomologique d, il suffit de voir que le morphisme 
naturel

S K ^ X )  -* coker(
x£X\ x£Xo

s’identifie bien au morphisme composé

H?+r\ X ,Z ( d +  1)) H2z“*r \ X , Z / l m(d + l))  -> H l £ 1(X,TÎ M R * . t f J +l)

via les diverses résolutions de Gersten. Mais c’est une conséquence immédiate de la 
construction du “symbole cohomologique” de Sousline-Voevodsky rappelée dans 3.4.

Pour l’étape suivante, nous avons besoin d’une petite digression sur les morphismes 
de Bockstein.

La suite exacte de groupes abéliens

(3.7) o -> z / r  z -> z/r+n z -> z /r z  o

donne lieu, par torsion avec la (d+ l)-ième puissance tensorielle du caractère cyclotomique, 
à une suite exacte de faisceaux sur X& :

l /<g?+1 -+ t ô d+' -> 1,

H 2d
Zar (X,Z/í"(á+l)) H 2 d + l

Zar I X M d + 1 ) ) H 2d+l
Zar pr,z/r(d+i))

H\2d+lZar (-^Jr gd+1 R7T*/x|2>d+1\ 
[m ) S H d

Zar x , n á+1 IM# í +1))

©fl ( k ( x )
<8)2 \ 
m ) © H 1K̂ (x ) îMm))

Zd + 1
|m  +  n
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d’où un triangle distingué dans D (X zar) '•

Rir,nfJ+l -> -»■ Rtt*fi%d+1 -)• Rtt,/lî^Î,+1[1],

dont le dernier morphisme est la version “catégories dérivées” du morphisme de Bockstein.
Il induit le diagramme commutatif

H îir(X ,r<J+1R ^ +')  ------> H % t\X ,T < 1+iR*.iJf J +')

I 1
H%r(X,R*,»%d+') ------» f r | £ 1(X,R,r.M®?+1)

I s 1“

où les isomorphismes indiqués sont donnés par la version de Verdier de la suite spectrale 
de Leray. D’autre part, en tensorisant la suite exacte (3.7) par le complexe Z (d + 1), on 
trouve le triangle distingué de D(5m(fc)^or) :

z /r{d +1) z/im+n{d + 1) ->• z/in(d +1) -> z /r{d + i)[i]
dont le dernier morphisme est le Bockstein pour la cohomologie motivique qui s’insère dans 
le diagramme commutatif évident :

Z/ln(d+l) -----► Z//m(d + l)[l] 

i 1 = 
Z(d+l)[l] -----y Z/lm(d + l)[l]

A fortiori, on peut remplacer la première ligne du diagramme (3.6) par le morphisme de 
Bockstein

H lU x ,z / r {d + 1)) -*■ Hliî'(x,z/r(d + \))
et on est réduit à vérifier la commutativité du diagramme :

H%r(X, Z /l'{d  +1)) -----► B ’£ ' ( X ,  Z / n d  + 1))

I I
HlUX,ru+1R ^ +l) --» Hltl(X,-rSi+1R^?J+l)

C’est une conséquence du lemme plus général suivant :

R7T*/Lí '® d + l
I t n + n

H i t ' X,u ®d+l\ 
Z" ) -----> H2d+l

ét :x ,u ® d + l \  ¡m )
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Le m m e  3 .8. — Le symbole cohomologique de Sousline-Voevodsky et les morphismes 
de Bockstein induisent, pour tout entier positif j ,  un diagramme commutatif

z/i-ü) — > z/imO')(i]
1 1

T^jRiT'ufJ ----- y

dans D ( S m { k ) z a r ) .

Démonstration. Tenant compte de la construction rappelée dans 3.4, l’assertion est 
immédiate pour j  = 1. Le cas général s’y réduit par la compatibilité des cup-produits en 
cohomologie étale avec les morphismes de Bockstein (cf. là-dessus la Remarque 2.10).

4. D é m o n s t r a t io n  du  Zu satz  1.4

On va démontrer les deux énoncés parallèlement. Par la suite spectrale de 
Hochschild-Serre (pour la cohomologie continue), il suffit de montrer que les hypothèses 
du Zusatz impliquent les trois annulations :

a) H 2(k,H°{X,Qi)) = H2(k,Q{) = 0;
b) H 1(k ,H 1(X ,Q l)) = 0;
c) H °(k,H 2(X iQJ))= 0 .

Quitte à passer à une extension finie de fc, on peut effacer le mot “potentiellement” 
dans les hypothèses en utilisant un argument de transfert.

Pour a), remarquons que H 2(k, Z/) est dual à H°(k, Q //Z/(l)) par la dualité de Tate 
locale, et ce dernier groupe est fini car k ne contient qu’un nombre fini de racines de l’unité. 
Mais par définition H 2(k,Qi) = H 2(k,hi) ® Qj.

Passons à l’assertion b). Notons G le groupe de Galois absolu de k. Comme la 
caractéristique d’Euler-Poincaré du G-module H 1(X, Q/) est nulle pour l ^  p (cela résulte 
après passage à la limite de [29], II.5.4, prop. 17), il suffit de démontrer la nullité des 
groupes H°(k, J ï1(X,Qi)) et If2(k ,J ï1(X,Q/)). Pour le deuxième groupe, on a la chaîne 
d’isomorphismes (où * veut dire le Q/-espace vectoriel dual) :

H*(k,Hl (X,Oi)) = H0(k,Hi (X,Qly ( l ) Y  a
s  H °(k ,H 24- ' ( X ,Q l)(d + 1))* S  H°(k, H 1 (~X,Qi(2)))'

Ici, le premier isomorphisme est donné par la dualité de Tate (cf. la première remarque ci- 
après), le deuxième par celle de Poincaré et le troisième par le théorème de Lefschetz vache 
(cf. [13], 4.1.1). (Cet argument figure à la p. 336 de [15].) Donc si la variété X  a bonne

T=iR ît ®j
I m [1]
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réduction, l’assertion résulte des conjectures de Weil généralisées démontrées dans Deligne 
[13] : les G-modules H 1 (X, Q/) et f f1(X,Q/(2)) sont de poids 1 et -3, respectivement, 
donc le Frobenius n’a pas de points fixes. (Rappelons le calcul des poids : le groupe de 
cohomologie H '(X, Q j(j)) est de poids i — 2j  si l’action de G est non ramifiée ; le Frobenius 
n’a pas de points fixes si le poids est différent de zéro. D’ailleurs, pour cette partie on 
aurait pu se passer du théorème de Lefschetz vache ; son utilisation sera plutôt commode 
dans ce qui suit.)

Si l’on suppose seulement que la variété de Picard ait bonne réduction, l’argument 
est le suivant. La théorie de Kummer pour la cohomologie étale fournit un isomorphisme

H'ÇX^in) S,«Ptc(X),

et comme les fc-points de la variété abélienne Pic°(X) forment un groupe divisible, la suite 
exacte

0 -> Pic°(X) -» Pic(X) ->• N S(X )  -» 0

fournit une suite exacte

0 lnPic°(X) ,n Pic(X) -> ¡nNS(X) -»• 0

où N S (X ) est le groupe de Néron-Severi de X .  C’est un groupe de type fini, donc son 
sous-groupe de torsion est fini et donc par passage à la limite projective on obtient un 
isomorphisme de modules de Tate /-adiques :

TiPic°(X) 2  TiPicÇX).

Le deuxième groupe n’est autre que H 1(X, Zj(l)) ; en tordant avec Q/(l) ou Q/(—1), et en 
appliquant au premier groupe le théorème de Weil sur les variétés abéliennes, on obtient 
que les deux modules galoisiens qui nous intéressent ont les mêmes poids que dans le cas 
précédent.

Pour une variété X  avec bonne réduction, l’assertion c) résulte du fait que H 2(X, Q/) 
est de poids 2. Supposons donc que X  ait éventuellement mauvaise réduction, mais 
H 2(X ,O x)  = 0. On utilise de nouveau la théorie de Kummer pour la cohomologie étale 
pour obtenir la suite exacte G-équivariante :

0 -+ Pic(X)/ln -> H 2{X,Mn) -> ,nBr(X) -+ 0

où B r(X ) est le groupe de Brauer cohomologique de X. Mais l’hypothèse H2(X, Ox) = 0 
implique la finitude de la torsion /-primaire de ce groupe (cf. [10], démonstration de la prop. 
2.11). Par passage à la limite projective, la suite exacte se réduit donc à l’isomorphisme

Pic(X)<g)Zi — H2[X,Zi(l)), 

ou encore, utilisant la divisibilité de Pic°(X), à

(4.1) JV5(X)®Z,Sff2(X,Z|(l))
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(rappelons que pour un groupe abélien A, A<g>Zi note le groupe lim*_A /ln, la limite
projective éteint prise suivant les puissances de /). Exploitons de nouveau le fait que N S(X) 
est un groupe de type fini : il permet de supposer que l’action de G sur N  S (X) soit triviale. 
En tensorisant avec Q/(—1), on obtient donc finalement :

N S ( X ) è Q i ( - l ) Z H 2(X,Qi).

Mais les G-invariants du groupe à gauche sont triviaux car Qj(—1) est de poids 2.

Remarques 4-2. 1) La dualité de Tate locale à coefficients Qi(j) semble être absente 
de la littérature ; elle résulte pourtant par un argument standard de passage à la limite 
(pour la cohomologie continue qui est la cohomologie usuelle sur un corps local) de la 
version à coefficients finis prouvée dans [29]. Alternativement, on aurait pu raisonner sur 
les dimensions des groupes en question, n’utilisant que la dualité de Tate usuelle, comme 
le fait Jannsen dans [15].

2) Comme me fait remarquer C. Breuil, dans le cas d’une variété avec 
bonne réduction on peut invoquer des arguments de poids tout à fait analogues pour l = p, 
avec comme seule grande différence que la caractéristique d’Euler-Poincaré est non nulle. 
Donc a fortiori H 2(X, Qp) /  0. Voir aussi [30], Theorem 2 (n).

5. R é s u l t a t s  d e  f i n i t u d e  p o u r  SK \ d e  s u r f a c e s

Dans tout ce chapitre, X  est une surface propre et lisse sur un corps p-adique, l 
un nombre premier (non nécessairement premier à p) et l’on suppose l’hypothèse BK(3, /) 
vérifiée pour le corps de fonctions k(X) de X  (ce qui est le cas pour l = 2). Sous ces 
hypothèses, la Proposition 2.2 et la Remarque 2.3 impliquent :

R a p p e l  5 .1 .  — Pour tout entier positif n, la ln-torsion du groupe SK i(X) est un 
quotient du groupe N H 4(X,/j,®3) défini dans la Remarque 2.8.

Voici un corollaire immédiat.

P r o p o s i t i o n  5 .2 .  — Le groupe ¡n SK i(X ) est fini pour tout n et le groupe 5 i i i ( X ) { / }  

est de cotype fini (i.e. le groupe abélien dual est un Z¡-module de type fini).

Démonstration. Vu le rappel précédent, pour le premier énoncé il suffit de remarquer 
que le groupe de cohomologie étale HA(X,fj,®3) est fini si le corps de base est un corps 
p-adique; c’est une conséquence du théorème de finitude en cohomologie étale ([20], th. 
VI.2.1) et de la finitude de la cohomologie galoisienne d’un module fini sur un corps p- 
adique ([29], II.5.1, prop. 14). La deuxième assertion se démontre de façon analogue, après 
passage à la limite inductive.

Remarque 5.8. On peut, si l’on veut, démontrer cette proposition par voie élémen
taire, i.e. sans utiliser la cohomologie motivique (même dans le cas d’un corps local d’égale 
caractéristique, du moins pour l inversible).

Les deux observations suivantes sont dues à J.-L. CoUiot-Thélène.
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P r o p o s i t i o n  5 .4 .  — Le groupe V(X) est extension d’un l-groupe fini par un groupe 
l-divisible.

(Rappelons que V{X) est le noyau de la norme SK \(X )  —> k x .)

Démonstration. Cela résulte de la proposition précédente et du fait, déjà utilisé lors 
de la dérivation du Corollaire 1.3, que F(X) est extension d’un groupe de torsion par un 
groupe divisible.

P r o p o s i t i o n  5 .5 .  — Soit X  comme ci-dessus. Supposons de plus que la variété 
d’Albanese de X  ait bonne réduction. Alors le groupe 5ifi(X){/} est fini.

Démonstration. Comme au chapitre précédent, on utilisera la filtration de Hoch- 
schild-Serre sur le groupe H*(X, Q//Z/(3)) dont 5ifi(X){/} est un sous-quotient.

Le groupe H°(k, i f4(X,Q//Z/(3))) est isomorphe par le morphisme trace de la 
dualité de Poincaxé au groupe H°(k, Qj/Zj(1)) qui est fini, on l’a vu. La dualité de Poincaré 
implique également que le groupe HZ(X, Q//Z/(2)) s’identifie à la torsion /-primaire de la 
variété d’Albanese de X  (qui est par définition la duale de la variété de Picard, donc 
on peut raisonner de façon analogue aux arguments du chapitre précédent). Ainsi un 
argument faisant intervenir caractéristique d’Euler-Poincaré, dualité et poids (pour ce 
dernier dans le contexte de Z¡-modules, voir [10], Theorem 1.5.1) montre que le groupe 
H 1(k, H3(X, Q//Z/(3))) est fini. Enfin, un résultat récent de K. Sato [27] montre que le 
groupe N H 4(X,Qi/Zi(3))nH2(k,H 2(X,Qi/Zi(3))) est toujours fini sur un corps p-adique, 
indépendamment des hypothèses sur la réduction de X. Ceci termine la démonstration.

En particulier, la proposition précédente vaut pour les surfaces avec H 1 (X , O x ) = 0 ; 
en effet, dans ce cas la variété de Picard, et donc également la variété d’Albanese sont 
triviales (cf. par exemple [6], chap. 8.4, Theorem 1). Le reste de ce chapitre sera consacré au 
cas où H2(X ,O x) — 0. Nous nous proposons de démontrer lafinitude de SKi(X){/} pour 
de telles surfaces (bien entendu, toujours sous l’hypothèse BK(3,/) et pour / ^  p) pourvu 
que le même énoncé vaille dans le cas des courbes. Malheureusement, à l’heure actuelle on 
ne connaît pas la finitude de S K \ ( C ) { 1}  pour une courbe propre lisse C  quelconque sur 
un corps p-adique, mais d’après le Théorème, c’est quand même le cas pour les courbes 
avec H 2(C, Qj) =  0 (donc en particulier pour les courbes avec bonne réduction) et, par un 
travail non publié de T. Sato [28], pour les courbes elliptiques.

Plus précisément, on va procéder comme suit. Tout d’abord, notons que vu la prop. 
5.2, il suffira de démontrer que le groupe SK i(X){l} est d’exposant fini. Nous pouvons 
donc faire appel à un argument de norme standard qui nous permettra de faire des 
extensions finies du corps de base k lors de la démonstration. Cela étant dit, on peut 
invoquer la classification des surfaces par Castelnuovo-Enriques d’après laquelle sur la 
clôture algébrique k de fc, les surfaces avec H 2(X, Ox) — 0 se répartissent en deux classes 
(cf. la p. 238 de l’article de Colliot-Thélène et Raskind [11], qui ont dégagé cet énoncé de 
l’ouvrage de Beauville [1]) :
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• ou bien H 1 (X , 0 y ) =  0 ;
• ou bien il existe un morphisme propre surjectif p : X  -* C sur une courbe propre 

lisse intègre C induisant un isomorphisme Pic°(C) =  Pic°(X).
Le premier cas a déjà été couvert plusieurs fois : on peut appliquer soit la proposition 

précédente, soit le Théorème en vertu du Zusatz 1.4. Dans le deuxième cas, après extension 
finie du corps de base on peut supposer que la courbe C provienne par changement de baise 
d’une courbe C définie sur fc, et le morphisme p est également défini sur k. On a alors la

P r o p o s it io n  5 .6 . — Soit X  une surface propre, lisse, géométriquement intègre 
définie sur un corps p-adique k. Supposons que H 2(X ,O x)  = 0 et que X  soit fi- 
brée au-dessus d’une k-courbe propre, lisse, géométriquement intègre C avec Pic°(C) = 
Pic°(X). Alors (toujours sous BK(3,/)/) la finitude de SKi(C){l} implique la finitude de
s m x w }.

Le travail de T. Sato [28] fournit donc de nouveaux cas (par rapport aux propositions 
précédentes) où la finitude de SK\ (X){2} est définitivement établie. Des exemples concrets 
sont donnés pax les surfaces fibrées en coniques au-dessus de courbes elliptiques avec 
mauvaise réduction. D’autre part, la discussion précédente mérite d’être résumée dans 
le

C o r o l l a ir e  5 .7 .  — Admettons que le groupe 5üTi(C){/} soit toujours finie pour 
une courbe C propre et lisse définie sur une corps p-adique. Alors le groupe SK i(X){l}  
est finie pour toute surface X  propre, lisse, géométriquement intègre définie sur un corps 
p-adique satisfaisant à la condition H2(X ,O x ) = 0 et dont le corps de fonctions vérifie
BK(3,/).

Il ne reste qu’à démontrer la Proposition 5.6. Commençons par remarquer que 
d’après les lemmes 3.1 et 3.2, le groupe SK\(X){1} s’identifie au conoyau du morphisme

H % „ ( X ,Z ( 3 ) ) ® Q i / Z ,  -> W f f 4 ( J r ,Q , / Z , ( 3 ) ) .

Pour l’étape suivante, on a besoin du

L e m m e  5 .8 .  —  Les groupes H 2z ar{X,li(i + 1)) ® Qi/Zi sont triviaux pour i = 1, 2.

Démonstration. Le cas i =  l a  été démontré dans [10] dans le langage de la K-théorie 
et pour t = 2, on raisonne de façon analogue. Rappelons brièvement comment.

Par passage à la limite projective à partir de la suite exacte du lemme 3.2 (que l’on 
peut d’ailleurs également appliquer pour d = i = 1 tenant compte de la remarque qui le 
suit) on obtient une suite de morphismes

H f . r( X ,  Z(* + ! ) ) - >  ¡ ¡ l \ r ( X ,Z ( i  +  1 ) )® Z , ->  ü m  +  1) ® Z / P Z )

dont le deuxième est une injection. D’autre part, pour t =  1,2 le symbole cohomologique 
nous fournit des injections

\\m H 2ziar(X ,Z (i+  1) ® Z //”Z) - ►  + 1))

H 2t
Zar (X ,Z

H 2 i 
ét X ,Z i(i
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dans la cohomologie étale continue. Par le même argument que dans [10], Theorem 1.6, on 
montre alors que l’image du morphisme composé

: H ^ „ (X , ï { i  + 1)) -> ff|j(X ,Z ,(i + 1))

est finie. Il suffira donc de montrer la /-divisibilité du noyau de <tnj. De fait, soit a  un 
élément de ce noyau ; comme son image est triviale dans le groupe H^lar(X, Z(i + 1))®Z/, 
pour tout entier positif N  il existe un élément /3jv de i / | ‘ar(X, Z(i + 1)) avec În Pn = a. 
Si N  est plus grand que l’exposante de l’image de (ce qui est finie pax ce qui précède), 
alors est bien dans le noyau de (f>ij et donne a par multiplication avec l.

Notons désormais FHp(X,Qi/Zi(q)) le noyau du morphisme de Hochschild-Serre 
en cohomologie étale Hp(X,Qi/Zi(q)) —y H°(k,Hp(X ,Q;/Z/(ç))). Par fonctorialité de la 
cohomologie, on obtient donc le

C o r o l l a ir e  5.9. — Pour i = 1 ou 2, l ’image du groupe Hyar{X,Z{i-\-1)) ® Q j/ Z j 

dans H^l(X,Qi/Zi(i + 1)) est contenue dans le sous-groupe F H 2t(X,Qi/Zi(i + 1)).

Reprenant la démonstration de la proposition 5.6, le corollaire précédent appliqué 
avec i =  2 fournit un morphisme du groupe HZar{X, Z(3))®Q//Zj dans FH*(X , Q//Z/(3)). 
Par passage au quotient par l’image de H 2(k,H2(X,Qi/Zi(Z))), on obtient donc un 
morphisme

Z(3)) ® Q,/Z, -> H \ k ,  H*(X,Q,/Z,(3»).

D’autre part, lors de la démonstration de la prop. 5.5 nous avons vu qu’en toute généralité, 
les groupes H°(k,H4(X ,Q i/H ^)) )  et N H 4(X ,Q i/Z t(3)) f\ H 2(k,H2(X,Qi/Zi(3))) sont 
finis. Il suffira donc de prouver que ce morphisme a un conoyau d’exposant fini.

Pour ce faire, nous emploierons une méthode inspirée d’un argument de Saito [25] 
sur le groupe de Chow ; toutefois, il sera bientôt clair que notre cas présente des différences 
sensibles.

Partons du diagramme

Pic(X) & H \„ (X ,  Z(2)) ® Q,/Z, -> H*Z„ (X ,  Z(3)) ® Q,/Z, -> H4it(X, Q,/Z,(3))
Z Z z

(5.10) i  t

P i c ( X ) ® H l ( X M i m  ---------------> H}t(X,Zi{l))® H%[X,Qt/Zt{2))
Z Zt

où, notant l’isomorphisme Pic(X) = f f | ar(X ,Z(l)) (en effet, Z(l) ~  Gm[—1]), le premier 
morphisme horizontal est défini par le cup-produit en cohomologie motivique, celui du 
bas est induit par le cobord de Kummer Pic(X) -> H^t(X,Zi(l)) (ou, ce qui revient au 
même , par passage à la limite projective à partir du symbole cohomologique de Sousline- 
Voevodsky), le morphisme vertical de gauche est induit par le symbole cohomologique et 
enfin celui de droite est un cup-produit en cohomologie étale.

I<f>i

4>i,i

ßNTV—1I

X,4
ZarH
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La commutativité de ce diagramme se vérifie aisément à un niveau fini : en fait, 
c’est une conséquence de la commutativité des deux diagrammes

f f | . r(jr ,z(i))® ff|„(jr,z(2))® z/i“z  H j.r(jr,z(3))®z/i"z -+ h } „ ( x , z / i’ (3))

I  t  

f f | ar(X ,Z (l))® ffI„ (Jf,Z /i"(2 ))  ► f f | . r(A-,Z//“(l)) ® ffl.r(* ,Z //"(2 ))

et

H*z . t(X, Z/l"(3)) ->

t  t  

H }ar(X ,Z / ln(l)) ® # ! .,.(* , Z/f"(2)) - ►

Les morphismes horizontaux de ce dernier sont donnés par le symbole cohomologique suivi 
par “l’oubli de la troncation” et sa commutativité est une conséquence de la compatibilité 
du symbole cohomologique aux produits.

Le cas i = 1 du corollaire 5.9 nous fournit maintenant l’existence d’un morphisme 
ff |„ (X ,Z (2 )) ® Qi/Z, -* FH 2(X, Q//Z/(2)) que l’on peut ensuite composer avec le 
morphisme de Hochschild-Serre FH 2(X, Q//Z/(2)) —> H 1(k, H l {X, Qj/Z;(2)). De même, 
on peut composer le morphisme de Kummer Pic(X) —>• i f 2(X, Zj(l)) avec le morphisme 
H2(X,Zi(l)) -y H °(k,H 2{X,Zi{l))). D’où le diagramme :

Pic(X)®H2Zar(X,Z(2))®Qi/Zi -+ ^ ar(X,Z(3))®Q,/Z, J ï1^ ,  JÏ3(X,Q,/Z,(3))) 
z z z

(5.11) 4 t

Pic(X) <g> F ^ 2(X, Q,/Z,(2))----------->iî0(fc, H2(X , Z,(l))) ® iT1 (*, H 1 (X, Q,/Z,(2)))
z Zi

Nous allons vérifier la commutativité de ce diagramme par réduction à la commutativité 
de (5.10). De fait, il suffit d’appliquer le lemme suivant.

Lemme 5.12. — Le cup-produit en cohomologie galoisienne

H°(k, H*(X,Zt(l))) ® H'(k, H' (X,Qj/Zi(2))) -> H'(k,  ff5(X,Q,/Z,{3)))
Zc

H a (X,!i03
ln

H It X,nin ®H it X ,u 02̂  
ln )



est induit par le cup-produit en cohomologie étale

jsr2pr,z,(i))® ff2(x,o,/z,(2)) - ►  h \ x , q,/z,(3)).
Zi

II est tout à fait excusable de sauter la

Démonstration. Nous allons vérifier la compatibilité du lemme à un niveau fini, 
avec des coefficients Z //n(j); l’énoncé en résultera par passage à la limite. Faisons donc 
les abréviations A := Z //n(l), B := Z //n(2) et C := Z //n(3). Par la version “catégories 
dérivées” de la suite spectrale de Hochschild-Serre, pour tout entier positif p on dispose 
d’isomorphismes

HP(X, A) S Hp(k,RT(X,A))  

et de même pour B  et C. Dans notre cas, on a :

H2{X,A) “  H2(k,RT(X,A))  ss H 2(k,TÙ2RT(X,A))

et de même pour B. Or il est formel que les cup-produits

HP{X , A) 0  H q(X, B) -y Hp+q(X, C)

induits par l’accouplement A <8> B —ï C sont compatibles via cet isomorphisme avec les 
accouplements composés

Hp(k,RT(X,A)) ® H q{k,RT(X,B)) -y Hp+q{k ,RT(X ,A )® R T(X ,B ))  

-y Hp+q(k,RT(X,C)).

D’autre part, l’accouplement

R Tpf, A) ® RT(X, B) -y RT(X, C) 

induit par troncation les accouplements

t^ 2RT(X, A) <g> r^R IX X , B) -y r^ 3RT(X, C) et 

r ^ R r (X , A) ® r ^ R ^ X ,  B) -4 r^ 2RT(X, C).

Utilisant les triangles distingués de D b(két)

t ^ R T ( X ,  A) -4  rg2R r(X , A) -4  H2(X , A ){-2] -4  r g lRT(X, A)[l] et 

r g2R r(X ,C ) -* t ^ K T ( X ,C )  -4 H3(X,C)[-Z] -4 rg2RT(X,C)[l],

on en déduit un accouplement

-4  ff3(X,C)[-3]

34

H2(X,A) -2 1
L
»r<i RT(X,B)
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(pour s’en convaincre, il convient de calculer le produit tensoriel dérivé sur le complexe 
simple associé d’une résolution de Cartan-Eilenberg projective d’un représentant de 
r<2Rr(X, A)). Cet accouplement est visiblement trivial sur l’image de H°(X,B)  =
r<0Rr(X,i?), on obtient donc enfin un accouplement

H 2{X ,A )\-2 \® H l { X ,B ) \ -1] H 3(X ,C )[ -3].

En prenant la deuxième cohomologie galoisienne des groupes de gauche et la quatrième 
de celui de droite, on en déduit précisément le premier cup-produit du lemme avec des 
coefficients finis.

Notons enfin que pendant cette vérification, nous avons travaillé avec des mor- 
phismes construits par troncation, et non pas avec ceux provenant de la suite spectrale 
de Hochschild-Serre. C’est un exercice amusant sur les résolutions de Cartan-Eilenberg de 
vérifier que les deux constructions donnent le même résultat. Ceux désireux de se passer 
de cette vérification remplaceront partout dans la démonstration de la proposition 5.6 les 
morphismes à la Hochschild-Serre peu: les versions avec les troncations. En tout cas, la 
démonstration du lemme est terminée.

Continuant la démonstration de la proposition 5.6, rappelons que notre tâche est de 
démontrer que le deuxième morphisme horizontal du haut dans le diagramme (5.11) admet 
un conoyau d’exposant fini. Vu la commutativité du diagramme que l’on vient de vérifier, 
et comme la propriété d’avoir un conoyau d’exposant fini est stable par composition et par 
produit tensoriel des morphismes, il ne reste qu’à démontrer le lemme suivant.

L e m m e  5.13. — Sous les hypothèses de la Proposition 5.6, chacun des morphismes

a) H2Zar(X, Z(2)) ® Qi/Z, FH 2(X,® i/ Z/(2))

b) Pic(X) ® F H 2(X, Qj/Z/(2)) - ï  H°(k, H2(X, Zj(l))) <g> FH 2(X, Q//Zj(2))
Z Zt

c) H O t k ' & i X H W Q H ' i k ' H ' Ç C M Z i p ) ) )  ->
Zt

admet un conoyau d’exposant fini.

La démonstration montrera que l’hypothèse H 2(X ,O x ) = 0 ne sert que pour la 
partie 6) et de même, on n’utilisera la fibration au-dessus de C que dans la partie a).

Démonstration. Pour la partie a), considérons le diagramme commutatif

f f | . r (C,Z(2))®Qi/Zi -> F H \C ,  Qi/Z,(2)))

J. I
S |„ ( jr ,Z (2 ))® Q ,/Z , - f  F H \ X ,Q , I Z,(2)))

obtenu par fonctorialité. Par les lemmes 3.1 et 3.2, le conoyau du morphisme horizontal 
du haut est un sous-groupe de 5-Ki(C){/}, ce qui est fini par hypothèse. Il suffit donc de

H 1 %  H 3 :x,Q,/Zi 3)))
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prouver que le morphisme vertical de droite a un conoyau d’exposant fini. Considérons le 
diagramme commutatif

H2(k ,Q i/M l))  F H 2{C ,% /Z,(2)) H ^ H ^ C , Q t / Z ^ ) ) )  -y 0

1= 1 j  
H2(k,Qt/Zi(2)) -+ F H 2(X, Qj/Zj(2)) -> H ^ H ^ X . Q t / Z ^ ) ) )  -* 0

dont les lignes exactes sont fournies pax la suite spectrale de Hochschild-Serre (on pourra 
remarquer que les deux groupes à gauche sont triviaux mais on ne se servira que de 
leur égalité). Il suffit de montrer que le troisième morphisme vertical a un conoyau 
d’exposant fini, ce qui sera établi si l’on démontre que le morphisme # 1(C\Q//Z/(2)) —► 
H*(X,Qi/Zt(2)) est une isogénie, i. e. son noyau et conoyau sont finis. Mais en tant 
que morphisme de groupes abéliens, ce morphisme s’identifie à i i 1(C,Qf/Z/(l)) —> 
fT1(A’,Q{/Z/(l)), ce qui n’est autre que le morphisme Pic(C){l} —y Pic(X){l} par la 
théorie de Kummer étale. L’assertion découle alors du diagramme commutatif

0 -----y Pic°(C){l} -----y Pic(C){l} -----y 0

b L L
0 -----y Pic°(X){l} -----► Pic(X){/} -----y NS(X){1} ----- ► 0

dont le premier morphisme vertical est un isomorphisme pax hypothèse, et où le groupe 
NSX{1} est fini.

Pour établir 6), montrons d’abord que le morphisme

Pic{X)®Zi -+ H°{k,H2(X ,Z i{ l))

admet un conoyau fini. Commençons par une extension éventuelle du corps de base k , afin 
d’assurer que le groupe de Galois G de k agit trivialement sur le groupe de Néron-Severi 
de X . Donc la G-cohomologie de la suite exacte courte

0 -y Pic°(X) -y Pic(X) -y N S (X ) -> 0

montre que le conoyau du morphisme naturel Pic(X) -y N S(X )  est fini car il est à la fois 
quotient du groupe de type fini N S (X )°  = N S(X )  et sous-groupe du groupe de torsion 
H 1(G,Pic°(X). A fortiori, le morphisme Pic(X)®Zi -y NS(X)<giZi admet un conoyau 
fini. D’autre paxt, on a vu au chapitre précédent que sous l’hypothèse H 2(X,Ox) = 0 
on dispose d’un isomorphisme NS(X)®Zi = H 2(X, Z/(l)), donc le morphisme dans b) se 
factorise en un morphisme de conoyau fini suivi des isomorphismes canoniques

NS(X)®Zi S  H°{k,NS(X)®Zt) S  H°(k,H2(X,Zt(l))).
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Pour terminer la démonstration de 6), notons que par la structure du groupe des points 
d’une variété abélienne sur un corps ]>-adique, le groupe Pic(X) est extension d’un groupe 
de type fini A par une puissance directe de Zp. Donc nous pouvons remplacer dans l’énoncé 
le groupe Pic(X) par A. Par définition, il existe un entier positif M  tel que A soit quotient 
de Z M et a fortiori AfêiZi quotient de Z f1. Par ce que nous venons de démontrer, et par 
l’exactitude à droite de la limite projective dans notre situation, le morphisme composé 
Zf4 —y H°(k , H 2(X, Z/(l))) admet un conoyau fini, il est donc de même pour le morphisme 
Z M®z FH 2(X,Q l/Z l(2)) -y H °(k,H 2( X ,Z/(l)))®* FH2(X,Q t/ Z,(2)).

Enfin pour c), remarquons d’abord que le théorème de Lefschetz vache implique 
l’existence d’une classe dans H 2(X ,Z/(1)) induisant par cup-produit une isogénie

H'pC,Qi/Z{2)) -> H3(X ,Q ,/Z i( 3 » .

Une façon de voir cela est de considérer la situation duale par dualité de Poincaré : 
Lefschetz vache impüque alors que le morphisme H l (X,Zi{—1)) —y H3(X,Zi(l)) induit 
par cup-produit avec la classe d’un hyperplan (que l’on peut choisir défini sur fc) dans 
H 2(X,Qi/Zi(l))  est un isomorphisme modulo torsion; mais les sous-groupes de torsion 
des groupes en question sont finis.

Par passage à la cohomologie galoisienne de k on obtient donc un morphisme

H^k, H^X, Qi/Z^))) H ^ k .H ^ X ^ i /Z ^ ) ) )

dont le conoyau est d’exposant fini. Comme la classe de notre hyperplan était invariante 
par Galois, on voit que ce morphisme est induit par cup-produit avec un élément de 
H °(k,H 2(X,Zi(l))), ce qui suffit pour conclure.

A p p e n d i c e  : Lien  a vec  la  ^ - c o h o m o l o g ie

Comme annoncé, dans cet appendice nous traduirons le lemme 3.2 dans un langage 
plus classique, précisant la Proposition 2.2. H s’agit du résultat suivant :

P r o p o s it io n  A . l .  — Soit X  une variété lisse sur un corps de caractéristique zéro, 
et supposons que BK(3, /) soit vérifié par les corps résiduels des points de dimension 2 de 
X . Alors pour tout entier positif n, on dispose d’une suite exacte

0 -> H i: lr (X,Kÿ+1)/l'' -> H ÿ,r(X,Tii+1 -> pSifi(A-) -> 0.

Ici, on définit le faisceau fĈ +1 sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des 
schémas lisses sur k comme le noyau du morphisme de faisceaux donné localement sur un 
schéma lisse S  par :

©  *&(*«> -► ©  *? ( *«)
s e s 0 aÇS1

où S* veut dire les points de codimension i de S  et le morphisme est induit par les résidus 
en /C-théorie de Milnor.

R.7T ß
®<¿+l)
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Exemples A.2. Explicitons la suite exacte de la proposition en basses dimensions.
(1) Pour X  une courbe, on retrouve la suite bien connue de Sousline ([31], cor. 23.4) :

0 -> H°z„(X,K2) / r  -t H%(x,vf)  -> ,nSKi(X) -> 0.

(2) Pour X une surface, la suite exacte s’écrit :

0 -> H lZar(X yK ? )H n -> N H \ X , n f )  inSK ^X )  0,

où N H 4(X,nf?)  est le groupe introduit dans la Remarque 2.3. Là encore, on retrouve 
l’analogue d’une suite exacte de Bloch et Sousline pour la ln- torsion du groupe de 
Chow de codimension deux ([31], th. 23.1, [32], cor. 4.4 ). J ’ignore si elle peut être 
établie par les méthodes usuelles de la K-théorie.

La Proposition A.l est une conséquence immédiate des lemmes 3.2 et 3.3 et du 
résultat suivant de Voevodsky, appliqué avec i = 2d et j  = d + 1 :

P r o p o s it io n  A.3. — Soit X  une k-variété lisse de dimension d. Alors il existe un 
morphisme canonique

qui est un isomorphisme pour i ^  2j  — 2.

Démonstration. C’est la deuxième partie du corollaire 2.4 de [38]. Comme Voevod
sky est un peu avare en matière de détails de la démonstration, on la donne (cum grano 
salis) pour la satisfaction des lectrices et des lecteurs.

En ce qui concerne la définition du morphisme, nous avons déjà établi lors de la 
démonstration du lemme 3.3 l’existence d’un morphisme

Pij : H<Zar(X,Z(j))  H- H'z~Jr(X , W Z (j) )

fourni par la suite spectrale d’hypercohomologie. On est donc réduit à définir un morphisme 
de faisceaux sur le sous-site du grand site Zariski de k formé des /c-schémas lisses :

W Z{j)  -+ K f .

Le diagramme commutatif exact suivant donne sa définition localement sur un schéma lisse
X  et, en même temps, montre que c’est un isomorphisme :

0 -»  T (X ,W Z (j))  - f  ©  H>(k(x),Z(j)) -> ©  H i - l { k (x ) ,Z ( j - l ) )

o r ( x ,K f )  -> ©  K f(k (x ) )  -+ ©  ffjï.lM*))
r € X °  xÇ X ‘

■M)(X,K'»- i/HCO)(X,Z<ZarH

xex1xÇX°
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Ici, les deux isomorphismes verticaux sont définis au cours de la démonstration de la 
Proposition 3.2 de [33]. La suite exacte du bas est la définition du faisceau fCj* et celle du 
haut est fournie par la “résolution de Gersten” de Voevodsky :

0 -> W Z (j)  -+ ®  ixM Z ( j ) x - ►  
xex°

Z(i -  l)x ^  ©  i x M ~ dZ { j  -  d)x -+ 0,
x Ç X 1 x Ç X d

où ¿x* est l’inclusion du point x. C’est le th. 4.37 de [37], valable sur un corps quelconque, 
appliquée au faisceau W Z (j)  qui est un “faisceau avec transferts invariant par homotopie”, 
notant le quasi-isomorphisme Z (j)- i  ~  Z(j — 1), valable sur tout corps k où l’on dispose 
de la résolution des singularités ([38], th. 2.1). Ici encore, pour être complet, il faut vérifier 
la commutativité du carré de droite, ce qui revient à montrer une compatibilité entre les 
morphismes résidus en K-théorie de Milnor et cohomologie motivique ; cf. nos remarques 
lors de la démonstration du lemme 3.3.

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de montrer que le morphisme pij 
est un isomorphisme pour i ^  2j  — 2. En effet, la résolution de Gersten montre que 
sous l’hypothèse 6), les groupes H*~i+r+1(X, W ~ rZ(j)) sont triviaux pour tout entier 
positif r, donc les différentielles de la suite spectrale E%'q partant de H'~*(X, W Z (j))  
sont toutes nulles et le morphisme pij est surjectif. Par le même argument, les groupes 
H'~i+r(X, W ~ rZ(j)) sont également nuls pour r ^  2, et donc pour démontrer la 
proposition, il ne reste qu’à considérer le groupe if*“ ',+1(X,'H',~1Z(i7)) qui, toujours par 
la résolution de Gersten, est un quotient de %0Z{\) = 7i°Gm[—1], groupe qui lui aussi est 
évidemment trivial. Voilà.
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DEUXIEME PARTIE :

Sur la loi de réciprocité pour une surface 
fibrée en coniques définie sur un corps local
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SUR LA LOI DE RÉCIPROCITÉ POUR UNE SURFACE 
FIBRÉE EN CONIQUES DÉFINIE SUR UN CORPS LOCAL 

Tamâs Szamuely (Orsay)

1. L e r é s u l t a t

Soit k un corps local, i.e. un corps complet pour une valuation discrète, à corps 
résiduel fini, et soit X  une variété propre lisse géométriquement intègre définie sur k. 
Considérons le groupe

S K ^ X )  := coker( 0  K2k(x) -> 0  K ^ x ) )
x£X\ iÇXo

où Xi veut dire l’ensemble des points de dimension i de X  et l’homomorphisme est induit 
par le symbole modéré. Fixons une fois pour toutes un entier positif n inversible dans k. 
Shuji Saito a défini (cf. [14], chap. 3) une application de réciprocité

4>x,n : SK i(X )/n  — ► n*b(X )/n

où 7r“6(X) est l’abélianisé du groupe fondamental étale de X. La construction est faite de la 
manière suivante : pour chaque point fermé x de X , on envoie k(x)* dans Gal(k(x)ab/k(x)) 
par la théorie des corps de classes locale, on compose par l’homomorphisme donné par la 
fonctorialité du groupe fondamental, puis on fait la somme sur les points fermés de X.  Une 
loi de réciprocité assure alors que l’homomorphisme ainsi défini induit une application de 
SK i(X )  dans n*b(X) (que l’on peut ensuite réduire modulo n). Dans [11], 4.1 on trouve 
une autre construction de <j>x,n (qui dépend vraiment de n), équivalente à celle rappelée 
ici.

Saito a également démontré dans [13] l’injectivité de <j>x,n pour X  une courbe. Dans 
cet article, nous démontrons le résultat suivant.

T h é o r è m e . — Supposons que X  soit une surface admettant un morphisme propre 
surjectif 7r : X  —¥ C, où C est une k-courbe propre, lisse, géométriquement intègre et la 
fibre générique de ir est une conique lisse. Alors <f>x,n est injectif.

Notons que le théorème vaut sans hypothèse sur la réduction de X. Il est d’ailleurs 
instructif de le comparer avec l’exemple de Parimala et Suresh [10] : ces auteurs étudient 
l’application cycle sur de telles surfaces, et montrent qu’elle peut admettre un noyau non 
trivial même dans le cas où la fibration tt est lisse.

L’idée de la démonstration est de comparer le noyau de (j>x,n avec le noyau (trivial) de 
4>C,n• Pour ce faire, remarquons d’abord que le morphisme n : X  -> C induit un morphisme 
7r, : SK \(X) —¥ SKi(C) par la fonctorialité covariante du complexe de Gersten, i.e. par
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le diagramme commutatif (qui généralise une loi de réciprocité de Weil, cf. [5], p. 276)

0  K2k(x) -----y 0  K ^kix))
xeXi xÇlXq

i i
K,k(C) -----> ©  Ki(k(p))

pECo

où les homomorphismes verticaux sont induits par les normes en K-théorie. La construction 
de <j>x,n rappelée plus haut, jointe à l’invariance de la théorie des corps de classes locale par 
rapport aux normes assure alors la fonctorialité covariante de l’application de réciprocité 
pour les morphismes propres.

Notons SK\{X/C)  le noyau de ir*. Avec cette notation, le théorème découle des 
deux propositions suivantes.

P r o p o s i t i o n  1. — Pour X ,C  comme ci-dessus, le noyau de <j>x,n un quotient 
de SK i(X /C ).

P r o p o s i t i o n  2. — Pour X ,C  comme ci-dessus, SK \(X /C ) — 0.

Les démonstrations occuperont les paragraphes suivants.

2. R é d u c t i o n  a u  c a s  d ’u n e  f i b r a t i o n  C - m i n i m a l e

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques résultats de gémétrie birationnelle (val
ables sur un corps k quelconque) qui permettront de simplifier l’étude des fibres du mor
phisme 7r. Disons qu’une surface comme dans le Théorème est C-minimale si les fibres X p 
du morphisme 7r au-dessus des points fermés p de C satisfont à l’une des deux conditions 
suivantes :

• X p est une conique lisse ;
• Sur une extension quadratique du corps k(p), X p devient la réunion de deux droites

projectives se coupant en un point fc(p)-rationnel.

Le résultat suivant est dû à Manin :

L e m m e  1. — Soit X  une surface comme dans le Théorème. Alors il existe une k- 
surface X  équipée d’un k-morphisme rc : X  -y C pour lequel elle est C-minimale, ainsi 
qu’un C-morphisme propre birationnel X  -y X , défini par l’éclatement d’un nombre fini 
de points fermés de X .

Pour la démonstration, combiner [7], 1.4 et 1.6 avec [8], 21.5 et 21.8.
D’autre part, on a le lemme suivant qui est sans doute bien connu, mais nous en 

incluons une démonstration faute de référence :
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L e m m e  2. — Soit f z : Y  -y Z un morphisme de k-surfaces propres et lisses défini 
par l ’éclatement d ’un point fermé z de Z. Alors f z induit un isomorphisme de SK\(Y) 
avec SK\(Z).

En effet, notons E  le diviseur exceptionnel. On a alors le diagramme commutatif à 
lignes exactes, dont les morphismes verticaux sont induits par les symboles modérés :

-» K 2k(E) ----- ► 0  K 2k(u) ----- ► ®  K 2k(v) -----► 0
u€Yi vÇZi

i — ► n (  ©  %)*) — ► ® k ( y ) *  — > © H * ) *  — > 1
y£Eo y€Y0 z£Zq

Ici, le morphisme N  est l’identité sur les corps résiduels des points non situés sur E  
et le produit des normes sur les éléments de ®  k(y)x . L’indice N  veut dire les éléments

y€E o

tués par N. Pax un résultat classique de Tate (cf. [2], p. 379), le morphisme vertical de 
gauche est surjectif. (Le même résultat assure la commutativité du carré de droite.) Mais les 
conoyaux des deux autres morphismes verticaux sont respectivement SKi(Y)  et SKi(Z), 
d’où le lemme.

Comme pax ailleurs le groupe fondamental est un invariant birationnel (cf. [SGA1], 
Exp. X, Cor. 3.4) et comme <f>x,n est fonctorielle pour les morphismes propres, les lemmes
1 et 2 permettent de supposer désormais que X  soit une surface C-minimale.

3. D é m o n s t r a t io n  d e  la  p r o p o s it io n  1

On commence la démonstration en remarqueant que le morphisme 7r, : SKi(X) —► 
SKi(C) est surjectif. Par la définition même de 7r*, il suffit de montrer que pour chaque 
point fermé p de C, la norme 0 x€(x )0 k(x)x —> k(p)x est surjective. C’est évident pour 
une fibre dégénérée, et pour une fibre Usse cela équivaut au fait bien connu que la norme 
réduite de l’algèbre de quaternions associée à X p est surjective sur k(p)x (en effet, k(p) 
est un corps p-adique, et on peut appliquer [15], chap. X, prop. 6).

Tenant compte de cette remarque, on voit que la première ligne du diagramme 
commutatif suivant est exacte :

S K i ( X / C ) / n  ------ y S K x{ X ) l n  ------ ►  S K i { C ) / n  ------ ►  0

<t>X,n

n î b{ X ) / n  tr f ( C ) / n  ------ ► 0

o
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Par Saito [13], Lemma 5.3, <pc,n est toujours injective. Par l’exactitude de la ligne du haut, 
on est donc ramené à voir* l’injectivité du morphisme a, i.e. la surjectivité de la flèche 
H l (C, Z /n) —> H l (X, Z /n). Une considération de la suite spectrale de Leray associée à 
7r : X  —y C nous apprend qu’il suffit de montrer H°(C,R}ir,Z/n) = 0. Or les fibres 
géométriques de i217r*Z/n sont toujours nulles, ce que l’on voit comme suit.
• Si p est au-dessus d’un point de C où la fibre est lisse, on a par changement de base 

(Rl nmZ/n)p = i f 1(P pZ /n) = 0 car P1 est simplement connexe.
• Le cas où p est au-dessus d’un point où la fibre est dégénérée se ramène au cas précédent 

par la suite exacte de Mayer-Vietoris associée aux inclusions des deux composantes 
irréductibles de Xp (elle se démontre pour la cohomologie étale exactement comme dans
[6], II.5.6) :

H°{P^, Z/n) © H°(Pi-, Z /n) ->fr°({point}, Z /n) - ►  H 1 (X¥, Z/n)

^H'iFlZ/n)® H'iF̂ Z/n)

Ici, le dernier terme de la suite exacte est zéro, les deux premiers sont isomorphes 
respectivement à Z /n  ® Z /n et Z/n;  le morphisme qui les lie est la différence des 
composantes, ce qui est surjectif. Donc le troisième terme s’annule et la démonstration 
de la proposition est terminée.

4. D é m o n s t r a t io n  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2

Considérons le diagramme à lignes exactes suivant, analogue à celui figurant dans le 
paragraphe 1 de [3] :

0  K2k(x) -----► ®  SK ^Xp)  ----- ► SK ,(X )  -----► 0
x€(Xq)o  î>€Co

Ktk{C) -----► ©  k{p)x -----y SKi(C)  -----y 0
p€Co

Ici, les morphismes a\ et a2 sont donnés par les normes en K-théorie de Milnor, et X n est 
la fibre générique de ir. Que a i soit bien défini est assuré par le diagramme commutatif du 
paragraphe 1. La commutativité du carré de droite est tautologique ; pour celui de gauche, 
elle résulte de compatibilités standard en JsT-théorie.

On voit donc que la Proposition 2 découle des deux lemmes suivants :

L e m m e  3 .  — Le morphisme a\ est injectif.

A vrai dire, on n’a pas besoin de ce fait pour démontrer le Théorème. Il est donc possible de sauter 

le reste du paragraphe.

a2 cri 7 T .
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L e m m e  4 . — Le morphisme a2 est surjectif.

Commençons pax le lemme S. On va faire une vérification cas par cas, suivant le type 
des fibres.

• Pour les fibres lisses, le théorème à la page 79 de [9] implique que kev(SKi(Xp) 
k(p)x ) ~  SKi(D), où D est l’algèbre de quaternions associée sur k(p) à X p. Or le 
dernier groupe est 0 sur un corps local par un théorème classique de Wang (cf. [4], pp. 
1 6 4 -1 6 5 ) .

• Cas des fibres dégénérées : Soient K  =  k(p), K '  l’extension quadratique qui déploie 
la fibre X p. Soit X 1 l’une des composantes de X p x K'. Le morphisme composé
X 1 —» X p x K 1 —> X p induit un isomorphisme sur les sous-schémas ouverts obtenus en 
enlevant le point double de X p et son image réciproque sur X 1, notée y. Notre tâche est 
de montrer que la ligne du bas du diagramme commutatif de complexes

K 2K '{X l ) —->• ©  K'{x')x —» K / X

x'&Xl

a --xK 2K (X p) — ► ©  K {x Y  — » K
x € ( X p)o

est exacte. Soit donc (f x) € kera. En modifiant pax un élément de K2K (X P), on peut 
supposer que la composante au point double soit 1. Par l’isomorphisme décrit plus 
haut, (fx) provient alors d’un élément (f'x>) de ®K'(x')x dont la composante en y est 1. 
Modifions cet élément en plaçant [II-Nif'( * ') / ( /* ') ] -1 au-dessus du point y; le nouvel 
élément s’applique toujours sur (f x) (pax commutativité du carré de droite) mais sa 
norme en K'  est 1. X 1 étant une droite projective, la ligne du haut est exacte d’après 
le théorème de Tate déjà cité: (f x) provient donc d’un élément de K.2K '(X l ).

Prouvons enfin le lemme
Soit D l’algèbre de quaternions associée à la conique générique X n. Par la propriété 

fondamentale de la norme réduite pour K 2 (cf. l’introduction de [9]), on a un diagramme 
commutatif :

n k 2{l ) ------ ► k 2(d )
>loie D

N

norme norme N K ' f K

UN Nrd

K 2k(C)

L |* (C )



Alperin et Dennis (cf. [1], [12]) nous apprennent que la flèche horizontale est surjective.
Comme un corps L déploie D si et seulement si X n possède un L-point, par transitivité

Nrd
de la norme on en conclut que Im a 2 = lm(K2 (D) — ► K 2k(C)). Mais pax un résultat de 
Merkouriev, (cf. [9], Theorem 9), ce dernier groupe est égal au noyau de l’homomorphisme 
K.2k{C) —y H 4(k(C), Z/2) obtenu pax cup-produit avec la classe de D à partir du symbole 
cohomologique. Or H*(k(C), Z/2) = 0 car k(C) est de dimension cohomologique 3. Cela 
montre la surjectivité de c*2 , et termine la démonstration du théorème.

Remerciement. Ce travail a bénéficié de discussions illuminantes avec J.-L. Colliot- 
Thélène ; qu’il en soit remercié ici.
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ANNEXE :

Une loi de réciprocité de Kato 
pour les anneaux locaux de dimension 2
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SUR UNE LOI DE R ÉC IPR O C ITÉ DE KATO 
PO U R  LES ANNEAUX LOCAUX DE D IM ENSION  2

Nous nous proposons ici de donner une exposition complète (dans le cas premier à la 
caractéristique résiduelle) d’un résultat de Kazuya Kato, fondamental dans la théorie des 
corps de classes en dimension supérieure, mais difficilement abordable dans la littérature.
Il va sans dire que nous nous sommes fortement inspirés des travaux originaux ([7], [8], [9] 
et [14]) dont nous espérons que ce texte facilitera l’accès.

1. É n o n c é s

Soient A un anneau local normal complet de dimension 2, K  son corps de fractions et 
F son corps résiduel qui sera supposé fini dans la suite. Prenons un idéal premier p de 
hauteur 1, et notons K p le corps de fractions du hensélisé Ap de A en p. (Pour tout ce qui 
concerne les anneaux henséliens, voir [11] et [12].) Fixons un entier positif m premier à la 
caractéristique de F.

T h é o r è m e  1. — Pour tout premier p divisant m, la p-dimension cohomologique de Kp 
est 3, et on a un isomorphisme

Plus généralement, on dit qu’un corps F  est un corps local de dimension d si F  est muni 
d’une valuation discrète henséüenne pour laquelle son corps résiduel est un corps local de 
dimension d — 1, un corps local de dimension 0 étant un corps fini. Donc un corps local au 
sens classique est un corps local complet de dimension 1 dans notre sens, et on va voir au 
chap. 3 que le corps K p du th. 1 est un corps local de dimension 2. Or pour un m premier 
à la caractéristique du ’’plus petit” corps résiduel de F, on a le théorème général suivant.

T h é o r è m e  1’. — Pour tout premier p divisant m, la p-dimension cohomologique de F  
est d +  1 et on a un isomorphisme

H d+1(F,/j.®d) ^ Z /m Z .

Pour d = 1, on récupère la détermination classique de la m-torsion du groupe de Brauer 
d’un corps local (cf. par exemple [16], [17]). Le groupe du th. 1 joue donc un rôle analogue 
à celui du groupe de Brauer dans le cas classique.

Revenons maintenant à notre corps K, et soit u  € H3(K, /i®2), sa restriction à 
H 3(Kp,/j,®?). On va voir au chap. 4 que u p = 0 pour presque tout p, on obtient donc un 
homomorphisme

-+ © S  © Z / m Z .
P P

où p parcourt les idéaux premiers de hauteur 1 dans A. En faisant la somme suivant ces p, 
on obtient l’analogue suivant de la loi de réciprocité classique de Takagi-Artin (pour cette 
dernière, cf. [18]) :

S Z/mZ.0 2 \ 
in  /(K, ,nH3

®2\ 
m )(K,uH3 H 3

® 2 \ 
m )
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T h é o r è m e  2. — La suite d’homomorphismes

H3(K ,A * )  -» ®  H \ K „ y S )  - f  Z/mZ
P

esi un complexe.

Remarque. Tout comme le th. 1, le th. 2 admet une généralisation en dimension 
supérieure qui se démontre essentiellement de la même façon : supposons en fait que le 
corps résiduel F de notre anneeau A soit un corps local de dimension d — 2 pour un d ^  2. 
Alors on a un complexe, avec les mêmes notations :

HM (K,n®d) - f  ®  j.®*) Z/mZ.
P

Ces théorèmes sont dûs à Kazuya Kato. En fait, il a démontré beaucoup plus, car il a 
également traité le cas où l’entier m est divisible par la caractéristique résiduelle. Ce cas, 
qui nécessite de longs calculs sur le complexe de de Rham-Witt, ne sera pas examiné ici. 
Les deux chapitres qui suivent contiennent des rappels de résultats divers utilisés dans la 
suite, les preuves des théorèmes 1 et 1’ ainsi qu’une discussion superficielle de la position 
du th. 2 dans la théorie des corps de classes des schémas axithmétiques. Le reste de l’article 
est consacré à la démonstration de ce théorème.

2. P r é p a r a t io n

On rappelle ici quelques résultats en cohomologie galoisienne ; une référence de base est 
le livre de Serre [15].

Si G est un groupe profini, I  un sous-groupe normal fermé dans G, on a pour tout 
G-module discret A la suite spectrale de Hochschild-Serre

E l2'j = H ^G /I.H ^IyA ))  =► H i+i(G,A).

La théorie générale des suites spectrales nous fournit maintenant le

L e m m e  2 .1 . — Si A est un module de torsion et I  est de dimension cohomologique 1, il 
existe un homomorphisme

di : H i+1(G, A) Jï*(G/J,.H'1(J, A))

appelé le résidu. Si, de plus, G /I est de dimension cohomologique i, cet homomorphisme 
est en fait un isomorphisme.

Remarque. En fait, pour A fixé, il suffit de supposer que I  soit de p-dimension 
cohomologique 1 pour chaque p annulant un élément de A ; de même pour l’énoncé sur 
G /J.

Un calcul sur les cochâmes (cf. par exemple [5], p. 77 ainsi que [13], Appendice A) 
montre la compatibilité suivante entre résidus et cup-produits.

H d+i {Kp
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Le m m e  2.2. — Soient G et I  comme ci-des3us, A et B deux G-modules discrets de 
torsion. Alors pour tout a € H l(G,A), b € H^(G/I,H°(I,B)),

di+j-i (a U InfèiN(b)) = dj_i(a) U b.

La démonstration du théorème 1’ est une application simple du lemme 2.1.

Démonstration du théorème 1 ’. On sait que pour vin corps muni d’une valuation discrète 
hensélienne, le sous-groupe d’inertie du groupe de Galois absolu est de p-dimension 
cohomologique 1 pour tout premier p différent de la caractéristique résiduelle. (En fait, 
on trouve dans la littérature plusieurs démonstrations pour le cas complet, mais par 
exemple celle donnée par Serre en termes d’algèbres simples centrales dans [17] se transcrit 
immédiatement au cas henséüen.) Tenant compte de la remarque précédente, on peut 
donc appliquer le lemme 2.1 avec i = d, G le groupe de Galois absolu de F  et /  le groupe 
d’inertie, pour obtenir un résidu

(2.3) 3„ : H M (G ,fâ4) -+ H \ G I  1 , ^ ( 1 , ^ ) )  S

En effet, on vérifie aisément que H l{I,n^f)  = H 1 (/, ) 0  en que G/l-
modules (noter que l’action de I  sur /i®4 est triviale). Puis la suite de Kummer et la 
valuation donnent des isomorphismes H l (I ,n m) = F*r/F*™ = Z/mZ, où F*r est le 
groupe multiplicatif de l’extension maximale non ramifiée de F.

Soient maintenant F ^  le corps résiduel de F, F ^  celui de F ^ \  etc. En répétant 
l’argument en haut et réécrivant les groupes de cohomologie en termes de corps, on obtient 
(notant que /z®° = Z/mZ par convention) une suite d’homomorphismes

H d+\F,n®d) -y H l {F{d\Z lm 1 )  S Z/mZ,

étant fini par hypothèse. Mais alors il est de dimension cohomologique 1, et 
l’application successive d’un théorème de transition en cohomologie galoisienne (Serre [15], 
chap. 4.3, prop. 12) et du deuxième énoncé du lemme 2.1 montrent qu’il y a isomorphisme 
partout.

Soit maintenant F  un corps quelconque. Rappelons que le K-groupe de Milnor Kjj* F  
est défini comme le quotient de la d-ième puissance tensorielle du groupe multiplicatif 
F* par l’idéal engendré par les éléments de la forme / i  ® ...  <8> /d pour lesquels il existe
1 = i j  = d avec fi + f j  = 1. (On pose K qî (F) = Z.) L’image d’un élément f i ® . . .® fd 
dans K ^ ( F )  sera noté < / i , . . . ,  /<* >.

Le lien avec la cohomologie galoisienne est donné par le symbole cohomologique de Tate

hd„ tF: KÎ‘(F)/mK}, (,F)->Hi (F,tâd)

défini pour d = 0 comme l’identité de Z/mZ, et pour d ^  1 par cup-produit à partir du 
bord de la suite de Kummer. (A priori, cet homomorphisme a pour domaine (F*/ F*m)®d. 
Le fait qu’il passe au quotient par les relations est vérifié, par exemple, dans Tate [19] 
pour le cas typique d =  2.) On conjecture la bijectivité du symbole pour tout ¿ e t m. La 
conjecture est vérifié dans plusieurs cas dont le plus important pour nous est le

Hd{GII. ß,®(d—i)\

Hd jr(!)
771
(i-1) -> ...

®(d-l)
ß m tant
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T h é o r è m e  (Merkouriev-Sousline). — Le symbole h?m F est bijectif pour tout m, F.

Notons qu’en fait nous n’utiliserons qu’un cas très particulier de ce résultat puissant, 
pour un corps de degré de transcendance 1 sur un corps de dimension cohomologique 1. 
Ce cas peut d’ailleurs être prouvé directement en modifiant un joli argument géométrique 
de Bloch ([4], pp. 5.9-5.11).

Si de plus F  est muni d’une valuation discrète v à corps résiduel k ( v )  , il existe (cf. 
Bass-Tate [3]) un homomorphisme canonique dj*v : K j+ ^F) —>■ K j *(k(v)), caractérisé 
par la formule

C «  W , U i , . . . , U d >) = <  Û i , . . . , Û i  >

où u  est une uniformisante, et les U{ sont des unités avec image ü, dans k(u). Notons que 
la définition implique d ^v(< u i , . . . ,  uj+i >) = 0 si tous les u, sont des unités et que d^v 
n’est autre que la valuation v.

Supposons maintenant F  hensélien par rapport à v et donnons-nous un entier m premier 
à la caractéristique de k(u). Alors on dispose d’une part du résidu de Milnor d ^F, d’autre 
part du résidu dd pour la cohomologie galoisienne à valeurs dans Tenant compte de 
l’identification (2.3), les deux sont liés de façon agréable par le symbole cohomologique.

Le m m e  2.4. — Pour tout d^ .0,  on a le diagramme commutatif

Démonstration. L’assertion est évidente pour d = 0. Mais on s’y réduit immédiatement 
grâce au lemme 2.2, tenant compte de la compatibilité entre cup-produits et inflations, et 
de l’égalité *(»)(“ ) = h^  p(u) pour une unité u de F  avec image u dans k(v).

Remarque. Par une compatibilité triviale entre les restrictions en cohomologie et les 
changements de base en K-théorie, on voit qu’il est superflu de supposer F  hensélien : on 
peut toujours passer par le hensélisé par rapport à v et le lemme reste valable.

Donnons enfin, comme promis, une explication informelle pourquoi le th. 2 s ’appelle une loi de 
réciprocité. D’abord, quelques rappels sur la théorie classique. Si F  est un corps local au sens classique, 
X G H l (F)1i/rrÆ) un caractère d ’ordre m  de son groupe de Galois absolu, et a un élément du groupe 
multiplicatif F*, on a <Sma U x  G H 2(F,fim ) Z /m Z , où Sm est le cobord de la suite de Kummer pour la 
multiplication par m. Ceci définit un homomorphisme <f>p : i i 1(F, Q /Z )  —> Hom(F*, Q /Z ) dont on sait 
(cf. [16], [17]) qu’il est le dual de l ’application de réciprocité locale. Pour la théorie globale, on introduit 
des idèles et on définit l ’application de réciprocité globale comme le produit des applications locales (on 
suppose ici pour simplifier qu’il n’y ait pas de places réelles). Ensuite, on vérifie que le produit est en fait 
une somme, et que le fait que l’application passe au quotient par l ’image diagonale du groupe multiplicatif 
de notre corps global équivaut au fait que la suite d’Albert-Brauer-Hasse-Noether pour le groupe de Brauer 
est un complexe (voir [18]).

Maintenant, on peut procéder de façon analogue pour le corps K  du théorème 2, en remplaçant les 
groupes multiplicatifs par les ^ -g ro u p es de Milnor. Pour les localisés K p , on accouple x  G H 1 (K p , ¿L/rnL)

H■¿+1 F,n ®(d+l)
m

Bd
) Hd k (u ), ®d\  

m )

C f

X & W /m K & iF )
oAf
d,v

h i
m, n( v )

Xy{K{v))lmK^{K{v))

h lm
F
k ( v )Inf

«s4
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avec a  €  K ^ ^ K p )  pour obtenir K (a) U x G H 3(Kp,  ¿j®2) Si Z/mZ en utilisant le th. 1, ce qui définit

comme en haut une application de réciprocité locale entre K ^ ( K p) et le groupe de Galois absolu de 
Kp.  Ensuite, on peut définir des .ft^-idèles de K  ainsi qu’une application de réciprocité globale comme 
le produit des applications locales ; comme dans le cas classique, le fait que cette application passe au 
quotient par l ’image diagonale de K 2 (K)  se réduit via le symbole cohomologique à notre th. 2.

Remarquons enfin qu’en général, pour n’importe quel schéma normal, intègre, de dimension d et de type 
fini sur Z, on peut introduire la notion de iQ-idèles et énoncer des ”lois de réciprocité”. Le miracle est que 
par passage à un sous-schéma fermé convenable et puis par localisation en des points de codimension 1 et 
2, ces énoncés se réduisent respectivement à la loi de réciprocité classique et à la Remarque suivant le th.
2. Le cas local de dimension 2 est donc le cas qui, tous dévissages faits, reste à traiter, mais la formulation 
du cas général appartient à la théorie des "chaînes de Parshin” pour laquelle on renvoie le lecteur à [9].

3. T o u jo u r s  p r é p a r a t io n , m a is  à la  W e ie r st r a s s

Ce chapitre est consacré à quelques outils d’algèbre commutative qui seront utilisés dans 
la suite. Le résultat fondamental est la conséquence suivante du théorème de structure pour 
les anneaux locaux complets.

ThÉORÈME (I. S. Cohen). — Soit A un anneau local normal complet de dimension 
2, à corps résiduel F (non nécessairement fini). Alors A est fini sur un anneau de séries 
formelles de la forme Ojt[[T]], où Ok est l’anneau des entiers d’un corps k complet pour 
une valuation discrète au même corps résiduel F.

Voir Nagata [12], Cor. 31.6 pour une démonstration. Ce théorème est très utile car la 
structure des anneaux de la forme 0*[[T]] est bien connue.

Lemme 3.1. — Soit Ok comme en haut. Alors l ’anneau OjfcftT1]] est factoriel, et ses 
éléments premiers sont l’uniformisante ir de Ok, ainsi que les ”polynômes de Weierstrass”, 
c’est-à-dire les polynômes irréductibles dans Ok[T] de la forme T n + a„_iTn-1 + ... + ao, 
où tous les ai sont divisibles par ir.

Le lemme est une conséquence du théorème de préparation de Weierstrass. Voir, pax 
exemple, l’ouvrage de Lang [10].

Les idéaux premiers de hauteur 1 dans 0*[[T]] sont donc engendrés par l’uniformisante v 
ou pax un polynôme de Weierstrass. Les corps résiduels correspondants sont respectivement 
F((T)) ou des extensions finies du corps valué complet k, et pax conséquent sont munis 
de valuations discrètes canoniques pour lesquelles ils sont complets. Mais il en est alors de 
même pour A (car il est fini sur 0*[[T]]), ce qui montre bien que les corps K p du th. 1 
sont des corps locaux de dimension 2. Le théorème 1 découle donc du th. 1’.

Pax ailleurs, l’anneau Ojt[[T]] est le complété de l’anneau local B  =  Ok[1’](ir,T)* Nous 
pouvons dériver du lemme 3.1 la description suivante du hensélisé B h qui sera utilisée dans 
la démonstration du théorème 2.

L em m e 3 .2 . — L ’anneau B h est un anneau local noethérien régulier, donc factoriel, de 
dimension 2, dont le complété est 0*[[T]]. Ses éléments premiers sont l’uniformisante 7r 
et les polynômes de Weierstrass. Par conséquent, le morphisme naturel Spec 0*[[T]] —y 
Spec B h est bijectif, et les corps résiduels des idéaux premiers correspondants sont iden
tiques sauf pour (0 ) et (ît) , où le corps résiduel de Ojt[[T]] est le complété de celui de 
B h.

k2
m ,
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Démonstration. La première assertion résulte les propriétés générales de la henselisation 
(cf. [11], Chap. 1.4) et la troisième est triviale à partir de la seconde. Pour cette dernière, on 
remarque d’abord que 0*[[T]] étant fidèlement plat sur B h, il suffit d’établir une bijection 
entre les idéaux premiers de hauteur 1 de B  et ceux de 0*[[T]]. Dans B, ce sont des idéaux 
principaux engendrés par tt o u  par certains polynômes irréductibles de 0*[T] contenus 
dans (tt,T). Soit /  un tel polynôme. Comme 0*[[T]] est fidèlement plat sur B , il existe 
un idéal premier de 0*[[T]] au-dessus de (/), engendré par un polynôme de Weierstrass w 
selon le lemme 3.1. Mais comme les polynômes de Weierstrass sont tous contenus dans B, 
on a forcément /  = w, ce qui donne la bijection désirée.

4. R é d u c t io n s

Le reste de ces notes est consacré à la démonstration du théorème 2. Gardons les 
notations du chapitre 1. Tout d’abord, on va vérifier que wp = 0 pour presque tous les 
p de hauteur 1.

Soit X  le sous-schéma ouvert de Spec A obtenu en enlevant le point fermé. La suite de 
localisation en cohomologie étale (cf. Milne [11], Chap. III, Prop. 1.25) nous fournit par 
fonctorialité le diagramme commutatif

H3( K , ^ )  — ► J /p‘ (A > ® 2) 

(4.1) 4 4.3 

H3(Kt , ^ )  —*Hp(Spec A l ^ )

Ici, la flèche verticale à droite est un isomorphisme par excision (Milne [11], Chap. III, 
Cor. 1.28). Quant à la flèche horizontale en bas, en continuant la suite de localisation on 
obtient la suite exacte

H3(Spec ¿ ; j/a®2) -» H 3(Kf , v T )  -y H lt (Spec Aht , ^ )  -+ H*(Spec

Mais les termes aux deux extrémités sont nuls car Ap étant hensélien, sa cohomologie est 
la même que celle de son corps résiduel «(p) (cf. Artin [2], Chap. III., Thm. 4.9), ce qui est 
un corps de dimension cohomologiqué 2, on l’a vu. Ceci démontre le second isomorphisme.

Soit maintenant S  un ensemble fini de points fermés de X ,  et considérons la suite de 
localisation

H3(X -  S,^®2) -> H'S( X , ^ )  -> H ' ( X , ^ ) .

Ici, on a Hg{X,n®?) = 0 p€Siïp p f, ¿i®2), donc par passage à la limite sur les S (ce qui 
est permis dans notre cas par Milne [11], Chap. III, Lemma 1.16), on a la suite exacte

(4.2) H3( K ^ f )  -4 0  Hlr( X ,n l2) -+ H \X ,v % ) .
P

En particulier, l’image d’un élément u> € H 3{K,n®?) par un homomorphisme

H3(K , 0  -> H ^ X ^ f )

est nulle pour presque tout p. Mais par (4.1), cette image n ’est autre que la restriction 
u)p € H 3(Kp,n®?), et on obtient le résultat.

Ensuite, on va utiliser le théorème de Cohen pour montrer le

A h Sip '^ 2)-
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L e m m e  4.3. — Dans l’énoncé du théorème 2, on peut supposer A  = Ofc[[T]].

Démonstration. Soit A comme au th. 2, et notons K  le corps de fractions d’un anneau 
de la forme 0*[[T]] sur lequel A est fini selon Cohen. Alors pour tout idéal premier p de 
hauteur 1 de Ofc[[T]], on a vin diagramme commutatif

Cor ^

H3(K,tâ2)

© f f 3(JW ® 2)
P P

4 E Cor

En effet, il existe un tel diagramme pour tous les H 1 (i ^  0), et il suffit de vérifier la 
fonctorialité pour i = 0. On peut supposer de plus que l’extension K  \ K  soit séparable 
et l’assertion est alors une conséquence du théorème sur les extensions de valuations (cf. 
Serre [16], chap. I., par. 2.3).

D’autre part, par le th. 1, on a un diagramme

^Z/mZ
Cor 4 id

% Zjm Z

dont la commutativité se vérifie de la même manière que l’énoncé analogue (cf. Serre, loc. 
cit.) pour le groupe de Brauer d’un corps local (de dimension 1). Ces deux diagrammes 
impliquent la réduction cherchée.

On suppose donc désormais A = 0*[[T]].

Convention. On va noter par A° le hensélisé de l’anneau Ok[T]^tT)t avec le même Ok 
que dans la définition de A. Son corps de fractions sera noté K°. Par contre, en général, 
nous continuerons de noter par B h tout anneau qui est comme dans le lemme 3.2. Veuillez 
accepter toutes nos excuses pour cet inconvénient.

L’idée de la démonstration du théorème 2 est de comparer la suite d’homomor- 
phismes figurant dans l’énoncé à un complexe auxiliaire en K-théorie de Milnor par le 
symbole cohomologique. Or l’image de h^  K est contenue dans Hd(K, ¿x®4), donc pour 
pouvoir bénéficier de cet outil il faut remplacer H3(K,fi®?) par exemple par H2(K,y.®?). 
Comme F est fini, la suite spectrale de Hochschild-Serre nous fournit un homomorphisme 
H 3(K,fi®?) -* f f1(F,H2(K ks,fji®?)), où K hl est le corps de fractions du hensélisé strict 
A ha. Mais cet homomorphisme n’est un isomorphisme que si K hi est de p-dimension 
cohomologique 2 pour tout p divisant m, ce qui n’est pas clair. Par contre si l’on remplace 
A par A°, le corps de fractions K 00 du hensélisé strict le sera bien, étant un corps de degré 
de transcendence 1 sur un corps de dimension cohomologique 1 (cf. Serre [15], chap. 4.3, 
prop. 11). La réduction suivante est donc :

H 3(K, «*)

H3 K-d 02
m )

H 3(Kp>/*£*)

H 3 K p
® 2 \  m )



L e m m e  4.4. — On peut remplacer A par A° dans l ’énoncé du th. 2.

Démonstration. La suite de localisation (4.2) nous fournit par fonctorialité le diagramme 
commutatif
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où X°  = Spec A0 — {(7r, T)}, et p° parcourt les points fermés de X°  qui sont en 
bijection avec ceux de X  selon le lemme 3.2. Tenant compte de l’identification (4.1), pour 
achever la réduction il suffit de montrer que l’homomorphisme vertical au milieu induit un 
isomorphisme Im d° =  Im d. Une chasse au diagramme montre alors que pour cela il suffit 
de voir deux choses :

(1) Dans le diagramme (4.5), l’homomorphisme vertical à droite est injectif.
(2) Pour tous les p et p° correspondants, l’homomorphisme naturel H*» (X°, /¿®2) —y 

Hp(X,  ̂ ®2) est un isomorphisme.

Pour prouver (1), on considère les isomorphismes

X  — X  ^ Spec A° S p ec — l im ( j y  *Spec A° $ P ec -R)

où la limite projeetive est prise suivant les Spec R, avec R  un sous-anneau de A de 
type fini sur A0. Pour un tel anneau, le morphisme naturel A0 -y R  possède une 
section par le théorème d’approximation d’Artin [1], donc le morphisme H4(X° ,/̂ ®2) -> 
H A(X° x §p€c Ao Spec R , /¿®2) a également une section et on obtient le résultat pax passage 
à la limite (tenant de nouveau compte de [11], Chap. III, Lemma 1.16).

Pour (2), considérons le diagramme commutatif suivant, obtenu en superposant (4.1) et

(4 .5 )

H \ K ° u®2)i r*m )
d°

®*í- ( X o . Pni ) H4 (Xo,M®2)

H 3(K M®2)
d

p°

©
p

Hi(X >Mm / H \ X u®2)>Mm /
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le diagramme analogue pour A°.

n * ( K ° , t â 2) ---------------------» ffpM*>®2)

Notre tâche est de montrer que l’homomorphisme h du diagramme est un isomorphisme ce 
qui équivaut à dire que /  l’est. Mais par le th. 1, les groupes et H3(Kp0 ,/x®2)
sont tous les deux isomorphes à Z/m Z; reste donc à voir que ces isomorphismes sont 
compatibles avec / .  Pax construction, l’isomorphisme du th. 1 est obtenu comme le composé 
de deux résidus pour la suite spectrale de Hochschild-Serre, donc la compatibilité en 
question est évidente par fonctorialité.

5. C o n c l u s io n

Comme promis, on va maintenant construire, suivant Kato, un complexe en K-théorie de 
Milnor que l’on va ensuite comparer à travers le symbole cohomologique avec le complexe 
hypothétique du th. 2.

Soit B h un anneau comme dans le lemme 3.2, Kh son corps de fractions. On suppose 
que le corps résiduel de B h soit parfait. (En fait, des hypothèses plus faibles suffisent, cf. 
la Remarque ci-dessous.) Si q parcourt les idéaux premiers de hauteur 1 de B h, on définit 
le complexe

(M) i i2( ^ ) - ^ ® ^ i( « ( q ) )^ o ( F )
q

comme suit : l’homomorphisme a est somme directe des résidus de Milnor (cf. chap. 
2) attachés aux valuations discrètes de Kh induites par les divers q (on voit tout de suite 
qu’il n y a qu’un nombre fini de résidus qui n’annulent pas un élément donné de K 2 (Kh)), 

fi = Yh /quq? où vq est la valuation induite sur le corps résiduel «(q) de q par l’idéal 
maximal de b \  / q son degré résiduel. (En fait, uq = et la multiplication par / q est 
précisément la norme i^o(«(uq)) —>• Kq(¥).)

HHK< /•S2)

h

B((X, o

rsj

H ' ( K l U®2Ì ) Mm J Hpo (Spec ’A b )

/

H 3(K„, Mm2) Hp (Spec A h u®2'I

H 31(K, Mm2

aM
l,q

e t

3
IM  
0,t>,

h, ßm)
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Le m m e  5.1. — (M) est un complexe.

Démonstration. Par le lemme 3.2, le groupe multiplicatif de Kh est engendré par les 
unités de B h, l’uniformisante 7r, la variable T  et les éléments de la forme P /T n, où P est 
un polynôme de Weierstrass de degré n. Il suffit donc de vérifier l’égalité (3a(< a,b >) = 0 
quand a et b sont parmi ces générateurs. Les cas où a ou 6 est une unité, ou bien a = 7r, 
b = T, sont triviaux. Si P est de Weierstrass, pa(< w,P >) =  n — eq/ q = 0, (où eq 
est l’indice de ramification de uq) car F est supposé parfait. Vu la multiplicativité et 
l’anticommutativité des symboles < a, 6 > (cf. Bass-Tate [3]), il nous reste à traiter les cas 
où a = P /T n, b = Q /T k, ou bien a =  P /T n, b = T. Sur de tels < a, b > le résidu est 
trivial, donc on peut se borner aux autres places de Kh• Or elles peuvent être identmees à 
des places du corps de fonctions F (T) par le morphisme naturel Spec —► Spec F[T]. Si 
v est une place de F(T), triviale sur F, qui ne provient pas d’une place de i?£, on a, grâce 
à la normalisation par 1/Tn,

dM (< a b >) = { * si 6 = T et v est la place à l’infini ;
1,v ’ 1 0 sinon.

Maintenant si v„ est la valuation de k, p une place de F (T), vp le prolongement unique de 
vn sur le corps résiduel «(p) avec degré résiduel / p, on a la formule vn o N K(pyk  = fpvpi ce 
qui nous donne

(3a(< a,b>) = vn o ^ N K{p)/k o d^p(< a,b >)
P

où p parcourt les places de F(T) triviales sur F (y compris la place à l’infini, car Ujr(l) = 0). 
Mais la loi de réciprocité de Bass-Tate ([3], chap. 1.5.) nous dit que NK(p/ k) o d^fp = 0, 
ce qui achève la démonstration.

Remarque. Le complexe du lemme peut être largement généralisé; en fait, il peut être construit pour 
n’importe quel anneau local noethérien excellent de dimension 2. Pour voir /Sa =  0 dans ce cas, on montre 
d’abord par un argument de normes que Ton peut remplacer l’anneau par son complété, puis par un autre 
argument de normes et le théorème de Cohen on se réduit au cas de 0*[[T]], ce qui se traite comme dans 
le lemme ci-dessus. On n’a pas besion d ’hypothèse sur le corps résiduel ; le fait que l’anneau soit excellent 
assure la validité de la formule n =  ef.

Enfin, nous signalons que Kato [7] définit un complexe encore plus général, pour n’importe quel schéma 

excellent, qui est un analogue du complexe de Gersten-Quillen en K-théorie de Milnor. Mais la vérification 

du fait que ce soit un complexe se réduit immédiatement au cas mentionné ci-dessus.

Maintenant rien ne nous empêche de finir la démonstration du th. 2. Soient A°, K° 
comme au chapitre précédent, A00 le hensélisé strict de A0 avec corps de fractions K°. 
A°° n’est autre que le hensélisé de et comme on l’a déjà remarqué, K°°
est de dimension cohomologique 2. Donc la suite spectrale de Hochschild-Serre induit un 
isomorphisme H 3(K°,n®?) = H 1 (F, H 2(K ° ° D e  même, si p° est un idéal premier 
de hauteur 1 de A0, la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie étale (cf. Milne
[11], p. 106) induit un isomorphisme H3(Kp<>,n®?) =  H 1 (F,H2(K°° K po,n®2)), car 
on a pour tout i ^  0 des isomorphismes

(5.2) h ‘(k ° ° * k . K ; . , t â 2) =  © h \ k ;î. ^ )
p°o | p 0

diM

i.GO

Bì

Ep

o r [T] >,T)

XK0
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(où les p°° sont les idéaux premiers de A00 au-dessus de p°) et les corps K°t» sont de 
dimension cohomologique 2. Quaint à la vérification de (5.2), on peut supposer î = 0, 
puis remplacer les anneaux en question par leurs complétés, et alors on peut de nouveau 
invoquer [16], chap. I., par. 2.3., le théorème sur les extensions de valuations.

Considérons le diagramme commutatif

H \ ¥ , K 2{K ^) /m )  -+ © JïH F, ©  K 2{K$o)/m) ^  ^ (F .Z /m Z )
p° p00 |p°

1 1 la
-»  © H 'fF , ©  Hl (¥,Z/mZ)

p° p o ° |p °

1 “ 1 “ I s
H3( K \ ^ )  - f  ©  H 3( K ; . , f â 2) -> H '(F ,Z /m Z)

P°

(où, bien sûr, K 2(K°°)/m  veut dire K 2(K°°)/mK2(K 00) etc. et on a i i 1(F,I 
Z/mZ). Remarquons que l’homomorphisme marqué dM est induit par le composé de deux 
résidus de Milnor, comme dans le complexe (M) (noter, cependant, que tous les fp»o 
sont égaux à 1), et d est induit par le composé de deux résidus de Hochschild-Serre. 
Donc la commutativité du deuxième quadrant en haut est assurée par le lemme 2.4 ; la 
commutativité du premier est triviale. La ligne en bas est essentiellement la suite du th.
2, la seule différence étant que le composé des deux résidus qui induit l’isomorphisme du 
th. 1 tombe dans H 1 (k (u p), Z/mZ), il faut donc ajouter une corestriction pour l’extension 
finie de corps k(vp) | F pour arriver à H 1 (F, Z /mZ). Mais l’isomorphisme de ce dernier 
groupe avec Z/m Z n’est pas affecté par les corestrictions. Enfin les deux quadrants en 
bas commutent par des propriétés formelles de la suite spectrale de Hochschild-Serre. Une 
application du lèmme 5.1 (avec A°° à la place de B h) montre que la première ligne est 
un complexe. D’autre part, le théorème de Merkouriev-Sousline et le fait que F soit de 
dimension cohomologique 1 entraînent la surjectivité du premier homomorphisme vertical 
en haut. Une chasse au diagramme montre alors que la ligne en bas est aussi un complexe, 
ce qu’il fallait démontrer.
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