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ABSTRACT

The subject of this thesis is the study of the dynamics of fibered polynomials. 
The setting is the following : given a compact space X , a continuous map /  from 
X  to X , and d + 1 continuous complex-valued functions, cq, . . .  , Cd {d > 2) on X , 
we consider the fibered map

Pc : X  x  C — y X x C

(x, z) i— > (f(x ), Pc,x(z) = ^2  c»(x)z’'j .
'  ¿=0 '

The dynamics of this fibered polynomials are closely related to the dynamics of 
complex polynomials (which correspond to the case where X  is a single point). In 
our setting, the first step is to extend the familiar notions of filled-in Julia set and 
the associated Green function. We axe also able to define, through pseudoorbits, 
open sets which play the role of the basin of attractive periodic orbits.

We then proceed to a more detailed study of the quadratic case (d =  2). We 
identify in several equivalent ways the parameters which correspond in the usual 
setting to the interior of the main cardioide of the Mandelbrot set.

In the four last chapters of the thesis, we initiate a combinatorial description, in 
the spirit of A. Douady and J.H. Hubbard, of connected filled-in Julia sets and the 
parameters space.

This leads, for fibered polynomials which correspond to the real limb of the 
Mandelbrot set, to the construction of an abstract configuration space X ^ . X& is 
a Hausdorff compact and connected space and has a universal property in relation 
of the considered fibered polynomials.

Our main result can also be viewed as a generalization of Thurston’s theorem 
on the characterization of postcritically finite ramified coverings. We prove that 
an abstract configuration, which is weakly recurrent (from a combinatorial point of 
view) can be realized in a unique way. The proof consists first in realizing certain 
non-recurrent configurations. We then obtain the required fibered polynomial as a 
uniform limit of non-recurrent polynomials, each approximation being decuced from 
the previous by a surgical procedure.

Key words: fibered polynomials, holomorphic dynamics, Julia set, Green function, 
holomorphic surgical, configuration.
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Introduction

Cette thèse est consacrée à l’étude dynamique des polynômes fibrés qui sont les 
applications de la forme :

Pc : X x C  — ► X x C

(x, Z) I---y ( f(x ) , Pc,x(z) =  Cd{x)zd + . . .  + Cl (x)z + Co(xŸj ,

où X  est un compact, /  une application continue de X  dans lui-même et c =  
(cd, . . .  , Co) une application continue de X  dans Cd+1 avec Cd(x) ^  0.

Notre travail s’inscrit dans le cadre plus général de l’étude des produits croisés 
(skew-products en anglais) :

F  : X x Y  — ► X x Y

(x, y) »—> (f(x ),A (x , y) = Ax(y^j,

où Y  est un espace métrique et A  une application continue. Ces produits croisés 
constituent une classe extrêmement riche de systèmes et une source inépuisable 
d’exemples et de contre-exemples.

Les polynômes fibrés n’ont à notre connaissance jamais été envisagés de façon 
systématique. Cependant, S. Heinemann a déjà étudié des endomorphismes de C2 de 
la forme (x ,y ) — > (p(x),p(x, y)) avec p, q des polynômes complexes (voir [Hei96]). 
Lorsque l’on se restreint à Kp x C, où Kp est l’ensemble de Julia de p, on tombe sur 
un polynôme fibré au sens ci-dessus. S. Heinneman obtient alors dans certains cas 
très particuliers des résultats recoupant partiellement ceux du chapitre deux.

Mentionnons également dans cette direction, les remarquables travaux de M. 
Viana qui a récemment considéré des applications de l’anneau T1 x R dans lui- 
même de la forme (d,x) i-> (d9,x2 +  c(0)), avec c une fonction réelle et d un entier 
(cf [Via97]). Pour de telles applications, M. Viana a établi l’existence d’un attracteur 
non uniformément hyperbolique admettant en presque tout point deux exposants 
de Lyapounov strictement positifs.

Par ailleurs, l’étude dynamique des polynômes fibrés est étroitement reliée à 
celle des polynômes d’une variable complexe. En effet, lorsque X  est un point 
nous sommes ramenés à l’itération d’un polynôme complexe et nous parlerons “du 
cas constant” en référence à ce cas particulier. Le problème central est alors de 
déterminer quels sont les résultats du cas constant qui restent valables dans le cadre 
fibré et quels sont les phénomènes nouveaux.
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Nous nous proposons, dans un premier temps, d ’étendre au contexte fibre cer
taines notions et certains concepts introduits notamment par Fatou et Julia pour 
l’étude de l’itération des polynômes complexes.

Ensuite, nous focaliserons notre étude sur le cas des polynômes fibrés de degré 2 , 
en adoptant une démarche proche de celle initiée par A. Douady et J.H. Hubbard. 
L’objectif est alors de traiter un ensemble significatif de cas non-triviaux pour mettre 
en relief la richesse combinatoire des polynômes fibrés.

Détaillons à présent le contenu de cette thèse.

Le chapitre 1 est consacré à la mise en place des concepts fondamentaux de 
l’étude des polynômes fibrés de degré quelconque. On pourra toujours, du point 
de vue dynamique, se ramener à un polynôme Pc unitaire (|q (x)| =  1) et centré 
(cd-i(x) =  0). Par contre, il existe une obstruction homotopique qui ne permet 
pas, comme dans le cas constant, de supposer systématiquement que Pc est monique 
(cd(x) =  1).

Nous introduirons alors K c, l’ensemble de Julia rempli du polynôme fibré Pc, 
constitué des points (x , z ) d e X x C  dont l’orbite {P?(x, z), n  G N} est relativement 
compact. K c,x désignera la fibre en x  de K c. A chaque K CjX nous associerons sa 
fonction de Green qui sera continue par rapport aux variables c et x. Dans le cas où 
K c<x est connexe pour tout x  de X ,  nous définirons la représentation conforme du 
complémentaire de K CjX qui conjugue Pc,x à la forme normale z  ■-> ca(x)zd. Le rayon 
d’argument externe 9 € T1 sera alors l’image par cette représentation conforme de 
la demi-droite d’argument 6 . Nous montrerons ensuite, comme dans le cas constant 
(voir [Dou94]), les propriétés suivantes :

• (x ,c ) — > K CtX est semi-continue supérieurement.

• (x, c) — y dK CjX est semi-continue inférieurement.

Signalons que dans notre situation, /  n’a pas forcément d’orbite périodique et que 
par conséquent, la notion de point périodique perd toute sa pertinence. Ceci dit, 
nous définirons à l’aide de pseudoorbites l’ensemble stable par chaînes qui jouera le 
rôle des bassins des orbites périodiques attractives.

Dès le chapitre 2 , nous nous limiterons au cas particulier des polynômes fibrés 
quadratiques (d =  2). Rappelons, que l’ensemble de Mandelbrot A4 est constitué 
des paramètres c G C tels que le Julia rempli associé à. qc : z t-y z 2 + c soit connexe. 
L’ensemble des c G A i  tels que qc possède un point fixe attractif est la cardioïde prin
cipale de l’ensemble de Mandelbrot. L’ensemble de Julia rempli correspondant à un 
paramètre de la cardioïde principale est un quasidisque, de plus qc est uniformément 
expansif sur le bord du Julia rempli.

Par analogie, nous définirons le lieu de connexité fibré, comme l’ensemble des 
applications c =  (C2, co) de X  dans C2 avec |c2(a;)| =  1, telles que K c>x soit connexe 
pour tout i  de Le but du chapitre est alors de caractériser de plusieurs façons 
équivalentes, le sous-ensemble ouvert du lieu de connexité qui généralise la cardioïde 
principale au cadre fibré. Dans ce sens, nous montrerons que les propriétés suivantes 
sont équivalentes.
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1. Pour tout x  de X ,  il existe un homéomorphisme de C, /c-quasiconforme 
vérifiant $x(0) =  0 et pour \z\ > tq :

PcA**(z)) =  * n * te (x )z 2)-

2 . Il existe une famille (Vx)xex  de domaines de Jordan, telle que :

0 C Vx C int(KC'X), P-_tx{Vx) C Vf(x)■

On demande également que le diamètre intérieur de Vx et le module de l’anneau 
Pc,* (V/(*)) \  ^* soient uniformément minorés.

Dans les deux propriétés qui suivent, on suppose que l’intérieur de K C)X est un 
connexe non vide.

3. Pc est uniformément expansif sur le bord de K c<x.

4. Il existe Eq > 0 tel que toute eo-pseudoorbite issue de (a:, 0) est bornée. Il 
s’agit là d’un équivalent fibré, au fait que pour les éléments c de la cardioïde 
principale, 0 appartient au bassin du point fixe attractif de z z2 +  c.

L’uniformité en x  est essentielle dans ces énoncés. Nous présenterons d’ailleurs 
un contre-exemple explicite où pour tout x , K CiX est un /û^-quasidisque et pourtant 
c n’appartient pas à la cardioïde généralisée.

Les quatre autres chapitres de la thèse sont un commencement de description 
combinatoire, à la “Douady-Hubbard”, des ensembles de Julia fibrés et d’une partie 
de l’espace des paramètres.

Attardons-nous, ici, quelques instants sur certains résultats classiques du cas 
constant. En premier lieu, rappelons que les membres de l’ensemble de Mandelbrot 
sont les composants connexes de M. privé de l’adhérence de la cardioïde principale. 
Ce concept de membre a été introduit par B. Branner, A. Douady et J.H. Hubbard 
qui en ont donné une description combinatoire. Un élément c de Ai appartient au 
membre p/q  si et seulement si exactement q rayons externes du Julia aboutissent au 
même point fixe, traditionellement appelé a  et sont échangés par qc avec un nombre 
de rotation combinatoire p/q.

Ensuite, si c appartient au membre p/q  on peut lui associer un ensemble de 
Julia combinatoire en regardant de quelle façon les rayons externes aboutissant aux 
préimages de a  se recollent.

Lorsque le paramètre c n’est pas renormalisable, l’ensemble de Julia de qc est du 
fait de sa locale connexité homéomorphe à son modèle combinatoire (voir [Hub93], 
[Mil92], [Yoc]). Cette construction dans l’espace dynamique permet en retour de 
construire un espace abstrait de paramètres, l’ensemble de Mandelbrot combina
toire, obtenu en identifiant dans M  les paramètres c dont les ensembles de Ju
lia combinatoires sont identiques. Cet espace topologique regroupe et ordonne les 
différents arrangements possibles de rayons externes qui aboutissent aux préimages 
de a. L’ensemble de Mandelbrot combinatoire peut également être perçu comme M.
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où les copies de A i  d’ordre 1 ont été identifiées à des points. En vertu des résultats 
de J.C. Yoccoz sur la locale connexité de A i, l’ensemble de Mandelbrot combinatoire 
est localement connexe.

Nous allons généraliser au contexte fibré le membre 1/2 et construire l’espace 
combinatoire abstrait qui lui est associé. Précisons que cette limitation au membre 
1/2 est plus liée à des raisons techniques que conceptuelles.

A partir de maintenant on suppose que Pc est de la forme PCtX = z2 + c(x). Le 
membre 1/2 fibré, noté .M 1/2PO , sera par analogie avec le cas constant, l’ensemble 
ouvert des paramètres c du lieu de connexité tels que Pc admette une section invari
ante répulsive à laquelle aboutissent les rayons d’argument 1/3 et 2/3. Nous ferons 
encore une petite restriction sur le paramètre en imposant aux valeurs critiques c(x) 
de se trouver au-delà des rayons 5/12 et 7/12 et on notera A i ^ 2(X) l’ensemble de 
ces paramètres. Dans le cas constant, cela revient à ne considérer que les éléments 
du membre 1/2 situés au-delà de la copie de A i d’ordre 1 attachée à la cardioïde (cf 
figure 0.1).

5/ 1 2 n̂ ^ n̂ 1/3  1/6/ / 1/12

*i| i V Mil
7/12 '  / / 2/3 5 / 6 ^ ^ ^  11/12

Figure 0.1: Restriction sur le paramètre.

Le chapitre 3 est consacré à la construction d’un espace abstrait (espace des con
figurations), qui regroupe et classifie les différentes combinatoires obtenues lorsque 
c décrit A i \j2 P O  pour tout X  et / .  Nous adopterons, comme dans le modèle du 
disque pincé de A. Douady, le point de vue de l’extérieur de Julia, c’est-à-dire que la 
description se fera en terme de rayons externes et des relations d’équivalence sur T1 
associées (deux éléments Q\ et 02 de T1 seront équivalents si les rayons d’arguments 

et 62 aboutissent au même point). Notons :

Q(z) =  2z mod 1, Rq =  {1/3,2/3} et 1^  = Q~n(Ro).

Pour chaque entier n, nous définirons Tn un ensemble fini de relations d’équivalence 
sur Rn qui sera naturellement muni d’une topologie non séparée. Un élément de Tn
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correspondra à un arrangement particulier de rayons externes d’ordre n, c’est-à-dire 
spécifiera quels rayons d’argument dans Rn aboutissent au même point. rn+1 se pro
jette naturellement dans Tn et l’espace des configurations sera l’ensemble des 
points fermés de la limite projective des Tn. X sera séparé, compact et connexe.
Il sera naturellement muni d’une application continue dans lui-même, T .

L’espace X ^  jouit alors de la propriété universelle suivante : pour tout compact 
X , pour toute application continue /  sur X  et pour tout c G .M*/2PQ> il existe 
une unique application h de X  dans X ^  qui est continue et qui fait commuter le 
diagramme suivant :

h
X --------- - A « ,

/ T 
X -----—  A-„

h{x) sera la configuration de Pc au point x.

Les trois derniers chapitres tournent autour des questions de réalisabilité de 
certaines configurations combinatoires. Mentionnons ici, que les problèmes de con
struction d’application à combinatoire donnée sont récurrénts en dynamique holo- 
morphe. Notre travail s’inscrit notamment dans la continuité d’un célèbr^ résultat 
de Thurston (voir [DH93]) qui fournit des conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu’un revêtement ramifié du plan critiquement fini soit conjugué à une fraction ra
tionnelle. Le problème de réalisabilité peut se formuler dans notre contexte comme 
suit :

Etant donnée X  une partie compacte de Xoo, invariante par T , existe-t-il une 
application continue, c, appartenant à telle que pour tout x  de X , la
configuration associée à K CtX soit exactement x l  Si oui, c est-elle unique?

Dans cette formulation, le compact X  joue à la fois le rôle de la base de notre 
espace fibré et celui d’ensemble de configurations de référence.

Le résultat principal de cette thèse est une réponse partielle à cette question.
Il concerne précisément la possibilité de réaliser des configurations dites faiblement 
récurrentes. Nous associerons, dans un premier temps, à chaque élément de X ^ ,  un 
système de voisinages combinatoires du point critique. Les configurations faiblement 
récurrentes seront par définition, les éléments de X tels que le point critique associé 
revient dans un voisinage combinatoire d’ordre m en au moins Cm2 itérations, avec 
C  une constante positive.

Nous établirons alors le théorème central suivant :
Théorèm e. Si X  est un compact invariant par T  de configurations faiblement 
récurrentes, il existe une unique application c G M ^ ^ iX )  telle que le polynôme 
fibré Pc réalise les configurations de X .

Dans le cas constant, l’existence d’un paramètre c, réalisant une configuration 
donnée, est fournie par la compacité de l’espace des paramètres. De plus, pour les 
configurations non-renormalisables, l’unicité du paramètre découle du résultat de 
J.C. Yoccoz sur la locale connexité de A i.
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La démonstration de ce théorème occupe les trois derniers chapitres de cette 
thèse.

Le premier pas dans cette direction concerne les configurations non-récurrentes. 
En s’inspirant des travaux de L. Carleson, P. Jones et J.C. Yoccoz ([CJY94]), 
nous montrerons au cours du chapitre 4, que les ensembles de Julia associés à des 
polynômes fibrés non-récurrents (dans un sens combinatoire) sont holomorphique- 
ment effaçables. Outre la nullité de la mesure de Lebesgue du Julia, ce résultat 
garantira a priori l’unicité et la continuité de l’application c réalisant des configura
tions non-récurrentes.

Ensuite, nous considérerons X 3 le compact invariant de constitué des config
urations non-récurrentes primitives. D’une certaine façon, il s’agit des configurations 
non-récurrentes les plus “simples” possibles. Nous réaliserons X 3 de manière unique 
en adoptant la démarche suivante : nous commencerons par construire, pour tout 
x de X 3 , un modèle topologique local d’application de degré 2, ramifié en 0 et qui 
aura la combinatoire de x. Ce modèle deviendra après prolongement à C tout entier, 
un revêtement ramifié quasirégulier (la composée d’un homéomorphisme quasicon- 
forme et d’un polynôme de degré 2). Enfin, la résolution de l’équation de Beltrami 
associée permettra de conjuguer le modèle à un véritable polynôme quadratique 
fibré réalisant X$.

L’idée directrice de la preuve du théorème A réside dans l’approximation d’une 
configuration faiblement récurrente 7 , par une suite (7m) de configurations non- 
récurrentes dont la première est du type précédent. Le noeud du problème sera la 
construction par récurrence d’une suite d’applications Cm réalisant 7m. Le passage 
d’une approximation à une autre se fera par un procédé de chirurgie en modifiant 
le polynôme Pcm sur un “petit” voisinage du point critique.

En définitive, un contrôle exponentiel de la proximité de Cm+1 et de c™. garan
tira la continuité uniforme de la suite (cm)m6N. A la limite, nous obtiendrons une 
application continue c, réalisant la configuration faiblement récurrente 7 .
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Chapitre 1 

Ensem bles de Julia fibrés

1.1 P  réliminaires

Soit X  un espace compact et /  une application continue de X  dans X . Fixons 
également d un entier supérieur ou égal à 2.

D’une façon générale, si E  est un espace topologique, on note C(X, E) l’ensemble 
des applications continues de X  dans E  muni de la norme de la convergence uniforme.

Si c est un élément de C(X , C* x C 1), alors c(x) =  (c</(x),. . .  , co(x)) .avec pour 
tout i, Ci une fonction continue de X  dans C et Cd{x) ^  0 pour tout x  de X . c étant 
donné, on lui associe pour tout x  de X , Pc<x le polynôme de degré d :

Pc,x{Z) =  Cd(x)zd +  Cd-i(x )zd~ 1 + . . . +  Ci(x)z + Co(x).

On définit ensuite Pc le polynôme fibré sur X  défini par :

Pc : X  x  C — ► X x C
(x ,z ) I— >• ( f(x ),P CtX(z))

Enfin, P  désigne l’application :

P  : C(X,C* xC*) x X x C  — ► C ( I , C x C ' ) x I x C  
(c,x,z) I— > (c ,f(x ) ,P CtX{z))

Cette thèse est consacrée à l’étude des polynômes fibrés Pc où c joue le rôle du 
paramètre. L’introduction de l’application P  est un peu artificielle et ne présente 
pas d’intérêt en soi. Cependant de son étude, nous déduirons des propriétés des 
polynômes fibrés Pc ainsi que des informations sur la dépendance de ces propriétés 
par rapport à c.

Dans ce préliminaire, nous expliquons dans quelle mesure l’étude dynamique 
d’un polynôme fibré de degré d peut se ramener à celle d’un polynôme unitaire 
(|cd(rc)| =  1) sans terme de degré d — 1. Nous détaillons également sous quelles 
hypothèses on peut supposer que le polynôme est monique (Ca(x) =  1).

Précisons tout de suite que dans notre contexte fibré, deux applications Pc et 
Pci sont dites conjuguées s’il existe (p un homéomorphisme de X  x C de la forme : 
(p(x, z) — (x, cpx(z)) telle que P^ o cp = (p o Pc.

9



u est donc une fonction continue de X  dans R+ qui conjugue Pc à avec d G C(X, § xx
C*). □

/
Etudions à présent l’action par conjugaison des translations.

P roposition  1.1.2 Soit Pc un polynôme fibré avec c G C(X, S1 x C*), il existe une 
unique application v G C(X,C) telle que la translation fibrée (x, z )  h *  ( x , z  +  v ( x ) )  

conjugue Pc à P j avec cd{x) = dd{x) et c'd_x(x) =  0.

DÉMONSTRATION. Si v G C(X, C), la translation z h* v(x) +  z conjugue PC)X au 
polynôme P<JtX qui vérifie :

Pc,x(z  ~  v (x )) =  P * ,x (z)  ~  v ( /(a r )) .

10

Nous allons réduire successivement l’ensemble des paramètres à C(X, S1 x C*) 
puis à C(X, S1 x C*-1) en faisant agir par conjugaison les automorphismes de C sur 
PCyX. Dans un premier temps, on étudie l’action par conjugaison de la multiplication 
par les réels strictement positifs, c’est-à-dire l’effet d’une conjugaison de la forme 
(x, z) (x, u(x)z) avec u(x) > 0 sur les polynômes fibrés de degré d.

Proposition  1.1.1 Soient c G C(X, C* x C1) et Pc le polynôme fibré associé, il 
existe une application continue u de X  dans R+ telle que Pc soit conjugué par 
(x,z) h-» (x,u(x)z) à Pd avec |c^(a;)| =  1.

* _ _
DEMONSTRATION. D’une façon générale si u est une fonction continue de X dans 
C* alors la conjugaison dans chaque fibre par z h-* u ( x ) z  conduit au polynôme de 
degré d, Pd,x(z) =  cfd(x)zd+cfd_1(x)zd~1+ . . .+dl (x)z+c^(x) <iui vérifie PcrtX\u(x)z) =

u ( f ( x ) ) P c A z )-
En comparant les termes de plus haut degré on obtient :

cd(x ) = U'u d ^ cd(x )- M

Par conséquent, Pd est unitaire si et seulement si

w H " '
log|u(x)| =  ^log |cd(a;)| +  ilog|w (/(x))|.

La fonction u doit donc satisfaire :
°o i

log|u(a?)| =  Ÿ , - i^ \o g \c d{ fn{x))\.
n—0 a

Choisissons, par exemple,

u{x) =  |tt(ar)| =  exp ^  ^ - l o g  |cd( /n(a:))|),



Le terme de degré d de Pd,x n’est pas modifié par cette opération de conjugaison ; 
par contre le terme de degré d — 1 de Pc>tX est égale à

-d cd{x)v{x) + cd-1 {x).

Ce terme est nul si et seulement si :

cd_x(:c)c^Q r)
dcd{x)

avec un tel choix, v est une application continue telle que (rc, z) >—>• (x,z + v(x)) 
conjugue Pc à Pd avec d  € C(X, S1 x C*-1). □

On note Cj(X) =  C(X, S1 x C*-1) avec les conventions que si c € Cd(X) alors 
c(x) = (cd{x),cd- 2(x),. . .  ,co(x)), |cd(rc)| =  1 et PCiX(z) =  cd{x)zd + cd- 2(x)zd"2 + 
. . .  +  c i (x ) z  +  c q (x ).

Enfin, il nous reste à étudier l’action, toujours par conjugaison, des applications 
de la forme (x, z) «-»■ (x,u(x)z) avec u> un élément de C(X, S1).
Si u est une application continue de X  dans S1, on note [u] sa classe d’homotopie et 
G = [X : S1] le groupe des classes d’homotopies. /  définit un homomorphisme /* 
de G dans G en posant /*([w]) =  [u o /].

P roposition 1.1.3 Soit c € Cd(X), supposons qu’il existe Uo € G telle que :

M d =  /*(M )[cd]

alors il existe w(x) € C (X ,S1) telle que l’application (x,z) —»• (x, w(x)z) conjugue 
Pc à Pd avec d  € Cd(X) et dd(x) =  1 pour tout x de X .

DÉMONSTRATION. Reprenons l’équation (1.1). Nous cherchons cette fois à résoudr«

«(/(*)) -  / „ \  -, / ï  ON

HHxTCi{x) = L (L2)
Une condition nécessaire et suffisante pour résoudre l’équation (1.2) est donc qu’il 
existe uo une application de X  dans S1 telle que :

M d = r (N ) [Cd].

Supposons qu’une telle application uo existe, alors :

avec ip une application de X  dans S1 homotope à une constante. Il existe alors une 
application v telle que :

= „(*)->.
vd(x)
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v ( f ix )) = 
vd (x)

. f„\uo(fix ))
• =  ¥>(*),

v(x) =



En effet le logarithme de ip est parfaitement défini et il suffit de prendre :

v(x) = {(p{x))^{(p{f{x)))^ •

La conjugaison par w(x)z avec w{x) =  uq(x)v(x) conduit alors à un polynôme dont 
le terme de plus haut degré est égal à 1. □

En définitive, nous avons établi que si c € C(X, C* x C4) alors il existe u € 
C(-X",R+) et v € C(X, C) telles que l’application (x,z) i-> (x, u(x)z + v(x)) conjugue 
Pc à Pd avec d £ Cd(X). Si c7 € Cd(X) satisfait, en outre, l’hypothèse homotopique 
qu’il existe ito telle que [c^]/*([uo])[tio]-1 =  1, hypothèse que nous ne ferons pas 
systématiquement, Pd sera conjugué à un polynôme fibré P ^  de la forme :

Pd',i(z) = zd + c'j_2(x)zd~2 +  . . .  +  c"(x)z + cj(X).

1 . 2  Définitions et généralités

Nous introduisons ici les ensembles de Julia et les ensembles de Julia remplis pour 
un polynôme fibré en généralisant les notions usuelles d’ensembles de Julia. Con
sidérons :

P  : Cd(X) x X x C  —+ Cd{X) x X x C  
(<c ,x ,z ) I— ► (c ,f(x ),P CtX(z)),

pour chaque élément c G Cd(X) nous avons un polynôme fibré Pc :

Pc : X x  C —* X x C
(x,z) i— h (f(x ) ,P CtX(z))

avec, conformément au paragraphe précédent, PCtX(z) =  cd(x)zd+Cd~2{x)zd~2 + ..  .+  
Ci(x)z +  Co(x) et |cd(x)| =  1. Notons également,

P c ,x  ~  P c j » - Hx) °  P t j n~2(x) °  • • • °  P : ,* •

Par analogie avec la dynamique complexe classique, on définit les ensembles de 
Julia remplis suivants :

K  =  {(c,îc, z) e  Cd(X) x X x C  tels que sup \P£x{z)\ < +oo},
n€N

K c =  {(x, z) € X  x  C tels que (c, x, z) G K},

K e,x — {z € C tels que (c, x , z) € K }.

Les ensembles de Julia proprement dits sont les frontières topologiques des en
sembles précédents :

E  =  dK, Ec =  dKc et ECiX = dKC)X.

Nous commençons par préciser quelques propriétés élémentaires de ces ensembles 
notamment celles relatives à la compacité et à l’invariance par P -1 et P~l de K  et 
K c. La proposition ci-dessous fournit également une borne explicite du diamètre de 
K c<x en fonction de c.

12
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2. K c et K CtX sont compacts ;

3. K  et K c sont invariants respectivement par P~l et P~l ;

4. K CiX est plein.

PREUVE.
1. Dans un premier temps on fixe c 6 Cd(X ), on définit :

R * (c ) =  su p (l +  \cd- i { x ) \  +  . . .  +  |co(x)|)
*€X

et on s’attache à prouver que R* (c) est un rayon d’échappement pour Pc, c’est-à-dire 
que si \z\ > R*(c) alors pour tout x  G X , z £ K CtX. Supposons \z\ > R*(c) alors,

1 Pç*(*)\ > i ( \<>d-2 (x)\ |co(̂ )l\
\A ~ \  l*2l \zd\ )

comme \z\x > R*(c) pour tout i > 2 :

\PcAz )\ >  -, _  f lca-2 (s)l +  -.. +  |cti(a:)l\  >  1 
\A ~ \ R'(c) )-R*(cY

\z\
Posons A =  p, /  \ , A > 1 et d > 2 donc :

R(c)

|fU*)l > > >14

En réitérant ce petit calcul on obtient :

\ P U Z)\ *

donc z ^ K CtX.
Montrons maintenant que le complémentaire de K  est ouvert. Si (c, x, z) G CK  

alors :
3N  € N tel que \P"x(z)\ > R*(c) +  1.

Par continuité, il existe V  un voisinage de (c, x , z) tel que si (d, x ' , z') € V  on a :

\P d , A z ') \  >  R * (°)  + 1-

Si V  est assez petit pour que d vérifie ||c/ — c||oo < 1/2 alors :

R*{d) < R* (c) +  1/2

donc
fT(c') + 1 /2

Proposition 1.2.1 1. K  est fermé ;

Md > x, , 
R*(c) -  ' I'

\P?,AZ')\ >

€ N tel que



et par conséquent (d ,x ' ,z ') 6  CK.

2 . K c et K CtX sont des fermés respectivement de X  x D(0,R*(c)) et D(0, R*(c)), ils 
sont donc compacts.

3. Par définition, u appartient à K c (resp. v appartient à K) si et seulement si 
Pc(u) appartient à K c (resp. P(v) appartient à K) donc P~X{Kc) =  K c (resp. 
P~l {K) =  K).

4. Enfin, supposons par l’absurde qu’il existe B une composante connexe bornée du 
complémentaire de K C)X. Soit zq G B,

3N  G N tel que |Pc"(*b)| > Æ*(c).

Notons z\ un élément de l’adhérence de B tel que :

|P ^ ( ^ ) l= m a x |P ^ ( 2)|.
ZÇ. B

D’après le principe du maximum appliqué à P£x, z\ appartient au bord de B  et 
donc à K CtX. Comme |Pĉ (^ i) | > -R*(c), on obtient une contradiction donc K CiX est 
plein. □

Remarques

1. Le défaut de compacité de K  provient du fait que l’espace des paramètres 
Cd{X) n’est pas localement compact ;

2 . si /  est surjective alors K c et K  sont totalement invariants par Pc et P  ;

3. si X  est connexe alors K c et K  sont pleins.

1.3 Fonction de Green et représentation conform e

Dans ce paragraphe nous allons introduire les deux outils essentiels que sont la 
fonction de Green du compact K c,x avec un pôle à l’infini et la coordonée linéarisante 
de Pc>x au voisinage de l’infini. Notons Q, Oc et QC)X les différents ensembles critiques 
suivants :

=  {(c, x, z ) G Cd(X) x X  x C tels que P'c<x(z) =  0},
Çlc =  {(x, z) G X  x C tels que (c, x, z) G iî},

^c,x =  {z  tels que (c ,x ,z ) G Q}.

Si log+ est la fonction sur C à valeur réelle telle que log+(2) =  sup(log |z|, 0), on 
définit pour tout z  G C :

G(c, x, z) =  GCtX(z) = Jiirn^ ^  log+ |P ”x(z)|.

Cette définition a effectivement un sens et l’objet de la proposition suivante est de 
préciser certaines propriétés de G.

14



P ro p o sitio n  1.3.1 G est bien définie et satisfait :

1. G est continue de Cd{X) x X  x C dans R + ;

2. Gc,x est harmonique dans C \  K CiX et K CiX est exactement l ’ensemble des z tels 
que GCtX(z) =  0 /

3. G satisfait l ’équation fonctionnelle

G (P(c,x,z)) = dG(c,x,z) ; (1.3)

4- c étant fixé, il existe V(c) un voisinage de c et des constantes A(c) et B(c) tels 
que :

sup Gd>x{z) -  log \z\ < 
xÇX \z\*

pour \z\ > B(c) et pour tout d  G V(c).

PREUVE.
R*(c) étant le rayon d’échappement défini ci-dessus, pour \z\ > R*(c), on a \PCtX{z)\ > 
R*(c) et d’après la preuve de la proposition 1.2.1 :

d’où :

|log+ |Pc,x (^ )|-d lo g + |^|| =

Pour \z\ < R*(c), on a :

\PcAz)\ < (« ,(c))'(l + |e*-2(*)l + • • • + |co(x)l) < (fl*(c))',+1

d’où :
0 < log+ \z\ < logR*(c),

0 < log+ \Pc,x(z)\ < \og(R*(c))d+\

|log+ \Pc,x(z )\ ~  d l°g+ N | < log (^(c))d+1.

On a donc dans tous les cas pour n > 0 et z G C :

¿ l o g J P ^ W I - ^ i o g + l P ^ 'W l l  < ¿ î io g (ir(c )) '« .

c étant donné, fixons V(c) =  {d  G Cj(X) tels que ||c — c'y«, < 1}, la suite de 
fonctions continues :

G„ : (c', x,z) i— > log+ |Pd% (z)|
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converge donc uniformément dans V(c) x X  x C vers la fonction continue G.

Si z £ K CiX, il existe un voisinage de z sur lequel les Gn sont harmoniques pour n 
assez grand. La fonction Gc x est donc harmonique dans le complémentaire de K c x 
et K c>x = G £(0).

L’équation fonctionnelle résulte du fait que :

Gn{P{ctx ,z )) =  dGn+i(c ,x ,z)

pour tout n  >  0, c G Cd{X ), x € X  et z € C.
Quant au dernier point de la proposition, on a pour \z\ > R*(c) :

d’où :

| G i ( c , a : , 2 )  -  <20 ( c , : e , 2 ) |  < -log

Nous avons utilisé ici le fait que si 0 < u < 1 alors | log(l — u)| < Y —li' ^ onc Pour 
\z\ > R*(c) :

Posons B(c) =  R*(c) + 1 et A(c) = -j z t j (R*(c) + 1)2 alors pour tout d  G V(c) et 
\z\ > B(c) :

\Gj,x{z) — log l l̂l < 12 •

□
Introduisons encore les notations suivantes :

g(c,x) =  sup GC)X(uj)

r{c,x) =  expp(c,a:)

U c,x =  {z e C ,G CtX(z) > g(c,x)}.

Enfin,
U =  {(c,a;, z) tel que z G UC)X}, 

remarquons que g est une fonction continue de c et a; donc U est un ouvert.

P ro p o sitio n  1.3.2 Pour tout c G Cd(X) e tx G X , il existe un unique isomorphisme 
holomorphe <pc>x de Uc>x dans C \D (0 , rĉx) qui vérifie :

1. le diagramme suivant commute :
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-G o(c ,x ,* )| < ^ log Pc'x̂
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P z,x
U clX U c j m

V̂c,x ^c,/(x)

Cj(x )z^
C \D (0 ,r (e ,x ))  ---------------- - C \D (0 ,r (c ,/(x )))

2 . La fonction <p de U dans C définie par <p(c, x , z) = <pc,x{z) est continue.

3. G{c, x, z) =  log \<pc,x(z)\-

4 • <A:,x e-si tangente à l ’identité en l’infini.

PREUVE. Soit R  un réel tel que R  > g(c,x) et R > 2R*(c). Pour |j2t| > jR on pose :

f \ ( \ TT ( -t . cd-2( f n(x)) , , Co(fn(x))
v {c ,x , z) =  = ,  n  +  C i(l) ( ^ (, ))2 +  • • • +  Cd( x ) ( p ? jz ) y )  ( 1 4)

que l’on écrit de façon plus synthétique :

+0° i 
<Pc,x(Z) = Z H  (<P n ( c ,X t z ) ) * PIT . 

n=0

La puissance fractionnaire désigne la détermination principale de la racine dn+1 - 
ième de (pn(c,x, z). Pour \z\ > R, \<pn(c,x,z) — 1 | < ^  < \  donc d’une part 
cette racine est parfaitement définie, d’autre part le produit infini 1.4 converge 
uniformément pour \z\ > R. Les fonctions (pn dépendent continuement de c et x, et 
sont holomorphes en z. La limite du produit infini (p est donc également holomorphe 
en z  et continue par rapport à c et a;.

Par ailleurs, on constate que pour tout n :

lpn(P(c , X, z)) =  (pn+l{c, X , z)d

ce qui entraîne toujours pour \z\ > R  :

<p(P(c, x, z ) =  cd(x){<p(cf x, z))d. (1.5)

Par cette formule on peut étendre ipc<x tant que l’on ne rencontre pas les points 
critiques de Pc,a> donc <pc>x s’étend en un isomorphisme holomorphe de Uc,x sur 
C \  D (0 , r(c, rc)). En calculant log \<pc,x\ à partir de 1.4 on trouve directement que 
log \ipc,x{z)\ =  G (c,x,z). Enfin toujours d’après la formule 1.4, ipc,x est clairement 
tangente à l’identité en l’infini. □

Nous exposons à présent deux conséquences de l’existence des fonctions G et ip 
et de leurs propriétés. La première est relative au diamètre de K c>x, nous avons 
déjà obtenu une majoration à la proposition 1.2.1 et nous allons maintenant en 
donner une minoration. La seconde est une extension d’un critère de connexité des 
ensembles de Julia.
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Proposition 1.3.3 Pour tout c G Cd(X) et x G X , le diamètre de K CtX est minoré 
par 2 .

PREUVE. Il s’agit en fait d’une conséquence immédiate de la théorie du potentiel. 
D’après la propriété 4 de la proposition 1.3.1, a la constante de Robin de K c<x est 
nulle (<r est définie par Gc,x(z) =  log \z\ +  a +  o(l) quand z  oo) donc la capacité 
logarithmique (exp(—a)) de K CiX est égale à 1 et par conséquent diam(üfCtX) > 2 , 
voir [Doo84] pour plus de détails à ce sujet. □

Nous sillons clore ce paragraphe avec la généralisation, à notre contexte fibré, d’un 
résultat de Fatou et Julia qui donne l’équivalence entre la connexité de l’ensemble 
de Julia rempli et le fait qu’aucun point critique ne s’échappe.

Proposition 1.3.4 Fixons c € Cd{X) alors K c>x est connexe pour tout x  € X  si et 
seulement si Qc C K c.

DÉMONSTRATION.
On note HCfX(r) =  {z tels que Gc,x(z) < r}. Sous l’hypothèse flc C K ct pour tout 
x  € X  g(c, x) =  0 et UCiX — C \  K CyX. y?CjX est donc une bijection de C \  K CfX sur 
C \D , par conséquent pour tout r  > 0, Hc>x(r) est un compact connexe de C.

K „  = f |  tf„ (r)
r>0

donc K CiX est une intersection décroissante de compacts connexes.

Réciproquement, supposons que a> G Qc<x est tel que u> fi K c<x. Soit V  un 
voisinage de K cj ( x) ne contenant pas PCtX(u>), alors P^X{V) possède au moins deux 
composantes connexes distinctes V\ et V2 qui satisfont,

K c,xn v i  ^ 0 et K CtXn y 2 # 0

donc üfC)X n’est pas connexe. □

1.4 Sem i-continuités de K C)X et E C)X

Ce paragraphe a trait aux propriétés de semi-continuité à la fois par rapport au 
paramètre c et par rapport au point de la base x  des ensembles K c<x et ECiX.

Commençons par rappeler quelques définitions et faits élémentaires sur la dépendance 
d ’une famille de compacts de C. Nous désignerons Comp*(C) l’ensemble des com
pacts non vides de C muni d’une distance d. Si K\ et K 2 sont des éléments de 
Comp*(C), on note :

d (K i,K 2) =  sup d(x,K 2).
xeK!

La distance de Hausdorff du sur Comp*(<C) relative à d est définie par :

dH{Kl t K 2) = sup (d(Kl t K 2)t d(K 2t K 1)).

18



Soit A un espace topologique, une application $  : A — > Comp* (C) est semi-continue 
supérieurement en Ao si :

d($(A), $(Ao)) — > 0 quand A —y A0.

$  est semi-continue inférieurement en Ao si :

d($(A0), $(A)) — ¥ 0 quand A -* Aq.

Si $  est à la fois semi-continue inférieurement et supérieurement alors $  est continue 
de A dans Comp*(C) muni de d#. La proposition ci-dessous est une caractérisation 
de la semi-continuité supérieure pour une famille de compacts de C. On trouvera 
une preuve de ce critère dans [Dou94].

Proposition 1.4.1 Soit (X \)\sa  une famille de sous-ensembles non vides de C. 
Considérons H l ’espace des (A, x) € A x C tels que x  G X \. Alors les propriétés 
suivantes sont équivalentes :

1 . l ’application A —» X \  est semi-continue supérieurement de A dans Comp*(C) ;

2 . T~L est fermé dans A x C, la projection py, :7 i —ï  A est surjective et pour tout 
Ao de A on peut trouver un voisinage V de Ao dans A et K  un compact de C 
tels que X \  C K  pour A € V.

On note A l’espace produit Ca(X) x X . Si A € A alors A =  (c, x) et on désigne 
K \  =  K CtXi E \ = ECiX, G\ =  Gc,x et P ” =  P£x. Des propriétés de semi-continuité 
par rapport à A on déduira naturellement les propriétés de semi-continuité à la fois 
par rapport à c et à x de K c>x et ECtX.

Proposition 1.4.2

1 . L ’application A — y K \ de A dans Comp*(C) est semi-continue supérieurement.

2 . L ’application X — > E \ de A dans Comp*(C) est semi-continue inférieurement. 

DÉMONSTRATION.
1. En premier lieu on remarque que le rayon d’échappement R*(c) dépend contin- 
uement de c € Ca(X). Donc si A0 =  (co,x0) € A, il existe V  un voisinage de Ao de 
la forme

V =  {(c,x) tels que ||c -  Co||oo < 1}

tel que pour tout A € V, K \  C D(0, R*(co) + 1). Ensuite, en vertu de la propo
sition 1.2.1 l’ensemble de Julia rempli K  est fermé et non vide, donc d’après la 
caractérisation 1.4.1, A —ï K \  est semi-continue supérieurement. □

2. Fixons e > 0 et Ao € A, l’objectif est ici de montrer qu’il existe V  un voisinage 
de Ao tel que si A € V alors E \ 0 est inclus dans un e-voisinage de E\.

Soit r  =  { z i , . . .  , zn} un ensemble fini de points de E \ 0 recouvrant E \ 0 à e près, 
c’est-à-dire :

d(E\0, r )  =  sup d(u>,T) < e.
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si A € V (zq) alors E \ H D(z0, e) ^  0.

Comme E \ est le bord de K \, nous montrons que D(z0,e) contient à la fois des 
points de K \  et de son complémentaire pourvu que A soit dans un voisinage assez 
fin de Ao-

a. Tout d ’abord, K  est fermé donc si Z  G D(zo,e) n  CK \0 alors il existe Vi(zo) un 
voisinage de A0 tel que Z  G CK \ pour tout A G Vi(z0).

b. Nous montrons à présent qu’il existe ^ ( 20) un voisinage de Ao tel que D(zo,e) 
rencontre K \  pour tout A G V^zo). Commençons par fixer R = R*(c0) -+- 1 et W  un 
voisinage de Ao tels que K \  C D(0, R) pour A G W. Définissons pour A G W  :

m (A) =  s u p { m  G N, W  G D(z0, | ) ,  | P ^ ( z ) |  ^  -R}-

Par définition, si m(A) est fini il existe z \ G D(z0, | )  tel que |P^n Â̂+1(z^)| > R  et 
G(X, z\) > CdrmW  où C est, compte tenu de la continuité de G , une constante 
indépendante de A.

Lem m e 1.4.1 Soit mo =  lim su p ^ Ao m(A), alors m 0 < + 00 .

Nous admettons provisoirement ce lemme et nous achevons tout de suite la 
preuve du point b ci-dessus. Nous aurons également besoin d’une version élémentaire, 
adaptée à notre étude des inégalités de Harnack sur les fonctions harmoniques. La 
démonstration assez classique se trouve, par exemple, dans [Doo84].

Lem m e 1.4.2 Si H  est une fonction harmonique, strictement positive dans la boule 
D(0,e) alors il existe une constante universelle k > 1 telle que :

ïsfS**- m
Supposons que D(zq, e )n K \ = 0, alors m(A) est fini et G^A, z) > 0 pour tout z de 

D(z0,e). Comme nous l’avons souligné plus haut, dans ce cas il existe z\ G D(z0, | )  
tel que G(X, z\)  > Cd~m x̂K Des inégalités de Harnack . 1.6, on déduit l’existence 
d’une constante C' telle que pour tout z G D(zq, f ), G(X,z) > C'd~m x̂\  Si A 
est assez proche de Ao alors en vertu du lemme 1.4.1, m (A) < mo et l’hypothèse 
D(z0)e) D Kx = $ implique que G(A, z) > C'd~mo, pour tout 2 G D(z0, |) .

Par ailleurs, G est une fonction continue telle que Ĝ Aoj-Zo) =  0. Il existe donc 
V2(zQ) c  VF un voisinage de A0 tel que pour tout A G V ^o), ^(^>20) < C'd~m°, 
cela implique en particulier que D(z0,e ) C\.K\ ^  0 pour tout A G V^zo)-

PREUVE DU LEMME 1.4.1.
Supposons par l’absurde que :

limsupm(A) =  + 00.
À—>Àq

Soit zq un élément de T, montrons qu’il existe V ( zq) un voisinage de Ao tel que :
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Soit (An)n€N une suite de A convergeant vers A0 telle que m(Xn) — m n soit une suite 
strictement croissante de N. Pour tout z G D(zo, | ) et pour tout n G N :

IP S ri* )\< R , Vfc>n.

Or, par continuité P ^ n —> P ^ n quand k -*■ +00  donc :

Vz € D ( zo , |) ,  |P C ( * ) |< f i .

Comme cette dernière inégalité est valable pour tout rrin et que m n —» +cx>, on en 
déduit que D{zq, § ) C K \0 ce qui signifie que zq appartient à l’intérieure de K \0 et 
contredit donc le fait que zq G E \. □

DÉMONSTRATION DE LA SEMI-CONTINUITÉ INFÉRIEURE.
On note V(zo) =  Vî(zo) n  ^2(20) et on pose :

y = n n*)-
z0€T

V  est un voisinage de A0 qui vérifie si A G V  et 2 € T alors D(z, e) rencontre à la 
fois K \  d ’après le point b et C \  K \  d’après le point a. Donc D(z,e) rencontre E\ 
ce qui montre que E \0 est contenu dans un 2e-voisinage de E \ pour tout A G V. 
D’où A —¥ E \  est semi-continue inférieurement au point Ao. □

1.5 Ensem ble stable par chaînes

Nous introduisons dans ce paragraphe, l’ensemble stable par chaînes qui se révélera 
au cours de l’étude être un sous-ensemble de l’intérieur de KCtX. L’introduction d’un 
tel ensemble est motivé par le désir de généraliser à notre cadre fibré, la notion de 
bassin des orbites périodiques attractives et d’étendre certaines propriétés de ces 
bassins (comme par exemple le fait qu’ils contiennent toujours un point critique) à 
certaines composantes de l’intérieur de K C)X.

Précisons, tout de suite, ce que nous entendons par pseudoorbite dans cette 
étude.
D éfinition. Soient e > 0 et (x, z) G X  x C, on appelle e-pseudoorbite issue de 
(x, z) une suite (yn) =  ( f n(x),zn) avec zn G C telle que :

• z0 = z

•  l^ + l Pc,fn(x)(,Zn) | ^  G N

Par rapport à la notion usuelle de pseudoorbite nous imposons que la première 
coordonnées de la suite (yn) soit une véritable orbite de / .

Si c G Cd(X) et s > 0, on définit Uc(e), l’ensemble des couples (x,z) € X  x  C 
tels que toute e-pseudoorbite issue de (x, z) est bornée. On note :

uc =
e>0

UCJS{é) = {2 € C tels que (x,z) € i/c(e)} ;

Ucj. = Û wOO-
e>0
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On note également FC)X l’intérieur de Kc>x. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté, pour 
ne pas alourdir le texte inutilement, on oubliera le paramètre c dans les notations 
de t/CiX, FCtX, Pc<x et K c,x que l’on écrira plus simplement Ux, Fx, Px et Kx.

Proposition 1.5.1 Uc,x vérifie les propriétés suivantes :

1 . UCtX est un ouvert inclus dans Fc>x ;

2. Uc est invariant par Pc-1 : (x, z ) G Uc Pc(x, z) € Uc ;

3. les composantes connexes de UCyX sont simplement connexes.

PREUVE.
1. Si z  G UClX(e) alors z  G K C)X car l’orbite de (x, z) est bornée. On note k le 

supremum de |P'cx\ sur K CtXi k est fini et Pc>x est une fonction fc-lipschitzienne sur
K CtX-
Soit z G Uc,x{e) et supposons que z' G D(z, ^ ) ,  alors Pc,x(z') € D(PCtX(z), §) et par 
conséquent z1 G Î7c,i(§)- UC)X est donc un ouvert de K c<x inclus dans FC)X.

2. Supposons que (x, z) G UCtX(e), soit (yn)nen une e-pseudoorbite issue de 
Pc(x,z). On définit (y'n) une e-pseudoorbite issue de (x, z) en posant y '0 =  (x, z) et 
y'n+1 =  Vn- Par hypothèse (y'n) est bornée donc (yn) l’est également ce qui prouve 
que Pc(x,z) G Uc>x{e).

Réciproquement, supposons cette fois que Pc(x, z) G UCtX(e) et montrons que 
toute ^-pseudoorbite (yn) issue de (x, z) est bornée. On considère alors (y'n) la 
suite définie par : y'Q =  (/(x), PCtX(z)) et y'n =  yn+i pour n > 1. Par construction, 
(y'n) est une e-pseudoorbite issue de (f(x ),P c>x(z)) qui est bornée donc (yn) l’est 
également, d’où z  G UCiX(t̂ ) .

3. Nous démontrons le dernier point par l’absurde. Supposons qu’il existe x 
dans X  et 7  un lacet inclus dans Uc,x non homotope à un point. On note C7 la 
composante connexe bornée de C \ 7 , A =  C7 flci/CiX, C” =  P"sc(C7) et An =  P£x(A).

On admet provisoirement le lemme ci-dessous :

Lem m e 1.5.1 Soient x  € X  et'y un lacet de UCtX, il existe ei > 0 tel que pour tout 
z de 7 , (x ,z ) G Uc(e 1).

£1 étant donné par le lemme précédent, choisissons 0 < e < ^ e t z ç A .  Soit 
(Vn) — ( f n(x),Zn) une e-pseudoorbite issue de (x, z) qui est non bornée.
On définit n0 l’entier tel que zno_ 1 € C”0-1 et zno £ C”°. Alors, d’une part

P :,/no-1(x)(zno-l) ^ ^7°

et d’autre part

dfeno) ■Pc,fno~1(x)(zno—l)) — ^

donc d(zno,P ^ ( j ) )  < e.
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Choisissons yno G P ^ { j ) ,  yno = P£x(y) tel Que d(zno,yno) < e, et considérons 
(y'n) la suite définie par :

y'n =  P£x (y) Pour n < n0 et y'n =  zn pour n > n0 +  1.

{ fn(x),y'^) est une ei-pseudoorbite issue de (x,y) ; en effet, d(zno,yno) < e donc

d (p c,ro{x)(yno)>yho+i) < k £  +  £ < £ V

Cette psèudoorbite est non bornée par construction, ce qui contredit le choix de 
Ci. □

PREUVE DU LEMME 1.5.1. Pour 2 G 7  on définit

e(z) = sup{e, tel que 2 G UCtX{e)}.
e>0

e(z) est finie car e(z) < R*(c), le rayon d’échappement de Pc.
Montrons que e{z) est semi-continue inférieurement par rapport à z. Pour cela 

supposons que £0 < £(z) et fixons <5 > 0 tel que e0 < £0 +  <5 < £(z)- 
Si |z — z'\ < ^  alors \PCiX(z) — PCiX(z')\ < § et toute (e0 +  §)-pseudoorbite issue de 
zJ est bornée donc e {z') >  £q et par conséquent £ est semi-continue inférieurement.

Il en découle que

£l =

est strictement positif et 7  C Uc<x{£ 1). □

Exemple : Si c(x) = (cd, Cd-2, • • • , co) est une constante, alors PCfX =  CdZd+Cd-2Zd~2+ 
.. .+co, UCyX est indépendant de x  et coïncide avec les bassins d’attraction des orbites 
périodiques attractives du polynôme Pc<x.

Nous allons à présent nous attacher à la description des composantes connexes 
de Ux. Désignons Vx l’une d’entre elles et rappelons que QCtX =  O* est l’ensemble 
des points critiques de Px. De la même façon que les bassins immédiats des orbites 
périodiques attractives contiennent toujours des points critiques, nous allons montrer 
que PX(VX) rencontre £îf»(x) pour une infinité d’entiers n. On note encore Vx = 
P?(VX) et

A(T4) =  {n > 0 tel que £l/n(x) n  Vx ^  0}.

P ro p o sitio n  1.5.2 A(14) est infini et si A(14) =  {no,... , njfc,nfc+i , . . .}  alors il 
existe N(VX) un entier tel que :

njfc+i ~ n k < N(VX).

PREUVE.
Soit z0 G Ux et £0 > 0 tel que zq G Ux(2e0). Considérons <pn une représentation 
conforme de D sur Vx telle que <̂ „(0) =  P x {zq) et notons Bn =  Vn+\ 0 Pfn(x) 0 <Pn ; 
Bn est un produit de Blaschke de degré au plus d. Les <pn sont normalisées de telle 
façon que si iî/«(z) n  Vx =  0 alors Bn = id.
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Vx

OfD \ P x ( Z o ) J

\<Pl

V n T>*____ Pfn(x) / ---------- \

i'Pn tVn+:

0
Figure 1.1: Représentation conforme de Vx

Remarquons tout d’abord que d{Px {zo)) dVx ) > 2e0, donc d’après les estimations 
de Koebe 1^4(0) | est majoré et minoré par des constantes strictement positives. Il 
en résulte que (</?n)n€N est une famille normale de fonctions univalentes. Soit ro le 
réel, 0 < r0 < 1 tel que pour tout n € N, d(<pn(D(0,r0)} dV£)) < £0. 
ro étant donné, il existe ¿o =  <5o(eo> ̂ o) strictement positif tel que si u,v  € D(0, r0), 
|u — v\ < 5q alors :

|<pn(u) -  <pn(v)| < e0 Vn € N.

A une ¿o-pseudoorbite pour la suite des Bn restreints à D(0, ro), c’est-à-dire une 
suite (wn)neN telle que u jq  =  0, w n  € D(0,r0) et \Bn(ujn) — wn+i| < 6 q ,  on associe 
( f n(x),zn) une eo-pseudoorbite issue de (x ,z0) en posant zn = (pn(ujn).

T*n
Si N  = y ~ +  nous allons prouver que les produits de Blaschke (Bn)n<N ne

. °J
peuvent pas tous être égaux à l’identité.

Soit u) un élément de 5(0, ro ), notons tu = roé16. On définit (wn)n6N une suite de 
£>(0, r0) par :

•  ojn = nôoe%e pour 0 < n < N  — 1 ;

• ojff =  oj.

Si maintenant u> est précisément un élément de 5(0, ro) tel que d((pH(u>), dVj?) < 6 q , 

notons Z  un élément de dVj* tel que d((ppf(uj), Z) < sq. Z  fi considérons donc
( x ) ) ,z n) ngN une eo-pseudoorbite issue de ( f N(x), Z) qui soit non bornée. 

On définit alors (2n)n€N la suite :

• zn = (pn(ojn) pour n < N  — 1 ;

• zN.= Z  ;

• zn =  Zn-N  pour n >  N.

Si f2/n(x) fi V£ =  0 pour n < N , alors pour n < AT — 2 :

l-P f n ( x ) { Z n )  ^ n + l l  =  l ^ n + l ^ n )  W i + l ^ n + l ) ]  ^  £()•
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\Pf*-i(x)(zN-i) — Z \<  2e0,

( f n(x), zn)nen est une 2eo-pseudoorbite issue de zq, elle est non bornée par construc
tion ce qui constitue une contradiction. En définitive, n0 < N.

Ensuite, on peut refaire la même démonstration à partir de P£0+1 (N  ne dépend 
que de Eq et dé 50 qui eux-mêmes ne dépendent que de zq) pour finalement en déduire 
que A(Vi) est infini et que n*+i — n* < iV pour tout k € N. □

Conservons les notations précédentes et considérons Wx la composante connexe 
de Fx contenant Vx ; posons Wx =  PX{WX). Si zq est un élément de Vx on note 
hn une représentation conforme de Wx telle que hn : D — > Wx et /in(0) =  P"(z0). 
Enfin, pour 0 < r  < 1, on définit K £ un compact de Wx par :

K £ =  hn{z € tels que \z\ < 1 — r}.

T héorèm e 1.5.3 Pour tout r  €]0; l/2[ il existe un entier p =  p{Vx,r) tel que :

Px(K o) C 1■{?.

PREUVE. On note Bj = h jh  o Pp(x) o hj. Bj est un produit de Blaschke de degré 
au plus d qui fixe 0, il s’écrit donc sous la forme :

Comme

*%(*)=vnfnpii—0 A

avec |Aj| =  1 et |af| < 1. Nous savons d’après la proposition précédente que pour 
une infinité de j  (les éléments de A(VX)), il existe i < d tel que |a^| < 1.

Le lemme suivant apporte une précision à cette dernière inégalité. Il constitue 
l’élément essentiel de la preuve du théorème 1.5.3.

Lem m e 1.5.2 II existe ôi =  6x(WX} z0), 0 < <5i < 1 tel qu’une infinité de al vérifie :

\ a i  \ <  h -

PREUVE DU LEMME 1.5.2.
La démarche suivie est formellement la même que celle de la proposition précédente. 
On se donne zq G Ux{2eq) et on raisonne par l’absurde en construisant une 2eQ- 
pseudoorbite issue de zq qui soit non bornée.

Zq G Ux(2£q) donc d(P£(zo), dWx ) > 2 eq. Comme précédemment les fonctions hn 
forment une famille normale et il existe ro, 0 < ro < 1 tel que d(hn(D(0, ro)), dW£) <
Eq.

Ensuite, on définit Ôq =  <5o(eo, ro) le réel tel que si u et v appartiennent au disque 
£>(0,r0) et si |u — v| < ô0, alors |/in(w) — /in(^)| < £o pour tout n de N.

Pour tout z € D, j  G N et i < d nous avons :

25

k l  < ¿1-

z — a{ ,• fl —  |a ||2\
— j -  = -<4 + z{ 1 ,
1 — a\z \ 1 — a-z )



d’où la minoration :
z — aj

1 alz
> \4\

il 2
i - t ë l  
|1 - a i z \

Supposons que pour tout i ,j ,  1 — |af | < £, £ est un réel qui sera fixé un peu plus 
loin. Si \z\ < r 0, alors |1 — âjz\ > 1 — r 0 et par conséquent :

z — a]
> k l  -

2e

1 — â\z

Fixons maintenant e de telle manière que :

2 i/e

1 -  r0

1 -  r0
< 1 et (1 -  e)d -  2dy /i  > 1 -

6o_
2 r0’

(1.7)

alors pour \z\ < r0 :
z — ai

1 — a?z
> \a i \ -V e ,

d’où

d
n
1= 0

z — a\

1 — a\z > II(lai | - ^ )
¿=0
d

> n  Iai I -  2dy/e > (1 -  e)d -  2dy/e.
i=0

Si e satisfait les inégalités 1.7, toujours pour \z\ < ro, nous avons

|B3(z)| > 1*1(1 -  JL ) > H  - (1.8)

Il s’agit à présent, comme lors de la proposition précédente, de déduire de cette 
minoration une 2eo-pseudoorbite issue de z0 qui soit non bornée.

Soit N  un entier assez grand que l’on précisera un peu plus loin et a; G 5(0, r 0). 
Dans un premier temps, nous construisons une suite (u>n)n<7V d’éléments de £>(0, ro) 
telle que ujq =  0, ujn =  w et |£ n(a;n) — wn+i| < <5o- On procède par récurrence 
descendante sur l’entier n en posant ojn =  u. Ensuite, supposons que con est défini 
pour n > 0 , alors :

• si |u;n| < <50 on pose un- i  =  0 ;

• sinon ojn =  pnex9n on pose cDn =  (pn — 5o)etdn et on définit u>n- i  un élément 
quelconque de jB̂ '2 1(â>n).

Par construction |Bn_i(wn_i) — a;n| < <5o et compte tenu de la majoration 1.8 :

i i ^  i~ I i <$o
|^n-l| ^  |^n| + 2  — Pn 2 *
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On construit ainsi la suite (cjn)n<N qui vérifie en outre

K |  < r 0 - ( N -  (n ))y .

r
Fixons N  le plus petit entier tel que r0 — (N — 1) ^  < 60. Avec un tel choix |o>i| < <50 
et ojq =  0 .

Si maintenant u) =  uîn est précisément un élément de 5(0, r0) tel que d(hx(üj), dWx ) < 
£o, notons Z\ un élément de dWx tel que |/iw(u>) — Z\\ < e0. Z\ G ôK jn (x) donc il 
existe Z 2 un élément du complémentaire de K jn+ i^  tel que \P jn ^(Z \) — Z2\ < £q.
On définit alors (zn)n€N la suite :

•  zn — hn(wn) pour n < N  — 1 ;

•  zN = Z x et zN+1 =  Z2 ;

•  zn = PjN+ilx)(Z2) pour n > N  +  1.

Pour n  <  N  — 2 :

|-Pfn(x)(Zn) Zn+l| =  l^n+lC-^n^n)) ^n+l(^n+l)| ^  0̂

et

\PfN-iwizN-x) — zn | < \hi>f(BN-i(<jjN-i)) — hff(oJN)| +  l îv(^Ar) — Zx\ < 2eq.

{ fn{x )>zn)nçn est une 2e0-pseudoorbite issue de zq ; elle est non bornée ce qui 
constitue la contradiction attendue. Par conséquent, il existe j  G N et i < d tels 
que \a\\ < 1 — e =  ô\. Ce premier point étant acquis, la démonstration fonctionne 
également avec P£ +1 et P i+1(z0) car les différentes constantes £q, ro et 60 sont 
inchangées. On en déduit en définitive qu’il existe une infinité de al tels que \a\ \ < 8\.
□
FIN DE LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.5.3.

étant donné par le lemme précédent, soit J  l’ensemble des entiers j n tels qu’il 
existe un élément o{” de module strictement inférieur à 1 — S\. Fixons maintenant
1 > t  > 0 et K l  =  V Î N  < 1 — r}) et notons :

1 — ô2 =  max
{ |a |< l - 5 i } x { |2| < l - r }

z — a
1 — àz

D’une part ô2 > 0 et d’autre part

\Bj o . . . o B 1o B 0{z)\ < \z\{l -  ô2)k(j),

où k(j)  =  ca rd ^  fl {1; 2; . .  .j} .
D’après le lemme 1.5.2, k(J) —>■ +oo quand j  —¥ +oo. Il existe donc p G N tel 

que si j  > p alors (1 — r ) ( l  — <52)*^ < 1 — 2r, et pour \z\ < 1 — r  :

\Bj 0 . . . 0 B1 0 Bq(z)\ < 1  — 2r,

27



d’où, en particulier P£(Kq) C K%t . □

Nous ferons appel plusieurs fois à ce théorème au cours du chapitre suivant. 
Mentionnons tout de suite, une conséquence importante qui correspond à un début 
de classification des composantes de Fx.

C orollaire 1.5.4 Si Vx est une composante connexe de Ux et Wx la composante 
connexe de Fx qui la contient, alors en réalité Vx =  Wx.

PREUVE. Il s’agit en fait d’un corollaire de la preuve du théorème précédent. 
Reprenons les notations précédentes, soit zQ G Ux(2e0) n  Vx et k la constante de 
Lipschitz de Px, nous obtenons alors l’inclusion :

D (P ? (zo ),j)  C U, . (, ,(£„).

Considérons z  G Wx et z = hQ1(z), il ressort de la preuve du théorème précédent 
que

|Bj o . . .  o B\ o Bo(z)\ — y 0 quand j  —> + 00 ,

donc |Px {z) — Px {zq)\ tend également vers 0 et d’après l’inclusion précédente si N  
est assez grand Px {z) € U fn^(e0). □
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Chapitre 2 

La cardioide principale généralisée

Nous concentrons désormais nos efforts sur le cas des polynômes quadratiques (d =
2) et nous supposons conformément au premier chapitre que :

Pc,x(z ) = c2 (x )z2 +  c0(x)

où c =  (c2,co) est un élément de Cî (X). On note A4(X) le lieu de connexité pour 
les polynômes fibrés de degré 2, c’est-à-dire les c G CziX) tels que pour tout x  de 
X , K CfX soit connexe.

L’objet de ce chapitre est de définir un sous-ensemble ouvert du lieu de connexité 
M.o{X), qui généralise à notre contexte fibré la cardioïde principale de l’ensem
ble de Mandelbrot. Nous voulons que les éléments de Aio{X) conservent cer
taines propriétés de ceux de la cardioïde comme, par exemple, le fait que l’ensem
ble de Julia rempli corespondant soit un quasidisque. Nous souhaitons également 
que le polynôme fibré Pc soit uniformément hyperbolique dans un sens que nous 
préciserons.

2.1 Enoncé du théorèm e principal

Dans un premier temps, on détermine une borne explicite des ensembles de Julia 
remplis corespondant à des paramètres de M (X ).

P ro p o sitio n  2 .1.1  Si K c,x esi connexe pour tout x (0 G K CtX) alors K CiX est inclus 
dans £>(0 , 2).

DÉMONSTRATION. Soit c G A4(X), on note R = sup sup \z\.
x S  X z Ç K c ,x

Supposons que R  > 2 et fixons e > 0 tel que R  > 2 +  3e > 2 . Soit z  G C tel que 
\z\ > R  — e > 2, alors

\c2(x)z2 +  co(x)| , , |co(x)|
---------¡—i---------> \z \-------r -:—•

\zI \z |

Or, co(x) G K cj( x), donc |co(x)| < R  et

M * )l ^  R  ^  , , e ,
_ E T - Â r ; - 1 +  S  +  o(Â )
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donc

En itérant ce calcul on obtient pour tout n G N, \P£x(z)\ > An|z|, donc z fi K x et 
par conséquent :

Précisons encore quelques notations. Si c G M  (X), on notera FCiX = K CtX et Fc =
{(x, z) tels que z  G FCtX). D’une façon générale, d désignera la distance euclidienne 
standard de C. Si V  est un ouvert connexe de C contenant a, dy désigne la distance 
hyperbolique relative à V  et Bv{a , R), la boule hyperbolique ouverte de centre a et 
de rayon R.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théorème principal de ce chapitre.
Ce théorème donne des caractérisations équivalentes des paramètres qui appartien
nent à M.o(X).

T héorèm e 2.1.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. il existe k >  1 et ro €]0,1[ tels que pour tout x  de X  il existe un homéomorphisme 
de C K-quasiconforme, prolongeant <p~l et vérifiant $*(0) =  0 et pour \z\ > ro :

'iz  € K CfX, \z\ < R  — £, 

ce qui contredit la définition de R  et prouve en fin de compte que R  < 2. □

R em arques.

1. La proposition fournit également une borne du lieu de connexité par 2.

2. La majoration précédente est en fait optimale comme le montre l’exemple 
c(x) =  (c2(a;),co(x)) =  (1, —2) auquel cas K CtX =  [-2; 2].

O

P c,x(^x(z))  =  $ n x )(c2(x )z2).

2. Il existe mo  > 0 et une famille (Vx)xex  de domaines de Jordan vérifiant pour 
tout x  G X  :

D (0,m 0) C Vx C Fc>x, PC,X(VX) c Vf(x)

e t

mod{PcJ(yf{x)) \  Vx) > m0.

3. Pour tout x, FCyX est connexe et non vide, et il existe k >  0 tel que :

< ^ , . , . , ( 0 ,^ ( 0 ) )  <  * V* e  X , Vn € N.
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4- Pour tout x, FCjX est connexe et non vide et il existe C > 0 et \i > 1 tels que : 

|(-P«)'M | > c y  Vx 6 X, Vz € Vn € R

5. Pour tout x, FCtX est connexe et non vide, Fc est ouvert et il existe A e]0;l[  
tel que pour tout compact A C Fc il existe C > 0 tel que :

|(PeV w )'(P™(2))| < C \"  V(i,z) e A, Vn € N, Vm e N.

6. Pour tout x, 0 et Pc,a;(0) appartiennent à la même composante connexe de 
FCtHx) et il existe N  > 1 et A g]0; 1[ tels que :

|( f 2 / - (.,) '(* ïï(0 ))| < ÀVx € X , Vm G N.

7. Pour tout x, Uc,x est connexe et non vide et il existe eo > 0 ¿ei que pour tout 
x  € X , toute Eo-pseudoorbite issue de (x, 0) est bornée.

On appelera Aio{X) l’ensemble des paramètres c 6  M (X )  qui satisfont l’une de 
ces sept propriétés. Mentionnons tout de suite, quelques conséquences immédiates 
du théorème ci dessus.

1. La propriété 2 garantit que M q(X) est un ouvert de M (X )  pour la topologie 
de la norme uniforme.

2. Si c € A4o(X) alors Uc>x =  Fc<x et Fc est un ouvert de X  x C.

3. Si /  est un homéomorphisme de X , alors Pc admet une unique section invari
ante attractive, c’est-à-dire une application continue a : X  — > C telle que 
PCtX(a(x)) =  a (f(x ))  et a(x) € FCtX pour tout x  de X . Pour s’en convaincre, 
il suffit de poser :

a{x) =  H Pcj--(x)(BueJ. n{x)(0 ,2 k ) \
n€N v 7

Signalons dès à présent que dans la propriété 2 , il n’est pas nécessaire que les 
domaines Vx soient des domaines de Jordan. En effet, compte tenu des minora
tions du diamètre intérieur de Vx et du module de l’anneau Px 1(Vf(x)) \  Vx, les 
distances c?(5P~1(V/(I)), Vx) sont uniformément minorées. Ainsi, si Vx est un ouvert 
simplement connexe, il est toujours possible de le réduire légèrement pour obtenir 
un domaine de Jordan (et même si nécessaire avec un bord analytique) tout en 
conservant la propriété 2 .

Avant d’aborder la preuve de ce théorème au paragraphe suivant, nous présentons 
maintenant quelques exemples d’éléments de A4q(X).

• Si c(x) = (1, 70) avec 70 un élément de la cardioide principale de A4 alors pour 
tout x G X , K CtX = K 70 o ù  K yo est le Julia rempli de z -» z2 +  70.

31



• Si c =  (c2,co) appartient à A4(X) avec |co(x)| < j  alors c G A4o(X). Tout 
d’abord, on constate que D{0, | )  C K c>x car,

\z \ < \  ==► Ic2(x)z2 +  co{x)\ <

On pose Vx = D(0, | )  et d’après la caractérisation 2 on en déduit que c € 
A'io(X). Soulignons que ce cas a déjà été étudié partiellement par S. Heine- 
mann (cf [Hei96]) lorsque X  est le Julia d’un polynôme complexe.

Enfin, nous donnons un exemple de paramètre de M.{X) n’appartenant pas à 
A4o(X), qui illustre dans quelle mesure des phénomènes nouveaux (par rapport à la 
situation classique) peuvent intervenir.

On construit un compact X , /  une application continue sur X  et une fonction 
c € JA (X ) telle que pour tout x, Uc>x — FCtX est connexe non vide et 0 G Uc<x bien 
que c ^ A io(X ). Notons X  le compact de R suivant :

X  =  {0} U { - ,  n G N*} U {2}.
Tb

f  la fonction continue de X  dans X  définie par :

• /(0 ) =  0 et /(2 ) =  2 ;

•  m  = 2 ;

• f ( n )  = tT ^T  si n > 1.

Il reste à définir la fonction c, soit 0 < <5 < 1, on pose :

• c(0) =  0 et c(2) =  0 ;

• c ( i )  =  8n~x — â2n si n > 0.

En premier lieu c est une fonction continue de X  et K Cto =  K c<2 =  B. Ensuite, 
notons on =  <5n, par récurrence, on montre très facilement que :

■^ c , l /n  f l  R  =  [ £ln , An]*

Ce qui prouve, d’une part, que 0 G K c>i/n et d’autre part, que d(0,dKCti/n) < |a„| ; 
donc c G A i(X )  par contre c ^ A4q(X). En outre, =  Vt et C/c,2 =
Uc,o — D donc, pour tout x  de X , Uc%x =  Fc<x. Remarquons également que dans ce 
cas pour tout x  G X , K CtX est un /cx-quasidisque.

Cet exemple montre bien la nécessité d’avoir des constantes uniformes (par rap
port à rc) dans l’énoncé du théorème. La compacité de la base, ne suffit pas à garantir 
a priori cette uniformité.
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o
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Figure 2.1: Exemple de Julia fibré.

2.2 Preuve du théorèm e principal

Ce paragraphe est entièrement consacré à la preuve du théorème 2.1.2. La démonstration 
s’articule autour des propriétés centrales 1, 2 et 3, à partir desquelles nous allons 
déduire toutes les autres.

La première étape importante sera donc de montrer l’équivalence entre ces trois 
propriétés. En second lieu, on établira l’équivalence entre 2 et 3 d’une part et 7 
d’autre part. Ensuite, on s’attachera à prouver la suite d’implications 2 =4> 5 =>■ 6 =*►
7. Enfin, le dernier pas résidera dans la preuve de l’équivalence entre la propriété 4 
et toutes les autres.

Signalons que, comme au chapitre précédent, par souci de lisibilité et de clarté, 
nous omettrons le paramètre c dans les notations de Pc>1, K c>x, Ec<x, FCtX et Uc,x que 
nous écrirons simplement Px, K x, Ex, Fx et Ux.

Nous nous attachons en premier à l’équivalence des propriétés 1 et 2. Remar
quons que la propriété 1 implique, en particulier, que l’ensemble de Julia est un 
/c-quasicercle, puisque pour tout x, Ex — $ a

PREUVE DE 1 =» 2
Posons Vx =  <3>X(-D(0,r0)) et Wx — Px l{Vf{x)), alors par hypothèse PX(VX) =  
$ /(x)(.D(0,7q)). Il suffit pour démontrer l’assertion 2 de s’assurer des minorations 
du diamètre intérieur de Vx et du module de l’anneau V/(x) \P X(VX). Comme <3>x est 
k—quasiconforme :

K

d’où :

mod(£)(0, r0) \  D {0, r§)) < mod(V/(x) \  Px{Vx)) <  Kmod(D(0, r0) \  D (0, rg))

m0 < ( ^ )  <  mod(V¡r(x) \  PX(VX)).

Par ailleurs, les applications <3?x forment une famille normale. En effet, elles sont 
K-quasiconformes et sont tangentes à l’identité en l’infini. Il en découle l’existence
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D (0,m 1) c $ x(D(0,r0)) = Vx.

□
PREUVE DE 2 =* 1 _
Vx étant donné on note Wx = P^iV /fa)) et A(x) — Wx \  Vx.

Lem m e 2.2.1 II existe k  > 0 tel que pour tout x de X  il existe rjx un difféomorphisme 
K-quasiconforme de <C, holomorphe sur Vf (*> qui coïncide avec l ’identité sur le complémentaire 
de W/(x) et qui vérifie : T]x(c(x)) =  0.

Vérifions tout d’abord que ce lemme permet effectivement de conclure. Soit 
Px = tjx o PX) pour tout x € X . On définit ax, un champ d’ellipses, en prenant ax le 
champ de cercles sur CK X U  Vx, et en le choisissant invariant par Px sur :

d’une constante m \  ne dépendant que de k  et de tq telle que :

et

m o d (D \^ (P - i(W /(,))))  > C0,
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avec la convention Px =  Pj•»-!(*) o . . .  o Px.

Comme les ensembles A (x ) ,. . .  , ^ A ( fn(x ) ) j , . . . ,  sont disjoints, ax est

bien défini. Notons /i* le coefficient de Beltrami de ax et prolongeons ¡jlx sur les 
parties de C où fxx n ’est pas encore défini en posant px(z) = 0. Par construction, 
les cercles ne sont distordus qu’à la première itération car Px est analytique sur le 
complémentaire de A(x), donc :

v*ejr, IM U  < < i-

Considérons alors la solution de l’équation de Beltrami :

_  Bipx

telle que tpx (0) =  0 et ^  est tangente à l’identité en l’infini. Par construction, 
ipf(x) ° Px ° *Pxl es  ̂une application holomorphe de degré 2 avec le point et la valeur 
critique en 0 donc V'/(x) ° Px ° ipx l (z) = C2(x)z2.
Remarquons que Px =  Px sur le complémentaire de Px l (Wf(x)) et que tpx est holo
morphe sur Vx. Nous avons également, du fait de la «-quasiconformité de 'tpx :

mod^D \  tpx( v S j  > moà(i>x(Wx) \  ijjx(K ) j  > i m 0,

(pí)~'(.4(nz)))

(*)

1 — K
1 +  K

dipx
ßx



où Cq est une constante indépendante de x. Du théorème extrémal de Grôtzsch, on 
tire l’existence d’un réel 0 < ro < 1 tel que pour tout x  de X  :

C D(0,r„).M P ï\w m ))

On obtient alors la propriété 1 en considérant $ x =

PREUVE DU LEMME 2.2.1.
Comme nous l’avons déjà remarqué on peut supposer que le bord de A(x) est con
stitué de deux courbes analytiques. En fait, quitte à réduire encore un peu les ouverts 
Vx, on peut supposer que ces courbes sont des Â’-quasicercles et que A(x) est l’im
age de l’anneau B \  D(0,1/2), par H ^ x) un difféomorphisme Â’-quasiconforme, de 
norme C1 uniformément bornée en x.

Soit 6X une représentation conforme de Vj(x) sur B  avec 0X(O) =  0 et 9x(c(x)) =  
ax. Soit ipax la bijection holomorphe de B définie par :

f \ z + ax 
V a x {z ) = 1 +  zax

On pose alors, r\x — 9~1 oipax o9x. Pour l’instant t]x est définie sur V/(x), holomorphe 
et vérifie rjx(c(x)) =  0. Nous pouvons alors, prolonger rjx de façon /c-quasiconforme 
à A (f(x ))  pour coïncider avec l’identité sur le bord extérieur de A /(x). En effet, par 
Ha (/{x))i on se ramène au problème du recollement entre un difféo de dD(0,1/2) de 
norme C 1 bornée, avec l’identité sur S1. Cette opération ne pose aucun problème 
et fournit une extension /c-quasiconforme de rjx qui coïncide avec l’identité sur dWx.
□
R em arque. De la preuve ci-dessus on déduit que la propriété 2 implique en parti
culier l’égalité :

F, = u  r a _I(Vr>w) (2-1)
n€N

PREUVE DE 3 =* 2
On démontre sous la forme d’un lemme le point le plus important de cette implica
tion.

Lem m e 2.2.2 Sous les hypothèses de la proposition 3. il existe p > 0 tel que 
d(f»(0), £/»(„))>  p.

PREUVE
Ce lemme tient essentiellement au théorème et aux estimations de Koebe (voir 
[Dur86]). Nous allons dans un premier temps montrer qu’il existe <$o > 0 indépendant 
de x  tel que D(0, <50) C Fx.

x  étant fixé dans X , soient 5X =  d(0, Ex) et hx une représentation conforme de 
B sur jF/(x) telle que hx(0) =  c(x) et on note ax = h~1(0). En vertu du théorème 
1/4 de Koebe nous avons :

\hx(0)\ < 4d(c(x),E/(x)) = 4ôx.
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En appliquant cette fois, les estimations de distorsion de Koebe à la fonction hx/5x, 
on déduit :

d(0, Em ) < kiSl 

où k\ est une constante qui ne dépend que de k.
Si ôx est “trop petit”, c’est-à-dire s’il existe A < 1 tel que 6X < alors 

d(0, £/(x)) < A<5X et par induction d(0 ,E jn ^)  < An<5x. D’où :

lim <2(0, Efn(x)) =  0.
n—>-foo x j  \  j '

Comme 0 se rapproche arbitrairement de £yn(x) et que c ( fn(x)) est à une distance 
hyperbolique bornée de 0, nous pouvons en déduire que c ( fn(x)) tend vers 0 quand 
n tend vers l’infini. Plus rigoureusement, notons £/n(x) =  d(0 ,E /n^), alors 
d(c(fn(x)), Ef  n(x)) et d’après les inégalités de Koebe, il existe une constante k2 = 
k2{k) telle que :

lc( / n 0*0)1 < M?»(x),
d’où

lim |c(/n(:r))| =  0.n-̂ +oo 1 v v
Or, nous avons déjà souligné (exemple 2 du paragraphe précédent) que si

|c ( /”(z))l <  \  alors D(0, \)  C K,„ix),

ce qui contredit le fait que d(0>E/n(x)) tende vers 0.

Maintenant que nous avons établi que d(0 ,E x) > Ôq, en appliquant les inégalités 
de Koebe, nous déduisons immédiatement que les représentations conformes de Fx 
centrées en 0 forment une famille normale et qu’il existe p > 0 tel que :

B fx{0,*0 C {z , d (z ,E x) >  p }, 

ce qui achève la preuve du lemme 2.2.2. □

Notation : pour tout n  G N, x  G X  et pour y € f~ n(x), Cy(x) = P ”(0) désignent les 
points postcritiques d’ordre n appartenant à K x, avec la convention cx(x) = 0.

D’après le lemme de Schwarz, il existe 0 < r  < 1, tel que dans Bpx (0,2k) les 
longueurs hyperboliques soient uniformément contractées d’un facteur (1 — r) par 
les applications Px. Posons :

K =  U  B F,(q (x ) ,k )  
n£N, j /€ /” n (x)

Vx est un ouvert simplement connexe et par hypothèse Vx c Bpx{0 ,2k). De plus, en 
vertu du lemme 2.2.2, il existe 5i > 0 tel que pour tout x  de X , D(0, S\) c Vx.
Par ailleurs,

P,(V.) C U Bf,m ( px(<Ç(*)), (1 -  r)*),
n€N, y€/-n(x) V '
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donc PX(VX) est relativement compact dans Vj{x) et plus précisément :

dFf(X){Px{Vx)>dVf(x)} >Tk.

D’après le lemme 2.2.2, d(Px(Cy(f(x))),Ef(x)) > p, donc il existe ô2 indépendant de 
x  tel que :

d(Px(Vx),dVm ) > ô 2.

Comme le diamètre de V/(x) est minoré et majoré il existe 63 > 0 tel que :

mod(V/(x)\P , ( T O ) > ^ .

□
PREUVE DE 2 =*► 3
Si U C V  sont 2 disques topologiques, on note diamy(£/) le diamètre hyperbolique 
de U relativement à V. Pour tout x  de X , Vx C Fx donc :

dFfnM( 0 ,P ï m < d v fHx)( 0 ,P m )  < diamV/n(x)(P?(Vx))
< diamV/n(x)(P/n-i(x)(Vf n-Hx)))

Par hypothèses pour tout y de X  le diamètre euclidien de Vy est majoré par 4 et 
minoré par m 0. De plus :

m odiPy1 (Vy) \% )  > mo-

Du théorème extrémal de Grôtzsch, on déduit l’existence d’une constante k = 
k(mo) > 0 telle que diamv/(w)(Pî,(V^)) < k d’où dpfn(x)(0 ,Px {0 )) < k. □

On s’attache maintenant à l’équivalence entre la dernière propriété et les trois 
premières.
PREUVE DE 2 =* 7 
Posons :

do =  inf d(Px(Vx),dVm )

alors do > 0 et Vx C Ux(do). Par conséquent, d’après l’égalité 2.1, Ux = Fx et 
0 € Ux(do). □

PREUVE DE 7 2 et 3
Soit Fx la composante connexe de Fx contenant 0. Par hypothèses Ux C F% et 
d’après le corollaire 1.5.4, en fait Ux =  0 et c(x) appartenant à C//(x>, on note 
d(x) = dÜHx)(0 ,c(x)).

Lem m e 2.2.3 d est une application bornée sur X .

Il suffit compte tenu de la compacité de X , de montrer que d(x) est localement 
bornée. Fixons x  dans X , soit r > d(x) et notons Dr = Buf(x)(0,2r). Nous allons 
montrer qu’il existe W  un voisinage de x  dans X  tel que pour tout y de W , Dr C 

u f(y)-
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Tout d’abord, d’après la propriété de eo-pseudoorbite bornée, P* (0) G U fn^(e0). 
Si K \ désigne le double de la constante de Lipshitz des applications Px, par exemple 
Ki = 10, alors :

£>(f?(0), | r )  C [/,„(,), Vn > 0.
•ttl

Ensuite, d’après le théorème 1.5.3 du chapitre précédent, il existe N  = N (x ,r)  
tel que :

N  étant maintenant fixé, par continuité de P /^ ,  il existe W  un voisinage de x  dans 
X  tel que si y G W  alors :

c  d (p%v)( o ) , | | ) .

Par conséquent, P ^ ( D r) c  Ujs+i(y) et du fait de l’invariance de Uc par Pc, on en 
déduit que Dr C U/çv).

Par ailleurs, on appelle C(r), une constante positive ne dépendant que de r, telle 
que Bufix)(0,r) C -Bjor (0,C(r)). Quitte à restreindre éventuellement W , on peut 
supposer par continuité, que si y G W  alors c(y) G Bu/ix)(0,r), donc :

d(y) = dUnv)(0,c(y)) < dDr(0,c{y)) < C{r).

Ainsi, d(x) est localement bornée et le lemme est démontré. □

On désigne <5 =  supx€X d(x). Fixons n dans N, x  dans X  et notons c* =  
P}n-i(x)(0), pour 0 < i < n. Pour tout i de N, c» G £//»^  et nous venons d’établir 
que :

dUfnM(d,Ci+1) < ô pour 0 < i < n.

Nous avons également souligné que sous l’hypothèse 0 G Ux(eo), il existe £ tel que 
d(ci, dU/«(*)) > e pour tout îg N .

Pour commencer, nous allons démontrer un petit lemme qui affirme que les boules 
hyperboliques de centre c* et de rayon ô sont à une distance minorée du bord de
u fn{x).

Lem m e 2.2.4 II existe e' = e'(S, e) tel que si Z  G J7/«(x) ei d(Z, dt//»(x)) > e, alors :

Bu,nM {Z,6) c  {z, d(z,dUfn(x)) > e'}.

PREUVE DU LEMME 2.2.4
Fixons Z  G Ufn(¡p) avec d(Z ,dU fn^) > e. Soit h une représentation conforme de D 
sur telle que h{ 0) =  Z , d’après Koebe pour tout z g D :

¿(hW .ahtD )) >  I |ft'(z)|d(2,ai>) > iM îH |f t ' ( o ) |d ( 2,aD) (2.2)

(2.3)
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Par ailleurs, |/i'(0)| > e et par hypothèse si h(z) G Bu/n(x)(Z,ô) alors :

d(z,m) > i _ îLii = c(î).

Donc e' =  ^eC (S )2 répond aux exigences du lemme. □

Considérons ensuite, B° la composante connexe de {z tels que d(z, dUjn(x)) > e'} 
qui contient 0. Du lemme ci-dessus, on déduit que :

U  B ufn(x)(ci,ô) C {z, d(z,dUf n{x)) > e'}.
i<n

Comme la réunion de ces boules hyperboliques est connexe, en fait :

u  B a ^ c . S )  C El}.
i<n

Nous allons à présent recouvrir 5° par un nombre fini de boules hyperboliques de 
rayon S. D’après les estimations de Koebe, il existe <$i =  Æi(e') tel que si a; € £//n(x) 
et d(uj, dUfn(x)) > e', alors :

D(uj,6i ) C B Ufn(x)(io,ô).

Par ailleurs, le diamètre de B®, est inférieur à 4 ; on peut donc recouvrir BQe, par 
N  boules de rayon hyperbolique 8 et de centre uj €. où N  est un entier qui ne 
dépend que de Si. En particulier, N  ne dépend ni de n dans N, ni de x  dans X . 
Finalement, 0 € donc pour tout z de du/n(x)(0,z) < N8 et par conséquent, 
pour tout 0 < i < n :

dufn(x)(0,<k) < NS =  k.

Nous avons à ce stade pratiquement démontré la propriété 3 à ceci près qu’il faut 
remplacer dans son énoncé Fx par Ux = F°. Il manque, a priori, la connexité de 
Fx. Pour conclure, on vérifie alors aisément que la preuve de l’implication 3 =» 2 
fonctionne toujours en remplaçant Fx par Ux et conduit à l’existence de la famille 
d’ouverts (Vx)x^x  satisfaisant la propriété 2. □

R em arque. On aurait pu “affaiblir” la condition 3 en la remplaçant par : il 
existe une famille {Ox)xex  d’ouverts simplement connexes bornés tels que 0 G Ox, 
Px(Ox) = 0 /(x) et il existe k > 0 tel que :

dOfnM( 0 ,P ? m  < k  V*6 X, Vn G N.

PREUVE DE 2 =* 5
Nous commençons par le lemme assez général suivant, qui impliquera en particulier 
que Fc est ouvert. Soit £ = {(x, z) € X  x C tels que z G Ex}.

Lem m e 2.2.5 Si Ex est un K-quasicercle pour tout x de X  alors € est fermé.
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PREUVE DU LEMME 2.2.5.
Supposons par l’absurde que (x, z) soit un élément de £ \  £ ; £ C K  et K  est fermé 
donc (x, z) € K.

o o

On considère donc z £K X et r > 0 tel que D (z,r) CKX. Fixons 0 < e <<  r. Ex 
est semi-continu inférieurement par rapport à x, il existe donc W(e), un voisinage 
de x tel que si y € W  (e) alors :

d(Ex,E y) = sup d{z,Ey) <

Soit Ay =  {z1, . . .  , zk(y)} un sous-ensemble fini de Ey tel que :

d(Ex, Ay) < £ et d(Ay,E x) < £

(la distance de Haussdorf de Ay à Ex est plus petite que e). Ey est un /c-quasicercle, 
on peut donc ordonner les zx le long de Ey. On désigne (z1, zj ) l’arc de plus petit 
diamètre, inclus dans la courbe Ey et qui relie z* et zK

Prenons y dans W(e) de telle sorte qu’il existe Z  € E y tel que \Z — z\ < | .  
Comme u =

Il existe Zi et Zj tels que \zl — z*\ < 2e et

diam(z*, Z*) > r — 2e 

Nous obtenons finalement, Ey étant un K-quasicercle, l’existence de C(k) tel que

diam(jz*, z*’) < CÇk^z1 — z*\,

donc
C(K) > 1 ^ 2 « . 

w  2e
Comme cette dernière inégalité doit être vérifiée pour tout e > 0, on conclut que

O

l’hypothèse z EKX contredit le fait que Ey est un /c-quasicercle pour tout y. Donc 
€ est fermé, ce qui signifie que £ = E  — dK. □

Soient Wx =  Px l (Vj(x)) et A(x) l’anneau Wx \  Vx. Dans un second temps, nous 
prouvons qu’il existe C > 0 et A < 1 tels que pour tout x de X  et pour tout z de 
Vx :

I (P,”)'(*))! < CA”. (2.4)

Fixons x dans X  et z  dans Vx. Pour tout n 6 N, considérons une représentation 
conforme de W/»»(x) sur B, telle que 9 f n(x){Px (.z)) — 0- Montrons qu’il existe r0 
indépendant de x, 0 < ro < 1 tel que pour tout n > 0 :

9 f n(x)(,Vfn(x)) C D(0,ro).
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Soit r(y) =  maxz€gy(vv) \z\, alors 0 < r(y) < 1 et par définition gy{Vy) C D(0,r(y)). 
D’après le théorème extrémal de Grôtzsch (cf. [LV78]) pour tout y de {x , . . .  , f n(x),. . . }  :

m 0 < mod(gy(Wy \  Vy)̂ j < -^/¿(r(y)),

où n(r) est une fonction elliptique qui tend vers 0 quand r tend vers 1. Il existe 
donc r 0, un réel tel que si r0 < r < 1, alors ¡jl{t) > 27rm0 et par conséquent r(y) < r0 
pour tout y.

Ensuite, notons Py = g/(y) o Py o g~l. Du lemme de Schwarz on déduit que 
|-Py(0)| <  r0 pour tout y de {x , . . .  , f n(x) , ...} , donc |(P* )'(0)| < r j  pour tout n.

Nous avons déjà mentionné à plusieurs reprises que pour z G Vx, d(z,dW x) > <50 
donc, a fortiori, d(Px (z), âW/»^)) > 5o- En vertu du théorème de Koebe, il existe 
Ci(5o) et C2{âo) telles que pour tout n G N et pour tout z  G Vx :

Cj(io) < !(»/.(,>)'(i?(*))| < C,(io)

d’où :

l(Pi),(2))l -  W r f * -  (2-5)

Enfin, considérons A =  x A*, un compact de F , nous allons nous
ramener au cas précédent, en montrant qu’il existe ni G N tel que P ni (A) c  
Uzexi^} x Vx. On se donne k(A) une constante supérieure à k, la constante in
tervenant dans la seconde propriété, telle que pour tout x G X , dpx (0, Ax) < A:(A), 
k(A) est bien définie car F  est ouvert.

Dans Bpx(0,2k(A)) les longueurs hyperboliques sont uniformément contractées 
par Px d’un facteur 1 — r  avec r  > 0. A* c  Bpx{0 ,k(A)) d’où :

Px(Ax) C B Ff{x)(Px(0), (1 -  r)fc(A))

et
F î(A,) C B rr M (P?(0), (1 -  r)nk(A)).

Par ailleurs, pour n > 0, d(Px( 0), dV/n^) > 50 donc il existe p  > 0 tel que :

B Ffn (x) (P x (0), p) C Vfn (x).

Si ni satisfait (1 — r )nifc(A) < p alors :

P ni (A) c  |J  {*} x V*-
Xex

La propriété 5. est maintenant immédiate. On note ci =  max(v )g/f IC^x1)^2)! 
pour n > ni et m > 0, on écrit :

(p ? .« ) '^ « )= ( ^ w)'(jt(*)) >< (p£zn.$  (!?*"(*))■
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Il vient, compte tenu de 2.5 :

(P?.(„)'(J7W)| < < Cri

PREUVE DE 5 =>• 6
Fx est connexe et non vide, donc 0 € Fx et par conséquent, Px(0) € F/(x). On peut 
ensuite appliquer 5. au compact A = {(x, 0) x € X} et la propriété 6. en découle 
immédiatement. □

PREUVE DE 6 =» 7
Si Ux et Fx sont les composantes connexes de Ux et Fx contenant 0 ; d’après les 
généralités sur l’ensemble stable par chaînes, Ux = Fx donc Px(0) € U^xy Con
sidérons Ux une composante connexe de Ux, d’après la propriété 1.5.2 il existe p > 0 
tel que P£{UX) = UfP(xy Du fait que Py(0) € pour tout y de X, on tire que 
P?{Ul) = Ufm(x) pour tout m < p, ceci implique, en particulier, que Ux = Ux et 
que Ux est connexe.

N  et A les constantes de la propriété 6. La dérivée seconde de Px est uni
formément bornée sur X, donc il existe £\ > 0 et A < 1 tels que pour tout entier m 
et pour tout z € D(P™(0),£i) :

□

O’rw)'« < A<1.

Fixons 0 < A* < À tel que A* + A < 1. Si K\ désigne la constante de Lipschitz de 
Px restreint à Kx, nous affirmons que toute -pseudoorbite issue de (x, 0) est

bornée. En effet, considérons ( /n(x), zn)neN une * -pseudoorbite issue de (x, 0).
N K X

Dans un premier temps, on démontre que :

IPfkif(s){zhfi) ~  *(k+i)Jv| <  A*&i. (2.6)

Posons y = f kN(x) et écrivons :

\P y (^A r)-Z (i+ l)^ | =  \P ÿ (zkN) - P ^ 1(ZkN+l)+PfÎ̂ )1{ZkN+l)+- ■ ■+Pf»-i(y){zkN + N -l)-Z (k+l)N\

il s’ensuit que :

N—2

(.zkN) Z(fc-|-i)7V'| <  \Pfi(y){ZkN +i)-P ^Jiy)l \ z kN+i+i)\+ \P fN -l(y)(zkN+N-\)-Z(k+l)N \ <  X*£U 
i=0

chaque terme de cette somme étant majoré par • Ensuite, par récurrence, 

montrons que |P*^(0) -  zk̂  \ < £i pour tout k de N.

|Pi‘+1>"(0) -  *(i+1)„| < |pj*+1>"(o) -  P^wfe«)! + IPji/.wfe«) -  *(i+.)«l
<  Âsx “t" X*E\ <C £j.
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Nous avons majoré le premier terme du membre de droite en appliquant l’hypothèse 
de récurrence au rang k et le second à l’aide de la majoration 2.6.

Finalement, la suite (zjtAr)*eN est bornée. On en déduit immédiatement que 
(^n)n€N est également bornée. □

Le dernier obstacle qu’il nous reste à franchir pour achever la preuve du théorème 2.1.2 
réside dans l’équivalence entre la propriété 4 et toutes les autres.
PREUVE DE 2 =* 4
Soit A(x) l’anneau .0(0,4) \ Vx et B{x) =  P~x ^A (f(x ))j. On note P a ( x ) ( z )  et 

P b ( x ) { z )  les coefficients des métriques hyperboliques dans A(x) et B(x) au point z.

Lemme 2.2.6 II existe A > 1 tel que pour tout x de X  et pour tout z de B(x) : 
PB(x)(z) > ApA(x){z).

PREUVE.
A(x) et B(x) sont des anneaux de diamètre borné. L’existence du réel A découle 
immédiatement du fait que B(x) est inclus dans A(x) et qu’il existe ô > 0 tel que 
d(B(x),dA(x)) >5. □

Considérons Px : B(x) — y A (f(x)), c’est un revêtement de degré 2, donc une 
isométrie locale pour les métriques de Poincaré, d’où pour z € B(x) :

Pa{}{x))(Px{z])\Px{z)\ = Pb(x){z).

D’après le lemme précédent, si z € B(x) :

PA(f(x)){Px(z))\Px{z)\ > APa (x)(z)- 

En itérant ce calcul élémentaire n fois, on obtient pour z € Ex :

\P'X{Z)\\P'Î{X){PX{Z))\ . • • |P}n-1(æ)(Pæn- 1(z))|^ (/n(x))(P;(z)) > AnPA(x)(z).

Si z € Ex, alors Px {z) G ¿ïy»(x) pour tout n de N et de plus d(z, dA{x)) > <50 où â0 
ne dépend ni de x ni de z. On en déduit qu’il existe Ci(Æo) et C ^o ) telles que pour 
tout x et tout z € Ex :

C 2(ô0) <  Pa(x){z) < Ci(So).

En effet, pa{x){z) est comparable à l’inverse de d(z, dA(x)) et cette distance est à la 
fois majorée et minorée lorsque z parcourt Ex.

En définitive, pour x € X , z G Ex et pour n G N :

□
Reméirque. Si A(R) = {z, 1 < |z| < i2}, alors :

. (v\ _  logÆ \dz\ 
sin(2EgM) |z| *
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Nous commençons par démontrer que sous l’hypothèse 4, l’ensemble £  =  {(rc, z) tels que z G 
Ex} déjà introduit plus haut est un compact.

PREUVE DE 4 =► 2

Lem m e 2.2.7 £ est un fermé de X  x D(0,2). 

PREUVE.
On note £  l’adhérence de £  dans X  x D(0 , 2). £  est invariant par P -1 (si {x, z) € £  
alors P (x ,z )  G £).

Supposons à présent qu’il existe (x i,Z i) G £ \ £ .  K  est fermé, donc (xi,zi) G K  
et Z\ E FXl.
Soit D (zi,r ), un disque centré en z\ inclus dans FXl. Par hypothèse, les ensembles 
P £(D (zi,r)) pour k  G N sont bornés car ils sont contenus dans Kjk(xy  En appliquant

la formule de Cauchy, on déduit que les dérivées son  ̂uniformément bornées

en zi, pour tout k  de N, ce qui contredit manifestement (aa,zi) G £.
D’où, £  =  £  et £  est un fermé de X  x £>(0,2). □

Le lemme signifie exactement, d’après la caractérisation 1.4.1, que l’application 
x  i—y E x est semi-continue supérieurement. Comme par ailleurs, nous avons déjà 
établi la semi-continuité inférieure, nous obtenons finalement que x t-¥ Ex est con
tinue pour la distance de Haussdorf.

Soit 1 < /ii <  fj,, par hypothèse, il existe N  € N tel que pour tout x € X  et pour 
tout z  € E x :

(/>")'(*) > > 1-

fixons 1 <  ¡x2 < Aii et W  un voisinage compact de £  tels que, si (x, z) G W , alors : 

(P " ) '( .) | >  [¿2 > 1* On définit alors, cr une application continue de x  et z  par :

cr(x,z) = ax(z) =  (\P x(z)\... |(P*-1)'(2)l) * •

Par construction, a  satisfait la relation :

a { f(x ) ,P x(z))\P^(z)\ =  a(x,z)\{P ” )'(z)\-b. (2.7)

Notons dax la distance relative à la métrique a(x,z)\dz\. Si 0 > 0, Dffx(z,9) désigne 
le disque ouvert de centre z  et de rayon 9 pour la distance dffx.

a est continue sur X  x  C et strictement positive sur W , donc dfft est équivalente 
à la métrique euclidienne. Plus précisément, il existe C\ et C2 des constantes stricte
ment positives telles que pour tout (x , z) et (a:, z') € W  :

Ci\z — z'\ < dffx(z,z') < C2\z — z'\.
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Par conséquent, il existe r  > 0 tel que pour tout x G X  et üj G Ex alors {x} x 
D(üj, r) C W' et pour tout z, z! € jD(w, r) :

danx){Px{z),Px{z')) > \ixdax{z,z').

Soit 9 > 0, on définit :

AXte — {z e  Fx, tels que d„x(z,dFx) < 9}.

En premier lieu, on fixe 9 > 0 assez petit de telle sorte que pour tout x de X , 
{x} x AXtg C W.

Ensuite, considérons Bx une composante connexe du complémentaire de À*,*. 
Alors, du fait de l’expansivité de Px pour la distance da, PX(BX) est incluse dans 
une composante du complémentaire de A/(*),* (si z  G dBx alors dffx(z, Ex) =  9 et 
^/(*) (Px(z), Ef(x)) > 9).

Soit Vx la composante connexe du complémentaire de AXt$ contenant 0. Remar
quons tout de suite que si \z\ < alors z  € Vx. En effet,

|(P")'(2)| = |2*(P'f-)l)'(P,(z))|

< 2 x 4isr“1|^| < ¡12.

Notons D\ le disque de centre 0 et de rayon 5 = et  D2(x) =  PX(D\). Afin de 
montrer que PX(VX) C V/^) pour tout x de X  nous établirons le lemme suivant :

Lem m e 2.2.8 U existe 9 > 0 tel que pour tout x  de X , D2(x) est inclus dans V/(x).

Nous admettons provisoirement ce lemme. Réduisons éventuellement 9 pour que

29 S2 x 2 s/29 ^

cli J et-scr-r-
Le diamètre intérieur de Vx est supérieur à 5, il reste donc à prouver que le 

module de l’anneau V/(*) \  Px(ÿx) est minoré. On se propose de montrer que 
daHx) (PX(VX), dVx) est uniformément minorée.

Fixons Z\ € dPx(Vx) et Z2 € dV/(x) tels que d ^ x)(Zi, Z2) < 6. Considérons 
Zz € Ef(x) tel que dff/(x)(Z2, Zz) = 9. Soient zx G dVx et z3 G Ex tels que Px{zx) =  Z\ 
et Px{zz) =  Zz avec z\ et z2 des images de Z\ et Z2 par la même branche inverse de 
Px. D’où

\Z1 - Z 2\ < ------^ ------< ^ <  -

et
i i ^  ^  ^  l*i -  *2| <  - f f r -  < r.

H en résulte, compte tenu également que dffx(zi,zz) > 9 :

da/(x)(Zi, Z2) + daf(x)(Z2, Zz) > da/(x)(Zi, Zz) > fJ>2d<rx(zi, zz) > ^ 2d.
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En définitive, da/(x)(Zi, Z2) > ((¿2 — 1)0 pour tout Z x et Z2 donc :

d<,nx){Px{Vx),dVx) > inf{0,/x2 -  1}.

La distance euclidienne de PX(VX) à dVx est donc également minorée. D’après Koebe 
il existe £0 > 0 tel que :

mod (Vf{x) \  Px{VxŸ) > £o-

□
PREUVE DU LEMME 2.2.8. Par l’absurde, on suppose qu’il existe une suite 
(zn)neN d’éléments de X  telle que D\ et Z^C^n) appartiennent à des composantes 
connexes distinctes du complémentaire de Ai/niXn. Quitte à extraire une sous-suite 
on peut supposer que (xn) converge vers x. De la continuité de l’application x  1-4 Ex

( ( © ) ) ( f @ ì ) ((S))

A?

Figure 2.2: Composantes du complémentaire de A$tX

établie ci-dessus, on déduit que D\ et D2(x) appartiennent à des composantes dis
tinctes de cA i/ntX ceci pour tout n  de N. Ce dernier point entraîne, en fin de compte, 
que Di et D2(x) appartiennent à des composantes distinctes de FXi ce qui est im
possible. □
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Chapitre 3 

Espace des configurations

3.1 Introduction

Après avoir généralisé la cardioïde principale au chapitre précédent, nous voulons 
à présent définir et étudier un équivalent du membre 1/2 de l’ensemble de Man- 
delbrot (M ). Nous étendrons au cadre fibré la caractérisation du membre 1/2, à 
savoir l’existence d’un point fixe répulsif auquel aboutissent les deux rayons externes 
1/3 et 2/3. Dans notre contexte, le point fixe répulsif deviendra une section invari
ante répulsive et les rayons d’argument externe 1/3 et 2/3 y aboutiront toujours, 
on notera M \/2(X) les paramètres qui satisferont ces deux conditions. M.\/2{X) 
désignera le fermé de M i/2{X) tel que les valeurs critiques c{x) sont situées “au- 
delà” des rayons externes 5/12 et 7/12.

1/12

11/12

Figure 3.1: Restriction sur le paramètre.

Le but de ce chapitre est de construire l’espace des configurations qui per
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m ettra de classifier et d’ordonner les différentes combinatoires obtenues lorsque c 
décrit PO- Nous adopterons le point de vue de “l’extérieur” , c’est-à-dire que 
la description combinatoire se fera comme dans le modèle du disque pincé de A. 
Douady (cf [Dou93]), en terme de rayons externes et de relation d’équivalence as
sociée. Cependant, dans notre description, nous ne nous intéresserons qu’aux rayons 
d’argument externe 3^ -  qui sont les préimages des rayons 1/3 et 2/3.

Les paragraphes 2 , 3 et 4 sont consacrés à la définition de l’espace abstrait des 
configurations I « , ,  indépendamment du compact sous-jacent X .  Chaque élément 
de X qo sera une suite de relations d’équivalence sur le cercle correspondant à un 
arrangement particulier de rayons externes. Si Q est l’application de T, Q(z) = 2z 
mod 1, on note :

R q =  {1/3,2/3} et R n = Q~n(R<)).

Dans un premier temps, nous définirons T* un espace topologique ordonné con
stitué de relations d’équivalence sur Rn. Tn sera un ensemble fini, non séparé, 
qui correspondra aux différentes combinatoires d’ordre n, c’est-à-dire que chaque 
élément de Tn spécifiera quels rayons d’argument externes dans Rn aboutissent aux 
mêmes points. Nous aurons naturellement une injection, in+i,n de Fn+i dans Tn 
consistant à oublier les rayons d’argument dans Rn+i \  Rn-

L’espace des configurations proprement dit, X <*>, sera l’ensemble des points 
fermés de la limite projective r« , des Tn. La topologie restreinte rend cet espace 
compact et connexe, de plus, Xoo sera naturellement muni d ’une application continue 
T .

Les éléments de X ^  sont d ’une certaine façon la généralisation fibrée des a- 
laminations implicitement présentes dans les travaux de A. Douady et J.H Hubbard, 
et développées par Thurston (voir [Thu95] ou [McM94]).

Au dernier paragraphe nous expliciterons dans quel sens les espaces Tn et X«, 
sont des objets universels. A chaque suite de revêtements ramifiés en 0, de degré 2 
vérifiant certaines conditions qui interviendront explicitement, nous associerons de 
manière unique et continue un élément de Tn. Si cette suite de revêtements ramifiés 
est infinie, nous pourrons alors lui associer un élément de X«,.

Enfin, nous ferons le lien entre l’espace des configurations et les polynômes fibrés 
de degré 2. Nous montrerons que, pour tout compact X  et pour toute application 
continue /  sur X ,  si c € -M ^P O »  ^ existe h une application continue de X  — >• X «  
telle que le diagramme suivant commute :

X ----------------" X o o

/ T
x — —  x^

h{x) est la configuration du polynôme fibré Pc au point x.
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3.2 C onfigurations d ’ordre n

Dans cette section nous définissons, à l’aide de relations d’équivalence sur T1, les 
configurations finies d’ordre n. L’ensemble de ces configurations, rn, sera muni 
d’une relation d’ordre et d’une structure d’espace topologique compatibles.

Introduisons pour commencer quelques notations :

•  Q(z) =  2z  modulo 1 ;

•  R o =  {1/3,2/3} et Rn = Q~n(R«) ;

•  R!n l’ensemble des composantes connexes de T1 \  Rn ;

•  En = R n UR!n.

Il est commode d’identifier E n au quotient T1'/~ n, où ~ n est la relation d’équivalence 
sur T1 définie par :

* ai I s iO e R n  alors 9 = 9
|  sinon, il existe r' G R!n tel que 9,9' G r'.

E n est de cette façon, un espace topologique connexe et quasicompact (i.e. de tout 
recouvrement par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini, mais En 
n ’est pas séparé). Les éléments de Rn sont fermés tandis que ceux de RUn sont 
ouverts. On note pn la projection canonique de T1 dans En. Par construction pn, 
est continue et ouverte, par contre pn n’est pas fermée. En effet, l’image par pn d ’un 
point de T1 n ’appartenant pas à Rn est un ouvert de En.

Par ailleurs, on introduit Qn,n-1 l’application qui fait commuter le diagramme :

T1-----►T  i

Pn ^  Pn—1
Q n ,n —1

En---------JSW-i

Qn,n-1 est continue et ouverte car pn l’est également. En outre, Qn,n-1 envoie 
surjectivement Rn sur R n-i et R!n sur d’où il découle que Q n , n - i  est fermée.

Notons également, în,n-1 l’injection de En dans En- \  qui fait commuter le dia
gramme :

1*1-----^ - ^ T 1
P n —1Pn

n̂,n—1
Eñ *  En-l

De même que pn, î n , n - i  est continue et ouverte. En revanche, î n , n - i  n’est pas fermée, 
car si r  G Rn \R n - i  alors în,n-i(r) G Rfn- i  et par conséquent, l’image du fermé r est 
un ouvert de E n-  ̂■
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3.2.1 Définition de Tn

Commençons par considérer 7Z une correspondance sur En, 1Z s’identifie à V  une 
partie de En x E n. Notons Qn,n-i(7£) et î„)n_i(7£), les correspondances sur E n_x qui 
s’identifient respectivement aux parties (Q n,n -1 x Q n .n -iX 'P ) et ( în,n -i x în .n -O i'P )  
de E n—\ x En—\.

Espace des configurations d’ordre n
Nous définissons par récurrence, pour tout n de N, l’ensemble Tn constitué de 

relations d’équivalence sur En “admissibles”.

•  T0 =  {70} et Ti =  {71} avec

7 0  =  { { i ¡ } ;  ] | . | [ ;  ] | , | [ }

f f l  2 , rl  5 , ,1 2. .1 1. .2 5 r .5 lA  
71 “  l  3 ’ 3 6 ’ 6 3 ’ 3 6 ’ 3 ^ 3 ’ 6 ’̂ V  6 T

• Supposons r n_i défini alors 7n appartient à Tn si et seulement si Qn,n-i(7») 
et ¿n,n-i(7») sont des éléments de Tn_i.

Commençons par quelques remarques préliminaires. Tout d’abord, les éléments 
de r n sont effectivement des relations d’équivalence sur E n et les classes d’un élément 
7n de r n sont incluses soit dans Rn soit dans R'n. Une autre propriété importante 
tient au fait que les classes d’équivalence ne sont non pas “croisées”, i.e., si a ,6 € T1 
sont dans une même classe de 7  € Tn et si c, d € T1 sont dans une autre classe de 
7, alors le birapport ¡3 {a, b, c, d) est positif.

On représentera symboliquement un élément de Tn par un graphe A  de D, en 
reliant par des arcs les éléments d’une même classe de Rn (dans le modèle du disque 
pincé les éléments d’une même classe sont reliés par les géodésiques de D pour la 
métrique de Poincaré). Les classes d’équivalence incluses dans R!n sont les com
posantes connexes de S 1 \  (A n S1).

Si 7„ e  r n, 7r7n désigne la projection canonique de En sur EnJ jn. E n /in  étant 
muni de la topologie quotient, 7r7n est continue et E n/jn  devient ainsi un espace 
quasicompact et connexe. En revanche, 7T7n n’est ni ouverte ni fermée.

Mentionnons enfin, que les applications Q n,n- i  et i n,n -1 envoient surjectivement 
Pn dans r n_i. Nous reviendrons un peu plus loin, sur les propriétés de ces applica
tions.

R elation  d’ordre sur Tn
Nous munissons Tn d’une relation d’ordre (partielle) de la façon suivante : si 7« 

et 7  ̂sont des éléments de r n, on dira que 7„ est inférieure à 7  ̂et on notera 7n üi On 
si :

r ,r; € Rn, 7r7n(r) =  7r7n(r') implique ttYn(r) =  iryjr').

Pour l’anti-symétrie, remarquons qu’un élément de Tn est complètement déterminé 
par la donnée de ses classes d’équivalence incluses dans Rn-
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Figure 3 .2 : Représentation d’un élément de T4

3.2.2 T opologies de Tn

Nous allons équiper Tn de trois topologies qui se révéleront équivalentes, mais qui 
seront autant de points de vue différents du même espace Tn.

Soient 7Ï, pour i — 1, 2 ,3, les topologies de Tn définies par :

•  7ï est engendrée par les ouverts Ur,r' =  {7n G Tn; 7r7n(r) ^  ^ „ (r ')}  pour r  et 
r ' dans Rn ;

•  F  est un fermé de 72 si et seulement si yn G F  implique que l’ensemble 
{7  ̂ G r n tels que 7„ ^  7^} est inclus dans F  ;

•  % est engendrée par les ouverts Op>p> =  {7n g Tn; 7r7n(p) =  7r7n(p')} pour p 
et ç! dans R

Nous montrons au cours de la proposition ci-dessous que ces trois topologies sont 
en fait les mêmes. La preuve est facilitée par le fait que Tn est fini.

P ro p o s itio n  3.2.1 Les topologies T\, % et % sont équivalentes.

PREUVE. Commençons par prouver l’équivalence de 7i et 72- Soit Ury  un ouvert 
pour 7ï, supposons que 7n ^ Ury  et considérons 7^ dans Tn tel que 7« ^  7„ alors :

*■7» ( r )  =  (**') =  (? ) =  C7"')
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donc 7^ & Ury .  Le complémentaire de Ur,T> est un fermé pour 7^.
Réciproquement, considérons F  un fermé pour % et écrivons :

F =  ,7k} c rn.

Si 7i € F , R (ji) désignent les couples (rj, rj) de Rn tels que r j  ^  r j  et 7r7i(rj) =  
7r7i(r/). Nous avons alors l’égalité des ensembles :

=̂11 n ‘Uw-
Donc F  est un fermé de 7Î, et en définitive, Ti et % sont équivalentes.

Nous prouvons maintenant que 7ï et % sont équivalentes en commençant par 
montrer que 71 est plus fine que %. Soit 0 PiP> un élément de la base d’ouverts de 
%. Nous désignons par C\ et C2 les deux composantes connexes de T1 \  p U p'. Si 
B\ — p n (Ci) et B2 =  Pn{C2)» nous avons, compte tenu du fait que les classes sont 
non croisées :

=  n  ^ri,r2
(r i ,T2)€Bi x B 2n R n  x  R n

dont on déduit que Op>pf est un ouvert de 7Î-
Montrons à présent que % est plus fine que 7Ï. Soit Urur2 un ouvert de 7Î. 

Considérons, à nouveau, C\ et C2 les composantes connexes de T1 \ { r i , 7*2} et notons 
Bi =  pn(Ci) et B2 = Pn(Ç2')' Nous obtenons alors :

^ri,r2 =  U  ^P1,P2 
Pi€Bini^,p26B2ni^

et par conséquent, Uritr2 est un ouvert de %. □

3.2.3 C lasses critique et post-critique

7n étant un élément de Tn, notons 7n_i =  Qn,n- i(7n)- Nous introduisons à présent 
ce qu’il conviendra d’appeler les classes “critique” et “post-critique” de 7n.

D éfin ition . La classe critique de 7n, notée v(7n) est l’unique élément de E n / j n  

invariant par ô 0  -1- |  mod 1.

Compte tenu du fait que les classes ne sont pas croisées, cette classe est effective
ment unique. C’est aussi la seule classe e de 7n qui vérifie Qn,n-i(Qn,n-i(e)) =  e, 
Qn,n-1 restreinte à v ( jn) est une appliction de degré 2 . Nous désignerons également 
c(7„), la classe post-critique de j n, c’est à dire l’image de v ( jn) par Qn,n_i, c ( jn) € 
En—l/7n—1*

Les classes critiques sont toujours incluses dans [g, |]  U [§, |]  et les classes post
critiques dans [§,§].

Vérifions tout de suite quelques propriétés de ces classes particulières dont nous 
aurons l’utilité un peu plus loin.

Proposition  3 .2.2 S o i e n t  j n  e t  P n  d e s  é l é m e n t s  d e  Tn, n o u s  a v o n s  a l o r s  l e s  p r o 

p r i é t é s  s u i v a n t e s  :
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1- î n ,n - l ( v (7 n ) )  =  v (* » ,n - l (7 n ) )  /

2. si 7n € {fin} alors v(yn) D v(/3n) ^  0.

{pn} désigne l’adhérence de (3n dans Tn et v((3n) celle de v((3n) dans En.

PREUVE. Le premier point découle trivialement de la définition. Pour ce qui con
cerne le second, v(7n) est une classe d’équivalence incluse dans En, donc deux cas 
sont à envisager :

•  v ( jn) est inclus dans jRJj. Dans ce cas, c(7n) est inclus dans et nous 
avons nécessairement que c(7„) est inclus dans c(/?n). En effet, par l’absurde 
supposons qu’il existe p G R!n tel que p € c(7n)\c(/?n). Notons pi et p2 les deux 
préimages de p par Qn,n-i- 7r7n(pi) =  ^ ( P s )  tandis que ^ ( p i )  ^  ^„(pa), 
donc l’ouvert 0 PltP2 contient j n mais pas (3n ce qui constitue une contradiction.

•  Supposons à présent que v ( jn) soit inclus dans Rn et toujours par l’absurde, 
que v(7n) H v(/3n) =  0. Soit R  l’ensemble des couples (rt-, rj) de Rn x Rn tels 
que ri, rj appartiennent à v(J3n) et

^finirj).

Avec ces notations,
D  CUr„r)

( r i ,r j)€ R

est un fermé de Tn contenant f3n mais pas j n, d ’où la contradiction. □

Maintenant que Tn est muni d’une topologie, nous revenons comme promis, sur 
la régularité des applications <3n,n_i et ¿n,n_i.

P ro p o sitio n  3.2.3 Les applications Qn,n-i et in,n-1 définies sur Tn à valeurs dans 
r n_i sont surjectives, continues, ouvertes et font commuter le diagramme suiv
ant :

®n,n—1
rn------------ -r n_!

Qn,n—1 Qn-l,n-2

* n -l,n -2
T n~l--------- " T n_2

Qn,n-1 est en outre fermée.

PREUVE. On profite avantageusement des multiples caractérisations de la topologie 
de rn. La surjectivité des applications et la commutativité du diagramme sont 
immédiates. Pour ce qui concerne la continuité, si j n d 'in alors :

®n,n—l(7 n )  — ®n,n— l(7 n )  Q n,n—1 ( i n )  Q n ,n—\  (Tri) >

ce qui prouve que l’image réciproque par Qn,n- i  et in,n-i d’un fermé de Tn (pour 
%) est un fermé de Tn_i.

5 3

*&.(*■<) =  K ß n ( r j ) .

F



Montrons que Qn,n- 1 est ouverte. Soient p\ et P2 des éléments de et 0 Pl>P2 
un ouvert non vide de Tn. Notons p[ = Qn,n-i(pi) et p'2 =  Qn,n-i(P2), nous allons 
alors montrer que Qn,n-i(OpltP2) =  ¿Vii#/2 avec la convention que =  Tn_i si
A  =  Az-

L’inclusion Qn,n -i(0 PïtP2) C ;y2 est évidente.
Pour ce qui concerne la réciproque, si <5n_i appartient à //, on peut construire 

“manuellement” 5n appartenant à 0 PUP2 tel que Q n,n-i(Sn) =  <5n-i- Soit A(5n_i) un 
graphe de D, associé à <5n-i- En prenant une préimage de ce graphe par F  un 
revêtement ramifié en 0 , de degré 2 , et qui coïncide avec z  i-> z2 sur ÔD =  S 1, on 
obtient une nouvelle relation ôn de T„ vérifiant Q n,n-i(ôn) =  5n-i- En choisissant 
soigneusement la valeur critique de F , dans une composante connexe adéquate de 
D \  A(F), on s’assure que Sn € 0 PliP2. D’où, en fin de compte

Q n,n-\(0p\,p2) =  ®p\,p'2-

5 /1 2 / I A  \ ' / /  N V 12

7/1 \ i /  M\ \ i / ' i/i2
2 /3 ^ -^ —¿ -^ 5 /6

i / 3 ^ r  7-O ./6

5/13( \  \  /  /  Y /12

7/ 1̂ \. /  /  \  \  yMl/12

2 / 3 ^ - ------ ^ 0/6

Figure 3.3: Relation associée à un graphe.

Pour prouver que Qn,n- i  est fermée, un raisonnement tout à fait similaire fonc
tionne et permet d’établir que :

Q n , n - l ( CU r i t r2)  =  C^ r { ,r £ j

où ri et r2 sont des éléments de Rn, r[ = Qn,n-i(ri)  et r'2 =  Qn,n-î fa ) .

Concernant l’ouverture de in,n- 1> soient Urur2 un ouvert de Tn, r[ = în,n-i(^i) et 
r2 =  V - i ( r2)' Nous avons :

•  in,n-i(U ri,r2) =  ^r',r' si r[ et r'2 appartiennent à Rn ;

•  in,n-i(Urur2) =  °r\,r'2 si r[ et r'2 appartiennent à R^. □

Signalons, que contrairement à ce que l’on pourrait croire de prime abord, in,n-1 
n’est pas fermée. Nous mettrons en lumière, un peu plus loin, un point fermé de T4 
dont l’image par ¿4,3 est un point ouvert de IV
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On note, pour n >  p :

în tp ^  îp + l tp °  • • • O ¿n—l,n—2 0  ^nfn—1>

Q n tp =  Q p+ l,p  °  • • • °  Q n —l,n—2 0  Q n,n—1-

3.3 Trois propriétés fondamentales de Tn

Le but de cette section est d’établir les trois points clefs suivants sur Tn. Ce seront 
les principaux ingrédients pour construire l’espace des configurations possédant les 
propriétés de compacité et de connexité attendues.

Théorème 3.3.1 Tn vérifie les propriétés suivantes :

1. r n est connexe ;

2. si 7n, i n € Tn alors : ____ ___
{ 7 n }  =  { Y J  7 n  =  7 n  ;

3. si {7n} fi {7^} =  0 alors, si :

l n + 2  e  ( i „ + 2 ,n ) - 1 ( 7 n )  et ^ n + 2  €  ( î „ + 2 ,n ) - 1 (7 n )»

les plus petits ouverts de r n+2 contenant respectivement 7n+2 et t^+2 sont 
disjoints.

Pour parvenir à nos fins, nous nous placerons dans l’ensemble fibré :

A„ =  {(7,®), 7 € r n et x e  En/ 7}.

L’introduction de cet ensemble est motivée par la remarque générale suivante : 
une configuration d’ordre n +  1, 7n+i, est complètement déterminée par la donnée 
d’une configuration d’ordre n, 7n son image par Qn+i,n et d’une classe post-critique 
appartenant k En/J n- Nous formaliserons cette idée en montrant un peu plus loin 
que r n+i est homéomorphe à un fermé de An. Les propriétés de Tn+1 (connexité, 
séparabilité...) découleront alors de celles de An, étant entendu que leur preuve sera 
plus aisée sur cet espace fibré que directement sur r n+i.

3.3.1 Topologies de An

Le premier pas consiste à munir An d’une topologie cohérente avec sa structure 
fibrée. Pour cela nous aurons besoin des deux propositions ci-dessous qui ont trait 
à la dépendance par rapport à 7 des ouverts et des fermés de En/ 7. Pécisons, avant 
toute chose, quelques conventions de notation.

•  Etant donné que Tn est fini, on peut définir pour 7 € Tn, U(j) l’ouvert minimal 
non vide de Tn contenant 7.
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•  7 € Tn et x  G En/ 7 on note W y (x ) l’ouvert minimal non vide de En/ 7 con
tenant a;, cet ouvert a également un sens parce que En/ 7 est fini.

•  Si Ox est un ouvert de En/ 7, 0 7 désigne l’ouvert de saturé pour 7 défini 
par 0 7 =  7r“1(C>7).

En règle générale, les objets relatifs à l’espace “dynamique” En seront affublés 
d’un tilda (~), alors que ceux relatifs à l’espace des paramètres r n n’auront aucun 
signe distinctif.

La proposition 3.3.2 précise dans quelle mesure il est possible de suivre un ouvert 
0 7 de Enf  7, lorsque 7* parcourt U(7). La proposition 3.3.3 est un équivalent pour 
les fermés de En/ 7. Rappelons pour justifier ces propositions que la projection 
7r7 : En — > E n /y  n’est ni ouverte ni fermée et par conséquent, en général, le saturé 
d’un ouvert (ou d’un fermé) n’est pas ouvert (ou fermé).

Prop o s it io n 3 .3 .2  Soient 7 6  Tn et 0 7 un ouvert de E n /y , si 7' G U(7) alors O y  

le saturé de 0 7 pour la relation 7' est un ouvert de En et Oy \  Oy est inclus dans
K -

En particulier, 7Ty ( O y )  =  O y  sera un ouvert de Enf t /. Nous appelerons O y  la 
trace de l’ouvert 0 7 pour 7* G U(7).

PREUVE. Remarquons tout d’abord que si r et r' appartiennent à Rn alors, si 
7 G Ur>rt par minimalité U{7) C Ury . Posons pour 7 G £/(7), O = Oy \  Ô7. 
Affirmation : O fl Rn =  0.
En effet, si ro G O H Rn alors il existe ri G 0 7 tel que :

7ry(r0) =  7Ty (ri) mais 7r7(r0) /  7r7(ri).

Donc 7 G t/ro,ri mais t 7 ^  Ur0,ri ce qui contredit la remarque préliminaire.
O fl Rn = 0, donc O est un ouvert de En inclus dans R'n. □

La proposition ci-dessous est une version fermée de la précédente. Soient 7 G Tn 
et F7 un fermé de E n/ 7, on note Fy = 7r~1(F7).

Proposition  3 .3.3 Si 7' G £7} a/ors .F y  /e saturé de Fy pour la relation t 7 est un 
fermé de En, en outre Fy \  Fy est inclus dans Rn.

PREUVE.
Supposons, par l’absurde qu’il existe po G ( * v \  Fj^j n  R!n pour 7' G {7}. Alors, il 

existe pi G Fy tel que :

7Ty (p0) =  7Ty (pX) et 7T7(p0) #  7T7(Pl) >

par conséquent OP0>Pl est un ouvert tel que Y G OP0iP1 mais 7 ^ OP0)Pi ce qui est 
absurde. □

Fy  =  7ry(.Fy) sera un fermé de En /y 1 et comme précédemment nous dirons que 
Fy est la trace de Fy pour 7* G {7}.
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Nous revenons à présent sur la topologie de An. Nous proposons deux en 
définitions, l’une par des ouverts, l’autre par des fermés avant de s’assurer de la 
coïncidence des deux notions.

Fixons (70,£0) G An, pour 7 G U(70) notons w7(x0) la trace de w ^{x0). En 
vertu de la proposition 3.3.2, w7(x0) est un ouvert. Nous définissons alors, £1, une 
première topologie sur An par sa base de voisinages :

W(7o>£o) =  {(7, x) G An tels que 7 G U(70) et a: € w7(x0)}.

La seconde topologie £2 sur An est définie symétriquement par les fermés. (70, £0) G 
An pour 7 G {70} on note jF7(x0) la trace de {z0} (l’adhérence de x0 dans En/y 0). 
Grâce à la proposition 3.3.3, F7(x0) est un fermé et une base de fermés pour £2 est 
donnée par :

•^(70,^0) =  {(7> x) G An tels que 7 G {70} et a; G F7(a;o)}.

Vérifions tout de suite que ces deux topologies coïncident.

Proposition 3 .3.4 Les deux topologies £1 et £2 sont les mêmes.

PREUVE. Montrons que £1 est plus fine que £2, c’est-à-dire que le complémentaire de 
F (70, xo) est un ouvert pour £1 ou encore que si (71, Xi) ^ F(jo, xq) alors W (71, xi) fl
F (7o> %o) 0* ___

Eliminons d’emblée le cas favorable où (7o}nE/(7i) =  0 qui implique immédiatement 
W (71, Xi) D jF(7o,^o) =  0- Supposons donc {70} D U(71) 0 ce qui signifie que 
7i € {70} car 1/(71) est l’ouvert minimal de T„ contenant 71. (71, £1) ^ F(70,0:0) 
donc Xi n’appartient pas au fermé F7l(x0). Nous pouvons en déduire que w7l(xi) 
l’ouvert minimal de ¿?n/7 i contenant x\ vérifie :

wyi(xi) n  Fyi(xQ) = 0.

Conformément aux propositions 3.3.3 et 3.3.2, écrivons pour 7 G {70} H U(71) :

•  F7(x0) =  F7o(x0) U { n , . . .  rf} avec rk G Rn.

•  w7(xi) =  w71(xi) U { r i , . . .r '} avec r’k G R'n.

Affirmation : pour tout 7 G £7(71') fi {70} on a F7(xn) C F7l (xoj- En effet, si 
7i G Ury  alors C/(ji) est inclus dans C^y, par conséquent si r* ^ F7l(x0) alors r* 
n’appartient à aucun F7(x0) pour 7 G U('y1).

Ensuite raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe 7 G 17(71) D {70} 
satisfaisant :

w7(xi) n F7(x0) ^  0.
Par hypothèses w71 (xi) fl (x0) =  0 et d’après l’affirmation précédente F7{x0) C 
Fyi(xo), donc il existe r et r* G R^ tels que :

r  G w7(x 1) n  F 7 ( x o ) ,  r* G tî;71(a:i) et 7r7 (r) =  7r7(r*).

r* appartient en fait à F7(xq) car F7(xo) est saturé pour 7, d’où r* G F7l (xo)Dw7l (x i) 
ce qui contredit l’hypothèse w7l (xi) H F7i (xq) — 0.

La démarche suivie pour montrer que £2 est plus fine que £\ est complètement 
similaire. Les détails de la preuve sont laissés au soin du lecteur. □
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3.3 .2  Identification  de Tn+i à un ferm é de An

An étant muni d’une structure d ’espace topologique il reste encore à préciser le 
fermé de An auquel r n+i est homéomorphe. Rappelons ici que les configurations 
sont censées modéliser les combinatoires du membre 1/2 généralisé. En particulier, la 
classe postcritique d ’une configuration doit appartenir à [1/3; 2/3]. En fait, pour des 
raisons liées à la séparabilité de rn, nous allons imposer que cette classe postcritique 
appartienne au fermé [5/12; 7/12] de T1. Pratiquement, cela signifie que les deux 
seules configurations de 1̂ 3 autorisées sont celles de la figure 3.4. On note pour tout

7/24 5/24

S
------pl/6

W i

/ \ \ /  11/12

_____ 5/6
17/24 19/24

7/24 5/24
i / 3 -------7^. 1/6

hn2/ \  \  ■ l \ 1/12 
11/24 / \  \ \ /  / / \  1/24

13/24 y j  /  / \ \  \ y 23/24

T/lî\ / / \ \ /11/12

2/3"--i_____ 5/6
17/24 19/24

n de N :

Figure 3.4: Les éléments de r 3.

s r - * ( & & ) •
E% est un fermé connexe de En. En outre, pour tout n  >  3 et tout 7  G Tn, 
E„ est saturé pour 7 , donc E % /y  est un fermé connexe de E n/ 7 . désigne le 
sous-ensemble de A n :

A^ = {(7,x), 7 € rn, XZEZH).

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour identifier r n+i et A £\ 

T h éo rèm e 3.3.5 L ’application :

7n+l

AST

^Qn+l,n(7n+l)> c(7n+l)^

est un homéomorphisme.

DÉMONSTRATION. \I/n est clairement injective et surjective.
Intéressons-nous à la continuité de \&n. Soit F (Jq, xq) un fermé (minimal) de A £\ 
Nous souhaitons prouver que 'ïr~1(i7’(7o, Xq)) est un fermé de Tn+i. A cet effet,
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nous allons montrer que si 7n+1 est un élément de ^ “1(F(70,x 0)), alors l’adhérence 
de {7n+i} est incluse dans \fr“1(.F(7o,a:o))- Considérons 7„+i un élément de cette 
adhérence et notons j n =  Qn+i,n(7n+i) et %  =  Q„+i,n(7n+i)- Tout d’abord, %  
appartient à l’adhérence de j n car Qn+i,n est continue. Ensuite, il ressort de la 
proposition 3.2.2 que

F  — c(7n+l) n c(7n+l) 7̂  (3-1)

Envisageons alors les deux cas suivants :
1er cas : c(7n+i) C  Rn- Fixons r  un élément de Rn D F. Etant donné que c(7n+i) C  

Fyn (x0) et que par définition (rc0) est obtenu en prenant le saturé de FJ0 (a;0) pour 
7„, il existe ro tel que :

r0 €  F 7o (x 0) et 7r7n (r) =  7r7n (r0).

Comme cette dernière égalité est une propriété fermée, elle persiste pour 7„ € {7«} 
et par conséquent r (xq). Compte tenu du fait que c(7n+i) est une classe
d’équivalence et que F^n{x0) est saturé pour 7„, nous avons :

C(7n+l) € F*)rn(lo)) 

ce qui signifie exactement que \Pn(7n+i) G F (y0,xo)-
2ème cas : c(7n+i) C  R'n. De 3.1 nous déduisons que c (7n+i) C  R'n et que c(7n+i) H  

c(7n+i) 7̂  0. Par conséquent si p € c(7n+i) n c(7„+i) alors p € F7n(x0), d’où :

c(7n+l) € Fxfn{pC0).

Ce qui achève la preuve du théorème. □

3.3 .3  U n  résu ltat de séparation

Soit 7n € rn, nous nous proposons d’établir un résultat de séparabilité concernant 
les fermés de E n/ 7„. Au paragraphe suivant nous montrerons que cette propriété 
dans l’espace dynamique Enf j n peut se transporter dans l’espace des “paramètres”
r e 

cette section nécessite encore l’introduction de quelques notations. Les “injec
tions”, £n,n-i : E n — > En-x et ¿n>n- i  : r n — > r n_i ayant été définies plus haut, 
nous introduisons ici leur équivalent pour les espaces An et E nf  7n. Si j n E rn, 
notons 7„_i =  in,n-i(7n) et posons :

En—l / 7n—1

(*7n-i 0 în,n-l ° TT"̂  (en) 

et _
®n,ri—1 • An An_i

(7n,z) 1— »• ^7n_ i,i7n(x)). '

®7n • ■ß’n /'T n ^

en H >•
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On désignera pour 7 n+2 € r n+2, i 7n+2 la composée ¿7n+1 o i7n+2 s i7„+1 =  z„+2,n+i(7n+2)*

et _
Q n ,n — 1 • A n A n_ i

(7 n . x ) 1  ̂ ^ Q n,n -1  (Tn) > Q y n C3')^  •

Soient Fln et Fyn deux fermés de jEn/ 7„, nous conservons les notations précédentes 
pour Fsn et Fgn, les traces de Fyn et F^n lorsque Sn parcourt {7n}- Fixons 7n+2 un 
élément de î “| 2,n (7 n ) et notons F7n+2 et jF'n+a les fermés de En+2/y n+2 •

•?7n+2(^7n) et jyn+2 (^yn ) "

Enfin, terminons en avec les notations, soient <97n+2 et 0 7n+2 les plus petits ouverts 
de E n + 2 / j n + 2  contenant respectivement ^7n+2 et F;n+2. 0Sn+2 et 0'Sn+2 les traces de 
CV+2 et e>;n+? pour 6n+2 e  U(7„+2).

La proposition centrale qui nous permettra, entre autre, de prouver le point 3 
du théorème 3.3.1 est la suivante :

P ro p o sitio n  3.3.6 Si pour tout 6n € {7n}> Fsn eï son£ des fermés disjoints 
alors pour tout <5n+2 € i/(7n+2), les ouverts Oÿn+3 et Ogn+2 sont disjoints.

Il suffit en fait, comme nous en ferons la constatation un peu plus loin, de prouver 
cette proposition dans le cas plus simple où {7„} =  {7«}» c’est-à-dire où j n est un 
point fermé de Tn. Concernant les points fermés de Tn nous avons les deux lemmes 
suivants.

L em m e 3.3.1 Pour tout 7  € r„ , il existe un point fermé de Tn appartenant à {7 }.

PREUVE. D’une part Tn étant fini tout fermé de Tn contient un sous fermé non 
vide, minimal pour l’inclusion. D’autre part, les fermés minimaux sont réduits à des 
points. En effet, si P G Tn on note :

De même pour les applications “quadratiques”, Qn,n-1 et Qn,n-1 ayant déjà un 
sens précis, on note :

Qyn  * >• E n—l/Q n ,n — lÎT n)

e n 1 ï  ^7rQn,n-i(7n) °  Q n ,n -1  °  'X'Tn'ÿ ( en )

0 (0 )  =  {5 G r n, tels que S ■< p},

0(P) est un ouvert de Tn car son complémentaire est fermé. Supposons à présent, 
que (3 et P' soient deux éléments d’un même fermé minimal. Alors, {/?} =  {/?'} et 
par conséquent :

p' € O(P) donc p' < p  
P € O(p') donc p *  p'.

d’où P =  P'. □

Lem m e 3.3.2 Si 7  est un point fermé de Tn alors
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1- Qn,n-1 (7 )  est un point fermé de r n_!.

2. v(y) la classe critique de 7  est incluse dans Rn, en particulier v(-y) est fermée 
dans En/ j .

PREUVE.
Le 1. provient du fait que Qn,n-i est une application fermée. La seconde propriété 
se déduit par l’absurde. Si v(-y) G  R^ on détermine aisément un élément <5 G  { 7 }  tel 
que 5 7É 7 . □

Nous avons représenté sur la figure 3.5 les points fermés de 1̂ 3 et r 4. Remarquons 
au passage que l’image par z4>3 du “premier” point fermé de r 4 est un point ouvert 
de Ta.

7 /2 4  5 /2 4

* / v  \  \  /  l \ /12

11/24  A  \  \  /  /  A 1 /2 4

1 3 /2 4 V /  /  /  \  \  \  y  23 /24  

/ ; \ \ y' 11/12 
2/ ^ ___ ^ 5 / 6

7 /2 4  5 /2 4

5 /1 2

' 2 3 /24  13 /24’ 

7 /1 2

1 7 /2 4  19 /2 4

r3

l / â ^ — l----JL/O

/ *  \  \  ’ ! i /  * \  1 /1 2
/ ‘ ’ \ i . íA 4 l \ • % 1 i I * t

1/  \  \  • \  •; 11 ; /  I , /  \  1 /2 4
r. \  \» \  \ »1 / /  »/ /  A
[»} } 1 ) ;1 { ( t (H
1/ /  /* / * n \ \ 1 \ \ V
w  ' 1 / ; »1 \ \ • V \ /V / 1 / : » * 1 \ 1 \ V 
\  1 / ; *s- \ 1 /X* / ; i » \ \ • /; i t \
2/ 3^ - * -----5 /6

7 /2 4  5 /2 4

17/24 19 /24

2 3 /2 4  13/ 24 

1 1 /1 2  7/12'

r4

xVTT/TVC
y ' *  \  \  / /  /  * \  1 /12  2/ » ' \ •. » / / 1 , \

A \ ‘, \  \  /  /  :/ A 1/24
A \ \* \ A/ / »/ / A
*/ ) 1 / S ( c (\1v I ** / .* *. \ « \ \ y 
\  i * : \  \  » n \  /  23 /24
V ' ' /  •’ . \ \  ' * y

y. J /  : M \  \  ' / 1 1 / 1 2  
V  /  ! i \ \  \  V

NÍ ; I I \
2/?<'*'-i---- 5 /6

17/24  19 /24

Figure 3.5: Points fermés de 1̂ 3 et T4

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.3.6, DANS LE CAS {7J  =  {7n}.
Il s’agit donc de prouver que si 7n+2 G «n+2,n(7n) alors 0 Jn+2 et 0 '7n+2, les plus 

petits ouverts de -Bn+2/ 7n+2 contenant respectivement F7n+2 et FJÿ sont disjoints 
et que les traces de ces ouverts Osn+2 et 0'Sn+2 restent disjointes pour <5n+2 G t/(7„+2).

On procède par récurrence. Pour n =  1, Ti =  {71} et la proposition découle de 
l’hypothèse c(7„) G [5/12,7/12] pour tout n G N. Ensuite, quitte à traiter chaque 
classe séparément, on peut supposer que et F^n ne sont l’adhérence que d’une 
seule classe de E nf^ n. Distinguons alors les deux cas suivants :

Qjn (F'ïn ) Qyn (-^y„) =  ^ s’agit du cas facile, l’hypothèse de récurrence à l’ordre 
n — 1 s’applique et fournit le résultat escompté.
2. Supposons que l’intersection précédente soit non vide. Remarquons que l’un des 
deux fermés, par exemple ne rencontre pas v ( jn). En \v('yn) est alors constitué 
d’un certain nombre k de composantes connexes ouvertes B \ , . . .  ,Bk. Fin et F.;n 
n’appartiennent pas à la même composante et supposons par exemple :

F7n C Bx et F'ln c  B2 U v(7n).

Comme au cas précédent, par hypothèse de récurrence, on peut séparer F7n et w(7n), 
soient 0 \  et 0 2 les ouverts disjoints de En+2J7„+2 contenant Fln et u(7„). Enfin,
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posons Oz — 0 7n+2)_1(B2), il s’agit également d’un ouvert de En+2/ 7n+2. 0 1 et
0 2 U Oz satisfont alors aux conclusions de la proposition dans le cas d’un point 
fermé.

Vérifions maintenant que la proposition 3.3.6 découle effectivement du cas précédent. 
Si 7« G r n, soit % un point fermé de {7«} donné par le lemme 3.3.1. Du fait que 
¿n+2,n est une application ouverte, il existe 7n+2 G V+-2,n(7n) tel que

U(7n+2) D U(7n+2).

Les ouverts Osn+2 et 0'Sn+2 déterminés ci-dessus pour <5n+2 G U(7 ,1+2) satisfont en 
particulier les exigences de la proposition 3.3.6. □

Nous avons à présent réuni tous les éléments pour aborder la démonstration du 
théorème 3.3.1.

3.3 .4  P reuve du  théorèm e clef

Point 1 : on prouve simultanément par récurrence que Tn et An_i sont connexes. 
Soit h une application continue de An dans {0; 1}. Les fibres de An, i.e. {(70, x), x  G 
En/ 70} sont connexes donc il existe h* une application de Tn dans {0 ; 1} qui fait 
commuter le diagramme suivant :

A ^  »- -p

h \ / h -  

{0;i}

où qn est la première projection de An dans Tn. Comme qn est ouverte, h* est 
continue. D’où, par hypothèse de récurrence h* est constante et h l’est également. 
Pour la connexité de r n+i il suffit de refaire la même démonstration en remplaçant 
An par (les fibres sont également connexes).

Point 2 : ce résultat a été démontré au lemme 3.3.1. Nous l’avons inclus dans le 
théorème car il nous sera d’une utilité constante au paragraphe suivant.

Point 3 : il s’agit de la paxtie délicate du théorème et elle nécessite encore un peu 
d’effort. La première difficulté consiste à se convaincre de la véracité de la propriété 
pour les entiers n =  2 ; 3. Ensuite, on procède par récurrence. Soient 7n+i et Yn+i 
deux éléments de Tn+i tels que :

Î7n+i} n  {tÎh-J  =  0-

Choisissons 7 n+3 € v U n + i(7 « + i) et j'n+3 G vU n+i(7n+i)- Nous allons déplacer la 
difficulté dans An en posant :

=  ^n(7n+l) et (7n i x n) ~  ^n^n+l)»

( 7 n + 2 , Z n + 2 )  =  # n+2(7n+3) et ( 7 ^ 3 ,  x'n+2) =  ^ „ + 3 ( 7 ^ 3 ) .

Considérons W (jn+2 , xn+2) et W  (7^+2, ̂ n+2), les plus petits ouverts contenant 
respectivement (7 ,1+2, â n+2) et (7^+21 xn+2)- Envisageons alors les deux alternatives
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suivantes : ____
1* Î7n} H {t^,} =  0, dans ce cas l’hypothèse de récurrence à l’ordre n implique 
U (Ttm-2) H U(7^+2) =  0, d’où il ressort :

W (7n+2, xn+2) n  W (7^ 2, x'n+2) =  0 .

2- {7n} n {7n} 7̂  0- Rappelons que W('yn+2,xn+2) est un ouvert de la forme :

W (7n+2, zn+2) =  {(7, x) avec 7 € U{7n+2) et a: € iü7(xn+2)},

et qu’il en est de même pour W ('/n+2,x ,n+2). Considérons 7 G U(7n+2) H (̂7^+2)> 
nous prétendons alors qu’il existe :

<$n+2 € d 2,n({7n}n{y„}),

un élément de rn+2 qui vérifie en outre, 7 G U(ôn+2). Il suffit pour s’en convaincre 
de remarquer que :

U V {p )
/3e*-|2tn({7n}n{yn})

est un ouvert contenant 7„+2 et t^+2 car l’application in+2,n est ouverte. 
ôn+2 étant à présent fixé, soient <5„ =  in+2,n(Æn+2) et Fsn(xn), Fsn(x'n) les traces 
des adhérences de x n et x’n dans En/y n. En vertu de la proposition 3.3.6, les plus 
petits ouverts de En+2/ôn+2, Osn+2 et Og contenant respectivement ^ ( ^ „ ( 2 « ) )  
et js^+2{Fsn{x'n)) sont disjoints. Les traces de ces ouverts Os et 0 's pour tout <5 G 
U(ôn+2) sont également des ouverts disjoints. En particulier, pour 7 G U(5n+2), 
nous avons que Oy et 0!y sont disjoints donc a fortiori

wy(xn+2) n w7« +2) =  0.

Remarquons que si wyn+2 (a;n+2) est un ouvert minimal, alors wy(xn+2) demeure un 
ouvert minimal pour 7 G U(ôn+2). En définitive,

W (7n+2, xn+2) n  W (7; +2, x'n+2) =  0-

□

3.4 Espace des configurations

On considère la limite projective des Tn :

r „ = j m  ( r n <=2+l r B_1)

F«, est un sous-espace du produit cartésien des Tn et ses éléments sont les suites 
(7n)n€N telles que «n,n-i(7n) =  7n-i- Voir [Bou50] pour plus de précisions sur la 
notion de limite projective. Too est naturellement muni d’une application continue 
T  : Too — ► Too induite par les Qn,n-1 :

Si (7n)nÇN €  T o o  a lo r s  *^"((7n)n6N ) =  (Q n + l,n (7 n + l))n € N -
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Nous noterons in la projection de dans Tn telle que în((7P)PsN) =  7n-
Nous allons montrer que au même titre que les espaces Tn, est quasicompact 

et connexe. Le défaut de séparation de T«, provient du fait que certaines configura
tions de Too sont “redondantes”. De la même façon que lorsque l’on développe les 
réels en base 10, on obtient dans certain cas deux écritures pour un même nombre 
(celle standard et celle ne comportant que des 9 à partir d’un certain rang), con
tient des configurations arbitrairement proche les unes des autres. Topologiquement 
cela se traduit par le fait que certains points de Too ne sont pas fermés. L’espace des 
configurations proprement dit, X«,, avec lequel nous travaillerons ultérieurement 
sera l’ensemble des points fermés de et les configurations redondantes seront 
ainsi éliminées.

3.4.1 Propriétés de Too

Commençons par démontrer quelques propriétés concernant T«,.

P roposition  3.4.1 T«, est quasicompact.

PREUVE.
Soit (Ua) un recouvrement de T«, par des ouverts. On note :

f n =  {7  € rn tels que i“ 1({7 }) ne soit contenu dans aucun Ua}.

S’il existe no dans N tel que rno =  0 alors, étant entendu que rno est fini

r~ c U C(W) c Û ua) 
7€r„0 j= 0

et la proposition est démontrée.
Supposons donc par l’absurde, que pour tout n > 0, f n ^  0. Fixons <5° l’unique 

élément de I 2 =  T2- Ensuite, par récurrence, on construit pour tout entier p > 3, 
un élément (5° de Tp tel que îPiP-i(<5p) =  ¿p_! et tel que pour une infinité d’entiers 
m > p , imtP(Sm) = <5® avec ôm un élément de f m. Supposons <5£ donné, alors

Vfi,p{^p} ^ r*p+i 7  ̂0-

Par conséquent du fait que r n est non vide pour tout n, il existe un élément <5p+1 € 
f p+i tel que îp+iip(<5p+1) =  ¿p et tel que pour une infinité de m > p +  1 on ait

îm,p+l (^m) =  *̂p+i avec ôm € r m.
Posons Soo =  (5°)n6N, 0̂0 est un élément de r«, donc il existe a 0 tel que € Uao. 

Ensuite, Uao s’écrit comme tout ouvert de T,», sous la forme ij^{ya0) avec N  dans 
N et Vao un ouvert de TN. Ainsi î^x({5^}) C  Uao ce qui signifie que 5% £ f N et 
contredit la définition de <5,». □

Les propositions ci-dessous sont des extensions à T«, des lemmes 3.3.1 et 3.3.2 
concernant les fermés minimaux de Tn.
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P roposition  3.4.2 Tout fermé non vide de T,*, contient un fermé non vide minimal 
pour l ’inclusion.

PREUVE. Soit F  un fermé non vide de Toc, F  est un quasicompact et on note : 

K,(F) =  {L fermé non vide de tel que L C F}.

K (F ) est ordonné par l’inclusion. Montrons que fC(F) est inductif. Soit :

V =  {Fi, i € /}

une partie totalement ordonnée de K(F ), alors M  =  flie/ Fi est un minorant de 
V. En effet, d’une part M  est un fermé, d’autre part si M  =  0 comme F  est 
quasicompact on a

N

n̂ =0
*=o

ce qui est manifestement absurde et la proposition résulte alors de l’application du 
lemme de Zorn. □

P roposition  3.4.3 Les fermés minimaux de r,» sont des points.

PREUVE.
Soit F  un fermé minimal de Too- Par l’absurde, supposons qu’il existe deux éléments 
distincts 7  et Y dans F, alors il existe n0 > 0 tels que îno (7 ) =  7no et ¿noCV) =  7n0 
soient deux éléments distincts de rno. En vertu du point 2 du théorème 3.3.1, on 
peut supposer, par exemple, que j no £ {7„0}. Posons

F ' est un sous-fermé non vide de F  ce qui contredit la minimalité de F. □

3.4.2 Propriétés de X«,

L’espace des configurations, est par définition l’ensemble des points fermés de 
Too- *oo Mérite de la topologie restreinte de Tco et devient ainsi un espace compact, 
connexe invariant par T .

Théorèm e 3.4.4 X <*> est un compact connexe.

DEMONSTRATION
On montre successivement que X ^  est quasicompact, que deux éléments distincts 
de X qo sont séparés dans et enfin que est connexe.

1. Quasicompacité. X ^  a la propriété fondamentale que tout ouvert de contenant 
X qo est en fait égal à Toc, ceci en raison de la proposition 3.4.2. On en déduit que 
tout recouvrement de X par des ouverts est également un recouvrement de Toc et 
en vertu de la quasicompacité de Tœ, on peut en extraire un sous recouvrement fini.

2 .Séparation. Commençons par le lemme suivant :
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Lem m e 3.4.1 S o it F  C r«», poson s

alors F, l ’adhérence de F, est égale à F.

PREUVE DU LEMME. LJnclusion F  C F  est évidente.
Réciproquement, si y € F  notons V  un voisinage ouvert de y de la forme V  =  

avec Vm un ouvert de Tm. y € F  donc im(y) G im{F) et Vm n  im(F) ^  0. 
Finalement, V fl F  ^  0 et ceci pour n’importe quel voisinage ouvert V de y donc 
y G F . □

Revenons sur la séparation de Xqq, soient x  et x' deux éléments distincts de 
En appliquant le lemme ci-dessus et compte tenu de la quasicompacité de Too, pour 
n assez grand, in(x) fl in{x') — 0. D’après le point 3 du théorème 3.3.1, les plus 
petits ouverts de Tn+2 contenant in+2(2?) et in+2(x') sont disjoints, d’où l’existence 
de deux ouverts disjoints de r«» contenant respectivement x  et x'.
3.Connexité. Soient 0 \  et 0 2 deux ouverts de X tels que X ^  =  0 \  U 0 2 et 
Oi D ü 2 =  0. Considérons n x et n 2 les entiers tels que :

Oi =  1) et 0 2 =  (ini) - \U 2)

où U\ et U2 sont des ouverts respectivement de Tni et r„ 2. Supposons par exemple 
que ni > n2 alors de in2 — ini,n2 0 im on déduit que :

U\ et ini,n2(^ 2) sont donc deux ouverts de Tni qui forment une partition de Tni. Par 
connexité de r ni, l’un des deux est vide ce qui entraîne que 0 \ ou 0 2 est vide et 
Xqo est connexe. □

Remarquons que la preuve de l’assertion 2 montre également que pour tout 
7  G Too le point fermé dans l’adhérence de {7 } est unique. Ceci permet en particulier 
de définir une projection continue p,» :

Poo • r  0 0  ^ * 0 0

en associant à chaque 7  G l’unique point fermé de {7 }.
Par ailleurs, mentionnons que la propriété de séparation est intimement liée au 

point 3 du théorème 3.3.1 qui lui-même se démontre grâce à l’hypothèse c(7n+i) G 
£^£„([5/ 12,7/12]). Sans cette restriction, il ne semble pas possible de prouver que 
Xoo est compact.

3.4.3 Espace dynam ique

De la même façon que pour chaque ordre fini, Tn jouait le rôle d’espace des paramètres 
et En/^n celui d’espace dynamique associé à 7„, nous définissons ici le pendant dy
namique de l’espace des paramètres Xoo.
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Soit 7  =  (7n)neN un élément de X œ. 7  définit alors naturellement ~ 7 une relation 
d’équivalence sur T de la façon suivante : si x, y 6 T

x ~ 7 y Vn € N, p7n(x) =  p7n(y).

Rappelons que pn désigne la projection canonique de T dans En, 7r7n celle de En 
dans En/ /yn et p7n =  ?r7n o pn.

Proposition 3.4.5 ~ 7 vérifie les propriétés suivantes :

1. Les classes ne sont pas croisées.

2. Le graphe de ~ 7 est un fermé de T x T.

PREUVE. La première propriété est immédiate. Pour ce qui concerne la seconde, 
supposons que x, y € T ne soient pas dans la même classe d’équivalence de ~ 7. Soit 
n0 un entier satisfaisant p7no (x) ^  p7no (y) et

P7n0+2(z) n p 7no+2(y) =  0 .

D’après la propriété 3.3.6, on détermine Ox et Oy deux ouverts disjoints de Eno+2/'yno+2 

contenant respectivement p7no+2 (x) et i>7„0+2(y). En considérant, pÿ^o+2{Ox) et 
p~*o+2(Oy) on détermine deux ouverts saturés pour ~ 7 contenant respectivement 
x et y, ce qui prouve que ~ 7 est fermée. □

L’ensemble de Julia abstrait associé à 7  e est alors l’espace quotient Ey = 
T / ~ 7 qui est d’après les propriétés ci-dessus, un compact connexe. On note p7 la 
projection de T dans J?7.

Mentionnons une seconde construction de Ey qui est peut-être plus dans l’esprit 
du paragraphe précédent. Si i7n est “l’injection” de En/ j n dans En„i /7n_i définie 
précédemment, on peut alors considérer £7, la limite projective des (En/^ n)ne^. E T 
s’identifie alors à l’ensemble des points fermés de £y.

De ce point de vue, si 7  € X«, alors 7  est un point fermé de r«*, et par conséquent, 
(v(7n))n€N est un point fermé de £7. Il est donc légitime, de considérer le point 
critique de 7 , ^(7 ) =  (v(7n))neN comme un élément de Ey et la valeur critique 
c(j) =  (c(7n))n6N comme un élément de # f(7).

Enfin, l’application de doublement de l’angle Q définie sur T, passe au quotient 
par 7  et induit :

Q . Ey — >
e = p 7(ë) 1—» Q(e) = P r(y)(Q(ë)).

Si l’on considère plutôt, e =  (en)ngN comme un élément de la limite projective alors 
^(e) =
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3.5 P rop riétés universelles

3.5.1 R ev êtem en ts  ram ifiés du disque

Dans ce paragraphe, nous expliquons sous quelles conditions il est possible d’associer 
à une suite de revêtements ramifiés de D un unique élément de r n. Ces conditions 
portent d ’une part sur la nécessité pour les revêtements considères de coïncider avec 
Q sur T =  9D>, d’autre part sur l’existence de deux “rayons externes” aboutissant 
au même point. _

Nous nous s’intéressons aux revêtements ramifiés en 0 de degré 2, F  : H3> — ¥ D 
tels que Fyr =  Q et on désigne 7Z l’ensemble des quadruplets (F, or(F), 71 (F), 72(F)) 
où ct(F) € D, 71 (F) et 72(F) sont des arcs simples tels que 71 (F) 0 7 2  (F) =  {«(F)}, 
7 i(F ) n  T =  {1/3} et 72 (F) fl T =  {2/3}. Nous imposons également que la valeur 
critique de F  appartienne à Uo(F), où U0(F ) désigne la composante connexe de

Î7 i( ir) U 72(F)} qui contient [1/3,2/3].
Si l’on met la topologie de la norme uniforme sur l’ensemble des revêtements de 

D et celle de la distance de Haussdorf sur les parties compactes de D, TZ devient un 
espace topologique.

lZn désigne l’espace produit TZ x . . .  x 1Z. On définit naturellement deux applica
tions continues de 1Zn dans 7£n_1, in et f n qui corespondent aux décalages à gauche 
et à droite. Si R n = (R i , . . .  Rn) est un élément de 1Zn, alors :

in(Rn) = (R u . . .  , R n -J  et f n (Rn) =  (R2 , • • • , Rn)•

Notons Fi le revêtement de D associé à chaque Ri. R n est dit admissible si pour 
tout i <71  :

•  FiCorOFUx)) =  a(Fi)

.  F t M F ^ ) )  =  7 2 ( F |)

.  î - , ( 7 2 ( î ; + i ) )  =  7 1 W )

Nous requérons encore deux conditions sur la position des valeurs critiques de i7! o
. . .  o Fn.

•  Les valeurs critiques de F\ o . . .  o Fn n ’appartiennent pas à (71 (.Fi) U 72(Fi)) \  
« (F x).

• Pour tout i > 3, notons Si(Fi) et ^ ( i 7}) les deux arcs simples images inverses 
de 7 i( i7i_2) et ^ 2( ^ - 2) par F^ 2 0 Ft_i qui relient respectivement 5/12 et 7/12 
à ot2(Fj), une préimage de a(F i-2). Nous imposons donc que la valeur critique 
de Fi appartienne à  la composante connexe de D \  ôx(Fi) U 52(Fi) contenant 
[5/12,7/12] dans son adhérence.

Cette dernière condition tient compte du fait que les configurations que nous 
avons construites au paragraphe précédent, ont pour des raisons de séparabilité, des 
classes critiques nécéssairement situées dans [5/ 12, 7/ 12]. 1Z™ désigne les éléments 
de 7Zn dits admissibles, c’est-à-dire qui vérifient les cinq points ci-dessus.
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Nous pouvons maintenant associer à une suite de 72-”, de manière univoque et 
continue, un élément de Tn.

P ro p o sitio n  3.5.1 Pour tout n  € N, il existe une unique application continue hn 
de 7Z2 dans Tn qui vérifie :

• Qn,n- 1 ° hn =  hn- \  o f n.

• in,n- 1 ° h n = hn-1 O in.

PREUVE.
Soit R n un élément de 72£, R n =  (Rx,„  . , Rn) et F{ le revêtement ramifié associé à 
Ri. Considérons A (R n), le graphe de B défini par :

A(Rn) =  (F1 o . . .  o Fn) - \ j i(Fi) U 72^ ) ) .

On définit alors ~  la relation d’équivalence sur En, associée au graphe A(Rn) :

r, r' € Rn, r ~  r‘ r,r* appartiennent à la même composante connexe de A(Rn)

P,P' € R!n, p ~  p' p,p' appartiennent à la même composante connexe de D \J4 (JRn).

Cette relation d’équivalence, notée hn(R!”), est clairement un élément de Tn satis
faisant les deux égalités de la proposition. S’agissant de la continuité de l’application 
hn, soit Ur>r> un ouvert fondamental de r n, alors h~l (Urtr>) est un ouvert de 7?£. En 
effet, si R  € et si r  et r ' n’appartiennent pas à la même composante connexe de 
A(R), alors pour R' suffisamment proche de R  cette propriété est conservée. □

Nous sommes maintenant en mesure de traiter les suites infinies de revêtements 
ramifiés B>. Soit 7££° le sous-espace de 1ZN constitué des éléments admissibles, c’est- 
à-dire :

R°° =  (i? i,. . .  , Rn, . . .  ) G si pour tout n de N, Rn = (R i, . . .  , Rn) € 7£”. 

Notons f°°  le décalage à gauche de dans défini par :

/  (-^1» • • • » Rn, • • • ) (R 2> • • • > Rn+1, • • • )•

P ro p o sitio n  3 .5 .2  II existe h ^  une application continue de dans qui fait 
commuter le diagramme suivant :

n oo ---

PREUVE. Considérons R°°, un élément de et posons pour tout n > 0, 7n =  
hn(R i,. . .  Rn)- De l’égalité î n + i , n ( 7 n + i ) ^ =  7 n ,  il ressort que 7 0 0  =  ( 7 1 ,  • • ; » 7». • ■ • ) 
est un élément de r,*, que nous notons h(R°°). Pour l’instant, h est une application 
de à valeur dans Tm, dont la continuité découle de la définition. L’application 
hoo est alors la composée Poo o h, où Poo est la projection continue de dans Xoo. 
La commutativité du diagramme est immédiate. □
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3.5.2 Configurations et polynôm es quadratiques fibres

Nous achevons ce chapitre en faisant le lien entre les polynômes fibrés de degré 2 
et l’espace X <». Considérons X  un compact quelconque, /  une application continue 
sur X  et Pc(x,z) =  (f ( x ) ,z 2 +  c(x)) un polynôme fibré sur X , avec c un élément 
de A4(X). Nous allons préciser sous quelles hypothèses, on peut à chaque x  de X  
associer la configuration de Pc au point x. D’après le paragraphe précédent, il s’agit 
de mettre en lumière des conditions sur le paramètre c qui garantissent que pour 
tout x  de X ,  la suite (P"x)n€N appartient à H f .  Ces conditions porteront d’une 
part sur l’existence d’une section invariante répulsive à laquelle aboutisse les rayons 
d’arguments externes 1/3 et 2/3, d’autre part sur la nécessité pour la valeur critique 
c(x) d ’appartenir “au secteur [5/12,7/12]”. Le membre 1/2 généralisé, PQ> 
sera l’ensemble des paramètres c qui satisferont toutes ces exigences.

Commençons par définir soigneusement la notion de section invariante répulsive.

D éfinition, a : X  — y C, une application continue, est une section invariante 
répulsive pour Pc s’il existe des constantes A > 0 et A > 1 telles que pour tout x  de 
X  :

Pc,x(oi(x)) =  a (f(x ))  et pour tout n de N, |(Pc7|x)/(û'(a:))| > AXn.

Nous pouvons dès à présent, donner une condition nécessaire et suffisante garan
tissant l’existence d’une telle section invariante répulsive.

P ro p o sitio n  3.5.3 Si U e tV  sont deux ouverts de X  x  C tels que :

• U =  (J (x,Ux), V  =  (J  {x,Vx) avec Ux et Vx des disques topologiques de C ;
xex xex

• VCCU et il existe m0 > 0 tel que pour tout x de X , diamUx < ma ;

• Pc,x '• Vx — > Uf{x) est un isomorphisme holomorphe ;

alors il existe une unique section invariante répulsive dans U. Réciproquement, si a  
est une section invariante répulsive, on peut trouver deux ouverts U e tV  de X  x  C 
contenant a  et vérifiant les propriétés ci-dessus.

PREUVE.
Commençons par la réciproque. Fixons 6 > 1 et considérons n0, l’entier positif tel 
que :

KP^yCaCz))! > 9 pour tout x e  X .

De manière tout à fait standard, on peut au moyen d’une application ip(x,z) = 
(x, e ^ z )  conjuguer Pc à Pg un polynôme fibré de la forme Pg( x, z) =  (f(x ), c2(x)z2+ 
Co(x)), tel que :

Pc,x = e^f̂ P c>x(e~^z)

et

> ff > 1. (3.2)
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log |(^ ) '(e ^ * )a (x )) | =  cp(f(x)) -  v (x) +  h(x) > c > 0.

Comme par hypothèse, les sommes de Birkhoff :

1 1 n0-l
- s noh{x) =  -  £  *(/*(*))n0 n0

sont strictement positives, on détermine (p de telle sorte que ^ S noh —h soit le cobord 
de (p, c’est-à-dire telle que :

— Snoh — h = ip o f — <p. 
no

Il suffit pour cela de poser

1 no—2 i
^ )  = 7 E E M /jW) 

n 0 ¿=0 i= 0

et 3.2 est alors vérifiée avec & =  01/”0.
Ensuite, notons â(x) =  e'^a^rc). étant fixé, il existe r > 0 tel que pour tout 

x  de X  :
D (5U (x)),ffr) C P ',,(D (3(1),r )) .

Par conséquent, en posant Ux =  .D(a(a:),0V) et 14 la composante connexe de 
Pz,x(Üj(x)) incluse dans Üx, on obtient U =  UxexO^ Üx) et V  — Uxex(z, Vx) deux 
ouverts de X  x C satisfaisant les conditions de la proposition pour la section 5 du 
polynôme P£. Les ouverts U et V  sont alors obtenus en posant U = ^ -1(C/) et 
V =  ip~l {V).

Concernant le sens direct de la proposition, soient V° =  Ux, Vx = Vx et V£ 
la composante connexe de /«(*)) contenue dans Vx ~x. Du fait que V  est
relativement compact dans U, les distances d(Vx, dUx) sont uniformément minorées. 
Comme de plus, Ux est un ouvert borné, il existe /¿o > 0 tel que mod(t/a. \  Vx) > ¡mq.

modfC/AV?) <  ¿ m o d (V Ï\^ + r)  < nm  
t=0

d’où __
lim modCUxXV?) =  + 00

n-»+oo v

et par conséquent flneN =  {»(x)}- oc est une fonction continue de x  et vérifie 
effectivement Px(a(x)) =  a(f(x)). Par ailleurs, en vertu du théorème extrémal de 
Grôtzsch, il existe des constantes positives Ai et A2, indépendantes de x  telles que :

diamVJ1 < A xe~nM.

Si h(x) =  log(2|a(x)|), il s’agit donc de trouver ip(x) vérifiant :
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|(rç ,y (a (* ))| >

□

Considérons S (X )  l’ensemble des couples (c, a) tels que o: est une section in
variante répulsive de Pc. S (X )  est muni de la topologie produit et on désigne n  la 
première projection de <S(X) dans C(X, C). Nous avons alors :

P roposition  3.5.4 II est un homéomorphisme local.

PREUVE.
II est clairement continue. Pour l’injectivité locale, si (c, ai), (c, a2) G S{X ) alors 
|ai(a:) — a2(x)\ > diamCT ,̂ où Ux désigne l’ouvert intervenant dans la caractérisation 
de l’existence de ax et par conséquent c*\ ^  a2.

Il reste à montrer que II est ouverte. Considérons (c, a) G <S(X )  et U = 
Use* 0e > V  =  Uxex{x iVc) les ouverts donnés par la propositi'™ q K q Q’ ^  
est assez proche de c, on pose Ux =  Ux et Vx la composante connexe 
incluse dans U'x. Par continuité, nous conservons le fait que U' =

tex(x >Vx) sont des ouverts et V'OZU1. Alors, d’après le ciiueic o.u.o, 
me unique section invariante répulsive a' appartenant à V'. 

üntin, on remarque que a' dépend continuement de cf. □

Supposons que c € M (X )  et reprenons <pCtXi la représentation conforme du 
complémentaire de K CjX, définie au chapitre 1. Le rayon d’argument externe 9 G T 
est alors défini, comme dans le cas constant par :

Rx.e = ¥£*({pexp(2î7r0), pG]l;+oo]}).

De même, on notera pour 1 < t < t' :

RxjQt, *']) =  Æj({Pexp(2i7T0), p e]t, t']}).

Supposons que Pc admette une section invariante répulsive a, nous dirons que Rx,o 
aboutit en a(x) si :

Iim¥^*(pexp(2î7r0)) =  «(*)•

Nous allons nous intéresser précisément à l’aboutissement des rayons 1/3 et 2/3. Si 
U = UxexC^i Ux) et V  = sont les voisinages ouverts de la section a
donnés par la proposition 3.5.3, nous avons :

P roposition  3.5.5 Les rayons Rx,i/z et Rx,2/3 aboutissent en a(x) si et seulement 
si, il existe to > 1 tel que pour tout x de X  :

-Æx,i/3(]1> ¿o]) C Ux et i2x,2/3Ql,^o]) C Ux.

Enfin, en appliquant Koebe, on déduit l’existence de constantes positives B \  et B 2
telles que :
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PREUVE.
Soit VJ1, le système fondamental de voisinages de a(x) introduit à  la proposi
tion 3.5.3. Nous avons, par hypothèses, pour tout^i e  N :

i M l M n )  C K 1 pour 6 = 1/3, 2/3.

Comme le diamètre de V£ tend vers 0 quand n —> +oo, il en résulte que Rx,i/z et 
Æ*,2/3 aboutissent en a(x).

Réciproquement, supposons que pour tout x de X , Rx, 1/3 et Rx,2/z aboutissent 
en a  (a;). Par compacité et du fait que U est un ouvert, il existe ¿o > 1 tel que pour 
tout x  :

R xÀ Ÿ J2, *0]) C Ux pour 6 =  1/3, 2/3.

D’où, pour tout n € N :

R x M ~ n,4~n+1]) C Ux pour 0 =  1/3, 2/3

et la proposition est démontrée. □

On note M.\/2(X) le membre 1/2 généralisé, constitué des c € M (X )  tels que 
Pc admette une section invariante répulsive à laquelle aboutissent les rayons 1/3 et 
2/3. Compte tenu des propositions 3.5.4 et 3.5.5, M i/2(X) est un ouvert (relatif) 
de M (X ).

Notons également C le compactifié de C obtenu en rajoutant le cercle S1 =  T à 
l’infini (cf [GM93]). Remarquons que pour tout c € M i/2(X), d’une part les rayons 
1/6 et 5/6 aboutissent au point — a(a;), d’autre part c(x) appartient à la composante 
connexe de C \  -R*,i/3 U Rx,2/z U a(x) qui contient [1/ 3 ,2/3] dans son adhérence. Par 
conséquent, les rayons 5/12 et 7/12  aboutissent à une même préimage de a ( f2(x)) 
par Pç X. Notons ^ (x )  la composante connexe de C \  Rx,5/12 U Rx,7/12 qui contient 
[5/ 12, 7/ 12] dans son adhérence.

Notons M*1/2(X) l’ensemble des paramètres c de M.1/2(X) tels que c(x) € B2(x). 
Comme nous l’avons déjà souligné à plusieurs reprises, nous allons nous limiter à la 
description combinatoire des éléments de M.\j2(X).

Finalement, nous pouvons expliciter la propriété universelle de X <».

Proposition  3.5.6 Soient X  un compact, f  une application continue sur X  et 
c G M \i2(X), alors il existe une application continue h de X  dans X«, telle que le 
diagramme suivant commute :

X -----—  Xoo

/ T

x— —

PREUVE. Il suffit de vérifier qu’à chaque x de X  on peut associer continuement 
un élément de 1Z2°. On se ramène à une suite de revêtements ramifiés de D en 
considérant Pc>x comme une application de C =  D telle que :

Pc,x{z) =  z2 si z G dC =  S1.
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Posons alors,

R°°(x) — (Pc,/n-1(x), i î / n(x),i/3,*/-(*),2/3, a ( f  (æ))^ ^  •

R°°(x) est un élément de 72.£° qui dépend continuement de x  pour la topologie produit 
de 72£° et on pose alors h(x) =  h00(R 00(x)) où /le» est l’application universelle de la 
propriété 3.5.2. □

Nous terminons ce chapitre en expliquant dans quelle mesure, on peut rattacher 
l’étude itérative d ’une suite de polynômes quadratiques (Pi(z) =  z2 + Cj)*eN à notre 
cadre fibré.

La situation est la suivante, on se donne c =  (cî)ï€n une suite bornée de C et on 
s’intéresse au système :

Pc : N x €  — > N x C
(i,z)  i— > (i +  1, z2 +  Ci)

L’outil qui permet de se ramener à une base compacte est le compactifié de Stone- 
Cech N muni de l’application a  qui prolonge le décalage i ¿ + 1 .  N possède la 
propriété universelle que toute fonction bornée sur N se prolonge en une application 
continue de N.

Notons c l’application continue qui prolonge la suite c à N et P& le polynôme 
fibré sur N : ^ ^

Pt : N x C — ¥ N x  C
(x, z) i— y {cr(x), z2 + c(x))

Cette manipulation permet de définir sans ambiguïté les configurations (7i)*eN =  
(^ri(7))i6N associées à la suite de polynômes (z2 +  c»)ì6n. Pour cela, il faut bien sur 
supposer que c € -/Vi*/2(N) mais cette condition ne dépend que de la suite (cj)i€N-
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Chapitre 4

Enoncés des principaux résultats 
et mise en place des outils

Ce chapitre est conçu comme une introduction aux théorèmes de réalisabilité qui 
seront essentiellement démontrés aux chapitres 5 et 6. On considère toujours X  un 
compact, /  une application continue de X  dans X  et Pc un polynôme quadratique 
fibré sur X  avec c (E M \/2{X).

Nous mettons en place dans le premier paragraphe de ce chapitre, une suite de 
partitions d’un voisinage de K CyX appelées puzzles. Ces puzzles sont une extension 
directe des puzzles “classiques” introduits par B. Branner, J.H. Hubbard et J.C. 
Yoccoz (voir [BH88] et [Yoc]) pour l’étude itérative des polynômes complexes. Ce 
seront des outils essentiels des prochains chapitres, ils permettront entre autre, de 
traduire topologiquement les propriétés combinatoires du polynôme fibré considéré.

Ensuite, nous donnerons en relation avec les puzzles, un sens précis aux notions 
de configurations primitive et faiblement récurrente. Nous pourrons alors formuler 
rigoureusement les deux théorèmes principaux concernant la possibilité de réaliser 
ces configurations.

Au troisième paragraphe, nous nous intéressons à la géométrie des éléments ini
tiaux du puzzle. Précisément, nous donnerons une minoration uniforme par rapport 
à x  et c des modules des différents anneaux entre les pièces du puzzle d’ordre 1 et 
celles du puzzle d’ordre 3.

Enfin, le dernier paragraphe à trait aux polynômes quadratiques fibrés critique- 
ment non récurrents. Sous cette hypothèse que nous formulerons combinatoirement 
on prouvera que l’ensemble de Julia rempli est holomorphiquement effaçable donc 
de mesure nulle. L’effaçabilité aura également comme conséquence l’unicité et la 
continuité, dans un sens que nous préciserons, de la fonction c réalisant des config
urations non récurrentes données. Ce dernier point est très important, il permettra 
au chapitre suivant de chercher des fonctions c réalisant des configurations non- 
récurrentes sans se soucier des aspects continuités par rapport à x.
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4.1 P uzzles

Dans cette section, nous introduisons pour chaque entier n et pour tout x  de X  
le puzzle Vnix) qui sera une partition d’un voisinage de l’ensemble de Julia rempli 
K CiX. A chaque pièce A n de Vn(x) nous associerons une pièce “bordante” An qui 
formera un voisinage ouvert de An et qui sera en quelque sorte un épaississement de 
A n. La collection des pièces bordantes constituera le puzzle bordant Vn(x).

Rappelons que dans le cas connexe <p~l désigne la représentation conforme de 
C \  D sur C \  K c>x définie au chapitre 1 et Gc>x la fonction de Green du compact 
K CjX. On note Hr(x) le disque topologique défini par :

Hr(x) =  {z  € C tels que Gc%x(z) < r}.

Par hypothèses, #1/3(2;) et -R2/30e) aboutissent en a(x) donc Ri/e(x) et R^/e(x) 
aboutissent en —a(x). H i(x) privé de l’adhérence de ces quatre rayons est donc 
constitué de trois composantes connexes d’intérieurs disjoints. Ces trois domaines 
que l’on choisit par convention fermés forment le puzzle de profondeur 1 :

Vi{x) =  {Ai_i(rc),Ai)0(rc),^i(i(a;)}.

.«4.1,0(a;) désigne la pièce critique (contenant 0), ^ i-^ x )  celle de “gauche” délimitée 
par Ri/3(x) et #2/3(2;) et .¿1,1(2;) celle de “droite” délimitée par R i/&(x) et R5/6(x).

On définit alors par induction le puzzle de profondeur n, Vn(x), constitué des 
préimages de A  par Pc>x, lorsque A  parcourt Vn- i( f(x )) .  Les pièces du puzzle 
de profondeur n  sont des fermés d’intérieurs disjoints et forment une partition de 
i f  1/2«-1 (x). Chaque partition Vn(x) est un raffinement de Vn-\(x )  dans le sens où 
chaque pièce A n(x) G Vn(x) est contenue dans une unique pièce de Vn-\(x )  notée 
j n(An(x)), que l’on appelle le père de A n(x). j n est donc une application de Vn(x) 
dans Vn-\(x )  qui vérifie An(x) C j n(An(x)) pour A n(x) G Vn{x) et qui “commute” 
avec PC)X :

j n —1 0  Pz,x — P;,x  0  j n  •

Le puzzle bordant au niveau 1, V\(x) est également constitué de trois com
posantes que l’on note Aii_i(ar), A^o(x), 4̂iii(x) et qui sont définies de la façon 
suivante :

• Âi)_i(x) est le domaine borné inclus dans #3/2 (x) dont la frontière est con
stituée des rayons externes et de la ligne de niveau 3/2.

• Âi,o(a;) est le domaine borné inclus dans H3/2(x) dont la frontière est constituée 
des rayons externes | f , ff» f i et ^S116 niveau 3/2.

•  ^1,1(2;) est le domaine borné inclus dans #3/2(2;) dont la frontière est constituée 
des rayons externes et de la ligne de niveau 3/2.

Toutes ces pièces sont choisies ouvertes. Le dessin suivant (figure 4.2) est certaine
ment plus explicite que ces définitions un peu absconses.
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173 __ ;-----------
M * ---------

/ -¿ 1 ,-1  \  f  -¿1,1 N.

273 -------- -------hjh

Figure 4.1: Puzzle de profondeur 1

29/i4^  43 4̂8 Âlt_ i 17/24 19/24 ^ 1.1
"1,0

Figure 4.2: Puzzle bordant de profondeur 1

Le puzzle bordant à la profondeur n, Vn(x) est constitué des préimages par Pc,x 
des éléments de Vn- i  (f(x)). Retenons que les éléments de Vn(x) sont des ouverts.

Vn(x) est un recouvrement de # 3/2»(a;), ses éléments ne sont pas d’intérieurs 
disjoints, par contre ils présentent l’avantage d’être relativement compacts dans 
ceux de Vn-\(x ). Plus précisément, soient An(x) 6  Vn{x) et An_i(x) € Vn-i{x) :

si Â n(x) C alors en fait Ân(x)<ZdÂn-x(x).

La proposition ci-dessous va nous permettre d’associer, de façon univoque à 
chaqu* pièce de Vn(x) un élément de Vn(x) qui la contient.

P ro p o sitio n  4.1.1 Pour tout entier n > 1, il existe une unique application 7rn de 
Vn(x) dans Vn{x) telle que le diagramme suivant commute :

V n { x ) ------ ^ V n. x{x )

7Tn 7Tn_i

P Z .X  . "Vn{x) Vn-l{x )

et A nCiZTrn(An) si A n € rPn(x).
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-KniAn) est appelé la pièce bordante de An. Chaque pièce de Vn{x) possède une 
unique pièce bordante, par contre deux pièces distinctes de Vn{x) peuvent avoir la 
même pièce bordante, 7rn n’est pas injective.

PREUVE. Tout d’abord Tti est parfaitement bien définie puisque par construction : 

tti^i.oOe)) =  ^ 1,0(2 ), 7Ti(Ai,_i)(a;) =  Âi,-i(x) et 7Ti(Ai,i(rc)) =  Âi,i(x).

Ensuite, supposons par récurrence que 7rn_i ait un sens. Si An € Vn(x), Pc,x(An) C 
7rn-i(Pc,x(An)) et on définit 7rn(An) comme la seule composante connexe de

Vn{x)------ ---
7Tn  ^ n —1

’ f ' '
M_ >

Jn 3n—1

P n- 2(x)

FÜ(*n-l(Pv (A.)j)

contenant A n. La commutativité du diagramme est avec cette définition immédiate.
□

De la même façon que si An(x) est un élément de Vn(x) nous lui avons trouvé 
naturellement un père j n(An(x)), nous allons maintenant définir le père d’un élément 
de Vn(x).

Proposition  4.1.2 Pour tout entier n > 2, il existe une unique application j n : 
Vn(x) — y Vn-i(x ) telle que les diagrammes suivants commutent :

A ( x ) -----£ _ ,( * )

p n(x)---- •n— P^iix) Pn-,(x)----

et i4.nOCjn(^n) pour A n €  l^n{x),

PREUVE. Soit An € Vn, nous définissons j n{An) comme l’unique composante de 
Vn-i contenant An. Par induction, on prouve que ?n(Ân) est définie sans ambiguïté./S X**. ✓s /S,
En effet, si B \ et B 2 appartiennent à Vn- i  et contiennent A n alors Pc,x{B i) et 
Pc,x{B2) sont deux composantes de Vn- 2 contenant Pc,x(An) d’où :

Pc,x(B i) =  Pc,x(B2) et B i =  Ê 2.

La commutativité du premier diagramme s’explique par le fait que 7rn_i(,7n(An)) est 
un élément de Vn- i  contenant irn(An). Pour le second, on remarque cette fois que 
Pc,x(jn{An)) est une composante de fin- 2 contenant Pc,x(Ân). □

Définissons encore certaines pièces particulières qui joueront un rôle important 
dans la suite. Supposons que 0 ne soit pas une préimage de a  alors Jn{x) désigne 
l’élément critique, i.e. contenant 0, de Vn(x) et In(x) l’élément post-critique, i.e. 
contenant c(x), de Vn(f(x)). Jn(x) = Pc,x(Jn+i(x))- Lorsque /  (l’application de 
X  dans X )  n ’est pas injective il peut y avoir plusieurs pièces post-critiques dans 
Vn(f(x)). Les pièces critiques et postcritiques du puzzle bordant sont

J n(x) =  7r„(Jn(x)) et î n(x) =  7r„(/n(x)).
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Remarquons que plusieurs éléments de Vn{x) peuvent contenir 0. Enfin, lorsque 0 
est une préimage de a  d’ordre n, on choisit par convention Jn(x) la préimage de 
Â lfi( f n(x)) par jP"z qui contient 0. On pose alors Tn(x) =  Pc,x{Jn+i(x)).

Puzzles e t configurations.
Les puzzles seront d’une importance primordiale dans la suite de cette thèse. Nous 
expliquons maintenant comment ces partitions permettent de faire la liaison entre 
le Julia rempli et les espaces En/ j n. Soit Pc un polynôme fibré avec c G M \/2{X), 
on note 7  =  (7n)neN la configuration de KCjX.

P roposition  4.1.3 Pour tout entier n > 1, il existe une unique application con
tinue Xn : K c,x — > En/ln telle que les diagrammes suivants commutent :

Xn
K Cìx E nj 7n

Pc,* Q yn
1 X n -1

K  ------------

K c , x

id

Xn

L <=./(*) £ n / Q n ,n —l( 7 n ) K,
X n—1

c,x

Enfin

h n

E n —l / l f n —1

Xn est définie par récurrence sans ambiguïté et vérifie Xn(0) =  v ( jn) la classe critique 
de En/in. En outre, deux éléments dans l’intérieur d’une même pièce du puzzle 
Vn(x) ont la même image par Xn-

Ces applications (x« )n€N  “passent à la limite projective” et induisent une appli
cation de K CiX dans le Julia combinatoire de 7 .

P roposition  4.1.4 II existe x7 une application continue de K C)X dans E^ telle que 
le diagramme suivant commute :

X7
' E ,Kc,x --------- - .

Pc,X Q

K  -2S 2Ü EH i )

PREUVE.
Pour z  G K c,x posons Xy(z) = (x i( z)i • • • > Xn(z)> • • • )  • En vertu de la proposition

précédente Xi(z ) est un élément de la limite projective du système (En/y n, i7n)n€N 
et il s’agit simplement de vérifier que Xii2) est un point fermé.

Supposons par l’absurde que e G X^(z), alors il existe no tel que e G Rn0. En 
prenant l’image de e par Qn° et celle de z par on se ramène au cas où e =  { |, §}, 
c’est-à-dire e =  x7(û:(:e)).

Par ailleurs, soit Uq(x ) l’ouvert inclus dans Hx(x) délimité par les rayons Rj_(x) 
et R ïl(x ) d’une part, R ul(x) et Rzt(x) d’autre part. Un(x) désigne l’image inverse 
de U0( fn(x)) par P£x incluse dans Un- X(x). dU0(x) et dU\(x) sont des courbes de 
Jordan dépendant continuement de x  G X . Il en découle que le module de l’anneau 
Uq \  U\ est minoré indépendamment de x ce qui implique que la suite des Un forme 
une base de voisinage de a(x). Ce dernier point garantit entre autre chose que si 
z #  a(x) alors x^C"). $ X^{z )- n
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Enfin, soulignons que x est un homéomorphisme si et seulement si le diamètre des 
pièces du puzzle Vn(x) tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Cela sera notamment 
le cas pour les configurations primitives et faiblement récurrentes.

4.2 Enoncés des principaux résultats

Nous définissons maintenant soigneusement les configurations primitives et faible
ment récurrentes ce qui nous permettra de formuler les deux théorèmes centraux de 
cette thèse. Il s’agit de traduire au niveau des configurations les propriétés que l’on 
désire obtenir pour les puzzles associés aux polynômes ayant les configurations en 
question.

4.2.1 Configurations prim itives

Ces configurations modélisent d’une certaine façon les comportements combinatoires 
non-récurrents les plus “simples” possibles. Concrètement elles correspondent à des 
polynômes fibrés tels que pour tout x  de X , l’orbite du point critique évite la pièce 
critique J3( / m(x)) du puzzle V z{fm(x)) pour tout m > 0 .

On s’attache ici à définir ces configurations de manière intrinsèque sans faire 
appel aux puzzles. Notons

• Uz l’ouvert de T1 égale à ] ^ ,  ¿ [U ]g , g[.

•  A3 le compact des points de T1 qui ne rentrent jamais sous itération de Q 
(Q(z) =  2^modl) dans Uz :

A3 =  f ) Q ~ n (T \U z ) .
n€N '  '

Rappelons que pn désigne la projection canonique de T dans En. Si ôn e  Tn alors 
7Tsn est la projection de En dans En/5n et pSn — 7rSn ° p n. En outre, v(8n) € En/ 8n 
désigne la classe critique de 8n introduite au chapitre 3. On considère indifféremment 
v(8n) comme un sous ensemble de En saturé pour 8n ou comme un élément de En/5n. 
Notons v(8n) = p j '( v ( 8n)).

D éfinition. 7  s  X »  est une configuration primitive si pour tout 8 € { ^ ( 7 ), i € N} 
alors 8 =  (5n)n€N et pour tout n > 3 e t l < p < n  — 3 :

QP(*{àn)) c  T1 \  Uz.

Si 7  est une configuration primitive alors, en particulier, toutes les itérées ^*(7 ) sont 
primitives.

D’une façon plus synthétique et abstraite, on peut caractériser ces configurations 
7 , à l’aide de l’ensemble de Julia combinatoire Ey et de la classe critique c(7 ) élément 
de Ejrç7), c(7 ) C T. En effet, 7  est une configuration primitive si pour tout i € N :

c (^ (7 ))  C A3.
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Jusqu’à présent, les configurations de ont des classes critiques situées dans 
[ni’ Cependant, pour des raisons techniques nous allons dans le théorème de 
réalisabilité imposer que toutes les classes critiques appartiennent à [|j, ||] .  On 
désignera X$ le compact des configurations primitives de X ^  qui satisfont en plus 
cette hypothèse.

Au chapitre 5, nous démontrerons le résultat de réalisabilité-rigidité suivant :

Théorèm e 4.2.1 II existe une unique application c € ^ 1/2(* 3) telle que l’applica
tion hc qui fait commuter le diagramme :

Xz—  
T  7  

X 3— k — X«,

soit l ’injection canonique de X$ dans X ^ .

4.2.2 Configurations faiblement récurrentes

Nous souhaitons à présent donner un sens précis à ces configurations déjà évoquées 
en introduction. Heuristiquement, nous allons considérer des configurations telles 
qu’il est nécessaire d’effectuer au moins Cm2 itérations pour que le point (la classe) 
critique revienne dans un voisinage combinatoire d’ordre m d’un autre point critique. 
Ces voisinages sont le pendant pour les configurations des pièces critiques du puzzle 
bordant d’ordre m  ; nous commençons par les définir soigneusement.

Tout d ’abord, considérons e_i, £q et £1 les sous ensembles de T définis par

e_ i }- -[3 ’ 3
.1 l r ,2  5 r 

60 “  6 ’ 3 3 ’ 6

si = ]|, 1] U [0, |[.

Si 71 est l’unique élément de Ti, notons e_i, eo et e\ les trois classes ouvertes de 
£ 1 /7 1 , e% =  P-yi ( £ i )  pour i — —1, 0, 1. Si 74 €  T4, nous définissons êj C F4/74 des 
“voisinages” ouverts de e* par êi =  p14 (eï) avec :

-  -  1L  I Z r
6-1 24 ’ 24 

^ _  5 19, ,29 43.

£ ° 48 ’ 48 48 ’ 48

* -

£i sont des ouverts de T saturés pour toutes les relations d’équivalence 74 de 1?4. 
Donc ê{ est effectivement un ouvert de F 4/ 74.
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Ensuite, si 7  =  ( j n) G on se propose de définir pour tout n € N, v ( j n) un 
voisinage de v ( y n) dans E n+3/ j n+3. On considère indifféremment v ( j n) comme un 
élément de E nf y n ou comme un sous-ensemble saturé pour 7 n de E n.

Notons Q n,p la composée de Q p+\ o . . .o Q n de E n dans E v . Nous aurons également 
besoin de ô4 =  Qn+ 3 ,4  i'Jn+z) et de l’application T7n+3)Î4 de E n+z/ ln + z  dans E 4 /S 4  qui 
fait commuter le diagramme : Q n+z 4

•È'n+3 ” E 4

7t'1n+Z ^¿4

T 7 *1 + 3  »^4 T

E n+ z /7n+3 ” E 4 IÔ4

Posons e(7 n) =  Qn,i.(v (7 n))j ê (y n) est alors l’ouvert de E 4 /Ô 4 défini par

•  Si e(7 „) =  e< avec i G {—1,0,1} alors ê ( jn) — e< G E 4/Ô4 .

•  Sinon, e(7 n) C R i  =  { 5 , §, g, §} et on impose dans ce cas e (y n) =  êo- 

v ( j n) est alors la composante connexe de

contenant v (7 ,1+3) et donc également v { y n). Cette définition est réellement le pen
dant au niveau des configurations de la pièce critique du puzzle bordant d’ordre m. 
Si 7  =  (7 „)neN est la configuration de K C)X alors X n+z(Jn (x)) =  £(7 «)

D éfin ition s.

•  Si r  et n appartiennent à N, M n ( r ) désigne le compact de X ^  constitué des 
configurations <5 telles que pour tout 7  =  ( jn) G {^*(<5), i G N}, pour tout 
m < n  et l < k <  rm 2 :

Qm+fc+3,m+3(v(7m+lî+3)) ^ V (t))^ =  0-

v ( j m+fc+3) et v ( i Tn(J rk(7 ))) sont ici considérés comme des sous-ensembles de 
■®m+fc+3 et E m+z. Une telle configuration <5 est dite faiblement récurrente 
d’ordre rm2.

•  r  étant fixé, on dira que ô G Xqq est faiblement récurrente si 5 G Mn(r) 
pour tout n  G N. On notera X f (t ) le compact des configurations faiblement 
récurrentes :

X F(r) = f )
neN

On peut également comme précédemment donner une caractérisation en terme du 
Julia combinatoire de 7  =  (7n)nçN- Si l’on considère û(7m) C Ey comme un voisinage 
de v(y) la condition d ’être faiblement récurrente se formule alors de la façon suiv
ante : 6 G X p (r )  si pour tout 7  G {^*(5), i G N}, pour tout m  G N et 1 <  k < r m 2 :

Qk{v(7 )) ÿ  ® M ^ ‘ (7)))- 

Le théorème principal de cette thèse devient :
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T héo rèm e 4 .2 .2  Si t  € N est assez grand, il existe une unique application c G 
AA\/2( X f ( t ) )  telle que l ’application hc qui fait commuter le diagramme :

X p ( t )-------

T I T

X A t )----- ^ X „

soit l ’injection canonique de X p(r) dans X,OO*

Enfin, signalons que dans le cas constant, ce comportement combinatoire faible
ment récurrent est relativement “fréquent” . Pour ce qui concerne la famille quadra
tique réelle z  t-+ z2 + c, par exemple, les paramètres réels correspondant à des config
urations faiblement récurrentes impliquent notamment les conclusions du théorème 
de Jakobson (existence d’une mesure invariante absolument continue, d ’un exposant 
de Lyapounov strictement positif) et sont de mesure strictement positive.

4.3 E stim ations initiales

Dans ce paragraphe, nous traitons de l’uniformité des modules des anneaux initiaux 
par rapport à x  G X  et c G A4ï/2(X). L’objectif est de trouver une constante 
strictement positive indépendante de x et de c qui minore tous les modules des 
anneaux Â \ \  A \ et A\ \  int(As) avec A\ G V \(x ), A 3 G Vz(x) et Â\ G Vi{x).
Si c G M \ j2{X) on commence par minorer le module de l’anneau critique :

B(x) — Ji(x) \  int(J3(x)).

Dans le cas constant l’uniformité des modules des anneaux initiaux est un des points 
centraux de la preuve de la locale connexité de l’ensemble de Mandelbrot par J.C. 
Yoccoz (cf [?]). La démonstration que nous proposons ici en est une adaptation au 
cadre fibré.

T héo rèm e 4.3.1 H existe une constante M0 > 0 telle que pour tout c de M \ /2{X) 
vérifiant c(x) £ # 5/12 (x) H # 7/ 12(2:) pour tout x  de X  alors :

mod(B(x)) > Mo, Vx G X .

R em arq u e . L’hypothèse sur le paramètre permet simplement de s’assurer que 
Js(x) est un disque topologique non dégénéré.

Nous utilisons ici la caractérisation du module d’un anneau en terme d’intégrale 
de Dirichlet (voir [Lyu91] ou [Ahl53]). Considérons D  un disque topologique con
tenant un compact K . On attribue alors au domaine A  =  D \ K  le module [¿(A) 
par la formule :

M-4) =  (in f J(u ))

où I (u ) =  f A |V u\2dxdy avec u une fonction de W 1,2(A) (les dérivées partielles 
d’ordre 1 au sens des distributions sont dans L2) qui tend vers 1 sur le bord de
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D  et vers 0 sur le bord de K . L’infimum est atteint pour la fonction harmonique 
qui satisfait les conditions aux bords de A. En particulier, si h est une fonction 
quelconque de W l,2(A) telle que h =  1 sur dD et h =  0 sur dK  alors :

* wr
Revenons maintenant à notre anneau B(x). Pour tout c de fA \/2{X) et tout x  de X ,  
B(x) est un anneau à dynamique fixée. Cela signifie que si tpc,x désigne l’application 
conforme de H+ sur le complémentaire de K c>x telle que i>e,x{z) =  (exp(—2î7tz)) 
alors

B ( x ) n cK CtX = 'i(>c>x(Ji \ J z),

avec J\ = Ri U R[ et Jz =  Rz U R!3 où Ri et R'i sont des rectangles fixés de M+ (voir 
figure 4.3).

Figure 4.3: dynamique fixée

Nous nous proposons donc de construire une fonction ho de W l,2{J\ \  Jz) égale 
à 1 sur dJi et 0 sur Jz. Nous en déduirons alors en transportant ho par il)CtX, 
hCyX une application de W l,2(B(x)) vérifiant les conditions au bord requises. Le 
point essentiel étant que la quantité \VhCiX\2dxdy, invariante par changement
de variables holomorphes sera égale à [Vho\2dxdy et donc indépendante de 
V’c.x*

ho est obtenue à partir d’une fonction annexe H  que nous allons construire sur 
le carré A de coté 1.

Introduisons à cet effet quelques notations :

A =  {z, 0 < Im(z) < 1; 0 < Re(.z) < 1} ;

ro =  r j =  {z, 0 < Im(2î) < ^; ^ < Re(2r) < ;

Po = Po =  {z, ^ < Im(2) < 1; 0 < Re(^) < 1}.
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On note ©4 Implication définie par

© 4  (z) =  4z si 0 < Re(z) <

©4(2) =  4z — 3 si -  < Re(z) < 1.

Nous désignons alors, pour tout n  de N et pour tout 1 < i < 2n, et p*n les rectangles 
préimages par ©4 de r0 et p0. Les éléments r*n d ’une même génération n sont 
naturellement ordonnés par la convention : i < j  si et seulement si Re(z) < Re(z') 
pour z  € rjj et z' € r£. On procède de la même manière pour ranger les p*n. Sur la 
figure 4.4 nous avons dessiné les trois premières générations. Ces rectangles ont la 
propriété d’être d’intérieurs disjoints et de former une partition de A.

Enfin, on pose Cq =  0 et pour tout entier n strictement positif, on définit les 
constantes

pour 1 < i < 2n_1

i
/'-h _ 2n — 2t 1

n 2n
C'n =  Cf-*' pour 2n_1 < i<  2n 

Le point essentiel qui permet de démontrer le théorème 4.3.1 est le lemme suivant :

Lem m e 4.3.1 II existe une fonction continue, H  appartenant à W 1,2(A) telle que :

\VH \2dxdy =  I q  < +00 et H\rin =  C*L
PREUVE. Si p\ est un des rectangles précédents, on désigne par djp\ pour 1 < j  < 6, 
les six segments formant le bord de pxn avec la convention que 64pln est la moitié 
centrale du coté inférieur de p'n (cf figure 4.5).

Nous allons construire H  de proche en proche sur les rectangles pxn en contrôlant 
à chaque étape fp,n \VH \2dxdy. Notons hln =  H\p,n. Tout d’abord,

h l(t)  ={
1 sur

1 — 41 sur

0 sur
At —  3 sur

d ip i U d2po U d6pl 
dzp\
9a Po 
dsPo

h\ étant ainsi définie sur le bord de p\ = p°, on considère son extension harmonique 
au domaine pi, ce qui fournit une fonction W 1,2(po) que nous continuons de noter 
ho. Définissons encore h\ et h2 explicitement par la formule :

sur
sur
sur
sur
sur
sur

di P\ 
d2p\ 
dzp\ 
d4p\ 
d5p\ 

de PÌ

h\ est ensuite prolongée harmoniquement à p\ tout entier, h2 est définie symétriquement, 
pour z € Pj on pose h2(z) — /j-J(1 — z).
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Figure 4.4: Organisation des premiers rectangles

Ensuite, si i < 2n_1, les rectangles p^ sont des préimages de p\ par l’application 
<Pn où :

& ( ? )  =  si ©"(Pn) =  PÎ

t i ( z )  =  ej(2) - 1  si e ï 0 4 )  =  p?

Nous définissons, toujours pour i < 2n_1 :

2n_1 n 2*'

Enfin, si 2n_1 < i <  2n posons hïn{z) =  /&£n-i(l — z).

Vérifions maintenant que / A \VH \2dxdy est finie. Pour cela, commençons par 
calculer /*, l’intégrale de \VH\2 sur les rectangles p*n. Pour tout i < 2n_1, nous 
avons :

. r . , r 2 i. r . , r V(AMM)) 2 i
- V-2„_, > dxdy =  ^ I \ .  
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di p

d 2p

dip

d6p

d5p

Figure 4.5: bord de p'n

Par symétrie, c’est exactement la même chose pour i > 2n_1. . Comme il y a 2n 
rectangles p*n à la génération n, on obtient :

bzJVH?dxdy=T̂ ll = ̂ 11
En définitive :

r r +°° i
|VH \2dxdy =  \VH?dxdy +  Y , ^ - ¡ ¡ l  =  h-

JA  J Po n=0 Z

Par ailleurs, H  est continue car par construction, si z € d(Pn fl dp\_x alors h3n(z) =
K -Á*)- □

On peut maintenant “transporter” H  sur Ji =  Ri U R[. Soit A une application 
de Ji sur A, affine sur chaque rectangle i?i, R[ et telle que X(Ri) =  X(R[) = A.

Posons ha =  H(X(z)). Nous obtenons ainsi une fonction de W 1,2(Ji), nulle sur 
R3UR3 et constante sur toutes les préimages de R3UR3 par z t-y 2 z  (à une translation 
entière près). En outre,

L  \Vho\2dxdy =  f  _ \Vho\2dxdy — Jq < + 00.
J Ji **

L’application hCtX est alors définie sur Ji(x) n  cK CiX par hc¡x o x¡jcx = ho. Il s’agit à 
présent, de prolonger hCtX continuement et de façon W 1,2 à B(x) tout entier.

En premier lieu, si Am(x) est une pièce de Vm(x) incluse dans Ji(x), obtenue 
comme préimage régulière de J3( / m(x)), alors hc>x est déjà définie sur Am(x )n cK CtX 
et y est égale à C£ l’une des constantes intervenant dans la construction de H. On 
prolonge naturellement hc,x à toute la pièce Am(x) en posant hCtX̂Am̂  =  C}°.

Considérons ensuite, A¿(x) le compact des points de K c>x qui ne reviennent jamais 
par itération positive dans Jz(fm(x)) :

A3(*) = f l  (KcJn(x)\m t(M r(x )))y
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A3 (a;) est un Cantor et Az(x) D J\(x) est exactement le lieu des points où hc>x n ’est 
pas encore définie. Concernant A3 (a;) nous établirons :

P ro p o sitio n  4.3.2 Le complémentaire de A3 (a:) est un ensemble de John.

Rappelons que f2, un domaine du plan, est un ensemble de John si il existe un 
“centre” zo G Q, tel que pour tout z\ G Cl, il existe un arc 7  C £2 reliant zq et z\ et 
vérifiant :

d(z, dCÏ) > C\z — z\\ 'iz G fi.

R em arque. Au paragraphe suivant nous démontrerons que dans le cas non-récurrent 
le Julia rempli lui-même, K CfX, a un complémentaire John.

Admettons, momentanément cette proposition. Nous utilisons alors un théorème 
du à P. Jones [Jon95] qui affirme que si le complémentaire d’un compact est un 
ensemble de John alors ce compact est W 1,2 effaçable. Dans le cas qui nous occupe, 
ce résultat combiné avec la proposition 4 .3.2 nous permet d’une part de prolonger 
par continuité hC)X à A3 (a;). D’autre part, il nous assure que l’intégrale de Dirichlet 
n’est pas affectée par cette extension :

L = f , , I = 7„
JB(x)\A$(x) JB(x)

ce qui démontre le théorème. □

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.3.2.
Tout d’abord, rappelons que nous avons fait l’hypothèse que pour tout x  de X , c(x) 
est situé au delà des rayons 5/ 12, 7/12  et est distinct de la préimage de a ( f2(x)) à 
laquelle ces rayons aboutissent. Par compacité de X  il existe alors Rri (x) et Rr2 (x) 
deux rayons d’argument rationnel, ri et r2 indépendants de x  tels que :

5 pi 1 1 P2 7
12 < ri “  3 x 2n < 2 8 2 < T2~  3 x 2 "  12‘

• R n(x) et Rr2(x) aboutissent à une préimage commune de a ( fn(x)).

Pour tout x  G X , c(x) appartient à la composante connexe de C \ilri (a;) U Rr2(x ) 
ne contenant pas 0 .

Soient

/ n / Ip2 =  2ri Pi =  P2 ~  2

p'i =  2ra -  1 p2 =  pi +  |

Notons A0(x) le domaine borné dont la frontière est une courbe de Jordan formée 
d’arcs inclus dans les lignes de niveaux 1 et 1/2  et dans les rayons d’argument 
1/3, 2/3, 1/6, 5/6 et pu  P2, pi, p'2 (voir figure 4.7).
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r ï/w n ^ V 3  5 / ^ /2

Figure 4.6: Position de la valeur critique et des rayons RPï, RP2, Rtj  et Rp>2

Soient Aj(x) et A2 (a;) les 2 images réciproques de A0( / 2(a:)) par P2X incluses 
dans Ao(x). Ces deux domaines sont bien définis du fait que c(x) est situé au delà 
des rayons Rri(x) et Rr2 (x). D’une façon générale, on note A ^ x )  pour i < 2n les 
2n préimages de A 0( fn(x)) par P 2” qui sont incluses dans A0(x).

Soit zq(x) le point de la frontière de A q(x) d’argument externe 1/4 et de potentiel
1. z\(x) et zl(x) les préimages de zo(f2(x)) par P 2X appartenant respectivement à 
la frontière de A*(a;) et à celle de A2(a:). zQ(x), z{(x) et z\(x) sont par construction 
les images par TpCtX de zo, z\ et z(, des points fixés de H+. Lorsqu’il n’y aura pas 
d’ambiguïté on oubliera le x dans les différentes notations.

On note 7q et Jq les images par ipCiX des segments de H+ joignant z0 à z\ et 
z{. Enfin, 7* désigne les 2 x 2" préimages de 7q et Jq par P 2”. est un arc qui 
joint le bord de l’ouvert A* dans lequel il est contenu à Aj,+1, si Aj,+1 c  A*. Par 
construction,

^WnAaWcfl u An(*)
n>0»<2"

et si Z  e A3(x ), il existe une suite d’entiers (în)neN telle que Z  G flneN A^71. Posons 
I z  — Un€N7n-i- Nous allons montrer que 7z  est un arc qui relie Zq à Z  et qui 
satisfait la propriété de John. A cet effet, nous commençons par prouver le lemme 
suivant :

Lemme 4 .3 .2  H existe C > 0 telle que pour tout x  G X , pour tout n G N 

diamA^^ (x) < CdiamA3n(x) si AJl_1(x) C A 3n(x), 

diamAln(x) < Cd(z,A3(x)) si z G 7^_i-

PREUVE. Remarquons tout d’abord que les domaines A** des 3 premières générations 
(n < 2) dépendent continuement de x. Il en découle l’existence de constantes stricte
ment positives, C, m 0 et <5, telles que :
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Figure 4.7: A0

• 5 < diamAo < CdiamA\ <  C2diamA^ ;

• mo < mod(Ao \  A\) ;

• <5 < d(A0, aAÎ) ;

.  i< d (A J ,A ? )  ;

• <5 < d ( y { ,K CtX) ;

ceci pour tout x  € X ,  pour 1 < i <  2 et pour 1 < j  < 4.
Ces inégalités prouvent, en particulier, le lemme pour n =  1. On suppose, quitte 

à le réduire légèrement, que 5 est supérieur à la distance entre la ligne de niveau 1 
et celle de niveau 1/2. Ensuite, on intercale entre Ao d’une part, Aj et Af d’autre 
part, un domaine fermé Ao défini par :

~ S
Ao =  {z € Ao tels que d(z,dAo) > -} .

Si jamais Ao n’est pas simplement connexe, on ne prend en considération que la 
composante connexe contenant A} et que l’on note toujours Ao.

Fixons A xn C A^_x C A£_2 trois domaines emboîtés des générations n ,n  — 1 et 
n — 2. est une application univalente de A*_2 sur A0. Notons Â£_2 l’image
inverse de Ao incluse dans A*_2, alors

mod(AÎ_2 \  Â*_2) =  mod(A0 \  Â0) > m0.
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Zq

1/3 i- --------------------------------- - j  1/6

\ ) $  L*n

4-p fa j-i
2/3 —------------------------  5/6

^ C ,X  S'
-<-------------- /

1 ^  A " 1!

D’après Koebe, comme A^_x et AJ, sont inclus dans A£_2, il existe une constante 
C(mo) telle que :

^ 4 = 1  < < C(mo)C,
diamAjj “  v u'diamA£ “  v ' ’

avec A{ =  Pc}x~2H^4i-i) A | =  P%f£~2\ AJJ, ce qui démontre la première asser
tion.

Par ailleurs, si z € 7*_i, toujours d’après Koebe, en notant z' = P2(x~2\ z) et 
A | =  J«Ç»-*>(Ai) on a

d(z, Kc;x n  An_t) ^  d(z\
diamA*, diamA| ’

d( A Î .j .A Î .i)  d(Ai,A?)
.....  .....  ■" ....   ̂ .

diamAjj diamA^

et enfin _ _
d(z, A*_2) d(z', A0)
---------:—  --------— .

diamAjj diamA^

où le signe ~  signifie que les différents rapports sont les mêmes à une constante 
multiplicative C(mo) près. Comme par ailleurs :

d(z, A,(x)) > inf (d(z, Kcx n  A « / ( A i . ! ,  ù L i) ,  <*(*. Â*_2))

la seconde assertion du lemme est démontrée. □

Rem arque. Si A^_x c  A*_2, La preuve du lemme fournit également la minoration

mod(A*_2 \  A£_x) > m0.
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En définitive, nous déduisons de la remarque que

mod(Ao \  A*») > nrriQ.

Donc si Z  G nA|,n, 7 z  aboutit effectivement au point Z. En outre, le lemme ci-dessus 
nous permet d’affirmer que pour tout z  G 7z, si z G 7„’l 1 alors

\Z — z\ < diamA^.! < Cd{z,hz{x))

ainsi 7z  est un arc de John. □

Pour ce qui concerne les modules des autres anneaux de la forme A \ \  A i et 
A!\int(A3) avec A i G V i(x ), A 3 G Vz{x) et Âi G Vi{x) nous pouvons essentiellement 
refaire la même démonstration. D’une part, si B  est un anneau d’un type fixé alors 
la frontière de B  est constituée de rayons externes et de lignes de niveau donnés ; 
la construction du théorème 4.3.1 s’adapte et permet de minorer le module de B 
indépendamment de rc et c. D’autre part, il n’y a en tout que 6 types d’anneaux 
combinatoirement différents ce qui donne en définitive une constante Mo qui minore 
uniformément tous les modules des anneaux initiaux.

4.4 R igid ité des polynôm es com binatoirem ent non- 
récurrents

Ce paragraphe a trait aux configurations non-récurrentes et aux polynômes fibrés 
correspondants. Précisons tout de suite ce que recouvre le concept de non-récurrence 
dans ce travail.

D éfinition. Soit mo un entier, on dira que ô G est une configuration mo-non- 
récurrente si pour tout 7  G {^*(<5), i G N}, 7  =  (7 n )n eN  et pour tout k > 1 on 
a

Qmo+3+fc,mo+3(v(7mo+3)) H v(imo (7))) =  0*

On note Nmo le compact des configurations m<j-non-récurrentes de X«,.

Il est commode pour traiter ces configurations 7  =  (7„)n€N de considérer Amo(7 ) 
le compact de T constitué des éléments qui ne rentrent jamais par itération de Q 
dans v(imo(J:k(‘j)))  considéré comme un ouvert de T,

W 7) = n (<?*rl(T\s(im„(̂ ‘(7)))Y
fceN v 7

Am„(7 ) est bien défini pour n’importe quelle configuration de X ^ .  La définition 
de mo-non-récurrence signifie alors en terme du Julia combinatoire que pour tout 
7  G {^*(<5), i G N} et pour tout k > 1

e‘W7)) e A ^ M ) .
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Un polynôme Pc fibré sur X ,  avec c G M \¡2{X) est mo-non-récurrent si pour tout 
x  de X , hc(x) la configuration de Pc en x  est mo-non-récurrente. Cette définition est 
réellement équivalente au fait que 0 ne revient jamais dans la pièce critique d’ordre 
m o du puzzle bordant :

V* € X, Vk € N, P¿(0) i / « ( / ‘ (i)).

Nous commençons par démontrer le point crucial suivant : si Pc est m0-non-récurrent 
alors pour tout x  G X  le complémentaire du Julia rempli est un ensemble de John. 
Ce premier point est une adaptation d’un résultat de L. Carlson, P. Jones et J.-C. 
Yoccoz [CJY94] sur la classification des polynômes dont les composantes de Fatou 
sont des domaines de John.

La première étape consiste à s’assurer d’une certaine expansivité sur le Julia.

P ro p o sitio n  4.4.1 Si Pc est mo-non-récurrent alors il existe des constantes C > 0 
et 6 < 1 telles que pour tout x  et pour tout m G N, x E X  et Am(x) G Vm{x) •'

diam(Âm(x)) < C0m.

On s’attache en premier lieu à démontrer un petit lemme valable en toutes 
généralités pour un polynôme Pc avec c G M y 2(X) et c(x) n’est pas la préimage de 
a  à laquelle aboutissent les rayons # 5/12(2;) et # 7/12(2:).

Lem m e 4.4.1 II existe po > 0 tel que pour tout m  > 0, si

•¿Po+m Am ^  0,

avec À-pQ+rji G P p o+ m  (2;) ci -¿ m  G *Pm  (2;) alors

-¿po +m C Am =  7rm(y4m).

PREUVE. Observons avec précision la situation du puzzle bordant à la profondeur 1. 
Il existe po >  0 tel que si A\ et 4̂P0+i sont des pièces de V\ (x ) et VPo+i (x ) vérifiant 
A i H -Apo+i 7̂  0 alors en fait

Âpo+x C ^ (A ifa )) .

Il suffit pour s’en assurer de vérifier que les pièces de Vn(x) contenant a(x) (ou 
—a(a;)) sont entièrement incluses dans celles de Vi(x) pour n > po-

De plus, po ne dépend que de ri et r2 les arguments externes tels que ^  < ri < | ,  
\  < r2 < ^  et pour tout x  G X , c(x) appartient à la composante connexe de
C \  R ri (x) U Rr2 (x) ne contenant pas 0.

Ensuite, en itérant on se ramène à la situation précédente. P™x x (Apo+m) est une 
pièce de VPo+i ( f Po+l(x)) qui rencontre P ^~ 1(Am) donc :

1(-¿m+po) C 7Ti(P^. 1(Am)),

d ’ou  Ap0+m C  7Tm(-¿m)’ □
1 ( - ¿ m + p o )  C  7Ti {P™x 1 ( A m ))>

12 < ri < 2,
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R em arque . Si pour tout x, c(x) est au delà des rayons R \\/2i{x) et R\z/2a{x) 
(cela sera notamment le cas dans les prochains chapitres) alors en fait l’entier p0 est 
indépendant de c et x.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.4.1.
Soit Â n(x) € Vn(x). On désigne Â i(x ) ,. . .  ,Â n- i(x ) ,Â n(x) la suite des pièces 
emboîtées telles que :

A m —l  (x) =  Jrn (-^m 0*0 ) •

On s’intéresse maintenant au degré de ramification de P™x restreint à A m(x). Con
sidérons n\ le plus entier tel que P£*(Am(x)) contienne le point critique et n2 le plus 
petit entier tel que P ”*+n2(Am(a;)) contienne à nouveau le point critique. D’après le 
lemme ci-dessus et l’hypothèse de m0-non-récurrence, P^Jc+n2(Am(x)) appartient à 
Pm-m-m  avec nécessairement m  — n\ — n2 < m 0 + po ce qui implique que le degré 
de P™x est inférieur à 2mo+po+2.

Posons M0 =  infa;6x B i (x ) \Ê 2{x) avec Bi(x) € Vi(x), B 2(x) € V2(x) et B 2(x) C 
B i(x). Mo est strictement positif d’après le paragraphe précédent. Ainsi, l’anneau
Â»(x) \  A m+\(x) a pour imagé B\ \  B 2 par un revêtement ramifié de degré au plus 
2 ™ o + p o + 2 , d ’0 ù

m o d ^ m(x) \^4m+i(x)^ > 2mo+po+2^°*

En vertu de l’inégalité de Grôtzsch

m o d ^ f i )  \ .4 „ ( i ) )  >  n -

ce qui garantit, compte tenu de la majoration du diamètre de A \(x )i l’existence des 
constantes C > 0 et 9 < 1 telles que pour tout x € X ,  diam(Ân(a;)) < C9n. □

Notons

eo =  inf {e > 0 tels que si z  € Ai(x) alors D (z,e) C Âi(x) =  7Ti(v4i(a;))}.
x E X ,  z £ K c,x

C orollaire  4.4.2 SoitD n une composante connexe de (Pt̂ x)~1(D (z}e0)) alors, d ’une 
part le degré topologique de P™x restreint à Dn est inférieur à 2 m o + P o + 2 , d ’autre part 
diam(Dn) < C9n.

Ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposition précédente. Il signifie 
exactement que le polynôme Pc est semi-hyperbolique au sens de L. Carleson, P. 
Jones et J.C. Yoccoz. Si v4oo(PCiI) =  C \  K CtX nous avons :

T héorèm e 4.4.3 Si Pc est un polynôme fibré mo-non-récurrent alors pour tout x 
de X , Aoo(Pc,x) est un domaine de John.

La démonstration consiste vraiment à suivre pas à pas celle de L. Carleson, P. Jones 
et J.C. Yoccoz sachant que c’est uniquement le cas connexe qui nous intéresse ici 
et que la semi-hyperbolicité est donnée par la proposition précédente. Nous en
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précisons les grandes lignes dans leur version fibrée en renvoyant à [CJY94] pour 
certains lemmes techniques.

En suivant les notations de [CJY94], on désigne px la métrique de Poincaré sur 
A»(-Fc,*) U {oo}. Si z  € Aoo(Pc,x), r 2 désigne la géodésique de Aoo(Pc,x) U {00} 
contenant z  et l’infini, z  sépare Tz en deux arcs et on désigne 7* celui qui ne 
contient pas l’infini et qui “aboutit” sur K CiX. Enfin, notons 6 (z) =  d(z,dK CtX). 

Nous admettons le lemme suivant (cf [CJY94]) qui ne présente aucunes difficultés.

Lem m e 4.4.2 II existe C  > 0 telle que pour tout x  de X  si ô(z) < 1 alors

long(7*) < CGc,x(z)a.

On se sert alors de la caractérisation des domaines de John suivante : Aoo (Pc,x) 
est John si et seulement si il existe M  > 0 telle que si z € Aoo(PCyX) avec ô(z) < 1 
alors pour tout a> € :

P x ( v , z )  > M  =>- ô(uj) < ^<5(z).

Dans notre contexte fibré la constante M  sera indépendante de x.

PREUVE DU THÉORÈME 4.4.3
Soit £0 le réel du corollaire 4.4.2. D’après le lemme 4.4.2, il existe <5 > 0 tel que pour 
tout x  de X  si GCiX(z) < 5 alors il existe Z  € Ec,x tel que

7 ,  C B (Z , | ) .

Soit 77 > 0, il existe M (z, x , rj) tel pour tout z tel que |  <  GCtX(z) < ô alors si z' ç. j z,

px(z,z') > M (z,x,rj) 8 {z') < T)ô(z).

Par compacité M{rf) =  su p ^ g ^ g ^  s M(z, x, rj) < + 00 .

On utilise alors un lemme de distorsion sur les fonctions p-valentes [CJY94].

Lem m e 4.4.3 Soient T> C C un domaine simplement connexe et F  :T> — y D une 
application de degré p telle que F(dT>) C 9 0  alors

{w G D : po(F(z0), w) < C -1} C F ({z  G T> : px>{zQi z) < 1})
C { w e D :  Pd ( F ( z0) ,  w ) <  1 } ,

où C est une constante qui ne dépend que de p.

Fixons w € Aoo{Pc,x), GCtX(w) < S et n tel que

2-<B+1>* < GCtX(w) < 2 ~nô.

D’après le lemme 4.4.3 il existe M ' tel que si px(w,w') > M ' alors pfn(x)(z',z) > 
M{rj) avec P ”x(iü) =  z et P ”a.(̂ y,) =  z'. D’où <5(z') <  r]S(z).
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Comme z,z? € D(Z, c D(Z,Eq) les distances hyperbolique et euclidienne 
sont comparables. De plus P£x est une fonction mo-valente sur (P^x)~1(D (Zieo)) 
donc en vertu du lemme 4.4.3 S(w') < Crjô(w) avec C  une constante indépendante 
de 77. En conclusion, si 77 est assez petit, il existe M(t]) tel que si px(w, w1) > M (77) 
alors 6(w') <  ^S(w). □

Nous sommes maintenant en mesure de décrire topologiquement et métriquement 
les ensembles de Julia des polynômes fibrés 7no-non-récurrents.

T héorèm e 4.4.4 Si Pc est un polynôme vriQ-non-récurrent avec c € A i\ j2{X) alors 
pour tout x  de X  :

• ECtX =  K CtX.

• E CtX est localement connexe.

• ECtX est holomorphiquement effaçable.

• E CyX est de mesure nulle.

Rappelons que À un compact de C est holomorphiquement effaçable si tout homéomorphisme 
de C, holomorphe sur le complémentaire de À est en fait une transformation de 
Môbius.

DÉMONSTRATION.
Si z  G K CiX et z  n ’est pas une préimage de a  on note Am(x, z) l’unique élément de 
Vm(x) contenant z  et A m(x,z)  =  7rm(Am(x, z)). Dans le cas où z  est une préimage 
de a  d ’ordre m , A m(x, z) n ’est pas bien définie. On choisit par convention A m(x,z)  
la composante connexe de (#<̂ :)-1(Ai,o(/Tn(x))) contenant z.

Les points 1 et 2 résultent de la proposition 4.4.1 puisque la famille (Am(x, z ))m€n 
constitue une base de voisinages connexes de z  pour z  € K c,x-

L’assertion 3 découle du théorème de P. Jones déjà utilisé pour les estimations 
initiales (voir [Jon95]) qui stipule que si le complémentaire d ’un compact est un 
ensemble de John alors le compact en question est W 1,2 effaçable. Cette notion 
d’effaçabilité implique en particulier que le compact en question est holomorphique
ment effaçable et de mesure de Lebesgue nulle. □

La propriété d’effaçabilité est assez riche de conséquences et nous voulons expli
quer maintenant dans quel sens elle implique l’unicité du paramètre c réalisant des 
configurations 7n0-non-récurrentes données. Soient Pc(x ,z)  =  (f ( x ) , z 2 + c(x)) et 
Pc>(x,z) =  (f ( x ) , z 2 + d(x)) deux polynômes fibrés sur X  avec c e  t e '  des éléments 
de (X ). Soient hc et les applications de X  dans X ^  qui à x  associent les 
configurations des polynômes Pc et P^ au point x. La proposition ci-dessous affirme 
que si les applications hc et coïncident alors les applications c et c7 sont égales, 
en fait nous avons même un résultat plus précis.

P ro p o sitio n  4.4.5 Fixons x  dans X , si hc( f l(x)) =  ^ ( / ‘(a:)) pour tout i de N 
alors c(x) =  d(x).
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PREUVE. Soient (pCjX et w (I les représentations conformes des complémentaires de 
K CtX et Kc>iX. ipd,x0(PZ,l est un homéomorphisme du complémentaire de K CtX tangent 
à l’identité à l’infini.

Comme K CtX et K c»jX sont localement connexes </v,x ° se prolonge à C tout 
entier. De plus, les pièces du puzzle V m{x, c) sont envoyées bijectivement sur celles 
de P m ( x ,d ) ,  donc cpc'.i ° <PÔ,x se prolonge en un homéomorphisme de C qui fixe 0 . 
En vertu de la propriété d’effaçabilité, </v,x ° <Pc)X est une application de Môebius, 
donc </v,* ° <Pc,x — id  et par conséquent c(x) =  d (x ) . □

Remarque. Par le même type d’argument on prouve que si deux suites bornées 
c =  (c,-)i€N et d  =  (cJ)j6N sont telles que les suites de revêtements ramifiés qui 
leurs sont associées, (P i(z ) =  z 2 +  Ci)tgN et (P ( (z ) =  z 2 +  cQteN on  ̂ les mêmes 
configurations non-récurrentes alors c =  d . En effet, si l’on note N le compactifié de 
Stone-Cech de N les suites bornées c et o' se prolongent en des applications continues 
de N et la remarque découle de la proposition ci-dessus.

Fixons X  un compact de X ^  constitué uniquement de configurations rao-non- 
récurrentes. Comme autre conséquence du théorème 4.4.4 nous obtenons qu’une 
application c bornée de X  dans C telle que le polynôme quadratique associé réalise 
les configurations de X  est automatiquement continue. Soulignons que si c est 
seulement bornée on peut toujours définir hc (et donc parler des configurations 
asociées!) en plongeant X  dans X ,  le compactifié de Stone-Cech de X  muni de la 
topologie discrète, ce qui rend continue les fonctions bornées.

Proposition 4.4.6 S o it X  C  X ^  un com pact in varian t de configurations m,Q-non- 
récurrentes. S o it Pc( x ,z )  =  (^ ( x ) ,  z 2 +  c(x)) avec c une application bornée de X  
dans C te lle  que hc so it  l ’in jection  canonique de X  dans Xqq alors c est continue.

On dira qu’une suite (c*)î€n réalise une configuration 7  si la suite de polynômes 
(z  z 2 +  c*)ien réalise cette configuration au sens du chapitre 3.

PREUVE. Par l’absurde, supposons que x  6  X  soit un point de discontinuité de la 
fonction c. Notons (rCfc)fceN une suite de X  convergeant vers x  telle que (c(xk))ken  ne 
tende pas vers c(x). Pour tout A: G N*, on note c \ =  c(Jri(xk)). Quitte à extraire une 
sous suite de (x *) on peut supposer que (cj.) — y (cj,) lorsque k — y + 0 0  ceci pour la 
topologie produit sur les suites bornées. Par ailleurs, pour chaque k la suite (c*.)*^ 
réalise la configuration Xk. En vertu de la continuité des configurations par rapport 
aux paramètres, la limite lorsque k — y + 0 0  de (cJ.)i€N réalise la configuration 
limite de (Xk)• En définitive, (cô)îGn et (c(Jri(x)))j€N sont deux suites différentes 
qui réalisent la même configuration non récurrente, ce qui contredit la proposition 
ci-dessus. □

97

ctx
. - 1



98



C hapitre 5 

Configurations prim itives

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la preuve du théorème 4.2.1.
Soit Xz le compact des configurations primitives invariant par T , on souhaite 

déterminer une application c G M \ j2{X) telle que l’application hc décrite au chapitre 
3 et qui fait commuter le diagramme :

x ~  c - x°°
T T

HrX3— <̂ x°°

soit l’injection canonique de Xz dans X°°. En vertu de l’effaçabilité du Julia, c sera 
automatiquement continue et unique.

Rappelons qu’une configuration 7  est primitive si pour tout i € N, c{Jri(/y)) la 
classe critique de 7  est incluse dans

fil 13. 
n  24’ 24

A3 est le compact de T invariant par Q constitué des éléments qui ne rentrent jamais 
sous itération positive dans

,_5_ 7_ 17 19,
24 ’ 24 24 ’ 24

Pour toute configuration 7  € Xz, si ~ 7 désigne la relation d’équivalence sur T 
associée, alors d’une part

A3/ ~ 7 C Ey et 0(7) € ( à 3 D [ i i ,

D’autre paxt, les compacts A3 /  ~ 7 sont tous homéomorphes au même ensemble de 
Cantor Kz qui peut être vu comme un sous-shift de type fini de {—3, —2, —1, 1 , 2 , 3}N
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où les transitions autorisées sont

±3 — y 3,2 
± 2  — y - 1 ,1  

± 1  — y - 2 .

K 3 est également homéomorphe à l’ensemble des points que l’on peut itérer une 
infinité de fois par l’application (p de la figure 5.1.

_____

Figure 5.1: Compact invariant

Lz désigne le cylindre —3,3 de K z qui correpond à A3 D [ | | ,  §§]/~7- De cette 
façon, si 7  6  Xz alors pour tout i G N, 0( ^ ( 7 )) G L3 et Xz s’identifie donc au 
produit cartésien L3.

Dans un premier temps, nous expliciterons une application (p particulière comme 
celle ci-dessus permettant de construire le Cantor Kz comme compact invariant d’un 
intervalle de R. Ce premier point, nous fournira pour tout x  € Xz, c(x) une valeur 
critique de x  appartenant à R.

Nous construirons alors à la main, pour tout x  de Xz, un modèle topologique qui 
sera un revêtement ramifié en 0 de degré 2 et qui aura c(x) comme valeur critique. Ce 
revêtement ramifié Px sera linéaire sur certaines parties et quadratique autour de 0. 
Au cours de la seconde partie on le prolongera d’abord localement à T>, un domaine 
borné puis à C tout entier de façon quasi-régulière. Enfin, après rectification de la 
forme de Beltrami “invariante” par Px, on conjuguera Px à un polynôme quadratique 
fibré sur X z  qui aura les combinatoires primitives de Xz-
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5.2 M odèle topologique

Le premier pas consiste à définir le modèle topologique sur l’axe réel et à obtenir 
une représentation “concrète” des Cantor K$ et L3.

On se donne e un paramètre réel strictement positif supposé “petit” que l’on 
fixera plus loin et on pose A =  2 +  e. On définit ensuite les réels suivants :

a — — ao = a ( l  — 2A-2). 
z

a  va jouer le rôle d’un point fixe répulsif et —A correspondra a son multiplicateur. 
Le second point fixe de notre modèle sera :

' — ♦ g * - * — ( H t )-

Soient ipï et <p* les applications réelles (pour l’instant) définies respectivement sur 
] — 0 0 ; a0[ et ] — a0; +oo[ par :

<Px (z) =  —A(z — a) +  a, <pX{z) =  A(z +  a) + a  (5.1)

ipx désigne l’application définie sur la réunion des 2 domaines. <p\ est une appli
cation réelle paire dont les points fixes sont exactement a et (3 (voir figure 5 .2). 
Considérons :

âo = a — A-1 et âi =  a  — A-1 — A-2 

alors âi et âo sont des préimages de a  telles que â\ < âo < ex et

<pl(â 1) =  a  et <pl(â0) = a.

On désigne par K \  le Cantor inclus dans [—f3;0\ constitué des points que l’on 
peut itérer une infinité de fois, c’est-à-dire que z € K \  si Vn € N, (z) $!]a0, — ao[. 
On note L \  le compact K \  n  [—(3, ôi].

Les configurations primitives sont caractérisées par la donnée pour tout x  € X 3 

d’une valeur critique c(x) € L \. Ceci étant la construction du modèle topologique 
fonctionne pour toute application c de X$ dans [—¡3, âi]. C’est pourquoi nous n’im
posons pour l’instant aucune restriction à c(x) à part celle d ’appartenir à [~P, âi].

Nous allons construire à la main un prolongement de ipx sur T> un voisinage de 
[—/?;/?]. Ce prolongement sera un revêtement ramifié en 0 , quasirégulier avec c{x) 
comme valeur critique, le domaine T> sera lui indépendant de x.

Précisons à présent certains éléments géométriques de la construction. Soient

1 A — 2 

£l ~  2 A2 (A -  1)

et T  le triangle isocèle symétrique par rapport à l’axe réel dont les sommets sont

clq +  ¿Aao; ûq — îAûqî ¡3 “t- Aci»
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\  O c  Oo j T  — Q - 0  /

- P  \ 1  r ~ 7 °  i /  3

Figure 5.2: Situation des différents éléments

T~  et T + désignent respectivement les triangles :

T + =  (—a0 +  ia0, — a0 — ia0,ß  + £i)

T  =  (ao ■+■ io.o, <2o “  io,0, —ß — £i)

On étend par les formules 5.1, ip\ en une application affine sur chaque triangle T~  
et T + telle que :

<px(T -)  =  <px(T+) = T.
Soit 9q un angle assez petit que l’on fixera précisément par la suite. T  désigne le 
quadrilatère inclus dans T  dont 2 de ces côtés font un angle &o avec la verticale en 
âo (voir figure 5.3) :

T  =  (â0; â0 +  roet{7r/2-0o); ß  4- Aêi; 50 +  roe- *^/2-00 )̂.

ro est un réel positif qui désigne la longueur des côtés joignant a0. T + et T~  les 
préimages de 7~ par et incluses dans T + et T~. £\ a été choisi pour que la 
“pointe” de T~  soit toujours contenue dans le disque D(c(x), |c(x) — ôo|).
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0

Figure 5.3: Géométrie du domaine T>

Si c(x) G [—/?, âi] posons k(x) =  °°~a^ et définissons Px par les formules :

Px{z) =  k(x)z2 + c(x) si z G D(0, |a0|)
Px(z) = V\(z) si -z € T + U T~.

\

A ce stade de la construction plusieurs remarques s’imposent.

1. PX{D(0, |a0|)) =  D(c(x), |c(x) -  â0|).

2. L’intérieur du domaine de définition de Px n’est pas connexe pour l’instant, 
mais Px y est continue car ipx(ao) =  k(x)a,Q +  c(x) = âo par construction.

On note :
P ” (Z) =  P /n -l(x) O Pfn-2(x) O . . . O PX(Z).

lorsque cette formule a un sens.

Le prolongement de Px s’effectue en 2 temps. En premier lieu, on définit le 
domaine T> et une extension de Px sur V  en ajustant les paramètres e et 0Q pour 
s’assurer, entre autre, que T>CCPX(Î?). Dans un second temps, on prolonge globale
ment Px à C tout entier en le faisant coïncider sur le complémentaire d’un 
grand disque.

5.3 P rolongem ent local

Nous allons construire une extension de Px au voisinage de ao et — ao sur un do
maine V  symétrique par rapport à 0 indépendant de x  et tel que T>CCPX(V). Nous 
souhaitons à la fin en particulier obtenir un revêtement ramifié en 0 qui soit pair. 
Nous allons donc nous attacher au prolongement autour de —ao, celui autour de oo 
s’obtiendra par parité.

Le prolongement local s’effectue également en 2 étapes, tout d’abord on recolle 
l’application z k(x)z2 + c(x) définie sur le cercle 5(0, |ao|) avec une application
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affine z  h-» A{x){z -f ao) +  âo définie sur la verticale passant par —ao- X(x) est un 
réel positif que l’on explicitera un peu plus loin.

Dans une seconde étape on recollera z i-> A(z)(z+ao)+âo avec (p\ sur T +, toutes 
ces opérations s’effectuant de façon quasirégulière et différentiable sauf éventuellement 
au point —a0.

5.3.1 P rem ière étap e

Il s’agit donc de recoller z  »->■ k(x)z2+c(x) avec z >—> A(x)(z-f-ao)+ào sur la verticale. 
Le coefficient X(x) est imposé par le fait que nous souhaitons au final obtenir un 
revêtement quasirégulier différentiable sauf en —ao- en particulier la dérivée en —ao 
dans la direction verticale doit avoir un sens d’où :

A(ar) =  2Jfe(*)|ao| =
Ia0|

On considère les inversions h -ao(z) =  et h^0(z) =  z  Z~g0' définies dans des
voisinages de —ao et âo que l’on fixera un peu plus loin.

h—ao transforme la verticale passant par —a0 en l’axe des ordonnées et le cercle

5(0, |ao|) en la droite D\ =  {r ,* -;(1 4- it), t € R}. En effet,
2|ao|

1 6
s i z =  \ao\ei0 alors h -ao(z) =

De même, hâ0 transforme la verticale passant par âo en l’axe des ordonnées et le

cercle S(c(x), |c(x) — â0|) en la droite verticale D2 =  .. — r-r(l +  #)> t € R}.
2 | c{x) — a0|

L’application z  h* X(x)(z -h ao) +  âo restreinte à la verticale passant par — ao 
devient après ces changements de coordonnées la multiplication par sur l’axe

des ordonnées que l’on note gx.
Quant à l’application z  »->• k(x)z2 4- c(x) définie sur le cercle 5(0, |ao|) à valeur 

dans S(c(x), |c(x) — âo)|) elle correspond après changements de coordonnées à g2 • 
Dx — y D 2 o ù  :

/ i  +  zi\ i  +  4(î — 1) ,
g2( -r\— r  ) ^  »i- — 7—77- pour t G R .

V 2|a0| /  2|a0 — c(x)|

On s’intéresse au prolongement de Px au voisinage de —ao donc au recollement de 
gx et g2 au voisinage de l’infini. Notons pour a € R+ , B{a) la bande verticale de 
largeur a :

B(a) =  {z; 0 < Re(z) < a}.‘

Désignons I*  et I ï  les segments horizontaux inclus dans :

7l+ {  2 |oo | ’ S €  l ° ; ! ] }  e t Ji “  {  2 |ao| ’ S G [0; 1]} ’
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Une façon naturelle de recoller g\ et g2 en un difféo de s1 U s2 consiste à poser 

pour u =   ̂2[a0̂  avec 1*1 — 2 :

a (u ) =
9xW  2(ôo ~c(x)Y

gx est ainsi difféomorphisme quasiconforme de s1 U s2 sur &(2\c{J) — - j) tangent à 

z ^  \ ( x j  * et ^  coincide avec g\ et g2 sur chacun des bords de la bande.
gx est A:-quasiconforme avec k ne dépendant que de A car

\c(x) -  â0| > |5i -  â0| = A-2.

que
On désigne I2 et I2 les segments horizontaux inclus dans c(x))) te ŝ

/2+ =  { 2(â0 — c(x))’ 5 6 [° ; 1]} 6t /2~ =  { 2(â0 — c(rr))’ S 6 [° ; 1]}‘

gx(Ii)  est donc situé entre le segment I2 et l’axe des abscisses et gx(I\)  entre l’axe 
des abscisses et I2 (cf. 5.4).

9x
-------- ^

_j ï _ ^  

"ö "Ö

<----> <------->

Figure 5.4: Positions relatives de I2 ,1 2 , gx(I\)  et gx(h  )•

Notons Si et S2 les images de si et s2 par l’inversion /i_ao. I*  et / f  correspondent 
à 7 i" et 7f , des arcs de cercle de diamètre [—ao; —ao — ¿ao] et [—ao; —ao +  ia0].
De même, I2 et I2 ont pour image par h ^ , j 2 et j 2 des arcs de cercle de diamètre 
respectivement [â0; a0 — iâ0/ 2] et [â0; â0 + m0/2].
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Enfin, soit f x l’application définie sur si et s2 obtenue en transportant gx par 
les changements de coordonnées ci-dessus, f x =  ° gx ° h -ao- Nous avons compte 
tenu des positions relatives de g(Ii'), g ( I ï)  et I2 , I 2 que f x{s\) et f x(s2) sont des 
secteurs autour de âo contenant les arcs de cercle j 2 et 7J .  En particulier, si À est 
suffisament proche de 2 alors il existe <5 > 0 tel que

d (T ~ , d fx (si)) > S.

5.3.2 D eu x ièm e étap e

On s’intéresse à présent, toujours au voisinage de —ao, au recollement de l’applica
tion z X(x)(z +  ao) H- âo définie sur la verticale avec définie sur T +.

60 désigne un petit angle que l’on fixera un peu plus loin. Considérons les change
ments de coordonnées :

7r 7r 37T 3tt
l-a0(z) =  log(z + ao) pour -  -  0O < arg(z + a0) < -  et —  < arg(z +  a0) < —  +  0O

tt* 7r 3 tt 3tt
ho(z) = log (z -  âo) pour -  -  e0 <  arg (z -  â0) < -  et —  < arg (z -  â0) < —  + 0O

On désigne o\ et <72 les 2 secteurs autours de —ao délimités par la verticale passant 
par —ao, un côté de 7~+ et un cercle de centre de —ao et de rayon ro (ro désigne la 
longueur d’un des côtés de T + aboutissant en —ao). Les images de g\ et a2 par Z_ao 
sont les demi-bandes :

B \ =  {z ; 7r/2 — 0o < Imz < 7r/2, Re(z) < logro} et

37r 37T
b 2 =  {z\ - y  <  Imz < —  +  Oo, Re(z) < logr0}.

L’application z  A(x)(z  +  ao) +  âo devient après changement de coordonnées la 
translation Z  Z  +  logA(rc) sur les droites horizontales Im (Z) =  7t/2 et Im (Z) = 
37r/2. (p$ se transporte en Z  y-y Z + log A sur Im (Z) =  7r/2—90 et Im (Z) =  37t/2+0o. 
On interpole ces deux translations en posant :

+  s +  it, si u =  s +  it G Bi,hx(u) =  ({t — 7r/2 +  0Q) log A(x) +  (7r/2 -  t) log A^

hx(u) =  ^(37t/2 +  0Q — t) log A(rc) +  (t — 37r/2) log A  ̂ +  s +  it, si u =  s +  it G B 2.

hx est /c-quasiconforme avec k une constante qui ne dépend que de 9q et de 
A. Notons f x l’application définie sur o\ et a2 obtenue en transportant hx par les 
changements de coordonnées, f x — o h x o l_ao.

Par ailleurs, les segments verticaux et I3 tels que :

I 3 — {z — logr +  0i; 0 G [tt/2 — 0o\tv/2]} et

— {z = log r  +  0i; 0 € [3-7r/2; 37t/2 -1- 0O]}
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ont pour image hx(Iz )  et hx(I$), des courbes situées à “droite” des segments :

I4 — {z = log7*0 +  log Ao +  9i\ 6 € [71-/2 — 0o; 7r/2])}

I 4 =  {z  =  logr0 +  log A0 +  Si; 9 € [37r/2; 37t/2 +  0o])},

où :
x _  4 _  Jôo -ô il
0 A2 — 2 |a0| '

Aq correspond au cas extrême où c(x) =  â\ et vérifie A > Aq et X(x) > Aq.

i t  ^
hx f

Iz I4

Figure 5.5: Positions relatives de I±, J4 , hx{I$) et hx(I3 ).

Cette propriété traduit le fait que f x(ai) pour i =  1 ; 2 est un domaine de Jordan 
contenant un arc de cercle de rayon Aor0. Ceci achève le prolongement de Px au 
voisinage de — ao-

5.3.3  A justage

On définit à  présent les secteurs s 3 , S 4 ,  <73 et 0 4  symétriques par rapport à  0 de 
Si, S2, 0 i et ai ; sur ces secteurs on pose f x(z) =  f x(—z). Soient S =  £(A, 9q) et 
T> =  T>{A, 60) les domaines :

£= U U 5î et ^ = (̂o. kl)UÎ'7'+ u r“) U s- 
i=l t=l V '

On persiste à noter Px le prolongement défini pour tout x  sur T>, obtenu en posant 
Px{z) =  f x(z) sur S. E est précisément le domaine de non-conformité de Px.

Par construction Î>CCPX(P) et A, 9q étant fixés il existe do > 0 tel que

d{V,dPx(V ) )> d 0,

De plus, existe une constante K (X,90) > 1 telle que Px soit un revêtement ramifié 
de degré 2, K (A, 0o)-quasirégulier. On note :

K,{PX) =  {z\ V71 € N Px {z) est bien défini }
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•4“ (Px) =  C \K (P ,) .

Nous allons maintenant ajuster les paramètres A > 2 et 0 < 60 < tt/2  pour que 
les domaines D et E satisfassent certaines propriétés ad hoc. Nous démontrons une 
proposition qui sera cruciale au paragraphe suivant et qui stipule que si A et 60 sont 
bien choisis alors d’une part E H IC(PX) =  0. D’autre part, si z G E alors pour tout 
n >  1, Px (z) dans la mesure où ce terme est bien défini.

Pour a réel et 0 <  p < 7t / 2 , on note C(a, p) le cône de sommet a et d ’angle p :

C(a,p) =  {z  G C ;ît/2  — p < | arg(z — a)| <  7r/2 +  p}

P ro p o s itio n  5.3.1 H existe po > 0, A > 2 et 6q > 0 tels que pour tout x  de X  :

• jPx(E) D Z> C C(ào,po).

•  C(a, po) n  E =  0 et C (-a , p0) D E =  0.

• En £(P ,)=0.

PREUVE.
Regardons précisément l’allure de X> au voisinage de âo- Lorsque A est inférieur à 
2,5 ; T~  est un triangle borné dont le sommet inclus dans D (c(x),â0 — c(x)) forme 
un angle strictement plus petit que n / 2 . Il existe donc po =  tt/4  — S avec ô > 0 , tel 
que pour tout 2 <  A < 2 ,5 et pour tout x  G X  :

V i l P x(E) C C(â0,p0).

Po étant à présent fixé, on observe le comportement limite de la figure pour A =  2. 
Dans ce cas a  =  —1/2, ao =  —1/4 et il existe ûo > 0 tel que :

C(a, po) n  E(2 , 6q) =  0.

Par continuité de la figure si e > 0 est assez petit cette propriété est conservée pour
A =  2 +  e et 0o/2, i.e. _______ ________

C(ck, po) n  S(A, Oo/2 ) = 0.

Pour le dernier point de la proposition, si z € E alors Px (z) G C(a, po). De plus 
C(a,po) est stable par Px = <px, donc si z G E alors z  n ’appartient pas à K,(PX). □

5.4 P ro lon gem en t global

La dernière partie de la construction de notre modèle topologique consiste à étendre 
l’application Px à C tout entier. Considérons W  un domaine contenant V  indépendant 
de x  tel que pour tout x  de X  :

v a z w a z p x(v).

Si do est la distance de T> h dPx(D), il suffit par exemple de choisir

W  =  {z  G PX(P) tels que d(z,V ) < do/2}.
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PX{V)CCD{0,R).

L’existence d ’un prolongement global de Px est donné par le théorème suivant :

T h éo rèm e 5.4.1 II existe K  > 0 et pour tout x  de X , Px un revêtement ramifié 
en 0 de degré 2 de C tels que :

•  Px est K-quasirégulier ;

•  si z  G V  alors Px(z) = Px(z) et si z £ D(0, R 2) alors Px{z) =  z2 ;

•  si z e C \T >  alors z  G v4°°(Px) ;

A°°(PX) désigne le bassin de l’infini de Px :

A°°(PX) = { z e  C tel que nlim JP xn(z)| =  +oo}.

DÉMONSTRATION.
La démonstration de ce théorème consiste d ’abord à prolonger naïvement Px à C 
puis ensuite à composer avec un difféomorphisme 77 pour conserver entre autre le 
fait que tous les points du complémentaire de V  s’échappent. Posons :

P*(z) = z2 sur le complémentaire de D(0, R)

P ^ z )  =  Px(z) sur V.

Ensuite, on prolonge P* en un revêtement ramifié en 0, de degré 2 , ÜT'-quasirégulier 
avec K ' > K (9q, A) mais indépendant de x.

Enfin, considérons 77 un homéomorphisme C 1 sauf éventuellement sur dV  et dW  
ne dépendant pas de x, tel que :

Soit R  >  3 un réel fixé tel que :
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r¡ = id sur T)
rj — id sur CD{0 , R 2)

On pose Px(z) — P* o rj{z). Px est i^'-quasirégulier et la seule chose à vérifier est 
l’égalité des bassins de l’infini de Px et Px.

•  Si z £ W  alors rj(z) € cD (0,R) donc Px(z) € °D(Q,R2) et par conséquent
2 G A°°{PX).

•  Si z  G W  \  T> alors Px{z) € CV  nous sommes donc ramenés au cas précédent 
pour Px(z) d’où z  € A°°{p x).

En définitive, CV  c A°°{PX).

r i(W \V )  =  D (0 ,R ) \V
rj(D(0, R 2) \  W) =  £>(0, R 2) \  D(0, R)



5.5 C onjugaison quasiconform e

Dans cette section on construit pour tout x  une forme de Beltrami “invariante” par 
Px qui aura la propriété d’être de norme uniforme strictement plus petite que 1.

P ro p o sitio n  5.5.1 Pour tout x  € X , il existe une forme de Beltrami telle que :

.&  =  (hy(uf̂ ).
•  est à support dans D(0, R 2).

• Il existe p < 1  tel que sup*eC \p!^(z)\ < p pour tout x de X .

PREUVE.
Considérons les domaines de Jordan suivants :

A° =  A® =  C \  D( 0, R2),

a ; = (P ïrl(*°)-
Posons pour z  € A°, ii°(z) =  0 et pour z  G A", ¿1” =  satisfait la
propriété :

tâ +1{z) =  /•£(*) si 2 G A”.

En effet, nous avons pour presque tout z  G A” :

et comme -P/»(aO est holomorphe au voisinage de P£(z) si z G A” alors pQ(z) = 
/i"+1(z). Par conséquent, on peut définir en posant

H f(z)  =  /£(*) si z G A".

Sur les parties de C où n’est pas définie par cette formule, on pose /i£° =  0. 
/x£° est par construction invariante par Px. Pour ce qui concerne le second point de 
la proposition, si z ^ T> alors z G A 2 et il existe p < 1 tel que pour presque tout 
z G A l :

5Pj(z) 
dP2(z)

Si z G T) n  A£ alors 2 alternatives se présentent suivant que z appartient à S  ou 
pas.

1er cas : z G A” n  S, alors Px est quasirégulier au voisinage de z et en vertu de 
la proposition 5.3.1 P f ^  est holomorphe au voisinage de Px(z). Au total dans la

compositon P£ il y a au plus 3 applications non conformes (une pour sortir de S  et 
deux pour sortir de D (0, R 2)) donc |//£| < p < 1, quitte à augmenter p.

2ème cas : z G A” et z ^ E, alors P™ est holomorphe tant que P™~l (z) £ S  et
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Æ + i (z ) =
*  1 ;  dP£+l(z)

M?

|/i?(z)l = l#4(*)l = < p < l.oPHz)
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5  n \ (p,0
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P ? l (z) £ Si l’une de ces deux obstructions intervient on est en fait
ramené à l’un des deux cas précédents donc {¡ix \ < p < 1.

En conclusion, pour tout n de N, \fix(z)\ < p donc \p^{z)\ < p. □

Soit hx la solution de l’équation de Beltrami Bhx{z) =  p^{z)dhx{z) qui vérifie 
hx(0) =  0 et hx est tangente à l’identité à l’infini.

Posons c*(x) =  hx(c(x)), alors h/(x) o Px o h~l est par construction holomorphe, 
tangente à z2 en l’infini avec un point critique en 0 donc

h/(x) o Px o h~l (z) = z2 + c*(x).

Désignons Pc- le polynôme fibré sur X 3

Pc. : X 3 x C  — > I 3 XC

{x, z) 1— y ( f ( x ) ,  PC',x{z) = z 2 +  c* (x Ÿ J  ,

alors Pc. possède une section invariante répulsive à laquelle aboutissent les rayons 
d’argument externe 1/3 et 2/3. En effet, d’une part a  est un point fixe de Px de 
multiplicateur —À donc si ô est assez petit

Px(D(a,ô)) = D (a ,\6 ).

Par conjugaison quasiconforme, on en déduit Ux = hx(D(a, 6)) une famille d’ouverts 
tels que U ^ x)C.C.Pc^x{Ux) et

mod(PC\ X{UX) \  UT{x)) > mo,

ce qui assure l’existence d’une section invariante répulsive à  pour Pc- .
D’autre part, les segments verticaux inclus dans T~  aboutissant en a  sont deux 

courbes échangées par Px. On en déduit l’existence de 7 * et 7 2 deux courbes aboutis
sant en &{x) “échangées” par Pc*)2. Si w  ,x désigne la représentation conforme 
de C \  D sur le complémentaire de K c-tX, <fZ\x(lx) et <P7*1,x('Yx) sont deux courbes 
“échangées” par z z 2 et aboutissant non tangentiellement en e2î7r1/ 3 et e2l7r2/3. 
Dans ces conditions, il existe 9q > 0 tel que toute courbe incluse dans l’un des cônes

{pe%0 avec p > 1 et ^ — #o < # < 7: +  0o}>
O O

2 2 
{pe*e avec p > 1 et -  — 0o < 9 < -  + #o}>

O O

a une image par ipc* >x qui aboutit en â(x). En particulier, les rayons externes de 
K c*tx d ’argument 1/3 et 2/3 aboutissent en â(x).

Enfin, les configurations de Pc. sont celles de (Px)xex3 et par conséquent Pc. 
réalise X 3.
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C hapitre 6 

Configurations faiblem ent 
récurrentes

6.1 Introduction

6.1.1 Prélim inaires

Ce chapitre est entièrement consacré à la preuve du théorème 4.2.2. Il s’agit de prou
ver que les configurations faiblement récurrentes sont réalisables et cela de manière 
unique.

Soit r  un entier positif, rappelons que Mm(r) désigne le compact de des 
configurations faiblement récurrentes jusqu’à l’ordre rm 2 et Nm le compact des 
configurations qui sont m-non-récurrentes. Les configurations faiblement récurrentes 
sont alors

X f (t )  =  f ï
m> 1

En fait, comme nous l’avons déjà souligné, nous allons approximer les configurations 
de X f (t ) par des configurations non-récurrentes. A cet effet, nous considérons

Lm(r) =  Mm(r) D Nm.

Ces compacts sont croissants et nous avons alors l’égalité :

X f (t ) =  (J  L m( r ) .
me N

L’idée directrice pour démontrer le théorème 4.2.2 consiste donc à construire 
une suite d’applications (cm)m€N définies sur Lm(r) qui converge uniformément vers 
l’application c recherchée. Nous établirons donc dans cette optique un résultat de 
réalisabilité-rigidité concernant les compacts Lm(r).

Rappelons que in désigne la projection de X ^  dans Tn.

T héorèm e 6 .1.1  Si r  est assez grand, pour tout m  de N, il existe une unique 
application Cm appartenant à A^Î/2(Lm(r)) telle que Per, réalise les configurations 
de Lm(T). De plus, il existe des constantes positives ki et k% qui satisfont pour m >  3
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et pour tout 7 € L m+i( r )  et y  € L m(r) telles que pour tout p € N, iTTn̂ (Jrr('f)) =

y»,
|Cm+l(7) -  Cm(7')l < *lC Â'2m-

Ce résultat constitue l’élément principal de la démonstration du théorème 4 .2.2 et 
va occuper l’essentiel de ce chapitre. Expliquons tout de suite dans quelle mesure il 
implique le théorème 4.2.2.

Remarquons que les applications Cm ont a priori des domaines de définition 
différents. Ceci étant dit, nous pouvons définir sur Y ( t ) =  Um>3 Lm{j) une ap
plication c en posant c(7 ) =  <^(7 ) si 7  G Lm(r). Cette définition a effectivement 
un sens du fait de l’unicité dans le théorème 6 .1.1.

L’unicité dans le théorème 4 .2.2 découle trivialement de celle du théorème 6.1.1. 
En effet, si Ci et c2 sont deux applications satisfaisant les conclusions du théorème 4.2.2, 
alors ci et c2 coïncident sur la partie dense Y(r), donc sont égales sur X F(r).

Concernant le volet existence dans le théorème 4.2.2. Nous démontrons que 
l’application c définie sur Y (r)  est uniformément continue et se prolonge à X p(r) 
en une application qui réalise les configurations de X p(r). Le premier pas consiste à 
munir Xoo d ’une structure uniforme. Rappelons en suivant [Bou50] qu’un ensemble 
de parties B , de X«, x X ^  engendre une structure uniforme si

• (S i) pour tout M ,N  € B, il existe W  € B tel que W  C M  fl N  ;

• (U\) tout ensemble de B  contient la diagonale ;

• (U2) si V  G B il existe V' G B tel que

(x,y) G V  = >  (y ,x ) G V' ;

•  (Uz) si V  E B, il existe W G B tel que si

(x, y) G W et (y, z) G W  =$■ (x , z) G V.

Nous considérons alors sur la stucture uniforme G engendrée par le système 
d’entourages B  =  {Wn, n G N} où :

Wn =  {(7,70 G X,» x X qo tels que Vp G N, in(Fp(j))  n  ¿„ (^ (Y )) #  0}-

Les axiomes (Ui) et (C/2) sont immédiats. (Si) provient lui du fait que si n’ > n, 
alors Wn> C Wn. Quant au dernier axiome, nous prétendons que si (7 , 7 ') G Wn+2 
et (Y, Y ') G Wn+2 alors (7 , 7 ") G Wn. En effet, supposons par l’absurde qu’il existe 
p > 0 tel que

*»(•?*(7 )) n i n(J'P(7 ")) =  0-

D’après le théorème 3.3.1, si £/(<5n+2) désigne le plus petit ouvert de Tn+2 contenant 
ôn+2 , nous obtenons

Oi = u u{ôn+2), o2= u
Sn+2 ein+2  (7 )) <S"+ 2 ̂ n+2 ( (7 " ))
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deux ouverts disjoints de r n+2 contenant respectivement ¿„+2(^(7)) et in+2(^rp(7"))- 
Or, par hypothèses (7, Y) G Wn+2 et { ' i , ' / ' )  G W„+2 donc .^ (V ) G Oi n 0 2 ce qui 
est absurde. Finalement, (U 3 ) est vérifié et G est une structure uniforme.

L’intérêt de cette structure est mise en évidence par la proposition :

Proposition 6.1.2 c est un iform ém ent continue pour la structure G .

Avant d’aborder la preuve de cette proposition nous précisons dans quel sens on 
peut approximer un élément de L m +i( r ) par une configuration de Lm(r).

Lemme 6.1.1 Si 7 est un élém ent de Lm+i(r) il existe 7' appartenant à L m(r )  tel 
que pou r to u t p  G N ;

w(^(7))=w(^(y))-
On dira alors que t7 est une approximation de 7 d’ordre rm2.

PREUVE. Tout d’abord, 7 G M m+ i{r )  C Mm(r).
Fixons q un entier il existe 7̂  de L m(r)  tel que :

w ( 7ç) =  w ( ^ r9(7 ))-

Il suffit pour cela de choisir

7ç € ATm fi (Vm2)-1(Vm2(^r9(7))-

Ceci est toujours possible en fixant par exemple, la classe critique de 7 | dans Rm+z 

(moralement une préimage de a).
Ensuite, on détermine 7 -̂1 un élément de Lm(r) tel que

7*-1 G n ( w ( ^ r9-1(7 )))-

Par induction on obtient 7*, 0 < i  <  q une suite d’éléments de L m{r)  telle que

7 g e Jr-1(7 ,+1) n i~ l t  ( w  (^ (7 )))  •

Ainsi pour chaque ordre fini q on construit 7° G L m( r ) tel que

V m 2 — V m 2(^ (7 ))  pour p  < q .

Le lemme découle alors de la compacité de l’espace Lm(r). □

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.1.2.
Nous déduirons le résultat de l’assertion suivante : il existe des constantes positives 
A i  et A 2 telles que pour tout m G N et pour tout 7,7' G Y(r) :

Vj E U  w ( P ( 7 ) ) n w ( J i ( y ) ) j !  0 = >  |c(7) -  c(V)I <

En premier lieu, supposons que pour tout j  G N, iTm2 ( ^  (7)) =  7/))> avec
7 € Lp(r), Y G Lpi(r). Quitte à augmenter p et p' on peut se ramener au cas où
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m  =  p  <  p f. Il existe alors, d’après le lemme ci-dessus, pour tout p  <  k <  p' un 
élément 7* de L k (r)  tel que pour tout j  G N

ir k < P (  7*)) =  i M & W ) ) -

Ainsi,

Ic ^ -c C tO I  =  |c(7)-c(7p+1) + c(7p+1) +  ... + c(7p/+i ) - c ( 7')|
< k xe~k2P +  A:ie- fc2(p+1) +  . . .  +  k xe~k2P'

<  A xe~Mp <  A xe~A2m.

En second lieu, supposons que pour tout j  G N,

W  ( 7 ) )  €  i Tm2 ( ^ ( Y ) ) ,

avec 7 G Lp(r), y  G Z y (r) . Alors il existe (7*)*eN une suite d’éléments de Lp(r) 
qui converge vers 7 quand k —>■ +00 et telle que pour tout j  >  0

w ( ^ (  7 *)) =  W ( ^ rj(7 /))-

En effet, on prouve aisément par récurrence sur N  qu’il existe une suite (5k) d’éléments 
de L p( t )  qui converge vers 7 et telle que

pour tout j  <  N , w ( ^ ( ¿ fc)) =  w ( ^ ( V ) ) .

La suite (7*) s’en déduit par compacité de Lp(r).
Pour une telle suite, |c(7fc) — 0(7')| < A xe~A2m pour tout k. Donc, à la limite :

|c(7) -  c(j') | < A xe~Mm.

Enfin, si pour tout j  >  0

^ 2( ^ ( 7 )) nÎTm a^X y)) ^  0,

il existe y"  un élément de Y ( r )  tel que iTmi (•7rj(7 //)) € i rm2 ( F K l ) )  et W 2(l" )  € 
*rm2(7 ')* De la majoration ci dessus on tire :

\c { i )  -  c(y)| < |c(7 ) -  c ( i" ) | +  |c(7") - c(y)| < 2A xe~A2Tn.

□
Ainsi, c se prolonge par continuité à X f{ t )  en une application que l’on persiste à 

noter c. Remarquons au passage que la topologie induite par la structure uniforme 
est plus fine que la topologie ambiante de X <*>. En particulier, c est bien continue.

Le dernier point concerne la réalisabilité de X p(r) par c. Si 7 G X p(r)  alors 
7 est la limite d’une suite (7™) avec pour tout m , i m un élément de L m ( r ). Par 
construction, c ( i )  =  limm̂ .00 c(7m), en fait de façon plus précise, si

a i t )  =  c(JP(7 )) et c? =  c(JP%m))

alors (c™)i€N converge pour la topologie produit vers (cj(7))igN lorsque m tend vers 
l’infini. Nous avons établi au chapitre 3 la continuité des configurations par rapport 
au paramètre, par conséquent la configuration de la suite de revêtements (z  

z 2 +  Ci (l))teN est effectivement la limite de (7m)meN c’est-à-dire 7. En définitive, c 
réalise X p(r).
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6.1.2 Les grandes lignes de la dém onstration

La stratégie adoptée pour démontrer le théorème 6 .1.1 repose sur une construction 
par récurrence de la suite d’applications Remarquons que L3(r) est un
sous compact de X$ ce qui permet, compte tenu du théorème 4.2.1 d’initialiser la 
récurrence.

Considérons ensuite 7 G L m+1. Le problème se ramène alors, à la détermination 
d’une suite de complexes (cJn+1)ieN telle que la suite de polynômes (z  t-* z 2 +  
cîn+i)t€N réalise la configuration 7. En effet, on posera Cm+i(7 ) =  e^+1 et en vertu 
des résultats du chapitre 4 , l’application cm+1 ainsi définie sera automatiquement 
continue et unique.

Supposons donc que l’existence de Cm soit établie. Si 7 G Lm+i(r), y 1 G Z/m(r) 
désigne une approximation de 7 fournie par le lemme 6.1.1. Heuristiquement, 
la construction de la suite (cjn+1)n€N va consister à déplacer minutieusement la 
valeur critique cm(^ri(7/)) à l’intérieur de la pièce post-critique du puzzle
Pm (^(7)) de P ^ .

Plus rigoureusement, rappelons que si 6 G X ^ ,  Am(ô) désigne le compact de 
T des éléments qui ne rentrent jamais pas itération positive dans Dans
le cas particulier des configurations non-récurrentes 7 et t 7, les classes critiques 
c(7) G 7) et c (Y )  G sont incluses respectivement dans Am+1(^r(7)) et
A m(^(V)).

Nous profitons dans cette situation du fait que et Jrp{/y>) coïncident jusqu’à
l’ordre rm2 ce qui implique entre autre chose que Am+i(.F(7)) =  Am+i(.F(7')) (il 
suffit en fait pour cela de la coïncidence des configurations jusqu’à l’ordre m+3 !).

En particulier, c(7) C Am+1(^(7)). Au moyen de l’homéomorphisme Xr(y') '• 
K c w )  — > -EV(y) on détermine

c(7 ) =  X^(Y)(c(7 ))-

0(7) est un élément de In(Y )  H K Ct̂ i )  qui constitue un candidat admissible au titre 
de valeur critique pour 7. Cela signifie qu’une suite de revêtements ramifiés en 0 , Pi 
qui coïncident avec P c>jh^  sur le complémentaire de Jm+i(^r<(7/)) et dont la valeur 
critique est exactement c ( T i (Y ))  réalise la configuration 7.

On s’intéresse donc dans un premier temps à la situation plus générale suivante : 
soit X  un compact, /  une application continue sur X  et c G A4 i / 2(X )  tel que 
pour tout x  de X  la configuration de P c en x, hc(x) appartienne à Lm(r). m  étant 
fixé, on pose n =  rm2 et on se donne pour tout x  un élément c(x) appartenant à 
-̂ n(x) (~l Kc,f{x) •

On s’attache alors à la construction pour chaque x  de X  d’un revêtement ram
ifié en 0 , P x qui coïncide avec P c>x sur le complémentaire de Jm+i(x )  et dont la 
valeur critique est exactement c(x ). P CtX s’obtiendra en composant P c<x avec rjx un 
difféomorphisme quasiconforme proche de l’identité.

L’élément déterminant de la démonstration réside donc dans la construction du 
difféomorphisme r]x ayant certaines propiétés ad hoc. Son existence est garantie par 
le théorème suivant :
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T héorèm e 6.1.3 Si r  est assez grand, il existe des constantes strictement positives 
a et b telles que pour tout x  £ X  et pour tout m  € N, il existe un domaine £ m(x) 
et r¡x un difféomorphisme de C tels que

•  ^ m ( ^ )  C  7 m ( x )

• toutes les préimages de Im(y) d ’ordre supérieur à m  incluses dans Im(x) sont 
en fait incluses dans Em(x).

• Tjx est holomorphe sur Em (x) et rjx =  id sur le complémentaire de / m(x).

• r)x{c{x)) =  c(x).

•  tjx est ( 1  +  em)-quasiconforme avec

u m2
em < ae iog(m2) .

En réalité dans la plus part des cas nous prendrons £ m(x) C 7m(x). Cependant 
lorsque c(x) est vraiment très près du bord de 7m(x) nous sommes obligés “d’a
grandir” légèrement 7m(x) pour conserver les propriétés de rjx notamment la prox
imité avec l’identité.

Dans la construction, nous supposerons donc que c(x) est relativement éloigné 
de d lm (x). Nous expliquerons ensuite comment résoudre le cas général en modifiant 
légèrement les domaines de la construction.

Notons A \ =  -P J j^ (/m(x)), Ai appartient à P i ( /m(x)). La démonstration est 
une suite d’aller-retours entre les niveaux m et 1. On commence par construire S i, 
un domaine “universel” dans Ai, c’est-à-dire image par une application univalente 
d’un domaine fixé de KI+. £ m(x) est alors obtenu comme composante connexe de 

(Si). Sur £ m(x), le domaine d’holomorphie, r}x est défini explicitement à 
l’aide d’une formule polynomiale impliquant immédiatement des estimations sur la 
distance C 1 à l’identité sous l’hypothèse du relatif éloignement de c(x) au bord de 
Im{x)

Ensuite, on transporte r\x au niveau 1 par les N (x) branches inverses de P™/[x) 
en N (x)  difféomorphismes de S i, 77*. Sur ces difféomorphismes nous établirons 
également des majorations C 1 de la distance à l’identité. Un des ingrédients essen
tiels proviendra du fait que N(x) est de l’ordre de log(log(m)) et en particulier est 
beaucoup plus petit que m.

Au niveau 1, il sera alors relativement aisé de prolonger chaque 77* pour i < N(x) 
car la géométrie de £1 est bien comprise. Enfin, on relèvera les difféomorphismes rfx 
en un prolongement de r¡x à C satisfaisant les exigences du théorème.

Au dernier paragraphe nous reviendrons sur le problème de la réalisabilité d ’une 
configuration 7  € Lm+i(r) à partir d’une approximation 7 ' et de Cm définie sur 
Lm(r). Nous déduirons du théorème 6.1.3 une forme de Beltrami “invariante” par 
Pcm^W) — 0 Pcm^iY) de norme strictement plus petite que 1. Après recti
fication, nous conjuguerons chaque PCm)Jr¿(7») de façon quasiconforme à un véritable 
polynôme quadratique z —» z2 +  c^  et la suite (cJn+1)n£N réalisera la configuration 
7-
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Nous présentons ici quelques résulats préparatoires concernant le degré de ramifica
tion des “itérées” d’un polynôme faiblement récurrent et la taille des pièces critiques 
du puzzle associé.

Soit s(n, x) l’entier positif tel que P ”s : Jn+\(x) —  ̂A i( fn(x)) soit un revêtement 
de degré 21+*(n,x). De même, s(n, x) désigne l’entier positif tel que P*x : Jn+1(x) — > 
Â i( / n(x)) soit un revêtement de degré 21+|(n’*).

Rappelons qu’un polynôme Pc est dit faiblement récurrent si pour tout x de X , la 
configuration de Pc en x est faiblement récurrente. Une des principales motivations 
de l’introduction de ces configurations est donnée par la proposition suivante :

P ro p o sitio n  6.2.1 II existe sq > 0 tel que si Pc est un polynôme faiblement récurrent 
alors pour tout n  € N et pour tout x € X  :

s(n,x) < s0log(log(n)).

PREUVE. Soit t(n, x) le plus grand entier inférieur à n tel que 0 appartienne à :

Notons y = f n+1~i(n<x)(x). contient 0 mais n’est pas forcément la pièce
critique de Pî(n,x) (y). Ceci dit, d’après le lemme 4.4.1 du chapitre 4, il existe no > 0 
indépendant de c et x tel que

d’où s(n, x) <  2 +  no +  s(£(n, x) — no, y). Par ailleurs, l’hypothèse combinatoire 
implique t(n, x) < ^  donc

s(n, x) < 2 +  n0 +  s(E(— ), y)
T

où E désigne la fonction partie entière. Si <p(ri) =  E (^r), notons k(n) le nombre 
minimal d ’itérations de ip pour que :

cp o . . .  o (p(n) <  1.

Un calcul élémentaire montre que k(n) < 21og(log(n)) d’où

s(n, x) < 2(2 +  n0) log(log(n)).

□
De cette proposition nous allons déduire un encadrement du diamètre de Jn(x). 

On pose 5(n, x) =  sups(p, x).
p<n

6.2 Fonction degré critique
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diam(Jn(x)) < B\e~B7n2 é{n'x) (6.1)

PREUVE. On considère l’anneau J\(x) \  Jn+i(x) que l’on décompose en

Jx(x) \  Jn+i(x) =  (J (Jp(x) \  Jp+ i(x))
p = 1

donc n
mod(Jo(^) \  «£»+i(x)) > £ m o d (JP{x) \  Jp+i(x)).

P =1

P V  • J p ( x ) \  J p + l ( x )  ^  ¿ 1  \  ¿ 2

est un revêtement de degré 21+|(p~1’1) et conformément au chapitre 4, mod(Âi\A2) > 
Mo, d’où

mod(Jp{x) \  Jp+x{x)) > 2~1_s(p-1>x)Mo > 2 

dont on déduit :
mod(Ji(x) \  Jn+i(x)) > n2~1- §^ M 0.

D’après le théorème extrémal de Grôtsch, comme diam(«7i(x)) < Dq :

diam(«^l+i(x)) < Bie_n2_S(n,x)M°.

□
Remarquons que nous avons également une minoration du diamètre intérieur de 

Jn. Plus précisément, de la minoration uniforme du module des anneaux initiaux 
on déduit qu’il existe <5 > 0 indépendant de c et x tel que si z € A\ (x)

d(z, dÂ\(x)) > <5.

Ensuite, si z  G A n{x) c  Ân(x) = 7rn(An(x)), comme K-PJ1)'! < 4n, il s’ensuit

D (z ,4 -nô ) c Â n(x).

6.3 U n  procédé de chirurgie

Ce paragraphe est consacré à la preuve du théorème 6.1.3. Si / m(x) est la pièce 
post-critique du puzzle 'Pm(/(x)), on note o:i(x),. . .  ,ajv(x) les N(x) préimages de 
a  contenues dans le bord de / m(x). n =  rm 2 et on se donne c(x) G / n(x). Nous 
ferons dans les trois premiers sous-paragraphes une hypothèse sur la proximité de 
c(x) et des ai(x). On dira que la condition 'H(n) est vérifiée si pour tout i < N (x)

|o:i(x) — c(x)| > e~n^.

Nous expliquerons à la fin de la construction de r}x comment, quitte à effectuer des 
petites modifications sur les domaines en question, on peut toujours se ramener au 
cas où 7{(n) est vérifiée.

P roposition  6.2.2 II existe B\ et B 2 des constantes positives indépendantes de x
et c telles que :
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6.3.1 Le domaine Si

L’objet de cette section est la construction dans chaque pièce A \(x ) du puzzle V\ (x) 
d’un sous domaine Ei(rc) dont la géométrie est d’une certaine façon indépendante 
de x  et c. Pour fixer les idées, nous nous plaçons dans la pièce critique A x>o, les 
sous-domaines de A i- i  et A iti s’obtiendront rigoureusement de la même manière.

Soit V'c.i l’application de H+ sur CK C<X qui conjugue PC)X à l’application z — > 2z, 
ÿc,x = (p~tl(exp(-2iTTz)). On se place dans Ri et R - X les deux composantes connexes 
de ip~l(Aito \  K CiX) incluses dans {z, 0 < Re(z) < 1}.

Soit L\ la ligne brisée dans H+ formée d’un segment horizontal de hauteur 
et de deux autres segments joignant |  et g et faisant un angle de 60 degré avec 
l’horizontale. L\ le symétrique de L\ par rapport à x  =  on note

L i= L \\J  L\.

l/3~------ ^  ^ ---- 7  1/6

\ I ^  
/ \/iCr ¿l'il/ /

\¡)D » \jf j * "

2/3^-— ^ _________ _— 5/6

o

1/6 1 /3  2 /3 5 /6

Figure 6.1: Domaines fixés dans EL|_

Considérons L\ (resp. £ 3) la ligne brisée dans H+ formée d’un segment horizontal 
de hauteur (resp. |^ r )  et de deux autres segments joignant |  et |  et faisant un 
angle de 75 (resp. 45) degré avec l’horizontale. L\ (resp. L\) le symétrique de L\ 
(resp. L\) par rapport à x  =  | .  Enfin, on désigne

1/2 = I->2 ̂  Z/2 L3 ~~ U •i'3*

Pour i =  1,2 ,3  notons
Liix) —  ^ ,c1x ( Z 't )

Li(x) est constituée de deux composantes connexes et son adhérence est une courbe 
simple contenant a(x) et —a(x). On peut donc définir £i(x) le domaine borné de 
A ito dont le bord est exactement l’adhérence de L x(x). Pour z € Li(x), 7* désigne 
la courbe incluse dans L>i(x) qui relie z à a(cc), l( jz) désigne la longueur de cette 
même courbe.
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La proposition suivante fournit pour z € L\ (x) une comparaison uniforme en x  
et c des différentes quantités \z — o:(x)|, d(z, Lifo)), d(z,Lz(x)) et ¿(7*).

P roposition  6.3.1 II existe C\ > 0 une constante indépendante de x et c telle que 
pour tout z € Li(x) :

d (z,L 2(x))<  \z — a(x)\ < C id (z,L 2 (x) (6:2)
d(z,Lz(x))<  \z — o;(x)| <C\d{z,Lz{x) (6.3)

£-J(7z) < \z -a { x ) \  < l ( j z)- (6.4)

Si 7z est l’arc de courbe inclus dans L\(x) joignant z à —a(x) nous avons les 
mêmes estimées avec — a(x) à la place de a(x). D’autre part, L^{x) et Lz(x) jouant 
des rôles complètement similaires nous allons prouver la majoration 6.2 pour Li(x) 
celle concernant Lz(x) s’obtiendra essentiellement de la même façon.

DEMONSTRATION. On commence par se donner Uo{x) un voisinage combinatoire 
de a(x) dont le bord est constitué de lignes de niveau et de rayons externes

dUo(x) c R i.(x )  U R n{x) U Rig(x) U R m (x) U Gi(x).24 24 48 48 2

Un(x) désigne la composante connexe de

(p?r' (tw2"̂ )))

incluse dans Uo(x). D’après les minorations du module des anneaux initiaux du 
chapitre 4, il existe une constante mo > 0 indépendante de x et c telle que :

mod(C/0(^) \  Ui{x)) > m 0.

V1/3 i/y
19/48-___ A - 7 / 2 4  /

”,T4y a m *-

29/48 7  17/24 \

'2 /3  5/6^

Figure 6.2: Voisinage combinatoire de a(x)
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Pour i =  1,2 et pour tout n G N on pose :

(?(*) =  L,(x) n (¡/„(x) 

l?(x) est constitué de deux composantes connexes.

E stim ations in ititiales. l\(x) et l\(x) sont des images par <f>CtX de segments fixés 
de H+ et situés à une distance supérieure ou égale à du bord de EL,.. En 
outre, d’après Koebe les applications tpCtX, x  appartenant à X  et c à M.\j2(X), 
forment une famille normale de fonctions univalentes pour la norme de la convergence 
uniforme sur les compacts de H+. Il existe donc dx et d2 des réels strictement positifs 
indépendants de x et c tels que pour z G l\ (x)

di < d(z,L 2(x)) < d2 et d\ < \z — a(x)| < d2

De même si z  G l\{x)
d\ < d(z,Li(x)) < d2,

Enfin,
d\ < long(ij) < d2.

Des inégalités ci-dessus, nous déduisons qu’il existe une constante universelle C > 0 
telle que 6.2 et 6.4 soient satisfaites pour tout z G l\{x). Quitte à augmenter C > 0 
on peut supposer également :

\z — a(x)\ < Cd(z',Li(x)) pour z' G l\(x) et z G L x(x) (6.5)

long(Zj(x)) < |z — a(x)| et diam(£/i) < C\z — a(x)| pour z G Zj(x)
(6.6)

On utilise maintenant un lemme de distorsion assez classique, voir par exemple [McM94] 
pour “transporter” ces majorations dans les anneaux Un+i(x) \  Un(x).

Lem m e 6.3.1 Soient D  C U C C des disques topologiques avec mod(D \  U) > 
m > 0. /  : U — > C une fonction univalente. Alors, il existe C(m ) une constante 
strictement positive telle que pour tout x, y, z dans D :

CÇn) l/'MI < l/(£ : y  s  C M irw i.

Fixons z  G l i+1(x) et notons u> G L2(x) tel que

d{z,L2(x)) = \z — uj\.

Distinguons les 2 cas suivants :
1er cas : lü G Un+i(x) alors P%n{z) G l \ ( f2n(x)) et P 2n(w) G L2( f2n(x)), d’après les 
estimations initiales ci-dessus :

\PÎ*{z) -  •*(/*-(*))!  ̂r
-  '
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\z -  a(x)| ^  ( . \P?(z) -  a ( f 2n(x))\ ^

- c(mo) li?*«-/? m i - c ( m o ) c ’

d’où
\z — a(x)| < C{mQ)C\z — co|.

2nd cas : u> G Up+i(x) \  Up+2(x) avec p +  1 < n +  1.
Toujours grâce au lemme de distorsion 6.3.1 :

\z -  a(x)| ^  |P 2p{z) -  a(x)|

-

En vertu du lemme 6.3.1, il existe une constante C (m o ) telle que :

\ z - u \  -  V \PxP(z) — PxP{<jj)\'

Compte tenu de l’inégalité 6.5 et du fait que Pxp(oj) G l \ { f2p{x) :

|P ? (z) -  a\ < C d(P?(u), L i( /2p(s))) < C\P?(u,) -  P ?(z)  I

d’où
| z  — a(x)| < C(mo)C|z — uj\.

En définitive, il existe C\ > 0 telle que Vz G L\ (x)

\z — a | < C\d(z, L2(x)).

Pour ce qui concerne l’estimation sur la longueur de l ï+1(x), supposons que z  G 
tpc>x(L\) et considérons (zi)*eN la suite de points de Li(x) telle que Z{ G dUi(x) D 
ipc,x{L\). D’une part, il existe N  un entier strictement positif tel que :

|zi+JV -  a(x)| <  Zi -  a(x)|

En effet, on peut séparer z* et Z î + n  par un anneau Ui(x) \  £/j+n ( x )  dont le module 
est plus grand que Nmo. D’après le théorème extrémal de Grôtzsch

|zi+Ar — a \<  Ce~Nmo\zi -  a |.

D’autre part, si p désigne la distance hyperbolique dans le complémentaire de K C)X 
alors

p(zi, Zi+1) =  p(z0i Zi) < ô.

Donc, d’après Koebe il existe une constante C (N ) telle que :

long(7zii2i+N)

où 7Zi,zi+N désigne la portion d’arc incluse dans L\{x) reliant Zi à zi+w et la seconde 
inégalité provient de la majoration 6.3 ci-dessus. En définitive, si z  € 7Z i,z i+ 1  alors

long(7*) < E lo n g (72i+pNiZ.+(p+1)w) 
p> 0

—  Iz*+(p+ i)n  —
p> 0

' l \ p,
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et la proposition est démontrée. □
Soulignons le fait important que Si(x) contient toutes les préimages de î m{y). 

En effet, quitte à supposer r  assez grand Jm+i(x) c  Jz{x) pour tout x  de X , de plus 
par construction, E^rr) contient toutes les préimages de J z (fk(x)) par P£ .

6.3.2 Le dom aine d ’holomorphie de la perturbation

Rappelons que par construction = A l( f m(x ïï avec un
élément du puzzle V\ ( f m(x)). 2s m̂,x  ̂ et 2s(m,x) désignent les degrés topologiques 
des applications

PZf-¿) : I m ( x ) ^ A í ( r ( x ) )

PZKi) : £»(*) — >•

On notera S(n, x) — supp<n s(p, x) et S(n) — supx€A- 5(n, x). Les hypothèses combi- 
natoires imposent alors que S(n) < solog(log(n)). On conservera un petit moment 
S(n) dans les expressions pour bien mettre en relief de quelle manière le degré cri
tique intervient.

m  étant fixé, soit n  =  rm 2. On se donne comme convenu pour tout x  de X , c(x) 
un élément de In{x) n  K cj( x)- En vertu des préliminaires :

|c(x) — c(x)| < Bie 32 2é(n).

Dans cette construction la règle est la suivante : on établit des majorations uni
verselles, i.e. indépendantes de x  et c, et on suppose alors que r  est aussi grand que 
l’on veut pour que les différentes expressions faisant intervenir des puissances de n 
soient contrôlées par la puissance dominante.

On note Fi(x) les ouverts de Ai(x) compris entre d A \(x) et Lt(rc) pour i = 1; 2; 3. 
Dans le cas particulier où Ai(x) = ¿ 1,0(2;), Fi(x) est constitué de deux composantes 
connexes que l’on note F*(x), F~(x). On désigne également

F3,2(x) = F3(x) \ F 2(x)

Fz,i (x) =  F3(x) \ F 1(x )
Fi ,2(x) =  F i(x ) \F 2(2;)

Dans le cas où Ai(x) =  Aij0(2;), F£x(x) et Ff¿(x) sont les deux composantes con
nexes de Fzti(x).

Soit S m(x) la composante connexe incluse dans Im(x) de

Sm(x) sera le domaine d’holomorphie de la perturbation r]x, on pose pour z € Sm(x) :

*<*)/ z - a  (x) V Sln) 
n,(z) =  ,  +  (c{x) -  c(x)) n  ( gW _ ; : (xj )  (6-7)
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où a i (x ) . . .  a/^(x) sont les N (x) < 2a(n,x) préimages de a ( f m{x)) et —a ( fm(x)) par 
P™~¿) qui sont incluses dans (x).

Par construction rjx(ai(x)) =  &i(x) et rjx(c(x)) — c(x). En outre, compte tenu de 
l’hypothèse 'H(n) il existe C2 et C% des constantes universelles telles que pour tout 
i < N (x)

\rjx(z) — z\ < C2\z — ai (x) |2S(n) e- ° 3 2s"n) (6.8)

\r]x( z ) - l \  < C2\z -  ai(x)\2àin)e~C3̂  (6.9)

Supposons par exemple que P ™Hx)(Im(x ïï = A ho(fm(x))- Soient Dà(x) pour 1 < 
j  < N (x)  les N (x) domaines inclus dans Im(x) préimages par P™f[x) de F¿~( f m{x)) 
et F f ( f m(x)). On désigne par pour 1 < j  < N (x) les branches inverses de P™f(x) 
définies sur F3 ( f m(x)) ou F f ( f m(x)). gj est donc une bijection holomorphe de F3+ 
ou F f  sur Dj, car les points critiques de P™f(x) sont dans le Julia. Nous pouvons 
alors “transporter” rjx par chaque gj pour obtenir N (x) difféomorphismes en posant

vî(z) = g j'ivx ig jiz))) s i z e  Fj-tl{ fm(x)) ou FfA{ fm(x)). (6 .10)

1/3 ------- ^ -------------------------7  1/6

\  |r ^  f  0 vi

2/3 ________ 5/6

Im (x) /y \

yjTvJ L'TW
/ l L o  n l r \
*  o  ^

Il s’agit à présent d’obtenir des informations C 1 sur la distance de chaque rfx à 
l’identité lorsque z  G L i ( fm(x)) dans le même style que celle portant sur r\x. Le 
premier travail va donc consister à contrôler la géométrie des domaines D j(x).

P ro p o sitio n  6.3.2 Soit z  G L i ( f m(x)) tel que \z — a ( f m(x))\ < e- ”3/4, pour 
j  < N (x) notons Z  — gj(z) et ocj(x) =  g j(a (fm(x))). Il existe C4 une constante 
universelle telle que :

\z -  <*(/m(a:))| >  C4- mi<"')2â(" >|Z -  (6.11)
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Cette proposition est cruciale et va nous occuper l’essentiel de ce sous-paragraphe. 
Nous oublierons lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté les indices x  dans certaines no
tations.

Fixons pour débuter quelques notations. Soient z0 = z

Di = D(a, ^ t|z0 -  û;|) et Si — dDt.

Soit (zi)iGti la suite de points de L i( fm(x)) telle que z* G Si et telle que toute la 
partie de L i ( fm(x)) qui relie z» à zq est contenue dans le complémentaire de Di. 
Désignons, pour tout i > 0, 7* la courbe incluse dans L i ( fm(x)) et qui joint zt à 
Zi+\. En vertu de la majoration 6.4

Zi -  a\ < Z(7i) < Ci\zi -  a\.

De même pour ce qui concerne le diamètre de 7,, diam(7*) < l(ji) et

||Zi - a \ <  |zt -  zi+i | < diam(7i).

Enfin grâce à 6.2 et 6.3 si z  G 7* :

d{z,K c%fm(x)) > -^-\z -  a\ et d(z,dF3{ fm(x)) > z  -  a|.
O i L>\

Considérons pour tout i > 0, le voisinage de 7* défini par :

vira) = U Diz> 7r\z ~ <*!)•
*67i Ü1

C/(7t) est construit pour satisfaire U{ji) fl i f c,/m(x) =  0 et C/(7t) C F3( f m(x)). 
Considérons .4(7») l’anneau de sécurité U(ji) \  7 L’objet du lemme suivant est 
d’établir une minoration uniforme du module de cet anneau.

Lem m e 6 .3 .2  H existe ¡i > 0, une constante universelle telle que

m od^A ^i)^  >

PREUVE.
Pour tout i G N, soit <Pi une représentation conforme de D sur t/(7i) telle <pi(0) =  
Zi+1. Pour z  G 7 i on note S(z) = d(z, dU(ji)) alors :

S(z) > -£r\z -  a\ > ^ r te + i -  oc\.

Soit lu[m) la longueur hyperbolique relative au domaine U{ii). D’après Koebe

(t̂ *) — 'ZC'i |¿i — oc\ < C

avec C  une constante universelle. On en déduit que pour tout z  G 7», la distance 
hyperbolique de z à z»+1 est uniformément majorée, donc 7* est incluse dans un 
disque hyperbolique de rayon uniformément majoré et le lemme est établi. □
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Lem m e 6.3.3 Soit r un réel, 0 < r  < 1, il existe une constante C(r) telle que pour 
toute courbe lisse 7  incluse dans D (0, r) avec 0 € 7  et pour toute fonction univalente 
de D, g on a

1 diam{g(i)) <  diamj7 ) < diam{g{7 )) ^
C{r) l{g{ 7)) l( 7 ) ¿(p(7 ))

1 d(p(7 ),dp(D)) < d{z, SB) < c ^ d(g('y),dg(B>)) ^  ^

C(r) /(ÿ(7)) K l) K9(nf))

PREUVE.
La première réduction consiste à supposer que g(Q) =  0 et g'(0) =  1 car les différents 
rapports considérés sont invariants par les translations et les dilatations. Ensuite 
il s’agit d ’appliquer les inégalités de Koebe soigneusement. Tout d’abord, il existe 
C(r) > 0 telle que :

1 < | j ' ( 2 ) l < C ( r )  V z €  .0(0,7-),
C(r)

dont on déduit immédiatemment

1
C(r)

1

l( i)  < l(9(l)) < C(r)l(>y), (6.14)

d(7>-® ) < d(p(7 ) ,^ (D ))  <  C(r)d(7 ,
C{r)

Ces deux dernières inégalités permettent de prouver la seconde assertion du lemme. 
Pour ce qui concerne la première inégalité, on considère r’ < r  défini par

r ' =  inf{r" tel que 7  C D(0, r")}.

0 € 7  donc

-diam 7  < r '<  diam7 .

Par ailleurs, si g est une fonction univalente fixant 0 avec une dérivée égale à 1 en
0 nous avons si \z\ < r :

^  < |0 (*)| < (6.15)

Si z est un point de d£>(0,r'), comme 0 € g(7 ),

gdiam7  <  \g(z)\ < diamp(7 ).

En outre, toujours d’après 6.15, pour tout z € D(0, r'),

r' diam(7 )
\9(z)\ < (1 — r)2 (1 — r)5
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1 2
-diam7 < d ia m ^ ) < T ----- rrdiam^).
o (1 — r y

L’inégalité 6.12 découle alors de la combinaison de cette dernière inégalité et de 6 .14 .
□
DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6 .3 .2 .
Revenons à ÿj une branche inverse de PJlï) définie sur F ^ ( fm(x)). On écrit gj sous 
la forme :

gj =  r m_1 o . . .  o r 2 o r 1

où les applications rk sont des racines de z »->• z2 +  c ( fm~k (x)) qui sont holomorphes 
sur leur domaine de définition : rfc_1 o . . .  o r1(F3+( / m(x))).

Les racines r* sont toujours des fonctions univalentes sur leur domaine de définition, 
on dira donc de façon ùn peu abusive que rk est critique si c ( fm~k(x)) € Pjfef (Im(x)) 
et régulière dans le cas contraire. Les racines régulières ont donc la propriété de se 
prolonger bijectivement et holomorphiquement à P™~k(Im(x)). Enfin, on note :

71 =  7 et 7P =  rp_1 o . . .  o r1^ ) pour 2 < p <  m  ;

7i =  7* et 7f =  rp_1 o . . .  o r1(7j) pour 2 < p < m e t 0 < i ;

U} =  C/(7t) et Uf =  rp~l o . . .  o r1(C/i1) pour 2 < p < m e t 0 < i.

L’objectif est maintenant d’obtenir une estimation sur la longueur de 7m en 
fonction de celle de 71. Il nous importe donc en premier lieu d’établir une majoration 
de la longueur de chaque de 7f. On distingue pour cela les deux cas critique et 
régulier. En fait, les racines critiques sont plutôt exceptionnelles, il y en a s(m, x) 
en tout alors qu’il y a m — s ( m ,x )  racines régulières. On traitera donc en bloc les 
compositions successives de racines régulières.

Cas d ’une racine critique.
Commençons par la majoration élémentaire :

K l f )  <  sup \(rp) ' { z ) \ l ( i f ) .
*€7f

Rappelons-nous que rp est une racine carrée de z H  z2 +  c ( /m-p(x)) donc si z € 7f

IM 'W I < , 1 <  , 1 -------
2 j \ z  -  c ( / ” - » ( » ) ) |  2\jà{z, Kc,f*—v+'(s))

< - ~ L —  < - 7 ^ -------.
2 y/d{z,duf) 2^d(jf,dU f)

Comme nous avons un module uniformément minoré pour nos anneaux de sécurité, 
en vertu de l’inégalité 6.13

d(l?,dUf) ^ diïudUt)

~ m ~  -  C ( r ) _ ï ^ r

d’où
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donc

et ainsi

= = (6-16) 

Cas d ’une com position de racines régulières.
Soit h =  r p+fc_1 o . . .  o rp une composition de k racines régulières. h(t£) =  7f+fc et /i 
est une bijection holomorphe de

A, = *3-ïi)(Î»<*)) &p+k =

On note 1&P et l&p+k les longueurs hyperboliques relativement à Ap et Ap+ .̂ Rap
pelons que si U est un ouvert simplement connexe, ô(z) = d(z, dU) et pu le coefficient 
de la métrique de Poincaré alors d’après Koebe :

â f e  -  ~  W Y

Comme le diamètre de A p+k est borné par 2 :

Il s’agit à présent de minorer d(z, dA p) pour z  € 7f. Si y — / m-p+1(a;), par con
struction Ap est une préimage par P p_1 de A i( fp(y)) un élément du puzzle bordant

A ( / P(y))-
Si w € 7f  alors P px 1(w) € 7 ° et de l’hypothèse \z — a ( f m(x))\ < e ”3/4 on déduit

\p ZZX(™) ~  «I < Ce~n3/\

En vertu des estimations initiales, il existe <5o > 0 tel que d(a , dA\) > Sq donc :

<KP£\v),dÂi)  >  5 Î 0 .

Comme \P£tX(z')\ < 4P il découle de la majoration précédente

d(T?,dAp) >  4 -" ii0

donc
/a„W ) < C4”i(7f).

On obtient ainsi que pour une composition de k racines régulières :

¡(7?+‘ ) <  C4”l(-yf). (6.17)

d(Tf,dU?) ^

— « r - c ( r )
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En définitive, il y a au plus s(m ,x ) racines critiques donc également au plus 
s(m, x ) compositions successives de racines régulières. En appliquant s(m, x) fois 6.16 
et 6.17, en majorant p par m  dans 6.17 et s(m, x) par 5(m), nous obtenons :

KlT) < C *(m)(4m)á(m)(z(7¿ ))
2S(m)

Les différentes constantes intervenant dans 6.16 et 6.17 sont systématiquement ma
jorées par C  qui ne dépend ni de c ni de x. Compte tenu de 6.4 :

l( l? )  < Cmè{-m)\z -  a | ( £ ) * «

Si Z  =  gj{z) et o¿j = gj(a), on peut alors contrôler \Z — aj\ :

1= 0

t> 0  ' ‘2 * /

< c mà{m)\ z - a \ 2 x 2à(m)

D’où le résultat annoncé en considérant la puissance 2S^  de cette expression. □

6.3.3 E stim ées C 1 de la distance de rfx à l’identité

Nous pouvons à présent majorer uniformément la distance C 1 de tjI à l’identité.

P ro p o sitio n  6.3.3 II existe des constantes C7 et C '7 telles que si z 6 L i( fm(x)) 
alors pour tout j  < N  :

Wx(z) - z \ <  C7e~c!f^ \ z  -  a ( fm(x))\. (6.18)

Nous avons les mêmes majorations en remplaçant a ( fm(x)) par —a ( fm(x)) si z est 
proche de —a ( fm(x)).

PREUVE. Si Z  e  Dj, posons Z  = gj(z). Compte tenu du fait que \P™^)\ < 4m, 
nous avons :

|r¿(z) - z \  = \P™f¿}(rix(9j(.z))) ~ p ™RÏ)(9j(z))\,

\rfx(z) - z \ <  4T\lk(Z) -  Z |, (6.19)

donc d’après 6.8 :

\rji{z) - z \ <  4mC2e~C3̂ .  (6.20)

Ensuite, nous traitons séparément deux cas suivant que \z — a\ est plus grand ou 
plus petit que e-n3/4.
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• \z — ac\> e ”3/4.
De la majoration 6.20 il découle :

\t?x ( z )  - z \ <  C 24 m e - C3^ e n3/A\z  -  a|, 

donc en ajustant Cy et C '7 nous avons :

Ivi{z) - z \ <  C7e~c'7̂ \ z  -  a\.

• \z — a\ < e~n3/*.
Nous sommes alors dans les hypothèses de la proposition 6.3.2 qui, associée 
aux inégalités 6.19 et 6.8, donne :

\vÍ(z) -  z\ <  4mC2e-C3̂ C r log(m)|z -  a |.

D’où le résultat en choisissant C7 suffisamment grand et C '7 suffisamment petit.

P ro p o sitio n  6.3.4 II existe des constantes C& et C's telles que pour tout z  € L i ( fm(x)) 
et pour tout j  < N  :

Kvíyiz) -  1| < C8e~c 

PREUVE. Distinguons encore 2 cas.
• z € L i ( fm(x)) H Gi/2( f m{x)). Soit ri un réel strictement positif indépendant de 
z  et x  tel que :

D {z,ri) C F3(x).

ri est parfaitement défini car les fonctions univalentes sur 11+, tangentes à l’identité 
à l’infini forment une famille normale. Par conséquent

d(Gi/2(x),Gi/4(x)) > ri >  0.

D’après la proposition 6.3.3

IVÍ(z) - z \ <  Cre~c'7^ r i .

Nous aurons besoin d’un lemme de distorsion de Koebe sous la forme suivante :

Lem m e 6.3.4 II existe Cg une constante strictement positive telle que pour tout 
r  > 0, pour tout fonction univalente sur D(0, r) et pour tout 1 < 6 < \  :

< 0 , 5
h!(Z')

ceci pour tout Z  et Z ' appartenant au disque D(0,ôr).
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En particulier, dans la situation qui nous préoccupe nous en déduisons :

^  C/gCVc *°® n
m

9j(rfx{z))
-  1 (6.21)

pour tout z G L i( fm(x)) fl Gi/2{ fm{x)). Finalement, par la règle de dérivation des 
fonctions composées nous pouvons estimer la distance de {rfx)' à 1 :

< Cge 8log«,

Le premier terme étant majoré par 6.9 et le second par 6.21.

•  Supposons cette fois que z  G L \( fm(x)) \  G\/2( fm{x)) et par exemple que z est 
proche de a. Considérons D(z,8Z) le disque de centre z  et de rayon 8Z = ~r\z — a|. 
En vertu de la proposition 6.3.1 ce disque est inclus dans A i( fm(x)) et de plus 
Tji(z) G .D(z, C7e~°7X°ë^5z). On peut alors refaire le calcul du point précédent car 
les conclusions du lemme 6.3.4 restent valables, il s’ensuit :

(•rfxy — i l  < 2C2e“ C3îSë  ̂+  CgC7e~CrT°ë« < Cge-0®13?".

□

6.3.4 Prolongem ent quasiconforme de r]x

Rappelons que P ™ ^(Im(x)) =  A i( fm(x)). Comme lors du précédent paragraphe 
on suppose que A i( fm(x)) est la pièce critique de V i( fm(x)), le prolongement dans 
les autres pièces de V\ ( f m(x)) s’obtient formellement de la même manière.

Fixons rfx l’un des N(x) difféomorphismes conjugués à rjx par l’un des gj. Pour 
l’instant, rfx est défini par exemple sur le domaine F fx(x) (ou F31(x)) et les esti
mations précédentes garantissent que rfx(L \( fm(x))) C F3“2( /m(x)). L’objet de ce 
paragraphe est détendre rfx à F f  ( f m(x)) de façon quasiconforme pour coïncider avec 
l’identité sur d A i( fm(x)). Cette opération s’effectuant avec un contrôle explicite de 
la constante de quasiconformité.

Posons y =  f m(x) et notons Ri et R~i les deux composantes connexes de 
'tPc,y(A\,o(y) \  Kc,y) incluses dans {z , 0 < Re(z) < 1}. R\ et R - 1 correspondent 
respectivement à F f(x ) et F$(x). Plaçons-nous dans Ri le rectangle :

Ri = {z G El tel que 0 < Im(2) < 77-  et ^ < Re(z) < ^}.
2îr 6 3

Posons fpx un relevé de rfx à Ri, tp^y o fpx =  rfx o ipCiy lorsque cette formule a 
un sens. Nous nous attachons dans un premier temps au prolongement local de rfx
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1/3,------ L2 Z ^ y ~ ~ ~ 7  X/ 6

2/3¿------— A  5/6

Figure 6.3: Position de rfx(L i( fm(x))).

autour de o; et —a  donc à celui de ffi. au voisinage de 1/3 et 1/6. Considérons à cet 
effet le voisinage V\/$ de 1/3 :

7T 7T 7T.
Vi/z =  {z  =  1/3 +  pe,<? avec 0 < p < — , et -  < 0 < -  +  - }

et
ÿ(z) =  ^ ( l o g ( z - i ) - i | )  

le logarithme définie sur R i tel que :

<f>(V.l/3) =  B ao =  {z, a0 = — log(——) < Re(z), 0 <  Im(z) <  1}.
7T 47T

Si Z  est un élément de la demi-droite AO0 = {a + i, a > ao} on pose fpx(Z) = 
<f>orgo <f)~1(Z). Nous allons effectuer un prolongement ffx à la bande B ao et nous 
en déduirons ensuite un prolongement de ffx au voisinage de 1/3. La première étape 
consiste à contrôler la distance C 1 de f?x à l’identité sur la demi-droite Aû0.

1 / 3 -----—  1/6

( a  0 11̂  (

R i  " -----—
________ _________ ^ap_______

/  \  V‘/>

1/6 1/3 T ôô

Figure 6.4: Voisinage de 1/3

P ro p o s itio n  6.3.S H existe des coTxstaTites positives jq et Ci o ie/Zes que si Z  
a + i avec a > ao :

I f¿(Z) - Z  | <  C io e - c íoKt^
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\(viy(Z) -  1 | < Cl0e~c^

PREUVE. Soient y =  f m(x) et hy l’application telle que hÿ1 = ipc>y o Fixons 
Z  = a + i avec a > a0, z =  h~l (Z) et notons 6Z =  -^\z  — a\ où C\ est la constante 
intervenant dans la propriété 6.3.1 qui garantit en particulier que

D {zy6z) c. A xU m{x)).

Considérons également D\ le disque

Di =  D (z,C 7e~C7*°*"6z)

hy est une fonction univalente sur D (z ,6z) et de plus d(hy(z),dhy(D(z,ôz))) < 1 
donc \h'y(z)\ < j - .  Par conséquent, d ’après le théorème de Koebe pour tout w € D\

\h'y(w) \ ^ T z d ’o ù

\rg(Z) - Z \  <  sup \hy(w)\\rg(z) -  z\ (6.22)
wEDi

< Y-C7é~C7ï°ï*5z < Cioë-c i°iôgTr (6.23)
0Z

L’estimation sur la dérivée s’obtient essentiellement de la même façon en utilisant 
les estimations de Koebe sous la forme du lemme 6.3.4. □

P ro p o sitio n  6.3.6 P ourj < N (x), % se prolonge àVi/z en un C 1 -difféomorphisme, 
pm-quasiconforme tel que

• v i(z ) = z si z e  V\/z fl dR \.

•  Ip m  -  1 | <  A x e ~ A2^ .

• \\% “  id \\c'(dv1/3) < A xe~A2nfr.

où A i et A 2 sont des constantes universelles.

PREUVE. Notons Ui et u2 les fonctions réelles telles que si Z  — a + i alors

f)i(Z) =  a +  ui (a) +  ¿(1 + 1̂2(0)).

La proposition précédente nous assure que

|i^(a)| < Cioe~c'lor°ë* et |^t-(a)| < Cioe- c ioî°ï" pour i =  1, 2.

Une extension de 77̂  à la bande B ao qui coïncide avec l’identité sur l’axe réel est 
obtenue naturellement en posant pour o > o o e t 0 < 6 < l :

ffx(a +  ib) = a +  bui (a) +  ib( 1 +  v2 (a)) (6.24)

La matrice jacobienne de % est alors

(  1 +buiia) ^1(0) A
J ^ ) - {  bi/2(a) 1 4- v2 (a) J
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De cette façon 77̂  devient un C 1-difféomorphisme, pm-quasiconforme avec pm >  1. 
Le coefficient de Beltrami /x de ^  est donné par la formule

U ( Z ) = M  = d l^ . +  iâ 2^
dffx diffx — id2Tfx

avec

d\fti(a  +  ib) =  14- bu[(a) + ibv'2(a)
d2fil(a +  ib) = ui(a) +  ¿(1 +  u2 (a))

Il en découle que \df^x \ > 1 et \dfpx \ < 4C'ioe- c ÔI°s". On obtient ainsi l’estimation

P m -  1  =  |I H |o o ( P m  +  1 ) <  311/xlloo <  1 2 C io e ~ C'10^ .

En considérant (¡>~lofjîo<f> on obtient un prolongement de rft. à V1/3, pm-quasiconforme. 
L’estimation C l  de r j î  — i d  pour 2: €  d V \ /z  s’obtient facilement à partir de celle por
tant sur 77*. car \<t>'(z)\ est uniformément majoré si \z\ =  □

PREUVE DU THÉORÈME 6.1.3 SOUS L’HYPOTHÈSE H (n).
Dans le même état d ’esprit que la proposition précédente, on définit V1/6 un voisi
nage de 1 / 6  dans R i et une extension de ffe à ce voisinage qui coïncide avec l’identité 
sur le bord de il i .

Soient ÊJ le domaine situé entre l’axe réel et la courbe L \ et

R i  — R i  \  (V \ /z  U  V 1/6 U  Ë J )

R i

7  i r X
V U S  /  \  Vi/3

1 /6  1/3

Figure 6.5: Domaine R \.

dR i et fjî(dR i)  sont des courbes C 1 par morceaux. Le dernier obstacle concer
nant le prolongement de rg consiste donc à étendre 7% à R i .

En réalité cette extension ne pose aucune de difficultés. En effet, on considère 
^ (2) =  Vxiz ) — z  définie sur le bord de R \. X est en norme C 1 inférieure à Aié~A2l°sn
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Notons Ai =  Re(A) et A2 =  Im(A) et considérons alors A* et À2 les extensions 
harmoniques de Ai et A2 á f í i .  Il s’ensuit que fg(z) = z  4- Aj(z) +  ¿A2(z) constitue 
une extension de fjl à R i qui vérifie d’après le principe du maximum

IlVÎ(Z) ~  zWcHÈ!) ^ A xe~A2^ .

En particulier, fpx est un difféomorphisme pm-quasiconforme avec |1—pm\ < A xe~A2^ n 
en ajustant éventuellement les constantes Ai et A%.

Par ipctx, on en déduit une extension pm-quasiconforme de i/j à F3+( / Tn(x)) qui 
coïncide avec l’identité sur A i ( f m(x)).

Ensuite, la branche inverse de P™f£) qui est holomorphe sur F3+( / m(x)) permet 
d’obtenir une extension pm-quasiconforme de r)x au domaine Dj(x). Ce procédé 
appliqué à chaque j  < N (x)  conduit à un prolongement de r¡x à Im(x) qui satisfait 
les propriétés du théorème 6.1.3. □

Précisons que nous n ’avons a priori aucune information sur à la norme C 1 de r\x.

6.3 .5  Ind ications concernant le cas général

Nous présentons ici les quelques modifications à apporter pour prouver le théorème 6.1.3 
lorsque la condition %(n) n’est pas vérifiée. On suppose donc qu’il existe io < N (x) 
tel que

K o “  c(x)| < e-n3/\

Le premier lemme permet de souligner qu’un tel ¿o est forcément unique. Rappelons 
que nous avons toujours n  =  m 2.

L em m e 6.3.5 Si a t0 et ctj0 sont deux préimages de a  d ’ordre inférieur à m  telles 
que

\aio -  c(x)| <  e-n3/4 et lot* -  c(x)| <  e-n3/4

alors ociQ = ay0.

PREUVE. Par l’absurde, supposons que a¿0 ^  aj0. Notons k < m  le plus petit 
entier tel que

On désigne alors a'io = Pc,f(x)(a io) et aj0 =  Pc,f(x)(ajo)> ces deux points ont la même 
image donc =  —acj0. De plus, comme KP^-J'I < 4*

\ < - P c , f i x M x ) ) \ < 4 k e - n3/4 

et par conséquent, quitte à supposer n assez grand

I^cj(*)(c(a0)l <  e_ 2n3/4.

Cette dernière inégalité implique en particulier que P kj^ ( c ( x ) )  € Jm( f k{x)) et 
contredit l’hypothèse combinatoire de faible récurrence. □
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Comme c(x) et c(x) sont proches à e- î°«" près il n’existe qu’un seul a*0 contredisant 
la condition 7i(n).

Supposons pour simplifier que P™f(l){Im{x)) =  A lt0( f m(x)) et P ^ f ^ a ^ )  =  
a ( fm(x)), les autres cas se traitent de façon analogue.

Considérons g\ et g2 les deux branches inverses de P™f[l) qui “posent problème” 
c’est-à-dire telles que Pi(a) =  <72 (a) =  a<0. pi et g2 sont définies respectivement 
sur F3+( / m(i))  et F f ( f m(x)). Nous allons agrandir légèrement les domaines de 
définition de gy et g2 pour se ramener au cas précédent, en revanche les domaines 
des autres branches gj pour 3 < j  < N (x) seront inchangés.

On note B x le domaine contenant A Xfi( fm(x)) inclus dans A ito (fm(x)) dont la 
frontière est constituée de la ligne de niveau 1 des rayons R  es ( f m(x)), R m  ( f m(x)) 
et R i ( f m(x)), R 6. ( fm(x)) (cf figure 6.6). Les rayons R ts .( fm(x)) et R1216 6 192 192
aboutissent toujours à une préimage de a ( fm+ (x)) que l’on note cr.

65/192J J Í ----- ------------ -------7  1/6

Bl 7
\ \a \

V /  

1 2 7 /1 9 2 ^ J-  ^   -— - A  5/6

Figure 6.6: Domaine B x.

B i \  K cjm(x) est constituée de deux composantes connexes et B \. Ensuite, 
on détermine un ouvert A x =  Aj U Af inclus dans B x. AJ et Af sont des images 
par tpc, / m (x) de Aj et Af des domaines fixés de H (cf figure 6.6). Par analogie avec 
Ei, la frontière de ÂJ (resp. Â x) est formée du segment [ |, (resp. [̂ §5, |]) 
d’un segment horizontal de hauteur ^  et de deux autres segments joignant |  et ^  
(resp.| et H |) et faisant un angle de 60 degré avec l’horizontale. Ai vérifie alors des 
estimations “universelles” similaires à celles de la proposition 6.3.1 concernant Ei.

Le domaine d’holomorphie de tjx, Em(x) est alors défini par sa frontière :

N{ x)

d £ m{x)=  U  fll(L .(/,"(*)))Uÿ1(aA Î)U Si(ÔAÎ).
t=3

gx et g2 s’étendent holomorphiquement sur B \ \  A} et B \  \  A2 et même sur des 
domaines légèrement plus grand. On note âio =  pi(o:2) =  g2{oc2).

La construction précédente s’adapte alors sans difficulté à ces domaines en rem
plaçant o?t0 par &i0 dans la formule polynomiale définissant rjx ce qui permet de se 
ramener au cas où l’hypothèse T-L(n) est satisfaite.
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Remarquons enfin que le domaine Ai contient toutes les préimages de Jz(y) in
cluses dans B \ ce qui assure au passage que les préimages de / m(y) d’ordre supérieur 
à m contenues dans Im(x) sont en réalité incluses dans £ m(z).

6.4 R ésolu tion  de l ’équation de B eltram i

Nous achevons dans ce paragraphe, la démonstration du théorème 6.1.1 en con
juguant notre famille de revêtements quasiréguliers à un véritable polynôme quadra
tique ayant les configurations requises.

6.4.1 U n e form e de B eltram i invariante

On se place toujours dans le cadre général du théorème 6.1.3. Soit X  un compact, 
f  une application continue sur X  et c € A 4^2(X) <lue les configurations de Pc 
appartiennent à Lm(r). On pose n =  rm 2 et on suppose donnée c(x) un élément de 
In(x). t  est assez grand pour satisfaire toutes les inégalités précédentes.

rjx étant le difféomorphisme pm-quasiconforme fourni par le théorème 6.1.3, on 
considère le revêtement ramifié de degré 2 :

5 /~ï -  i z2 + c(x) siz(£
l  Vx l (z2 +  c(x)) si z € Jm+i(x)

Nous définissons dans la proposition ci-dessous, la forme de Beltrami “invariante” 
par Px qui en raison des hypothèses combinatoires a le bon gout d’être uniformément 
bornée en norme sup. Notons

Px =  Pf”-Hx) 0 . . . 0  Px.

P ro p o s itio n  6.4.1 Pour tout x  € X , il existe une forme de Beltrami fj.x qui vérifie :

•  (Px)* Â /(x) =  P'X'

• fj,x est à support compact

•  Il/Xxlloo <  K x e ~ K2^ ,

où K \ et K 2 sont des constantes universelles.

DÉMONSTRATION. Posons =  0 et par récurrence on définit en transportant 
en arrière A4/^ ) Par Px '■

=  ( P x Y t f ÿ y

fj% vérifie donc
B P n
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Si -P/"-i(i) est holomorphe au voisinage de P£ 1(z) alors /iz (z) =  nx x{z). Nous 
désignons par supp(/x") le support de et nous notons

A 1(i) = î ti(l)\P,-'(Sn,(i)) et Ak(x) = (P,-1)"1 (Ai(/fc-I(x))).

On peut alors caractériser le support de en terme des A* :

supp(nkx) C U  A p(x) C {z tels que Gc,x(z) < 1} 
p<k

D’autre part, nous affirmons que si k < k +  m < k' alors

A* (a;) n  A k>(x) =  0.

En effet, d ’après le théorème 6.1.3 toutes les préimages de Tm(y) d ’ordre supérieur 
à m  incluses dans Im(x) sont en fait incluses dans Em(x). D’où si kf — k > m, pour 
tout y  € X  :

Ai (y) n  Ak-k'{y) =  0

Nous nous servons ici du fait que Px(z) = Pc,x(z) si z £ Im(x)-
En définitive, on peut définir sans ambiguïté le coefficient ¡xx en posant pour 

z € A p(x) :
Vx(z) = }4+m(z).

En outre, toujours d’après l’affirmation précédente, dans chaque composition Px 
il y a au plus S(m ) itérations non-conformes et par conséquent Px a une distorsion 
quasiconforme bornée par (pm)s m̂\  Ainsi,

VA €  N, II/4IU <  ~  ] <  2S (m )a e -k*
\Pm) +  1

et ¡xx satisfait donc les conditions requises. □

6.4.2 C onclusion

Revenons maintenant à notre problème initial, c’est-à-dire la démonstration du 
théorème 6.1.3. On suppose par récurrence établi l’existence de

Pcm : Lm(r) x C — ► Lm(r ) x C

(x,z) i— >• ( f (x ) ,z2 +  cm(x)),

un polynôme fibré sur Lm(r) qui réalise les configurations de Lm(r).
Fixons 7  € Lm+i(r)  et 7 ' £ Lm(r) une approximation de 7  d ’ordre rm 2. Il s’agit 

donc de déterminer une suite (c^+i^çn de nombres complexes telle que la suite de 
polynômes (z 4  z2 +  cm+i)»eN réalise la configuration 7  au sens du chapitre 3. Il 
suffira ensuite de poser £^+1(7 ) =  c^+1.
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On s’intéresse alors au système restreint que l’on persiste à noter P ^  :

P ^  : X  x  C — y X  x C

(x ,z ) i— > ( f i x ) ^ 2 + cm{x)'j,

où X  =  { ^ (Y )  i G N}.
Conformément aux résultats introductifs, nous avons pour tout i G N, c¿ un 

candidat au titre de valeur critique pour ^*(7 ). On désigne c un prolongement à X  
de la suite (c¿). Si r¡x est le difféomorphisme donné par le théorème 6.1.3 on pose 
Px =  77"1 o Px. Par construction, lorsque x = avec i G N, la configuration de
Px est exactement ^*(7 ).

Nous faisons alors appel au théorème d’Ahlfors-Bers à paramètres dans une ver
sion adaptée à notre étude. D’une façon générale, si 0 < p < 1, en suivant les 
notations de [CG92], L°°(p, 2) désigne l’ensemble des fonctions mesurables bornées 
par p et supportées dans D(0,2).

Soit Q C 1 (p, 2) l’ensemble des difféomorphismes quasiconformes /  de C tels que 
d f  = p,df avec fx G L°°(p, 2) normalisés par / ( 0) =  0 et /  est tangent à l’identité à 
l’infini. Le théorème d’Ahlfors-Bers à paramètres affirme qu’il existe une application 
continue $  :

( l ~ ( p , 2),|| |U )  -h -  (Q C 'ip, 2), H Iloo) 

v — y f v

et qu’il existe C  =  C(p) > 0  tel que

W f u - U U ^ c W i x - v U ,  

l’application $  est en fait uniformément continue.

Soit fix la forme de Beltrami invariante par Px au de sens de la proposition 6.4.1. 
Notons alors hx le difféomorphisme quasiconforme de C tel que

dhx =  fixdhx, /ii(0) =  0

et hx est tangent à l’identité à l’infini. Considérons gx =  hf(x) o Px o h~x, gx est
une application holomorphe de C dans C de degré 2 avec un point critique en 0 , il 
s’ensuit que gx est de la forme :

gx(z) = z2 + cm+i(x)

avec cm+1(x) =  hx(c(x)).
Enfin, il reste à majorer l’écart entre Cm et Cm+\- Si r  est assez grand ||^x||oo < \  

et en vertu du théorème d’Ahlfors-Bers à paramètres sous la forme ci-dessus,

\\hx -  ¿dû«, < CIMIoe.

Compte tenu des résultats précédents nous avons

\\h x -  zd||oo <  C K i e K ^ .
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|Cm(x) -  Cm+ l(x)| < |Cm(x) -  C(: t) | +  |C(x) -  Cm +l(x)|

< Bie-B2iS8" +  CK ie~K*lo*n

< kxe -k2tn>

et la configuration associée à la suite de revêtements ramifiés ( z  i-> 22+cm+i 

est effectivement 7 .

Remarquons que ce procédé de perturbation fonctionne pour n’importe quelle 
approximation 7 ' € Lm(r) de 7  et par conséquent

ICmiV) -  Cm+i(7 )l < h e ~k2m,

dès que iTm2 70) pour tout p € N. Ceci termine la preuve du
théorème 6 .1 .1 . □

Donc pour tout x  G X  :
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