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S tu d y  o f rectifiability  p roperties of subsets of 3Rn

A b strac t

The aim of this thesis is to relate the geometry of subsets (with dimension 
d) of IRn, and in particular their rectifiability properties, to some L2-estimates 
using P. W. Jones’̂ oo-function which measures how well the set can be ap
proximated by d-planes.
W ith this function, P. W. Jones has given a characterization of subsets of 
rectifiable curves (The Geometrical Travelling Salesman Theorem in dimen
sion one).

The thesis is divided into four parts.

In the first one, we prove that for an Ahlfors-regular set E  with dimension 
di

one, if ¡3q(x,t)dx—  defines a Carlesonmeasure o n E x  1R+ (3q is an ¿^-version

of the -function), then E  is included in a Ahlfors-regular curve. A very 
beautiful application of this result is Mattila-Melnikov-Verdera’s theorem: 
they give a characterization of Ahlfors-regular sets E  for which the Cauchy 
integral operator on E  is bounded.

The second part is devoted to a version of Jones’theorem in dimension 
two: we give an L2-condition using /?oo-functions which implies that E  is 
included in a surface T =  /(IR2) where /  is a “smooth” parametrization.

In the third part, we prove that, for a compact set E  of finite measure, if

JaI ^

' j3q(x,t) — is finite, E  is rectifiable. We then prove 
. t . o i

th a t this conditon is necessary and sufficient for the Ahlfors-regular sets. In
this section, we give some covering theorems by Ahlfors-regular sets that we
need for the proofs of the earlier results.

In the last part, we give a property of corona decomposition for semi
regular sets. This theorem is a version of G. David and S. Semmes’result in 
the regular case related to the theory of uniform rectifiability.

K ey-w ords; Ahlfors-regularity, Hausdorff measure, Uniform 
rectifiability, Lipschitz graph.

A M S classification Primary: 28A75 ; Secondary: 28A78, 30C85, 42B20.
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Chapitre 1 

Introduction et rappels

1.1 Introduction générale

Grâce à la théorie de Littlewood-paley, il est possible de relier la régu
larité d ’une fonction à certaines estimations 1?. Un exemple simple est 
le théorème de Stein et Zygmund (voir [St] ou [SZ]) :
Une fonction de IR dans IR admet une dérivée en presque tout point 
d ’un sous-ensemble E  de IR si et seulement si en presque tout x  G E, 
on a,

f { x  +  t) +  / ( x  — t) — 2 f ( x )  = 0 (|i|)  si t —> 0, (1.1)

et
I f ( x  + 1) + f ( x  — t) — 2 f ( x )

f|i|<5 tS\t\
— < oo. (1*2)
t

Plus récemment, il a été tenté d ’utiliser des méthodes similaires 
pour étudier la géométrie de sous-ensembles de ]Rn.

Le problème général abordé dans cette thèse est le suivant :
Soit E  un sous-ensemble compact de IR” de dimension d.
Peut-on trouver des conditions quantitatives assez simples pour que E  
soit inclus dans une surface T =  / ( lRd), où /  est un param étrage “sym
pathique”?
On entend par paramétrage sympathique des fonctions /  lipschitzi- 
ennes, bilipschitziennes ou vérifiant des conditions semblables. On 
s’intéressera ainsi aux ensembles rectifiables, c’est à  dire des ensem
bles que l’on peut recouvrir pax une union de graphes lipschitziens (à 
un ensemble de mesure de Hausdorff nulle près).

En dimension d =  1, Peter Jones ([Jl], [J2]) a  eu l’idée pour mesurer 
la rectifiabilité d ’introduire les fonctions (5^  qui m esurent dans toute 
boule la distance de l’ensemble E  aux droites de ]Rn.
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On définit pour tout x  G ïïtn, tou t t >  0, /?«> par :

si E H  B (x , t )  7̂  0, alors P ^ x ^ t )  =  inf sup —■—~ —- où l’inf est
P y£EClB(z,t) t

pris sur tous les d-plans P  de lRn et si E  H B {x ,ï)  — 0, f3oo(x,t) =  0.
(on a donné la définition de /?«, dans le cas où d est quelconque)
Jones montre qu’un ensemble compact E  C IR2 est inclus dans une

f  ^diam.e ¿i
courbe rectifiable T si et seulement si / / /^ (x ,^ )  dx—  est

J Et" J o t
fini.

Guy David et Stephen Semmes ([DSI], [DS2]) ont donné en dimen
sion d quelconque, pour des ensembles Ahlfors-réguliers, des versions 
du théorème géométrique du voyageur de commerce de Jones. Ils ont 
in troduit la notion d ’ensembles uniformément rectifiables (en dimen
sion 1, ce sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-régulières).
On rappelle qu’un ensemble E  C IRn est Ahlfors-régulier de dimension 
d s’il est fermé et s’il existe C  > 0 tel que pour tou t x  G tou t 
R  E]0, diaml?[, on a

^ R d < H d(E  n  B ( x , R )) <  C R d

(H d est la d-mesure de Hausdorff).
Les d-plans, les ¿-graphes lipschitziens sont des exemples de tels en
sembles.

Ces résultats ont eu diverses applications à  l’étude de la continuité 
L2 de certaines intégrales singulières (particulièrem ent l’opérateur de 
Cauchy) définies sur des sous-ensembles de 1RW (voir [Jl], [DSI], [DS2] 
et [MMV]), à l ’étude de certains problèmes variationnels comme ceux 
liés à  la  fonctionnelle de M umford-Shah (voir [DS3]) ou à  l’étude du 
comportement de la mesure harmonique sur certains sous-ensembles du 
plan complexe (voir [BJ]).

Nous allons présenter dans la suite des résultats du même type que 
les théorèmes de Jones, David et Semmes.

Le plan de cette thèse est le suivant :

Le paragraphe suivant est consacré à  quelques rappels sur la théorie 
de la mesure géométrique et sur la  notion de rectifiabilité.

Dans le chapitre 2, nous nous plaçons en dimension d =  1 et 
nous montrons que, si, pour un ensemble Ahlfors-régulier E  C IRn,
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j3q(x , t ) 2d x^-  définit une mesure de Carleson sur E  x 1R+ (les (3q sont

des versions en norme Lq des /?«>), alors E  C lRn est inclus dans une 
courbe Ahlfors-régulière T.
Ce théorème est dû à  David et Semmes ([DSI]). Leur preuve est as
sez technique et reste valable en dimension d quelconque. Nous en 
présentons une démonstration plus courte et plus directe. La courbe 
r  est obtenue comme “limite” d ’une suite construite par récurrence de 
courbes formées de segments.
Ce théorème a  une très belle application :
M attila, Melnikov et Verdera [MMV] ont montré que les seuls ensembles 
Ahlfors-réguliers sur lesquels l’opérateur de Cauchy définit un opérateur 
borné sur L 2 sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-régulières.
Ils en déduisent qu’un ensemble régulier de dimension 1 est de capacité 
analytique nulle si et seulement si il est purement non-rectifiable (c’est 
à  dire d ’intersection de f i  ̂ m esure nulle avec toute courbe rectifiable). 
La dém onstration de M attila, Melnikov et Verdera est assez simple, 
elle perm et de passer directement de la continuité L 2 de l ’opérateur de 
Cauchy à la condition du théorème avec q — 2 (ce qui ne perm et pas 
d ’utiliser le théorème de Jones).

Dans le chapitre 3, nous énonçons une version en dimension 2 du 
problème géométrique du voyageur de commerce de Jones, c’est à dire 
nous donnons une condition semblable à celle de Jones (faisant inter
venir la fonction /?<») pour qu’un ensemble compact E  C IRn soit inclus 
dans une surface T =  /(IR 2) où /  est un paramétrage assez régulier. 
La construction de T s ’inspire de celle de la courbe Ahlfors-régulière du 
chapitre 2, T  est la limite d ’une suite de surfaces formées de triangles. 
Comme on peut s’en douter, la démonstration est beaucoup plus diffi
cile que la précédente.

Dans le chapitre 4, nous montrons (modulo une hypothèse de den
sité) que, pour tou t ensemble compact E  de IRn de d-mesure de Haus- 

*dianLE fa
dorff finie, si I /3q( x , t )2— existe pour presque tout x E E ,  alors

E  est rectifiable, puis nous démontrons que cette condition est néces
saire et suffisante pour les ensembles Ahlfors-réguliers.
La dém onstration de ces théorèmes utilise des résultats de David et 
Semmes sur la rectifiabilité uniforme pour les ensembles réguliers, des 
arguments de temps d ’arrêt et des théorèmes de recouvrement clas
sique (théorèmes de Besicovitch et W hitney). De plus, on a été amené 
à établir des théorèmes de recouvrement par des ensembles réguliers. 
Un de ces résultats perm et d ’étendre le théorème de M attila, Melnikov
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et V erdera sur la  capacité analytique aux ensembles de m esure finie et 
de densité inférieure presque p a rto u t positive.

Enfin, le chapitre 5 est consacré à  la  dém onstration  d ’u n  théorèm e 
de décom position de la couronne de sous-ensembles de IRn.
On m ontre que si un  ensemble com pact e t semi régulier E  vérifie une 
condition en term es de alors on p eu t décom poser E  x  1R+ en ré
gions de tem ps d ’arrê t S  (peu nom breuses) su r lesquelles E  est bien 
approxim é par des graphes lipschitziens. C e tte  condition im plique que 
E  est rectifiable.
C ette  notion est due dans le cas régulier à  D avid et Semmes, elle est 
liée à  leur théorie de la  rectifiabilité uniform e, et elle s ’inspire de la  
construction  de Carleson [C] pour résoudre le problèm e de la  couronne. 
Nous utilisons dans cette partie  aussi b ien des argum ents géométriques 
que des techniques classiques d ’analyse harm onique (théorie de Littlew ood- 
Paley p a r exemple).

O n trouvera dans l ’appendice des détails su r les liens entre rec
tifiabilité et opérateurs d ’intégrales singulières. E n particu lier, nous 
donnons une idée de la  preuve du  théorèm e de M attila , Melnikov e t 
Verdera.

N otation  : Les théorèmes (propositions, lemmes, corollaires) sont 
num érotés de la  façon suivante : le théorèm e 4.3.8 est le huitièm e 
théorèm e du paragraphe 3 du  chapitre 4.
Les formules sont num érotées comme su it : la  formule (1.34) est la  34e 
formule du  chapitre 1.

1.2 Rappels sur la théorie de la rectifia
bilité

Soient E  C IRn, d u n  entier positif inférieur à  n.
O n définit la  d-m esure de Hausdorff de E  que l ’on note H d( E ) par

H d(E )  =  sup |in f  | ^ (dianiÆ't-)d : E  C Ei, diaxaEi < 6 ■ (1-3) 

U n sous-ensemble E  de 1RW est d-rectifiable si e t seulem ent si E  G

£oU{ U r<| <A
lieux )

.  H d(Eo) =  0 ;
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• pour tout % £ Es , r,- est un d-graphe lipschitzien :
r,- =  {x + Ai(x) : x  E P*} où Pi est un d-plan de IRn passant par 
l’origine , P^- étant son orthogonal et Ai : Pi — > P^- est une 
application lipschitzienne.

Un sous-ensemble E  de lRn est purement non d-rectifiable si et seule
ment si H d(E  n  T) =  0 pour tout d-graphe lipschitzien I \
Un exemple simple d ’ensemble de H 1-mesure finie, non nulle qui est 
purement non d-rectifiable est le “Cantor 4 coins” (voir [Gai]) :
Soit Co le carré unité [0,1] x [0,1].

Ci est formé de 4 carrés de côtés de longueur -  situés dans les coins de

Co- De manière générale, Cj est formé de 4J carrés dont les côtés ont 
pour longueur 4-J , et Cj+\ est obtenu en remplaçant chaque carré de 
Cj par 4 carrés de longueur de côté 4- -7-1 placés dans les coins.
Le “Cantor 4 coins” C  est défini par C  = Ç\ C j .

Figure 1.1 : Ci et C2

La notion de rectifiabilité est qualitative, car toute union dénom- 
brable d ’ensembles rectifiables est rectifiable.
Remarquons que tout ensemble E  C H n avec H d(E) < +oo peut 
s’écrire E  =  E x U E% où Ei est rectifiable et E2 est purement non rec
tifiable.
Le lecteur voulant en savoir plus sur la théorie de la mesure géométrique 
pourra consulter [Fa], [Fe] ou [Ma] (on pourra trouver dans cette dernière 
référence une preuve des théorèmes 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.4 que nous allons 
maintenant énoncer).
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Il existe diverses caractérisations des ensembles d-rectifiables.

On définit les d-densités inférieure et supérieure de E  en x  G IRn
par

e t ( x ,E )  =  Hm inf(2r) i f  (2? n  B (x ,r ) )  (1.4)

Qmd(x ,E )  =  ]im sup(2r)-dH d( E n B ( x , r ) ) .  (1.5)
rj.0

On a alors le théorème de densité suivant :

T h é o rè m e  1.2.1 Soit E  C H n avec H d(E)  <  + co .
En H d presque tout point x  G E  , on a

2 ~d < Q*d(x ,E )  < 1. (1.6)

Remarque : Il n ’existe pas de théorèmes équivalents pour la  densité in
férieure.
Ainsi, il existe des ensembles compacts du  plan de 1-mesure de Haus- 
dorff strictem ent positive tels que la densité inférieure est nulle en tou t 
point de cet ensemble (voir R q 6.4 de [Ma]).

On peut caractériser les ensembles rectifiables en termes de densité.

Théorèm e 1.2.2 ([P]) Soit E  C H n avec H d(E ) < +oo.

•  E  est d-rectifiable si et seulement si en H d presque tout x  E E

e î ( x , E )  = G*d( x ,E )  =  1.

•  E  est purement non d-rectifiable si et seulement si en H d presque 
tout x  G E

0 Î (x ,S )<  1.

Soit la Grassmannienne G (n , d) qui est l ’ensemble des d-plans de 
]Rtt qui passent par l’origine.

8



Pour x G H n, € G]0,1[, r  >  0, P  £ G (n,d), on définit le “cône” 
C(x,  r, 6, P ) par

C (x ,r, e ,P )  =  {y G B (x ,r )  : dist(x — ?/, F ) < edist(x,?/)} . (1.7)

,  ^  ^  "* "  ^  ^

* I
S I N/  N

/ I \
/  r  I **

____________________^ ----------------------------------------------------

^^^5sr"25&%?/Vp3f&pP^

V /

NV /

Figure 1.2 : C (x, r, e, P ) pour n =  2, d =  1 (é =  s in a ) .

Soit x  G £■.
On dit que P  G G^n, c?) est le d-plan tangent en x à E  si et seulement 
si ©*(x, E) > 0 et pour tout e G (0,1), il existe r > 0 tel que

{y € E  C\ B ( x , r) : dist(x — y ,P )  > edist(x, ?/)} =  0. (1*8)

La notion de tangente classique en théorie de la mesure géométrique 
est la suivante :
On dit que P  G G (n , d) est le d-plan tangent appioximant en x  à E  si 
et seulement si ©*(x, E) > 0 et

lim ({2/ G E  H B (x ,r )  : dist(x — y ,P )  > €dist(x, y)}) =  0. (1.9)

Ces deux notions coincident pour les ensembles d-réguliers (voir plus 
loin le lemme 1.2.3).
On rappelle qu’un ensemble E  C 1R” est Ahlfors-régulier de dimension 
d ou d-régulier s ’il existe une constante C  > 0 telle que pour tout 
x G jE, tout R  G ]0, diamE^

C ~ 1R d < H d(E  n  B(x,  R)) < C R d. (1.10)

La plus petite  constante vérifiant (1.10) est la constante de régularité 
de E.

9
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Les d-plans et les d-graphes lipschitziens sont des exemples simples 
d ’ensembles d-réguliers.
Remarque : La notion d ’Ahlfors-régularité est différente de la régularité 
au sens de Besicovitch qui est équivalente à  la rectifiabilité. Ainsi, le 
“Cantor 4 coins” est Ahifors-régulier, mais n ’est pas régulier au sens de 
Besicovitch.

L em m e 1.2.3 Soit E  C lRn un ensemble d-régulier.
En tout point x de E , il y a équivalence des propositions suivantes

(i) E  admet un d-plan tangent P  en x.

(ii) E  admet un d-plan tangent approximant P  en x.

P re u v e  d u  lem m e 1.2.3
Le sens (i) => (ii) est évident.
Considérons x £ E  tel que E  adm et un  d-plan tangent approxim ant P  
en x.

1 /  € \ d
Fixons e G (0,1) et soit 77 =  —— ( —— ) ( où C0 est la  constante de

2Go \ l ü ü /
régularité de E ).
P ar définition de P, il existe r 0 >  0 tel que pour tou t r  <  ro, on a

H* ({y 6 E n B(x, r) : dist(x - y , P ) >  ^ d is t (x , y)}) < ifr*.
(1.11)

Supposons qu’il existe y G E  H B (x ,ro) tel que

dist(x — y, P ) > edist(x,t/). (1-12)

Q uitte à  prendre r 0 plus petit, on peu t supposer

4 9
- r 0 <  dist(x, y) <  yôr °- C1-13)

On a alors d ’après (1.10)

ÿ (£n%îi)) * i1'14)
>  277̂ .  (1-15)

O r d ’après (1.12) et (1.13), on a

E  n  c  { z G E  n n )  ' dist(x -  z , P ) >  y ^ d is t(x , z)}

donc d ’après (1.11)

- ,' r“ (116)
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ce qui est incompatible avec (1.15) donc

j?/ G E  H £ (x , r 0) : dist(x -  y, P) >  ^ d i s t ( x ,  y) j  =  0.

On en déduit que P  est le d-plan tangent en x à. E .
On peut caractériser les ensembles rectifiables par l ’existence de 

plans tangents.

T h é o rè m e  1 .2 .4  Soit E  C lRn avec H d{E ) <  -foo.

•  E  est d-rectifiabîe si et seulement si en H d presque tout x  £ E , il 
existe un d-plan tangent approximant à E .

•  E  est purement non d-rectifiable si et seulement si en H d presque 
tout x  G E , il n ’existe pas de d-plan tangent approximant à E .

Nous allons m aintenant donner des critères quantitatifs de rectifiabilité 
pour les sous-ensembles de IRn, en commençant par le cas de la dimen
sion d — 1.
Afin de tra ite r certains problèmes d ’analyse harmonique comme la con
tinuité L 2 de l’opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens (voir 
[J 1 ] ), P.W. Jones a  eu l’idée, pour mesurer la  rectifiabilité, d ’introduire 
les fonctions ( 3 définies pour tou t x  G lRn, tout t > 0 pax :
Si E  n  j13{x, f) ^  0

Poo(x,t,E) =  inf sup (1.17)
L y€EnB(x,i) \  t  J

où l’inf est pris sur toutes les droites L  de IRn, 
sinon

{3oo( x , t ,E )  = 0. (1.18)

Il p eu t alors caractériser les sous-ensembles de courbes rectifiables, ce 
qui apparait comme une version géométrique du problème du voyageur 
de commerce.

T h é o rè m e  1 .2 .5  ([J2],[O k]) Soit E  un ensemble compact de IRn.
R existe une courbe rectifiable T contenant E  si et seulement si le nom
bre

t fdiam E  
^  =  Im .n lo  Poo(x, t , E )2d x —

est fini. De pliLS, si c ’est le cas, on a

^ (d ia m E  +  P2(E)) < mîHl (r) < C{diamE + (52{E)).
O r

11
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Jones et Bishop ont donné une variante de ce théorème.

T h é o rè m e  1.2.6 ([B J]) Soit E  un sous-ensemble compact de lRn .
S ’il existe une constante M  >  0 telle qu’en H 1 presque tout x  Ç.E

/ i  d f  
JQ

alors E  est inclus dans une courbe rectifiable F et

( j -*) ^  diamE!)

Ils en déduisent

T h é o rè m e  1.2.7  ([B J]) Soit F une courbe de Jordan.
En H 1-presque tout point x  €  T, il y a équivalence des propositions 
suivantes

(i) r  admet une tangente (au sens de (1-8)) en x.

(ü) f  P oo(x ,t,r)2^  < oo.
J o t

Ce qui apparait comme une version faible de la conjecture e2 de Car- 
leson (conjecture 3 de [B2]):
Soit F une courbe de Jordan.
On note iîf, i =  1,2, les composantes connexes de ïït2/ r .
Pour tou t x G T, tout t >  0, tou t i =  1,2, on définit comme
étant la longueur angulaire de l’arc le plus long de n  d B (x , t).
Soit e (x ,i) =  max|7r — 0i(x ,i)|. 

t = l , 2

Remarquons que si rn i? (x , t) est un segment de droite alors e (x ,t)  =  0.

C o n je c tu re  1 .2 .8  (C arleso n ) Soit T une courbe de Jordan .
En H 1-presque tout x  €  T, il y a équivalence des propositions suivantes

(i) T admet une tangente (au sens de (1.8)) en x

(ii) f  e (x ,t)2— < oo 
J 0 t

Seul le sens (i) =ï  (ii) est connu (voir [BJ]).

G. David et S. Semmes ont donné en dimension supérieure une ver
sion du problème géométrique du voyageur de commerce de Jones. 
Compte tenu des injections de Sobolev, il convient dans ce cadre d ’utiliser
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des versions L q du 0 ^  de Jones.
Pour tout x  €  E , tout t >  0, tou t q >  1, on définit

u , , t , E ) = ¥  (1.19)

où l’inf est pris sur tou t les d-plans P  de IRn.
Soit q tel que

• si d =  1
1 <  q <  oo (1.20)

•  si d >  2

15 «  < jh -  ^
On a alors

T h é o rè m e  1 .2 .9  ([D S1],[D S2]) S o itE  C lRn un ensemble d-régulier. 
Il y a équivalence des propositions suivantes

•  Pq(x ,t ,  E )2dx— est une mesure de Carleson sur E  x 1R+, c ’est à
t  _

dire pour tout x  €  E, tout R  > 0

dt[ f /3 J x ,t ,E )2d x— < C R d. (1.22)
JyeEnB(x,R) J0 t

•  E  est inclus dans une surface u-régulière .

Un ensemble d-régulier vérifiant le théorème 1.2.9 est d it uniformément 
rectifiable. Une conséquence évidente de la théorie de David et Semmes 
est qu’un ensemble uniformément rectifiable est rectifiable (nous en 
esquisserons une preuve au chapitre 5).
Rappelons qu’une surface T est ^/-régulière s’il existe un poids uj de 
la classe A\ de Muckenhoupt (voir [Jo], chapitre 2), c’est à dire une 
fonction localement integrable telle que pour tou t boule B

7777 f  u> < C ïnîessü j (1.23)
\ B \ J b ~  b v '

et une application ¿¿-régulière z : lRd — * lRn+1, c’est à dire une fonction 
localement intégrable vérifiant

•  |V*| <  Cus* p.p. au sens des distribution;
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pour tou t y €  IR.n+1, tout R  >  0

J  _ u > < C R d (1.24)
Wy.R))

telles que l ’on ait T =  z(IRd).
En dimension d =  1, cela revient à dire que T est inclus dans une courbe 
Ahlfors-régulière (c’est à dire une courbe vérifiant (1.10)).
Pour la preuve du théorème 1.2.9, nous renvoyons à [DSI] et [DS2] où 
on pourra trouver d ’autres définitions équivalentes ainsi que diverses 
applications de la théorie de la rectifiabilité uniforme.
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Chapitre 2 

Une version f3q du théorème 
géométrique du voyageur de 
commerce de Peter Jones

2.1 Introduction

Soit E  C Œtn un ensemble 1-régulier.
On rappelle qu’un ensemble F  C IRn est 1-régulier (ou Ahlfors-régulier 
de dimension 1) si et seulement si F  est fermé et s’il existe Co >  0 tel 
que pour tout i S F ,  pour tout R  £  ]0, diamP[,

CqXR  < H 1 (F  D B (x ,R ))  < C0R. (2.1)

(H 1 désigne la 1-mesure de HausdorfF)
La plus petite constante positive Co vérifiant (2.1) est la constante de 
régularité de F.
Considérons des versions L q des /?«> de Jones.
Pour tou t x £ E ,  tou t t  > 0, on définit

t, E) = inf ( I  ( ¿ M ) 4 dyj (2.2)

où l’inf est pris sur toutes les droites L  de 1R” et dy est l ’intégration 
par rapport à H 1 restreinte à E.
Le b u t de ce chapitre est de donner une preuve du résultat suivant. 
Soit q > 1.

T h é o rè m e  2 .1 .1  Soit E  un ensemble 1-régulier compact de IRn.
dtt

Si ¡3q( x , t ,E ) 2d x — définit une mesure de Carleson sur E  x 1R+, id est,
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il existe une constante C  > 0 telle que pour tout x  G E, tout R  >  0,

tR
' /  0 , ( y , t ,E ) 2d y - < C R  (2.3)
y£EnB(x,R) J0 t

alors E  G T, où T est une courbe Ahlfors-régulière (c ’est à dire une 
courbe vérifiant (2 .1)).

La même construction donne :

T h é o rè m e  2 .1.2 Soit E  un ensemble 1-régulier compact de ]Rn.
Si

f fdtamE ///
Pq(E ) 2 = JE JQ Pq(x > t, E ) 2d x— < oo, (2.4)

alors E  G T, où F est une courbe de longueur finie, et on a de plus,

m f Z(r) <  C  (j3q(E ) 2 +  diamE) . (2.5)

On rappelle qu’un ensemble régulier vérifiant (2.3) est d it uniformé
ment rectifiable (voir le chapitre 1).
G. David et S. Semmes ont donné une preuve du théorème 2.1.1 et de 
sa réciproque (théorème 1.2.9 du chapitre 1). Leur preuve reste valable 
dans le cas d ’ensembles d-réguliers avec d > 2 et est assez technique 
(voir [DSI]).

Notre bu t ici est de donner une construction à la  main de T, en 
s’inspirant de celle de Jones pour le théorème 1.2.5.

Une très belle application du théorème 2.1.1 est donnée dans [MMV]. 
M attila, Melnikov et Verdera m ontrent que si, pour un ensemble E  
Ahlfors-régulier de dimension 1 , l’opérateur de Cauchy définit un 
opérateur borné sur L 2(E ), c’est à  dire qu’il existe C  > 0 tel que, 
pour tou t /  €  L 2(E ), tou t e > 0,

L\L,bm ̂ * ‘4  dHlu  * CL ^  <2-6)
alors E  vérifie (2.3) et donc, d ’après le théorème 2.1.1, E  est inclus 
dans une courbe Ahlfors-régulière (voir l ’appendice où on donne une 
idée plus précise de la preuve de ce théorème).
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2.2 Idée de la preuve du théorème 2.1.1 
et lemmes préparatoires

Soit E  vérifiant (2.3) pour un certain q > 1.
Supposons que l ’on ait construit des ensembles connexes r 0, — , T* où 
r*  est formé de segments ayant pour extrémités des points de £ ,  de 
longueur plus grande (à une constante multiplicative près) que 2~kN 
et telles que tou t point de E  est proche à l’échelle 2~kN de l ’extrémité 
d ’un des segments de T*.
Considérons x  le point de E  le plus loin de T*.
Le bu t est de transform er T* afin de construire une nouvelle courbe 
passant par x  (ou très près à l ’échelle 2~(h+1̂ N de x ) e t de contrôler la 
longueur perdue par ce détour en termes de (3q.
Soit [y, z] le segment de T* le plus proche de x.
On distingue deux cas pour l’insertion de x.

•  Transformation A
Si dist(x,î/) ~  dist(x, z), on remplace le segment [y, z] par les 
segments [y, x] et [x, z].

•  Transformation B
Si x  est très proche d ’une des extrémités, par exemple de y , on 
ajoute le segment [y, y + K%(x — y)].
(où K 2 est une constante positive que l’on choisira plus tard)

Afin de pouvoir évaluer la longueur perdue en termes de /5g, on ne va 
pas insérer x  mais un point de E  proche de x.
Commençons donc par quelques lemmes.

L em m e 2 .2.1 Pour tout 00 >  q > 1 , tout x  G E, tout t > 0,

P i(x , t ,E )  < c l  *(3q(x ,t ,  E)  (2.7)

où Co est la constante de régularité de E.

Ce lemme découle des inégalités de Hôlder et de la régularité de E. 
ü  nous suffit, d ’après le lemme 2.2.1, de démontrer le théorème 2.1.1 
pour q =  1.

L em m e 2 .2 .2  Pour tout x  G E , tout t > 0, on a

Poo(x,t,E) < C j3 i(x ,2 t,E )* (2.8)

où la constante C  ne dépend pas de x et t.
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Preuve du lemme 2.2.2 :
On considère D  une droite pour laquelle 0 i(x ,2 t ,E )  est a tte in t. 
Soit y le point de E  D B(x, t ) le plus loin de D.

Premier cas : dist(î/, D ) >  t.
Alors (3i(x ,2t,E)  >  C , d ’où le lemme 2.2.2.

Deuxième cas : dist(î/, D ) <  t.

On note d — -dist(î/, D).

Pour tou t z €  B(y, d), on a

où Co est la constante de régularité de E.
Ce qui finit la  preuve du lemme 2.2.2.

Soient A  une constante positive très petite, K  une constante positive 
très grande, N  un entier très grand.

L em m e 2 .2 .3  Pout tout x  6 E , tout k €  7L, il existe une suite (Xj)j>k 
de points de E  telle que

dist(z,.D) >  d.

On en déduit

A(.,«,B) = 1 /  , ^ Ä 5 ) d2
t JzeEC(B(x¿i) t

>  ~  f dist(z,Z))dz
t 2 Jz£EnB(y,d)

> ^ d H \ E  r\ B{y ,d))

>

> Cf3„(x,t,E)2

1. Xk €  B {x ,A 2  (k+1)N) et

dist(xk,L k) <  C p 1( x ,K 2 - kN,E ) 2 - kN (2.9)

dist(xk,L k+l) <  C p 1(x yK 2 - (k+1'>Ni E )2 -(k+1'>N (2.10)

où L{, i = k, k + 1 ,  est une droite telle que

dist(y, Lj)
K 2 ~ iN JyÇEr\B(x,K2-iN) K 2 ~ iN
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2. pour tout j  > k + Xj+1 G B(xj,A2~^+1̂ N) et

dist(xi+l,L j+l) < A'2-ü+1)n, E)2-<>'+1)" (2.11)

où Lj+ 1 est une droite telle que

0. (x . k 2~V+Ï'>N E) = ____-____ /  dist(y, Lj+1)
^ i j’ ’ ; K2-(’+W JyeEnBit.tK2-u+r)») K2-U+DN dy'

Remarque : On choisira toujours xj, = £*+1, si x* vérifie la propriété
2 du lemme 2.2.3 à l’échelle 2~(k+1)N. Les propriétés 1 et 2 (pourtant 
très proches) sont nécessaires pour des raisons techniques.

Preuve du lemme 2.2.3 :
Soit x G E, t > 0.
On considère D une droite pour laquelle fîi(x, i, E) est atteint.
D’après l’inégalité de Tchebytchev, on a

H1 ({y G E H B(x, At) : dist(y, D) > C/3i(x, t, E)t}) < C~xt

< 2~n CqH1 (E n B(x, At))

à condition que C~l < 2~nACq.
Donc,

H l ({y G Ef)B(x,At) : dist(y,D) < C ^ x ^ ,E ) t } )  > (1 -2 ~NCl)H \EnB{x,A t)).

Remarque : C$2~N est la valeur minimale du rapport ~iN))^  ‘

En appliquant ce résultat, on obtient le lemme 2.2.3.

On note x le point de E  limite de la suite (xj) et on pose /jfe_i(x00) =
Xk et pout tout j  > k, f j(xoo) =  Xj.
Remarque : On a donc fk-i(xoo) =  fk(x<x>) (Propriété 1 du lemme 
2.2.3).

On a alors, avec une constante K  différente de la précédente,

d ista i, Dk) < C/31(x<X),K 2 -kN,E)2-kN (2.12)

d istia , Dt+1) < Cp1(xx, , K 2 - ^ N, E ) 2 - ^ N (2.13)

et pour tout j  > k + 1,

dist(xi+„ Di+l) < C h ( x ^  /C2-ü+1>w, £ )2 -0 +,'w (2.14)
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où Di est une droite telle que

a (r  TO-™ F\ -  1 [  d ist(ÿ , D,)
A ( “ ’ ' ] ~  K2~'N yï6Ens(«..K 2-^) K 2~ iN V'

Remarquons que , si x et y sont dans E  avec d ist(z ,y ) <  »

alors
dist(/*(y), L k) < C A (x , C K 2 ~kN, E)2~kN (2.15)

où Lu est une droite pour laquelle Pi(x, K 2 ~ kN, E)  est a tte in t.

A partir de l ’ensemble T* (vérifiant les propriétés décrites au para
graphe 2.3), on va construire un nouvel ensemble r*+i en insérant des 
points de E  du type /*(x) où x  décrit un sous-ensemble de E  que l’on 
précisera plus ta rd  (paragraphe 2.4). En u tilisant entre autre le lemme 
2.2.3, on pourra estimer J(r*+i) — l(Tk) en fonction des (3\. Puis, on 
construira à partir de r*+i l’ensemble r* +i en rem plaçant les points 
fk(x)  (où les fk (x)  sont, à peu de chose près, les extrémités des seg
m ents de r*+i venant de T*) pax les points fk+i (x) (paragraphe 2.5). 
Par passage à la limite, on obtiendra un ensemble T  connexe, Ahlfors- 
règulier de dimension 1 contenant E  (paragraphe 2.6). Ce qui suffit 
pour prouver le théorème 2.1.1, puisque to u t ensemble connexe, com
pact, de i f 1-mesure finie est une courbe rectifiable (voir [DS2] théorème
1.8 de la  partie I, et chapitre 1 de la partie II).

2.3 Hypothèses de récurrence

On suppose que diamü? =  1.
On se donne des grandes constantes positives K 21 Kz- On choisit 
Kz  très grande devant K 2 qui elle dominera K \.  Les constantes K  et A  
du lemme 2.2.3 sont telles que K  est très grande devant K \,  K 2 et Kz 
alors que A  est très petite par rapport à  ces mêmes constantes. L’entier 
N  est choisi tel que 2~N «  K ^ 1.

On notera Z(.) la longueur d ’un segment ou d ’un arc de courbe.

Commençons par construire des ensembles (A j) j  de points de E  qui 
seront presque des réseaux de points 2~*N denses.
Pour cela, on considère A0 =  {£<»> y00} où x  et y  sont des points de E  
tels que diamE  =  dist(x, y) et x ^  e t y sont les points limites de x  et 
y  donnés par le lemme 2.2.3.
Supposons que l’on ait construit A ,_ i.
On considère A¡ un ensemble maximal de points de E  tels que
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1. si x, y G Â j, x  ^  y, alors d ist(x ,y ) >  2(A \ -+- 2A)2~*N;

2. si x G Â j, y G Ay_i, x ^  y, alors d ist(x ,y )  > 2(/i'i +  2A)2~jN .

Soit A j  =  { la , : x G A j} .
On pose alors A y =  A j  U Ay_i.
Enonçons quelques propriétés de A j.

(i) On d ira  que x  G Ay est de la Z-ième génération si x  G Ai =  
A //A /_ i (ce qui signifie essentiellement que x  a  été inséré à  la 
Même étape). Tout point x  de A y de la Z-ième génération est 
point lim ite d ’une suite (fi(x))i>i-i  de points de E  vérifiant les 
propriétés du lemme 2.2.3.
Rappel : Si x G A j , alors /y(x) =  /y_i(x).

(ii) Si x, y  G A y,
dist(x , y) > 2K i 2 ~*n , (2.16)

d ’où, si A  est assez petit,

d ist(/y (x ),/y (y)) >  K x2~î n . (2.17)

(iii) Pour to u t y G. E  avec y g  A y, il existe x  G Ay tel que

dist(x,?/) <  2 {K\ +  2A )2 ~*n . (2.18)

Comme ÜC2 domine K i,

dist(x ,î/) <  K 22~iN . (2.19)

Supposons que l ’on ait construit des ensembles connexes r 0, • • I \  
formés de segments avec les propriétés suivantes.

r 0 =  [fo(x) + K%(fo(y) -  fo(x)), f 0(y) +  ( / 0(x) -  / 0(2/))] où x  et 
y sont les points de A 0.

Pour j  =  0, — , k —1, on note A y =  {/y (x), x  G Ay} et on a  A y C Ty.

On distingue parm i les segments de Ty deux types de segments 
particuliers.
Un segment L  de Ty est principal si L  =  [/y(x), f j(y ) \  où x, y G Ay. 
Un segment principal est de la Z-ième génération si une de ses extrém ité
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est de la Z-ième génération, l ’au tre é tan t d ’une génération précédente. 
D ’après la propriété (ii) de A y, si L  est un  segment principal de Tj,

Z(L) >  K \ 2 ~iN . (2.20)

Un segment L  de Tj- est non principal si L  =  [fj(x),  a7(x)] où x  G A j 
et aj(x)  n ’est pas dans A j.  L’extrém ité a}(x)  est l ’extrém ité d ’un seul 
segment de Tj.
O n suppose que, si L  est un segment non principal de Tj,

l(L ) >  K xK \ 2 ~iN . (2.21)

Tout po in t f j{ x ) ,  x  G A y, est une extrém ité d ’au  moins deux seg
m ents de Tj (dont un principal), l ’extrém ité d ’au plus un  segment non 
principal.

Rem arque : T* peu t contenir des segments qui ne sont pas d ’un des 
deux types précédents. Ils interviendront de m anière naturelle dans la 
suite de la construction.

O n suppose que tou t point f j ( x ) ,  x  G Ay, vérifie la  propriété du 
cône : 7T
Soit 9 €  [0, —] fixé (9 est indépendant des au tres constantes).

Si tous les segments principaux de Tj ayant pour extrém ité f j{x )  sont 
dans un  cône de sommet f j ( x )  d ’angle alors f j ( x )  est l’extrém ité d ’un 
segment non principal [fj(x),aj{x)].
En particulier, si f j ( x )  est l’extrém ité d ’u n  seul segment principal de 
Py, alors il est l ’extrém ité d ’un segment non principal.

2.4 Construction de ffc+i à partir de Tk
Soit Ffc l ’ensemble connexe vérifiant les propriétés décrites au para
graphe précédent.

O n va, dans ce paragraphe, construire à  p a rtir  de T* un  ensemble 
connexe r*.+i contenant les points /fc(x), x  G Au+i =  Afc+i/A * .

On considère x  le point de Ak+i le plus loin de A*. On suppose que 
x  £  r*  sinon il n ’y a  rien à  faire.
Soit y  le poin t de A* le plus près de x .
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On suppose dans un  premier temps qu’il existe un  segment principal 
de r*  [fk(y), fk(z)), z G A k tel que l’on ait la propriété ( ★)
(*) la  projection de f k(x)  sur la droite engendrée par f k(y) et f k(z) est 
à l ’intérieur du segment [/*(?/), fk(z)].

Cas ,A I.j. I<z d is t(/* (x ),/* (z )) < d ist( f k( x ) , f k(y)) < ICzà is t( fk(x), f k(z))

Soit T^+i la  courbe obtenue à  partir de Tj, en rem plaçant le segment 
[fk(y),fk(z)]  par les segments [fk(y), f k(x)] et [/*(*),/*(*)].
On cherche m aintenant à  évaluer A =  — l{Tk).
Soit £o une constante positive très petite.
Supposons dans un prem ier temps que Poo(x, K 2 ~ kN, E ) <  £0.
On considère D k une droite pour laquelle

p x( x ,K 2 ~ kN , E )  =  ' dy-
K 2~kN JyeEnB(x,K2- k*r) K 2 ~ kN

Alors, d ’après le lemme 2.2.3 et (2.15), si K  est assez grand par rapport 
à K z  et A ,

d is t(/i(x ),£ > 4) <  C 0i(x ,  K 2 ~ kN, E)2~kN (2.22) 

dist(/»(»),r>*) <  C 0 l( x , K 2 - iK , E ) 2 - tN (2.23) 
d is t( / t (z), D t ) <  C 0 l( x , K 2 - lK , E ) 2 - kN (2.24)

d ’où, si on note D  la droite engendrée par f k(y) et f k( z ),

d ist(/* (x), D) < C(3x{x, I<2~kN, E)2~kN (2.25)

donc par le théorème de Pythagore,

A =  dist(/*(a;), f k(y)) +  d is t(/*(*), f k(z )) -  d is t( f k(y), f k(z ))

<  C p l ( x 1K 2 - kN1E ) 22 - kN. (2.26)

Supposons m aintenant que ^ ( x ,  K 2 ~ kN, E} >  £<>•
On a  alors d ’après le lemme 2.2.2,

Pi(x, K 2 ~ kN+1, E)  > C - 1(300{x ,K 2 ~ kN, E ) 2 > C " 1̂ .

Or

a = J(ri+x) -  ¡(r*) < (i + Jf,)di.t<A(«),A(»))
< C ( 1 +  K 3) K 22~kN d ’après (2.19)

< C 1̂+K f }K2(5l (<xJ<:2-kN+1,E )22 -kN.
£o
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Donc,
A <  C(3x(x, K 2 ~ kN+1, E ) 22~kN. (2.27)

Cas A II : d ist ( h ( y ) , h ( x ) )  < K ^ d i s t ( f k(z), f k(x))

est obtenu en a jou tan t à  T* le segment principal \ f k(y),fk(x)]  
e t le segment non principal

\ h ( x ) , M x )  +  I i l i U x )  -  h ( y ))).

O n a  alors A =  f(rj&) -  l(Tk) =  ( J f | +  l)d is t(A (ÿ ) ,/*(*))•

Supposons que p00( x ,K 2 ~ kN, E )  < € 0.

Si Ifk (y ) , fk (z)]  est un  segment de la  k-ième génération, on a

A <  C ( K l  +  l ) K â 1à is t ( fk( x ) , f k(z))

< C ( K \  +  l ^ - 'd i s t t / * ^ ) ,  /*(*)). (2.28)

Si l fk(y) ,fk(z)]  est un segment de la  j-ième génération (avec j  < k ), on 

A <  C ( K l  + r ) K ^ ^ M Æ l ) l  {2.29)

Rem arques :

1. La longueur 1 du segment non principal [/*(x), f k ( x ) + K 2(fk(x)  — 
f k ( y ))] vérifie

l =  K l d i s t ( f k(x),  f k(y))

> K \ K i  2 - * " .

O n retrouve l ’inégalité (2.21) du paragraphe 2.3.

2. Puisque fiaoix, K 2 ~ kN, E)  < e0, le segment [fk(y), fk(z)] ne subira 
qu’un nombre borné de transform ations B (en fk(y))-

Si 0oo(x, K 2 ~ kN, E )  >  e0> on retrouve pour A l ’estim ation (2.27).

Supposons m aintenant qu’il n ’existe pas de z 6  A* tel que l’on ait 
la  propriété (*) pour [/*(?/), fk(z)].

O n suppose dans un  prem ier tem ps que /?«,(#, K 2 ~ kN, E )  < £o-

Cas B I : fk(y)  est l ’extrém ité d ’un segm ent principal [fk(y), fk(z)] 
avec

d ist(fk{x),  fk(y)) < A T 1d is t(/fc (x ),/fc(2)).
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On peu t alors u tiliser une transform ation B. On construit r*+ i à p a rtir  
de r*  en a jou tan t le segment principal [/*(?/), fk(x)\  et le segment non 
principal [/*(*), f k( x ) +  A '|( / fc(x) -  f k{y))]•
Les estim ations sur /(r*+ i) — l(T k) sont les mêmes que (2.28) et (2.29).

Cas B II : Pour to u t segment principal [fk(y),fk(z)\  dont f k(y) est 
une extrém ité,

d ist(/* (x ), fk(y)) > I<s 1d is t( fk(x), f k(z)). (2.30)

Donc,

K[fk(y)i fk(z)]) < (K z  +  l)d ist(/* (x ), f k(y ))
<  C ( K 3 +  l ) K 22 ~kN d ’après (2.19)

< <  K 2 ~kN par choix de K .  (2.31)

On distingue m aintenant deux cas.

•  Soit f k(y ) est l ’extrém ité d ’un seul segment principal (on d ira  
que f k(y) est un  bout de T*), alors , d ’après les hypothèse de 
récurrence (propriété du cône), f k(y) appartien t à  un  segment 
non principal.

•  Soit f k(y) est l ’extrém ité de plusieurs segments principaux de T*. 
Soient L  et V  deux segments principaux de I \  dont f k{y) est une 
extrém ité.
Puisque dist(/*(a:), f k(y)) > K x2~kN, et que la  projection de f k(x) 
sur la  droite contenant L et celle sur la droite contenant L' sont 
en dehors de L  e t L' respectivem ent, l ’angle entre L  e t L' est plus

7T
p e tit que —.

De plus, comme 0oo( x ,K 2  kN,E )  < e0, et puisque l(L ) et l(L') 
sont inférieurs à  K 2 ~kN d ’après (2.31), , l ’angle entre L  et L' est 
très p e tit (d ’au tan t plus p e tit que e0 est p e tit).
Donc, si €0 est très p e tit devant 6 , tous les segments principaux de 
r*  contenant f k(y ) sont dans un cône de sommet f k(y ) et d ’angle
e.
On en déduit, d ’après la propriété du cône, que f k(y) est l’extrém ité 
d ’un  segment non principal de Tk.

Remarque : Un te l point a  été à  une génération précédente un bout.

Donc, dans tous les cas, f k(y) est l ’extrém ité d ’un  segment non 
principal [/*(?/), ak(y)] de T*.
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D ’après (2.19), dist(x,y) < K 22~iN.
Donc, si A  est assez petit, dist(/k(x), /*(y)) <  2K 22~^N.
D ’où, d ’après (2.21),

dist(/*(x),/*(y)) <  2 K - 1K ï 1l([fk(y),cik(y)]). (2.32)

On considère alors x0, • • -, x/+i les points de A *+2 tels que

• x0 =  y et x/+i =  x;

•  X{ et xt+x sont voisins dans A*+2 (voir figure).

K X

2c J(
X

Remarques :

1. I est borné d ’après (2.16).

2. On peut “ordonner” les Xf, car, puisque 0oo(x, K 2~kN,E )  <  e0> 
ils sont tous proches d ’une même droite.

Soit Xi (* € {1,...., /}) le point le plus loin de x et y.

Premier cas
dist(fk(y), fk+i(xj)) 
d is t(/fc( x ) , / fc+1(xi))

Alors, on utilise une transformation A et on construit f  en ajoutant 
à  r fc les segments [/*(y), /*-n(xf)] et [/Jb+1(xi) , / fc(x)].
Remarque : /*+i(x) =  /*(x) car x  G Ak+\.

Par un calcul identique à (2.26),

*«/*(»). A+i(*<)])+i([A+i(*0> h (*)]) < K \ h (*)> fk (y )] )+ C h(x ,  I i 2 - tK, E f

Deuxième cas : distC h(v\.  f 1.4-1 (x,-)1 <  Ji'f1d ist(/t+ l(xi),
(on suppose que xt- est plus proche de y que de x, le cas inverse est 
identique)
On utilise une transformation B. fj.+x est construit en ajoutant les seg
ments [/* (y ),/*(*)], [fk(y), fk+i(xi)] et [fk+i(xi) ,K%(fk+i(xi)- fk(y))].
On a alors par un calcul identique à (2.28),

Krïïi) -  *(r») < KI/*(»)> AMD + C1 + k ïW M v), A+i(*<)])
< ( l  + ( l  + K i ) K ï ' ) l ( \ f i ( y ) , f t (x)]). (2-33)
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Puis, on considère X{>, i ^  ¿', i' £ { 1 , le point le plus loin de 
x, y et x^  On construit f j ^  à partir de en insérant /*+i(xf») par 
une transformation A ou B.
Et, on insère de cette façon tous les points Xi, • • -, xj.
Soit Ëfc+i l’ensemble connexe ainsi obtenu.

On construit r j ^  à partir de f  *+1 en ajoutant le segment [fk+i (x), a*+i(x)] 
où a*+i(x) est un point tel que Z([/*+i(x),a*+1(x)]) =  KxKl2~^k+l N̂.
Ce segment ne sera pas modifié lors de la construction de r*+1 et 
puisqu’il n’est pas principal, on le choisit avec cette longueur afin que 
la propriété (2.21) soit préservée.

Il nous reste à estimer / ( r j ^ )  — l(Tk).

La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations A 
est, par un calcul identique à celui effectué dans le cas A I, majorée par

Cj3 i(x, C K 2~kN, E )2 2~kN + C £  A fo , C K 2 ~ ^ N, E )22~(k+1)N.
<=i

La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations B est 
majorée par un calcul identique à (2.28) et d’après (2.32),

C(1 +  (1 +  K D K^ldhiy),  /,(*)]) +  C( 1 +  KD Kî1 Y. î([A+i(*i), A + iM D

< C( 1 +  (1 +  K 2) K ^ ) K r lK ^ ldist(fk(y), ak(y))

+  C( 1 +  k i ) K ?  Y ,  d ist(/fc+i(xf), h + i M ) .  (2.34)
i, i'

où la somme se fait sur les indices i, i' de {1,...,1+1} tel que le segment 
[/jH-i(x»),/*+i(xt')] a subi une transformation B.
On en déduit

l { tM ) -  K?k) < CPî (x ,C K 2 - i’k ,E )22-‘‘n
+ C(1 +  (1 +  a4(y))
+  C(1 +  K l ) K î l f i+x(x,,)).

De plus, d’après (2.21),

l([fk+i(x), ai+i(x)]) =  KiK%2-(h+1)N < 2~Nl([fk(y), a*(î/)]). (2.35)

Donc,

-  i( I \) )  < CPl(x ,C I i2 -kK, E f 2 - kN

+ C ((1 + (1 +  K l) iq l) K ^ i q l + 2-n) dist(h(y), ak(y))

+ C(1 +  K \ ) K ; 1 Y ,  d ist(/4+J(ii), f t+i(xt,)). (2.36)
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Rem arques :

1. P ou t un tel point y, une telle transform ation  n ’arrivera qu’une 
fois lors de la  construction de I \

2. Les points fk+i(%i), « =  1, — , l, ne seront pas modifiés avant la 
construction de Tk+z-

Si p oo( x ,K 2 ~ kN1E) > £0 (donc p 1{ x ,K 2 ~ kN+\ E )  > C " 1̂ ) ,  on 
ob tient F*+j en a jou tan t les segm ents [/*(y), fk(x)] e t [/*(x), fj,(x)  4- 
K%(fk(x) — fk(y))] et on a alors par un  calcul identique à  (2.27),

l ( r ^ ) - l ( T k )  <  C2~kN
< C p 1( x , K 2 - kN+1, E ) 22~kN. (2.37)

O n pose A*+x =  A* U {x}.
Soit x' le point de Ak+i le plus loin de A*+t e t on suppose que x' & r ^ t . 
O n constru it à  p a rtir  de un  ensemble connexe contenant fk (x ')  en 
u tilisan t la  m éthode décrite précédem m ent. P u is, on applique cet algo
rithm e pour tous les points de Ak+1*

Soit r* +i l ’ensemble connexe ( qui contient tous les /* (x ), x  G Ak+1) 
ainsi obtenu.
Rem arque : r* +i vérifie la  propriété d u  cône. E n  effet, les seuls points 
f k ( x ), x  G Afc+1, pouvant poser un  problèm e, sont ceux insérés pax une 
transform ation B. Or, par construction, ces po in ts appartiennen t à  un 
segment non principal.

2.5 Construction de à partir de ÎVfi

On transform e r*+ i pour obtenir r* +i, en appliquant ce qui su it

•  Pour to u t x  G A*+i, on rem place fk{x)  p a r /*+ i (x ) .
O n rappelle que fk (x )  =  fk+\(x)  si a: G Ak+1 ou si f k(x) vérifie la 
propriété 2 du  lemme 2.2.3 à  l ’échelle 2~(k+1 N̂ .
Ainsi, f k ( x ) est remplacé pax fk+i(x)  si fk (x )  est relativem ent 
loin d ’une droite Dk+i m inim isant Pi(x , K2~(k+1 N̂ , E ) .

•  Soit une extrém ité d ’u n  segm ent de r* +i n ’ap p artenan t pas à 
A*+i. Alors, ce po in t est l ’extrém ité d ’un  seul segm ent de
On note a*(x) ce po in t et [/¿(x ), ûfc(x)] ce segment. Alors, le 
poin t cik(x) devient le poin t cik+i(x) avec

“  K [fk(x) ,ak(x)]) =  l([fk+1( x ) ,a k+1(x)];
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— a*+i(x) appartien t à  la droite (/* (x ),a* (x )).

H nous fau t m aintenant estim er /(r* +i) — Z(r*+i).

Il est inutile de s’intéresser au cas des segments non principaux, car 
leur longueur est préservée d ’après ce qui précède.

Considérons le cas d ’un segment [/*+i(x ), /*+i(y)], où x, y  sont dans

O n a  alors pour ce segment 2 cas.

Cas A I : [/¿(y), fk(x)]  est un  segment qui n ’a  pas subi aucune trans
form ation (ni A, ni B) à  cette étape.
On suppose dans un  prem ier tem ps que Poo(x, I \ 2 ~kN, E )  <  e0.
Soit z G E  te l que la  projection de z sur (/* (x), /*(y)) est dans [/*(x), /*(y)]. 
On suppose en outre que z vérifie

d ist(/* (x ), fk{z)) < 10Ki2~(h+1)N . (2.38)

Rem arque : Tous les points de A k+i dont la projection su r (/* (x), /*(y)) 
est dans [/*(x), /*(y)] vérifie (2.38) (éventuellement avec /*(y) à  la place 
de /* (x )), sinon le segm ent [/* (x),/*(y)] au rait été modifié.

Alors,

d is t ( * ( » ) , /»(*)) >  K 12~kN -  10/ir12 ' ' ‘+I)w

> K i(  1 -  10 2~N)2~kN.

Donc,

m o~N
d ist(/* (x ), fk (z ) )  <  ^ -3 ^ Q 2Z17d is t( /* (y ) ,/fc(z))

<  K ^ à i s t ( f k( y ) , f k(z))

car 2 ~n  «  K ^ 1.
O r, to u t po in t z G A/, Z > k +  1, tel que la projection de f i(z )  sur 
( / /(x ) ,/ /(y ) )  est dans [//(x ), //(y)] vérifie (2.38), donc il ne pourra  être 
inséré que par une transform ation B.
Si [/*(x), fk{y)] est de la  j-ième génération avec j  <  fc, alors, d ’après 
(2.20),

d is t( /Jfe+i ( x ) , / Jfe+1(y)) -  d is t(/* (x ),/* (y ))

< 2A2_(*+1)Ar

<  C A K r diSt^ ; / ^ \  (2.39)
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Si (300{x,I<2 kN,E )  > £To, alors

f([/*+i(*),/*+i(y)l) “  K[fk(x),fk(y)])
<  2A2~^h+x)N
< C p 1{x i K 2 ~ hN, E ) 22 - kN (2.40)

Cas A II : [fk(x), /*(*/)] a  subi une transform ation  B. Alors, d ’après 
le lemme 2.2.3, si le segment est de la  k-ième génération,

d is t( /n .,(* ) , h+ i(y ))  -  d ist(/* (x ), /„(y)) <  2A2-(*+1>w (2.41)

donc d ’après (2.20),

d is t( / i+ l( i ) , / » +i(ÿ)) -  d \s t ( fk(x), f k(yj)
< A K ^ ld is t ( fk( x ) , f k(y)). (2.42)

Si m ain tenant [/*(x), f k(y)] est un  segm ent de la  j-ième génération avec 
j  < k

dist ( / fc+1(x ) ,/* +1(y)) -  d is t ( fk( x ) , f k(y))

< C A K ï ' ^ ÿ ÿ f M ) , (2 .43)

Il nous fau t reste à  considérer le cas de segm ents [fj,+i(x), fk+i(y)] 
où x E A*, y e  A k+1.

Considérons x  €■ A*, et supposons que /300( x i I<2 *,£■) <  e0.
Alors f k+i (x) est une extrém ité d ’au  p lus deux segm ents dont les autres 
extrém ités sont des points du  type f k+ i(y ) avec y  €  A k+X.

Cas B I : il y en a exactem ent deux  f k+1(y ) e t f k+1( z ) (y  et 2 sont 
dans A k+1).
Alors f k+i(y) =  f k(y ) et f k+1(z ) =  f k(z).
O n suppose que f k{x) ^  f k+i(x ) (sinon rien  n ’a  été modifié).
Alors, si on note D k+1 une droite m inim isant /?i(x, K 2 ~kN, jE1), on a

d ist (/* (*), D»+1) >  CPl ( x , K 2-<k+l)1, ,E ) 2-<-k+'1”
d ist (/*+ ,(* ), D*+0 <  C/31(x,/'í:2-(*+ ,)^f,£ ;)2 -(,•+1>,,

d ist(/*+ i(î/), Dit+i) < C/?l (*,/iT2-(*+1>i',E ) 2 - ( ‘+1)w

d is t i /n . ,^ ) ,  Z)l+1) <  C@\{pc, K 2~(k+Ï}N, £ ) 2- *̂+1^ .

O n en déduit

d ist(/*+1(x),£>) <  C/?1(x ,7 l2 - i fc+1> ^ ,i;)2 - ifc+1̂

30



où D  est la droite engendrée par fk(y) et fk(z).
D’où, d ’après le théorème de Pythagore,

dist(/*+i(x), f k+i(y)) +  d ist(/fc+1(x), f k+i(z)) < C0x(x, K2~(k+1)N, E )22'

+  dist(/*(y), fk(z))

< Cpl {xJ<2-{-k+^N, E f T
+  dist(/*(y), fk(x))

+  dist(/*(x), fk{z)).

Remarque : Ce calcul est identique à celui de (2.26).

On a donc

dist(/k+i(y), fk+i(x)) +  d ist(/fc+1(x),/*+1(z))

—dist(/fc(î/), f k(x)) -  dist ( f k ( x ) J k(z))

< CPi(x, K2~(k+VN, E )22~V'+1'>n . (2.44)

Cas B II : il y en a un seul fk+i(y) (y  € -Afc+i) 
alors fk+i(y) = fk(y)-

Premier cas : f k(y) est l ’extrémité d’un segment [/*(#), fk(z)] de T* 
tel que

(2.45)

Si K  est très grand devant 2N, ce segment ne peut subir qu’une trans
formation B.
Soit k0 < k le plus petit indice tel que

'([/* .(*). /*.(*)]) > K 2 - k°N. (2.46)

On a alors

dist(/fc+1(ar), fk+i(y)) -  àist(fk( x ) J k(y)) 
< 2A2~(k+1)N

< 2 C A g - '2 ^ dist(^ t(. ^ (2 )).(2.47)

Deuxième cas : Tout segment principal de T* dont fk(x)  est une 
extrémité est de longueur inférieure à K2~hN.

Si Poo(x,  K2~kN, E ) <  £q, alors d’après la propriété du cône (comme 
dans le cas B II du paragraphe précédent), fk+i(x) appartient à un 
segment non principal [fk+i(x), a*+i(î/)].
On a

dist(A + l( i) ,  /*+,(!/)) -  dist(/*(*), f„+l(y)) < CA2-<*+1>k . (2.48)
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Supposons m aintenant que 
/3oa(x i K 2 - kN,E )  > £q (donc (3x{x, K 2 ~ kN+\ E )  >  C “ 1̂ ) .  
fk (x ) est l ’extrém ité d ’un nombre borné de segments de Tk+i dont 
l ’au tre  extrém ité est un point de A k+1, donc la  longueur totale “perdue” 
A( pour ces segments) quand on remplace /*(x) par /*+i(x ) est majorée 
pax

A <  CA2~(h+l)N <  C(3x(x , K 2 ~kN+1, E ) 22~kN (2.49) 

On a  donc obtenu

i(rk+l) -  i(r t ) =  i[% + +  /¡g, +  (2.50)

avec

•  *̂+1 es  ̂ la  “longueur totale perdue” par l ’insertion de points de 
E  suivant la  transform ation A.
D ’après (2.26) et (2.27), on a

ii+1 <  C E  (2.51)
*€Ajfe+1

•  4+1 est la “longueur totale perdue” par l’insertion de points de 
E  suivant la  transform ation B (sans com pter les segments crées 
dans le cas B II du paragraphe 2.4), lorsque le ¡3^ est petit.

•  Zfc+i est la “longueur totale perdue” quand on remplace /*(#) par 
f k+i(x ), x  €  A*.

'S i  =  i(r*+i) -  ' ( f  *+l).

•  est la  “longueur totale perdue” quand on insère un  segment 
dans le cas B II du paragraphe 2.4.

Il est clair, d ’après le choix de l ’ensemble A k+1, que r*+ i vérifie les 
mêmes propriétés que T* à l ’échelle 2~(h+1)N .

2.6 Fin de la construction de T

Soit r  l ’ensemble connexe obtenu en itéran t la  construction précédente. 
On a, d ’après (2.19), E  G T.
Nous allons m aintenant évaluer 1{T).
On a, d ’après (2.50),

/(H  - 1( r . )  <  E  Î  > +  E  'i2) +  E  +  E  4 °  • (2-52) 
k k k k
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Or, d ’après (2.51),

E ' ™  <  C 'Y  E  A ( x ,I f 2 - ‘ ,B )22 - ‘ (2.53)
k k zGA*

Il nous faut m aintenant évaluer les trois autres sommes. 
Commençons par quelques remarques.

•  r  contient des segments [x, y] où x et y sont dans un A* pour un 
certain k. Donc, pour tou t j  > k, [ fj{x),fj{y)\  C Tj.
O n note S*1) cet ensemble de segments.
On dira qu’un tel segment est de la k-ième génération si [/*(x), fk(y)] 
est un segment de T* et un des deux points x ou y  n ’est pas dans 
Afc_i.
En fait, ce segment a  subi, à  partir de la  k-ième étape, que des 
transform ations B, et à  chaque étape, le nombre de transform a
tions B est borné (si /?oo est petit).
Remarque : Si le segment [/*(x), fj,(y)] , x et y  dans A*, a  subi une 
transform ation B, alors aucun de ses “successeurs” [/¿(x), fj(y)}, 
j  >  k , ne subira A.

On a, alors d ’après (2.41),

|d ist(x ,î/) — d ist(/* (x ),/* (î/))| <  2A  ^  2~(j+1)Ar
3>k

< 2A2~kN

donc, d ’après (2.20),

|d ist(x ,y ) -  d ist(/* (x), fk(y))\ <  2AK1- 1d ist(/* (x ), f k(y))
(2.56)

d ’où

dist(/jt(x), fk(y))  <  1 _  2-̂ r îd is t(x ,y )  (2.57)

•  r  contient de segments [x, a« ,^ )] pour lesquels il existe k tel que

-  x e  A*;

— aoo(x) et le point lim ite d ’une suite (o,j(x))j>k où
l//(x ), aj(x)] C Tj- et aJ+i(x) est construit à  p a rtir de aj(x) 
en suivant le procédé décrit au début du paragraphe précé
dent (Pour to u t j  >  fc, 0Lj{x) £  A j).

(2.54)

(2.55)
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Soit S l ’ensemble de ces segments.
On d ira  que [x, a ^ x ) ]  est de la k-ième génération si k est le plus 
p e tit indice pour lequel les propriétés précédentes sont vérifiées. 
Pour un  tel segment, pour tou t j  >  fc, on a

k 1000

D ’après (2.36),

E 'i4' < C EE ¡ 3 x { x , C K 2 - k N , E f 2 - k N
k k a: G A*

+ E (c(! + (1 + K l ) K î ' ) I C ï l K ï '  +  2“")/(L)(2.64)
Lesw

Donc, Jvs, N  sont assez grands,

- 9~ n } Y' 7m  <
1000

(C(l + (1 + I < l ) K ; l ) K ^ K ï '  + 2 ~ n ) X) l ( L )  <  r ^ K r ) .  (2.65)
Lesw

Rem arque : On n ’a  pas tenu compte dans (2.36) de la somme en i et i ' 

qui a  déjà été comptabilisé dans y ]  / j^ .
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d i s t ^ a ^ x ) )  =  d is t( /,(x ) , a , j ( x ) ) . (2.58;

Soit [x, y\ G de la k-ième génération.
La somme totale l des longueurs des segments construits au cours des 
différentes étapes selon la transform ation B et ayant pour extrém ité 
f j ( x )  ou f j (y )  avec j  > k (lorsque /?oo(x, K 2 ~ kN, E ) < £q o u  

Pooiy, K 2 ~ kN, E ) < £o) vérifie, d ’après (2.28) e t (2.29),

/ <  C (K I  + 1  ) g 8- 1 E  dist{f^ - J i(,j)) (2.59

(2.60

(2.61

(2.62;

(2.63;e
_1_

r )

X.
î

i
1UUU

On en déduit

d ’où, si A  est assez p e tit et si K% est assez grand par rapport à  K 2i

l * ,y )iis t
2 C { K \ -1

î
1 - 2j ■K ?

donc, d ’après (2.57),

<  2 C (K \  +  1 I<3 1d ist(/* (x ), f k(y)

Sto

|Ä 3- 1'

y\



Il nous reste à évaluer ^  lk .
k

On a  d ’après (2.40), (2.44) et (2.49),

E i 3 ) < C E E  & ( * ,CIC2~kN, E ) 22~kN +  £ ^  (2-66)
k k zGAfc Je

où zl3) est la “longueur totale perdue” quand on remplace /*(x) par 
/*+i(x ), x € A*+i, lorsque (3oo(x, K 2~kN, E)  < £o (en dehors du cas B
I du paragraphe 2.5).
Notons ï  =  T .  Z/3̂ .

k
Si [x, y] est un segment de de la k-ième génération, sa “contri

bu tion” A à / est majorée d ’après (2.39), (2.42), (2.43) et (2.47) par

Ç A f t - 1 d i s t ( / f c ( x ) ,  fk (y )) 2 C A K ~ x2~n  d i s t ( / f c o ( x ) ,  fkpjy))
1 2 Ü ~ k)N

(2.67)
où &o <  & est le plus p e tit indice tel que

dist(/*0(x), fko(y)) > K 2 ~ hoN. (2.68)

Remarque : Le second membre vient du premier cas du cas B II du 
paragraphe précédent. A chaque étape, le segment [/*(x), f k{y)] n ’est 
pris en compte qu’un  nombre borné de fois. De plus, A  est assez petit, 
pour tou t j  > ko,

dist(/y(x), f j ( y ) ) > K 2~ iN .

Par un  calcul identique à (2.57),

dist(/x!0(x), fko(y)) < i _ 2 A K ï l l^ X' y^ '  2̂*69^

Donc, d ’après (2.57),

. (  C A K ï 1 2 C A K ~ 12~n \  n  1N 
- (l - 2AI<:1 + 1 - 2 A K î l ) ( )

donc si K u  K  et N  sont assez grands, A  est assez p e tit,

a - î M î ( ! i ’ ! / , ) - ( 2 -7 1 )
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Si [x, a ^ x ) ]  est un segment de de la  k-ième génération, sa 
contribution A à Z est majorée d ’après (2.48) par

A <  C A Y  Z~kN 
i>*

<  2CA2~kN

< 2 C A K ï 2K î ld is t ( fk{x ) ,ak(x))  d ’après (2.21)

< 2C A K 22K ï 1dist(x,a00(x)).

Donc, si K 2 est assez grand par rapport à  K \  et A,

A - Ï ^ ô ' (lx’ ° ~ (:c)])- ( 2 -7 2 )

O n a donc d ’après (2.71) et (2.72),

J:

Donc, d ’après (2.52), (2.53), (2.63), (2.65), (2.66) e t (2.73),

/*x(x ,K 2 —,£ 0 -2 — +  - 1
* se€A*

'(r) -  /(r0) < C E  E  p i ( x , K 2- t , E f 2- t +  — KH

+ ïdôô1̂  + î<S>ô'™2-74>
d ’où, d ’après (2.3) et la construction de r 0,

Z(r) <  C diam E . (2.75)

Rem arque : On peu t utiliser ce qui prédède afin de construire la  courbe
rectifiable T  du théorème 2.1.2.
Alors, d ’après (2.4) et (2.74), on a

Kr ) < G Ç0(E)2 +  diam i?) . (2.76)

Il nous reste à  m ontrer que pour to u t x G T, tou t R  G ]0,diamT[, 
(2.1) est vrai.
Notons que, pour toute courbe, l’inégalité de gauche de (2.1) est tou 
jours vérifiée.
Soient x G E,  0 <  R  <  diamT.
On considère l ’entier k tel que <  i î  <  2~kN.
O n note r(x ,jR ) =  T f l  B ( x ,R )  et pour tou t j  > 0, T j ( x ,R )  =  Ty n  
B ( x , R).
Pax un  calcul identique à l’évaluation de Z(r), on a

¡ ( r ( z ,R ) )  -  l ( r k( x ,R ) )  < C E  E  0 i ( x , K 2 ^ N, E ) 22~iN . (2.77)
j > k *6 Ay
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l(T(x, R))  -  /(r* (x , H)) <  C R .  (2.78)

Or d ’après (2.20) et (2.16), il est clair que le nombre de segments de 
intersectant B ( x , R ) est borné, e t donc /(r* (x , iî))  <  C R  .
D ’où pour tou t x  £  T, tou t R  > 0,

H 1 ( r  n B ( * , f i ) ) <  CÆ. (2.79)

Donc r  est une courbe Ahlfors-régulière.
Ce qui term ine la preuve du théorème 2.1.1.

D ’où, d ’après (2.3),
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Chapitre 3

Un problème géométrique du 
voyageur de commerce en 
dimension 2

3.1 Introduction

Nous allons dans cette  partie énoncer une version en dimension 2 du 
théorème 1.2.5 de Jones, c’est à dire donner des conditions en ter
mes de poo pour qu’un ensemble E  C H n soit inclus dans une surface 
r  =  /(]R 2) où /  est un  param étrage “sym pathique” .
En dimension d =  1, la  connexité joue un rôle im portant en ce qui 
concerne les propriétés de rectifiabilité : tou t ensemble connexe de H 1- 
mesure finie est rectifiable (voir le chapitre 3 de [Fa]), to u t ensemble 
connexe Ahlfors-régulier de dimension 1 est uniformément rectifiable 
(voir le chapitre 1 de la partie II de [DS2]).
En dimension supérieure, il n ’en est rien, ce qui rend le problème plus 
compliqué.

Soit E  C IRn-
Avant d ’énoncer le théorème principal, nous allons donner quelques 
définitions (la p lu p art sont motivées par le fait que nous ne supposons 
aucune hypothèse de régularité pour E).
On se donne une constante positive €<> très petite.
Pour to u t x  G ]Rn, to u t t  >  0, on définit

• P o o  (x,t,E)
Si E  n  B { x , t) ^  0,

A »0e, t, E)  =  inf (  sup ■dlSt" " -— (3.1)
P  \y£E r\B (* ,t)  t  /
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où l’inf est pris sur tous les 2-plans P  de IRn, 
sinon (3oo{x, t , E ) =  0.
On considère P(x,t) 1111 2-plan m inim isant /?«>(:£, f, E ),  c’est à dire 
tel que

(300{ x , t ,E ) =  sup (3.2)
y £ E n B (x , t )  z

et on appelera ce plan par la  suite le bon plan approxim ant de E  
dans B (x , t ) .

•  G (x ,t)
Si E n B ( x , t ) ÿ £ 0 ,

©(x ,t ) =  sup angl e(P ,P*) (3-3)

o ù P ( x , t )  =  ¡ P :  sup <iïs t(y>P )  <  2/300( x , t , E ) l ,  
t yÇEnB(x,t) * )

sinon 0 (x, t) =  0.
Quelques commentaires sur 0 (x , i) :

1. Si P ^ x ^ t ^ E )  est grand, 0 ( x , t) n ’a  pas de signification.

2. Si Poo(x ,i, i?) est p e tit, alors

a. soit 0 (x, t) est p e tit, donc il n ’y a  pas beaucoup d ’imprécision 
dans le plan approxim ant P (x ,i) ;

b. soit 0 (x , t) est grand, les points de E  n B (x ,  t) sont 
proches d ’une droite.
Ce qui implique que la  densité de E  dans Z?(x, t) est 
faible.
Ainsi, si on suppose que E  est régulier, si P± e t jP2 sont 
deux plans tels que pour i =  1,2, pour to u t y £ E  Ci 
£ (x , f ) ,

dist(y, Pi) < et (3-4)

alors angle(Pi, P2) <  Ce.
Ceci est une conséquence du  fait qu’il existe un plan 
de référence formé de poin ts de E  n 2?(x, t) affinement 
indépendants, car la régularité de E  empêche les points 
de E  n B {x ,t)  de s’accum uler près d ’une droite (voir 
lemmes (5.8) et (5.13) de [DSI] ).

•  ^oo(x,i, E )
/?oo(x, i, E )  =  /?oo(x, t , E )  +  0 (x , t).
Rem arque : Si /?oo(x,t, E )  est p e tit, on est dans le cas 2a précé
dent. Si /?oo(x,i, E)  est grand, on est dans le cas 1 ou 2b.
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•  *?0m )
Si /?oo(a;,i,E) <  e0 et Â»(x , t ,E )  >  lOOeo alors rj(x,t) =  1 
(on est dans le cas 2 b précédent), 
sinon rj(x,t) =  0.

• Ôm )
Si P ^ x ^ t^ E )  > €q alors fj(x,t) =  1, 
sinon fj{x, i) =  0.

De plus, on définit P2(E) par

t fdiamE j*

= fxemr j0 *»
Remarque : Soit A la famille des cubes dyadiques usuels de H n.
Alors, P2(E) ~  Y  P (Q )\à iam Q )2 où si Q n E  ^  0,

Q€A

0(Q)  =  inf sup
p yeEnQ diamQ

l’inf étant pris sur tous les 2-plans de IRn, et si Q fl E  =  0, P(Q) =  0.

Le résultat de ce chapitre est le suivant.

T h éo rèm e  3.1 .1  Soit E  un sous-ensemble compact de IRn.
Si P2(E) < oo, alors il existe un paramétrage f  : IR2 — ► ]Rn tel que, 
si on note T =  /(IR 2), on ait

(i) e  c  r ;

(ii) H 2{r )  <  C(P2(E) +  (diamE)2);

(iii) pour tout w £  ]Rn, tout t >  0,

H 2 < C e x p (  Y  Cfi(vj,K2-")[}m(w,K2~”, E ) :

(iv) il existe € >  0 tel que f  soit localement e-hôlderienne

où C  et K  sont des constantes positives.

Nous allons m aintenant donner les grandes lignes de la construction 
deT .
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3.2 Brève description de la construction 
de T

L’esprit de la construction de T est essentiellement le même que celui 
de la courbe rectifiable du théorème 1.2.5 de Jones ou de celui de la 
courbe Ahlfors-régulière du chapitre 2.
Ainsi, T sera limite d ’une suite de surfaces ( r ,)  construites par récur
rence et formées de triangles (qui jouent le rôle des segments du chapitre 

2).

Donnons quelques détails.

Supposons que l’on ait construit des surfaces To, T i, * • *, Tj formées 
de triangles telles que

•  Tous les triangles de T* ont des cotés de longueur de l’ordre de 
2" \

•  Tout point de E  est à une distance inférieure à  2~* (à une con
stante multiplicative près) d ’un sommet d ’un triangle de

•  r t- admet un paramétrage f i  qui est une application de IR,2 dans 

]Rn dont on contrôle la distorsion, c’est à  dire le rapport ,
\z -  zQ\

en terme, entre autre, de ¡3^.

La description complète des propriétés des Tj se trouve dans les 
paragraphes 3.3 et 3.4.

Pour des raisons techniques, les sommets des triangles de Tf ne sont 
pas tous dans E,  ce point est plus particulièrem ent discuté dans le 
paragraphe 3.5.

Soit M  le point de E  le plus loin des sommets des triangles de Ty.
On souhaite construire à partir de Tj une surface r i+i contenant M  
(paragraphe 3.6).

Sot T  =  (M 1M2M3) le triangle de Tj le plus près de Af, c’est à  dire 
réalisant inf dist(M , S) où l’inf est pris sur tous les triangles S  de Tj.

Evidemment, l ’insertion de M  dépend de la  position de M  par rapport 
à T.

Le cas de référence est le suivant.
La projection TIt(M)  de M  sur le plan engendré par M i, M2, M 3 est
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au “centre” de T.

~ Vh

Tj est obtenu en remplaçant dans Tj le triangle T  par les triangles 
M M XM 2, M M 2M z, M M zM x.

Il est facile de construire un paramétrage f i +1 de Ty+i à partir du 
paramétrage f j  de Ty.

Il nous faut maintenant estimer la surface S  “perdue” par ce détour 
(S  = H 2ÇTj+1) -  H ^ T j ) )  et la distorsion de f j+l.

Donnons un aperçu de ces calculs.
Soit €q une constante positive très petite.

On note

• Tx =  M M 2M z, T2 =  M M xM 3, Tz =  M M XM 2;

• T  G IR2 tel que f j ( T ) =  T ;

• Ti C IR2 tel que f j +x(Ti) =  Ti, i =  1,2,3.

On suppose que M X,.M2 et M z sont dans E.

Premier cas : P ^ M ,  K 2-J , E) < lOOeo- 
On a alors (300{M ,K 2 ~ i ,E )  <  lOOeoî donc dans B (M ,K 2~*), E  est 
“p la t” .

D ’après le théorème de Pythagore, on a

H*(rj+l) -  Jî2(r,) < C 0 U M , K 2 - i , E ) \ 2 - i ) 2, (3.5)

et

(1

<
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Deuxième cas : K 2 *,E) > lOOeo et /?00(Ai’, ÜT2 * ,E)  <  €q.

On a alors t}(M,K2~*) =  1.
Les points de E  dans B ( M , K2~*) sont alors proches d ’une droite.

On peut alors associer à  M  un “trou” ’ï'(À f) qui un  triangle inclus 
dans un triangle de Tj tel que

•  # * ( *  (Af)) ~  (2S ) 2-,

•  \£(Af) est loin de E,  ce qui fait que ^ (A f) ne sera pas altéré lors 
des étapes suivantes de la  construction de T. Ainsi, C T.

On alors, si e0 est assez pe tit,

i f ï ( r J+l) - i î 2( r , ) < | f f 2( 'i '(M )). (3.6)

O n a de plus, puisque les diam ètres des triangles de Fj sont de l’ordre 
de 2- '7,

^ diamTj <  diamTj <  diamT- _  _
diam T ~  diam T — diam T

Troisième cas : K2~3. E )  > €<> et poo( M ^ K 2 ~ ^ E )  >  €<>.

Puisque le diam ètre des triangles de Tj  est de l ’ordre de 2-J , on a  

H2(fi+l) -  H2(Tj) < C(2~’f .  (3.8)

Or, f3ao(M, K 2~ 3\  E ) > €0, donc

H 2( r j+l) -  H 2(Tj) < K 2 -’\  E ) \ 2 - i f .  (3.9)

Pour les mêmes raisons, on retrouve l ’inégalité de distorsion (3.7).

Dans les au tre  cas (en ce qui concerne l ’insertion de A i), on aura 
des estim ations de surface et de distorsion semblables. D ’ailleurs, on 
essayera souvent de se ram ener à  ce cas de référence.
E n utilisant l ’algorithm e décrit au paragraphe 3.6, on constru it Tj+i à  
p a rtir deTy en insérant le maximum de points de E , to u t en préservant 
les propriétés de récurrence du paragraphe 3.4.

En passant à  la  lim ite, on obtient une surface T =  / (  1R2) avec 
E  C T. Il nous reste à  vérifier les propriétés (ii), (iii) e t (iv) du théorème
3.1.1 (paragraphe 3.7).
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Les différentes estimations de surface donnent

h \ r ) - ir 2(r0) < ^ (^ (r ,)  -  H2(r,)
i

< CEE + \y, E
j MZAj ô j MeMj

où Aj est un ensemble de points de E  presque 2-J dense, et Adj est 
l’ensemble des sommets de Tj auxquels on a associé un “trou” ’J'(M ) 
(voir le deuxième cas précédent).
O r,X ; E  Poo{M,K2 - i , E ) \ 2 - i )2 < C (3 \E ) .

j MeAj
Comme on peut choisir les \P(Af) d’intérieur deux à deux disjoints,

;E E
° j M£MS 0

De plus, on construit To avec iPÇPo) <  C(diamE')2.

On obtient donc (ii)

H 2(T) < C ((diam E)2 +  ¡32(E)).

Les inégalités de distorsions successives sur les paramétrages f j  don
nent (iii) et (iv).

3.3 Notations et remarques préliminaires

On se donne des constantes positives a , a 0 et Ko, K u  -^2, ^ 3, K 4, K 5 
dont on explicitera plus tard  le choix.

3 .3 .1  Q u e lq u es  d éfin itio n s  s im p les

Soit T  un triangle de ]R” de sommets Mi, M2, M*.

On dit que T  est un bon triangle si la mesure de chacun de ses 
angles est supérieure ou égale à a.

Un angle (d’un triangle) est critique si sa mesure © vérifie

<* <  © < K 0a.

Si T  est un bon triangle, on dit que

• T  est de type 0 si aucun de ses angles n ’est critique;
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• T  est de type 1 si un et un seul de ses angles est critique;

• T  est de type 2 si deux (et seulement deux) de ses angles sont 
critiques.

Remarque : on suppose K oor assez p e tit pour qu’un bon triangle ne 
puisse avoir trois angles critiques.

Soit M  un point de lRn.
On note ILr(M) la projection de M  sur le plan contenant T  (c’est à 
dire engendré par M i, M2, M3).
On dit que M  est bon pour l’angle M 2M xMz de T  si l’angle M 2 M x M 3 
n ’est pas critique et si mes(M2M xM ) >  or et m es(M M xMz)J^. a.
Dans le cas contraire, on dit que M  est mauvais pour M 2M XM$.

Remarque : une condition suffisante pour que M  soit bon pour 
M 2M lM 3est que I lr(M ) soit à l’intérieur de T  et que TLt(M) soit bon 
au sens précédent pour M 2M \M z.

3 .3 .2  S e g m e n ts  de sé c u r ité  e t  z o n e s  d e  p r o x im ité

Soit S  un ensemble de bons triangles.
Pour tout triangle T  de «S de sommets M i, M 2, Mz, on définit les points
O i, 0 2, O3, Pi, P2, P3 de la manière suivante:
tous les points O», Pi (i=l,2,3) sont sur les côtés du triangle T  et 
vérifient

1 O i^ i\ P2M z O xM z P\^Æ2 OzM 2 P3M 1
3 M xMz M xMz M 2Mz M 2±\/Iz M xM 2 M xM 2 

Les [Oi,Pj], i =  1,2,3, sont les segments de sécurité de T  (voir figure).

n o„
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Quelque soit le type de T, à tout sommet de T, on associe une mau
vaise zone de proximité (voir figures 3.1, 3.2, 3.3).
On a  ainsi défini des points Oi>2, O i)3, 0 2>3, P\,2, -Pi,3 ^ 2,3-

D ’après le théorème de Thales et les constructions des zones de 
proximité, on a

L em m e 3.3.1 Pour tout triangle T  de S  (de sommets M \, M% ,Mz), 
pour i , j ,  k G {1,2,3} distincts, les points Oij et Pij sont en dehors du 
segment [O*, -P*] •

Pour tout triangle T  (de sommets M i, M2, M3), on définit pour 
tout i — 1,2,3,

ri — r(M i,T )  = \  sup dist(Jliî, Afy).
3 {i€{l,2,3}:i*i}

D’après le lemme (3.3.1), la boule jB(M<,rf) contient la mauvaise zone 
de proximité associé à  Mi (dans T).
Si tous les triangles de S  sont munis de segment de sécurité et de zones 
de proximité vérifiant les propriétés précédentes, on dit que S  vérifie la 
propriété (A ).

Soit M  un point de H n.
Soit <S un ensemble de bons triangles vérifiant la propriété (A ).
On d it qu’un triangle T  de S  (T  de sommets Afi, M 2, M 3) vérifie la 
propriété (*) pour M  si IIt { M )  est à l’intérieur de T  et en dehors des 
boules jB(Mi,r<), i =  1,2,3.
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Les mauvaises zones de proximité associées à chaque sommet sont en
sombre.

Figure 3.1 : T  de type 0.
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Figure 3.2 : T  de type 1.
Les mauvaises zones de proximité associées à chaque sommet sont en

sombre.
Remarque : les droites (O i^Pi^) et (Af2M3) sont parallèles, de même 

que les droites (Oi^P^s) et (M \M $).

H ,
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Les mauvaises zones de proximité associées à chaque sommet sont en
sombre.

Figure 3.3 : T de type 2.

H»
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3.3.3 Cônes de sécurité

Soit S  un ensemble de bons triangles.
On d it que S  vérifie la propriété (A A ) si à tout côté M \M 2 de deux 
triangles M xM 2Mz et M iM 2M± de S  adjacent à un angle critique, on 
a associé un cône de sécurité de la manière suivante :

•  si l’angle M zM iM 2 (ou M 2M 1M 4) est critique alors que M zM 2Mi 
et M \M 2M± ne le sont pas, le cône de sécurité est un vrai cône 
issu de M i d ’angle au sommet compris entre a 0 et 2ar0 (on sup
pose a 0 < <  a);

• si les angles M ZM \M 2 et M 3M 2Mi (et/ou M 2M iM z, M 2M iM s) 
sont critiques, alors le cône de sécurité est l’intersection de deux 
cônes issus de M i et M 2 d ’angle compris entre ao et 2c*o;

H.
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•  L’angle d ’un vrai cône issu de M\ et faisant partie d ’un cône 
de sécurité a pour mesure 2ao si et seulement si M 2M\Mz  (ou 
M2M 1M4, mais pas les deux) est critique, sinon, si les deux angles 
sont critiques, l’angle du cône a une mesure comprise entre oto et 
2o'o- La même règle s’applique pour M 2.

3.4 Première étape de la construction de
r

On peut, sans perte de généralité, supposer que diamJS1 =  1.
On suppose que l’on a construit To, — , Iy des ensembles de bons
triangles vérifiant

(P I) To est un triangle dont les cotés ont pour longueur I^diam jE tel 
que la projection de tout point de E  sur le 2-plan contenant r 0 
est à l’intérieur de r 0.

(P2) si T  est un triangle de T*, pour toute longueur d d ’un côté de T , 
on a

K ï l 2-* < d <  K x2~i\ (3.10)

(P3) tout triangle T  de Tf est muni de segments de sécurité, de zones 
de proximité et (si nécessaire) de cônes de sécurité de sorte que 
T,* vérifie les propriétés (A ) et (A A );

(P4) on note Af l’ensemble des sommets des triangles de T,- et

Ai =  { N  G Af : N  G E }

Ai  =  { N  G Ai : N  £  E },

Remarque : Les sommets de Ay ne sont pas dans E.  Leur exis
tence est rendue obligatoire par le fait que E  n ’est pas supposé 
régulier et donc peut être rempli de “trous” .
On a alors

•  Ai C Ai+i.

•  Si M e  Àt- mais M  0  Â i_i, et 
s’il existe r  tel que

i^2_l2_i+1 <  r  <  I<22-i+1 (3.11)

avec de plus E  fi JB(M, r ) ^ f l e t  /^»(M , r > E) < e0 alors 
dist(M , P(m,t)) <  C/3oo(M, r, E ) t ,  où P (m ,t) est le bon plan
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approximant de E  dans J3(M, r) (voir paragraphe 3.1). 
Remarque : La propriété précédente signifie que le sommet 
M  se comporte comme un point de E. Il apparait essentiel 
ici d ’utiliser ¡3 au lieu de /3, car on a déjà remarqué que même 
si Poe (M, r, E) est petit, si t, E) est grand, il y a une
forte indétermination sur P(m ,t)-

• Pour tout M  dans E, si T  (de sommets Mi, M2 ,Mz) est le 
triangle le plus près de M, alors, pour tout p = 1,2,3,

dist(M, Mp) < Kz sup dist(M*,M*»). (3.12)
{*,*'€{1,2,3}:***'}

(P5) On définit

M i  =  {M G A i/A i- i  : r}(M,K2~i) =  l}  .

Pour tout * < j ,  à tout M  G on a associé un “trou” 'Sf(M) 
qui est un triangle inclus dans un triangle T  de Tj tel que

(i) d is t(M ,Îf(M )) < K2~*\

(ii) d is t( r ,£ )  > C - 1K 2 ~i;

(iii) H l (V(M )) > C'-1(2- *)2,

et, de plus, si M  G Ai,-, M ' G M.y avec M  ^  M ', alors 

int(tf(M )) n  int(tf (M')) =  0, 

où int désigné l’intérieur du triangle.

(P6) Il existe /,• : El2 — *• lRn tel que

. r, c /¡(IR2);
• pour tout 2, zq de 1R2, si /¡(z) et fi(zo) appartiennent au 

même triangle T  de I \ ,  on a

C - 'e x p  ( -  p  C ^ h ( z 0),K 2-")poo(h ( z 0) , K 2 - \ E ) ^  <  l/i(^ ~ ^ o)l 

IA(^ ~ ^ o)l <  Cexp (  p C v ( h ( z a) ,K 2 - k)/3a>{ ft (zli) ,K 2 - k, E ) ^  .
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Les Ti sont donc des surfaces param étrées par les /,• (ce qui sous-entend 
que les triangles doivent être vus comme des élément de surface). Pour 
toute surface Tf, sauf aux endroits où. celle-ci se recoupe, toute intersec
tion entre deux triangles se fait par un côté commun. De plus, aucun 
triangle de ne peut être isolé, c’est à  dire sans aucun contact avec 
un autre triangle de I \ .

On va alors essayer de construire à  partir  de l'y un  nouveau réseau 
de bons triangles r j+1 vérifiant les propriétés (P I) , (P2), (P3), (P4), 
(P5) et (P6) précédentes en insérant le maximum de nouveaux sommets 
(qui ne seront pas obligatoirement dans E ).

3.5 Quelques règles pratiques

3 .5 .1  R è g le  d u  côn e

On suppose que l’on veut insérer un nouveau sommet N  sur un côté 
d ’un triangle de Tj muni d ’un cône de sécurité.
Soit dj un réel positif tel que

0 < d j <  KZx2-K

Notation : N  est sur le côté M \M ^  M$ et sont les autres som
mets.

h 3

H,

On appelle T\ le triangle M \M 2Mz e t T2 le triangle M i M 2M^. 

On suppose dans un premier temps que B ( N , 2“*) n  E  0.
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Prem ier cas : Il existe r , K 2 12 * <  r  < K 22_i , tel que 
Poo(N,T,E)  <  e0.

Le choix de N  n ’é tan t pas aléatoire, on note C(N) les conditions 
imposées à  N .
On cherche N  tel que

1. N  proche de N  ou vérifiant les mêmes conditions C(N) (les condi
tions C(N) sont stables par léger déplacement : si K± est suffisam
m ent grand, c’est à dire dj assez p e tit, tou t point N  G B (N ,d j )  
vérifie les conditions C(N); on reviendra plus ta rd  sur les condi
tions C(N));

2. N  dans E  ou proche de P(jy>T).

O n souhaite évaluer la surface ajoutée S  lorsque on remplace les tr i
angles Ti et T2 par les quatre triangles N M \ M 2, N M zM 2, N M 1M 4 et
n m 2m 4.

Cas la  : Il existe un  point N  de E  tel que

•  II ̂  (N )  ou n Tj (N )  est dans le cône de sécurité de M \ M 2\

•  dist ( N , N ) < d j ;

•  «5 <  Kspoo(N, r , E ) 2r2.

O n considère alors N  comme nouveau sommet au lieu de N .

Cas lb  : Il n ’existe pas de point de E  comme précédemm ent, mais 
il existe lin point N  de IRn/ E  te l que

•  II(2’1)(iV’) ou 11(7 )̂(TV) est dans le cône de sécurité de M \ M 2\

.  dist(jV, E ) >

•  N  e  P(n,t) n  B(7V,rfi );

. 5  <  K s 0 ^ ( N ,  t , E ) 2t \

O n considère alors N  comme nouveau sommet au lieu de N .

Sinon
Cas le  : P ^ Ç N J C t f - ^ E )  > 100e0.
E n effet, si /?OQ(iV', K 22 ~*, E)  <  lOOeo, tous les sommets de Tj  hors de 
E , proches de TV à l ’échelle 2- J , sont dans un bon plan approxim ant
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d ’après la propriété 4 des r,-, e t on p o u rra it alors considérer N  comme 
dans les cas la  ou lb .
On considère dans le cas le  comme nouveau sommet un point N  soit 
dans jE?, soit dans JRn/ E  mais alors vérifiant

•  N  £  ^ °(n ,r )î

.  dist(iV, E) > i

tel que

•  d ist{ N ,N )  <

•  N  vérifie les conditions C(N).

Si Poo(N, K 22~5, E ) >  e0 alors

S  <  C(2~J)2 (3.13)

<  K M N , K 22 - i , E Y ( 2 - i )2. (3.14)

Si fioo(N,K22~i ,E )  < e0 alors on pose S  =  a(iV, 2- J ).
O n a alors i){N, K 22~*) — 1. Donc, les poin ts de E  n  B (N ,  K 2%~*) sont 
proches d ’une droite. On peu t associer à  N  un  trou  ^/(iV) vérifiant les 
propriétés (i), (ii), (iii) de (P5). Ceci est possible si K 2 est assez grand. 
On a  alors, si eo est assez p e tit, d ’après (iii),

a(.N,2->) < | H 2(* ( N ) ) .  (3.15)

Rem arquons que le nouveau som m et N  s ’il n ’est pas dans E  vérifie la  
propriété (P4) (voir paragraphe 3.4).

Deuxième cas : Pour to u t r ,  K 2 X2~* <  r  <  K 22~*, on a 
PooiN, r , E ) >  e0.
On considère alors comme nouveau som m et N  dans B (N , d j) et le cône 
de sécurité avec soit N  est dans E ,  ou sinon N  choisi arb itrairem ent

dans le plan de Ti ou de T2 tel que dist(iV , E ) <

.S est contrôlé comme dans le cas le .

Si E  (~\B(Ny 2~J) =  0, on considère bien N  comme nouveau sommet 
(et on a  S  =  0).

Si on souhaite insérer un nouveau som m et N  sur un côté d ’un trian 
gle de Fy qui n ’est pas muni d ’un  cône de sécurité, on applique quand
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même la règle précédente sans tenir compte des conditions sur le cône 
de sécurité.
Dans ce qui suit, on appliquera implicitement la règle du cône à chaque 
fois que l’on voudra créer un nouveau sommet sur un côté d ’un triangle 
déjà existant.

3 .5 .2  L e m m e  d ’é l im in a t io n

Soit T  un triangle de Ty (de sommets M i, M 2, Mz) de type quelconque. 
Soit M  un poin t du segment de sécurité de M 2Mz (par exemple).
Alors d ’après le lemme 3.3.1 et la construction des points Ot*j et P fj, il 
est facile de voir que l ’on peut faire subir à  T  une des transform ations 
suivantes:

• Transform ation A
Si M  M i  coupe l ’angle M 2M iM z  en deux angles de mesure supérieure 
ou égale à  a , on remplace T  par les deux bons triangles M 2M M 1 
et M z M M i.

• Transform ation B
On considère N  appartenant au segment de sécurité de M iM 2 ou 
M iM z tel que les triangles M 2M N , M N M z ,  N M zM i  soient bons 
et on remplace T  par ces bons triangles.

Remarque : On retrouve ici la  condition C(N) et il est clair que tou t 
point N  €  B ( N ,d j )  vérifiera les mêmes conditions si dj est assez petit.

On parlera de transform ation B classique (celle qui peu t être u til
isée pour to u t point M  du segment de sécurité de M 2Mz d ’après le 
théorème de Thaïes) si M N  est parallèle à M iM 3 (ou à M 1M 3).

h  h .
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Remarque : Dans le dessin ci-dessus, on a supposé

mes(M l M 2M3) <  m es(M 2M 3M i),

dans le cas contraire, on construira N  su r [M i, M z\.

O n définit la transform ation B ’ p ar :
A p artir d ’un  point M  appartenant à  u n  segment de longueur Z, on con
s tru it par une transform ation B un po in t N  appartenan t à  un  segment 
de longueur L  avec L  > rjl et on rem place T  p ar les trois bons triangles 
ainsi obtenus (77 est une constante positive strictem ent supérieure à  1 
que l ’on fixera plus tard).
Si l’inégalité L  > rjl n ’est pas vérifiée, on parle de transform ation B” . 
Rem arque : Par une transform ation B ’, on va “d ’un  p e tit côté vers un  
grand côté” .

L em m e 3 .5 .1  Soit M  un point du segment de sécurité d ’un côté d ’un 
triangle de Ty.
Alors, à partir de M , on peut utiliser soit la transformation A, soit la 
transformation B ’.

Preuve du lemme 3.5.1 
Soit M  un  point du  segment d ’un  côté d ’u n  triangle T  de Ty.
O n note M i, M 2, M z les sommets de T .
On va m ontrer que si tj est bien choisi, on p eu t, à p a rtir  de M , utiliser 
soit la  transform ation A ou la  transform ation  B ’.

Prem ier cas : T  est de type 0.
M  é tan t dans un segment de sécurité de T , d ’après la  construction de 
ce dernier quand T  est de type 0, on p eu t ici utiliser la  transform ation 
A.

Deuxième cas : T  est de type 1.
On suppose que l’angle critique est M iM 3M 2.
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T  a donc un ‘‘petit côté” M \M 2 et deux grands M \M Z et M 2M3.
On suppose M\Mz  >  M 2M$.

Cas 2a : M  appartient au segment de sécurité de M \M 2.
On suppose que l’on ne peut pas utiliser la transformation A.
On utilise la transformation B en construisant un point N  dans le 
segment de sécurité de M\M$.
On va montrer que l’on peut choisir 77 > 1 tel que

t jM\foî2 “C A'i'i AÎ3.

Pour cela, considérons le cas où est maximal.
MiMz

H

_  .  M XM 2  ,n r- \ - l  On a alors „ ,  . f =  (2 co s/ia ) .
MiMz

On choisit donc rj tel que

1 < 77 < 2 cos K a .  

On utilise alors la transformation B’.

Cas 2b : M  appartient au segment de sécurité de M2iV/3.

(i) M 1 M 3  >  tjM2 M z
on peut, si la transformation A est impossible, utiliser la trans
formation B’.

(ii) M xMz <  tjM2 Mz
77 étant choisi proche de 1, les côtés M \M 2 et M 2Mz sont compa
rables, on peut donc utiliser la transformation A.
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Cas 2c : M  appartient au segment de sécurité de M\Mz>
D ’aprés la  construction des segments de sécurité, on voit que l’on peut 
u tiliser la  transform ation A.

Troisième cas : T  est de type 2. __  __
On suppose que les angles critiques sont M \M 2Mz et M 2M zM \.

R

T  a donc un  grand côté M2M 3, et deux p e tits  M \M 2 et M2M 3.

Cas 3a : M  est dans le segment de sécurité de M 2M z•
D. est facile de voir que l’on p eu t utiliser la  transform ation A.

Cas 3b : M  est dans le segment de sécurité de M \M 2 (le cas M 2Mz 
est identique).
Supposons que l’on ne puisse pas utiliser la  transform ation A.
O n va m ontrer que l’on peut choisir tj > 1 tel que

A / 2  ^  M 2 M 3 .

M xM 2
Pour cela, considérons le cas où le rap p o rt „ , , _ est maximal.

’ M 2M 3

H,

h5

O n a alors
M 2M x

M 2M z

• ( 1 , 1 Msm  a  ( --------- 1---------—  )
\ t a n a  ta n  Ii. oc/ J

- 1
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On choisit donc 77 tel que

1 <  77 < sinor ------h -— î— )  .
\  tan or t a n i v a /

Remarque : a  é tan t très pe tit, le choix de 77 vérifiant l ’inégalité 
précédente est possible.

On peut donc utiliser la transformation B ’.
Ce que termine la preuve du lemme 3.5.1.

Considérons la procédure suivante:

M  -2U N i N 2 • * •

c’est à  dire, M  subit une transformation B’, soit le sommet artificiel 
crée. Ce point subit une tranformation B’, soit N 2 le sommet artificiel 
obtenu qui subit lui même une transformation B ’, et ainsi de suite.
On a supposé, en outre, qu’à chaque étape, on ne peu t pas utiliser la 
transform ation A.
D ’après la propriété (P 2) de Tj (voir paragraphe 3.4), on a

L em m e 3 .5 .2  Soit M  un point du segment de sécurité d ’un côté d ’un 
triangle T  de T j.
Alors la procédure décrite précédemment est fin ie , de plus le nombre 
d ’étapes est borné par n Q le plus grand entier vérifiant 77”° <  2A'2.

Des lemmes 3.5.1 et 3.5.2, on peut déduire le résu lta t suivant.

L em m e 3 .5 .3  (L em m e d ’é lim in a tio n ) Pour tout point M  appar
tenant au segment de sécurité d ’un côté d ’un triangle T  de T j, il est 
possible de considérer la procédure suivante

R ___*  l  'i~

(V

s

et cette procédure est finie.

le lemme d ’élimination 3.5.3 sera très utile dans la  suite, il nous 
perm ettra , au  cours de la construction de £¿+1, de créer de manière 
artificielle de nouveaux sommets appartenant à  des segments de sécurité 
de côtés de triangles de Tj.
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3 .5 .3  C r é a t io n  d e  c ô n e s  d e  s é c u r i t é

Soit T  un triangle de Ty (de sommets M i, M 2, M 3).
Soit M  un  point du segment de sécurité de M 2M 3.
On vient de voir que l’on peut faire subir à  T , à p a rtir  de M , la trans
form ation A ou la transformation B, on obtient de nouveaux triangles. 
On va m aintenant m ontrer comment, si besoin est, m unir ces nouveaux 
triangles de cônes de sécurité tel que le nouveau réseau de bons trian 
gles ainsi obtenu vérifie la propriété (P3) (voir paragraphe 3.4).

Remarquons d ’abord que l’on ne crée pas par ces transform ations 
de nouvel angle critique en M .

•  Supposons que T  subisse A.

A

H,./  /______ \
H

Supposons que l’on crée ainsi un  angle critique en M 2M \ M  (par 
exemple).
Le cône associé à M M \  est le cône issu de M \  d ’angle 2oro d ’axe 
M iM .
Le cône de sécurité associé à  M \M 2 est l ’intersection du cône issu 
de M i  d ’angle 2 ocq d ’axe M jM 2 et de l ’ancien cône de sécurité 
associé à M \M 2 (si celui-ci existe).

•  Supposons que T  subisse B.

H a
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Si on crée un angle critique en M$, on utilise ce qui précède con
cernant la transform ation A.
Si on crée un angle critique en N ,  supposons que cet angle cri
tique soit M 2N M ,  le cône de sécurité associé à M N  est le cône de 
sommet N  d ’axe M N  d ’angle 2<y0. Le cône de sécurité associé à 
M 2N  est l ’intersection du cône de sommet N  d ’axe M 2N  d ’angle 
2qo et de l’ancien cône de sécurité associé à  M \M 2 (si celui-ci 
existe) issu de M 2.

Remarquons que si un côté M \M 2 a  un cône de sécurité formé en 
partie  d ’un cône de sommet M \  d ’angle compris entre <*o et strictem ent 
2aro, cela signifie que les deux angles en M \  adjacents à  M \M 2 sont 
critiques.

^ ^
^ "  J I

"---  ̂ - « L . - » Ty *Rk^^
"" ' ______________ _ J  J  C V*cVc^ V Ç_

Ainsi ces deux angles ne seront plus coupés (on ne peu t pas transform er 
cet angle, sinon les triangles obtenus ne seraient plus bons) et ce cône 
ne sera plus modifié.
D ’après cette remarque, il est facile de voir que le nouveau réseau de 
triangles munis de cônes de sécurité construits comme précédemment 
vérifie la propriété (P3) (du paragraphe 3.4).

3.6 Insertion d’un nouveau sommet
Soit Tj un  ensemble de bons triangles vérifiant les propriétés (P I),..., 
(P5) et (P6).
Soit M  un  point de E.
On souhaite construire un ensemble de bons triangles dont M  serait un 
des sommets en “déformant” un ou plusieurs triangles de Ty.
Pour cela, on distinguera divers cas suivant la position de M  par rap 
p o rt à  l ’ancien réseau Tj.
Remarque : Les premiers cas (cas I A 1 et I A 2) sont les plus im por
tan ts. Dans les autres cas, on essayera de se ram ener à ceux-ci.

On cherchera à  chaque fois à
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• contrôler l ’augm entation de surface en term es de

•  param étrer les nouveaux triangles par l ’interm édiaire des anciens 
e t contrôler la régularité de ce param étrage en fonction de (3^.

On notera r j+1 le nouveau réseau de bons triangles obtenu en insérant 
M .

Soit T , de sommets M i, M2, M 3 le triangle le plus près de M  (c’est 
à  dire réalisant d ist(M , T ) =  inf d ist(M , S)  où l ’inf est pris sur tous les

JS

triangles S  de Tj).
Remarque : Si plusieurs triangles réalisent l ’inf, on choisira celui qui 
vérifie le cas le plus favorable dans l ’ordre d ’énum ération suivant.

Prem ier cas : I I t(M ) est à  l ’intérieur de T .

Cas A : T  vérifie la  propriété ( ★)  pour M .
(pour la  propriété ( ★) ,  voir le paragraphe 4.2.2)

Cas I A 1 : M  est bon pour les angles M 1M 2M 3, M 2M 3M 1 et M 3M 1M 2.

r i+ i est obtenu en rem plaçant T  dans Fy p ar les trois bons triangles 
M M iM k ( i =  1 ,2 ,3 , k =  1 ,2 ,3 , * ^  k).

On définit une application affine <f> :

T  — > M M 1M 2 U M M 1M 3 U M M 2M 3 

N  — ► ¿ (N )

tel que n T(<^(iV)) =  N .

On définit fj+i par:

1R2 ----»■ IRn

2 ----► fj+i(z)

tel que

•  si f j ( z )  & T ,  alors f j+i(z)  =  f , ( z ) ;

•  si f i ( z ) €  T , alors fj+ i(z) — <f> o f j ( z ) .

On a  alors f  J+1 C / i+ ,(lR2).

De plus, on note

64



• T C  IR2 tel que f j (T )  =  T\

• Tz =  T2 =  M M xMi, Tx = JliM jM , _
et pour tout i = 1,2,3, 7* C IR2 tel que /y+1(Ti) =  Ti.

On suppose dans un premier temps que p ^ (M, A'2-J , JE?) <  €0 et 
¡300(M ,K 2 ~ i ,E )  <  lOOeo (le cas poo{M^K2~i ̂ E) >  e0 et 
/3oo(M, K2~*y E) <  100e0 se traite de la même façon car alors 
P o o lM J t t - ’ tE )  < 100e0).
Pour tout i = 1,2,3, soit Mi est dans E , soit M,- vérifie (P4).
Donc l’angle entre le plan de T  et le plan de M M iM k (i =  1,2,3, 
k = 1,2,3, i ^  k) est au plus de l’ordre de /^ (M , K 2 ~k, E).
On en déduit alors, d ’après le théorème de Pythagore,

i ï 2( f ,+1) -  H 2(Tj) < C/3„(M, K 2 - ’ , E ) \ 2 - ’ ) \  (3.16)

De plus, si <j>(N) et <f>(No) sont dans le même nouveau triangle M M iM k, 
alors

(i+<%.(*,*2 -w r‘ * ( 3 -i 7 )

< \  + Cp00{ M J < 2 - ^ E f

d ’où, pour tout i =  1,2,3,

(1 +  C 0 U M ,  K T * ,  E f )  -  «  < < (1 +  C M M, K7T», E f )

(3.18)
On suppose maintenant que

Poa(M ,K 2~ 3\ E )  <  €0 et 100e0 < P00(M ,K 2~ i ,E ).

Remarquons alors que î](M, K2~*) =  1, donc M  G Adj.
On note a(M, K2~>) = H 2(Ti+1) -  ¿ ^ ( r , ) .
Les points de E  n  B(M , K 2 ~J) sont très proches d’une droite. Il est 
clair qu’alors il existe, si A'i est très petit devant A', beaucoup de 
triangles de Ty dans B(M ,K2~*) vérifant la propriété (ii) de (P5). 
Donc, si Ii' est assez grand, on peut associer à M  un triangle \P(M) 
inclus dans un de ces triangles de Tj- vérifiant (i) et (iii) de (P5) et tel 
que i n ^ ^ M ) )  H in ^ ^ JV ))  =  0 pour tout W(n) déjà existant.
On a alors, si e<> est assez petit,

a(M ,K 2~’) < ^ H 2(V(M )). (3.19)
o
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D ’après (P2), il est facile de voir que, si <f>(No) et <f>(N) sont dans le 
même nouveau triangle M M {M *, alors

< 7 - > ( l + C / M « .  * 2 - ' ,  E )* ) - ‘ <  diSti f sS ^ ÿ )2 (3-2°)

<  C '( l  + C 0 m ( M , K 2 - \ E f )

De même, pour tou t i =  1 ,2 ,3 , on a

d ia m £  di_am7S (3.21)
diam T “  diam T ~  diam T  v '

On suppose enfin

e0 <  P<»(M, K 2~j , E )  et / ^ ( M ,  K 2 ~ \  E ) > 100€0.

Alors d ’après (P2), on a

f f 2( f i+1) -  H 2(Tj) <  C (2 ~ ')2
<  C /3«(M , I<2~\ E )2(2~i f ,  (3.22)

et, si <f>(N) et <f>{No) sont dans le même nouveau triangle AI Mi Mu,

( l + C M M , K 2 - i , E r y l < diS^ ] ' $ y )l (3.23)

< l  +  C p oa{ M , K 2 - \ E f .

De plus, pour to u t i =  1 ,2 ,3 ,

. diamTi diamXî d iamT; .
C  —----^  <  ---------  < C —---- ^ . (3.24)

diam T “  diam T ~  diam T  v '

Cas I A 2 : H t ( M ) est bon pour M 2M \M z  e t M zM 2M \,  mais est 
mauvais pour M ^M zM 2.

Supposons T  de type 0 (voir figure 3.4).
On suppose que Ht (M )  est plus près de M \  que de M 2 (comme sur la 
figure 3.4).
On considère alors R  G [Mi, M 2] te l que

a  < m es(H T(M )R , M 2M i)  <  2a,

puis S  G [M\M?\ tel que (R S )  et (M \M 2) soient parallèles.
Remarque : O n applique pour R  e t S  la  règle du  cône. A chaque fois 
que l ’on créera par la suite un  nouveau som m et sur le côté d ’un triangle 
déjà existant, on utilisera la règle du  cône sans toujours le préciser.
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Figure 3.4 : Cas I A 2 (T  de type 0).
Tît (M)  se trouve dans une des zones sombres.
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A p artir de R  et 5 , on utilise des transform ations A ou B suivant la  
procédure décrite au paragraphe 3.5.2.
On note (Tk)ke>c les triangles de Tj ainsi transform és. D ’après le lemme 
3.5.3, cardK  est borné.
Pour tou t K  €  /C, on note 7*, i €  /*, les triangles obtenus à p a rtir  de 
Tk par des transform ations A ou B, e t M k le centre de T*.
On note T 1, T 2, T 3, T 4, T 5 les cinq bons triangles M XM S ,  M \M 2M ,  
M M 2R , M R S  et S R M 3.
rv+i est obtenu en rem plaçant T  e t les (Tu)keK dans Tj par les T*,
* =  1 ,2 ,3 ,4 ,5 , e t les (Tl)keK,i€ik •

On suppose dans un premier tem ps que

/?00(M ,/iT2-,',£?) <  €0 et K 2 ~ \ E )  <  100e0.

(le cas /?oo(Af, K2~*, E)  >  €0 et j300(M ,K 2 ~ * ,E )  <  lOOeo se tra ite  de 
la  même façon car alors (300(<M ,K 2 ~ * ,E )  <  lOOeo). O n constru it alors 
de manière naturelle une application <f>

4  : T U  (  1J J i )  — .. ( Û  T>) U (  1J U  ^
\ke/c /  \ t = i  /  \k£K ieiu J

vérifiant

•  Si <f>(N) e t <j>(No) sont dans le même T* alors

(i+cM v.itrtif)"  < <>■»>
<  l + C j 3 00(M ,K 2 ~ J\ E ) 2

•  Si <f>(N) et <f>(N0) sont dans le même T*, alors suivant la  valeur de 
PooÇM, K2~*, 22), on obtient des inégalités de distorsion de type 
(3.17), (3.20) et (3.23).

On définit alors f j +1 : IR2 — ► ]Rn par

•  si f j ( z )  G T  ou f j ( z )  G Tk pour un  certain  k G JC, 

f j+ 1(2) =  <t>(fj{z ))

•  sinon f j+ i(z ) =  f j ( z ) .

Pour les mêmes raisons que (3.16) et (3.22), on a

H 2( t j+1) -  H 2(Tj) < C 0 U M , K 2 - i , E ) 2(2 -‘ )2

+  C E  9 ( M \  2 - i)  (3.26)
h£K

OÙ
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•  si fî00( M k,K 2  *,E)  <  e0 et ¡3<x>(M k,K 2  *,E)  <  100e0 
ou si €q < P00(M k, K2~*,E),  

g (M k, 2~’ ) = 0oo(M kJ < 2 ~ \ E ) 2-, 

•  si 0oo( M k,K 2 ~ ’ ,E )  < €0 et 100e0 <  /300( M k,K 2 ~ i ,E )  (donc 
rj(Mk, K 2~J) =  1), alors 

g (M k, 2~*) = a (M k, K2~*).

Si K  est assez grand, on peut alors associer à  tou t M k un trou 
ty (M k) vérifiant les propriétés décrites en (P5) (voir la discussion 
plus détaillée dans le cas I A 1) et on a, si €o est assez petit,

a (M k,K 2 ~ i ) <  i H 2( V ( M k)). (3.27)
O

De plus, si on note,

T  C H 2 tel que f j{T )  =  T;

Tu C IR2 tel que /¿(T*) =  2*;

'T  C IR2 tel que f j+iif*) = 'JT;

T" C 1R2 tel que ! j+l(T ‘k) =  T ‘k, 

alors, on obtient d ’après (3.25),

- i  diamT* diamT*
( l + C 0 oa( M , K 2 ~ \ E ) 2)

diamT diam T

diamT* ,  / diamT*
diarnT -  ( +  CA ~(M ’ ’ 5 ) diam T (3 8)

De même pour T*, Tu, T£, T*, on obtient, suivant la valeur de (3<x>{M ki K 2~k, E),  
des inégalités de type (3.18), (3.21) et (3.24).

Remarque 1 : Si R  et S, à cause de la règle du cône, n ’appartiennent 
pas aux côtés des triangles, il est facile de modifier ce qui précède et on 
obtient les mêmes résultats.

Remarque 2 : Dans les cas suivants, à chaque fois que l’on sera 
amené à considérer des sommets artificiels comme ici R  et S  (c’est à 
dire des points qui perm ettent l’insertion de M ),  on gardera les mêmes 
notations que précédemment e t les résultats (estim ations de surface,
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inégalités de distorsion) s’obtiendront de la  même façon.

On suppose m aintenant que

/3oo(M, K 2 ~ \  E) <  €<> et 100eo <  Âx>(M, K2~}, E).

Il est facile de construire <f>:

é : ru (u -h. (û r') U ( u u ?»
\ k e K  }  \t=l / \ k £ K  i€lk ,

tel que

•  si N  est dans T, <f>(N) est dans un  T*;

•  si N  est dans un T*, <f>(N) est dans un  T£;

•  si <f>(N) et <l>(No) sont dans le même T * alors

C - ' { l  +  C M M , K 2 - ! , E Y ) - '  < (3.29) 

< C (l + C/3UM, K2~‘ , E f )  ■

•  si <f>(N) et <j>(No) sont dans le même T£, alors, on a, suivant la 
valeur de (300{M h,K 2 ~ i ,E ) ,  des inégalités de type (3.17), (3.20),
(3.23).

On en déduit alors, pour tout i =  1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,

diamT  ̂ <  c dia
diamT “  diam T ~  diam T v '

De la même façon que dans le cas I A 1,

t f 2( f i+i) -  H 2(Tj) < a (M ,K 2 ~ i)

+  E s ( M ‘ . 2 -i)  (3.31)
keK

où g est défini, suivant la valeur de /?00(M*!, K 2-J , E ), comme précédem
m ent, et on peut associer à M  € A i j  un triangle \I/(M) de Tj. On a 
alors

a (M ,K 2 - ’) < (3.32)
ü

On suppose enfin

«o <  0ao(M ,K 2-*,E)  et 100e0 <  Â »(M , K 2 ~’ , E ) .
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On définit <f> comme au dessus e t on obtient comme précédem m ent

ff2( f i+1) -  H\Ts) < C P U M ,K 2 -^ ,E f (2 - i f
+ Y a ( M h, 2-•>■), (3.33)

k £ K

alors que les inégalités (3.29) et (3.30) restent vérifiées.

Supposons T  de type 1 (figure 3.5).
L ’angle critique est alors obligatoirement .
O n considère

•  R  G [M2,M 3] tel que m es(IIr(M )iî, M 2M \)  =  or;

•  S  G [Mi, Mz\ tel que m es(IIr(A f)S , M XM 2) = a.

Puis on choisit parm i ces deux points celui qui est le plus loin de Ili^ildf). 
Supposons que ce soit R.
O n constru it alors R ' G [Mi, M z] tel que (R R ')  soit parallèle à  (M i M 2). 
Les triangles T *, c’est à dire M XM R \  M i M M 2, M M 2R , M R R ',  R 'R M z  
sont bons.
Tj+i est obtenu en rem plaçant T  et les (Tk)kefc dans Ty p ar les (T*) et 
les ([Tf)k£K,i£ih•
4> e t fj+i sont construits comme dans le cas précédent (cas I A 2 T  de 
type 0), e t on obtient les mêmes estim ations de surface et de distorsion.
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Figure 3.5 : Cas I A 2 (T  de type 1).
Ut (M)  se trouve dans la  zone sombre.
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Cas I A 3 : Tl<r(M') est bon pour M 2M \M z, mauvais pour M zM 2M \ 
et M1M3M2.

Supposons T  de type 0.

H .

On considère T '  le triangle de Tj de sommets Af2, M3, M 4, T ' est un 
voisin de T  dans Tj.
Rem arque : Si T ’ n ’existe pas, Tj+i est obtenu en rem plaçant T  dans 
Tj- par les bons triangles et M M 1M 3.

On suppose que M  est bon pour M2M 4M 3 (dans T').
E n effet, on p eu t toujours se ramener à ce cas, en construisant le point 
N  te l que

•  les triangles M 2N M 3 et NMzM±  sont bons;

•  M  est bon pour l’angle

•  N  est dans le segment de sécurité de ou M 2M 3.

O n considère alors N M ^M z  à la  place de T ' .

Si IL r'(M ) est en dehors de T ' ou si IIt'(A O  est dans T ' et est dans 
le cône de sécurité de M 3M 4, alors îV+i est obtenu en rem plaçant T  
et T '  dans Fy par les bons triangles M M \M 2, M M \M z ,  AÎM 3M 4 et 
M M 2M 4, que l ’on notera (T *).
Il est facile de construire <f> : T  U T* — * (T*) en s ’inspirant du  cas I A
1, puis f j+1.
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O n obtient les mêmes estim ations de surface et de distorsion.

Supposons T  de type 1 (voir figure 3.6).
O n suppose que l’angle critique est M \M zM 2 e t que

m.esÇMsMiA'fï) >  m.es(MiAf2M z).

Prem ier cas : m es(M iM 2Mz) < QKoCx.
O n considère N  G [M2, M 3\ tel que

N M 3 _  1 
3

puis on construit P  G [M\Mz\ tel que N P  soit parallèle à  M \M 2.

On a alors
mes(M2M iM 3) <  180 — \OKoa.

O n suppose que K q et a  ont été choisis tels que

180 -  lOAToa ^  „
------- —-------  >  K  Oor.

20 “

Les triangles M XM 2N , M XN P , P N M 3 sont bons. Les triangles M XN P  
et M 1M 2N  sont même de type 0.
Donc, que Ht (M )  soit dans la  zone 1 ou la  zone 2, si or est assez p e tit, 
on est ramené à  un cas précédent.

Deuxième cas : mes (M i Mz ) >  9K oa  
(et donc mes^MzMxMz) > 9 K 0a).
Supposons par exemple que TIt (M )  soit dans la  zone 1 (le cas où TLt (M )  
est dans la  zone 2 est identique).
O n se ramène au cas précédent en considérant N  G [Mi, M 3] tel que 
m.es(N M 2M 3) = 5KqCx.
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Figure 3.6 : Cas I A 3 (T de type 1).
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Figure 3.7 : Cas I A 3 (T de type 2).
IIt(M) est dans la zone sombre.
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Supposons T  de type 2 (voir figure 3.7).
Les angles critiques sont donc M 3M 2M \ e t M \M 3M 2.
On considère R  et S  tel que

M 2R  1
R  G \M2) A/j] et

Af2AI3 3

M*S 1
.  S e [ M 2,M 3] e t - ^  =  i .  

M 2M z 3

On a  déjà supposé que

180 -  lOAToar 
20

> K qOC.

Donc, les triangles M \R M 3 et M 2S M i sont de type 1, les triangles 
M 2R M \  e t S M \M z  sont bons.
De plus, pax hypothèse, I I t(M ) est bon pour l ’angle M 2M \M 3, donc il 
est bon soit pour R M \M 3, soit pour M 2M \S .
O n peu t se ram ener au cas précédent “T  de type 1” .

Cas I A 4 : I lr (M )  est mauvais pour tous les angles de T .

Supposons T  de type 0.
Ce cas est impossible, I lr (M )  serait dans une boule jB(jlii, r*), ce qui 
est exclu (car T  vérifie la  propriété (*) pour M ).

Supposons T  de type 1 (voir figure 3.8).
O n suppose que l’angle critique est M \M 3M 2 e t que l’angle M 3M \M 2 
est de mesure supérieure à l’angle M \M 2M 3.
O n suppose Ko et oc choisis tels que

180 -  K 0a  ^  „
------ ------- >  K 0a.

Donc mes(M 3M ÏM 2) <  —  ~  R °a  < K 0a.

O n considère R  G [M2,M 3] tel que
M 2M z 3

Il est facile de voir que le triangle M \R M 3 est bon, e t que le triangle 
M xM 2R  est de type 0. On est alors ramené à un  des cas précédents. 
Rem arque : Ce cas est impossible si

^  sup(M iM 3, M 3M 2) < M xM 2.
o

D ans le cas contraire, si a  est assez pe tit, ILr(JW) est bon pour M XR M 2, 
on se ram ène alors au cas I A 3 “T  de type 0” .
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Supposons T  de type 2 (voir figure 3.9).
On suppose que l’angle non critique est M 2M \M z.
On considère R  et S  définis comme au cas I A 3 “T  de type 2” .
On suppose plus proche de que de M 2 (comme sur la  figure
3.9).
On a  déjà vu que M 2S M 3 est de type 1 et que S M 1M 2 est un  bon 
triangle. O n se ramène alors à  un  des cas précédents.

Rem arque : Si a  est assez p e tit, puisque d ist(IL r(M ),M 2) >  ^dist(A f2M 3),
_ ô

H t( M )  est bon pour l ’angle M 1S M 3. O n est alors ramené au cas I A
3 “T  de type 1” .

Cas B : T  ne vérifie pas la  propriété ( ★)  pour M , mais 
d is t(M ,n r(M ))  >  sup dist(M i, M*).

(Si ce n ’est pas le cas, M  est trop  près des anciens sommets e t on ne 
p eu t pas l’insérer à  cette étape)
Rem arquons qu ’alors

p 00( M 1K 2 ~ \ E )  > 100e0 et / ^ ( M ,  K2~*, E )  > e0.

Si Kz  est bien choisi, alors les triangles M M 1M 2, M M \M $  e t M M 2M 3 
sont bons, fy+ i est obtenu en rem plaçant dans Tj T  par ces trois bons 
triangles, fj+i e t <j> sont définis comme dans le cas I A 1 e t on obtient 
les estim ations de surface et de distorsion (3.22), (3.23) e t (3.24).
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Figure 3.8 : Cas I A 4 (T  de type 1).
n T(M) est dans la zone sombre.
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Figure 3.9 : Cas I A 4 {T de type 2).
Ilt(M) est dans la zone sombre.

K

A
'L

80

►



Deuxième cas : YlT{M) est extérieur à T.

D ’après la propriété (P I) (construction de r 0, voir paragraphe 3.4), 
on peut logiquement supposer que

p00(M ,K 2 ~ 3\ E )  > 100e0 et Ax>(M, K2~>, E ) > e0

et que, pour tout i =  1,2,3,

dist(M , Mi) >  sup dist(M*.M*»).
{*,*'=1,2,3:***'}

D’où, d ’après la propriété (P4) de Ty, on a

sup dist(M i, M y) < dist(M , MA
{ * ,* '= 1,2,3:* * * '}

< Kz sup dist(M *, M y)-
{*.*'=1,2,3:***'}

Cas II A : d ist(M T Ilr(M )) >  sup dist(M i,M *).
{t,*=l,2,3:i**}

Avec le choix précédent de K 3, les triangles (MMiMk){i,k=i,2,Z:iji;k} sont 
bons. r,-+i est obtenu en remplaçant T  dans Tj pax ces trois bons 
triangles.
Soit O le centre de gravité de T.
On construit $  : T  — ► (M M iM ^){ti*=i,2 ,3:t**} de la manière suivante :

•  4KO) =  M ;

•  l ’image du triangle OAffAf* par <f> est MM {M k;

•  si 4>(N) et <̂ (7Vo) sont dans le même triangle JWMfM*, alors

81

(l + Cfr=>(M;
disti [N N a

3.34dist| N, N 0
1 - c p c M , K2~ E )2

(3.34; découle de A» M, K2 \ E \ e0).

On définit alors f j +i : 1R2 ----► lRn par

.  si f j ( z )  e  T , f j+1(z) =  *(/,-(*));

• sinon, f j+i(z)  =  f s(z).

On a alors r i+i C fj+i(JR2) et on obtient les estimations de surface et 
de distorsion (3.22), (3.23), (3.24) du cas I A 1.
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Cas II D : Dist(M, IIr (M )) <  sup dist(Mi. M k).
{i,*=1,2,3:#*}

On va essayer de se ramener au cas précédent. Pour cela, on distingue 
deux cas.

Cas II B 1 : Soit M \M 2 le côté de T  le plus près de Ht (M ).
On suppose que la projection de ILr(iW) sur M 1 M 2  est dans le segment

X T S  (v^ )

On considère N  tel que

•  le plan engendré par M2, M i, N  et le plan engendré par M i, Af2,
Mz sont orthogonaux;

•  sup dist(Mi,Mj.) <  dist(M i,A r) <  J i3 sup dist(M t-, M k), 

et dist(M2,iV) vérifie la même inégalité;

•  la projection de M  sur le plan engendré par M i, M2, N  est à 
l ’intérieur du triangle N M 1 M 2 .

Les triangles (NMiMk){i,k=\%2 ,z-.i k̂} sont bons. On considère alors 
le réseau de bons triangles obtenu en remplaçant T  dans Tj par les 
M iM kN .
On est alors ramené pour M  au cas II A.
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Cas II D 2 : n r (A f)  est dans la zone hachurée.

s \

O n considère N  te l que ^

•  M 2N  est perpendiculaire au plan engendré par M \,  M 2,

•  d is t(M ,n r (A /) )  <  dist(A^2, N )  < K 3 sup d ist(M i, Af*).

O n considère le réseau obtenu en rem plaçant T  dans Tj  p a r N M XM 2, 
N M x M z , N M 2M z et on s ’est ramené à  un cas déjà tra ité :

•  cas II A si la  distance séparant M  du  p lan  engendré p a r Afj., M 2, 
N  ou de celui engendré par M 2, N  est assez grande;

•  cas II B 1 sinon.

Rem arque : Soit Tj+i le nouveau réseau constru it à  p a rtir  de Tj 
par l ’insertion de M  suivant le procédé décrit dans ce paragraphe. On 
p e u t m unir les triangles de Tj+i (si besoin est) de cônes de sécurité en 
u tilisan t le paragraphe 3.4.3.

3.7 Fin de la construction de T

O n suppose que l ’on a  constru it r 0, * • -, Tj des ensembles de bons tr i
angles vérifiant les propriétés (P I),..., (P6) du  paragraphe 3.4.
O n souhaite alors construire vérifiant les mêmes propriétés, mais
à  l’échelle 2-J_1 .
Soit le po in t de E  le plus loin de Tj.
Supposons que l’on puisse insérer M i  suivant l ’algorithm e du para 
graphe 3.6, e t que tous les triangles du nouveau réseau ainsi obtenu 
possèdent des côtés de longueur supérieure à  ii{*12- '7-1.
Puis, on considère M 2 le poin t de E  le plus loin de e t on constru it,
si on p eu t, r $ 2 p ar la  m éthode du  paragraphe 3.6 par insertion  de M 2. 
E t ainsi de su ite , on insère des points de E  comme nouveau som met
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tan t que l’on ne crée pas de triangles dont un  côté a  une longueur in 
férieure à  K ï 12 ~*~1.
Soit f i+ i le nouveau réseau de bons triangles ainsi obtenu.
Nous allons m aintenant m ontrer que Tj+i (ou une légère variante) véri
fie (P I),.., (P6).

Par construction, si T  est un triangle de Iy+ i, si d est la  longueur 
d ’un côté de T , on a

< d <  K J T K  

Si on a de plus, pour tou t T , tou t d ,

ü ff 12"i “ 1 <  d <  7iT12_,_1, 

alors on pose Ty+i =  r i+x.
Sinon, on considère T  =  M iM 2M 3 e t T ’ =  les triangles de
f i+ i qui possèdent le côté le plus long M \M 2.
Soit I  le milieu de [Mi, M2].
On pose le réseau obtenu à p a rtir  de fy+i en rem plaçant T  et T ' 
par M 1I M 2, M 1I M 4, M \IM 3 et
Remarque 1 : Si K \  est bien choisi par rap p o rt à  or, on ne crée pas de 
côté dont la longueur est inférieure à  A 'f 12-J_1.
Rem arque 2 : Il est facile de param étrer Tj+i en u tilisan t le cas I A 1, 
et on obtient alors les mêmes inégalités de surface et de distorsion.
Si f i+ i vérifie (P2), alors on pose r j+ i =  fy+ i, sinon on recommence 
l’opération précédente sur le plus long côté ju squ ’à obtenir un  réseau 
de bons triangles r j+i vérifiant (P2).
Remarque : La procédure précédente est finie car on ne modifie pas les 
p e tits  côtés.

Il est facile de m unir tous les triangles de r j+1 de zones de proxim ité 
e t de segments de sécurité vérifiant (P3) en u tilisan t les construction 
du paragraphe 3.3. De même, on a vu comm ent créer des cônes de 
sécurité lorsqu’on insérait un nouveau som m et (voir la  rem arque à  la 
fin du paragraphe 3.6).
Donc r i+ i vérifie (P3).

Par construction, Ty+i vérifie (P4) e t (P5).
Rem arque : Il fau t choisir K  assez grand pour que l’on puisse choisir
des pour M  G (J  Ai*, d ’intérieurs deux à  deux disjoints.

k<j+l

On peut aisément construire, en u tilisan t le paragraphe 3.6, 
fj+i : 1R2 — ► IRn tel que r j+1 C / j +i(IR2).
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On notera <j>j l ’application construite au paragraphe 3.6 telle que 
fj+l ~  4*3 ® f j  ■
De plus, en utilisant les inégalités de distorsion (3.17), (3.20), (3.23),
(3.25) et (3.34) vérifiés par <f>j, on a, pour tou t 2, zq de 1R2, si f i+ i(z ) 
et f j +i(z0) sont dans le même triangle T  de r j+ i, alors

C ~l exp ( - J 2 0 v ( f k ( z o ) , K 2 - k)/3^(fi (z0) , K 2 - ‘‘,E ) 2)  < ~  W * ) l
\ k = 0  J  \ Z  —  Z 0 \

et

<  C exp  ^ E C > j( /1U ) , H - ‘) i î„ ( /1(i0) , l 2 - ‘ , £ ) ! |  .

Donc f j +1 vérifie (P6).

En passant à  la limite, on a donc construit /  : 1R2 — ► IRn et 
T =  / ( IR2) tel que E  C I \
Nous allons m aintenant estimer H 2 (r).

Pour t o u t €  IN, d ’après les estimations (3.16), (3.22), (3.26), (3.31) 
et (3.33), on a

H\rj+l) -  H*(r,) < c Y. 0UM,K2-k,E)*(2-i)*

+  X) a(M ,K 2~ i)  (3.35)

où est un ensemble de points de IR" vérifiant

•  si M  et M '  sont deux points distincts de A j+1 alors

dist(M , M ') > K ÿ 12 -J'" 1;

•  pour tou t M  de A j+i, B ( M , K\2~3) n E  ^  0.

(les points de Aj+i sont les points insérés à l’étape j  +  1)

On en déduit

H 2( r ) < H 2(T0) + C p (E )2 + J2  Y ,  a (M ,K 2~ i) .  (3.36)
i MeM-s

D ’où, d ’après (P I),

# 2( r )  <  C  (p{E )2 +  (dianxE1)2) +  £  a(M JC2~j ). (3.37)
j M
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Il reste à estimer le dernier membre.

Soit M  G A ij .
On a vu qu’alors on peut associer à  M  (propriété (P5)) un triangle 

^f(M )  tel que a(M, K2~*) < Or d ’après la propriété (ii)
O

de (P5), 'ff(M) n ’est jamais modifié lors des différentes étapes de la 
construction de T, donc ^ (M ) C T. De plus, si TV G Aij, avec M  ^  N , 
alors in t(^ (M )) n  m ^ ^ iV ))  =  0.
On en déduit

E  E  < ^ E  E  ff2(*(M)) (3.38)
j  M e M j ° i M e M j

< | ff2 (r )- (3.39)

Cette dernière inégalité avec (3.37) nous donne (ii)

H 2(T) < C  (0 (E )2 +  (diamÆ)2) . (3.40)

On va m aintenant m ontrer que /  vérifie (iii) et (iv).
Soit w G 1R”, k G 1N. On veut tou t d ’abord évaluer le nombre de tri
angles de r*  rencontrant B (w ,K 2 ~ k) (où K  est une constante positive 
supérieure à A \).
On note Cj, ce nombre.
Soit n >  k.

•  Si f300(w ,K 2 ~ n,E )  < €q et ^«»(tt;, AT2-n , E )  <  lOOeo, on considère 
toutes les échelles succesives pour lesquelles (3 est petit.
Soient n0 et ni (n0 <  n <  n i)  tels que

— pour tou t m G 1N avec n 0 < m  < ni

P00(w ,K 2~ rn,E )  < €0 et Pcoiyj-, A'2-m , E) < 100€0;

-  j300(w ,K 2~ n<>+1,E )  > 100e0 et /^»(u;, AT2“”1“ 1, E) > 100e0. 

Alors il est facile de voir que

Oni < On < Ono.

•  Si 0oo(w ,K 2 ~ n,E )  >  e0, tous les triangles de Tn rencontrant 
B (w , K2~n) vont être transformés en un nombre borné de nou
veaux triangles qui risquent de rencontrer B (w , K 2-n_1). Ce sont 
les seuls si K  est suffisamment grand par rapport à K \.
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Ck < I I  C*W'K2~*K (3.41)
n<k

H 2(f~ x(B(w,2~k))) < ( I J  C*W'K2~^ ) H2{ n  <j>j\T^)) (3.42)
\n<k )  j<k

On en déduit

D’où

avec

•  <f>j est l’application définie au paragraphe 3.6, c’est à dire telle 
que 4>j(Tj) =  Iy+i, et on a alors, si <f>j(N) et <f>j(No) sont dans le 
même Ti de ri+i,

Si r/(7Vo, K2~i) =  0, alors

(l + Ct3UXo,K2-l,E)*y' < (3-43)
dist(iV, N0)

< 1 + C{300(N(hK 2-’ ,E )2.

Si rj(No,K2 *) =  1, alors

Remarque : On a alors fj+i = <})j o fj.

•  r ( fc> est ùn triangle de T* tel que jFÎ2 | (X I j =  SUP H2
\  ><* J V ><*

où le sup est pris sur tous les T  de T* tel que T  rencontre 
B (w yK2~k) et ( I J  <f>Jl ) =  <f>ïl o f e 1 o ... o f o 1. 

i<*

Des inégalités (3.42), (3.43) et (3.44) et de (P6), il vient (iii)

Y ,  Cv(™, K2~n)poo(w, K2~n, E )2 
H 2{f~ xB{w,2~k)) < Ce n^h (2_fc)2.

Soit 7* un triangle de T* et Tn+k un triangle de ]?„+* tel que
Tl+k
(II 4>Jl ) (T ^ h) C T„ (4,j et (n^J1 ) sont définis comme précédem- 
j=k

ment).
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T)t C IR" tel que /k(T*) — T*,

f n+fc C H n tel que f n+k( f n+i) =  Tn+k.

Remarque : /* et / n+* sont les paramétrages respectivement de T* et
r„+*.
D’après la propriété (P2) des Tj, on a

22- n < dia.mr7V+jL <  K \ï~ n. (3.45)
1 “  diamT* ~  1 v '

De même, si on note,

• 2fc+i G Tfc+i, • • *, Tn+jt+x G r n+fc+i une suite de triangles telle que 
pour tout * =  1, • • • ,n,

<f>k+i-l(T'k+i) C Tk+i-li

• Mk+i le centre de Tk+i, i =  1 • • •, n. 

et soit

J =  {j  g {Jfe,...., n +  fc} : /^(M ,-, A '2 'i+1, J57) >  100e0 et /^(M ,-, A'2~J‘+1, £ )  > 

alors d ’après les inégalités (3.18), (3.21), (3.24), (3.28) et (3.30), on a

c -(»-cardj) j j  (1 + c p x (Mj , K 2 - i +\ E f f l 2-'' <
ai ami n

(3.46)
et

diamTn+t ^  ^ „ -ca rd j J J  ( i  +  K 2~i+1, E)2) 2"n. (3.47)
diamT„ jeJ v

diaxarn+fc
De plus, d ’après la propriété (P2) des Ty, si k est assez grand, —

est effectivement divisé par une certaine puissance de 2 (à une constante 
près).
On en déduit qu’il existe € >  0 tel que, pour tout zq G IR2, si z est 
suffisamment près de zo, alors

|f ( z )  -  /(2o)l <  CI* -  Z<,|‘. (3.48)

Ce qui démontre (iv).

On considère alors
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Chapitre 4 

Conditions quantitatives de 
rectifiabilité

4.1 Introduction

Nous allons dans cette partie donner une version en grande dimension 
du théorème 1.2.6 de Bishop et Jones (voir chapitre 1).

Soit E  C H n, d désignera toujours par la suite un entier positif 
inférieur à n.
On considère les fonctions (3q de Jones définies comme suit.
Si E n B ( x , t )  ^  0

f300{ x , t ,E )  =  inf sup ( '- — y ’ (4.1)
p  y eE nB (x ,t)  \  t  )

, sinon,
poo( x , t ,E )  = 0. (4.2)

De plus, si 1 <  q < +oo

...(s s ¥ a ) ' * ) '

où les inf sont pris sur tous les d-plans P  de lRn et dy est l ’intégration 
par rapport à H d.
Les fonction /3q mesurent en tous points et à toutes les échelles la qualité 
de l ’approximation de E  par des d-plans.
On note H d la d-mesure de Hausdorff.
Soit q tel que

• si d =  1
1 < q < oo (4-4)
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•  si d > 2

1 < q < ^ 2 - (4.5)

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

T h é o rè m e  4.1.1 Soit E  C 1R" compact avec H d(E ) <  +oo.
On suppose qu’en H d presque tout point x  G E , on a les propriétés 
suivantes:

(i) @ i(x,E) =  lim inf > o (4.6)

(n) £ ) 2* < o o  (4.7)

alors E  est d-rectifiable.

Remarque : La condition (4.6) n ’est pas inutile. Il existe des ensem
bles compacts de ]Rn de d-mesure de Hausdorff finie dont la densité 
inférieure en presque tout point est nulle (voir la  remarque après le 
théorème 1.2.1 dans le chapitre 1).

La réciproque de ce théorème est en général fausse, comme le mon
tre  le contre-exemple suivant.
Soit (an)neiN une suite d ’entiers positifs.
On considère T le segment d ’extrémités (0,0) et (0,1) et pour tout 

n  G 1N, r „  formé de an segments de lo n g u eu r------z régulièrement ré-
cinTi

partis dans le segment d ’extrémités (0 ,2-n ) et ( l ,2 ~ n).
Soit E  =  T U ( (J r n).

nÇlN
Alors E  est compact, rectifiable, vérifie (4.6) et de plus

H'(E) < 1 +  £  4  < +°°-

Si pout tou t n G 1N, an est suffisamment grand ( de l’ordre de 2”) alors 
pour tout x  G T,

B {x , 2 ) n  Pn+l 7̂  0*

On en déduit P ^ x ^ ^ ^ E )  >  ^  et donc f P ^ x ^ t ^ E ) 1—  =  oo.
4 Jo t

On a ainsi

H 1 ({ x € E  : £  (3m(x ,t ,E )2j  = oo}) > H \T )  = 1
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Cependant, la réciproque du théorème 4.1.1 est vraie pour les en
sembles Ahlfors-réguliers.
On rappelle qu’un ensemble E  C lRn est Ahlfors-régulier de dimension 
d ou d-régulier si et seulement si E  est fermé et s ’il existe Co >  0 tel 
que pour tout x £ E  , tout r  avec 0 <  r  <  diaml?,

< H d (E  H B(x, r )) <  C0rd. (4.8)
Co

La plus petite constante Co vérifiant (4.8) est appelée la constante de 
régularité de E .

T h é o rè m e  4 .1 .2  Soit E  C IRn un ensemble d-régulier avec H d(E) < 
+oo.
Alors E  est d-rectifiable si et seulement si en H d presque tout x  £ E, 
on a

df
j o P t i x ^ E ) 2— < oo. (4.9)

Les dém onstrations des résultats sont données dans la section 4.2 (théorème 
4.1.1 pour les ensembles réguliers), la section 4.3 (théorème 4.1.1 dans 
le cas général) et la section 4.4 (théorème 4.1.2). En particulier, la 
partie 4.3 contient la démonstration la plus délicate.

4.2 Preuve du théorème 4.1.1 pour les en
sembles réguliers

Nous allons dans cette section démontrer le résultat suivant.

Soit q  vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d.

T h é o rè m e  4 .2 .1  Soit E  C Œfcw un ensemble d-régulier tel qu’en H d 
presque tout x  £ E , on a

r 1 df
Jo {3q( x , t ,E ) 2j <  oo (4.10)

alors E  est d-rectifiable.

Commençons par énoncer une conséquence facile d ’une version locale 
du théorème 1.2.9 (que l’on ne démontrera pas).

P ro p o s itio n  4 .2 .2  Soit E  C lRn un ensemble d-régulier tel qu’il existe 
M  > 0 pour lequel en H d presque tout x £ E  , on ait

J ri d t
I 0 , ( x , t ,E ) 2-  < M  (4.11)
0 T

alors E  est d-rectifiable.
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On en déduit que pour démontrer le théorème 4.2.1, il nous suffit 
d ’établir le résultat suivant.

P rop osition  4.2.3 Soit E  C ü n un ensemble d-régulier tel qu’en H d 
presque tout x  G E  , on ait (4 .10), alors

s c | U  £P)U£o
VptlN- /

OÙ

•  H d(Eo) =  0

•  pour tout p > 0 , Ep est d-régulier et il existe une constante posi
tive M (p) tel qu’en tout x  G Ep on ait

£  0q(X, t ,E p)2j  < M (p). (4.12)

Preuve de la proposition 4 .2 .3

Soit E  C IRn un ensemble d-régulier tel qu’en H d presque tout 
x  G IRn, (4.10) soit vérifié avec q =  1. (la proposition 4.2.3 pour q 
quelconque s ’en déduit d ’après les inégalités de Hôlder).

Nous allons commencer par rappeler quelques propriétés des ensem
bles d-réguliers.

Lem m e 4 .2 .4  (P artition  en cubes dyadiques) Soit F  C Œln un
ensemble d-régulier.
Alors il existe une famille A j, j  G ZZ, de sous-ensembles mesurables de 
F  avec les propriétés suivantes

1. Chaque Aj est une partition de F  dans la mesure où *■= U <?
Q6Ay

et Q n Q ’ si Q,Q' G A,-, Q ^  Q '.

2. Si Q G A j, Q' G Afe avec k > j  alors 
soit Q C Q ', soit Q n Q '  = 0 .

3. Pour tout j  G 2Z, tout Q G A j,

Cx Xc2? < diamQ < C & . (4.13)

4- Pour tout j  G 2Z, tout Q G A j,  Q contient l ’intersection de E  avec 
une boule que l ’on notera B q =  B(xQ ,rQ ) de rayon tq >  C ^ 12J 
avec xq G E.
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(La constante C\ dépend seulement de Cq, n et d)

Remarque : D’après les propriétés 3 et 4 précédentes et la régularité de
E , on a pour tou t Q  G A j

C~x2id < H d{Q) < C2id. (4.14)

(pour une preuve du lemme 4.2.4, voir l’appendice 1 de [Da2])
On peut rem arquer que A =  [J  A j  a le même comportement que la

i€lN

famille usuelle des cubes dyadiques de IRd.
On supposera dans la suite que E  est muni d ’une telle famille A de 
“cubes dyadiques” .

L em m e 4 .2 .5  soit Q £ A.

Il existe (d +  1) points y0, ♦ • *, y& dans E  n  B (x q , — rç )  tels que 
pour j  =  1, • • ♦, d

dist(yj, L j- i)  > —diamQ (4-15)

où L j est le j-plan de IRn passant par y0, • • -, yj
et A  est une constante positive dépendant de d et de la constante de 
régularité Cq de E .

L’existence de d +  1 points dans Q vérifiant (4.15) est démontrée 
dans [DSI] (lemme 5.8). L’idée est que la régularité de E  empêche les

points de E  n  B ( x q , — r^ ) de s’accumuler près de L j-1 avec j  < d. 

Pour tout Q G A, on définit

=  ¥ ( w  L <416)
où l’inf est pris sur tou t les d-plans aiïines P  de IRn et 

2Q =  {x  G E  : d ist(x ,Q ) <  diam Q}.

On pose Pi(Q) =  X) Pi(R )2-
ne  a
RDQ

Soit N  G JN*.
On considère alors 
g  = {Q  6  A : 0i(Q ) < N }

: si Q  G A j,  il existe R  G Ay_i avec R  C Q  e t Pi^R) > N }  
B =  {Q £ & • pour tout R  G A tel que Q C R  alors R  £  G/&} .
Les cubes de G sont les bons cubes, ceux de B sont les mauvais dans la
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mesure où la somme de leurs (3 est trop grande. Les cubes de B sont 
les mauvais cubes maximaux, car leurs “ancêtres” sont tous de bons
cubes, on va dans la suite les remplacer par des morceaux de plans de 
taille comparable.

Soit Q  €  B.
Soient y0, • * 2/d les (d+1) points de Q  donnés par le lemme 4.2.5.
On suppose Q €  Ay0 où j 0 €  IN et on considère j  = j 0 — l (où Z G IN 
sera choisi plus tard).
Pour tou t i =  0, • • -, d , on note Qi le cube de A j  contenant yt*. 
D ’après le lemme 4.2.4, on a, si Z est assez grand,

•  pour i =  0, • • -, d

De plus, tout (d +  l)-uplet (zq, • • •, zj)  6  (QoX —  *Qd) vérifie les 
conclusions du lemme 4.2.5 avec une constante A  différente.
Soit ÿi le centre de masse de Qi, i =  0, * • •, d.

On note P q  le d-plan contenant ÿ i, i  =  0, — , d, et C q  C P q  l ’enveloppe 
convexe des ÿi, i  =  0, • • •, d.
On a alors

Qi C E n B(xq, j r Q) c  Q (4.17)

•  si i % ( i,i =  0, • ♦ •, d )

Qi n Qi> =  0 (4.18)

•  pour i =  0, • • -, d

Cx 22 ^iiamQ <  diamQ< <  C \ 2 ^diamQ (4-19) 

C~22~ldH d(Q) < H d(Qi) < Cf2~ldH d(Q). (4.20)

* ‘ =  W ( Q - ) L y d H i ( y ) -
(4.21)

I<~xH d(Q) < H d(CQ) < K H d(Q) 

CQ C B ( x q , | r Q) 

d ist(C q ,E /Q ) > ÜL-1diam<3

(4.22)

(4.23)

(4.24)

où K  est une constante positive dépendant de la constante de régularité 
Co de E , de la constante A  du lemme 4.2.5 et de la constante C\ du 
lemme 4.2.4.
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((4.23) découle de (4.17), et (4.24) vient de (4.23) et de la propriété 4 
du lemme 4.2.4)

On définit alors l ’ensemble E n  par

E n  =  É N U  ( U  Cq J (4-25)
V?€B /

avec É n  = {x  G E  : pour tout Q G A avec x  G Q , Q  G G/B}. 
Remarquons que pour tout x E E  vérifiant (4.10), il existe M  E IN* tel

que x  G É m  donc E  G E 0 U l (J  E n  j où H d(E0) =  0.
\Neis* J

Pour term iner la preuve de la proposition 4.2.3, il nous reste à montrer 
que E n ,  pour tout N  G 1N*, est régulier et vérifie (4.12).

Montrons donc que E n  est d-régulier et considérons pour cela 
x  G E n  et R  > 0.
Commençons par quelques remarques.
Si x  G É n  et si Cq H B (x , R) ^  0, alors d ’après (4.24)

diamQ < C K R  (4.26)

Si x  G C q  et si C q > R) ^  0 pour un certain Q' ^  Q, alors d ’après
(4.23) et (4.24),

diamQ' <  C K R  (4.27)

N otons / ( x ,  R )  =  { Q  G B  : C q  Pi B { x , R ) ^  0 }.
On déduit de (4.26) et (4.27) que si Q G I ( x , jR),

Q C B ( x ,C K R ) n E

donc d ’après (4.22)

H d{EN n B (x , R)) < C K H d(E  n £ (x , CICR))

donc
H d(E N n  B (x ,R ) )  < C (K )C 0R d.

Démontrons m aintenant l’inégalité inverse.

Premier cas : x  G E n

Soit Q G A

On peut écrire Q =  (Q  n Én ) U | U ^  J
\ xcq /JtCQ
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où toutes les unions sont disjointes.

Soit Q - ( Q n  ÉN) u  ( (J  Cr
\ H6B
\ rcq

où toutes les unions restent disjointes d ’après (4.23) et la propriété 4 
du lemme 4.2.4.
Il est évident d ’après (4.22) et (4.23) que

Hd(Q) > K~lHd(Q) (4.28) 

Q C B(zq, diamQ). (4-29)

On considère alors Q € A tel que

Q c  B(x, £ )  (4.30)

Q € A» (4.31)

R
où 2* <  2qqq^ — ^~'1 es  ̂ constante du lemme 4.2.4).

Donc Q C B (x , R) C) E ^ ,  

d ’où d ’après (4.28)

H d(EN n B (x ,R ) )  > Hd(Q) >  K~1Hd(Q), (4.32)

soit d ’après (4.14)

H d(EN n B (x}R )) > K~lC î 12kd (4.33)

donc d ’après (4.31)

H \ E k  n B{x, R)) > K^ )d ' R*. (4.34)

Dans les cas suivants, x £ E n , donc il existe Q G B  tel que x  G Cq . 

Deuxième cas : R  >  2diamQ

R
D ’après (4.23), d ist(x ,E )  <  diamQ <  — donc il existe y  G E  tel

que

B ( y , j ) c B ( x , R ) .
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On peut alors utiliser le cas précédent en rem arquant que la démon
stration  reste valable pour tout point de E.

Troisième cas : R  < 2diamQ et C q C B ( x , R)

On a alors H d(EN n B(x, R)) > H d(Cq ) 
donc d ’après (4.22)

H d(EN n B (x , R)) > K ~ lH d(Q) (4.35)

puis d ’après (4.14)

H d(EN n B (x, R)) > K - lC r d' \â ia m Q ) d (4.36)

d ’où

B *(E „  n  B (x , R )) >  (4.37)

Quatrième cas : R  <  2diamQ et C q <£. B ( x , R)

H d(EN n B ( x , R)) > H d(CQ n B (x , R)) 

donc comme Cq  est localement régulier

H d(EN n B (x , R)) > C ~xR d. (4.38)

Ce qui termine la preuve du fait que E n  est d-régulier.

Soit x  € E n •

On souhaite évaluer

dt

Premier cas : x  € E n  

On a alors
ri rlf
f  P i(x , t ,E )2— < C N .  (4.39)

J o t

Soit P(x,t) un d-plan de lRn pour lequel

# distfa ’ p (»..«))dÿ. 
ta JEnB(x,t) t
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On a alors

M * , t , E N) < 1 /  Br â^ f ^ dy (4.40)
t  JEïfriB(x,t) t

<  a (x , i )  +  b q ( x , t )  (4-41)

avec

«•»-¡■U.î!ï,rM " <*“'

7(x, i) =  {Q £ £  : Cq n  B (x ,t )  ^  0} (4.44)

On a déjà vu que si Q £ I (x , t ) ,  alors

diamQ <  C K t .  (4.45)

•  M ajoration de a (x , t )

Puisque -Ejy C 2?, on a

a(x,t)  < P i(x , t ,E ) .  (4.46)

•  M ajoration de 6q(x, t)

Soit II-1- : IRn —»■ la projection orthogonale sur 
Soient ÿo, — , ÿd les points de Q  définis par (4.21) (on utilisera ici les 
mêmes notations que précédemment).
Pour tout y  6  Cq n  B ( x , t)

àist(y ,P {lA) =  jn-1-^ ))  <  C ' Y  in-'-iü.)! (4-47)
t = 0

car y  est dans l’enveloppe convexe des ÿi.
Or pour tou t i =  0, — , d, d ’après (4.21),

|nX(Si)l - Cff̂ Qd L  <4-48)

On en déduit, d ’après (4.19),

in-'-iSOI < C(diamQ)-<i f |n-L(j)|dfl''i( i) . (4.49)
JQi
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dist(y,P<I,0 )< C (d ia in Q )-‘' £  f  |n J-(2)|di/', (2) (4.50)
1 = 0  J Qi

d ’où, d ’après (4.17) et (4.18),

dist(y,P(l,,)) < C(diamQ)-' /  |n x (2 )|<iiî', (2 ) (4.51)
Jq

ainsi

&<?0M) <  Ct~d(àiamQ)~d f  ( /  dist(z, P(g,t))
'  — v Jy€CQnB(*,t) Jz£Q t

< f Q (4.52)

((4.52) vient de (4.22)).
On obtient finalement d ’après (4.45)

E  6<?0M) <  ^  f  à is t{z  PM ) dz
Q̂ , t )  t 'J i.eom iM I t

< Cfi i(xyC K t ,  E).  (4.54)

donc si x  G i?jy, d ’après (4.39), (4.41), (4.46) et (4.54), on a

f 1 p1{x, t, E Nf %  <  CN .  (4.55)
J 0 v

Deuxième cas : il existe Q €  B tel que x G Cq 

On a  alors si diamQ <  1

JdiaxLQl}l('X’t’E^T ~ CN' ^
On peut refaire la même dém onstration que dans le premier cas,
(4.56) jouant le rôle de (4.38), en remarquant que si t  > 0 est assez 
pe tit,

E n  H B ( x , t) =  Cq n B ( x , t).

Si diamQ >  1 alors, il est clair que

/*! Ht
f  ^ ( x ^ E n Ÿ — K C N .

J 0 î
Donc pour tou t x  G E n

f 1 h i x ^ E ü Ÿ ^ - K C N .  (4.57)
J o t

Ceci termine la preuve de la proposition 4.2.3 donc du théorème 
4.2.1.

On a ainsi, d ’après (4.47) et (4.49),
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4.3 Preuve du théorème 4.1.1

Soit q vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d.

Nous allons dans ce paragraphe démontrer le résultat suivant.

P ro p o s itio n  4.3 .1 Soit E  C lRn compact avec H d(E) <  +oo tel qu’en 
H d presque tout x  G E , (4-6) et (4-V sont vérifiés pour q. Alors

E  C E 0 U ( (J  ET 
\j»o

oit

•  H d(E 0) =  0

pour tout p > 0, Ep est d-régulier et en H d presque tout x  £ Ep,
on a

ri dt
j f  / ? , ( * , < 00. (4.58)

On peut déduire de la preuve de la  proposition 4.3.1 les résultats 
suivants.

C o ro lla ire  4 .3 .2  Soit E  C H n compact avec H d(E ) <  +oo tel qu’en 
H d presque tout x  G E , on ait Od(x, E ) > 0. Alors

E  C E 0 U ( (J  Ep
<p> o

ou

•  H d(Eo) =  0

•  pour tout p > 0, Ep est d-régulier.

Remarque : Le corollaire 4.3.2 n ’est pas aussi évident qu’il n ’y parait. 
Tout ensemble F  C H n compact et s.r.s. n ’est pas toujours contenu 
dans un unique ensemble Ahlfors-régulier.
On d it qu’un ensemble F  C lRn est s.r.s. (semi d-régulier supérieure
m ent) s’il existe Co >  0 tel que pour to u t x  E F, tou t r > 0,

H d(F  n B ( x , r)) <  C0rd. (4.59)
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C o ro lla ire  4 .3 .3  Soit E  C lRn compact, purement non d-rectifiable de 
d-mesure de Hausdorff finie.
On suppose en outre qu’en presque tout x  G E, Qd(x ,E )  > 0.
Alors,

E  C E 0 U ( U  Ep 
\p> o

OÙ

•  H d(E0) =  0;

•  pour tout p  >  0, Ep est d-régulier et purement non d-rectifiable.

Ce résultat perm et d ’étendre le théorème de M attila, Melnikov et Verdera 
sur la capacité analytique aux ensembles de H 1-mesure finie et de den
sité inférieure en presque tou t point positive (voir l’appendice).

Le théorème 4.1.1 est une conséquence du théorème 4.2.1 et de la 
proposition 4.3.1.

Commençons par

P ro p o s itio n  4 .3 .4  Soit E  C lRn compact avec H d(E) <  +oo tel qu’en 
H d presque tout x  G E , (4-6) et (4-7) soient vérifiés pour q. Alors

E  C E0 U ( (J  Ep 
\p> o

où

•  H d(E0) =  0

•  pour tout p > 0, Ep est s.r.s, fermé, et en H d presque tout x  G Ep, 
(4 -6)  et (4-7) sont vérifiés pour q.

P re u v e  d e  la  p ro p o s itio n  4 .3 .4

Pour tout N  G 1N, on définit 
E n  =  { x  G E  : pour tout R  >  0, H d(E  H B (x , R)) < N R d } .

Remarquons que s’il existe N  G 1N tel que E  =  E n , alors E  est 
s.r.s. et la proposition 4.3.4 est démontrée. Supposons donc que l’on 
ne soit pas dans cette situation.

Il est clair que E n  est s.r.s., et qu’en H d presque tou t x  G -EW, (4.6) 
est vérifié (car la densité supérieure de E /E n  est presque partout nulle
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sur E n ) ainsi que (4.7) (cax E n  C E).
De plus, d ’après le théorème 1.2.1, pour H d presque tout x £ E, il 
existe N  €  1N tel que x £ E n •

Ce qui term ine la preuve de la proposition 4.3.4.

La proposition 4.3.1 est alors une conséquence immédiate de la 
proposition 4.3.4 et du résultat suivant.

P ro p o s itio n  4 .3 .5  Soit E  C IRn un ensemble s.r.s. et compact tel 
qu’en H d presque tout x £ E , (4-6) et (4-7) sont vérifiés pour q. Alors

E  C Eo U i Ep 
\p> o

où

•  H d(E0) =  0

•  pour tout p > 0, Ep est d-régulier et en H d presque tout x  G Ep> 
on a

£  P ,{ x ,t ,E r f j <  oo. (4.60)

P re u v e  d e  la  p ro p o s itio n  4 .3 .5
Soit E  un sous-ensemble de IRn s.r.s. et compact tel qu’en H d presque 
tou t x £  E , (4.6) et (4.7) soient vérifiés pour q.

Pour tou t p  G 1N*, on définit 

Fp =  { x  G E  : pour tout r  G]0, diami?[, H d{E  n  B ( x , r)) >  ^ rd } .

Remarquons que s’il existe p  G IN* tel que E  =  Fp, alors E  est 
d-régulier, et la  proposition 4.3.5 est démontrée. Supposons que l’on 
ne soit pas dans ce cas.

D ’après (4.6), on a

(4-61)

où H d(F0) =  0 .
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Fixons donc un p £ IN* tel que H d(Fp) >  0 .
On va recouvrir Fv par des ensembles d-réguliers.

Fp est fermé, donc on peut considérer une décomposition de Wh.it- 
ney de Gv =  IRn/F p.

T héorèm e 4 .3 .6  (D écom position  de W hitney) Soit F  un fermé  
non vide de lRn. Alors son complémentaire G est l ’union d ’une famille 
de cubes Q, Q £ B, dont les cotés sont parallèles aux axes telle que

1. G  c  U  Q ;
Q€B

2 . int(Q) n  int(Q') si Q ^  Q' (int désigne l ’intérieur du cube);

3. on a pour tout Q £ B

diamjQ < dist(Q, F) <  4diamQ. (4.62)

(pour une preuve de ce théorème, voir le chapitre I de [St])

Soit Bp une décomposition de W hitney de Gv.
On considère, pour tout s £  IN*,

Qpyt = { Q £  Bp : H d(E  n  Q) > i(d iam Q )<i}.
S

Lem m e 4 .3 .7  Soit Q £ GPt,
Alors il existe (d 4-1) points yo, • • •, yd de E C \Q  tels que

•  pour j  =  1, ♦ • d

dist(yj,Lj-i) > ^rdiamQ (4.63)
iT.

où Lj est le j-plan passant par yo, - • -, yj;

• pour tout j  =  0, — , d

T~l (diamQ)d < H d ( e  n

(4.64)

où A , t sont des constantes positives indépendantes de Q, mais qui 
dépendent de p et s, et C  est une constante positive assez grande.

B (y j , -^-^diamQ) \ < r(diam)Qc
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Preuve du lem m e 4 .3 .7

La preuve est similaire à celle du lemme 5.8 de [DSI].

Soit j  <  d .
On suppose que l’on a  construit y0, • • *, yj vérifiant (4.63) et (4.64), 

mais que l’on ne peut pas construire yj+i, donc

pour tout y G Q* =  {E  n  Q : dist(y, Lj)  >  —diamQ}

H d ( e  n B (y , ^ - d ia m Q ))  < r ' 1 (âiamQ)d. (4.65)

Considérons un recouvrement de Q* par des boules B  ^y, —̂ d ia m  , 

y G Q*• Il en faut au plus (A  +  l ) n, donc, d ’après (4.65),

H d(Q*) < (A  +  l ) nr " 1(diamQ)d (4.66)

d ’où puisque Q G ÇPtM

H d ^{y G E n  Q  : d ist(y, Lj) < ■^■diamQ}^ >

(~s - ( A  +  l ) nr -1^ (diamQ)d. (4.67)

Considérons un recouvrement de {y G E n Q  : dist(y, Lj)  <  ^-diamQ}

par des boules de rayon ^d iam Q  centrées sur E. Il en faut au plus 

(A  +  1)J, donc

H d ({y G E  H Q : dist(y, Lj) < id ia m Q } )  <  (A +  1 )>C0

(4.68)
où Co est la constante de régularité supérieure de E.
On choisit A  assez grand pour que

(a  + i y  î  . . 
Co A d -  10» ( )

puis r  tel que

r -1 <  . } — -r—. (4.70)
~  10s(A +  l ) n v ’

(4.67) et (4.68) sont alors incompatibles. Donc yj+i existe, et on 
peut construire (d +  1) points y0, • • •, y<t dans E n Q  vérifiant (4.63) et
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(4.64). Ceci termine la preuve du lemme 4.3.7.

Si A  est suffisamment grand, tout (d +  l)-uplet (z0, * * *, zj) formé

de points Zj G B(yj,  p7-rdiamQ) vérifie aussi (4.63).
G  A

De plus, pour tout z G B  (yj,  —J-^diamC^, j  =  1, ♦ - -, <f,

T- 1(diamQ)d <  H d ( e  n B(z,  ^ d ia m Q ))

< C0 (diamQ)d (4.71)

Pour tout j  =  0, • • •, d, on considère le centre de masse de E1 n  

B  (y j,  — diamQ^

~  H d(E  n B{yj,  ¿ jd iam Q )) fyeE n B iy j^ à ia im Q ) ydH  4̂‘72^

On note P q le d-plan contenant ÿo, • • •, ÿd et C q C P q  n  Q l’enveloppe 
convexe des ÿj, j  — 0, — , d.

On a alors

fl-^diam Q)* <  H d(CQ) <  0(diamQ)d (4.73)

où 9 est une constante positive indépendante de Q.

Remarquons que si y G Ep, pour tou t r >  0, on peu t construire une 
plaque CV%T C B (y ,  r) de la même façon que précédemment avec

0 - V  < H d(Cy%r) < Ôrd. (4.74)

(Ainsi, le lemme 4.3.7 reste vrai quand on remplace Q  et diamQ par 
B (y ,r )  et r. D ’où l’existence de points ÿj G B (y ,r )  vérifiant (4.72), et 
donc de la plaque Cy<r)

Pour tout x  G H n, tout r  >  0, on note GPt$(x, r )  l ’ensemble des 
Q  G GP,, tel que

•  Q  n B (x ,r )  0;

• diamQ <  dist(rc,Q) < psdiamQ.
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FPt, =  j x G Pp : pour tout r >  0 ,H d(Fp n  B (x , r)) +  ^  H d(Q D E  n  

Soit GPt. = FT/F Pt..

Pour tout x  € GPi, , on définit d(x) =  — dist(x, Fp<t).

Rappelons un résultat classique (voir [Ma], théorème 2.7).

T h éo rèm e 4.3 .8  (R ecouvrem ent de ty p e  B esicovitch) Soit A  un 
sous-ensemble borné de IR,n et B une famille de boules telle que tout 
point de A  est le centre d ’une boule de B.
Alors, il existe une famille dénombrable de boules Bi de B telle que

( i )  A  c \ j B i ;
i

(H) tout point de IRn appartient au plus à P{n) boules Bi, où P(n) 
est un entier dépendant seulement de n.

On considère un recouvrement de type Besicovitch de Gp%, par des 
boules B(x,cZ(x)), x  € CPtB.

Soit Q G Gp,m et x G CPt, tel que Q flB (x , d{x)) 0. Alors

diamQ <  dist(Q, Fp) <  dist(Q, x) <  d(x).

On en déduit que Q C B (x , 10d(x)).
Donc, si on note Cx la plaque CXtd(*), on &

H d(Cx) >  9~1(d(x))d d ’après (4.74)
>  ô~1C ô110~dHd(E  n  B (x , 10cZ(x))) car E  est s.r.s.

>  O -'C ï'lO -*  {H d{Fp n  B(x, 10d(x))) +  H d(E /F p n  B {x, 10d(x)))

D’où, d ’après la remarque précédente,

H d(Cx) > C~1H d(Fp n B (x ,d (x ) ) )

+  C -1 X) H d{EC\Q).  (4.75)
{QZGp,. -.Qr\B(x,d(x))it9}

(la constante C  est indépendante de p et s)

On dit que Q  G GP,i vérifie la propriété (*) s’il existe x G FPt, tel
que

diamQ <  dist(x,Q ) < psâiamQ,

On définit
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c’est à dire s’il existe x  G FPt, et r  >  0 tel que Q G Gp,,(x, r).

On dit que Q G GP,t vérifie la propriété (**) si Q vérifie la propriété 
(*) et si pour tout y G CPt,,  Q n  D (y , d(y)) =  0.

On définit alors

=  {<2 € GPt, : Q vérifie la propriété (**)} ,

Gj$ =  {Q G : Q  vérifie la propriété (*) mais pas la propriété (**)}. 

Ainsi, si Q G Çjÿ, il existe y  G CP)t tel que Q D B (y , d{y)) ^  0.

Soit EPt, — FPtt U | | J  ^ j u l  U  CQ
\y6Cp,, j  \Q e g $

Comme pour presque tout x  G E ,  d ’après (4.6), il existe j? et s tel que 
x  G jPjpji, on a

£  C ( \ j  U £„ ,.) u  E 0

avec H d(Eo) =  0.
Il nous reste à prouver que EPt, , pour tout p, tou t s , est régulier et 
vérifie (4.7) en H d presque tout point.
Commençons par m ontrer que EPt, est d-régulier et pour cela, consid
érons x  G EPtt et r >  0.

Supposons dans un premier temps que x  G FPtt.

Remarques préliminaires :

• Soit y  G CPt, tel que B (y ,d (y))  n  B (x ,r )  ^  0. Alors d(y) < r.
En effet, sinon,

dist(x, y) < d(y) +  r
< d(y) + d(y)

< |d is t(y ,F PtJ),

ce qui est absurde.
Donc Cy C B (y ,d (y))  C B (x ,10r).

•  Soit Q G Gp,« tel que Q f\B (x , r)  ^  0, alors diamQ <  dist(Q, Fp) < 
r.
Donc C q  C  Q G  B{ir, lOr).
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On déduit alors de (4.74), et du fait que, si y  G CPt, alors y  G Fp,

E 2 E H“(c v)
{yeCj,,. . c yn B {z ,r ) ï9 }  {yeCp,. ■.B(y,d(y ))nB{*,T)&}

< e E  (<*(»))'
{yECp,, :B(y,d(y))nB(x,r)^9}

< 9 E  p H d( E n B ( y ,d ( y ) )
{y€Cp,, :B(y,d(y))nB(*,r)7t<l}

< CpOP{n)Hd( E n B ( x , \Q r ) )

< Cp9P(n)ColOdrd car E  est s.r.s.. (4.76)

où P (n ) est la constante du théorème de recouvrement de type Besi- 
covitch.
De même,

2  H d(CQ) <  E  &*(?<>)
{Q€Qi1, b c QnB (z,  r)*0} { Q e s W  :QnB(x, r)*0}

<  e X) (diam Q)d
{ Q e Q $ .Q r \B [z tT )& }

< 9  Y  s H d(Q n E)
{Q eG £bQ nB {* ,T )& }

< s0H d(E  H B(x,10r))

< s9ColOdrd car E  est s.r.s.. (4.77)

De plus, H d(FPtq n B ( x , r )) <  H d(E  n B {x ,r ) )  < Cord où C0 est la 
constante de régularité supérieure de E.
Donc

H d(Erx. n B ( x , r ) )  < H d(Fp,. n  B (x ,  r)) + ]T  H d(C,)
{ y € C p f# :C y n B ( * , r ) ^ 0 }

+  E  b *(Cq)
{Q€Gi)}-.CQnB(x,T)ji9}

< C rd. (4.78)

Passons à l’inégalité inverse.
Pour les mêmes raisons que précédemment, on a

• Soit y G CPi, tel que B(y, d(y)) n £ (x , ^ )  ^  0, alors d(y) <

Donc, Cy C B (y ,d(y))  C B (x ,r ) .

T V• Soit Q G Çp,, tel que Q n £ (x , —) ^ 0, alors diamQ < —.
Donc, C q  C Q C B (x ,r ) .
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S ' ( i w n % r ) )  > H d(Fr, .n B ( x , r ) )  + £  H d(C,)
{y€Cp,,.B (y ,d (y))nB (x ,

+  £  H \ C q). (4.79)

Or, d’après (4.75), on a

'E & iC y )  > C - iy£ H d(Fp nB(y,d(y)))

+ C - 1 Y ,  E  H d(E n Q )) .
V {Q€Sr,q:Q nB(y,d(v))& }

où les sommes en y se font sur G CPt, : B(y , d(y)) H B{x , — ) ^

De plus,

53 ^ (C q ) > c~xe-x Y, Hd(EnQ).
{ Q € ç i \ } : Q n B ( x ,^ ) ^ )  { Q e s i ïb Q n B i* ,^ )* * }

Or, si Q G 0p,.(x, ^ ) ,  alors

• soit Q G Ç$;

• soit il existe y G CP)t tel que Q n B(y , d(t/)) 7  ̂0.
Alors £(y, î% )) n B (x , ^ )  7  ̂0, car diamQ < — .

On en déduit

£  £  f l ' (£ n g ))  + £  H d( E n Q )
y {Q&Qp,.-QrtB(y,d{y))jt9} { Q e ç ÿ J - .Q n B i* ,^ ) ^ }

> Y  H d(E n Q ) .  (4.80)
Q€Qp,0 (*» jjj)}

T
De plus, si z £ EPC\ B (x , —), alors

• soit z G FPt, n B (x , ^ )  C Pp., n B(x,r);

•  soit il existe y G CPt, tel que 2  G ¿?(?/, d(î/)).
Alors B(y, d(y)) n B{x , ^ )  0, car d(y) < — .

On en déduit
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H \ F r,<M3{x,r)) + '£H *(E r r\B(.y,d(y)))

D ’où,

y
> Hd(Er n B(x, ^ )) . (4.81)

(où toutes les sommes en y  se font toujours sur le même ensemble)
Donc, d ’après (4.79), (4.80) et (4.81),

Hà{Eft, n B(x,r)) > C~'Hd(Fp,. n B (i,r ))  +  C -‘ E H \E „  n B(y,d(y)))
y

+  C~l E  Hd(E n Q n B(x, ^-))
<jes,,.(.,é)

> C~1H \ E t n B(x, ^ ) )  

+ C-* E  Hd(E r \Q n B ( x ,^ - ) )

> C ~l — 2Q~drd car x  G Fp , . (4.82)
ps

Supposons m aintenant que x G Cy où y  €  CP(, .
Donc, x  G B (y,d (y))  et il existe 2 G FPt, tel que d ist(x ,z) <  11 d{y).

•  Si r > d(y), alors B (x ,r)  C B (y ,  30r). Donc,

H d{EPt, n B (x ,r ) )  < H d(EPt. n B ( y , 3 0 r ))
<  C30 r  d ’après le cas précédent “x G Fjp.*

•  Si r  <  d(î/), alors on a

— Si y1 G CPt, tel que Cy> D B ( x , r)  ^  0, alors

d(ÿ) >  (4.83)

Sinon, on aurait

dist(z, y’) <  d ist (y1, x) +  dist(x, z)

< d(y') + r  +  lld (î/)

<  d(y') +  12d(y) par hypothèse

<  §d(y')

< |dist(ÿ',F„)- C4-«4)

Ce qui est absurde.
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— Si Q G GP,t tel que Cq n  B (x ,r )  ^  0, alors pour les mêmes 
raisons que précédemment,

d(y) >  ^-diam Q . (4.85)

Ainsi, 53 H d(Çv n  B (x ->r )) =  ¿>1 +  £2 avec 
y€Cp,ê

S ,=  £  H*(C,) < S E  (d(y))d
{y€£p.ç :̂ yCB(a,f)} {y€Cpfg:CyCB(a!,r)}

< 9  £  pHJ(£nB(ÿ,<i(y)))
{y6Cp,# CB(2,r)}

<  C p9P(n)H d( E C \B ( x ,r ))

<  CpOP(n)Cord (4.86)

(où P (n ) est la constante du théorème de recouvrement de type 
Besicovitch et Cq  est la constante de régularité supérieure de E )

et S 2 =  Y  H d(B (x , r) n  Cv).
{y€Cp,i :CyÎB(*,f)}

D ’après les remarques initiales (inégalités (4.83) et (4.85)), le 
nombre de tels cubes est borné et donc S 2 < C r d.

D’où,
53 H d(Cy n  B (x, r )) <  C rd. (4.87)

y€Cp..
Pour les mêmes raisons,

53 H d(CQn B ( x , r ) ) < C r d. (4.88)

De plus,

Qeç$

H d(FPt. n  B ( x , r)) <  H d{E  n  £ (* , r)) <  C0r d (4.89)

où Cq est la  constante de régularité supérieure de E.
Donc, d ’après (4.87), (4.88) et (4.89),

H d(EPtt H B ( x , r)) <  C rd. (4.90)

Passons à l’inégalité inverse

Premier cas: r  >  30d(y).

On a déjà vu qu’il existe 2 G FPt, tel que dist(x, z) <  lld (y ) <
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Donc, B ( z , C B ( x , r ) .

On en dédu it alors

> C 2~ dr d. (4.91)

Deuxième cas : r  <  30d(y) e t Cy C B ( x , r ) .

Alors d ’après (4.74)

H d(EPt, H B ( x , R ) )  > H d(Cy) (4.92)
>  9 - xd(y)d (4.93)

>  (4.94)

Troisième cas: r  <  30d(y) e t C y <£. B ( x , r )  .

Alors comme Cy est localem ent d-régulier, on a

H d(EPi, n B ( x , r )) > H d(Cy n B ( x , r )  (4.95)

>  C ô 'r* .  (4.96)

O n suppose enfin que x  G C q  avec Q  G .
A lors, il existe z  G FPt, te l que

diam Q  <  d ist(z , Q ) <  psdiam Q .

O n p e u t donc faire la  même d ém onstra tion  que dans le cas où a; G Cy, 
y  € CPt..

E Pi,  est donc d-régulier.

R em arque : Il est clair que la  dém o n stra tio n  précédente donne le 
corollaire 4.3.2. O n p eu t ad ap te r la  co n struc tion  afin d ’ob ten ir le corol
laire 4.3.3.
Si, au  lieu des plaques C q  C Q  ou C(*,r) C B ( x ,  r ) ,  on avait u tilisé 
des ensembles localem ent réguliers (inclus dans Q  ou B ( x , r )) vérifi
an t (4.73) ou (4.74), les ensem bles E Pt,,, que l’on a u ra it ainsi obtenus, 
seraient réguliers.
Pour prouver le corollaire 4.3.3, il nous suffit d ’u tiliser des ensembles 
de C an tor (qui sont purem ent non rectifiables) Ahlfors-réguliers (en d i
m ension 1, l ’exemple type d ’u n  te l ensem ble est le C an to r 4 coins, voir 
chap itre  1).
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La dém onstration du  fait que pour H d presque to u t x  G EPt, 
il ^
/ /3q(x, t, EPtS)2—  < 4-00 est identique à celle dans le cas régulier de 

J 0 l
(4.12). La non-régularité de E  est compensée par le choix des ÿj (voir 
lemme 4.3.7 ainsi que (4.72)) qui sont des points de E  au voisinage 
desquels la masse de E  est non négligeable (inégalités (4.64) et (4.71)).

Ce qui term ine la preuve de la proposition 4.3.5 e t donc du théorème 
4.1.1.

4.4 Preuve du théorème 4.1.2

Soit E  C IRn un  ensemble d-régulier d-rectifiable avec H d(E)  <  4-oo. 

Soit q  vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d.

Nous allons m ontrer qu’alors en H d presque tou t x  G E,  on a

f  (3q(x, i, E ):
J o

r l  „  ✓  .

T  < o c '

Remarquons que, d ’après le théorème 1.2.9, si E  est uniformément 
rectifiable, donc, en particulier, si E  est une union finie de graphes lip- 
schitziens, le théorème 4.1.2 est vérifié.
Afin d ’utiliser cette remarque, on va recouvrir E  p ar une union de 
“bons” graphes lipschitziens.

Fixons e >  0

P ro p o s it io n  4 .4 .1  Soit E  C lRn un ensemble d-régulier d-rectifiable 
avec H d(E) < 4-oo. Alors il existe

•  des d-plans (-P*)fc€lN de G (n , d)

•  deux familles de d-graphes lipschitziens [Tk A et ( r^ - J  fc€N
d+l<J<n '  ’

où pour tout k G IN, tout j  = d 4-1, — , n  
•p+f 
1

pour tout k t  JLN, tout j  =  a 4- 1, • • -, n
y =  4- A kj~ (x )  : x  G Pfcj avec A kj~  : P* — ► Pjj-est lips-

chitzienne

•  des réels strictement positifs (r*)*ejn

de sorte que pour H d presque tout x  G E , il existe fc G IN tel que
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(i) pour tout j  =  d +  l , ” *, n , i £  T kj  H Tkj  et

E n B ( x , r k) = E  n  C (x ,r k,e ,P k); (4.97)

(le cône C (x, r, e, P) est défini dans le chapitre 1);

(ii) pour tout y G E  D C (i, rk, 6, Pk), tout j  =  d +  1, • • -, n,

( ( n 4(»),A 4-if( n 4(»))))i  <  (y),

< ((n4(ÿ).At,.(n,(y))))i (4.98)

où II* est la projection orthogonale sur Pk et (u)jest la j-ième 
coordonnée de u G lRn =  Pk © Pk -

En dimension d — 1, cette construction est due à C.J. Bishop [Bl] 
(voir figure 4.1).

Figure 4.1 : Dans B {x , r fc), les points de E  appartiennent à T* H T* 
ou sont dans le cone hachuré (propriété (4.98) pour n =  2, d =  1).

P reuve de la proposition 4 .4 .1

Commençons par quelques rappels sur la Grassmanienne G(n, d).

Pour tout P  G C?(n, d), on note IIp  : lRn —► P  la projection orthog
onale sur P. On peut alors définir sur G (n , d) la distance

d is t(p ,p ')  =  | | n P - n pf ||

où || || est la norme usuelle sur l’espace des applications linéaires con
tinues.
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Muni de cette distance, G (n ,d ) est compact (voir [Ma] chapitre 3).On 
peut donc considérer une famille de d-plans de G (n ,d ) dense
dans G (n , d).

Pour tout P  G G (n , d), tout r  >  0, on note

F (r , e, P) — {x G E  : E  n  B (x, r) =  E n  C (x, r, e, F )}.

Alors d ’après le théorème 1.2.4 et le lemme 1.2.3, en H d presque tou t 
point x  G E,  il existe F  G <2(n, d), r > 0 tel que x  G F (r , e, F ).

Donc si on considère une suite de réels (rt)ieiN décroissante tendant 
vers 0, alors on a

e = (u (y nn, «, n)) ) u (4")
où H d(E0) =  0.

Pour tout k  G 1N, tout i G IN, on considère un  recouvrement 

de F(r*f, e, F*) par une famille dénombrable de boules B  où

x  G F ( r t-, e, F*).

On a  donc

F fc .e .P * )  =  U  ( F ( r , , e,P 4) n s ( x * , ^ ) )  (4.100)

=  U  /■(** , r (, i ,P 4). (4.101)
he in

Compte tenu de (4.101), (4.99) peut s’écrire

£  =  ( y  *■(*»> r», €, Pu))  U  E a (4.102)

où H d(E„) =  0.

Pour term iner la preuve de la proposition 4.4.1, il nous suffit de con
struire pour to u t k des d-graphes lipschitziens et (r* ti) d+1<i<n

qui contiennent F(xjfc,r*,e, F*) et qui vérifient (4.98).

Considérons donc F* =  F(:r*, r*, €, F*) où A; G INT.
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On note C(x,r*,e,Pife) =  C '(x ,rfc,€ ,P * ) f l  ( U  C (ÿ , r t ,£ ,P i)  et
\yeFk )

=  U  C (x ,r k,e ,P k).
xeh

Soit Ilfc la projection orthogonale sur P*.

Pour tou t u G II*(F£), pour tou t j  G {d +  1, • • -,n}, on définit 

ak,j(u ) — sup{wj- G 1R : il existe (wj, • *-, un) G
j p ^ n - d - i  t e ^  q U e  ^  Ud? ^  u ^  . . . Un ^£ jr*y

Soit A£tj(u) =  («¿, • • •, a£[¿(u), • • • ,«„) G lRw_<i pour lequel le sup 
précédent est a tte in t .
On définit de même ak - grâce à  l ’inf puis A kj .

Pour tou t j  G { ¿ + 1 , • • -, n}, A ^  - (respectivem ent Aj~j) est une ap
plication lipschitzienne de II* (F* ) C P* sur P*-, on peu t la  prolonger en 
une application lipschitzienne de P* dans P*-, soit (respectivement 
Fü,j) son graphe lipschitzien.

Il est clair qu’ alors pour tou t j  G {d  -|- 1, — , n} on a

. h  c i t j n r̂ -

•  si y  G Ffc

((II,(y), AZjty) ) ) . <  (y), < ((IU(y), Aîj(.y)))f (4.103)

où (w)j-est la j-ienje coordonnée de u G lRn =  Pk © P*"- 

Ce qui term ine la preuve de la proposition 4.4.1.

Appliquons la  proposition 4.4.1 à  l ’ensemble E.

Soit r* =  ( ( j  r t j  ) u  ( Û  r z j  | , k e  n .
\ i= d - f  1 /  \ i —d + l /

Tk est un ensemble uniformément rectifiable, donc pour H d presque 
tou t y  G Tfc, on a

f Q Pq(y,t,Tk)2Y  < 00 (4.104)

donc pour H d presque tou t x  G F (x* ,r* , e, P*)

J , i  dt
' p , (x , t ,  T k)2—  <  oo. (4.105)
o t
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Or pour H d presque tou t x  G F(xifc,r*,e,P*), d ’après (4.97) et (4.98), 
on a

jT* p , ( x , t ,E ) 2j  < c £ k p '( x , t ,  r 4)2Y  (4.106)

d ’où
ri dt

j  (3q( x , t ,E ) 2— < oo (4.107)
J 0 t

donc d ’après (4.102), pour H d presque tou t x  G E

f 1 p J x , t , E f ^ - < o o .  (4.108)
J  0 t

Ce qui finit la preuve du théorème 4.1.2.
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Chapitre 5

Décomposition de la 
couronne d’ensembles semi- 
réguliers

5.1 Introduction

Nous allons dans cette  partie établir une condition de “rectifiabilité 
uniform e” pour des ensembles que l ’on ne supposera pas régulier. 
Commençons par quelques rappels.
Soit E  C H n un  ensemble Ahlfors-régulier de dimension d.
O n a vu que E  est uniformément rectifiable si et seulement si E  est 
inclus dans une surface o;-régulière (voir fin du chapitre 1).
Nous allons donner une définition équivalente en term es d ’approximation 
p ar des graphes lipschitziens.
On suppose que E  est muni d ’une famille A de cubes dyadiques (voir 
théorème 4.2.4).
Une coronisation de E  est un trip lé  (23, A4, G) où B  et G sont des sous- 
ensembles de A , ^  est une famille de sous-ensembles S  de G te l que

(i) A =  B  U G et B  n  G =  0;

(ii) B  vérifie une condition de packing de type Carleson, c ’est à dire 
qu’il existe C  >  0 telle que pour tou t R  E A ,

£  H \ Q )  < C H \ R ); (5.1)
{QeB:QcR}

(iii) G est la  réunion disjointe des S, S  G

(iv) pour to u t 5  6 F , il existe un cube maximal Q (S)  tel que, pour 
to u t Q  G 5 , Q  C Q (S)  et si Q G A est te l q u ’il existe Q' G S
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avec
Q' C Q  C Q (S ) alors Q € S;

(v) les cubes m aximaux Q (S ), 5  €  T , vérifient une condition de 
packing de type Carleson, c’est à  dire qu’il existe C  > 0 telle que, 
pou t tou t R  G A,

£  H d(Q (S )) <  C t f d(iî); (5.2)
{Se^:Q(S)Cü}

Rem arques :

1. Les éléments S  de T  sont appelés régions de tem ps d ’arrêt.

2. La propriété (iv) est une propriété de cohérence des régions
S e  J=.

3. (i) signifie qu’il n ’y a  pas trop  de mauvais cubes, c’est à  dire des 
cubes de B. (v) signifie qu’il n ’y a  pas trop  de régions de tem ps 
d ’arrêt.

On d it que E  adm et une décom position de la couronne si pour to u t 
7/ >  0, to u t 0 >  0, on peut trouver une coronisation (23, (7, J 7) avec la 
propriété suivante : pour toute région S  de F , il existe un  d-graphe 
lipschitzien T (S )  de constante inférieure ou égale à  77 tel que, pour to u t 
x  G 2Q où Q €  «S, on a

d is t(a ;,r(5 ))  <  ÆdiamQ. (5-3)

Rem arque : C ette notion est différente (même si elle s ’en inspire) de 
celle in troduite  par Carleson pour tra ite r  le problème de la  couronne 
(voir [C], [GJ] ou la  discussion dans [Ga3] chapitre VIII).

David et Semmes ont prouvé le résu lta t suivant.

T h é o rè m e  5 .1 .1  ([D S I], [D S2]) E  est uniformément rectifiable si et 
seulement si E  admet une décomposition de la couronne.

Ainsi, si E  est uniformément rectifiable alors E x R + p eu t être divisé 
en une bonne et une mauvaise partie . Celle-ci n ’est pas trop  grande 
d ’après (5.1), e t la bonne est divisée en régions de tem ps d ’arrêt sur 
lesquelles E  est bien approximé par des graphes lipschitziens (inégalité 
(5.3)), ces régions é tan t contrôlées par (5.2).
A u vue de ces définitions, on voit que la  rectifiabilité uniforme implique 
la  rectifiabilité. En effet, d ’après (5.2), pour presque to u t x  E E ,  tous 
les cubes Q  €  G suffisamment p e tits  tels que x  G 2Q sont tous dans
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une même région S , d ’où d ’après (5.3), x £ T(S).

La décomposition de la  couronne d ’un ensemble uniformément rec
tifiable E  perm et de contrôler le comportement d ’intégrales singulières 
définies par des noyaux standards. Sur chaque région de tem ps d ’arrêt 
S, comme l’ensemble est bien approximé par un graphe lipschitzien, on 
peu t utiliser les résultats classiques sur le com portem ent d ’intégrales 
singulières définies sur des graphes lipschitziens.

Nous allons dans cette partie donner un  analogue de la décomposi
tion de la  couronne pour les ensembles non réguliers. Remarquons que 
dans ce cadre, la  condition de packing de type Carleson n ’a  plus de 
signification.
Soit E  C !Rn, d un  entier.
On supposera seulement que E  est fermé et semi régulier supérieure
m ent (s.r.s.) de dimension d, c’est à dire qu’il existe une constante 
C  > 0 telle que, pour to u t x £  E ,  tou t R  > 0,

H d( E n B ( x , R ) )  < C R d.

Nous avons besoin, avant d ’énoncer notre théorème, de quelques 
définitions.

Pour tou t x  £  3Rn, to u t t >  0, on considère, si H d(E  H B { x , t )) ^  0,

td
=  H d(E  n  B ( x , t ) Y

sinon, r(x , t ) =  0.
On peu t associer à  r une fonction maximale :

f(x , t ) =  sup r (y , s)
{(y,»)€ExIR.+:B(y,a)CB(x,t)}

S d
— sup __ ----— ---- —. (5.4)

{(ÿ,«)e£!xlR+:B(y)*)CB(a!,f)} H  (E  H  B { y , S ) )

Rem arque : E  é tan t s.r.s., pour tou t x £ E ,  tou t t > 0, r ( x , t ) >  C.

On définira de même pour tou t ensemble borné A  C lRn,

- /  >«\ (dianLB)d
r( ) = s u p - I f f d ç Ë r ^ B )

où le sup est pris sur toutes les boules B  de lRn centrées sur E  telles 
que B  n  A  ^  0 e t diam B <  diamÆ  
Pour tou t x  €  lRn, tou t t > 0, on définit,
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•  E )  =  inf sup si £  H ^  0,
p  yeEnB {x,t)  *

où l ’in f est pris sur tous les d-plans P  de lRn , 
sinon, /?oo(a;,f,l?) =  0.

O n choisit un  d-plan P(x,t) tel que Poo(x , t, E ) =  sup —■—
y€E nB (x ,i)  t

et ce plan est le d-plan approxim ant de E  dans B ( x ,t ) .

•  Ô(x,<) =  supangle(P(as,t),P(*/iir))
(*'*')

où le sup est pris sur tous les (x ',*1) G E  x  IR+ tels que
dist(x , x 1) < K t  et K ~H  < t ’ < K t , où K  est une constante
positive.

•  i, E )  =  (3oo{x, f, E )  +  0 (x , t).

Les fonctions © e t /?«> sont légèrement différentes de celles définies 
au  chapitre 3, cependant leur in terp rétation  est la  même. Ainsi, si 
Poo(x, t, E )  est p e tit, alors E  est bien approxim é dans B {x , t) par une 
droite P(x,t) (car / ^ ( x ,  t, E )  est p e tit) , e t toutes les droites “approxi
m ant bien” E  dans B (x ,t )  sont proches de P{*,t) (car ©(x, t) est p e tit) .

dt 
x ■Soit P ( E )  =  /  r  fi voix, t, E f f { x ,  t)d

JTR71 J 0 t
On a alors

T h é o rè m e  5 .1 .2  Soit E  C H n compact, s.r.s. de dimension d.
S i ¡3(E)2 <  oo, alors pour tout tj > 0, tout 6 >  0, on peut trouver une 
fam ille T  de sous-ensembles S  de E x  1R+ avec les propriétés suivantes.

•  Pour toute région S  de T , il existe un d-graphe lipschitzien F(S') 
de constante inférieure à rj telle que pour tout (x, t) G S ,

d is t(x ,T (S ))  < 8t. (5.5)

•  Pour H d presque tout x  G E , card{S  G T  : il existe t  > 0, (x, t) G 
S'} est fin i et il existe S  G T , t(x )  > 0, tels que, pour tout 
t  G]0,i(x)], ( x , î ) G S .

Rem arque : Il est clair qu’alors E  est d-rectifiable.

La preuve est similaire à  celle de D avid et Semmes dans [DSI]. 
Dans le paragraphe 5.2, on constru it les régions de tem ps d ’arrêt S  en 
les m unissant des bonnes propriétés (en particulier, E  sera bien approx
imé par des plans dans ces régions), puis, dans le paragraphe 5.3, on 
constru it le graphe lipschitzien r(S ') associé à  chaque région S .
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Dans le paragraphe 5.4, on montre que la régularité de l ’application lips- 
chitzienne A  dont le graphe est r(S') dépend de la qualité de l ’approximation 
de E  sur S  par des d-plans, donc des /j«,.
Le paragraphe 5.5 est consacré au contrôle du nombre de régions de 
temps d ’axrêt.
Enfin, la dernière partie contient la fin de la preuve du  théorème 5.1.2.

5.2 Construction des régions de temps d’arrêt

Soit A la famille usuelle des cubes dyadiques de IRn.
On note A e  =  {Q : Q G A et H á(Q C\ E) 0}.

On se donne des constantes positives 6o et 6 (6 é tan t très grande 
par rapport à  e0)- 
Pour tou t Q G A #, on définit

(3(Q) = inf sup dlf ^  (5.6)
p yzEcaQ cüamC¿

où l’inf est pris sur tous les d-plans P  de IRW.

On choisit un  d-plan Pq tel que (3(Q) =  sup et ce plan
vçEn2Q diamQ

est appelé le d-plan approximant de E  dans Q.

On considère 0 (Q ) =  sup angle(PQ, Pq>) o ù  le sup est pris sur les
Q '

Q' de A e tels que dist(a:<2, Xq>) < Kdi&mQ (avec Xq et Xq> les centres 
de Q  et Q' respectivement) et J<’_1diamQ <  diamQ' <  Ji'diamQ.
Enfin, j3(Q) =  f3(Q) + Q(Q).

Remarque : Les fonctions 0(Q) et O (Q) sont les analogues des fonc
tions t ,E )  et Q (x ,t)  définies au paragraphe précédent.

Soit k une constante positive assez grande.

On définit alors

&e — \Q  €  Aj5 : PkQ <  £o} 

M. e  — {Q G A e  ■ PkQ > £o} •

(kQ  est le cube de même centre que Q, de diam ètre fcdiamQ, à  cotés 
parallèles aux axes)
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Si Q, Q  G A^ et Q' C Q, on dit alors que Q' est un descendant de
diamQ

Q et que Q est un ancêtre de Q'. Si, de plus, diamQ =  — - — , on dit 

que Q1 est le fils de Q et Q est le père de Q .

On construit les régions de temps d ’arrêt de la manière suivante.
Soit Q° le cube le plus grand de Be -
On supposera que, si Q est un fils de Q°, E  n ’est pas inclus dans Q.

La région de temps d’arrêt S  de cube maximal Q° est formée des 
cubes Q de Be tels que

(P I) Q C Q °;

g
(P2) le père Q de Q est dans S  et vérifie angle(Pfcg, PkQ°) <

(P3) angle(P*Q,P*Qo) <  6;

(P4) tous les frères (les fils d ’un même père) de Q vérifient (P I) et 
(P3).

Considérons le plus grand cube Q1 dans B e /S  . On peut alors 
construire comme précédemment une région de temps d ’arrêt de cube 
maximal Q1.
En itérant cette construction, on obtient une famille T  de régions de 
temps d’arrêt.
Remarque : Les propriétés (P I) et (P2) donnent aux régions S  une 
propriété de cohérence semblable à (ii) de la coronisation (voir le para
graphe précédent).

Si <S G T ,  on note S  le sous-ensemble de E  x 1R+ suivant 

S  =  |( x ,  t) G E  x IR+ : il existe Q G S  tel que a; G Q et - ——  < t <  diamij

Si (x ,t) G S, alors

1. pour tout y G E  n  B (x , kt), dist(î/, P(*,kt)) <  ke^t ;

2. si (x \ t ' )  G S  avec d i s t^ x ')  <  K t  et K ~ lt < 1f <  K t  alors,

angle(P(*ifci),P(«»ljfeii)) <  e0.

On a alors Ae — Be U M-e et Se H JAe — 0-
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(P(*,kt) est le bon  p lan  approxim ant de E  dans D ( x , k t ))

P o u r to u t S  G T ,  to u t x E E ,  on définit

d(x) =  ds (x ) =  in f (d ist(x ,î/) +  t ). (5.7)

Si (x , i) G 5 , on considère Q  C -S te l que x  G Q  et  <  i  <  diam Q ,

et on pose P(x,t) =  Pq -

Soit m ( S ) l ’ensem ble des cubes m inim aux de S , c ’est à  d ire les cubes 
Q  de S  tels q u ’ aucun  des fils de Q  n ’est dans S .

P o u r to u t x  dans le cube m axim al Q ( S ) de S , si d(x)  ^  0, on note 
Q ( x ) l ’unique Q  G m ( S )  te l que x  G Q.
Soit t s ( x )  =  d iam Q (x).

O n note

B i ( s ) =  | Æ € Q(5) n jE? : angle(PjfeQ(a.), P*q0) >  1 j  ;

^ ( S )  =  { x  G Q ( S ) n E  : u n  des fils Q ' de Q (x)  e st dans Ad#}  

B s (S )  =  { x  G Q (S )  D E  : d{x) =  0} .

O n a  alors Q ( S ) n E  =  ^ ( S )  U B 2(5 ) U B 3(S ) .

D e même, on considère,

T x l =  \ s  G H d( B i ( S ) )  > | H d(E  n

T* =  |»S G J 1 : H d(B 2(S ))  >  | H d(E  D 

Fz =  ^ i U f 2).

est l ’ensem ble des régions de tem ps d ’a rrê t de 
région de type ¿, l ’ensem ble Bi{S>) est “g rand” .

5.3 Construction du graphe lipschitzien ap
proximant

Soit S  G T  une région de tem ps d ’a rrê t de cube m axim al Q°.
Soit P q u n  d -p lan  m inim isant /?*qo.

125

«(S))} ;

Q(S))} ;

ty p e  i. P o u r une

2
di an



On notera II (respectivement II-1-) la projection orthogonale sur P0 (re
spectivement Pq~).
On définit D(p) =  inf d(x).

On souhaite construire une application lipschitzienne A  : Po — * Pa
telle que les points de Q° soient “très proches” du graphe G (À) =  
{x +  A (x)  : x £ P0} de A.
Soit ko une constante positive.
Commençons par un lemme fort utile par la suite.

Lemme 5.3.1 Si x, y £ k0Q° H E  vérifient

|a: — y| >  10~zmin(d(x),d(y))

alors
in-Hx) -  nx(y)| < 2«|n(i) -  n(y)|.

Preuve du lemme 5.3.1 :
Supposons \x — y\ >  10-3d(x).
Soit C  une constante positive assez grande avec 2Ckeo <  6 .
Alors, par définition de d, il existe (z, t) G S  tel que dist(x, z) +  t <  
C\x — y\ et t  ~  \x — y |.
De plus, puisque (2, t) G 5, il existe un d-plan P(z,kt) <ïue> 
pour tou t a £ E  Ci B {z , kt), dist(a, P(z,*t)) <  keot.
Or pax choix de (z ,i) , dist(x, z) <  kt et dist(y, z) <  kt (si k est choisi 
assez grand).
D ’où,

dist(x, P(Z)fci)) +  dist(y ,P(2|*i)) <  2 ke0t (5.8)

<  2Ck£0\x — y\ (5.9)

<  8 \x — y\. (5.10)

De plus, par construction de S , angle(Po, P(z,kt)) <  à.
Donc, |n-*-(x) -  n x (2/)| <  2<5|II(x) — ü (y ) |.

Passons maintenant à la construction de A.

Définition de A  sur II(Z)
Si z £ Z ,  on définit

A (n(z)) =  ^ ( 2). (5.11)

Vérifions que A  est bien alors une application lipschitzienne sur II(Z ). 
Soient 2, z' G Z.
Pax définition d(z) =  0, on peut donc appliquer le lemme 5.3.1,

M(n(z)) -  A(n(*'))l = in-K*) -  n V )! < 2«|n(*) -  n(*')|.
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A  est donc lipschitzienne sur II(Z) de constante inférieure ou égale à 28.

Construction de A  en dehors de Ü(Z)
On peu t assimiler Po à IR/*. En particulier, on peu t munir Po d ’une 
famille de cubes dyadiques (ce sont ici de vrais cubes dyadiques).
Pour tout x G Po avec

•  D (x) >  0;

•  x  n ’est pas dans la  frontière d ’un cube dyadique;

on définit R æ le plus grand cube dyadique dans P0 contenant x  et véri
fiant

1
diami?* <  —  inf D(u).

~  20 «e*. v '
Soit Ri, i G / ,  l’ensemble de tous les cubes R x sans répétition. Alors 
les R{ sont deux à deux disjoints, recouvrent P0/TL(Z) et ont une inter
section vide avec Tl(Z).
De plus, on a

Lemm e 5.3.2 Si 10-R,* n 10Rj ^  0, alors

■p^diamRj <  diamRi <  CdiamRj.
o

En fait, pour tout y  G 10P,-,

10diamRi <  D(y) < 60diamRi. (5.12)

Preuve du lemme 5.3.2 : 
il suffit de m ontrer (5.12).
Soit y  G 10-R,-.
Puisque D  est lipschitzienne de norme 1, pour tou t u G Ri,

\D(y) -  £>(u)| <  \ y - u \

< lOdiamPi. (5.13)

D ’où, D(y) >  min£)(w) — 10diami?i.
ii£Ri

Or, par définition de Ri, minD(w) >  20diamPi, donc D (y ) >  lOdiamPi.
ueRi

De plus , le père R  de Ri n ’est pas un des R x, donc il existe z £ R  tel 
que

D (z) < 20diami? =  40diam Pt-.

D  é tan t lipschitzienne de norme 1,

D(y) -  D(z) < \y -  z\
< lOdiamP

<  20diami?f.

127



Donc,

D (y) <  D{z) +  20diami?i

<  60diam.R*. (5.14)

Ce qui termine la preuve du lemme 5.3.2.

On va alors construire A  sur Uo =  Po H -B(n(xo)> fcô o) °ù  est un 
point fixé de Q%, to =  diamQ0.
Remarque : On pourra alors étendre A  sur P0 en considérant un recou
vrem ent de type W hitney (voir théorème 4.3.6) de Po/TL(Z) (voir les 
théorèmes d ’extension dans [St] chapitre VI).

Pour cela, on considère I q l ’ensemble des i £ I  vérifiant

Remarque : Un tel (x,',i,-) existe bien. En effet, si p G Ri, il existe 
(x, t) G S  tel que

dist(p, II(x)) +  t < 2D(p) par définition de D

< 120diamPi d ’après (5.12).

Pour to u t i G /o, on définit Bi : Po —*■ Pq- la fonction affine dont le 
graphe est P(XiMi)-_
Comme (x i,ij) G S , par construction de S , angle(Po, P(xitkti)) <  8, et 
donc Bi est lipschitzienne de norme <  26.

Pour tou t i G /o, soit <f>i une fonction test C 2 tel que

• 0 < 4>i < 1;

•  <$>i =  1 sur 2jR*;

•  =  0 en dehors de 3Ri]

Ri n Uo ^ 0.

Pour tou t i € /0, on choisit (#,*, G S tel que

4-diamiîi <  U <  Cdiam.Ri: (5.15)

dist(II(xi), Rî) < C diam Pi. (5.16)

•  IV ^ I  <  C (d iam P i) 1 pour / =  1,2.
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S o i t  V =  U  2Ri.
tElo

O n  p o s e  a l o r s  p o u r  p G V, i G I 0i

M p) -  M p) |  £  hip)  |  • (5-17)

L e s  <j>i, i G  Io, f o r m e n t  u n e  p a r t i t i o n  d e  l ’ u n i t é  s u r  V .
R e m a r q u e  :  D ’ a p r è s  l e  l e m m e  ( 5 . 3 . 2 ) ,  p o u r  t o u t  i G  / o ,  p o u r  7  =  1 , 2 ,

| V V i |  <  C  ( d i a m i 2 i ) _ / .

O n  d é f i n i t  A  s u r  V  p a r

^ C p )  =  X )  <t>i{p)Bi{p). ( 5 . 1 8 )

ieio

O n  p e u t  n o t e r  q u e  V  n  TL(Z) =  0  d ’ a p r è s  ( 5 . 1 2 )  e t  q u e  Uo/TL(Z)  C  V. 
D o n c ,  ( 5 . 1 1 )  e t  ( 5 . 1 8 )  d é f i n i s s e n t  A  s u r  Uq.

V é r i f i o n s  m a i n t e n a n t  q u e  A  e s t  l i p s c h i t z i e n n e  s u r  Uq.
C o m m e n ç o n s  p a r  é t u d i e r  l a  r e s t r i c t i o n  d e  A  s u r  2 R j, j  G  / o -  

P o u r  p,q  G  2 Rj,  o n  a

|A(p)-A(î)| < | E  6G>) ~  B‘(ï)} I
*€lo

+ 1X) {Mp) -  Mo)} Bi(q)\• (5.19)
iElo

O n  a  d é j à  v u  q u e  B{ e s t  2 5 - l i p s c h i t z i e n n e ,  d ’ o ù

i £  M p ) {B iip)  ~  Bi(q)} | < 26
*€io

£  M p )
*e/o

>\ p- q\  ( 5 . 2 0 )

<  2 6 | p - g | .  ( 5 . 2 1 )

P u i s q u e  £  { & ( p )  —  M q)}  =  0 ,  o n  a

*€io

I £  {M p) -  M q) } b ì(q) I =  IX )  (& (p) -  & (? )M b <(p) -  £*•(?)} I-
ie lo  i€ /o

( 5 . 2 2 )

S i  0 * ( p )  ^ O o u  & ( < ? )  7 ^  0 ,  a l o r s  p  o u  g  e s t  d a n s  2 i ^ ,  d o n c  2 jR ,-  H  2Rj ^  0 ,  

d ’ o ù ,  d ’ a p r è s  l e  l e m m e  ( 5 . 3 . 2 ) ,  d i a m i ^  ~  d i a m i î y .

D e  p l u s ,  | V ^ i |  <  C  ( d i a m i ? , - ) - 1  p o u r  7  =  1 , 2 .

O n  e n  d é d u i t

I M p ) -  M q) I  ^  C  ( d i a m R j ) '1 \p -  q\. ( 5 . 2 3 )

P o u r  e s t i m e r  Bi(p)  —  Bi(q ) ,  o n  u t i l i s e  l e  l e m m e  s u i v a n t .
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L em m e 5 .3 .3  Si lORi n  10Rj ^  0 alors distÇx^Xj) < CdiamRj et 
pour tout q G lOOiìj,

|Bi(p) — Di(q)| <  CSdiamRj. (5.24)

Preuve du lemme 5.3.3 :

Supposons |xf — Xj | >  —tj (sinon la  première partie du lemme est 

vérifiée).

On a alors |xf — xj\ > —d(xj).

On peu t alors appliquer le lemme 5.3.1,

[ u ^ x i )  -  nJ-fo)! < \u(xì) -  n(*,)|. (5.25)

Or,

|n (* i) — n(*y)| <  d ist(n (a :i),iìi) +  sup d ist(y ,z) +  dist(i2jt II(a;<))
y€Ri,zeRj

<  Cdiam-Rj- (d’après (5.16) e t d iam /^ ~  diamRy)

D ’où |x,- — Xj\ < CdiamRj.
Donc, si K  est assez grand,

ailg^e(-f>(*».*ti)i P ( a : j )) — 0 o o k t j  i E)
< C e0 < 6. (5.26)

Soit pour tou t q G lOOi?/,

|J3i(?) -  Bi(p)\ < Côdizm Rj.  (5.27)

Remarquons que, pour-.j fixé, les i vérifiant ÎO-R, H Rj  ^  0 sont en 
nombre borné. Donc d ’après (5.21), (5.23) et (5.24),

|A(p) — A(q)| <  26\p — q\ +  C  (diamRy)- 1 1p  — g|5diamjRj*. (5.28)

Soit
| A ( p ) - A ( Ç) | < C * | p - g | .  (5.29)

Ce qui prouve que A est lipschitzienne de norme <  C6 sur 2Rj, pour 
to u t j  G io-
On a, en outre, pour tou t p0 G TL(Z), p  G

i€io

|A(p) -  A (p0)\ < C 6 \ p - p o \ .  (5.30)

Prouvons (5.30).
Soit j  G io-
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On considère alors p  G Rj,  (x j , t j ) G S  associé à  iîj .
On a

|A(p) — A(po)| <  ûi +  «2 +  Û3 +  Û4 avec

a , =  |A (p ) -B ;(p ) |,  (5.31)

“2 =  |B ,(p) -  B,-(II(*,-))| (5.32)

a , =  I B ^ n C x ^ - n ^ * , ) !  (5.33)

at  =  in^i*,-) — A(p»)|. (5.34)

Remarque : po G T1(Z), D  est 1-lipschitzienne, donc D(p) <  \p — p0\. 
Soit par définition de Rj,

dianxRj <  ~  inf D (u ) <  \p — po\.

ai <  |A(p) -  Bj{p)\

< I S )  <f>i(p)B i(p) -  b A p )I
«€/o

<  I M p ) (B i(p) -  b î (p)) I-
*€/o

Si <j>i{jp) 0, alors p  G 3Ri, donc 3R i n  ZRj ^  0.
D ’ où, d ’après (5.24), |.Bi(i>) — B j(p)| <  C^dianuRy.
Soit

ai <  CSdiamR,-
<  C 6 \p -p o \ .

De plus,

02 =  |Bi ( p ) - B J(n ( i i))l
<  26\p — n (x J-)| car Bj  est 25-lipschitzienne

<  CÆdiamR,- par définition de ( x j , tj )

<  C 6 \ p - p 0\. (5.39)
(5.40)

a3 = iB ^ n ^ ) ) - n - 1̂ ) !
<  2dist(xi ,P (a!i)fctj.))

<  2ke0tj  par définition de P(xitktj) et car (x j ^ j )  €  S
< CeodiamRj  d ’après (5.15)

<  Ce0\ p - P o l  (5.41)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

at = |nx(x,) -  A(po)| = in-'-i*,) -  nx(x)|
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où. x — (po, A(p0)) G Z.
On peut donc utiliser le lemme 5.3.1 appliqué à a; et Xj

in-1^ )  -  n - ^ - ) !  <  26 |n(x) -  n fo ) ! -  (5.42)

Donc,

a 4 <  26\ p q  — n ( x y ) |

<  26 ( \p0 -  p\ +  \p -  H.(xj)\)

< C6 (|p0 — p\ +  diam Rf)
< C8\p q — p\ (5.43)

Les 4 estim ations sur oi, az et a4 nous donnent (5.30).
Ce qui finit de m ontrer que A  est lipschitzienne de norme <  Cô.

Nous allons m aintenant évaluer d ist(x , (ü (x ), A(II(a:)))) pour 
x  G k0Q° n  E.
Remarquons que si x  G Z,  dist(x, (II(:c),.A(II(a:)))) =  0.

Essayons d ’évaluer dist(a;, (II(x), A (ü (x )))) pour x #  Z  et pour cela 
démontrons le résultat suivant

L em m e 5 .3 .4  Soient p  G B(II(a;o), 2k0to) H P0 et r > 0 tels que

D(p) < r <  k0t0.

Soit (y, t) G S  tel que

•  dist(p, n (î/)) <  Cr;

•  t;** <   ̂<  C r.

Alors II_1(B(p, r))  n  2k0Q° est contenu dans C0B ( y , t ) (où Cq dépend 
de C  et k0).
Par conséquent, pour tout z G koQ°,

i d(z) < D(IL(z)) < d(z). (5.44)
Co

Preuve du lemme 5.3.4 :

Soit q G n - \ B ( p t r )) n  2k0Q°
Si \y — q\ < t alors q G B ( y , t ), la première partie du lemme serait alors 
démontrée.
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Supposons donc que |y — q\ > t > d{y) (cax (y ,i)  G S) .
Donc, d ’après le lemme 5.3.1,

in-K») - nx(?)| < |n(ÿ) - n(«)|. (5.45)
Or, par hypothèse su r (y, i),

d is t(p ,n (î/))  <  C i, (5.46)

e t, puisque q G n _1(.B (p,r)) e t r  <  C t ,

d ist(p ,II(g )) <  Ct.  (5.47)

O n en déduit

|ü (y )  -  II(g)| <  d is t(n (y ),p ) +  d ist(p ,II(g )) <  C i, (5.48)

d ’où, avec (5.45),
\ y - q \ <  C0t. (5.49)

Ce qui dém ontre la  première p artie  du lemme.
Passons à  la  seconde partie.
Soit z G IcqQ^.

•  Si 11(2) G n(Z), alors, n -1 (n(z))nfcoQ 0 contient un  unique point. 
En effet, supposons qu’il existe z  G I I -1 (13(2)) fl koQ° avec z ^  
z. Alors, 11(2) =  11(5), et, puisque d{z) =  0, d ’après le lemme 
(5.3.1),

in-̂ z) - n̂ -(5)| < 2 8 \n (z )  -  n(5)|.
D ’où, n -L(^) =  n J-(5), soit z — z.
Donc l ’inégalité (5.44) est triviallem ent vérifiée.

•  Si Ü(j2;) £  ü ( ^ ) ,  posons p  =  II(z) et r  =  D (p ) (D (p ) >  0 car 
P *  H (Z )).
H existe alors (y, t) G S  te l que

-  dist(p, n (y ) )  <  C r;

— <  t  <  Cr.
G

Donc d is t (n (2),II(y ))  <  C r , d ’où, d ’après la  prem ière partie  du  
lemme, 2 G C 0B (y , t ) .
Or, p a r définition de

d(z) < dist(y , z) +  t

< Coi car z  G Co-B(y,i). (5.50)
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D e p lu s , t  <  C D ( p )  =  C D ( U ( z ) ) ,  d o n c  d ( z ) <  C D ( U ( z ) ) .  
L ’in ég a lité  inverse  e s t vérifiée  p a r  d é fin itio n  d e  D  e t  d.

C o n sid é ro n s  a lo rs  x  6  k 0Q °  H JE e t  x  ÇjL Z .
P o so n s p =  n(x).
D ’ap rès  le lem m e 5-3-4,

D ( p ) =  £ > (]!(* )) >  C ô 1d (x )  >  0.

D onc, il ex is te  i  G I  te l  q u e  p  G JR*.
O n  p e u t  a p p liq u e r  la  p re m iè re  p a r t ie  d u  lem m e 5.3.4 à  r  =  D (p )  
e t  ( y , t )  =  (X i.U ).
E n  effet,

d is t(p , I I  (a;*) <  Codiami?*

<  C ^ -  in f  D (u )
~  20 «€*.- v '

<  ^ d (p )> (s*51)

e t  d ’a p rè s  (5 .15 ), U ~  d ia m i^ .  D ’o ù  d ’a p rè s  le lem m e 5-3.2, e t  
p u isq u e  JD(p) diam i?*,

^ D ( P )  < U <  C D ( p ) .  (5 .52)

O n  a  a lo rs  x  €  B ( x ì ì C oU ) ì d o n c , si k  »  C o , p u isq u e  ( x ; ,^ )  €  S ,

d i s t ( x ,P (sB.,**.)) <  k e 0 ti.

D ’o ù , p u isq u e  P(Xi,ku) e s t le g ra p h e  d e  J3,-,

| n J- ( x ) - B i (n (a r))j <  2 k£ 0ti

<  C £ o D (p ) d ’ap rè s  (5 .52)

<  C e 0d (x ) .  (5 .53)

(L a  d e rn iè re  in é g a lité  d éco u le  d e  la  d é fin itio n  d e  d  e t  d e  D )

D e p lu s , si p  G i2»,

IB i(p )  -  A ( p ) | <  | £  ^ ( p ) ( B i ( p )  -  B j ( P)\. (5 .54)
ielo

Si &j(p) ^  0 alors 3JR,* n  3Rj  ^  0, donc d ’après le lem m e 5.3 .2 , 
diami?,- d iam  Rj.
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D ’où, angle(P(z ; t ), P(a.j.t )) <  £0 (à condition que K  soit assez 
grand).
On en déduit

|Bi(p) -  B j(p )| <  Ce0ti

< C£qD(p ) d ’après (5.52)

<  C£od(x). (5.55)

(La dernière inégalité découle de la définition de d et D)

Or le nombre de tels j  G Io est borné, donc

|Bi(p) -  A(p)| <  Ce0d(x). (5.56)

Donc, si a; G koQQ D E  et x £  Z , alors n (x ) G Ri pour un certain 
i et on a

dist(*,(n(*),A(n(*)))) < |nJ-(x)-Bi(n(a:))| + |Bl(n(x))-A(n(i))|
< Ce0d(x) (5.57)

5.4 Régularité du graphe lipschitzien et 
fonctions Poo

Soit S  une région de temps d ’arrêt de cube maximal Q°.
Soit A  : Po — *■ Pq~ l’application lipschitzienne construite au para
graphe 5.3 et associée à  5  (on conserve ici les notations du paragraphe 
5.3).
On va montrer dans cette partie que la qualité de l’approximation de 
l’application lipschitzienne de A  par des applications affines est liée à 
la qualité de l’approximation de E  (dans S) par des d-plans.

Pour cela, on considère, pour tout p  G Po, t  > 0,

où l’inf est pris sur toutes les fonctions affines a : P0 — ► Pq-.
On définit de même,
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où l’inf est pris sur tous les d-plans affines M  de IRn.
On a alors

7(iM) < Cy{p,t). (5.58)

On souhaite majorer / /  7 (p, tŸdp—  par une in-
Jv€B(ïl(xn}tk{ito)nPo JD[p\ t

tégrale en ßoo (ici, x 0 est un point de Q° Pi E, t0 = ^diamQ0).

fp£B(Tl(xo)tkoto)nPo JD(p)

to = 2

D’après (5.58), il suffit de majorer

f  F  7 (P, t f d p — .
JvGBOKxoï.koto) Jd (p) t

Commençons par majorer 7.
Soit p G Po, t >
Il existe alors un z G E  tel que

•  z e Q ° ;

• I p —11(2)1 <  Ct.

(on supposera dans la suite que pour un tel (p, <), z =  z(p, t) est fixé) 
On considère P(j>,kt) un d-plan minimisant fii(p, k t , E).
dJ.O!TS

( t) 1 t  AisL((u,A(u)),PirM)) d^
td JB(j>,i)nPo t

On en déduit
7 (P» i) <  a +  E  h  (5.59)

avec

a = — (  dist((tf, >l(u)), P(p,tf)) ^
JB(p,t)nn(z) t ’

pour tout î E J(p ,i) =  {î € /  : -B(p» i) H .R* 7É 0},

b. = L [  dist ((m, A(îQ), P(p,fcf)) ^
JB(j>,t)nRi t

Majoration de a

dist((M ,A (M )),P (p,fct) ) ^

'B(p,i)nn(2r) i

Soit u € -£?(p,t) H II(Z), alors x — (w, A(w)) G Z.
Donc, \x — z \>  10-3min(d(x),d(2)).
D’après le lemme 5.3.1, puisque

d ist(n (x ),n (2 )) <  dist(u,p) +  dist(p, 11(2)) < C t ,
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et x  est l’unique point dans II-1(it) fl k0Q°. 
On obtient alors

dist(x,z) <  Ci,

'(B(p,t))nkoQ °nE t
dist(x,P(?M))dx

« < h l
< 1 /  (5.60) 

td JB(p,Ct)nkoQ°nE t

D’où, si k est choisi assez grand par rapport à &o,

a < C 0 i ( z , k t ,E ) .  (5.61)

Majoration de (pour i G J(p, i))

b< = i  f —
td JB (p,i)nR i t

Pour u G B(p , i) H i?i,

dist((t/,>l(M)),P(p,fcf)) dist((M,A(u)),P(, <fM)) 
t ~  t

+ snp M s ^ 5 . 6 2 )

Or, on a

sup 4Ist( ^ f f g ;*«>)- < Cfiooiz, ht, E). (5.63)

Preuve de (5.63) :

Montrons que \z — Xi\ < Ct.
Si \z — Xi\ < d(xi) alors \z — Xf| <  i, car d(xi) <  i* <  i.
Supposons donc, |z — x*| > d(xi), alors, d’après le lemme 5.3.1,

|nJ-(2 ) -  n-^x*)! < 26|n(z) -  n(xt-)|.

De plus,

|II(z) — n(xf)| <  |II(z) — p\ +  dist(p, Ri) +  sup dist(<7 , n(xf)).
q£Ri

Or, n(z) G B(p, C i), B(p,t)  n Ri ^  0, et dist(jRj, II(xj)) <  Cti < C t , 
donc

|ii(z) -  n(x«)| < Ci,
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soit |z — Xi\ < Ct.
On en déduit, si K  est assez grand, par définition de /^»(z, fci, JE1), il 
vient

^  Poo(z,kt, E),

d’où (5.63).

Montrons maintenant

dist((it, A{u)),P{xiM)) ^  c  ^2  ‘? l i p 00(xi,k2i ti,E ).  (5.64)
1 {y.U< 2 t

âist((u,A(u)),PiXiM)) < dist(ti, ^ ( t i ) ) , ^ , ^ ) )  
t ~ t

dist(u/, P(Xi,kt))+  sup ----------- * .

Or,
dist((u, A(u)), P(8f,ttt)) ^  c ^ (lj) ku E) (5 65)

i "t 
En effet, par définition de A  et des B j ,

dist((u, A(u)),P(„ittt)) „  \Bs(u) -  Bi(u)| 
t -  Ÿ  t

où la somme est sur les indices j  tels que u 6 3jRj et ZRi D ZRj ^  0. 
Soit j  un tel indice.
Puisque 3Ri H 3Rj ^  0, on a d’après le lemme 5.3.3, dist(xi, Xj) < Ctj 
et, d’après le lemme 5.3.2, U ~  tj.
Soit, si K  est assez grand, par définition de /?«>(#*, hti, E ), il vient 

angle(P(ÎB.ijfeii), P^.,*^.)) <  ^ ( x ^ k t i ,  E).

Donc,

|Bi(u) -  Bj(u)\ < Cjj3oo(xi, kti, E). (5.66)

De plus, il y a un nombre borné de Rj tel que 3Ri H 3Rj ^  0.
On obtient donc bien (5.65).
Montrons

dist(w, P(**,fct)) ^  v 23ti ~ f j •  ̂
sup ------—— — ^  2^ — P00(xi,k23ti,E ).

(5.67)
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SUp d ist(w ,P (z.tfct)) dist(w, P{sci,2kii))
{weP(.itfcfi):|i»-*i|<C<i} t {wÇ.P(m.Miy.\w-sti\<Cti} t

dist (w,P(XiM) 
-f sup ----- -------v .

{w»€P(.i,afcii):|w-*i|<2C7ii} t
Pax un raisonnement identique à la preuve de (5.65), on a

sup d is t (^  P(^i2fcft.)) ^  ĉ-j3oo(xi, 2kti, E). (5.68)

Puis par itération, on obtient

sup dist(w,P(XiM)) ^  ^ ^  ?Jl0QôXi jc23tî E).
{weP(«i ,kt):|w -*i |<2Cii} t r

Ce qui prouve (5.67).
(5.65) et (5.67) nous donnent (5.64).
(5.62), (5.63) et (5.64) nous donnent l’inégalité suivante, pour tout 
u € B(p, t) n Ri,

distj

+  C

On en déduit

hi

2 j + . _
+  E  -p /îo o O c* ,* * * ,^ )} . (5.70)

On a donc

7 (p ,i) <  C fi i ( z ,k t ,E )  + C  E  fd ia m P i\ p ^ z kt E }
fe/(Pl<) V r /

*€/(?,<) l  '  '  J

Or [J  jRi C B(p, Ci) et les (ili)i6j(p,t) sont disjoints. Donc

E  (diam Pi)d <  Ci*.
»€/(?,<)
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On en déduit 

7 (p,t) < CPi{z, kt, E)  + ^ 00(2, k t ,E )

+  C e
Vdia^y E iii-PUxuk2ituE)\
A  ' {ru<vu<t} Z )

D ’où,

7 (p ,i)2 <  C p l ( z , k t ,E ) 2 + C p oo( z , k t , E ) :

+ C \ Y ,
.*ei(p,t)

Vdia^y E ^ {XiJ:2̂ E)

Or, d ’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que

E l  àiatn.Ri\d
I ---- -----  < C ,  on a

*e/(p,i) \  r /

[ E  { ( ^ 7^)* e
L<€/{p,<) IV  r /  1 J

< C E (^ i^ V Î  E  ?-±0~(xukVU,E)

< c E  E  2- £ u * M E ) \

C ette dernière inégalité découle de la  précédente par l’utilisation de
2J fi

l ’inégalité de Cauchy-Schwartz et de £  — -- <  C.

On obtient donc

7 (p,t)2 < CPi(z, kt, E ) 2 H- Cpoo{zy ht, E ) 2

+ c e  E  2jr~P-{**&u,Ef.
KUrA \  > 1

C ette dernière inégalité reste vraie si on remplace z par tou t w £ 
B ( z , t )  H E.
On obtient alors

7 (p,t)2 < C \E  n B (z , t ) \  1 [  ¡3 i(w ,kt ,E )2dw
J ,wÇ.Er\B{z%t)

+  C \ E n B ( z , t ) \ ~ l [  (3x( w ,k t ,E ) 2dw
Jw€EC\B(z,t)
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+ c  E  E  &»(*<,kvt„E)%b.n)

(5.72) reste vraie si on remplace, pour tout j , Xf par 
îü 6 B(x{, 2J<t) H jE.
D’où,

7 (p,i)2 < C l ^ n B ^ i ) ! " 1 f  (5x(w M ,E )2dw
JweEr\B(z,t)

+  C|.E H B(z,t)\~1 f  j3oo(w,kt,E)2dw
Jw€EnB(z,i)

+  c  E f  p ^ (w ,k v u ,E fd w .
K1M  V  1  /  i  *  ■ ' *

(où la dernière intégration en w se fait sur E  n  2?(xt-, 2Jit) et la somme 
en j  se fait sur {j : f» < 2*^ < i})
Soit, en intégrant,

[  f  < C {Ji +  J2 4- J3} , (5.72)
•/p€£(n(zo)|fco<o) Jt=D(j>) t

OÙ
dt

Pi(w, ht, E )2dwdj.
lweEnB(z,t)

dt

Jx =  f  [ \ E n  B(z,t)\ 1 f  (3i(w,kt,E)2dwdp—;
./p A y«;6i;nB(zti) t

J2 =  f  f  \E n B (z , t ) \~ l f  ^(w ^k t^E ^dw dp^- ;
Jp J t Jw eEnB(zti) t

et
à

J  ,  /  £  / d i a m B A  £  ? ^ i | £ n B (x i i 2 >t( ) | - i  f  j}a>(w ,k2i ti ,E ) i d w d p ^ .

(l’intégration en p se fait sur J5(n(x0), k0tQ)nP0, celle en t sur [D(p), i0] 
et celle en w sur E  n  B(x{, 2Hi) )
On laisse de côté J\ car il est majoré par J2 (E  étant s.r.s., Pi est dom
iné par Poo).

J:

On a
td , . dt

2
t  ^ 0  t ~ t

< I I PooiWiktiE)  7 = - - - - - - - - - - - - - r-rdîüdp
JpeB(n(xo),koto)nPo Jt=D(p) JwtEr\B(z,t) \E n  B(z, t) \

< C f  f , , ,, PQo(w,kt,E)2T(w,kt) ( f  dp ) dw .
JwekoQ°nE y°°K ’ ’ ) v ’ ' \JPeB(Ti(w),ct)nPo J t^ 1

dt
-  c J ^ ™ l ^ è ~ {w' kt' E )*f{w' kt)dwi  ( 5 -73)

car Po est d-régulier.

141

I diam.Ri'
. d

€/(*«) t {j-u 'ii<t}<2J

, 2j ti
■\E 2; r><1 Bi

di 
)—dp1(P,l

Jp. ¡6/(í
*

0':í¿í <*} í

R i\(  diam



J, < f  /*• £
JpeB(ïl(z0),koio)r\Po JDb) i€^ t) \  t J 

T .  f  Podw, k2*ti, E )2r(w , k2*ti)dwdp—

< c Y . r i ^ ^ x  ( ( ^
i ç j0 ■'*» \  ^ /  \/p€B(n(*i),Cot)n.Po /

E  T ----  f j3co(w ,k2H i,E )2r(w ,k2 i ti)dw—
{y.u<£u<t} t  JveBimtjfuynB* V '  V * '  *

où 70 =  {« e  7; B (n (x 0, &o*o)) n iîf ^  0}.

Donc, puisque P0 est d-régulier,

¿><cE r  Ci)4T,(2it‘Y~d f , . > 0co(v>,ia*t,,E)*f(w ,k2 tt t)dw'
îçj0 "t— \ t s j ti)r\E

(La somme en j  se fait sur { j  : U < 2Hi < i})
Discrétisons U =  2**', t0 = 2K,2 V = 2>+ki =  2Hi.
On obtient alors

__ K  -2*+l ok%d ÇjJ- f

}% < C J 2 Y ,  L —  E  2”<-J+1> /  Poo(wy k2v, E )2r(w, k2v)(
i £ l . , = h J V  2 4*  J«,ïB(*;,2-)nE

K  p+1 okid ,

< C E E E t ^ ’ L  J ^ , k 2 ' , E f f ( w , k 2 ' ) d w .  (
*€lo P=ki v=ki ^  Jw€B(xi,2*)nE

Or,

K  9+1  1 t  

£ . £ .  2?2 +l)

.  f  {2.(-,+1, *.(„, *).,(„, {j* 1}

^  k 2 \ E f f ( w , k r ) d w .  (5.75)
v=fcf. * t̂i>€B(asi,2')nB

Donc,

K r
J3 <  C E E 2M2 - "  ¡3oe>(w ,k2v,E ) 2r(w ,k2v)dw

t€/ot>=fei ^ € B ( * it2')n£!

<  <? f  E  Z )  2kidpoo(w ,k2v, E ) 2r(w
W n * {Ka^ r f t } (

De même,
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Or, £  2m  <  C2vd.
{*:|to-*,|<C2»}

Donc,

Jz < C  f  y ;  ¡300(w ,k2v, E ) 2r(w ,k2 v)dw
J^koQ O nE  {v £i^ û ï^ v^ to}

-  C  L^nE PUW'H’Erf(W' kt)dWT  ( 5 ' 7 6 )

(5.73) et (5.76) donnent donc 

f  f  7 ( P i < C  f  f  0 oo( x , k t ,E ) 2r (x ,k t)d x ^ - .
JpeB(U(xo),koio) Jd (j>) t  Jx€koQ°nE J VU&ïH t

(5.77)

5.5 Contrôle des régions de type 1

Nous allons dans cette partie m ontrer que pour une région de tem ps 
d ’arrêt S  pour laquelle la p lupart des cubes m inim aux Q  ont un plan 
approxim ant P q  tel que l’angle entre P q  et le plan approxim ant P0 du 
cube maximal Q (S ) est grand (S  est une région de type 1), l ’application 
lipschitzienne A  (construite au paragraphe 5.3) est m al approximée par 
des applications affines, ce qui se tradu it par le fait que les fonctions 
7 (p, t), définies au paragraphe 5.4, sont souvent “grandes” .
L’ingrédient principal est la théorie de Littlewood-Paley.
Commençons par quelques rappels.
Soit V' une fonction à valeurs réelles, C°° à  support com pact, radiale, 

non identiquem ent nulle et satisfaisant / v  =  o.
X

Posons /tpt(x) = t~nip(—).
I

Alors tou te fonction f  peut s’écrire

foo
f  = C  f  f —  (5.78)

J  0 î

où C  est une constante positive.

Une telle formule est appelée une formule de reproduction de Calderôn 
(voir [Se]). Elle perm et d ’avoir des renseignements sur la régularité de 
la  fonction / .
Démontrons une formule classique.

f  \ f \2 = C [  f  l ^ i * / ( î ) |2“T^7- (5-79)
JjELn J  lRn J  0 t
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Pour cela, on utilise un argument de dualité.

/ K- l/|2  =  ° L Î{P) ( / 0“ v W , * / ( p ) y ) r f p

= IP lo ^p̂ ( /  ̂ p ~ q̂ * * f(q̂dq) Tdp
=  c  f q f 0 ( J $ t ( p - q ) f ( p ) d p ) i f > t * f ( p ) Y dQ

=  c i  f  \1>t * f (q ) \2dq^-.
JjRn J 0 t

(5.80)

Soit S  une région d ’arrêt de cube maximal Q° vérifiant

f  [** p ^ i x ,  k t , E f r ( x , k t ) f (E )d x —  < e2r(Q °)H d(E n Q °),
JxekoQ°r\E J c - l D{n{x)) t

(5.81)
soit

f  r  Poo(x, k t , E f f i x , fci)<te— <  e2H d(E  n  Q°).
JztkoQOnE Jc-'D(n(x)) v '  v '  t  -  v ^  y

(5.82)
D ’après (5.77), on a

/  ^  , C  > ^  t f dP y  < Ce2H d(E  n Q " ) .  (5.83)
«/pEB(II(2o)î ô o) t

On va commencer par donner une formule de reproduction de Calderon, 
puis l ’appliquer à  A. Pour cela, on définit la  fonction v  de la manière 
suivante :
Soit Pq et Pq- les translatés de P0 e t Pq- passant par l ’origine.
On considère alors v  G C%°(Po) radiale, non identiquement nulle, sup

portée dans J5(0, —— ), nulle au voisinage de l’origine et satisfaisant pour 
toute fonction /  polynomiale de dégré <  2,

[. v(p)f(p)dp  = 0 (5.84)
JPo

On définit de plus pour tou t j  =  1, • • -, m 0 — 1,

<jp{x) =  s*d(f>(s*x) (5.85)

1
où s =  2mo .
ra0 est une constante positive entière très grande .
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Notation: <j>* A = I <j>(p — q)A(g)dq pour p G Po-
J Po

On a alors, si 2i_1 <t<  2*, pour tout j  — 0, • • -, m 0 — 1,

2_i|i4  * A(p)\ < Cj(p,t).

Donc d ’aprés (5 .8 3 ),

f  53 2~2l\ * A(p)?dP < Ce2Hd(E n Q°)
V  2»<to

où V =  {x G Po • d ist(x ,x0) <  lOOio}*
On a, pour toute fonction /  G L2(Po),

m o  — 1 -4-oo

/  =  Zogs 53  E  ^  W * f  au sens des distributions.
i=0 /=— oo

On peut appliquer cette formule à A.

m p - 1 -foo

A = îogs 5 3  E  ^  ^  * A
j= 0 /=— oo 

m o  —1

=  /o^s 53 53  * a
j= 0 2 '> io  

m °  —1

-I- logs 53 53 ^  A
3=0 2l<i0 

m o  —1

=  logs 5 3  5 3  1 * A
3=0 2'><o 

»"0—1 .

+  logs 53  5 3  L  v f ( p -  * A(g)dg.
i = 0  2*<io

Donc A =  Ai +  Ai où
m o  —1

Ai(p) = logs 5 3  2 3  *'? **'/ *A (p) 
i = 0  2 '> i 0 

m 0 —1 .

+  /o^s 5 ]  E  /  , "Î(p-v)”! * A(q)dq
3 = 0  2'<toJPo/V

m o —1 __  y»

A2(î>) =  Zoys E  E  /  i4 (p -  q)vi * A(q)dq. 
3=0 2, <<0

Alors, on a

|V A i| <  C6 

|V 2AX| <  CW ‘ V

(5 .8 6 )

(5 .8 7 )

(5 .8 8 )

(5 .8 9 )

(5 .9 0 )

(5 .9 1 )
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sur Vi =  {x  G Po : dist(a?,a:o) <  50io}>
De même, d ’après (5.87), et (5.79), on a

f  I VA2|2 < Ce2Hd(E n Q°). (5.92)
JPo

Considérons la fonction maximale suivante

n (a *)(p) = sÿ> | (l^r1 1̂2 -  ™ba2|) |

où le sup est pris sur toutes les boules B  C Po contenant p  et de rayon 

inférieur ou égale à  to et m s A 2 =  J^ A 2.

Remarque : Pour tout A C Po» on notera JA| la  d-mesure de Hausdorif 
de A. On rappelle que tou t d-plan est d-régulier.

Or, d ’après l’inégalité de Poincarré suivante,

Jb \A2 -  m BA 21 <  c i  Jb  |V * | ,

on a

N ( A 2) ( p )  <  C su p  i iy  [  |V A 2|. (5.93)
BBp \ B \  J B

On reconnaît dans le membre de gauche une fonction maximale de 
Hardy-Littlewood .
D ’où, puisque l’opérateur /  — * M f  (où M f  est la fonction maximale 
de Hardy-Littlewood associée à  / )  est borné de L 2 dans L2, on a

L f e  m L 'v ^ i ) 2 |VA2'2- ( 5 -9 4 )

Donc, d ’après (5.93),

f  N(A*)(p)* < C i  |V .42|2
JPo JPo

< C e2H d(E  fi Q°) d ’après (5.92) (5.95)

L em m e 5 .5 .1  Pour toute boule B  de lRn, on pose 
oscbA 2 =  sup |A 2(p) — m s A 2\ et soit R  le rayon de B .

Alors si B  G Vif

o s c b A 2 < C R ^ R  l7njj ( |A 2 — ^iBA2|) J <i+l 6d+l . (5.96)
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Preuve du lemme 5.5.1

Soit q G D tel que \A2{q) — m BA 2\ — oseb A 2 =  À.

Puisque ||V A 2 ||.l~ < C6, on a si p G B  avec \p — q\ < —̂ - ,
2Co

A =  \A2{q) — m BA 2\ < \A2(p) -  A 2{q)\+ \A 2{p) -  m BA 2\

< C6\p - q \  + |A2(p) -  m BA 2\

< ^  +  \M(p) ~  m BA 2\. (5.97)

D’où,

|A 2(p) -  m BA 21 > (5.98)

Si 7 7 7 7  < -R, on obtient 
4C7ô

j B \A2 -  m BA 2l > C ' 1̂  ( jg T j)  • (5.99)

Soit A* + 1  <  C6d J |A 2 -  m BA 21.
D’où l’inégalité souhaitée.

Si A > E, al°rsB c B ( !, ± ) .
D’où, m B(\A2 — m BA 21) >

Or HVA2 IU«» ^  donc m B ( |A 2 — m BA 21) <  C8R.
Donc

C - 1  A < mj9 (|A2 — m BA 2\)

— R i R  xmn(\Ai  — i+l d+l
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I a+ i 53+ï (5.100

Ce qui termine la preuve du lemme 5.5.1.

Soit B  =  B(po,R) contenue dans V\.
Supposons R  < rQto (r0 un petit nombre à choisir plus tard).

Lem m e 5.5.2 Soit F  =  \p  G V2 : N (A 2)(p)
Si B  intersecte F  alors

sup |A(p) -  A(p0) -  VAj(p -  j>o)| <  C  { +  n e - 1  ̂R6. (5.101)
peB l J
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Preuve du lemme 5.5.2 :
Sip  e  B,

|A(p) -  A(p0) -  V A i(p0)(p -  Po)| <  \A2(p) -  A 2(po)\

+  l ^ i (p ) ~  A i(Po) ~  V A i ( p 0) ( p  -  P o) |-

Or,

|A2(p) -  A2(po)\ <  IA2(p) -  m B\ + ImB +  A2{pQ)\
< 20SCB.4.2

< C R { R - xm B{\A2 - m BA 2\)} '^ ï

< C R { N ( A 2)(u) } 2+ï  63+ï pour u G B.

De plus,

l ^ i (p) — ^i(Po) — VAi(p0)(i> — Po)| <  C89~Hq l JR2 d ’après (5.91)
<  C 6 e-xr0R 2.

Si u G B  H F,  on a  alors

s u p \A(p) — A(p0) — V A i(p 0)(p — p0)| <  +  r o0-1 }.R6
PeB 1 J

148

< rjRÔ pour un bon choix de 6, ro

(où rj est une constante positive que l’on va choisir plus tard) 

Soit H b le d-plan qui est le graphe de la fonction affine

<*b (p ) =  A (p 0) +  -  P o ) .

Si B  est une boule vérifiant les hypothèse du lemme 5.5.2, alors d ’après 
(5.102),

sup R  1dist(a;, HB) <  rj6. (5.102)
sernn-^B)

On a de plus

L em m e 5 .5 .3  Soit ro >  0 et une constante positive M  > 0, il existe 

un e > 0 tel que si £0 < s, alors angle(P, P(Xtkt)) <  jqq> pour tout

(x , t )  € S , t >

Preuve du lemme (5.5.3) :

6*+*

(¿Vi)

i)(pPo’A x

M
r-0í<



Soit (x,<) G S, t >  —77“.
M

On considère une suite (ij) de réels avec

t < U < ti+i < to

et ti >  2fi+1.
Alors

angl e(P(xM.),P(attkt.+l)) <  <?/?«> (*, fcif+x, £ )  (5.103)
< Ce0. (5.104)

Donc,

angle(P0? P»,kt) < Ce0 log(^j)
£

< Yqq s* £ est assez petit. (5.105)

Lemme 5.5.4  Soit x G B\(S) alors dist(IL(x),F) >  ts(x).

Preuve du lemme 5.5.4 :
Soit x G Bi(S)  tel que dist(ü(x), F) <  ts(x).

On considère B  =  J5(n(x), 10ts(x)). On a alors B  n F  ^  0.

De plus, puisque x G B i(S ), angle(P0, P(*,kts(*))) >  donc d’après lez
lemme précédent, t s (x ) < r0t0 (ce qui entraine B  C Vi).
Pour tout y G B (x , fcis(x)), on a par construction de A  et par définition 
de d,

dist(y, (II(î/), A(n(y)))) <  Ce0d(x)
< Ceois(^). (5.106)

(n (2/),A (n(x))) G n -^ P )  n r ,  donc, d’après 5.102,

dist(n(x), Hb ) <  r)6ts{x). (5.107)

D’où, dist(î/, Hb ), <  Crj6ts(x).
On en déduit, si ij est assez petit,

angle(£rB,P(«tfcf5(.))) < C p ^ x ,  kts (x), E)

< CBq
£

< —  si So est assez petit (5.108) 

Considérons t le plus grand réel vérifiant
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Soit B* = B(po,t).
Par le même raisonnement que précédemment,

g
Bngle(P{xMhH B*) <  — .

Or H b =  H b* (car ces plans ne dépendent que de po =  II(rc)).

Donc angle(P{Xtkt)iHB) <

D ’où d ’après (5.108),

6
angle(.P(s,fc{), i^æ.fctsi*))) — ê-q’

De plus, d ’après le lemme 5.5.3, si £o est assez pe tit,

S
aagle(P0, -?(.,«)) < — .

On déduit des deux inégalités précédentes que

6
angle(P0,P(*,ws(*))) <

Ce qui est impossible puisque x  G B \(S ) .

On va m aintenant m ontrer que pour une région de type 1 les esti
m ations précédentes sur l’application lipschitzienne sont impossibles.

On considère un recouvrement de B i ( S ) par des boules B (x , ts (x )) ,  
x  G B î (S).
On peu t en extraire un recouvrement par des boules B (x ,  5 is(x)), x  G 
r(S '), avec si x, x 1 G t(*S')? x ^  x \  B ( x , t s ( x )) n  B (x ' , ts (x '))  =  0 (voir 
[Ma] théorème 2.1 ou [St] page 13).
Donc,

< Y ,  Hd{E n B{x,5ts (x))
*Gr(5)

< C  E  ts(%)d car E  est s.r.s.
æGr(S)

De plus, d ’après le lemme 5.3.1, les B (x)  = P0 C\ B (T I(x ) ,ts (x )) i x  G 
r(5 '), sont aussi disjoints et sont dans V2/ F  d ’après le lemme 5.5.4 .

€  S(x. i

t < i l
to
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On en déduit

H\v2/F)> I U 2?(x)| > Y IBMI
eEr(S) x£t(x)

> C ~ l £  ts (x )d car P0 est d-régulier
*6 r(S) 

*-H> (5.109)

Or, par définition de F ,

>  082H d(V2/F ) ,

d ’où, d ’après (5.95),

H d(V2/ F ) < O-'Ô-2 J N ( A 2)2

< C e29~16~2H d(E  n  Q°).

Donc, d ’après (5.109),

Hd(Bi(S)) < C \  U  B(z)|
*Gr(5)

<  Ce2e - x6~2H d(V2/F )

< ^ H d( E n Q ° )  (5.110)

si 0 et e sont assez petits (ici, la constante C  ne dépend pas de 6, £o,
*)•
Ceci contredit le fait que S  G 

donc, si S  G T \,

[  /"” 0 ^ x , C „ t , E ) 2f ( x , t ) f ( E ) d x ^ -  > ¿‘f(Q r‘)H i (E  n  Q°)
JxeEnkoQ0 Jc~ l D(Tl(z)) / v / v / i

>  e2(diamQ°)d(5.111)

5.6 Fin de la preuve du théorème 5.1.2

A tou t 5  G on a associé un graphe lipschitzien T(5') tel que la pre
mière partie du théorème 5.1.2 soit vérifiée (voir le paragraphe 5.3).
Il nous reste à vérifier la deuxième partie de ce théorème.
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Puisque (3{E)2 <  oo, on a

t J * 0 0  ^

f  I P00( x , t , E ) zr ( x , t ) d x - — < oo. (5.112)
J iRn J o t

O n en déduit que pour tou t e > 0,

T .  (diam Q )4 <  C(è) (5.113)
Q£M.e

où C (e ) dépend de £ e t A 4e  =  {Q  G : ¡3q > e}.
Donc, H d presque to u t x  de E  ne p eu t apparten ir qu’à  un nombre fini 
de régions de type 2, et puisque, si S  G on a l ’inégalité (5.111), H d 
presque to u t x  ne peu t apparten ir q u ’à  un  nombre fini de régions de 
type 1.
De plus, les B z(S ) ,  S  G T ,  é tan t deux à deux disjoints, H d presque 
to u t x  de E  appartien t à  un  nom bre fini de régions de type 3.

Enfin, par construction, e t puisque H d presque to u t x de E  ap 
partien t à  un  nom bre fini de régions S  de T , il est clair que pou t H A 
presque to u t x  G E ,  il existe S  G T ,  tx > 0 tels que, pour to u t t  G]0, t*], 
(x , t )  G S.

Ce qui term ine la  preuve du  théorèm e 5.1.2.
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Chapitre 6 

Appendice : rectifiabilité et 
opérateur de Cauchy

6 . 1  Introduction

Considérons le problème (P) suivant :
C aractériser géométriquement les ensembles E  C C Ahlfors-réguliers 
de dimension 1 tels que l’opérateur de Cauchy C e  définit un opérateur 
continu L 2, id est il existe K  > 0 te l que pou t to u t g €  L 2(E),  tou t 
£ >  0,

L WdH'- ^
O n dira qu’un  tel ensemble E  vérifie la propriété (C).

En 1981, R. Coifman, A. Me Intosh et Y. M eyer (voir [CMM]), 
faisant suite à  des travaux, entre autres, de Calderôn, dém ontraient 
que les graphes lipschitziens vérifiaient la  propriété (C), puis G. David 
[Dal] prouvait que les seules courbes rectifiables vérifiant la propriété 
(C) sont les courbes Ahlfors-régulières.

Rem arque : Pour en savoir plus sur les opérateurs d ’intégrales sin
gulières, voir [Chl], [M] ou [St].

En outre, le C antor 4-coins de G arnett (voir chapitre 1) qui est 
purem ent non 1-rectifiable ne vérifie pas (C).

Il appara it donc que les propriétés de rectifiabilité des sous-ensembles 
de C doivent jouer un rôle im portan t dans le problèm e (P).
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En 1987, P. W . Jones [J1] donnait une nouvelle preuve de la con
tinuité L2 de l’opérateur de Cauchy su r les graphes lipschitziens en 
in troduisant les fonctions /?«> (voir chapitre  1). Son idée est simple :
Si le graphe T est une droite, alors C t est l ’opérateur de H ilbert, et sa 
continuité L 2 est facile à  prouver (voir [Chl], chapitre 1).
O r, un graphe lipschitzien T du  plan complexe est en presque tou t point 
e t à  presque toutes les échelles bien approxim é p ar des droites, comme 
le prouve l’estim ation suivante due à  Jones [Jl] :

f  /‘diam r A±
f  f  Poo(x->t,E)2d x—  <  +oo. (6.2)

Jse£T J 0 t*

Jones coupe alors l’intégrale dans 6.1 en un  m orceau qui se tra ite  grosso 
modo comme l’opérateur de H ilbert e t un  reste qu ’il peu t estim er en 
utilisant 6.2.

En 1990, G David et S. Semmes résolvent en partie  le problème (P).
Ils considèrent une classe plus vaste d ’opérateurs intégraux singuliers : 
Une fonction régulière K  sur IR4/ {0} à  valeurs réelles est un d-noyau 
standard  si

•  K  est im pair ;

•  pour to u t j  =  1, 2, — , |x |d+, |V Jiir(a;)| G IS^ÇïR.41/{($}).

Soient K  tin d-noyau standard  et E  C IR” un  ensemble Ahlfors-régulier 
de dimension d.
O n d ira  que E  est bon pour le d-noyau K  s’il existe C  > 0 tel que pour 
to u t g G L 2(E ), to u t e > 0,

Je dHd*=L\L/bm k(x - y ^ dHdy\iHd* ï°JE W 2-

T h é o rè m e  6 .1 .1  ([D S I]) Soit E  C IRn un ensemble Ahlfors-régulier 
de dimension d.
H y a équivalence des propositions suivantes.

(i) E  est uniform ém ent rectifiable (voir fin  du chapitre 1).

(ii) E  est bon pour tous les d-noyaux standards.

Ce théorème ne résoud pas com plètem ent le problèm e (P). Cepen
dan t, La condition (ii) englobe pour n  =  2 et d =  1 la  continuité 
de l’opérateur de Cauchy. De plus, ce théorèm e reste vrai en dimension 
d > 2.
Dans [DSI] et [DS2], David et Semmes donnent d ’autres conditions 
équivalentes (géométriques et analytiques) à  (i) e t (ii).
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6 . 2  Le théorème de Mattila, Melnikov et 
Verdera

Le problème (P) a  été résolu en 1995 par M attila, Melnikov et Verdera.

T h é o rè m e  6 .2 .1  ([M M V ]) Soit E  C C un ensemble Ahlfors-régulier 
de dimension 1.
Il y a équivalence des propositions suivantes :

(i) L ’opérateur de Cauchy Ce  est bornée sur L 2(E ).

(ii) E  est uniformément rectifiable.

Le sens (i) —► (ii) é ta it déjà connu (voir [Dal]).
Nous allons donner une idée de la preuve de (i) =>■ (ii). L ’ingrédient 
principal est l ’in troduction d ’une “courbure discrète” .

Soient zi, z2, z3 trois points du  plan.

O n définit C (z i, z2, z 3) =  — ----------- - où R (z u z2, z 3) est le rayon du
^ 2 ? Z3)

cercle circonscrit aux trois points. C  est appelée la courbure de Menger, 
elle vérifie la propriété fondam entale suivante.

C (* „  =  ( | Zl _  _  Zl| )  (6-3)
l

( z <r(l) z < r ( 2 ) ) ( z tr(2) z <r(Z))

où 5(21, z2, z3) est l’aire du triangle z \z2z3 et la  somme se fait sur les 
perm utations a  sur {1,2,3}.

Remarquons que si z1? z2 e t z3 sont alignés, i?(zi, z2, z3) =  00 et 
donc C {z \ , z2, z 3) =  0.
On peu t donc espérer donner des conditions de rectifiabilité en termes 
de courbure de Menger, ce qui se fait grâce à

L em m e 6 .2 .2  Soient Z \ ,  z2, z3 des points distincts de B ( z ,r )  où z £  C 
et r > 0.
Alors, si L  est la droite Z i  z2,

dist(zu L) < 2r2C (zu z2, z 3).

Ce lemme découle de l’inégalité (6.3).
On peu t alors en déduire une relation entre la courbure C  et la fonction 
/?2-
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L em m e 6 .2 .3  Soit E  un ensemble Ahlfors-régulier.
Alors pour tout z G E , tout r €]0, diamE\,

[  0 2(w ,r ,E )2dH l (w )< 4 : \2 [  f  f  C 2(z1, z 2, z z)dH 1(zl )dH l (z2)d H 1(
J E n B (z ,r )  J J JA(z ,r )

OÙ

A (z, r) =  ( E n  B ( z , \ r ) /B ( z ,2 r )  x (E  n  B (z ,2 r ) )  x  ( E n  B (z ,r ) ) .

La relation entre la  courbure de Menger et l ’opérateur de Cauchy 
est donnée par

L em m e 6 .2 .4  Soit E  C IEt2 un ensemble Ahlfors-régulier de dimen
sion  1.
Si C e  est borné sur L 2(E), alors il existe C  > 0 tel que pour toute boule
B ,

f  f  f  C 2(zu z2, z 3)dH l (zl )dH 1(z2)dH 1(z3) < C d ia m B .  (6.5)
J J (̂JSnB)8

La preuve utilise l ’inégalité (6.4) et le théorème de Fubini.

O n peu t alors finir la preuve du théorème.
Soit JE? G C un ensemble Ahlfors-régulier pour lequel l ’opérateur de 
Cauchy C e  est bornée sur L2(E).
D ’après le lemme 6.2.4, on a pour toute boule B  l ’inégalité (6.5).
Le lemme 6.2.3 et des calculs élémentaires donnent alors le résu lta t 
suivant : pour tou t z Ç. E ,  tou t R  > 0,

1 f  j32( z , t ,E ) 2dw—  < C R .
ti>eEnB(z,R) Jo t

D ’où d ’après le théorème 2.1.1, E  est uniform ém ent rectifiable, c’est à  
dire qu’il existe une courbe Ahlfors-régulière contenant E .

M attila, Melnikov et Verdera déduisent du théorème 6.2.1 une car
actérisation géométrique des ensembles 1-réguliers effaçables pour les 
fonctions analytiques bornées en termes de capacité analytique.
Soit E  C C u n  ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1.
O n définit la capacité analytique 7 (E)  de E  par

7 (E) = sup Hm \ z ( f ( z )  -  f  (00) ) |

où le sup est pris sur toutes les fonctions analytiques /  de C /E  dans C 
avec 11/11 00 ^  !•
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C ette  no tion  a été in trodu ite  par Ahlfors [A] qui a  dém ontré la  pro
prié té  fondam entale suivante : j ( E )  =  0 si e t seulem ent si pour to u t 
ouvert U de C, tou te  fonction /  : U /E  —*■ C analy tique bornée se pro
longe en une fonction analytique sur U. Un tel E  ensemble est d it 
effaçable p o u r les fonctions analytiques bornées.

T h é o rè m e  6 .2 .5  ([M M V ]) Soit E  C C un ensemble Ahlfors-régulier 
de dim ension 1.
Il y a équivalence des propositions suivantes :

(i) 7 (E )  =  0;

(ii) E  est purem ent non 1-rectifiable.

O n rappelle  que (ii) signifie que H 1 (E  f lT )  = 0  pour to u te  courbe 
rectifiable T.

Le sens (¿) => (ü )  est déjà  connu (solution de la  conjecture de 
Denjoy, voir [Chl] ou [Ma]) :

T h é o rè m e  6 .2 .6  Soit T C C une courbe rectifiable. Alors 7 (E )  >  0 
pour tout sous-ensemble E  de T  avec H X(E )  >  0.

R em arque : Pour to u t com pact E  C C, H X(E ) — 0 =$■ 7 {E ). Pour 
en savoir p lus su r la  capacité analytique, voir [C hl], [Ga2] ou [Ma].

Ce théorèm e est une conséquence de la  continu ité  L 2 de l ’opérateur 
de Cauchy su r les courbes rectifiables.
A insi, les notions de capacité analytique e t d ’o p éra teu r de Cauchy sont 
très liées, comme le prouvent les résu lta ts suivants :

T h é o rè m e  6 .2 .7  Soit E  C C un ensemble Ahlfors-régulier de dim en
sion 1.
S i C e  est borné sur L 2(E ), alors 'y(E) >  0 et il existe une constante 
77 >  0 telle que pour tout compact F  C. E ,  7 (F )  >

T h é o rè m e  6 .2 .8  ([C li2 ]) Soit E  C C un ensemble Ahlfors régulier 
de dim ension 1.
S i 7 (E ) > 0, il existe un ensemble F  Ahlfors-régulier de dim ension 1 
avec C f  est borné sur L 2(F ) et H X( E  fl F )  >  0.

Le sens (ii)  => (i) du  théorèm e 6.2.5 est une conséquence évidente 
des théorèm es 6.2.1, 6.2.7 e t 6.2.8.

O n p e u t é tendre  le théorèm e 6.2.5 au cas d ’ensem bles de J f 1-mesure 
finie, de densité  inférieure positive iï^-presque p a r to u t.
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T h é o rè m e  6.2.9 Soit E  c C  compact avec H X(E )  < 0 0  et

en H 1-presque tout x  G E ,  ©^(a;,!?) =  lim  inf ^  ^  ^  P ^ X',1CÙ. >  0. 

Alors 7 (E)  =  0 si et seulement si E  est purement non 1-rectifiable.

Si E  est com pact, purem ent non 1-rectifiable, de üT1-mesure finie et 
tel que la densité inférieure O l( x ,E )  soit positive en H 1-presque to u t 
x  de E ,  alors d ’après le corollaire 4.3.3,
E < Z E 0 U ( ] J  E n) où

n>0

•  H x(E q) =  0 donc j (E q) =  0;

•  pour to u t n > 0, E n est com pact, purem ent non 1-rectifiable et 
Ahlfors 1-régulier. D ’après le théorèm e 6.2.5, 7 (E n) =  0.

Alors, 7 ( |J  E n) =  0 (voir [Ga2], page 12), donc 7 (E )  =  0.
n

La conjecture générale (encore ouverte) concernant la  question est 
que le théorème 6.2.9 reste vraie sans l ’hypothèse de densité sur E.

Un au tre  problème ouvert est de restreindre la  classe de noyaux in
tervenant dans le théorème 6.1.1 de D avid et Semmes au seul noyau 
K ( x )  =  \x\~d~l .x . Rem arquons que le théorèm e 6.2.1 de M attila, 
Melnikov et V erdera résoud ce problèm e dans le cas d — 1 (et n  quel
conque).
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