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ABSTRACT.

The purpose of this thesis is to introduce some properties of the 

relative rearrangement and their applications to variational inequalities 

and to partial differential equations of elliptic and parabolic type. The 

relative rearrangement comes from the computation of the directional deri

vative of the monotone rearrangement. This rearrangement is a generaliza

tion of the classical rearrangement (see Chap. I and II).

Thanks to an integral formula of Federer type (see Chap.IV to VI) 

and the properties of this rearrangement, we develop a new method to get a 

priori estimates for elliptic and parabolic problems. These estimates lead 

to additional regularity for the solutions of P.D.E. (see Chap. IV and VI). 

We prove also a regularity theorem for a family of symmetrized functions.
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I N T R O D U C T I O N

L'objet de cette thèse est de présenter quelques propriétés du ré- 

arrangement relatif et leurs applications dans les inéquations variation- 

nelles et les équations aux dérivées partielles de types elliptique et 

parabolique.

Tout d'abord rappelons que le réarrangement relatif est né à partir 

du calcul de la dérivée directionnelle de l'application u — » est le

réarrangement décroissante de u). A son origine, il a été introduit de 

façon formelle par R.Temam ([28, Chap. VI] pour résoudre un problème de ty

pe nouveau apparaissant en physique des plasmas, à savoir les équations de 

Grad-Mercier appelées Queer Differential Equations par H.Grad. Le calcul 

rigoureux a été donné pour la première fois par J.Mossino et R.Temam ([6, 

Chap. 1] dans la direction des fonctions bornées. Ils ont appelé réarrange

ment relatif la quantité définie pour v € l'®(îî) ; v
*tt

(u + \v)^ - û

lim -------------  , Î2 étant un borné mesurable de .

Dans l'article (Chap. I) en collaboration avec J. Mossino, nous 

avons étendu ce calcul dans la direction des fonctions v de L** (iî) (1 < p 4 

+ oo) et nous avons établi des propriétés supplémentaires de cette dérivée. 

Entre autres, nous avons montré que le réarrangement monotone est aussi un 

réarrangement relatif. Toutefois, il ne présente pas exactement les mêmes 

propriétés. Par exemple, ce réarrangement n'est pas monotone (on montre que 

si F est borélienne alors F(u) = F(u ) dès que F(u) e L̂  (iî) ). Il ne con-
* U *

serve pas les normes mais on a ;

II''..« p < II''« p „ <«-i>

(iî* = ]0, mesure de iî[ et u est une fonction mesurable sur iî).

L'un des avantages réside dans le fait que la fonction u joue un 

rôle de paramètre qui n'intervient pas dans le second membre de l'inégalité 

(0.1).

Nous avons considéré des fonctions u(t,x) dépendant d'un paramètre 

t . Nous avons montré que si u^(t,.) est le réarrangement décroissante de

3



* du
u(t,.) alors --  a un sens dès que —  en a un. Plus précisément, on a

at dt

at

'au'
at

(0 .2)

* u

Il s'ensuit immédiatement le théorème de régularité suivant :

Si u € ’ *■ (L** (il) ) = X (1 < r < + oo, 1 < p < + co) alors

et

û  € (L“ (ii* ) ) = X

11«. Il-
X

(0.3)

Une des conséquences de ce théorème est : si u € X alors pour pres- 
au

que tout t , —  (t,.) est constant (presque partout) où u(t,.) = ĉ  . Une
at

telle proposition est à rapprocher de celle donnée par Stampacchia [19, 

Chap. IV] pour des fonctions ne dépendant que des variables d'espace.

Dans le Chapitre II, nous avons développé des propriétés supplémen

taires de ce réarrangement. Le but est de montrer que ce réarrangement gé

néralise effectivement le réarrangement monotone. Entre autres, nous avons 

montré que l'on obtient une généralisation de l'inégalité de Hardy—  

Littlewood.

Dans le cadre des applications des réarrangements monotones, G. 

Talenti [8, Chap. I] a montré que l'on pouvait utiliser le réarrangement 

monotone dans les équations elliptiques linéaires moyennant un choix de 

fonction test. L'idée d'utiliser le réarrangement monotone est due semble- 

-t-il à H. Weinberger. G. Talenti a comparé la solution de l'équation el

liptique (coercive)

ax.

au
a (x) . —  

ax
= f dans ii (ouvert borné de |R")

u € (il) 
0

(0.4)
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à celle de l'équation dite symétrisée

- Au = f , u e hMÔ)
0

où iî est la boule de même mesure que ii, f le réarrangement sphérique de f.

C. Bandle ([2], Chap. I) a obtenu le même type de résultat dans le 

cadre des équations paraboliques linéaires mais pour des solutions fortes. 

Dans le Chapitre I, nous avons étendu ce dernier résultats pour des so

lutions faibles.

Au Chapitre IV, nous avons montré que pour une classe de problèmes

quasilinéaires dégénérés (ou non) de type parabolique, régis par un opéra-
du

teur A du type Leray-Lions, Au = - d/dx, a,(t,x,u,—  , vu) satisfaisant à :
 ̂  ̂ at

V z = (ẑ ) € ff?*, â  ̂(t,x,u,u',z)z^ > 0, on peut donner une estimation de la 

norme de la solution dans les espaces L(p,q). En particulier, nous avons 

montré que la norme de la solution décroît en temps.

Plus précisément, l'application t
s
u (t,o')do' est décroissante 

0 *

V s € n*. Ceci implique entre autres le comportement à t - 0 dans les espa

ces L(p,q).

L'article de L.Boccardo, F.Murât et J.P.Puel ([3], chap. IV) a mon

tré que l'obtention (éventuelle) d'une estimation L® pouvait conduire à des 

théorèmes d'existence dans les problèmes quasilinéaires.

Ladyzenskaja et al ([10], Chap. IV) ayant étendu une technique de 
De Giorgi ont montré que l'obtention d'une estimation L® pouvait conduire à 

montrer des propriétés de régularité supplémentaires dans les E.D.P.

Au Chapitre IV, nous avons considéré une équation quasilinéaire 

pouvant dégénérer à l'infini avec un second membre peu régulier :

r

- (â  (x,u,7ü)) + F(x,u,Vü) = T dans ii (ouvert borné de H?*)

(0.5)

u € Wj ' “ (iî) n li'®(ii) 1 < p < + oo

avec a^(x,u,^)^^ > >'(|uj)|̂ l*’ + (autre terme) ici, v > 0. F a une croissan

ce au plus d'ordre p par rapport au gradient et illimité par rapport u.
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T e (ii), r > N/p-1. En considérant le réarrangement relatif par rap

port à |ul de certaines quantités liées à â  ̂ et à T, nous avons obtenu des

estimations a priori dans l '̂ îîî) (estimation optimale). Ce qui nous a donné 

une troncature convenable du problème (0.5) et permis de montrer que : il 

existe une solution de (0.5) et que de plus, cette solution est a- 

hôldérienne à l'intérieur de £î.

Au Chapitre V, nous avons étendu cette technique à des équations 

quasilinéaires dégénérées du même type que (0.5) (où v(0) = 0) lorsque 
T e y-i.r(jj) ^ (fi) et F a une croissance d'ordre < p. Nous y avons montré 

l'existence d’une solution et de plus, grâce au réarrangement, nous avons 

donné une expression explicite de la norme de la solution aussi bien dans L̂ (fi) 

que dans Wj ’ ** (fi).

Au Chapitre VI, en collaboration avec R.Temam, en raffinant cette 

technique du réarrangement relatif, nous avons montré un théorème général 

d'estimation L^. Nous l'avons appliqué à des inéquations variationnelles et 

quasivariationnelles avec divers types de convexes. Nous avons prouvé dans 

le cas particulier d'une contrainte unilatérale, que l’on peut s'en servir 

pour des théorèmes d'existence et de régularité.

6
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CHAPITRE I

Isoperimetric Inequalities in Parabolic Equations

(Ann. della Scuola Norm. Sup. di Pisa, class, di Sc., sèrie IV,

Vol. XIII, n* 1 (1986), p. 51-73 (Avec J. Mossino)





1.1

Annali Scuola Normale Superiore - Pisa
O asse di Scienze
Serie IV - Voi. X III , n. 1 (1986)

Isoperimetric Inequalities in Parabolic Equations.

J. MOSSINO - J . M. BAKOTOSON

0. — Introduction.

Consider the parabolic equation  

du

( 1 )

+dt 

u — 0 on

where ¿3 is a bounded regvQar domain in (-¡V ^  1),

N 9 a*,

i,i = 1 dxj dXi
f

aij satisfy the uniform ellipticity  condition (with constant one)

2  a,Ah ^  1̂ 1= , VI e  R '̂;
i , i  = l

c, Wo and /  are non-negative functions; their regularity w ill be precised  
later on.

Consider also the equation

(1)

d u  
dt

u  =  0

O ' ( 0 , - )  =  W o ,

- A U  =  f  i n ^  =  (0, T ) X ^ ,  

on i -  =  (0, T) X 015 ,

Pervenuto alla Redazione il 29 Ottobre 1984.

M, u] -  C U f in Q (O, T) Q

Z (0 T) d ü

for t« o0,-

a¡. it,

ir .

iu]’■H
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where Q  is th<̂  ball of R*'', centered at the origin, which has the same measure 
as Q,  and (resp. l i t , ' ) )  is the rearrangement of Uo (resp. f i t , ’ )) in which 
decreases along the radii. This rearrangement is defined as follows.

If V is a real measurable (*) function defined in /?, the decreasing rear
rangement of V is defined in D* — [0, \Q\], by

(2) v^{s) Inf [0 e  R, jv >  Oj ^  s}

where \v >  0\ ~  meas {.c e Q, v(x) >  0} (for any measurable set E,  we denote

its measure). The spherical rearrangement of v in which decreases 
along the radii is

(.3) r(j?) ^̂ ¡.(aAlicÎ ) , -‘ for x e  D ,

where a.v is the measure of the unit ball of R̂ ’. If v is defined in (0, T) x  Q,  
and is measurable with respect to the space variable x  of Q,  we consider 
its rearrangement -svith respect to x:

(4) r*(<, s) =  (v(t, ■ ))^{s) =-■ Inf {0 e  R, \v{t, •) >  0| ^  ,

(5) 2(t,ic) -  ̂ ri.(^ a.v|a;|^) .

C. Handle [2] proved tliat every strong solution u of problems (1) satisfies

8 8

(6) V/ G [0, T],  Vs e / >  , a)d<T^(U.^t,  a) da ,
o o

which leads to

(7)  V <  6 t o ,  T], Vr G  [1,  I I  t / « , - ) | L r ( , 5) .

J. L. Vasquez [9] obtained the same result, if tt is a weak solution of a 
degenerate parabolic equation, the equation of poroxis media:

(8)

CJ u—  =  A<p{u) in Q = (0,  o o )  x R - ' ^ ,  
«(0, •) =r «0 for i =  0 ,

where (f: R"*" R *■ is increasing and continuous, 9?(0) =  0. H e used the 

(̂ ) In the whole paper, we consider the Lebesgue measure.

1« I..
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scmigroup.s th eo ry , an d  th e  isoperim etric  inequalities fo r elliptic eq ua tions 
(see [7] fo r exam ple).

I n  th is  p a p e r , we give a  d irec t p roof of (6), (7), A'alid fo r ev e ry  weak 
so lu tion  of p rob lem s (1) (see Section  2).

O ur m e th o d  relies on th e  ca lcu la tion  of th e  d irec tiona l d e riv a tiv e  of th e  
m ap p in g  th a t  is — y jn  ((tt -i- Av)*— w*)/A. This ca lcu la tion  w as

m ad e  firs t b y  J .  M ossino a n d  R . T em um  [6J, AVith a  d irec tio n  v in  i “ (i?). 
In  th e  firs t section , w<‘, e x te n d  tlu u r  re su lt  to  fu nc tions v in  L''(Q) 
(1 ^  ^  +  oo). M oreover we p rove  th a t ,  if u  belongs to  i i ‘(0, T ; L^{Q)), 
th e n  Uif, belongs to  i / ' ( 0 ,  T-, an d

d u ^

Besides, (0m/ 3<)(<, •) is show n to  be c o n s ta n t on ev e ry  se t w here «(<,•) is 
co n s tan t. T he la s t  fo rm u la  is a  cruc ia l p o in t in  Section  2.

1. — Directional derivative of the rearrangement mapping.

I n  th is  S ec tion  1, we assum e t h a t  Q  is a  m easu rab le  su b se t of (ji^] 
<  CO, .ar ^  1). F o r  th e  sake of com pleteness, we firs t recall som e p ro p ertie s  
of re a rran g em en ts  (see th e  proofs in  [7] fo r exam ple), a n d  a  re su lt of [6].

1.1. Properties of rearrangements.

L e t it be  a  m easu rab le  fu n c tio n : R a n d  w* be its  increasing  r e a r 
ran g em en t, defined b y  (2) a n d

(1.1) w* =  —  (— -«)*.

A n essen tia l p ro p e r ty  of rea rra n g e m e n t is t h a t  u  a n d  u* a re  eq u i-m easu rab le : 

V0 e  R  , \u <. 0 | ( =  m eas {x e  Q, u{x) <  0}) — |t t* <  0\ , 

w hich  im plies

(1.2) jF (u )  dx = jF (u * )  ds ,
o o*

fo r  ev ery  B ore l m easu rab le  F : ~R R ‘‘‘. H ere  a re  som e o th e r  p ro p ertie s  
of th e  increasing  re a rra n g e m e n t m app ing .

L Q)"(

t

NR

u « ♦

p

u\
d
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(a) I f  Ui, U2 a r e  t w o  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n s  s u c h  t h a t  1*1 ^  w* a l m o s t  

e v e r y w h e r e ,  t h e n  u* ^  w* e v e r y w h e r e .

(b) F o r  a l l  c o n s t a n t s  C , (u +  C)* =  u* +  C.

(o) M o r e  g e n e r a l l y ,  i f  <p i s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  f r o m  R  i n t o  R ,  t h e n  

{<p(u))* =  q>{u*) a l m o s t  e v e r y w h e r e .

(<2) T h e  m a p p i n g  u* a p p l i e s  L^(Q) i n t o  L^(Q*) {1 p  ^ 0 0 ) .  I t  i s  

c o n t r a c t i n g  a n d  n o r m - p r e s e r v i n g .

(e) I f j t i  i s  i n  L^{Q), v  i n  L^'(Q){ljp  +  I j p ' — 1), t h e n

(1.3) i
T h i s  i n e q u a l i t y  is  d u e  t o  H a r d y  a n d  L i t t l e w o o d .

W e  s h a l l  u s e  a  s l i g h t  e x t e n t i o n  o f  ( d ) :

L e m m a  1.1. Let ux Q  he measurable, v in L^(Q) (1 ^  p  ^  00 ). Then
{u +  v )* — u* belongs to L^{Q*) and

\{u +  V)* — lhlUp(i>) •

T h i s  l e m m a  w a s  p r o v e d  i n  [7] .  F o r  c o n v e n i e n c e ,  w e  r e p r o d u c e  t h e  p r o o f  

h e r e .

( i)  I f  =  00, w e  h a v e

«  —  li^lU “> (fl)^  u +  v ^ u  +  | |v ||iC 0 (0 ), a . e .  .

B y  p r o p e r t i e s  (a) a n d  (b) a b o v e ,

“ *— ll®IL~(n)^ (w +  v ) * ^  u* +  ||tj||x,<»(i3)»
t h a t  i s

||(w +  V ) * — | |® L » ( n ) -

( i i )  I f  <  0 0 , w e  u s e  t h e  t r u n c a t i o n

fn(t) =

More

u

L [O*)

P

n- n i f t

t

n

i f

i f

n  ,n t

n  .t

M

fl*

U V* ds
a

dxV iÛ ' i

l / v

R

P(1
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Then. f„{u) and +  v) are in L'°{Q). B y  (c) and (d), ( / „ ( « ) ) ♦=  f„{u*), 
(/n(« +  «))'*' =  /n((M +  ®)*)> these functions are in and

| | / „ ( ( M  +  V)*) — / n ( W * ) |U p ( 0 . )  == | l ( / n ( w  V))*—  ( / „ ( « ) ) * | | £ P ( i j . )

<as /„ is contracting). Then, using Fatou lem ma,

ll»||fp(fl)^ fl/n((M  +  V)*) — /„ (« ♦ ) ! ' ’ da
n —^ 0 0  J  

U*

lim |/„((m +  V)*) — /„(«*)!'’<?«

=  J*|(m +  V)* — u*\^ ds . 
ij*

1.2. Directional derivative of the rearrangement mapping. Relative rearran
gement.

First, wc shall recall a result due to  J. Mossino and E . Tem am  [6]. 
Consider a couple of fim ctions (u ,v ) ,  w: —>-R is measurable, v is in  

Lr>{Q) (1 ^  ^  oo), and a param eter A >  0. B y  L/emma 1.1, (« 4 ?.v)*— u* 
belongs to  L^(Q*), and we can define

(1.4)

Thus, dwxjds

(1.5)

wx{s)

»

- I
(u  +  Xv)*  — u *

da .

((« Av)*— u*)jX. B y  Lem m a 1.1.,

^  llv||iP(l>) .
dwx
da

Wo are going to  show th a t dwxjds tends (in the sense of distributions) to  
■dwids, where

J V dx  if  [m =  «*(«)! 0 ,
«-lu<u»(*)|< 1 .6 )  W{8) =

i i<u*(a )

J V dx (v|p(,))* da  , otherwise ,
o

A
o

/ -
Q*)

U u V) -/..I 0̂11 (O) K(0)lu»

lim

Si-

Q

P t

ti-
V

:•)

)"T
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is the r<*sti'ictioii of v to -P(«) - {u =  Tlio following was proved
in [6].

TliEORiiM 1.1. 7/ u is a measurable function from iJ into R, v is in  L ‘̂ {Q)y 
then tv is lipschitZf

dto
ds

and, when a decreases to zero,

(i) wv.->i0  in l£®([0, li?)]) t h a t  is un ifo rm ly ; 

.... dwx (n +  A«)*— w* dw
(it) in w eak ♦  . □

ds A ds

W o shall e x te n d  T heorem  1.1 to  functions v in  L ‘'(Q) (1 ^  ^  co).

T iijc o u e m  l . lb i . s .  Let u, v he two measurable functions from Q into R, i? 
in  Ij^{Q) {1 p  oc). Then w belongs to

(1.7) dw
ds L

and, when ). decreases to zero

(i) w ^-> w  in  \Ì2\Ì) ;

.... dwA (u +  At;)*— w* dtv . ^(ii) ^ ------------------------ > ijj, i/ic sense of dtstrtbuitons:
ds A ds

'i(p e  '3)(i2*) , J* <p ds —y j  ^  <p ds .
SJ' «•

{In particular, dw^jds > dwjds in  L^{Q*)-weaTi if 1 - v /> <  oo, in  
weak ♦  i f  p  oo). D

P k o o f .  Consider v„ in  wi,„, w„ a re  assoc ia ted  to  {u, v„) as in
(1.4), (1.6). W e h av e

|w^.(s) —  w(s)| ^  litv.i«) —  iO.,„(.v)l -i- l*î A.»(*‘) — «t’»(«)l lw .̂.(«) — w(«)| .

B y  L e m m a  1.1,

\W}

«

/ (u +  Ar„)*— (u - f  ÀV)*
da

u s)

\l
L

Q

dw.

W ?.
X Vn

V («)P(

)5

L

W I, ” (

T I/.' «)

(£® <>,

du ds

X»> Í 3*) L

7. Ö)

S-) «) v\ »)

j.

11 y

i;
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i in d ,  c le a r ly , 

T h o u

^  \ \v „—  r lU .(û ) .

S up  |wA(if) — io(»)| S up  — «»„(s)! +  2 li® „— r lii, . (û ) .

B y  T h e o re m  1 .1 . ( i) ,  „  te n d s  to  w „  in  (£®(L0 , | ^ | ] ) .  W h e n  A decreases to  
zero,

l im  S up  |«7a(») — w («)| ^  •
A I  O *

W e deduce ( i) .  E v i< le n t ly  ( i i)  fo llo w s , as, w ith  fp in

J dwx , Ç dcp j

7* ij* iy

C 7= J

t o ^ ^ d s  (b y  ( i) )

N o w , w e s h a ll p ro v e  th a t  dw jds  is  in  a n d  sa tis fies  (1 .7 ). T a k in g
aprain tp in  w e h a ve  b y  (1 .5 )

IJ -
j  ds^ q > d n \ ^  IK’!!/>»(«) Ii9»||/. 

i f

P'(O')

(1//) -t- I f p '  ~  1 ). F ro m  ( i) ,  i t  fo llo w s

\ f
£}•

I

I f  >  1» is  th e  d u a l o f L * \ Q * ) ,  a n d  w e g e t im m e d ia te ly  (1 .7 ). I n
a n y  case (p  ^  1 ), w e can use th e  fo llo w in g  a rg u m e n t. I je t  v „  be a sequence 
in  X °°(i3). A s  p re v io u s ly , one can p r o v e . th a t

( 1.8 )
dtc„, _  dw„ 
dx ds L¡

fo r  a n y  >  1 , a n d , co n s e q u e n tly , (pass ing  to  th e  l im i t )  fo r  p  ^  1 . N o w  
co n s id e r v^, v* in  L ^ (Q )  {p  ^  1 ), ( t =  1 , 2 ) in  i® ( i 2), Vm ia  L^{£2)-,
tOi, Win a re  assoc ia ted  to  (w, Vi) a n d  (m, v ,„)  re s p e c tiv e ly  as in  (1 .6 ). B y  (1 .8 ),

tv
d<P ds
ds

(fl*
II v , „- !/. a)

v\ L” n <P \l > (O'

\Ox
d9>
ds

ds

[Q

T ÍJ ’

ÍJ

wd
ds

ds

ÍJ*

2 - V O)L*(

I i f . ») W S ) \

tCi * )

W

i » Q

Vir V i
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i ‘(0) rdWinJds is a Cauchy sequence in As ]««<„(«) — w,(s)| ^  \\vt„— v,
Win tends to  in  (£®([0, |i3 |]), dWi^jds dWifds in  and, b y  passing
to  th e  lim it in

we get 

(1.9)

dw i„  _  dwzn  
ds ds

d w i d W i  

ds ds

LP(S1*)

LP(.n*)

2 s  | |® i„ ---  '»2n||i»>(£?) ,

I-Pi

W ith Vx — V, v̂  =  0, we get ev idently  (1.7). □

Relative rearrangement.

D e f i n i t i o n. According to  J . Mossino and B . Tem am  [6] th e  function  
dw[ds is called tJie rearrangement of v tvith respect to u, and is denoted b y  v* .

The usual rearrangem ent of a function  is also th e  rearrangem ent o f  
th is function  w ith  respect to  a constant {u* =  u*) or w ith  respect to  itse lf  
(u*— u*). More generally, if  a Borel function  F :  R ^  R, and a m easurable  
function  w: —̂ R , are such th a t F{u)  is in  L^{Q), then  F(u*) is in  
(by (1.2)) and (JF’(ii))* =  J?’(m*). In  fact {F{u))* — dwjds, w ith

w{s) =

F{u) dx
M<

S—Sc.

J í - ,

if  1« =  w*(«)| =  0 ,  

otherwise ,
u C o t

Avith a ^  u*(s), =  {« =  a), ¡JPal ^  0, s „ =  \u <. a].

^F{u*) da
0

Sat S

^F{u*) ds +  F { ix){8 — Sa) =  F{u*) da  otherwise

if  \u — «*(«)[ =  0

(by (1.2))
9

=  jF { u * ) da  .

Q*m
Wi (ß-

L¡>O)

Q

w*(s)

u) dx
0

(w)•|Pa

Fa

•/
0

0

Q*
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H ow ever, generally, v* is not an increasing function, the property of equi- 
m easurability and properties (c), (e) above, for the  usual rearrangem ent, do 
not seem  to have their analogue for the rearrangement of a function with  
respect to  another one. B u t we have, if v is in {1 ^  p  ^  oo), u: —> R
is measurable

(a') V i^  Vi a.e. im plies (^2)*

In  fact, w ith qp in  97 ^  0,

J -»lo J
£J* £2*

L“+./>’= ) • so

by property (a).

(&') For all constants C, (v -j- C)* ty* ~  C. 

In  fact, w ith  <p in

f(. + = lim f (“ +
J AjO J A

a-

f(w + xv)*— u* ,  , ,
lim  I - ----------- 9!)<is -|- I Cq)ds
A j 0 J ^ J

-O* iJ*

(by property (6))

o*

(d') I f  m: —>R  is measurable, the m apping v > r* is a contraction  
from L^{Q) in to  L^(Q*) (1 ^  ^  00) as we have seen in (1.9).

(/') Besides, the  m apping r -> ■»* (Z*(i?) -> L^{Q*)) preserves the in 
tegral :

j v Z  ds = J * d s  =  w { \ Q \ )  — w (0) — fci(|/?|) = J 'v  ^
« •  ii‘ ii

One can also define another rearrangement which is relative to  the  
directional derivative of the m apping u -> (the decreasing rearrangement 
of w):

d w  ,. dwx 
v^,^= —  =  lim  -  

ds A i 0

Q{O]

(Vi) a..e .

(i2

t̂*): (v̂ ) ds:í9> ds

Q*\

C) ds =
X{x C)) u*

ds<P

C\ ds

Q
p ;

dx
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(the lim it is taken in the sense of distributions),

dwx, _  (u — Ujf _  — (— u  — Xv)* +  (— u)*
ds X A

(by (1.1)). Thus

(1.10) VŸL̂  .

1.3. Symmetrization of a fam ily of functions.

In  th is Section, «  : [0, T] x  —> R w ill be a function  defined every 
where in [0, T], and alm ost everywhere in  c  For all t in  [0, T], Ave 
denote b y  u{t): Q  the function u{t){x) =  u{t, æ). (For a fixed t, if no
confusion is possible, w e shall som etim es w rite u  instead  of u{t).). W e as
sum e that, u(t) is measurable for every t in [0, T}. Then, w e can define the  
function  u* : [0, x  Q* —> R, the increasing rearrangement of u  w ith  respect 
to  th e  X variable in  Q ,  that is:

(1.11) Vi e  [0, T], y s e Q -  , s) =  (w (i))*(s)(=  w*(i)(s)) .

W e consider now  another real function  v defined alm ost everywhere iii 
Q =  (0, T)  X Q ,  such that, for alm ost every t in  (0, T), v{t) is in  I>{Q)  
(1 ^  ^  +  co). Then, we can define as in Section 1.2, (®(i))*(t), which is 
in

W e denote b y  v* the functioii defined alm ost everywhere in Ç* — (0, T) x  £2* 
b y

(1.13) a.e. t e  (0, T),  a.e. s e  Q* , v*(f, s) =  (v(«))î(o(«) •

The aim  of th is Section 1.3 is to  study thé regularity of u* w ith  respect 
to  t (assum ing a certain regularity of u  w ith  respect to  <), and to  com pute  
du*jdt. W e have

T h e o k e m  1.2. I f  u belongs to T; L^{Q)) (1 ̂  ^  oo), then u* belongs
to JT^(0, T-, L^{Q*)), and

Moreover

it  S'*** /d u \*  ctv(1.15) - ~ = l  — I — (i n the sense of dtstributtons)

Äv

V
>ÎÎ14 ( -

T]

U' (t,

L Q*

12(1. (v> t) : o i »*) O)t) \l

(1 ,14 u* H'I0,T; L‘>n< 1̂1ï' (0.T: Ö)Z."(

H (0 P
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where

(1.16) w ( t , s )  =
u (0 < u (0 * (« )

(»)1

P r o o f . A s |lw(<)*||rp(«-) =  i|w(<)il/,p(«) (by  (1.2)), we have  

B esides , b y  (1.12), (1.13)

/0W\*

v u
«g ^  (O

du
dt L ' ( o , r - .  L H i i ) )

Thus, we have only to i>rovo (1.15), (I.IG). Our proof uses the following  
lem ma (see its proof in the Appendix).

IjEMMa 1.2. Let u be in  //'(O , T; Jj^(Q)) (1 ^  ^  <x),

ti{t -f h) — u(t) vu
Th =

h dt

Consider a fixed number  e >  0. When h tends to zero, r  ̂ tends to zero in  
a =  Min (j3, 2), Qe = { e ,  T  — e) x Q .

Let q) be in ^{Q*),  and let c >  0 b<̂  such that tlni support of q) is included  
into Q* — (£, T  — e) xfJ*.  Consider 0 <  A <  f. We have

J "
Q*

(t +  h)*— u{ty
h

<p{t) ds dt _r (u  +  h{du/dt))*  —

Q

J
h

<p ds dt

(u  4- h(duldt  +  r^))* — (w +  hjdujdt))*
h

<p ds dt .

o

8 uur

:o a((; («)

II
t

dx 1 _

d.7 i f Iteit) nit (•r

u(

í̂ ))-LP(: I.0 , T!/.=(( T ,  L (/?•

L̂ {
id

V9 t
(t

o*LP

0 , : ;LP{ o*:dt

[Qe w t ih

Zn

vi n(t] uit
\da otker tv ise
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T

I
O

The first integral in the right hand side is dt, where
6

r . (u( t )  +  h ( d u / d t ) ( t ) ) * ~  u ( t ) *   ̂ / . v j
a.e. t , A^(t )  = j  -------- 5__J_------'---------------^( t )  ds

w

(by Theorem 1.1 bis), and

«)
tP(0)dt

with I j p  1- Ifp'  =  1 (by property (d') above). Using Lebesgue theorem

T

j^.«) * {̂ )y *  <*« •

O Q *

The other integral is majorized by

T -e

j ll f̂c(0!|£,«(iJ)ll<?'(0||i,<»'(fl*) di 
e

with a — Min (p,  2), (1/a i- 1 /a' — 1)

which tends to zero with h, by Lemma 1.2. Thus

ru(t + h)* —  u(t)*  ̂ Cî V̂  ̂ J .J ---- h~ 9’«) 7Ar;:̂ J <pdsdt.
Q. Q.

B u t, classically,

/ ■
'M(< 4 - f c ) * - «(0*  ̂ „--------------------q>(t) ds dt — u *  ^ d s  dt . 

ot

W e conclude that, in the sense of distributions,

du* _dt ■ °

t)

da(Ot)
dv
dt(A ■O)

du
(<: X.»;ol9>

5m

(A ■0)

o:><PÍ 0 .Ili-,»•a

9i

dt.'u

•f
Q*
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A  direct consequence of Theorem 1.2 is the  follow ing

63

Proposition. Assume u belongs to T-, L^{Q)). Then, for almost
every t in  (0, T), dujdt{t,-) is constant {almost everywhere) on any set where 
it(i, •) is  constant {almost everywhere).

P r o o f .  If, in  the  proof of Theorem 1 .2 , we consider h <  0, we get  

a*
_  J (^(<) +  ( -  fe ) ( -  du\dt)Y -  u{t)^ ^

a*

which tends to  —J(— dujdt)*(p{t) ds. Thus, one has, in the sense of d is
tributions, "*

du*

and

w ith

w'{t, s) -

J
/

du
'dt

dx if Iti(i) =  w(i)*(s)l =  0 ,

du
dt

i - |u ( t )  <«(«*(*) I

dx +

The last integral is also

»-lu(t)<u(t)*(s)|

du
0?

X  d a ,  
1/

otherw ise.

f ÎIf ) •J \ v t  «(i) = »«)•(«)/*
o

ÎNow, fix t in  (0, T), such th at dwjds =  dw'¡ds (in L^{Q*)) (this is true for 
alm ost every t  in  (0, T)),  and consider a flat region of u{t) : Pg{t) =  (w(<) =  0}, 
|Pg(<)l =5̂  0. Set Sq =  \u{t) <  d\, s'g =  |w(<) ^  0|. As w{t, 0) =  0 =  w'{t, 0), one 
has

S S

w{t, s) =j ̂  (t, or) da — J* {t, a) da =  w'{t, s) ,

JT^ IO,

An t)--
iu[ t) M du dt « 1 -  u{tr

fpH) ds
n

h <P( t) ds

dt
'du du

dt
ri'il.

by (1.10

du
dsdt

du
deflnedw in .161.dît

ds
(du

dt

M( (S)

M(:o< •(s: u
ni(0 n{

da b y (1 d:

dw^
ds

o o
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for all s in  D*.  Moreover, for all s in «¿], one has, b y  definition of w  
and w ’,

dw
ds a

’* > = (

du
0?

y (.̂  -  -̂ o)
0/

dw' V \
— I (* *o) •ds \  dt r,u)U

In  particular.

du(0) =  Sup ess 3 -
p«(t)/<e p«(/) CT

=  Y  (0) =
\ c t  Pod)/

T 1.Inf ess , 
p.«) ot

th a t is {du/dt){t ,') is constant alm ost everywhere on Po(t). □  

W o shall g ive now th e  application to  parabolic equations.

2. — Isoperimetric inequalities for linear parabolic equations.

Let us consider first the parabolic equation

(2.1)

du
dt 

w =  0 

w ( 0 , •)  == «0

on i :  =  (0, T ) x d Q  , 

in Q  ,

where is a bounded regular open set in R '̂,

jv n /  7 ) ' i i \

8i) •

W e denote b y  A{^= A( t ,  x)) the m atrix {an{t ,x)) ,  as w ell as the bilinear 
form  on R*̂  associated w ith  A ,  and wo assum e th at A  satisfies the unifom r 
(with respect to (<, a?}) ellip tic ity  condition :

2  «.>(^ ^  1̂ 1* » Vi e  W ’.
<.) = !

dv
.9) :it,

du
tìt

du du

{u eu in Q (0, T) X Í 2  ,

Q

9Í u)
i.i dx■ 1

{t, x]

A 'M l
If

x' s.
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Furthermore, we assume that the data satisfy:

c, /, Uo are non-negative functions; c, a ,y are in

daa/dt are continuous in Q, f is in L-{Q), and is in H q{Q).

Then, the solution u is in T\ H\{Q)) ,  oujdt is in L^(Q) (see [5J,
pp. 113-114, and [4] if A aj,).

Let us introduce the i)roblem

(2 . 1 ) Î7 =  0

=  Uo

in Q =  (0, T ) x  Û ,

on £  (0, T ) x d Û ,  

in Ü ,

/» îfo are as in the Introduction.
We are going to compare the solution, ti of (2.1) with the solution U of

(2.1). More precisely, wo have

Theorem 2.1. W ith  the aasumptions above^

S 3  S

(2.2) Vt e  [0, T], Vs e  iJ* , cr) da ^  a) da ^  g{t, a) da
u o o

t
where g(t, s) r - s) d r  +  (Wo)*(s)- W’e deduce 

o

(2.3) VieLO, TJ, V r e l l ,  ex.] ,

l b ( < r ) I U r ( . o , ^  II t / ( i , - ) | U ^ ( 0 ) ^  l l ^ ( < , - ) | | / , W ^  +  y

Proof. For a fixed t e |0, 2’J, we denote for convenience u =  w(i),
f  =  f { t ) __  W e argue as for the elliptic problem (see [8], [7]). B y  the
m axim um  principle, we have w 0. For any 0 >  0, we get from (2.1),

(2.4) J a {Vu , V(u — 0) .̂) dx  = J * ~  6)+dx .
ii i)

Thus, as in [8], [7J, a simple derivation gives:

(2.5) -  ^  j A ( V u ,  Vn) dx  =  J -  cu -  ^  dx  .
o u >  0

du
AU I

m o,

o

i t ,u* u. t,

oo)

M>

:q )
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The uniform  ellip tic ity  condition and  tho  Cauchy-Schwartz inequality  
lead to

j A { V u , V u ) â x
u> 0 u> 0

where fi{0) =  ]« >  0\, and, by (2.5),

(2 .6 )
U >  0 U>0

Using a  resu lt of Flem ing-E ishel, and  tlic isoperim etric inequality  for tho 
perim eter in  tho sense of De Giorgi, we find

(2.7) j \ V u \ d x .
u > 0

H ence, com bining (2.6), (2.7),

(2.8) a T -  j u ' { 0 ) j -  cu -  dx  .
u> 6

B y th e  inequality  (1.3) of H ardy-Ijittlcw ood,

(2.9)

if we se t

(2.10)

/ <

/ * ( 0 )

I ( /  —  cu) dx  ' S ;  f dx ds i “ ( 0 ) )

u > a  u>o  o

F{t, s) =J/*(< , a) da .
O

F o r alm ost every 0, [w ^  0| =  0, an d  u^{fi{0)) =  0 because w* is continuous 
in  ]0, |i3|] (as u  is in  u  non-negative, th en  w is in see [7], for
exam ple). B y  Theorem  1.2

u>e u;

2

y«

IJf 1- 'JV)(1/

N

B 10

t
'òu

dx
u
n

i x w (0 ¡

B. QIt
O'

F

t

2f
d

d6

d
Id

mI ix 9 ) cu
u
H

dx

d
dO

Vìi da
d

dd

r2 .2/A ^( (

►U, 0)

/« 0)
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Avith

Thus

if wc set 

(2.11)

w(t
du
I t

dx if |tt(<) =  'M(i)*(s)| — 0 ,

ds (
du\  _

/i(8)

J w  =  J  *  =  I ?  <*’

k{t, s) =  u^(t, a) da

O

(as {dlcjdt){t, s) =^(du^jdt){t ,  a) da^. 
Thus “

(2 .12)

tt>0

From  (2.8), (2.9), (2.12), we get  

(2.13) 1 ^  — N~^
die

F

As F{t , - )  — dhjdt{t,')  is continuous in O ’*, then, the  function defined
in Q* b y

B. F{t, s)

is continuous in ]0, |i2|3. B y  integrating (2.13), we get, for any 0 ^  0 ^  O',

MO')

(2.14) O ^ ( 2 / V ) - 2

MO)

F{t,  S) ds .

Thus, as in [7], one has for alm ost every s in  D*,

(2 F{t, « ) - | f  « ,  s)

s)
0 u{ (a)

1/

(0)

0

s

u
t

ïx
h
dt % 0 ) a e. d 0  .

9).{t / i l Ö] dt Ö)

J3 (<,

s) s -2
S )

k
t %

e JV -2 iV
« )

fc

Í
« )

15; 0
k

ÖS*
d
ds

u (<: JV 2 /> s' -2

w 0

dt
dx

N IN 0 ]
(2/Y)--2
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H ence, k satisfies 

dk
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 ̂ a T X- C ^  a.c. in Q* =  (0, T ) x D *  ,
dt 08-

k ( t , 0 ) = ^ 0 ,  | ^ ( M i 2 | ) = ^ 0 ,  V i e [ 0 ,  T ] ,
s

k{0, s) =-J(«o):t= <?or =  Ao(.«f) , W se D *  .

Let JK{t, s) — j  U^{t, a) da,  where U is the solution of (2.1). W e are 
o

fioiuff to  show that the equality  is achieved in (2.16) for K  instead of k.
B y  the m axim um  principle, U(t,')  decreases along the radii in i5, and  

(2.1) can be written

du^
dt

B y  integrating betw een 0 and s, using the fact that «®-<®/ >̂(3i7: /̂0«) =  0(s)  
when 8 tends to  zero (see the remark below) we obtain

-  iV= =  F  in Q* .

lt£MARK 2.1. Using Cauchy-Schwartz inequality in the first line of 
(2.16), we get

du^
ds 11/(0 iUvfl) +

du , , -

dt L*(Oh
. □

(2.17)

dt

X ( t , 0 ) = 0 ,  =  o V<e[0,  TJ,

X(0, s) 1=  0 , Vs e i? *  .

The first inequality in (2.2) will result from a m axim um  principle for x-

F

d
ds

N•2 a. fy ( 2 i y] V
ds 1 in Q-*

K
dt ctVfa Ŝ --(2yiV>

s-
k

0 s -a If) N ■2*A(2 /.y)
.V
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L e m m a  2 . 1 .  Let  ;f(<, «) =  (fc — K ){ t ,s )  — Ui^){t, a) dcr. One has ;t ^  0

everywhere in  Q*. “

P r o o f  o f  L em m a 2 .1 . M ultip ly ing  t h e  ino q u a lity  in  (2.17) by  
-Ave g e t

„ ( 2 ^ - 2(2 .18 ) dt
N ^ocT  a.o. in Q* .C o

F o r  fixed t, -we sha ll deno te  u, x  for sim plicity , in s te a d  of ti{t), x(t) —  
W e shall also d en o te  b y  [ ] a  fu n c tio n  of i, in d ep en d en t of s. F irs t  p ro v e  
t h a t  (c^-xl^^')X+ X ’(/2*). I n  fac t, b y  K em ark  2.1,

(2 .19 )
As

ds-
dn^
df! -f-

c
V.S

( 2 / . V ) - ( 3 / 2 )

O n th e  o th e r  h a n d

(2.20)

T hus,

d -x
ds'^ X+

w hich belongs to  L^{Q*). B y  in te g ra tin g  b y  p a r ts ,  wo are  going to  p ro v e  
th a t  <fe is non-positive . F o r  « > 0 ,  as x  belongs to  W-’*“’(rt,

1/3|) b y  (2.19), th e  follow ing in te g ra tio n  b y  p a r ts  is ju stified

(2 .21)

a

(we used  th e  fa c t  t h a t  (dxlds){\Q\) ~  0 b y  (2.17)). W h en  a ten d s  to  zero, 
th e  tw o  in teg ra ls  te n d  resp ec tiv e ly  to  J (S-;f/c«-);f^ ds a n d  jf(3;t+/9«)* ds {x+y

a ‘
as Xi belongs to  H^{Q*)). N ow  we p rove  th a t  (?;f/3»)(a);f+(a) ten d s  to  zero

U

8 :2f -2 ,

'y
X

C»“

is in
(5

0
.V(2 -V) - ( 3 '2)

V
s

d'' A

lA
0

u da .9 M i U L ,Vl / l i

X ;tl |A A

X .s.1 / 2

[ ] &•
:2/'-V ) ■1

a )2 s*0. ;c+

o|

d. X
X ds

I"

a
as

■aXa ds X
O S

« X a)

n

\v



1 . 2 0

ro

■with a. One has

J .  MOSSINO - J .  M. KAKOTOSON

(¿X
ds («)

a

=  ^  [ ]|„(2/-v)-(./2, _  1̂ 1«/^,-(,/*,I (by (2 .1 9 )).

' "I

B y  (2.20),

0s
(a)X+(^)

Avhich tends to  zero w ith  a. From (2.21), we get

From  (2.18),

0a2jj.< 2 / A ) - 2- 2 ^  
dt X+ --

O ii*

^xl) ds dx =  x l  •
ii- «•

I t  follows x + =   ̂ Q*-

N ow  we shall prove the second iu(>qualitj’' in (2.2). Let us consider th<‘ 
equation satisfied by K  in Q*i

F  -  if'- -  iV' âV-'’ ^  0 . 
dt  ̂ os

Tliuhi
8  S

J /* (^  O’) d a ^  j U ^ { t ,  or) da .

B y  integration, we find

S

Û f{t, a) da  —
> t

Ua*. da <̂ o’J/^(t, a) dx . □
o o

Now, (2.3) is a simple consequence of a lem m a in [2] (p. 174), for all r 
iu  [1, o o [ ,  and then for r =  o o .

Remark 2.2. I f  /*(<) is absolutely continuous in [0, |^ | ] ,  for alm ost 
every t in (0, T),  then we can obtain an isoperimetric energy inequality:

du dU,

dsds
ds

a-'-'" ■ \i2 2/A)- (1/ 2 â i-\

ds^
X

n

(isX\ 'ds

2
di 0

dt
s- i.v)- S«' d.s/iryd& d r

in

0
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WO get from  (2.1)

J * (w  ^ -4.(Vm, V«) +  c u ^ d x  =J*/w
!J  u

H ardy-Iiittlew ood inequality)
a*

==-J^fcds + /..(|i2|)MI Î)
i J *

K d s  +  /* ( \ Q \ ) K { |Ì3|) (by Theorem 2.1) 

= JĴ  ds

ii

U sing the uniform eUipticity condition, we have

J ( | f  «  +  ^ J U  +  |Vt7|*) dx  ,

"  f j

and, b y  integration

I  j u ( T ) ^ d x  - \ - j \ V u \ ^ d x d t ^ ^  j u ( T y  d x - j - j \V U \^  dx dt
i i  Q ii

Appendix.

In  th e  proof of Lem m a 1.2, w e shall use the follow ing lem m a, whose  
proof is easy  (see [1] for exam ple).

Ii£MMA A. Let V in  Wi*«(0, T) (1 ^  a ^  c>o). 7/ 0 <  [Aj <  e, we have

T —e

J »(< +  7i) — v(t) 
h

dt
dv
dt L“

d x

u d su

f 9 /
ds

a'

u
ñ

d u
dt

U IV f7 d x

V« d xIN

(' |ft , T -eHIM)

oc

|2
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P r o o f  o f  Lemma 1.2. I f  u beloiiffs to  T-, L^(Q)),  then u and dufdt
belong to  X-(0, T; L p{Q)) c

a.e. X , M(.r) and
du
dt

( X )  e  £«(0, T) ,

tliat is
a.e. X  , u{x) e  T) .

A\'e can apply Lemma A, w ith v — u{x). For 0 <  |A| <  e, wc have, w ith
X )  =  { u ( t  h )  —  u { t ) ) l h ,

T - e

a.e. X , j  \q„(t, x)\^ dt ^  

B y  integratini? over wo i?<it

du
dt L

(A .l)
du
dt L

1) Jl p  >  1 (then a >  1), it is easy to  prove th a t g* ^  du/dt in I>{Qe), 
weakly. Then, classically, b y  (A .l) , du/dt in L< (̂Qt) for the strong  
topology.

2) If  p  1, then  a  — 1. There exists a sequence «„ in !T; L'“{£2)) 
such th at u„-^'U  in T; i* (i2 )) . Let

r*„ =  -Unit +  h) — u„(t) du.
h dt *

W e have, w ith the Jj'{Qe) norms,

llnll ^  llr*«!! 4- ||n„ —r*|l .

W e have just seen (case p  >  1) that r*„ 0 in L^(Qe) (and consequently  
in  L^{Qt)). Besides, by  Lem m a A,

{u„ — u)(t -i- h) — (u„ — u)(t) ■<; d(u„— u)
h dt i ‘(0 )

Thus

k A „  —  n | | i . ( o , ) ^  2
0 ( w „  — m )

dt LHQ)

which tends to  zero w ith n. I t  follows th a t r* -> 0 in L^{Qe), and Lem m a 1.2 
is proved.

U [0,
Q)

w (0,

a {t,

(*- 1* , T - e - I )ift

)‘(O
lim
h o

[a \l (Ö

H (0
(0H

i* o.
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ANALYSE M A TH ÉM A TIQ U E. — Quelques propriétés du réarrangement relatif. Note 
de Jean-Michel Rakotoson, présentée par Jacques-Louis Lions.

On développe quelques propriétés du réarrangement retatir introduit en (3) et étudié en [1], (2). Quelques-unes 
de ces propriétés généralisent des inégalités bien connues telles que l'inégalité de Hardy-LittleSvood.

M A T H E M ATI CAL ANALYSI S .  — Some properties of the relative rearrangement.

We develop some new properties o f  the relative rearrangement which was introduced in [3J and further studied 
in [I], (2). Some o f these properties generalize well-known results as the Hardy-Littlewood inequality.

The aim o f  this Note is to give new developments concerning the relative rearrangement 
([2], [3]). As shown in [2], this notion can be seen as an extension o f  the usual 
rearrangement. Let us recall the definition as it appeared in [3].

D e f i n i t i o n  1. — Let Cl be a bounded measurable (*) subset o f  R'^, u a measurable 
function from  Q into R and v e L*  (ii). We will denote by u« the decreasing rearrangement

o f  u, that is

u* (5 ) = Inf { 0 e  R| u > 0 1 ^ 5  } i / s e ] 0 ,  | Q | ]  (^), u* (0) = Sup ess u.
n

We define a function  w on O* =  [0, | i i | ]  by the formula  (0. 1).
We have shown in [2] the following theorem:

T h e o r e m  1. — Let u, v be two measurable functions defined in ft, t ;eL '’(ii) 
(I co). Then

(i) w e W '^ i n * ) ,  where n * - ] 0 ,  |n |( .

('•) ^  IkllLO(n)-

The function dwjds is called the relative rearrangement o f  v with respect to u and is 
denoted t;*„.

1. C o n t i n u i t y  o f  t h e  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  in  L'’(Q) a n d  O r l i c z - s p a c e s .  — The 
following theorem insures the continuity o f  the mapping v —* in Orlicz spaces in particular

in L'-iQ).

T h e o r e m  2. — Let <p(i). be a convex non negative and non decreasing function, 
(d,, f 2 )e  L* (ii) X L* (ii) and u a measurable function. Then

n*
< P ( k l  -1^2

n

2. A n  i n e q u a l i t y  o f  H a r d y - L i t t l e w o o d  t y p e .  — We show that the following inequality 
generalizes the Hardy-Littlewood inequality.

T h e o r e m  3. — Let u be a real measurable function on Q , in L^(Q) and !;2 e L ^ ( n ^ ) ,

( \ / p ) ^ { \ / q ) = \ .  Then V i * y V 2 d a ^

n*
V

n*
In particular, the following one is crucial in the proo f o f  Theorem 3. 

0249-6291/86/03020531 S 2.00 ©  Académie des Scicnccs

V da1

<P V J ) d dx

t 0 1

Vm

(n*L'*

PI -h
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L e m m a  1. — Let u be a real measurable function defined in i l  and t > e L *  (ii), then, for

all measurable set E in Q*, we have
I E 1

V *  ( a )  d a  =

mi
y * ( a )  da.

where v* denotes the increasing rearrangement of v.
All o f  the details o f  the proofs will be given in [4],

(*) W e use only Lebesgue m easure.
(^) For any  m easurable subset E o f  we denote  ¿>>' | E | its m easure.

\ C Ì

0. R a p p e l  d e  d é f i n i t i o n s  e t  d e  p r o p r i é t é s . — Dans cette Note, nous n'utilisons que la 
mesure de Lebesgue sur Pour un ensemble E mesurable dans on désigne par | E | 
sa mesure. Considérons Î2 un ensemble borné mesurable de et u une fonction 
mesurable de i î  dans R. On désigne par le réarrangement décroissant de u défini sur

Û* =  [0, \Cl\] par :
u*(s) =  Inf { 0 e R |  | u > 0  ^ 5 } si 5 g ]0 ,  | i î |] ,  u*(0) =  Sup essu.

n

Le réarrangement croissant de u, noté u*, est alors défini par u*(s) =  u * ( | i î |  —s) pour 

sen"*. Pour t;eL^(Q), u mesurable, on définit une fonction w sur Cï* en posant :

(0 . 1) w ( s )  =
* u .  (s)

V ( x )  d x

V (x) dx si

s -  I u > u* (s) I

u  =  u *  ( s )  =  0 ,

U >  U *  (s)
I p (s))* (Cf) sinon.

où (ü|p(,))* est le réarrangement décroissant de v restreint à P(s) =  { u =  u* (s) } .
Le théorème suivant a été démontré dans [2].

T h é o r è m e  0 .  — Soit u une fonction mesurable sur Q, yeL '’(Q), 1 + 00. Alors

(i) wG\V' '’(n*) avec iî* =  ]0, |Q|[,

(ii)
dw I
—  ^  I y
as lp (n*)

11'’ <n)-

La définition qui suit a été introduite dans [3],

D é f i n i t i o n  0. — Réarrangement relatif — La fonction dwjds est appelée le réarrange
ment de V par rapport à u et l’on note dw/ds.

Les propriétés suivantes sont démontrées dans [1], [2] et montrent en particulier que le 
réarrangement usuel d’une fonction v est aussi un réarrangement relatif (de v par rapport 
à D ou par rapport aux constantes).

P r o p r i é t é s  0 .  — Si u  est une fonction mesurable sur Q, d g L *  ( i î ) ,  alors :
(i,) Pour toute constante c, Vmc = v*, c*„ =  c.

(iî) v*̂  = vm-

(ij) Si l’on considère le réarrangement relatif v* associé au réarrangement croissant u*, 
alors nous avons v*=  — ( —

(i4 ) Si v ^ O  p.p. dans Q, alors p. p. dans Q*.

Le lemme suivant concerne l’opérateur moyenne „ qui à une fonction g  mesurable 
sur iî* associe une fonction mesurable M„ ^(g) définie sur Q et où (u, i;) sont deux

o

0E

da
-IE

N

N

(V d<

■P

M.

;0

-u)v)
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fonctions mesurables sur Q. Nous renvoyons à [3] pour une défin ition  précise de l’opéra
teur M „ Le lemme 0 suivant se démontre comme dans [1], [3].

Lemme 0. — Soit u, V deux fonctions mesurables de i î  dans R, i>gL '’ (Q)(1 < p ^  + ao) 
et ^ e L « (Q *) , (i /p) + {\/q) = Ì. Alors M „ „ (^ )e L « (Q ) et

(0 . 2) g v * d a  =
II*

M.

Si V est seulement dans L ’ ( iî )  et que /?eC ® (û ’") alors la relation (0 .2 ) reste valide. □  
Dans la suite, i î  désignera un ensemble borné mesurable de IR*̂ .

1. C o n t i n u i t é  d u  Rf .ARRANCiKMF.NT r e l a t i f  d a n s  i . f s  f . s p a c e s  d O r l i c z . — Nous énon
çons deux théorémes qui assurent la continu ité  de l’application v —► dans les espaces 

L '’ (Q) et plus généralement dans les espaces d ’Orlicz.

T h é o r è m e  1. — Soient (p une fonction réelle convexe définie sur (R, 

{Vi, i>2 ) e L ° " (n )  X L°^(Q) et u une fonction mesurable définie sur il. Alors

( 1 . 1) g (p(i;, - V 2 ) d x .

Si de plus, cp satisfait à la condition de croissance: 3 a > 0 ,  3PgIR tel que (V ie lR ), 
< p ( r ) |^ o t | i | ' ’ -(-P ( ï ^ p <  + oc), alors la formule (1 -1 ) est valable pour 
{v„ Ü2)eL'’ ( Q ) x L ' ’ (Q).

T h é o r è m e  2 .  — Soient ( p ( r ) ,  f^ O , une fonction convexe positive et croissante, 
(y,, i>2)e  L ' (Q) x L '  (Q) et u une fonction mesurable sur Q. Alors

r  r  
(1 .2)  cp( I

Jn* Jn

2 .  U n e  GÉNÉRALISATION DE L’INÉGALITÉ DE H a r d y - L i t t l e w o o d .  — Nous généralisons ici 
l ’ inégalité de H ardy-L ittlew ood  classique relative à deux fonctions t;eL ^(Q ), / iG L ^ (n ), 
{ \ / p ) - ^ ( \ / q ) =  \ :

r

<P ( I I )

( 2 . 1)

Nous avons le :

hvdx :
n

Aj* v *  d a .
n*

T h é o r è m e  3 .  — S o i t  u une fo n c t io n  m e su ra b le  sur  Q ,  d ans  L ^ ( Q )  e t  ^ 2  ^  L"' 

( l / / ? ) - + - ( l / ^ ) =  1- A lo rs

(2 . 2)
n*

v *  des.
n*

Le passage du théorème 3 à (2 .1 ) se fa it de la manière suivante : en vertu de la

continu ité  de l ’application (h, i ) )e L ’ (Q )x  L '’ (Q) hvd x ,  h *  V* d e s
_Jii Jn*

, il nous suffit

de considérer / ie C ° (n )  et t ; 6 L ‘ (ÎJ). On applique alors le théorème 3 avec u = h, v ^ =v

v t . h *  des <
n* n*

et V2 = h*. On o b tie n t:  

l’opérateur moyenne  ̂ on déduit que

M ,. A h * ) v d x  =

V* h *  des. Par application du lemme 0 sur

il

V* h* des.
n*

C. R., 1986, 1" Semestre (T. 302) Sériel — 40

vis V ix
n

Vi ■V2 u) de

-^2 dx*u -IÒ Ku

d a g
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Puisque h est continue, alors ^^(h^)(x) = h(x), pour xgQ . Ainsi

h ( x )  V ( x )  d x  =
n

vi d a <
o

h *  d a .
Q

Les lemmcs suivants servent à démontrer le théorème 3. Auparavant, nous introduisons 
la :

D é f i n i t i o n  1. — Soit u une fonction réelle mesurable sur Q; on dira que u n’a pas de 
palier si (Vie  R), | w =  i | =  mes { x eQ, u (x) =  i } =  0.

L h M M E  1 (densité). -  Soit v g  L^(Q) (1 -h oo); alors il existe une suite v„ de L^(Q)
n^ayant pas de palier et qui converge vers v dans L^(Q).

L h m m h  2 .  — Soit i;eL^(Q), 1 ^ p S  -foc, telle que v soit sans palier. Alors :
(i) pour tout aeQ"^, il existe un ensemble mesurable E(a) de i l  tel que |E(a) |  = a et w

définie par ( 0 .  I )  vérifie w{a)= v(x)dx . De plus.
J e  (a)

(ii) si a< b, alors E{a) ciE{b).

L e m m e  3. — Soit u une fonction mesurable sur Cl et v dans L ' ( Q ) .  Alors pour tout 
sous-ensemble E mesurable de il*, nous avons

(J ■I n  I

t)* ( a )  d es  1 =
I H I I K I

I E I
V* (es) d e s  ^ v*^(a)da.  □

Lorsque u est assez régulière, on peut donner une expression ponctuelle de t>.»„ comme 

le montre la remarque suivante :
Remarque 1. — On suppose que Q est un ouvert borné de soit ueC®(Q) tel que 

1/ V w I e L* (Q). Alors pour tout ue L* (iî) :

V*u(s) =

v ( x ) d r ( x ) / \ V u ( x )
_ J  u = u» (5) p. p. dans Q*,

d r  (x)/ V u (x)
J u  -^u* (s)

où d r  désigne la mesure de Lebesgue (N — l)-dimensionnelle.
Les détails des preuves seront données dans [4], □

R em ise  le 24 février 1986.
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SOME PROPERTIES OF THE RELATIVE REARRANGEMENT

Jean Michel RAKOTOSON 

Laborato ire  d 'A nalyse  Numérique 

U n i v e r s i t é  Paris  Sud, Bât.  425 

91405 ORSAY

I n tr o d u ct io n

The n o t io n  o f  r e l a t i v e  rearrangement was in troduced  f i r s t  by 

J.  Mossino and R. Teraam [7]  . I t  has been developped in  a r e c e n t  paper [6]  , 

and s e v e r a l  a p p l i c a t i o n s  in  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  eq u a t io n s  can be found in

[6]  , [7]  , [8]  , [9]  . In a f u r t h e r  work [10] , we w i l l  use  i t  to  g e t  some 

optimal bounds on non l i n e a r  e l l i p t i c  p . d . e ' s ,  when the  second member i s  a 

d i s t r i b u t i o n .

Some p r o p e r t i e s  o f  the  r e l a t i v e  rearrangement have been g iven  in  

[5]  , [6]  , [8]  . In t h i s  paper,  we prove some a d d i t io n a l  p r o p e r t i e s ,  which 

g e n e r a l i z e  w e l l  known r e s u l t s  f o r  the  usual rearrangement.

S e c t i  on 1 ; Def i ni t i o n s  and pre l im i  nary r e s u l t s

In t h i s  paper,  we use o n ly  Lebesgue measure.

N
Let be a bounded measurable s e t  o f  IR . For any measurable  

s u b s e t  E o f  , we denote  by [E[ i t s  measure.
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Let u be a real measurable function defined in n . We will say

th a t  u has a f l a t  region of value t  i f  meas {x e , u(x) = t}  = [u=t

is s t r i c t l y  pos i t ive .  There may ex i s t  a countable family of f l a t  regions

P. = {u = t . } . We denote P = U P. the union of a l l  f l a t  regions of u .
 ̂  ̂ ieO ^

Definition 1

The decreasing rearrangement of u is defined on = [0, ] by

u*(s) = Inf { e e l R ,  ]u > < s }

we will also consider the increasing rearrangement of u : u’̂ (s)  = u^(|fil - s) 

Now, we recal l  the notion of r e l a t iv e  rearrangement, as i t  appeared in [7] . 

Let V e L̂  (fi) , we define a function w in fi*by :

w(s)

v(x) dx 

u > u^(s)

v(x) dx + 

V u > u^(s)

i f  |u = u*(s) |  = 0

s- |u>u*(s) |

0
( V | p ( s ) )  ( a )  da  otherwise

(Here the l a s t  integrand is  the decreasing rearrangement of the r e s t r i c t i o n  

of V to the s e t  P(s) = {u = u^(s)} supposed to be of pos i t ive  measure). 

The following theorem was proved in [6] .

ü



I I .  7
- 4 -

Theorem 1

L et u be a m easurable fu n c t io n  d e f in e d  in  Ü  ̂ v in  

( f i )  (1 5 P 5 + °°)then :

( i ) w € [ Ü )

H i )
dw

ds L'’(n)

where ü = ]0,  | f i | [  .

D e f i n i t i o n  2 : R e l a t i v e  rearrangem ent

dw
The f u n c t io n  -gj i s  c a l l e d  the  rearrangem ent o f  v w i th  re s p e c t  to  u and

is  denoted

We w i l l  need the  fo l lo w in g  p r o p e r t ie s  proved in  [6 ]  (see a ls o  [ 5 ] )  .

P r o p o s i t io n  1

I f  u i s  a measurable fu n c t io n  d e f in e d  in  , v i n  L ^ f i )  then

( i - 1 )  f o r  a l l  co n s tan t  c , v^^ = v^ , c^^ = c

( i - 2 ) v̂ ^̂  (a ) da = v ( x )  dx

( i - 3 )  I f  we co n s id e r  the  r e l a t i v e  rearrangem ent v *  (see [5 ]  , [ 6 ]  )

lP

.pw'

lP(n
VI<

u'

fifi
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a s s o c ia te d  to  the  in c re a s in g  rearran g em en t,  we have :

\  -  u

The fo l lo w in g  d e f i n i t i o n s  concern the  mean va lu e  o p e ra to rs  

in tro d u c e d  in  [7 ]  .

D e f i n i t i o n  3

L e t  g be a m easurable re a l  f u n c t io n ,  a lm ost everywhere d e f in e d  

in  . To th e  fu n c t io n s  u and g , we can a s s o c ia te  a n o th e r  fu n c t io n  

My(g) : d e f in e d  by :

, g(6(u)  (x))  i f  x G

f o r  a . e .  x H „ (g ) (X)

Pi
g(a) da i f  x € P̂

where s '^  = |u < t^ | , s" .̂ = |u < t .̂ | , b(u) (x) = [u < u ( x )

D e f i  ni t i  on 4

Now, l e t  us c o n s id e r  two m easurable r e a l  fu n c t io n s  d e f in e d  in  fi 

We denote by v̂ . th e  r e s t r i c t i o n  o f  v to  a f l a t  re g io n  P̂ . o f  u .

To the  fu n c t io n  g d e f in e d  above, we can a s s o c ia te  the  fu n c t io n

f ' " '
g(

% í - v ]

p

fi

*
fi

s

g).v(
fi byIR
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/ M^j(g)(x) i f  X e

M,,v(g)(̂) =/

( h . ) ( x )  i f  X e p.

where h . ( s )  = g ( s ' . j  + s )  i f  s e  [ 0 ,  |P̂ . | ]

i s  d e f i n e d  as (w ith  r e p l a c e d  by P .̂) .

The p ro o f  o f  the  f o l l o w i n g  lenma i s  g iv e n  i n  [5]  , [7 ]

Lemma 1

L et u 3 V he two m eastirable funot-Cons from  in to  IR ,

V e iP(fi) (1 < p < + co) and g e ( f i* ) , -  + - = l  then
p q

\ y i 9 )  e (fi) and g v̂ j da = V dx (1- 1)
Q

Remark 1

I f  V e  ( f i ) ,  g e  ) the  r e l a t i o n  (1 -  1) h o l d s .

In f a c t ,  i f  we c o n s i d e r  f i r s t  g e  â>(fi ) , we can argue as i n  [7]  to  g e t  

r e l a t i o n s  (1 -  1) . As  ̂ be lo n g s  t o  ^ ( L ”  {çi*) , L“  (f i ) )  ( s e e  [5 ]  )

and the mapping g e  L°° (n*) g v^ da i s  co n t in u o u s .w e  can conc lude

by d e n s i t y  o f  Q){^) i n  C ° ( ^ * )  ^

Remark 2

One can g i v e  an e x p l i c i t  e x p r e s s i o n  o f  v^^ when u i s  a r e g u l a r

M
f u n c t i o n .  (R -  1) assume t h a t  i s  a bounded open s e t  o f  R and u

p

”v..

M
"i

Mu n

g),v
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is an element of e°°(n) such th a t  ——- e (n)
vu

then for any v € (fi)

v(x)dr(x) 

| vu ( x ) I

u=u*(s)

%  =

a .e .  in (1-2)

u=u*(s)

jdríül
Vu(x) I

where dr denote the (N - 1) dimensional Lebesgue measure.

Proof of remark 2

We recal l  (see [1] ) th a t  a real t  is  ca l led  a regular value

of u i f

-1u ( t )  i s  a compact (N - 1) dimensional manifold on which 

Vu (x) ^ 0.

A real t  i s  said to be a c r i t i c a l  value of u i f  i t  i s  not a 

regular value.

The s e t  of c r i t i c a l  values is  denoted by <? . According to Sard 's  

Theorem (see [1] ) » i f  u € C°°(n) then the Lebesgue measure of C 

is zero.

We denote by y ( t )  = |u > t  | . We observe th a t  u has no f l a t  region because 

1 is  in L̂  (fi) and on f l a t  regions Vu(x) = 0  a .e .  We then have

Vu

for al l  s € fi : p(u^ ( s ) )  = s (1-3)

l '

(s:

l’
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The f u n c t io n  y is  a b s o lu t e ly  cont inuous .  In  f a c t ,  l e t  us ta k e

2 1 
( a , b )  6 l R  (a  < b ) .  The f u n c t io n  u is  l i p c h i t z  and

vu
is  i n t e g r a b l e .

we can use Federer 's theorem [2] to get that

b

u(a) - y(b) = f dx = Í dp Í — ä l _

a<u<b ^   ̂ I

and y'(p) = dr

v u (x )
u=p u=p

These l a s t  r e l a t i o n s  prove t h a t  y i s  a b s o lu t e ly  continuous .  As a b s o lu t e ly  

continuous fu n c t io n s  map n u l l  se ts  i n t o  n u l l  s e t s ,  we deduce 

meas y (C )  = | y ( C ) |  = 0 .

Using r e l a t i o n  ( 1 - 3 )  , we g e t  t h a t  : { s € , u ^ (s )  € C }  is  in c lu d ed  

i n t o  y (C )  . Thus, f o r  a lm ost e ve ry  s i n  , u ^ (s )  is  a r e g u la r  v a lu e  

o f  u . In  the  f o l l o w i n g ,  we c o n s id e r  o n ly  such p o in ts  s . The fo l lo w in g  

computation i s  then t r u e  f o r  a lm ost eve ry  s o f  .

L e t  h > 0 , as u has no f l a t  r e g io n ,  we g e t  :

w(s + h) -  w (s )  = v ( x )  dx 

u * (s + h )< u < u ^ (s )

One can check t h a t  f o r  small h , V u (x )  ^ 0 f o r  a l l  x in  the  compact

\  -  iu ^ (s  + h) < u < u ^ (s )> ,  — e l°°  (Kj^) and —
Vu Vu

i s  i n  J ( K j , )

We use F e d e r e r 's  theorem [ 2 ]  to  g e t  :

w(s + h) -  w( s )  

h

I

h

u * (s + h )  
dp

u*(s) u=p

v ( x )  d r  

V u ( x )

1

X)vu(

n
n

fi

4
fi
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L e t  us w r i t e  u (s + h) = u ^ (s )  + R ( s ,h )  where R ( s ,h )  = h .  + o ( h )
ds

( ------  e x i s t  a .e  as u ^  i s  decreas ing  and R ( s ,h )  ^ 0 s in ce  u has no
ds

f l a t  r e g i o n ) .  Then, we g e t  :

w(s + h) -  w ( s ) 

h

.  R (s ,h )  

h R ( s ,h )

u * ( s ) + R ( s ,h ^

dp

*( s ) y

v ( x )  d r  

| v u ( x ) I

And when h tends to  zero  :

*u ds ds J l V u ( x ) |  
u=u*(s)

1
This  l a s t  r e l a t i o n  is  t r u e  f o r  a l l  v e L (n )  . In  p a r t i c u l a r  i f  v = 1 

= 1 see p r o p o s i t io n  1 ) and thus ;

ds
a .e  i n  çi

dr

|v u (x )  
u=u^(s )

These l a s t  formulas  le a d  to  ( 1 - 2 )  .

S e c t io n  2 : General p r o p e r t i e s  o f  the  r e l a t i v e  rearrangem ent

The f o l lo w in g  is  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  the  p ro p e r ty  o f  c o n t r a c t io n

f o r  .

Theorem 2

L e t Q be a convex fu n o tio n  d(>.fined -¿n IR , (v-|»V2 ) € L°°(i i )x  L°°(fi) 

u a measurable fu n c tio n  d e fin e d  in  Q. then :

p(V]*u -  V2*̂ )̂ da < p(v^ -  v^) dx

fi

(1-4)

Ü

1

du«

=P

1

i  na .e(s
dw dU:, v (x dr

*u(V

du

'UV,
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This la s t  formula i s  also v a lid  fo r  (v ĵ ,V 2) € ( f i)  x (f i )  (1 < p < +oo )

i f  p s a t i s f i e s  :

3 a  > 0 ,  3 3 € ] R , V t e ] R ,  | p ( t ) |  < a \ t f  + 3

Remark 3

According to  K ra n o s e ls k i i  [4 ]  , th e  l a s t  c o n d i t io n  f o r  p is  

necessary and s u f f i c i e n t  to  in s u re  t h a t  th e  mapping v ^  p (v )  i s  continuous  

from LP(fi)  ( r e s p .  ( f i * ) )  i n t o  (f i)  ( r e s p .  ( f i * ) )  •

Remark 4

Under the  assumptions o f  Remark 2 , i f  moreover p s a t i s f i e s  

p ( ‘t ) |  < C6|t |*+  3 , we have the  ponctual i n e q u a l i t y  :

a .e  i n  p(v^^^^ ( s )  -  ^2*u ^ Cp(''l ’  ^2 ) ]  *u ( 1 - 5 )

f o r  any ( v . j , v 2 ) e ( f i )  x (Q.) 

In  f a c t ,  by r e l a t i o n  ( 1 - 2 )  :

2*u

( V ,  -  v ^ )  ( X )'1

u = u * (s )
|v u (x )

d r  ( x )  

| v u (x )  

u=u^(s )

Vu(x) |  f dr

J |Vu(x)  

u=u*(s)

, one can use Jensen i n e q u a l i t ySetting dv dr (X) 1

lP l P

l P

s ) )
♦

: s)

■ (

fx)dr

''i u
s ) s)
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to get  :

P(v^*^j(s) -  V2 *^ (s ) )   ̂ p (  (v^ - v^) ( x)  d\>(x)^

u=u^(s)

p(v^ - v^) dv 

u=u^(s)

and

p(v^ - ŵ ) dv = [p(v^ - V2)]* ĵ (s) (by relation (1-2))

u=u*(s)

This ponctuai relation leads to (1"4) since by integration :

p ( V i * u  ■  -  I  (o) dcT =  J p(v^ -V2) dx
Ü ÇI

(by proposition 1 , ( i-2))

Remark 5

The ponctual relation (1-5) is not valid for any u . To see th is ,

l e t  us take, u = constante = 1 , and = v £ L (fl) , V2 = 0 . Then,

i f  i t  is true,  we will get :

p(v*-,) 1 [ P(v)]*i .

By proposition 1 (i-1) , = v* , [p(v)]*^ = [p(v^]^

thus p(v^) < [p(v)]^ . By equimesurability , we deduce :

P(v*) = tp(v)]* for any v € L~ (f2) and any convex function p : i t  is 

not d i f f i c u l t  to see that this is impossible (for example, take p decreasing) 

The proof of theorem 2 needs the following lemma whose proof can 

be easily  deduced from G. C h i t i ' s  result  [3] .

Lemma 2

Let p be a convex fu n c tio n  d e fin ed  in  JR  ̂ u and v two 

measurable fu n c tio n s  d e fin ed  in  ii , v € L*” (fl) then we have

Q.
p((u + v)^ - u^) da < p(v) dx

•’ f i

<

V do < P 1'm u
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l ' r o o  í o f ( h ‘ *orT*m

) i n í . e  p 1 S <1 í .OfW.*/  l u i u : l i ' ) n ,  l I w » u !• : v 6: L ( w) r7(v)

' I . b . (.. f o r  tho vvcük ' jL.H' l o p u l o ' j y .  Menee ,  i f  ( V |  , v . , )  i i tc (.wo c* 1 cnien L'. ol

0>9 ■
I- (s;)  , we know ( s o c  ( ‘j )  ) l .hol  f o r  . i l l  X > (' .nul  u m e a s u f . i h  1 c 

d e f i n e d  i n  i l

11
(u 1 - (u Í \v^)^

I
Il,,

and

( -

g  ' i - u -  ''^■u )

weak stai-

'A? deduce fioiv, icii»na ? and tlie remark above

o(v.  - v . ) d x  > l i m f  0
( UtXVj ), - ( u+.\v^ ).

do > p(

',1

Assume t h a t  p s a t i s f i e s  the growth c o n d i t i o n  in theorem 2. Since the  mapping 

V e (fi) -♦ V* € (Q ) i s  con t inuous  (see  (6 ] )  , we deduce by

remark 3 t h a t  the mapping v € (Q) -► (
Q

p ( v )  dx ,
Q*

p ( v * ,  ) do )

i s .  con t inu ous .  We can conclude u s ing  t he  d e n s i t y  o f  l“  (ii) i n to  (fi)

C o lla ry  1

Let p ( t )  , tSO be convex , non-negative, non-decreasing.

( V p V 2 )  in ( f l )  X l '  ( f l )  and u a measurable function. Than,

-  P i | v , - V p l )  dx.

V
oo

•'•'l (u A ?
1 n I.

"i u
V ' u

d('

U
\ii

PL DL

lP

lP

r
o( |v, u ''Z do

•’ii

‘1

1 V

V
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Proof :

We argue as in [3). We consider the real l ip c h i tz  function

defined by :

n i f  zSn

(z)= < z i f  | z | s n  

-n i f  z<-n

Then the funct ions (v^) i=1,2 are in l“  (n) and s a t i s f i e

|Vin^V2 nl ^ a . e . .  Since the function p is non-decreasing, we

deduce th a t

P^l ' ' ln"' '2nl^ ^ P( |v i -V 2 l) dx 

and th a t  the function p ( | t | )  i s  convex, we apply theorem 2 to get t h a t  :

^ p( | v , - v 2 | ) dx 

Since the sequence tends to in (ii) i =l , 2 and the mapping 

V € (n) -» e (fi*) i s  continuous,  we can subs t rac t  a sequenc^**^ 

denoted also which converges almost everywhere in ii*. We apply Fa tou 's

lemma to get  th a t

Q*
P ( | V i * u " V 2 * u l )  d a  <  l i m P<l''ln*u-''2n*ul> -  J„ P ( | v , - V 2 l )  d*

■Ttiese l a s t  r e s u l t s  i l l u s t r a t e  the convergence of  the r e l a t i v e  

rearrangement in Orl icz  spaces i f  the o r ig in a l  funct ions  belong to (fi) 

and converge in Orl icz  spaces.

(**) that  Is from the sequence (v, „ ,v  ̂ )
In^u’ 2n*u

Tn

nT

inV T.n

IV

dx

da

inV

u
1L

P V
In' 2n̂

-V. 'u do

V in V
1

L

-  1

•V

L
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2 .2  : A g e n e r a l i z a t io n  o f  the H a rd y -L it t le w o o d  in e q u a l i t y

B efore  prov ing  the r e s u l t  o f  g e n e r a l i z a t io n ,  we w i l l  need some lemmas:

Lèmma 3

L e t V € l P ( f l)  (1 < p < + ooj then  th ere  e x i s t s  a sequence 

V̂  e L^ (n) suah th a t  V̂  has no f l a t  reg io n  and V̂  tends to  V in  L^(fì)

P ro o f :

L e t P = u P̂ - where P̂ . = {v = 0.} , |P̂ . | 0 and 0̂. 0 . 
ieD

We denote by the  c h a r a c t e r is t i c  fu n c t io n  o f  a measurable s e t  A .

We pu t A^(x)= 1 . — ]--------  f o r  any x e . We observe t h a t  :
n 1 + |x

[{X e , A^(x) = a}| = I{x e , e"^n̂ ^  ̂ = 6}| = 0 v (a,B) € K"

We d e f in e  :

v ^ (x )  = e ’ ^n^^^ ( v ( x )  + A^( x )  x  ( x ) )

{y=0}

One can check t h a t  :

|v„ (X) - v{x)| < 1 ( |v(x)| + 1)

(X)
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So, tends to v in (fl) (1 < p < +oo ) .

Let us prove that  for a l l  t  € K . |v^ = t |  = 0. We remark that

{V = t }  ={x c v(x)  0,  v (x)=t}u  ( u {X e P.., V (x) = t )  )n n 1 n

u {x e , v(x)  = 0 , v^(x) = t )

We deduce then :

|v„ = t l  = |{x P ,  v(x) 0 , v(x) = t } |  + z [ { X  6 P . ,  e'^n^^^ =
^ ieD e.

+ |{x e , v(x)  = 0 , x^(x) = t }

By the remark above, each term of  the summation vanishes.

Lenma 4

L et V ■ e lP (n) , 1 < p < + oo such th a t  V has no f l a t  

reg io n  then  :

(■i) f o r  a l l  di €. Q , th ere  e x i s t s  a measurable s e t  E(a) suoh th a t

w(a) = v(x) dx and |E(a) |  = a

E(a)

In  a d d itiony

( i i )  i f  a < b then  E(a) c  E(b) 

Proof :

( i )  Let a e fi

i f  |u = u^(a) | = 0 , we s e t  E(a) = {u > u  ̂ (a)}

''n
lP

P.
ieD

e Q'
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then |u > u^(a) I = |u .> u^(a) |  = a

i f

{u

u = u^(a) 0 , we denote the r e s t r i c t i o n  o f  v to the s e t

u^(a)} then by equimesurabil i ty :

a- |u>u^(a)

( v . )  (a)  da = V(x) dx 

Vg >(Vj )̂  ̂ (a - |u>u^(a) | )

The s e t  {v^ > (v^)^ (a - |u > u^(a ) | ) }  and {u > u^(a)} are d i s j o i n t .  

Hence, we have :

|E(a) |  = |u > u^(a) |  + |v^ > (Vg)^(a - |u > u*(a) | ) |  = a

i f  we s e t  E(a) = {u >u^(a)} u{v^> (v^̂ )  ̂ (a - |u > u * (a ) | ) }

( i i )  Let a < b

If  u^(a) = u*(b) then = k we deduce

k*(a - |u > u*(a)|  ) > k*(b - |u > u^(b) | )

so E(a) c  E(b)

I f  u*(a) > u*(b) : E(a) c  {u > u^(a)} c  {u > u^(b)} c  E(b)

Remark 6

I f  ]a ,b[  n ]c ,d[  = 0 , i f  we s e t

E(a,b) = E(b) ^ E(a) 

E(c,d) = E(d) 'v E(c)

o

''a
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then

E ( a ,b )  n E ( c ,d )  = 0

The fo l lo w in g  lermia is  c r u c ia l  to  prove the r e s u l t  o f  g e n e r a l i z a t io n

Lemma 5

Let u be a re a l measurable fu n c t io n  d e f in e d  in  Q and v €

then f o r  a l l  measurable s e t   ̂ in  ^  , we hccoe :

(o) do > V (o) do ( = V* (o) do )

I Î-IEI

where v denote the in c re a s in g  rearrangement o f  v .

Proof

As the mappings v e (n) -» v* o r  e ( f i * )  a re

co nt inuous ,  thanks to lemma 3 , we can r e s t r i c t  to  the case when v has 

no f l a t  re g io n .

Le t  0  be an open s e t  o f  Q* then 0  is  the union ( a t  most

c o u n ta b le )  o f  h is  d i s j o i n t  connected components : €  -  u ] a . ,  b . [

b.

dw do = Z
ds i€D  J

According to  lenma 4

^i

dw .
—  do
ds

^i dw .
—  do = I

ieD a. ds i€D
v(x) dx ,

JE

oE

l '

nl
V

*U

lemma

l ' l ’
''•u

ieD

(a.

z
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Since E(a^., b .̂) n E(aj, b^) = 0 for i j  (see Remark 5 ) , we deduce 

via Hardy-Littlewood inequality  :

dw
3? da = y { x )  dx > 

u E ( a . , b . )

I u E ( a . i O l
i€D  ̂ ^

V (a) da ,
0

i€D

I u E ( a . ,  b . )  I = 21 (b.  -  a . )  = |^|  , 
i eD i eD

dw
ds

d V (a) da

I f  E i s  a measurable se t  of , then there e x is t  a sequence

( 1 - 6 )

of open

s e t  such th a t  : E 

Then by (1-6)

p̂+1 and
p-i+0

dw
ds da > V (a) da

When we pass to the l im it  :

(o)  da =
dw 

E ds
da > V (a) da

The following theorem is  the generalization of the Hardy-Littlewood inequality

Theorem 3

Let u be a veal measurable fim otion  on fi  ̂ v-j in  L^(ii) and 

2 ^ ’ p q

9.

 ̂ V* V* da ( = ^1* ^2* (1-7)

Q

E uV

VV u V2 d < d

then1LqV

E

0

0

P
E

P
c= cz

Q
P

0
>
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Remark 7

I f  we change v-j i n t o  ~ v.| , y2 '”^̂ 0 " ^2 ^  ̂ *

using p r o p o s i t io n  1 ( i - 3 )  , we g e t  :

fi
. "lu “2 ''o i

♦  ♦

fi
v-| V2 da (1-8)

The p ro o f  o f  t h is  theorem needs the fo l lo w in g  lenma whose p ro o f  is  in  [5 ]

Lemma 6
3|6 T ^

Let f  e L ° ° ( f i ) ,  a < f  < b ,  g e L ( f i )  then

fg  da = b g da ~
- ♦  J ♦
fi fi

P roof o f  theorem 3

d t g da

f < t

We begin  w ith  the case v-j e 1-P (f i)  and € L°° ( f i * )  then

''l*u ^ lemma 6 :

r f f
^ v^*u ^2 da = b J da - J dt J da
fì f i a  V2<t

By p ro p o s i t io n  1 ( i - 2 )  and e q u im e s u r a b i l i ty  :

/ l * u  = V* da

fi
fi

By 1 enma 4

J V t l2 ''i
(a) da =

V2<t 0 V2<t

(a) da

b

a

and into

(fi and by lemma

''l
fi

da =

♦u/ I

♦u da ''l "l
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Hence

Vi.„ Vj da < b ♦  J
y-| d a  “ dt V* (a) da =

♦  ♦
v-| V2  da

ü V2<t

The r e s u l t  f o r  q < + 0 0  e a s i l y  f o l l o w s  by d e n s i t y .

Remark 8

I f  V2  > 0 i s  o n ly  m easu rab le ,  v-j > 0 and e  (fi) 

th e  r e l a t i o n  ( 1 - 7 )  (o r  ( 1 - 8 ) )  remains v a l i d .  In f a c t ,  th e r e  e x i s t s  

an i n c r e a s i n g  sequence V2  ̂ € (n*) such t h a t  :

lira V2^ (o) = V2 (a) and 0 < V2^ (a ) < V2 (a ) a . e .
n

then

' '2n

n

As v-| > 0 im p l i e s  v-j^^ > 0 ( s e e  [6] ) then by F atou 's  lenma

V
♦

v-| V2 da

Q

Rémark 9

As a c o r o l l a r y ,  we re c o v e r  the  well-known Hardy-Litt lew ood theorem  

For a l l  V e  (fi) , h e  ( f i ) ,  ^  = 1

we have :

hv dx < u*h V da

Ü

a

.h

''i

[o) ''1 ='U
a) da

' '2, '̂1 da (er
♦

''1 [er da

*u ''2
da

1

P

I

qlP
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Proof :

We begin with the case h e (ii ) and v c (fj) . Using 

remark 1 and theorem 3 :

(h ) V dx <
♦  ♦ (1-9)

By definition 4 :

h* (3 (h) ( X ) )  i f  x e ^ ^ P

M'h,v = (

My (g) (x) i f  jc e P̂. = {h = t .}

g(s) = h (s'^. + s) for s e [0, s"̂ - - s ' . ]

s ' .  = |h < t | I  , s"^ = ¡h < t .

Then, we have : g(s) = h ( s ' .  + s) = h (s'^.) = h (^ (h) (x))

In any case ^ (h ) (x) = h (^ (h) (x)) = h(x) (since h is continuous)

By (1-9) , we get the Hardy-Littlewood inequality.

By density, the inequality remains valid for h G (fi) and

o L
1

da
V

M

h X

h.M

V e Lp 1

p
1

q
1 q > 1 and then 1for q

qL
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Un modèle non local en physique des plasmas : 

résolution par une méthode de degré topologique

Jean-Michel RAKOTOSON 

Laboratoire d'Analyse Numérique 

Université Paris-Sud 

91405 ORSAY.

INTRODUCTION.

Différents modèles de la physique des plasmas ont été introduits dans 

la littérature (cf. par exenple [2],[6],[8],[9],[10],[14]).

On peut les résumer sous la forme générale suivante : trouver une 

fonction u définie sur un ouvert borné régulier ß de (NSI) telle que

III. 1

(0)

(0.1) -Au + g(x,u(x),ô(u)(x)) = 0 dans {u<0}

(0.2) Au = 0 dans {u^O}

(0.3) u = constante (inconnue) sur 

(0.4) (la = I > 0
an 8"

avec ^(u) (x) = mes {y £ / u(x) < u(y) < 0} . I est une constante positive 

donnée. L'ensemble {u<0} représente la région occupée par le plasma, tandis 

que l'ensemble {uSO} représente une région vide. Ces régions sont connues 

dès que 1 'on résoud le problème (0). Pour plus de détails sur le problème

physique, on peut consulter [S],[7] et aussi l'appendice de [13].

— f * 1 
La fonction g est définie sur fixIRx [o,lfi|] ; sa forme n'est

jusqu'à présent pas précise : c'est l'une des difficultés physiques. Suivant

la forme de g , les modèles traités antérieurement peuvent être classés en

deux catégories :

(*) fi = mesure de

0]

;0

ciu

fi
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Ml./ g(x,u(x) ,^(u)(x)) = Xg(x,u(x))

M2. / g (x ,u (x) ,^(u) (x) ) = Àg Ĉ Cu) (x) )

où X est m  paramètre fixé.

R. Temam était le premier à prouver l'existence d ’une solution pour le 

modèle Ml [14], par une méthode variationnelle. Tandis que le second modèle M2 

a été résolu par H. Gourgeon et J. Ivfossino [4],par un procédé de symétrisation 

et les techniques de l’analyse multivoque déjà utilisées dans [8].

Ici nous résolvons un modèle relativement général qui est une forme 

affaiblie du problème (0). C’est le problème (1) suivant : trouver u 

vérifiant :

(1.1) Au G g(x,u(x) ,ô (u) (x)) dans {u<0}

(1.2) Au = 0 dans {u^O}
(1)

(1.3) u = constante (inconnue) sur 

9u(1.4) da = I > 0

où ô(u)(x) = [̂ (u) (x) ,ô(u)(x)] , ô(u)(x) = mes {y G fi / u(x)  ̂u(y)  ̂0} .

Dans la Section 1, nous précisons les hypothèses sur g et nous intro

duisons un problème régularisé (1) (e paramètre positif) associé au problème 

(1). Dans la Section 2, nous montrons l’existence de solutions pour ce problème 

régularisé par des arguments topologiques. Cette méthode nécessite quelques 

estimations a priori, ce qui se fait dans cette même section. Enfin, dans la 

Section 3, nous passons à la limite dans le problème (1) pour montrer l’exis- 

tence de solutions du problème (1).

Ce travail est une partie d ’une Thèse de 3e Cycle soutenue à l’IMiversité 

de Paris XI-Orsay [12] .

Je tiens à remercier J. Mossino de sa généreuse collaboration.

[fi)h2

3fi
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. 3 .

1. HYPOTHESES - UN PROBLEME GENERALISE.

Considérons le problème (1) ci-dessus, où g est une fonction définie 

sur Ï Ï x R x  [o,|fil] vérifiant :

CH1)

(H2)

(H3)

(H4)

g peut se décomposer : g(x,u,6) = g|(x,u,6) + g2(x,u,ô) , avec 

g^ e x R  X [o,|n|]) i = 1,2 

ĝ  < 0 et > 0 .

Il existe deux constantes a à O  et b > 0  t.q 

|g.j(x,u,ô)| â au + b V (x,u,ô) ÎT X R  x [o,|fil]

g(x,u,o) = o V u ^ O , V x e f i

Il existe deux constantes > 0 , â 0 t.q 

MqU_ + ^ g(x,u,ô) V (x,u,ô) e ÏÏ X R  X [o, |fi| ]

g(x,u,ô)
lim

[ul-̂ +o“

N

= 0 uniformément en x et en 6 avec
u

p = j;p2 ^=3 , p (quelconque) > 1 si N^2

Remarque 0 . Ces hypothèses sont vérifiées pour le modèle Ml où g(x,u,ô) = 

Xu_ (X>0), tandis que le modèle M2 ne satisfait pas l'hypothèse (H3). Il 

peut cependant être résolu par la présente méthode conqîlétée d*un nouveau 

passage à la limite (cf. Remarque 3 à la fin de l'article).

Pour e>0 , on âssocie au problème (1) le problème (1) régularisé
W

suivant :

Trouver u^ £ H (fì) solution de

(1-1)^ -Au^ + g(x,u^(x),ô^(u^)Cx)) = 0 dans fi

(1) {(1-2) u = constante (inconnue) sur 9fi
 ̂  ̂  ̂ 9u

da = I > 0 .(1-3).
8fi 3n

p

s i
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2  ° °  2  
où 6̂  est un opérateur de L (fi) dans L (fi) défini par : pour v € L (fi),

6^(v)(x) =
fi

4 (-v(y))dy -
fi
H (v(x) - v(y))dy

h^(t) =

1 si t>e

^ si O^t^e 

0 si t<0

H^(t) =

avec

1 si t^O

1 + - si -e^t^O
e

0 si t^-e

Nous notons que <Ŝ (c) = 0 lorsque c est une constante ô^(v)(x) = 0 en tout

point X où v(x)  ̂0 et que

( 1. 1) 6 (v)l „  ̂ |fi| 
L (fi)

2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR LE PROBLEME (1),

2.1. Préliminaires.

On désigne par W = Ĥ (fi) © R  le sous-espace fermé de Ĥ (fi) défini

par

Ĥ (fi) © R  = {v e H^fi), V = constante sur 9fi}

On le munit de la norme de (fi).

Soit L l'opérateur complètement continu (i.e. continu et conpact) 

de L̂ (fi) dans W défini par :

L f

-Au + u = f dans fi

u = constante sur 3fi

afi

9u

Soit l'élément de Ĥ (fi) Ô R  satisfaisant à

/ -A<}.o = o

<J,o€W

9<Î)o 

3fi ?n
da = I

u <=)

h '

3n
do 0
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Alors si nous définissons S^C1,v) = L(v-gC. ,v(.) ,ô̂ (v) (.)) + <I>q , 

on remarque que toute solution du problème (1) est un point fixe de
G

S ^ d , . )  : u^ = S ^ (1 ,u p  .

Par ailleurs, l'application S^(l,.) est conplètement continue de W 

dans lui-même. Pour cela, il nous suffit de démontrer le

Lemme 2.1. L'application v e W -> gC-,v(.) ,ô̂ (v) (.)) e L̂ (fi) est

continue et bornée (i.e. transforme les sous-ensembles bornés de W en des

2
sous-ensembles bornés de L (fi)).

Dans la suite, les désignent des constantes ne dépendant que des

données I, N, fi, g .

Démonstration. Par (H1) et (H4), il existe une constante c^>0 t.q

(2 . 1) lg(x,u,6)[ à ĉ (1 + |u|P) V (x,u,ô) € fi x R  x [o,|fi[]

Ainsi, pour v € W , | g(x,v(x) ,ô (̂v) (x)) | S ĉ (1 + lv(x)|P) p.p. 

Sachant que W L^(fi) , on déduit que g(. ,v(.) ,ô̂ (v) (.)) € L̂ (fi) et que 

l'application en question est bornée.

2
La continuité de l'application v £ W -»■ g(x,v(.),ô (v)(.)) £ L (fi)

C»

revient à dire que si v tend vers v dans W-fort , alors la différence 
^ m ’

g(.,Vĵ (.),ô̂ (Vjĵ )(.)) - g(.,v(.),5^(v)(.)) tend vers 0 dans L̂ (fi)-fort 

lorsque m tend vers + .

Posons Wĵ (x) = |g(x,Vjjj(x),ô̂ (Vjjj)(x)) - g(x,v(x) ,ô^(v)(x)) [̂  . Par 

la relation (2.1), il existe une constante C2 > 0 t.q

0 < Wjjj(x) < C2(l + |v(x)l^P + |Vjĵ (x)|̂ P) p.p.

Puisque v^ V dans L̂ (̂fi), il existe h £ L̂ (̂fi) et une sous-suite (v̂^̂,)
m

de (Vjĵ) t.q :

Vjjj, (x) 1 û h(x) p.p. dans fi , (V m')

et

s
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lim v^,(x) = v(x) p.p.
^  I J“

Par l’hypothèse (HI), on déduit lim w , (x) = 0  p.p. dans et
Ul ^

0 à Wjjj(x) 5 C2^1 + lv(x)l^^ + [h(x)]^Py . Par le théorème de la convergence

dominée : lim
m ’

0 dans (fi).

w ,(x)dx = 0 . Nécessairement »toute la suite w tend vers
fi

Maintenant, nous allons déterminer une boule de rayon k dans W

sur laquelle nous pouvons définir le degré topologique d(I-S^(1,.) ,Bj,,o).

2.2. Estimations a priori.

Définissons pour t £ [o,1], l'application g^ par : pour 

(x,u,6) e f i  X  R  X  [o, |fi| ]

ĝ (x,u,(5) = tg(x,u,ô) + (1-t) u.jU_

où U.J est la première valeur propre du problème de Dirichlet homogène.

Soit E^ l'ensemble défini par :

E^ = {v e W / j^(v) = e^(v) = 0}

où

g^ (x, V(x), 6  ̂(v) (x) ) dxe^(v) = - I +
fi

j^(v) = " ^̂ |3fi " fi *

On pose M = min > 0 .

Proposition 2.1. Il existe une constante k ne d^endant que de I,

N, fi, g telle que

V V € u E. lv| . < k
t:

tG[o,1]

La démonstration de cette proposition utilise toute une série de

lemmes.

dx:x))v)(x ),cv:Cx],V(Cxg.Vv
2

l2

h '
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- I +

Démonstration. Considérons la fonction d'une variable réelle A(u) 

g.^(x,u,o)dx . Par (H2), A(u) = - I pour uSO . Par ailleurs, en

Lemme 2 . 2 . V t G [o,1] , Çf

fi

utilisant (H3), on trouve que

g^.(x,u,o)dx S y l^ju + M*t|nl : lim 
n ^ - o

g. (x,u,o)dx = + <»
fi

Par continuité de A , il existe u^ < 0 t.q A(u^) = 0 ; ainsi 

g^(x,u^,ô^(u^))dx = I : u^e .

Lemme 2.5. Il existe une constante > 0 telle que

fi

V V e u

te[o,i]

(2 . 2) |v.

(2.3) |v_| 2p  ̂Cjd + |Vvl 2) • 
L L

Démonstration. Par (H3), pour v G E.̂. :

t Ml |fil + M Iv.l  ̂<
° l ‘ fi

g^(x,v(x) ,ô^(v)(x))dx = I

d'où (2.2).

Pour obtenir (2.3), on utilise l'inégalité de Sobolev-Poincaré t3] :

Vu G (fi) |u| ^   ̂c(|u| . + |Vu| -) en prenant u = v et en utilisant 
L^ l' L̂

la relation (2.2) on obtient (2.3).

Lemme 2.4. Pour tout ri>0 , il existe une constante c^ ne dépendant 

que de n, I, N, fi, g, telle que

V V G H^fi) |g^(.,v(.),ô^(v)(.))lP2  ̂n|v_| 2p
L L

Dans la suite, les c^ désignent des constantes ne dépendant qiæ de

n, I, N, fi, g .

Et

't

SEt

h '

cl

1
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Démonstration. Par (H1) e t  (H4), pour n>0 , i l  e x i s te  t e l  que

l 'o n  a i t  V (x ,u ,6 )  £ fi x ]-<»,o] x [o , | i î |  ] :

(2.4) lg (x ,u ,ô ) l^   ̂ n u^P+

C2.5)

(2 . 6)

I l  e x is te  ne dépendant que de n t e l  que

u l  ^  T] û P +

Des r e l a t i o n s  (2 .4) e t  (2 .5 ) ,  on d é d u it  : 

g ^ (x ,u ,ô ) |^  ^ n u^P +

Ce qui e n tra în e  par (H2) , pour v € (fi) :

|g . ( x ,v ( x ) ,ô  (v ) (x ) ) |^ d x  < n f |v  (x)I^Pdx +
il

d 'où  le  lenirne.

Lenine 2 .5 . Pour to u t  n>0 , i l  e x is te  une constan te  c t e l l e  que

V V € U Et
te [o ,1 ]

avec

2p " q' ' '•

Démonstration. Par le  théorème d ' in t e r p o l a t io n  de Riesz (6 = i )

g ^ ( . , v ( . ) , 6 ^ ( v ) ( . ) ) |   ̂ | g ^ ( . , v ( . ) , ô ^ ( v ) ( . ) ) r ‘ ? | g ^ ( . , v ( . ) , ô ^ ( v ) ( . ) ) r 2

Sachant que g2^0 (par (H1)), nous avons

|g ^ ( . , v ( . ) , ô ^ ( v ) ( . ) ) I   ̂ á t  g2 (x ,v (x ) ,ô ^ (v ) (x ) )d x  +M^| v_|   ̂ +
L fi L

fi
Ig ^ (x ,v (x ) ,6 ^ (v) (x ) )1dx

Par (H1) e t  sachant que e^(v) = 0,

.2
n

c

2
n

c

c,3
n

3cM
,2
1

4c

,1H

c

gt ,v
e

y r
Lq

< n V

L2p
cri

6+

qL L
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e t

Ig. (x ,v (x ) ,6  ( v ) (x ) ) |d x  < a |v  | - + b|i2
ÇI ' ^ ■  l '

r,

En u t i l i s a n t  le  lemme (2.3) :

g^(.,vC.),ô^(v)CO)|  ̂  ̂ C4
Li

e t  donc

|g^(.,v(.),6^(v)(.))|  ̂cj"® g^(.,v(.),6^(v)(.))|^2
Li L

On conclu t avec le  Lemme (2 .4 ) .

Lemme 2 .6 . Pour to u t  n>0 , i l  e x is te  c^ t e i  que V v € U

te [o ,1 ]

g^.(x,v(x),6 (v ) (x ) )v  (x)dx  ̂ n |Vv|^^ + c^
L C -  j L T\

Démonstration. Par l ' i n é g a l i t é  de Holder :

fi
g^ (x ,v (x ) ,6 ^ (v )(x ))v _ (x )d x  S | g ^ ( . , v ( . ) , 6 ^ ( v ) ( . ) ) |  q i |v _ |  2 p

L L

Ainsi pa r  le  Lemme (2.5) :

fi
g^ (x ,v (x ) ,6 ^ (v )(x ))v _ (x )d x  < n |v_|^2p

L

e t  pa r  le  Lemme (2.3) :

g ^ (x ,v (x ) ,6  (v ) (x ) )v  (x)dx < n |Vv | ^ 7  + c^ 
fi ^  ̂ ■ L^ ^

Lemme 2 .7 . Pour to u t  n>0 , i l  e x is te  c t e i  que V v G U E^

te [o ,1 ]

t2 n

t
82

Cx V X Ô
e v: X] dx I a V

l
1

b fi|

1

E

8c

2 9
Iv

dQ
< n
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D^onstration. Soit v € , il suffit de dânontrer le lemme pour

Y = V | > 0 . Reprenons la relation (2.6) du lemme (2.4), il vient 

v(x,u,6) e n X ]-«o,o] X [o,|fi|] , V t e [o,i]

,10
"n

|ĝ (x,u,6)l < n uP +

Alors presque partout dans {v<0} :

yP g^(x,v(x),6Jv)(x)) < n v Ç ( x ) + y ^  

On trouve après intégration que :

v<0
ĝ .(x,v(x),6̂ (v)(x))dx £ n

v<0
Y + v_|^^dx +

Sachant que ê (v) = 0 :

yPl
v<0

Iv - Y^̂ l+  ̂n |v - y1̂ <̂ìx + cl̂
fi

donc, par un théorème d'injection de Sobolev :

Ŷ I  ̂n |Vv|̂ Ç + n

d'où le Lenme. o

Lemme 2.8. Il existe une constante ĉ >0 telle que

V V t U E^

te[o,1]

(2.7) |W

(2 . 8) l3fi

Démonstration. Soit v € Ê  alors ĵ (v) = 0 entraîne que

W
n
ĝ (x,v(x) ,ô̂ (v) (x)v_(x)dx. En utilisant les Leiimes (2.6)

et (2.7), on a la relation (2.7) avec n = ̂  • Par ailleurs, si Vj^̂  ̂  ̂0 , 

alors la relation (2.8) est une conséquence immédiate du Lemme (2.7) et de la 

relation (2.7). Si < 0 , alors on écrit que :

.10

Et

yP
11

S

s n
11

S

.13

S
<

<V

2

l2
Iv

a fì

V 3Q
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l'élan' “ ^l'^-l,2^ s <"'l''-l,2 * I’ ''!,2’
Lf Lt L i L i

Par le Lemme (2.3) : |v | -  ̂c'jv 1  ̂c"(1 + lVv| -,) , on déduit le
■ L̂  ■ L̂ P L̂

lemme en appliquant la relation (2.7).
a

Démonstration_de_la_Progosition_2J . Avec la relation (2.7) du Lenine

(2.8), il nous suffit de prouver qu'il existe ĉ >0 t.q V v € U ;

te[o,1]

Ivl y i Cf- . Nous déduisons du lemme de Poincaré que :
L̂  o

l''lj_2 - * ''^1^2’ •

En utilisant.le Lenme (2.8), on a le résultat.

2.3. Calcul d'un degré topologique. Existence de solutions pour le 

problème (1)̂. .

Proposition 2.2. Pour tout t £ [o,1], le degré topologique 

d(I - S^(t,. ),Bĵ ,o) est bien défini et vaut -1 (k étant la même constante 

que celle de la Proposition (2.1) et la boule ouverte de W centrée en

0 de rayon k ).

Avant de démontrer cette proposition, rappelons deux lemmes dus à 

H. Berestycki-H. Brézis [2] .

Lemme 2.9. Si on note ^ ^ , ^ 2 deux premières valeurs carac

téristiques de L, et la première valeur propre du problème de Dirichlet 

homogène, alors

i) X.J = 1 est sinple et est associé à des fonctions propres qui sont 

des constantes.

ii) X2 > 1 + (J.| •

Lemme 2.10. Pour t  £ [o,1], on considère l'application conplètement 

continue :

: W -► W définie par

Iv. z ( v_ 2

c(

:A2U i

n

Et
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= (1 + U^)Lu -  TM  ̂ L(u_^) + <|)̂

et soit l'unique fonction propre du problème de Dirichlet satisfaisant à

9Vi

Çi

X • 0 •

9n
da - I

-Av^ = M-|V̂  dans fi 

= 0 sur 3fi

3fi

9v^

9ÎT
-da = I

alors, pour tout t G [o,1], est l'unique solution de l'équation

u - lî (̂u) = 0.

Grâce au Lemme (2.1), l'application 

qui à V € W associe S^(t,v) = L(v - g^(-,v(.) ,6̂ (v) (.)) + est conplète- 

ment continue de W dans lui-même. Par ailleurs, {u = S^(t,u)} c c .

En effet

1
(2.1)' -Au + g^(x,u(x),ô (u)(x)) = 0 dans fi

(2.2)' u = constante sur 9fi

(2.3)
9fi

9u
9n

da = I

En intégrant la relation (2.1)', on trouve e^(u) = 0. En multipliant par u 

et en intégrant sur fi , la relation (2.1)' donne j^(u) = 0 , ainsi u € Ê . 

Par la Proposition (2.1), u G : u - S^(t,u) ^ 0 sur 9Bj, .

Par invariance homotopique, d(I - S^(t,.) ,Bĵ ,o) = d(I - S^(o,.) ,Bĵ ,o) 

mais S^(o,v) = L(v - v_) + <Î>q = iî-| (v) (i|̂  ̂ étant l'opérateur introduit 

au Lemme (2.10)> Ce Lemme (2.10) assure alors que d(I - S^(o,.) ,Bj,,o) = 

i(I - ip̂ ,v̂ ,o). De nouveau par invariance homotopique, i(I - , v^, o) =

i(I - \(ĵ, V y  o). Par le théorème du calcul d'index par linéarisation [11],

B
i(I - ip̂ , v^, o) = (-1) où 3 est la sontoie des multiplicités des valeurs

u]

Démonstration de la Proüosition 2.2.

♦ o

»k

u "e u)

h
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caractéristiques réelles mG[o,1] de = (1 + . Le Lemme (2.9) montre
O

que 3 = 1 .  Ainsi nous avons obtenu : d(I - S^(t,.) ,Bĵ ,o) = (-1) = - 1 .

□
Proposition 2.3. Il existe u solution du problème (1) . De plus- T- -  — -  - ^  ^

2
u^ demeure dans un borné de W ®̂(fi) pour tout s € [!,+“[ lorsque e tend 

vers 0.

Démonstration. Puisque d(I - S^(1,.) ,Bĵ ,o) = - 1 0 , il existe 

u e B. tel que u^ = S^(1,u ) : u  ̂ solution du problème (1)^. Puisque û
o K  O C . C . O  o c

reste dans un borné de Ĥ (fi) L̂ (̂fi) , la relation (2.1) inplique que

2
g(.,u (.),ô (u )(.)) est dans un borné de L (fi) . D'après S. Agmon-Douglis-

t O

2
L. Niremberg [1] , u^ est dans un borné de H (fi) . Par l'injection continue

de Sobolev : W^’̂ (fi) L \fi), q̂  étant tel que : si 4^N : 1̂ q.j<+«> alors

qi
u est dans un borné de L (fi).Par la relation (2.1), g(.,u (.),ô (u )(.)) 

est dans un borné de L̂ (fi) . D'après [1] , u^ est dans un borné de

9 1 1 9
w ’̂ (fi) V s G [l,+°°[. Si N>4 , on prend q̂  t.q ^  ^ ^ reprend

le même raisonnement pour montrer que u est dans un borné de 
qi £

2 Q" > „  9 1 "n 9
w P (fi) L (fi) avec tt- = r- - m 2q-<pN et ISq,,<+«> sinon. Les q.

q£ q-| JN I  ̂ j

étant liés de façon générale par ^  ---^ : 3 k t.q 2q^>pN .

3. PASSAŒ A LA LIMITE.

On désigne par u^ une solution de (1)  ̂ vérifiant, lorsque e tend

vers 0 :
2 s

a) u^ ->■ u dans W ’ -faible (s>N)

b) u^ -> u dans (fi)-fort

c) h ( -U  )(y)dy -»■ a dans R
fi ^

d) g(*,u (.),ô (u )(.)) ^ G dans L -faible * .
G G

IL

si

-1

On
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Le passage à la limite dans (1) se fait sans peine et donne 

(1-1)' -Au + G(x) = 0 dans fi

(1)' I (1-2)' u = constante sur 9fi

9u
do = I

afi 9n
(1-3)'

Nous allons préciser la fonction G , grâce au 

Lenme 2.11.

i) ct€ [|u<0|,|u<0|] (*)

ii) G vérifie les relations suivantes : 

ii-1) G(x) = 0 dans {u£0} p.p

ii-2) G(x) € g(x,u(x),Ô(u)(x)) p.p dans (u<0) 

avec ô(u) (x) = [¿(u) (x) ,7(u) (x) ]

^monstration.

i) Pour presque tout x dans {u<0} (resp. dans {u>0})

lim h Ou )(x) = 1 (resp. 0); Le théorème de la convergence dominée entraîne
£-*-0 ^  G

lim h (-u )(x)dx = |u<0| (resp. lim h (-u )(y)dy = 0) sachant que
e+0 * u<0 e e-M3 •'u>0

u<0 e
h^i-uJtyMy < h (-u )(y)dy £ |u<0| + 

fi
h (-u )(y)dy 

u>0 e

le résultat en découle.

ii) Posons 8 (v)(x) = ïï_(v(x) - v(y))dy 
e e

$(v)(x) = ïï(v(x) - v(y))dy = |\rév(x)|
JQ

(ïï = fonction de Heaveside prenant la valeur 1 en 0).

Soit eQ>0 fixé mais destiné à tendre vers 0, alors pour tout 

0<e£eQ :

(2.9) ïï < ïï < ïï. , ceci entraîne que pour tout x dans fi
e eo

0*1 Lorsque E c E ^  mesurable, on note IEI sa mesure
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(2.10) 3(Ug)(x) < 3g(û )(x) < (û )(x)

En outre, la convergence uniforme de u vers u inplique qu'il
&

existe 0<e^Se^ t.q V e<ê  on ait : |û (x) - u(x)| < e^(V x £ fi) .De 

ce fait, nous obtenons que, V x € fì

(2 . 11)

(2 . 12)

(2.13)

u  ̂ u(x) -  2e^l S B(Ug.)(x) 

u  ̂ S u^(x) + S u û u(x) + 3e  ̂

u(x) -  £q  ̂ u^(x) S u(x) +

(V t) h (t) S h(t+e ) ainsi 3̂  (u ) (x) S l u ^  u (x) + e
^ 0  G  ̂ e e 0

Ctette dernière relation, (2.10) et (2.11) impliquent :

ju ̂  u(x) - 2e I S 3_(u )(x)  ̂ |u i u(x) + 3e
i j  O  W  U

u S u(x) + 3e,

ainsi V x e fì

(2.14)
fi
ÎV(-u_)dy - lu g u(x) + 3e

e e

fi
hg(-u^)dy - [u â u(x) - 2ê

Posons :

^(x,e^) = [|û 0| - lu < u(x) + 3ê l - ê ]^

ô’(x,ê ) = [|û 0| - |u ̂  u(x) - 2ê l + ê ]^

Quitte à renplacer ê  par C2 ê̂  , nous avons, grâce à (2.14) et à la relation 

i), que

(2.15) 5Cx,ê ) S ô̂ (û )(x) < 6(x,ê ) (V x £ fi) (V e<e2 )

Soit

et

U(x,e )̂ = [u(x) - ê ,u(x) + ê ]

D(x,ê ) = [ô(x,e )̂,ô(x,e )̂] .

Par les relations (2.13) et (2.15), nous avons pour tout x

(2.16) Xe = g(x,u^(x),ô^(u )(x)) (x)

ou

(x )

X

<

'o
x)

= 0
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( ) Xg.
0

Y Cx) = Min g(x,u,ô)
o

(u,6) G UCXjBq) xD(x,e^)

Xe^(x) = Max gCx,u,ôD

(u,ô) G UCx,e^) xD(x,£q) ( )

Mais l'ensemble G te l  qije G [xp Xc-1 P*PÎ e s t  un convexe fermé
— 0 ^0

de donc faiblement-* fermé, on déduit de (2.16) que

(2.17) Xe = GCx) S Xe (x) p.p
o o

Par a illeu rs, i l  existe (u(x,e^),d(x,e^)) G U(x,e^) x D(x,e^) t e l  que 

X£, (̂x) = g(x,u(x,e^),d(x,eQ)).

Or u(x,Eq) u(x) et quitte à extraire une sous-suite, on peut siçjposer
£q '‘'0

que : d(x,e^) ->• ¿jjjCx) G [^(u) (x) »'S’(u) (x) ] . Par continuité (H1) ,
V o ,

Xc (^) g(x,u(x),ô (x)). De la même façon, nous obtenons que

Xg. (x) g(x,u(x),ôj.^ (x)) : ôj (̂x) G [¿(u)(x),'5’(u)(x)]
0 o ^

La relation (2.17) et ces deux dernières relations impliquent :

G(x) G g(x,u(x),ô(u)(x)) p.p

Il est évident que dans {u>0} , ^(u)(x) = 0 = ^(u)(x) donc par (H2), 

G(x) = 0 . Dans {u=0} , on a p.p G(x) = 0 : en e ffe t , s i  mes {u=0} ^ 0 

d'après Stanpacchia, Au = 0 dans {u=0} , l'équation (1.1)' donne G(x) = 0 

Nous pouvons donc annoncer le  résultat principal : •

Théorème 1. I l existe u G Ĉ *“ (!7) n Ŵ ’^(fi) avec 02a<1 et 1 .̂sî+«> 

solution du problème (1) i . e . :

(1.1) I Au G g(x,u(x),ô(u)(x)) dans {u<0}

(1.2) J Au = 0 dans ii^O}

(1.3) I ^ ~ constante sur

et sont mesurables (cf. Remarque ci-après).

:n)

:n)c

(X Cx)

ô'̂ O

1.4)

;

=0

du I
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Remarque 1. Si les ensembles {u=t} sont de mesure nulle pour tout 

tâO alors u (solution de (1)) est solution du problème (0). Cette hypo

thèse sera certainement vérifiée pour t<0 , si par exenple 

0€ g(i2x ]-~,0[x[0,|fi| ]) (puisque d'après Stanç>acchia, Au = 0 p.p. dans {u=t})

Remarque 2. Les fonctions et x̂. sont mesurables. Posons
-  o  0

On a

Soit

U^(x,e^) = U(x,e^) n Q 

D^(x,£q) = D(x,e^) n Q

Uw(x,e„) c I = [Min u - e„, Max u + ê ] OQ 
’ ° ÏÏ ° °

D.| (x ,£q) c  j = [o, |fi| ] n Q

a = g(x,u, ô) + 1
f i x l x j

Puisque est dénombrable, soit <p une bijection de N  dans Ixj :

n e W  , (p(n) e Jxj. Pour chaque n £ U, associons le sous-ensemble mesurable 

de fi suivant :

(2.18) M^={x£fi / cp(n) £ U(x ,£q) x D(x ,Eq)} =

= {x £ fi / (p(n) £ U.j(x,eQ) xD^(x,e^)}

Soit la fonction mesurable définie sur fi par :

g(x, cp(n)) si X £ M
X „ C x )  =

a si X € M^ .

On sait que x(x) = Inf Xr,(̂  ̂ est mesurable. Nfcntrons que X = • Pai"
n€N ^ “ ^0

continuité de g > Xg (̂ ) = ig(x,u,ô) : (u.ô) £ U.j(x,ê ) xD.j(x,eQ)} .
0

Par définition de cp , on peut écrire

(x) = Inf {g(x,ip(n)) ; n £n, tp(n) £ U^(x,e^) xD^(x,e^)}

= Inf {g(x,cp(n)) ; n £ K  / x £

=  x C x ) .

On ferait une démonstration analogue pour établir la mesurabilité de ^

Mflv

Inf

Xn

"o
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Remarque 5. On peut résoudre des problèmes du type M2 où l'équation 

(1.1) du problème (1) est renplacée par Au € g(ô(u)(x)) où g est une 

fonction continue sur‘ [o,|'fì|] ne s'annulant qu'en 0 . Pour ce faire, on intro

duit : ĝ (x,u,ô) = gC<S) + Mu_ (y>0) . On résoud alors l'équation :

(3.1) Au e g|j(x,aî;x) ,ô(u) (x)) dans {u<0}

(3.2) Au = 0

(3.3) u = constante (inconnue)sur

(3.4)

(3)

dd =■ I > 0 .
afi

Par le Théorème 1, il existe une solution û  de ce problème. On peut 

montrer sans difficulté que. û  demeure dans un borné de (fi) (donc dans 

Ŵ *̂ (fi) Vs fini) lorsque. M tend vers 0 . En définissant u € W^’̂(fi) t.q 

u dans Ŵ * (fi) faible (s>1). On passe à la limite, pour aboutir 

à la solution du modèle (M2).

Remarque 4. Les mêmes* résultats peuvent être obtenus en renplaçant 

l'opérateur -A de (1.1) par un opérateur elliptique du second ordre auto

adjoint du type

Bu = - I  ^  (a..(x) 1^) avec a.. = a. € Ĉ (fi)

et
N
I a..(x) Ç. Ç. v|ç|̂  V Ç , (V X € fi) , (v>0) , 

i,j=1

ou encore par l'opérateur utilisé dins les plasmas [13] donné en coordonnées

cylindriques par

^  _ 3 fr 3uV_ 1 3̂ u

De mâne, comme dans [8], on peut résoudre un problème analogue en renplaçant 

les opérateurs ^ et ^ par les opérateurs "3 : (̂u)(x) = |u<u(x) | et 

ÏÏ(u)(x) = |u<u(x)| .

18.

au

an

|j-^0

d r J dTJ r
a ?
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É Q U A T IO N S  A U X  D É R IV É E S  PA R T IE L L E S. —  Résulta ts de régularité et d^exis- 
tence pour certaines équations elliptiques quasi linéaires. N o te  de Jean-M ichel Rakotoson, 
présentée par Jacques-L ouis Lions.

En utilisant les techniques du réarrangem ent relatif ([3], [4]), on  dém ontre des résultats de régularité et 
d ’existence p o u r des équations elliptiques quasi linéaires avec des hypothèses m inim ales sur les données.

P A R T IA L  D IF F E R E N T IA L  E Q U A T IO N S .  —- R egularity  and  existence results for som e elliptic quasi-hnear 
equations.

Using the techniques o f  the relative rearrangement (see [3], [4]), we prove a regularity and an existence results 
fo r  some elliptic quasi-linear equations with minimal assumptions on the data.

In this N ote, we are interested in the fo llow ing problem :
( ^ )  F in d M e W i’^ (Q )n L °^ (Q ) , A w +  F ( m, V m) =  T  in Q,

where Q is a bounded open set o f  (R ,̂ A is an operator o f  Leray-L ions type  [5]. All the 
assumptions on A , F  and T  are given by  (H I) to  (H4).

One o f  the main result that we obtain is:

T h e o r e m  1. — A ssum e (H I) to (H 4), then there exists at least one solu tion  u o f  the 
problem  (^ ) .

M oreover, i f  r > p ' ,  /o  e  (Q) and aQ e  L'* (Q), then the solution u satisfies the H older  
condition inside Q, fo r  som e exponent a  >  0.

It is crucial to g e t  an a priori estim ate  o f  the lu^-norm o f  the solution u o f  (^ ) .  So, we  
use the techniques o f  the relative rearrangem ent ([3], [4], [6], [7]) and the isoperimetric  
inequality o f  D e  Giorgi-Fleming Rischel to g e t  such estim ate  (see L em m a  1).

The p r o o f  o f  the H older continuity is essentially based on the f a c t  that the solution u 
belongs to a class o f  function  ^ ^ (Q , M , y, 5, l / ( p — l ) r )  introduced by  Ladyzen^ skaja  [2].

I f  the domain  Q is sm ooth enough, then the solution  w eC ^ ’“ (Q).
The details o f  the p roofs  will be given in [12].

0. I n t r o d u c t i o n .  — O n se place sur un ouvert borné Q de IR ^(N ^ 1) et Ton considère  
le problèm e (^ ) ,  trouver u e  W à’  ̂(Q) O  (^ ), 1 </? <  +  oo t. q.

Aw-hF(w,  Vw) =  T dans Cl, 

où  A est un opérateur du type Leray-Lions [5] pouvant s’écrire
N

A u =  — X  (ô/dXi) a, (x, u (x), V u (x)) pour u e  ” (Q) H  L°° (Q);
i = 1

F est une application non  linéaire de Q x  IR x  dans IR à croissance d ’ordre p  au plus 
par rapport au gradient et T  appartient à

avec r > 'N / ( p — l), r '^ p l ( p — l ) = p ' .

Les fon ction s a,- sont de C aratheodory de Q x  IR x  IR*̂  dans IR, c ’est-à-dire qu’elles  
satisfont aux deux cond itions suivantes

V T| e  IR, V ^ e  IR'̂ , x  (x, rj, est m esurable, 

p. p. en X e  Q, (t|, (x, r], est continue.

0249-6291/86/03020567 S 2.00 © Académie des Sciences
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En outre, on suppose que les a,- vérifient les hypothèses suivantes :
(H l) Il existe deux fonctions réelles continues V i> 0  et V2^0 définies sur IR+ et une 

fonction positive k de et une constante Cq^O telles que :
presque partout en x e iî, V rj g R, V  ̂g IR'̂

£  a , (x ,T l ,^ )^ ,^ V , ( |T l | ) l^ > -V 2 ( |7 l | ) fc (x )^ /^ ' |^ | .

ave(
fini

vi(ty'^’’dt.v( +  cx))= +00. «

(H2) Il existe une fonction croissante a de IR+ dans IR+ et un élément Oq positif de 
L '̂(£2) tels que :

presque partout en x e Q, V t| g R, V ̂  g IR̂
\atix, Ti, ^)[ ^ a ( | T |  |) [ |^ | ^ “ ^+ao(x)].

(H3) Presque partout en x e Q, V r) g R, V ( ,̂ ^')e IR'̂  x IR̂ , ^
N
X  ( a ,  (X , TI, O  -  « i  n ,  >  0 .
t = 1

(H4) La fonction F est de Carathéodory et vérifie : 
presque partout en x g  Q, V t| g  [R, V  ̂g

(i) t) F ( x, ti, ^ )^ 0 ;
(ii) I F (X, rj, Q I ^  / (I îi I) [/o (x) + U

o ù /o  est une fonction positive de (Q) et / une fonction croissante de IR+ dans 1R+. 
L’un des principaux résultats de notre étude est le :

T h é o r è m e  l .  —  Sous les hypothèses ( H l )  à  ( H 4 ) ,  le problème ( ^ )  admet au moins une 
solution. De plus, si r >/?',/q g (Q) et Uq dans L'"(Q), alors la solution u est (X-hôldérienne 
à l'intérieur de Q pour un certain a > 0 .

Notre résultat améliore ceux donnés antérieurement (cf. [1], [9], [10], [11]...) par plusieurs 
des propriétés suivantes :

L’opérateur A  [voir ( H l ) ]  peut dégénérer avec la solution, i.e. on peut avoir 
lim Vi(rj) =  0, alors que les travaux précédents supposent (rj) =Vo =  Cte. On peut

T| —► + oo
tenir compte des « termes non coercifs » dans le terme contenant V2.

Notons aussi que les travaux les plus récents ([9], [11]) supposent l’existence d’une 
sous- et sur-solutions, ce qui n’est pas nécessaire ici.

Par ailleurs, dans le théorème 2, nous donnons une démonstration directe de la 
régularité L°® (Q) des équations du type (^). Les majorations que nous apportons sont 
explicites. Nos conditions sur T, i.e. r>N /(/?—1), coïncident dans le cas linéaire avec la 
condition nécessaire et suffisante due à Stampacchia [13], pour avoir des solutions 
bornées. Signalons enfin un résultat récent [8] dans le cas p =  2 sur des problèmes quasi 
linéaires, qui donne aussi la même condition avec une méthode différente de la nôtre 
mais toujours dans le cas où (r|) est constante.

Notre démonstration s’appuie sur des estimations a priori des solutions de (^) obtenues 
à l’aide du réarrangement relatif qui fait l’objet de la Note [6]. De plus amples détails 
sur le réarrangement sont donnés dans [3], [4], [6] et [7],

1. Un théorème de régu larité L°°(Q). — On se donne la famille de fonctions 
lipschitziennes, notées Se ,,, associée à deux nombres positifs 0>O, h > 0  et définies, pour 
T G ÎR, par Se, ( t )  =  sign x si | x | ^  0 H- /i, 0 si | x | ^  0, affine ailleurs.

Vil

[V2'
jpVp v( n et V n i)

if/p
P )

.̂0

l̂r/p
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On se donne u eW j’''(Q) (non nulle) et l’on note V =  8  ̂ *(u). On suppose que u satisfait 
à : V 0 G ]0, sup ess I m I [, V e ]0, sup ess | m | — 9[; on a

N

(1.1) Z
1 = 1 J

ÔŸ
ai (x, u (x), V u (x>) . — dx +  

a oxi
F (x, u (x). Vu (x)) V ¿X =  < T, V >,

n

où < > désigne le crochet de dualité entre W (Q) et On note
l - ( l / ( p - l ) r )

y =
L J i i

çy(( 1 /N) -  1 ) ((P -  1 ) r/(p -  1 ) r -  1 )

(
on a Y< + oo, car r>

N

y (^o II  ̂ (Ii) +  Il "T llw“ (n))>
X.,=exp(X2y||fc||[in.-j„p, A.2 =  2*/Ncxi/N avec =

= mesure de la boule unité de IR"̂.
Nous avons le théorème suivant qui est indépendant du théorème 1 (et est utilisé dans 

la preuve de celui-ci) :

T h é o r è m e  2. — On suppose (H l), (H2) et (H4) et Ton considère neW^' (Q.) satisfaisant 
(1. 1). Alors :

(i) MeL®(Q) et la norme de u dans L°°(i2) est telle que

v(| <=> U <v-^(XoX,  X2) =  M.

On note
a =  Min Vi(9)P'^ p =  Max

o s  e s  M o  s e s  M

Alors nous avons aussi Vestimation du gradient dans (Î2)

(ii)
2*

||V M |kp<„>^-(P ||fc ||[r„ ,+  |û
a

(r -  p ' ) / p r T ||C -‘-rn>) =  Mo. □lw~

Pour u solution de (1. 1), on note u=| m|  et l’on considère (g /̂)i=i, 
t. q.

Sgi

N’ dans L"(i2)

T = -  X  ^  [au sens de ̂ '(Q)] et || T ||w-».-(n)= Z  Ik« lli-''(n)-
i  =  1 O X i i= 1

On pose g
/  \ p72

= ( , ? / 0
et on note son réarrangement relatif par rapport à t> et

celui de k. Par la propriété 0 de [6], et sont des fonctions positives. E>éfinissons 
maintenant deux fonctions K et & par :

pour (i, s) e  Q* x Î2*,

K (i, 5) =  exp^?

Le théorème 0 de [6] assure que K et b ont un sens. Plus précisément, nous avons
KeL^ÎQ-^xQ-^), b eL i(n * ) et || b | |l1<„.,^Xo, || K ||lo>

On démontre alors le lemme suivant qui implique la partie (i) du théorème 2.

L e m m e  1. — Sous les mêmes hypothèses que le théorème 2, on a

/  f i“ l \
V 5 e fi*, y* (5) ^  V  ̂i X.2 K (s, a) b (<r) dey j. D

d a

Xq = i/p
i / / p '

Wh (Q)P

P -1

U

1 .  P ’

-1).f p ) ~2<(p

»> A-2

7pe)V2

>l2
•s

l/Nl - 1 (er; Í/Pde bi s ÍN) - 1ÍC (s ,1/p isY'^.

X,.(ß* xU
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Le lem m e fondam ental qui conduit au résultat de régularité hôldérienne est :

Lemme 3. — Pour  ô > 0 ,  il ex iste  une constante y  ne dépendant que de  ô et des données 
ai, F  et T, telles que toute solution u de ( ^ )  appartient à M, y, ô, l/(/?— l)r )  où M
est le nombre donné au théorème  2.

(*) On n ’utilise que la m esure de Lebesgue dans et pour tou t sous-ensem ble m esurable E, on no te  |E |  
sa mesure. O n no te  Q* =  ]0, | O | [.

Remise le 24 février 1986.
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A l l  R ig h ts  R e s e rv e d  bv A c a d e m ic  Press. N e w  V O r k  a n d  Lt^ndi^n t * r i n t a i  in  B c i ^ i u n t

R é a r r a n g e m e n t  re la t i f  d a n s  les 
é q u a t io n s  e l l ip t iq u e s  q u a s i - l in é a i r e s  

a v e c  un s e c o n d  m e m b r e  d is t r ib u t io n :  

A p p l ic a t i o n  à un  t h é o r è m e  d 'e x is t e n c e  e t  d e  ré g u la r i té

J f a n - M i c h e l  R a k o t o s o n *

L a b o r a to i r e  cf A n a ly s e  N u m ériq u e ,  B â t im e n t  425 ,
Universitc' P a r is -  Sud, 9 1 4 0 5  O r s a y ,  F rance

R ec e ive d  M a r c h  6, 1986

In this p aper  w e are c o n c e r n e d  with  q uas i l inear  elUptic e q u a t io n s ,  that  is ( ^ )  
An ^  FKu^'^u) T  in O c r iR ^ ,  u G L ' { Q  w h e re  A is an  o p e r a t o r  o f
Leray L io n s  type  w hich  is def ined  on  o  A ' (Î2) ( I c  p  c  4- x  ), F  is a n o n 
linear m a p  h a v in g  a su i tab le  g ro w th ,  and 7" is a d is tr ib u t ion  o f  W  ‘ 
r >  N / { p — 1 ) an d  r ^  P/ i  P — 1 )• U s in g  the te c h n iq u e s  o f  the re lat ive rearrangem en t  
{Ann. S cu o la  N orm . Sup. P isa  Cl. S c i  (4),  in press) ,  w e  g ive  a prec ise a priori  
es t im a te  o f  the s o lu t io n  u o f  in L ' -norm .  T h e s e  e s t im a tes  a l lo w  us to  p r o v e  an  
ex i s te n c e  th e o r e m  for ( .^ )  a n d  to get the H o l d e r  c o n t in u i t y  o f  the s o lu t io n  u.
< 1987 Academ ic  Press,, Inc.

0 .  I n t r o d u c t i o n

Soit  u n  o u v e r t  b o r n é  d e  IR'  ̂ 1), d e  f ro n t iè re  f '  =  di2  et so i t
/ ) e  ]1 ,  -|-og1̂ . O n  veu t  é tu d ie r  le p r o b lè m e

+ F(u,Vu)= T\
UG L ' (ii): ■

o ù  A  est u n  o p é r a t e u r  d e  ty p e  L e ra y  L io n s  Q13]  de  '’( Q )  L  ' (Î2)  
d a n s  IV '-'’ (Î2) avec  l / p  + i / p '  =  Ì.

L ’a p p l i c a t i o n  n o n  l in éa ire  F  d e  i"-? x  [R x IR^ d a n s  IR est  à  c ro is s a n c e  
d ’o r d r e  p  a u  p lu s  p a r  r a p p o r t  à  Vw et vérifie u n e  “c o n d i t i o n  d ’u n  seu l c ô t é ” 
q u e  n o u s  p ré c i s e ro n s  u l té r ie u re m e n t .

Le s e c o n d  m e m b r e  T  es t  u n e  d i s t r i b u t i o n  d e  IV '■'^(Î2) av ec  r >  N / ( p  — 1) 
e t r ^ p ' .  P lu s  p ré c isé m e n t ,  o n  s u p p o s e  q u e  l’o p é r a t e u r  A  s ’écr i t :  A u  =
— I ( à / â x j  a , ( x ,  u ( x ) ,  Vm(jvt)) p o u r  u e  lVf\''’(Î?) L  ^ (£?), o ù  les a,  s o n t

* U n iv e r s i té  d e  N a n t e s ,  a n n é e  1985 1986.

0 0 2 2 - 0 3 9 6 / 8 7  S3.00
C o p y  right < 1987 by A cadem ic  Press, Inc. 
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des fonctions de Cara théodory de Î2 x IR x IR^ dans F5, c’est-à-dire q u ’elles 
satisfont aux deux conditions suivantes:

V(rç, £ ) e l R x l R A', x  —*■ a^x, rj, £ ) est mesurable; (0.2 )

p.p. en x  e ¿2, (tj, Ç) —*■ a t(x, rj, Ç) est continue. (0.3 )

Il existe deux fonctions continues v, > 0  et v2 ̂  0 définies sur (R+ , une 
fonction positive k e L r/P (£2) et une constante cQ ̂  0, tels que p.p. en 

x e £ 2, Vij e IR, ViJeR'v,

X  a&x, r], ^  v j ( | »71 ) \Ç\r —  v2(|?/|> k(x)l/p'\Ç \1 (0.4 )
/ = 1

avec

Lv2(\r}\np/p^v(\ri\) +  c0

et o ù

v(|i7l ) =  f " '  i v A t n p/pdt.
Jo

O n  suppose que v(+oo) =  +  oo.

Remarque. Le terme v2(\rf\) k(x )l/p |£| sert à tenir compte des termes 
“n o n  coercifs” de l’opérateur. Prenons un cas simple:

A u =  — A u — X  (b,-(x) «), bi e L 2(£2 );
/ =  i G X j

alors pour presque tout x g  Î2, Vrç g  IR, g  IR^,

X  a,(x, rf, Ç) Çi=  \Ç\2 +  n ( X  6 ,(■*)£,Y  
i = i  \/ =  i /

Posons b(x:) =  5ZfLi b^x)2, o n  obtient via l’inégalité de C a u c h y — Schwartz:

n Ç j r  b t(x) ^  -  \rj\ b(x)x/2\Ç\.

Ainsi

X  a,(x, tj, f ) \ç\2 —  \*i\ b(x)t/2\Ç\.
i =  1

1 O n  n o t e r a  q u e  le c a s  le p lu s  i n t é r e s s a n t  e s t  q u a n d  l i m ^ _  +00Vj = 0 .

í)

d
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O n suppose que les a, vérifient l’hypothèse de croissance suivante:

Il existe une fonction croissante a\ R ► R  ̂ et un élément a« ^  0  
de L'’ (i2)  tels que p.p. en x  e  Î2, e  IR, V<̂  e  IR'̂ ,

\ a , i x , f i , ^ ) \ ^ a ( \ n \ ) i \ 4 \ ' ’ ' + a o ( x ) r  (0.5)

p.p. en x e i 2 ,  e  IR, x IR^ ç #  c', (0.6)

,V

X  [«/(-V, ç)  — rj, C ')][^ ,  — ç ' ]  >  0.
/ - 1

La fonction F  est une fonction de Caratheodory de Í2 x IR x IR ’̂  
dans IR vérifiant la “condition d’un seul côté (one-sided cond ition)  
suivante: p.p. en .x: e  Í2, V»; e  IR, V(̂  e  IR'̂ ,

n F ( x , r j , ^ ) ^ 0 .  (0.7)

D e plus, admet la croissance suivante; il existe une fonction croissante y  
de IR + dans (R et une fonction positive /i, de L' ( i 2 )  telles que p.p. en 
x e £ 2 ,  Vr/e IR, e  IR \

\F(x,  n, c) | ^ / ( l^ 7 l) ( /o ( -v )+  l>^r).

Cornme l’ont fait remarquer B o c ca rd o -M u ra t-P u e l  [ 3 ] ,  le fait de 
supposer /' croissante n’est pas une restriction car on peut toujours la 
remplacer par /(.v ) =  Sup„ < ,  ̂ , / (  / );

T e  kV '-'(Í2) avec r ^  p ' e t  r >  N/(  p  — l ). (0.8)

La condition r >  N / { p  — 1 ) semble être une condition critique pour avoir  
une solution bornée. En effet, Boccardo, Murât, et Puel [ 5 ]  ont m ontré  
que si p  =  2. T e  H  '(Í2), N -^2,  et v , ( |^ |)  =  v o > 0  (constante), alors les 
solutions de (0.1) existent et sont non bornées. L’un des principaux  
théorémes que nous allons démontrer est le suivant:

Théorèm e. S ous les hypothèses  (0.2)—(0.8), le prob lèm e  (0.1) adm et au 
m oins une solution. D e plus s i r >  p', /„ e  (Í2), et a„eZ,''(jQ), alors la 
solution u est ct-holdérienne à F intérieur de Í2 pour un certain  a >  0.

La régularité a-hôldérienne a été dém ontrée dans le cas linéaire par 
D e Giorgi [ 8 ]  (voir aussi [ 1 2 ] ) .  Pour les cas non linéaires voir [7 ,  11] .

N otre  résultat améliore ceux données antérieurement (cf. [3 ,  4, 6, 9 ] )  par 
plusieurs des propriétés suivantes:

-S')'(i. : IR ,V

(v.

F

r/pL
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• L’opérateur A (voir (0 .4)) peut dégénérer avec la solution, i.e., on  
p>eut avoir lim^^ v ,(^) =  0 alors que les travaux précédents supposent  
Vi(»7) =  Vq =  constante. O n peut tenir com pte des “termes n on  coercifs” dans  
le terme contenant V2.

• N o to n s  aussi que les travaux les plus récents ( £ 4 , 9 2 )  supposent  
l’existence d ’une sous- et sur-solutions, ce qui n ’est pas nécessaire ici.

• Par ailleurs, dans le Théorèm e 2, nous d on n on s une dém onstration  
directe de la régularité L^ (£2)  des équations du type ( ^ ) .  Les m ajorations 
que nous apportons sont explicites. N o s  conditions sur T e  W ~  •̂' (̂£2), 
p / ( p — \),  r > N K p — \ )  coïncident dans le cas linéaire avec la condition  
nécessaire et suffisante due à Stam pacchia C21], pour avoir des solutions  
bornées. S ignalons enfin un résultat récent [ 2 ]  dans le cas /? =  2 sur des 
problèm es quasi-linéaires, qui donne aussi la m êm e condition  avec une 
m éthode différente de la nôtre mais toujours dans le cas où v,(>;) est 
constante.

Le plan de ce travail sera le suivant: La première section sera consacrée à 
une estim ation a priori de la norm e de la solution (éventuelle) de (0.1) 
dans L ^ ( ^ )  et de son gradient dans T^(i2). N o u s  donnerons alors une 
précision sur la dépendance des majorants en fonction des données. Ces 
précisions nous permettront de définir de façon convenable un problème  
équivalent de (0.1 ).

D an s la seconde section, nous com m ençons par une troncature des coef
ficients <3, analogue à celle donnée par Hess [ 9 ] .  O n introduit alors un 
problèm e (0.1') équivalent au problèm e (0.1). O n perturbe ensuite la 
fonction i^en une fonction et l’on regarde un problèm e approxim é (0.1')  
de (0.1'). O n m ontre alors que l’opérateur A,, ainsi introduit dans (0 .1') est 
un opérateur de type calcul de variation. La solution  de (0.1') est alors 
donnée par un théorèm e dans C14]. O n montre, grâce aux estim ations de 
la Section 1 que la solution w,, de (0.1') reste dans un borné de ÎVÎ  p(£2) n\ 
L ^(£2)  lorsque s varie. O n dém ontre que cette suite de solutions  
converge dans Ĥ }y P(i2) vers un élément u solution de (0.1').

Enfin, nous term inons par une étude de régularité en m ontrant que toute  
solution de (0.1) est a-hôldérienne à l’intérieur de £2 pour un certain  
exposant a >  0. D an s la suite, on  désigne par || • || y la norm e dans un 
Banach V. En particulier, on notera quelquefois ||-|loo =

U n  travail récent de Boccardo et G iachetti [ 2 ]  prouve la régularité de 
L,"^(£2) des solutions u dans fVQ-'’(£2) des équations du type (0.1) lorsque  
l’opérateur est un laplacien (cas p  — 2).

La m éthode de la première section utilise largement la notion  de  
réarrangement relatif dont nous rappelons brièvement les lignes essentielles 
pour notre travail. D e  plus am ples détails sont donnés dans Q15, 16, 2 0 ] .

r \
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Rappels.  Soit un ensem ble borné mesurable^ de Pour tout sous-  
ensem ble E  m esurable-de £2, on  désigne par \E\ sa mesure. Soit u: —>• IR 
une fonction mesurable, on  appelle réarrangement décroissant de u la 
fonction définie sur QO, \0\~\ par

M̂ (5') =  l n f { 0 e  1R\|m >  0\ ^ 5 ’},

w*(0) =  Sup ess u.
ii

Soit m aintenant y e Z .' ( i2 )  et u une fonction mesurable, on  leur associe la 
fonction w  définie sur [0 , |Î3|]] par

w(.9)= v{x )  dx  si |m =  M (̂.y)| =  0,
^u> Û is\ 

ç çs — \u >
w (5 )=  v{x)  dx  +  (t>|p<i))* (o") i/o’ sinon,

‘'m > M̂(.v) ‘'O

OÙ (y|/>(i))* est le réarrangement décroissant de la restriction de f  à P(.y) =  
{ m =  w^(.s)}. Le théorème suivant a été dém ontré dans Cl6 ] .

T h é o r è m e  0. Soit  1 p ^  + o o ,  u une fonc tion  mesurable de
dans IR, alors

(i) w e  lV^''’( 0 * )  avcc Î2* =  ^0, \Q\[_,
(ii) \\dw/ds\\ ŴW u'iay

La définition suivante a été introduite dans

D é f i n i t i o n  0. O n appelle réarrangement relatif de v par rapport à u, la 
fonction dw /ds  et l’on  note

— dw/ds.

Ce type de réarrangement jouit de la propriété suivante (cf. [ 1 6 ] ) .

P r o p r i é t é  1. Si t> ^  O p . p .  d a n s  £2, a l o r s  p . p .  d a n s

Rem arque  2. C onsidérons un ouvert borné de IR ,̂ t>e v ^ O ,
et O n pose / / ( / ) =  |t> > /|,  alors pour presque tout
t e  (0, Sup ess v),  nous avons

f ( x ) d x  =  M ' ( O f ^ M t ) ) .  (R .I )
C l i  V >  t

^ On n’utilise que la mesure de Lebesgue.

Í2

V e O]

Wi.Í2"

V]-Ci

> 0

ß )

d

1 ß :

t'* u
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Et si f  est une fonction positive, localem ent intégrable dans alors; 
V(.s, .s') e  Q *  X .5 ^  s \  on a

r  A<T)d<T. (R .2)
•’s

La dém onstration  de cette remarque sera faite en appendice, à la fin de 
cet article.

Voici une propriété classique des distributions dont nous nous servirons 
constam m ent dans la suite:

Caractérisation d u n  élément T  de  ̂ {cf. CIO])-
Soit £2 un ouvert borné de IR'̂ . U n  élém ent T  appartient à W^^'’̂ {€2') si et 

seulement si, il existe N  fonctions g^i,..., g  s  de L ’’{i2)  telles que

-  Z  (au sens de ^ '(Î2 ))  (R .3)

et

, = i

Il 1̂1 ‘•'■(Î3) — Inf ^  \\Si\\l,' £̂2̂  ̂
i =  1

L’infinimum étant pris sur tous les A'^-uplets satisfaisant (R.3).
Le calcul classique de m inim isation de fonctionelles m ontre que  

l’infinimum est atteint. D ans la suite, on considérera (g^,),= tel que

7’=  -  Z  ii7’i i^ ^ - . . (« ,=  Z  ii^/ii/.'(«)-
i =  1 i =  1

1. R é a r r a n g e m e n t  r e l a t i f  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  e l l i p t i q u e s  

q u a s i l i n é a i r e s : E s t i m a t i o n s  a  p r i o r i

Cette section sera vouée en grande partie à une estim ation a priori de la 
solution  ( 0 . 1 ) .  Pour ce faire, nous allons considérer une fonction réelle 
lipchitzienne Sqj, associée à deux nom bres 0 > 0 ,  A >  0 et définie de la façon  
suivante:

1 si T ^  0 +  /i,
{ T - 0 ) \ / h  si 0 ^  T ^  0 +  /l,

*5î,,,.(t ) =  < o  si | T | ^ 0 ,
{T +  e)\/h si - e - h ^ x - ^ - e ,

— 1 si x< —e —h.

(i)

a')
f(ni 9) 0)

Í2

de

w

g iT

Q]

N

1,

et
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O n se donne mg on  note v =  S e , , ( u y .  D ’après Stam pacchia C21],
tJe et vérifie presque partout dans Î2:

0 <  1«! <  0 -t-/i,

\ 0  sinon.

D e  plus, V e  L'^(i2).  O n suppose que u satisfait à

V0 e  ]0 , Sup ess \u\ Q, V/i g ]0 , Sup ess \u\ — 0[_,

on a “*
^ C ôv
5] a^ix, u ( x ) , V u ( x ) )  — d x
. =  I dx^

F i x , u ( x ) , V u i x ) v d x = < : T , v y  (1.1)
a

< > désignant un crochet de dualité entre (O )  et ^^¿’^(Î3).

Remarque 3. (1) Toute solution éventuelle du problèm e (0.1) vérifie 
l’équation ( 1.1 ).

(2) Le produit de dualité entre 7" et ü a un sens puisque r'^p' d on c  
W -  ' "(Î2)c= f V - '  '’ (£2).

L ’un des principaux résultats de notre étude concerne la régularité 
L ^ ( i 2 )  des solutions u de l’équation (1.1).

Théorème 1. O n  suppose (0.2)—(0.5), (0.7), et (0.8) et Von considère 
u e  satisfaisant à F équation (1.1); alors

(i) mgZ,^(î3) et la norme u dans Z.^(i2) est telle que

V(||M|| llwlloo^ V - ‘(AoA./l2) =  A/,"

où

Ao =  y(co \ m  -h 11 T\\

;i, = e x p (A 2 y||A:|lJf^ .̂(„j),

y i
1 -  l / i p ~  l ) r

 ̂ D a n s  les d é m o n s t r a t i o n s  q u i  v o n t  su iv re ,  o n  s u p p o s e  q u e  u e s t  n o n  n u l le .  L e s  r é s u l t a t s  
s o n t  t r iv ia u x  d a n s  le c a s  c o n t r a i r e .

L ’h y p o t h è s e  (0 .7 )  a s s u r e  q u e  F (x ,  w(-v), w(.x)) ^  O p .p .
 ̂ C e t t e  e s t i m a t i o n  e s t  o p t i m a l e  ( v o i r  [ 2 4 ] ) .

a
Q]

ô v
du1

h
SI

W~

Le

n ß )

Al

C2)l//>

[1/ N) DV P - Dr. P Dr 1 ] do

ß)
p/f
vv
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a vec  G *  =  ]0 ,  |i2 | [  {n o to n s  que  y <: -t-oo car r >  N f { p  — 1 ),

^ 2  =  2 av ec  2* =

OL̂  =  m e su re  de  la  bou le  u n ité  de  (R*̂ , v~* é ta n t  l 'in ve rse  de  la  fo n c t io n  v de  
IR ^  d a n s  [R .

O n n o te  a  =  M iiîo  ¿ o s  m  ^ >  0, /? =  Max^, g g  ^  V2(0)'’'̂ *’. M  é ta n t  le
m a jo r a n t de  ||m||oo do n n é  c i-dessus, a lors  n o u s  avo n s  F e s t im a tio n  du  g ra d ien t  
da n s  L '’{Q ):

(ii)  WVuW W -  ■ l|7’ll^ ^> .,„ ,)  =  M o-

O n  c o n s id è re  u ^ W l ^ ' ' ’{C2) s a t i s fa is a n t  à  l’é q u a t io n  ( 1.1 ) e t  so i t  ( ^ ,) ,=  , ...
d e s  é lé m e n ts  de  L''{C2) te ls  q u e  T =  e t  II T’y =
Z r = i  ll^,llz.-(«)- O n  n o te  v =  \u\ e t  ^  =  ( S f L  i O n  dé fin it  les fo n c t io n s
su iv an te s :

AT(i, 5) =  e x p  (^;i2  I"  *A:^,(o-)‘^̂  i/o-^ p o u r  (/, i ) e ^ x i 3 * ,

b (s )  =  '(co  k ^ A s Ÿ ' ^  +  S ^ A s Ÿ " ’,

X^ =  2*IN ci^^^  av ec  2*  =  2 “ '’' '̂’> ^

N o u s  a v o n s  a lo r s  le le m m e  s u iv a n t  q u i  n o u s  s e rv ira  d e  b a se  p o u r  ces 
e s t im a t io n s :

L e m m a  1. O n su p p o se  (0 .2 )—(0.5), (0 .7), e t (0 .8 ) o n t lieu. A lo rs  V5^ei3*,

i ^ 2  K{s^ a )  b { o )  d a \ ,  (1*2).

R e m a rq u e  4. Les  te rm e s  K  b  o n t  u n  sens. P lu s  p ré c isé m e n t ,  
A T eZ .^ (i3 *  XÎ2'*') e t  h g E n  effet, p a r  la  p r o p r ié t é  1 (v o ir  R a p p e ls ) ,
o n  a  ¿ 7 ^ 0  e t  q u a n d  o n  a p p l iq u e  l’in é g a l i té  d e  H ô ld e r :

0  ^  t>{a) d a  ^  y\\cok]^^, 4- g\^^A\

o ù

-Il -(i/ip- Dr)

y ==
^ ( ( l / y v ) -  ) ( ( p -  l ) r / { p -  l ) r ~  1)^^

Î2*

E n  u t i l i s a n t  le T h é o r è m e  O (v o ir  R a p p e ls ) :

\\cok]¿P g]̂ P\\ CoWkWY^n^a)-^ WsWY^r'iay

.1/Ne 2<p' 1)4/p ■

- p' lPr .

!p ,
.(Í

I LP{a 2 * ß\ k\\ 1/L

N de ŵ - I .r (

.( 1/-

//V)

1 )h

» V
1 |Î2

et

l)r̂a*iJP7> >-(

- Dr

N
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or,

iV
”  ' u s -  , r(£3)  •I S’il L r/P' (i2)  =   ̂51 II Si II Z,r(« )^  — T V

A in s i

11*11 iM c 2 -^ y { c 0\\k\\YïPi^ +  Il 7’| | ^ , . (0)) =  A0. (1.3)

P o u r  des ra iso n s  an a lo g u es , o n  a:

Il^11 /_x<n * x f i * )  =  e x p (A 2y ||* | |  (i2)) =  ^ i - (1 -4 )

O n  n o te r a  q u e  les A,- ne d é p e n d e n t  q u e  de  c0, p, r, N , £2, k,  et T. 
L ’h y p o th è se  (0.6) est inu tile  d a n s  cette  section.

Démonstration du L em m e  1. P o u r  des ra iso n s  de  c o m m o d ité ,  n o u s  
p o se ro n s :

a ,(x, u{x),  Vm(x)) =  Oj, F(x,  w(a:), Vm(jv:)) =  F,

(
N  \ p 7  2

Z  sfj et v =  \u\.

P u isq u e  u vérifie (1.1), n o u s  av o n s  d o n c  p o u r  0 e  ]0 , sup  ess u[, /2 e  
]0 , su p  ess v — 0\_\

1 r . Du r
- )  Yj a i —  d x +  | F S 0 h(u) dx
*1 J 0  <  v ^  0 -+- h j  =  j @ x  t J a

= ~ J  £  S . g - d x .  ( I . S )
h ¿0 < v ^ 0 h i = t OXi

P u isq u e  S e A(0) =  0, n o u s  a v o n s  F S 0 h(u) d x  = $u^ 0 u - F-  S ej,(u)/u dx. L a  
fo n c tio n  S 0 h é ta n t  c ro issan te  e t s’a n n u la n t  en  0, o n  a  d o n c  S 0 h(u)/u  ^  0. 
E n  v e r tu  de  l’h y p o th èse  (0.7), u F ^  0, o n  o b t ie n t  a insi $a F S e h(u) d x  ^  0. 
C o m p te  te n u  d e  l’h y p o th è se  (0.4) su r  a,,  la  re la t io n  (1.5) e n tra în e  a lo rs

I f
h JfO < i

v ,(t;) |V « |p d x

1 1 c)
=  T i v2(y) k ( x ) l/p \Vu\ dx  + - [  £  g t ^ - d x .

+ h rï  ̂0 < v ̂  6 -k- h ] C X  {
( 1 . 6 )

i unli i / p

g

+- h

v ^



X V .  1 4

400 JE A N -M IC H E L  R A K O T O SO N

Puisque les fonctions v, sont bornées sur \_0, 0 +  A] (voir (0.4)), nous  
obtenons

M in f \'Vu\p dx  ^  f Vj(t;)|V«|p d x  (1.7)
o -¿¡i -ë.0 + h Je < t ) s e  + A Je <v s,e + h

et

f v2(v)  k ( x ) x/p \Wu\ dx
-I9 < i i S 8  +  /i

^  M ax v2(rf)-  f k ( x ) l/p \Vu\ dx. (1-8)
O ^ r j ^ O  +  h J 0 < v ^ & - h h

En utilisant l’inégalité de Holder, il vient 

f k ( x ) i/p \ W u \ d x ^ ( [  k ( x )  ( f  |Vw| ^
jfl < t> s » + A V ^ i c S C  + A / J 0 < v ^ O - t - h  /

(1.9)

f î * , ^ * s ( i  g ( x ) d x ) ' "  Y f
J  <  t ^  -t- / i  /  =  j <7-X */ \  J  <  t 0  -+- h /  \  J 0  <  r  S  ^  -+- h /

( 1.10)

Q uand /î tend vers zéro, les relations (1.6)—(1.10) entraînent que pour  
presque tout 0 e  ]0 , sup ess t>[,

1''(0) ( ~To 1  > » |V“' ' d x )  = ['V!(0) ( ~ T e L  , k ( -x} d x )

+  ( - ^ i < " lSix)dx) ” ] 

x ( - ^ L . ^ u r d x )'"-

1/P'

Soit en simplifiant et en tenant com pte de la relation (R . l )  de la remar
que 2:

v'(0)( - i l , a'Vu'Pdx)

^  Cv2(0) k mv( / x ( 0 ) ) l/p +  g * v( r t O ) ) i/p' l ( - ß * ’( 0 ) ) t/p'- (1.11 )

i*1)V
h

l/P

dx
i/p'

dx

i fp
dx|V*/|

d

\/p-

i/p

!p’d

d

e t
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E levons le to u t  à  la pu issan ce  p ’/ p = \ / ( p — 1 ). D eu x  cas so n t  à  
d is t inguer:  Si p~2i2, a lo rs  p'/p-g? 1, en  u t i l isan t  le fait q u e  (a -+- b ) p/p ^  
ap ip _|_ bp /p p o u r  a  ^  0, b  ^  0. N o u s  o b te n o n s  q u e

v '<e)' " ’ [ - é l ^ I V u r d x )  "

^  CV2(0)p/pk * v( M 0 ) ) l/p + g * A M 0 ) y /pl ( - M ' ( 0 ) ) l/P-

O n  a  utilisé en  p a s sa n t  le fait q ue  k mv et g + v so n t  des fon c tio n s  positives  
(vo ir  .p ro p r ié té  1). Si 1 <  p  <  2, a lo rs  o n  utilise l’inégalité  (a + b ) p/p ^  
2 (p/p ) -  1(a p/p +  b p/p ) p ro v e n a n t  de  la convex ité  de  la fo n c tio n  t —* t p/p.

O n  obse rve  a lo rs  q u e  d a n s  to u s  les cas, o n  o b tien t ,  p o u r  p re sq u e  to u t
0 e ]0 , su p p  ess v{_,

’ ' ‘ « " ' [ - s L . 17“ 1' * ] “ '

^  2 * l v 2( 0) p/pk * v ( n ( 0 ) ) 1/p +  ( 1 1 2 )

o ù  2* — 2 <(p/p)~ 1) + . E n  u ti l isan t l’inégalité  de  H ô ld e r  a u  n iv eau  des 
p rim itives a v a n t  de  p asser  à la  lim ite ( h —>-0), o n  tro u v e :

-35 L  JVu'dxAÎ-̂ e)r/P[-iLjVu'PdxT- <113)

P a r  la fo rm u le  de  F le m m in g  et R ishel (cf. [ 1 5 3 )  n o u s  avons :

— f \ V u \ d x  = P a (v > 9 ),
a u J v> o

où  P a ( v > 0 )  est le p é r im è tre  su iv a n t  Î2 de  { v > 0 } .  P a r  l’inégalité  
iso p é r im é tr iq u e  de  D e  G io rg i  (cf. [ 1 5 ] ) ,  o n  d éd u it :

~ 4 a  f |Vm| d x  = P a  (y >  0) ^  N a X " ( p ( 0 ) y  (1.14)
c ttf j  v >  0

o ù  <xN =  m esu re  de  la b o u le  un ité  de  R /V.
S a c h a n t  q u e  0 =  v^(n(0)) ,  la re la t io n  (1.12) jo in te  à  (1 .13) et (1.14) 

d o n n e  l’in éq u a tio n .  P o u r  p re sq u e  to u t  0 e  ]0 ,  S u p  ess t>[,

í u í 0 ) ) <,/iV,” 1
1 -  v!ii  (l{0))r 7p iv^(8))p/pk*Anmy/p +  g*M0)y^{-n\o)),

d - 1 5 )

o ù  A 2  = 2 */N<x\$N.

I )l/p''(O)- n ‘Wp 1(w

- ì i / pdd

d

l /AO
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P u isq u e  les fo n c tions  v x> 0  e t v2 so n t  co n tin u es  (vo ir  (0 .4)) et q u e  les 
fo nc tions  k\^p et g]^p so n t  in tég rab les  (vo ir  T h é o rè m e  0), o n  d é d u it  q u e  
l’ap p lica t io n :

(1/iV)- 1

est loca lem en t in tégrab le .
P a r  a p p lic a t io n  de  la re la t io n  (R .2) de  la r e m a rq u e  2 o n  o b t ie n t  p o u r

0 <  s <  s e <  |Î2| :

^»(■y) — v *(s +  £)
e

À- ,  r s +  e o " / N ) -  '
f  r / ^p/P̂ 2{v^)V,pk^v{a)Vf, + g^MŸ/nda.

£ v i (v + ( a ) ) p /p

Q u a n d  e tend  vers 0, o n  o b t ie n t  p o u r  p re sq u e  to u t  s d a n s  £2*,

- v 1( v J s ) ) p / p ^ ± ^ A 2s (, / " > - t t v 2( v 1, ( s ) ) p / pk * v( s ) ,/p +  g * À s ) l /pl -  d - 1 6 )

P a r  défin ition  de v (vo ir  (0.4)), n o u s  av o n s  v i u ^ s ) )  =  Jo*<v) [ v , ( / ) ] /’7y’ dt.  
C o m m e  e  I V ^ P (£2* ), il en  est de m êm e de vîü^î-s)) et l’o n  a  p re sq u e  p a r 
to u t  en  s:

^  v(i>*(.s)) =  v i ( v ^ ( s ) ) p/p (1.17)

P a r  h y p o th èse  su r  v2 (vo ir  (0.4)),

v 2( v * ( s ) ) p / p  ^  v (u  „,(.?)) +  ^o- ( 1- 18 )

E n p o sa n t  V(s )  =  vit;* (s)), les re la t io n s  ( 1.16)—( 1.18) m o n tre n t  q u e  V  
satisfait à une  inégalité  de  type G ro n w a ll :

d V
^  x 25,< 1/yv)~ l k ^ v( s ) t/p V{s )  +  X2s " ' " '  ' ( c o k * v( s ) i / p+  g * v( s ) l /p)- (1-19)

ds

E n  défin issan t

ÂT(f, .s) =  exp  {^X2 J <t(1/jV) l k jt.v(< j ) t/p dcr'ÿ p o u r  ( t ,  s) e  £2* x  £2*

et

¿>(s) =  s a/A/)-  1( c 0k mv{ s ) l/p +  g + v{ s ) l /p),

Wp-1vi*.- S*\/p _|[<r)7P k ir) ) /2(^[V
}P'/P*(<*)l?s

cr e q *

ds
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la relation (1.19) est alors équivalente à

403

[/i:(0, s)  f^(.s): ^  ^ 2 ^ ( 0 , s) bis).
as

(1-20)

Ainsi par intégration, nous obtenons que

r i « i
V ( s ) ^ À 2 K(s,  a )  b (a )  da. (1.21)

(O n  remarquera que K(0,  ■ ) ■ V ( - ) e  ÍV¡¿P(Í2*) et que V(\i2\)  =  0  car 
v^{\C2\ ) =  inf ess \u\ = 0 . )

C om m e la fonction v est continue et est strictement croissante de IR  ̂
dans IR , elle est donc inversible. La relation (1.21) implique pour tout
s e  Û *,

V, — I K{s, a )  b {a )  d a ) .  |
)•

Démonstrat ion du Théorème  1. Puisque ATe/-“"(i?* x Î3*) et ¿>eZ.‘( i2*)  
(voir Remarque 4), on déduit

rl«l
K{

D e (1.3) et (1.4), on  a

J K(s, a )  b{ a)  d a Â q X i  .

Ainsi, V 5 e i2 * ;  ü^(5) ^  v '(AqA, A2 ) =  Af, i.e., \ \u \ \^-^M .  P our m ontrer la 
relation (ii), posons

a =  M in v ,(0 )^ /^  /3 =  M ax V2(0)^^^

où M  est le nom bre établi ci-dessus; on  remarquera que a >  0 car Vj >  O et 
est continue. En reprenant la relation (1.12), on  obtient

a

(1.22)

d

s

|ß|

A'
{s

b{o ) da \K L (Î2’<X Ç2* b\ z.»

o ; M\ O t MO £0:

d
d fì V ^

u P dx

ßk 0) l/p g. 0) ,i/p 0) ll//>
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O n  élève la relation (1.22) à la puissance p, il vient 

d
de JV > e

lu

(1.23)

Psuique la fonction 0 —>•  ̂ | V m|  ̂ î/ x est absolum ent continue, une 
intégration de la relation (1.23) donne, via la remarque 2 (voir (R .2))

i v « r  +  (1 .24)

Par le Théorèm e 0,

\\Pk]¿P +  ^  y? Il A: Il +  Il ̂11 ̂ (¡^y

Par l’inégalité de H ôlder,

ll^llz.*(«)^ | í2 | ' -^ '^ '• | |^ lk^ / . (« ,•

C om m e

Il ̂ 1 1 1 2 )  =  ̂  X  II ̂/ll ¿’■(«)̂  ~  Il ̂ ll^-i '-ffij-

Ainsi, de (1.24), on  aboutit

2 .  A p p l i c a t i o n  à  u n  t h é o r è m e  d ’e x i s t e n c e  e t  d e  r é g u l a r i t é  

d ’u n e  é q u a t i o n  e l l i p t i q u e  q u a s i l i n é a i r e

Le but de cette section sera de m ontrer le

T h é o r è m e  2. (i.l ) On suppose que (0.2)—(0.8) ont lieu, a lors il ex is te  une 
solution  Me Wq- >’{£2) (Î2) du problèm e  (0.1).

(i.2) Une estim ation  de la norm e de la solution u dans ^^¿’^ ( i2 ) o  
Z.°^(i2) est donnée p a r  le Théorèm e  1.

dx

'2*

a  ,

, p
ß k (0 )

\l/p Ö) i/p-
r ( Ö)

Í2
dx

l/P 2 *

a
/?/c i//>

3|er i l I zŷ(

1//7
ÍÍ2)

1/P:¥VIl LjPÍ2*

p'N

U Ûiß)
2*

a ß\ k\ a ir p' /p* T p’/p
w ^(ß)

U n e

L
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( i . 3 )  D e  p lu s  s i  r >  p ', {£2) {vo ir  ( 0 . 7 ) )  e t  L''{£2) {vo ir
( 0 . 4 ) )  a lors  tou te  so lu tion  u e s t  une fo n c tio n  cc-hôldérienne à  F in térieur d e  £2 
p o u r  un certa in  e x p o sa n t  a  >  O.

L ’e s t im a t io n  L"^{i2) d e  la  p re m iè re  s e c t io n  j o u e r a  u n  rô le  p r é p o n d é r a n t  
a u  c o u r s  d e  c e t te  sec t io n .  L a  d é m o n s t r a t i o n  se fe ra  en  p lu s ie u r s  é ta p e s .

2.1. T roncature  du P ro b lèm e  (0 .1 )

C o m m e  d a n s  H ess  [ 8 ] ,  o n  i n t r o d u i t  u n e  t r o n c a tu r e  d es  coeffic ien ts  a ,  
défin ie  p a r  p .p . e n  jc e  V»; e  IR, e  IR^,

/ a,(jc, r], si
a'i{x, rj, ^ ) =  I Ot{x, M ,  O  si i ] >  M ,

( a , (x ,  — M , ^ )  si ri <  —M

{ M  é t a n t  le n o m b r e  d o n n é  d a n s  le T h é o r è m e  1 ).
O n  d é fin it  au ss i  u n e  t r o n c a tu r e  d e  v , ,  vs p a r

w in> VI I\ { ^i (\n\)  si \ r j \ - ^M,V ^ e lR ,  v,(|f7| ) =  J i*,i ^  (2 .1 )
( V f { M )  SI 1^1 ^  M ,

O n  vérifie  s a n s  p e in e  q u e  si

v ' ( \ r j n =  Cv\(tn'^'^'’d i, a lo r s  (:v;( 1^1)]^ '^^^  v'( |/7l) +  Co (2 .2 )
•'o

et q u e  p .p . e n  x  e  O ,  V»/ e  IR, V(^, ¿ ' )  e  IR'^ x  IR'^, ^

X  l a : i x , r i , i ) - a ' { x , n , ^ ' U Î ^ , - i : i > 0 ;  ( 2 . 3 )

p.p. en  X e Î2, Vrj e IR, e

X  a ' , { x , n , Ì ) ^ . - ^ v \ { \ r ì \ ) \ ^ \ ' ’ - y 2 Ì \ r ì \ ) k { x y " ’ \^\. (2 .4 )
i =  1

O n  c o n s id è re  m a i n t e n a n t  le p r o b lè m e

d 
d x i

JV Q

— X  a'i{x, u{x), Vm(j:)) + F{u, V u ) = T  
( = 1 ( 0 . 1' )

u

L 'IP i
« o e .

u

e
'1
o

p o L ß ]

M ,\r,
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Lemme 1. Toute solution de ( 0 . 1 ' )  est solution de ( 0 . 1  ) et réciproquement.
Preuve. S i  u e s t  s o l u t i o n  d e  ( 0 . 1 ' )  a l o r s  u s a t i s f a i t  à  l ’é q u a t i o n  ( 1 . 1 ) .  O n  

a p p l i q u e  l e  T h é o r è m e  1 e n  r e m p l a ç a n t  v p a r  v '  a l o r s

v ' ( | | M | U ) ^ ^ o ^ M > i 2 =  v ( A / ) .  ( 2 . 5 )

P a r  d é f i n i t i o n  d e  v ' ,  o n  r e m a r q u e  q u e  — e t  c o m m e  v '  e s t

i n v e r s i b l e ,  o n  d é d u i t  d e  l a  r e l a t i o n  ( 2 . 5 )  q u e  \\u\\̂ -̂ M. A i n s i ,  V y ' g

dv'a'iix, uix), V m ( . v ) )  —  dxa dXi
=  r Uiix, u{x\ V m ( . x ) )  • ÿ -  dxex,

dv'
=  û f , ( x ,  u[x), V m ( . v ) )  - - —  d.x.■>a ox,

L a  r é c i p r o q u e  s e  d é m o n t r e  d e  f a ç o n  a n a l o g u e .

2 . 2 .  Un problème approché de ( 0 . 1 ' )

S o i t  e  >  0 ,  o n  d é f i n i t  F,, p a r  p . p .  e n  .x e  Î 2 ,  V »7 g  1R, e  IR^:

zr / S i  F ( . v ,  7̂, ç )F,{x, t], ̂  ) =  — — — ----------- — .
1 -t- £ | F ( . x ,  ri, (^)l

O n  r e m a r q u e  a l o r s  q u e

\FAx,rj,̂ )\̂ l/s e t  | F J  ^  | F | .  ( 2 . 6 )

C o n s i d é r o n s  l ’o p é r a t e u r

Âu= — a',(x, u(x),Wu(x)) + F,,ix, w(.x:),  V m ( . v ) )
, = 1

p o u r  t / G  /’(£2) r\ T̂  (£2). O n  c h e r c h e  à  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e

Âu,,= T, 
u, e  ).

N o u s  a v o n s  l e

(o.i;)

L e m m e  2 .  ( i )  Pour tout a  >  0 ,  il existe une solution û de ( 0 . 1 ' ) .

( i i )  De plus, Mg reste dans un borné de Ŵ'p{£2) r\ L"̂{£2) lorsque e
varie.

fv,o ‘ [£2]

v( M v'i M )

Vl : M

N

w l-

■1, ß (Í2

â.
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Démonstration.  La partie (i) est un des cas concrets de théorème  
d’existence concernant les opérateurs de calcul de variations (cf. Q14, 
pp. 182—183, Théorèm e 2 .8 ]  ). Pour vérifier que les hypothèses de ce 
théorème sont satisfaites, il suffit de voir que les fonctions a) et sont de 
C aracthéodory et satisfont (2.3) et que p.p. en x e Q ,  V»; e  [R, V(̂  e  IR :̂ 
\a]{x, r], ^)\ ^  a(A/)(|(^l'" ' +  ao(x))  (voir (0.6)), et que

X  a'(x,  ri, ç )  A-(.v)‘>', (2.7)
/ = 1

où 0(, =  M in„g^^ V',(f/) et ;, =  M axog „  ̂ v;(f/). O n notera aussi (2.6).
La partie (ii) découle im médiatement du Théorèm e 1 : || u ÿ̂ ^  M et 

llViv, Il ^  Mo- O n supposera dans la suite que m ,. tend ver'^ u dans  
PF(V''(i3)-faible, dans / .   ̂-faible * et simplement quand e tend vers 0.

2.3. Passage à ia limite

N o u s  avons la convergence forte suivante:

L e m m e  3. u, tend vers u dans quand e tend vers 0.

Puisque ||i/, Il , ^  M,  nous pouvons utiliser dans la suite a, à la place de  
a]. Pour alléger l’écriture, on note F,(x,  i/(.v), Vi/(.v)) =  F^u, Â(u, Vu)  le vec
teur de !R' de com posante  a,(x,  i/(x), Vi / (x) )  ainsi,

X  a,(x,  u(x),  V u (x ) )  ■ =  Â(u,  Vu)  ■ Vu.

Démonstrat ion.  L’idée de la dém onstration repose sur la propriété (S^.)  
du théorème de Browder [6 , p. 2 7 ] ,  Pour prouver le Lem m e 3, il suffit 
alors de montrer que

lim sup \_À{u, ,Vu,)  — Â(u,Vu)~\ V{u,, — u ) d x ^ O .  
i: ^  « J«

La dém onstration qui suit s’inspire de [ 1 9 ] .  O n définit la fonction réelle 
h^{t) =  te" ' où A >  0 est choisi de sorte que

o L , h \ { t ) - f i M )  \h, \ t )\  è ( a , / 2 ) ( V ? e [ R ) .  (2.8)

Ainsi, À ne dépend que de a ,  et de c = f { M ) .  O n  remarque alors que  
lim,. =  0 simplement et donc dans L^{£2) pour tout q,
\ - ^ q c .  + 00. Considérons e et  ̂ deux nombres strictement positifs et 
destinés à tendre vers 0, u, et satisfont à

A,u, =  T, u , , e W l P { 0 ) ( \ L ^ { £ 2 )  (O.IJ

A s U s = T ,  u^e  (0.1^)

Fr

c, «ll I"-Ic cl

w 1,
o a)

1/

U,

W ■1, a \L O)

M,
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En faisant le différence entre les é q u a t io n s  (0.1,.) et (0.1,^), et en  m u l 
tipliant par la fon ct ion  test a|/i;(w,^ — w,. ), il vient

a, {À {u s ,  Vm^) — À(u ,  , Vm,.)) • V(w,i — mJ /î^(iv,5 — u, )

-  F, u, ){h^(u,, -  u, ) clx =  0. (2 .9)

Par l’h y p o th èse  (0 .7 )  sur la cro issance  de F, o n  dédu it  (en posant
f -y (A/)):

I ( u,  ̂— F, u, ) h^{ u.  ̂— u, ) clx
J a

<  c-
S2

C \hAu,i — u, )\ c l x 2 c  r ,/o(-v) |//,(z/,i — M, )| dx.  (2 .10)
•’ (2

Par l’h y p o th èse  (0.4), sachant qu e  /i, =  M ax,, g ,, g a / ' ’2 ( ’̂) on  obtient  
p ou r  u, (resp. p ou r  u^) que, presque partout d an s  £2:

À(u , ,Vu, . , )Vu , .  +  ß , k { x y  IViYj IVwJ^’. ( 2 . 1 1 )

D e  par cette  relation (2.1 1 ), on  m ajore alors les gradients  d an s  le second  
m em b re de (2 .10)  pour  obten ir

( u,  ̂— F, u, u, ) clx
Si

i  À{u,^,Vu,^)-Vu,^ — u„)\ clx
U

+  Î- r À{ u , ,  Vz/, ) ■ Wu, \hAUé — 1̂  )1 i/v

+  cß i  A.i.v)* '’ |V«,i| (h^Xu,  ̂— u, )\ clx
a

+  c/i, Ai.v)' '’ IVmJ — u , )\ clx

+  2cy. I . / o ( - v  ) |  / ? ; (  —  i / ,  ) |  clx. ( 2 . 12 )

Remarque .  D a n s  la suite, o n  va faire tendre e et ^ vers 0. Par le 
th éorèm e de la con vergen ce  d o m in é e  o n  n o te  a lors que

|^ /o ( - v )  \ h , { u , , - u , . ) \  d x  0.

-h a 1 F

-f w. p

r h ( u )i

r

Ush .

Í- /z

/ 2.

(;.<> (O. O)
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D e même, puisque 1V m,̂ | (resp. |Vm,,| ) est dans un borné de on
déduit alors

r A'(.v)' |Vm,,| \h , \u , , -u . , ) \  dx  ^ P®“ *'
■̂ £2

Pour alléger la démonstration, nous pouvons supposer dans la suite que  
/o (v )  =  A-(.v) =  0.

C om pte  tenu de cette remarque, la relation (2.9) avec la relation (2.12)  
entraînent:

Vi/,s) — À(u , ,  V//, )) • V(//,, — u, ) h\(u,^ — u, ) dx

c À
ii

À (u , ,  Wu,)Vu,,  \h^{us — u,,)\ dx
Î2

(2.13)

(2.14)

Ecrivons alors

Àiu,^, Vu,  ̂) ■ =  À(u,^, V/v,J • V(i/,s — u, ) +  Â{u,^, V//,i) • Vu,, 

À ( i i , , Vi/, ) • Vf/,, =  , Vu,:) ■ V(i/,  ̂— «,, ) +  A(u, , Vu,,) ■ Vu,i.

Ainsi le second membre de la relation (2.13) s’écrit

i  À(u,^, Vu,i)-Vu,i ¡/îju,^ — u,Jl dx  +  f À(u„,Vu,,)  Vu,,lh^(u,^ — u^))dx
£̂J O

C‘

U
LÀ(u,^, Vu,^) — À(u„,  V i / J ]  • V(w,, — u„) |Â (w<, — WJI dx

C À(u,^, Vw,,) ■ Vu,, |// (̂w,> — U„)\ dx
ÎJ

C
£2

A(u„, Vu,:)- Vu s \h \̂u,  ̂— wJI dx. (2.15)

C om pte  tenu du choix de X (voir la relation (2.8)), la relation (2.13)  
jointe à (2.15) entraînent que

 ̂ {À{u,^,Vu,^) — À{u,: ,Vu,  )) V { u ^ i ~ u J  dx
rj

c À(u,^, Vw^) • Vu,, ¡h ju^  — M̂ )l dx

+  c r Â(u„, Vu„) -Vu,i lh^(us — u,,)l dx. (2.16)

L'’ ß ) .

resp «,:)■

I
Í,

{À

(w,, Hô h. u. dx

n.i

A u ,

2

<

’a
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Nous avons A(u,ÿ,'Vu,^) qui est dans un borné de (L'’ Quitte à
extraire une sous-suite, on peut supposer alors que

À(u<, -  O dans (Z.̂ (̂r2)) ̂-faible.

Par le théorème de la convergence dominée et la définition de la con
vergence faible, le passage à la limite supérieure quand <5 tend vers 0 (pour 
fixé), conduit à

lim dx —  —  c; • Vu,, dx
a a a

—  ̂  r w,., Vw, ) • Vwc/a'-h —  A{u,^'S/u, )Vu, dx
2 QC

S. c • Vu,, \h,i:u —  u,,)\ dx c A(u, , Vu, ) • V u  \h^{u —  i/, )| dx.

(2.17)

Faisons tendre vers 0 dans (2.17), pour obtenir

A(u, , Vu^^) ' Vu^^ dx -h —  lim sup i A(u,^ Vu, ) * Vu,, dx
oc r. o

1*—  lim sup
a ô o

h
a a

<; * Vudx -h —  I ç * V u  dx.
Ot

(2.18)

(On remarquera que les termes du second membre de (2.17) tendent vers 0 
quand r, tend vers 0.)

Ainsi,

lim sup i Â{u,^Vu,)'Vu, dx ̂  f Ç ' V u d x .  (2.19)
r ^ o £2 •Jij

Sachant que lim,  ̂ =  A(u, Vu) dans (Z.̂ '(Î3)) ̂ -fort (par le
théorème de la convergence dominée), on déduit

lim sup l^A(u,^ Vu, ) —  A  (û  Vu)2 V(u, —  u) dx
K — O '

^  lim sup A  ( u, , Vu,, ) * Vu,, dx

—  f (̂ • Vudx —  f ^(w. Vu) ' Vudx 4- ^(w. Vu) * Vudx. (2.20)
^  ^  o  o

Par la relation (2.19), le second membre de cette inégalité est négatif, ce qui 
conduit à

lim sup
c o

^A(u,, Vm, ) —  Â{u, Vi/)] - V(m, —  m )  dx  ̂  0 .  (2.21 )
a

Í2

) C

OCi
2

4(

À Hr.

U, 'u
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P u is q u e  V, ,  t e n d  vers  O fa ib le m e n t  d a n s  le L e m m e  3 ré su l te  a lo r s
de  (2.21).

D é m o n s tr a t io n  de  la p a r t ie  ( i . l )  e t  (i .2) du  T h é o r è m e  T.. G r â c e  a u  
L e m m e  3, o n  p e u t  p a s s e r  à  la  l im ite  ( q u a n d  e | 0 )  d a n s  (0, 1 ')  d ’o ù  ( i . l ) .  L a  
p a r t ie  (i .2) ré su l te  im m é d ia t e m e n t  d u  T h é o r è m e  1.

2.4. C o n tin u i té  hô ldérienne  des  so lu tions  du  P ro b lè m e  (0 .1)

D a n s  c e t te  s o u s - s e c t io n ,  n o u s  d é m o n t r o n s  la  p a r t i e  ( i .3) d u  T h é o r è m e  2. 
A u p a r a v a n t ,  r e m a r q u o n s  q u e  si r  =  /?' e t  r  >  N U p  — 1 ) a lo r s  p >  N ,  d a n s  ce 
cas  le th é o r è m e  res te  v a la b le  p u i s q u e  c= C ‘̂ -^(i2) p o u r  a =  1 — N /p .

D a n s  la su ite ,  n o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  p N  ci N ^ 2 .  L ’o u t i l  e ssen tie l  
p o u r  la  d é m o n s t r a t i o n  est l’e n s e m b le  .^^(Î2, M \  y', <5, \ / q )  i n t r o d u i t  p a r  
L a d y z e n ’s k a ja  et U r a l ’c ev a  ( f l 2 ,  C h a p .  II, p. 7 6 ] ) .  D a n s  le r a p p e l  q u i  su it ,  
n o u s  u t i l i s e ro n s  leu rs  n o ta t io n s .

Définition (E n s e m b le  M ’, y \  \ / q ) ) .  E t a n t  d o n n é s  M ',  y', ô, q
q u a t r e  n o m b r e s  s t r i c te m e n t  pos it ifs  a v e c  q >  N ,  o n  dé fin i t  l’e n s e m b le  X  =  

M ',  y ', Ô, \ / q )  p a r  u e  X  si e t s e u le m e n t  si:

( a )  u e  PV' '’( Q )  L  '  ( O )  e t  ||m|| ,  ^  A/'.

(b )  u vérifie: p o u r  t o u t e  b o u le  K^, d e  r a y o n  p  c o n t e n u e  d a n s  et 
p o u r  t o u t  <xe ]0 ,  1 [ ,  o n  a
r

IVwl d x  ^  y' S u p  ess [ m(.y ) - A - ] ^ +  1
P .4 a.,,

(m es

(2 .22)

lo r s q u e  k  ^  s u p  essyi  ̂ u — <5, o ù  — {.v e  tel q u e  m(.v) >  â: } et es t
u n e  b o u le  c o n c e n t r i q u e  à la b o u le  AT,,.

( c )  L a  fo n c t io n  — u vérifie la m ê m e  h y p o th è s e  ( b )  q u e  la  fo n c t io n  u.

U n e  c o n d i t i o n  su ff isan te  p o u r  o b t e n i r  la  r e la t io n  (2 .22) es t

Lemme 4. S o i t  u e  IV '-^ (Î2 )  (Î2) vérifiant-. I l  e x i s te  y" >  0 te l  que
ij/ e  avec  S u p p o r t  ij/ c= K^,, 0  ^  ^  1, on ait

(m(.v) — Æ)^|Vî//| ^ d x  -t- (m e s
'̂̂k.p k̂,p

(2 .23)

p o u r  k  ^  s u p  essj^ u — <5; alors  u sa t is fa i t  à la re la tion  (2.22).

D é m o n s tra t io n .  C o m m e  à  la r e m a r q u e  fa ite  d a n s  Q12, p. 76—7 7 ] ,  il suffit 
d e  b ien  c h o is i r  i//. Il e s t  lo is ib le  d e  c o n s t r u i r e  u n e  fo n c t io n  xjj e  S>{i2) telle 
q u e

H ' ■ ì .
o PiiQ)

I.
D

/V

ß .

(ß ,

4 k . . <Tf>
Pi .V/</)
1

A, i‘ - 9(A

rrpA-.

P, Y"Jx ,y
(A
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—  ^  =  1 sur
—  O ^  i// ^  i dans Î2, support if/ <=z ,
—  |Vi/ |̂ -^ c ja p  où  la constante c ne dépend que de N.

Pour un exem ple de construction de on peut consulter, par exem ple [23, 
P- 195], I

O n m ontre alors (voir [12 , Théorèm e 6.1, p. 8 3 ] )  que si m e  A' alors u est 
a-hôldérienne à l’interieur de pour un certain exposant a > 0  (a ne 
dépendant que de M ’, y', ô, q).

Le lem me suivant nous conduit alors au résultat voulu:

L e m m e  5. >  0 ,  il ex is te  une constante y' > 0  ne dépendant que de â et 
des données sur a ,, F, et T, telle que toute solution u de ( 0 . 1 )  appartien t à 
¿îSp{£2, M , y ’. S, \ / q}  =  X, où q =  { p  — \ ) r e t M  le nom bre donné au 
Théorème 1.

La partie (a) de la définition de X  est satisfaite par la fonction u. Pour  
montrer la partie (b) de la définition, il suffit de vérifier le

L e m m e  6 .  S oit  <5 >  0  alors il ex is te  une constante c ne dépendant que 
de ô et des données sur a,, F, et T  et telle que Vi/^e:S*(i2) avec support 
if/ cz , 0  ^  ^  1, on ait

d x ^ c ^ ( w( .V ) -  A: ) /̂  I V»A r  i/x +  ( mes ^  y,. „ ) ' * '

Rem arque  5. D ans la suite, c-, et c„. désigneront des constantes ne 
dépendant que de ô, des données sur a ,, F, 7', et éventuellem ent d’un 
paramètre e que l’on précisera ultérieurement. Souvent, on fera usage de 
l’inégalité de Y oung sous la forme suivante: Vî; >  0, il existe c,. > 0  tel que si 
a ^ O ,  h ^ O  alors

ah <  sa '’ c, b '’ .

O n om ettra les signes de som m ation  et l’on  écrira: a j ( u , Vu)  =  a, ,  
F(m ,V m ) =  F, «A(jc) =

D ém onstra tion  du L em m e 6. Soit ¿ > 0  (fixé), O ^ i / ^ ^ l ,  et
support if/<=: et l’on considère une fonction réelle /^(/) =  / + où  A
est choisi positif et de telle sorte que

o ^ , l ' A t ) - n M ) h i t ) ^ { c x J 2 ) x u ^ o )  ( V / # 0 ) ,  (2.25)

avec a , =  Mino^^^/v/ v,(j') et la fonction caractéristique de 1R_^\{0}.
Le réel À ne dépend que de a , et de f { M ) .

a p  -

Mô

>0

Ak
Û\ ( p'

t
jŜ (e

{t>
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P o u r  k  ^  s u p  esSj -̂_ u — ô, o n  d é fin it  

u ^ { x )  =  h i u  — k ) { x )

e t

<Axr(- )̂ =  «/''’(-y) m*(-y) p o u r  x e Q .

Il ex is te  d e u x  c o n s ta n te s  c’2 , c' 3  s t r ic te m e n t  p o s i t iv e s  t.q. V/c ^  — M  — ô,

^'^Uk{x)-^C2 - {u —  k) ^

e t

r ) i j . Plu Pfu
p.p. d a n s  Î2. (2 .26 )

d u ^  d u  „  ̂ , X ^

d X i  d X i  d X i

E n  efTet, p u is q u e  k ^  — M  — ô, o n  o b t i e n t  (w — k )  ^ ^ 2 M  ô d ’o ù  la 
r e la t io n  (2 .26). P u is q u e  e  -"(i?) o  Z. ^ (Î2), d e  l’é q u a t io n  (0 .1), n o u s  
o b t e n o n s

<^M, .//,,> + (F, ^ ^ . ) =  < r , ( 2 . 2 7 )

< > d é s ig n a n t  u n  p r o d u i t  d e  d u a l i té  e n t r e  u n  é lé m e n t  d e  W  '̂ '’ {£2) e t  d ’u n  
é lé m e n t  d e  W }; '’{O )  {O).

I n t r o d u i s o n s  t ro is  le m m e s  c o n c e r n a n t  c h a c u n  d e s  te rm e s  d e  l’é g a l i té  
d e  ( 2 . 2 7 ) .

L e m m e  7 .  V e  >  0 ,  il  e x i s t e  >  0  te l  que

Kr,
A

d x

+  C-3 ., (w (.v )-Â c)^ lV .A ri/.v  +  (m es  A

D é m o n s tr a t io n  du  L e m m e  7. E c r iv o n s  T  =  — X fL  i av ec

/ N  \ 1/2

Il T’II «- '-(«) =  S  IIS’/IIam«) e t  p o s o n s  ^ o ( ^ )  =  / g f ( x ) )  .
/ = 1 \, = 1 /

A lo rs

<1 (2 .28)

o u

r. = g. Y, =  p
dib

L

<̂3,

k,p

' 7 r )(/l‘-k,p )

Xigu

•A-t Y^,ŷ

5mat

'X,
<p d x ĝ

Xi
p - 1

^k d x

N
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M ajorons chacun des termes Y, , puisque O ^  V'=  1 et que \duk/dXi\-^ 
C2 \du/dXi\ (voir (2 .26)), on déduit;

du^ <

Par l’inégalité de Y oung,
i-2 ̂ o(-v )|Vm | «a ̂  e| V m | +  Co.

Ainsi

I r ,  I ^  £ J | V«| '̂ ljy'’dx  + Cor. f ^o(-v)'’' dx.
k̂.f}

(2.29)

Par l’inégalité de H ôlder,

i g o i x ^ d x ^ i ï  ^o(A-)^i/.vy (m e s ^ , ,„ ) '

^  Il T’y ( m e s ^ * , ^ ) ' - * ' ’'̂ '̂ ».

Il existe donc c-,,;>0, t.q.

ir.l r \Vu\'̂ ti/'’dx +  C.^imes A,_„y

Pour majorer Y 2 , on  constate que

(2.30)

PS^ ^  i ’4 ô(-'x )̂!ViA| • (« — /:)+  (voir (2.26)).

Par l’inégalité de Y oung
C4^o(-’C)|VîA|(m —  A:).̂  ^  ̂ o(.x)'’' +  C5|Vi/^r(M — A)';.

Ainsi

\ Y 2 \ ^ C s \  \ V x i j \ r ' { u - k V d x + {  g o i x V d x .  (2.31)

O n conclut com m e ci-dessus avec l’inégalité de H ôlder,

\Vxl,\'’{ u - k r d x  +  c^(mcs (2.32)

Le Lem m e 7 découle des relations (2.28), (2.30), et (2.32). |

Lemme 8. ¡1 ex iste  une constante c^ >  O, t.q.

l(F, «A,.)| g/(Af) r |V«lV^/,_(M-A:)i/x-hC9(mes^^,^)'-<^».

D ém onstration  du L em m e %. Par rh yp oth èse  (0.7) sur /% nou s avons

Xi
go X) lA.

pgo X

■)p
k̂,p

r)(PS

dij/

X,
p 1

Ak, 'A/,

\r2 C5
Ak.

^k,p
/r)( P

Ak,
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\{F,xl,,)\^fiM)\ \Vu\'’xl̂'’h i u - k ) d x

+  f ( M ) \  M x ) 4 , ' ’u^{x)dx. (2.33)

Puisque (m —  A:) ^  2Af +  ̂  alors ^  (2A/-h <5) il existe alors
Cg :> 0 telle que

J \ M ) {  J\y{x)\l/'’u^dx-^Ciii f\^{x)dx. (2.34)

Par hypothèse,/o e Z.''̂'’ (i2), l’inégalité de Hôlder conduit à

/o(x)i/x^ l l / o l l - ( m e s  (2.35)
k̂,p

Les relations (2.33), (2.34), et (2.35) entraînent le L e m m e  8.

Lemme 9. Ve >  0, il existe c«,. >  0 tel que

<y4«, ^  «1 i /̂'(m —  A") ¿/.Y —  £

- C « ,  (w -A )^ |V iA r i / :Y  +  (mes^;, . , ,)>

où a, =  Minpg^^A^ v,(»7) > 0.

Démonstration du L e m m e  9. O n  a

<^w, =  + (2.36)

ou

ir, =  J, Oip^ïi/'’ - ^u^dx.

O n  va minorer chacun des termes (/=1,2). O n  note /îj =
Maxo^^g A/v2(>7) alors en écrivant duf./dx, =  {du/dXj) l\iu —  k), l’hypothèse 
(0.4) implique

i!j'’\Wu\Pl'Au-k)dx~ fiA ki^Ÿ^'’\Vu\ïl/'’l\{u-k)dx. (2.37)
^^k,p '^k^p

Par (2.26), il existe c,o>0 tel que

P,k{xy^P'\Vu\ilj^c,ok{xŸ"’'\Vu\xl, p.p.

Par l’inégalité de Young, on trouve C4̂  >  0 t.q.

c ,oA:(x )'̂ '̂|Vm 1 iA^(£/2)lVMr^^ +  C4,/r(x) p.p.

2M ÔŸ-

Ak

A  k
>)

k
Â:

ij,r u\ «I PiL dx

/r)</’■

■4  k

k

l*k

XiAk.
a¡ , p ix . -- P

y<k.

«1
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Puisque k  e  (voir (0.4)), l’inégalité de H ôlder conduit à

k { x )  d x ^  ||Â:|| .̂r,p,i3 )(mes Ak,pV

Ainsi

- ß ^

r,
2 JA t

\'Vu\'’i//'’d x  — c'5 ,.(mes (2.38)

Pour minorer le terme X 2 , utilisons l’hypothèse (0.5) et la relation (2.26)  
pour obtenir

pa,
d i i /

p.p. (2.39)

OU

Z , = c , , \ V u r  V ^ ~ ' |V i / / | ( i / - A : ) , ,

■Z’2 =  c' ,2«Â  ■ '|ViA|(w —Ar) + ao p.p.

Par l’inégalité de Y oung, le terme se majore par

Z , Wul'^iP'’ +  c ^ J V t l , \ ' ^ ( u - k K

et le terme Z 2 par
Z 2^Ctj ,aS '  +  Ci4\ViJ/\'’iu — k)>l p.p.

Par hypothèse a ^ e  L''(i2), l’inégalité de H ôlder entraîne

r aS' d x ^  (|aollir,i2 )(mes A ~

Finalement, après intégration de la relation (2.39) et com pte tenu des 
majorations de Z j  et de Z 2 '.

X 2 ^
■ 4,

\Vu\'’iJ/'’d x - C j , ,

x ( j  |Vi//r(M —Â:)'’i /x -l-(m es (2.40)

La relation (2.40) jo inte aux relations (2.36), (2.37), et (2.38) impliquent le 
Lem m e 9.

Fin de la démonstrat ion du L em m e (i. D e  (2.27), on obtient

<^M, \(F, +  \<T, (2.41 )

L^'

<r)ip'.

k{ X)V t / p ' {u - k d x

V)( p'i

z
dx^

Z ,
£

V)ip
A k

2
e

■4 k.,
A m.^y (p' V,"

l'k
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C om pte tenu des Lem m es 7, 8, 9, il existe >  0 tel que  

L o c ^ l \ ( u - k ) - f ( M ) l A u - k ) : \ i J / n ^ u \ c i x
■^k,p

\Vu\f’ii/f’d x  +  c ^ J  Ç \Vi//\'’( u - k ) ' ’dx  +  (mes  

Par le choix de A (voir (2,25)):

r f ( M ) l A u - k ) ' \ x l , P \ V u \ P d x ^ ' ^ [  XVuVxi/” dx.
 ̂A , .  . 2  ̂Ak,p^k,p 

Ainsi, Ve >  0,

( ^ - 2 s )  f \Vu\'’ii/'’d x
V 2 /  -JAk,p

^  |V«Ar(M -  k V d x  +  (mes ^ ,,^ ) '  "

En choisissant s =  a ,/8, cette dernière relation entraîne le Lem m e 6. |

Pour terminer la dém onstration  du Lem m e 5, il suffît de prouver que — u 
satisfait la m êm e propriété que u à savoir le

L e m m e  6  b is .  Soit  <5 >  0 alors il exis te une constante  î - , , > 0  telle que 
Vil/ G ^ (Î2 ) ,  avec Support  ij/ cz K^,  0  ^  i/' =  1» on ait

( _ u - k y \ V i ) j \ ' ' d x  +  (mes 1 p‘/r

où A'k^f,= { jc e  Kp,  —u{x)  >  k } ,  k ^  Sup ess^ ( — u) — ô.

D é m o n s t r a t i o n .  O n  remplace \\j^ par définie par i j / ^ ( x ) =  — *J/^(x)
l j ( —u — k).  D es considérations analogues à celles données ci-dessus  
conduisent au Lem m e 6 bis. |

A p p e n d i c e

Démonstration de la remarque 2.. Puisque ve lV¿■^( í2) ,  v ^ O ,  alors 
G Ĥ ' *(a, |Î2|) pour tout a > 0  (c f  [ 1 5 ] ) .  Ainsi on  déduit que

(i) / =  y^ (/i( /))  V /e  [0 , sup ess i?];
(ii) v^ est absolum ent continue sur tout intervalle [a , |Î2 |] ,  avec

a >  0.
Les relations (i) et (ii) assurent que pour tout sous ensem ble négligeable  

E  de Î2*, on a

2, i P /r)

OCi u k)

'9c
Ak

’¡r)(p

'̂ k.
u PijjPdx C|i



I V .  3 2

418  J E A N - M I C H E L  R A K O T O S O N

(ii i)  v ^ ( E )  es t d e  m e su re  n u lle  (o n  ra p e l le  q u ’u n e  fo n c t io n  
a b s o lu m e n t  c o n t in u e  e n v o ie  u n  e n se m b le  n é g l ig e ab le  e n  u n  e n se m b le  
n é g lig e ab le  ).

( iv )  L ’e n se m b le  { / ^ O  t.q. E }  e s t  in c lu s  d a n s  v ^ ( E )  e t  d o n c  lui- 
m ê m e  est d e  m e su re  nu lle .

P a r  a i l leu rs ,  p o u r  p re s q u e  t o u t  t, n o u s  a v o n s  ,0 =  \v =  t\ =  |t> =  f ^ ( / i ( / ) ) | .  
A insi, e n  u t i l i s a n t  la  fo n c t io n  w dé fin ie  a u  d é b u t  d es  r a p p e ls  (a sso c ieé  à  f  
e t  v), n o u s  o b te n o n s  q u e  p o u r  p re s q u e  t o u t  t:

r f i x )  d x  =  w i n i t ) ) .  (R -3)
' > t

L es fo n c t io n s  J,, ^ , / ( x )  î/.v, w, e t n  s o n t  p r e s q u e  p a r t o u t  d iffé ren tiab le s .  
L ’a s s e r t io n  ( iv )  e t  la  r e la t io n  (R .3 )  im p l iq u e n t  a lo r s  q u e  p o u r  p re s q u e  
t o u t  /:

f { x )  d x  =  i n U ) )  =  l i ’U)

Q u a n t  à  la  r e la t io n  (R .2 ) ,  si f  e s t c o n t in u e  a lo r s  c’es t u n e  c o n sé q u e n c e  
im m é d ia te m e n t  d e  l’in é g a li té  c la s s iq u e  (cf. ^15 o u  2 2 ] ) :

•'a

Si f  e s t  s e u le m e n t  lo c a le m e n t  in té g ra b le ,  a lo r s  p o u r  0  <  <  \Î2\, il ex is te
u n e  su ite  d e  fo n c t io n s  c o n t in u e s  f „  ^  0  te lle  q u e  f „ { a )  H p .p . e n  <r g  [5', 5 ' ]  
e t  f „  te n d  vers  f  d a n s  Z.'(.v, î''). L ’a s s e r t io n  ( iv )  a s s u re  a lo r s  q u e  p o u r  p re s 
q u e  t o u t  Q d a n s  [y * (^ ') ,  t>^(.ç)], l i m „ / „ ( / î ( 0 ) )  = / ( / x ( 0 ) ) .

P a r  le L e m m e  d e  F a t o u  et la  r e m a r q u e  c i-d e ssu s  p o u r  f „  c o n t in u e ,  o n  
d é d u i t  q u e

/ ( / x ( 0 ) ) (  - / / ' ( 0 ) )  ^  lim  in f  / „ ( M 0 ) ) (  d e
v,{s)  «

et

lim  in f n'{6)) de f„{cr)da= f{a)da.{KA)
« •'.V •'.V

Si .s ^  0  ( o u  {s' =  |Î2 |) ,  la  r e la t io n  re s te  v a la b le  p a r  p a s s a g e  à  la  l im ite  d a n s  
R .4), i.e., J- —*• 0  (resp . î '  —*• \£2\ ).

B i b l i o g r a p h i e

1. H . A m a n n  a n d  M . G .  G r a n d a l l ,  O n  s o m e  e x is te n c e  th e o r e m s  for se m i- lin e a r  e llip tic  
e q u a t io n s ,  In d ian a  Univ. M a th . J. 2 7  (1 9 7 8 ) ,  7 7 9 —790.
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1

E x i s t e n c e  o f  B o u n d e d  S o l u t i o n s  o f  Some 

D e g e n e r a t e  Q u a s i l i n e a r  E l l i p t i c  E q u a t i o n s

*
J e a n  M i c h e l  R a k o t o s o n

0 .  I n t r o d u c t i o n

We c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n :

j u | " ‘ ^ u )  + f  ( x , u )  = 0 (E)

N
o n , a  b o u n d e d  o p e n  s e t  n o f  IR w i t h  D i r i c h l e t  b o u n d a r y

c o n d i t i o n .  T h i s  e q u a t i o n  i s  i n  a  c l o s e d  r e l a t i o n  w i t h  t h e  

s t a t i o n a r y  c a s e  o f  t h e  p o r o u s  m e d i a  e q u a t i o n  ( [ 1 ] ,  [ 2 ] ,  [ 1 8 ] ,

[ 1 9 ] ,  [ 2 0 ] ) .  J Ù .  A.  D u b i n s k i i  [ 4 ] ,  h a d  s t u d i e d  s u c h  e q u a t i o n  i n  

a  d i r e c t  w a y ,  w h e n  t h e  g r o w t h  o f  f  i s  a t  m o s t  p o l y n o m i a .1 w i t h  

r e s p e c t  t o  u  . T h e  p r o b l e m  o f  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  h a s  b e e n  

t r e a t e d  b y  J .  S p r u c k  [ 2 1 ] .

T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  a r t i c l e  i s  t o  g i v e  a  d i r e c t  m e t h o d  t o  

s t u d y  à  g e n e r a l i z a t i o n  o f  s u c h  a n  e q u a t i o n  ( E ) .  T h a t  i s ,  we w a n t  

t o  s o l v e  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m :

F i n d  u  e ( ß )  n l "  (fi) 1 < p  < + ~

(?>) ' °

Au + F ( u , v u )  = G i n  fi

★
L a b o r a t o i r e  d ' A n a l y s e  N u m é r i q u e ,  U n i v e r s i t é  P a r i s - S u d ,  

B a t .  4 2 5 ,  O r s a y  9 1 4 0 5  F r a n c e

A I

W
O

p



V. 2

H e r e ,  A i s  a n  o p e r a t o r  o f  L e r a y - L i o n s  t y p e  [ 7 ]  w h i c h  m a p s

n  l “ "{ î2 )  i n t o  ( f i ) ,  -  + - ,  =  1 a n d  w h i c h
o  P  P

d e g e n e r a t e s  w i t h  r e s p e c t  t o  u  . T h e  n o n l i n e a r i t y  F  w i l l

d e p e n d  o n  x  , u  b u t  a l s o  o n  v u  a n d  G w i l l  b e  s o m e  e l e m e n t  

— 1 Ü * 1
o f  W ( n )  n  L  ( n )  . A t y p i c a l  s a m p l e  o f  e q u a t i o n  t h a t  w e  c a n

s o l v e  i s :

- ^  ( j u  I ^ u )  +  a ( x )  u  | v u | ^  ^  +  b ( x )  u  =  G ( 0 . 1 )

A s  i n  [ 1 4 ] ,  o n e  o f  t h e  m a i n  n o v e l t i e s  o f  t h i s  a r t i c l e  i s  t o  

00
d e r i v e  t h e  L  - e s t i m a t e  o f  t h e  s o l u t i o n  u  o f  ( ?’ ) . S o  i n  

S e c t i o n  I ,  w e  u s e  t h e  t e c h n i q u e s  o f  t h e  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  

( s e e  [ 9 ] ,  [ 1 0 ] ,  [ 1 1 ] ,  [ 1 2 ] ,  [ 1 3 ] )  t o  g e t  a  p r i o r i  e s t i m a t e s  i n  

L ° ° ( n )  . T h i s  m a x i m u m  p r i n c i p l e  w i l l  b e  e x t e n d e d  i n  a  f o r t h c o m i n g  

w o r k  t o  e l l i p t i c  i n e q u a l i t i e s  ( [ 1 7 ] )  a n d  t o  s o m e  e l l i p t i c  s y s t e m s  

( [ 1 6 ] )  .

A s e c o n d  d i f f i c u l t y  i s  t o  f i n d ,  d e s p i t e  t h e  d e g e n e r a c y ,  a  

s o l u t i o n  i n  . T o  o v e r c o m e  s u c h  d i f f i c u l t y ,  w e  i n t r o d u c e

i n  S e c t i o n  I I ,  a  f a m i l y  o f  m o d i f i e d  p r o b l e m s  ( •  A s  f o r  

t h e  p r o b l e m  ( y )  , w e  p r o v e  ( b y  t h e  s a m e  t e c h n i q u e s )  t h a t  t h e  

s o l u t i o n  v ^  o f  t h e  p e r t u r b e d  p r o b l e m s  ^  b o u n d e d

OO

s e t  o f  L ( Î 2)  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  n  .

T h i s  e s t i m a t e  p r o v i d e s  u s  a  s u i t a b l e  t r u n c a t i o n  o f  t h e  

p r o b l e m  d e n o t e d  < t h e  p r o b l e m  h a s  t h e  s a m e

s o l u t i o n s  a s  t h e  p r o b l e m  ( ^ ^ i )  s a t i s f i e s  t h e  s t a n d a r d

c o n d i t i o n s  o f  L e r a y - L i o n s '  t h e o r e m  ( s e e  [ 8 ] ) .

2

o
W p '1

m-1

W1
o •P(

n)
are in

i> • ) 
r» 'n)

and



T h e  l a s t  s e c t i o n  i s  d e v o t e d  t o  t h e  p a s s a g e  t o  t h e  l i m i t  i n  

( t p ^ )  ( u s i n g  a  c o m p a c t n e s s  a r g u m e n t )  i n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  

e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n  f o r  (^) .

OO
F o r  t h e  L - e s t i m a t e ,  w e  u s e  e s s e n t i a l l y  t h e  n o t i o n  o f  

r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t .  T h i s  n o t i o n  i n t r o d u c e d  i n  [ H ]  i s  w i d e l y  

s t u d i e d  a n d  d e v e l o p e d  i n  [ 1 0 ] ,  [ 1 2 ] ,  [ 1 3 ] .  F u r t h e r  a p p l i c a t i o n s  

a r e  g i v e n  i n  [ 1 4 ] ,  [ 1 5 ] ,  [ 1 6 ] ,  [ 1 7 ] .

F o r  c o n v e n i e n c e ,  w e  b e g i n  b y  r e c a l l i n g  t h e  d e f i n i t i o n s  a n d  

s o m e  p r o p e r t i e s .

1 .  R e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t :  D e f i n i t i o n  P r o p e r t i e s

V 3

N
L e t  ii b e  a n  o p e n  b o u n d e d  s e t  o f  iR ( N > 1 )  a n d  u  a  r e a l  

m e a s u r a b l e   ̂ ^  ̂ f u n c t i o n  f r o m  il i n t o  (R .

T h e  d e c r e a s i n g  r e a r r a n g e m e n t  o f  u  i s  d e f i n e d  o n

3
a

u ^ ( s )  =  I n f  { 6  e IR , j u > 6  j < s }  i f  s  e  ] o ,  | | ]

u ^ ( 0 )  =  e s s  s u p  u  
a

1 *
L e t  v  € L ( f i )  , w e  d e f i n e  a  f u n c t i o n  w i n  i2 b y :

, , , u > u * { s )
•  3 .  | U > U . ( S

v ( x )  d x  

u>u^(  ::> )
o t h e r w i s e

a (2
b y :

V X d x
i f u- u 0

:s)w

d t( t
P( s )Vo



V . 4

H e r e  t h e  l a s t  i n t e g r a n d  i s  t h e  d e c r e a s i n g  r e a r r a n g e m e n t  o f  

t h e  r e s t r i c t i o n  o f  v  t o  t h e  s e t  P ( s )  = { u  =  u ^ ( s ) )  s u p p o s e d  

t o  b e  o f  p o s i t i v e  m e a s u r e .

T h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  p r o v e d  i n  [ 1 0 ] ;

T H E O R E M  1 :

Let u  be a measurable function defined on il , in L ^ ( n )

( 1  < P  £ +  <») . Then

( i )  w e  ) vhere n --- ] o ,  | f i | [

dw
"ai"LP(n*)  ̂ "''"LP(n)

D e f i n i t i o n  1 : R e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  ( s e e  [ 1 1 ] )

d w
T h e  f u n c t i o n  ^  i s  c a l l e d  t h e  r e a r r a n g e m e n t  o f  v  w i t h  

r e s p e c t  t o  u  a n d  i s  d e n o t e d  v ^ ^  . T h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  

a r e  p r o v e d  i n  [ 1 4 ] .

P R O P O S I T I O N  1

1 1  1
Let V he an element of ' ( f i )  , v ^ o  and  f e . L ( f i ) .

Then:

f ( x ) d x  =  f / ' ( t )  f ^  { / J ( t ) )  for a . e  t  in( i ,  ) d  
 ̂ WE v > t

] o  , e s s  s u p  v  [ ,  where  /v { t  ) =  | v  > t |
n

( i ^ )  Let f  be a positive locally integrable function on n. 

Then, for all ( s , s ' ) e f i  x i 2  , s < s '

w 1

ii

W
o

V



V.

(s) / .S

f (/Li(0 ) ) (-/V- (0 ) ) de <

V *  ( s '  )

f(a) d a □

We  a l s o  n e e d  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  ( s e e  [ 1 0 ] )  .

P R O P O S I T I O N  2 :

Let u be a measurable function defined on il and

v e L ^ ( i 2 ) .  If v > o , a . e .  i n  Q. . then v *  > o  a . e . i  n
* u  -

♦
n .

N
Let E be a measurable subset of IR ; P ^ N ( E )  denotes the

N
perimeter of E  (in the sense of De Giorgi  [ 5 ] )  i n fR Then,

ei ther

IR
N

o r

( 1 . 2 )  P  ( E )  > N E |  ^ N
IR

where  a „  i s  the measure of the unit ball of IR 
N

N

T H E O R E M  3  : T h e  F l e m i n g - R i s c h e l  F o r m u l a  ( [ 6 ] )  

For any  f  in W ^ ' ^ ( f i )  , w e  have

oo

V f
il

P^ ( f > t )  d t ( 1 . 3 )

S

, v .

(1 1) p
N

E N 1,'N E
1 1

N

1

N
N

N

d x
—oo
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where  P ^ ( f > t )  i s  the per imeter of ■ { f > t )  in fi 

F r o m  T h e o r e m  2 a n d  T h e o r e m  3 ,  w e  g e t  t h e

C O R O L L A R Y  1

Let u  be in and  V -- j u j  Then, for  a . e .  0

i n  ] o  , e s s  s u p  v  [ 
a

d
| v u | d x  > N 1 1 1-

V>9

P R O O F

( 1 . 4 )

L e t  u s  o b s e r v e  f i r s t  t h a t j v u | d x  =  | v v | à x  ( 1 . 5 )
v > 0  v > e

I n  T h e o r e m  3 , w e  c h o o s e  f  = ( v - 0 ) + e , t h e n

\ 7vldx = 
v > e

I V f I d x  =
.+<»

n
P ^ ( f > t )  d t ( 1 .6 )

O n e  c a n  c h e c k  t h a t :

P ^ ( i 2 ) = 0  i f t < S

P j ^ ( v > t )  i f  t  > e

H e n c e ,  f r o m  ( 1 . 5 )  ( 1 . 6 )  a n d  ( 1 . 7 ) ,  w e  f i n d  :

w ' nD

o

dë
1
N

N1 /
N

—OO

( f t )



V.

d

a F
vu

v>9

( 1 . 8 )

n
L e t  V b e  a  f u n c t i o n  d e f i n e d  i n  IR b y :

V  =

V i n  Î2

o o t h e r w i s e

T h e n ,  we g e t  e a r l y  ^  N ^ I ^
IR

e l  = IV > 0 I f o r  a n y  e > o . By T h e o r e m  2 ,  we h a v e

P ( V  > 0 )  > N c c ^ ^ l v  > 0 | ^  

IR

a n d  t h e n

( 1 . 9 )

d 

30

v>i

j v u j d x  = Pj^(v  > 0 ) = P ( V  > e )  > N > 9 | 1

IR

T h e  c o r o l l a r y  1 i s  u s e d  i n  [ 9 ]  f o r  u  > o . a

.N

2 .  HYPOTHESES T h e  M a i n  R e s u l t s

L e t  !2 b e  a n  o p e n  b o u n d e d  s e t  o f  ir”  , we c o n s i d e r  t h e  

p r o b l e m  (T)  w i t h :

( H . l )  G £ W ^ ' ^ ( n )  n L^( f i )  , r  > r  > p ‘

( H . 2 )  Th e  map F i s  a  C a r a t h é o d o r y  f u n c t i o n  f r o m  i2 x IR x IR 

i n t o  IR i . e . :

N

d x Pr (V > 0 !

a ndV 9 9 )

/N-1

/ N

N
2 N■1 ,

¡1-

N

P--1 '



N
For a l l  ( q , i )  f i x e d  i n  IR x IR • , x -> F ( x , r j , i )  i s  

m e a s u r a b l e  f o r  a .  a x f i x e d  i n  a , ( q , i )  -* F ( x , q , i )  i s  

c o n t i n u o u s .

F u r t h e r m o r e ,  we assu m e  t h a t  F s a t i s f i e s  t h e  two f o l l o w i n g  

c o n d i t i o n s :

N( i )  For a . e .  x t  fi , V/7 t  IR , V ( t  R

q F ( x , q , i ) > o

( i i )  T h e r e  e x i s t s  an  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  f  from ir i n t o

IR v a n i s h i n g  and c o n t i n u o u s  a t  o , and a p o s i t i v e  f u n c t i o n  f Q

1 No f  L (ft) , s u c h  t h a t  f o r  a .  <? x e S l , V q e R , V £ e R

| F ( x , / 7 , £ ) |  < f  ( 17 | ) [ | C | P_€ + f Q( x ) ] ,  o < e < p

N( H. 3 )  Each a .  : x IR x IR -► fR i s  a C a r a t h e o d o r y  f u n c t i o n

s a t i s f y i n g  t h e  f o l l o w i n g  d e g e n e r a c y  c o n d i t i o n  :

T h er e  e x i s t s  a c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  u from IR i n t o  IR

s u c h  t h a t  : ^ ( o )  = 0  and u { q )  > o i f  q > o and f o r  a . e .

NX e SI , Vq € IR , e. IR

V . 8

N
z a . (x,/?, e ) t ■ > v ( \ n j) | e 

i = l

v ( t )  1d t u ( t ) P  ^ d t  =  + 0 0

( H. 4 )  F u r t h e r m o r e ,  we a ssu m e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a C a r a t h e o d o r y  

f u n c t i o n  a^ ( i = l , . . . , N )  s u c h  t h a t :

* o

p

ve

ß



F o r  a .  e .  x  e « , V/7 e IR , V(C ,C ' ) e IR  ̂ x Ir'^ , c t'

( i )  a ^ ( x , / 7 , t )  = i ^ { | i 7 | )  (x,rj.t)

N _

( i l )  r  [ a ( x , / 7 , C)  -  a ( x , 7 , C ' ) ]  [ e .  -  ?' . ] > o
J. -L a a

( i l l )  The  f u n c t i o n s  a ^  a r e  p o s i t i v e l y  h o m o g e n e o u s  o f  d e g r e e  

( p - 1 ) w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a b l e  t i . e . .

V. 9

( Vt  > o)  a ^ ( x , / 7 , t e )  = t ^   ̂ a ^ ( x , z7 ,C)

( i v )  T h e r e  e x i s t s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  h  f r o m  (R  ̂ i n t o  IR^

P  *
a n d  a  p o s i t i v e  e l e m e n t  h  o f  (i2) s u c h  t h a t :

| a ^ ( x , / 7 , n |  < h ( | / 7 | )  [\i\^  ̂ + h ( x ) ]

L e t  u s  c o n s i d e r  a  f e w  e x a m p l e s  o f  e q u a t i o n s  f o r  w h i c h  t h e i r  

c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d :

1 s t  E x a m p l e :

We c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  ( 0 . 1 ) ,  i e . .

- . d ( j u | ”* ^u)  + a ( x )  u  | v u | ^  ^ + b ( x )  u  = G

N + €
We a s s u m e  t h a t  G e L 1 (ii) f o r  some > o , a  a n d  b a r e

CO 2.
t w o  p o s i t i v e  f u n c t i o n s  w i t h  a  e L (ft) , b  fe L (ft) a n d

1 < m < 2 .

L e t  u s  r e m a r k  t h a t u
m-1

^u

u = m 1 1 ^ d t  . S o ,  we w r i t e :

o
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i = l

u
¡m-1 a u  

dx
i-*

I f  we s e t

a ^ ( x , / 7 , t )  = m |/7 l"'   ̂ f o r  (x,/7,C) t  fi x IR x IR^ , t h e n  we c a n

t a k e  i ^ ( | /7 | ) = m | / 7 | * ' ' ' ^ .  A l l  t h e  a s s u m p t i o n s  o n  v a r e  

s a t i s f i e d  i f  a n d  o n l y  i f  1 < m < 2 . H e n c e ,  a ^ ( x , / 7 , t )  ~ 

F ( x , / 7 , t )  = a ( x )  7 | t |  + b ( x )  n s a t i s f y  a l l  t h e  r e q u i r e d  

a s s u m p t i o n s .

2 nd  EXAMPLE:

L e t  a ^  b e  a  f u n c t i o n  o f  L°^(fi) , a ^  > o . C o n s i d e r  t h e  

e q u a t i o n

-  d i v
1- e

-  u
1/2

l + a ^ ( x ) j u
p -1

I P ~ 2
v u | ^  v u + ( e ^ - 1 ) I v u  I ^  = G

P - t  _

N+p

w h e r e  G e L^  ̂ (fi) . We n o t i c e  t h a t  , f o r  ( x , / ; , ? )  i n  

fi X (R X IR  ̂ : F ( x , ; 7 , C )  = ( e ^ - 1 )  ^ ; F s a t i s f y  t h e

a s s u m p t i o n s  ( H . 2 ) .

One c a n  c h e c k  t h a t

(x, /7 , e ) =

- l „ 1 1 / 2  

p - i
1+a  ( X )  \fj

a n d

N

Z a . ( x ,/7 ,C ) C > -  

i  = l   ̂ 1 + lla

l _ e - | ^
1/2

O 1^1
p-1 u

Au -A U
m~l

u

N

m
à

i
a n d

2- €

U
P ”-21-•e

a .
1

p

co
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- I n i  1 / 2  
1-e I7 '

Hence, we can take v ( \ q\  ) = ------------—  .
1 + lla ll I/? I PO oo 1/1

1 / 2The assumptions on v are fulfilled since, v ( \ q \ )  ~ J 771

1
as q -> o and v { q ) ~ -----------—  as

1 + l lao " o o i ^ | P

1 + 11 a ll I/7 I P_1
°  °° p - 2  q _* +00 . The function a. ( x , q , i )  = ----------— :-- |C|

i +* 0 ( x > M p

satisfies the assumptions (H.4).

Other possible examples include a ^ ( x , q , i )  = | /? j 1 ̂ 2e • ̂ i |C|P 2 

then ( | i-; | ) = \ n \ 1^2 and a. ( x , q , t )  = e 177 f |t|P 2 ei •
0

Similar problems have been treated in [14] in the case that

v > o but the growth of F is at most of the order of |vu|P

~ 1 ¥and G is only in W ' (ft) , r > N|p-1 r > p‘ while here, we 

assume that ^ (o) = 0  and G is also a function of L^ft) .

The main results that we obtain are the following:

THEOREM 4:

rl
We s e t  k(/7) y(t)P * dt f o r  any q > 0 . Under t he

o

p r e v  i ous  a s s u m p t i o n s (til) t o (H.4) , any s o l u t  i on v of (?*)

(H.l) t o (H.4) s a t i s f i e s  t he  f o l l o w i n g  e s t i ma t e - .

6 P ‘ / P
II vll < 1 --i-TR II Gil

L °° (ft) " K w 1 ,r(fi)JN

= M

« i
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where 2̂;  ̂ inverse function of mapping  IR^ onto  R ^ ,

a  is the measure of the unit ball, and 
N

6 =
- /I -  1 )

( p - 1 ) r  
( p - l ) r - l d t

1 -
( p - 1 ) r

1 3  f i n i t e  s i n e e  r > N

p - 1  •

T H E O R E M  5 ;

Under the previous assumptions  { H J . ) to ( H A ) ,  there exists at

least one solution  u  of problem  ( ? “) in 

n  L ~ ( f i )  .

T h e s e  t h e o r e m s  a r e  p r o v e d  i n  1 3  t o  5  .

00
3 .  A P R I O R I  E S T I M A T E  I N  L ( f i )  .

A s  i n  [ 1 4 ] ,  w e  i n t r o d u c e  a  m o r e  g e n e r a l  l e m m a  w h i c h  i s  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p r e v i o u s  p r o b l e m  (7- )  a n d  w h i c h  w i l l  p r o v e  

T h e o r e m  4 .

F o r  t h i s  p u r p o s e ,  w e  c o n s i d e r  t w o  r e a l  ( f i x e d )  n u m b e r s

e > o , h  > o  a n d  w e  a s s o c i a t e  t o  t h e m  t h e  f a m i l y  o f  r e a l

L i p s c h i t z  f u n c t i o n s  S .  , b y  s e t t i n g  :
s , n

1 i f  / 7 > 0 + h

(̂7-e) if e < / 7 < e + h

i f < e ( 3 . 0 )

c(^+0) if - d ~ h < r j < ~ 9

i s t he
/
n

o
N

W
o

P1 , ß)

h [ n 0
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-1 i f

LEMMA 1

NFor a.e. x in £2,V/7felR,vCfelR V 0 > o ,  Vh > o

Sg  h  F ( x , / 7 , e )  > 0 (3.1)

Proof

If rj = o, S . (o) = o , the relation (3.1) is then true, 
y , n

If n  ̂ o, > o , since S
n

function vanishing at o and

, is an increasing 
B , n

F { x , / 7 , C )  = n F{x,:7 ,e ) > o (By H.2)

Now, we consider a function u e W^'^(n) and we set

u

Moreover, we assume that ve e ]o , ess sup v [ ,
n

N
V h  fe ] o ,  e s s  s u p  V  -  e [ ,  z  

Ì2 ■

I \a  . ( x , u ,  v u )  -r-------

n  " ">=1
dx +

u F(x,u,vu) dx = <G,u>
n

(3.2)

< > denoting the scalar product between an element of

n < -  9 - h

n

,_h

% h In
h '

n

n :

, h
u V u



W ^ ' ^ ( i 2 )  . C o n c e r n i n g  r e l a t i o n  ( 3 . 2 )  w e  m a k e  t h e  f o l l o w i n g  

o b s e r v a t i o n s :

R e m a r k  1 :

V J 4

i )  E a c h  t e r m  o f  t h e  e q u a t i o n  ( 3 . 2 )  m a k e s  s e n s e  s i n c e

i / h
<iu _  /

o  o t h e r w i s e

if

O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  b y  ( 3 . 1 )  u  F ( x , u , v u )  > o  .

i i )  A n y  s o l u t i o n  o f  (■?>) s a t i s f i e s  ( 3 . 2 ) .

i i i )  We  n o t e  a l s o  t h a t  W ^ ' ^ ( i 2 )  c  w (n) .

I n  t h e  s e q u e l ,  w e  c o n s i d e r  9 ^  ^  ^  s u c h  t h a t

G =  -  Z
N a g ^

( i n  t h e  s e n s e  o f  3)' {it)) a n d

N

IIGII _ = X llg.
W ' (ÎÎ) i  =  l (Î2)

We s e t  g  =

N ,

 ̂ g' 
1-1=1 ■

P '  / 2

t

t h e  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  o f  g  w i t h  r e s p e c t  t o  v  =  u

LEMMA 2

Assume  ( H . l )  to ( H . 3 )  and let u  be a solution of ( 3 . 2 ) .  

Then,  v ^  =  | u | ^  satisfies the following relations:

i )
d v

d s

i^(v*(s)) 1 / p  <

i , l  1
[ g * ^ ( s ) ] P

N a
T 7 T

( 3 . 4 )

N

u w-1
o
p ßl and

du B U < B h

P '-1

i = l

g V
is

L■1,



*
for a.e. s in a = ] o ,  |̂ |[ /

♦
ii) For all s in il :

V. 15

v*(s) < k- 1
Na
N

(3.5)

Remark 2:

The integral ' l " l  s - ‘  -  i
° Cg*̂ (<̂ )] do makes sense. In fact,

o

by Proposition 2 , g^^ > o since g > o and by the Holder

inequality, we get:

r l « l  -  i
O [g*^(o)do <

r r | f i |  ( n - 1 )
(p-l)r ] 

(p-l)r - 1
1 -

da
o

(p-l)r

" 9 * v "

1

P

( f l * )

(3.6)

By Theorem 1 and the choice of (g-)-_i ,.» / we have:
i  3. 1 / , ^

( i i )  (12)

N
r Iig n 

Li = l L (fi)

p*

II Gil P’
W ~ ^ ' ’' ( i i )

( 3 . 7 )

By s e t t i n g

s

a
c

N
1

[g V
fa

1
P do

1
N

P '

' e r . I
V

L
r / P ‘

K g I

L
r / P r
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r(P-l)r

5 =
(p-1)r-l do

1 -
t F D r

N
(6 is finite since r > — ^)  . From (3.6) and (3.7), we deduce

l«l (¿-1) _

E

[g*„{o ) ]^ do < 6 iiGir

W ^'^(12)
(3.8)

Proof of LEMMA 2

N
For convenience, we will omit the sign X . From the

i = l

equation (3.2), we obtain:

u F(x,u,vu)dx =

6 <V< 9 +h n

1
h

3U , 
g . —  dx  a x .

0 <v<0+h ^
(3.9)

From (H.3), we get

Min u(q) 
9<q<9+h

|vu|Pdx < î (v) |vu|^dx < 

0<v<e+h 0<v<0+h

a ^ ( x , u , v u )  

0 <v<0 +h

du
dx

•dx
i

( 3 . 1 0 )

By Lemma 1, we d e d u c e  :

ß

o

1
Ñ

-1
1

P
1

o

1
h

X u vu
u

dx +
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u F(x,u,vu) dx > o (3.11)

n

By t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y ,  we h a v e :

1
h

dU ,
q . --------- d x  <

a x .
g ( x ) d x

1/P 1
h

! v u I P d x
1/P

e <v< 9+h 6 <v< 8 + h

Fr om ( 3 . 9 )  t o  ( 3 . 1 2 )

( 3 . 1 2 )

Min u { q ) 
0 </7<e +h

1
h

v u | ^ d x g ( x ) d x

1 / p *

0 <V<8 + h 0 < v < 0 +h

1
h

j v u  j ^ d x
1/P

<v< 9 +h

A f t e r  s i m p l i f i c a t i o n ,  we f i n d :

( 3 . 1 3 )

Min 1̂ (q ) 
0 <q<0+h

1
h

v u I ^ d x

1/P' 1
h

g (X ) d x

1/P'

9 < v < 9 + h 9 <V<9+h

(3.14)

When h t e n d s  t o  z e r o ,  we f i n d  t h a t  f o r  a . e .  9 o n

] o  , e s s  s u p  V [
a

1
h

"1
h
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I ' i e )
d

He
I v u l ^ d x l / P ’ < d

He

v>e V > 0

g ( x ) d x
I / P '

( 3 . 1 5 )

By t h e  H o l d e r  I n e q u a l i t y :

1
h

v u j d x  < 

0 <v<0 +h

1
h

v u | ^ d x  

e <v< 9 +h

1 / P 1
h

d x  

9 <v<0 +h

1 / P '

( 3 . 1 6 )

When,  h  t e n d s  t o  z e r o  i n  ( 3 . 1 6 ) ,  we a r r i v e  t o

d
v u | d x  < 

v>e

d

■ He
v u | ^ d x  

v>e

l / v
( « ) )  ( 3 . 1 7 )

H e r e ,  fj'(9) i s  t h e  d e r i v a t i v e  ( i n  t h e  u s u a l  s e n s e )  o f  t h e  

n o n - i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  yu(e)  = | v  > e j  .

By C o r o l l a r y  1 o f  T h e o r e m  2 a n d  T h e o r e m  3 ,  we o b t a i n

d
1/N

v u j d x  > [ / ^ ( 0 ) ]

v>e

1
( 3 . 1 8 )

We c o m b i n e  ( 3 . 1 7 )  a n d  ( 3 . 1 8 )  t o  o b t a i n :

vu  I *^dx

V > 0

1 / P 1 / P  1 /N

(-A/* (0 ) ) > [A^(e ) ] *’ ( 3 . 1 9 )

The  r e l a t i o n s  ( 3 . 1 5 )  a n d  ( 3 , 1 9 )  l e a d  t o :

1
N

P'

de

de
NaN

d
de

Ne N

1
1
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1/N 1-- p'/p
Naj^ fj{6) ^ u^(e) < (-!>• (0 )

fd

30

V>0

g(x)dx 1/P

(3.20)

We use Proposition 1, that, for almost all

0 e. ]o , ess sup v [ , 
n

d

30"
g(x)dx = - /i‘(0) 

v>0

( 3 . 2 1 )

..o
Since (fi) , we have for all 0 e ]o , ess sup v[

a

0 = V* ( IJ(9 ) ) (3.22)

From (3.20) to (3.22), we have

,N
-1

Na
P/P‘

(3.23)

If o < o < Iv > o| , then v (o) > o : i>(v (a)) > o

/p*1/

i -1 to

g

get

0 )/^(

1 Í
1

N
N1 i [y e [1- h> 0 ] a 'V 0 )

'p
(0 )
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The mapping a e ]o , |v>o¡ [ -♦ is then

IV ( v ^  (o ) )

positive, locally integrable on (o, |v > o|) . We apply 

Proposition 1 to the relation (3.23), we deduce that for

o < s < s + rj < Iv > o| = /y(o)

v*(s) - v*(s+/7)

Na
I 7 Ñ  n
N

When rj tends to zero, we get for a. e. s on (o ,/j (o ))

« , , ,

d v .  , , , . p V p  , ®

N

(3.24)

if /j(o) = |v > o[ < s< jfi| , then v^(s) = o , thus

(V* (s) ) = o .

dv *
Since * exists almost everywhere in iî and

H i “

> o , we deduce that the relation (3.24) is also valid for 

a.a. s €  (p{o) , fil) . This proves Lemma 2 , (i) .

rt
To prove (ii), we consider k(t) =

P

v(q)^ ^^d/7 for any

t > o and we set K(s) = R.(v^(s)) .

*
( O \

locSince- v^ e (^ ) » we have K t

n

1 1

1

p

' pP ‘

'p1
og . V

-1
1
Ñ'

s n
1
N

1
a g V

o

1

P
do

'PP(oV
s

d s

1
1

[ g *\r

Na
N1/

g V

W W
1
1

D
OC (fi and

o
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dK
( 3 . 2 6 )

From (3.24) and (3.25), we have for a.a.se, ]o , lfi|[ = n

dK ,

N

1 /P (3.26)

Since v^(|n|) = ess inf v = o , a simple intégration of
a

(3.26) leads to:

K(s) <
NaT 7 n

N

for all s e n . (3.27)

The function W  is continuous and strictly increasing from IR̂

- 1
into IR̂  , so it is invertible and its inverse k ' is also 

strictly increasing. Hence, the relation (3.27) is equivalent 

to:

v*(s) <

for all s €. .

U - 1

i-Na

1
T 7N
N

N

(3.28)

0

s

s

dv,
u ( V s

D ' P for a . e . s Ir
♦

n

N ~-1

d s
No

N [g.'V s)

fi 1_
N

1
[g

V
a 1/ P do

g. \7'
a 1/ P d o

fl 1 1
o

ß



A c o n s e q u e n c e  o f  lemma 2 I s  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t  s l i g h t l y  

s t r o n g e r  t h a n  T h e o r e m  4:

I f  u  £ i s  a  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 2 ) ,  t h e n

OO

u  €. L (i2) a n d  u  s a t i s f i e s  t h e  e s t i m a t e :

V. 22

Hull

L (n )

< ( 3 . 2 9 )

w h e r e  5 i s  t h e  s a m e  c o n s t a n t  a s  i n  T h e o r e m  4 :  

PROOF:

From R e m a r k  2 ,  t h e  r e l a t i o n  ( 3 . 8 )  l e a d s  t o

o <

i2 1 1
[ g . ^ l t r )  do < 6 iiGiiP’ / P

w'

S i n c e  ^   ̂ i s  i n c r e a s i n g ,  we d e d u c e  f r o m  ( 3 . 2 8 )

v * ( s )  <
-1

N w ^ ' ^ ( n )

_ *
f o r  a l l  s e n .  

I n  p a r t i c u l a r

( 3 . 3 0 )

v ^ ( o )  = e s s  s u p  | u |  i s  f i n i t e  a n d  s a t i s f i e s  ( 3 . 3 0 ) .  The  

a

p r o o f  o f  T h e o r e m  4 i s  c o m p l e t e .  □

w '
o

P ß)

-1 5

•-N o
1
N

G P'

W
-1

P

r
n)

/ p

1 r
ß )

/ pIGl
6

No
1

'' o

1
N



APPENDIX TO SECTION 3;

F o r  t h e  c o n v e n i e n c e  o f  t h e  r e a d e r ,  we g i v e  h e r e  a  b r i e f  

s um m ary  o f  F . E .  B r o w d e r ' s  r e s u l t  t h a t  we u s e d  i n  S e c t i o n  3 .  

DEFINITION A;

L e t  T b e  a n  o p e r a t o r  w h i c h  m a ps  a  s e p a r a b l e  r e f l e x i v e  

B a n a c h  s p a c e  V i n t o  i t s  d u a l  V  . The  o p e r a t o r  T i s  

s u p p o s e d  t o  b e  c o n t i n u o u s ,  c o e r c i v e  a n d  m aps  b o u n d e d  s e t s  i n t o  

b o u n d e d  s e t s .

The  B r o w d e r  c o n d i t i o n  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

( S^ )  i f  ^  w e a k l y  c o n v e r g e n t  s e q u e n c e  i n  V w i t h  l i m i t

u  a n d  i f  l i m  < T u  - T u , u  - u > < o ,  t h e n  u  c o n v e r g e s
n  n ■ n

s t r o n g l y  t o  u .
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THEOREM A:

L e t  V = W^ ' P( f t )  1 < p < + ~  , V‘ = w " ^ ' P ' { n )  , p + ^ = 1

N ^

T i s  t h e  L e r a y - L i o n s  o p e r a t o r  Tv = -  Z — a . ( x , v ( x ) ,  v v ( x ) )

i  = l i  ^

w h i c h  m aps  V i n t o  V  . T h e  f u n c t i o n s  a ?  s a t i s f i e s  t h e  

s t a n d a r d  c o n d i t i o n s :

( i )  a ?  a r e  c a r a t h e o d o r y  f u n c t i o n s  ( s e e  ( H . 2 ) ) ;

( i i )  F o r  a . e .  x t f i  , w rj e tR , v ç e i R ^ ,  vç • e IR̂

C  ̂ C •

N

Z a ° ( x , / 7 , C)  Ç.  > c | Ç | P  -  c c >o , c >o 
i  = l

s. i s

"r.: i s

1 1

2 1 2-



N

Z [ a ° ( x , r 7 , e )  _  a ° ( x , / 7  , e • ) ] [ C • ] > °
i  =  l

V. 24

N
( i i i )  F o r  a . e .  x e f t  , v / 7 e ( R  , v ( t i R

h

w i t h  c  > o  ( c o n s t a n t )  , ^  t h e n  T s a t i s f i e s  t h e

c o n d i t i o n  ( 2 ^ . )  D e f i n i t i o n  A .

R e m a r k :

F . E .  B r o w d e r  s h o w s  t h a t  t h e  p r o p e r t y  i s  s a t i s f i e d  b y  a  m o r e  

g e n e r a l  o p e r a t o r  t h a n  i n  T h e o r e m  A .

4 .  A S E Q U E N C E  O F  M O D I F I E D  P R O B E L M S  {7-̂ )

B e f o r e  i n t r o d u c i n g  t h e  m o d i f i e d  p r o b l e m  d e r i v e

s o m e  p r e l i m i n a r y  r e s u l t s .

4 . 1  P R E L I M I N A R Y  R E S U L T S :

LEMMA 3

There exists a function  g  e  C ^ ( I R )  , such that

g' in )  = ^  = ( l g ( 7 ) 1 ) i «  ^

g ( o )  = o  , l i m g ( / 7 ) =  + <» and  g  is odd  ( 4 . 1 )
q-^+oo

P r o o f

0
1

X n . e < c c p - 1 + n
p-1 a

o
X) :

we

3f

lP (ß



r'î
L e t  u s  c o n s i d e r  h{rj) =
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f o r  n > o (By ( H . 3 ) ,  t h i s

o

f u n c t i o n  m a k e s  s e n s e ) . The  f u n c t i o n  b i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g ,  

c o n t i n u o u s  on  IR  ̂ a n d  l i m  h(rj) = + <» s i n c e  l/i> < L^(IR^) ;

t h u s  b i s  i n v e r t i b l e  f r o m  IR̂  o n t o  IR̂  .

M o r e o v e r ,  t h i s  f u n c t i o n  i s  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  e v e r y

♦
w h e r e  i n  {/7>o} = IR̂  . H e n c e ,  i f  we d e f i n e  t h e  f u n c t i o n :

/ b   ̂ (// ) i f  /? > o

3(n) = ] _ i
' ' - b  {-rj) o t h e r w i s e

We v e r i f y  e a s i l y  t h a t  g s a t i s f i e s  ( 4 . 1 )  . □

LEMMA 4

K function defined by the formula  ( 3 . 0 ) .
0 , n

Then, for  a . e .  x  in e IR , ve £ fR  ̂ Vt> > o ,  Vh > o

Sg (n) F ( x , g ( / 7 ) ,  g ’ ( ^ )  • C) > o ( 4 . 2 )

q F(x,g(q), g ' ( q ) -Ç)  > o ( 4 . 3 )

PROOF

I f  q = o , S v, (o)  = o , t h e  r e l a t i o n  ( 4 . 2 )  a n d  ( 4 . 3 )  a r e  
® , n

T h e n  t r u e  i f  q t o , t h e n   ̂ > o ( s i n c e  g i s  a  s t r i c t l y

i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  s a t i s f y i n g  g ( o )  = o)  . F o r  t h e  s a m e  r e a s o n ,

 ̂ °  u n o n - d e c r e a s i n g ) .
q - ' 0 , h

d t

H-oon-

L e t be the

n

h

a  (n
n

n )
i ss ,
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L e t  u s  w r i t e

^(n) F ( x , g ( / 7 ) ,  g'(^) • C) =

8̂  ̂ q  g i n )  F(x,g(/7) ,g' (/7)C ) 4.
n g(n)

B y  t h e  a s s u m p t i o n  ( H . 2 )  ( i )  o n  F

g(q) F(x,g(q), g'(q)i)  > o  ( 4 . 5 )

H e n c e ,  t h e  f i r s t  i n e q u a l i t y  f o l l o w s  e a s i l y  f r o m  ( 4 . 4 )  a n d  ( 4 . 5 )  , 

T o  g e t  ( 4 . 3 )  f o r  q t o , vie w r i t e :

q F ( x , g ( r 7 ) , g '  ( ^  ) • C ) =

^ - y  g i n  ) F ( x , g ( / 7 ) ,  g ' ( ^ )  * C)

We  c o n c l u d e  b y  t h e  s a m e  a r g u m e n t  a s  b e f o r e .  D

i ^ i g i t ) ) ^  d t  for any q > o  .

LEMMA 5

r1
Vti denote by Viq) =

Then ,

( i )  l i m V ( / 7 )  = + 00 
q-*+ «0

( i i )  V is a one to one invertible mapping from  IR^ into 

(R

,h ,4



P r o o f  :

L e t  u s  s e t  u  =  g ( t )  ; t h e n  u s i n g  L e m m a  3  w e  h a v e

V. 27

V(/7) =
p ' - i  1:'

V (\i)  ̂ d u  =  N (g(/7) )

B y  L e m m a  3 ,  l i m g ( / 7 ) =  +  <» a n d  b y  ( H . 3 ) ,  w e  d e d u c e ,  
rj-*+ <»

+00
l i m  ) =
/ /- ►+«> '' o

T o  p r o v e  t h e  s e c o n d  p a r t  ( i i )  , w e  r e m a r k  t h a t  V i s  a  

s t r i c t l y  i n c r e a s i n g ,  c o n t i n o u s  m a p  f r o m  IR^ i n t o  IR^ . T h e  

a s s e r t i o n  ( i )  a b o v e  i n s u r e s  t h a t  V m a p s  IR^ o n t o  IR^ a n d  t h e n  

i t  i s  i n v e r t i b l e .

4 . 2  : A S E Q U E N C E  O F  M O D I F I E D  P R O B L E M S :

* —

F o r  e a c h  n  e  IN , w e  d e f i n e  t h e  f u n c t i o n s  F  , F  , a .  , :
n  n  a n

N
F o r  a  e .  X i n  fi , V/7 e  ir , e  ir , ;

(x, i7 / C ) =
F ( x , / 7 , e  )

( 4 . 6 )
l  +  i | F ( x , / 7 , Ç  ) I

( x , / 7 , e )  =  F ^ ( x , g ( / 7  ) , g ’ ( ^  ) Ç) ( 4 . 7 )

i in(x, /7,Ç)  = ^ |C|P  ̂ + a^(x,g( i7)  ,g'  (7 ) * C) (4 . 8 )

n

o

g

u t) P' - 1
dt + <»V( n ]

Fn

Fn

2
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Remark 3 :

T h e  f u n c t i o n  a n d  a ^ ^  e n j o y  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s ,

f o r  a . e .  x e . f i  , V/7 e  IR , V ( ? , e ' )  e  x  IR^ . t ^ i ‘ ■

( P i )  S g  > o  f o r  a n y  0 > o  , h  > o

rj F ^ ( x , / 7  , C ) > o

T h e s e  i n e q u a l i t i e s  f o l l o w  f r o m  L e m m a  4

( P ^ )  T h e r e  e x i s t s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  h ^  f r o m  IR^ i n t o

IR^ s u c h  t h a t  ;

| a i n ( ^ ' ' 7 ' f ) |  ^ ^ +  h ( x ) ]

I n  f a c t ,  b y  t h e  a s s u m p t i o n s  ( H . 4 )  ( s e e  ( i )  a n d  ( i v ) ) ,  w e  d e d u c e  

t h a t :

(>i ) / g '  ( ^  ) C ) I < h ( g ( | / 7 l ) )  i v ( g ( | / 7 | ) )

[ | 9

[ l g ‘ ( 7 ) 1 ^  ^ + 1 ] [ | e ^ + h ( x ) ]

s o ,  i f  w e  d e f i n e  o n  IR , t h e  n o n - d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  ;

F
n

IR

[n ) F
r

X , n ,

h
o l ' ? ! i p - 1

a  (

(n
p-1

e
p-1

+ h ( X] ] h g V g n

, h

N
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h ^ { /7) = Su p  [ h ( | g ( t ) | )  | g ( t )  I ) ( | g -  ( t )  1^  ̂+ 1 ) ]  + 1

We g e t  e a r l y ;

. e ) I < h ^ ( | / 7 j )  [ | e l ^   ̂ + h ( x ) ]

(P

N

Z a (K,n ,î ) C -i > 

i = l  ^

1
n IM

w h e r e  “  ^ ' { | g ( ^ ) | ) ^  = [ g ' ( 7 ) ] ^  ( s e e  lemma 3 ) .

To g e t  ( ^ 3 ) ' s u f f i c e s  t o  p r o v e  t h a t :

N

Z a  ( x , g ( / 7 ) ,  g' {¡7) i) t > i ^ , ( | 7 | ) U l  

i  = l  ^ ^

( 4 . 9 )

I f  q = o , i ^^ ( o)  = a ^ ( x , o , o )  = o , t h e  r e l a t i o n  ( 4 . 9 )  i s  t r u e  

i f  q ^ o , t h e n  g ' {q) > o . L e t  u s  w r i t e :

N

Z a (x,g(q) ,g‘ (q) C ) t  = 

i  = l

N

2 a .  (x,g(q ) ,g' (q}î) g' (r/) • Ç . 

i  = l

g* ( n T

( 4 . 1 0 )

By t h e  a s s u m p t i o n  ( H . 3 ) ,  we h a v e

N
P Ii. | P

Z a ^ ( x , g ( / 7 )  , g ‘ (/7)C ) g ‘ (/7)C^ > ( | g ( ^  ) | ) | g '  (̂ 7 ) 1 K l
i  = l

(4.11)

| t | <n

i r

\n
p

1̂7

i t

P
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From Lemma 3 .  ( 4 . 1 0 )  a n d  ( 4 . 1 1 ) ,  we o b t a i n  ( 4 . 9 )  .

N

( P^ )  Z [ a ^ ^ ( x , / 7 , Ç )  -  a^j^ {x,n .< ' ) ]ii > <=>

T h i s  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  t wo  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s :

N

( * )  z ( | c | P ' ^ c .  -  |ç • | P " ^ q )  (c . - q )  > o ( 4 . 1 2 )
i  =  l

N
( * )  Z [ a ^ ( x , g ( r j )  , g'  in ) t  ) ~ ( x , g  (/; ) , g ’ ( 7̂ ) C ‘ ) ] [ C ^ -Ç ’  ̂ ] > o  

i  = l

( 4 . 1 3 )

The  p r o o f  o f  t h i s  l a s t  i n e q u a l i t y  i s  t h e  s am e  a s  ( P 3 ) u s i n g  

t h e  a s s u m p t i o n  ( H . 4 )  ( i )  a n d  ( i i ) .  a

Now we c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m :

F i n d  V € W^ ' P ( n )  n L^’i n )  s u c h  t h a t  
 ̂ n o

^^n^  ̂ ^  <3 a . ( x , v  , v v  ) + F ( x , v  , v v  ) = G i n  n
-  Z -------- i n  n n n n n. , a x .

1 = 1 1

4 . 3  : A PRIORI ESTIMATE IN L ~ ( n )  OF THE SOLUTION v o f  )
n n

The  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  Lemma i s  t h e  s a m e  a s  i n  Lemma 2 .  

LEMMA 6

i
i = l
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Let v be a sol ut ion of (y> ). • Then, for all s e n  
n ' rr

fi r.-l

i  v ' 1 ( ^ T 7 n  I  ° N [ S . | v  | ( ° >  i P d o '
*-Na„ Js 1 n 1 J

N

( 4 . 1 4 )

V 1 is the inverse of the function V (q) =
rn

v (g(t))P dt

(see Lemma 5)

g ?  2
^ i = i  1

p ‘ /2
such that G =

N a g .
-  I  - L ì
. , ax. '
1 = 1  l

II Gil
N

= /  " ^ i "  r ' 9 * | v  j 
w 'r (n ) 1 = 1 L ‘ n '

is the relative rearrangement of

g with respect to |v
n 1

THEOREM 6

A nv so 1 u t ion v of (9- ) satisfies the f o 11 ow i ng 
J n n

es t ima te :

Il v
n

< V
- 1

-Na

5
T/TÏ
N

I GIIP ’ /P

— 1 T 
W ' (O )

= M (4.15)

where a., , 6 are the same constants as in Theorem 4 
N

0 .

Theorem 6 is a direct consequence of Lemma 6 and the relation

V
n : ( S

-1
1



4 . 4  : A TRUNCATION OF a .  AND AN EQUIVALENT PROBLEM
i n

We i n t r o d u c e  t h e  f o l l o w i n g  t r u n c a t i o n  o f  g :

g ( /7) i f  | /7 | < M^ 

g(/7)  = I  g (M^)  i f  ( 4 . 1 6 )

g ( - M ^ )  if rj < -M^

V. 32

( 3 . 8 )  o f  R e m a rk  2 .

T h i s  f u n c t i o n  g d e f i n e s  a  t r u n c a t i o n  g o f  g '  by  

s e t t i n g  :

g* (^ ) i f  1̂7 I <

v/
g ( ^ )  = i ^ ( | g ( ^ ) | )  = < g ‘ (M ) i f  h i m  ( 4 . i 7 )

g - ( - M^ )  i f  ^

M^ i s  t h e  n u m b e r  g i v e n  i n  T h e o r e m  6 .

L e t  u s  d e f i n e  a* . , t h e  t r u n c a t i o n  o f  a .  by  s e t t i n g :in in
N

F o r  a . e .  x e n  , Vq e fR . V ^ t l R

a*.
i n

The  f u n c t i o n  a l ^  e n j o y s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :

[Qj^] The  f u n c t i o n  a ^ ^  ( x , / 7 , Ç)  s a t i s f i e s  t h e  C a r a t h é o d o r y  

c o n d i t i o n ,  t h i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f a c t  t h a t  g , g a r e  

c o n t i n u o u s  a n d  a ^  i s  a  C a r a t h é o d o r y  f u n c t i o n .

The  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  a r e  d i r e c t  c o n s e q u e n c e s  o f  ( P 2 ) .

M
on

M,

- M
o

a n
1
n

Ç )
p - 2

‘ i
a .

I
( X, 9in V

.g n c ) 4 18
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( P g ) , a n d  (P^) :

[Q^] T h e r e  e x i s t s  a c o n s t a n t  c > o ( d e p e n d i n g  o n l y  o n  

h, , v )  s u c h  t h a t  :

F o r  a . e .  x  i n  n , V/7 e, IR , VC t IR
N

l a -  
' i r

[Qg] W e  d e n o t e  b y  v ' ^ { q )  = i^( | g ( 7 ) | ) .  , t h e n :

N
F o r  a . e .  x  i n  fi , V/7 e IR , VC e IR

N

_r̂ â (̂x,7,e) > [- + (l7j)] |C|

[Q^] F o r  a . e .  x  i n f i  , Vr? e IR , V ( C , C ' )  «- i R ^ x I R ^  , C *  C

N

- a \ ^ ( x ,̂ 7 ,C • ) ] * ^] > o

L e t  u s  d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m  •

' n '

N /
X — dt. (x,v,'pv) + F ( x , v , v v )  = G i n  fi 

i = l

V € w ^ ^ ^ ( f i )  n  L '^ i f i )

W e  t h e n  h a v e :

L E M M A  7

M
o

X n c ç
p - 1

h x;

p

p
i

i  =  l

I ■ 
1

i  =  l
; a

i r
X n K )
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Any solut ion of ^  solution of

converseÎy .

P r o o f :

L e t  V b e  a  s o l u t i o n  o f  T h e o r e m  & o n e  c a n

c h e c k  t h a t  v  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  e s t i m a t e .

l lvl l  < ( V  )
OO

-1

^Na l / N

N

IIGII P '  / P

W~^'^ (Ü)

( 4 . 1 9 )

^ ' j ( ' t ) ^  d t  , f o r  a n y  q > o .H e r e ,  V  ( / ? )  =

B y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  ^ e  o b s e r v e  t h a t  V ' ( M q ) =  V ( M ^ )

IIGII

N a
T 7 N
N

P '  / P  

W"^'"’ (i2)

F r o m  ( 4 . 1 9 ) ,  w e  d e d u c e  l lvl l  < M

F o r  a 11  r> e, (s )̂

. / Xa  *. ( X , V , V  V  ) -------
i n '  ’ d x .

fit 1
d x  = a *. ( X , V , V V ) 

i n '  a x .
d x  =

v |  <M
I “ r

a .
in

d x

il

T h e  p r o o f  o f  t h e  c o n v e r s e  i s  t h e  s a m e  a s  b e f o r e .

n

o

n'
í S

n'
and

As i n

Ö

P

1

Ö

W
1
o

<x>

P|

( X V w
• X . 1



V. 35

4 . 5  : EXISTENCE OF SOLUTIONS OF PROBLEM {7> ' )
n '

LEMMA 8:

( i )  T h e r e  e x i s t s  a  s o l u t i o n  v o f  W^ ' P( f i )  o f  t h e
n o

p r o b l e m  <

OO

( i i )  F u r t h e r m o r e ,  ^ ^

llv^ll ^  < M^ ( 4 . 2 0 )
^  (n )

and

-  l lvv II + l i v g ( v  ) l |P  < M llGll , ( 4 . 2 1 )

" " lP(c ) " lP ■ ° l'(g )

M i s  t h e  n u m b e r  g i v e n  i n  T h e o r e m  6 .
o ^

P r o o f :

The  f i r s t  p a r t  o f  Lemma 8 i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  

L e r a y - L i o n s '  t h e o r e m  ( s e e  [ 8 ] ,  p .  1 8 2 - 1 8 3  t h e o r e m  2 . 8 ) .  The 

p r o p e r t i e s  (Q]^) ^*^4^ r e l a t i o n  1 | < n i n s u r e  t h a t

t h e  h y p o t h e s e s  o f  t h i s  t h e o r e m  a r e  f u l f i l l e d .

OO
To s ho w  t h a t  v i s  i n  L ( n )  , we f i r s t  r e m a r k  t h a t

n

6 ] o  , e s s  s u p  v ^ [  , Vh e ]o  , e s s  s u p  ~ ^  ̂ f u n c t i o n

Q

V = , (v  ) b e l o n g s  t o  ( T h e  d e f i n i t i o n  o f  S , i s
n ^ , h n  o 0 , h

g i v e n  i n  f o r m u l a  3 . 0 )  a n d  t h e n :

('7>

V
n

a n d

L

a n d  t h e

t h e

w '
O

V
n

VÖ

t o
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a V
n

fi
n  n  n n

<G,Vn>
(3)

S o ,  V s a t i s f i e s  t h e  s a m e  r e l a t i o n  a s  ( 3 . 2 )  w i t h  a .  r e p l a c e d  
n  1

By a ^ ^  a n d  F by  F^  . The  p r o o f  i s  t h u s  t h e  s a m e  a s  i n  

T h e o r e m  6 .  The  e s t i m a t e  f o l l o w s  f r o m  T h e o r e m  6 .

To g e t  t h e  r e l a t i o n  ( 4 . 2 1 ) ,  we m u l t i p l y  b y  t h e  e q u a t i o n

o f  ( ^ ^ ) » we f i n d  :

1
n

fi

I v v n l ^  d x  +

d V
n

a . ( x , g ( v  ) , g ' ( v  ) v\; ) -------- d x  +
^ i '  n ' ' ^  ' n '  n '  dx^

n
V

n
a

Gv d x  
n

( 4 . 2 2 )

( O b s e r v e  t h a t  we h a v e  u s e d  t h e  f a c t  t h a t  ~

g '  ( v  ) a . e .  i n  fi , s i n c e  iiv n < M ) .

^  ^  oo ■ °

By t h e  p r o p e r t y  ( P^ )  o n  '■
fi

V F ( x . v  , v v  ) d x  > o ( 4 . 2 3 )  
n  n n n

By t h e  p r o p e r t y  ( P g ) /  we h a v e :

a V
n

a j { x . g ( v ^ ) , g ' ( v  ) v v  ) d x  >

fi 1 fi

( 4 . 2 4 )

By Lemma 3 ,  ^ ( 19 ( ) I ) • H e n c e ,  f r o m  ( 4 . 2 4 )  we g e t :

d\7
n

a . ( x , g ( v ^ ] ,  g ( v ^ )  

fi 1
dx  >

fi
l^^g(Vj^) j ^ d x  (4 . 25)

a
n

:x
n

; x ,

n

F
n

X. V
n

V V
n

d x

g{ V
n

g( V
r g

( g V
n

P
vv

n
Pdx

g’ V
n

V
n

y

F
n
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S i n c e  G fc L ( f i )  , a n d  i iv  ii  ̂ ^
n  < MOO o

L ( n )  °

I G V d x |  < iiv II ilGll , < M iiGll ,
L ( n )  L ( n )  L ( a )

( 4 . 2 6 )

T h e  r e l a t i o n s  ( 4 . 2 2 )  t o  ( 4 . 2 6 )  i m p l y :

i  i i v v  i |P  + l i v g ( v  ) i | P  < M 1IGM ,
" l P ( « |  " LP(n> ■ °  l ‘ (0)

5 : E X I S T E NC E  OF S O L UT I ON S  OF PROBLEM (•>•)

L e t  u s  s e t  u ^  = g ( v ^ )  , t h e n  b y  Lemma 8 a n d  Lemma 3 , w e

h a v e  u  t  w ^ ' P ( n )  n  L*” ( « )  . 
n  o

M o r e o v e r :

i iu 11 < k 
n CO

-1 * „ n l . p ’ / p = M ( 5 . 1 )

( s e e  T h e o r e m  4 f o r  t h e  d e f i n i t i o n  o f  k  ) .

6
T T n

I n  f a c t ,  b y  d e f i n i t i o n  V( M ) = — i i Gi | P_^ P
°  N a ..  W ' * " ( « )

By Lemma 5 .  V ( M^ )  = 

g ( M ^ )  = k " ^ ( V ( M ^ ) ) = M

r 9 ( M^)  

o

N

( t ) P ' ~ ^ d t  = ¿ ( g ( M ^ ) )  a n d  t h u s .

( 5 . 2 )

On t h e  o t h e r  h a n d ,  ii u  ii = i i g ( v  )ii < Ma x  | g ( t ) |
^ 0 0  oo I t  I < M^

( 5 . 3 )

S i n c e  g  i s  o d d  a n d  i n c r e a s i n g :

No
N
i/N

W fi)
•1
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Max | g ( t ) |  = Max g ( | t | ) = g ( M )  ( 5 . 4 )

I M  i ” o I ' l  i " o

From ( 5 . 2 )  t o  ( 5 . 4 ) ,  we g e t ;  "u^ii  < M .

OO

By Lemma 8 ,  i i v u  i l ^  < M iiGii ( 5 . 5 )
"  l P ( b ) °  L > ( n )

S o ,  we c a n  a s s u m e  t h a t  c o n v e r g e s  t o  a n  e l e m e n t

u £ W ^ ' P { n ) n L ‘* ( n )  i n :
O

oo
L (fi) -  w e a k - s t a r

a n d  a . e .  i n  ii .

F u r t h e r m o r e ,  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  {■?> ) , we s e e  t h a t  u
n n

s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n :

N ^ - - - -
■ r  -------- a . { x , u  , v u  ) + F ( x , u  , v u  )

n n n n n

1
G + - V ( I vv  I r v  ) ( 5 . 6 )

n ‘ n ' n

5 . 1  : A STRONG CONVERGENCE RESULT IN ' P ( f i ) 

LEMMA 9

For any  t  t  IR , we sc-i

u
n

P
o

w e a k

P- 2

W
1

o
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k(t) =

Then as n  , u  = k ( u  ) converges to u  = k ( u )  i n  the
n  n

norm of ' ^ ( f i ) .

P r o o f  :

L e t  u s  r e m a r k  f i r s t  t h a t  f r o m  t h e  r e l a t i o n  ( 5 . 1 )

i i u  II < M a x  | k ( t ) |  = i c ( M)  ( s i n c e  ^  i s  o d d  a n d  i n c r e a s i n g )

L " ( a )  ■  | t |  < M

a n d  k ( M )  = — ^  = M,  .
W ’ ( f i )

M o r e o v e r ,  k ( u  ) t  W ^ ' ^ ( n )  ( s i n c e  u  t  W ^ ' ^ ( n ) )  a n d  a . e .  i n  
n o  n o

• *^^ n  ^
n, — ----------  = t ' i l u  1 ) ^  -r—  ) .  H e n c e ,  u  i s  i n  a  b o u n d e d  s e t

dx ̂ ' n '  d x ^  n

o f  W ^ ' ^ ( n )  i n d e p e n d e n t l y  o f  n  . S i n c e  l i m  = k ( u )  a . e

n

V . V  J

i n  n  , t h e n  a  = k ( u  ) t e n d s  t o  u  = k ( u )  w e a k l y  i n  W ’ ^ ( f i )
n  n  o

a n d  i n  L*’ ( f i ) - w e a k  •

L e t  u s  c o n s t r u c t  a n  o p e r a t o r  T w h i c h  m a p s  W ^ ^ ^ ( f i )  i n t o  

i n t o  W ~ ^ ' ^  ( f i )  b y  t h e  f o l l o w i n g  w a y :

We  d e f i n e  a ^  a  t r u n c a t i o n  o f  a ^  b y  s e t t i n g :

1

VV

o o

p - 1
nV Id/7nV (

w1o

No
N

Ñ
I Ql P ’ / p

1 , r

undk

kl

n )
P-1

ow
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(x,/7 ) if 1̂ 1 < M 

(K.n.i) = <j a^(x,M,C) if ^ > M

(X ,-M,C) if n < -M

• We check easily that the a^ are Caratheodory functions and 

enjoy the same properties as a^ , that is:

N
(R^) For a.e. x in , V /7 e (R , vc t IR

N
l a '  (x,/7 , C ) t . >  |t|^ (5.7)
i = l

In fact, let us take q * o

N _ N
By (H.4), (i) : U{\q\) z a^[x,q A  )i ̂  ^ a ^ ( x . n ) t  ̂  and by

i=l i=l
N

(H.3), Z a > v{\q\) .
i = l

Since ^{\q\) > o for q *■ o , v}e deduce from the two last 

relations that :

N
I a (x,/7 ,C )C . > |Ç 1^ (5.8)
i = l

Each a^ is a Caratheodory function, thus the relation

(5.8) is also valid for q = o . A simple argument shows that

(5.8) implies (5.7) .

The two following properties of al are direct consequences 

of the assumption (H.4) (ii) and (iv) on a^

i
a

i
a

a
i

X ■ n )ÇK Pit



(R^)  F o r  a . e .  x  i n  fi , V/7 e IR , VC e IR^ , vc ' e IR*̂  , t ^ t ‘
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N _
I  [aUx,7,t) - a' (x,7 , f  ) ] [t . - e;] > o
i = l

(R ) T h e r e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  c  > 0  s u c h  t h a t :
O O

F o r  a . e .  x e f i  , Wq 6, [R , V C e . l R
N

| a ^ ( x , / 7 , C ) |  < c ^ [ | c | P   ̂ + h ( x ) ]

L e t  b e  t h e  i n v e r s e  o f  f r o m  IR o n t o  IR f o r  a n y

V e W^^P(fi)  , we s e t :

N 3 _
Tv = -  Z --------- a ‘. ( x , k  ( v)  , v v )  . The p r o p e r t y  ( R^)  i n s u r e s

. - o X . 1 o
1 = 1 1

t h a t  Tv e W (i2) . The  o p e r a t o r  T i s  c o e r c i v e  s i n c e :

< T v ,v >  =

a
a*.
1 d X . 

1 a
| v v | P d x

( b y  R^) .

T h e  o p e r a t o r  T s a t i s f i e s  a l l  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  t h e  

p r o p e r t y  ( S^ )  o f  F . E .  B r o w d e r ' s  c o m p a c t n e s s  t h e o r e m  ( s e e  a p p e n d i x

V
o r  [ 2 ] ,  p a g e  2 7 ) .  H e n c e ,  t o  p r o v e  t h a t  u ^  = k ( u ^ )  t e n d s  t o

V

u  = k ( u )  , i t  s u f f i c e s  t o  s h o w  t h a t  :

V V V

l i m  <Tu , u  -  u> = o 
n n

n-»-H»

(5.9)

- 1

X t -1
V vv

d V
dx

P
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V V V

L e t  u s  c o m p u t e  ^ ^ u ^  , u ^  -  u> :

<
a

a ; ( x , U n , k ’ ( u^ :

V V

v u  -r------( u  -  u)  dx
n  ̂ . n

1

V V

a ( x . U r , - k MUr , )  

fi 1

( u  -  u ) d x ( 5 . 1 0 )

We h a v e :

a . ( x . u ^ . k - ( u ^ )  - ^ u ^ )  = lc‘ ( u ^ ) P " ^  a . ( x . u ^ . v u ^ )  ( b y  ( H . 4 ) ( l i l ) )

H e n c e ,

= i ^ i l u  I )  a . ( x , u  , v u  ) 
' • n '  I ' n  n

= a . ( x , u ^ , v u ^ )  By ( H . 4 )  ( i )

V V V

<Tu , u -  u> 
n n

fi

V V

a . ( x , u  , v u  ) ~ ^ ( u  - u ) d x  
1 n n -.1X . n

( 5 . 1 1 )

S i n c e  t h e  f u n c t i o n  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n :

o x
- a . ( x , u  , r u  ) = G + -  r  - ( t ^ v  1^ ^ r v  ) -  F ( x , u  , r u  )

i n n n ' n '  n n n n

( 5 . 1 2 )

We o b t a i n  f r o m ( 5 . 1 1 )  a n d  ( 5 . 1 2 )  :

V V V

Tun un -u

un X .
I
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< T u  , u  -  u >  
n  n

V V V
< G , u  -  u >  -  -  

n  n

V V ^

12

I P ~ 2  
I v v  w
' n ' n

V

V { -  u ) d x

n
F  ( x , u  , v u  ) ■ ( u  -  u ) d x  

n  n  n  n
( 5 . 1 3 )

We t h e n  s t u d y  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  e a c h  t e r m  o f  ( 5 . 1 3 )  

B y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  w e a k  c o n v e r g e n c e

V V

l i m  < G ,  u  -  u >  = o  
n

n

( 5 . 1 4 )

B y  t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y :

1
n

Q
h

p -2
V

V

VV ‘ V ( u -  u ) dxI  
n  n  *

p / p ’< -  IIV { u  -  U  ) II • IIVV II
'  ^ ^  LP ( n )

l P

( 5 . 1 5 )

B y  L e m m a  8 ,  w e  g e t :

, P / P '  r -iP' 1 P
-  I lvv II < M IIGII , • f - l  - . 0
n n “ o ^ (5

LP ( n )  ^ I J

S i n c e  i i v ( u  -  u ) i i  i s  i n  a  b o u n d e d  o f  IR i n d e p e n d e n t l y

"  LP ( n )

o f  n  , w e  d e d u c e  f r o m  ( 5 . 1 5 )  a n d  ( 5 . 1 6 )  :

. 1 6 )

V V

V

V

V
n

(n:

nn

1

P'

1

P

( 5
G
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1 im
n

a
V I n '

p - 2
v v  • V { u  -  u ) d x  = 0  

n  n

( 5 . 1 7 )

S i n c e  I IU II
n  ^

L  ( f i )

H e n c e ,  i f  w e  s e t  = f ( M )

a
F ( x , u  , r u  ) 

n  n  n

V

( U

V

a

n

+ c .

V

u ) dxI  <

a
f  | u  

o ' n

V

u | d x ( 5 . 1 8 )

B y  t h e  L e b e s q u e  d o m i n a t e d  c o n v e r g e n c e  t h e o r e m :

a n d

l i m  
. n Q

V V
l i m  t ( x ) | u  - u | d x = o

n Jfi °  "

V V

1
n

( 5 . 1 9 )

u  -  u  I d x  = o  f o r  a l l  q  t  [ 1 ,  +«>[ .

S i n c e  i s  i n  a  b o u n d e d  s e t  o f  L ^ ( i i )  , w e  d e d u c e  t h a t

t h e r e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  c ^  > o  ( i n d e p e n d e n t  o f  n  ) s u c h  t h a t :

( v u  ( P  ^ | u  -  u |  d x  < C -  ilu - uliI n I I n  I - 9 n

V V V V

n n 2 n L

f o r  s o m e  q  fc ( 1 ,  -t- «>( . W e ,  t h e n  h a v e :

V V

V

1

n- <»

< M t h e n ( H , 2) : i i

F
n

X u
n F X, u

n
u r\ f M)

p - €
X)

V a I 
n '

P €
U

n

V

u d x

7 U
n

q i i)



l i m

n

V V

| v u  1^ ^ [ u  -  u | d x  = o ( 5 . 2 0 )

fi
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From  ( 5 . 1 8 )  t o  ( 5 . 2 0 ) ,  we g e t :

V V

l i m  

n
F ( x , u ^ , v u ^ )  ( u ^  -  u ) d x  = o ( 5 . 2 1 )

fi

The  r e l a t i o n  ( 5 . 1 3 )  t o g e t h e r  w i t h  ( 5 . 1 4 ) ,  ( 5 . 1 7 ) ,  a n d  ( 5 . 2 1 )  

g i v e s  t h e  e x p e c t e d  r e s u l t .

I n  t h e  s e q u e l ,  we w i l l  a s s u m e  t h a t

a n d

'7k ( u ^ )  t e n d s  t o  v k ( u )  a . e .  i n  fi

D N
v k ( u ^ )  t e n d s  t o  v k ( u )  i n  ( L ^ ( f i ) )  - s t r o n g

LEMMA 10

We h a v e  t h e  two f o l l o w i n g  c o n v e r g e n c e s  i n  L^ ( f i )  , s t r o n g l y :

l i m  a . ( x , u  . v u  ) = a . ( x , u , v u )  ( 5 . 2 2 )

n-»+<»

l i m  F ( x , u  , v u  ) = F ( x , u , v u )  ( 5 . 2 3 )n n nn-f+<»

P r o o f

F o r  c o n v e n i e n c e ,  we w r i t e :
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a ^ ( x , u , v u )  = a ^ ( u , v u )  , F ( u , v u )  •= F ( x , u , v u )  e t c

L e t  u s  c o n s i d e r ;

ft

| a i ( u ^ , v U n )  -  a ^ { u , v u ) l d x  =

U?iO

a ^ ( u ^ , v u ^ )  -  a ^ ( u , v u ) | d x

u =o

a ^ ( u ^ , v u ^ )  -  a ^ ( u , v u ) | d x

( 5 . 2 4 )

On t h e  s e t  {u=o} , J^{o) = o a n d  t h e n ,  a ^ ( u , v u )  = u{o) 

a ^ ( u , v u )  = o , t h u s

u=o

l a i ( U n / V U n )  -  a ^ ( u , v u ) j d x  = | a ^ ( u ^ , v u ^ ) | d x

u =o

( 5 . 2 5 )

By ( H . 4 )  ( i )  a n d  ( i v ) ,  we h a v e ;

u=o

< [ i ^ ( | u ^ | )  h ( | u ^ | )  | v u ^ | P  ^ dx  +

u =o

u=o

h ( x )  ( |Uj^j ) h (  j u ^ j  ) d x

S i n c e  h ( | u ^ | )   ̂ i s  i n  a  b o u n d e d  s e t  o f  L^ (ft) a n d

l i m  ( | u ^ (  ) = u{o) 
n-*+oo

V i t a l i ' s  t h e o r e m ;

= o on  {u=o> . We d e d u c e  e a s i l y  f r o m

a . 
1

a
n

d x

a
•n

P-1
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lim 
n-*+oo ■'u=o

u ( |u^|) h(ju^l) |vu^|P  ̂ dx =

1 i m
n-»+<» u~o .

h(x) u { u I) h( u ) d x = o  
n ' n

Hence,

I im 
n-*+<» u=o

a  .
I

( 5 . 2 6 )

As for the term
o

ai(Un.'^Un) - a^(u,vu)jdx , væ will

show that tends to vu almost everywhere in {u / o) and

the convergence of this term will follow easily from Vitali's 

viieoreifi.

By the continuity of v , lim t-'( j u (x)|) = ¡v(|u(x)|) > o
n-» +<o

for a.e. x in (uî o) . Then, for a sufficiently large n , we 

have for a.e. x (fixed) in ,{u/o}

VU,(X)

Í
. P ’ “ 1

For a.e. x in {u o) : lim vu (x) = ^ vu(x) .
n^+oo ^ i^'(u(x))

Since a^ satisfies the Carathéodory conditions, we deduce

lim a.(u, ,vu ) (x) a.(u,vu)(x) a.e. x in (u  ̂ o) . By
I n n 1

using Vitali's theorem, we get:

u n d x o

un

u
I

x ;

u
n X)

u n X

( u. X)

X)Vi
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l i m  

n-»+«> ■' fi

F ^ ( u ^ , v u ^ )  -  F ( u , v u ) | d x  =  o ( 5 . 2 8 )

( We  r e m a r k  i n  p a r t i c u l a r  t h a t  F ( u , v u )  =  o  o n  ( u  =  o }  s i n c e  

f ( o )  = o  , ( H . 2 )  ( i i ) ) .

T H E  P A S S A G E  TO T H E  L I M I T :

F o r  a l l  y* €. ® ( f i )  , w e  g e t  f r o m

a . ( u  , v u  ) .r-----  d x  +
^  1 n  n  d x . 
fi 1 fi

F  ( u  , v u  ) Y d x  
n  n  n

< G , y >  -  -
fi

I V V  
' n

p - 2
v v  vT d x  

n
( 5 . 2 9 )

F r o m  L e m m a  1 0 ,  w e  g e t :

l i m  

n-*+<» ■'

a  . ( u  , V u  ) ----- d x
^  1 n  n  a x . 
fi 1

a  ( u , v u )
fi a

d x  ( 5 . 3 0 )

1 i m  

n fi
d x  = F ( u , v u )  • r  d x  ( 5 . 3 1 )

fi

B y  t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y  a n d  t h e  r e l a t i o n  ( 5 . 5 )

1
n

fi

^ _2
v v  j P  v v  - VIP d x  

n  ' n

1 / p
M
o

1 / p '
II VP II

L P ( f i )

as n -♦ +«>

ri j

A

e x

F n u
n

u
n

1

( ß

a
1

L

o
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Hence, for all T  e x { n )

a (U.7U) ■ 3̂
n 1

dx  + F ( u , v u )  r> dx  = <G,Y»>

tt

Re m a r k  4;

The  s o l u t i o n  u t h a t  we f o u n d  h e r e  s a t i s f i e s  t h e  e s t i m a t e :
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o
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N a
T 7 n

N

II GII P ‘ / P

a n d  V  ̂ i s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  f u n c t i o n  V ( s e e  Lemma 5) .
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FOOTNOTES

We use only Lebesgue measure.

( 2 )
For any measurable set E , we denote by |E| its measure,

In the sequel we sometimes omit the sign Z .
( 3 )

(1
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63 crlSSSS096 13-03-87 03:08:49 CRI nolc 096 semaine H rubrique 008

AN A LY S E  M A TH É M A TIQ U E . — Une nouvelle méthode (festimation Applica-
65 (ion aux inéquations rariationncUes. No(c de Jean-Michel Rakotoson et Roger Temam,
6 6  prcscnicc par Jacqucs-Louis Lions.

Nous donnons ici un théorème d'cxisicncc et de régularité pour un problème d'inéquation variaiionnelle 
quasilinéairc avec une contrainte unilatérale. Ces résultats utilisent de manière essentielle une estimation a 
priori L'' de la solution qui est relativement explicite cl qui est obtenue sous des hyp>oihéscs assez larges. Cette 
estimation fait apr>el â une formule intégrale qui s'apparente au théorème intégra! de Federer [16] et â la

71 formule de ricming-Rishel (17) (r/ [2ID-

72 M A T H E M A T I C A L  A N A l^YSIS. —  A new method for L’' estimates. Application to variational inequali>
7.' ties.

7-i liV derive here an e.xisience and rcguiarity result fo r  a quasilinear variational inequality ^\ith a unilateral
7.’' constrain t. These results rely in an essential manner on an a priori L* esiimate o f  the solution which is somehow
7i' e.xplicit and derived under fa ir ly  general hypotheses. This estim ate  is proved with the utilization o f  an integral
7̂  form ula  related to the co-area formula o f  Federer (16] or to Flemings Rishel formula (17] (sec (21]).

81 Let US consider the following problem (^}
82 Find uek  (<p) O  L*' (Q) satisfying:
8 ^ < A 4-(F(i/, V w X t) - i / ) ^  < T , r - u >  /o ra / / r  € k (<p) H  L*{Q ).

85 Here, Q is a bounded open set o f  A is an operator o f Leray-Lions type and
8 6  K((p)= { t;G Wi*'"(Q), v'^ip a. e, in Q, (peL'*^(Q} }. All the assumptions on A, F and T
87 are given by (Hq) to (H 5). One o f the main results that we obtain is

8 8  Theorem I. — Assume (Hq) lo ( H 5), then there exists at least one solution 1/ of
89 {^),  Moreover, if r > p ' = p \ p —\, <pe aQeL'(Q), then the
90 solution u satisfies the Holder condition inside of Q for some exponent a> 0 .
91 As in [12], the soli/tion u satisfies and L® estimate (see Theorem 2) obtained by means
92 o f  the technic o f  relative rearrangement (see [9], [10], [11], (13]. {14]).

94  

96 I. R é a r r a n g e m î z n t  r e l a t i f .  — Notre élude utilise un principe du maximum (voir
97 th. 2) prouve à Taidc du rcarrangement relatif. Pour plus de détail sur la notion de
95 rcarrangement relatif nous renvoyons le lecteur aux références (9], [10], ( I I ] ,  [13], [14].
99 Néanmoins nous rappelons ici une formule intégrale qui joue un rôle fondamental dans
100 le travail (cf. [21]).

101 Lcmmc 1. — Soif O un ouvert borné de ve  \V¿• '’ (Q) ©  R {fonction à trace constante)
102 avec l ^ / ; ^ - f o o  et / e L ‘ (0). On note v^ le réarranf^ement décroissant de v et le

107 --
108 dt

/ ( . v ) î/.v = m'(0 / . , ( m (0 )
•>»

I

64

6 /
6N
6'»
7(1
71

I / ,  V - - U

W», i p -  1 O) *(Q),

103 réarrangement relatif de f  par rapport à v. Alors
104 (i) v^G\Wl^/(n*) avecQ*^]0,  m e s Q [( ‘ ).

105 (ii) Presque partout pour r e l in f  es s y. sun ess t>f
o a

■ 106 on a

A . .
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oil les derives sont prises {tu sens usuel et n (t) = mes { x e Q, v(x)>t }.

2. Soit Q un ouvert borné de c( on considère A un opérateur de type Lcray-Lions 
A w = -(5 1 ô.v,a,(.V, u(.v), Vi/(.v)) C) pour i/g W  '’ (Q )n  L“'(Q). On suppose que les fonc
tions rt, sont de Caratheodory de Q x IR x dans IR i. e. V/igR, V^eR'^, x -* a,(-v, n. 
est mesurable, p. p .  en .xeCl, (n. H. continue, et que les hypothèses
suivantes de monotonie, bornitude et croissance sont vraies pour presque tout xeQ, 
•VrieR, V ^eR ^ et V^'eR'"(^

(Hq) Il e.xiste une fonction croissante a : R̂ . -» R+ et un élément OoGL^ (Q) :
/»- 1

+ Û0 Wl-|«,(x.ri,g| âa(n)(K

(H,) Il existe deux fonctions continues v ,>0 , v^^O définies sur R+ et une fonction k 
de L '"’ (Q), k^O  telle que

«,(.x, r , . ^ ) ^ . à v , ( h | ) U | ' ’ - V i ( h | ) M x ) ' " ’ U |

avec vj ity'/" g V (i) + c-q

Vf^O, Co>0 . v(f) = et v (  +  o o ) = + 00.

( H ,)  (fl, (.V, ri, ^ ) -  a, (.V, r,, £ ')) (£.• -  >  0

(H j) On considère F une fonction de Caratheodory î / c  Q x R x dans R telle que 
(i) n F (.Y, n. ^)^0.

(il) Il existe une fonction croissante /<ie IR+ dans R+ ei un élément /(,eLV(ÎÎ) :

| F ( . v . r i . £ ) | g / ( | n | ) { K | ' ’+/o(.v)).

(H^) Soit T un élémem de T =  —dgildXi avec gjeUiQ),

r > N | / ) - I ,  r ^ p \  | |T | | „ - i . . ,o ,=  ^  IUîIIl^oi-

(H/l) On suppose que <pe (O),

K-( <p) =  { f  6 W i ' ( Q ) ,  i; è  (p/7./J.} #  0 .

On considère le problème (^)  suivant :
Trouver u dans K ((p )nL*(Q ) tel que pour tout ue K(<p) O L® (Q) on 

< A ti, v — uy 4*(F(w, Vu), r —u)^ <T, y —w>.
ait

Théorème 1. — On suppose (Hq) à (H^). Alors il existe une solution u du problème 
(^). De plus, si ron suppose que r>p\  <pG (O) et a^ dans L''(Q),
alors toute solution u est a-holdérienne à C intérieur de Q pour un exposant a>0.

Ce résultat peut s'étendre à d’autres convexes et d'autres inéquations. Pour une telle 
extension et pour ia preuve du théorème 1, nous avons établi deux résultats connexes. 
Le premier est un principe du maximum :

Théorème 2. — On suppose (Hq), (H,) et (H 4). Soit we W**^(Q) tel qu'il existe + 
tel que i/ = (|î/| —a]^ e W¿•'’ (Q). On suppose aussi que u satisfait la propriété suivante

( A J .
5/mes { xgQ, w(.v) > 0  } ^

C. alors pour tout 0  g ]0 , ess sup i7(, h e ]0 , ess sup ü — 0 (» on a

\\ 0

158 a..(x,M, Vu). ^
8<Jse4fc

dx<
0<

du 
Si —  dx
dX:

1

\ ¡ í

(

estw;,

Vl dx

w»- (O),

LV*-'̂lo<<p- O), /o €L'r/P ,

no

■f II;d

«elR
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Alors, u es( dans L"^ (Q)  c( de plus u satisfait i) || » [ j ^  n +  v̂ ' ‘ X , ^ 2 ) =  M (ii). La
fonction est définie par v̂ {t) v {a1) — v {a) et les constantes À,, 2̂ données
e.\/>licitement en fonction des données.

Soit 0 > 0, /?>(), on definii deux fonctions réelles li[x:liilzienncs notées H,„ par 
H „ ( t ) = 0  si 1^0» = 0  si T ̂  0, affine ailleurs,
^0. h i"̂) = 1 I =0, sign X si I T I gO -h /i et affine ailleurs.
Nous avons alors le ihcoreme suivant :

Tni:()Rf‘£Mii 3. — Soit w6 W *’ ^(Q). Alors la fonction w = ( i/— ( p ) ( i / )  est dans 
W *• (Q) O  (Q) pour q>e L® (Q), 0, = 0 + || (p et pour tout 0 > 0.

Remarque I. — On peut aussi Irailer par les méthodes ci-dessus des inéquations du 
genre

< A I/, t>— w > + (F  (w. Vu), i; —u) -f <I> (ü) —O (w) ^  < T, i; —u >

* avec Dom O = K O (i )̂, ou aussi des inéquations quasi variationnelles [19].
De nombreux auteurs ont traité un théoréme d’existence analogue au théoréme 1, mais 

d notre connaissance les hypothèses sont en général plus fortes : ou bien p = 2 {cf. par 
exemple [ 1], [5]), ou Tobstacle régulier (cf. [2]), ou le second membre est plus régulier que 
Je nôtre (cf. par exemple [3]), ou la croissance de F est plus faible qu’ ici (cf. [7]). Dans le 
théoréme de régularité on p>cut supposer o,-, F uniquement borélienne et on peut aussi se 

* ^ 8  passer de la monotonie de A et l’hypothèse (H 3) (i) sur F. De même les hypothèses 
*79 utilisées pour la régularité hôldérienne semblent en général plus fortes qu’ ici (cf. par 
180 exemple [6 ]).

L ’ utilisation du réarrangement des fonctions pour Tobtention d’estimations dans les
182 équations aux dérivées partielles est due semble-t-il à H. Weinberger [20] (cf. [14], [18]
183 pour d ’autres références bibliographiques). L ’utilisation du réarrangement relatif a été
184 faite pour la première fois dans [12] dans le cas des équations. Pour d’autres aspects du
185 réarrangement, cf. [15].
186 Les détails de ce travail seront publiés ultérieurement.

S«..

wnt

Ho

L =

187 (‘) On n'ulilisc que la mesure de Lebesgue.

1N8 (*) On omei le signe de sommation
i - I

!N9 Reçue le 2 mars 1987.
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Q u a s i l i n e a r  E l l i p t i c  V a r i a t i o n a l  I n e q u a l i t i e s

J . M.  R a k o t o s o n ^ a n d  R.  Temam^^^

VI .  5

Dedicated to the memory of Harold Grad

I n t r o d u c t  i o n

Our  a i m  i n  t h i s  a r t i c l e  i s  t o  s t u d y  s o m e  e l l i p t i c  

v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  a n d  d e r i v e  r e s u l t s  o f  e x i s t e n c e  a n d  

r e g u l a r i t y  o f  s o l u t i o n s  o f  t h e s e  p r o b l e m s .  Th e  m a i n  n o v e l t y  o f  

t h e  p r e s e n t  a p p r o a c h  i s  t h e  d e r i v a t i o n  o f  e s t i m a t e s  o n  t h e

s o l u t i o n s  w h i c h  a l l o w  u s  t o  c o n s i d e r  n o n - f u l l y  c o e r c i v e  e l l i p t i c  

o p e r a t o r s  a n d  l e a d  t o  f u r t h e r  r e g u l a r i t y  r e s u l t s  o n  t h e  s o l u t i o n .

OO
T h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  L e s t i m a t e s  i s  b a s e d  o n  a s e e m i n g l y  ne w

d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a  w h i c h  r e s e m b l e s  t h e  F 1 e m i n g - R i s h e  1

f o r m u l a  a n d  t h e  F e d e r e r  c o - a r e a  f o r m u l a .  T h i s  f o r m u l a  c o n c e r n s

t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t  o f  i n t e g r a l s  o f  t h e  f o r m

N
v ( x )  d x , w h e r e  t  t  IR , x e fi a  b o u n d e d  o p e n  s e t  o f  (R a n d

u > t

u , v  a r e  t w o  r e a l  f u n c t i o n s  d e f i n e d  o n  fi . When u i s  s m o o t h  

a n d  t  i s  a  r e g u l a r  v a l u e  o f  u ( i . e .  r u  ( x )   ̂ o ,

Vx  £ u ~ ^ ( t ) )  , t h e n  i t  i s  e l e m e n t a r y  t o  c h e c k  t h a t ;

d
d t

v ( X ) d x  = -
Ic'û 'TxTy ^N -1 '

u > t  -1 ,  ̂<u ( t  )

L a b o r a t o i r e  d ' A n a l y s e  N u m é r i q u e ,  U n i v e r s i t é  P a r i s  S u d ,  9 1 4 0 5  
O r s a y ,  F r a n c e .

( 1

c
L

1 )0
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w h e r e  d , i s  t h e  N-1 d i m e n s i o n a l  m e a s u r e  on  t h e  s m o o t h
N - 1

m a n i f o l d  u ^ ( t )  . A g e n e r a l i z a t i o n  o f  ( 0 . 1 )  c a n  b e  d e r i v e d

u n d e r  v e r y  m i l d  a s s u m p t i o n s  o n  u  a n d  v  by  u s i n g  t h e  c o n c e p t

o f  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  o f  f u n c t i o n s .  T h i s  c o n c e p t  h a s  e m e r g e d

i n  [ 1 9 ]  i n  t h e  s t u d y  o f  v a r i a t i o n a l  p r o b l e m s  r e l a t e d  t o  t h e  q u e e r

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  p l a s m a  p h y s i c s  d u e  t o  H. G r a d  a n d  C.

M e r c i e r .  T h e s e  e q u a t i o n s  c o n t a i n  a  f u n c t i o n  u d e f i n e d  on  fi

a n d  i t s  r e a r r a n g e m e n t  u^ i n  t h e  s e n s e  o f  P o l y a  a n d  S z e g o . When

s t u d y i n g  v a r i a t i o n a l  p r o b l e m s  r e l a t e d  t o  t h e s e  e q u a t i o n s ,  J .

M o s s i n o  a n d  o n e  o f  t h e  a u t h o r s  w e r e  l e d  i n  [ 1 9 ]  t o  c o n s i d e r  t h e

d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  m a p p i n g ;

u -» u^

i . e  t o  s t u d y  t h e  l i m i t  a s  a -* a o f  t h e  r a t i o

( U +  A V ) ,  -  U^

T h i s  l i m i t  wa s  c a l l e d  t h e  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  o f  v w i t h  

r e s p e c t  t o  u a n d  d e n o t e d  v ^ ^  . As i t  t h e n  a p p e a r s  i n  [ 2 2 ] ,  

( 0 . 1 )  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  i n  t h e  f o r m

d

3T v ( x ) d x  = a . e .  t  C O

u> t

w h e r e  p i s  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  u i . e .  /> { t  ) i s  t h e

L e b e s g u e  m e a s u r e  o f  t h e  s e t  ( x t  fi , u ( x )  > t ) .  F o r m u l a  ( 0 . 2 )

1 1  P
i s  v a l i d  f o r  u t W ^ ( f i )  , u > o ,  a n d  v e L ( f i ) .

2

u '
t

d i t
d t

A
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T h e  c o n c e p t  o f  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  a n d  f o r m u l a  ( 0 . 2 )  w e r e  

a p p l i e d  i n  [ 2 2 ]  t o  t h e  s t u d y  o f  t h e  e x i s t e n c e  a n d  r e g u l a r i t y  o f  

s o l u t i o n s  o f  n o n l i n e a r  e l l i p t i c  e q u a t i o n s  o f  t h e  L e r a y - L i o n s  t y p e  

o f  t h e  s e c o n d  o r d e r .  O u r  a i m  h e r e  i s  t o  g e n e r a l i z e  t h i s  s t u d y  t o  

v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  a n d  f r e e  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m s  

a s s o c i a t e d  t o  s u c h  o p e r a t o r s .

N
L e t  ft d e n o t e  a  b o u n d e d  d o m a i n  o f  IR a n d  l e t  K b e  a  

c o n v e x  s e t  o f  W ^ ^ ^ ( f t )  ( o r  W ^ ' ^ ( f t )  , 1 < p  < <») . T h e  p r o b l e m  

w e  c o n s i d e r  i s  t h e  f o l l o w i n g .

(5̂ )

To find u e K n L̂ (ft) such that

porall v€, K n  L°° (ft )

<Au, v-u> + (F (u ,vu),v-u) > <T,v-u>

Here A is an operator of Leray-Lions type which maps

W^^P(ft) n L'̂ (ft) into w”^'P'(ft) , 1/p + 1/p' = 1 , and <

denotes the scalar product between W^^^(ft) and W (ft) ;

— I d *T belongs to W (ft) and F is a nonlinear map such that

F(u,vu) e L̂ (ft) for u e  K D  L'̂ (ft).

A typical problem entering into the framework of this 

article is the following

N N

Au = -

1 = 1
a x .

1
(H) vu

p - 2  d u
aXi ax (b^ (X) lul̂ )̂ , 1 < p <

i  = l

3

a
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K

F ( u , v u )  = u | v u | ^  , T €. W ,

= {V € W ^ 'P ( f i )  , V > P a . e .  i n  n) ,

w i t h  o ( u )  > o , i /  ,u > o . S i m i l a r  p r o b l e m s  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d ,

i n  p a r t i c u l a r  w hen  p = 2  b y  [ 2 ] ,  [ 3 ] ,  [ 4 ] ,  [ 6 ] ,  [ 1 3 ]  b u t  t h e

g r o w t h  o f  F i s  l e s s  t h a n  q u a d r a t i c  w i t h  r e s p e c t  t o  a n d

T i s  o f t e n  i n  L ^ ( i i )  ( e x c e p t  i n  [ 2 ] , [ 4 ] , [ 14 ] , [ 15 ] ) . I n  a l l

t h e s e  r e f e r e n c e s  t h e  o p e r a t o r  A i s  u n i f o r m l y  e l l i p t i c ,  b u t  t h i s

a s s u m p t i o n  i s  n o t  n e c e s s a r y  i n  t h i s  a p p r o a c h .

H e r e  we c o n s i d e r  a  g e n e r a l  o p e r a t o r  o f  t h e  f o r m  

N

Au = - ) -r------ a . ( x , u ; v u )  w h o s e  c o n s t a n t  o f  " c o e r c i v i t y "  c a n
/  O X  » 1 

i=l ^

d e p e n d  on  u  , a n d  t h e  g r o w t h  o f  F i s  a t  m o s t  o f  o r d e r  p 

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g r a d i e n t .  We c a n  a l s o  c o n s i d e r  d i f f e r e n t  

c o n v e x  K ( s e e  S e c t i o n  6 ) ,  b u t  we e m p h a s i z e  on  t h e  c a s e  w h e r e

K = K(Y») = (V £ , v > Y’ a . e .  i n  ft } .

The  o b s t a c l e  Y i s  d i s c o n t i n u o u s  ( o n l y  i n  L ( f i ) )  . As 

m e n t i o n e d  a b o v e ,  u s i n g  t h e  c o n c e p t  o f  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  a n d  

( 0 . 2 )  we a r e  a b l e  t o  d e r i v e  a n  e s t i m a t e  on  t h e  s o l u t i o n s  o f

The p a p e r  i s  o r g a n i z e d  a s  f o l l o w s :  S e c t i o n  1 c o n t a i n s  a  

r e v i e w  o f  d e f i n i t i o n s  a n d  p r o p e r t i e s  on  t h e  r e l a t i v e

4

[ + €-1

u u \

w1 , 
o

L
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5

r e a r r a n g e m e n t .  S e c t i o n  2 c o n t a i n s  t h e  g e n e r a l  h y p o t h e s e s  a n d  t h e  

m a i n  r e s u l t s  f o r  t h e  c o n v e x  K = K(1P)  . I n  S e c t i o n  3 w e  s t a t e

OO
a n d  p r o v e  a  g e n e r a l  t h e o r e m  p r o v i d i n g  a n  L - e s t i m a t e  f o r  t h e  

s o l u t i o n s  o f  ; t h i s  t h e o r e m  i s  a p p l i c a b l e  a s  w e l l  w h e n

K = K( i P )  a n d  f o r  d i f f e r e n t  c o n v e x  K . I n  S e c t i o n  3 w e  t h e n  

e s t a b l i s h  t h e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n  o f  w h e n  K = ) .

T h a n k s  t o  t h e  L ^ - e s t i m a t e  o f  S e c t i o n  3 ,  w e  d e f i n e  a  s u i t a b l e  

t r u n c a t i o n  o f  t h e  o p e r a t o r  A a n d  w e  i n t r o d u c e  a  t r u n c a t e d  

f u n c t i o n  o f  F  . T h i s  a l l o w s  u s  t o  d e f i n e  a  f a m i l y  o f

*
m o d i f i e d  p r o b l e m s  /  n  e  iN . T h e  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n s  u

 ̂ n  . n

f o r  i s  g i v e n  b y  s t a n d a r d  r e s u l t s  o n  v a r i a t i o n a l

i n e q u a l i t i e s .  T h e n  p a s s i n g  t o  t h e  l i m i t  n  , w e  o b t a i n  t h e

e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n  f o r  . I n  S e c t i o n  5 ,  w e  c o n s i d e r  v a r i o u s

o t h e r  c o n v e x e s ,  b u t  r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  t h e  n e c e s s a r y

oo
m o d i f i c a t i o n s  f o r  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  L - e s t i m a t e .  F i n a l l y ,  

i n  S e c t i o n  6 ,  w e  r e t u r n  t o  K = KCiP)  a n d  s h o w  i n  t h i s  c a s e  t h e  

H o l d e r  c o n t i n u i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s .

K

n

F
n

n
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]  R e v i e w  o f  P r o p e r t i e s  o f  t h e  R e l a t i v e  R e a r r a n g e m e n t

N
L e t  n b e  a n  o p e n  b o u n d e d  s e t  of IR (N > 1) a n d  let u b e  

a  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  f r o m  n i n t o  IR . W e  d e n o t e  b y  1 ft) th e  

L e b e s g u e  m e a s u r e  of ft a n d  ¡E| d e n o t e s  m o r e  g e n e r a l l y  t h e  

L e b e s g u e  m e a s u r e  of a s e t  E . W e  a l s o  w r i t e  tj for t h e

L e b e s g u e  m e a s u r e  of {x e. ft , u ( x )  > t}; t h e  d e f i n i t i o n  of 

ju > t | , ju - t| , is s i m i l a r .

W e  r e c a l l  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  of u is t h e  r e a l  

f u n c t i o n

t  e  I k p  ( t )  -  I u > t 

a n d  t h e  d e c r e a s i n g  r e a r  r a n g e m e n t  o f  u  d e n o t e d  is tlie

 ̂ *
i n v e r s e  f u n c t i o n  of /v , d e f i n e d  o n  ft , w h e r e  ft ~ (o, j j ) : 

f o r  e v e r y  s e, [o, |ft| ] .

u  .̂ {s ; - I n f {0 fc IR , | u > « j < s } ,

W e  r e c a l l  t h a t  t h e  f u n c t i o n s  vi a n d  a r e  e q u i i n e a a u r a b  L e ,

i.e.

u > t I --

u V t  e (R

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  f o x '  a n y  B o r e l  f u n c t i o n  f

f ( XI ( x ) ) d x  ==

ft

f ( u  ( s ) ) d s

o

In p a r t i c u l a r  (f(r) = |r|P, 1 < p <<») , w e  h a v e

lul l  -  IIU II ^ , V p ,  1 < p  <
L (ft) L (ft )

(1.1

7

. . .

tU

t  ¡ > t  j
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a n d  t h e  m a p p i n g

u £ LP (ft) -* u € LP (ft ) ( 1 . 2 )

i s  w e l l - d e f i n e d  f ro m Lp (fi) i n t o  Lp (tt ) . One c a n  show t h a t  

t h i s  m a p p i n g  i s  a  L i p s c h i t z  m a p p i n g ,  i . e . ,  f o r  e v e r y  u , v  t  LP (ft)

' u  - v  11 * < m u  — vu ( 1 . 3 )
LP (fi ) Lp (fi)

The c o n c e p t  o f  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  o f  a f u n c t i o n  

v t  Lp ((i) w i t h  r e s p e c t  t o  u was  i n t r o d u c e d  i n  J .  M o s s i n o - R  

Temam [ 1 9 ]  i n  r e l a t i o n  w i t h  t h e  s t u d y  o f  t h e  d i r e c t i o n a l  

d e r i v a t i v e  o f  t h e  m a p p i n g

u fe LP (il) -» u ^ t  LP ( a )

m o t i v a t e d  by t h e  s t u d y  o f  t h e  q u e e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f

p l a s m a  p h y s i c s  ( s e e  [ 2 8 ] ) .

L e t ,  a s  b e f o r e ,  u be  a  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  f rom il i n t o

(R a n d  l e t  v e LP (ft) . The r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  o f  v w i t h

r e s p e c t  t o  u , d e n o t e d  v i s  t h e  f u n c t i o n»u

dw . , „ .
v *u = as  l l - 4)

*

w h e r e  w ( d e p e n d i n g  on  u a n d  v ) i s  t h e  r e a l  f u n c t i o n  on n

8
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d e f i n e d  b y

VAT (A) n

J v ( x ) d x  i f  | u  = u^' i s ) !  = o 

u > u ^ ( s )

( 1 . 5 )

v ( x ) dx + 

u > u * ( s )

s -  u

V
P ( S )

> U * ( S ) I

* ( O ) d o i  f n o t

Here P ( s )  i s  t h e  p l a t e a u  o f  u c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  v a l u e

U * ( S ) O f  U :

P ( s )  = { x e  a , u ( x )  = u + ( s ) }

and t h e  i n t e g r a l  i n  ( 1 . 5 )  i n v o l v e s  t h e . d e c r e a s i n g  r e a r r a n g e m e n t  

o f  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  v t o  P ( s )  , v |  . . . T h i s  r e a r r a n g e m e n t
r  ( S )

i s  j u s t  d e f i n e d  a s  a b o v e  f o r  u , w i t h  n r e p l a c e d  by P ( s )  , u 

r e p l a c e d  by v l p ( S ) : n o t e  t h a t

I p ( S ) I = | u  > u * ( s ) |  -  | u  > u ^ ( s ) j .

T h i s  d e f i n i t i o n  o f  v *u was i n t r o d u c e d  i n  [ 19]  i n  t h e  c a s e  

where  v e L°°(tt) and t h e n  e x t e n d e d  i n  [ 18]  t o  thè- c a s e  

1 < P < 00 •

Let  us  r e c a l l  some o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r e l a t i v e  

r e a r r a n g e m e n t  ( s e e  [ 18]  [ 19]  [ 2 2 ]  [ 25]  f o r  more d e t a i l s ) :

9
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10

I f  V e  l P ( £ 2 )  , t h e n  ) a n d
u

IIV* II  ̂ < llvll ( 1 . 6)
lP(q *) ■ LP(n)

, and v^^ = v  ̂ , = c,  Vc e IR (1 .7)

M o n o t o n i c i t y

a n d  i n  p a r t i c u l a r  v  > o  -» ~ °  ' ( 1 - 8 )

I f  v ^  . v ^  t  l P ( î2 )  ,

( V , ) *  -  ( v ^ ) ^  II * < l l v ,  -  v ^ l l  ( 1 . 9 )
1 ^ - u  2 ^ * u  -  1 2 ^ p ^ . j

A s  f a r  a s  t h e  i n i t i a l  q u e s t i o n  o f  t h e  d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  

t h e  m a p p i n g  ( 1 . 2 )  i s  c o n c e r n e d ,  w e  h a v e :

I f  V €. L ^ i f i )  ( a n d  u  i s  m e a s u r a b l e )  t h e n  a s  A o  , A > o

D *
( U + A v ) ^ - U ; » .  -* v^^^ i n  L ( f i  ) w e a k l y  

Â ^

( w e a k - s t a r  i f  p  =  <»)

lP aV

V
V

c
•'u

V V
u

V *n

lP
3Í

1
< 2 1

<
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Th e  p r o p e r t y  o f  t h e  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  w h i c h  w i l l  p l a y  

a n  e s s e n t i a l  r o l e  h e r e  ( a s  i n  [ 2 2 ] )  i s  t h e  f o r m u l a  ( 1 . 1 1 )  b e l o w  

( s e e  a l s o  ( 1 . 1 5 ) )  w h i c h  r e s e m b l e s  t h e  F l e m i n g - R i s h e l  f o r m u l a  [ 9 ]  

a n d  t h e  c o - a r e a  f o r m u l a  o f  F e d e r e r .  I t  i s  e a s y  t o  d e r i v e  t h i s  

f o r m u l a  f r o m  ( 1 . 5 )  a n d  f o r  t h e  c o n v e n i e n c e  o f  t h e  r e a d e r ,  we 

r a p i d l y  r e c a l l  i t s  p r o o f  g i v e n  i n  [ 2 2 ] .

THEOREM 1 . 1

N
Let n be a bounded open set of IR and let us assume that 

u e W^ ^ ^ ( f i ) ,  u > o and  v  e L ^ ( n )  Then for almost every

t  €. IR :

d

ar
u > t

v ( x ) d x  = v ^ ^ ( / ^ ( t ) ) / j ' ( t )  ,

when,- ^ i :< the d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  of u , Pit) = |u>t[

P r o o f  . ^  »

We r e c a l l  t h a t  t h e  r e a r r a n g e m e n t  u^  o f  u^Y b e l o n g s  t o  a

S o b o l e v  s p a c e  w i t h  w e i g h t  on  , n a m e l y  i s  a b s o l u t e l y  

c o n t i n u o u s  on  { o , 117 | ] a n d

D • i " g r a d  UII ( 1 . 1 2 )

L^(i2 ) L ^ ( « )

N
w h e r e  i s  t h e  m e a s u r e  o f  t h e  u n i t  b a l l  o f  (R ( s e e ,  f o r

N

i n s t a n c e ,  [ 3 1 ] )  . We r e c a l l  a l s o  tha^

I -I

II N
N1 /

as
d u

uß
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t  = (Â ( t )  ) ( 1 . 1 3 )

f o r  e v e r y  t  w h i c h  i s  n o t  a  p l a t e a u  v a l u e  o f  t  , i . e .

| u  = t |  = o  ( a n d  t h e r e  i s  a t  m o s t  a  c o u n t a b l e  n u m b e r  o f  s u c h  

t ’ s )  .

C o n s i d e r  t h e n  t h e  f u n c t i o n  w i n  ( 1 . 5 ) .  B e c a u s e  o f  ( 1 . 4 )

1 1 *
( 1 . 6 ) ,  i t  b e l o n g s  t o  W ' (fi ) , i t  i s  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  a n d

*

t h u s  d i f f e r e n t i a b l e  ( i n  t h e  u s u a l  s e n s e )  e x c e p t  o n  a  s e t  E c  n 

o f  n u l l  m e a s u r e .  Du e  t o  ( 1 . 1 3 )  p ^ ( E )  c  u ^ ( E )  a n d  u ^ ( E )  h a s  

m e a s u r e  o  s i n c e  u^ i s  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s .  Now i f  E ’ i s  

t h e  u n i o n  o f  fj ^ ( E )  a n d  t h e  c o u n t a b l e  p l a t e a u  v a l u e s  o f  u  , 

t h e n  t  w ( ^ / ( t ) )  i s  d i f f e r e n t i a b l e  o n  IR\E'  , w i s  

d i f f e r e n t i a b l e  a t  /  ̂ ( t  ) , t  « E' , a n d  t h e  c h a i n  d i f f e r e n t i a t i o n  

r u l e  a p p l i e s  a n d  p r o v i d e s  ( 1 . 1 1 )  f o r  s u c h  t ' s  ( t  < E ‘ ) .

R e m a r k  1 . 1

i )  T h e  r e l a t i o n  ( 1 . 1 1 )  i s  n o t  v a l i d  i n  t h e  d i s t r i b u t i o n  

s e n s e .  F o r  e x a m p l e ,  i f  t ^  i s  a  p l a t e a u  v a l u e  o f  u t h e n  t h e  

d i s t r i b u t i o n  d e r i v a t i v e  o f

V ( X ) d x

u> t

w i l l  c o n t a i n  i n  g e n e r a l  a  D i r a c  m e a s u r e  6 ^  w h i c h  d o e s  n o t
o

a p p e a r  i n  ( 1 . 1 1 ) .

u.

T h e  r e l a t i o n  ( 1 . 1 1 )  i s  n o t  v a l i d  I n  t h e  d i s t :
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i i )  I t  i s  e a s y  t o  c o m p u t e  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  ( 1 . 1 1 )  wh en  u

OO
i s  s m o o t h ,  s a y  u  t  <€ ( n )  a n d  t  i s  a  r e g u l a r  v a l u e  o f  u ,

i . e . ,  v u ( x )  ^ o on  t h e  s e t  u  ^ ( t )  . By S a r d ' s  t h e o r e m ,  t h i s  

h a p p e n s  f o r  a l m o s t  e v e r y  t  a n d  i t  i s  c l e a r  t h a t  i n  t h i s  c a s e  

u ^ ( t )  i s  a  s m o o t h  m a n i f o l d .  An e a s y  c o m p u t a t i o n  s h o w s  t h a t ;

d

art
u> t

V( X ) d x  =“

| v u ( x ) |

( 1 . 1 4 )

w h e r e  d , i s  t h e  ( N - 1 ) d i m e n s i o n a l  H a u s d o r f f  m e a s u r e .  
N- 1

A n o t h e r  f o r m u l a  w h i c h  i s  u s e f u l  f o r  o u r  p u r p o s e  i s  t h e  

f o i l  o w i n g •

I f  f  > o i s  a  l o c a l l y  i n t e g r a b l e  f u n c t i o n

♦
on  Q , t h e n  f o r  e v e r y  s , s ' , o < s  < s '  < Ifil ,

® -  r ^ ’ -
f (0 ) ) ( -p i ’ (s  ) )de  < f ( o )  do .

u . ( s *  ) • ' s

( 1 . 1 5 )

T h i s  i n e q u a l i t y  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  a c l a s s i c a l  a r g u m e n t  i f

f  e € ( n  ) a n d  i t  i s  p r o v e d  b y  a p p r o x i m a t i o n  f o r  a  m o r e  g e n e r a l  

f ( s e e  [22 1 ) . □

V( X) d
" n 1

u t
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We n o w  c o m p l e t e  t h i s  s e c t i o n  b y  r e c a l l i n g  t w o  c l a s s i c a l  

r e s u l t s  u s e d  i n  t h i s  a r t i c l e ,  t h e  i s o p e r i m e t r i c  i n e q u a l i t y  o f  

De  G i o r g i  [ 8 ]  a n d  t h e  ( u s u a l )  F l e m i n g - R i s h e l  f o r m u l a  [ 9 ] .

THEOREM 1 . 2  ( De  G i o r g i  [ 8 ] )

N
L e t  E htj  a m o a s n r  <ib I e  s u b s e t  ul  (R , a n d  l e t  P ( E )

iR
N

d e n o t e  t h e  p e r i m e t e r  o t  E i n  IR . T h e n ,  e i t h e r

1 / N
P 1E|  ( 1 . 1 6 )

IR

or

^ N  1 - 1 / N 
P j^(E) > Naj^ | R \ E |  ^  ( 1 . 1 7 )

IR

THEOREM 1 . 3  ( F l e m i n g - R i s h e l  [ 9 ] )

F o /  a n y  f  i n  W ^ ' ^ ( i 7 )  ., we h a v e

oo

I V f I d x  =
n —CO

P ^ ( f > t )  d t  ( 1 . 1 8 )

w h e r e   ̂ p e r i m e t e r  o f  { f  > t )  i n  ii a n d  fi i s

a n  o p e n  s e t  o f  iR^ .

E) No
N-

/ N1--1

f t) 1 s t he

N
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2 .  HYPOTHESES. THE MAIN RESULTS (UNILATERAL CONVEX)

We f i r s t  d e s c r i b e  t h e  p r e c i s e  a s s u m p t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  

p r o b l e m  (i^) m e n t i o n e d  i n  t h e  I n t r o d u c t i o n .

N
We a r e  g i v e n  a n  o p e n  b o u n d e d  s e t  fi o f  (R , a n d  we make o n  

T , F , A ,  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  ( H . l )  t o  ( H . 4 ) :

N
( H. 2 )  T h e  map F i s  a  C a r a t h e o d o r y  f u n c t i o n  f r o m  fi x (R x IR 

i n t o  (R i . e .

N
F o r  a l l  ( / 7, C)  f i x e d  i n  (R x IR , x  -* F(x,rf,i) i s  

m e a s u r a b l e

F o r  a . e .  x f i x e d  i n  fi , (n>t) -* F ( x , / 7 , C)  i s  c o n t i n u o u s  

F u r t h e r m o r e ,  we a s s u m e  t h a t  F s a t i s f i e s  t h e  t wo  f o l l o w i n g  

c o n d i  t  i o n s ;

N
i )  F o r  a . e .  x e f i  , Vq e tR , V C e l R

/? F ( X , /7 , C ) > 0

i i )  T h e r e  e x i s t s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  f f r o m  IR̂  i

(R  ̂ a n d  a  p o s i t i v e  f u n c t i o n  f ^  o f  L^ ( f i )  , s u c h  t h a t

N
F o r  a . e .  x e  f i  , W q  e  (R , v t  £  IR 

| F ( x , 7 , C  ) 1 < f ( | /7|  ) ( f  (X) + le 1^)

Th e  o p e r a t o r  A c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :

n t o

(H 1 ) T 1X1
1 r

fi) r
N

p-1
r P

p-1



VI. 2 o

1 6

N

A u  =  "  ^  3 -—  a . ( x , u ( x ) ,  v u ( x ) )  f o r  u  e  W ^ ' P ( f i )  n  L ^ ( f i ) ,  

i í l

w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  s a t i s f y :

N
( H . 3 )  E a c h  a ^ : f i x l R x l R  - * I R i s  a  C a r a t h e o d o r y  f u n c t i o n  

s a t i s f y i n g  t h e  f o l l o w i n g  g r o w t h  p r o p e r t y :

T h e r e  e x i s t s  a n  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  a  : (R^ -* IR^ a n d  a n

P '
e l e m e n t  a  > 0  i n  ( n )  s u c h  t h a t :

o  ■
N

F o r  a . e .  x  € fi , V/7 £ IR , V f  t  IR

| a ^ ( x , / 7 , e ) |  < a ( | / 7 | )  +  a ^ i x ) ]

( H . 4 )  ( C o e r c i v e n e s s )  T h e r e  e x i s t s  t w o  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s

> o a n d  > o  d e f i n e d  o n  IR^ a n d  a  p o s i t i v e

r* /  p '
f u n c t i o n  k  o f  L (n) s u c h  t h a t :

N
F o r  a . e .  x e .  a , Wq í ^ e l R

N

a . 
1

i  =  l

w i t h  t » „ ( t ) P  ( t ) + c  , v t  > o  . H e r e ,  c  i s  a
2 ” O " O

p o s i t i v e  c o n s t a n t  a n d  ( t ) = 

s a t  i s f  i e s :

( i ^ j ( 0  ) P ’ d r  ,
o

1 i m  ( t ) = 
t  -♦  <»

( H . 5 )  ( M o n o t o n i c i t y )

1 )

N N
F o r  a . e .  x e í 2 , V A 7 e í R , v ( c , C * ) € , í R  x í R  , i  ̂ i'

L

I p - 1

X 1 . Ç çA. \n c
p

n k ( X
1/ P ‘

U

/ P

, t
p

co

o
r P / p d r
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N
^  [ a ^ ( x , / 7, C )  -  a ^ ( x , / 7, C ’ ) ]  C i ^  -  ] >  o  .

i  =  l

B e f o r e  s t a t i n g  o u r  m a i n  r e s u l t s ,  w e  p r e s e n t  a  f e w  t y p i c a l  

e x a m p l e s  o f  o p e r a t o r s  s a t i s f y i n g  t h e  c l a s s i c a l  a s s u m p t i o n s  a b o v e

1s t  E X A M P L E  : T H E  L I N E A R  C A S E  

W e  s e t

L u  =  -
N

i  =  l
3x .

a
a  . . ( x )  i j  < ) x ,

N

I 
i  =  l

d x . 
1

( b ^ ( x ) u )

a^j e L («) ,

N

ij = l

Na ^ ^ . ( x )  C j  > a  I C I ( a > o )  V C  e, IR

a

b ^  £  , r  >  N  , F  =  F ( x , u , v u )  =  c ( x ) u  , c  e  L ^ ( n )  , c ( x )  > o

a . e .  a n d  T e ( f i )  , r >  N  .

W e  n o t e  t h a t  a ^ ( x , 7 , C )  =
N

i

a

N N
( 2 . 1 )

i  =  l i  =  l

B y  C a u c h y - S c h w a r z  i n e q u a l i t y :

ua

2
i

e X e il

L
r

ß

W -1
r

j 1
ij

X'
j

b
‘i

[K n K c i
> a Ç

2
n t

i i
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N N 1/2

b.t • I < i i *  - ( ^  » * < * ) ]  | ( |

i=l i=l

N

Let us set b(x) = ^ b^(x)^ , then from (2.1), we deduce

i  = l

N 1 / 2

a ^ x , ^  , $ )  e > « | c | 2 -  | *7 1 b  ■( x ) | e |

i  = l

An  I
Here, v 1 { \ q \ )  = a , u ( \ q \ )  = î2 (t)dt = ct {77 | and

J o

^ 2 ( k l )  = « M  ,

One can check that there exists cq 7  o such that 2 ( 1̂ 1 )  ̂

u ( \n \ ) + C0 and we have:

N

[ai(x,/7,i) - aA (x,/7,e*)] [ C ± - £ ̂ ] > a|£ - e * | 2 > o

i  = l

for any (£ , £ ' ) e IR̂  x (R̂  , £ * £ ' 

2nd EXAMPLE

p _2
Au = - div (a(x,u) |vu|^ vu) , where

a(x,^) = 1________ , aQ e L (ft) , aQ > o . One can check

1 + a (x)\ q |P_1

'X .)b¡to.
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t h a t  :

a (K,n,î) =  -------------------i—  
1 +  a ^ ( x ) | r 7 | P

a n d

N

^  a ( x , 7 , { )  E > ----------------  ̂ p -1  I S l ' ’ .

N

\  ( a ^ ( x , / 7 , e )  -  a ^ ( x , / 7 , Ç - ) )  ( C^ -  ç-  ) = ---------------- 1------------

i = l
1 + a  ( X )  1̂ 7 I

N

i  =  l

| ç | P " ' '  t j  -  I f  q  ]  ( i ,  - T . )  > 0

We  n o t i c e  t h a t  i n  t h i s  e x a m p l e ,  w e  h a v e  l i m  ( 17) = 0  a n d
q-*+<x>

v.{\n\) ~ ---------------------- i f  a  o  a n d  v> (q) =  1
/7-+00  l l a ^ l l ^  j /7 r

o t h e r w i s e .  T h i s  i n s u r e s  t h a t  t h e  f u n c t i o n

i^(\n\) =  ^’ j ^ ( t ) P  d t  s a t i s f i e s  l i m  u{q)  =  +  <» .
o  q-*+<»

F o r  t h e  f u n c t i o n  F  , t h e r e  a r e  m a n y  p o s s i b l e  c h o i c e s .  F o r

i n s t a n c e ,  F ( x , / 7 , e )  =  ( e ^  -  1 )  j c l ^  +  a ( x )  s i g n  (rj) | e  -  1 |

a  e  (Cl) o r  F(K,rj,t) =  q [ t | ^ .  F i n a l l y ,  T e  w “ ^ ' ^ ( n )  r  >

N + p

N / p - 1  r  > p / - l  , f o r  e x a m p l e  T e, ^ ( n )  .

i
IP-^

- 1

i  =  l
1

n
1

1

ao oo\n
p - 1

ac ool

-2I p -

;
1

i f 1

\n / p

- i

l P
-1
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3 r d  EXAMPLE

N

Au = -  d i v ( a ( x , u )  I v u | P  ^ v u )  -  S  ( b ^ ( x )  | u ( ^ )

i  = l  ^

H e r e  a(x.,n) = e ^ ^ l  , a ^ i x )  > /3 > o , €. L ( n ) ,

£ L*” (fi) a n d  a  > o .

We c a n  c h e c k  t h a t  a

N

i  = l

a ^ ( x , / 7 , C)  > P e l ^ l  | i | ^  “ k ( x ) ^ / P  j c j  w h e r e

N

k ( x )  = ( X )
P'  / 2

a

i  = l

N

( a ^ ( x , / 7 , C )  -  a ^ ( x , i 7 , c ) )  =

i  = l

a ( x ,/7 )

N

y o  □

F o r  t h e  s e t  o f  c o n s t r a i n t  K , we c o n s i d e r  i n  S e c t i o n s  2 t o

3, t h e  c o n v e x  s e t :

(H.6) K ( T )  = <Jv £ W^^P(n) , V > ¥> a.e. in n.

X .
1

x;a
o

b .1

a
o

t  ) a X • n U l
p -2

b .
1

X \n r

\n

n ß e
n

n I \n

•1

i  = l

K
p - 2

C '
i P -2

3;
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We assume that f  e  L ( i l )  and K(V*) *  0 . Other convex sets 

will be considered in Section 4 .

In the sequel, we will use the following quantities:

For any real a > o , we define:

^a + t
, t > o , ( 2 . 2 )

a
c
a 1

(2.3)

t(N,p) = 

N

(p-1)r 
( p - 1 )r - 1

+ i y t ( N , p )  > o since

a

tTNTpT (2.4)

(2.5)

A (2 .6 )

Na
N

(2.7)

N
a„ is the measure of the unit ball of IR 

N

The first main results that we obtain are the following:

a
t

a
{ r

P 'P dr

c
o

-f-

o
r P P

dr

1
1

N

r >
1P-

7

A
a

t N P
1

1

P 1 r

a
L

I k
1 P
r P

Q

4- T P 'P

W
r

Q

A
2

7 k
1 P
r

L P1
exp

A
2

2
a

with 2 2 ? 'P -1
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THEOREM 2 . 1 :

Assume  ( H . l )  to ( H . 6 )  and let u be a solution of  (9*) in

W^ ' P ( n )  n L*” ( n )  . Then,  u  satisfies the folloving estimate
o

- 1
I l u

where  a* = » *^a^ inverse function of v , mapping

(R into  IR . The constant  A , ,  A , A are given by  ( 2 . 5 )  to
3  1  ii

( 2 . 7 ) .

THEOREM 2 . 2

Assume  ( H . l )  to ( H . 6 ) .  Then there exists at least one 

solution  u  of the problem  (9*) in W"'^¿P(n) n L~(n)

Moreover , if TP t   ̂  ̂ *' (^ ) . . then the solution  u  js

Holder continuous inside (I

3 .  A GENERAL THEOREM FOR L -  ESTIMATE

3 . 1  A Preliminary Result

I t  i s  c o n v e n i e n t  f o r  o u r  p u r p o s e  t o  p r e s e n t  a  m o r e  g e n e r a l  

t h e o r e m  f r o m  w h i c h  we w i l l  d e r i v e  T h e o r e m  2 . 1 .

oo r\ oo a a s
= M

y» Il
C

t h ei s

1 0 c
( p -
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2 3

N

I n  t h e  s e q u e l ,  we w i l l  w r i t e  T = -  ^

i  = l

d x . 
1

w i t h

£ L ( f i ) ,  r  > N / p - 1  , r  > p / p - 1  a n d

N

II T i l > l l g .  II
— 1 r /  1 r

W L ( n )
( 3 . 1 )

T h e r e  e x i s t  f u n c t i o n s  g^ s a t i s f y i n g  t h e s e  c o n d i t i o n s .

THEOREM 3 . 1

A s s u m e  ( 3 . 1 ) ,  ( H . 3 )  ( H . -J) , l e t  u b e  d g i v e n  t y J e m e n t  i n

W^ ’ P ( n )  , a n d  l o t  a"  t  IR̂  s u i h  t h u t  u - ( | u |  - h a l o n g s

t o  W ^ ^ P ( n )  We s u p p o s e  t h o f  u s a t i s f i e s  t h e  f o l l o v i n g

p r o p e r t y :

I f  | u  > o |   ̂ o t h e n  f o r  a n y  e £ ] o  , e s s  s u p  u[

fi

OO
a n d  h £ ] o ,  e s s  s u p  u -  0 [  , o n e  h a s :

n

â 3 r:
d x  <

u , , 2 ,
TTT- d x  ( )

I 0 < u < e + h

i a x .  

e <u< e +h ^

( 3 . 2 )

T h e n  u  £ L (fi) . M o r e o v e r ,  u s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  e s t i m a t e

null  < a" + i ^^i ( A . A A ) = M ( a " )  ( 3 . 4 )
<» a  a  1 2

9 i
a

[fi
i = i

Hid

a"]

(A

X , u , v u
du

g
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2 4

w h e r e  t h e  g i v e n  b y  ( 2 . 5 )  t o  ( 2 . 7 ) .

R e m a r k  3 . 1

i )  I f  | u  > o |  =  o  , t h e n  | u |  < a "  a . e .  i n  fi a n d  t h e  

c o n c l u s i o n  o f  t h e  t h e o r e m  i s  t r u e .

i i )  We  w i l l  p r o v e  l a t e r  t h a t  a n y  s o l u t i o n  o f  {'/') 

s a t i s f i e s  t h e  p r o p e r t y  ( A ^ )  a n d  T h e o r e m  2 . 1  f o l l o w s  i n  t h i s

m a n n e r  f r o m  T h e o r e m  3 . 1 . D

B e f o r e  p r o v i n g  T h e o r e m  3 . 1 ,  w e  i n t r o d u c e  s o m e  n o t a t i o n s .

N

F o r w e  n o t e

i  =  l

f ^  21P‘ /2
g  =  > g ^  , a n d  g ^ -  i s  i t s  r e l a t i v e  r e a r r a n g e m e n t  w i t h

i  =  l

r e s p e c t  t o  u  =  [ [ u ]  -  a " ] ^ .  • S i m i l a r l y  k ^ -  i s  t h e  r e l a t i v e  

r e a r r a n g e m e n t  o f  k  w i t h  r e s p e c t  t o  u  .

* *
F o r  a n y  ( t , s ) e  fi x  fi , w e  d e f i n e :

K ( t , s ) = e x p

1 - 1
^  N , , . 1 / p
o k ^ -  (o ) '
 ̂ * u  '

d o ( 3 . 5 )

b(s) = sN
-1

c  , . k ^ - ( s ) ^ ^ P  + a *u
i / P i

g*r;{s)•u (3.6)

s

s i r e

9 i L^( fi) s u c h t h a t T = -
X . 
1

1

2
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2 5

a n d  w e  r e c a l l  t h a t  a

2 ( p * / p - 1 ) ^ . a '

n r

We  n o t e  t h a t  K £ L ( fi x fi ) a n d  b  e L ^ ( f i )  . I n  f a c t ,  b y  

( 1 . 8 ) ,  k ^ -  > o  a n d  g , -  > o  ( s i n c e  k  > o  , a n d  g  > o )  . B y  

H o l d e r  i n e q u a l i t y

o  < b ( o )  d o  < 7 " ‘̂ a "  ^ * u

fi

w h e r e ,

1 ( p - 1 ) r  
( p - 1 ) r - l d o  1 ^ ( p -  1 ) r

fi

1« .  
t ( N , p )

t ( N . p )
1 -

( p - 1 ) r

W i t h  ( 1 . 6 ) ,  w e  d e d u c e

1/P 1/P
< c  . i iki i  + i i g n

(f i  ) ( f i )  L‘

( 3 . 8 )

1/P 1/P

" ^ a "  ‘" * u  9 * u  V ( p - l ) r , „ * ,   ̂ ' ' a "  " ,  r / p -  , „ ,  ’ " ^ % r / p *

S i n c e

II a

N

i = l

D ’

II g  . II

^ L ^ ( f i )

= II TilP ‘

W ~ ^ ' ^ ( f i )
(3.9)

*y O

r ; P* P d ;
O

C
O2 Î Î5

1 / p
g

/ p
♦u

L P- •1 ) r n
(3 7)

1
[N

1

1

Lr P ’ (fi
<
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w e  o b t a i n  f r o m  ( 3 . 6 )  t o  ( 3 . 9 )

l lb i l   ̂ < 1 

L^(n )
c  „ Mkll , + l l T I | P '

L/P*(n)
= A ^ „  ( 3 . 1 0 )

B y  t h e  s a m e  a r g u m e n t  :

"KII  ^  * * < e x p  
L ( f t  X ft )

1 1 )

T h e  f o l l o w i n g  l e m m a  i s  c r u c i a l  f o r  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  3 . 1  

L e m m a  3 . 1

Assume (3.1), (H.3) and (H.4) and let u  be as in Theorem

3.1. We set IP ( s ) =  v , , ( u  ( s ) )  s  € ft , where  u *  i s  the
3L

decreasing rearrangement of u  . Then,  y  satisfies the 

differential inequality of Gronwa11 type

- 3—  < A .  S
d s  - 2

1
N

-  1
k ^ - ( s ) ^ ' ^ P  ( s  ) +  x^h(s),  a . e .  i n  ft

( 3 . 1 2 )

and for oil s e ft

^*(s) <
l«l

K(s,o) b(o) do (3. 13)^2
S

p P

w n )-

2
Il k

1 D

^ P
(ß

(3S

1
a '
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Proof of Lemifta 3.1.

Let u be a solution of the inequality (3.2). By (H.4)

a^(x,u,ru) dx >

e <u< e +h

( |u| ) |vu|^dx - 

0 <u< e+h

1/p*
1̂ 2 ( I u|  ) k ( x )  | v u | d x

9 <u< 9 +h

B y  s e t t i n g

(3. 14)

M i n  u  ̂ (/7 ) 1 1 ^ d x  <

0<u<0+h

u ^ ( | u | )  | v u | P d x  ^2 . 1 5 )

9 <U< 9 +h

and

1̂ 2̂  h i  
9 <U< 9 +h

1 / P '
k(x) jvuldx < Max .̂̂ ('7)

6i</7<e^+h ©<u<e+h

1 / P ‘
k(X) I V uIdx

(3.16)

By the Holder inequality, we obtain:

1 / P ’ (
k ( X ) I I  dx <

9 <u< 0+h

1 / P ‘

k (X ) dx 

9 < U < 9 +h

IvuI ^dx
1/p*

9 <U< 9 +h

( 3 . 1 7 )

e w e s e t h a t

u

■,n<
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N

dx <
i = 1 0 <u< 0 +h

g(x) dx 

9 <u< e +h

l/p‘
v u | P d x

1/p (3.18)

0 <u< 0 +h

From (3.2), (3.14) to (3.18), we deduce

Min v u l ^ d x

01</7<01+h 0 <u<0 +h

Max I '  ^ [ q ) k (X )dx
1/p*

0 <u< 0 +h

f f f  P I
g(x)dx |vu| dx

1 / p
(3. 19)

0 <u< 0 +h 0 <u< 0 +h

After simplification, we obtain

Min V ^ ( q )

01<7<0j+h 0 <u<0 +h

r D rr  i
|vu|^dx < k(x)dx

0 <u< 0 +h

r
g (X )dx

1/p’ 

e, -.-V-

(3.20)

9 <U<0 +h

Let us observe that

We multiply (3.20) by

vu| = |vu| on (0 < u < 0 + h)

1/p'

(3.21 )

, and when h tends to zero.

we obtain (using (3.21)) that for a.e. 0

1
h

u

« i

1 n S
h

n

p ‘1/

P ’1/
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u (0 + a") d f 
He J

U > 0

î2(e + a")

v u l P d x ! 1 ^ '

1/p
He J  k <x >d x ]

u > e
d
He J g ( x ) d x j i /p *

u > e

( 3 . 2 2 )

By the assumption on u , u e W ^ P (fi) and u > o , we can 

apply Theorem 1.1.:

d
He

k ( x ) d x  = A»' (e ) k*-<A»(e ) )
u > e

d
He g(x)dx = -

( 3 . 2 3 )

(3.24)

u > e

where p (9) = ju > ej . Then we infer from (3.22) to 

(3.24) ,

v  ( e +  a " )
d
He v u I P d x 1/P'

u > e

v 2 (9 + a") ) )1/P1

g * - ^ ^ ) ) 1 / p ' ] ( - p* ( » ) ) 1 / p ‘

P 1 1We raise relation (3.25) at power = pry and observe

that :

- if p > 2 , then < 1 and (a + b)P < aP + bP ,

Va , b > o

if 1 < p < 2 , the convexity of the function t -* tp 

implies (a ♦ b)P'/p < 2P' ̂  i a p ' / p + h?'7?)

<

+

(e g* u ih e :

<

(ewG*k

P'
P

/p

' F

/ P
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-  i n  b o t h  c a s e s  , ( a  + b ) ^  < 2 ( a ^  + b ^  , v a  ,

b  > o ,  2* = 2  ̂+ .

T h u s

( e + a "  ) P '
d

n r
j v u | ^ d x

v ^ ( e + a " ) P ‘ /P k^-(A^(e )

1 / P
^ [u (9 n  ^ (-U' le))+ ) )

u>e 

u

( -/^ • ( O  )

1 /

( 3 . 2 6 )

By t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y ,  we h a v e :

1
Ti

I v u I d x  <
1
h

e < u < e + h

d x

e < u < e + h

1 / P '
v u I P d x

1 / P
( 3 . 2 7 )

0 <u< e +h

a n d  w h e n  h  > o t e n d s  t o  z e r o ,  we f i n d :

d
I v u  I d x  < { -fj ' { & ) )1 / P ’

u>e

d

u>e

I v u I P d x
1 / P

( 3 . 2 8 )

Due t o  t h e  F l e m i n g - R i s h e l  f o r m u l a  a n d  t h e  De G i o r g i  i s o p e r i m e t r i c  

i n e q u a l i t y  ( s e e  T h e o r e m s  1 . 1  a n d  1 . 2 ) ,  we c a n  w r i t e :

d

He v u j d x  > N [A^(e ) ]^ ( 3 . 2 9 )

u >0

~ o  ̂ .
As u  £ C (12 ) . we h a v e  9 = u  ( M ( e ) )  a n d  f r o m  ( 3 . 2 6 ) ,  ( 3 . 2 8 )r
a n d  ( 3 . 2 9 ) ,  we d e d u c e  t h a t  f o r  a . e .  9 £ ] o , e s s  s u p  u  [

n

*
2

'1
h

' p

P ' - 1 )/ p -

/ p / p

' p

p1 /

g .
1 ,

''p

'N1 /

‘n

/ N1 /

d ai
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1 < A
U I N 1

v 2 ( u m ( f j ( 9  ) ) +  a")p '/p k*-(/i(« ) ) 1/P +

‘u -p

Since the functions  ̂ > o and are continuous

(see H . 4 ) and the functions anc* are L̂nt:e9ra >̂̂ e (see

(1.6)), we deduce that the mapping:

1

a e ft
V ,  (Vi, (o )+a" )

^ 2 (u*(o*+a" )P /P k *¿(o)1/P + g *ü ( o ) 1 / P

is locally integrable.

We apply Inequation (1.15) to obtain that for 

o < s < s - i - f c  < I ft I :

u * ( s ) - u * ( s + e  ) < a 2
S+t

Ñ '  1

s

(ut (o ) + a n )P P k #- (o) + g*“ (o) d o

*
When t tends to zero, we obtain for a.e. s in ft

e_J

(u, {p (0 + a '

g (/> s 1, P (0

" l
Pk i L 'P

u

1
g*

i
Nf JO

e€.

u i
/ pp■a'o(U

' p]l 1 -'
/ p1
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sr, -  1

• / du ,  
( u ,  ( s ) + a -  ) P  P

1^0 ( u *  ( s ) + a "  ) ( 3 . 3 0 )

B y  ( H . 4 ) ,  t h e  f u n c t i o n  s a t i s f i e s :

( u .  ( s ) + a "  ) P ’ <
- u ^ ( s ) + a "

u ,  ( 7- ) P'  "^Pdr

( 3 . 3 1 )

w i  t h

a
c  „ = c  + 

a "  o
! ^ ^ { t ) P ' ' P d t  ,

l ^ ^ „ ( t )  = 
<3

u ̂ ( r  + a "  ) P ‘ ' ' ^ P d r

I f  w e  s e t  ■ # ' ( s )  = u , , ( u ^ ( s ) )  , w e  h a v e  'i' t  w J ' P  (ii ) s i n c e
a  i  o c

Ü .  £ w J ^ P  ( f i * )  a n d

d s
i> = - J ( u .  ( s  ) + a "  ).. X P* / p

d s
a . e .  i n  fi ( 3 . 3 2 )

F r o m  ( 3 . 3 0 ) ,  ( 3 . 3 1 )  a n d  ( 3 . 3 2 ) ,  w e  f i n d :

1

( 3 . 3 3 )

ds

P ‘ P k
u

P g
1 p

u
s;

2

2

*̂ 2
o

c o ^a
u

a
( u (s

o
.a

a

4-t

1
r P* p d r

t

d du

H

ars

1
Ns

1X
k u s i ' ' p

c
a

k -  ( 
u s)

1 ^p g
1 p
u s

N 1
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S e t

K ( t , s ) = e x p
N , , 1 / P -

k ^ - ( s )  ^do
* * 

f o r  ( t , s ) t  fi X n

a n d

b ( s ) = s

1

c
a

We t h e n  o b t a i n  r e l a t i o n  ( 3 . 1 2 )  o f  Lemma 3 . 1  a n d  t h e  r e l a t i o n

( 3 . 3 3 )  i s  e q u i v a l e n t  t o :

d s
[ K ( o , s )  Ÿ' ( s)  ] < À2 K ( o , s )  b ( s ) ( 3 . 3 4 )

By a n  i n t e g r a t i o n  o f  r e l a t i o n  ( 3 . 3 4 ) ,  we g e t  t h a t  f o r  a l l  s  e fi

( s )  ) = Ÿ{s) < A 2
J f i

K ( s , o )  b ( o ) d o  ( 3 . 3 5 )

(We n o t e  t h a t  K ( o , * )  e  ̂ ^  ( | j ) = o s i n c e

o = e s s  i n f  u  = u ^ ( j f i | ) )  .

Th e  f u n c t i o n  „ i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  f r o m  IR o n t o  IR3. “I "•

a n d  we d e d u c e  f r o m  ( 3 . 3 5 ) :

u * ( s )  <
fi

K( s , a  ) b (o ) do f o r  a l l  s  £ fi

1

t

N 1
k

u s
1 p

g ü<

1/ p '

d

a
s

w'î nn
P a n d

2
s

f
a

1
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(3 .3 6 )

Proof of Theorem 3.1

From Remark 1 .1 , relations (3 .1 0 ) and (3 .1 1 ), we deduce

that:

l«l
K(s,o) b(o) do < iiKli  ̂  ̂ iibii  ̂ < A , A

s L {n xa ) L {tt }

(3 .3 7 )

and then (3 .3 6 ) and (3 .3 7 ) imply

u*(s) < (A^„ A^ A^) (î îl is also increasing)

Since u = [|^| “ i ~ deduce that:

u^ > [juj - a"]^ = |uj^ - a" for all s€, fi (3 .3 8 )

_ *
Then, with (3 .3 7 ) and (3 .3 8 ), we see that for all s e fi

|u|^(s) < a" + (A^„ A ̂  A^)

In particular, Hull = |u|*(o) < a" + u (A „ A A ) = M(a")
^  3  a  ü ^

3.2 Proof of the L^^'-estimate

The next step is now to show that any solution u of (7*) 

satisfies the property (A ) . This will prove Theorem 2 .1 .

a "

-1

a l u a ' w e

a ’

- 1
a"

- 1
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Any solution of {7-) satisfies inequality  ( 3 . 2 ) .

T h e  p r o o f  o f  t h i s  l e m m a  n e c e s s i t a t e s  s o m e  p r e l i m i n a r y  l e m m a s  

t h a t  w e  n o w  p r o v e .

L e t  0 > o  a n d  h  > o  b e  t w o  f i x e d  r e a l  n u m b e r s ;  w e

Lemma 3 . 2

a s s o c i a t e  t o  t h e m  t w o  L i p s c h i t z  r e a l  f u n c t i o n s Ó , h

S . (7-) = sign r if I r I > e + h , = o if 1 r I < e , and is linear 
9 / n

c o n t i n u o u s  f o r  O < | r |  < 6 + h  .

We  c o n s i d e r  a l s o  a  s e q u e n c e  'f
n

of V’ («) functions such
o

t h a t  IP t e n d s  t o  T 
n

a . e .  i n  n a s  n , a n d

e ■ c

H ( r ) = 9  if r > 0 , = r i f o < r < f l , = o  otherwise

\ ju

- e - t t &

L

't>v
n

» . s
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ily> il < l i mi  , V n  ( 3n oo - oo

Le mma  3 . 3

L e t  9 > o  , h  > o  b e  t wo  f e a  1 n u m b e r s , a n d  s e t  

9 = e + l i mi  F o r  a n y  u t  W1 , p ( f i )  , w*■? d e f i n e
1 oo O

= V u  ‘  V  S .  h < u > ' T h * " -

a n d

u £ W 1 , p ( n ) n L a>( ß )  ( 3
n o

ó U

n = H ( u  -  *> ) s i  . ( u )  a . e

( 3

X . fl n e , h  e x .i l i

y\
n e OuII-:--Il < - ll-r-- Il

d X .  r p . . - h ^ x . r p . „ .
i  L ( ß ) i  L M ß  )

P r o o f

We n o t e  t h a t  S .  , ( u  ) t  W1 , p ( ß )  n  L ° ° ( f l )  a n d  HA ( u  -  Y
e j , h  o  ' 0 '  n

€ W * , p ( ß )  n  L° ° ( ß )  , t h u s  u  t  v ^ , p ( ß )  n  L °° ( f l )  a n d
o  n oA

d u

-  = S„ . ( u )  H M u - tp ) (u-TP ) + H ( u  -  y» ) S* . ( u ) t ^ -  a
o x .  f l , , h '  e '  n ( i x .  n e '  n '  e . , h  o x .i l  i l i

(3

L e t  u s  s h o w  t h a t  S .  , ( u )  H' ( u - » > ) ( u-Y* ) = o  a . e .  i nflj.h 9 n d x ^  n

. 39)

. 4 0 )

. 4 1  )

)

. e .

• 4 2 )

ß .

A
Un

<3 U

n (ix
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I n  f a c t ,  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  H0 , o n e  c a n  c h e c k  t h a t

H 1 ( u  0 V

o  o n  { u - j0 < o }  u ( u - p  > 0 }  
n - n~

(u-y* ) e l s e w h e r e  
' n

I f  o  < u  -  V < fl t h e n  u   ̂ 6 + ¥>n S i n c e  ll¥> II < limi n  <» -

w e  d e d u c e  t h a t

_ e = -  Q - i iyn < — IIY» II < T < u  < 9 + IIP II < 9 .
1 °o - n  oo ~ n  ~ - n  <» ~ 1

T h u s  | u |  < e i  , a n d  t h e n  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  SQ S 0 ^

= o  . T h i s  p r o v e s  t h a t  S fl h ( u ) H0 ^u-1Pn^ l l T “ = °  a - e - o n
1 ' i

( o  < u  -  r < 9 } .v _ n  -

S i n c e  I S ’ . I < r- a n d  I H„ I < 9 , we  d e d u c e  f r o m  t h e
1 0 , h  1 ■  h  i 0 i -

3  U

r e l a t i o n  ^  = s ;  <u> He ( u  -  r ) ^  t h a t
1 1 1/N

ò U „
■ “ ■ < ?- | ± H _ | a . e .

a x .  1 ■  h  1 a x . 
a a

C o r o l l a r y  o f  Lemma 3 . 3

For any u e  W * ' P ( f i )  , we set  u  = H {n-'f) S v . ( u ) •o  0 v  ̂ f n

Then,  ^u e W1 ' P ( n )  n L°° ( jfL)  and

au
¿ H 0 ( u-v> ) | -^— i f  0 ., < I u  I < e „ +h  
h 0 '  a x .  l  1 ! l

o  oth e rw is e

OO '

( u )

( 3 . 4 3 )

Y>
n

a
x . 

i
a

( u * Y>
n

a
x .

i

h

x .
i

H* :u- r  ) s
I

]
, h ( u:

au
èy

t
1 1
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P r o o f

A ^  .
A s  n  -» <», u  t e n d s  t o  u  a . e .  i n  fi ( b e c a u s e  V” -* y*

n ' n

I
n

/s I p
a . e .  i n  i? ) a n d  u  r e m a i n s  i n  a  b o u n d e d  s e t  o f  W ( b y

( 3 . 4 1 ) ) .  We d e d u c e  t h a t  t h e  s e q u e n c e  u ^  t e n d s  t o  u  w e a k l y  i n

w ‘ ; P ( n )  : i  4 w l ; P ( n )  . M o r e o v e r ,  5 ^

t e n d s  t o  H ( u-V* ) S ’ t"—  a - ®-  i n  n . T h i s  i m p l i e s  t h a t
^ a  ̂ , n o X ^

i h  = H , ( u - n  s ^ ^ ^ ^ ( u )  .

L e m m a  3 . 4

V .  _

For any  u  e K(r). we set. u  = u  -  u ,  u  = H ( u - y * )  S k ( ^ ) -
& & ̂  , n

V

Thf-n , u  e K(Y> )

P r o o f

V

o

V ^

We i n f e r  f r o m  t h e  C o r o l l a r y  o f  L e m m a  3 . 3  t h a t  u  €. W ' ^ ( 1 2 )

V

a n d  w e  o u g h t  t o  p r o v e  t h a t  u  > Y* .

I f  o < \x - T < 9 , t h e n  u  < + 0 = 0  a n d
-  00 1

u  > ^ 1 * H e n c e  | u (  -  ̂\ h ^ ^ ^  ~  ^  t h e n

V

u  = u  > .

I f  u  -  > 0 , w e  n o t e  t h a t  e > H ^ ( u - Y » )  , ( u )  , t h e n
9 6 ^ , n

V
u >  y> + 9  > y  + H g ( u - y > )  S g  ^ ( u )  =  y> + u  ; t h u s  u  > y> .

L e m m a  3 . 5

N
For a e. x e  n  , Wq € . ( R , V ? t ( R  , V r e l R

u
n

( u
n

Is U )
h

i

u

lU

\r
1 '

ll¥>

1 '



VI.43

39

H g ( r )  Sg F ( x , / 7 , Ç)  > o ( 3 . 4 4 )

P r o o f

“ °  • r e l a t i o n  ( 3 . 4 4 )  i s  t h u s  t r u e  f o r

1 ̂

q = o. I f  q * o , Vie h a v e  - S y.,(q) > o .
n 9 ̂  r n

Sg ^{q ) F(K,q ,i ) = n ) q F ( x , q , Ç ) ( 3 . 4 5 )

q ¥{x,q,K)  > o (By a s s u m p t i o n  ( H . 2 ) )  ( 3 . 4 6 )

Hq ( r ) > o f o r  a n y  r ( 3 . 4 7 )

F rom  ( 3 . 4 5 )  t o  ( 3 . 4 7 )  , we o b t a i n  ( 3 . 4 8 )  . D

P r o o f  o f  Lemma 3 . 2

L e t  u  b e  a  s o l u t i o n  o f  [T) , t h e n  b y  Lemma 3 . 4 ,  t h e

f u n c t i o n  u  -  H ^ ( u  -  y") S.  w( u )  ^ K(V’ ) n L**’(i2) i s  a  s u i t a b l e
9 0  ̂ , n

t e s t  f u n c t i o n  v  a n d  we d e d u c e  t h a t  :

<Au , u> + ( F ( u , v u ) ,  u )  < <T , u> ( 3 . 4 8 )

u  = H ^ ( u  -  y )  S- • W i t h  lemma 3 . 5 ,  we s e e  t h a t

1 '

h
1

s ,
o; The

1
h ‘11

u )
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( F ( u , v u ) ,  u )  = u  F ( x , u , v u )  d x  > o
a

( 3 . 4 9 )

B y  t h e  C o r o l l a r y  o f  L e m m a  3 . 3  , w e  o b t a i n  t h e n

< A u ,  u > a  ( x , u , v u )  
a  ̂ '^^i

d x

1
h

e ^ < | u

a ^ ( x , u , v u )  H g ( u

<0 ^+h

^  d x  
o x .

a n d

( 3 . 5 0 )

< T , u >  =
Í2

1
h

0 ^ < l u

d x  ( 3 . 5 1 )

We  o b s e r v e  t h a t  i f  e +  ~  ® i  ^  1 ^ 1  t h e n  0 < | u |  -  jv*! <

j u  -  Y»| = u - r a n d  t h u s  H g ( u  -  iP) = 9  a n d  j u j  -  =  [ j u j  -

iiy>ii ] ,  . I f  w e  s e t  u  =  [ u l  -  i i yi i  ] ,  , t h e n  u  e. W ^ ' ^ ( n )  a n d  00- ' + ' ■ I  oo' ‘ + o

f r o m  ( 3 . 5 0 )  a n d  ( 3 . 5 1 ) ,  w e  f i n d  t h a t :

< T ,  u >  = d u  d x

e < u < e + h  "^^i

( 3 . 5 2 )

< A u ,  u >  =  r  
h

a ^ ( x , u , v u )  d x

9 < u <  9 + h

3 . 5 3 )

F r o m  ( 3 . 4 8 ) ,  ( 3 . 4 9 ) ,  ( 3 . 5 2 ) ,  a n d  ( 3 . 5 3 ) ,  w e  g e t  e a s i l y

U

U
d x ( u -y»

hh
•X . 1

wrw

iiipii

0
h

a u
X .1
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a ^ ( x , u , v u ) d x  <
du ,

g . -V JT-" d x
' i  a x ,

9 < u <  9 + h 9 < u < 0 + h

S o  u  s a t i s f i e s  t h e  p r o p e r t y  ( A ^ )  T h e o r e m  3 . 1  , w i t h

a "  =  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  t h e o r e m ,  w e  h a v e  t h e

e s t i m a t e ;

Ilu

4 .  A S E Q U E N C E  O F  M O D I F I E D  P R O B L E M S  ( 7>^)

4 . 1  A P r o b l e m  E q u i v a l e n t  t o  ('?■)

I n  o r d e r  t o  a v o i d  t h e  d i f f i c u l t i e s  r e l a t e d  t o  t h e  p o s s i b l e

rj\ -»00  , w e  i n t r o d u c e  s o m e  t r u n c a t i o n  

d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

g r o w t h  o f  a ^ ( x , / 7 , C )  a s

a ^  o f  a ^

F o r  a . e .  x  i n  n , V/7 e  IR , v ?  e  ir
N

, a  (x, /7 , e 
t- (x, /7 , K)  = <

' ^ a^  ( X ,  ( s i

a^(x,/7,e) if |/7| < M

g n  q )  M , C )  o t h e r w i s e

(4.1)

au

\\r
oo a* 3y

I
oc

a + 1
a* 1
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Here M is the number given by Theorem 2.1. The functions 

enjoy the following properties:

(P^) Each a^ is a Caratheodory function and there exists a 

constant c = c(M) such that:

NFor a.e. x € ft , wq € ir , V£ e ir 

| a' ̂  (x ,/7 , £ ) | < c [|£|P_1 + aQ(x)]

This is a direct consequence of (H.3) . Then, if we 

define u (i = l,2 ) by:

, u i ( \ q | ) if \ q | < M

i ( I ̂ I ) - | i^(M) otherwise

and

c | q | _ i
v'  { \ q \ )  = (^i(t))p /p dt ,

J o

we deduce easily from (H.4) that:

N(P^) For a.e. x e f t , v / 7 € l R , V £ € l R  :

N

J  a ^ i K. q  A )  \ q \  ) |£ |P - v^( 117 | ) k(x)1/p' |£ |
i = l

and

[V2( \q\ ) ] P/ P < y* ( |/7 | ) + c q

Moreover, setting a = Min v (q) , fi = Max v (q) we see that:
o</7<M o<̂ 7<M

N

^ a^(x,7 ,£)£i > a j £ |p - fi k(x)1/p'|£|

i  = l

a'.i

"i
>
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It is easy to check that:

(P3) For a . e . x e , Vrj eiR , v (£ , i  • ) eiRN xlRN, £ * £ ■ , 

N

^ [a^(x,7 ,t) - al (x , /7 , C ' ) ] [ i  ± - C * i ] > o

i = l

We define an operator A' which maps W*^P (i2) into W 

by setting:

N

A'u = - ^ - a'. (x,u(x), vu(x)) for u e W^'P(fi)/ a x .  z \ > \ i > o '

Clearly the properties (PI) to (P3) amount to saying that A’ 

satisfies the same hypotheses as 5s ((H .3) to (H.5)).

We then introduce the following problem (?*’ )

(?>• )

To find u e K n L () such that 

<A’u, v-u> + (F(u,vu), v-u) > <T, v-u>

for all v € K n L (ft)

PROPOSITION 4.1

Any s o l u t i o n  o f  (T ’ ) is a s o l u t i o n  o f (?■) and

c o n v e r s e  1y .

i  =  :
i
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P R O O F

rt
L e t  u s  d e f i n e  l> ' , =3L t ^ ^ *  d t  ( a *  =  l i y i l ^  ,

t  > o )  ; i > ‘ , i s  i n v e r t i b l e  f r o m  IR o n t o  IR . O n  t h e  o t h e r
" " c l  • '

h a n d ,

( M - a '  ) = ( M - a ’ ) = A ^ . ( 4 . 2 )

I n  f a c t ,  u ' , ( M - a ' ) =

1̂ 3 . ( M - a '  ) .

/ • M- a*  . ,
u'̂ { t + a ’ ) P

o
d t  =

M

a'
( t ) P '  d t  =

L e t  u  b e  a  s o l u t i o n  o f  { ^ ' ) • A s  i n  T h e o r e m  2 . 1 ,  o n e  c a n  

c h e c k  t h a t  :

n u l l  < a *  +  (i^ ' ,  ) ^ (A . A , A ^ )00 - ' o *  1 O' ( 4 . 3 )

( W e  n o t e  c  , =  c  +  
a, o

,.iiFii
V' ( t ) ^  ^  d t  s i n c e  lliPII < M) . 

o  ^

F r o m  ( 4 . 2 ) ,  w e  s e e  t h a t  ( 4 . 3 )  i s  e q u i v a l e n t  t o :

n u l l  -  a '  < [ V ' )   ̂ (A . A , A „  ) 00 ~ a '  a '  1 2 M - a '  , i . e . ,  Hul l  < M00 ~

T h u s ,  a ^ ( x , u ( x ) , v u ( x ) ) =  a ^ ( x , u ( x ) , v u ( x ) ) f o r  a . e .  x  e  n  a n d  

w e  d e d u c e  t h a t  f o r  a l l  v  e  K n  L ^ ( n )  :

< A ‘ u ,  v - u >  =  < A u ,  v - u >

T h e  p r o o f  o f  t h e  c o n v e r s e  p r o p e r t y  i s  s i m i l a r .

a '
V

a 2

P'

o
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4 . 2  A SEQUENCE OF MODIFIED PROBLEMS APPROACHING 9» •

T h e  d i f f i c u l t i e s  r e l a t e d  t o  t h e  p o s s i b l e  g r o w t h  o f  t h e  

f u n c t i o n s  a^  ̂ ( a s  |/7 | -» <») h a v e  b e e n  o v e r c o m e  b y  r e p l a c i n g  

b y  t h e  t r u n c a t e d  f u n c t i o n s  a ^  . F o r  t h e  g r o w t h  o f  t h e  f u n c t i o n s  

F ( x , / 7 ,C)  a s  j/7 | -» <» , we i n t r o d u c e  now a n o t h e r  f o r m  o f  

t r u n c a t i o n  w h i c h  i s  m o re  a p p r o p r i a t e ,  b u t  w h i c h  w i l l  n e c e s s i t a t e

t h i s  t i m e  a n  a p p r o x i m a t i o n  p r o c e d u r e  a n d  a  p a s s a g e  t o  t h e  l i m i t .

* e  N
F o r  a n y  n  e in , f o r  a . e .  x e n  , V r 7 € l R , v ^ e l R  , we

s e t

F ^ ( x ,/7 , C ) =
F ( x , 7 , t )

l + i| F( x ,/7 ,e )

( 4 . 4 )

We c a n  d e d u c e  e a s i l y  f r o m  ( H . 2 )  t h a t  F ^  s a t i s f i e s  t h e  

f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :

N
(Q^)  E a c h  F^  i s  a  C a r a t h e o d o r y  f u n c t i o n  f r o m  fi x IR x IR i n t o

IR a n d  f o r  a . e .  x  e fi , V/7 € IR , v?  e IR

( i )  rjF^{x,rj,t) > o

( i i )  |F^(x,/7,n| < |F(x,/7,n 

(Qg)  | F ^ ( x ,/7,C ) I < n

N

L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t e  p r o b l e m

a.
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(t^n)

F i n d  u  € K(Y®) s u c h  t h a t  
n

< A 'U n ,  v - u ^ >  f   ̂ < T ,v -u _ ^ )>

f o r  a l l  V e K

T h e n  we h a v e  t h e :

Lemma 4 . 1

( i )  There exists at least one solution  u  of (9> ) in K(1P)
' ' n  n

M o r e o v e r ,

OO
( i i )  Any solut ion  u ^  of s  in L (a) and satisfies the

following est imates:

I u  II < M
n oo -

where  M i s  exactly the number given in Theorem 2.1.

PROOF

T h e  f i r s t  p a r t  o f  Lemma 4 . 1  i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  

w e l l - k n o w n  r e s u l t s  c o n c e r n i n g  t h e  v a r i a t i o n a l  i n e q u a l i t i e s  ( s e e  

f o r  i n s t a n c e  [ 1 7 ] ,  T h e o r e m  8 . 2 ,  p a g e  2 4 7 ) .  T h e  p r o p e r t i e s  ( ^ ^ )  

t o  a n d  ( Q , ) / (Q^)  i n s u r e  t h a t  t h e  o p e r a t o r  A ,
*3 JL di n

A^u = A ' u  + F^  ( • ,  u ,  v u )  i s  p s e u d o - m o n o t o n e  f r o m  t h e

— 1 ID *
c l o s e d - c o n v e x  s e t  K(¥’ ) i n t o  W ( n )  a n d  i s  c o e r c i v e  i n  t h e

s e n s e  t h a t :

F
n

u
n

u
n

" n '
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T h e r e  e x i s t s  e  K ( y )

<A V ,  v - v  > 
n o

II VII
oo

We n o t e  t h a t  t h i s  l a s t  p r o p e r t y  o f  i s  t r u e  f o r  a n y

V € K . 
o

To p r o v e  t h e  p a r t  ( i i )  o f  t h e  l e m m a ,  i t  s u f f i c e s  t o  s h o w  

t h a t  u  s a t i s f i e s  t h e  p r o p e r t y  (A ) o f  T h e o r e m  3 . 1  w i t h  a .
i  I  ^  J.

r e p l a c e d  b y  . B’o r  t h i s  p u r p o s e ,  w e  c h o o s e  a"  -  -  a*

a n d  11 -- [111 j -  IIy’ II ] 
n   ̂ ' n ' <" 4

T h e  p r o o f  i s  t h e n  s i m i l a r  t o  t h e  p r o o f  o f  Lemma 3 . 2 ,  i . e . ,

we  c o n s i d e r  u  = ( u  - i P ) , ( u  ) w i t h  e = e + llY>li a n d
n 0 n e  ̂ , n  n  1 <»

t h e n  f r o m  Lemma 3 . 4 ,  t h e  f u n c t i o n  v ^  = û  ̂ -  û  ̂ b e l o n g s  t o

K ( T  ) . S o  I f  w e  t a k e  v  = v ^  i n  e a s i l y

< A ‘ u , u  > + 
n  n

n
u  F ( x , u  , v u  ) d x  < <T,  a > ( 4 . 6 )

n  n '  n  n '  - n

As  i n  Lemma 3 . 5 ,  u s i n g  t h e  p r o p e r t y  ( Q j ) ( i )  o f  F^ we  g e t

e a s i l y :

n
u  F ( x , u  , v u  ) d x  > o  

n n n n '
(4.7)

As in Lemma 3.2, we check that:

V
O

O
F

[fi)

as l V

O
P a

-f oo

h
n

a l
2.

\\r\

we get
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<A‘ u  , u  > 
n  n IT a*. ( X , u  , v u  ) n d x  

1 n  n

9 <VL <0 4-h 
n -

ax. 1

( 4 . 8 )

< T , u  > = r 
n n

du , 
g . n d x

e <u <9+h  ̂11“

( 4 . 9 )

From ( 4 . 6 )  t o  ( 4 . 9 ) ,  we f i n d  t h a t :

^ , d u
a '. ( X , u  , V u  ) n  , < 
1 ' n  n ' — d x  -

s < u  < 0 + h  ^ in“

du , 
g . n d x

e < u ^ < e + h  i

f o r  ail  9 € j o , e s s  s u p  u  [ a n d  h  € ] o ,  e s s  s u p  u  -  e [

ii ^  a  ^

We t h e n  i n f e r  f r o m  T h e o r e m  3 . 1  t h a t

M u  II < a  ■ + IV , ( A , A , A ^ ) = M 
n CO - a ' ' a  • 1 2 '

G

rb:;mark 4 .  i

Lemma 4 , 1  i n s u r e s  t h a t  K n L^( f t ) □

We now s t u d y  t h e  b e h a v i o u r  o f  u ^  a s  n , a n d  we f i r s t  s h o w

t h a t  t h e  s e q u e n c e  u ^  r e m a i n s  i n  a  b o u n d e d  s e t  o f

W^ ' P{ f2) . We h a v e :
o
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There exists a constant independent of T I , such that:

Lemma 4 . 2

11 1̂1 II < c
LP(fi)

( 4 . 1 0 )

I n  t h e  s e q u e l ,  t h e  l i k e  w i l l  d e n o t e  v a r i o u s

c o n s t a n t s  w h i c h  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  n  .

B e f o r e  p r o v i n g  l e m m a  4 . 2 ,  w e  s t a t e  t w o  m o r e  l e m m a s .

LEMMA 4 . 3

Let > o  , > o be given real numbers. Then there

exists a function o e  <6^ { IR )  such that

^/ j ^ o ' ( t )  -  ^2  1

^ o ( o )  =  o  , o  i s  o d d
( 4 . 1 1 )

P R O O F

We c o n s i d e r  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

O n e  c a n  c h e c k  t h a t  a i s  g i v e n  b y  o ( t )  =

d e f i n e  o  b y  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :

H

e  - 1 We  t h e n

C . 1

1 2

P t ) in

a  ' h 1 i n

o ( o ) =  o

1

^2
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,o ( t ) if t > o 
o (t) = i _

*'-o(-t) if t < o

Then, we have

cj' - /^ol^ I = 1 in IR

{''O { o ) = o

LEMMA 4.4

Ve consider the function a of Lemma 4.3 and let r > a be 

defined by

(4 .1 2 )
|tj<2M

where M is the number given in Theorem 2 .1 . Then:

1 * 
V = u - — o(u - u ) e Ki^) for every n,m e (N
n , m m r n m

Here, (resp. u^) is a solution of [resp. .

PROOF

T n oo T
Since u - u e W n L (li) and a € i (IR) satisfies

n m o
1 OO

o(o) = o , we deduce that a(u - u ) € W D L (ii) . On the
n m o

other hand, we can check that o' > —  > o .  So u > y > a . e .
' m -

implies

r Sup o t
t

n tnun

P

1
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i o ( u - u ) i J o ( u - i » ) a . e  (4.13)r n m r n

v — V* > u - tp - i o(u - ip ) (4.14)n,m n r n

By Lemma 4.1, we get | un — TP | = un - TP < 2M and by the

definition of r :

o(u - TP) = I a (u - TP) I < (u - TP) • r (4.15)' n ' 1 ' n ' i - ' n  '

Finally, from (4.14) and (4.15), we find

v — TP > u - T P - i  o(u - TP ) > on , m n r n -

PROOF OF LEMMA 4.2

We set a = Min v^(r j ) , p = Max
o</7<M o </7<M

In Lemma 4.3, we choose ¡j = a > o  , (j - f(M) + 1 (see (H.2)

for the definition of f ) and "f is the function associated
1

with /v1 , fJ2 • Let us take v = vn i = un “ r °^un “ Ul̂  in

(9s ) ; we deduce: n

<A'u , o(u - u„ ) > + F (x,u ,vu ) a(u - u, dx n ' n  1 J _ n n n7 v n 1'J n

< <T,o(un - ux)> (4.16)

\n)
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We observe that A' u = Au since n u ii < M , and thereforen n n <» ~

<A' u^,o (u^ - ) > = a.(x,u ,vu ) o ’(u - u )^^n dx 
n n n n x

a.(x,u ,vu ) o' {n - u )‘̂’̂ '4dx 
a n n n i

<T, o{u^ - U^)> = g. o'{u^ - u^)___ (u^ - n^) dx (4.18)
n d x .

Since a' > o , by (H,4) , we have a e. in fi :

a^ (x,u^,\7u^)^^ o' (u^ - u^) > a o' (u^ - ) |vu^|^
3 5C .

1

-  yS k(x)^'^^ '̂̂ n “
(4.19) 
f

From (4.16) to (4.19), we deduce (using (Q^^)(ii)) :

n nao‘(u^ - u^} Ivu^l^ dx < “ ^1^ F(x,u^,vu^)[

g. o '(u - u.) d (u - u,) dx
' n 1 -- ' n 1'dx.

dx

a.(x,u ,vu ) <3'(u - u )'̂ n̂ dx 
n ax.

+ P
(2
k(x)^'^^ ” u^)dx (4.20)

We infer from (H.2) that;

u

u ! n

u
r

Un

un
a ' u

n

a
Q

+
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f lc <u n  -  u i H  l F <x ' u n ' v u n ) I d x  < P 2 f | o ( u  ~ u ) |  | v u  | P d x  
J n J a

+ ^ 2  f f o (3i) l ° ( u n  "  U1 J I d x  ( 4 . 2 1 )
J 12

S i n c e  | u  -  u , |  < 2M , we c a n  f i n d  two  n u m b e r s  r ,  , r _  > o
1 n 1 1 1 2

i n d e p e n d e n t  o f  n s u c h  t h a t

l ° ‘ ( u n  "  u i } l * r i ' i °  ( u n  "  V l  - P 2 ’ a ‘ e ' i n  12

( 4 . 2 2 )

From ( 4 . 2 1 )  a n d  ( 4 . 2 2 ) ,  we t h e n  f i n d  c 3 > o s u c h  t h a t :

J o ( u n -  V I  | F ( x , u n , v u n ) | d x  <

^ 2 lo ( U n "  Ul l  (Un  ~ u i ) l v u n l P d x  + c3 ( 4 - 2 3 )
J ft

W i t h  t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y ,  we d e d u c e  ( u s i n g  ( 4 . 2 2 ) ) ,  t h a t  t h e r e

e x i s t s  c ,  > o s u c h  t h a t :
4

I I g .  o ’ ( u  -  u .  )d ( u  -  u ,  ) d x  I < c .  l l v (u  -  u .  ) llU „ Mi  v n l 7^----  ' n  1 1 - 4  ' n  1 ' r P / « \J a d x .  L^( n)i

( 4 . 2 4 )

I /3 f k ( x ) l j /p  J v u | o ' ( u n -  u ^  d x  | < c 4 l lvun ll ( 4 . 2 5 )
ft LP ( ft )

Due t o  ( H . 3 )  a n d  ( 4 . 2 2 )
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a . ( x , u  , v u  ) o ' ( u  -  u  d x  I < c
fi  ̂ n n n  i  j —  5 a

+ c,

n

a ^ ( x )  | v u ^ |  d x ( 4 . 2 6 )

a n d  w i t h  H o l d e r  i n e q u a l i t y :

fi

I v u  [P ^ I v u ,  I d x  < l ivu i lvu,  
' n '  ' 1 '  - n , p ____ 1

LP( f i ) LP( f i )

( 4 . 2 7 )

H e n c e  f r o m  ( 4 . 2 6 )  a n d  ( 4 . 2 7 ) ,  we d e d u c e :

du.
a  ( x , u  ) c M u  -  u  ) 1 a x  I < c ,  « u  | | P ' 'P '  + c ,

fi dx_. ' - 6  n , p , _ , 7

( 4 . 2 8 )

LP( f i )

Now, we c o m b i n e  ( 4 . 2 0 )  t o  ( 4 . 2 8 ) ,  t o  o b t a i n  t h a t

fi

[^1 o*(u^ - u^) - o(u^ - Uj)(] |vu^|i

< c„ llvu + c ' IIVU II +■ ® " LP(fi)  ̂ LP(fi)

d x

( 4 . 2 9 )

By t h e  c h o i c e  o f  a ( s e e  Lemma 4 . 3 )

fi
[^1 <^'{Un - u;̂ ) - o(u^ - u^)|] |vu^|P dx = I'^V'Tp

L ^ ( n )

( 4 . 3 0 )

V P--1 7 dx

P ’P/

u
n

^PP/
10

c

' 2
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S o ,  ( 4 . 2 9 )  t o g e t h e r  w i t h  ( 4 . 3 0 )  g i v e :

(I7U It^ < C„II^U + c . l t v u  II + c  ( 4 . 3 1 )

" lP(12) ® " LP(n)  3 " lP ( « )

A s i m p l e  a p p l i c a t i o n  o f  Y o u n g ' s  i n e q u a l i t y  l e a d s  t o  t h e  d e s i r e d  

r e s u l t .  0

4 . 3  A STRONG CONVERGENCE RESULT IN W^^P(I2)

We now w a n t  t o  p a s s  t o  t h e  l i m i t  n  -► <» . By Lemma 4 . 1  a n d

4 . 2  t h e r e  e x i s t s  u  e W^^P(i2) n L~(I2 ) a n d  a  s u b s e q u e n c e  ( s t i l l  

d e n o t e d  n ) s u c h  t h a t ,  a s  n  -» «> , c o n v e r g e s  t o  som e  l i m i t

u  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e n s e ;

w e a k l y  i n  W^^P ( fi ) , l '” ( fi ) - w e a k  a n d  a . e .  i n  fi ( 4 . 3 2 )

Our  a i m  i s  t o  p a s s  t o  t h e  l i m i t  n  »  i n  .

~ N
F o r  c o n v e n i e n c e ,  we d e n o t e  b y  A ( u , v u )  t h e  v e c t o r  o f  IR

w h o s e  c o m p o n e n t s  a r e  a^  ̂( x , u ( x )  , v u ( x )  ) a n d  we w r i t e  

N

)  a . ( x , u ( x ) ,  v u ( x ) ) ' ^ ' ^ n  = A ( u , v u )  • v u  , F ( x , u , v u )  = F ( u , v u )  

i t l  '  ^

LEMMA 4 , 5

The sequence tends to u  s trong 1 y in as n

tends to infinity

pnP^
10

f'
n

u
n o

ß]
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P R O O F

T h e  i d e a  o f  t h e  p r o o f  i s  e s s e n t i a l l y  t o  u s e  t h e  p r o p e r t y  

( S_^)  o f  F . E .  B r o w d e r ;  ( [ 5 ] ,  p a g e  2 7 ,  s e e  a l s o  [ 2 2 ] ,  [ 2 6 ] ) .

I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  l e m m a ,  i t  s u f f i c e s  t h e n  t o  p r o v e  t h a t

l i m  s u p  
n-*+<»

^ [ A ( u ^ , v u ^ )  -  A ( u , v u ) ]  . v ( u ^  -  u )  d x  < o  3 3 J

A s  i n  L e m m a  4 . 2 ,  w e  c h o o s e  ¡j  ̂ = a , = f ( M )  +  1 a n d  l e t  

o  b e  t h e  a s s o c i a t e d  f u n c t i o n  ( a c c o r d i n g  t o  L e m m a  4 . 3 ) .  We  

d e n o t e  b y  r  > o  , t h e  n u m b e r  s a t i s f y i n g  | o ( t ) |  < | t |  • r f o r

*
a n y  I t i  < 2M . F r o m  L e m m a  4 . 4 ,  w e  o b t a i n  V n , m  e  in

V = u  -  i o ( u  -  u ) €  K ( y  )
n , m  n  r  '  n  m '  '  '

V = Vi - ~ o ( u  -  u  ) €  K( y»)
m , n  m r  ' m  n '  '

( 4 . 3 4 )

We  r e p l a c e  v  b y  v  ( r e s p .  v  ) i n  (9> ) ( r e s p .  i n  ?* ) .
n , m m , n  n  m

We f i n d :

< A U n -  o ( u ^  -  u ^ ) >  4. ( F „ ( u ^ , r u ^ ) ,  < < T ,  °(u^-u^)>

( 4 . 3 5 )

<A

(4.36)

; 4

2

u
m

u r\O

Ö U -
m %

F
m

u
m m

c u  - 
m ) < < T , o ) >
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S i n c e  o i s  o d d ,  we h a v e  a ( u - u  ) =; -  o (u - u  ) . Thus a d d i n gm n n m ^

( 4 . 3 5 )  and ( 4 . 3 6 ) ,  we f i n d :

<Au -  Au , o ( u  - u  )> + <F (u , v u  ) n m n m n n n in m m n iti

( 4 . 3 7 )

H e n c e ,  we f i n d :

a
[ A( u  , v u  ) -  A(u  , v u  ) ]  v ( u  - u  ) a ' ( u  - u  ) < n n  m m  n m  n m

a
[|P„(Un,vUn)| + (4.38)

By a s s u m p t i o n  ( H . 2 )  on t h e  g r o w t h  o f  F , we s e e  t h a t

( I f  (u  , v u  ) + If  (u , v u  ) | )  a ( u  - u  ) dx < ' I n '  n n ♦ ' m' m m ' ' ' n m'

a
( I v u  1^ + Ivu |P | o ( u  - u  ) |  dx  + ' n'  ' m' ' n m '

n
f „ ( x )  I (4 .39)

Due t o  ( H . 4 )  , u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  llu II < M , ( r e s p . Ilu II < M) ,n < » “ m « o “

we o b t a i n :

A ( u ^ , v u ^ )  • vu^ + /3 k ( x ) ^ ^ P  ( 4 . 4 0 )

A

We i n f e r  f rom ( 4 . 3 9 )  t o  ( 4 . 4 1 )  t h a t :

1

'l

2

2
2

o<

E u
m %

o u u dx

u
n um

dx

u
n

> un
P

L1m ‘"m % + ß k X
1 , P um

>
1 %

P ( 4 4 1 )

m n m

F :u •11
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fi

i x

< P.

+ P.

+ P.

A ( u ^ , v u n )  v u ^

a

Q.

A ( u m , v u m ) v u ^

k ( x ) ^ / P ‘ | v u ^ l  | o ( u ^ - u ^ ) l d x

ß k ( x ) ^ ^ P
' n  * ' n m 'n:

2f / ,  ^ 2
fi

f  ( x )  | a ( u  - u  ) |  d x  
o '   ̂ '  n  m ' >

(4.42)

H e r e a f t e r  we w i l l  l e t  n  -» <» a n d  t h e n  m -* <» . S i n c e  u  -* n
n

a . e .  in Q a s  n  -♦ <» ( a n d  a l s o  u  -♦ u  a . e .  i n  Q a s  m -♦ <») ,
m

we i n f e r  f r o m  t h e  L e b e s g u e  d o m i n a t e d  c o n v e r g e n c e  t h e o r e m  t h a t  :

l i m

m-400 12

f o ( î î )  "  f ^ ( x )  l o ( u  -  u ^ )  j d x

l i m

m-̂ «> a

a

f ^ ( x ) [ o ( u  -  u ^ ) | d x  = o

S i m i l a r l y ,  s i n c e  I v u _ 1 a n d  I v u  1 r e m a i n  i n  a  b o u n d e d  s e t  o f
I n '  ' m '

L^ ( f i )  we c a n  w r i t e :

l i m  s u p  l i m  s u p

m -♦ oo n  -> oo

^ k ( x ) ^ / P ’ ( j v u ^ l  + | v u ^ l )  | a ( u ^  -  d x  = o

nm

F o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y  we w i l l  d e n o t e  s y m b o l i c a l l y  b y  

a n y  q u a n t i t y  s a t i s f y i n g

l i m  s u p  6
n -* oo

nm
6 , l i m  s u p  9 = 0 .  

m m
m oo

' l
F u

n
+ F

%
u o

n
u

i xa

\

c

1^ u dx

d xu( uvv+

O (U ”
n

- u  ’ 
m '

d x

m

tn
u

m

n

n m

m

mn

2
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Wi t h  t h i s  r e mar k,  t h e  r e l a t i o n  ( 4 . 4 2 ) ,  c o mbi ne d  w i t h  t h e  

r e l a t i o n  ( 4 . 3 8 )  i m p l i e s :

[A(U^,<7U^) - A(U_„,VU^)) - u_„) oMu_, - u^) dx <

a
' " n l  ° < “ n '  “ m ' l  *

tt
A( u , r u  ) r u  f a ( u  -  u ) |  dx  m in in' n m '

Le t  u s  w r i t e :

A( u , v u  ) • v u  = A( u , v u  ) • v ( u  -  u ) + A( u , ^u ) • vu  n n  n n m  n m  n n  m

( 4 . 4 4 )

and

A( u , v u  ) • v n  = -  A( u , v u  ) • v {n - u  ) + A( u , v u  ) • vu  m m  m m m  n m  m m  n

( 4 . 4 5 )

From ( 4 . 4 3 )  t o  ( 4 . 4 5 ) ,  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  ¡j  ̂ o ' ( u^ -  u^)

n
[ A( u  , v u  ) -  A( u , v u  ) ]  • t7(u - u  ) dx  n n m m  n m

A(u^,run>. ru^|o(u_^ - u^)| dx

+ fJ.
a

A( u , v u  ) v u  | o ( u  -  u ) dx  + e ' m m  m i ' n  m'  nm
( 4 . 4 6 )

1

2

n
uV I

A( un
u
n

dx

4 3 ]4

2 n
u u

m
1 ( see Lemma 4 3 ) we obtain

< 2
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Since A(u ,vu ) remains in a bounded set of ( ,  we can 
m m

extract a subsequence still denoted n such that:

A{u^,vu^) -+ U weakly in ( (i2))^ , as n -* + <»

For a fixed m , we take the lim sup as n -» <» of (4.46)

3
and we obtain via the Lebesgue dominated convergence theorem { ):

lim sup 
n -» + «> a

A dx -
i2
U vu dx 

m

A(u ^vu ) vu dx +
m m

A(u ) • vu dx
m m  m

<
n
u vu^ |o(u - u^) 1 dx +

a
m'

+ e
m

(4.47)

Then we take the lim sup as m -► + «• of (4.56) , and we find:

lim sup
n  -» +  00 il

A(u^,vu^) • vu^ dx < u vu dx
fi

(4.48)

It follows from the Lebesgue dominated convergence theorem, that

lim
n -♦ + «o

A(u^,vu) = A(u,vu) strongly in LP’(n)
N

and we conclude easily that:

lim sup
n  - ►  +  oo SI

[A(u^,vu^) - A(u,vu)] • v(u^-u) dx

 ̂ lim sup
- n  -* +  00 n '“n -

u vu dx
n

A(u,vu) vu dx +
¡2

A(u,vu) vu dx ( 4 . 4 9 )
12

N

nu nu un

2 2
A um um vu o u u dx

A ;u
n

n
n d;X
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Fro m  ( 4 . 4 8 ) ,  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h i s  i n e q u a l i t y  i s  n e g a t i v e ,  

a n d  t h i s  l e a d s  t o  t h e  d e s i r e d  r e s u l t ,  i  . e . ,

□

4 . 4  THE EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR THE PROBLEM (7> ) :

We c o n c l u d e  t h e  p a s s a g e  t o  t h e  l i m i t  n  -» «> i n  7”̂  ̂ a n d  t h e  

p r o o f  o f  e x i s t e n c e  o f  s o l u t i o n  o f  7- . The  c o n v e r g e n c e s  ( 4 . 3 2 )  

a r e  now s u p p l e m e n t e d  b y  t h e  s t r o n g - c o n v e r g e n c e  r e s u l t  g i v e n  b y  

Lemma 4 . 5 ,  n a m e l y  u ^  -» u  s t r o n g l y  i n  W^^P(fi)  a s  n  -♦ <» .

L e t  V € W^^P(fi)  n L*” ( n )  , a n d  w r i t e

<Au , v - u  > = 
n  n

[ a . ( u  , v u ^ )  -  a ^ ( u , v u ) ]  ^ 
n d x ^

a ^ ( u , v u ) _ ^ ____ ( v - u ^ )  d x

fi Ò x .

By t h e  V i t a l i  T h e o r e m ,  we d e d u c e  ( u s i n g  Lemma 4 . 5 )  t h a t

o *
a ^ ( u ^ , v u ^ )  -  a ^ ( u , v u )  t e n d s  t o  z e r o  i n  L*̂  ( f i ) - s t r o n g l y

a n d

^ ( v - u  ) -♦ ( v - u )  i n  L ^ i f i )  -  s t r o n g l y
d x ^  n

H e n c e ,

l i m  <Au , v - u  > = 

n-*-H» ^  ^

a . ( u , v u )  • - ( v - u )  d x  = <Au, v - u >  

fi ^ ^ i

We d e d u c e  a l s o  f r o m  V i t a l i ' s  T h e o r e m  t h a t :

dx:v

à
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F ( u  , v u )  -♦ F ( u , v u )  s t r o n g l y  i n  L ( n )  

!!-♦+<»

a n d  b y  L e b e s g u e  t h e o r e m :

F ( u , v u )  u ^  n^+oo s t r o n g l y  i n  L ( n )

I f  we w r i t e :

fi
( V

i l
( v - u ^ )  [ F ^ ( u ^ , v u ^ )  -  F ( u , v u ) ]  d x

a.
( v - u ^ )  F { u , v u )  d x

we o b t a i n  t h a t :

l i m  

n-*-H» ii
( V - ( v - u )  F ( u , v u )  d x

fi

We t h e n  c o n c l u d e  e a s i l y  f r o m  {9- ) t h a t :
m

< A u , v - u >  + ( F ( u , v u ) , v - u )  > < T , v - u >  , Vv € K n  L (fi)

T h i s  p r o v e s  t h e  f i r s t  p a r t  o f  T h e o r e m  2 . 2 .  Th e  s t a t e m e n t  i n  

t h e  s e c o n d  p a r t  o f  T h e o r e m  2 . 2  i s  t h e  s a m e  a s  T h e o r e m  6 . 1  w h i c h  

w i l l  b e  p r o v e d  i n  S e c t i o n  6 .  M e a n w h i l e  i n  S e c t i o n  5 ,  we d e r i v e  

s e v e r a l  e x t e n s i o n s  o f  t h e  r e s u l t s  a b o v e  t o  o t h e r  c o n v e x  s e t s  K . 

I n  e a c h  c a s e ,  we r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  t h e  p r o o f  o f  t h e

OO
L - e s t i m a t e s .

F (u. v u )U

n n

u F
n

u
n

u
n

d x

+•

u
n

F
n

:u,
n '

u
n '

n
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5 .  OTHER CONVEX SETS

OO

Th e  L - e s t i m a t e  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  o t h e r  c o n v e x  s e t s  K . 

The  p r i n c i p l e  o f  t h e  m e t h o d  i s  e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  b e f o r e ,  t h a t

i s :

P r o v e  t h e  p r o p e r t y  T h e o r e m  3 . 1  by  c h o o s i n g  a

s u i t a b l e  t e s t  f u n c t i o n  v  . I n  g e n e r a l ,  t h i s  t e s t  f u n c t i o n  I s  o f

t h e  f o r m  v = u  -  / i ( u )  S t h e  f u n c t i o n  A  a n d  t h e
0 , r i

p a r a m e t e r  9 d e p e n d i n g  o n  t h e  c o n v e x .

We i l l u s t r a t e  b r i e f l y  t h i s  m e t h o d  w i t h  a  f e w  e x a m p l e s .

5 . 1  CASE OF BILATERAL CONSTRAINTS

C a s e  1:  K{r.i>) = {v € W^ ^ P ( n )  . r < v < 'f a . e . i n  n }

Lemma 5 . 1

Consider the problem  (7>) vith  K = Kii®,if*) , and assume that

Y € L*” ( n )  , i" i s a measurable function and  K(y*,V') * ^  Then, 

any so Iu t i on of {*) satisfies

" U " ^  < a v  + (A^.  A^ A^)

where  a* - liv’ d , and the A . are the same constants as before.
oo a

PROOF

L e t  u s  p r o v e  f i r s t  t h a t  t h e  f u n c t i o n ,  v = u -  H ( u - y ) .

' w i t h  9. = iiT̂ ii + 9 b e l o n g s  t o  . I n  Lemma
9 , n 1 <»

3 . 4 ,  we h a v e  s h o w n  t h a t  v  > y* . To p r o v e  t h a t  v < v* , l e t  u s

A » o f

u

- 1
a  ‘

K (u)
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c h e c k  t h a t  v  < u  t h a t  i s  H ( u  -  ■>") S  ̂ °  f a c t ,
tf w , n

u  > r» i m p l i e s  t h a t  u  >-iiy»ii^ -  e = -  - °

d e f i n i t i o n  o f  S .  » , ( . ) )  a n d  H ( u  -  IP) > o ( s i n c e  H. > o ) .  As
0  ̂ n  “ “ 

i  /

u  € K(y’ ,V’ ) ,  V < u  < ■#' . So t h e  f u n c t i o n  v  = u  -  H ( u  -  i®) *
“ y

S .  v , (^ )  a  s u i t a b l e  t e s t  f u n c t i o n .  T h e  p r o o f  o f  I n e q u a l i t y

( 3 . 2 )  o f  T h e o r e m  3 . 1  i s  t h e n  e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  i n  Lemma 3 . 2 .

□

LEMMA 5 . 2

Consider the problem  (9^) , vith  K = K(y’ , i ’ ) and assume

OO

that T is m e a s u r a b l e . '/> is in L ( i2) . Then the solution  u  

of {‘J') sat isf ies :

Ilu

where  b '  = IIVII and  A, . A., A„ a r e  the same as before.
«> b* 1 2

PROOF

We d e f i n e  H . b y  H „ = -  H„ . We s e t  6, = livil + 9 , 
- 0 ^ - 0  0 1 00

O
V = H_g ( iP-u)  Sg j ^ ( - u )  . As i n  t h e  C o r o l l a r y  o f  Lemma 3 . 3 ,  we 

h a v e  V e w ^ ^ P ( n )  n {a) a n d

O

= H (V' - u) S' (-u)eu

U)

the(b^

1
(u)

,h

So t h e  f u n c t i o n

I
OO

b*
b«

-1
1 2 '

^i '!■
h'

^i

1
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O t h e r w i s e

L e t  u s  p r o v e  t h a t  v  =  u  -  v  e  K ( y ’ ,V*) , a n d  f i r s t  t h a t

V < TP . I n  f a c t ,  i f  Y- -  u  > e t h e n  ■#* > u  +  0 a n d  u  +  0 > u

-  u )  S g  s i n c e

[H

a n d  i f ,  o < i P - u < e  t h e n  H _  (v* -  u )  =  u  -  ip ,

v - v '  =  ( u - v > ) [ l -  S „  , ( - u ) ] < o
0 1 ' h

T o  p r o v e  t h a t  IP < v  , w e  s h o w  t h a t  v >  u  , i . e . ,  H . C i P - u )  •— y

S  . ( - u )  < o  . T h i s  q u a n t i t y  v a n i s h e s  i f  iP -  u  < o  ; 
e ^ , h

i f  ■#> -  u  > o  , t h e n  -  u  > -  ~ ® h ^ ” ^ ^  -  °

s i n c e  H ^  < o  , w e  d e d u c e  t h a t  H . (V* -  u )  S .  , ( - u )  < o  .
“"0 “■ ^ , l l

W e  c h o o s e  v  a s  t h e  t e s t  f u n c t i o n  a n d  t h e n  w e  g e t :

a ^ ( x , u , v u )  (iP -  u )  d u  d x

0 1 < l u l £ 0 i + h
dx

< -
du

r i  dx
- u) dx (5.1)

0 | u (  < 0 ^ + h '

1
h

[If • u ]
U

i f < u +  h

- u
h

1

(¥>

•e V» u)
1

, h
- u ) < e ,

a n dSIOOIIV'I

H

-0
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I f  < | u |  t h e n  9 < | u |  -  nv>(i^ < | u - i f ' | = V ’ - u :

(V' -  u )  = -  e . As i n  Lemma 3 . 2 ,  s e t t i n g  u  = [ | u |  -  

we s e e  t h a t  t h e  i n e q u a l i t y  ( 5 . 1 )  i s  e q u i v a l e n t  t o :

a ^ ( x , u , v u )
¿»u

d x  <
' i  Ox

e < u < e + h 9 <u< 9 +h

T h u s  u  s a t i s f i e s  t h e  p r o p e r t y  (A ) .

5 . 2  BOUNDARY INEQUALITIES 

C a s e  2 :  K ( a n ^  ̂ VI . .  < Tf* a . e . on  a nO it }

We a s s u m e  t h a t  a a  i s  s m o o t h  a n d  l e t  ^ b e  t w o  e l e m e n t s  

o f  L**(an) We c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m

( ^ " )

F i n d  u  € K{dn,r,'f’) n l  ( n )  s u c h  t h a t  

< A u ^ v - u >  + ( F ( u , v u ) , v - u )  > < T , v - u >

f o r  a l l  V e K ( a n ,  r, v )  n L*” ( n )

LEMMA 5 . 3

Assume that K ( a n ,  TP , V*) ^ ^  . Then, any solution  u  o f  

{9’” ) satisfies

Hull < m  + L' ^( A A,  A „ ) ,
<» - m ' m 1 2 '

m = Max [iiy*ii ^  , ii^ii ]

L ~ ( a f i )  L"*"(an)

Il Y*IIOO

5u
dx

ß )p,V
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PROOF

T h e  s o l u t i o n  u  o f  (7*") s a t i s f i e s  t h e  p r o p e r t y  (A^ )  o f

T h e o r e m  3 . 1 .  I n  f a c t ,  i f  w e  s e t  u  = [ | u |  -  m ] + a n d  we  c h o o s e

a s  a  t e s t  f u n c t i o n  v  = u  - H . ( IuI  -  m) S a U ( u ) » w e  c h e c k
0 s n

e a s i l y  t h a t :

a n d

f / > d u  j  , f 3 u  ,a . ( x , u , v u )  • - ------ d x  < cf- -r------ d xJ i  ' a x . ~ J ^ a a x .j i _ 1
e < u < e + h  e < u < e + h

C a s e  3 :

K (IP) = <f v e W1 ' P(fi) , ilvvil < 1, v > T a.e. in ft
* \ ° Lq (a) "

= iv € W1,p(i2) , llvvll < ll , q < N
°'* I ° Lq(fi) " J

or

K

LEMMA 5.4

(i) Let K = Kg(iP) . Then any s o l u t i o n  u o f  (9*) 

s a t i s f i e s  t he  e s t i m a t e :

Hull < II TP II + V * (A , A,  A .  ) a 1 = II TP II 
o o -  oo a , v a ’ 1 2 ' 7 <

V an u 1 as => V € K afì *)

L e t K
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( i i )  Let  K = g  , then any solut ion u  o f  (5p )

satisf i es

^ ' ^ 0 * * 0  *1 * 2 '

□

We p r o v e  b e l o w  t h e  p a r t  ( i )  o f  Lemma 5 . 4 ;  t h e  p r o o f  o f  p a r t  ( i i )

i s  t h e  s a m e

LEMMA 5 . 5

Let u  he an element of  W ^ ' ^ ( n )  and  u  = H ( u  - Y*) .
O 9

consider p > o such that: o < ^  < 1 (0 >0 , h > o ) 
fl  ̂ , n  n

Then ,

( i )  I G r a d  ( u  -  p u )  | < | G r a d  u j  a . e .  i n  fi

( i i )  If u  e K g i ^ )  , p < 1, then n - pu € )

PROOF OF LEMMA 5 . 5

From  t h e  C o r o l l a r y  o f  Lemma 3 . 3 ,  we h a v e  u  -  p u  € W^^^( R)

a n d  v u  = H {n - f) S '  v u  • F o r  c o n v e n i e n c e ,  we s e t
e 0  ̂ , n

a  = H g ( u - y * )  S^ o b s e r v e  t h a t  o < a  < ^  . C l e a r l y

g r a d ( u  -  p u )  = g r a d  u  i f  | u [  < 0  ̂ o r  | u |  > + h  w h i l e  o n  

t h e  s e t  0^ < | u |  < 0  ̂ + h  :

n u l l
-1

We

K
q

a n d

1 '

u )



VI. 73

69

Grad (u - pu)|^ = - 2ap |^u|^ + p^a^

| v i

To show that u - pu € Kg(y*) if p < 1 and u € KgiiP) it 

suffices to prove that u - pu > r a.e. in fi , since from (i)

ilv(u - pu)ll < llvuii < 1

The proof is as in Lemma 3.4, i.e.,:

-If u - TP > 0 , then u > Y ’ + e > y ’ +pH^(u-y=*) v,(u)
1

since 0 < p < 1 and lHg(u - Y) ^ ^ : u > ¥> + pu

-If o < u - y > < 0  then u <  iiiPii + 9  = e, and-  <» 1

u > TP > - - 0 = - 0^ : |u| < 0^ and h^^^ ” °

u - pu = u > TP .

PROOF OF LEMMA 5.4

We have to check that u satisfies the property (Â ) of 

Theorem 3.1. We choose v = u - pu in {?■) (that is suitable 

by Lemma 5.5) . Thus:

<Au,u> + (F(u,vu), u) < <T, u> 

which is exactly the same as relation (3.48) in the proof of 

Lemma 3.2. So, we can conclude that u satisfies the property 

(A ) . a'  OO '

7U
2

- u l
2

1 = ( 1 a p
2

u
2

L( ß

S. , h
[ u ;

sII y> ICO
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( 1 )  F o r  a l l  t h e s e  c o n v e x e s , o n e  c a n  p r o v e  a n  e x i s t e n c e

t h e o r e m  s i m i l a r  t o  T h e o r e m  2 . 2  f o r  w h i c h  t h e s e  L*” - e s t i m a t e s  p l a y  

a  f u n d a m e n t a l  r o l e .

( i i )  I f  t h e  g r o w t h  o f  F , w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g r a d i e n t ,  i s

o f  o r d e r  l e s s  t h a n  p  o n e  c a n  g i v e  a  s i m p l e r  p r o o f  o f  Lemma 4 . 2  

( t h e  e s t i m a t e  o f  p^ Lemma 4 . 5  ( t h e  s t r o n g

c o n v e r g e n c e  i n  W^ ^ P ( n ) )  . I n  Lemma 4 . 2 ,  f o r  i n s t a n c e ,  o n e  c a n

c h o o s e  V = u^  a s  a  t e s t  f u n c t i o n  i n  a n d  i n  Lemma 4 . 5 ,  

o n e  c a n  c h o o s e  v  = u  a s  a  t e s t  f u n c t i o n  a n d  i t  s u f f i c e s  t o  

p r o v e  t h a t :

l i m  s u p  <Au , u  -  u> < o .
, n  n  

n  -» + <»

REMARK 5 . 1

5 . 3  QUASI-VARIATIONAL INEQUALITIES

C a s e  4 :  A r e m a r k  o n  a  Q u a s i - v a r i a t i o n a l  e l l i p t i c  i n e q u a l i t y  : 

T he  m e t h o d  t h a t  we h a v e  p r e s e n t e d  c a n  b e  a l s o  a p p l i e d  t o  

s om e  q u a s i - v a r i a t i o n a l  p r o b l e m s .  C o n s i d e r ,  f o r  i n s t a n c e ,  t h e  

f o l l o w i n g  p r o b l e m  ( s e e  A. B e n s o u s s a n  , J . L .  L i o n s  [ 2 9 ] ,  L.  

C a f a r e l l i - A .  F r i e d m a n  [ 7 ] ) :

F i n d  u  € W^^P(fi )  s u c h  t h a t  u  < Mu a . e .  i n  fi a n d

<"q' < A u , v - u >  + ( F ( u , v u ) , v - u )  > < T , v - u >

Vv € w ^ ' P ( f i )  n L**^(fi) s u c h  t h a t  v  < Mu ,

w h e r e  M i s  a  s u i t a b l e  o p e r a t o r  f r o m  W^ ' ^ ( f i )  i n t o  IR . F o r  

i n s t a n c e ,  t h e  f o l l o w i n g  o p e r a t o r  a p p e a r s  i n  [ 2 9 ]  a n d  [ 7 ] :

n
a n d o f

n

AUn,
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Mu(x) = 1 + Inf u(x+t) 

t > o 

X + t e n

LEMMA 5.6

Assume that the solution u of (^q) satisfies one of the

OO
fol lowing conditions: There exists e L (ft) such that:

( i ) u > a . e .

(ii) u < or Mu < a.e

Then. u e L^{n) and:

lu

REMARK 5.2

Q -

In the linear case and when t = f e (n) , L. Cafarelli 

and A. Friedman proved that u > - 1 (see [7]) .

0

PROOF OF LEMMA 5.6

It suffices to show that the solution u satisfies the 

property (A^) of Theorem 3.1. For this purpose, we choose 

u = [|u| - iiu^ii^]^ and as test function v in (y) :

u
o

u
o

I
oo

< b
•1
b' b

A
1

A
2

b' II
oo



V I .  76

72

-  i n  t h e  c a s e  o f  ( i )  , v  = u  -  H g ( u  -  u ^ )  ^^(u) w i t h

= b" + e

-  i n  t h e  c a s e  o f  ( i i )  , v  = u  -  j ^ ( - u )  w i t h

= b" + e

T h e  p r o o f  i s  t h e n  e x a c t l y  a s  i n  Lemma 3 . 2 .

a

6 . H o l d e r  c o n t i n u i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  v a r i a t i o n a l  q u a s i 

l i n e a r  INEQUALITY

6 . 1  A s s u m p t i o n s  -  The  M a in  R e s u l t

The  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  p r o v e  t h e  H ô l d e r  c o n t i n u i t y  

o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  p r o b l e m s :

(1. ^ )

u e K n L (fi)

< A u , v - u >  + ( F ( u , v u ) ,  v - u )  > < T , v - u >  

v v  € K n L"” (fi)

H e r e ,  a s  i n  S e c t i o n s  2 t o  4 ,  K = | v  e W^^P(fi )  , v  > IP a . e .  i n  

K i s  s u p p o s e d  t o  b e  n o n - e m p t y .

T h e  q u e s t i o n  o f  t h e  H o l d e r  c o n t i n u i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  

9*^ h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n  p a r t i c u l a r  i n  [ 1 1 ] ,  [ 1 2 ] ,  [ 1 5 ] ,

i

1 '

1 '

S

H

1

a



VI. 77

73

[10]. The particularity of our study is that the right hand side 

is some element of W (1/p + 1/p' = 1 )  , the operator A

possesses minimal regularity properties and the growth of F is 

at most of order p with respect to the gradient.

More precisely, the only assumptions that we will need are 

the following:

(H.l)' T is in W , q = (p-l)r > Max (p,N)

(H.2)' The function F is borelian and has the same growth as in 

(H. 2 ), that is :

For a.e. x e fi , for all /? € IR , all C ^ IR 

lF(x,/7 ,e)| < f(|/7|) [ \ t \ ^  +
r /  "D *

Here, f^ is a positive function in L ^ (fi) , f is a 

non-decreasing map from IR̂  into itself.

N 3
As for the operator Au = - X ^--  a,(x,u,vu) , we suppose that:

i=l ^^i ^

(H.3)'Each a^ is a Borel function such that:

For a.e.x e fi , V /7 e (R , VC € IR^

|a^(x,/7,e)l < a(|/7 |) + a^(x)]

r
Here, a^ is a positive function of L (ß) and a is a

non-decreasing map from IR̂  into itself

N ^ 1 / P-
z  a  ( X , 7 7 , 0 c .  > I t l ^  -  ^ n ^ \ n \ )  k ( x )  | C|

i^l a a 1 ^

p,•1
i l ]

- 1 , r
o

fo X

1p-
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T h e  f u n c t i o n s  u ^ > o , u ^ > o  a r e  c o n t i n u o u s  a n d  k  i s  a

r  / ü  *
p o s i t i v e  f u n c t i o n  o f  L ( n )  . We t h e n  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  

r e s u l t  r e s t a t i n g  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  T h e o r e m  2 . 2 :

THEOREM 6 .1

Assume  ( H . l ) ’ to ( H . 3 ) ’ and let u  be a solution of 

problem  ( ^ q )

If the obstacle 'P is in ^  “  ( p - l ) r  , then  u

is Holder continuous in ii .

REMARK 6 . 1

•Q
If r  = ■ a n d  r  > -------t h e n  p > N t h e  t h e o r e m  r e m a i n s

p-1 p-1

v a l i d  s i n c e  W ^^^( i2) c; c ° ' ^ ( i i )  .

I n  t h i s  c a s e ,  r  e L ( f i ’ ) f o r  a n y  n* s u c h  t h a t  n* c  R .

□

I n  t h e  s e q u e l ,  we w i l l  a s s u m e  t h a t  p < N , N > 2 a n d

Mull < M . We c h o o s e  a n  o p e n  s e t  ft s u c h  t h a t  ft c  n ,

L~(f t )  ■  °

iiyii < M ( o f  c o u r s e ,  we c a n  c h o o s e  M s a t i s f y i n g

Mq < M ) .

As i n  [ 2 2 ] ,  t h e  m a i n  t o o l  f o r  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  6 . 1  i s

t h e  c l a s s  o f  f u n c t i o n s  a  (ft ,M’ , '  , 6 , - )  i n t r o d u c e d  b y  O. A.
p o q

L a d y z e n s ' k a j a  a n d  N. N.  U r a l t s e v a  ( [ 3 0 ] ,  C h a p t e r  I I ,  p a g e  8 1 ) .  

F o r  t h e  c o n v e n i e n c e  o f  t h e  r e a d e r ,  we r e c a l l  t h e  d e f i n i t i o n  o f

N q
l o e
1

a n dI f

L
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t h e  c l a s s  a n d  w i l l  u s e  t h e  s a m e  n o t a t i o n s  a s  i n  [ 3 0 ] .

6 . 2  D E F I N I T I O N  O F  T H E  C L A S S  , M* , 7 • , 6  , 1 / q )

L e t  M'  , i r '  , 6 ,  q  b e  f o u r  f i x e d  p o s i t i v e  n u m b e r s  w i t h  q  > N .  

A f u n c t i o n  u  b e l o n g s  t o  3 p ( n ^ , M ' ' , 6 , 1 / q )  =  X i f  a n d  o n l y  i f

a )  u  e  w ^ ' P ( n  ) n  L"” {fi ) , i i u i i  < M-
O O O oo

b )  u  s a t i s f i e s :  F o r  a n y  a r b i t r a r y  s p h e r e o f  r a d i u s

p  c o n t a i n e d  i n  , f o r  a n y  a r b i t r a r y  o  e  ] o , l  [ , w e

h a v e

| v u | P  d x  < -  k ) P  +  1

' ^ k . p - o p  ”  ' ‘‘ .f

( m e a s .  A. ) ^ P  / P

f o r  k  > e s s  s u p  u ( x ) - 6  ( 6 . 1 )
K

P

H e r e ,  A,  =  ( x  e  K , u ( x )  > k } , K a n d  K a r e  c o n c e n t r i c
k , p  p  p ~ a p  p

s p h e r e s .

c )  t h e  f u n c t i o n  - u  s a t i s f i e s  t h e  s a m e  i n e q u a l i t y  b )  a s

u  .

I n  t h e  a p p l i c a t i o n s ,  t h e  p r o p e r t y  b )  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  

f o l l o w i n g  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  ( s e e  [ 2 2 ] ,  f o r  t h e  d e t a i l s )  .

LEMMA 6 . 1

Let u  be an element of sat isf ying the

following condition:

There exists a constant y " > o such that, for any 

1> €  2 ) ( R ^ )  with support i> included in , o < 'f < 1 on ,

one has :

1

. p 1 - q)ÏÏ71
e s s s u p u ( X

W
o

1 , 2
O rs

K
P o‘P
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^k,p
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g
( u ( x ) - k ) P  d x  +  ( m e a s  Aj^ ^  ^ q

k , p
( 6 . 2 )

f o r  k > e s s  s u p  u  
K

P

Tht j n  u t i s / i ( 6 . 1 )

I t  i s  p r o v e d  i n  ( T h e o r e m  6 . 1 ,  p a g e  9 0 )  t h a t  i f

u  €  X =  5Bp ( n ^ , M *  , 7 * , 6 , 1 / q )  , t h e n  u  s a t i s f i e s  t h e  H o l d e r

c o n d i t i o n  i n s i d e  o f  fi S o ,  T h e o r e m  6 . 1  i s  a n  i m m e d i a t e

c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a .

LEMMA 6 . 2

Under t h e  name assumptions a s  i n  T h e o r e m  6.1, for any 

6 > a. there exists a constant y' > o  depending only on 6  and 

the data  a ^^ .  F  and  T , such that any sol ut ion u  of problem 

( 7 * ^ )  belongs to V3 n p . y ' , 6 , 1/q) where  q  =  ( p - l ) r  and  M 

7s  a  given number satisfying  ^  (for instance the number

given by Theorem 2.2) .

□

S i n c e  t h e  s o l u t i o n  u  o f  ( ^ q ) b e l o n g s  t o  K n  L ~ ( f i )  a n d  

i i u l l ^  < M , t h e  f i r s t  p a r t  a )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  i s  f u l f i l l e d .

T o  p r o v e  t h e  p a r t  b )  o f  t h e  d e f i n i t i o n ,  i t  s u f f i c e s  t o  c h e c k  

t h e  f o l l o w i n g :

IP

6

o C ■

lui
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LEMMA 6.3:

For an a r b i t r a r y  5 > o , there e x i s t s  a constant cj 

depending only on S > o and the data , F and T , such that:

For any f  e , with support f' c , o < V < 1, one

has :

- I t  ̂PI vu| ̂  dx < C
A
k,p “k,p

1-p'/r
(meas.

A,

1-p'/r^
(6.3)

for k > ess sup u - 6 .

REMARK 6.2

In the sequel, cl and cV^ will denote constants depending 

on 6 , on the data a ^ , F, T and on a parameter e (in the case 

of c ^ ^ ) . □

We will make use of the Young inequality in the following

form:

If a > o , b > o , then for any t > o , there exists 

c > o such that : ab < ea^ c:,, ' l/p + l/p' = 1  .
^ Cr

We will omit the sign z , and will write a^(u,vu) = a^ ,

F(u,vu) = F , (x) = IP ... The function u is a solution of

'’■o' • °

Kß '
o

.P r dxVi

P

K

bP*



V I .  82

78

We set fj. = Min v {rj) , ¡ĵ = f(M) + 1 and we consider the 
o </ 7 <M

function o associated to , /j  ̂ as in Lemma 4.3 .

Let 5 > o be a fixed number f e a>(n̂ ) such that 

o < '#’ < 1 and support ■#’ c c . We denote by r > o , the

number satisfying:

|a‘(t)| < r for Itl < 2M + 6 (6.4)

LEMMA 6.4

Let k > ess sup u - 6 . Then

i) o < o( (TP-k)̂ ) < o( (u-k)^)

ii ) o((u-k)^) < r (u - k)^ < r (2M +6) = M̂

iii) H^(u - k) o(u - k)^ - o(y> - k)^ < r(u - y> )

PROOF

We have < u , and thus (1P - k)^ < (u - k)^ . Since a 

is Increasing and o{o) = o , we obtain

o < o(y» - k)^ < o(u - k)^

To prove ii) , we note that: k > - M - 6 , and deduce that 

(u - k)^ < (u + M + 6)^ < 2M + 6  , By the definition of r , we 

find o(u - k)^ < T {u - k)^ .

From (6.4) and i) , we conclude 

0 < o(u - k)^ - 0 (1 '- k)^ < r|(u - k)^ - (y> - k)^| < r(u -Y>)

1

K o

def

K
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(We h a v e  u s e d  t h e  f a c t  t h a t  (v» -  k ) ^ <  ( u - k ) ^ <  2M + 6 )

□

LEMMA 6 , 5

Let  u  be a solut Ion of. ( ^ q )  • Then

V
Hy(u - k) € K n L (n^) 

H ^ ( u - k )  o ( u  -  k ) ^  -  o ( y  -  k ) ^

PROOF

V
€

o

V ^

S i n c e  TP € a»(fi ) , o n e  h a s  u  e w . We h a v e  t o  c h e c k

V V
u  > y* a n d  u  € L~ ( f t ) .

By t h e  p r e c e e d i n g  lem m a,  s i n c e  o < '{’ < 1 ,  we o b t a i n

o

V

< —  ( o ( u - k ) ^  -  a ( y » - k ) ^ )  < u  -  y*: n > r

As TP € L^ (f t^)  a n d  V* e a)(f t^)  , o n e  h a s  H^,(u -  k )  € L**(ft^)

V

s o  u  € L ( f t^)  •

F rom  Lemma 6 . 5 ,  we c a n  c h o o s e  a s  a  t e s t  f u n c t i o n  v  = u  -  jr 

( H ^ ( u  -  k ) ) ,  a n d  we d e d u c e  t h a t :

^ P

u u
,p

l
d e f

(fi)
P

p

^ P
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<A u,V ,P H y ,(u  -  k ) >  + f F ( u , v u ) -p P H p iu  -  k )
J £2

< < T , * p I ^ ( u  -  k )  >

L e t  u s  e s t i m a t e  e a c h  t e r m  o f  r e l a t i o n  ( 6 . 5 )  . 

LEMMA 6 . 6

T h e r e  e x i s t s  a c o n s t a n t  c'2 > o s u c h  t h a t

| J  F ( u , v u )  -p P H y iu  -  k )  | < ¡j 2 |  | ^ U | P * P ( u  “ 

n Ak , p

+ c ‘ 2  ( m e a s . Ak p ) 1 p  / r , jj 2 = f.(M) +

PROOF

F r o m  ( H . 2 ) ‘ , s i n c e  Hull < M a n d  f  i s  n o n' ‘ OO “

w e  o b t a i n  f o r  a . e .  x  i n  si :

| F ( u , v u )  | < /j 2 [ | v u | p + f  Q ( x ) ]

F r o m  Lemma 6 . 4 ,  

o  < H ^ ( u  -  k )  < o ( u  -  k ) +

H e n c e ,

d x

( 6 . 5 )

k ) + d x

d e c r e a s i n g  , 

( 6 . 6 )

( 6 . 7 )
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a
F(u,vu) - k) dx I < A/g |vu|^ a(u - k)^ dx

'k,p

+ Ìq (x ) o (u  - k)^ dx ( 6 . 8 )

"k,p

From ii) of Lemma 6.4, since o < V' < 1

A
f^(x) o(u - k)^ dx < f^(x) dx

k,p k,p

(6 .9 )

By the Holder inequality:

f (X) dx < Ilf II (meas. A )̂  (6 .10)
A o o ĵ r/p k,p
k,p

With (6.8) to (6.10), the proof of Lemma 6.6 is completed,

LEMMA 6.7

For any e > o , there exists c' > o such that:

|<T, V-̂ H (u - k)>| < e [vu|

k̂,p
vul^ dx

+ C  
£

'k,p

(u(x) - k)^ + (nieas. A^ ^)
1-p*/r

A

. p
Hy

2

,P

. P

P
2

il
P' / r

^ P

PV



V I . 86

82

Proof

N dg N
We set T = - x , iitii _ = r "g u and

i=l dXi W ' (fi) i=l Lr(ft)

N 1 / 2

9,o 1=1 iI . Then,

<T, ^PHr (u - k)> = H1 + H2 (6.11)

d -1
9 ,  srsr- *Hi - p I

“ I„ 9 i J fi
H = I g. H (u - k) iPP dx (6.12)
2 J„ ai ¿xi V

o

Since o < H^iu - k) <CT(u - k)+ < r(u - k)+ (see Lemma 6.4) and

o < if* < 1 , we have for a.e. x in n

I p  g *  § £ -  » p ' 1 Hy ( u -  k ) | < c ;  g Q | w |  <" -  k )  + ( , 6 .1 3 )

Hence, we have:

IH1 1 < ci f 9Q hf|(u - k)+ dx = c; [ go |v^|(u - k)+ dx
J n J A.o k,p

(6.14)

By the Young inequality:

C4 g 0 l '71f,l (U ” k ) + - 9 0 ( X ) P  + ° 5  l vV>| P ( u "  k > + ( 6 . 1 5 )

r .1 ,

dxk)uHv
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Therefore, we deduce from (6.14) and (6.15) :

|H, g^(x)P' dx + Cj. |vy|P(u - k)P dx (6.16)

k , p 'k,p

By the Holder inequality:

0„(x)P' dx < p (meas.

^k,p ^
< llTllP’ (meas. A ) 1-P‘

W ' (fi)

From the last two relations, we have:

|H^| < c¿ (meas. Aĵ  .̂)̂  + c¿ 1v ÿ | P  ( u -  k )P dx
k , p

(6.17)

1 2As for the term , we can write + Hg where

H" =

{u>

du
4  djT T* (u -  k)  'pf dx ;

«}nfi

«2 = -
(If* - k) if-P dx (6.18)

{ y > k } n f i

Since ( u - k ) ^ <  2M + ô , we have ¡o' (u - k)̂ | < r and

d u  I\o'{n -  k ) l  | g ^ |  < r |vu| g ^ ( x )  a.e. (6.19)

<

'r-p* /1-

S .p

/ r
(ß

k ,

/ r-P*

«2 »2

o

g .
3Y

P
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F r o m  t h e  Y o un g  i n e q u a l i t y :

r
P ’ ( 6 . 20 )

S o ,  we f i n d

|H V u | P  TpP d x  + c
2fe

g ^ ( x ) P ’ d x  ( 6 . 2 1 )

k , p k , p

By t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y ,  we g e t  a s  b e f o r e :

g ( x ) P ’ d x  < IITI|P' ( m e a s .  A. )^  ( 6 . 2 2 )

A, °  W
k , p

S i n c e  (V* -  k ) ^  < 2M + ^  ( t h i s  s t e m s  f r o m  Lemma 6 . 4 ,  a n d  

(Y”  - k ) ^ <  ( u - k ) ^ )  we h a v e

l a ' ( r  -  k )  < r a n d

Hgl < r vy> I g ^ ( x )  d x ( 6 . 2 3 )

{y’> k ) n i2

On t h e  o t h e r  h a n d ,  u  > y s o  t h i s  l a s t  q u a n t i t y  c a n  b e  

m a j o r i z e d  b y  :

|vy> I g ^ ( x )  d x  = lvy> 1 g_ (X) TfP dx

{u>k}nn ' k , p

v u  j X vu Ip p c*
2e

o < e

-P‘

o

^P

^ P
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B y  t h e  Y o u n g  i n e q u a l i t y ,  w e  d e d u c e ;

vY> I P  d x  +  -

k , p k , p
P'

g  ( x ) P '  d x

( 6 . 2 4 )

B y  t h e  H o l d e r  i n e q u a l i t y :

1
P  J

I v y j P  d x  < i  l l y y i | P  ( m e a s .  ^ ) ^  ( q = ( p - l ) r )

k .P
k , p

P‘
P ' , P ’g ^ ( x ) ^  d x  < II Til ^  ( m e a s .  A, ,  ^ )

1- p * / r

k , p
W ( n )

k , p

T h e  l a s t  t w o  r e l a t i o n s  c o m b i n e d  w i t h  ( 6 . 2 3 )  a n d  ( 6 . 2 4 )  l e a d

t o  :

H ^ l  < ( m e a s . ( 6 . 2 5 )

F r o m  t h e  e s t i m a t e  ( 6 . 2 2 )  a n d  ( 6 . 2 5 ) ,  w e  o b t a i n

<T ,Y* *^ Hy , ( u  -  k ) > l  < e v u | P  i pP  d x  +  c ^ ^  ( m e a s .  Aj^ ^

k , p

□

( 6 . 2 6 )

vY X 3 x
1
P

/pk

/q- p

1
P'

1

«"v ^k p
. 1 - - p /  r

/ rE
>PA
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LEMMA 6.8

For any e > o , there exists > o such that

<Au, if-PHyiu - k)> > if-P|vu|P o' (u - k)^ dx

k , P

-  fc vu|P ipP dx - c
5 e

(u(x) - k)P IvY-jP dx

k , p k,p

+ (meas. 1-p'/r

Proof

Let us write <Au, iP̂ Hy,(u - k) > = A + A^ + A^ + A^

A]

A2 = P a. 4-—   ̂o(u - k) dx 

k,p

""a  =  P
a ipP  ̂aiY - k)^ dx ,

n i
o

A i = i 15- - >̂ >+ '̂='
“ o

'5i
c

P >k
A

a . 
1

) u
a u k d x

P""k

V.P

d î

^ P (VO
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For , we have by (H.3)' (ii) :

a1 x ( | u | ) |vu|p - k(x)1/p 2 ( | u | ) |vu| a . e .
i

(6

So, if we set p = Max u (/?) , then
o</?<M

l > /¿i j |vu[P a' (u - k)+ dx
J AAi k,p

- P f k(x)
J A

*^p |vu[ *>p o' (u - k)+ dx (6
A, k,p

From the Young inequality, one has:

p f k(x)1//p |vu| if13 o' (u - k) dx < e i jvu]^ 'ft> dx 
J A J A

k,p k,p

P „.P

+ j k(x) dx (6
A,k,p

From the Holder inequality:

f k(x) dx < Hkll , (meas. A. )1 P /r (6
JA, L (ii) K,P

k ,p

. 27 )

. 28)

. 29)

. 30)

A1

u

X .1

c*5e
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F r o m  ( 6 . 2 8 )  t o  ( 6 . 3 0 ) ,  w e  f i n d

A j  > | v u | P  o ' ( u  -  k ) ^  d x  -  e | v u | P  i - P  d x

k , p

-  c ^ ^ ( m e a s .
1- p ' / r

k , p

( 6 . 3 1 )

F o r  A g  / w e  u s e  t h e  a s s u m p t i o n  o n  t h e  g r o w t h  o f  a ^  ( s e e  ( H . 3 ) ‘ 

( i ) )  a n d  t h e  f a c t  t h a t  n u l l  < M , o ( u  -  k )  < r ( u  -  k )  t o
OO +

o b t a i n

l A g l  < [  l v u | P ~ ^  | v V ’ | : f P ~ ^ ( u  -  k ) ^  d x

^ k , p

+  c! a ^ ( x )  Jv-#-! ^ ( u  -  k ) ^  d x

^ k , p

( 6 . 3 2 )

F r o m  t h e  Y o u n g  i n e q u a l i t y ,  w e  h a v e ;

c | v u | P  ^ |VTP|  TpP ^ ( u  -  k ) ^  d x  < £

k , p

l v u | P  V-P d x  

^ k , p

+  c
7e | v ¥ ' | P ( u  -  k ) P  d x ( 6 . 3 3 )

k , p

8
a ^ ( x )  jv :?’ ! v-P ^ ( u  -  k ) ^  d x  < c ^  

^ k , p

|v#> | P ( u  -  k ) P  d x

' k , p

+ ( 6 . 3 4 )

1
P

r/

I
8

, P -

■
8

c

c.

c
LC

p '

L” ( f i )

’ m e a s .
^ k p

1 - ■ p ' / r
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Fr o m  ( 6 . 3 2 )  t o  ( 6 . 3 4 ) ,  we f i n d :

A2 > [ v u | P  ipP d x  -  c ^ ^ ( m e a s .  ^

k , p  

-  c  ‘Be | v v | P ( u  -  k ) P  d x ( 6 . 3 5 )

k , p

F o r  Ag , we n o t i c e  f r o m  Lemma 6 . 4  t h a t  o < o ( ¥ ’ - k ) ^ < r  

( u  -  k ) ^  , s o

¡A,

12

v u | P   ̂ [ v v j P  ^ ( u  -  k ) ^  d x

' k , p

a  ( x )  | v#’ | ■#'P ^ ( u  -  k ) ^  d x ( 6 . 3 6 )

T h i s  r e l a t i o n  i s  t h e  s a m e  a s  ( 6 . 3 2 ) ,  s o  we c o n c l u d e  a s  i n  A ^ ,

I . e . :

A3 > -  e ( v u | P  TpP d x  -  c ^ 3 ( m e a s .  ^ )  ̂ ^  

^k ,p

^ [ ^ ( u  -  k ) P  d x ( 6 . 3 7 )

‘k , p

F o r  A^ , we u s e  t h e  a s s u m p t i o n  o n  t h e  g r o w t h  o f  a ^  ( s e e  

( H . 3 ) ' ( i ) )  t o  o b t a i n :

h
a ^ ( x )  I VP I d x

{y>>k}nn {y’>k}nn

' r

»P

< c
12

c
o

' t-- p ’ /

P

9e
C

< c
1 4

u
p-1 ^ P VY> d x c

1 4
P

o
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(6.38)

(since o'(^ - < ^) •

Since u > TP , one can majorize (6.38) by:

I A. I < c-14 v u

(u>k}nn

o

{u>k}nn

a (x) v-P |vy»| dx

( 6 . 3 9 )

From the Young Inequality, we have:

'=14 vu|P  ̂Y-P Ivy I dx < €

{u>k)ni2

I vu  I P v-P dx + ĉ  

^ k , p

vy

k,p

(6.40)

cl14 a (X) IvTPj dx < c;15

(u>k}ni2

j VTP I ̂  dx + c 

k,p
15 a^ (X ) dx 

^ k , p

(6.41)

From the Holder inequality;

I vY> I ̂  dx + c 

^ k , p
15 VIP I ̂  dx + c 15

k,p

a P ‘(X) dx 

^ k , p

< c' (meas. A, ) 96, ' k,p'
1-p'/r

(6.42)

ce

A

k )

p-1 ,P d x c
1 4

Oo

p d x

o

^ P

o
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From  ( 6 . 3 9 )  t o  ( 6 . 4 2 ) ,  we h a v e ;

|A ,

A. > -  e 
4 “

vu

ki,p

1 vv

k , p

T h e  r e s u l t  o f  Lemma 6 . 8  c a n  b e  e a s i l y  o b t a i n e d  f r o m  t h e  

d e c o m p o s i t i o n  <Au, Hy,(u -  k ) >  = A^ + A^ + A^ + A^ a n d  t h e  

r e l a t i o n s  ( 6 . 2 8 )  , ( 6 . 3 5 ) ,  ( 6 . 3 7 )  a n d  ( 6 . 4 3 ) .

□

PROOF OF LEMMA 6 . 3

F ro m  ( 6 . 5 )  , we h a v e  ;

<Au, yPHy,(u  -  k ) >  < | < T ,  if’PHy,(u -  k ) > |

SI
F ( u , v u )  v^H y , (u  -  k )  d x | ( 6 . 4 4 )

F ro m  Lemma 6 . 5 ,  6 . 6 ,  6 . 7 ,  a n d  r e l a t i o n  ( 6 . 4 4 ) ,  we f i n d

[fĵ  a' {VL -  k ) ^  -  (J^o{vi - k ) ^ ]  | v u | P  d x

k , p

< 2fe | v u | P  Ti-P d x  + c
1 0 ,€

k , p

( u ( x )  -  k ) P  | vv>jP d x  

^ k ,p

+ ( m e a s .  A, ) 
k , p  '

1- p ' / r

< € P . P dx c (meas
■P

1 -p* r

P P d»
6

m e a s .
^ k ,P‘

-P' /r
(6 43)

P

,P
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By t h e  c h o i c e  o f  o , o '  ( u  -  k ) ^  - /j ̂  a (u - k ) ^  = 1 a n d  i f

we

I v u  I P d x  < c^. u (  x)  -  k ) P  I vŸ- I P d x

k , p ' k , p

+ ( m e a s . A, ) 
k , p  '

1- p ' / r

To c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  Lemma 6 . 2 ,  we h a v e  t o  c h e c k  t h a t  u  

s a t i s f i e s  t h e  s a m e  i n e q u a l i t y  a s  u  . Th e  f o l l o w i n g  lemma l e a d s  

t o  t h e  d e s i r e d  r e s u l t ;

LEMMA 6 . 3 :

For any 6 > o , there exists a constant  > o such that

for all Y" e with support i> c  , o < Tf* < 1 , one has:

16

k , p

( - U  -  k ) P  VŸ- P d x
A

+ ( m e a s .  A ' ,  ) 
k , p  '

k , p

1- p ' / r

where :

A' = ( x € K  , - u ( x )  > k }  , k >  e s s  s u p  ( - u )  
k,P P  - J,

P

-  6

P r o o f

Th e  p r o o f  i s  t h e  s a m e  a s  f o r  Lemma 6 . 3 ,  we o n l y  r e p l a c e  

Lemma 6 . 5  b y :

s e t e
1
4 W€ f i n d :

1

P

c
16

o

7U P ,P d x < c
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LEMMA 6.5

Let u be a solut ion of (̂ q) • Then-.

V p
u  = u  + -  [ o ( - u  -  k ) ^  - o{-V - k ) ^ ]  € K n  L (fi)

Proof

Since |o(-u - k)^ - a {- Y> - k)^| < r (n - T) , we have

V
o <  - p [o(-u-k)^-o(-iP - k)^] < u-iP ; u >  y* .

■ oo
As in Lemma 6.5, we have u e K n L (fi) .

p

V
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FOOTNOTES

The function may be only continuous on ]o , <»[ ; it

suffices that i^^(t)P be integrable at t = o , and

Inf t», ( t ) > o vr > o . 
o < t < T

(2 )
In the sequel, we sometimes omit the sign I and summation 

is understood when repeated indices appear.

(3)
Here we use also the following remarks: if a^ -♦ a 

weakly in (R) as n -» <» and b̂  ̂ -► b weakly in

l P(R) as m -► <» , then

1 im
n-*oo •' n

a b I o ( u - 
m '

d x

lim
m-»<»

S2

a b Io(u - u ) I dx = o 
III ' m  '

For the first convergence we notice that by L e b e s g u e 's theorem, 

as n -* oo :

~ '^mH - strongly in {n)

and for the second convergence we observe that

a |tnu - I -♦ o strongly in L^ (a) , m -» <»

/ p^ p ■

lP'

a
n

d x
%

u
n

b
m

o

b
m

a
n

u lP

U
m
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A M S  (M OS): 35K 55, 3 5 K 6 5 -3 5 K 0 5  

A b s t r a c t .

F o r  a  l a r g e  c l a s s  o f  p a r a b o l i c  p r o b le m s ,  we g iv e  a  p r i o r i  

L ^ - e s t im a te »  Cl ^ p  ^ o f  t h e  s o l u t i o n  u C t)  . We show

t h a t  t h e s e  -n o rm s  may d e c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y  w hen t im e  

g o e s  t o  i n f i n i t y .

{ ^ R e c e i v e d  f o r  P u b l i c a t i o n  A p r i l  1 5 .  1 9 8 5 )

INTRODUCTIO^J.

L e t  u  b e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  h e a t  e q u a t i o n  : 

u  ’ -  Au + c u  = 0 i n  3R^x fi ,

u  = 0 o n  ]R^x ,

uC O ,x) = Up,CxD i n  Î2,
N

w h e re  SÎ i s  a n  o p e n , b o u n d ed  sm o o th  d o m ain  o f  3R . I t  i s  w e l l -  

known Csee [ 1 ] )  t h a t  t h e  m ap p in g  t  | (uCtD| |  ^  d e c r e a s e s  f o r

l P cîî)

a l l  p  e  [1,+«>].  A r e c e n t  p a p e r  [9 ]  show s t h a t  f o r  t h e  d e g e n e r a t e  

p o ro io s  m edium  e q u a t i o n  :

u ’ = A<i)CuD i n  fi ,

<l)Cu) = 0  o n  3fi ,

u(0,x) = Uq Cx) in Î2 ,

13

an
a

LÏ
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t h e  sam e r e s u l t  h o l d s .  T he m e th o d  u s e s  t h e  s e m i- g r o u p s  t h e o r y .

I n  t h i s  w o rk , we g e n e r a l i z e  s u c h  r e s u l t s  u s i n g  t o t a l l y  d i f f e 

r e n t  m e th o d s .  M ore p r e c i s e l y ,  we c o n s i d e r  a  r e g u l a r  f u n c t i o n  u  

d e f i n e d  on  a n  o p en  b o u n d ed  s e t  o f  , s a t i s f y i n g

h„Cu)dx + I a. .(t,x,u,.|H,vuD ^  -- dx +

fh^Cu)dx (*)r C t , x , u , - |^ ,V u ) h  CuDdx =
n  a t  e

f o r  a . e .  t e  CO,T) , f o r  an y  0>O, w i t h  Hq Cu) = C|u |  -  G D ^sign  u  , 

r  h a v in g  a  s u i t a b l e  g ro w th  p r o p e r t y .  T he c o e f f i c i e n t s  a^^  a r e

N
m e a s u r a b le  a n d  s u c h  t h a t  Y a - . C t , x , u , u ’ , p ) Ç . Ç - ^ O ,

i , j = 1  ^ J

V Ç = e ]R^ .

T he s o l u t i o n s  o£  t h e  p r e v i o u s  e q u a t i o n s  a s  \N/ell a s  t h e  s o l u 

t i o n s  of  many p a r a b o l i c  e q u a t i o n s  o r  i n e q u a t i o n s  s a t i s f y  C*D-

H e r e ,  we g iv e  a n  e x p l i c i t  u p p e r  b o u n d  o £  l !uCt) | l  £ o r

a l l  t  G [ 0 , T ]  a n d  p  € [ 1 ,-k»] . I £  £  = 0 , £ o r  a  l a r g e  c l a s s  o£  

n o n  l i n e a r i t i e s  r  , t h e s e  norm s d e c a y  e x p o n e n t i a l l y  i . e .

II u C t ) | |  ^ II ^ 1 1  ^  w h e re  t h e  r a t e  v  d e p e n d s  o n ly
^ lP c q :̂

on  r

We u s e  e s s e n t i a l l y  t h e  r e a r r a n g e m e n t  o £  f u n c t i o n s  ( s e e  [7 ]

£ o r  ex a m p le )  . F o r  c o n v e n ie n c e ,  we b e g in  by  some p r e l i m i n a r y  d e f i n i 

t i o n s  a n d  th e o re m . In  t h e  f i r s t  s e c t i o n ,  we g iv e  t h e  p r o o f  o f  t h e  

m a in  r e s u l t .  I n  t h e  s e c o n d  s e c t i o n ,  we g iv e  some a p p l i c a t i o n s .

0 .  DEFINITIONS AND PRELIMINARY RESULTS.

L e t  Q  b e  a  b o u n d ed  m e a s u r a b le  s e t  o f  CN^1),  v  a  r e a l

m e a s u r a b le  f u n c t i o n  d e f i n e d  on  Q  a n d  l e t  Q* d e n o te  C 0 , | i 2 | ) .  T he

d e c r e a s i n g  r e a r r a n g e m e n t  o f  v  i s  d e f i n e d  o n  IT*“ = [ 0 , | i 2 | ]  by

C  ̂) We u s e  o n ly  L e b e sg u e  m e a s u r e .

a t

N u 3 h - uD

i j  == 1

S i

lP
e

;î î ;lP
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v * ( s )  = I n f  {6 e  K ,  lv>6 I ^ s} vÆiere |v > 0 |  = m eas {x € i2,vCx)>6> 

C£or any  m e a s u r a b l e  s e t  E ,  we d e n o te  by  | e 1 i t s  m e a s u r e ) .  I f  v  

i s  d e f i n e d  o n  C0,TD><i2 a n d  i s  m e a s u r a b l e  v i i th  r e s p e c t  t o  t h e  

s p a c e  v a r i a b l e  x  o f  , we c o n s i d e r  i t s  r e a r r a n g e m e n t  w i t h  r e s 

p e c t  t o  X : v * C t , s )  = C v C t) \C s)  f o r  a l l  s  € n* . The f o l l o 

w in g  r e s u l t  i s  i n m e d i a t e  f ro m  [8 ]  C i n [ 8 ] , u  b e l o n g s  t o  

b u t  t h e  p r o o f  i s  t h e  s a m e ) .

Theorem  O J f  u  € »^CO,T, C1Sr<+«> , 1<p<+°° ) ,  t h e n

U* e w' '» ^ C 0 ,t , lP ( î2* } ) ,

|u * l l  . ^ l |u | |  ^
W ‘*’̂ CO,T,lP cŝ  DD w ' »^CO,T,lPC îî)D

a n d
3u^
W T

3w
C±n t h e  d i s t r i b u t i o n  s e n s e ) , w h e re

w C t,sD

3u

u C t) > u C t) * C s ) ^ ^
dx i f  (uCtD = u C t ) * C s ) |  = 0

r

-•uCt)>uCtD*CsD
d x

r s -  |uCtD>uCtD *CsDl/g^_j

J I a t
0 uC t)= uC tD *C s)

) .
d o

o t h e i r w i s e .

CHere t h e  l a s t  i n t e g r a n d  i s  t h e  d e c r e a s i n g - r e  a r r a n g e m e n t  of* t h e  

r e s t r i c t i o n  o£ t o  t h e  s e t  {x € Q, u C t ,x )  = u C t ) * C s ) >  sux>posed 

t o  be  o£ p o s i t i v e  m e a s u re )  .

1 . HYPOTHESIS. MAIN RESULT,

L e t  Cl b e  a  b o u n d ed  o p en  s e t  o£ 0<T<+«^, a n d  l e t  f  ,

u C1^ i , j ^ N D  be s u c h  t h a t  :

u  a n d  e  l ’^ C O . T .

CO, T lP

Q.

lP

au
91:

.N

a,

3x1
a t

3u

n:n ^



V I I  . 4

16 J. M. RAKOTOSON

CH1D U q  e  L ^ C SîD , f  g  w h e r e  Q = ] 0 , T [ x f i

N
( H 2 )  r  i s  a n  o p e r a t o r  w h i c h  m a p s  D =  [ 0  , T  i n t o  ]R a n d

s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  : t h e r e  e x i s t s  s o m e  f u n c t i o n s  

A ^ C i = 1 , 2 , 3 )  s u c h  t h a t  CO , T )  ,  X 2 i s  m e a s u r a b l e  o n  CO , T )  a n d

À2 ^ 0  a . e . ,  e  CQD a n d  X^^O a . e . ,  a n d  f o r  a . e .  Ct  e Q  a n d  

f o r  a l l  C u , u ’ , p )  €  ]RxjRxR^

C s i g n  u )  r e t  , x , u , u ’ , p )  ^ X . ^ C l : ) | u j  +  ^ 2 ^^^ u ’ C s i g n  u )  +  X ^ C t : ,x D  

CH3D a ^ j  a r e  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n s  o n  D s u c h  t h a t  f o r  a . e .  Ct  , x )  G Q  

a n d  f o r  a l l  C u , u ’ , p )  €  ]Rx]RxR^

^  - .............. -  —  . . .  . . .

i ,  j  =  1
( t , x , u , u ' S O  V  C =

L e t  u  b e  a  r e a l  f u n c t i o n  d e f i n e d  o n  Q s a t i s f y i n g  t h e  f o l 

l o w i n g  a s s u m p t i o n s  :

C H 4 ) - a .  i )  u  €  C O , T , l ‘̂ ( Q ) D  ,  u '  = ^  €  ( 0  ' C S l))  f o r  s o m e
1 1

q 2 2  a n d  — + — =- = 1 .
q  q

i i )  u C t )  €  C fi) f o r  a l m o s t  e v e r y  t  ^

i i i )  r ( t , . , u C t ) ,  u *  C t )  ,  V u C t ) )  e  Ci^) f o r  a . e .  t ^

i v )  v C t ) *  = | u C t )  I *  e  C ° C f 2 * )  f o r  a . e -  t  .

C H 4 ) - b .  F o r  e a c h  0 > O  ,  w e  c o n s i d e r  t h e  r e a l  l i p s c h i t z  f u n c t i o n

Hq Ct )  =  C | t | - 0 ) ^  s i g n  T . We a s s u m e  t h a t  f o r  a l m o s t  e v e r y  t  ,  t h e

f u n c t i o n  u  =  u C t )  s a t i s f i e s

N  f  3 u  a h
u ' h  C u ) d x  +  a .  . C t , x , u , u ’ , V u ) g —  C u ) d x  +

fi

r c t , x , u , u ’ , v u ) h  C u ) d x  =
fi ®

f h _ C u ) d x
fi ®

R e m a r k  1 . T h e  p r o p e r t y  C H 4 ) - a . i )  i n f e r s  t h a t  u  e   ̂ CO , T , C i i ) )  

a n d  t h u s  u  €  C ° C  0 , T  , L ^ C i i ) ) >  A s  t h e  r e a r r a n g e m e n t  i s  c o n t r a c t i n g

f r o m  Cf2) i n t o  L ^ C f i * )  C s e e  [ 7 ] ) ,  w e  d e d u c e  t h a t  t h e  m a p p i n g
f s

t  | u C t ) [ * C a ) d a  i s  c o n t i n u o u s  o n  [ 0 , T ]  ,  f o r  a l l  s € [ 0 , | i 2 | ]  .
0

We n o t i c e  t h a t  a s s u m p t i o n  C H 4 D ~ a . i v )  i s  s a t i s f i e d  f o r  e x a m p l e  i f  

| u C t ) | € H V i 2 )  C s e e  [ 7 ] )  o r  u C t )  e  C ° C S 1 ) .

Q)L̂ ,

-ai>

L

3
,x)

" i j

,L^,T

IX .
3j  = 1Í2 i .

h V

I
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In the following, we shall set

v C t )  =

q C t . s D

f t  A ^ C t )

0 1 + ^ 2 Ct D
dx t G [0,T]

f|^Ct,s) +C-A,)*Ct,s)

T T - x^ T E T > 0 Cby CH2)D

gCt,s) = |û l̂*CsD
r t

0
e’̂^^^qCx ,s)dx .

( 1 . 1 )

Cl .2)

Cl .3)

Remark 2. The function v is .in C°CCO,T]) and g is in C°C[0,T],

In fact, by assunption CH2) ,
1 + X ,

^ I I  . On the other

hand, by CHI) and CH2), f and X^ belong to CQ) ; so |f|* , 

C-X^)* belong to CQ*) where Q* = ]0 ,T[xf2* (see appendix for

their measurability) and q € CQ*) • Let (t-j ,t2 ) € [0,T]^,t^^t2 then

CgCt_,s) - gCt^,s))ds
■ f :

qCx ,s)dx

r"2 ^vC x)

t ^  1 + X z C x )
[I|fCx)|| + l|X,Cx) II 1 ]dx Cby equimesurability)

L ' Cii) L ' CSi)

This last relation shows that g G C°CCO,T], L^Cf2*)). 

Our main result is the following

Theorem 1 . IMder the previous assumptions 

V s G IT*'

rS
luCt)I*Ca)da < e-vCt)

r S

0
g Ct, a) da ;

, one has V t G [0,T],

Cl .4)

we deduce

l|uCt)|| p ,
L̂ Cii) L̂ Cii*)

A direct consequence o£ Theorem 1 is

for all p G [1,+°‘>] . Cl .5)

Corollary 1 . Assijme that X^ = f = 0 and X^S 0 a.e.. then the

en*
/Vi

l 1

’t ] dx

e iig Ct]
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m ap p in g ■t r 1 u C t)  I Co)da d e c r e a s e s  f o r  a i l  s  € n* ; m ore
JO
rS

p r e c i s e l y  : 

t o  : l l u ( t )

I u C t)  1 *C o)da ^ e
-V CtD rS

|u  I* (oDda w h ic h  l e a d s

lP cîî)

-vCtD
11̂ 011 ü P e C1,+ ~ 3.

L^(f2D

P r o o f  o f  T heorem  1 . F o r  a  f i x e d  t , we d e n o t e  u  = u C t)  , v  

| u C t ) (  , a^. = a ^ j C t , x , u , u * , V u 3 , r  = r C t , x , u , u ’ ,V u ) .

By C H 4 ) - a . i i ) ,  a s  u  € , a c c o r d i n g  t o  S t a m p a c c h ia  [ 5 ] ,

3x

T 3h„Cu) 
hgCu) e h 'Cî î ) , an d  ------= 0  i f  |u|  = 6

a x .

ahg CuD 3u

T x -  h 'e C u )

i f
i f  I a  I > 0  

i f  I a  I < 0  .

By a s s u n p t i o n  CH 4)-b, we d ed u c e  t h e n

3u 3u
AC6D =

v > 6  i . j = 1  9 ^ i  *
d x  =

au

By CH3D, we h a v e

v >0

N

z

C f  -  - r ) C s i g n  u ) C v - 0 ) d x Cl - 7 )

i . J - 1
i s  t h u s  a  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n .  As i n  [ 7 ] ,  a  s im p le  d e r i v a t i o n  o f  

t h e  r e l a t i o n  Cl .7 )  l e a d s  t o  :

Cf -
V>0

a u
at -  D C s i g n  u ) d x

dA
■a© à O a . e .  0 Cl . 8)

S e t  mC0D = |v>©l , k C t , s )

rS rS

v * C t , o ) d a ,  FC t,sD IfCtD UCaDdo.

By H a r d y - L i t t l e w o o d  i n e q u a l i t y  Csee [ 7 ] )  :

r r 1 v>6 1
I f  s i g n  u  dx  S
v >0 J

|fCtD|*Ca3do = FCt,nCe)). Cl .9 )
Q

By a s s u n p t i o n  C H 4 ) - a . i v ) ,  v* € C CS^*), t h e n  a s  i n  [7 ]  , we o b t a i n

• s

o o

111 -f o r

f e w i t h h i a ]
1

D

N

LJ ?c.
J

a t

3u 3u
> 0 a e . the f u n c t i o n A e:)

o o
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t h a t  f o r  a . e -  6>0 , 6 = v *CmC0D!) a n d  |v*=  0| = 0 . On t h e  o t h e r  

h a n d ,  by  C H 4 ) - a . i ) ,  v  e.  ̂CO,T, L^ D • So , lo s in g  T heorem  0 

i n  [8 ] , we g e t  f o r  a . e -  0>O :

a s

v >0

9u
a t

s i g n  u  dx  =_ f
J v >0

dx =
v>v* C»j C0) )

3v
a t

dx

= 1 ^  Ct,uC0D) C l. 10)

U s in g  t h e  a s s u n ç > tio n  CH2) o n  F a n d  t h e  r e l a t i o n  C l - 1 0 ) ,  we g e t

e a s i l y  : -
v>0

r s i g n  u  dx â -  X.J Ct)kCt ,MC0))  -

AzCt) 1 ^  Ct,MC0)) -
v>0

X ^ C t ,x ) d x  - A g a in ,  by  H a r d y - L i t t l e w o o d

i n e q u a l i t y  : -
v>0 3

f | v > 0 |

o
C-A^)* Ct , a ) d o S e t t  i n g

fS
AC t, s ) C -A ,)* C t , a ) d a  , we t h e n  h a v e  :

ak

>0
r

^ Ct ,uC 0) ) C 1 - 1 1)

C o m bin ing  t h e  r e l a t i o n s  C l - 9 ) ,  C l . 10) ,  C l - 1 1 ) ,  we g e t  by C1 -B) : 

FCt ,MC0))  + ACt,MC0)) A^Ct)  ak
----------------------------------------------------------------------!------------------ k C t , u C e ) ) -----------Ct ,uC0 ))a o . Cl . 12)

1 + A2Ct) - 1 + A2Ct)  a t

A., Ct)

^ « 3  -  1 V x ^ a :) •

F C t , s )  + A C t , s )  ak  
G C t , s )  = ------------------------------------------------A C t ) k C t , s )  -  C t , s )  =

q C t , a ) d o  -  A C t ) k C t , s )  -  Ct , s )  .
o

i k
t:

,x; dx <

s i g n u d x < ■ k t , :e) Ct
9 t

Ct :e

S e t

ak
3 t

ai-



V I I  . 8

2 0  J. M. RAKOTOSON

L e m m a  1 1 G ( t , . )  €  .

P r o o f  : B y  C H 4 ) - a ,  v  €   ̂ CO , T , L^  )  • H e n c e ,  b y  T h e o r e m  0 ,  

V *  e  C O , T , L ^  )  . F o r  a  f i x e d  t ,  k C t , s )  =

3  k

3 t

s
v * ( t , a D d o  a n d

o

( t , s )  =
f S  3 v *  ___

—  d a  b e l o n g  t o  C  ( S I * ) .  B y  r e m a r k  2 ,  q ( t , . )  €
o

L ^  ( Î 2* )  a n d  t h e n q ( t , o ) d a  b e l o n g s  t o  C ° ( f i * )

B y  r e l a t i o n  ( 1 . 1 2 ) ,  G ( t , | j ( e ) )  ^  0  f o r  a . e .  0 >O a n d  G ( t , 0 )  =  0  

t h e n  w e  h a v e  :

Lem ofna 2 .  F o r  a l m o s t  e v e r y  t  ,  G ( t , s )  S  0  f o r  a l l  s  e  .

P r o o f  o f  L e m m a  2 . u O )  =  1 v > 0 1  i s  a  r i g h t  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .  

H e n c e ,

G ( t , M ( e ) )  S  0 f o r  a l l  6 €  t O , +  <- [  ( 1 . 1 3 )

A s  i n  [ 7 ]  ,  o n e  c a n  c h e c k  e a s i l y  t h a t  f o r  0 > O  ,

G ( t , ü ( 0 ) )  à  0 ( 1 . 1 4 )

w h e r e  ¡ j ( 6 )  =  | v S 0 | .

L e t  P  b e  t h e  u n i o n  o f  f l a t  r e g i o n s  o f  v *  t h a t  i s  P  =  U P .
i € D  ^

a n d  P ^  =  { v *  =  0 ^ } ,  0 ^  €  ]R_^ ,  i P ^ l  ^  0 » i s  a n  i n t e r v a l  o f

t h e  f o r m  ( s ^  =  | v * > 0 ^ | ,  s ?  =  l v * S 0 ^ | ) .

L e t  s  €  [ 0 , 1 ^ 1 ]  .

I f  s  C P  ,  b y  e q u i m e s u r a b i l i t y ,  w e  h a v e  m ( v * ( s ) )  =  s  a n d  b y  

( 1 . 1 3 ) ,  w e  g e t  G ( t , s )  à  0  .

I f  s  €  P ^  =  [ s ^ , s j ^ ]  ,  b y  ( 1 . 1 3 ) ,  w e  a l w a y s  h a v e  G ( t , s ^ )  2: 0  .

3 v *
B y  P r o p K J S i t i o n  1 i n  [ 8 ] ,  -5^ —  =  =  c o n s t a n t  a . e .  o n  P .  .  S o ,  i f

dX. 1 1

we write :

'JT'

CSî

1

o

s
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rS

qCt: , a ) d a  -  X Ct)
s .

X I X

we o b t a i n

GCl:,s) = G C t , s ^ )  +

)bt:ain

3G | f | ^  Ct,sD + C-X3D * C t ,s )  

3 s  1 + x̂ c-t:)

rS
v * C t , a ) d a  -

s .

rS 3v* 

s .  ^

-  x c t j e j ^  -  T i  .

As | fC ' t ) l* C .D  + C-^2^ * C t : , . )  i s  d e c r e a s i n g ,  G C t , . )  i s  t h e n  c o n c a v e  

on  [ s ^ , s ! ^ ]  a n d  G C t ,s )  £ MinCGCt, s^D ,G C t, s^D D f o r  s  e  [ s ^ , s j^ ]  .

We h av e  t o  show t h a t  GCt,sj^) £ 0 .

I f  0^  0 , G C t , s p  > 0  b y  C l. 1 4 ) .

I f  0^ = 0 , tw o c a s e s  c a n  o c c u r  :

1) M e a s u re  i C t , s )  € Q* = CO,T)xii*, v * C t , s )  = 0} = 0 , t h e n  t h e  s e t  

o f  t  i n  CO,T) s u c h  t h a t  |v C t ) *  = 0 |  0 i s  n e g l i g i b l e .

2)  Nfeasure { C t , s )  € Q * , v * C t , s )  = 0} 0 . As v  b e l o n g s  t o

 ̂C"0»T,L^ Cfi)) , u s i n g  T heorem  0 a n d  t h e  same a rg u m e n t  a s  S tam 

p a c c h i a  [ 5 ] ,  we o b t a i n  = 0 a . e .  o n  { C t , s )  € Q* ,v*  Ct , s )  = 0 } .  

We d e d u c e  t h a t  f o r  a . e .  t  € CO,T) , -|^ Ct) ■= 0 a . e .  o n

{ v C t)*  = 0 } .  We t h e n  h av e  6^ = = 0 a n d  G C t ,s )  = G C t , s ^ )  + 

r s
q C t , a ) d a  ^ 0 C s in c e  q S O ) .

^ i

T h i s  Lemma a l l o w s  u s  t o  g e t  t h e  Gromwall i n e q u a l i t y  :

q C t ,a D d a  f o r  a . e .  t  C l .  15)
ak

C t , s )  + X C t ) k C t , s )  Sat
■ KJ

By Remark 2, e " ^ ^ ^ ^ q C t ,s )  b e l o n g s  t o  CQ*) • S o ,  i f  we s e t

L C t , s )  = e '^^^^qC T ,a )dodT  ,

•' o  •' o

t h e  r e l a t i o n  Cl. 15) i m p l i e s  :

^  [ e ^ ^ ^ ^ k C t , s )  -  L C t , s ) l  ^ 0 f o r  a . e .  t

da

V*
It

s

fSr t

(
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then, for every t ,

ev t̂3k(t,sD - L(t,s) £ k(o,s) = fS |u |*Ca)da . Cl.16)
J o

As
•S rS
[ gCt,a)da = LCt,s) + [ |u |*Ca)do,
o J o

the relation Cl-4) o£ Theorem 1 follows from Cl-16). The relation 
Cl. 5) is a simple consequence of a lemna in [1] Cp - 174).

Remark 3. If u is only in Ĉ  ,T,LĈ C^D) and €
L1 CT,T,Lq * Ĉ D) for some x€ ]0,T[ , q>2 , — + ~ r = 1 , then theq q
result remains valid by replacing the origin of time 0 by t that
is

vCt) - | 1 j  x (t«) dT' » ^ e Ct,T] ,
T Z

I , ft vCtM lfl* Cx’,s) + C-X3) *Ct’,s) 
gCt,s) = juCt) | *Cs) + j e ---------1' + \ 2 Ct*)----- dx '

and then for all t € [x,T] , s € Q* :

f |uCt)|*Ca)da < e“v(‘t:-) f gCt,cf)da .
J o J o

2. SOME APPLICATIONS.

1 st example : the porous medium equation.
Let us consider the system

u f = A(p Cu) in

C2.1) { <i)Cu) = 0 on JR+X 3f2

uCo,x) = uQ(x) in Q

where 4>(u) = Cm>1), u € M>0 , u SO , f2 is a smooth
Nbounded set of R

A ,  C x ‘ )rt:

T 1V(

a
an

|u

u = 
m-1u c2 CñD
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LCTima 3 . U n d er  t h e s e  a s s u n p t i o n s  o n  Uq , P ro b le m  C 2.1) a d m i t s  a  

p o s i t i v e  u n iq u e  c l a s s i c a l  s o l u t i o n .

The p ro o £  was g iv e n  by  L a < ^ z e n s k a y a  e t  a l . [ 6 ] .

T heorem  2 . The p o s i t i v e  s o l u t i o n  o f  C2.1) s a t i s f i e s  :

s € i î *  , V t S O  :
fS

u C t)* C a )d a  £

o

f s
u  ( a ) d a  ,

o

an d  we g e t

l lu C t)  II < ||uC o) II v p e  [ 1 ,+  °°] .

P r o o f  o f  Theorem  2 , As u  i s  a  c l a s s i c a l  s o l u t i o n ,  a l l  t h e  a s su m - 

t i o n s  on  t h e  r e g u l a r i t y  

we d e d u c e  e a s i l y  t h a t  ;

TT.
t i o n s  on  t h e  r e g u l a r i t y  o f  u  a r e  s a t i s f i e d .  As u  ^ 0 , cj) CuD = u ' .

^  r N ^  . au  8h^ Cu)
Au h  Cu)dx = I f  m u  ------ dx  .

0 J «  i=1  ^ ^ i  ^ ^ i

Sq t h e  a s s u m p t io r e  CH3) CH4) a r e  t h e n  s a t i s f i e d  w i t h  a^^ =m 6^^ | u | " ’“ \  

*^ij {  0 o t h e r w i s e  ’ H e r e ,  r  = f  = 0 ,  we a p p ly  t h e n  C o r o l l a r y  1.

R em ark  4 . L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  p o r o u s  m edium e q u a t i o n  w i t h  D i r i c h -  

l e t  b o u n d a ry  c o n d i t i o n  :

u ’ = Ac})Cu) i n  CO,T) X ^  = Q

u  = 0 o n  CO,T) X C2.2)

uC O ,x) = Uq Cx ) i n  Î2

W ith  Uq € Cn'), Uq > 0 , Q  a n d  <J> a r e  a s  i n  Lemma 3 . A c c o rd in g  

t o  P .  B e n i l a n  [2 ]  , t h e  u n iq u e  s o l u t i o n  u  s a t i s f i e s

i )  u  ^ 0 a . e .

i i )  U  e L~CQ) n  c ° C [ 0 , T ] , L ^ C f i ) )

i i i )  € l "* Ct ,T ,L^  Cfi)) f o r  an y  x > O .

A ssum e, i n  a d d i t i o n  t h a t  u C t )  € Ciî) f o r  a . e .  t  G ] 0 , T [  . T hen

lP CS2; lP

o*

3iî

L“

>u
t

h;
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u C t)  € C°Ciî*) f o r  a . e .  t  Csee [ 7 ] ) . . As u  G Cx ,T , L°°Cfi) ) a n d  

Ct ,T ,L ^  Ciî) ) f o r  any  t >0 , o n e  ca n  a p p l y  Remark 3 t o  g e t

rS
uCtD *Co)da S

o

rS
u (T j* C cj)d a  f o r  any  t  € [ t , T ]  a n d  

°  s  € [ 0 ,  |i2| ] .

S in c e  u  € C° C [0 ,T ]  , Ciî) D , by  Remark 1 , we d ed u c e

i u C t ) * ( o ) d a  ^ l im
o T-»o

rS
u C T )* ( a )d a  =

o

rS

u C o)^C o)do  ,
o

t h u s  T heorem  2 h o l d s .

2nd  e x a n ^ l e . P a r a b o l i c  i n e q u a l i t y .

As p r e v i o u s l y ,  ii i s  a  b o u n d ed  sm o o th  dom ain  o f  ,

0<T<-*-«> . We c o n s i d e r  t h e  f u n c t i o n s  a ^ j ( t , x ) ,  a ^ ( t , x )  w i t h

( E . l )  ^ L°"CQ) , Q = (0 ,T )x i2

N 7 M
CE.2) I a  ( t , x ) e . € .  ^ l e r  a . e .  i n  Q , V  ^ G

i , j = i  ^ J

3 a . .

CE.3) ^  € L CQ)

CE. 4) f  , I I  € CQ) .

We d e n o t e  by

A , C t J v  .  -  i j _ i  ( a . j C t . x ) .  I 5 - )

A C t)v  = A.J C t)v  + a ^ v  

CE. 5) L e t  Uq € Ĥ CŜ D , u^  > o , ACT)u^ € L^ C«) .

Lemma 4 .  U nder t h e  a s s u m p t io n s  CE. 1 ) , . . . , CE. 5 ) ,  t h e r e  e x i s t s  o n e  

u n i q u e  s o l u t i o n  u  o f

3u
at

S

»-j

at

'J

a
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3u
3 t

-3u

+ Au -  £ à 0 

+ Au — f ) u  =
'dt: 

u  = 0

uCO ,x) = Uq Cx )

u  S 0 in  Q 

i n  Q

o n  C0,T)x3fi 

i n  fi

C2.3)

M o re o v e r , u  s a t i s f i e s  u €  L°° CO ,T,H^ Cii) D , | ^  € L°°CO,T,L^ Ci2) ) •----------------------- -------------------------- Q dc

The p ro o £  o f  Lenma 4 i s  c o n t a i n e d  i n  B e n s o u s s a n -L io n s  [3 ]  . 

T heorem  3 . L e t  u  b e  t h e  s o l u t i o n  o f  P ro b le m  3 and. l e t

r t
Ct} = e s s  i n f  a ^ C t , x ) , v C t )  = X.̂  Cx)dT , t h e n  f o r  a l l

s  G , t e  [ 0 , T ]

rS

o
u

rS r t
[ u  Co) + e

w h i c h  l e a d s  t o

l luCtDll < e
L^Cn)

- v C t )

w h e re
f t

g C t )  Cs) u  CsD -H

l lgCt)  II V p  € [1 ,+~ ]

L^CS^*)

e

C2.4D

P r o o f  > I n  o r d e r  t o  a p p ly  T heorem  1 , we c h e c k  a l l  t h e  a s s u i rp t  i o n s . 

The r e g u l a r i t y  on  u  i s  s a t i s f i e d  b e c a u s e  o f  Lemma 4 . By Remark 1 , 

uCtD* e . T he o p > era to r  r  i s  r e d u c e d  t o  r  = a ^ C t: ,x )v  . S o ,

C sign v ) r  ^ X-| CtD Iv l . One c a n  c h e k  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  CH .4) -b )  i s  

s a t i s f i e d .  We a p p ly  T heorem  1 a n d  g e t  t h e  r e s u l t  -

3 r d  e x a m p le . T he sem i-ld L n ea r h e a t  e q u a t i o n .

L e t  g b e  a  f u n c t i o n  o f  c l a s s  O R ^ ) s a t i s f y i n g

i )  T h e re  e x i s t s  e>0 , s u c h  t h a t  xgCx) ^ C2+e)GCx),  V x  € ]R , 
rx

w h e re  G Cx) = g C s ) d s  .

0

1

Ce âo e
et

c o
f Ce ]d a

r>

j Ct
£ Ct Cs dx

C°

o
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i i )  T h e r e  e x i s t  t h r e e  c o n s t a n t s  A ,  B  ,  a n d  p  s u c h  t h a t

I g C x )  1 <  A j x l  +  B | x | P  CV X  e  ] R D ,  1 <  p  <  ^  i f  N > 3  ,

1 <  P  <  -K» i f  N = 1 , 2 .

i i i )  g  i s  n o n  i n c r e a s i n g .

T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  i s  p r o v e d  i n  [ 4 ]  .

P r o p o s i t i o n  1 .  A s s u m e  t h a t  g  s a t i s f i e s  i )  ,  i i ) ,  i i i )  ,  a n d  m  

i s  a  n o n n e g a t i v e  c o n s t a n t ,  t h e n  e v e r y  s o l u t i o n

-  A u  +  m u  =  g C u )  i n  

u  =  0  o n  C 2 . 5 )

u C o , x D  =  u ^ C x D  i n  Çî f o r  t  =  0

i s  s u c h  t h a t

a )  u C t )  e  C ^ C n D ,  I ^ C t )  €  C ° C i 2 )  f o r  a n y  t > 0  a n d  

S i q j  | | u C t )  Il y < + °o  f o r  a n y  t > 0  .
t à T > o  C  CH)

b )  S u p  l | u C t )  Il 2 < + °o -
t > o  L  Q

R e m a r k  5 .  T h e  h y p o t h e s i s  o n  u  a n d  g  i n f e r  t h a t  u  i s  v e a k l y  

c o n t i n u o u s  w i t h  v a l u e s  i n  .
O

A n  i n ç > r o v e m e n t  o f  t h e  s t a t e m e n t  b )  i s  t h e  f o l l o w i n g

P r o p o s i t i o n  2 .  E v e r y  s o l u t i o n  u  G L ^ q ^. C [ 0 ,  -k »  C , )  o f  P r o b l e m  

C 2 . 5 D  s a t i s f i e s  :

cD  l l u C t ) | |  ^  e " " *  | | u  II V  p  e  [ 1  ,+ o o  ] ,  V  t  >  0 .
l P c î2 )  °  l P C S ^ )

P r o o f .  L e t  T  b e  a  p o s i t i v e  n u m b e r .  B y  P r o p o s i t i o n  1 - a )  ,  w e  h a v e  

u  a n d  A u  i n  L ° ° C [ x , T ] x f 2 )  f o r  a n y  t > 0  . B y  i i ) ,  g C u )  G L  C [ t , T D x î î )

•2

u I L ~
oc [ 0 . |-oo| H QQ d£

1
a t

Au

H,i ' Í 2 ) ,
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a n d  t h e n  = Au + gCu) -  mu G L°°C [ r ,T  ><ii) . By Remark 1 ,

|uCt:3 1* G • I £  we s e t  F = mu -  gCuD , we c h e c k  e a s i l y  t h a t

C s ig n  uD r  ^ n i |u |  C a s in g  i i i )  a n d  gCo) = o )  • The a s s u m p t io n  CH4)-b 

c a n  b e  v e r i f i e d  by  a  s im p le  i n t e g r a t i o n  b y  p a r t s .  We t h e n  a p p ly  

R em ark 3 a n d  C o r o l l a r y  1 t o  g e t  :

rS
lu C t)  I *Ca)c3a < e  f^  | u Ct ) [ * Co)do V t  2 x . C 2.6)

o o

By r e m a r k  5 , we d e d u c e  t h a t  u  € C ° C [0 ,T ] ,L ^  a n d  by  Rem ark 1 ,

r e l a t i o n  C2-6) i n f e r s  ( x  t e n d s  t o  z e r o )  :

r S  ___  r S
|u C t ) U C a ) d a  S e  |uC o) 1 * Co)da ;

o o

We a p p l y  C o r o l l a r y  1.

APPENDIX

Lemma. L e t  Q b e  a  m e a s u r a b l e  s u b s e t  o f  ]R^ C N ^D , w hose  m ea su 

r e  i s  f i n i t e .  T>0 a n d  l e t  f  b e  a  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  d e f i n e d  o n  

Q = ]0 ,T [x i2  t h e n  t h e  d e c r^ » a s in g  r e a r r a n g e m e n t  o f  f  , f *  , i s  

a l s o  m e a s u r a b l e  on  Q* = ] 0 ,T [x f2* . M o r e o v e r . i f  f  e  L^ CO ,T 

= V C l S p < + « > ,  1 < q < + c o ) .  T hen  f *  € l P  CO ,T , L^ C^J*)) = W a n d

l | £ | l v  = l l f * I W  •

P r o o f . F i r s t l y , i f  f  € L^ CQ), t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  f ^  

i n  C [ O ,T ]  , Cfi) D s u c h  t h a t  f  t e n d s  t o  f  i n  CQ) • I f  wen

s e t

k C t , s )

rS

o
f * C t , o ) d a  , k ^ C t , s )  = f „  C t , a ) d a

f o r  s  e  ii* , t h e n  k^ € C^CQ*) a n d  k  i s  m e a s u r a b l e .  I n  f a c t ,  l e t  

u s  t a k e  C t . , , s . , )  € , f o r  an y  C t , s )  € Q* :

3u

-m(
f s

CÎÎ)

l"1|

r S

O

Q*
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+ ~ k j^ C t ,s )  I .

S i n c e  t h e  r e a r r a n g e m e n t  i s  c o n t r a c t i n g  f r o m  Ci^D i n t o  C ^ * )  

| k ^ C t . | , s D  -  k ^ C t , s ) |  s  I  l ' ^ n * ^ ‘‘̂ 1 “

< I t t 'n C tp  -  £ ^ C t )  II
^  ^  L'Ci2)

H e n c e

| l< n C ti ,S iD  -  k ^ C t , s ) l  < I C £j^C tp)*Ca)c3o | +

C A . 1 D

S i n c e  £ ^  e  C ° C  [ 0  , T ]  , L ^  Ci^D) t h e n  f ^ C t . , D *  €  C i^ * )  C b y  e q u i m e s u r a -  

b i l i t y )  ,  s o  t h e  r e l a t i o n  C A . 1 )  i n ^ j l i e s  t h a t  k^^  e CP C Q * )  - O n  t h e  

o t h e r  h a n d ,  b y  t h e  s a m e  a r g \ j m e n t  a s  b e f o r e ,  f o r  e v e r y  s  ,

| k ^ C t , s D  -  k C t , s D |  S  I l f C t )  -  f ^ C t )
L

n - ^ o o 0

1
a . e .  t :  C s i n c e  £  n  ^  L  C Q ) D -  T h u s ,  l i m  k  C t : ,  S )  =  k C t : , s )  :

^  n->H-oo ^
k  i s  t h e n  m e a s u r a b l e .  A s

k C t , s + h )  -  k C t , s D
l i m  --------------------- r----------------------  =  £ ^ C t , s D  :
h->0 ^  
h > 0

£ *  i s  a l s o  m e a s u r a b l e .  S e c o n d l y ,  i £  £  i s  o n l y  m e a s u r a b l e  o n  Q  ,  

t h e n  w e  c o n s i d e r  t h e  r e a l  £ u n c t i o n

TnCT) .

n  i f  T a  n _

T i f  I X I S  n  ■ 

- n  i f  T  <  - n

T^Cf) € L CQ) a n d  T ^C f* ) = C T^Cf))*  i s  m e a s u r a b l e  a c c o r d i n g  t o  

t h e  r e m a r k  a v o v e .  S i n c e ,  l i m  T Cf*) = f *  • We d e d u c e  t h a t
n->+oo “

k ( t ,s k Ct s ) |1< Ct s et s )

l^ r
,s3

daÖ-Ct,fa)

II t f
n

:t :
I

I rin:

i n

ti 1 n 1 1 n 1

n,

1
s

n
t

1
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f*  i s  m e a s u r a b l e .  I f  f  € V , f *  i s  m e a s u r a b l e  a n d  t h e  r e l a t i o n  

| | f  II ^  = l[f*ll ^  i s  a  s i n g l e  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  e q u i m e s u r a b i l i t y .

D
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R .1

Remark 1.

Let u be a measurable function on il and v € (il). Then

dw^ (u + - û

ds

tends to weakly in (fi ) as X tends to zero. That is for the topology 

o - ( L \ l ' ® ) .

Proof, We will use the Dunford-Pettis' theorem [a]. Let € > 0 and € 

L®̂ (fi) such that V tends to v in (v) as n tends to infinity. By Lemma
n

1.1 in [b], we have for any X > 0

(u

fi*

and a.e. in fi*

da- < ||v - vll
t V i i )

(R.l)

(u + XvJ^ - û
(s

n "OO
(R.2)

€ 1
Let us choose n € IN, i|v - v|l < e/2 and 8 = - . -----

° "o L̂ (ii) 2 1+ ||v
. If A

n OO 
0

is a measurable subset of fi* such |A| <8, then we deduce from (R.2) and 

the choice of 5 ;

(u + Xv^^)^ - û

der

Since,

(u + Xv)^ - û
der

(u + Xv)^ - (u + Xv̂
0

dcT +

X

ì

ì

A

X
AA X

V).

/
n

(u V)K\

iv

< |A
‘o

iloo
e / 2



R.2

{u
dcr

we then have

dor <  l lv  -  V

“ o l ’^ ( ì ì )
+  e / 2

<  e / 2  +  e / 2  =  e .

We conclude with Theorem 1,1(bis, in [b].
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1958.

[b] Mossino J., Rakotoson J.M ., Isoperimetric inequalities in parabolic 
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