THESES D’ORSAY

SMAIL DJEBALI
Problemes mathématiques de flammes laminaires non adiabatiques

Theses d’Orsay, 1987
<http://www.numdam.org/item?id=BJHTUP11_1987__0206__P0_0>

L’acces aux archives de la série « Theses d’Orsay » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression
de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

UNIVERSITE

PARIS ‘NuMbDAM
SUD

These numérisée par la bibliotheque mathématique Jacques Hadamard - 2016
et diffusée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BJHTUP11_1987__0206__P0_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
https://bibliotheque.imo.universite-paris-saclay.fr/
http://www.numdam.org/

63,8

UNIVERSITE DE PARIS-SUD

CENTRE D'ORSAY

THESE

Présentée pour obtenir le dipldme de:

DOCTEUR DE 3EME CYCLE

PAR:

DJEBALI Smail

X

SPECIALITE: MATHEMATIQUES

OPTION: ANALYSE NUMERIQUE

SUJET: PROBLEMES MATHEMATIQUES DE FLAMMES LAMINAIRES
NON ADIABATIQUES

Soutenue le: 15/12/1987 devant la comission d'examen composée du
JURY:
MM. R. TEMAM Président
F. MIGNOT Examinateur
J.-C. SAUT "

B.SCHEURER "






4 la mémoire be mon frere béfunt






REMERCIEMENTS

Je voudrais tout d'abord remercier Monsieur R.TEMAM qui m'a
accueilli au laboratoire d'Analyse Numérique d'Orsay et qui me

fait maintenant 1'honneur de présider le jury.

Monsieur B.Scheurer a proposé, orienté puis suivi cette thése
avec beaucoup de patience. Par son cours de D.E.A., il m'a permis
de m'initier aux problemes mathématiques de la combustion et
d'entreprendre ce travail. Qu'il puisse trouver 1ici toute ma

gratitude et ma reconnaissance.

Je tiens également & remercier chaleuresement MM. les
professeurs F.Mignot et J.-C.Saut qui ont bien voulu participer au

Jjury de cette theéese.

Sans oublier tous ceux avec qui Jj'ai bu avoir de
brofitables discussions, je tiens tout particuliérement a8 exprimer
toute ma sympathie envers J.-M. Rakotoson dont les conseils

m'ont été frutueux et stimulants.

Enfin, Jje ne saurais sincerement oublier ma famille et mes

broches amis pour leur soutient moral et leurs encouragements.






MATHEMATICAL PROBLEMS OF NON ADIABATIC
LAMINAR FLAMES

ABSTRACT :

TJhe aim of this thesis is Lo osudy a oystem of tuo eigenwalue
nonlinean differnemtial equations .
TFhis nroblem anises in the modeling of a nremieed <Laminan ¢ELame
moving in a Long tube .
¥e conviden a single olen chemical reaction of n?& onden :
REACTANT _— PRODUCT

and we allow he AHReat trwanoferi between he Llame and ke tube
walls.

In he Limit of omall Mach numbens, ke one-dimensional
havelling wave nacbhlem reduces aften remowvmalization o a system
of i on-dillus y .

Jo &ind u the miceiure temneratune, v the neactamd
concentation, and & the heal-Loss intensity solution of :

-u“+cu’= v"£(u) -hg(u). u (-®) =u(+») =0

” , - — n
-Av”+cv'==v f(u). v(=-0)=1;:v’ (+®)=0

Then we analyse he asymplotic behavicun of ke soluwtions as a
small narameten € goes Lo 0.

fastly, we establioh a rigorous singulan pedurbation  analysis
which yields a Limit relationshin between A and c .
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PRELIMINAIRES

CHPITRE







0.1.INTRODUCTION DU PROBLEME :

On s'intérésse dans ce travail & certains aspects mathématiques
d'un modeéle de flamme laminaire, prémélangée, en régime
stationnaire, s'appuyant sur un brlleur refroidi placé a l'origine
d'un tube. On considére une cinétique chimique simplifiée en une
réaction simple consommant un seul réactant, irréversible, d'ordre
n et du type :

nA —_— nB,

ol A est le réactant, B le produit et n2l, un entier.

Les équations de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement,de 1l'énergie, des espéces chimiques et 1les équations
d'états conduisent A& un systéme d'équations assez complexes.
L'écoulement étant supposé nettement subsonique, ie le nombre de
Mach (rapport de la vitesse de l'onde a la vitesse du son) étant
petit, on fait les hypothéses classiques de l'approximation de 1la
combustion: écoulement quasi-isobare sans viscosité, ni d'effet de
thermodiffusion (cf [0.3], [C.3]1,[A.6]). Pour un écoulement
supposé monodimensionnel, on cherche des solutions particuliéres
de type ondes planes (ou ondes de déflagration), c'est—-a-dire
f(x+vot) ou V0 est la vitesse de 1'onde.

Dans 1le cas ou 1les pertes de chaleur sont considérées
négligeables, la structure de la flamme est déterminée par 1la
donnée de la température u, de la concentration du réactant v et
du flux massique c. Ces trois quantités vérifient, apreés
renormalisation, le systeéme d'équations différentielles suivant
(cf [A.5]):

Trouver 2 fonctions u et v 8 valeurs dans (0,1) et un réel c>0
satisfaisant le systéme :

-u“+cu’= v"£f(u) (Equation de 1l'énergie)

(Pad ) (0.1)

-Av”+cv’'==v"f(u). ( Loi de Fick )



lequel est associé aux conditions aux limites suivantes :

u(-o)= 0.

Gaz frais : (0.2)
v(+o)= 1.

u(+x)= 1.

Gaz brulés : (0.3) {

v(+o)= 0.

Le parameétre A représente l'inverse du nombre de Lewis (A= 1/ Le)

L'application f tient compte de 1la 1loi d'Arrhénius et d'un
paramétre €>0 (proportionnel a l'inverse de 1'énergie d'activation
réduite). Ce terme de réaction f pose un probléme & (-»), appelé:

« difficulté de la frontiére froide ». Nous ne reviendrons pas sur

cette question sur laquelle beaucoup a été dit (cf
[A.5],([A.11],[0.3],[0.21]). Cependant on la contourne en
introduisant, par exemple, une température 6€]0,1[ dite

température d'ignition. Ce fut 1le cas de 1l1l'étude du systéme
(pad) par BERESTYCKI, NICOLAENKO et SCHEURER (cf [A.4],[A.51).

M.MARION a également étudié ce systéme sans température
d'ignition, mais avec une hypothése différente sur f ; elle a
obtenu des résultats différents ( cf [A.15] ).

Oon envisage, dans ce travail, d'étudier un modeéle global qui
simule 1'absorption de chaleur par les parois du tube;ceci se
traduit par l'introduction, dans 1l'équation d'énergie, d'un terme
de perte.

On obtient alors le probléme non adiabatique suivant :

Etant donnée une constante positive c, déterminer u et v deux

fonctions a valeur dans (0,1) et une constante positive h solution
de :

-u”+cu’ = v"f(u)-hg(u).

-Av7+cov’ =-v"f(u) .



ou h représente 1'intensité des pertes thermiques dans les gaz brillés

Quant aux conditions aux limites elles s'obtiennent tout
naturellement :

-En amont (gaz frais):

Comme il s'agit de flamme prémélangée, 1les réactants sont
préalablement mélangés et brQilés, lorsque le mélange atteint une
température assez élevée; on suppose donc qu'a cette température,
la flamme se propage dans un milieu au repos constitué uniquement
par les réactants purs (A).

On a donc :

u(-o)= 0.
(0.5)
v(-o)= 1.

-En aval (gaz brflés):

La température est redesendue, par l'effet des pertes a 1la
température des parois du tube, mais rien ne fixe a priori 1la
composition finale du mélange. On écrit seulement que la réaction
est totale. D'ou les conditions aux limites :

u(+o)= 0.
(0.6) .
v (+@)= 0.

0.2 :NOTATIONS GENERALES ET RAPPEL D'ANALYSE FONCTIONNELLE :

Dans cette section,nous allons rapeller certains résultats
d'analyse fonctionnelle que nous aurons l'occasion d'évoquer dans
cette thése.



0.2.1 :Espaces fonctionnels :

soit I un intervalle ouvert de R .

l1°/ On désigne par Lp(I), 1<p=<w (resp.Lm(I)) l'espace des classes

desfonctions de puissance pieme intégrable (resp essentiellement

bornées) sur I & valeurs réelles. Muni de la norme:

1/p
llali= lu(x) IP pour p<®, |resp.:llull = Sup esslu(x)l],
L® I

1l'espace Lp(I) (resp. LQ(I)) est un espace de Banach.

Pour p=2, LZ(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

((u.v))0=f u(x)vix)dx
I

1/2

On notera sa norme: Hu"=(f Iu(x)lzdx]

I

2°/ L'espace de Sobolev WP ( m entier 20 et 1lsp<w ) est l'espace
des fonctions de Lp(I), dont les dérivées au sens des
distributions d'ordre inférieur ou égal & m sont dans LP(1).

C'est un espace de Banach muni de la norme :

"u“wmp =il + un“uup )
(1) P (D) 47 ien LE(D)

Pour p=2, Wm'p(I)=Hm(I) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire:

((w,v) _=((u,v))  +) (( D*u,D*v ))
O<lkl=m



3°/ Les immersions de Sobolev :

a/ Théoreme de Peetre-Sobolev :

Soit m20. Alors les injections suivantes sont continues :

Ssi: mcl/2, Hm(I) — Lp(I), avec 1l<p< 2/1-2m
Si: m=1/2, H" (1) —— LP(1), avec 1lsp<+o
Si: m>1/2, H'(I) —— LP(1), avec 1lsps+o

b/ Théoréme de Sobolev :

—— . ————— ————————————————

Les injections suivantes sont continues :

Si: 1/2<m<3/2, H (1) —— ¢ %T), V o<osm-1/2 .
Si: m=3/2, H' (1) —— c2:%T), V o<acl.
Si: m>3/2, (1) —— c21(1).

Enfin si m>1/2 et (m-1/2) non entier, alors:

1) <—— () , V k<m-1/2.

— ———— —————— ———————— — T ——— — —————— ————————————— — - —

Soit m 2 0. Alors les injections suivantes sont compactes :

Si: m<1/2, o (1) —— L91), si 1sqsp=2/(1-2m)
Si: m=1/2, H' (1) «—— L9(1), vor1.
Si: m>1/2, H (1) —— c2(T).

En particulier 1l'injection :

Hl(I) — Lz(I) est compacte.

Enfin, l'injection :

H (1) —— " 11/2(7) est compacte .

008



4°/ Avant de clore cette section, nous rappelons 1l'espace des
fonctions holdériennes d'exposant o« € ]J0,1[ :

0.« - { B lu(x)-u(y) | }
C"""(I) = <{ u € C(I); Sup po (@
X#Y Ix-y
x,y €l

c* XI) = {u e ¢ (T); pIu e €@ %(T), vj/ osljisk }

enfin l1'injection :
Cz'“(i) —s CI) est compacte ( Théoréme d'Ascoli-Arzela ).

Pour une étude plus détaillée des espaces de Sobolev, le lecteur
pourra consulter R.A.ADAMS ( [0.1] ), ou J.L.LIONS et E.MAGENES
([0.12] ). Dans la section suivante, nous allons indiquer quelques
théorémes généraux auxquels nous nous référrons dans les chapitres
qui suivent:

0.2.2 : Théorémes fondamentaux:

1°/__Théoréme_de_Cauchy-Lipschitz-Picard_:

Soit un espace de Banach E, et £ :E —— E ,une application
lipschitzienne. Alors:

V up € E, 3J!lu € Cl([o,m[;E) telle que :

du
Ech(u)' sur [0,x[.

u(0)=ug

Pour la démonstration ,on peut la trouver dans H.Brézis ( [0.2] ),

par exemple.



2°/ _Théoréme_du_point_fixe_de_Leray-Schauder_:

—— — — ——— —— ———— ——— U = ———— ————————— i — T ————————

( C£ P.H.Rabinowitz [C.6], par exemple )

Soit Q un ouvert convexe borné d'un espace de Banach E et soit T
une application compacte de Q dans E telle que: T(Q)cQ.

Alors: T admet au moins un point fixe dans Q.

— i ————— ————————————— — —— —— Tt e e —————— ] —— —————————————— —————————

Soit I = [a,b], un intervalle de R; u, et Vo :I — R deux

fonctions de classe Cz(f) telles que :uo(x)svo(x), vx € I.
On consideére 1l'ensemble:

2

E= { (x,v,2) € IXR® / uo(x)sysvo(x) }

et,

g.: (uo(a),vo(a))XR —_— R

g,: (u,(0),v (b))XR — R

des fonctions continues.

On se pose le probléme a condition aux limites séparées non

linéaires :

u”’ = f(x,u(x),u'(x)) , X € I.

(n)

gaCu(a),u'(a))= 0 = gb(u(b),u’(b)).



On rappelle alors le:

THEOREME: Supposons satisfaites les hypothéses suivantes:

UO(X) 2 f(X.uo(x),uo(x)), xel. ( u_ est une

i/ .
gaCuO(X)'ué(X)) >0 2 gb(uo(b),u;(b)) sous-solution )
vg (x) =< f(x,vo(x),v;(x)). x€I.
ii/ ( v, est une
ga(vo(a),va(a))sosgb(vo(b),va(b)) sur-solution )

iii/ Condition de Bernstein-Nagumo :

Il existe une fonction continue h: rRF — rT ,telle que :
®
J E%ET ds = +0o , et : If(x,y.2)Ish(lzl), V (x,¥.2)€E .
0
iv/ ga(s,.) et gb(t,.) sont croissantes sur R pour chaque

se(uo(a),vo(a)), et te(ﬁo(p),vo(b)).

Alors le probléme 00 admet au moins une solution u telle que:

uo(x) < u(x) < vo(x). vV x€I.



4°/__Un__théoréme__de__comparaison_ _: ( cf par exemple:

M.H.Protter, W.F.Weinberger [0.18] )

Soit £ : [a,bD]XRXR ——— R ,continue et telle que:

i/ VvV (x,y)€{a,bl]XR, 1l'application : y —— f(x,y,2) est
croissante.

ii/ £ est lipschitzienne par rapport a la variable z sur tout
compact de [a,b]XR®

On considére maintenant u et v dans Cz([a,b]) vérifiant:

(1) u 2 f(x,u,u’)
sur [a,b]

( 2 ) v/ < f(x,v,v’)

dv du
( 3) =T + Bv 2 “In + pBu, sur (a,b)

avec:a+B8>0, a0, B>0

Alors : usv, sur [a,b]

5°/ Pour terminer ce paragraphe, nous rappelons l'énoncé de
l'alternative de Fredholm :

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur compact dans H.
On se pose le probléme :

(*) Trouver u € H vérifiant: Au-iu=f



On peut donc énoncer le résultat classique suivant:

THEOREME:
i/ Si A ¢ Sp(A), alors :3!u=(A-1)~1(f), solution de (*)
ii/ si A € sp(A), alors :
u est solution de (*) & £ est orthogonale & Ker (A%-2).
& £ est orthogonale aux solutions de A%u=iu.
et il existe alors une infinité de solutions de la forme :

N X
upart + ¢ , ou ¢ € Ker (A" -1r).

On peut trouver une démonstration de ce théoréme dans H.Brezis

[0.2] ou J.Dieudonné [0.6].

0.3 :LES HYPOTHESES :

On suppose que ¢ et A sont deux constantes positives données (A>0)
et on considére les applications f et g satisfaisant les
hypoyhéses suivantes :

i/ Sur f: (H-l1.a) f:[0,1] — rY (i.e positive), est une fonction
strictement croissante.

(H-1.b) 3 6€]0,1[ tel que :
f(s)=0, V s€[0,0] et f(s)>0 V s€]6,1].

(H-1.c) f est continue lipschitzienne sur [0,1].



ii/ Sur g: (H-2.a) g: [0,1] —™ R* est une fonction
stictement croissante.

(H-2.Db) g(0)=0 et g(1)=1.

(H-2.¢) g est continue lipschitzienne sur (0,1).
1

(H-2.4d) On posera enfin: I=J QLEL ds < +» ,
0

iii/ Enfin, comme on peut s'attendre A& des solutions
n'ayant pas forcément un sens physique ( Osus<l, Osvsl ), on

prolonge les fonctions f et g & R tout entier, en posant:

£(1), pour s2l. 1, pour s21.

(H-3) f(s)= ; gls)=
0, pour ss0. -g(-s) ,pour s=<0.

0.4.:REMARQUES GENERALES SUR LES HYPOTHESES :

a/ Dans la pratique, f désigne la loi d4'Arrhénius :
(s=1) /¢

— ., X constante positive et >0 proportionnel a

fe(S)=x

l'inverse de 1l'énergie d'activation réduite. Nous reviendrons sur
cette question 1lors de 1l1l'analyse asymptotique. Ceci a en
effet motivé 1'hypotheése (H-1l.a).

b/ L'hypothése (H-1.b) est une hypothése de troncature permettant

de contourner 1la difficulté de 1la frontiére froide, comme nous

l'avons signalé plus haut.



c/ En chimie, la fonction g s'écrit en général:g(s)=s.®(s), ou ¢
représente la fonction perte de chaleur souvent utilisée par les
physiciens sous 1la forme:

4 4
¢(T—T0)—KC(T—TO)+Kr(T -To),

ou T0 est 1la température des gaz frais, Kc et Kr sont
respectivement les coefficients de passage de 1la chaleur par

conduction-convection, et par rayonnement.

d/ Compte rendu de la remarque c¢/, l'hypothese (H-2.d) devient :

* 1
I=I ¢p(s)ds<+® , car ® est continue.
0

Cette expression représente d'ailleurs une des caractéristiques
globales des moments de ¢ (cf [A.10],([A.11]).

e/ Comme nous 1l'avons 1indiqué au début des hypothéses, nous
supposerons dans toute cette thése ¢ comme une constante positive
donnée et la constante h, avec u et v, comme inconnue du probleéme
(valeur propre). Ce choix est tout d'abord motivé par des
considérations physiques; en effet, expérimentalement, dans les
brileurs a4 flamme plate on contrdle le débit (c), et on mesure les
pertes thermiques représentées par h. De plus, comme nous le
montrerons au chapitre IV, 1la relation (h,c) n'est pas
bijective. Toutefois, afin de généraliser le travail de
BERESTYCKI,NICOLAENKO et SCHEURER (cf [A.5]) , on peut étre tenté
de considérer h donnée et ¢ inconnue du probléme. Cette question
nous a posé des difficultés et reste, & notre connaissance, un
probléme ouvert.



0.5. :PRESENTATION DES RESULTATS :

(I) Dans 1a 1°°¢

partie, wutilisant 1la théorie du degré
topologique du Leray-Schauder, nous établirons principalemet deux
théorémes d'existence correspondant respectivement au cas A=1l, et
cas A quelconque.

Nous travaillerons dans un intervalle borné de R, puis, moyennant

des estimations convenables, nous ferons le passage & la limite.

1°/ Avant de présenter le premier de ces résultats, nous allons

revenir sur le probléme adiabatique (0.1)-(0.2)-(0.3):

-u”+cu’= v f(u).

AV +cv ==v"f(u).
u(-=)=0 u(+o) =1
v (-®) =1 v (+©) =0

Berestycki,Nicolaenko et Scheurer (cf [A.4],[A.5]) ont établi un
résultat d'existence d'un triplet (u,v,c) ou ¢>0 et (u,v) dans

[GZ(R-{xOI)]z pour un certain xoeR. Remarquant que pour A=1l, le

systéme (P,4) se réduit a une équation scalaire, (car -1l'enthalpie

est conservée: u+v=l), 1ils ont également montré un résultat
d'unicité, en utilisant la méthode de 1'hodographe.

Se servant d'un théoréme sur les systeémes dynamiques, M.Marion
([A.15]) a montré un résultat d'unicité pour 0<A<l, et a précisé
ainsi rigoureusement une idée de démonstration de Kanel' ([A.13]).
Dans le cas A>1, la question de 1l'unicité d'un triplet (u,v,c)
reste toujours une question ouverte pour le probleme adiabatique.
Ainsi donc, lorsque Asl, nous pourrons parler sans ambiguité de
(Uad,Vad,Cad) la solution du probléme(PmJ. En ce qui concerne le
probléme non adiabatique que nous étudions dans cette thése, nous
n'avons établi aucun résultat d'unicité. Méme lorsque A=1l, le
prbleme (Paq): (0.4)-(0.5)-0.6) ne se réduit pas a une équation.
C'est également un probléme ouvert.



2°/ Nous présentons maintenant le premier théoreme d'existence
concernant le probleéme (Pna) lorsque A=1:

THEOREME (1) :

On suppose A=1.Alors:

Sous les hypothéses (H-1)-(H-3), le probléme (0-4)-(0-5)-(0-6)
admet une solution (u,v,h) si et seulement si c€]0,c_ [, ou

C.q correspond au probléme adiabatique (associé a h=0).

16T€S LEMARQUES :

i/ Par solution (u,v,h) nous désignerons toujours une constante
positive h, et un couple de fonctions (u,v)e€ [Cz(lR)]2

(solutions classiques).

ii/ On montrera que pour h=0, le probléme non adiabatique (Pna) se

réduit effectivement au probléme adiabatique (Pad).

La démonstration de ce théoreéme fera donc l1l'objet du chapitre I.

3°/ Dans le second, on prouvera un résultat d'existence similaire
concernant le cas A>0 quelconque. Quand on parlera de C.q’ il
s'agira alors d'une valeur propre quelcongue du probléme
adiabatique, pour lequel 1la question de l'unicité (pour A>1l) n'est

pas encore réglé. Notre résultat pricipal est le suivant:

THEOREME (2) :

On considére A>0 quelconque et c_ 4 une valeur propre de (Pad).
Alors sous les hypothéses (H-1)-(H-3),il existe deux constantes

positives: O<gscadSE telles que :

i/ ¥V c € ]10,¢cl,1e probléme (0-4)-(0-5)-(0-6) admet au moins une
solution (u,v,h).

ii/ ¥V e>c, ce probléme n'admet aucune solution.




REMARQUES :

1°/ Le théoréme ne donne pas d'information lorsque cscsc.
2°/ Comme nous le montrerons au chapitre II, les constantes ¢

et c seront indépendantes du choix de C.q4"

(ITI) Dans 1la 2€Me partie de notre travail, nous supposerons que

f’=fE dépend d'un certain parameétre >0, puis nous étudierons le _

comportement asymptotique d'une solution (ue,ve,he) du probléme
ainsi parametré (Pe)' lorsque € tend vers 0. Plus précisément,nous

prendrons, afin d'alléger 1l'exposé des résultats, comme fonction f
l'exemple pratique suivant:
f=rf (s)=——l—¢(§:l)x (s), ou X représente la fonction
€ ent1 € [6,1] ' g

caractéristique de 1l'intervalle [6,1] (hypothése de troncature).

A/ Nous établirons alors dans le chapitre III le théoreéme suivant:

THEOREME (3) :

une solution (ue've'he) converge dans la topologie de
o 0 e
Cloc(R)XC (R)XR vers (u vy, 0) o (u,,v,)) est 1l'unique
solution du probléme a frontiére libre :
-u8+cuo' = ¢ __-= u, (-»)=v (+x)=0

—Av0+cv0 = -c5x u0(+®)=vo(-®)=1




REMARQUES :

1°/ Ce résultat Jjustifie rigoureusement le modeéle de Dirac
fréquemment utilisé en combustion (cf [A.6],[A.14]) et a également

été obtenu dans le cas adiabatique par Berstycki, Nicolaencko et

Scheurer (cf [A.5]), avec une convergence pour u, légeérement
différente.
29/ 6x=§ est la fonction de Dirac au point X; ce point sera

précisé par la suite.

3°/ Le paramétre ¢ au méme titre que A est choisi
indépendemment €.

4°/ On remarque que u€(+®)=0 et u0(+®)=1. En effet, 1la
convergence de u_ vers u, est seulement CTOC(R) et non globale. Ce
résultat, a été obtenu gridce a une estimation du type:ll—ue(x)ls
Kex, ol K>0 ne dépend pas de € et ou x2x_, point & définir. C'est
un résultat optimal qui physiquement signifie que pour des valeurs
grandes de 1'énergie d'activation réduite (€ petit), la
décroissance de la température se produit trés loin dans la 2zone

aval de refroidissement.

B/ Enfin l1l'objet du chapitre IV sera de préciser la convergence
vers 0 de he' (uc-uo) et (VE-VO)° Plus exactement, en faisant des
changements de variables et de fonctions adéquats, nous prouverons
eesentiellement trois résultats distincts qui précisent
rigoureusement 1l'étude formelle des zones spatiales en combustion
telle qu'utilisée souvent par 1les physiciens ( cf [A.6], [A.7],
(aA.10]1,[A.11] ).

Nous obtenons donc les trois théorémes suivants dans lesquels Ge

et v sont des fonctions translatées de u, et Ve (voir le chapitre
IVv):

er

1 RESULTAT:I1l concerne la zone externe amont:

En posant :

u(x)-u (x) v (x)=v (x)
se(x) = = et te(X) = on obtient 1le:




THEOREME (4.1):

Quand €40, {s_} et {t_} convergent dans la topologie de

€2 (1-o,%[) vers {sg}: {0} ou:

__ h, 90 g(t) gt
SO(X)= so(x)uo——-g[—u01+ ———dt+u0 —Tdt
c 0 t t
uo
REMARQUES :
h
a/ h,=lim — sera détérminé par la suite.
e-0

b/ so(i) est a présent une constante inconnue qui sera
déterminée apreés raccord des différentes zones (théoréme suivant).

éme

2 RESULTAT: Investigation de la zone interne :

Dans cette partie, on introduit la variable des couches internes:

dont on expliquera la motivation en chapitre IV. Alors on a le:

THEOREME (4.2):

ue(x)-l Ve
Soit :SE(E)E———E——— et Te(E)s—E—. Alors:

1

1°c(IR) vers

Se et ’I'C convergent dans la topologie de C

(so(i)-ATO,TO) od T  est la solution du probléme aux limites:

T, (-®)==c/A; T (+®)=0.



REMARQUE :

0

On montrera que so(§)=¢—1(c2) ou ¢(x)=g:J (-t)"o(x+t)dt et on
A

-®

by

présisera le comportement asymptotique de To a 1'infini.

3éme RESULTAT: Etude de la zone externe aval:

En considérant la variable dilatée: n=x+e(x-x), on prouve le:

THEOREME (4.3) :

Oon définit: Ue(n)ﬁue(x) et Ve(n)svc(x). Alors:
Quand ¢€-0:

., - v I | - et hv_ 1 - _ convergent vers 0,
C ([x,+=[) C ([x,+> [)

ol U0 est la solution du probléme de Cauchy:

au, h,
a7 = 9(U,).

Uo(x)=1.

Enfin, de ces trois résultats, on déduira une relation 1limite

entre he et ¢ aprés avoir effectué les raccords des différentes

zones.
Oon montrera le résultat suivant dans le cas A=1
uniquement. Lorsque A est différent de 1, 1'égaliteé:

so(§)=®-1(c2) est quand méme obtenue par le théoréme (4.2).



4éme RESULTAT: Relation limite entre h et c:

PROPOSITION (4.4)

0
Q;J (-t) "p(x+t) dt.
A

-

On pose : ¢(x)=

Alors h et ¢ vérifient la relation non linéaire suivante :

h, (1+I)+c%" " (c) = 0.

REMARQUES :

1°/ Ces différents résultats consitue une étude de perturbation
singuliére précisant 1l'investigation des zones spatiales en
combustion.

2°/ Elle correspond également & une approche rigoureuse des
développements asymptotiques formels & l'ordre 1. L'examen d'une
étude rigoureuse a un ordre supérieur est un probléme ouvert.

3°/ La proposition ci-dessus donne dans le cas simple et typique:

S x>0, la relation suivante:

¢(s)=xe

h, (1+I)+c®1n(c?/cZq) =0

obtenue formellement dans [A.10], [A.11].
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THEOREME D'EXISTENCE

CHAPITRE I :

POUR LE CAS A =1

I.0 INTRODUCTION et énoncé du résultat principal:

On se propose dans ce chapitre de traiter le probléme suivant:
Déterminer 2 fonctions u et v : R —— [0,1], et une constante
bositive h telles que :

-u”+cu’= v"f(u)—hg(u).

(1.1) n sur R
-v'+cv'==-v f(u).

lim u(x)=0
Ix|++®

lim v(x)=1 1lim v’'(x)=0
X>—® X>+®

ol ¢ est une constante positive donnée, considérée
comme un paramétre, et n un entier naturel #0. L'inconnue h
représente la valeur propre du probléme (1.1)-(1.2). On montrera
que lorsque h=0, le probleéme (1.1)-(1.2) se réduit au probléme
adiabatique suivant:

—u”+cu’=(1-u) "f(u).
(1.3) v=1-u

(3

(1.4) { u(=-o)=0; u(+w)=1; u(0)=6.

On notera (Uad,Vad,Cad) la solution de ce probléme (Voir a ce
propos la discussion dans 0.5 2°/ ).



Le résultat principal que nous allons prouver dans ce chapitre

est le suivant :

THEOREME (1.1):

Sous les hypotheéses (H-1)-(H-3), le probléme (1.1)-(1.2) admet

2

une solution (u,v,h,)e(Cz(R)) XR: si et seulement si:

c€]0,ca [, ou c. correspond au probléme adiabatique

d d

( associé 4 h=0 ).

I.1 PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION :

On commence d'abord par montrer que le probléeme est invariant par
translation, par conséquent, quite a changer l'origine, il pourra
se simplifier sur R pour se réduire a une équation homogéne en v
et 4 une équation scalaire en u qu'on pourra résoudre par une
méthode classique.

Comme h est une constante, on peut la supposer dans un prenmier
temps comme une donnée du probléme lors de 1'étude dans R ,
ensuite on la déterminera au cours de la résolution du probléme
dans RY . '

La séparation de 1'étude du probléme dans R puis dans r*
s'avérera essentielle pour 1le calcul du degré topologique, et
parait tout a fait naturelle :‘vue 1l1l'hypothese de troncature
(H-1.b).

Sur R+, on étudiera le systéme complet sur un intervalle borné
Ia=(0,a) avec a>0. On cherchera des estimations a priori,
indépendantes de a, sur 1les inconnues u,. Vg et ha puis on
appliquera le théoreéme du point fixe de Leray-Schauder, a travers
un calcul de degré topologique. Les estimations indépendantes de a

nous permettront de passer a la limite quand a - +o.

On montrera enfin que le probléme (1.1)-(1.2) est équivalent a

« la réunion » des deux problémes posés sur r' et sur R .



I.2 LEMMES PRELIMINAIRES :

Afin de pouvoir écrire le probléme sur R , nous allons montrer
qu'a 1l'instar du probleme adiabatique, il est invariant par
translation de l'origine. Pour ce fait, nous avons besoin de deux
résultats préliminaires. En voici le premier:

LEMME (1.2):

Soit (u,v,h) une solution du probléme (1.1)-(1.2). Alors:

V xR, V ¢c20 on a:

0 < u(x) < 1; 0 < vix) < 1; lim u' (x)=0; lim v’ (x)=0.
I x|+ | x>+

Preuve:

1°/ Montrons d'abord que: u(x)20, sur R.

Pour cela raisonnons par 1l'absurde en supposant:Inf u(x)<0. Alors,
x€R

une des deux situations suivantes peut se présenter:
i/ Ou bien: 3 x1>x0 tel que: u(x0)=0: u(x1)<0, u’(x1)=0 et
u’ (x)=<0,Vv x€(x0,x1).
ii/ Ou bien: 3 x€R tel que: u(x)=0 et u(x)s0, V xe[x,+» [.
eére

Comme u(+®)=0, seule 1la 1 alternative subsiste et donne:

u"(xo)zo. Oon écrit alors la premieére équation de (1.1l) en X,:
(1.5) -u”“(xo0) + O = v™(xo0) f[(x0)]-hglu(xo)].

Comme u(x0)<0, alors: f[u(xo)]=0 (H-1.b), et: g[u(xo)]<g(0)=0 (H-2)

(1.5) peut s'écrire alors:
(;.6) u”(xo) = hg[u(xo)],

avec :

u”(xo)zo et hg[u(xo)]<0 (car h>0).



D'ou la contradiction avec (1.6). Le 1°/ est donc prouvé. =
On montre de méme que v20, V x€R (on distinguera entre n pair et

impair; dans ce dernier cas on effectuera 1le prolongement:

v ——slvivt1)

2°/ Montrons que: lim u’(x)=1im u’(x)= 0.
Ix|++® Ixls+®

Nous allons faire la démonstration uniquement pour lim u’(x)=0. La
Ix |+

technique est la méme pour 1l'autre. Pour cela, il suffira de

montrer que 1l1lim u’(x) existe et est finie. Comme u est borné a
X>+®

1'infini, on en déduira que cette limite est nulle. On considére
alors b>0 et on inteégre de 0 a4 b 1l'équation satisfaite par u dans
le systéme (1.1)-(1.2); on obtient:

b b

vhf (u)dx + hJ glu(x)ldx .

(1.7) u'(b)-cu(b) = [u’(O)-cu(O)]-J
0 0

v'f(u) et hg(u) étant positives (1°/), les fonctions :

b b
b —mm—— J vif(u)dx et b F—— j glu(x)]ldx
0 0

sont donc convergentes (éventuellement vers 1'infini). De plus,

u (+w) =0
3 u’ (+®)<0. On peut donc trouver x, tel que:
uz0 sur R
(1.8) 0<x05b, u’'(b)<0 et u(x)=<6, V xe(xo,b).



On en déduit alors: f[u(b)]=0 et f(x)=0, V x€(x0,b). D'ou:

b X0
J vif (u)dx = J glu(x)]ldx = 60 .
0 0

Faisons maintenant tendre b vers (+®) dans (1.7); il vient, compte
b

tenu du fait que: u(b) et j v"f(u)dx sont finis,
0

b

(1.9) lim u’(b) = h.lim J glu(x)]dx =z 0.
b-+® b-a+® 0

Supposons maintenant que: lim {u’(b)l=+®», alors: 1lim u’(b)=-®, car
ba+x bor+®

u’(b)<0 (d'aprés 1.8). Ceci contredit bien entendu (1.9).
On a donc montré que u’ (+®) existe et est £fini, soit:

lim u’(x)=L<+®. Montrons qu'en fait L=0; 1le raisonnement est
X>+0

classique. Comme on sait deéja que Ls<0 (d'apres 1.8), on va montrer

que L20. En effet,

u(x+1l)-u(x)
1

En particulier, pour e=L: u(x+l)-u(x)s2L, V x2ao.

vV 0, 3 a0>0 tel que: V xza ., < L+e.

Comme 1lim lu(x+1)-u(x)|=0, alors L20. Par conséquent L=0.

D'ou le 2°/.0O

3°/ Montrons que: u(x)sl et v(x)<l, V xeR.

On va commencer par montrer :
(1.10) y(x) = u(x)+v(ix)sl.

Le résultat escompté s'en déduira aisément. Ecrivons alors

l'équation satisfaite par y en ajoutant membre a membre les deux



équations du systéme (1.1)-(1.2). On obtient:

y“-cy’= hg(u)
(1.11)

y(-»)=1; y' {(+®)=0 (d'apres 2°/)
On integre l1l'équation figurant dans (1.11) de (-®) a x:

X
y'-cy = —c+hj glu(x)ldx =2 -c

-
qu'on écrit:

Cye-cx)’z -ce ™™, puis qu'on intégre de nouveau de (x) a (+):

cx -CX

-y(x)e =~ 2z -e ® y(x)<1, V x€R. D'ou (1.10).

Comme u(x)20, v(x)20 (grdce au 1°/), alors:
Osu(x)su(x)+vix)<1
Osvi(x)=su(x)+v(x)<1.

On a donc montré le 3°/ et achevé la preuve du lemme (1.2).m

Le lemme qui suit va nous permettre de montrer que le probléme est
invariant par translation de l'origine. On a:
LEMME (1.2):
Soit 6€]0,1[ fixé et (u,v,h) solution du probléme (1.1)-(1.2)
Alors: Quite & faire une translation de 1'origine, on peut

toujours supposer: u(0)=0 et Osu(x)=<6, V x<0.

Preuve:
Elle se fait en deux étapes:

i/ 1ére étape : Montrons qu'il existe xoeR tel que:

(1.12) u(xo)ZG: u'(x0)=0 et u”(xo)so.



En effet, grdce aux conditions aux limites (1.2) et au fait que
u20 (lemme 1.2), on a toujours l'existence d'un X, € R tel que:

u'(x )=0 et u”(x ) =<0 (x, est un point de maximum relatif ).

Il ne reste plus qu'a vérifier que u(xo)ze. Supposons par
1'absurde que u(x)0<6. Alors: f[u(xo)]=0 (d'apres H-1.b).
L'équation en u dans (1.1) s'écrit alors pour X=X :

-u”(x )+cu (x,) = -hglu(x )]

Ou encore:

(1.13) u”(xo) hg[u(xo)], car u’(x0)=0.

Oor, u(x0>0 (par définition de xo). Donc: g[u(xo)] > g(0)=0 (H-2).

Comme h>0, alors hg[u(xo)]>0 et u”(xoso;ce qui contredit (1.13).

eére

On a donc montré la 1 &tape. Dans la 2°™%,on va s'intérésser au

plus petit X, satisfaisant (1.12).

ii/ 2°™° étape :
On considere maitenant X, le plus petit X, (a distance finie de
l'origine) vérifiant (1.12). Alors:

(1.14) u’(x1)=0, u(xi)ze et u'(x)20, Vv xsX_ .

Comme u est invariant par translation ( u solution = u(x+a)
solution ), il suffit de considérer le point x tel que: §$x1 et
u(x)=6 puis d'effectuer le changement de variables: =x-x. En
considérant enfin: u(X)=u(x) et v(X)=u(x), fonctions translatées
de u et v, on vérifie facilement que u et v sont solutions du
systéeme (1.1)-(1.2) et que u(0)=u(x)=6.

(1.14) fournit alors:

V x<0, Osu(x)s<6 .Le 1lemme (1.3) est donc prouvé.m



I.3 ETUDE DU PROBLEME (1.1)-(1.2) sur R :

Grace au lemme (1.3), on peut écrire: u(x)s<6, V xs<0. D'ou:

flu(x)]=0,V x<0 ( hypothése H-1b ). Le systéme (1.1)-(1.2) s'écrit

alors sur R :

-u”“+ cu’= -hg(u) u(-o) =0
u(0) =6
-v’+cv’ = 0 v(i-o) =1

D'ou l'expression de v:
(1.15) v(x)= 1+([v(0)-1]e®™ ,V xeR .

Et 1'équation scalaire satisfaite par u:

-u”“+cu’ = -hg(u).

( P1 ) v sur R .
u(-o)=0; u(0)=6.
Dans la section suivante, on se propose de résoudre le probléme
non linéaire ( Pl ) en supposant les constantes h et c¢ fixées,

strictement positives. On obtient le résultat suivant:

THEOREME (1.3):
Soit (h,c,0) € R'XRIX)10,1[. alors:

Sous les hypothéses (H-2), le probleme ( Pl ) admet une unique
. 2 -
solution ucsC” (R ).

Idée de la démonstration :

Nous commeng¢ons par étudier le probléme ( Pl ) sur un intevalle
borné de R :(-a,0), avec a>0. Nous utilisons un théoréme sur les
équations différentielles non linéaires pour prouver 1l'existence

d'une unique solution u. Ensuite, grace a des estimations a priori



convenables sur u, nous effectuerons 1le passage a R~ tout
cXx

entier. Notons enfin que si h=0, alors: u=6e est 1l'unique

solution de ( P1 ); ainsi dans toute la suite, on supposera h>0.

I.3.1 PROBLEME POSE SUR UN INTERVALLE BORNE DE R :

On consideére le probleme suivant:

Etant données c et h deux constantes strictement

positives, déterminer u_ solution du probléme :

-u“+cu’=-hg(u ).
a a a
( P, ) -as<x<0.

a -u’ (-a)+cu_(-a)=0 ; u(0)=6.

Il existe plusieurs méthodes variationnelles ou topologiques pour

montrer l'existence de solutions au probléme ( P1 )a.

Nous allons présenter ici un théoréme direct dG4 & J.W.Bebernes
et R.Gaines (cf [A.3]) dont la généralisation aux conditions aux
limites non linéaires a été rappellée en introduction (0.2.2 3°/)

(cf également J.V.Baxley,S.E.Brown [A.2] ou J.V.Baxley.[A.1]).

Nous allons rappeler rapidement son cadre général:

A.CADRE GENERAL :

On se pose le probléme suivant: Déterminer u solution du probléme:

(n)

-u”’=f(x,u,u’); asxsb.

aou(a)—aiu’(a) = «a; bou(b)+b1u’(b) = B

On suppose satisfaites les hypothéses suivantes:



i/ ao,al,bo,b1 20; ao+bo>0, a0+a1>0, b0+b1>0.
ii/ f£(x,y.z) est continue sur l'ensemble:

S = { (x,v,2)/ asxsb, lyl+lzi<® }
iii/ f(x,y.,z) est une fonction croissante par rapport a y, pour
tout (x,y.z) dans S.
iv/ 3 k>0 tel que:
If(x,y,z)-f(x,y,z')!l < klz=2'l, V (x,y.,2) € S.
On a donc le:

THEOREME: (cf [A.3] p.653)

Sous les hypothéses précédentes (i/-iv/),

( n ) admet V «,BER, une unique solution.

B.APPLICATION AU PROBLEME ( P, ), :

a

Ce probleéme s'écrit:

(P, ).

On peut vérifier aisément les hypothéses i/ -iv/ :

“”

u = cu'+hg(u ) = G(x,u ,u’).
a a a a a

cua(-a)-u;(—a) = 0; u(0) = 6.

1/a0=c>0, a1=1>0, b0=1>0, b1=0;a0+b0=1+c>0, a0+a1=1+c>0, b0+b1=1>0
ii/ G(x,y.z) est continue sur 1l'ensemble:

S = { (x,v.2) / —asx<0 et lyl+lzi<+w® },

Ceci grdce a 1la continuité de g (H-2/c) et a celle de
l'application : z— cz (G(x,y,z) = cz+hg(y)).
iii/ La croissance de G par rapport a y résulte de celle de g par

rapport a y (H-2.a).
iv/ G est lipschitzienne par rapport a z. En effet:

IG(x,y.,2)-G(x,y.,2')! = clz-zl, V (x,y,z)€S.



L'application du théoreme précédent nous permet donc d'énoncer
le résultat suivant pour le probléme ( Pl )a (résultat d'existence
et d'unicité) :

THEOREME (1.5):
Soit (h,c)G(R:)z.Alors:

Sous les hypothéses (H-2.a)-(H-2.c), le probléme ( P1 )a admet

une unique solution u .
a

I.3.2 ETUDE DU PASSAGE A LA LIMITE a=+ ®

A/ Le lemme qui suit nous permettra d'effectuer ce passage a 1la
limite.
LEMME (1.6):

. . . +
Soit (ua) la solution du probleme ( Pl )a associé a (h,c)e(R* )2
Alors: 3 K>0, indépendante de a telle que:

"ua" 5 < K.
H (—aiO)

Preuve:

Elle consiste & estimer ponctuellement u, u’ et u” sur (-a,0)

puis a les majorer convenablement.

1°/ Montrons que: ua(x)zo, V xe€(-a,0):

On va raisonner par 1l'absurde, comme au lemme (l1l.2) en supposant

que: min u(x) <0 .
x€(-a,0)

Alors de deux choses 1l'une:
i/ Ou bien: Il existe xOC(—a.O) tel Qque u(x0)<0 et u'(xo)=0-
ii/ Ou bien: u’'(x)=20, V x€(-a,0).

Le second cas entraine en particulier:



(1.16) u(-a)<0 et u’(a)=0.

Or, u’'(-a)=cu(-a) (condition aux limites dans ( P1 )a et ¢>0, ce

qui contredit (1.16).

Le premier terme de 1l'alternative assure, en particulier

l'existence d'un point ae(-a,xo) tel que:
(1.17) u{(a)=0 et u’'(x)=<0, V xe(a,xo).

D'ou: u(x)=<0, V xe(a,xo); et d'apreés (H-2a,b):

glu(x)1=g(0)=0, V xe(a,x ).
Comme h>0, 1l'équation dans ( Pl )a donne:
(1.18) u“-cu’=hg(u)=<0, Vv xe€(a,x ),
soit: (u’e '°x)'50, V x€(x,x )
qu'on peut intégrer de x a X, . pour obtenir (notons que u'(xo)=0)
V xe(a,x ), -u'(x)e”“"s0 @ u’(x)20,

Or, d'aprés (1.17) u’(x)=<0, V :xe(a,xo). D'ou: u’'(x)=0; et donc:
u(x)=Cte=u(a)=0.

Ceci contredit u(x0)<O.D

2°/ ua'(x)>0. V x€(-a,0):

L'intégration de (-a) a (x) de (1.18) donne:

X
(1.19) u’ (x) = cu(x)+hJ glu(s)]lds
a
Comme u(x)20 sur (-a,0) (1°/), c et h deux constantes positives et

g(u)=<g(0)=0, alors: u'(x)20, il est ensuite aisé de voir que:

u’(x)>0 VvV xe€(-a,0)o



3°/ Montrons:

0
(1.20) 3 k>0 tel que: J lul?dx s k, indépendemment de a.
-a
On va dans un premier temps, montrer l'assertion:

cXx

(1.21) u(x)<6e ~, V x€(-a,0)
En effet, la relation (1.19) permet d'écrire:
u'(x)-cu(x)20 & (ue °*)’20, V xe(-a,0)
Il en résulte alors, par intégration de x a 0,( xe€(-a,0)):
ue “¥<u(0)=6 & us6e®™, V xe(-a,0)

Ce qui prouve (1.21). Pour montrer (1.20), on éléve au carré les
deux membres de (1.21) puis on intégre de (-a) a xe€(-a,0):
X | X
2 2 2ct 62 2cx
lu_|°dt < 6 e dt < — e ,
a 2c¢

-a -a

soit pour x=0,

(0

2
J lua(x)lzdx < k= —gg (Cste indépendante de a) o
-a

4°/ On va maintenant montrer l'estimation:

0
(1.22) 3 k'>0 indépendante de a telle que: J lua'lzdxsk.
-a
g étant positive , lipschitzienne sur [0,1] et vérifiant g(0)=0,

on a l'existence de K>O tel que: g(s)sKs, V s€[0,1]. D'ou, par
intégration:



X x
J glu(s)lds < KJ u(s)ds

-a -a
On majore alors le second membre de (1.19), en se servant de

(1.21), on obtient:

X
u’ (x)s< c6e°x+KhJ 6e*ds = cBe*+ E%Q (ecx-e-ac)

-a
et donc,

(1.23) u'(x)Sc6e°x+E%§ e = K'e®”.

ou K'5c9+5%2 >0 ne dépend pas de a.

Il ne nous reste plus qu'a intégrer (1.23) de (-a) & (x), apreés
l'avoir élevée au carré (en notant que u’ (x)20, d'aprés 2°/):

On obtient alors l'estimation Lz(-a,O) de u’:

X X ’
[ lu’ (s) 1%ds < (K')ZJ e’ tat s i%EL e
-a “a
(K') 2
On en déduit alors pour x=0 et k= e - l'estimation (1.22) .0

50/ Pour terminer la démonstration du lemme, on va donner une

estimation Lz(—a,O) de u”a(x):

0
(1.24) 3 k'>0 / J Iu”a(x)lzdx < k'.

-a
Comme pour les estimations précédentes, il nous suffira de prouver

l'assertion suivante:



3 K">0, indépendante de a tel Qque:

(1.25)  u’(x)< K"e“", V xe(-a,0)
L'expression: (1.26) u” = cu’+hg(u),
donne en particulier: u”20 ( grédce au 1°/ et au 2°/ ).De plus, g

étant lipschitzienne, la majoration du second membre de (1.26)
donne: u“< cu’+Khu, et avec (1.21),(1.23):

cX CcX

V x€(-a,0), u”(x)=<cK'e®*+gKhe = K"e =, ou K"=cK'+Khé.

On a donc prouvé (1.25). La technique appliquée pour 1les
estimations L2 de u et u’ nous fournit la majoration (1.24).
Regroupant (1.20), (1L.22) et (1.24) on arrive finalement a

l'existence d'une constante positive K telle que:

Huaﬂ 2 < K.
H”(-a,0)

La preuve du lemme (1.6) est donc compléte.m

B/ On est maintenant en mesure de passer a la limite,lorsque a -+®

et de prouver 1le résultat d'existence suivant pour le probléme
(Pl):
THEOREME (1.7):
Soit (h,c,G)G(Rt)ZX]O,ll et ua,ljunique solution du probléme
( P1 ). Alors:
Sous les hypotheses (H-2):; u, converge vers u solution du
probleme ( P1 ), dans le sens suivant:
Hu —ull 5 . — 0, et Hu —ull 5 . — 0, quand a — +o;
2 H” (R ) 2 C°(R )
ou u a été prolongé &8 R en posant ua(x)=ua(—a), V x<-a.

Démonstration:

1°/ soit {u_} la solution du probléme ( Pl )a (Théoréme 1.5).



{ual est bornée dans Hz(‘a.O), indépendemment de a (Lemme 1.6).

Considérons le prolongement suivant de u:

u_, pour x€(-a,0).
ua(-a), pour x<-a.

Soit K compact de R de la forme [-A,0], avec A>0.Alors:

3 a0>0 (aOZA) tel que: V aZao, Kc]-a,0[ et donc:

u (x)=u (x), V xe€K.
a a
ﬁa est alors dans HZ(K), V K compact de R .

Comme, en dimension 1 de l'espace, l'injection: Hz(K)“——* Cl(K)
est compacte, il existe une suite (an) vérifiant:

an>a0, lim anp=+® et telle que: 1la sous-suite extraite (ua )
n-o+o n

converge dans Cl(K) vers u. Comme g est lipschitzienne, elle
est uniformément continue; u satisfait alors, par passage a la

limite dans( P1 ) :

a

u”-cu = hg(u), x€(-a,0)

ue c° ([-—A,O],R).

Le raisonnement précédent étant vrai V A>0, il existe ueCO(R_,R)

vérifiant:

u“-cu’ = hg(u), V x€(-»,0)

De plus, u, (0)=6; d'ou u(0)=6. Gradce A 1l'unicité de (ua )
n

n

(théoréme 1.5), c'est toute la suite (ua) qui converge vers u.

Enfin, les inégalités se conservent a la limite: En effet,

ﬁa(x)=ua(x)see°x, V x€(-A,0) (d'apreés 1.21). Par suite,



u_(x)s6e®”, VvV xe(-a,0) (car (-A,O)C(-a,o)). Par passage a la
limite a=+®», on obtient: u(x)s6e®”, V xe(-A,0) et V A>O0.
Par conséquent, on a:
(1.27)  u(x)s6e®™, V xeR ,
en particulier: u(0)=0. u vérifie donc:

u“-cu’ = hg(u).

( P, ) , sur (-®,0).

u(-®)=0; u(0)=6.

Enfin, Iﬁa(x)-u(x)lseecx, (d'aprés 1.21 et 1.27), alors:

Sup lu —ulsec™d¢ ¢
XS-A a a-+o
La convergence est donc CO(R-) et méme CZ(R-) en considérant les

dérivées.m

I.3.3 RESULTAT D'UNICITE:

On va montrer qu'a l'instar de 1la solution u_ du probleme (Pl)a

celle de (Pl) est également unique.

THEOREME (1.8):
soit (h,c,0)€(R,)X10,1[. Alors:

Sous les hypotheéses (H-2), le probléme (Pl) admet au plus une

solution.

Démonstration:

On se donne u et u, deux solutions de (Pl) et pose w=u -u,.

w vérifie alors:



w"—cw'=h(g(u1)~g(ul)).
(1.28)
w(-o)=w(0)=0.

En multipliant par w les deux membres de l'équation dans (1.28),

puis en intégrant 1l'équation obtenue de (-») & 0, on obtient:

0 0
[ww]° —J ' (x)1%ax - £ [Iw 1] = nJ (6u)-gu))w ax.

-0 -
-0 -

Soit, grédce aux conditions aux limites dans (1.28):

0 0
. 2 _ _ _
(1.29) -J Iw (x) 17dx = hJ Cg(u1) g(uz))(u1 uz) dx.
-—® -
Comme h >0 et g strictement croissante (H-2.a), i.e.:
Gg(ul-g(uz))(ui—uz) 20 (1'égalité ayant lieu pour u1=u2),

(1.29) donne:

0

J |w' (x)1%dx = 0, d'ou: w'(x)=0, sur R ; soit w(x)=Cte sur R .
-®

Or, w(0)=0; donc: V x€(-»,0) w(x)=0 & ui(x)=u2(x).
Le théoréme (1.8) est prouvém Afin que 1l'étude du probléme (Pl)

soit compléte, nous allons montrer le résultat suivant:

THEOREME (1.9):

Soit u la solution du probleme (Pl) associé au triplet:

(h,c,O)G(Ri)ZX]O,l[. Alors: Sous les hypothéses (H-2), U€C2(R-).

Démonstration:

D'aprés le lemme (1.6), uaemz(-a,O) indépendemment de a; par suite:



ueHz(R—), et par injection uecl(R—).
Comme g est continue sur [0,1], g(u)eco(R_), et donc uecz(R_),

d'aprés 1'équation satifaite par u.m

Les théorémes (1.7), (1.8) et (1.9) rendent complete 1la
démonstration du théoréme (1.4) annoncé au début de cette
partie. L'étude du systéme (1.1)-(1.2) dans R est donc achevée.

REMARQUE (1.9):
Avant d'aborder 1la résolution du probléme (Pna) sur R+ .

commencons d'abord par remarquer gque 1l'étude précédente nous
permet de définir une fonction J telle que:

J: (0,1)XR ¥R ——— R'

0
(elc'h) k — J(efc:h)=hJ g[U_(X)]dx

-

ol u_ représente la solution du probleéeme ( P1 ); celle-ci étant
unique, et la fonction g, par hypothése lipschitzienne J est donc
une application bien défini. De plus, en considérant l1l'équation en
u_, on montre aisément que J est continue uniformément en 6,c et h

Enfin, d'aprés les estimations du lemme (1.6), on a:
vV e€]0,11], 0<J(6,c,h)= %I

Notons pour terminer que l'introduction de 1'application J permet
d'écrire:

(1.31) u’ (0)=cb+hJ (6,c,h)

expression qui nous servira & poser la condition aux limites pour
. +
le probléme écrit sur R .



I.4 ETUDE DU PROBLEME SUR R' :

On considére le probléme ( P2 ) écrit sur R':

. +
Déterminer u, v : R ————-[0,1], et une costante positive h

satisfaisant:
-u”+cu’= v"f(u)-hg(u).
(1.32)
-v"+cv'=—-v"f (u).
(P2) associé aux conditions aux limites suivantes:
u’ (0)=cu(0)+hJd(6,c,h); u(+®)=0;
(1.33) u(0)=6.

v'(0)=c[v(0)-1]; v’ (+»)=0;

REMARQUES (I.4.1):

1°/ Les conditions aux limites (1.33) expriment le raccord Cl des
solutions des problémes ( Pl ) et ( P2 ). En effet,

u(0)=u_(0)=6 et u’'(0)=u’(0), d'aprés (1.31). De plus,
v;(0)=c[v_(0)—1] ( d'aprés 1.15 ), d'ou la condition aux limites
de type mixte pour v dans l'équation (1.33).

2°/ Avant d'entamer la résolution du probleéme ( P2 ),on va montrer
que si h=0, il se réduit effectivement 3 un probléme adiabatique,
en particulier donc, avec des conditions aux limites & (+®) de
type (0.3). Ceci est l'objet de la :

PROPOSITION (1.10):
Soit ¢>0 , parametre donné et (uc,vc,hc) une solution du
probléme (Pz) associé 3 c¢. Alors:

h =0 = c=0 ou c=c
c ad

ou C.a est la valeur propre du probléme (Pad):(1.3)-(1.4).



Démonstration:

Faisons h= 0 dans le probléme (1.32)-(1.33). On obtient:

u’-cu’=-v"f (u). u’ (0)=cu(0).
(1.34) sur R'. (1.35) u(0)=6.

vi-cv'= v f(u). v’ (0)=c[v(0)-1].

ainsi que les propriétés qualitatives suivantes (lemme (1.2) :
(1.36) Osusxl; O=svs<l.

Il est aisé de voir que: y(x)=u(x)+v(x)=k+k'e™; on (k,k')ERz.

r

Puis, grdce a (1.35)-(1.36):

(1.37) y(x)=1, V x€R (y est borné)

Nous allons maintenant déterminer: l=u(+®) et 1'=v(+®).
Apreés avoir vérifier, comme au lemme (1.2), que u’ (+®)=v’'(+®)=0 et

u” (+o)=v”(+®)=0, on remarque que 1 et 1' sont solutions, compte

tenu de (1.34)-(1.37), du systéme:

1'£(1)=0.
= (1.38) (1-1)£(1)=0.

1+1'=1.
On va vérifier que:f(1l)#0. Pour cela, on suppose par 1l'absurde
que: £(1)=0, d'ou (hyp.(H—l.b)): 1<6. Or, 1+1'=1, donc: 1'21-6.
D'autre ©part, v est une fonction décroissante: En effet,

1'équation en v dans (1.34) donne:

(v’e'cx)‘ = v'f(u)e *20

qu'on inteégre de x & (+®) pour obtenir:

-CXx

v'(x)e S0 & v'(x)=<0, sur R .



I1 en résulte en particulier, en utilisant (1.10):
l'=v(+>o)<v(0)=<1-6,
ce qui contredit 1'21-6. On a donc prouvé que: f(1l)#0.

On déduit alors de (1.38):

1=1 et donc 1'=0 (grace a 1.37).

u et v satisfont donc le systéme suivant:

-u“+cu’ = v"f(u). u’(0)=cu(0); v’ (0)=c[v(0)-1],

n u(0)=6;
-v'’+cv’ ==-v f(u). u(+o)=1; v(+®)=0.

Ce systéme n'est autre que le probléme adiabatique (1.3)-(1.4).

Il admet (cf [A.5]) une unique solution: u=u_ v=v_, et c=c_-

a’ d

D'ou la proposition (1.10). =

REMARQUE (I.4.2) :

Supposons que le probleme (1.34) soit posé sur un borné Ia de R+,
avec des <conditions aux 1limites convenables qui permettent
d'effectuer le passage a la limite a R+ tout entier, et que ¢ ne
dépend pas de a. Alors, d'aprés 1le résultat ci-dessus, on a

forcément c=c_, -

I.4.1 Principe de la démonstration :

Pour la résolution du probleéme (Pz), on commencera par 1l'étudier

dans un intervalle borné de R+ afin d'utiliser un argument topo-
logique.

En effet, via un calcul de degré topologique on prouvera un
théoréme d'existence en se servant du théoréme du point fixe de
Leray-Schauder (cf [C.5],[C.6]).

Les estimations & priori, indépendantes de 1l'intervalle borné
considéré, nous permettent de passer a4 la limite et d'obtenir un

résultat d'existence sur R+ tout entier.



I.4.2 Probléme posé sur untervalle borné et estimations & priori:

On considere a>0, réel et on écrit le probléme suivant posé sur
l'intervalle Ia= ]JOo,al :

Etant donnée une constante posive c¢, trouver deux fonctions u_ et

v_ dans Cz(Ia;[O,I]), et une constante positive h (valeur propre

du probléme) satisfaisant :

-u’+cu’= v:f(ua)-hg(ua).
(1.39)
-v:+cv;=-v:f(ua).
(P.).
u;(0)=cua(0)+hJ(6,c,h); ua(a)=0.
(1.40) ua(0)=6.
-v;(0)+cva(0)=c; va(a)=0.

n est entier non nul; f et g deux fonctions satisfaisant 1les
hypotheses (H-1)-(H-3).

REMARQUES :

a/ La condition va(a)=0 du type Dirichlet est destinée a
simplifier la présentation des résultats. Cependant, on verra que
lors du passage a la limite a=+®, on arrive a récupérer uniquement
la condition aux limites v’ (+®)=0 du probléme ( P2 ).

b/ La condition ua(0)=6 s'impose, comme dans le cas
adiabatique(cf[A.5]) afin d'éviter, a4 1la limite a=+o, les
solutions triviales; elle s'avere d'ailleurs essentielle dans 1la

mesure ou ( P2 )a est un probléme a valeur propre h.

On va montrer un lemme Qqui nous fournira 1les estimations a
priori nécesaires pour définir le degré de Leray-Schauder et de
faire le passage a la limite dans ( P2 )a vers le probleéme ( Pz ).



On obtient alors 1le:

LEMME (1.11): (Estimations a priori )

Soit (u_,v.) €(Cl(i )) et h 20 une solution du probléeme (P )
a’’a a a 2)a

associé au parameétre c>0. Alors:

v c#cad, et Vv xEIa on a les estimations suivantes:

Osu (x)<1; O<v (x)<1; 0<s(u +v ) (x)<1;
a a a a

-c<u ‘(x) <c; -c<v "(x) <0, (u +v ) " (x) <0 ; h >0.
a a a a a

Preuve:

Elle consiste, comme pour le lemme (1.6) A& estimer ponctuellement

les solutions du probleme ( P2 )a; Nous commen¢ons par établir 1la

positivité de u_ et de v, -

19/ va(x)>0, ua(x)>0, V x€(0,a):

a/ va(x)zo. V x€(0,a):

La démonstration est analogue a celle du lemme (1.2):

On suppose par 1l'absurde que:

(1.41) Inf v (x)<O0
0<x<a

Etant données les conditions aux limites (1.40), le seul cas a

considérer est le suivant:
3 xoe(O,a) tel que v(xo)<0 et v'(xo)=0.

Il en résulte alors 1l'existence de deux constantes positives

x et B telles que:

O0sa<B=<a,
(1.42) et v'20 sur [«,B].
v’ (a)=0,

L'équation en v dans (1.39) s'écrit alors :



(V’e'cx)'= v'e ®*f (u) =0, V xe€la,B]

puis s'intégre de « 4 x €(«,B) pour donner:

-CX -CXx

v'(x)e <0.e & v'<0 sur («,B).

ce qui donne, compte tenu de (1.42):
V x€(a,B), v'(x)=0 & wv=Cte & v=v(B)=0.
ce qui contredit (1.41). D'ou le a/.

b/ ua(x)>0,V x€(0,a):

Le raisonnement du a/ s'applique encore ici et conduit a

la situation suivante:
” — - n
u (xo) = -v (xo)f[u(xo)]+hg[u(xo)]

avec u(x0)<0 et u'(x0)=0. On conclut alors comme pour lemme

(1.2). D'ou le 1°/.0O

2°/ u (x)+v (x)<1, V x€I :
a a a

Ya(x)=ua(x)+va(x) vérifie (en ajoutant 1les deux équations du

systeme (1.39)):

(1.43) y“-cy’ = hg(u)

Intégrons alors (1.43) de 0 a x:
y' -cy = y’(O)—cy(O)+hf{g[u(s)]ds 2 y'(0)-cy(0)
0
D'ou, grace a (1.40):
y'-cy 2 -c+hJd(6,c,h)2 -c

On obtient alors l'estimation:



(ye'cx)’ 2 -ce ¥
qui s'integre de (x) a (+a) pour donner:
y(a)e -y (x)e ™ 2 e *°-e7™°" (y (a)=0)
Finalement,
y(x)<1-e ™ "<¢1, Vv x€[0,al.
Or, y(a)=0<1, donc:

y(x)«<1, V x€[0,a].

Le 2°/ est prouvé.o

3°/ u (x)<1, v (x)<1, V x€I :
a a a

Ces deux inégalités se déduisent immédiatemant du 1°/ et du 2°/.

En effet:
O<u =su +v <1;
a a a V er .D
0sv su +v <1. 2
a a a
4°/ —-c<v’'(x)<0, V era :
v satisfait ( grace a (1.39) ):
ecx(v’e'cx)’ = v"£(u)>0 = (v’e'cx)’>0
soit par intégration de x a (+a):
vi(x)e™®™ < v'(a)e™®® < 0, (car v20 et v(a)=0)

Il en résulte:
v’ (x)<0, V era.
De plus, si on inteégre directement 1l'équation en v de 0 a x, on

obtient:



X
v —cv =[v' (0)—cv(0)]+J v"f (u) dx,
0

soit (d'aprés 1.40):
X

v'-cv = -c+hJ glu(x)]ldx
0

et donc:
v'-cv>-c ( d'aprés 1°/ et (H-1)a )
On écrit enfin:
v’ (x)>cv(x)-c2-c, car v20.
On a donc prouveé:

-c<v’ (x)<0, i.e. le 1°/.0O

50/ —-c<u’(x), Vv era :

L'estimation : y’-cy2-c ( voir 2°/ ) s'écrit aussi:
u'-cu 2 -¢c—-(v'-cv) 2 -¢c, car v’'<0 et v=20.

d'ou (d'apreés 1°/) :

u’'>cu-c2-c¢ =2 u’'(x)>-c, V xe Ia.D

6°/ (ua+va)’(x)<0, sur Ia :

L'équation (1.43) peut s'écrire:

‘ ‘CX)I

(y'e = hg(u)e °*20,

puis s'intégre de (x) a (+a):

[o]

vy (x)e ™ =< y'(a)e’® ¢ o0
soit,

y' (x)=u’(x)+v’'(x)<0, V era.m



7°/ u’' (x)<c, V era:

On déduit du 6°/ : u’ (x)<-v’' (x)
Or, v’ (x)>-c (4°/),
d'ou: u’ (x)<ec, V era. o

8°/ V c#c ., h >0 :
ad a

On suppose par 1l'absurde que ha=0.Alors le systeme ( P2 )as'écrit:

n
u’~cu’ -v f£(u).
a a

(1.44)

v: f(u).

vll‘_.cvl

a a

u;(0)=cua(0); u (a)=0;

(1.45) 2 u_(0)=6.

v;(0)=c[va(0)-1]; va(a)=07

On vient de montrer (estimations 1°/ & 7°/) que (ua,va) est dans
(ﬂl'm(]o,a[))z, donc dans (Hl(]o,a[))2 qui s'injecte avec
compacité dans (GO([O,a]))z. On en conclut, grice a la remarque
(I.4.2) que c=c_

. Par suite, V c#_ca ha>0.-

d d’

La démonstration du lemme(l.li) est achevée.Oo

Le résultat suivant fournit des estimations L2(]0,a[) des

dérivées u’' et v':



PROPOSITION (1.12):

Soit ¢>0 donné et (ua,va,ha) une solution du probléeme (Pz)a
Alors:
a 2
12 6
(1.48) J lu’ | dx<c(1-§).
0
a
(1.49) -g lva(o)l2+J v’ 1%dx<c.
0
Démonstration:
1°/ On integre de O a (a) 1l1l'équation en u aprés 1l'avoir
préalablement multipliée par u:
a
u(a)u’(a)-u'(O)u(O)-J lu’1%dx - 92-|u(a)|2+-§- lu(0)1? =
0
a a
= -J u.v"f(u)dx + h[ u.glu(x)]]dx
0 0

ce qui s'écrit, compte tenu des conditions aux limites (140):

a a a

—9u'(0)—J u’1%ax + % 8% = —J u.v"f(u)dx - hJ u.glu(x)]dx
0 0 0
d'ou:
a a a
(1.50) J Iu’lzdx = —-6u’(0)+ %62+J u.v"f(u)dx+h[ u.glu(x)Jldx
0 0 0



Comme h>0, u20 et g(u)20, le second membre de (1.50) se majore:

a a

(1.51) J lu’1%dx <-6u’{(0)+ % 6% + J u.v"f (u)dx
0 0

ou encore, comme u’ (0)>c6 (d'aprés (1.40)):

a a

(1.51)Bis J lu’ 1%ax <—c62+% 62+J u.v"f(u) dx
0 0
Enfin,
a a
J u.v'f(u)dx < J v'f(u)dx = c+v’(a).
0 0
(1.51)Bis donne alors :
a
2 c 2 62
lu’1°dx <—§ 6°+c+v’ (a) < c(1- 3 ) (v’ (a)<o).
0

D'ou le (1.48) .0

2°/ La méme technique qu'au 1°/ appliquée & v nous conduit
l'identité:

a a

-v’(O)v(O)-J |v'|2dx+-§- v(0)1% = I v (u)dx

0 0

d'ou (v et f£(u) positives):

a a
j v’ 1%ax =§-Iv(0)|2—v(0)v'(0)—J v™ 1 (u) ax < %IV(O)IZ—V(O)V’(O)

0 0

a



Enfin, utilisant (1.40):

a
%IV(O)IZ+J lv'1%dx < c,
0

ce qui prouve (1.49), et termine la démonstration de 1la

proposition (1.1).

Enfin, pour terminer avec les estimations & priori, nous prouvons
la:

PROPOSITION (1.13):

Soit c¢>0 un paramétre donné et (ua,va,ha) une solution du
brobléme (1.39)-(1.40). Alors:
2
5 ¢
(1.52) 0<ha<2_5(9)
t
ol 1'on a posé: G(t)=J gls)ds.
o
Démonstration:
On multiplie par u’ la 1°'® équation de (1.39) puis on intégre de
0 a a:
a a a
%lu’(a)lz—%lu’(O)lz-c[ lu’ 1%ax =-{ u'v"f(u)dx+hJ u'glu(x)]dx
0 0 0
qui s'écrit aussi:
0 a  a
(1.53) nf g(s)ds = %nu'(onﬁcj Iu'lzdx-%lu'(a)lz-J v u'f (u) dx
0
0 0
Grdce A& (1.48) et au fait que:lu’'l<c (lemme 1.11), le second



membre de (1.53) se majore pour donner:

a

6 2
(1.54) hj“ g(s)ds < % c2+c2(1—-‘2’- )—J v u‘f (u) dx
0 0
Or,
a a a
—[ viu'f(u)dx < J v lu’ If (u)dx <cJ v 'f(u) dx <c?.
0 0 0

Finalement, (1.54) donne:

hJeg(s)ds < L c2+c2(1--g-2)+c2 - %z (5-6%).
0

2
soit,

6 5 2

hJ g(s)ds < EC .

0

d'ol, par définition de G:
1 2
5 .2 _ 5 c
h <G e —-—=3 <@
I g(s)ds
0

D'ou (1.52)m

Le corollaire suivant récapitule les estimations précédentes:

COROLLAIRE :

Soit (u_,v_,h ) une solution du probléme (Pz) . Alors:
a a a a

( ua,va,ha) appartient & un borné, indépendant de
(W2 (0, a) ) %xRr".

a

de



Preuve:

L'équation en u dans (Pz)a fournit l'estimation suivante:

lu” (x) 1% < clul (x) 1+1v(x) 1€ (u_) I+h_g(u_) .

< c2+f(1)+H, avec H = g

(grdce au lemme (1.11), & la proposition (1.13) et a la croissance

des fonctions f et g).
Il existe alors k = c2+f(1)+H >0 tel que:

v x€I_, Iu:ISk, indépendemment de a.
On obtient de la méme facon:

Voxer_, Iv’ Isc?+£(1) <k.

O<u «<1. 0o<liu’l<c.
a a
Oo<v «<1. o<lv’I<e.
a a

Enfin,

Par conséquent:

(ua,va,ha), est borné, indépendemment de a dans (Wz'm(o,a))ZX[O,H]

Le lemme (1.14) est donc prouvé.m

Ayant établi les estimations nécessaires aux solutions de (Pz)

a'
on va pouvoir définir un degré topologique, puis le calculer dans

la section suivante.



I.4.3 Calcul de degré topologique:

A. Equivalence avec un probléme de point fixe:

Pour résoudre le probléme (Pz)a, on le traduit sous forme d'une
équation de point fixe: w=K(w).

Pour cela, on va considérer 1l'espace de Banach:
x=(c!(I,) ) *xr
muni de sa norme naturelle:

wll, =li(u,v,h)ll, = Sup (Hu" IR 4 DU ,lhl)
X X ¢y i)

On introduit maintenant 1l'opérateur:
K, : X ——— X, ot T € [0,1];
défini par:

Kt(u,v,h) = (U,V,h-u(0)+9)

ou (U,V) est 1l'unique solution du systéme linéaire:

U“-c U’ = t(—y"f(u)+hg(u))+(1-t)(—v"+hu).
(1.55)

V'-c V' = wihf(u)+(1-T1)v".

U (0) = cu(0)+thd (u(0),c ,h) U(a)=0.
(1.56)

V' (0) = ct[vm)—1] ) V(a)=0.

avec:
c
(1.57) C, = c—ad (Cad)_c




ou (cad)t correspond a la valeur propre du probléme adiabatique

associé a la fonction Tf(u)+(1-t) c'est—-a-dire:

uZ-(c_,) ur=-tvif(u )-(1-1)v_.
(1.58)
" . _ n _ n
vr—(cad)tvt- tvtf(ut)+(l t)vr.
u’t(O) = (cad)tut(O); ut(m)=1:
(1.59) u_(0)=6.
T
vr(O) = (cad)t(vt(O)—l); vt(w)=0;

Et ou la fonction J a été défini § I.3.4.(remarque 1.9).

REMARQUES :

a/ L'introduction de l'opérateur K permet d'obtenir lorsque t=0,

un systeme linéaire découplé qu'on pourra résoudre.

L'expression de C. dans (1.57) nous permettra d'écrire
convenablement la condition suffisante d'existence. Notons qu'il
s'agit 1la a notre connaissance de la seule déformation homotopique
de l'opérateur Kt permettant de calculer 1le degré topologique. En
effet l'introduction au second membre d'un terme du type:
t(-v"f(u)+hg(u)) comme dans le probléme adiabatique ( cf[A.5] )

. . . .. (x)
conduirait 3 des solutions triviales.

b/ Le probléme (1.58)-(1.59) est une déformation homotopique du
probléme adiabatique. Il est clair qu'en remplacgant £f(u) par
Tf (u)+(1-t) on prouve, comme dans [A.4] 1l'existence d'une unique

solution (uad,va c )r au probléme (1.58)-(1.59).

d’' " ad

¢/ Equivalence avec une équation du point fixe:

w=(u_,v_,h ) est solution du probléme ( P2 )a si et seulement si,
a .

(I-Ki)(w)=0, ie: w est point fixe de K, dans X.

I1.57

(x) L’auteur remercie V. Giovangigli pour la discussion A ce sujet



B.Définition d'un degré topologique:

On va définir le degré de Leray-Schauder de 1l'opérateur (I-Kt)
relativement a un ouvert Q au point O.

On trouvera dans [C.5],[C.6] 1la définition et 1les propriétés
principales de ce degré.

Les lemmes suivants vont nous permettre de le définir:

LEMME (1.15):
Soit X = (Cl(fa)JZXR . Alors 1'opérateur:
K: XX[0,1] —_ X

(u,v,h,t) —_— K%(u,v,h)

est compact, et uniformément continue en t.

Preuve:

i/ La précompacité:

On peut vérifier que pour tout (u,v) donné dans (Cl(fa))z.
(1.55)-(1.56) admet une unique solution (u,Vv) dans
(\dz'w(Ia))z, donc dans (IHZ(IR))Z. En vertu de la compacité de
l'injection:

u2 (1) —— c(I) (n=1)
1l'opérateur Kt, et donc K, est précompact.

ii/ La continuité:

Soit (un,vn,hn) une suite convergente dans X vers (u,v,h). Posons:
(Un,vn,Hn) = Kt(un,vn,hn)
K. étant un opérateur compact (i/),il existe une suite (U ,V_,H )

Np np nNp
qui converge dans X vers (U,V,H).

On a donc, d'une part:



et d'autre part, le probléme suivant:

” o ’ = - n - - n
U crUnp t( vnpf(unp)+hnpg(unp))+(1 r)( v +h u )

Np n np np
(1.60) ?

V' —c V' = w" f(u )+(1-v)v" .

np T np np np nNp

U’ (0) = c U + th J(u ,c_,h ). U (a)=0.

n T np np np T np np
(1.61)

v, (0 = c (v, (0)-1). v, (a)=o.

Nous allons montrer que:

(U,V,H) = Kt(u,v,h)

On considere pour cela ¢€¢:({O,a]) une fonction test par laquelle
on multiplie les deux équations dans (1.60), puis on integre de O

a a. En faisant les calculs pour 1la 1%7® équation, on obtient:

a a
—J U’ ¢'(x)dx - ¢ J U’ (x)o(x)dx =
l"lp T l'\p
(1.62) 0] 0
a a
- - n - n
—J ¢( vnpf(unp)+hnpg(unp))dx + (1 r)J ¢(Vnp+hnpunp)
0 0
Comme U , V , u , et v convergent dans Cl([o,a]) vers U, V, u
Np np np np

et v, alors d'aprés 1le théoréme de 1la convergence dominée de
Lebesgues (cf [0.2],[0.6]), les intégrales dans (1.62) convergent
et l1l'obtient & la limite (en notant que J est continue d'apres le

remarque (1.9), P.I.41 ) :



U”-c U=t (-v"£ (u) +hg (u) )+ (1-7) (-v"+hu).

V"-ch’=tv"f(u) + (1-T)v".

Il
o

U’ (0)

ctU(O)+thJ(u(0),cr,h). U(a)

I
o

vV (0)

ct(V(O)—l). V(a)

autrement dit: (U,V)=Kr(u,v).
Enfin, en passant a la limite, quand np»+® dans 1l'égalité:

H =h -u (0)+6,
np l'lp l'lp

on obtient:

H = h-u(0)+6.

On a donc montré que:

(U,V,H) = K (u,v,h),

ce qui prouve que Kt, et par conséquent K, est continu, précompact
donc compact. L'uniforme continuité en T se montre aisément.

Le lemme (1.15) est prouvé.m

LEMME (1.16):

Soit I 1'opérateur identité dans X. On pose: F}=I-K%. Alors:
3 R>0 tel que: deg(F&,BR,O) est bien défini, BR désignant la
boule ouverte de rayon R dans X.



Preuve:
On a vu (Lemme 1.14) que:

ltu Sl+c, v <l+c, et que: O<h <H, ol H est une

(Ta) ¢ (Ta)

constante positive. De plus, (cad)t se majore indépendemment de t:

En effet (cf [A.5]):

3 cad>0 tel que: (cad)tScad.

ce qui, avec (1.57), donne:

D'ou les estimations indépendantes de T pour une solution

(ut,vt, ht):
2
5 Caa = 5 ¢c?
ha_l <l+c, lv_Il _ S1+c et 0<h_<H===—7-<h=3 =5, .
T Cl(Ia) T Cl(Ia) T 2G (6) 2 G(6)

Enfin, en posant:
M = Sup (h,1+c) et R = M+1,
on obtient:
ﬂ(u,v,h)tHX$M<R.

Donc:

(ur.Vt,ht)eQ =BR= {(u.v.h)ex; h>0 et H(u,v,h)"X<R}

Par conséquent:
(ur.vt,ht)¢80.

soit:
0¢Fr(6Q) e deg(Ft,BR,O) existe et est bien défini.

Le lemme (1.16) est donc prouvé.ms



Maintenant que ce degré est défini on va pouvoir le calculer:

C/ Calcul du degré topologique:

On se propose dans ce paragraphe de montrer que:
deg(I-Kr,BR,0)¢0.

Pour ce fait, on utilise la propriété d'invariance homotopique

degré topologique pour écrire:
deg(I-K ,B_,0) = deg(I-K_,B_,0) = deg(I-K, B_,0), V z€[0,1].

Il suffira alors de montrer que:

deg(I-Ko,BR,O)#O.

On va donc expliciter:

KO: X —— X

(u,v,h) — (U,V,h=-u(0)+6)
tel que:

U”-c U’ -v"+hu.

0} o0

(1.63)

n
v .

°o”° ’
V0 COVO

U6(0)=c0U(0): Uo(a)=0.
(1.64)

v;(0)=c0[v0(0)—1]; v, (a)=0.

Nous allons donc prouver le:

THEOREME (1.17):

T=0. Alors:

V ce10,(c ) [, 3 a=a (c)>0 telle que:

deg(I-Kb,BR,O)io, v a)ao.

du

Soit (cad)O la valeur propre du probléme (1.58)-(1.59) lorsque



C.1°/ Principe de la démonstration:

1) Remarquant que 1la Zémeéquation de (1.63) est découplée de 1la

ére . 1 2
1 , on écrit: Ko—(KO,KO) avec:

k': ¢(T xR ———— ¢ 1 (T )R
0o a a

(1.65) (u,h) 5> (U,h-u(0)+6)

K2: eI )— ¢l (T )

v + > V

Puis on pose:

Q, ={# ect (T )/ lul 1 - <R} . et @ = QX]0,H[.
2 C(I))

2) On montre ensuite que:

deg(I-K,Q ,0)#0, ¥ i=1,2.

Pour cela, on prouvera que K; admet un unique point fixe dans Qi,
V i=1,2. On concluera ensuite, gréce a la propiété multiplicative
du degré topologique que:

2

deg (I-K,.Q,0) =[] deg(I-K_,Q ,0)%0.

i=1

3)a/ On commencera par prouver un théoréme d'existence et
d'unicité pour 1l'équation:

2
Ko(v)—v, veQz.

o r

b/ On utilise 1le fait que (u,h) est point fixe de K_, si et

seulement si, par définition:

u”’-cu’ = -v"(x)+hu.
(1.66)
u’ (0)=cul(0), u(a)=0, u(0)=06.



On aura a considérer aussi le probléme précédent sans la condition

u(0)=6, soit le probléme:

u“-cu’ = -v"+hu.
(1.67)
u’ (0)=cu(0); u(a)=0.

Dans un premier temps, on montrera (théoreéme 1.19) que:

V ¢>0 et V h20, le probléme (1.67) admet une unique solution u

dans c”([o,a)] telle que:
u >0, V x€[0,al.
Ceci nous permettra de définir une application:
P Rt —— R (y=yp_)
h ——— u (0).
On montrera (proposition 1.20) que yw est continue, strictement

décroissante et qu'elle tend vers 0, quand h-+o,

On en déduira, grdce notemment & 1la proposition (1.21) qu‘il
existe un unique h>0 tel que: u(0)=6, ce qui prouvera l'existence

et 1l'unicité d'une solution au probleme (1.66).

La condition suffisante d'existence interviendra dans 1la
proposition (1.21), et repésente le point capital de ce chapitre;
la démonstration, basée sur un lemmme de monotonie et de
comparaison passéde 1l'avantage de marcher méme lorsque A#l, bien

que la condition suffisante diffeére (cf chapitre II).

C.2°/ Concernant Ks, on va immédiatament prouver 1le:

THEOREME (1.18):

v c0>o, Kﬁ admet un unique point fixe Vo De plus:

vbecm([o,a]) et v0>0, V x€[0,al.



Démonstration:

. . 2 . :
Vo est point fixe de KO si et seulement si:

vg~cv6=v .
(1.68)
vé(0)=c[vo(0)-l]; v, (a)=0.

n
v = v +c v’.
0 "0 o0

v6(0)=c0[v0(0)—1]; vo(a)=0.

Le théoréme sur 1les équations différentielles ordinaires (cf

[A.3],p.753) qu'on a appliqué a la recherche de u_ dans [-a,0]
marche encore ici (cf § I.3.1).

On peut donc vérifier aisément ses conditions d'application:

i/ Satisfaite.
ii/ £(x,y.z) = y'+cz est continue sur:

S = {(x,y,z)/ O<x=<a, 0<y«<1, 0<Izl<c}

iii/ et iv/ f est croissante en y, et lipschitienne en z,pour tout
(x,y,z)€s.

Il existe donc v  unique solution de (1.68), V c >0.

De plus, voeﬂl(]o,a[) (se montre aisément), donc voeco([o,a])
(injection de Sobolev). Il résulte alors de (1.68) que:
voecz([o,a]), puis par itération, voemm([o,a]). La positivité de

v, Se montre sans difficulté a partir de (1.68).

Dans ce qui suit, on s'intéréssera a 1l'opérateur K;.

C.3°/ Etude du probléme (1.67):

Pour ce probléme, on se propose de prouver le résultat suivant:



THEOREME (1.19):
Supposons c0>0 donné. Alors:

v hoZO, 3 UO€C2([0,a]) solution unique de (1.67). De plus,

V x€(0,al., uo(x)>0.

Démonstration:

1°/ Existence:

(1.67) est un probléme linéaire A& valeur propre h auquel on peut
appliquer l'alternative de Fredholm (cf 5°/ p. 0.12); mais on peut

aussi l'écrire comme un probleéeme de Sturm-Liouville linéaire:

(ﬁ(x)u’)’+q(x,h)u = H(x).
(m)

u’ (0)=cu(0); u(a)=0.

avec:

p(x)=e-°*>0, p(x)ecl([0,a]).

cXxX

q(x,h)=-he” €¢0([O,a]).

H(x)=-v"(x)e °¥.
On applique donc au probléme 00 le théoréme sur la fonction de
Green (cf [0.6],[0.17]) qui assure 1l1l'existence d'une unique

solution u,. si h n'est pas valeur propre du probleme homogéne

associé:

e

UK

u’ (0)=cu(0), u(a)=0.

Il est clair que:



"
o

u”-cu’-hu

u(0)=cu(0); u(a)=0.

Le discriminant de 1l'équation caractéristique associé a 00;

étant:A=c2+4h, on en déduit que (ﬁ); et donc th n'admet aucune

solution non triviale si hz—l cz.

4
I1 en résulte alors que hZ—% cz, et en particulier h20 n'est pas
valeur propre de GOh. En conséquence, le probleme (1.67)

posséde, si h20, une unique solution u,.

2°/ Positivité de la solution:

Pour hz20, uozo (lemme 1.11) .Vérifions qu'en fait: u0(0)>0:

Raisonnons par 1'absurde en supposant u0(0)=0, alors u6(0)=0
(d'aprés 1.67) et: ug(0)=—v"(0)<O.Par suite, u;<0 au voisinage de
0; on en déduit u6<u6(0)=0 dans ce voisinage puis u0<u0(0)=0 ce

qui contredit la positivité de u

3°/ Régularité de la solution:
On fait le méme raisonnement qu'au théoréme (1.18), en partant de
uoeﬁl(]o,a[) (lemme 1.11 et proposition 1.12) pour montrer que:

uoecm([o,a]). Le théoréme (1.19) est. donc prouvé.m

C.4°/a) L'existence et l'unicité de uh(0)>0 (théoréme 1.19) nous

permet, pour tout c¢>0, de définir sans ambiguité 1l'application:
+ +
(1.69) v_: R —— R,

h ———— uh(O)

b) La formule de Green nous donne aussi la forme de la solution du

probléme (1.67):

I.67



a
uo(x) = J G(x,y)H(y)dy,
x

ou G est la fonction de Green. Un calcul explicite fournit:
r1x rzx rlx (r -r1)t. -rzs
(1.70) uo(x) = kie +k2e +e e dt| e Vi(s)ds

avec: V(s)=vg(s), et kl,k2 deux constantes déterminées par les

conditions aux limites (1.67), i.e solutions du systéme:

(1.70)Bis a t
_ 271 ¢
T

_c=(-1)' v c2+4h_ . _
r = B ; 1i=1, 2.

i

Il en découle, en particulier:

(‘rzzri)t t -rzs
wc(h) = uh(O) = k1+k2+ e dt e V(s)ds
0 0

qu'on peut également exprimer de la fag¢on suivante, apreés avoir

calculé k. et kz:

2 1
rz(e -e )
(1.71)  _(h) = I{1+ x

1




ol 1l'on a posé:

et,

a (rz—ri)t t -r,s
I = e dt| e V(s)ds>0, V c>0.
0 0

La proposition suivante résume les propriétés satisfaites par y:

PROPOSITION (1.20):

V ¢>0, v, est une application continue, positive, strictement

décroissante et tend vers zéro quand ho+o .

Démonstration:

1°"®étape:

w(h)Euh(O) est positive (théoréme 1.19, ou bien A partir de
1l'expression 1.71), continue (se montre directement sur
1'équation 1.67 ou grdce a 1.71 et A& 1la continuité des ri,V
i=1,2). Enfin, quand | h-o+o, on montre sans difficulté en

utilisant les équivalents: rizz/ﬂ et rzz-z/ﬂ, que:

a
p(h)>2I et que: 0<ISJ te'4t/? eZt/? dt
0
ou encore:
0<Is< Eéﬁ(l-e-za/?) — 0.

h-+w

ére

Par suite: 1lim w(h)=0. Pour en terminer avec 1la 1
h->+®

étape,

écrivons 1l'expression de 9(0) en faisant h=0 dans (1.71), on

obtient:



a t
e'CtdtJ- v"(s)ds >0, V ¢>0.

(1.72) wc(0)=J
0 0

e . .
2°"® étape: y est strictement décroissante:

En effet, supposons 0<h1<h2 et posons w=u_-u ou u, et u, sont

2!
les solutions de (1.67) associées respectivement a h1 et hz. Alors

W est solution du probléme aux limites:

wi-cw’ = h1u1—h2u2$h2w (car uizo,d'aprés théoréme 1.19)
(1.73)

w' (0)=cw(0); w(a)=0.
Comme h2>0, le théoreme de comparaison pour 1les équations

différentielles ordinaires (cf [0.8],[0.18]) s'applique et donne:
w(x)20 @& ul(x)zuz(x), V x€[0,a].

On va maitenant montrer qu'en fait w(0)>0. Pour cela, on raisonne

par 1'absurde en supposant w(0)=0. Alors:

w ' (0)=0 (d'aprés 1.73). Posons ensuite: u(O)Eu1(0)=u2(O), puis

introduisons la fonction d(x)ﬁhiui-hzuz. On alors:

d(o0) =(h1-h2)u(0)<0 (car u(0)>0 et h1<h2). De plus:

Comme d est une fonction continue, alors: 3 o>0 tel que:

d(x)<0, V x€[0,a] = j d(s)ds <0, V x€[0,a].
0

d'ou, en intégrant 1'équation dans (1.73) de 0 a x:

w' —-cx<0, V x€[0,a] & (we’cx)’<0, V x€[0,«a].

Une nouvelle intégration de 0 & x fournit l'estimation:



w(x)<0, V x€[0,a] (car w(0)=0, par hypothese)

ce qui contredit w(x)20 sur [0,a].
On a donc montré que si 0<h1<h2, alors:

w(0)>0 & u1(0)>u2(0) & w(h1)>w(h2)

La proposition (1.20) est donc prouvé.m

C.5°/ Une derniére et importante étape dans le calcul du degré de
K; est donnée par la proposition suivante:

PROPOSITION (2.21):

V c€10,(c ) [, 3 a,=a (c,)>0 tel que:

(1.74) 1-e—e‘a°°—v0(0) >0, ¥V a>a.

ou Yo est le point fixe de Kﬁ .

La démonstration de cette proposition, essentiellement technique
découlera d'un lemme fondamental qu'on commencera d'abord par
énoncer et dont on donnera la démonstration juste aprés celle de

la proposition (1.21):
LEMME (1.22): (Lemme de monotonie)

Soit (V'c)a le point fixe de Kﬁ;et 9c la solution du probléeme

aux limites:

Vi-cv' = vh.
(1.73)

v (0) =c(€z(0) -1) ; V(+) =0.

Alors, 1'application ¢: R: — 10,1[

¢ — ¥_(0)

est continue, strictement croissante et vérifie:

(v) (0)sélc), V¥ c>0, et ¢((cad)0) —1-6.



REMARQUE (1.23):

Il est clair que: v =1lim (v )a ou a est le point fixe de Kz.
a-=>+o

A/Démonstration de la proposition (1.21):

Soit ve, et GCO les solutions respectives de (1.68) et (1.75). On
consideére (cad)0 la valeur propre du probleme adiabatique

(1.58)-(1.59) pour t=0. Supposons maintenant satisfaite 1la

condition:

(1.76) 0<c0<(cad)0

Le lemme (1.22) nous permet d'écrire:
(1.77) v (0)sv (0)
cQ co

D'autre part, compte tenu de (1.76) et de la croissance en c¢ de 1la

fonction GC(O), on a:

(1.78) v (0)<v (0)
co (c o

ad)

L'estimation suivante découle alors naturellement de (1.77) et de

(1.78) :
(1.79) 0<v (0)sv (0)<v (0)
co co

(cad)o

De plus, d'aprés le lemme (1.22)

¥ eumrgl0)=1m0=0(c_ ).

ce qui, avec (1.79) donne finalement:

(1.80) o<v (0)sv (0)<v (0)=1-6.
co co (c 0

ad)

Il suffit alors de prendre:

aoa-%OLn(l—e—Gco(O))



(aO ainsi défini est donc indépendant de a).

De cette définition on déduit que:

(*) a, >0 est bien défini; en effet:

1-6—Gc0(0)>0 (d'aprés 1.80)
1-6-v_ (0)<1.
co
(x*) a>a @ e %0 . 1-6-v (0)
co

e e 0 4+ ¢ (0) < 1-6.
co

D'ou, d'aprés (1.80):

e ®0 + v (0) s e %%y (0) <1-6.
co co
soit:

(1.81) 1-6-e ?°%-y (0) > ©
co

On a donc montré :

=1 0= .
v coe]O,(cad) [, 3 as=s cOLn(l 6 vco(O)) tel que:

0 (0]

-acQ

V a>a_, 1-6-e v (0) »>oO.
0 co

d'ou la proposition (1.21).ms
Afin que 1la démonstration de la proposition (1.21)

compléte, il nous reste plus qu'a prouver le lemme (1.22):

B/Démonstration du lemme (1.22):

soit

a) Soit Gc solution du probléme (1.75); cette solution est unique

grice a la sricte croissance de l'application: s——— s", V s>0.

¢ est donc bien défini.



Il est également facile de voir que: Gc est continue, positive et
décroissante. Enfin, vue 1la condition aux 1limites en O dans
(1.73): GC(O)sl. Et 1l'on peut vérifier que :5c(0)<1. En effet
dans le cas contraire, on a: G;(O)=O, puis: 6:(0)=5:(0)>0.

On en déduit que 5;>0 au voisinage de 0 ce qui contredit 1la

monotonie de GC. Par conséquent:
o<6c(0)<1,v c>0.

De plus,par définition de (cad)o et d'apreés l'unicité de Gc, on a:

(1.82) ¢((cad)o)36 ,(0)1=1-6.

(cad)

b) Montrons que ¢ est continue, strictement décroissante:

On consideére alors c, et c, deux constantes strictement positives,

et v v les solutions respectives du probléme (1.75). Ecrivons

Cil c2

le probléme satisfait par w=6c1-vc2:

~ ~n ~n
- = -— <+ -— .
W —-C_Ww (C‘l cZ)VZ (V1 V1)

(1.83)
w (0) = ciw(0)+(c1-c2)[02(0)-1]: w(®)=0;

En se servant de l'identité:

n-1
sn_sn_a o \ ~p ~n-p-1 _
v,TV, A(v1 vz), ou A = }Z vi-v, A (x)>0,
p=0
(1.83) s'écrit aussi:
wi-c w -Aw = (ci-cz)vz.
(1.83)Bis
W' (0)-c w(0) = (c -c)[¥,(0)-1]; w(=)=o0.



i/ En faisant c,=c et c,=c_ — c, il est facile de voir que:
n-+o

wn=5c—9_ est borné dans Wz'w(]0,+®[) donc converge dans

Cn

1

cloc

([0,+»[) vers w solution du probléme:

w'—cw’'-Aw=0.

W (0)-cw(0)=0; w(®)=0.

Par suite: w(x)=0, V x€[0,+o[. D'oul la continuité de o.
ii/ Supposons maintenant O<c1<c2, on déduit de (1.83)Bis 1les

estimations:

w”—ciw’-szo.
(1.84)
w’(O)—ciw(0)>0; w(w)=0.

Or A(x)>0, IL suffit alors de raisonner par 1l'absurde. sur (1.84)

pour montrer que:

w(x)<0, V x€[0,+o[

w(0)<0 & d(c )<d(c,),

¢ est donc strictement décroissante.

c) Pour terminer la démonstration du lemme (1.22), vérifions:

(1.85) V ¢>0, VC(O)S¢(c):

En effet, comme v20 sur [0,+o[, Gc satisfait sur (0,a), V a>0:



~n
v =-Ccv =vVv .

G’(0)=c[6(0)—1]: v(a)20.

D'autre part, v le point fixe de Ki vérifie:
“” ’ n
vi-cvi=v .

v’(0)=c[v(0)—1]: v(a)=0.

Utilisant alors 1le théoréme de comparaison sur les équations

différentielles (cf [0.18] ), on montre sans difficulté que:

v (x)sv (x), V x€[0,al]
[ C

(1.85) et le lemme (1.22) en découlent alors facilement.m

C.6°/ On est maintenant en mesure d'achever le calcul de:
deg(I-K;,Qi,O), pour i=1,2; et de prouver le:

THEOREME (1.23): _

Soit ( cad)o la valeur propre du probléme (1.58)-(1.59)

lorsque t=0. Alors:

V c,€10,(c_ol, 3 a =a (c,) tel que:

0

deg(I—Kﬁ,Qi,0)¢o, V i=1 ou 2, et V a>a_.

Démonstration:

Rappelons 1l'opérateur K=(K;,K§) avec:

k':cl (T )XR — ¢} (T ) XR K?:¢1 (T ) —— ¢ (T)
0 a a et 0 a a

(u,v) —— (U,h-u(0)+0) vV —_—m—w . V



ainsi que les ensembles:

QZ={uec1(i )/ Ml _ <R}
? C (1)

et,

Q1=QZX]O,H[.

1°/ D'aprés le théoréme (1.18), on a:

(1.86)

2

2°/ D'autre part, une simple intégration dans 1l'équation (1.68)

fournit:

(1.87) Je‘°‘dtJ vt (s)ds

ou encore, compte tenu de (1

= 1-e-?°-v(0).

0 0
.72):
(1.88) w(0)=1-e-°- v, (0)

D'aprés la proposition (1.21), V c0€]0.(ca ) [, 3 a >0 tel que:

d 0

v a>a, wc(0)>6

Comme ® est une fonction

(proposition 1.20), alors:

continue

14

strictement décroissante

(1.89) 3!

h>0 tel que w(0)=6.

ce qui avec le théoréme

l'unicité d'un couple (u,h)

Ki, par suite (cf [C.6]):

solution de

(1.19)

assure

(1.66),

l'existence et

donc point fixe de



(1.90) deg(I—K3,91,0)¢o, vV aya,.

(1.86) et (1.90) rendent compléte le démonstration du théoréme

(1.23), et donc celle du théoréme (1.17).

I.4.4 RESULTAT D'EXISTENCE POUR (Pz) al

Grdce au calcul du degré topologique effectué dans la section
1.4.3, on est maintenant en mesure d'énoncer 1le résultat
d'existence suivant:

THEOREME (1.24):

v c€]0,ca [, 3 ao=a0(c)>0 tel que:

d

le probléme (Pz)a admet au moins une solution:

(ua,va,ha)e[mz([o,a] )]zm",v a>a,.

Démonstration:

En vertu du théoréme (1.17), on sait que:

v °o€]°"°ad’ [, deg(I-K_,B_,0)#0.

0
De plus, grdce a l'expression de Cr dans (1.57), on a:

co€]0.(ca )0[ e c€]0.ca [.

d d

Par suite,
v ce]O,cad[, deg(I-Ko,BR,O)¢O
Enfin, par déformation homotopique du degré, on a:
(1.91) v ce]O,cad[, deg(I-K1,BR,0)¢O,
Kt ayant été défini § I.4.3, pour tout t€[0,1].

Une propriété importante du degré (Cf [C.5],[C.6]) assure, en



vertu de (1.91) l'existence, pour tout ce]O,cad[, d'un point fixe

dans BR pour 1l'opérateur Ka' autrement dit:

V c€l0,c_ [, (P ) admet au moins une solution (u_,v_,h )€B_, donc
ad 2Ja a’ a'’a R

ha>0 et (ua,va)e(cl(fa))z. Comme f et g sont 1lipschitziennes

(H-1,H-2), alors il est clair a partir du systeme (Pz)a que:
(u ,v )e(a:z([o,a]))z.
a a

Le théoreme (1.24) est donc prouvé.ms

I.4.5 PASSAGE LA LIMITE, quand a-+®:

Les solutions du probleéme (Pz)a obtenues dans la section
précedente (pour 0<c<cad) vont nous permettre, grace aux
estimations indépendantes de a de passer a la limite a=+» et
d'obtenir ainsi l'exixtence d'au moins une solution au probleme
(Pz)a' Pour ce fait, on commence par prolonger u_ et v, a R+ tout
entier en posant:

ua(x)=va(x)=0. vV x€[a,+»(

On obtient alors le résultat précis suivant:

THEOREME (1.25):
Soit (u_,v_,h ) une solution du probléeme (PZ)a° Alors:
Sous les hypothéses (H—l,H—Z),‘ii existe a0>0 et une suite

croissante {an} avec apvapg et 1lim an=+o telles que:

€
newN n- +w

. 1 1
(u 'V, b ) converge dans la topologie de C OC(R)XCIOC(R)XR

an n an l

vers (u,v,h) solution du probléme (Pz).

Démonstration:

Soit (u_,v_,h ) solution du probléme ( Pz)a . On sait (lemme 1.14)

que:



(ua.va) appartient & un borné de (Wz’m(o.a))z et que:

3 H>0, indépendant de a tel que: 0<ha<H.

En particulier, [ual est borné dans HZ(K). V K compact de R+. Or,
l'injection: Hz(K) — Cl(K) est compacte; il existe donc a0>0

fixé et une suite apa+®, ap>ap telles que:

n->o
(ua v ) converge dans (¢ioc(R))2 vers (u,v) solution du probleéme
n n
-u“+cu’ = v"f(u)-hg(u).
(1.92) sur R.
-v7+cv’ = -v"f(u).

ainsi que les propriétes qualitatives suivantes:

O<u<l. c<u’<c.
O<sv<l.
-c<v’ 0. Oshs<H.

ou h est une valeur d'adhérence de ha. D'aprés 1la proposition
(1.10), il suffit de prendre c<cad pour avoir h#0.
De plus, les conditions aux limites en 0 se déduisent aisément de

(1.40):

u’ (0)=u’ (0).
(1.93) u(0)=6.
V'(O)=c[v(0)-1].

Aprés avoir montré comme au lemme (1.2) que:
uf(+®)=v’(+m)=u”(+m)=v”(+m)=0,

on pose: 1l=1lim u(x) et 1'=1lim v(x). Gradce a (1.92), 1 et 1°
X->+® X->+®

sont solutions du systéme:



(1')"£(1)-hg(l)=0.
(1.94)
(1')"£(1)=0.

En ajoutant les deux équations dans (1.94), on aboutit a:
hg(l1)=0 = 1=0 (car h#0). Enfin, vue 1l'hypotheése (H-2): 1=0,
i.e.: u(+o)=0 et v’'(+®)=0, ce qui avec (1.92) et (1.93) assure

l'existence d'au moins une solution au probléme (Pz).

I.5 LE THEOREME PRINCIPAL:

Les études du probléme (Pl) (section I.3) et du probléme(Pz)
(section I.4) nous permettent d'énoncer un résultat d'existence

globale au probléme (Pna):(l.l)‘(l.Z). On a donc le:

THEOREME (1.26): (condition suffisante d'existence)

Supposons c€]0,ca [. Alors, sous les hypothéses (H-1)-(H-3) le

d
probléme CPna) admet au moins une solution (u,v,h), avec h>0 et

(u,v)€C2(R) .

Démonstration:
Notons (u_,v_), (u+,v+) les solutions respectives des problémes
(Pl) et (Pz) (u, et v,_ ayant été obtenues sous la condition

suffisante 0<c<cad).

Soit u et v les fonctions définies par:

u_(x), xeR . v_(x), x€eR .
u(x)= et vix)=

u+(x). x€R+. v+(x), x€R+.



Alors u et v vérifient:
-u“+cu’
_vll+cv .

En effet, v satisfait (par définition de v, v_ et v_ )

v’-cv’', x=<0.
vll—cvl___

v,"Cv,_ . x20.

v"f (u) -hg(u) .

-v"f(u).

X}

{ vif(u_), x=0.

n
v+f(u+), x20.

{ v"f(u), x<0.

v (u), x=20.

Comme, u_ _(0)=u_{(0), wul(0)=u’(0) et v (0)f[u_(0)]=vi(0)£f[u, (0)]1=0
(car £(6)=0), alors: v”-cv’'=v'f(u), sur R. Le méme raisonnement

tient pour u.
Enfin, les conditions aux limites sont:

u(-o)=u_(+0)=0; u(+®)=u, (+=)=0.
(1.96)

v(-®)=v_(-®)=1; v’ (+®)=v_(+)=0.

Donc (u,v,h) est solution de (1.1)-(1.2) pour O0<c<c_,. Enfin,
u+eCO(R+), puis uECZ(R+) d'apres (1.95) (car £ et g sont
lipschitziennes). Comme u_€CZ(R-) (théoréme 1.9), alors u€¢2(R)-

Le théoréme (1.26) est donc montré.ms

1.6 CONDITION NECESSAIRE D'EXISTENCE au probléme (PNA):

On va montrer le résultat suivant qui permet de donner aussi une

estimation de la constante de flux massique c:



THEOREME (1.27):

Soit (u,v,h) une solution du probléme (1.1)-(1.2), associé au
parametre c20. Alors:

0<c<cad

ou C.4 correspond au probléme adiabatique (1.3)-(1.4).

Démonstration:

On consideére (u,v,h) une solution non triviale du probléme
(1.1)-(1.2).

a/ Montrons d'abord que: c>0.

On raisonne par 1l'absurde en supposant que c=0. Alors (PNA) se

réduit a:

u“=-v"f (u) +hg(u) .
(1.97)

v'=v"f (u).

On integre de (-®) & (+®) chacune des équations de (1.97) apreées
avoir montré (comme au lemme 1.2) que: u’ (+x)=u’ (-»)=0

et v (+w)=v’ (-®)=0 on obtient:

h*w
(1.98) v'f(u)dx = 0,
et, "0
+®
(1.99) h glu(x)]dx = 0.
V-

De (1.98) découle: v"f(u)s0 sur R+, puis v”“=0 (grdce a 1.97),
d'ou: v(x)=v(0) sur R*. De plus, l'expression de v(x) sur R~ donne

pour c=0: v(x)=v(0) sur R , et donc:

(1.100) vix)=v(0), V xeR.



Enfin, (1.99) donne g(u)=0 sur R, d'ou d'apreés (H-2):
(1.101) us=0, V xe€R.

(1.100) et (1.101) contredisent donc 1'hypothése d'existence de

solutions non triviales (telles que u(0)=6).

b/ Montrons maintenant que: c<cad.
La démonstration est basée sur un résultat de comparaison entre
les problémes (Pad) et (Pna)' La fonction (1-u)"f(u) n'étant pas
monotone, le théoreme de comparaison pour les opérateurs

elliptiques ne s'applique pas ici. Toutefois, on pourra obtenir

une comparaison via la recherche de sur et sous-solutions.

En vue de 1l'application du théoréme fondamental rappellé au
§0.2.2-3°/, on commencera a travailler dans un intervalle borné de

R, soit (0,a) avec a>0.

Comme Osv<l-u (lemme 1.11) et f croissante, alors: f(u)sf(l-v).

Par suite, v est solution de 1l'inéquation:
(1.102) viscv’ +v"f (1-v)

associée aux conditions aux limites suivantes:

(1.103) -cv(0)+v’' (0)+c=<0. (il s'agit en fait d'égalité)
(1.104) v(a)20. (car v est positive sur R).
La fonction A(s,t)=-cs+t+c étant croissante en t, (1.102)-(1.104)

montrent que v est une sur-solution (cf [C.4]). Il est facile de
construire une sous-solution, par exemple la fonction nulle ou

encore la fonction y=v-1 qui satisfait:
v'-cv’'=v’-cv'=v"£(u)20, et Vv f(l-v)=(v-1)"f(2-v)<0 car v-1<0 (on

effectue le prolongement x" +— xIxI"' pour xs0). On déduit



alors de ces deux inégalités:

(1.105) v 2cv+v £ (1-v)

puis, par définition de v:

(1.106) -cv(0)+v’ (0)+c=c>0.
et,
(1.107) v(a)=v(a)-1<50. (car vsl)
D'aprés (1.105)-(1.107), v est une sous-solution vérifiant de

plus: v_(x)sv(x), V x€(0,a).

Enfin, la fonction 3(x,y,z)=cz+y f(l-y) est lipschitzienne par

rapport a z sur 1'ensemble:

E={(X.y.z)€[0,a]XR2/ Osysv(x), V x€[0.a]},

la condition de Nagumo-Bernstein est donc satisfaite.

Le théoréme annoncé ci-dessus asure alors 1l1l'existence d'une

fonction w solution du probléme aux limites:

w'=cw +w £ (1-w)
(1.108)
w'(0)=c[w(0)-1]: w(a)=0.

et telle que:

(1.109) vswsv, sur (0,a).

Des estimations convenables nous permettent de passer a la limite

lorsque a-++® pour obtenir:

w'=cw' +w £ (1-w).
(1.110)
w'(0)=c[w(0)—1], w(®)=0.



Notons simplement que 1l'estimation w(0)s<v(0)<1l-6 évite, a 1la
limite a=®, 1la solution triviale w=1l, alors que 1la condition

aux limites en 0 permet d'éviter la solution w=0.

Afin d'alléger la suite de la démonstration, nous introduisons 1la

fonction 2z=1-w qui vérifie, compte tenu de (1.110):

-2"+cz’'=(1-2) "£(2).
(1.111) Z(0)26.

z'(0)=cz(0); z(+»)=1.

Afin de pouvoir comparer c et c_q° DoOus prolongeons z a R tout

entier par la fonction z(x)=z(0)e®™, V xeR (il s'agit donc d'un

prolongement Cl).

z, xR~

~

La fonction z définie par: z= est donc solution du

~ +
z, X€R

probleéme aux limites:

” I_ - n
-z"+cz’'=(1-2) f(Z)X[G',l](Z)
(1.112) z(0)=06"'20.
z(-»)=0; z(+>)=1;

Or (cf [A.15]), 1lorsque A=1, 1l'application: 6 +— cg est
strictement décroissante, Co désignant 1la valeur propre du
probleme (PAD) associé a4 6. Comme 6'26, on en déduit aiors que:

(1.113) c=ce.5c6=cad.

D'ou le résultat escompté. =



REMARQUE :

Il a été plus convenable de travailler avec 1l'équation en v plutdt
qu'avec celle en u car la monotonie de celle-ci n'est pas connue.
Cependant, l'information h>0 est contenue dans 1l'inégalité u+v<l.
On a utilisé aussi un résultat sur le probléme adiabatique qui est
n'est pas vrai si A#¥1l, si bien que la démonstration ci-dessus ne

marche que pour le cas A=l.



CHAPITRE 1II

RESULTAT D’EXISTENCE Pour 1le cas A>0 quelconque

II.0 INTRODUCTION et PRESENTATION du RESULTAT ESSENTIEL:

On étudie dans ce chapitre la question d'existence de solutions
au probléme(Pna):(0.4)—(0.5)-(0.6) dans le cas d'un nombre de
Lewis positif quelconque.

Le principe de la démonstration est identique a celui utilisé au

chapitre précédent, mais le résultat principal est différent

Nous allons 4d'abord rappeller le probléme (Pna):

-u“+cu’ = v"f(u)-hg(u).
(2.1) , sur R.
-Avi+cov’ = -v"f(u).
lim u(x)=0.
(2.2) |x 1o
v(-o)=1; v’ (+mw)=0.
ol les 1inconnues sont u et v: R —— [0,1], et la constante

positive h (valeur propre du probléme).
c et A sont deux constantes positives donnés (A>0), et n un entier
naturel différent de O.

Les hypothéses sur les fonctions f et g sont les mémes que dans

le chapitre précédent.

On se propose alors de montrer 1le résultat suivant:
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THEOREME (2.1):

Sous les hypothéses (H-1)-(H-3), il existe deux constantes
positives ¢ et c avec 0<csca.qsc telles que: 1°/ V c€l0,cl, le
probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution

(u, v, me(c? (R )2xR7.

2°/ ¥ c>c, ce brobleme n'admet aucune solution.

REMARQUES :

1°/ la question de l'unicité pour le probléme adiabatique (Pad)
n'étant pas réglée 1lorsque A>1, nous considérons dans ce
cas 1l'ensemble:

Qad = {c)O/ ¢ est valeur propre du probleme (Pad)}’

On sait (Cf [A.4],[A.5]) que cad est non vide et qu'il se réduit
a un singleton si A<1l. Ainsi caq désignera dans le cas général un

élément de 1l'ensemble cad

.On montrera que ¢ et c sont des constantes indépendantes de cad'

2°/ Nous présenterons uniquement les démonstrations qui différent
du cas A=1l.

3°/ Comme nous 1l'avons déja vu, les lemmes préliminaires
(1.2)-(1.3) obtenus au chapitre I simplifient sur R 1'écriture du
probleéme (Pna) qui se réduit a:

-u” + cu’ = -hg(u_). u_(-=)=0.

(P,)

cx/A

v_(x) = 1+[v_(0)-1]e u_(0)=6.

La résolution de ce probléme ayant déja été faite (§I.3), on passe
. + .
directement a4 celle du probléme posé sur R , a savoir:
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-u”+cu’ = v"f(u)-hg(u).
(2.3) |
k—Av”+cv' =-v"f (u) .
(Pz) )
u’ (0)=u’(0); u(+o)=0.
(2.4) <
AV’ (0)=c[v(0)-1]; v’ (+=®)=0.

Avant de commencer l'étude du probléme (Pz), on note que 1l'on peut
obtenir, lorsque h=0, un résultat similaire a celui donné par 1la
proposition (1.10) et dont la démonstration est identique.

PROPOSITION (2.2):

Soit ¢>0 parametre donné et (uc,ve,hc) une solution du probléme

(Pz). Alors:

h=0 3 cecad.

Comme au chapitre I, nous allons d'abord étudier le probléme (Pz)
sur un intervalle borné de Rt afin d'utiliser wune méthode
topologique; puis on passera a la limite moyennant des estimations
convenables.

IT.1 ESTIMATIONS A PRIORI sur un borné de RY:

On se donne Ia=(0,a) avec a>0 et on écrit le probléme:
Determiner: (ua,va)e[cl(fa)]2 et une constante ha telles que:

h >0 et (u ,V')€[C1(f )]2 vérifient:
a a a a

II.90



—u:+cu; = v:f(ua)-hg(ua).
(2.5)
-Av'+cv’ = -v"f(u ).
a a a a
(Pz) a’
u;(0)=ul(0): ua(0)=6; ua(a)=0.
(2.6)
Av’' (0)=c[v(0)-1]; va(a)=0.

On commence donc par prouver le:

LEMME (2.3):

Soit (u_ ,v_ ,h) une solution du probléme (P ) ., associé &
a' a’'"a 2/a

c>0. Alors: V c#Caqa , On a:

ha>0,0su.<1l, Osva<l, -% <Wa'<0, —ccua’<Ac, vA(l-u), V x€(0,a)

ol 1'on a posé A=Sup (1,1/A).

Preuve:

On expose ici uniquement ce qui differe par rapport au cas A=l.

1°/ h>0, uz20, v20, ~% <v’< 0, V era:méme raisonnement qu'au lemme

(1.11).

2°/ —c<u’(x)<max(1,1/A); V x€l :

En ajoutant membre & membre les équations du systéme (2.5) et en
posant y=u+Av, on obtient:
(2.7) y’'-cy’'=hg(u)+c(1-A)v’.
a/ —c<u’(x), V xe€I :
En intégrant (2.7) de 0 &4 x, on obtient compte tenu de (2.6):

y'-cy > —c+c(1l-A)v.

u’'—-cu > —c+c(1-A)v-(Av'+cAv),

ie: u‘(x) > cu-c+cv > ¢, car u et v sont positives. D'ou a/.
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b/ u'(x)s<max(1,1/A)c, V X€l :

L'équation (2.7) s'écrit:
(y'e'cx)' 2 c(l-A)v'e &
puis s'intégre de x a (+a), pour donner (y’'(a)<0):
a

Yy (x) < -Av'+c(A-1)e°xJ v’ (t)e °tat,
X

puis, en revenant a la définition de y:

a
(2.8) u’'(x) < —Av'+c(A—1)e°xJ v (t)e °tat
X

A ce stade de calcul, on va distinguer deux cas:

i/ Ou bien: A>1, auquel cas on a:
u’ (x)<-Av’ (car v'<0, d'aprés 1°/)
soit:

u’(x)<c (d'apres 1°/ encore)

u’(x)<max(1,1/A)c (car A>1).

ii/ Ou bien A<l: dans ce dernier cas, on effectue la minoration:

a ‘ a
(2.9) J v’ (t)e ®tdat > —% J e °tat =
X X

>

(e-ac_e-cx)

Comme (A-1)<0, on majore le scond membre de (2.8), en utilisant

(2.9):

u‘(x)5c+c(A-l)% ecx(e'ac-e'ax)

SC+C(A;1J (ec(x-a)_l)

(1-A)

A x<a.

<c+c
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D'ou: u’(x)<c/A=cmax(1,1/A) pour A>1. Le 2°/ est donc prouvé.o

30/ v(x)<max(1,1//\_)_(1—u(x))_,_ v xel :

D'aprés ce qui préceéde, y satisfait:

(ye-cx),Z_ce-cx+c(1_A)ve'CX’
puis par intégration de x a (+a) (?(a)=0):
a

y(x)51—ec“‘°a)+c(A—l)ech e ‘v (t)dt,
X
d'ou:
a
(2.10)  wv(x)s 2=l o AL e°"J e °'v(t)dt.
X

i/ Si A<1l, le second membre de (2.10) se majore pour donner:

(2.11) v(x)(l%E , car v20. d'ou le 3°/.

ii/ Si M1, on pose z=u+v et 1l'on a:

(2.12) z’-cz’ = (1-A)v”+hg(u).

La technique appliquée pour y en 3°/ conduit 3 l'estimation:

cXx -CX

z'—cz2(1-A)v'-c @& (ze'cx)'z(l—A)v’e' -ce °7%,
puis par intégration de x a (a):

a a
z(x)s(A—l)ecxj v’(t)e'Ctdt+cech e “tat
X X
a
= z(x)5ce°xJ e ®‘at =(1—e°(x'a)) (car A>1 et v’'<0)
b4

d'ou finalement:

c(x-a)

v(x)<l-u(x)-e <1l-u(x). Le 3°/ est donc prouvé.o
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4°/ u<l, wv<l1l, sur (0,a):

a/ Du 2°/ on déduit en posant A=Sup(1,1/A)>0:

v<A(1l=-u) & u<1—¥sl.

b/ v<l1l, sur (0,a):

On intégre de 0 a x 1'équation satisfaite par v:
X
Av'-cv = Av’(O)-cv(0)+j v f (u)dx
a
2Av’ (0) —cv(0) =-c.

D'ou: vsgv'+1<1 et le 4°/. O

La preuve du lemme (2.3) est donc achevée.m

Pour clore ce paragraphe, nous énoncons maintenant sans
démonstration les trois derniers résultats sur les estimations a

priori nécessaires pour la suite:

PROPOSITION (2.4):
Soit (ua,va,ha) solution du probléme CPZ)a' Alors:

a 2
y 2 _6
J lu’ (x) 1%ax = c(1 = ).
0
a
-‘zilv (0)I2+AJ v/ (x) 1%dx < c.
a a
0

PROPOSITION (2.5):
Soit (u_,v_,h ) solution du probléme (Pz)

"
t

Oon pose: G(t)=J g(s)ds. Alors:
0

5 c2
0<h, G Ziay-

II.9%4



Corollaire (2.6): (Résumé des estimations)
Soit (ua,Vva,ha) solution du probléme (Pz)a. Alors:

(ua) et (va) sont bornés indépendemment de a dans wz'”(o,a>.

Nous présentons dans le paragraphe suivant un résultat d'existence

au probléme (Pz)a en appligquant la méme méthode gque dans 1le

précédent chapitre.

II.2 RESULTAT D'EXISTENCE:

II.2.1 Equivalence avec un probléme de point fixe:

On considere 1l'espace de Banach:
x=c1(ia)2xm
muni de sa norme naturelle:

llwll,=ll (u,v,h) ll _=Sup | llull _ vl _ .Inlj.
X xsur eI <My )

On définit ensuite 1l'opérateur:

: _—
Kt' X X

(u,v,h) ——— (U,v,h-u(0)+6),

ou t€[0,1[ et (U,V) est la solution du probléme linéaire suivant:

U”—ctU’=t(-v"f(u)+hg(u))+(1-t)(—v"+hu).

(2.13)
AV"-ctV‘=tV"f(u)+(1-t)v".
U’(O):ctu(0)+thJ(u(0),ct,h). U(a)=0.
(2.14)
AV‘(O)=cr[V(O)-1]. V(a)=0.
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et ou: (2.15) C.

avec (cad)r valeur propre du probléme adiabatique suivant:

u’-(c ) u'=—tv"f(u)-(1-t)v".
ad T
(2.16)

Av'=(c ) v'= tvE(u)+(1-T)Vv".
ad T

u’(0)=(cad)tu(0); u(a)=1.

(2.17) u(0)=6.
Av’(0)=(cad)t[v(0)—1]; v(a)=a.

Ainsi, w=(ua,va,ha) est solution du probleéme (Pz)a si et seulement

si w est point fixe de K1 dans X.
REMARQUE :
(2.16)-(2.17) est une déformation linéaire du probléme

adiabatique; il est clair qu'il admet au moins une solution
(ut,vt,(cad) ). Enfin cad€€ad et (cad)e(gad)t sont respectivement

des éléments quelconques de ces deux ensembles.

IT1.2.2 Calcul du degré topologique:

Posons: Ft=I-Kt. Le 1lemme suivant dont 1la vérification est

immédiate permet de définir le degré topologique de Leray-Schauder
de Fr’

LEMME (2.7):

1o/ K% est compact, Vte[0,1] et uniformément continu en T.
29/ 3 R>0 tel que: deg(F},BR,O) est bien défini; B, désignant la

boule ouverte de rayon R dans X.

II.96



Afin de prouver que F1 admet au moins un point fixe, on va essayer
de montrer que:

deg (Fi,BR,O)io.

Le degré étant invariant par homotopie, il suffira de montrer que:

deg (FO,BR,0)¢0.

Explicitons alors 1'opérateur KO:

KO: X — X
(u,v,h) —s (uo,vo,h—u(0)+e)
tel que:

’o” . n
- ==-v +hu.
U0 cOU0 u

(2.18)

AV'—c V'=v".
0 [0 N ¢ ]

U6(0)=COU0(O); Uo(a)=0.
(2.19)
AV’ (0)=c([V(0)-1]; Vo(a)=0.

On obtient alors le résultat précis suivant:

THEOREME (2.8):

Etant donnée c0>0, il existe deux constantes positives co et a
vérifiant: 0<c0<gos(cad)o et telles que:

V a>ao, deg(I-Kb,BR,O)#O.

A.PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION:

Il est le méme que pour le cas A=1l:

A.1°/ On écrit: K0=(K;,K§) avec:
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k: (T yer ——— (T xR

(u,h) +————— (u,h—u(0)+e).
(2.20) 4

k2: () — 1T
0 a a

v > V.

Et on pose:

Q_=duec™(I )/llull , _ <R},
2{ 2 Cl(Ia) }

et:

Q1=QZX]O,H[.

A.2°/ Vo est point fixe de K; si et seulement si, v, est solution

de:

20" ’ n
Avo-covo—vo.
(2.21)
Avo‘(0)=c0[vo(0)—1]: vo(a)=0.

D'aprés le théoreme (1.18), le probléme (2.21) admet une unique
solution vbecw([o,a]), avec v0>0, V x€[0,a[ (la présence de A ne
présente aucune difficulté nouvelle). Il en résulte alors que:

(2.22) deg (I-K;’;,Qz,o);eo.

A.3°/ (uo.ho) est point fixe de K; si et seulement si:

u“-cu’=-v"+hu.
(2.23)
u’ (0)=cu(0); wuf(a)=0; u(0)=6.
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On commencera par étudier le probléme suivant a valeur propre h:

u”“-cu’=-v" "+hu.
(2.24)
u’(0)=cu(0); u(a)=0.

Le théoréme (1.19) du chapitre I assure l'existence d'une unique
solution 1%FC®([O,a]) au probleme (2.24) et ce V hz0. De plus,

uo(x)>0, V x€[0,al.

A.4°/ On définit alors, comme au chapitre précédent 1'application:

v_: Rm — L R

h —— wc(h)=uh(0).
La proposition (1.20) (chapitre I) montre que ¥_ est une fonction
continue, strictement décroissante et qu'elle tend vers zéro quand

h-+o.

A.5°/ On rappelle 1l'expression de wc(O) (cf 1.72):

a t
e'CtdtJ v'(s)ds >0, car v>0 V x€[0,a[.

(2.25) w°(0)=J
0

0
v est maintenant la solution (unique) du probléme (2.21). On va
effectuer ici le calcul pour donner une expression équivalente de
wc(O). En effet, l'intégration de 0 a4 t de 1l'équation dans (2.21)

donne:
t

[ v"(s)ds=(Av'—cv)(t)+c
0
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D'ou: e'ctJ v"(s)ds=ce'°t+(Av'-cv)e'Ct.
0
qu'on integre de 0 a a pour obtenir:
a t a
(2.26) wc(0)=J e'CtdtJ v'(s)ds = —{é'a°—1}+AJ v’ (t)e °tdt
' 0 0 0
a
—c[ v(t)e ®tat,
0

soit apres intégration par partie dans (2.26):

(2.27) J

A.6°/ On va énoncer une proposition analogue a 1la

a t a

e'ctdtJ

0. 0 0

(2.21) du chapitre I qui nous donnera une condition

pour que y (0) soit strictement plus grand que 6:
c

PROPOSITION (2.9):
Il existe co=co(A,0) avec: 0<co<(cad)o tel que:

V co€]l0,col, 3 ao=aol(c) >0 vérifiant:
a
l—e—e_aco—Avo(0)+(A—1)coJ vo(t)e'°t°dt >0, V avao
0

v"(s)ds =1—e'a°+c(A~1)J vit)e °tdt -Av(0).

proposition

suffisante

Avant de prouver cette proposition, on va d'abord commencer par

par faire la démonstration du théoréme (2.8):
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B/ Démonstration du théoréme (2.8):

Rappelons 1'expression de wc(O) dans (2.27):

wc(0)=J

Gréce a (2.27) et a la proposition (2.9), on a:

a t a
e'°‘dtJ v'(s)ds = l-e'ac—Av(0)+c(A—l)J vit)e
0 0 0

-ac

dt.

(2.28) 3 906]0.(cad)0] telle que: V coe]O,go[, 3 a >0 vérifiant:
wc(0)>e, v a>a .

Combinée avec A.4°/, (2.28) donne:

3 go]o,(cad)o] telle que: V coelo,go[, 3 a0>0 vérifiant:
(2.29)
1'équation wc(0)=6 admet une unique solution h>0, V a>a,.

A.3°9/ et (2.29) assurent donc l'existence de goe]o,(gad)o] telle

que: Vcoelo,go[, 3 a0>0 satisfaisant:
(2.30) V ara, deg(I-K;,Ql,O)¢O,

par conséquent le probleme (2.23) admet, pour a>a et coe]o,go[,
une unique solution (uo,ho)' avec h0>0. On conclut alors 1la
démonstration du théoreéme (2.8) en utilisant (2.22) et 1la

propriété mutiplicative du degré.m

Il ne reste plus qu'a prouver le proposition (2.9) basée sur 1le
lemme suivant dont la démonstration est identique a celle du lemme

(1.22) (cf chapitre I):
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LEMME (2.10) : (Lemme de monotonie).

Soit ve le point fixe de x% et ve=lim (vc)a le solution du

probléme aux limites:
AV -cv’ =v".
(2.31)
AV’ (0) =c[v(0) -1] ; v(+»)=0.

Alors, 1'application b: R+ —— 10,1[ telle que: ¢(c)=vc(0)

*

est continue, strictement croissante et vérifie: ¢(c)a2v(0) ,Vc>0.

Démonstration de la proposition (2.9):

On pose: x’=Inf(1,N4)>0, puis on définit les constantes

positives suivantes:

* S, telle que:

(2.32) Ve, (0)=2"(1-6) ;

puis, pour coe]o,go[,

* % ag telle que:
(2.33)  a_=-iLn(1-6-L={0)),

Alors:

a/ vVve(0) est une fonction continue, strictement croissante et
vérifie (voir lemme 2.10): vc(0)x<v.(0). De plus (cf [A.5]):

v, ,(0)2Inf (1,/\' *) (1-6)

(en effet cette inégalité obtenue pour V.4 dans [A.5] reste encore

vraie pour Gad). On déduit alors de (2.32):

0¢c s{c_.)o (notons que ¢ ne dépendant de de 6 et de A est

0
défini de maniére unique).

b/ On considére maintenant c €]0,c [, alors (lemme 2.10):

1 1 - 1 -
(2.34) 0<i‘v°0(0)sx’vco(0)<X’V20(O)’
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Il résulte alors de (2.32)-(2.34):

. 1 -~ 1l -~ 1 a1 -~
a,6 est donc positif et bien défini.
ii/ ara  « e'a°°+%,9¢0(0)<1—6, puis grace a (2.34):

- 1
(2.35) e "°%+3,ve (0)<1-6, V c €]0,c [ et V a>a_.

A ce stade, on distingue séparément les deux cas A>1 et A<l:

lg; Cas: MA>1:

(2.35) peut également s'écrire:

e *“+Av(0)<1-6 3 1-6-e “°-Av(0)>0 a

> 1-6—e'a°—AV(O)+c(A—1)J vit)e ®'dt >0 (A>1,v>0)
0

La proposition est alors prouvée dans ce cas.

géﬂg Cas: A<1:

(2.35) s'écrit:

-aC

(2.36) e“°+vc(0)<1-e @ 1-6-v_(0)-e "">0.
On pose alors: a
Aal-e—e-a°+c(A-1)J v(t)dt,
0
alors compte tenu du fait que (A-1)<0 et que:
a
j v(t)e'acdt<!égl(l-e'ac)<v(0)/c; A peut se minorer:
0

A>1-0-e 2°-v(0)+v(0)e 2 (1-A)=1-6-e 2°-v(0)+v(0)e ?°(1-A)

a

>1-6-e ?°~=v(0),car (1-A),v(0)>0.
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Par suite, en utilisant (2.36) A>0. La proposition (2.9)

prouvée.m

II.2.3 RESULTAT D'EXISTENCE au probléme (Pz)a‘

Pour (Pz)a' nous allons prouver le résultat suivant:

THEOREME (2.11):
3 c€]0,caql telle que:

est donc

v c€]0,g[,b3 ap=ap(c) vérifiant: V arag, le probléme (Pz)a admet

au moins une solution (u,v,h).

Démonstration:
Grace au théoréme (2.8), on sait que:
3 ¢,€10,(cad) j1/ V¥ ¢ €]10,¢c, [, 3 a >0 satisfaisant:

deg(I—KO,BR,O)#O.

De 1l'expression de C. dans (2.15) résulte:
COG]O,QO[ e C€]0'§[:

avec:

Cad

C=C oo~ (€€10.Cadal).

o
Par conséquent,

V ce]o,cl,V a)a0 deg(I-KO,BR,O)¢O.

Le degré topologique étant invariant par déformation homotopique,

on en déduit:

vV c€]0,c[,V a>a, deg(I-K, ,B_,0)#0.

Une propriété importante du degré topologique assure alors

l'existence d'au moins un point fixe pour 1'opérateur K1 donc

solution du probléme (Pz) et ce V c€]0,c[ et V a>a,.

al
Le théoréme (2.11) est donc démontré.m
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Nous allons maitenant effectuer le passage & la limite, quand a-+w
afin d'obtenir 1l'existence d'au moins une solution au probléme
(Pz). La proposition (2.2) et le fait que: 0<c<csCaq nous permet

d'éviter, A cette limite la solution triviale h=0.

IITI.3 PASSAGE A LA LIMITE:

On a obtenu au lemme (2.3) des estimations a priori sur (ua,va,ha)
idépendemment de a>0. Ceci va nous permettre comme dans le cas A=l
de passer A 1la 1limite dans (Pz)a' Nous énong¢ons alors sans

démonstration le résultat suivant qui en découle immédiatement:

THEOREME (2.12):
Soit ap>0 et (ua,va,ha) une solution du probléme (Pz)a Alors:

T +0,quand n»+o telle que:

Il existe une suite croissante {a"}neN

(uan,van,han) converge sur (0,an) vers (u,v,h) dans [Cioc(R)JZXR,

ou (u,v,h) est solution du probléme (Pz) et ol ua et va ont été

brologée a4 R en posant: ua(x)=va(x)=0, V x2a.

Enfin, la "réunion" des deux problemes étudiés séparément sur R
et R+ permet d'énoncer le théoréme d'existence suivant pour A

quelconque, et compléte la démonstration du 1°/ du théoréme (2.1).

THEOREME (2.13):
Sous les hypothéses (H-1) -(H-3), 1l existe une constante positive
c€l 0,caal telle que le probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une

solution (u,v,h), V c€lo,cl.

Afin que la démonstration du théoréme (2.1) soit compléte, nous

allons prouver le 2°/ de ce théoréme, c'est-a-dire une condition
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nécessaire d'existence de solution au probléme (Pz):(z.l)—(z.z).

On vérifie enfin, comme au chapitre I que (u,v,h)e[cz(m)]2XR+.

IT.4 CONDITION NECESSAIRE D'EXISTENCE:

Le résultat obtenu permet de donner, comme au cas adiabatique une

estimation de la constante du flux massique:

THEOREME (2.14):
Soit (u,v,h) une solution du probléme (2.1)-(2.2) associé au

1
paramétre v. Posons: 1=Sup(1,x'1) et G(1)=J (1-s)"f(s)ds.
0

Alors: (2.36) 0<c<5=%¢ 2A2"G (1) .

Démonstration:
Soit (u,v,h) une solution du probléme (2.1)-(2.2) wvérifiant en

. . +
particulier sur R :

u”-cu’=-v"f (u) +hg(u) .

(2.37) 0

u(0)=06; u‘(0)=c6+hj gl{u)dx; u(+mw)=0.
-0

Grace aux conditions aux limites dans (2.37), il existe X, tel
que:

(2.38) u’(x0)=0 et u' (x)20, V XX .

Intégrons maintenant (2.37) de 0 a X, apres l'avoir préalablement

multipliée par u':

Xo Xo

-%Iu’(O)Iz—cj lu’1%ax = -J
0

Xo0
u'v'f(u)dx + hJ u’'g(u)dx

0 o
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D'ou:

X0 Xo Xo X0
%lu’(0)|2+cj lu’ 1%dx = J u’v“f(u)dx—hJ u’'g(u)dx <J u’'v"f (u)dx
0 0 0 0
car h>0, u’20 et g(u)20, V x€(0,x0).
Soit:
: %o
(2.39) %Iu’(O)IZSJ u'v"f (u)dx
0
Or, u (0)>cO6 (d'apres 2.37) et:
0o Xo
Jx u’v"f(u)dxsx"J (1-u)"u’f(u)dx (lemme 2.3),
0 0
Il en résulte alors de (2.39):
0
%—c262<-12—'lu'(0) Izsx"r (1-u) "f (u)dx
0
. u(xo)
n (1-s)"f(s)ds
Yo
.1
A"| (1-s)"f(s)ds, car 6>0
Y0

u(xg)<l. D'ou finalement l'estimation suivante:

%czezsx“c; (1),

qui s'écrit:

cs%yzx“c(l) , ou X=Sup(1,% (lemme 2.3)
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D'ou le théoreme (2.14) avec E=%¢ 2AG (1) indépendante de cad€C€i4q.

REMARQUIE :
On sait (cf [A.5]) que:
(2.40) A" (1-0)=<(vad) 0(0) =x(1-6)
ou szup(l,%); l'aInf(l,%).
D'autre part, co est défini par (cf 2.32):

Ve, (0)=A"(1-6)

ce qui avec (2.40) fournit:
(2.41) V¢ (0)=(vaa)  (0)S(Vaa) (0).

Comme v est une fonction continue, strictement croissante (lemme
2.10), elle possede une fonction réciproque strictement

croissante, ce qui a partir de (2.41), donne:
gos(c.d)o, puis:
cscad (gréce a 2.15).
On a montré que :

csCaq et c2caq (cf A.5) et que ¢ et c sont indépendantes du choix

de caq dans €,4.

La démonstration du théoréme (2.1) est donc terminées
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CHAPITRE III

ANALYSE ASYMPTOTIQUE

pour de grandes énergies d'activation réduites.

II1.0 INTRODUCTION et HYPOTHESES:

1°/ Dans ce chapitre, on suppose que la fonction f introduite dans la premiére
partie de cette thése dépend d'un certain paramétre positif € (f=f€). Oon
obtient alors un probléme noté (P_).

En chimie, € est proportionnel a l'inverse de E, E désignant 1'énergie
d'activation réduite; les physiciens s'intéréssent alors au comportement de la
température et de la concentration d'un produit lorsque cette énergie devient
trés grande, et font un développement asymptotique formel pour E grand. Ce
type d'étude est tres fréquent en chimie ou elle représente Ila base de
I'approche asymptotique des équations de la combustion (cf {[0.21], [0.22],
[C.1], [C.2], [C.8], [A.6], [A.7] ou [A.17] par exemple).

2 e 3 . . . M n «
On va donc préciser le comportement singulier du terme de réaction v fe(u) a
travers les hypothéses suivantes:

2°/ LES HYPOTHESES:

Afin d'alléger l'exposé des résultats, nous allons travailler dans ce chapitre

avec la fonction f définie par:

_ 1 s—=1
(H/s—l) fe(S)_ —(be"” 7[7])([9‘1](8)

ou ©6€]0,1[ et Xle 1] désigne la fonction caractéristique de l'intervalle

[6,1]. On suppose en plus que la fonction ¢ satisfait:

(H/S—Z) ¢ R —> R+ est lipschitzienne, et strictement croissante.

(#/3-3)  1im 1y1Pey)=0, v p20.*"’

y>—®

[H/3-4) g satisfait les hypothéses (H/2) (chap.I)
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REMARQUES:

1°/ ® généralise la loi d'Arrhénius: ¢(o)=>oeo, avec 0.

2°/ 11 est facile de voir que ¢ admet une fonction réciproque d>-'1 avec:

lim <1>_1(y)=—®. Enfin, en posant zp=<l>(y) dans (H/3-3), on obtient:
y=»0

[H/s-s]sis lim yo~ ‘(yP)=0, V p20
y=»0

III.1 PRESENTATION DU RESULTAT PRINCIPAL:

Considérons le probléme suivant paramétré par £>0:

”

" n -
-u” + cu = vefe(ue) hEg(ue).
(3.3)

-A v o4 f—_ n .
v cv =-v I (u)

ue(-®)=u€(+®)=0.
(3.4) u€(0)=6.
VE(-®)=1 . v;:(+<x>)=0.

Oon sait ( 16r€ partie de cette thése ) que sous certaines conditions (0<c<cad.
pour A=1, et 0<c<c, pour A #1) que (Pe) admet au moins une solution (ue've'he)

2 2
avec (ue,ve)e[ﬂl (R)] et h€>0.

Dans ce qui suit, on examine le comportement asymptotique d'une telle

solution, lorsque € =0. Notre résultat principal sera le suivant:
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THEOREME (3.1):
Sous les hypothéses (H-3), il existe une suite {€n}*0 telle que:

n->+o
<+ .
hu, - u il D220, v, - vl P00, h 22X 0; ou (u,v.) est
n 0 €n 0 .0 €n o’ o
Cloc(R) LY

la solution du probléeme 4 frontiere libre:

-u’(; + cu6= cé

Y]
]
51

uo(-oo)=0; uo(+<x>)=l
(3.5) (3.6) uo(0)=6.

VO(—®)=1; v0(+co)=0

REMARQUES:
a/ 6x=§ désigne la fonction de Dirac en X.
b/ X sera détérminée de maniére unique par la condition u0(0)=9.

¢/ ¢ au méme titre que A sera supposée indépendante de € dans le probléeme
(Pe)‘

d/ Ce résultat justifie rigoureusement le modéle de Dirac fréquemmemt utilisé
en combustion.

e/ Le théoreme (3.1) a été également obtenu dans le cas adiabatique (Cf [A.4],
[A.5], [A.15]), a la différence que nous obtenons ici et de maniére optimale
une convergence c® locale et non globale de u_ vers u, (voir a ce propos la
discussion en introduction).

f/ On peut vérifier que la convergence est aussi Hioc(R).

Avant d'entamer la démonstration de ce théoréme, nous allons commencer par

prouver quatre résultats préliminaires fondamentaux.

II1.2 LEMMES PRELIMINAIRES:

LEMME (3.2):
Il existe un point xo€>0 tel que:

' ue(XQe)-l .
ué(xo€)=0, lim ue(xo€)=1 et - =0(1), pour € petit.

€0
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Preuve:

1°/ Une solution u, du probléme (Pe) satisfait:

u (x)<8, V xeR™; u_(0)=6; u_(-®)=u_(+=)=0.
(8.7)

0
u€(0)=c6+h€J_®g(u€)dx >c6>0.

I1 en résulte alors l'existence d'un maximum en un point x°e>0 :

(3.8) ue(xo£)=0, ue(xoe)so et ue(x)zo, v xsxoc.

Montrons :

ue(x%)-l

(3.9) :

=0(1), pour € petit.

ce qui prouvera en méme temps:

(3.10) Lim u_(x0.)=1.
e Y%
€20

Pour ce fait raisonnons par l'absurde en supposant:

Iue(xoe)—ll
(38.11) Lim =+m, je:
€
€20
Iue(xoe)—ll
V A>0, 3 €0>0 tel que: V €segg, B — 2A.

ou encore:

V A>0, 3 €0>0 tel que: V e=ep, uc(xoc)sl-—cA.

L'intégration de —» a X0 de l'équation satisfaite par u, donne:

X
O¢

(3.12) -cue(xo€)=—J£+h€J g[ue(x)ldx.

-®
avec:
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X
0¢

€
JEEJ VZfE(ue)dx = J vzfe(ue)dx (car pour x<0, u_<6 = f_(u )=0).

-0 0
Par conséquent:

X
0¢

J€=uc(xo€)+hcj g[ue(x)]dx

-
que l'on peut minorer:

(0]
(3.13) J€>u€(0)+hEI g[ue(x)]dx. par définition de Xo,

-Q

=u::(0)>c6, d'aprés (3.7).

a/ Montrons maintenant, grace a I'hypothése (3.11), que X0, est borné

indépendemment de €; pour cela vérifions:

(3.14) 3 >0 tel que: ué(x)Zcx, v x<xo€;

auquel cas on a:

X()e

axcesj ué(s)ds = ue(xoe)-ue(o).
0

qui donnerait:

ue(xoe)—ue(o) 1-

< <
xoes - = (car u, 1)

et donc:

1-6

(3.15) 0<xo€sxos =

Afin de prouver (3.14), on utilise un facteur intégrant en multipliant par u,
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l'équation satisfaite par u, dans (Pe)’ on integre ensuite l'équation obtenue

de 0 a x<xo€:

X X X
(3.16) -é-lué(x)lz— -;—Iué(O)lz—cJ |ué(x)|2=-—J vzué(x)fe(ue)dx+h€J ué(x)gluc(x)ldx
0 0 0

Or d'aprés (3.7) u’(0)>cO et de plus:

X ue(x)
hEJ ué(x)glue(x)]dx = hEJ g(s)ds >0, V x>0.
0 (]

alors la minoration suivante résulte de (3.16) :

X
1, ., 2 1 2,2 n_,
(3.17) Elue(x)l 2 3¢ 6 J veue(x)fe(ue)dx.

0

Estimons maintenant l'intégrale intervenant dans le second membre de (3.17),
en posant:

X
Iegle(X)EJ vgu;(x)fe(ue)dx.
e

Les inégalités suivantes permettent de majorer IE:

Vx5xo€, szO. ué(x)zo (d'aprés 3.8) et fe(ue)>0. et:

vesmax(l,%)(l-uc)ax(l—ue) (d'aprés lemme 2.3, chap. I).

X ue(x)
n_, . —e\P
(l—ue) ue(x)fe(ue)dx =A J (1-s) fe(s)ds. x€(0.xo€)

Alors: 0<I esx"[
0 6
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Soit pour x€(0.xo€):

“e(x°e)
(3.18) oslesx“J (l—s)"fe(s)ds < A"sup fE(s)I(l-—s)ln
6 GSSSue(xoe)

< A"Sup I(l-s)"fe(s)l » 0, quand €-0.
6<s<1-€A

a cause de l'hypothése (H-3/3) et de (3.11).

L'estimation (3.17) peut donc s'écrire pour € petit:

1, . 2.1 2,2 ,
-z-lue(x)l zé-c 6° » Iue(x)IZCG, v x<xoe.

ceci prouve (3.14) avec o=cO, et donc (3.15).

b/ On va maintenant reprendre le raisonnement pour montrer (3.9). L'estimation

précédente de Xo_. va nous permettre de majorer Je:

£
0<J sA"xo Sup I1=u (x)I"If _(u (x))Is A"xo Sup 1(1-8)"f _(s)I
€ € € € €
0sSxsSxo 6<s<u_(xo0_)
€ € €
< A"x0 Sup l(l—s)“fs(s)l»O
6<s<1-€A €20

(grace a H-3/3 et a notre hypohése de raisonnement (3.11)).(")

On a donc l'existence de €9 et & positifs tels que:
V es<eq, OsJEsa.
Ce qui avec (3.13) donne: O<c6<J€$6 3 6>c6>0.

Mais &>0 étant choisi de facon arbitraire, il suffit de le prendre inférieur a
cO pour contredire (3.11). On a donc montré (3.9) et le lemme (3.2).

On donnera en annexe une autre démonstration de ce lemme.
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Le lemme suivant nous fournit l'existence du point X autour duquel on

prouvera l'existence d'une perturbation singuliére.

LEMME (3.3):
Il existe un point x€>0 borné indépendemment de € tel que:

(3.19) lim ue(x€)=1.

€20
ue(x)—l
(3.20) lim — ="
€20
Preuve:
. - 1 s—1 . . .
La fonction: f (s)= ¢(—] est une fonction continue, strictement
€ €n+1 €
croissante et vérifie: f (1)=M.
€ Cn«t-‘l
Il existe donc €0>0 tel que:
, g1 ne1 Sl 5 naa
(3.21) V €=<gqp, 3 see(e,n vérifiant: fe(s€)=1 @9 c }=e ) = =¢ (e )

o s€=1+e¢'1(e"”)

En passant 4 la limite dans (3.21), on obtient grace a (H-3/3)Bis:

S€-1
(3.22) lim = =-® et lim s.=1.
€>+0 €e-»0
ue(xoe)—l ) se-l “e(xe)°1
Enfin —_— =0(1) (lemme précédent), alors: = < = , d'ou:

6<s€<u€(xo€) et il existe donc xe<x0e tel que: ue(xe)=s€.

En montrant que: u;(x)2a>0, v x(xE comme au lemme précédent, on obtient
facilement l'unicité de X, ainsi que l'existence de xp>0 indépendant de €

tel que: O<xesxo. Le lemme (3.3) est donc prouvé m

Le résultat qui suit montre que les pertes de chaleur restent négligeables

pour des énergies élévées :
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LEMME (3.4): (Estimation de l'intensité des pertes thermiques)

Soit (u_,v_,h_) solution du probléme (Pe)' Alors:

€' € E

Il existe une suite {€n}*0 telle que:

n->+o
(3.23) lim he =0.
no+o "
Preuve:
ze=u€+l\v€-1(***) est solution du probléeme:
ze—cze=c( l-A)vE+h€g(u€) .
(3.24)

z (~-@)=A-1; z (+®)=0.

qui s'intégre de (—®) a x:
X

X
g[us(X)]dX+C(l —A)=c(1-A)v€+h€J g[us(x)ldx,

-® —-®

zc-cz€=c(l—/\)v€—c(l—A)+h€J

ce qui équivaut a:

X

AP -cX -cX
8.28) (z.e ) =et1-mv (e F+h e J glu_(x)}dx.
-0

Une nouvelle intégration de (3.25) de x a +» donne:

+® +® t

—cx -ct -ct
(3.26) -ze(x)e = c(1-A) ve(t)e dt + he e g[uc(s)]ds
X X -®

D'autre part g étant positive et croissante, on a:

I11.117

(x%xx) He(x)aze(x)-ue(x)#/\ve(x)-‘l représente ici l’enthalpie



t X

I g(ue(s))ds 2 J g(ue(s))ds zxg(0), v XSt,Xo,
-0 0

(osssxsxoE = ue(s)ze > g[ue(s)IZg(G))

D'ou:

(8.27) J e'CtdtJ glu_(s)lds ZJ e *'xg(O)dt = x—egée) Tex

X —® X

Majorons maintenant l'autre terme intervenant dans le second membre de (3.26):

+ +®

(3.28) cm—mnj v (e ®'dt < cll—AlvE(x)[ e %"dt = I1-Alv_(x)le” ¥
X X

car v_ est décroissante en x (lemme 2.3).

Enfin, (8.27) permet de minorer le second membre de (3.26):

+®
-z (x)e” °" 2 c(l-A)J v (e *dt + hex&ce—’e‘cx
X
d'ou:
-cz (X) 2 cX +o
€ _cC (1-A)e -ct
(3.29) 0<h€s %8(0) X2 (0) J ve(t)e dt
X
cz (x) 2 cx +o
- ce " 11-Al —ct
(3.29) eO(hes x2(0) + X2 (0) J ve(t)e dt
X
-cz_(X)
€ cl1-Al . .
soit: O<h€$ x2(0) + Xg(e)ve(x) (d'apres 3.28).
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D'autre part:

0<v€(x)sl (l-ue(x)) (lemme 2.3)
et,

-2 (X)Shu_(x)+AV_(0)=11 Sl 1-u_(x) | +Av_(x)s(1+3A) (1-u_(x))

Par conséquent:

c
0<h€s x—g'@(l —ue(x)) {1+xA+M 1 —AI}

i.e.:

1-u (x)

(3.30) 0<h€sx——;£__ ot KsoltAAFI1-Al

g(0)

En particulier, pour X=X_:

1-u (xe)
(3.30)Bis O<hESK
€

On va donc minorer X indépendemment de €. Pour cela, on écrit:

X

€
ue(xe)-ue(O)=J ue(x)dx Sche, car uCSXc (lemme 2.3).
0
d'ou:
u_(x_)-¢
€€
xez AcC !
et donc:
3.31) 1im x_2 122 =50
€ AcC
€20

En effet quitte a prendre une sous—suite, lim X_ et lim h_ existent car:
€20 €0

O<h85H (proposition 2.5, chapitre II) et O<xcsxo (lemme 3.3)
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Par conséquent, grace a (3.31) on a:
3 €0>0, 3 >0 tels que: V €seq, x€>.a

qu'on reporte dans (3.30)Bis pour obtenir:

K
(3.30)ter 0<hesT(1 ue(xc)) V c<gq.

ce qui nous permmet d'énoncer, en utilisant le lemme (3.3):

3 €n s€q, vérifiant lim €,=0, telle que: he -0 d'ou (3.23) et le lemme (3.4).
n>+® n ’

La fonction u, n'étant pas croissante comme dans le cas adiabatique (cf
[A.4],[A.5]), nous aurons besoin du lemme suivant qui nous permettra d'obtenir
la convergence de u, et Ve lorsque x2x€. Enfin, dans toute la suite, on notera
X=lim x_.

€0 €
LEMME (3.5): (Estimations de l'enthalpie et de son gradient)

Soit (uc,vc,he) une solution du probléme (Pe) et X défini dans le
lemme précédent. Alors:

Il existe une suite {€n }* 0 telle que:

n>+w
(8.82) Mz’ ) ———>0
" C([x,+x])
(3.33) iz _li — 0

»€n c?oc(l;(o"’m[)

ou l'on a posé: ze(x)=u€(x)+l\v€(x)—1 .

Démonstration:

1°/ L'équation satisfaite par z, (3.24, lemme 3.3) s'écrit:

cX -
+heCX

¢ =CXy, __ - o =
(zee ) =c(1 A)Vee e

g[(uc(x)]
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qu'on inteégre de x a +w:

+o® +®

~z/(x)e” ¥ = c(l-A)j e “Fvi(t)dt + hCJ e” “Fgl(u _(t)]dt.

X X

I1 en résulte l'estimation suivante:

+® +®©
(3.34) |z'€(x)|sc|1-/\|e‘°"jr e (-vL(tdt + hce—ch e™°"g(u )dt

X X
Comme g(uE)Sg(1)=1 d'aprés (H-2), on obtient succesivement en utilisant la dé-

croissance de ve(x) (lemme 2.3):

+® +o
’ . -CX -ct
lzelscll AIJ Ve(t)dt + hse j e dt
X X
d'ou:
he

Ize(x)IScll-Alve(x)+ re

et pour Xx2x_:

he
Ize(x)lscll—l\lve(xsﬂ .
Enfin:
he
lze(x)IScxll—AI (l-ue(xe))+ e v x2xe.

Par conséquent:

he

Sup |.z'€(x) I<eall-Al (1 —ue(xe)) e
XZX,_

S(cll 1—Al+£) (1 -ue(xc)). d'apreés (3.30)ter
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Soit: (3.35) Sup Iz’(x)ISM(l—u (x)]
€ €
X2X_

avec: M=cAll1-Al +-K—-
ca

ce qui avec (8.19) montrent la premiére partie du lemme.

2°/ On a vu qu'a partir de (3.24) on pouvait avoir:

X
V x€R, ze—cz€=c(1—A)v€+h€J g(ue)dx.

-
D'ou:

Iz ¢x)I h_ %X

V xeR, lz_(x)I<I1-Alv_(x)+ ec +C“J g(u_(x))dx

-Q®

Cette estimation peut s'améliorer en majorant l'intégrale au second membre:

X 0 X
J glue(x)ldx = J g[ue(x)]dx+J g[ue(x)ldx

-® -® 0

(¢]
S%I g;—S)-dsﬂt =%+x (lemme 1.6, chapitre I)
0

Oon obtient donc:

zé(x) hs I
V xe€R, Ir::e(x)ISI1--Alv€(x)+ +?—(X+E)
3 |z (x)ISA1-Al(1-u_(x))+cl1=-Alr(1-u ( ))+E+E( +l) d'aprés 1°/
c u(x)+e u (x S+ (x+2), p

c

£ (3.36) v x2x€, lze(x)ISN(I—ue(xe))(l+x). d'aprés (3.30)ter
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avec: NsSup(M1—AI(1+c)+—52(1+I/c).-§—c-). On déduit alors de (3.19):
ac

(3.87) Suplze(x)l——bo.
K €-0

K étant un compact de [X,+®[ indépendant de €. On a donc prouvé (3.33) et le

lemme (3.5)m

Les quatre lemmes précédents vont nous permettre d'effectuer le passage a la

limite, lorsque €+0 et montrer ainsi le théoréme (3.1).

III.3 PASSAGE A LA LIMITE €=0:

La limite de he ayant été obtenue par le lemme (3.4), il ne reste plus qu'a

étudier la convergence de u, et Ve lorsque € » 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME (3.1):

On va distinguer séparément trois cas: X<0, 0<xsX et X2X.

1°" cas: x<0

On sait dans ce cas (lemme 1.6) que:

—u2+cué = heg(uc).
(3.38) (3.39) ve(x)=l+[v€(0)-—1
us(-®)=0; u€(0)=6.

]ecx//\.

De plus, u, est bornée indépendemment de € dans HZ(R') (rappelions que O<he$H’
en passant a la limite quand a»+w», d'apreés le chapitre I).
Il existe donc une suite (€n) ¥0 telle que: u. — up dans CIOC(R') ou up est

n->+o " e+

la solution du probléeme:
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{ uz-cu =0
u0(0)=6

car hcg(ue) converge uniformément vers O sur R .

Enfin, V xeR” OSue(x)SGecx d'ou & la limite: osuo(x)seu«-:CX » uy (~0)=0.
. ex -

Par suite: (3.40) uo(x)=6e , sur R .

®, - _ _1].cx/A
De plus, v€€¢ R)et v —o vo(x)—1+[vo(x) l]e .

" no+4o

e _
2°™® cas:0sxs%

On sait (proposition 1.12 et 2.4) que:

X X
2
v x€l0,k], J luy(x)1%dx < J luz(01%dx < e(1-3 )
0 0

et:

X -
/\J lVé(x)Izdx < Arlv;:(x)lzdx < c.

0 0

De plus, OSue,VESI, alors: (ue) et (ve)' sont born ées dans Hi(lo,i[) in-

dépendemment de €>0.

Or, L'injection: HZ(IO,X[) — Cl(lo.i]) est compacte, il existe donc {s..}no
no>+o

telle que:

fha - uoll X —— 0 et Ilve - voll 1 — 0, quand n-+o.
" € ([0,x]) n ¢ ({o,x])

111.124



Enfin:

n n n
. < _ . ,
vanan(uen)l A(1 uen) fe(uen) converge uniformément vers O sur tout compact
de la forme [0,Xx-8] (hypothése H/3-3).
'Ihe g(u6 )lsh€ converge uniformément vers 0 (lemme 3.4).

n n n

Par conséquent, (uo,vo) vérifie sur l'intervalle ]-®,x] (en regroupant les

deux premiers cas) le systéme linéaire découplé:

uo—cu0=0 uo(—co)=0; uo(x)=1.
Avo—cv0=0 vo(-®)=1; vo(x)=0.

Car: lim u (x )=1 (lemme 3.3) et O0slim v _(x _)sSAlim (l—u (x ))=O donnent a
€' e €' e
€0 €0 €20

la limite: (3.41) uo(i)=1 et vo(i)=0

ém

3°"%cas:x€[X, +o

grace au lemme (3.5), on a moyennant l'extraction éventuelle d'une sous-suite:

(3.42) lim Iue(x)+Av€(x)-1|=O, sur tout compact de [X,+[.
€0

Invoquant toujours la décroissance de Ve On obtient compte tenu de (3.41):

0<lim Sup v _(x)slim ve(x€)=0,

€0 xzxe €-0
Soit: (3.43) lim Sup v _(x)=0.
>
€20 X2X

Enfin, en passant a la limite dans l'inégalité:
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| l-ue(x) 1<l l-ue(x)—l\ve(x) | +Ave(x), V x€R

On obtient, en combinant (3.42) et (3.43):

(3.44) lim Supll—ue(x)l=0. V K compact de [X,+x[.
€20 x€K

(3.43) et (3.44) prouvent alors la convergence G?oc([i,+®[)X¢o([i,+®[) de
(uc,ve) vers (1,0).

En récapitulant les trois cas précédents, on obtient donc la convergence dans

0
1

0 L or
C oc(R)Xd: (R) de (ue,ve) vers (uo.vo) défini par:

uo(x)=eC(X-X) uy(x)=1

pour XsX. pour x2X.

—q_.C(X=X)/A _
vo(x)—-l e vo(x)-—o

Enfin, en calculant les sauts des dérivées de uo et vo en Xx:

u(’)=cqu(i-x) et v(')=-cv0Y(i—x) (Y désignant la fonction de Heaviside),

on écrit le systéme linéaire :

—ug + cu, = °5x=x uo(-®)=vo(+®)=0
(PO) uo(0)=6.
-Avo + v, =-C6x=i uo(+®)=v0(-°°)=1

X étant déterminé par la relation:
u,(0)=6 & e~ *.6 @ i=-% Lné.

La démonstration du théoréme (3.1) est donc compléte. Remarquons simplement
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que u, et v, étant définies de maniére unique, elles sont donc indépendantes

0 0
du choix de la suite considérée.

I ne reste plus qu'a préciser la décroissance vers O de la température
u_ quand X et l'énergie E deviennent tres grands. On examinera aussi, et ce
sera l'objet du chapitre suivant la sructure de la flamme dans différentes
zones de combustion.

On représente en annexe les profils des différentes solutions ainsi q'une

autre démonstration de l'estimation apparaissant dans le lemme (3.2).
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ANNEXE III.I

PROFIL DES SOLUTIONS

a/ Profil de la température

b/ Profil de la concentration du produit:

I
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ANNEXE III.2

Autre démonstration de l'estimation:

l—ue(x%)

(A.1) = O(1) pour € petit

En intégrant de 0 a X0, l'équation en u_ qu'on a préalablement multipliée par

€
u;:, on obtient en notant que u’e(O)ZcG:

X0

l 2,2 1 ’ 2 n
(A.2) 5C 6 Szlue(o)l E9Y j

car ue est croissante sur (0,xo€). Par suite, on déduit de (A.2):

(uoe-‘l)/e uo -1

1 2,2 _.n n,(l .1 "¢

Ec 67<A J (-t) ¢[§t+§—?—) dt
(6-1)r¢

0

sz"”x“J (-T)n¢(T+——; = )dT

UQC"I
-®

Ou encore, par définition de ¢ (IV.5/2°):

ug -1
l 2.2 5 n 1 €
2c%0%s2(21) cb(———-z :

)

Il existe donc deux constantes positives k et k' telles que:

o120 Ny o 2

s

2k'. D'ou: (A.1)m
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CHAPITRE IV

ANALYSE DE PERTURBATION SINGULIERE

IV-0 INTRODUCTION et HYPOTHESES:

1°/ Etant donnée une solution du probléme (Pc) obtenue au chapitre précédent,
on se propose dans ce chapitre de préciser la convergence vers 0 de he' u.-u,
et v -v, ou u, et Yo ont été définies au chapitre III.

En fonction de l'ordre de grandeur du terme de source vZfe(ue). on
distinguera trois régions spatiales différentes correspondant aux zones de
combustion dans lesquelles on effectuera des changements de variables adéquats
ce qui nous conduira a établir essentiellement trois résultats distincts.
Cette étude précise rigoureusement la construction et l'analyse asymptotique a
I'ordre 1 des couches externes et internes en combustion, habituellement
étudiées de maniére formelle par de nombreux physiciens (c¢f a ce titre les

travaux de Joulin-Clavin: [A.10], [A.11], de Buckmaster: [A.6] ou de Bush-

Fendell: [A.7]).

Nos trois résultats nous conduisent ensuite a wune relation limite non
linéaire entre c¢ et he pouvant s'intérpréter comme un phénomeéne d'extinction
de 1la flamme. Cette relation a d'ailleurs été obtenue a 1'aide d' un
dévelopement asymptotique formel 4 l'ordre 1 dans [A.10], [A.11].

Elle détermine d'ailleurs les conditions limites pour que dans certaines
conditions une flamme reste entrenue (voir a ce propos l'intérprétation en fin
de ce chapitre).

On montrera également que dans la zone internese produit une perturbation

singuliére qu'on régularisera.
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2°/ Les hypothéses:

On travaille dans ce chapitre avec la fonction f6 définie au chapitre
précédent, et qu'on rappelle ici avec les hypothéses suivantes:
H/4a-1) 1 (9= ——o(Zx g 1(s)
€ en+1 € [6,1]
(H/4-2) ¢: R — R+, continue, lipschitzienne et
strictement croissante.

(H/4-3) lim lylPe(y)=0, V p20‘™’

y=>-®

Afin d'utiliser un résultat di a Berestycki, Nicolaenko et Scheurer ([A.4]) on
supposera en outre:

0
(H/4-4) msj (-t)"(t)dt <+

-®

0
On inroduira également la fonction: ¢(x)=J (-t)"¢(x+t)dt

-0
Enfin, on rapelle les hypothéses satisfaites par g:
g:[0,1]— R+continue, strictement croissante

(H/4-5) 1 g(0)=0 et g(1)=1
Ia‘[ 325) ds <o»
0

REMARQUES sur les hypothéses:

1°/ La fonction ¢ est une généralisation de terme d'Arrhénius ¢(o)=xeo, 0

réprésentant le modéle physique utilisé en combustion (cf [0.3],[0.21}).

2°/ Grace a (H/4-1) et (H/4-3) la fonction f vérifie en particulier:
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n
lim (1-s) ![
e+0 e"*!

s—1
€

)=O V 0<s<1.

3°/ On rappelle enfin le résultat suivant (cf [A.5]):

(4.6) caq=lim (cad)€=/zm//\“

€20

ou m a été défini dans (H/4-4) et (caq) désignant la célérité de l'onde plane

adiabatique (correspondant a h=0).

Lorsque ¢(s)=xes, m=I'(n+1) (4.6) peut s'écrire:

(4.7) cad=/2xl‘(n+1)/A" x>0
+®

ou I‘(n+1)=J e-ttndt (= n!, neN), désigne la fonction Gamma.
0

IV.1 PRESENTATION des résultats:
IV.1-1°/ Dans toute la suite, on désignera par (ue,ve,hc) une solution du
probléme (Pe) -obtenue aux chapitres I et II- et par (uo,vo) la solution du

probléme limite (chapitre III).

La structure d'une flamme se distinguant par des zones spatiales
caractérisées par l'importance des termes de convection—diffision ou de
réaction apparaissant dans le probléme (Pe)' on s'intéressera a l'étude locale

de ces zones.

On précisera également le comportement asymptotique des solutions limites

ainsi obtenues. En effet, une difficulté essentielle recontrée au chapitre
précédent était de préciser le comportement a l'infini de la température.

IV.1-2°/ Avant de présenter nos résultats principaux, nous définirons deux

nouvelles fonctions qui serviront a intoduire des correcteurs:
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On considére la suite ne telle que:

_ In6/A
1n6/A ng-1lte

et lim = =0 quand €-0.

(4.8) O<n€<1, n€=1—e

Puis on définit le point Y. par:
(4.9) ve(y€)=f7€

On montrera que ce point est bien défini.

Enfin, on introduit les fonctions suivantes translatées de u, et Vel
ue(x)=ue(x+ye)
(4.10)

ve(x)=v€(x+y€)

REMARQUES:
1°/ On peut prendre comme exemple de suite g

_elnG/A + 1M

n =1 €

p , avec Y>0.

Xy 1_elne/l\

n'est autre que vo(O).
3¢/ Ve étant une fonction continue, strictement décroissante (lemme 2.3),
(4.9) défini donc bien Yer

In6

4°/ Dans le cas particulier A=1, v0(0)=1-e =1-0 il suffit donc de prendre Ye

tel que: Ve(ye)=l—6‘

v (0)-v(0)
5°/ L'introduction de Ye permet de fixer la valeur de: lim — et
€20

d'éviter d'aboutir a des solutions limites triviales (voir démonstration du
théoréme 4.1). En effet, le choix précédent de O comme origine n'est plus

convenable.
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6°/ Vérifions:

(4.11) lim y6=0
€20

Comme la position de ne par rapport a ve(o) n'‘est pas a priori connue, le

signe de Y. ne I'est pas non plus. On examine donc deux cas:

a/ yESO: On écrit, compte tenu de (4.9):

cyE/A

(4.12) n€=ve(y€)=1 +[v€(0)-l]e

On peut voir en passant a la limite dans (4.12) que Iyel est borné

indépendemment de € et que:

eln@/l\ _

1- = 1+[V0(0)-—1]ecy/A

, ou §=lim y

e -
€20

D'ou: vo(0)=vo(§'). d'aprés la remarque 2°/. Enfin y=0 découle de la stricte

monotonie de vo.

b/ y€20: Par définition:.de N, ON a:

3 €0>0 tel que: V e<eq ve(i)sne car lim ve(§)=0.
€-20

Par suite: Ve(X)Sve(ye) 3 OSyesx , car v décroit.

En passant de nouveau a la limite dans (4.9), on obtient §=0.

IV.1-3°/ Commencons par énoncer le premier résultat concernant "la zone

externe amont" ou zone de préchauffage dans laquelle on introduit les
*

correcteurs d'ordre 1:

u_(x)-u.(x) v _(X)=VA(X)
ss(x) = -£ 0 et te(x) =0 _

€ €
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On se propose d'étudier le comportement de ces correcteurs lorsque €-=0; ce
qui correspond a une étude rigoureuse d'un développement asymptotique toujours
a l'ordre 1.

On prouvera alors le résultat suivant:

THEOREME (4.1):

Les suites S, et te convergent dans (IIZ(]-GD,)'([) vers s et to telles que:

Ug 1
=< (T)y Dx [_ g(t) g(s)
to 0] et so(x)—so(x)u0 2 [ uOI+J t dt+uo[ ds]

SZ
0 Uo

REMARQUES:
h
a/ h, désigne la limite de EE quand €-»0 limite dont on prouvera l'existence.

b/ so(;{) est une constante qui sera détérminée plus loin apreés

raccords des zones (proposition 4.4).

IV.1-4°/ 2 M€ rasultat: Investigation de la zone interne:

Dans cette zone le saut des dérivée de la température et de la concentration
du produit en X doivent &tre O(1) lorsque € -++0; ceci suggére l'introduction
d'une variable indépendante associée a la zone de réaction; il s'agit d'un
phénoméne bien connu dans l'étude des couches limites en mécanique des

fluides.

Cette motivation nous conduit a effectuer dans cette région le changement de
variables suivant:

(4.13) §=§+X-TX , X ayant été défini au chapitre précédent.
€ est une variable des couches limites utilisée aussi pour étudier le
comportement de la température et de la concentration dans des zones en

combustion ou la température devient trés grande, ici proche de 1 (cf

[A.10]).
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On examine ensuite le comportement, lorsque ¢-+0, des solutions suivantes:

ﬁe(x)-l Qc(x)
(4.14) S€(€)=-———€-— et (4.15) T€(§)= -

On montrera le résultat précis suivant:

THEOREME (4.2):

IISe—sO(x)+ATOII 1 —> 0 et IITE—TOII . (R)—) 0 , quand e-0, ou To est
_loc(R) loc

la solution du probléme aux Iimites( ):

ATy = T6¢[So(}-()-l\’l‘o ]

(4.16)
T(')(-®)=-C/A Ty (+®)=0

REMARQUES:

a/ On précisera notemment le comportement asymptotique de To a l'infini ce qui

v
expliquera le comportement de {E—E} a "l'extérieur de la zone interne".

0
b/ On montrera que: so(§)=¢—1(cz) ou l'on a posé: &(x)= _g:J (-t)"d(x+t)dt et
A

-

que cette relation définit bien so(-ﬁ).

IVv.1-5°/ 3eme résultat:Etude de la zone externe aval (zone de refroidissement)

Il s'agit dans ce résultat d'examiner le comportement de la température pour

des valeurs grandes de x. Il permet également d'apporter un complément
. . +

d'information quant au comportement de u_ en dehors des compacts de R .

On introduit alors dans cette zone la variable dilatée:

(4.17) n=x+e(x-X)
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Puis on étudie les fonctions u, et VE comme fonction de 17 en posant:

(4.18) Ue(n)=u€(x) et vc(n)=ve(x)

Ceci nous conduira au résultat suivant:
THEOREME (4.3):

Lorsque €-0, IIUG—UOII 0 - — 0 et WV I — 0,
C ([x,+=[) C (Ix,+=[)

ou UO est la solution du probléme de Cauchy:

dUo h x

——=-—g(Uo)
(4.17) noc¢

Uo(x)=1

REMARQUE:
g étant une fonction lipschitzienne (H/4-5), il est clair, d'aprées le théoréme

de Cauchy que le probléme (4.17) admet une unique solution UO€¢1(|§,+®[).

IV.1-6°/ Ces trois résultats nous ammeénent naturellement a établir une

relation limite entre hx et ¢ qu'on discutera en fin de chapitre. Dans le cas

v
A#1, un terme du type {e_e} semble géner le raccord ; ainsi la relation

suivante a été prouvée uniquement lorsque A=1:

PROPOSITION (4.4):

0
Posons: o(x) = EHJ (-t)"d(x+t)dt,
A —-®
alors: (4.18) h*(1+I)+c2¢'1(c2)=0
REMARQUES:

a/ On montrera grace a cette relation que:
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i) V c€]o,cadl, hx>0

ii) lim hx=0
c20,c2Cad

On en déduira que la courbe c=c(h) présente un point de retournement ce qui

représente un phénomeéne intéressant en combustion.

b/ lorsque ¢ prend 1la forme typique suivant: ¢(0)=xeo, x>0 (4.18)

2
devient: h*(1+I)+c2Ln{% }=0
Cad

IV.2 Investigation de la zZone externe amont:

La démonstration repose essentiellement sur des estimations convenables d'une
solution (se'te)' Elle résultera des lemmes suivants:

LEMME (4.1.1):

Il existe deux constantes positives €o et K telles que:

(4.19) V €<gq, 0<h€sK£
LEMME (4.1.2):

{s.} et {t_} sont bornées uniformément en x et € dans W22 -2,% 1)

LEMME (4.1.3):

La suite {s_} est bornée indépendemment de € et de x dans H! (J-w,00)

On va d'abord expliquer la nature de perturbation existant autour de X, a

travers la remarque suivante:

REMARQUE:

On a montré (chapitre III) l'existence de x_ telle que:

€
ue(xe)—l

= > —® et X, 2 X quand €20. Ceci prouve qu' autour de X existe bien
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une perturbation singuliére. Cependant, on régularisera cette perturbation en

u (x)-1

prouvant que = O(1), et donc aussi lssl et Itel pour € petit.

€

On commence par montrer le théoréme (4.1) en supposant dans un premier temps

les lemmes (4.1.1) 4 (4.1.3) qu'on prouvera juste apres.

IV.2-1 Démonstration du théoréme (4.1):

Les dérivées de u, et v, étant discontinues en X (chapitre III), {sc} et {te}

vérifient pour x<x le systéme suivant:

-~

( Ve . h, |
s, — ¢S, = -7 fe(u€)+€—g(ue)
(4.22) < A
Vn
“ .o _Eg
LMC ct;€ = =z fe(uc)

s€(~°°)=t€(-®)=0

(4.23) V(Y )V (0 1 _-v,(0)
te(O)_ e = < (d'apres (4.9))

e T . 1 .
On a évité x sinon on aurait au second membre de (4.22) un terme de type € qui
explose. Utilisant des méthodes de compacité, on ne s'intéréssera d'ailleurs

qu'a des convergences locales.

1°/ Soit &»0. (s _,t ) est borné dans [H2 (]-00.)?-5[)]2 (lemme 4.1.2). En
€ € loc
invoquant l'injection: H2(I) — Cl(f). V I ouvert borné de R, on peut

trouver une suite {e,}¥0 telle que:
n->+o

. -
{ten} et {scn} convergent dans la topologie de C _ (]-®,x[) vers {So}. {to}:
V &>0. D'autre part, on déduit du lemme (4.1.1) l'existence d'une suite {en}='0

n>+®
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telle que:

(4.25) | lim €€“=h*<+oo

n

2°/ Nous allons maintenant déterminer les limites s0 et to:

Rappellons l'estimation:

vioo. =)t a1
0< —f (u )= 4{ ]—-—) 0 uniformément sur tout compact de la forme
€ ‘€ ¢ n+2 €
€ €0 “n
v

[0,x-8] (H/4-3) avec p=n+2. De plus E—Cfe(ue)so. sur R (hypothése de
troncature) Enfin g est une fonction lipschitzienne (H/4-5), g(ue) converge
donc uniformément vers g(uo) sur ]-®,x{; notons simplement que ﬁc et u_

possédent le méme limite, vue la convergence vers 0 de Ye d'aprés (4.11). Par

suite So et to sont solutions du probléme:

Sy ~ cso=h*g(uo) _
(4.26) V x<X.
At0 - cto=0

3°/ Calculons maintenant les valeurs aux limites so(-w) et to(—w):
a/ Il est clair qu' a partir du systéme (4.22) on a:

cx/A cx/A

V x<0, te(x)=t€(0)e 2 to(x)=t0(0)e
D'ou: (4.27) to(-®)=0

Or, par définition de nez
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VE(O)-VO(O) ve(ye)—vo(o) nc-vo(o)

t (0)=1lim t_(0)=lim———————=]im =]lim —— =0.
0 0 €40 € €0 € €40 €
Alors:
0sSuplt_(x)Ist_(0)Sup eCX/A =t_(0) — 0.
Xx=<0 xX<0 e->0

b/ Quant a Se il est dans Hll—oo,O[) (lemme 4.1.3); par suite s, converge
faiblement vers soeﬂl(]—w.ol). Une propriété de l'espace de Sobolev Wl'p(l):

ou I est un intervalle non borné de R fournit (cf [0.2],p.130):

(4.28) s (-@)=0

4°/ 11 ne reste plus qu'a calculer s, et tO:

cx/A

On a griace au systéme (4.26): to(x)=t0(0)e , V x<X.

Par suite:
(4.29) t (x)=0, V X<X.

Quant a l'expression de s_, elle se calcule explicitement:
o

X uo

= _hx _cx -ct g(s)
(4.30) so(x)-so(x)uo(x) P J e dtJ S ds ,
X 0
ou: uo(x)=eC(x—X), V x<x (chap. III) et ou l'on a posé:

(4.31) so(§)=lixp 5,(X)
X+ X

(4.31) introduit une constante qui ne sera détérminée qu' aprés raccord des

zones externes (proposition 4.4). Enfin, on peut écrire:
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X uo(t) 1 s
ech e-CtdtJ Bislys = P-OJ iz-J ety

c s t
X 0 up 0
uo 1
_ 11 g(t) g(s)
= <[ o”J Td”“oj > as]
s
0 uo
pour obtenir:
uo 1
e (v _hxl_ g(t) g(s)
(4.832) s (x)=s_ (x)u, c?‘[ uOI+J = dt+u0j X ds]
0 uo

Notons enfin que l'intégrale intervenant dans le second membre de (4.32)

demeure bornée, en effet:

g(s) 1 g(t)
uo sz ds < uouOJ . dtsl

ug up

On déduit alors de (4.22)-(4.26):
h, ve .
- - - 1] ~n - - n
(ssn so) c(sen cso) + " g(uen) h*g(uo) = fe(uen)
(s€ - so)” converge donc uniformément vers O sur tout compact de ]-o,x[ (1°/
n

et hypothése H/4-3); d'ou une convergence d:foc(]—oo.;c[). I1 est facile, en
travaillant avec x<0 de montrer qu'elle est en fait globale. On a donc montré

le théoréme (4.1)m

Passons maintenant aux démonstrations des lemmes (4.1.1)-(4.1.3):

IV.2-2 Démonstration du lemme 4.1.1:

L'estimation (3.30), chap. III s'écrit pour x=xo_. défini par le lemme (3.2):
€
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l-ue(xoe)

(4.33) O(hCSK Xo,

Or xos>x€ (lemme 3.3) et lim xEZB>O, indépendemment de € (3.31, chapitre III),

€e-0
on a donc la minoration xoezwo pour € petit; d'ou:

h 1-u (Xxo0)
€ K e Y

En vertu du lemme (3.2), on a donc:
h

3 k,e0>0 tels que: 0<E£$k’ V e<eq.

Le lemme (4.1.1) est donc prouvéno On proposera en annexe une autre

démonstration de ce lemme.

IV.2.3 Démonstration du lemme (4.1.2):

IV.2.3-1°/ Montons que {se} et {te} sont bornées dans L(}-®x]):

a/ Commencons par prouver l'estimation suivante tres utile pour toute la
suite:
ue(x)—l

- =0(1), pour € petit.

(4.35) ls€(§)|=

Pour cela raisonnons par l'absurde en supposant:

uc(x)—l

(4.36) lim =

-0

=+

Intégrons alors de (-®) a x>0 l'équation en \78 puis de nouveau de 0 a

X l'expression obtenue aprés l'avoir multipliée par e-CX/A :
_ _ X t
~ =y . —cxX/A _ ,~ -cx/A _ —ct/A “n, o °
AV (X)e = Ave(0)+l\(e 1) + J e ch vof_(u )ds
0 0
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soit, en divisant par €>0:

)-( t *n
-\ cx/A 1 _cx/A —-ct/A Ve -
(4.37) tc(x)—-te(O)e + e j e dt[ —e—fe(uc)dx

0 0

Or,

. }_( t "}n _ ; t(l"ﬁ )n
(4.38) ecx’AJ e-Ctht[ =£r_(u )dx = x"ec"/"J e‘Ct/AdtJ —5r (0 )dx

0 0 0 0

X
- n
aareCX/Agy (1-5) ¢(s-1)J ce=Ct/Ay

-~ - 2 e
0<s< x) e™t
s ue( ) 0

n
<a"ksup  1=s) ¢(S;1) €20, (K=A/c(1+A/c)]
osssu (%) gn+?

n _-v.(0)
d'aprés (4.36) et 1'hypothése (H/4-3). Enfin, te(0)=-—é——q— -0, quand &-0
(grace a 4.8). On déduit alors de (4.37)-(4.38):
(4.39) lim t_(x)=0
€
€20
Posons maintenant:

1 (x)+A€r€(x)-1

€

(4.40) ie(x)-:

-~

Ze satisfait l'équation:

h ;/'(x)

-y - —_ € (n _ €
Ze(x)—cZE(x)—e g(u€)+c(1 A) -

qu'on intégre de x a (+w) aprés l'avoir écrite sous la forme:

N h VA ’
7' —CX,., € —CX .~ ' Ay, "CX E
( € ) € 8 E) c(1 ) €
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On obtient:

+® “+® ~,
he x v (t)

o (ey—=__E -ct_ .~ 11 CX -ct_¢€
ZE(X)_ =€ J e g[ue(t)]dt + c(A-1)e J e ——/ dt

X X
qu'on intégre de nouveau de x a X':

h X' +0
- ,_‘ oy___E ct -cs _ ~
(4.41) Ze(x) Ze(x)— c J_ e dtJ e g[ue(s)]ds
X t

x' +©

_vi(s)
—c(l—A)j eCtdtJ‘ e CS—EC—-ds

X t

x' +©
avec: (4.42) ” eCtdtJ e'csg[ﬁc(s)]ds|s %Ix'—il
X t

et, vue la décroissance de V!

avec y=Inf(x,x').

u (xoe)-l
On sait d'autre part que:

- |=0(1), quand €-0. Par conséquent:

u (o,

)_ll

e =0(1), si l'on pose: §o€=xo€—y€. Alors de deux choses l'une:

- Ou bien Xo, est majoré par Xo et l'on prendra dans ce cas X'=Xo_. tel que:

€
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3 Ix'-xIsxo+Xx
- )'C—l
- Ou bien Xo »t® et I'on peut considérer une suite 121 verifiant lim———=-L,
>0

avec L>0 choisi suffisemment large de telle sorte que la relation u_(z_)=Y
€% €

définit au moins un point z, borné (on peut regarder la démonstration du lemme

11.2, P.1239 dans [A.5])). Il suffit alors de prendre encore x'=z_ ( et donc

€
Ix'-x1<zpo+X, ol zo est une borne supérieure de z. ) pour avoir d'une part:
l—ue(x') '
= =0(1), et d'autre part, compte tenu du lemme (3.5), chap. III:
- ze(xﬁ
(4.44) |Z€(x') = 5 |=O(1). pour € petit.

11 résulte alors de (4.39) et (4.41)-(4.44) :

lZe(i)|=O(l). pour € petit

ce qui avec (4.39) donne:

1-ﬁ€(§)

(4.45) l =0(1), quand €-0.

Ceci contredit évidemment notre hypothése de raisonnement (4.36). On a donc

prouvé (4.35) d'ou l'on déduira sans difficulté:

_ V(X)) 1-u(X)
(4.46) OSlte(x)I= z A— =0(1), pour € assez petit.

b/ On rappelle l'équation satisfaite par tez

“n
\Y

’” . _e ~ -
(4.47) Ate ct, = - fe(u). V x<X

Par conséquent:

. —cx/l\),
- p-2
(4.48)  At. - ct_20 & A(tee 0
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> tee—CX/AZt€(0)= w 20, V x€(0,x) , d'aprés (4.8).
Or,
ts(x)=t€(0)ecxm pour x<0
D'ou:
(4.49)  t_(x)20, V¥ XSX.
Comme: (4.48) » At zct_(x), x<X
Alors:

(4.50)  t (x)20, V¥ X<X

te est donc une fonction positive, croissante sur ]-®,x]. Par suite:

(4.46) et (4.50) » V xsx, 0<t_(x)st_(x)=0(1), pour € petit
Donc: (4.51)  {t_} est bornée uniformément en x dans L*(J-2,X])

c/ Pour estimer S, on pose: Ze(x)=s€(x)+/\t€(x) solution de:

h
Au Al - - ’ _C ~
(4.52) ZE(x)—cze(x)-—c(l A)t€+€ g(ue)

qui s'écrit, aprés intégration de - a x:
h X
> =CX). _ . /4_ —-CX, € —cCX ~
[Ze(x)e ] =c(1-A)t_e "T+—e j glu (t)]ldt

-®

qui fournit, aprés une nouvelle intégration de x a4 x l'estimation suivante:
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X X t
~ -— -— > -~ - - h - -~
(4.52) Ze(x)e cx_ Zc(x)e cx=c(1-A)J te(s)e CS4s + ECJ e CtJ g[ue(s)]ds

X X -
Or,
3 _
_ t (x) _
(4.53) J t (s)e csds < £ e cX
€ C
X
et,
X t X
(4.54) Vss0, ﬁesee"s > g(ae)Sg(Gecs) > J e_CtJ g[ﬁe(s)]ds < J e‘°‘(é—c + t)dt
X -® X

Les estimations (4.52)-(4.54) permettent alors de majorer Ze(x) pour XSX:

h
- €(- 1
+I1-Alt_()+ a(x+%)

(4.55)  VxsX, lie(x)lslie(i)le“x"‘)

SIZE(J—K)I+I1—Alt€(§)+K. grice au lemme 4.1.1)

Enfin, (4.45) et (4.46) » 1Z_(X)1=0(1).

L'estimation suivante se déduit alors de (4.55), pour € assez petit:
(4.56) I%e(x)l=0(l), uniformément en Xx€(-,X)

(4.51) et (4.56) » Is_(x)1=0(1) V x<X, d'ou pour € petit:

(4.57) {se} est borné indépendemment de x dans L¥(]-®,X}).

1vV.2.3-2°/ Estimation de Z _(x):

L'équation (4.52) peut également s'écrire lorsque x2X:
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vi(x) _

A h
, —CX)._ 1 _ A\ E CX_ € _—CX_,~
(4.58) (Ze(x)e ] =c(1-A) —e +£ e g(ue)
qu'on peut intégrer de x2x a (+m):
- -cx +®V;:(t) -ct hc e -ct _ ~
-Z_(x)e “"=c(1-A) e "ldt + — e ° glu_(t)ldt

X X

I1 en résulte alors l'estimation suivante:

+® +®

> cX Vé(t) -ct he cX -ct A
Iz;:(x)ls cli=Ale (- = ]e dt + T e e glue(t)]dt
X X
+® +®
v’(t) h -
< cIl—AIech [— ee )e'“dt + kech e tdt car 0<—§sk et g(u _)<g(1)=1.
X X
v _(X)
< cl1-Al ee + %, pour x2X

Enfin se servant de (4.46), on peut aussi aboutir, pour & petit, a

I'estimation suivante:

(4.59) lié(x)l=0(1). pOUr X2X.

Cette ne sert pas au théoréeme (4.1) mais sera utile par la suite pour la

démonstration de:

(4.60) IZé(x)l=O(1), sur R tout entier.

IV.2.3-3°/ Montrons maintenant que {s'} et {t'} sont bornées dans L (- x{):

Soit 6>0 et a=x-86.
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a/ Intégrant de (-®) a x<a l'équation en te dans (4.22), on obtient:

X "}n X ;‘,n

¢ — _E -~ ’ —E ~

te cte—J c fe(ue)dx > Ost€<ct€+[ - fe(uc)dx (4.61)
0 0

Enfin, griace a (4.51):

X A N
n (l—uc) -
(4.61) > ostesk+x fe("e)dx
0
D'ou:
n (1-s)" (1-s)"
Osté$k+x)~ Sup — fe(S) < k+aanupA _e_s_ fe(S) < Kk, quand €20

O<s<u€(x) 0<s<u€(a)

en vertu de l'hypothése (H/4-3). On vient donc de montrer:

(4.62)  {t_} est borné, indépendemment de € et de x dans L>(J-»,XD).

b/ Pour estimer {s_} indépendemment de €, il suffit d'intégrer de (-®) a xs<a
l1'équation en Se afin d'obtenir:
X ;’2 X hs X R
(4.63) S, = ¢s_- E—fc(uc)dx + = g[us(t)]dt
0o -®
En traitant les deux intégrales dans (4.63) respectivement comme dans a/ et

dans (4.54), on oboutit au résultat désiré.

1V.2.8-4°/ {§’€} et {1_:C} sont bornées dans L*(J-m%[:

Le systéme (4.22) s'écrit:

IV.150



( " VE ~ h€ ~
= - - + —
s cs - fe(ue) c g(ue)
<
“n
Ve .
L At” = ct, + < fc(u)

Les estimations suivantes s'en déduisent alors facilement:

A

Ve . h, |
(4.64) IsEIScIs€I+ r fe(ue) + < g(ue)

~n
v

” ’ E ~
(4.65) AItEIScIt€|+E—-f€(uE)

Enfin,
he .
O<E g(ue)s}cg(l)=k1. pour €seq (lemme 4.1.1).
‘n
Ve . .
O<E—fe(ue)sk2' pour €sez et xsx-6, V 6>0 (hypothése 4.3)
cls’e(x)lsck'=k3, clté(x)ISck"=k4, pour €<ea,e4 (IV.2.3-3°/)
Alors:

3 K,K’>0, €o=Inf(e4,£2,£3,64) tels que V &>0, on ait:

(4.65) Is'e'(x)lsK, It’é(x)lsK’, V e<eg, uniformément en xe€(-o,x-38).

Ceci achéve la démonstration du 4°/ et celle du lemme (4.1.2)
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IV.2.4 Démonstration du lemme (4.1.3):

1°/ ﬁ;sLest bornée dans L%(]-®0[):

Multiplions par sé 1'équation en S, dans (4.22) puis intégrons—la de (-®) a O.

On obtient:
0 0
(4.67) Is”(x)1%dx = =I '(0)12-25 [a_(t)]s’.(t)dt
. c s.(x x =zlsg 3 glu, S,
- -
< lls'(onz»ﬁ‘ ’ (u_(t)}1s’(t)ldt
2 € € g € €
-

puis en utilisant les lemmes (4.1.1) et (4.1.2):
3 €90,k,k'.k">0 tels que:

0 0
(4.68) V exeq, cJ Is;(x)lzdx < k+k'J g[ﬁe(t)lk"dt

-0 -®

< k+k'k"% (lemme 1.6, chap. I)

D'ou:
0
(4.69) J Isé(x)lzdx < K, pour €seg.

-

Le 1°/ est donc montré.

2°/ {s_} est bornée dans L%(-®,00):

On intégre maintenant de (-®) a x<0 l'équation en Se qu'on a multipliée par S,
X h %

c 2_ ey . 2, _ € ~
(4.70)  3ls (x)1"=s_(x)s (x) J Is _(x)1"dx EJ s (t)glu _(t)]dt

-0 -
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X

h
s c 2 , _ _E ~
D'ou: 2Iss(x)l < se(x)se(x) = J se(t)g[ue(t)]dt
-
soit, se servant des lemmes (4.1.1) et (4.1.2):
X
c 2 , o
(4.71) é-lsa(x)l SSC(X)SC(X)+kJ gluc(t)ldt
-®

Une intégration de (-®) a 0 de l'estimation (4.71) fournit;

0 0 X
C 2 1 2 ~
EJ ISE(X” < —2-|S€(0)| +RJ dXJ g[ue(t)ldt

- -@ -

(4.72)

X

Or, (lemme 1.6, chap.1): ue(x)seec , ¥V x<0. Alors, g étant lipschitzienne:

0 X 0 X
J de glu_(t)ldt < J de gloe 1dt
-® -® -® -®
0 0e* 0
s J d_xJ ——g(u)dus E'J 0e“*dx s-e—k
c u c o2
—-® 0 -

(4.72) et le lemme (4.1.2) permettent alors d'écrire pour € petit:

0

(] 2 kk'6
EJ ISE(X)l s K+ cz

-®

D'ou le 2°/ et le lemme (4.1.3)0

IV.3 ANALYSE DE LA COUCHE INTERNE: Démonstration du théoréme (4.2):

IV.3-1°/ Par analogie aux couches limites en mécanique effectuons Iles

changements de variables et de fonctions suivants:
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- u_(x)-1 v_(x)

_T,.X—X _ € —_E€
E—X*‘——E , SE(E)-— e et TE(E) 3
Oon vérifie que Se: et Te sont solutions du probléme:
“w_ = ~n ~
S.—ceS_ evefc(u€)+eh€g(u
(4.73)
o ¢ ~n -
I\TE ce:T€ = evefe(ue)
=-1 —0)=1
se( ®)= = Te( ®) s
(4.74)
—_1. . -

Ou encore en remplacant fe par son expression donnée par (H/4.1):

” ’ - n ~
S.—ceS_ Te¢(s£)+eh€g(ue)

(4.75) n
ATE-CCTE = TE‘D(SE)

On va donc commencer par montrer le lemme suivant:
IV.3-2°/ LEMME (4.2.1):
L 2, 2 ..
(Ss’Te) est borné dans [Nloc(R)] , Indépendemment de €>0

Preuve:

@©

a/ (se.Te)e[Lloc(m]z:

i) Pour EZE, il est facile de voir que 'I‘E est une fonction

décroissante; par suite griace a (4.46) et au lemme (4.1.2):
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_ _ v (X)
vV E2x, OST_(E)ST _(x)=

=0(1)

I en résulte, compte tenu de (3.36) et (4.35):

v v, Vv (X
e Ve V(X

£l +a—fsk—E<k
€ €

B 1-u_-Av
V E2X, °‘Se(5)‘|

Par suite, on a pour € petit:
S (E)=0(1) uniformément en £2X.

ii) Pour E<x, écrivons:

S (B)=A_(E)-x_(E)

(4.76)
TE(F,)=B€(§)+B€(§)
avec:
u_(x)-exp(c(X-x)) v _(x)=1+exp(c(X=x)/A)
(4.77)  A_(E)= - et B_(E)= -
. _l1—exp(ce(E=X)) _1-exp(ce(E=X)/A)

(4.77)Bis aE(E) = et BC(E) -

Comme: (4.78) lim «_(E)=Alim B_(E)=-c(E~X)=xo(E)=ABo(E)
€e»0 e-0
il existe donc €q,K,K',K1,K2>0 tels que:
(4.79) lo:e(&)lsxg-rx'; IBC(E)I5K1§+K2

Enfin on déduit du lemme (4.1.2)-1°/ :
IAE(E)I=ls€(x)I et IBe(E)I=ItE(x)I sont O(1) pour € petit et x<X. Ce qui nous

permet d'écrire compte tenu de (4.76) et (4.79):
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V Esx ITC(E)lsk§+k' et ISC(E)Isk1§+kz ou k,k'.ki,kz sont des constantes
positives universelles. Ceci montre le ii) puis le a/.

’ ’ & 2.
b/ (s, T e[L ®]:

On calcule:

S;(§)=ué(x)=ué(x) et T'€(§)=v;(x)=vé(x)

-

Donc: —c<S€(E)<XC; A

(T€<O

ou: A=Sup(1,A"') (lemme 2.3, chap. II). D'ou le b/.

o” 9” m 2 2 -
c/ (Se.Te)e[Lloc(R)] : découle du a/, du b/ et du systéme (4.75). La preuve du

lemme (4.2.1) est donc achevéem
IV.3~-3°/ Démonstration du théoréme (4.2):

a) (S‘:,Ts)e[H%M(R)]2 d'aprés le lemme précédent.
La compacité de L'injection: H2(I) —_— CI(T), I étant un ouvert borné de R

assure l'existence d'une suite {€n }¥0 telle que:
n->+o

1

(S_ ,T_ ) converge dans [d?
€n 1

2 . .
£n oc(R)] vers (SO,TO) solution du systéme:

S0 =—To¢(So)

(4.80)
AT=TOO(S )

(ehe g(uE ) converge uniformément vers 0).
n n

En ajoutant membre & membre les deux équations de (4.80), on obtient:

(S+AT)”(E)=0, V E€R @ (S +AT )(E)=mE+p, (m,p)eR>  (4.81)

IV.156



A et BC étant définies par (4.77) posons:

Ao(f;')=lim Ae(E) et BO(E)=lim BC(E)
e>0 €20

Ces limites existent dans C?oc(]—m,i]) et satisfont, en vertu de (4.78):
(4.82) V E<X, (SO-H\TO)(E)=(A0+ABO)(E)=mE+p

Comme (AE.BE)E|:L°°(]—<3°.)'<[)]2 il existe deux constantes positives k et k' telles
que: ISO(E)lsk et ITO(‘é)Isk', V E<k

L'égalité (4.82) entraine alors la nullité de 1la constante m; et (4.80) peut
alors s'écrire:

So=p-AT0
(4.83)
" _ D -
ATO—TO¢(p ATo)

b) Détermination des conditions aux limites:

i/ pour E2X, To comme Te est une fonction positive, décroissante. Elle admet

donc une limite finie lorsque E-»+®, Grace a (4.83), il est clair que T’é(@)

existe et est finie, par suite T‘(;(+00)=0 8 l=lim TO(E)=0 ou +o, d'apres
Er+®

® o . ,
I'hypothése mise sur ¢. Mais T€€L ([x,+®[) indépendemment de € (lemme 4.2.1,
i/) donc To est bornée a l'infini; par conséquent:

(4.84) TO(+°°)=0

ii/ lorsque E<X, on a d'aprés (4.76):
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Le méme raisonnement appliqué a Boel,m(—«),i) conduit a:
(4.85) To(—®)=+a>

(4.83) a (4.85) nous permettent alors d'écrire le probléme aux

associés a (4.83):
So=p-/\To TO(-®)=+®

(4.86)
“w_mh - =
ATO—T0¢(D ATO) T0(+®) 0

c/ Détermination de la constante p:

ZE(E)=S€(E)+AT€(E) est solution du probléme:

Ze—ceze=sc(1-A)T€+eheg(ue)

(4.87)
_A-1 (o) =
Z (—o)="0 2. (+2)=0

En multipliant l'équation ci-dessus par e

on obtient:

+®
—CEt ~ —CEt ’
e heg(ue)dt + c(l-A)J e Tc(t)dt }
13 13

+®

’ — cek
Ze(E)- cee {J

X'—-X

Il en résulte alors aprés une nouvelle intégration entre §€=i+
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xé sera choisi convenablement:

E +® +®
e“‘U e S h_g(u )ds +c(1—A)J‘ e_CEST;(s)ds]dt

Ee t t

(4.88) Z€(§)=Z£(§E)—€ JA

Nous allons estimer les deux intégrales intervenant dans le second membre de

(4.88):
cet —-CEs ~ € CELl _-—cCcEt €
(4.89) hEJ e dtJ e g(ue)ds < EJ e dt FE(E-EC)'
Ee t Ee
E +o g +o
(4.90) JP ecetdtJ e “ST (s)ds < J e“tdtJ e “*S(-TL(s)ds  (T.<0)
Ee t Ee t
E +®
sJ dtJ (—Té(s))ds (s=t)
. Ee ¢
g
< J Te(t)dt < k(&-&e) (lemme 4.2.1)
ge

Les estimations (4.88)-(4.90) nous conduisent enfin a la majoration:
€
(4.91)  1Z(B)-Z_(E) Ise(E-E,) (o+k] Ke(E-E), V E2E_

11 suffit alors de considérer une suite xé —S-> X telle que:
X'—-X

-, E
=X+
=X+

=0(1), pour obtenir:
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d'une part: Z€(§€)=i€(xé), avec ie(xe)sse(x)ﬂ\tc(x). V x€R;
et d'autre part, grace a (4.91):
(4.92) IZC(E)—QE(xé)Iz(?(e), sur tout compact de (E€.+°°)
Il est aisé de voir, en travaillant avec 1'équation vérifiée par ie que malgré
les discontinuités de sé et t;: en X, i€€¢2(R)n\Nl'®. Par suite ie converge dans
C:OC(R) vers io(x) qui satisfait par passage a la limite dans (4.92):
ZO(§)=io(i), sur tout compact de sur (Ee.+°°)

De plus, ZO est continue en X alors grace notemment au théoréme (4.1):

ZO(X)=1 im Zo(x)=l ir_n {so(x)+/\to(x)}=so(i)

X3 % x3%
on a donc: ZO(§)=so(i) sur tout compact de (E_,+®)
Enfin, ZO(§)=(SO+ATO)(E)ED. sur R; par conséquent:

(SO+ATO)(E)§p=so(x), sur tout R
Le probléme (4.86) s'écrit alors:

So=so(i)—ATo
(4.93) (4.94)a TO(-0°)=+0° (4.94)b To(+°°)=0
v __mn Sy
ATO—T0¢(so(x) I\To)

La démonstration du théoréme (4.2) est donc compléte. Nous prouverons

l'unicité d'une solution au probléme (4.93) en annexe. C'est donc toute la
suite (Se’Te) qui converge m

On se propose maintenant de préciser le comportement a l'infini de TO’ de
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faire le raccord des zones et d'établir unr relation entre so(i) et ¢:

IV.4-4°/ Comportement asymptotique d Ioz

a) Quanq E»-», on écrit l'équation satisfaite par BO=T0—ﬂ0 (Bo=-%(§-i)):
0w _ n - - - >
(4.95) AB =(B,+8) ®(sy(x)=AB,-AB,) E&s<x

Or, d'aprés théoréme (4.1): V x, Esx, BE(E)=t€(X)20 > BO(E)ZO et -,E\ST(')(E)SO.
pour tout E€R (lemme 4.2.1,b/)

Donc: V E€R, OSB(')(E)S%, B. est donc une fonction de Wl'w(]—w,i[) positive et

0

croissante. Alors:

. . v — . ‘ __E [P
lim BO(E)<+® 2 lim Bo(li)-o 3 lim TO(E)— A D'ou (4.94)a.

Er— Er— Er—>

b) Relation entre s (x) et ¢:

Intégrons de (—) a (+®) l'équation figurant dans (4.93) aprés l'avoir au

préalable multipliée par Tb. On obtient en utilisant a):
) +0
1 C —- ) { Py} o) —
EA.F -J TOTO¢[so(x) ATO]dg
-
0 n
_ t _dt - 0
—J (—7\- )( X—)¢[so(x)+t] (en posant t= ATO)
—®

D'ou la relation non linéaire suivante qu'on interprétera en fin de chapitre:

0
222 I (-t">¢[so(i)+t] dt
An

-®

(4.96) c
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¢) Quand E-»+®, on prouve la:
PROPOSITION (4.2.2):

TO' la solution du probleme aux limites:
v n -
AT =T &(p-AT ), peR
T(0)=Y T0(+®)=0

posséde, & +» le comportement asymptotique suivant:

vV >0, 3 EOER tel que V 52&0, on a:

i/ OSTO(E)Swexp[—-E / 9;(_D_X_{\_<}_)' si n=1.

1 2
ii/ osTo(g)gL 2(n+1)A ]“" g " !

(p—-Aat) (n-1)°

si n>l.

Démonstration:

L'assertion suivante résulte de la condition aux limites To(+co)=0:
(4.97) V o0, 3 EoeR tel que: V Ez&o OSTO(E)Sa

i/ Si n=1, (4.97) permet de minorer le second membre dans (4.96) pour donner:

” n -
AT 2T j&(p—Ax)

T,(0)=7 T (+@)=0

La fonction w0(§)=1exp(-§/ﬂp"'\—l\°ﬁl, est la solution du probléme linéaire:

Aw0=w0¢(p—l\a)

w (0)=y W (+0)=0
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Un raisonnement direct et classique montre que:

vV E20, OSTO(é)swo(E)

ceci montre le i/ 1

ii/ lorsque n>1 on arrive a obtenir encore:

(4.98) VE=20, OSTO(E)SWO(E)
ou w, est solution de:

v o n -
AW0 = WOd)(p Aa)

(4.99)
w0(0)=7 Wo(+®)=0

En effet, en posant: d=T0-w0 et en remarquant comme dans le lemme (1.22),
chap.l que: T;—w3=(To-wo)A. avec A>0, on arrive a prouver (4.98).

Enfin, un résultat did a Taliaferro ([A.6], p.105, cas II), nous renseigne sur
le comportement a +» de LA solution de (4.99):

1 2
2(n+1)A ]n-‘l E-n-‘l

(p-Ax) (n-1)2

Quand E-»+, Woa‘L

d'ou ii/ et la proposition (4.2.2)a

On a donc achevé 1'étude et le comportement asymptotique des solutions S0 et
TQ a l'intérieur de la zons interne. La démonstration du théoréme (4.2) est

donc complétem

On va passer maintenant a celle du dernier résultat de ce chapitre, ou l'on

investiguera la zone externe aval de la flamme.

On peut retrouver ce type de raisonnement dans Coppel ([0.5]).
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IV.4 COMPORTEMENT DES SOLUTIONS dans la zone de refroidissement:
Démonstration du théoréme (4.3):

1°/ 11 s'agit de la zone de refroidissement dans laquelle la température

commence a décroitre dés que x devient grand on introduit alors la variable

dilatée suivante:

n=x+e(x-Xx)

puis on va étudier pour N2X et € petit le comportement asymptotique des

fonctions suivantes:

Ue(n)=u€(x) et Ve(n)=v€(x)

Ue et Ve sont solutions du probléme:

n

Ve he
eU€ - cUe = —e_fe(ve)+e_g(ue)
(4.100) V:
AcVe - cVE = e_fe(ve)
Uc(x)=u€(x) U€(+°°)=O
(4.101)
Ve(x)=v€(X) V€(+0°)=0

2°/ Pour étudier la convergence de ces fonctions, on aura besoin du:

LEMME (4.3.1):

{W}£={U€+AV€} est dans un borné de wl'“’(]i,m[) indépendant de €
Preuve:
a/ AW IS MI+AIV (M) I=lu_(x)[+Av_(x)S1+A  (lemme 2.3, chap. II).

b/ We vérifie:
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h
" . - . €
(4.102) CWC ch = c(1 A)V€+—€g(U€)

qu'on peut écrire sous la forme:

h
., —cn/ey., _ _ ., _—cn/c . € _—=cn/e
e(Wee ) =c(1-MV_e +=e g(U)

qui donne apreés une simple intégration de n a -+w:

+® h <+
(4.103) —ew;:e'm“:c(l—A)J v:_:(t)e“c‘/edt + ECJ e—Ct/eg[Ueldt
n n
avec:
+® +® v
(4.104) C(I—A),[ Vé(t)e":t/edt < cl(l-A)IJ (-V'E(t))e_"t/edt (car v;:c—cso)
n n
<cl 1-1\|vE(f<)e“"”/E n2x
t: (4.105) Re - ~CUEs(u ydt < s:E —en/e (U_)sg(1)=1)
et. . € e g € cee car g € g -
n
< eKe CVE (lemme 4.1.1)
Oon déduit alors de (4.103)-(4.105):
eIWé(n)le—cn/a < c|1—/\1e‘°"/€v€(5<)+e:xe“’”/C

D'ou, grace a (4.46), l'estimation suivante indépendante de € et de n:

VvV _(x) v_(X)

- +K=cl1-Al -

lWé__(n)l < cl1i-Al

Le lemme (4.3.1) est donc prouvéo
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3°/ Preuve du théoréme (4.3):

Ve(n)=ve(X) est une fonction positive décroissante, par suite:

OSSupIVC(n)ISVE(i)=VE(§) — 0
nzx €20

Par conséquent:

(4.106) V. converge vers O dans cO([x,+]).

4°/ Intégrons maintenant 1l'équation (4.102) de (Xx+8) a mx+5 (&0), on

obtient:

n
h
(4.107) eWé(n)—eWé(i+6)—cWE(n)+cW€(i+6) = c(1—A){v€(n)—ve(i+5)}+EEJ g(Ue)dt
%+

D'aprés le lemme (4.3.1), il existe {€a}¥0 telle que: {W_ } converge vers W,
n>+o n

dans C?oc(]§,+®[). Utilisant (4.106), on a donc la convegence de Ue=W€—I\VC

vers U0 dans C?oc(]i,+®[). On passe alors a la limite dans (4.107) quand €=0,

en notant que:
i) lWé(n)l est borné V neK (lemme 4.3.1), K étant un compact de [X,+x].

ii) Ve converge uniformément vers O sur [X,+®| (d'aprés 4.106).

€0
iii) g(Uc)Sl et g(Ue) _— g(UO), uniformément en mn, sur tout compact de

(X,+®). On applique alors le théoréme de la convergence dominée de Lebesgues
n n

g(Ue)dt vers J g(Uo)dt.

pour obtenir V nekK, la convergence de J
x+6

xX+8
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D'ou finalement:
n

—cWO+cW0(x+8)=h*I g(UO)dt

X+6
dont la dérivée au sens des distributions s'écrit:

-cW6=hxg(UO). sur tout compact de |x,+®[

Or, W0=U +AVO=U0 (car VOEO). Alors:

0
-CUO(TI)=hkg(UO)

Enfin:

U (x)=lim U _(Xx)=1lim ue(i)=1; et il est facile de voir que u_ est décroissante

0 €0 €20

quand x»+»; il en est de méme pour les fonctions Ue et UO' Elles donc méme

limite quand m»®; la convergence est donc globale.
REMARQUE sur le comportement asymptotique de U0 lorsque P +m;

Si g’ (0) existe et g’ (0)>0, on peut considérer l'équation linéarisée:

dUO__hz ’
an e g’ (0)
U(x)=1

Un raisonnement classique montre que U, admet une décroissance exponentielle

0
quand np+o:;

Uo(n)zexp (—h*g' (0)n/c)

IV.5 RELATION LIMITE entre c et hx lorsque A=1:

On va effectuer le raccord des dérivées entre les zones externes amont et
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aval ce qui nous conduira a une relation limite liant ¢ et hx et qui se
traduit physiquement par les conditions limites d'extinction d'une flamme
laminaire.

Dans toute le suite, on supposera A=1. En effet, le cas A#1 fait apparaitre
v’ (x)

lorsque x>X un terme du type qui semble difficile a estimer.

€
1°/ Pour A=1, réécrivons l'équation satisfaite par: Zs(x)=s€(x)+l\t€(x). X €R,

- - h
” , p— C -~
Ze(x) cZe(x)-——e g(ue)

u_(x)-uo(x) v (X)=vo(x)

ou, rappellons-le: se(x) = et te(x) =

€ €

-

Oon peut vérifier sur l'équation ci—-dessus que Z€€¢2(R)nw2’®(l2); Z . converge

€

donc vers Z0 dans GZ}OC(R) solution du probléme:

Au AI - - 1
Zo(x) cZo(x)—h*g(uo). ZO€C (R)
on intégre alors cette équation de —® a X en se servant de la définition de u

0
(chap. III):

X
Zé(i)=c20(i)+hxj g (eC(t-X)) dt

-®

1
=cZO(i)+h*I/c avec: IEJ %lds
0

hx

pour x2x: io(x)=£0(i)——(x-i); d'ou:

Il est également facile d'exprimer 2 P

0

vV x2X, Z(')(x)=--}<:—* qu'on égalise avec l'expression précédente de Z(')(x) pour
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ir: > (gy+hx=_hx
obtenir: cZO(x)+c I= -

Or, Z,(x)=1lim Zo(x)=1im {s +At }=s (x) (théoréme 4.1). D'ou la relation:
X3 X X3X

2y Dz _hx 2. (3)=
cso(x)+c I= o o hx(1+I)+c so(x)—o (4.108)

2°/ Rappellons enfin la relation donnant so(i) en fonction de ¢ obtenue par

le théoréme (4.2) pour A quelconque:

0

2_ 2 D -

c'= A"J (-t) ¢[so(x)+t]dt
-

qui peut, grace a (4.108) s'écrire lorsque A=1:

0

(4.108)Bis  c°= -2—J -0"o[-22a+n+t]at
A" c?
-®
On définit alors la fonction:
o: R — R
0
X > B(x)=2 f (-t)"o(x+t)dt
An
-

Il est aisé de voir que ® vérifie les propriétés suivantes:

d>(0)=c§d (d'aprés H/4-4) et (4.6).
® est positive et vérifie: $(-x)=0 (grice a H/4-3)

® est continue, strictement croissante, car ¢ l'est aussi (H/4-2)
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I1 en résulte alors d'aprés le théoréme des fonctions réciproques que ¢ admet
. . -1 . . .
une fonction inverse que l'on note ¢ continue et strictement croissante.

(4.108)Bis prend alors la forme:

2

c2=<l>[so(i)] [ so(i)=¢—1(c )

- 2,2 . . .
Comme so(x)=—h—’;(1+l)<0, alors: ¢ <cad & c<cad. La relation suivante en découle
c

~directement: --}-1—;(1+I)=¢—1(cz). soit:
c

(4.109) -Eg(l+1)+cz¢-1(cz)=0
C

La proposition (4.4) est donc prouvéem

2°/ Discussions a propos de la relation (4.109)

a) On peut esquissér les courbes représentatives de ¢ et d>-1:
y
.'\'
e2 ¢
- ]
] 2 X
(x
S ¢

b) Il est aisé de voir sur ces courbes que:

hx=0 & ¢=0 ou c=ca4q

ce qui a été prouvé de maniére directe par la proposition (1.10) (chapitre I).
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¢) On voit aussi que:

hx20 & OSCSCad

ce qui confirme la condition suffisante d'existence obtenue au chapitre I, qui
etait apparue pour assurer justement la positiviteé de

h0 lors du calcul du degré topoogique.

d) (4.109) définit une fonction hx=h(c) continue et positive V c€]0,caal; soit

donc H=Sup- h(c). Alors V c€]0,caql, hx(c)sh ( la courbe c(h) présente
0<c<cCad

d'ailleurs un point de retournement ).

Ceci signifie que pour une célérité d'onde inférieure ou égale a celle de
l'onde adiabatique, 1l'intensité des pertes thermiques doit é&tre inférieure a

une certaine valeur.

Lorsque (15(s)=)<eS , on montre (cf [A.10],[A.11]), que h est inversement
proportionnel au diamétre du tube dans lequel est entretenue la flamme.

Physiquement, ceci explique pourquoi la propagation de 1la flamme n'est
possible que pour des valeurs du diamétre d=d; ou d représente la valeur

minimale de d, appellé diametre de coicement ("quenching diameter").

e) Dans le cas typique ou ¢(s)=xes, la relation (4.109) prend la forme:
2 2
hx(1+I)+c LH(T]
Cad
En effet, on peut vérifier dans ce cas que: ¢(x)=¢(0)¢(x)=xexc§d. On retrouve

ainsi de maniére rigoureuse 1la relation obtenue par le procédé d'analyse

asymptotique formelle dans [A.10], [A.11].

Enfin, pour clore <ce dernier chapitre, on va esquisser les courbes
représentatives des différentes solutions limites obtenus dans les sections

précédentes.On donnera aussi en annexe une autre démonstration du lemme 4.1.1.
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ANNEXE 1V.1

I/ Profil des correcteurs dans la zone externe amont:

y

- —— - - _— - -

so(§)=¢"<c2>

1I/ Dans la zone interne:

A4

———-
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III/ Dans la zone externe aval:

bl
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ANNEXE 1V.2
On se propose de donner ici une autre démonstration de lemme (4.1.1):
(A.1) 3 €0,k>0, tel que: o<he<ke, V e<gq

lere étape:

Une intégration de y>0 a Xo,, défini par le lemme (3.2) de l'équation en u,
préalablement multipliée par ué fournit l'estimation suivante dans laquelle on

a omis l'indice €:

X0 X0 Xo
%Iu’(y)l2+cJ Iu’(o)lzdo =X“J v'u’ fu)do - hJ u’ g(u)do
7 ¥ ¥

X0 X0
s

(l;u]"(-‘lm[-“—'i) do (A.2)

1 , 2 n .,
> Elu M SJ vV u ﬂu)dosJ - e -

b 7
pcme étape:

. u-1_ u-1 u-1 . C e ae .
Ecrivons: —E—=a—-E—+(1—cx)—€— ou a sera choisi judicieusement

Alors, si a<l:

= - u-1_u-l1_._»Z
u-1<z=u+Av-1 23 IL:Soz€+(1 ot)e

Sa-l-l-—;—l--#-(l—a){ll—l\l%—kx%}, en majorant
z a partir de (8.29) (ou k>0). D'ou:
u-1_(u-1 _ _ RO PP
(A.3) —E—S(T){a (1—o)Al1-A1} kxZ(1-a)
u-1 h .
Sk1?-k27—€- si x2y

avec: k1=ax(1+Al1=Al)=rl1-Al et k2=(1-a)k.
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Al1=Al

Il suffit alors de choisir a tel que k1>0 & 1>a>ml

geme étape:

Combinant (A.2) et (A.3) on aboutit a:

Xo

Swan® 227 (2 otk ao
¥

(uo—i)/C
<2 (—t)n¢(k1t—k27%) do (uo=u(xo))

(u(yr-1)rse

0
< x“J (—t)“¢[k1c-kzy%]dt

-

0

J (—T)n¢(T-k27%) dT

-

D'ou:
1, .. 2 h
(a.4) sl (! sK@(-kzyg)
Or,
Y ¥ b
—u’(7)+cu(1)=J v"f(u)do —hj g(u)do = u’(y)zcu(y)- J v"f(u)do
0 - 0
7
ZCG—J v"f(u)do
0
Et donc d'aprés (H-4/3): u’(y)2cH, pour € petit. (A.5)

(On pourra prendre 0<7<a5x€, X étant défini dans le lemme 3.3)
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On déduit alors de (A.4)-(A.5):

1 221, , 2 _ h h_
3¢ 3] s—z-lu (¥) 1 “<K¥( kzyc) = €—C7(1)

grace aux propriétés satisfaites par ¢. D'ou (A.1m
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ANNEXE 1V.3
On donne ici une bréve démonstration de l'unicité d'une solution au probléme

(4.16) qu'on peut écrire sous la forme:

Au”=u"®(p-Au), peR.
(A.6)
u(-o)=+w; u(+®)=0

On vérifie facilement que toute solution u de (A.6) est positive,

strictement décroissante et satisfait le probléme suivant équivalent a (A.6):

0
u’:f(u)z—/l\/%njl\ (—t)"(b(p+t)dt
-Nu

u(+)=0.

(A.7)...

Utilisant 1la stricte décroissante de 1la fonction u, on applique alors 1la
méthode de l'hodographe en introduisant la variable :

z=u’[u'1(s)] ou s=u(x). L'équation dans (A.7) devient alors:

sur [0,+®[

z(s)=£(s)
z(0)=0

dont l'unicité est triviale.

Si u, et u, sont deux solutions du probléme (A.7), il en résulte alors que:

ui-u2=0 sur R 2 ul—u2=Cte=(u1-—u2)(+°°)=O 2 u =u, cqfd. =
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