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S E C T I O N  0

INTRODUCTION

Dans l’étude des solutions de systèmes hyperboliques comme par 

exemple les équations de Maxwell, on s ’intéresse tout d ’abord au tracé de 

rayons, ce qui devient dans le formalisme microlocal l’étude de la propa

gation des singularités. De nombreux travaux ont été consacrés à ce sujet, 

tant pour la propagation libre que pour les problèmes aux limites.

L ’étape suivante consiste à étudier la polarisation des solutions.

On sait que de nombreux phénomènes physiques intéressants en optique sont 

liés à la polarisation de la lumière. Citons par exemple le cas des cris

taux biréfringents ou des verres polaroïds.

Dans [1] N. Dencker a donné une définition microlocale de la polarisation 

d ’une distribution vectorielle qui correspond à la traduction microlocale 

du tracé de rayons. Dencker démontre dans [1] que pour des solutions de 

systèmes d ’équations aux dérivées partielles qui sont en un certain sens 

à caractéristiques réelles simples, on peut prédire la propagation de la 

polarisation le long des rayons.

On observe une torsion de la polarisation le long des rayons qui vient 

des termes d ’ordre inférieur du système.

L ’objet du présent travail est d ’étudier la polarisation des 

solutions de problèmes aux limites. Les résultats de Dencker traitant le 

problème de la polarisation à l’intérieur, il reste à étudier le problème 

de la réflexion au bord.

On suppose que u est une solution d ’un problème aux limites vérifiant 

des hypothèses convenables. En un point du bord arrivent plusieurs 

rayons, éventuellement tangents au bord. On suppose que l’on connait la
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polarisation de u sur un certains nombre de ces rayons (polarisation 

entrante), et on veut déterminer la polarisation de u sur les autres 

rayons (polarisation sortante).

On observe alors que la polarisation sortante est l’image de la polari

sation entrante par une application linéaire qui dépend de la condition 

au bord. L ’intérêt de ce résultat n ’est pas que théorique car il montre 

que l’on peut déterminer une condition au bord inconnue en envoyant sur 

le bord des rayons avec une polarisation donnée et en observant la pola

risation sortante.

Dans la Section I, on introduit quelques espaces de fonctions 

et de distributions sur une société à bord et on rappelle le calcul des 

opérateurs pseudo-différentiels totalement caractéristiques introduits 

dans [2].

Dans la Section II, on rappelle les résultats et définitions 

de N. Dencker sur la polarisation des solutions de systèmes d ’équations 

aux dérivées partielles à l’intérieur et on introduit une notion de po

larisation construite sur des espaces de régularité finie.

Dans la Section III, on introduit la classe de problèmes aux 

limites que l’on va étudier et on démontre les principaux résultats sur 

la propagation de la polarisation le long de rayons transverses et tan

gents au bord.

Dans la Section IV, on utilise les résultats de la Section III 

pour démontrer des résultats sur la réflexion de la polarisation. On don
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ne pour finir des exemples où l fon applique les résultats précédents aux 

équations de Maxwell, à 1’optique des cristaux et aux équations de la 

magnétohydrodynamique linéarisées.





PREMIERE_PARTIE
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if SJ.H. |j
S E C T I O N  I

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET FOURIER INTEGRAUX 

TOTALEMENT CARACTERISTIQUES

Dans cettR section, nous introduisons quelques espaces de 

fonctions et de distributions sur une variété à bord et nous rappelons 

quelques résultats sur les opérateurs pseudo-différentiels et intégraux 

de Fourier introduits par Melrose dans [2].

I.]. ESPACES DE DISTRIBUTIONS ET DE FONCTIONS SUR UNE VARIETE A BORD ([2])

Soit M une variété à bord C de bord 8M et M = M \  3M

oo oo
On notera C (M) 1 ?espace des fonctions C jusqu’au bord sur M ,

oo oo
et Cc (M) l’espace des fonctions de C (M) à support compact. On les 

munit de la convergence uniforme des dérivées sur les compacts de M .

• oo oo * oo oo
C (M)c: C (M) et Cc (M) C^ (M) désignent les sous espaces formés 

des fonctions qui s’annulent à tous les ordres sur 3M .

oo o
D ’(M) = (Cc (M)) ’ e s t l fespace des distributions sur M prolongeables,

♦ ’ * OO . . .
et D (M) = (C^ (M))’ est l’espace des distributions supportées par M .

o » o 1
On notera £ * ( M ) c D’(M) et >1 (M) c: D (M) les sous espaces formés des 

distributions à support compact.

Enfin on a besoin d ’espaces de régularité finie.

On suppose donc q u’on a choisi des coordonnées locales (x,y) près de 

3M de telle sorte que 3 M = { x = 0 }  et x >  0 sur M .

Pour s 6-; E  . on définit alors l’esnace suivant :
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déf . 
Définition 1.1. 3iS (M) = {u € (M) |D^u 6 C° (K. , HS_J (E^)) V j€ W  }

x x y
s u  • •

oü H (^y) désigne l fespace de Sobolev classique dans les variables y .

1.2. LE FIBRE COTANGENT COMPRESSE. ([2]).

Dans [2J Melrose définit un fibre vectoriel T (M) qui est le 

support naturel du utilisé pour l’étude des problèmes aux limites.

Nous en rappelons la définition et nous donnons quelques propriétés.

oo
Soit 1/cC (TM) l’espace des champs de vecteurs sur M tan-

oo
gents à 3M . C ’est l’espace des sections d ’un fibré vectoriel C 

que l’on note TM „ Pour m € M  on considère la relation d ’équivalence 

sur 1/ :

/

( V - V )  f (m) = 0 V f e  C°° (M) (2.1)

V ~  
m • <

si m € 3 M  d ( ( V - V ’)g) (m) = 0 Vg€C°°(M) avec g = 0  sur 3M.

On a la proposition suivante : (Lemme 2.2.1 de [2]).

Proposition 2.1. On peut identifier V/^ à T M de telle sorte que 
-------------------  m m

V - C°° (TM) et il y a une application C°°(2.2) TM ->■ TM d'image 

TM U T(3M)

O
Démonstration: Au dessus de m £ M  la condition (2.1) est vide donc

définit la fibre du fibré tangent TM . Donc si m è  8M T M = T  M . Si
® r m m

m € 3M prenons des coordonnées locales (x,y) avec M = {x=0}. y®(yj,...,y ).
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n 3 0
Les éléments de l/ s'écrivent I a.(x,y) -—  + xb(x,y) —  et la classe

• i J  dy. dx
J=1 J

de V par m est déterminée par (b(m), aj(m),. . . ,a (m) ) l’application 

(2 .2)qui envoie (b,aj,...,a^) sur (xb,aj,...,a^) vérifie les propriétés 

de la proposition 2 .1 . #

Soit T*(M) le dual de TM . Par dualité, l’application (2.2)donne 

une application t t  : T*(M) T (M) •

Dans des coordonnées locales, une section de T *(M) s’écrit :

-1 n 
a = A(x,y)x dx + I n.(x,y) dy.

j =i  J J

où dy. , x ^dx est la base duale de , x ( x 77- est
3y. dx 3x

considéré comme une section de TM ) , alors l’application t t  s ’écrit :

n . n 
dx

Ç dx + I n . d y . xÇ —  + I n . d y . ,

j-i J J x j=i J J

on a donc À = xÇ , n = n

*
on voit donc en séparant les cas x = o  et x > o  que l’image de T(M) par t t  

s identifie naturellement à T (?M)UT(M). C ’est sur ce dernier ensemble qu’est

défini le WF.u de [7]. 
b

1.3. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS TOTALEMENT CARACTERISTIQUES.

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition et quelques 

propriétés d ’une classe d ’opérateurs pseudo-différentiels sur une variété à
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bord. . Leur principale propriété est la fa<£on dont ils préservent les

valeurs au bord. On se place sur M = IR X lRn avec les coordonnées naturelles

z = (x,y).On considère des opérateurs qui s'écrivent sous forme d'intégrale 

oscillante :

(3 .1)

/sy
avec a(z,£) = a(x,y,x§,T|) et a(x,y,X,T])

✓ P *1 00 / 00 / * *
Il est démontré dans [2j que A envoie C (M) dans C (M) , et * (M) dans D*(M).

c

Définition 3*1. • L*espace L^(M) des opérateurs pseudodifférentiels totalement
” ....  D

caractéristiques est 1*espace des applications linéaires continues 

00 00
A : C (M) — > C  (M) telles que p 'Ap est de la forme (3.1) pour tous 

c

P ,p' 6 C°°(M) . 
c

On peut définir le symbole principal de A 6 L™(M) qui est une fonction sur
b

T-"-(M) .

Proposition 3.2 : l'application symbole principal est un isomorphisme :

Proposition 3.3. • On a une application ( )^ L ™ ( M ) — ^ Lm (ôM) telle que

Vu € C°°(m+ , £  (lRn )) V A t L™(M) Au i = (A) u .
o b Ix=o d  |x=o

En effet on voit facilement sur la formule (3.1) que A est défini par
o

A u = (2k) n '’ e 1 ^  y  ^  a ( o , y , o , T | ) u ( y ' ) d y ' d T l
O

et. O " a : o ^ )  = a .(A )  |T* (SM)

On a un calcul symbolique pour les opérateurs de L^(M) que nous ne rappelerons
b

00 ® o
pas et qui coinclde avec le calcul symbolique dans L (M) au-dessus de M .

Au(z) = (2k) * J ^i(z z )£ a (z,£)u(z')dz' ôQ

e s* n(Mx»n*b . i,o x,n

o
m

: L > ) /
D

L™"1 (M)
D

----- >
s"-1(Ï*M)

sm( r^M) /
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Nous nous contentons de renvoyer à l*article original de Melrose [2] pour

une étude complète de ces opérateurs. Rappelons simplement la définition

de WF u associée à ces opérateurs, 
b

Définition 3.4 : Si u 6 D'(M) WF u = f| 9 A ^ L°(M) à support propre
------------ b L b b

*»_

et Au 6 A(M)] où £,(A) ^  T (M) est 1’ensemble caractéristique de A .
J b

I .4. TRANSFORMATIONS CANONIQUES A BORD ET OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER 

TOTALEMENT CARACTERISTIQUES.

On connait la définition d’une transformation canonique y entre 

deux variétés sans bord. Si X et Y sont deux variétés à bord on peut 

demander que y préserve le bord i.e.y(ôT (X)) C 3T (Y) (4.1).

Proposi t ion 4.1 : Si X et Y sont deux variétés à bord et y ! 0 — > T?\^0\O est

une transformation canonique qui vérifie (4.1) avec Q ouvert conique de

iï -1 iï #
T (tf)\0 et si (i ) (i P) 0 (Q H âT (X))est connexe V p Ç (q f| ÒT (X)), il 

X X
existe une unique transformation canonique ò.y : i (Q fi (X) J N (ÒX))__*T (ôY)

telle que le diagramme commute :

-tt -tt X ir
Q H ÒTIX/N (ÒX)  > Ô T  (Y)

-tt ifr
i i
x y

4/ 1/

T# (òX) ___AL_^T»«-(ô Y)

ici i* désigne la projection naturelle de ôT^fx) sur T(ôX) .

x ,
Pour se debarasser de l !hypothese de connexite des fibres de i on utilise 

des germes de transformations canoniques. De plus on veut des transformations 

canoniques qui conservent les fonctions de (x,y,xÇ,T]). Pour cela on intro

duit l fespace de fonctions suivant :
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Définition 4.2. : Soit p € ôT et C (p ) l'anneau des germes en p de fonctions

00 00 
C sur T\M)«0n dit que f € C (p ) a des traces polynomiales d'ordre t 6 7L

si dans toutes coordonnées canoniques duales (x,y,Ç,T|) en p telles que

M = [x ^ 0} on a : ô^f (o ,y ,g ,T|) est un polynôme en g de degré ^ k+t

Vk ;> 0 . (4 .2)

00
Cet espace de germes est note .

00
On vérifie facilement que C est l'espace des germes en p des fonctions

o P
oo  ̂  ̂ ^

C sur T (M). Et il suffit de vérifier la propriété (4.2) dans un seul sys

tème de coordonnées canoniques.

Définition 4.3 : Si p '6 Ô T ^ N ^ Ô X )  , p 6 ÔT^Y) un germe de transformation 

canonique à bord est un germe ^ de transformation canonique ̂  :

T^X), *__Qui vérifie (4.1) et telle que : x" C°° — » C Vt 6 ZZ . (4.3)*

La proposition suivante montre qu'il suffit de vérifier (4.3) pour t = 1.

Proposition 4.4 : ^ est un germe de transformation canonique à bord ssi ^

00 00 

vérifie (4.1) et x À  appartient à C pour un (i € C 1 qui n'est pas
1 j p 1> P

/ ^ - 1  #constant le long de la fibre (i ), i p .

Ca

On peut interpréter la définition 4.3 à l'aide de T M

Proposition 4.5 : un germe de transformation canonique y T @0, p,__

vérifiant (4.1) est un germe de transformation canonique à bord si et 

seulement si il se relève en un difféomorphisme local :

X ; --------- > ^ - T

n n
x y
•* y

V  : T X, _______ * T Y,
* p » * p

On peut quantifier ces transformations canoniques par des opérateurs inté

graux de Fourier qui s'écrivent formellement comme intégrale oscillante :

avec 7Z Op1) = P !
X

7t (P) = p
y

X t 'OO, p, _ ^ t 1y),p

vérifiant (4.1) est un germe de transformation canonique à bord si et

seulement si il se relève en un difféomorphisme local :

T^X), *__Qui vérifie (4.1) et telle que : x" C°° — > C Vt 6 ZZ . (4.3)* (4.3).
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F u U )  - J ei ï < z . r , * 5 ;e>-i“’5 a(z,y' ,xj ,e) u(z')dz' dg d9

avec (f 6 C (MxlHn x ]RN * \ 0) réelle et homogène de degré 1 en (|i,0) £ 1R^ + ̂

 ̂ m, n N + l » x 
et a € S (MX]R x ]R \ 0) .

On a la proposition suivante analogue à Prop.3.3 •

Proposi tion 4.6 : On a ^u |x _0 ~ ^ ^ U |x-o^ ^  0S^ Un °P^ra^eur intégral 

de Fourier associé à à\ .

1.5. QUELQUES PROPRIETES DE L'ESPACE^  .

g
Démontrons quelques propriétés de 1 'espace K  qui seront nécessaires 

par la suite.

m . o o  1 *
Lemme 5.1 : Soit u é (Df(M)) tel que D u -  G(x,y,D )u t C (M) avec G 6 L (M).

x y

Alors si u 6 (KS (M))m on a : Au 6 (}CS (M))m , V A t L°(M) à support propre.
b

Démonstration : On va utiliser le théorème de préparation de Malgrange pour

-1 o 1
écrire A sous la forme B (xD -xG) + C avec B 6 L (M) et C € L (M).

o x b

+°o

Soit a(x,y,A,T|) = £ a^(x,y,X,T|) avec a  ̂ 6 S^ (M) le développement asymptotique
i =o

du symbole de A. Cherchons B sous forme de série asymptotique

+  00

b (x ,y ,X ,T|) £ b ^  (x ,y ,X ,T|) avec b_. € S ^ ( M )  .

i -~1

D*après le théorème de préparation de Malgrange il existe b € S *(M) et
-1 b

o '
c € S (M) tels que : a (x,y,X,T|) = b ( X U - x g  (x,y ,TI)) + c (x,y,7)). 
o o — l m l  o

Soit a (x,y,X,Tl) le terme d'ordre -1 dans le développement d© a - b o(xD -xG)-c
_2 -1* ~ X °

on peut à nouveau trouver b S^ (M) et € S (M) tels que a  ̂ =

_2
b (XII -xg4 ) +■ c et a-(b 1+b-2)o(xD -xG ) -c -c. 6 L (M) . On peut ainsi 

-2 m 1 —1 - 1 x o —1 b
éliminer tous les termes du symbole complet de a . Donc il existe

B 6 L *(M) et C f L (M) tels que A = Bo(xD -xG) + C modulo SL Alors :
00

Au = Cu modulo C (M) .
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D'autre part comme D u-G (x,y,D )u 6 C (M) Cu € (KfiM) ) ”1 si et
x y

seulement si Cu € C°(]R , H (IR )) et comme C 6 L (M) , Cu Ç C (IR , H (IR ))
x y x y

On a donc démontré le lemme. f .

s s
On a la propriété suivante qui fait le lien entre les espaces K  (M) et H (M) 

pour s > 0 .

oo 1 *
Lemme 5.2 : Soit u 6 D'(M) solution de D u-G(x,y,D )u 6 C (M) avec G t L (M) , 
------- *—  x y

g
tel que u € K  (M) microlocalement en (x,y,g,7]) avec x > 0 , s > 0 ; Alors 

g
u 6 H (M) microlocalement en (x,y,§,T)).

Démonstration : K S (M) est inclus dans L^ (IR . H S (]Rn )).
---------------  loc x y

S o
Si u 6 JC°(M) microlocalement en (x,y,§,T|), il existe a 6 S (M) elliptique

en (x,y,g,T)) tel que a u é!KS (M). Il faut remarquer que comme

oo *
D u-G(x,y,D )u 6 C (M) , d 1 après le lemme 5«1> notion d'appartenance
x y

* s
microlocale a K  (M) ne dépend pas de a . Notons v = au . On a donc :

(5.1) J(l+ |Tl|2)S |v(§ ,Tj) |2 d§ dT] < + » . D'autre part WFu f| {T|=o} = 0  .

Dans (5-1) on peut donc intégrer seulement sur un cône |§| £ C |T\ | . 

on a : f ( 1 + | § | + |t] | )23 | v(§ ,1\) 12d§ d^ < + ® car sur |§| £ C | | ,

kkciTil

1 + I d + h l  ^ C(1 + |n|). Donc v € HS (M) # .

Donnons enfin quelques notations :

On suppose q u fon a fixé des coordonnées locales au voisinage de ôM (x,y)

avec ôM = fx=o] . On notera L™ „(lRn ) et Lm ,(lRn ) l'espace des opérateurs
J P,ô y cl y

pseudodifférentiels d'ordre m de type p ,6 et classiques dans les variables

m ' m ' oo —  + ni n
y , pour m 6 TR , et L *(M), L (M) les espaces C (IR ,L C(JR )) et

y i o x P ,o y

C (IR , Lm (]Rn )). On notera L ™ 1̂  (M) et Lm .,P (M) l'espace des opérateurs de 
x cl y P,ô cl

P f

la forme £ P D^ avec P 6 L*” ^ (M) et L ™ ^  (M) . On notera Lm , P (M) l'espace 

H=o V x %  P> C b

des opérateurs de la forme ? P D^ avec P 6 Lm ~^(M) On notera S™ „ S™ ,
u x u b H , î>, cl

(i=o r r 9 9
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S* les classes de symboles associées à ces classes d'opérateurs. Si q est

00
une fonction scalaire dans C (T M) le champ hamiltonien de q, H , s'écrit dans

q

les coordonnées (x,y,X,T|) :

„ dq . ôq . ^ ôq . dq .
ôA x dx X  ̂ÔT]. yj ày . T|j

Si p et p sont deux mxm matrices dans S (M) on note :
b

{p,p} = d pxd p - à pxd.p + E 5. Pô p - 0 pô p 
x x * x i=i yj y j ^

s i  n
et p = p + x ô ô.p + £ à ô_ p ) .

m -1 m -1 2i A x X . . y. 11.
i=l J 'J
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S E C T I O N  II

FRONT D'ONDE POLARISE D'UNE DISTRIBUTION VECTORIELLE 

ET PROPAGATION A L'INTERIEUR

Dans cette section nous commençons par rappeler les résultats et 

définitions de N. Dencker [l] sur le front d'onde polarisé d'une distribution. 

Nous introduisons une notion de front d'onde polarisé nécessaire pour étudier 

les solutions de problèmes aux limites. Nous donnons aussi quelques propriétés 

de ce front d'onde polarisé.

II.1. LE FRONT D'ONDE POLARISE D'UNE DISTRIBUTION VECTORIELLE SUR UNE VARIETE 

A B ORD.

00
Dans tout ce paragraphe X désigne une variété C de dimension n .

Définition 1.1 ([l]) : Soit u € (D'(X))m . le front d'onde polarisé de u est :

déf ^

WFpol u = fl N avec N = {(x ,w) € T (X) \ 0 X Œ™ |w 6 Ker a (x ,g)}
A A

Au € C°°(X)

où A désigne un 1 X m système d'opérateurs pseudodifférentiels dans L°^(X), 

de symbole principal a(A) = a(x,§).

On notera WFpol u (x,Ç) la fibre de WFpol u au-dessus de (x,§). WFpol u indique

m oo
dans quelles directions de <E u est microlocalement C . Dans la suite on

3
aura besoin d'une version H (X) de WFpol u , notée WFpol u que l'on définit

s

de fa^on analogue en demandant Au 6 H (X) .

On a les propriétés suivantes pour WFpol u et WFpol u :
s

Proposition 1.2.([lj). 7r ( W F p o l u \0) = WF u (resp .;t(WFpol u\0) = WF u), si n 
— ^ s  s

•W* m s
est la projection de T (X) X <L sur T (X) et WF u le front d'onde H de u .

s
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Proposition 1 . 3  ( C l ] )  : Si A est un lXm système dans LP _(X) de symbole principal 
-------------  cl

a(x,Ç) alors a(WFpol u) c  WFpol Au (resp.a(WFpolgu) c  WFpolg ^Au) si 

a(x,§,w) = (x,§,a(x,§)w)

Proposition 1.4 (Cl]) : Si E est un mXm système dans L ^ ( X )  de symbole principal

e(x,Ç), elliptique près de (x ) 6 T (X)\0, WFpol Eu= e(WFpol u)
o Jo

(resp. WFpol Eu = e(WFpol u)) au voisinage de (x ) .
s-p s o o

Dans C l ]  N. Dencker introduit des systèmes de type principal réel et les orbites 

hamiltoniennes de ces systèmes, dont nous rappelons les définitions.

Définition 1.5 (Cl]) : un mXm système P 6 L*\ (X) de symbole principal p(x,Ç) 
—— — — — —  cl

est de type principal réel en (x ) 6 T (X)\0 s'il existe un mXm symbole
o o

p(x,F) tel que : pp = q(x,Ç) II au voisinage de (x ,Ç ) , où q(x,c) est un 
3 m o o

symbole scalaire de type principal réel et II est l'identité de <Em .
m

Définition 1 .6 (Cl]) • avec les notations de déf 1 .5 , on note D^w =

1 r f\r > S \ ® ^  / \ \ '
H^w + —  [p,p] w + ip p^  ̂ w , ou w est une fonction C sur T (X)\0 a 

m s
valeurs dans (E et p est le symbole sous principal de P . Les orbites

m -1

hamiltoniennes d'un système P de type principal réel sont les ensembles 

T = {(x,Ç ,w(x,§)),(x,§) 6 y} où y est une bicaractéristique nulle de q et 

w(x,g) € Ker p(x,Ç) vérifie D^w = O .

Le résultat essentiel de Cl] est que WFpolu , pour u solution de Pu 6 C°°(X) 

est une union d'orbites hamiltoniennes de P . C e  résultat s'étend immédiatement

à WFpol u
s

Théorème 1.7 : Soit u solution de Pu = f . avec P 6 L P ,(X) de type principal1 cl
g

réel  ̂ si f est microlocalement H au voisinage de (x ), WFpol u
o o s+p—1

est une union d'orbites hamiltoniennes de P au-dessus d'un voisinage de

(x .
o °o
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II.2. LE FRONT D'ONDE POLARISE D'UNE DISTRIBUTION VECTORIELLE SUR UNE VARIETE 

A B O R D .

y \ 00 °
Soit M une variété à bord C de bord ôM et soit M = M\dM . On va introduire

3
une notion de front d'onde polarisé construit sur }C (M) qui sera défini unique

ment pour les solutions de systèmes non caractéristiques. Vu le problème qui 

nous intéresse et qui est énoncé dans la section IV, il ne nous a pas semblé 

nécessaire d'introduire une notion de front d'onde polarisé construit sur le

WF^ utilisé par différents auteurs pour l'étude des problèmes aux limites, 
b

Signalons cependant que certains résultats sur WF u , en particulier le fait
b

qu'en un point du bord on peut l'obtenir comme réunion des fronts d'onde des 

traces de u , ne s'étendent pas immédiatement à un WFpol^u éventuel.

Définition 2.1. : Soit u t (D'(M))m solution de D^u-Gu € C (M) avec

1 * 0
G 6 L (M) et p £ T (M). On définit :

WFpol u(p) = H N avec N = (w € &m I w 6 Ker a(p)} ,
s A A

Au € TCS (M) 

o 0
où A désigne un lXm système dans L (M) de symbole principal aix^,?,^).

cl °

% o f / ,
D'après le lemme 5*1 I il suffit de prendre A dans L (M) dans la definition,

Les trois propositions suivantes se démontrent comme dans [l] en utilisant le

lemme 5*1* I •

Proposi tion 2.1 : ^(WFpol u\0) = WF u si WF^u est le front d'onde !KS (M) et

si u € (D'(M))m est solution de D u -G u  6 C (M) . (2.1)
x

Proposition 2.2 : Si u ê (D'(M))m vérifie (2.1) et A est un lXm système

O  o

dans L (M) de symbole principal a(x,y,£,T)), alors a(WFpol u) c  WFpol Au 
cl 3 s s

Proposi tion 2.3 • Si E est mXm système d'opérateurs pseudodifférentiels

dans f elliptique près de (x,y,§,7]) 6 T (M)\0 ^

alors pour u 6 (D'(M)Jm vérifiant (2.1) on a WFpol Eu = e(WFpol u) .
s s
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§J|,SJLÏ=2-SL=ï=Î=i

SYSTEMES DE TYPE PRINCIPAL REEL ET PROPAGATION 

DE LA POLARISATION LE LONG DES BICARACTERISTIQUES 

TRANSVERSALES ET TANGENTES AU BORD.

Dans cette section on introduit la classe de problèmes aux limites que l'on 

va étudier et on démontre les résultats de propagation qui seront utilisés 

dans la section IV pour obtenir les résultats principaux.

III.1. SYSTEMES DE TYPE PRINCIPAL RE E L .

On considère des problèmes aux limites du type suivant :

✓ D u -  G(x,y,D ) u 6 C°°(M) __+
(0J) J  X y sur M = IR X JR

i oo x y
Ê(y ,D )u(o) € C (ÔM)

avec les hypothèses suivantes : OC) .

1 •
1) G(x,y,D^) est une mXm matrice dans de symbole principal g^(x,y,7])

j a k 2 a
2) f = det(§ll - g (x,y ,T|) ) = “ff (|-M (x.y,!])) V i T  ((|-a (x,y,Tp) -b (x,y,T|)) Ve(x,y,|,T! 

m 1 V=1 V v=j + l

avec i) pour l^v£k, e , u , a , b € IR V(x,y,T]) 6 JR X T (]Rn )
v v v x y

ii) pour l<v^k, l^v'<k, v / v 1 on a : |î  / \x ( , a^ / a ^ f , / a ^ f

V(x,y ,71) 6 IR X T (IR )
7 1  x y

iii) e(x,y,§,Tl) / O V(x,y,§,T]) 6 T*(M) .

3 ) £11 - gi est de type principal réel, i.e. *3P mXm matrice dont les éléments 
m 1

1 k '
sont dans des espaces S * (M) telle que :

cl

j k 2 
p(§U - g (x,y,T))) = ^ ( 5- 1̂ (x,y,T])) 'fMf-a (x,y,T|) ) -b (x,y )e(x ,y ,i§ Jl) II 

m 1 v=l V v=l

4) P(y,D ) est une pXm matrice dans L°,(lRn ). 
y cl y
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On se place au voisinage d'un point (y° ,T)°) € T (IR^) avec (y ^ fT|°) € Gv pour

o o
j + 1 < v £ k i.e. b^(0,y ,T| ) = 0 pour j + 1 < v < k .

On examine maintenant quelques conséquences des hypothèses (K).

On peut obtenir des renseignements sur les espaces propres de g ^ .

o •
L'hypothèse 2 entraîne qu'il existe une mXm matrice S(x,y,T|) dans ^ ^ ( M )  

homogène de degré 0 en T) et définie dans un voisinage V de (0,y°,T|O) telle 

que : S est elliptique et :

M1
s

0
M.
J
M. ,
J + 1 
\

s
\

0 M,
E
+ E

-pour 1 < v ^ j M est une a X a  matrice qui a a (x.y.T)) comme unique 
v v v v ‘

valeur propre.

- pour j+1 ^ v £ k M est une 2a X 2a matrice qui a a comme
V V V  V - V

valeurs propres.

Il est clair que *11 - gl est encore de type principal réel. En écrivant la 
3 m 1

décomposition en blocs de la matrice p correspondant à g^ on voit que pour

1 £ v £ j il existe p (Ç) ot X a matrice polynbmiale en £ telle que :
v 3 v v

P (Ç)(Ç-M ) = (Ç-U ) X q (F )II . Or on a q (M ) qui est inversible car q (§) 
v ^ v  v v ^ a  v v  v

v
ne contient pas la racine u donc M = a 11 .

v v v

Donc l'hypothèse 3) entraîne que les blocs de g^ associés aux valeurs propres 

simples sont diagonalisables. (1.2)

«u . ^
De même pour j + l ^ v ^ k i l  existe p (Ç) 2a X 2a matrice polynomiale en Ç

V V V
~ 2 

telle que : p (Ç)(Ç-M ) = ((Ç-a ) -b ) q (§)1I^ . comme q (M ) est encore 
v 3 ^ v ^ v v v * 2a v v

2 V 
inversible on a (M -a ) -b = 0. (1.3) 

v v v

-1 Ay r'xS

(1.1) s gi S " gi avec gi =

et : - E + (x,y,T|) a des valeurs propres a partie imaginaire 0 ,
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Démontrons le lemme :

Lemme 1.1 : Soit M(x,y,T|) une 2m X 2m matrice dans ^ (M) et a et b deux

1 * 2 *
symboles scalaires dans respectivement. On suppose que

2 m 2
det(£ll - M) = ((Ç-a) -b) et que (M-alI ) - bll = 0 au voisinage de

* 2m * 2m 2m

( 0 ,y° ,T|°) • Alors il existe S(x,y,T]) 2m X 2m matrice dans ^°^(M), homogène de 

degré 0 en T| et définie dans un voisinage V de (0,y°,71°) telle que :

S est elliptique et

1 1

(1.4) S _1MS = M avec M =

Démonstration : en remplaçant M par M-alI on se ramène au cas où a = 0 . 

Plaçons nous au point (0,y°,T|°). On peut diviser M par |î|| pour se débarasser

du problème de 1 1 homogénéité.En écrivant la forme de Jordan de M au point

o o x , t o o x N 2
(0,y ,7] ) et en utilisant que (M(0,y ,T] ) ) = 0  on voit que les blocs de Jordan

ne peuvent être de dimension supérieure à 2 . Donc il existe une 2m X 2m

- 1 , 0  0. 'V* a/
matrice K inversible telle que K M(0,y ,T| ) K = M avec M^ de la forme

indiquée dans (1.4) avec a = b = o |î|| = 1  . O n  peut donc supposer que

,  o o v ^
M(0,y ,11 ) = Mq .

» r  “i oo
D*après les résultats de [13J il existe une 2m X 2m matrice S(x,y,T|) C telle

que S ^MS est de la forme suivante : S ^MS = M + M 1 avec
o

r  • 1
i i
i i
i i

—  ■-----J : 1: i  j-j

• •
M = | I

i________ '_______
■ _ — -  «  . i  —  — *— ------------

i ■
i i
i i
r »-

où les seuls éléments non nuls de M* sont 
sur les lignes noires.

2
On utilise maintenant que (M +M») = b II (1.5). Regardons par exemple les

o 2m

2 premières lignes et les 2 premières colonnes de M* . On voit facilement que

"v .t N. [* îr
''nJ UnT a_

Démontrons le lemme :
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(1.5) entraîne que la 2erae ligne de M 1 est nulle sauf son 1er élément qui est 

égal à b et que la 1ère colonne de M 1 est nulle sauf son 2ème élément qui 

est égal à b . Donc M* se décompose en 2 blocs :

°  1 o
b O

A /
0 M 1

<V —1 __
et on peut traiter de la même fa^on le cas de M f . On a donc S MS de la forme

(1.4) avec N = 1^ J  . On a donc démontré le lemme. #
|_b Oj

On peut appliquer le lemme 1.1 à chaque bloc M pour j + 1 < v £ k .

o *
Donc il existe une 2a X 2a matrice S (xfy,7l) € S (M) telle que

v v y 1

S *M S soit de la forme (1.3) au voisinage de (0fyO f71°) . 
v v v 1

Donc pour b(x,y,T|) / 0 , M^ a deux valeurs propres de multiplicité a^ associées

à des espaces propres de dimension a et pour b(x,y,T]) = 0 M^ a une valeur

propre de multiplicité 2 a associée à un espace propre de dimension a ^ .

Le fait que la partie principale de G se sépare suivant les différentes valeurs

* —00 % 
propres entraine qu*on peut decoupler G en blocs modulo S , d #apres un

résultat de [14].

m o ®
Soit u € (D*(M)) une solution de (P) et soit S(x,y,D^) € L (M) définie par

(1.1). Soit u = Su , alors u est solution de :

A j  ' ï ' y j  00(  D u - Gu € C (M) 
X

' J  „J _1
avec G = SGS + D S S si S (x.y.D ) est une famille d ^ n v e r s e s  de S(x.y,D ).

x y y
AJ

Le symbole principal de G , g^ est de la forme indiquée dans (1.1). On utilise 

maintenant un résultat de [l4] :

1  ß S_ 1 ( 0 , y , D y )u  € c “ (ÒM)
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Proposition 1.2 : il existe une m X m matrice K(x,y,D^) dans L^ ( M) de symbole

principal II telle que si v = Ki^ v est solution de 
m

D v - Hv € c“(M)

(P*) <

w ps" 1K“1v(o) e C°°(ÔM)

avec h^(x,y,T|) = g^(x,y,T|) et H a pour symbole :

"Hi
x

\

N
\
%
'H,

0 . 5 )  JH i4l

' \ +
H

où les H pour l^v<j sont des
V 1 1

a Xa  matrices dans L , (M) et les
V v cl

H pour j + l^v^k sont des 2a X2a  
v lf v v
matrices dans L ,(M) .

cl

On donne maintenant la définition des orbites hamiltoniennes du système (P)

Définition 2.1 : On appelle orbites hamiltoniennes de D II -G les courbes 
■ —— — —— ——  x m

T = { (x ,y ,T| ,w(x ,y ,§ ,T|) ) € T (M) X (L J ci y X (L où y est une bicaractéristique

j k 2 
nulle de q = n (Ç-U ) *T/ ((Ç-a ) -b ) e et w est solution de

« v V .1 v vv=l v = j+l

H w + (—  {p"ip} + ip/ PS)w = 0 où p = et p^ est le symbole sous

principal de D II - G .
x m

Rappelons maintenant la classification des points de T (dM) associée au symbole

2
g = (Ç-a ) -b qui est celle de C3J • 
v * v v

T (dM) se divise en :

1) K  = £ ( y ,Tj) | b (o,y,T]) > 0} appelée zone hyperbolique. Dans on a 2 solutions 

en Ç de g (°>YiS>T|) = 0  et deux bicaractéristiques de g^ qui arrivent en

(y ,Tp et qui sont transverses à ôM .

2) ^  = {(y ,T)) |b^(o,y J)) < 0} appelée zone elliptique.
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Dans on n'a pas de solutions de g^(0 ,y ,T|) = 0 et aucune bicaractéristique 

de n'arrive en (y ,T|) .

3) = {(y ,T|) 11>^(0 ,y ,Tj) = 0} appelée hypersurface glancing.

Dans Q on a une racine double en Ç de g^(0,y,§,T|) = 0 et une bicaractéristique 

de g^ arrive en (y,T]) qui est tangente à ôM .

Les points de sont classifiés par le comportement local des bicaractéristiques 

de en ces points.

On définit = £ (y ,T|) € T^(dM) |h x(y,T]) = 0 , H 2 x(y,T]) ^  0} £2+ est l*ensem- 
?mm 9v

2
ble des points diffractifs pour g et J l'ensemble des points glissants.

v v-

2
On considérera uniquement des points de .

I I I .2 PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DES BICARACTERISTIQUES 
TRANSVERSALES .

On considère le cas où P est un des blocs de la décomposition (1.5) associé

à une bicaractéristique transversale .On suppose donc que G(x,y,T]) = n ( x #y,T))lI +
m

00

2 G.(x,y,Tp avec fi(x,y,T|) réel et homogène de degré un en î] et G , homogène 
j=o J 0

de degré -j en T| .

Soit (y°,T|°) £ T (ôM)\0 et y la bicaractéristique nulle de §-n(x,y,T)) qui

part de p = (0 ,y° f[i (0 ,y° ,7]°) ,T)°) on notera (x ,y (x) ,§ (x) ,T| (x) ) les points 

de y pour x assez petit.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.1. : Sous les hypothèses précédentes, soit u 6 (D'(M)) solution 

de :

j Pu 6 C°°(M)

I u l ~ = v avec v 6 (D'(ôM))m
| x =0

alors au dessus de y , pour x assez petit, WFpolu (resp.WFpol^u) est égal
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à l’union des orbites hamiltoniennes de P qui partent de (p ,w ) avec
o o

w 6 WFpol v (y° ,71°) (resp.WFpol v(y° ,T|°)) . 
o s

On commence par démontrer le lemme suivant :

' o *
Lemme 2.1 : Il existe E mXm systeme dans L (M) tel que :

1) E est elliptique sur v

2) PE = E(D -|i(x,y,D )) modulo L ^ Î M )  .
x y b

Démonstration : on cherche E sous forme de série asymptotique

E = E + E +...+E ,+ ... avec E . homogène de degré -j en T] . Pour cela 
o -1 -J -J

il faut résoudre les équations de transport

(2.1) H_ E + i G E = 0
o o o

(2.2) H E . + i G E . = R . .
- j  o  - J  - j

On peut trouver E inversible et indépendant de Ç solution de (2.1) et 
o *

par récurrence on montre facilement que si E est indépendant de § pour

k < j-1, R . l'est aussi. On peut donc résoudre (2.2) avec E . indépendant 
"" J J

de | . #

On peut maintenant démontrer la proposition.

Soit u € (Df(M))m solution de Pu € C°°(M) . Soit E € L° (M) obtenu par le

-1 00 , -1
lemme 2.1 on a (D -|i(x,y,D ))E u é C (M) où E est une paramétrix de E . 

x y
-1 -1

Pour démontrer la Prop.2.1, il suffit de montrer que WFpol E u(resp.WFpol E u)
s

est égal à WFpol E *v(o)(resp.WFpol E *v(o)). (2.3).
s

En effet 1‘équation des orbites hamiltoniennes de P est :

s s
H w + i p  w = 0 e t p  = G . D'après (2.1) E vérifie

o o o o

H E + i G E = 0 .  Soit J £ y et w. € WFpolu (p. )f le raisonnement est 
o o o 1 1 1 v

le même pour WFpol u) . Soit (p,w(p)) l'orbite hamiltonienne de P qui
s

part de (ppw ^ ) • Supposons que (2.3) est vérifié :
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on a : H, (E_1(p)w(p)) = (H E-1(p))w(p) + E_1(p)H w(p) = 
f-|i o o o §-|i

= E_^i G w(p) - E G w(p) = 0 . Donc : E *(p )w(p ) = E *(p.)w(p ) . 
o o  o o  o o o o l i

D'après (2.3) comme E *(p.)w(p ) € WFpol E *u(p ) on a
o 1 1 1

E-1(p )w(p ) Ç WFpolE_1v(0) (p ). Donc w(p ) € WFpol v(p ) et la prop.2.1
0 o o o o o

est démontrée. Il suffit donc de démontrer (2.3). On suppose donc que u

00
est solution de D u-u(x,y,D ) u 6 C (M) . Remarquons tout d'abord qu'au-x r- u  y

dessus de p 6 y fi fx>0} on peut définir WFpolu(p) (resp .WFpol u(p)) unique-
s

\ Q  •
ment à l'aide d'opérateurs dans L (M) sans agrandir WFpol u (p) . En effet

en suivant la preuve du lemme 5 *1 . 1  on vérifie facilement que :

V A 6 L°(M) 3 A 6 L° (M) tel que Au = Au modulo C (M) et 0 (A) = O (A) en p .
o o

o '
On peut donc se restreindre aux opérateurs de L (M) . Soit ^  6 Y et

w £ WFpol u ( j  ) il existe donc A t  L° (M) tel que Au € 3CS et
1 s i

< 0 q (A) (p ^) ,w ^> / 0 . Notons ^  = (x^ ,y^ ,T|̂ )> en prenant la trace sur

x = x(p.) il existe Bt L°(lRn ) tel que Bu(x(p.)) t H S (]Rn ) et
1 y 1 y

< < M B )  (y1 ,T]1) ,w1> / 0 .

o *
En suivant la preuve du lemme 2.1 on construit B 6 L (M) tel que

B i = B et (D -ji (x ,y ,D ) ) B = B (D -|i (x ,y ,D ) ) modulo S ^(M) , alors
|x=x^ x y x y

B u  vérifie : D Bu-Lt(x,y.D )Bu 6 C*(M) et Bu i 6 HS (lRn ) donc d'après
x y lx=xi y

les résultats classiques sur les problèmes hyperboliques on a

Bu  i 6 H S (]Rn ) , et on a C ( G) (p ) = 0 (A) (p ) , donc w 4 f. WFpol v(o) (p } . 
|x=o y o o o 1 J 1 s q-

Pour démontrer la proposition dans l'autre sens on raisonne de la même

façon en remplaçant p, par p et en utilisant que Bu € C°(lR ,HS (lRn ))
} 1 o x y

on démontre de même la Prop. 2.1 pour WFpol u . #

III.3 PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DE BICARACTERISTIQUES
2

TANGENTES PRES DE £ •—  +

On considère maintenant le cas où P est un des blocs de la décomposition

(1.5) associé à une bicaractéristique tangente à àM en (y°*T|0) £ T*(dM) \ 0
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tel que (y° ,T|°) est un point diffractif pour cette bicaractéristique.
+ 00

On suppose donc que g(x,y,Tl) = E 9 . (x, y ,T|) avec g .(x,y,T)) homogène de

j=l " J  "

degré -j en T] et g (x,y,T]) est de la forme :

Nv
o

où a(x,y,T|) et b(x,y,T|) sont réels et homogènes en T] de degré 1 et 2

2 m
respectivement. On a donc det (Ç ^ 2 m  ~91^ = °̂ m désigne

le nombre de blocs et biOjy0 ,!)0) = 0 et {§-a,b} > 0 en (0,y°,T)°) .

P = D II - G est de type principal réel au sens de la définition de III .1 
x 2m

' v/
en effet si P est de la forme :

fe (§11 -N) - [
o ^ 2  

\  .
\

0 '\

alors PPj = ((Ç-»)2-b)U2m = ,y ,11) 11^ .

' / O / a o oK oN
On note y la bicaracteristique de q issue de (0,y ,a(0,y ,7] ) ,7] ) et

C*

Y + ,y les 1/2 bicaractéristiques sortante et entrante.

2m 00
Soit u 6 (D'(M)) solution de Pu é C (M) (3*1). On peut composer (3*1) a

gauche par P 6 9 ° avec pS = 0  . S i  Q = PP on a Qu 6 C°°(M) et q =(Ç-a)2-b.
o 2 3

On notera Q = q (x,y,D ,D ).
¿t ¿t x y

On va d*abord montrer que l*on peut se ramener au cas où Q = Q , c fest à
¿à

x x  i O 0\
dire au cas ou le systeme est diagonal. Notons p le point (0,y , 0,T| ).

o

Démontrons d'abord la proposition suivante :

avec N =

a ( x , y , T Ì )  lì] I

b(x,y,TO , „ s 
---ipfj2|—  a(x ,y ,T|)

où co(A) désigne la comatrice de A .
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00 2
Proposition 3*1 : Soit f une 2mX2m matrice € C (T M) f = c^ § + § + c

00 s - 00 /

avec les c. € C (T M) ; il existe une 2mX2m matrice a t C (T M) telle que
i

H a + af = 0 sur {q^ = 0} et a inversible près de ^  .

D émons t ra t i on : D'après les résultats de [6] on peut trouver une transformation

2 2
canonique k bord qui transforme q^ en | ~x^n + ^i^n au v°isîna9e de PQ •

On va suivre la démonstration de la prop.V.12 de [ 6] avec quelques modifi

cations dues au fait qu'on est au voisinage d'un point diffractif et à 

la présence du produit af .

On se place dans les coordonnées (x,y,X,T]) de T ^ M ) .

On a : xHq = 2X(à + § ô-) + x2<T1 ô- + xT| à + x(T] -2xT] ) d -Sur2 x * X 'n X 'n y '1 'n y^

fq =0} on a : Ç2-x7]2 + T] T] = 0  donc X2 =-x2 T\ T1 + x^ T)2 .
L 2 J * 'n '1 'n '1 'n 'n

D'autre part, comme on cherche des solutions homogènes on pose T] = 1

2
il vient : W = xHqrt = 2X ô + (3x - 2x ) d. + xôy4 + x(7ï. - 2x) ôy

2 x '1 X 1 '1 n

on veut résoudre Wa + axf = 0 sur {q = 0} . Comme f est un polynôme
2

de degré 2 en Ç , grâce au théorème de division de Malgrange on peut supposer 

que f est un polynOme de degré 1 en § donc que xf = g(x,y,T|)X + h(x,y,T|) 

avec h(0,y,T]) = 0  . On va chercher a sous la forme b(x,y,T|)X + c(x,y,T|).

On a : w = 2X2 à b + 2Xd c + (3x2 - 2xTL ) b + xX â b + xd c + 
a x x '1 y l y l

x(TI -2x ) O  b X+à c) = X(2ô c+ xd b + x(TL-2x)ô b) + (3x2-2xT]4| )b + xd c +
■1 y„ y„ x '1 y„ '1

2(-x2T]. + x^)ô b + x(T) -2x)ô c = XC2d c + x(d + (Tl -2x)d )b] +
1 x i yn yl 'i yn

+ [2 (x‘Î-x2T1 )à b + (3x2-2xTL )b + x(d + (Tl<-2x)dy )c] et '1 x '1 y '1 n
2 3 2 

axf = bgX + (bh+cg)X + ch = (bh+cg)X + ch + (x -x ) bg .

T'l
On résoud d'abord l'équation Wa + axf = 0 en séries formelles de .

On pose donc : Ç bX+c = 2 (b.X+c.)T)^J jsO J  J  1
l gX+h = Z (g .X+h.)Tlf . 

jsO J J 1

Le coefficient de dans w(bX+c) est :
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3 2
X[2ô c.+x(ô -2xà )b. + xô b ] + [2x ô b .+3x b. + x(ô -2xà )c. + 

X J Yi yn J yn J-l x j j Yl yn J

2x à b . , -2xb . + xâ c. J  , 
x J-l J-l yn J-l

Le coefficient de Tl? dans axf est : £ (b h +c g )X + £
'1 n m n m

n+m=j m+n=j

3 2
c h + x b g - x  £ b g  . Dans la suite on notera £ a b = (ab) 
n m n m  . „ n m  . n m  i

m+n=j-l m+n=j J

Puis on résoud chaque équation obtenue en séries formelles de x :

k k k
Pour j ^ 0 on pose : Ç b .X+c . = £ (b.X+c.)x

J J hSO 3 J
<

 ̂ g.X+h. = Z (g^A+hk)xk .
J J hSO J J

et on notera £ a^ b°f = (a.b.)r . En identifiant les coefficients de 
p+q=r J J J J

r
x il vient :

2(r+l)cr + à |br ^-2à br 2+ à b. J + (bh)r + (cg) . = 0 (3.2).
j y1 j yn j yn j-i j j

r-9 r -1 r-9 r -1
( 2 r - l ) b +è c - 2 0  c + 2 ( r - l ) b  +

j j y n j J"1

+ ô cr_1 -2br" ^ ( c h ) r+(bg)r"3 -(bg) r "^=0 (3.3). 

y n j_1 3 3 3

o
Pour j = o, r = o l'équation (3 .3) ne donne rien car h Q = 0 .

Pour j = o, r = 1 l'équation (3*3) donne : (3*^) à c° + c° h^ = 0 . On
y^ o o

peut résoudre (3 .^) en imposant c° = 11 sur y = 0 (3 *5) •
o 2m 1

r r k
Puis on détermine les c et b par récurrence. Si on connait c pour

o o o

k ^ r et b pour k s r -1 , l'équation (3 .2) au rang r permet de déter-
O

r + 1 , r
miner c et l'équation (3 *3) au rang (r+2) permet de déterminer b

o o
r+2 / xr o

car c n'intervient pas dans (ch) car h = 0 .
o o o

r r
On peut donc determiner successivement les b , c pour r £ 0 .

o o
r r

Supposons maintenant que l'on connaisse les c^ , b^ pour r ^ 0 et

r r
0 ^ p ^ j-l . On peut alors déterminer les c . , b . pour r £ 0 .

J J

En effet pour r = 1 (3*3) donne : ô c° = - (c°h^) . car h° = 0 Vp.
y 1 J J P



et (c°h^) . = c° + f ,(c°,. . . ,c° .). On peut donc déterminer c° .
0 J o j O ’ j-1 K j

k k 
Supposons alors que l'on connaisse c. pour 0 £ k £ r et b . pour

J J
✓ x r+1

0 £ k £ r-1 . L'équation (3*2) au rang r permet de déterminer c. car
3

h° = 0 . L'équation (3*3) au rang r+2 permet de déterminer b^ . On peut
o 3

r r
donc déterminer successivement tous les b . et c . . O n  construit ensuite

J J
r r

b et c qui admettent b . et c . comme coefficients de Taylor en x=TL = 0 .
J J ^

00 00
alors a - bX+c est une solution de : H a + af = JL avec i € 0(x ,71 ) ,

q2 1

et à cause de (3*5) a est inversible au voisinage de (o ,y° ,o ,T]°) . Si on

peut trouver une solution de H a + aJLa ^=0 avec a inversible en P°

q2
alors aa sera une solution de la Prop.3.1.

'  '  '  s- / 00 00 \
On peut donc se ramener a demontrer la Prop.3.1 dans le cas ou f c 0(x ,7)̂  ). 

Dans ce cas on va résoudre Wa + axf = 0 en séries formelles de x .

f bX+c = £ (b X+c )x
i ^ k k k^o

On pose donc : <

I k 00
l gX+h = £ (g X+h )x . et chaque g ,h est dans 0(7), ) .

.  ̂ K rC K K 1
k^o

Le coefficient de x dans W(bX+c) est : (2(k+l)c +d b +71.0 b -2d b )X
k+1 y. k-1 '1 y k-1 y k-2

1 n n

* (2(k- 2 > W 2V k - 1> W 3 bk -2 -2V k - l * â y , V l * V y  v r 2ôy V a ’ •
J1 n n

k
Le coefficient de x dans (bX+c)(gX+h) est :

((bh)k + (cg)k )X + (ch)k + (bg)k ~^ - T]̂  (bg)^ 2 où on a noté :

k k 
(ab) = £ a b . En identifiant les coefficients de x il vient :

. m n 
m+n=k

2(k+l)c +d b +7] d b <-20 b +(bh)k + (cg)k = 0 
k+1 y. k-1 '1 y k-1 y k-2

1 n n

2 (k-2)bk _2 -21,1 (k-1) bk _1 *3bk _2 -2T)1 bk _ 1*ay i Ck _ 1*T)1d ^ c k _1- 2 d ^ c k _2 *

k k-3 k-2 
(ch) +(bg) -TL (bg) = 0 . La 2eme équation au rang 1 est : ô c +

'1 yx o

TL ô c -2T).b + c h. = 0 . On choisit c = 11 . On a donc ô c =à c = 0 
' l y o ' l o o l  o m  y« o y o

n n
r  00 00 

et comme h t: 0(TL ) on peut trouver b £ 0(TL) tel que -271. b +c h. = 0 .
1 '1 o '1 1 o o 1

- 29 -
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Supposons par récurrence que l'on connaisse b . ,c . pour j £ r et que
J J

b. € 0(lT> et c . 6 0(TL) pour j / 0 .
J 1 J A

La lere équation au rang r permet de déterminer 6 0(T|*) .

00
La 2ème équation au rang r+2 permet de déterminer b 6 0(T)4 ) •

r+1 1

En effet h = 0  donc c _ n'intervient pas dans (ch) . On obtient donc 
o r+2 ^ r+2

-2TLb « = f (c ..•.c ,c . ,b ,.. .b ) avec f 6 0(T1?) donc on peut déterminer 
'1 r+1 r 1 r r+1 o r r '1

00
b « 6 0(TL). On peut donc déterminer successivement les b .,c. pour j i O . 
r+1 '1 J J

On construit ensuite b et c qui admettent b. et c. comme coefficients de
3 3

Taylor en x = 0. a = bX+c est une solution de H a+af =X avec l € 0(x ) et

q2
a est inversible en p . Comme plus haut, il suffit donc de demontrer la

o

Prop.3.1 dans le cas où f € 0(x ). On suppose donc que f € OÎx*) .

on va résoudre : f H a+af=0 sur fq^ = 0]
Q 2 J -v* v

 ̂ 2 avec a 6 C (T M ) .

(3.6) ^ a elliptique en P
o

en utilisant la méthode de Peano-Baker (C153 p.408) .

Pour appliquer la méthode de Peano-Baker on commence par chercher

a 6 C°°(T*M) tel que : ( H a = 0 sur fa = 0 }  et 7k (p ) elliptique,
o q_ o o o

< 2
i ^

(3.7) a =a
v o x=o o

00
Il suffit de prendre a = II . Puis pour i ^ 1 on cherche a. € C (T M)

0 2m i

tel que : f H a. = a fq2 i i-l +®
< .Alors a = £ a^ est solution de (3-6)

(3.8) a . . = 0 i=°
1 I x=o

Commençons donc par résoudre (3.8) sur = 0̂  . On veut maintenant des 

solutions qui sur x = 0 sont paires par rapport à g . On écrit f comme 

polynôme du 1er degré en Ç par le théorème de division de Malgrange«

Comme d'autre part on cherche des solutions avec une certaine homogénéité 

on fixe T)n = 1. Sur {q2 =0} on prend comme coordonnées près de p^ ,

(x >§ >̂ 2 * • • *
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2
Le changement de coordonnées : / x = s -r

< § = s 3

 ̂ yn = Yn + \  s+2(rs~ T  }

transforme H en à + ô
S  y i  s

En oubliant les indices i , il suffit de résoudre : H a=f sur (q^=0)

< 2
(3.9) a, - 0

^ |x=q2 =0

avec f é 0 (x°°) .

Prolongeons f par 0 dans x ^ 0 . Dans les nouvelles coordonnées il

faut trouver a telle que Ç (d +ô )a = f
] y l s Comme on a prolongé f par 0
| ai = 0 • , 22 dans s -r < 0 .
^ 's -r=0 ’

il suffit de résoudre ( (d +d )a=f
J y x s
| On a donc une solution de (3.9) qui
\ a i -O

| s=o

est évidemment paire en g sur x = 0 .

Donc on a résolu (3.8) et donc (3.6) sur {q =0). Il reste à étendre a hors
2

oo W
de {q =0} pour avoir a 6 C (T M) • Soit h une extension quelconque de a 

hors de {q^=0}. Par le théorème de préparation de Malgrange on peut écrire : 

h = c(x,y,|,îl)q2 + â  ̂(x ,y ,T]) §+aQ (x ,y ,T|) • Alors a = a^ (x ,y ,T|) §+aQ (x ,y ,T\) 

vérifie évidemment H a+af= Osur fq =0] et
q2

a|q ^ = 0= * ! ^  = a 1 (0 ,y,-Ç2 ,in2 )...>V 5+ao (0 ,y’'5 2’Tl2 '--'’liln ) - Comme a |x=0
2

est paire en Ç on a : a (0 ,y ,7L ,T) ,... ,T| ) = O sur 1) < 0 . Il reste1 1 & n i
r*

encore a modifier a dans T|1 i O. a t ( 0,y ,T)1 ,7]2 ,... ,7̂ ) est nul dans T] s 0 

donc s'annule à l'ordre ® sur 7] = 0 .

D'autre part 1 'hypersurface {q =0} est au-dessus de T| -x ^ 0 , Soit
^ 1

X(t) € C (]R) telle que C X(t) = 0  pour t S 1 alors la fonction

\ X(t) = 1  pour t <. 0 .

a1 (°»y>111 «--‘»Tln)x (x/Tl1) est C°° car ( 0,y ,1̂ ,.. . ,7̂ ) € 0(T|~) , et elle

est nulle sur {q =0) . Notons encore 'a la fonction (a4 (x,y,7))-X(x/T] )a (o,y,T|))§
2 1 1 1

+ a (x,y,T|) .Elle vérifie H & + af = 0 sur fq =0] et
o i q2 2
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à ^  O O
dfl = aî 0,ŷ ^ ~ (0 ,y ,T() = 0. et êiip̂) = â iĈ y0,̂0) est elliptique,

* x = 0
On a donc démontré la Prop.3.1. On démontre de la même façon la Prop.3.1*

pour une équation non homogène, dont le second membre est de la même forme 

que f # .

Proposition 3*2. : il existe A et B 2mX2m matrices dans telles que

i 2
Démonstration : On a Q = Q + Q.+ Q +... avec Q € L * (M) et q. homogène 
------------------- 2 1 o b i

de degré i en (§,T|).

On va déterminer a et b sous forme de série asymptotique :

+ 0 0  + 0 0

a = £ a b = £ b .  avec a . , b . € S (M) .
-i -i -i -i b

i=o i=o

La seule différence avec la méthode classique des équations de transport,

oo
vient du fait qu'on cherche des symboles dans C (T M) •

On a : 0̂ (Bq-q A) = q (b -a ). On prend donc a = b
3 2 2 o o o o

°1(Bq-V') ■ b-l«2 * T E V “° dy.q2 * i V »  ^2  * V -l ’ V -l
J=1 'j J S

1 ° 1 1
- —  Z  à a à_ q„ - — ô a ô q = b .q„ + a q, -q a + — H ai . , y . O 71. 2 î x o  £ 2  - 1 2  o l 2 - l  i q_ o

J=1 3 J * 2

On résoud d'abord H a -ia q.=0 sur fq =0} en utilisant la Prop.3.1. On
q2 o o 1 ^ 2  1

peut trouver a sous forme de polynôme du 1er degré en Ç , donc H a -i a q
o q2 o o 1

est un polynôme du 2ème degré en § qui s'annule sur {q0 =Oj. Donc il
¿t

existe c^iXjy,!]) € S tel que :

H a -ia = c . q . O n  prend alors i(b -a „) = c 4 . 
q2 o o^l - 1 2  -1 -1 -1

Supposons par récurrence que l'on connaisse les a ^,b  ̂ Yi < n-2 .

Pour éliminer O (Bq-q A) on doit résoudre une équation du type :
-n 2

H a .-i a . q„ = f +i(b -a )q avec f dépendant des q. et des 
q -n+1 -n+1 1 -n -n -n 2 -n i
¿t

a  ̂>b  ̂ pour i £ n-2 .

B Q -Q 2A = 0  e t  A e l l i p t i q u e  a u  v o i s i n a g e  d e  ^  .

L > )
D

telles que
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On résoud d'abord cette équation sur {q =0} par la Prop.3.1.
¿t

_ n *
On a donc H a 4-i a <q«-f = c avec c connu dans S (M) .

a -n+1 -n+1 1 -n -n 2 -n

On prend ensuite i(a -b ) =c . On peut ainsi déterminer tous les
* -n -n -n

a #b ce qui démontre la proposition # .
-i -i

2m *  o o ,
Si u 6 (Df(M)) est une solution de Qu 6 C (M) on a donc Q Au € C (M).

2m 00
Proposition 3.3 : Soit u € (D'(M)) solution de Q2u € C (M).

1 1 1 1 1  1 ^
Soit p = (x *y ,Ç ,T| ) € y avec x > 0 .  Alors il existe A 2mX2m matrice

q  ' V oo s  1 1 1 1
dans L ^ t M )  telle que Au € C (respJC ) raicrolocalement en (x ,y ,§ ,7] )

et WFpol uix1 ,y1 ,§1 jl]1) (resp.WFpolgu(x1 .y1 .g1 jT]1) ) = Ker a* (x1 ,y* ,§*/n*) .

/\y 1 1 1 1
et Q A - AQ = 0  dans un voisinage conique de (x ,y ,§ ,T| ) .

2 2

iir o
Démonstration : Comme on est en un point de T (M) on peut se ramener au cas

où Q = D par conjugaison par des opérateurs intégraux de Fourier classiques«
2 x

Comme x* > 0,v est transverse aux surfaces x = este au voisinage de P^ .

On peut donc trouver F et G opérateurs intégraux de Fourier classiques et

X opérateur de troncature près de p* , tel que XGQ -XD F = 0 au-dessus d'un
2 x

1 1  1 
voisinage de (x ,y ). Fixons une surface initiale x = x +£ avec £ assez

petit.

On peut de plus choisir X commutant avec D^ . Alors v = Xfu est solution

00 1 1  
de D^v € C au voisinage de (x ,y ) (3.11).

O o co
Soit B(x,y,Dx>D^) un système dans L ^ Î M )  tel que Bv 6 C et

WFpol v (x1 ,y1 jg1 »T]1) = Ker b^ix1 »y1 ,7]*) .

» » ^  o n
D'après la Prop.2.1 il existe un systeme B(y,D^) dans L ^ ( l R ^ )  tel que

1 oo n
B(y,D )v(x +e) € C (IR ). De plus on a

y y

WFpol v (x*+e) (y* ,7)S = Ker b^(y* ,7]*) . A cause de (3.11),

oo 0 'V /  1
B(y ,Dy)v(x,y) € C (M) en tronquant B au voisinage de x . 1 1  faut enfin

Q ® OO
modifier B(y,D^) qui n'est pas un opérateur dans L (M) . Soit X(T|,§) C 

et homogène de degré 0 en (71,§) telle que :
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(  X(Tl,f) = O si b)| s e j g l

V X(T|,§) = 1  si |t|| 2 e |§| avec e < e . Si e est assez petit,
Ct JL ¿é ¿ t

X(71,§) est égal à 1 au voisinage de (x* ,y* ,g* ,T|*) et si c"(y,D ,D ) =
y x

X (D ,D ) B(y,D ) ,C (y ,D ,D ) € L°(M) et (T(y,D ,D )v € C°°(M) . 
y x y y x y x

1 1 1 1  ^  1 1 
D'autre part, d'apres la Prop.2.1. on a WFpol v (x ,y ,§ ,T| ) = Ker b (y ,T] )

= Ker c^(x* ,y* ,T|*) et D^c" - 'c D^ = 0 au voisinage de (x* ,y* ,§* ,7]*) .

Pour revenir a u on vérifie facilement que A = GCF vérifie la proposition. 

Le cas de WFpol^u se traite de la même façon 4 .

On se place maintenant dans le cas général c'est-à-dire qu'on a :

q2 = (§-Mx ,y ,T|) )2 -fi(x ,y ,T|) et b>° = (0,y° ,X(0 ,y° ,T]°) ,T]°) est un point

strictement diffractif pour q ^ .

Proposition 3*4 : Soit u 6 (D'(M))2m solution de Q^u € C°°(M) . L'opérateur
¿à

✓ o 1 '
A de la Prop.3.3 se prolonge en un opérateur A € L 9 (M) tel que

Q A - BQ = 0 (3-12) avec B 6 L0 , 1 '(M).
£ ¿L

Démonstration : Soit S 1'hypersurface fx=x^} . Si x^ est assez petit H

---------------  q2
1 ^

est transverse a S en P

En utilisant les arguments de la démonstration de la Prop.3.2, il suffit

de vérifier que pour f 6 L P ’2 (M) et a ( y > Ç f T| ) 2mX2m matrice polynômiale
o

✓ o 1 '
du 1er degré en § il existe a(x,y,§,7]) 2mX2m matrice dans S 9 (M) telle

que :

( H a = f sur fq =0}

i s  2

En effet en utilisant le théorème de préparation de Malgrange comme dans le

o 1 '
lemme 5*1 I, on peut supposer que l'opérateur A est dans L 9 (M) . 

Démontrons donc (3 .13) •

On cherche tout d'abord la restriction de a à {q =0} sous la forme 

a ( x , y , § , T | )  = a1 ( x , y , T l ) f  + a ° ( x , y , T | ) .

I a |snVl = ao

(3 .13) où est un petit voisinage conique de
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1 o 1 o , . _.
On peut alors trouver a et a tels que a = a g + a vérifié :

( H a = f sur fq =0}

, q2 2 

' a |snv1n(q2=o! ao|{q2=o)

Puis on peut étendre a° et a* hors de fq =0) pour avoir ai = a .On
2 |Sf|V^ o

a donc démontré (3.12). #

On définit maintenant les opérateurs de Neumann N + et N associés à

l'opérateur Q . Pour u € D'(ôM). Soit u 6 D'(M) solution de :
2 o i

q2u € C°°(M)

\ U |ôM S Uo 6n (y°^0)

u = 0 sur v
+

On définit alors N u  = D u i .
+ o x + |dM

Rappelons maintenant un lemme qui sera utile dans la suite :

Lemme 3 .5 : Soit u 6 D'(M) solution de Q^u 6 C°°(M) . Si u € K S microlocalement 

en un point de v . Alors D^u(O) -N+u(0) est microlocalement H S  ̂ en (y°,T]°) 

où N + est défini plus haut.

Démonstration : On peut facilement extraire ce résultat de [ lo] sous

00
l'hypothèse supplémentaire que u(0) 6 C (àM) . Il suffit de remplacer u par 

u - K +u où K + est une paramétrix sortante du problème de Dirichlet pour se 

ramener à la situation de [lo] et démontrer le lemme. # .

On peut maintenant démontrer un premier résultat de propagation de WFpol u .

2m
Proposition 3.6 : Soit u € (D'(M)) solution de :

'  Q2U € C°°(M)

, u |a„ € c " o m >

Alors si w £ WFpol u(p^)(resp.WFpol^u(p^)), il existe des lX2m matrices

b € L°(âM), b  ̂ Ç L ^(ôM) telles que b°D u(0)-N b^D u(0)est microlocalementi i x xcl cl

et soit
c  „,2m  ̂ 1 r

w € (E et p € y



- 36 -

00 / ° °V / S - l  O O
C en (y ,7] )(resp. microlocalement H en (y ,7] )). et

< 0(b°) (y° ,T)°) , w > / 0 (3.14)

2m 1 1
Démonstration : Soit w t d tel que w f. WFpol u (p ) (resp .WFpol u(p ))

s
/ V  o

Par définition il existe une lX2m matrice a dans L 0 (M) telle que

au 6 C (M)(resp3C (M)), < 0(a)(p ),w > / 0 et a vérifiant les propriétés

de Pr o p .3.3.

D'après la Prop .3.4 on peut prolonger 'a en a = a*(x.y.D )D + a°(x.y,D )
y x y

a 6 L 0 (M) a^ 6 L \ (M). Notons v = au 
CJC ex

on a d'après (3.12) : Q v 6 C (M) et v 6 C (M) en p (resp. € 3CS (M) en p )
fa 1 1

donc d'après le lemme 3 . 5 on a : D^v-N^v 6 C°°(dM) (y° ,7]°) (resp .H5’ 1 (àM) ) 

et D v (0) -N v (O) = (D a 1)D u (0) +a*D2u ( 0) + (D a°)u(0)+a°D u(0)-N a 1D u(0)-
X  + X X  X X  X + X

N a°u(0) = (a°+D a'*’) D u(0)-N a*D u(0) modulo C (ôM) car u(0) 6 C°°(ôM)
+ X  X  + X

en posant b° = (a°+D a^) , = a^ on a : b D u(0)-N b D u(0) 6 C (àM)
X x + x

en (y° ,71°) (resp .HS *(àM) en (y°,7]°)).

D'autre part : 0(b°) (y° ,7]°) = 0(a°) (y° ,7]°) = a(a)(p°) car en P°,§ = 0

et 0(a)(p°) = C(a^ (p*) car on a H o(a)= 0 sur fq =0}. Donc
q2 2

< 0( b°) (y° ,7]°) ,w > / 0 et on a démontré la proposition. #

Remarque 3 .7 : L'opérateur b°-N + b* n'est pas dans une des classes L° ¿ ^ M )  

avec p + 6 ^ 1 mais dans la classe A° ’ (ôM) de [il]]. A priori on ne peut 

donc pas conclure de (3.14) que w £ WFpol D^u(0)(y ,71°). Cependant d'après

[6] il existe F et G opérateurs intégraux de Fourier elliptiques dans

o / n ^  t o ov % ^
I (ôM,IR ,ôx) tels que FN+ = N +G au voisinage de (y ,7] ) ou N + est le

A *
2/3 + “1/3 '

multiplicateur de Fourier T] -—  (T| T| ) , ou A est une des 2 fonctions
'n A 1 n ++

d'Airy utilisées dans la construction de paramétrix dans le cas diffractif. 

Soit ^ ( s )  6 telle que / ( s) = 1  |s| £ 1 et ç = 1 - ^  .

\  Çj(s) = 0 |s| £ 2

Rappelons la définition de la classe Nm ({7] =0)) (voir [l6])
P 1
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Définition 3 .8 : un symbole p(y ,7]̂ ,. . • ,T| ) est dans Nm ({T| = 0}) si pour

— 1 ̂  1
Prenons a > 1/2 alors F N G f L (ôM) et le théorème d'Egorov s'applique

2 a jl-a

à N .
2

On va maintenant donner une définition de WFpol u où l'on utilise des

Définition 3.9 : Soit u f (D'(]Rn ))m , w f  d"1 , et (x ,F ) t T ' ( IR11 ) . 
------------ o o

r ^ t  r> J

On dit que w £ WFpol u(x ,Ç ) (resp.WFpol u(x ,F )) si il existe
o •'o s o ^o

m

a ,...a t L (JR ) tels que £ a^ u € C (resp.H ) et il existe V
1 m p , 1 — p  ̂ i 1

m
voisinage conique de (x ,§ ) tel que 1 im inf| £ a.(x,t §)w.| / 0 V(x,ç)€ V .

t->+œ i -1 1 1

On note alors WFpol u = {(x,|,w) G T (lRn ) X Œm | w 6 WFpol u(x,«;)], qui 

est un e n s e m b l e  f e r m é  de T ( ]R ) X (E

On a les deux propositions suivantes :

Proposition 3»10 : avec les notations de Prop.1.2 II, k (WFpol u \  0) = WF u

(resp. ;r(WF pol u) = WF u) .
s s

Démonstration : Si WFpol u(x ) = 0 il existe une mXm matrice E dans 
---------------  o °o

L° (lRn ), telle que Eu € C , et telle que Vw è d ”1 \ [ol l im inf ¡|E(x, t^) w||/ 0 , 
p ’1-p W »

V(x,£) € V voisinage conique de (x ,§^).Ceci entraîne que E est microlocalement

inversible au-dessus d'un voisnage conique de (x ,Ç ) ce qui démontre
o o

la proposition. §

si p 6 S™ sur tout c&ne disjoint de fTL =0) . 1,0  *■ '1 3

\\\ < l n2 . - - - »Tì n l on a: dV  d *  p  I
y \  Tl' 1 * C*,ß,VlTHra"1,’,(|Tr|P+M )- ,Yl - et

alors et on a le résultat suivant : si a > 1/3

A 1

e t  %(T\Xa)T\2/3 ■ r"(Tl i Tl " 1 /3 >7 2 1 'n 'n A + '1 'n

symboles dans les classes S °  . ( m n )  
p , i - p

, P > 1/2 .

D 1autre part Nm
P

_ -, m / n »
c  S, (IR ) , 

P , °
donc on a décomposé

N
+

en
' N i

avec N 6 L 1 (IR*1) 
2 a ,o

N € L 1” (IR11 )» 1 1/3,0 1 ’

A»
+

A ~
(T| Tl_1/3) 
'1 'n € Nî / 3 (tT1r 0 } )

»1 j —(tlt]-1//^)
A '1 'n +

6 N^({n1 =o}).

(Tli
2/3
n

6
Nl-(l-a>

1/3

/2

({T] =0})

r>J

+N2
N
+

c > ( í \ =0})



Proposition 3.11 : Soit u G(D'(lRn ))m et E une mXm matrice dans L°/J(lRn ) 
----------- -----------------------------------çJL

elliptique en ) alors WFpol Eu = e WFpol u où e est le symbole 

principal de E .

.s ' , \
Supposons que u G iC avec s 1 > s-1/4 et qu'on s'intéresse a la propagation

de WFpol u . Alors on a le résultat suivant : 
s

Proposi t ion 3.12 : Soit u 6 (D '(M))2m avec u G JCS (M) et s' > s-1/4

, Q2 u G C°°(M) 

et u solutionJ

lu|dM t C"WH)

Soit w G (E2m tel que w £ WFpol^uCp*) alors w ^ WFpol^ ^Dxu (0) (y° ,T|°) .

Pour démontrer la proposition il suffit donc de montrer que : Ve > 0  ̂ V

voisinage conique de (y°,Tj°) tel que V(y,7]) ^ V 1 im sup|N (y , t T|) b* (y, tT|) | < £ ,

t-+® 2
/v>l 1 -1 -1 n % ^

où b = Gb G G L ) • On coupe à nouveau N en 2 parties :
1 j O 2

-l/l ^  -l/l ^
N2 (y,T1> = Ÿ j iV I n  >N2 (y,T)) + (f 2 % \  )N2 (y * Donc

. Pour t assez grand le 2eme terme est nul. Il reste à regarder le comportement 

du 1er terme.

D'après le développement asymptotique de A + on a :

I-1  (t2/3T| T|"1/3) | •£ C(t2/3|V -1/3|>1/2
A 1 n 1 '1 n 1
+

et : | b1 (y ,tTj) | ^ C t 1 |l| | _1 .

Donc
1 i A *  1 /2
b (y ,tT]) |sc( T- >

ln

oJ
N
2(y, =<fi

u 2/\ T|_1 ) 
n *2

, 1-a
(t 7)1T\~ >'n

t2/3 2/3
T1
n

A '
+

u 2/\ Tf1/3)
n

+

*2
(t2 If1n *2 n " a )n

t2/3
A '
+

u 2/\ lf1/3>
n

A »
+

A~
+
(t T1 TfI/3>

n

. 1 - a  
(t Tlj

A
+

A
+

tT|)

2/3v\t ' ̂
n

/ 1-a
Demonstration : D'apres la remarque 3.7 prenons a > 1/2 tel que — ■ > s-s' , 

" 2
O  - 1 ^ 1  S —  1  , 0  0 .

alors on a b D u-F N G b D u C. H microlocalement en (y fT| ) . On a , 
x 2 x 7 1

d'après la Prop.3.6 < C(b°) (y°,T|°), w > / 0 . et
- W

F N G 
2

b1 e l °
a,l

(ÔM) .
-a

N /3)

u 2/\ T!"1/
n h

(t1
-a

11T\ a)n
t2/3 2/3

11
'n
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Donc si on prend V de la forme |T| »... ,T| | < e |n | avec e assez
1 n -1 o n  o

• V  -v j .
petit on a : lim sup|N (y,tT])b ( y , tT| ) | < e V(y,7p G V . On a donc démontré 

t-*+»
la proposition. #

On s 1intéresse maintenant à la propagation de la polarisation dans l'autre 

sens le long de y

Soit P* = (x* ,y* ,T)*) un point de y avec x* > 0 et x* assez petit 

pour que l'opérateur A de la Prop. 3.1 soit elliptique en p* .

Soit S 1 'hypersurface {x=x*}. On va construire une paramétrix microlocale 

du problème mixte :

'  Q2u 6 c“ (M)

(3.15) < (y°,T)°) £ WFu(O)

^ U|s =f en (y1 ,!]1) et (x1 ,y* ,-§* /T]1) f WFu

Il suffit de se donner une seule trace sur S car si u est solution de

00 1 
Q u 6 C (M) alors au voisinage de p , Q se factorise en (D -A (x.y.D )) o

2 2 x + y

(D -A (*,y,D )) et en p* D -A est elliptique donc on a D ui =A (x*,y,D )ui 
x — y x + x |S — y JS

microlocalement en (y* ,71*) .

Soit Q une extension de Ci dans x < 0 et soit ^  une paramétrix microlocale
2 2

% A/ °0 . /v/
du problème de Cauchy : f Q^v t C (M)

v |s = f en (y1 »"H1) et i*1 »y1 »-I1 »V) f wfv .

Soit R : M - ^ ô M  l'application de restriction au bord et soit K une para-

% . . ✓ 00 
métrix sortante du problème de Dirichlet : f Q u t C (M)

¿t

< u(0) = uq en (y°,Tl°)

^ u = 0 microlocalement sur y

Alors la solution de (3.15) s'écrit u = 'Uf-K^ft% f  microlocalement au

voisinage de P° . On a donc D u(0) = (SD N .
* x x +

oo
Définition 3.13 : Soient M, et 2 variétés C de dimension n et

" 1 C*

C C  T (M ) X T (M ) une relation canonique homogène. On dit que C est 
1 2
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folding au point (m^ ,m^) fc C si les deux projections 7T̂  : C — ( N O

sont des folds en (m ,m ) .
1

On a alors la proposition suivante démontrée dans [ lo] :

Proposi tion 3.14 : (Proposition 6.16 de [ l o ]  :

dD et sont des opérateurs intégraux de Fourier associés à une

'X o o 1 1 x
relation canonique C c  T (ôM) X T (S) qui est folding au point (y ,7] ,y ,7] )

L’exemple classique d’une relation canonique folding est la relation cano

nique dans T ( lRn ) X T ( ]Rn ) avec (f(y,y*,|i,s) fc C°°( lRn X IRn x IRn * )

3 2
= (y-y1)»-* + su /\i - 1/3 s /\i

1 n n

°n a = {(y ,T1) ,(y' ,T| ' ) <- T'(lRn ) X T*(]Rn ) |y = y' 2 < j «s n-1,7) = Tj' ,

(yr y i)2 = - W  v yA = 3 (yr y i)3 1 •

Rappelons maintenant quelques résultats sur les fonctions d ’Airy dont on aura

besoin dans la suite. Les fonctions d ’Airy sont les fonctions entières

solutions de A" (s) = s A’(s). Parmi ces fonctions on note A. l'unique

solution qui est bornée sur ]R et qui vérifie A (0) = 1.
i

+ -
A. est exponentîel1ement décroissante sur IR et oscillante sur IR et tous 

1 3
ses zéros sont sur IR . on a A^(s) = J e its + l/3 t ^  (3 .16) .

— 00

à partir de A. on construit les fonctions d'Airy A (s) = A ( e ^ ^ ^ s )  .
i + i

— +
A + sont oscillantes sur ]R et exponentiellement croissantes sur IR . On

_ 1/3
notera A. (resp.A!) le multiplicateur de Fourier de symbole A (71 71 ) 

i l  i '1 'n
“1/3

(resp .A ! (71.71 ))\ En utilisant la formule (3.16) on vérifie facilement
i 1 'n

que A^ et A ! sont des opérateurs intégraux de Fourier associés à la relation

canonique A y . On a d'autre part les représentations suivantes pour A + et A

» / \ i(JU ~ / \ iX(s) / X iff _/ N -ix(s) % / X /v
on a : A (s) = - —  F(s) e A + (s) = F(s) e ou F(s) et X(s)

OO
sont des fonctions C positives qui ont les développements asymptotiques 

suivants :
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2 1 -3 
F (s) ^   Ypr (l-a^-s) +...) pour s - - œ

7ï(-s)

1 i s3/2
F (s) ^  -  e 3 pour s -» + »

71

X (s) - 7* ^  2/3(-s)‘̂//2(l-b (-s)^+ ...) pour s -* - »
4 1

On a le résultat suivant démontré dans [12}.

Proposition 3*15 • (Corollaire 5*8 de [l2j) Soit C C  T (àM) X T (S) une

% o o 1 1N
relation canonique homogene qui est folding au point (y ,T] fy ,7] ) » et

f un petit voisinage conique de (y° ,T|° ,y^ >T|"S . Alors il existe des opéra-

a/
avec 7]q = (0,...,0,1), tels que tout opérateur intégral de Fourier classique

F € im (S,àM,C) avec WF'(F) c  T est de la forme F = J(A B + A.'B )K avec
i 1 i 2

5/6 n
Proposition 3*16 : il existe un opérateur a € Lci < JR ) elliptique tel que : 

(3.17) RD^W/'- N^RÎO = J a K sur un voisinage conique de (y° ,T|° ,y* ,T|̂  ) .

Démonstration : D'après la Prop 3.15 il existe B^ 6 L ^ ^ ( ] R n ), B^ 6 L ^ ^ ^ i l R 0 ), 

€ L ^ 6 (]Rn ), € L ^ 6 (]Rn ) tels que :

*\J /yj

RD *Us- N RÎi/ = J(A.B + A!B )K - N J (A B + A'B )K 
x + i l  i 2 + i l  i 2

D'autre part d'après ([l2]8.4) on peut choisir J de telle sorte que :

-1 o o ^
N + = J (a0N ++b0^ J en (y >T| ) avec : est le multiplicateur de Fourier

A '

de symbole -—  (TL71 , a C L ^ ^ ( l R n ) elliptique et b t L°,(lRn ).
A i n  o ov o cX
+ûi ai ^  v

Donc on a RD W -  N R jt/ = J(A B +A!B -(a N +b ) (A B +A'B )) K = 
x + i l  x 2 o + o  i l  i 2

b i
B 2 € L ^ O r ")€

m+1

hdi
/ 6 , „ n  x

(IR ),

Xl
: T

x2
(ÔM)

, „ n  x
(IR )

(y°>T|°) (0
A/

’V

ix
T (S)

■rt-
T ( B n )

(y1 »T1 ) (0

teurs intégraux de Fourier elliptiques

associés à des transformations canoniques locales :

J c i ° (3Rn , K 6 I°(S >X 2 )
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' -1  ^  -1  ^  -1  -1  D'apres le  lemme 3.17 on peut é c r i r e  a A B  + a A'B - a b A B - a  b A 'B
o i l  o i 2  o o i l o o i 2

sous la forme A C + A f C  avec C t  L1{ 2 (IRn ) ,  C G L ^ d R " ) .i l  i 2 1 çjL 9 2 c i

Donc RD iL -  N R - Ja (A C +A|C -N̂  A B -"n AJB ) K 
x + o i l i 2 + i l + i 2

D'autre part,  on a l ' i d e n t i t é  suivante entre A , A. et A 1 :
+ i i

Aî (s) = TTs) + Ai(s) TT7)

Donc RD i l -  N r ÎC = J a (A. (C +N C -N B -N^B ) + «£ - (C -N B ) )  K 
x + o i l + 2 + l + 2  A 2 + 2+

. i L , i ou —  a pour symbole ----------- —r-—

v W /3>

J ~1 (RD N R lL)K  ̂ doit avoir une relation canonique C incluse dans
x +

j[ . Mais d'autre part, à cause des résultats de propagation des singularités

Ay
pour les solutions de (3.15) on sait que C doit être bijective de T ( IR )

*̂ / n
sur T (IR ) et non reguliere car on est au voisinage d'un point diffractif.

rJ r
Donc C doit être égalé a une moitié de A

<P

Les opérateurs—  e t —  ont pour relation canonique chacun une des moitiés 
A A
+ oJ

de A . Supposons tout d'abord que C soit égale à la relation canonique
$

d e —  . Plaçons nous dans TL < 0 . Dans 71, < 0 A. est un opérateur intégral de 
A t> 1 1 1
+ c ^  ^

Fourier classique. Comme -j— (c^-N^B^) a relation canonique C on a :
+

C. + (C -B_)-N2B € S~œ dans 71 < 0 (3-18)1 + 2 1 + 2  1

= J(A.B. +A.'B -a N A.B.
i l  i 2 o + i l

rj
- a N A.'B -b A.B -b A'B ) K 

o + i 2  o ï l  o i 2

/\y "V
= J a ( -N A.B -N A|B 

o + i 1 + i 2
- i  v+ a A.B 
o i l

-1
+ a A'B

o i 2
-1 -1

- a  b A B - a  b A 'B ) K 
o o ï l  o o i 2

D'après la proposit ion 6.11 de [ l 2 ] ,  ceci entraîne que *^2 s,annu^en^

a l'ordre œ sur 7] - 0 , c'est-à-dire que C1 ’V V B2 e o(n,/T] )°°1 n
(3.19) .

C 1 ’V V B2
s •annulent
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Soient : q. (s) (z C°° ( 3R) fq.(s)=l pour |s|-e 1
1 o 1 1

\ q ^ (s)=0 pour |s|£ 2

q (s) 6 C°°(IR) f q (s) =1 pour s ■> 2
2 J

i / . et q, + q = 1 pour s i 1 .
V q (s)=0 pour s s 1 1 2

Soit q = 1 -q -q . Soit 1/3 < a < 1 . Notons Q.(D ) 1 < i s 3 les opéra-
^3 1 2 i y

teurs de symbole q (T1 Tl_a) . Soit R(D ) un opérateur de troncature dans 
i '1 n y

l'il, » •. . ,T| , I < e n p°ur e assez petit.
1 'n-1 n

A cause de (3.19), Q (D )R(D ) (C. + N (C -B ) - N^B ) € S~°° et
1 y y 1 + ¿s 1 +

Q (D )R(D )A 6 S °° car A (s) est exponentiellement décroissante
2 y y i i

+ ^  ^ 2  - œ
dans IR . Enfin Q,(D )R(D ) (C + N (C -B )-N B ) S à cause de (3.18). 

3 y  y 1 + 2 1  + 2

Donc on a RD - N r M s  = Ja ^  (C -N B ) K au voisinage de (y°,T)° ,y* ,71* ) 
x + o A 2 + ¿t+

00 ' ' r *1 ^
Comme B € 0 (T|1 /T] ) d'apres les résultats de [I2j N B est classique.

2 1 n + £

Il reste à vérifier que a = a c(C -N B ) est elliptique en (0,T1 ), c'est-
o 2 + 2 o

* '\J A /
a-dire que C^ est elliptique en Supposons que 0(0^) (0,T| ) = 0 .

S\J /v/
Alors à cause de (3.19) on a a(B )(0,71 ) = 0 . Comme 0(B )(0,T| ) = 0 ,

2 o 2 'o

ceci entraîne que le symbole principal de R*U/ est nul en (y° ,T|°»y1 ,T]*)

rJ
ce qui est faux. Donc C est bien elliptique en (0,71 ) . On a donc démontré

2 'o
/\y i

(3.17). Supposons maintenant que C est la relation canonique de --  . La
A

transformation canonique ^ : ( y ,T| ) -- ^(y,-7]) conjugue les relations cano

niques de et . On remplace donc J et K par J ° F et F  ̂ o K 
A A +

où F 6 I (IR , IR fy) est elliptique pour se ramener au cas précédent. #

(3.21)  aA ! = A. a + A! a avec a 6 L1"! ̂  ( ]Rn ) , X  € L"\(lRn ) et
i  i  i  i  ¿i 1 2  c *•

O (a) =<j (â^) sur 71 = 0 . 
m m 2  '1

Lamne 3.17 : Soit a r r m /TTïn  \
LCJ&(3R ) • Alors  on a : (3.20) aA. = A. â  + A ! a i i l  i  2

 ̂ m , „ n  . avec a  ̂ t: ( IR ) , O (a) = o  (a ) sur 71. m m l  '1 = 0 . a 
’ 2 € Lm :1/3

ci
(IRn ).
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Démonstration : On suit la démonstration de Prop.5.2 de C 12j

Démontrons d'abord (3.20) :

/V iitTL/Tl + 1/3* 3/V?) ,
on a : A.u(T)) = J e ° u(T))dt

t3
i (x-y)T|+ i tT| /T] + i —  2 .

Donc : aA u(x) = ---  Pe n a(x,7])T| u(y)dy dT| dt (3.22)
( 2 t t )  n  J

et de même on a : (A. a +A ! a )u(x) =i l  i  2

où a (y,T|) et a (y,7]) sont les symboles réduits à droite de a et ar1 2  l e

et en sommant asymptotiquement les symboles obtenus, on démontre (3.20).

Il reste à voir quel est le symbole principal de a^ sur 7]̂  = 0 . Sur

71 ̂ = 0 on a b^(y,7p = b(y,71,0) = a(y,71). Donc sur 71 ̂ - 0 le symbole principal

de a^ est égal à celui de a . On démontre (3.21) de la même fa^on. ÿ

Notons <p la phase

^x l " y i + t / ’ììn »x " _ y " , x n - y n ‘ ’ t ^ l ^ n  ”2/3 ^ ^  0li ° n é c r i t  y  = ( y ^ y " ^ *

Donc on a : a(x,Tl> =b(y ,7| ,t) + ^ ' c (X >Y>T| °ù b (y >T| ,t) =a(y^-t/T|n ,y" »y^

+ tTlj/Tj2 +

on a b (y ,t)

on peut écrire :

En intégrant par parties dans (3.22) , (3.22) s'écrit comme somme d'un

,  i . n .  ¡<*-y>’i*itVV3 *3/11v 2/3a

(S  > Ie " 1

-4/3
(y >Tp + it 7]n a2 (y ,Tj)u(y)dy dT) dt (3.23) ,

(x-y)Tl ♦ tT11/Tln + 1/3 t3/T]2 . O n a ^  =
(371

2/3 t3/T]3 ,T|)

6 sm et c (x ,y ,11 ,t) € . °n . |ï  = /̂T,n 2 , 2 
+ t /71 , donc 

'n

b(y,Tl,t) = b1 (y,Tl)+t b^ ( y ,T]) + ^  d(y ,T] ,t) avec b 
O t 1

t sm ,c-o
C  c ™"1 ^  (- c m

ci * d  '

terme de la forme (3-23) avec a^ c. sm
b cX . s * s":1137 2 d

et d'un terme de

la forme :

j e i (p ( x , T l , t ) f (x ,y ,71 ,t)u(y) dy d71 dt avec f

On peut répéter ce procédé en écrivant f(x,y,71,t) = (x  , y ,T| )
+  I f  9 ( x > y > T l > t )  >

€
m-i

ci

« b2
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Démontrons maintenant un lemme qui sera utile dans la suite :

Lemme 3 .18 : Soit a é L ^ ( l R n ), alors il existe a^ 6 L ^ ( ] R n ) et

a 6 Lm 71^ ( ] R n ) avec a (a ) = a (a ) sur TL = 0 tels que a -7- =-7- (a + a m'\
2 cX m m l ' l  A A 1  o N. J

sur un voisinage conique de (0,71 ) .
o

De mo n s t r a t i o n  : S o i t  donc  a € L ¿(IR ) on a : -—  = c A ! - c  N A.
-----------------------  c*  A 1 + 1

+

1 - 1  - 1  ^  
donc  a —  = c aA ! -  c aA.N . D * a p r è s  l e  lemme 3 . 1 7  on a :

A 1 1 ++

V  r s j 1 . -1  * J  - W  N / “I
a A . = A . a  +A!a e t  aA. '=A.a  +A!a donc a - —  = A . ( c  a , N +c a„ ) + A ! ( c  a M . - 1^/

1 i l  1 2 1 i l  1 2 A+ 1 1 +  1 1 2 + c a )

En r é u t i l i s a n t  l ' i d e n t i t é  on a :

1 . /■ -1 1 / -2 -1 ^ ,  . c / / -1 ya —  = A.(c a.N +c a,) + c-—  (c a N +c a ) + A.N (c a N +c a ) .
A i  1 +  1 A 2 +  2 1 + 2 +  2
+ +
\ -1 , ^  ^  ^  ,

= — (a +a N ) + c A . (a N + N a + a + N a N ) .
A 2 2 + i 1 + + 2 1 + 2 ++

. rJ
D ' a p r è s  l e s  a rg u m e n ts  de l a  P r o p . 3 . 1 6  A , ( a  N + N a +a +N a N ) e s t  dans

*  i l + + 2 1 + 2  +
-oo

S dans  un v o i s i n a g e  c o n i q u e  de 7]  ̂ = 0  . On ne p e u t  pas  en d e d u i r e  que

00 a /  x ^
a^ € 0 (7] /̂T| ) c a r  on a des  N+ a d r o i t e  e t  à g au c h e  dans  l ' e x p r e s s i o n .

On a s im p le m en t  que  0  (a ) = O s u r  1] = O , e t  on a  a  6 ^ ^  ( lRn ) ,
2 1 2 c~

â  6 Lm, (]Rn ) . On a donc démontré  l e  lemme. #
2 c*

On peut maintenant démontrer un résultat de propagation de WFpol u en 

sens assez faible, c'est-à-dire qu'on obtient des formes linéaires dont les 

coefficients sont dans de mauvaises classes de symboles.

, 2  U € c"(M )
Proposition 3.19 : Soit u 6 OC (M)) m solution de/ avec s'>s-l/4 .

|àM ^ °"(SM>

et soit w 6 <£2m . Alors si w ^ WFpol j^xu (0) (y° ,T|°) , il existe une lX2m matrice 

d £: L°  ̂ avec a > s-s' et c opérateur scalaire dans L^/3 2/3 ^ ^

Ve > 0 qui est le conjugué par des opérateurs intégraux de Fourier d'une 

troncature non homogène, tels que c(*u |g ^ H S (S) microlocalement en p* , et : 

il existe V voisinage conique de dans S tel que
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lim inf | < d(y,tî]),w > | / 0 V(y,T|) € V

Démonstration : Soit w (: tel que w f. WFpol^ ^D^u(0)(y ,T| ). Par

définition il existe une lX2m matrice b dans ( <3 M) telle que :

(3.25) bDxu(0) t H S (<3M) et < O (b) (y° ,71°) , w > / O . Notons f = U |g .

D'après la Prop.3.16 on a : D^u(O) = J a p  Kf avec les notations de Prop.3.1

1 ^  1  ̂ ^  “I , x v
Donc bD u (0) = b J a —  Kf ^ J b a —  Kf avec b t L - (<3M) , Jb == b j  et 

x A A ex
A*/ t\J + +

a(b)(o,T| ) = a(b)(y ,T] ) à cause du théorème d'Egorov pour les opérateurs

intégraux de Fourier classiques. D'autre part d'après la Prop.3. 1 6 a est 

5/6 n
scalaire et a t L ^ (IR ) .

f>J 1  ̂ \/ * /r
On a j ba -—  Kf - j - —  (b +b N ) à cause du lemme 3*18, avec b t L . ( IR )

A A 1 2 + 1 q/,+ +
+J , ^  ^  — 1 / 9 n

et o(b.) (0,7] ) = a(ba)(0,71 ) et b l L /  (IR ) .1 'o 7 'o 2 c*

(3.25) donne (3.26) : (b^ + b^N+)K f £ H S (lRn ) microlocalement en (y0 ,!]0).
+

0°
Soit q( s) (: C ( IR ) avec ç q(s) - 1 pour s £ 1

\ q ( s )  = 0  pour s <> 2 .

-1/3 1
Notons q/F l'opérateur de symbole q(T| 1 T| ) ------- . D'après le compor-

n F(7) T)~ /J)'1 n

tement asymptotique de F donné page 40 q/F 6 Op(N {ï|̂  =0} ) . En composant

(3.26) à gauche par le multiplicateur de Fourier de symbole

-l/l

-1/3 ^ l ^ n  ̂ ^  s n ^
q (11.71 ) e on a : q/F(b +b N )Kf C H (IR ) en (0,71 ).

'1 n 1 2 + o
_ ̂  g 

On réécrit cette égalité sous la forme q/F ee (b +b N ) Kf € H ( IR ) en1 ¿t ^
*\J 1/6 n

(0,T1 ) avec e elliptique scalaire dans L J  (IR ). D'après [8j,
O C4-'

-1 e
c -- Kq/FeK appartient a 2/3 V e > 0 . D'apres la remarque

— 1 ̂  — 1 ̂  ̂  o / n — ( 1 — a^/2 n
3 .7 e b +e b N se décompose en d +d avec d. ^ L (]R ) et d t L, . (JR ). 

1 2 + v 1 2  1 a ,o 2 1/3 ,0

,s ' 2m — JL — 1 . s 1
Comme u 6 (K (M) ) on a : Kq/F eKK d^Kf d H (S) microlocalement en p et

en suivant la preuve de la Prop.3.12 on a voisinage conique de (0 ,T] )
o

■>'*, n v 
dans T (IR ) tel que :
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lim inf| < d (y,tT|),w > | / 0 V(y,T|) G V . 
t-+œ

alors K ^d K G L° (S) et d'après la remarque qui suit la définition1 a , 1 —a

3 .9 on a le résultat de la Prop.3.19. #

Remarque 3*20 : On ne peut pas éviter l'opérateur c qui est dans une 

mauvaise classe de symboles, car c correspond à une troncature non 

conique qui est nulle dans la région elliptique. En effet, si on étudie 

l'influence du bord sur la polarisation le long d'un rayon tangent y , 

on ne peut espérer avoir des résultats uniformes dans un voisinage conique 

de y , car dans tout voisinage conique de y on a des rayons qui ne 

rencontrent pas le bord.

On notera encore WFpol u le front d'onde polarisé défini dans la Prop.3.19
s

i
Plus précisément on dira que w G WFpol u(p ) si il existe une lX2m matrice

o c
d € L (S) et c opérateur scalaire dans L , 0/o^) Y e > 0 conjugué

a ,1 -a 1/3 ,2/3

par des opérateurs intégraux de Fourier d'un opérateur de troncature non

'J s
nul en (0,7] ), tels que cdui 6 H (S) et tels qu'il existe V voisinage

o I o

conique de p* dans S tel que lim inf| < d(y,t7]),w > | / 0 V(y,7]) è V .

t-*+°°

Revenons maintenant au problème initial, c'est-à-dire :

u d (D'(M))2m solution de Pu 6 C°°(M).En composant à gauche par P € L* ,0 (M)

zvs 00 2 ^
avec p = 0  o n a : Q u ê C  (M) et q = (Ç-a) -b . Soit K une paramétrix

o 2 +

sortante du problème de Dirichlet pour Q :

00 00 
alors v = u-K+u est solution de / Qv € C (M) et v-u est C sur y

|dM £

Soit A une 2mX2m matrice 6 L°b(M) donnée par la Prop.3.i.

00
Av est solution de / Q Av € C (M)

J œ car Av(0) = A (v(0))
L Av(0) 6 C°°(àM) d

D'après [ 2] on peut écrire A sous la forme :

Av (x ,y) = J e ^ y y ^ M a ( x , y  ,T],t)v(xt,y')dy' dT|dt
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avec Ma(x,y,Tj,t) = J e ^ ^  ^ ^ a  (x ,y ,X ,T)) dX et a 6 X ]R ) .

Donc D Av = fe1 ^y-y , ^ D  Ma (x ,y ,T1, t) v(xt ,y ' ) + Ma(x ,y ,T1 ,t) tD v(xt ,y ' ) dy » dj] dt 
X J X x

et AD v = re l(y"yl)1l Ma(x,y,T|,t)D v(xt ,y ' ) dy 'dl] dt .
X  J X

Donc D Av - AD v = A 1 v + A 1D v où le symbole de A f est D a et celui de 
x x o 1 x o x

A! est D.a .
1 l

<v/
Donc D Av(0) = (A_ + A ' ) (D u(0)-N u(0))+A' v(0) = (3-28)

x  à l à  x + O Ô
00

(A +A* )(D u (0) -N u (O)) modulo C (dM) , ou N est l fopérateur de Neumann
à lo x + +

associé à Q . Il est facile de vérifier que si N + est 1 O p é r a t e u r  de Neumann 

fO
associé à Q on a N = (A + A 1 ) (N A - A 1 ) . (3.29)

2 + o lo + o od

Enfin, en examinant la preuve de la Prop.3.1 on voit q u fon

peut prendre A -A* , A f classiques.
o lo oo

On a alors les deux théorèmes suivants :

00 g I
Théorème 3-21 : Soit u G (D'(M)) solution de Pu G C (M) avec u G K  (M) .

2m
Soit $ le flot sur (C associé aux orbites hamiltoniennes de P . Alors

Q Q

si w  G WFpol^ ^ (G(O)u(O) -N+u(0) ) (y ,T| ) pour s f > s-1/4 on a :

$ (w) G WFpol u le long de y 
s -

Démonstration : On utilise la Prop.3.12 et les réductions vues plus haut.

1 ° 1 1
Soit P un point de y dans M et w G WFpol^u(p ) .

Soit a le symbole principal de A donné par la Prop.3.1 a vérifie 
o o

~ 1 ^  s
l f equation Hq^a^ - iaQ<l^ = G) avec q^ = 7^rip,pj + p P q . O n  peut appliquer

1 1  1
la Proposition 3.6 à Av et a cause de P r op.1.4.1, a (p )w fi WFpol Au(p ).

o s
\ i l  Q Q

Donc en appliquant la Prop.3.12 à Av on a : a (p )w WFpol 4D Av(0)(y ,T1 ).
o s—1 x 1

1 1
Notons F = (p(t),w(t)) l forbite hamiltonienne de P qui part de (p ,w ) .

61 A/ /<J a
On a H (a w) = (H a )w + a H w = —  fp,p}w - ia p p w + i a  p p  w -----fp^plw

q o  ÇL o o q  2 J o o o o 2 L J
2 2 2

= 0 (3.30) .

Soit w° G Œ 2m tel que (0 ,y° ,0 ,T)° ,w°) G F . D faprès (3.30) on a :

avec Ma(x,y,T|,t) = J e 1 ̂ 1""t ^ a ( x  ,y ,X,T))dX et a C S° (]Rn + 1 X K " * 1 ) .
1 ,0
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a (p1 )w1 = a (0,y° ,0 ,T|°)w = a (y0 ,Tl0)w0 . A cause de (3.28) on a :
o o oo

a * (0,y° ,0 ,T]°) a (pSw* é WFpol . (D u(0)-N u(0)) et (3.30) entraîne que :
o 1 o ' s-1 x +

-1 ,^ o ^ o x , 1 . 1  o 
a^ (0 ,y ,0 ,7] ) a^(p )w = w

o / ~  rj
Donc w ô WFpol 4 (D u(0)-N u(0)) et on a démontré le théorème.

T s-1 x +

Théorème 3 .22 : Soit u C (D'(M))2m solution de Pu 6  C°°(M) avec u t 3CS (M) .

2m
Soit $ le flot sur Œ associé aux orbites hamiltoniennes de P . Alors

i
si w 6 WFpol ui (p ) pour s* > s-1/4 . on a : 

s J S

$(w) € WFpols_1 (G(0)u(0)-N^u(0)) (y°,Tl0 ) .

Démonstration : Comme dans la démonstration du th.3.21 on applique la 

Prop .3.19 à A v .

Soit w° ^ WFpol^ (Dxu (O) -N + u (0) ) (y° ,7]°) . Par (3.28) on a 

aQ (0,y° ,0,T|°)w° WFpol^ ^D^Av(O) (y° ,71°) . Donc par la Prop.3.19 on a

a (0 ,y° ,0 ,T]°) w° % WFpol Avi (p*) donc a *(p*)a (0 ,y° ,0,7]°) w° £ WFpol ui (p1)
o s | S o o s 15

(3 .30) entraîne que a ^(p*)a (0,y°,0,71°)w° = w* où w* est tel que
o o

(p*,w*) t T . On a donc démontré le théorème. #
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S E C T I O N  I V

PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE 

POUR DES PROBLEMES AUX LIMITES.

IV.1 Notations et définitions.

Dans cette section on utilise les résultats de la section III 

pour démontrer des résultats sur la réflexion de la polarisation.

Donnons d'abord le problème que l'on va essayer de résoudre. On utilise

les notations de §1 III. On se place au voisinage d'un point ( y ° , T j ° )  £ T* ( IR*1 )

tel que (y0 ,T]°) € pour j + 1 ^ v < k .

Notons pour 1 ^ v ^ j ,y la bicaractéristique de g-ji issue de

(0,y° ,|i^(0,y° ,T)°) ,T|°) et pour j + l ^ v ^ k  , y la bicaractéristique

de (Ç-a^)2-b^ , issue de (0 ,y° ,a^(0 ,y° ,T | ° )  , T | ° )  • On suppose que parmi les

variables y , il y en a une notée y^ , qui joue le rôle du temps, ce qui

permet de séparer de façon intrinsèque y en deux demi-bicaractéristiques

y^ et y . On suppose que l'on connaît le front d'onde polarisé de u en

un point de y pour 1 < v < jQ et en un point de y ~ pour j + 1 < v < k ,

et on veut déterminer le front d'onde polarisé de u le long de y pour
v

j + l ^ v ^ j  et le long de y pour j + 1 < v ^ k .
° v ■ .

On commence par se ramener au cas où le problème aux limites est de la

forme (Pf)avec les notations de §1 III. v se sépare en v =

(v , .. . ,v . ,v . ,...,v ,v ,v ) suivant les blocs de H dans la Prop.l .2 III.
1 J J + 1 k + -

' °°
Chaque v est solution d'un systeme : D v -H v 6 C (M) (1.1) 

v x v v v

v+ et v sont solutions de systèmes paraboliques rétrograde et direct 

respectivement.

Donnons quelques définitions :

| Définition 1.1 : . pour 1 < v < j , L^(x,y,T|) est l'espace propre de
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g j U . y  ,Tp associé à la valeur propre ^(x,y,7]) pour (x,y ,n^(x ,y ,T|) ,7]) £

et Z (x.y.71) le symbole de la projection propre sur L (x,y,Tl). 
v v

. pour j + 1 < v 5 k , L~(x,y,T|) est l'espace propre de 9j(x,y,71) 

associé à la valeur propre a^(x,y,T)) + Vb^(x,y,T|) = c*(x,y,7p pour 

(x,y ,c^(x,y ,T\) ,7]) ^ et I^(x,y,7]) est le symbole de la projection propre

+ /
sur L“(x,y ,T]) .

. L+ (x,y,Tl) est la somme des espaces propres généralisés associés 

aux valeurs propres de g^(x,y,T]) à partie imaginaire positive (négative) 

et £ + (x,y,T]) est le symbole de la projection propre sur

. pour j + l ^ v ^ k  , £ (x,y,T|) est le symbole de la projection 

sur 1 * espace propre généralisé de g^(x,y,Tj) associé à a^(x,y,T)) ((x,y ,T|) .

Soit pour 1 £ v ^ k la projection v --->(0,...,0,v^,0,...,0) et

k  , k les projections v — > (0,...,0,v+ ,0) v --->(0,...,0,v ). On a

n S = SX pour 1 < v ^ j k S = S(£* S  £ ) pour j + l ^ v ^ k  , e t
V V V V V

k S = S£ .
+ +

Donnons d 1abord une conséquence de (1.1)

f Lemme 1.1 : Pour u t (D'(M))m solution de (iD) on a :

/L^(x,y,7]) pour l^v^j et (x,y ,§ ,T]K y^

WFpol u (x ,y ,T|) (resp.WF pol^u (x ,y ,7]) ) C  <

^ L “(x,y,7p pour j + l^v^k et (x ,y ,T| ) C: y-

Démonstration : il suffit de raisonner sur v et d»utiliser (1 .1) qui

00
entraine que v ^ f est microlocalement C sur pour v / v' et pour

1 ^ v £ j . Pour j + l ^ v ^ k  , on raisonne de la même fa<^on en utilisant 

que se sépare à nouveau sur deux espaces propres par le lemme 1.1.III. #

On a le lemme évident suivant :
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Lemme 1.2 : Les orbites hamiltoniennes de Ç II - H au-dessus de v pour 
------ * m v

1 £ v < k sont de la forme (0.....0.W .0.....0) où w est une òrbite
' 'y v

hamiltonienne de Fil - H 
^ m v

IV.2. Cas transverse.

Dans ce paragraphe on suppose qu'il n'y a que des rayons transverses, c'est-

à-dire k = j . O n  dira qu'on a réflexion du front d'onde polarisé si

on peut déterminer le front d'onde polarisé de u sur les bicaractéristiques

sortantes en fonction de sa valeur sur les bicaractéristiques entrantes.

On veut des hypothèses portant uniquement sur P , symbole principal de (3 .
o

Une condition suffisante pour avoir la réflexion de WFu en (y0 ,T]°) est :

(2.1) Vw 6 (E™ V(y,T|) dans un voisinage de (y0 ,T)°) ,

P (y»Tl)w = 0 ^ 7r'(y,T])w = M(y,T])7t(y,7])w + M (y,Tp k (y,7])w où 7r(y,T])w est 

la projection de w sur le produit des L (0,y,7]) pour 1 < v ^ j^ »n'(y,7])w 

la projection de w sur le produit des L^(0,y,7]) pour jQ+l ^ v ^ j et 

M(y,7)) et M (y,T|) sont des matrices homogènes de degré 0 en T] . O n  note 

cette condition (e^ ) •

Une condition plus forte est (e_) :
¿à

(e^) est vérifiée et M(y,T|) est inversible eniy0 ,!]0 ), et envoie chaque 

espace propre de g^(x,y,7]) sur un espace propre de g^ixjy,!])

On va aussi étudier les phénomènes d'ondes de Rayleigh quand le système 

au bord est de type principal réel.

Une condition pour observer ces phénomènes est (R) :

P(y ,Dy)u(0) (z  C (dM) entraîne : pour un v £ [l,j] R^(y,Dy)v^ Q C°°(dM) . avec

R (y,Dy) opérateur de type principal réel au sens de Cl].

On note 6 la bicaractéristique de R^ passant par (y°,T)°).

Donnons enfin quelques notations. D'après les hypothèses du §1 on suppose

qu'on connait WFpol u (resp.WFpol^u) en un point de pour 1 v £ . On

s fest donc donné des d X m systèmes a dans L°(ft) de symbole principal
V V

av (*>y>§>Ti)
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oo S
tels que a (x.y.D ,D )u G C (M) (resp. € 3C (M)) et pour un point 

v x y

p° = (x y (x ) (x ,y (x ) ,T| (x ) ) ,T| (x )) € y 
v o v o v o v o 'v o 'v o v

Ker a (p°) = WFpol u(p°)(resp.WFpol u(p°))
V V v  s  v

Soit ^ (x) le flot associé aux orbites hamiltoniennes de Ç II - G tracées 
v m

au-dessus des bicaractéristiques de .

Pour (y,T)) dans un voisinage conique de (y°,Tl°) la bicaractéristique nulle 

de Ç-l“1 issue de (0 ,y >^v (0,y ,T)) ,T|) coupe 1 ' hypersurface x = x^ en un point 

unique (y ,T|) .

Pour 1 < v < j , on note alors WFpol u(y,T|,v ) ( resp .WFpol^u (y ,T| ,y^) )

l'espace ^ * (x ) (Ker a (o (y,Tj))) .
---------  v o v v

On a alors les théorèmes suivants :

Théorème 2.1 : Soit u L (K’S *(M))m solution du problème aux limites (P) 

vérifiant la condition (e^) . Si la dimension de F^(y,T|), image de l'espace 

K (y ,T|) = 9 WFpol u(y,7],v ) par £ ( 0,y ,7]) oM(y ,7]) est constante dans
. , S  K. V 
l^k^j

O O o
un voisinage conique de (y ,T] ) pour un v j + 1 , alors au-dessus de

v  * WFpol u est contenu dans les orbites hami 1 toniennes de D I I  -  G 
v s x m

issues de points (0 ,y° ,n^(0 ,y° ,T|°) ,T]° ,w) avec w € F̂ (y°,7]°) .

Théorème 2.2 : Soit u G (JCS ^(M) ) ”1 solution du problème aux limites (P)

vérifiant la condition (ê ) alors pour tout v £ + 1 WFpol^u au-dessus

de v est égal à l'union des orbites hamil toniennes de D II - G issues 
v x m

de points (0 ,y° ,|i^(0 ,y° ,T|°) ,T)° ,w) avec w t F (y0 ,7|0 ).

Corollaire 2.2 : Sous les hypothèses des théorèmes 2.1 ou 2.2 si £ (0 ,y ,7])oM( y ,71) 

restreint à K est injectif alors les conclusions des théorèmes 2.1 et 

2.2 sont vraies pour WFpol u .

Démonstration du théorème 2.1 : D'après le § 1 on peut se ramener au cas 

où le problème aux limites est de la forme (P') et à démontrer ces résultats
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pour v = K Su . D ’après les hypothèses du § 1, on connaît WFpol^u en un

point de v pour 1 < v ^ j donc on connait WFpol v en un point de v 
v o s v v

pour 1 < v £ j d ’après le lemme 1.1. On peut appliquer la Prop.2.1.III
o

à v pour 1 £ v ^ j et on a : 
v o

(2.1) pour 1 £ v ^ j il existe des d X a matrices A (y,D ) de symbole
o v v v y

principal a dans L°(àM) telles que : A (y,D )V G H S (àM) (2.2) et 
v v y v

Ker â (y°,T]°) = o S (0,y° ,7]°) oWFpol^u (O ,y° ,7]° ,v ) = WFpol v^(0) (y° ,7]°) (2.3).

P vérifie la condition (cA) donc y = (3 o S(0 fy,7l) vérifie :
o 1 o o 1

h  A  „ l'}\
V o (y,T|)w = 0 => ; J m(y ,T l )  I ! 1 + m ( y , T l )w _  ( 2 . 4 ) .

00
D ’autre part v (0) (: C (ôM) car v est solution d ’un système parabolique 

rétrograde. Donc comme yv 6 C°°(àM) on a :

/ v ‘\ ~ / v- \
(O) = M(y,Dy ) : j (0) modulo C (<3M) (2.5)

\vi / \\ l
% ^  o ^

où M(y,D ) C L (dM) a pour symbole principal m(y,Tl). A cause de (2.1),

A/ g  O O
composantes de v sont dans H (ôM) microlocalement en (y ,T| ) . (2 .6).

\J + • • •+ j

Soit K le sous-espace de Œ ° formé des vecteurs dont les H

% , o o x^
premieres composantes sont nulles. Alors on a de plus : n (y ,T| )K = K .

L'hypothèse que F^(y,7]) est de dimension constante entraîne que si on remplace

A/
les 4 premières colonnes de M(y,T|) X N ( y fT|) par des zéros, on a des 

combinaisons linéaires entre les lignes de M(y,T|) X N(y,T)) correspondant 

à w qui sont identiquement nulles dans un voisinage de (y°jT|0). Il existe 

donc une matrice P^(y,T|) homogène d'ordre 0 en 7] telle que :

n(y ,7]) telle que si = N(y,D )v les & = d + ... + d .
1 Jo

premières

il existe une matrice N (v
9 y

elliptique dans L°(ôM) de symbole principal

V .

L J0
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sur un voisinage de (y°,71°) P om o (n(y,T))|^ = 0 (2.7)
v v &

et par définition de F^(y,Tj) : S(0,y ,T|)F^(y ,T|) = Ker P^(y,7]).

Si P (y,D ) £ L°(ôM) a pour symbole principal p^(y,T]) on a donc :

v  ^  g  ^
(2.8) P (y,D )v (0) = P (y,Dy) on . M o Nv t H (àM) à cause de (2.6)

v y v v v

et (2.7). Les termes d'ordre -1 dans le calcul symbolique sont absorbés

% s—1
par le fait que u donc v appartient à H (dM) . (2.8) entraîne que

WFpol v (0)(y°,71°) C  Ker p (y°,Tl°).A cause de (1.1), on peut appliquer la 
s v v

Prop.2.1 III a v^ ce qui démontre le théorème . #

Démonstration du corollaire 2.2 : Si on s'intéresse à WFpol u il faut

prendre en compte tous les termes du calcul symbolique. Il est facile

de vérifier qu'on a (2.6) en remplaçant H S (dM) par C (dM) avec les notations

précédentes. On a aussi (2.7). Le problème est de choisir les termes d'ordre

inférieur du symbole de P pour avoir :
v

(2.9) P ( y ,D ) o n 0 M o (Ni*) = 0 modulo S~°° .
v 1 y v | K

-°0

Cherchons donc le symbole complet de P sous la forme : £ (y ,T|) le
v . v

-oo J=°
V  * j o

symbole complet de M o N s'écrit : £ m (y,T|)*0n trouve d'abord p grâce
K v

J=° ^
à (2.6). Puis pour éliminer le terme d'ordre -1 dans P ® n o M © Nit̂

v v |K

il faut trouver p pour que : 
v

o -1 - 1  o n o \ / ov
p o tl o m  + p  0 n o m  + L D (p o 7t ) D (m ) = 0 . 
v v v v k=1 T]k v v xk

-1 -1 o
on peut trouver p tel que p o k 0 ni = f , ou f est une matrice 

v v v
o

arbitraire si k o m est injective. On vérifié ensuite qu'on peut deter

miner les p^J pour j > 1 pour avoir (2.9). (2.9) et (2 .6) entraînent que

P (y,D )v (0) € C (dM) microlocalement en (y°,T|0 ) . On a donc démontré 
v y v 7 1

le corollaire 2.2 pour le th.2.1 et on procède de même pour le Th .2.2. #

Démonstration du théorème 2.2 : on conserve les notations précédentes.

On a (2.5) et la condition (e ) entraîne que rn(y,7]) se décompose en blocs
Cà
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I
m(y ,T)) ! I = ! I avec w = n (y,T])w avec vR ^ j pour j +lsvâj .

y  Sol I 0 0

Donc on a : v (0) = N (y,D )v (0) modulo H S (dM) où N C L°(dM) a pour 
v v y v

symbole principal n (y ,T)) . On a WFpol v (0) (y°,T)°) =
V S Vk

n 0 S (0 ,y° ,T|°) „ (WFpol u(y°,T]°,Y ).) 
k k

et par la Prop.2.3 II WFpol v (0)(y°,7]°) = n (y°,T|0) (WFpol v ( O) (y° ,T|°) )
k

Puis on peut appliquer la Prop.2.1.111 a v^ ce qui démontre le théorème, f

Remarque 2.1 : avec les notations du théorème 2.1 supposons que le rang

de 1^(0,y ,7]) °M(y ,T|) est constant au voisinage de (y°,7]°). Alors si K(y0 ,T|0)

» o ov / O ox *
est transverse a Ker £ (0,y ,7] )oMly ,T) ) l fhypothese de dimension constante
est vérifiée.

Remarque 2.2 : L'hypothèse du théorème 2.1 dépend de la donnée de WFpol u

au-dessus de y pour 1 ^ v ^ j , alors que le théorème 2. 2 est valable 
v o

pour toutes les polarisations incidentes.

g
Remarque 2.3 : on vérifie aisément qu'une relation a(y,D^)v(0) C H (àM)

qui couple v et v pour v /  v' ne donne pas de renseignement sur 
v v 1

WFpol^v le long de et de y ^ f . Ceci explique que dans la condition

(e ) on suppose que m(y,7]) se sépare en blocs sur les espaces propres de
¿à

g (0,y,Tl). On peut voir un exemple l'utilité de considérer WFpol u en
l s

s i m  6
supposant que u (K (M)) . Supposons que u ê ( D ' (M) ) est solution

d'un système (P') avec 2 bicaractéristiques transverses en (y ,7] ) >

/ ul \  / U1 \
v et y ' . Notons/ et . les projections de u sur

K  K

\-J / \ ”i /

les espaces propres associés à y et y ' .

r u i = u i+v u3 +a-i(ui)
Supposons que la condition au bord est :

(2 .10)J u^ = 2u1 +2u2+u3+b_1 (u2 )

[u- = u ^ C j i u ^
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avec a , b , c € L_ 1 (ôM) .(2.10) vérifie (e ) mais pas (e ) .
—  1 —1 —1 1

Supposons d'autre part que la donnée de WFpol u sur y entraîne que

OO / O O x
u^(0) C (c3M) microlocalement en (y ,T) ) .

f u i = ui+V a-i(ui>
On a alors :

J u' = 2u + 2u +b . (u ) modulo C (dM)
S 2 1 2 - 1 2

l u3 = ^ l S *

Cherchons à priori o' , a2 , ot3 £ L°(dM) tels que : a uj+a u^+a3u^ t C ((3M) .

1 2 1 3  1 2 2  00
Il vient (a +2a +a a ^+a c j)u^ + (a +2a +a b ^)u2 £ C (ôM).

Comme u et u sont arbitraires il faut donc que :
1 2

1 2  1 3
( a +2a +nr a +a c = 0

1 2  2 i i 
a +2a +a b = 0 si a = E a , pour i = 1 ,2, 3 •

j=0 J

2 1 2  
Prenons par exemple a / 0 . Il vient a + 2a = 0 . Pour annuler les

o o o

termes d’ordre -1 dans (2 .1 1 ) il faut :

1 ^ 2 o 2 3i a +2a 4 = - 2a a +a c „
- 1 - 1  o -1 o -1 2 _

< Donc a (b .+2a ) = a c .
I l 2 2 o -1 -1 o -1

^ V 2<"-1 = "ob-l •

Il suffit de prendre c (̂y°,7]°) = 0  et (b ^+2a )̂(y°,Tl°) / 0 pour avoir

une contradiction. Donc avec la condition au bord (2.10) on n ’a pas

 ̂ s— 1 ,
réflexion de WFpol u . Par contre si u C K  (M) , on a réflexion de

WFpol u pour la polarisation incidente u (0) 6 K S (c3M). 
s 3

✓ % % s—1
Enfin on peut remplacer dans les théorèmes 2.1 et 2. 2 l'hypothèse u t K  (M)

s—1
par u (z K  (M) microlocalement sur y , . . .v .

3o
On va maintenant démontrer un théorème sur les ondes de Rayleigh.

Théorème 2.3 : Soit u t (D'(M))m solution du problème aux limites (iJ)

vérifiant la condition (R) . Si WFpol uiy0 ,^0 /̂ ) - E (0) . alors au-dessus
v v

des bicaractéristiques de Qu i partent des points de ô , WFpol u est

égal à l'union des orbites hamiltoniennes qui partent des points appartenant
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I
 aux orbites hamiltoniennes de R issues de (y°,T|0 ,w) avec w L E (O) .

v v

Démonstration : D'après (R) on a Rv(y,D )v (0) C C (dM) et
----------------  y v

WFpol v (0)(y°,T)°) - E^(0). Il suffit d'appliquer le théorème 1.7 II à

v (0) qui est solution d'un système de type principal réel. Donc au-dessus 
v

d e  6 W F p o l v  (0) e s t  l ' u n i o n  d e s  o r b i t e s  h a m i l t o n i e n n e s  d e  R p a r t a n t  
v v v

de (y° ,T|° ,w) avec w (: E^(0) . Puis en tout point de 6^ on peut appliquer la pro

position 2.1.III à v^(0),ce qui donne le théorème. #

IV.3. Cas diffractif.

Dans ce paragraphe on suppose qu'il y a des rayons qui sont tangents à 

c3M, plus précisément les rayons pour j + 1 < v < k . Notons et

-X/ _

N les opérateurs de Neumann associés aux blocs D II - H . Notons 
v x v

n r* Ttv
D^f H .  .(O )-'n ' , ) v . , D-1 (H . ,(0)-N* , ) v .  ,

J*1 J*1 = H(y,D )
: y

D**1 (H (0)-N')v D _1(H ( O) -N+ ) v
k k k k k k

modulo C°°(dM) , où M est un opérateur pseudodifférentiel matriciel.

En général les composantes de M sont des produits d'opérateurs d'Airy

associés à des hypersurfaces différentes. Pour simplifier les résultats

on va donc supposer qu'il n'y a qu'un seul rayon tangent, c'est à dire

que j+1 = k (hypothèse K '). Sous cette hypothèse, on va voir que la condition

(3.1) est satisfaite si (3 vérifie la condition de Lopatinski-Shapiro, dans

le cas où les v pour 1 ^ v ^ j sont des bicaractéristiques entrantes 
v o

et pour j ^ v ^ j , des bicaractéristiques sortantes. Supposons donc 
o + l

à v solution du problème aux limites (P'). Une condition suffisante 

pour avoir la réflexion de WFv pour v solution de (fii5' ) est :

V l'opérateur de symbole |ï||  ̂ . On se ramène donc

oo
yv t C (ôM) entraîne :

(3.1)

= ß s' 1K"1 et D' 1
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que (3 vérifie la condition le Lopatinski-Shapiro (voir [l7j pour la

définition). D ’après les résultats de [7] par une transformation canonique

00
dans les variables (y,T|) dépendant de façon C de x , on peut se ramener 

au cas où a j+  ̂ = 0 • Les opérateurs intégraux de Fourier associés à ces

g
transformations préservent l'espace JC (M) . Oublions l'indice j + 1 , pour 

simplifier les notations.

2a
D'après le lemme 1.1.III on peut trouver une base de (E dans laquelle 

H j + 1 (°,y ,T)) s'écrit :

avec K(y,T|) matrice homogène d ’ordre 0 en 7] . Donc

I k  ’ v  \ / t c v  >

yv  G C°°(àM) ^  { J = K(y,D ) modulo C°°(ôM) .

\̂ 1v I y W2W
avec K 6 L°^(àM). D ’après la Prop.3.16 III il existe J opérateur intégral

de Fourier elliptique dans I0 (lRn ,àM3y ) tel que : J N "  = (a“ + b~) J
1 o o

. . , . o o .
au voisinage de (y ,T| ) ou :

± 2
- N" sont les opérateurs de Neumann associés à g -b

- a* 6 L2/,^(]Rn ) est elliptique en (0,T1 ) , b i G L°- (lRn )
o c* o o c H

A !
- §“ est le multiplicateur de Fourier de symbole — ^  (T) T] )

A '1 'n 
+

Notons 7i^w la projection de w i Œm sur l ’espace engendré par les a

premiers vecteurs de cette base et k  w  la projection sur l'espace engendré
2

par les a derniers. La condition de Lopatinski-Shapiro est bien sur

invariante par changement de base. Soit v le symbole principal de y .
o

La condition de Lopatinski-Shapiro vérifiée par y  entraîne que :
o

(3 .2) Vw Ç <Cm Y w = 0
O I

X  ’ w  \

v )

= K(y ,T|)

C )
U 2W/

+ K(y,T|) n w

111“ « '

0
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En décomposant K en blocs on a :

(
k ' v  = K  - .ttv+K k  v

modulo C°°(ÔM) .

K .  v  = K . 7tv + k__ T i V1 21 22 2

et D -1 (H(0,y,D )-N1)v(0) / V  ° N *1V \ + A I ^  \ = [ ̂  '

i- irnà

avec A t L - (ôM) .
o c*

-1 -1 + a+
On travaille maintenant sur J v et J h" que l*on notera *< et AT .

/ *Mr = K j i j r  œ
(3.3) entraîne : J modulo C (3R )

I V  ■ K 21»v- * x 22»2r

avec K i j  = J L ^  ( ]Rn ) .  Supposons de plus que v H S (c)M)

(3.4) entraîne : ( j )  = ( 2 1 + ^  modulo H® ’+1//3( ]Rn )

2 ' V f  B2$i?t2Ar'

avec A 2 t L ^ / 3 (]Rn ), € L ^ ( ] R n ), B2 6 L ^ / 3 (]Rn ). En effet (3.29)111

/V+ + 2/3 ,
entraîne que N* = N“ modulo q VÔM) .

Donc = II n2V -  A 1$+^ =  (11^- =

(11 - A.K00$ + )n-tr- A.K $ +nnr modulo H s '+1//3(]Rn ) . a 1 22 2 1 21

Dans la suite on va utiliser le calcul des opérateurs de Fourier-Airy

développé dans [llj. Les notations employées sont celles de [llj.

D'après le théorème 4.21 de [lljF = 11 - A K 00 $ a un inverse microlocal
oi 1 22

O +
près de (0,T1 ) dans la classe A 9 (IR ).

o +

Donc on a : = (F ) ^(4^ + JrtT) . modulo HS *^3 (]Rn )

n g r = (F~) 1 (̂ »1 + A j ^ l ^  ^  modulo H S +ly/3(]Rn ).

Donc : (F-)"1^  = (f V A . *  + ((F+)_1 (F~) " ^ K ^ O r c l T m o d u l o  H®' + 1//3 ( ]Rn )

Donc
= na Kir  - V +V r = (11 - A.

a 1‘*K22>V - V \ l ’t’ra

En décomposant K en blocs on a :

(3.3)
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Donc on peut obte n i r  , n ' V* en fonction de ;nr et de IL~ . O n  a donc

obtenu (3 .1) .

m, +

R a p p e l o n s  b rièvement la d éfinition des classes A (]R ) et A m , (]Rn ) de

a ; , d j
[il]. Soit W (z) = 7 *  (z) on note <p (z) = --- r <p ( z)

1 + A + j J
i - dz

et on note le m u l t i p l i c a t e u r  de F o u r i e r  de symbole <p^(T)^7]~*^) •

A l o r s  c l w ^ 0 2 ^ ^ + (!Rn ) où n + = sup(n ,0) pour n é s  . D ' a p r è s  la
* m, +

P r o p o s i t i o n  4.1 de [il], B t A (lRn ), s = + si B ^ L™ , ( IRn ) et
s " 1/3 ,0

B a un symbole a(B) ^  b ( y ,T| ) + ^  b.(y,71)$^ * avec b. L S m 7 ^ ^ (  IRn ) .
o j>l J 3 J ci

Le déve l o p p e m e n t  converge dans S™ (]Rn ) . On appel l e r a  b (y,7|) la
1/ J o

partie c lassique de B . C o m m e  u(0) t  H S ( J R 1 ) , V 0 et C: H S ( IRn )

donc V B f  A0,É(IRn ) on a : 
s '

(  Btr = (b + b 4$ ) V  m odulo H S '+1/ 3 (]Rn )

(3 5) \ o i s

v. bAt = (b +b A ) A r
o i s

On a donc

(3.6)  ̂ j = M i ̂  \ m o d u l o  H S {JR* ) où M a un symb o l e

' it'V*’ ' \ TTV̂ ’

M«« *11 12
de la forme suivante : M - _____________ , ou les blocs c o r r e s p o n d e n t

M M21 22

à la déc o m p o s i t i o n  suivant (F ) ,7r'v , et nV0 , et on a :

^11 9 ^21 9 ^22 s o n ^ ^ans ) et M est la somme d'un terme de

A ° 1 (lRn ) et d'un terme de A ° 9 ( JRU ) . Pour s i mplifier les calculs, on va

De m&me on a : n 'ir  = K12( F +) -1^  + <Ku * i 2<f V 1a iK 21»*> M T  modulo

et : K '  Bl K2 l ” r  * (BiK22- V ' )’,2ir
modulo

s ' +1
H

(B1K 2 2 - V ' X fVI<1; * ((BlK22-B2r >fV lA l V * *

H S ' + 1/3 (IRn )
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supposer que = 0 , ce qui entraîne que = 0 donc que M = 0 •

(voir remarque 3 .2). (Hypothèse K") on notera M^Xy,!]) le symbole principal 

de la partie classique de M . on a :

«/ u  0 \  i 11 ° \ 
M (0,71 > = ---------------------- — 4 = ------- 2---------------------

° ° 1 ( W 0 ’V  I * n (0’V j  \*ia (y°.n0) Kll(y°,ii0)/

Donnons maintenant quelques notations :

D'après les hypothèses du §1 , on suppose que l'on connait WFpol v le
s

o
long de y . . On s'est donc donné un d . X 2 a. , système a. . G L n (M) 

J + 1  J + 1  J + 1  j  + 1  c *

de symbole principal a(a. ) tel que a. v. . G 3i’S (M)-.et WFpol v(p° A) =
J+1 J+1 J+1 s j+1

Ker °(ai*i) °ù * v i  •

Alors d'après la Prop.3.6 III et le théorème (3.21) III, il existe des

d X 2 a systèmes a° et a 1 dans h°„ (ôM) et L~}(ôM) tels que :
J+l J+1 j+1 j+1 c* cX

O + 1  — 1 a/4- S S *
(a - N a )D (H (0)-N )v. (0) 6 H (ÓM), si u f K  (M)s' > s-1/3

J J J J"̂"l

/ o O — —1 / o ox , o x / o o x
On note alors WFpol^u(y ,T| + l’espace S (0,y ,T| )Ker +

On note 7J\̂ la matrice S * (0,y° ,T)°)Mo (0,T]o )S (0 ,y° ,T]°) .

On a alors le théorème suivant :

» _ s ' m x
Théorème 3.1 : Soit u G CK! (M)) solution du problème aux limites (P)

vérifiant les hypothèses (K!') et (3Üf) , tel que (3 vérifie la condition

de Lopatinski-Shapiro et s' > s-1/4 . On suppose que

K = ®  WFpol u(y°,T|0 ,v ) ®  WFpol u(y°,Tl0 ,Y . ) est transverse à 
l<ksj s k s J+1

O

Ker £ (0,y°,TÎ°) « 171 et que Z (0,y°,T|O) « %  restreint à K est 
v  1 O V o

V
injectif. Alors-si j +1 ^ v < j , au-dessus de y WFpol u est contenu

o v s

dans les orbites hamiltoniennes de D II - G issues de points
x m

(0,y° ,fi^(0,yO ,T)°) ,T|°>w) avec w appartenant à l'image de K par

■c ( 0 , y ° , 7 1 ° )  o n  .
V O

sj
- si v = j + l> au-dessus de y , WFpol u est contenu dans

J + 1 s
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les orbites hamiltoniennes de D II - G issues de points (0,y°,a. (0,y° ,71°) ,T]° ,w)
x m j +1

avec w appartenant à l’image de K par f j + ̂ (0 ,y° ,7]°) °

Démonstration : On se ramène tout d'abord au cas où le problème aux limites

est de la forme (P') et à démontrer le théorème pour v = KSu .

En suivant la démonstration du théorème 2.1 et d'après la définition de

WFpol u(y°,T]0 ,7 4) » il existe pour 1 < v ^ j des d x a matrices 
s 1 j + 1 o v v

A^(y,D^) de symbole principal a^(y,7]) dans L^(ôM) telles que :

A (y.D )v <: H S (dM) (3-7) et Ker a,(y°,71°) = n oS(0,y°,7]0) WFpol u(y°,7]°,Y ) (3.8) . 
v y v v v s ' v

De même il existe des d. .X2a. . matrices A° et A*. 4 (z L°/J(c3M) et L J(àM)
J + 1 J + 1  J + 1  j + 1  c i c i

telles que : (A° -N A 1 .) D - 1 (H. . (0)-N^)v. , (0) C H S (ôM) (3-9) 
j+1 + j+1 0+1 J+1

et Ker a° (y°,T|°) = n . o S(0 ,y° ,11°) „WFpol u(y° ,J\° ,y . ) (3 .10).
J + •*• J **• s J + -*•

En conjugant les relations (3.7) et (3.9) par J , il existe pour 1 < v £ j
o

des d X a matrices G dans L°/J(lRn ) telles que Q (y.D ) V  é H S (lRn ) et : 
v v v c* v y v

^  o o o
o(Q ) ( 0 f71 ) = a (y ,71 ), et il existe des d, . X 2a, 4 matrices G . 4 et 

v  o  v  J + 1  j + 1  j + 1

a 1 , dans L0„(lRn ) et telles que : (Q° + O 1 . $ )L+ t H S(lRn )
j+1 cü cl j + 1 j + 1 +

et G (Œj + ̂) (0,7]q) = c (y°>T]°) où c £ <E \ {o} . Donc il existe des

matrices (jf° et Jjf* dans L ^ ( l R n ) et L * ^ ( l R n ) telles que : - oT° est 

elliptique en (y°,T]0 ) , et si v jr. x ° . je § , on a :

r • \
- si I 1 = vi (y,D )v^ les d = d.+d +...+d, + d . . premières composantes

V. ’y 1 2  j j+1

J° /
\ |̂ + / de V  sont dans HS (lRn ) (3.11).

v  V - - - +aj +2 (otj+i)
Soit K le sous-espace de Œ o formé des vecteurs dont

les d premières composantes sont nulles. On a 0(of°) (0,71o)K = S(0,y° ,T|°) K.

% — 1 o  o ^
L fhypothèse que K est transverse a S (0,y ,TI )Ker n oM (0,T1 ) entraîne

v o o

q u fil existe une matrice C^(y,T|) homogène de degré 0 en T] telle que :

Sur un voisinage de (0,71 ) C oTT ©M « Oijf0 ) (y ,71) |y = 0 (3.12).
'o v v o 1 |K

On veut maintenant trouver un opérateur tel que

C 0 K . M . l/T.* € l7* (3Rn ) (3.13). 
v v |K l/3 ,o
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Pour cela on utilise le calcul symbolique et les notations de [l2].

Notons L t A°9 (IRn ) l'opérateur n 0 M o lit ¡V . On a L = L° + L̂ " § , avec 
+ v | iv +

L° t L ^ ( ] R n ) , 6 L^j^ f l R 11) et d'après les hypothèses du théorème,

O *Vo
le symbole principal de L est injectif en (0,T| ) , donc injectif sur un 

a /

voisinage de (0,7]^). En suivant la preuve du théorème 4.21 de [l2], on

démontre facilement q u fil existe une matrice F C A°* (lRn ) , telle que

—00 ^
F o L - 11^6 S sur un voisinage conique de (O jT)̂ ) .

Grâce à (3.12) et à 1'injectivité de L° , il existe i ( 3Rn ) tel que

le symbole principal formel de o L est nul. Ceci entraîne que C^ o L

est la somme d'un élément de , (]Rn ) et d*un symbole classique

o n ^
H £ L ^ ( ] R  ) dont le symbole principal s'annule en (0,T| ). En remplaçant

C par C - HF on a une solution de (3.13). Si on note encore C cette 
v v v

matrice le symbole principal de la partie classique de C est égal à 

c (0 ,t{ ) en (0,T\ ) .
v  °  °  / 1 \

h F')
(3.6), (3.11) et (3.13) entraînent donc que C k € H S (]Rn ).

v v
 ̂ k  Mr j

On distingue maintenant deux cas :

- S i  j +1 < v ^ j on a o b te n u  en u t i l i s a n t  (3*5) une r e l a t i o n
o

(C° + c 1 $ + ) 1r € HS (]Rn ) avec C° fc L°, (]Rn ), C 1 £ L"}^3 (m" ) et
V V V V c* V cJO

C°(0,T1 ) est l'image par k  © M (0,7] ) « S(0,y°fTlO ) de K . 
v o v o 'o 1

On utilise maintenant la remarque 3 III , la définition 3*9 III et le

fait que v (0) t H S (ôM) , ce qui montre que WFpol v (0)(yO ,T|°) C  Ker(c°)(0,TI )
V s  v v  'o

v
D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2.1III q u i  e s t  e n c o r e  v r a i e  p o u r  W F p ol ^u

on en d é d u i t  l a  c o n c l u s i o n  du t h é +orème.

- Si v = j+1. On a obtenu en utilisant (3*5) une relation :

<C° +1 + cl + i $ + > e H S (]Rn ) avec C°. € L°(]Rn ) et C* £ L"]/3 (lRn )
J+1 J+1 1 J+1 C* J+1 c*

et Ker 0(0° *)(0,T| ) est l'image par tî . . 0 M (0 fT\ ) o S(0,y°,T|O ) de K. 
j + 1 o j+1 o 'o

En utilisant à nouveau (3*5) pour l'expression de (F )  ̂ on obtient une
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relation : (d° + d*' $ + d2 $ + ^ H S (lRn ) (3*14)
J + 1 J + 1 J + 1 J + 1

avec :

aj.ic L°i(œn)’dj+i ■ d5.ie L¡l/3(IBn,' d3j+ic L^ /3(i,n)’et

a(d° ,)(0.tÎ ) = 0(C° *)(0,T| )• On utilise maintenant que ju = J h et 
j + 1 'o j + 1 lo

on va suivre la preuve de la Proposition 3*19 III. Notons f . 1 = v, i •
J+l J+1|S

Comme dans la preuve du théorème 3-21 III, on se ramène au cas où + ̂ 

vérifie les hypothèses de la Prop.3.19 III.

Notons d l’opérateur qui apparaît dans (3.14). (3.14) entraîne que

X s 1 n
d J~ D v . . d H (IR ). Avec les notations de Prop.3.10 III on a : 

x j + 1

d J_1D v. = d J-1Ja -7— K f . . = da 7 -  K f. . . 
x j+1 A + j+1 A + j+1

1 1 ^  O 'v/
On a da -—  = —  d avec d de la forme (3.14) et Ker a(d. .MO,!] ) =

A A J + 1 'o
rvo + ~  +

Ker a(d . . ) (0,T| ) en effet il suffit d'utiliser le lemme 3.18 III et le 
J + 1 'o

fait que $ , $ et commutent car ce sont des multiplicateurs de Fourier.
+ - A +

1 ^  s -1 n
On a donc —  d ^ H )• Puis on utilise la remarque 3.7 III pour

écrire d* sous la forme dL + avec d' 6 (lRn ), à' C L ^ r^ 1 _a^ 2 (lRn ) .
1 2 1 a,o * 2 1/3,0

Il suffit ensuite de suivre la fin de la démonstration de la Prop.3.19 III 

pour démontrer le théorème. #

Remarque 3.2 : Dans le cas où 1 'hypothèse K u n'est pas vérifiée le théorème 3*1

est encore vrai mais il faut développer un calcul symbolique dans une

classe plus grande que A*”* (]Rn ) , celle des opérateurs B t L™, ( ]Rn )
+ 1/3 >0

tels que 0(B) a un développement :

o ( B ) _ b  (y  ,7]) +
O

4. Exemples .

Dans ce paragraphe on va donner quelques exemples.

4.1 Réflexion sur une surface pour l'équation des ondes.

On se place en dimension d'espace égale à 3 . On a donc y = (y ,y ,y )
1 2  3

2 bik(y»ïp 
j , k » l  Jk

J '1 í*'1 avec b . ,
J.k

t  sm: j / 3 - k/3 (iRn ) .
C*
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représentant le temps, et on regarde la réflexion sur x = 0 .

2-» 2-* 2-» 2-* 
le système est un système 3X3 du 2e ordre : — ^  - — — - — — - — ^  = 0

v ^ , 2 2 2
c3yx üx dy2 Oy^

Si E = (e ,e ,e ) les changements d'inconnues :
1 2  3

r u . = e . 
i i

(4.1) J

 ̂u ! = D^A où A est un opérateur à support propre de symbole

( 1+ | T] | ̂ ) ̂ 2 ramènent le système a :

Regardons d'abord le cas transversal.

/ 0 0 . ^ * & / %  2 2 2 o o v
Soit (y ,T| ) C T (OM) tel que TL > 7] + 7) . Au voisinage de (y ,7] ) les

1 2  3

changements d'inconnues ✓ u^ = v ^+v|

1 H / x J  2 2 2 '
u j = ^ - ( v . - v ! )  ou ll a pour symbole'y 71 -T) -TL

1 A 1 1 '1 '2 '3
—♦ —♦
V  V

ramènent le système à D (-♦.) = G(-*.) où le symbole principal de
x v' v'

T*u3 0 '

G e s t _____________! En (y°,71°) on a donc 2 bicaractéristiques triples

_ 0 -^1I0J . , ^3 v et y ' qui arrivent.

Il est facile de vérifier que au-dessus de v  WFpol Ë = WFpol v et au-dessus 

de v' WFpol Ë = WFpol v' .

Regardons maintenant un certain nombre de conditions aux limites.

{
div E = 0 où v est un vecteur normal à x = 0 .

E X v = 0

On obtient : Ç v^ + v^ = 0 on est dans les hypothèses du théorème 2.2
^ et du corollaire 2 .2 .

< v + v' = 0
1 3 3* 00
l  v ,  -  y j  t e

on a donc réflexion de WFpol u et de WFpol u .
s

Î
D u. = Au! 
x i  i

D u |  = A *r u . 
x i  i

où r(D )
y

= D2 

y l
- D 2

y2
- D2 . 

y3
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(4.3) ÎD E - A(y)D E = 0 où A est une matrice 3 X 3 (condition de 
w x y x

type impédance). (4.3) entraîne que (̂ ill - AD )v = (ji II + AD ) v f .
3 y l J y l

Si n(T|°) n'est pas une valeur propre de A(y°) on est dans les

hypothèses du théorème 2 .2 . et du corollaire 2 .2 .

Regardons maintenant le cas tangent. On part d'un système 3 * 3 du 2e ordre 

2 t t
D E = r(x,y,D )E . Supposons que la condition au bord est du type 
x y

D^Ê(O) = A E(0) avec A <E L (dM) . Soit (y°,T]°) un point strictement diffractif

2 2 
pour D^ -r et y la bicaractéristique nulle de £ -r qui passe par

(0,y° ,0,T|°) . La condition au bord vérifie Lopatinski Shapiro si A est 

elliptique en (y°,T|°). On suppose donc que A est elliptique en (y°,T)°).

Dans ce cas on obtient un résultat plus précis en utilisant les Prop.3.6 III

«■*
et 3*19 III. Supposons que l'on connaisse WFpol E en un point de v 

—♦ —♦ —♦ —♦. s j 
En remplaçant E par E* = E - K +E(0) ou K + est une parametrix sortante

2
pour le problème de Dirichlet pour D - r , on voit qu'il existe des

matrices a t L°(dM) et a i L * (dM) telles que (a -N a.)(D E - N  E)(O)éC (dM).
o 1 o 1 x

On a D Ê = AÊ donc D E-N+E = (A-N+)(A-N~)_1(D E-N~E). Donc on a :
X X  X

(a - n V )  (A-N+) (A-N_)-1(D Ê-n“e) a C°°(àM). (A-N~)_1 est dans A _1,+ (]Rn ) . 
° 1 x + 00

Donc on peut écrire (A-N ) sous la forme V b. (N )X avec b. C L » 1 (lRn ).
i i c*

i =o
Ceci permet en suivant la preuve de la Prop.3.19 III d'obtenir une relation

de type a Ej^ € C°°(S) . Mais on ne peut pas suivre le symbole principal de a .

On a WFpol (D Ê-N E) (0) (y0 ,T]°) = WFpol (D Ê-N E) (0) donc la polarisation 
s x  1 S X

de E ne change pas par interaction au bord, quelle que soit la condition 

au bord.

4.2. Problèmes de transmission entre deux milieux.

On se place en dimension d'espace égale a 3 >on regarde la transmission

2 -» , v-
a travers x = 0 . Dans x > 0 on est dans l'air on a:D E - r (x.y.D )E = 0

x + + y +

2 -* -»
Dans x < 0 on est dans un cristal isotrope on a : D E - r (x.y.D )E = 0 .

x y -
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et on a r+ > r (la vitesse de la lumière est plus grande dans l fair).

On a les conditions aux limites / E + (0) = E (0)

l  D E (0) = - D E (0) 
x + x -

Regardons d'abord le cas transversal.

On se place en un point (y°,Tl°) tel que r + (0,y°,Tl°) > 0  et r (0,y°,T]°) > 0 . 

Sur chaque système on fait les transformations de 4.1 et on se ramène à :

(4.4)

la condition au bord devient : ✓ v+ + v| = v + v'

^ * 5 ^  (y _y.) _ _ y (y .y))
V ̂ 4- + + » - -

Au point (y°,T]0 ) arrivent 4 bicaractéristiques transversales y + , yj , y ,y 1 • 

Supposons que l'on connaisse WFpol E le long de et y| , c'est-a-dire 

WFpol v+ (0) et WFpol v|(0).

(4.5) se transforme en : / v = a v + + bv| avec a = ^  (l-|i+/^ )

\  v 1 = bv + av' b = —  (1 +U /u ) .
+ + 2 + -

dans ce cas on ne peut donc pas appliquer le théorème 2.2.

Regardons maintenant le cas tangent.

On suppose donc que (y°,7]°) est un point strictement diffractif pour

D2 - r (x,y,D ) , donc que r (0,yO ,Tj°) = O . Four E on ne peut plus faire 
x — y — ■

la réduction vue plus haut. En faisant le changement d'inconnues (4.1) 

sur E on se ramène à (4.4) avec G+ comme plus haut et G de la forme :

0 Ali ~
la condition au bord devient : r v + v' = v -1  + +

A r H  0 l
L ~ J -J l n (v -v' ) = Av'

*+ + - -

D‘ ft)+ ■•-(¿I avec

G = + rL o -n +u 3 -J -
.r  .+

- . C : )+ -
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+ / + + 
on a donc ✓ Av' - N“v = (fi+-N~)v+ - (̂ i+ + N“)v^

^ A *r v -N" v* = A *((r -N~ji+)v+ + (r + N H +)vj) .

+ 2 
où N" sont les opérateurs de Neumann associés à -r . E n  remplaçant

+ , o / * »
N- par des operateurs dans on se ramene a :

+

1
A V  - N“v \ /v \ ^  ^ f

1 ) = M I I m°dulo HS (ôM) si E (0) , E (0) € H S (c3M) pour

a" r -v .- Niv,/ \y:l s. >s. i/k.

v + 1 » 
avec M- (: L, „ (c3M) . Sous une hypothèse de dimension constante analogue 

a , 1 -a

à celle des théorèmes 3 . 1 et 2. 1 on peut montrer la réflexion de la polari

sation et on vérifie que la polarisation de E est la même le long de 

y et y 1 .

4.3* Equations de la magnétohydrodynamique.

C'est un système d'équations hyperboliques non linéaires dont les inconnues 

sont u, B, P , vitesse du fluide, champ magnétique et densité du fluide.

div B = 0

ô^B - rot (u X B) = 0

Pôtu + p(u.\7 )u + grad p - \i *rot B X B = 0

On suppose le fluide incompressible c'est-à-dire p = P = este.
o

Donc on a div u = 0 . Le système linéarisé au voisinage de u = 0, S = B°

devient : d^B - rot(u X  B°) = 0

(4.6) < —* — 1 —*o —♦ —* —♦ o
P d u - |i (rot B X B + rot B X B  ) = 0 .

L ° t
3

On se place sur ]R^ X  TR . Tj = (T]̂  >7)3) est la variable duale de y. 

Commençons par étudier la polarisation à l'intérieur.

(4.6) se met sous la forme D J [ ) + G | | = 0

M 31 U/
G a 3 valeurs propres doubles, 0 , a*^(B° .71) . - (B° .11) où a - — i—

HP
. -*o 0

associees chacune a des espaces propres de dimension 2, si B .7] / 0

ò^P + div Pu = O .
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Plaçons nous dans une base de ]R3 où "pjjy = > P411" exemple

T|2+ 2

*1 = M  (V ‘V 0) ’ = W  (W _ 5 ®3 = W  (V V V

0 , a ^ 2 (B°.T1), - a ^ 2 (B°.T]) sont associés respectivement aux vecteurs

propres (0,B°) , (e ,0) ; (a1^2B°X e ,-ae ) , (a1//2B°x e ,-a e ) ; (a1//2B° Xe,ae ) ,
3 J x  ̂ j i

, 1 / 2-*o -» -* . -*o -» ,
(a B e ,a e ) . Supposons d fabord que B .e / 0 .

1 ¿* 3

Les bicaractéristiques de T sont associées à un déplacement d 1ensemble

du fluide. Le long d fune bicaractéristique de T les résultats de [l]

—♦ —» 00 
et le lemme 1.1. IV montrent que u et B sont microlocalement C . En effet

on a div u = 0 , div B = 0 (4.7) donc WFpol u et WFpol B sont orthogonaux

à e^ et WFpol(B,u) est inclus dans vect{(0,B°),(e ^ ,0)}. donc on a

WFpol u - WFpol B - 0 .

Les bicaractéristiques de t + (B° ,T] ) sont associées à des ondes appellées

ondes d'Alfven. Le long d'une bicaractéristique de T + a ^ 2 (B°.T|) on a :

WFpol (B,u) c  vect{(a^^B° X , -ae^ ) , (a^^B° x e^ , -^e^) } . Donc WFpol(B,u)

est de dimension 1 à cause de (4.7). On a le même résultat le long d'une

1/2/-*o v
bicaractéristique de T-a (B .T|) .

» —*o—♦
. Regardons maintenant le cas ou B e^ = 0 . Ce mode de propagation est

appellé propagation perpendiculaire. Dans ce cas G a : une valeur propre

quadruple, 0 associée aux vecteurs propres (B°Xe ,e ), (B°Xe ,e ), (e ,e ) ,
3 1 3 2 3 1

(e ,e )j deux valeurs propres simples + <2^ 2 |b°| associées aux vecteurs propres
3 2

/ 71° 1 / 2 | -K) i —• x , -X) l/2|-jO|-* x
(-B ,a j B Ie^) et ( + B ,a |B | e^ ) .

. Le long d'une bicaractérstique pour T on obtient que WFpol(B,u) est 

de dimension 3 .

1 / 2 1 -*o 1 -*
. Le long d'une bicaracteristique pour T+cr ]B | on obtient que u et B

00
sont C

. c3 B -*o —♦ f
. Enfin si ■ - = 0 B .e est constant le long d'une bicaracteristique

o t 3

donc on reste dans l'un ou l'autre cas. Dans tous les cas on a propagation
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de WFpol(B,u)le long des orbites hamiltoniennes de (4.6).

Regardons maintenant la réflexion sur un obstacle.

(Q  Q
Supposons qu'on regarde la réflexion sur la surface = 0 et que B = (b ,0,0). 

en utilisant que div u = div B = 0 on obtient à partir de (4.6) le système

f&) /b\
suivant : D = H(D ,D ,D ) ->) (4.7) où le symbole principal de H est :

*1 \ u / t  y 2 y3 \ U I

T i

—  u 3 ' 0
b 1 o

h = • h a  deux valeurs propres triples et
i

_____ ______ i ------------  T
0 - Tj - TL ' d H —  et est diagonalisable.2 J » o

\  0 0 : u 3
l b

_ti3 o o ;

Le système (4.7) est donc de type principal réel.

Prenons les conditions aux limites naturelles sur y, = 0 : u, = 0 , b, = 0 .
1 1 1 7

d b -d b = 0 , d b -ô = 0 . En utilisant (4.7) on obtient la con-

y3 yl h  2 1 ls .
dition au bord suivante : (4.8) 3 = 0 où le symbole principal de 6

lu(0)J

~ 1 1

° ° 1/2 0 . 2 2 2. '
est : ----------------- ou A = (1 + * + Tj + TL)

£ 3

 ̂T
0 r T 

A Â _

/ â \ s-lEn supposant pour simplifier quel (0) G H (y =0) on voit facilement

' à '  i g\
que dans ce cas on n'a pas réflexion de WFpol I I , mais que la condition 

au bord se propage à l'intérieur.

- - i É \En effet notons e et f les projections de I sur les espaces propres de

/
h associés k i/b et p H T/h

o

Alors (4.8) entraine que f(0) C H S (y^=0) et que e^(0) € H S (y^=0)

. . /, ° o O „O o o v _° / ^
m i c r o l o c a l e m e n t  e n  un p o i n t  ( t  , y  , y  ^  ) a v e c  T /  0  .

2 3 2 3

D'après la Prop.2.1. III ces conditions se propagent à l'intérieur le long

des orbites hamiltoniennes de D -H .

yi
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4.4. Réfraction entre deux milieux

On regarde la réfraction entre un milieu anisotrope et un milieu isotrope, 

par exemple entre un cristal et l'air.

3On se place dans IR et on regarde la réfraction à travers (x=0). Dans 

x > 0 on est dans le cristal que l'on suppose pour simplifier monoaxial . 

Le champ électrique E+ vérifie le système :

<32 Ë +

---— = (-0 rot rot 0 + G grad div CT) E (4.9)

dt

r° ioù O = 1 I avec G > 1 . O n  note (y 9y^) les autres variables d'espace.

2
Le symbole principal de ce systeme est -T II + A avec :

r 1 /^2 _2X 2 2
■ j ' V V “ ’ 5

A = (0-l/a)§T|1

_ ( o - i /o ) § T l2

2 1 2  2 
= Ç + "^£^1 + ^2^ associées aux vecteurs propres :

- I  /°!V i  1° \ - -L * A
*1 ’ A i1 f2 " A i r ’ ’ a" r5”1V2/ \ ll V>5\ /
où A2 " §2 + T|̂  + •

Dans x < O on a simplement l'équation des ondes classiques avec une

1 ô 2e
vitesse c plus grande que 1. —— — —r- ^E = 0  (4.10) .

Ci Ct —
C dt

Les conditions aux limites peuvent se mettre sous la forme suivante :

( E = E sur x = 0 .

< + "

l D Ê = D E
X + X -

( 0 - 1 / 0 )  rT l1

2 2 2 
5 +\ +\

o

(o-i/o)§il2

o

2 2 2 
5 +tîi+tI2

2 2 2 2 2 2 2 
les 3 valeurs propres de A sont : X = a § ^ = 5 + ^  + ^ >

1 1 2  2 1 2
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Enfin dans x > 0 on a de plus div C Ë + = O et dans x < O div E = O .

On se place en un point p° = (y° ,y° »t° ,71° ,T)° ,T°) de {x=0} et on suppose

qu'il y a un rayon v qui arrive en p° de la région x < 0 donc dans

la région x > 0 on a 6 rayons qui partent de p° / . , y! 1 £ i < 3

associés à X . O n  suppose qu'aucun rayon n'est tangent au bord et que
i

(7]°,T|°) / (0,0), c'est-à-dire qu'on ne regarde pas la réfraction conique.

y x < 0

P°

* > °

Y 2 •' YÎ
3

^  uu
Ceci montre que le long de et v J E+ est microlocalement C 

On suppose que la lumière le long de / n'est pas polarisée c'est à

—-* —♦ 
dire que sur y WFpol E est de dimension 2 . Le long de y , v , v ', y ' WFpol E

— 2 3 2 3 +

est de dimension 1 , c'est à dire que la lumière est polarisée.

On peut ainsi expliquer comment on produit de la lumière polarisée par 

passage à travers un cristal biréfringent.

V 2 ^

. . .  °/  Y ' /  P

/  /

*  /

7  Y  /

Il est clair que le long de /. et y.' WFpol E est colinéaire à a. d'aprèsi i +  i

le lemme 1.1. D'autre part div C - 0 dans x^ > 0 donc en tout point

(X1 >y i ’y2 ,t,5>Tì1 >Tì2 >T) = p WFpol e + (d ) C  {w + TL w +TI w„ 
1 2 ‘2 3

= 0} .
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En effet en choisissant correctement les angles du prisme on peut faire

2 3 -»
en sorte q u’on ait reflexion totale en p tandis q u * en p on a WFpol E+

qui est de dimension 1 le long de et de dimension 0 le long des autres

rayons .

3
En réduisant le problème a un problème du 1er ordre en p et en appliquant 

le théorème 2.1 on voit que le long de y 1 WFpol E est de dimension 1 , 

c fest à dire que la lumière est polarisée. # .
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1PROPAGATION DE LA POLARISATION POUR DES PROBLEMES 

AUX LIMITES CONVEXES POUR LES BICARACTERISTIQUES.
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On étudie la propagation de la polarisation des solutions 

de problèmes aux limites dans le cas où il y a des rayons glis

sants. On montre qu'au-dessus de ces rayons la polarisation se 

propage le long de courbes appelées orbites hamiltoniennes fron

tière. La torsion de la polarisation le long de ces courbes fait 

intervenir la condition aux limites.

On étudie aussi l’interaction entre rayons transverses et 

rayons glissants, dans le cas d’un système formé de plusieurs 

blocs couplés par la condition aux limites.
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§.0. INTRODUCTION.

Le but de cet article est d'étudier la polarisation des so

lutions de problèmes aux limites dans le cas où il y a des rayons 

glissants. Un exemple de ces problèmes est donné par les équations 

de Maxwell à l'intérieur d’un ouvert strictement convexe. La propa

gation des singularités C°° pour des problèmes analogues dans le 

cas scalaire a été étudiée par plusieurs auteurs ([2], [5]) et on 

observe la propagation de singularités dans le bord de l'ouvert le 

long de courbes appelées rayons glissants qui sont des limites de 

bicaractéristiques réfléchies.

On s'intéresse ici à la propagation de la polarisation des 

solutions de systèmes le long des rayons glissants et à l'interac

tion entre rayons transverses au bord et rayons glissants.

On introduit d'abord une classe de systèmes du 1er ordre 

pour lesquels on va étudier la propagation de la polarisation.

Dans le §.2, on étudie la propagation de la polarisation le long 

des rayons transverses à l'aide des arguments de [1]. Dans les 

§.3, 4 et 5 on étudie la propagation le long des rayons glissants 

en réduisant le système à une équation scalaire du second ordre 

et en adaptant les méthodes de [2] au front d'onde polarise.

Enfin, dans le §.6, on étudie l'interaction de la polarisation 

entre rayons glissants et transverses.



3Rappelons d'abord la définition de la polarisation (WFpolu) 

d'une distribution vectorielle introduite dans [1].

00Définition 0.1 : Soit X une variété C et soxt

u Ç . (D '(X ) )m. On définit WFpol u par WFpol u= nœ N où
au ec (X)

Na = { (x^yW) € T* (X) x if71 | w € Ker a et a désigne un

système d'opérateurs dans L°(X ) de symbole principal a(x} .

WF pol u indique dans quelles directions de d11 u est microloca

lement C00. On notera WFpolu (x,Ç) la fibre de lVFpolu au- 

dessus de (x,Ç). WFpolu se projette sur WF u :

Proposition 0.1 ( [ ! ] )  : (x ,^ ) £ WF «<-► WFpol u (x>E,) = {0}.

Dans [1], N. Dencker étudie la propagation de WFpolu pour 

u solution de Pu6C°°(X) où P est un système de type principal 

réel (voir [1]) et montre que WFpolu se propage le long de cour

bes dans T*(X) x (C111 , appelées orbites hamiltoniennes, et tracées 

au-dessus des bicaractéristiques de P .

On va montrer ici que dans le cas de problèmes aux limites 

avec des rayons glissants, la polarisation de la trace de u sur 

le bord se propage au-dessus de ces rayons le long d'orbites ha

miltoniennes frontière. La torsion de la polarisation le long de 

ces courbes fait intervenir à la fois la condition aux limites et 

le symbole sous principal de P .



4

§.1. NOTATIONS.

Soit M une variété à bord C°° de bord 3M. Notre étude

sera locale au voisinage d'un point du bord, donc on supposera

qu'on a des coordonnées (x,y) sur M et que M = ] R + x]Rn avec
x y

y = (y1,...,y ). On note (Ç,n) les coordonnées duales.

On note L^(3M) l'espace des opérateurs pseudodifférentiels 

classiques d'ordre p sur 3M , iP (M) l'espace C°°(R* , lP(3M)) 

et L^(M) l'espace des opérateurs introduits dans [6]. On note 

T*M le fibré cotangent compressé introduit dans [6].

On notera S^(3M) , S^ (M) , S^(M) les classes de symboles 

associées à ces opérateurs.

On note D* (M) l'espace des distributions prolongeables et

<^S(M) l'espace défini par : u € # S(M) «-»D-* u€ C° (1R+ , Hs_-* (]Rn )),
x x y

Vj e IM . En un point (x,y,S,ri) £T*(M) avec x>0, on définit

WFpol u(x,y,Ç,n) pour u solution de : (P) D u - G(x,y,D )u € C°°(M) 
b x y

1 '
avec G € L  (M) comme dans la Déf. 0.1, en remplaçant X par M 

et a u € C (X) par a u € X s (M).
C

La notion d'appartenance microlocale à OC (M) ne pose pas de 

problème à cause de (P) (voir lemme 5.2 de [3]).

En un point (y,n) €T*(3M) on définit WFpols v(y,n) pour 

v€(D'(3M))m comme dans la Déf. 0.1 en remplaçant X par 3M et

OO c c
a v € C  (X) par a v € H  (3M) où H (3M) désigne l'espace de 

Sobolev classique.
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Donnons enfin la définition des rayons glissants associés à 

un opérateur scalaire de 2ème ordre ([2]).

2
Soit q2(x,y,ç,n) = (ç-X(x,y,n)) -y(x,y,n) avec X et y 

homogènes en n de degré 1 et 2 respectivement. Soit (y°,n°) £ 

T*(3M) tel que y(0,y°,n°) =0. On appelle rayon glissant de q2 

passant par (y°,n°) la courbe intégrale de H passant par
O

(y°,n°) où rQ = p(0,y°,n°)• On notera ^  1'hypersurface glancing 

donnée par rQ (y,n) =0.

On introduit maintenant la classe de problèmes aux limites 

pour lesquels on va étudier la propagation du front d'onde pola

risé.

On considère des problèmes aux limites de type suivant :

f D u = G(x,y,D )u sur M = R * x R "
(P) { y x y

Le(y,Dy) u(0) =o ,

avec les hypothèses suivantes :

■\ »

1) G est un m x m  système dans L (M) de symbole prin- 

cipal g1(x,y,n)•

2) det(ç 1 - g O  = n U - y u (x,y ,n) ) av((Ç-X)2 -vi)aj + 1 ,
m 1 v=1 v

iivcc , X > p r ce ls ,  p^ t X CS (M) , p ES (M) , p^ + p^t pour 

v * v 1. MV *X pourv * v ' . (j *  X
v

pour 1 « j .
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3) Ç m̂ “8l est tyPe principal réel, i.e. il existe ,
i »

m x m  matrice dans S (M) telle que

« W «  'n.-Sl> ' Cî-'VKttV-PÎV

4) $€L° (3M) est une p * m  matrice.

On se place au voisinage d'un point (y°,n°) €T*(3M) tel que

p(0,yO,n°) = o , {Ç-À,y} (O,y°,n0) <0 , c'est-à-dire que (y°,n°)

7
est un point strictement glissant pour (Ç-A) -y (voir [2]).

Examinons maintenant quelques conséquences des hypothèses 

(36)• On peut obtenir des renseignements sur les espaces propres 

de gl .

L'hypothèse 2) entraîne la proposition suivante :

Proposition 1.1 : I I  existe une mxm matrice S(xtyt r\)
o 'dans S (M), homogène de degré 0 en n } définie au voisinage de 

(0} y0y r\°) telle que S est elliptique et :

m 2 0

/ -1 ^  ^(1.1) S g] S=g1 avec g2 = . M
3

°

et : - pour I 4 v 4 j t M̂  est une matrice qui a corme

unique valeur propre ;

-  pour v=j+lJ My est une 2â  x 2av matrice qui a À ± /\T

comme valeurs propres.
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Démonstration : Cette proposition est classique et découle faci-

%
lement de l'hypothèse 2). Il est clair que est encore

de type principal réel. En écrivant la décomposition en blocs de 

% % 
la matrice £ 1 -g^ et en utilisant que Ç 1m -g^ est aussi de

%
type principal réel, on voit que pour '\4v 4 j il existe Pv (£)

%
<*v x otv matrice polynomiale en Ç telle que pv (Ç)(£ 1 - M^) =

v
(Ç-yv) qv (Ç) 1a .Or qv (Mv) est inversible car qv ne contient

pas la racine p . Donc Mv = Pv 1a •
v

Donc l'hypothèse 3) entraîne que les blocs de associés 

aux valeurs propres simples sont diagonalisables. (1.2). De même,

%
il existe pj+i (Ç) 2oij+.| x 2a^ + ̂ matrice polynomiale en Ç, telle 

que Pj+1(C)(Ç 12a. + 1_ M j+1)!S ( C ^ ) 2 - m) qj+1 (C) + Comme

n'est pas nul, on a (M.. -A 1? ) - M l 7rt =0 
j i j-m ¿a.j+1

(1.3).

On a alors le lemme suivant :

Lemme 1.1 : Soit M ( x , y , u n e  2m x 2m matrice dans

S1 ( M )  telle que :

det(E> 12m~M)~ ( (Z~X)2~ V*™ et que (M -  X 12m) 2 - y 12m = 0

au voisinage de (0^°, r\°). Alors i l  earùste S(x,yfr\) 2m x 2m 

matrice dans S° (M), définie dans un voisinage de (0ty°y r\*) 

telle que :

- S  est elliptique ;
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n  x |n|

(1.4) -  S~J MS=M avec M =  *. et N =
'n  JL- X

L J |n|

Démonstration : En remplaçant M par M - X  1 ^  il suffit de dé

montrer le lemme pour X = 0. En divisant M par |n| on peut se 

ramener au cas où M et y sont homogènes de degré 0. Le lemme 

est vrai au point (y°,n°) en utilisant la forme de Jordan de 

M(0,y°,n°). Soit (e-j,... ,en , f p  ... ,fn) une base dans laquelle

M(0,y°,n°) est de la forme (1.4). Alors la base (e^.... e ,

M(e.|,... ,e )) est une base dans laquelle M(0,y,n) est de la 

forme (1.4). ■

Le fait que la partie principale de G se sépare en blocs 

suivant les différentes valeurs propres entraîne qu'on peut décou

pler G en blocs modulo S °° d'après un résultat de [4]. Soit 

u€(D'(M))m une solution de (P) et soit S(x,y,Dy) €L° (M) défi

nie par (1.1). Soit ïï = Su. Alors ïï est solution de :

J  Dx u - G ïï €  C°° (M)
1 6 S'1 (0,y,Dy) ïïeC°°(3M)

avec G = S GS  ̂+ D SS si S ^(x,y,D ) est une famille d'inver- x y

ses de S(x,y,Dy). Le symbole principal de G, g-j est de la forme 

indiquée dans (1.1). On utilise maintenant un résultat de [4].

Proposition 1.2 : I I  existe une m*m matrice K(xtUiD )
%/

O ̂L (M) de symbole principal 1 tellp. que si v = K u } v est so-

A I n I

it  =
M \

. In>



9lution de :

f D v -  H v £ C°(M)
(p1) S _ _

3 S 1 K~2 v(0) e C° (ZM)

H 1

0

avec h1(xi yJx\) 1(xi y,x\) et H a pour symbole :
1 1  O H . J

J+1

où les h' ĵ pour l4\ )4j  » sont des a^xa^ matrices dans
1 ' • 11L (M) . et H. . est une 2a x 2a. - matrice dans L (M). j+1 J+1 J+1

On définit maintenant les orbites hamiltoniennes du système

(P).
Définition 1.1. : On appelle orbites hamiltoniennes de

D 1 -G  les courbes T •= { (x) y,E,jr)jW(xJyJE,>r\) ) €T*(M) * if71} c y  x (J11
oc m •

2 ^où Y est une bicaractéristique de ((E,-\) -\i) n (Q-\i^)=q et
v=l

w est solution de :

Hq w+ (^{p,p}  + ip p SQ) w = 0 où p = £>lm- g 1, p = ^ l m- h 1

q
et pQ est le symbole sous-principal de Dx lm~G.

§.2. PROPAGATION 1XJ FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DES BICARAC- 

TERISTIQUES TRANSVERSALES.

On considère maintenant le cas où P est un des blocs de la 

Prop. 1.2 associé à une bicaracteristique transversale. On sup-
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oo

pose donc que G(x,y,n) = y(x,y,n) 1 +  £ G-(x,y,n) avec
j=0 ^

p(x,y,n) réel et homogène de degré 1 en n et Gj homogène de 

degré -j en n .

Soit (y°,n°) €T*(3M) ^0 et Y la bicaractéristique nulle 

de Ç-M(x,y,n) qui part de pQ = (0,y°,u(0,y°,no),n°). On notera 

(x,y(x) , £(x) , n(x)) les points de Y pour x assez petit.

On a la proposition suivante :

Proposition 2.1. : Sous les hypothèses précédentest soit 

u € (D'(M))m solution de :

{
P u e c m (M)

u\ X=Q=V avec vZD'CàM)

alors au dessus de Y, pour x assez petitt WFpolu (resp. WFpol t̂.) 

est égal à l'union des orbites hamiltoniennes de P qui partent de 

(PçjWç) avec wq £WF polv(y°, n° ) (resp. WF pol sv(y° ) ).

On conmence par démontrer le leimie suivant :

o 'Lemme 2.1. : I l  existe Emxm système dans L (M) tel

que :

1) E est elliptique sur Y

2) PE=.E(D -\i(x.yjD ) modulo L œ(M).x y

Démonstration : On cherche E sous forme de série asymptotique 

E = Eq + E_i + ... + E_j + ... avec E_j homogène de degrc -j en n .



11

Pour cela il faut résoudre les équations de transport

On peut trouver EQ inversible et indépendant de Ç solution de

(2.1) et par récurrence on montre facilement que si E_^ est in

dépendant de £ pour k<j-1 , R_j l'est aussi.

On peut donc résoudre (2.2) avec E_j indépendant de C .

On peut maintenant démontrer la proposition.

Démonstration de la Proposition 2.1 : Soit u £  (D'(M))m solution

de Pu€C°0(M). Soit E€L° (M) obtenu par le lemme 2.1. On a :

— 1 00 — 1 
(D -y(x,y,D ))E u € C  (M) oü E est une paramétrixe de E. 
x y

Pour démontrer la proposition 2.1, il suffit de montrer que

WF pol E u  (resp. WF polg E  ̂u ) est égal à WF pol E  ̂v(0)

(resp. WF pols E-  ̂v(0)) . En effet, l’cquation des orbites hamil-

toniennes de P est : H ^ _ ^ w + i p ^ w = 0  et Pq =Gq . D'après (2.1)

E vérifie H, E + i G E = 0.
o Ç-jj o o o

Soit £Y et w1 €WF polu(Pl). (Le raisonnement est le 

même pour lVFpols u).

Soit (p,w(p)) l'orbite hamiltonienne de P qui part de 

(P}>wl)> Supposons donc que Wl; poJ E  ̂u est égal à WF pol E  ̂v (0) :

(2 . 1 ) Hr , + i Gn En = 0 Ç-p o 0 0

( 2 . 2) Hç-u E-j * 1G0 E-j ■ R-j •
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HÇ - / EÔ 1 (P) w(p)) = (Hç_y E~1 (p)) w(p) + E^1 (p) Hç_y w(p) =

Eô1 1 Go w(p) " Eô1 1 Go w( p̂) = 0 '

Donc Eq1 (pq) w(Pq) = E“1 CP-j) w (Pi) • D'après (2.3) comme

H"1 (Pi) w(Pl)€ WFpol E"1u(Pl)

on a :

E^ P 0} w(P0)eWFpolE"1v(o)(y0,n°) .

Donc w(pQ) € WF pol v(y°, n°) et la Prop. 2.1 est démontrée.

Il suffit donc de démontrer (2.3).

On suppose donc que u est solution de D u - p (x,y,D ) u €x y

C°°(M). Remarquons tout d'abord qu'au dessus de p£Yfl{x>0} on 

peut définir WFpolu(p) (resp. WFpolsu(p)) uniquement à l'aide

O *
d'opérateurs dans L (M) sans agrandir WFpolu(p). En effet par

une application facile du théorème de préparation de Malgrange on

o ~  o 1 ^
vérifie aisément que : V A £ L  (M) , 3 A £ L  (M) tel que A u  = Au

OO ~
modulo C (M) et °0 (A) =a0 (A) en P. (Voir l'annexe de L4J).

O 1
On peut donc se restreindre aux opérateurs de L (M). Soit 

p̂  €Y et £ IVF pols u(P^). Il existe donc A £ L° (M) tel que 

A u £ ^ ( M )  et < o q (A)(P1), w1 > * 0 . Notons P1 = (x1 ,y1 ,C1 . 

En prenant la trace sur x = x ( p p  , il existe B£L°(1R^) tel que 

Bu (x (P-j ) ) £ H S(1R̂ ) et < o q (B) (Yl ) , Wj > * 0 .
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~ o'
En suivant la preuve du lemme 2.1 on construit B € L  (M) tel 

qMe ®|x=x1 =B et CDx - y ( x ,y,Dy)) B= B(DX - l i ( x , y ,Dy) ) .

f (Dx -M(x,y,Dv))Buecœ(M)
Alors Bu vérifie \ „  J

l  B u | x = x , £ H  •

D'après les résultats classiques sur les problèmes hyperboliques 

on a :

B u | x=Q € HS ( R p  , et 0Q (B) (PQ) = oq (A) (p, ) .

Donc $ WF polg v(o) (y ,n )• Pour démontrer la proposition dans 

l'autre sens on raisonne de la même façon en remplaçant par 

P0 et en utilisant que B u€ C° (R* , Hs(]Ry) ).

On démontre de même la Prop. 2.1 pour WFpol u . ■

§.3. PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DES RAYONS 

GLISSANTS.

On considère maintenant le cas où P est le bloc de la Prop. 

1.2 associé à un rayon glissant. ue(D'(M))^m est donc solution 

de :

f D - G u € C°° (M) 

t3*1) {
L Bu(o)eC OM)

11
où G est un 2m x2m système dans L (M) de symbole principal :
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0 A  1m _

(3.2) g 1 = + A 1 ^  •

£  1m 0 Hn m

On fait de plus l'hypothèse suivante ( X ) :

6 est un m x 2 m  système qui vérifie la condition de 

Lopatinski-Shapiro, c'est-à-dire que la restriction de o q (6) à 

C01 x {0} est elliptique.

Si A est une 2m x 2m matrice, on note (A)—  pour 1 i , 

j 2 les blocs de A associés à la décomposition (3.2). On note 

PQ le point (o,y°,o,n°). On notera G = G^ +GQ avec G1 = 

g-|(x,y,Dy). Par conjugaison par des opérateurs intégraux de

oo
Fourier en y dépendant de façon C de x , on peut se ramener 

au cas où A ̂ 0. (Voir [8]).

On commence par simplifier autant que possible le symbole

de G .

Proposition 3.1 : I l  existe une 2m * 2m matrice K dans
—  2  ̂ ^  ^  OOL (M) telle que îi - (1 + K) u est solution de D u  -  Gu £C (M)

OC
/v

avec G de symbole principal ĝ  et l'équation suivante est vérifiée :

(3. 3) (G ) 7 0 - (G ) 0 0 - 0 modulo S °° .o±2 o 2 2
_i »

Démonstration : Soit v = (1 + ) u avec Kj G L (M). Dx v =

(1 + K 1)(G1 +Gq)(1 + K P " 1 v + Dx Kl(1 + K ^ " 1 v = G 1 v + (K] G1 - G, K, + 

Gq) v modulo des tenues d'ordre -1 appliqués à v .
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On a G, - » e c  E = 1m , F - A  1 .
y f o y n

/ G11 G1 z \  (  K11 K12 \

51 G°" 1 ^ 2 1  G 22 J  h  ’ ^ 2 1  K22 J
/

A 11 = K 12F - E K 21 + G 11

„ _ r „ _ / A 11 A 12 \ A 12 = K11 E " E K 22 + G 12 K, G, - Gt K-. +G = ( avec {
l A 21 A 22 J A 21 = K 2 2 F _ F K 11 + G 21

A 22 = K21 E " F K 12 + G 22
v

on prend d'abord et K 2 2 tels que - K2 2 = ~ E •

Puis on prend K-^ = 0 et K21 = - E  ̂G2 2 • On peut donc supposer

qu'on a (3.3) modulo S Pour annuler les termes d'ordre -1

- 2 '
on multiplie v par 1 + K2 avec (M) et doit véri

fier

( K 2  G i  ~  G !  K 2 + G - 1 ) 1 2 = ( K 2 G 1 ~ G 1 K 2 + G - 1 ^ 2 2  = 0

où G e s t  le terme d'ordre -1 dans ((1 +K^)G^ + G0 + DX K.| )

(1 +Kj)- .̂ On peut donc trouver ^  et éliminer successivement 

tous les termes dans (Gq) ^  et (G ) 2 2  *
OO

On pose 1 + K= n (1 +K.) . Alors K vérifie la proposition. ■
j=i j

Dans la suite on supposera donc que u est solution de (3.2) 

et que G vérifie (3.3). En composant (3.1) à gauche par un opé

rateur P de symbole principal £ ^2m+ 1̂ = P et syrobole
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sous principal nul, u est solution de QueC°°(M) avec Q = Q2 +

Q! + avec q1 =\ {p,p} + i pp^ , qQ eL°(M) où p = C 12m ' s,
5

et p0 est le symbole sous principal de Dx -G . On remarque que 

(qi)l2 = ° en utilisant que (GQ)12 = (G0)22 = ° '

On se ramène maintenant au cas où q = q2(x,y,Dx ,Dy).

On a la proposition suivante :

Proposition 3.2 : Soit f  une 2m * 2m matrice dans

C°(T*M) polynomiale de degré 2 en E, à coefficients dans C°°(T*M)

telle que (f)^2 = 0. Alors i l  existe une 2m x 2m matrice

a£C°°(T*M) telle que H a+af=0 sur {q2 = 0} , (a)^2 = 0 et
2

a(p ) inversible,o

Démonstration : Cette proposition est démontrée dans [9] dans le

cas scalaire et dans [3] dans le cas matriciel quand (y°,n°) est

un point strictement diffractif pour q2 . On peut suivre la preuve

de [9] en utilisant les modifications introduites dans [3] pour

traiter le cas matriciel. On trouve que a|<^ vérifie l'équation :

(3.4) a + a f =0 .
o

La proposition 3. 2 permet de démontrer la prop, suivante comme dans [3].

Proposition 3.3 : I l  existe A et B 2m x 2m matrices dans 

L Î̂M) avec A polynomiale de degré 1 en Ç telles que BQ-Q2A €
— OO “  ooL£ (M) dans un voisinage conique de p^, (A) ̂ 2Ç.L̂  (M) et A el

liptique en pQ .
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ment près de pQ . On réduit maintenant (3.1) à une équation sca

laire du 2ème ordre avec condition au bord matricielle, qu'on 

étudiera dans le §.4.

Soit A  ̂ un inverse microlocal de A près de pQ . On a 

D A  ̂v - G A  ̂v e C°°(M) , or D A  ̂v = A  ̂D v + C v + C_, D v où
A A  A  U I A

le symbole de C est D a ' et celui de C . est IX a  ̂ si le 
' o x -1 À

symbole de A est noté a . Donc :

(.3. 5) (A"1 + C_1)Dx v- (G A"1 -C0)veC°°(M) .

Si C €L£(M) on notera Cg€L°(3M) l'opérateur de symbole

— 1 00
c(o,y,o,n) • La condition au bord est : (3Ag v(o)€ C (3M). 6 véri

fie la condition de Lopatinski-Sliapiro donc si u = (u.j ̂ 2) on a : 

8u= 6̂  u^ + S>2ui °ù 3̂  €L°( M) est elliptique.

(3.5) entraine que ((A  ̂+ C_pDx v) ̂ = Ii(A ^V) 2 + ^0 V1 avec 

DQ e L° ( oM) , H e L1 OM) el 1 ipt ique et

f (Ag^ 1 = (A;)1) 11 ^X V 1

\ i  modulo C (9M) d'après la Prop. 3.3.
I ^  v)1 = (Ag )n  Vl

Donc la condition au bord s'écrit : ^(Ag^)^ (Ag1 v ) 2  =

M A 3^11 V1 + (A31 11 DX V 1 “H_1 Do V P  = Y 1 V 1 + Y2Dx v 1 avec

Ŷ  ê L°(3M) elliptique et  ̂C^M).

f Q2 v1 € C 0°(M)
Donc v. est solution de : J œ

\  (Y1 V 1 + Y2Dx V l (0) €C (a,M) ’
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Dans le paragraphe 4. on va étudier la propagation de 

WF pol Dx v^ (0) le long d’un rayon glissant.

§.4. PROPAGATION DE WF pol u DANS LE CAS MODELE.

9m
On suppose maintenant que u € (D' (M)) est solution du 

problème aux limites :

f  Q2u€C°°(M)
(4.1) \

u(o) +KDxu(o) eC°°(3M) avec K€L (3M)

le rayon glissant passant par pQ et soit un autre point de 

Y avec y^(p^) < y^(pQ). Soit W un voisinage conique du segment 

de rayon glissant [p^ , pQ ] et V un voisinage de p^ ne conte

nant pas pQ .

Démontrons d'abord la proposition suivante : (lemme 7.6 de

[2]).

ï'voposition 4.1 : Soit C(y>D ) un 1 x 2m système dans 

L * CèM) à support dans V. Alors i l  existe A et B, 1 x 2m sys-
O ftâmes polynomiaux du 1er degré en i, à coefficients dans L (M) 

et e>0  tels que : Supp A>B c.{(x>yt Ç,3T\) \ x-ç e y y  ̂(p^) - e y^ « e,

(y, n) e w)

-  Ai _n = E(1 + K D ) + C (y >D )D avec E£L°(W). 
I x-u x " y x

et on s'intéresse à la propagation de IVFpolD u(o) le long des

rayons glissants associés à q2 • Soit P o '  C y ° ,n ° ) ef , soit Y

-  Q2 A -  B Q 2 £L~b œ (M) au dessus de
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—  OO -  oo

tiques a ~  £ a-, b ~  [  b. avec a- , b- , homogènes en 
j=0 J j=0 J J 3

(Ç,n) de degré j .

donc aQ = bQ . Le terme suivant est aQ + iq 2 (a^-b_p . On

résout d'abord aQ + I q ^ ^ - b ^ )  = 0 sur {q? =0} en imposant

aQ sur x = 0. D'après les résultats de [7] on peut trouver une

2 2
ti’ansformation canonique à bord qui transforme q2 en £ +xr|n +

ni nn et p0 en (°»n0) avec n0 = (o,o,...1 ).

On se ramène donc à ce modèle pour la construction des symboles. 

Dans T*(]R x ]R ) , on note G l'hyper surf ace {(x,y,Ç,n) | £ +
y *

2
x nn + n1 nn = ̂  et F 1 '̂ yPersurface ((x,y,Ç,n) |x = 0}. On note

2
J = F n G = {(o,y,Ç,n) | Ç = n i nn^ > ^ a deux involutions Jp et 

définies par les feuillages hamiltoniens de F et G . On a

Jp(y,C,n) = (y,-£,n) et JG (x,ç,n) = (y,-ç,n) avec y = ( y 1,y2 --- 

)’n. i . y n) et ÿ ] = y] + 2^/nn , ÿ n = yn " 2 n i ç/3 nn • 011 suPP°se °iue

sur l\ on a |n| •$ - nn • Sur ce voisinage, J est donc au-dessus de 

n1« 0. Notons encore c_^ la restriction de c_^ à J . Un suivant

oo
le leiiune 7.6 de [2] on doit trouver a, 1 x 2m système dans C (J), 

JG invariant, tel que :

— OO

s o i t  c  ~  y c . 
j-1 J

le développement de c . Le premier terme

dans le développement de Q2 A B Q 2 est q 2 (a0 - b 0)- On prend

(4.2) ( Jp a+a)^_i Ç + Jp a-a (Jp (c_ -j £) + c_^Ç)k_^Ç

Notons C =c_,  ç . On cherche d'abord
oo

a GC (J) tel que :

+ ( J p C c .^ )  - c _ iÇ) •
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(4.3) (Jp(a+c) +a+c)k.1 Ç+ (Jj (a+c) - (a+c)) eO(Ç°°)

et a est Jç invariant. Sur J on prend comme coordonnées ( y , £ , n ' )

avec n' = (r^ ••• nn). On cherche a" sous la forme a f ( y , S , n f ) =

?  ?  2 ^  

h(y1 + ^/nn ’ y2 » ,yn-l ’yn + ^~/3nn ’ Ç /nn »n') » * est bien
o° •

Jr invariant. Soit \ h.(y,n')tJ le développement de Taylor de 
ü j=0 J

v
h(y,t,n') en t = 0, le coefficient de £ dans le développement 

de a en £ = 0 est :

) 0 “ 3» M O / n ) “ (y,/3 r/)B a! 6!

2j + a + 26 = R 1 "n 
j ,a,e »0

l'équation (4.3) donne donc : 9^ ~ nn^o ̂ -1 = C-1 %  * ^  Peut 
résoudre cette équation en imposant hQ = 0 sur ŷ  = y-j (P^) _e •

'V
Alors hQ est nul pour < y^(p^) -e. a |ç=g vérifie donc l'é

quation suivante :

(4.4) 3 y 1 a -\ak_-, =c_1 .

Pour annuler le coefficient de £ dans (4.3) pour k>2 

on a à résoudre des équations du type h^ - r^h^ k_^ = H^(h0 ,..., 

h^ -j) où est un opérateur différentiel nul pour Y-^ Ŷ  (p^) "£• 

On peut donc déterminer successivement les hj, en fixant h^ = 0 

sur Y! = Y, (P,!,) - £•

En remplaçant c par c -a , on peut donc supposer que :

(4.5) (Jjc + c) k ^  Ç + Jjc-ceOiÇ*) .

En suivant la preuve du lemme 7.6 de [2] on introduit 1'involution
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Jp définie par :

(4.6) J * f  = J*(f)x (k_-, C + 1m) (k_1 Ç - lm )_1 .

00
Avec ces notations on cherche a € C  (J) tel que :

(4.7) Jp a - a = J*.c - c

et J g a = a  et a = 0 pour y.] < y^ (p^) -e. (4.7) entraine que 

J? Jq a = a + (Jp c - c) . On définit alors a par

00 v ~
a = I (Jc JP) (JÎ. c - c) pour Ç > 0 

k=0 F G F

la somme étant localement finie à cause de (4.7). Pour £ < 0  on 

définit a par a = J ^ a .  La fonction a définie ainsi est C°° si

. oo
(Jp c - c )€ 0(Ç ) , ce qui est le cas. On a donc trouvé une solution

de (4.2). D'après le lemme (5.2) de [2], il existe donc ao €C°°(G)

tel que H a = o et a .  =a. Par le théorème de préparation de
2 | J

Malgrange, on peut écrire aQ sous la forme a0 =a0 (x,y,n) +

ao(x >y>n)£ avec a^ homogène de degré -i en n.

Il reste à étendre a° et a^ dans x + n-i n ^0 sanso o n i n

changer a° + a^ Ç sur {q2 = 0} et en vérifiant la condition au 

bord.

H (a°+ajç) est un polynôme du 2ème degré en £ qui s'an-

-1  '
nule sur {q 2 = 0} , donc il existe un 1 x 2m système d £ S  (M),

00 2
C°° dans x nn + nn < 0 , tel que :

(4.8) H (a° + a^ Ç) = d q2 dans x n ^ + n1 nn < 0 .
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En écrivant les coefficients des puissances de Ç dans (4.8), il 

vient :

(4.9) 2 3 a° + H aj = 0 x o rQ o

(4.10) 2 9 a1 =d
v J X O

2
dans x nn + n1 n < 0 .

(4.H) «r o a > ^ . ; - d ( , n ^ | V  .

On étend a°(o,y,n) et a^(o,y,n) dans n1 >0 de façon à véri

fier la condition au bord de la Proposition 4.1. (4.11) permet 

d*étendre d(o,y,n) dans n-| > 0 car grad(n^ nn ) * 0. Puis (4.9) 

et (4.10) permettent d'étendre D a0 (o,y,n) et D â  (o,y,n)
X O X o

dans n1 > 0.

En dérivant ces équations par rapport à x , on peut étendre

les Dx ao (°»y»n) * Dx ao (°,y>n) Dx d (o>y»n) dans n 1 > 0.

Puis, par le théorème d'extension de Whitney on peut étendre 

ao ’ ao ’ d dans x n n + n 1 nn ^ 0.

Pour détenniner les a^ , bj pour j < -1 , on doit résoudre 

des équations :

(4.12) "q2 v i q 2 taj-i ~ V i ! * V r °

où R... ne dépend que de a - - b- et des a. , b. pour k>j.
3 + i j  j  K K

Rj + 1 est nul pour y ^ y ^ p ^ î - e ,  caries ak , bR et a^-bj 

le sont.
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Soit a. une solution de (4.12) sur {q-=0} qui est nulle 
J ^

pour y1< y1(p^) - e . En suivant le même raisonnement que plus

haut, on peut trouver ctj 1 x 2m système e C°°(J) , Jç invariant,

tel que ûj est nul pour Y-j « Yi (P¿) - e , et «j -a^ - Cj_1 Ç*

ej(1m"kj  ̂) = ̂ j de façon à vérifier la condition au bord de la

Proposition (1.1). Notons encore a- l'extension de a- à {q7 = 0}
J J L

qui vérifie H a-= 0 . Alors a. =a- -a”- est solution de (4.12) 
H 2 J J J J

sur {q7 = 0} , et par le théorème de préparation de Malgrange 

aj =aj^x,y,r|  ̂+aj(x >y>n)C avec aj homogène de degré j-i en n-

Il reste à étendre a? et aj dans x \ + n̂  nn >0 , ce qui se fait 

comme pour a° et a^ . On a donc démontré la proposition. ■

On définit maintenant des orbites hamiltoniennes associées

au problème aux limites (4.1) analogues aux orbites hamiltoniennes

de [1] et qui sont tracées au dessus des rayons glissants de q  ̂•

2
Rappelons que q2 = ç +r(x,y,n) et que rQ (y,n) = r(o,y,n) et 

soit k_.j le symbole principal de K .

Définition 4.2 : On appelle orbites hamiltoniennes frontière
Oyyj

du problème aux limites (P) les courbes T = {(y,r\} w(y,r)) )} cY x l'

où Y est un rayon glissant de q̂  et w est solution de

(li  ̂ u+ ek_jW= 0 ) où e est un symbole scalaire elliptique homo-
o

gène de degré deux et constant sur les rayons glissants.

On a alors le théorème suivant :
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Théorème 4.3 : Soit uÇ.(D'(M))^m solution de

f Q 9 u € C (M)
(P) { *

1 u(o) +KDx u(o) ec° (dM)

alors au dessus de Y WF pol D u(o) (resp. WFpol D u(o)) est
CC s  cc

une union d'orbites hamiltoniennes frontière de (P) .

Démonstration : On commence par traiter le cas de WFpol Dx u(o). 

7m •

Soit E C 1- tel que £ WF pol Dx u(o) (p^). Il existe donc un

1 x 2m système C(y,Dy) € L~^(3M) tel que C(y,D )DX u(o) £ C°°(3M) 

et c c_i (p^) , > * 0 . Supposons par exemple que :

(4.15) Re < c , (p') , w 1 > > 0 .
v -1 vro ’ o

On remplace alors C(y,Dy) par X(y) C(y,D ) où X(y) est une 

fonction troncature non nulle en telle que R e < X(y)c_^(y,n) , 

w ( y , n )  >>0 V(y,n) €Y où w(y,n) est l'orbite hamiltonienne fron

tière de (P) qui part de (p^ , w^). On applique maintenant la 

Proposition 4.1 à XC.

Soit A l'opérateur de la Proposition 4.1. v = A u  vérifie :

( Q 2 v € C œ (M)

v = 0 hors de {(x,y) | x < e , y1 (p') - y, < e , 3n
(4 .14); °

tel que (y,n) € W}

, v |x-0ec“

lin effet, on a :
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Au(o) =E(y,Dy)(u(o) + R D x u(o)) + XC(y,Dy)Dx u(o)€Ca> (3M) .

Eli suivant les arguments du théorème 4.15 de [2] on en déduit que 

v € (f° (M). On a :

Dx v (o) = (Dx Aq) (o,y,Dy) u(o) + Aq (o,y,Dy)Dx u(o) +

+ (D>cA1) (o,y,Dy)Dx u(o)+ A 1 (o,y,Dy)D2 u(o)

s i

AQ (x,y,Dy) + A 1 (x,y,Dy)Dx =A .

Donc Dx v(o)=(-(Dx A0) K - A 1 r0 K + A 0 +Dx A 1)Dx u(o)*ADx u(o) e

OO
C (3M). Le symbole principal de A sur est égal à aQ , symbole 

principal de Aq . D'après la preuve de la Proposition 4.1, a0 |^ 

vérifie l'équation suivante :

i Hro ao - eao k- r e X c -1

1 V P i )  - o

2
où e est égal à nn dans les coordonnées canoniques de la Propo

sition 4.1 ; e est donc bien constant sur les rayons glissants.

Soit w(y,n) l'orbite hamiltonienne frontière de (P) qui

{lasse par (p^ , w^) et soit wq = w(po) . Montrons que

<a ( p ) , w  >*0. On a :
o v o 7 ’ o

llr < aQ (p) , w(p) > = < e a Q k_1 +e Xc_1 , w > + < a (p) ,-ek_, w> =
O

< e X c _ 1 , w >  et < aQ (p^) , w(p^) > = 0 , Re < c X c_ ] (p) , w(p) > 0 ,



2 6

donc < aQ (pQ) , w(pQ) > * 0 .

- Regardons maintenant le cas de WFpol D u  (o) .
b .A.

On obtient de mène un 1 x 2m système c(y,Dy) L ^(3M). 

Avec les mêmes notations que plus haut v vérifié :

r Q2 v £ C°° (M)

v = 0 hors de {(x,y) |x « e , y, (p' ) - e < y1 < e 3n
(4.15)

tel que w(y,n)€W}

, v |x =0 £ h 5 *’(3M)-

g
La seule chose à vérifier est que D v(o)€H (3M) micro-

2
localement sur Y . Ceci est clair sur le cas modèle où q2= i +

2
x np + n-| nn car la paramétrixe microlocale pour le problème (4.15)

construite dans [5] montre que Dx v(o) s N+v(o) où N+ est un

A'
2/3 i ”1/3

multiplicateur de Fourier de symbole n (n, n ) , où A-
Il X I il x

est la fonction d'Airy utilisée dans [5].

S s — 1  ̂^
N envoie H (3M) dans H (3M). Dans le cas général on

se ramène au cas modèle par conjugaison par les opérateurs inté

graux de Fourier construits dans [6].

On a donc démontré le théorème. ■

S.5. PROPAGATION DE WFpolu DANS LE CAS GENERAL.

On revient maintenant au problème initial, c'est-à-dire que

2m
u€(ü'(M)) m est solution du problème aux limites (P) où ĝ  est
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de la forme (3.2). On s'intéresse à la propagation de WFpolu(o) 

au dessus de Y , où y est un rayon glissant de q2 . D'après la 

Proposition 3.1 on peut supposer que G vérifie (3.3) sans changer 

WF polu(o).

Définition 5.1 : On appelle orbites hamiltoniennes fron

tière du problème aux limites (P ) les courbes r •= { (y, ̂ wfy^ r\)) } c 

Y x €^m où Y est un rayon glissant de q2 et w= (Wj 3 w2) avec

Hr QW2+ 4  { P>P) + i PPSo) l l W2+ JÏÏT ao ( ^l 32)W2 = ° ’

On a alors le théorème suivant :

2tïîlThéorème 5. 2 : Soit u £ (D’ (M) )  solution du problème aux 

limites (P) .  Alors au dessus de y, WF polu(o )  (resp. WFpol u ( o ) )
S

est une union d ’orbites hamiltoniennes frontière de ( P ) .

Démonstration : On a u^ (o) + B2u 2(o) £C°°(8M) et B-j €L°(8M) 

est elliptique, donc on a :

(w1 , w2) €WF pol u(o) (y,n) «=>w1 =a0 ($j1 b2) (y>n)w2

et

w2 eiVF polu2(o) (y,n) .

Il suffit donc de regarder WFpolu2(o)

Soit v = A u ,  avec A donné par la Proposition 3.3.

W1 = 0 0 ( ®1 *V (y,X]) w2 et w2(yi r\) est solution de(yan)



28[  Q., v. € C°° (M)
D'aprcs le §.3. on a : /

Y 1 Vl(o) + Y2 Dx v, (o) € C°° (9M)

avec Y1 GL°C3M) , °0CY1 ̂ =ao CBl) X °o(A3 D11 > Y2 6 L (3M) ’

°-1 ̂ 2)  = ]7[y ° o ^  °o (Aa1)11 et on a : u2(o) = (A91 v)2 = ADx V^O) 

avec A € L 1 (3M) et °_̂  (A) = -ŷ y a0 (Ag^) 1 -| = a(y,n). Donc :

IVF poi u2(o) (v,n) = a (y, n) W F p o l D ^  (o)(y,n) .

D'après le théorème 4.3 WF pol Dx v^ (o) est une union d'orbites 

hamiltoniennes frontière au dessus de Y pour le problème aux 

limites :

f Q2 v1ec°°(M)

[ v1 (0 ) +Y~1 Y2DX Vl (o) € c°° (3M) .

Ces courbes sont les solutions de :

(5.1) llro W + 0 o (A3)11ao (Bï1) °o(62)oo (A31)11 w  = 0 -

D'après (3.4) a vérifie Ilr a + (-j, {p, p} + i pp^ + Hr -p-jO^a^O.
o  o  Ini

Û11 peut oublier le tenne II -,— ¡- qui correspond uniquement à
o Ini

multiplier a" par un facteur scalaire non nul. Si w est une so

lution de (5.1), â y,!"!) w(y,n) vérifie :

^  j ~  /v» ^ r**/ r v -  *| — j  /v
Hr (a w) = - (-2 {p,p} + i PPQ)a w - a a ) oQ(B2)a w .

o

On a donc démontre le théorème pour WFpolu(o).
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On le démontre de la même façon pour WFpols u(o) . ■

§.6. INTERACTION ENTRE BICARACTERISTIQUES TRANSVERSALES ET 

RAYONS GLISSANTS.

Dans ce paragraphe on étudie la propagation de la polari

sation pour les solutions du problème aux limites (P).

Donnons d'abord le problème que l'on va essayer de résoudre. 

On se place au voisinage d'un point (y°,n°) €T*(?'M) tel que 

Vj(o,y°,n°) = 0. {Ç - A,y}(o,y°,n°) < 0.

Au point (y°,n°) arrivent j bicaractéristiques transversales

2
pour Ç - , notees et un rayon glissant pour (Ç - A) -y 

noté y . On suppose que parmi les variables y il y en a une notée 

ŷ  , qui joue le rôle de temps, ce qui permet de séparer y en y+ 

et y _ , bicaractéristiques entrantes et sortantes en (y ° ,n ° ) .  

On suppose que l'on connait WF pol u en un point de pour 

l^v<:jo et WFpolu(o) en un point de Y_ , et on veut détermi

ner WFpolu(o) sur Y+ et WF pol u sur Y^ pour v ^j0 + 1 > 

c'est-à-dire qu'on étudie l'interaction de la polarisation entre 

rayons transverses et rayons glissants.

On commence par se ramener au cas où le problème aux limites 

est de la forme (P') avec les notations du §.1. On peut donc sup

poser que u se décompose en (u^,...,uj , ïï) où chaque u^ pour

1^v-sj est solution d'un système D u -H u €C°°(M) qui véri-
x v v v ^

fie les hypothèses du §.2 et ïï est solution d'un système :
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On a ïï= (ïïj , ïï2) avec les notations du §.3, et on note

u+ = (u^...,u. ) u_ = (u. . , ... , u.). On suppose que 6 vérifie 
-*o o

la condition de Lopatinski-Shapiro par rapport à cette décomposi

tion des bicaractéristiques, c'est-à-dire que la restriction de 

oq (B) à {wec"1 | w+ = w 2 =o) est bijective. (hypothèse «£ ). 

Alors l'hypothcse X entraîne que : 3 u(o) € C°° (3M)

f u_ (o) - B n  u+ (o) - B12ïï2(o) €(T(3M) avec B ^  €L°(3M)

-  (6-1) {
l  ïï^o) -B21 u+(o) - B22ÏÏ2(o) €Cf(3M) .

Pour simplifier on va supposer que :

(6 . 2)

les orbites hamiltoniennes de D -M au dessus de Y .
X V

On connaît aussi WFpol^ufo) en un point de Y_ , donc on 

connaît WF polsïï(o) en p^ . On dira que deux sous-espaces vecto

riels E et F de t?1 sont transverses si la codimension de E H F  

est maximale, c'est-à-dire si codim (HD F) = min (m , codim E+ codim F).

On fait enfin les hypothèses suivantes :

(6.5) i) le rang de °0 (^2 p  est constant sur un voisinage de

,0 0.
( y  >*l ) .

Par hypothèse on connaît WFpol g u en un point de Y^ pour

U v < j 0 . On note WF polsu(y°,n°,Yv) l'image de WFpolgu par

IVFu c ï
V V

pour
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j°
ii) K= © WFpolsu(o)(y ,n ,Y^) est transverse à 

j = 1

Ker aQ (B21) (y°,n°) , on note F = o (B21)(y°,n°)(K)
2jl •

et H= { ( w lfw2) €(C J | w1 -oo (B22)(y°,n0)w2 €F}.

Pour p.j € Y+ * (y°,n°) on note H ^ )  = ( ( W p W 2) €
2 a.«

C J l|w1 -oo (B22)(Pl)w2 = 0).

/u (o)\
iii) Notons u_(o) =M(y,l) ) f ^ j modulo C°°(3M) la

y \ïï(o)/

première équation de (6.1). Pour v > j Q + 1 on note 

la projection (Wp...,Wj , w)-*-wv . On suppose 

que le rang de tt̂ o O^M) est constant sur un voi

sinage de (y°,n°) et que K © H est transverse à 

Ker ttv o oQ (M) (y°,n°) •

On utilisera le problème aux limites suivant :

f r̂ j
J D u - H- + 1 u € C (M)

(6.4) \
[ ïï^o) -B^2 ïï2(o) £C  (3M) .

T7\Théorème 6.1 : Soit u £ (D1(M)) solution du problème aux 

limites (P') vérifiant les hypothèses (<£) et (6.3) et tel que 

u(o) e/f5  ̂(dM). Alors :

-  on peut décomposer u(o) sous la forme u(o)=u^+u^ 

avec :

-  V p € Y ,  WF pol u (p) est égal à l'image de WFpol u(o) s y s
(Qq) par les orbites hamiltoniennes frontière de (6.4).
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oo O O
-  u. est microlocalement C sur Y , WFpol u. (y ,n )

"C S u

est inclus dans H, WF pol^u^tp^) est inclus dans H(ç>j) pour 

p1 ey_h * ( y0in0 ).

-  Pour v +1 , au dessus de Y , WFpol u est inclus O v s

dans l ’union des orbites hamiltoniennes de ( P ’) partant de 

(y ° } r f , w) avec w appartenant à l ’image par oOq (M) (y°,T)°) 

de l ’espace K B H.

On peut obtenir un résultat sur WF polu en faisant les 

hypothèses suivantes :

(6.3)' i) o0 (B2i)(y°,n0)|K est injectif

ii) a (M) (y°,n°) i est injectif.
0 |K ©  H

Corollaire 6.1 : Soit u € (D’ (M) )m solution du problème

aux limites ( P ’)  vérifiant les hypothèses (%&) , (6.3) et ( 6 .3 ) ’ .

Alors les résultats du théorème 6.1 sont valables en remplaçant

WFpol u ,  WFpol u et WFpol u. par WFpolu, WFpolu et s s 9 s t g
WF pol u  ̂ .

Démonstration du théorème 6.1 : Soit v = A u  donné par la Propo

sition 3.3. D'après le §.3 on a :

i Ui (o) = (Aj1)n  Vi(o)

< ^  ^  ^  inodulo C°°(3M)
iï2(o)=Ae Dx v1 (o) + Bv1 (o)

\
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2ème équation de (6.1) se transforme en : (o) + Y2 Dx (o) -

B21 U+(o)eCœ (8M) avec Y1 € L°(3M) , oq(y1) = 0Q (Ag1 ) 1} et 

Y2 6L 1(3M) , a_i C^2) = a0CB22̂  °ô A31 1̂1 *

D'après les résultats de [5], il existe une solution vq du 

problème mixte microlocal :

Q2 vo ecœ (M)

/ v0 £ C (M) pour y-| < 0

Y 1 v o (o) + y 2 Dx v o (o) ' B 21 u + (0) € C "C3M) •
v

Alors v=v^ - v est solution du problème aux limites du théo

rème 4.3, et on a :

(6.5) v=v.| modulo C°°(3M) pour ŷ  < 0 .

On a :

En appliquant la Proposition 2.1 à chaque u^ pour jQ > on

voit qu'il existe pour 1-$v-$jQ une dy xa^ matrice a dans 

L°(3M) telle que :

av(y,Dy) u v(o) 6HS(3M)

et

(6 . 6 ) Am c°A
\ »9 lo)/

J  ^ ¡ 1)llVC°) \

\ A c Dx v (o) + B v (o)J
J lV)|1»o("ì \

U e D x  v0(0)+Bv0(0)J

modulo C (9M)
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où u est définie en (6.3).

Hn notant C = (  :1 ) on a : C u+ (o) €HS(3M) et

Ker aQ.(C) (y°,n°) = K. Il existe donc N(y,D ) matrice elliptique 

dans L°(3M) telle que :

f Si u+ = Nu+ (o) les d=d^ + ...+d- premières

~  9
composantes de u+ (o) sont dans 11 (3M) et

O  o  ~  ^
(6 7) < K = ao W  ( y  où K désigne le sous-espace 

ct̂ + __+ct.
de C dont les d premières composantes

sont nulles.

Les hypothèses (6.3) i) et ii) entraînent que l'image de K par 

a0 (B2p(y,n) °o M t y » 11) est de dimension constante au voisinage 

de (y°,n°). Il existe donc une matrice d(y,n) de rang maximal 

telle que :

(6.8) d(y,n) oQ (B21)(y,n) oQ (N)(y,n) |~ = 0

sur un voisinage de (y°,n°) et Ker d(y°,n°) =F.

Donc si D(y,Dy) €L°(3M) a pour symbole principal d(y,n) 

au voisinage de (y°,n°) on a :

(6.9) D B 21 u+(o) €IIS(3M) .
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s—1
dans le calcul symbolique car u(o) €H (3M) .

D'autre part en suivant la preuve du théorème 5.2, on vé

rifie facilement qu'il existe une matrice C£L°(3M) telle que :

~  /  (A3 1) i i ^ ( o) \
C ~  J  € H (3M) et

(6.10) < I A e D x v(o) + Bv(o)^

Ker cfQ (C) (y°,n°) est égal à L.

Enfin, on a : B2  ̂u+ (o) = ^ v Q (o) + Y2^xvo ^  moclulo C°°(3M).

Donc B 21 u + (o ) = (A ^ 1) ^  vQ (o) - B 2 2 (A  eDx vQ(o) + BvQ (o)) modulo 

C°°(3M) d'après la définition de et Y2 .

Donc on a :

WFpol K ’ "  ^  ì  
U e D x v0(o)+Bv0(o) I

Ce dernier espace est noté H dans (6.3).

/  (As \ l  \ / (A31)11v0 (0) \
hn notant u^ = |, ut =

y e Dx v (o) +B v (o) ^ A e D x v o ( o ) + B v q (o )J

on a démontré la partie du théorème concernant u(o) en (y°,n°), 

d'après (6.6).

On démontre de même la partie du théorème concernant ïï(o) 

en p1 avec p1 £Y+ , p ^ i y 0^ 0).

l”r° o (B 22^ (y°» n °)w 2€F>.{(w1 ,w2)ec
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Yv pour v ^ j Q+1 .

Soit donc v^-j +1. On utilise maintenant la première équa-

/ui(o)\

tion de (6.1). On a C u + (o) 6 H S (9M) et E I £ (0) J 6 hS(9M) 

avec Ker e(y°,n°) =H à cause de la 2ème équation de (6.1).

L'hypothèse iii) entraîne que la méthode utilisée pour ob

tenir la matrice D permet d'obtenir une matrice Fv(y,Dy) €L°(3M) 

telle que Fv(y,Dy) u(o) e HS (3M) et Ker oQ (Fv)(y0 ,n°) est l'i

mage par tt̂  o oq (M) (y°,n°) de K©H.

Puis on applique la Proposition 2.1 à u ^ . Ceci démontre la 

partie du théorème concernant Yv pour v ̂ j0+1•

On a donc terminé la démonstration. ■

Démonstration du corollaire 6.1 : Si on s'intéresse à WFpolu , 

il faut prendre en compte tous les termes du calcul symbolique.

Il est facile de voir qu'on a (6.7) en remplaçant HS(3M) par 

C°°(3M). On a aussi (6.8). Le problème est de choisir les termes 

d'ordre inférieur du symbole de D pour avoir :

(6.11) D(y,D ) o B-,, oNi^=0 modulo S_<X>(3M) .
y -i |K

— 00

On cherche le symbole complet de D sou:; la forme Y d-(y,n). Le
j=0 J 

-0 0  J

symbole complet de B21 o N |^ s' écrit ^ m.j (y,n) •

Il reste à regarder WFpolgu sur les bicaractéristiques
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On trouve d'abord dQ (y,n) =d(y,n) grâce à (6.8). Puis pour 

éliminer le terme d'ordre -1 dans D o B 21 oNh il faut trouver
I ̂

d_^ tel que :

V - l * d-lmo * j, T \  (do) %  V  ■ 0 •

On peut trouver d_^ tel que d_-| mQ = f où f est une matrice 

arbitraire car m est injective. On vérifie ensuite qu'on peut 

déterminer d. pour j < -1 pour avoir (6.11).

Puis (6.7) et (6.11) entraînent :

(6.12) D(y,Dy) B21u +(o ) € c“(3M) .

A cause du théorème S.2 pour la propagation C°° on obtient la 

partie du théorème qui concerne u . Grâce à (6.12) on obtient la
o

partie du théorème qui concerne u^ .

Il reste à regarder WFpolu sur les bicaractéristiques 

pour v$.jo+1. Comme plus haut l'hypothèse que M ( y ° » n ° )  | 
est injective entraîne qu'on peut obtenir Fy(y,Dy) €L°(3M) tel

le que Fv(y,Dy) uv eC°°(3M).

On a donc démontré le corollaire 6.1. ■
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