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ABSTRACT

This thesis deals with "semistably degenerating abelian 

varieties" over a scheme. In particular we investigate the properties 

of certain relatively ample invertible sheaves on such group schemes, 

and of their direct images ? we obtain a formula generalizing the 

fact that (over C) theta constants are modular forms.

We give applications of these results to abelian varieties 

over function fields, including as a special case Zarhin's finiteness 

theorem when the ground field is finite.
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Introduction

1. Soient g et d deux entiers )/ 1 , n un entier )/ 3 . Considérons
le schéma de modules fin </t = é  , ^ paramétrant les schémas abéliensg,d,n e ' 2
A  de dimension g , munis d'une polarisation de degré d (vue comme

2 t une isogénie de degré d de A  sur son dual A  ) et d'une structure
de niveau n : c'est un schéma de type fini sur 5?[l/n] . Notons
X ■ ■--»• #  le schéma abélien universel, et co le faisceau inversible

sur Æ  .

1.1. Théorème. Le faisceau w  est ample sur #  .

En caractéristique nulle ce résultat est bien connu, les sections 
globales de étant les formes modulaires de poids m  et de niveau
n . Il joue un rôle essentiel dans la démonstration par Faltings [f 2] 
de la "conjecture de Shafarevich" pour les variétés abéliennes sur les 
corps de nombres ; de même 1'énoncé analogue pour les schémas de modules 
de courbes intervient dans les travaux de Parshin, Arakelov et Szpiro 
sur les pinceaux de courbes (cf. par exemple [sz]).

2. Désignons par E : X — ► Xfc la polarisation naturelle sur X . On 
peut associer à H l'unique faisceau inversible totalement symétrique 
£ sur X tel que la polarisation cp̂  : X — ► Xfc associée à £ soit 
égale à 4H , de sorte que £ est très ample relativement à f et de

2q 2
degré 4 gd (par convention, tous les faisceaux inversibles sur un 
schéma en groupes sont supposés riaidifiés. c'est-à-dire munis d'une 
trivialisation le long de la section unité). Le théorème 1.1 résulte 
alors des faits suivants :

y
(2.1) det(f#£) est ample sur &  .

®_2 -<S4^d(2.2) Les faisceaux inversibles (det f #£) et ¿¡r ont la même 
classe dans P i c ( Æ ) ® _ ©  .

L'assertion (2.1) est démontrée au chapitre VII ; la seule idée qui 
semble nouvelle est d'exploiter le fait que pour tout entier n)/1 , la

0 N 2restriction de £ au no>au NX de la multiplication par N dans X 
est canoniquement triviale, ce qui implique qu'après un changement de

V
base fini étale, (f*£) a “beaucoup de sections". On redémontre
d'ailleurs par cette méthode la représentabilité de ft * sans9/d,n

f *
g

/*
Q

maou
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théorie des invariants "difficile", tous les groupes structuraux étant 

finis.

3. La "formule clé" (2.2) est plus mystérieuse. Il est plus commode de 

la reformuler comme suit :

(3.1) Soient S un schéma, A —£■>-S un S-schéma abélien de dimension 

relative g , L un faisceau inversible symétrique (rigidifié) 

sur A , ample relativement à S , d le rang de f*L , et WA/S 

le ôg-module inversible * A^ors faisceau inversible

6(A,L) = (Adf*L)02® ô ^ s

est d'ordre fini dans Pic(S).

Lorsque d est inversible sur S , on peut démontrer (3.1) à partir 

du théorème de Riemann-Roch-Grothendieck et du fait que, dans ce cas, 

f#L a une structure très simple, résultant de la théorie des "structures- 

thêta" de Mumford [m 3Ü. Cette démonstration, due à L. Szpiro et à 

l'auteur, sera publiée ailleurs. Pour d quelconque, on démontre encore

(3.1) sous l'hypothèse que S est normal excellent, en se ramenant par 

isogénie au cas principalement polarisé (chapitre VIII).

4. La faiblesse de 1.1 réside dans le fait que & n'est pas propre sur 

^[l/n] : on aimerait donc trouver une compactification de 4t , munie 

d'une bonne interprétation comme schéma de modules, et un faisceau natu

rel sur icelle prolongeant co (cf. [d!, remarques suivant 1.12). On 

n'en est pas là mais il est naturel d'essayer de généraliser, par 

exemple, (3.1) au cas où A est seulement un S-schéma en groupes 

semi-stable, c'est-à-dire un S-schéma en groupes lisse commutatif dont 

les composantes neutres des fibres sont extensions de variétés abéliennes 

par des tores. Nous supposerons de plus ici que la base est normale 

irréductible, et nous fixons, pour le reste de cette introduction, les 

notations suivantes :

(4.1) S est un schéma normal noethérien excellent irréductible de
fpoint générique i) , et A — S est un S-schéma en groupes 

semi-stable dont la fibre générique A^ est une variété abé- 

lienne de dimension g munie d'un faisceau inversible ample

symétrique L̂

f s./
,q
K

Ü
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Il s'agit d'abord de donner un sens à (3.1). La définition de 

côA/s est la même que dans le cas abélien (on peut aussi le définir par 

, où e^ : S — *■ A est la section unité). Il faut ensuite 

se donner un prolongement (rigidifié) L de L^ et voir quelles condi

tions on doit imposer à L , ainsi d'ailleurs qu'au groupe A considéré 

comme prolongement de A^ .

5. Supposons d'abord que S soit un trait. Lorsque la fibre fermée Aq 

de A n'est pas connexe, L^ admet plusieurs prolongements non isomor

phes sur A . L'idée fondamentale, et naturelle depuis les travaux de 

Breen [b3, est d'imposer au prolongement L de vérifier le théorème du 

cube sur A , ou, en termes plus précis, d'admettre (lorsqu'on le consi

dère comme un G -torseur) une "structure du cube" au sens de loc. cit.,m ----------------
prolongeant celle dont L^ est gratifié par la Nature. On constate 

alors avec plaisir qu'un tel "prolongement cubiste" est unique, et 

existe après un changement de base suffisamment ramifié (II, §1 ; voir 

aussi [BÜ, §3).

Ce théorème de prolongement est utilisé au chapitre IIÏ pour donner 

une définition géométrique des hauteurs de Néron-Tate. Ces résultats 

n'utilisent d'ailleurs pas la semi-stabilité de A , ni la symétrie ou 

l'amplitude de L^ .

Lorsque dim S )/2 , on a encore (trivialement, cette fois) l'unicité 

du prolongement cubiste, mais son existence après changement de base 

fini surjectif nécessite la semi-stabilité et la symétrie (II, §3).

On fixe donc désormais, en plus des données (4.1) :

(5.1) un faisceau inversible L sur A , prolongeant L^ et cubiste 

(i.e. muni d'une structure du cube).

Dans ces conditions, d'ailleurs, L est automatiquement symétrique 

et ample relativement à S .

6. Le faisceau inversible L^ sur A^ détermine une isogénie

cpL : A^ — >-A^ dont le noyau est noté Kd^ ). On sait alors construire

de façon naturelle une extension centrale Q(L„) de K(L„) par G ,
: • n *i m,^

qui "opère sur L^" et qui est un "groupe thêta non dégénéré", en ce 

sens que l'accouplement altorné sur K(L^) associé à cette extension 

est une dualité parfaite. De l'action de 9(1^) sur L^ on déduit une 

représentation de poids 1 dei Qd^) sur H° (A^, L^ ), et il résulte de 

théorèmes généraux que c’est l'unique représentation irréductible de

eA°A/S

sIagi

y 5
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poids 1 de Q(L^) ( [M23 , [î o ]).

L'étape suivante consiste donc à prolonger ces données au-dessus 

de S . On montre en effet, au chapitre IV, qu'il existe un unique sous- 

schéma en groupes fermé K(L) de A prolongeant K(L^), plat et quasi- 

fini sur S (de sorte que K(L) est l'adhérence schématique de K(L^) 

dans A) et une extension centrale Q(L) de K(L) par © c prolon-
lu; ü)

géant QÎL^) et opérant sur L . De plus cette extension centrale est 

non dégénérée dès que K(L) est fini sur S . Notons que cette dernière 

hypothèse impose en général aux fibres dégénérées de A de n'être pas 

connexes.

Nous supposerons donc vérifiée l'hypothèse

(6.1) K(L) est fini sur S .

7. Considérons maintenant 1'image directe f#L , qui est un ©g-module 

cohérent (VI, 1.4.2). Si l'on espère formuler (3.1), il faut d'abord 

examiner les questions suivantes :

(7.1) (i) f#L est-il localement libre ? (Si oui, c'est automatiquement

un Q(L)-module irréductible (chapitre V)).

(ii) (Comportement par gonflement). Soit A^ ---► S un modèle de

A^ sur S contenant A comme sous-groupe ouvert, et soit 

L.̂  un prolongement cubiste de L sur A1 . Le morphisme 

naturel — *" f*L est-il un isomorphisme ?

(iii) (Comportement par changement de base). Soit ff : S' — ► S 

un "changement de base admissible", i.e. tel que S' soit 

(disons) normal intègre et que AXg S' soit, génériquement 

sur S', un schéma abélien. La formation de f*L commute- 

t-elle au changement de base ff ?

L'autéur n'a pas été peu surpris de constater que la réponse à ces 

trois questions est affirmative sous l'hypothèse suivante, un peu plus 

forte que (6.1) :

(7.2) K(L ) est fini sur S .

En fait, on montre au chapitre VI (en s'inspirant en partie de 

notes non publiées de D. Muniford) que, sous l'hypothèse 7.2, le mor

phisme naturel

(7.3) f*L —' f*<LlK<L®V

fl*Ll

®2
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est iniectif et localement scindé. Notons d'ailleurs que le point délicat 
de la démonstration est le cas où dim 3 ^ 2  , alors que, pour nombre de 
résultats ultérieurs, on pourrait se contenter du cas où dim S = 1 .

8. Supposant désormais vérifiée la condition (7.2), nous pouvons énoncer 
1'analogue de (3.1) :

(8.1) Posant d = r g ( f #L), le faisceau inversible

ô(A,L) = (Ad f*L)®2 ®

est d 1ordre fini dans Pic(S).

Ce résultat est démontré au chapitre VIII lorsque S est un schéma 
d 1 égales caractéristiques. On en déduit au chapitre IX le théorème de 
positivité suivant :

8.2. Théorème. Sous les hypothèses (4.1), supposons que 
schéma d'égales caractéristiques. Alors il existe n )/l 
soit engendré par ses sections globales.

9. Les chapitres XI et XII s 'attachent plus particulièrement à 1'étude 
des variétés abéliennes sur un corps de fonctions sur un "corps de base" 
k fixé ; le lecteur est invité à se reporter aux introductions des cha
pitres en question. Signalons que l'on obtient comme corollaire, lorsque 
k est fini, le théorème de finitude de Zarhin-Mori, et que l'une des 
motivations initiales de ce travail était d'arriver à une compréhension 
"géométrique" de ce résultat. Le lecteur mesurera le succès de l'entre
prise en comparant les quelque 250 pages présentes aux 7 pages totalisées 
par [zi] et [z3l. Il pourra aussi consulter la note [mb!.

10. Le présent travail a bénéficié de l'influence de nombreux mathéma
ticiens, et d'abord de L. Szpiro, de qui j'ai appris (parmi beaucoup 
d'autres choses) les techniques de "frobeniusage" et de "réduction 
modulo p assez grand" utilisées au chapitre VIII, §2 et 4. Le théorème 
VIII, 3.1 est, comme je l'ai dit plus haut, le fruit d'une collaboration 
avec lui ; d'une façon générale l'ensemble de ce travail s'inscrit dans 
un programme général d'étude des "pinceaux de variétés" dont il est
1'initiateur.

S soit un 
tej^ue % %

a
A,
£ÖS

S/
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Les idées de L. Breen jouent évidemment un rôle essentiel ici ? 
j'ai également bénéficié de conversations fructueuses avec D. Mumford, 
sans parler des manuscrits qu'il a bien voulu me communiquer. Le §5 du 
chapitre VI trouve son origine dans des notes de S. Mori, et je dois à 
W. Fuiton le lemme 4.1.4 du chapitre X. Le lecteur reconnaîtra aussi, 
en particulier dans les chapitre IV et VI, l'influence des travaux de 
M. Raynaud ; ses conseils, et l'intérêt constant qu'il a porté à ce 
travail, m'ont été précieux.

Enfin une partie de ce travail a été réalisée en 1981-82 lors d'un 
séjour à l'Institute for Advanced Study de Princeton, grâce à une 
subvention de la National Science Foundation.

Leitfaden

I 

1
II

. / ! \
III / IV V

/  J /
¡Z\

VII VIII

\ l
IX X

1/
XI

I
XII

Les flèches pointillées indiquent une dépendance partielle : voir 
l'introduction du chapitre VII.
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CHAPITRE I 

Torseurs cubistes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Applications pointées de degré n .

2. Cas des torseurs : structures cubistes.

3. Lien avec les extensions centrales

4. Cas des schémas abéliens : le groupe Q(L).

5. Réduction à l'objet trivial ; application à certains isomorphismes 

canoniques.

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de 

schémas en groupes lisses par des tores.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré aux propriétés générales des torseurs 

munis d'une structure du cube (rebaptisés ici "torseurs cubistes"), 

notion introduite par L. Breen [b]. L'intérêt de cette notion pour la 

suite de ce travail apparaît au n° 2.6 : on y montre l'existence d'une 

unique structure cubiste pour tout ©m~torseur (trivialisé le long de 

la section unité) sur un schéma en groupes vérifiant certaines condi

tions, satisfaites en particulier par les "variétés abéliennes dégéné

rantes" à fibres connexes sur un schéma de base normal (cf. [b], 2.4).

La notion de structure cubiste permet aussi de retrouver (§4) le clas

sique groupe Q(L) de [m2Ü, associé à un faisceau inversible L sur 

un schéma abélien.

Au §5 est introduite la technique de "réduction au torseur cubiste 

trivial", fort commode pour construire certains isomorphismes canoniques 

(comme celui, classique, de la proposition 5.5), et surtout pour démon

trer sans larmes que ces isomorphismes respectent les structures cubistes 

naturelles des deux membres. Ce principe est exploité plus avant au §6 

où il sert de fondement à une nouvelle définition des torseurs cubistes, 

qui semble plus naturelle que celle de [b] mais qui, par exemple, même 

dans le cas des Gm-torseurs sur un schéma en groupes, oblige à tra
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vailler dans le cadre général des faisceaux. Il convient aussi de 

remarquer que la définition de Breen, en termes de trivialisations de 

torseurs sur A X A X A  , joue un rôle crucial (notamment) dans les 

questions de prolongement du chapitre II.

Remarquons enfin que nous notons ici ^3 les opérations

notées respectivement A et 0 dans [b].

1. Applications pointées de degré n .

1.1. Définition. Soient A et G deux groupes commutatifs, notés res

pectivement additivement et multiplicativement, et soit n un entier

\  0 . Si. f : A --> G est une application, on définit

& (f) : An --* Gn

par la formule

. «n+Card I
& ( f ) ( x , , . . . , x  ) = TT  , f ( x _ )

n n i c { i , . . . f n>
I &

où l'on a posé xT = ) ! x. .
1 i€l 1

On dit que f est pointée de degré n si, & +^(f) = 1 .

Ainsi : & (f) = 1 : {o} --► Go

ô1(f) = f

J92(f)(x,y) = f (x+y)f (x)“1f (y)-1

&3(f)(x,y,z) = f(x+y+z)f(x+y)“1f(x+z)“1f(y+z)_1f(x)f(y)f(z) 

f est pointée de degré 0 <-=-> f = 1

f est pointée de degré 1 <=► f est un morphisme de groupes 

f est pointée de degré n )/0 =5>- f(0) = 1 

(en effet «n+1(f)(0,...,0) = f(0)< 11 ).

1.2. Propriétés des opérations &--------------- ---------  n

1.2.1. Additivité : & (fg) ” (f).J9 (g)---------  n 3 n n 3

pour f,g : A — y G et n )/0 .

1.2.2. Fonctorialité en A et G : si CP : A' — ► A et 0 : G — G' 

sont des morphismes de groupes abéliens, on a pour toute f : A — ► G :

tì2 3
et

1n4

0
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trique ®n sur An .

1.2.4. On vérifie, pour tout n^l , la relation :

(1.2.4.1) «n+1(f)(xlf...,xn,xn+1) = &n (f)(x1#..•»xn_1»xn+xn+1)•

.¿»n(f ) (xlf ... 'Xn)_1.i)n(f ) (x^ ... 'xn_1»xn+i)""1

ainsi que toutes les relations qui s'en déduisent par permutation. En. 

particulier :

(—l ) ^. pour n )r 1 , & (f )(x.,...,x ) = f(0) dès que l'un desn l n
x^ est nul.

. f est pointée de degré n )/l si et seulement si est

n-linéaire.

La relation (1.2.4.1) montre également que pour n )/2 , &n(f) est un 

2-çobord par rapport à chaque paire de variables ? a fortiori, elle 

vérifie la condition de cocycle (où l'on a posé x = (x^,...,xn_2)) :

(1.2.4.2) &n(f) (x,a+b,c) .iSn(f) (x,a,b) = &n(f)(x,a,b+c).&n(f)(x,b,c)

(n >/2).

1.3. Les considérations qui précèdent s'étendent d'elles-mêmes au cas 

où A et G sont deux Groupes commutatifs d'un topos E s si

f€Hom_(A,G) est un morphisme entre les objets de E sous-jacents à
n

A et G , on définit donc $ (f) :A — G comme dans 1.1. On noteran

Homi.n*(A,G) c Hom„(A,G)
& &

le groupe des "morphismes pointés de degré n" de A dans G , i.e. 

l'ensemble des f vérifiant $n+1(f)= 1 ; en particulier :

Hom'°^(A,G) = {l)
J 4

Homj*,1  ̂(A,G) = Hom^ (A,G) .
E

fl ( f o Cp )  =  & ( f ) o c p
n n

)(n

Xn-1 n+l )
-1

&n(
Of) t O

n ( )c

défini parest
n

AnA)n(
<Poù

<P(
n)(:x 1 Xn) (<p(X1) <p(X

r
))

1 2 3 Symétrie &
n( )f est invariante sous 1Iaction d u groupe symé

xt

i+n

&n )(f
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2. Cas des torscuro : structures cubistes.

Dans ce n° on fixe un topos E .

2.1. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E , et soit L un 

G-torseur sur A . En complète analogie avec 1.1/ nous pouvons définir 

un G-torseur sur • Par formule

fàt -i vn+Card I
(2.1.1) fi (L) = ®  (m*L) (“1)

n Ic{1/...,n} 1
Ijfi0

où mT : An — A est le morphisme (x.,,...,x ) i— » ) ! x. , et où ®I 1 n ^  1

désigne la somme des G-torseurs.

II est souvent commode (et suggestif) de décrire ®n(L) en terme 

de "points" : si x est un point de A à valeurs dans un objet T de 

E (i.e. un morphisme x : T — A), convenons de noter L le G-torsei 

x L sur T . Alors la définition (2.1.1) devient

toi 1 \n+Card I
(2.1.2) JS (L), . = ®  L 1 n (xi,...,xn) IC(1....n} Xj

Ifty

où 1 1 on a posé x_ = x z : X .  .
i€i 1

2.2. Propriétés de &---------------  n

2.2.1. Additivité : si L et M sont deux G-torseurs sur A , on a 

pour tout n )/0 un isomorphisme canonique

& (L® M) -sa- & {L )® & (M) n n n

de G-torseurs sur An .

2.2.2. Fonctorialité en A : si «P : A 1 — ► A est un morphisme de 

Groupes commutatifs de E , on a un isomorphisme canonique

&n(cp*L) (cp(n) ) *J9n(L)

de G-torseurs sur A ,n , où cp̂ n' : A ,n --> An est définie comme en

1 .2 .2 .

2*2.3. Fonctorialité en G : si >p : G — *- G‘ est un morphisme de 

Groupes commutatifs de E , notons L le G'-torseur sur A déduit

&n (L)
<£>

Ên )(L
n

A la

I

ur
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du G-torseur L par le changement de groupe structural 0 . Alors on 

a un isomorphisme canonique de G ’-torseurs sur An :

V L̂ " V L)* •
2.2.4. Fonctorlalité en L : si u : L — *■ M est un morphisme (i.e. un 

isomorphisme) de G-torseurs sur A , on en déduit un isomorphisme

& (u) : (L) 6 (M)n n n

de G-torseurs sur An .

2.2.5. Torseur trivial : si l'on note G^ le G-torseur trivial G X A  

sur A , on a un isomorphisme canonique

2.2.6. Sections : une section a du G-torseur L sur A s'interprète 

comme un morphisme (c'est-à-dire un isomorphisme) de G-torseurs de GA 

dans L ; on en déduit donc grâce à 2.2.4 et 2.2.5, une section

V o)
ri

du torseur ^n(L ) sur A .Si f : A — ► G est un morphisme dans E , 

on a de plus la formule

(2.2.6.1) £>n(fa) = &n ( f ) & n (a)  .

2 . 2 . 7 .  Il existe bien entendu de nombreuses compatibilités entre les 

isomorphismes ci-dessus (et ceux qui vont suivre). Par exemple 1'isomor

phisme d'additivité 2.2.1 est caractérisé par les propriétés d'être 

fonctoriel en L et M et compatible au changement du Groupe structural 

G , et de respecter les trivialisations naturelles des deux membres 

lorsque l'on prend L = M = le torseur trivial G . Le fait que ces
A

propriétés caractérisent 2.2.1 se voit en plongeant G dans un Groupe 

iniectif G' de E et en remarquant que tout G'-torseur est trivial. 

Ce principe de "réduction au torseur trivial" rend tautologiques les 

démonstrations de commutativité de nombreux diagrammes ; en fait, "tout 

diagramme de torseurs suffisamment naturel est commutatif", contrairement 

à ce qui se passe pour les groupes : au royaume des torseurs il n'y a pas 

de questions de signes.

2.2.8. Symétrie : il est imnédiat que $n(L) est muni d'une action du 

groupe symétrique ®n ' compatible à l'action d'icelui sur An ; autre

ment dit, pour tout y € <5^ , si l'on note encore y : An — > An la per

fl ( G« ) ^ G. n n A A
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mutation correspondante des facteurs, on a un isomorphisme canonique de 

G-torseurs

Xy : J9n (L) y * fin (L) 

avec les relations attendues entre X y , X y , et X y y , .

2.2.9. Sections nulles. Notons 0^ l'objet final de E et e^ : Op — >- A 

la section nulle. Pour 1 i ( n , soit : An  ̂ An le morphisme

défini par la section nulle du i-ème facteur de An . On a alors des 

isomorphismes canoniques

^¿*n (L) - p*e^(L)®(_1)n+1

n***’ 1
où p : A — ► 0E est le morphisme canonique (et unique). Ces isomor

phismes sont compatibles entre eux, en ce sens que ^ . et ^ . coïncident
__ -i „ -j i 3

sur l'intersection ^^(A )n-rlj(A ).

Pour ne pas alourdir à l'excès ce chapitre, nous allons nous limiter 

désormais aux cas n = 2 et n = 3 , les seuls intéressants pour nous 

dans la suite.

2.3. Etude de © 2 ‘ structures d 'extensions.

On a par définition &0 (L) = L , .
^  2 x,y x+y x y

L ’action du groupe (2.2.8) se réduit à un isomorphisme de

symétrie

(2-3 -1> Sx , Y ! V L)x,y - ^ S2 (L)y,x

vérifiant Sx _x =Id et Sx ,y°5y>x = H ,  (L)
i y / x

La définition de donne, par un calcul immédiat, un isomorphisme

de cocycle

(2.3.2) cp : £ (L) . ®fi~(L) -^J9_(L) , ®fi_(L)
x,y,z 2 x+y,z 2 V 'x,y 2 x,y+z 2 V y,z

qui est fonctoriel en L et compatible au changement de Groupe structu

ral, et qui respecte les trivialisations naturelles des deux membres 

lorsque L est le torseur trivial ; de plus cp est caractérisé par ces 

propriétés (cf. 2.2.7).

On a d ’autre part (2.2.9) des isomorphismes "de rigidification"

( 2 . 3 .3 > V L)0,y “ ^  V L >x,0

— —

n+1
(-1)(L)

(L) = L 
x,y x+y

« L•*r
-1 ® L

y
-î

S2

*2

î : 
X/Y

---y
*2 (L)y»*Â2

(L)
x,y

(2 ).3.1

& (L)

(2 .3.3) *2<d 0,y L'1
o *2 (L) 'A, O

rsJ

--

2

“H1

&
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où L est la fibre de L à l’origine ; ces isomorphismes sont compa- 
o

tibles à la symétrie l , et compatibles avec (2.3.2) en ce sens que le 

diagramme suivant est commutatif :

V L,y . z ® V L)0,y

(2.3.3.1) (2.3.3 ) \ ^  y ' (2.3.3)

L“ 1 ®J9. (L)  
o 2 y, z

Supposons maintenant donnée une section <j de j9«(L) au-dessus de
T ^

A X A  . Pour (x,y) € a on a donc une trivialisation a(x,y) de

L . , c'est-à-dire un isomorphisme L ® L  — ► !< , , donc
x+y x y c x y x+y
une loi de composition sur L , que nous noterons (a,b) i— *■ a*b , com

patible avec la loi de groupe de A via la projection L — A , et 

compatible à 1'action de G sur L au sens suivant : pour a € L , 

b € L , g € G , on a

(2.3.4) (ga)*b = a*(gb) = g(a*b) .

Il est immédiat que la donnée d'une section or de équivaut à

celle d'une loi de composition * sur L possédant ces propriétés, le 

passage de l'une à l'autre se faisant par la formule

(2.3.5) a(ff(a),ir(b)) = (a*b) ® a"1® b“1

où a et b € L et où ïï : L — A est le morphisme structural.

Une telle section or donne encore naissance, via les rigidifica-
’K’

tions (2.3.3), à deux sections de p e^L (où p est ici le morphisme

A --► Og), autrement dit à deux morphismes z i , e 2 : A Lo = eAL

d'objets de E . En termes de la loi * correspondante, ils vérifient

ru

(2.3.6) e^(x)#x = x

nu ru

x#e2(x) = x

r  ~  apour tout x fc A et tout x ^ L  au-dessus de x .

De plus la compatibilité en (0,0) des isomorphismes (2.3.3) im

plique que e ( 0) ~e o(0), d'où une section e du torseur L sur oD , 
1 z O b

vérifiant e*e= e .La relation (2.3.4) donne alors

(2.3.7) ( g e ) * ( g ' e ) = ( g g ' ) e

*2 (L)y>z
® (L)0,y

<p

*2 (L) 0,y+z
®
*2 (L)y , z

*2(l )

-î® t
-î® a(a*b)CT(TT(a),7T(b) )

■i........ i. .uni r t . . —  i ■  . Ï
0,y* z

\

L 1 1
L



pour g et g' G G ; autrement dit la trivialisation de Lq donnée par 

e identifie la loi # à la loi de groupe de G .

Il est immédiat que la loi * est cominutative si et seulement si 

la section a est invariante par la symétrie 5 de (2.3.1), i.e :

(2.3.8) cr(y,x) = S _,(or(x,y)) .
x / y

Il est un peu plus fastidieux de vérifier que * est associative 

si et seulement si a est compatible avec 1'isomorphisme de cocycle

(2.3.2), c'est-à-dire :

(2.3.9) cp (cr(x+y,z) <S> cr(x,y) ) = cr(x,y+z) ® (y,z) .
x / y , z

Cette condition implique d'ailleurs, comme on le voit en contemplant 

le diagramme (2.3.3.1) ou les formules (2 .3.6), que les morphismes 

et e~ : A — L sont constants, i.e. e*(x) = e~(x) = e..(0) = e , et
/. O Z 1

que la section e de L est élément neutre de * . En résumé : (cf. 
aussi SGA 7, VII, 1.1.6 et 1.2) :

2.3.10. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d 1 une structure 

d'extension commutative de A par G (compatible avec sa structure de 

torseur), équivaut à la donnée d'une section a de sur A X A  ,

symétrique au sens de (2.3.8), et gui est un 2-cocvcle au sens de

(2.3.9).

2.4. Etude de ' structures cubistes.

On a par définition

(2.4.1) ¿>0(L) = L , , ® L “i ®L"i ®L~i ® L  ® L  ® L3 x,y,z x+y+z x+y x+z y+z x y z

^(L) est muni d'une action du groupe symétrique 6  ̂ » c'est-à- 

dire, pour tout ^^©3 et pour (x1,x2,x^) ̂  A^ , d'un isomorphisme

(2.4.2) (Xv ) : fl0(L) -^ô-(L)
y  X l , X 2 , X 3 3 X y X2 . X 3 3 Xy(1).Xy(2)>JV(3)

De façon analogue à (1.2.4.1), ^(L) se reconstruit à partir de 

/* on a ainsi deux isomorphismes canoniques

est est

est un est

el

&2 (L)

&

* 3 (L)

v Lw « ® v L)x'*®vL);ìz
(2.4.3)

fl0(L) . ©«.(L)“1 (L)-12 x,y+z 2 x,y 2 x,z

i c

ù2 )(L

L )
ZytX

« fi

17

3

___ ( QÍ - )
X'
)(a

( ) zfy

3(
ß

z9y

(Y
2

d

Tb



(le lecteur vérifiera que o0ii Permet (le retrouver 1 ' isomorphisme de

cocycle (2.3.2)).

On en déduit encore pour des isomorphismes de cocycle dont

nous n'explicitons qu'un seul :

(2"»-4) ^x.y.z.t ; S3(L)x+y,Z.t3 i)3<L)x,y,t ^  ̂ 3 (L)x,y+z, t * S3 (L)y, 7„ t •

les autres s'en déduisant (par exemple) par permutation ; bien entendu 

chacun de ces isomorphismes est caractérisé par sa fonctorialité, sa 

compatibilité au changement de Groupe structural, et son effet sur le 

torseur trivial.

2.4.5. Définition. Une structure cubiste (ou "structure du cube" [b!)

sur le G-torseur L au-dessus du Groupe A est une section t  du
3 /torseur sur A , possédant les propriétés suivantes :

( i ) t  est invariante par 6  ̂ • i •e • pour tout y € <5̂ ,

•H*
X^(t) -  y  (t) (comme sections de y

(notations de 2.4.2))

(ii) t  est un 2-cocvcle en les deux premières variables (ou, ce 

qui revient au même compte tenu de (i), en chaque paire de variables),

i. e :

.. _ , (T(x+y,z,t) ® T(x,y,t) ) = T(x,y+z,t)'S> T(y,z,t) 
x / y / z. g u

(notation de (2.4.4)).

Un torseur cubiste est un torseur muni d'une structure cubiste.

Un morphisme de torseurs cubistes ( L , t )  --► (L',t') est un mor

phisme f : L --»• L' de G-torseurs tel que ^(f) ' ̂ 3^) — * ̂ 3^' )

vérifie jB^ifMT) = T' •

On note CUB(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A .

2.4.6. On laisse au lecteur le soin d'expliciter les notions d'image 

réciproque d'un torseur cubiste par un morphisme A' — *■ A , d'image 

par un changement de Groupe structural G — vG', de torseur cubiste 

trivial, de produit tensoriel (ou somme, s'il préfère) de G-torseurs 

cubistes, de torseur cubiste inverse, etc. Munie de l'opération du pro

duit tensoriel, CUB(A,G) est une "catégorie de Picard strictement com- 

mutative" au sens de SGA 4, XVIII.1.4.2.

18

-1
°" 2 0«1

(L)

(2.4.4) *3
(L)x+y, z, t *3'

(L)x,y,t »3 (L)x,y+z,t 3
(L)

y,z» t 'x, y, z, t

*3
(L)

))(L
**3

y
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Bien entendu, une trivialisation d'un objet (L,t) de CUB(A,G) 

est un isomorphisme de l'objet trivial avec (L,t), c'est-à-dire une 

section 0 de L sur A , vérifiant la relation

(2.4.5.1) fl3(cr) = t

et il est immédiat, en vertu de la relation (2.2.6.1), que 11 ensemble 

des trivialisations de (L,t ) est, s'il n'est pas vide, un espace homo

gène principal sous le groupe

Hom^2^(A,G)

introduit en 1.3, des applications pointées de degré 2 de A dans G .

2.5. Lien avec les biextensions.

Pour voir que la notion définie ci-dessus est la même que dans [b ],

2.2, nous allons faire brièvement le lien avec la notion de biextension, 

introduite dans [Ml] et développée dans SGA 7, VII et VIII.

Soit donc (L,t) un G-torseur cubiste sur A . Via 1'isomorphisme 

or (resp. Q )̂ de (2.4.3), la section t  de ¿^(L) donne naissance à

une section (resp. ct2) de j92^L^x+y,z® ̂ ^ x ^ z ®  ̂ 2^L^ÿ*z (resP*
J&o (L)_ ®J0O(L) ® & 0(L) ), et par suite à deux lois de composition z X/Y *z £ X / y £» X / z
partielles

(2.5.1) ^  ' S2(L)x.«®*2tL)y.z *2(L)x4y.*

*2 ! *2<L >x,y®S2<L>x.s —  S2(L>X,y+z

suivant le même procédé que dans 2.3. De plus les deux sections et

sont liées par la relation

(2.5.2) al(ori) = W  (= T) *

On vérifie alors que les conditions (i) et (ii) de 2.4.5 impliquent que 

les deux lois * ^ et *2 constituent une structure de biextension 

symétrique de (A,A) par G , au sens de [b], sur le torseur 

muni de 1'isomorphisme de symétrie I de (2.3.1) (et réciproquement...).

Par exemple, la commutativité de * 1 équivaut à la compatibilité 

de t avec l'action de la transposition (1.2) de ©3 , et 1'associati

vité de à la condition de cocycle explicitée en 2.4.5 (ii). Ceci 

résulte d'ailleurs, si l'on veut, de 2.3.10 : en effet, grâce à a1 , 

¿>3(L) peut être considéré comme le &2 du torseur $2(L) sur A X A

HornE
(2)(A,G)

ai
-1 -1

-1 -1

*1 ^2 (L)x, z
®

&2 (L).y,z *2

(L)*2*2 *2 (L) ®2 (L)X,  z

or

a 2 ( a 2 )(2.5.2)

ß (L)2

1
a 2

*
1
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lorsque l'on regarde ce dernier comme un Groupe du topos E/A grâce à 

la seconde projection. Il est d'ailleurs établi dans [fil, 2.5, que Ici 

donnée de deux lois et * 2  1 vérifiant (2.5.2) ci-dessus, toutes

deux commutatives et dont l'une soit associative, suffit à définir sur 

L une structure du cube au sens de loc. cit.

2.5.3. Remarquons enfin qu'une structure cubiste t  définit, grâce à la

section t (0,0,0) de $ _ ( L ) n „ _ =* L , une trivial isation à l'origine
O U ; U f u  u

du torseur L , d'où grâce à 2.2.9 une trivialisation de la restriction 

de $ 2 (k) à chacun des produits { o) X A X A , A x { o } x A  , A X A X { o) . Ces 

trivialisations (essentiellement grâce aux conditions de cocycle) coïn

cident en fait avec les restrictions de t  à  ces produits. En d'autres 

termes et par abus d'écriture :

t  ( 0 , y , z ) =  t  ( 0 , 0 , 0 )

le signe d'égalité faisant référence à 1'isomorphisme canonique

^ 2 ^ 0 , y,z ^ ® 2 ^  0,0,0 *

De ces considérations le lecteur retiendra la

2.5.4. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure du 

cube, équivaut à celle, sur le torseur d'une structure de 

biextension de (A,A) par G , les deux lois de composition partielles 

définissant cette structure étant assujetties à la relation (2.5.2) (on 

identifie les lois de composition et * ^ aux sections et 

qu'elles définissent).

2.6. Exemple fondamental.

Soit S un schéma : nous prendrons pour E le topos associé au 

"gros site fppf" de tous les S-schémas avec la topologie fppf, et pour 

G le groupe multiplicatif g . Nous identifierons toujours en cas 

de besoin un ®m-torseur L sur un schéma X au faisceau inversible £ 

tel que L = Isom(G„,£).

Proposition. Soit A un S-schéma en groupes lisse, commutâtif, a 

fibres connexes♦ On suppose vérifiée l'une des conditions suivantes :

(i) A est un S-schéma abélien

(ii) (cf. [b ], 2.4) S est normal et les, fibres maximales de A 

sont extensions multiples de variétés abéliennes, de tores (non néces

sairement déployés) et de groupes <G

*1 *2

[ b3

3

*2 (L)
0,y, z *2 (L)

]Q (L)

*1 *2 CT1 a2

<5
m

G.
a

2
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Alors le foncteur d'oubli

CUB(A,G ) --► TORSRIG(A,Gm)

(où TORSRIG(A,Gm) est la catégorie des G^-torseurs sur A triviali- 

sés à l'origine de A) est une équivalence de catégories.

Démonstration : soit L un Gm~torseur rigidifié sur A .

Cas (i). D'après le théorème du cube (cf. par exemple [Rll, IV.2.1) le
3

faisceau ^(k) sur A provient d'un faisceau inversible sur S .

Comme de plus L est rigidifié à l'origine, $_(L) l'est également : il

est donc trivial. Mieux, si p : A --► S désigne le morphisme structural,

on a p#ô^3 =“ &s donc il existe une unique trivialisation t  de ^3^) 

compatible avec sa rigidification. Etant unique, t  est automatiquement 

symétrique (condition (i) de 2.4.5) et de même il suffit de vérifier la 

condition (ii) de 2.4.5 lorsque x = y=z = t =0 : elle résulte alors de 

la compatibilité à la rigidification. Nous avons donc montré que L 

possède une unique structure cubiste compatible à la rigidification, cqfd.

Cas (ii). D'après SGA 7, VIII.7.5, nous savons que admet une 

unique structure de biextension compatible aux rigidifications sur 

{0} XA et Ax{o} déduites de la rigidification de L . Il reste à 

vérifier que les lois cr̂ et 0̂  cette biextension vérifient la 

condition (2.5.2). Or les deux sections (ĉ ) et <ï2(cr2) de ®3(L) 

coïncident, sur les produits (o}xAXA , AxiolxA , AXAXÎO) , avec 

la rigidification naturelle de ^(L) sur ces sous-groupes. Leur quo

tient est donc une fonction A X A X A --G_ , égale à 1 sur ces sous-m
groupes, donc identiquement égale à 1 ("lemme de Rosenlicht") puisque 

S est réduit. ■

2.6.1. Remarque. Soit k un corps séparablement clos, et posons

S = Spec(k[[x,y]l/(x2-y3)), A = G m e .11 existe (exercice) un
IU / O

Gm-torseur L non trivial sur A . Or nous verrons plus bas (7.2.1) 

qu'un Gm~torseur cubiste sur A est en fait une extension commutative 

de A par Gm , donc est trivial puisque S est strictement hensélien. 

Par suite le torseur L (qui admet évidemment des rigidifications) ne 

possède aucune structure cubiste.

3. Lien avec les extensions centrales (cf. [b], 2.11).

3.1. Donnons-nous à nouveau un topos E , deux Groupes commutatifs A 

et G de E , et de plus un sous-Groupe K t-U- A de A (on pourrait

3

&2 (L)

de

mm
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considérer plus généralement un morphisme K — ► A de Groupes commuta- 

tifs). Soit ( L , t ) un G-torseur cubiste sur A , et supposons donnée 

une trivlalisation or de la biextension (jxIdA)*^2(L) de (K,A) 

par G .

On a donc, pour x ^ K  et y € A  , une section cr(x,y) de

L . ® L ® L * donc un isomorphisme L ® L —'-*■ L , , i.e. une loi XTy x y x y xTy
externe

* : L|k *Ii — ► L

compatible avec l'addition K X A  — ►A , et avec l'action de G sur L . 

Nous allons, une fois n'est pas coutume, expliciter un peu les choses : 

si l'on a x ^ k  , y ^ A  , u € L^ , v £ L̂ . , on en déduit un élément u*v 

de Lx+y i par la condition (cf. (2.3.5)) :

(3.1.1) or(x,y) = (u*v)®u*’1® v  1 £$0(L)
* x# y

D'autre part a est supposée compatible avec la structure de biextension 

de JŜ ÎL). La première loi de est

(à des contractions près, du type ^x+z^^x+z ^A^ *

La compatibilité de a avec cette loi signifie que <x(x,z) ® cr(y,z) 

s'envoie sur a(x+y,z), d'où en appliquant (3.1.1) :

si u € L , v € L , w € L avec x € k , y € k , z € A , on a : 
x y z

(u*w) ® u_1® w-1® (v*w) ® v_1® w“1® r(x,y,z) = ( (u*v) *w) ® (u*v)-1 ® w-1 

d'où

(3.1.2) î(x,y,z) = ((u*v)*w)® (u*v) 1®(u*w) 1®(v*w) ^ ® u ® v ® w  .

En exprimant de même la compatibilité avec la seconde loi, on 

obtient

(3.1.3) r(x,y,z) = (u*(v*w))® (u*v) (u*w)_1® (v*w) 1® u ® v ® w  

d'où enfin par comparaison

(3.1.4) (u*v)*w = u*(v#w) (u et v€ L|K , w € L) .

En particulier la loi # sur I^xi^ est associative. Il est de 

plus immédiat que la section de L à l'origine déduite de sa structure

- 1 -1

A 2

K

x+y

(L)

&2 (L)x, z
®

*2 (L)y,z
® t (x,y,z)r

*2(L)x+y , z

ry/ v

-1
I

-1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1

-1r 1-î ®

2
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cubiste est élément neutre de # , et que la composée

G® L L ® L - * + L  est l'action naturelle de G sur L . En
y ° y y * , y

bref, le torseur L„ = j L sur K est muni, grâce à cr , d'une struc-1\
ture de Groupe, extension centrale (non commutative en général) de K

par G , et la loi externe L.XL — L est une action à gauche de L
i \  J \

sur L , prolongeant l'action de Lv sur lui-même par translations et
J \

compatible (via la projection L — »-A) avec l'action par translations 

de K sur A .

Enfin la formule (3.1.2) (ou (3.1.3)) permet de reconstruire la 

restriction de t à K , à partir de la restriction de cr à K X K , 

et l'on en déduit :

3.2. Proposition ([b ], 2.1.1). La catégorie des extensions centrales de 

K par G est équivalente à la catégorie des couples (L,cr) où

L^ ob CUB(K,G) et où cr est une trivialisation de la biextension 

&2(L) de (K,K) G .

3.3. Dans la situation de 3.1, supposons de plus

K = A

et étudions de plus près 1'extension centrale

(3.3.1) 1 --► G L K — ►O .

Comme toute extension centrale de groupes commutatifs, elle définit un 

accouplement alterné, que nous noterons

(3.3.2) eL#CT : K X K --»• G

obtenu par passage au quotient à partir de la fonction commutateur 

[u,v] = uvu~ v" de L X L dans G (nous notons désormais uv = u*v) .

Nous disposons en outre, pour la biextension sur ^ X K  >

la trivialisation or , donnée par la formule

(3.3.3) cr(x,y) * (uv) ® u“1® v”1 (uf , v ^ L y) 

et de 1'isomorphisme de symétrie

(3.3.4) S : ¿^(L) -::î-*s*j92(l) (où s(x,y) = (y,x) )

qui, à w ® u  1® v  (L) (avec u ^ L  , v ^ L  , w ^ L  . ) associe
2 x,y x y x+y

w® v 1® u ^€fi0(L) = (s*$0(L)) . On obtient en particulier une z y,x z x # y

nu

*

par

i ff

eL,a

*2 (L)

-1 -1
Lx

-1 -1 €
*2

-1 -1
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seconde trivialisation ("symétrique" de a) :

(3.3.5) 5 = î " 1 s*cr

de ¿>0(L), qui est donnée (avec u ^ L  , v €.L ) par z x y

5(x,y) = §’~1(cr(y,x) ) = §-1(vu®v 1® u  1)

= vu ® u” * ® v” ̂

= [v,u]cr(x,y)

(on utilise ici la coïncidence des deux actions de [v,ul€ g , données 

respectivement par la structure d'extension (3.3.1) et par la structure 

de torseur de L).

En conclusion :

3.3.6. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a

L, (j -
cr = e .0 .

En particulier l'accouplement ne dépend que de la biextension

symétrique (^(L)»^) et de la trivialisation a de la biextension 

sous-iacente ; enfin l'extension centrale associée à a par 3.2 est 

commutative si et seulement si <j trivialise comme biexten

sion symétrique au sens de [b ], i.e. si

o = â .

4. Cas des schémas abéliens : le groupe Q(L).

Soient S un schéma, A un S-schéma abélien, L un <Gm-torseur 

sur A , rigidifié à l'origine (donc cubiste, cf. 2.6). Si At désigne 

le S-schéma abélien dual de A (ou, si le lecteur préfère, le faisceau
J

PiçA/g), on sait que L définit canoniquement un morphisme

(4.1) cpL : A — î- Afc

mm
tel que, si x ^ A  , <PT (x) est la classe du ® -torseur T L ® L  surîj m x
A , où T désigne la translation par x dans A .

Plus précisément soit P le G -torseur de Poincaré sur At XA ,

rigidifié sur At X {o) et {o)xA : alors «PT est l'unique morphisme
t # 

de A dans A tel que le <B -torseur (<PT X Id. ) (P) soit isomorphe à
m L A

- 1

-1 - 1 - 1 -1

-1-1

L
e ,CT

(*2 (L) )

cr

A/S
t

- 1

t
x

A
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^(L), et il existe alors un unique isomorphisme entre ces deux torseurs 

qui soit compatible aux rigidifications. Comme de plus P et 

sont munis chacun d'une unique structure de biextension compatible aux 

rigidifications, cet isomorphisme est même un isomorphisme de biexten- 

sions. Posons alors

(4.2) K(L) = Ker <PL :

c'est un sous-schéma en groupes fermé de A . La restriction de 1'isomor

phisme précédent à K ( L ) X A  donne un isomorphisme de biextensions

fi2*L)K(L)XA ^ ^ CpL XIdÂ  P̂^K(L)XA *"̂ CPL XIdÂ  P̂{o>XA^

et comme p{o}xa eSt kiextensi°n triviale, on en tire une trivialisa- 

tion canonique de l)Xa ' d'après le §3 une structure d'ex

tension centrale sur Lk(l) ' ainsi qu'une action à gauche de cette 

extension sur le torseur L .

4.3. D'autre part on connaît déjà ([m 2Ü, § 23, ou [Sz], exposé 7) le 

S-schéma en groupes Q(L) : rappelons que si S' est un S-schéma,

aQ(L)(S') est l'ensemble des couples (x,») où x € k (L)(S') et où 

est un S 1-automorphisme du schém« 

et rendant commutatif le diagramme

est un S 1-automorphisme du schéma L „ , , compatible à l'action de G
fc> m

L s 1 - £ U l s '

I T I
TV X  *A g , *  Ag , .

4.4. Proposition. Avec les notations et hypothèses ci-dessus, le 

S-morphisme

x ! LK(L) -*• <>(L)

qui au point u ^ L k l̂ j au-dessus de x^K(L), associe le couple (x »cvu ) 

où <* (v) = u*v pour tout vi L (le symbole * désignant l'action à 

gauche de Ljç ( l ) sur L définie ci-dessus) est un isomorphisme d'ex

tensions centrales ; 1 1 isomorphisme inverse est donné par la formule

X“1(x,a) = a(eL )

où er_€Ln (S) est la rigidi fication à l'origine, i.e. la section unité

K(L) *

'L o 
de l'extension L

ù 2 (L)

& (L) [(CPL
X idA )

*
(P) (L)XA

rwi 
--------^ ( X

IdA )
#
(p{o>XA)

[M2] [Szl

Ls-
a--- y

Ls'

li
Ag,

T
x---*■

A
lk (l ) Q(L)

€

L
-1

€

&
2 )(L K(

d ' ou
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Comme X est manifestement un morphisme de G^-torseurs sur 

K(L) (donc un isomorphisme) il suffit de voir que c'est un morphisme de 

groupes, ce qui n'est autre que le fait que * est une action de groupe. 

La dernière assertion est également triviale. ■

5. Réduction à l'objet trivial ; application à certains isomorphismes 

canoniques.

Dans ce §, E désigne un topos ; si F est un objet de E , on 

notera z [f] le Z-Module libre engendré par F (notation conforme à 

SGA 7, VII.1.4;pour l'existence cf. SGA 4, II.6.5).

5.1. Théorème. Soient F un objet de E , G un ZT-Module injectif de

E . Alors tout G-torseur cubiste sur ^[f] est trivial. Plus générale

ment tout G-torseur cubiste sur un ZT-Module sans torsion (i.e. plat) 

de E est trivial.

Démonstration : soient A un ^-Module plat et L un G-torseur cubiste 
sur A .
5.1.1. Considérons d'abord la biextension (A,A) par G 

associée à L . D'après SGA 7, VII.3.6.5, le groupe des classes de 

biextensions de (A,A) par G est isomorphe à

l lL 
Ext (A® A,G) .

Comme G est injectif ce groupe se réduit à

u.
HomiH^A® A),G) ,

v * 2T
c'est-à-dire à HomiTor.^A.A) , G) = 0 puisque A est un Z’-Module 

plat . Par suite la biextension ^(k) est triviale.

5.1.2. Fixons donc une trivialisation ct de la biextension fi0(L).

Comme en 3.3 notons § : s syroétrie, et a la tri

vialisation de "symétrique" de a via I .

Le défaut de compatibilité de a avec î est la forme alternée

eL'CT = = : A X A  — ►G (3.3.6) ;

les trivialisations de sont de la forme or' = 9(7 où <p : A X A  — »-G

est bilinéaire. On en conclut que pour qu'il existe une trivialisation

de JS>0 (L) compatible avec la symétrie i , il faut et il suffit que 
L o
e ' soit de la forme

eL#or(x/y) = 'P(x,y)/<P(y,x)

&2 (L)

*2 (L) 2 (L)

& )

LfCr a
a

L #  0

2 (L

*
fi

de
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où cp : A X A  --*■ G est bilinéaire.

Comme A est plat , la multiplication par 2 dans A A est un

monomorphisme ; puisque G est injectif il existe donc un morphisme
2il : A A — >• G rendant commutatif le diagramme

2

A2A

Si l'on pose alors <P(x,y) = ^(xA y), on a :

<P(X/ y)/<P(y,x) = ^(xAy-yAx) = 1l(2xA y) = eL,CT(x,y) .

En conclusion, la biextension symétrique est triviale.

5.1.3. D'après 3.2 et 3.3.6, nous voyons que la structure cubiste de L 

provient d'une structure d'extension commutative de A par G , automa

tiquement triviale puisque G est injectif. ■

5.1.4. Remarque. Le lecteur familier de [b! et des dérivés non abéliens 

pourra démontrer 5.1 en remarquant que le groupe des classes de 

G-torseurs cubistes sur A s'identifie ([b ], 8.9) à

Ext^iLP^(A),G)

(notations de loc. cit.), et que H^LP^A)) = 0 si A est plat.

5.2. Proposition. Soient <P : A' — A un épimorphisme et $ : G — ► G*

un monomorphisme dans Ab_ , et soient L un G-torseur cubiste sur  ̂ E . _

A , L' = 9 (L ) le G '-torseur cubiste sur A' déduit de L par le 

changement de base cp et le changement de Groupe structural $ . Soit 

a une section du torseur sous-iacent à L sur A . Pour que <j soit 

une trivialisation cubiste de L , il faut et il suffit que la section 

<J' de L' déduite de cr soit une trivialisation cubiste de L' .

En effet soit t  la section de A^(L). définissant la structure 

cubiste de L , t ' la section de ¿^(L') déduite de t (qui définit 

la structure cubiste de L'). Pour que o (resp. a 1) soit une triviali

sation cubiste il faut et il suffit que $3(ct)=t (resp. $3(or')=T') : 

ces deux conditions sont bien équivalentes puisque, vu nos hypothèses

1x2

a2a

>

L,a
— ... ........>» G

(i>2(L) , 1)

[b!

i +

si 2
+

#

3

3 3

*n
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sur cp et i/> , l'application naturelle

HomA3(A3,j93(L) ) — * Hon^, 3 (A’ 3 ,&3 (L' ) ) 

est injective. ■

La glorieuse proposition ci-dessus, jointe au théorème 5.1, permet 

de réduire de nombreuses questions au cas du torseur cubiste trivial, où 

elles deviennent tautologiques ; il suffit en effet de prendre A' libre 

(par exemple A' = z[a]) et G1 injectif. Par exemple, on obtient par 

cette méthode :

5.3. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Le G-torseur
3 * -1

$_(L) sur A est un produit tensoriel de torseurs du type (f.L)
» 3  ̂ •où les f^:A — ► A sont des morphismes de Groupes. Il est donc muni

canoniquement d'une structure cubiste déduite de celle de L .

Alors la trivialisation t de ^(L) définissant la structure 

cubiste de L est une trivialisation cubiste. B

(On suggère perfidement au lecteur de démontrer 5.3 directement à partir 

des définitions...)

5.4. Notation. Pour tout Groupe commutatif A de E et tout n £ Z , on 

note : A — > A , ou simplement [ni si aucune confusion n'est à 

craindre, le morphisme de multiplication par n .

5.5. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Pour tout 

n ^  on a un isomorphisme canonique de G-torseurs cubistes :

[n]*(L) - L®n(n+1)/2a[-l]*(L)®n(n-1)/2
A  J \

(cf. [M2], §6, Cor. 3).

5.5.1. Lemme. Soit L un G-torseur (sans structure cubiste) sur A . 

Notons p : A — 0^ le morphisme canonique. Pour tout n € Z , notons

An > A — * A3

le morphisme défini par Xn(x) = (x,-x,nx). Alors on a pour tout n un 

isomorphisme canonique

(5.5.1.1)

[n+ll*(L) - X*fl3(L)"1® [n]*(L)®2 3 [n-ll*(L)"1S p*e*(L)-13 LS[-l]*(L)

3

[»].

®n(n+1) /2
C - l (L)®n (n-1) /2

E

n
3

* * *# *-1-1-1
A n 3 A A A A
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Cet isomorphisme est fonctoriel et additif en L , compatible au change
ment de base A' — A  et au changement de groupe structural G — »-G', 
et respecte les trivialisations naturelles des deux membres lorsque L 
est le torseur trivial.

Démonstration du lemme : pour tout x € a  on a canoniquement, par défi
nition de ^ ( L )  :

(A (L) ) = J M L ) ,  , = L S l T 1 ® L  ® L  ® Ln 3 x 3 (x,-x,nx) nx o (n+l)x (n-l)x x -x nx

Le lemme en résulte. ■

5.5.2. Démonstration de 5.5 : remarquons d'abord que dans le lemme 5.5.1, 
lorsque L est muni d'une structure cubiste, 1'isomorphisme (5.5.1.1) 
est un isomorphisme de torseurs cubistes : cela résulte, par réduction à 
l'objet trivial, des propriétés de (5.5.1.1) énoncées à la fin du lemme. 
Or si L est cubiste, les torseurs cubistes fi_(L) (grâce à 5.3) et
p eA (L) (évident) sont canoniquement triviaux, et (5.5.1.1.) se réduit à 
un isomorphisme cubiste

(5.5.2.1) [n+l]*(L) ~  [n]*(L)®2 ®  [ n - l l ^ L ) “ 1 ®  L ®  [-l]*(L) .

Par ailleurs il suffit de démontrer 5.5 pour n ^ 0  (remplacer L par 
[■-1 Ja (L) ), et le résultat est clair pour n = 0  et n = 1 ; le cas général 
en résulte par récurrence, grâce à (5.5.2.1) et à un calcul immédiat. ■

5.5.3. Remarque. La proposition 5.5 est l'analogue de la propriété 
suivante : si f : A  — ► G est pointée de degré ^ 2 , alors

» e , vn(n+l)/2 c , ,n(n-l)/2 f(nx) = f(x) ' f(-x) '

(démonstration par récurrence, grâce au même calcul qui a été escamoté 
dans 5.5.2).

De même nous allons établir l'analogue cubiste (très important pour 
la suite) du lemme suivant :

5.6. L e m m e . Soient A  et G deux groupes commutatifs (notés ici additi- 
vement, pour plus de clarté) ; f : A  — * G une application pointée de 
degré 2, et n un entier tel que nA = 0 . Alors 2nf = 0 , et nf = 0 si 
n est impair.

3
-1 -1 -1

A

A A A A
* ®2 -1 #

® ®L L
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Démonstration : on remarque que

2f(x) = (f(x)-f(-x)) + (f(x)+f(-x)) ;

posant b(x,y) = f(x+y) - f(x) - f(y), on a

f(x)+f(-x) = b(x,x) (5.5.3, avec n=2)

donc n(f(x) +f(-x)) = 0 puisque b est bilinéaire ? d'autre part il 

est immédiat que l'application x i— > f(x) - f(-x) est additive (consi

dérer sa forme bilinéaire associée) donc n(f(x) -f(-x)) = 0 , d'où 

enfin 2nf = 0 .

Si n est impair on écrit :

nf(2x) = 3nf(x) - nf(-x)

= n(f(x) - f(-x)) puisque 2nf= 0 

= 0

d'où la conclusion puisque x i— > 2x est un automorphisme de A . ■

L'analogue annoncé plus haut est :

5.7. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A et soit n un 

entier (resp. un entier impair) annulant A . Alors le torseur cubiste 

L®2n (resp. L^n) admet une trivialisation naturelle.

5.7.1. Lemme (L. Breen). Soit L un G-torseur cubiste sur A . Alors 

le G-torseur cubiste A = L® ["-il L-1 admet une structure naturelle
A

d'extension commutative de A par G .

En effet les biextensions associées à L et [-il L sont respecti- 
r -| * a

vement ^2^L  ̂ et AXA^2^L '̂ sont canoniquement isomorphes vu la

structure bilinéaire de $2 (*■*). 0n a donc une trivialisation naturelle 

de $2^^ d'où une structure d'extension centrale sur A (3.2). Le 

fait qu'elle soit commutative se voit soit par un calcul direct, soit 

par réduction à l'objet trivial. ■

La démonstration de 5.7 est alors parallèle à celle de 5.6 : on 
®2écrit L sous la forme

L®2 = A® (L® C-l]*L) ;

a  • . ®n
comme A est une extension commutative, A est trivial, et par 

ailleurs

®2n ®n

[-il qui

®2
A
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L® [-ll^L =* A *$2 (L)

où A :A — ► A X A  est le morphisme diagonal (5.5, avec n=2) donc 

(L® [-13^L)^n est aussi trivial.

> r # ®n \
Lorsque n est impair, on démontré comme dans 5.6 que L2Ja(L ) 

est trivial. ■

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

Ce n° ne sera pas utilisé dans la suite ; les détails des démonstra

tions sont laissés au lecteur.

6.1. Soient S un objet du topos E , et G un Groupe commutatif de E .

Considérons la catégorie (Ê g )°x(G \(AbE)) des couples (cp,0) où

<P : S' — ► S (resp. $ : G — G 1 ) est un morphisme dans E (resp. dans

Pour tout G-torseur L sur S et tout (9,$) comme ci-dessus, 

notons

(6.1.1) (cp,0) = Homs(S',L^) (notation de 2.2.3)

(ou, par abus d'écriture, TT(S',G ')) l'ensemble des sections sur S' du
* il)

G'-torseur 9 L .On obtient ainsi, pour L fixé, un foncteur

rL

et pour tout (S',G') l'ensemble T(S',G') est soit vide, soit un
Li

espace homôcrène principal sous le groupe HorrigiS'/G') des morphismes de 

S' dans l'objet de E sous-jacent à G'.

6.1.2. Si l'on a un diagramme commutatif dans E :

s

où u est un épimorphisme dans E , alors la suite naturelle d'ensembles

rL(ŝ,G') — ►rL(ŝ,G') z=^rL(ŝ x s ,̂g')
Si

est exacte pour tout ip : G — ► G' ; ceci résulte du fait que

rL(S\G') = Homg(S',L^) est représenté (comme foncteur en S') par ,

et de ce que tout épimorphisme de E est effectif.

AbE>.

rL

(E/S>
O

* G\
<Ab_.» (Ens)

K A
U

si

L*

Si

L )

I

2

<P

S
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6.1.3. De môme considérons un diagramme commutatif

où v est un monomorphisme ; alors pour tout 9 : s1 — > S , la suite 

naturelle d'ensembles

rL (S',G|) --►rL(S'#G£) Z=£ rL(s ''G2 0 G2)

Gi
est exacte, le symbole ®, désignant la somme amalgamée sur G' . Pour

G1 1
le voir on peut, grâce à 6.1.2 ci-dessus, remplacer S' par S" où

*  # il)
S" — *• S' est un épimorphisme ; en prenant par exemple S" = cp L , on

est ainsi ramené au cas où L est le torseur trivial ; notre assertion

est alors évidente.

6.2. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E . Posons

(6.2.1) C ( A, G) = ((AbE)/A)°X (Q ^(AbE)) ,

catégorie des couples (9,0) où 9 : A' — A et 0 : G — >■ G' sont des 

morphismes de Groupes commutatifs. Pour tout G-torseur L sur A , nous 

noterons encore, par abus d'écriture

(6.2.2) Tt : C(A,G) --* (Ens)
1j

la restriction à C(A,G) du foncteur T de (6.1.1). Les propriétés
J-J

6.1.2 et 6.1.3 restent valables : c'est clair pour 6.1.3 et cela résulte 

pour 6.1.2 du fait que l'oubli Ab̂ , — ► E de la structure de groupe 

commute aux produits fibrés.

Supposons maintenant le torseur L muni d'une structure cubiste. 

Nous noterons alors, pour tout (9 : A' — > A , 0 : G — >■ G') dans C(A,G),

(6.2.3) r¿2)(9,0) c TL (9,0)

(2 )
ou par abus d'écriture T (A',G'), l'ensemble des trivialisations

* 0 ( 2 ) 
cubistes de 9 L .Le sous-foncteur : C(A.G) — > (Ens) de T.

Jj  L

jouit des propriétés suivantes :

( 2 )
(6.2.4) F (A1,G') est soit vide, soit un espace homogène principal

( 2 )
sous le groupe Hom̂ , (A‘ ,G ' ) des morphismes pointés de degré

2 de A 1 dans G', via l'action naturelle de ce dernier sur 
Tj^iA1,G ' ).

Gi G2

A
G

E' /A G E

( 2 )

(2)
E

r (2 )
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(6.2.5) Si l'on a un diagramme commutatif

<p

où u est un épimorphi sme dans Alx, , le diagramme naturel

r^2)(A^G*) -2-^r^2)(A^,G')

i . 1
ri (Ai'G ') rL ( ^ , G M

est cartésien ; notons que l'application P est injective et qu'il en
( 2 )

est donc de même de a ; notre assertion signifie donc que (A^,G')

s'identifie à r^(A^,G')n rL (A|,G'), ce qui n'est autre que 5.2.

(6.2.6) Si l'on a un diagramme commutatif

où v  est un monomorphi sme dans Ab_ , le diagramme naturel

r^2 ) (A',G*) — ► r ^ 2 ) (A,,G^)

1 1 
rL<A'-Gi> —  ̂ rL(A,'G2)

est cartésien ; ceci résulte également de 5.2.

(6.2.7) Il existe un épimorphisme 9 : A' — > A  et un monomorphisme
$ s G — G' dans Ab„ , tels que

£ i

r<2) (tp,iM /  0 .

C 'est une reformulation du théorème 5.1.

6.2.8. Remarque. On voit facilement que les conditions (6.2.5) et (6.2.6)
( 2 )peuvent se reformuler en disant que vérifie les propriétés

"faisceautiques" analogues à celles énoncées pour dans 6.1.2 et
6.1.3.

A' - ^ A '  
2 1

A

(2) ( 2 )

(2)
L L2 1

r
L

g;
v

A
G

,(2) (2)

rL(A1,G') (A' ,G1 )rL

( 2 )
L

rL

r
L

k 1/ *
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6.3. Définition (bis). Soient A et G deux Groupes commutatifs du

topos E , et soit L un G-torseur sur A . Une structure cubiste sur
( ? )

L est la donnée d'un sous-foncteur : C(A,G) — > (Ens) du foncteur

Tt de (6.2 .2) vérifiant les propriétés (6.2.4) à (6.2.7).
L l

( 2 )
6.3.1. Indiquons simplement comment le foncteur permet de recons

tituer la trivialisation t dé ÎU(L) de la définition 2.4.5. Soient
( 2 )

tp et >p comme en (6.2.7) et soit a  €  ( < P , 0 )  : alors & 3 ( c t )  =  t '  est 

une trivialisation de $3(L), qui d'après la condition (6.2.4) est indé

pendante du choix de O . Il faut montrer que t' provient d'un élément 

t de T& ^j(A,G). Pour cela on pose G" = G'®G' et on remarque que t

a même image par les deux flèches naturelles

rjS»3(L)(A',G,) £ r&3(L) 'G" }

puisque les deux images de t sont de la forme ^3(ct̂ ) et ^3(^2  ̂ ^

<7£ et (r̂  ̂  (A',G" ) • résulte alors de 6.1.3 que t € ^j(A',G).

Le même argument, utilisant 6.1.2, permet de redescendre de A' à A .

il)

Comme la trivialisation t' de ? L est de la forme (cr* ), elle 

vérifie automatiquement les conditions de compatibilité exigées par 2.4.5. 

Par suite il en est de même de t  .

6.3.2. Notant CUB (A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A 

au sens de 6.3, nous avons ainsi deux foncteurs

CUB (A, G) CUB* (A, G)
V

le foncteur U étant donné par la construction 6.2, et V par la cons

truction ci-dessus. Il n'y a désormais aucune difficulté à vérifier que 

U et V sont quasi-inverses l'un de l'autre ; les conditions (6.2.5) 

et (6.2.6) dans CUB servent à montrer que UoV =* *^Cu b*(A G) *

6.4. Généralisations et variantes.

( 2 )
6.4.1. Il suffit, dans la condition (6.2.4), de remplacer Hom^ (A',G') 

par Honip11̂ (A*,G‘ ), où n est un entier ^ 0 quelconque (1.3) pour
£ j

arriver à la notion de "structure de degré n " sur un G-torseur L sur 

A . Bien entendu une structure de degré 0 (resp. 1, resp. 2) sur L 

est une trivialisation de L (resp. une structure d'extension commuta- 

tive, resp. une structure cubiste). Toutefois il y a lieu de noter que 

je ne connais aucun exemple "naturel" de structure de degré n )/3 , ne 

provenant pas d'une structure cubiste.

r
L

r
L

G3 (L)

r*> (A' / G" )(A' / G 1 )

( 2 )
L

*3

U ,

< V

(n)
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6.4.2. Etant donnés k entiers naturels n^,...,n^ , (k+1) Groupes 

A1»...,Ak,G et un G-torseur L sur A1X...XAk , on laisse au lecteur 

le soin d'imaginer ce qu'est une structure de multidegré (n^,...,n^) 

sur L , généralisant la notion de biextennion (obtenue pour k=2 ,

n1 = n2 = D-

6.4.3. Plus intéressante peut-être est la variante "non pointée" des 

structures de degré n , obtenue en remplaçant les applications pointées 

de degré n par les applications de degré n , i.e. les f î A — > G 

vérifiant

/ - sCard I 
TT f(x )<_1) = i

ic{i, .. .,n+l}

(notations de 1.1), ou encore, de façon équivalente :

(-l)n
*n+1(f) = f(0) 1} .

Lorsque n=2 on tombe sur la notion de "structure du cube non rigidi- 

fiée" mentionnée dans [b ], 2.8.

( 2 )6.4.4. Enfin il est probable qu'en remplaçant, dans 6.2.4, Hom (A',G') 

par le groupe des morphismes quadratiques de A' dans G', on obtient 

la notion de £-structure de [b ].

6.5. Exercice. Redémontrer la proposition 5.5 (resp. 5.7) en utilisant 

la définition 6.3 et l'égalité 5.5.3 (resp. le lemme 5.6).

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de schémas 

en groupes lisses par des tores.

7.1. Si A,B,G sont trois Groupes commutatifs du topos E , nous note

rons EXT(A,G) (resp. BIEXT(A,B;G)) conformément à SGA 7, la catégorie 

des extensions commutatives de A par G (resp. des biextensions de 

(A,B) par G).

Rappelons d'abord le théorème de descente ([b ], 3.10) :

Théorème. Soit

0 — *- A' A -£-*■ A" — 0

une suite exacte de Groupes commutatifs du topos E . Alors, pour tout 

Groupe commutâtif G de E , la catégorie CUB(A",G) est équivalente à 

la catégorie des triples (L,s,t) où L? ob CUB(A,G) et où s (resp. t)

i TT
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est une trivialisation de i*L dans CUB(A',G) (resp. de (Idxi) (L) 

dans BIEXT(A,A' ;G) ), telles que les triviallsations ¿)9(s) et
■X* ^

(iXId) (t) de soient égales.

7.2. Nous allons appliquer ce théorème au cas où E est le topos fppf 

sur un schéma S , et où l'on a une suite exacte

i--- ÎT
o  *- t A --► B — 0

de S-schémas en groupes lisses à fibres connexes sur S , T étant un

tore sur S . De plus on prend G = G „ .---- ni/S

Commençons par étudier CUB(T,Gm) :

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T sur S , la catégorie CUB(T,Gm)

est équivalente à la catégorie EXT(T,G ) des extensions commutativesm  — — — -------------------------

de T par G .■—  c—  m

Démonstration : si L est un G -torseur cubiste sur T . la biextension ------------- m
^(L) de (T,T) par Gm admet d'après SGA 7, VIII.3.4 une unique tri

vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure d'ex

tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure 

cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la

forme commutateur associée est un accouplement T X T  — *■ G donc est
m

triviale. ■

7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la catégorie CUB(B,Gm) 

est équivalente à la catégorie des couples (L,s) où L € ob CUB(A.G )
* m 

et où s est une trivialisation de i L dans CUB(T,Gm) (i.e., compte

tenu de 7.2.1, dans EXT(T,G )).... .... m

En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories

BIEXT(A,T;G ) et BIEXT(T,T;G ) sont équivalentes à la catégorie m m
ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,Gm) il existe une unique 

trivialisation t de (Idxi)*£ (L) dans BIEXT(A,T;G ), et de plus
M  111

pour toute trivialisation s de i L dans CUB(T,G ), la condition dem
compatibilité $p(s) = (iXId) t exigée par 7.1 est automatiquement véri
fiée. ■

7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un G -torseur------------ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  ----  —  m --------
cubiste sur A . Alors :

(i) L® [-ll^iL) provient canoniquement d'un G^-torseur cubiste 

sur B .

(ii) Il existe S' — ► S étale surjectif tel que Lgl = LXS S' 

provienne d'un G^-torseur cubiste sur Bg, = B Xg S ' .

*2 (i L)



37

(iii) Si tout tore sur S est isotrivial (SGA 3, IX.1.1) on peut 

dans (ii) supposer S' fini sur S .

Remarque. Le cas (iii) s'applique en particulier lorsque S est locale

ment noethérien et normal (SGA 3, X.5.16), ou bien est le spectre d'un 

anneau local noethérien complet (SGA 3, X.3.3).

Montrons (i) : avec les notations de 7.2, i L est d'après 7.2.1 

une extension de T par , et le morphisme x |— x”1 donné par la

structure de groupe sous-jacente donne un isomorphisme d'extensions

i* L-1 ^  i*[-l]‘(L)

d'où une trivialisation canonique de i*(L® [-ll^(L) ) et l'on conclut 

grâce à 7.2.2.

Montrons (ii) (resp. (iii)) : d'après SGA 3, X.4.5 (resp. la défi

nition d'un tore isotrivial) appliqué au tore sous-jacent à l'extension

i L , celle-ci est trivialisée par un changement de base étale surjectif 

(resp. fini étale surjectif) et l'on applique encore 7.2.2. ■

Si tout est

A
-1

<G
ra
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Faisceaux inversibles cubistes sur les schémas en groupes :

problèmes de prolongement

Sommaire.

0. Introduction.

1. Prolongement de ®m -torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas 
où la base est un trait.

2. Analogue archimédien du théorème de prolongement.

3. Prolongement de G ^ t o r s e u r s  cubistes en dimension supérieure ; cas 
des groupes semi-stables sur une base normale.

0. Introduction.

On s'intéresse dans ce chapitre à l'étude des <G -torseurs cubistesni
sur certains schémas en groupes (commutatifs, comme toujours). Signalons 
tout de suite que nous considérerons toujours comme synonymes les expres
sions "G -torseur" et "faisceau inversible", un faisceau inversible L m
sur un schéma X  étant identifié au torseur Isonu ( Ô ^ L ) .  D'autre part

X  X
les schémas en groupes sur un schéma S seront toujours considérés 
comme des faisceaux sur le site fppf de S .

Le type de problème envisagé ici est le suivant : étant donnés un 
schéma en groupes commutâtif A  sur un schéma S , et un ouvert U  de
S (U désignera parfois aussi le point générique de S , si S est 
irréductible) étudier le foncteur de restriction

CUB(A'V s>  —  CUB(W u >

de la catégorie des ©m -torseurs cubistes sur A  vers la catégorie 
analogue sur U  .

Lorsque S est un trait, que U est son point générique et que A  
est lisse de type fini sur S , le théorème 1.1 donne une "réponse com
plète" (très analogue au théorème SGA 7, VIII.7.1 sur les biextensions). 
Ce théorème, obtenu par d'autres méthodes dans [b ], §3, est l'un des 
deux résultats principaux de ce chapitre, l'autre étant le théorème 3.3 
qui traite le cas où A  est un groupe semi-stable à fibres connexes sur 
une base normale, et où l'on part d'un torseur cubiste sur A., qui est

CHAPITRE II

CUB (A/ G, e ) m, S
CUB < V 6m,U*
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symétrique ou d'ordre fini. Le lemme 3.4.1 (qui doit beaucoup à 

M. Raynaud) et ses corollaires permettent ensuite d'éliminer dans cer

tains cas les hypothèses de connexité ? le lecteur se fera une idée du 

type de résultats obtenus en se reportant à 1'énoncé du théorème 3.5.

1. Prolongement de G^-torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas 

où la base est un trait.

1.0. Dans tout ce §, on se donne un anneau de valuation discrète A , de

corps des fractions F et de corps résiduel k . On note S = Spec A ,
X X

"H = Spec F , s = Spec k , et on désigne par r le groupe F /A de la 

valuation de A , notée vA .

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse commutatif et de

type fini A -£*■ S , de section unité eB : S — A (il est inutile de
osupposer A séparé). On note A sa composante neutre, A = AXg s sa 

fibre fermée, et $ = Aq/A° le groupe des composantes de Aq , qui est 

un k-schéma en groupes fini étale.

On s'intéresse au foncteur "restriction à la fibre générique" :

(1.0.1) R : CUB(A,G c) --»■ CUBÌA,,,« ) .m,s  ̂ m,7!

1.1. Théorème de prolongement (cf. [b!, §3).

(i) (unicité du prolongement cubiste). Le foncteur R ci-dessus 

est pleinement fidèle.

(ii) (obstruction au prolongement cubiste). On peut associer de 

facon naturelle à tout <Ŝ -torseur cubiste L^ sur A^ un morphisme 

pointé de degré 2

(1.1.1) dLl1 = àh ' h<r] : « — (r®2-®/r)k

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que L^ soit dans 

l'image essentielle de R (en particulier, si A est connexe. R est 

une équivalence de catégories).

Le morphisme dLî| possède les propriétés suivantes ï

a) fonctorialité ; si X : B — ► A est un morphisme de S-schémas en 

groupes (avec B lisse commutâtif de type fini sur S) et si X : Y — ► $ 

est le morphisme induit sur les groupes de composantes des fibres fer

mées, alors le diagramme suivant est commutatif :

a1'1'

L t|

O



b) changement de base : soient g : S' — ► S un morphisme de traits,

T| ', T ’ , etc., les données sur S' correspondant à t) , T , etc., et 

A', L', les données déduites de A , L , $ par le changement de
A 1 l  1 i ,

base g . Alors 1 ' obstruction d ' est égale à 11 application composée

,Lt
d 11 X. k'

il _________ !S____— ► (r®Q/r)k, —w- (r1 ®(d/T’ )k,

où la seconde flèche est déduite de l'inclusion naturelle T «— *■ F'

c) additivité : si et sont deux <Ŝ -torseur s cubistes sur

A^ , alors

¿ L t] ® Mt] _  d Lri +  d MT,

On trouvera dans [b 1, §3 une définition homologique de d1̂  (ou, 

en tout cas, d'une obstruction qui lui ressemble fort). Nous en donnerons 

ici une construction plus terre à terre.

1.1.2. Démontrons (i). Il suffit de voir que si L est un © -torseurm
cubiste sur A , l'application naturelle

HomCUB * ®m, A"L * *■ HomCUB * Gm, A^ ' \  *

est bijective, le torseur G . étant muni de sa structure du cube
m, A

triviale.

L ‘injectivité résulte du fait que, A étant lisse sur S , A^ est 

schématiquement dense dans A- .

Soit r € T(A la section définissant la structure du cube

de L . Un élément de HonuTTri(G . »IO est une section cr_ de L_ ,CUB m»AT|  ̂  ̂ Tl

que l'on peut voir (en identifiant L au faisceau inversible associé)

comme une section méromorphe a de L sur A , sans zéros ni pôles sur

A^ , et vérifiant

(1.1.2.1) = T *

Il faut alors montrer que div(cr) = 0 ; cette condition est de plus suffi

sante, car alors or définit bien une trivialisation du torseur L , qui 

est cubiste à cause de (1.1.2.1).

40

Y $
X >

(r®<B/r)k
/

L M

H°mCUB a'k)m, A HOmCUB

(A3,S3(L))

*3
(or)

*
d'A *nL

ilT|

•n

d
LT
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Il est clair que div(cr) est a support dans Aq , puisque cr̂ est 

une trivialisation de L . Soit donc C une composante de Aq , et soit 

§ son point générique : 1'anneau local g est un anneau de valuation

discrète dont la valuation, que nous noterons v̂, , est à valeurs dans 

r (car A est lisse sur S). On obtient un morphisme de S-schémas :

v : $ — * ■ r

v(C) = vc (<?)

et en prenant les valuations dans (1.1.2.1) on constate que c'est une 

application pointée de degré 2, donc nulle car est fini et P sans

torsion (cf. 1,5.6). On a donc v (-,(ct) = 0 pour toute composante C de 

AQ , cqfd.

1.1.3. Montrons (ii). Soit donc L„€ ob CUBiA-,® _) et soit t laT| m, T) t]
section de jS ^ ) définissant sa structure du cube. Supposons trouvé 

un G^-torseur L sur A , prolongeant , et tel que se prolonge

en une trivialisation t de : alors cette trivialisation est

automatiquement une structure du cube, les conditions (i) et (ii) de 

1,2.4.5 se prolongeant par densité.

Soit un €m~torseur quelconque sur A prolongeant . Il

en existe car A est régulier donc localement factoriel ; d'autre part

les prolongements de à A sont tous de la forme L^D) = L1® & a (D)

où D est un diviseur à support dans Aq . Un tel diviseur s'identifie

à une fonction cp_ : $ — ► T. .
D k

Pour chaque D , nous pouvons considérer la section de £^(1^)

comme une section méromorphe de ^(^(D)) ; à on associe sa

valuation le long de chaque composante de A^ , d'où une fonction

*D . 43 —  rk

et il est immédiat que

t

où correspond au diviseur nul.

Pour que soit dans l'image essentielle de R il faut et il

suffit que l'on puisse trouver D tel que $ =  0 , i.e. qu'il existe 

cp : $ --► T vérifiant
Jv

( 1 . 1 . 3 . 1 )  JÔ 3 ( CP ) =  - 0 Q .

Comme la section vérifie par hypothèse les conditions (i) et

(ii) de 1,2.4.5 , il en est de même de la section méromorphe de

est clair (a)

®A, g

o

*3
(L)

L1

Tt)

td td

< V
#+ <l3

L

T O

TIL

■n
T

oD

o

\a e

*n
L.

'“n
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Ô^ÎL^). Passant aux valuations, on conclut que : 

( 1.1. 3 .2 )

i^x+y,z,t) + ̂ o(x,y, t) = 0Jx,y+z,t) +^jy,z,t) .

Le lemme suivant va alors nous fournir une solution 9 de (1.1.3.1) 

à valeurs dans T © ®  :

1.1.4. Le mine. Soient G un groupe compact commutatif, et 0 : Gn --1R

(n )/ 2 ) une application continue qui est un 2-cocycle par rapport à 

chaque paire de variables. Il existe alors une unique application conti

nue 9 : G -- ► IR telle que y) = & (9), et 9 est donnée par la formule

(1.1.4.1) cp(x) = (-1 )n_1 \  n  . 0(x,u_, . . .,u )du0 .. .du ,
z  n  z n

la mesure du sur G étant la mesure de Haar de masse totale 1.

En particulier si G est fini et 0 à valeurs dans (D , 9 est à 

valeurs dans Q ; si_ G est un groupe de Lie et si 0 est cf°, alors 9 

est C°° .

Démonstration : deux solutions diffèrent par une application p : G --*• (R
y- -!

qui est pointée de degré n-1 , donc nulle : en effet ^(p) : G - — R

est (n-l)-linéaire donc nulle puisque G est compact ; par suite p est 

pointée de degré n-2 , d'où notre assertion par récurrence. Ceci établit 

l'unicité de 9 .

Pour l'existence, définissons 9 par la relation (1.1.4.1) et 

montrons par récurrence sur k ( l ^ k ^ n )  que

(1.1.4.2)k \ 9 ( x 1, . . . ,xk ) = (-l)n-k ^ n_k ^(x1, . . . ,xk ,uk+1, . . . ,un )du .
G

Pour k =  1 c'est la définition de 9 , et pour k = n on trouvera

& 9 = 0 . Supposons donc vérifiée (1.1.4.2). avec 1 4 k (  n et calculons 
n  K

$k+19 : posant pour abréger x = ( x ^ ...,xk_^), on a d'après 1,1.2.4.1 :

= v '̂V^+i1 - v (ï'yk> • v̂ -yk+i*
ce qui, joint à l'hypothèse de récurrence (1.1.4.2^, donne

(1.1.4.3) \ + l ^ - ' yk'yk+l^ = S n-k ^ ^ -'Yk+yk+l'uk+l'

- *(ï-yk -uk + 1 .v) - Î-(x,yk + 1 ,uk + 1 ,v)]auk+1<5v

où l'on a posé y = ( v]i+2/* * ' ' vn  ̂* 0n utilise alors la propriété de 

cocycle de 0 :

<r —..
rk

est invariante par S3

IRGn

G

*k+1 ( yk/yk+l ) *k
cp(x, yk+yk+1) k 'yk) *k

0(x,yk+l )

(1 1 4 3) &
k+l

(
' — 9yk/yk+l ) ( 1 n k

Gs n-k

k+lk k+l k+l k+l

)v#k+lyk+lr$(X , yk
+

o

•\r t
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^ 2 ’ V yk+l'ukn  " <l(2 'yk+l'uk + l ' ï )

= *<ï>yk'yk+i+uk+i’ ï ) - l,’(ï ' yk'yk + i ' ï )
qui donne, en reportant dans (1.3.4.3) :

<1.1.4.4) \ +1®<5.yk.yk+1) = <-Dn' k Ln-k  'f,(ï ' yk 'yk+l+uk + l ' ï )duk+ldï
G

■ (- 1)n' k L n -k  ',-’(5 'y];'uk+l ' ï )auk+iaï -  (- l )n ' k L n -k  * (2 'yk'yk+l ' ï )duk+ldï'  
G Cj

Le changement de variable up.+1 "^H-l + uk+l dans la première

intégrale permet d'anéantir les deux premières ? on remarque enfin que

la fonction sous la troisième intégrale ne dépend pas de uk+i • d'où

la récurrence. H

1.1.5. E'in de la démonstration de l.l(ii). On applique le lemme à l'équa

tion (1.1.3.1) : notons que bien que ne soit pas un groupe fini ordi

naire mais un k-schéma en groupes étale, il suffit d'appliquer le lemme

au groupe fini <$(k ) (k = clôture séparable de k) et de remarquer queS s
la fonction ® obtenue est invariante sous Gal(ks/k), grâce à l'unicité 

de la solution.

On se trouve ainsi gratifié d'une unique solution de (1.1.3.1)

à valeurs dans (T®$) . Pour que L soit dans l'image essentielle de
JC I

R il faut et il suffit que soit à valeurs dans Fk , i.e. que

(1.1.5.1) d1̂  â== cpQ mod Tk : $ --► (r®Q/T)k

soit identiquement nulle. Si l'on change le prolongement de L^ en

L^(D) pour un certain diviseur D , l'équation (1.1.3.1) est remplacée 

par

s3«p) - -<îd = -<e0 - V V

dont la solution est 'Pq“^  ~ ^0 (mod Tk), ce qui montre que dLri est 

bien définie. Enfin :

& _ ( dLï| ) = & _ ( cp ) mod T. = - ( 0 mod T, ) = 0
3 3 o k o k

donc d*17! est bien pointée de degré 2.

On abandonne au lecteur la démonstration, essentiellement triviale, 

des propriétés de fonctorialité, de changement de base et d 'additivité.0

1.1.6. Remarque : lien avec SGA 7, VIII.7.1.

Avec les notations de 1.0 et 1.1, soit Ê  une biextension de

0 (x,
yk+yk+l f

U k - I - .1
, v) -  0 ( X

'yk+l ,uk+l 'Y

0<ï-yk ■^k +1 + u i  i 1 k+l t V ) 0 I yk /yk+l vf

)

)

n-k
S è& dv

k+l
duy )/k+l

d v .du
k+l0n-k s( i)

n k
S , y)k+l

du
k+l

dv (-1)

k+l

L-n def
o k k

L1

)D<P(

Lt|
o D O

Lt]
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(A„,B ) par G . On définit dans SGA 7, loc. cit. un accouplement 
*1 m m  # *1

( 1 . 1 . 6 . 1 )  : i , XY ----* ( ® A ) k '

obstruction à prolonger en une biextension de (A,B) par G^ s .

Or on peut définir une telle obstruction en utilisant 1.1 de la 

manière suivante : on observe d'abord que pour toute biextension E de 

(P»Q) par G (où P,Q,G sont trois Groupes commutatifs d'un topos 

quelconque) le torseur sous-jacent à E sur le Groupe produit PXQ 

admet une structure cubiste canonique (le plus simple ici est d'utiliser 

les techniques de I,§6). Dans le cas qui nous occupe on peut donc définir

(1.1.6.2) dEll : — *- (r®Q/T)k =- (®A)k ,

obstruction à prolonger Ê  comme torseur cubiste. Cela étant, il est 

facile de voir que tout prolongement cubiste de Ê  est en fait un pro

longement comme biextension (les lois de la biextension se prolongeant 

grâce à la pleine fidélité 1.1 (i) appliquée aux torseurs convenables

sur A X A X B , A X B X B  , etc. ) . De plus la structure de biextension de
En /Ê  implique que d  ̂ est bilinéaire. Elle constitue donc une obstruction 

entièrement analogue à (1.1.6.1) ; il est vraisemblable que ces deux 

obstructions coïncident au moins au signe près.

On peut naturellement répéter les considérations ci-dessus en rem

plaçant d 11 par l'obstruction de [b ],§3 ; le lien avec SGA 7 serait 

alors plus facile à établir, vu l'analogie des deux constructions.

1.2. Critères d'annulation de l'obstruction.

Gardons les hypothèses et notations de 1.0, et donnons-nous de plus

X : B — A et g : S' — ► S comme dans l'énoncé de 1.1, et un G -torseurm
cubiste sur A^ . Nous dirons pour abréger que est prolongeable

sur A s'il existe un © -torseur cubiste sur A prolongeant L_ ,
y ^ ^

c'est-à-dire si d 71 = 0 .

1.2.1. Proposition. Soit n un entier tel que n$=0 . Alors L®2n est
3nprolongeable sur A , et l'est aussi si n est impair.

I?2n L
Démonstration : d  ̂ = 2nd  ̂= 0 (lemme 1,5.6)

®n
L L tiet si n est impair d 71 = nd  ̂ = 0  (idem) ■

1.2.2. Proposition. Soit e = (T':T) l'indice de ramification de

g : S' — ► S , et soit n tel que n<3?” 0 . Alors Xg S' est

d (E
“n
)

*n

Et] $ X Y

S

$2n

®2n

L
*n
ii L

il S
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prolongeable sur A' = AXgS' si 2n divise e , ou si n est impair 

et divise e .

En effet, le noyau du morphisme naturel

r® q/ t —► r 1 ®Q/r'
1 Lti

est (|r)/T , donc , est prolongeable si et seulement si ed 71 = 0 ; 
on conclut encore grâce au lemme 1,5.6. ■

1.2.3. Proposition. On suppose que le morphisme A : Y — *■ $ induit sur 

les groupes de composantes des fibres spéciales par X : B — ► A est 

surjectif.

(i) Pour que L soit prolongeable sur A il faut et il suffit 
* 1

que X L^ soit prolongeable sur B .

(ii) Soit L un <S -torseur rigidifié sur A prolongeant le tor- 

seur rigidifié . Pour que L admette une structure cubiste prolon

geant celle de L , il faut et il suffit que X *L admette une structure 

cubiste prolongeant celle de X L^ .

Démonstration : l'assertion (i) est immédiate vu la fonctorialité de 

dLîl . Pour (ii), soit t  la section méromorphe de définie par

la structure cubiste de L : le diviseur de t s'identifie à une fonc-

tion 0 : $ — ► T , qui est nulle si et seulement si la composée
“ 3 3  #$o(X) : Y — ► T est nulle, i.e. si le support du diviseur de X t est

vide. ■

1.2.4. Définition. Soient C et G deux Groupes commutatifs d'un topos 

E , et P un G-torseur cubiste sur C . On dit que P est symétrique 

s'il existe un isomorphisme

de G-torseurs cubistes sur C .

(On n'impose pas à 1'isomorphisme en question de définir une 

E-structure au sens de [b ]).

1.2.5. Lemme. On suppose que le G^-torseur cubiste L^ sur A^ est 

symétrique ; alors le morphisme pointé de degré 2

dL̂l ; $ —* (r®<D/nk .

est même quadratique ; i.e. on a pour tout x € $ :

L
T|
ft

I

L■n

3

3

P [ 1]C

#
( )P

&3 )(L
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d^i-x) - dLîl(x)

ou, de façon équivalente, on a pour tout x - $ et tout n - S? :

d^(nx) = n2dLrl(x) .

Démon s t r a t- ion : la première égalité est une conséquence triviale de la 

fonctorialité de d ^  . La seconde en résulte compte tenu de I,5.5.3. 0

1.2.6. Proposition. Avec les notations de 1.2.3 (X n'étant plus supposé 

suriectif) soit n un entier tel nue nY = 0 . On suppose que L est
— # 

symétrique et que X(Y)c 2nC> . Alors X L^ est prolongeable sur B .

Démonstration : il s'agit de montrer (compte tenu de la fonctorialité de

l'obstruction dLïl ) que dLî1 est nulle sur le sous-groupe X(Y) de <3?.

On peut remplacer <Ê> par le sous-groupe <£>' des x tels que 2nx^X(y),
2

lequel vérifie 2n <$' = 0 . La proposition résulte alors du

1.2.6.1. Lemme. Soient G et H deux groupes abéliens, n un entier
2

tel que 2n G = 0 , et d : G — *- H une application quadratique. Alors 

d(2nx) = 0 pour tout x^G .

2Démonstration : comme d est quadratique, on a d(2nx) = 4n d(x) et 

on applique 1,5.6. Ceci démontre 1.2.6.1 et 1.2.6. ■

1.2.6.2. Remarque. Si L^ est symétrique et prolongeable, il résulte de 

l'assertion de pleine fidélité 1.1 (i) que le torseur cubiste L prolon

geant L^ est encore symétrique.

1.2.7. Définition. Soit X un schéma. Un X-schéma en groupes G est 

semi-stable s'il est commutatif, lisse, séparé et de type fini sur X , 

et si les composantes neutres de ses fibres ont un radical unipotent nul 

(i.e. sont extensions de variétés abéliennes par des tores).

1.2.8. Proposition. On suppose que A^ est une variété abélienne. que

A est semi-stable sur S , et que L̂  est symétrique. Soit n tel que 

n$=0 . Si tous les points d'ordre 2n^ de A^ (sur une clôture algé

brique de F) sont rationnels sur F , alors L^ est prolongeable sur A 

(par un torseur cubiste symétrique, cf. 1.2.6.2).

Il suffit d'appliquer 1.2.6 au morphisme de A dans le modèle de 

Néron â de A^ : si C eût une composante de A elle rencontre une 

section d'ordre n de A sur S , donc elle est divisible par 2n 

dans le groupe ¿t /Æq •

L ti L tì

2 LnL-n

O ' o

o
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1.2.8.1. Remarques : .si n est premier à la caractéristique résiduelle,
2 , 

l'hypothèse sur les points d'ordre 2n entraîne que A^ a réduction

semi-stable ([szl,I,§5) sauf dans le cas n=l , où le corollaire est 

trivial.

Si n est impair l'hypothèse £(¥)<= 2n<£ de 1.2.6 équivaut à X(Y)cn4>;
2

en conséquence on peut remplacer, dans 1.2.8, les points d'ordre 2n
2par les points d'ordre n

.Si A n'est plus supposé semi-stable, la proposition 1.2.8 reste vraie 

lorsque n est premier à la caractéristique résiduelle de S .

2. Analogue archimédien du théorème de prolongement.

2.1. Proposition (version archimédienne de 1.1).

Soient A une variété abélienne sur <E , L un fibré en droites 

cubiste sur A . Il existe alors une unique norme hermitienne C°° sur 

L , notée v , telle que la norme ^3^) sur ^(L) déduite de v 

coïncide avec la nome évidente déduite de la trivialisation de ^(L) 

donnée par la structure cubiste.

De plus, v est l'unique norme hermitienne C00 sur L , compatible 

à la rigidification à l'origine, et telle gue la forme de courbure asso

ciée soit invariante par translations (cf. [M3],§12,Cor. du lemme 1).

Démonstration : pour changer un peu, nous donnerons un argument plus 

proche des méthodes de [b! et SGA 7, VIII.

Faisons d'abord subir au fibré L la série d'outrages qui suit. On

part de la variété C°° sous-jacente au fibré L privé de sa section
0 * X

nulle : c'est un fibré principal homogène, de groupe C , au-dessus de
00 cix f

la variété C00 A sous-jacente à A . Grâce au changement de groupe

structural z 1— ► loglzl , on obtient un fibré principal homogène de
cli f

groupe R sur A , que nous noterons log|L| .

Il est clair qu'une norme hermitienne sur L équivaut à une tri

vialisation de loglL| (ceci peut être pris comme définition), et que 

cette norme est compatible avec la structure cubiste de L (au sens de 

l'énoncé) si et seulement si la trivialisation en question est cubiste, 

au sens de la structure cubiste de log|L| déduite de celle de L .

Fixons une norme hermitienne C00 sur L , i.e. une trivialisation 

de logIL| . La structure cibiste sur loglLl équivaut dès lors à la 

donnée d'une fonction (f°



48

R ,

invariante par S3 et qui est un 2-cocycle en chaque paire de 

variables. Une trivialisation de cette structure équivaut à une fonction

cp : Ad l f  ---- * R

vérifiant 0 = $g(cp). La première partie de 2.1 résulte donc du lemme 

1.1.4.

Pour la seconde il suffit de vérifier que la forme de courbure de 

v est invariante : si v est une autre norme avec la même propriété, 

on aura v^= fv où f V 0 , f(e^) = 1 et f est harmonique, donc f = 1 

et vj-v .

Grâce à la trivialisation canonique du fibré tangent de A , nous 

pouvons considérer la forme de courbure de v comme une application

« : A — ► V

où V = flJ#1(eA ) est l'espace vectoriel des (1,1)-formes à l'origine.

La forme de courbure de la nome $3(v) sur ^(L) est

3 1 1
en tant qu'application de A dans Ci ’ (e >  v© V© V , elle s'écrit

AJ AJ
donc :

/ a(x+y+z)\ fit(x+yK /«(x+zk / 0 \  /a(x)\ / 0\ / 0 

P(x,y,z) = i <*(x+y+z) W a(x+y) j-| 0 j-|a(y+z)|+f 0 }+(ar(y)| +( 0 
\ a ( x + y + z ) / V 0 / \<y(x+z)/ \»(y+z )/ V O / \ O / \a(z

Comme fi3(v) est par hypothèse la norme canonique sur ¿^(L) ^ A XI , 

on a P = 0 d'où

a(x+y+z) = a(x+y) + a(x+z) - a(x) .

En faisant x = 0 , on obtient :

«(y+z) = cv(y) + cv(z) - a(0)

i.e. l'application a-a(O) : A — ► V est additive, donc nulle.

(Démonstration dans l'autre sens : partir de la norme ^  définie dans 

la seconde assertion : la norme *3^ )  est encore à courbure constante, 

et par suite constante). B

(A
d f

)
3

dif

P
*

P 123
a

* * *
P 12

a P 13
a P 23

a + P 1
a m/

#
+ p2

cv+ p3
Qt

)

i

3 1
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3. Prolongement de G -torseurs cubistes en dimension supérieure ? cas--------------------------- ^  .--------------

des groupes semi-stables sur une base normale.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , et
jp t

un S-schéma en groupes A — ► S , commutatif, plat et localement de 

type fini sur S .

Pour tout S-schéma S ', on note 

(3.0.1) Rs s , :CUB(A,Em S ) —  CUBlAg, , 6 ^ ,  )

le foncteur image réciproque. Nous désignerons par U un S-schéma de 

l'un des deux types suivants :

(3.0.2) (a) U est un sous-schéma ouvert de S .

(b) U est le spectre de 11 anneau local d'un point s de S .

Dans les deux cas nous supposerons que U est schématiguement dense 

dans S : dans le cas b) cela signifie que tout point de Ass(ôg) est 

une générisation de s .

3.1. Définition. Un gros ouvert d'un schéma localement noethérien X est 

un ouvert V de X tel que pour tout x € x -V  , on ait

prof ©X x̂ >/ 2 .

3.2. Commençons par quelques énoncés, de nature élémentaire, concernant 

le foncteur Rg y :

3.2.1. Proposition♦ On suppose gue U est un gros ouvert de S (3.1). 

Alors :

(i) Le foncteur Rg y de (3.0.1) est pleinement fidèle.

(ii) Pour qu'un objet Ly de CUB(Ay,®m ) soit dans 11 image essen

tielle de Rg y , il faut et il suffit que le faisceau inversible sur

associé à L^ se prolonge en un faisceau inversible sur A .

Remarque. Il est immédiat que si U est seulement supposé schématiquement 

dense dans S , le foncteur Rg y est fidèle.

Démonstration :

(i) Soit L € ob CUB(A,Gm) et soit une trivialisation de Ly

sur Ay . Comme U est un gros ouvert de S et que A est plat sur S , 

%  est un gros ouvert de A donc (EGA IV, 5.10.5) se prolonge en

une section cr du torseur L sur A ; comme est une trivialisation

s, S' m, S

S,u

ks, u

u V m

U

u

u

um U

0u
au
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cubiste, or l'est également, U étant schématiquement dense.

(ii) Soit LIt€ob CUB(Ati,<G ) et soit L un G -torseur sur A U U m m
prolongeant (le torseur sous-jacent à) L . La structure cubiste de L_T

/ 3 3
est donnée par une section de $.j(Lû  sur ’ 0r est un
gros ouvert de A3 (et A3 est localement noethérien puisque A est

localement de type fini sur S), par suite Ty se prolonge (EGA IV, loc.

cit.) en une section t  de iU(L) sur A » <3ui est automatiquement une
n n

structure cubiste puisque Ay est schématiquement dense dans A pour

tout n ̂ 0 . ■

3.2.2. Proposition. On suppose que A est lisse de type fini sur S et 

que S est normal aux points de S-U . Alors :

(i) Le foncteur Rc TT est pleinement fidèle.
o  / U

(ii) Si de plus U est un gros ouvert de S et si S est régulier 

aux points de S-U , alors Rc TT est une équivalence de catégories.
" o  i U

Démonstration :

(i) si L^ob CUB (A,® ) et si crTT trivialise LTt sur A.. , alors
m u  U u

d'après 1.1 (i), cr̂  se prolonge au-dessus d'un ouvert V contenant U 

et les points de codimension 1 de S ; V est alors un gros ouvert et 

l'on applique 3.2.1 (i).

(ii) résulte de 3.2.1 (ii) puisque, sous les hypothèses envisagées, 

on a PiciAy) = Pic(A) (EGA IV, 21.13.9 (ii) et 21.13.10). ■

3.2.3. Proposition. On suppose A lisse de type fini sur S , à fibres 

connexes aux points de S-U , et S normal aux points de S-U . Alors :

(i) Si LyÉ ob CUBiAy,^), il existe un gros ouvert V de S 

contenant U tel que Ly soit dans l'image essentielle de Ry y .

(ii) Si S est régulier aux points de S-U , alors Rg ^ est une 

équivalence.

Démonstration : (i) résulte de 1.1, toutes les obstructions aux points de 

codimension 1 étant nulles, et (ii) s'ensuit compte tenu de 3.2.2 (ii). ■

3.3. Théorème. On suppose que A est semi-stable (1.2.7), que ses fibres

aux points de S-U sont connexes, et que S est normal aux points de

S-U . Soit L.. un G -torseur cubiste sur A.. . vérifiant l'une des ---- U —  m ------- ----------- u ------------------
propriétés suivantes :

T
U u u

u

•S,u
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(i) le torseur sous-jacent à Ly est d'ordre fini dans Pic(Ay)

(ii) le torseur sous-iacent à L est symétrique, i.e. il existe
r i *

un isomorphisme L„ 1 — 1J_ (LTT) de G -torseurs sur ---------1-----  u Att U —  m

Alors L.. est dans 11 imaqe essentielle de R„ TT .—— —  u o, u

Démonstration :

3.3.1. Dans le cas 3.0.2 (b), on peut commencer par prolonger Ly au- 

dessus d'un ouvert de S , de telle sorte que (i) ou (ii) soit encore 

vérifiée. Nous supposerons donc que U est un ouvert de S . Pour montrer 

que Ly se prolonge en un Gm~torseur cubiste sur A , on peut remplacer 

S par le spectre de l'anneau local d'un point maximal de S-U , ce qui 

permet de supposer que S est local normal et que U est le complémen

taire du point fermé ; on peut même supposer que dim S )/2 (car si S 

est un trait on applique 1.1 et la connexité de la fibre fermée de A). 

Remarquant en outre que A est réunion des deux ouverts Ay et A°

(vu l'hypothèse sur la fibre fermée) on voit qu'il suffit de prolonger 

L i-o à A° : on peut par suite supposer que A est à fibres connexes.
U|

Enfin, S étant normal, l'hypothèse (i) (resp. (ii)) équivaut, grâce à

1,2.6, à (i)' (resp. (ii)') ci-dessous :

\ ®n(i)' il existe n //1 tel que le torseur cubiste Ly soit trivial

(ii)'le torseur cubiste Ly est symétrique (1.2.4).

3.3.2. Cas (i)' : puisque le torseur cubiste Ly est trivial, la

biextension associée J90(L*fn) =>* $_(L )®n l'est également, ainsi que la

biextension ^(L-q) , où "n désigne le point générique de S (on

rappelle que S est local normal, donc intègre). Or, si B désigne le

plus grand quotient de A^ qui soit une variété abélienne, on sait

(SGA 7, VIII.3.5) que le groupe de classes de biextensions

Biext1(A„,A_;G ) s'identifie à Biext1(B,B;G ) = Hom(B,Bt) (SGA 7, m m m ^ m
VII.2.9.5) donc est sans torsion (B désignant la variété duale de B). 

D'autre part le foncteur naturel de restriction

BIEXT(Ay,Ay;Gm) --BIEXT(A^ ̂  ,-Gj

est pleinement fidèle ; la démonstration est la même que celle de 3.2.2

(i) utilisant SGA 7, VIII.7.1. Il en résulte que le groupe 

Biext1(Ay,Ay;Gm) est encore sans torsion, et par suite la biextension 

W  est triviale, et ce de manière unique puisque tout morphisme 

bilinéaire AyXAy — * ®m est trivial. Donc (1,3.2) Ly est muni cano

niquement d 'une structure d 'extension commutative de Ay par , et

ñr \ j

U

n

®n
U<2n ®n

®n

in)

2 (LU)

<Em

u

u
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<g>n t # 
conune Ly est trivial, nous voyons que Ly provient en fait d'une

extension de A., par m rT (non unique en général : elle dépend du
u n'u ®n

choix d'une trivialisation de ).

Quoi qu'il en soit, le cas (i)' résulte de l'énoncé plus précis 

suivant :

3.3.2.1. Leirane. Revenant aux hypothèses de 3.0, on suppose que A est 

semi-stable à fibres connexes et que U est un gros ouvert de S . Alors 

pour tout n )/1 , le foncteur naturel

E

est une équivalence.

Démonstration î il suffit de voir que Hom(A,iy» e ) HomiA..,!^ TT)" n ,b  u n / u

(évident car les deux groupes sont nuls) et Ext1 (A,lP>n g ) — *• Ext1 (Au »Pn y ).

Vu les hypothèses sur A  le morphisme de multiplication par
n dans A  est surjectif, plat et quasi-fini ; notons H son noyau. Les
suites des Ext1 (-,DJ< ) associées à la suite exacten

[n]
0 — * H  - >- A  - - - A  - - - - ► 0

et à la suite analogue sur U  , donnent Hom(H,DJ. _,) Ext^iA,!^ _) etn,b n /S
Hom(Hu ,(lin y) Ext1 (Au »(M-n y ) puisque les Ext1 (-,JJ«n ) sont annulés 

par n . Il s'agit donc de voir que

Hom(H,ftJ.n ^s ) y)

ce qui résulte du fait que, H étant plat sur S , H y  est un gros ouvert 
de H  . ■

3.3.3. Traitons maintenant le cas (ii)' de 3.3.1 (je dois le principe de 
la démonstration à des notes de D . M u m fo r d ).

D'après [Ri], X I . 1.13, il existe un entier n ) o  tel que L®n se
prolonge en un faisceau inversible M  sur A  (il suffit en effet

0 ®nd'établir la même propriété pour L^ , et on applique loc. cit. en 
remarquant que L^ est la différence de deux faisceaux amples sur A ^ ) ; 
de plus le faisceau M  est automatiquement cubiste (3.2.1 (ii)).

Comme Ly est symétrique, on a un isomorphisme naturel de 
G^-torseurs cubistes (1,5.5) :

UL

XT (A n t S )
EX T (AU iV>n 9U

)

U un, UU n, n

n ,S Hom(HU n t U )

[n]
#
AU

(LU)
L

u
n2

U
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<3n t
qui montre que le torseur N = M est un prolongement cubiste de

[n]*a0).

On a donc une "donnée de descente cubiste" sur Ny relativement au 

morphisme • c'est-à-dire (1,7.1) une trivialisation Sy de Ny

ne plus haut H = Ker[nlA), plus une trivialisation

xc HTI , avec une condition de compatibilité. Mais
o U

comme Hy (resp. AyXHy) est un gros ouvert de A (resp. AX H), la 

section S y  (resp. t y )  se prolonge en une section de N (resp. 

sur H (resp. AXH), la condition de compatibilité se prolongeant par 

densité (ainsi que la compatibilité avec la structure cubiste de N , 

resp. la structure de biextension de On a donc une donnée de

descente cubiste sur N prolongeant celle de Ny , d'où d'après le 

théorème de descente un torseur cubiste sur A prolongeant Ly . ■

3.4. Supposons maintenant (toujours sous les hypothèses de 3.0) que A 

soit semi-stable (à fibres non nécessairement connexes) et que U soit 

un gros ouvert de S .

Soit Ly un faisceau inversible cubiste sur Ay ; on suppose que 

la restriction Ly de Ly à la composante neutre A° se prolonge en 

un (unique) faisceau inversible cubiste L° sur A° (c'est le cas par 

exemple, d'après 3.3, si Ly est symétrique ou d'ordre fini et S normal 

aux points de S-U).

On va donner des conditions suffisantes pour que Ly se prolonge à 

Ay , le point de départ étant le lemme suivant :

3.4.1. Lemme. Sous les hypothèses de 3.4, considérons un diagramme commu

tât if de S-schémas

A

vérifiant les conditions suivantes :

(i) ff est plat et S' est localement noethérien

(ii) a : S' ..» A est d'ordre fini dans le groupe A(S')

(iii) 1'image a(S') rencontre toutes les composantes connexes des 

fibres de A aux points de S-U .

Alors pour que Ly soit prolongeable sur A , il faut et il suffit que 

a\ j  se prolonge en un faisceau inversible sur S'.

sur Hy (en posant com 

t de *,(N ) sur Ay
u

u
[n ]h

u

u

■C]

¿9
2 ( ))N

&2 ( ))N

S
\f
S

TT

a
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Démonstration s la condition est évidemment nécessaire. Pour établir la 

suffisance nous aurons besoin d'un lemme élémentaire de descente :

3.4.1.1. Lemme. Soit <P : X* — ► X  un morphisme fidèlement plat de schémas 

localement noethériens, et soient V un gros ouvert de X et un 

faisceau inversible sur V . Pour que L se prolonge en un faisceau 

inversible sur X , il faut et il suffit que cp (L^) se prolonge en un 

faisceau inversible sur X'.

En effet, soit j : V «— *  X l'inclusion naturelle : pour que Ly

soit prolongeable sur X il faut et il suffit (puisque V est un gros

ouvert de X) que soit un faisceau inversible. On conclut par des-
— 1

cente fidèlement plate, en remarquant que <P (V) est encore un gros 

ouvert de X'. ■

3.4.1.2. Revenant à 3.4.1, notons a' : S' — ^ As' sect;*-on

S'-schéma en groupes Ag , = A X g S' déduite de a , et considérons 

l'ouvert

W = a'A^,

de Ag, , translaté par a' de la composante neutre Ag, . A  cause de la 

condition (i), le morphisme naturel

<P : W — A

est plat, et la condition (iii) signifie que son image contient le fermé 

A-Au de A : en conséquence le morphisme naturel

W j l  Ay --► A

est fidèlement plat. Appliquant 3.4.1.1, on en déduit l'équivalence :

L.. est prolongeable sur A 

t
<P (Lti) est prolongeable sur W

Notant U' = il est clair d'après la définition de W

qu'il s'agit de montrer que T*,(Ltt,) se prolonge à A?, (où bien
cl U o

entendu T , désigne la translation par a' dans Ael), sachant que
2L u

a Ly se prolonge à S'. Or on a, par définition de l'opération &2 • et 

en notant f' : Ag, — >-S' le morphisme structural :

Ta'<Lu ' ) ® Lu '® f ' V  V “( *?') « W »
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et grâce à la structure de biextension de )# Ie second membre ont

muni d'une structure d'extension, qui est même d 1ordre fini car

a' ÉAg,(S') est d'ordre fini d'après (ii). On peut donc le munir d'une

structure d'extension de Ay, par [̂ n , ce qui implique (3.3.2.1) qu'il

est prolongeable sur A'° . Au premier membre, les facteurs Lyj et

f'*a'*Ly} = f'*a*Ly^ se prolongent à A'° par hypothèse, et par suite

il en est de même de T*,(L ,), ce qui achève la démonstration. H
cl U

3.4.2. Corollaire. Sous les hypothèses de 3.4, soit n un entier 1 

tel que pour tout x € S-U , le groupe des composantes connexes de la 

fibre A 'S  k ( x ) soit annulé par n . Notons n A  le novau de la multipli

cation par n dans A . Alors :

(i) Pour oue Ly soit prolongeable sur A , il faut et il suffit 

que sa restriction à ^Ay se prolonge en un faisceau inversible sur nA .

®2n(ii) Ly est prolongeable sur A , et Ly l'est aussi si n est 

impair.

Démonstration : l'assertion (i) est un cas particulier de 3.4.1, obtenu 

en prenant S' = nA : les conditions (i) et (iii) de loc. cit. résultent 

en effet de la semi-stabilité de A et de l'hypothèse faite sur n . 

L'assertion (ii) est conséquence de (i) et de 1,5.7 : la restriction de 

Ly^n (resp. L®n , n impair) à nAy est triviale, donc se prolonge

à A . H
n

3.4.3. Corollaire. Sous les hypothèses de 3.4, soit n comme dans 3.4.2. 

On suppose que S est intègre normal de point, générique  ̂ , et pour 

tout entier k ̂  1 on considère la condition :

(R^) les points géométriques d'ordre kn de A^ se prolongent en des 

sections de Ay au-dessus de U .

Soit Ly un faisceau inversible cubiste sur Ay . Alors :

®k
(i) Si Ly est trivial. implique que Ly est prolongeable

sur A .

(ii) Si Ly est symétrique. R£n (resp. Rn , ¿i n est impair) 

implique que Ly est prolongeable sur A .

Démonstration : on peut supposer S local de point fermé s . Posons

A = A ® h ( s ) . 
o

3.4.3.1. Lemme. Supposons vérifiée (R^). Alors pour toute composante con-

nexe C de A, , il existe une section de A au-dessus de S qui ---------------- —  0  ----------------------------------------------------------------------------------- -------- n  ------------------------------------------------ _ i—

rencontre C .
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Démonstration du lemme : puisque A est semi-stable et que A0/AQ est

annulé par n , la composante C rencontre nA ; vu l'hypothèse (R̂ ) il

existe donc une section d'ordre n de Ay au-dessus de U , dont

l'adhérence X dans A rencontre C . Or X est quasi-fini sur S

car il est contenu dans A ; comme S est normal il résulte aisément
n

du "main theorem" de Zariski que X est l'image d'une section de fiA 

sur S , cqfd.

Pour démontrer 3.4.3, fixons k Vl et supposons (R̂ ) vérifiée. 

Désignons par H le groupe nA (s) des sections d'ordre n de A sur 

S , et par H le S-schéma en groupes constant de valeur H . On a
O

donc un S-morphisme naturel

a, : H- --*■ A c— ► A1 S n

dont l'image, d'après 3.4.3.1, rencontre toutes les composantes de Aq . 

L'hypothèse (1̂ ) implique que le morphisme de multiplication par k:

. A(U) A(U)kn n

est suriectif. Posons

^  = {x€ knA(U) |kx€ h ) .

La multiplication par k induit un morphisme surjectif

H1,S HS •

Notons a : H1 0 --► A le S-morphisme composé
1 , O

H1,S - ^ A !

on peut alors appliquer 3.4.1 avec S' = g , et il suffit donc, pour 

que Ly soit prolongeable sur A , que le faisceau inversible a*Ly sur 

y se prolonge à H.̂ g . Comme H1 g est somme de S-schémas isomor

phes à S ceci revient à dire que pour tout x ^ H 1c A(U), le faisceau 

inversible (kx)*(Ly) sur U est trivial♦

Dans le cas (i) de (3.4.3), L admet une structure d 'extension de 

Ay par Gm y (même démonstration que dans 3.3.2), donc

/i \ v®k(kx) Ly =- (x Ly)

est trivial par hypothèse.

Dans le cas (ii) pren 

est symétrique l'application

Dans le cas (ii) prenons k = 2n (resp. n , n impair) ; comme Ly

o

kn

k

HH
xk --- >

Hs
ai

A

H
1,

U

U

U U

m,U

U

Xk

1
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A(U) --* Pic(U)

*Tx I--y x Ly

est quadratique, et il suffit d'appliquer le lemme 1.2.6.1. 0

Dans le cas où Â  est une variété abélienne, on peut combiner les 

résultats ci-dessus avec ceux du §1 :

3.5. Théorème. Soient S un schéma normal intègre de point générique 'H , 

A un S-schéma en groupes semi-stable tel que A^ soit une variété 

abélienne, n un entier )/ 1 annulant les groupes de composantes connexes

des fibres de A (en d'autres termes, [n-̂  : A --* A se factorise par

A°).

On suppose que les points géométriques d'ordre 8n (ou seulement
4

n si. n est impair) de Â  sont rationnels sur k(t|). Alors tout 

faisceau inversible (cubiste) symétrique sur Â  se prolonge en un 

(unique) faisceau inversible cubiste (symétrique) sur A .

3.5.1. Lemme. Sous les hypothèses de 3.5, il existe un S-schéma en 

groupes semi-stable o# , de fibre générique Â  , contenant A comme 

sous-groupe ouvert, et néronien en codimension 1, c'est-à-dire que pour 

tout point % £ S de codimension 1, ét Xg Spec &g g s'identifie au modèle 

de Néron de A^ sur Spec ©g ¡r .

En effet il existe un gros ouvert U de S et un U-schéma en 

groupes , néronien en codimension 1 et prolongeant Â  . On déduit

de la propriété universelle du modèle de Néron qu'il existe un gros 

ouvert V c U et un morphisme Av -2-*- prolongeant 1'identification 

A^ / et qui est une immersion ouverte car A est semi-stable.

On obtient le groupe â du lemme en recollant A et grâce à j .H

3.5.2. Démontrons maintenant 3.5. Soit A^ le sous-groupe ouvert du

schéma en groupes à, de 3.5.1, image réciproque de 3È° par la multipli- 
2 2cation par 2n (resp. n , n impair) : on a donc . Il existe

d'autre part, puisque t  est néronien, un gros ouvert Uc s tel que :

(a) les points rationnels d'ordre 8n^ (resp. n̂ ) de A^ se pro

longent à <7fr(U)

2 2(b) les points rationnels d'ordre 2n (resp. n ) de A^ se pro

longent à A^U).

Cela étant, soit un faisceau inversible cubiste symétrique sur

A^ . D'après 1.2.8 (resp. la remarque 1.2.8.1) se prolonge à
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A1 X Spec &G * pour tout §£s de codimension 1 (remplacer l'entier n
2 2de loc. cit. par N = 2n , resp. n ). Nous pouvons donc supposer, quitte 

à restreindre U , que se prolonge en Ly sur A^ y , et il ne

reste qu'à appliquer 3.4.3 ci-dessus. ■

Pour terminer ce chapitre, montrons sur un cas particulier comment 

nos énoncés de prolongement peuvent s'étendre aux biextensions :

3*6. Théorème. Soit S un schéma intègre normal de point générique "H , 

et soient A et B deux S-schémas en groupes semi-stables♦ Alors le 

foncteur naturel

BIEXT(A,B;G Q) --* BIEXT(A„,B_;Gm _)
m, S *1 Tl ni/ *i

est pleinement fidèle. Si de plus A ou B est à fibres connexes, 

c'est même une équivalence de catégories.

Démonstration : la pleine fidélité se démontre comme 3.2.2 (i). Supposons

B à fibres connexes, et soit Lu une biextension de (A„»B_) par GT| ~ 4 m,
D'après SGA 7, VIII.7.1, il existe un gros ouvert U de S tel que 

se prolonge en une biextension Ly de (Ay,By) par Gm y .

Comme U est un gros ouvert il suffit, par les arguments habituels 

de profondeur, de prolonger Ly en un Gm~torseur sur A X B  . Or Ly 

est un Gm~torseur cubiste symétrique sur le groupe Ay x By puisque

Ly(-x,-y) =* Ly(-x,y)_1 =“ Ly(x,y)

grâce à la structure de biextension. Il existe donc d'après 3.3 (ii) un 

torseur (i.e. une biextension) L° sur A°XB prolongeant la restriction 

de Ly .

La question étant locale sur S , nous pouvons supposer qu'il existe

un entier n^l tel que [nl^ : A — * A se factorise par A° ; il s'agit

alors, en vertu de 3.4.2 (i), de montrer que la restriction de Ly à

( AX B)tt se prolonge à AX B , Or posons S* = A : nous pouvons con- n n u  n n n
sidérer la restriction de L„ à (. AXB)„ comme une extension du

U n u  ---------
S'-schéma en groupes B_, par [U (grâce au fait que A est annulé u Oy n n

par n) ? il suffit dès lors d'appliquer le lemme 3.3.2.1. ■

s

T\
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Application aux hauteurs canoniques 

sur les variétés abéliennes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

0. Introduction.

On montre dans ce chapitre comment le théorème de prolongement 

cubiste 11,1.1, et son analogue archimédien 11,2.1, permettent de donner 

une définition agréable (du moins pour un géomètre) de la hauteur de 

Néron-Tate associée à un faisceau inversible L sur une variété abé- 

lienne A sur un corps local ou global. En particulier les propriétés 

quadratiques de la hauteur deviennent triviales, ainsi que le fait que 

les hauteurs locales ultramétriques sont des nombres rationnels (dont les 

dénominateurs sont limités grâce au critère d'annulation de l'obstruction

11,1.2.1).

Il semble désormais établi qu'une hauteur globale "naturelle" doit 

prendre ses valeurs dans le groupe de Picard de la base ou son groupe de 

classes de diviseurs de Weil (tensorisé par © , ou par pjZ pour n 

convenable), et même parfois dans un "groupe de Picard généralisé". Dans 

le cas essentiel où L est le faisceau de Poincaré sur le produit d'une 

variété abélienne par sa duale, Mazur et Tate [m-t] sont d'ailleurs allés 

beaucoup plus loin dans cette voie. Enfin, dans le cas des corps de nom

bres, le groupe Pic(S) de 4.1 apparaît, semble-t-il, pour la première 

fois dans [a !.

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

1.0. Soient A , S , F , t] , k , T comme dans II, §1, et notons

v : F — *■ T la valuation, noient Ap une variété abélienne sur F , A

son modèle de Néron sur S ( f : A — ► S le morphisme structural,

eA : ® ^ section unité. Soit (L,e) un faisceau inversible rigi-

CHAPITRE III

X



60

•H*
diflé sur Ap (de sorte que e est une section de eftL), muni de la 

structure cubiste associée (1,2.6). Notons que contrairement à l'usage 

des chapitres précédents, et pour ne pas alourdir les notations (cf. 

(1.0.1) ci-dessous) nous renonçons à noter ou Lp un faisceau inver

sible sur Ap .

On pose <3> = Aq/A° (groupe des composantes connexes de la fibre 

spéciale Aq de A) et on fixe un entier n ̂ 1 tel que

n$ = 0 .

®2n
D'après 11,1.2.1, nous savons que M = L admet un prolongement

®2n ^
cubiste M sur A ; nous noterons u : L — ► Mp 1 ' isomorphisme de 

prolongement.

Soit x€Ap(F) î d'après la propriété universelle de A , x se 

prolonge en une section x € a (S). On dispose alors :

- du F-espace vectoriel L(x), de dimension 1

- du A-module inversible M(x)

- d'un isomorphisme u : L(x)^n M(x) ® F .
. . X  i \

Nous noterons simplement v : M(x)®F — ► TU {<»} la valuation (obtenue à
rv ^

partir de n'importe quel isomorphisme A M(x) de A-modules) et nous 

poserons, pour tout or € L(x) :

f 1 - 0 - 1 » "  à v (u x ( “®2n>> 6 ¿ r c r ® z o .

On omettra souvent certains des indices L,v,e,x si aucune confusion 

résulte.

1'entier n .

n'en résulte. Il est clair que pL ne dépend pas du choix de
V , 6 ,  X

1.1. Propriétés de pL .

(1.1.1) p(aa)=v(a)+p(a) (a^F,a€L(x))

p(a+P) >  inf(p(a),p(P)) ( a, P € L ( x ) ) .

. Additivité :

L ®l2 L L,

(1.1.2) Pe 0 e x ^ l ® 0̂  #x (ûrl) + p e x (cy2 } #
1  ̂ 1 2

♦ Fibré trivial :

V

(1.1.3) PE v(a) =
eo'X

s

®2n <V

P
r.
V/ e , k

(«)
1
n

L

Ps
1

V )(a
F

2n
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pour a€ (x) =«F , et e0 “ la rigidification canonique.

• Changement de ridlflcation :

(1.1.4) pk J e t ) = p^ (a) - v(a) (a€ FX).

Les trois premières propriétés sont immédiates ; pour la quatrième on
2 n ^ 2 n

remarque que le prolongement cubiste de (M,(ae) ) est M2>©.(-div(a ))
2n

muni de la rigidification (ae) ® 1 (où 1 est la section méromorphe
2 ncanonique de l'idéal fractionnaire ®A (-div(a )).

. Norma1isation : pour l'élément e de . L(e_), on a :

(1.1.5) p*1 (e) = 0  .
' A

. Fonctorialité : soit X : Bp — *■ Ap un morphisme de variétés abéliennes 

sur F , alors :

*

(1.1.6) PX*e,y(cy) = Pe,X(y) (̂ (a) 5 P°Ur y €Bp(F) et

a € (X*L) (y) -^L(X(y))

. Cubisme : soit t  la section de ^(L) définissant la structure 

cubiste ; d'autre part posons

(£ p^ï = p^1 ® (-P^) ® (-P^) ® (-pk) ® p^1 ® p^ ® p^1 ,
3 ' (x,y,z) x+y+z x+y x+z y+z x y z

où le produit tensoriel est défini par la formule (p^&^Mv®™) =

P1(v)+P2(w). Alors (J®3PL) (XfY/Z) : (#3L)(x,y,z) — > n'est autre 

J9 L
que Pjn e / \ / d'après (1.1.2) et (1.1.6). Comme ($_L,fi_e) est

^ / vx#y/ z ) j j
L N

trivial via la section t , on conclut par (1.1.3) que &3P est à 

valeurs dans T , et qu'en particulier

(1.1.7) (&^p^) (x^y^z)(r(x,y,z)) = 0 pour x,y,z€Ap(F).

ïï .
. Changement de base : soient S' = Spec A' — S un morphisme de traits 

(ceci signifie en particulier ici que ïï est surjectif), F\ le corps 

des fractions de A', v' : F' — ► T ' sa valuation, qui prolonge v via 

l'injection naturelle de T dans T'. On note Ap, = Ap Xg S', (L',e') 

le faisceau rigidifié sur A„, déduit de (L,e) sur A„ ; alors pour
r  r

x € Ap(F) et x ' = ï ï*(x) É Ap,(F') = Ap(F'), on a :

(1.1.8) pL ! . , (cy®l) = pL (et)
v ,e ,x v,e,x

©
FA

X

L L X
U kt

L
e

A

(1 1 6) P
X L

(»)
L

(0(a)) y €
BF

(F) et

LL.LLL,LL

3

— F2n(x,y,z)

(x,y,z)

TT

L* L



62

où a € L(x) et ar®l€L'(x') L(x)®f F'.

Pour prouver (1.1.8), considérons le diagramme :

77 '
A <---------

où A' est le modèle de Néron de Ap, sur S', et où g est déduit de 

la propriété universelle d'icelui. Pour simplifier nous pouvons supposer 

(en remplaçant L par une puissance convenable) que (L,e) (resp.
r v  f%j f\é

(L',e')) admet un prolongement cubiste (L,e) (resp. (L',e')) sur A 

(resp. A'). L'unicité du prolongement cubiste sur A X g S' nous donne un 

isomorphisme

(1.1.8.1) ïï'*(L) -*“-*g*(L')

prolongeant 1'identité de L ' .

Soit x € a (S) prolongeant x , et xg, = ff#(x) € (AXg S')(S'). Le 

point de A'(S') prolongeant x' n'est autre que x'=g(xgl), et l'iso- 

morphisme (1.1.8.1) se spécialise en

L(X)®A A' =r'*(L)(xgl) -5U. g*(L')(xgl) =L'(g(xgl)) = L' (x' )

prolongeant 1 'isomorphisme L(x)®p F' =“ L'(x1 ). La formule (1.1.8) 

résulte alors de la définition de p comme valuation.

. Translations : soit y€A„(F), prolongé en y^A(S). Fixons une rigidi-
r

fication C  de T*L (c'est-à-dire un élément de L(y)). Je dis qu'il
Jr i

existe c(L,e,y,C) € ̂ -r , indépendant de x , tel que

T*L

(1-1-9) p/.i.x = Pv,£,x+y + c(L-t'y-C)

(où l'on identifie (T*L)(x) à L(x+y)).

En effet, supposons pour simplifier que (L,e) admet un prolonge-
rsj ryj

ment cubiste (L,e). D'après la formule (1.1.4) (changement de rigidifi- 

cation), il suffit de prouver (1.1.9) pour n'importe quel choix particu

lier de C ; nous pouvons donc supposer que C se prolonge en une tri- 

vialisation C  de (TÿL)(e^) = L(y). Or :

1.1.9.1. Lemme. Pour tout nfcA(S), le faisceau /^(^L) est trivial sur 

A Xq A Xg A ; plus précisément on a un isomorphisme canonique (ne dépendant
 ̂ fSJ

que de la structure cubiste de L) :

i
ïï. "■■■—

fs-

A Xg S ' - S U  A*

S

L
I ■f c ( L , e , y , C )

y A'

f

s

f'
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J9j(T̂ L) =» f (Lt) (où f : A — >■ S est le morphisme structu

ral )

Démonstration : posons M = fl3(T*L) ; on a, pour (x,y,z)€A3 :

M (x,y, z) ~ Lx+y+z+t ® Lx+y+t ® Lx+z+t ® Ly-î-z+t ® Lx+t ® Ly+t ® Lz+t ’
A s

Grâce a la structure cubiste de L on a un isomorphisme canonique 

Lx+y+(z+t) " Lx+y®Lx+z+t®Ly+z+tÎ?,î‘x1®^ÿ1® î:zit

nu

ru

Nous voyons donc, revenant à (1.1.9), que (T^L,C) est le prolon-
^ y

gement cubiste de (TyL,C), d'où l'on tire (1.1.9) avec c(L,e,y,C) = 0 .

1.2. Soit maintenant ex une section méromorohe non identiquement nulle 

de L , et soit x € A(F)-div(a). Nous poserons alors

(1.2.1) = <e,x<'I<x>>€ r ®2r®

(c'est bien un élément de r®Q puisque cr(x) G L(x) -{o}).

Les propriétés de énoncées dans 1.1 impliquent immédiatement

(entre autres) les énoncés suivants :

. Fibré trivial : si <P est une fonction méromorphe non nulle sur Ap , 

et si x^div(f), alors

(1.2.2) <tp,x> = v(cp(x))
' o

où e désigne la trivialisation naturelle du fibré trivial ô.
° Ap 

. Additivité : si ^ 1 ^ 2  sont respectivement des sections de L^ et 

L2 , et si x^div(a1) U div(a2), alors

( 1 *2 *3) <al ® ff2 ' x>v , « 1®e2 "  <0ri ' x>v , e 1 + <CT2 , î :>v , e 2 '

. Les formules (1.2.2) et (1.2.3) entraînent immédiatement

(1.2.4) <cp(y,x) = <.CT,x) +v(cp(x))
V #  6 V f  6

dès que la formule a un sen::.

M
ru

L ®
ru

L
-1 ® ® ® ® ® ‘L-1

ru

L-1
ru

L
ru

L
-v/
L

ru

L 2m

ru

L ®
ru

L ®
ru

L ®
ru

L-1 ®
ru

L
-1®

no
L
-1

d'où M
(x,y,z )

L
-1
x+y+t

®
ru

Lx+y ®
ru
Lx+t

®
ru

L
y+t

®
ru

L
x
-1S L

-1
y

■t
ru

Lt
ru

L®
(x,y,t)
-1ru

L)3(2m

ru

0z
®r€))x(CT(v. e,xP

L
ev,(cr.x)

L

(1.2.3) <cr ® a x> <CT X > x)v



t>4

. Changement de rigidification :

(1.2.5) <a,x) = (cr,x) -v(a) ( a ^ F * ) .v# ae v# s

. Fonctorialité î dans la situation de (1.1.6) (morphisme X : — ► Ap), 
on a :

(1.2.6) ^X*a,y>Vfx#e = â'X ^ ^ v,e

dès que X*or est définie et non nulle, et que yj?div(X*a).

. Changement de base s dans la situation de (1.1.8), on a :

(1.2.7) <or\x,> , ,
V  # C V/ S

où a* désigne la section de L' déduite de a .

. Translations (situation de (1.1.9)) s si x + y ^ d i v ( a ) ,  alors :

(1.2.8) (t V iJc) r = (or, x+y ) +c(L,e,y,C)y v g b v i c.

où c(L, e,y,C ) € r ® ^ Q  est indépendant de x .

1.2.9. Proposition. Fixons L,e et cr , et soit U  = X^-divicr) ; alors 
1 'application

x <o-,x>v I 

de U(F) dans R  est localement v-b o r n é e .

1.2.9.1. Rappelons d'abord ce que cela signifie. Soit un recouvre
ment fini de U par des ouverts affines munis de coordonnées, soit

U, - speo PCtio]i€l# .

Une partie B de U (F) est dite v-bornée s'il existe m ïïOt '
tel que pour tout x ^ B  , on ait v(t.j^(x)) ^ m  pour i € 1^ .

Une partie B de U(F) est dite v-bornée si elle est réunion 
(finie) de parties bornées Bftc u ff(F). Cette condition ne dépend pas du 
choix des Uft et des coordonnées.

Cela étant, une application de U(F) dans R  est dite localement 
v-bornée si elle est bornée sur toute partie v-bornée de U(F).

1.2.9.2. Démontrons la proposition. Soit B<= U(F) une partie v-bornée; 
nous pouvons supposer qu'elle est contenue dans un ouvert affine

bf

<or,X>

< V

( 1 . 2 . 6 ) < X * o y>. (a My) *>.
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U1 = Spec F[t1#...,t ]c U . Par ailleurs nous pouvons supposer que le 
x x r (v

faisceau inversible L admet un prolongement cubiste L sur A . 

Recouvrons A par un nombre fini d'ouverts affines = Spec A[ua l̂

tels que L|y soit trivial.

Soit Ba l'ensemble des xi B qui se prolongent en une section de

V (A). Comme les V recouvrent A qui est le modèle de Néron de A_ , 
a  ot r

on a B = U B . D'autre part pour x€ B on a (par définition) 
ty ot a

v(ua^(x)) ^0 donc B^ est une partie bornée de V^ÎF), et donc de

(U,H v )(F) ; l'ouvert U.H v est affine (sur F) de coordonnées
1 ot l o t

t ̂ f • • • r t ̂  t ( XX g ' ) •

Choisissons une trivialisation t de L| : la section a
I (y

s'écrit G = #< où q> est-une fonction méromorphe sur V , et
Ot Ot Ot Ot

si x £ Ba , on a

( * )  ^CT' X^V e =  v ( cpc/ x ^

puisque donne une trivialisation de x*L (où x € V ff(A) prolonge

x). Comme d'autre part Bfi div(cr) = 0 , la fonction <P est holomorphe
—1 ^

inversible sur va • donc et sont des polynômes en

t^,. .., tr, (uaj_) r d'où la conclusion d'après (*) puisque les v(tj(x)) 

et v(uft̂ (x)) sont bornés lorsque x parcourt B^ . ■

1.3. Soit F une clôture algébrique de F , munie d'une valuation pro

longeant v , et que nous noterons encore v . D'après la propriété

(1.2.7), nous pouvons encore définir (cr,x) lorsque x est un point
V f £

de A(F)-div(or) ? le symbole (cr,x) est alors à valeurs dans r®_©V/ 5 Æ

1 r
(mais non plus dans 5—D .  Par ailleurs soit a = ) I m.[x.J un 0-cycle

aïï i=1 1 1

sur Ajj étranger a div(a), i.e. tel que les points x^ soient dans

-div(a))(F). Nous pouvons alors poser

r
( c , a ) = ) ! m. ( c , x . )

v, e 1 1 v, £

Lorsque a est de degré 0 , il est alors immédiat que (cr, a)
V/ 6

ne dépend pas de la rigidification e (cf. (1.2.5)) et ne change pas 

lorsqu'on remplace cr par a a avec a ^ F  (1.2.4). Autrement dit 

(.a, û)v e ne dépend que du diviseur D = div(cr) sur Â , et du 0-cycle 

a de degré 0 , et nous poserons .̂D,a) = (cr,o) . Le symbole <D,a)
v V 1 E V

est donc défini pour tout diviseur D sur Ap et tout 0-cycle a 

de degré 0 sur A^ , étrangers l'un à l'autre.

Nous pouvons maintenant faire le lien avec [n ] :

V*

Oí

a.
i

(a,x) v(<Pa (x))

U1
n

(Aj,

i=l
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1.3.1. Proposition. On a <£>, a)y = -(D, a)_v où (D, a) est le symbole 

défini dans [n], chap. III, §9, th. 3, p. 287 (ici l'on identifie T à 

7Z de la manière habituelle) .

(La bizarrerie de oigne vient du fait que la "valeur absolue" utilisée 

par Néron est 11 opposé d'une valuation).

La proposition résulte immédiatement de l'assertion d'unicité de 

loc. cit. ■

1.4. Bien entendu, nous pouvons interpréter (<J,x) en termes de mul-
V /  E

tiplicités d'intersection, de la façon suivante (T étant ici identifié
* ®2n / / ®2n ^a 2T) : cr définit une section méromorphe (or ) du prolongement

^ ®2ncubiste M de L . Posons alors

(1.4.1) dîv(<j) = ^  div(cr®2n) :

c'est un "diviseur à coefficients rationnels" sur A , tel que 

(dTv ct)f = div <J , et tel que le diviseur fi^idiv cr) sur A3 soit 

principal ; de plus il est caractérisé par ces propriétés, à un multiple 

entier près de la fibre spéciale A .11 est alors immédiat que, pour 

x € a(F) - div(or), prolongé en x^a(S), on a :

(1.4.2) (cr,x) = x.div cr
V f  E

où le membre de droite désigne la multiplicité d'intersection du 1-cycle 

x avec le diviseur div cr . Notons aussi que, si l'on écrit

div ct = D +  > ̂  rriy. [yl (ny € ; $ = Aq/A°)

où D est l'adhérence, dans A , de D = div or , on a

(1.4.3) <cr,x>v  ̂e = x.D + ) ! my(x.y) .

Désignant par y(x) l'unique composante de A qui rencontre x , 

nous en tirons :

(1.4.4) <a,x>v^e = x.D + my(x)

(en effet (x.y(x)) = 1 puisque A est lisse sur S). En particulier

la classe mod % de <>cr,x) ne dépend que de y(x) (et non de x) ; ———————- j £
il est clair d'autre part qu'elle ne dépend pas de e , et ne change pas

si on multiplie cr par une fonction méromorphe sur A^ . Le lecteur

attentif de la démonstration de 11,1.1 constatera alors avec plaisir que

cet élément de Q/2T n'est coitre que l'obstruction dL de loc. cit.,

82 n
n

o

rv A-/

1 .

y€4

o

z2n
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évaluée sur l'élément y(x)£ $ :

(1.4.5) - (mod ZT) = dL(y(x))Vf 6

avec un léger abus d'écriture dû à l'identification 2?=* F .

Enfin, il semble à l'auteur que la décomposition (1.4.3) ressemble 

fort à [n], III, §4, th.l p. 319.

1.5. Exemple des courbes elliptiques.

Soit E_ une courbe elliptique sur F , de modèle de Néron E ,
Jb

supposé semi-stable, sur A . On sait que E admet une compactification 

naturelle, le modèle régulier minimal Ë de la courbe E„ ? la fibre
/  — — N A s *  \  1

fermée Eq de E est alors un polygone à n côtés isomorphes à 

(nous supposons k algébriquement clos), et E est l'ouvert de Ë formé 

des points lisses sur S . Le polygone Ëq permet d'ordonner de façon 

naturelle (au sens de parcours près) les composantes de Eq , (resp. ËQ), 

que nous noterons donc (resp. C^) (O^i^n-1), la composante CQ

étant celle qui rencontre la section unité e : S — ► E . Notons que le 

k-groupe Eq est isomorphe à ^ x .

Soit D = [e„] le diviseur sur E_, réduit à l'origine. D'après
^ rv ^

1.4, il existe un diviseur D sur E , de la forme

~ n-1
D = [e] + ) I m. [c. J (m. € q )

i=0 1 1  1 
nu

vérifiant le théorème du cube sur E ; D est unique à l'addition près 

d'un multiple entier de Eq , et nous pouvons donc supposer que mQ = 0 , 

car mQ est entier d'après (1.4.5).

Comme D est symétrique, D 1'est aussi, d 'où

r * 'N-' >v
(1.5.1) [nJg(D) ~ n D

où désigne l'équivalence linéaire, et Cn^E la multiplication par 

n . Comme [nl_(C.) = C pour tout i , et que m = 0 , on a
tà  X O O

(1.5.2) [nlE(D) = ^E = KerCn^] (considéré comme diviseur sur E) 

et (1.5.1) donne alors

n*-1
(1.5.3) „E ~ n2[el + ¿ D  n2m. [c.3 .

n 1 1

Mais ceci implique, sur la compactification Ë :

{1.5.4) E ~ n^[e] + ) n^m.[c.
n ' i = ï  1

<cr,x>
L,

ci

<5
m,

X Z’/nZ’

p
1
k
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(en effet le schéma Ë est régulier, et E est un gros ouvert de Ë) . 

Interssctant les deux membres avec pour i = 0,...,n-l , on trouve :

(1.5.5)

n = n (1+m .+m.)
n-1 1

2
n = n (m. 1-2m.+m.,1) 

1-1 i î+l

(i = 0)

(i= 1,...,n-1, en convenant que

m = m = 0) 
n o

système linéaire dont la solution est

(1.5.6)
_ _ i(i-n) 
mi ----2n

Ce calcul est essentiellement fait dans [n] , p. 318. Il montre que 

le dénominateur 2n est le meilleur possible ; on vérifie d'autre part 

que l'obstruction d(C^) = nu mod S? est bien quadratique, et que sa 

forme bilinéaire associée est

m. . . - m. - m . = ^  ;î+j i j n

c'est une dualité parfaite sur Eq/E° , à valeurs dans , ce qui est

un cas particulier d'un résultat de SGA 7, exposé IX.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

2.0. On se place sur F = (D . Pour z € <c , on note v(z) = -log |zl.

Soient A une variété abélienne sur (C , L un fibré en droites

cubiste sur A , e : C =* la rigidification associée. Notons

la norme hermitienne sur L compatible à sa structure du cube, définie 

en 11,2.1, et posons, pour tout x € a ( C )  et tout <ï€l(x) :

(2.0.1) pj; (er) = - log vhor) .
V g C* / 6

Le lecteur établira sans peine une liste de propriétés entièrement 

analogue à celle de 1.1, à quelques nuances près dues au contexte archi

médien.

2.1. De même, si l'on se donne de plus une section méromorphe cr de L, 

on peut définir, pour tout x^div(cT) :

(2.1.1) <a,x> = pj; ( (7 ( x ) ) = - log vha(x))
V I C V| t f A &

C.x

©A

L
ve L R

L L

.LL(cr, x )

L )e
A

>/O



avec don propriétés analogues à celles de 1.2. Enfin» on en déduit, 

comme dans 1.3, un symbole

( 2 . 1 . 2 )

à valeurs réelles, défini pour tout diviseur D sur A et tout O-cycle 

o de degré 0 contenu dans A-Supp(D), et on démontre encore que

(2.1.3) <D,a>v = -(D,û)_v

où (D,a)_v est le symbole défini dans [n3. Ceci n'est autre, d'ail

leurs, que le théorème 5 de [n1, III, §7 : soit en effet 77 : V — A le 

revêtement universel de A ; V est donc un C-espace vectoriel de 

dimension g = dim A . Soit X € H°(V,î7 *L) une trivialisation (analytique) 

de 77 L compatible à sa structure cubiste ; la fonction méromorphe 

ô(z) sur V définie par

(2.1.4) 6(z)X(z) = ( ï ï *o ) { z )

est la fonction thêta associée à cr et X . D'autre part on a
a * L * L 0  *une norme héritée de v£ , encore notée vE , et déterminée de 

unique par la fonction

(2.1.5) vJ(X) : V --> R)q .

Le fait que X et soient compatibles à la structure

de L implique que la fonction v^(X) est pointée de degré  ̂

on a

(2.1.6) |0(z)|v^(X(z)) = v̂ (7T*cr) (z)

ce qui montre que le membre de gauche est invariant par le réseau 

H^(A,2)CV . Comme la fonction v^(X) est manifestement déterminée par 

ces conditions, on en conclut que

log|Ô(z)l + log v^(\(z))

r\*n'est autre que la fonction 9 de loc. cit.

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.

3.0. Soient k un corps, 3 une k-variété irréductible normale (le car, 

le plus intéressant étant celui où S est proiective), F son corps des 

fonctions,  ̂ = Spec(F) le point générique de S . On posera r = dim S

*
sur ïï L 

façon

cubiste 

2 . Enfin

G 9

<D,o>v

L

L
v e

L
v e
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Notons Mc, l'ensemble des points de codimension 1 de S ; un tel
O

point sera identifié à la valuation v correspondante, dont le groupe

sera noté Tv . Le groupe des diviseurs de Vieil de S s'identifie alors

à © F , et l'on a la suite exacte habituelle 
vCMs v

F *  c1ÎV>- © r  c l  I- CH , ( 3 )  -----v 0
v €ms  v

où CH^(S) désigne le groupe des classes d'équivalence rationnelle de 

cycles de dimension i sur S . Notons que si U<= S est un gros ouvert

(11.3.1), alors on a CHr_1(S) =“ CHr_1(U), et même CHr_1(S) =- Pic(U) si 

U est régulier.

3.1. Soit une variété abélienne sur F . Il résulte de l'existence

du modèle de Néron Nv(Ap) ert chaque v £ Mg , qu'il existe un gros 

ouvert Ucs (que nous supposerons régulier, quitte à le restreindre) 

et un U-schéma en groupes lisse A^ U , tel que A^X^Spec F =“ Ap ,

eA
et que A., x Spec ô =- N (A„) pour tout v ^ M 0 .

U U V V r  o

Soit (L,e) un faisceau inversible rigidifié sur Ap , muni de sa

structure cubiste canonique. Comme l'ensemble des v € Mg tels que Ap

ait mauvaise réduction en v est fini, il existe un entier n qui, pour

tout v , annule le groupe $ des composantes connexes de Att® h (v ) ; 
®2n ^par suite, M = L  admet un prolongement cubiste M au-dessus d'un gros 

ouvert de U , et donc aussi (11,3.2.2) sur Â  puisque U est régulier. 

Notons qu'en fait le faisceau M est indépendant de la rigidification 

e ; multiplier e par <p c F ne fait que modifier M par le faisceau 

inversible trivial f*(div <p2n). Posons alors

(3.1.1) L = (M) 2n€pic(Au)Q âil PiciAy)®^® :

c'est l'unique élément de PiciAy)^ , prolongeant L et vérifiant le 

théorème du cube sur A^ .

Si U ' c u  est un gros ouvert, alors A^, est un gros ouvert de 

Ay qui est un schéma régulier, donc Pic(Ay) =“ Pic(Ay,) ; le choix de 

U est donc sans importance.

Enfin soit x € a (F). D'après la propriété néronienne de A^ , il 

existe un gros ouvert V ^ U  tel que x se prolonge en une section 

x : V — ► Av .

3.2. Définition. Avec les notations de 3.1, la hauteur géométrique cano

nique du point x  € Ap(F), relativement au faisceau inversibl e L sur Ap

div ----yX
r-1

r-1 r-1

f 3

x

®±- 
v 2n

U

U

QU ‘

‘P
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( e t  au modèle S rie F) e s t  l ' é l é m e n t  l i g ^ U )  de C H ^ Î S ) ^  ôàJÜn,

h 9 s_L (x) = ~*<L) C Pic(V)fl =■ .

3.3. Propriétés de la hauteur géométrique.

. Additivité en L :

(3.3. i) hgSfL.,®L0^  hgS,L1 ̂  + hgS,L9 ̂  *

. Fonctorlalité : si X : B„ --► A„ est un morphisme de variétés abé-£ J-,

liennes sur F , on a

(3.3.2) hgg L (X(y)) = hgs,X*L(y  ̂ (y € Bp(F),L£ Pic(Ap)).

."Quadratlcité" en x : on déduit de (3.3.1) et (3.3.2) et du théorème 

du cube (ou du carré) pour L , que l'application

(3.3.3) xi— * hgg (x) : Ap(F) --► CHr_1(S)Q

est pointée, de degré 2 ; elle est même quadratique si L est symétrique, 

et additive si L est dans Pic°(Ap).

3.3.4, Proposition (changement de base) . Soit ïï : S' — *■ S un morphisme

dominant et génériquement fini de k-variétés normales irréductibles,

et soit F 1 le corps des fonctions de S ' . On note Ap , = AS>p F ' ,

1T ' : A„. --> A„ le morphisme canonique, L' = ff ' *L . Soit x£ A„(F), et
r  F  r

posons x' = Tr*(x)^Ap,(F').

(i) Si tt est propre on a

h% , L (:l) = diilf ’r.(hV  , 1 / 1 > ë CHr-l(S,Q

(ii) Si n est quasi-fini (par exemple si S' est le normalisé de 

S dans F'), on a

par
S, L

(3.3.1) (x) (x) (x)hg hg

S, L

(x'

hg
S ' ,L'

(x') n »[h9S,LM )
CHr-l (

La démonstration de (ii) est entièrement analogue a celle de 

(1.1.8), si l'on se place sur un gros ouvert U convenable de S : 

remarquer qu'alors, puisque ïï est quasi-fini, rr” (U) est encore un 

gros ouvert de S' (c'est c..'ailleurs ce qui permet de définir 

ïï*:CH j(S) — *CH ^(S') dans ce cas).r-1r-1

CHr-1 ( )S Q

SI)
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Dans le cas où n est fini, on en déduit (i) puisque 77#77* est la 

multiplication par deg 77 dans CH ^(S).

Pour montrer (i) dans le cas général, notons alors que 77 est fini 

au-dessus d'un gros ouvert U de S :

77S' ----- ► S

, jl
U

U'  •"¿. • > u  fini

Soit différence des deux membres de (i). Comme

(i) est vrai pour le morphisme fini 77 ̂  , on a j*A = 0 , donc Â = 0 

puisque U est un gros ouvert. ■

Soit maintenant F une clôture algébrique de F , et soit 

x ^ A  (F). Soit F1 une extension finie de F telle que x € a „(F.,), et
Cl *

soit S^ — S le normalisé de S dans F^ . Nous pouvons alors poser 

(avec des notations évidentes)

((3.3.5) hgS L (x) = « . ( h g g ^ ^ l x )  ) = (“ ' » ' ^ h c ^ ^ l x )  ) € C H . ^

et l'assertion (ii) de 3.3.4 montre que h g 0 T (x) ne dépend pas de
b § L t

l'extension F 1 choisie. Cette fonction hgg L (x) pour x ^ A p ( F )  
vérifie bien entendu les propriétés (3.3.1) à (3.3.3). Elle vérifie éga
lement celles de 3.3.4 : en effet, avec les notations de 3.3.4 et 3.3.5, 
il existe un diagramme commutatif

S[ — 2— ► S'

h h
_  a „ s 1 — - - - ► S

où Sĵ  est normal, »' est fini, et ïï ̂  propre (resp. quasi-fini) si
77 l'est (prendre pour S^ le normalisé d'une composante convenable de
S, x_ S '). L'assertion résulte alors de 3.3.4 appliqué au point
1 b

x € a _ ( F . ), et du fait que a et a' induisent des isomorphismes entre 
F 1

les groupes C H ^ ^ ^ Q  .

Translations s soient x ^ A p ( F ) ,  y € A p ( F ) ,  et cherchons à calculer
hÇfo m*T (x ) • Nous pouvons supposer que x € a _(F), que (A„,L) se prolonge 

I L  r r
y  ^

en (Ay,L) sur un gros ouvert U c s  , et que x et y se prolongent 
en x et y € A n (U). On a montré dans 1.1.9.1 que fi-(T^L) =* f*(¥*L), c 
qui montre que T ^ L ®  f ÿ  L est (isomorphe à) un prolongement cubiste

r-1

j 'J

A 6 CH , 
r-1 (S)D

-1 S)QS1 1 1 1

I

y

e
y

c 3
i

F F1
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de T*L , donc hg * (x) = x*(T<Jl ® f*y*L_1 ) = (x+y ) y ^ “1 d'où : 
y b, TyL. y

(3.3.6) h9S,T*L(x) ^ hgS,L(x^ } ~ hgS,L(y) *

Décomposition en termes locaux : soit o une section méromorphe de L , 

régulière et non nulle au point x ; alors :

(3.3.7) hgS(L(x) = <°.x>v,£>

S

où e désigne une rigidification quelconque de L , et où 

cIq : ®  (Tv®©) -— »-CH^^S)^ est la surjection canonique.

v€m s

La formule (3.3.7) est immédiate : si L est un prolongement
r+J

cubiste de L et cr la section méromorphe de L prolongeant or , 

alors hg0 T (x) est bien la classe de divCx*^) = ) I (<7,x) .
S 'L v?Mg v,e

3.4. Supposons maintenant S proiective et fixons un faisceau inversible 

ample H sur S . On a alors une fonction "degré" :

degH s CHr_1(S) —

qui, à un cycle ZCS , associe la multiplicité d'intersection 
r-1

(z .h TTVTTïî) .

3.4.1. Définition. La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de 

x^Aj,(F) (relativement au faisceau inversible L et au faisceau ample 

H sur S) est le rationnel

h H , L ^  =  d e g H h g S , L ^  *

On laisse au lecteur le plaisir de déduire de 3.3 les propriétés de 

fonctorialité, d'additivité, etc. de h„ „(x). Notons que la décomposition"
XI# JU

en termes locaux de (3.3.7) montre qu'il s'agit bien de la hauteur globale 

de Néron-Tate au sens habituel.

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

4.0. Soient F un corps de nombres, A = Ap son anneau d'entiers. On pose 

SF f = Sf = Spec A , et on rote Sp ^=3^ l'ensemble des places archimé- 

diennes de F . On pose "formellement" Sp = S = S^ jl S^ , et 

S° = {points fermés de Sf} , S°=S°US00 . L'ensemble S° sera identifié

ru H

(y)(x+y)(x)

©

c (cr.x) )

1

h (x) deg'H¡hgs ,i (X) e Q
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à 1*ensemble des places de F . Plus précisément, pour v £  S° on note
I*v  « Fy/\J^ , et V !  Py  *— ► Tv la projection naturelle, Uv désignant le
groupe des éléments de valeur absolue 1.

X *Pour v finie, on note ord : Fv — ► 2T la valuation équivalente à
v normalisée par ordv (irv ) = 1 , ï ï désignant une uniformisante en v  .

Pour v  ̂  Sq,, , on définit ordv comme le composé

Fx Rx _ z i 2 2 _ L U  ir (v réelle)
V

FX <CX I— ► R  (v complexe)

où II désigne la valeur absolue ordinaire.

Enfin on pose pour, tout v  et pour tout x € Fv :
-d ord (x) 

lx|v = e v v

où dv  = log Nv (v€ S° , Nv = Card k (v )) 

dv  = 1 (v réelle)

dv  = 2 (v complexe).

Pour v complexe, Il correspond donc au carré de la valeur absolue 
ordinaire sur <C .

4.1. Définition. Un faisceau inversible sur S est la donnée d'un 
A-module inversible L , et pour chaque v €  , d'une norme (non 
nulle l)

l lv  ■ R>0

vérifiant l a a | ^ =  l*lv l«ly P°ur a ^ P v et a € Lv  .

On note Pic(S) le groupe des classes d 'isomorphisme de faisceaux 
inversibles sur S .

Bien entendu, si ot€ l v -{ o } , on pourra alors poser

ord^(or) = - rr* log lalj* ( v C s J .  
v

Notons que pour v  ultramétrique on peut encore définir

ordv : Ly-{o} — *■ W  

et 11̂  : Lv —  R

I!

Il-loe

L
Lv

L®a F
v

L L

L, L

L

Soo
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grâce à une trivialisation quelconque de Lv .

On a un homomorphisme surjectif naturel

Pic(S) — ^ Pic(Sf )

S i x i * i x i *dont le noyau est isomorphe à R °°/log|A I où log|A | désigne le
plongement logarithmique du groupe des unités A

4.2. Définition. Un diviseur sur S est un élément du crroupe

Div(S) = r .
vëS° V

Si l'on note [v] € T la classe d'un xv  ̂  F* tel que ordv (xv ) = 1 , 
un élément de Div(S) s'écrit donc

D = ) a [vl (somme finie)
v6s° v

avec a € 2T si v € S^ , a € ir si v £ S„ . v f v 00
Si a ̂  F , on pose

div(a) = ) _ ! ord (a)[v] . 
v€s° v

Un tel diviseur est dit principal. On note Diva (S)c Div(S) le 
groupe des diviseurs principaux.

Si L est un faisceau inversible sur S , et si a ^ L ® F - { o } ,  on 
pose encore

div(or) = ) ord (cr)[v3 . 
v^S ° V

Si a' est un autre élément de L ® F - { o ) ,  la différence 
div(cr') -div(or) est dans Diva (S). On obtient ainsi un isomorphisme

(4.2.1) Pic(S) Div(S)/Diva (S) .

4.3. Soit D - E U  a M  un diviseur. On définit son decrré comme le réel
v v

(4.3.1) deg (D) = ) d a € rF v v v

où d est défini en 4.0. La formule du produit dit alors que pour tout 
a ^ F  , deg(div(a)) =  0 . On obtient donc grâce à (4.2.1) un homomorphisme

(4.3.2) 5 Pic(S) - - ► R

dont le noyau est extension de Pic(Sf ) par un groupe isomorphe ä 
(R/Z)Card So°"1

X

©
x

e i

g

n:

e :

]

deg
F

f

V
X
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Si F' est une extension finie de F , on posera

(4.3.3) degp = prrrp] de9K * : Pic(Spt) — ► IR

de sorte que si V : Sp, — ► Sp désigne le "morphisme" naturel et si 

L € Pic(Sp), on a

(4.3.4) degp(7T*L) = degpL .

Un mot sur ïï L aux places archimédiennes : si v' € S_, etF ,00
v = ïï(v'), et si x 6 Lv-{ 0>, on a toujours ordv ,(îT*(x )) = ordv (x) ; par 

contre, dans le cas où v est réelle et v' complexe on a

l » * ( x ) l '>  = <Ul£)2 .

4.4. Donnons-nous maintenant une variété abéllenne Ap sur F , et

notons A — *■ Sc son modèle de Néron sur S _ . Soit L un faisceau 
f f

inversible sur Ap , sur lequel on choisit une structure cubiste. Il 

existe alors, comme au §3, un entier N tel que M=L^N ait un prolon- 

gement cubiste M sur A . Pour toute place v€ s^ , Mv = Mv est muni 

(de même que Lv , d'ailleurs) d'une unique norme compatible à v et à 

la structure cubiste (11,2.1). Soit alors x^A(F), prolongé en 

x^A(S^). Le A-module inversible x*(M) est alors muni de normes aux 

places à l'infini, donc définit un élément Pic(S) encore noté x*(M) .

4.4.1. Définition. La hauteur géométrique canonique de x € a (F), relati

vement au faisceau inversible L sur A„ , est l'élément de----------------------------------------------------- ----- p -----------------------------

Pic(S)._. = Pic(S)®_© défini par
12 & 1

<g>i

hgF , L ^  = N £Pic(S)ç

où N et M sont définis comme ci-dessus.

La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de x relative

ment à L est le réel

hF,L(x) “ degF hgF,L(x) € R ‘

On vérifie comme au §3 que la hauteur ne dépend pas de la structure 

cubiste choisie sur L . On laisse au lecteur le soin de se convaincre 

que les analogues des propriétés (3.3.1) à (3.3.7) sont encore valables 

ici. Précisons toutefois que la décomposition en termes locaux s'écrit 

comme en 3.3.7 :

h gF , L (x> = cl®

nu*
X (M)

h (x) deq hg (x) € R

(S >
ix)v# e

)
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où x désigne un point de A(F), e une rigidification de L et cr

une section méromorphe de L , et où cl^ : DiviSj^Q — *■ Pic(S)®Q est

la surjection canonique. De plus dans le membre de droite, le symbole

(a ,x) est celui défini au §1 pour v^S- , et pour v € s c'est
V/  e r  w

celui du §2, compte-tenu de l'identification Tv R via ordv

(i.e. via la fonction -log (valeur absolue ordinaire)).
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CHAPITRE IV 

Le groupe K(L)

Sommaire.

0. Introduction.

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base 

hensélienne.

2. Rappels et compléments sur l'extension de Raynaud ; énoncé du 

théorème.

3. Le cas où S est un trait : généralités.

4. Le cas où S est un trait : démonstration de 2.4.

5. Démonstration de 2.4 : cas où A est à fibres connexes.

6. Démonstration de 2.4 : cas général.

7. Application à la variété duale.

8. Gonflement des modèles semi-stables.

0. Introduction.

L'objet de ce chapitre, assez technique, est d'énoncer et de démon

trer le théorème 2.4., qui étend au cas des schémas en groupes semi- 

stables (à fibre générique propre, sur une base normale) les outils fon

damentaux que sont les groupes K(L) et Q(L) attachés classiquement à 

un faisceau inversible L sur un schéma abélien A ; on démontre en 

particulier que lorsque K(L) est fini, la forme commutateur associée à 

l'extension centrale Q(L) est non dégénérée, ce qui permettra, au 

chapitre VI, d'appliquer lorsque L est relativement ample la magie des 

représentations des groupes thêta, exposée au chapitre V.

Lorsque la base est un trait, l'existence de K(L) ne pose pas de 

difficultés (§3), grâce à l'existence des modèles de Néron. Le point 

délicat est le "théorème d'orthogonalité" 2.4 (iv), établi au §4 par une 

méthode à certains égards peu satisfaisante (cf. 4.2.5).

Au contraire, dans le cas d'une base de dimension )/ 2 , le point non 

trivial est l'existence (ou plus exactement la platitude) de K(L), les 

énoncés de non-dégénérescence se déduisant sans difficulté du cas d'un 

trait. C'est ici que 1'"extension de Raynaud" (dont la construction est
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rappelée au §2) joue un rôle crucial, puisqu'elle permet, grâce à force 

dévissages, de se ramener au cas des schémas abéliens.

On donne enfin au §7 une application de la platitude de K(L) : si 

une variété abélienne A sur un corps F admet un modèle semi-stable 

au-dessus d'un modèle normal S de F , il en est de même de sa duale.

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base hensé- 

lienne.

1.0. Soit S le spectre d'un anneau local noethérien hensélien R , et 

soient s son point fermé, k son corps résiduel. On se donne un 

S-schéma en groupes semi-stable A S . Si X est un S-schéma

fquasi-fini et séparé sur S , nous noterons X ("partie finie" de X) 

son plus grand sous-schéma fini sur S ; on a donc (cf. SGA 7, IX.2.2 : 3) :

(1.0.1) X = Xf ü.X'

où X^ est fini sur S et où la fibre fermée X' de X' est vide.
o

1.1. En particulier prenons pour X un sous-schéma en groupes fermé H 

de A , quasi-fini sur S . Alors est un sous-groupe ouvert et fermé 

de H ; nous poserons de plus, dans ce cas :

(1.1.1) Hfn = (HH A°)f = Hfn A°

("partie finie neutre" de H) ; c'est un sous-groupe ouvert et fermé de 

H .Si H1 est un sous-groupe fermé de H , on vérifie immédiatement que

(1.1.2) = Hin Hf

(1.1.3) H^n = E1n Hfn .

r
1.2. Supposons de plus H plat sur S : alors H et H le sont 

également puisqu'ils sont ouverts dans H . Soit Tq CA° le tore maximal 

de la fibre fermée Aq . Le groupe HH T est de type multiplicatif 

donc, d'après SGA 7, IX.6.1, se prolonge en un unique sous-groupe fini, 

plat et de type multiplicatif de H , noté

(1*2.1) H ^ h ("partie torique" de H).

/ • M* irn
On a évidemment H c h , et si HjCH est fermé et plat sur S

f

eA

.f

r f

Hf

Ofn fo ,£

«f f

fn
1 1

fn

fnf

o

Hc

f
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on a

(1.2.2) Hj = h“ .

Notons enfin que si S 1 — *• S est un morphisme local de schémas 
locaux henséliens la formation de , H^n et commute au change
ment de base S ' — ► S . Nous poserons enfin

(1.2.3) Hab = H fn/HM' ;

c'est un S-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre fermée H q  
s'identifie à un sous-groupe de la "partie abélienne" A q /t0 de A q  .

1.3. Soit maintenant U un S-schéma noethérien, et soit H y  un sous- 
schéma en groupes fermé de A TT = A  x U  , quasi-fini et plat sur U

U o

(dans nos applications, U  sera souvent un sous-schéma ouvert de S).
Il existe alors m ^ l  tel que HTT<= A TT . Comme A  est semi-stable, 'AU m  u m
est un sous-groupe fermé de A  , plat et quasi-fini sur S (SGA 7,
IX.2.2.1), et nous pouvons donc poser :

(1-3-0) «S/s = V  <nAf)U

«i-3-1» «S/S = V  <mAfn>U

(1.3.2) Hji/S = H u n (y )u

(on note ici

mA f = (mA ) f , etc.)

Il est immédiat que ces définitions ne dépendent pas du choix de m
(à cause de (1.1.2), (1.1.3) et (1.2.2) appliqués aux inclusions
m  A c  m  A  lorsque m^ln^). De plus les trois sous-groupes de Hy ainsi

2 «
définis sont finis sur U  car fermés dans ( A  )TT ; il est de plus

f f n ^immédiat que Hy/g et ^ / S  sont ouverts dans Hy , donc en fait finis
et plats sur U  . De même :

u,
1.3.3. L e m m e . Le groupe Hy^,g de (1.3.2) est plat sur U .

, . u
En effet on peut encore définir Hy^g comme le noyau du morphisme 

composé

(mA ^ U  (mAfn,U (mAfn)U/HU/S

de U-groupes finis et plats ; il suffit donc de voir que ce morphisme 
est de rang localement constant sur U  , ou encore qu'il en est de même 
du morphisme déduit par dualité de Cartier. Or ce dernier envoie un 
groupe fini et plat vers un groupe fini étale ; son noyau est donc ouvert 
et fermé, d'où le lemme. ■

H1
n r*

h" fn

,ab

ooo

(1.3.0)

(1.3.1)

f fn
u

>

>

m m
f

U

1

V / S

<,/> U ( A fn,m U
—

U'< / s
fn

fn
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Grâce à 1.3.3, nous pouvons alors définir la "partie abéliennc"

(1.3.4) HU/S = HU/S^HU/S

de Hy ; c'est un U-schéma en groupes fini et plat.

f f n [i
1.3.5. Lorsque U=S il est clair que les groupes Hu/S ' ^U/S ' mJ/S '

HU/S coïncident avec les groupes Hy , et de (1.0),

(1.1.1), (1.2.1), (1.2.3).

De plus, le schéma S étant fixé, leur formation commute à tout 

changement de base U' — ► U entre S-schémas. De façon plus générale, 

si l'on a un diagramme commutatif

U' --»• U

I l
S' --► S

où S' est local hensélien et le morphisme S' — *■ S local, on a, en 

posant Hy, = HyX^U1 :

(1.3.5.1) h£ “/s, = h£ “/s = ( ^ s) XuU'

et de même pour les parties finies, toriques et abéliennes, la première

'mv > fn - mAfnxsm s m bégalité résultant du fait déjà remarqué que (_AC,) = A X_S‘.

2. Rappels et compléments sur l'extension de Ravnaud ; énoncé du théorème,

2.0. Gardant les hypothèses de 1.0, nous supposerons de plus que R est 

complet et (pour simplifier) que A est à fibres connexes. Nous poserons
v» X 1

Rn = R/mR , Sn = Spec(Rn), An = A xg Sn , et nous désignerons par 

i2,0'1) Afor = ÎAn*n>0

le schéma formel complété de A le long de sa fibre fermée Aq . Cette

dernière est, par hypothèse, extension d'une variété abélienne Bq par

un tore T , et on en déduit (SGA 7, IX.7) une suite exacte de 
o

S-schémas formels en groupes

^for
(2.0.2) 0 — > T- — ► A. — B-. --► 0

for for for

c'est-à-dire un système compatible (pour n )/0) de suites exactes de 

S^-schémas en groupes

ab fn u-
(1.3.4)

f
U H

fn

U r Hu H
ab
U d

fnfnfn
U ' / S ' U ' / S TJ/S U

R

( 2 . 0 . 1 ) A (A ).

n n n n S n



82

It
(2.0.3) 0 --► Tn --► An — ÏU- Bn — ► 0

où B est un S -schéma abélien et T un tore sur S n n n n

2.1. Proposition. Soit Lfor ÜH G^-torseur cubiste sur (c'est-

à-dire un système (L ) de G -torseurs cubistes sur A munis 
-----------1----- n n?/0 —  m -------- ---t-;------- n -----
d 1 isomorphismes de transition) . Alors kfor® L“lJ ^for^ Provient cano

niquement d'un G^-torseur cubiste sur Bfor • De plus il existe 

S' — ► S fini étale tel que ^ f or ŝ' Provienne d'un G^-torseur 

cubiste sur B̂f0r^S'*

Notons que si le corps résiduel k de R est séparablement clos, 

la seconde assertion montre que le foncteur naturel

CUB(B,- ,G - ) — *• CUB(Aj. ,G ) est essentiellement surjectif.for m,for for m,for J

La première assertion résulte de 1,7.2.3 appliqué aux schémas de

base Sn . La seconde est également une variante "formelle" de loc. cit :

en vertu de 1,7.2.2 il suffit de trivialiser la restriction de L-. à
ror

T^or (comme extension, cf. 1,7.2.1). Mais pour cela, compte tenu de

SGA 3, X.3.3, il suffit de trivialiser L sur T , ce qui se faito o
après extension finie séparable du corps de base. ■

2.2. Proposition. On suppose qu'il existe sur A un faisceau inversible 

cubiste ample relativement à S . Alors 1'extension (2.0.2) est algébri- 

sable, c'est-à-dire qu'il existe une (unique) extension

(2.2.1) 0 --T --- A^ --- *■ B --►O

d'un S-schéma abélien B par un S-tore T , dont l'extension formelle 

associée soit (2.0.2).

De plus le foncteur naturel

(2 .2 .2)  CUB(A ,̂EmjS) — <► cuB(Afor.«m,for>

déduit de 11 isomorphisme (Â  ) fQr ̂  Af0r est une équivalence de catégories. 

Remarques :

- L'extension (2.2.1) est appelée (SGA 7, IX) l'extension de Ravnaud 

attachée à A (cf. [R2]).

- L'hypothèse d'existence d'un faisceau cubiste ample est satisfaire 

dès que S est normal : en effet A est alors quasi-projectif sur S 

[Ri] et l'on applique 1,2.6.

n n n

Afor
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Démontrons que (2.0.2) est algébrioable (cf. SGA 7, IX.7). Soit L 

un G -torseur cubiste sur A , ample sur S . Alors (L*5 [-1l^L)fQr 

provient d'après 2.1 d'un G -torseur ^for sur ^for 9 

([ri], XI.1.11) et par suite (EGA 111,5.1.4) Bfor est algcbrisable. 

D ’autre part le tore Tfor provient d'un unique tore T sur S (SGA 3,

X.3.3) et l'extension (2.0.2) correspond à un morphisme

(2.2.3) XÆ --v -for for

de S-schémas formels en groupes, où X désigne le dual de T , et B1" 

le S-schéma abélien dual de B . Comme T est isotrivial (SGA 3, loc 

cit.), X est somme de S-schémas finis étales sur S ; en conséquence,

(2.2.3) provient d'un unique S-morphisme X --► B*" qui correspond à

l'extension (2.2.1) annoncée.

Montrons que le foncteur (2.2.2) est pleinement fidèle. Soit

LÎCUBÎA^,® ) et soit a, une trivialisation de L, sur A,.m for for for
Celle-ci induit une trivialisation ô_ = ô„(ar ) de la biextensionfor 2 for

) sur A,. Xhr- . Mais considérons le diagramme :2 for for ror ^

BIEXTtA^ ,Â  ;G ) --* BIEXT(A- ,A- ;G)■ m for ror m
t t

BIEXT(B,B;G ) --► BIEXT(B,. ,B_ ;G ) .
m for for m

On sait (SGA 7, VIII) que les flèches verticales sont des équiva

lences, et il en est de même de la flèche inférieure par le théorème 

d 'algébrisation (EGA III, loc. cit.) donc aussi de la flèche supérieure : 

ainsi, 6for provient d'une unique trivialisation 6 de ^(L) sur

X A*̂  , c'est-à-dire (1,3) que L est muni d'une structure d'extension
* * fci . \ 

centrale de A par Gm , commutative puisque A est semi-stable a

fibres connexes. Comme on a ô_ = ) cette extension est de plusfor 2 for ^
munie d'une trivialisation C_ sur A,. . Or le foncteur naturel

for for

EXTfA^J —  EXT(Afor,®m/for)

est une équivalence : on a en effet le diagramme de suites exactes

0 ----- *. HomiA^G ) --------Hom(T,G ) ---------- »►Ext1(B,G ) ------*
ni m m

|(a> |(b) l<c)

0 -^Hom(Afor,Cm(for) — *Hom<Tfor.Gm(for> —  fQr)

— ► Ext1(A^,G ) -------- y Ext1(T,G )m m

J(d> |(e)

“ ‘ ^ f o r ' V f o r 1 —

B
t

qui e s t ampio

for

¿9

A

ti

for
G
m,for'

B(
1

Ext
form,forfor form.

1 A G E^'t
1
(TCor /Gm, for )
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Comme la catégorie des tores sur S est équivalente à celle des 

"tores formels" (et d'ailleurs à celle des tores sur Sq = Spec k , cf. 

SGA 3, X.3.3), (b) et (e) sont des isomorphismes, de même que (c) par le 

théorème d'algébrisation, donc (a) et (d) sont des isomorphismes, d'où 

notre assertion. En particulier la trivialisation 0p£Or de l'extension 

L ^ r  provient d'une trivialisation cr de L , cqfd.

Montrons que (2.2.2) est essentiellement surjectif. Soit

L- € CUB(A,. , G j. ). D'après 2.1 il existe S' — ► S fini étale tel 
for for m,for c

que L^or = (Lfor)s, provienne d'un M£Qr sur Bfor , lui-même algébri- 

sable en M' sur B', donc Lfor s'algébrise en L' = tt*(M') sur 

(Â *)'. Il s'agit dès lors de redescendre L' à S . Considérons les 

diagrammes

■-iü  
J2Ï

S" = S ' X_ S ' K.. ?• S' --E—> SS
P

p (1) p

Sn = s; XS Sn = = t  SA Sn (n>0)
p

où l'on a posé Sn = S ' Xs Sn * Coinme Lfor provient de Lfor sur s *
( 1)* (2)*

on a pour tout n une donnée de descente p L' -£*-*■ p L' , c'est-à-* n n *n n
t=i ( 1 ) * o  ( 2 ) * - 1dire une trivialisation sur K l» de p L'®p L' , ou encore uneS ^n n *n n
n (1)* o (2)* -1trivialisation, au-dessus de S" , de p L'®p L' , ces triviali-n

sations étant compatibles pour n variable. Or, comme S" est lui-même 

somme de spectres d'anneaux locaux complets, on peut appliquer le résultat '

de pleine fidélité précédent, d'où une trivialisation sur Â ,, de
/1 \ # ( 2 ) * 1 

p' L'®p L' qui est bien entendu une donnée de descente. ■

2.3. Gardons les hypothèses de 2.0, et soit m un entier V 1 • Procédant 

comme expliqué en SGA 7, IX.7.3 pour les modules de Tate, on trouve des 

isomorphismes canoniques

de S-schémas en groupes, caractérisés par la condition d'induire, sur 

les complétés formels, les isomorphismes naturels

(1)
SP

S" S xs S'I (n )/ 0)S

n

(2.3.1) (
f

(A)m Tm

)(m

B
m

r*

Cm
fn

ab
(mA)

)(Am

(niA )
fn
for

O»
m(

h
for ) m h( N

for)
es* (niA ) for

mAi ) Ah
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(resp. les isomorphisme s analogues (inA )for ^ ^mT^for et

(mA)for ~ (mB)for)*

Soit maintenant U un S-schéma, et soit Hy , comme dans 1.3, un

sous-schéma en groupes fermé de 7L, , plat et quasi-fini sur U . On
f n ciÎ3dispose alors des U-groupes finis et plats Hy^g , Hy^g , Hy^s , conte

nus respectivement dans ( AU)TI , ( A^n)TT et ( Aa^) dès que H ^ A.. . ■L m U m U  m U  u m u
Grâce aux isomorphismes (2.3.1) on en déduit des U-groupes finis et

I ^ ti
plats, notés Hy^g > Hu/s ' HU/S Pour faire joli, et définis par le 

diagramme commutatif

° ” " Hu/s —  4% - ^ / s  —  0

\ i

(2.3.2)

° —*«u/s ■—  «G/s - * V s

1 1 1
o --> (Th. --* ( aV .  --» (B).. —  om u  m u  m u

i i i 
o --* T --»- A*1 --► B --► 0

où les lignes sont exactes et où les isomorphisraes entre les deux pre

mières lignes sont induits par (2.3.1). Il est clair d'autre part que 

les sous-groupes , etc. de T , A*̂ et B sont indépendants du

choix de m .

f n b
(Bien que Hy/g et HU/S s°ient canoniquement isomorphes il est 

préférable, au moins dans l'immédiat, de maintenir la différence de 

notation).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de ce chapitre.

2.4. Théorème. Soient S un schéma intègre localement noethérien normal,

Tj son point générique. Soit A —̂ -r S un S-schéma en groupes semi- 

stable (11,1.2.7) tel eue sa fibre générique A^ soit une variété abé- 

lienne, et soit un G -torseur cubiste sur A^ . On suppose oue :----------- ------------  ^  ---  jj, ------------  --------------------  -j| ---------  --------------

1̂  est non dégénéré, i.e. le groupe K(L^) est fini (1,4.2) (ce 

dernier sera noté )

admet un prolongement cubiste Lg sur la composante neutre 

A° de A

(la première hypothèse est vérifiée par exemple si est ample, et la

seconde si S est régulier ou si est symétrique (11,3.2.2 et 3.3)).

u
forform

A
ab B )( )( )

U

ab

0

-

S
O

S

L

Ak
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Alors :

(i) K^ r.e prolonge en un unique nour;-groupe fermé Kg de A 

qui est plat et quasl-flnl r,nr S (et qui est donc nécessairement

1' adhérence schématique de dans A).

(ii) Il_ existe un unique accouplement alterné

ejf1 : Kq x K -- e
S S S m,S

prolongeant l'accouplement e ^  de [M2Ü, § 23. De plus si K_ est fini 
L

sur S , eg11 est une dualité parfaite.

(iii) On suppose que admet un prolongement cubiste Lg sur A. 

Alors la restriction à K„XA de la biextension fî (L„) est munie d'une—  ^ g  - 

trlvialisatlon prolongeant celle de définie en I,§4, de sorte

que d'après loc. cit. le G -torseur L„i„ est muni d'une structure
------------------- m ------- S| Kg -----------------------

naturelle d'extension centrale, notée

Gm,S — *■ (5<LS) — » KS

et d'une action de cette extension sur L„ . De plus la forme eÏT*
b b

coïncide alors avec la forme commutateur de l'extension Q(L ).
b

(iv) (Théorème d'orthogonalité). On suppose que S est le spectre 

d'un anneau local hensélien R , de sorte que (§1) K est muni d'une
. . UL fn f*n lii

filtration K„C K0' c k o . Alors Kc est 1'orthogonal de Ke pour la
L  O  O  O  O  o  ^

forme e_^ , et la forme induite sur le quotient Kc est une dualité
Lmparfaite. Si de plus K_ est fini sur S , e_^ induit une dualité par-

LL -Fn
faite entre Kc et K_/Kc 

b b b

(v) On suppose que S = Spec R où R est local complet, et que 

A est à fibres connexes, de sorte que l'extension de Raynaud

0 --> T' -->• A^ --»- B --► 0

de A est définie (2.2). D'après loc. cit., il existe un unique

G -torseur cubiste L*̂ sur A^ dont le complété formel soit (L°)- 
m t S fo ir
Supposons alors que L* provienne d'uti -torseur ( cubiste) L sur 

B (ce qui est vérifié en tout cas après changement de base fini étale_

d 'après I,7.2.3). Alors le sous-groupe K„ de (2.3.2) coïncide avec
k  ü  ^

K(L), et la forme Induite par e ^  sur KC=*=K grâce à (iv) coïncide
O ~ b b — .

avec e

2.4.1. Lernme. Supposons 2.4 (i), (ii), (iii) établis chaque fois r:ue S 

est un trait, et 2.4 (i) établi pour A , S , donnés. Alors 2.4 (ii)

et (iii) sont vrais pour A , 3 , Lt) .

s

Ln <G

L ti

S

2 )(S

S

1 0Q( )L<G

Lti



En effet, appliquant (ii) et (iii) aux points de codimension 1 de 

S , on voit qu'il existe un gros ouvert (11,3.1) U c s  et une forme 

alternée

eÿl : KuXKu — > Em u (avec ^  = K ^ )

Lnprolongeant e  ̂ . Mais comme Kg est plat sur S , Ky X Ky contient

tous les points de profondeur ( 1 de K X K_ , donc eîf1 se prolonge en 
Xj U
e  ̂ , évidemment bilinéaire alternée par densité. De plus si Kc est
 ̂ y ̂

fini sur S , e,^ définit un morphisme de K„ dans son dual de Cartier,
— ——  O  O

qui est un isomorphisme en codimension 1, donc est un isomorphisme.

La démonstration de (iii) est tout à fait analogue : une trivialisa- 

tion de sur Ku XAU (avec ^es notations ci-dessus) s’étend en

une trivialisation de $0(L0) sur K_ X A par le même argument de
A o o

profondeur. H

Nous allons donc commencer (§3 et 4) par démontrer 2.4 lorsque S 

est un trait ; dans ce cas le théorème reposera de façon essentielle sur 

1'existence du modèle de Néron de la variété duale A^ .

3. Le cas où S est un trait : généralités.

3.0. Dans ce § on fixe S = Spec A , où A est un anneau de valuation

discrète de corps de fractions F et de corps résiduel k . On note 

T| = Spec F , s = Spec k , et T = FX/AX .

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse de type fini 

A — S , tel que la fibre générique A^ soit une variété abélienne sur

F (mais on ne suppose pas A semi-stable). On note a )t la duale de
t * * tA^ , et A le modèle de Néron de A^ sur S . Enfin on note la

biextension de Poincaré de (A^,A^) par Gm .

Soit L^ un Gm~torseur rigidifié sur A^ , que l'on munit de son 

unique structure cubiste compatible à la rigidification. On a alors un 

homomorphi sme

\  ■■ \  — ■ 4
(cf. 1,4.1) défini par la condition

(3.0.1) (q^xia^j'fp,,) - S j d V  ,

1’isomorphisme (3.0.1) est alors unique si on lui impose de respecter les 

rigidifications, ou, ce qui revient au même, les structures de biexten-

87
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sions. Rappelons aussi le groupe

KiLjj) = Ker(cpL ) (1,4.2)

et le G -torceur sur K(L„)
m *1

»‘V  ’ Mk<V (i'4-41
qui est muni canoniquement (I,§4) d'une structure d'extension centrale 

et d'une action du groupe sous-jacent sur le torseur . Enfin on note

eL" .K<VXK<V

la forme commutateur associée à cette extension, qui est un accouplement 

alterné.

3.1. Applicmons maintenant au morphisme la propriété universelle

t ”du modèle de Néron A : on obtient un unique S-morphisme

(3.1.1) cp : A — * A1
T| ,

prolongeant cp- , et l'on pose
■n

(3.1.2) KS(1V  = Ker(cpL ,S) ;

c'est un sous-S-schéma en groupes fermé de A (non nécessairement plat 

sur S) prolongeant KiL^).

3.2. Lemme. Soit A^1  ̂ le plus petit sous-S-groupe ouvert de A conte

nant K_(L_) : il existe alors une unigue biextension E de (A^1^,A) 

par Gm prolongeant  ̂ ) ; cette biextension est munie canoniquement 

d'une trivialisation cr au-dessus de Kc(L ) xA , et d'un isomorphisme 

de symétrie

5 ! E Ci] Ci] S*E Ci] Ci]
a l x a l J a l x a l

(où s : X A ^  — »• A^^ XA^1  ̂ est l'échange des facteurs), prolon

geant les données naturelles analogues sur (en particulier 5

est l'identité sur la diagonale).

Démonstration : posons pour abréger = KiL^), Kg = Kgd^), 9̂  = <PL ,

t o t ^
°Po = °Pt o • Soit A 9 la composante neutre de A ? alors on a S Urç , s

évidemment A c cp“ (A1"'0). Comme A '° est à fibres connexes, il
texiste (SGA 7, VIII.7.1) une unique biextension Pg de (A '°,A) par 

Gm prolongeant .11 suffit alors de poser

TI

L

ilm,
G

LT1

CPL
il

t
S

)

il

13[

[ Ti
s

d] &2 (L•n

s

A[ ]1 ]c1 ]1[]1r.
&

2 (Li))

K
■n

s

il
p

m

r ]i
s
-1

11 s s n ”n Lil
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E ~ (<Pn X Id-)*(PQ )
O A  O

qui prolonge ¿^(I^) Par (3.0.1). L'unicité de E , ainsi que 1'isomor

phisme de symétrie Ç , résultent de SGA 7, loc. cit. La trivialisation

de E sur K„ X A provient de la définition de E et de K0 . 0O

La trivialisation a et 1 1 isomorphisme de symétrie § donnent 

naissance, comme en 1,3.3.5, à une seconde trivialisation a de E sur 

Kg X Kg , d'où un accouplement alterné, "différence" de a et à :

(3.2.1) <cr = e^5>.

qui prolonge l'accouplement , ceci grâce à 1,3.3.6.

3.3. Donnons-nous de plus un G -torseur cubiste Lg sur A , prolon

geant L^ . On posera alors, pour simplifier l'écriture :

<PT = cp : A --* At
S V S

(3.3.1) K(Lg) = K g (L^ )

eLS = ; K(L ) X K(L ) -- *■ G .
s s s m,s

On vérifie immédiatement que si A est un schéma abélien. ces nota

tions sont compatibles avec les notions habituelles (I,§4 et [M2],. §23) : 

par exemple K(Lg ) est bien le "groupe des translations qui respectent

V -
D'autre part notons A'^ c a ^ le plus petit sous-groupe ouvert de

A*" contenant l'image de <PT , et soient <î> et les groupes de
LS _

composantes connexes respectifs des fibres fermées Aq et A^ . Consi

dérons le morphisme

cpT X Id_ : A X A  -- ► A*1 X A .
S A

3.3.2. Lemme. Il existe une (unique) biextension Pi de (A'*",A) par
u

6_ r* prolongeant P^ , et l ’on a un (unique) isomorphisme de biexten-
m f o • j " 1
sions :

(3.3.2.1) (cpL x IdA )*(P£) ~ ^2 (Lg)
S

prolongeant (3.0.1). De plus la restriction de ;9~(L^) à A X A
r I" il

est canoniquement isomorphe a la biextension E de 3.2 (Au étant

comme dans loc. cit.).

'S s
L

eS S s
LT1 (L■n)x K (L ) G

m ,S

eLT)

S

11

's

nLeL

S S

t t

$ t

t
o o

t

t

A S 2 S

]1[]1[
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Démonstration : d'après SGA 7, VIII.7.1, l'obstruction à l'existence de 

Pi s'interprète comme un accouplement
O

d(P^) : (QA)k .

Comme sur la fibre générique on a 2 ( ^ x Id) * (P̂  ), l'obstruc

tion à prolonger la biextension sur A X A  est l'application 

composée :

cp Xld d(pn)
------- ►  $ , i : x $  ---------!—►  (C/2T)k

où cpg est induit par <Pg donc est suriectif par définition de A'

Comme est Prolongée sur A X A  (par ^(kg))' cette application

composée est nulle donc d(P^)=0 puisque cpg X Id est surjectif. Ceci 

prouve l'existence de Pg et les autres assertions résultent de l'unicité 

du prolongement (SGA 7, loc. cit.). ■

3.3.3. L'isomorphisme (3.3.2.1) fournit une trivialisation naturelle de 

la restriction à Kg XA de la biextension $2(kg)' prolongeant la tri

vialisation habituelle de (̂k-rç) sur ^  x A^ • D'après I,§3 on en tire

un S-schéma en groupes, extension centrale de K„ = K(L„) par ©------ -----  -----------------  g S m,S
et noté Q(L_) ; le G -torseur sur K(L ) sous-jacent à Q(L_)
" o  lu o  o

s'identifie de plus à la restriction de Lg à K(Lg), et l'on a une 

action à gauche de Q(kg) sur Lg ; ces données prolongent le groupe 

Q(L^) et son action sur . Enfin il résulte de 1,3.3.6 et de la

compatibilité de E et ^(kg)» <Iue forme commutateur sur K(Lg) 

déduite de Q(L„) coïncide avec la forme e^S = e^l de (3.3.1).
O  O

3.4. Proposition. Sous les hypothèses de 3.0, supposons de plus que

(a) A est semi-stable

(b) est non dégénéré, i.e. K(L^) est fini.

Alors :

( i ) le morphisme cp° induit par <PT 0 sur les composantes
/  O  11 9 O

neutres A° et At/0 est suriectif, plat et quasi-fini.

(ii) cpr „ est plat et quasi-fini.

En particulier le groupe Kg(L̂ ) de (3.1.2) est plat et quasi-fini 

sur S .

Remarque. L'hypothèse de semi-stabilité est essentielle : prendre pour A 

une courbe elliptique à réduction additive, et pour L^ la puissance 

p-ième (avec p=car(k) ) 0) de la polarisation canonique. Par contre si

9 I
t X 4 k

ô
’il

L ) (cpT\
&

2 ( ■nL )

$ X « k

t

&2 (I,)

S 2 S

S s

s 's

"nL

S

nL

‘nt

s •n

T\

O O
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A est semi-stable mais quelconque, j'ignore si Kgd^) est

toujours plat sur S .

Démontrons 3.4. Comme A° est un sous-groupe ouvert de A , (ii)

résulte de (i). Montrons donc (i). Comme <PL = est fini, il existe
"H

m ) 0 et ^  : A^ — *■ A^ tels que soit la multiplication par m

dans Aq • Comme A est semi-stable c'est un sous-groupe ouvert du 

modèle de Néron à de A^ (SGA 7, IX.3.2) donc ^  est induit par un

morphisme 0g : At,C> — * - h ° = i ï ° , qui vérifie i/>g<>cpg = [m]AO . Or [ml^o 

est quasi-fini puisque A est semi-stable ; il en est donc de même de 

qui est par suite suriectif pour des raisons de dimension, et donc 

plat grâce au critère de platitude par fibres (EGA IV, 11.3.10). B

4. Le cas où S est un trait : démonstration de 2.4.

4.0. On se place maintenant sous les hypothèses de 2.4, avec de plus •

S = Spec A comme au §3. Grâce aux constructions du §3, les parties (i),

(ii) et (iii) de 2.4 sont démontrées sur S , sauf l'assertion de non- 

dégénérescence de (ii). Cependant :

4.1. Lemme.,L*assertion de non-dégénérescence de 2.4 (ii) résulte de

2.4 (iv).

Démonstration : on peut évidemment remplacer A par son hensélisé.

Supposons K_ fini sur S et soit N le noyau de e0 = e^H , c'est-à- 
o  O  O  ^

dire le noyau du morphisme de K_ dans son dual de Cartier K_ défini 

par eg .

On a d'abord N C (Kg)A = Kg11 d'après 2.4 (iv) ; d'autre part la 

dernière assertion de 2.4 (iv) montre que N 1"1 = {o} , donc N s'iden-
" f - r ï  LL a  "H

tifie à un sous-qroupe de Kc /Kc = Kc , d'où N = 0 puisque la forme 

induite sur Kg est une dualité parfaite. ■

4.2. Prouvons maintenant 2.4 (v), ainsi que l'inclusion K ^ ^ K ? 11)1 de
y b s

2.4 (iv) et le fait, affirmé dans 2.4 (iv), que e i n d u i t  une dualité
ciId

parfaite sur Kg . Pour ces deux dernières assertions nous pouvons 

supposer A à fibres connexes, remplacer l'anneau R par son complété, 

puis effectuer un changement de base fini étale de manière à nous placer 

sous les hypothèses de 2.4 (v). Posons alors L = L° . On dispose alors
O

de l'extension de Raynaud

0 — ► t — ► A^ B — ► 0

I
‘n s

o

<p'H
t

4>ii n<po

ii
o o
s S [ 1][

<P
O
S

S
S

u
sK

fn x

h ÎT

S
b

S
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et du G^-torseur cubiste sur a H qui "algébrise" Lfor » ainsi,

par hypothèse, que d'un Gm~torseur cubiste L sur B tel que 

=• ff*(L). L'existence de L équivaut d'ailleurs à celle de ^ f o r  

descendant sur le schéma formel Bfor * de plus, notant pour sim

plifier K = Kg , je dis qu'il suffit d'établir :

(4.2.1) le schéma formel (Kat>)for = (Kfn)f Qr^ ^  ̂ for C Bfor s'identifie 

à * de plus la restriction de e^ (3.3.1) à

f n f n
(K ^forX K̂ ^for est l'application composée :

K Kl o r X K lor = K ( E f o r ) X K < E for> 
rfn

r
Gm, for

(notons que Kfor=Kfor Puis<ïue A est à fibres connexes).

En effet ceci établira bien 2.4 (v) et l'inclusion c  ( R -* 1) 1  ,
at>mais aussi l'assertion de dualité parfaite sur K puisque, comme

K
_

£or = K(L^or) est fini, le faisceau Lfor est non dégénéré sur Bfor / 

et l'on sait ([M2], § 23) que ceci implique que eL est non dégénérée.

Considérons maintenant la composante neutre At,Q du modèle de 

Néron A^ de A^ . Comme elle est semi-stable, on a encore une extension 

de S-schémas formels en groupes

T'for

i r '

A«* ° —for for

(ainsi que l'extension de Raynaud correspondante, que nous n'utiliserons 

pas ici). On sait d'autre part qu'il existe une unique biextension P de 

(A*"'°,A) par ®m s ' prolongeant la biextension de Poincaré (§3) et un 

unique isomorphisme de biextensions sur A X A  :

(4.2.2) •2 (L) (

d'où une trivialisation de sur K X K  qui sert à définir e

Or le morphisme <PT donne naissance à un diagramme commutatif :
i- l

Tfor

0 for

A

A
for

B 0

for 0

et d'autre part d'après SGA 7, VIII.3.5 la biextension Pfor sur

4 ô r X ^for se redescend en une unique biextension Pfor de B̂for,Bfor^ 

par Gm,for ‘ Comme V Lfor} se redescend en J02(Lfor> sur BforXBfor,

ML

LN

L f or
rof

nfab
S

K (L rof

f or X K rof
ofLeLKX)(K

ab abK K

xfn
F•P-S

c

ab
L

ot

00
f
I

t o/ ---*■

t o
sni/

L
X Idh )

*
( )P

for

for

f o r

\

«fL t for <PL/
t

.. '■»iB■.— »ott

----- *iT-------------------

-----y0
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on en déduit grâce à loc. cit. un unique isomorphisme de biextensions

(4.2.3) *2<Lfor> ( V forX M Afor)*(P£or)

qui descend (4.2.2).

Or on sait (SGA 7, IX.7.4) que l'on peut identifier B for au schéma 
abélien formel B for dual de B for • de sorte que Pfor corresponde à

biextension de Poincaré sur B fo r x B for • L ‘isomorphisme (4.2.3) montre 
alors que, modulo cette identification, on a

(4.2.4) \ , f o x  = S B for * B for ’
■Fn

Comme il est immédiat que Ker(<PL fo r ) = K f0r = ^for ' et donc ^ ue 

Ker cpL for = , (4.2.4) montre bien que K ^ r = K ( L f Q r ) = Ker(<Pjr ) .

Enfin la compatibilité de (4.2.2) et (4.2.3) nous dit que la trivialisa-

tion de j52^L for^ sur K f o r X K for définit ¿¡or est image réci
proque , via

K for X K for — ■ Klo r X K lor = K(£for> * K<£for> '
— * ^forde la trivialisation de ^2^L for^ définit e . Ceci achève de

prouver (4.2.1).

4.2.5. Remarque. L'auteur regrette d'avoir eu à utiliser la dualité des 
parties abéliennes B f0r et B f0r (SGA 7, IX.7.4), laquelle repose dans 
loc. cit. sur un théorème d 'orthogonalité (pour les modules de Tate) 
tout à fait analogue au nôtre, et qui devrait l'impliquer de manière 
beaucoup plus "formelle".

4.3. Il reste à établir 1 'égalité K^n = (K^)"1 , ainsi que la dualité 
entre K*1 et K/K^n dans le cas fini. Nous allons le faire sous les
hypothèses générales de 2.4 (iv), i.e. sans supposer que dim S = 1  , et

f n  u  jlen utilisant seulement l'inclusion K  C  (k  )

D'abord l'égalité K^n = (K^jX entraîne l'assertion de dualité ï 
en effet la forme eg induit un morphisme

(4.3.1) K/Kfn — ► (k“)A

qui est un isomorphisme sur les fibres génériques, parce que est
une dualité parfaite (Lu étant non dégénéré) et que par hypothèse K 
est l'orthogonal de K  . Ccmme les deux groupes concernés sont étales 
sur S , et finis par hypothèse, (4.3.1) est bien un isomorphisme, cqfd.

2 for
L

fSJ

L, for forfor

# p

for for for

t
<PLfor

( )44 2 BB

forforforfor
ab

K'
forL/

Lqui

ab
K X K K

ab X K' K ))X :(LK

L
qui

for2

fn M« j.

nf U A

e n

.p-
n

n

L

f
K
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Il suffit d'établir l'égalité K^n = (K^)1 sur les fibres généri

ques : en effet (K^)X , qui est par définition le noyau d'un morphisme
/ M» a *de K dans le groupe étale (K ) , est ouvert (et fermé) dans K donc

V» J-plat sur S , et le quotient de (K ) par son sous-groupe fini et plat 
f n

K est donc plat et quasi-fini donc nul dès que sa fibre générique est 

nulle.

Pour tout m )/1 , introduisons les groupes

1 4 . 3 . 2 ) Km = KS(I^”) , K^,, = K d ^ 1")

dont chacun est muni d 'une forme alternée

®m

em “ V  : Km XKm “ * * » , 8
(4.3.3) 8m

e _ = e ’l : K x K _ — >• « m,T| m,T| m,r| m,^

la forme e„ „ étant une dualité parfaite. m,T)

Comme «P = m<PT , on a¿f S
<4-3-4) Km,H = [ln]^ (V

et on rappelle ([M2], § 23) que pour x ^ L  et y ^ K  , on a
•I Itlf T|

(4.3.5) em,Ti(x,y) = •

Par densité, (4.3.4) et (4.3.5) entraînent respectivement

(4.3.6) Km = [ml^dO

(4.3.7) em(x,y) = eg(x,my) (x^K , y € k )̂ .

La démonstration va consister à compter les dimensions. Posons

(4.3.8) d = rg Kq , = rg k“ , df = rg Kfn

g = dim , g^ = dim Tq , g& = dim Bq = g-g^

(on rappelle que T est le tore maximal de A , et B = A°/T ).
x O O 0 . 0 0

4.3.9. Lemme. Pour tout m )/ 1 , on a :

2a u fn
r3 Km,tl = d m ' r9 Km = ^  Km = d£ m

1
De plus on a (K^)X^ ( )  m (où i... désiqne l'orthoqonal pour e )rn —  m —--- ---------------- ----  m

et cette inclusion induit ur. isomorphisme

s tiffu
fn H x

1
■V> X

HL
S

L

(4• •3 4) [ ]m
1

)
n

K(

)myx i(e
T\)534( )(

1
( )K

M-
d

nA

n.f

o

K d m v>g
r rg K v>g2•gr -

dd
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(4.3.9.1) K )i/KÎ" ^  (Km,T,)lm/Km?„ •

Les assertions sur les rangs sont immédiates, la première en remar
quant d'après (4.3.4) que K est extension de K  par A  , les * ^ m,T| T) m t|
deux autres résultant de façon analogue de (4.3.6) et du calcul du rang

x

sur la fibre fermée. L'inclusion (K^)X c: (K^) m  résulte de (4.3.7) : si 
x €  (K*J')X et , on a e (x,y) = e(x,my) = 0 car m y i  K 11 =m  m  - r; IH
(1.2.2). Enfin, d'après (1.1.3) on a n K  = K n donc le morphisme
(4.3.9.1) est un monomorphisme ; mais d'autre part comme e est nonm, t|
dégénérée on a

r 9 (1C , î l>  "  = r 9  Km , / r 9  Kn,D  = S -  m 9  ^  ;
P

par suite le rang du second membre de (4.3.9.1) est -■ , donc est
Mk f

indépendant de m  donc égal (en faisant m =  1) à celui du premier 
membre. •

4.3.10. L e m m e . Pour tout m ^ l  > le morphisme de multiplication par

(kJ* /"> _*S1* ik“ )1m,!] H

est un épimorphisme.

m

A

En effet soit 0 : K  — * K_ _ le morphisme induit par la formem  m,^ m,T)
e „ (d'un côté ou de l'autre, au choix du lecteur) et $ = $.. : K  — ► K m,^ 1 t\ -q

On a alors le diagramme commutatif :

K J î L  K -sav (k̂
mfTi

I
Xm Ican1 l can^

ê ▼
~  . Z, can ,t^\^

S  ■— * s  -— ~  < V

 ̂ 1 2  
où les flèches can , can , can sont déduites par dualité de Cartier
des inclusions naturelles. La commutativité du carré de gauche résulte
de (4.3.5). Par définition, (K^ ) m  (resp. (K^)X ) est le noyau de la
flèche composée sur la première (resp. deuxième) ligne. Par le lemme du
serpent, il suffit de voir que la flèche

1 2 Ker(can ) — ► Ker(can )

est surjective, ce qui équivaut par dualité à 1'injectivité de

/KÎJ — ► K /K 
iu # îi  r\ m # î| î |

( )934 1 (K
U x
)

nf
(K'K

1
m nf

.P- x ■M-

UKnK.U x
y € KU

m
K

nf

M-gg2
dMK K(

U
K

x
m

)

d

x

E

■n

T\tm
)

T\m

2

n/

2

x.HX

K
u>
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autrement dit à l'égalité = K H qui résulte de (1.2.2). ■T) T| m,T] *

4.3.11. Les lemmes 4.3.9 et 4.3.10 montrent que, pour tout m^l , la 

multiplication par m dans le groupe (K^)J'/K^n est surnective. Comme 

ce groupe est fini il est alors nécessairement nul, ce qui achève la 

démonstration.

5. Démonstration de 2.4 (i) : cas où A est à fibres connexes.

5.0. Plaçons-nous maintenant sous les hypothèses générales du théorème

2.4. L'assertion 2.4 (i) étant de nature locale, nous pouvons supposer 

que S est affine, et même, grâce à EGA IV, 8.8.2, que S est le 

spectre d 'une ^-algèbre de type fini et normale. D 'autre part comme

2.4 est démontré en dimension 1, il existe un gros ouvert ucs (II, 3.1) 

et un sous-groupe fermé KyCAy , plat et quasi-fini sur U , prolongeant

, et muni de plus d'une forme alternée ey prolongeant e1̂  . Se 

plaçant aux points maximaux de S-U , on voit donc que 1'on peut suppo

ser que S est local normal de dimension )/ 2 , et essentiellement de 

type fini sur 'Z , donc excellent, et que U est le complémentaire du 

point fermé. Enfin, compte tenu du comportement de l'adhérence schéma

tique de Ky par changement de base fidèlement plat (EGA IV, 11.10.5) 

nous sommes ramenés par complétion à la situation suivante :

(5.0.1) S = Spec R , où R est local noethérien complet normal de

dimension ^ 2 , et si s = Spec k désigne le point fermé de S 

et U=S-{s), il existe Ky fermé dans Ay , plat et quasi-fini 

sur U et prolongeant , et une forme alternée ey sur Ky

prolongeant e ^  .

Dans ce § nous supposerons de plus que

(5.0.2) A est à fibres connexes.

Sous ces hypothèses l'adhérence de IC. dans A est réunion de K..
r U r U

et de l'adhérence de Ky^, (1.3.1) donc il s'agit de voir que Ky^s 

admet dans A un prolongement fini et plat sur S .

Comme R est local complet nous pouvons considérer, comme dans

2.4 (v), l'extension de Raynaud A^ de A , et même (quitte à effectuer 

un changement de base fini étale) supposer comme dans loc. cit. que L0tl 

provient d'un (E -torseur cubiste L sur B . Notons d'autre part que, 

la correspondance entre souf-groupes de A et de Â  exposée en 2.3,

u
K .UF

il
K

'nK



il suffit dp voir que le sour,-groupe (fini et plat sur U) ^u/ j AU

admet un prolongement K** <= A*'* , fini et plat sur S . Commençons par son 

"quotient abélien" Ku/sC Bu (2.3.2) :

ü
5.1. Proposition. = K(Ly) ; de plus K(L) est fini et plat sur S .

La seconde assertion résulte de la première : en effet 

cp- : BTt --*■ est alors une isogénie, donc epr- : B --► est une
L l y  U U i-J

isogénie.

Montrons la première assertion. L'ensemble des points x ^ U  tels 

que K ^ s(x) / K(Ly)(::) est un ouvert ; s'il n'est pas vide, il existe 

donc un sous-schéma fermé Y<=S , intègre et de dimension 1, de point 

générique § , tel que :

. K^/s(§) ? KiLyMS)

. Aç est un schéma abélien sur Spec ©s  ̂ (donc (Ky)^= K(L^)).

Soit S' le normalisé de Y (qui est un trait, car Y est le
h h ^

spectre d'un anneau local complet). La formation de AM , Kjjyg , K^ g , 

etc.,commute au changement de base (local) S' — ► S , donc nous sommes 

ramenés au cas où S est un trait, et la proposition est alors un cas 

particulier de 2.4 (v). ■

fi
Le groupe K(L) fournit donc un prolongement fini et plat de 

dans B , que nous noterons .

5.2. Soit m un entier }/ 1 tel que mKy= 0 . On a alors des diagrammes

h rritt
0 --* T --A B --► 0m m  m

(5.2.1) I Lti
o --». ? --► ? --> K --► 0

0 --► ™Ttt --* Att --* B.. --* 0m u  m U m U

<5-2 -2) ] J I
0 * K"XJ/S ' KU/S ' ¡¡■Û/S “ 0

( K*7 ) u
et le problème consiste à compléter la ligne inférieure de (5.2.1) de 

façon compatible avec celle de (5.2.2). Posons d'abord

97
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t
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t
B

U

U/SK
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1
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c ' est un sous-groupe fini et plat de , extension de par mT .

D'autre part on voit immédiatement, comme T est de type multiplicatif,
I i

que se prolonge en K <= mT , fini et plat sur S (on peut par

exemple supposer T déployé, et utiliser la dualité de Cartier et le 

fait que U est connexe puisque S est normal). Nous sommes donc con

duits à un diagramme

0

l  #0 --► K --*- ? --► K --0

I I IL
0 --* T --► H --► K --j» 0

m CSi
C =%T/K

I "
0

ti (,
et l'existence de l'extension cherchée (de K' par K ) équivaut à

celle de la flèche pointillée (rendant le diagramme commutatif), sachant

que celle-ci existe déjà sur U . Or comme S est normal de dimension \ 2 ,

un morphisme Hy — Cy se prolonge en H — C puisque les groupes en

question sont finis et plats. Ceci achève de démontrer 11 existence de 
h

K , donc de K lorsque A est a fibres connexes.

6. Démonstration de 2.4 : cas général.

6.1. Commençons par démontrer 2.4 (i). Le raisonnement de 5.0 permet de 

se placer dans la situation de (5.0.1). De plus l'adhérence de Ky dans 

A est réunion de et de l'adhérence de Ky/S (1.3.0) donc nous

devons montrer que Ry/g admèt un prolongement fini et plat sur S . 

Comme dans 5.2, soit m^l tel que m Ky=0 . Nous avons des diagrammes

E — >< o

(6.1.1) J ] J

0 --Kfn --- ► ? --► ? — * 0

( 6 . 1 . 2 )

0 --*• _Ait --  ̂_A„ --»- Eti --* 0in U

0 —  —  -------- Ku/S —  0

II
(Kfn)u

o

° y '
L'' .

K
Ü
f

O
nfAm

f
A

m,
O

O

E

fn f E

tif
Î

m U m U
J
.f

1
U/SU/S

II

tí
K

mA

K SU,/



99

où il s'agit de compléter la ligne inférieure de (6.1.1) de façon compa

tible avec celle de (6.1.2). Ici le groupe Kfn existe grâce à 5.2, et 

comme E est étale et fini sur S nous sommes dans une situation duale 

de celle de 5.2 (plus exactement les diagrammes faisant intervenir les 

conoyaux des inclusions verticales sont du type dual de (5.2.1) et

(5.2.2)). On peut donc conclure de la même façon à l'existence d'une 

suite exacte

f n f —0  ^ K --K --- ► K --► 0

complétant (6.1.1), ce qui démontre 2.4 (i).

6.2. Les parties (ii) et (iii) de 2.4 sont alors démontrées grâce au 

lemme 2.4.1. Il reste à montrer (iv) et (v), et nous pouvons pour cela 

(sauf pour la dernière assertion de (iv)) nous placer dans la situation
f ! i hde (v). L'égalité K = K(L) résulte alors de la construction de K

(5.1). Considérons maintenant la forme alternée composée :

Kfn X Kf n — -w Kab X Kab =« / x /  <s .
m,S

Comme 1'ensemble des points de S où elle ne coïncide pas avec eg 

est un ouvert, nous pouvons appliquer le raisonnement de 5.1 et nous 

ramener à la dimension 1, ce qui démontre 2.4 (v), ainsi que l'inclusion 

K^n c; (k )L et l'énoncé de non-dégénérescence sur Kab dans (iv)
o
(puisque L est non dégénéré). Enfin les autres assertions de (iv) en 

résultent d'après 4.3.

7. Application à la variété duale.

7.1. Théorème. Soit S un schéma intègre localement noethérien normal 

de point générique "n . Soit A un S-schéma en groupes semi-stable 

dont la fibre générique A^ est une variété abélienne. Alors :

(i) Il existe un unique S-schéma en groupes semi-stable à fibres

connexes, noté At,c>, prolongeant la variété duale A^ de A^ , et une

unique biextension P de (At(°A) par G „ prolongeant la biextension—    m,S ----- -------------------
de Poincaré P̂  sur A^ X A^ .

(ii) Soit L° un G -torseur cubiste sur A° , dont la restriction 
 ̂  ̂  ̂  ̂ , h 2 i

a Â  e s t  non d e g é n o r é e . Notons A l e  p lu s  p e t i t  s o u s -g r o u p e

o u v e r t  de A c o n te n a n t  l e  groupe K ^ C O  de 2 . 4 .  A lo r s  ¿e  morphisme  
t  b T] -----------  -----FT̂ ----------

2 s e  p r o lo n g e  en un Unique morphisme CP_ -, : AL - - A ,
î)  ̂  ̂ Ln9

fn

K

#

fn fn ab .ab M ä L
e

L

W*
fn

T)■n

T\ "nT\

i
T)

<PLn
A

■n
A
t ot
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r T
et l'on a Ker(<PL g) = Kgd^). De plus si IA est un C^-torseur

r 1 '  r>
cubiste sur AL prolongeant L , on a un isomorphisme canonique de 

biextensions sur A ^ ^ X A ^ 1  ̂ :

(7.1.1) *2(lC111 ^ « V s ^ V ^ ' V ' O x A t l 3’

prolongeant 11 isomorphisme habituel sur A^ X A^ , et l'extension centrale

de K0 (L_ ) = Ker(<PT 0) par G 0 déduite de cet isomorphisme par 
b n îi^ / o m, b

1.4.1, coïncide avec l'extension Q(LL ) de 2.4 (iii).

Démontrons (i). L'assertion d'unicité pour A^'° est bien connue 

en codimension 1 sur S , et en codimension \  2 elle en résulte par 

[Rl], IX.1.4. L'existence et l'unicité de P résultent de 11,3.6.

Pour l'existence de At,c> nous pouvons supposer S local. Il

existe alors sur A° un G -torseur L° comme dans (ii) (par exemplem
ample relativement à S , cf. (.RIU)* Il suffit alors de montrer que le 

faisceau quotient A0/Kg(L^)nA° est un schéma, puisque A^ s'identifie 

à AT)/K(L^). Plus généralement :

7.1.2. Lemme. Soient S un schéma localement noethérien, A un 

S-schéma en groupes semi-stable. K un sous-schéma en groupes fermé de 

A , plat et quasi-fini sur S . On suppose vérifiée l'une des deux hypo

thèses suivantes :

(i) localement pour la topologie étale sur S , A est quasi- 

proiectif.

(ii) K est étale sur S .

Alors le faisceau quotient A/K est un S-schéma en groupes 

(évidemment semi-stable).

Démonstration : montrons d'abôrd que A/K est un espace algébrique sur 

S (cf. [k ]). C'est clair dans le cas (ii) ; dans le cas (i) la question 

est locale sur S pour la topologie étale, donc nous pouvons supposer 

que A est quasi-projectif sur S et que K se dévisse en

0  r Kf -->- K --* E — *■ 0

où est fini et plat et E étale sur S . D'après SGA 3, V.4.1 et
fl'hypothèse de quasi-projectivité, le quotient A' = A/K est un schéma. 

donc A/K = A'/E est bien un espace algébrique.

Pour voir que A/K est un schéma, il suffit de remarquer que (loca

lement sur S) il existe N )/1 tel que ; il existe donc un mor

][1 1[1

)117(
1[1& (L ) (<p X Id

[
)
#
(p )1[i

]Ci

t,o

■n 'n

f
K

K c
N
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phisme quasi-fini ïï : A/K — *■ A , et l'on applique [k], II.6.16 (un 

espace algébrique quasi-fini et séparé sur un schéma est un schéma). ■

(ii). Le quotient s'identifie à A°/KC(L ) n A° puisque
O  T| O  •]

A = K,,(L )A° . Il s'identifie donc aussi à A^° d'après la construc- 
S T)

tion faite en (i) ; modulo cette identification, on définit g comme

la projection naturelle Â -1  ̂ — ► A^^/KgiL^ ) .

L 'isomorphisme (7.1.1) résulte de 11,3.6. Enfin on a sur le torseur 

L restreint à KC(L_) deux structures d'extension centrale qui
O M

coïncident au point générique de S , donc coïncident sur S . ■

8. Gonflement des modèles semi-stables.

8.1. Proposition. Soient S un schéma, A un S-schéma en groupes 

semi-stable, j : H 6— H' un morphisme de S-schémas en groupes commuta- 

tifs étales, séparés et quasi-finis sur S , qui est une immersion

ouverte, et cp : h --*■ A un morphisme fini de S-schémas en groupes.

Alors la somme amalgamée A' = AJi-„H' existe dans la catégorie des
ri

S-schémas en groupes commutatifs ; de plus le morphisme naturel

H' — y A' est fini, le morphisme naturel A --*■ A' est une immersion

ouverte, et A' est un S-schéma en groupes semi-stable.

En effet considérons le morphisme

1 : H --* AXg H'

h .--* (cp(h),-j(h)) .

Comme p^oA : H --*■ H' est une immersion, L est une immersion.

Comme pr^oÂ : H --*• A est fini et H' séparé, 5 est fini

(EGA II, 6.1.5).

Donc Â est une immersion fermée, et comme H est plat sur S , 

le quotient

A' = Coker(L )

est un schéma en groupes semi-stable (cas (ii) de 7.1.2) et il est 

immédiat que c'est la somme amalgamée cherchée. Pour voir que le mor

phisme naturel A — A' est une immersion ouverte il suffit de remarquer 

que le dicigramme

][1A /KkS(L )

3[i

<PL, r s

u

1[1

[ ]1 [11
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(a,h) AXg H AXg H’

J |  (projection naturelle) 

a+«P(h) A ---— ► A'

est cartésien, les deux flèches verticales étant des épimorphismes de 

même noyau. Comme ïï est fidèlement plat et que Idxj est une immersion 

ouverte, u est une immersion ouverte.

On montre de même que v : H' — > A' est fini, grâce au diagramme 

cartésien

(h,h’) HXgH* CpXItf>A X g H ’

I I J '
j (h) +h ' H' ---— * A' ■

8.2. Corollaire. Soient S un schéma noethérien excellent intègre, A 

un S-schéma en groupes semi-stable, N un entier )/ 1 . Il existe alors 

un morphisme fini suriectif ïï : S1 — > S , avec Ŝ!̂ intègre normal, et 

un S^-schéma en groupes semi-stable A^ , contenant A^ = A X g S1 

comme sous-groupe ouvert et avant même fibre générique gue lui, et tel 

que le noyau de la multiplication par N dans A^ soit fini.

Désignons en effet par F le corps des fonctions de S et par F 

une clôture algébrique de F . Soit F^ une extension finie de F con

tenue dans F , telle que les points d ’ordre N de A(F) soient 

rationnels sur F^ , et prenons pour S^ le normalisé de S dans F^ , 

qui est fini sur S puisque S est excellent. Notons G le groupe 

fini jjA^ÎF̂ ). Pour tout a ^ G  , considérons l'adhérence {a} de a 

dans A^ , munie de sa structure de sous-schéma réduit. Comme {a} est 

contenu dans ^A^ il est quasi-fini sur S^ ; comme a est rationnel 

sur F^ , le morphisme naturel (a) — > Ŝ, est birationnel donc est une 

immersion ouverte d'après le "Main theorem" de Zariski (puisque S^ est 

normal). Considérons le schéma somme

H =  JLL ü )
a€G

c'est de façon naturelle un S-schéma en groupes puisque la loi de 

groupe de A^ induit des morphismes

{a}Xg{b) — > ia+b) (a,b€G)

qui sont d'ailleurs des immersions ouvertes.
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On a par ailleurs une immersion ouverte

j : H --H' := G_ = IL S1
S1 a^G 1

de H dans le S^-groupe constant H’, et un morphisme naturel

<p . H ----- *  A 1

induit par les inclusions {a) c— *■ A^ , et <P est fini puisque ces 

dernières sont des immersions fermées. Nous pouvons donc appliquer 8.1 

et poser

Ar V H H' J
c’est bien un S^-schéma en groupes semi-stable contenant A^ comme

sous-groupe ouvert ; A^ et A^ ont même fibre générique car H et H ’

ont tous deux pour fibre générique G„ . Enfin, comme A ’ est semi-
F1 1 

stable, le groupe ĵ Â  est plat sur S donc son espace sous-jacent est

l'adhérence dans A^ de la fibre générique (¡^^p = **F ' c'es^ donc

aussi l'image dans A| du groupe constant H', qui est fini sur S . Il 

en résulte que est fini sur S ce qui achève la démonstration.B

8.2.1. Compléments. Supposons que S soit normal, que N soit inversible 

sur S et (pour fixer les idées) que Ap soit une variété abélienne de 

dimension g sur F . Le morphisme ïï consiste à rendre rationnels les 

points d'ordre N de Aj; ; si U désigne un ouvert de S tel que A^ 

soit un U-schéma abélien, on peut supposer de plus, dans 8.2, que :

a) ïï est étale au-dessus de U .

b) ïï est modérément ramifié en codimension 1 sur S .

c) ïï est galoisien, de groupe de Galois isomorphe à un sous-groupe 

de GL2g(Z/NZ’).

En effet a) et c) résultent du fait que est isomorPhe' loca

lement pour la topologie étale sur U , à (2T/N2T)2g . Montrons b) . Soit

x un point de codimension 1 de S et soit 1^^ c Gal(F /F) le groupe
X s

d ’inertie sauvage correspondant, où p est la caractéristique résiduelle 

de x . Il s'agit de montrer que, pour tout nombre premier E^p , 

opère trivialement sur le module de Tate Tg(Ap ). Comme GL(T^(Ap ))

( ) s s 
est un groupe de Lie €-adique et que I est un pro-p-groupe,

X / \
l'action en question se factorise par un quotiênt fini de I,r ; comme 

A a réduction semi-stable au point x , cette action est unipotente 

(SGA 7, IX.3.5) donc triviale.

1

s 1

*H ■i
.ILA A

(MA
I )1

1

( )AN U

)(PI
X

X

( )p
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Représentât .Ion g des groupes thêta

Sommaire.

0. Introduction.

1. Rappels et notations.

2. Représentations de poids 1 des groupes thêta non dégénérés.

3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau.

0. Introduction.

Ce chapitre est entièrement indépendant des précédents ; il vise à 

établir des théorèmes de structure pour les représentations de poids 1 

des "groupes thêta non dégénérés" sur une base quelconque, à valeurs 

dans un module non nécessairement localement libre. Le cas d'un groupe 

lisse (qui est essentiellement celui des classiques "groupes de 

Heisenberg finis") est traité dans [M3] ; celui d'un groupe non nécessai

rement lisse sur un corps algébriquement clos se trouve dans l'appendice 

de [Se] (d'après des notes de Mumford).

Au §2 on obtient 1'analogue du théorème de structure habituel 

(th. 2.4.2) lorsque l'on admet l'existence d'une représentation locale

ment libre ayant le "bon rang" ; on montre ensuite qu'une telle représen

tation existe après un changement de base fidèlement plat (et même lisse, 

cf. th. 2.7). Le §3 étudie les invariants d'une représentation de poids 1 

sous un "sous-groupe de niveau" (th. 3.2) et en particulier montre expli

citement, lorsque le sous-groupe de niveau est "lagrangien", comment 

reconstituer la représentation à partir de ses invariants (th. 3.4).

1. Rappels et notations.

1.0. Dans tout ce chapitre, S désigne un schéma. Si X est un S-schéma 

affine sur S , on note A(X) la ©g-algèbre quasi-cohérente associée, 

de sorte que X =* Spec A(X) .

Tous les (pré) faisceaux considérés seront sur le petit site des 

S-schémas plats sur S , avec la topologie fppf. En particulier un 

6>c-module quasi-cohérent M est identifié au faisceau T i— *-r(T,Mm ), 

et un S-schéma plat sur S au faisceau qu'il représente.

CHAPITRE V

T



105

On note QCg la catégorie des &g-modules quasi-cohérents.

1.1. Tous les S-schémas en groupes seront supposés dans ce chapitre 

affines et plats sur S . Si G est un tel schéma en groupes, un 

G-module (à gauche) est par définition un ©g-module quasi-cohérent M , 

muni d'une représentation linéaire de G (au sens des faisceaux), i.e. 

d'un morphisme de faisceaux en groupes

(1.1. l) p : G  ? Autç _Mod(M)
S

ou, ce qui revient au même (en considérant le point de G à valeurs 

dans le S-schéma G correspondant à Id_) d'un automorphisme du
VJ

©--module M_ , ou encore d'un homomorphisme de ©--modules 
G G o

(1.1.2) M --A(G) ® M

vérifiant certaines relations. Lorsque l'on interprète A(G)®M comme 

le faisceau Hom(G,M) des "fonctions sur G à valeurs dans M", alors 

l'homomorphisme (1.1.2) associe à m ^ M  la fonction g t— ► p(g)(m) 

sur G .

G /
1.2. Si M est un G-module, on note M le sous-faisceau de M formé

G *des G-invariants. Remarquons que M est un &g-module quasi-cohérent :

en effet, désignant par M la restriction de M au petit site zaris-
H Gkien de S , ceci revient à dire que la formation de (M ) commute au
ZcLlC

changement de base plat, ce qui est immédiat car il peut se définir 

comme le noyau d'un morphisme convenable

M --► A(G) ® M
zar — zar

(Cette propriété des invariants est la raison essentielle pour laquelle 

nous nous limitons au petit site, lequel suffit à nos besoins puisque 

nous ne considérons que des schémas en groupes plats).

1.3. Soit G un S-schéma en groupes : le ©g-module A(G) = Hom(G,©g) 

est muni d'une structure naturelle de (GxG)-module, grâce à la formule

(1.3.D [(y,y')fü(g) = f(y'"1gy) (f € a (g )?y,y',g € g ) .

Nous noterons A(G)+ (resp. A(G)_) le G-module obtenu en res

treignant l'action ci-dessus à {l) x G (resp. Gx{l}). Notons que 

A(G)+ est simplement la représentation régulière (droite) de G .

raz

+
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Si M € QC„ nous noterons Mtriv le G-module M muni de l'action 
5

triviale de G . On vérifie alors sans difficulté le lemme suivant :

1.3.2. Lemme. Si M est un G-module, le morphisme (1.1.2)

M — ► A(G) ® M = Iiom ( G, M )

est un G-morphisme de M dans A(G)+® M^riv , et un isomorphisme de 

M^riv avec le sous-module

(A(G)_®M)G = Hom (G.M)

de

1.4. Si G est un S-schéma en groupes, on note I.cA(G) l'idéal de
G “

la section unité. Si G est fini localement libre sur S , on note G 

son dual de Cartier, de sorte que

^  G - Ë2îSs_groUpes(G/®m,S^

A(G) = Horaç, _Moa(A(G),®s)
S

A

et que A(G) est de façon naturelle un A(G)-module, qui n'est autre 

que le module dualisant relatif de G sur S .
A

Le groupe G opère de façon naturelle sur le faisceau A(G) ; on

note

(1.4.2) Dg = A(G)G c a (G)

le sous-&c->-module des "mesures invariantes" de G . Il possède les
O

propriétés suivantes (cf. [r3J, Appendice) :

A

(1.4.3) D„ est un ©„-module inversible et un idéal de A(G) : les
. , - “
idéaux 1^ et de A(G) sont localement facteurs directs

dans A(G) ; leur formation commute à tout changement de base, 

et chacun est 1'annulateur de 1'autre.

(1.4.4) Le morphisme

A(G) g  Dq --► A(G)
S

déduit de la structure de A(G)-module sur A(G) est un iso

morphisme de A(G)-modules (on notera que le dualisant A(G) 

est un A(G)-module inversible).

tri

Virt

G

A(G)0 M ■

( )14

A

Hfnm (G/6 . )

G

GD

G
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(1.4.5) On dispose par dualité du Ôg~module inversible Dgr'A(G) : 

alors le morphisme

® D — *■ fo 
UG ©s G

A

induit par l'accouplement naturel entre A(G) et A(G), est une 

dualité parfaite entre et D* (loc. cit., lemme 7).

2. Représentations de poids 1 des groupes thêta non dégénérés.

2.0. On se donne dans ce § un S-schéma en groupes commutatif K , fini
2 A.localement libre de rang d sur S , et un groupe thêta Q au-dessus

de K , c'est-à-dire ([M2Ü, § 23) une extension centrale

(2.0.1) 1 — *G _ — ► G -2U- K — *-1m,S ^

de K par G 0 , que nous supposerons non dégénérée, c'est-à-dire que 
ni / o

l'accouplement alterné

(2.0.2) e : K X K --  ̂G „
111/ S

défini par e(w (g) , ïï (g1 ) ) = [g,g' ] = gg,g~1g'*"1 » est une dualité par

faite . Notons que Q est affine et plat sur S puisque c'est un 

G -torseur sur K .
ra

2.1. Si M est un G-module, la restriction à Gm g de l'action de Q 

sur M fournit une décomposition naturelle

(2.1.1) M = ©  M (l)

où est le plus grand sous-module de M sur lequel G opère par
* ^ / • \

le caractère X i— X 1 . On dit que M est de poids i € ’z  si M = M .

En particulier, l'action de Q sur lui-même par translations donne 

une décomposition

(2.1.2) A(Q) = ©  A (l)(Q)
i€ff

où A ^ ^ ( Q )  est l'ensemble des fonctions f sur Q vérifiant 
f(Xg) = X 1f(g) pour X £ G^ et g £  Q . Il est alors immédiat qu'un 
Q-module M est de poids i si et seulement si le morphisme (1.1.2)

M — > A( Q) Q M

se factorise par A^^(Q) 9 m .

D S

G

M ( )i

©
i€'S

)(i

)i

© )(i

)(i
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2.2. Bien entendu la décomposition (2.1.2) ne dépend que du ®m ~torseur
sur K sous-jacent à (J s de façon précise si L est le (&K -module
inversible associé à ce torseur (de sorte que Q = Isom^ et

K
si p : K — > S désigne le morphisme structural, on a

(2.2.1) à (l)(Q) = p^L0"1)

ce qui montre que A ^ ^ ( Q )  est un A(K)-module inversible et un
2® s-module localement libre de rang d

Il est immédiat que l'action de Q X Q  sur A(Q) définie en 1.3 
respecte la décomposition (2.1.2) ; nous noterons

(2.2.2) E*1*

/ • \
le ( Q X  Q)-module ainsi obtenu, ayant A  (Q) pour module sous-jacent, 
et

(2.2.3) (resp. E ^ ^  ) ,

(conformément à 1.3) le Q-module obtenu en restreignant à { l) X Q
(resp. G X { l) ) l'action de Q X (J sur E ^  ; il est clair que

f * \
(resp. E_ ) est de poids i (resp. -i).

Nous nous intéresserons désormais surtout aux Q-modules de 
poids 1 ; ils forment une catégorie abélienne, que nous noterons

REP1 (Q) .

Considérons d'abord le ( Q x  Q)-module E^1  ̂ s

2.3. L e m m e . est un (G x  G)-module irréductible, au sens suivant : 
tout sous- ( G x  G)-module de E ^ 1  ̂ est de la forme IE^1  ̂ , où I est un 
idéal de •

La démonstration est identique à celle de [se], Th. A . 4, reprise 
dans [szl, VII, 5.2.3.1 : si W c e ^1? est invariant sous Q x Ç  , il est 
en particulier invariant sous la diagonale Q c Q x Q  , d'où l'on déduit 
que si f € w  et y  € q  , w  contient encore la fonction

g i — ?» f(y_1gy) = [.y“ 1»glf(g) .

Comme Q est non dégénéré, [y- 1 ,g] = e(ir (g) ,w (y ) ) parcourt l'en
semble des caractères de K  lorsque y parcourt Q ; appliquant ceci 
au caractère universel de K  (défini après le changement de base 
K  — *S), on en déduit facilement que W  est un sous-A(K)-module de

E( )1

S
©

-i

A

-1

1

)(1 )(1

(1)

1

+E
( )l

)(
t

l
4E

)(i

)i(

)t

i( i

))LK 90(mod

K
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, donc de la forme J E ^  où J est un idéal de & ( K ) , car E ^  
est un ^(K)-module inversible. Enfin comme W  est invariant sous 
Q X { l) , l'idéal J est invariant par translations donc provient d'un 

idéal de (&g . B

2.4. Supposons maintenant donné un Q-module

V 6  REP ̂ 1 ̂ ( Q )

qui soit localement libre de rang d en tant que -module (on
2rappelle que rg K  = d ).

Le morphisme (1.1.2) (pour M = V )  donne naissance à un homomorphisme

(2.4.1) V  ®  V v — *• A ^ ( Q )  = E * 1 *
S

qui, à v ® v v € v ® v v , associe la fonction g i— ► (gv,vv ) sur Q .
C'est manifestement un Q x  Q-morphisme, lorsque l'on fait opérer Q x { l }  
sur V  par l'action donnée de Q , et (il X Q  sur V v par l'action 
contragrédiente.

2.4.2. Théorème.

(i) Le morphisme (2.4.1) est un isomorphisme.

(ii) V  est un Q-module irréductible (au sens de 2.3).

(i i i ) Si M  est un Q-module de poids 1 quelconque, le 
G-morphisme naturel

(2.4.2 . lv) «n  : V ®  H o m g (V.M)triv — * M

v ®  u i- - - * u(v)

est un isomorphisme.

(iv) Si N  est un ^ -module quasi-cohérent, le G-morphisme 
naturel

(2.4.2.2) Pjj î N  — H otJq (V,V® N^r*v )

x  i— ► (v •— ► v ® x )

est un isomorphisme.

)1(E )1( )(J

)(1

a S 1) )(1
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2.4.3. Corollaire. Les foncteurs

» dpd^/î\ \ __ _ r\r
'SM  l— ► Homç(V.M) : REP1 (Q) - ► Q C £

N I — ► V ® N triV : Q C 0 — ► REP1 (Q)b

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l'une de l'autre. 

C'est en effet une reformulation de 2.4.2 (iii) et (iv).

Démontrons 2.4.2 (i ). Grâce à 2.3, nous savons que 1 1 image de 
.1) esl 

le composé
(2.4.1) est de la forme , où I c &s est un idéal. Considérons

V®vv -.té.'4'1* > A (1)(Q) ©e
o

où e est l'évaluation à l'origine de Q . Ce composé n'est autre que 

la forme canonique v® vv i— ► <v,vv> donc est suriectif. Il en résulte 

que I = ôg donc que (2.4.1) est surjectif/ d'où notre assertion puisque 

V ® V v et sont de même rang d^ .

Pour établir (ii) considérons un sous-Q-module W de V : alors 

W ® V v est un sous-(QX Q)-module de V® Vv =- E^1  ̂ , donc il existe un 

idéal I c &s tel que W® Vv = I(V®Vv) = (IV)®Vv d'où W = I V ,  cqfd.

Notons ensuite que (iv) résulte de (iii) î il est en effet immédiat 

que le diagramme

V® N — — — V® Homç(V.V® Ntriv)

"V® Ntriv

est commutatif : si donc « . . est un isomorphisme, il en est de
V ®  N

même de I d „ ®  , donc de P.T .V N N

Pour montrer (iii), considérons le diagramme

triv 1

IE
1)(

S

( 2 4 1) )(1 e
<S

2E(
1

Id ®B
N triv

triv

V® Ntriv

“M

v

M
(1 .1 .2 )....... — i... —  ..... . ». ® M

i' (2.4.1) <8
IdM

M®
!

® vv

(

y

(v ,m ;
s

®V
(inclusion naturelle)®Id

c-- :------------------  ■■■(V,M)
Q

V® Hon

0

'

V

V

Horn

( )1E
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Je dis que ce diagramme est commutatif. D'abord, si v € v , v v € vv 
et M  , l'image de v ® v v ® m  par la flèche (2.4.1) ®  ldM  est la 
fonction g (gv,vv )m sur (J à valeurs dans M  . On en déduit que
si. v ^ V  et u € H o m (V,M) (et en particulier si u € H o m ^ tV.M) ) alors 
y ( v ®  u) est la fonction

g »-— ► u(gv) .

Partons maintenant de v ^ V  et u € H o m ^ (V,M). Alors 
«M ( v ® u ) = u ( v )  6 m  , et lorsqu'on applique le morphisme (1.1.2) à cet 
élément de M  on trouve la fonction

g i— *• gu(v) = u(gv)

puisque u est un Q-morphisme, d'où la commutativité annoncée.

D'autre part, faisons opérer Q sur V ®  Hom. (V,M) par l'action
-1 Striviale sur V  et par (g,u) »— *■ gug sur Hom, (V,M) ; il est alors

S (1)immédiat que y est un Q-morphisme à valeurs dans E_ ® M  ; il en 
résulte que s ' identifie à la flèche induite par 7 sur les
Q-invariants, puisque Hom^(V,M) = Hom^ (V,M)^ par définition, et qu'on

1 û s
a déjà vu (1.3.2) que M  = ( E _ ® M ) ^  . Ceci achève la démonstration 
puisque y est un isomorphisme. ■

2.5. Les résultats de 2.4 amènent à poser le problème de 1'existence 
(après un changement de base "raisonnable") d'une représentation locale
ment libre de rang d . Commençons par indiquer la méthode "classique" 
pour obtenir de telles représentations :

2.5.1. Définition. Un sous-groupe de niveau de Q est un sous-schéma en 
groupes H<= Q , fini localement libre sur S et tel que € = { l} .
Un sous-groupe de niveau est dit lagrangien s'il est de rang d sur S .

Si H  est un sous-groupe de niveau de Q , la projection
1T : Q — >• K induit un isomorphisme de H  sur un sous-groupe de K  ;
en particulier H est commutatif et est isotrope pour la forme
e s K X K  — ► , donc le rang d' de H divise d , et l'orthogonal
lit de H  (noyau du morphisme composé K K  — *■ H 1 ) est fini loca- 

. 2lement libre de rang d / d ' . En particulier H  est lagrangien si et 
seulement si ; nous dirons dans ce cas que est un sous-
groupe lagrangien de K  . On prendra garde qu'un sous-groupe lagrangien 
n'a pas nécessairement de supplémentaire : on peut avoir par exemple

h— *

«M

11

H H
X

11 H1

1

1H
1H

H n
m
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( 1 ) 2 Alors V  est un sous-Q-module de E^ , localement libre de rang d /d'
comme -m o d ul e . En particulier si H est lagrangien, V  est localement
libre de rang d .

En effet, V  est le faisceau des morphismes f : Q — ► ® vérifiant
b

f (hg) = f (g) et f (Ag) = X f  (g) pour h € H  , g € Q. et X € ©m  . Il s'iden
tifie donc à l'image directe sur S d'un certain faisceau inversible 
sur K/H (à savoir le dual du faisceau inversible associé au
G -torseur H\Q sur K/H) d'où la proposition puisque K/H est locale- 
m 2

ment libre de rang d / d ' . ■

Nous voyons donc que l'existence d'un sous-groupe de niveau 
lagrangien implique celle d'une représentation de poids 1, localement 
libre de rang d . Or :

2.5.3. Proposition. Le foncteur

N  î (Sch/S)° — > (Ens)

g u i , à un S-schéma S ', associe 1'ensemble des sous-groupes de niveau 
lagrangiens de CJ ,, est représentable par un S-schéma propre et sur-

O

jectif sur S .

Démonstration : on représente d'abord le foncteur N^ des sous-groupes
lagrangiens de K  par un fermé de la grassmannienne des quotients de
rang d de l'algèbre &(K) de K  . Sur le schéma obtenu (encore noté N^)
on a le sous-groupe universel H - <= K „  ; le faisceau des relèvements de

1 .
Hĵ  dans est alors un torseur (sur N ^  sous le groupe fini ^  ,

puisque Ext1(H1,Gm ) = 0 . Ce torseur est le S-schéma propre cherché, 
la surjectivité résultant du lemme ci-dessous :

2.5.4. L e m m e . Si S = Spec(k) où k est un corps algébriquement c l o s , 
le groupe Q admet un sous-groupe de niveau lagrangien.

K = (2/n ’Z) Xjx 2 et H 1 (Z/nZ) X&in . Enfin il résulte de la démons- 
n

tration de 2.5.4 ci-dessous que H est lagrangien si et seulement si, 
pour tout changement de base S' — ► S , le groupe Hg, est maximal 
parmi les sous-groupes de niveau de Qg««

2.5.2. Proposition. Soit H <= Q un sous-groupe de niveau de rang d ', et 
posons

V (E(
1))

H
( )\H()

1(AHX}1{
))

1(E

S'

1 q
iN 1

N

o

2 Sto
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En effet, soit H^c k  un sous-groupe maximal parmi les sous-groupes

isotropes, et soit HX son orthogonal pour la forme e . Supposons

et soit ZcH^/H^ un sous-groupe de rang premier. Soit H C Q 

un sous-groupe de niveau relevant H1 (il en existe car
1 0 A, 0 0 0 0Ext (H^,Gm)= 0) et considérons le groupe thêta non dégénéré

Q = tt”1(HX)/H

au-dessus de H^/H^ : alors d'après [M2l, § 23, lemme 1 (ou [Sz3, VII, 

th. 2.3) l'image réciproque de Z dans Q est un groupe commutatif,

i.e. Z est isotrope dans H^/H^ , ce qui contredit le choix de H.̂ .

î  / j. * ■  _
On a donc , donc H1 et H sont de rang d puisque

La proposition 2.5.2 et le lemme 2.5.4 permettent de retrouver 

(compte tenu de 2.4) le classique

2.5.5. Théorème♦ On suppose que S = Spec(k) où k est un corps algé

briquement clos. Alors (J admet une unique représentation irréductible

V de poids 1. On a dim^V = d , et toute représentation de poids 1 de Q 

est somme directe de copies de V . ■

2.5.6. Remarque. Si le corps k n'est plus supposé algébriquement clos, 

il reste évidemment vrai que toute représentation de poids 1 de Q est 

de rang multiple de d .

2.6. Il n'y a aucune raison pour que le schéma N de 2.5.3 soit plat 

sur S ; j'ignore même si le morphisme N — S est un épimorphisme de 

schémas. Revenant au problème initial de 2.5, remarquons d'abord que si

V est un (J-module de poids 1, localement libre de rang d , alors V 

est, en vertu de 2.4.2 (i), localement isomorphe à un facteur direct du 

Q-module E^_^ . Ceci nous conduit à poser, pour tout S-schéma S' :

(2.6.1) P(S') = {sous-Q-modules de (E^1 )̂-,, , localement facteurs» b

directs de rang d comme sous-ôg,-modules) .

Il est immédiat que P est représentable par un fermé d'une 

grassmannienne convenable donc par un S-schéma propre ; de plus le 

morphisme P — *■ S est suriectif grâce à 2.5.3.

2*7. Théorème. Le S-schéma P de (2.6.1) est propre et lisse sur S , 

et ses fibres géométriques ¡sont des espaces projectifs de dimension d-1 

(autrement dit» P est un "S-schéma de Severi-Brauer").

H 1iH X

1
,±

1

i.1

1
A

H1HAKH 1 H
1

1 m

k

)(1

)(1

S
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Démonstration : supposons d'abord qu'il existe un Q-module V de

poids 1, localement libre de rang d . On a alors (2.4.2) v ® V v =»« ,

et les sous-Q-modules de rang d de sont (d'après 2.4.3) de la

forme V ® W  où Wc vv est inversible. Ceci établit un isomorphisme

entre IP et le schéma Pv(Vv ) des "droites" de Vv , d'où l'assertion

sur les fibres géométriques. Pour voir que ¡P est lisse sur S , nous

pouvons supposer S = Spec A avec A local. Soit SQ =Spec(A/l) où I

est un idéal de carré nul. Posons G = G X„ S , et soit
^o  ̂ S o

«o —  GL(V0)
 ̂ cl

une représentation de poids 1, où VQ = (A/l)

Posant V = A  , il s'agit de montrer que pQ se relève en

p : Q - ► GL(V)

(nécessairement de poids 1).

Soit r un entier )/ 1 et considérons la représentation

p i r ) : Q0 --► GL(V®r)*0 o o

p (  3T )déduite de pQ , et supposons que p^ se relève en

p' : Q — GL(W)

où W est libre de rang rd avec W ^ Vr . Nous pouvons évidemment
31* ^  ^  ^ ^ y*

supposer que W = V (de façon compatible à la décomposition w0 = ̂ 0 *̂ 

Pour tout g£ Q , p'(g) : Vr — > Vr est représenté par une matrice 

(p1'*(g)) (1 ̂  i , j 4 r) à coefficients dans Erid(V). De plus
il 1  ~î ^

(g) = P„(g) (mod I) et p (g) est à coefficients dans I si i ^  j .oP
Pour g et g' € q , la relation p ,(gg')=p,(g)p'(g') implique en 

particulier ("produit par blocs") :

jr
P11(gg' ) = ) , p1:i(q)pll(ql ) = p11(g)p11(gl ) 

i=i

puisque, pour i/l p11 et p11 sont à coefficients dans I , et que 
2 11
1 = 0 .  Donc p : Q — ► GL(V) est une représentation de Q relevant 

f>o ‘
Il suffit maintenant de remarquer que =- V ® V =» E^1  ̂ , donc 
(d) o o o o

que p^ se prolonge en la représentation naturelle de Q sur E^ , 

et d'appliquer le calcul ci-dessus avec r=d . ■

E )(1

E+
( )1

Po

o

o
d

o

(: )r P

o o

o'o

1111illi,11 /

V
d
o

)1(

)1(



3 • Représentât i ons do poi ds 1 et sous-groupes de niveau.

3.0. On se donne S et Q comme en 2.0, et l'on fixe de plus un sous- 

groupe de niveau H ! - Q ; on note l'image de H dans K , et

II son orthogonal ; on pose de plus

Q' = ir"1(HX ) 

Q = Q'/H = H\Q' ;

il est immédiat que Q' est le centralisateur de H dans Q , que 

c'est un sous-groupe invariant de Q , et que Q est un groupe thêta 

non dégénéré au-dessus de

K = H^/H1 . 

Si H est laqrangien, on a simplement 5 = G_ ^ .
m / o

3.1. Soit M un Q-module : le sous-ôg-module M des H-invariants 

est de façon naturelle un Q-module, qui est de poids i dès que M 

est un Q-module de poids i . On obtient ainsi un foncteur

REP1 ( Q) --*• REP1 ( Q)
(3.1.1)

M i— * M .

3.2. Théorème.

(i) Le foncteur (3.1.1) est une équivalence de catégories.

(ii) Soit M un Q-module de poids 1, et soit P un ©^-module" O
guasi-cohérent, muni des actions triviales de Q et Q . Alors le mor

phisme naturel de Q-modules

p --> (M® p)H

est un isomorphisme. En particulier le foncteur (3.1.1) commute à tout 

changement de base.

Démonstration : par descente fidèlement plate appliquée au S-schéma P 

de (2.6.1) (grâce au théorème 2.7) on peut supposer que Q admet une 

représentation de poids 1, localement libre de rang d , que nous note

rons V ; on sait alors (2.4.3) que tout Q-module de poids 1 est de 

la forme V ^ P  pour un unique P quasi-cohérent sur S .

Commençons par montrer (ii) : d'après ce qui précède il suffit de 

le faire pour M = V  ; considérons donc le morphisme
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(3.2.1) V ^ P  — * ( V ® P ) H ;

tensorisant par Vv (muni des actions triviales de Q et Q) on obtient

( 3 . 2 . 2 ) V

mais comme Vv est localement libre il est clair que (3.2.2) s'identi
fie à

(3.2.3) (

Or le théorème 2.4.2 affirme que le Q-module V ® V  (pour les 
>ns de Q envisa 

ramenés à prouver que
actions de Q envisagées ici) est isomorphe à . Nous sommes donc

(3.2.4) (

est un isomorphisme ; or il est immédiat que les deux membres s'identi
fient à

Hom (Q/H,P) , 
m, S

la notation Hom, désignant les morphismes de faisceaux qui sont
m* S

"de poids 1", i.e. compatibles aux actions naturelles de ®m  g *

Il reste à établir (i). Notons d' le rang de H  , et montrons 
d'abord que le Q-module V*1 est localement libre de rang d/d' comme 
©s-module (on pourra donc lui appliquer 2.4.2 puisqùe K  est de rang
2 2d /d' ). Il suffit pour cela de voir que le ©„-module

VH ® V V = (V<S»Vv )H  = (E^1  ̂)H

M

est localement libre de rang d /d' ; la démonstration est entièrement 
analogue à celle de la proposition 2.5.2.

Ceci étant, l'assertion (i) résulte de la considération du diagramme 
de foncteurs suivant :

P Q C 0

\ k ) (B)'

V ® P  REP1(Q) ^  > REP1 ( Q) V ^ P

M I--------► M11

H vv P (V p)
H vv

V vv)
H » P (V0

V
V H

)P

E+
)(1

E(+
1)

)
H P H

’)PO)1(
+E(

/
P

\
.h '

( b KÁ )

)c(<
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L'assertion (ii), déjà prouvée, montre que ce diagramme est commu- 

tatif (à isomorphisme près) ; le foncteur (A) est une équivalence grâce 

à 2.4.3, et il en est de même de (B) d'après ce qui vient d'être dit. ■

3.2.5. Remarque. Il résulte du théorème ci-dessus que pour tout
1 î-T

M€ REP (Q), le Q-module M est induit par M lorsque l'on considère 

celui-ci comme un Q'-module grâce à 1'isomorphisme Q = Q'/H : en 

effet si M1 est un Q-module (que l'on peut supposer de poids 1), on a

HomQ, (M11,!^) = Homç, (MH,M̂ ) = Hom^(MH,M^) = HomçiM,!^) .

3.3. Dans le cas où Q admet une représentation V , localement libre

de rang d , la démonstration de 3.2 donne un quasi-inverse du foncteur 
HM i— ► M : c ' est le foncteur

(3.3.1) REP1(Q) --► REP1(Q)

N i--► V® Hom7î(VH,N)tr;LV .
- - - Q

Nous allons 1'expliciter un peu plus dans le cas particulier où H 

est un sous-groupe de niveau lagrangien et où

V = (E*1* )H (cf. 2.5.2).

Dans ce cas, on a Q=®_ „ et V11 est un ©„-module inversible.
m  /  u  o  i i * “ - *

comme on l'a vu dans la démonstration de 3.2 (puisque d' =d , avec les 

notations de loc. cit.). On obtient donc, comme quasi-inverse de 

M i— * ¡F  , le foncteur

(3.3.2) Q C g --► REP1(Q)

N l--►V®(yH)“1® N  .

Il s'agit donc de calculer V11 :

3.3.3. Lemme. V« est canoniquement isomorphe au faisceau D„ des
H —

mesures invariantes sur H (1.4).

Démonstration : V« est par définition l'ensemble des f^A(Q) véri

fiant, pour h € H , g € Q et A € :

(a) f(hg) = f(g) , i.e. f € Hom(H\Q.©5) = A(H\Q)

(b) f(Àg) = Af (g) , i.<î. f € Homc (H\Q,ô ) = A^(H\Q) = V
m

(c) f(gh) = f(g) .

.Hv,H,HxHH
1QLV'9 1Q i

i i

trivfi

H.),(1

H

,1

rHI ~ 1

H

H

H

Gim

)(1
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Nous allons construire un morphisme

<P : Dh --► A ( ] ) (H\Q) = V

et montrer ensuite qu'il induit un isomorphisme de sur .

Localement sur S , il existe une section

cr : H\K --► H\Q

du G -torseur H\Q sur H\K : en effet si S est local, H\K est 
m

semi-local donc Pic(H\K) est nul. Nous pouvons de plus supposer que a 

respecte les sections unités de H\K et H\Q , i.e. que

(3.3.3.1) a(eH K̂ ) = en\Q ’

Une fois choisie une telle section, on obtient un isomorphisme de 

A(H\K)-modules :

(3.3.3.2) cp̂  : A(H\K) V = A ( 1) (H\Q)

en associant à la fonction f sur H\K la fonction ^g-Cf) sur H\Q

telle que pour À £ G et k € h \K , on ait
m

<Pff(f)(Xor(k)) = Xf (k) 

puisque tout g ^ H V Q  s'écrit de façon unique g = Xcr(k).

Bien entendu cPg. dépend du choix de cr ; mais si l'on change cr

v<y (où a  : H\K -- *■ G vérifie
m

on obtient immédiatement la formule

en a a  (où a  : H\K -- *■ Gm vérifie “ (©tn^) = 1 à cause de (3.3.3. l)),m ri \ J\

<Pa(y(f)(ÀCr(k)) = «(k)-1 Àf(k) 

d ’où (cp (f)-cp (f))(xcr(k)) = X(»(k)_1-l)f(k) .
CY U  U

Comme la fonction k i— »-»(k) *-1 est dans l'idéal ' nous

voyons que la restriction de à 1'idéal annulateur de ^ \ K  ne

dépend pas de cr . Comme d'autre part H\K est isomorphe à H grâce à 

la forme commutateur e de Q , cet annulateur s'identifie à

^ Û A ( H ) (IH ) = DH

En bref nous obtenons grâce à ^  un isomorphisme (globalement

défini sur S) de sur un sous-©s~module de V qui n'est autre que

1 ' annulateur, dans le A(H\K)-module V , de l'idéal ItT1T, , nuisque
— II\k

fp est un isomorphisme de A(H\ K)-modules . En particulier ce soun-3
u ~ t>

module est inversible et localement facteur direct, et puisque nous 

savons que V est inversible il suffit, pour achever la démonstration,

)(1

H
D

1(

-1

. -1

-1

er'P,

I'H\K

H\K

(1 4 3)D.)IH(Ann
A

D
a

cr

H

s

H
V

H\K
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de montrer que

A

Soit donc f € V , annulée par *H\K : nous pouvons considérer f 

comme une fonction sur CJ vérifiant les conditions (a) et (b) énoncées 

au début de la démonstration. Il reste à vérifier la condition (c) ; or

si g € Q et h € h , on a

f(gh) = f([g,hlhg) = [g,h]f(hg) (condition (b))

= [g»hlf(g) (condition (a)).

Mais pour h fixé, la fonction g i— ► [g,hl provient d'un carac

tère Xh de H\K (via la projection Q — ► H\Q — *■ H\K) ; en particu

lier 1-Xh est dans donc f = Xhf puisque f annule IH\K /

f(gh) = [g,h]f(g) = f(g)

ce qui établit la condition (c) et achève la démonstration. ■

Nous pouvons résumer comme suit les résultats de 3.3 :

3.4. Théorème. Soit H un sous-groupe de niveau lagrangien de Q : 

alors pour tout m € reP*(Q), on a un isomorphisme canonigue

M =“ A*1* (H\(*) ® D“1®!!11

de G-modules, l'action de Q sur A^^(H\Q) étant déduite des trans-
\ Hlations à droite sur H\Q , et 1'action sur et M étant triviale.

" ri '

3.5. Compléments. Lorsque H n'est plus supposé lagrangien, on peut 

montrer gue le foncteur (3.1.1) admet pour guasi-inverse le foncteur

(3.5.1) REP1(Q) --* REP1(Q)

-1N Sgsiç(H\Q,N) ® Dh

ici on fait opérer Q sur H\Q par translations à gauche, de sorte que 

Hom^(H\Q,N) a bien un sens ; ce dernier est alors muni de l'action de 

Q déduite des translations à droite sur H\Q de sorte que le second 

membre de (3.5.1) est bien un Q-module de poids 1 (avec action tri

viale de Q sur

Pour voir que (3.5.1) est un quasi-inverse de (3.1.1) il suffit, 

puisque (3.1.1) est une équivalence, de construire, pour tout 

M^REP^ÎQ), un isomorphisme canonique

nn
•V

H
v*c),K\HI(

K\H
I K\H

A ( )1 P-1

)(1

dh

H /

D
H
- 1

)
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(3.5.2) CM : M®DR Hom^(H\Q,MH) .

Introduisons d'abord une notation commode. Si G est un S-schéma 

en groupes commutatif fini localement libre et P un ®g-module quasi- 

cohérent, l'accouplement naturel

A(G) ® A(G) — * ©s

induit par tensorisation un morphisme

P® A(G) ® A(G) --► P

ou encore un morphisme

(3.5.3) Hom(G,P)® A(G) --► P .

Conformément à l'usage de [R3], nous pouvons considérer les sections
A

de A(G) comme des mesures sur G ; dans ces conditions, 1'homomorphisme

(3.5.3) sera noté

(3.5.4) f®H — *• \ f(g)n (f € Hom(G.P) y p. € A(G) ) .
JG g

Nous pouvons alors définir le morphisme annoncé : si m £ M

et si € D„ est une mesure invariante sur H , on considère la fonction
II

cp ; CJ --»■ M

(hgm)U-, :
H h

il est alors immédiat que cp est H-invariante à gauche et que

cp(g) 6 MH pour tout g£ Q , donc cp € HomdîXQ,!^) , et il est non moins
H —clair que cp : h\Q — > M est un Q-morphisme, qui est par définition 

CM (m®ii). Nous n'infligerons pas au lecteur les calculs sinistres mon

trant que Gm est un isomorphisme, et nous n'utiliserons pas ce résultat 

dans la suite.

<P(g)

Hxn u

g

S
v>
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CHAPITRE VI 

L'image directe

Sommaire.

0. Introduction.

1. Q(L) et la descente.

2. Faisceaux amples : cas où la base est un trait.

3. Généralisation à une base normale quelconque.

4. Application : un théorème de négativité de l'image directe.

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

0. Introduction.

Etant donnés un schéma S , supposé normal irréductible pour simpli

fier, un S-schéma en groupes semi-stable A —-■> S qui est générique- 

ment un schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste L sur A , 

ample relativement à S , on s1 intéresse dans ce chapitre aux propriétés 

de 11 image directe f#L .

L'action du groupe Q(L) (construit au chapitre IV) sur f#L 

s'avère un outil aussi efficace que dans la théorie classique [M3l : 

c'est ainsi que l'on obtient sans difficultés les énoncés habituels sur 

la descente par isogénie de L et de ses sections (§1).

Pour une étude plus fine on est conduit (comme aux chapitres II et

IV) à traiter d'abord le cas où S est un trait (§2) : dans ce cas f^L

est automatiquement libre de rang fini, et est, lorsque K(L) est fini

sur S , un Q(L)-module irréductible au sens du chapitre V. On en

déduit un résultat qui sera essentiel dans toute la suite, le théorème
S2

2.4 "d'invariance par gonflement" lorsque L est symétrique et K(L ) 

fini sur S .

Lorsque dim S )/2 on ne dispose de résultats intéressants (§3) que 

lorsque L est symétrique ? on procède en quelque sorte en sens inverse 

du §2, en étendant d'abord (3.4) le théorème 2.4 déjà cité, puis en 

montrant que, sous les mêmes hypothèses, f*L est localement libre 

(3.5 ; l'énoncé est même plus précis) et que sa formation commute à tout 

changement de base "raisonnable" (3.5.3). La démonstration, un peu déli

cate, occupe la majeure partie du §3 ; elle fait un usage essentiel des



122

résultats du chapitre V, et s'inspire en partie (notamment le lemme 

3.6.5) de résultats de Mumford.

Enfin le "théorème de négativité" du §4 donne un avant-goût des 

techniques des chapitres suivants, reposant sur l'idée d'évaluer les 

sections aux points d'ordre fini.

1. (J(L) et la descente.

1.0. Dans tout ce § on se donne :

- un schéma localement noethérien S
■4“ rr

- deux S-schémas en groupes A — ► S et B ° > S , lisses, commu- 

tatifs, séparés et de type fini sur S

- un morphisme suriectif (donc plat, grâce à EGA IV, 11.3.10)

X : A --*■ B de S-schémas en groupes ; on note H = Ker X .

On fait de plus sur A et B l'hypothèse suivante :

(1.0.1)' il existe un sous-schéma ouvert UCS , schématiquement dense 

dans S , tel que les schémas induits Ay et By soient des 

U-schémas abéliens.

On se donne par ailleurs sur G -torseur cubiste L sur. A .m ------  ------
Au-dessus de l'ouvert U , on dispose alors du sous-groupe fermé

- K<LU)CAU

et de l'extension centrale Qy = Q(Ly) de Ky par Gm y , laquelle 

"opère" naturellement sur le torseur Ly ; ces données sont équivalentes 

à celle d'une trivialisation naturelle de la biextension ¿^(Ly) res

treinte à KyXAy (I, §3 et 4) .

Dans ces conditions on suppose de plus donnés :

- un sous-schéma en groupes fermé K de A , prolongeant Ky

- une trivialisation de la biextension ^2^^|kxa • Prolongeant la 

trivialisation naturelle de ¿̂ (̂ y)' sur KU XAU 7 ou encore' en 
d'autres termes, une extension centrale

1  ► G — * Q --► K --*• 0
m, S T

prolongeant , et munie de plus d'une action sur L prolongeant

l'action de Qy sur Ly , le Gm~torseur sur K sous-jacent à Q 

s'identifiant alors naturellement à la restriction à K du torseur L .

K
U

K:(L r>
c A

U U U um

U'

U U

2 KXA

QLI

u
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1.1. Remarque. Les données K et Q ci-dessus existent en particulier 

dans chacun des cas suivants :

1) U = S , i.e. A est un S-schéma abélien (1)

2) S est régulier de dimension 1 (IV, §3)

3) S est normal aux points de S-U , A est semi-stable sur S , 

et le faisceau L^ sur le schéma abélien est non dégénéré (IV,

2.4) : dans ce cas on peut même supposer K plat et guasi-fini sur S .

1.2. Proposition (descente de torseurs cubistes). Sous les conditions de 

1.0, il v a éguivalence entre :

(i) la catégorie des couples (M,cv) où M est un C -torseur 

cubiste sur B et a : \  M L un isomorphisme cubiste

(ii) comme (i), en supprimant deux fois "cubiste"

(iii) la catégorie (discrète) des morphismes 3 : H --*■ CJ de

S-schémas en groupes, rendant commutatif le diagramme

H = Ker X

En particulier, pour que L se descende à B , il faut et il 

suffit que H soit un sous-groupe de K , et que 11 extension centrale 

induite sur H par Q soit triviale.

Démonstration : comme les trois catégories en question sont des 

groupoïdes rigides, les équivalences se réduisent simplement à des 

bijections entre classes d'isomorphisme d'objets.

Montrons d'abord l'équivalence entre (i) et (ii). Si M est un 

Gm~torseur sur B et a : X M L un isomorphisme, il s'agit de 

trouver sur M une structure cubiste descendant celle de L . Or on a 

déjà sur M une rigidification déduite de celle de L , grâce à 1'iso

morphisme « . On en déduit, au-dessus de U (puisque By est un 

schéma abélien) une unique structure cubiste sur My compatible à cette 

rigidification, donc aussi à la structure cubiste de Ln . Soit t  la
3 U

section de ^(L) sur A définissant la structure cubiste de L : sa 

restriction Ty à U est compatible avec la donnée de descente sur 

&3(L)y (relativement à Xx\xX : A3 — *■ B3) déduite de ($3 (M),&3 ( a) ) ,

puisque nous venons de voir que t provient d'une structure cubiste
3 » 3sur My . Comme Ay est schématiquement dense dans A , t  est elle-

même compatible à la donnée de descente en question, d'où par descente

1
AQ

U
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fidèlement plate une trivialisation de sur B , qui est auto

matiquement une structure cubiste.

(i) — ► (iii) : partons de (M,cv) comme dans (i). On en déduit sur 

L une donnée de descente relativement à X , c'est-à-dire.une action de 

H sur le S-schéma sous-jacent à L , compatible à l'action par trans

lations sur A . Le S-schéma L est d'autre part muni d'une section £ 

déduite de la rigidification. On en déduit un S-morphisme 0 ("orbite 

de e"), rendant commutatif le diagramme

3

H

Au-dessus de U , il est bien connu ([M2], § 23 ou [Sz], exp. VII) 

que HyCKy et que P : Hy — ► (Ly) j = Q(Ly) est un morphisme de

groupes. Mais comme H est plat sur S , est schématiquement dense

dans H donc H^K (car K est un fermé de H contenant Ĥ ) et 

P se factorise donc en H — ► Q = L|^ , qui est encore un morphisme de 

groupes par densité.

Enfin, si l'on se donne 3 : H --► CJ comme dans (iii), l'action de

Q sur L donne par restriction une action de H sur L , c'est-à-dire 

une donnée de descente relativement à X . B

1.3. Corollaire. On suppose de plus que H est fini sur S . Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe S' — ► S fini et Plat tel que le G -torseur Lg, 

sur Ag , = A Xg S ' se descende à Bg , .

(ii) H<^k , et H est isotrope pour la forme commutateur

eL : KXK --*■ G déduite de l'extension centrale G (en d'autres termesm -----------------------------  ’ -----------------
l'extension de H par induite par Q est commutative).

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on peut dans (i) prendre
/N

pour S' un torseur sous le dual de Cartier H de H .

Il est en effet immédiat que (i) implique (ii) . Inversement, puisque

Ext1 (H,G _) = 0 (voir par exemple [Szl, VII, démonstration de 2.3
------ b r: ni/ Sfppf
(i)), une extension commutative devient triviale après changement de base

A

par un torseur sous Hom(H,G „) = H . ■--  m, s

1
A
y

L

S
3 )(M

(

KU U

HU
H n

<Em

1

Sm

KI
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1.4. Nous allons maintenant étudier les propriétés de l'image directe

(1.4.1) â = f*L-#-1

du faisceau inversible associé au <G -torseur L (encore noté L par ------------------ m
abus d 'écriture).

1.4.2. Lemme. S est un S„-module cohérent♦

Démonstration (Raynaud) : d'abord S est quasi-cohérent d'après EGA I,

6.7.1. D'autre part la question est locale sur S donc on peut supposer

S noethérien. Soit j : U «— ► S l'inclusion naturelle ; d'autre part

pour tout n ̂  1 , soit A *— *■ A le n-ième voisinage infinitésimal de
n --- :

la section unité e^ : S --* A .

Considérons alors le diagramme commutatif de &s-modules

f*L j*(fy)*Ly

(b) (b' )

est injective. Comme est cohérent sur U (Ay est propre 1)

et que U est noethérien, il existe n )/1 tel que

—  (fü>.(LulA „>n, u

soit injectif ; il en résulte que, pour n assez grand, (b1) est injectif

donc (b')o(a) est injectif et il en est de même de (b), d'où le lemme

car, A étant fini sur S , f,.(L|- ) est cohérent. ■ n * An

1.4.3. Soit S' un S-schéma. Pour tout y^Q(S'), l'action de Q sur 

L donne un isomorphisme

(1.4.3.1) y : L S' T£Ls '

de faisceaux inversibles sur Ag, , 9  désignant 1'image de y par le 

morphisme Q — *-K c— ►A . Passant à l'image directe par

>)(a

y
ia I

f (I ) ( ,)j )
U

L.(

La flèche (a) est injective puisque L est localement libre et Ay 

schématiquement dense dans A . D'autre part, la famille des (An y)n^  

est schématiquement dense dans Ay (EGA IV, 11.10) puisque A^ est 

lisse à fibres connexes sur U , donc la flèche naturelle

( )
UtnAIU

L()Uf(mi;1nU
L.*)Uf

(fU LU* )
!(L)f

*

( r) t.1*'£ü
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f _, : A_, — ► S', on obtient un isomorphisme composé
O  O

T*

(1.4. 3. 2) fg, #Lg, fg.jT-Lg, ) ^  ^ f  g ^  ,

d'où une action à gauche du groupe Q(S') sur le 0g,-module quasi-

cohérent f _, L_, . De plus l'action du sous-groupe G (S')CQ(s') n'esto * vD m
autre que l'action naturelle par homothéties.

En d'autres termes nous avons défini une action du faisceau Q 

(sur S^ )̂ sur le faisceau W(L) défini par

(1.4.3.3) S' ---- W(L) (S ' ) = r(S\fs,#LSI) = H0(Ag , ,I*S , ) .

1.4.4. Soit maintenant

Q' c Q

un sous-schéma en groupes de Q , plat sur S . Prenons S' = Q' dans 

les considérations précédentes : on a un élément canonique de 

Q(S') = HontgiQ'/Q) défini par l'inclusion Q' «— * Q , d'où un automor

phisme

(1.4.4.1) p € Aut$ç,-Mod^fQ'*LÇ'* ‘

Comme la formation de 1'image directe commute au changement de base 

plat Q' — ► S , on a

fQ' *LQ' = V

d'où un automorphisme du ©q ,-module (qui est cohérent, grâce à

1.4.2 ci-dessus), c'est-à-dire un morphisme de S-foncteurs

(1.4.4.2) Q' --GL(Æ)

qui est évidemment un morphisme de groupes. Nous obtenons ainsi une 

action de Q' sur le & -module 3 , c'est-à-dire, de façon précise, 

sur le foncteur V(<2) défini par

(1.4.4.3) V(<?) (S' ) = r(S' ,<Sg, ) .

Bien entendu le morphisme naturel

V(<S)--»• W(L)

est compatible aux actions de Q' sur les deux membres ; d'autre part, 

pour étudier l'action de Q1 sur V(<S), on peut (comme au chap. V) se

y
SS I

f PeF

€
Q Q'

6 i

(S)

s‘Sss
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restreindre au "petit site fppf" de S .

Exemple. Replaçons-nous dans la situation de la Prop. 1.2. Soient M un 

faisceau inversible sur B , « : X*M L un isomorphisme et soit 

P : H --► Q le relèvement correspondant. Comme H est plat sur S ,
n > j

nous pouvons prendre pour Q' le sous-groupe H , image de P ; nous 

obtenons ainsi une action de H sur 3 - Si s est une section de 3 

sur S (ou sur un ouvert de S , ou même sur un S-schéma plat quel

conque), une traduction fastidieuse débouche sur les équivalences :

s i 5^4=^ s ̂  H°(A,L) est compatible à la donnée de descente (rela

tivement à X) définie par P <-— -/ s provient d'une section de M sur B.

En résumé :

1.4.5. Proposition (descente de sections). Dans les conditions de 1.0,
*

soient M un ©„-module inversible, a : X M L un .isomorphisme, et

3 : H — *• Q le relèvement correspondant (1.2) . Alors le morphisme naturel

g*M — *- f#L = *

Hidentifie g*M au sous-module 3 de 3 formé des invariants sous 

l'action de H déduite de 3 . B

Une autre application importante de 1.4 s'obtient lorsqu'on suppose 

que K (et donc Q) est plat sur S . On obtient alors une représentation 

de poids 1 (V, §2) de l'extension centrale Q' dans le ©g-module cohé

rent 3 . Si 1'on suppose de plus que K est fini sur S , le lemme 

suivant va nous permettre d1 appliquer les résultats du chapitre V :

1.4.6. Lemme. On suppose que K est fini et plat sur S et que A est 

semi-stable. Alors CJ est un groupe thêta non dégénéré (V, 2.0).

En effet, l'hypothèse sur K entraîne déjà que Ly est un faisceau 

inversible non dégénéré sur le schéma abélien Ay . Par ailleurs, la 

forme commutateur de Q induit un morphisme de S-schémas finis loca

lement libres :

y : K --► K .

Il faut montrer que 7 est un isomorphisme ; cela se voit sur les 

fibres et nous pouvons donc remplacer S par un S-schéma S' tel que 

le morphisme S' — *■ S soit suriectif ; prenant pour S' le normalisé 

de Srecj , nous sommés ainsi ramenés au cas où S est normal, et notre 

assertion résulte donc de IV, 2.4. B

H

r \ j  .

t.ITaf; eîS
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1.4.7. Proposition. On suppose K fini et plat sur S de rang d , et 

A semi-stable. On se place dans la situation de 1.4.5 et l'on suppose 

que HCK est fini localement libre de rang d (donc est lagrangien 

(V, 2.5.1) pour la f 

nique de & -modules

2

(V, 2.5.1) pour la forme e^ sur K). Alors on a un isomorphisme cano-

f#L g#M® A(1) (H\Q) ® D“1

où D„ désigne le ©„-module inversible des mesures invariantes sur 
H d) b

H (V, 1.4) et A (H\Q) la représentation standard de poids 1 de Q 

associée à H , définie en V, 2.5.2. (Bien entendu, H est ici identifié 

à un sous-groupe de Q grâce au relèvement 3 de 1.4.5).

Compte tenu du leirane précédent et de 1.4.5, cela résulte en effet 

de V, 3.4 appliqué à la représentation f*L de Q . 0

1.4.7.1. Remargue. La proposition ci-dessus ne présente un intérêt que 

lorsque f^L^O , ce qui, puisque Ly est non dégénéré, signifie que 

Ly est ample sur A^ relativement à U ; on sait de plus, dans ce cas, 

que (resp. g#My) est localement libre de rang d (resp. 1) sur U.

1.4.8. Corollaire. Sous les hypothèses de 1.4.7, on suppose de plus que 

LU est ample sur Ay relativement à U , et gue f*L est localement 

libre sur S (il est alors nécessairement de rang d , et g*M est un 

©„-module inversible). Notons K' le S-schéma en groupes K/H , con

sidéré comme sous-groupe de B = A/H , et , la restriction à K ' du 

faisceau im 

inversibles

faisceau inversible M . Alors on a un isomorphisme naturel de ©„-modules

Adf#L - (g#M)®d3 Adf*&H® (Nk < ) _1

où Nk ,̂/s désigne la norme. De plus le ©„-module inversible 

est d'ordre fini dans Pic(S) : de façon précise, si m est un entier 

annulant H , sa classe dans Pic(S) est annulée par 2m , et même par 

m si m est impair.

Démonstration : la proposition précédente donne, en prenant les déter

minants

(1.4.8.1) det f#L ^ (g#M)®d®D®"d«det A(1)(H\Q) .

Rappelons que le torseur Q sur K s'identifie à la restriction à

K du G -torseur L° associé à L . Or le torseur M° associé à M 
ni

s'identifie au quotient de L° par l'action de H déduite de l'inclusion

0 : H *— *■ Q . En particulier s'identifie canoniquement à H\ Q , en

r>u 1)(1

f* UL u

M
■k

S

1d V®ci d,

tK'S/IK
N.

>d <8 •d ( )1

K
o

M I
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tant que G -torseur sur K'. m

Il en résulte que A^(H\Q) (faisceau des S-morphismes de H\Q

dans G 0 compatibles à l'action de G ) s'identifie à donc :â / o m jn.

(1.4.8.2) det A(1)(H\Q) =* det(g*M^|) =- det(g#&K , ) ® NK, 

d1 où en reportant dans (1.4.8.1)

cl —1
(1.4.8.3) det f#L =• (g#M) ® DH ® det(g*&K , ) ® ( N ^ ^ M ^  ) -1 .

Comme H est un sous-groupe lagrangien de K pour la forme commu

tateur de Q , on a par ailleurs un isomorphisme canonique

K ' = K/H H

donc

D|“d®det g#©K, - detiD"1® f*&g)

où f : H — *■ S désigne le morphisme structural. Enfin on sait (V, 1.4.4) 

que f =* (f#&jj)®Djj , d'où finalement

D|"d®det g#®K , =- det f*©H

qui donne la formule cherchée, en reportant dans (1.4.8.3).

Enfin, pour établir la dernière assertion, remarquons que M̂ , est 

un torseur cubiste sur le groupe K', lequel est annulé par m puisqu'il 

s'identifie à H . On peut donc lui appliquer (I, 5.7), ce qui achève la 

démonstration puisque Niçi/g 5 Pic(K') — * Pic (S) est un morphisme de 

groupes. ■

1.4.8.4. Remarque. L'adjectif "naturel" de 1.4.8 signifie que 1'isomor

phisme en question est fonctoriel pour les isomorphismes de faisceaux 

inversibles cubistes, et possède de plus la propriété suivante : soit

ïï : S' --*• S un morphisme de schémas (avec S' localement noethérien)

tel que ïï (̂U) soit schématiquement dense dans S' (si l'ouvert 

U<=S de (1.0.1) est choisi maximal), et tel que la formation de l'image 

directe f#L commute au changement de base ïï ; alors 1 ' isomorphisme de 

1.4.8 est compatible au changement de base ïï .

2. Faisceaux amples : cas où la base est un trait.

2.0. Soit A un anneau de valuation discrète,' de corps des fractions F 

et de corps résiduel k . On note S = Spec A , {-q} = Spec F ,

{s} = Spec k .

),(1

r.?M.

9

-1
g#AM*K

I  i

k'/s
( )L - 1

d, -1

o

'K /s
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Soit A — ► S un S-schéxna en groupes semi-stable dont la fibre 

générique A^ est une variété abélienne sur F , et soit L un faisceau 

inversible cubiste sur A . On suppose de plus que est ample sur

Â  . On dispose alors du sous-groupe fermé K(L)c a  , plat .et quasi-fini

sur S (IV, 3.4) et du schéma en groupes Q(L) (IV, 3.3.3), extension

centrale de K(L) par G c , non dégénérée dès que K(L) est fini
m, b

sur S (IV, 2.4).

2.1. Proposition. L est ample sur A .

Démonstration : lorsque la fibre fermée Aq de A est connexe, cela 

résulte de [Ri!, théorème VIII.2. Dans le cas général soit m un entier 

annulant le groupe <1 = Aq/A° des composantes connexes de Aq . La mul

tiplication par m induit un morphisme surjectif

[ml : A --*• A° .

2
Le groupe K(L®m ) = [m^^^iKÎL) ) contient le noyau 9A de la

2 m ®m2 
multiplication par m . Il en résulte que le sous-groupe ACK(L )

I®m2
est isotrope pour la forme commutateur e : il suffit en effet de le

vérifier sur la fibre générique, or si x et y€ 2A_ , on a
m

2 2
Lm Lm 2e (mx,my) = e (m x,y) = 1

avec mx et my € ̂ A^ , et il suffit de remarquer que la multiplication

par m induit un épimorphisme 2̂  — ► mAT1 .
m

Quitte à faire un changement de base fini S' --► S , on peut donc
2

supposer que L provient d'un faisceau inversible M sur A , via

le morphisme [ml (nous ne sommes pas tout à fait dans les conditions

de 1.3 puisque A est seulement quasi-fini ; cependant notre assertion

est vraie sur la fibre générique, d'où un sur Â  , d'où un M sur

A° puisque A° est connexe, et l'on a [m3 M =>• Lm à cause de l'unici

té du prolongement cubiste). La proposition en résulte car M est ample
2

sur A° (cas connexe) donc Lm est ample puisque [ml est quasi-fini.3

2.2. Proposition. Pour tout n )/l , notons Â -n  ̂ le plus petit sous-

groupe ouvert de A contenê nt K(L®n). Alors, pour tout n \ 2  , la

.cti<
[n]

v5n F n
restriction de L à A“ * est engendrée par ses sections globales

sur AL

L
'•n

o

Mn
2
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Rappelons d'abord le "théorème du carré", résultant de l'existence 

d'une structure cubiste sur L : le morphisme de S-foncteurs

A —  Ei£A/s

x — ► classe de (T*L)®L-1x

est un morphisme de groupes.

En particulier, si ŷ , . .. ,yn € a(S) vérifient y]_+,**+yn = 0 •

alors

(2.2.1) T* L ®. . .® T* L =- L®n .
yl yn

Démontrons alors la proposition (on s'inspire du cas classique ^es sché

mas abéliens). Il est clair qu'il existe une section cr€ H°(A^n ,L) qui 

n'est pas identiquement nulle sur la fibre spéciale A^n : il suffit de 

partir d'une section non nulle cr̂ é ëP îA^,!^) et de la multiplier par 

un élément de F de valuation égale à

- inf v (<t') 
c r ]

où C parcourt l'ensemble des composantes de AL

Cn]Soit alors C une composante de A^ sur laquelle a ? 0 , et

soit x un point de C (que l'on peut supposer rationnel sur k car

la proposition est "invariante par changement de base plat"). Il existe

alors (quitte encore à changer de base) n points A°(k)

vérifiant ÿi+**,+ÿn = ® cr(x+ÿ̂ ) 0 , i=l,...,n .,0n peut même

prolonger ces points en des sections y^,...,y € A°(S) vérifiant

y.. + ...+y = 0 , et on a donci n

[ (T* Or)® (T* C7)®...®(T* cr)l(x) ^ 0 
yl y2 yn

ce qui donne, d'après (2.2.1) une section de L®n sur Â *n  ̂ , non nulle 

au point x .

Donc L®n est sans point base sur la composante C . Mais comme le

groupe (J(L ) opère transitivement sur A^ (par définition de A~ )
o I n J Sn net opère sur H (A ,L ) de manière compatible aux translations, L

T n]est aussi sans point base sur A^ . ■

2.3. Définition. On dit que L est totalement symétrique si., localement

pour la topologie fppf sur S , L est de la forme M® [-ll^(M), pour un

faisceau inversible cubiste M sur A .

(On rappelle que S est un trait ; pour un cas plus général voir
3.2 ci-dessous).

deYnÿi
et

[ n i
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2.3.1. Remarques. Il revient au même de dire qu'il existe S' — > S

fini suriectif tel que L„, soit de la forme M® [-l]A (M) sur Aol.
S s '

Il suffit même (au moins si S est excellent) que S' soit le spectre 

d'une extension finie de F puisqu'alors, quitte à étendre encore le 

corps de base, M se prolonge au-dessus du normalisé de S dans S'.

Autre définition équivalente : il existe S' — > S quasi-fini et
» ®2 rdominant tel que L_, soit isomorphe a M , avec M cubiste symétri-b

que sur Ag,.

On vérifie aussi que tout ceci équivaut à la condition que soit

totalement symétrique sur Â  au sens de [M3], §2.

Enfin, il résulte de 2.2 que si L est totalement symétrique, sa 

restriction à l'ouvert Â -1  ̂ "engendré" par K(L) (notation de 2.2) 

est engendrée par ses sections globales : on peut en effet supposer 

(après changement de base) que L est le carré d'un M ample sur A., 

et on applique 2.2 à M .

Le théorème suivant est dû à Mumford (non publié) lorsque f*L est 

de rang 1 et que 2 est inversible sur S :

2.4. Théorème. Sous les hypothèses de 2.0, on suppose L symétrique et 
®2K(L ) fini sur S . Alors, avec les notations de 2.2 :

(i) H°(A,L) = H°(A^,L)

(Ü) H°(A,L02) = H°(A^,L02) .

2.4.1. Corollaire. On suppose L. totalement svmétrigue et K(L) fini 

sur S . Alors H°(A,L) = H°(A^,L) (notation de 2.2).

En effet, grâce à un changement de base plat on peut supposer que 
02

L = M avec M symétrique ; le corollaire résulte alors de 2.4 (ii) 

appliqué à M .

2.4.2. Lemme. Si L est svmétrigue il existe ct€ h°(A,L), non identi

quement nulle sur Aq , telle gue le diviseur div(or) sur A soit 

symétrique (i.e. invariant par [—il).

En effet soit <P : L [-ll^L l'unique isomorphisme induisant 

l'identité sur la section unité. Cet isomorphisme induit une involution
O *  r 1 *

t de H (A,L) par la formule t (ct) = 9 ([-1J cr). Il existe donc
_

Cf̂ € H (A^jL^) non nulle te .le que T ( cr̂ ) = - cr̂ ; il suffit dès lors de 

multiplier cr̂ par un élément convenable de F* pour obtenir un élément 

a de H°(A,L), qui vérifie t(O') =±<7.0

L
il

2l[2

C:2 ] 8)2
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2.4.3. Prouvons maintenant le théorème. Notons d le rang de f#L :

alors K(L) (resp. K(L®2)) est fini et plat de rang d2 (resp. 4gd2)
02  , 

sur S , et Q(L) (resp. Q(L )) est un groupe thêta non' dégénéré au-
®2dessus de K(L) (resp. K(L )). Considérons d'abord l'inclusion naturelle

(2.4.3.1) H°(A,L®2) ^  H°(A^,LS2) .

Les deux membres sont des A-modules libres de rang 2gd , munis
02

tous deux d'une action de poids 1 de Q(L ), et donc irréductibles pour 

ces actions (V, 2.4.2). L'image de (2.4.3.1) est donc de la forme

I.H°(A^2^,L^2) où I est un idéal de A . Pour établir (ii) il suffit 

donc de montrer que le morphisme déduit de (2.4.3.1) par tensorisation 

par k est non nul, i.e. gu'il existe une section cr 6 H°(A,L®2) dont
r 21

la restriction à A* n'est pas identiguement nulle.------------------ o ----- ------------------------

Or soit <7̂ € H°(A,L) comme dans le lemme 2.4.2 et soit x q  € Aq

tel que a^x ) ^ 0 . Comme div(ai) est symétrique on a aussi

ct1(-xq) ^ 0 . Si x € a (S) est une section de A passant par xq , il

suffit de prendre

or =  T * ( c r . .  ) ®  T *  (or.  ) x 1 -x 1

qui est bien une section de T L® T L =* L ,et qui est non nulle à
X “"X

l'origine de A par construction. Ceci démontre (ii).■ --- o

Enfin, (i) est une conséquence facile de (ii) : si Cf € H°(A^ ,L),

nous pouvons considérer a comme une section méromorphe de L sur A .
02 '  ^

L'assertion (ii) montre que O n'a pas de pôles sur A , donc cr

n'a pas de pôles sur A , cqfd. B

On peut même préciser les choses de la manière suivante :

2.5. Proposition. On suppose L svmétrigue (resp. totalement svmétrigue)
02

' (resp. K(L)) fini sur S . Soit X un sous-schéma non vide 

resp. A ’ ), fini et plat sur S et invariant par K(L®2)

(resp. K(L)) (par exemple, on peut prendre X = K(L ) resp. K(L)).

Alors le morphisme de restriction

(2.5.1) H°(A,L) --►H°(X,L|X)

est scindé, i.e. fait de H°(A,L) un facteur direct de H°(X,L|^).

(En d'autres termes : :oute section de L qui s'annule sur la

fibre fermée X^ = Xfi A du X , s'annule sur A ).O O o

et K(L ) (resp. K( 

de Â -2 (resp. A-

[2]

[ ]2

2
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Démontrons d'abord le cas totalement symétrique. Grâce à 2.4.1 on 

peut remplacer A par A^1"̂ . Le morphisme (2.5.1) est Q(L) - équiva

riant et H°(A,L) est un (J(L)-module irréductible donc il suffit de 

voir que le morphisme déduit de (2.5.1) par tensorisation par k est 

non nul pour conclure qu'il est injectif. Mais ce dernier point est 

évident puisque L est engendré par ses sections sur A^^ (2.3.1).

Le cas symétrique en résulte immédiatement : si cr est une section de
02

L sur A , nulle sur Xfi A , alors a est une section de L

nulle sur Xfi AQ , donc nulle sur Aq d'après le cas précédent. Donc

cr est nulle sur A . Ho

2.5.1. Remarque. Dans le cas des schémas abéliens, on a plus généralement 

(sans hypothèse de symétrie) :

Proposition. Soient A — S un schéma abélien sur un schéma S quel

conque, L un faisceau inversible sur A , ample (resp. ample et engen

dré par ses sections) relativement à S , m un entier \  2 . Soit X un 

sous-schéma de A , fini, plat et suriectif sur S et invariant sous 

K(L0m) (resp. K(L)). Alors le morphisme de restriction

f*L — * f*(L|x)

est iniectif et localement scindé.

On laisse au lecteur la démonstration, analogue à celle de 2.5.

2.6. Nous allons maintenant reformuler 2.4 en termes de valuations, en
X X Xsupposant A complet. Soit v : F — F = F /A la valuation de F

définie par A ; soient F une clôture algébrique de F , v : F — Y

un prolongement de v (le groupe f est alors isomorphe à Q), Â

l'anneau de v , S = Spec A . On dispose alors du modèle de Néron

Â — > S de Aj; sur S , que 1 ' on peut définir comme suit : soient

(F.)^Çj les extensions finies de F contenues dans F ; pour tout

i€ I soit A. = A fi F. , et soit A. le modèle de Néron de A-, sur 
i l  1 F.

A. ; si F. c: F . , on a une immersion ouverte 1
J

A. X S . --* A.
1 S. 3 ^

l

qui permet de poser

h = lim(A. x S) :
T  1 s.
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c'est un S-schéma en groupes, réunion croissante de sous-groupes 

ouverts lisses de présentation finie sur S ; sa fibre générique s'iden

tifie à A= , et 1'homomorphisme naturel
Jb

Â(S) --Aj;(F) = A(F)

est un isomorphisme puisque Â(S) = lim A. (S.) = lim A(F.).
11 •  ̂ X  1  *  ̂ 1
1 1

Pour tout i= I , considérons le faisceau inversible cubiste L„
Fi

sur Ap : il existe alors F^^F^ telle que Lp = Lp X Fj se pro

longe en un unique faisceau inversible cubiste sur A^ Sj ,

d'où par changement de base un faisceau cubiste L^ sur l'ouvert

A. x S de Â . Pour i variable, les L. sont évidemment compatibles
i si x _

entre eux et 1'on obtient donc un faisceau inversible cubiste L sur A ,

prolongeant ; on définit de même un sous-groupe fermé

K(L) C Â

qui prolonge K(Lp) et dont l'algèbre es^ un A-module libre

de rang fini : en effet il existe i et j tels que K(L^j) soit fini

sur S. et il suffit alors de poser K(L ) = K(L. . ) S .
3 XJ

-fn]On peut ainsi définir le sous-groupe ouvert , pour tout n )/ 1 ,

comme dans 2.2. Remarquons que Â^n est un S-schéma de présentation

finie puisque K(L) est contenu dans l'un des ouverts A. X S . Soit
----  ■ si
s le point fermé de S , et soit $ le groupe des composantes connexes

de Â- . Comme le corps résiduel «.(s) est algébriquement clos, on peut

considérer <$ comme un groupe abélien ordinaire (qui est d'ailleurs un

groupe de torsion). Pour tout x€ <1 , notons (pour plus de clarté) C

la composante de Â_ correspondante. L'anneau local dans Â du point

générique de C est un anneau de valuation, le groupe de la valuationX ^

en question s'identifiant canoniquement à T ; on notera v la valua-

tion correspondante (à valeurs dans F) sur le corps des fonctions de

Â . De même, si cr est une section méromorphe de L , on peut parler de

la valuation v (cr) de cr le long de la composante C x x

Alors le théorème de Mumford (2.4) prend la forme suivante :

2.6.1. Théorème. Soit <j S H°( Aj;,L̂ ;), considérée comme une section méro

morphe de L sur A . Alors la fonction

x •— * v (cr)
X

)(F

i

LF

D
L

ji

i iF
X
Si

Ô
)k:(L

!<i
j
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de «î dans F est minorée et atteint son minimum.

De plus, si L est symétrique (resp. totalement symétrique), ce 

minimum est atteint en un x € <1 correspondant à une composante de 

(resp. Â^l]).

Démonstration : commençons par le cas symétrique. Notant

s s

il s ' agit de montrer que, pour tout x € <| , on a

(2.6.1.1) v (cr) >/ inf v (cr) .

y€?[2] 7

—X  \En multipliant cr par un élément convenable de F , on se ramène 

au cas où le second membre de (2.6.1.1) est nul ; on a donc

cr € H°(Â̂ -2 ,̂L)

et le théorème 2.4 implique donc que a est régulière le long de la

composante x : il suffit en effet de l'appliquer sur une extension
— f  2 1

finie F^ convenable de F , i.e. telle que x , $L et a soient

définis sur A.. . On a donc bien v  (cr) \  0 , comme annoncé,
i x

Le cas totalement symétrique se démontre de même. Le cas général se 

déduit du cas symétrique : il suffit de remarquer qu'il existe a€Â(S)
—

tel que T (L) soit symétrique, et comme on sait (III, 1.1.9.1) que 
* — aT (L) admet une structure cubiste (non canonique), le cg.s symétrique â

s'applique. ■

3. Généralisation à une base normale quelconque.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , un 

S-schéma en groupes semi-stable A — S , un ouvert dense UcS tel 

que Ay soit un U-schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste 

L sur A . On fait de plus les hypothèses suivantes :

(3.0.1) Ly est ample sur Ay (relativement à fy : Ay — * U)

(3.0.2) pour tout point x € s-U , l'anneau local est normal.
o / X

L'hypothèse (3.0.2) implique que U est schématiquement dense dans 

S puisque est intèg::e si x U . De plus (3.0.1) et (3.0.2)
A / X

impliquent, grâce à IV, 2.4 l'existence d'un sous-groupe fermé

Ä ]r 2
' s

4 1I2' Ä[ 12
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K(L) C A ,

plat et quasi-fini sur S et prolongeant K(Ly), ainsi que celle d'une 

extension centrale

1  * G _ --* Q(L) --* K(L) --0 ,m, s

non dégénérée dès que K(L) est fini sur S , et opérant sur L .

Enfin nous supposerons dans ce qui suit que

(3.0.3) L est symétrique.

Nous pouvons alors généraliser 2.1 :

3.1. Proposition. Sous les hypothèses de 3.0, L est ample sur A 

(relativement à S).

La question est locale sur S , et comme L^ est déjà ample sur'

U , on peut supposer S normal grâce à (3.0.2). Lorsque A est à fibres 

connexes, la proposition résulte de [Rl], XI 1.13 et de l'unicité du pro

longement de Ly à A . Dans le cas général il existe (localement sur 

S) un entier m )/1 tel que la multiplication par m se factorise en

[m] : A --► A° 6— *■ A .

D'après le cas connexe, L ĵ q est ample sur A° ; comme [m] est 

quasi-fini, [m] (Lĵ q ) est ample sur A , mais ce dernier faisceau est

isomorphe à L®m puisque L est symétrique (1,5.5). H

3.1.1. Remarque. J'ignore si la proposition 3.1 reste vraie sans hypo

thèse de symétrie sur L .

3.2. Définition. Nous dirons que L est totalement symétrique si. L^ 

est totalement symétrique sur le schéma abélien Ay , i.e. s'il existe

U' --*■ U fidèlement plat tel que L̂ , soit de la forme

My,® [-il pour un faisceau inversible (cubiste) My, sur Ay,

(que l'or, peut d'ailleurs supposer symétrique) .

3.2.1. Remarques.

a) Si L est totalement symétrique le morphisme U' -- -̂U de 3.2 peut

être choisi fini et plat : en effet on peut prendre pour U' le sous- 

schéma de Pic ^  qui paramètre les M symétriques vérifiant M02 =- L

ce sous-schéma est un torseur sous le groupe des points d'ordre 2 de

*

)( IM
U

h
U'

u
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Piç^/U / donc est fini et plat.

b) Lorsque S est un trait, la notion introduite ici coïncide avec celle 

de 2.3, en vertu des remarques 2.3.1.

c) Si L est totalement symétrique il est facile de voir (au moins si 

S est noethérien excellent) qu'il existe ïï : S' — S fini surjectif 

tel que Lg, soit le carré d'un M symétrique sur Ag, : en effet, 

supposant S intègre, il existe une extension finie du corps des

fonctions F de S telle que Lpl soit le carré d'un M_, symétrique
f l 1 

sur la variété abélienne A^, . Remplaçant ensuite F' par une extension
1

finie F' convenable, on applique à M̂ ,, le théorème de prolongement 

11,3.5 sur le normalisé S 1 de S dans F' : l'unicité du prolongement 

cubiste assure que le faisceau cubiste symétrique M-, prolongeant M_, 

vérifie Mg , =* Lg , .

ri
3.3. Comme dans 2.2, notons A L le plus petit sous-groupe ouvert de 

A contenant K(L®n ) = [nl^iKÎL)), et

f C = — S

le morphisme structural. Le théorème 2.4 se généralise alors sans diffi

culté, ainsi que son corollaire 2.4.1 :

3.4. Théorème. (i) On suppose que K(L ) est fini sur S . Alors le 

morphisme naturel

(3.4.1) f#L — f*2  ̂(L, a[23 )

est un isomorphisme.

(ii) On suppose K(L) fini sur S et L totalement 

symétrique. Alors le morphisme naturel

(3.4.2) f*L — fÜ^(L| j-^)
A

est un isomorphisme.

Le théorème est une conséquence de 2.4 et de la propriété fondamen

tale suivante de 1 ' image di::ecte :

3.4.3. Lemme. Soit Vc s un ouvert schématiquement dense ( renn. un crron 

ouvert (11,3.1)) de S , et soit j : V e— »-S 1 ' inclusion. Alors le mor-
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phisme naturel

f*L — * j *j*f*L

est iniectif (resp. biiectif).

Cela résulte immédiatement du fait que, A étant lisse sur S , 

l'ouvert f” (̂V) est schématiquement dense dans A (resp. est un gros 

ouvert de A) et du fait que L est localement libre sur A . H

En particulier, lorsque V est un gros ouvert, f*L est déterminé 

par sa restriction à V . Or, le théorème 3.4 est vrai au-dessus de 

l'ouvert U de "bonne réduction" (puisque = = ' a-*-nsi

qu'au-dessus des points de S-U qui sont de codimension 1 dans S (car 

on peut alors appliquer 2.4 ou 2.4.1). Vu l'hypothèse (3.0.2), le mor

phisme naturel (3.4.1) est donc, dans le cas (i), un isomorphisme au- 

dessus d'un gros ouvert de S , donc est un isomorphisme ; la démonstra

tion de (ii)est la même. H

3.4.4. Remarques♦

02
1) Le théorème 3.4 utilise seulement l'hypothèse que K(L ) (dans le 

cas (i)) ou K(L) (dans le cas (ii)) est fini au-dessus des points de 

codimension 1 de S .

2) Bien entendu l'analogue de 2.4 (ii) est vrai aussi puisque c'est un 

cas particulier de 3.4 (ii).

Nous allons maintenant nous attaquer à la généralisation, plus déli

cate, de 2.5 ; de même que 2.4 elle a été démontrée par Mumford (non 

publié) sous des hypothèses plus restrictives :

3.5. Théorème. On suppose K(L ) fini sur S (resp. K(L) fini et L
* 02

totalement symétrique). Posons X = K(L ) (resp. K(L)). Alors le mor

phisme de restriction

(3.5.1) f#L — ►

est localement scindé, i.e. f*L est localement facteur direct dans 

f#(L|x)* En particulier f*L est localement libre (car f#(L|̂ ) 1'est).

3.5.2. Remarque. Il revient au même de dire que pour tout x£ S , le 

morphisme

(f*L)3>K(jc) --* f*(Ljx)3> k ( x )

][2] A

d

C
u ap.u

.8 2 ,

f )( I XL*



140

induit par (3.5.1) est injectif : en d'autres termes, si une section de 

L au-dessus d'un voisinage de x est identiquement nulle sur XXg n(x), 

elle est identiquement nulle sur toute la fibre AXg k (x ), et elle appar

tient même à m (fJj)—x * x

3.5.3. Corollaire (changement de base). On se place sous les hypothèses

( respées ou non ) de 3.5. Soit Tt : S ' --  S un morphisme de schémas tel

que 1'ouvert (U) soit schématiquement dense dans S'. Soient A',

f', L' les objets induits sur S' par A , f , L . Alors 1'homomorphisme

naturel

(3.5.3.1) — *• fiL' 

est un isomorphisme.

Démontrons le corollaire. Posons X' = XXg S' c a ' . Comme X est fini et 

plat sur S , le morphisme naturel

est un isomorphisme. On a donc un diagramme commutatif

(Si f;L.

( c ) \  ^ (b) 

f;(L'|x.)

où la flèche (c) est localement scindée d'après 3.5. A fortiori, (a) est 

localement scindée ; la question étant locale sur S' on peut donc 

supposer que

(3.5.3.2) f;L* = 1T*f*L© T .

Comme A^ est un U-schéma abélien et que L est ample, (3.5.3.1) 

est un isomorphisme au-dessus de l'ouvert U' =ff""1(U) de S', donc 

Ty, = 0 . En d'autres termes, si j' : U' «— >-S' désigne l'inclusion, T 

est dans le noyau du morphisme naturel

f;L’ ?

or ce dernier est injectif d'après l'hypothèse sur ff et le lemme 3.4.3 

(qui n'utilise pas d'hypothèse de normalité sur la base), d'où T=0 , 

cqfd. O

ir L*'
#

f,

*
f*(LI ) )■ IK'I

L(*f i

ir Lf*-

j j
I
*

#I Le;
I
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3.6. Démonstration de 3.5 : réductions diverses.

3.6.1. L'assertion de 3.5 étant de nature locale sur S , nous pouvons 

supposer que S est affine et même, grâce à EGA IV, 8.8.2, que S est 

le spectre d'une Z’-algèbre de type fini (donc un schéma excellent) .

Nous dirons pour abréger que (A,L,X) vérifie la condition (C) 

en un point x de S si le morphisme (3.5.1) est scindé au-dessus de 

Spec ©c . Notons
b , X

WC S

l'ouvert formé des points x tels que (A,L,X) vérifie (C) en x . 

D'après 2.5 et la remarque 2.5.1, W contient U et les points de S-U 

qui sont de codimension 1 dans S (car ces derniers, d'après 3.0.2, 

sont des points réguliers de S). Se plaçant en un point maximal de 

S-W , on peut donc supposer que S est local normal de dimension  ̂2 , 

de point fermé s , et que W contient S-{s}. Enfin on peut toujours 

remplacer S par un S-schéma fidèlement plat, et nous supposerons 

donc désormais que 

/

S = Spec R , où R est un anneau local complet normal à corps 

(3 6 2) J r®siduel k séparablement clos, et (A,L,X) vérifie (C) au- 

dessus de l'ouvert V = S-{s}, où s désigne le point fermé 

de S .

3.6.3. Lemme (descente). Soit F' une extension finie du corps des 

fractions de R , et soit S' = Spec R' le normalisé de S dans F', 

de sorte que R' est encore local normal complet et que le morphisme 

ff : S' — *■ S est fini local suriectif. Notons A' , f ' , L' , X' les 

objets déduits de A , f , L , X par le changement de base ff . Si 

(A',L'/X') vérifie (C) (3.6.1) au point fermé s' de S', alors 

(A,L,X) vérifie (C) au point' s (donc sur S), et de plus 

ff*f*L ^  f;L'.

Démonstration : posons S = f*(L|x), S ' = ff S -  f*(L'|x,). Comme R est 

local, 8 est libre : soit (e-^,...^^ une base de S .

Désignons par V^cs l'ouvert au-dessus duquel ff est plat : 

comme S est normal, S' intègre et ff surjectif, l'ouvert V^ con

tient tous les points de codimension (i.e. de profondeur) i l  de S . 

Posons Vĵ = ff-1(V1), et désignons par j1 : V1 «— *• S et j| : V| «— ► S'

les inclusions canoniques. Notons que ffiv. : V! — *■ V est fidèlementIV- l 1
plat, et que le morphisme

. i

\
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ÏÏ *f *L -->■ f;L'

est un isomorphisme au-dessus de . D'autre part f#L est localement

libre sur ; notons d son rang.

Par hypothèse le morphisme 

( 3 .6.3 .1 ) f 4L'--3 '

est scindé sur S', i.e. f̂ L' est (localement) libre, nécessairement de 

rang d , sur S', et (3.6.3.1) induit un morphisme iniectif de 

x.(s')-vectoriels :

(3.6.3.2) f;L'®*(s') — *• <S ' ® k (s ' ) .

Il existe donc d éléments de la base (ê ) de 3 , par exemple 

e1,...,ed , tels que si 3 désigne le quotient de 3 par le sous- 

module engendré par les ê  pour j)d , l'homomorphisme composé

(3.6.3.3) f;L'®K(s') (-3 S ' ® k(s' ) --*3®h( s')

soit un isomorphisme. Comme S' est local, cela implique que le composé

(3.6.3.4) f;L' (3— ,3,1l <?' — *ir*3

est encore un isomorphisme. C1 est en particulier un isomorphisme au- 

dessus de l'ouvert ; il en résulte par descente fidèlement plate que

1'homomorphisme composé

u s f ^ 3  ̂î

est un isomorphisme au-dessus de V1 . Mais on sait (3.4.3) que

et on a évidemment 3 = puisque 3? est libre ? donc si u est

un isomorphisme au-dessus de , c 'est un isomorphisme. B

3.6.4. Lemme. Pour que (A,L,X) vérifie (C) au point s , il faut et 

il suffit que le morphisme naturel

(3.6.4.1) (f*L)®k --

où l'on a posé 3 = f#(L^) soit non nul (on rappelle que k désigne le 

corps résiduel de s £ S).

existe él

3 .6 .3 . 2

L

f L j1*
*
1 Lfj

*•_
1'*j1
V

k0S'
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La condition est évidemment nécessaire puisque f *L / 0 . 

Réciproquement, considérons le morphisme naturel (3.5.1)

f #L — * S
Le groupe Q(L) opère sur f#L et sur S avec poids 1 (car X 

est invariant sous K(L)) et le morphisme (3.5.1) est manifestement un 

Q(L)-morphisme. Désignant par d le rang de K(L), on sait que f*L 

est localement libre de rang d sur un gros ouvert de S .

D'autre part (3.6.4.1) est un morphisme de représentations de poids 1 

de &(L) x Spec k , donc s'il n'est pas nul il est de rang ^ d par
O

V,2.5.6.

Il existe donc un quotient «? de â , libre de rang d , tel que

(f*L)®k — ► S ® k — *-<?®k 

soit surjectif, donc par Nakayama le composé

f *L — S ■— ► 3

est surjectif ; c'est donc un isomorphisme au-dessus de puisque

f*L et 3 sont alors localement libres de même rang, et l'on conclut 

comme dans la démonstration de 3.6.3. H

Nous allons maintenant ramener la démonstration du théorème 3.5 à 

celle du lemme suivant :

3.6.5. Lemme. S étant comme en 3.6.2, on suppose gue K(L ) est fini

sur S . Alors il existe une section globale a € H°(A,L0^), non nulle à

l'origine e_ de la fibre fermée A de A .---- a--- A ----------------- o —
o

3.6.6. Montrons comment ce lemme implique 3.5.

1) Plaçons-nous d'abord dans le cas où (S étant toujours comme en

3.6.2) le faisceau L de 3.5 est seulement supposé symétrique et où
02

X = K(L ) est fini sur S : il s'agit de montrer que (A,L,X) vérifie 

la condition (C) de 3.6.1. Grâce au lemme de descente 3.6.3, nous pouvons 

remplacer S par son normalisé dans une extension finie du corps des 

fractions de S', donc supposer qu'il existe (grâce à IV, 8.2 et 11,3.5)

- un S-schéma en groupes A' contenant A comme sous-groupe ouvert 

avec la même fibre générique

- un faisceau inversible cubiste L' sur A' prolongeant L

04
tels que Y = K(L' ) soit fini sur S .

2

iV

1V
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Il est clair que si (A',L',X) vérifie (C) il en est de même de 

(A,L,X) car H°(A,L) = H°(A',L’) d'après 3.4 (i) : nous pouvons donc 

remplacer A par A'» i.e. supposer que Y = K(L ) est fini sur S . 

Notons Â -2  ̂ (resp. Â -4  ̂) le plus petit sous-groupe ouvert de A con

tenant X (resp. Y) et considérons le morphisme X : A^4  ̂— ► Â *2  ̂ de 

multiplication par 2 ; nous avons un diagramme commutatif

> . » M —

]  J
XY : Y --»- X

On a Y = A-1(X), et comme Y est fini, Xy est fidèlement plat,

i.e. on a X = Y/H où l'on a posé

H = Ker X = 2A .

Par définition de A^2  ̂ et A^4  ̂ , X est donc aussi surjectif, 

donc on a une suite exacte

0 — H --v A ^  A ^  --0 .

Comme L est symétrique on a

X*L =- L®4 (1,5.5) .

Considérons le diagramme commutatif de R-modules 

M = H°(A[4:1,L04) -^H°(Y,L^4) = V

(3.6.6.1) X*] X*]

h°(a ^ , l ) H°(X,L|X) .

Le groupe Q = Q(L®4) opère sur M et Ir , et le morphisme u 

ci-dessus est compatible à ces actions. L'isomorphisme X L =■* L défi

nit d'après 1.2 un relèvement de H = Ker X dans Q , permettant 

d'identifier H à un "sous-groupe de niveau" de Q au sens de V,2.5.1. 

Par descente des sections, le diagramme (3.6.6.1) s'identifie alors au 

diagramme

( 3 . 6 . 6 . 2 )  J ]

est L if

'4

3[23

o

u

Hu' H
U

HM1

M
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Enfin on sait (3.4) que H°(A,L) = H°(A^^,L) = MH , de sorte qu'il 

suffit de prouver (compte tenu de 3.6.4) que 1'homomorphisme

uH®k : M ^ k  --»• VH® k

est non nul. Or il s'identifie, d'après V,3.2 (ii) à

(u® k)H : (M®k]P— »(U ® k)H

et d'après l'équivalence de catégories V,3.2 (i) (appliquée à Q®k), 

ce dernier est non nul dès que

u® k : M® k — > V ® k

est non nul, ce qui résulte immédiatement du lemme 3.6.5.

2) Supposons maintenant que L est totalement symétrique et que 

X = K(L) est fini sur S . Utilisant le lemme de descente 3.6.3 et la

remarque 3.2.1, nous sommes ramenés au cas où L est le carré d'un
02

faisceau ample symétrique 1^ sur A . Comme X = K(L) = K(L1 ) est 

fini, (A,L^,X) vérifie (C) d'après ce qui précède et il existe donc 

une section a^H°(A,L1), non identiquement nulle sur X® k ; il en est
A. 02 A

donc de même de a £ h°(A,L) et l'on conclut grâce à 3.6.4.

3.7. Démonstration du lemme 3.6.5.

3.7.1. Supposons donc que S = Spec R comme en 3*6.2, et que L est
04symétrique sur A avec Y = K(L ) fini sur S .

Comme L est ample sur A (3.1), il existe un entier m)/l et 

une section globale

(3.7.1.1) a1€ H°(A,L0m)

telle que ) ¥■ 0 • Choisissons m premier à la caractéristique de

k , et premier au rang de K(L ). On a alors

K(L®m ) = [nd'^Kd.)) =■ K(L) X ( A) A m

et de même K(L02m) ~ K(L®2) X ( A)
m

et le groupe A est étale sur S . Considérons la filtration m

0 c: ( A)“ c ( A)fn C A 
m m m
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définie en IV, §1. Comme la décomposition K(L0m) = AXK(L) est évidem-

ment orthogonale pour la forme e sur K(L ), le théorème d'ortho-

gonalité IV,2.4 (iv) implique que ( A)^n est l'orthogonal de
0m

dans mA , et que e induit une dualité parfaite sur lë quotient

( A)aÎ3 = ( A)^n/( A)11 .Ce dernier est fini étale sur S donc s'identi- m m m
fie à un groupe fini ordinaire, et il existe donc un sous-groupe constant 

H c ( A)^n tel que H/( A)^ soit lagrangien (V,2.5.1) dans •

Autrement dit, H est égal à son orthogonal dans A , et l'orthogonal
>ojm

de H dans K(L ) est simplement HXK(L).

Notons qu'il suffit de démontrer 3.6.5 "après changement de base
04

fini surjectif" 17 : S' — ► S : si (3.6.5) est vrai sur S', alors L*

vérifie (C), donc, par le lemme de descente, on a f^L'®4
04donc l'existence d'une section de L' non nulle a l'origine implique
04l'existence d'une telle section pour L

En particulier nous pouvons supposer qu'il existe un "gonflement"

A C A- de A , tel que A, soit fini sur S , et un faisceau inversible1 ml
L1 sur A^ prolongeant L . Nous choisirons A1 de telle sorte que

mA1 = A

de sorte que, vu nos hypothèses, on a un morphisme fini de multiplication 

par m :

[ml : A1 --► Ai/mAl A ;

toutefois la section de (3.7.1.1) ne se prolonge pas nécessairement

en une section de sur A^ .

Posons alors B = A/H , B1 = A ^ H  , de sorte que l'on a un diagramme

0  ► H --A -E— B ---- ► 0

il i i x
P1 qjS*

0  H --- ► H — =♦ B1 — =-*• A

où la ligne supérieure est exacte et où q̂ P-̂  = [m3 , de sorte que q^ 

est surjectif ; son noyau n'est autre que <Iui est fini, donc

q^ identifie A au quotient de B^ par un sous-groupe fini étale.

3.7.2. Le sous-groupe HCA étant isotrope, il se relève, puisque S
0m '5mest strictement hensélien, dans Q.(L ) (et aussi dans Q(L^ ), qui

contient Q(L0m)). Si l'on fixe un tel relèvement, les autres s'en

M-
(TI
Ai )

ab
(mA.)

ff
#
f*, L

4

10

I TO
1

P’l )1Aim(
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déduisent en le multipliant par un caractère de H . Chaque caractère

X : H — y © donne ainsi naissance, par descente, à un faiscçau invertit
sible M(x) sur B (resp. M^X) sur B^), et l'on a

H°(B,M(X)) = H°(A,L®m)X ,

sous-module de H°(A,L®m) sur lequel Hc Q(L) opère par le caractère X. 

Comme k est séparablement clos et que H est un groupe fini ordinaire, 

d'ordre premier à la caractéristique de k , on a

H°(R.L®m) = ® H°(A,L®,")X .
X«H

L’existence de € H°(A,L®m) non nulle à l'origine implique celle 

d'une telle section dans l'un des sous-espaces propres H°(A,L®m)* , donc 

d un faisceau inversible M sur B , descendant L ,et d'une section

(3.7.2.1) ct2 €h°(b,m) , cr2(eB ) ^ 0 .
o

Notons que M se prolonge en un faisceau inversible M.. sur B.. 

descendant L^ , puisque le relèvement H «— *■ Ç(L ) correspondant à M 

est aussi un relèvement dans Q(L®m). D'autre part l'orthogonal de H 

dans K(L®m) (resp. K(L®2m) ) est HXK(L) (resp. HXK(L^)) donc p 

induit des isomorp'nismes
K(L) K(M)

K(L®2 ) -2^K(M02)

02
de sorte que K(M ) c b est fini sur S . Cependant M n'est pas 

nécessairement symétrique ; mais si nous posons

Nx = Mx® [-l3*M1 , N = N1 j
B

alors ^  est totalement symétrique et p£n i L®2m. Posons alors

(3.7.2.2) cr3 = a2® [-l]*cr2 € H°(B,N) :

alors a3(eQ ) ^ 0 et, comme K(N) = KiM2*2) est fini et N totalement
o

symétrique on conclut par 3.4 (ii) que se prolonge en une section

de N^ sur , encore notée cr̂ .

3.7.3. Le faisceau inversible N^m sur B1 vérifie

2
=. r®2m * #,_32n 

pllNl ’ L1 )

1o

Si

B1

1 1 ’

3
a
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de sorte que et q*(L®2) sont totalement symétriques et ont même

image réciproque dans A^ . En conséquence ils sont isomorphes : il

suffit en effet de le vérifier au-dessus d'un point générique géométrique

ïî de S ; si l'on pose E = N. ®q,(L ), alors Êr appartient au 
t

noyau de Bt P >■ Afc donc est d'ordre fini ; il est d'autre part le 

carré d'un faisceau inversible symétrique (i.e. d'ordre 2) donc est 

trivial.

Il en résulte que le noyau de q1 : — ► A se relève dans Q(N®m) 

(car provient de A) ; comme ce noyau est un S-groupe fini cons

tant, d'ordre premier à car(k), on peut répéter l'argument de 3.7.2 et 

déduire, de l'existence de a3 (3.7.2.2), un faisceau inversible P

sur A , tel que q^P N^m (et donc [ml P =• L®2m [m] L®2 ) et une 

section

Ûf4 € H°(A,P)

telle que ) ^ 0 • Enfin le faisceau P® [-il P est totalement

symétrique,, et a même image réciproque par [m] que L®4 (à savoir 
2 # 

m ), donc, comme précédemment, P® [-l] P L .La section

= a4® [-l]*cr4 € H°(A,P® [-l]*P) = H°(A,L04)

répond donc à la question. Ceci achève la démonstration de 3.6.5 et 

celle de 3.5. ■

Grâce au théorème 3.5, nous pouvons maintenant étendre partiellement 

la proposition 2.2 :

Tn 1
3.8. Proposition. Pour tout n^l notons A le plus petit sous- 

groupe ouvert de A contenant K(L®n). Alors :
02

(i ) Si K(L ) est fini sur S , alors pour tout n )/1 , la res-
0 2 n f" 2nl

triction de L à A est engendrée par ses sections (relativement

à S) sur A^2 .

(ii) Si. L est totalement svmétrigue (et K(L) fini sur S , comme

toujours ), alors pour tout n )/1 la restriction de L®n à A ^  est
r n  i ~  ----

engendrée par ses sections sur A*

Démonstration : nous pouvons supposer S local.

(i) Nous savons grâce à 3.5 qu'il existe une section de L sur A'2n  ̂

qui n'est pas identiquement nulle sur la fibre fermée A^2n de A^2n^
0  2 j 2 n 1 ^

(puisque K(L ) c a l ). La démonstration est alors la même que celle

p mtf1

0)-2

1B

NT
05m
1

2

S4L.054:

cr4(eA
o

C*
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de 2.2, conséquence formelle du théorème du carré et de l'action de
-/r®2n̂  '8>2nQ(L ) sur L

(ii) Nous pouvons supposer S excellent (par exemple essentiellement 

de type fini sur "¡S) ? il suffit de plus (grâce à 3.5.3) de démontrer 

(ii) après un changement de base fini surjectif, et nous sommes ramenés 

grâce à 3.2.1 c) au cas où L est le carré d'un faisceau inversible 

symétrique : on applique alors (i) à ce dernier. ®

3.8.1. Remarque. Sous les hypothèses de (ii) ci-dessus par exemple, 

j'ignore (même lorsque S est un trait) si, pour nV2 , la restriction 

de L®n à Â -n  ̂ est très ample sur A^n relativement à S .

4. Application : un théorème de négativité de 11 image directe.

4.0. On se donne S , A , L comme en 3.0 et on suppose pour simplifier

S connexe noethérien ; on suppose de plus, comme dans le théorème 3.5,
02que X = K(L ) est fini sur S (resp. que X = K(L) est fini et L

totalement symétrique) ; on note g la dimension relative de A sur

S , d le rang de f*L (on rappelle que f*L est localement libre
cr 2

(3.5)), de sorte que X est fini et plat sur S de rang 4gd (resp.
2

d ). Enfin on suppose dans ce § que

(4.0.1) X est étale sur S .

Comme X est isomorphe à son dual de Cartier, ceci équivaut à 

supposer que X est d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles 

de S ; comme d'autre part d est pair si L est totalement symétrique, 

nous voyons que (4.0.1) éguivaut dans tous les cas à

(4.0.2) 2d est inversible sur S .

4.1. Théorème.

(i) Il existe un revêtement fini étale ïï : S' — y S tel gue
y

it (f*L) soit engendré par ses sections globales sur S'.

(ii) Il existe un entier n \  1 tel gue le faisceau inversible 

(Adf#L)0 n soit engendré par ses sections globales sur S .

4.2. Montrons (i). Vu nos hypothèses, on peut, quitte à remplacer S 

par un revêtement étale convenable, supposer que le schéma en groupes X 

est constant sur S . Notons r son rang ? on sait (d'après 1,5.7) que
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L|Î. est trivial, et comme 2r est inversible sur S , il existe
7T HS' — ► S fini étale tel que L̂ , soit trivial, avec X' - ir X . Rempla

çant alors S par S', on a un isomorphisme

^ Llx̂  ^

d'où grâce à 3.5 un morphisme injectif localement scindé

f . L  — *• ® I

d'où notre assertion (compte tenu du fait que la formation de f#L 

commute aux changements de base considérés, lesquels sont d'ailleurs 

plats).

d ■■ 1 ^4.3. Posons M = (A f#L)- : il résulte de (i) que ïï M est engendré

par ses sections sur S', et même par r sections globales (avec 

r = rg X) d'après 4.2 ci-dessus, donc définit un morphisme

cp : S '  ---- * P ^.-1  = P

tel que <P*&p(l) =* ff*M .

Pour établir (ii) il suffit (puisque S est quasi-compact) de 

trouver, pour chaque point y € s , un entier n )/1 et une section 

s€H°(S,M®n) telle que styJ^O . Or si x^,...,^ sont les points de 

S' au-dessus de y , l'ensemble {<p(x1),... ,cp(xk)} c p est fini donc il 

existe m V 1 et h € H°(P,ôp(m) ) tels que h(cp(x̂ )) 0 (i=l,...,k), 

d'où une section s' = <P*h € H°(S',ff*M®m) telle que s'(x^)^0 

(i = l,...,k). La section

s = Ns,/s(s' ) € H°(S,M0m de9(ir)) (EGA 11,6.5)'

répond donc à la question. ■

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

5.0. L'inconvénient majeur du théorème 4.1 est qu'il suppose que 2 est 

inversible sur S , même lorsque K(L) est étale. On va montrer ici 

comment contourner dans certains cas ce genre de difficultés, en 

exploitant une idée de S. Mori.

Soit C une racine cubique non triviale de l'unité dans <E , et 

considérons l'anneau 5?[C] ^[xl/( 1+X+X2) . Si T désigne un topos, la 

donnée d'un C]-Module de T équivaut à celles d'un Groupe commutâtif

r©S

r

*

1



151

A de T et d'un homomorphisme d'anneaux

Z{C ] --End A

ou encore d'un automorphisme

[C]A : A — ► A

du Groupe commutatif A , vérifiant IdA + CO A + ̂ ^ a = ° ‘

Soient A un ^[C]-Module de T , G un Groupe commutatif de T , 

et L un G-torseur cubiste sur (le Z’-Module sous-jacent à) A .

Nous dirons que L est C-invariant si les torseurs cubistes L et 

[O^Li sont isomorphes.

5.1. Proposition. Soient A un zf O - Module du topos T , G un Groupe 

commutatif de T , L un G-torseur cubiste C-invariant sur A .

Alors :

03 p(i) le G-torseur cubiste L est symétrique, i.e.

[-^¡(L®3) - L®3

(ii) il existe une décomposition fonctorielle en L :

L a. lS ® La

où Ls et La sont deux G-torseurs cubistes C -invariants, Ls étant

symétrique et La étant muni d'une structure d'extension commutative de
a. ®3A par G , telle que l'extension (L ) soit triviale.

Pour démontrer (i), posons M = L® C-ll^L-1 : on rappelle (1,5.7.1) 

que M admet une structure naturelle d'extension de A par G . On a 

alors

(5.1.1) M®3 =- M® [C]*(M) ® [C21*(M) , 

isomorphisme d* extensions déduit d'un isomorphisme cubiste

L -21* [C]*L .

Mais grâce à la structure d'extension de M , le second membre de

(5.1.1) n'est autre que (IdA + [Cl^ + [C2!̂ ) (M) donc est trivial, cqfd.

On en déduit (ii) en écrivant

L = L®3® (L® [-il * (L) ) **1 ® (L-1® [-l]*(L) ) . ■

Ls La

A

2
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/ f /5.2. Soient S un schéma localement noethérien, A --»-S un S-schéma

en 5?[C]-Modules semi-stable (i.e. tel que le schéma en groupes sous-

jacent soit semi-stable). La décomposition 5.1 (ii) pour un <Gm-torseur

cubiste C-invariant sur A permet d'appliquer les techniques du

chapitre II, §3. Ainsi :

5.2.1. Théorème. Soit U un ouvert schématiquement dense de S (ou 

bien le spectre du corps des fonctions de S , si S est intègre). On 

suppose que S est normal aux points de S-U , et que les fibres de A 

aux points de S-U sont connexes. Alors tout <G -torseur cubiste------- ---------------- ------- -----------------  jj, ------------ ------------

C-invariant sur A^ se prolonge en un (unique) (Ŝ -torseur cubiste 

(nécessairement C-invariant) sur A .

C1 est en effet une conséquence immédiate de II, 3.3. De même :

5.2.2. Théorème. Sous les hypothèses de 5.2, on suppose de plus gue S 

est normal intègre de point générique Tl , et gue A^ est une variété 

abélienne. Soit n un entier annulant les groupes de composantes con

nexes des fibres de A , et supposons gue :

4 4a) les points géométrigues d1 ordre 8n (ou seulement n si n

est impair) de Â  sont rationnels sur k(t))

b) il en est de même des points géométrigues d'ordre 9n .

Alors tout G -torseur cubiste C-invariant sur A_ se prolonge ---------  m — - ”~~ — ~— --------  --  1̂ ---
à A .

Démonstration : si est C-invariant sur A^ , considérons la

décomposition

s  -

* Sde 5.1 (ii). L'hypothèse a) permet de prolonger L̂  en vertu de 11,3.5, 

et l'on vérifie que L^ se prolonge grâce à l'hypothèse b), en procé

dant comme dans la démonstration de 11,3.5 (il faut remarquer qu'en 

raison des propriétés de La , les obstructions aux points de codimen- 

sion 1 sont additives et annulées par 3). ■

5.3. Sous les hypothèses de 5.2, soit U^S un ouvert dense tel que 

Ay soit un U-schéma abélien, et supposons que S soit normal aux 

points de S-U . Donnons-nous de plus un faisceau inversible cubiste 

C-invariant L sur A , tel que Ly soit ample sur A^ relativement 

à U . Cette condition implique, d'ailleurs, que L est ample sur A 

relativement à S : en effet L0  ̂ est symétrique et on peut donc lui 

appliquer 3.1.

b

LT1 •n
aIs

*nL
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Nous sommes donc dans des conditions entièrement analogues à celles 

de 3.0, la symétrie étant ici remplacée par la C-invariance.

Nous allons maintenant étendre à cette situation les principaux 

résultats du §3 ; les démonstrations, analogues à celles dé loc. cit., 

seront simplement esquissées.

5.4. Définition. Sous les hypothèses de 5.3, nous dirons que L est

totalement C-invariant s ' il existe U' — *■ U fidèlement plat tel que
®3

Ly, soit isomorphe à My, où My, est cubiste C-invariant sur Ay,.

5.4.1. Remarques.

a) le faisceau My, de 5.4 peut être supposé symétrique (en vertu 

de 5.1 (ii)) ; en particulier si L est totalement C-invariant il est 

symétrique ;

b) il n'est pas suffisant, pour que L soit totalement C-invariant, 

d'exiger que LTT soit localement de la forme M® [C] M® [C2] M ; toute-
r &

fois cette condition est suffisante si [CJ M est algébriquement équi

valent à M et si 3 est inversible sur S (exercice : utiliser le 

fait que (C-id) opérant sur le dual de Ay est une isogénie) ;

c) la remarque a) montre que le morphisme U' — U de 5.4 peut 

être supposé fini et plat ;

d) si L est totalement £-invariantet si S .est noethérien
S 3

excellent, il existe ïï : S' — S fini suriectif tel que Lg, =* Mg, 

avec Mg, symétrique et C-invariant sur Ag, (cf. 3.2.1 c)).

5.4.2. Exemple. Soient S un schéma localement noethérien, A un 

S-schéma en groupes semi-stable, Ucs un ouvert dense tel que Ay soit 

un U-schéma abélien et que S soit normal aux points de S-U . On 

suppose de plus que 3 est inversible sur S . Considérons le S-schéma

en groupes semi-stable

Al = ASS

c'est de façon naturelle un zCcl-module ; la base (1,C) de 2r[C] 

permet d'identifier A^ à A , l'action de C étant donnée par la 

matrice

0 -1'

“ ■ - (  : )

AtU U

/]i \
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Soit L un faisceau inversible cubiste sur A ; notons L- le
2

faisceau inversible sur A^=-A défini par

h 1 = pr^L^pr^L® (pr^-p^^L .

Un calcul immédiat montre que le morphisme <PL : Ai u — *" A1,U 

est donné par la matrice

d’où l'on déduit que [Cl̂ oq3T o[Cl = <PT ; en d'autres ternes,

V  1 , .est algébriquement équivalent à sur le schéma abélien A1 y . Il en

résulte, d'après la remarque b) ci-dessus, que le faisceau

L2 = Ll® CC^*Li® C^23*L1

est totalement C-invariant sur A2 • Enfin on vérifie que

K(L2) = [9l* (K(L) X K(L)) , 

de sorte que Kil^) est étale sur S si K(L) l'est.

5.5. Théorème. Sous les hypothèses de 5.3, définissons f!-n  ̂: A^n  ̂— S 

comme en 3.3. Alors
03

(i) .si K(L ) est fini sur S , le morphisme naturel

(5.5.1) f„L —  4 3l(L| [3])

est un isomorphisme.

(ii) Si K(L) est fini sur S et L totalement C-invariant, le 

morphisme naturel

(5.5.2) f#L --*■ f (L 1 j-̂ )

est un isomorphisme.

Démonstration (esquisse) : on se ramène d'abord comme dans 3.4 au cas où 

S est un trait : posons donc S = Spec A , où A est un anneau de 

valuation discrète de corps des fractions F et de corps résiduel k ? 

on pose {il} = Spec F , {s} = Spec k , AQ = A®Je . Par changement de 

base fidèlement plat on peut supposer de plus que F contient les racines 

cubiques de l'unité. Considérons alors l'unique isomorphisme

( :)2CPL

-*L2CPL

-*L

[c
*
L1

*2*

:C 3
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U î L [C]aL

de faisceaux inversibles cubistes sur A : il induit un automorphisme 

d'ordre 3 de H°(A,L), et l'hypothèse sur F implique donc qu'il existe 

un vecteur propre pour cette action, d'où une section cr€H°(A,L), non 

identiquement nulle sur A , et dont le diviseur est C-invariant. Dans 

ces conditions soit x € a ( S )  tel que x ( S )  H div(cr) = 0 : alors

a = t*ct® T? a® T*0 or1 x Cx ç2x

est une section, non nulle à l'origine de Aq , du faisceau

T*L®Tr L®T*, L - L®3 (car l+{+C2 = o). x Cx C2X

Il en résulte que, dans le cas (i), le morphisme naturel

H°(A,L®3) — *.H0(A[3],L®3)

*  03
qui est un morphisme de représentations irréductibles de Ç(L ), est 

non nul dans la fibre spéciale donc est un isomorphisme. On en déduit

(ii) puisqu'après un changement de base convenable on a L=- ̂ 3 où M 

est C-invariant ; d'autre part sous l'hypothèse (i), si a€H°(A^^,L) 

alors a®3 € H°(A^\ l®3) se prolonge à A , donc cr se prolonge à A. 3

03
5.6. Théorème. Sous les hypothèses de 5.3, supposons K(L ) fini sur 

S (resp. K(L) fini et L totalement C-invariant) et posons 

X = K(L ) (resp. K(L)). Alors le morphisme naturel

(5.6.1) f#L — *f*(Ljx)

est iniectif localement scindé.

En conséquence (cf. 3.5.3) la formation de f*L commute à tout

changement de base ff : S' --► S tel que 1T (̂U) soit schématiquement

dense dans S'.

5.6.2. Cas où A est un S-schéma abélien : c'est un cas particulier 

de 2.5.1.

5.6.3. Cas où S est un trait : ce cas se démontre exactement comme 2.5, 

en remarquant que si L est totalement C-invariant il est engendré 

par ses sections sur l'ouvert Â -1" (notation de 3.3) : ceci résulte 

immédiatement de 2.2.

5.6.4. La question étant locale sur S nous sommes ramenés, pour démon

trer 5.6, au cas où S est le spectre d'un anneau local complet normal

o

2
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de dimension )/ 2 à corps résiduel séparablement clos, et où (5.6.1) est

localement scindé sur l'ouvert V = S-{s) , où s désigne le point fermé

de S . Il est alors immédiat que le lemme de descente 3.6.3 est encore

valable. De plus le théorème 5.5 implique que si A' est un modèle semi-

stable de Â  , contenant A comme sous-groupe ouvert, et si L se

prolonge en L* sur A', alors H°(A,L) = H°(A',L'). Par changement de
02base et gonflement, nous pouvons donc supposer de plus que K(L ) est 

fini sur S .

5.6.5. Réduction au cas symétrique : si L est totalement C-invariant
*  ̂ 2 cl S >il est symétrique d'après 5.1. Sinon on a L = L ® L avec L symé

trique et La d'ordre 3 (5.1 (ii)) ; il existe donc (quitte à changer
s 03

de base et à appliquer le lemme de descente) une section K(L )(S) 

telle que L=* T*(LS). Comme la translation par « respecte X = K(L®3), 

on a un diagramme commutatif

T*a

IX 

'en

f*LS —  f*(LSlx)

G
et il suffit donc de prouver 5.6 pour L

* 02
5.6.6. Fin de la démonstration : supposant L symétrique et K(L ) 

fini, il résulte de 3.5.3 que la formation de f#L commute au changement

de base ïï : S' --»-S , où S' est le normalisé d'un sous-schéma fermé

intègre de dimension 1 de S rencontrant 1'ouvert U de bonne réduc

tion. Comme 5.6 équivaut à 1'injectivité de

f*L® h(s) — ► f*(L|x0 K(g) ) ,

il suffit de démontrer 5.6 sur S1 et nous sommes ainsi ramenés au cas 

d'un trait (5.6.3). B

r ]
5.7. Proposition. Sous les hypothèses de 5.3, définissons A comme 

dans 3.3. Alors :

.03(i) ¿i K(L ) est fini sur S , alors pour tout n //1 , la res- 
*a

ment à S) sur A^3n^

(ii) Si K(L) est fini sur S et L totalement G-invariant,

la i
üïït

triction de L03n à A^3n  ̂ est engendrée par ses sections (relative-

alors pour tout n )/ 1 la restriction de L n à A^n est engendrée

par ses sections sur A1

f L f- #(L I

11 

?



157

La démonstration est analogue à celle de 3.8. S

Nous pouvons enfin adapter le théorème de négativité 4.1' :

5.8. Théorème. Sous les hypothèses de 5.6, supposons de plus que S est 

noethérien et que X (notation de loc. cit.) est étale sur S . Alors

(i) Il existe un revêtement fini étale 17 : S1 --*■ S tel que
■H* V

17 (f#L) soit engendré par ses sections globales sur S1.

(ii) Il existe un entier n )/1 tel que le faisceau inversible 

(det f#L) -n soit engendré par ses sections globales sur S .

Démonstration : on procède comme dans 4.1.8

Bien entendu, si d désigne le rang de f*L (de sorte que K(L)
2 * * est de rang d ), l'hypothèse sur X équivaut au fait que 3d soit

inversible sur S .
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CHAPITRE VII 

Structures de niveau, plongements grassmannlens

Sommaire

0. Introduction.

1. Structures de niveau et rigidifications : définition, existence.

2. Cas des schémas abéliens : le théorème de plongement.

3. Application aux schémas de modules & ^ n .

4. Le 2T-schéma -, .g/d

5. Le cas séparable : compléments au théorème de plongement.

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

0. Introduction♦

Le principal résultat de ce chapitre est le théorème de plongement

2.6, qui donne explicitement un plongement projectif (plus précisément 

"grassmannien") d'un certain schéma de modules fins paramétrant des sché

mas abéliens polarisés munis d'une "N-rigidification". Cette dernière 

notion est un raffinement de la notion familière de structure de niveau 

N , le groupe structural étant, au lieu du groupe habituel GL~ ,

. . N^-l .une extension de celui-ci par le tore . Il est meme possible,

grâce à la notion de "N-rigidification restreinte", de "réduire" le

groupe en question à un groupe fini ; on retrouve ainsi au §3 la repré-

sentabilité des schémas de modules habituels ât , pour n )/ 3 , sansçf t d # n
utiliser de théorie générale des invariants.

Un autre intérêt est que l'on obtient, sur ces schémas de modules, 

des faisceaux amples "explicites", i.e. calculables en termes du fonc- 

teur représenté. Plus précisément chacun des schémas de modules fins 

construits (noté ici S) porte un schéma abélien universel A —— S , et 

un faisceau inversible cubiste L sur A , ample relativement à S ; le 

thème général de ce chapitre est qu'alors le faisceau inversible

(det f*L)-1

est ample sur S ; dans chaque cas cela résulte plus ou moins triviale

ment de la définition du plongement grassmannien de 2.6.

g-

g / N2')

<Gm
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On construit encore au §3 des compactifications des schémas de

modules grossiers ôfc , (n )/l), liées aux plongements du §2. Cesg,d,n
compactifications semblent malheureusement dépourvues d'une bonne inter

prétation "modulaire" ; on a toutefois, pour un schéma en groupes semi- 

stable sur une base normale, une propriété de prolongement en codimension

1 (§6) qui sera utilisée au chapitre XI.

A l'exception du §6 précité, ce chapitre ne dépend que dans une 

faible mesure des précédents ; le lecteur qu'intéressent surtout les 

schémas abéliens pourra, après avoir pris connaissance de la définition

1.2, aborder directement les §2 à 5.

Notations♦ Dans tout ce chapitre on fixe un entier g Vl . Pour tout 

entier N )/1 , on pose

r 2N (N pair)
(0.1) N = (2,N)N ={

N (N impair)

On note le groupe

(0.2) en = (K/NZ)2g

et pour tout schéma S on désigne par E.T c le S-schéma en groupes
JN / o

constant de valeur E.T .N

1. Structures de niveau et ridigifications : définition, existence.

On rappelle d'abord la proposition suivante (1,5.7) :

1.1. Proposition. Soit L un• G-torseur cubiste sur un Groupe commuta- 

tif A , et soit N un entier annulant A . Alors L admet une t n - 

vialisation canonique (comme G-torseur cubiste sur A).

1.2. Définition. Soient A  ̂>• S un schéma en groupes semi-stable de 

dimension relative g sur un schéma S , L un <G -torseur cubiste sur----------------- -— . - ---------------  —  m  -------- ---------------

A , N un entier \  1 inversible sur S .

a) Une structure de niveau N sur A est par définition un isomor

phisme v : E^ g ■■"■>• ̂ jA de S-schémas en groupes.

b) Une N-rigidification de (A,L) est un couple (v,j) où \> 

est une structure de niveau N et a une trivialisation du <E -torseur■——— ------------------------------------------------  —  ---------------------------------------------  m -------------- -

E.N

Ñ



ISO

v*L , qui coïncide sur la section nulle avec la trivialisatj.on donnée 

par la structure cubiste de L .

0Nc) Une N-rj.qidification (v/O1) est restreinte si J coïncide 

avec la trivialisation canonique de v L donnée par 1.1.

1.3. Proposition. Soient S un schéma normal intègre, S un ouvert 

non vide, A^ un U-schéma abélien de dimension relative g avant 

réduction semi-stable aux points de codimension 1 de S . Soient un

G^-torseur cubiste symétrique sur Ay et N )/ 2 un entier inversible 

sur S .

Alors il existe un gros ouvert VCS contenant U et une suite de 

morphismes finis suriectifs

ff2 *1 v2 vx — L* v , * = rri0n 2

avec les propriétés suivantes :

(i) 77̂ est galoisien, modérément ramifié sur V et étale sur U ; 

son groupe de Galois est un sous-groupe de GL2g(^/NN'%), et il existe un 

V^-schéma en groupes semi-stable Â . prolongeant Ay , un

G^-torseur cubiste L̂ . sur A^ prolongeant x̂ . , et une struc

ture de niveau N sur A..
1

(ii) lî2 est principal homogène de groupe contenu dans 

En-{0> ^2g_x
^ ̂  (donc est étale) et (ir^Ay '  ̂ possède une

N-ridification restreinte♦

Si de plus il existe un S-schéma en groupes semi-stable Ac pro-
b

longeant Ay , on peut supposer que V = S à condition de remplacer, 

dans ( i ), GL2g ( l / M ’Z) gar GL2g ( ’Z /’m 2,Z) .

Démonstration : soit 17̂ rendant rationnels les points d'ordre NN de

la fibre générique : il existe sur (pour V convenable) un modèle

semi-stable AA ayant une structure de niveau NN , d'après IV, 8.2.1.
1

Il suffit de prendre pour A~ le plus petit sous-groupe ouvert de
1

AA. contenant les points d'ordre N , l'existence de L.7 résultant
1 V1 

alors de II, 1.2.8 (ou II, 1.2.8.1 si N est impair) quitte à res

treindre V . Pour le complément V = S dans le cas semi-stable, on 

rend rationnels les points d'ordre N& et on applique II# 3.5. H

er) 1n

U

TTL.

ÍT np

)
iV

Ll2‘ïï

L
U 1V

VX
V

11

ÏÏ2

3
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2. Cas des schémas abéliens : le théorème de plongement.

2.0. Soient d et N deux entiers }/ 1 . Pour tout schéma S , on note 

(2.0.1) Abriç£/dfN(S)

l'ensemble des classes de S-isomorphisme de suites (A,L,v,op), où :

. A est un S-schéma abélien de dimension relative g .

. L est un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement
2 t * 

à S et de degré d (i.e. l'isogénie : a — ► A définie par L

est de degré d2), et vérifiant de plus 

(2.0.2) 4A c k (L) = Ker <PL ;

cette condition signifie que, localement sur ®fppf • ^ es "̂ Puis~ 

sance quatrième d'un faisceau (automatiquement ample) sur A . Elle 

implique que L est très ample relativement à S ([M2], § 17).

. (v,or) est une N-rigidification (1.2) de (A,L).

2.1. Abrig+ , „(S) est de façon naturelle un foncteur contravariant en — =-“ g,d,N
S . Lorsque N )/3 , les objets (A,L,\>,cr) ci-dessus n'ont pas d'auto- 

morphismes non triviaux ([m2], § 21, th. 5) ce qui implique que 

Abria+ ^ N est même un faisceau pour la topologie fppf. Notons que

Abrig+ , .T(S) est vide si 4^ ne divise pas d (à cause de (2.0.2)«)/ 
g/CL,JN

ou si N n'est pas inversible sur S . '

Nous supposerons dans la suite du §2, sauf mention expresse du con

traire, que N \  3 . Ceci rend inoffensifs les abus de langage tels que 

"soit (A.L, v.a) € Abrig+ . ,.(S)".
9 / Cl / JN

2.2. Définition. Une constellation de type (g,d,N) sur un schéma S 

est la donnée :

- d'un ©„-module V , localement libre de rang d

- d'un S-plongement a : E^ g «— *• P = P ( V ), tel gue pour tout x € S

1 ' image de « 3 k (x ) engendre P ® k (x ) (au sens des espaces proiectifs)

- d'une trivialisation or de a ( 1 ) sur E.T „ .Ur ——— N f o

2.2.1. Exemple. Soit X = (A,L,v,a) € Abrig* (S), et soit f : A — ► S
y t cl t

le morphisme structural. On a alors un morphisme

(2.2.1.1) a

L<P.

E,
'Nt S

P(e*.L) P
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composé de \> : g ĵA et du plongement ^A *— *- A «— * P défini par

L . D'autre part «*©p(l) s'identifie canoniquement à v*L donc cr 

s'interprète comme une trivialisation de <**©̂ (1) sur E^ g . On a en 

fait le résultat suivant :

2.3. Proposition. Avec les notations de 2.2.1, (f#L,a,ff) est une cons- 

tellation de type (g,d,N) sur S dès que N ) g!d .

La seule chose à vérifier est que si S est le spectre d'un corps 

(que l'on peut supposer algébriquement clos) les points d'ordre N de 

A ne sont pas dans un même hyperplan de P . Vu l'hypothèse sur N 

cela résulte du lemme suivant ([M4], Prop. 7.7) :

2.3.1. Lemme. Soient A une variété abélienne de dimension g sur un 

corps k algébriquement clos. L un faisceau inversible très ample sur 

A , de degré d2 . Soient H c P(H°(A,L)) une hypersurface de degré s 

ne contenant pas A , et N \  1 un entier. Alors :

l0ngk(Hn ̂ A) t _ qla

H2 9  h 2 '

Rappelons la démonstration de [M4l : soit y ^ - K une courbe passant 

par l'origine, section de A par un sous-espace linéaire de codimension 

g-1 , et telle que [n]“1^) £ H . Alors si Z = c^L) €ch1(A), on a :

longk(Hn \< ([N]“1(y).H) = ([N]*(«g-1).H)

= N2g-2(€^~1.H) (th. du cube)

= H23'2 s a«gp(Ho(L))(A)

= N2g_2 sgid (Riemann-Roch) ■

Nous supposerons désormais vérifiée, jusqu'à nouvel ordre, la con

dition

N2 > g!d

de 2.3, et nous noterons

(2.3.2) C(X) = (f *L,cv,cr)

la constellation associée, par la méthode de 2.2.1, à X = (A,L,v,C7).

EN t

AN

s
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2.4. Soit 2 = (V,»,cx) une constellation sur S . Notant it : E^ g — ► S 

le morphisme structural, la donnée de a • en g — ► P équivaut à celle 

d'un quotient inversible L de ff*V . Comme L s'identifie canonique

ment à a*©p(l), on obtient grâce à la trivialisation cr de L , un 

morphisme surjectif

(2.4.1) ff*V — *■
N, S

de faisceaux localement libres sur EN g , ce qui équivaut par adjonction 

à un morphisme de ©g-modules

E-.
(2.4.2) u(2) : V — ► if G ~ ô ” .

N, S &

La condition supplémentaire sur « , selon laquelle ®(E.T c) engendre
v . '

P , revient évidemment à imposer que u(2) soit suriectif. En bref, 

la constellation 2 détermine un morphisme

(2.4.3) t(Z) : S --* © ~ .
d,ÎTg

où G désigne la grassmannienne (sur Spec H) des sous-faisceaux loca-

EN
ment facteurs directs de rang d de ®Spec % •

Il est immédiat que la surjectivité de (2.4.1) se traduit, en termes
Ej,

de u(E), de la façon suivante : pour tout a € E^ , notons : &g — *• ôg 

.la forme coordonnée correspondante ("évaluation au point a") ; alors 

les morphismes

v ..u(_£_),̂

ENsont tous surjectifs. Réciproquement un sous-fibré' vcsg vérifiant 

cette condition détermine un S-morphisme ot : em 0 — >■ P(V) =P et une
JN / o

trivialisation de a*©p(l). Enfin, a est un plongement si et seulement 

si, pour a^b dans E^ , le morphisme

a2v a2(ô^n) — — ^
S S

est surjectif, (condition qui implique la précédente). Si l'on note

(2.4.4)

le sous-fibré universel sur © , et

(2.4.5) ^  c ©

le sous-schéma ouvert de G au-dessus duquel les morphismes

©

EN&S S
&

s
a

e
a

NEl
Gû

C

A2ü(S) E, e A e.
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(2.4.6) A V — * a2\ N — ~ ^  (a^b)

sont surjectifs, nous avons donc établi :

2.4.7. Proposition. Le foncteur

S h— *■ {classes d ' isomorphisme de constellations de type (g,d,N) sur s} 

est représenté par 11 ouvert c11̂ c G de (2.4.5) .

On a en particulier sur une constellation universelle :

(2.4.8) 2 = (V,a,£)

avec V j i j  ^ P = P(V')<Ü2

ff\
2

et £ : © =- •
en ,uî1

2.5. Soit X = (A -£-» S.L.Nj.a) €Abrig* ^ ^(S) (avec N2 > g!d , comme 

toujours). Nous noterons

(2.5.1) t(X) = t(C(X)) € ̂  ( S ) = HomiS,^) c Hom(S,G)

(cf. (2.3.2) et (2.4.3)) : t(X) est donc le point de G qui correspond 

au morphisme composé de ©g-modules

cr w2-̂
(2.5.2) f *L ff#a*L -=■*■ 1T =“ ©"

N, S S

Il est immédiat que t(X) est fonctoriel en S (on rappelle que 

la formation de f#L commute à tout changement de base). Nous avons 

donc défini un morphisme de faisceaux sur Spec Z^I/nI :

(2.5.3) t : Abri2gidiN --«z z[l/ü]cG

X •— ► t(X) .

2.6. Theorème. On suppose que N ) 2gld . Alors le morphisme t de
-f

(2.5.3) induit un isomorphisme de Abrig^  ̂^ avec (le foncteur rer 

senté par) un sous-schéma localement fermé de G .

Les points cruciaux sort rassemblés dans la proposition suivante 

(c'est ici qu'intervient de façon essentielle l'hypothèse (2.0.2)) :

E e A e
ôG

1d.

a

A

a P )(1

#û
..> S

E#

■3C G

est i (of
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2.7. Proposition. Avec les notations de 2.5, on pose de plus P = P(f*L). 

On note p : P — *■ S le morphisme structural, E = ^Ac p , ¡j (resp. 3 

le faisceau d'idéaux de A (resp. E) dans P . Alors :

(i) le morphisme naturel pij,©p(2) — *-p#©A(2) est surjectif ; en 

conséquence le faisceau p*3A(2) est localement libre de rang

(d21)“ 2?d » sa formation commute à tout changement de base, et l'on a

R1p#KA (2) = 0 , i > 0 .

(ii) Le morphisme naturel p*p#i)A(2) — *■ ̂ (2) est surjectif ; en 

d'autres termes, A est (localement sur S) intersection de guadrlgues 

dans P .

Si de plus N2 ) 2gId , alors :

(iii) p#ÎJA(2) = p*3E(2) ; en d'autres termes (compte tenu de (ii))

A est localement sur S 1'intersection des guadriques contenant E .

(iv) Le morphisme naturel de S,-modules localement libres

(2.7.1) Ê(X) : P*&p (2) ------------ ► p #&E(2)

est localement scindé (i.e. Coker P est localement libre) et est de 

rang 2^d .

Démonstration :

(i) Le fait que R1p*DA(2) = 0 pour i )/2 est évident puisque 

Rxp#&p(2) = R1p#&A(2) = 0 pour i )/1 . D'autre part nous utiliserons 

constamment le fait que la formation des images directes p#ôp(2), 

p*®A(2) et p*&E(2) commute à tout changement de base. Il suffit en 

particulier de montrer la surjectivité de

p * V 2) ~ ^ p * V 2)

lorsque S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Or elle équi

vaut à la surjectivité de

(f*L)®2 --* f*(L®2)

et résulte donc de [m s], th. 9p. 68 puisque L est la puissance 

quatrième d'un faisceau ample sur A .

(ii) Lorsque S est le spectre d'un corps l'assertion résulte de 

[m5], th. 10 p. 80 ; dans le cas général on en déduit que pour tout

x € S le morphisme

E

)

02 02,
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P*P* A<2) ® *(x) ) --► Ua (2) ® h (x )

est surjectif (en effet, par platitude, b.®K(x) est l'idéal de A , >
A  H \ X /

dans pK (x)^’ ce morPhisme est déduit par changement de base (d'après

(i)) de

p*p,9A(2) — ♦ Sa (2) ;

ce dernier est donc aussi surjectif.

(iii) Désignant par l'idéal de E dans A , il suffit 

d'établir que P*^e/ A ^  est nul * 0r ce dernier est le noyau de

(2.7.2) P*&a (2) — ^p #G>E(2)

et notre assertion n'est donc qu'un avatar de 2.3 : comme (2.7.2) 

"commute au changement de base" on se ramène au cas d'un corps et on 

applique 2.3.1 avec s = 2 .

(iv) On a Ker 3(X) = p̂.îiE(2) = p#3A(2) d'après (iii) donc Im g 

s'identifie à p#©A(2) (d'où le rang de ¡3 ) et Coker ? au conoyau du 

morphisme (2.7.2), lequel, comme on l'a vu, est injectif après tout 

changement de base, donc localement scindé. B

2.8. Il résulte déjà de 2.7 que, sous l'hypothèse N2 ) 2g!d , le mor

phisme t de (2.5.3) est un monomorphisme : on reconstitue en effet 

(A,L,v,cr) à partir de (f*L,c t,a ) (notation de 2.2.1) de la façon 

suivante :

. A est le sous-schéma de P = P(f#L) défini par l'idéal image de

P*P*3«(2) —

où p : P --*■ S est la projection, et iJa l'idéal du fermé de P image

de « : E„ „ «— *■ P (autrement dit A est l'intersection des quadriques N, S
contenant « ( E.T c ) ) .

JN / o

. L est le faisceau inversible induit par &p(l) sur A .

. v n'est autre que a : E.T  ̂6— ► A ‘— ► P .^ N,S

. cr = cr .

Il suffit donc, pour établir 2.7, de prouver (supposant désormais 

N2 > 2g!d) :

(2.8.1) il existe un sous-schéma localement fermé cil c: M> , tel que t 

se factorise par tü , et un X = (A,L,v,ü) c Abrig , M(c&) tel quey z a / IN

Or

(

suiffit

p

yE,/A
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t(X) : Ul>— *■ soit l'inclusion naturelle.

En effet, l'objet X ainsi construit, considéré comme morphisme de

cU> dans Abrig+ , M , est alors une section de t sur <Â , d'où le 
y » ci, •>-'<

théorème puisque t est de plus un monomorphisme. Bien entendu, X est 

alors l'objet universel de Abrig* ^ n ^^ ’

2.9. Définition. Soit 2 = (V,a/cr) une constellation sur S et soit r

un entier. Notons comme d'habitude p : P = P(V) — y S le morphisme

naturel, et posons E = <*(E„ „) c: p. Considérons le morphisme naturel de
N# o

©g-modules

(2.9.1) |3(2) : p#©p(2) --p#&g(2 ) .

Nous dirons que 2 vérifie la condition (Qr) ¿ÜLÎ. S(^) est localement 

scindé (i.e. son conovau est localement libre) et de rang r .

Nous noterons EQ(2) (enveloppe guadratique de 2) le sous-schéma 

de IP défini par 1'idéal p*(Ker P(2)) (intersection des quadriques 

contenant E).

Notons que P(2) peut s'interpréter comme un morphisme

Sym2V --*■ ©s

grâce à a : EN — * E et à CT®2 : ©E a*&p(2) .
N

2.9.2. Remarque. Si 2 vérifie (Qr) alors pour tout changement de 

base S' --*• S , 2 , vérifie (Q ) et l'on a
o X*

EQ(2g,) = EQ(2) Xg S' .

La première assertion est triviale et la seconde résulte du fait 

que si Ê(2) est localement scindé la formation de son noyau commute 

au changement de base.

2.9.3. Soit x€ Abrig+ , M(S) : alors, en vertu de la proposition 2.7,
y t Cl/ IN

la constellation C(X) associée à X vérifie (Qr) avec

r = 2gd ,

et de plus, avec X = (A,L,v,cr), on a

(2.9.3.1) A = EQ(C(X) ) .

s 1

EN
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2,10. Posant donc r= 2gd , il est immédiat que le sous-foncteur de 

formé des constellations vérifiant (Qr) est représentable par un sous- 

schéma localement fermé de (défini par des idéaux de Fitting

convenables) ; d'après (2.9.3), t se factorise par • Considérons

la constellation induite sur par la constellation universelle

2 de (2.4.8), et posons

2.11. Soit X comme en (2.9.3) : alors le polynôme de Hilbert (relatif 

à S) de L sur A est

H(n) = ngd .

Introduisons donc la strate de platitude ([mô],8)

* 3C Ji2

définie par la propriété suivante : un morphisme S — *■ se factorise 

par si et seulement si le sous-schéma A2 x ̂  S de **2 X S est

plat sur S de polynôme de Hilbert H(n). Alors t se factorise par

eii3 , et le schéma A^ --»- t11̂ induit par est plat de polynôme de

Hilbert H , pour le plongement A^ e— =

2.12. Comme A^ est plat sur • ü  existe un plus grand sous-schéma 

ouvert

^4C ^3

tel que A^ = A3|^ soit lisse sur , et t se factorise par .

Notons que l'on a un diagramme naturel (puisque A^ = EQ(Sj^))

EN,JÎ4 ^ ’A4 t— ■P4 = PU„

CIL

et en particulier une secticn e^ : — ► A4 correspondant à l'origine 

de En . D'après [M4], th. 6.14, il existe un plus grand sous-schéma

A

JL À
12

2
2

m ( 2)
c P2 P

I 2
2

/\
2A

2M

li¿.

c#2

S

A2

’I
P

3CU*.

d 3

ü4'4 ’4

\ /
4

‘4
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ouvert

dl- c c/6 
5 4

tel que Aj. = A^j^ admette une structure de schéma abéllen de section

unité e,- = e4|di »et t se factorise par dl^ . De plus A^ est de
5

dimension relative g , et le faisceau inversible ample sur Aj.

induit par ©p(l) est de degré d2 sur A^ puisque son polynôme de 

Hilbert est n^d .

2.13. Il existe un plus grand sous-schéma fermé

tel que, si L- est le faisceau inversible sur A = A^j^ induit par

Lg , on ait

K

2.14. Il existe un plus grand sous-schéma fermé

tel que soit une structure de niveau N , et t se factorise

par • De plus on a une trivialisation naturelle cr̂ de 0^7 (où

L? = Lg|^ ) induite par O’ (2.4.8) 7 si 1'on munit L_ de la structure

cubiste compatible avec Gy , on obtient sur (A7,L7) une 

N-rigidification au sens de 1.2. Il est alors immédiat que l'élément de 

Abrig* ^ ainsi défini vérifie la propriété annoncée dans (2.8.1),

et le théorème 2.6 est donc démontré. ■

Dans le corollaire qui suit on ne suppose plus que N2 ) g!d :

2.15. Corollaire. Pour d et n )/1 et pour tout schéma S , notons

*Èei4,d,N(s)

l'ensemble des classes d1isomorphisme de triplets (A,L,v) où A , L 

et v sont comme dans 2.0. Alors pour N )/ 3 , le foncteur Abpic+ , „—  — ----------------------- ---------- ------  -------------------  — — g,d,N
est representable par un schéma quasi-proiectif M sur Spec 2l_l/NJ. De 

plus si (A,L,v) désigne l'élément universel de Abpic+ , m (M), et
g  / Cl t  N

f : A --- M le morphisme structural. alors le faisceau inversible

'5

L'5

6
c

5dl

6

:(L6)
3
4'A6

A c

a a
6

vi¿

ctó '7

N )¡U(<

7
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X = (Adf#L)“1

est, ample sur M

Démonstration : on a des morphismes naturels
ît

t2-15-1) * È E l % d,N. »

pour N divisant N' ? si N ̂ 3 et si N et N' ont les mêmes fac

teurs premiers (i.e. si 3t[i/n] = zfl/N']), le morphisme est 

même principal homogène sous le groupe fini

Ker ( GL2g ( 2/N ' Z) --»- GL2g ( Z/NZ) )

ce qui nous ramène (en remplaçant N par une puissance convenable) au 

cas où N2 ) 2gld . On a d'autre part un morphisme naturel

Abricr* , T, --- --*■ Abpic* , M—  ■-̂ g, d, N — — g,d,N

(oubli de la rigidification <J , avec les notations de 2.0), lequel (si
en-{0}

N )/ 3 ) est principal homogène sous le groupe Gm . Ce groupe peut

même être réduit à un groupe fini, en considérant le sous-foncteur

( 2 . 1 5 . 2 ) âËrs4,d,H = »ri3g,d,N

formé des (A,L,v,cr) telle que (v,cr) soit restreinte au sens de 1.2. 

L'inclusion ci-dessus est évidemment représentable par une immersion 

fermée, et le composé

•f1 , *f“
Abres , „ ------ *■ Abpic , „---- g,d,N — ti;̂ -g,d,N

» . . , "“Nest principal homogene sous le groupe fini etale qj..v { 0)
■Et

Il suffit donc, pour prouver l'amplitude de X (et donc la quasi- 

projectivité de M) d'établir l'assertion analogue sur Abrig* ^ N . Or

si (A,L,v,or) désigne l'objet universel sur S = Abrig* , ,T , le pion-
Çj / ci / jn

gement t : S --* G de 2.6 était défini par un morphisme

f *l •

En particulier f*L t*lr où Ir est le "sous-fibré universel"
d Xsur G . Notre assertion résulte donc du fait que (A lr)~ est ample 

(et même très ample) sur G puisqu'il définit le plongement de Pllicker 

de G . H

N,---:---N' Aboie
+
g d t N

NIN,

( esuffit

S
NT2 g
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3. Application aux schémas de modules ¿1 n '

3.0. Soient d et n deux entiers )/ 1 . Désignons par 

(3.0.1) ^ , d , n (S)

pour tout schéma S , l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets 

(A,Ç,v) où :

. A est un S-schéma abélien de dimension relative g ;

t 2. § : A — *■ A est une polarisation de degré d en d'autres
2

termes, § est une isogénie de degré d qui, localement sur  ̂,

est de la forme <PT , où L est un faisceau inversible ample sur A ;
Li

. v : E „ -2*-* A est une structure de niveau n . n# s n

3.1. Si (A,?,v) est comme ci-dessus, considérons le faisceau de 

Poincaré P sur A*" x A , et posons

(3.1.1) L(S) = y {*)**®2
* ) ^A

On a alors

(3.1.2) 9L(I)= 4 5 : A  — *■ At

d'où il résulte que (A,L(S),v) définit un élément de Abpic+ (S).
g,4gd,n

Posant pour abréger

(3.1.3) d = 4gd

nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

(3.1.4) Ab , --*• Abpic+g,d,n g,d,n

qui est iniectif en vertu de (3.1.2). Inversement si l'on part de

(A,L,v) dans Abpic ■? (S), la condition (2.0.2) montre au1 il existe— g,d,n
une unique isogénie §T : A — *■ A telle que 4?T = <PT ; on en déduitJLi L» «L
alors que l'image de (3.1.4) est formée des (A,L,v) tels que 

L ̂  L(lĵ ) ; par suite le morphisme (3.1.4) est représentable par une 

immersion fermée. Appliquant alors 2.15, on retrouve :

3.2. Théorème. Pour n )/3 , le_ foncteur Ab„ , de (3.0.1) est repré-g, et, n
sentable par un schéma guasi-proiectif sur Spec ^[l/nJ, noté ¡jt  ̂n .

De plus si (A,§,v) désigne l'élément universel de Ab . (it , )
cj, cl, n cj * ci * n

et f : A — ► t_ j _ le_ morphisme structural, alors le faisceau inversible g#u/n ' ----

*ig.

fppfs

( r
I
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(Adf*L(5))_1

(avec d = 4gd , et L(§) défini en (3.1.1)) est ample sur ^ _ . 0' “ y » ci t n

(Remarque : comme des schémas de modules grossiers vont bientôt appa

raître, il est préférable dès maintenant de distinguer Ab , dey / u / n

<?*g,d,n) *

3.3. Pour d et n^l et pour tout schéma S , notons

(3.3.1) Ab , (S)w  ' — g,d,n

l'ensemble des classes d' isomorphisme d'objets (A, §,v,cr) où (A,?,v) 

est comme en 3.0, et où (\>,cr) est une n-rigidification restreinte

(1.2) pour (A,L(§)) ; on a donc une projection naturelle (oubli de cr)

(3.3.2) Ab , — > Ab ,— g,d,n — g»d,n
En-{°>

qui, pour n )/3 , est un revêtement principal de groupe (|p̂ )

Soit N un entier \  1 multiple de n , et vérifiant N2 > 2g!d .

On va s'intéresser au morphisme composé

(3.3.3) A b ,  M — »Ah, h n — * Ab ...g f a / N g,a,n g,d,n

On sait que Ab^ ^ N est représentable par un schéma noté

(3.3.4) £ A W ̂  6 ~ ® Oct *
g'd'N d,N

de plus si Ir c— désigne le sous-fibré universel, alors Ir induit
~ ® . 

sur t  , XT le sous-fibre g,d,N

f#L *— î» f*v*L -?-*• ̂

*g,d,N
f>J rsj

où (A,L, v,cr) est l'objet universel sur iï , .. fet f : A — *■ f t , „g,d,N g,d,N
E -{ 0>

le morphisme structural. Les groupes r = ((p.̂) et

Aut(E^) GL2g(^/N^) opèrent sur le faisceau ôg , respectivement par 

l'action diagonale et par permutation des coordonnées. On obtient ainsi 

une action sur G d'un groupe G^ , produit semi-direct de par

Aut(EN), ainsi qu'une GN~linéarisation ( [m4Ü , §3, 1.6) de 1/ pour 

cette action. De plus l'action en question respecte jfr ^ ^ / et corres

pond, bien sûr, à l'opération "changement de N-rigidification".

NE.

NE

E■n

r
N
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3.4. Schémas de modules grossiers, compactifications.

Gardons les hypothèses et notations de 3.3, et fixons de plus un

"schéma de base" noethérien S au-dessus de Spec zCi/nI. Nous dési-

gnerons encore (par abus d'écriture) par Ab , .T , Ab , .T , etc., les J — g,d,N — g,a,N
restrictions de ces foncteurs à la catégorie des S -schémas, et par

it , „ , etc. les images réciproques des schémas correspondants sur S .CJ f Cl f rJ o
Posons

(3.4.1) Gn>N = Ker(GN --»- GL2g(% /m ) --► GL2g(Z/nZO )

où Gn est défini en 3.3, la première flèche étant la surjection natu

relle et la seconde s'obtenant en plongeant (Z/n2 0 dans (Z/N^)2g 

au moyen de la multiplication par N/n . On pose alors

(3.4.2) m/G „ ,3 # d / n 3 / d / N n / N

l'action de G .T étant induite par celle de G.t . Nous allons voir, n,N  ̂ N
par des considérations standard (cf. [M4J, Prop. 5.4) que & , estg,d,n
un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab^ ^ n sur la catégorie 

des So~schémas ([M4l, déf. 7.4) et est donc indépendant du choix de N.

3.4.3. En effet soit S un S0-schéma et soit (A, §,v) comme en 3.0. 

Alors il existe un revêtement S J ^ s  qui "paramètre" les 

N-rigidifications de (A,L) compatibles avec v . Ce revêtement est 

étale galoisien de groupe G „ et l'on a une N-rigidification natu-
^  _ II, IN

relie (v,cr) de (p A,p L(§)) compatible avec p v , d'où un morphisme
ru

ru A ru
(3.4.3.1) S — ^  & . ..g, a, N

compatible aux actions de Gn ^ , d'où par passage au quotient un 

morphisme

(3.4.3.2) S ± . „ .g,d,N

Nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

(3.4.3.3) 0 : Ab , n
çf # d / n

et il est immédiat que tout morphisme Ab^ ^ n — *■ Y , où Y est repré

sentable, se factorise par 0 , puisque le composé

ru

± , -t --- Ab , --Yg, d,N — g,d,n

o

i

á_
g d,n

Y
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est ^-invariant donc passe au quotient. Enfin il reste à voir que

pour tout corps algébriquement clos Cl , l'application

M )  • Ab . (ü ) — -  É , (Cl)g,d,n

est biiective : ceci résulte du fait que, puisque Gn ^ est fini,

l'espace sous-jacent à ^g 3 n es -̂ quotient par Gn ^ de l'espace

sous-jacent à Os , „ .g,d,N

3.4.3.4. Remarcfue. Bien entendu, si n ̂  3 , dt , coïncide avec le  —  g,d,n
schéma de modules fin de 3.2.

nu
3.4.4. Désignons maintenant par Æ ^ ^ 1 'adhérence schématique de

ifc , „ dans <5 , et posonsy i g # JN

(3.4.4.1) £ = £ , /G_ .cf/Q̂ n g / u. / N n,N

Nous obtenons ainsi une compactification de !k , qui, elle,_ 9 / o. / n
dépend de N (la notation Ht , est donc abusive).— --- g,d,n

3.4.5. Considérons sur le faisceau inversibleg,d,N

(3.4.5.1) XN

induit par le faisceau inversible A v sur © , de sorte que XR est

très ample sur On a vu en 3.3 que "fr est muni d'une 
------' —  g,d,N ^
G^-linéarisation naturelle ; il en est donc de même de X^ sur

¿frg ^ N . Par suite il existe un entier r )/ 1 tel que XN provienne

d'un faisceau inversible (automatiquement ample) sur le quotient

ifr , : il suffit de prendre r = Card G „ et de remarquer que g,d,n ^ n,N

'V5$*r ^ *rw
X*T ® 7 XM .

y€a „ Nn,N
rsj

En d'autres termes, XN se redescend en une classe ample

(3.4.5.2) X € Pic( & J®,,® •n g, d, n z

3.4.6. Sur l'ouvert & , c t  , , X admet l'interprétationg,d,n g,d,n n r
"modulaire" suivante :

Proposition. Soit (A,§,v) comme en 3.0, soit f : A r— S le morphisme

structural, et soit j : S — *■ & j le morphisme associé (3.4.3) . ̂ g » d, n
Alors j Xfi est la classe dans Pic (S) S® du faisceau inversible

Gn /

?/

g
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(det f^LC?))“1

où L(§) est défini en (3.1.1).

Reprenons en effet les notations de 3.4.3. On a un diagramme 

commutâtif
rsj

+•
G

^ n +*
S "-**'■ ’>• (fc J VT C——g,d,N

]p W

g,d,n

où j est associé à (p*A,p*§,v,ar) ? on sait alors que l'image réciproque 

par toj du sous-fibré universel n'est autre que p*f#L(5) ; on

vérifie d'autre part sans surprise que la ^-linéarisation de

p*f*L(§) correspondant à sa donnée de descente naturelle pour p , coïn

cide avec la linéarisation induite par celle de V  sur G ; la proposi

tion en résulte. B

3.4.7. Remarque. La raison pour laquelle nous avons introduit le schéma

de base SQ est qu'il n'y a, semble-t-il, aucune raison (si n ̂  2 ) pour

que la formation du schéma de modules grossier , (et a fortiori_ g,d,n
de & , ) commute au changement de base. Toutefois leur formation est 

ÇJ t d f n
compatible (vu leur construction comme quotients) à la restriction à un 

ouvert de Sq ; cette remarque va être utilisée au § suivant.

4. Le Z’-schéma & -, .—    g, d

4.1. Nous nous intéressons dans ce § au cas n=l . La remarque finale 

de 3.4.7 permet alors de construire au-dessus de Spec % le schéma de 

modules grossier Æg ^  ̂ , noté désormais ¿t ^ . De façon précise 

donnons-nous deux entiers n1 et n2 premiers entre eux et )/ 3 , et 

posons Spec z[l/n^] (i=l,2).

Au-dessus de S. nous avons un schéma de modules , quotienti g,d

de n (avec des notations évidentes) par le groupe GL̂ giZ/n̂ S') ;

au-dessus de S ^  = S2 ' ĝ"*"d XS ^12 s'identifie aussi au quotient

de ^gf£ n n Par GL2g(^/n1n2 )̂ (pour i=l,2), ce qui permet de 
X 2

recoller ¿tl1! et eri un ^-schéma dt , , qui est naturellementg/Ci g,a g,d

un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab , 1 sur Spec 2 .g,a, i

s i à

q

ir

n
n t

à

)ut(i

ent
g

)(2

(p
i

* nd,
)( ;i

Si



176

Notons d'autre part A ^  = A ^  £ Pic^tg^®^ Q la classe ample 

définie au moyen de 3.2.5. Je dis que les restrictions de ces deux 

classes au-dessus de coïncident dans Pic(Æg d X^^l2^Z’® et

définissent donc une classe ample

X€ PicUg#d)®^ <D ;

f # 
il suffit en effet de remarquer que si (A — *■ <#_ -, ,5) désigne le

y t ci t ^ 2

schéma abélien polarisé universel sur dt„ A „ » alors l'image réci- c g,d,n1n2

proque de A ^  via le morphisme naturel &qt à tTl n ~ * ̂ g^d s ' i^enti-
X 2

fie à la classe du faisceau inversible det(f*L(§))v , ce qui entraîne 

que A^1  ̂ et A^2  ̂ coïncident modulo torsion au-dessus de 

puisque la restriction de n au-dessus de S12 est le passage au 

quotient par un groupe fini.

En résumé :

4.2. Théorème. Le schéma de modules grossier pour le foncteur Ab„ ,y / ci / i
sur Spec 2? existe et est quasi-proiectif sur Spec 2? . H

4.3. Interprétation champêtre. Notons

(4.3.1) AB ,g,d

la catégorie des (S,A,§) où S est un schéma, A un S-schéma abélien

de dimension relative g et 5 une polarisation de degré d sur A ;

un morphisme (S'fA1,?1) — (S,A,§) est par définition un morphisme de

schémas u : S' — ► S , plus un isomorphisme A' u A , compatible aux

polarisations. La catégorie AB , (ainsi que ses analogues AB , ,
g,g 9 * l n

AB , , etc., que le lecteur devine) est un champ de groupoîdes (iD-MJ, g t u. / n
§4) au-dessus de la catégorie des schémas munie de la topologie fppf 

(ou de la topologie étale). En associant à (A —^S,§) comme ci-dessus 

le faisceau inversible

(4.3.2) A(S,A,§) = (det f*L(§))-1

sur S , on définit un faisceau inversible A sur AB , , gui est------------------ g,d ^
ample au sens suivant :

4.3.3. Définition. Un faisceau inversible M sur AB . est ample s'ilg, d
vérifie les conditions éaui\alentes gui suivent :

)

s12

)

S12
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( i ) pour tout n )/ 3 11 image réciproque de M sur ABg d ̂ n est,

ample (ceci a un sens car AB , est représentable par un schéma)— t-- —  —------------ g,d,n

(ii) pour tout schéma S et tout morphisme quasi-fini

j : S — *■ AB , le faisceau inversible j*M est ample sur S
g $ d ~

(iii) même condition que (ii), j étant seulement supposé quasi- 

affine.

L'équivalence des trois conditions est immédiate, parce que la 

question est locale sur Spec "3 et que les morphismes

<4 -3-4' “ ,,d,n — -“ g.a z[l/n]

sont représentables par des morphismes finis suriectifs : en fait le 

premier membre est représentable par atg ^ n , et le second s'identifie 

au champ quotient [# , /GL0 (Z/nZ)] ( [d-m] , 4.8).
y / Q / n  ¿ y

4.3.5. Les considérations sur les schémas de modules grossiers se 

ramènent à la remarque suivante : on a un morphisme naturel

AB , -2-». Jt ,g,d g,d

(qui fait de A , par définition de celui-ci, la limite inductive du
y / Q

foncteur naturel ABg ^ (Sçh)), et <P induit un isomorphisme

<P* : PicU J® Q --* Pic(AB -)® Qg,a # g/d ^

(remarquer que Pic(AB ,®2r[l/n]) s'identifie pour n )/3 à
G g'Pic (Æg ^ n), groupe des classes de faisceaux inversibles équivariants

sous G = GL2g(Z/nS£) ) . Enfin, comme <f> est fini. on remarque qu'un

faisceau inversible M sur AB , est ample si et seulement si ilg,d c
provient d'une classe ample dans Pic(Æ , )®_ <D .— -- g, a 2T

Remarquons enfin que les compactifications d n construites au

§3 ne semblent pas se prêter à ce genre de considérations.

5. Le cas séparable : compléments au théorème de plonqement.

5.0. L'hypothèse N2 ) 2gid du théorème 2.7 servait à assurer les pro

priétés suivantes (qui impliquent la conclusion de 2.7) :

(5.0.1) Pour tout schéma S sur Spec 2t[i/n3 et tout

f  r  mf“
(A — *• S,L,v,ff) 6 Abriçjg ^ N(s)' alors

3t

t
g
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(i) le morphisme naturel

(5.0.1.1) f*L — ^ f*(L|

est injectif et localement scindé.

(ii) Le morphisme naturel

Sym2(f#L) --► f#(L®2)

est surjectif ; de plus si S est le spectre d'un corps, A est inter

section de quadriques dans P(H°(L(§))).

(iii) Le morphisme naturel

(5.0,1.2) f*(L02) — * f*(LJ^A>

est injectif et localement scindé.

Il est clair que (iii) implique (i). La condition (i) sert à définir 

le morphisme t de (2.6.3), et (ii) et (iii) assurent que A est, dans 

P(H°(A,L)), intersection des quadriques contenant ĵ A . Notons d'ailleurs 

que (ii) est toujours vérifiée ([m5], th. 9 p. 68 et th. 10 p. 80). Il 

suffit donc, pour obtenir 2.7, que N vérifie (iii).

Or on rappelle (VI, 2.5.1) que le morphisme naturel

est toujours injectif localement scindé ; la condition (iii) ci-dessus 

sera donc vérifiée dès que

(5.0.2) le groupe K(L ) est annulé par N .

5.1. Cette condition impose toutefois (puisque N est inversible sur 

S) que d soit inversible sur S (on rappelle que d est pair et 

même divisible par 4g , faute de quoi Abrig'*' , est vide) . Le group
g  / Cl / N

K(L) a dans ce cas ses fibres géométriques isomorphes à des groupes du 

type

(5.1.1) H(ô)= © (z/d.: 
i=l 1

 ̂ — (d.,,..., d ) , d. ^1 , d. .. | d. , d = d.... d — i g i 1t1 i 1 g

(cf. [M3], §1) ; la suite 6 est alors par définition le type de L . 

La condition (5.1.3) équivaut à

)AI,

®2 _®2

est c

f*
>2®:

(L" ) f ( )
)>23:(]

2®:
L

®:5,

2
)Z

a
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(5.1.2) N est divisible par 2d1 ;

notons que l'existence d'une structure de niveau N implique déjà, sous
02

cette hypothèse, que K(L ) est localement constant.

Si l'on fixe ô = (d„,...,d_) comme en (5.1.1) et si l'on note 
---  1 g

(5.1.3) Abriqg^ N

le sous-foncteur (sur Spec sfl/Nd^ ) de Abrig* formé des

(A,L, v#cr) tels que L soit de type 6 , alors on obtient, dès que 

d1|N , un morphisme (analogue à (2.5.3))

car la condition (i) de (5.0.1) est alors vérifiée. De plus on a la 

variante suivante de 2.6, avec essentiellement la même démonstration 

(compte tenu des considérations de 5.0) :

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

f6.0. Soient S un schéma, A — *■ S un S-schéma en groupes semi-stable, 

L un faisceau inversible cubiste totalement symétrique sur A , ample 

relativement à S . On suppose qu'il existe un ouvert schématiquement 

dense U<=S avec les propriétés suivantes :

(6.0.1) Ay est un U-schéma abélien

(6.0.2) pour tout x€s-U , l'anneau local .. est normal.b / X — — — — — —

On suppose encore :

®2(6.0.3) K(L ) est fini sur S et contient 4A

2
et l'on note d le rang de K(L), de sorte que (chapitre VI) f*L est

(5.1.4) t î â22EiSg,6,N ®d,N2g

5.2. Théorème. On suppose que 2d^|N . Alors le morphisme t de (5.1.4) 

est un plongement. H

5.2.1. Bien entendu, si (A —— S,L, v,cr) désigne l'objet universel sur 

S = Abrig* j ^ , le plongement t : S e— *■ <Ê N2g correspond au morphisme

de faisceaux localement libres :

EN&S
------
(yfOr)

)AN*IL(*f
L*f
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localement libre de rang d .

Enfin on se donne un entier N inversible sur S , et une 

N-ricridification (v,cf) de (A,L). On en déduit comme au §2 un morphisme

E
(6.0.4) f#L --*- ©SN

composé de 1'évaluation aux points d'ordre N 

(6.0.5) f#L — *■ f # (L| ̂ )

et de 1 'isomorphisme déduit de (v,cr)

(6.0.6) f*(Li J
E

V '

On fait alors l'hypothèse supplémentaire suivante :

(6.0.7) la restriction à U du morphisme (6.0.5) (donc aussi de (6.0.4)) 

est injective localement scindée.

Cette hypothèse est satisfaite en particulier si ) g!d (en 

vertu de 2.3) ou si K(L) est annulé par N (VI, 2.5.1).

6.1. Sous lès hypothèses ci-dessus, 1'homomorphisme (6.0.4) définit (§2) 

un morphisme

(6.1.1) t j j : U — G

de U dans la grassmannienne des sous-faisceaux localement facteurs
Ej-

directs de rang d de &gpec % • et l'on a un isomorphisme canonique

(6.1.2) tj9fi(l) ^ - ( A df#L)_1

où $„,(1) désigne le dual du déterminant du sous-fibré universel de

en sur G .

Bien entendu la connaissance du morphisme t^ détermine (A,L,v,cr) 

si ) 2gid (§2) ou si K(L^) est annulé par N (§5).

D'autre part, la condition (6.0.2) implique, puisque G est propre 

sur Spec 1 , l'existence d'un gros ouvert V de S contenant U et 

d'un morphisme

(6.1.3) ty : v --► G

prolongeant ty .

$ÔS

©G
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6.2. Proposition. L' isomorphisme (6.1.2) se prolonge sur V en un homo

morphisme de faisceaux inversibles

De plus si K(L) est annulé par N on peut prendre V=S , et (6.2.1) 

est un isomorphisme.

Démonstration : lorsque K(L) est annulé par N , il résulte de VI, 3.5 

que le morphisme (6.0.4) est injectif et localement scindé, d'où la pro

position dans ce cas (c'est essentiellement l'argument de VI, 4.1).

Dans le cas général le morphisme (6.0.4) détermine un morphisme

Si I désigne 1'image de u , il est immédiat que 1'on peut prendre 

pour V le plus grand ouvert de S au-dessus duquel I est inversible ; 

le morphisme composé

(6.2.1) t -1
V

(6.2.2) --* (Adf*L)_1

V
t

<s )

ci X"correspond alors au quotient inversible 1^ de A (&v ), donc t* 

s'identifie à I^c (Adf#L)v* . ■

G& )1( )L#JfdA(

u A'
d
Ss-
E
'N

V
.)Spec

N
Ed &(A'(P

Plucker

)1(Q
G

E,

V
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CHAPITRE VIII 

Image directe et différentielles

Sommaire

0. Introduction.

1. Position du problème.

2. Cas d'une base de caractéristique p ) 0 .

3. Cas des schémas abéliens.

4. Cas d'une base de caractéristique nulle.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré au résultat clé (selon l’auteur) du présent 

travail. Sous sa forme générale il est encore à l'état de conjecture et 

est énoncé au §1 ; on en démontre ensuite des cas particuliers (essen

tiellement le cas d'égale caractéristique et le cas des schémas abéliens). 

Le lecteur est invité à se reporter au §1 pour l'énoncé du problème (1.2) 

et son état actuel (1.3, 1.4). L'auteur se permet d'ajouter ici qu'il 

est (au moment où il écrit ces lignes) raisonnablement optimiste quant 

à 1'accessibilité, au moins, de la "formule clé canonique"

FCC(Spec 2T,g,l)- (notation de 1.2) . Par contre les méthodes employées 

ne jettent guère de lumière "conceptuelle" sur l'origine d'une telle 

formule.

1. Position du problème.

1.0. Soient S un schéma localement noethérien, A S un S-schéma 

en groupes semi-stable de dimension relative g (supposée constante). 

Soit L un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement à 

S , et symétrique. Notons ÜCS l'ouvert au-dessus duquel A est un 

schéma abélien, et faisons les hypothèses suivantes :

(1.0.1) U est schématiquement dense dans S , et de plus S est normal 

aux points de S-U .

02(1.0.2) K(L ) est fini sur S , ou bien L èst totalement symétrique 

(VI, 3.2) et K(L) est fini sur S .

f
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On sait alors (VI, 3.5) que f#L est localement libre sur S , et 

que (VI, 3.5.3) sa formation commute à tout changement de base S* — ► S 

tel crue fl,"*1(U) soit schématiquement dense dans S' ; pour abréger nous 

appellerons admissible un tel changement de base, et nous poserons par 

ailleurs

d = rg(f#L) ,

2
ce rang étant supposé constant sur S ; on a donc d = rgg K(L).

Posons

* «1(1.0.4) 5iR/s = e* 0^.S

où eA ; S — * A est la section unité ; est un &g-module inver

sible et nous noterons Ô(A,L) le faisceau inversible

(1.0.5) ô (A,L) = (Adf*L)®2® ̂ g

qui sera le héros de ce chapitre.

1.1. Premières propriétés de Ô(A,L).

1.1.1. Changement de base : la formation de Ô(A,L) commute à tout 

changement de base admissible au sens de 1.0.

f-,
1.1.2. Changement de modèle : soit A^ ---* S un S-schéma en groupes

semi-stable contenant A comme sous-groupe ouvert et coïncidant avec

A au-dessus de l'ouvert U , et soit un faisceau inversible cubiste

sur A1 prolongeant L . Alors on a

6(A,L) = Ô(A1,L1) ;

il est clair en effet que ^g = £>A^g , et d'autre part VI, 3.4 

entraîne que f1#L1 = f#L (compte tenu de (1.0.2)).

1.1.3. Comportement par isogénie. Soit H un sous-schéma en groupes de 

A , fini et plat sur S . Posons B = A/H et soient X : A — > B et

g î B — ► S les morphismes naturels. Donnons-nous de plus un isomorphisme

L =■ X#M

où M est un faisceau inversible cubiste symétrique sur B (nécessai-
02

rement ample relativement à S) tel que K(M ) soit fini sur S et 

que g*M soit un ©g-module inversible : en d'autres termes M définit

gA

co
A/S

!A
A1-/S

L1

A.
d
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une polarisation principale sur By . Cette condition équivaut au fait 

que H soit un sous-groupe lagrangien (V, 2.5.1) de K(L) remarquons 

qu'alors KÎÎ'P2) = . Posons enfin (comme dans VI, 1.4.8)

K' = K(L)/H CB ;

A
c'est un sous-groupe de B , fini et plat de rang d et isomorphe à H .

Proposition. Sous les hypothèses ci-dessus, il existe un isomorphisme 

naturel

(1.1.3.1) ô(A,L) 6 (B,M)®d® NjçygfMjç, )®~2

la norme.

De plus soit m un entier annulant H (par exemple m=d) : il 

existe alors un isomorphisme naturel

(1.1.3.2) ô(A,L)®m ô(B,M)0md .

Le mot "naturel" signifie ceci : à toute situation du type 1.1.3 

ci-dessus, on peut associer un isomorphisme (1.1.3.1) (resp. (1.1.3.2), 

une fois fixé 1'entier m) de façon compatible à tout changement de base 

admissible et à tout changement de modèle.

La seconde assertion de la proposition est conséquence de la pre

mière puisque admet une trivialisation naturelle (I, 5.7).

Montrons la première assertion. Le corollaire VI, 1.4.8 nous 

fournit un isomorphisme naturel

(1.1.3. 3) Adf*L (g^M)®d® Adf#&H®NK,/s(MK, )0_1 .

Introduisons le faisceau DH des mesures invariantes sur H 

(V, 1.4) et notons A(X) (comme au chapitre V) la Og-algèbre d'un 

S-schéma X affine sur S : par exemple, f*&H = A(H). On a :

(1.1.3.4) A(H) = Hom& _mod(A(H), &s ) = A(H)V
S

et d'autre part (V, 1.4.4) :

(1.1.3.5) A(H) =■ A(H) Djj (comme ©g-modules)
S

d'où, en combinant (1.1.3.4) et (1.1.3.5) et en prenant les déterminants :

(1.1.3.6) (AdA(H) )®2 =- D®“d .
ri

ou Mjç, est la restriction de M à K' , et

2B

N
k ■ / s

MK 1
2m

S
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En reportant dans (1.1.3 .3) , on obtient finalement

(1.1.3.7) (Adf*L)®2 ~ (g*M)®2d® D®~d® )®"2 .

D'autre part le faisceau *̂A//S (resp. ^/g) n'est autre que le 

dualisant relatif de A (resp. B) sur S , restreint à la section unité.

Il en résulte que ^b/S s'identifie canoniquement au dualisant

relatif de H , restreint à la section unité. Le dualisant de H , con

sidéré comme module sur la ©„-algèbre A(H), n'est autre que
A ^

A(H) = A(H)®^ Djj : si on le restreint à la section unité on obtient
S

donc D-. / d'où un isomorphisme naturel
ri

(1-1-3-8) V s “ V s ® d h -

Enfin on a par définition

Ô(A,L) = (Adf*L)02®â|ds

et il suffit d'appliquer au second membre (1.1.3.7) et (1.1.3.8) pour 

obtenir 1'isomorphisme annoncé. B

1.2. Pour abréger nous appellerons donnée de type (g,d) un triplet 

(S,A,L) comme en 1.0, avec dim(A/S) = g et rg(f*L)=d . Nous consi

dérerons dans ce chapitre les énoncés suivants :

FC(S,g,d) ("formule clé") : pour toute donnée (S,A,L) de type (g,d) 

sur S donné, le faisceau Ô(A,L) est d'ordre fi-ni dans Pic(S).

FCC(SQ,g,d) ("formule clé canonique"/ Sq étant un schéma) : il existe

un entier m \  1 tel que l'on puisse associer à tout S -schéma S eto __
à toute donnée (S,A,L) de type (g,d) une trivialisation de Ô(A,L) 

de manière compatible à tout changement de base admissible (1.1.1) et à 

tout changement de modèle (1.1.2).

_  V

D'autre part nous désignerons par FC (S,g,d) et FCC (SQ,g,d) 

les énoncés analogues aux deux précédents, obtenus en imposant de plus à 

A d'être un S-schéma abélien.

®2

L'auteur conjecture que FCC(Spec 1 , g,d) est vraie pour tous g 

et d . Nous établirons dans ce chapitre les cas particuliers suivants 

de cette conjecture :

NK'/
(M.KI

co.
A/S
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1.3. Théorème. Soient g et d deux entiers, et k un corps premier.

(i) FCC(Spec k,g,l) est vraie ; de plus si k est de caracté

ristique p ) 0 , 11 exposant m intervenant dans 11 énoncé de 

FCC(Spec k,g,l) peut être pris égal à (p2-l)p2g+2 .

(ii) FC(S,g,d) est vraie pour tout k-schéma noethérien normal 

excellent S .

(iii) FCCab(Spec z[l/dl,g,d) est vraie.

(iv) FC (S,g,d) est vraie pour tout schéma noethérien normal 

excellent S .

1.4. Commentaires. Nous commencerons (au §2) par démontrer (i) lorsque 

k = Fp en utilisant le. morphisme de Frobenius. Au §3 nous établirons

(iii) à partir d'un résultat dû à L. Szpiro et à l'auteur, selon lequel 

FC (S,g,d) est vraie pour tout schéma S sur lequel d est inver

sible. Ce résultat repose sur le théorème de Riemann-Roch-Grothendieck 

et sera publié ailleurs. Au §4 on en déduit (i) lorsque k = <D .

En ce qui concerne ce dernier cas, on peut montrer que 1'exposant 

m de l'énoncé peut être pris égal à 4 , lorsqu'on impose à A la con

dition supplémentaire suivante : pour tout point x € S la multiplicité 

à l'origine de A du "diviseur thêta" défini par L est paire. Ceci
X X

résulte de l'équation fonctionnelle de la fonction thêta de Riemann 

([m7Ü, chapitre II, §5). Nous n'aborderons pas ici cet aspect de la 

question (que m'a indiqué D. Mumford), mais signalons que cette méthode 

donne une information intéressante : supposant de plus que S = Spec <E , 

le C-vectoriel muni d'une norme hermitienne natu

relle, par la formule

(1.4.1) Hall2 = c  ̂ »AS? (or€H°(A,C§))
A(<C) *

où c est une constante ne dépendant que de g . D'autre part le fibré 

L sur A admet également une métrique hermitienne canonique (II, §2) 

que nous noterons p , d'où une norme sur H°(A,L) par la formule

(1.4.2) Il sll2 = \  p(s(x) )2dx (s € h°(A,L) )
A( <E)

où dx désigne la mesure de Haar normalisée sur A(<E) . Par suite le

C-vectoriel 5(a ,L) est encore muni d'une norme hermitienne et l'on

peut montrer que pour un choix judicieux de la constante c de (1.4.1),
04

la trivialisation annoncée de Ô(A,L) est de norme 1.

ab

VS

ab

CU. H
o P. Q )
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Enfin les assertions (ii) et (iv) de 1.2 résultent respectivement 

de (i) et (iii) en vertu du lemme ci-dessous :

1.5. Lemme. Soit S un schéma noethérien normal excellent. On suppose 

FC(S',g,l) (resp. FCat>(S',g, 1) ) vérifiée chaque fois que S' est un 

S-schéma normal quasi-fini sur S . Alors FC(S,g,d) (resp.

FCak(S,g,d) ) est vraie pour tout d^l .

Démonstration : pour fixer les idées nous nous placerons dans le cas non 

respé, le cas "abélien" étant entièrement analogue. Soit (S,A,L) une 

donnée de type (g,d) : nous pouvons supposer S intègre et il suffit 

de voir qu'il existe un gros ouvert V S , et un morphisme suriectif,

fini et plat it : V' --► V tels que ff*j*ô(A,L) soit d'ordre fini dans

Pic(V') : en effet j* : Pic(S) — -*■ Pic(V) est injectif puisque V est 

un gros ouvert et S normal, et d'autre part Ny.,yyOir* est la multi

plication par deg(ir) dans Pic(V).

1.5.1. Grâce à un changement de base V' --► S du type ci-dessus, on

peut supposer que le groupe Ç(L) admet un sous-groupe de niveau 

lagrangien H , au sens de V, 2.5.1 : si S^ désigne le S-schéma 

propre et surjectif paramétrant ces sous-groupes (V, 2.5.3), considérer 

un sous-schéma fermé intègre S^ de S1 , génériquement fini sur S , 

puis le normalisé S^ de S£ : comme S est excellent, S^ est alors 

fini et plat au-dessus d'un gros ouvert de S , et il est normal.

Supposant donc l'existence d'un tel H , on pose B = A/H^ où 

est l'image de H dans K(L) ; on a alors un faisceau inversible cubiste 

M ‘ sur B , tel que L = A*M', où À : A — ► B est la projection cano

nique (VI, 1.2). De plus, comme H est lagrangien, M' est de degré 1, 

i.e. définit une polarisation principale de B^ .

1.5.2. Le faisceau M' n'est pas nécessairement symétrique. Cependant, 

soit ti le point générique de S : il existe (quitte à changer de base) 

une section b^ de B au-dessus de  ̂ , telle que le "translaté tordu"

soit symétrique, où g : B — > S désigne le morphisme structural. Ce 

faisceau admet de plus une structure cubiste naturelle (III, 1.1.9.1).

Par changement de base (toujours fini et plat au-dessus d'un gros ouvert 

de S) et gonflement des modèles A et B , on peut supposer que b^ 

se prolonge en une section b é B(S), elle-même image d'une section 

a^A(S). Posons dans ces conditions

j

T
#

îl

11
nM

*
TV

b
*

g
■
T1Mb
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M = T*M' ®g*b*M'”‘*' ; b

alors M est cubiste (III, loc. cit.) et symétrique, et l’on a

(1.5.2.1) A*M ~ T*L® f^a^”1 .a

 ̂ 1 O 0En particulier (X M® L ) est dans Pic (A^) et est symétrique 

donc est d'ordre 2, ce qui montre que (T*^ ® LjJ’1)®2 est trivial, donc

a<=K(L®2) .

Ceci entraîne que a est d1 ordre fini dans A(S), donc que le 

faisceau inversible a*L est d’ordre fini dans Pic S (I, 5.7) ; on 

peut donc supposer (après changement de base) qu'il est trivial, et

(1.5.2.1) devient

(1.5.2.2) X*M T*L .a

Enfin la translation par a fournit un isomorphisme

T* : f*L f*T*L
cl cl

d'où un isomorphisme

ô (A,L) ô (A,T*L) .
a

Par hypothèse Ô(B,M) est d'ordre fini ; il en est donc de même de 

Ô(A,T*L) = ô (a ,L), grâce à (1.5.2.2) et à la Prop. 1.1.3., O

2. Cas d'une base de caractéristique p ) 0 .

2.0. Dans tout ce § on fixe un nombre premier p , et l'on se propose de

démontrer FCC(Spec F ,g, 1) pour tout gVl ; plus précisément :
P

2.1. Théorème♦ A toute donnée (S,A,L) de type (g,l) sur un schéma

S de caractéristique p , on peut associer canoniquement une triviali- 

sation <7p(A,L) du faisceau inversible

6(A,L)®<P2-1)P29+2 ,

de manière compatible à tout changement de base admissible et à tout 

changement de modèle.

2 24g-2
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2.2. Le cas où «A est fini.
2P

Nous allons d'abord, grâce à une "frobeniuserie", démontrer 2.1 en 

nous restreignant aux (S,A,L) tels que le noyau 0A de la multipli-

2 2p , 
cation par 2p dans A soit fini sur S (condition vérifiée en par

ticulier si A est un schéma abélien).

Soit donc (S,A,L) de type (g,l), avec «A fini sur S .
2p2

2.2.1. Introduisons, pour tout n>/l , le plus petit sous-groupe ouvert

A ^ C A

contenant nA ; remarquons à ce propos que

nA = K(L®n)

puisque L est de degré 1. La multiplication par p induit en parti

culier un morphisme

(2.2.1.1) [p] : A^2p  ̂ — * A^2p^

r2D1 F2d2]
qui identifie A p au quotient de AL p par le sous-groupe fini et 

plat A . De plus L est symétrique et K([p] L02) = ,Ac A^2p  ̂ est
P 2p

fini par hypothèse ? nous sommes donc dans les conditions d'application 

de la proposition 1.1.3, avec m = p et d = p2g , d'où un isomorphisme 

naturel

(2.2.1.2) 6(A,[PrL)®P» 6<A,L)®P29+1

en remarquant que l'on a, grâce à 1.1.2 (changement de modèle) :

S(A^2p ^,[pl L) = ô(A,[pl*L)

Ô(A^2p ,̂L) = à (A,L) .

2.2.2. Or comme L est symétrique on a un isomorphisme canonique (1,5.5)

[p]*t - L®?'

ce qui permet de descendre [pl L non seulement suivant [p] comme 

ci-dessus, mais aussi suivant le frobenius relatif itéré V$A//S défini 

par le diagramme commutâtif suivant :

2P

2

2

1+g-2

2

2
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où le carré de droite est cartésien et où F g (resp. F̂ ) désigne le 

frobenius absolu de S (resp. A). Le sel de la chose réside dans le 

fait que l'on a canoniquement

(2.2.2.1) 

en posant

[ p l ' l -  L®P - (F2 )*L - «;/s L'

L' = W L ;

(A1fL') est donc obtenu à partir de (A,L) par le changement de base
2admissible Fg : S -

(2.2.2.2)

— S , d'où des isomorphismes naturels
2

ô(A\L*) (F2)*Ô(A,L) b (h ,L )® P .

Nous pouvons enfin appliquer 1.1.3 à l'isogénie Â//s (avec

m = p et d = p2g) d'où :

6(A,[p]*L)®P2 =■ 6(A,4^,s L’)®P2

2g+2
6<A',L')®P

« 2 2g+2 
ô(A,L) -P

(2.2.2.1) 

(1.1.3)

(2.2.2.2)

d'où finalement en comparant à (2.2.1.2) élevé à la puissance p :

6(A,L)®P29+2 - 6(a ,l )®p2-p29+2

2-» 2g+2
qui fournit une trivialisation naturelle (!) de Ô(A,L) p -1 P̂ f

comme annoncé.

2.3. Le cas général.

Nous disposons maintenant, pour tout (S,A,L) de type (g,l), 

lorsque S est un schéma de caractéristique p ) 0 et que _A est

. . 2P
fini sur S , d'une trivialisation

<Tp(A,L)

2

2

2 2

a*

2ar42 24-g-2

2F

A A-----yWA/S
«
--í— ►

>sf

S

f’

----- s

f
T2

FS
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2 2g+2
du faisceau inversible Ô(A,L) ip “ p sur S , compatible à tout

changement de base admissible et à tout changement de modèle :

Ne faisant plus d'hypothèse de finitude sur ~A , notons U

2p
(comme dans 1.0) l'ouvert de S au-dessus duquel A est un schéma 

abélien : il suffit, pour achever la démonstration, de prouver que la
®( 2- i )  2<3+2

trivialisation (J^(Ay,L^) de Ô(A,L) p p au-dessus de U se

prolonge à S .

Nous pouvons pour cela remplacer S par le spectre de l'anneau

local d'un point de S-U (qui est normal (1.0.1)), puis, grâce à

EGA IV, 8.8.2, supposer que S est essentiellement de type fini sur

Fp donc excellent (et toujours normal). Il suffit alors de trouver un

morphisme fini surjectif ïï : S' — *- S , avec S' normal, tel que

CTp(Ay,Ly) se prolonge à S' après le changement de base ff . Or il

suffit pour cela de choisir S' (grâce à IV, 8.2) tel que Ag, admette

un gonflement A 1 tel que -A' soit fini sur S', et tel que L_,
2P

admette un prolongement cubiste L' sur A' : la trivialisation 

cr (A',L') réalise alors le prolongement cherché. H

3. Cas des schémas abéliens.

Nous utiliserons le résultat suivant, dû à L. Szpiro et à l'auteur, 

et dont la preuve sera donnée ailleurs :

3.1. Théorème. Soient S un schéma, d un entier inversible sur S . 

Alors FC (S,g,d) est vraie pour tout g )/1 .

On se propose ici de déduire de 3.1 le théorème suivant :

3.2. Théorème. Pour tous g et d V1 ,FCCa^(Spec 5?[l/dl,g,d) est vraie.

3.2.1. Désignons par X , le champ ([d-m], §4) formé des donnéesy g u»
(S,A,L) de type (g,d) où A est de plus un S-schéma abélien. Nous

pouvons considérer Ô(A,L), pour (S,A,L) variable, comme un faisceau

inversible sur X^ ^ , que nous noterons désormais ^ . Si, pour tout

champ X (sur la catégorie des schémas) et tout entier n , nous notons

x[l/nl le champ X xSpec ^ Spec z[l/n] , alors l'assertion de 4.2 est

simplement que la restriction de 6_ , à X Jl/d] est d'ordre fini.
—g,d g,d^ -----------

1

5
■g dt '
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Pour tout entier n )/1 notons X , le champ des (S,A,L,v)
 ̂ 31 d / n

où (S,A,L) est dans X , et où v est une structure de niveau ng,d
sur A . On a alors un morphisme

V n : X rr r 1 r , ------ *  X r ,n 3/d/n 3#d

qui identifie Xg ^[l/n] au champ quotient [x d n/GL2g(Z/nZ)l

([d .mI, 4.8) pour l'action naturelle de GL~ (Z/nZ) sur X , .De
¿3 3* ci f n

plus, pour n^3 . le champ X , est représentable.c g,d,n — ---------

3.2.2. Traitons d'abord le cas d ) 1 . Si l'on prend pour n une

puissance de d qui soit )/ 3 , alors Xg ^[l/d] est donc quotient

(au sens des champs) du schéma X , . Une trivialisation de ô®m,g,d,n -̂ g,d

sur X ,[l/d] équivaut donc à une trivialisation de ff* 6®m , sur g,dw  ̂ n —g,d
X , , compatible à 1'"action" naturelle de GL̂ _.(Z/nZ) sur 17* ô _ , . g,d,n -- c-----  2g n —g,d
Or le théorème 3.1 appliqué à l'objet universel sur X„ , affirmek g,a,n

l'existence d'un entier ]<

résulte immédiatement que

l'existence d'un entier k Vl tel que 17* 6®*1 soit trivial : il enn —g, d

®k.Card GL„ (a/nZ)
17 * ô , 2gn -g,d

admet une trivialisation équivariante, cqfd.

3.2.3. Plaçons-nous désormais dans le cas où d = 1 . La méthode ci-dessus

montre qu'il existe, pour tout nombre premier p , un entier m ^1 et
<8>m p

une trivialisation % ) de ô.ct P sxir Xg 1[l/pi. Il s'agit de prolonger

l'une des <3. . à X .. tout entier. Pour cela nous aurons besoin de 
(p) g > l

renseignements sur la géométrie de Xg 1 .

3.2.4. Soit ABg 1 le champ des schémas abéliens principalement pola

risés. On a un morphisme naturel

(3.2.4.1) X„ - --► AB ,
g, i g,i

(A— *• S,L) I--»• (A— ► S,CPL : A ̂  At )

qui admet la structure suivante : soit H — *■ AB 1 le champ des points
3  # i-

d'ordre 2 du dual du schéma abélien universel sur AB„ . (en d'autres
g, i

termes les objets de H sont les (A— ► S,S,M) où (A— ► S, S) € AB . 

et où M est un faisceau inversible d'ordre 2 sur A) ; alors X .
g»1

est un H-torseur sur AB - . Par suite le morphisme (3.2.4.1) est
g' » fini, plat et localement d'intersection complète, et même étale au-dessus

de AB Jl/2l. De plus comme AB , est lisse sur Spec Z 
g,!1- c g,l -----

]c l/n

g
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(Grothendçfcck), le champ Xg 1 est même plat et localement d’intersec

tion complète relative sur Spec 1 , et lisse au-dessus de Spec z[1/21.

3.2.5. Soit (A -£■*• S,L) un objet de X . . On a un unique isomorphisme
g » -l

de symétrie

s : L [-l]*(L)

respectant les rigidifications• On en déduit une involution

s . [-1]* 
t (A,L) : f#L f#[-lJ L -- ûi— ► f*L

c'est-à-dire, comme f*L est un Sg-module inversible, une section de 

ni. c . Nous obtenons ainsi un morphisme

(3.2.5.1) T : X x --► W2 Spec(z[T]/(T2-l) ) .

Comme qj.̂ est réunion des deux sections T = 1 et T = -1 sur

Spec % , X , est réunion des fermés 
g, i

(3.2.5.2) X+ = t — 1(1 ) , X- = t - 1 ( - 1 )

dont les restrictions au-dessus de Spec ^[l/2] sont aussi ouvertes.

Si S est le spectre d'un corps k , alors t (a ,L) est un élément 

de fri<2(k) = {-l/+l} qui n'est autre que (-1)V où v est la multipli

cité à l'origine du diviseur thêta (l'unique diviseur du système 

linéaire 1L1).

3.3. Lemme. Les fibres génériques X^ et de X+ et X- sont

géométriguement irréductibles.

3.3.1. Montrons d'abord que ce lemme implique le théorème. Il a pour 

conséquence que, pour presque tout nombre premier p , les champs 

X xSpec F et X xSpec F sont géométriquement irréductibles (on seP P
ramène au cas d'un schéma en considérant une composante convenable d'un

schéma de modules fin X . , et l'on applique EGA IV, 9.7.7). Pour
g 911 n

un tel nombre premier p/2 , on considère comme en 3.2.3 une triviali-

sation a. , de au-dessus de X [l/p], avec m )/1 . Si l'on
\P/ y / J- g# ±

regarde cr comme une section méromorphe sur X , tout entier, son 
(p ) ^ g § î*

diviseur est de la forme a(X x Spec F ) + b(X~xSpec IF ) où a et
P P O)

b € ^  (puisque X . est lisse sur ^[l/2]) et par suite ô"m est 
# g< ̂ —g,i

de la forme t m ou M est un faisceau inversible sur 0J<2 • On conclut 

en remarquant que Pic(&i2) =0 (on obtient en recollant deux

exemplaires de Spec 2T par le point fermé Spec IF2 ) •

,2
g*

-i-i

x

& m

p 7

Cm
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3.4. Démonstration de 3.3 (esquisse) : notons X le "champ analytique1,11 an
complexe" déduit de X 1 : un objet de X est de la forme 

£ 9 11 an
(A — ► S,L), où S est un espace analytique complexe, A un S-espace 

analytique en groupes, propre et lisse sur S à fibres connexes de 

dimension g , et L un faisceau inversible symétrique rigidifié sur 

A , ample de degré 1 relativement à S (de sorte que A est projectif 

sur S et mérite donc le titre de "S-schéma abélien"). Alors X 

est réunion des deux ouverts fermés X et X déduits de X et 
— -f.

X*” , et il s'agit de montrer gue X et X- sont irréductibles (au 'o ^ an an ------------
sens analytique).

3.4.1. Description de X*n : considérons l'espace de Siegel

ttg = {iî^Mg(C)li2 est symétrique, et la matrice symétrique réelle 

Im(fî) est définie positive)

et le réseau (relatif à H )
9

A = { (z,&) € <Cg X ïf | z € z 9 ® n z 9 } .

9

La fonction thêta de Riemann sur Cg x M , donnée par la série
9

B { z , û )  = ) ! exp(7ritmitfn + 2ff i^mz)

a une propriété de quasi-périodicité relativement à A ([M7], chap. II, 

§1), qui entraîne que son diviseur est A-invariant. Si nous posons

à  = Ig xH /A -£-*• »
9 9

alors le diviseur en question induit un diviseur symétrique sur , que 

nous noterons ®+ . Notant £+ le faisceau inversible

(®+) ® f *e *©̂ ( -0+) sur Ê (où e : --*- tâ est la section nulle),

alors (ît —- > K ,£+) est un objet de X+ , que l'on peut voir comme un g an
morphisme

(3.4.1.1) H — »- X* .
g an

Enfin le groupe symplectique Sp(2g,Z) opère sur X e n

A Brespectant A ; l'image de (z,Q) par (̂  D) €Sp(2g,^) est

(t(Cf>fD)"1z, (Aî -B) (CO^D)-1)

(cf. [M7Ü, chap. II, §4). Il opère donc en particulier sur $  de 

manière compatible à son action sur Jf

an an

an

gz€m

î* H
g

<cg n
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3.4.1.2. Proposition. Le morphisme (3.4.1.1) identifie X*n au champ

quotient [r+\Hgl (au sens de [d-m], 4.8), où r+c Sp(2g, ’Z) . désigne

le stabilisateur du diviseur ©+ (c'est le groupe T _ de [il et [M7Ü).
1 f 2

3.4.2.-Description de X- : choisissons une section d'ordre 2  -------  an

a j # — * ¿A/A c &
g 2

telle que pour tout , la multiplicité du diviseur 0jj au point

<v(CÏ) de soit impaire, par exemple

et désignons par le translaté par oi de 0+ , et par Z~ le

faisceau ©•.(© ) ® f*e*©1i.(-0 ). Alors (̂  ^> îi ,£ ) est un objet de
an - ^  gX ' , c'est-à-dire un morphisme

(3.4.2.1) Xg — <-X;n •

3.4.2.2. Proposition. Notons F”csp(2g,Z) le stabilisateur de 0~ .

Alors X- s'identifie grâce à (3.4.2.1) au quotient fF \ît 1.— :-- an ------------------ --- ------- g

3.4.3. La démonstration de 3.4.1.2 et 3.4.2.2 aurait sa place naturelle 

dans la littérature sur les fonctions thêta ; on se bornera ici à en 

donner les grandes lignes.

Le champ X -[l/2] admet encore la description suivante : c'est
f * f la catégorie des (A --► S,l,q) où (A --*■ S, S) est un objet de

AB -Cl/2] , et où 
y 11

q : 2A * qj-2 ' s

est une forme quadratique vérifiant

(3.4.3.1) q(x+y)q(x)q(y) = e2(x,y)

où e2 : 2A X 2A — *"bi 2 est ôrme alternée sur 2A = Ker(2§) définie 

par la polarisation 2§ . On passe de (A,L) à (A,5,q) en prenant 

§ = cpL et q = e* ([M3], §2). Une forme quadratique q vérifiant

(3.4.3.1) s'appelle une thêta-caractéristique pour le !F2-vectoriel 

symplectique (2A,e2). De plus l'invariant t(a,L) de 3.2.5 n'est 

autre que (-1)6 où e € F_ est l'invariant d'Arf ( [d-g! , III, §5, 2.7) 

-  *  ■

fl€ H

dta

0 c t

a(Qi) ( )
1/2
0

0

+ )(
1/2
0

0

L
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Par exemple, dans le cadre analytique, la forme e# associée à

l'objet (A — *• H ,£ + ) de 3.4.1 est la suivante : soient Î2€ if et
9 g

m + ÎXn €

un point de <Eg au-dessus de ’ al°rs

£+ t 
A# j.n \ / i \ 4 m. n e* (m+Un) = (-1)

Il résulte de la théorie classique de Riemann que le morphisme

défini par l'objet ( é  —£+• M /CP(.+) de ABan1 (M ) fait de ABan1 leg g,l g g, 1

champ quotient [Sp(2g, %) \ . Autrement dit, AB^1̂  est connexe et son

groupe fondamental s'identifie à Sp(2g,2?).

Les considérations ci-dessus impliquent que le revêtement naturel

X*n —  ab“ 1.
<3> 1

(A,L) I--* (A,<Pl)

est "classifié" par le Sp(2g,^-ensemble

E = ensemble des thêta-caractéristiques pour le F2~vectoriel 

(F2^^ et la forme symplectique standard

et que le sous-revêtement X*n (resp. X~n) correspond aux thêta- 

caractéristiques paires (resp. impaires), i.e. dont l'invariant d'Arf 

est égal à 0 (resp. 1). Les propositions 3.4.1.2 et 3.4.1.3 résultent 

du fait que Sp(2g,^) opère transitivement sur l'ensemble des thêta- 

caractéristiques paires (resp. impaires) : cette dernière assertion est 

prouvée dans [i], chap. V, §6, corollaire de la Prop. 2 et lemme 25. ■

4. Cas d'une base de caractéristique mille.

On se propose de démontrer le théorème suivant :

4.1. Théorème. Pour tout g )/ 1 , FCC(Spec 45,g, 1) est vraie.

Nous aurons besoin d'abord de quelques lemmes.

1
2(2P +

•Cí )

2 a

a
g

ABan
g» 1

»
g
-P-
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4.2. Lemme. Soient S un schéma et d un entier )/ 1 . Alors 

FCC(So,2,d ) implique FCC(SQ,l,d).

Démonstration s soit (S,A,L) une donnée de type (l,d) où S est un

S -schéma. Alors (S,AX A , pr.,L®pr0L) est une donnée de type (2,d )

et il est immédiat que Ô(AXA , pr1L®pr9L) s'identifie canoniquement
®2d <52

à ô(A,L) : ceci résulte du fait que ®axa/S ^A/S ' et de la ^or“
mule de Klinneth (on rappelle que A est plat sur S). Le lemme en

résulte. 0

Nous supposerons donc désormais que l'entier g de 4.1 est V 2 . 

Gardant les notations X+ et X- de (3.2.5.2), nous pouvons dès lors 

bénéficier du lemme suivant :

4.3. Lemme♦ On a H°(xÎ ,&..+) = ® . En conséquence, pour
u! +

presque tout nombre premier p , les champs X ®F et X ®F n1 ont
]? P

pas de fonctions globales non constantes♦

Démonstration : nous nous limiterons à Xĵ  pour fixer les idées. Il

s'agit de montrer que le schéma de modules grossier Y associé n'a pas

de fonctions globales non constantes. Celui-ci est un revêtement fini

connexe (à cause de 3.3) du schéma de module grossier $ = )_ desg, i ©
variétés abéliennes principalement polarisées. Ce dernier admet une 

compactification t  (la compactification de Satake) qui, pour g \ 2  , 

a la propriété que dim(tfc-cfr) ^ dim &-2 . Par suite le schéma de modules 

grossier Y admet également une compactification ayant la même pro

priété. Le lemme en résulte. ■

4.4. Le théorème 3.2 implique l'existence d'un entier m)/l et d'une

trivialisation, que nous noterons , du faisceau 6 m, sur X
g,i g,i

(notations de 3.2.1). En particulier, pour toute donnée (S,A,L) de 

type (g,l), on dispose d'une trivialisation cr^iAy/Ly) de ô(A,L)®m 

au-dessus de l’ouvert U de "bonne réduction" de A . Le théorème 4.2 

sera démontré si l'on établit que, lorsque S est de caractéristique 
£

nulle, <X (Ay.Ly) se prolonge en une trivialisation de Ô(A,L) sur S . 

Nous allons procéder pour cela par "réduction modulo p assez grand".

4.5. Pour tout nombre premier p , posons m^ = (p2-l)p2g+2 et consi

dérons la trivialisation (T construite en 2.1 pour les données de
f P ^

type (g,l) en caractéristique p . Nous pouvons considérer sa restric-

tion au champ X ,® F , que nous noterons aa . Dans ces conditions
g*1 P P

HO(X
Q*¡

r>'{

O,ab

b
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. _  , ®m ®mm
(cra ) et (cr ) p donnent deux trivialisations de 6 p sur 
p 1

X .. ® F , et il résulte donc du lemme 4.3 que pour presque tout p , il
5,1 p + xexiste des constantes c et c fc F telles que

P P P
0m

(crab) p = c+(crab)0m sur X+®F
(4.5.1) p p p

(aab)®mp = c-(aab)®m sur x"®F d
JP JP P

4.6. Lemme. Pour presque tout nombre premier p et toute donnée

(S,A,L) de type (g,l) sur un F -schéma S , la trivialisation
P

crab(Ay,Ly) de 6 (A/L)0111 sur l'ouvert U de bonne réduction de A se 

prolonge à S .

Démonstration : la question est locale aux points de S-U et nous 

pouvons donc supposer S normal irréductible. Dans ce cas U est con

nexe donc le morphisme U — ► X 1 défini par (Ay,Lu) se factorise

+ - v ab ®mp
par X ou X~ , et par suite d'après (4.5.1), (cr ) p se prolonge

+ ®m — ®m
sur S pour presque tout p en c .<7 ou c «cr suivant le cas.

• P P P
Donc cr se prolonge puisque S est normal. ■

4.7. Fin de la démonstration de 4.1 : soit (S,A,L) une donnée de type 

(g,l) où S est un Q-schéma. La question du prolongement de criAy/Ly) 

est locale sur S et nous pouvons donc supposer S affine de type fini 

sur © , puis que (S,A,L) provient par tensorisation par ® d'une 

donnée de type (g,l) (notée désormais (S,A,L)) où :

. S est un schéma normal intègre de type fini sur "2

. pour tout nombre premier p , le schéma S ® Fp est normal et

l’ouvert U de bonne réduction induit un ouvert dense de S® F (donc
P

(S,A,L) induit sur S^F^ une donnée de type (g,l)).

Le diviseur de a(ATT,LTT) (considéréecomme section méromorphe de 
®in6(A,L) sur S) induit pour tout p assez grand, d'après 4.6, le 

diviseur nul sur S® F : il induit donc 0 sur la fibre générique, ce
\ mmqui achève la démonstration. H

m

m

b

g*

p
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CHAPITRE IX 

Positivité de W

Sommaire.

0. Introduction.

1. Un lemme de Zarhin.

2. Positivité de S .

3. Cas des schémas abéliens : amplitude de .

0. Introduction.

On recueille ici les premiers fruits de la "formule clé" du 

chapitre VIII, jointe aux propriétés de "négativité de l'image directe" 

des chapitre VI et VII.

Si A est un schéma en groupes semi-stable sur un schéma normal 

excellent S "vérifiant la formule clé", on montre en 2.1 qu'il 

existe n )/1 tel que le faisceau soit engendré par ses sections

globales sur SQ . On utilise pour cela un lemme de Zarhin, démontré au 

§1, qui permet de se ramener au cas "principalement polarisé".

Au §3 (qui est indépendant des deux précédents) on montre l'ampli

tude du "faisceau w " sur le champ modulaire des schémas abéliens pola

risés. C'est une conséquence immédiate de la formule clé pour les schémas 

abéliens et de 1'"anti-amplitude de l'image directe" résultant des plon- 

gements grassmanniens du chapitre VII.

1. Un lemme de Zarhin.

Nous esquissons ici une démonstration, inspirée de notes de 

P. Deligne, du lemme suivant :

1.1. Lemme. Soit d un entier )/ 1 . A tout schéma S et tout S-schéma
t # 2abélien A muni d'une polarisation è : A --► A de degré d , on peut

associer canoniquement, de manière compatible à tout changement de base, 

une polarisation principale sur (AXA11)4 .

Démonstration : soient S , A , $ comme ci-dessus.

S3On
VS o

o
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1.2. Soit M un Z-module libre de type fini : alors A ^ M  est un 

S-schéma abélien (isomorphe à Arg ^), et l'on a un isomorphisme cano

nique

C(A,M) : (A® M)fc A11® M*

où M est le dual Hom (M,Z) de M . Cet isomorphisme est de plus 

compatible à la bidualité, au sens suivant : 1'isomorphisme composé

(A®M)t1" ---— ► (At®M*)t  ̂ „ Att(® M** --► A® M

où la dernière flèche résulte de la bidualité pour A et pour M , est 

1'isomorphisme de bidualité ([M2l, § 13) pour A® M .

1.3. Soit B une forme bilinéaire sur M , considérée comme un homomor

phisme B : M — ► M* . On peut alors associer à la polarisation

!/> : A — ► A l'homomorphisme

0® B : A® M --► Afc® M* =* (A® M)1 .

Ce dernier est une isbgénie si et seulement si B est non dégénérée 

sur Q , et est symétrique Ci.e.vérifie (¡/)®B)1" = $® B) si et seulement 

si B est symétrique, ce dernier point résultant de la compatibilité 

énoncée en 1.2. Enfin $®B est une polarisation si et seulement si B 

est symétrique définie positive : c'est en effet trivial si B est 

diagonalisable dans M , et 1'on se ramène à ce cas en remarquant que 

B est diagonalisable sur un sous-groupe d'indice fini M' de M et 

que l'homomorphisme naturel A®M' — > A® M est une isogénie.

Le morphisme $® B est le composé

i/)0idM t idAt0B t *
. A® M ----- ^  A ® M -- -----* A ® M

et le degré de ® id^ est d2rg M , celui de id^® B es-t I det B|2g 

où | det B| est le cardinal de Coker B et où g = dim(A/S). On a donc

(1.3.1) deg($ ® B) = d2rg M ¡det B)2g .

1.4. Supposons désormais B définie positive. Pour toute polarisation 

§ : C — ► C*1 sur un schéma 

la forme alternée associée.

§ : C — ► Cfc sur un schéma abélien C , notons ê  : Ker ? X Ker § — > Gm

Posant K = Ker >P , il est d'abord immédiat que K®  M c Ker($®B)
2De plus supposons que B soit divisible par d : alors, posant

(çS A,M) _£(£
t

r M )

t
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B ' = -~B , on a pour x et y £ Ker ( 0 ® B ' ) :
d2

0®B, x ¡/>®B', vd2 0®B',n2 .e (x,y) = e (x,y) = e (d x,y)

2Comme K est annulé par d , il en résulte en particulier que le sous-
d) ® B

groupe K®M de Ker(*P®B') est isotrope pour la forme e

1.5. Prenons M de la forme M = M^ X M2 où M^ et M2 sont Z'-libres 

de même rang r , et supposons que la forme bilinéaire B0 induite par 

B sur {o)xM2 soit divisible par d . Identifions A® M à

(A0M^) x (A® M2) et posons (avec K = Ker $) :

K' = { 0} X (K0 M2) c (a® Mx) X (A® M2) .

ib 0 b
La fonctorialite de la forme e pour 1'injection naturelle

^0^2 *— * A ® M  , jointe aux considérations de 1.4 (appliquées à la pola

risation induite par 00B sur A® M2 , qui n'est autre que 

montre que K' est isotrope dans Ker($®B), et par suite que la pola

risation 0 B se descend en une polarisation 0 sur

(A®M1) X (A0M2A ® M 2) =» (A® Mx) X (Afc0M2) =■ (AXA1)1 .

De plus le degré de 0 est

deg 0 = deg($ 0 B)/(rg K')2

= d4rx ( 4 e t B ) V r

= (det B)2g

r 2 ren vertu de (1.3.1) et du fait que K ' =» K est de rang d

1.6. Il suffit donc, pour démontrer 1.1, de trouver un 2f-module N , 

libre de rang 4, et une forme bilinéaire définie positive B sur
A

NXN , divisible par d sur {0} X N et unimodulaire (i.e. det B= 1).

Prenons pour N l'anneau H des quaternions a+bi+cj+dk avec

a,b,c,d€ 'ïï , et cherchons B sous la forme

B = partie réelle d'une forme IH-hermitienne positive sur IHXH .

Si la forme hermitienne a pour matrice ( a ^  avec a et c € ïï ,
Mô c'

e. — 4b^H , alors on vérifie que det B = (ac-bb) . Il s'agit donc de

résoudre (posant b = x+iy+jz+kt)

2

0 B
2)/

B

c
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r a y 0 , c ) 0 , d2|c

^ -, 2 . 2 , 2 j .  2 ac-1 = x +y +z +t

d'où le lemme puisque tout entier naturel est somme de quatre carrés. ®

1.6. Autre version. Zarhin me signale que 1.1 est un cas particulier de 

[Z4l, lemme 2.5 : avec les notations de loc. cit. on prend W = Ker X et 

l'on remarque qu'alors X®/w est isomorphe à (xt)4 x x 4 , grâce à 

1'isomorphisme

A 4 4 4
X X X -SU X X X

(u,v) ►—-*• (u,Iu+v) .

2. Positivité de S .

2.1. Théorème. Soit S un schéma noethérien normal excellent. On fait   ---  0 ----------------------------------- ------
sur SQ l'hypothèse suivante :

(H) pour tout entier g >/l et tout S^-schéma normal S fini sur

S , la formule clé FC(S,q,l) est vraie (VIII, 1.2). o — — — — —  J --------

Soit A S un S -schéma en qroupes semi-stable, abélien ---  o —  o -----  --- -----------------  ------
au-dessus d'un ouvert dense de S . Alors il existe un entier n )/ 1Q  _ _ _ _ _ _ _ _ _

tel que w /CJ soit engendré par ses sections globales sur S (nota- 
A/So °

tion de VIII. 1.0.4).

2.2. Remarque. L'hypothèse (H) ci-dessus est vérifiée en particulier, en 

vertu de VIII, 1.3 (i), si SQ est un schéma sur un corps.

2.3. Démonstration de 2.1 : on peut naturellement supposer S intègre, 

de point générique t\ . Soit S — ► S le normalisé de S dans une 

extension finie de *(ti) : on montre comme en VI, 4.3 qu'il suffit de 

trouver un entier n' )/1 tel que 1T*i\ / s  soit engendré par ses sec

tions sur S (la norme d'un faisceau inversible sur S a encore un 

sens dans cette situation, cf. EGA II, 6.5).

2.4. Lemme. Soient A et S comme .dans 2.1, avec S connexe de—  0 ------------ ----  o ------------

point générique ti . Soit A** un modèle semi-stable sur S de la
• » * t t ^ variété duale Â  de Â  (l'existence de A est assurée par IV, 7.1).

Alors le faisceau inversible

o

o

o

o
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S, ® cô“f 
A/So A /SQ

est d'ordre fini dans Pic(SQ).

(Ce lemme n'utilise pas 1'hypothèse (H) de 2.1).

Démonstration : par changement de base du type 2.3 et gonflement de A , 

on peut supposer qu'il existe sur A un faisceau inversible cubiste 

symétrique L , ample relativement à SQ et tel que K(L) soit fini 

sur SQ . D'après l'unicité du modèle semi-stable à fibres connexes 

([Ri], IX.1.5) on peut prendre

Afc = A/K(L)

(cf. IV, 7.1.2). On a alors (VIII, 1.1.3.8)

co. =- w . ® DW t x
A/So A /S K(L)/ o

mais comme K(L) est isomorphe à son dual de Cartier on a

D02 - ©K(L) ®Sq •

Le lemme en résulte. H

2.5. Grâce au lemme 2.4 nous pouvons, pour démontrer 2.1, remplacer A 

par (AXAt) puisque ^(AXAt)Vs a m®me classe dans Pic(SQ)®Q
_08 ® 

que • Le lemme de Zarhin (1.1) nous permet donc de supposer que

Â  admet une polarisation principale, et même (après changement de base) 

qu'il existe sur A un faisceau inversible cubiste symétrique L , ample 

relativement à SQ et de degré 1 sur Â  . D'autre part la question est 

locale sur Spec 2f , et nous sommes donc ramenés à traiter deux cas :

(2.5.1) 2 est inversible sur Sq : on peut, par changement de base et

gonflement, supposer que K(L ) est fini sur Sq . On applique alors

VI, 4.1 (ii) : il existe n ) o  tel que (f#L)® n soit engendré par ses
- ®—2sections. Par ailleurs, d'après l'hypothèse (H), on a ^ (f*L)

dans Pic (S ) ® <D ? le théorème en résulte dans ce cas.o

(2.5.2) 3 est inversible sur Sq : on applique alors la construction de

VI, 5.4.2 : posant 3?[C] = z[t!/( 1+T+T2), on peut remplacer A par

A^ = A®z[C] =« A2 ; on construit dans loc. cit., à partir de L , un 

faisceau inversible totalement C-invariant (VI, 5.4) L0 sur A tel
«£ JL

I
A /So

S>2

co_
A,/S o
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que k(L2  ̂= gAj_ • Quitte à changer de base on peut supposer que Kt^) 

est fini et l'on peut alors appliquer VI, 5.8. On conclut comme ci-dessus 

grâce à l'hypothèse (H). H

3. Cas des schémas abéliens : amplitude de w .

3.0. Conformément à VII, 4.3, désignons par AB , le champ des schémas
y § ci

abéliens A — r- S de dimension relative g munis d’une polarisation
2 —§ de degré d . On dispose sur ABg ^ du faisceau inversible w , dont

la "valeur" sur l'objet (A— *■ S,§) est par définition le ôg-module

inversible ^A//s •

3.1. Théorème. Le faisceau inversible <5 est ample sur AB , au sens   --------------------  --  r --  g, d ------
de VII, 4.3.3.

Démonstration : fixant n )/ 3 , il s ' agit par définition de montrer que

1'image réciproque de co sur le champ représentable ABg ^ n est

ample. Soit Y le normalisé du schéma de modules $ , correspondant, £  ̂ g,d,n
et soit (A — *-Y, §) le schéma abélien polarisé sur Y déduit du mor

phisme naturel Y — ► ABg ^ . Il suffit de montrer que est ample 

sur Y puisque le morphisme Y — ► ABg d n est fini surjectif. Or,

comme Y est quasi-fini sur AB , , le faisceau (det f„L(§))  ̂ estg,d *
ample sur Y d'après VII, 3.2 (où L(5) est le faisceau défini en

VII, 3.1.1). Puisque L(§) est symétrique notre assertion résulte donc 

de FCak(Y,g,4gd) qui est vraie d'après VIII, 1.3 (iv). ■

“aA
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CHAPITRE X

Hauteurs proiectives et familles limitées

Sommaire.

1. Familles limitées d'applications rationnelles.

2. Familles limitées et graphes.

3. Hauteurs.

4. Le théorème de la hauteur bornée.

0. Introduction.

Dans ce chapitre, indépendant des précédents, on étudie la notion 

de "famille limitée" de points d'un k-schéma de type fini X , à 

valeurs dans un corps de fonctions F sur le corps de base k . De tels 

points peuvent être considérés comme des applications rationnelles d'un 

modèle S de F sur k , à valeurs dans X ; on montre alors au §2 

qu'ion ensemble i c x ( F )  est limité si et seulement si les "graphes" 

correspondants forment une famille limitée, au sens habituel, de sous- 

schémas fermés de Sx X , où S est un modèle normal projectif fixé de F.

On introduit au §3 les versions "géométrique" et "numérique" de la 

hauteur projective d'un point de X(F), la hauteur numérique étant la 

hauteur habituelle définie dans [l!. Le lien avec les familles limitées 

est exprimé par le "théorème de la hauteur bornée" (4.2) ; il faut 

avouer, hélas, que l'obstination mise jusque-là à éviter toute hypothèse 

de séparabilité pour F est bien mal récompensée (sauf en dimension 1), 

en raison du peu de souplesse de la théorie des "coordonnées de Chow" et 

de l'incapacité de l'auteur à s'en passer.

1. Familles limitées d'applications rationnelles.

1.0. On fixe un corps de fonctions F sur un corps k , c'est-à-dire 

une extension de type fini de k . Un modèle de F (sur k) est par 

définition un k-schéma intègre séparé de type fini S , muni d'un 

k-isomorphisme de F avec le corps des fonctions de S .
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1.1. Définition. Soient S un modèle de F et X un k-schéma intègre 

de type fini. Soit 3 une partie de X(F), considérée comme un ensemble

d'applications rationnelles S -----► X . On dit que 3 est k-limitée

(ou simplement limitée s'il n'v a pas de confusion) s'il existe un 

k-schéma de type fini T , un ouvert U c T x^ S et un k-morphisme

: U — *■ X tels que pour tout f : S -----*■ X dans 3 , il existe un

point x^^T(k) tel que

(i) xf€pr1(U) ;

(ii) l'application rationnelle de S = {x^)xS dans X induite 

par <P (qui est définie à cause de (i)) coïncide avec f .

1.1.1. Cette notion est en réalité indépendante du modèle S : il est 

en effet immédiat que la définition obtenue en remplaçant S par 

Spec F dans 1.1 est équivalente à 1.1.

Un sous-ensemble d'une partie limitée de X(F) est limité, de 

même qu'une réunion finie de parties limitées.

1.1.2. Dans les conditions de 1.1, nous dirons que T , U et cp para

métrent 3 . Quitte à modifier T on peut supposer que pr^ : U — ► T 

est suriective (remplacer T par l'ouvert pr^U), ce qui est licite 

d'après (i)), que T est réduit ou même régulier (remplacer T par une 

somme finie de sous-schémas réguliers de T recouvrant T). Notons que 

si T est régulier, il est lisse sur k en chacun de ses points 

k-rationnels, ce qui permet, en remplaçant T par son ouvert de lissité, 

de supposer T lisse (i.e. géométriquement régulier) sur k . On peut 

aussi, par exemple, supposer que l'ensemble des points x^ , pour f€ 3 , 

est dense dans T , etc.

1.1.3. Si g : S' — ► S est un morphisme de k-schémas intègres de type 

fini (ou même une application rationnelle) et si 3 <= X (F) est limité, 

il est immédiat que l'ensemble des composés fog (f$ 3 ) , qui sont 

définis, est limité.

1.2. Proposition. Soient X et Y deux k-schémas intègres de type 

fini et soit j : X c— *■ Y une immersion. Pour gue icx(F) soit limité 

il faut et il suffit gue son image par j dans Y(F) le soit.

Démonstration : l'implication (3 limité = >  j ( <5 ) limité) est triviale. 

Réciproquement supposons j(3) limité. Soit S un modèle de F et 

soient T , UCTXS et 9 : U — *► Y paramétrant j(<2). Considérons le 

diagramme

<p
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pr

U' X
T

où l'on a posé U' = XXyU , de sorte que j' est une inunersion. Nous 

sommes bien entendu ramenés à deux cas :

1er cas : j est une immersion ouverte. Alors U' est un ouvert de U 

(donc de TXS) et le lecteur vérifiera sans peine que 3 est paramétré 

par T , U ' et $ .

2èmecas : j est une immersion fermée. Posons

Alors T' est fermé dans T car T-T' = prytU-U') et pry est 

ouverte. Par construction, V = U ' H  (t'XS) = TJH (T'XS) est ouvert dans-

T' XS . D'autre part si f : S -----► X est dans 3 , le point

Xjo^^T(k) qui "paramètre" j o f  est dans T' puisque 

<P(({x}xs)fiU) = ( j o f )  (S) ex . On en conclut que 3 est paramétré par 

T1, VCT'XS et 0|v * V --* X . ■

1.3. Remarques♦

a) Sous les hypothèses de 1.2, si 3CY(P) est limité, il en est 

de même de j(X(F))cY(F) donc aussi, d'après 1.2, de l'ensemble des 

f€x(F) telles que jof €3 .

b) Grâce à 1.2 on peut ramener de nombreuses questions au cas où la 

"variété but" X est affine, en écrivant X comme réunion finie de 

sous-variétés affines (par exemple ouvertes) X. , et en remarquant 

qu'alors X(F) est réunion des X^(F). On peut aussi

représenter ensuite chaque X. comme ouvert d'une variété projective, 

et se ramener ainsi au cas où X est projective, ou même à X = .

c) On peut bien entendu étendre la notion de famille limitée au cas

où F = F, X...X F où les F. sont des corps de fonctions ; un modèle
1 n î *

de F est alors un k-schéma réduit de type fini dont 1'anneau total 

des fonctions est F , et l'on doit simplement modifier la condition

1.1 (i) en exigeant que pr^^(x^)^ U soit dense dans pr^(x^) . On 

constate alors sans surprise que tScrx(F) est limité si et seulement si, 

pour tout i€ {l,...,n} , l'image de 3 par l'application naturelle 

X(F) — ► X(F^) est limitée dans X(F^). Cette brillante "généralisation" 

peut toutefois rendre des services dans le cas d'un corps de fonctions F

T' = {x € t | pr”X(x) eu'} .

T X S
co

YU

i i] j’ j.
$

n
kE

n

p ur
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tel que Spec P ne soit pas géométriquement irréductible sur k .

2. Familles limitées et graphes.

2.0. On fixe dans ce § un modèle normal proiectif S du corps de fonc

tions F sur k , ainsi qu'un k-schéma proiectif intègre X .

Si P désigne un k-schéma, on rappelle qu'un ensemble cP de 

sous-schémas fermés de P est dit limité s'il existe un k-schéma de 

type fini T et un sous-schéma fermé Z^TX^P , plat sur T , tel que 

pour tout Yc p appartenant à & il existe x^T(k) tel que Zx = Y .

Lorsque P = pĵ  , cette condition implique que les degrés des Y sont 

bornés ? la théorie des "coordonnées de Chow" [Sa! montre que la réci

proque est vraie si les Y^-'S sont équidimensionnels et géométriguement 

réduits sur k ([g], 2.4).

2.1. Soit f : S -----*■ X une application rationnelle, définie sur un

ouvert non vide V de S . Notons

(2.1.1) T(f) c S X X

l'adhérence schématique, dans S XX , du graphe de f|^ (lequel est un 

fermé de VXX) ; T(f) sera appelé, par abus de langage, le graphe de f.

Désignons par ït le schéma de Hilbert [g! des sous-schémas fermés 

de S XX (qui est un k-schéma localement de type fini)> et soit

(2.1.2) ‘J c K x S X X

le sous-schéma universel : c'est un sous-schéma fermé de îixS xX , plat 

sur H . Pour tout f £ X(F), notons

(2.1.3) y( f)€»(k)

le point correspondant au sous-schéma T(f)csxx , de sorte que T(f) 

s'identifie à $y(f) * Notons que par construction la projection 

r(f) — ► S est birationnelle. Considérons le diagramme

-£-► Ji x S

(2.1.4) q\ / ^

J p€

y

,\ /♦
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où p / q et i/> sont les projections naturelles. Remarquons que p 

est propre et que q et 0 sont plats et de type fini. Notons

(2.1.5) Ü C Ü X S

le plus grand sous-schéma ouvert de U x  S au-dessus duquel p est un 

isomorphisme ; d'autre part, pour f€x(F), soit V(f) un ouvert de 

définition de f : il s'identifie à un ouvert, encore noté V(f), de 

{y(f)} XS cjfxs , au-dessus duquel

*V(f) ! 5-rif) ( y <f ») x s

est un isomorphisme. Je dis qu'alors

(2.1.6) V(f) e u .

Pour cela il suffit d'établir (puisque p est propre) que si 

y€v(f) et si x est le point de ^ au-dessus de y , alors p est 

plat au point x : mais ceci résulte du critère de platitude par fibres 

EGA IV, 11.3.10, appliqué au faisceau .

Si l'on note p̂ . : p"*̂ (U) U 1 'isomorphisme induit par p , on

obtient un k-morphisme

(2.1.7) cp : U --*• X

par composition de Py1 avec la projection ^ — *■ X . Il est alors 

immédiat (grâce à (2.1.6)) que U , U et cp "paramétrent" l'ensemble 

X(F) au sens de 1.1.2(à ceci près que ît n'est pas en général de type 

fini mais seulement localement de type fini sur k).

2.2. Théorème. Si 5cx(F), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 3 est limité (1.1)’

(ii) l'ensemble des graphes T(f)csxx (2.1.1), pour f 6 <S , est 

limité.

Démonstration : l'implication (ii) > (i) résulte de la construction

2.1, puisque (ii) signifie que les points y(f)€B(k) (2.1.3), pour 

f € <S , appartiennent à un sous-schéma de type fini de % .

Montrons que (i) implique (ii) : 3 étant supposé limité, soient T, 

UctxS et 9:U — ► X paramétrant 3 ; on supposera que pr^ : U — T 

est surjective et que T est réduit.

{

s

e
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Notons r ^ T X S X X  l'adhérence schématique du graphe de <P

(lequel est isomorphe à U) . Il faut prendre garde que si x^T(k), F 

peut ne pas être l'adhérence schématique de T' c t  le

plus grand sous-schéma ouvert de T tel que soit plat sur T' :

c'est un ouvert dense de T puisque T est réduit. Soit T" l'ensemble 

des t^T' tels que T soit sans composantes immergées et que 

soit un ouvert dense de T . Alors T" est ouvert dans T' ; en effet 

nos deux conditions équivalent aux deux suivantes :

(a) r est sans composantes immergées, et dim = dim(rQ)̂

(= dim S)

(b) si Y = r-P , alors dim Y. ( dim S .o t

La première condition est ouverte en vertu de EGA IV, 12.2.1, (iii) et 

(iv), et la seconde par le théorème de semi-continuité de Chevalley 

(EGA IV, 13.1.3). De plus T" contient les points maximaux de T'

(et de T) donc est dense dans T .

Si t € T", alors r est automatiquement l'adhérence schématique

de (T ) dans (t) X S X X  . En particulier si t€T"(k) et si fo t t
désigne l'application rationnelle de S dans X paramétrée par t , 

alors

(2.2.1) rt = T (ft) .

Il suffit dès lors de recommencer l'opération au-dessus du fermé 

T-T" de T ; comme T est noethérien on obtient finalement un nouveau 

schéma de paramètres pour S , somme disjointe finie de sous-schémas

localement fermés de T , et un sous-schéma F^CT^XSXX , plat sur 

et tel que pour tout t^T^(k), on ait (avec les notations ci-dessus)

(T ) = F(ft) : ceci prouve que les T(f) (f €5) forment une famille 

limitée. ■

2.3. Corollaire. Soit k 1 une extension de k telle que k' ®^ F soit 

intègre, et soit F' le corps des fractions de k'®^F . Pour que 

<£<=X(F) soit k-limité, il faut et il suffit que son image dans X(F') 

soit k'-limitée.

En effet la construction du graphe commute au changement de base 

Spec k' — ► Spec k , et un ensemble de sous-k-schémas de SXX est 

limité si et seulement si l'ensemble de sous-schémas de (SXX), , ,
K

déduit de par extension des scalaires, est limité. H

ro
X

Soil( ).o
r
T

t

t

t

t(ro).

r

suffit

T1
T1
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3. Hauteurs.

3.0. On fixe dans ce § un modèle normal S du corps de fonctions F et 

l'on pose r = dim S . Soit X une k-variété (i.e. un k-schéma séparé 

de type fini) intègre et propre sur k , et soit L un faisceau inversi

ble sur X . Si f : S ----- X est une application rationnelle notons

UjCS son domaine de définition : c'est un gros ouvert (II, 3.1) de S , 

donc (comme dans III, §3) on a un homomorphisme naturel

(3.0.1) Pic(Uf) — * CHr_1(S)

qui est même un isomorphisme si U est régulier. L'image par cet homo-
* * , morphisme de la classe du faisceau inversible f L est alors un element

(3.0.2) hgs L̂(f) € CHr_1(S)

appelé hauteur géométrigue de f€x(P), relativement au faisceau L et 

au modèle S .

3.0.3. Remargue. Si X est une variété abélienne sur k et Lp le 

faisceau inversible sur XF déduit de L , on vérifie immédiatement que 

la hauteur de (3.0.2) coïncide (modulo torsion) avec celle de III, 3.2 : 

il suffit de remarquer que le modèle de Néron de Xp sur S est le 

schéma abélien constant XXS , et que le prolongement cubiste de L_
r

est le faisceau pr*L sur X X S .

3.1. Propriétés de la hauteur.

(3.1.1) Additivité en L : hgg L <g)L (f) = hgs L (f) + hgg L (f).
1 2  1 2

(3.1.2) Fonctorialité en X : si l'on a un diagramme

Y 

l9
S — s»X

g o f

avec Y propre, alors hgs L̂(gof) = hgs^* L(f).

(3.1.3) Fonctorialité en S (cf. III, 3.3.4) : si flr : S ' — ► S est un 

morphisme dominant et génériguement fini de k-variétés normales, alors :

(i) si 1T est propre, on a (pour tout f : S -----*- X) :

(deg v) hgs>L(f) = ^*(bgs . #L(foff ) ) € C H ^ S )

X

*ys
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(ii) si ir est quasi-fini, on a

hgs,iL(f°ir) = ff*(hgs L̂(f) ) € CHr_1(S' ) .

En effet (ii) est trivial ; on en déduit (i) lorsque ïï est fini en 

appliquant aux deux membres de (ii), puis dans le cas général en

raisonnant comme dans III, 3.3.4.

3.2. Hauteur numérique : supposons maintenant S proiective et soit Lq 

un faisceau inversible ample sur S . On a alors un homomorphisme

(3.2.1) degT : CH ,(3) --► HXj r—i o

V»—2. \ f j
"intersection avec £ ", où i est l'élément de l'anneau de Chow deO o
S défini par Lq ; si Lq est très ample et définit un plongement

i : S «— ► Pn , deg^ (Z) est simplement le degré du cycle i(Z) de Pn .
o

On pose alors

(3.2.2) hL (f) = degL hg (f) € *
o ' o '

pour tout f S X(P) et tout faisceau inversible L sur X ? h. T(f)
o'

est par définition la hauteur numérique de f (relativement à S > Lq 

et L) .

3.2.3. Nous nous intéresserons en particulier au cas où L est ample sur 

X : dans ce cas il est immédiat que hT _ (f) )/0 , et que h_ T (f) = 0
i l  L lJ / JjO' o

si et seulement si f est "constante", i.e. se factorise par le 

k-schéma fini Spec H°(S,©g).

, . N
3 .3 . Décomposition en termes locaux : supposons X = P. et L =© (1 ), etK X
soient f ,...,fN des coordonnées homogènes de f€ X(F). Alors

(3.3.1) hg_ r(f) est la classe du diviseur -inf div0(f.)
S'L 0(i(N S 1

(3.3.2) #L(f) = -degL (inf divs(f±)). 
o9 o i

On démontre (3.3.1) en remarquant que, sur un gros ouvert convenable

de S , f*L s'identifie à l'idéal fractionnaire engendré par les f̂  ;

or le diviseur -inf div (f.) est le diviseur de la section rationnelle
i x

de cet idéal définie par la fonction 1 € . Enfin (3.3.2) est consé

quence immédiate de (3.3.1).

ir*

L1

hX

Ö
S

’S L
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Bien entendu, (3.3.2) est la définition "habituelle" de la hauteux', 

et son interprétation comme degré (3.2.2) est bien connue ([l], chap. 3, 

§3).

4. Le théorème de la hauteur bornée.

4.0. Soit S un modèle normal projectif du corps des fonctions F , 

muni d'un faisceau inversible très ample Lq , d'où un plongement

sct?k •

Soit f : S -----► une application rationnelle : nous considère-

rons le graphe T(f)csxp de f (2.1.1) comme un sous-schéma de P? ,
XT

avec q = (N+l)(d+l) - 1 , grâce au plongement de Segre P xp «— *- P** .

4.1. Théorème. Avec les notations ci-dessus, posons h(f) “ h, ,1v(f)
o pN

et r = dim S . Alors :

deg d S+rh(f) deg g T(f) ^ B(h(f))

où B : N — *■ N est une fonction ne dépendant gue de r et deg ^ S .

Démonstration : après une extension convenable (par exemple transcendante 

pure) du corps k , on peut supposer que celui-ci est infini.

4.1.1. Introduisons d'abord quelques notations. Nous désignerons respec

tivement par x et y les opérateurs (de degré. -1) c-ipr? & et
P

c1(pr^ ô ^(1)) dans le groupe CH.(Pd xPN). Si V c pd x PN est un sous- 
1 p

schéma fermé purement de dimension m , et si u est un opérateur de 

degré -m dans CH(Pd XP^), on notera, par abus d'écriture, u(V) le 

degré de l'élément u(fvl) de CH (Pd XPN).---- 1---- v- Q

4.1.2. Lemme. Dans la situation de 4.1, et avec les notations de 4.1.1, 

on a :

deg . S = xr(r(f))
Pa

h(f) = x r_1y(r(f))

deg F(f) = (x4y)r(T(f)) .
P4

d

P.srk
N

p p

))1(d
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Démonstration : la première inégalité est immédiate puisque la projec

tion « ! T(f) — ► S est birationnelle. La troisième résulte du fait que 

c^(0 = X+Y comme opérateur sur CH. (P̂  X P^), ceci par définition

du plongement de Segre. Enfin la hauteur géométrique hgg  ̂  ̂̂ j(f)

PN
n'est autre que l'élément a#(y( [r(f ) J )) de CH ^(S) (considérer un

gros ouvert Ucs sur lequel f est un morphisme, et remarquer que

CH 1(S) = CH ..(U)). La seconde égalité en résulte. 0 r-i r-l

4.1.3. Le lemme ci-dessus implique la première inégalité de 4.1, puisque, 

Lq et © ij(l) étant engendrés par leurs sections, les termes du déve-
^ y»

loppement de (x+y) (T(f)) sont tous positifs.

La seconde inégalité de 4.1 résulte du lemme suivant, que je dois 

à W. Fulton :

4.1.4. Lemme. Les entiers d , N et r étant fixés, il existe une 

application G î IN XIN — ► N telle que pour tout sous-schéma V de 

Pd X , purement de dimension r , tel que xr(V) ĵ O , on ait

xxy^(V) ^ G(xr(V),xr_1y(V))

pour tout (i,j) tel que i+j= r (notation de 4.1.1).

Démonstration.

4.1.4.1. Supposons déjà bornés les x y (V) pour i = 0,...,s-l . Soit 

Acp un sous-espace linéaire "générique" de dimension d-r+s et posons 

W = Vfi (A x P^), de sorte que dim W = s . Alors pour i et j Vo ,

i+j = s , on a

x^-y^W) = xr*“V*(V)

ce qui montre (en remplaçant V par W) qu'il suffit, pour établir le 

lemme, de borner yr en termes de xr,xr y,...,xyr_  ̂ .

4.1.4.2. Traitons maintenant le cas r^2 . Lorsque r 1 , le lemme est 

trivial. Lorsque r = 2 , le théorème de 1'indice de Hodge (appliqué à une 

désingularisation de ^red) implique que la forme quadratique

(u,v) i— ► (ux+vy)2(V)

sur IXI est soit dégénérée, soit de type (+,-) (remarquer que x+y
2  ̂est ample) et par suite, si x (V) ̂ 0 , le discriminant du polynome

(Tx+y)2(V) = T2x2(V) +2Txy(V) +y2(V) est >0 , d'où

p,q
( ))i

>N'

N
P

d

-i
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y2(V) >£ xy(V)2/x2(V)

dès que x2(V) ) 0 •

4.1.4.3. Pour r^2 , soit W une section linéaire générique de dimen

sion 2 de Vc IPd X IPN fSe9£e »■ Pq . Alors [w] = (x+y) r~2 ( [v] ) ,■ et 

xiyj(w) = [(x+y^V-y-^ (V) pour i+j = 2 . D'après le cas r = 2 ci-

dessus, on a :

yr(V)  ̂[(x+y)r_2y2l(V) = y2(W)

^ xy(W)2/x2(W)

= (x+y)r_2xy(V)2/(x+y)r 2x2(V) . ■

Le théorème 4.1 est donc démontré.

4.1.5. Remarque. Lorsque F est une extension séparable de k (autre

ment dit lorsque S est géométriquement réduit), on montre en s'inspi

rant de [l3, chapitre 3, §3, que l'on a en fait l'inégalité

(4.1.5.1) deg T(f)  ̂(h(f) +deg S)r ;
IPq

il y faut toutefois quelques précautions, l'auteur avouant ne pas bien 

comprendre la notion d'intersection utilisée dans loc. cit., lemme 3.5. 

Sans hypothèse de séparabilité, l'inégalité (4.1.5.1) résulterait d'une 

"inégalité de Bezout" du type de celle annoncée à la fin de [f-h ].

Le théorème suivant rassemble les résultats de 2.2 et 4.1 :

4.2. Théorème de la hauteur bornée. Soient S un modèle normal projectif 

de F muni d'un faisceau ample Lq , X une k-variété projective munie 

d'un faisceau ample L . Soit 3 une partie de X(F), et considérons les 

propriétés suivantes :

(i) S est limitée.

(ii) Les graphes F(f), pour f , forment une famille limitée 

dans S x X .

(iii) Les P(f), pour f € <S , sont de degré borné relativement au 

faisceau ample pr£ Lq ® L sur S XX .

(iv) Les hauteurs hT T(f), pour f € i , sont bornées.
o ------

Alors on a les implications

-2

pr,#2
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(i) <=*■ (ii) ==?• (iii) *==*■ (iv) .

De plus les conditions (i) à (iv) sont équivalentes si F est une 

extension séparable de k , ou si F est de degré de transcendance 1 

sur k .

Démonstration : l'équivalence (i) 4= ■> (ii) a déjà été démontrée (2.2), 

et (iii) 4=^ (iv) est une conséquence de 4.1 (on se ramène immédiatement 

au cas où Lq et L sont très amples, puis au cas où X=P^). L'impli

cation (ii) --> (iii) est bien connue ainsi que sa réciproque dans le

cas séparable (2.0). Lorsque F est de degré de transcendance 1, alors 

S est une courbe normale projective donc, pour f€x(F), T(f) est une 

courbe isomorphe à S ; son polynôme de Hilbert est donc déterminé par 

son degré, et l'on applique [g], 3.2. H
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Applications aux variétés abéliennes 

sur les corps de fonctions

Sommaire.

0. Introduction et notations.

1. Hauteurs modulaires.

2. Hauteur différentielle et hauteur stable.

3. Comparaison des différentes hauteurs.

4. Applications : critère d'isotrivialité, familles limitées.

5. Application aux variétés ordinaires.

0. Introduction et notations.

0.1. Etant donnés un corps k , une k-variété normale intègre S de

corps des fonctions F , et une variété abélienne polarisée (Ap,Sp)

sur F , on définit dans ce chapitre différentes notions de hauteur pour

(Ap,?p) : la "hauteur modulaire", déduite du morphisme Spec F — *• ■<# ^

associé à (¿fr_, §_,) ; la "hauteur différentielle" associée à l’algèbre de 
r  r

Lie relative d'un "modèle de Néron" de Ap sur un gros ouvert de S ; 

enfin la "hauteur stable" qui est une version semi-stable de la précé

dente. Chacune de ces hauteurs a comme toujours une version "géométrique", 

élément de CH _^(S)®Q (avec r = dim S) et, lorsque S est projective, 

une version "numérique". Ces hauteurs sont reliées par des inégalités 

rassemblées en 3.2 ; on montre en particulier au §3 comment la "formule 

clé" du chapitre VIII permet de comparer la hauteur modulaire et la 

hauteur stable.

On en déduit au §4 un "critère d 'isotrivialité": supposant S pro

jective, pour que Ap devienne "constante" sur une extension finie de 

F (resp. sur une extension finie non ramifiée en codimension 1 sur S) 

il faut et il suffit que sa hauteur stable (resp. sa hauteur différen

tielle) soit nulle. D'autre part on montre un théorème de "famille limi

tée" pour les (Ap,lp) dont la hauteur stable (ou différentielle) est 

majorée par une constante fixée, ceci en supposant, malheureusement, que 

F est une extension séparable de k . La notion de "famille limitée" 

obtenue est d'ailleurs grossière (4.6) mais le résultat sera précisé au 

chapitre suivant.

CHAPITRE XI



218

Enfin, lorsque k est de caractéristique p ) 0 , on déduit du 

critère d‘isotrivialité, selon une idée de M. Raynaud, que si Ap a 

réduction ordinaire en codimension 1 sur S projective, alors Â, est 

isotriviale ; de plus le "lieu ordinaire" sur le schéma de modules 

(ifrg est un ouvert quasi-affine.

0.2. Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un corps k de caracté

ristique p^O et des entiers gVl , d)/l , N^3 . On suppose de plus 

que piN et que, en posant d = 4gd :

(0.2.1) N2 > 2gid , ou bien N est divisible par 8d .

Tous les schémas envisagés dans ce chapitre sont des k-schémas.

Nous considérerons en particuliér, pour tout n )/1 , le k-schéma de 

modules grossier

(0.2.2) , _g/d, n

- . 2des variétés abéliennes munies d'une polarisation de degré d et d'une

structure de niveau n ; c'est un k-schéma de type fini, qui est de

plus un schéma de modules fin si n ̂ 3 . Si S est un k-schéma et si

(A — ► S,S,v) € Ab , (S) (notation de VII, 3.0) nous désignerons par5 f u / n

(0.2.3) j (A, §, v ) : S --► „n g,d,n

le morphisme associé.

Nous ne considérerons que des structures de niveau h divisant N . 

Dans ce cas on a construit en VII, 3.4 une compactification

(0.2.4) g,d,n g,d,n

de & , ainsi qu'une classe amoleg,d,n —  —

(0.2.S) X € pic(* . )®_ fi .
n g, d, n z

Pour (A —£»■ S,§,\>) € Ab  ̂ (S) nous noterons encore j le composé— g,d,n n
du morphisme j de (0.2.3) et de l'inclusion (0.2.4). On rappelle

(VII, 3.4.6) qu'alors l'élément j*X êPic(S)®(D est la classe du fais-
_i n n

ceau inversible (det f*L(§))_ où L(§), défini en VII, 3.1.1, est un 

faisceau inversible sur A vérifiant ^(Ç) = 4§ : A — ► A1 .

Rappelons que ^  ^ n figure, par définition, dans un diagramme 

commutatif

k)dg#

2

*

g-
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(0.2.6)
I _ 1

^g,d,n ^ Ç f d t n

où & j « est le schéma de modules fin défini en VII, 3.3, les flèches 
ÇJ / Q r N

verticales étant des morphismes de passage au quotient par l'action d'un

groupe fini ; de plus Xn est déduit par descente du faisceau t*©G(l)

sur l'adhérence $ , „ de £ , „ . Tout ceci, dans le cas où 2 _ g,d,N g,d,N
N / 2gid , résulte directement de VII, 3.4 avec SQ = Spec k ; dans le 

cas où N est divisible par 8d , on remarque que les constructions de 

loc. cit. sont encore valables en appliquant VII, 5.2 puisque l'hypothèse 

8d| N implique que Ker(2cp^^j) = Ker(8Ç) est annulé par N .

Enfin dans le cas particulier où n = 1 , nous noterons simplement 

( 0 . 2 . 7 )  j  .. 7 _ j  = ^rr ^ 1 ' Àb.-f J  ~ Ab J  1 * X = X -CJ/Q Çf # Q / X ÇJfQ/l y / Q 9 / Q / 1 X

et, pour (A,§)^Ab ,(S) on posera— g,d

(0.2.8) j(A, I ) = j1(A,§) : S — ► •

1. Hauteurs modulaires.

1.0. Dans tout ce § on désigne par S une k-variété normale irréduc

tible de dimension r , et par F son corps des fonctions. Si S est 

projective, nous supposerons fixé un faisceau inversible ample Lq sur 

S . Si (Ap,§p) S Ab^ ¿(F)' nous pourrons donc considérer le morphisme

j(Ap,5p) : Spec F — *

de (0.5) comme une application rationnelle du modèle S dans iirg ^ .

1.1. Définition. Soit (Ap,5p)€Abg *

1) La hauteur géométrique modulaire de (Ap,5p) (relativement au modèle 

S de F) est l'élément

hgmods(Ap,Sp) € CHr_1(S)Q

défini par

hgmods(Ap, 5p) = hgg^  ( j (Ap, §p) ) ,

$
9>d f N

K>
t
gt d/N

•h
G (<S

d, k
)

g2N

Êt

dg
«

à
g d

d )(F
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hauteur géométrique (X, 3.0.2) de i(A„, §„) € , (F) relativement à S

2) Supposons de plus S projective. Lâ, hauteur modulaire (numérigue) de 

(Ap,§p) relativement (à S et) au faisceau ample Lq sur S est le 

rationnel (cf. X, 3.2.2)

hmodL (ApfSp) = hL ^(j(Ap,§p)) = degL hgmods(Ap,§p) € Q 
o o' o

qui est )/ 0 d1 après X, 3.2.3.

On prendra garde que les hauteurs ainsi définies dépendent de la 

compactification d , donc de 1'entier N .

Bien entendu, la hauteur relative à X € pic(#_ ,)_ doit s'entendreg,d 02
ainsi : si m € in est tel que m\ soit la classe d'un faisceau inversible 

L , alors hgS;X = i hgs<L .

1.2. Soit U un gros ouvert de S , soit (A^ — ► U, §y) € Ab^ ¿(U) et

soit (Ap,§p) l'objet induit sur Spec F . Alors j(Ap,§p) se prolonge

en le morphisme j(Ay,§y) : U — ► d et il résulte de VII, 3.4.6 et

de la définition de la hauteur que hgmodg(Ap,Sp) s'identifie, via

1 'isomorphisme naturel CH ..(S) CH ..(U), à la classe dansr-i r-i -
CH . (U)_ du faisceau inversible (det f „£(§_.) )“ sur U .

3T— 1 ^ U

1.3. Soit ïï : S1 — ► S un morphisme dominant et génériquement fini de 

k-variétés normales, et soit F' le corps des fonctions, de S'. Alors 

si (Ap,§p) € Abg^d(F) on a

(1.3.1) si ïï est propre :

hgmods(Ap,Çp) = ff* hgmods.iAp,,^,) .

(1.3.2) Si ïï est quasi-fini :

hgioodg, (Ap,, §p, ) = ïï*  hgmodg(Ap, §p) .

Ces deux formules résultent de X, 3.1.3.

1.4. Soit (Ap, Çp, vp) ̂  ̂ g , d , n ^  n div;*-se • 11 résulte 
aussitôt du diagramme commutatif

t
g d

e-t a X Pic(fg/d
)
52

o

i»
g d

g/

1
decr 7T

(O
%u N)



et du fait que Xn = at*\ , que l'on a# compte tenu de X, 3.1.2 s

(1-4.1) hgmodg(Ap/§p) = hgs . (jn(Ap,Sp,vp)) .
' n

2. Hauteur différentielle et hauteur stable.

2.0. On garde S , F et L comme dans 1.0. Soit A_ une variété
O  r

abélienne sur F . Il existe alors un gros ouvert U cs et un U-schéma 

en groupes A^ sur U prolongeant Ap , et qui est un "modèle de Néron 

en codimension 1" de Ap , au sens suivant : pour tout point x de 

codimension 1 de U (ou de S), A^x^Spec est un modèle de Néron

de Ap sur l'anneau de valuation discrète ©y . Posons alors, comme 

dans VIII, 1.0.4 :

(2.0.1) S- /TT = det e.*
V » = det %  V »

où e ^  : U — ► Ay est la section unité de A^ . C'est un faisceau inver

sible sur le gros ouvert U , et il définit donc une classe dans Pic U , 

donc aussi dans CHr_^(S).

2.1. Définition.

1) Avec les notations ci-dessus, on appelle hauteur géométrique différen

tielle de la variété abélienne Ap (relativement à S), et on note

hgdifg(Ap) € CH^tS)

la classe dans CH .(S) du module inversible S, sur le gros ouvert
-------------  r-l ------------------  at/ u ---------
UCS . u

2) Si S est projective on appelle hauteur différentielle de Ap 

(relativement à L ) l'entier----------------  Q

hdifL (£p) = degL hgdifg(Ap) £ % .
o o

n
jn

s

(
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/dtg
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1

U
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Ü
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2.2. Notation. Si z1,z2 € CHr_1(S) nous noterons

la relation "la classe z 2~z i contient un cycle effectif (i.e. à 

coefficients )/0)".

2.3. Proposition. Soit ff : S' — ► S un morphisme dominant et générique-

ment fini. S' étant une k-variété normale de corps des fonctions F1.

Soit A_ une variété abélienne sur F . Alors :---  F -----------------------

(i) si. ff est propre, on a

ff# hgdifg, (Ap, ) 4 (deg ff) hgdifg(Ap) dans CH^^S)

(ii) si ff est guasi-fini, on a

hgdifg,(Ap,) { ff* hgdifg(Ap) dans CHr_1(S') .

De plus, dans chacun des deux cas, l'égalité a lieu dès que Ap a 

réduction semi-stable en codimension 1 sur S , et aussi dès que ff est 

étale au-dessus des points de codimension 1 de S .

Montrons d'abord (ii). En remplaçant S et S' par des gros 

ouverts convenables, on peut supposer que Ap (resp. Ap,) se prolonge 

en un modèle de Néron ( au sens de 2.0) Ag — ► S ( resp. Ag , — -*• S ' ), et 

que de plus on a un morphisme de S'-schémas en groupes

(2.3.1) AgXg S' — * Ag,

se réduisant (aux points de codimension 1 de S') au morphisme déduit de 

la propriété universelle du modèle de Néron Ag,. On en déduit alors un 

morphisme de ôg,-modules inversibles

<2-3-2» \ , / S -

qui est un isomorphisme au point générique de S', d'où l'inégalité 

annoncée. L'égalité dans le cas semi-stable, ou lorsque ff est étale en 

codimension 1, résulte du fait que (2.3.1) est alors une immersion ouverte 

au-dessus des points de codimension lde S' : (2.3.2) est donc un iso

morphisme.

L'assertion (i) se déduit de (ii) comme d'habitude dans le cas fini 

en appliquant ff# aux deux membres de (ii) ? on est ainsi ramené au cas 

où ff est birationnel, et il suffit de se restreindre à un gros ouvert 

de S au-dessus duquel ff est un isomorphisme. B

z1< z2

n s/S'A
co.
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2.4. Ap étant toujours une variété abélienne sur F , on sait qu'il 

existe une variété normale S', de corps de fonctions F', et un mor

phisme fini surjectif 17 : S' — ► S tels que Ap, ait réduction semi- 

stable en codimension 1 sur S'.

2.4.1. Lemme. Avec les notations ci-dessus, 11 élément

X' = hgaifs,(AI1,>(C€CHr_1(S')1! 

est image par ïï* d1 un (unique) élément x de • vérifiant

(2.4.1.1) x = 

et indépendant du choix de S'.

Démonstration : si x' =ff*x alors x est nécessairement défini par

(2.4.1.1). Vérifions d'abord que x , défini par (2.4.1.1), est indépen

dant de S'. Pour cela soient 17̂  : S| — ► S (i= 1,2) deux morphismes 

finis surjectifs tels que, si F| désigne le corps des fonctions de S| ,

Ap, ait réduction semi-stable sur S.' . Désignons par S” une composante 
i

de la normalisée de ŝixs s2^red ' et ^ar F" son corPs ^es fonctions, 

de sorte que l'on a un diagramme commutatif

O 11

V  ^(2.4.1.2)

où les morphismes sont finis surjectifs.

On a alors, en posant x| = hgdifg,(Ap,) et x" = hgdifg,, (Ap„ ) :

3 5 ^  ■ dig■(j'1p1) <car xi = âiTpT Pi.(x"> d’apr»»

2.3)

- deg(îT2P2) ff2*^2*^x ^

= deg ff2*(x2) *

Ceci établit 1'indépendance par rapport à S'.

Il reste à vérifier que, définissant x par (2.4.1.1), on a

(2.4.1.3) x' = ff*(x) dans CH -(S’)_ .
r-l <D

)S(1rHc:
€■x#17

1
deg 17

sI1

ir
i s

S2

1 1
171*-P 1* )x"(:

1

l i

1

1

1
(x*)

c!Hr )S(

p1

2
ff

w1* )(X I

1

2
77

u



Remarquons pour cela que le diagramme (2.4.1.2) donne naissance à un 

diagramme commutatif

CHr - l (S)®

où toutes les flèches sont iniectives ; en conséquence, avec les nota

tions précédentes :

x^ provient de CHr_!(s)Q 

4==» x" provient de CHr_i(s^  (car x" = p?x^ d'après 2.3 (ii)) 

<{==> x^ provient de CH^^S)^ .

Il suffit donc de vérifier (2.4.1.3) pour un choix particulier de S'.

Or nous pouvons supposer S' galoisien sur S de groupe G , auquel cas 

x’ est invariant par G puisque Ap, provient d'une variété abélienne 

sur F , et 1'on a donc :

(deg ir)x' = ) I gx' = = (deg ff).ir*(x) . ■ 
g^G

2.4.2. Définition. Dans la situation de 2.4.1, l'élément x = -r— —̂  ir„x'_ _ _ _ _  ...... .....   deg ïï *
est par définition la hauteur géométrique stable de Â , sur S , et se 

note

hgsS(AF̂   ̂CHr-i(S)Q *

Lorsque S est projective on appelle hauteur stable (numérique) de Â, 

relativement au faisceau ample L , le rationnel------------------------- --  0 ----

hsL (Ap) = degL hgSgiAp) € © . 
o o

La notion de hauteur stable permet de reformuler et de préciser 2.3 :

2.5. Proposition. Gardons les notations de 2.3, et notons
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CH

pî / V

* î \

Q)
I
2S(i1rCH

Q)
I
1S(1rCH

ir *7T*( )x' (

( )€ CH (S)

Z1 B
z2 (z 1i Z 2

€ CHr-1(S)<D)

*
2P

r-l ’ )(S"

ir #
2
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la relation "il existe m ) 0 tel que la classe m(z2~z1) contienne un 

cycle effectif". Alors :

(i) on _a hgss(AF) 4 ^ hgdifg(Ap) dans CH^ÎS)^

avec égalité dès que Ap a réduction semi-stable en codimension 1 sur S.

(ii) Si S est proiective, on a d'après (i)

hsL (A ) v< hdifL (Ap) 
o o

et l'égalité a lieu si et seulement si Ap a réduction semi-stable en 

codimension 1 sur S .

(iii) Dans la situation de 2.3 (i), on a

kÇTSgiAp) ~ deg it ff* hgss'^AF'̂  dans CHr_1(S)^ .

(iv) Dans la situation de 2.3 (ii), on a

hgsg, (Ap, ) = TT* hgss(Ap) dans CHr_!(s,)Q •

La seule chose à vérifier est le "seulement si" dans (ii) (nous 

laissons (iii) et (iv) au lecteur). Comme dans la démonstration de 2.3, 

on considère le morphisme

(2.3.2) ^ 1 7 * \ s/s

où Ag, est un modèle semi-stable sur un S' convenable, fini sur un 

gros ouvert de S . Alors si l'égalité a lieu dans (ii), les deux membres 

de (2.3.2) sont des faisceaux inversibles de même degré relativement à 

it*Lq ; comme (2.3.2) est non nul c'est donc un isomorphisme. Par suite 

Ag Xg S ' — ► AjJ,, est étale, donc Ag xg S ' est semi-stable et il en est 

de même de Ac . ■¡D

3. Comparaison des différentes hauteurs.

3.1. Théorème. Avec les hypothèses et notations de 1.0, soit

(A„,?„)€Ab_. „(F). Alors on a dans CH , (S)-, l'inégalité (où d = 4gd) a -g,a -----  r-1 <B _

hgmodg(Ap,?p) ^  § hgSg(Ap) ,

le symbole  ̂ étant défini en 2.5. De plus l'inégalité ci-dessus est 

une égalité dans chacun des deux cas suivants :

CO.
A
si/

S'

s S

Q
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(i) Ap a bonne réduction en codimension 1 sur S (i.e. se pro

longe en un schéma abélien au-dessus d'un gros ouvert de S)

(ii) le novau de 1*isogénie 4§F : Ap — ► Ap est annulé par N 

(condition gui impligue gue p|2d , et gui est vérifiée sous l'hypothèse 

8d|N de (0.2.1)).

Bien entendu, dans le cas projectif on en déduit la version "numé

rique" suivante :

3.1.1. Corollaire. Sous les hypothèses de 3.1, supposons de plus S 

projective. Alors on a

d
_ _ 2 o o

avec égalité dans chacun des cas (i) et (ii) de 3.1. H

3.1.2. Démonstration de 3.1 : soit S' une k-variété normale de corps 

des fonctions F* et it : S' — ► S un morphisme fini suriectif : vu le 

comportement de hgmodg et hgsg par le changement de base ir (1.3,

2.5) il suffit de démontrer 3.1 pour .la variété polarisée (Ap,,§p,) et 

le modèle S' de F*. En particulier, remplaçant S par un S' idoine, 

nous pouvons supposer qu'il existe

1) un gros ouvert V c s ,

2) un V-schéma en groupes semi-stable Â . — V ,

3) un faisceau inversible cubiste (automatiquement totalement symé

trique) Ly sur Ay. prolongeant L(§p) (VII, 3.1.1), tel que K(Ly) 

soit fini sur Av ,

4) une N-rigidification restreinte (v̂ ar̂ .) (VII, 1.2) de (A^Ly).

3.1.3. Grâce à 4) ci-dessus nous obtenons, par définition du schéma de

modules iï , „ (VII, 3.3.4), un diagramme commutatif (cf. (0.2.6)) g,d,N
ru

3 m ~ t
U ---- ----► ôt , „ G
«| g,d,N

i  ,1

S “3lAp, 5p) r ^g,d

où U désigne comme de coutume 1'ouvert de V où A~ a bonne réduction.
0 ru

Le morphisme compose : U — ► <B n'est autre que le morphisme

ty = t(Ay,Ly, vu,cru) de VII, 2.5.1. D'autre part hgmodg(Ap, 5p) n'est 

autre que la hauteur géométrique de j(A„,§_) relativement à S et à
r  r

tO3N

f

)FA(LshN<)F§tFA(Ldo<h:
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la classe ample X sur t„  , ; or q*X est la classe de t*ô_(l) sur
y 9 Q w

2 . kt ' d'où (X' 3.1.2) g,d,N

(3.1.3.1) hgmodgtApfSp) = hgg^  (^(t^ •
G

Lorsque Ap a bonne réduction en codimension 1, alors U est un 

gros ouvert et il résulte de la définition de la hauteur et de celle de

ty que dans ce cas

hgS,& (l)(tU} = classe dans CHr-l(S)Q de Ô€(1)
G

= classe de (det f#Ly) 1

= classe de ^Ay/U (formule cl© VIII, 1.3 (i))

=  ̂hgSgCAp)

—2puisque Ay est semi-stable et que L(Sp) est de degré d

Dans le cas général on sait seulement (VII, 6.2) que, quitte à

restreindre V , t^ se prolonge en ty : V --► G et que 1 ' on a un

homomorphi sme

(3.1.3.2) ®G(1) — ► (det f^Ly)"1

qui est un isomorphisme au-dessus de U . La classe dans CHr_^(S)^ de

* “ 1 
ty ©st encore hgg  ̂ (l)^u^' et c© ü e de (det f*Ly) coïncide

d ' ® avec 2 kgsg(Ap) d'après la formule clé donc (3.1.3.2) implique l'iné

galité de 3.1. Enfin lorsque Ker(4lT,) est annulé par N , le grouper
K(Ly) est annulé par N donc (3.1.3.2) est un isomorphisme (VII, 6.2) 

d'où 1'égalité dans ce cas. ■

Pour plus de commodité, nous pouvons rassembler les inégalités 

obtenues :

3.2. Théorème. Avec les hypothèses et notations de 1.0, soit 

(Ap, ?p) € Ab^d(F) . Alors

(i) 0 ^  hgmodg(Ap, §p) hgsg(Ap) ^  hgdifg(Ap) dans CH^ÎS) .

(ii) Si S est projective on a

0 i  hmodL (Ap, §p)  ̂hsL (Ap) \< hdif (Ap)
o o o

*
tuCH (S)

1

d
2

*
tV

)(1<E
&

<a i D

Q
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(iii) La seconde inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si

A„ a bonne réduction en codimension 1, ou si Ker(4§ ) est annulé par N.r .. —  p

(iv) La dernière inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si 

(resp. si et seulement si) Ap a réduction semi-stable en codimension 1.

(v) Dans le cas où S est proiective, l'une des inégalités (ii) 

est une égalité si et seulement si l'inégalité (i) correspondante est 

une égalité.

Démonstration : la première inégalité de (i) est immédaite par définition 

de la hauteur projective. L'assertion (v) résulte du fait qu'un cycle 

effectif de degré 0 est nul. Le reste résulte de 2.5 et 3.1. ■

4. Applications : critère d'isotrivialité, familles limitées.

On garde les hypothèses et notations de 1.0.

4.1. Définition. Soit (Ap,§p) € Ab^ ¿(F)• Nous dirons gue (Ap/§p) est 

à modules constants (par rapport à k) si le morphisme j(Ap,Cp) de 

(0.2.8) peut se factoriser en

Spec F — ► Spec k' — ► ,g , d

où k' est une extension finie de k .

4.2. Proposition. Pour gue (A_, §_,) € Ab ,(F) soit à modules constants.
r r g / u.

il faut et il suffit qu'il existe une extension finie k" de k et une 

extension finie F' de F contenant k", telles que (Ap,,§F,) pro

vienne d'une variété abélienne polarisée sur k". De plus on peut alors 

supposer F' séparable sur F .

Démonstration : la condition est évidemment suffisante. Réciproquement,

il suffit de choisir F' telle que Ap, possède une structure de

niveau n ̂  3 : si (Ap,?p) est à modules constants, le morphisme

i : Spec F' — ► & , associé se factorise par un k-schéma fini n Ç/u f n
Spec k", d’où la conclusion puisque & , est un schéma de modulesg, d, n
fin. ■

4.3. Définition. Nous dirons que (A„,§„) est isotriviale sur S sir r "
elle est à modules constants et si de plus l'extension F' de 4.2 peut 

être choisie non ramifiée aux points de codimension 1 de S .
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4.4. Proposition. Soit (A„,§„)^Ab. ,(F). Les conditions suivantes sont
~ ' r  Je g  / a. .....

équivalentes :

(i) (Ap,§F) est isotriviale sur S .

(ii) (Ap/§p) est à modules constants sur S et Ap a réduction 

semi-stable en codimension 1 sur S .

(iii) (A_,5_) est à modules constants et A_ a bonne réduction en
r  r  r  '

codimension 1 sur S .

Démonstration : si (Ap/Sp) est à modules constants elle a bonne réduc

tion potentielle en codimension 1, d'où l'équivalence de (ii) et (iii).

(iii) =4- (i) : il suffit de prendre comme "extension trivialisante" 

F' l'extension de F rendant rationnels les points d'ordre n ̂ 3 de

A_ (avec pin), comme dans la démonstration de 4.2 : cette extension
£
est bien non ramifiée sous l'hypothèse (iii).

(i) =*■ (iii) : supposons (Ap/Sp) isotriviale et soit F' comme

dans 4.3. Alors A_. a évidemment bonne réduction en codimension 1 surF
le normalisé de S dans F', lequel est étale en codimension 1 sur S 

d'où la conclusion puisque la formation de la compo.sante neutre du modèle 

de Néron commute au changement de base étale, fl

4.5. Théorème. Supposons S projective et soit (Ap.Ip) £ Ab^ ¿(F)•

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (Ap,§p) est à modules constants sur S .

(ii) hgmodg(Ap,§p) = 0 .

(ii bis) hmodL (Ap,?p) = 0 . 
o

(iii) hgss(Ap) = 0 .

(iii bis) hsT (A_) = 0 .
Lo P

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(iv) (Ap,§p) est isotriviale sur S .

(v) hgdifg(Ap) = 0 dans CH^ÎS)^ .

(v bis) = 0 •
o

Démonstration : les équivalences (ii) < ;7- (ii bis), (iii) <=*• (iii bis),

(v) «==» (v bis) résultent de 3.2 (v).

a) L'équivalence de (i) et (ii) résulte de X, 3.2.3, et (iii bis) 

implique (ii bis) en vertu de 3.2 (ii). Il reste à voir que (i) implique

hdi-fI

L té

( )FA
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(iii) : ceci résulte du comportement de la hauteur stable par changement 

de base (2.5) et de 4.2 ci-dessus.

b) Le fait que (iv) implique (v) résulte de la définition 4.3 et du

comportement de la hauteur différentielle par changement de base étale

en codimension 1 (2.3). Réciproquement si hdifT (A_) = 0 alors
Lo F

hsT (A_) = 0  (3.2 (ii)) donc (A-,§_) est à modules constants d'après
JLi_ r r r
O

a), et de plus on a hs^ (Ap) = hdif^ (Ap) donc (3.2 (iv)) Ap a
o o

réduction semi-stable en codimension 1 et l'on conclut par 4.4. B

4.6. Théorème. On suppose que S est projective, et de plus que S est 

géométriquement réduite (i.e. F séparable) sur k ou de dimension 1. 

Soit e un réel. Alors l'ensemble des applications rationnelles

j t V  , s -----

où Xp parcourt 1'ensemble des (Ap,?p) € Ab^ ¿(F) vérifiant

hdifj. (Ap) e (resp. hs_ (Ap)  ̂e) est limité au sens de VII, 1.1. 
o o

Cela résulte en effet de 3.2 (ii) et du théorème de la hauteur 

bornée X, 4.2. B

On a bien entendu une version "fine" du résultat ci-dessus :

4.7. Corollaire. Avec les hypothèses et notations de 4.6 soit de plus n

un entier premier à p et ^ 3 . Alors 11 ensemble S des

(Ap,§p,Vp) € Ab ^ vérifiant hdif^ (Ap)  ̂e est limité au sens
o

suivant : il existe un k-schéma de type fini T , un ouvert

Uctx. Spec F tel que pr. (U) = T , et un élément I. de Ab , (U), k x u g f & t n
tels que pour tout Xp€ S il existe x^T(k) tel que 

Xp = (x* iaSpec F>*(V  € ^g,d,n(F)-

Ceci résulte immédiatement de 4.6 compte tenu de 1.4 et du fait que

^g d n est un sc^®ma modules fin. Remarquons qu'ici on a
hdifL (Ap) = hs^ (Ap) puisque l'existence d'une structure de niveau 

o o
n )/3 implique la réduction semi-stable. B

* dig

N<

*

g tn
)(F

X 'U)(X. €

de
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5. Application aux variétés ordinaires.

5.0. Sous les hypothèses de 1.0, on suppose de plus que le corps k est 

de caractéristique p ) 0 . Si T est un k-schéma, on rappelle qu'un 

T-schéma en groupes semi-stable A est dit ordinaire si le noyau du 

frobenius relatif FA/T est de type multiplicatif. Enfin on suppose que 

la variété S est proiective.

5.1. Théorème (Raynaud). Soit Ap une variété abélienne sur P . Si

Ap a réduction ordinaire sur S (i.e. si son modèle de Néron en chaque 

point de codimension 1 est ordinaire) alors Ap est isotriviale sur F .

Démonstration : soit Â . un "modèle de Néron" de Ap sur un gros ouvert 

convenable V de S . Quitte à opérer un changement de base étale en 

codimension 1, on peut supposer que le noyau du frobenius relatif de Â . 

est isomorphe à • A fortiori le faisceau est trivial d'où

hgdifg(Ap) = 0  et l'on applique 4.5. 0

Pour les schémas abéliens on a la variante suivante :

5.2. Théorème ♦ Pour tout n )/ 1 , premier à p , soit fîc & , l'ouvertg#d#n
correspondant aux variétés ordinaires. Alors Q est quasi-affine.

Démonstration : comme le morphisme naturel . — *■ ± . est fini.
; ' g,d,n g,d

l'assertion est indépendante de n et nous pouvons donc supposer que

n y 3 . On dispose alors du schéma abélien universel A — ► <£ , .Le
_ n g,a,n

faisceau inversible 5 est ample sur $  , (IX, 3.1) et sa
n g,d,n g'd'n

restriction à Q devient triviale après un changement de base fini

iî1 — ► £2 (voir la démonstration de 5.1). Par suite Ôq , est ample sur

/ donc O* (et aussi £2) est quasi-affine. B

(
p
)gV

ÜÛ
A

V•/V

t

$
I

t
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Variétés abéliennes à lieu de mauvaise réduction fixé ;

le théorème de Zarhin

Sommaire.

0. Introduction et notations.

1. Compléments sur le groupe fondamental modéré.

2. Variétés abéliennes à réduction modérée ; le théorème de Zarhin.

0. Introduction et notations.

0.1. Dans tout ce chapitre k désigne un corps de caractéristique p \  0 , 

S une k-variété normale irréductible proiective de dimension r , F 

son corps des fonctions, et D c s un fermé purement de codimension 1.

On se donne de plus un gros ouvert V de S tel que V et D 

soient lisses sur k (en particulier l'extension F/k est séparable) 

et l'on pose U = V-D .

0.2. Ce chapitre vise à préciser le théorème de famille limitée XI, 4.6 

lorsque l'on se restreint aux variétés abéliennes polarisées (Ap,Sp) 

sur F , à hauteur bornée par une constante donnée, et qui de plus ont 

bonne réduction en codimension 1 sur U et réduction modérée aux points 

maximaux de D . On obtient alors une propriété de "famille limitée après 

changement de base fixe" moyennant l'hypothèse que le groupe de Galois 

Gal(k /k) est topologiquement de type fini. Cette dernière hypothèse 

(vérifiée si k est fini ou séparablement clos) permet d'appliquer les 

résultats du §1.

Lorsque k est fini, on en déduit un théorème de Zarhin [z i]  qui 
implique (cf. [z2] ) la conjecture de Tate sur les homomorphismes de 

variétés abéliennes sur F ainsi que la semi-simplicité des représenta

tions 6-adiques attachées à ces variétés.

1. Compléments sur le groupe fondamental modéré.

1.1. Avec les notations de 0.1, notons REV°(V) la catégorie des revête

ments étales de U , modérément ramifiés le long de D , c1est-à-dire 

modérément ramifiés en chaque point maximal de D . On sait (SGA 1,

XIII.2.1.3 ou [g-m], 2.4.2) que REV°(V) est une catégorie galoisienne.

CHAPITRE XII

V n
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Une fois choisi un point géométrique § : Spec 0 — ► Uc V , il existe 

donc un groupe profini, noté

(1.1.1) ff°(V»S)

et appelé groupe fondamental modéré de V relativement à D , tel que 

REV^(V) soit équivalente (via le foncteur "fibre en § ") à la catégorie 

des ensembles finis munis d'une action de ff̂ (V,§).

Notons que si V' C V est un gros ouvert de V , le théorème de 

pureté SGA 2, X.3.4 entraîne que le foncteur naturel

REV°(V) --REV0(V ' )

est une éguivalence. Si § est un point géométrique de V' on a donc 

un isomorphisme

ff°(V',S)--- ff°(V, I)

induit par l'inclusion V' c— ► V .

1.2. Soit un revêtement étale de U , modérément ramifié le

long de D , et désignons par --► V le normalisé de V dans

l'anneau total des fractions de U1 (de sorte que x̂. U = puisque 

U est régulier). Soit x un point de V , et soit a € & une équation 

locale de D en x . Le lemme d'Abhvankar (SGA 1, XIII.5.3 ou [g-m] , 

2.3.2) affirme alors qu'il existe un voisinage étale W de x dans V 

tel que W soit somme de schémas du type

(1.2.1) Spec ©w[T]/(Tn-a)

où car(k)!n (remarque : nous sommes ici dans un cas particulier de 

loc. cit., celui où le diviseur D est régulier).

En particulier le schéma est régulier. Par ailleurs soit

YCV un sous-schéma localement fermé lisse et transverse à D , i.e. 

tel que Y soit un diviseur lisse de Y . Alors V^X^Y est 

encore, localement sur Y , du type (1.2.1), donc U1XV Y est un revê

tement étale de Y^ U , modérément ramifié le long de Y 1"1 D . Ceci 

permet de définir un foncteur "restriction à Y "

(1.2.2) REV0(V) --► REV^nY ( Y )

d'où, pour tout point géométrique § de Y A U’ , un homomorphisme 

canonique

,D

1 UU

V1
V.1 u1

/ X

V1
XV

V

V1

Dn

n
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(1.2 .3 ) ff®(Y,S) --►ff°(V#5) .

De plus, avec les notations ci-dessus, le schéma V^XyY est 

encore régulier, donc coïncide avec le normalisé de Y dans l^X^Y .

1.3. Théorème. On suppose k séparablement clos. Alors le groupe profini 

ff̂ (V,§) est topologiguement de type fini (pour un point géométrigue 

quelcongue § de U).

Démonstration : lorsque dim S = 1 ce théorème est démontré dans SGA 1, 

XIII.2.12. Le cas général se ramène à celui-là : soit en effet C<^V 

une courbe propre et lisse, section de V par un sous-espace linéaire 

(pour un plongement fixé S e— ► P̂ ) et transverse à D - Il suffit de 

voir que si § désigne un point géométrique de C-D , 1'homomorphisme 

naturel

(1.3 .1) fff C(C,S) —  ff°(v,§)

de (1.2.3) est suriectif, ce qui équivaut à l'assertion :

(1.3.2) pour tout revêtement étale connexe de U , modéré le long 

de D , le revêtement induit X^ C de C-D est connexe.

Or soit (resp. le normalisé de S (resp. V) dans :

alors est irréductible donc par le "théorème de Bertini" SGA 1,

X.2.10, S1XyC = Xy C est connexe ; comme nous l'avons vu en 1.2 il 

est de plus régulier donc irréductible, et l'ouvert x^ C de V^x^C 

est bien connexe. ■

1.4. Corollaire. Soit kg une clôture séparable de k . On suppose 

vérifiée la condition

(GTF) le groupe de Galois Gal(k /k) est topologiguement de type fini.
S

Alors le groupe ff̂ (V) est topologiguement de type fini.

Démonstration : remplaçant k par l'extension finie H°(S,®S) = H°(V,&V),

on peut en effet supposer que S et V sont géométriquement connexes

sur k . Notant Ss = S x^ kg , etc., fixons un point géométrique

a : Spec Q — ► U et notons a (resp. b) le point géométrique de U 
S  s
(resp. Spec k) déduit de ag . On a alors une suite exacte

Ds D
0 — ►fl'1 (Vs,as) — ►îT1(V,a) — ► ff^Spec k,b) — ►O

D n

U1
U

u 1

u1

1s

1s

V1
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Ds x
analogue à SGA 1, IX.6.1. Ceci démontre le corollaire puisque 1T1 (vs'as' 

est de type fini d’après 1.3 et que ff^Spec k,b) l'est par .hypothèse.

1.5. Remarque. La condition (GTF) est vérifiée en particulier dans les 

cas suivants :

(i) k est séparablement clos.

(ii) k est fini.

(iii) k = C((T)), où C est un corps algébriquement clos de carac

téristique nulle.
A

Dans les cas (ii) et (iii), en effet, Gal(k /k) est isomorphe à Z’’.S

2. Variétés abéliennes à réduction modérée ; le théorème de Zarhin.

2.0. Soit Aj, une variété abélienne sur F et soit x un point de 

codimension 1 de S . Nous dirons que Ap est à réduction modérée au 

point x si pour tout nombre premier 2 ̂ p (ou simplement pour un tel 

£) le module de Tate Tg(A^) est modérément ramifié en x . Ceci équi

vaut à la propriété qu'il existe une extension finie galoisienne F' de 

F , modérément ramifiée en x , telle que Ap, soit à réduction semi- 

stable au-dessus de x .

Le résultat suivant est la raison d'être du §1 :

2.1. Théorème. Soient g et n deux entiers ^ 1 , avec pin . Supposons 

que le corps k vérifie la condition (GTF) de 1.4. Il existe alors une 

extension finie galoisienne F^ de F , modérément ramifiée (en codi

mension 1) sur S et non ramifiée (idem) sur U , avant la propriété 

suivante : pour toute variété abélienne Ap sur F , de dimension g ,

à réduction modérée (en codimension 1) sur S et à bonne réduction 

(idem) sur U , la variété abélienne Ap sur F^ admet une structure

de niveau n (ce qui entraîne, si n )/ 3 , que Ap a réduction semi-

stable sur le normalisé S1 de S dans

Démonstration : si Ap est comme dans l'énoncé, les structures de 

niveau n sur Ap sont "paramétrées" par le revêtement

Isomp((Z/nZ)pg,nAp)

de Spec F . Si 5 désigne un point géométrique de Spec F , les hypo

thèses faites sur Ap impliquent que ce revêtement se prolonge en un

1
)1F



235

objet de REV°(V) (notation de 1.1) donc correspond à un homomorphisme

vn(Ap) : ff°(V,5) ---GL2gU/n^) .

L'hypothèse (GTF) implique que ff̂ (V,5) est topologiquement de 

type fini (1.4) donc que l'ensemble

Hom(ff°(V,î ) ,GL2 (Z/n*))

est fini. L'intersection des noyaux des v^iAp), pour Ap variable, est 

donc un sous-groupe d’indice fini, qui correspond à l'extension F 

annoncée. B

2.2. Corollaire. Avec les hypothèses et notations de 2.1, on fixe un 

entier d \  1 , un faisceau inversible ample Lq sur S et un réel e . 

Soit 3 l'ensemble des (Ap,§p) € Ab^ telles que Ap ait bonne 

réduction sur U et réduction modérée sur S , et telles que

hdifL (Ay) •( e (resp. hsL (Ap) 4 e). 
o o

Alors il existe une extension finie galoisienne F^ de F telle

que 1'imaqe de 3 dans Ab , (F,) soit une famille limitée au sens de a------- ----  ---  — g,d 1 -------  ---------
XI, 4.7.

Démonstration : il suffit de prendre pour F^ 1'extension annoncée en

2.1, avec n^3 : le corollaire résulte alors de XI, 4.7. H

2.2.1. Remarque. L'application naturelle

« = * —  âbg.dtF,)

n'est pas injective en général ; toutefois, si (A„, §_)€<£ , l'ensemble
— 1 1 a a(Ap,Cp) est en bijection avec H (Gai(F^/F),Autp (Ap ,?F )), ensemble

fini dont le cardinal peut être explicitement borné puisque ([m2], § 21,

th. 5) Aut(A_ , ) s'identifie, pour tout n^3 premier à p , à un
1 1

sous-groupe de GL2g(̂ /nZ') .

2.3. Corollaire. Avec les hypothèses et notations de 2.2, on suppose que 

k est fini (ce qui implique (GTF)). Alors l'ensemble <5 de 2.2 est 

fini.

En effet l'image de 3 dans Ab ,(F,) est alors finie et l'on— g,d 1
conclut par la remarque 2.2.1. H

1

,â ( )F

1 1 1

F§
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Lorsque pld , le corollaire qui suit est dû à Zarhin [zil si 

P t̂ 2 et à S. Mori (non publié) si p=2 .

2.4. Corollaire. On suppose k fini. Soit Ap une variété abélienne 

sur F . Alors l'ensemble des (Bp,Sp) € Ab^ d(F) telles qu'il existe 

une isogénie Ap — ► Bp de degré premier à p , est fini.

Démonstration : on peut supposer, quitte à remplacer F par une exten

sion finie galoisienne et à appliquer la remarque 2.2.1, que Ap est à 

réduction modérée (ou même semi-stable) sur S . Dans ces conditions les

B„ auront encore réduction modérée avec le même lieu de mauvaise réduc- 
F
tion que Ap . De plus une isogénie première à p- de Bp sur Ap se 

prolonge en codimension 1 en une isogénie première à p (donc étale) 

des modèles de Néron, et par suite (pour Lq ample sur S)

hdifL (Bp) = hdifL (Ap) . 
o o

Il suffit dès lors d 'appliquer 2.3. H

2.4.1. Remargue. La restriction sur le degré d'isogénie est essentielle. 

Par exemple prenons S = : il existe sur S un schéma abélien A non 

isotrivial et isogène à un schéma abélien constant Aq ([sz], VIII). 

Munissons-le d'une polarisation § (par exemple principale, cf. loc. 

cit.). Pour tout k-morphisme <p : — *■ P^ , le schéma abélien <P*A 

est isogène à cP*Aq =* Aq , donc aussi à A , et la polarisation cp*ç 

est de même degré que § . Mais on a

hSSS(l)(fl>' V  = (dSg ^ S g d l ' V

et hs^-jjiAp) ) 0 puisque A n’est pas isotrivial. Par suite l'ensemble

des classes d'isomorphisme des ( cp *A_,, <P * § „ ) lorsque <p parcourt
1 1Hom^(Pk,P̂ ), est infini.

Enfin, Zarhin [z2] déduit de 2.4 le résultat suivant :

2.5. Théorème. On suppose k fini. Soient A et B deux variétés abé- 

liennes sur F et 2 un nombre premier p . Désignons par T̂  (A) et 

Tg(B) les modules de Tate 8-adigues respectifs de A et B , consi

dérés comme -faisceaux étales sur Spec F .

(i) L*homomorphisme canonique

Homp( A . B ) —  Hom^_faiEceaux(T8(A) ,T{ (B) ) 

est un isomorphisme.

1
k

E

1
kP

. *

t

22

Z
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2.6. En caractéristique nulle, et sous les hypothèses de 2.2, G. Faltings

[Fi] a montré qu'il existe une constante c telle que l'on ait

hsL (Ap)  ̂c pour toute (Ap,§F) € Ab^ ¿(F) telle que Ap ait bonne

réduction sur U . La conclusion de 2.2 est donc valable sans restriction 

de hauteur, i.e. "en prenant e = -H»" .

(ii) Le Œe faisceau T e(A ) 7Z
<D8 est semi simnle H

O
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Index terminologique

admissible (changement de base)

constellation

corps de fonctions

cubiste (structure, torseur)

donnée de type (g,d)

graphe (d'une application rationnelle) 

gros ouvert

groupe fondamental modéré 

hauteur canonique 

hauteur géométrique canonique 

hauteur géométrique 

hauteur numérique

hauteur [géométrique! différentielle 

hauteur [géométrique] modulaire 

hauteur [géométrique] .stable 

C-invariant

irréductible (Q-module — ) 

isotriviale (variété abélienne — ) 

limité (ensemble, famille — )

- d'applications rationnelles

- de sous-schémas

- de schémas abéliens 

modules constants 

G-module

poids (d'un Q-module) 

pointé(e) de degré n 

application —  

morphisme —  

réduction modérée 

N-rigidification [restreinte] 

semi-stable (schéma en groupes — ) 

sous-groupe de niveau [lagrangien], 

sous-groupe lagrangien 

structure de niveau N 

symétrique (torseur cubiste — ) 

totalement C-invariant 

totalement symétrique

VIII, 1.0

VII, 2.2 

X, 1.0

I, 2.4.5 et 6.3

VIII, 1.2 

X, 2.1

II, 3.1 

XII, 1.1

III, 3.4.1 et 4.4.1 

III, 3.2 et 4.4.1 

X, 3.0

X, 3.2

XI, 2.1 

XI, 1.1 

XI, 2.4.2

VI, 5.0 

V, 2.3 

XI, 4.3

X, 1.1

X, 2.0

XI, 4.7

XI, 4.1 

V, 1.1 

V, 2.1

I, 1.1

I, 1.3

XII, 2.0

VII, 1.2

II, 1.2.7

V, 2.5.1

VII, 1.2

II, 1.2.4

VI, 5.4

VI, 2.3 ; VI, 3.2
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Index des notations

A(X) V, 1.0

A(G)+ ; A(G)_ V, 1.3

A(l)(Q) V, 2.1.2

a VI1' 4‘1g,d

A M VI1' 3*2 '•g,d,N

3? , KT VII, 3.3.4g,d, N

A NT '*  ̂« VIÏ, 3.4.4g,d,N g,d,N

Ab , VII, 3.0.1f,d,n

AB . VII, 4.3.1g, d

&r,d,N VI1' 3-3*1

^ 4 , d , N  VI1' 2*15

Abres+ , „ VII. 2.15. ---- g,d,N

^ Î % , d , N  VI1' 2-0‘1

BIEXT(A,B;G) I, 7.1

condition (C) VI, 3.6.1

C(X) VII, 2.3.2

CH^S) III, 3.0

CUB(A,G) I, 2.4.5

Sn(f) I, 1.1

JÖn(L) I, 2.1

Sd II, l.l

Dq V, 1.4.2

eA : section unité du Groupe A 

L. G
e ' I, 3.3.2

%
es IV, 3.2.1

En VII, 0.2

VII, 3.4.2

2

¿t

db<
rsj

Sí

Jti

n
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EQ(2)

EXT(A,G)

PC; FCC; FCab; FCCab 

Q(L)

condition (GTF)

hH,L(x)

hgS,L(x>

hdifL (Ap) ; hgdifg(Ap) 
o

hmodL (Ap,?p) ; hgmodg(Ap,§p)
o

hsL (Ap) ; hgss(Ap)
o

Hom^n)(A,G)

IG

K(L)

W
L(§)

condi tion (Q̂ .)

QCS

REP1 ( CJ)

REV^ (V)

Tx : transiation par x (dans un 

groupe commutatif)

TORSRIG(A,G)

g,d

T(f)

6(A,L)

—g,d

X ; X 
N n

ff°(V,§)

VII, 2, 

I, 7.1 

vili, :

I, 4.3 

XII, 1. 

Ili, 3. 

Ili, 3. 

XI, 2.]

xi, i.:

XI, 2.i

I, 1.3 

V, 1.4 

I, 4.2 

iv, 3.: 

VII, 3. 

VII, 2. 

V, 1.0 

V, 2.2

XII, 1,

y, 6,x

I, 2.6 

VIII, ■ 

X, 2.1. 

Vili, ]

vili, :

VII, 3. 

XII, 1. 

Ili, 1.

9

.2

; IV, 3.3.3

4

4.1 et 4.4.1 ; X, 3.2.2

2 et 4.4.1 ; X, 3.0.2

.2

; IV, 3.3.1 

.2

1.1

9

1

.2.1

1

.0.5

.2.1

4.5

1.1 

0.1

Ei2( )E

( )■nL

L
P
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cpL 1,4.1

<PT e IV, 3.
T| '

V s  7111 '

Exposants, indices :

: dual du schéma abélien A

A° : composante neutre du schéma en 

groupes lisse A

A for IV' 2 -
nA : noyau de la multiplication 

par n dans A

Xf IV, 1.

Hfn ; ; Hab IV, 1.

«U/S ; 4/S •• ^/S «S/s IV'

A^ IV, 2.

V s  ; ‘i/s ; Hî/S 2-
Q

M (invariants du G-module M) V, 1.2

Mtriv V, 1.3

M V, 2.1

Symboles divers :

[n]^ : multiplication par n dans A

(<T'X>V, £ IIJ- 1

<D,a>v III, 1

^ XI, 2 .

XI, 2.

; IV, 3.3.1

1.1

1.0.4

0.1

0.1

1 et 1.2 

3

2.1

3

.2.1

.3

2

5

A
t

HH1

f nfr bral

IV t

<B

)(i

b h
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