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ABSTRACT

Fi r s t ,  a variational principle is  used to give a characterization 

of the  Gibbs measure ofi tktfmod.ynamic.aJi s ystem, then a spin system with 

mean fie ld  interaction* {namely, the Curie-We-us model) is  studied. Consi

dering the empirical probability measure*, a law of large numbers for the  

equilibria is  proved, as the number of spins tends to in f in i ty ,  and an 

ex p lic it computation of the c r i tic a l  temperature for the phase transition  

is  given. A laio of large numbers for interacting diffusion processes, which 

generalizes the dynamical Curie-We-Lss model, and a resu lt dealing with the 

fluctuation process in  the non-critical case, are given.

Key-words : Gibbs (measure)

Curie-Weiss (model)

Phase t r a n s i t i o n  

Law of large numbers 

Fluctuat ion (process)

Empirical p robab i l i ty  (measure)

Non-linear d if fus ion  (process).
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No ta t io n s

Si ( S , T ( S ) ) e s t  un e s p a c e  m e s u r a b l e  muni de l a  t r i b u  T (S) ,

M^(S) e s t  l ' e n s e m b l e  des f o n c t i o n s  n u m é r iq u e s  de S , b o r n é e s  

e t  m e s u r a b l e s .

M(S) e s t  l ' e s p a c e  des m e s u re s  s i g n é e s  s u r  S .

Si S e s t u n e s p a c e t o p o l o g i q u e :

C^(S) e s t  l ' e n s e m b l e  des  f o n c t i o n s  n u m é r iq u e s  de S , c o n t i n u e s  

e t  b o r n é e s .

8 (S )  e s t  l a  t r i b u  des  e n s e m b le s  b o r é l i e n s .

B(S) e s t  l ' e n s e m b l e  des f o n c t i o n s  b o r é l i e n n e s  de S .

B^CS) e s t  l ' e n s e m b l e  des f o n c t i o n s  b o r é l i e n n e s  b o r n é e s  de S . 

n ( S )  e s t  l ' e n s e m b l e  des p r o b a b i l i t é s  s u r  ( S , 8 ( S ) ) .

S '  e s t  l e  dua l  t o p o l o g i q u e  de S .

< . , . >  d é s i g n e  l e  c r o c h e t  de d u a l i t é .

L* e s t  l ' a d j o i n t  de l ' o p é r a t e u r  l i n é a i r e  L .

f  o m e s t  l ' i m a g e  de l a  m esu re  m p a r  l ' a p p l i c a t i o n  m e s u r a b l e  f 

6 e s t  l a  m esu re  de D i r a c  au p o i n t  x .
X

jC ( Y ) e s t  la  l o i  de l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  Y

C*( IRn ) (où k G {0 , 1 , .  . . , +«•> f ) e s t  l ' e n s e m b l e  des  f o n c t i o n s

n u m é r iq u e s  de IRrl , k f o i s  c o n t i n û m e n t  d é r i v a b l e s  e t  à 

s u p p o r t  co m p ac t .

C(IR+ , IRn ) e s t  l ' e n s e m b l e  des t r a j e c t o i r e s  c o n t i n u e s  de IR+ dans IRn .
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INTRQDUCTION

Signalons avant tou t ,  que l 'o r ig in e  de ce travai l  e s t  un a r t i c l e  

de D. Dawson [Daw].

0.1 -  A QUOI NOUS INTERESSONS-NOUS ?

La motivation de cet te  thèse est  l 'étude de la stat ique  et de la 

dynamique d'un système électromagnétique composé d'aimants dont les moments 

magnétiques ( l e s  spins) sont portés par une même direct ion : la droite  r é e l l e  ]R. 

L'espace géographique sur lequel sont s i tu é s  ces aimants (l'ensemble des s i t e s )  

n'es t  pas p réc i sé .  (Pour v i s u a l i s e r  le  modèle, on peut imaginer que cet ensemble 

de s i t e s  e s t  inclus dans un plan) .  L'évolution d'un spin e s t  déterminée par un 

poten t ie l  extérieur : le potent ie l  propre, par un potent ie l  d' interact ion  avec 

un champ é lectr ique  extérieur  et par un poten t ie l  d ' in teract ion  avec l'ensemble 

des autres spins.  De plus cet ensemble d'aimants in teragit  avec le reste  de 

l '"univers" ; cet te  contrainte est  décri te  par la température du système.  

L'agitat ion thermique et le temps caractér ist ique  de changement de signe d'un spin 

i s o l é  étant d'un ordre très  infér ieur  à celui d'une observation physique, la 

dynamique du système de spins e s t  en général t r a i t é e  par une description proba- 

bi l i s t e .

Si on appelle i € { 1 , . . . , N }  un s i t e  du système de N sp ins ,  et

Nx. 6 ]R la valeur du spin en ce s i t e ,  l ' énerg ie  d ' in teract ion  avec les autres  
1 N

aimants est  : -  J x.. I xj ' J > 0 . Un t e l  système s 'appe l le  un système

de Curie-Weiss. Contrairement au modèle d'Is ing (voir par exemple [Spi] et



l'appendice A2), la géométrie de l'ensemble des s i t e s  n ' in terv ien t  pas ( i l  n'y

a pas de notion de v o i s in ) .  En outre,  nous imposons aux p o ten t ie l s  ex tér ieu rs ,

aux constantes d' interact ion  J et  à la température d'être  les mêmes pour tous

N N
les s i t e s ,  de sorte que la loi de ( x i , __ ,x^) e s t  symétrique. Autrement d i t ,

( x i , . . .,xj^) est ine su i te  échangeable. Au chapitre 2,  nous décrivons une dynamique 

physiquement acceptable. Tout au long de cet exposé,  composé de quatre p a r t i e s ,  

nous nous intéresserons au comportement du système lorsque le nombre d'aimants 

N tend vers l ' i n f i n i .

0 .2  -  DESCRIPTION DE NOTRE TRAVAIL 

0 . 2 . 1 .  Contenu de la partie  I

Au chapitre 1,  nous faisons des rappels de thermodynamique s t a t i s 

t ique.  On peut se reporter à [Gro] pour avoir une présentation agréable de ce 

s u je t .  Notre présentation n 'e s t  pas entièrement classique dans la mesure où 

nous prouvons au théorème 1.14 l ' e x i s te n c e  d'une unique probabil i té  qui ,  sous 

certaines contraintes ,  maximise l 'entropie  (second pr inc ipe) .  Cette probabil i té  

es t  la mesure de Gibbs.

Les techniques de démonstration de ce théorème proviennent e s s e n t i e l 

lement des grandes déviat ions ([Bre] ,  [Aze]) .

Le chapitre 2 e s t  consacré à la description du système de N spins :

N N N
x = ( x i , . . . , x ^ )  lorsque N es t  f i n i .  L'équil ibre e s t  décrit  par la mesure

de Gibbs : p ( c f . (2 .6 ) )  et la dynamique est  dé f in ie  de t e l l e  sorte  que sa

Nmesure invariante s o i t  p.. . Nous chois issons  t ->■ x ( t )  ,  comme étant la so lution
N

Nde l'équation d i f f é r e n t i e l l e  stochast ique dans ]R :

N
dx^(t) = -jjj- £ b (x ^( t ) ,x j  ( t )  )dt + adw.(t) ; i = 1 , . . . , N  ; w. : brownien.

1 N
où I b ( x ,y . )  dérive des p o ten t ie l s  d ' in teract io n  et  des p o t en t ie l s  propres 

j=1 3
et  o représente la température. Les fonctions b(x,y)  ne s a t i s fo n t  pas en général

-4-
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aux hypothèses usuelles  de croissance à l ' i n f i n i  des théorèmes d'exis tence  et  

d 'u n ic i té  d'une solution d'équation d i f f é r e n t i e l l e  stochastique ; le théorème

2.16 donne une condition (de type monotonie) qui est  mieux adaptée à la s i tu a t io n .

NSi la condition i n i t i a l e  x (0) e st  échangeable, i l  en e s t  de même

pour tout le processus.  L'échangeabil ité  e s t  une propriété fondamentale pour

l'étude des lo i s  des grands nombres, autant s tatique  que dynamique, c ' e s t  pourquoi

nous rappelons au chapitre 3 ,  les résu l ta ts  d'échangeabi l i t é  dont nous avons

besoin par la s u i t e .  A peu de chose près,  la présentation de ce chapitre est  c e l l e

d'Aldous([Ald]) .  Notons, qu'en p a r t i c u l i e r ,  l'échangeabi l i t é  exprime l ' id é e

Nin t u i t i v e  qu'un système symétrique x e s t  parfaitement décri t  par sa loi  
N

i=1 x': i

0 . 2 . 2 .  Contenu de la partie  II

Dans cet te  partie  nous étudions le comportement de ,  lorsque

N tend vers l ' i n f i n i .  Une "bonne" manière de regarder cet te  l imite est  de

1 Ns ' i n t é r e s s e r  à la loi de la l imite  de r  ï  <5 .. .N . **„ N 
1=1 x. 

î

E l l i s  et Newman ont montré ( [ EN1 ]) que la loi de la magnétisation

1 N N k
moyenne I x - tend étroitement vers une probabil ité  de la forme ][ a g <5 ,

i=1 1 k 1=1 36 m£

où 1 < k < 00 ,  a0 > 0 e t  £ ou = 1 . Au théorème 4 .6  du chapitre 4,  à l 'a ide
*  A=1

d'une général isa t ion  de leur méthode et  de résu l ta ts  d 'échangeabi l i té ,  nous

1 Nobtenons la l imite de la loi de ^ £ 6  ̂ (considéré comme probabil ité  a léa to ire ) ,
i=1 x.

Cette loi  l imite est  de la forme 
k

I a£ ̂ p ' 
fc=1 £

où les  sont les mêmes que précédemment et les p  ̂ sont des probabil ités

1_
N

empi rique
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d'espérance m̂  . Autrement d i t ,  x = ( x i ,  X2, . . . )  est  un mélange de s u i t e s  

indépendantes identiquement d is tr ibuées  de loi  p  ̂ . (Pour c e t te  not ion ,  se 

reporter au chapitre 3 ) .  Ce résul ta t  e s t  à rapprocher de celui concernant les  

solut ions du problème de Dobrushin-Landford-Ruelle (DLR) qui énonce que les  so lu 

t ions DLR sont des combinaisons l in éa ires  convexes de probabil i t és  extrêmales  

( l e s  phases pures) ( [ Dob] ) .  Nous dirons q u ' i l  y a m u l t ip l i c i t é  de phases s i  k 

est  strictement plus grand que 1 . Pour clore ce chapitre,  nous étudions les  

l imites  des fonctions thermodynamiques u su e l l e s .

Au chapitre 5,  nous nous intéressons à la m u l t ip l i c i t é  de phases.

Le théorème 5.3 nous donne une condition nécessa ire  et su f f i sa n te  pour q u ' i l  y 

a i t  m u l t ip l i c i t é  de phases à une température T et sous un champ é le c tr iq ue  hQ, à 

savoir  que l ' énerg ie  l ibre l imite  h -*■ F(T,h) n 'e s t  pas dérivable en h = ho

II est  heureux de retrouver ce r é s u l t a t ,  car c ' e s t  un phénomène général des coex is 

tences de phases (à ce s u j e t ,  se reporter à la remarque 1 .3 4 ) .  Au théorème 5 .5 ,  

nous donnons une condition su f f i sante  sur la température et  les  d i f fé re n t s  poten

t i e l s ,  pour q u ' i l  y a i t  m u l t ip l i c i t é  de phases. S i ,  de p lus ,  le  p o ten t ie l  propre 

v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  GHS ([EN2]),  i l  e st  alors  possib le  d'obtenir  une condit ion  

nécessaire et su f f i san te  sur la température et les  p o t e n t i e l s .  C'est ce que nous 

faisons au théorème 5 .7 .  Quelques techniques u t i l i s é e s  pour les  démonstrations

des théorèmes précédents,  ainsi  que la formule de Chernoff énoncée par Dacunha- 

Castel le  ( [Dac]) ,  nous permettent de donner, sans d i f f i c u l t é s  supplémentaires,  

au théorème 5 .10 ,  un résultat  de grandes déviat ions pour la magnétisation moyenne, 

en dehors de la "zone de phases mult iples".

Les parties  III  et IV sont consacrées à la dynamique. Dans la part ie

III nous donnons quelques généra l i t é s  sur les  processus markoviens non-l inéa ires  

et  les  problèmes de martingales.  Dans la partie  IV nous étudions la l imite  de
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1 r* ^ IF l  <5 m et nous entamons L'étude de la Limite du processus de 
i=1 x"(t)

fluctuat ions  :

* ^  N' (n 6 Nm  ’  Lim E K̂ E 6 K,
v 1=1 x . ( t )  K -»■ 00 1=1 x . ( t )  J 

i 3

0 . 2 . 3 . Contenu de La partie  III

Au chapitre 6 nous donnons des résu l ta ts  concernant Les processus 

de Markov non - l in éa ires .  Bien que cet te  not ion, qui général ise  c e l l e  de Markov 

l in é a ir e ,  fut introduite  en 1966 par Mac Kean ([MK1]), et souvent reprise par 

la s u i t e ,  par exemple en [MK2], [Tan], [Szn],  [Daw], [TaH] (ce t te  l i s t e  est  loin  

d'ê tre  exhaust ive) ,  dans un cadre proche du nôtre ,  ou bien dans l 'é tude probabi- 

l i s t e  de L'équation de Boltzmann, i l  n ' e x i s t e  pas à notre connaissance d'exposé 

formel la concernant. A partir  de [MK2], nous en donnons une dé f in i t io n  formelle  

et nous prouvons les résu l ta ts  qui sont énoncés sans démonstration au début de 

cet a r t i c l e .  De manière à é v i ter  Les réf lexes  acquis avec le markov ordinaire  

(L inéa ire) ,  nous nous efforçons de fa ire  apparaître le Lien entre ces deux notions.

Nous rappelons au chapitre 7 ,  des résu l ta ts  c lass iques  sur les

problèmes de martingales.  Ces résu l ta ts  sont généralement énoncés dans le cadre 

4* H
C(F ,  F°)  ([P r i ] ,  [Stv]),  nous Les démontrons lorsque Les t r a je c to ir e s  sont à 

valeurs dans un espace polonais .  En p a r t i c u l i e r ,  la démonstration du théorème 7 .8  

ne f a i t  pas intervenir  de martingales exponent ie l les .  Puis nous précisons ce
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qu'est  une d i f fus ion  à valeurs dans, un espace de Hilbert réel séparable.  

(Notre présentation est  d i f férente  de c e l l e  de [Yor])

0 .2 .4  Contenu de là partie  IV

Au chapitre 8 (on pourra se reporter â l ' introduction de ce chapitre  

pour plus de d é t a i l s  ) nous nous intéressons à la 1imTte lorsque N tend

-  1 ?vers l ' i n f i n i  de l  6 en tant que variable  a lé a to ir e  dans
i=1 x.i

ttCc C F+ , Rd) ] (tt(S) e s t  l 'ensemble des probabil i tés  sur S) où x? e s t  la 

t r a je c to i r e  donnée par:

dx? ( t )  -  : 1  Î  b ( x ? ( t ) ,  x“ ( t » : d t  +  c i -  Î  o ( x " ( t ) ,  x " ( t ) ) ]  dw ( t )
1 N j=] 1 J j=l J

Nous munissons ir [c ( IR+ , IRd) ]  d'une topologie  plus f in e  que la 

topologie  é t r o i t e ,  de sorte  que nous obtenons la convergence de 

fonct ionne l l es  comme:

ri ^
E( If Z SUP lx  ̂ ( t ) l q) ou bîen E [ (  sup |x? ( t ) I Ix*î* ( t )  | ) q'  ̂ ] ,  ( î * j ) 

i=l o<t^T 1 o<t^T J

pour q > o,  pas trop grand.

Nous obtenons au théorème 2.2 du chapitre 8, la convergence de la

loi  de X vers ôD, où P e s t  la loi de l 'unique so lution t r a j e c t o r i e l l e  
N v

de l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  stochast ique non-l inéa ire dans IRd:

I dx(t) =  C /  . b ( x ( t ) , y )  X oP(.dy)3dt +  C /  .crr(x(t),y) X .oP(dy) Hdvv 
;  R IR t

v P = l o i  de x = (x)



x ainsi  défini  est  un processus markoyien non-l inéaire  et  P = ôfj (x) est  

une solution de l 'équation aux dérivées p a r t i e l l e s  non-l inéaire:

■^5 (t ,dx) = A*( Ç(t)) (dx) où:

A*( Ç) (dx) = - ^  [ (  /  .b(x,y)Ç(dy))Ç](dx) + f  [ (  /  .a(x,y)  Ç(dy)f 5 ](dx)  
ôx IR 1 Sx IR

Au chapitre 9 ,  nous abordons le problème des f luctuations  et plus 

particulièrement l 'étude de la l imite  en loi des processus :

UK1( t )  = N*(Xkl( t )  -  P ( t ) )  . (on note P(t) = X oP)
N N t

La méthode u t i l i s e  à nouveau un problème de martingales.  Tanaka a prouvé en [Tan], 

par une méthode d i f f é r e n t e ,  que lorsque la fonction b est  régulière et  bornée 

et lorsque a est  une constante,  converge en loi  vers un certain processus

gaussien.  Notre motivation est  d'obtenir un r é s u l t a t ,  lorsque la fonction b n 'e s t  

pas bornée. La question de la bonne normalisation (et  donc c e l l e  de la

tension) n 'e s t  pas résolue .  Par contre,  nous donnons au théorème 9.16 quelques 

résu l ta ts  concernant le processus l imite éventuel .  Sous certaines hypothèses,  ce 

processus l imite  e s t  l'unique solution du problème de martingales sur ^

( l ' e space  des d is tr ibu t ion s  tempérées),  a ssoc ié  à la famille  de générateurs

(1 ) ~
(Gt ' ° pour toute fonction t e s t  ip de la forme

/ v  /  )
ÿ ( . )  = <cp^,- >  ) et  tout élément v de 7 :

( G ^ ^ v )  = l  (<cp1, v > , . . . , < ( a  , v > X C .  ip . ,v>
t j=1 dyj k t ]

+ j  l  B y ~ \ y —  ( <tPl' v >  < tP|<' v > ) < lPj , Q o ( - , y )  P(t,dy)^) ,P( t )  > .
3 / j 1 3 j 1 '

-9-
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L'opérateur Ct ,  qui intervient  dans Le terme de dér ive ,  est  L'adjoint

de La part ie  Linéaire de A* autour de P(t) . Ce processus Limite d i f fère

d'un processus de Ornstein-UhLenbeck généraLisé (voir  [HSt]) du f a i t  que

(C.) e st  opérateur in t é g r o - d i f f é r e n t i e l .  Par conséquent, (C^),.^,. n 'e s tt t ^ U  t t ^ U

pas Le générateur d'un semi-groupe markovien. Ce défaut de d i s s i p a t i v i t é  provient  

des in terac t ions .

Finalement, nous présentons à 1'appendix A2, des résu lta ts  de 

simulations numériques concernant le  modèle d'Is ing sur le  tore.
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1. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE

1 .a UN BREF APERÇU DU LIEN ENTRE LA MECANIQUE CLASSIQUE ET LA 
THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE

La thermodynamique s t a t i s t iq u e ,d a n s  le cadre de la mécanique 

c lass ique ,  se retrouve à l ' a i d e  de l 'hypothèse d 'e rg o d ic i t é  (1 .10).  

Considérons un système formé de N p a r t i cu le s  i ,  appartenant à

{1 ,2 , . . . ,N > ,  confinées dans un domaine A c  irj . Notons q^( t )  € A ,

3 3 Np ^ t )  ( R  e t  ( q ,p ) ( t )  € (AxR ) la p o s it io n } la  quan tité  de mouvement

de la p a r t i cu le  i ,  e t  les coordonnées du système global  à l ' i n s t a n t  

t  € IR+. ( a x R 3 ) N = P s ' a p p e l l e  1 ' espace des phases e t  A^ 1 'espace 

des configurations .

Le mouvement du système e s t  régi par le système d'équations  d é te r 

ministes de Hamilton:

(1.1) d(q,p) = (q ,f i)d t ,  § £ = q .  = -f.

(coordonnée par coordonnée) où

H:
( q ,p , t )  H(q,p, t)

e s t  dér ivable .  H s ' a p p e l l e  le h am il tom .en .  Nous ne nous in téressons
J J

qu'au cas:  = 0.

Remarque. On retrouve les  équations de la mécanique classique 

en prenant:

N p?

( , -2) H(q’p) " ^  2ST + V t 'O *

aH
dq
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N
ou m. e s t  la masse de i , Z -- e s t  l ' é n e rg ie  c iné t ique ,  e t  

i i=1

Up o t (q) e s t  l ' é n e rg ie  p o te n t i e l l e .  Sous de bonnes condit ions de 

r é g u la r i t é  de H e t  A e t  de bonnes condit ions aux f r o n t i è r e s ,  l ' é v o l u 

t ion du système e s t  unique, on peut a lors  d é f in i r  le  semigroupe T^: 

Bb (P) -  Bb(P)

V
f  ^ T t f

où Tt f(q(0)  ,p (0 ) ) = f [ ( q » p ) ( t ) ] e t  T* qui

e s t  la  r e s t r i c t i o n  de son ad jo in t  àJ t(P).

La proposi t ion suivante donne les  invar ian ts  de l ' é v o lu t io n .

PROPOSITION 1.3. g t  Tt H = 0, ^  T*>p = 0 oû Xp e s t  la  mesure 

de Lebesgue sur P. Ces solu t ions  s ta t io n n a i r e s  sont uniques aux cons

tan tes  près.

Idée de la  démonstration:

donc

dT£

dt

ATt f (q ,p )

f  = H
d v

dt
0.

A* u = . a_/9H u) + H u) = a» .  3H 9ë
^ Bq BP M' dp 9q w  dq BP dp aq

Ht Tt̂  = ° •
donc i-x = Xp

L 'u n ic i te  provient du f a i t  que A e t  A* sont des opérateurs du premier ordre.

:q,P) - (fjq + p)(q.p)(t)

M
aq

3f
an

ôH
oq

ôH
6P

(q »p! ( t )

2ïï\j
p?
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DEFINITION 1.4. ip s ' a p p e l l e  la mesure de Liouville.

Pour tout  E réel appartenant  à l ' image de H: Im(H), on note 

le  sous-ensemble de P défini par:

(1.5) CE = {(q,p) € P: H(q,p) = E} .

On d é f in i t  a^, p robab i l i té  sur  Ĉ- par

(1.6) VA €* (P),  a (A H CE) = EXp( l A |H=E) 

ce qui s ig n i f i e

(1.7) VA € . (P),  V<p € B(R),

<poH € L^Xn) « /(poH(q,p)d\p(q,p) = f  <p(E)a.-(AnCF)dH°\p(E) .
K A v Im(H)

L 'existence e t  l ' u n i c i t é  de ^EçIm(H) Provien^ d'un théorème de

dés in tégra t ion .

REMARQUE 1.8. Une conséquence de (1.3) e s t  (1.8) T ^ c  C£ .

Le théorème ergodique nous permet d ' é c r i r e  que si  Tt  e s t  ergodique sur

C p  ce qui a un sens du f a i t  de (1.8) ( c ' e s t - a - d i r e :  si  pour tou t  A element

de. (C^) te l  que pour tout  t  réel p o s i t i f  T̂ A=A a lors  a^(A) = 0 ou

aE(A) = 1) a lors  pour tout  f  de ^ (C ^ )  e t  tou t  (Çq .Pq) de C£ : 

i T
(1.9) lim j  f  Tf f ( q 0 ,p0 )dt = / f ( r)d aE( Y) .

T-K» 0 (/£

Les échel les  de temps sont t e l l e s  que toute  mesure physique e s t  de la

forme (1.9) .

1.10. L'HYPOTHESE ERGODIQUE. Bien que dans la p lupar t  des cas 

nous ne savons pas si  Tt  e s t  ergodique, l e physicien f a i t  l 'hypothèse que le 

systeme se comporte comme s ' i l  l ' é t a i t .  Cette hypothese es t  en accord

CE
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avec les r é s u l t a t s  expérimentaux.

Du f a i t  de ce t t e  hypothèse, aE d é c r i t  le  comportement 

s t a t i s t i q u e  du système sur C^.

l . b  UN CADRE PLUS GENERAL

Ce qui s u i t  dans ce paragraphe e s t  une abs t rac t ion  obtenue à 

p a r t i r  du paragraphe a. On se donne

(1.11.1) un boré lien  P de lRn , (n e IN)

(1.11.2) une mesure pos i t ive  a sur (IP* «(P)), bornée ou non
f|p JR

(1.11.3) une fonction borélienne H:  ̂ ^  H(p)

Par analogie avec le  paragraphe a ,  on appelle IP l 'e space  des phases,  

a la  mesure de L iouv i l le ,  H le hamiltonien. A p a r t i r  des données 1.11,  

nous construisons le système microcanonique (d é f in i t io n  1.12) e t  le 

système canonique (d é f in i t io n  1.13).

DEFINITION 1.12. Le système rrticvocanonique e s t  {(C^v ^E^ ,aE^E çlm(H) 

où CE e t  sont dé f in is  (comme en 1.5 e t  1.6) par:

(1.12.1) E € Im(H), CE = {p €IP, H(p) = E>

(1.12.2) aE €IT(Ce ) ,  VA € «(#>), cxE(AnCE) = Ect(1a |H=E) (vo ir  1 .7) .

REMARQUE. La donnée de 1.11,  d é f i n i t  le système microcanonique 

de manière unique. C 'e s t  une conséquence d'un théorème de dés in tég ra t ion .  

(Voir par exemple [ bou] .
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L'hypothèse physique de dépar t ,  e s t  que le système microcanonique 

d éc r i t  le comportement s t a t i s t i q u e  du système physique é tudie .  Dans le 

cadre de la mécanique hami1tonienne, l ' e r g o d i c i t é  permet de ' j u s t i f i e r  

ce t  axiome1.
o

Nous notons supp(Hoa ) pour l ' i n t é r i e u r  de l 'enveloppe convexe 

du support  de la mesure H°a.
O

DEFINITION 1.13. Le système canonique es t  {(iP* j (P ) , fy) } U€Supp(H°cr) 

ou py e s t  l 'un ique p robab i l i té  sur IP v é r i f i a n t  les condit ions 1.13.1,

1.13.2 e t  1.13.3 suivantes,  py s ' a p p e l l e  la mesure de Gibbs d'énergie  U.

REMARQUE. L 'u n ic i t é  de p̂  énoncee dans c e t t e  dé f in i t io n  e s t  démontrée 

au théorème 1.14.

La condit ion 1 impose au système d 'a v o i r  une énergie moyenne U donnée
O

(1.13.1)  Py € riy^ = {v € n(IP) :/pH(p)dv(p) = U} où U € £upp(H°cr) .

La condition 2 e s t  la r e la t ion  de cohérence entre les systèmes 

microcanonique e t  canonique.

(1.13.2) p.. ( = {v tfl(IP):VA €.s(IP)» v(A) = /  aF(AflCr)dHov(E) } .
U Im(H) E E

La condit ion 3 e s t  le second principe de la thermodynamique.

Notons I ( v • p.) l 'information de Kullback de v, p robab i l i té  sur

(Fj» ( F) ) ,  par rapport  à p. mesuré sur (F, (F)) ,  déf ini  par:

i f  (éventuellement +~), si v «  u,
Vv € n(F) ,  I (v ,n)  =-| F ^

+ °° SI v 4:< u

n d v\

d M-
dv
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Definissons la  fonction s:supp(HoCT) xn(IP) -*IR par:

m.^nn2 -v r

VU € supp(H°a), s (U , . ):!
•v H- -I(v,cr)

Nous verrons plus loin  que s a un s t a t u t  d 'en t rop ie .  La condition 3 e s t

THEOREME 1.14. Il ex is te  une unique p robab i l i té  py sur  (lP,’;»(iP)) 

v é r i f i a n t  (1 .13 .1 ) ,  (1.13.2) e t  (1 .13 .3) .  Elle  e s t  donnée par:

(1.14.1)  i e (p )  = exP(jKlPD- ? p € IP, où 
dCT Z(e)

(1.14.2)  z ( e )  = /exp( 0H(p) )da(p)
IP

pour e € © =  {y€ IR, Z(y) < +«} e t  0 e s t  l 'un ique  so lu t ion  en "H de

^  InZ(ri) = U (1 .14 .3) .

La démonstration de ce théorème u t i l i s e  les lemmes 1.15, 1.17 

e t  1.18 su ivants .

LEMME 1.15. Vv € r£ ,  v «  a =>^(p)  = d| | °^(H(p)) a ,p r e s q u e  par tou t .

En p a r t i c u l i e r ,  I (v ,o )  = I(Hov,H°o), Vv € n^.

DEMONSTRATION, a) VA €w'’(R), H°ct(A) = 0 — ^ H ”1 (A)) = 0  =>

H°v(A) = v(H- 1 (A)) = 0.

b) Vv € te l  que v «  a, Vf € B^(P):

< f ^ » o >  = < f , v >  = /  dHov(E) /  f ( p ) d a ^ ( p ) ,  (car  v f n^)

( 1 . 1 3 . 3 )  s(U,  p..) = sup s ( U » v ) .
1 2 

VSly f ï r

Im(H) CE

1 £ ( E ) ( /  f ( p ) d f l r ( p ) )d H o o (E )  = <f  
Im(H) aH CT C£ L

car  (1 .7 ) .  □

dHloV,
□H0 a

H • ))):,o>
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A p a r t i r  de m a in te n a n t ,  on note e = H°cr.

REMARQUE 1 .1 6 .  Compte tenu du lemme 1 .1 5  e t  de l a  c o n d i t io n

( 1 . 1 3 . 2 ) ,  l a  recherche de py e s t  é q u iv a le n te  à c e l l e  de e^ ,  p r o b a b i l i t é  

sur  Im (H ) ,  t e l l e  que:

( 1 . 1 6 . 1 )  I ( e M,e )  = I n f  I ( m , e )  où n J = { m € l ( Im ( H ) ) :  /  Edm(E)=U}.  
u m€ffj Im(H)

fffy ■+ R”
Nous notons s ( U , . ) : -

LEMME 1 .1 7 .  On pose ( 1 . 1 7 . 1 )  h(U) = sup ( U e - l n Z ( e ) )  .
°., 0Ç&

Si U € supp(e) ' a lo r s  sup s(U,m) = - h ( U ) .  Si ey e s t  une p r o b a b i l i t é
meffy

dey exp( ®yE) 

sur  Im(H) t e l l e  que dë- ^  = ? ( '9~ )—  °  P*P* ou eu e s t

J ^

l ' u n i q u e  s o lu t io n  de ^ l n  Z(r))  = U ( 1 . 1 7 . 2 )  a lo r s

( 1 . 1 7 . 3 )  ? ( U ,e y )  = sug s(U,m) = - h (U )  e t  ey ç rfy .
meiy

DEMONSTRATION. 1° Montrons que sup s(U ,m)  < - h ( U)  . On note
meiy

T y ( e ) ( d E )  = e(U+dE) e t  Ty(m)(dE)  s m(U+dE).

V9 € © ,  U e - ln Z ( e )  = U 0 - ln /e x p ( e E ) d e ( E )  = - l n / e x p ( e E ) d T y ( e ) ( E )

dT.|(m)
< - l n / e x p [ e E - l n ( ^ - ^ y ( E ) ) ] d f y ( m ) ( E )

(v a u t  év e n tu e l le m e n t  +<*> )
dTn (m)

s / [ l n ( dT^ | e ) ( E ) ) - 9 E ] d T y ( m ) ( E )  (Jensen)

= I ( m , e )

( c a r  I ( T y ( m ) , T y ( e ) )  = I ( m , e )  e t  /E d T y (m ) (E )  = 0 ) .

- I (m e)
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2° Montrons que su{> s(U,m) = s ( U , e y )  = -h(U) e t  ey € TTjj (1 .17 .3) .
mçriy

A. t>SJ

Il s u f f i t  de v é r i f i e r  que I ( e y , e )  = h(U) e t  ey € riy. 0-^1  nZ( 0) 

e s t  s t r ic tement  convexe sur © c a r  ( lnZ)"(e) = Var(ey)  > 0 .

D'autre p a r t ,  9 -► U -lnZ(0) a t t e i n t  son sup f i n i ,  si U appar t ien t  à
O

supp(e) [Azê| en Gy e t  ^  InZ(^) ^  = U.

A 4
9y e s t  l 'un ique so lu t ion  de c e t t e  équation car (1n Z ) 1 e s t  

s t r ic tement  c ro issan te .  Donc: h( U)  = U 0 y - l n Z ( 0 y ) .

Z ( t + e  )
De plus,  /E dey(E) = U car <p(t) = Jexp(tE)dey(E) = —

e t  cp' (0) = ( lnZ) '(0y)  = U. Finalement,

exp(0yE)
I ( e u>e) = / l n ( - ^ y - ) d e y ( E )  = U 0 y - l n Z ( 0 y )  = h ( U ) .  □

LEMME 1.18. s (U , . )  e s t  concave.

DEMONSTRATION. 1° ffy e s t  un ensemble convexe.

2° Si m e t  p. sont des p ro b a b i l i t é s ,  mu- I(m,y) e s t  convexe [ B r e ] .

3° Si m e s t  absolument continu par rapport  à e,  a lo r s :

I (m .e )  -  / l n ( ^ ) d m  = / l n ( ^ -  • ^ )d m  -  I ( m „ j  + / l n ( ^ ) d m

où n e s t  choisi  te l  que: Wi € n(Im(H)), m «  e => m «  p. «  e ,  

ce qui e s t  possible en prenant [i v é r i f i a n t :  n « e  e t  ^  > 0,  e- 

presque par tout.  Or, m h- / l n ( ^ ) d m  e s t  l i n é a i r e  (à valeurs iR) e t  

{m ç n(Im(H)):m «  e} e s t  convexe, donc: m h- I(m,e) e s t  convexe. °

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.14. Compte tenu du lemme 1.17 e t  de 

la remarque 1.16,  i l  r e s te  à prouver que ey e s t  l 'un ique  so lu t ion  de

(1 .17 .3) .
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D'après le  lemme 1.18, l 'ensemble des solu t ions  de (1.17.3) e s t  

convexe. Supposons q u ' i l  contienne deux éléments d i s t i n c t s  e-| e t  &2 

a lors  ^-(e-i+eg) e s t  aussi so lut ion e t :

i i 1 
I ( 2^ e l +e2 ) »e ) = ( E ) + ^  (E)]de(E) (<#>(x)=xlnx)

< i-(I(e-. ,e )+ I (e? ,e))  = in f  I(m,e) (<*> e s t  s t r ic tem ent  convexe) 
c c men

Il appara i t  une con trad ic t ion ,  ce qui prouve l ' u n i c i t é -

Finalement, la  p ropr ié té  (1.13.2) permet de cons t ru i re  p y  à p a r t i r  

de ey. □

COROLLAIRE 1.19. (de la demonstration) s (U, . )  e s t  concave. 

DEMONSTRATION. C 'e s t  une conséquence des lemmes 1.15,  1.18 e t  

de la  convexité de .

l . c  LA DEFINITION DES FONCTIONS THERMODYNAMIQUES ET QUELQUES REMARQUES 

On note < f > y  =  / p f ( p ) d p y ( p ) .

DEFINITIONS 1.20. On pose © = -p = - ĵ=- où k > 0  e s t  la 

constante de Boltzmann.

Température: T = -

Energie in tern e :  U(p) = <H>,. (1 .13.1) (voir  1.32)
dpu

Entropie: S(U) = -kh(U) = -kl(py,cr) = -kcln ^ “>y 

Fonction de p a r ti t io n :  P ■+■ Z(|3) = Z( —p )

Energie lib re :  F(p) = -kT lnZ(p) = -

1 d e i . _

■ù de v(E) h
1
2
de?
de •(E);]de (E) (*(x) =xlnx)
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REMARQUE 1.21. Sur la d é f in i t io n  de T. Elle  permet a p r io r i  

de d é f in i r  des températures dans iR. Les systèmes physiques sont 

cons t i tués  d'un grand nombre de p a r t icu les  (N=+°°). N=+°“ ne permet 

de donner un sens qu'aux températures pos i t ives  si H e s t  de la forme

(1.2) e t  Upot e s t  borné inférieurement.

Les températures négatives appara issen t ,  par exemple, dans les 

systèmes antiferromagnétiques (ou l ' e n t r o p ie  augmente lorsqqe l ' e n e rg i e  

in terne  diminue, voir  (1 .28 .2 )) .

REMARQUE 1.22. Sur l ' e n t r o p i e .  Parmi les informations,  en tre  deux

dP
probab i l i té s  P e t  Q, de la  forme (<*>;P,Q) = EpM dg))  ou 4> e s t  continue,  

0(1) = 0 e t  e s t  t e l l e  que ’ > 0, <t> = ln e s t  la seule fonction t e l l e  que: 

Q1«Q2  ̂ = >Qi )+j U ; P 2 >Q2 )- Cette p ropr ié té  s ' a p p e l l e

1 'e x ten siv ité  de l ' e n t r o p ie .

REMARQUE 1.23. h e s t  convexe e t  -h(U) = S!JP s(U,v) = s(U,e.v)
vçn'nrr

avec s (U , . )  concave,se t r a d u i t  par:

U -* S(U) e s t  une fonction concave

e t

s(U,. ) :,
✓ 1 2  - 
rFL. (TI -viR

e s t  une fonction concave qui a t t e i n t

s(U,v)

son maximum S(U) à l ' é q u i l i b r e  .

Notons L(f) la  transformée de Legendre de la fonction f  de domaine Df 

L ( f ) (x) = sup (yx-f(y))
y®f

'P1(<#>i-  ; 
JsQ2)¥*2’

)



(1.17.1)  s ' é c r i t

(1.24.1)  h(U) = L(lnZ)(U) = ^ U - l n ^ ^ )  

avec

(1.25.1)  ( ln Z ) ' (©y) = U .

Comme lnZ e s t  convexe nous obtenons par dua l i té  de Legendre

(1.26.1) lnZ(e) = L(h)(6) ,

(1.27.1) l n Z ^ )  = U6u-h(U)

(1.28.1) h ' (U) = Oy .

(1.25.1) e t  (1.28.1) sont  les re la t ions  de dualité entre l’énergie 

et la température e t  donnent

(1.25.2)  U = - jjp-lnZ(P),

(1.28.2)  = j  .

(1.26.1)  e t  (1.27,1) donnent:

(1.26.2)  - j- ~ L(-S)(- y) e t

(1.27.2)  F = U-TS

ce qui prouve que la d é f in i t io n  de F e s t  cohérente avec c e l l e  de la 

thermodynamique classique.

On v é r i f i e  aisement que 

(1.29) F(T) = -L(S -»■ U (S ) ) (T) (d 'apres 1.26.2) .

REMARQUE. Pour T f  ±“ , (1.28.2) e t  le  théorème des fonctions 

implic i tes  nous permettent de donner un sens à (1.29).

-23-

dS
au( 1 . 28 . 2 )
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REMARQUE 1 .3 0 .  La c o n vex ité  de InZ  e t  la  r e l a t i o n  ( 1 . 2 5 . 2 )  prouve  

q u ' i l  y  a b is e c t io n  e n t re  U e t  p . On peut donc e 'c r i re  = p^, ( * )

ce qui permet de donner une d é f i n i t i o n  plus c l a i r e  de l ' é n e r g i e  in t e r n e :

( 1 . 3 1 )  U(p) = < H ,p P> = .

Avec ces n o u ve l les  n o ta t io n s :

( 1 . 3 2 )  Pjj^pj = p ^ u ) e t  ^ ~ ( P )  = CTpresque p a r t o u t .

REMARQUE 1 .3 3 .  Sur l e  nombre de p a r t i c u le s  N. Les r é s u l t a t s  

énoncés précédemment n 'o n t  de l ' i n t é r ê t  que s i  ©  4>. Or un h a m i l to n ie n  

H ayant un sens physique e s t  une v a r i a b le  e x t e n s iv e ,  donc |H^| tend  

vers +oo lo rsque  N tend vers +<*>. La fo n c t io n  de p a r t i t i o n  n ' e s t  

d é f i n i e  que s i  N e s t  f i n i ,  s o i t  n f i n i  où IP^ c lR n . Le problème N -* +°° 

n é c e s s i te  des renormalisations a in s i  que l a  d é f i n i t i o n  d 'une limite 

thermodynamique qui dépend de la  forme des IP^ e t  des H^.

REMARQUE 1 .3 4 .  Sur l a  press ion  e t  l a  m u l t i p l i c i t é  des phases.

On in d ic e  par  N le s  v a r ia b le s  qui correspondent à un système de N p a r 

t i c u l e s .  Supposons que dépende d 'une v a r i a b le  e x t é r i e u r e  P ( l a  

press ion  pour un gaz ,  l e  champ é le c t r i q u e  e x t é r i e u r  pour un système

é le c t r o m a g n e t iq u e ) , e t  que P m-Hn (P )  s o i t  d e r i v a b le .
au

, d é f in i  par  = -  à p ^ . e s t  l-e vo-lume ou l a  m a g n é t is a t io n ,

a lo r s :

V̂ (P>P) = <_ âp- ^  "p aF ^(P»P) ap ^(P»P).

Pour é t u d i e r  l e  système N = +°°, on regarde e n t r e  au tre s  l e s  l i m i t e s :

U P = l im  < V  e t  l im  l  FN(P',P) .
N N N-*00

( * )  3 e s t  un in d ic e

exp -PH Pi)
Z(P)

apresque p a r to u t .

<H>P

VN ’

PU(p)
0p, (*)
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Supposons que ces l im ites  e x i s te n t ,  e t  que pour tout  N e t  tout  6 , 

P**F^(P,P) s o i t  concave ( c ' e s t  souvent le cas) .  Alors P h - F(P,P) 

sera concave, mais pourra ne plus ê t r e  derivable en ce r ta in s  points .  

(Voir le Th. 5 . 3 . ) .  Nous i l l u s t r o n s  ce phénomène par les courbes i so 

thermes p =p* correspondant â un gaz i n f fn i .

On d i t  a lo rs  q u ' i l  y a m u l t i p l i c i t é  de phases en (P*,P*) car  en ce point  

(U,V) n ' e s t  pas entièrement dé f in i .  En résume la m u l t ip l i c i t é  de phases 

n 'a  l ieu  que s i  une var iable  ex té r ieu re  au tre  que p in te rv ie n t  e t  si 

N = », puisque lorsque N < », FN e s t  derivable .

1.35 LA MESURE DE GIBBS POUR UN SYSTEME DE N SPINS. La mesure de
N

Liôuvi l le  e s t  de la  forme crN(dp) = ® a ,-(dp1-) (1.35.1)  où a. e s t
i

une probab i l i té '  (sur R, R^, R^, , S , e t c . ) .
N

Le hamiltonien H e s t  de la  forme HN(p) = 2 U.(p) (1.35.2)  où
N 1=1 1

U.j(p) e s t  le  po ten t ie l  d ' i n t e r a c t io n  du spin î avec les N spîns

V

*
V 2 

*
VI

P"P*

p* p

F
-yj
ç

p* p

1,. * N  •



On remarque que pjjj = (en p = 0 ) ,  c ' e s t - à - d i r e  dans le  cas des

systèmes ferromagnétiques que cr  ̂ e s t  l ' é t a t  d 'é q u i l ib r e  lorsque T = +°°.

L 'en tropie  S (U) = s(U,p:! ! ^ )  mesure la "proximité" de l ' é q u i l i b r e  
N N

P ^ Û  e t  de cr  ̂ = pj-j . p° peut ê t r e  in te rp ré té  comme l ' é t a t  du système 

le "plus désordonné au to r ise  par la  nature" (en f a i t  par le  modèle).

1.32 s ' é c r i t
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B -1 N N
(1.36) pj = Z ' (P) exp(-p 2 U . ( . ) )  <8> a .

n n i = l  1 1=1 1
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2. PRESENTATION D'UN SYSTEME DE CURIE-WEISS DYNAMIQUE

2 . a DESCRIPTION D'UN SYSTEME DE N SPINS

i appartenant à { 1 , . . . ,N }  s 'a p p e l l e  un s i t e .  En chacun de ces

N
s i t e s  "v i t"  un processus à valeurs r é e l l e s .  Soit :  x.j(to,t) € R,

(i ( 11......... N}, t  € R+, w € s)  la  r é a l i s a t i o n  de ce processus au s i t e

i e t  à l ' i n s t a n t  t  pour l 'événement ai. x^(t)  s ' a p p e l l e  le sp in  en i ,  

à l ' i n s t a n t  t .  On appel le xN le processus à valeurs |RN déf ini  par:

 ̂ t  ftxR4 -*•
X • 1  M  kl

» t  ) *->■ ( X-j (u » t  ) » . . . » X̂  (cü » t  ) ) •

2.b LES EQUILIBRES

N
On appel le éq u ilib re  toute p robab i l i té  invar ian te  pN € n(1R )•

Pour que le  modèle s o i t  physiquement acceptable i l  fau t  que s o i t

une mesure de Gibbs de la forme (1 .3 8 ) / 5CW e c  les notat ions du paragraphe 1:

(2.1) IPN = IRN .

On d i ra  qu'un système de N spins e t  un système de Ciœie-Weiss s i  en outre,  

le hamiltonien e s t  de la forme:

( iRN -v R
(2.2) HN:i N j  N 2

^.(x1.........xn) ^  -h ^  xi - 2 ^( 2  ̂ x. )  (hç|R, Jç]0,+»[)

j  N 2 j  1 N N
h e s t  un champ électrique extérieur , - 2 x . ) = - -̂ {îrr 2 x,-) 2 x.

m i=l d N j=l J i=l 1
J 1

e s t  l 'énergie d :in teraction^  y r r  2 x. a la dimension d'un champ
ù N j=l J

é l e c t r iq u e ,  c ' e s t  le champ moyen.

(*) On demande à un équil ibre  de réa l i ser  le maximum de l ' entrop ie .
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Compte tenu de (1.38) e t  du f a i t  que J > 0 e t  p > 0, si h-0 

on voi t  que dp^/doj^ e s t  maximal lorsque les spins sont de mêmes signes.  

C 'es t  un système ferromagnétique.

On impose à la mesure de Liouvil le  d ' é t r e  de la forme (1 .35)  ,

avec en outre :  pour tout  i de { ! , . . . ,  N }, a.j = a, s o i t

N N
(2.3) CT..(dx) = «  a(dx -) ,  dx = n dx. (IfT),

N i=l 1 1=1 1

dx.. €, 'i lR), Vi € {1, —  »N}.

De manière à pouvoir e f fec tu e r  tous les ca lculs  par la s u i t e ,  a doi t  

v é r i f i e r  la condit ion

(2.4) VN € N*, Vp > 0, Vh € IR, VJ > 0 ,

N N N
Z„(p,h) = /  exp[p(h 2 x. + ^-(  Z x , ) 2] »  a(dx.)  < +- 

N |RN i=l 1 £n i=l 1 i=l 1

qui e s t  équivalente à

(2.5) yy € [0 ,+«[ ,  /  exp(yx2)a(dx) < +«.
R

Finalement

N N N
(2.6) P^’h(dx) = Z^1 ( p,h)exp[p(h 2̂  xi + ^-(  2^x.)2)] a(dxi )

où a e s t  une p robab i l i té  sur IR qui v é r i f i e  (2 .5 ) .

2.c LA DYNAMIQUE

Etant donn.ee une p robab i l i té  i l  y a à p r io r i  p lus ieurs  dyna

miques qui l ' admetten t  comme éq u i l ib re .  Nous choisissons une dynamique 

du type d i f fus ion  de la forme: (voir [Daw], [ DZw])
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(2.7) dx^(t)  = (v(x|J(t))+exN(t)+h)d t  + adw1( t ) ,  i € {1 , . . . ,N }

• -N 1  ̂ Nou x = rr 2 x . ,  a  e s t  une constante s t r ic tement  pos i t ive  e t  
N j=l J

N
w = (w-|, . . .  jŴ ) e s t  un brownien de IR à coordonnées indépendantes.

On note AN:C^(IRN) -*■ B^IR^), l ' o p é ra te u r  d 'évolu t ion  (backward) 

déf ini  par

(2.8) v f « c j ; < f i N) ,  A„f(x) -  z (v(xf ) + e ^ h ) | f K x ) + 2 y  z 2 4 (x >
K " i=l 3X1 ù 1-1 sx?

cr sera choisi  te l  que le problème des martingales associé à a i t  une 

so lu t ion  unique. Soit  {P„ } la  so lu t ion  du problème des martin-

gales

(2.9) Vf € C*(RN), Vx € IRN, Exf( X ( t ) )  = f(x)+Ex /  A^f( X(s))ds  .

On note P * »  X (t)«»PN Pt  = / P ^ o ^  pour p0 € n ^ N) ( i n t é 9ra le
r N

fa ib le )  e t  Aĵ  l ' a d j o i n t  formel de AN .

V f  € Cj/OR) > < f> P ^ .>  — < f » P g >  "*■ < f  > /g  ^|JP<j^-> s ' é c r i t !

ÔPt(2.10.1) = AjJJp̂ . (au sens des d i s t r ib u t io n s )  où

n N
(2.10.2) Vu €II(RN) ,  Aj^(dx) = 2 - | r [ ( v (xi )+0x+h)li(dx)]

1=1 9Xi

2 N 2 
+ 2y 2  n(dx) .

& 1=1 ÔX̂

(2.11) p  e s t  une p robab i l i té  invar ian te  « Vt € R+ , pt  = P q  = p

(2.10) e t  (2.11) donnent:
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( p est une probabilité
A*p = 0 (au sens des

distributions)
En e f f e c t u a n t  un c a l c u l  fo rm e l  on o b t i e n t :

N N N
(2 .12 )  »  ^ ( x ) = ^ ' * exP[^2(fjj ' ( .^ i  x i ^ +*1. z ^x i ^ . n  ̂ exP(^2‘ '/(x^ ))

où V(x) = /q v(y)dy, Ĉ: constante de normalisation. Pour identifier 
p et (2.6), on pose:

(2.13.1) p = %» J = 0 .
<7

De manière à ce que la mesure de Liouville a soit indépendante de P 

on impose à v d'être de la forme:
n2(2.13.2) v(x) = -yvU), donc:

(2.13.3) fâx) = z"1 exp/Jj v(y)dy > 0 où

J- oo v 4-oo p

z = /.«expf/g v(y)dy)dx = /.«expt-̂ - V(x))dx .

La condition 2.5 est alors équivalente à

(2.13.4) yy e [0,+«£> f +.Z e xP(yx2+-/*gv( u)du)dx < +°°

(ce qui implique que z e s t  f i n i ) .

Par la suite nous nous intéressons donc à l'équation différentielle
stochastique dans IR̂* (e.d.s. dans R̂*)

2
(2.14) dx̂ (t) = (4*- v(x̂ (t))+0xN(t)+h)dt+crdwi. (t), i ç 1̂,... ,N >

N Mou w = (w-j,...,ŵ) est un brownien a coordonnées indépendantes de IR .

« .e s t  une p r o b a b i l i t é  i n v a r i a n t ep( 2 . 12)

d i s t r i b u t i o n s )
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EXISTENCE ET UNICITE D'UNE SOLUTION DE 2.1*4:

Théorème 2.15

N NSi b: IR •* IR est  mesurable et localement borné

Si a: IR̂  {matrices N x N} est  continu et v é r i f i é :

Vx e R^, inf <a(x)y,  y> > o
lnN 

ye IR

et s ' i l  e x i s t e  une constante K t e l l e  que:

Vx e IRN, Il |a (x) | | | > K (1 + | |xl I2) et

< x , b (x) > < K (1 + | | x | I 2)

Alors le problème des martingales dans C( IR+ , IR̂ ) assoc ié  au générateur 

Gn : Vf  e C2 ( RN) ,  Vx e IRN, G ^ f (x)

GNf ( x) -  £ b,  (x) | £ -  (x) + 1  ï  a (x) f  (x)
1=1 I I ,J=1 J I J

admet une solution unique

démonstration: Voir [STV], Thm 10.2.2.  □

Le théorème 2.15 e s t  un théorème d'ex is tence  et  d 'u n ic i té  des solut ions  

fa ib le s  de l ' e . d . s  Le théorème 2.16 nous donne

un résultat  d'ex is tence  et d 'u n ic i té  des so lut ions fortes  de 1.14*  

Théorème 2.16

Sî v es t  localement 1ipschitzieme et s ' i l  e x i s t e  deux constantes

K, r > 0 t e l l e s  que: V x ,z  ,

v(x) - v(z) < K(x-z) , xv(x) ç K (1*X2) , |v(x' | < K ( l+ |x |* )

alors 2/i-.admet une unique solution trajectiorîel le .

démonstrat ion : Voir la proposition 3.1 du chapitre 8.
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2. 17  RECAPITULATION. Nous étudions ( x )̂j  ̂ ,] s u i t e  d ' é q u a t i o n s

N / + Nx 
d i f f é r e n t i e l l e s  s tochast iques,  x e C ( IR , IR ) .

( 2 . 17. 1)  dx^(t)  = (v(x'i’l ( t ) )+ e x N(t))dt+r)dwi. ( t ) ,  i = l , . . . , N ,  (HO, >j>0,

où - (w?.........wîl) e s t  un brownien à coordonnées indépendantes e t
2 N

Vx c iR, v(x) = - ^ v M + h ,  h c/R; xN = i z x1)1 .
c i=l 1

De manière à pouvoir appliquer le théorème 2.16,  nous imposons a 

la fonction v:

(2.17.2) Vx € IR, v(x) = x.v-i(x)+v(0) avec sup v , (x )  < +°°
x̂ R 1

de plus:

(2.17.3) Vy Ç tR, exp(yx2+J^ v(u)du)dx < +°° (condit ion 2 .5 ) .

REMARQUE. Au chapitre 8, nous étudions la loi des grands nombres par 

un Famille d ' e . d . s  plus générale que 2 .1 7 .1 ,  à savoir:

dx^(t) = Lv(x^(t)) + -jjr l  f ( x ^ ( t ) ,  x ^ ( t ) ) ]d t  + l  ü(x^*(t), x^(t) )dw. (t)  i i N . u . i j N i j jj=l 1=1

où v, f et a v ér i f i e n t  les hypothèses (H) du théorème 2.2 du chapitre 8.
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3• QUELQUES RESULTATS D1ECHANGEABILITE

Ppj donné par (2 .6 ) ,  de meme que la loi  du systeme (2.14) si sa 

condit ion i n i t i a l e  e s t  échangeable, sont des lo is  de su i te s  f in ie s  

échangeables (à valeurs respectivement dans lRf̂  e t  (C(|R+,IR))^). L'échan- 

g e a b i l i t é  e s t  une propr ié té  e s s e n t i e l l e  du système de Curie-Weiss, à 

l ' é q u i l i b r e  ou dynamique.

Les r é s u l t a t s  que nous énonçons dans ce paragraphe,  se trouvent 

pour la plupar t  dans [Aid], Nous reppelons la démonstration des 

r é s u l t a t s  importants pour la su i te  de l 'exposé.

Les proposit ions 3.5 e t  3.8 formalisent  l ' i d é e  in t u i t iv e  que la 

loi  d'un échant i l lon  échangeable ( f in i  ou Infin i)  e s t  entièrement

déterminée par c e l l e  de sa probabi l i té  empirique.

Le lemme 3.9 e s t  fondamental pour obtenir  des condit ions nécessaires 

e t  su f f i san te s  de tension de su i te s  d 'é chan t i l lons  échangeables. Les 

lemmes 3.11 e t  3.12 ainsi  que les c o ro l l a i r e s  3.13 e t  3.14 n 'appara is sen t  

pas expl ic itement dans [Aid]. La proposit ion 3.15 e t  la seconde pa r t i e  

du Théorème 3.18 sont dûes à Kallenberg [Kal].  Le théorème 3.18 e s t  

fondamental dans notre exposé car i l  d é c r i t  la l imi te  thermodynamique.

DEFINITION 3.1. Une s u i t e  f i n ie  (Z - | , . . . ,Z^)  de var iables  a lé a to i r e s  

e s t  d i te  échangeable (ou tt-échangeable pour indiquer le nombre de 

var iab les a l é a t o i r e s ) ,  s i :

&
(Z- | , . . . ,Z^)  = (zn ( i ) ’ - • • ’Zn(N))’ Pour toute permutation n de 

{ 1 , . . . ,  N}. Une su i t e  i n f in ie  ( Z i ^ , . . . )  e s t  d i te  échangeable si
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(Zj,Z2 >.- . )  = (Zn p j ,  Z ^ ^ ) *---)» P°ur toute permutation f i n i e  n de 

{ 1 , 2 , . . . }  c ' e s t - a - d i r e  toute permutation n t e l l e  que # {i , n ( i ) f i } < +«.

3 . a LES SUITES INFINIES ECHANGEABLES

Le théorème fondamental concernant les su i te s  i n f in ie s  échangeables 

e s t  le  théorème de De F i n e t t i ,  qui d i t  que toute su i t e  i n f in i e  de var iab les 

a l éa to i r e s  r é e l l e s  e s t  un "mélange" de var iables  a l é a to i r e s  indépendantes 

identiquement d is t r ibuées  ( i . i . d . ) .  La réciproque e s t  évidente.  On

étend sans d i f f i c u l t é  ce théorème lorsque les  var iab les  a l é a to i r e s

f ̂0
sont  à valeurs dans un espace de BorelrS. Avant de d é f i n i r  les mélanges 

d ' i . i . d . ,  nous avons besoin de la  notion de p robab i l i té  a l é a t o i r e .

DEFINITION 3.2. a : ( a , c^  a)) (n(S) ) e s t  un e probabilité

aléatoire  s i  e l l e  e s t  fc;(n(S))-mesurable, ou V;(n(S)) e s t  la  plusC

p e t i t e  t r ib u  rendant toutes les applica t ions

(n(S) -*IR, A €'f;{S) mesurables.

0 h- e(A)

Soi t  a une p robab i l i té  a l e a t o i r e ,  i l  e s t  possible de cons t ru i re  

(Yi^i>l  t e  ̂ ^ue condit ionnellement à a=0 (9 p robab i l i té  génerique),

( ^-j) i >1 e s t  1 . 1 . d. ( 0 ) .

Lorsque S = |R. On note F (0 , t )  = 0(]-°° ,t ])  e t  F"^( g ,x ) = 

i n f { t , F ( 0 , t )  > x} . Si ç e s t  uniforme sur [0,1]  (U(0,1 )) alor s  

F_1(e ,ç )  a pour loi  9. Si ( ^ O ^ i  e s t  i . i . d .  (U(0,1)) alors  

(F  ̂ ( 0»^-j))-j>i e s  ̂ i . i . d .  (9).  Soit  a une p robab i l i té  a l e a to i r e  

indépendante de (£,-)-,•>! e t  posons Y.. = F_1( a , ^ )  (i > i ) ,  a lor s  

(Y i ) i ^i v é r i f i e  la  p roprié té  requise.

(*)

(n(( s ) ) e s t  une p ro b a b i l i té
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Lorsque S e s t  de Borel , la  propr ié té  suivante e s t  v e r i f i e e .

Soi t  K de loi U(0,1),  pour toute p. p robab i l i té  sur  S, i l  ex i s te  

f : [ 0 , l ]  -+ S te l  que f (£)  a pour loi p, .

DEFINITION 3.3. Soit  (Y^) -j>i une su i te  de var iables  a lé a to i r e s  

â valeurs dans un espace de Borel S, s o i t  a une p robab i l i té  aléato i re  sur S,

on d i t  que (Y - ) . es t  un mélange d’i.i.d. dirigé par a si :

«£ a * a 
(a,Y-| , Y2». )  = (a ,YpY2». . .  ) ,  pour (Ŷ  ). ^  construi t  plus haut.

Notons (Y-j »Yg» -. - ) = Y,» ^  ^e a e t* ' (S )  la t r ibu

sur S. Il e s t  c l a i r  que: P(Y ( A) = /  9 ^ (A )^ (a ) (d e ) , VA S°°),

Y e s t  le mélange canonique d ' i . i . d .  d i r igé  par a.

Il e s t  maintenant possible  d'énoncer correctement le  théorème 

de De F in e t t i .

THEOREME 3.4. (De F in e t t i )  Soit  Z une su i te  in f in ie  échangeable 

à valeurs dans un espace de Borel S, a lors  Z e s t  un mélange d ' i . i . d .

DEMONSTRATION. Voir [Aid].

Dans ce qui s u i t ,  nous nous in téressons à des problèmes de conver

gence; nous supposons que S e s t  polonais.

N 1 NA^S -*n(S) e s t  défini par Afi)(x1, . . .  ,xN) = ^  5X

La proposi t ion 3.5 suivante e s t  une consequence immediate de la 

d é f in i t io n  3.3 e t  du theorème de Glivenko-Cantel l i .

A n(s)

a : S°°->-n(S) e s t  défini  par a ( x ) =

him étro i te  Aĵ Cx-j, . . .  ,xN)
J N-M»

^6g, si la l imite n 'exi ste pas .

l a(al
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PROPOSITION 3.5.  Si la su i te  in f in i e  Y e s t  uri mélange d ' i . i . d . ,  

a lors  ce melange e s t  d i r ig é  par a = A(Y) e t  ce t t e  p robab i l i té  

a l é a to i r e  d i r igean te  e s t  unique presque sûrement.

3.b LES SUITES FINIES ECHANGEABLES

Dans ce cadre le  theoréme de De F i r e t t i  ne peut pas se gén é ra l i s e r ,  

une su i t e  f i n i e  échangeable n ' é t a n t  pas nécessairement la " r e s t r i c t i o n "  

d'une su i t e  i n f in i e  échangeable (si cela a r r iv e ,  i l  se peut aussi  q u ' e l l e  

s o i t  la r e s t r i c t i o n  de plusieurs su i te s  i n f in ie s  échangeables d i s t i n c t e s ) .  

Toutefois ,  le lemme 3.8 suivant  e s t  l 'analogue p a r t i e l  du theoréme 

de De F i r e t t i .

Prenons N constantes appartenant  à S : y - | , . . . , y M non nécessairement 

d i s t i n c t e s ,  e t  mettons-les  dans un ordre a l ea to i r e :

(3.6) Y = (Y-, , . . . ,Yn) =

A

n e s t  la permutation a l é a to i r e  sur  {1 , . . . ,N }  de loi uniforme.

La dis tr ibut ion  empirique de Y es t  une d i s tr ibut ion  f i x e

1 N
A^(y) = jj- l  6 = A^(Y) (3-7) .  Réciproquement, i l  e st  c l a i r  que si  Y 

i=l Yi

es t  N-échangeable e t  s a t i s f a i t  (3*7) a lors  Y a pour loi  ( 3 .6 ) .  Y s 'a pp e l le  

un processus d 'urne.

PROPOSITION 3 .8 .  Soit  l 'ensemble des lo i s  ^(Y)  où Y es t  un 

processus d'urne. Soit  U* l'ensemble des d i s tr ibut ions  empiriques

1 N
N- I 6V • Soit UN ->• U* la b i j ec t ion  naturel le  $(t£(Y)) = A (Y). 

i = l y i

Soit  Z = (Z^, . . . ,Z^)  une s u i t e  f i n i e  N-échangeable à valeurs dans un espace 

espace de Borel S. Alors $ ^(A^(Z)) es t  une probabi l i té  condi t ionnel le  

régul ière Dour Z sachant A.,(Z).
~  N ~

%( I ) ’ yrî(N) );



Ce qui s i g n i f i e  que conditionnellement a la d i s t r ib u t io n  empirique 

les N valeurs intervenant  dans la d i s t r ib u t io n  empirique apparaissent  

dans un ordre a l é a to i r e  uniforme. Ou bien de manière moins precise 

qu'une su i te  N-ëchangeable e s t  un melange de processus d 'urne.

3.c DES RESULTATS DE CONVERGENCE

S e s t  un espace polonais.  S  ̂ e t  îT sont  munis de la topologie 

produit.

LEMME 3.9. Soient (a n )n>i des p robab i l i té s  a léa to i r e s  sur  S 

(Ean)n>i e s t  tendu dans n(S) si e t  seulement si (^(a n) ) n>-| e s t  tendu 

dans n(n(S)).

DEMONSTRATION. ( [Aid]) .

Condition nécessa ire.  Fixons e > 0. Par hypothèse i l  ex i s te  

un compact K- c S te l  que: Ea (l<Ç) < s2~^J , Vj,n 5  1 .
J ' * J

L ' in é g a l i t é  de Tchebichev donne:

(3 .9.1)  P ( an ( . ,  K j  ) > 2 “j ) 5 e2"2 j / 2 ‘ j  = e2"J , Vjt n > 1.

En posant ® = { 0  f n(S), 0 ( ) 5  2~J , Vj ï  1 }, on a d 'après (3 .9 .1 ) :
U

P(an € ®) > 1-e,  Vn 2  1. On conclut  en remarquant que © e s t  un compact 

de n(S).

La condition su f f i sa nt e  e st  immédiate en vertu de:

< 4>, Eotn> -  E«j>-,a >, V<p e C(S). Ce qui implique la cont inuité  de :

g ( a n) h> E(an) 0

Le lemma 3.9 va nous permettre d'énoncer un résul tat  de compacité fa ib le  

à la proposit ion 3-13.

DEMONSTRATION. Voir [Aid].
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k
CAS 1. Z ( k s i )  sont des su i te s  in f in ie s  échangeables

00

Par d é f in i t ion  de la topologie  de S , nous avons:

(3.10) Zk i  Z « (Zk . . . , Z k) £  ( Z , .........Z ) ,  Vm> l .
** . | III • I m

k-M» K->«>

II e s t  c l a i r  que Z e s t  échangeable.

On note = A(Zk) e t  a = A(Z).

LEMME 3.11. Z (k > 1) sont des su i te s  in f in ie s  échangeables.  

( / ( Z ^ ) ) ^ !  e s t  tendu dans n(S°°) si e t  seulement si  ( A z k) ) k>i e s t  

tendu dans n ( S ) .

DEMONSTRATION. (tf(Zk) ) k>] tendu « Vm > 1, ( / (Zk , . . .  ,Zk) )k>]

tend u .

La condit ion nécessaire  e s t  évidente .

Condition su f f i sa n te :

(* (Zl })k>l tendu » Ve>0, 3K c S, K compact te l  que:Vk > 0,
k ~ k k 

P(Zi € K) > 1 - e. Z e s t  la su i te  canonique associee à Z (voir  3.3)
I ^  A j

P{(Zk» . . .  >Zk) C Km} = P{(ak ,ZlJ , . . . 5Zk) €I7(S)xKm}

= f P{(Zk . . . , Z k) € Km |a. =e>s:(ak)(de) 
n(s) i ■" k k

= /  e(K)m/ ( a k)(de) 
n(s)

2; [ /  9(K)^(a. ) (de)]m ( in é g a l i t é  de Jensen)
n(s) k

= P(Zk € K)"1

> ( 1 - e)m > 1-iïls. □
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LEMME 3 .12 .  Si Z e s t  “ -écha nge ab l e  e t  a - a (Z) a l o r s
rj A*

X(Z1, . . . , Z pi) - E ( a ^ ) ,  Vm > 1.

DEMONSTRATION. V<p Ç Cb (Sm) ,

E(a,<r(Zi , .  . .  ,Z )) = /  E[(<x,*4>(Z, , .  . . ,Z )) |a = O]/(a)(d0)I m n ( s )  I m

= /  ( 0 , « p , ( a ) ( d 0 )
n(s)

- ( E a . ^ . E a ^ )  .

D 'a u t r e  p a r t  E(a,<p(Z1 , . . .  ,Zm)) = ( E a , « p , ^ ( Z 1 , . . .  »Zm) > ) .

En p a r t i c u l i e r , ^ ( Z ^ )  = E(a^) e t  l e  lemme 3.9 pe rm e t t e n t  d ' é n o n c e r  la

PROPOSITION 3.13.  Les Ẑ  (k > 1) étant des su i te s  in f in ie s  échangeables.  

(^(Zl| ) ) k>i e s t  tendu dans TT(S) si  e t  seulement si (« / (aCZ^)) )^  e s t  

tendu dans n ( n ( S ) ) .

COROLLAIRE 3 . 1 4 .  Une p ro b ab i l i té  a l é a to i r e  a sur  S e s t  entièrement 

déterminée par {E(aan) .

DEMONSTRATION. C 'e s t  une conséquence d i rec te  de 3.5 e t  3.12.

PROPOSITION 3 . 1 5 .  Les (k â l )  é t a n t  d e s  s u i t e s  i n f i n i e s  é c h a n g e a b l e s .  

La s u i t e  (Z )k>1 converge en loi vers Z si  e t  seulement si  la  su i te  

(A(Z converge en loi vers a(Z) .

DEMONSTRATION. [Kal,A1d]. S e s t  un espace polonais métr îsé 

par d,  a lors  n(S) e s t  un espace polonais mètrisé par d, où 

Vîj,v € n ( S ) , cf(|j,v) = inf{Ed(X,Y,./(X) - n,  *(Y) = v}.
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p
On peut montrer plus precisement q u ' i l  ex i s te  g:n(S)xir(S) -*• n(S ) 

mesurable te l  que:

(3.15.1) d(n,v) = ^  d (x ,y )g (m v)(dx ,dy) .

Condition su f f i s a n te .  D'après le théorème de représenta t ion
1/

de Skorohod on peut supposer que A(Z ) = cv -* a = A(Z) p . s . ,  alors
w  K I A#

k->°°

(3.15.2) d(a. ,a) -*■ 0 p . s .
■ k->~

Pour tout  k, = ^ ^ i ,Wi ^ i > l  e s t  sui te “-échangeable

d ir igée  par g (a^ ,a ) .  Alors:

(3.15.3) Vk = Zk; Wk = Z, Vk > 1 e t
A# A/ A/ A<

E(d(Vk ,Wk)Ig îa ^ .a ) )  = cKa^.a) (en raison de 3 .15 .1 ) ,  donc

(3.15.4) Ed(Vi,w!h -* 0 (3.15.2 e t  convergence dominée).

3.15.3 e t  3.15.4 impliquent Zk -*• Z.
K-k»

Condition nécessa ire:  Supposons Z -* Z. E(%) = «^(Z, ) (3.12)
A/ I A/ K IK-*»

e t  3.9 montrent que (a^)^-] e s t  tendu. Si â e s t  une l im i te  e t r o i t e ,
~~ a x

la condit ion su f f i sa n te  implique a = a . Donc -*• a . a
k-+»>

CAS 2. Z e s t  une s u i t e  Nu-échangeable (ks i)  e t  lim N. = +°° .
K i K« k-+°°

Nous dirons que Z tend en loi vers Z lorsque k tend vers l ' i n f i n i  si
fsJ A#

3.10 e s t  v é r i f i e .  Z e s t  a lors une su i te  «-échangeable.

LEMME 3.16. Si Z e s t  N-échangeable a lors  ^(Z-j) = E(a^(Z)).

DEMONSTRATION. V<p € Cb(S),  E ^Z , )  = /  E(<P(Z1 ) |an(Z) - fi#UN(Z)) (do)

1 ^
(en raison de 3 .8).  Si 6= A- Z fi

n i=l y i

alors E(^(Z1) |AN(Z) = G) = s!J=1'p(yi ) = Donc:

= Ep( Z-j ) =<,p ,E(an(Z))>.  nIt,«p,«

k)iWvk ,
rJ

Pour tout  k,



PROPOSITION 3.17. Y e s t  N-échangeable.

Si Z e s t  la su i te  '«-échangeable d i r igee  par A^(Y), a lo rs :

VI < m: ' N ,  l|^(Yr . . . , Y m) - / ( Z r . . . , Z m)i| .

DEMONSTRATION. Voir [Aid ].

La proposi tion 3.17 permet d ’étendre immédiatement 3.15 au cas 2. 

Le lemme 3.16 permet d ‘étendre immédiatement 3.13 au cas 2. Nous 

avons le:

THEOREME 3.18. Zk e s t  N.-échangeable ( k s i )  e t  \  -> +»
k k k-r»

(3.18.1) {#(A.. (Zk))>, i e s t  tendu dans n (ri ( S ) ) si  e t  seulement si
I N K > \

{/(Z^)}^^  e s t  tendu dans n(S) .

(3.18.2) Z tend en loi vers Z au sens 3.10, lorsque k tend vers
L,

l ' i n f i n i ,  si  e t  seulement si  A., (Z ) tend en loi vers
iM, a* k

A(Z), dans n(S) .
/v

Le lemma 3-19 suivant apparaît dans des a r t i c l e s  de Sznitman et Tanaka.

LEMME 3.19. Si q^ e s t  la  loi d'une su i te  N-echanaeable sur un 

espace de Bore! S a lo r s :  Vk e { 1 , 2 , . . . } ,  Vf^ € ( S^):

V < v v , < N > 6* > >  ■  »

- ' f k«i8<N-k). V ' +0^ )
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mi m-1 ;
2N

<f
k’E

qN
'an

XN)
%

)



DEMONSTRATION. U* est défini en 3.8:

= /  <fk,0<5?k: 4 ^ ( x N))(de)

UN

= < V  / o * 4 a N (xN ))(de);
K  . I *  n o ,

N

( 3 . 1 9 . 2 )  < f k® f (N" k ) ,q N> = EqN( f k (Xl > • * ’ sXk} )

= / e (fk(x!j1,...,x^) |an(xn)=0)^(an(xn))(de).
U* °*N

kOn note 1  ̂  ̂ = {( i i , . . .  ,1*̂ ) € {1 , . . . ,N }  tous d i s t i n c t s }

# IN,k = AN = N(N-l) . . . (N-k+l) .

1 N
Si 0 = ü  2 6 , y.  ( S (Vi € {1, . . . , N } ) ,  a lors  

N i=l y i 1

<fb>0<̂ >  = nr 2 . fi.(y1- )
N ( i r . . . , i k) € { l , . . . , N } k K M H

et

Eq (f (*î..... xk)|ANq<N) - 0) = i r — ,...........................fk!y ,.y, )
N N,k ( 1 , .........V « N>k l k

d 'après  3.8.  Donc
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(3.19.1) XN] >) = f
II*
N

<<fk
K

an' XN)'
%

*> A
N:xN)'Xj

,0) V* ( ' (XN
r\,

)) (de)

|E% :fk *?• *ü> an
x").■0 )

~=f k ’
0&>k

I

I

Nk h

<" V
/ . I

V H
fk

V . >1

{1 . n ;
N,k

NK
’Y ÇlN,k

,Nk

A
-n ifk(y,- » 

1
>i

• * m

E
n.N

<f,
'k

A
*N

11 'k



In ^  (1- I )  = .  i Ü z l i  * o f ^ )  e t  l -exp(-  M £ J 1  +0(1^.)) * 0 (^) .

Finalement, VN > 1, Vk > 1, Eq ( f k( x j , . . .  ,xjj) |AN(XN) = e)

1
= < ^ > 0  >+0(^) ce qui avec 3.19.1 e t  3.19.2 achève la démonstration. □
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Ak
2HfkiL 0 -  - i l ' .

K fT

A k-1
Si k = 1: 1 ^ = 0, Vk - 2, 1— r  = 1 - n (1- i )  = 0 ( i ) .  En e f f e t :

i |\| N j=i N N
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II - LE SYSTEME A L'EQUILIBRE



- 4 6 -
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4. LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE (N -  «>) DE pj^h

O Lj
Dans ce paragraphe p.,’ es t  donné par 2.6 e t  v é r i f i e  2.5.

N

NOTATIONS. p|J’h e s t  la loi de XN = (x!J.........xjj) a valeurs dans !RN

Nous notons
N N SN

SN = .2 Xi , MN = “N (magnétisation)

y yn - Sn
SN = ’ mN = ~N

M̂ a pour loi € n(|R)

4 . a RAPPEL DE CERTAINS RESULTATS DE ELLIS ET NEWMAN ([EN 1])

Les principaux arguments p robab i l i s te s  permettant la démons

t r a t io n  du théorème 4.5 suivant sont la remarque 4.1 e t  le  lemme 4.2.

REMARQUE 4.1. La loi de SN e s t  Z ^ p . h ) " 1 exp[B(hs + ^  s2) ]a*N(ds) où

* désigne le  produit  de convolution.

LEMME 4.2. Si W e s t  une var iable  a lé a to i r e  r é e l l e  de loi normale 

/ ( O ,  jjj) indépendante de S^, pour tou t  N > 1, a lo r s ,  é tan t  donnés y e t

m r é e l s

S - N m  exp[-Ngp h( ~ + m ) ] d s
W N P * Nt

( 4 . 2 . 1 )  T : v "  + Y  v  a Pour  l o i  ---------------------- ----------------------  , ou
N2 N / |R exp[-Ng^h (—  +m)]ds

(4 .2 .2)  9 p j h ( t )  = ~  t 2 - In <p[P(h+Jt)], Vt UR e t

(4 .2 .3)  (j)(t) = / p  e x p ( tx )a (d x ) , Vt £ IR .



-48-

DEMONSTRATION. Voir [ENl], Lemme 3.3.

4.2.2 e t  4 .2 .3  ont un sens en raison de la première p a r t i e  du 

lemme suivant .

LEMME 4.3.  Si a v é r i f i e  2.5 e t   ̂ e s t  défini  par 4 .2 .2  e t  

4 .2 .3 ,  a lo rs :

(4 .3.1)   ̂ e s t  analytique r é e l l e

(4.3 .2)  lim g . ( t )  = +- 
| t | - * -  p*h

(4.3 .3)  g^  ̂ admet un nombre f in i  de minima globaux

(4.3 .4)  / jR exp( -Ng^h( t ) ) d t  < +~, VN € { 1 , 2 , . . . }  .

DEMONSTRATION. Voir [ENl], lemme 3.1.

(4.4) NOMENCLATURE. Soient l  un e n t i e r  s t r ic temen t p o s i t i f ,

X rée ls  d i s t i n c t s :  m- |, . . . ,m^ e t  i  en t i e r s  s t r ic tement  p o s i t i f s

k-|.........k^, on d i t  que (m-j »k-| . ;m , k p  est admissible pour ( a , 3 , h)

si l 'ensemble des minima globaux de g h e s t  } e t  s i  pour
2k •

tou t  i=l 9pjh ( t )  = gpjh(mi )+\(m.) [( t-mi ) 1/ (2k .  ) ! +o((t-m.. )2kl )]

lorsque t  m.., ou k̂  s !appel le le  type du minimum m..

X(m.) e s t  un réel  s t r ic tement  p o s i t i f  e t  s ' a p p e l l e  la  force du 

minimum m... ( a , 0 ,h) e s t  d i t  pur si g^  ̂ admet un unique minimum 

global ,  ( a , 3 , h) pür e s t  d i t  cen tré  en m si a t t e i n t  son minimum

en m.

q h
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THEOREME 4.5.  (4.5.1)  Si (m ^ ,k ^ ; . . . ,  m^,k^) e s t  adirissib'  

p o u r  ( a , 3 , h ) , a l o r s

/ A t _ N

*(V  * “N 7 7 ^ v» = ,z, bi \  ouN->+ °° 1 -1 1

b.
b . = _ L _  e t  b

Z b .

j=l J

J [ M m i ) ] " 1^2ki si k. = maxfkj > 

1 l o  sinon

(4.5.2)  Si (a,6 , h) e s t  pur e t  centré en m, (m,k) é t an t  admissible 

pour ( a , 3 ,h) a lors

r« ^ 0 , \ ( m f  ] - l )  si k=l (alors  X_1-l  > 0)

DEMONSTRATION. [EN1].

^z_1exp(- - j ^ y ,  ) si  k > 2

4.b.  UNE LOI DES GRANDS NOMBRES

Le théorème 4.6 donne la loi deA(X),  ou X e s t  la l imite  au sens
V  A)

N 1 n3.10 des X1 e t  a(X) = lim é t r o i t e  -  z 5V es t  la p robabi l i té  a l éa to i r e
f ' j  ^  i I I  • 1 A •

n-rf-o» 1 = 1 i

di r igeante  du mélange d ' i . i . d .  X. (Voir 3.4 e t  3.5).f

THEOREME 4.6.  Si (rn-j ,k-| ; . . .  ;m ,k^) e s t  admissib le pour(a,3,h)

N
e t . s i  (Incp)" e s t  bornée, a lors  A^(X ) a(X) dans n(|R), e t

*
iU ( X ) )  - L b.ô_ ( f  n(n(lR))) où b. es t  défini  en 4.5.1 e t

i=l 1 Pi 1

|;.j(dx) - o[p(Jnij + h ) ] " ^exp[ f<(Jm.. +h ) x] a (dx).

tet
N-»N •)

Nu
SN■ 1 /2k

X(H



Le reste du paragraphe 4.b e s t  consacré à la démonstration du 

théorème 4.6.  Avant d 'ef fec tuer  cet te  démonstration, nous en exposons 

le plan en 4«7* et  nous énonçons le lemme 4 .8 .  Pour démontrer 4 .6 ,  nous 

supposons que 4.8 es t  v é r i f i é .  La démonstration de 4 .8 ,  qui u t i l i s e

les lemmes 4 .9 ,  4.10 et  4 .11,  e s t  f a i t e  à la fin du paragraphe 

4.1 .

4.7.  PLAN GENERAL DE DEMONSTRATION D'UNE CONVERGENCE EN LOI.

Soi t  YN une su i te  de var iables  a l é a to i r e s ,  on veut montrer
\

. t
(4 .7 .1)  /(Y..) ei ;  jtfy).

" N-*»

Soi t  <A l 'ensemble des valeurs d'adhérence de {^(Y^), N>1 >

(4 .7 .1)  « {*(Yn)}n>1 e s t  tendu e t  cÀ = {^(Y)>.

La condition e s t  clairement nécessaire .  Elle e s t  aussi su f f i s a n t e ,

en e f f e t :  Supposons < (̂YN) -*■ <̂ (Y) » 3e > 0, VN, 3M(N,e) te l  que
IN N-x»

M(N,e) 2 N e t  d(tf(YM̂ N ^ ) ,  *(Y))) > e. Mais on peut e x t r a i r e  de 

^ ( ym(N e j)  une su i te  convergente, c e t te  su i t e  converge vers ^(Y) 

e t  i l  y a con trad ic t ion .  (Nous avons u t i l i s é  d ( . , . ) ,  mais l 'argument 

e s t  topologique) .  Les démonstrations se feront  en t r o i s  é tapes .

1. TENSION. / ( Y n) e s t  tendu (« A  t  4>).

2. IDENTIFICATION de cÀ . Condition nécessaire  que tou t  élément 

de<>f do i t  v e r i f i e r :  o t c A

3 !JNICTTF û l ' a i d e  de 2) on montre que #A = 1. (La condition 

?J é t a i t  s u f f i s a n t e . '

Notations
k

s k = }  * ÿ  = f  exPfP^hk,Ns + i k  s2 )]a * ^ " k^(d s ) e t
j =1 5 |R 5

h k,N * h + J < V N>-

-50-
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LEMMï 4 . 8

1  ̂ k
(4.8.1) ZN(p ,h )_ lZ(p,hkjN) - ^  b .p^h+Jm .)]  exp(Mm.sk) + ^  (1)

(4.8.2) la,b,c çiR t e \  que Vsk € !R, VN e { 1 , 2 , . . . } ,  

ZN(p ,h )_1Z(p,hk}N) - exp(a | s k |+bsk+c) .

DEMONSTRATION de 4.8: Voir plus loin.

DEMONSTRATION du théorème 4.6:

On suppose que 4 .8 e s t  v é r i f i é .  Nous suivons le plan de démonstration 

exposé en 4*7.

TENSION. Nous al lons u t i l i s e r  le  c r i t è r e  de tension suivant:

Soit  A une famil le  de p robab i l i té s  absolument continuas par rapport à une

même m. Soit ^:iR+ }R+ » t e l l e  que lim = +-*>. Alors si
x->+~ x

sup / $ ( 3 —)dp. < +°°, a e s t  re la tivement compacte. D'anrés le  theoreme
\£A dM
3.18, i l  nous s u f f i t  de v e r i f i e r  le  c r i t è r e  precedent pour la famil le  

de p ro b ab i l i té s  {XÎJlopN>N>1 :VN > 1, X^°pN «  a e t

d(^l°PN^ _1 J ?
------  (x-|) = ^N(p,h) Z(p,h-j ^ )exp[p(hx i+  ^  x-| ) ] .  Prenons

*(x) = xln(x)  v 0 ,  $  e s t  c ro issan te .

Une consequence de 4 .8 .2  e s t :

^(X^oP ) n
3a,b,c > 0, VN :■ 1, Vx1 € tR, —^ ------ (x-|) s exo(a |x-| l+bx^+c) .

Comme i  e s t  c ro issan te :  

d ( X ̂ & )
VN 1. f i ( —-g~-~^-(x-| ) )«(dx1 ) ' / ( a  |x1 |+bx2+c)exp(a |x1 |+b(x2)+c)«(dx1 ) 

[R 'R

•- +<» (d 'après  l 'hvpothese 2 .5) .
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Par conséquent {/(X e s t  relat ivement compact dans n(n(jR)).
<\j M

IDENTIFICATION.

(4 .6 .1)  Vk Ç { 1 , 2 , . . . } ,  Vfk € Bb(Rk):

lim <fk« l ^ N~k^PN> = <fk»>z 
N->+°° i -1

En e f f e t :

< f k«. lf (N_k), p> = f  ZN(p ,h ) "1Z ( M M )exp[p(hsk+ M  s k) ] f k(xl ’ •**’xk) -n a(dxj }
Rk * J=1

4.6.1 e s t  a lo rs  une conséquence de 4.8 e t  du theoréme de converqence 

dominée.

Nous avons montré que e s t  tendu. Soit  jx une valeur

d'adhérence quelconque de c e t t e  su i te  e t  {/(a^ (X m))}m>-| une su i t e
n

e x t r a i t e  de l im i te  \i. Alors,  d 'apres  4.6.1 e t  le  lernrne 3.19:

/
[(IR)

t
vk € { 1 , 2 , . . . } ,  Vf. f B.(Rk) ,  < f . ,  /  e®V(de)> = < f . , z b.p ®k>.k d k n((R) k .=1 i i

Soi t :  toute  valeur  d'adhérence de $ j (A^(X^))}^. | :ii, v é r i f i e

( 4 . 6 . 2 )  Vk € { 1 , 2 , . . . } ,  I  8®kn(de) = Z b.p.®k .
n(R) i=l 1 1

UNICITE. Le c o r o l l a i r e  3.14 nous d i t  que p e s t  déterminé de
l

manière unique par 4.6.2) On v é r i f i e  que m = z b.5 e s t  solut ion
i = l ^i

de 4 .6 .2 .  Ce qui acheve la demonstration du théorème 4.6 . n

15
ripi

®k
>•

))
■N.:xniV

{/(aNous avons montré que N>1
es t

N
tendu. Soit  n une valeur
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LE MME 4 . 9 .  I l  e x i s t e  5 ,> 0 suf f isamment p e t i t  t e l  que,  pour 

Lout i de lo r s que  N tend  vers  l ' i n f i n i ,  Vt, | t |  <

2k j 2ki +l

( 4 . 9 . 1 )  N ( g ( - 1-)2F 7 +mi )-g(rrIl. ) )  -  X ^ )  j g n r  ~ )  + °ÎH»

N 1 1 N i

1 X(m.) 2k.
( 4 . 9 . 2 )  N(g(n î ^ 2 k7 + mi )-g(mi )) > f j^ y - f  t  + P2 ( t )

N 1 1

où P.| e t  P0 s o n t  des polynômes de degrés  r e s p e c t i f s  2ki e t  2k^-1.  

DEMONSTRATION. F a c i l e .  v o i r  [EN 1] □

5» •. (4.10 .1)  sup /  e x p ( - g ( t ) ) | f . , ( t )  |dt < +°° ,
N R

Alors*. (4.10.2)  exp(Ny) /  exp( -Ng( t ) ) fN( t ) d t  = OfU+oo(exp(-Ne)).

Si ( 4 .1 0 . 3 ) :  l e s  s o n t  c o n t in ues  e t  f^ f  uniformément s u r  t o u t  

compact e t  s i  ( 4 . 1 0 . 4 ) : i l  e x i s t e  F, t e l  que

VN, Vt, | f N(7T 7 2 F +m)l  s  e t  / F ( t ) e x p [ - i -  t 2k + P2 ( t ) ] d t  <
N |R

M*V. ( 4 .10 . 5 )  N1' 2* exp(Ny) /  exp( -Ng(t )  ) f ^ ( t ) d t
m-ô

= f (m) \ (m)“1/2k /  exp(-  ^ r ) d t  + oN_ J l )  .

i

( i )p-j ( t  )

A(m)
2k)!F(t)

LEMME 4.10 •

On pose Y nf g ( t ) = gi
Vi € :i. e t V == IR

l
U

i=l
jrn̂ S,m. +s[ inf

t^
g(t) •0)

{V î s t  une s u i t e  de f o n c t i o n s .

f1re
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|exp(My) f  oxn(-r iq ( t ) ) f , , ( t )d t  | < exp(HY)exp[-(N-l)(Yf s ) ] / e x p ( -g ( t ) )  IfN( t ) |dt
V d V "

< exp(-N-,)exp(rf s ) / e x p ( - g ( t ) ) | f N( t )  |d t ,
|R "

b) ( * 4 . 1 0 . 3  & *4. 10.*4} = >  *4. 10. 5

Pour tout  i de { 1 , . . . , £ }  (on omettra l ' i n d i c e  i)

1 , .p . in+6
N oxp(Ny) /  exp(-N g( t ) ) fN( t ) d t  =

m-5

= N1^2k/ ^ 6exp{-N[g(t+m)-g(m)]}fN(t+m)dt

 ̂ l /?k exp{-N[g( -I 1 +m)-g(m)]>fN( - 1 / ? . +m)dt 
|t|<6N N ' N '

Alors 4 .2 .2  e t  4,10.4 nous permettent d 'app l iquer  le théorème de conver

gence dominée e t  avec 4.9*1 e t 4 .1 0 . 3  nous obtenons 4.10.5 P

LEMME 4.11 Posons m = /x a(dx).  Si a e s t  non degenerêe ( a ^ ) ,

a lors

(4.11.1) ' f ( t ) -1 = o t ^ ±oo(exp(-mt)) ,  \*n;

si m=0, 3a > 0, p(t)  ̂ = P̂ _̂ ±oo(exp(-a | t  | ) . Si de plus <1 v é r i f i e  2.5 , 

alors

(4.11.2) (lncp) '( t)  = 0t ^ ±c#(£),  Vy > 0 .

REMARQUE Si 2.5 e s t  a f f a i b l i e  e t  seulement 4.11.3 e s t  v é r i f i é

(4.11.3) 3v > 0, Vy 5 v, /  exn(vx^)a(dx) < +°° .
IR

Alors 4.11.2 e s t  vrai avec y < ÿ .

DEMONSTRATION. Notons "^(dx) = a(dx+m) de so r te  que /x i i^dx)  = 0, 

f a(t) = exo(tm)f  j t )  e t  ( l n ^ ) ( t )  = m t + ( l n _ ftH t )  (4 .11.4) .  Puisque 

a n ' e s t  pas dégeneree a111 charge un borélien de iR+ e t  de iR~.

On en dédui t  4.11 -1 -
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Pour démontrer 4.11.2, en raison de 4.11.4, i l  s u f f i t  de considérer

m=0.

/  xexp(tx)a(dx)
(InuO’ f t )  = < E-.9l t ) , e ( t ) ] ____  ,'1 ^   ̂ '  (p(t) " f  exp(tx)a(dx)

[-e(t),e(t)]

/  xexp(tx)a(dx)

+ [-9(t),0(t)1C
<f(t)

(s i  t  > 1 e t  9(t) > 0)
2

|x |exp(x)a(dx) Æ . ,  x e x p ( tx - | *2 )e x p (^ |- )a (d x )

 ̂ e(t) * V (t)-----------* ------------ îf ïT------------------

+°o 2 +°° 2

or /  xexp(-tx-yx ) e x p (^ - )a (d x )  5 sup (xexp( tx - |x2) ) f  exp(^4-)a(dx) .
e(t) £ 1 x>e(t) 2 e(t) 2

Nous choisissons 0(t)  te l  que, e(t)  > 0 e t  sup (xexn(tx - |x2)) =
x>e(t) £

e ( t ) e x p ( t e ( t ) - | - 0 ( t ) 2) .  So i t  0(t)  = | ÿ ( l + ( l +  ^ r ) 1 /2 ) e t
t

+ 0O
/  xexp(tx)a(dx) +oo

^ e x p ( t 0 ( t ) - y 0 ( t ) 2) ^ e x p ( y x 2)a(dx) = e( t )  car

2 -1
t 0 ( t ) - y 9 ( t )  < 0 ,  <p(t)“ a une décroissance exponentie lle  (4.11.1) 

a v é r i f i e  2.5.

Finalement ( 1 n<p)1 ( t ) = O(^) lorsque t  -*•+». La démonstration e s t  

identique lorsque t  -+ o

Jxexp [tx))a( ix)

démontrer 4 .11 .2 ,
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 4.8  

DEMONSTRATION du lemme 4.8 :

Par un calcul analogue a celui de 4 .2 .1 ,  on ob t ien t

z (P»hk,rP = ( f r ) 1/2 f exp[-(N-k)gk>N( t ) ] d t  avec 
5 !R

, ii( 1 ) " rTk T  t2 + 1n<ptP(hk >N+ J t ^  donc:

, / lRexp[Ng(t)-(N-k)g. , . ( t ) ]exp(-Ng( t ) )d t
ZN(P,h) Z(p,hkjN) = / fRexp(-Ng(t ))d t  » or

Ng(t)-(N-k)gkjH(t )  = -Nln<p[p(h+Jt)]+(n-k)ln<p[p(h+Jt)+ J -y]  = 

s k
ln<p[p(h+Jt)+ PJ-n-]-ln<p[p(h+Jt)] pJs.
--------------------------- -------------------- p j S|< - kln(p[p(h+Jt)+—jp]  donc

k

(4 .8.1)  ZN( p ,h ) " 1Z(p,hkjf|)

_ / R<p[P(h+Jt)]"kexp{pJsk(lncp) '[p(h+Jt)])\(AN( s k , t ) exp ( -N g( t ) )d t
j |Rexp(_Ng(t ) ) dt

0 s
ou ^ N( s k , t )  = exp{Jj-(püsk)2/ J d 9 1/ 01de2 (ln(p)"[p(h+.]t)+e2pJ” ]

g
+ JpJsk/Jde(ln<p) ' [p(h+Jt)+0pJ-^]}  .

Notons k = max { k .} e t  h ( sk, t )  = cp[p(h+Jt) rke,<p{pJsk(ln<p) ' [p(h+«l t ) ]} 
i € { 1 , . .. ,1}

4.8.1 s ' é c r i t :



(4 .8.3)  Z”1 ( |i,h)Z( p,hk#N)

1__

exp(Ny) [N2k  / h ( , t ) 4rN( s k , t ) e x n ( - M o ( t ) ) d t

l (̂F'W)Wmi+'
+ >; N N /  h(s. , t ) \ tN(s. , t ) exp( -N n( t )d t]

i=l m.-6 K N k

1_

exp(Ny)[N2̂  /exn( -Ng( t ) )d t
V

i (if " W 7̂ni+r)
+ 2  N N /  exp(-Nq(t)dt]

i=l m.-6

La l im i te  du dénominateur de 4.8.3

Dans ce cas = 1 pour tout  N, 4 .10.1 ,  4.10 .3 ,  e t  4.10.4 

clairement v é r i f i e s  e t :

1

(4.8.4)  exp(Nr)N2k /  exp(-Nq(t)dt
R
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2k _ !___
= f  e xD ( -  ^ — ) d t  2 H m . )  2k + o ( 1 )  . 

IR (2F) 1 N
k . = k



La l i m i t e  du n u m éra teu r  de 4 . 8 . 3 .

Nous a l l o n s  m a in t e n a n t  v é r i f i e r  l e s  c o n d i t i o n s  4 . 1 0 . 1 ,  4 . 1 0 . 3  e t  4 . 1 0 . 4  

l o r s q u e

f N( t ) = h ( s k , t ) ( s k , t ) .

Une conséquence de 4.11.1 e s t :

( 4 . 8 . 5 )  Vt f  IR, < p [p ( h + J t ) ]  ^ -  exp(a^+b. j  | t  | ) .

Une conséquence de 4 .11 .2  e s t :

3a2>0,  Vb>0, Vt^R,  | ( l n < p ) ' ( t ) l  ~ a , , + b | t l  donc

(4 .8  . 6 ) ^ 3 .• C, Vb • 0 ,  V t ,  s k ? IR,

exp {p O sk ( l n < p ) ' [ p ( h + J t ) ]  }  < e x p ( a 3 | s k |+b | s k I I t  | ) .

De même, Vb > 0 ,  V t , s k € IR, VN,

s  Is I Is | s 2

| l p j s k / j d e ( l n ( p ) ' [ p ( h + j t ) + e w ^ ]  | < a 2 P J - ^  +2b | p ( h + J t )  IPU— g -  + b ( P J ) 2

q u i  avec l ' h y p o t h è s e  ( 0 ^  ) sup ( l n  <p ) " ( t )  <  +°° donne:
t

( 4 . 8 . 7 )  i 4 , b 4 > 0 ,  Vb > 0 ,  V t ,  S|< ë R, VN € { 1 , 2 , . . . } ,

I s J  s . 2 k l  

tN(sk’t) îexp(a4 T ~ +b4Tr + *>—H- ** I) '

VERIFICATION DE 4. Ï O . I  

/ Re x p ( - g ( t ) )  | h ( s k , t ) i N( s k , t )  | d t

2
= / R< i ( P ( h + J t ) ] ' ( k " 1 ) e x p { p J s k ( l n < P ' ) [ P ( h + J t ) ] l e x p ( -  i ^ _ ) d t  

4 . 8 . 6 »  4 . 8 . 5  e t  2 .5  p r o u v e n t 4.10.1 pou r  t o u t  s k>
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0,,b,a»,(4.8 .5 )
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VERIFICATION DE 4.10.3 Evident,  avec pour tou t  s k : 

h (sk , t ) t ^ ( s k, t )  h(S|<, t )  uniformément sur tou t  compact, en t .

VERIFICATION DE 4 . 1 0 . 4 .  C 'es t  une consëauence de 4 .8 .4 ,  4 .8 .5  e t

4 ,8 .7 .

Nous venons de prouver:

1_

(4.8 .8)  Vs  ̂ €|R, exp(NY)N2k/  h ( sk, t H N( s k, t )exp ( -N q( t ) )d t
IR

2k  -  - L
= /  ex p(- — -j- )d t  2 Mm - ) 2k h(s. ,m. )+oN_**0)

IR 2k • l s i s J  1
k̂ = k

De plus: VN € { 1 , 2 , . . . } ,  Vh > 0, VSr €IR:

Is!, I I,

0 s h ( s k , t ) f N( s k , t )  ^ exp(a3 |sk |+a4- ~ - + b4 f l -M P fh + J t ) ] "  exp(b |sR I It |)

e t  |sk | | t  | - ^ ( s k+ t2 ) ,  donc:

3a5,b5 > 0 ,  VN € { 1 , 2 , . . . } ,  Vb > 0, VS|( € iR,

|exp(NY)N2k/ h ( s k , t ) t N( s k, t )ex p ( -N g ( t ) )d t  I

1_

< exp(ag Is^ |+bgSk)exp(Nr)N^ /<p[(h+Jt)]~kexp(bt^)exp(-Nq(t) )dt .

Il e s t  possib le  de c h o is i r  b suffisamment p e t i t  pour que 

1_

exp(Ny)N 2k/(p[j(h+Jt)] kexp(bt^)exp(-Nq(t) )d t  a i t  une f i n i t e  (on v é r i f i e  

a nouveau 4 .1 0 . let  4.10.4) ,  donc:
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(4 .8 .9  ) 3a5,b5, c 5 € IR, VN € { 1 , 2 , . . . > ,  VS|ç € IR,

° 1

|exp(Nr)N2K/ h ( s k, t ) i N( s k, t ) ex p ( -N q ( t ) )d t |  exp(a5 l s k |+b5s 2+c5) .

4.8.1 e s t  une conséquence de 4 .8 .4 ,  4 .8 .3 e t  4 .8 .8  

e t  du f a i t  que g'(m..) = 0 « (1n<p)' [ P(h+Jm^.)] = m..

4.3.2 e s t  une consequence de 4 .8 .1 ,  4 .8 .4  e t  4 .8 .9  D
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4.C QUELQUES LIMITES DE FONCTIONS THERMODYNAMIQUES

NOTATIONS. Si (m^, k^; . . . es t  admissible pour ( a , 6 , , h ) , 

on note:

(4.13) M M  = {mr  1 € { l , . . . , « } : b i >0î

e t  h &h(mi ) = b.., Vmi e J l (P ,h ) .

On note L ( f ): la transformée de Lengendre de f .

THEOREME ET DEFINITION 4.14. Les l im i tes  suivantes ex is ten t :

1 3 h
lim > = U(P,h): énergie in terne
N-*f»

1 n [Z N( p , h ) ]
l i m --------- rps-------- = F(p,h):  énergie l i b r e
N-*~ n[>

dpp ’h
lim - k<ln(—^ j - ) , p ^ ’h> = S(p ,h) :  entropie  
N-v+oo da

B h
lim > = M(p,h): magnétisation .
N-++“

De plus:

(4.14.1) U(p,h) = - 2 bH . (m)(hm+^-m2)
m€/((p,h) P,h 2

(4.14.2) F(P.h) = 1  in f  gp jh ( t )  = l g p>h(m) (Vm Ç » % , h ) )

h -*• F(p,h) e s t  convexe.

(4.14.3) F(p,h) = U(p,h)-TS(p,h)

(4.14.4) M(p,h) = 2  m b .  . (m) .
nM(p,h)  <*•"
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DEMONSTRATION, 

lim ]fHN,pj!»h> = Tim /- (hn+  ^ i 2) v ^ h (dm) .
N  - > f  c o

On ob t ien t  4.14.1 à l ' a i d e  du théorème de convergence domineé

ln(7 (B ĥ  ) exp[-Nn ( t ) ] d tin(ZN(p,h; ) _ -, pJN R 0B}h

Np " 2PN V2tt 1 Np

Une l im i te  simple de fonctions convexes e s t  convexe. On en déduit  

4 .14.2 .

i dPw’h R h i ? klnZM(p,h) h
* N > = T1j_<-Pk(limN+ ------ s-------- ,PN’ >

= fSk[U(fi,h)-TS((S,h)]

Ce qui prouve 4.14.3

lim <MN>Pf!,h> = lim <x,vj?’h>
N-*« n n N-H--

4.14.4 s ' o b t i e n t  sans modification de la  démonstration du théorème

4 .5 ,  en v é r i f i a n t  qu'on peut appliquer le  théorème de convergence

dominée. D

PROPOSITION 4.15.
2

(4.15.1) F(p,h) = in f  Vpjh( t )  avec Vp#h( t )  = - h t -  ^  ^

ou 4> = L( 1 ncp) e s t  la transformée de Cramer de a. 4.15.1 s ' é c r i t  aussi

(4.15.2) F(p,h) = -L(Vp>0)(h)

(4.15.3) F ^ ( p ,h )  -:=F(P,h0+h) = -L(Vp . )(h)  .

l i m  -
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DEMONSTRATION. C ' e s t  une consequence du lemrie 4 .1 6  s u i v a n t

I t2 1
en p r e n a n t  dans ce lenme n ( . t )  r: e t  f ( t )  ■= p l r i p  [ p ( h + J t ) ] .

LEMME 4 . 1 6 .  Si f  e s t  c onvexe ,  F L ( f )  e t  H -- L ( q ) a l o r s

i r i f  ( q ( x ) - f ( x ) )  = i n f ( F ( x ) - R ( x ) )
x x

DEMONSTRATION.

i n f ( F ( x ) - G ( x ) )
x

i n f [ F ( x ) - s u p ( x y - n ( y ) ) ]
x y

i n f [ F ( x ) + i n f ( q ( y ) - x v ) ]

x y

i n f [ q ( y ) + i n f  ( F ( x ) - x . y ) ]

y x 

i n f ( q ( y ) - f ( y ) )  .

y

4 . 1 7 .  UNE REMARQUE SUR LA FONCTION V D , . V Q h ( t )  = u ( t ) - T ( - M t ) )
p»n p,n

où k e s t  l a  c o n s t a n t e  de B o l t z m a n n ,  u ( t )  = - h . t -  e s t  l ' e n e r q i e  

i n t e r n e  p o u r  l a  m a q n e t i s a t i o n  t  e t  - k ^ ( t )  a l a  d im e n s io n  d 'u n e  e n t r o p i e .

Vp ^ ( t  ) e s t  1 'r'norgie libre  pour 7 a magnétisation t .  + k $ ( t )  "mesure l a  

d i f f i c u l t é "  q u ' a  l a  m a q n e t i s a t i o n  t  p ou r  s ' e l o i q n e r  de m = / x a ( d x ) .

En p a r t i c u l i e r  t  k</>(t) e s t  m in im a l  en t=m e t  ké(m) =0 .

P lus  p r e c i s e m e n t ,  s i  ( Z . ) . ^  e s t  i . i . d .  ( a ) ,  a l o r s  p o u r  t o u t

A :> 0: N
2 Z. 

i = l  1 
H

N
Z Z. 1

l i m  j r l n [ P (

avec. Mm) = 0 ,  e t :

T * *|
m+A)] -  -4>(m+A); l im  -  1n[ P(-—rp— < m-A)] = -^(m-A)

N

□
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( iR+ -  !R (lR+ -*• !R
1 1 
l  A i- -  -4>(w+ A )  ( A r>- -< * > (m -A )

sont des fonctions neqatives décro issan tes .

PROPOSITION 4.18. Pour tou t  h admettant un voisinaqe sur lequel F (g , . )  

e s t  derivable :

(4 .18.1)  M(p,h) = - §h F(P,h) .

DEMONSTRATION. <MN,pjj’h> = ^  ln ZR(j3,h) .

4.18 e s t  une conséquence du theorëme d 'analyse  convexe su ivan t.  □

THEOREME 4.19. So it  C un convexe, f  une fonction convexe f i n i e ,

d i f f é r e n t i a b le  sur C. {f , n > 1} e s t  une su i te  de fonctions convexes,n

f i n i e s ,  d i f f é r e n t i a b le s  sur C, t e l l e  que: Vx £ C, lim f  (x) = f ( x ) .
n-*+"

Alors lim f ' ( x )  = f ' ( x ) ,  Vx € C, e t  c e t te  convergence e s t  uniforme 
n-*»

sur tou t  compact.

DEMONSTRATION. Voir [Roc].

1
NB

a
ôh

ln
ZN

<P,h)
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5.  MULTIPLICITE DE PHASES; GRANDES DEVIATIONS

5 . a MULTIPLICITE DE PHASES

DEFINITION 5.1. On d i t  q u ' i l  y a m u l t i p l i c i t é  de phases sous le 

champ hg e t  à la température p si  le  cardinal dev^p .hp)  (voir  4.13) 

e s t  s t r ic tem ent  suoerieur  à 1.

LEMME 5.2 .   ̂ a le  même nombre de minima locaux que çjp 

DEMONSTRATION. VJj h ( t )  = 0 « p(h+Jt) = <#»’ ( t )  h ( t )  = 0 car 

<*>' = ( ln<p) '" \  e t  g£ h( t )  > 0  « t  > (ln<p) ' [P(h+Ot)] « 

cf>'(t) > p(h+Jt) car  de plus <t>' e s t  c ro is san te .  a

Le t h é o r è m e  5 . 3  suivant permetde f a i r e  l e  b i e n  e n t r e  l a  d é f i n i t i o n  5 .1  e t  

c e l l e  d o n n é e  en 1 . 3 ^ .

THEOREME 5.3.  Il y a m u l t i p l i c i t é  de phases sous le champ hQ 

e t  à la température P si e t  seulement si  F(P , . )  n ' e s t  pas der ivable 

en hg.

DEMONSTRATION. C 'es t  un* conséquence du lemme 5.2 e t  4 .15.3 .

En e f f e t ,  Vft . admet p lusieurs  minima locaux si e t  seulement si  e l l e  
0

d i f f é r é  de sa convexifiée  ̂ qui admet une p a r t i e  a f f in e  de

pente nu l le .  Or F ^ ( p , h )  = F ( p , h Q+h)  = - L ( V p>h^ ) ( h )  = - L ( V ^ ) ( h ) .

Il y a donc m u l t i p l i c i t é  de phases si e t  seulement si  F, ( P , . )
n0

n ' e s t  pas der ivable  en h=0. □

La proposi tion 5.4 su ivante ,  prec ise  la  proposi t ion 4.18 e t  le  

theorème 5.3. Rappelons qu'une fonction convexe admet toujours une 

dérivee à d ro i te  e t  a gauche.
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PROPOSITION 5.4. Max*H(P,h) = -§p(P.h) (derivée à d ro i te )

Min<.4(p,h) = f j^P » * 1) (dérivee â qauche) 

DEMONSTRATION. C 'es t  une conséquence de 5.2 e t  de 4 .15.3 .  a

THEOREME 5.5. a v é r i f i é  2.5 e t  e s t  non-degeneree. On note

m = xa(dx), â la p ro b a b i l i té  d e f in ie  par: â(dx) = a(dx+m),

(Vdx Ç ^J(IR)) e t  Var(a) = /x^a(dx) -m^. Si pJ > var:| a y » i l  ex i s te

un champ h(0) sous lequel i l  y a m u l t i p l i c i t é  de phases.

Si de plus 5 e s t  symetrique, le  champ h(p) = -mJ convient.

DEMONSTRATION. Les extrema locaux de qQ u sont donnes parp»h

1'equation q^ ^ ( t )  = 0 » t  = (lncpa) ' [P(h+Jt)]  «

t-m = (ln<p.) *CP(h+Jt)]. Prenons h = hfl = -mJ e t  posons u = t-m,

a lors

(5 .5 .1 )  g'  h ( t )  = 0 « u = (ln(p-)'(pilu)
’ a

u=0 e s t  toujours so lu t ion  car /xà(dx) = 0. Compte tenu de 4 .11 .2 ,5 .5 .1  

admettra des racines au tres  que u=0, si

^ ( ln < P a) ' ( p j u )  |u=Q >1  «  pJVar(a) > 1.

Remarquons que la p l u s .p e t i t e  racine  > 0 e t  la plus grande < 0 co r res 

pondent à des minima locaux de g Q u . Le lemme 5.2 nous permet a lors
P’h a

d'énoncer que  ̂ admet au moins deux minima locaux si  PJ > 

donc:

d i f f è r e  de sa convéxifiée

Nous a l lons  montrer maintenant q u ' i l  e x i s te  un point en lequel F( p , .)  

n ' e s t  pas der ivable .

haPJ
V(5.5 .2) V

P,h ’a
si PU > 1

vara

1
Var \a,

»



D'après 4 .15 .3 ,  F(p.h) = F. (P ,h-hfl) = -L(Vp h )(h-h ).
x 'X  a a

D'apres 5 .5 .2 ,  V„ . admet au moins une p a r t i e  l i n é a i r e ,  s o i t  
' * a

h, sa pente. Alors F. n ' e s t  pas dérivable  en h , ,  ce qui équivaut a:
a

F n ' e s t  pas dérivable  en h = h^+ha. Ce qui démontré la  premiere 

p a r t i e  de 5.5.

Si 3 e s t  symetrique, Vp h (m+.) e s t  une fonction pa i re .  En
a

e f f e t  ^a ( t )  = <#*s (t-m) e t  4>5 e s t  p a i re .  Or

\thM * nJt- ^  ■ - j(t-m)2+ ̂ t-n)+ *£
donc Vp  ̂ admet au moins deux minima qlobaux si PJ > ÿay ^  » e t  

e l l e  d i f f è r e  de sa convexif iée qui admet une p a r t i e  l i n e a i r e  de pente

h-j = 0. o

Il ex is te  une c lasse  de p ro b ab i l i té s  a , pour laque l le  nous avons un 

r é s u l t a t  plus precis  que celui du theoréme 5.5 ,  ce sont les  p robab i l i té s  

v é r i f i a n t  1 ' i n é g a l i t é  G.H.S. ( G r i f f i th s ,  Hurst, Sherman). E l l i s  e t  Newman 

ont montre dans un cadre beaucoup plus general le theoréme suivant.

THEOREME 5 . 6 .  In é g a l i t é  G . H.S . ,  hypothèses s i m p l i f i é e s .  S o i t  a une 

p ro b ab i l i té  symétrique surIR, v é r i f i a n t  5 . 6 . 1  ou bien 5 . 6 . 2

(5.6 .1) a = (̂5_y+6+y), (y > 0)

(5 .6 .2)  a e s t  absolument continue e t  i l  ex is te  I n o s i t i f  (éventuellement

+“>) t e l  que:

constante exp-/QG(y)dy, x € 3 -1 ,1[

0 x i  H , I [

ou G(0) = 0 e t  G e s t  convexe sur [ 0 , I [ .

da ( 
dx " |
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p
t-m)+

2

2JtmJt-= n( t )Vf ha
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Soit M > 0, te l  que Z(h) = /pexp(hx+Jx2) a(dx) < + ", Vh £ |R,

VJ < M. Alors l ' i n é g a l i t é  suivante e s t  v e r i f i e e :

a 3
V J < M, Vk > 0, % -  ln Z (h) < 0.

ah'3

DEMONSTRATION. Voir [EN2]. □

THEOREME 5.7. n ,  Var(a ) e t  â  sont d é f in is  comme en 5.5. 

a v e r i f i e  2 .5. Si a v é r i f i é  5.6.1 ou bien 5 .6 .2 ,  a lo rs  

Sous le  champ h=-mJ

si pil > v'a r fa )  ^  “V 3 de phases e t  # /(P ,h)  = 2

si pJ -  Va r (a )  11 n ' y 3 pas mu'*t i p i  1 c"îté de phases (#«^(P,h) = 1)

Sous un champ h f  -mJ

Il n 'y  a jamais m u l t ip l i c i t é  de phases.

DEMONSTRATION. (Fa ite  pour m=0). La première p a r t i e  e s t  une 

conséquence de la  demonstration de 5.5 e t  du f a i t  que 5.6 implique que 

ln<j>_ e s t  concave à d ro i te  de 0 e t  convexe à gauche.
G

La seconde p a r t i e :  V" n( t )  = -J+ &-4 r -̂ . Orp»u p
5.6 => >̂"' ( t )  > 0 ,  Vt > 0.

Donc V n e s t  convexe à d ro i te  de son minimum le  plus grand. Comme 

e l l e  e s t  ana ly t ique ,  e l l e  n 'a  pas de zone l in é a i r e  e t  F(P,h) e s t  derivable  

pour h > 0. De même pour h < 0. n

m u l t i p l i c i t é de phases e t M( M ) = 2
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REMARQUE 5.8. Lorsque a v é r i f i e  5.6.1 ou 5 .6 .2 ,  l 'hypothese  

( ln f ) "  bornee qui appara i t  dans le  theoreme 4.6 e s t  v é r i f i e e .

5,b UN RESULTAT DE GRANDES DEVIATIONS

Une inspect ion precise  de la  preuve de la  formule de Chernoff 

donnée par Dacunha-Castelle [ D a c ] ,  permet de l 'enoncer ,  sans modifica

t ion  de la demonstration, sous la forme suivante:

THEOREME 5.9.  Formule de Chernoff.  Soi t  (Yjpjpi une su i t e  

de var iab les  a l é a t o i r e s .  On suppose que v é r i f i é  les  t r o i s  hypothèses 

suivantes

(5 .9 .1)  EexptYN = <^(t) < + ~, Vt CIR

(5 .9 .2 )  ^  ln<^(t)  - H t )

simplement sur ]0,+°°[, t  e s t  derivable  sur ]0,+OT[

(5 .9 .3)  Ŷ| n ' e s t  pas asymptotiquement dégénérée.

Alors ,  s i  a> V +(0):  lim ^  lnP(YN > Na) = - L ( t ) ( a ) .
N“>f°°

REMARQUE. L'hypothèse 2 e s t  équivalente à la condition apparamment 

plus f o r t e :

fi- l n ^ ( t )  \Kt) e t  ^(ln4>N) ' ( t )  V ( t )

uniformément sur tou t  compact de ]0,+° [ .  Ceci e s t  du au f a i t  que les 

fonctions ^  l n ^  sont convexes. (Voir le théorème 4.19, par exemple)



PROPOSITION 5.10. Si a v é r i f ie  2.5 e t  Tune des hypothèses 

de l ' i n é g a l i t é  G.H..s.:5.6.1 ou 5.6.2,  a lors :

Va > nax</((p,h0), lim 1  f^’h°(MN>a) = -p[Vp^h (a)-1 nf Vp^ (t:)]. 

Rappelons que inf  vpff, ( t )  = ^ ( P . h g ) .

DEMONSTRATION. Nous allons appliquer 5.9 avec = S^

N N N
fy( t)  = ZN(p,h0)-1/  N exp(t 2 xi )exp|(h() z xi + ^  ( 2 xj )2)]a<8*N(dx)

IR i =1 i=l i=l

= ZN(P»ho  ̂ ZN ^ ’h0+ jT̂ 

f  'k(t) = “Pf’u (P» r-) * PF(P»hf))«
"  "  N^+o» n o  P

Comme a v é r i f ie  5.6.1 ou 5.6.2 , t  e s t  dérivable en tout point d i f fé ren t

de 0. Les hypothèses de 5.9 sont bien vé r i f ié e s .  D'autre pa r t ,
+ a+F

i  1 (0) = - gpj—(P ,h ) |h=h = max (p,hg) (voir 5.4).  Finalement, en 

conséquence de 4.15.3:

L(\|0(a) = sup[at-\Kt)]  = sup[at+pF. ( p , | ) ]  - pF(p,hn) 
t  t  n0 u

= sup[at-pL(Ve . )(!■)]- pinf V . ( t )
t  p,n0 p t  P» 0

» p sup[au-L(V h ) (u )]  - pi nf VR . (t) 
u p,n0 t  p,n0
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/ N
= P(VB h (a)-inf V . (t)) . 

p* 0 t p,f10

Mais a > max ( M 0 ) «  vp ,h Q^a  ̂ = VM 0 ^  * °

h0
(m), Vm O»h0).
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III - QUELQUES GENERALITES CONCERNANT

LES PROCESSUS
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6) Processus mafkovlens non-linéaires

Le cadre: (S, ^f(S)) est un espace mesurable* tï est muni de la plus 

petite tribu rendant mesurables toutes les applications: 

tt(S) ]R
où A e <g(S).

y y (A) 

n -  s * +

On note X le processus canonique défini par: X = (X ) :
t>0

Œ est muni de la famille croissante de tribus

IRxft - * ■ S

(t,w) -> Xt(w) « w(t)

F = 0(X , 0<o<t); F = V F 
Z S t>0 C

Notations : Xfc ° p = p*, v P e ïï(fi)

(0t)t>Q est la famille d'opérateurs de translation définie par:

Vt>0, 0 * q  , . Vs>0, X « e -  x..
t |o) -> 0 (u), s t t+s

Définition 6.1

Un processus de Markov non-linéaire sur S est vme famille de probabilités 

sur (iï3 F) : e t\(S) } c i\(ü)s satisfaisant aux conditions suivantes:

n y  (  O  1 _ y  TD

(Mnl 1) V B a V 3 { e s t  mesurable.
y

(Mnl 2) V\i e tr(S), pjj = y

(Mnl 3) Vt, u>0, Vf e M^(S), Fy e ir(S)3

(Ft
t>(:0
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EV v (xt J  1V  -  EP Ĉ W  1V  = \ + W  °  et  
y y Pt

Remarque 6 . 2 : Mn£ 3 e s t  équ iva lent  à:

Vt,u  > 0, Vf € Mĵ CS), V y e ir(S)

EP Cf< W » Ft :i = EP Cf(W V  " ^  / f(Yu) |Y o = ‘ ^ V  
y  y  t

y

où Vt>o,Yt: ^ tof(t) 8t (Yt \ > 0 est une coP*e indépendante de S

La première égalité de Mn£ 3 est la propriété de Markov, tandis que la 

deuxième donne la nature de lfinhomogénéité temporelle. Comme nous le 

verrons plus loin au chapitre 8. , un exemple de processus continu 

markovien non-linéaire est obtenu lorsqu’on cherche la solution de: 

dxfc = b (x t , pÜ)d t  + a ( x t , pÜ)dwt

P = <£(x)

La proposition 6.3 et la corollaire 6.5 donne le lien entre le Markov 

ordinaire et le non-linéaire.

Rappelons qufun processus de Markov ordinaire (voir par exemple: [Dyn])

e s t  d o n n é  p a r  u n e  f a m i l l e  d e  p r o b a b i l i t é s  s u r  (fi, F): { P ^  > x  6 S } c  tt( Œ ) ,

x

satisfaisant aux conditions suivantes :

(Ml) VB £ F, { S * est mesurable.
x  6

x

(M2) V x e S ,  P? = <5
o x

(M3) Vt,u>0, Vf e M^S), Vx e S
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E [ f< x t+u) i F t a -  v  “ < W x t > : -  \  ltix»n
Sx 5X ^

Ml permet de donner un sens aVP = / P^ y(dx), pour tout y de tt (S)
^ S x

Alors P , ainsi défini, vérifie M2 et M3, où S est remplacé par y. 
y x

Proposition 6.3

Un processus de Markov non-linêa ire  e s t  un processus de Markov

ord ina ire> s i  e t  seulement s i :

(6 .3 .1 ) P = f  P. \x(dx)3 Fy £ tt (S)
^ S x

Remarque : 6.3.1 a un sens en raison de Mn£ 1.

Par la suite nous emploierons des versions conditionnelles 

régulières dans les démonstrations, par commodité d’écriture. Les 

résultats énoncés dans ce chapitre sont vrais, même sans lfexistence 

de ces v.c.r.

Démonstration de 6.3:

a) condition nécessaire: par hypothèse: Ep [f(X^)IXq ]o 0 =

pÉ ôx4 
y t

Prenons t = 0, alors:

<f,pj*> = Ep [f(X )] = Ep Ep Cf(X )|X ] = Ep Ep Cf(Xu)] 

y y y y ôx
• O

= Ep <f, Pg > « <f, / P* y(dx)>
y X S x

o

b) condition suffisante: V(j) e M^(S):

Ep {*(Xo) Ep [f(Xu)|Xo]} = Ep [<J>(Xo) f(XQ)]

Pfc PC Pt
y y y

[ f  (x u) ]
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-  /  Ep U<J) (Xq) f ( x u) ] p j  (dx) (par hypothèse)
S 6

x

= /  <f>(x) E Cf(X )1?* (dx)
S 6 u y

X

= E (4>(X ) E [ f ( X  ) ] } ,  donc
r O r o U

p* x
y o

Ep [ f (X u) |Xq] = Ep [ f ( X  ) ]  e t par conséquent, d ’ après MnS, 3:

pt SX “
P O

Ep [f(Xu)|Xo:o0t - E  :f(Xu)] 0

Proposition 6.4

Si {P^j y e u(S) } est un Markov non-linéaire et si on définit: 

Vt>oi V]ie-n(S), Û v) - P* 

alors (Û_)_i_>o est un semi-groupe d’opérateurs (éventuellement non 

linéaires) sur ir(S)
démonstration: Pour e ffe c tu e r les calculs suivants, nous u tilis o n s  

la  remarque 6 .2 .

Vt ,  u>0, Vf e Mb , Vy e tt(S) ,

< f ,Ut+u (y)> -  Ep Cf(X ) ]  = Ep Ep [ f ( X  ) | X  3
y y y

-  E E [ f ( Y  ) |Y  = X  l  = /  P (du) /  (Y ( w' ) )P (dœ’ lY - 
y pt  n p n'  u p

y

= /  f (Y (o)')) [ / P  ( * | Y _ =  Xt (w) )P. (dw)] (dw’ )
P
P

a' u n ■ p4 ° y

:Xfc (ü)) )

epv,)it+u'
C f ( x ,

y
ep 6,

X
t
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où / P (•|Y = X (w))P (du) = v(») est défini faiblement,

S! P £ ° 1 Vy

Il est clair que v  est une probabilité. Il reste à prouver V = P , car
Py

si c’est le cas

<f,U (y)> = <f(Y ),v> = <f,Pu > = <f,U (P*;)> = <f,U °U (y)> 
ltu u pt u y u t

y

Preuve de v  = P :
Py

V A e v(A) = / P (A|Y = X. (ü))) P̂ (dto)
S2 P* ° * y

= f P (A|Y = X (w)) P (du) (Mil* 2 =>^.(Y ) = P*) 
pt ° t pt o y

y y

= P t (A) □
P
y

Corollaire 6.5 est un semi-groupe d'opérateurs linéaires (pour

les combinaisons convexes) si et seulement si{P^3\iev(S)} est un Markov 

ordinaire.

démonstration: C'est une conséquence immédiate de 6.3 et 6.4 □

t "  f -  4 - c

6.4 s'écrit: (6.6) Vt, s > 0, Vy£7r(S), P = P
ps y
y

Corollaire 6.7 Vt > 03 V]i e tt(S)3 6 o P = P
-------------- H t y pt

y

démonstration: C'est une conséquence de 6.6 et de la propriété de Markov □ 

De manière imprécise, on peut dire qu'un processus markovien strictement 

non linéaire garde la mémoire de sa condition initiale. Si n'est

pas linéaire, il n'est pas possible de considérer son adjoint comme

.0t>L<«*>:C orolla ire  6.5
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dans le cas du markov ordinaire. Toutefois, c'est une notion partielle 

d'adjoint de (U ) q qui va nous permettre de démontrer la proposition 

6 . 12 .

Lemma 6*. 8 Définissons: V o <  s s t, Fy e: t\(S), V f c  M^(S), V x e  S 

(6.8.3) T to f  (x) S Ev lf(X. )\X « xl

P

S tr ~C—S O
T>SV p
y

alors V o ̂  s < l^ye ïï (S)

(6.8.2) T* TU . = T?
K JSp p p 
y y y

Remarque D’après 6.8.2, pour y donné, (T*1 ) est un semi-
ps
y o S s < t

groupe généralise d'opérateurs linéaires (pour cette notion, voir [Nev])

Remarque Une conséquence immédiate de 6.8.1 est que si on note

s t t“S t
V = P , alors T g = T q , ce qui signifie que T g ne dépend de s

Py Pv Py

que par P®.
y T d) -  <|)

P
En particulier, lim y______ (limite forte dans &(S)) ne dépend

t+s t - s

g
de s que par P^, ce qui permet de définir:

(6.9) G(v)<j> = lim (Th <f> - (j))h“1 = lim (T* <p - <J>)(t-s)-1 (où v = PS), Vs
h+o P° t+s P y

v  y

V» —1
si <f) e D(G(v)) = {<)>£ (S) , lim (T q<J) - 4>)h existe dans M^CS)}

h^o P
v

Le cas S =

C„( 1R̂ ) = V(  1R̂ ) est muni de sa topologie usuelle.K

> o
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V 1 ( IR^), son dual, est lfespace des distributions.

P r o p o s i t io n 6\ 10

G(v) é t a n t  d é f i n i  corme en 6.9> s i  pour t o u t f-m a:

c ' (  md ) C D(G(v)) e t  G(v): V(]Rd ) -*■ B A l R d ) e s t  c o n t in u, 
k b

a lo r s : Ky e v ( TRd ) , V t > o 3 ( U ^ )  = A* (Uf \i) (dans V ' ( ^ d ) )  où

Uhv - v , ,
A*(v) = G (v )* (v )  = lim ---t—  (dans D 'O R  ) ) 3 Fv e uC I? )

M o  n

e t  G(\>)*: (Bh ( B d) ) '  ■+ V ’ ( B d ) e s t  l ' a d j o i n t  de G (v ) .
T d> -  <j>

oo H P  f  H
preuve: V <J> e C„( TR ), lim y = G(P. )(cf>) e B, ( 1R ) , et:

K , . i U b
u+t u - t

¥ o <  s ^ t, T1" 4> = T4* G(Pt)<J) ( car nous avons des limites
dt pS pS y dt dtT

y y

fortes de ^-groupe)

Vq € (B (lRd))’, < T* d>, q > - <Tt G ( ? b (<(.), q> ,
b dt ps Bfc, B s y B , B

y y

■  -=»• G(p!?* '’l'W'v.V
y

Nous avons note U* pour l'adjoint de .
PS PS
y y

La dernière égalité a un sens car G(Pt) est continu et: V -* B,

y dense b

°r: < t1 4>, q> B i = «t>, j r  üfcsq> R B , , ou : 
dt Ps Bb ’Bb 6t Ps V Bb

y y

9 t
U q est défini au sens faible, 

pS
U

V r n(I,d!, f m a:
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Comme (B, (3Rd))’ V 1 ( ]Rd) , on déduit: 
b

V0 < s < t , V y e ï ï (  ]Rd) , V q e (B ( ]Rd) ) ' , Ufc q ~ G t t S V f q )
D dt „S |J S

V V

(dans V ' ( lRd))

La proposition sera donc démontrée en prenant q = P^, si on prouve que:

Or: Vfe B, ( ]Rd), <f,Ut (PS)> = <T 
b psv y'

U

> = <f, pfc> 
y □

Remarque Contrairement au cas linéaire, on ne peut rien conclure sur la 

densité du domaine de A*. Même si le processus est continu â droite 

(dans ce cas D(G(v)) est dense, pour tout v e iT(S))rien ne permet 

d'assurer, dans un cadre général, que v e D(G(v*)).

Observons finalement que, lorsque le processus est markovien 

linéaire (ordinaire), G(v) ne dépend pas de v.

Ufc (Ps) =
pS n y
M

‘ s f >pu> = Ep S
Pu Ps Ps

y y

= <f, Pt_S: 
PS

y

ff<
(xt-8> 'V
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7) Le problème des martingales

a) Le Cadre S est  un espace polonais  

L'espace canonique est  fi = C( IR+ , S)

On note X= (Xt ) q le processus canonique fi e st  muni de la famil le  

croissante  de sous-tribus F = a(X ,o ^ s^ t ) , F = y F
t S tiO t

On munit fi de la topologie  de la convergence uniforme sur tout borné de 

IR+ .

Proposition 7.1 F = 8(fi)

Vt > o3 = a { B c fi; {a>|[o ^  ai e B} e (C (Co3 t~\3S) )}

Proposition 7. 2 Si S est polonais alors fi est polonais 

Les démonstrations sont c lassiques  □

b) Le problème des martingales

G: = D(G) -*■ B^(S) est  un opérateur 1 inéaî r e , de domaine D(G) ,

sous-espace vector ie l  de C^S).  G es t  éventuellement non borné

Définition 7. 3 On dit que P: % + résoud le problème des
x

martingales sur fi* de générateur (G3D(G)) si:

(7.3.1) Vx € S3 P° = x oP = ô
X  O  X

(7.3.2) Vx e S3 V\p e D(G)j M^(t) = <p(X(t)) - f* G\p(X(s))ds est une 

P -martingale pour (V)
CC u ~tÿ—0

On écrit P^ résoud PM(x3G3D(G)) et P résoud PM(G,D(G))

Remarque 1.k Pour tout îp de D(G) et tout x de S, e st  continue en t 

et  {M^(t,u>), a) e fi} e st  borné.

s)cbG:

M1



-82-

c) La propriété de Markov

Nous donnons au théorème 7.B une condition su ff i sa nte  pour que le 

processus X s o i t  fortement markovien.

Remarque 7.5 Puisque fi es t  métrisable et séparable,  pour tout temps 

d'arrêt  t , F̂_ es t  une sous- tr ibu de F qui possède un système dénombrable 

de générateurs.  (CF [P ri ] )

Remarque 7.6 Puisque fi e s t  polonais ,  Q étant un élément de 

■ff(fi), i l  e x i s t e  une version régulière  de Q(|F ) ,  c ' e s t  à dire un noyau 

N(tu,A) tel  que:

1) VA e F, N(*,A) e s t  F^-mesurable.

2) Vw e f i ,  N (u ,  • ) € Tr(fi)

3) N(-,A) = Q(A,Ft ) Q-presque sûrement.

Notation: Les opérateurs de trans lat ion sur fi

0 :̂ fi fi 0t O)(s) = co(t+s)

0^ : f i  f i  0 _ ^ w (s )  =  co(x ( cü) + s )

P roposition 7.7 S o i t  P = {P _3 x  e S} une so lu tio n  de PM(G3D(G) )cc

Supposons:

(7 .7 .1 ) I l  e x is te  un sous-ensemble dénombrable A (G) de D(G)3 t e l  que

Y t+ c o  y i-x»
Vty e D(G)3 3{ij> j  n ^ l }  c A (G) 3 t .q .  \p ---------> + ip e t  Gÿ --------> + Gÿ

n n simplem~ simplemT

e t  { | | \[> | 13 II Gtyn I I » n t  1} e s t  borné.

S o i t  T un temps d 'a r r ê t  borné. S o i t  co -*■ çF(ui) une version  régu lière  de

V " V
A lors, i l  e x is te  un sous-ensemble N' de fi qui e s t  P^-négligeable e t  t e l
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(a) Vu i N 3 V\\> e D(G), ÙM (i,t) = M (T+tJ - M (t) est une gF-martingale
X  \jJ (a)

par rapport aux 0 (F̂_)

(h) Si on pose IIe(•) = Q? (Q / (Vu i N )
r 0) co T ( (tij x

ïF est une solution de PM(X (coJ, <7, D(G))
(0 T

Remarque: Nous verrons plus loin que 7.7.1 n'es t  pas très r e s t r i c t i f  

dans les appl icat ions .

démonstration de ( a ) : On veut: Vw i  Nx , V o^s^t, VA e 0 ^ (Pg) >

(7 .7 .2 )  E x  [1 (ü) AM. ( t  ( oj) , t )  ] = EqX H ^ w )  AM , ( t  (oj) , s )  ]
Ti) V Ü) ^

VB e F Ep [1 (w) E x ( l A(ü)AM, (t (Ô>) , t ) ) ]
X co

= EP [ l B ' A % (T+t) -
X

■  EP n BV V T+s) - V T)>:
X

= Ep [ lg  E x d A(w) AM, (t (cü) , s ) ) ]
X 0)

L'avant dernière é g a l i t é  est  due au f a i t  que ^ ( ^ g )  c ^T+s > donc 1^1  ̂

et M , ( t ) sont F -mesurables et comme T e s t  borné on peut appliquer le
IfJ T+S

théorème d'arrêt à la martingale M̂ .

D'après le  théorème d'ex is te nce  de v . c . r  dans un polonais (Remarque 7 .6 ) ,

A il)il  e x i s t e  un ensemble N ’ T. , P -négl ig leable  te l  que:
S 9 L X

A iD
Pour tout a) n'appartenant pas à N * , 7 .7 .2  e s t  v é r i f i é .

s , t

Notons un système dénombrablede générateurs de 0 ^ (F ) (Remarque 7.5)

que:

(t ) ) ]

F
s

Notons
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et posons s (U t + A£Up

s<t S

Compte tenu de 7 . 7 .1 ,  est  P^-négligeable et:

Vu <| N ,̂ Vip e D (G) , V o < s < t ,  VA e e ' 1 (F ) ,  7-7-2 est  v é r i f i é .

En e f f e t ,  s i :  Vn S o ,  s , t e dl+ , s 4- s ,  t - t - t . s   ̂ t , A e Fn n  n n n n n s
r»

i A — :— > i A 
A D An P .p .s  x r

et 7-7-1 : ÿ e A (G), \p ------ T> ip, Gip ----- —> Gÿ, { I lÿ I I , MGijH I ,n>1}
I l  I I •  “  I l  m -  i l  ns imp simp

est  borné alors

1. AM, (r+t ) - s ----------> 1. AM. (x+t)A ip n P . p . s .  A \p n rn x K

1A AM. (t+s ) —=----------> 1. AM.(x+s)A \p n P . p . s .  A ip n rn x K

et on peut appliquer le théorème de convergence dominée, de sorte que

(a) est  démontré.

Remarque 7-7-3 Pour la convergence dans iJ (P ) i l  e st  nécessaire  et  

suf f i sant  d'avoir les  convergences en P^-probab i 1 i té \p n -* ip, Gipn~>- ÿ  e t  la P?

équi- intégrabi  1 i t é  de {AM. , n i l } .  Mais ceci  doit  être  v é r i f i é  pour
n

tout P , (x € S ) ,  de sorte que dans le  cadre d'un thèorème général où

{Px> x e s} n'es t  pas préci sé ,  la condition 7-7-1 n ' e s t  pas très  r e s t r i c t i v e .

démonstration de (b) Prenons B e F et A = 0 ^(B)------------------------------------- :—— s T

EqX (1a AM̂ (t , v) = /  1A ((jü)AM (̂t (w) , v) (w) Q*(dw)

N1
x ipe i(G)

n a
s .

I V 0
(ü))(û))IDJji

[XV(e1(w)©)) -ÿ<x„<■eT(u)
:ü))) f VG\pi

o
(X.
Il t»)

(îaj)>))du]QXU)[du)



-85-

= Ehx ( 1 b AM (o , v ) )
0)

2 2 
D ' a u t r e  p a r t ,  i l  e x i s t e  N é l é m e n t  d e  F, t e l  q u e  P (N ) = 0 e t  p o u r  t o u t

X  X X

% 2
0) n ' a p p a r t e n a n t  p a s  a N^:

H*<û,  xo t e )  -  xt (w) M )  -  ( £ { ; ,  xo ( 0 t M ® )  -  XT ( W ) (W) }

•  P {w,  X (w) -  X It M m ) -  1

1 2
F i n a l e m e n t  on p r e n d  N = N u N □

X X X

Théorème 7.8 Supposons que PM(G3D(G) ) admette une solu tion  unique3

que (G3D(G)) v é r i f i e  7.7.1 e t  que j S -* JR s o i t  mesurable pour tout

x -* P (B) x

B de F.

Alors {P j x e S) e s t  fortement markovien.
%JC

d é m o n s t  r a t  î on : . L ' u n i c i t é  e s t  é v i d e n t e .

S o i t  t un t e m p s  d ' a r r ê t  b o r n é  a l o r s :

VA e F s ,  Vx e S,  P [ 0 ~ 1 (A) | F ] ( w)  = ^ ( © " ’ ( A) )  = H * ( A ) , P . p . s .
✓ \  l  L CU L (Jl) / \

Ma i s  d ' a p r è s  l ' u n î c ï t é  d e  l a  s o l u t i o n  d e  PM(PT ^ ,  G, D ( G ) ) :
x

Vw i  N , HX (A) = PT ^ ( A )
X  (jl) X

d o n c  V(jü i  P ^ ^  (A) = PX^ 9 T  ̂ (A) IF ] (w) , q u i  e s t  l a  p r o p r i é t é  de  Ma r k o v

f o r t e  p o u r  t o u t  t e m p s  d ' a r r ê t  b o r n é  e t  q u i  i m p l i q u e  l a  p r o p r i é t é  d e  

Ma r k o v  f o r t e  p o u r  t o u t  t e m p s  d ' a r r ê t .  □

On d é f i n î t  l a  f a m i l l e  d ' o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  Pâ r -

Vt  > o ,  T : I Bb (S)  -> IRS ; Vx e S , T ^ ( x )  E Ep [t|>(X ) ]

* ) x
T

□

t>o
p a r .
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t

(7.9) r D(G), T îp(x) = I| ;(x) + /  1 (Gi|»)(x)ds
t  o s

R e m a r q u e : e s t  b o r n é  m a ï s  n ' e s t  p a s  a p r i o r i  m e s u r a b l e .

Ppoposit i on 7.10 Considérons les deux proprié tés  :

(7. 10.1) Vt > o3 x -* P  ̂ e s t  mesurable .x

(7.10.2) Vt > o. x -+ P  ̂ e s t  continux

où 7}(S) e s t  muni de la topologie de la. convergence é t r o i t e  e t  de la 

tribu des boréliens correspondante

(7.10.1) => Vt > o3 Vty e Bb (S)> T \p € Bb (S)

(7.10.2)  => Vt > o3 V\\) € Cb (S)3 T i/j e C^S)

d é m o n s t r a t i o n :  x  > P t  ■> < ^ , P t > = T i|j ( x ) où  l a  d e u x i è m e  a p p l i c a t i o n  
... x x t

e s t  c o n t i n u e  s i  € C ^ ( S )  ( p a r  d é f i n i t i o n  de  l a  t o p o l o g i e  de  n ( S ) )

e t  m e s u r a b l e  s i  ip e ^ ( S )  ( c a r  S e s t  m é t r î s a b l e  s é p a r a b l e  d o n c  n o r m a l  

à b a s e  d é n o m b r a b l e  d ' o u v e r t s )  □

Si  l a  c o n d i t i o n  7 . 1 0 . 1  ( r e s p  7 . 1 0 . 2 )  e s t  v é r i f i é e ,  T e s t  u n e  c o n t r a c t i o n  

p o s i t i v e  d a n s  ( S ) ( r e s p  C ^ ( S ) ) .  En c o n c l u s i o n :

Sous les hypothèses de 7.8 ( T ! ^ >Q e s t  un semi-groupe markovien sur B^fS)

A p a r t i r  de  m a i n t e n a n t  l e s  h y p o t h è s e s  de  7*8  s e r o n t  s u p p o s é e s  v é r i f i é e s

d)  Le T h é o r è m e  d e  H i 1 l e - Y o s î d a

Du f a i t  q u e  l e s  t r a j e c t o i r e s  s o n t  c o n t i n u e s  ( à  d r o i t e  s u f f i r a i t ) ,  

( T ^ ) t > o  e s t  f o r t e m e n t  c o n t i n u .  L ' i n t é r ê t  de  c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  q u ' e l l e

p e r m e t  d e  c a r a c t é r i s e r  l e  s e m i - g r o u p e  p a r  s o n  g é n é r a t e u r  ( c e t t e  c a r a c t é 

ll  e s t  c l a i r  que :

TR e m a r q u e :
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r i sat ion ne peut se fa ir e  que sur { f ,  T f  -*■ f})
U o

Appelons 9 et V(g) le générateur de et son domaine:

T f - f
V(g) = { f  e B^CS), 1im — ------  e x i s t e  et appartient à B^(S)}

t lo

T f - f
Vf e V(g),  gf = Mm -----

t+o

Théorème 7.11 ( H i l l e -  Yosida)

So ien t B un espace de Banach e t  g un opérateur lin é a ire  su r B.

Pour que g s o i t  le  générateur in f in i té s im a l d 'un semi-groupe de contrac

tio n s  sur By i l  e s t  nécessa ire e t  s u f f i s a n t  que le s  conditions su ivan tes  

so ie n t s a t i s fa i t e s :

a) Le domaine V(g) de g e s t  dense dans B.

b) L ’équation  À/-g ( f)  = h a une so lu tio n  f  e V(*j) pour to u t h 

de B e t  to u t X > o.

e) 11 Xf -g( f )  Il  ̂ IIX/II,  Vf  e V(g),  V\ > o

démonstration: Voir[Dyn],  [Yos] , [Nev]

Remarque: Lorsque (g,P(g))  v é r i f i e  7 - l l . c  on di t  que g e s t  d i s s î p a t i f  

sur V(g)

7-9 nous permet d 'écr ire  (7-12) Vip e D(G), gi|> = G\p. Par conséquent

(G,D(G) ) es t  d i s s i p a t i f .  Il se peut que D (g) <= B. (S),  alors la condit ionx b

7 . 11 . a n 'es t  pas v é r i f i é e  pour G. Toutefois (Tt ) t>0 est  entièrement

déterminé par la donnée (G,D(G)) s i :

--------------- ----------------- - simple
(7.13) { tM  D(G), lliMI s 1 } = (ÿ e Bb(S),  I lÿ| I < 1}

< v t>o et son domaine:
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où Â s ‘mP^e e s t l ’adhérence de A pour la topologie de la convergence

simple. En e f f e t ,  c*est  une conséquence de la dé f i n i t io n  de (T ) „ et  
r t t ̂ o

du théorème de convergence dominée. Nous précisons c e t te  remarque au

théorème 7 . 19.

e) Des résul tats  de dual i té

Nous appelonst/*(S) l'ensemble des mesures a -addi t ives  signées  

bornées sur S. tA(S) es t  muni de la norme de la variat ion sur S. M(S)' 

est  son dual .

I 0
P roposition 7.14 -> <,lj(S)' l ' i n j e c t io n  e s t  isométrique.

démonstration: I B, (S) -*-A(S)'  □
--------------------------------  i 5

f  ■+ <f,*>
l| P*

Nous appelons f  a i fa 1 e (w) la topologie o{<y(S) 1, <-■ i>(S) ) ,  et w-lîm la 

l imi te  correspondante.

Proposition 7.15 e s t  W-fermé

démonstrat ion : f a c î l e  □

Proposition 7.16 et ’-(S), Vt £ o> Uai = f  P^]i(dx)v s  x

(U )̂ _ e s t  un semi-groupe de contractions p o s i t iv e s  sur^ ( ( S ) . 

Vt > o3 Ut (-n(S)) c tï(S)

Le semi-groupe a d jo in t  de (Û )_̂ _>o coïncide avec (T ^ >Q suv B ^(S). 

démonstrat ion : f a c i l e  □

Nous appelons g le générateur fa ib le  de (T et V{g) son domaine,

(S)hProposition 7.14

(s)Proposition 7.15

(vt>0
, et V(g) son domaine,



-89-

T tp-ip

P (g) ” <: ( S ) , w-lim — -—  e ( S ) 1-
t+o

Tt ^
V\p e V(g) , gty = w-lim _____

t-t-o t

Il es t  c la i r  que (g,£>(g)) prolonge (g ,#(g) )

Proposition 7.17 g caractérise

démonstration: Voir [Dyn] ü

Proposition 7.18

f rj 1 U /j Jn b J b Jn

déf i ni s  par:

V { f . n è l } c B h ( S ) ,  V f e B  ( S ) ,  f  f  <=>

i\\f IL n>l} est borné 
n

démonstrat ion : c lass ique □

Ce qui permet d'écr ire:

7.7.1 <=> Il e x i s t e  un sous-ensemble dénombrable A(G) de D(G), tel  que.

Vrp e D (G), 3{iji , n>l} c A(G) , n W
° G1I1 -»• Gip

n w

7.13 <=> D(G) W = (on a u t i l i s é  7.15)

Finalement nous obtenons le théorème de carac tér i sat ion de la loi de X 

en fonction de (G,D(G)):

Théorème 7.19 Si • PM(G>d(G) ) admet une solution unique e S'}

• (G,D(G)) vérifie 7.7.1 • D(G) vérifie 7.13 • Vt â o, x->P^ est mesurable
x

Alors (T^^ > a est un semi-groupe fortement markovien sur B,(S), dont

simplement ‘r

{ p X
9X € S }

Bb
(s) (on a ut i l i  sé 7 . 15)
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Le générateur fa ib le  g e s t  la clôture fa ib le  de G dans (SJ

démonstrat ion : Se déduit facilement du fa i t  que le générateur fa ib le  

d'un semi-groupe fortement continu (<=> faiblement continu) e s t  faiblement  

c los  n 

S = IRd

Proposition 7.20

Si S = JRd e t  G: D(G) = [ £  ( Bd) ----- > Cv( JRd)

/  ’----- > Gf = l a ü ïPf
Q=o

(3) J * ,  » v (3 ) ^  / . ou a D f(x ) = l  . a d £ 75- --------- /  (x)
Z e { l 3 . . . 3d r  V  • • •>*; dæz r " x i j

( i  )e t a £  e s t  mesurable e t  bornée sur tout compact 

Alors les propriétés 7.7.1 e t  7.1S sont vér if iée s

Remarque: La proposit ion 7.20 est  démontrée dans le cadre général  

k e IN, mais la condit ion de d i s s i p a t i v i t é  de G n'es t  v é r i f i é e  sur un 

domaine D(G) suffisament grand (au sens 7 . 13) que pour k = 1,2.

La proposition 7.20 e st  vraie lorsque D(G) = C ( IR̂ )
K

00 / d \démonstration: 7.13 e s t  une conséquence du f a i t  que C„ ( IR ) es t..... |\

faiblement dense dans B (̂ IR̂ )

7.7.1 e s t  une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lerrme 7.21

(cP (  JRd) 3 III III e s t  séparable3 où I I 1/1 I 1̂ , = I 1/1 1̂  +

* h  3=1 U { l 3 . . . 3d Ÿ  'èx



-91-

k d
On peut construire A dénombrableet I I | | | |̂ -dense dans Ĉ  ( JR ) de sorte 

que:

K f e ( J?^k 3 K compact deJR^3 3 { /  , n>l} c A,  t.q.
K ¥1

I'll I l k
Vn>l3 supp(f ) c K et f —----------->  f

n + + 00

Ce lemmé' nous permet d 'o b te n i r  une p ro p r ié té  plus f o r t e  que 7 . 7 . 1 ,  où 

les convergences (w) sont remplacées par des convergences uniformes.  

démonstration du lemme; Pour s im p l i f i e r  les notations nous prenons 

d = 1. On pose Kn = [ - n , n ] ,  n  ̂ 1. Fixons n > 1 pour le  moment.

On note cj  ( IR) = { f ,  f  e Ĉ  ( IR) e t  supp(f)  c K } 
n n

On s a i t  que (C^ ( IR), I l  I l ^ )  est un espace de Banach séparable ,  i l  en 
n

est de même pour ( [c£  ( IR)]k+1, £ I l  l l ^ ) .
n j=o

k r
Soit  P 1 ' isomorphisme isométrique P: (C„ ( IR), I I I  I l k )  — > (V , £ || || )

i\ k n #
n n

J=o

- > P f = ( D j f ) .
j  =o, 1 , . . . ,  k

où Wn = P(c£ ( IR ) ) * *  [C° ( IR)]k+1 
n n

Par le  théorème de l 'a p p l i c a t io n  ouverte ,  e t  du f a i t  que 

k
(W , J I I I  k)  est complet (c la s s iq u e ) ,  W est fermé dans [C° ( IR)] +  

n : n K ,j - o  n '

k
c ' e s t  donc un Banach séparable e t  i l  en est de même pour (C., ( IR), I I I 1 1 1 . ) “

K k
n

k

P_1 (wn > l M I I J .  En o u tre :  Vf e c£( IR), 3n > 1 t .q .  f  e Ck ( IR).

fv_
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k
Finalement, si A est  dénombrable et  dense dans C ( IR), a lors  A = U, A 

’ n K n=l nn
k

est  dénombrable et dense dans C ( IR) . □
K

S de dimension in f in ie  

Le cadre

S = H' e s t  le  dual topologique d'un espace de hi lber t  séparable:

H. On peut considérer deux topologies naturel les  sur H'. On note Hg,

H' muni de la topologie  forte  (de la norme) et H' , H' muni de la
a

topologie fa ib l e  cr(H', H)

Hg n'es t  pas i d e n t i f i é  à H, par contre (H^)' = H" est  i d e n t i f i é  à H.

On note = C( IR+ , H') et 12 = C( IR+ , H')
p  p  a> • °

Remarques : En dimension i n f i n i e ,  HJ n'es t  pas complet et  par conséquent 

Œ0 n'es t  pas complet, contrairement à Œg qui es t  polonais.

Bien que Tr(HA) = tt(H') (on montre facilement que J5(H ' ) =J) (H') ) ,
& o B o

en dimension i n f in i e  Tr(Qg) * tt̂ ) ,  puisque c .

D éfin i t ion  7.22 On appelle opérateur de d i f fu s io n  sur H's tou t  

opérateur l in éa ire  L3 de domaine D(L): un sous-espace v e c to r ie l  de 

C^(H’) de la forme:
p

L: 'd (L) -*■ B(E')

f ( ‘ ) -*■ Lf(*)  = <b(*)t Df(*)>E ,^E„ + -  ̂ <a(-)3 D f ( * ) >E (R’Û ^ ’) '

où Df e t  D f  désignent les  dérivées première e t  seconde de f .

H'éjH' e s t  le produit  tens o r i e l  nucléaire  de B' par lui-même.

b: H'+H’ e s t  mesurables a-.B'^-H'Û^H' e s t  mesurable symétrique e t  p o s i t i f .
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a e t  b sont fortement bornés sur tout  borné de H’^

La définit ion 7.22 est choisie de manière à être cohérente avec la 

formule d ' I to  énoncée à la proposition 7-23. On note L(Ĥ  l'espace 

des opérateurs l inéaires continus sur H^.c^CH') est celui des opérateurs

de Hilbert - Schmidt sur Hi, muni de sa norme I I ‘ I L .
p i-

a+^(H') est l'ensemble des opérateurs nucléaires posit ifs  sur H .̂

(B ^( t ) ) t>o est un brownieu sur H', de covariance W e t | (H ' )

2
(B ( t ) ) t>o est un brownien cylindrique sur H', 

b: IR+ x ( \ ^ H ' ;  cf̂  : IR+ x &.-► L (H ' ) ; cfy IR+ x CL-* ^ ( H 1) 

sont des processus “ bien mesurables tels que:

VT>o, E[ /q | | b (s , * ) I l^,ds] <+°°, E[/^||({)1 (s.OoWjll^ dsl <+°°,

E [ / |  |<j>2 ( s , - ) l  I jds] <+°°

Proposition 7.23 (Formule d ’I to)

So i t  æ f =  x + f^b(s)ds + (s)dB^;  i  = 1,2. x  e L2<CL,F , JP) e t  t o o  o s o o

U  3 Daf et

2 +
Dgf soient  bornés sur tout  borné de JR * H*. Alors:

Vtîo,  =  / *  < t j M C d B p ,  DJ-ts .x l)  > B, ' H„

+ ft [ ¥  (s4 >  + < b M •

+ j  < a ( s ) ,  Dæf ( s 3x's ) >H,^^H,  ̂ ) ,]ds3 i  = 1,2

-h 1 2  f :  \JR x h 1 +  J? , C en t ,  C en x, e t  t e l l e  que

(t ,  x) f ( t , x )

v t>os -t,

-h
'*o

[
d S

(Syi + <b< e), s3xl
la V .H"

(H’$2H'') 1
,]<is. i 1,2

t^o(Ft:sont des processus
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Si (h .) . , est une base orthonormée de E et (h*.) . sa base duale dans
0 3^1 3 0^1

H'3 alors:

a At) = l ($At)o w bch*.) ®  (<pAt)o wh(h*.) e B*9 H'
1 ^ 3  1 t $ l

a0(t) = £  $0(t)(h*.) ®  4>0(t)(h*.) e
n>l ^ 3 ^ 3  1

preuve : pour une démonstration rigoureuse (avec H = H'), voir [Yor]

9fL'idée est la suivante: (on prend 7̂ - = o)

df(xt) = <dxt , t)f(xt;)>H , H|, +  j < d x t , ü 2 f(xt H dxt)>H i >Hm

= <4>(t)(dBt), Df(xt)>H ,jHll +  <b(t), Df(xt )>H , H„dt

+  j  <4»(t)(dBt), D2 f(xt)(4>(t)(dBt))>H , „ 

or, le dernier terne s'écrit:

et pour <f> e (H ' ) :

<f>(t) (dB ) » 4>(t) (dB ) = l ( £ <f> <|> ) h* » h* dt - 
z z î,j £ U  }JL 1 J

l <h. ® h., <j)(h*) ®<j)(hf)> h*®h*dt = £<|>(h*)®<J>(h*)dt
i,j,£ J H®H, H'®H' 1 J l

lorsque <t> e L (H1 ) , ifoW |  □

On considère les classes suivantes de fonctions:

2 2 2 
C , = {f: H* IR; f est de classe C , et f, Df, D f sont bornés sur b p

tout H 1}

2 2 2 
C = {f: Hg -»■ IR; f est de classe C , et f, Df, D f sont bornés sur

tout borné de Hi}

2
<d>Ht) dBt) 4>(t) (dB ) , D f (*)

>H'ê, HMI , (H'èj

e
a2 :h '). □
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C^,n = {f: Hg IR, 3 Qn , projecteur orthogonal de H1, de dimension n,

2
tel  que: f (x)  *= f(Q.n (x)) et f est  de c la sse  C }

». 2 71,
Lemrna 7.24 Toute fonotîoTi de C 3 e s t  la  forme:

x -  f(x> = ?  <1 <v{ , x> , V I  = f  U < v . , x > h c 2 ( 1f )  
t=l *

où ( v j  2<^<n s s t  un systèm e linéa irem en t indépendant dans E, e t  

< v v * . >  = 6 . .j V i,n  e { 2 . . . . , n } .  De p lu s :

to  « W*-> -  .1 /  t ^<vl<>æ>ti R ’^l<k<n^ vi  £ H :  *"

^  L  3« 5 *S = rffV r
■Z-it7 -L

preuve : f a c i l e  □

Il arrive souvent qu'un problème de martingales apparaisse naturellement

sous la forme cyl indrique suivante:

X(o)o P = ô et  x x

Vn > 1, Vf e C2 ( IRn) ,  Vv1 f . . . , v  e H,I n

f ( < v . , x ( t ) > 1 s . s n ) -  / *  ^  3. f ( <vk , x ( s ) > ]sksn) <v. , l>(X(s) )>H H,ds

4  ;o . ? A )  f ( < v k ' X ( s ) > l < k < n , < v i®v j '  a<X(s))>H®H,H'i1H'ds
l , J = 1  J J I

est  une P - martingale locale continue.

Ce qui,  compte tenu du lemma 7.24,  est  équivalent à la forme(l) du 

théorème 7.25 suivant:

n ( <v
' r x > E1SH ‘J l<'=k<rï>„■

®y .
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Theorème 7.2b S o i t  P une t ç i  de p ro b a b ilité  teZZe que X(o)oP ~ 5 . ---------------------  x  r  ̂ x x

Les <>inq propositions su ivantes sont équivalentes:

( t) Vn > 1, V f ( C2 ,n , = f ( X ( t )  )- f(X (  o)) - / '  Lf(X(s))-dr. 

c^l une mart ingale tonale continue.

2 f
(!’,) Vf e C^, e s t  une martingale continue.

2 f
( 3J Vf e ^ i QO* £ e s^ une martingale locale continue.

(4) Vv e Ht tJ3 (.t) = <v3 X(.t)-X(o)~ b(X(s) )ds> „ ut e s t  une
O n3n

martingale locale de processus cro issa n t AV ( t )  -  <y®y, a(X(s))>ds

(5) Vv e Hy XV( t)  = exp{ MV ( t )  -  ^  AV(t)  } e s t  une martingale locale.

démonstration: Voir [Yor]

Proposition 7.26 S i  l run des problèmes de martingales associé  à

7.25 . 1, 2, St 4 ou S admet une unique so lu tio n  {P 3 x  e H'} e tcc

s i:  Vt t  os x  + P* e s t  mesurable, a lors  {P 3 x  e H’} e s t  fortem ent
•T  3C

markovien,  e t  le générateur fa ib le  de ce processus de Markov e s t  la 

c lo ture  fa ib le  de L dans Ce processus de Markov s ’appelle une

d i f fu s io n  dans H*.

preuve: D'après le lemma 7.24 et la démonstration de 7.25 i î  est

poss ible  de ne considérer que 7 .2 6 .1 ,  à la place de 7 .2 5 .1 ,  avec:

~2 n f
(7 .26.1)  Vn > î ,  Vf r C * , est  une -martingale loca le  contînue  

où C2 ’n = {f:  H' -*■ IR, f ( - )  = f [ ( < v r -> ) l s U n ]; f e C*{ Rn)

Bb ( H ’ j Ce processus de Markov s 'a p p e lle  une
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et {v . ,  1<I<n} c ( h j , j  ̂ 1): base orthonornée de H'}

De plus,  la su i t e  de temps d'arrêt (Tp)p>j> Tp = ' nf { t ,  | | X ( t ) | | ^ ,  à p},

a  r

est  t e l l e  que: Vp î  1, Vn > 1, Vf f C , n , H T est  une martingale
P

continue.  Considérons la famil le  de fonctions {<J) , P — 1 ï » dé f in i e
P

par: Vp > 1 , Vx e H1, <(> (x) = ( l l x l l 2 ,) où
P ‘ P H

f p e C~( R),  1; f ^ y )  = 1, Vo < y < p2 ; ^ ( y )  = o,  Vy > ( p + l ) 2

~9 f
Clairement: Vp  ̂ 1, Vn > 1, Vf e C ,n , H T = H

P P

On note CD : l 'ensemble des fonctions continues à support dans 
BP+i

Bp+1 = {x e H1, I I x | | H, < p + 1},  

par conséquent 7-25.1 est  équivalent à:

(7-26.2) Vp > 1, Vn â 1, Vf e C2,n n B e st  une P^-martingale
P P X

cont i nue.

2 n
Il reste à prouver que: Vp  ̂ 1, (L,D(l) = U C ’ n C )

n>1 p+1

v é r i f i e  7-7.1 et  7-13» pour pouvoir appliquer 7-19- Or U, C2,n n C_
n2l “ ,1p+1

es t  une réunion dénombrable de fonct ions faiblement continues à support 

faiblement compact e t  de dimension f i n i e .  Le raisonnement de 7-21 peut 

donc s 'appl iquer,  ce qui prouve la propriété 7-7-1-

Finalement, i l  es t  c l a i r  que l 'ensemble des re s t r i c t io ns  à B
P

~2 n
de tous les  éléments de C ’ n Cg est  vaguement dense dans

n_ P+1

I
p

"tA

f * è
'"p

tAT
P

e s t une P - 
x

rcart ïngale
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l 'ensemble des fonctions faiblement borélîennes sur B , Mais les
P

fonctions fortement borélîennes sont les  fonctions faiblement boré- 

1iennes. □
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IV - LE SYSTEME DYNAMIQUE
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8 ) Une l o i  des  g r a n d s  nombres  pour  des  s y s t è me s  de di f f u s i o n s  

dve i n t e r a c t i o n  e t  à c o e f f i c i e n t s  n o n - b o r n é ;>

1. Introduction

Nous considérons le système de N équations différentielles 

stochastiques suivant:

N N
(1.1) dx?(t) = (| E b(xf(t),xj(t)))dt +(J E a(xV),xV)))dw, (t)

1 ]=l' 1 -> lN j=l 1 J 1

i = 1, ..., N

N d
où pour tout 1 < i < N , x^Ct) appartient à 3R et ŵî^i<i<N

est une famille indépendante de mouvements browniens à valeurs

dans 3Rd .

Une telle équation intervient dans la description de certains

systèmes de spins avec une interaction de type champ moyen. ([Daw],

[Léo]). 1.1 peut aussi décrire l'évolution dans 3R d'un système

de N particules identiques. La variation à l'instant t , du

ieme spin (ou de la position de la ieme particule) dépend non

seulement de x^(t), mais aussi du système global: xN (t) = (x^(t),

N
..., Une forme possible de la fonction b(x^,x^) est

b(x.,x. ) = v(x.) + f(x.,x.) , où v est un champ de forces extérieur,
J ] i N '

dans lequel se trouve le système, et ^ £ f(x.,x.) est la force
j=l 1 3

que l'ensemble du système exerce sur i (du fait de sa forme, 

c'est un champ moyen). Si a modélise l'agitation thermique, la 

température thermodynamique est de l'ordre de trace ( a a*) .

Nous nous intéressons à la limite du système 1.1, lorsque N 

tend vers l'infini. Puisque les N spins sont identiques, il est 

naturel d'étudier la limite en loi de la variable aléatoire
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XN = ^ l 6xN à valeurs dans les probabilités sur C(3R+ , IR̂ ) :
i = l i

l'ensemble des trajectoires continues de ]R+ dans ]R . (Pour 

une justification de cette idée intuitive, voir le théoreme 4.2).

Le résultat principal est énoncé au théorème 2.2 De nom

breux auteurs se sont intéressés à une telle limite, comme par 

exemple Mac Kean ([McK]), Sznitman ([Szn]), Dawson ([Daw]) ou 

Oelschlâger ([Oel]) (cette liste n'est pas exhaustive). Dans 

[McK], [Daw] et [Oel], la limite est étudiée à l'aide du processus:

]R -* {probabilités sur 3R }
.(1 • 2 ) 1

-»• N . ^ x ^ t )

ce qui donne une convergence moins puissante que celle obtenue dans 

[Szn] à l'aide de XN . Comme dans [Szn], nous utiliserons des 

résultats d'échangeabilité (voir, par exemple: [Aid]) pour obtenir 

la convergence en loi de XN . D'autre part cette convergence per

met de garder une formulation "backward" (problème de martingale) 

moins exigeante sur la régularité des coefficients b et a , que 

la formulation "forward" à laquelle on aboutit en étudiant 1.2 

En particulier, nous n'avons pas besoin d'approximation par des 

coefficients réguliers (comme en [Oel]). Nos hypothèses sur les 

coefficients b et 0 (en particulier sur leur croissance) permettent 

de généraliser les résultats de [Daw] et [Oel].

Finalement, nous obtenons une convergence plus fine que celle 

de la convergence en loi des variables aléatoires à valeurs dans
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les probabilités sur C (3R+, 3R̂ ) , ce qui nous permet, par exemple, 

d'avoir la convergence de fonctionnelles comme:

1 ^ N a N N
E fjr z sup Jx (t) | q ) ou E( sup | x . (t) \x. (t) I )

i=l 0<t<T 1 0st<T 1 3

pour q > 0 , pas trop grand.

2. Notations. Résultat principal. Plan

2a) Les notations

|*| et <•,•> désignent la norme et le produit scalaire de ]Rm

a*  est l'adjoint de l'opérateur linéaire a . tr(o) est sa trace.

C2 (3Rm) est l'espace des fonctions numériques de 3Rm , deux fois

continuement dérivables

2 m 2 m
Cjç(H ) est le sous-espace de C C3R ) constitué de ses éléments

à support compact.

Sm est l'ensemble des opérateurs symétriques, définis, positifs

sur IRm . 

d
C (3R+ , JR ) , l'espace des trajectoires continues de 1R+ dans

]R , est muni de la topologie de la convergence uniforme sur 

tout compact.

D(]R+ , 3R̂  ) , l'espace des trajectoires "càdîàg" de 3R+ dans 

, est muni de la topologie de Skorokhod.
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5 est la mesure de Dirac au point x .

foy désigne l'image de la mesure y par la fonction mesurable 

f .

Si Y est une variable aléatoire -£(Y) désigne sa loi.

Si M est un espace topologique:

J&(M) est sa tribu de Borel

C(M) est l'ensemble des fonctions continues de M dans ]R .

(M) = {f, f e C(M), f bornée} 

n(M) est l'ensemble des probabilités sur (M, Jb(M) ) 

a ; (M) est l'ensemble des mesures positives bornées sur (M,J&(M) ) 

n (M) et ^ (M) sont munis de la topologie étroite (affaiblie 

par Cfa (M) ) .

Si f est une fonction numérique sur M et y est une mesure sur

M on note: <f,y> = { f(x)y(dx)
M

Si <J> est un élément strictement positif de C (M) :

C(J)(M) = {F 6 C(M), sup ■■ < +

(M) = {P e n (M) , <<t>,P> < + oo} est muni de la topologie

affaiblie par C (M) .
<P

fsj

2b) Un sous-espace topologique de IT{II[C(3R+ , ]R̂  ) ]} : 9̂
P

On se donne p > 0 et on considère famille ((J>T p)qt>Q 

d'éléments de C[C(3R+ , ]R )], cëfinie comme suit:

F ( x )
<i> ( x )

< + <»}
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Pour tout T > 0 , 4>,
x  9 V  I I^ I x x +

0<t<T
T,P ' x  ►* 1 + sup |x(t)

^ ■■ <̂J> [C(]R+, 3R̂ )] est muni de la topologie affaiblie par
p i^u T p̂

T'>0 ^  [C(]R+,1R )] , et de la tribu de Borel correspondante:
T ,p 

•&<%> •

On définit pour tout T > 0 , : '

X  Q
W - m n Jl-v (J ) est muni de la topologie affaiblie JP T>0 $T(p p v *

C \ A ] •

2c) Le cadre probabiliste

L'espace probabilisé de base est Æ* ) oü

n est une famille croissante de sous-tribus de et Pt t>0

est une probabilité sur (&,$) . On suppose que pour tout t > 0, 

contient les ensembles P-négligeables de S’ et que t>0

est continu à droite . ŵi^i>l es*" une suite de mouvements 

browniens indépendants, à valeurs ]R , construits sur

(<1' (̂ )t>0'^ P U

On se donne b: ]Rd x -> ]Rd et o' 3Rd x ->■

N N
Pour tout N > 1, x = (x^) 2<i <n est une variat3le aléatoire sur 

C(3R+ , ]RdIs) = C(]R+, 3R^)^ solution de l'équation différentielle 

stochastique :

-y ]R + *

P ►* <*TT,p ,P>

>0m UT>

<a. t><0'Ÿ.
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( 2 .1 )  x ^ ( t )  = x ^ ( 0 )  + /  b  [ x ^ ( s )  ,2 c . ( s )  ] d s  + /  o [  x ^ ( s )  ,X ^ ( s )  J dw. (s)  , l < i < N
i i q i i n  q i jn i

° »  v  è ? sx N ^ c ( * +, * d >] 
i = l  i

et f Cx, y ] = / f (x ,y ) y (dy ) , Vf: jRd x -> ou g f

v y e n ( ]Rd )

O n n o t e  p o u r  t o u t  N > 1 ,  P N = ®^(xN ) e ü[ c(  3R+ , ]Rd ) ]

,+ ,̂d.
P N = ^ ( X N ) e n { n [ C ( ] R + , 3R ) ] )

+ dX est le processus canonique sur C(3R , ]R )

2 d )  L e s  h y p o t h è s e s  (H) s u r  l e s  f o n c t i o n s  b  e t  o

: V x  e 3R , b ( » , x )  e s t  l o c a l e m e n t  l i p s d h i t z i e n n e .

I l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  K > 0 , t e l l e  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  à

Hg s u i v a n t e s  s o i e n t  v é r i f i é e s .

d 2 H2 : V x,y, z e 3R , <x-z, b(x,y)-b(z,y)> < K | x - z |

J

H3 : y x , y , z  e ÜR , | b ( y , x )  -  b ( y , z )  | < K | x -  z |

H4 : V x , y , z  e 3R , t r  [ ( a  ( x , y )  -  0 ( z , y )  ) ( a  ( x , y )  -  a  ( z , y )  ) * ] 

+ t r  [ ( a  ( y  , x )  -  a  ( y , z )  ) ( a  ( y  , x )  -  o ( y , z ) ) * ]  < K | x - z | 2 

O n  é c r i t :  b ( x , y )  = v ( x )  + f ( x , y )

a v e c  | f ( x , y ) |  < ^  ( x )  + f 2 ( y )  ; f 2 -  0

H1
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Hj.: V x  c 3Rd, <x,v(x)> + jxlf^(x)  ̂K (1 + Ixl̂ )

Hg : V x e 3Rd, f2<x) ~ K d  + lx|)

H7 : 3 r  > 0 , Vx e ÜR^ , |v(x) | + f-^(x) < K(1 + |x|r )

Hg : Vx,y e ]Rd , tr [ oo* (x,y) ] < K (1 + | x |2 + |y|2 )

2e) Le résultat principal

Théorème 2.2

On suppose que les hypothèses (H) sont vérifiée". Alors si

(2.2.1) pour tout N > 1, SW^o)) 6 L4(df9v p)

l'équation différentielle stochastique 2.1 admet une unique solution trajeotor- 

ielle dans C(3R+,3R^) . De plus, si pour y e II ( 3Rd)

(2.2.2) ^(X (0)) + 6 (étroitement dans [n( ®^) ]) > et si
N+oo ^

(2.2.3) pour p > max(4,2r), supE/|x|p [X (0)](dx) < + 00
N>1 N

(x apparait dans ) , alors

(2.2.4) pour tout 0 < q < p , 06 (X ) •* ôp dans iP (pour la
n  n->oo e 9

topologie de ou P est la loi de l 9 unique solution
y

trajeetorielle continue de l ’équation différentielle stochas■
j

tique non-linéaire dans ÜR 3 suivante :
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x(t) = x(0) + { b[x(s),X(s)oP]ds + a[x(s),X(s)oP]dw
0 0 s

(2.2.5)
P = o^(x)

<^(x(0) ) = X (0) o P

Preuve : La première partie du théorème est démontrée â la pro

position 3.3. Compte tenu de la proposition 3.4, on peut supposer 

que pour tout N > 1 , xN est échangeable dans C( 3R+, IRa)^ .

Pour prouver 2.2.4, il suffit de prouver que la famille {PM , N>1}
C*J N

est relativement compacte dans , ce que nous faisons au
P

lemme 5.10, et qu'elle admet une unique valeur d'adhérence, qui 

est ôp . Au lemme 6.1, nous prouvons que si Q est une valeur 

d'adhérence de {PN » N > 1}, alors Q(<̂ ,) = 1 , où est l'ensemble

des solutions du problème de martingale non-linéaire associé à 2.2.5, 

Au lemme 6.2, nous prouvons que = { P } ce qui achève la démon

stration de 2.2 □

Remarque: La convergence 2.2.4 implique en particulier:

, N | M 1  f
VT > 0 , V 0 < q < p , lim E ( rr E n<$£r ' x i  ( t )  = SUP lx (t>P P(dx)

N->oo iNj = l  U~c- L J J 0<t<T
C (3R+,3R )

2f) Plan de la suite

Au chapitre 3, nous prouvons l'existence, l'unicité et 1'échangeabilité 

des systèmes finis décrits par l'équation 2.1.

Au chapitre 4, nous rappelons des résultats importants d'échangea

bilité, en particulier le théorème 4.2, dù à Kallenberg, nous donne



-109-

11 équivalence de la convergence de > i âu sens 4.2.1)

et de celle de ^n^n>i* Le théorème de de Finetti nous permettra 

au chapitre 7, d'étendre le résultat du Théorème 2.2. Nous 

rappelons aussi dans ce chapitre un critère de tension des 

J) -semi-martingales, dù à Métivier, qui nous servira au chapitre

5, pour obtenir la relative compacité de {?N , N > 1} . A la 

première partie du chapitre 5, nous établissons une condition 

suffisante de relative compacité dans un sous-espace topologique 

de n[n(S)J , où S est un espace polonais. Dans la seconde 

partie, nous appliquons ce résultat pour établir la relative 

compacité de N>1}.

Au chapitre 6, nous obtenons l'unicité de la valeur d'adhérence, 

dé N “ ̂  ' et nous l'identifions.

Finalement, nous donnons quelques résultats supplémentaires, 

au chapitre 7. Nous y obtenons, en particulier, un résultat de pro

pagation du chaos.

N'(P,compacité de

N 'dé

t N  (x
N > 1
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3. Existence, unicité et échangeabilitë des systèmes finis

On considère l'équation différentielle stochastique à valeurs 

dans 3Rm :

E(fn, t>, 5 ) : x(t) = + /B(s,x(s))ds + J o(s,x(s))dw
u u 0 0

ou b : 3R * 1R 3R . 0 : 1  x E  S et (w, ) . n est un mouve-m t t>0
ÏYl (T

ment brownien à valeurs 3R , construit sur (Cl, (^Vt>0,v̂ "' ^

Proposition 3.1

Si B et a vérifient les hypothèses suivantes:

H| : VR > 0, 3 Kr > 0 , Vt > 0 , Vx,y e TRm ,

(|x|<Ret |y | < R) => |6(t,x) - b(t,y) |2 + tr[ (a(t,x) - a(t,y)) (o(t,x) - a(t,y) )*]

< I^lx-yl2

: 3K > 0 , Vx e 3Rm , Vt > 0, <x,b(t,x)> + tr[aa * ( t ,x)] < K (1 + | x | 2)

: Çq est indépendant de ŵt^t>0 

e L4 (A, 3T, 3P)

alors, il existe une unique solution continue de E(> 6 , ô)

Remarque 3.2 Rappelons que si et sont vérifiés, si

est remplacé par:

: 3K > 0, Vx € ÜRm , Vt > 0 , |b(t,x) |2 + tr[cto*  (t,x)] < K(1 + | x 1 2)

ainsi que par

H4 : Kq e L2 (G-, IP)

H2

H3

«2

Hi H3 «2
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alors 6, o )  admet une unique solution continue,

(Voir par exemple [GSk], Ch2, Th3)

Preuve de 3.1. Pour tout n > 1, on définit:

£>n <x) =

S(x) si |x| < n [ o(n) si |x| < n

a (x) =
~ X  I X
b(n I3p|-) si |x | > n J 5(n-y^j) si |x| > n

£>n et vérifient et , et d'après la remarque 3.2, il

existe une unique solution continue de E (£g> E>n , ô ) , qu'on note

x . Soit t = inf{t, |x , (t)| > n} , d'après le lemme de locali- 
n n n+l

sation des intégrales stochastiques, on a:

x ,t (t a  x  ) = x (t a  t  ), donc t  < t  ,, et la proposition 3.1 
n+l n n n n n+l c c

sera démontrée si l'on prouve que: 3P { s u p T n  = +«>}= 1 . Pour cela, 

nous allons montrer que
n>l n

(3.1.1) V t  > 0, 3P(Vn, xn < t) = 0

3P (Vn, x < t) < IP (x < t) < 3P { sup | x , (s) | > nn } 
n n0 0<s<t 0+ 0

(3.1.2) < E ( sup |x , (s)|4 )
nQ 0<s<t n0

4
Mais d'après le lemme 5.8, sup E( sup |x -, (s) | ) < + <»

nQ > 1  0<s<t n0+

On obtient 3.1.1 en faisant n^ ->■ + °° dans 3.1.2. □

A partir du maintenant on supposera .

E( V

H3  •

Hi e t H2
a
n



S o u s  l e s  h yp ot hès es (H) 3 p o u t  t o u t  N ^ 1 a i  E( I x (0) I ) < + 00 

l i q u a t i o n  2.1 a d m e t  u n e  u n i q u e  s o l u t i o n  c o n t i n u e .

Preuve: Il suffit de vérifier et avec

3 t x ” , x N l 0

Proposition 3.3

N 4

b(t,xN ) = (b[x?,XN ])lslSN et 3(t,xN ) =

Tout est clair, sauf <xN , b(t,xÎ )>  ̂ K(l+ lx^|2)

N t r

<xN , b(t,xN )> = £<x", bCx^,X ]> = N jj <x,b (x ,y )>X (dx)X (dy)
j - l j  D N d d N

M  x 3R

- N d (<x,v(x)> + Ixlf1 (x) + Ixl f2 (y) )XN (dx)XN (dy)
3R x IR

- N /, (<x,v(x)> + Ixjf.(x) + iIxI2 + |f„(x)2)X (dx)
TR t N

s N J, C(1 + J x I 2) X (dx) < N C (1 + I xN | 2 ) □
IR

©N désigne l'ensemble des permutations de {1, , N} . Pour tout 

élément 0 de 0N , on définit les fonctions suivantes (aussi

dénotées par 0) :

dN __dN
JR
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0 :
3R

0 :

d N d N
C( 3R , IR ) + c( 3R , m a)W

(x̂ ..., xN ) -> (xQ (1) , xQ (N))

ô r N
N '*N

(xx. ,XN>
- y

(X8 (1)' XH(N>>
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An est le générateur infinitésimal associé à 2.1, défini par:

V i|' e cl ( m dN) , V x e ]RdN
K

aN ^ (x) = ? K H - (x) ' b[x.,XN ]> t J “ tr(|^(x) oa*[x.,XN ]) 
i =1 i i=l i

Proposition 3.4

On note x Z-a solution de 2.1, de loi initiale q .

q* = rrr Q ® ° <3 et :F r / n  0° (x)sont les symétrisêes
JN • U €  JN • Q € ü jg

de q et oC(x) .

x est la solution de 2.1, de loi initiale q*, alors 

(x) = °£(x)*

En particulier3 la solution de 2.1 en tant que variable aléatoire 

sur C( 3R+, lRd )̂ =C( 3R+, ]Rd)^ est une suite n-échangeable si et 

seulement si sa condition initiale est une suite U-cchangeable s 

( IRd)N . De plus:

5x.»
1=1 1 1=1 1

Voir le §4.a, pour la définition de 1'échangeabilité.

Preuve : Nous allons montrer que ^.(x) = c?î(x)* .

VO < s < t , Vf î -mesurable et bornée, Vip e ( nRdN) ;
S  K

ft
<f*C^(Xt) - ^(Xg) - j ANt̂ (Xu)du] ,ct(x)> = 0, donc:

UT

it
1=1

N
£ 6x.

l
)

N
N7.
1=1

6X.
1
)
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V0  e 0

V 0  e 0

N , <f-[ÿO0(Xt) - 1|>O0 (XS) - J AN (4»O0) (xu)du] , (x) > = 0

(symétrie de )

N , < f-[ÿoe (Xt) - ÿo0 (Xg) - / AN^(0(Xu))du] , (x) > = 0

< f*[<Mxt) - 4>(xs) - AN^(Xu)du] , (x)* > = 0

qui avec X (0) °id(x) = X(0) Oo£(x)* = q* et l'unicité de la 

solution du problème de martingale associé à Aĵ  , donne 

g ( X )  = àô(x)* . □

s>

=>



4. Quelques résultats concernant 11échangeabilité dans un 
 espace polonais et les ̂ -semi-martingales à valeurs dans ]R

4a) Echangeabilité dans un espace polonais

Dans ce paragraphe, S désigne un espace polonais et tous 

les résultats et définitions que nous y énonçons se trouvent dans 

[Aid].

Définition Une suite Y = (Y^, ..., Y^) de variables aléatoires 

est dite N-échangeable si pour toute permutation 0 de {1, ..., N} 

(Y^, ..., Yn) =o£(Y0(i)' ••• • Ye (n) ) • Une suite infinie 

v = (Ŷ , Y2 > ••• ) est dite échangeable si pour toute permutation 

finie 9 de {1, 2, ... } c ' est-à-dire toute permutation 0 telle que 

#{i/ 0 ( i ) * i} < + 00 » ^ l f ^2 '  ̂ =<̂ CY g (i) / Y0(2)f ***  ̂*

Proposition. Si a: (d,^) -► (n(S) JJ(n(S))) est mesurable (a est 

une probabilité aléatoire)> alors il est possible de construire
A A A

une suite Y = (Yx, Y , ... ) 3 telle que conditionnellement à
/s

a = p , Y est une suite indépendante identiquement distribuée 

de loi p (i.i.d.(y)).

Definition. Soit Y une suite infinie de variables aléatoires 

sur S , soit a une probabilité aléatoire sur S , on dit que

Y est mélange d'i.i.d. dirigé par a si:

<̂  (a, Y) = $£,(a, Y) , pour Y construit plus haut.

-115-
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Théorème de de Finetti. Soit Y une suite infinie échangeable 

de variables aléatoires sur S } alors Y est un mélange d'i.i.d.

On définit:

IHS)

lim étroite A N(x̂ ,.̂ ,xN>
N  00

, si la limite n'existe 
pas

Une conséquence du théorème de Glivenko-Cantelli est la

Proposition 4.1. Si la suite infinie Y est un mélange d'i.i.d. 

alors ce mélange est dirigé par a = A(Y) et cette probabilité 

aléatoire dirigeante est unique presque sûrement.

Kallenberg a démontré dans [Kal] un théorème plus général que le 

théorème suivant.

v
Théorème 4.2 ([Kal]). Si Y est une suite TU-échange able de 

variables aléatoires sur S 3 si Y est une suite infinie de v.a. 

sur S et si lim = + oo s alors:

(4.2.1) Vm > 1,^(Y^, ... , Y*) -  » Ym ) (étroitement dans IKS™) )

(Y*) ) o&(A(Y)) (étroitement dans II[JI(S)]).
k

Remarque: Y est nécessairement échangeable.

,N
N n (s) A

<
( x ^ M . .  j X ^ j )

1 N
N. , x.
1=1 1 x h-

k-HX
1 )(Y*

Kk
U l

k->-oo « Yl#
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Lemma 4.3: S i  Y e s t  N-é c h a n g e a b l e  a l o r s  ô ,(Ŷ ) = EtA^(Y)]

4b)ù^-semimartingales à valeurs dans 3Rm

Les résultats et définitions que nous énonçons ci-dessous 

se trouvent dans [JoM].

Définition. On appelle aà -semi-martingale, tout processus cadlag 

adapté Y , défini sur la base stochastique A ,(^)t>0 S, 3P) , à 

valeurs dans lRm , tel qu'il existe une fonction cadlag croissante 

A(t), un sous-espace vectoriel (3 c C( 1  ) et une application 

L: x HRm x 3R+ x CL + IR qui ont les propriétés suivantes:

(D.l) les fonctions : l 3Rm ]R et . ; i,j = 1, ..., m

[ y <l>i (y) = yi

appartiennent à

(D.2) (i) Pour tout (y,t,(jü) e H 111 x]R+x(X_ , + L (<t>,y, t, oo ) est 

une forme linéaire sur ^  et L , t,co ) e .

(ii) Pour tout <t> e ^  , (y,t,w) -»■ L (<f>,y, t,w ) est ( nRm) ® 

mesurable, où 0^ est la tribu des ensembles prévisibles.

(D.3) Pour tout <î> e , le processus défini par

d> f t  
M (t ,w ) = 4> (Y. (w ) ) - 4) (ï) i w) ) - J L(<J>,Y Js) ,s, w)dAe

^ 0 

est une martingale localement de carré intégrable sur

( ^ t W  I P ) -



-118-

Définition . Pour tout i,j = 1, , m , on pose 

Bi(y,t,o)) = L(<$>iry,t,u) ; ài;.(y,t,w) = ,y,t,w) - (^b. + (y,t,w)

b et a s'appellent les coefficients locaux.

Proposition 4.3. Soit ^ n^n>i •» une su^^e de semi-martingale s 3

chacun des Yr étant défini sur son propre espace probabilisê:

Si tous les Yn sont associés au même sous-

espace (îf? <= C ( IRm) et si on appelle Ln (resp. An )3 l'application

(<p ,y ,t ,ü)) Ln (<j> ,y,t,oy) (resp. la fonction croissante) associée à

Y , alors: n

Pour que (Yn), n> 1} soit une suite relativement compacte de 

n[D ( ]R+ , ]RIn) ]3 il suffit que les hypothèses 4.3.1 et 4.3.2 

suivantes soient vérifiées.

(4.3.1) Si Bn et àn désignent les coefficients locaux associés

v T n a L ;

(i) sup E sup ]bn (Y (t ),t,*)J < + 00 , VT > 0 
n>l 0<t<T n

(ii) sup E sup tr | ân (Y (t~),t,.)|< + » »VT> 0 
n>l 0<t<T

(4.3.2) Il existe une fonction a : 3R+ -> ]R+ et une suite décroissante

de nombres (y ) , telles que’. lim a (t) = 0, lim y =0 n n>±  ̂ ... , n
t+_0 n+°°

et pour tous 0 < s < t et tout n > 1 :

An (t) - An (s) < a (t - s) + y
n

Ce résultat n ’est pas énoncé explicitement dans [JoM], mais sa 

démonstration est la même que celle de la proposition 2.3 de [JoM].

n »
np )

>0't:p<*(Oln,

L(i y,t ,w)- (<j>,b. 
l D + 4»j]b i > Y,t, (j o )
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5. Relative compacité

5a) Un cadre général

Dans ce paragraphe S est un espace polonais et <J>

est un élément de C(S) qui vérifie:

(5.1) inf <j>(x) > 0 
xe S

Nous utiliserons les lemmes 5.3, 5.4 et 5.5 pour obtenir le preuve 

de la proposition 5.2 suivante:

Proposition 5.2. Soit âN^N>l une su^^e ^e variables aléatoires

sur n^(S) . Pour tout N £ 1 s on p o s e  S = J P c ^ ( a  ) (dP)
i u s >

On définit: (f> :

P »-*■ < <J> , P>

IR (il est clair que inf ^(P)> Q J
P e l I ( S )

alors ,  pour que { £ ( c g ,  n  > i} soit relativement compact dans ÏÏ̂ Eiys)] s il

suffit que (V n ï 1  vérifie les conditions suivantes:

(5.2.1) Il existe J > 0 , tel que sup < + , cl, > < + 00
N>1 N

(5.2.2) Pour tout e > 0, il existe un compact <= s, tel que

> < + 00

N>1
sup aN (K£) > 1 - e

Soit ip : j  n ^ s )  -  R(ip) c j ^ ( s )  

I P d) • P

n d>
(S)
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où (j)*P est défini par

V A  e JÜ)(S) , <|>»P(A) = <l̂ *(j),P>

et R(<|;) , qui est l'image de (S) par ip , est muni de la 

topologie trace de Jtb(S) •

Lemme 5.3. \p e s t  un hom éom orph ism e .

preuve : ip est surjectif par définition et est injectif, puisque: 

VP,Qe n^(S) , <j)*P=(j)*Q^(})*|P-Ql=0 => P = Q (en raison de 5.1) 

ÿ est continu, puisque: Vn > 1, Vg^# ... , gn e (^(S), Vej, ..., en > 0, 

VQq e R(f)(

-1 n n -1
ip ( i Q1 {Q e R(\p) , |<gi, Q - Qq > I < e i } ) = i21{P e II (S) , | < t̂ ĝ  P - 4> ±(Q()>l<£i

et: g e C^(S) s* <pq e C ̂ (S)

On montre la continuité de ÿ  ̂ , de manière analogue, en utilisant

1 ' injectivité de ÿ et: f e (S) => ^ e 0

Lemme 5.4. n(S) e s t  un e s p a c e  p o l o n a i s .----------------- <j)

preuve : S est un espace polonais implique que \}{j ̂ (S) est aussi 

un espace polonais ([Bou], §5, n° 4, proposition 10). Compte tenu 

du lemme 5.3, il nous reste à prouver que R(.ÿ) est séquentielle

ment fermé. Supposons que:

Vn > 1, Qn e R () et Qn -*■ Q (étroitement dans Jfj
b (S)) ’n+oo

On note P = t *Q » alors: P e II, (S) et tf>(P) = Q .
<P <P
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En effet: <tp,P> = <1,Q> < + 00 , et

1 = )> = <t , Q > ->■ <à-,Q> = <1,P> ,' n <p n n̂-°° Q

puisque: 5.1 => . Finalement, il est clair que iMP) = Q □

Lemme 5.5. Une partie H de II ̂ (S) est relativement compacte si 

et seulement si elle vérifie les conditions suivantes:

(5.5.1) sup {<<)>,P> P e H} < + 00

(5.5.2) Ve > 0 , 3 Ke c S , compact, tel que

sup { < 1 ^  <f>,P>, P e H} < e

preuve : Soit H une partie relativement compacte de ^(S) • 

alors 'P(H) est relativement compacte dans R(ip) , et du fait que 

R(^) est fermé, ÿ (H) est relativement compacte dans^^(S). 

Réciproquement, l'image par ip  ̂ d'une partie de R(ÿ) ,

et relativement compacte dans.^^^) , est une partie relativement 

compacte de n^ (S) . D'autre part, puisque S est polonais, les 

parties relativement compactes de A  +(S) sont caractérisées par 

le condition de Prokhorov ([Bou], §5, n°5, th. 2), on peut dont 

énoncer:

cJQ est relativement compact dans R(ip) <=>

( R(ÿ) ) et (sup { < l , Q > , Q e ^ } < + o o  et ( ye > 0, 3K£ cS, 

compact, t.q.: sup (Q(S\K£), Q e }<e)).

On conclut, en écrivant: Q = (p’ip  ̂(Q) D

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 5.2.

(S)
cb

1
Ie

=>5.1puisque :

K
e
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preuve de la proposition 5.2 

D'après le lemme 5.5, on veut montrer:

(5.2.3) sup < > = sup J <<f ,P> *6 (ctM ) (dP) < + 
N>1 N>1 n(S)

(5.2.4) Ve>0f3k en,(S) , K compact, tel que:
e è e

sup < 1n (S)\R = sup J (dP) < e
N> 1 é e N N> 1 njS)\K N

(J) E

Or (5.2.5 et 5.2.6) => (5.2.3 et 5.2.4), avec:

(5.2.5) 36 > 0, t. q. sup j <<J>, P> ̂  ̂ (a ) (dP) < + oo

N£l "*,s)<f>

(5.2.6) \fe > 0, 3k c ji, (S) , K compact, tel que
e <j) e

sup HP (aM !s K ) < e 
N>1 W e

En effet: 5.2.5 =>5.2.3 (inégalité de Hfllder)

et (5.2.5 et 5.2.6) => 5.2.4 puisque

6 1

sup <1n ( S ) \ K * 5 sup[P(aN H K ) ]1+6[< $1+ô , (aM ) >]1+<S (Hôlder)
N>1 V  e N N>1 N e N

< e1+ô(sup<$1+ô,^(a )>)1+(S 
N>1 1N

Donc il suffit de montrer que: (5.2.1 et 5.2.2) (5.2.5 et 5.2.6),

5.2.1 =>5.2.5, puisque

sup [ < <J>,P>1+^(a„) (dP) < sup [ < <J>1 + <5 ,P >$£,(<*) (dP) = sup<4>1+ô,â>
M  ̂  *» J iN XT ̂  1 KT ̂  1 Is*

N- 1 n (s) N- 1 n
<f>
S) H21

oo) >
(aN

A

< 4vs up 
N> 1

( 5 . 2 . 3 )

<d> p> y. aN)(aN)

(a
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On fixe e > 0 . (5.2.1 et 5.2.2) implique:

sup <<j) aM> = k < + oo et 
N>1 ' N

Vj > 1 ,3 Kj c S , Kj compact, t.q.

SUP < 1q\k $'«m> - e^~2
N>1 bX j N 

D'après l'inégalité de Tchebitchev:

Vj, N > 1, 3P(<1sxk 4>,aN >>2_j) < e2"j_1
j

Donc en posant: Mj = e n0(S) ' <:ls \ K  n(P e ÏÏ^S) , <4>,P>s

on obtient:

N > 1, 3P(aN cjg < j|1 3P( lSxK.0>/aN» 2 " j)+ 3P(<(j>,aN>>^)

(5.2.1 et 5.2.2) » 5.2.6

sup«j>,o^> 

e E ?~3 , _e N>1

2 j = 1

on conclut en remarquant que, d'après le lemme 5.5, jK., est 

compact. □

Remarque. Pour que {ô£(aN ) , N > 1} soit relativement compact dans

lï-jCn . (S) ], il est nécessaire que les conditions suivantes soient <p tp

vérifiées :

p> : 2 'h (P « S) r<<f>,P> c

-2j~]
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sup < .=• < +«>
N>1

Ve > 0, 3K^ c s, K compact, t.q,

C'est une consequence immediate du lemme 5.5. et de la continuité 

de l'application:

n^DUs) ]  + n.(-s)
9 <P ij)

0 ! p 8(dP)
n ,K<s ><p

Proposition 5.6 P o u r  tout k e JN*, = (Y^), . »,
--- c-------------  ' ~ x l<x<N,

k
Nk

est une suite N, - é c h a n g e a b l e  à v a l e u r s  dans S , et lim N, = +°°
k

Pour que {<£(AM (Y ) ) , k > 1} soit r e l a t i v e m e n t  c o m p a c t  dans 
k ~

I l 11̂  (S) ] , il s u f f i t  que les d e u x  c o n d i t i o n s  suivantes soient 

vér i f i é e s :

(5.6.1) Il e x i s t e ô > 0 tel que sup < <J>̂ + ̂ ,«&Y^) > «. +<»
k>l 1

(5.6.2) {<&(Y*), k *  1} est tendu u n i f o r m é m e n t  dans JJ (S) .

preuve : C'est une conséquence immédiate du lemme 4.3 et de la 

proposition 5.2. □

sup
N > 1

< i,S' Kc
<t>f■“ n

> < G

< ♦ “N
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lemme 5.7. On se donne ^ > 1 une su^^e d ’elements de

C (S) telle que: V&  ̂ 1,<J> , > <k et inf <£, > 0 . ÇP= £ n, (S)
Ü + J .  x, x e S  J6_ ‘Pg,

est muni de la topologie affaiblie par u C, (S) . Pour> tout

Gi .*** 1Z > 1 j i5 : -J n. (S) y désigne l'injection canonique
X, ( p .Yz

J : In  (S) -v 3R , a est la restriction de Â à
*Z 1 <J’£ yZ T Z

P

9 = „ ° ru (?) est muni de la topologie affaiblie par U-,C ( 9) . 
t ! l  *i $ s.

Soit (P ) une suite de probabilités sur ( S U A )  } alors

fM
(5.7.1) P -> P (dans yi > l, i ° P -*■ i o P (dans n. [II* (S)] )

n 1 n n-*» * $
rJ

(5.7.2) A est relativement compact dansty <*> yl > 1 3 i o A

est relativement compact dans n* Ol (S)].
h h

preuve : 5.7.1 est clair.

Pour obtenir 5.7.2, il est suffisant de prendre pour A une suite 

de . Compte tenu de 5.7.1, la condition suffisante est évidente,

et la condition nécessaire s'obtient à l'aide d'un procédé 

d'extraction de suite diagonale. □

b) La relative compacité de { PN , N> 1}

De manière à prouver la relative compacité de {PN , n > 1} au lemme 

5.10, nous allons utiliser la proposition 5.6 et le lemme 5.7, en
j

prenant: S = C ( IR+ , 3 R ) , k  = N^ = N->-00 ,

i(<t>

p H* < ( P >

y  ) o
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= xN , considéré comme variable aléatoire sur C( ]R+,3R^) =

C ( 3R+ , IRd )N , et

4^ -  <f>£ f p : j  C ( ]R+ , 3Rd ) + TR

I X  H- 1 + sup I X  ( t )  I ̂
0<t<&

Le lemme 5.8 suivant, va nous servir à obtenir des estimations sur

N
les moments de x^ , au lemme 5.9, dont nous aurons besoins pour 

établir 5.6.1 et 5.6.2 dans le cadre décrit précédemment.

Lemme 5.8. O n  c o n s i d è r e  u n e  s u i t e  ( y \  d e  $  - s e m i - m a r t i n g a l e s

c o n t i n u e s  à  v a l e u r s  3Rm , c h a c u n  d e s  Yn é t a n t  c o n s t r u i t  s u r

(5̂ n , ) t>0 e ^ v ^ r ^ f ^ a n ^ : P o u r  t o u t e  f o n c t i o n  ÿ e ( 3Rm ) ,

M^(t,0)n ) = ip (Yn (t) ) - ^ (Yn (0) ) - /t[<̂ ' (Yn (s) ) , bn (Yn (s) ,s,o)n ) > 
v 0

+ § tr (ÿ" (Yn (s) )ân (Yn (s) ,s,a)n ) ) ]ds

= J <an* (Yn (s) ,s,wn ) ' (Yn (s) ) , dwn (s)>
0

e s t  u n e  m a r t i n g a l e  l o c a l e m e n t  d e  c a r r é  i n t é g r a b l e  3 o ù :

S" : / x i  x + ]Rm , d n  : 3Rm x ]R+ x -* l ( ]Rm , H™), à” = ÿ1 à n*

e t  v/n e s t  u n  m o u v e m e n t  b r o w n i e n  à  v a l e u r s  lRm 3 c o n s t r u i t  s u r

(fi1 S ' i l  e x i s t e  > 0 3 e t  u n e  s u i t e  d e  p r o c e s s u s

a d a p t é s  3 t e l s  q u e :

(5.8.1) Vn > 1 ,  Vy e m m , Vco11 e fin , Vt > 0 ,

< y ,Bn (y, t ,wn ) > + tr (ân (y, t , w11) ) < k ]L(C^ + | y l 2 )

Y k

n )w■0t>(SPJ)

3Pn )
n
ft>0

... n
,



-127-

iVil existe p ^ 4 ,  et : t  + k ^ t ) ,  tels que
P

( 5 . 8 . 2 )  V n >  1, VO < s < t  , E | Ĉ l 2 < k2 (t)  (1 + £(l Yn (s) |  P ) ) ,

( 5 . 8 . 3 )  sup E(l Yn (0)| p ) < + «, 
n> 1

alors : VT > 0 , sup E( sup |Yn ( t ) | P) < + *>
N> 1 0< t< T

,m3R -y 3R , a l o r s  pour t o u t  n > 1,  i l

, i 2 y *+ \ y \

e x i s t e  une s u i t e  de temps d ' a r r ê t  T̂k^k> 1'  tendant  E ^ -p resq ue  

sûrement vers  l ' i n f i n i  e t  t e l l e  que:

ftATi^
|Yn ( t A i J ) | 2 = 1 ^ ) 1 +  I [2 <Yn (s ) , bn (Yn (s),s,ü)n)> + tr  àn (Yn (s) ,s,u>n)]ds

0

t ^  (tA

tATn
Oü M"(tA TJ fü)n) = [ k2 <5n*(Yn (s),s,ü)n) (Y^),dwn (s)>

0

e s t  une m a rt in g a le  r é e l l e  d 'e sp é r a n c e  n u l l e .  On note  q = £  .

IyV atP)! P < S ^ d Y ^ O ) ^  +(2k )q[ / V 11 +lYn (sATri) | 2dslq + lM“ (tATj) lq}
0 s atJ

(5.8.4)

< 3q_1 |yH(0)|p +(2k )q (2t)q_1( J ÎC11 n lq ds + / ^ ( s a t ")!? ds)
1  n r \ K0 s Atjc

+ lMj(t a TjJ,wn) lq}

preuve : Soit

n
[k j

k2
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En utilisant l'inégalité de Doob (q > 1) on obtient:

Vo  ̂t s t ,

E (QSup lYn ( vAX^)|P < C1 E(IY”0) |P) + C2 E( |M” (T a TJJ, •) |q)

+ C_(T) /fc E( sup | Yn (v a tP) |P)ds 
J 0 0<v<s

D'après le lemme de Gronwald:

Vo < t < T , E ( sup |Yn (vAT£)|P) < (C, E ( | Yn (0 ) |p)
0<v<t

+ C2 E(|Mn (T a x£,.) |q ) )exp(TC3 (T) ) .

Et du lemme de Fatou, en faisant k ■+■ °° , on tire:

VT > 0, sup E ( sup |Yn (t) |P) < C. (T) (sup E ( | Y1?,.. |P) 
n>l 0<t<T * N>1 K '

(5.8.5)

+ sup E (|M^(Ta t£,•)|q)) 
k,n>l v K

Donc, il nous reste à trouver une estimation de

sup E (lMn (t a t£,•)|q ) 
k ,n>l

Posons Çn'k (t) = (t a x̂ ,con) . Le lemme d'Ito (q > 2), nous donne 

l'existence d'une suite de ^t^t>0- temPs d'arrêt: •

tendant ]Pn-presque sûrement vers l'infini et telle que

le")
1 '

0<v<t
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, a n AÛn 
r tAT ,  A 0 C

|Çn'k(tA0n) |q = i k ^ q i q - l )  |Çn , k (s) lq~2 |ôn*(Yn (s ) / s ,0)n ) ( ^ ( s J ^ d s  + î ^ ^ i t A G ” )
0 *

où Nn,k(tA 0^) est une martingale d'espérance nulle, donc:

tATnA0n
|Çn,k(tA0”) |q < 2q(q-l) / k £|Çn,k(s) lq~2k11 Y^s)|2(c£ t lY^s) |2)ds + ̂ ( t A O j )

(5.8.6)

< S k ^ iq - l )  j  k  ^1 Çn , k (s) lq 2 ( (C^)2 + I ^ ( s )  14)ds + Nn , k ( t  a 6^)

A l ' a i d e  de 5 . 8 . 4  avec  p = 4 e t  du lemme de G ro n w a ld ,  on a :

V t  > 0 , I Yn ( t  a t J )  | 4 < C5 ( t )  ( l Y ^ J  4 + / t (Cn n ) 2 d s +  | Ç n , k ( t ) | 2 )

(5 .8 .7) 0 SATk

P a r c o n s é q u e n t :

E | Ç n , k ( t A  0 ^ ) |q < C..(t) (1+sup  E lY ^ . J 4* sup svp E (C^)2) (1 0" )  |q ds)
* b n> l [0) n > l  0<s<t S 0 *

q u i  à l ' a i d e  des lemmes de G ro n w a ld  e t  F a to u  p e rm e t d ' o b t e n i r :

su p E lÇ n , k  ( t )  l q ^ C_ (supE l Y1} . | 4 , sup  s upEC( c ” ) 2 ] )  exp  ( t  C_(  , ) )
n , k  >1 ' n >1 n > i  o < s < t  1

(5.8.8)

Compte te n u  de 5 . 8 . 5  e t  5 . 8 . 8 ,  i l  nous r e s t e  à p r o u v e r :

/t- p q\ sud sup E [ (C^) 2] < + ° °  , V t  > 0
( 1 n > l  O ^ s ^ t

En p r e n a n t  q =  2 dans 5 . 8 . 6  e t  en l e  c o m b in a n t  avec  5 . 8 . 7 ,  on 

o b t i e n t :
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e(IyVat£a e£) i4) < c8(t) (i+e(|y^q) i4))+c9(t) ^ ( ^ ( s a  tJJa ej) i4) ds

Par conséquent:

sup E( I Yn ( t) I 4 ) < Cin(t) (1 + supEdY* |4)) 
n>l . n>l 10 '

qui avec 5.8.2 nous permet d'écrire 5.8.9 :

sup sup Et (C^)2] < C.. (t) (1 + supE( IY? . I4)) < +°° □ 
n>l 0<s<t s 11 n>l lo'

Au lemme 5.9, nous allons appliquer le lemme 5.8 à la suite de

d N
processus continus à valeurs ÜR : l'on note pour

tout élément yN de ( ]Rd)N ou de C( ]R+, 3Rd)N :

yN = (yj}l<j<N ; yj 6 ^  OU C(lR+ t lRd),

D'après le lemme d'Ito appliqué à une fonction T e C2 (]RdN) de 

la forme : y(xN ) = h{x^), VxN e 3Rd , he C2 ( 3Rd) , on a 

Vh e C2 ( 3Rd) Vt > 0 ,

h(xj(t)) = h(x̂ (0) ) + J [<tf (aÇ(s)), b[x^(s),XN(s)]> + Jtr(h"(3^(s)oa*C^J(s),SN(s)] )]ds
N

+ M“ (t)n

où M^(t) = / <a*[x^ (s) ,XN (s) ]h' (x^ (s) ) ,dw^ (s)> est une martingale 

localement de carré intégrable.

N>1 , où 1'on note pour
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Nous sommes donc dans les conditions d'application du lemme 5.8,

avec pour tout N > 1 : ( , ($^)  ̂,5-N , 3PN ) = (&, ( ) t>Q / 3P)

N N LN/.-N,..- , N. N,,. — ,.»n .
Y = x , w = v^, b (Y (t) ,t,w ) = b[x^(t), XN (t)] et

ÔN (YN (t) ,t,ojN ) = a [x” (t) ,XN (t)]

lemme 5.9. Sous les hypothèses Hn -> A c c o (de la propositionX/Jf4/D/bf o

Z.Z)} pour que pour tout T > 0, sup E sup |x^j(t)|P < + oo (p > 4)
N>1 0<t<T

il suffit que

(5.9.1) sup e ( I xm (°) I P ) < + 00 
N> 1

preuve ; Pour pouvoir appliquer le lemme 5.8, il reste à vérifier 

les conditions 5.

V n > 1, V y e  JRC

les conditions 5.8.1 et 5.8.2. On vérifie aisément que:

,dN

c y r  b[ y i , ^ ( y ) ] >  < <y1 ,v (y 1)> + l y ^ f ^ )  + i l y x l 2 t  i

et
N

N
Ĥ , Hg et Hg nous permettent de prendre: = 1 + ^ E|x^(t)|2

dans 5.8.1. Or, Vt > 0, Vp > 0, VN >1,

E(|C^|2) < C(1 + E( [i Z |x^(t) | 2]2))
N j = l ]

, N £
< C(1 + E( rr E | x . (t)|p)) (convexité de x )

N j = l 3

= C (1 + E(|x^(t)|)p (échangeabilité)

Ce qui donne 5.8.2 □

j

N
|
1f  2 [Yj:

2

tr loo* I
*1'AN (y )]) < i

N
E

j=-
[

:1
tr J O *

'h
>]

X
2N
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Lemme 5.10. Sous les hypothèses H, ,  ̂ r , „ et H-, , et

si pour p max (4,r) (r apparait dans l ’hypothèse )3 on

(5.10.1) 3.5 > 0, supE<| • |p+6,X..(0) > < +oo
N>1 N

rp\— r t '
a lors : } est relativement compacte dans .

P

preuve : Compte tenu du lemme 5.7 et de la proposition 5.6, nous 

devons montrer:

(fi. 10.2) 36 > « , v i î l  , sup < (* )lt{' y>, N.
N>1 T , p ' ■'-'(xl)> < +"

et

(5.10.3) {^(x^) , N > 1} est tendu uniformément dans ïï [C ( ]R+, 3R̂ ) ]

or, sup <(<j)  ̂C(ô’) sup E ( sup |x*(t) |P+6’P)
N>1 ,p N>1 0<t<T

r

donc, en prenant ô1 = — , 5.10.2 se déduit de 5.10.1 et du lemme
ir

5.9. Puisque p > max(4,r), 5.10.1 implique 4.3.1 avec

BN (YN (t ) ,t,o)N) = b[x” (t) ,XN (t) ] et àN (YN (t") ,t,cüN) = oc*lx®( t),XN (tJ

N
4.3.2 est évident, puisque A (t) = t , VN > 1 . Par conséquent

la proposition 4.3 nous donne la tension uniforme de (<^(x^), N > 1 

dans JI[D(]R+, 3R̂ ) ]. Mais (4.3.1 et 4.3.2) implique la condition 

d'Aldous, et de ce fait, toute valeur d'adhérence de {^(x^), "N >1} 

est dans ïï C C ( 3R , ]R ) J (cf [JoM], lemme 3.2) . On en déduit 

5.10.3, par un argument classique. □

a

I >?>(X6'l + i
-P)J

<(.
N2a
supor,

N * 1 }



6. Identification et unicité

6.a) Identification des valeurs d'adhérence de (P„)„ , 
 N N 1

On note n ( 3Rd) = n ( ]Rd) , où y : I 3Rd * 3R+ , p > 0 
P X p  P J

1 x i-> 1 + | x | ̂

n  j  j  i r j d

On définit L : C^(3R ) x n1 (3R ) +TR , par:

V € C2 ( m d) , Vv € ïï1 ( 3Rd) , Vx e JRd ,

L(ip,v)(x) = <b[x,v],^ ' (x)> + ^tr (aa*[x,v]i|/'(x) )

Soit y e H 2 ( / on dit Çtue  ̂ II (C ( 3R+, 3Rd) ) est solution

du problème de martingale non-linéaire: (L,y) si:

P (X (0 ) e A) = y (A) , VA e j*)( 3Rd)
t”

Vÿ e C2 (3Rd), ijj(X(t)) - ÿ(X(0)) - j L(ÿ,X(s)oP ) (X ) ds
0 » 5

est une P^-martingale.

Lemme 6.1. S ous  l e s  h y p o t h è s e s  du lemme 5.10, si. e s t

l ’e n s e m b le  d e s  s o l u t i o n s  du p r o b lè m e  de m a r t i n g a l e  n o n - l i n é a i r e  

(L, y ) , ,  s i  Q e s t  une v a l e u r  d 'a d h é r a n c e  de ( P ^ ) ^ >  ̂ , e t  s i

(6.1.1) Q ( { m e ÏÏ(C( ]R+, HRd) ), X (0) o m = y}) = 1 , alors

Q % )  = 1 •

preuve : On considère la fonction F : ^  -* 3R , définie par

Vm f îP , F (m) = <m, [ÿ (X (t) ) - ip(X(s)) - J L (ip ,X (u) o m) du] G > 
p 0

-133-



-134-

où: 0 < s < t , i|; e C2(]Rd) et G e Cb[C ( ]R+, lRd) ] est

9̂  -mesurable comme en [Szn], nous allons montrer que: F(m) = 0,b

Q-presque sûrement ce qui avec 6.1.1 démontre le lemme.

j

F est continue pour p > 1 , puisque: Vx e ]R ,

f(x,*) e Cv ( HR ), (F est définie par b(x,y) = v(x) + f(x,y)),et:
X1

Vk e UN* , <F ( • ) 2 a k,Q> = lim <F ( * ) 2 a k,P >
N+°°

N f t
= lim [{^ T. (ip (x̂  ( t) ) - iHx^s)) -J L(|fA..(xN (u)))du)G(xN)}2 Ak]
N-« Ni r  1 1 ë N 1

< lim [ ̂  {(HtJ'1(t) - HN,1(s) ) (H*J'2(t) - ̂ ( s )  )G(x̂ )G(x̂ )}
n ip V V Y 1 2-

avec: HN^i (t) = ÿ(x^(t)) - ÿ(x^(0)) - J L(^,AN (xN (s)))(x̂ (s) )ds , 
qui est une martingale localement de carré intégrable telle que:

N i  N i
<H  ̂ ,H ^J> = 0 si i * j (processus de Meyer),

et
N

sup EC(HN'1 (t) ) 2] <; C, (ip,t) sup(E sup Jx^(s) | 2+Esup ^ Dlx^(s)|2) 
N>1 w N>1 Ossst 0^s<t j=l J

< ,t) (1 + sup E sup I X? (s) ] 2) > < + 00

N>1 Ossst

2 -Par conséquent: Vk e U*, <F (• ) Ak,Q> = 0. On conclut avec 

Beppo-Levi . □

2]
N,
Xl)2Gs))1 (srf*;

ûi
:t)-tèrf+

C2 till
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6.b ) Un i c i t é  de le v a l e u r  d ' a d h é r e n c e  de (pN )N>1

J
lemme 6.2. Sous les hypothèses ( H ) 3 pour tout y e n ( ]R ) ,

P

aveo p > max(4,24) r<, est un s i n g l e t o n .

Un r ésultat p r é l i m i n a i r e .

W  = { f ,f e C( TRd ) , || f II '<+«>}» où
L W

Il fil - sup LËi*ii + sup |f(x)-f(y)l 
11 Pmd 1+1 x|  + P d | x - y l

X ê E  1 1  x , y e 3R ' 1 '

x*y

(W,||.|lw ) est un espace normé. O n  note W 1 son dual et 11*1^ t

d
la norme de W' . Il est clair que n ^ ^  ) c w ' • D' a u t r e  part 

si Xj| et X 2 sont des variables aléatoires sur IR^, telles que 

El X^ | + El X 2 | < + » alors:

(6.2.1) ||<^(X1 ) - ^ ( X 2 )||w , < E|XX - X 2 I, en effet

U f , ^ )  - < & x  )>|  = | E ( f ( x 1 ) -  f ( x 2 ) ) |

S x"?  E | X1 - X2 I S

preuve du lemme 6.2

Puisque {^j' N - 1} est r e l a t i v e m e n t  compact, (lemme 6.1), on

a: x 0 . Soit m  e r? , la sol u t i o n  de l'équation d i f f é r e n t i e l l e
\i p

sto c h a s t i q u e

Ids + Jot
rt

x ( m ) t = ^ b [ x ( m ) s ,X(s) o m]ds + J a [ x ( m ) g ,X(s) o m l d w c

^•<Cn> = M

I f  (X) -•f (v)) I
| x - y  I

El
X1 X,l If WE IX. ~ x2 1
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existe et est unique (voir la proposition 3.1). Le problème de 

martingale linéaire (L(*,m),jj) admet par conséquent une unique 

solution. Puisque m , cette solution est nécessairement m .
M

Par conséquent, tout élément m de admet une représentation

trajectorielle : x(rn) .

Soit m, et m_ deux éléments de ü  , et x, = x(m,)
1 2 ' 1 1

et *2 ~ x(m2): leurs representations trajectorielles. Pour 

prouver le lemme il suffit de montrer:

(6.2.2) Vt > 0, E l x ^ t )  - x 2 (t) |2 = 0 .

A l'aide du lemme d'Ito et du lemme de Fatou, on obtient

E( | x1 (t) - x2 (t) | 2) < 2 j <x1 (s) - x2 (s) ,b[x1 (s) ,X(s) o n^] - b[x2 (s) ,X(s) o m1]>ds

+ 2^ < x1 (s) - x2 (s) ,b[x2 (s) ,X(s) o - b[x2 (s) ,X(s) o m 2]>ds

+ | tr[ ( a [ x 1 ( s )  ,X (s) om^] -cr[x2 (s) ,X(s) oir^])

(a[x1 (s) ,X(s) oni^] -a[x2 (s) ,X(s) o n ^ ] ) * ^

Ce qui, à l'aide de H2, et H^, donne : VO < t < T ,

E(Jx1 (t)-x2 (t) |2) < 3t[ E(Jx1 (s)-x2 (s) |2)ds

+ K sup JJb(x9(s) ,*)j|2 f ||'X(s) ortL - X(s) o m j f  .ds 
0<s^T 0

rtL]
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Or: sup I |b (x_ (s) /*)ll2  ̂ sup EC(2K+ I v(x (s)| + f. (x-(s) ) )2] 
0<s<T 0<s^t

< C, (1 + sup |x9 (s)|2r) < + °° 
o<s^r

Compte tenu de 6.2.1, on a:

E(lx^(t) - x2 (t)|2) - C 2 I E(|x^(s) - X2(s)|2) ds, ce qui donne 6.2.2, avec 

le lemme de Gronwald. □
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7. Quelques résultats supplémentaires

7a) En effectuant une démonstration analogue à celle du théorème

2.2, en remplaçant la proposition 3.1 par celle énoncée à la

remarque 3.2 et en obtenant directement la tension de (^j(x^) , N >  1},

à l'aide de la proposition 2.3 de [JoMj, on obtient le théorème

7.1 suivant, oü les hypothèses (H) sont renforcées, mais où les

2
conditions initiales sont dans L

Théorème 7.1. Les  h y p o t h è s e s  (H) s o n t  v é r i f i é e s } m a i s :  

e s t  r e n f o r c é  p a r :

V x , y , z ,  | b ( x , y )  - b ( z , y ) |  < K| X - z |  , v = 0 e t  r = l dans H7 

S i  p o u r  t o u t  N ^ l ,  &i (xN ( 0 ) )  e 1? {<X,Sr, ]P) a l o r s > 

l ’é q u a t i o n  2 . 1  admet  une u n i q u e  s o l u t i o n  t r a j e c t o r i e l l e  dans  

C ( 3R+ , lRd N ) .

De p l u s j  s i  p ou r  y e II ( ]Rd ) ,  «£(XN (0))N^+ <5̂ dans II [II( ÜRd )] ,

e t  s i  p o u r  p > 2 , sup E/  | x | p [X (0 ) 3 (dx) < + °°
N i l

r*J
a l o r s } p o u r  t o u t  0 £ q < p , cS (̂XN) -+ <5p dans [p  ,

-*►00 ^

où P e s t  l ' u n i q u e  s o l u t i o n  de  2.2.5.

7b) La forme particulière des fonctions: 

b :

k (x,y ) h- <b (x, • ) ,y >

]Rd  x n  ( IRd ) + TRd

et

o  :  \  TRd X  n ( IRd ) + Sj
a

(x,y ) h- <a (x, • ) ,y>
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n'intervient qu'en 3.3, 5.9 et 6.2.

On généralise immédiatement les résultats des théorèmes 2.2,

7.1, 7.2 et de la proposition 7.5, au cas où les systèmes finis 

de diffusions sont de la forme:

dx^(t) = b [x^(t),XN (t)]dt + ü [x^(t,XN (t)Ddv^ (t)

où b[x,y] et o[x,y] vérifient les mêmes propriétés que 

celles que les hypothèses (H) induisent sur <b(x,*),XN> et 

<a(x,*),XN>, avec XN = y .

En particulier, on peut avoir

b[x,XN] = \ b(x,y;L, ..., yn)xN (.dy1)« ... « ^N (dyn)

OR )

et

a[x,XN] = jj n a(x,y1#... , yn)XN (dy1)fi[ ... a XN (dy1)
Or )

où b(x,y) et a(x,y) vérifient la généralisation des

(3. n
hypothèses (H) où l'on remplace y par (ŷ , ... , y ) e ( ]R )

7c) Une généralisation des théorèmes 2.2 et 7.1

Théorème 7.2. Si les hypothèses du théorème 2.2 (resp. 7.1 ) 

sont vérifiées, si oÜj(X̂ (0)) -* Pq dans IT[II ( 3Rd) ] ,
N + oo

et si pour p > max(4,2r) (resp. P  ̂2 j 

sup e| |x|P[X (0) ] (dx) < +0°
N>1

IRa
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a l o r s

( 7 . 2 . 1 )  ^ ( X M) -»• P =  L  <SD ,. , , P n ( d p )  dans I ï { I I [ C (  3R+ , 3Rd ) ] }
N+~ ïï( ]R )

■h d
où p  (y  ) e n t c  ( m  , m  ) 1 e s t  l ' u n i q u e  s o l u t i o n  de 2 . 2 . 5 „  t e l l e  que

X(0) op(jj) = y De p l u s ,  s i  l e  s u p p o r t  de  PA e s t  f i n i 3

/TSa l o r s  l a  c o n v e r g e n c e  7 . 2 . 1  a l i e u  dans , pour  t o u t

0 - q < P •

preuve : Le théorème de représentation de Skorokhod nous permet 

ie choisir 

(X(0) ) = P.

de choisir (xN (0)) ,, tel que: X M (0) P4-S * X(0) , avec
W-1 N N-*-00

VF e C{&) , < F,î£(XN) > = E(F(Xn)) = EEE(F(Xn) I X(0))]

J - [ j F(X (Ç) ) ] P( dÇ | X(0) = y )] Pn ( d y )
ïï( lRa ) Ùl

Le théorème 2.2 (resp 7.1), nous donne:

Vy e H ( l d ) , V F c  u „  ( ! P )  ,
P T - °  * T , p  P

| f (X ( Ç) )  HP(dÇ | X ( 0 ) =  y ) -  F (P (y ) )
N-x»

Si F est bornée ou si Pn a un support fini, la famille;



{ y -* J F(X^ (Ç)) 3P(dÇ | X(0) = y ), N > 1} est Pg-équiintégrable et:
a
<F,^,(Xn)> J d F (P (y ) ) PQ (dy ) = <F,P> Q

N ü( 3R )

7d) Une autre formulation de la convergence étroite de

N N
On suppose que, pour tout N > 1, (x^(0), ..., x^(0)) est 

N-échangeable, alors d'après le théorème 4.2:

^o(X ) + P (étroitement dans II {II [C ( 3R+ , 3Rd)]})
N-»-00

équivaut à:

(7.3) V m  > 1, <i£(x̂ , ... , x*) -> è£(x™, ... , x“) (dans n [C ( ]R+ , 3Rd)m ] )
N-S-00

OO OO —

où (x̂ , x2, ... ) est le mélange d'i.i.d. dirigé par P .

7e) Propagation du chaos, propagation du mélange

Kac a introduit dans un contexte différent 

du notre ([Kac]), la notion de propagation du chaos, qui est la 

suivante: si la condition initiale xN (0) a pour loi yaN , à 

un instant t > 0 cette indépendance est détruite, mais lorsque 

N = +oo , l'indépendance se conserve tout au long de la trajectoire. 

Pour prouver un tel résultat, on peut montrer que:
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(X,N )
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(7.4) Vt > 0, lim E(f1 (x^(t)) • ... r fm (Xm (t)))
m

N  - y  +oo i = l
n ECf, (x“ (t) ) ]

mais 1'échangeabilité (j-lacKean utilise dans [McK] la loi de 0-1 de 

Hewitt-Savage) avec le théorème de de Finetti (voir le chapitre 4) , 

et la convergence 7.3, nous permettent d'énoncer à la proposition 

suivante, un résultat plus fort que 7.4 (voir aussi [Szn] pour un 

résultat analogue).

Proposition 7.5 (Propagation du chaos).

N
On suppose que pour tout N > 1 x (0) est H-éohangeable et 

que les hypothèses du théorème 7.2 sont vérifiées.

Propagation du mélange

De manière plus générale, la formule 7.2.1 et le théorème de 

de Finetti, nous disent que si les hypothèses de 7.5 sont vérifiées

vers un mélange d'i.i.d. dirigé par Pg , alors les trajectoires 

xN convergent au sens 4.2.1 vers un mélange d'i.i.d. dirigé par

s i  ir. ( x -T( 0 ) )  -> ô
^  N N+oo ^

N
(en particulier si (x (0))

dans n ( 3R )

SN „„ , . 
y  , VN > 1)

1 u -iV>/N N. _ , x ® m
alors: V m > 1,<jÇ(x.., ... , x ) -»■ P(y)

N-*00
dans nCC ( M + , 3Rd)m ]

et si les conditions initiales xN (0) convergent au sens 4.2.1

p =
n(

6
P (y)

( d M)
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9) Un résultat de fluctuations

Notations. Les notations sont les mêmes qu'au chapitre 8, 

auxquelles nous ajoutons les suivantes. Nous prenons d = 1 , 

pour simplifier. fi = C( ]R+, ]R) .

y  dés igne l'espace des fonctions à décroissance rapide de ]R 

jP' désigne son dual: l'espace des distributions tempérées. 

Pour tout N > 1 , aN > 0, BN  ̂0 et tout p e JI (fi) , on 

définit

U
ÜR y

t » uN (t) = aN [ XN.(6Nt) - P<eNt) 3

°a X (t) = i I «XN
i l l

fi = C ( 1R+ ,ÿ ') est muni de la topologie de la convergence 

uniforme sur les compacts. U est le processus canonique sur 

Œ ; (ft)t>o : -*-a famü l e  de tribus canoniques 

P N  = ^ ( U N ) e II ( f i )  .

f[x,v] = <fx,v>^^, où y -► f x (y) = f(x,y) e et 

v .

est l'ensemble des fonctions tests:

U { ? : 3R# Ÿ(*) = <M<f-, •>,  ... , <f.  , .>)  ;
k>l 1 K

iP e C2 ( lRk ) , ... , f k e ^
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Pour tout N > 1 , tout ? e °C, on définit par :

VtsO, MjJ(t) = T(Ut) - Ï<U0>-^ f  \ (f (s)) (â L(0) t L(1) t a^L(2)

+ (6^,^) nyas - i e^-1 f  £ (fis»
u 3 f D D D

• <aNL<4>+ “nl<5> + l<6>+ 0̂ l l - (7)><eNs ' £j - f j ) (u3>ds

avec f(t) = (<f.,U.>), . ,
D t 1<D< k

et Vv e ^  1 , Vt > 0 , Vf, g e :

L (0) (t, f ) ( v) = <f,A*p(t) - |f(t)>

L (1) (t, f ) (v) = <f’b[ - ,p(t)] ,v> + < |f" a[ • ,p(t) ]2,v>

+ <f'b[*,v] + f' 'a[*,p(t)]a[*,v],p(t)>

( 2 )
L k ; (t,f)(v) = < f'b[-v] + f ''a[•,v]a[•,p(t)],v>

+ <|f1 'a[ • ,vf,p(t) >

L (3) (t,f) (v) = < |f ' 'o[- ,v^,v>

L (4) (t,f,g) (v) = <f'g,a[-,p(t)]2/p(t)>

(5) ?
L (t,f,g)(v) = <f'g'a[•,p(t)] ,v> + <2f'g 1 a[•,p(t)]a[•,v],p(t)>

L (6) (t,f,g) (v) - 2f'g'a[-,p(t)]o[.,v],v> + <f ' g ' a [• , v ] 2 ,P (t) >

L ^  (t,f,g) (v) = < f 1 g 'a[ • ,v]2 ,v>

Lemma 9.1
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Alors (9.1.1)

= b ^ V ’ 1 j  ! * f j :  € N f e ) ) f  !(
1=1 0 3=1 y3

où es^ une suite de browniens indépendants, dans

Q°° , sur laquelle (xN ( 3N-) ) N est contruit et fn ̂  = 

(<fj,uN (t)>)Jsisk . Si de plus:

(9.1.2) les fonctions b et a sont telles qu'elle rendent 

continus, les operateurs (t,f,g) : -+ , pour toutes 

f,g e ^  et tout t > 0 (0 < #, < 7) , alors

(9.1.3) est une PN~martingale locale.

démonstration;

N
9.1.1 est une consequence de la formule d'Ito dans ]R , appliquée 

à la fonction

r + N[ ]R x 3R + TR

1 N
[ (t'xl' —  ' XN 5 ^ ’1'(<fj,aN ( N i?.1<Sx1 " p(BNt) )>i<j^k)

On définit la suite de temps d'arrêt T̂n^n>l ^ar :

(9.1.4) xn - i<j f j 1 <jç (i<£<7inf{t» | L H e Nt,f j ,f j , ) (Ut) | > n}

a  inf{t, | <f j ,Ut> | >n})

xi< p>>a[>?<£w ”
,X !it3) ]CSr. :s)

(w.1 i >1

M?
TST

L U>

4
(t)
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Pour tout o) € Œ : t -»■ < f . , u  (w)> est continue, ainsi que
3 t

t L ̂  (3 t, f . , f . , ) (U (co)) (dü fait de 9.1.2). Donc:
N J J t  ^

V to e ^ , lim x (co) = + 00 . Il est clair que A Tn) est
~ n-*"00 _

une P^-martingale, puisque considéré comme élément de Œ ,

c'est une PN~martingale. □

9.2 Remarques

1) Bien que

{f L (f (t))f'(x”)(6 t))o[x“ (eNt),X (t)]d5 et)}
0 j = 1 J

ne soit pas une famille de variables indépendantes, elles sont tout

de même décorrélées. Par conséquent pour observer une fluctuation,

i _ l  _i 
il est nécessaire que B^a^N soit de l'ordre de N 2 , lorsque

N -+ °0. On prendra:

i i
(9.2.1) = N2 • Pour obtenir la convergence des moments

d ' ordre 2 de N

2) Une suite infinie échangeable admettant des moments d'ordre

2 est correlée positivement, de sorte que l'ordre de aN doit
1

être inférieur ou égal à N2 . Remarquons que si cet ordre est
1

strictement inférieur à N2 , tend vers l'infini, d'après

9.2.1, ce qui signifie que le processus doit être accéléré pour 

pouvoir observer les fluctuations.

l<i ;n

I
V

8SaN
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3) Notons aussi que le problème de la bonne normalisation en 

n'est pas résolu de manière générale. Si on se donne une

suite quelconque de variables aléatoires . ^i^2<i<N ’ ^  es  ̂

possible de construire, à l'aide de permutations aléatoires, 

une suite échangeable 

(Ceci pour faire apparaitre le manque de structure de 

1'échangeabilité).

4) Une condition minimale pour obtenir la convergence des 

est :

(9.2.4) A*p(t) = r?(t), équation que vérifie la loi de x .
O t

(Voir la proposition 6.12).

5) Remarque sur l'hypothèse 9.1.2

Si b(x,y) = v^ (x) + V2 (y) , alors 9.1.2 permet à v^ 

d'être Cœ et d'avoir avec toutes ses dérivées une croissance 

polynomiale, alors que v  ̂ doit appartenir à .

6) V t > 0 , Vf e V v € j / 5'

(9.2.6) L (1) (t,f) (v) = <Ctf,v>

Ctf(x) = f'(x)b[x,p(t)] + jf''(x)a[x,p(t)]2

+ <f'(z)b(z,x) + f " (z)o[z,p(t) la (z,x) ,p(t,dz) > 

est un opérateur linéaire intégro-differentiel.

C* s'obtientien linéarisant A* autour de p(t) .

N
a

(Z
i> 1<a <i

r telle que
N

z 
i = ]

Y .i

JN

£ Z 
i - 1

ct
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A partir de maintenant, nous étudions la convergence de UN
1

lorsque a = N2 , et 9.2.1 et 9.2.4 sont vérifiés, c'est â dire

(9.3) ÜN ^) = N2(XN (t) - p(t)) oü A*p ( t ) = |t(t)

En particulier, p = P (solution de l'équation 2.2.5 du

À  Nchapitre 8) convient. s'écrit, alors, pour tout ? e ̂

t -
(9.4) M̂ (t) = ?Cüt) - ?(UQ) - j (Gg15 + N^Gg2)+ n " V 3). + N_2G(4)) (?) (Ug)ds,

OÙ Vt > 0, Vv e

k k 2

Gt1)ïM ■ jï1̂ <?)<ctfj ' ^  i jj,=1- i r w j,rf)<tjf'j'oC- p(t)]2'p<t)>

g ‘2 ) ? ( v )  = z  | Î - Æ ) L (2) ( t . f j  (v)  + è  E J ?  L  ( f ) L ( 5 > ( t , f . , f . , ) ( v )  t ja SY-j D 2 3 3

^(3)3ï/..\ ï  3Y (3) #j. £ w  x , 1 * 3 ¥ ,~Nt (6) #J_ Æ £ w  x.
G Ÿ(v) = Z -s-—  (f)L (t,f.)(v) + T E w  (f)L (t,f .,f.,) (v) 
t j=1 aVj D 2 3 j

n (4)ïï/,,\ 1 5 3Ÿ (V) /jr * w xG, ¥ (v) = Z — ( f ) L  ( f - f f .  , ) ( v )t 2 jij1=1 aŷ yj, : :

Ce que nous allons faire 

Nous allons supposer que:

(9.5) pour tout k-uplet <j> = (f̂ , ... ,f̂ ) de c/ k , la loi de 

(< f j ,Uĵ  ) 1<j< ̂  : > tend étroitement vers une probabilité 

P^e II (C ( 3R+ , lRk) ) . Le théorème 9.6 suivant, dû à J.P. Fouque,
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nous permet d'énoncer que es*- relativement compact

dans n (C ( 3R+ ) ) .

Théorème 9,6:

Soit {PN)N>  ̂ une suite de probabilités sur C(nR+,t/') .

ÛN de lo  ̂ : PN̂  * ^N^N>1 converge en loi si et 

seulement si:

(9.6.1) Vf ei/ , (<f ,UN> ) }N>1 est tendu dans n (C ( f*+ , IR) )

(9.6.2) Vk > 1, Vt1, ... ,tk > 0 , Vf ,fk e y

y
(<f, ,U (t. )>,... , <f. ,U.T (t, ) > ) '4 , , . , „ . , _k

I N I  k N k „ variable aleatoire de 3RN->-oo

démonstration: voir [Fou]. □

Une probabilité Q de n (fi) est définie par {Q̂ 1} <Pk , où

H>1
= (<f-,,U>, ... ,<f, ,U>) oQ , par conséquent {P^h, ,,yk

-L K <p f U /

k>l

définit au plus une probabilité sur fi : P . (L'hypothèse de 

relative compacité 9.5 nous donne l'existence de P ). L'identi

fication de P à l'aide de {P^K est par conséquent
<f>

immédiate.

Dans ce qui suit, nous montrons que les valeurs d'adherence 

de {^n ^N>1 Ŝ'*' e -̂*-es existent) sont solution d'une problème des 

martingales (9.9.1) qui admet une unique solution, que nous

1N>V

Q*
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c a ra c té r is o n s  ( 9 . 9 . 3 , 4 , 5 ) .  L 'u n ic i t é  s 'ob tien t simplement, e t

nous donnons des hypothèses supplém entaires sous le s q u e lle s  i l

y a e x is te n ce  d 'une s o lu t io n  de ce problème des m a rt in g a le s .

S o it  PM^ ,n = (< f -, ,U (. at^)  > , . . . ,  <f, ,U (.  a t ! )  > ) o P.. , où es t
N 1 n  k  n  N n

d é f in i  en 9 . 1 . 4 .  On montre fa c ile m e n t la  p ro p o s it io n :

P ro p o s it io n  9 .7

Pour to u t  n > 1, to u te  v a le u r  d 'adhérence Q^,n de {P*,^ '11}»-, nN JN>1

e s t  s o lu t io n  du problème des m art in g a le s  s u iv a n t:

( 9 . 7 . 1 )  Pour to u t  y e C2 (nRk ) ,

r t A T î  a t  ~
' M U . ) - Y ( U n) -  J Z r ^ ( f ( s ) ) < c  f . , U  >ds t  U 0 j=1 dyj s : s

1  r t A T n  k  g  2 w  „
7 Z (f (sUP ,oldS1 fa j , j ' = l  Yj  Yj  ' D D ' . p ( s )

e s t  une ,n -m a r t in g a le .

On a noté $ = ip (.< ^  , < f k ,«>)  , f  ( t )  = (<f  j ' ut >  ̂1< j  <k '

D^f = a [ » , p ( t ) ] f '  e t  ( • * • )  e s t le  p ro d u it  s c a la i r e  de

L2 (p ( t ) ) .
p ( t )
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Existence et unicité de la loi limite

Notations II «Il et désignent la norme et le produit

2
scalaire de L . Si q est une probabilité sur ]R , 

et désignent la norme et le produit scalaire de

L2 (q' = {f, / |f|2dq< »} .

Il *]|̂  désigne la norme de où Ĥ " = {f e L2; f ’ ,xf e L2}

et Vf e H1, (HflJ1)2 + ||f||2 + Hf’ll2 + llxfll.

Vt > 0 , Dt y . y
- cr[ • ,p (t) ] f '

Hypothèses sur et t ->■ P(t)

(9.8.1) Il existe une semi-groupe généralisé d'opérateurs 

linéaires de ^  dans dont la famille de générateurs est

(Ct>tiO • 0n le note ‘V ’ossst •

(9.8.2) V 0 < u < v < t , yf e y , Vv e y  7

<!'„t - ' r»t|£'»> * <-CuTut f 'v>
v+u

(9.8.3) yt s 0, V0  ̂ u,v < t , Vf e y, (u,v) + llD^^fll ^  

est continu.

Nous supposons en outre qu'il existe une probabilité sur 3R : q 

telle que les hypothèses suivantes soient vérifiées:

f

(Ct )t>0

q(• ,• )et

I t' - I l q

H 1
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(9.8.4) q « lebesgues; q (x )  = > 0 , ( x e ÜR) ;

sup q (x) = q < oo .
x

( 9 . 8 . 5 )  y t   ̂ 0 r p ( t )  « q  e t  sup sup
0 <s< t  x e 3R

dp

( 9 . 8 . 6 )  VO < u < v < t  , 3Kt  e TR , V f  e , A  I I T ^ f H 1 < 11 f  H1:

(9.8.7) Vt > 0 , Vf ey ,  sup 1|C fH1 < Y(t)||f||1
0<u<t

Hypothèses sur b e t  o

( 9 . 8 . 8 )  sup ) o ( x , y ) |  = Û < °0. 
x,y

( 9 . 8 . 9 )  b e t  a v é r i f i e n t  9 . 1 . 2 .

P ro p o s i t io n  9 .9

On suppose que les  hypothèses 9 . 8 . 1 ,  2, 3 sont v é r i f i é e s .  

S o i t  Q une p r o b a b i l i t é  sur H t e l l e  que, pour to u t  n > 1 e t  

to u t  ?

r t  A  T  k

(9.9.1) î(utAT*, - ?(U0) - J n ^  5— (ï(s)) < csfr V  ds

, r t A T ̂  k r, 2m

- o' J n £ 3-- 5-- (f(s))(D f.,D .ds
2 0 j,j '=l9yj9yj ' S ] S ;T'P(s)

e s t  une Q -m a r t in g a le .

Si on pose V. = U. - { C*U ds, alors 
t t i s s

dq
dx >

LëJL<
dq (x)

Pt
<  oo
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(9.9.2) f(Vt) - (̂V0) - J j E( w -i(f(s))(DsfjfDsfjI)p(s)d8
U ] i j  - X  ]  J

où f(t) = (<f.,V >). . , , est une Q-martingale. De plus:
3 D ^

■) rt
(9.9.3) Vt > 0 , Vf elf, <f,Ufc> ='<f,UQ> + J 11 D ^ f  | ̂  (g} dwf (s ) ;

w^-brownien.

(9.9.4) Vt1?t2 s 0, Vfr f2 cov(<fr U ^ Q>,<f2,U -U0>)

f̂ lÂ 2 1̂ 2̂ jx (D T f D T zf„) . . ds 
q s s 1' s s 2 p(s)

(9.9.5) ut “ uo vérifie 9.9.1 si et seulement si Ut la

vérifie.

démonstration : A quelques modifications près, nous suivons 

[HSt], th. 1.4. On montre facilement à partir de 9.9.1 que:

, ï ( V tA T* ( -  Ï ( V 0 > -  i  T 1 " . j , = 1 3 ^ 5 7 J , ( ï < = » ( D s ï j .Ds f j ' ) p ( s )ds

est une Q-martingale. Il est alors possible de faire tendre

n ->•+oo puisque: (D f.,D f..) , > n'est pas aléatoire, et on
s j s 3 p (s )

obtient 9.9.2. Donc:

2 t
ve e 3R ,V0 < s <t , X̂ (t) = exp[i6 < f »vt~Vs> + |- j |]Duf ll̂ ĵdu] est

s
une Q-martingale.

1yn >

6 f,

(T( t.
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2 ç t
( 9 .9 .6 )  ve € ]R, V0< t < T  , YfT (t) = exp[i0 < + |   ̂ 11 DuTuT f ^ (u )du1

e s t une Q -m a rt in g a le . Compte tenu de 9 . 8 . 2  e t  9 . 8 . 3 ,  on montre 

que :

Y T ( t J  m-1 °m,k
VO < t x < t  < T, T = llItl n T (am,k+l)

Yj. (t, ) m*=° k=0 T (f  ) ' 
f  J- i ,rn. f  Je

°ù  , = t-, + ~ ( t 0 -  t-, ) m g kl 1 m 2 -L

C e tte  convergence é ta n t  bornée, e l l e  e s t aussi dans L1 (Q) e t :

Yf T ( t „ )  m-1 a v
VHe J , E [1 . m ] = l i m E [1 n y ,K (a ) ]

fcl  Q H Yf  ( t  x ) m+~ Q h k = 0 A t T ( f ) m' k+1

°m,k

CJ

o r ,  du f a i t  que X^ ( t )  e s t  une m a rt in g a le :  

m_1 °m k
E [ 1 n X m  ( cr , , ) ] = 1 , ce qu i prouve 9 . 9 . 6 .

y k =0 Ta , ( f )  m' K+±
m,k

On en d é d u it  aisém ent 9 . 9 . 3 ,  en reg a rd an t Y^ ( t )  . 9 . 9 . 4  e s t  une 

conséquence de 9 . 9 . 3 ,  e t  9 . 9 . 5  es t  un c a lc u l  de m a rt in g a le s . □

On va montrer que:

C o r o l la i r e  9 . 1 0 .

sous le s  hypotheses 9 . 8 . 1 ,  2, 3, le  problème des m a rtin g a le s  9 . 9 . 1  

admet au plus une s o lu t io n .

dém onstration:

L 'argum ent e s t  gaussien , c ' e s t  une conséquence de 9 . 9 . 3 . Q

<
Tt

r
/ut V



Remarque 9.11

Du fait de 9.9.5, il suffit de prouver l'existence de Q , 

telle que Q(Uq = 0) = 1 .

Corollaire 9.12:

»

Si Q vérifie 9.9.1, si les hypothèses 9.8.1, 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8 sont vérifiées et si Q(Uq = 0) = 1, alors pour tout 

T > 0 et toute f e :

(9.12.1) E [ <f,U >2] < 852(1 + T3) (1+K 2)p[(|1f'|| )2+ sup (̂ |C. fil1)2 
Q 0<t<T T t q t

< -f 00

En particulier

(9.12.2) VÏ e°Q. î (U.) - f E ^-(f(s)) <C f.,U> ds
0 i =l8yi s 3 5

2 i â 7 T % , ( ? ( s ) ) (D s f j ' Ds f j ' ) p ( s ) dS

est une Q-martingale.

Démonstration: Nous suivons de près [ HSt] , corollaire 1.7.

Comme en 9.9, on pose V. = U. - C*U ds . On considère 9.9.2t t  ̂ s s

avec ¥(•) = ¥( <£•>) . 9.9.2 est encore vrai avec y(x) = x

2
et V (x\ = x . (Voir par exemple [Pri.l, proposition 17, Ch. 1)
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<f,V > et <f,V > - I !|d fil , > ds sont des Q-martingales 
' t t i s "p(s)

2 r 2
Donc

0
L'inégalité de Doob donne:

rT
E [ sup <f,V >2 1  ̂ 4E_(<f,V >2) = 4 J 11D f 112 / « d s , donc: 
y 0<t<T Z U t  0 s 1

T T

E0 C0= ^ T ^ ' V / 3 s 2TEQ (] < S f'Us>2ds) + 8 j llDS£^(S)ds'

mais d ’après 9.9.3:

v f <Csf' V 2ds) = fds f âu llDuTuScsf^(u)du 

O r:  MDuT=Cs f l l ^ (u|  = <TusCs f ) ’ 2 o[  • , p (u) ] 2 ,p  (u)  >

s 8 2 Ps <"<Tu S cs f ) , " q )2

* Ô 2 Prp Km <|2 sup (1IC fil1)2 < + oo 
0<t<T r

(VO < v < s < T) 

Dsf llp(s ) - 52pT ( ||f ' ]| ) 2 < a2pTq 2 ( l|f 111 ) 2 , ce qui donneet

9.12.1. 9.12.2 s ’obtient en appliquant 9.12.1 à C f et en
S

réutilisant 9.8.7 . □

/ \
Nous définissons maintenant la suite de probabilités Q , 

destinée à approcher Q , oü Q vérifie les hypothèses du 

corollaire 9.12.
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{ )jc>q désigne les fonctions de Hermite (voir l'appendice Al)

On définit : Vn > 1 , n :
n y

f -+ E (f,h.)h.
i<n

On pose b. (t) = (C h. ,h ) , a. (t) = E (D.h.,h) ... • 
i,m t i m i,m ■ n t i l p(t)

£<n

(D h ,h ) ... et L*n) = E ( E b. (t)y )|—  + 
t m l p(t) t . i,m 3v.

r i<n m<n - 1

Z a. _(t) - -d . (L^n  ̂) est le générateur d'une
i ,m<n x 'm 9yi 8ym fc-0

diffusion sur et il existe une unique probability

sur telle que (y(0) = 0 )  = 1  , qui soit solution du

problème des martingales P M ((L^n ^) , C 2 (]Rn+^)), puisque 

( n )
P est la solution d'une e.d.s. dont les coefficients véri

fient l'hypothèse usuelle oour obtenir l'existence et l'unité 

de la solution .

v est la variable aléatoire sur fi définit par:

Vt > 0 , Vf e y  , <f,v.> = E (f,h. )y. (t) , où (y) =
j „ X I

p (n)

i=n

? est un élément de C 2 ( nRn + '*') définit par:

Vy e nRn + 1 , Ç(y) = y(v) OÙ y e C 2 (3Rk ) ; f ^  ... , fR e j/

.,h.)y . ) . .
3 x 1 i 1<]<k

et v = ( E
i=n

y-

p ( n )an+1
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A lors

L (n)(t,î)(y) = E <v> Z tf.,h ) I bi m <t)ym
j=l y i<n J m<n

5  . ?,  1â ï ^ ï T , ( ': ) . Z a i , m ( t )  <£j ' h i> ( f j ' ' V
D , D =1 3 3 i,m<n ' J J

Z (v (t) )<C^n)f. ,v. > +j=l 9z_. t -, t

où c^n) = n c n et D^n) = n d n t n t n  t n t n

JS . z .

Z ?,_1 9 i j i T , (v(t))(D t  f j ' Dt  V p f t )
J f J “ x J J

Si est la loi de v , alors: (Uq = 0) = 1 et

t k
?(U ) - J E (f (s) ) <C^n)f ,Ur,>ds 

' t 0 j=l 3Yj 3 "

/ „ \
est une Q -martingale.

Nous appelons 9.13.1, 2, 3, 6, 7 l'équivalent des hypothèses

9.8.1, 2, 3, 6, 7 pour et . Nous vérifions ces

• (n) . ^ (n)propriétés pour C et D :

f n ^
■9.13.1 (C^ ^t>0 enc?endre le semi-groupe généralisé, uniformé-

/n\ ^ rt
ment continu : T = exp ( n C du) o II , puisque n C est

s - n s n' - 1 n u

de rang fini.

+

1
2

et

i j *

k
Z
j '  =1

3Z.3Z.,
82vF ( f (s)) v

,  (n).
G fi’>p(s)

ds

est une
Q (n) martingale.

s.V? ■

9z

Q (n)o (n)

D (n
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-9.13.2 et 9.13.3 s ’en déduisent 

-9.13.7 est impliqué par 9.8.7 puisque

lldi c: n f)' 11 < q||(n c.n f)1 || < qllc.n fil1 < «>n t n q ^ n t n t n 11

-9.13.6 s'énonce: yO < u < v < t , 3K^n  ̂, Vf e ,

11  ̂T^vf 11"*" < || f N"*" , et se vérifie avec =

exp(t sup I n C n i 1), où I*!1 est la norme des endomorphismes 
0<s<t n s

de H1 . Mais cette estimation est insuffisante et nous 

faisons l'hypothèse d 'équicontinuité :

(9.14.1) VO < u < v < t, 3k“ , Vn > 1 , Vf e ̂ , ll(n)T ̂fll1

 ̂k” Il fil1 .

Lemme 9.14

Si les hypothèses 9.8.1, 4, 5, 7, 8 et 9.14.1 sont vérifiées,

( n ) ~
{Q Jn>i est relativement compact dans n(Œ) .

démonstration : Nous utilisons le théorème 9.6.

En appliquant 9.9.3 on obtient:

VO < tx < t2 < T , Vf e y

E , .[(<f,U. > - <f,U. >)4]
Q 2 1

= E ' p ' Din)Tstlf|t(s)dwf(s))4](n)
(

^lDs
(n)r

s
t 7

f|t? (s)dw '̂ (s)

*t
(n)K<n:
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<f’% - %5 = f.iprvH,., - |pin>Tstlf|t(s))dwf(s)

EQ (n)C( f 1 (l|Din>TSt2flt.(s) - l|Din>Tstlf't»<s)><îwf (S) >4-

< T2p 2q2 sup ( ]| (n)T t2f - (n)T tj-f II1)4 
0<s<T s

t t
or ||(n)T 2f - (n)T 1f]]X = || I ^Cvll/T“f duir 

s s . 1 u
tl

< (t - t,) sup II C (n) T Uf II1 
z 0<u,s<T u s

< (t2 - t1)y (T) Kt ||f ||J

et E (n)C( 2 1 iDgn} Tg 2f||p(s)dwf (s))4] < (K~pTq)4 ( || f II1) 4 (t2 - t1)2

Ce qui démontre 9.6.1, puisque

sup E , >[(<f,U > - <f-,U, >)4] < (t, - t,) 
n>l Q 2 rl  ̂ x

Pour obtenir 9.6.2, il suffit d'avoir l'estimation:

(9.14.2) VT > 0 , Vf e (.y, sup E , . ( sup <f,U >2) < +
n>l Q 0<t<T

+ t:

fc2
l|Ds

[n)_T
S '£ "p (s)

iwf(s)
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En e f f e t :

Q ( n ) [ U { | < f . , U .  > | >  K } ]  < Z Q ( n ) { | < f . , U > | >  K}  

j=l 11 j j=l 3

1
< -J z sup E , . [ sup <f.,U > 
~ K j=l n>l QK 1 0<t<T 1 t

2
]

(si T > max {t^, l < j < k } ) .

Mais 9.14.2 est une conséquence immédiate de 9.12.1 et du 9.14.1 

(nous sommes en mesure d'appliquer le corollaire 9.12). □

Lemme 9.15

Si les hypothèses 9.8.1, 4, 5, 6, 7, 8 et 9.14.1 sont

vérifiées, toute valeur d'adhérence, Q°°, de ^ ^ n^ n>i est
00

solution du problème des martingales 9.12.2, avec Q (Uq = 0) = 1 . 

démonstration:

Soit Q^n  ̂ une suite entrai te de C3U;*- converge

vers Q00 .

Q°° (U = 0) > lim Q (n,)(U = 0) = 1
U n ' -vœ 0

Pour tout ¥ e et tout t > 0 , on note:

N
(n)

(t) - î(u.) - J e |^~
o j=i3yj

. i f  z -£i-<ï
2 0 j , v = i » W

(f (s)) (D*n) 
. s

(f(s)) < C (n)f.,u >ds 
s i s

{Q n^l

' Ds f . 
D
,) \ V s)I
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e t  N°° ( t ) : l ' e x p r e s s i o n  c o r r e s p o n d a n t e  l o r s q u e  C e t

s o n t  r e m p l a c é s  p a r  C e t  D .

V ?  e°f, V t  > 0 , V n  > 1
y

N ( n ) ( t )  = N°° ( t  ) + {  I  l l _ ( ï ( s ) )  < ( C -  é ^ ) f . f U > d s
0 j = l  8 y j  s s j  s

O r :

V f  e y  , V t  > 0 , s u p  i l ( D s - D ^ n ) ) f | |  < p fc q  3 | | f ' -  n n  ( n n f  ) ’ || -  0
0 < s < t  n^-oo

D e  m êm e :

E ( n ) ( < ( C s ‘ Ci n ) ) f ' Us >2) -  P t  q2  Y 2 ( | | ( C S -  C ^ n )  ) f  M1 ) 2 -  0
Q n-»-oo

rJ

D o n c ,  V O  < u  < t  , V  F  e C. ( f i )  , F :  ?  - m e s u r a b l e

l i m  E  ( F p N ( i 1 , )  ( t ) )  = l i m  E  , , J F . N°° ( t )  )
n '^ o o  Q > n'-+œ Q )

m a i s  N ° ° ( t ) e s t  c o n t i n u  e n  w e t  E  [  s u p  < f , U  > ]  <

Q°° 0 < s < t  s

1
2

0

k
E

j  r j ’ . 1» ! 3yj

a2'!'
( f i(s) )[(:[DS f n

. ,D : 1 sf j1 )p(s) - (Di
,(n)f

f i ' D
(n) _

V i p(s) Ids

(n:
D

(n)

s V
°  K S

( t )



-163-

9  > o o
sup E , , > [ sup <f,U > ] < + o o  et E (?*N (t) ) = 

n' Q } 0<s<t s Q°°

lim E . M  (FN(n,) (t))= lira E , (FN(n ' } (u) ) = E  (F.N°°(u)).G 
n'̂ oo Q } n'̂ co Q > Q00

Finalement, nous avons montré que sous les hypothèses 9.8.1, 2, 

..., 9, et 9.14.1, il existe une unique probabilité P sur Q

telle que pour tout n > 1 P = Qn où Qn est une solution
•ft,ln

de problème des martingales 9.7.1. Ce qui nous permet d'enoncer 

le

Théorème 9.16.

Sous les hypothèses 9.8.1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 et 9.14.1, 

le problème des martingales sur C(3R+, '), associé au générateur 

(G^1))t^0 , où: y? Æ v v  e ïf*

k ^ k 2 

(v) = E |~(f)< Ctfifv> + \ E -̂ JL . (?)<f! f!r>o[.,p(t)]2,p(t)> 
j=l dYj j,j'=l 3yj9yj'  ̂ ^

admet une unique solution. De plus:

, t

'sxs J'llp(s)

jg t
Vt > 0 , Vf £<// < f ,Ut > = < f ,UQ> + [ || D^T^f ||_ ,^ dwf (s) ;

0

w^-brownien.

Vtlft2 - 0 ' vfl,f2 ' cov^<fl,Ut1 “ U0>,<f2,Ut2 " U0>)

rfci A t 2 .
= J ( D T r f n , D T r f „ )  , . d s

^ s  s  1  s  s  2  p  ( s  )

,(1
Gt
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Appendice : Deux simulations du modèle d'Ising sur le tore

Le modèle d'Ising sur le tore

L'ensemble S des sites où se situent les aimants est

= ( Z / N E )2 avec N € {1, 2, 3, ... }

En chacun des points s de S , vit une variable aléatoire: 

a , susceptible de prendre les valeurs -1 et +1 , c'est 

le spin en s . L'ensemble des configurations est donc:

E = {-1, 1}S .

On note a (i) le spin en s dans la configuration i (i e E) 

Le système à l'équilibre est décrit par la mesure de Gibbs n:

dn (i) = ^exp(Jj E ag(i)as,(i)) m as o [ + a+1) ] (i) ; i e E
SeS SeS

s 'eS 
Is-s1|=1

1 ^

où J = J(3 avec 3 = et J : une constante d.'interaction.

Is - s' | = 1 signifie que s' e {s^, S2 » s^, ŝ }

r—  — i

s 4 S

S

1
2 (a-l
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On note n (i) le nombre de plus proches voisins de s , de 
s

spin différent de a (i) , soit:
b

ns (i) = | E |as (i) - agI (i) I

{s', Is-s1 I =1}

On appelle (i) l'ensemble des états qu'on obtient à partir de

i en retournant un spin en un seul site. Si j e (i) , s. .
1 / D

est le site où le spin est retourné.

n. = exp( ^ Z a (i)a ,(i) ) = exp( ^ E ((4 - n (i)) - n (i)))
1 2 seS S S 2 seS S S

S' eS 
Is-s'|=1

= exp (2J) exp (-J E n (i)) , donc: 
seS s

(A2.1): Vi e S , Vj e S, Vj e^\i)

, t - s. . (i)n easp(- J 1,3 )
— L = ------------ ------  = a,
n .i exp(-J si,j ̂

Pourquoi une simulation?

En général, on n'a pas moyen d'atteindre la fonction de partition

N2Z qui nécessiterait le calcul et la somme de 2 termes (si
2

N = 10, 2 =10 ) . C'est pourquoi on ne pourra calculer des

=>
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moyennes <X,n> ( <x> pour les physiciens) que par les 

biais d'une simulation. Plus exactement, on n'aura que des 

estimations de ces moyennes.

Description des simulations

Les deux simulations utilisent de façon fondamentale le théorème 

ergodique (dont les hypothèses sont aisément vérifiées), à savoir:

presque sûrement en oj , où u est un événement aléatoire qui 

dans notre cas se "représente" par les différentes valeurs que 

prend le système au cours du temps. Du fait que la simulation 

ne dure qu'un temps fini la valeur obtenue pour < > n'est 

qu'approchée, (indépendamment des erreurs de troncature), c'est 

là qu'intervient le problème de l'estimation de l'intervalle de 

confiance.

Les paramètres des lois régissant les phénomènes aléatoires des

simulations sont construits à partir de la probabilité d'équilibre

II. Pour se persuader que les simulations sont correctes il

suffit de vérifier que la probabilité invariante du processus

ère
joué dans une simulation est bien n. La 1 simulation est

construite en temps réel, c'est à dire qu'on regarde l'état du

emesystème à toutes le unités de temps, la 2 en temps "événe

mentiel", c'est à dire qu'on ne regarde le système qu'aux instants 

de saut.

lim
T + o o

T

i  { x. (w) d t  = 
0 ^

<x>
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La première simulation

La simulation est celle d'une chaîne de Markov en temps 

discret dont les probabilités de transitions sont données par la 

matrice :

Pi-i  = - 2 i n f  ( 1 ,  a.  . )  s i  j e  î P ( i )
-LJ N '-1

{ P.. = 1 - £ P..
\ i l  . . i l

j*i J

, Pi k  = 0 s i  k /  < P ( i )

où a. . est défini en (A2.1)
1 / J

P :

£. . . Mise en memoire î = configuration .
J pour les moyennes

changement ; 
co n fig u ra tio n  = j

Tirage equiprobable du lieu de 
chg*- de spin s = ^

pas de changement; 
configuration = i

roui
Bemouilli-

p= a .

a. . > r?*
vi,D ^

oui

non
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î n - 
Z p . .  = X PAi = - 2 S. i n f (1/ j j i )
j*i 11 je (i) 3 N je (i) i

Montrons que n est la probabilité invariante de la chaîne.

1) La chaîne est clairement irréductible récurrente, donc la 

probabilité invariante est unique.

2) Reste à vérifier n p = n (II vecteur horizontal)

<n,p > = z I inf (n n ) + n (i - z p )
-* ie ( j ) ■ N -1 -1 k* j -1

En effet l'ensemble des états qui mènent à j est (j) , et

comme n. Z p = Z inf (II.,n.) , il est clair que
k*j ie ( j ) N 1 ^

<n, p .> = n . .
•  j j

La deuxième simulation (avec la dynamique de Glauber)

La loi du temps de retournement d'un spin en un lieu s e s

est une loi exponentielle de paramètre À . où i est la
s / i

configuration actuelle - le problème est de calculer les X
s / i

pour que le processus de saut associé ait une probabilité 

invariante égale à n . Calculons pour cela le générateur 

infinitésimal du processus.
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j est la probabilité de sauter de i en j , A^ le paramètre

de la loi exponentielle d'attente en i . q = (q^j) est le

générateur. Par construction j i ̂ <i) => = 0

Par hypothèse = 0 (ce n,est pas une restriction).

le temps d'attente en i est: inf (tps de retournement en s,
s eS

dans i), donc A

Qij =
Z A 

seS
s,i

. = Z A .
1 c S , 1

seS

soit
si i * j

ij
A . Q . . = <
i 1D

0 si j | îP(i)

A . . .
sij , i

‘■il
.Z_ q..

On calcule A . à l'aide des conditions de balances . . > i 
i,D)

détaillées :

V ifi n .q. . = II .q . . v ,J î^i] ;pji
donc S i / j ? 1

'Sj i-j J /x /

n exp(+Jn 1 ) 
il. - s,

_.J_ = ________________k , j

^i exp(+Jn -1 ) 
S • • 
1/3

Il suffit donc de prendre: A . = exp(Jn1)
S f JL S

Remarque : Un tel processus est réversible.

yi.

A i

Qii
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La loi du lieu de changement de spin est une loi discrète

sur S de paramètres: , ^s, i ,
E X , . seS 

s' eS '

(conditionnellement au fait que la configuration actuelle est i ).

La loi d'attente en i est une loi exponentielle de paramètre

ni i
X. = £ . où A . = exp(J s) avec: n nombre de voisins1 0 s * 1 s , ± ss eS

différents de s , dans la configuration i .

Comparisons des simulations

Bien que les critères de comparison soient difficiles à définir, il 

semble que pour les grand réseaux (N >20) Ja premiere simulation 

soit plus rapide que la seconde. Toutefois pour les petits, la

Organigramme

Tirage du lieu de 
ch g de spin

Tirage du temps 
d'attente

Mise en mémoire
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seconde est plus performante. Elle a, de plus, l'avantage de 

correspondre à une évolution physiquement acceptable, alors 

que la première introduit un désordre temporel, l'évolution globale de 

celle-ci est toutefois satisfaisante.

Quelques résultats numériques (Avec la seconde simulation 

uniquement).

La théorie prévoit un phénomène de "transition" de phase quand 

le réseau est infini, c'est à dire qu'à basse température et 

compte tenu de la condition initiale le système évoluera presque 

sûrement vers une aimentation particulière, ou sa complémentaire, 

tandis que passée une température critique, indépendemment de la 

condition initiale le système évoluera vers une aimantation 

correspondant à 50% de spins +1, en absence de champ magnétique 

extérieur. Le phénomène se traduit lorsque le réseau est fini, 

pour le passage d'un bassin d'attraction à l'autre. Ceci est mis 

en évidence avec N = 10, et n'est pas apparu, du fait de la 

rareté de 1'événement avec N = 20 .

La première série (N = 20) fait apparaitre la "stabilisation" 

de l'équilibre tnétastable d'aimantation = 50%. Elle correspond 

à plus de 40,000 boucles de l'organigramme.

La seconde serie (N =10) fait apparaitre le phénomène de 

transition de phase. Remarque: J décroit en ^ , si T est 

la température. Sur les graphiques suivants, l'aimantation
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ins tantanée est représentée par:

1
Z o

s# ( S )  seS

et l'énérgie instantanée par!

n = — £ n 
#(S) seS s

N2
où # (S) = 2

â
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