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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet de construire toutes les représentations 

complexes irréductibles du groupe symplectique Sp(4,F^) , en quatre va

riables, sur le corps fini F^ à q éléments (de caractéristique quel

conque) et du groupe des similitudes symplectiques associé GSp(4,F^)

Jusqu'à présent, seule la table des caractères de Sp(4,F^) était connue 

(depuis 1968 pour q impair [16] et depuis 1972 pour q pair [6]).

Nous obtenons toutes les représentations complexes irréductibles 

de GSp(4,F^) en décomposant ses représentations de Weil associées à cha

cun des deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur F^

Les représentations irréductibles de Sp(4,F^) , dont la structure est 

plus compliquée, s'obtiennent alors aisément par restriction. Nous construi

sons d'ailleurs, de manière générale, la représentation de Weil du groupe des 

similitudes symplectiques en 2n variables GSp(2n,F^) , sur F  , as

sociée à un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) de dimension paire sur 

F^ . Cette représentation a été introduite par A. Weil dans [18] pour le 

du groupe symplectique sur un corps local. Nous en donnons ici une construc

tion élémentaire pour le cas d'un corps fini, en nous appuyant sur une pré

sentation très simple du groupe GSp(2n,F^) (valable en fait pour tout 

corps de coefficients). Signalons que Saito [9] a aussi étendu la construc

tion de la représentation de Weil au cas fini, en s'appuyant sur la présenta

tion de Sp(2n,F^) donnée par une base de Chevalley pour ce groupe. La vé

rification de la compatibilité des opérateurs de Weil associés à ses généra

teurs est encore élémentaire, mais très compliquée.

Nous décrivons maintenant le contenu des différents chapitres.
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Dans le chapitre I, de nature préliminaire, nous construisons toutes 

les représentations irréductibles de GL(2,F^) et SL(2,F^) (qui sont d'ail

leurs connues). Nous le faisons par décomposition de la représentation de Weil 

de GL(2,F^) associée à chacun des deux plans quadratiques non-dégénérés sur 

F^ , dont la construction correspond au cas n = 1 ci-dessus, et par res

triction ultérieure à SL(2,F ) . Dans la suite, nous nous servons constam-
q

ment des différents modèles donnés dans ce chapitre pour ces représentations, 

pour décrire celles de GSp(4,F^)

Dans le chapitre II, aussi de nature préliminaire, nous construisons 

de manière géométrique toutes les représentations de GSp(4,F^) qui ne sont 

pas dans sa série discrète, c'est-à-dire, toutes les composantes irréductibles 

des représentations induites à GSp(4,F^) à partir des sous-groupes parabo

liques propres de GSp(4,F^) , suivant le schéma général de Harish-Chandra 

[14],

Dans le paragraphe 1 du chapitre III, nous établissons la présen

tation de GSp(2n,k) (k corps commutatif) qui rend immédiate la construction 

de la représentation de Weil de GSp(2n,F^) , associée à un espace quadra

tique non-dégénéré (E,Q) de dimension paire 2r sur F^ . Nous effectuons 

cette construction dans le paragraphe 2, en définissant les opérateurs de 

Weil correspondant à nos générateurs et en vérifiant ensuite, aisément, que 

les relations entre ces générateurs sont respectées. Dans le paragraphe 3, nous 

donnons quelques lemmes généraux sur la décomposition de la représentation de 

Weil, suivant un sous-groupe du groupe GO(Q) des similitudes de Q (qui a- 

git dans la représentation de Weil !).

Dans le chapitre IV, nous spécialisons notre construction au cas
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n = r = 2 et (E,Q) déployé, et nous étudions les représentations de 

GSp(4,F^) obtenues par décomposition de la représentation de Weil dans ce 

cas. Cette décomposition se fait à l'aide des représentations de GL(2,F^) , 

puisque le quotient de GL(2, F^) xGL(2, F^) par le sous-groupe des (t,t , 

pour t scalaire, est d'indice 2 dans GO(Q) dans ce cas. On obtient ainsi 

à peu près la moitié des représentations de GSp(4,F^) (la série dite dé

ployée), dont la famille de représentations irréductibles dans la série dis-

2 2
crête de dimension (q-1) (q +1)

Dans le chapitre V, nous considérons le cas où (E,Q) est non-dé- 

ployé (toujours avec n = r = 2) . Nous pouvons alors décomposer la représen

tation de Weil suivant des représentations de GL(2,F 2 ) > car Ie quotient

q
de GL(2,F 2 ) Par Ie sous-groupe des matrices scalaires de norme 1 est

q
d'indice 2 dans GO(q ) dans ce cas. Nous étudions les représentations de

GSp(4,F^) ainsi obtenues (qui sont presque toujours irréductibles) et nous

montrons que l'on obtient ainsi toutes les représentations qui manquaient

dans la série déployée. On obtient, en particulier, de manière immédiate, des

2
modèles pour la série discrète de dimension (q-1) et pour les q-1 repré-

1 2
sentations exceptionnelles de dimension *jq(q~l) (appartenant aussi à la 

série discrète).

Dans le chapitre VI, nous montrons comment l'on obtient aisément 

toutes les représentations irréductibles de Sp(4,F^) par restriction de 

celles de GSp(4,F ) , à l'aide des résultats du paragraphe 1.
q

L'essentiel des résultats concernant Sp(4,F ) a été annoncé
q

dans les notes [12] et [13].
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NOTATIONS GENERALES

|E | cardinal d'un ensemble fini E

E
F , ensemble de toutes les applications d'un ensemble E dans un ensem-

App (E,F) ble F .

Supp f support d'une fonction f d'un ensemble E dans un groupe additif 

M , c'est-à-dire l'ensemble des x g E tels que f(x) ^ 0

Œ corps des nombres complexes.

corps fini à q éléments.

A+ groupe additif d'un anneau A

A groupe multiplicatif des éléments inversibles d'un anneau A

Car (G) groupe des caractères d'un groupe abélien G 

car k caractéristique d'un corps k

^  pour ^ £ Car(k+ ) , t £ k+ ( k corps commutatif), désigne le

caractère de k+ défini par ^ ( r )  = ^(tr) (r Ç k+ )

Ind induction (de représentations), d'un sous-groupe H d'un groupe

HÎG
fini G , à G lui-mème.

Res restriction (de représentations) d'un groupe fini G à un sous-

G1H

groupe H

[U,V] nombre d'entrelacement de deux représentations U et V d'un

groupe fini G , c'est-à-dire la dimension de l'espace Hom (U,V)
G
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R(G) classe de toutes les représentations (complexes) d'un groupe fini

G .

I(G) classe de toutes les représentations irréductibles d'un groupe

fini G

I(G) ensemble des types d'isomorphie des représentations irréductibles

d'un groupe fini G

Stab x stabilisateur dans G ( G  groupe fini) d'un élément x d'un en- 

semble dans lequel G agit.

FiXyH espace des points fixes pour un groupe fini H dans un espace vec

toriel V dans lequel H agit.

£ K vaut 1 si a = b et 0 si a î  b , pour des éléments a et b
a y D

d'un ensemble E

£ fonction de Dirac centrée à l'origine sur un groupe abélien M ,

c'est-à-dire, £(a)=£ n (a £ M)
a,ü

J'exprime toute ma reconnaissance à P. CARTIER qui a dirigé mon travail 

de recherches pour l’intérêt qu'il a toujours porté a mon travail, et ses 

précieux conseils.

Je tiens à remercier G. POITOU, président du Jury de Thèse, J. TITS rappor

teur de la dite thèse et R. AZENCOTT, qui mfa proposé un intéressant sujet de 
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La frappe a été effectuée par Mesdames Cabannes et Lièvremont, à l'I.H.E.S. 

et Madame Bonnardel, à l’Université de Paris-Sud. Je les remercie bien vivement 

pour leur travail diligent.



CHAPITRE I

Les représentations de GL(2, F  ) et SL(2* F  ).
q q

Dans ce chapitre, nous construisons toutes les représentations 

complexes irréductibles de GL(2, F^) par décomposition de sa représenta

tion de Weil et nous obtenons par restriction toutes les représentations 

complexes irréductibles de SL(2, F^) . Nous donnons aussi plusieurs au

tres constructions de la série principale, ainsi qu'un certain nombre de 

propriétés des représentations de GL(2, F^) et SL(2, F^) qui nous seront 

utiles dans la suite.

Dans tout ce chapitre, nous posons k = F^ (corps fini à q élé

ments), G = GL(2,k) et G' = SL(2,k). Nous ne faisons pas de restric- 
o o r

tion sur la caractéristique de k.

fl. La série principale de Gq .

Nous rappelons brièvement deux constructions bien connues de la 

série principale de représentations de Gq .

Dans ce paragraphe et les suivants, nous notons Bq le sous-grou

pe de Borel de Gq formé des matrices triangulaires supérieures, et Tq le 

tore maximal déployé de G q formé des matrices diagonales.

1. Construction de la série principale par induction.

DEFINITION 1.- Soient oc ̂ p é Car(kx). Notons [oĉ  le caractère de Bq 

défini par



1.2

C«,fÜ(Q hd) = < a )  (3(d) (a,d é k*, b é. k).

On appelle série principale (de représentations) de Gq la famille de types 

d'isomorphie des représentations irréductibles de Gq obtenues en décompo

sant les représentations induites

(H« |b • T . •> - Ind C * ' F3 •
B T G
o 1 o

Nous avons alors

(1) H - = \ f: G -- »• I | f (bg) = U,pl(b)f (g) V b Ê B  , V g é G  |
O O

et

(2) [t  _(g)f](h) = f(hg) (f 6 H. ft , g, h feG ).
* > Y * P °

Comme

(3) |Go l = (q-l)2q(q+l)

et

(4) |Bq \ = (q-l)2q ,

on a

(5) dim ^ = q+1 («, é. Car(k ) ) .

Le lemme suivant est bien connu, et facile à vérifier directement.

LEMME 1. - Soient oc , oc', (V £  Car(kx). Notons X(*,(&; * 1, ) le Î - espace 

vectoriel formé des fonctions complexes K sur G vérifiant la condition

(6) K(b'gb) = (b')K(g)0, (îQ(b) (b,b ' € Bq , g € G q) .
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AlorSj en faisant correspondre à chaque K <'»0') l'opérateur î>
K.

donné par

(7) C $ V ( f ) ] ( g )  = Z Z  K(gh_1)f (h) (ffeH A ,gfeG),
K h G ’P °

o

on définit un isomorphisme de 1) - espaces vectoriels de (*; <*', (à' ) sur

Hoiiiç (H^ ^ , H^, pt ). En outre, 1 Application ainsi définie (pour

KéX(^, p; «c1 > pf ) et pour tous les a , p, oc1, (V £  Car(kx) ) transforme le pro

duit de convolution de fonctions complexes sur Gq dans le produit d 1opéra

teurs .

Notons N(T ) le normalisateur de T dans G et W le grou- 
o o o o

pe de Weyl N(T )/T de G . Alors W = S i ,  w \  avec w = (? ^)T . Le 
r y o o  o o * o J o l O o

groupe agit naturellement sur les caractères de par

(8) («, (i)W (h) = («, ) (whw"1 )

pur w W , d, (i€Car(kx), h Tq , où l'on pose

(9) ( « , | i ) ( J  ° )  = «-(a)p(d) (a,dékx).

A l'aide des résultats rappelés ci-dessus et de la décomposition

de Bruhat

G = B U  B w B 
o o w  o o o

de G > on démontre aisément la 
o

PROPOSITION 1.- On a, quels que soient <*, (i Car(kx ),

dim HomG = |{w€ Wq | (*, p> )W = (*',(J')}|.
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COROLLAIRE.» Quels que soient et, ft^Car (kx ) , on a

i) H est irréductible si <*. / ß;

ii) H est somme directe de deux représentations irréductibles non-iso-
°S<*

morphes;

iii) H , f n'est isomorphe à H A que si (oc1, ) = (oc, ç>) ou
* y p °S v

(*', (V) = ((*,*).

La décomposition explicite de H (<*€Car(kx)) est la suivante
*,CC

(10) H. ̂  - H* +

où désigne la droite dans ^  engendré par la fonction complexe

oc^det, et où la sous-représentation irréductible de dimension q est

donné par

(11) Hq = l f € H  1 5 Z Z  f(x) = 0 V t é k * }  .

°- * x€G0
det x = t

Nous notons “TT^ (resp. la restriction de “TT au sous-es-
oc «t <*,<*.

pace (resp. H^). Nous avons ainsi (Ĥ " ,1T^) = (t,«.odet). La repré-
oc ** oc oc

sentation (H« ) est appelée représentation de Steinberg de Gq asso

ciée au caractère ot et notée aussi St («•).

Notons (H. , 'îü .) le type d'isomorphie de (H ,

pou oc,(S feCar(kx). Nous avons alors, avec les abus de langage habituels, 

la description suivante de la série principale de Gq .

PROPOSITION 2.- La série principale de représentations de Gq est formée de 

(q-l)(q-2) représentations . (*, Car (k*), °<- f  P) de dimen- 
— -----------  '

sion q+1,

q-1 représentations (*6Car(k*)) de dimension q , ¿t

q-1 représentations “TT^ = «c*det (*fcCar(k*)) de dimension 1 .
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2. La représentation naturelle de Gq

Le point de vue de ce numéro est celui que nous généraliserons à

2
GSp(4.k) au chapitre II. Dans la suite, on note k le plan fini k x k

DEFINITION 2.- La représentation naturelle T  de G est définie dans l'es-

-  j,k2X  k*
pace M = C par

(12) [x(g)f](x,t) = f(xg, t.det g 1) ( g £ G Q, f£M, x £ k 2 , tek*)

2
(le groupe Gq agit dans k par multiplication matricielle à droite).

Nous avons tout d'abord la décomposition évidente

(M, X) = (M°, T) + (M, X) = © .  . (t, cxodet) ©  (M, T)
«eCar(k )

où

(13) M° = {f 6 M  | Supp f C  \ 0 \ *  k*} ,

(14) M = [f € M  | f(0,t) = 0 Vtfek*} ,

et où l'on note encore T  la restriction de T au sous-espace stable M° 

(resp. M ). D'autre part, on peut décomposer (M, T) suivant les caractères 

de k* x kX en posant, pour tf,^€Car(k*) ,

M a a = fa feM|f(rx,t(rs) *) = *(r)(i(s)f (x, t) Vr,s,t£k*, V x e k 2 ]

Nous avons alors

(M, T) - 0  (M , X) ,
€ Car (k )

où l'on note encore T la restriction de T au sous-espace stable M A
> r

Posons

(16) M = M n  M (“,p€ Car (k*) ) .

Il est clair que l'on a
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M = M 
«,(*> «,(*

(M** >T > = (M*™ » T > ©  <*» «.odet) (<* èCar (kx) )

et enfin

dim _ = q + 1 
«>$ 4

(<*,(iéCar(k*)) .

Nous étudions directement l’entrelacement de ces représentations.

DEFINITION 3.- Pour oc, p, oc1, ^  6Car(kx) , on désigne par oî! , )

le t - espace vectoriel formé des fonctions complexes K sur 

2 y 2 x
( k x k ) x ( k x k )  (appelées noyaux dans la suite) telles que

(17) K(x'g,t'det g ^xg.tdet g 1) = K(x',t';x,t) ,

et que

(18) K(r,x',t,(rls')”1;rx;t(rs)~1) = <*' (r ' ) (V (s ' )«.-1 (r)^"1 (s)K(x ', t ' ;x, t) ,

x 2
quels que soient r, r 1 , t, t 1 , s, s 1 6, k , x,x'£k et . De plus, on note

R(*,(à; oC1 , ) le sous-espace de R(*,(i; *' > ) formé des noyaux K tels que

k  2
(19) K(0,r;y,s) = K(x,t;0,u) = 0 (r,s,t,uék, x,yék ) .

PROPOSITION 3.- En associant à chaque noyau K €R(oc,^; *>',£') pour tous les 

, (V € Car (k*) , 11 opérateur _de ^ dans M^, , donné par

(20) C $ v (f)]U> = )--- ■ K ( ^ ) f ( ^ )  
'tj€ki x k*

(Ç£k2Xk*) ,

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de no

yaux en produit d'opérateurs et qui est un isomorphisme du £ - espace vectoriel 

R(*> P>; *' > (*' ) (resp. R(*, £>; *', )) sur le £ - espace vectoriel

HOmG H°mG (M«,(i ’ M * , 0 )} ’ ^ ^ls- ^ue-g0i-g^

Ct, (*, «',(*>'€ Car (k*) .

si <Ä * ê Car1k
X  1
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On voit ainsi déjà que les nombres d'entrelacement

[ M a , M̂ ., ^(] seront majorés par le nombre de configurations possibles

2
ce deux droites dans le plan k (à savoir, deux). De manière plus pré- 

ci se :

PROPOSITION 4.- On a, pour a, p, <*', (ÿ £ Car (k ),

i) „ est irréductible si ^ P> :

ii) M _ est somme directe de deux représentations irréductibles non-CljOt ■ r --■— ■ —

isomorphes ;

iii) n'est isomorphe à M^, , que si (<*', (ÿ ) = C01,^) ou 

(*',(*') = ((*,*) .

Démonstration: Soient u et v deux vecteurs linéairement indépendants 

2
de k .11 découle de (17), (18) et (19) que la donnée d'un noyau

K € R(*, -3; ) , pour <*, p, *' , (V Car (k*) , équivaut à la donnée de ses

valeurs K(u,l;u,l) et K(u,l;v,l) . Comme Gq est transitif sur les

2
couples de vecteurs linéairement indépendants de k , nous avons d'après

(17) et (18), quels que soient r,sfck* ,

K(ujl;v,l) = K(ru,(rs) \sv,(rs) ^) = (r ) (V (s )«*  ̂(s)  ̂(r)K(u, 1 ;v, 1 ) ,

en plus de

K(u,i;u,l) = K(ru,(rs) *;ru,(rs) *) = <*'<* *(r)(*'p>  ̂(s)K(u, 1 ;u, 1 ).

Il s'enfuiit que

* M * ' + , p m i v *) *

d'où les trois assertions de la proposition.

C.Q.F.D.
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La description et décomposition explicite suivante de ^  est

immédiate:

2
PROPOSITION 5. - Notons L 1 "ensemble de toutes les droites du plan k

2 2 
Pour tout x€.k -\0} notons ¿(x) la droite de k passant par x

Définissons, pour tout oc€Car(k*) , la représentation

L(ot) = (L, ocX) = (ÎL, *X)

par

C(«T) (g)f](i) = <*(det g)f(Ég) (géGQ, f é L, 6feL) ,

avec

0(x)g = £(xg) (xfck2- M ,  géGQ) .

On peut identifier L(«0 à (M^ ^ , T) en associant à chaque
■ -  -----------------------

f 6 L la fonction telle que

f"(x,l) = f(£(x)) (xék2-\oO .

La décomposition de L(*) en composantes irréductibles est la

suivante

L(«.) = LC(*)0LO(«) = (M^ , T) ©  (Mj , T) ,

où L°(a ) = (LC, «T) et L°(oc) = (L°, «.X) , et où l'on désigne par LC 

(resp. L° ) le sous-espace de L formé des fonctions constantes (resp. 

des fonctions dont la somme sur L est nulle. 

Dans la suite, on posera

(21) i - 8(1,a) , 0, - 2(0,1) (afck+) .
a w
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Nous donnons, pour terminer ce numéro, un isomorphisme explicite 

de M sur M («,fi éCar (kx) ).

PROPOSITION 6. - On définit un automorphisme involutif de (M, T) qui en

voie W a » sur M > pour tout «, (3 éCar (k*) , par

(Sf)(r,s;t) = —  / ! , et(rs’ - sr1 )f(r ',s ' ;t) , 

q (r 1, s 1 ) 6 k

pour f 6 M, r,SÊk, t e k *  , où e désigne un caractère non-trivial quel

conque de k * .

Si ^ P , on a en fait,

(Sf ) (r,s;t) = -  ftg^COGCe,*^ *) ^  ^  9 f(r!,s';t) 

q (r',s')ékZ
rs1 - sr1 = 1

pour f e M  , r,sék, t € k* , avec
°S\r

G (e, «Ô *) = ^ ! e(d)(«^ 1)(d) 

d fck*

(cf; §2, n°2, déf.4).

Démonstration: La première assertion résulte aussitôt des propriétés du dé

terminant, en tant que forme bilinéaire alternée, non-dégénérée, sur

2 2
k X k  et du fait que Gq est aussi le groupe des similitudes du détermi

nant. En ce qui concerne la seconde assertion, nous avons, si ^ >

2 *
pour f € M  , (r, s) 6k , t e k  ,

«,íó

(Sf)(r,s;t) = —  [ f(ar,as;t) + ) e (d) ^  9 f(dr',ds';t) ] ,

^ ‘•afek* d e k x (r',s')fek J

rs 1 -sr1 = 1

= -  )  - e t (d)«xfb'1 ( d ) Z Z Z  9 f  (r ' ; s ' : t )  ,
q dÊk (r1 ,s1 ) 6k

rs1-sr' = 1
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comme voulu.

C.Q.F.D.

3. Isomorphisme entre la représentation naturelle et la série principale.

Nous montrons que la représentation naturelle de Gq redonne sa 

série principale.

PROPOSITION 7. - On a 1 1 isomorphisme de représentations

M „ ^  H ^
«>(* ,

quels que soient «,^éCar(k )

Démonstration: Nous construisons un morphisme non-nul <|> de la représenta

tion dans la représentation , quels que soient et, p> é.Car (kx)

Comme H - = Ind [ oc , ô3 , il suffit pour cela d'exhiber un vecteur dans

B tG r
o o

M qui se transforme comme l € t  sous B , suivant î«, (il . On véri- 
p,« H o »

fie aisément que toute fonction f.. € M ft dont le support est

[¡0)x kx] x k x a la propriété voulue. Or f^ est clairement un générateur

du " module ^ pour tout <*, ̂  é Car (k*) . Le morphisme ^  défini

par f- est donc un épimorphisme de H sur M . Comme
1 *, p (5, oc

dim H = q+1 = dim M„ , quels que soient ot,ft4Car(k*} , l'épi- 

morphisme est en fait un isomorphisme.

C.Q.F.D.

DEFINITION 4. - Dans la suite, nous dirons que la représentation (M„ ^ , T) 

(*,(!> éCar(k*) , « / (&) constitue le modèle naturel du type d'isomorphie 

ÎH 3 = ^  a • Pour *CCar(k*) , nous dirons que L°(«) (que l'on a 
*>\*
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déjà identifié à (M^ , T )»(cf. prop. 5, n° 2) est le modèle naturel de la 

représentation de Steinberg St(*) , souvent notée aussi dans la suite.

§ 2. La représentation de Weil de Gq

Dans ce paragraphe, nous décrivons la représentation de Weil de 

G q = GL(2,k) associée à un espace quadratique (non-dégénéré) sur k 

Dans le numéro 1, la lettre k désigne un corps commutatif quelconque.

1. Une présentation de GL(2,k) , k corps commutatif quelconque.

DEFINITION 1. - Posons

h(a) = (“ a ' D  

h'(r)= (¿°) 

u(b) - <JJ)

-  ! 0  1 \
- <-1 0 •

(a 6 k" ) , 

(rékx ) , 

(b€k+ ) ,

et

Hq = ih(a) | a é k " } , 

H ’o = '(r)| r t  kK] , 

Uq = ^_u(b) | b €  k+ } .

THEOREME 1. - Le groupe GL(2,k) est engendré par les générateurs h(a) 

( a £ k x), h'(r) ( r € k x), u(b) (b & k+ ) _et w avec les relations

(i) h'(r)h'(t) = h'(rt) (r,t fek*) ,

(ii) h(a)h(d) = h(ad) (a.dek” ) ,
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(iii) u(a)u(b) = u(a+b)

(iv) h'(t)h(a) = h(a)h'(t)

(v) u(b)h'(t) = h'(t)u(tb)

(vi) h(a)u(b) = u(a2b)h(a)

(vii) w2 = h(-l) ,

(viii) wh'(t) = h(t)h'(t)w

(ix) wh(a) = h(a ^)w

(x) wu(a ^)wu(a)wu(a = h(a)

(a,bék+ ) , 

(a,tfckx) ,

(b e k+ , t èkx) , 

(a £ kX , b é k+ ) ,

(t e k x ) , 

(a £ kx) , 

(a € kx) .

On a en fait

GL(2,k) = H' H U Û  H'H U w U
o o o o o o o

a b
Démonstration: Si k = ( ,)£GL(2,k) , alors nous avons 
------------  c d

g = h 1 (ad)h(a)u(a ^b) si c = 0 ,

et

-1 -1 -1 K
g = h f(det g)h(-c det g)u(cadet g )wu(c d) si c ê k

Pour montrer que les relations (i) à (x) forment un système com

plet de relations pour nos générateurs, notons tout d'abord que, en présen

ce des autres relations, la relation (x) s'écrit aussi sous la forme

wu(a)w = h(-a ^)u(-a)wu(-a (aek*)

Il est alors clair qu'à l'aide des relations (i) à (x) toute relation entre
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nos générateurs se ramène à l'une des formes normales suivantes

(N 1) h ' (t)h(a)u(b) = 1 (t,a€k*, b ék + convenables) ,

(N 2) h ' (t)h(a)u(b)wu(c) = 1 (t,a6k*, b,cék* convenables)

Mais la relation (N 2) est impossible dans GL(2,k) et la relation (N 1) 

n'est possible que si t = a = 1 et b = 0 , cas où elle découle de (i),

(ii), et (iii).

C.Q.F.D.

REMARQUE. - La relation (ix) est en fait superflue, elle découle aussitôt 

des relations (vi) et (x).

2. Formes quadratiques et sommes de Gauss sur le corps fini k = 1F^

Nous rappelons dans ce numéro quelques résultats bien connus sur 

la classification de formes quadratiques sur un corps fini k , les som

mes quadratiques (de Gauss) que leur sont associées, ainsi que sur les 

sommes de Gauss associées à une paire (^,«0 € Car(k*)XCar(kX) . Comme 

référence on peut citer [5l, Cô] , tlll, ou encore [loi. Signalons d'ail

leurs que, dans les chapitres suivants, nous n'aurons besoin de résultats 

explicites que pour un espace quadratique (non-dégénéré) de dimension pai

re sur k , où ils son immédiats.

DEFINITION 2. - On note x la fonction coordonnée sur k et x, y les

2
fonctions coordonnées. canoniques. sur k * k x k . On appelle plan hy-

2
perboliaue tout espace quadratique isomorphe à l 'espace (k , xy)

On note K l'unique extension quadratique de k et N la nor

me de K sur k
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THEOREME 2. - Tout espace quadratique non-dégénéré (E, Q) sur k est som

me orthogonale de plans hyperboliques et d'un espace quadratique (Eq , Qq) 

réduit à 0 ou bien isomorphe à l'un des espaces suivants:

i) (k, x2) ,

2
ii) (k, tQx ) (si car k # 2, on fixe un non-carré t k ) y

iii) (K, N) .

2
Si (Eq , Qq) = 0 o u (Eq , Qq) a  (k, x ) , on dit que {E, Q)

est déployé (sur k ); si (E , 0 ) —  (k, t x2) ou (E , 0 ) at (K, N) 
r -—  ---  —  o o o —  o o

on dit que (E, Q) est non-déployé (sur k )

Cela résulte de la décomposition de Witt de (E, Q), ou bien se 

démontre directement, par récurrence.

DEFINITION 3. - Soient ^6Car(k*) e t (E, Q) un espace quadratique sur

k . On définit la somme de Gauss s^0q associée à ^oQ par

S*„0 - E l  •
T v Vfc E

On écrit encore

S^ (t> = V o Q
( t G kK ) ,

SQ (t) “ SeoQ(t)
(ték*) ,

si l'on a fixé un caractère non-trivial e ¿ ê k+  ; on rappelle que l'on 

a posé
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('|'€Car(k+ ), r,ték+)

Les propriétés suivantes de S. se vérifient sans difficulté.
t °Q

PROPOSITION 1 . - Soient (E, Q) £t (E', Q') deux espaces quadratiques 

sur k . Alors on a, pour tout ^6Car(k+ )-\l] ,

°  S+.Q = StyoQ1 si Q :* Q' ,

en particulier, ne dépend pas de ÿ ¿i Q est non-dégénéré de rang

pair ( );

S+ 0(Q ©  Q ' ) = S*«Q 'St«Q' (somme directe orthogonale) ;

iii) ĵ i (E, Q) est non-dégénéré et si F c E  est totalment isotrope» alors

st*Q IF*'Vqf

où l'on note Q̂ , la forme quadratique sur FX /F définie par 

Qp(v+F) = Q(v) (vfcF1) ;

iv) si_ (E, Q) est non-dégénéré » alors

I Vq 1 ' |E|1/2 ■
PROPOSITION 2. - Dans le cas où la caractéristique de k est différente de

2, notons o(̂  le caractère non-trivial de k* de carré trivial, c'est-à- 

dire

a z l

* (t) = (-) = t 2
o q

(t 6k+ ) .

On a (cf. déf. 2), pour tout t|>€Car (k*)-U} >

(}) Rappelons que si Q est non-dégénérée, de rang pair, on a toujours 

Q tQ (t k ) .

t t tr
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i )  s 2 = q^(t)
<|>otX

(t€k+)

si la caractéristique de k est 2 (où l'on note 8 la fonction de Dirac 

sur k* qui vaut 1 en 0 et s'annule ailleurs);

ii) S 9 = « (t)GOls*) = * (t) )__ , ^(r)* (r) (tdkK )
ill «-2 O 1 O O , i X °Y©tx r € k*

si la caractéristique de k est différente de 2 ;

iii) S, - q ;
Ÿ©xy n

et

iV> St.N = 'I '

Démonstration: Les assertions (i) et (ii) sont immédiates; l'assertion (iii) 

découle aussitôt de la proposition 1, iii) appiquée à F = k*x\()\ , ou 

encore du fait que

|^(r,s)6k2 | r s = t } |  = q - 1 + q£(t) (t£k*)

L'assertion iv) résulte de la relation

| £ a € K | N (a) = t ) \  = q - 1  - qS(t) (t€k+) .

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - Soit (E, Q) un espace quadratique non-dégénéré sur k . Dé

finissons le signe E(Q) de (E, Q) égal à 1 (resp. -1 ) sî  (E, Q) 

est déployé (resp. non-déployé). Alors on a, pour tout Ÿ£Car(k*)-il} ,

i )  -  t ( Q ) | E | I / 2

ii} s+oq = 6(Q)qmG(+»«k>

si dim E est paire, 

si dim E = 2m + 1

On trouve aisément, pour q impair,
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[ G ( ^ , 0 ] 2 = «o (-l)q (<|> £ Car(k*), ^ f  1) ,

mais le calcul du signe de est beaucoup plus délicat. On a le théo

rème classique suivant (pour une démonstration purement algébrique, cf. (loi).

THEOREME. - Notons e le caractère de F  ( p premier) défini par 
------  p ----------------  p r K—

e^(n -I- p7L ) = exp(2ltinp ^) (n 62Z )

et notons Tr la trace de k = 1F (q = p ) sur F  . Alors, pour le 
---------- p ------------  q —  P ------*-*------

caractère fondamental

e = e o Tr 
P P

de F + , on a (si p f  2)
—  q ----  —

G(e, O  = (-l)r + *6>(p)rq ^ 2 ,

où l'on désigne par o(p) la racine carrée de ( — ) définie par

co(p) =

1 £i p = 1 mod 4

i jjî P =  3 mod 4

f

A

REMARQUE. - Au numéro ii) du corollaire ci-dessus, on trouve alors

S^oQ = £(Q>«0(t)(-l)r+1<0(p)r|E|1/2

si dim E est impaire (^ = et, q = pr).

Rappelons que l fon pose de manière générale la
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DEFINITION. - On appelle somme de Gauss associée à un caractère additif ^

“f* X
de k et à un caractère multiplicatif oc de k , la somme

G(^,°0 = ) . ^(t)*(t) . 

t é k x

On montre alors sans difficulté la

PROPOSITION 3. - On a, pour <|»feCar(k+ ) , *eCar(k ) :

i) GOj»8,«) = « ( s ) " ^ , * ) ( s fc k* ) ;

ü )  | G(f ,*) | = q1/2 (si \|/ e_t ot sont non-triviaux).

Les sommes de Gauss sur k = F  se ramènent à celles sur k
n n

q
à 1 1 aide du

THEOREME 4 (Hasse-Davenport). - Notons N^ (resp. Tr^ ) la norme (resp. la

trace) de k = F  sur k = F  . Alors on a 
---------- n n ---  q -----------

q

- G0|»oTrn , *«Nn ) =

quels que soient ^ é C a r ( k  ), ot£Car(k ), non-triviaux.

Pour une démonstration, cf. [4] ou ( l o i .

3. Définition de la représentation de Weil.

Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré) sur k . On 

notera B la forme bilinéaire associée à Q , définie par
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(1) B(x,y) = Q(x+y) - Q(x) - Q(y) (x,y E) .

Dans la suite, nous notons X l ’ensemble de caractères non-tri- 

viaux de k+ . Pour tout X , l ’application ^<>B est alors une mise 

en autodualité symétrique du groupe additif E+ . Le groupe multiplicatif 

k agit transitivement sur X par

(2) Ÿ t(a) = +<ta) (t 6 kx , a 6 kX, <^éX) .

Nous construisons la représentation de Weil de G associée à
r o

(E, Q) à l’aide de la présentation de Gq donnée au numéro 1.

THEOREME 5. - Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré), de di

mension paire 2m , sur k . On peut définir une représentation

(V. 5 P^) de G , appelée représentation de Weil de G associée à 
Q » Q -- O * * " — k O -----------

1 'espace quadratique (E, Q) , en posant

* E x X  
Q = 1

et en se donnant Pq = f sur les générateurs de G q par les formules 

suivantes

(3) [p(h(a))f] (x,«}') = f(xa,

(4) [p(h'(t 1))f](x,«|>) = fix,^)

(5) (û(u(b) )f] (x,v|») = v|»(bQ(x))f (x,^)

(6) [ p ( w ) f ] = E(Q)q B(x,y))f (y,v|>) ,

y € E

(a fck*) ,

(tek*) ,

(b € k+ ) ,

pour > x e E  , i|é X
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D'autre part, si y est une similitude, de multiplicateur m , 

de (E, Q) sur un espace quadratique (E 1, Q') , alors y induit un iso

morphisme (T(Y) de (V , , p ,) sur (V , p ) défini par

-1
m

(7) [^(y)f'] (x,v|;) = f'(|x,^ ) ( f ' é V q  i  , x€E, v|;éX) ;

si y' est une similitude de source (E ', Q') , alors on a

cr(y'o y ) = <r(*)o cr(y')

Démonstration: On a à vérifier que les relations (i) à (viii) et (x) entre 

les générateurs de Gq sont respectées par la définition des opérateurs que 

nous venons de donner. Ceci est trivial pour les relations (i) à (iv) et im

médiat pour les relations (v), (vi) et (viii). En ce qui concerne la rela

tion (vii), nous avons, pour f 6 V  , xfcE et ,

(p(w)2f)(x,^) = q - E  v^(B(x,y))^(B(y,z))f (z,^) ,
y»z feE ___^

= n”2m + > TU (B(x+z,y)) ,
’ zTÈ y feE

= f(-x,|) ,

puisque v|j©B est une mise en autodualité symétrique du groupe abélien E+ 

d'ordre \E\ = q^m

La dernière relation s'écrit encore

wu(a)w = h(-a ^)u(-a)wu(-a ^) (aekx) .

Or on a, pour a e k* , f €.V , z €E , tyéX ,

[p(w)p(u(a))p(w)f](z,'IO = q 2m ) vWB(z,x)+aQ(x)+B(x,y)] f (y,^) ,
x,yfeE

= q"2m ) ■ ^ ̂ a”1 (B (y+z ,x1 )+Q(x ' ) )] f (y, ) , 

x'.yéE
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= q ^ W 3' 1) ) ___,vl ' t a " :LQ(y+z)] f ( y , ^) ;
' ye E

d 'autre part

[p(h(-a 1))p(u(-a))p(w)p(u(-a 1))f](z,t|>) =

= ^C-a 1Q(z)li(Q)q m ) ' <̂[.-a 1 (B(z,y)+Q(y))3 f (y, ̂) ,
y € E

= £(Q)g m ) ^ [-a 1Q(y+z)] f (y,\|») 
y € E

On voit ainsi que pour que la relation (x) soit satisfaite, il 

faut et il suffit que l'on ait

Sf.Q(a) = |E|1/2 (a k ) .

Compte tenu du corollaire i) à la proposition 2 du numéro 2, nous avons dé

montré que la représentation p est bien définie et aussi le théorème, 

puisque ses deux dernières assertions sont claires.

C.Q.F.D.

REMARQUE 1. - Dans le cas où dim E est impaire et la caractéristique de 

k est différente de 2 , on arrive encore à construire une représentation 

de Weil associée à (E, Q) en modifiant la définition des opérateurs 

p(h(a)) et p(w) de la manière suivante,

Cp(h(a))f](x,f) = <*o(a)f(xa,«|0 (a € k* )

(où l'on note « le caractère non-trivial de kx , de carré trivial),
O

[p(w)f] (x,«|>) = e.(Q) |EI lŷ 2q 1/2Gty,*) ^ ^(B(x,y))f (y,^)

y 6 E
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pour f € Vq , x E, X(cf. n° 2, cor. à la prop. 2 et rem. au th. 3). La 

vérification se fair de même que dans la démonstration ci-dessus, le point 

essentiel étant en fait que le quotient

est multiplicatif en a € k* et ne dépend pas de

Dans toute la suite cependant, nous n'aurons besoin que de la re

présentation de Weil associée a un espace quadratique non-dégénéré de rang 

pair.

REMARQUE 2. - Si l ’on choisit un caractère e e X  , on peut réaliser la re-

E X k*
présentation de Weil (V , p ) dans l ’espace D en écrivant

f(x, e 1) = f(x,t) (f € V q , X 6 E, tfekx ) .

REMARQUE 3. - Il est clair que, si l'on désigne par H un espace vectoriel

complexe quelconque, on peut définir une représentation de Weil (V , p^)

de Gq associée à un espace quadratique non-dégénéré (E, Q) de dimension

E X X
paire sur k , en prenant = H et les mêmes formules (3) à (6) ci-

dessus pour définir l'action des générateurs de Gq . Nous l'appelerons 

représentation de Weil de Gq associée à (E, Q) et à H

§ 3. La représentation de Weil associée au plan déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil

2
(Vq ,Pq ) de Go associée au plan déployé (E, Q) = (k , xy) et nous mon

trons que l'on retrouve ainsi la série principale. Nous écrirons simplement

s
a
° Q

sVo,Q
<*

O
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(V,p) à la place de (Vp , p^)

1. Le groupe T  = GO(Q)

Nous décrivons tout d'abord le groupe î1 = GO(Q) . Tout couple 

(r, s) 6. kVk* définit une similitude directe y(r,s) de multiplicateur rs , 

de (E, Q) , par

(1) I (r,s) (x^ , x2> = ( r x ^ s x ^ (xj^ x2 èk)

Posons

(2) T(x ^,x 2) = (x2,x1> (x^ x2 6 k) .

Alors T€0(Q) et T  est le produit semidirect du groupe

(3) r + = \t(r,s)\ r *s 4 k* ̂ ,

isomorphe à kx K k*' , et du sous-groupe $1, T $  , avec les relations

(4) T2 = 1 et U(r, s) » T = T • |(s,r) (r,s k )

2. Décomposition de (V^ , p^) suivant P  .

On note y(r,s) (r, s 6k*) (resp. ï) 1 'automorphisme de 

(V, p) induit par y(r,s) (resp. T) , c'est-à-dire

(5) [y(r,s)f3(x1,x2;^> = f (rxj^, sx2; )

pour f € V  , r, s £ k  , ^ fe X et x^ , x ^ é k  (resp.

(6) (Tf) (x1}x2 ;»|») = f(x2,x1;|) (f fcV, Xj.Xjék, <}»6X)) .
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DEFINITION 1. - Posons, pour tout couple «,^€Car(kx) ,

V = if 6 V | T(r,s)f = <X(r) £(s)f V  r , s € k x | .

r  \
(7) V = [7 .

«,^€Car(kx)

PROPOSITION 1. - On a

dim V«,(i = q+1

dim V = q+2 (« 6 Car(k*)) .

Cela est immédiat.

Considérons maintenant l'action de T sur notre décomposition.

PROPOSITION 2. - Nous avons les propriétés suivantes:

i) L 'automorphisme T induit par restriction à V  ̂ un isomorphisme de 
 ------  --------------------------  -------------------

sur V 6 Car (k ) ) ;

ii) V = V + V
<X,OC O t ,*  ot,oc

où

v -  _ = [f 6 V I Tf = +f \ ,
*,cC L 01,oc I — * *

avec

dim V+ = q+1 ,
OC,OC

dim V = 1«,0L

Démonstration : Notre première assertion résulte aussitôt des relations 

Y(r,s)oT = T©X(s,r) (r,s 6kx) (n° 1) et la seconde de la relation géné

rale

V est alors une sous-représentation de (V, p) et nous a-

vons la décomposition

«J Car k:
X oc * (V
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f(x2 ,x1;'\<) = («p 1)(x2x11)f (x1,x2 ;'|>)

pour oc , ̂  £ Car (kx) , f € ^ , x ^ 9x ^ ^ . k X , ^ ê X  et du fait que T permute 

les T *  - orbites de (1,0; ) et (0,1; ) et fixe (0,0;^) (^£X)

C.Q.F.D.

La représentation V* ^ admet la décomposition suivante: 

PROPOSITION 3. - On a, pour tout «€Car(kx) , la G - décomposition

v+ = vq © v 1,+ ,
oc, oc ot OC

avec

v* - {f * | C  f(Xl,0;t) = 0 ,
, x^ € k

v ^ + = f(x1,x2 ;(|;) = Six^f (0,0;<jO V x ^ x ^ k ,

(où 1 fon note & la fonction de Dirac sur k , centrée à l forigine, qui 

vaut donc 1 en 0 et s 1annule ailleurs).

3. Modèles de Weil réduits.

Fixons un caractère e € X  . Soient *,(&£Car(kx ) , * f  p . 

Alors la donnée de f € V  A équivaut à la donnée d fune fonction f f sur 

k U  \*>\ définie par

(8) f ' (t) = f (1,1 ; e1")

(9) f '(0) = f(l,0;e) ,

(10) f'(«e) = f (0,l;e) .

( t 6 k* ) ,
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PROPOSITION 4. - La correspondance f H* f ' donnée ci-dessus établit un iso

morphisme entre la représentation (V^ ^ , f ) et la représentation

le O 1
(k, P _) définie par k = t et par
—  -------------------- —  —

f V S r )£’ * *P(r)f

[p- (h ' (r) )f '] (t) = f'(r^t) 
r«.(i

(h'(r))f'](0) = (J(r)f'(O)

tp'  ̂(h'(r))f'3(») = «(r)f'(oo)
r«,(j

(p1 (u(s))f'3(t) = e(st)f'(t)

(u(s))f '] («O) = f'(»)

(rfekx ) ,

(r,t £kx) ,

(r é k x) ,

(r é.kx) ,

(s,t fck+ ) ,

(sék+) ,

£p^^(w)f'}(t) = q 1 ^ ^ et(r+s)et(r)^(s)f ' (rst) +

+ *'1(t)G(e,«çT1)f'(0) + ^'1 (t)G(e,(i«t"1)f'(») ] (t ékx) ,

[p' (w)f'3(0) = q * [ ̂  ^e(s)oc(r) (J(s)f ' (rs) + G(e, ̂ «f1)f ' (*) ] , 

\ r « s ► k

[ o '  (w )f f ]  (°°) =  q ^  Z - j  e(r)oc(r)|i(s)f '  (rs) +  G(e,*(b *)f '  ( 0 ) ^ , 
' r , s £ k*

pour toute f ( k  (cf. S 2, n° 2, déf. 4 pour les sommes de Gauss ci-dessus).

Nous appellerons cette représentation le modèle de Weil réduit du 

type d'isomorphie % = [ v ^  > f] •

Cela se vérifie sans difficulté d'après les formules (3) à (6) dé

finissant la représentation de Weil.

Dans le cas <* = (3 , on pose k = küi«,«o} et on associe à cha-
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k ^
que f € V ocpc une fonction f 1 6 t = k , définie par les mêmes formules (8) 

à (10) ci-dessus et en plus

f'(w) = f(0,0,e) .

On vérifie alors sans difficulté la

PROPOSITION 5. - La correspondance f |— > f 1 définie ci-dessus établit un i-

somorphisme de la représentation (V^ ̂  , p) sur la représentation (k, p1 ) , 

^ k
définie par k = £ et par les formules

p' °)f ' = * 2 (r)f'’« O r

[p^(h'(r))f ’](t) = f'Cr^t)

[p^(h'(r))f'] (i) = «(r)f'(i)

£p^(u(s))f'](t) = e(st)f'(t)

[p'(u(s))f'](i) = f '(i)

[p'(w)f'](t) = q 1 ^ eC(r+s) (rs)f'(rst) + c L 1 (t) (f 1 (o>)-f ' (0)-f 1 (®) ) ,
'« r . s € k* J

fp'(w)f'](i) = q 1 / . e(s)«(rs)f'(rs) + f'(«) + (q-l)f(i) - f(i) , 

r#t rTsfek1* J

p'(w)f' («) = q  ̂(q-1) l__ , «(t)f'(t) + f'(0) + £'(«>) + q *f'(w) ,

J

( r 6 k* ) ,

(r,tfck*) ,

(r fe k*, i = 0,«°,<*>),

(s£k+ , t € k x) ,

(sfek+ , i =\0,«,«}),

pour toute f'€ k

Nous appellerons cette représentation le modèle de Weil réduit du 

type d'isomorphie [v^ w

pour £ ;o,«> [*o,0
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Remarquons que l'on a alors la décomposition, en Gq - modules

(11) k = kq ©  k+ ’ ©  k

où

(12) kq = {f 6 k | f(0) = f(«) et f(co) = -(q-l)f(O)} ,

(13) k+>1 = \ i  € k | f(0) = f(«) = f(w) , f (t) = 0 V t € k x ] ,

(14) k" - ( f € k | f W  - -f(o) , f(«) = f (t) = 0 V  tek*} .

4. Isomorphisme entre (V, p) et la représentation naturelle.

Notons tout d'abord que nous pouvons aussi bien réaliser la repré-

—  k2x X
sentation naturelle de G dans l'espace M = t . l'action de G

o r * o

étant alors donnée par

-1

(15) (T(g)f)(x,|) = f(xg,i|> et g ) (f 6 M, gfeG , x 6 k2 , H x) •
O ’

THEOREME 1. - L'application F de M dans V définie par

[F(f)](x,^) = f (x1,s;^)vV(-sx2) (f 6M, x =  (x^ ,x2) 6 k2 , ^éX)
s e k

est un isomorphisme de (M, T ) sur (V, p) et sa restriction à M # est 

un isomorphisme de M^ sur ^ , quels que soient *,^£Car(k*)

Démonstration: On vérifie aisément que F est équivariante, qu'elle en

voie M dans V et enfin, que son inverse est défini par
«,(6

[F 1 (f')](x,v^) = q 1 X! f 1 (x1,s;^)v^(sx2) (f'êV, x=(x1 ,x2) 6 k2 , ^€X),
s ek

Le théorème s'ensuit.
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D'après la proposition 7 du numéro 3 du paragraphe 1, nous voyons 

donc que la représentation de Weil associée à Q = xy fournit exactement 

la série principale de Gq , pour laquelle nous avons ainsi déjà trois ty

pes de modèles.

i  4. La représentation de Weil associée au plan non-déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil 

(VN , p^) associée au plan non-déployé (K, N) , où K désigne l'unique 

extension quadratique de k et N la norme de K sur k (cf. § 2, n° 2, 

déf. 2 et th. 2). La forme bilinéaire B associée à Q = N est donnée a- 

lors par

(1) B(x,y) = Tr(xyq) (x,y€K) .

Nous verrons que l'on obtient ainsi la série discrète de G
o

Dans la suite, on désigne par U le sous-groupe de K k formé 

des éléments de norme 1 . Nous écrivons simplement (V, p) à la place

d e  %  • P n > •

1. Le groupe T  = GO(N)

Pour tout x e K* , posons

( 2 ) ~ xy ( y € k*)

et

(3) F(x) = xq .
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Chaque ( x 6 K x) est alors une similitude directe de N ,

de multiplicateur N(x) , et F 6 0(N)

PROPOSITION 1. - Le groupe F  = G0(N) est le produit semi-direct du grou

pe r + formé des ( x € K x ) et du groupe {l,F^ avec les relations

F2 = 1 et Fi = ï  F (x 6 K* )
x q 

xn

Démonstration: Soit € V . Alors ^ * vérifie ^(1) = 1 et

appartient à 0(N) . Puisque N(^(x)) = N(x) et ^(1) = 1 , on voit, 

compte tenu de la relation générale

Tr(z) = N(z+1 ) - N(z) - 1 (z6K) ,

que l'on a Tr(|>(x)) = Tr(x) pour tout x 6 KX . 1 1  s'ensuit que pour cha

que x 6 K , on a, soit ^(x) = x , soit ^(x) = x^ . Soit XQ £ K  tel 

que {l,xo [̂ soit une k - base de K . Alors \  = Id si ^(XQ) = XQ et 

^ = F si ^(XQ) = Xq . On a donc ^ ou ^ f • L* propo

sition résulte aussitôt de là.

C.Q.F.D.

2. Décomposition de (V, p) suivant T .

Nous décomposons tout d'abord (V, p) suivant les caractères de 

n+ y K X  X
l — K . Rappelons que V = t , où X est l'ensemble des caractères

non-triviaux de k+

DEFINITION 1. - Posons

) Cy jf1) = f(xy,|N(x  ̂ ) (f € V, x,y6K, x*0, ^6X)
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et

(Ff)(y,<|0 = f (yq *4') (ffev, y£K, fex) .

DEFINITION 2. - Pour tout A. 6 Car(K ) , on pose

V = £ f € V | y f = A(x)f V  .
A. ®x J

Comme les applications ^  ( x £ K X) sont des automorphisme s de 

(V, p) , les sous-espaces (A € Car(Kx)) sont des sous-représentations

de (V, p) . On a

V = ©  vA  
A€Car(Kx)

et en outre

(4) dim V = q-1
A

(5) dim VA = q
A

( A€Car(K*), A  # Aq) ,

(A <= Car(K*), A  = A q) ,

puisque l'on a, pour tout A€Car(K*) ,

f (xy,v|») = A(x)f(y,^N(x))

et en particulier

(6) f(x,<|>) = A(x)f (1,^N X̂ )̂ (fév, x £ k k, \ e x )  ,

(7) f(0 ,<|>) = A(u)f (0,^) (fev, u£U, ^€X) ,

et que pour un caractère A de Kx , la condition A  = A** équivaut au 

fait que A  soit trivial sur U , ou encore au fait que A  se factorise 

par la norme, c'est-à-dire A  = «©N pour <x£Car(k*) convenable. Nous po

sons dans la suite P = 0 1__ (A€Car(KX))
rA  MV ^
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Considérons maintenant l'action de F .

PROPOSITION 2. - La restriction de 1'involution F à V est un isomor

phisme de V sur V quel que soit A. 6 Car (K ) . La restriction de F
-----------------  a. —  a5 -------------------------- -------------------------------------
à V est l'identité si A. =

Démonstration: Cela découle aussitôt des relations Y F = Fy et du fait
-------------  #x * q

x
que

f(xq ,«|») = A.(xq"1)f(x,«|») (f€VA ’ x € K *» •

PROPOSITION 3. - La représentation ((X€Car(kx)) est la représenta

tion de Steinberg St(oc) associée à oc .

Démonstration: Nous réalisons la représentations de Steinberg associée à

q
« sous la forme Ha (c'est-à-dire, comme sous-représentation de

H = Ind [**«*]). Pour construire un isomorphisme de sur V ,
* r <x *oN *

* B t G 
o ' o

il suffit - compte tenu des dimensions en jeu - de construire un épimorphis

me de H sur V . Comme H = Ind [<*,<>0 > il suffit pour cela 
«,« «»N «,« t

o o
de trouver un générateur de V ^ (
de trouver un générateur de ( comme C^G^l - module) qui se transfor

me comme 16 t , sous l'action de Bq , dans la représentation (t, toc,«cl)

de B .Or on vérifie aisément que tout vecteur f 6 V „ tel que 
o o <*°N

Supp f = 10]XX a la propriété voulue.

C.Q.F.D.
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3. L*entrelacement des représentations V (A.€Car(Kx))
A

Comme nous savons déjà que V = St(«) pour A = *<>N (*€Car(kx ))

et que dim = q-1 pour A  , il nous suffira d'étudier les espaces

Hom (V , V ,) pour A , A'£ Car(K*) tels que A  ^ A3 , /V ^ A.fC* 
o A. A

CONVENTION. - Nous identifions dans la suite Car(kx) avec son image dans 

Car(Kx) par le monomorphisme

(8) oc |----» oc o N (o<€Car(kx))

LEMME 1. - Soit ©  un opérateur de dans V^, (A,A* eCar(K*) - Car(kx)) ,

qui entrelace l faction des u (b ) , b £ k+ (cf. S 2 % n° 3). Alors il existe

une et une seule fonction 0 6 V  , à support dans K*X X et telle que

A 1 A

(®f)(x,Ÿ) = 0(x,^)f (x,v|/) (f 6 , x£K, £X) .

De plus, l'opérateur ©  est bi jectif si et seulement si Supp 0 = Kx x X

Démonstration: Notre opérateur ©  est à priori défini par un noyau 

H : (K* X X) X (K* X X)-----> t vérifiant

(9) H [ ( z 'y ,^ N^z  ̂ ) , ( z x , ^ N^  )} = A . ' ( z ' )H [ (y ,^ ) , (x ,^ ) ]A .  1 (z)

quels que soient z,z'6 KX , x,yé.K* , cp,^€X . Or on voit aisément que

le fait que (3> entrelace P (u(b)) et P ,(u(b)) , pour tout b 6k+ ,
A ’A

équivaut à la condition suivante:

(10) H[(x,<p), (y,^)] = 0 à moins que <^(bN(x)) = ^(bN(y)) pour tout b 6 k+ .

 ̂ x N ( x ) N ( y )
Mais pour (x,<p), ( y ^ t K  X K , nous avons ^  si et seulement
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x N(z)~^
s ’il existe z ^ K  tel que (y,y) = (zx,^> ) . Il en résulte aussitôt que

(®f)(x,<f) = I Kx| H[ (x,<p) , (x,cÿ)] f (x,<j>) (feV^ , x e K x, <f€X) ,

d'où le lemme.

C.Q.F.D.

REMARQUE.- Dans la suite, chaque fois qu'il aura lieu de considérer une fonc- 

tion f définie sur K comme une fonction définie sur K , on la supposera 

prolongée en une fonction sur K en posant f(0) = 0

THEOREME 1. - On a, quels que soient A, A* Car(K*) - Car(kx) :

i) Les représentations sont déjà irréductibles pour le sous-groupe

de G 
—  o

ii) Si V ~ V , , alors A' = A. ou A* = A5
—  A a! -----

Démonstration: Soit ®  un opérateur d'entrelacement de V* restreinte à 
--------------  A.

P dans V A, restreinte à P . Comme ®  entrelace l'action des u(b) 
o A o

(b £ k+ ) , on a d'après le lemme 1,

© f  = 0.f (f £ VA)
A.

pour une unique fonction 0 £ V  , . Or, le fait que ©  entrelace l'action

A 1 A
des h'(r) (r€k*) équivaut à la condition

0(x,<fr) = (x,cp) ( x e K x , <péX, r e k x ) ,

c'est-à-dire au fait que ô(x,»|>) ne dépend pas de »j» 6 X , pour x £ K *

p
o

,1 b,
O d

b6  k d e k
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Il en résulte qu'il existe une constante c£Î telle que

(x ,t |0  = cA.'AT1 ( x ) ( x é K * ,  ^ Ê X )  .

En particulier pour A.1 = A , la fonction B est constante sur K*x X ,

donc Horn̂ , (VA , V. ) = £ , et V est irréductible pour le sous-groupe P 
G A A A. O r o
o

de G .
o

Supposons maintenant que l'on ait A' ^ A  et que ©  : V --> V Al
A. A

soit un Gq - morphisme non-nul, et donc c ^ 0 .

Puisque

©  ©p (h ' (t) 1w) = 0 ,(h'(t) 1w) o ®  (tekK) ,
A A.

on a, quels que soient f 6 et ^€X ,

0(1,\)T- t t(Tr(y))f(y»'V) = Z  'Vt(Tr(y))0(y,^)f (y,^) (tfck*) ,
y 6 Kx y 6. K*

d 1 où

(11) Z  ^t(Tr(y))A(y)f(l,<|'N(y)) = T. 'Vt(Tr(y))^(y)f(l,«VN(y))
y e  k* y € k*

pour tout t 6k+ , car A  et A' sont non-triviaux sur U . Comme les 

t +
caractères ^ (t 6k  ) forment une base de (D , pour ^ 6X , fixé, 

il résulte de (11) par combinaison linéaire que

Z  A.(y)f (l,^N(y)) = Z  /V(y)f(l,tN(y)) (xèK)  . 
y e kx y e k*

Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)

En prenant enfin, pour chaque x e K x , une fonction f^6 telle que 

f(l,«jir) = 6(r - N(x)) (r € kx) , on en tire
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A(y) = II A'(y) (x € K* ) ,
y € Kx y € Kx

Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)
N (y) = N (x) N (y) = N (x)

c'est-à-dire A. + = A* + A.'̂  et donc A 1 = A^ , d'après l'indépendance 

linéaire des caractères.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3. - Nous appelons série discrète (de représentations) de Gq

l'ensemble des types d'isomorphie des représentations (V. , P ) pour
A. 'A

A.€Car(K*) - Car(k*) .

La série discrète de Gq est donc formée de ^(q-l) (types d'i- 

somorphie de) représentations de dimension q-1 .

Dans la suite, nous noterons d'habitude 1C. ou (V. , 1tA) le ty-
A. —  A. /V

pe d'isomorphie de la représentation (V. , P ) (AfcCar(K*)) .
A. A.

THEOREME 2. - La série discrète et la série principale de représentations de 

Gq sont disjointes et elles épuisent toutes les représentations irréducti

bles de G .-------  o

Démonstration: Pour voir que les deux séries sont disjointes, il suffit de 

remarquer que toutes les représentations de la série principale admettent 

des vecteurs non-nuls invariants par le sous-groupe unipotent supérieur 

de Gq et qu'aucune représentation de la série discrète n'en admet. Pour 

montrer que ces deux séries épuisent toutes les représentations irréducti

bles de Gq , le plus simple est de vérifier que la somme des carrés de

2
leurs dimensions est égale à l'ordre (q-1) q(q+l) de Gq .

C.Q.F.D.
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4. Les modèles de Weil réduits pour la série discrète.

PROPOSITION 4. - Soit A.6Car(K*) - Car(kx) . Alors en associant à chaque

f e V sa restriction à [l\xx , on établit un isomorphisme de (V , f ) 
A- A. A.

X
sur la représentation (t , p1) définie par les formules suivantes, pour

A.

toute f£

f>'(l °)f = A. (r)f 
r

-1
[ p ^ ( h ' ( r ) ) f ] 0 | 0  = f ( f r )

[p^(u(s))f](<|0 = Ÿ(s)f0|0

r. p ' ( w ) f ] ( ^ )  = - q ' 1 Y. (Tr(y))A.(y)f('VN ( y ) ) 
^ y e. K*

(r €. kx ) ,

(r£k*, ^£X) ,

(sèk+ , V 6 X > >

(fex) .

x
La représentation (t , pf ) est appelés le modèle de Weil réduit

A.

du type d'isomorphie de (V , P ) (A»£Car(KX ) - Car(kX )) .
-----^ L---  A. —  A. 'A.

Cela est immédiat.

REMARQUE. - Si l'on choisit un caractère e £ X  , alors, en posant

f(t) = f(e^) , on peut réaliser le modèle de Weil réduit dans l'espace 

x k*
k = t . O n  appellera cette réalisation le modèle de Weil réduit de 

^  (A£Car(Kx) - Car(kx) avec choix de e

En prenant, par example, la base de (C formée des fonctions de 

Dirac sur X , on calcule sans difficulté les caractères des représentations

V , donnés dans la table 1.
A.

NOTATIONS. - Dans toute la suite, on note (V ~ , 7T -) Car (kx ),
°M n
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* * V » (vî, (i = 1, q ; oceCar(kX)) , (V. ,TT )
'  OC oc A. A»

(AeCar(K*) - Car(kx )) , les types d'isomorphie (ou des représentants non 

spécifiés des types d'isomorphie) des représentations irréductibles de Gq , 

en gardant la paramétrisation adoptée dans les paragraphes précédents. On 

supprimera souvent la lettre désignant l'espace, des notations. Pour 

« e  Car (kx) , on posera encore (V , 'ÏC,) = (V^ , TC**) + (V^ , .
°* ,*  *> oc *  oc ot

Dans la table 1, on note le caractère de ÎT* (i = 1, q ;

*eCar(k*) et ^  a (resp. XA ) le caractère de Ti a (resp. 1T ) pour
A. A .

«,^€Car(k*) (resp. A. £Car(K*) - Car(k*)) .

S 5. Les représentations de G^ = SL(2,k) .

Nous obtenons dans ce paragraphe toutes les représentations irré

ductibles de SL(2,k) , par restriction de celles de Gq = GL(2,k) , cons

truites dans les paragraphes précédents.

Nous posons dans la suite,

G 1 = SL(2,k) , B 1 = B H  G , T 1 = T H  G (cf. S 1).
O 0 0 0 * 0 0 0

Nous gardons en outre, les notations des paragraphes précédents.

1. Préliminaires

Nous considérons dans ce numéro, de manière générale, la situation 

où l'on restreit des représentations (irréductibles) d'un groupe fini G à 

un sous-groupe H d'indice 2 dans G * On note la restriction d'une
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représentation p de G à H

LEMME 1. - Soient G un groupe fini et H un sous-groupe d'indice 2 

Si p ÈlL c sont deux représentations quelconques de G e t  Q un H - 

homomorphisme de p dans c , on pose

(l) J($) = ff(g0)$fKg0)'i ,

où gQ 6 G - H , e_t

(2) Hoœ**(p ,<r) = im(l + J) .

Alors J ne dépend pas du choix de g ^ t G  - H et J est une 

involution fonctorielle sur les H - homomorphismes de représentations de 

G . On a

(3) Hom^(p ,0“) = Hom^(f,<r) + Homyip.cr) ,

(4) Hom^(p,<r) = Hom^ip,«-)

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate des relations 

G - H - goH - Hgo , g*fcH ,

dues au fait que H est d'indice 2 dans G

C.Q.F.D.

PROPOSITION 1. - Soit H un sous-groupe d'indice 2 d'un groupe fini G 

Soit (V, p ) une représentation irréductible de G . Alors si la restric

tion p d£ p à H n'est pas irréductible, on a

i) End (p) = tl + tŸ = , Q tp (I = Id ) ,
H O + * V
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ou est une H - involution de V , h trace nulle, telle que

^ Gp(g) = -p(g)Ÿ0 (g£G - H)

et les H - projecteurs orthogonaux sont définis par

p± - i ( 1 ± V  ;

ü )  (V, PH) = (V+ , pH ) + (V_, pH)

OÙ

V—  = Im

avec

(V+ , p H ) (v", p H ) ,

dim V~ = -^dim V ;

iii) le caractère ^  de p est porté par H

Démonstration: D'après le lemme 1, on a, puisque p est irréductible

EndR (p) = ÏI G) End“(p) .

Or, quels que soient End^(p) , on a J

et donc

Endjj(f) = EndG(p) = t l  .

Il est clair qu'il existe au moins un couple $ Hom^(p) tel que

^ 0 (puisque sinon Hom^(p) serait un idéal (bilatère) de carré nul 

de la i£ - algèbre semi-simple End^(p) , ce qui est impossible). Pour un
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tel couple on a donc que est une homothétie non-nulle (donc §  et

2
sont des automorphismes de V ); il en est alors de même de ^  , par 

exemple, et par suite Ÿ Q = , pour un Xét convenable, est une in

volution. Si ^ f£Hom^(p) , on a 3?'^ = > d foù

$• 6 (Ĉ o .

Notons enfin que tout End^(p) est clairement de trace nulle, puisque

Tr($) = Tr(p(go)$p(go)"1) = -Tr($) (8QeG ' H) *

Nous avons ainsi démontré i).

L fassertion ii) est une conséquence immédiate de i), compte tenu 

du fait que, puisque Tr(ip^) = 0  , on a

dim V± = Tr(p+ ) = -|Tr(I) .

Enfin, iii) résulte aussitôt de la relation

-p(g) = ¥ ö V g)̂ o (g G - H) ,

en prenant les traces.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. - Soit H un sous-groupe d findice 2 d'un groupe fini G 

Soient p jet (r deux représentations irréductibles non-isomorphes de G

i) Si ou <T̂  est irréductible, alors

Hom^(p,<r ) = 0 ;

ii) Sî  pH et <rH sont irréductibles et isomorphes, alors
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HomH(p,<r) = t$>o

pour un H - homomorphisme inversible tel que

<r(g)$o = -$>o p(g) (gé G - H) ,

HomJ(p,<r) = HomG(p,<r) = 0

pour tout $ €  Honijjip,®') , d'où i). L'assertion ii) est une conséquence immé- 

diate de (5) et du lemme de Schur. Notre dernière assertion résulte alors 

du fait que

c(g) = p(g)$-1
o o

( g é G  - H) .

C.Q.F.D.

En introduisant la représentation de dimension 1 de G dédui

te du caractère non-trivial de G/H —  7LI2TL , on peut énoncer les résul

tats ci-dessus de la manière suivante:

DEFINITION 1. - Notons £ la représentation de dimension 1 de_ G défi

nie par

£(h) = 1 (hÉH) ,

et la somme x +  X 1 des caractères de p ¿t <r est portée par H

Démonstration: Dans ce cas, le lemme 1 donne

(5) Hom^ipjO-) = Hom^ip,«-)

Si par exemple P est réductible (le cas où est réductible étant dual
* H ri

de celui-ci), alors, avec les notations de la proposition 1, i), on a
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£(g) = - 1 (g 6  G - H) .

PROPOSITION 3. - Soit (V, p) une représentation irréductible de G 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) La restriction de p à H est irréductible.

il) (V. P H > ■ <V+ , P H ><i) (»', P H ) .

où V+ e t V sont deux sous-représentations irréductibles, non-iso- 

morphes, de (V, pR ) , de dimension commune ■“•dim V

iii) Le caractère %  de p est porté par H

iv) £p ^  p

De plus, si iv) est vérifiée et ^  est l fun des deux isomor- 

phismes involutifs de (V, p) sur (V, £p) , alors on a ii) avec

V* = Im(l + ) ..
—  O

Démonstration: Dans la proposition 1, on a démontré l'équivalence de i) et

ii), ainsi que le fait que i) entraîne iii). Mais iii) signifie que l'on a

Tr(£(g)p(g)) = Tr(p(g))

pour tout g 6 G , c'est-à-dire que l'on a iv). Supposons enfin que iv) soit

2
vérifiée. Soit ^  un isomorphisme de (V, p) sur (V, S.p) . Comme £, = 1 \ 

on aura que , pour convenable, est un isomorphisme invo-

lutif de (V, p) sur (V, Ep) . Il est clair que Hom^(p) , d'où no

tre dernière assertion (cf. prop. 1 ), et aussi le fait que iv) entraîne i).

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 4. - Soient p et (T deux représentations irréductibles, non- 

isomorphes, de G . Notons p^ (resp. CT̂  ) la restriction de p (resp. 

) à H . Alors on a

Ph * °H

Lorsque ces conditions sont remplies, ej: <3*̂  sont irréductibles et

1 1 on a

Hom^(p,<r ) = HomG (p,£ô-)

Démonstration: Il est clair que p ^ £(T entraîne Pjj - ^  > puisque

£ = 1 sur H . Réciproquement, supposons p a <T . D'après la proposi-
' H H

tion 2, i), il faut alors que p u et <7 soient irréductibles et que
* H H

X 1 = "X sur G - H , ce qui signifie, puisque X = X' sur H , que

Tro(ecr) = Tro j)

et donc p y. comme voulu. La seconde assertion est claire d'après la

proposition 2, ii).

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Toute représentation irréductible 1T de H apparaît dans la 

restriction à H d'une représentation irréductible p de G (il suffit 

en effet, de considérer les composantes irréductibles de l'induite de 1T 

à G ). Les résultats qui précédent montrent alors que, ou bien 'H appa

raît comme l'une des deux H - composantes irréductibles non-isomorphes 

d'une unique représentation irréductible p de G (à isomorphisme près), 

ou bien est la restriction à H d'une représentation irréductible p 

de G et aussi de £p ( ^ p ) mais d'aucune autre représentation irré

ductible de G (à isomorphisme près).

p a £< r.
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2. Restriction de G" = Z G 1 à G 1 
  o o o —  o

DEFINITION 2. - Notons Z le centre de G , identifié à kx . Posons 
------  o -------------  o ------------  ------

G" = Z G' . 
o o o

Nous avons

(6 ) G^ = 1 g € Go I det g ê  (kK)2} ,

et

(7) G" 2 (Z x G')/U,-li •
o o o

Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(8 ) G" = G = Z x G' .
o o o o

PROPOSITION 5. - En associant à chaque paire (lr/JP) , où jéCar(k*) ej: 

est une représentation de G^ telle que y(-l) = IT'(-1 ) , la re

présentation y-lt' de G^ définie par

(*.1C')(tg) = *(t)1t'(g) (ték* = Zo , gdG^) ,

on établit une bijection entre l'ensemble de ces paires, modulo la relation 

Pour des représentations isomorphes lî^ et lü̂  de G^ , 

et l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G” . En par

ticulier si 1T" est une représentation de G^ , toutes les représenta

tions de G^ ayant même restriction à G^ (à isomorphie près) que TT"

sont les ¡f‘ÎIll(= (y. lç, Kg)!?') > pour y€Car(kx) tel que y(-l) = 1

o
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Démonstration: Cela est immédiat, d'après (7).

C.Q.F.D.

3. - Restriction de G à G'
---------------  o —  o

DEFINITION 3. - jSi G est un groupe fini, on note R(G) (resp. 1(G)) la 

classe de toutes les représentations (resp. toutes les représentations irré

ductibles) de G , et l'on désigne par R(G) (resp. 1(G) ) 1 'ensemble 

des types d'isomorphie des représentations (resp. des représentations irré

ductibles) de G

PROPOSITION 6 . - Si la caractéristique de k est 2 , alors en associant

à chaque représentation de Gq sa restriction à G^ , on définit une sur-

iection de I(G ) sur I(G') , dont la fibre au dessus de 1î'6I(Gf) est 
----------  o ---  o ----------------------------- o ---

formé des q - 1  produits tensoriels ' (« é Car(kx)) .

Cela est une conséquence immédiate de (8 ).

Nous considérons maintenant le cas de la caractéristique différen

te de 2

PROPOSITION 7. - Supposons k de caractéristique différente de 2 . Soit

(V,TC)6 l(G ) . Notons TC' sa restriction à G' . Alors les conditions 
o ------  -----------------  o ----------------------

suivantes sont équivalentes:

i) TC' est irréductible.

ü ) ( v , m  = (v+ ,,ft') ©  (v'.if) ,

où V+ £t V sont deux sous-représentations irréductibles, non-isomor
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phes, de (V,TV) , de dimension commune ^dim V

iii) Le caractère ^  de K est porté par

iv) X  ^ oc 11 (= (oc odet)® 1C) ,
o o

où l'on note oc le caractère non-trivial de kx , de carré trivial. 
-------------  o ------------------------------ -----------------

De plus, si iv) est vérifiée et si est l'un des deux iso-

morphismes involutifs de (V,**) sur (VjOĉ TC) , alors on a ii) pour

V- = Im(l + $  ) .
—  xo

Démonstration: Cela résulte aussitôt de la proposition 3 du numéro 1 et 

de la proposition 5 ci-dessus.

C.Q.F.D.

En ce qui concerne l'entrelacement des restrictions, nous avons la

PROPOSITION 8 . - Soient 1T̂  , TT^élÎG^) . Alors pour que les restrictions 

Ûê. ^  i à G^ soient isomorphes, il faut et il suffit que

^ 2  ^ (= ( i W e t ) ® ^ )  pour un f £ Car(k*) convenable.

Démonstration: Notons que la proposition 6 contient cette assertion dans le

cas de la caractéristique 2 . Supposons donc car k f  2 . Comme

y(=Y°det) est trivial sur G^ , il est clair que 2 yîî entraîne que

la restriction IT 1 de 7T- à G' est isomorphe à la restriction 'H' de
1 1 o r 2

TT̂  à G^ Réciproquement, supposons ItJ ^ . Notons TT” (resp. ÎïîJ ) 

la restriction de ÎT̂  (resp. ^  ) à G!£ . D'après la proposition 5, 

nous avons alors
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pour un « £  Car(k*) tel que *(-1) = 1 , c'est-à-dire, tel que <K soit 

un carré dans Car(k*) . On a donc, en choisissant une racine carrée p> de oc 

dans Car(k*) ,

Il résulte alors de la proposition 4 du numéro 1 que, ou bien

ou bien

7I2 - £[({&odet)

Comme ici € = oc odet , on en tire 
o

^ 2  “  ^ 1  o u  * 2  ~  “ o f t  »

ce qui achève la démonstration.

C.Q.F.D.

4. Identification des «'Il (o('6Car(kx ) , *iï6.I(Go) ).

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 9. - Désignons par (E, Q) n'importe lequel des deux espaces

quadratiques, non-dégénérés, de dimension 2 sur k et par P ' un sous-

groupe commutatif de GO(q) . Soit «'eCar(k*) . Alors l 'application ^ , 

E x X
de Vq = (t dans lui-même, définie par

l i
2

oc 1
G
o
« n 1

lì
2

/y ßodet Ti
1

fi2
TT
1
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, (f )] (x,eC) = *' (t)f (x.e1") (f £ V q , x £ E , t 6 k x)

(où e C'X , fixé) est un isomorphisme de la représentation de Weil 

(Vq , Pq) sur la représentation (V^ , « )  , où «'p^ = (*fodet)0pQ , 

qui transforme la composante p' - isotypique de type y  (v6Car(r*)) cie 

Vq dans la composante p' - isotypique de type (ot’om)  ̂ de (où l'on

désigne par m 1 'homomorphisme multiplicateur de P' dans k x ).

COROLLAIRE. - On a, pour les représentations irréductibles de Gq (cf. ÿ 4, 

n° 4, notations):

ot'lc1 a il1 ,
«. «.'X

X'ÎÎ. - ^  .
A. x'A.

(*,p6Car(kX ), « f  ;

(«€.Car (kx) ) ;

(A.€Car(Kx) - Car(kx)) ,

quel que soit <x'6Car(kx)

En effet, il suffit d'appliquer la proposition, successivement, à

(E, Q) égal au plan déployé sur k , P ' = k x k  , V  = 0*,^)

(*,(>>€ Car(kX)) , et à (E, Q) = (K, N) , P  ' = Kx , V = K  

(A€Car(K*) - Car(kx)) .

5. - La représentation naturelle de

Dans ce numéro,, nous explicitons la relation entre la représenta

tion naturelle de Gq et celle de G^ , ce qui nous fournira une descrip

tion commode de l'entrelacement qui apparaît dans la série principale de

G , lorsqu'on la restreint à G f 
o o

« % ■p i r
ol'OC, OC



1.50

DEFINITION 4. - La représentation naturelle t ' de G 1 est définie dans

-  k2 ° 
l 'espace M f = t par

_ 2
(/t'(g)f](x) = f(xg) » f 6 M '> x ^ k ) •

On pose

M' = tfé M' I f(0) = 0 } ,

= i f é M '  I f (tx) = «(t)f(x) V  t € k x , V  Xfek2 }

pour tout o(£Car(k*) .

On a alors, la - décomposition

(9) M' = ©  M'

*ÉCar(kx )

et d'autre part,

(10) dim M' = q+1 («feCar(kx )) .
0(

Nous renvoyons au paragraphe 1 (n° 2), pour tout ce qui concerne 

la représentation naturelle ( M , T ) de G q .

—  k2X k*
PROPOSITION 10. - En associant à chaque f g M  (= t ) sa restriction à

2 . _ — .
k X \ 1 J , on définit un G^ - épimorphisme p de M sur M ' qui, res

treint à  ̂ (*,(36Car(k )) , définit un G' - isomorphisme de M, ^
----------------  * ,{*  v --------------------------  o ------------ c----------------  * , ( *

sur M' , .
---  <xp-l

Démonstration: Cela est immédiat, compte tenu de la relation

f (t (r, s) ; 1) = ocft ^(t)f (r,s;l) (f £ M  , r,sÉk, t€k *)

(84 g ;

M'
oc

G'
о

<*>(*
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pour tout Car(kx)

C.Q.F.D.

6 . La représentation de Weil (V^ , p^) de G^

Nous renvoyons au paragraphe 2, pour tout ce qui concerne la re

présentation de Weil de Gq . Nous gardons les notations introduites à cet 

endroit.

D'après les résultats du paragraphe 2, il est clair que nous pou

vons aussi bien construire une représentation de Weil pour , comme suit:

THEOREME 1. - Soit (E, Q) un espace quadratique, non-dégénéré, de dimen

sion paire 2m , sur k . On peut définir une représentation (V^ , p^) 

de G^ , appelée représentation de Weil de G^ associée à l'espace qua

dratique (E, Q) , en fixant e€Car(k+ ) - \ l } , en posant

v * *

X "t"
et en se donnant sur les générateurs h(a) (a 6 k ) , u(b) (b fek ) ej: 

w ii® , par les formules suivantes

(1 1 ) [p^(h(a))f ](x) = f(xa) (a£kx) ,

(12) [p^(u(b))f](x) = e(bQ(x))f(x) (b é k + ) ,

(13) CPA(w )fK x) = m e(B(x,y))f (y) ,
^ y £ E

pour , x € E  .

De plus, si y est un isomorphisme de (E, Q) sur un espace
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quadratique (E1, Q') , alors y induit un isomorphisme <J(y) de 

(VQ' ’ Pq 1 ̂  (Vq » Pq} défini par

(14) [0 ‘(^)f'](x) = f(flx) » x Ê.E) ;

si est un isomorphisme d'espaces quadratiques de source (E1, Q 1) ,

alors on a

<T(y'oy) = tf(*)o<T(*') .

La représentation (V^ , p^) peut donc se décomposer suivant les 

composantes isotypiques de l'action y h— > (fl *) (jf£0(Q)) du groupe or

thogonal 0(Q) dans

Notons que, comme la dimension de E est paire, on a Q ^ tQ 

pour tout t € k* et par suite le type d'isomorphie de (V^ , p^) ne dé

pend pas du choix de e 6 Car(k+ ) -

7. Restriction de (V^ , p^) , d£ Gq à G'q , pour Q = xy

Considérons tout d'abord, la décomposition de la représentation 

de Weil (V^ , p^) de G^ associée au plan quadratique déployé 

(E, Q) = (k2, xy) (cf. § 2, n° 2 et § 3).

DEFINITION 5. - Pour tout otfeCar(kx) , on pose

V' = (f€V' | f (tr, t 1 s) = «t(t)f (r,s) 
« q

V  t £ k X, V(r ,s)fc E $

et, si * = * ,

V'- = ^f €V' | f (s ,r) = + f (r, s)
OC *

V  (r, s) 6  E J .
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On a alors les - décompositions

(16) V' = V'+ ©  V'"« « 01
(*4Car(k ), * = «T1) ,

et d'autre part

(17) dira = q+l+  ̂ (*£Car(kx))

La décomposition (15) est en fait la "restriction" de la décom

position de (Vq , Pq ) suivant G0(Q) (§ 3, n° 2). Nous avons en effet la

PROPOSITION 11. - En associant à chaque f6 Vq sa restriction à Ex\e) , 

on définit un - épimorphisme p^ ¿e (V^ , p^) sur (V^ , p^) qui ,

restreint à V A (resp. ) donne un G' - isomorphisme de V a

+ + X
(resp. Vr ) sur V' 1 (resp. sur V,'—  ) pour cx,ftéCar(k ) (resp. 

«£Car (k*) ) .

En outre, l'application F ' de M ' dans V ' définie par

(F'f)(r,t) = ¿L f (r,s)e(-st) 
s € k

(f £M' , (r, t) € k2)

est un G^ - isomorphisme de (M', x' ) sur (V^ , p^) , qui applique

chaque isomorphiquement sur (<*£Car(kx)) . De plus, on a (moyen-

* t
nant l'identification de k à X par t i—* e )

(18) PqoF = F'op

(cf. § 3, n° 4).

Démonstration: La première assertion de la proposition est immédiate, compte 

tenu de la relation

(15) V
Q

©
cxeCai Ik

Voc
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f ( tr j t 1s;e) = («^ 1) (t)f (r,s;e) (féV^ ̂  , (r,s)éE, t€kX),

y
pour oc,p6Car(k ) . Pour prouver la seconde assertion, on remarque que la 

relation (18) est claire, d'après les définitions, et que le reste de l'as

sertion résulte aussitôt de là.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 12. - Supposons que la caractéristique de k soit différente 

de 2 et notons, comme précédemment, oCq le caractère non-trivial de k , 

de carré trivial; autrement dit, oĉ  est le symbole de Legendre. Alors on a

V = [f 6 V' I f (0,1) - +f (1,0) et f (1, t) = 0 si <x (t) - 7 1 (te kx)5 
oc  ̂ *  1 “  0 - 1 -  J
o ^o

et donc

dim V'1  = -kq+1) . 
o< L 
O

Démonstration: Cela résulte aussitôt des définitions et de la relation

fd,t) = *  (t_1)f(t,i) (fev1 , ték*) .
O «

O

C.Q.F.D.

REMARQUE. - La dimension de V'~ peut se calculer aussi par la proposition
“ o

7 du numéro 3, puisque l'on vient de prouver que V' est la restriction à
* 0

de la représentation irréductible  ̂ de Gq , par exemple.

8. La série principale de .

Rappelons que l'on définit classiquement la serie principale de 

G^ comme l'ensemble des types d'isomorphie des composantes irréductibles 

des représentations induites
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(19) H' = Ind «

B' t G 1
o ' o

(c* éCarik')) ,

où, dans le membre de droite, on note encore ot le caractère de B'
o

donné par

( 20)
* (o t_1) = 0t(t)

(t€k*, rfek+ )

Bien entendu, la description de la série principale de dans ces ter

mes est très bien connue Nous signalons ici comme elle apparaît en ter

mes de nos modèles.

Remarquons tout d'abord qu'en associant à chaque fonction sur G q 

sa restriction à G^ , on définit des G^ - isomorphismes

(2 1) Res H H' 1

G [ G 1
o * o '

(<x,p €Car(kx)) ,

où H = Ind {*$3 (cf. $ 1, n° 1). Nous avons ainsi d'après la pro-

B t G
o 1 o

position 7 du paragraphe 1 (n° 3), la proposition 10 du numéro 5 et la pro

position 1 1  du numéro 7 , des G^ - isomorphismes

(22) H' M' V'oc Ot oc (#c fc Car (k*) ) .

DEFINITION 6 . - Dans la suite, on note 1T le type d'isomorphie de la re- 

présentation H' ( « 6  Car(kx )) , celui de , et Tl'“  celui de-c------------- ^ i ---------  i —  ^ ---------
o

V'“  (On a posé ici 

*o

M,,q = U  m; | Y . t  = o ( ) .
1  1 k 2

On note enfin 1 le type de la représentation triviale de G 1 --------------  - o

Nous avons donc (cf. § 1, n° 3), pour oc,£>€Car(k ) ,
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(23) Res 'H =T\< , Res 1îq = 1î,q , Res Tv1 = 1 .

G I C  *r «**“1 G I G 1 * G 1 G 1 *
O» O ‘ 0 * 0  0 * 0

PROPOSITION 13. - On a

-1 X
i) TT1 est irréductible pour « # o< , i>e> oc# l.ct («éCar(k )) :OC — — — — — — â—  Q

ii) ÏÏ^ est irréductible;

iii) 7cl+ et 71' sont irréductibles (si car k ^ 2 ) ;
oc —  « ------------------ —
o o

iv) le seul cas de coïncidence non-triviale entre les types d'isomorphie 

ci-dessus est

TTf = 1 1 ' ,
« «r1

(*€Car(kX ), « f  *_1) .

Démonstration: On applique la proposition 7 du numéro 3 et le corollaire 

à la proposition 9 du numéro 4. On voit ainsi que, pour que T[f (*éCar(kx ),
oc

« î  1 ) soit réductible, il faut (si car k f  2 ) que, par exemple,

'K = <x 1T c'est-à-dire TC , = TÎ (n° 4 ), d'où * = oc
<*,1 o « . 1  <x,l oc,oc o
* * * 0 * 0

Cela montre i), qui est clair si car k = 2 (cf. prop. 6 , n° 3). De même,

ii) est clair si car k = 2 (cf. loc. cit.) et aussi si car k ^ 2 , par 

exemple parce que dim'TÎ^ est impaire, ou sinon comme ci-dessus, iii) ré

sulte aussitôt de la proposition 7, ii) du numéro 3. Enfin si l'on a

= Tï^ , on en tire (n° 3 , prop. 8 ), par exemple,  ̂ =ocl̂ ©< \ » pour

un o'eCar(k*) , d'où (n° 4, cor. à la prop. 9) (?> = * ou 

= a = <x , comme voulu.

C.Q.F.D.

Nous avons ainsi

THEOREME 2. - La série principale de est formé

1 1  * 2
i) des — (q-3) (resp. j (q-2)) types d'isomorphie (<*€:Car(k ), ^ 1)
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de dimension q+ 1  , sjL k est de caractéristique # 2 (resp. = 2 ) ;

ii) de la représentation de Steinberg St = 7TJq , de dimension q ;

iii) des deux types TC,+ et TC' » de dimension *^(q+l) , si k est
OC o( L
O O

de caractéristique f  2

REMARQUE. - D'après la proposition 11 du numéro 7, il est clair que le ty

pe d'isomorphie de (* 6 Car(kx)) ne dépend pas du choix de e (n° 6 , 

th. 1). Néanmoins , en calculant les caractères en (J J) , on voit que le

type d'isomorphie du V* associé à e ° est celui du V associé à e

o o

et réciproquement (où l'on note tQ un non-carré quelconque de k*), si

car k ^ 2

9. Restriction de (V„ , P %,) à G'
---------------  N ' N —  o

Considérons tout d'abord la décomposition de la représentation de 

Weil (V^ , p^) associée au plan non-déployé (K, N)

DEFINITION 7. - Pour tout co6 Car(U) (U = n“1 (1)) , on pose

V' = [ f € V ' |  f ( u x )  = 0 > ( u ) f ( x )  
co N

V u e U , V x è K j

- 1
et, si co = CO ,

v'- = f a é v '  I f  (xq) = + f  (x) V  x é r J
co

On a alors les G^ - décompositions,

(24) V ' = ©  V' ,

<u£Car(U) w

(25) V' = V'+ ©  V'"
Co Co co

(wecar(u), £0 = w-1) ,

et en outre
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(26) dim V' = q-l+& ,
ûo “ > 1

(<o£Car(U)) .

PROPOSITION 14. - On a

v ' + = V'
V 1 V 1 ’

et, si la caractéristique de k est différente de 2 ,

V^+ = { fé V' | Supp f C  (K*)2 }

O

V'" = [f é V' | Supp f C K X - (Kx )2 ] , 
Co J
o

d 1 où

dim Vto~ = 2 ^ -1  ̂ » 
O

où l'on note co le caractère non-trivial de U , de carré trivial. 
-------------  o ------------------------------ -----------------

Démonstration: Cela résulte aussitôt des relations U et

f(xq) = W(xq‘1 )f(x) (f € V , x € K*, «éCar(U)) .LaJ

C.Q.F.D.

Rappelons que l'on a fixé un caractère non-trivial e de k+

PROPOSITION 15. - En associant à chaque sa restriction à K x {e^ ,

on définit un - épimorphisme p^ de (VN , PN > sur (V^ , p^) qui

induit par restriction à (A € Car(K*)) un G^ - isomorphisme de

sur V , où Co = A|tt 
---  co —  1 u

Démonstration: Cela résulte aussitôt des définitions et de la relation
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f ( u x , e )  = A ( u ) f ( x , e )  ( f £ V  , x € K ,  u é ü )  , 

pour  A  € C a r(KX) . 

C.Q.F.D.

DEFINITION 8. - Nous désignons dans la suite par 1Ü ' (resp. 1ï'— ) le ty-
“ "o

pe d'isomorphie de (V^ , p^) (resp. de (V̂ — , P^)) > pour «feCar(U) .
o

On appelle série discrète de l'ensemble de ces types d'isomorphie,

'iïj exclu.

Nous avons donc (§4, n° 4, notations),

(27) Tt' = Res (^fcCar(U), A.6Car(K*), A|TT = w ).
G I G 1 I U
o + o

En particulier, on voit ainsi que 1TJ est la représentation de 

Steinberg de G^ (8 4, n° 2, prop. 3 et ce 5 , n° 8).

10. La série discrète de G' .-------------------- o

PROPOSITION 16. - Soient co ,co' deux caractères non-triviaux de U . On a

2
i) Tt ' est irréductible si io M  ;

Co ----------------------

ii) et 1î' + sont irréductibles, si car k f  2 ; 
co —  Cj
o o

iii) le seul cas de coïncidence non-trivial entre ces types d'isomorphie est

Tt' =Tl '  (fe>€Car(U), Cü2 * 1) .

Démonstration: Montrons i). Cela est trivial si car k = 2 (n° 3, prop. 6).

Supposons car k ^ 2 . Soit A€Car(K*) tel que A.|̂  = co .Si est

réductible alors IT = ^ (n° 3, prop. 7 et n° 4, cor. à la prop. 9).
^ o
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Cela s i g n i f i e  oc qA = A^ , c ' e s t - à - d i r e  <0 = 00̂  , comme voulu.  La p r o 

p o s i t i o n  7, i i )  du numéro 3 montre que e t  71' son t  i r r é d u c t i b l e s  e t
n oj co .

o o
non- isomorphes .  E n f i n ,  s o i t  A '£ C a r ( K * )  t e l  que A' ^ e t  supposons

U ' = 1 f , . I l  en r é s u l t e  que TT = ocTT pour un o<dCar(k*) convenable
tu <*>' A A

(n° 3, prop.  8) e t  p a r  s u i t e  (n° 4,  co r .  à l a  prop.  9) A f = * A  ou

/\| = oc A? . O n  en c o n c l u t  que (A1)^  ̂ = A^  ̂ ou (A ' )^   ̂ = A^ ^ , c ' e s t -

à - d i r e  co' =  £0 ou Co' =  U) ^ , comme voulu .

C.Q.F.D.

Nous avons a l o r s  le

THEOREME 3. - La s é r i e  d i s c r è t e  de G' e s t  formée ----------------------------------  o -----------------
1 1  2

i )  des  ^ ( q - l )  ( r e s p . —q ) types  d ' i s o m o rp h i e  TT̂  (co6Car (U), co # 1 )

de d imension q-1 , s i  c a r  k f  2 ( r e s p .  s i  c a r  k = 2 ) ;

i i )  des deux types  d ' i s o m o rp h i e  1t' + e t  TT de dimension t (q- 1) s i
---------------------------------------  co —  co -------------------------------  2 —o o

ca r  k f  2 .

THEOREME 4. - La s é r i e  p r i n c i p a l e  e t  l a  s é r i e  d i s c r è t e  de G' sont  d i s i o i n -» -------------------------------------------------------------------------------------  Q

t e s  e t  é p u i s e n t  t o u t e s  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  i r r é d u c t i b l e s  de G^ .

D é m o n s t r a t i o n : I l  e s t  c l a i r  que ces  deux s é r i e s  son t  d i s j o i n t e s ,  pa r  exem

p l e ,  pa rce  q u ' i l  en e s t  a i n s i  pour  l a  s é r i e  p r i n c i p a l e  e t  l a  s é r i e  d i s c r è t e

de G et que l'application TT»— » (1T6I(G ), o(6Car(k*)) les laisse 
o r o

s t a b l e s  (n° 3,  prop.  8; n° 4 ,  co r .  à l a  prop.  9 ) .  La seconde a s s e r t i o n  du 

théorème e s t  a u s s i  c l a i r e ,  pui sque  nos deux s é r i e s  son t  obtenues  pa r  r e s 

t r i c t i o n  de t o u t e s  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  i r r é d u c t i b l e s  de Gq .

C.Q.F.D.

A p a r t i r  des  modèles donnés dans ce p a rag raphe ,  on c a l c u l e  sans
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difficulté les caractères de G 1 , qui sont d'ailleurs très bien connus.
o n

Nous les donnons dans les tables 2 et 2 bis. On y note Ie caractère de

la représentation de Steinberg TT,,C* , et X  (resp. % ) Ie caractère de
1 eu

V  (resp. TT') , pour o<£Car(k*) (resp. CoéCar(U) - ll^ ) .
« Co

$ 6. Compléments sur les représentations de G .
------------- ‘ ----------------------------------------------------------------- Q

Nous démontrons dans ce paragraphe un certain nombre de proprié

tés des représentations de Gq dont nous nous servirons dans les chapitres 

IV, V et VI.

1. Restriction à certains sous-groupes.

DEFINITION 1. - Posons

Di * i(0 ?> t tek*! .

T'  = ^m(c)  I c € K *  ] ,
O ' J

où l 'on note m(c) (cfcK*) la matrice de (multiplication par c

dans K ) par rapport à une k - base fixée du k - plan K .

Pour les notations H , H' , U , cf. $ 2, n° 1, déf. 1.
o o o

Rappelons enfin que l'on a

B = H H'U , T = H H' .
o o o o o o o

DEFINITION 2. - Soit (V,Tt) une représentation de Gq . Alors: 

i) Pour oté Car(kx ) , on note V^ (resp. V^) la composante isotypi-
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que de ty*>e «. de la restriction de Ii à D, (resp. H' ).-------  -------------------- — l ---E. Q

ii) Pour <x,^£Car(k*) , on note  ̂ (resp. ^ ) la composante

isotypique de type 0 *»p) (.££• 5 1 > B° déf. 1 ) (resp. de type («,{*)

(cf. § 1, n° 1, (9))) de la restriction de "H à B (resp. T )—  ---------------------- — o ---  o

K A
iii) Pour A*€.Car(K ) , on note V la composante isotypique de type A. 

de la restriction de 11 à T 1------------------------ — 0

iv) Pour ^€Car(k+ ) , on note la composante isotypique de type ^

de la restriction de 1t à U . O n  pose ,V. = ,VflV (resp. ,V' )— q --- l oc. i i a

pour oc€Car(kx ) (cf. i)).

v) Notons (oc€Car(kx )) la représentation irréductible de B ,   oc ----- c------------------------------ o
X

d 1 espace iE , définie par

t0ot( 0  tr)f^ } = ol(t)^(r"1 s)f(^r S

X ■+■
pour f € î  , ^ é X  , r, t £k* , s k . On désigne alors par V(<Ta )

la composante isotypique de type C de la restriction de î  à Bq .

REMARQUE. - On vérifie aussitôt (en faisant la somme des carrés des dimensions 

correspodantes) que les représentations, irréductibles et deux-à-deux non-i- 

somorphes, («,^€ Car(kx )) et (ocfeCar(kx)) épuisent toutes les

représentations irréductibles du groupe B q

Rappelons que l'on note 

'R* /v (*>(* 6  Car(kx ) , <* f  Ç>) , 1C* (« fcCar(kx ) ; i = q,l), ÎT' ' O C  /{
(A>€Car(K*) - Car(k*)) les représentations irréductibles de Gq (cf. } 4, 

notations), en remplaçant la lettre TC par la lettre V pour désigner l'es

pace correspondant, dans chaque cas.
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On détermine sans difficulté les dimensions des composantes iso

typiques introduites dans la définition 1, pour toutes les représentations 

irréductibles de Gq . En fait, les composantes isotypiques elles-mêmes

sont évidentes (sauf celles suivant T 1 ) si l'on prend les modèles de Weil
o

réduits (S 3, n° 3 et § 4, n° 4). Pour , les dimensions correspondan

tes se déterminent par un calcul facile de caractères. Nous donnons ces ré

sultats dans la table 3, avec les notations ci-dessus.

2. Somme d'une représentation irréductible de Gq sur les matrices symétriques.

Nous calculons dans ce numéro certaines sommes d'opérateurs <ÎT(h)

(h 6 G ) dans une représentation irréductible (V,^) de G 
o o

LEMME 1. - Soit G un groupe fini. Soient p e_t p' deux représentations 

irréductibles isomorphes de G dans un même espace V . Soit AéEnd^(V) 

Posons

A = Y . p’igMfKg)'1 . 

g € G

Alors, si £  est un isomorphisme de (V, p') sur (V, p) , on a

Démonstration: Comme A€Hom^(p,p') , on a A =  ̂ pour une constante 

convenable Xêt . Mais alors

Aid =$A = Y. ptg^Afig)"1 
g € G

d'où, en prenant les traces, la valeur annoncée de A

C.Q.F.D.

A G

dira V
Tr A

- 1
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REMARQUE. - Ce lemme est surtout utile pour calculer des opérateurs A , 

comme ci-dessus, quand tout isomorphisme de p 1 sur p est à trace nulle.

LEMME 2. - Posons

A = M 2 (k) , A S = | a é A  |Ca = a] .

yt x s
Considérons l 'action de A = Gq dans A f\ A donnée par

g.a = gaÜg (g£A*, a é A S) .

On a alors

A*0 A S = Orb(^ q ) U  Orb ( 2

O

où a désigne un non-carré fixé, si car k ï  2 , e t

A A A S = Orb(J J) u  Orb(J J)

si car k = 2 . De plus

Stab(^ J) = 0+ (2) = 0(xy) , Stab( 2 _2°a ) = 0_(2) = 0(N) 
o

(cf. § 3, n° 1 et § 4 , n° 1 ) .si car k f 2 et

Stab(J J) = SL(2 ,k) , Stab(^ = [ (* ^) | a,bék, a2 +b2 = l}

si car k = 2 . En particulier, on a

| Stab(^ q)| = 2 (q- 1 ) ,
Stab(0 -2a } l = 2(q+1)

O

si car k f  2 e_t

| s t ab (^  q)| = (q2 -l)q , | s ta b (J  J) = q

si car k = 2
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Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la classification des 

formes bilinéaires symétriques de rang 2 sur k (cf. j 3 , n° 1 et § 4 , 

n° 1 , pour ce qui concerne les groupes orthogonaux associés en caractéris

tique différente de 2 ).

C.Q.F.D.

LEMME 3. - Soit 'jT une représentation de G telle que 7T soit triviale----  -------1---------------  0  -------............

^  £l
sur les matrices scalaires. On a II ̂  )l , où l'on pose

•jr(g) = n ( tg 1) (g 6 .G) .

Si la caractéristique de k est différente de 2 , notons ocq le caractè-

y
re non-trivial de k de carré trivial. La représentation TT est isomorphe 

à l'une des suivantes

Tî1 , Ttq , 7T i (« 6  Car(kX )) , ÏÏ. (/UCar (Kx) - Car (kX ) , A .q + 1  = 1) . 
«o “o «,«"

Notons alors £(TÎ) la valeur ot^i-l) (resp. ot(-l) ; resp. moins la valeur 

constante de A  sur la k - droite de K formée des éléments de trace nulle) 

dans les deux premiers (resp. troisième; resp. quatrième) cas. Posons

(1) S (TT) = Z  1T(g) . 
g €  A r\ A

Alors, S CJU) € Hom(7T,1C) et 1 ' on a

SOT) = (q-l)q£(7DÏÏ(w) ,

-  (  0  ^  avec w =

Démonstration: Il est clair que S (7T) HomCft/TC) . Il en est de même de 

iï(w) à cause de la relation wgw  ̂ = (det g)tg  ̂ (géG^) . Il résulte 

aussitôt du lemme 2 et du lemme 1 appliqué à p = Tl , p' = 1 1  et $  = li(w) ,
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que l'on a, en notant ^  le caractère de 7T ,

(2) SW) = -ï> + ¿<<i+i>'St<m(co»]ir<w>

si la caractéristique de k est différente de 2 , où l'on note c une
o

racine carrée de a (cf. lemme 2) (et donc Tr(c ) = 0) et où l'on dé-
o o

signe par m (cQ) la matrice de la multiplication par c^ dans K , par 

rapport à la k - base ^l^c^} de K ; et

(3) S (10 = [(q-1) + (dirait) " 1 (q-1) 2 (q+D^iJ })]ïï(w)

si la caractéristique de k est 2 . Le lemme résulte alors sans diffi

culté de (2) et (3) à l'aide de la table 1.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Il est clair que la somme S(1t) serait nulle si \  était une 

représentation irréductible de Gq ne satisfaisant pas les hypothèses du 

lemme.

3. - Vecteurs SU(2,K) - invariants dans la série discrète de GL(2,K)

Rappelons que l'on note K l'unique extension quadratique de k

^ t*
Pour h notons h la transposé conjuguée h de h . O n  pose

U(2,K) = ^ h €.GL(2,K) | hh* = 1$ ,

SU(2,K) = U(2,K)0SL(2,K)

(cf. ch. V, § 1, n° 2).

PROPOSITION 1. - Les sous-groupes SL(2,k) et, SU(2,K) de GL(2,K) n'ad

mettent de vecteur invariant non-nul dans aucune représentation de la série 

discrète de GL(2,K)
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Démonstration: Comme les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de GL(2,K) 

sont conjugués l'un de l'autre (ch. V, S 1, n° 2, prop. 4) il suffit de dé

montrer la proposition pour SL(2,k) . On a alors à démontrer que la mul

tiplicité de la représentation triviale de SL(2,k) dans la restriction 

de toute représentation X  de la série discrète de GL(2,K) à SL(2,k) , 

est nulle. Cela revient à démontrer que la somme des valeurs du caractère 

de 1T sur SL(2,k) est nulle, ce qui est clair d'après la table 1, puisque

|ciasse(!? a) I = q2-l = dim 'ÎT
i 0  a '

(a € KX ) .

C.Q.F.D.



TABLE 1 . Les caractères de Gq = G L ( 2 , k )

H

o\
00

Caractère = a ° det xq
or Xo,ß XA

Représentant Paramétrisation

c

a € Car(kX ) a € Car(kX )

cv,3 € Car(kX ) 

m o d . (a,ß)~(ß,cr)

A € Car(KX ) - Car(kX ) 

mod. A ~ A q

(a °) v0 a
a € k X 2 / Xa (a) 2 / Xqa (a) (q+1 )orß (a) (q-1 )A(a)

(a a ) K0 a
a € k X 2 / X« (a) 0 cvß (a) -A (a)

(a °) v0 d

a , d € kX 

a ̂  d

mod. (a,d)~ (d,a)

a (ad) a (ad) »(ajßid) +o-(d)ß(a) O

/ O  N(x) \ 

\-1 Tr(x)/

e „X . X 
X c K - k

(mod. x ~  x<*)
or (N(x) ) -or (N(x) ) 0 -A (x) - Aq (x)



TABLE 2. Les caractères de = SL( 2, k ) en caractéristique 2

H
•
ON
VO

Caractère II0
X

X1 x«

Représentant Paramétrisation
<y € Car (kX) -il) 

mod. a ~ a ^

<m € Car (U) - { 1 } 

mod. a)~ a)-1

(1 °) K0 1 ’ 1 q q+1 q-1

V0 1 ' 1 0 1 -1

,a 0 » 
0 a-1 >

a € kX - { 1 } 

mod • 9, ̂  d
1 1 c*(a) + cy  ̂(a) 0

(° ' )\-1 Tr(u )/

u € U - { 1 } 

(mod. u~ u  ̂)
1 -1 0 -ai (u) - <u~̂  (u)



TABLE 2^:*’S. Les caractères de = SL(2,k) en caractéristique ^ 2

M

o

Caractère x = 1Ao * 1 *a

+

0

+

0

Représentant Par amé t r i s at i on
a e  Car(kX ) - {i>aQ } 

mod. a ~ a ^

- a) £ Car(u) - {1 , 1 0 } 
0 '

mod. co ~ u)

(a °> 
v0 a

a =-1 1 q (q+1 )a(a) ¿(q+ 1 )aQ (a) (q-1 )w(a) |(q-1)«„(«)

(a b )
v 0  a

a =-1  

b £ {1 ,ao }

1 0 a(a) ^[aQ(a) + aQ (b)a-(e)] -u>(a) ^[_tü0 (a ) + aQ(b )<r(e)]

(a. 0  \
0  a- 1  }

a € kX - {1 ,-1 } 

mod# a ~ a ^
1 1 o(a)+ a 1(a) aQ(a) 0 0

( 0  1 ) 

- 1  Tru

u e u -  {1 ,-1 }

(mod. u ~ u ^)
1 - 1 0 0 1 1 -w0(u)

Notations : On pose, de manière générale, o-(<p) = Z <p(t2) , pour <p € Car(k+) (on a alors, <r(<f°) = a (b)cr(<p) ,
t£k+ 0

pour b £ kX).



TABLE 3. Dimensions des composantes isotypiques de restrictions des représentations de

représentation
oc, p

q.TU
a

1
n
a

sous-groupe repres* paramètres
oc,p £Car(kX) 

a^p
a £ Car(kX) a £ Car(kX)

A £ Car(K*) 

A ^ A q

Di Y Y £ Car(kX) 1 + ÔY,a + ÔY,p 1 + ô
Y>a

ô
Y»a

1

T
0 ( a ' , p ' ) oc’ ,p' £ Car(kX)

6a , p, ,ap^1+6p,ta+6p, t p^ 6a 'p '  , a2^1+Ôp% J Ô a » , a  Ô p ’ , a
ô

»ô» *‘1+1or (3 ,A

U0 «I» (jj £ Car(k+) 1 + ô , 1
1

Ô< M
0

U x D .  
0 1 1 ® y Y £ Car(kX) ô +ô . 

Y+a Y> P
ô

y , a
ô
Y»«

0

B
0

[ « ’ .P*] a', p* £ Car(kX)
6 { a '  , p * } ,  { oc ,P } Ôa',a Ôp’,a ^a*,a ^P’,oc

0

B
0

cr 
Y

Y CCar(kX)
ÔY»aP S » “2

0

6 Aq+1y *a

Tf
0

$

®q+1,ap
6ffiq+1 2
$ ,a

0 1 — 6 - ô ,  q$,A i>,AH

H

Notations : Voir §6 et §4, n°3, convention ( s ) .

$ € Car(r^,®¿®



CHAPITRE II

Les représentations de G induites d fun sous-groupe parabolique propre.

Dans tout ce chapitre, on désigne par k un corps fini à q élé

ments, de caractéristique quelconque et par G le groupe de similitudes sym- 

plectiques GSp(4,k) en quatre variables, sur k , que nous réalisons comme 

le groupe des similitudes d'un espace symplectique non-dégénéré (E, < , >) , 

de dimension 4 sur k . On note m le multiplicateur de la similitude
g

g € G .

§ 1. Préliminaires et généralités.

1. Les sous-groupes paraboliques de G

Dans la suite, on aura besoin de faire agir le groupe G à droite 

dans E . Pour cela, nous nous donnons un anti-automorphisme involutif 

g i— » g de G et nous posons

Vg = g*(v) (v 6 E , g €G)

Choisissons une base b = (e-,e0 ,e0 ,e.) de E , telle que
o 1 2  3 4

* - 1
<ei,e3>= ^e2 >e^  = * • Plutôt que de prendre g = g (géG) , on posera

# t t 
ici g = g (g£G) , où l'on note g la transposée de g é G  , par rap

port à la forme bilinéaire (u.v)»— » (u|v) sur E telle que (e.le.) = S. . .
^ i' j i,j

Si l'on note [g] (resp. [u]) la matrice de g€:G (resp. u é E )  par 

rapport à bQ , on aura alors

[vg] = [v][g 1 (véE, g 6 .G) .
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Dans tout ce chapitre G n'agira dans E que par l'action à droi

te (vjg) |— » vg (v£E, g £G) que nous venons d'introduire.

On peut définir les sous-groupes paraboliques de G comme les sta

bilisateurs, dans G , des drapeaux totalement isotropes de E . Nous avons 

quatre classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G , corres

pondant aux quatre types de drapeaux totalement isotropes, à savoir

0 ,
o c e  , 

o c  p , 

o c  e c  p ,

où £ (resp. P ) désigne une droite (resp. un plan totalement isotrope) de 

E . Nous choisissons maintenant un représentant dans chaque classe de conju

gaison de sous-groupes paraboliques propres. Notons d^ la droite de E en

gendrée par e^ et P le plan (totalement isotrope si i ^ j  mod 2 ) de 

E engendré par e^ et e^ (1 ^ i,j ^  4, i # j) . O n  pose

(1) = StabG(OCd1) ,

(2) P2 = StabG (0CP12) ,

(3) B = Stab(;( 0 C d 1C P 12) ;

on a alors B = P^f\P2 et des décompositions de Levi

( 4 )  P j  -  L j Uj , P2 = L2U2 , B = LoUo ,

où le radical unipotent de est formé des g £ P ^  tels que g soit
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l'identité sur d, , sur d̂ /d.. et sur E/cit ; le radical unipotent U„ 
1 1 1 1

de est formé des g £ tels que g soit l'identité sur P ^  et sur

E/P1 2  ; le radical unipotent Uq de B est formé des g € B  tels que g 

soit l'identité sur d^ , sur > sur ^ 1 ^ 1 2  et sur ^ ^ ^ 1  ’ ^es

sous-groupes de Lévi et sont choisis comme suit

(5 ) Lx = Pxn  StabG (d3 )riStabG (P24) ,

(6 ) L 2 = P2 nStabG (P3 4 ) ’

4

(7) L = D Stab (d. ) .
o . , G i

i = l

Nous avons ainsi

(8 ) Lx “  kXX  GL(2,k) ,

(9) L 2 ü G L ( 2 , k ) X k X ,

(10) L ô* k* x kXx k ,
o

De manière plus précise, on a

PROPOSITION 1. - i) On définit un épimorphisme dje P^ sur k*XGL(2,k)

en associant à chaque k 6 Pi le couple (t , h ) 6 k XGL(2,k) , où t--------------------a—  o i ------ —  g g —  g

désigne le rapport de l'homothétie g|^ de d^ et où h^ désigne la matri

ce» par rapport à la base (e^+d^,e^+d^) , de l'automorphisme linéaire 

g = g^ de d^/d^ déduit de g par passage aux quotients. On a 

Ker e_t induit un isomorphisme du sous-groupe de Lévi L^ sur

k*X GL(2,k) .

ii) On définit un épimorphisme ^  ^  sur

GL(2,k)Xk , en faisant correspondre à chaque gfeP« le couple (h , m )
^ g g
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où h dénote la matrice, par rapport à la base (e,,e ) , de l'automor-

phisme linéaire g| du plan P (et. m désigne le multiplicateur de
1 * 1 2  ®

ê )• Qn a ^er ^ 2  = ^ 2  et l 'épimorphisme induit, par restriction un

x
isomorphisme du sous-groupe de Lévi de P^ sur GL(2,k)Xk

x x y
iii) On définit un épimorphisme cte B sur k X  k X k  ,

en associant à chaque g é B le couple (b , m ) , où b désigne la dia-
ê ê ê

gonale de la matrice de g|p par rapport à la base (e^je^) de P ^

On a Ker ^ = U q êt induit par restriction un isomorphisme du sous-

y  ̂ w
groupe de Lévi Lq de B sur k X k X  k

Le démonstration de cette proposition est immédiate.

2. La classification des représentations de G

Soit P un sous-groupe parabolique quelconque de G , U son ra

dical unipotent et ^ : P — >L le conoyau de l'injection canonique de U 

dans P . On note Ip(G) (resp. °Ip(G) ) l'ensemble des types d'isomorphie 

des composantes irréductibles des représentations induites de la forme

Ind (To© où 0* parcourt l'ensemble des représentations irréductibles (resp.

P î G
<T appartient à la série discrète) de L . Notons simplement 1(G) (resp. 

°I(G) ) l'ensemble de types d'isomorphie des représentations irréductibles 

(resp. de la série discrète) de G . On a alors, d'après la classification 

générale de [14] (P. C-19), la décomposition

(11) 1 (G) = °I (G) U °ID (G) U °I (G) U °I(G)
B Px P2

(réunion disjointe) ou encore

(12) KG) = I (G) U °I (G) U °I(G)
2 *1
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(réunion disjointe), puisque la série principale et la série discrète épui

sent toutes les représentations irréductibles de G 
r o

Dans la suite de ce chapitre, nous construirons explicitement

Y  (G) et °I (G)

2 *1

De manière générale, nous appelerons °Ip(G) la série de représen

tations (irréductibles) de G , associée à P . L a  série de représentations 

de G associée à B , s'appelle classiquement la série principale de G

3. Interprétation en termes de G - fibrations principales.

Soient P un sous-groupe parabolique de G et CÇ : P ---►L le

conoyau de son radical unipotent U

Considérons la fibration principale discrète ^ = (G,pr,P\G,P)

associée à P , d'espace total G , de base P\G , de projection pr don

née par

pr (g) = Pg (g £G)

et dont l'action, à gauche, du groupe structural P , est donnée par

p.g = pg (p g ̂  G) . 

Le groupe G agit à droite sur ^ par

g 1 .g = g'g (g' >g £G) ,

(Pg').g = Pg'g (g',g fcG) .

Soit (H, 0* ) une représentation de L . Considérons la représen-
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tation (H, Gof) de P comme P - fibré vectoriel discret, à gauche, sur 

un point. Nous avons alors, par définition si l'on veut,

(13) Ind CToOp = Homili , (H, <To(P)) ,
P t  G * P P

où l'espace de droite est muni de l'action naturelle T de G déduite de 

celle de G dans Ç , c'est-à-dire

(14) tT(g)f3(g') = f(g'g)

quels que soient g,g'6G et le morphisme P - équivariant f de dans

H . Autrement dit, on a

(15) Ind = Hom (É , H) ;
P t  G P

en particulier, l'espace de la représentation induite peut s'interpréter 

comme le t  - espace vectoriel de tous les morphismes compatibles à de 

la fibration principale £ , de groupe structural P , dans le L - fi

bré vectoriel complexe H .

Or considérons la G - fibration principale <p(£p) > de groupe 

structural L , déduite de £ , par 1 'épimorphisme <p (cf. [3]). On a 

un G - isomorphisme canonique

(16) Homÿ(fcP 5 H ) - ^  Hom^fiÇ), H) , 

d'où 11 isomorphisme de t[G] - modules

(17) Ind ci Hoiil (<f(£ ), H) .
P t  G

Dans les paragraphes suivants, nous construirons, de manière natu

relle, deux G - fibrations principales de groupes structuraux isomorphes à

L1 et L9 qui seront des réalisations de <J> 1 (£ ) et  ̂ respective-
1 2
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ment; c'est ainsi que nous construirons °I (G) et I (G)

P 1 2

Pour être complets, nous rappelons ci-dessous la réalisation standard 

de la fibration principale désuite d'une autre par changement de groupe struc

tural (cf. [3l).

PROPOSITION 2. - Soit M un groupe et soit £ = (E,pr,B,N) une M - fibra

tion principale discrète (à droite), de groupe structural N (agissant à gau

che). Soit ^ un homomorphisme de N dans un groupe R

La M - fibration principale <{>(£) , déduite de £ par , mu

nie du M - morphisme canonique y d̂e £ dans ^>(^) , peut être réalisée

de la manière suivante. On prend la base de <p(£) égale à B , son espace

N
total égal à l'ensemble quotient E x  R .de E X R  par la relation d'équiva

lence définie par l'action

(x,r)|— ► (nx,r<p(n) 1) (xéE, r£R, n £ N )

de N , et la projection pr est donnée par

pr[x,r] = pr(x) (x é E, r€R) ,

N
où [x,r] désigne la classe de (x,r) dans E x  R . On définit l'action, à

N
gauche, de R dans E X  R par

s[x,r] = [x,sr] (x 6 E, r,s 6 R)

et celle, à droite, de M , par

[x,r]m = [xm,r] (x£E, m éM, r£R)

Enfin, on pose V = Id sur B e t
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V(x) = [x,l] (xtE)

Démonstration: On montre sans peine que le modèle donné ci-dessus pour 

(?(£)jv ) vérifie la propriété universelle dont (<f(|;),v) est, par défini

tion la (seule) solution (à un isomorphisme unique près), à savoir:

Pour toute M - fibration principale 'tj , de groupe structural 

R et tout M - morphisme F de ^ dans , compatible avec , il e-

xiste un et un seul M - morphisme F de ^(^) dans lf| tel que F©y = F

C.Q.F.D.

§ 2. Série de représentations de G associée à P^

1. Définitions et préliminaires.

Notons P  l'ensemble de tous les plans totalement isotropes de 

(E, < , > ) . Notons B  l'ensemble de toutes les bases des plans totalement 

isotropes de E

Si b € B  , on notera P(b) le plan de E engendré par b . Si 

P € P  , on désignera par B  (P) l'ensemble de toutes les bases de P . O n  

notera toujours b^ (resp. b^ ) le premier (resp. second) vecteur de la 

base b € B

Rappelons que nous nous sommes donnés une action à droite 

(v,g)b->vg (vfcE, g £G) de G dans E (cf. § 1, n° 1). Le groupe G 

agit alors de manière naturelle dans B  et dans IP par

bg = (blg,b2 g) (b e B, g £G) ,
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Pg = 1 vg | v € P ]  (P é IP, g£G) .

Ces actions sont transitives.

Le groupe GL(2,k) , que nous noterons Gq dans la suite, agit , 

à gauche, dans B(P) , pour tout P € W , par

(1) hb = (“ î>(h) ( b € E ,  h - ( ï l ) é G )  .
16 ô ® o

Cette action est, évidemment, libre et transitive.

DEFINITION 1. - On appele G - fibration principale canonique au-dessus de

* v x
1P et 11 on note , la G - fibration principale (Bxk ,pr,]P ,GQ X k  )

d'espace total B x k* , base P et projection pr donnée par

(2) pr(b,t) = P(b) ( b é B ,  tekx ) , 

dont l'action du groupe structural GqX kx est définie par

(3) (h, s) . (b, t) = (hb , s 1t) > b € B  ) 

et celle de G par

(4) (b,t).g = (bg, tm'1) ( b Ê B ,  t 6 k*, g 6G)
O

et

P.g = Pg (P€ F , g€G) .

DEFINITION 2. - Soient y£Car(k ) et (H,1C) une représentation de Gq . 

On appelle représentation naturelle de G associée à et à % ̂  et

11 on note (M(ir,y),T) î [g] - module

(h éG , s, t 6 k 
o

Crc.ï)
le
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HOmG x kx ( l̂P ’ (H’ 1Ï® Ï ))
O

REMARQUES. -

i) En d'autres termes, l'espace M(lT,j) est formé de toutes les 

fonctions f de B  X k* dans H telles que

(5) f (hb, s_1 t) = ¡r(s)ÎT(h)[f(b,t)] ( h é G 0  * s»t 6 kX, b 6  B  ) 

et l'action X de G dans MOT,y) est l'action naturelle donnée par

(6 ) fr(g)f] (b,t) = f (bg, tm"1) (g€G, f 6 MCJÎ,y), b £ B ,  t £ k x ) .
O

ii) On a

(7) dim M(1T,y) = (q+1)(q2+l)dim 3T .

En effet, on a dim M0T,y) = llPldimTT , et d'autre part, comme l'on a 

clairement

|B| = (q4 -l)(q3 -q) ,

et que

|B| = |Gq || 1P | ,

il s'ensuit que

(8 ) |P| = (q+ 1  ) (q2 +l) .

Nous allons identifier maintenant nos représentations MCîT,y) en 

tant que représentations induites.

PROPOSITION 1. - La G - fibration principale £ , munie du G - épimor

phisme V de fc sur ^ défini par 
9
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v(P2g) = P12g ,

v(g) ^ 1 2 ® ’ ^g ^ (géG) ,

où l 'on a posé b ^ 2 = ( e ^ e ^  et P 1 2  = P(t>12) (cf- (2 ), & 1 , n° 1 ), est 

U  G - fibration principale ) déduite de £ par 1 'épimorphisme
2  p2 p2

^ 2  —  P 2 sur G0 * k*

Démonstration: Vérifions que (| , V) satisfait la propriété universelle 

caractérisant  ̂ • Soit nrj = (E',pr,B',Gq x k*) une G - fibration prin

cipale (à droite) de groupe structural Gqx k* . Soit F un G - morphisme 

de £ dans ^ , compatible avec $ . Il est clair qu'il existe au plus 

2 _  2  

un G - morphisme F de ^  dans *t| tel que Fov = F , puisque l'on doit 

alors avoir

(9) F(b1 2 g, m"1) = F (g) (géG) .

Définissons F par (9) . Le morphisme F est bien défini puisque si

(b12g ' , mgî) = (t>1 2 g> > Pour > alors g' = ug , avec

b,0u = b,- et m = 1  , c'est-à-dire u£Ker<P0 . Par suite
1 2  1 2  u »2

F (g 1 ) = F (ug) = <f(u).F(g) = F (g)

Il est clair, d'autre part, que F , défini par (9), est G - équivariant. 

Montrons qu'il est GQ X.k - équivariant. Soient ( h j s J è G ^ k  et 

(b,t)€BXk* . Or, il existe p £ P 2 , g € G  tels que <p(p) = (h,s) et 

(b,t) = (b1 2 g, m^1) , et par conséquent

F ((h, s) (b, t)) = F(hb1 2 g, s ^ g 1) = F (b 1 2 P8 > mpg^

= F(pg) =^>2 (p).F(g) = (h, s) .F(b , t)
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ce qui achève la démonstration.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - On a

(MCJT,*), T ) et Ind (H, (1t8)r)oft ) ,

P2t G  L

quels que soient ££Car(k*) et la représentation (H,1T) de Gq

Cela est une conséquence immédiate de la proposition 1 ci-dessus et 

de 1 1 isomorphisme (17) (j 1, n° 3)

2  . L'entrelacement des représentations M(ÎT,y)

Dans la suite de ce paragraphe, (H,10 et (H',1tf) désignent des 

représentations irréductibles de Gq et jf, y' des caractères de k*

Pour étudier les espaces Homç(M(JT,y) ,M(7T' , y' )) , nous nous servons du lemme

1 ci-dessous dont la démonstration est immédiate.

DEFINITION 3. - On désigne par tR(lCf , y' ;JT,f) le t - espace vectoriel formé 

des applications K de (Bx k * ) X  (BXk* ) dans Homj(H,Hf) (appelées noyaux 

dans la suite) telles que

(10) K(b'g , t'm bg, tm 1) = K(b',t';b,t)

et que

(11) K(h'b', s' 1 1:1 ; hb , s 1 t) = y'(s')J 1 (s)H'(h 1 )oK(b 1 , t ' ;b , t)oJÎ ^(h)

quels que soient b , b ' € B ,  t,t',s,s'£k , g 6 G e_t h, h ' £ G o

LEMME 1. - En associant à chaque novau KfeXdT1 ,y 1 ;1T,y) l'opérateur de

M(ÎT,ÿ) dans M(H',y') donné par
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^  K(^,-n)(f ('T)))

x kK (ÇfeBxk*)  ,

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de 

noyaux en produit d'opérateurs et qui est un isomorphisme du I - espace 

vectoriel tHCîC1 , y' sur le I - espace vectoriel Hom^(MCîT,^) > MCïï',y')) .

Il découle des relations (10) et (11) que la donnée de 

K€X(lTf , fl' ;5l,tf) équivaut à la donnée des opérateurs K(b',l; b,l) pour

i) un couple ( b , b ' ) € B x B  tel que P(b) = P(b') ,

ii) un couple (b,b')ë B X B  tel que dimP(b)P\ P(b') = 1 ,

iii) un couple (b,b')€ B X B  tel que P(b)H P (b 1 ) = 0

Posons

bij = (ei ’ ej^ (14i,j^4, i ¿ j) ,

P.j = P(b ) ( U  i , U 4 ,  i * j) (cf. §2,n°l).

Nous pouvons alors choisir, dans i), (b',b) = ’ dans ii),

(b',b) = (b^,b3^) ; dans iii), (b',b) = (b 1 2 ,b3 4 ^

Rappelons, d'autre part, avant d'énoncer la proposition 2 ci-dessous, 

que, si (V, ^b) est une représentation de G q , on note la composante

isotypique de type ^ £ C a r ( k + ) > °*e restriction de p au sous-groupe uni- 

potent supérieur U de G q , et que l'on note la composante isotypi

que de type o<6 Car(kx ) de la restriction de p au sous-groupe > agis

sant dans l'espace . On note (resp. ) le sous-groupe de Gq

formé des matrices diagonales h telles que h^  = 1 (resp. h ^  = 1 ) (cf. 

ch. I, §6 , n°l).

PROPOSITION 2. - La donnée de KéXCïï' , y ' ;1T,tf) équivaut à la donnée des
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pour b ' ,b € B  telles que P(b)r*P(b')=() et t, t ' £ k* , avec

<b ' ,b > =
<b̂ , bx> <b̂ , b2>

<b£, bx> <b£, b2 >,
(b.b'ÉB) .

Démonstration: La relation 1) résulte aussitôt de (10) et (11). Pour éta

blir la relation (2), il faut remarquer en plus que (c',l;c,l) = (b'g,r;b,r) , 

pour b',b,c',c6B tels que P(b)r\P(b,) = 0  = P(c)P\P(c') ,et r € k* ,

trois opérateurs

i) • = K(b 19,l;b, ,1)6 Hom[(H,‘ir®y), (H', TT' ® y')] ~ £ k A ,
i z i z  y> y n

il) Tl = K(bu ,l;b34,l)£Hoob2eiH ( ^ 1 , ,

iii) f2 = K(b12,l;b12,1)6 Hom[(H,*««,.<), (H’, 1t' «  »' )] ~ S<t 4,,^«:

où <x̂  dénote la restriction de 3T au centre Z ^ kx de G et où l'on 
—  1T ------------------------ --------- o —  o ----------

a posé

ft(h) = ( V 1} (hfeGo) •

De manière plus précise, on a

1) K(b',t';b,t) = yitt'"1)^'(b'/b)o^Q (b.b'ÊB, P(b)=P(b'), t,t'ikx) , 

où l'on note b'/b le seul hÇG tel que b ' = hb ;------------ ------- 0 ----

2) K(b',t';b,t) = Y'(t,)"1y(t)(ÿ'ir"1)(<(h,b')1 , (hb)^ )TT'-1 (h ' (h)

pour b ,b ' 6 B telles que dim(P (b) H  P (b 1 ) ) = 1, t, t'€ k* et quels que

soient h,h'€G tels que (h 'b ' )  ̂= (hb)^ ;
------  o ------ —  l  l

3) K(b ' ,  t  ' ;b , t )  = y* ( t  ’ ) -1 Y Î t W  « b  ’ , b » o < f 2
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si et seulement si <b',b> = <c',c) , et que d'autre part

( b 1 ,b 6 B  , h' , h 6 G Q ) .

La relation 3) s'ensuit aussitôt de (10) et (11) et du fait que 

%
dim(P(b) r\ P(b')) = 1 (b,b'€ B  ) entraîne qu'il existe h,h'€ G q tels que 

(hb ) 2 = (h'b ' ) 2  y et qu'alors

K ( b ',1;b ,1) = 1T'(h')- oK(h'b',l; hb.DoTCih ) " 1

= îî'(h') K(bj^,r; b 3^> r )

avec r = <(h'b')^ , (hb)^) , par (1 0 ).

L'assertion concernant l'opérateur découle aussitôt du fait

que, pour tout h £ G Q , r € kx , on a

(hb1 2 , t) = (b1 2 g, o ’1 )

pour g € G  convenable. L'assertion concernant  ̂ s'ensuit du fait que, 

pour que

(h'b1 2 ,t; hb 3 4 ,t) = ( b ^ g . n f 1; b ^ g . n T 1 ) ,

pour un g € G  convenable, il faut et il suffit que

< h ’b 12- hb34> ’  t ' 1<b12' b3 4 > •

c'est-à-dire h ,t:h = t ^ 6  Z = Z(Gq ) . De manière analogue, pour que 

(h ' b 1 4 , t ; h b ^ . t )  = b 3 4 > 1 ^ 8  > 1 1  faut et 1 1  su ffit que

»'hA ’ kV !  •

< h ' b l4 , hb34> t < b 1 4 , b 34> ( - t (0  0) ) •

h ' b ' hb h b ' b
t

ti
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On trouve-alors que l'opérateur <p̂  doit satisfaire la condition

y' ï ' 1 ( a ' ) i r ' ( j '  d')o?l = <fi°yy'"1(aW o  d} (a,a',d€k*, b,b' 6 k+ ) .

Notre assertion sur ^  s'ensuit. Notons enfin que (cf. ch. I, |6 , n°l, ta

ble 3) les composantes isotypiques nH , et ,H , sont de dimension

1 *'* W
au plus 1

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Si ot̂  = 1 , alors l'opérateur 'ÏT(_̂  q ) est un isomorphisme 

involutif de (H,lt) sur (H,^)

La proposition 2 montre que le nombre d'entrelacement de MCK,^) 

est toujours 4  3 . D e  manière beaucoup plus précise:

COROLLAIRE 1. - Soient y,*'£Car(kx ) e t (H,3T) , (H, ît') des représen- 

tâtions irréductibles de G . On a------------------------ o ----

i) Si OT appartient à la série discrète de G q , disons 'ïï =

( A 6 Car(K*) - Car(kx)) , alors, pour tout tf€Car(kx ) , la représentation 

M(7T,y) est irréductible si / f i  ï  A.  ̂ , et elle est somme directe de deux 

composantes irréductibles non-isomorphes si = A. ^

ii) Si ïï = ^ ̂  (*,Ç>6 Car(kx ), « ^ ^) alors, pour tout y£Car(kx) , la 

représentation M(5T,y) est irréductible si (i ^ * et si , et 

elle est somme directe de deux composantes irréductibles si (i = oc ou si 

16 .

iii) Si ÎT =7Tq ou = (oc 6  Car (k*)) , alors pour tout y£Car(kx ) ^a

2
représentation M(1t,$) est irréductible si <x f  1 ; elle est somme directe

2
de deux (resp. trois) composantes irréductibles non-isomorphes si *. = 1 

mais o( # 1 (resp. si oc = 1 )
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V
En effet, pour que ÎC ü  'ïf , il suffit que la restriction de % à

Z soit triviale (cf. rem. à la prop. 2). Mais si A é C a r ( K K) - Car(kx) 
o

alors, pour que la restriction de à soit triviale, il faut et il

suffit que A q = A   ̂ . L'assertion i) s'ensuit puisque = 0 pour tout

(H,7t) appartenant à la série discrète de G . Pour démontrer ii), notons
o

que, si ot 6 Car (k*) , ^ ft , alors pour que 7C soit triviale sur 

Zq il faut et il suffit que (b = <*  ̂ , et que, d'autre part, = 0 à

moins que <x = 1 ou £> = 1 , cas où dim = 1 . L'assertion iii) s'en-

1 v ^ 1
suit aussitôt du fait que 5îq (resp. “Jl^) est isomorphe à (resp. )

et triviale sur Zq , si et seulement si « = «. * , et que l'on a

dim .H. = S. («€Car(kx )) . 
i l  1 ,<x

Convenons d'appeler triviaux les morphismes de M(ïï,y) dans 

MCjT' , y' ) induits par un morphisme de TT dans 3t' . Nous avons alors comme 

conséquence immédiate de la proposition 2 (et du corollaire 1) le

COROLLAIRE 2. - Les seul cas d'entrelacement non-triviaux entre les représen- 

tâtions M(î7,y) sont les suivants (pour tout fl£Car(kx )):

i) MCÎT , x ) —  M(îT , , Xy ) (A€Car(K*) - Car(k*), X = A.|.x) ,
A. /C1 ,k

ii) M O T ^ ^  , y ) «  M(TT _x («,fi€ Car(kx ), « # p) ,

iii) M(1T > y ) —  M0T . , «y) («,^ ̂  Car (kx ), « # (i # ot 1),
«" ,(i

iv) M(1t , , Y) ^  M(îlq . , et*) + MCH1 . , ocy) (o( t Car(kx ), et2 t 1),
« ,0 1  *  A

• • A f\

v) MCïï1 , tf) ^  MCJt1 . , <X fl) (i = 1, q ; « ecar(kx ), OC ^ 1),
* cC

vi) ^(ir1 , v-) , MOT1 , oe y )1 = 1 (i = 1, q ; si car k / 2 ) ,
L «o * 0  0

z
о

%л.

1H

1H1

.(Ъ-1
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vii) [ M ( ^  , *) , M ( ^  , «*)] = 1 (oc 6 Car(kx ) ,  = 1)

et ceux qui se déduisent des précédents par composition avec des isomorphis- 

mes triviaux.

Dans les numéros suivants de ce paragraphe, nous obtiendrons la dé

composition explicite des représentations MCîî,^) réductibles pour % appar

tenant à la série discrète de Gq . Le cas où H  appartient à la série prin

cipale de Gq sera traité au prochain paragraphe.

3. Décomposition des représentations M(K^, y) réductibles.

Nous étudions maintenant de plus près le cas où la représentation 

M(V  y) est réductible, c'est-à-dire le cas où A.** = A   ̂ (A€Car(Kx ),

A *  A q ) .

Remarquons tout d'abord que la condition A ^  = A   ̂ entraîne que 

A  est trivial sur k* et donc constant sur chaque droite \ tz | t é k * ^

( z £ K x) de K x , en particulier sur la droite D q de Kx formée des élé- 

ments de trace nulle. Comme d'autre part, l'ensemble des éléments de K 

dont le carré appartient à k* est égal à k* (les droites Dq et kK

coïncident seulement si car k = 2 ) , on voit que la valeur de A  sur D^ , 

que nous noterons t(A) dans la suite, est égale à +1

PROPOSITION 3. - L'algèbre commutante A(A.,y) = End^(M(TC^,y )) , pour 

A.€Car(K*) - Car(k*) , A ^  = A   ̂ , admet comme t - base l'opérateur iden

tité I et l'opérateur défini par

(1 2 ) [Tÿ(f)](b,t) = ^  ir«b,b'>w)f(b',D
(q-i)iG0 > b .6 B  a .

P(b')f>P(b) = 0
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X 0 1
pour f€M(ÎL^, y)  , b € B  , t € k  , avec w = (_^ . On a

(13) Ÿ 2 = q3! - q ( q - D Ÿ  •

Démonstration: Il est immédiat, d'après la proposition 2, que I et 

forment une £ - base de A (A,y) . Soit K£CH(A,y) le noyau définissant .

On a, pour convenables,

- X I  + p t y  ;

les nombres complexes ^ et JJl sont déterminés par les relations

(14) (K#K)(b 1 2 ,l;b1 2 >l) = X(q-l)'1 | G j ' 1 IdH

et

(15) (K*K)(b 1 2 ,l;b3 4 ,l) = /JL(q-l)'1 |Gor 1 £ ( ^ /̂ (w) .

Comme K(b,t;b ', t 1 ) = 0 à moins que P(b)f\ P(b') = 0 , et

K(b,t ;b  1, t  ' ) = ( q - l ) " 1 |Gor 16(A.)ï ( t , t _1)TC/v« b , b ' ) w )  ( b . b ' é B ,  t . t ' é k * )

si P(b)HP(b') = 0 , on trouve aussitôt, en posant A = M 2 (k) , et en no-

g
tant A le sous-espace de A formé des matrices symétriques,

(K«K) (b.,,l;bn ,l) = (q-1) 1 1 G I 2 1A SI Y" ITX-Sjwbw)
1 2  1 2  ° b é G  K

O

= q3 (q-l)"1 |Gol' 1 lTA(:i) ,

puisque la condition

b ' e œ  et P(b') O  P(b12) = 0 (b'ÉExE)

signifie que b f , considéré comme élément de AX A ( = ) ) > à
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l'aide de la base (e.), . . . . , s'écrit sous la forme b' = (hs.h) avec
i U  H  4

X s
hê A ( = G ) et s € A  . De manière analogue, en se servant du fait que

o

pour que b f£ B  vérifie les conditions

P(b') n  P(b12) = 0 = P(b') r\ P(b34) ,

X s *
il faut et il suffit que b 1 = (hs,h) avec h € A  et s € A f\ A , o n  

trouve aisément

(K# K)(b12,l;b34,l) = (q-l)_1|Gor 1 ^  Tt^s) ,

s 6 G S
O

s x s
où l'on a posé Gq = A C\ A .Or, d'après le lemme 3 du numéro 2 du paragra

phe 6 du chapitre I, on a

ce qui achève la démonstration.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - On a, pour tout y£Car(k*) et tout A.fcCar (K*) - Car(kx ) 

tel que A? = A. 1 ,

A(A.,y) = (composé direct) ,

avec

P = - 3 - 1  +  — ------^
q q+1 q(q+l)* *

p = — i— i _ ..1— •V
1 q+1 q(q+l)

COROLLAIRE 2. - Pour tout )f6Car(kx ) et tout AéCar(K*) - Car(k*) tel que 

A? “ A. > on a la décomposition en composantes irréductibles non-isomorphes

E
o

TiCs: -q q-l £ A A.(w)
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MOT^ , y) = MCÜ^ , )f)q © M ( ^  , y)1

OÙ

MOÏa  , ï ) 1 = ImP. (i = 1 ,q)

La sous-représentation M(5C^ , y )q (resp. ) ) est de dimension

2 2 
q(q-l)(q+l) (resp. (q-l)(q+l) ) et elle est formée des f€M(ÎV , tf)

telles que ^ f  = qf (resp. * f  = V f  ) •

Le calcul de dimension résulte de TrC$0 = 0

4. - Description de la série de représentations de G associée à

Nous décrivons ci-dessous l'ensemble des types d'isomorphie des 

composantes irréductibles des représentations > ï) que nous appelons,

en suivant la classification de HARISH-CHANDRA (cf. [13]), la série de repré

sentations (irréductibles) de G associée au sous-groupe parabolique

THEOREME 1. - Supposons car k f  2 (resp. car k = 2 )

La série de représentations de G associée au sous-groupe est

formée

1 3  1
i) des — (q-1 ) (resp. — q(q-2 )(q-l) ) types d^somorphie des représenta-

4
tions M(îî^ , y) , de dimension q - 1  , pour f£Car(k ) e t

A^Car(Kx) - [Car(k*)U Car(U)] (c 'est-à-dire | {A., A?, A. *,A | = 4 ) ;

1 2  1
ii) des y(q- 1 ) (resp. ^(q-lJq ) types d'isomorphie des représentations

2

M(JT. , x)** de dimension q(q-l)(q +1) , pour tf£Car(k*) et 
A. --------------  —

/Y€ [car(Kx) - Car (kx )] O  Car(U) .

1 2  1
iii) et des ^(q-l) (resp. ^ ( q - D q   ̂ types dHsomorphie des représentations

1 2  
M(7T • t  ) s de dimension (q-l)(q +1) , pour € Car(k ) et 

A. 0 —

A€[Car(K*) - Car (k*)} H  Car(U) .
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De manière plus précise, on a, pour les représentations de la famille

il

MOy , y ) a m(îTa, , y ) < = >  l^,A?,AT1,A.'q} = |A !, Alq, A!"1, A.''q]

et pour les représentations des familles ii) et iii),

MCJTA ,*)** M(ÎTa , , y ) 1 <^=> iA,A.q ] = l*,A.'q i (i = l,q) .

Cela est clair (cf. §2, n°2, cor.l,i) et cor.2,i) à la prop. 2, n°3, 

cor. 2 à la prop. 3).

§ 3. La série principale de G

Dans ce paragraphe, nous obtenons la série principale de G en con

sidérant les représentations M(TC,y) où appartient à la série principa

le de Gq et en achevant la décomposition des cas réductibles (cf. § 2 , n° 2 , 

prop. 2 et ses deux corollaires).

1. Décomposition de M(7T„ , , tf)
°S i

Dans la suite, on pose = E -[0] et l'on note £(v) la droite 

engendrée par V ^^E

PROPOSITION 1. - L'algèbre commutante A(«,1;y ) = End (MCJr , , ï))
w 0* j X

(<x,)5 e Car(k*), d  # 1) admet une t - base formée de l'opérateur identité I 

et de l'opérateur $  dont le noyau associé est défini par les conditions

<fo = f 2 = 0  et Cfj = (q-1 ) (£f. S 2 , n° 2 , prop. 2 ) où P^ est

le projecteur de H =  ̂ sur tf^ = donné par
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[P (u)] (x;t) = u(0,l;t)f
W 00 oo (u ê H, x è k x k ,  t€k*) ,

avec = $r«.(s) (r,s€k+ , t € k x) (cf. ch. I, § 1, n° 2). On a

(1) $  = ql + (q-1 )$

Démonstration : On a $o|) = Xi + , où sont déterminés par les

relations

i) (Kj* K 1 )(b1 2 ,l;b1 2 ,l) = ^(q-l)"1 |Gol "1 IdR ,

ii) (Kj* K 1 )(b1 4 ,l;b3 4 ,l) = ^(q-l)" 1 |Gor 1 P#o .

Or, d'après la définition de et la prop. 2 du j 2, n° 2, on trouve aisé

ment

(K * K ),(b 1 2 ,l;b 1 2 ,1 ) = q_1 (q-l)“3 |G I -1  Y n(Pi / l »u) Y f i i h ) " 1? « (h )
u € P 1 0 h € G

1 2  o

u M  b̂b12^2 = u

où l'on a posé “JC ='H, ^ et où

A’ o

n(P12,u) » |[P6F| P O  P12 - t(u)î | ;

comme n(P,0,u) = q et Trace P = dim .H, = 1 , donc 
1 2  oo 1 1

y  îr(h)_1P or(h) = |G | ( d i m T t ) " V  = q ( q - l ) V
C—  00 1 O 1 00  ̂  ̂ oo
h € G

o

la valeur annoncée de A s'ensuit. De manière analogue, on trouve

0 ^ *  K 1 )(b1 4 ,l;b3 4 ,l) = (q—1 ) ~11 Gq| Y  K 1 (b1 4 ,l;b',l)K1 (b',l;b3 4 ,l) .

b 1 6  B

(b,)2 = e4

La contribution de l'ensemble J des b ' € B  telles que P(b')H P ^  et

P(b')0 P„, soient deux droites distinctes, à la somme du membre de droite 
34
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étant nulle, puisque

Kib. , l ; b M ) K 1(b',l;b,.,l) =
b ' e j

= Ici Z  K (b ,l;b,l)K (b,l;b ,1) ,
ü b € B  i ^

b€ *P14X *P34

que

K1(b14,l;b,l)K1(b,l;b34,l) = 7 ï ( h ) ^ P J Î Ü i ' )

(où h, h ' € G o sont tels que (hb14>2 = b2 et (b'b34)2 = bl  ̂ ’ et que

pir(ïi)p~ = 0 ■

On a, par conséquent,

(Kl* K1)(b14,l;b34,l) = (q-l)‘1 |Go r 1 |îPer P O P u  = PH  P34 = i(e4>j| p2

= ( q - 1 )  , ( q - l ) _ 1 |GqI ” 1Pee ,

d'où ^  = q-1 y comme annoncé.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Quels que soient 6 Car (kx ) , oL f  1 , on a

A(et,l;ÿ) = ©  tP^ (composé direct)

avec les idempotents primitifs

(2) p^ = —9—x - — Î)
Y q+1 q+1 »

Cela découle du corollaire 1, ii) à la proposition 2 du j 2, n° 2

(3) P
1 1

q+1
I +

1

q+1
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et de la proposition 1 ci-dessus par un calcul facile, qui est laissé au lec

teur.

COROLLAIRE 2. - La représentation MCÎT 1 , y ) («,)( é Car (k*) , * # 1) se dé- 

compose en deux composantes irréductibles non-isomorphes,

M(lrd,i » = M(\ , i  » * >q + M(îr«,i » * )X »

avec

MCJT . , ï)1 = Im p1 
* ,1 (i = l,q; cf. cor. 1),

La sous-représentation MCJT^ ^ , y ) q (resp. » #)* ) est de dimen-

2 2 
sion q(q+1)(q +1) (resp. (q+l)(q+l) )

Cela est clair d'après le corollaire 1 (compte tenu du fait que 

Trace $ = 0 / , pour le calcul des dimensions).

2. Décomposition de M(I[^ , y) (i = l.q)
oc
o

D'après la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2, l'algèbre

commutante End(M(1I1 , y)) admet une C - base formée de l'opérateur iden-

o

tité et de l'opérateur $ 2 dont le noyau est défini par les conditions

<p = (p = 0 et = (q-D 1 |G | oc (-l)ïï^ ( ? \ )  . Posons dans la suite 
To ’ 1 T 2 n ’ o1 o oc -1 0

K = *  » (- î  o} = w •
o

LEMME 1. - On a

(4)

Démonstration: Par le même calcul que dans la démonstration de la proposi

tion 3 (| 2, n° 3), à ceci près que l'on a 7T à la place de et ot^i-l) 

à la place de £(A) , on trouve, dans ce cas,

$ 2 * 2 q'
i
i q a-] $2
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$ 2o$2 = q3I + [Y_ ,ir(h).o<o(-l)ir(w)‘1] $ 2 
h 6 G S

O

g
mais d'après le lemme 3 du chapitre I, | 6, n° 2, on a, en notant G le

o

sous-ensemble des matrices symétriques de Gq ,

S~ lt(h) = q(q-l)oC (-l)îî(w)
y -■ » O

h 6GS 
o

pour Tî =t (i = l,q) 
o

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. - Soient i = l,q, *feCar(kx ) et car k ^ 2 . Alors la re

présentation M(ît̂  , y ) se décompose comme suit

MOT* , *) = MCïê , *)q © M C ï £  , i)1 ,
O O O

en somme de deux représentations irréductibles non-isomorphes, où

» y )j = Im pj
o

(j = l,q)

avec

(5) pq = _a_T . — l—  &
P q+l q(q+l) *2 *

(6)

On a

dim M(îî* , y )̂  = ij(q2+l) 
o

(j = i»q) •

Cela résulte du lemme 2 par un calcul facile.

Il est important de remarquer que les familles jM(1tq , y

1 %  ,
et iMar , y)q i ( où y parcourt Car(k*)) coïncident, bien que

*o V

p
1 1

q+1
I

1

q (q + 1 ) $ 2



11.27

M(ÏÏq , y.) et M0T , y) ne s'entrelacent pour aucun yéCar(kx ) (cf. S 2,
o o

n° 2, cor. 2 à la prop. 2). On a, en effet, la

PROPOSITION 3. - Pour tout yéCar(kx ) , on a

MCJtq , y ) 1 ûi MCîî1 , « * ) q . 
%  «o ° 1

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate du corollaire 2, vi) à la

proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2. En fait, un isomorphisme explicite

de MOT* , ot sur M(H^ , y)^ est donné par le morphisme de
oc o oi.

I °  °
MCJt , * t )  dans M(Hq , tf) , dont le noyau est défini par <p = = 0  

%  ° °o 0  2

et par

[^(X)] (l,r;t) = o(o (t)A (Act = H 1 , r€ k+ , t fek*) ,
OC
o

(0 ,1 ; t) = -* (t)q* C\éÎ, t€k*)

(cf. $ 2 , n° 2 , prop'. 2 et ch. I, $ 1 , n° 2 ).

C.Q.F.D.

3. Variantes de la construction de la série principale.

Si (H, TT) appartient à la série principale de Gq , alors (H,"ïï ) 

est réalisable dans la représentation naturelle de Gq , c'est-à-dire 

(H,II) = (M'^ ^ (<*,^€Car(k )) (cf. ch. I, $ 1, n° 2). En explici

tant cette réalisation, on obtient aisément un isomorphisme entre M(îT,ÿ) et 

une représentation naturelle de G associée à une fibration principale cano

nique, où la base n'est plus IP , sinon l'ensemble D de tous les dra

peaux totalement isotropes maximaux de E . Pour TT  ̂ , on trouvera 

simplement la représentation naturelle de G associée au G - ensemble D  . 

C'est dans la décomposition de ce cas, le plus délicat, traitée au numéro sui-
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vant, que l'on se servira, avec fruit, de la construction exposée ici.

Dans la suite, nous garderons les notations du paragraphe 1 du cha

pitre I concernant les représentations (M^ ^ Car (k*) ) ; nous

2 2
posons en plus ^k = k - 0

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 4. - Soient 6  Car (k*) , le cas oc = (â n'étant pas exclu.

Notons M'(*,^;y) Le t  - espace vectoriel des fonctions complexes f sur

2  *
(k K k) X (BXk ) telles que

(7) f (r^xh,r (r^r2) ^det h *;h *b,ts = ex (r1 )Ç>(r2 )y(s)f (x,r;b , t)

w 2

quels que soient r ,r^, > t, s € k , h é Gq , x € k  £t b e B  . On pose

(8 ) [ X 1 (g)f](x,r;b,t) = f(x,r;bg,tm 1)
O

pour g 6  G , f Ê M ' («,£>;«)> x É k 2 , r , t € k X et b € B

On définit un isomorphisme de (M(T\.  ̂ , / ) , T  ) sur (M'(o< , T 1) ,

en faisant correspondre à chaque ^ > 7f ̂ la fonction complexe
°S\*

f£M'(*,^;f) définie par

(9 ) f (x,r;b, t) = [f (b , t)] (x,r)

2 x
quels que soient x € k  , r,t€k , b 6 B

2

REMARQUE. - Tout x = (x^,x2> € k  et tout b = ( b ^ b ^ B  définissent, de

manière naturelle, un vecteur de P(b) , à savoir xb = x^b^ + x ^ 2 . L'ap-

2
plication x|— » xb , pour b fixé, est un isomorphisme du plan k sur le
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plan P(b) . On a en plus, (xh)b = x(hb) , pour tout h 6 GQ

DEFINITION 1. - On pose

»  = l(v,b) | ^E X B  vèP(b)] .

On notera D(*,^;fl) l'espace de toutes les fonctions complexes f sur 

Dxk*xk* telles que

(1 0 ) f(r1 v,hb;r(r1 r2) 1;ts 1) = « ( r ^ ^ i ^ d e t  h)y(s)f(v,b;r,t) ,

quels que soient r^,r2 >r ,s,t 6  kx et (v,b)éT et on désignera par T 

l'action naturelle de G dans D(«,^;ï) , définie par

(1 1 ) L^(g)f](v,b;r,t) = f(vg,bg ;r,tm
ê

pour g€G, f£D(«,p;y), (v,b)£ T) , r,t£k* .

REMARQUE. - Notons D  l'ensemble de tous les drapeaux totalement isotropes 

maximaux de E . Considérons la G - fibration principale

= (Dxk*X k*,pr,I> ,N)

X  K  X

de groupe structural N = k x GqX k x k , où

pr(v,b;r,t) = (£(v),P(b)) ((v,b)6 © ,  r,têkK )

(en notant 2 (v) la droite engendrée par V ^^E ) , où le groupe structu

ral agit par

(r^,h,r2 >s)(v,b;r,t) = (rjV.hbjrir^) 1,ts 1) ,

pour r^,r2 ,s,t € k x , h 6  Gq , (v,b) 6 .D , et où G agit par

(v,b;r,t).g = (vg,bg;r,tm 1)
O
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Alors, en considérant la représentation (t, « ®  (à ®  ((iodet) ®  y) de 

N comme un N - fibré vectoriel gauche sur un point, et en identifiant, comme

il est d'usage, un morphisme de fibrations principales avec sa restriction à 

l'espace total de la fibration principale source, on a

(D(ot,^;ÿ), T) = Hom^ , (I, <x®£>®(|p>odet)®Tf ) )

en tant que G - modules.

PROPOSITION 5. - En associant à chaque f€D(«,^;y) la fonction f '€. M' 

définie par

pour (v,b) e r  , r,t€k*, g€G

f ' (x,r ;b, t) = f (xb ,b ; r , t)

on définit un isomorphisme de (D(«,ß; y) , T ) sur (M'(o<,p;$), T') (cf. rem. 

à la prop. 4).

Cela est clair.

4. Description géométrique de M(It^©TT^ , ^ )

Nous savons déjà (§ 2, n° 2, cor. 1 et 2 à la prop. 2) que 

MpT^ , tf) est somme directe de trois composantes irréductibles, non-isomor

phes deux-à-deux, pour tout y6Car(k*) et i = l,q , et que l'une des

trois composantes de M(ïï^ , y) est isomorphe à l'une des trois composantes

1 x
de M(ÎT^ ,tf) , quel que soit f6Car(k ) . Pour obtenir explicitement ces

composantes, le plus simple et le plus transparent géométriquement, c'est

d'adopter le point de vue des drapeaux (n° 3, prop. 5).

x e k
2

b e B r te k
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Nous introduisons et rappelons tout d'abord quelques notations.

DEFINITION 2. - Nous désignons par IL l'ensemble des droites de E , par 

P  l'ensemble des plans totalement isotropes de E , et par D  l'ensemble 

des drapeaux totalement isotropes maximaux de E , c'est-à-dire

D =  Ue,P) €]Lxff | K p  ] .

Pour v e ^ E  = E -lOÎ , on note 2 (v) la droite engendrée par v ; 

pour b 6  B  , on note P(b) le plan engendré par b

On note enfin tg (resp. Pg ) l'image par g € G  de félL 

(resp. P € P  ) par l'action à droite donnée de G dans E

Nous avons M(1Tq , y ) ©  M(Iî| , # ) = MOl^  ̂ , V )  , pour tout 

f 6 Car(kx ) . Or, à l'aide de la proposition 5 du numéro 3, appliquée au cas 

cc= (b = 1 , on obtient aussitôt la

PROPOSITION 6 . - La représentation (M0Tj  ̂ , ÿ), X) est isomorphe à la re

présentation (D, tfT) , où D = , et où yx désigne le produit tensoriel 

de la représentation de dimension un y = foin de G avec la représentation 

naturelle T de G dans D , c'est-à-dire

C(ïT)(g)f]a,p) = *(m )f<eg,pg)
O

(g 6 g, fe d, a , p ) e r  ) .

On obtient un isomorphisme de (M(ÎT̂   ̂ , y ), T) sur (D, )fT) en 

faisant correspondre à chaque f€MCiï^  ̂ , y) la fonction complexe f £ D  

définie par

£ < e , P )  = [f(b,l)] (x,l) ((e,P)€B) ,
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2

où b est une base quelconque de P , ex est tel que È(xb) = 2, .

Nous sommes donc amenés à étudier de plus près la représentation

(D, yx) .

5. Structure de D 

DEFINITION 3. - Posons

L = t 1  ,

P = C* >

et notons encore yT (*€Car(k )) l 'action de G dans L (resp. J? ) dé

finie par
i

Crt(g)£ ' ] ( t )  = ï(m ) f ' ( e g )
s

(resp. crc (g ) f"] (p )  = y(m ) f"(pg )
o

(géG, f 1 é L, l e iL  ) ,

(géG, f"t P, P é D )  .

On définit alors (pour tout JéCar(kx )) un épimorphisme F' (resp. F" ) 

de (D, fr) sur (L, <T ) (resp. (P, fT)) par

(12) (F'fHt) = Y  f^ > p ) 
PDt

(f€D, gftlL) .

(resp.

(13) (F"f) (p) = Y f ( e , p )
Q c p

( f  6 D, P € P  ))  .

Enfin nous notons S (resp. S' ; resp. S" ) 1 1 opérateur

( G  - invariant) qui, à chaque f £ D  (resp. L ; resp. JP ) associe sa

somme sur I) (resp. IL ; resp. TP ) et nous posons

D° = Ker S , L° = Ker S 1 , P° = Ker S" .
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Notons (LxP, )fx) le produit fibré de (L, *r) et (P, ÏX) au- 

t
dessus des constantes (c'est-à-dire suivant les morphismes S' et S" , dont

le but est la représentation triviale U  de G ) . Nous le considérons
o

comme un ÎLGl - module, via .

LEMME 2. - Le t[G] - module L x P  est monogène. On peut en prendre comme

t
générateur n'importe quel élément de la forme (?,P) où (£,P)éD e t

ece-) = ( e ’ é i L )  , p ( p ' ) = s p p !  (p ' é p ) .

Démonstration: Remarquons tout d'abord que tout élément (f',f") de L X P

t
se décompose dans L X P  sous la forme

t

(14) (f',f") = A(1 1 ) + (f- 0) + (0,f") ,
JL JP O O

avec

(15) A = 13L|-1S ' f  ’ ( = | f f |_1s " f "  ) ,

(16) f' = f' - | ILf1 (S ' f ' )1_ € L° ,
O JL ”

(17) f" = f" - | l P r 1 ( S " f " ) l TO 6 P° ,
o J r “

où l'on note 1 (resp. 1 ) la fonction constante égale à 1 sur IL 
JL il:

(resp. 1P )

Soit (G ,P) è D  . Il est clair que I[G](8 ,P)D t(l ,1 ) . Mon-

A A
trons que t[G]P. ,P) D L°X 0 . Pour cela il suffit de montrer que 

Î[G](2,P) D  » <luels q“ 6 soient . Or s'il existe P^ € 1P

tel que P 1 ’ al-ors (^gjPj^g) = (0,P) pour un g £ G  convenable,

fi A  A  A

tel que m = 1 , d'où gï = et gP = P^ . Mais il existe aussi un 
ê

g'€ G , m , = 1 , tel que P^g' = P 1 et 92 g ' = Pj . Alors
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g 'g (0,P) - g(6 ,P) = • S'il n'existe pas de P^felP tel que

Pl,e2 C  P^ , c'est-à-dire si les droites 2  ̂ et ne sont pas orthogona

les, il existe néanmoins IL telle que P3 et P3 (puisque

X X
dim = 3 = dim > et <lue dim E = 4 ) , et l'on a alors, d'après ce 

que l'on vient de voir, (?2 - ^ 3 >0) € tt(G] (2 ,P) , d'où

(P^-?3 ,0 )€. ttG] (£,P) comme voulu.

A A

On montre que t[G](2,P)3 0XP° de manière tout à fait analogue, 

en tenant compte du fait que si P H P 1 = 0 , pour P,P!€ TP , alors il exis

te toujours P ,f6  1P tel que P O  P" ^ 0 et P" O  P f ^ j0 (puisque néces-

x  £  A

sairement O  P ' t  0 , pour toute C fe IL ). Nous voyons ainsi que (G,P)

est bien un générateur de L x P

î
C.Q.F.D.

PROPOSITION 7. - Posons

D®1® = Ker F ' C\ Ker F" .

C'est un G - sous-espace de D . On a la suite exacte G - équivariante

i (F',F")

0 ------- > D°°--------> D ------- » L X P  -------> 0  ,
t

où i désigne l'injection canonique de D°° dans D et où (F',F") désig

ne le G - morphisme de D dans L x P  défini par les G - morphisme s

î

F' : D -----> L et F" : D ---- >P .

Démonstration: Notons tout d'abord que, comme S'«F 1 = S"oF" ( = S ) , les

morphismes G - équivariants F' et F" définissent bien un morphisme G -

équivariant, noté (F1 ,F") , de D dans L X P  , donné évidemment par

t

(F 1 ,F")(f) = (F'f,F"f) (f € D) .
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Il est clair que D°° = Ker(F',F") et il ne reste en fait qu'à 

démontrer que le G - morphisme (F',F") est surjectif. Or le Ï[G] - modu-

A
le D est monogène et admet comme générateur, par exemple, la fonction d^ ,

où d = (C , P ) € D  et d (d) = &, , (d € D  ) . Comme l fimage de d
o o o o d , d  ° o

A A ©

par (F1,F") est » clu  ̂ d'après le lemme 2 est un générateur de

Lx P , nous voyons que (F',F") est bien surjectif. 

î

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - On a

dimj D°° = q^

En effet, nous avons, d'après la proposition 10,

dim D° ° = dim D - dim L x P  ,

t
c 1est-à-dire

dim D°° = (q+l)2 (q2+l) - [2(q+l)(q2+l) - l] = q^

COROLLAIRE 2. - On a un isomorphisme de G - modules

D * D° ° ©  L° ®  P° ©  fc ,
o

où t désigne la représentation (t, %om) de G 

Cela découle aussitôt du fait que

(en tant que G - modules)L P
t

L y p°©6 5

est clair
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6. Décomposition de (L°, yr) et (P°, ft)

Nous étudions maintenant les représentations (L°, *r) et

3 2
(P° , ï't) , dont la dimension commune est, rappelons-le, q +q +q . Nous 

savons déjà (cf. cor. 1 à la prop. 2 du n° 2 du § 2 et cor. 2 ci-dessus) 

que la longueur de L° plus celle de £° est au plus 4

DEFINITION 4. - On note ]e G - morphisme de P° dans L° défini par

(18) (ffxe) = Y f"(p>
p^e

(f"éP°, U T L )  ,

et 1 1 on note _le G - morphisme de L° dans £° défini par

(19) (F,f')(P) = 21 f ' CC)

«c p
( f ' è  L° ,  P61P ) .

PROPOSITION18. - On a

i) (F.F-f'Kl) = (q+l)f'(e)+ Y  £'( *)

i' 1 « 
e'

(fêL°, eéiL) ,

ii) (F,F.f")(P) = (q+1)f" (P) + Y f"(P')

P'O P + 0 
P ' ^ P

(f"éP°, P é P )  ;

et en outre

iii)

iv) F1F2F1 -  2<>F 1 •

Démonstration: Les égalités i) et ii) sont immédiates, compte tenu du fait 

qu'il existe dans E q+1 plans totalement isotropes contenant une droite 

donnée (ainsi que q+1 droites dans chaque plan) et que, pour que 

(?,£'£ IL) il faut et il suffit qufil existe P€ IP contenant l et f

F
2
F
1
F

2
2qF2
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On a alors, pour f ' £ L° , P £ 1P ,

(F9 F.F?f')(P) = (q+1) ! * • « > ♦  I  I  rte-,
Cep ecp f i t

e1 * i

= (q+l ) Z f ' ( i )  +  q I  f * ce* ) +  Y f'(t') ,
Cep 2'cp 1'$.?

puisque si V 4-1? alors (B')X0  P est une droite, quel que soit t'£ IL ; 

comme la somme de f' sur IL est nulle, il s'ensuit que

( F ^ F j f ' X P )  = 2q(F2 f')(P)

comme annoncé. La démonstration de iv) est tout à fait analogue et s'appuie 

aussi sur le fait que ^ n p '  est une droite si ÎÇtp 1 ( Î € l L , P f61P) ,

reformulé comme suit:
i

e ¿P' = *  ( 3 P 6 I ,  P 3 l  et POP' î6 0) U é l L  , P'€ ff ) .

C.Q.F.D.

THEOREME 1. -

i) L'opérateur ^  ^ 1 ^ 2  est un G " projecteur de L° et l'on a la décom-

position

L° = +L° ©  "L0

de la représentation L° en deux composantes irréductibles non-isomorphes, où

+L° = Im F 1 F 2 = I m F 1 ,

"L° = Ker F 1 F 2 = Ker F 2 ,

et

dim +L° = -jq(q+l) 2 ,

dim L° = -|q(q2+l)
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ii) L'opérateur est un G - projecteur de £° et l'on a la décom

position

P° = +p° ©  "p°

de la représentation P° en deux composantes irréductibles non-isomorphes, où

+P° = Im F 2 F 1 = Im F 2 ,

"P° = Ker F ^  = Ker F^

et

dim +P° = -|q(q+l) 2 , 

dim P° = -|q(q2+l)

iii) La restriction F 2 çle F 2 à L° est un G - isomorphisme de L° sur 

+P° , la restriction F^ de F^ ^  +P° est un G - isomorphisme de +P° 

sur +L° et l'on a

Ff t  = 2 <lId+I. • FX ' 2’IV  •
L Jl

iv) Les représentations irréductibles L° e t P° ne sont pas isomorphes.

Démonstration: L'opérateur G - équivariant 2“F^F2 (resP 2^2^1  ̂ 6St 

un projecteur d'après le numéro iii) (resp. iv)) de la proposition 8 . Le nu

méro iii) (resp. iv)) de cette proposition entraîne aussitôt que 

Ker F 2 = Ker FjF2 (resp. Ker = Ker f^F^ ) et que 2~F2F1 est l'identi- 

té sur Im F 2 (resp. *^FiF 2 est l'identité sur lm F  ̂ ) d'où 

Im F2F  ̂ - Im F 2 (resp. Im F ^ F 2 8  Im F^ )

Pour calculer les dimensions des composantes en jeu, il suffit de

4- + 2
calculer dim L° et dim £° , puisque dim L° = dim P° = q(q +q+l) . Or

on a dim +L° = ^~Tr F^F2 = 2̂ qTr F2F1 = dim +— ° ’ en considérant la base de
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A A

L° formée des fonctions P - 8 ( £fc]L-lC] , 6 fixé) , où 
“  o o o
A

V e> = *g e (e^e eiL) , on trouve aussitôt, d 1après le numéro i) de la 

proposition 8 , que

Tr F.F = (q+1)dim L° - U(UlL E U  , i  + M l1 Z —  I V Q  0

= (q+1 )(q3 +q 2+q) - (q2+q) = q2 (q+l) 2 ,

+ + 1 2  
d foù dim L° = dim P° = ^(q+l) comme annoncé.

L'assertion iii) découle aussitôt de la proposition 8 , iii) et iv), 

et de ce qui précède. Enfin, pour voir que —L° et —P° sont irréductibles, 

que +L° ^  L° , +P° gfc P° et L° ^  P° , il suffit de remarquer que l'on

a, d'après la proposition 6 du numéro 4 ,

p° ©  a  p a  m(jt* , % )

d'où, d'après le corollaire 2 à la proposition 7 ,

D°° ©  L° ~  MCJtJ , tf) ,

et d'autre part, que l'on sait déjà (§ 2 , n° 2 , cor. 2 à la prop. 2 ) que le 

nombre d'entrelacement des représentations MOT^ , Y) (r = l,q) est 3 , 

et que le nombre d'entrelacement , f )] est égal à 1

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La décomposition de la représentation (D, yx) en composantes 

irréductibles est la suivante

D = D°° ©  +L° ©  ~L° ©  +P° ©  "P° ©  t  ,
0

où le seul cas d'isomorphie entre des composantes irréductibles distinctes 

est +L c± +P°
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. En plus, on a alors

(MOlJ, f ) ,  r )  *  (D°°, *T)©  (+L°, yr)@ ( V ,  |T) ,

(M(ltJ, x), X) ci (+P°, fc) ©  ("P°, IX) ©  (t, tfodet)

7. Description de la série principale de G

Résumons les résultats de ce paragraphe.

THEOREME 2. - La série principale des représentations de G est formée de

13 séries de types d'isomorphie, disjointes deux à deux, à savoir :

1 2  1
i) les — (q-l)(q-3) (resp. — (q-1)(q-2 )(q-4)) types d'isomorphie des

2 2 x
représentations M(1C , $) , de dimension (q+1 ) (q + 1 ) , pour tf£Car(k )

y

et oc,p€Car(k*) tels que |̂ 1 | = 4 , s± car k f  2 (resp.

car k = 2 ) ;

ii) les *^(q-l)(q-2 ) types d'isomorphie des représentations M(ïï^  ̂ , y )^ ,

2 x
de dimension q ( q-1-1 ) (q+1) , pour 6  Car (k ) , oC ^ 1 ;

iii) les ■-■(q-1 ) (q-2 ) types d'isomorphie des représentations M(îT^ , )f)̂  ,

2 x
de dimension (q+l)(q + 1 ) , pour <*,Y6 Car(k ) > * f  1 >

iv) les *j(q-l)(q-3) (resp. -^(q-1) (q-2) ) types d'isomorphie des représen

tations M(1Tq , y ) , de dimension q(q+l) (q2+l) , pour ot é Car (kK ) ,

2
oc £ 1 , si car k ^ 2 (resp. car k = 2 ) ;

v) les -|(q-l)(q-3) (resp. *|(q-l)(q-2)) types d'isomorphie des représen-

1 2 x 
tâtions M(1T , f ) , de dimension (q+l)(q +1) , pour oc,fl £Car(k ) ,

2
oc / 1 , s± car k ^ 2 (resp. car k = 2 ) ;

vi) les *^(q-l) types d'isomorphie des représentations M(1tq > x)^ > de
/ oc

2 2 x ° 
dimension q (q +1) , pour Car(k ) , s i car k f  2 ;

vii) les ^(q-l) types d'isomorphie des représentations , de

o
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dimension. q(q +1) , pour ££Car(k ) , _si car k ^ 2 ;

viii) les ^(q-l) types d'isomorphie des représentations M(1U* , y)* , de

2 °  
dimension q + 1  , pour Ç 6 Car(kx) , ¿i car k ^ 2 ;

ix) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations de Steinberg 

(D°0, jr) , de dimension q* , pour fl6 Car(kx) ;

x) les q- 1 (types d' isomorphie des) représentations (+P°, jt) , de

1 2  x
dimension — q(q+l) , pour y£Car(k ) ;

xi) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations ( P°, flT) , de

1 2  k
dimension +1) > pour #€Car(k ) ;

xii) les q - 1  (types d'isomorphie des) représentations ( L°, yX) , de

1 2
dimension *jq(q + 1 ) , pour $éCar(k*) ;

xiii) les q - 1  (types d'isomorphie des) représentations I = (t, jom) , de
o

dimension 1 , pour y€Car(k*)

Démonstration : Cela découle aussitôt des corollaires 1 et 2 à la proposition 

2 du numéro 2 du paragraphe 2 , du corollaire 2  à la proposition 1 (n° 1 ), des 

propositions 2 et 3 (n° 2), du corollaire à la proposition 7 (n° 5) et du 

corollaire au théorème 1 (n° 6 ), le décompte des nombres des types d'isomor

phie dans chaque série se faisant sans difficulté.

C.Q.F.D.

8 . Dimensions des espaces des vecteurs fixes pour dans D

Dans la pratique, pour distinguer les représentations ( L°, jx) 

et ( P°, jft) (tffcCar(kx )) , on se sert souvent de la proposition ci-dessous

Rappelons que pour une représentation (V, p) d'un groupe quelcon

que G , on pose, pour H C G ,

2



11.42

. Fix(v p )H = FixyH = | v é v | h v  = v V h è H j  , 

et que l'on note U2 le radical unipotent de n° D*

Par un calcul facile, on établit la

PROPOSITION 9. - On a, pour tout y6 Car(k*) ,

i) dim Fix^D t)U2 = 2(q+1) ;

ii) dim #x)U2 = 2^ +1  ̂ »

iii) dim Fix(P) ÏT)U2 = q+3 ;

iv) dim Fix(£00i lt)u2 - q ;

\

v) dim Fix(+i %  ïT)U2 = q+1 ;

vi) dim Fix(-i0j ïT)U2 = q ;

vii) dim Fix(-r >  ÏT)U2 = 1 .

§ 4. La série de représentations de G associée à P^ .

Dans ce paragraphe, nous gardons les notations du paragraphe 1.

1. Définitions et préliminaires.

Pour v£ = E - {0\ , on note £(v) la droite de E engendrée 

par v . On désigne par 3B(V) l'ensemble des bases d'un espace vectoriel 

quelconque V .

Au paragraphe 1, on a défini le sous-groupe parabolique P^ , de

P2 (cf. § 1,

Fix
(L.
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G , comme le stabilisateur, dans G , de la droite = ke^ de E .Or, 

sur l'ensemble IL de toutes les droites de E , nous avons la fibration 

suivante

DEFINITION 1. - On appelle G - fibration principale canonique au-dessus de

IL , et l 'on note £ ^  > I* G " fibration principale (D^,pr,lL ,k* x Gq) ,

d'espace total D^ , de base IL , de projection pr , et de groupe struc-

tural k*X G , définie comme suit :
-----  o --------------------

i) l'espace total D^ est l'ensemble des couples (v,b) , où jet 

b est une base du plan P = è(v) /£(v) ;

ii) on pose pr(v,b) = (Kv) ((v,b)éD^) ;

iii) l'action, à gauche, du groupe structural kx x Gq dans D^ est donnée par

(t,h).(v,b) = (tv,hb) (t€kx , h 6 Gq , (v,b)6 D 1) ;

iv) l'action, à droite, de G dans > est l'action naturelle donnée par

(v,b) . g = (vg,bg) ((v,b)6 D 1 , g €G)

où l'on note simplement g l 'isomorphisme g^ de sur ^ J(Vg) dé-

duit de g par passage aux quotients, et bg la transformée de la base b 

de pg(v ) par cet isomorphisme.

DEFINITION 2. - Soit *€Car(kx ) ej: (H,1C) une représentation de G q 

A lors la représentation (H, *©TC) de kx x Gq est aussi, de manière natu

relle, un k*x Gq - fibré vectoriel sur un point. On appelle représentation 

naturelle de G associée à £ ̂  et à o<© TC , et 1 ' on note (V(« /iï), T ) , 

le t[G] - module

Hom (É , H) . 

kxxG 11
O
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REMARQUES. -

i) Autrement di l'espace V(<x,71 ) est formé de toutes les fonctions f de 

D^ dans H telles que

(1) f(tv,hb) = «(t)îï(h) f(v,b) ((v,b)éDj , tek*, h é G Q) 

et l'action de G dans V(«,^) est l'action naturelle donnée par

(2) [T(g)f](v,b) = f(vg,bg) ((v,b)6 D 1 , f 6 V(«,H), géG) .

ii) On a

(3 ) dim = (q+1 ) (q2+l)dim Tî

puisque dim V(«,Tl) = | IL | dim TT et que | IL | = (q-1) ^(q^-1) (Ikl = q)

Nous identifions maintenant nos représentations V(*,Tt) en tant

que représentations induites. D'après le numéro 3 du paragraphe 1, on note

Ç la G - fibration principale (G,pr ,P-\G,P, ) associée au sous-groupe 

P 1

P^ de G Nous avons alors la

e%

PROPOSITION 1. - La G - fibration principale ^ , munie de la surjection
IL

canonique v : | , définie par

1

(4) V(g) = (e1 g,b2 4 g) (g € G) , 

(où b„ désigne la base de Pfl de premier (resp. second) vecteur égal à
2 4

e_+P. (resp. e, + p..) ) , est la G - fibration principale <p1 (I; ) déduite 
Z I  H 1 1

de ^ par l 'épimorphisme ^
1

Démonstration: Il est clair que V est surjective. Nous vérifions que

(£ , v) satisfait bien la propriété universelle définissant *?.,(£») (cf. § 1 , 
IL 1 4̂
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n° 3, dém. de la prop. 2). Soit ^  une G - fibration principale de groupe 

structural k*x G q et 0 un morphisme G - équivariant de £p dans ,

compatible avec . On définit alors un kxx Gq - morphisme 9 de

dans 'tj , tel que ©«v = Q , en posant

^ g )  = (g 6 G) .

Le morphisme 9 est bien défini puisque si e^g = e^g' et b2 4 ® = ^24®' ’

pour g'€ G , alors g' = pg , où p€Pi = Stab(£,) , et en plus t = 1 ,
i l  p

h = 1 (cf. $ 1 , n° 1 , prop. 1 , i) ), c'est-à-dire <P(p) = 1  . 1 1  s'ensuit 
p 1 

que

G ie jg ' ,  b24g ' )  =©(pg) = ^ (p ) ô (g )  = 9 (e 1g, b ^ g )

comme voulu." Il est clair que 0 est G - équivariant. Pour voir qu'il est 

bien un k* x Gq - morphisme, il suffit de remarquer que, si (t , h ) é k * x G o 

alors il existe p é P ^  tel que  ̂(p ) = (t,h) et que l'on a, par conséquent,

9((t,h). (e^g, b248^  = ®(e]P8 » b24p8  ̂ = ®(P8 ) = <f 1 (p)®(g)

= (t,h).9 (e1 g, b 2 4 g) .

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - On a

(V(«,T),t) Ind [(«®1T)o<P]

?!  î  G

En effet, cela est une conséquence immédiate de 1'isomorphisme (17) 

du numéro 3 du paragraphe 1 et de la proposition 1 ci-dessus.



11.46

2 . L fentrelacement des représentations V(*/îï)

Notons l'ensemble des représentations de Gq

DEFINITION 3. - Soient <*,«.'£ Car (le*) et (H,1t), (H,TÎ')6 r(G ) . On note
—  o -------

X(<x' ,71' ; «. , 1 0 _le t - espace vectoriel formé de toutes les applications 

K : D^ X D^----►Honij,(H,Hl) (appelées noyaux dans la suite) telles que

(5) K((v',b')g; (v,b)g) = K(v',b'; v,b) ,

(6 ) K(t'v',h'b'; tv,hb) = «'(t ' )1T'(h' )oK(v' ,b ' ; v,b)o ot * (t)lT ^(h) , 

quels que soient (v',b'), (v,b)6 D^ , t ', t 6  kx , h' , h € G o , g € G

Si <x"€Car(k*) ¿t (H", TT")€ R(Gq) , on définit le produit ma

triciel K ' # K  d'un noyau KéX(ot' ,1t' ;«,1t) et d'un noyau K'fc’X(oc",1t";ot' ,1t') 

par

(7) (K'*K)(x,z) = K'(x,y)oK(y,z)

y € D x

(x,z£D^)

La vérification du résultat suivant est immédiate.

LEMME 1. - L'application qui à chaque noyau Kfe^K(«t',1C';«,H) (or, ci' £ Car (k*) ,

1t,1C ' €. R (G )) , fait correspondre l'opérateur $  „ 6  Hom (V (« ,1Ï ) , V («t* ,7C' ) ) ,
O K. v?

donné par

($R f)(x) = Y  K(x,y)[f(y)] 

y c ô 1

(fdV(«,1T), x 6 D1)

définit un isomorphisme de (t - espaces vectoriels de chaque espace

(̂oC* sur l'espace correspondant Hom^(V(a,TT) , V(ût',U')) et trans-
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forme, en plus, la multiplication matricielle de noyaux en la composition 

d'opérateurs.

Comme nous avons déjà obtenu la série principale de G , dans la 

suite nous n'avons qu'à nous intéresser à l'entrelacement des représentations 

V(cx,1t) , pour ot6 Car (k ) et TT appartenant à la série discrète de Gq

Nous avons besoin de deux lemmes de géométrie symplectique dans E

LEMME 2. - Soient Ç ̂  e t 6 ̂  deux droites non-orthogonales de E . Soient

V 1 € ?i , v 2 6 ^ 2 tels que = 1

i) On a la suite exacte scindée

P j'

o - - - - - - - - - - - - v r\ — ...  > e !  „ ©  g2- - - - - - - - - - - - y -
j p'

où j j ' sont les injections canoniques, et où l'on a posé

p'(v) = <v,v2>v1 + <v1,v>v2 (vfcE) ,

p(v) = v - p ' (v) (v€E) ;

(vt̂ )

(resp. 0 - 0 Q (v) = v - <v. ,v>v 
2 * 1

(vfe&2))

Démonstration: Les deux assertions du lemme sont de vérification immédiate.

<r
e i i 2

y V V V
2

V
1

ii) Notons (resp. j2 ) l'injection canonique de 6^ C\ ^  dans

(resp. 8 2 ) Pj (resp. p^ ) la projection canonique de (resp.

) sur (resp. C2^ 2   ̂ * Alors l'application Pjojj^ (resp.

P2° J 2  ̂ est un isomorphisme de sur ^1^1 ^resp• ^ 2 ^ 2   ̂ » dont

l 'inverse <r n (resp. 0 ) est donné par
ei’**2 2 1
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REMARQUE.. - Quand nous aurons à considérer la valeur d'un noyau K sur un 

point ((v',b'), (v,b)) de , v ^ v '  , nous nous servirons du lemme

2 ii) pour écrire

b' =

u.'+etv')

1*2 + 6(v' )y
b =

u +9(v)

u2+kqv;

où u.' = G  q 0 . (b!) , u. = s , *(b.) (i = 1,2) . Alors
i Uv'),K(v) i i t(v),l(v') i *

(ujju^) et (u i ,u2 ) sont deux bases du plan 2(v t  O  £(v' ) . O n  notera

b'/b (ou encore £(v') * s'il y a de risques de confusion) la

seule matrice dans G telle que
o n

-  -  U1 ui 
b'/b( = ( t) . 

U 2 u 2

LEMME 3. - Soient ^  et Ç deux droites orthogonales, mais distinctes, de 

E . Alors on a

et si j b Ç B f P j  ) , 2b 6 ]B (Pg ) , avec ^  , 2b 2 ^ 1 ® ^ 2  * alors

e = ex©e2© eu)© eu:

quels que soient u t ^ b ^  , v € 2b^

Démonstration: Comme la forme < , > est non-dégénérée, on a

j. J. „ 1  dl
codim = codim «2 = 1 , c'est-à-dire dim = dim = 3 , et par consé

quent ^2 = ^ ©  ^2 puisque ij H  ^  3  ^ ©  ^2 et que ^  f • 11

x  A J. J.
s'ensuit que dim(Ç^ + = 4 , donc t^ - E . L a  dernière assertion

du lemme découle aussitôt de deux premières.

C.Q.F.D.

DEFINITION 4. - Soit b € B ( P ^ )  (CélL) et soient v ^  , v2 e b 2 . O n

ei + e2 E ein 2 e
i © e 2
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pose

<b1}b2> = <v1}v2> .

Cette définition est légitime, puisque la valeur ^vi>v 2  ̂ ne dépend 

évidemment pas des représentants v^ , choisis. En outre, on a alors (cf.

rem. au lemme 2), si b 1 6. B ( P ^ ? ) ( 0f 6 ]L ) ,

d e t i b ' / b M b ^ b j )  = < ^ , b p

quelle que soit b ' £  B(P^,) pour J' £ IL , £fl £ (si = £ , la signi

fications de b f/b est claire).

Dans la suite, si (v,b)6D^ , quand on aura besoin de choisir des

représentants u^, des vecteurs quotients b^, b^ qui forment b 6 B(Pj^^) ,

ÏÏ1
on écrira, s fil n fy a pas de risque de confusion, (v, (—  )) à la place de 

u1 + 2(v) U2

<’ • <u‘ ♦ «v)>> •

Posons en outre

(8) di = 6 (e^ ) (l ^ i 4  4)

PROPOSITION 2. - Soient *,o<f 6 Car (k*) e t (H, TT ), (H1, H 1) des représenta-

tions irréductibles de G , dont TT1 est dans la série discrète. ------------------------  o

La donnée d'un noyau K é X i * 1 ,1Tf 10 équivaut à la donnée des deux

opérateurs

®2 + dl

b24 " (e, + ' S E
4 1

i)
K

K e
1
b
24

e
1
b
24

€ Hon :«®tî ot1« V a ¿ ¿
TT.TC*

Œ
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e 9+d«j i
ii) *b = K (ei > ( A H )î ev (/^, ))€Hom(« * i A, ® .

T K 1 e4 +dx 3 e4 +d 3 ot^a' 1 *

De manière plus précise, on a, pour (v',b'), (v,b)£D^ ,

1) K(v',b';v,b) = 0  ¿i v'i.v et C(v') # £(v) ;

2 ) K(v',b';v,b) = <*' (v1 /v)^' (b1 /b)o$ ¿i 2 (v') = C(v) ,
K.

où 1 1 on note v'/v le seul 1 6 kx tel que v' = tv et l'on désigne par 

b'/b le seul h€ Gq tel que b ' = hb ; et enfin

3) K(v',b';v,b) = «'« v ' . v X b ^ b ^ ' 1 )^'(b'/b)*^ si <vf,v> ^ 0  ,

(cf. rem, au lemme 2 et déf. 4 ).

Démonstration: Montrons tout d'abord 1). Soient (v',b'), (v,b)6 D^ tels

que v ' i v  mais i(v') £ £(v) . On voit aussitôt, à l'aide du lemme 3, qu'il

existe des matrices h,h'€.G telles que
o

(h'b ' ) 2  = v + £(v') , (hb) 2 = v' + £(v) ,

et telles qu'il existe des représentants u€(hb)^ , u'G(h'b')^ tels que

E = 0(v) ©  P(v')©  G(u) ©  G(u’)

et que

<u,u’> = 0  , <v,u’> = <v',u>

Mais on a alors, pour un g € G  convenable (de multiplicateur <v,u'>),

— e4+(*l
(v',b') = ( e ^ ^ ^ g  ,

—  e3+(*2
(v.b) « ^  ( + ))g ,L e ^ C ^

et donc K(v',b';v,b) = TT' (h1 )®ôoTT(h)
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en posant

e +d. e'j+do

6  = K ( e i'(4 v ; e2 ,(v 4 »  •

Or, on a aussi

. e +d. eA+di

< V  (J I n e 2+* »  = (6 1 ’ ■

pour un g'€ G convenable (de multiplicateur 1 ). Il s'ensuit que

r ( 0 i)oB = 6
(tÉk+ ) ,

c'est-à-dire, que l'image de 9 est contenue dans le sous-espace de H' for

mé par les vecteurs laissés fixes par le sous-groupe unipotent supérieur de 

Gq , via IV . Comme TT' appartient à la série discrète de Gq ,cet espace 

est nul, et donc 0 = 0  , d'où 1 ).

La relation 2) découle aussitôt de (5) et (6 ). La relation 3) est 

une conséquence immédiate de (5 ), (6 ) et du lemme 2 .

Pour montrer que appartient à Hom(ct rt» $  1P ) y n  suffit

d'appliquer (5 ) à et à tout g 6 Pn tel que t = 1 (cf. § 1 , n° 1 ,K i g

prop. 1, i)) et se servir de (6 ). Le fait que ^ appartient à
K

HomO* 8  TP ) découle analoguement de (5) appliqué à vb pour tout
* K.

g 6 P1 H  Stab(d^) et de (6 ). Comme il est, d'autre part, clair que la donnée 

de et de vji définit bien un noyau € ! K ( * ' , X ' , de la manière

indiquée dans la proposition, la démonstration est achevée.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Soit * 6 Car(k*) e t Il une représentation appartenant à la

série discrète de G , disons TT = ^  (A.éCar(K ) - Car(k*) ; cf. ch. I, 
------------------- o ------  A. ------
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§ 4, n° 3^ déf. 3 et notations). Alors

i) La représentation V(<*,^) est irréductible si oc ^ 1 ou (dans le cas

car k ^ 2 ) si oc = oc mais A? ï  a A. .
—  o ----  o

ii) La représentation V(«,1l̂ ) est réductible si ot = 1 (pour tout

A€Car (Kx ) - Car(kx) ) e t s i  oc = oc et A^ = o< A (= A A ) (si car k f  2 ) ;
-----  o —  o o —

elle est alors somme directe de deux représentations irréductibles non-isomor- 

phes.

En effet, cela résulte aussitôt de la proposition 2, puisque

[= (ocodet)TÎA] est toujours isomorphe à TT A ( = 7Î, )
^ A  *A (*oN)A

COROLLAIRE 2. - Sî  ot, oc! £ Car (k*) et TT e t 1 sont des représentations 

irréductibles de Gq , dont Tî appartient à la série principale et Tîf ap

partient à la série discrète, alors il n fy a pas d 1 entrelacement entre les 

représentations V(ot,1T) e t V(*f,Ttf)

COROLLAIRE 3. - Les seuls cas d 1 entrelacement non-trivial entre les différentes 

représentations V(oi,1t) (c 1 est-à-dire ne provenant pas d fun morphisme

<x®7C---  ̂oc» ®  ̂ pour oc£Car(kx) e t  7C appartenant à la série discrète

de G q , sont les isomorphismes

2

V(<x,TÎ) V(a"1,*'îî)

et ceux qui s"en! déduisent, par composition avec un opérateur dEntrelacement 

trivial (ou par combinaison linéaire avec lfidentité dans le cas réductible).

Ces deux corollaires résultent aussitôt de la proposition 2.

REMARQUE. - Réalisons, comme il est naturel, les représentations oc®TXT et
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oc « U  dans un même espace H . Si ^ est un isomorphisme de oc oc'ïC 

sur ocfcTT , alors en est un de oc ooî sur oc , d'où

\lfcif = A id pour un î\6Ï* , convenable. On voit donc que 1 'isomorphisme

^ de la proposition est une involution, à un scalaire près.
K.

3. Structure de l'algèbre commutante de V 0 * , (cas réductible).

x
Dans tout ce numéro, a désigne un caractère de k tel que 

= 1 , et A. désigne un caractère de K* , tel que A. ^ A? et

PROPOSITION 3. - L'algèbre commutante A (a, A) = Endivi«,^)) admet comme

I - base l'opérateur Identité I et l'opérateur "Ç défini par

(9) OfrfHv.b) ■ ( * |G . Z  ««v.v'Xbl.b')'1^  (b/b')o^f(v',b')]

" * o* <v' ,v> f  O
W Œ (Pe (v , ) )

((v,b)6Dj) , où l'on choisit ^ égal à l'un des deux isomorphismes involu- 

tifs de (H, « *ô«7f^) sur (H, et® ^ )  (cf. n° 2, rem, au cor. 3 à la prop. 2). 

On a

( 10) Ÿ 2 = a (-l)q3I + c(«,A,f)^

où

(11) c (« »A,'!») = jTracety) + (q2-l)Trace [^oTC^* J)]

Démonstration: Notons K le noyau définissant I et notons K, celui dé- 
-------------  o i

finissant Tjr . Avec les notations de la proposition 2 du numéro 2, on a alors

«/UlA,A5J

<p
K
o

q-1
-1

IG
o

-1
Id.

H K
o

0
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il est ainsi clair que I et ^  forment une t - base de A(<*,A.) . On cal

cule sans difficulté, en se servant de la remarque au lemme 2 (n° 2 ) et de la 

2
relation v|> = Id^ , que

(K2^ K2) (e l ,b24 ;e1’b24) = |E " e i l ( q - D ' 1 \Gor 1IdH

2 3
d'où le fait que le coefficient de I dans ^  est <1 • Calculons mainte-

2
nant le coefficient de ^  dans . D'après la proposition 2,3) et la re

marque au lemme 2 , du numéro 2 , en posant 3 ^ 2 4  = e4 +{*î  et

3 ^ 2 4  = (e2+d^, e^+d^) , on a, compte tenu du fait que oc = oc  ̂ }

(K2* K2 ^ ei’ib24; e3»3b24^

—2

“ <q" 1^2 « (  <e l . v K v l e,>)'(|1t>J (b / l b24) " l (b / ,b , . ) ] i | (  .

IGJ v * V * 3

b 6 B (P l(v))

Posons ^  = (b/1b 2 4  ̂ 1 b̂ ^3b24^ * pour b 6 B P̂ t(v)^ * v è *E *

vi'e,,e0 . Alors h, est la seule matrice h*, . de G (de déterminant
1 3  D t(v) o

nécessairement égal à 1 ) telle que

h e(v)

^ 63, (V)(e2} + C(v)

■ % ,  (v) 4 + e(v)

* d v  (v)(e2 } + 9(v)

<rd1> (v) 4 + e(v).

On voit ainsi d'ailleurs que ne dépend que de la droite ¿(v) ; comme

2
il en est de même de ^(<ej,v>(v,e^) , car (X = 1  , en choisissant, pour 

chaque droite Î€3L , £^£d^,d 2 , un représentant u^ tel que 

(uç , e^> = 1  , et en tenant compte du fait que v ^ O i )  = 7T (h)ty si h£ Gq 

est de déterminant 1 , on obtient

( K 2* K 2) ( e i > 1b 2 4 ; e 3,3b 2 4 ) ( < j "  j i  * ( < e 1 > U >  X I T ^ )  .

K
1

O
K

q-1
-1

G
o

-1
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Ecrivons = e^se^te +re (r,sek , tek*) . Alors 

<(el,ug> = t et l'on trouve aisément (cf. n° 2, lemme 2),

'rd3 ,eu 2) * V re3 •

,rd1,e(e2> " *2‘re" ei • û (e/) = e.+st e . 
djil 4 4 3

d'où h„ = h avec
e r,s,t

(12)
hr,s,t

2 -1  
r t

2 -i 
k-s t 1-rst’1

et par conséquent

(K2* K2)(el’lb24’ e3’3b24} j +°t ( t )  V (hr,s,t) ’
1 o 1 r,s é k

t€ k*

= ~?G~ I *( t ) I d H + ^  «(t)'îT (h )
|Gol Lt€kx H t€kx A- r’S,t_

(r ,t)e ̂ k

x 2
Or, pour tout tek , (r,s)é k , la matrice h est con-

* r > s, t

juguée à la matrice ^  ^  de Gq . De manière plus précise, on a

k - r1 -1
r , s , t  -  8<0 1)8

i* |3 ^
pour tout g e Gq de la forme g = (_g avec dr+bs = t (b,d 6k ) . Il 

s'ensuit que

Y *(t)7r (h ) Y («•det)(g)ieA(g)ird îwT^g) .
t 6 k X  A. r , s , t  q g é G  A. A. 0 1 A.

(r ,s )6  ^k °

Notons S la somme ci-dessus. Comme ^¿ïsom (H, «1C ), (H, TT ) ,
®  ,*V /L f \ ,

il s'ensuit S = “c ' (*,A,40^  ̂ où, d'après le lemme 1 du numéro 2 du
q T T

paragraphe 6 du chapitre I,

c' (ot ,A, i |0 = (dim T  r ^ G j T r a c e O ^ J  J ) )  .

<T
d.
3
i

e
4

e
4

se
3
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Il en résulte que le coefficient de ^  dans a bien la valeur annoncée.

C.Q.F.D.

4. Décomposition de V(l,1^) (A.€Car(K*) - Car(kx ) )

Nous gardons dans ce numéro les notations de la proposition 3 du 

numéro précédent, à ceci près que nous posons maintenant oC = 1 . On a alors 

la

PROPOSITION 4. - Dans l'algèbre commutante A(1,A.) , on a

(13) = q3I - q(q-l)^ .

Démonstration: Nous prenons ^ = Id dans la proposition 3 du numéro 3, alors
H

c(l,/V,IdH ) = (q-1) - (q2 -l)A(l) = -q(q- 1  ) .

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La représentation V(1,TT^) se décompose en deux composantes 

irréductibles non-isomorphes, sous la forme

v( i , i rA) = v ( i , \ ) q © v ( i , T r /v) 1

avec

Vd.TT^ ) 1 = Im Pt (i = l,q) »

où les prolecteurs P^ £t P sont donnés par

(14) P = —3— I + ---^
q q+ 1  q(q+l) *

(15) p - -L-ï . - - 1 V
1 q+ 1  q(q+1 )
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(cf. n ° 3., prop. 3 avec ^ = Id^ pour la définition de ^  ) 

On a

(16) dim VU/ÏL^ ) 1 = i(q-l)(q2+l) (i = l,q) .

En effet, on obtient et P^ par un calcul facile à partir de

(13). Les dimensions données résultent du fait que, évidemment, T r a c e d  = 0

5. Décomposition de V(ot .1C) (A€Car(KX) , A? = * A  ).
----- ------------ o A. o

Supposons maintenant car k ^ 2 . Rappelons que l'on note oĉ  le 

caractère non-trivial de k* dont le carré est 1 . Nous gardons les nota

tions de la proposition 3 du numéro 3, à ceci près que nous posons maintenant

* = °*0  - On désigne alors par A. un caractère de K* tel que A? =

(ce qui revient à dire que la restriction de A  au cercle unité U de K 

est le caractère non-trivial 0 )̂  de U , de carré trivial; on peut encore

écrire A? " 1 = (o avec nos conventions d'identification),
o

Précisons le choix de 1'involution .

PROPOSITION 5. - Réalisons la représentation (H,1ï^) par la méthode de Weil, 

avec choix d'un caractère additif e de k"*" (cf. ch. I, § 3, n° 2), à sa

voir le caractère fondamental e de k+ (cf. ch. I, § 2, n° 2, th . 3). On 

définit alors un isomorphisme involutif = de (H, * Q®  sur

(H, <* ®1iA) en posant
o ^

(17) 0|> fMxje*") = A  (x)« (t)f(x,et)
1 e o o

( f € H=V , xéK*. tek*) 
A.

(où désigne le caractère non-trivial de K* de carré trivial).



11.58

Démonstration: Cela est clair, d'après le définition de (V. , TC ) (ch. I.
A. A.

I 4, n° 2 ) compte tenu du fait que

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Si à la place de e on choisit un autre caractère e ' = er , on 

trouve aussitôt que ^ , = *0 (r)^e

Nous calculons maintenant la trace de l'opérateur 'Ve°^yy5o 1^ dans

H

LEMME 4. - On a

TraceW* î)> = « (t)e(t)
Te A0 1 tTk« 0

Démonstration: Considérons la base if 1 . * de H = V définie par 
--------------  t t £ k A. K

ftU,r) - A U ) S t>rN(x) (r,t € k*, x€ KX )

On a, d'après la définition de la représentation de Weil avec choix d'un ca

ractère (ch. I, § 4, n° 4, rem.)

V o  ï)£t ■ e(t,£t
( t € k* ) ,

d 1 où

r + A O £t - V t,e(t)£t •

Le lemme s'ensuit.

C.Q.F.D.

Rappelons que la somme de Gauss G(e,* ) = ¿__ a (t)e(t) est une

° t€k*°

racine carrée de * (-l)q . Pour la détermination du signe, cf. ch. I, § 2,
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n ° 2, th, 3. Notons l'opérateur défini par ^ = ^  > d'après la

proposition 3 du numéro 3. On a alors la

PROPOSITION 6 . - Dans l'algèbre commutante , on a

(18) t 2 = « ( -Dq3I + (q2 -l)G(<X ,e)^ 
e o n o e

COROLLAIRE. - La représentation V(« ,TCft) (A.6 Car(K ) , ^   ̂ = « ) se décom-
-------------  o A. o ---------

pose en deux composantes irréductibles non-isomorphes

2  • 
V(o( ,T[ ) = v(« ,1lA)q © V ( *  ,1CA)

o A. o A w  o A.

avec

V(« ,1L) 1 = Im P.
o A. i

(i = l,q2) ,

où les projecteurs P^ et P j sont donnés par

q

(19) pi ° ~ T ~  f + •
q + 1  L

(20)
P 2 ‘ “ 2 7  iq 2 1  ' GC<<o ’e,' V e •
q q + 1  L

On a

dim V(o( j^ ) 1 = i (q^-1 )O A.
(i = l,q2) .

Démonstration : Cela est une conséquence.immédiate de la proposition 6 , compte

2
tenu de la relation G(* ,e) = et (-l)q

o o

REMARQUE. - Il est clair sur les formules (19) et (20), que P^ et P ^ ne

q
dépendent pas du choix de e , puisque il en est ainsi du multiple 

G(«Q ,e) de l'opérateur \ÿe
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6 . Description de la série de représentations de G associée à

THEOREME 1. - La série de types d'isomorphie des représentations irréductibles 

de G associé au sous-groupe parabolique P^ est formée des six (resp. trois) 

séries disjointes suivantes, si car k ^ 2 (resp. car k = 2 ) ,

i) les “ (q-3)q(q-l) (resp. ^(q-2)q(q-1)) types d'isomorphie des repré-

4 2
sentations V(*,TC^) , de dimension q - 1  , pour ot^Car(k ) , <* f  1 ,

A€Car(Kx ) - Car(kx ) , s i car k f  2 (resp. car k = 2)

1 2
ii) les -(q- 1 ) types d'isomorphie des représentations > de di

mension q^-1 , pour A€Car(K*),  ̂ ^ ^ ,(*0 —  car ^ ^ 2

iii) les -^q(q-l) types d'isomorphie des représentations V(l>#n^)C* , de

2 x x
dimension q(q-l)(q -1) , pour A.€Car(K ) - Car(k )

iv) les *^q(q-l) types d'isomorphie des représentations Vil,^)* , de

2

dimension (q-l)(q -1) , pour A.€Car(Kx ) - Car(k*)

x 2
v) les -(q- 1 ) types d'isomorphie des représentations > ilê

2  2  ̂
dimension q (q -1) , pour A.€Car(Kx) tel que = > si car k ^ 2 .

vi) les -j(q-l) types d'isomorphie des représentations > de di

mension q^-1 , pour A>€Car(K*) tel que A?  ̂ =0CQ > J1Î car k ^ 2

Démonstration: Cela résulte aussitôt des corollaires 1 et 3 à la proposition

2  (n° 2 ), du corollaire à la proposition 4 (n° 4) et du corollaire à la propo

sition 6 (n° 5 )

C.Q.F.D.

7. Le non-entrelacement des séries associées à P^ , P^ et B

On sait (cf. [14] p. C-10) que la série de représentations irréduc

tibles de G associée à P^ , celle associée à et la série principale 

sont disjointes. Ce fait général est vérifié fort aisément par notre méthode.
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.En effet, on a déjà vu (§ 2 , n° 2 , cor. 2 à la prop. 2 ) que la sé

rie associée à et la série principale sont disjointes. On a aussi vu 

(§ 4, n° 2, cor 2 à la prop. 2) que la série associée à et la série 

principale sont disjointes. Nous montrons ci-dessous, en particulier, qufil 

en est de même pour les séries associées à P^ et

Le résultat suivant est immédiat.

LEMME 5. - Soient <x,̂  Car(k ) e t (H,1t), (Hf, 1T1) deux représentations 

de Gq . Notons X.(1t1 , y ;<x ,11 ) Jje t - espace vectoriel formé des applications 

K de (BxkX )*D^ dans Homj(H,H') telles que

(2 1 ) ' K(b'g,tm vg,bg) = K(b',t; v,b)
ê

quels que soient b f€ B ,  t € k x , (v,b)6 D^ et. g 6 G , e t

(22) K(hfb',rt; sv,hb) = y(r)1Tf (h ' )«K(b 1 , t ; v,b)o *  ̂(s)H(h)

quels que soient h',h£GQ , r,s,t6 k , b ' £ B ,  (v,b)dD^ •

Alors, en associant à chaque noyau K€*H(ir';oc,1L) 1 1 opérateur 

$ k £ HomG[v(«/K) ,M(1C* ,ÿ)] défini par

($Kf)(x) = Y  K(x,y) (f (y)) (f 6  V(«,X) , x é B  X k*) ,

y £ D 1

on établit un isomorphisme du £ - espace vectoriel CKOT1 ;*,1î) sur le 

t - espace vectoriel Hom^[V(«,1t) , M (TC' ,

PROPOSITION 7 - Les représentations M O T  ,^) et_ V(«,1î) çte G ne s'entre

lacent pas, quels que soient oc,y£Car(kx) et les représentations irréducti

bles % et_ 7T! (te Gq , pourvu que l'une au moins soit dans la série dis
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crête de G 
--------- o

Démonstration: Nous montrons que >l(7îf ;*,1t) = 0 .11 résulte aussitôt des 

relations (21) et (22) que pour montrer que K€X(?T',jf ;ot/FT) est nul, il suf

fit de montrer que les opérateurs

e2 e2+C*l 
f  ■ KV > 1‘ v (A<i » •

1 4 1

e3 e2 1
t =K((e ),!; e i , 0 +d )) ,

2 4 1

par exemple, sont nuls. Or, pour tout t € k+ , il existe gé.G , de multi

plicateur 1 , tel que e2g = e2+te1 j e^g = ^  = e^ (resp.

e3g = e3+te2 * e2s = e2 * e4g = tel+e4^ ' 11 sfensuit alors de (21) et

(22) que 1 1 on a

(23) -n’(J = f (ték+ ) ,

(tdk+ ) .

De même, pour tout t € k+ , il existe g é G  , de multiplicateur 1 , tel 

que e.g = e. (1^ i ^ 3) et e.g = te2 +e, , d'où, par (21) et (22),

(25)  ï> = ?

(26) [) = <|>

(t£k+ ) ,

( t 6 k+ )

Comme les représentations de la série discrète de Gq sont exac

tement celles qui n'admettent pas de vecteur invariant par les (J £)

(t€ k+ ) , les relations (23) à (26) montrent que si 7l ou 7ï' sont dans 

la série discrète alors =l|>= 0

C.Q.F.D.

(24) TT'
1 t

O 1
iodi t

f *TC(

M <



CHAPITRE III

La représentation de Weil de G = GSp(2n,k) .

Dans ce chapitre, nous construisons la représentation de 

Weil de GSp(2n,k) et nous faisons quelques remarques générales sur 

sa décomposition que nous achèverons, pour n = 2 , dans le chapi

tre IV (resp. V) pour le cas déployé (resp. non-déployé).

Dans tout ce chapitre, sauf mention expresse du contraire, 

comme au paragraphe 1, on désigne par k le corps fini à q

éléménts, sans restriction sur sa caractéristique. On note G le 

groupe des similitudes symplectiques GSp(2n,k) en 2n variables sur 

k , et G1 le groupe symplectique en 2n variables sur k .

F
q
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§ 1. Une présentation de GSp(2n,k) .

Dans ce paragraphe, k désigne un corps (commutatif) quelconque.

Nous nous proposons de généraliser à GSp(2n,k) la présentation 

que nous avons donnée de GL(2,k) ■ GSp(2,k) dans le chapitre 1«

1.- Préliminaires et notations.

Dans toute la suite, nous désignons par G le groupe GSp(2n,k) 

des similitudes symplectiques en dimension 2n . Notons A la k-algèbre 

MR(k) des matrices n x n à coefficients dans k , notons a la ma-

Q
trice transposée de a Ç A et A le sous-espace de A formé des

a Ç A telles que a* ■ a . Notons enfin A le groupe des éléments

inversibles de A . Nous réalisons G comme le groupe de similitudes

de la forme bilinéaire alternée (non-dégénérée) type, notée J , dans

E * kn ® kn , donnée par la matrice ( ® J*1) £ M2n(k) par rapport à la
h

base canonique de E .Un k-automorphisme g de E appartient alors à 

G si et seulement si l'on a

(1) J(gx»gy) ■ l¿(g) J (x,y) (*»y € E)

pour un scalaire |i(g) € k* convenable, appelé le multiplicateur de g .

Il s'ensuit que le groupe G peut être décrit comme le groupe de toutes

a b
les matrices g ■ ( j) € M0(A) telles que

c a ¿

(2) a*c » c*a , b*d ■ d*b ,

(3) a*d - c*b 6 kx .

Il est clair que les trois conditions ci-dessus entraînent que g est in

versible dans M2(A) et que a*d-c*b ■ p.(g) . Dans ce paragraphe et les 

suivant^ nous nous servirons de cette dernière description de G .
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Nous noterons G1 le groupe symplectlque Sp(2n,k) à 2n va

riables, qui est le noyau de 1'homomorphisme |i de G sur k* .

Remarquons que si (® j) 6 G (resp.(® j)Ç G*) , 11 en est de mÊme
c a c a

/H *  c# \
de sa transposée^# ; ceci montre que l'on a, en plus des relations

(2) et (3) , les suivantes

(4) ab* ■ ba* , cd* ■ de*

(5) ad* - bc* € kx .

2.- Les générateurs de G.

Nous montrons dans ce numéro que G est engendré par des généra

teurs analogues à ceux de GL(2,k) (cf. chapitre Ir§2.,n°i)

DEFINITION 1.- Posons

tf(r) - (J °) (r € kX) ,

" *o € A ’

u(b) - (J J) (b 6 A8) ,

w - ( ° l)2  - 1,0  ’

Toutes les matrices définies cl-dessus appartiennent clairement à 

G . Nous allons voir qu'elles engendrent G . Nous aurons besoin pour 

cela de 2 lemmes de géométrie orthogonale. (Pour les propriétés élémen

taires des formes blllnéaires symétriques en toute caractéristique, nous 

renvoyons à [2]) .

LEMME 1.- Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une 

forme bilinéalre B symétrique et non-dégénérée. Soit W un sous-espace 

de V . Alors 11 existe un endomorphisme s , symétrique (par rapport à 

B ), de V tel que

i) la restriction de s _à_ W est un Isomorphisme de W sur s(W) ;
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ii) Im s« s(W) ;

iii) s(W) D W 1  - 0  ,

(où 1 1 on note W 1 'orthogonal de W par rapport à B) . 

Démonstration :

Soient T un supplémentaire de W dans l'espace V , et C 

une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur W . Prolongeons C 

en une forme bilinéaire symétrique sur V par

Cj^Wj+t^Wj+t^) - C(w1,w2) w t€ W , tj€ T .

Comme B est symétrique et non-dégénérée, il existe un endomorphisme 

s de V , symétrique (par rapport à B) , tel que

Ci(V v2) ■ B(sv1 >v2> pour v ,v dans V .

Il est immédiat que le noyau de s est égal à T , c'est-à-dire

V ■ W ©  Ker s ,

et les propriétés (i) et (ii) résultent de là. Enfin, soit w € W tel 

que s(w) € W 1  , autrement dit, tel que

B(sw,w') ■ CjXw.w') » C(w,w') ,

soit nul pour tout w’ Ç W . Comme C est non-dégénérée, ceci entraîne 

w - 0  , d'où s(W) il W A » 0  .

C.Q.F.D.



III.5

LEMME 2.- Soit V un k-espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire symé

trique non-dégénérée B . Notons h* la transposée de h Ç. End^V par 

rapport à B . Soient a,b € End^V tels que a*b * b*a. Alora. pour qu'il 

existe s Ç End^V , s symétrique, telle que a + sb soit inversible, il 

faut et il suffit que Ker a (1 Ker b * 0

Démonstration : Il est clair que la condition est nécessaire.

Montrons la suffisance. Supposons Ker a H Ker b = 0 . Posons 

alors V * Ker a ©  Ker b ®  W . On a

a : Ker b ©  W ---- >  a(Ker b) ©  a(W)

et

b : Ker a © W  ---b(Ker a) ©  b(W)

Posons dim Ker a * m , dim Ker b a n , dim W * r . On a alors dim V * m+n+r. 

Or l'hypothèse a*b » b*a signifie B(ax,by) » B(bx,ay) pour tous les 

x,y £ V .11 s'ensuit en particulier que lu a c  (b Ker a ) -1 ; mais, comme 

dim (b Ker a )"1 ■ n+r ■ dim Im a , on a Im a * (b Ker a ) 1 .

D'après le lemme 1, il existe alors un endomorphisme symétrique s de V,

tel que

s : b Ker a --->  s(b Ker a) » Im s et s(b Ker a) fl Ima» 0 .

Nous avons donc V ■ Im a ©  Im s

Montrons maintenant que a+sb est un automorphisme de V . Il 

suffit de prouver que son noyau N est réduit à 0 . Or, soit x € N , 

d'où ax ■ -sbx . Comme on a Im a H Im s ■ 0 , on a donc
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ax - sbx « 0  , d'où x Ç, Ker a . Comme la restriction de s à 

b Ker a est injective, on a donc bx ■ 0 , d'où

x £ Ker a 0 Ker b , 

et finalement x ■ 0

C.Q.F.D.

LEMME 3.- Soient a,c Ç A tels que a*c ■ c*a . Alors les trois condi

tions suivantes sont équivalentes :

i) Aa + Ac ■ A ;

ii) Ker a n Ker c ■ 0 ;

iii) il existe s Ç A 8 tel que a + sc Ç A x

C'est une conséquence immédiate du lemme 3 appliqué à V • kn 

et à la forme bilinéaire B donnée par la matrice unité par rapport à 

la base canonique de kn

PROPOSITION 1.- Les éléments h(a) (a € A x) , u(b) (b i AS) et w. 

engendrent G* . De manière plus précise, pour g ■ ^) £ G* , nous avons :

i) jîi. c » 0  ,

(6 ) g ■ (® g#-l) " h(a) u(a- 1  b) ;

ii) £i c Ç A x ,

(7 ) g ” h((-c*)-1) u(c*a) wu(c-1 d) ;

iii) dans le cas général

(8 ) g " u(-s) h(-z) wu(-z*c) wu(z ^(b+sd)) ,

S y
où s désigne un élément de A tel que a+sc Ç A et où l'on a posé

z • a+sc
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Démonstration : Les assertions i) et ii) sont immédiates et iii) découle 

aussitôt de ii) appliquée à l'élément w *u(s)g

REMARQUE.- Si g € G, alors ~*)g € G* et nous obtenons ainsi,

d'après la proposition 1 , une expression explicite de g en termes des 

éléments V»(t) (t € kX), h(a) (a Ç. AX) , u(b) (b Ç. A8) et w.

3.- Les relations entre les générateurs de G .

PROPOSITION 2.- Nous avons les relations universelles suivantes entre les 

générateurs V̂ (t) (t Ç kX) , h(a) (a 6 Ax), u(b) (b Ç A8) ejt w de G ,

(i) h'(r)h'(t) - hfcrt)

(ii) h(a)h(d) ■ h(ad)

(iii) u(a)u(b) » u(a+b)

(iv) h'(t)h(a) - h(a)VÎ(t)

(v) hf(t)u(tb) ■ u(b)lft(t)

(vi) h(a)u(b) ■ u(aba*)h.(a)

(vii) » h(“l)

(viii) " J|/(t)h(t)w

(ix) wh( a ) » h>(a*"’̂ )w

(x) wu(a ^)wji(a)wu(a ^)“h_(a)

(r,t € kX)

(a,d £ Ax) , 

(a,b Ç A8)

(a 6 AX,t g kx) , 

(b Ç A |t Ç kX) , 

(a € AX,b £ A8) ,

(t e kX)

(a 6 Ax)

(a € AX n A8) .
La vérification de ces relations est un calcul facile.

DEFINITION 2.- Posons

H_ = {h(a)|a € Ax}

0 = {u(b)|b Ç A } ,

H '  -  { W t ) | t  €  k X }

Nous obtenons aisément une première présentation de G .
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PROPOSITION 3.- Le groupe G est engendré par les éléments lï(t)

(t £ kx), h(a) (a Ç A*), u(b) (b Ç A 8 ) e_t w . Plus précisément on a

G - HHUwüwU - (WHUwU)2'.

Un système complet de relations entre ces générateurs est formé par les 

relations i) ix) de la proposition 2 et la relation suivante 

(*) wu(a)wu(b)w ■ u(-s)h(-z)wu(z*(ab-l))wu(z~*(sa-l))

8 8 y
pour tous les a,b Ç A  et s Ç A tels que z * b+s(l-ab) Ç A .

Démonstration : Il suffit de remarquer que la relation (*), que l'on ob

tient aisément à partir de la relation (8 ), permet - avec les relations 

(i) à (ix) - de ramener toute relation entre les générateurs en question 

à une relation du type

(9) (t)h(a)u(b)wu(c)wu(d) ■ 1  

avec t Ç kx , a Ç A x, b,c,d Ç A 8 , ou

(1 0 ) h/(t)h(a)u(b)wu(c) - 1

y  y  g

pour t Ç k , a Ç A , b,c Ç A , ou

(1 1 ) hi(t)h(a)u(b) - 1

y  y  g

pour t Ç k , a € A , b Ç A . Mais ces relations sont impossibles à 

moins que t ■ 1 , (9 ) est impossible à moins que c «* 0  et se ramène 

donc, à l'aide des relations (i) à (ix), à (1 1 ), et Û.0 ) est impossible car 

w ^ HU . Enfin, (11) entraîne (en plus de t » 1) a ■ 1 et b ■ 0 et découle 

donc de (i), (il) et (iii).
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REMARQUE.- La relation universelle (x) découle de la relation (*) appli-

X S “* 1
quée à a £ A il A , b ■ a et s ■ 0 . Nous allons montrer dans la 

suite, qu'en fait la relation (*) découle de la relation (x) (et des 

relations universelles (i) à (ix)). Pour cela nous aurons besoin de quel

ques propriétés non triviales de l'anneau A dans le cas où le corps de base 

k est fini.

4.- Etude de |AX H A S | . |aS | pour k = IF .

Rappelons que l'on note |e| le cardinal d'un ensemble fini E et 

que l'on a posé A ■ Mn (k) . Dans ce numéro nous supposons k » 'S .

LEMME 4.- Supposons k de caractéristique 2. Posons

0 (n,q) -{a Ç A x |aa* ■ l)

Alors

i) | o ( n , q ) |  ■  q ( q 2 - l ) . . . q 2 m - 1 ( q 2 m - l ) -  T T  q 2 v _ 1 ( q 2 v - l )
V - 1

si n * 2 nH-l, m ^ 0  ;

. . \ i ̂ / \ i / 2  . \ 2m-3, 2 m - 2  . \ 2 ni“l 
il) |0 (n,q ) J - q ( q  - l ) . . . q  ( q  -1 ) q

si n ■ 2 m, m ^ 1

Démonstration :

Le cardinal de 0(n,q) est le nombre de bases orthonormales de 

k n pour la forme bilinéaire dont la matrice par rapport à la base cano

nique de kn est la matrice unité. On démontre facilement, par récurrence 

que ce dernier nombre a la valeur annoncée.

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 4.- On a

i) |AS | -

i i )  IAX n A 3  J -  ( q - l ) q 2 ( q 3 - l ) q \  . . ( q ” - l > si n est impair

|AX f| A 8 | ® (q-l)q2 (q3 -l)q^. . .q11 si n est pair

i l i )  |a ! o a ! |  ,  ( 1 J .  1 J -  
|AS | 1 , 3

si n est impair

lA * ^ *‘ l - -¡-r)
|AS | <■ , 3 q" ’ 1

si n est pair

Démonstration :

La formule i) est immédiate et iii) découle aussitôt de i) et ii). 

Prouvons ii). Nous distinguons les cas q impair et q pair.

a) q impair On calcule |AX (1 AS | à l'aide du fait que 

A* agit sur A x Cl AS |

par xi-» axa* (x £ Ax f| A8 , a £ A x) . On sait bien (cf. [2] ou [9])

y s
qu'il y a deux orbites dans A f| A suivant cette action et qu'en di

mension paire, les stabilisateurs associés (à conjugaison près) à ces 

orbites sont les groupes orthogonaux 0 ^(n,q) et 0  ^(n,q) ; en dimen

sion impaire,les deux stabilisateurs sont isomorphes au groupe orthogonal 

0(n,q). En se rappelant (cf [5 ], [1] ou [?]) que l'on a

lO (2m,q) j - 2q(q2-l) . . .q2m"3(q2m"2-l)(q2m"1-e q™”1) (e ■ +l,m ^ 1)
i €  i —

et

|0 (2 m+l,q)| * 2 q(q2 -l)...q2 m “1 (q2 m -l)» 2 ~J^ q2 v ~*(q2 v -l) (m £ 0 ) ,

V*1

on obtient aussitôt la valeur donnée pour |AX fl A S |
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y s
b) q pair. - Dans ce cas, si x £ A fl A alors, ou bien x

y
est alternée, ou bien il existe u Ç A tel que u*xu« 1 . On voit

y y s
donc que si n est impair, l'action de A dans A R A  a une seule 

orbite et si n est pair, il y a deux orbites, dont les stabilisateurs 

sont isomorphes à 0(n,q) et Sp(n,q) . En se servant du lemme 4 et du 

fait que

|Sp(2m,q)| = q(q2-l)...q2m-1(q2m-l)

(cf. [5], [1] ou [7])> on obtient aussitôt le résultat annoncé.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3.- Posons

W 1» ■ a (1 - V - (l - s ït ’ •
q q

et

aCq) ■ j t <l •

3 2r-lv 2r+lw  , 3 2r+l
(1-x-x -...x ) (1-x 1 -X -X  - . . . - X  ,

d'où

(1-x) (1-x^). (1-x-x3) (1-x"*)... (1-x-... -x2m 1)(l-x2mfl) £

/. 3 5\ /. 3 2m+lv
^ (1-x-x ).(1-x-x -x )...(1-x-x - . . . - X  ).

C.Q.F.D.

Il est clair que la limite aXq) existe et qu'elle est strictement 

positive. Nous allons la minorer.

LEMME 5.- Pour 0 S x < ̂  (^5-1), on a

/i \/i 3\ /i 2m+lv . 3 2nH-l - n (l-x)(l-x )...(l-x ) s 1-x-x . -x >0 .

Démonstration :Quels que soient r £ 1 et x Ç [0,£(V"5-1)[ , on a
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PROPOSITION 5.- On a, pour tout entier m s 0 ,

° W i (q) >  a(q) * l - ^  •

Ceci découle aussitôt du lemme 5 .

COROLLAIRE.- On a

IAX n As | / |a8 | > 1  - - y —

q i

et en particulier,

i) |AX n AS | / |A® | >  y  si q >  3 ,

ii) |  s |AX H A S | / |AS | > |  si q - 3 ,

2
(la valeur y  n'étant atteinte que pour n s 2 ) ,

iii) | s |AX n AS| /  |AS | >  i si q - 2 ,

(la valeur § n'étant atteinte que pour n 5 2 ) . 

PROPOSITION 6 .- Quels que soient a,b Ç A 8 , on a

| (ax n a8 + a) n (ax n a8 + b)| >  (i - ) |a8 i .

q - i

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la relation

2|AX n As |  ̂ | (Ax n a8 +a) n (AX n a8 + b ) |  -  |(AX n A8 + a) u (Ax n A8+b) | i |A 8 |

et du corollaire ci-dessus.

C.Q.F.D.
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5.- Réduction aux relations universelles (k # ^ 2 » IF3 ) •

Dans ce numéro, k désigne à nouveau un corps (commutatif) quel

conque, mais autre que et

Le lemme suivant donne la propriété essentielle de l fanneau 

A = qui permet de ramener toute relation entre les générateurs de

G aux relations universelles de la proposition 2 .

LEMME 6 .- Quels que soient a,b £ AS , il existe u Ç A* f| AS tel que 

a + u £ A X et que b-u  ̂ Ç A X

Démonstration :

Considérons tout d'abord le cas où k est infini. Soit (resp.

Vb) l'ensemble des valeurs propres de a (resp. b) . Choisissons t f k X

de manière que -t ^ Vfl et t  ̂ ^ .11 suffit alors de prendre u

” 1 x
égale à l'homothétie de rapport t pour avoir a + u , b - u Ç A

Considérons maintenant le cas où k est fini. Supposons que le

g
lemme soit faux. Il existerait alors a,b £ A tel que l'ensemble

[(ax n as) n (ax n as + b ) ] “1 n (ax n a s -a)

soit vide et il s'ensuivrait que

|(ax n as) n (ax n as + b ) |  + |ax n as | <; |as | .

Par suite, d'après le corollaire à la proposition 5 et d'après la proposi

tion 6 , on aurait, avec |k| * q ,

q 2 - 1 <  3q ,

ce qui est impossible pour q s 4

C.Q.F.D.
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Dans l a  démonstrat ion du théorème 1 c i-dessous ,  nous ne nous s e r 

v irons  que de la  v a r i a n te  p lus  f a ib l e  su ivan te  du lemme 6 .

LEMME 6 b i s -  Quels que s o ie n t  a ,b  £ AS, a ,b  ^ Ax , i l  e x i s t e  u Ç Ax H AS 

t e l  que a + u Ç A* £ t  b-u  ̂ £ AX .

THEOREME 1 , -  Le groupe G “ GSp(2n,k) e s t  engendré par le s  éléments

h(a)  -  ( * 0 - 1 )  (a € Ax) ,
U fl

tf(r) -  (£ 0)  ( r  € k x) ,

u(b) » (* j )  (b Ç AS) ,

/0 lx
* ' ‘-lo’ ■

avec le s  r e l a t i o n s

( i )  W(r)W(t) » K ( r t )  ( r , t  € k X) ,

( i i )  h (a )h (d )  » h(ad) (a ,d  £ AX) ,

( i i i )  u.(a)jj(b) ■  u_(a+b) ( a ,b  £ AS) ,

( iv )  t ) hjCa) » h ( a ) k ( t )  ( t  £ k X, a € AX) ,

(v) V/(t)u(tb) * u ( b ) h ( t )  ( t  £ kX, b £ AS) ,

(v i )  h_(a)u(b) ■  u (aba*)h(a)  (a € Ax , b Ç AS) ,

( v i i )  * h ( -1) ,

( v i i i )  wKjit) ■  V/(t)h_(t)w ( t  £ kX) ,

U x )  wh(a) ■  h(a* *)w (a € AX) ,

(x) wu(a ^)wu(a)wu(a » h(a)  (a Ç AX 0 AS) .

r\

On a en f a i t  G * (HfrUwU) .
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Démonstration : D'après la proposition 3(n°3) , tout ce qui reste à démon

trer est que toute relation du type (*) dans l'énoncé de cette proposition 

découle des relations universelles (i) à (x) ci-dessus.

Posons G ■ H*HUwU (cf. Prop.3). Nous avons alors 1 # G ,
o ------ T o

2 -1
1 Ç G y G m G et en outre, toutes les relations (i) à (x) ci-dessus

o o # o

s'écrivent sous la forme h.h *h pour h ,h, ,h0 Ç G convenables. Toute
1 2 o r o ’ 1* 2 o

relation du type (*) est de la forme h.h0h 0h y ■ h (h,,h0 ,h0 ,h, Ç G
1 2 3 4 o l 2 J 4 o

convenables). Nous allons montrer de proche en proche que toute relation de 

la forme

I) h-h0 * h
1 Z o

III) h. h h h ° h 
1 2 3 4 o

(h-,h0 ,h £ G convenables)
1 l o o

(h-,h0 ,h0 ,h £ G convenables)
1 2 3 o o

(h.,h0 ,h0 ,h.,h Ç G convenables)
1 l J 4 o o

découle des relations (i) à (x).

Relations de type I : Les relations (i) à (ix) permettent de ramener I. 

à la forme

(12) wu(b)w - W( t)h(a)u(c)wuXd) (t £ kX , a Ç A X , i>,c,d Ç A S , convenables) ;

ensuite, un calcul facile montre que (12) entraîne

d'où le fait que (12) s'écrit comme une relation de type (x), à savoir

wu(-a *)w * h(a) u(a ^)wu(a) (a Ç A *  n A S) .

II) h1h2
h
3

■ h
o

t »1, b * -a
.-1

C *  8
-1

et
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Relations de type II : Les relations (i) à (ix) permettent de ramener 

toute relation de type II à la forme

g
(13) wu(b)wgQ» u(a)w (a,b Ç A . gQ € Gq, convenables).

Notons que si a ou b est inversible, nous pouvons éliminer un w dans

(13) à l'aide de (x) et nous nous trouvons alors dans le cas de type I . 

Supposons donc a,b à A* .Le lemme6 bis montre alors qu'il existe 

x € AX n AS tel que a + x £ A* et b - x  ̂£ AX . Multiplions 

les deux membres de (13) à gauche par u(x) ; or on a , d'après

(x) ,

u(a + x) w ■ wg' , 

pour g' € Gq convenable, et

u(x)w * wu(-x ^) wh(x) u(-x ^) » wg"

Par conséquent

u(x) wu(b) wg = wu(-x *) h(x ^) wu(b-x ^) wg * wg"'g^
— *" O — ~ ——  — Q — O

avec g"' £ Gq , d'après la relation (x) . il s'ensuit que (13) équivaut 

à

(14) g'"g0  " 8 ’ •

On voit dçnc bien que toute relation de type II découle d'une relation de 

type I à l'aide des relations universelles (i) à (x) , et découle donc 

de ces dernières.
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Relations de type III : Une telle relation s'écrit, à l'aide des relations 

(i) à (x) ,

(15) wu(a)w gĵ 2  “ ü(c)î£ (a,b,c £ AS, g^,g2 € Gq, convenables).

Si a ou c est inversible., on se ramène aussitôt, à l'aide de la rela

tion (x) et des autres relations universelles (i) à (ix), au cas d'une re

lation de type II déjà traité. Supposons donc a et c non-inversibles.

Il existe alors x Ç A* f| AS tel que c + x et a-x * soient inversibles 

(cf. Lemme6 bis). En multipliant à gauche les deux membres de (15) par 

u(x) , on a

u(x+c)w * wg' , 

pour g' Ç Gq convenable, et

u(x) wu(a) w = wu(-x *) h(x- )̂ wu(a-x-*) w » wg" 

pour g" £ Gq convenable, toujours à l'aide des relations (i) à (x).

Nous voyons ainsi que (15) équivaut, modulo les relations (i) à (x), à 

g" gxg2 “ g' »

qui est une relation de type II. Ceci montre donc en particulier que les 

relations de type (*) découlent des relations universelles (i) à (x).

C.Q.F.D.
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REMARQUE.- Si nous prenons pour A un anneau involutif quelconque, à la 

place de l'anneau Mn (k) , nous pouvons encore définir un groupe, noté 

GSp(A) , comme le groupe de toutes les matrices inversibles de M2(A) 

vérifiant les conditions (2) et (3) du numéro 1 . (En remplaçant partout , 

bien entendu, k par le centre Z(A) de A). Définissons les éléments 

h(a) (a £ A*) , V^(t) (t Ç Z(A)X) , u(b) (b £ A8) et w_ de même que dans 

la définition 1 (n°2). La présentation de G * GSp(2n,k) donnée dans le 

théorème 1 est encore valable pour GSp(A) , pourvu que l'anneau A véri

fie les deux conditions suivantes :

(E) Sî  . a,c Ç A  ££ a*c = c*a , Aa + Ac * A , alors il existe s Ç A 8

V
tel que a + sc £ A .

(U) Quels que soient a,b £ A S-A* il existe u Ç A x f| A8 tel que 

a+u Ç A x £t b-u  ̂ € AX .

Les résultats ci-dessus contiennent ainsi en particulier le cas 

A - Z / p n 2 .

6.- Le cas de G * GSp(4,k) pour k » et k » IF^ •

Nous montrons ci-dessous que le théorème 1 est encore valable pour 

GSp(4jF2  ̂ et GSp(4jF^) en démontrant le lemme6 bis dans ces cas.

a) Cas k = •” ^  len“ne 6 est alors faux (prendre a ■ (^ ^ ) et b 

quelconque ou a * (J *) et b ■ (J J) ), mais le lemme6 bis est encore 

valable. Ceci se vérifie aisément en déterminant explicitement les ensem

bles (A* D A8 + a) D (AX fi A8) (a £ A) .

b) Cas k = IFj .- Remarquons que nous avons le raffinement suivant de la

8 y
proposition 6 pour b * 0 , a Ç A - A  ,
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LEMME 7.- Pour tout a € A8 , a ^ Ax , on a (si k est de caractéristique # 2)

|(AX n As + a) n Ax n A8 ! ;> (2 -^ * f l ---  I - 1  + -— ) I A 8 1 .

I A 8 I q

Démonstration : Comme le cardinal qu'il s'agit de minorer ne dépend que

de la classe de a modulo l'action x ** uxu* (u £ AX) de A X dans

X s
A H A ,  nous pouvons supposer que a est diagonale de rang £ n-1 .

s s
Notons A^ j le sous-espace de A formé des matrices à n-ième colonne

(et n-ième ligne) nulle. Nous avons alors

(AX n AS) U (AX n A 8 + a) C  A 8 - A 8 .
n-i

d'où

2 |AX n As | - |(AX n As + a) n Ax n As | s (1 - -^)|a8 | .

q

C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 6 bis pour A » ^ÛF^) :

S V
Si le lemme était faux, on aurait, pour a,b £ A -A convenables,

[(ax n a 8) n (ax n a 8 + b ) ] -1 n (ax n as - a) - 0 ,

d'où

|ax n a 8 n (ax n a 8 + b)| + |ax n a 8 | s |a8 | ,

ce qui entraînerait, d*après le lemme 7 (pour q * 3) ,

1 s f + (y + jj) .

C.Q.F.D.
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§ 2. Construction de la représentation de Weil.

Dans ce paragrapne, à l ’exception de numéro 1, la lettre k désig

ne le corps fini W  à q éléments, et la lettre A désigne l'algèbre in-

volutive M (k) 
n

1. Rappel sur les modules quadratiques sur un anneau involutif.

Nous rappelons ci-dessous la définition d'un module quadratique sur 

un anneau involutif A quelconque, due à Tits ([171) dans le cas général 

L - nermitien.

DEFINITION 1. - Soit A un anneau involutif, dont l'involution est notée

* +
ai--- >a (a£A) . Notons A° le sous-groupe de A formé des anti-traces

a - a* (a € A) , posons A = A/A° et désignons par pr la projection ca

nonique de A sur A . Posons enfin a s  b si_ pr(a) = pr(b) , pour 

a,b € A

On appelle A - module quadratique (à droite) la donnée (M,Q,B )

d ' un A - module à droite M , d'une application 5) : M ---* A et d'une

application sesquilinéaire à gauche hermitienne B  : M X  M ---► A telles que

i) Q(xa) = a*î)(x)a (x£M, a 6  A) ,

ii) Q(x+y) = Q(x) + Q(y) -f B(x,y) (x,yeM)

avec B  = proB. . On dira que Q est une A - forme quadratique sur M . Si 

la forme sesquilinéaire B  est non-dégénérée, on dira que (Q et (M,Q,B) 

sont non-dégénérés.

REMARQUES. - 1) Comme l'on a a*A°a C A° pour tout a € A  , le
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produit a * b a £ A  est bien défini, quels que soient a € A ,  b € A  et la condi

tion i) ci-dessus a donc bien un sens.

2) Le fait que B  soit sesquilinéaire à gauche et hermitienne signifie, bien 

entendu, que B  est bi-additive et que l'on a en plus

i) B(xa,y) = a*B (x, y) (x,y£M, a 6 A )  ,

ii) B  (x,ya) = B(x,y)a (x,y£M, a £A) ,

iii) B  (y ,x) = (B(x,y))* (x,y£M)

3) Dans le cas considéré dans la suite de ce paragrapne, l'anneau involutif 

A est en fait une k - algèbre involutive sur un corps k . L'application 

(Q (resp. B )  est alors automatiquement une forme k - quadratique (resp. 

une forme k - bilinéaire) à valeurs dans le k - espace vectoriel À 

(resp. A )

2. Le A - module quadratique (M,Q,B) associé à (E,Q)

Rappelons que dorénavant on désigne par k le corps fini à

q éléments, de caractéristique quelconque, et que l'on note A l'algèbre

involutive M (k) 
n

Soit E un espace vectoriel sur k , muni d'une forme quadratique 

non-dégénérée Q de forme bilinéaire associée B . Posons = kn et con

sidérons le k - espace vectoriel M = H o m ^ E ^ E )  * que nous réalisons dans 

la suite sous la forme

M = En = E © . . . © E  (somme directe à n composantes).

L'espace M est de manière naturelle un A - module à droite puis-
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que A = M (k) s'identifie à End, (E ) , et en fait le produit xa de
n n k o

x = (x, . ... .x ) £ M et de a = (a. . ) 6 A est simplement le produit ma tri-
1 n îj

ciel du vecteur ligne x et de la matrice a

DEFINITION 2. - Notons Q la forme k - quadratique sur M à valeurs dans 

A , définie par

(1) CQ (x ) . . = Q (x. ) ( U i ^ n )  ,
il i

(2) (Q (x) . . = B (x. , x . ) ( U  i < j ^ n )  ,
1 J

(3) Q(x).. = 0 ( U  i< j4n)

pour x = (x, , ... ,x ) e M  . On définit la forme k - bilinéaire B  sur 
---  1 n ----------------------  -----------  ---

M j à valeurs dans A , par

(4) B ( x , y ) _  = B(x. , y j  (1^ i,j4n) 

pour x = (x^, ... ,x^) e_t y = (y^, ... ,y^) dans M . Enfin, on pose

Q = proÇ ,

où, d'après la définition 1 du numéro 1, on note pr la projection canoni

que de A sur A = A/A°

Remarquons que, dans notre cas, le sous-groupe A° est formé des 

matrices alternées et que la trace de A sur k se factorise donc par A

PROPOSITION 1. - On a les propriétés suivantes :

i) Si_ a , b € A  , pour que a =  b , il faut et il suffit que

Tr(ac) = Tr(bc) (c £ A S) ,
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g
où 11 on note Tr(d) la trace de la matrice dé A e_t A le sous-espace for

mé des matrices symétriques de A .

ii) B(xa,y) = a*B(x,y) (x,yèM, afeA) .

iii) B(x,ya) = B(x,y)a (x,y6M, a 6A) .

*
iv) B(y,x) = (B (x, y) ) (x,y6M) .

v) QJ(xa) = a*Q(x)a (x£M, a€.A) .

vi) Q (x+y ) =  Q(x) + Q (y ) -f B (x, y ) (x,yéM) .

vii) Tr(blQ(xa)) = Tr(aba Q(x)) (x€M, a€A, b 6 AS ) .

viii) La forme k - bilinéaire TroB , à valeurs dans k , est non-dégéné

rée.

Démonstration : Cela se vérifie sans difficulté; en particulier vii) est une 

conséquence immédiate de i) et v).

En d'autres termes, (M,(Q,B) est un A - module quadratique non- 

dégénéré sur l'anneau involutif A = M^(k) , au sens de la définition 1 du 

numéro 1. En fait, nous avons la

PROPOSITION 2. - La correspondance qui à chaque k - espace quadratique non- 

dégénéré (E,Q) associe le A - module quadratique (M,J),B) défini comme 

ci-dessus et à chaque similitude y d 'un k - espace quadratique (E,Q) 

dans un autre (E',Q') , associe son extension canonique à M , notée enco

re  ̂ , donnée par

ï(x) = (jx. , ... ,jx ) (x = (x, , ... ,x )6M) ,
1 0 n 1 n
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est une équivalence de la catégorie des k - espaces quadratiques non-dégéné- 

rés avec la catégorie des A - modules quadratiques non-dégénérés (avec les 

similitudes comme tiomomorphismes) .

Démonstration : La proposition est claire (et bien connue) si l'on ne considè

re que les k - espaces vectoriels et les A - modules sous-jacents (ainsi que 

leurs homomorphismes). On se ramène donc à prouver que toute A - forme qua

dratique R  , non-dégénérée, sur un A - module M comme ci-dessus, provient 

d'une k - forme quadratique non-dégénérée Q sur E . Or il est tout d'a

bord clair que ]R = pro]R avec TR : M --- »A telle que

K(x). . = Q 1 (x. )
11 1

]R(x) . . = B*^ (x.,x.) 
iJ 1 J

]R(x) . . = 0 
Ji

( K  U  n) ,

(14 i < j 4 n)

Mais à l'aide de la relation v) ci-dessus, pour ]R , et pour des matrices 

a € A  convenables, on conclut aussitôt que ( l 4 i 4 n )  et que

est la forme bilinéaire B^ associée à pour 14 i,j 4 n  , d'où

]R = Q}̂  . Cela achève la démonstration, car si ]B est une A - forme ses- 

quilinéaire (à gauche) vérifiant

(x+y) = J)1 (x) + Q*(y) + (pr B)(x,y) (x.yéM) ,

alors nécessairement B  = B  , c'est-à-dire

B ( x , y ) . . = B ^ ( x . , x . )  ( x,y £ M  = En ; 14 i , j 4 n) ,
ij i j

en vertu, par exemple, de la condition ii) de la remarque 2 à la définition 1 

(n° 1).

C.Q.F.D.

i j n
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REMARQUE. - Comme pour un A - module quadratique (M,Q,B) sur notre anneau 

involutif A = M^(k) , la forme (sesquilinéaire à gauche) hermitienne B  , 

à valeurs dans A , est déterminée de manière unique par jQ  , on désignera 

souvent un tel A - module quadratique simplement par (M,Q)

EXEMPLE. - Comme exemple naturel de A - module quadratique, on peut citer le 

A - module à droite M f = A X A  muni de la A - forme quadratique

Q)' (a,b) = a*b + A 0 (a,b e A)

et de la A - forme hermitienne B

B((a,b), (c, d) ) = a*d + b*c (a,b,c,d£A)

Nous le rencontrerons encore au cnapitre IV.

3. Calcul de sommes de Gauss associées à un A - module quadratique.

Nous renvoyons au chapitre I (§ 2, n° 2) pour le cas des k - espa

ces quadratiques.

DEFINITION 3. - On note X l'ensemble des caractères non-triviaux 0 de A+ 

tels que 0(ab) = 0(ba) quels que soient a , b 6 A + . On pose

(5) 6tCa) = 0(ta) (tfck , a é A + , 0 6 X) .

Pour ^)£X = Car(k+ ) - { 1^ , on note ^  le caractère ^*Trace

Remarquons que tout 0 £ X  se factorise par la trace de A sur k , 

c'est-à-dire, le monomorphisme (^£ Car(k+ )) est une bijection de

X sur X (puisque Ker(Tr) = [ab-ba | a,b£ A)) et kx agit donc transiti-
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vement sur X par (5). Il en résulte aussi que tout 0 6 X  se factorise par 

A = A/A° ; nous écrirons alors simplement

(6) 9 (a) = 0(a) (a eA)

avec a = pr(a) = a + A°

PROPOSITION 3. - Soi t (M,iQ) un A - module quadratique non-dégénéré, de

k - dimension 2rn . La somme de Gauss S_ associée à J) (et à 0 éX) dé-

Q
finie par

(7) S_(a) = ^  0(aQ(x)) 

Q x£ M

( a £ A S)

X s
ne dépend pas du choix de 0 dans X , et elle est constante sur A H  A 

de valeur

£(Tr<>Q) | M | 1 / 2  .

Démonst ration : Posons S = S_ . L e  fait que S ne dépend pas du choix de 

0 £ X  découle aussitôt de l'équivalence, pour tout t € k* , des k - formes 

quadratiques TrojQ et t(TroQ) sur le k - espace vectoriel M de dimen

sion paire 2rn , et du fait que tout 0 € X  est de la forme e ^ T r  , pour 

t e k  convenable (où l'on note e un caractère non-trivial fixé de k ).

x _ s
Pour montrer que S est constante sur A f \ A , remarquons tout 

d'abord que la condition i) de la définition 1 du numéro 1 entraîne

S (a) = S(cac*) (a € A* A S, c é A* ) ;

x S
la somme S est donc constante sue les A - orbites dans A C\ A . Notons 

ensuite que, d'après ce que nous venons de voir
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S (1) = Y. е(Тгоф(х)) ; 
x£ M

mais comme (M,Q) provient d'un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) sur 

k , on a

Tro|) = Qln = QX ... J.Q (somme orthogonale à n composantes),

d ' où

s(I) = S = [S J n = £(Q)n (|E|1/2)n = £(TroQ) IMI 1/2
eoQ e°Q

(cf. ch. I, § 2, n° 2, cor. i) à la prop. 2). Pour achever la démonstration, 

nous distinguons maintenant trois cas.
si) S_i k est de caractéristique 2 et n est impair: Alors A H  A a 

une seule A - orbite et la démonstration est terminée.
X sii) S± k est de caractéristique 2 e_t n = 2m: Alors A C\ A a deux 

A - orbites, celle de 1 et celle de a = (? ^m ) . On a, pour
° !m 0 F

X = (x^,.#.,x2 )Ê M ,
m

Tr (a IQ(x) ) = B (x. ,x ) ,
o^ . c— , i i+m 71 = 1

d ' où

S(aQ) = [ Y- e(B(u,v))]m = |Е|Ш = £(TroQ)| M|1/2 ,
° u,vfeE

comme voulu.
x Sii) Si_ k est de caractéristique Ф 2 : Dans ce cas, А Л А  a aussi

deux orbites, à savoir celle de 1 , et celle de la matrice diagonale a^

dont tous les coefficients diagonaux sont égaux à 1 sauf le dernier qui est

un non-carré t e k  . Alors о

s(ao} = CsQ (1 )̂ n"lsQ (t0) = t s QU > r  = SCI)  

puisque, la dimension de E étant paire (égale à 2r , par hypothèse), on
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a

C.Q.F.D.

4. Définition de la représentation de Weil.

THEOREME 1. - Soit (M,QJ) un A - module quadratique non-dégénéré, de 

k - dimension paire 2rn . On peut définir une représentation 

(W, p) = (W_ , p_) cle G = GSp(2n;k) , appelée représentation de Weil de 

Q Q _ Mxx +
G associée à (M,Q) , en posant W = I (où X = Car(k ) - ll^) et

en se donnant p sur les générateurs de G (cf. n° 2) par les formules 

suivantes

(8) [p(h(a))f] (x,^) = f(xa,^) ( a £ A X ) ,

(9) [p(h'(t'1))f](x,^) = fix,^) ( t a x ) ,

(10) -_p(_u(b) ) f] (x,<|») = ¿(bj)(x))f (x,(|0 (b€AS) ,

(11) [P(w)f](x,i|*) = Î(Tr.J))|Mr1/2 Y ¿( B(x,y))f(y,^) ,
y É M

pour ffeW , xfeM , «\>é.X (et = <V0Tr)

En outre, si à chaque similitude ^ d'un A - module quadratique 

(M',J)') sur (M,Q) , on associe 1 1 isomorphisme  ̂ de la représentation de 

Mei1 (W, p ) associée à (M,$) sur la représentation de Weil (W', p') as

sociée à (M ' , Q ' ) , donné par

-1
mK

= fUx'.t ) (fè W, x'€ M', vjiéx) ,

(où m € kK désigne le multiplicateur de y ) , alors la correspondance 

ainsi définie est fonctorielle.

Q
ru t Q
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Démonstration : D'après le théorème 1 du paragraphe 1 , n° 5, nous n'avons 

qu'à vérifier que les opérateurs que l'on vient de définir satisfont aux re

lations universelles (i) à (x) (cf. th. 1). Cela est clair pour les relations 

(i) à (v) et pour la relation (viii). La relation (vi) pour ncs opérateurs 

résulte aussitôt de la condition i) de la définition 1 (n° 1 ); la relation 

(ix) découle aussitôt des propriétés i) et ii) de B  ennoncées dans la remar

que 2 à la définition 1. La relation (vii) est aussi claire, puisque l'appli

cation ¿oB est, pour tout ^ £ X , une mise en autodualité symétrique du 

groupe abélien fini M+

Montrons maintenant que la relation (x) est satisfaite. Notons tout 

d'abord qu'en présence des relations (i) à (ix), la relation (x) équivaut à 

la relation suivante

wu(a)w = h(-a ^)u(-a)wu(-a ^)
x Sx

(a 6. A O A )

Or on a , pour a 6  A* r\ A S , f 6  W , zfeM , ^ é X ,

[p(w)f(u(a))p(w)f] (z,<l>) = -r-jr ^  iijBÎ (z+x)+aiQ(x)+B (x, y) f (y, +> )] >
1 'x.yé-M

= “¡ ^ 7  Y  4 .[a 1( B(y+z,x')+Q(x'))] f(y,<|») , 
' x' ,y £ M

= ièrs_ (®”1> Y  i.["a ^(y+zjj >
,n| (Q yé m

et d'autre part

rp(h(-a *))p(u(-a))p(w)p(u(-a *))f] (z,<|>) =

= ¿[-a ^(zj] ^ \ / 2  Y  îk['a 1 ( B(z,y)+Q(y)] f (y,<\>) , 
|M| y 6 M

= £ ^ T r 1 $  Y  ¡k[-a ^(y+z)] f(y,»V) . 
|m | y e M
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Nous voyons donc que pour que la relation (x) soit satisfaite, il faut et il 

suffit que

S_(a) = E(TroQ)|M| 1 / 2  ;

<Q

comme nous avons prouvé cette égalité dans la proposition 3 (n° 3), cela a- 

chève de démontrer que la représentation p est bien définie. Enfin, la se

conde assertion du théorème est immédiate.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Le théorème ci-dessus reste évidemment vrai si l'on remplace I 

par un espace vectoriel complexe quelconque V dans la définition de l'es

pace W de la représentation de Weil. La représentation ainsi obtenue sera 

appelée représentation de Weil de G associée à (M,IQ) et à V

§ 3. Décomposition de la représentation de Weil.

Le théorème 1 ci-dessus (§ 2, n° 4) montre que le groupe G0(Q) , 

des similitudes du A - module quadratique (M,Ç) , opère dans la représen

tation de Weil (W, p) de G associée au A - module quadratique (M,Q) 

Dans la suite de ce numéro, nous posons

T = GO(jj)

et nous désignons par T  1 un sous-groupe quelconque de T .

Nous notons (E,Q) le k - espace quadratique non-dégénéré dont 

provient (M,Q) par le procédé du numéro 2 du paragraphe 2. Le groupe V  

s'identifie ainsi à G0(Q) (cf. loc. cit. prop. 2).
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1. Les représentations (WDG, p) 

DEFINITION 1. - Si £ T  , on pose

-1 -1
m ï m ï 

&X = ) = (yxp. . . ,yxn ;<̂ )

pour  ̂ = (x,i|)) = (x. .... x ;^)6 M X X  , où l'on note m le multiplicateur

de $ . Posons en outre M : M x X

Si (V, 7t ) est une représentation de p ' c  f  , on note (W tlO, ^ ) 

la représentation de G dont l'espace W[1T] est formé des fonctions f cle 

M dans V telles que

f ( ï . u  = 1 T ( v ) C f ( p ] (xép'» )• fe M)

et l'action p est l'action de la représentation de Weil de G , dans 

W = , associée à (M, Q) et_à V (cf. rem, au th. 1, § 2, n° 4), restrein

te à Wt1T] (qui est stable pour p )

Nous avons ainsi une première décomposition de la représentation de 

Weil, suivant les composantes isotypiques de l'action de T* dans W , décri

te dans la proposition ci-dessous dont la démonstration est un exercice facile.

PROPOSITION 1. - Notons I' 1'ensemble das types d'isomorphie des représenta

tions irréductibles de P 1 • Désignons par Y_ l'espace de TC é. I ' . Nous 

avons alors les décompositions suivantes (où 17 v est la contragrédiente de

1T )

w Ci ©  (w Cïï] <8>v ) 
irei' "

W ü  (dim ”ïï) WCTC]
116.1 '

(en tant que G x p' - modules),

(en tant que G - modules) ,
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où l 'action de G x p 1 dans W est déduite de la représentation de Weil p 

pour G et de la représentation (T cie p 1 donnée par

(f e w, m ) .

Nous introduisons quelques notions qui seront utiles dans la suite.

DEFINITION 2. - Soit (V,Ii) une représentation de p 1 . On pose, pour tout 

^ € M  = M X X  , et tout sous-espace W 1 de W^T^

w (4) = (f(Ç) | f 6 W 1} ,

Supp W  = £ Ç £ M | W'(0 t 0} .

On dira que W 1 est un sous-espace plein de W(1T] si l'on a

W  - if 6 Wpr] I f(()€ W'(Ç) V Ç é Ï Ï }  .

On a alors en particulier, pour ^ = ( x ^ ) 6 M  ,

(1) WfltMX) = Fixv (Stabr , l )  = Fixv (0(Q)n Stab^, x) ;

s'il n'y a pas de risque de confusion, nous écrirons dans la suite simplement,

(2) Stabr , % = r£ = ,

(3) WpT] ( \ ) = V - Fix T  '
X  V X

= (x,^)feM) .

DEFINITION 3. - Soient (V,1t) et (V’,Te') deux représentations de P'

On note N(TT* /îî) l'espace vectoriel complexe formé de toutes les applications 

N de M X M  dans Hom^iVjV') telles que

(4) N(y'.^',y.O = 1T' (*' )N(̂ ' (ï.s'sr', ■

:<Tr f f ï
-i

*
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Les éléments de N OTT' /ïf) sont appelés noyaux ('TTf ,TT) - équivariants , ou 

noyaux tout court, s'il n'y a pas de confusion à craindre.

Si (V",TI") est encore une représentation de T  ' , on a un pro

duit matriciel évident de noyaux

N(7^Tf)XN(Tïf ,TT)-------- > N(TTm ,TT) ,

donné par

<n2n1>C^",^> = I ]  

Ç'éî

La démonstration de la proposition suivante est alors un exercice

facile.

PROPOSITION 2. - Notons R(rf) la classe de toutes les représentations de 

F' . Alors, en associant à chaque noyau Né NOT1 ,10 C5T/H16  RCI1' )) 1 'opéra

teur t - linéaire de Wfïl] dans WpT'] > défini par

(5) = Y N(Ç,t))(f(n>)

y M

(ÇéM, f€ WtfO) ,

on établit un isomorphisme de la catégorie linéaire N dont la classe d'ob

jets est R(F') et dont l'espace vectoriel des flèches de source et but 

TT' Cir,TI' e  R(T' )) est NOT'jTT) , sur la catégorie linéaire W avec la même 

classe d'objets et dont l'espace vectoriel des flèches de source 51 et but 

TT1 est Hom^ (W[1T] ,WCiïf] )

REMARQUE. - La condition (4) appliquée à y ' 6. Stab^, (^') = et

^ 6 Stab^, (£) = p' montre que N(^',^) s'annule sur les composantes P' -

1 \ * 
isotypiques de V de type non-trivial et que son image est contenue dans

W[1t'](^') (cf. (1)); autrement dit, on a alors de manière canonique, quels

f+ j

que soient \  'é M ,

N
2 i ' i ' N

1 t
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(6)  N ( ^ ' ^ ) é H o m t (WCir](Ç), WĈ '3 ( V ) )  .

DEFINITION 4. - Gardons les notations de la proposition 2. Si $  = , on pose

Supp $  = Supp N

DEFINITION 5. - Pour \  = (x,f)iM , on pose

-f —
Si l'on veut avoir Q à valeurs dans A (ou A ) lui-même, on fait choix

d'un caractère non-trivial e de k+ , on pose 
----------------------------  o —  --- c---

(7) e = e o Tr
o

et

(8) QUje*“) = t|)(x) (x€M, tek*)

LEMME 1. - Soient (V/K) e t (V',ÎL') deux représentations de P' . Soit 

$£Hom^(W[in, W[TC'] ) > défini par un noyau N . Sà £  commute aux opéra

teurs p(u(b)) (b 6 AS) , alors

Supp N c  i(Ç/»|)€MXM I Ï U )  =

Démonstration : En effet, l'hypothèse sur ^  entraîne aussitôt

^(b|)(x)) = £_(bü)(y)) ( b é A S)

t yC
pour tout (x,<|>;y ,̂ >) £ Supp N . En écrivant ^ pour tek convena

ble, il s'ensuit

Q(x) =  t|)(y) (cf. n° 1, déf. 1) ,

mais pour a,c€Im Q , la relation a s  c équivaut à a = c (cf. n° 2,

$ i $
(Q

t
<nix é Car A avec Q=pro(Q, <j»_= (J>oTr
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déf. 2), d'où l'assertion du lemme.

C.Q.F.D.

Dans la suite, on pose, pour i = 1,2 ,

pr.O-j.S. , )  -  t,.

LEMME 2. - Soient (V1, 7T1) £t (Vfl, 1FM) deux représentations de T 1 . Soit 

W' (resp. W" ) un sous-espace plein de W[tc1 ] (resp, » M ) ,  stable par les

g
opérateurs p(u(b)) (b 6 A ) , admettant un supplémentaire plein Wj (resp.

g
W ” ) , aussi stable par les opérateurs p(u(b)) (b € A ) . Supposons que 

pour tout ^tSupp W' , ^ £ Supp W" , la condition Q(l£) = Q(T|) entraîne 

que % est T| sont congrus modulo P' . Alors, si ^  est un opérateur de 

W 1 dans W" commutant aux opérateurs p(u(b)) (b 6 A  ) , il existe une (et 

une seule) fonction de M dans Homj,(V',Vn) telle que 

<̂ ({;) 6 Honij,(W' (£) ,W" ()») ) C  HomŒ (V',V") et

i) Supp <p = pr^(Supp $) f\ pr2(Supp$) ,

iii) ($f)(Ç) =[<?(^)1 (f(Ç)) ( f £ W ,  ^6M) .

Démon s t ra t i on : Prolongeons à tout entier, en posant = 0 sur

Wj . Pour f € W f, ^ 6  (Supp W f) O  (Supp W") on a, en vertu de notre hypothèse 

et du lemme 1,

($f)(Ç) = IP'I"1 Y  N(^,y .^)f(y.^)
yéP1

= |Orb ^|N(t^)f(^) ,

où l'on note N le noyau définissant (̂) . Le lemme s'ensuit avec

X 1 2
£ WX M

ii)
? ï 1Ï H D't * )K

-1
Y t r *oé. rv e
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<p(Ç) = |Orb Ç|n (Î^) (ÇéM) .

C.Q.F.D.

ir
2. Les diagrammes

DEFINITION 6. - Soit (V,7T) une représentation de P 1 . Pour x,y€M , on 

pose

S^(x,y;c,r) = ft(ï')
yf€ P 1 , m f = r

B(x, y1 .y) = c

(c 6 A, r € k* ) ,

TT *K
S (x,y;y) = S (x,y; B(x, f.y) ,m ) ,

r- = 0(Q>n stabpl x = r ( x>e) (efeX) ,

V = Fix T' .
x V x

TTOn note le diagramme d fespaces vectoriels dont les sommets sont

les V (x€.M) et dont les flèches, de source V et de but V (y,x6M) 
--- x ■ ■ ■ - À----------  y ---------  x

ÏT
sont les opérateurs S (x,y;tf) ( ÿ 6 P f) . On pose enfin

p = p71 = IP ' | - 1 s
X X  X X

LEMME 3. - Soit (V,TT ) une représentation de P' . SI x,y£M ( = En ) e_t

sont tels que le système de n+s vecteurs (1^ s^n)

(s)
(x, r. y ) = (xx, . . . ,xn , j.yĵ , . . . ,)f.yg) de E soit libre, et

y , = . . . =  y = 0  , alors
ys+l Jn -----

S^(x,y;j ) = X! '»i(ï') , 
l'6 R(¥)

s
x

S
'ïr

ä
r
if€ P

x

Tî
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où

R<ï> = tO(Q)xyO(Q) (s)] O  P' • 

y

ii
Démonstration : La somme S (x,y;y) porte, en fait, sur les fl1 £ T 1 tels que

(cf. § 2 , n° 2 , déf. 2 ) on ait m , = m et
S *

B(x, jf'.y) = B  (x, y. y) , B  ( j ' . y , y'. y) = B(*.y,y.y)

( s )
Or le théorème de Witt montre, puisque le système (x,y.y ) est supposé 

libre, qu'il existe alors $ ^ £ 0 (Q) tel que

/ . (s)v t | (s)V
) = (x, y' .y )

et par suite, que (puisque m , = m )
ï ï

0(Q)xï0(Q) (s) ,

y

d'où le lemme.

C.Q.F.D.

REMARQUES. -

1) Si H, H' sont deux sous-espaces de dimension n de E (où dim E =

2 r ^ 2 n ) , on peut toujours plonger les espaces quadratiques >

(H'jQIhi) de manière transversale dans (E,Q) sauf si | k | «é 3 , r = l  = n , 

et (H,Q|h ) ~  (H',Q| H ,) • Cela résulte par récurrence du th. 2 du ch. 1 , § 2 , 

n° 2 .

2) Notons que l'on a, de manière générale,

(9) SK (y1 .xa,ï2 .yb;v) = '*t()r1 )S7i:(x,y;y1 1 ^^2 )'H('j2) 1 ,

quels que soient x,y£M, a,b£A*, « r .



III.38

DEFINITION 7. - Pour x = (x^,...,x ) 6 M = En , on appelle rang de x et

1 1 on note rang x le rang du système x^,...,xn de, n vecteurs de E 

On pose encore

rang(x,^> = rang x (x£M, ^éX) ,

rang Orbp, ̂  = rang ^ ( ^ M )

Si rang(x,<|0< n , on dit que x e_t (x,(j;) sont dégénérés; de même pour 

Orbp, (x,(|>) . Une réunion de P' - orbites est dite non-dégénérée si elle ne 

contient pas d'orbite dégénérée.

Le lemme et* la proposition suivante montrent l'intérêt du diagram

me s>Jl

LEMME 4. - Soient (Vf,TC') e_t (V",7l") deux représentations de P 1 . Soit 

W[ïï'] = W 1 ©  Wj (resp. V/CTT"] = W" ©  W 1̂ ) une décomposition de WCïï'I 

(resp. Wfïï"] ) en somme directe de deux sous-espaces pleins et G - stables. 

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

a) Supp W 1 ej: Supp W" sont non-dégénérés;

b) pour tout £ 6  Supp W' , *Y| 6  Supp W" , la condition !)(£) = Q)Crj) en

traîne que ^ £t sont congrus modulo p f

Si £  est un opérateur G - équivariant de W' dans W" , alors 

il est de la forme

($f) ( 0  = [<?(£)] (f(O) (ffeW, Ç€M)

pour une (et une seule) fonction fip = ^  de M dans Homj,(V',V") telle ̂  

que Supp = pr^(Supp <J>) H  p ^ C S u p p ^ )  _et
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i) <?(Ue H o m ^ C W  ,W") ( C  Homj.CWC'TT'] ,WCTt"J )) (*eK) ,

ii) <p(y.U = I t ' ^ X ^ W j ) ' 1

iii) -p(xa,i|») =

iv) ^(x)S1̂  (x,y;y) = S* (x,y;y)^(y)

( T ^ 1, yoé r^, ÇéM) ,

(x 6  M , a £ A* , i ^ ' £ X )  ,

(x,y € M, y 6 T') ,

en écrivant <^(z,^) = <p(z) pour (z,^)ÉM , d 1 après iii).

En particulier, si P' * P , on a

v) fix/ïW^Py' = P ^ V i ^ i y )

pour tous les x , y € M  , • J é P 1 tels que le système de 2 n vecteurs 

(x,y.y) soit libre dans E (cf. lemme 3).

Démonstration: D faprès le lemme 2, il existe Cp : M --- ^Hom^iV* ,V") avec

le support voulu et telle que i) et ii). La relation iii) est une conséquence 

immédiate du fait que £  commute aux opérateurs p(h(a))p(w) pour tout

y ^ ^
a £ A  , nous avons, quels que soient f£W', (x,\|>)fcM, et a é A  ,

(1 0 ) <p(x,(|/) B(xa,z))f(z,'!') = (xa,z) ) (z,i|0 f (z,^)
z £ M  z £ M

Or, si a ^ A  - A* , alors, d'après a), xaf£ Supp W f (J Supp W,f , et par suite

nous avons encore (10), réduite à l'identité 0 = 0  . Comme

¿( B(xa,z)) = £(a*B(x,z)) pour a£A, x,z 6 M , et que les caractères

a A
\± pour a € A  (^CX fixé) forment une t - base de t , on en conclut que

(11) cp(x,̂ ) Y. f(z»4>) = 2_ ip(z,^)f (z,4>)
z 6 M z é M

B(x,z) = c B(x,z) = c
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pour tout x £ M  , *\> £ X , f£W' . Il suffit alors d'appliquer (11) à la 

fonction f = fy ^ ( (y,tl>)€?l, vèW'(y,^) = W'(y) ) telle que

Supp f = Orbp, (y,^) et que f(y,<|0 = v , et à c = B(x,j.y) (y£P') ,

pour obtenir iv) dont v) est une conséquence immédiate, d'après le lemme 3.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Si P' = P  alors l'hypothèse b) dans le lemme ci-dessus est une 

conséquence de l'hypothèse a), en vertu du théorème de Witt (cf. f2] ou [5l).

3. Tronquages.

DEFINITION 8. - Pour tout a e Im Q , on définit un opérateur du I -

espace vectoriel W[TT] , appelé opérateur de tronquage au dehors de la 

sphère de rayon a , par

(£€ WC1ÎJ, x ê E 2 , té k* )

(e € X , fixé)

LEMME 5. - Pour tout a € Ira Q l 'opérateur T^ est combinaison linéaire des 

opérateurs de Weil U^ = p(u(b)) , (b£ A S)

Démonstration : On a, pour b £ AS , f£Wt1î3 ,

(U fHx.e*) = ^b (tlQU))f(x,et:) (x£ M , t£k*)

b s
Or, les caractères e (b£ A ) forment une base de l'espace de toutes les 

fonctions complexes , symétriques (c'est-à-dire telles que rJp(a*) = ^(a)

(açA) ) sur A . D'autre part, d'après la définition 2 du numéro 2 du para

graphe 2, on voit aussitôt que Im Q ne contient jamais simultanément une 

matrice c £ A  et sa transposée c* , si c f  c* . O n  en conclut que toute

T
a

f x e
t i

t(D x a
f !x,e

t
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fonction complexe sur Im Q se prolonge en une fonction symétrique sur A

g
Soit a 6  Im Q ; si nous prenons (b £ A ) tels que la restriction de

À^e^ à Im (Q soit la fonction de Dirac 8 ^ , égale à 1 en a et 0

b

sur Im Q - \ a^ , nous obtenons

Ta = Ç V b  •
D

C.Q.F.D

4. Le cas où p 1 est d findice 2 dans P

Nous considérons ici le cas, que nous rencontrerons dans les cnapi- 

tres suivants, où P est le produit semi-direct P'.^1 ,t} du sous-groupe 

(distingué) P* et du sous-groupe \l,T] o ù T est une involution. La si

tuation est décrite dans la proposition suivante, dont la démonstration est 

une vérification facile.

PROPOSITION 3. - Soit (V,1T) une représentation irréductible de P' . No

tons (V,1l) l'induite de (V,TT) à P ; autrement dit, on a

V = V ©  V ,

TT(*’) = ¥ ( 1 ') @lîT U')

TT(T) (v, v ' ) = (v 1 » v)

(avec irT (S') = 'n(Tï'T), l ' é T 1) ,

(v.v'éV) .

On définit alors un isomorphisme ^  de (W[il], p) sur (W[Tf], ^ ) , en posant

($f)0U = (f(*),f(Tfc)) (fewcir], ^ 6 m ) .

Lorsque ÎT est réductible (c'est-à-dire lorsque T  — TT ) , on a
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wc^j  = W[f+] + W[*‘ ] = (W+'.TTÔ) y  (w'L'ïïl) ,

-j- fsj mm rV —
où 1 1 on note (V,'*7’ ) = (V , ïï ) ©  (V , fT ) la décomposition en composantes 

irréductibles de 7T , donnée par T[ — = 7C ,

v -

v— = {(v, +«p(v)) | V t v }

T
( v étant un isomorphisme involutif fixé de (V, T[ ) sur (V, 71 ) ) , et 

d'autre part

v^ClU = \ ft wrrù | f(T.^) = +<f(f(Ç)) V ^ é m ]  .



Décomposition de la représentation de Weil en rang 4 (cas déployé).

Dans tout ce chapitre, on garde, sauf mention expresse du contraire, 

les notations et conventions du chapitre III, appliquées au cas n = 2 , 

r = 2 et (E,Q) déployé. On désigne en outre par K l'unique extension 

quadratique de k , et par N (resp. Tr ) la norme (resp. la trace) de K 

sur k . On pose Gq = GL(2,k) = A*

2
Dans la suite, on n'emploiera pas la notation M = E (resp.

2 2  
M = E X X ) du chapitre III, mais simplement les notations E et

~  2
E = E X X  .

~  2

§ 1. Structure y  - équivariante de E = E X X

Dans ce paragraphe, nous donnons une réalisation convenable de 

F  = GO(Q) et nous décrivons les P  - orbites dans E

1. Réalisation de (E,Q) et de T"1 = GO(Q)

Nous choisissons le modèle suivant de (E,Q)

DEFINITION 1. - On pose

E = A ( = M 2 (k) ) ,

Q(a) = det a (a Ç E)

CHAPITRE IV
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Il est alors clair que (E,Q) est un k - espace quadratique non- 

dégénéré de rang 4 . La forme bilinéaire B associée à Q est donnée par

(1) B(a,b) an b 2 2  + a2 2 bH  " a12b21 " a21b12 ( a,b £ E) .

Rappelons que l'on a posé

G = GL(2,k) = AX .
O

PROPOSITION 1. - Chaque h = (h, *h0) € G X G  définit une similitude <p,
1 Z O O — — — — — — — —  \

de Q , de multiplicateur detih^h^) , donnée par

f h (a) = h ^ h *  (a e E) .

Notons 1 1 homomorphisme h|— > ̂  de Gq x G^ dans P  . On a alors

i) Ker <f> = |(t,t 1)|t € kX | ;

ii) le groupe *P est le produit semi-direct de l'image T*+ de et du 

sous-groupe {1,T } , où T désigne la transposition dans E , avec la 

relation

(2) T°T(h1 ,h2)°T = î(h2 ,h1) (hl’h2 € G o) •

Démonstration: L'assertion i) ainsi que la relation (2) sont immédiates. Il 

ne reste à montrer que

Im f . | 1 ,Tj = V .

Or, comme T f? Im <|> , on a, d'après i),

|Im . j 1,T ) | = 2 |kX |_ 1 |Gq I2 = 2(q-l)3 q2 (q+l) 2 ,

mais d'autre part, on a
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|0(Q) | = nH (4)nH (2) ,

où l'on note n (2 s) le nombre des paires hyperboliques dans un espace qua- 
H

dratique non-dégénéré, déployé, de dimension 2 s sur k ; on trouve alors 

aussitôt

|o(Q) | = (q2 -l)(q+l)q2 .2(q-l) ,

d ' où

|P| = (q-1) |o(Q) | = 2(q-l)3 q2 (q+l) 2

et par suite, Im^.jl,Tj = "P ,

C.Q.F.D.

DEFINITION 2. - Dans la suite de ce chapitre, on pose

G X G = H ,
o o

m^ = m(ÿh ) = det(h^h^) (h = (h^t^) Ç H) .

rsj 2

2. Les H - orbites dans E = E X X

2 ^
Nous considérons maintenant l'extension naturelle à E et à E 

de l'action de H = G X G dans E comme groupe de similitudes de Q
O O o r

définie au numéro 1 (prop. 1 ).

DEFINITION 3. - Pour h = (h^t^) Ç. H , on pose (cf. déf. 2)

h. a = h^ah*

h.x = (h.x^h.x^

- 1

h.£ = (h.x,'}'111*1)

(a 6  E) ,

2
(x = (x1 >x2) € E ) ,

(K = (x,»!») € E)
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. On détermine sans difficulté les H - orbites dans E , dont nous 

donnons un système complet de représentants dans la table 1. Les notations 

employées dans cette table, que l'on gardera dans tout ce chapitre, sont don

nées dans les définitions suivantes .

DEFINITION 4. - Pour a Ç , on note <a> la classe de conjugaison de a

dans G et l'on note C(a) le centralisateur de a dans G . On pose 
----  o -------------  ----------------------  ----  o --- L---

en plus

yt - (5 (t € k*) ,

yc -  ( ! [ (c)  ; ( c ) ) ( c € K * - k x ) ,

d(r,s) = (r,s Ç k"1”) ,

a(r,s) = q ) (r,s € k+ ) .

DEFINITION 5. - L est un sous-groupe de Gq , on le plonge dans H par 

D(L) = iU.a*"1) |a € l | .

On pose en outre

« kXi •

U0 - 1<J *)|s 6 k + | ,

H x = ih € = Il .

X ^
Remarquons que le groupe Gq X k agit dans E par

(3) (x,v|>) (a*, t) = (xa,^ ) ((x,^) 6 E, a £ Gq , t Ç kX ) ,

où l'on désigne, comme dans le chapitre III (§ 2, n° 1), par xa le produit

G
о

(
г О
D s

)

(°
r

Si

T = 
о Кr

s
°)о' |r,s

HK

-1
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matriciel du vecteur à deux composantes, x = (x^x^) € E et de la matrice

a 6 G = GL(2,k) . Cette action commute à l'action de H que nous avons
o

considérée; nous donnons la liste d'orbites de l'action produit dans la table

2. Notons encore que cette action produit respecte le rang, au sens de la dé

finition suivante (cf. ch. III, § 3, n° 2, déf. 6 ).

2
DEFINITION 6 . - On appelle rang d'un couple x = (x^^^) € E , et 1 'on 

note rang x , le rang du système formé des deux vecteurs x^ eit x^ dans 

E . On pose

rang(x,^) = rang x ((x,^) Ç E)

x x
et l'on appelle rang d'une orbite (suivant H , G x k ou H x ( G  X k )-------------- — — — — — Q -- Q

le rang commun de ses éléments. On dit enfin qu'un élément de E , ou une or

bite, est dégénéré si son rang est plus petit ou égal à 1

Dans les tables 1 et 2, nous avons énuméré les représentants par 

rang décroissant et séparé par des traits gras les fibres du rang.

Dans la table 3, nous donnons les valeurs de $ (cf. ch. III, § 2,

2
n° 2, déf. 2) sur les E - composantes des représentants de la table 1.

3. - L'action de la transposition T

L'extension naturelle de T à E , notée encore T , est donnée

par

(4) T(x;^) = (Tx;^) = ( T x ^ T x ^ )  = (x*x*;^)

2
pour x = (x^^^) £ E , \|i Ç X . Son action sur les représentants de la table

1 est donnée par la

2
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PROPOSITION 2. - On a, avec = a (1,1) ,

O  T(1 , y t ;<|») = ( w ^ w *  1 ).(l,yj.;^)

ii) T(l,yc ;'|>) = (d(l,-N(c)), d (1 ,N (c) - 1 ) ) . (1 ,yc ;<|>)

iii) T(1 ,a(0,l) ;<|0 = (v^.w* 1 ). (1 ,a(0,1) ;<|0

iv) T(a(0,l),1;^) = ( w ^ w *  1 ).(a(0,1),1;^)

v) T(d(l,0), a(0,1);e) = (d (1,0), a(l,0);e) ,

(t € kX , ç X) ,

(c € KX - kX , <|> g X) ,

( | € X )  ,

(^ € X) ,

vi) T fixe tout autre représentant de la table 1.

Cela est immédiat.

§ 2. Les représentations WpT^,^]

Nous gardons, dans ce paragraphe, les notations du paragraphe 1, aux

quelles nous nous referrons constamment.

1. Définition des représentations WpT^/ï^] •

D'après la proposition 1 du numéro 1 du paragraphe précédent et la 

proposition 1 du paragraphe 3 (n° 1) du chapitre III, on est amené à poser la 

définition suivante (cf. déf. 1 , loc. cit.):

DEFINITION 1. - Soient (V, , ) et (V0 , iH r|) deux représentations de G 
-------  i i —  z i ------------------------- o

telles que 7T, (t) ®TL(t) = Id _ ty pour toute matrice scalaire t de G ; 
-------- 3—  i 2 ®  ----------------------------  —  o

on dira alors que 7Ĉ  êt coïncident sur les matrices scalaires. On note 

dans ce cas (W[TT̂  f) la représentation de G = GSp(4,k) dont l'es-
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r>,j 2
pace W[7T  ̂ ®Tf2 ] est formé de toutes les fonctions f de îf = E x  X dans 

® V2 telles que

d et(h .h_)  1

(1) f i h ^ h j ,  h ^ h j ;  f  ) - ^ ( h j )  ®1T2 (h2 ) ] f ( a , b ; ^ )

2
quels que soient Ç H = Gq x  Gq , (a ,b )  Ç E , v|; g X , et dont

1 1 action p est donnée par les formules (7) à (10) du théorème 1 du numéro 

4 du paragraphe 2 du chapitre I I I ,  appliquées au cas n = 2 , à l'espace 

quadratique (E,Q) = (M^ik), det) de rang 2r = 4 , et à V = Vj ® à 

la place de t (cf. rem, au th . 1, loc. c i t . ).

Notons (V , TT ) 1 1 anti-représentation duale d'une représentation 

(V,7C) d 'un groupe fini L . Notons encore T la transposition a )— >a 

dans Gq = GL (2 ,k )  . Pour toute représentation 1T de Gq , posons

( 2 )  1T =  O T o T ) *  .

Alors

(v*,TT) ~  (v,ïï) .

Cela est immédiat, en considérant les traces des deux représenta

tions et en remarquant que tout élément de Gq est conjugué à son transposé.

En remplaçant maintenant (V2 , Par dans (1 ) ,  et en

se servant de 1 ' isomorphisme bien connu

(3) (Vj_ ® V * , îTj ®1T2 ) --(Homt (V2 ,V1) ,

(avec

(ÎU2<>T)(h2 ) ]  = Î ^ O i j ^ f o O r ^ T K h j )  

pour h^, h2 € Gq et ÿ Ç Homj,(V2> V^))  , on obtient la définition équiva-

Ch,,h_)

V2

V (V *  *11 )

V1) ,  [ir1# ТГ2.т])

[ Я , ( h . ) ,
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lente (c'est-à-dire, fournissant une G - représentation isomorphe) suivante

DEFINITION 1 bis. - Soient (V2 * ^ 2  ̂ ^eux représentations de

Gq telles que [7^ (t) , ^  (t) - 1 ] : <j) I— » TTl (Ocxpolï^(t) ‘ 1 (<f £ Hom^, (V2 , Vj ) ) 

soit l'identité pour tout t € G scalaire ; on dira alors que e_t Tî 2

coïncident sur les scalaires. On note (W[TT̂ ,7T2 ], p) la représentation de G

r /v 2

dont l'espace W[7T̂  , ^ 2  ] est formé de toutes les fonctions f «de E = E x X 

dans [V2 ,V^] = Hom^iV^jV^) telles que

(4) f(h1 ,h2) . U  = T T ^ h ^ o f i ^ o ^ C h J ) (hj, h 2 € Go, Ç € E) ,

c 'est-à-dire

det(h,h2) 1

(5) f(h1 ah2 , h 1 bh2 ; ^ ) = T[^ (h^of (a,b ;^)o7ï2 (h2) ,

quels que soient h^, h 2 £ Gq , a, b Ç E , vj; £ X , et dont l'action p 

est donnée par les formules (7) à (10) du paragraphe 3 (n° 3, jth. 1) du cha

pitre III, appliquées au cas n = 2 , à l'espace quadratique 

(E,Q) = (M2 (k), det) de rang 2r = 4 et à V = [V2 ,V^] (cf. rem, au th. 1, 

loc. cit.).

Nous aurons le plus souvent à employer la définition 1 bis. Dans

les cas qui nous intéresserons d'ailleurs, TT^ et TT2 agiront comme des
/

homothéties sur le centre Z de G . Dans ce cas, le fait que TT et TC0
o o n 1 2

coïncident sur les (matrices) scalaires signifie que les rapports des homo

théties 7T,(t) et 7f0 (t) coïncident, pour tout t Ç Z
1 z o

2. L'action de la transposition T 

Rappelons que l'on a posé
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T(a,b;<|>) = (Ta,Tb;«|>) = (a*,b*;<|0 ((a,b;f)çE) .

V
On note aussi T la transposition dans G q = A

PROPOSITION 3. - Pour toute paire d'espaces vectoriels V 1, V" , notons S

1 1 isomorphisme canonique de V' ®  V" sur V 11 ® V '  donné par

(6 ) S (v1 ®  v") = v" ®  v' (v' g V' , v" g V") ,

rug
et posons, pour toute f £ (V1 ®  VM) ,

(7) T(f) = SofoT .

Alors, si (V^, 1T^) e_t sont deux représentations de Gq

qui coïncident sur les matrices scalaires, on a

T : (wCîT-l ,TT2 ], p) ---►(wCJTj/ïïj], f)

et

(T) 2 = Id .

2
Démonstration : Cela résulte aussitôt des relations T = Id et

To(?(h1 ,h2) = (h1 ,h2 € Gq)

(cf. § 1 , n° 1 , prop. 1 et § 2 , n° 1 , déf. 1 )

C.Q.F.D.

DEFINITION 2. - Soit (V^, Tf^) une représentation de Gq . On note 

(W+ ['JT̂ ) (resp. (W pT^jTT^], ) ) la sous-représentation de

(W[TC^,Tü^], ) dont l’espace W+ [Tï̂  ] (resp. W [îr̂ /ïî̂ ] ) est l'espace
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propre correspondant à la valeur propre + 1  (resp. - 1 ) de l'involution T! 

de ( WCÏÏ^], f) .

Considérons maintenant la définition 1 bis. Identifions canoniquement 

tout espace vectoriel V à son bidual (V ) . Nous avons alors la

PROPOSITION 3 bis. - Soient (V1 , %' ) , (V", TC11) deux représentations de 

Gq qui coïncident sur les scalaires. Posons, pour toute f Ç [V2 >V^] =

= Homt (V2 >V1) ,

(8 ) T^f = (f«T)* ( € [V* V*] ) .

Alors, on a

Tx : (W[‘îT1 ,7T2 ] ,  p )  -----p )

et

(t i ) 2 = Id

M A
Soit <T un isomorphisme involutif de (V , 1T) sur (V,7T) , où 

l'on désigne par (V,!C) une représentation de Gq . On pose

(9 )  (Tfff ) ( Ç )  = < T o [ ( f o T ) ( * ) ] * ( | € E )  .

Alors T^ est un automorphisme involutif de (W[7T,1T], p)

Cela est immédiat.

REMARQUE. - Si (V, 70 est irréductible, alors (T est unique au signe près.

Par suite, T^ ne dépend pas du choix de (T ; on pose donc
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, „ _ N rsj rs-»
(10)

DEFINITION 2 bis. - Soit (V,3T) une représentation de G . O n  note---- --------------------  Q -------

(w+['n»‘ïï]» p) (resp. (W ['¡Tj'ÎT], p) ) la sous-représentation de (W[lT,1t], p) 

dont l'espace est l'espace propre correspondant à la valeur propre + 1  (resp. 

- 1 ) de l f involution T̂ . (pour un isomorphisme, involutif <r fixé, de 

(V*, TC) sur (V, TT) ) .

Bien entendu, nous avons alors

(v̂ OTîît] ,  p) -  p)  •

3 . Description des espaces W[TT̂  ,1T2 1

Nous nous proposons de décrire les espaces (cf. ch. III, § 3, n° 1,

déf. 2 )

(11) W p q . lT j] ^ )  = | f(Ç) | f € W p ï ^ ^ l f

pour ((V^,JTj), (V2 ,lî2)) parcourant l'ensemble des types d'isomorphie des

paires de représentations de Gq qui coïncident sur les matrices scalaires

v rsjet pour £ parcourant l'ensemble de H - représentants dans E donné dans

la table 1.

On a

W[W l .lT2 ]Ct) - Fi*„0 ,nt (v2 ,V1 )<St‘V )
✓ w rKJ\
(C € E) ,

c ' est-à-dire

(12) W C i ï ^ ] ^ )  = ¡<f: V2— ï-V1 |7T1(h1)o<p = ^ ( h ^ " 1) V(h1,h2) ç StabHÇ| .
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En particulier, si Stab ^ est de la forme D(L) pour un sous-
H

groupe L convenable de H (cf. § 1, n° 2, déf. 5 et table 1), on aura

(13) W [îïj,^] = H o m J Î V ^ ) ,  ( V ^ ) ]  .

Dans la suite, nous emploierons les notations des représentations 

de Gq introduites dans le chapitre I (§ 4 , n° 4 , notations).

PROPOSITION 4. - Soient A,$>£ Car(KX ) - Car(kX ) , tels que A. = $

kX kX

On écrit alors A. = (w  ̂ € Car(U) ) . Considérons les représentations

(V. , ÎT.) , (V. , IL ) de la série discrète de G
A  A  $ $ 0

Alors on a :

i) Si 1T 4 Tïx le support de W[TT »1T-1 est réduit aux H - orbites non-
k A. $

dégénérées sur lesquelles Q ne s'annule pas. Si A. = Ç alors le support

y

contient en plus les H - orbites de (l,t;<|0 (t Ç k , i|) f X)

X X
ii) W[TC y est formé, pour tout c £ K - k , des applica-

A. $ c
(ù $

tions <o de V, dans V. qui envoient chaque droite propre V_ pour 
» Ç A  J

Ciy^) (cf. ch. I, § 6 , n° 1, déf. 2, table 3 et ce chapitre, § 1, n° 2, déf. 4) 

(co £ Car(U) - j 1 ^¡) dans . En particulier (cf. loc. cit.)
A

dim W[*K , TT. T (1 , ; e) = q - 3 + 2 ( 8  . +  S ) . 
A. $ c A,$ Aq ^

iii) W T *ÎT , ÎT- 1(1 ,a(0,l) ;e) est formé des q? Ç Hom„(VT , V ) pour lesquelles
A $  “  ' <C $ A

k
il existe v Ç C telle que

(fv')(t) = v (t)v'(t) (t Ç kX , v' £ V,)
<p $

iv) > TC^](d(l >0 ), d(0 ,l);e) est formé des <p Ç Hom^iV^ , V^) pour 

lesquelles il existe u : Car(k ) --- vt telle que

<jp(°0 = u(a)o( (<* Ç Car(kX ))
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Démonstration: L'assertion i) résulte aussitôt de (13) et du fait que les

stabilisateurs dans H de la table 1, qui ne sont pas de la forme D(L)

pour L C G q , contiennent tous, soit Uq X {1} , soit |l( x Uq , et que

les représentations de la série discrète de G n'admettent de vecteur non- 
r o

nul fixé par U . Les assertions ii) à iv) résultent de (8 ) et des résultats 
r o

du numéro 1 du paragraphe 6 du chapitre I.

C.Q.F.D.

D'après la proposition 3 du numéro 2, outre le cas où et 1T

appartiennent à la serie principale, il suffit de considérer le cas ci-dessous, 

où, rappelons-le, on pose ^ = ^ Car(kX))

PROPOSITION 5. - Soient (V , Tû ) = (VA , 1T ) et (V0 ,7T0) = (V * , X, J
I I  A. A. I I  <*

où A € Car(KX) - Car(kX ) , «, ̂  ç Car(kX) , AA/* = «p> (i . e .

Q X
AA = («oN)(^oN) dans Car(K ) ) . Nous réalisons ces représentations par 

leurs modèles de Weil réduits (cf. ch. I, J 3, n° 3. et j 4, n° 4),

i) Le support de WfTi^,^] est la réunion de toutes les H - orbites non- 

dégénérées sauf celle de (¿(1 ,0 ), a(0 ,l); e)

i i )  W[lT1 ,ÏÏ2 ] ( l , y c ;e)  = j<f: V2 —^  | <?(v|) C <f(V*) V $  € Car(KX) , $ q+1 = * ( i |  

pour tout c Ç KX - kX (cf. ch. I, § 6 , n° 1).

iii) W[îT^ ] ( 1 , ¿( 0 ,1 ); e) est formé des applications V^— *V^ telles 

qu'il existe A^: kU{«o|— avec Supp kX et.

Ofv) (t) = À^(t)v(t) (v € V2 , t ç kX) .

iv) W[lT1 ,Tî2 ](d(l,0), d(0,l); e) est formé des applications ^ de V^ 

dans V^ telles que

t (ï2);>c (v i v
(* i Car(k*))

(cf. ch. I, $ 6 , n° 1 ).
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v) w['îri ,ir2 ] ( d ( l , 0 ) ,  a(l ,0) ; e) =

= ĵ : V2— >V1 | Supp Cf C ¡v € V2 | Supp v2 C Ì0,oo| } }

Démonstration : Cela est une conséquence immédiate de la table 1, de (8) et 

de la table 3 (cf ch. I, § 6, n° 1) du chapitre I.

C.Q F.D.

Comme l'on a, de manière générale

pour des représentations Il 2 , telles que et 2 ainsi

que J et aient une même restriction aux matrices scalaires, la des

cription de W[7T , TT̂  ] et de W[1T , lî (A. € Car(KX ) - Car(kX ), oc € Car(k*))
^ oc /v

se lit aussi dans la proposition ci-dessus. Nous appliquons cette même remar

que dans la suite.

La proposition suivante résulte aussitôt des définitions (cf. table

1 et (8)).

PROPOSITION 6. - Soient (V^fij) = ( V ^  , ‘H(X^) , (V2 > 1ï2) = (V^, , , IT̂ , ̂ ) 

Ç Car(kX), «pi = a'p' . On a alors

X X
i) W['H1,TT2 ](l,yc ;e) est formé, quel que soit c Ç K - k , des applica

tions d£ V2 dans telles que

f ( V 2 ) C  V j (cf. ch. I, § 6, n° 1)

pour tout A  £ Car(KX ) tel que A.̂ + = «'(i' ( = <X̂ )

ii) ,îï2 ](l, a(0,l)> e) est formé des applications —  ^2 ^ans

V^ telles que

(14) W 3T li n TL W|X 1
ir

2
w Tí

1
,1t2 0 W i r

i
u © w “îi

1
-ïï.

2
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<p(v£)c (f Ç Car(k+ ))

(cf. en. I. S 6 , n° 1 )

iii) Wptj ,1T2 ](^(1 >0 )j ¿( 0 ,1 ); e) est formé des applications <p de V^ 

dans Vj telles que

?((v2 r ) (y 6  Car(kX ))

iv) w C ^ ^ K d d . O ) ,  a(l,0); e) = ¡f: V ^ V J  Ker 0  |(v2) ̂

1 f  ^  £ Car(k+ )

(cf. loc. cit.).

v) W ^ . T Î ^ W d . O ) ,  a(0,1 ) ; e) = j cp : v ^ v j  Im C 1 (Vl ) ( (cf. loc. cit.).

vi) W ^ . Ü ^ i d d . O ) ,  0 ; e) =

= !?: Vj-^VJ Ker < p  ®  ^(V2) et I m f C ^ V ^ i

1 / t|> £ Car(k+ )

(cf. loc. cit.).

Vil) WpTj.l^liO.Oje) = ,Vo ,

où Vq est le sous-espace de Hom^iV^jV^) formé des applications telles

que Ker T{<1 et Im

Nous donnons les dimensions des espaces W[ÎT̂  ,1T2 1(£) dans la table

4.

4. Description des espaces propres

LEMME 1. - Avec les notations de la définition 4 du paragraphe 1 (n° 2), on a

i) T(l,yc ;Ÿ) = (hc ,h‘1). (l,yc ;vl») (cÇ K X - kX , | » a )  ,

avec
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h = f 1 0 > • 
c ''O -N(c) ’

ii) T(d(r,s), a(r',s'); <|») = (1,w').(d(r,s), a(r',s'); <|> )

(r,s,r',s' € k) avec

w' - (J J) = a(l,l) .

ueia est immédiat.

PROPOSITION 7. - Si. ^ £ îf n'appartient ni à la H - orbite de 

(d(l,0), a(l,0); e) ni à celle de (¿(1,0), a(0,l); e) , alors

n  - <ht . h-1).̂  ,

pour un £ G q , symétrique, convenable.

Démonstration : Cela résulte aussitôt du lemme ci-dessus et de la table 2,

{ ) rsj X
car l'action de V = H. 1,T dans E commute à celle de G X k

( 1 o

C.Q.F.D.

LEMME 2. - Soit £ £ E congru à son transposé modulo H . Soit (V,1t) 

une représentation de G . Alors, pour tout f £ W[1T,1C] , on a

(Tfff)(£) = T ^ t f i Ç ) )

pour l'involution d£ End^V > laissant stable W[‘J[,irJ(̂ ) , définie par

(15) T^ ^ (^) = Tt(h^) l *<Totfo 1T (h^) (^ Ç End^V) ,

où hy désigne un élément symétrique de H tel que
r

(cf. prop. 7),T X h
X

b
X
-1
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•ft A
cr est un isomorphisme involutif de (V , 7T ) sur (V,7ï) (et où désjgny

l'application duale de <̂> ).

Démonstration : Cela résulte aussitôt de (9) (n° 2, prop. 3 bis).

C.Q.F.D.

PROPOSITION 8 . - Soi t (V,ÎF) une représentation de Gq . Soi t £ Ç E congru

à son transposé modulo H . Supposons en plus que Stab„l; = D(L) , pour un
H

sous-groupe L C G convenable (cf. table 1). Alors 1'involution . de----- H--- 1—  Q ------------------------------------------------  —

W[oï ,7i] (£) = End V est l'identité sur le centre Z(End V)L — — — — — — — — — .

Démonstration : D'après le lemme 2 et la forme de L (table 1), on a

T „ (lT(h )) = TC(h!1 h \ )  o,\ o i, o £
(h £ L) .
O

r*j -
Il en résulte que ^ ^ fixe les projecteurs L - isotypiques, suivant K , 

de V . Comme ceux-ci engendrent linéairement Z(End V) , la proposition est
JLi

démontrée.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - Soit (V, TT) une représentation de jet ^ £ Ef congru

(mod. H ) à son transposé. Si Stab^£= D(L) , pour un sous-groupe LC Gq 

convenable, et si la restriction de 7T à L est sans multiplicités, alors

W[TC,TC]U) = W+ [TÏ,ïï](0 .

En effet, l'hypothèse sur la restriction de f  à L signifie que 

Z (End V) = End V .
Li L
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PROPOSITION 9. - Soit A. € Car(KX) - Car(kX ) . Alors

u+t V  V  -  w[v  •

Démonstration: Cela résulte aussitôt de la proposition 7, de la table 1, et

du corollaire à la proposition 8 ci-dessus, car on sait (ch. I, § 6 , n° 1 ,

table 3) que les restrictions de aux sous-groupes U , T et T 1
A  o o o

y y
(conjugué à ^(y^) , c £ K - k ) sont sans multiplicités.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 10. - Soient «,(b € Car(kX ) , « ^ (î> . Posons

(Vy'K) = (V^  ̂ et réalisons cette représentation par son modèle

naturel (ch. I, j 1, n° 2 et déf. 4). Fixons (cf. ch. I, § 6 , n° 1)

a) ,|,v z  yV € Car(k+ ) - |l|) ;

b) £ V (resp. jV^ £ ^V ) tel que Supp(^VQ) = (kX x O) X kX 

(resp. Suppi^v^) = (0 x kX) x kX ) ;

c) v . 6  V.'. tel que Supp(vw)f> [ ( (kX x 0) x kX )U((0 x kX) x kX ) ] = 0
îf )T o

(Ç € Car(k )) ;

d) v € V  (resp. v € V' ) tel que Supp(v. ) = (kX x 0) x kX
ï,o y — r >°° y ---- 3—  y.o

(resp. Supp(v^ = (0 x kX ) x kX ) (( i Car(kX ))

Posons encore

v(r,s;t) = v(s,r;t) (v€ V, r,s € k, t €kX )

Alors on a (pour e € X = Car(k ) - j1 |)

i) W ['il ®'h ](1, ¿(0,1); e) est engendré (sur t ) par

nu
, V ®  ,V “ , V ®  , v
l o  1 00 1 00 l o

ii) W^f'n ®'n](l, a(0,l); e) admet comme base les ®  "v (^ € X) et

•» V ®  ,V + ,V ®  - v"
l o  1 «O 1 00 l o

iii) W ['ïT^ïïTiddjO), d(0,l); e) admet comme base v ®  v - v  ®  v- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  <* «t,oo a,oo oc
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et v ®  v. - v <8 > v.
—  (i p>,o p,o 0

iv) W+ ['îî ®  'ïî](d(l ,0 ), ¿( 0 ,1 ); e) admet comme base les vecteurs v^ ®- v^

(y Ç Car(k*)) v. ®  v , v > v ®  v, _ + v ®  v
a *,*> ex ,eo (i,o ^ , 0  « *,oO *,aO m

et v <8 > v. + v. ® v
—  (b p»,o (i,o p>

v) f(d(l,0), a(0,l); e) = +Sf(d(l,0), a(l,0); e)

pour f Ç W^[1T 0 *11]

vi) wCir ® -*](*) = w+[ i î ® i r ] ( 0

pour les représentants £ de la table 2 autres que les précédents.

Démonstration : Cela est une conséquence facile de la proposition 6 et de l a  

proposition 8 et son corollaire.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 11. - Soit oc £ Car(kX) e t (V,1t) = (V^ , 1 c la représentation 

de Steinberg de Gq associée à oc , réalisée par son modèle naturel (ch. I,

5 1, n° 2), Fixons v 6  V 1 (>C £ Car(k*)) et v (resp. v ) dans
J— 2---------------  v y —  y>° —  ï>°° ----

V 1 tel que Supp (v ) = (k x 0) X kX (resp. Supp(v ) = (0 x k) x k X ) 
y 0  V >°°

(y £ Car(k*)) . Posons enfin (V, 1T) = (V ®  V, Tt <8 >Tt) . Alors

i) Wf[li](d(l,0 ), d(0 ,l); e) admet comme base les vecteurs v ® v

(v ç Car(k*)) , (v - v ) ®  (v - v ) et 
6 * , 0  «,«o oc,o * ,®o —

v ®  (v - v  ) + ( v  - v  ) ®  v ;
<x or,o «,*> *,0 o(y9o oc

ii) W [1T](d(l ,0), d(0,l); e) est engendré par 

v ®  (v - v  ) - (v - v  ) ® v ;r* « }0 <X,oO 0C,O et,OO 0C

iii) f(d(l,0), a(0,l); e) =+Sf(d(l,0), aU,0); e)

pour toute f £ W^[Tf] ;
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iv) w[ir](*) = w+ [ir] ( 0

pour tout représentant £ de la table 2 autre que les précédents.

Démonstration : Cela résulte aussitôt de la proposition 6 et de la proposi

tion 8 et son corollaire.

C.Q.F.D.

La proposition suivante est immédiate.

v 1 /-I
PROPOSITION 12. - Soit « g Car(tc ) . Posons (V,7T) = (I, . Alors

i) W+ [7T] est formé des f £ Wpî] telles que

f(d(l,0 ), a(0 ,l); e) = f(d(l,0 ), a(l,0 ); e) ;

ii) W [il] est formé des f £ WpT] telles que

a) Supp f = Orb (d(l,0), a(l,0); e)U Orb (d (1,0), a(0,l); e) ,
H n

b) f(d(l,0 ), a(0 ,l); e) = -f(d(l,0 ), a(l,0 ); e) .

Nous donnons les dimensions des espaces W^-(^) dans la table 4, où 

nous résumons ii b) en posant

dim w”[7T](d(l ,0), a(0,l); e) = dim w"[îl](d(l ,0), a(0,l); e) = .

§ 3. Réalisation naturelle de la représentation de Weil.

Nous montrons ici que la représentation de Weil associée à l'espace 

quadratique déployé (E,Q) est isomorphe à une représentation naturelle de G
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via une autre réalisation du module quadratique (E ,$>B) associé à 4)

1. Le A - module quadratique (M1 , j) 1 , B  ' )

Rappelons que l'on a noté A° le sous-groupe additif des anti-trace» 

a - a (a g A) de A

DEFINITION 1. - Posons

M 1 = A X A = A 2 ,

x.a = (x^a,x2 a) (x = ( x ^ x ^  ÇM', a ÇA )

On définit une A - forme quadratique $' sur M' par

Q ' (x) = x^x2 (x = ( x ^ x ^  € M')

On pose

= proQ' ,

où 1 1 on note pr la projection canonique de A sur A = A/A° , et l'on dé- 

signe par B 1 Jji A - forme hermitienne associée à i)' , donnée par

2 —

M ■*-
B  ' (x,y) = x 1 y2 + x ^  ,

quels que soient x = (x^,x2) , y = (y^,y2) dans M' . On pose enfin

B  ' = pr o B  ' ,

Q' = Trofl}' ( = TroQ' ) ,

B' = Tr°B' ( = TroB' ) .

Le triple (M',$',B' ) ainsi défini est alors un A - module qua-
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dratique, au sens de la définition 1 du numéro 1 du paragraphe 2 du chapitre 

III. Souvent dans la suite, on le notera simplement (M',$')

Dans ce chapitre, nous avons considéré le A - module quadratique 

, défini par (cf. § 1, n° 1, déf. 1 et ch. III, § 2, n° 2)

M = E2 = A x A ,

xa = ( x ^ x ^ a  = (x1 a 1 1  + x 2 a21> + *2 a2 2  ̂ ,

quels que soient x = (x^,x2> Ç M , a Ç A ,

Q(a) = det a (a Ç A) ,

J)(x) =
fQ(xx)

0

B(x^,x2>

Q(x 2)
(x Ç M)

(où B désigne la k - forme bilinéaire associée à Q (cf. $ 1, n° 1, (1))),

(b = proft ,

B(x,y) =

B(x2 ,y1)

b (x x >y2)\
(x, y Ç M)

Or, nous avons la

PROPOSITION 1. - L'application qj> de M' sur M , définie par

Cp ( a 1 , b 1 ) =
aii

21

b 2 1

bil‘

al 2

~a ' 22

b 22

b 1 2

((a 1 ,b') € M') ,

est un isomorphisme du A - module quadratique (M' ,Q ' ,B  1 ) sur le A - modu

le quadratique (M,Q,B) , d 'inverse
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<p ^a.b) =
all b n \

a 2 2 b2 2 \ '

- a 2 1 - b21 12 b 1 2 y

((a , b ) Ç M)

Cela est immédiat.

A l'aide de cet isomorphisme, on décrit aisément le groupe des 

A - similitudes orthogonales T = GO^(Q') (canoniquement isomorphe à 

V' = GOk (Q') ) :

PROPOSITION 2. - Posons

(a,b)x = (ax^,bx2> (a,b Ç A, x = (x1 ,x2> £ M') ,

â = d(l,-l)ad(l,-l)

w -  ( ° X)
- 1 o; •

(a € A) ,

y  Y
Chaque paire (a,b) Ç A  x A définit une A - similitude orthogonale ï(a > 

de multiplicateur det(ab) = m ^  ^  Par

X (a b)^Xl,X2  ̂ = â,W ^ H ^ w x ^ b * ] ((xj>x2) Ç M') ,

et le groupe T' = G0 ^($f) est le produit semi-direct de 1 1 image de

l'homomorphisme y': (a,b)— *ï(a 5 ) Ç AX) et du sous-groupe {1 >T 1 }

où 1 'involution T 1 est donnée par

T 1 (x) = (d(l,0 )xj - d(0 ,l)x2 , d(l,0 )x2 - (UOjlJx^) (x g M') ,

avec la relation

^(a,b)°T ' = T '°^(b ,a)
(a,b ç AX) .
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Démonstration : Cela résulte aussitôt de la proposition 1, compte tenu de la 
*

relation bien connue

(1) (det a)w = a wa (a € AX) .

C.Q.F.D.

DEFINITION 2. - j>i V est un espace vectoriel complexe, on pose

(*(a,b)f)(x’ } = f(*(a,b)X ’ tdet(at>) > (a,b6Go, x € M ' , ^ € X )  ,

T'f = fo(Tf X Id) ,

Si (V^, îî^) e_t (V2 , sont deux représentations de Gq , qui

coïncident sur les matrices scalaires, on notera (Wf [TT̂  ], pf) la représen

tation de G d 1 espace

W p ^ ,  1T2 ] = |f: M' X X - ^ [ V 2,V1]|yJajb)f = pr^a) ®TT2(b)]of V a , b € G o l

et dont l'action p est l'action de Weil associée à (M ', i) ' ) dans 

^ 2 ^ 1 ^  X X  (cf. ch. Ill, S 2, n° 3, th. 1) (on pose ici 

[V2,V1 ] « Hom4 (V2 ,V1) ) .

La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de la 

proposition 1.

PROPOSITION 3. - Soient (V^, TT^) e£ (V2> It^) deux représentations de G q 

qui coïncident sur les matrices scalaires. Alors l'application

f — >fo(^»xId) de [V2>V^]M x X  sur [V^V^Î* X X  définit, par res

triction à W C ^ , ^ ]  un isomorphisme de la représentation (W(X^, 1^], p)

pour toute f € V X X x Car k 1
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sur (W'C^, 1Î2 ], p') .

Démonstration: Cela résulte aussitôt du fait que

avec

ï(a b)(c >d) = (a,b).(c,d) = (acb*, adb*) ,

quels que soient a,b Ç G q , c,d £ A (cf. § 1, n° 1, prop. 1 et $ 2, n° 1, 

déf. 1).

C.Q.F.D.

2. La représentation binaturelle de G

Soient a,b 6 A = M2 (k) . Ecrivons, comme d'habitude,

a = (a..) , b = (b..). . -
l J  l ^ i ,  J  < 2  i j  1 <  i , J  < 2

Posons

(2) <* b ) t -  U l l , . i 2 , b 1 1 , b 12) .

Alors l'application

(3) (a,b)
■u b)j\

(a b)2'

4 4
de A x A sur k x k = M 9 , ( k ) est un isomorphisme du M (A) - module

Z y 4 2
2

à droite A (muni du produit matriciel par ( 2 x 2 )  - blocs) sur le

4 4
M. (k) (= M 0(A)) module à droite k X k (muni du produit matriciel).
4 2

Nous identifierons souvent ces deux A - modules à droite, dans 

la suite, mais nous écrirons, par des raisons de commodité typographique, les

ir a,b «P <t>o*
a,b
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4 4  4
éléments de k x k = M2 sous la forme (x,y) (x,y € k ) , et donc

(4) (a,b) = ((a b)1 , (a b ) ^  .

DEFINITION 3. - On appelle représentation binaturelle de G la représentation 

(Bin, T) de G (CM^IA) ) définie par

Bin = App(A2 x X, I) (X = Car(k+ ) - jl() ,

m

DC(g)f](a,b;f) = f((a,b)g, 8 ) ((a,b) £ A 2 , 4>€X, g £G) .

Pour décomposer cette représentation, on remarque que l'on a deux

y
actions de G = A = GL(2,k) qui commutent entre elles et à T  dans Bin 

o n

L'une est évidente, de nature géométrique, et l'autre l'est un peu moins, 

étant donnée par une représentation de Weil.

DEFINITION 4. - On pose

ffj-f = foO-J 
d d

( (a,b) € A2 , <¡1 € X, d € Gq) ,

(f € Bin, d € G ) .
O

^1  ̂ _
Il est clair que C commute à X

DEFINITION 5. - Rappelons que l'on a posé (ch. III, S 1. n° 1)

J(a,b) = Tr(a*wb) ((a,b)€A2 =(k^)2)

A cette forme bilinéaire alternée, considérée comme forme k - quadratique

2 8
sur le k - espace vectoriel A = k est associée une représentation de 

Weil de G q (ch. I, S 2, n° 4) dans Bin; , que nous notons . On pose

alors

«X
1

d
a,b;Ÿ da db t

det d
-1
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s j f -  Pj(d*)(f) (d e G , f e Bin) 
o

et

, = (cjl)o(3;2)
c ,d c d

(c,d € G ) . 
o

Nous aurons donc (ch. I, § 2, n° 3) pour f ç Bin , 

(a,b;f) Ç A2 X X ,

(5) (?2 |(t)f)(a,b;*) = fCa.b;^ )

(6 ) (a2 (t)f)(a,b;<|0 = f(ta,tb;<|>)

(7) (a2 ^f) (a.bj'Ji) = 0|>°Tr) (sa*wb) f (a ,b ;(|>) 

u(s)

(8 ) (ff2^ ) (a,b;^) = q ^ ^  (^«Tr) (a^wd + c*wb)f(c,d; ) 

W (c,d) € A 2

(t 6  kX) ,

(t € kX) ,

(s £ k+ ) ,

Notons que, d'après (1), l'application ( x ^ yx^) \---v(dx^,dx2)

2

((x^jx^) Ç A  , d ç G q ) est une similitude orthogonale de multiplicateur

rŝl <v2
det d , de J . 1 1  est donc clair que <r et commutent. Remarquons

rv̂l ry»2 s.
en outre que et coïncident sur les matrices scalaires. Notons enfin

que, comme G est le groupe de similitudes de la forme bilinéaire alternée 

J , il est clair que <î et T commutent.

DEFINITION 6 . - Soient (V,, ÍT,) et (V0 ,TT„) deux représentations de G , 
------  1 i —  ¿ ¿ o

qui coïncident sur les matrices scalaires. On appelle alors représentation 

binaturelle de G associée à (îTi>^2) et 1 ' on note (Binpï^ ,1T̂  ], X ) la 

représentation de G dont l'espace Bin[lT^,lT2 ] est formé des 

f: A 2 x X -- » [V2 ,V13 = Homfl;(V2 ,V1) telles que

& c = Ti’j (c)of (^)»îT2 (d*) (c,d Ç Gq , Ç € A 2  x X)

et l'action X est donnée par
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m

[T(g)f](a,b;'|0 = f((a,b)g, ^ S)

-1

2

pour f £ BinftTj/ïï^] > (a,b;<|>) Ç A  x X .

2
Nous avons alors que, pour f: A x X — > [V2 »̂ j 3 condition 

f Ç BinpT^/iï^] signifie

- 1

(9) f(ca,cb; \  C ) = IT̂  (c)of (a,b;<̂ >) ,

(1 0 ) Cfj(d)f ](a,b;f) = f (a,b (d) ,

2
pour tout (a,b;^>) Ç A  x X , c,d ç G q

PROPOSITION 4. - Posons

B i n p T ^ ] ^ )  = jf(Ç) | f Ç B i n p T ^ ] !  (Ç 6  A 2 x X) .

2

On a alors, pour (a,b;i|)) Ç A  x X ,

i) Bin[7T^/î^ ](a,b ;t|0 est formé des cp ç [V2 >V^] qui s'annulent sur toutes 

les composantes Uq - isotypiques de de type distinct de .

ii) si x^ = (a b)^ et X2 = (a b ) 2 sont linéairement dépendants, disons

■  - 0  ■  < 1  ■

4

pour h Ç G q _et Ç k convenables, alors

Im <p = Fixv (hUoh_1) (qp € BinCïï^,TT2 ](a,b;«|i)) ; 

iii) Binfu^/fi^l^O;^) = 0  

à moins que IT, = 7i* et Tu = ou (oc Ç Car(k*))
--------- —  i a —  z oc —  0(
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Cela découle aussitôt de la définition.

REMARQUE. - La proposition 4 montre que l fon peut identifier BinpT^ ,7i2 ](î; )

2  1 
à V^ , pour tout £ £ A x X , de manière compatible avec 0* , comme suit.

-j- V
Fixons un caractère non-trivial e de k . Pour t Ç k , choi

sissons un générateur v^ = vt^ 2  ̂ comPosant:e Uq - isotypique 

tV2 = I(t) (de dimension 1) de type et , de V^ . Si 7T2 est dans la
e

série principale (sinon 1 (1 ) = Ç) ) , la composante Uq - isotypique de type

trivial 1 (1 ) de V« est de dimension 2 si dimTT = q+ 1  , et de dimen-
2  2

sion 1 si diraTT^ 1 ou q Dans le premier cas, notons v q le vecteur 

du modèle de Weil de défini par

v ( 1 ,0 ; 1 ) = 1 , v (r,s;l) = 0  si s f  0  (r,s Ç k+ ) , 
o o

dans le second, posons v = 1 f  (E si dim TT0 = 1 et définissons v f  V 0 
r o 2 o 2

par

v (0 ,0 ;1 ) = 1 , v(r,s;l) = 0  si (r,s) € k2 - jo(

Nous avons alors la

2 v
PROPOSITION 5. - L'application Ev de BintT^,^] dans App(A x k , V^) 

définie par

(Ev f)(a,b;t) = [f(a,b;et)](vtJ â b )̂

2 x
pour f Ç Bin[lT^ ,“̂ 2  3 > (a,b) Ç A  , t Ç k , est un G - monomorphisme

/— 2 x
de Bin[ît^ ] dans le sous-espace N(ll̂ ) çte App(A x k , V^) formé des

f ' ç App(A2 x kX , V^) telles que

<T̂ f ' = TT, (a)of ' 
a 1

(a Ç G ) , 
o
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muni de l'action naturelle T  de G donnée par

(T(g)f')(a,b;t) = f'((a,b)g,tm 1)
ê

(f ' g NCITj ) , a,b Ç A , t € kX , g g G) .

Démonstration: Cela est immédiat, si l'on remarque que dans le cas où 

dim 1 (1 ) = 2  , la condition (1 0 ), pour d = w = ( J J) , (a,b;et) Ç A2 x X 

tel que J(a,b) = 0 , appliquée au vecteur vq , montre (prop. 4 i)) que, 

pour f Ç BinCTT^,^] > le t - morphisme f(a,b;^) de V2 dans est

déjà entièrement déterminé par la donnée des vecteurs 

f (a' ,b ' je*" ) Cvfc » j (a 1 b i)) Pour (a1 ,b ' ;efc ) Ç A2 X X .

C.Q.F.D.

3. Isomorphisme entre la représentation de Weil et la représentation binaturelle.

THEOREME 1. - Soit V un espace vectoriel complexe. L fapplication ^  de 

^ dans ^ définie par

(1 1 ) ($f)(a,b;«\>) = q ' 2 T .  f(a,b';«l>)i>(b’b*)
b' Ç A

pour f Ç V*' X X  , (a,b;^) € A 2 x X (avec ^ = \oTr ) est un isomorphisme

de la représentation de Weil ( W , p1 ) associée au module quadratique

(M ' ,$ ' , B ' ) et à V , sur la représentation binaturelle (Bin, T ) associée 

à V . En outre, on a

(12) $°*(a,b) = *U,b)°$
(a,b £G , â = d(0,l)ad(0,-l)),

O

(13) $oT' = Ro$ ,

avec
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(14) (Rf ) (x, y ; t|0 = q 2 ¿T f ( x , z ; t | 0  (J(y,z))

, 4 
z ç k

( x , y  € k4 , ^ ÇX) ,

pour toute f f /  X ^ .

Démonstration: Cela résulte aussitôt des définitions, quitte à remarquer que 

l'inverse de $  est donnée par

(15) ($ *f)(c,d;i|0 = q 2 f (c,d' ;<{04>(-d ' d*)
d 1 Ç A

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Soient (Vj,ïï^) et ^ 2 ^ 2}  c*eux représentations de Gq qui 

coïncident sur les matrices scalaires. Notons °1T̂  la conjuguée de 7T̂  par 

(ci(l,-1) ) . L 1 application $  définie au théorème ci-dessus est alors 

(pour V = [V2 *V^] ) un isomorphisme de la représentation (W'ftr^/^]* p 1) 

sur la représentation (Bin[°1T^ ], T  )

COROLLAIRE 2. - Gardons les notations et les hypothèses du corollaire 1.

L'application ^  (cf n° 1, prop. 1) est un isomorphisme de la repre

sentation (WpTj/ïï^ ]> p ) sur la représentation (Binf04̂  ,7^ ], Z )

La proposition suivante permet d'expliciter des bases de BinpTpT^] 

Sa démonstration est immédiate.

PROPOSITION^ 6. - Soit ^ ' = (a'^';^') 6 M 1 x X et <p! Ç W 1 ,7i ]( % ) . 

Notons ful , la fonction de W 1[1T, 1 définie par

pour f € V

2
X X

c € Xd € A

f
V ■T X T
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Supp = 0 ^  •

Alors l'image de f par 1 1 isomorphisme ^  est donnée par

(16) = q \  ®' tyoTr)(b"b*)‘K 1 (h, )o«P'o'n,(h*)
ç T»T h €G X G  , m = 1

o o n

y£(a',b') = (a,b,f )

(a,b Ç M', vj> € X)

S 4. Identification des (WpT^ ,TT2 ]> p)

1. Identification des pour ou 7T2 dans la série principale.

Nous identifions les représentations (W[1Ĉ ,1Î2 ], p) , pour 1T2  

dans la série principale de G , en termes des modèles donnés au paragraphe

2 du chapitre II pour la série principale de G et pour la série de représen

tations de G associée au sous-groupe parabolique P 2 . Nous renvoyons à ce 

chapitre (loc. cit.) pour les notations et les résultats concernant ces mo

dèles.

Cette identification se fait sans problème, en composant l'isomor- 

phi sme Ÿ (cf. cor. 2 au th. 1 ) de (wLlî̂  ], f) sur (Bin^T^ ]> >

le monomorphisme Ev (cf. prop. 5 ci-dessus) de (Bin[î\^ ,TÜ2 ], T) dans

(NCif^),T) et l'application de restriction Rq , qui à toute fonction de

2  x 2 x 2
source E x k associe sa restriction à E x k , où E désigne l'en-

o o

semble des paires de vecteurs orthogonaux (pour J ) de E . Pour départa

ger les cas d'isomorphie possibles, il suffit de comparer les dimensions des 

espaces en jeu (cf. table 4 pour les dimensions des espaces W[ir̂ /iï2 ] , 

Wtpq/îTj] ) et éventuellement la dimension de leurs sous-espaces de points
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fixes Fix U pour le sous-groupe U = ju(b) | b Ç A S } de G .(Notons que 

dim Fix U pour W > ^ 2  3 n *est autre que le nombre de H - orbites isotro

pes (c'est-à-dire sur lesquelles $ = 0 ) contenues dans Supp WpT^/^l > 

nombre qui se lit dans la table 4 ).

Nous donnons la liste d 1 isomorphismes dans la table 5.

2. Le cas où = ̂ 2  est dans la série discrète.

Rappelons que l'on a fixé un caractère non-trivial e de k"1"

DEFINITION 1. - Soit A  € Car(KX ) - Car(kX) . Pour tout r € kX , notons

v = le vecteur de V (réalisé par le modèle de Weil réduit) tel que 
r r --------------  A. ---------E a —

v (t) = S (t £ kX ) .
r r, t.

On définit alors l'application Ev de BinTlt. , TT 1 dans l'es-
A. A.

y
pace App( B, x k  , V ) (où B.. désigne l'ensemble de toutes les bases 

1 A. 1
4

des plans non-totalement isotropes de E = k muni de J ) par

[Ev(f ) ](x, t) = [ f ( V X2 ;et)](VtJ(Xl,x2)) (x = ( , t € kX)

2

pour tout f Ç Bin[lT^ ,

Il est alors clair, d'après la proposition 4 du paragraphe 3 (n° 2),

que Ev est un monomorphisme G - équivariant de (Bin[TA , TT ]> T) dans
A. A.

le sous-espace N ' (1Î ) de App(B., x , V ) formé des f' ÇApp(B, )
A 1 A I A.

telles que

f '(x,t) = f '(x,1 ) (x € , t Ç kX) ,
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et (en posant alors f'(x) = f'(x,l) , pour x Ç B^ ) que

f'(ax) =1T (a)f'(x) (x Ç B. , a £ G )
A  1 o

L'espace N'CÏC^) est, bien entendu, muni de l'action naturelle, notée encore 

X , de G , donnée par

(T(g)f')(x) = f'(x) = f'
rxig ’

* 2g

(g € G, x Ç B^ )

Définissons maintenant une application S de N'CJT ) dans la
A.

représentation V(l,Tl^) construite au chapitre II (§ 2, n° 1 et n° 4) par

(Sf')(v,b) = ^  f ' (x)

x. f b,
i l

((v,b) Ç D^)

(cf. loc. cit.)

PROPOSITION 1. - L'application SoEvo^ est un isomorphisme de

(W[1T >'ÎTÀ ]>P) sur (V(1,1U )q ,T) (cf. ch. II, § 2, n° 4, cor, à la 
A. A. » A.

prop. 4) pour tout A  € Car(KX) - Car(kX)

Démonstration: Il est clair que l'application S , définie ci-dessus, est 

G - équivariante. D'autre part, SoEv est non-nulle (on vérifie sans peine, 

à l'aide de la formule (16) du numéro 3 du paragraphe précédent, que, par 

exemple, S(Ev f^ ^) ^ 0  pour ^ = ((^ J )  , J ) ,  e) et v ç V ) . Or,

il est immédiat que ^ f "  = qf" pour toute f" Ç Im S (pour l'opérateur 

défini dans ch. II, § 2, n° 3, prop. 3 (avec « = 1 > \J> = id^ , H = V^) ) , 

c 'est-à-dire

Im S C  Ker P. = V(l, 1T )q 
1 A.

(cf. ch. II, S 2, n° 4, cor. à la prop. 4), d'où le fait que S est un
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G - isomorphisme de N 1 sur V(1,<H^)C* , et donc que le G - morphisme

non-nul S°Evo^ est un G - isomorphisme de ^[Tî^ , 7ï^] sur VdjTf^)^

C.Q.F.D.

3. Le cas où 7T , et 7T^ sont dans la série discrète de G et 1T,
---------  I —  Z -------------------------------  o —  1 — 2

PROPOSITION 2. - Les composantes irréductibles de sont dans la

série discrète de G , pour tous les et. IT^ , non isomorphes, apparte-

nant à la série discrète de G ------------------------------ o

Démonstration: Il résulte aussitôt de la table 4 que , dans ce

cas, n'admet de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe U de G formé des 

g
u(b) (b Ç A ) ni, non plus, de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe des

r s -f-
u( ) (r,s Ç k ) qui soit en même temps fixé par le sous-groupe des 

s u

h(J b ) (b £ k+ ) . Notre assertion s'ensuit (ch. II, n° 1 et n° 2).

C.Q.F.D.

Nous démontrons maintenant qu'en fait nos représentations sont 

irréductibles.

DEFINITION 2. - Soient (V^,7T^) e_t (V2 >'H2  ̂ deux représentations irré

ductibles de la série discrète de Gq (coïncidant sur les scalaires). Poaons

H = G x G et
o o —

(v,TT) = (v x ® v2 , ®îü2 ) ,

(V, ft) = Ind (V.'TT)

Htr
(T = GO(Q))

(cf. ch. III. S 3, n° 4).
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On a alors

V = V ©  V ,

'îUa.b) = ,R(a,b) 01Kb,a) ((a,b) € H) ,

[tf(T)](v,v') = (v',v) ( v , v ' Ç V) .

Nous gardons ces notations dans la suite de ce numéro. Nous supposons en outre, 

comme ci-dessus, que et TC2 sont non-isomorphes. Comme le sous-groupe H

de T1 est d'indice 2 (et donc distingué) dans T 1 , il est alors clair que 

la représentation (V, T) de V  est irréductible.

LEMME 1. - Soient x = (a(0,l), a(-l,0)) , y = (d(l,0), d(0,l)) . Alors 

tout opérateur de la forme S^TTÎy)S^ (y ÇT) est combinaison linéaire à 

coefficients universels (c'est-à-dire, ne dépendant pas de 1T^ e_t ^  dans 

la série discrète de Gq ) d ' opérateurs S(x,y;#) , pour y ç T  tel que 

les plans P(x) «et P(#.y) de E , soient à intersection nulle. En particulier, 

ces derniers opérateurs engendrent linéairement tout

Hom., (v , V ) = S End*(V)S (cf. ch. III, § 3, n° 2, déf. 6 ).
Œ y x x I y

y
Démonstration: Pour # = h (resp. \ = Th ) , on a, avec h = (h^h^) Ç H , 

h^ = (h^) £ Gq (1 <  i,j,r <  2) , que P(x) P(y.y) = 0 si et seulement si

(1)
, 1 1 , 1 1 , 2 2 , 2 2  , , 1 2 , 1 2 , 2 1 , 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

Dans ce cas, on a alors, avec n (y) = j ($',#") x P  I VïV' = * i »
x , y x y 1

S(x,y;*) = nX)yW  lsx^(*)Sy (cf. loc. cit. lemme 3).

Or, on montre sans difficulté, à l'aide de la relation
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Idv = - \  (8 .)
vi g0 € u ; -  u r  °

(i = 1,2) ,

valable pour tout sous-groupe de Gq conjugué du radical unipotent su

périeur Uq de Gq , que si ï' € P  (#' = h' ou y 1 = Th' , h' Ç H ) 

ne satisfait pas (1 ) alors

S 'îï( y1 )S = - S 1T(ïh )S

X * y h € H' - |1| X ° y
o o 1 *

avec H 1 = il x U f ou U 1 X |lî pour un U f convenable comme ci-dessus,
o } o o 1 } r o

Ainsi donc les éléments *h (h f H 1 - Iii) satisfont (1), avec h = h fh
o o o o

Cela établit notre première assertion. Notre seconde assertion est une consé- 

quence immédiate de l'irréductibilité de 1T .

C.Q.F.D.

LEMME 2. - Soient x = (d(l,0), d(0,l)) et y = (l,yc) (cf. S 1, n° 1 ,

déf. 4) ou y = (1, ¿(0,1)) . Alors les combinaisons linéaires des opérateurs

TF
S (x,y;y) > pour y € T* tel que les plans P(x) £t P(|j.y) de E aient une

/v
intersection nulle, séparent les points de V = Fix (Stab y)

--------- y V  V

Démonstration: Considérons tout d'abord le cas où y = (1, a(0,l)) . Rempla

çons y par y' = (( J J), (^ ^)) , congru à y modulo V (afin d'avoir

P(x) rï P(y') = 0 ) . O n  vérifie alors aussitôt que, pour

21 21
X - h = (h, ,h ) € G x G tel que h. = h 0 = 0  (i. e. h f B x B ) , on a

1 z o O I Z o o

P(x) r\ P(h.y') = 0  et par suite (ch. III, § 3, n° 2),

(2) S(x,y';h) = n , (j)'^ £(h)S ,
x , y a y

X y
Dans le cas où y = (l,y^) (c Ç K - k ) , comme tous les (l,y^t)

y y
(c ' £ K - k ) sont congrus modulo V , il suffit de démontrer le lemme
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pour un cQ £ K - k que l'on peut supposer de trace non-nulle. Remplaçons

encore x par x' = (a(0,l), a(-l,0)) , congru à x modulo . On trouve

12 12
alors que, pour h = (h.. ,h0) 6  G x G  tel que h- = h 0 = 0  et

1 Z o o 1 z

^ 1 ^ 2  ^  ̂ + ^ 2 ^ 1  NCc^) , on a P(x') O  P(h.y) £ 0 , et par suite

X X

S(x',y;h) = n , U )  1S ,TT(h)S 
x , y x y

A l'aide de la relation

'H.Cuir)) = - Idv 

r 7  kX 1

(i = 1 ,2 ) ,

on trouve alors tous les opérateurs S(x',y;h) pour h ÇB' xB' (où B'
o o o

désigne le sous-groupe de Borel triangulaire inférieur de G q ) comme 

combinaisons linéaires d'opérateurs S(x',y;h') , pour h' Ç Gq x  Gq tel 

que P(x') H  P(h'.y) = 0 . Par suite, si l'on a

S(x,y';h)v = 0 (resp. S(x',y;h)v = 0 )

pour tout h Ç B x B (resp. h £ B' X B' ) pour un v i V . (resp. 
r o o r o o y

v £ Vy ) , cela signifie que (resp. , ) est nul sur la sous-repré-

sentation de B x B (resp. B' x B' ) engendrée par v , ce qui est im- 
o o  r o o  r

possible à moins que v = 0

C.Q.F.D.

THEOREME 2. - La représentation est irréductible, quelles que soient

les représentations irréductibles TT̂  e_t TT2 > non-isomorphes, dans la sé-

rie discrète de G ----------------  o

Démonstration : Nous montrons l'irréductibilité de W = W[7f] (cf. déf. 2 et 

ch. III; § 3, n° 4) . D'après le lemme 4 du ch. III, § 3, n° 2, on a, puisque
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Supp W = Supp est non-dégénéré (table 4) que, si $  entrelace W ,

($f)(t) =<?U)(f(Ç)) (f 6  W, £ ç Supp W) ,

pour une fonction <j> de M dans Endj,(V) satisfaisant les conditions i) à 

v) du dit lemme. Pour démontrer que <£ est une homothétie, il suffit donc 

de prouver que Cp(x) est une homothétie pour

x = x 1 = (d(l,0), d(0,l)) , x = x 2 = (l,yc) (c Ç K* - kX) ,

x = x 3 = (1 , a(0 ,1 )) ,

et que les trois rapports correspondants coïncident. Or, il résulte du lemme

1 que <f(x^) est une homothétie. Le lemme 2 entraîne alors qu'il en est de

2 3
même de <jp(x ) et >̂(x ) et que leurs rapports coïncident.

C.Q.F.D.

THEOREME 3. - Soient (V^ , 7Û) , (V| , TT!) (i = 1>2) des représentations

de la série discrète de G telles que 7C*. et 7T,. (resp. /ÎT,' et H,i) 
-------------------------  o -------- —  1 —  Z ---  I —  l

soient non-isomorphes. Alors, pour que les représentations ] e_t

soient isomorphes, il faut et il suffit que ~   ̂ (i = 1 ,2 ) ou 

que Tî J ~  ïï2 e_t ^ 2  -  ̂ 1

Démonstration: Nous démontrons que (cf. déf. 1, § 3, et ch. III, § 3, n° 4) 

pour que W[n] ~  W[TT'J , il faut et il suffit que 1Ï1 ~  “h . L e  théorème 

s'ensuivra (loc. cit.) puisque TT ’ ~  TT signifie TTJ ®  1Î2 ~  ® 1T2 ou 

Ttj ®  u2 ~  ̂ 2 ®  ̂ 1  ’ c'est-à-dire 7Ï| ~  7^ (i = 1 ,2 ) ou TïJ ~  7Î2 et

2  ~  • Soit donc ^  un G - isomorphisme de w[ir] = W sur W fTT' ] = W 

On a alors (ch. III, § 3, n° 2, lemme 4)

($f)(*) = C«f(^)](f(^)) (f € W, ¡ t  M)
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pour une fonction convenable ^ de M dans Hom^(v",V*' ) vérifiant les con

ditions i) à v) du dit lemme. Soit \ = (x,e) , x = (¿(1,0), d(0,l)) . La 

condition ii) du lemme montre que 1 Application qp de V* dans V*' définie 

par

f  =  ^0»|)
^ 6  0 ( | )

(où l‘on note O(^) la T1 - orbite de £ dans M ) est trivialement un

V - morphisme de (V, TT) dans CV ' , TU1 ) .Je dis que est non-nul. En 

effet, d'après le lemme 1 et les conditions iv) et v), on a, pour tout ^ € T 1 ,

<p(*)«(y)P| = p * * ' ( y  )<?(*) ,

et par suite (en vertu de la condition ii)),

mais ^(^) est un isomorphisme et la somme entre crochets est un P  - endo

morphisme de V*1 de trace égale à |P| dim V' = |p|(q -1) . L'application (p

i  1 

est donc bien un morphisme non-nul, et par conséquent un isomorphisme, de

TT sur TT' , d'où le théorème.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3. - Notons H" le sous-groupe de G formé des éléments h"(a,b) 

(a,b Ç G tels que det a = det b) définis par

h"(a,b) =

,au  0 a12 0

°  b ll 0  b 1 2
a 12 0 a 22 0

•o b 21  o  b 2 2 .

Notons un représentant de la classe de conjugaison des tores anisotropes

V
(isomorphes à K ) de G et posons alors

Tp
\

x
r

-]

y

E
€ V

V ■ï •p•tr1
X
1Ü ‘T

-1

t 1

(a a
ij

b b
Lj

l<i j < 2 ;
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= |h"(a,b) j a,b £ , det a = det b|

DEFINITION 4. - On appelle série discrète de G associée au tore T^ , la

série des (types d'isomorphie des) représentations (W[TĈ  ]> ) pour ')T̂  ,

ïi „ dans la série discrète de G , coïncidant sur les scalaires et non iso-
2  ---------------------------  o ------------------------------------------ -

morphes.

Si ' » 1 = ^  > ^2 = (A’$  € Car(KX) - Car(kX) , A A? = ,

¡A.Aq t C\ 16. fl1! = 0  ) . o n  oosera

I » 1 = •

rA. £
Nous avons ainsi que le type d'isomorphie de ] ne dépend

que de la classe du diagramme [ûq ^q] modulo le groupe des symétries du
Y Ar

carré. Par suite, on a le

THEOREME 4. - La série discrète de G associée à T^ est formée des

— q (q-1 ) ( q - 3 ) (resp. ^-q(q-1 ) (q-2 ) ) types d'isomorphie des représentations
o o

A 2 2
W[- ] ci-dessus, de dimension (q-1) (q +1) (cf. table 5), si car k f  2

Qn /\H 

(resp. si car k = 2)



TABLE 1. Les H-orbites dans E = X X

M
<

tvj

Représentant Paramètres Nombre d'orbites Stabilisateur Cardinal de l'orbite

(1 t € k X , + € X (q-1 ) 2 D(kX.U )
O

(q-1)q(q2-1 ) 2

(1,yc;*) c € KX-kX, mod.c~c^ ; ilr € X ^q(q-1 ) 2 D(C(yc )) (q2-1 )q2 (q-1 ) 2

(1,d(r,t);t) r,t€kX,r^t,mod. (r,t)~(t,r) ;i|r€x %(q-1)2 (q-2 ) D(To ) q2 (q2-1 ) 2

( 1 ,d(r,0 ) ;'lf ) r €kX , * € X (q-1 ) 2 D(Tq ) 2 , 2 . . 2  
q (q -1)

(d(r,0 ) , 1 ; tir ) r € kX , * € X (q-1 ) 2 D(T )
O

2, 2 ..2 
q (q -1 )

(1,a(0 ,1);*) ♦ € X q-1 D(kX .U )
O

(q-1 )q(q2-1 )2

(a(0 ,1),1;♦) * f X q-1 D(kX .U ) 
O

(q-1 )q(q2-1 )2

(d(1,0 ),d(0 , 1 );*) ♦ 6 X q-1 D(T ) 
o

2, 2 , ,2 
q (q -1 )

(d(1,0 ),a(0 ,1);e) 1 D(kX ) (Uq X { 1 }) (q-1 )q(q2- 1 ) 2

(d(1 ,0 ),a(1,0 );e) 1 D(kX ) ({ 1 } XU )
O (q-1)q(q2-i )2

(d(1,0 ),d(s,0 );e) s € k+ q D(T ) (U X U  ) 
o o o

/ 2 i. 2 
(q -1 )

(0 ,d(1,0 )? e ) 1 D (T0 )(U0 XU0 ) (q2-1 ) 2

(1»s;*) s € k+ , ilr € X q(q-1) D(Go) (q-1)q(q2-1 )

( 0 , 1 ) ♦ € X q-1 D(Go ) (q-1)q(q2-1)

(O,0 ;e) 1
H1 q-1

Notations (cf. §1, n°2, défs.4 et 5) : En outre, on note e un caractère non-trivial fixé de k+ .
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TABLE 2. Les (H,G X kX )-orbites dans E 
---  o ----------------

Représentant §

modulo (H,G XkX) 
o

Stabilisateur 

de Ç dans H

Nombre de H-représentants
y

congrus à § modulo Gq X k

(1/Yc?e) D(C (yc) ) *3q(q-1 ) 2

(d(1,0 ),d(0 ,1);e) D(T0) %q(q2—1)

(1,a(0 ,1);e) D(kX .U )
O q2-1

( d ( 1 , 0 ), a ( 1 » 0 ) ; e ) D(kX) ({1} XUQ) 1

(d(1,0 ),a(0 ,1);e) D(kX)(U X { 1 }) 
O 1

(d(1,0 ),0 ;e) D(T )(U XU ) 
o o o q+1

(1,0 ;e) D(Go) q2-i

(0 ,0 ;e)
H1 1

Notations : Voir §1, n°2, défs.4 et 5 et (3). On fixe e€ X et l'on

X X  X _ g
prend c € K - k , modulo k et modulo la relation c = .
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TABLE 3. Les valeurs de Q

Représentant § Paramètres ®(§)

(1>yt) t € kX ( 1 22 ) v0 tÀ)

< i . y c >
c € KX - kX, mod. Cv/Ĉ ( 1 TrC) V0 Ne ’

(1 ,d(r,t)) r, t€kX,r^t,mod.(r,t)~(t, r) ( 1 r+t) K0 rt ’

( 1 ,d(r,0 )) r € k X ( 1 r) v0 0}

(d(r,0 ),1) r € k X o
o

(1,a(0 ,1))

o
o

-
p

(a(0 ,1) , 1 ) (° °) ^0 1 ’

(d(1,0 ),d(0 , 1 ) ) (° 1 ) vo o ’

(d(1 ,0 ),a(0 ,1)) 0

(d(1,0 ),a( 1,0 )) 0

(d(1,0 ),d(s,0 )) s € k+ 0

(0 ,d(1,0 )) 0

(1,s) s € k+
1 2s 
(i S2 »

(0 ,1) c
T
o O

(0 ,0 ) 0

Notations : cf. ch.IV §1, n°2, déf.4.



TABLE 4. Dimensions des espaces (ç) et. w”[ir , it̂ ] (ç)

*1
1
n
a

*q
a

q71
a V p V p V p UA *A

n2
1 1

'e
q 1

71 ,
a1

7iq,
a V , p '

1
71
a a V p

paramètres
a,p CCar(kX) a,p,a' GCar(kX) a,p,a',p' CCar(kX) A G Car (K*) - Car(kX) A,$ G Car(RX)

2 _ r2 
a = p

a^p 

ap = a'

a^p , a' ¿p' 

ap = a'p*

a G Car(kX)

A .q  2AA = a

a,p GCar(kX) 

a ̂  p , AAq = ap

A ̂  Aq , $> ̂  $q 

AAq = $$q

(1*y^;e)C Ôa,p 1-6a,P *-,+6«,e
1 <1 q+1 1 q-2 q-1 q-5+2ÔA,$

(l,a(o,1);e) 1 1 q 2 q+1
q+3 0 q-1 q-1 q-11

(d(l,o),d(o,l);e)
Ôa,p

q+1+6a,f 1 q+2
q+3+20 ,

a, a
1 q q+1 q-11 2

(d(l,0),a(l,o);e)
1

<1
q

<1+1 q+1
2 (q+1 )

q-1 q-1 2 ( q - l ) 0
(y)

(d(1, o ) , a ( o , 1);e) 1
1 q 2 2q

2 (q+1 )
0 0 0 0

(t ) W

(d(i,0),0;e)
Ôa,p 6a.f Ôa,p

0 0
2Ôa,a'

0 0 0 0

(1,0;e)
Ôa,p

0
Ôa,p

0 0 à ,a,a
0 0 0

ÔA,$

Q)OO

Ôa.B
0 0 0 0 0 0 0 0 0

M
<

U1

Notations : Le paramètre c appartient à K -kx. Pour la notation (£) voir §2 , n°4 , props.1 0, 11 et 1 2. On ccrit la 

dimension de W[ii. »itoKc)» lorsqu'elle n'est pas nulle, dans la demi-case inférieure correspondante.
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» (-) 
TABLE 5. Dimensions des représentations W  [tt

Paramètres : a, P ,a ', P ' € Car (kX ), a ̂  3 , a' ji 3 ' ? 1, i € C a r(KX ) - C a r ( k * ) . 

Représentation Dimension

W O  , , tt ] (q+1 )2 (q2 +1 ) (cr'P ' = erp , {or' ,P ' } fl {<*,p} = 0)
CV f  P  Or j  P

(q+1 )2 (q2+1 ) 

w“[ ^ ^ , T T a ^ ]  (q+1 ) (q2 +1 )

w[TT^g,n^,] i (q+1 ) (q2 +1 ) ’ (i € { 1 ,q} , » '2 = oP )

ij(q2+1) (i, j € { 1 ,q} ) (1 )

W + tna ,n?  q 4 +^q(q+1)2 

*"["¿¡/"¿¡1  3Sq(q2+1 ) 

w O ^ n ^ l  (q+1 ) (q2 +1 ) 

W + ^n a ' n^  (q+1 ) (q2+1 )

W ~ r  t t 1 , t t 1 1 1
* a a

^ W p  ̂ q4_1 (Aq + 1 =<*P)

i(q-1 ) (q2+1 ) (Aq + 1 =o'2 )

w [tta ,tta ] q(q-1)(q2+1)

(q-1 )2 (q2+1 ) (Aq+1 = $q +  ̂ , $ ^ A , A q )

(^) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.

'П2

W+K.s>-Ve]

w[ гтi
СУ

ттj
O'*]

w[V"£]

w[iTA , " e]
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TABLE 6. Identification des représentations w [it «tt̂ !

A. n i et n 2  dans la série principale de Gq : série principale de G. 

Paramètres : a,8 , a ', 0' 6 Car(kX), a ^ 8 , a' ^ 0'.

w [ ^ ,  , ,rra ^ ]  ^ M (TTcv • B-1 , e • B-1 '0 5 (»'P ' = «9 / {a* ,8 ' } n {cy,0} =0)

“  M( % 6 - ' , r S) 

W-na ‘,TTa,B^ *" M T̂Ta ,e-1,e ̂ (i « {1 ,q> ,a,2 = «B)

W C',a ’T'a J  (1 )

W+[n^,TTq‘l =“ (D°' °, ot ) © (+L°,Q't )

W~[TTq ,TTql =» (_L°,aT)
& 01 ' -

W + [ Tr̂ ,/TT̂ l  ^  ( P , w t )

W [t "' » tt*^ (C,» o m)u cv a •

B. tt (resp. tt ) dans la série discrète (resp. principale) de G :
I ^ O

série de G associée à P 2  .

Paramètres : A Ç Car(KX) - Car(kX), a, 3 € Car (kX), a / 0 .

W£ V V b 1 "  M(TT0 - 1 A ' B )  ( A A q  =  O' 0 )

ViHTTA^g] ~ M( TTp A , 0 )1 (i€{l ,q}; AAq = 02 )

C. tt, = tt„ est dans la série discrète de G .
1 2 ----------------------------------  o

Vî̂ A ^ a ] - V(1,rrA )q ( A € C a r ( K X) - C a r ( k X)

(cette représentation est dans la série associée au sous-groupe para

bolique P^ ).

D. tt et tt̂  dans la série discrète de Gq , TT^ TT2  •

Paramètres : A , S f CariK^ ) - Car(kX ), AAq = ï i q , {A,Aq } n { i ,  $q } = 0 .

W - V n $- Bin[nA ,n{]

(ces représentations forment la série discrète de G associée au tore 

T =“ K x k x).

(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.

« ^ V s - V p 1

W [тт а , тт a]
L cv, 9 a , 8 J

=■ M (  TT1 , » ) j

" о
(i,j € {1,q})

w [ Я ^ ] =- (L,crr)

M (TT
0-1 ,1

, B ) 1



Décomposition de la représentation de Weil en rang 4

(cas non-déplové)

Dans tout ce chapitre, on garde sauf mention expresse du contraire 

les notations du chapitre III. On désigne par K l'unique extension 

quadratique de k et par JK , l'unique extension quadratique de K .

On pose H = GL(2,K).

§ 1 . Les r-orbites dans E = X X .

Nous donnons dans ce paragraphe une réalisation convenable de 

l'unique k-espace quadratique (E,Q) non-dégénéré, non-déployé, sur 

k . Nous décrivons ensuite la structure des r-orbites dans 1'espace 

E = E^XX (noté M = M X X  au chapitre III).

1.- Réalisation de (E,Q) et r = GO(Q).

PROPOSITION 1.- Notons x* la matrice transposée conjuguée Sc de 

x € M2 (K ) et posons

(1) MÎ|(K) = { x € M 2 (K)|x * = x } .

Désignons par det l'application déterminant du k-espace vectoriel 

M^K) sur k .

Alors (M2 (K),det) est un espace quadratique non-dégénéré, non- 

déplové, de dimension 4 sur k .

CHAPITRE V
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Démonstration : Si x€M^(K) alors

■ ■ e *  :)

pour r.s^kCK , a € K  convenables. Il s'ensuit que l'on a

(2) (MÎJ(K),det) ^ (k2 ®K , x ^  - N),

d'où notre assertion.
C.Q.F.D.

DEFINITION 1.- Dans toute la suite de ce chapitre nous prendrons 

(E,Q) = (M^ÎK), det).

DEFINITION 2.- Nous désignons par T le groupe de similitudes ortho

gonales GO(Q) de (E,Q) . On note it̂ le multiplicateur de la simi

litude v € r .

Sur E , la transposition et la conjugaison F : x w x coïncident. 

Nous avons ainsi

(3) F(x)=tx (x € e ) ,  

et F2 = IdE , F € r , mp = 1 .

x
Rappelons que l'on note U le noyau de la norme N de K sur

k* .

PROPOSITION 2.- Pour chaque h€GL(2,K), on définit une similitude <p̂ 

de Q , de multiplicateur N(det h), par

(4 ) cp̂ ix) = h.x = hxh* (x€E).

Notons cp l'homomorphisme h <P̂ .de GL(2,K) dans r .

On a alors

i) Ker cp = {u.1 É GL(2,K) |u€ u} ;

ii) le groupe r est le produit semi-direct de 1 'image T+ 

de cp et du groupe {1, f} , avec la relation

( 5 ) F © o F = (h € GL ( 2 / K ) )
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(où h désigne la matrice conjuguée de h€GL(2,K)).

Démonstration : Il est clair que le multiplicateur de cp̂ est 

N(det h) puisque det(h )= (det h)*̂  (h€GL(2,K)). Montrons i). Si l'on 

a = Id , pour h£GL(2,K), alors en particulier hh =1 , d'où

hx=xh pour tout x € M 2 (K). Il en résulte que h est scalaire,

X * — 1
h = a1 , pour a? K , convenable. Mais la relation h = h- entraîne

Ci “ 1
aussitôt a - a , c'est-à-dire a € U  , comme voulu.

Montrons (ii). La relation (5) est immédiate. Il ne reste à mon

trer que le produit semi-direct Im cp.{1,F} est r tout entier. Or, 

comme F f Im cp , on a, d'après i),

(6) I Im cp.{ 1 ,F} I =2 I U | ~ 1 |GL(2,K) I = 2(q-1 ) (q4-1 )q2 .

D'autre part, on a

I0(Q)| = nR.I0(N)I

où l'on note n„ le nombre des paires hyperboliques dans (E,Q) ; on 
ri

a  2 2trouve aussitôt n = (q-1)(q +1)q et donc
H

(7) IrI = (q-1)I0 (Q)! = 2 (q-1)(q2-1)(q2+1)q2

(ch.I, §4, n°1 prop.1), ce qui achève la démonstration.
C.Q.F.D.

DEFINITION 3.- Dans la suite de ce chapitre on pose

H = GL ( 2, K )

et m^ = N(deth) (h € H).

2.- Le groupe U(2,K).

Les résultats de ce numéro sont préliminaires à la description

~  o *
des H-orbites dans E = E XX au numéro 5.
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DEFINITION 4.- On pose

U(2,K) = {h 6 H I h h = 1} , 

SU(2,K) = {h € SL(2,K) |h*h= 1} , 

E ^  = (xf E | rang x=i } (i = 1,2).

PROPOSITION 3.- On a la suite exacte

(8 ) 1 --► SU(2,K)U(2,K) det> U -- *1

où i désigne l'inclusion canonique. De plus, tout hiU^ÎK) peut 

s1 écrire sous la forme

h = I “  O), « » )

-bq a 0 1 -bq aq

où u = det h € U  et a,biK+ (déterminés alors de manière unique par

h) vérifient la relation

N(a) + N(b) = 1 .

Démonstration : La suite exacte (8) est immédiate. D'autre part si
- 1

hÉl^dO, alors (UQ ^)h € SU(2,K) ; or il résulte aussitôt de la con

dition g* = g 1 , pour g€ SL(2,K) que g s'écrit sous la forme 

( a b ) avec a,b€K+ , N(a)+N(b) = 1 .
-b aq C.Q.F.D.

COROLLAIRE.- On a

|SU(2,K) I = (q-1 )q(q+1 )

I U(2,K) l = (q-1)q(q+1) 2 .

PROPOSITION 4.- Considérons le plongement canonique de GL(2,k) dans 

H . Alors les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de H sont conjugués 

dans H . En fait, pour h € H la relation

(9) SU(2,K) = h SL(2,k)h~1 

équivaut à la condition

(10) h*h = aw
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0 1 X
avec w = (_.| Q) et a€K (nécessairement de trace nulle).

Démonstration : Remarquons que pour hQ €SL(2,K) on a hQ €SL(2,k) 

si et seulement si

*
h w h = w . 
o o

Il est alors clair que, pour hQ €SL(2,k), €SU(2,k ) et h € H  tel 

que h h = aw ( a € K ), on a

(hh h-1)*(hh h-1) = 1 ,
O o

et

(h ^h^h)*w(h ^h^h) = w ,

c'est-à-dire, hh h" 1 € SU(2,K) et h"1h,h € SL(2,k).
o 1

D'autre part, (9) pour h € H  entraîne

*  ,  *  v *

h h h h = h h 
o o

pour tout hQ Ç SL(2,k) ; il en résulte aussitôt h h = aw pour un 

a^K , convenable.
C.Q.F.D.

REMARQUE.- En toute caractéristique, une solution h£GL(2,K) de

(10) est donnée par

h ■  <7 vb>

où v,b € K* sont tels que N(v) = -1 , v^1 et Tr(b) = 0 . Alors 

a = Tr(v)b , dans (10).

( 2  )
3.- Les classes de U(2.K)-conjugaison dans E

( 2  )
Rappelons que l'on a posé E = {x€E|rang x=2} (cf. n°2, 

déf.4). On a

(11) lE^I = (q-1)q(q2+1) .

Nous donnons la liste des classes de U(2,K)-conjugaison dans

( 2 )
E dans la table A ci-dessous.
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/ * X
Fixons un élément aQ de K tel que N(aQ) = -1 . Les propriétés

suivantes se démontrent sans difficulté.

LEMME 1 On a

( 1 2 )

quel que soit s€k , et

s
'2

ao
0

aqo 1 1

ao 0

s s

0 s

1 1

a
o
0

- 1

(13)
Tre aqc.q*

a
o
c 0

1

a
o

c

a q
o
q1

'c O

O c

1

ao
c 1-q

q■ao - 1

X X
quel que soit c € K - k

(2)
PROPOSITION 5.- Considérons l'action de U(2,K) dans E par con

jugaison et posons

(14) K° = {a€K|Tr a = o} .

On a

f /1+b aqb\ ^
= {u[ ° | u^U, b ? K  }

\aGb 1-b ;

quel que soit s € k , et

/Trc aqcq\ /1 -aq \ r/a 0\ -, /1 -aq \-1

~ w (v » t.̂)
r a~q /N(a)c-cq aqcq(N(a)-1 )\ ï 

c-cq\aoc(N(a)-1) -N(a)cq+c y a 6 K*

X X
quel que soit c€K -k

Il est d'autre part clair que

(17) Stabu(2_K)(§ °) = {(“ °)lu,v€U> ( s, t € kX , s^t).

(15) Stab
U 2,K si

(2

a

aq

0
o

1 1

a 0

u
b\

0 1
u U b € K

■1 1

a
o

0

- 1
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( 2 )
TABLE A. Classes de U(2,K)-conjugaison dans E

Représentant Paramètres Nombre de classes Cardinal de la classe

t(^ °) 
M 0 1 '

t € k X q-1 1

a

s € kX q-1 2q -1

(S 0 
v0 t'

s, t € kX 

s ̂  t

mod. ( s, t ) ~ ( t, s )

^(q-1)(q-2) q(q -1 )

/Trc a^c^\

( v  . )

o6KX -kX

mod.c
^qiq-l ) q(q+1)

* X
Notations : On note a un élément fixé de K de norme -1 .

o

S|

'2

a 0

aq's
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4.- Orbites suivant U(2,K) et U'(1,K) dans E ^  .

Rappelons que l'on a posé (cf. n°2, déf.4)

E(1) = {x € E = (K) I rang x = 1 } .

De manière explicite, on vérifie aisément que l'on a

(18) E(1) = {(£ °)|s€kX}u {s(^q b(b) ) | s € kX , b € k } , 

d’où

(19) |E(1)| = (q-1)(q2+1) .

Si x,y€M2 (K), rang x = rang y = 1 , alors pour que x et y

soient conjuguées par H=GL(2,K), il faut et il suffit que Trx = Try .

Il en résulte que l'on a un système de représentants des classes de

( 1 )
H-conjugaison dans E en prenant la famille formée des matrices 

suivantes :

(2 0) (® °) (s€kX),

/ 1 a2 \

(ao
» , , x

(où l'on note aQ un élément fixé de K de norme -1).

PROPOSITION 6 .- On a

L) StabU(2,K)(0 0] = { ( 0 °)|u'v€u} ( s € kX),

/1 ajK r /1+b a % \  ,
ii, J u S u . ^ k }

(cf. n°3, (14)).

Démonstration : La relation i) est immédiate et ii) résulte aussitôt 

du fait que

StabU(2,K)(a _°) = StabU(2,K)(^a 0°)
o o

et de la proposition 5, (15) (n°3).
C.Q.F.D.
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La proposition 6 montre, compte tenu des cardinaux en jeu, que la

famille des matrices (2 0) et (2 1) est encore un système de représen-

( 1 )tants des classes de U(2,K)-conjugaison dans E . Nous résumons 

ces résultats dans la table B ci-dessous.

( 1 )
TABLE B. Classes de U(2,K)-coniuqaison dans E .

Représentant Paramètres Nombre de classes Cardinal de la classe

(S 0
V0 o ' s 6 kX q-1 q (q -1 )

Ci) 1 2 1 q -1

DEFINITION 5.- Posons

U' (1 ,K) = {a€ H|a(^ o>a*= °)} .

On a alors

(22) U' (1 ,K) = { (q 3 ) lu€ U , d e KX , b€ K+} .

( 1 )Nous considérons maintenant l'action x axa* (x€ E ,

( 1 )
a€U'(1,K)) de U'(1,K) dans E . On voit aussitôt que l'on a 

°rb(° °) = { (° °) |t €kX} U {s(^q ^ (b))|s€k* , b € KX}

et

Stab(° °) = {(q °)Iu,v Ç U> .

Il en résulte la table C ci-dessous :

TABLE C. Orbites de U'(1,K) dans E*1*.

Représentant Paramètres Nombre d'orbites Cardinal de l'orbite

o 
o
 

(0 
o s f kX q-1 1

c
f
o
 

-■>
 o 1 (q-1 )q2
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~  2
5. - Les H-orbites dans E = E XX .

Rappelons que l'on a posé H = GL(2,K) et aussi X = Car(k )-{l} .

» 2
Nous considérons maintenant l'extension naturelle à E = E X E  et

2à E XX de l'action de H dans E comme groupe de similitudes du 

déterminant définie au numéro 1 par (4).

DEFINITION 6.- Posons

~  2 
E = E X X ,

et

■H*
h.y = (h.y. , h.y2) = Chy.,h » hy2h ) (h € H , y = (y1 ,y2) € E2),

mT
h.(y,t) = (h.y , * ) (h 6 H , (y,♦) € E),

(avec m^ = N(deth)).

Nous fixons les notations que nous employerons, pour les représen

tants des H-orbites dans E et leurs stabilisateurs, dans la suite 

de ce chapitre.

DEFINITION 7.- Fixons un élément aQ € K de norme -1 . On pose alors

(a 6 KX),

/ e. n, x  ̂(c € K - k ),

(s,t € K+).

DEFINITION 8.- Rappelons que l'on a noté K° le noyau de la trace Tr

X X
de K sur k et U le novau de la norme N de K sur k . On 

pose

d(s,t) = (® °)

X
a

Tra a

a a O

h 1

1 r

ao 0

h
c

1 aq
o

ao
c1-q
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Hq = {u (q b ) | u € U , b 6 K°} ,

H_ = { (a °_q)I a € KX} , 
 ̂ 0 a

H3 = { (0 y) 'U,v€ U ' b€ K+) '

UL(2,K) = {h € h ! det h f u} .

La table 1 décrivant les H-orbites dans E ainsi que leurs 

stabilisateurs résulte aussitôt des tables A à C , des propositions 5 

et 6, et du fait que pour toute forme bilinéaire hermitienne B de 

rang r sur K , il existe une base convenable de l'espace de B , 

par rapport à laquelle la matrice de B est diagonale, avec (puisque 

la norme N de K sur k est surjective) ses r premiers coeffi

cients égaux à 1 et les restants nuls.

Dans cette table nous avons regroupé les H-représentants qui

x
sont congrus modulo G Xk (G =GL(2,k)) par l'action

O O

(23) (x,<li)(a,t) = (xa,tt ) (af G , x €E2, * € X , t € kX)
o

2
où xa , rappelons-le, désigne le produit matriciel de x= (x^XjJÉE

et a € G . Les actions de G et H commutent et nous avons ainsi
° ° rrC11_1 2

en fait une action (x, <!f ) (h.xa , t ) (x? E , <lr€X,h€H,a€G)
o

de H X °Gq dans E (où °Gq désigne le groupe opposé de Gq).

Nous rappelons, pour clore ce paragraphe, quelques notions qui 

seront très utiles dans la suite.

DEFINITION 9.- On appelle rang d'un élément (x,t) € E le rang du 

couple de vecteurs x=(x^,x2 ) de E . On appelle rang d'une

/ /
H-orbite dans E le rang commun de ses elements. On dit qu'une 

H-orbite est dégénérée (resp. non-dégénérée) si son rang est < 1 

(resp. égal à 2).

H1
u 0

0 V
u, V € U
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Nous avons ainsi dans la table 1, huit types d'orbites non- 

dégénérées, quatre orbites de rang 1 et une orbite de rang O.

DEFINITION 10.- Rappelons que l'on a posé (de manière générale au 

ch.III, §2, n°1)

/Q(x ) B(x ,x )\ _
®(x) =/ ] (x= (x. ,x0) € E ).

\ o Q(x2) J 1 2
Fixons une fois pour toutes un caractère non-trivial eQ de k+ et 

posons

e = e 0 Tr€Car(K+) .
o

On note alors © le prolongement de Q a E , constant sur les 

H-orbites, défini par

®(x,et) = t Q(x) ((x,et)€E).

2
Nous donnons dans la table 2 les valeurs de Q sur les E - 

composantes des représentants de la table 1. La proposition suivante 

en découle aussitôt :

PROPOSITION 7.- Soit L une réunion de H-orbites non-dégénérées 

dans E . Alors les fibres de fi dans L se reduisent a des 

H-orbites♦

§2. Description des représentations w[ tt] .

Nous gardons dans ce paragraphe et les suivants , sauf mention 

expresse du contraire, les notations du paragraphe 1, notamment celles 

introduites au numéro 5.

1.- Définition des représentations w[^] .

D'après la proposition 2 du paragraphe 1 (n°1) et la proposition 1 

du paragraphe 3 (n°1) du chapitre III, nous sommes amenés à poser la
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définition suivante (avec donc T' =GL(2,K)/U).

DEFINITION 1.- Soit ( V , tt) une représentation de H=GL(2,K) tri

viale sur les matrices scalaires à rapport dans U . On note (w[tt],p) 

la représentation de G dont 1 1 espace w [ tt]  est formé de toutes les 

fonctions f de E = E X E X X  dans V telles que

(1) f(hxh* , hyh* , ^N(deth> ) = „ (h) [ f (x>y, t ) ]

*kj
quels que soient h € H , (x,y,f) cE et dont 1 1 action P est donnée 

par les formules (7) à (10) du numéro 3 du paragraphe 2 du chapitre 

III, appliquées au cas n = 2 et au A-module quadratique (M,Q) de
•u

k-dimension 2rn= 8 associé à (E,Q) = (M2 (K),det) (cf. ch.III, §2, 

n°1 ) .

Notons que dans notre cas

e(Tr o Ô) = (-1) 2 = 1 .

PROPOSITION 1.- Notons Iy 1 1 ensemble des représentations irréducti

bles de H qui sont triviales sur les matrices scalaires à rapport 

dans U . On a alors un isomorphisme de G-modules

Wn ® (dim ")w[rr]

" €Iu

(ch.III, §3, n°1, prop.1).

Nous nous servirons des notations suivantes dans la classifica

tion finale des représentations de G .

DEFINITION 2.- Désignons les représentations irréductibles de GL(2,K)

(cf. ch.II, §4, fin du n°4) par (V@ ~,ïï8 w ) (où ©,H€Car(KX), ou
2  9 9 ~2

bien ® € Car(K^) avec H = ® q ), (vj^A , " ^ A ) et (*»"/[

(A € Car(K )). Le fait d'être triviale sur les matrices scalaires à 

rapport dans U équivaut pour ces représentations à la condition
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®E=i«î<3'=fï ou A2 = A2<̂ , selon le cas.

Soient ® , — deux caractères distincts de K tels que, ou bien 

2 2  ^  2 
8 ^ = 0  et = H (c'est-à-dire ® , Car(K )) ou bien H=0q

Supposons en plus 0 H =  . Nous posons alors

|-0 9q -,

(2 ) w ! ^  =  j = w O ^ - ]  .

Pour r=1,q et A € Car(KX) tel que A^ = A^q , nous posons

rA A^-r

<3) W A, A ! -«t"Ar.A] •

REMARQUE.- Les isomorphismes ^  n_.  ̂ induisent, trivialement,

des isomorphismes

r 0  0 ^- rH

Vil ^  wi ! .
H  -  0  -

2.- L'action de la conjugaison F .

Il sera commode dans la suite de désigner par F la conjugaison 

a aq dans K , ainsi que son prolongement naturel à JK (resp.

KXK ; resp. M2(K)) défini par F(z)=zq (z€lC) (resp.

F(a,b) = (F(a),F(b)) pour a,b € K ; resp. F(a b ) = (p^) F(d)^

(a,b,c,d € K) ). Nous avons donc x* = F(Sc) = tF(x) pour x € M 2(K).

Rappelons (cf. §1, n°1, déf.1) que nous avons, par définition de F

F(x) = fcx (x € E) .

Notons encore F le prolongement naturel de F a E défini par

F(x,y,*) = (F(x),F(y),t) ((x,y,*) f E).

DEFINITION 3.- Soit (V,tt) une représentation irréductible de H , 

triviale sur les matrices scalaires à rapport dans U . On pose

'■v

F( f ) = f o F ( f € VE).
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PROPOSITION 2.- L 1 application F est un automorphisme involutif du 

C-espace vectoriel Ve qui est un isomorphisme de la représentation 

(W[n],0) sur la représentation (w[it°f],o).

Cela est immédiat.

Nous décrivons maintenant les représentations tt telles que 

rroF^n . Notons d'ailleurs que cette condition entraîne que tt est 

triviale sur les matrices scalaires à rapport dans U .

PROPOSITION 3.- Soit n une représentation irréductible de H . Alors

on a nop^n seulement dans les trois cas suivants :

i) rr = TTA $  avec A = Aq ;$=<îq (A, $ Ç Car(KX) ),

ii) tt = tt (A Ç Car(KX ), A A^),
A, Aq

iii) tt = tt̂ avec A = A^ (r= 1 ,q2 ; A € Car(KX)).

De p l u s , on a toujours rr ̂  r r o p  à moins que n = rr|  ̂ (A = Aq ,

A € Car(KX )).

Cela est un exercice facile.

Considérons une représentation irréductible (V,tt) de H telle

2que . Comme F = Id (sur H), le carré de tout isomorphisme

de (V,t ) sur (V,tt°F) est une homothétie de V . Il en résulte 

qu'il existe deux isomorphismes involutifs de n  sur i r o p  ( n e  diffé

rant que par un signe) ; nous allons en choisir un, noté A dans la 

suite, dans chacun des cas i) à iii) que nous réaliserons par leur 

modèle naturel (cf. ch.I, §1, n°3, déf.4).

*
PROPOSITION 4.- L1automorphisme involutif F du (D-espace vectoriel 

2 X
M= XK (avec K2 = KXK) défini par

(4) (F*v) (a,b;c) = v(F(a) ,F(b) ?F(c) ) (v€M, (a,b?c) € K2 XKX)

est un isomorphisme de la représentation naturelle (M, t ) de H 

(cf. ch.I, §1, n°2) sur sa conjuguée (M,toF) qui envoie la sous-
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représentation (M. Æ , t) sur (M , toF) .

Cela est inunédiat.

Rappelons (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6) que l'on a un automorphisme 

involutif S de la représentation naturelle (M,t ) de H , défini par

(5) (Sv)(a,b?c) = q 2 £ eC(ab'-a'b)v(a',b';c)
( a ', b ' ) f K

pour v€M , (a,b;c) f K 2  X K X , où e = eQ°Tr (cf. §1, n°5, déf.10), 

qui envoie (H^ ̂  , t ) sur (M# a , T ).

Nous distinguons maintenant quatre cas.

Définition de A pour n = nA $ (A,$ € Car(KX), A = A^,$=^).

Nous prenons ( V , tt) = (M̂  ^ , T). Comme le sous-espace ^ de M 

est alors stable par F (prop. 4 K nous pouvons prendre

(6 ) A = F*

■¥: -¥r
(en notant encore F la restriction de F à ^). Notons que 

l'on obtient ainsi un isomorphisme involutif de n sur ttoF aussi 

pour A = $ .

Définition de A pour n = nA Aq (A^ Car(KX) - Car(kX)).

Nous prenons (V,w) = (M , T). Dans ce cas nous posons
A,Aq

( 7 ) A =  S o F *

^ ■X'
(où l'on note encore F (resp. S) la restriction de F (resp. S)

à M (resp. M ).
h,hq Aq,A

ft V f*
Définition de A pour ^ ^  (A € Car(K ), A = Aq).

Dans ce cas nous réalisons (V,tt) comme (L°,At ) où L° désigne

l'espace des fonctions complexes à somme nulle sur l'ensemble L des

2
droites du plan K , At = (A«det) ® t et t désigne l'action naturelle 

de H dans L° (cf. ch.I, §1, n°2, prop.5). On a 1'isomorphisme invo

lutif F* de (L°,At ) sur (L°,A(toF)) donné par

(F*v)m = v(F(É)) (£€L , v€L°).nNr ”
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On prend alors

(8 ) A = F* .

Définition de A pour Tr = rr|=Aodet (A€Car(KX), A = Aq).

Dans ce cas on pose simplement

(9) A = Idc .

2 <
Remarquons que les choix de A pour n = a et P°ur ' nA

se correspondent.

DEFINITION 4.- Soit tt une représentation de H , irréductible ou de 

la forme Tr = n/i a (A € Car(K )), telle que tt̂ ttoF . On définit une 

involution F de la représentation (w[tt],d) par

F(f)=A°f°F (f€w[n]).

On notera W +[ir] (resp. W [tt]) le sous-espace propre, G-stable, 

de w[tt] correspondant à la valeur propre +1 (resp. -1) de l'invo-
+M A ■

lution F . On étendra les notations (2) et (3) à W [tt] en remplaçant
+

partout W par W dans (2) et (3).

3.- Description des espaces w [tt] .

DEFINITION 5.- Soit (V,rr) une représentation irréductible de 

H = GL(2,K), triviale sur les matrices scalaires à rapport dans 

U = N-”' ( 1 ). On pose pour §€E = E2 XX ,

w[n](Ç) ={f(|)|f€ W(n)}

et

Supp WÎtt] = { Ç S  e |w (tt)(|) ^0} = U Supp f .
f€w(n)

On dira que Supp w [tt] est non-dégénéré s'il ne contient que des 

H-orbites non-dégénérées (cf. §1, n°5, déf.9).

On a alors
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w [tt] (§) = F i ^ S t a t ^ S )  ( S € e )

où l'on note Fix^(L) le sous-espace de V formé des vecteurs fixés 

par 1'action d'un sous-groupe L de H .

Nous nous proposons de décrire les espaces w [tt](§) pour les

différents représentants § € E de la table 1 (§1, n°5), en tenant

compte du fait que ces espaces ne dépendent que du stabilisateur du

représentant § correspondant, autrement dit ils ne dépendent que de

la G -orbite de § .
o

Dans la suite nous posons

X2 = Car(K+) - {1} .

PROPOSITION 5 .- Soit 0 € Car(K^) - Car(KX), 8 ^ = 1  . Considérons la 

représentation (Vg ,iTg) de la série discrète de H , associée à ®

(cf. ch.I, §4, n°2 et 4).

i) Le support de w[^0] est non-dégénéré.

X2Réalisons par le modèle de Weil réduit. On a alors Vg = V=C

et (cf. §1, n°5, défs. 7 et 8 )

ii) W[rr0] (1 ,Xg,t ) = )VQ (s € kX , ♦ € X),

où

V = {v€ vlsupp vc {il € xJKer “H ̂ K°}}
O 2

= {v€v|Supp vc{e^|t€kX}} ,

si e = e °Tr (e €X , fixé).
—  o o

iii) W[n0](1 ,xc,t) =TTg(hc)vPr (c fKX—kX , * € X),

où

V f  = {v € vl v(,nt) = or-'' (t)v(Tl ), vn € X- , Vt€kX}
cv 2

X >
et o- € Car(k ) est donné par la relation

®(a) = a(Na) (a € KX).

iv) w[tt9] (d(1 ,0 ) ,d(0 , 1 ) ,* ) = {v€ v| v("n u) = v('n), Vïi€x2 , Vu € u)
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Démonstration : Prouvons i). Il est clair que w[tt0](§)=o pour 

§= (d(1,0 ),0 ;e) et §= (0 ,0 ,e) puisqu'il n’existe pas de vecteur 

non-nul invariant pour le sous-groupe unipotent supérieur de H dans

V (cf. §1, n°5, table 1 et ch.I, §6, n°1). Pour achever la démonstra

tion de i) il suffit de montrer qu'il n'existe pas de vecteur non-nul 

dans V fixé par SL(2,k) (§1, n°2, prop.4 et §1, n°5, table 1), ce 

qui a été fait au chapitre I (§6, n°3).

Les assertions ii), iii) et iv) résultent aussitôt de la caracté

risation des stabilisateurs correspondants donnée dans la table 4.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 6 .-Soient A,4 € car(KX), A ̂  i , Aqiq = Ai . Considérons la 

représentation (VA $/nA $) de la série principale de H réalisée 

par son modèle naturel (ch.I, §1, n°3). On a alors

i) w[ttA,«](1' V ' 1,) = TTA,«*(h1 )VA^4 (s £ k* , f € X)

où

VAr<t =  ̂ VA v ( 1 »a * 1 ) = v ( 1 1 ) si Tra = Trb > a 'b ̂  •

ii) w|>Af(#](1,xc,i|0 = TTA><t(hc)v? ^  *

où VP %  est le sous-espace de VA $ formé des fonctions v € VA $ 

telles que

a) v(1 ,N(c)d;1 ) = A<ï“q(c)v(1 ,d;1 ) ' (c,d€KX),

b) v ( 1 ,0 ;1 ) = 6 v(1,0?1 ) ,
«,Aq

c) v(0 , 1 ? 1) = 6 v(0 ,1;1).
4,Aq

iii) w[rrA ,j] (d(1 ,0 ) ,d(0,1 ) J  ) est formé, pour tout f €x ,

des fonctions v € VA telles que

a) v( 1 ,uc; 1 ) = A (u)v( 1 ,c; 1 ) ( u € ü , c € K X ) ,

b) v(1,0?1) = 6 v(1,0 ; 1 ),
A,Aq

c) v(0 , 1 ; 1 ) = 6 v(0,1 ? 1 ) .
A, Aq

pour tout K  X .
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tions v € VA ,j satisfaisant aux conditions

a) v(0 , 1 ; 1 ) = v(1,0 ;1) = 6 v(1,0 ;1),
A ,Aq

b) v(1,c;1) = A$~1(a)6 v(1,0;1) (a,c€ KX,N(a)=1+N(c)^0),
A,A<3

c) v(1 ,uc;1 ) =A(u )6 v ( 1 » c ; 1 ) (u € U , c € KX , N( c) = -1 ).
$,Aq

v) W[n. J(d(1(0),0,e) = 5 { v € V. J  v( 1, c? 1 ) = v( 1 ,0; 1 ),
V'V " A r Aq

V e i K }  .

vi) w[^a (j](0 ,0 /e ) = 0  .

Démonstration : Toutes les assertions de la proposition résultent 

aussitôt de la table 4 (§1, n°5) et, dans le cas de iv), de la propo

sition 3 du §1 (n°2).
C.Q.F.D.

PROPOSITION 7 .- Soit A 6 Car(KX), h2q = h2 . Réalisons la représenta-
2

tion de Steinberg (va ,1tA  ̂ —  H ' associée à A , dans son modèle

naturel (cf. ch.I, §1, n°3). On a alors :
2 2

i) w[iTq ](1,x8,t) =TT̂  (h1 )Vtr (s 6 kX , * €x)

où

Vtr = {v 6 VA I v( Z )=v(€,) si Tra = Trb ; a,b € K + } .
a a b 

2 2 
ii) w[ttJï ] (1 ,xc,t) =TTq (hc)V^r (c6 Kx-kx , t € X)

où

V^r = {v6 VA lv(?tc) = ffo (t)v({c ), V t € k X , V c € K X et v(€o )=v(€00)=o) 

si A ^ ^ A  , et

VPr ={v€ VAlv(«tc) =v(ec), Vt€kx , Vc€KX}

si Aq = A .
2

iii) w[nq ] (d(1 ,0 ),d(0,1 M )  =

= {v€ V. I v( € ) = A (u) v( i ), Va € KX, Vu € U et v( i ) = v( = o} 
a ua a o

si A Aq ;
2  , v 

w[nq ] (d(1,0) ,d(0,1 ,♦ ) = {v€ VA | v(€ua) = v(€& ), Va € K , Vu € u}

iv) w [ ^1(1,0,*) est formé, pour tout ♦ f X , des fonc
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si A = , quel que soit t € X .
2

iv)-W[TTq ](1,0,t) =6 V" 1 (*6 X)
A, A"

où est formé des v 6 tels que v soit constante sur

C = {€ I a € KX , 1+N(a) = o} et sur L(K2)-C .o a. ** o
2

v) w[ tt? ] (d ( 1 ,0) ,0,e) = 6 {v€v.|v(€ )=v(C ), a € K+} .
- A , A q A a °

vi) w[rTq ] (0 ,0 , e) = 0  .

Démonstration : Cela est encore une conséquence facile de la table 1 

(§1, n°5).
C.Q.F.D.

PROPOSITION 8.- Soit A€Car(KX) tel que h2q=h2 . Alors on a

i )  W[^’ ] ( S )  = 6a

\ X
si § n'est congru à aucun (1,x , ÿ) modulo H (s€k , i|r € X).

ii) W[tt|] ( 1 ,xg, t ) = C (s€kX ,t€X).

Démonstration : Cela résulte aussitôt de la table 1.
C.Q.F.D.

Comme corollaire aux propositions 5 à 8 ci-dessus, nous obtenons 

les dimensions des différents espaces w[tt](§), que nous donnons dans 

la table 3.

+

4.- Préliminaires à la description des espaces propres W~[n] .

DEFINITION 6 .- Si tt est une représentation de H telle que ttoF̂ tt , 

on pose

+ +

w “[tt](§) = {f (§ ) l f € W“[tt] } ,

+ ^  +

Supp w [tt] = { § € e |w [tt] ( § ) / o } .

LEMME 1.- Rappelons que l'on a posé

/Tre aqcq \ 

““ ‘ (»o« 0 /

( c 6 K X ),
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LEMME 2.- Tout § € E est congru, modulo H , à son conjugué F(î).

En particulier, on a

F(1,xc,t) =h^(1,xc,*) (c € KX,t € x)

pour

.K‘Coil0ô ) <c€kX)
(cf. table 1).

Démonstration : Rappelons que l'on a

F(h'.5) *F(h').F(S) (h1 € H, § € E).

Supposons que l'on ait F(§)=h.§ pour un § € e et un h € H  conve

nables. Alors on aura

F(h'.S) =F(h,)h.5 = [F(h,)h(h')_1].(h'.§) (h' € H).

Il s'ensuit qu'il suffit de démontrer le lemme pour un système de 

représentants de E suivant H . Mais cela est immédiat d'après la 

table 1, puisque les seuls représentants non-invariants par F sont

les ( 1 ,x ,̂ ) (c € K* , t € X), les (1,x,-1, t) et les (x,-1,1)
c i l

(h € X), et que leur cas est réglé par le lemme 1.
C.Q.F.D.

LEMME 3.- Soit (V,tt) une représentation de H , irréductible ou de

X %
la forme n = "a a (A € Car(K )), telle que (V,tt) soit isomorphe à

(V,rroF). Soit § € e . Posons

C'est clair.

(c € KX).

pour

F ( x ) = Sc = h ' x h'* et h ' W* = 1 
c c c c c  —  c e

où aQ désigne un élément de norme -1 de K , fixé une fois pour 

toutes. On a

h
c

'1
0

0
ao

s q-1
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W|>](S) =ir(hç)V'

£Ù hç € H et V ' c v  . Soit € H tel que F(§)=hç.§ et définis-
a

sons hç € H par la relation

A

h£h? = F(hç)hç .

On a alors

+ ,
(10) W~[tt] (§) = n(hç){v€V' I ir(hç ) (v) = -A (v) }

(cf. n°2, déf.4).

Démonstration : Posons, pour alléger les notations, h^=h' , h^=h et
A A

hç = h . Par définition (loc. cit.), on a, pour î € w [tt]

(Ff)(§) = A[f(F(§))] = [Aon(h')]f(§) .

Posons f (§ ) = TT(h) (v), avec v€V'. Alors

(Ff ) ( § ) = [Aorr(F(h)h)](v) = (h (h) oAorr (h) ) (v) 

et la condition (Ff)(§) = -f (§) équivaut à la condition

A(n(h)v) = -v , 

d'ou notre assertion, car A = Â
C.Q.F.D.

PROPOSITION 9.- Gardons les notations du lemme 3. Soit 5 e E l'un

des représentants de la table 1 (§1, n°5). Alors on a 
+ .

i) W~[tt] (§) = {v? W[n] (§) | A (v) = -v)

si § est invariant par F ;
+ .

ii) W~[tt] (§) = rr(hç){v€ V'U(v) = -v}

si ? = ( 1 ,x ,♦) (s € k* , ♦ € X), avec hF = h. (cf. §1, déf.7 et ce §,
—  s ---  S 1

prop. 6 à 8 pour la description de V' dans ce cas).

ii i ) W~[tt](§) = T T ( h ç ) { v €  V' |n^ ”q°^(v ) = -û (v)}

si C=(1,x,'l>) (c € KX-k* , i € X), avec h- = h (cf. loc. cit. pour la 
c s c

description de V 1 dans ce cas).
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+

En particulier, le sous-espace W~[tt] est plein (cf. ch.III, §3, 

n°1, déf.2 ).

+

Démonstration : Le fait que W [n] est plein est une conséquence im

médiate du lemme 3. Si § est invariant par F , on peut prendre dans

le lemme 3, h£ = 1 ; en posant en outre h^ = 1 , on a hç = 1 et i) en

f X
résulte aussitôt. Si §=(1»x , ♦) (s€k , ÿ € X), on peut prendre

= h^ (cf. lemme 2 ) ; alors avec le choix indiqué de h^ , on obtient

h =1 , d'où ii), en vertu du lemme 3. Enfin si §=(1,x , t) (c€K*-k*, 
s c

t € X), on peut prendre h^= h^ (cf. lemme 2) ; alors avec le choix

A 0  Cl

indiqué de h^ , on trouve hc = (& o°^' d’°^ d'après le

lemme 3.
C.Q.F.D.

REMARQUE.- D'après la proposition 9, il suffira dans la suite, pour 
+ + 

connaître W [ tt], de calculer W ["](§) pour î égal à chacun des 

représentants suivants :

( 1 1 )

(1 2 )

(13)

(14)

(15)

(1,0 ,e)

(d(1,0 ),d(0 , 1 ) ,e) , 

( 1, x , e ) ,

(d(1,0 ),0 ,e)

(0,0,e)

( c = 1 , c € KX-k* )

(cf. §1, n°5, table 1).

Nous considérons maintenant les différents choix de tt tels que 

tt^ ttof (cf. n°2, prop.3). Nous commençons par le cas le plus simple,

■]
celui de TT = rrA = Aodet .

1 *
5.- Le cas tt = rr̂ .

PROPOSITION 10.- On a

w + [ ^ l  = Wtrr]] , W -[n|] = 0
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Démonstration : Il est clair que dans ce cas à est l'identité. 

D'après le lemme 2, si §€e alors F (S) = h.! pour un h € H  

convenable (avec, évidemment, N(det h) = 1). Par conséquent, on a

(Ff)(S) = f(h.S) = A (det h)f(S) = f(g) (f € w [tt|]),

car A = Aq .
C.Q.F.D.

6.- Le cas n 4 (A = Aq , 4 = 4q) .

Nous considérons ensuite le cas tt = rr̂ ^ , où A = Aq et 4=4*5 

(A,4Ç Car(K ),A^4). Nous réalisons la représentation (VA <j * ^  <$) 

dans la représentation naturelle de H (cf. ch.I, §1, n°3, déf.4). 

Rappelons que dans ce cas A = F (cf. n°2, (6)).

PROPOSITION 11.- On a

pour tout A € Car(KX) tel que A = A ^  .

quels que soient A,4€Car(KX) tels que A = Aq et 4 = 4 q , A ̂  4 .

Démonstration : D'après la remarque à la proposition 9 , pour prouver 

notre assertion nous n'avons qu'à démontrer que, par exemple,

(16) W+[nAi<f](§) = w [tta^](§)

pour les représentants § du type (11) à (15).

Pour ?= (0,0,e), (16) est trivial (cf. table 1). En vertu de la 

proposition 6, iv), iii) et v), on a F (v) = v pour tout 

v é w [tta ^](§) pour § égal à (1,0, e), (d( 1,0) ,d(0,1 ), e) et 

(d(1,0),0,e) d'où (16) dans ces trois cas (prop. 9 i)). D'après le 

numéro i) de la proposition 6, on a aussi F (v) = v pour tout v€V'

dans le numéro ii) de la proposition 9 , d'où (16) pour 1= (1,x^,e).

X X  #
Considérons enfin le cas §= (1,x ,e) (c € k -k ). D'après le numéro

w TTA W rr
A 4

W' rr
A «

0
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ii) de la proposition 6 , l'espace V' dans le numéro iii) de la pro

position 9 est formé des 4 telles que v(1,0;1) = 0 = v(0,1 ; 1 ) 

et que (puisque $ = $ q)

v(ab,a qb';d) =v(b,b';d) (b,b* f K , a,d € K*).

On a donc

F*v(a,b;d) = v(aq,bq;dq) = v(b,a;d) (v € V' , a,b € K , d € K * ). 

Comme d 'autre part

[nA "S°)v](a,b;d) =v(ao(b,-a),da; 2
® v

= v(b,-N(aQ)a,d) (v€V',a,b€K,d€K ),

le numéro iii) de la proposition 9 montre que l'on a bien (16) dans 

ce cas.
C.Q.F.D.

2
7.- Le cas tt = (A=Aq).

2 x
Nous prenons maintenant 17 = 17 a ^  ̂  Car(K ), A = Aq). Nous réali

sons cette représentation comme le produit tensoriel de Aodet avec 

la représentation naturelle de H = GL(2,K) dans l'espace L° des fonc

tions complexes à somme nulle sur l'ensemble JL des droites du plan 

fini K (cf. ch.I, §1, n°2). Rappelons que dans ce cas, on a pris 

A = F* (cf. n°2, (8)).

PROPOSITION 12.- Soit A€Car(K*), A = Aq . 

i) On a

W*! "?](?> = W [ n q2](§)

pour tout § € E X E X X non-congru, mod. H , à un représentant de la

forme ( 1, x ,$) (c S K*-k* , * € X).
----- c

X X
ii) Par contre, pour tout c € K -k , tir € X , on a

2 2 
W+0 q ](1 ,xc ,*) =trq (hc){v€ L°|v (€m ) = v (€q )} ,
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2 2
w"[nq ](1,xc,t) = "q (hc){v€ L°| v(«a) =0 Va € Kx et vi^) =-v(« )} .

Démonstration : D'après la proposition 7 iv), iii), v) et vi) on a 

* 2 
F (v)=v pour tout v€w[îrq ](§) pour % égal à (1,0,e),

(d(1,0 ),d(0 ,1),e), (d(1,0),0,e) et (0 ,0 ,e). Notre première assertion, 

pour ces représentants, résulte alors aussitôt du numéro i) de la pro

position 9 . Pour §= (1,x^,e), le numéro i) de la proposition 7 en- 

traîne que l'on a aussi F (v) =v , quel que soit v£ V', dans le numé

ro ii) de la proposition 9 , d'où i) dans ce cas. Considérons enfin le

X X
cas §= (1,x ,e) (c€K -k ). D'après la proposition 7 ii) nous avons, 

pour tout vi V' dans la proposition 9 iii), en posant w' = (®

2
tnA (aow')(v)](€o) =A(a2 )v(€00) =v(€oo) = ( F ^ M J  (Aq = A),

2  *

-nA (aoW ‘ ) = = (F v ) »

2
[tt̂  (a w') (v)](£ ) = v(£ 1)=v(€ 1)=v(€ )

° a -a" 1 N(a)a aq

= [f*(v )](« ) (a€KX).
a.

L'assertion ii) en résulte aussitôt (prop.9 iii)).
C.Q.F.D.

8 .- Le cas tt = n
A,Aq

Nous considérons maintenant le cas le plus délicat, à savoir

X #
tt = n (A € Car(K )). Nous réalisons toujours tt dans la repré-

A,A<ï A,A<ï
sentation naturelle de H . Rappelons que dans ce cas, on a posé

A = S°F* (cf. n°2, (7)).

PROPOSITION 13.- Soit A€Car(KX), A^Aq . pn a

W+0  ] ( § ) = W[ TT ] ( | )  
A, Aq A ,Aq

pour tous les 5 € E non-congru s, modulo H , à un représentant de

la forme (1,x , t) (c € KX , t € X).
-------  c
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Démonstration : Nous nous servirons de la remarque à la proposition 9. 

Si § tE est invariant par F , il résulte de la proposition 9 i) et 

la définition de A (n°2, (7)) que si v€w[it ](§) alors
+ A ,Aq '

v € W T tt ](§) si et seulement si 
A,Aq

(17) (F*°S)(v) = v .

Pour Ç=(0,0,e) et § = (d( 1 ,0) ,0, e) , on a w [tt ](§)=o
A, Aq

(prop. 6 v) et vi)) et donc l'assertion i) de notre proposition est 

triviale. Supposons maintenant § égal à (1,0,e) ou à

(d( 1,0) ,d(0,1 ), e). Soit t € k* et v € w [tt ](§) portée par

x A'A .
( U € ) Xk (si §=(1,0,e), alors v = 0  à moins que t =-1 ).
N(c)=t C x *
Soit c un élément de norme t de K Nous avons, par un calcul

facile (cf. ch.I, § 1 n° 2, prop. 6 ), puisque A ̂  Aq ,

(Sv )(1,c?1) = A(-1)q-1 £ v (a,auc• 1 )
1 a€Kx,u<=U 1

ac(1-u)=1

= A(-1)Aq (̂c) q“ 1 I" I Aq ^(1-u)A(u) v (1,c;1)
u€U-{1} t

= Aq-^(c)vt(1,c?1)

= vt(1,cq;1) = (F*vt)(1,c;1) .

Cela montre que (F oS)(v)=v pour tout v€w[n J(1,0,e) et que 

* A 'A 
l'on a Trace(F oS)=q-1 (= dimfw[Tr ] ( d ( 1,0) ,d(0,1 ) ,e) ] ). Comme 

+ ' A 'A " *
W [tt ](§) est le sous-espace propre de ¿ = F »S correspondant à 

A, Aq
la valeur propre 1 , notre assertion s'ensuit, pour les deux choix 

indiqués de § .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 14.- Soit A € Car(K ), A^Aq . si §5 E a le même stabili

sateur que (1,x^,e), alors on a

i) W+[tt ] ( § ) = tt (h. ){v € Vtr lv(0,1 ;1 ) = A (-1 ) E v (r)},
A, Aq A, Aq 1 A, Aq r«k °



V. 29

ii) W"[n l m  =
A,Aq

= n „(hjiv? Vtr | v = X € (D et v ( 0, 1 ; 1 ) = -A ( -1 ) qX } 
A,Aq 1 A,Aq °

où, rappelons-le (cf. prop.6 i)), on a posé v (Trb) = v(1,b;1) pour

tout v € vt r  , b 6 K .
---- A,Aq

* tr
Démonstration : Soit v € V et b f K . On a

A, Aq

( S v ) ( 1, b ; 1 ) = 2 v(a, ab-1 ; 1 )
q aCK

= i k l l  [ v ( 0 , 1; 1) + S Aq" 1(c ) v ( 1, b - c ; 1)] . 
q c€K

X x
Soit CCK un système de représentants des k-droites dans K ; 

notons cq le représentant de la droite K° formé des éléments de 

trace nulle. On a alors

2 v  ̂(c)v( 1 ,b-c; 1 ) = 2  Aq (̂c) £ v (1 ,b-tc; 1 ) 
c€K c€C t€k

= qAq~ 1 (c )v( 1 ,b; 1 ) + [ £ A<H(C)] S v (r),
° c€C r€k °

c¥-c 
' o

= A(-1)[qvQ(Trb) - 2 vQ(r)] ,

d ’où

(18) (Sv) (1 ,b?1 ) = VQ(Trb) +A(-1 )q”1v(0,1 ;1 ) - q” 1 S v Q(r).

De manière analogue, on a

(Sv)(O,1;1) = A ( - 1 )q_1 S v(1,c;1) ,
c€K

c'est-à-dire

(19) (Sv)(0,1 ? 1) = A(-1) 2 v (r).
r€k °

La proposition résulte aussitôt de (18) et (19).
C.Q.F.D.

Nous fixons quelques notations avant de considérer le dernier cas.

DEFINITION 7.- Notons 1̂ 11 ensemble des k-droites (passant par l'ori

gine) de K* . A chaque v 6 v^r (A€Car(K*), A^Aq ; cf. prop. 6 ii)),
A , Aq
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on associe deux fonctions v. et de L dans C définies par

(€) = v(c,1 ; 1 ) (c? i € JL)

v-(€) = v(1,c;1) (c € € 6 IL)
Z m/

Nous factorisons aussi par L, tout caractère de K trivial 

sur k* , en posant

*(«)=«(c) (c€«€l).

X X
Nous notons enfin €(c) la k-droite de K passant par c 6 K

PROPOSITION 15.- Soit A Ç Car(KX), A ? Aq . si §€e a le même stabili-

* X X
sateur, dans H , que (1,x , e) (où c € K -k ), alors on a-------  ----- --  Q -- ------------

i) W+fTT „!(§) est l'image par rr(h ) (cf. prop. 6 ii)) du 
A,Aq c

sous-espace de V?r formé des fonctions v € v^r telles que
A,Aq A,Aq

. v(1,0;1)=2 v et v(0,1;1)=E Vl ;
L L 1aW /m/

en particulier

dim W+[ff ](§)=q+1 .
A,Aq

ii) W T tt 1 ( § ) est l'image par tt (h ) du sous-espace 
A,Aq A , Aq c ----------  ---

de V^r formé des fonctions v € Vpr telles gue :
A,Aq A,Aq

a) v(1,0;1)—  E v_ ,

b
b) v(0 ,1;1)=- E ,

1

c) v_ = X + u A
2 v v

où X , p, 6 C .
—  v v

En particulier

dim W [n ] ( C ) = 2 .
A,Aq

Démonstration : Nous calculons Av= (F oS)v pour v£ Vp . On a, 
-------------  A,Aq

pour c € K* (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6)
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(Sv ) ( 1 , c ; 1) = M - 1 ) q-  ̂ s  v ( a , a c - 1 ; 1 )
a€K

= A( - 1 ) q _1[ v ( 0 , 1 ; 1 )  + 2 Aq"1 (d) v( 1 , c -d ;  1 ) ] .
ûf.K

Notons A la somme dans le membre de droite. On a alors c

A =Aq 1 ( c ) v ( 1 , 0 ; 1 )  + (q-2)Aq~ 1 ( c ) v _ ( £ ( c ) )  + £ A  ̂ ( g ) E v _ ( € 1 )

= A(3_1 (C) v( 1 , 0 ; 1  ) + q v  . ( « ( c ) q ) -  A^"1 ( c ) £ v ,  ( € ) -  2 v . ( £ q )
1 £€L  ̂ eÇL 1

W  W

d' où

( S v ) ( 1 , c , 1) = A( - 1 ) [ v (cq , 1, 1)  + q_ 1 (v ( 0 , 1 ; 1) -  £ v , (6) )  

+ Aq 1 ( c )q- 1 ( v ( 1 , 0 ; 1 )  -  £ v ( € ) ) ]  .

X 0 —1
D'autre part, toujours pour cf K , on a en posant w' = (̂  ^),

[Tr(a w')v] (1 ,c;1 ) = v(a (c,-1 ) ;a~2) = A (-1 )v(c, 1 ; 1 ) (N(a ) =-1 ).
o o o o

. *
Comme A = F oS , nous trouvons ainsi que la condition

[TT(aow ’ )(v)](1,c;1) = -(Av)(1,c;1) (c 6 KX )

équivaut à la condition

( 2 0 )  -  v 1 ( 6 )  =  v^  ( € )  + q “ 1 [ v ( 0 , 1  ;1 ) -  2  v ^ ]  +  A ^ ~ q ( € ) q - ^ [ V ( 1 , 0 ; 1 )  -  £  v 2 ]

b b
pour tout i

De manière analogue, on a, pour v 6 V^r ,
h,t&

(Sv)(1,0;1) = A(-1)q-1 E v(a,-1;1)
a€K

= A(-1)q"1[v(0,1?1) + (q-1) E vAt)]
iS. L 1

. W
et

(Sv)(0,1;1) = A(-1)q 1[v(1,0;1) + (q-1) £ v0(£)] .

Comme

[îr(a0W  )v] ( 1 ,0? 1 ) = A (-1 )v(0,1 ; 1 ) ,

[tt (aQw ' )v] (0,1 ;1 ) = A (—1 )v( 1,0,1 ) ,

nous voyons que, pour v€ V^r , la condition
A , Aq

[n(a0w')(v)](x) =Î(Av)(x)

w o e 'e, e c
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pour x = ( 1,0 ;1) (resp. x =( 0 ,1;1)) équivaut à la condition

(2 1) -qv(0 , 1 ; 1) = v(0 , 1 ; 1 ) + (q-1) 2 v,
L 1

(resp.

(2 2) -qv(1,0 ;1) = v(1,0 ?1) + (q-1) 2 v. ).

b
L'assertion i) est alors immédiate et l'assertion ii) découle 

aussitôt du fait que (si l'on choisit partout le signe -) (2 0) est 

équivalente, en présence de (2 1) et (2 2) à l'équation suivante

(23) v̂  = m(v^)+ ~q.m(v2)

où l'on note m(v^) la moyenne, sur L , de v^ (i = 1,2), équation 

qui équivaut à son tour à

v_=m(v_)+A^ q.m(v. ).
1 C.Q.F.D.

Nous avons indiqué les dimensions des espaces W~[tt](§), dans les 

cas non-triviaux, dans la table 1 (sous-colonnes à en-tête A = Aq et

* = Aq) .

+

9.- Les dimensions des espaces w [tt] et W [tt] .

A 1'aide des résultats des numéros précédents nous pouvons déter-
+

miner aisément les dimensions des espaces w[tt] , W  [tt] , pour toutes 

les représentations irréductibles tt de H triviales sur U .

LEMME 4.- Soit tt une représentation de H triviale sur U . Posons

n( I ) = dim w [tt] ( § )
+ + 

n~(§) = dim W~[tt] (?)

(S € E),

( ? € E ) .  '

Alors on a

dim W(tt) = (q2-1 )n( 1 ,0,e) + (q2-1 )n( 1 ,x1 ,e) + Î5q(q2-1 )n(d(1 ,0) ,d(0,1 ) ,e) + 

+ %q(q-1 )2n (1 ,x ,e) + (q+1 )n(d( 1,0 ) ,0 , e) +n(0 ,0 ,e) ,

X X
où c désigne un élément quelconque de K -k (formule analogue pour
vr|>] ).
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Démonstration : Il suffit de compter pour chaque H-représentant 

apparaissant dans la formule du lemme, combien de H-représentants 

il y a dans la table 1 qui ont même stabilisateur, à conjugaison 

près.
C.Q.F.D.

La table 4 qui donne les dimensions des différents espaces w[n],
+

W [ tt]  résulte aussitôt du lemme 4 et de la table 1 .

§3. L'entrelacement des représentations w [tt] (tt^ ttoF).

1 .- Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous désignons par (V,tt) une représentation 

irréductible de H , triviale sur les matrices scalaires à rapport 

dans U(= N ^(1)cKX). Nous considérons l'induite (V,rr) de (V,tt) à 

r=GO(Q) (cf. ch.III, §3, n°4, prop.3, avec F'=h , T = F). Nous avons 

dans notre cas (§1, n°1, prop.2)

F
rr = ttof

en notant encore F 1'extension de 1'automorphisme de Frobenius c ►* cq 

de K à H = GL(2,K). Nous écrirons d'ailleurs aussi F(h)=h (h 6 H).

Nous donnons tout d'abord quelques résultats plus précis, dans 

notre cas de rang 4 et d'indice de Witt 1 , concernant les opérateurs 

S (x,y;y) (x,y € M , v €r) introduits de manière générale au chapitre

III (§3, n°2, déf.6 ). Dans la suite nous écrivons simplement S à la 

place de S

2

LEMME 1.- Pour x,y€M=E , y  £ ^ , on pose

nv „(y ) = I{ (y ' ,v") ^ r x r J y 'y y " = y )I ?x,y x y

on note E(x) le sous-espace de E engendré par le couple de vec

teurs x £ M .
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(*) S(x,y;y) = n (v)"1S tt(v )S (Y € H
X/ y x y

si F ' = r et si l'une des hypothèses suivantes est satisfaite :

i) le sous-espace quadratique (E(x),Q) de (E,Q) est un

plan non-dégénéré déployé et y € M est quelconque ;

ii) (E(x),Q) est un plan non-dégénéré, non-déplové ou une

droite non-singulière et (E(y),Q) est une droite singulière.

Démonstration : Supposons vérifiée la condition i). Soit y € r . Si 

E(x)H e(y-y) =0 la relation (*) est claire (ch.III, §3^ n°2 , lemme3 

et rem. 2 au lemme3 ). Supposons dim(E(x)H e(y.y)) =1 . Si 

dim(E(x) H e(y.y) ) = 1 > on peut supposer v.y^E(x) (ch.III, §3, n°2, 

rem.2 au lemme 3) et donc E(x) H e(y .y2 ) = Q si E(x)^E(Y.y). En 

vertu du théorème de Witt la somme S(x,y;v) porte alors sur les 

Y'^r de la forme Y'=Y0YY2 Pour Y0 ̂ Stab0 (Q)X ' V2 ̂  Stab0(Q)y2 ' 

tels que

B(x^,Y 1 «ŷ  ) = B(x^,Y»y^ ) ( (x1 ,x2)=x) ;

mais cette dernière relation entraîne

Y’ , y 1 =VoV *y 1 +V

avec v€E(x)X . Il s'ensuit que Q(v)=0 (puisque Y.y^E(x) et 

que l'on doit avoir Q(Y ' .ŷ  ) = Q(y .ŷ  ) ) et donc v=0 , car 

(E(x)1 ,Q) est un plan non-dégénéré, non-déployé. On en conclut que y2 

fixe aussi y^ , d'où la relation (*) dans ce cas. Considérons enfin 

le cas E(Y.y)c E(x). La somme S(x,y;v) porte alors sur les y ' € r 

tels que mY , = m^ et que

y '•yi = Y.yi +vi (i — 1,2)

pour v^ € E(x) 1 . On doit alors avoir de plus Q(v^) =0 à cause de la 

relation Q(y ' .y^ = Q(Y .yi), et donc vi = 0 (i=1,2), ce qui démontre

Alors on a
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Si ii) est vérifiée, alors, pour tout y £ F , on a 

E(x)H e(y.y) = 0 et la relation (*) est donc immédiate (ch.III, §3, 

n°2, lemme 3).
C.Q.F.D.

LEMME 2.- Gardons les notations du lemme 1 et posons r ' = h . Alors on 

a encore (*) pour x=(x^-1,1), y=( 0 ,d(1,0 )) (cf. table 1) et h€H 

tel que h 1^h21 = 0 *

Cela est immédiat.

2.- L'entrelacement des représentations w[tt] (nqfeTToF).

THEOREME 1.- Soit tt une représentation irréductible de H (triviale 

sur les matrices scalaires à rapport dans U) telle que tt̂ ttoF .Alors 

i) la représentation (w[tt],p) de G est irréductible;

ii) la représentation (w[n],p) ne s'entrelace avec 

pour une autre représentation irréductible n' de H , 

telle que tt'^ tt'oF , que si n'^rr ou tt'^ ttof , cas où ces représen

tations sont (trivialement) isomorphes.

Démonstration : Les hypothèses rtrjtn0F et tt'̂ tt'oF signifient que 

rf et W  sont irréductibles. Nous démontrons le théorème pour w[tt] 

et w[tt'] (ch.III, §3, n°4, prop.3). Prouvons i). En vertu du lemme 4

du numéro 2 du paragraphe 3 du chapitre III, il suffit de prouver que

^  t** \ * • si cp est une fonction de M dans End^(V) vérifiant les conditions
nu

i) à iv) de ce lemme, alors cp(x) est une homothétie (de Vx), pour 

x parcourant un système de H XGQ-représentants de M . Mais cela est
A

immédiat d'après le lemme et sa remarque (cf. table 3) pour *7*"^

(A € Car(KX) - Car(kX), A2 = A2q , A ji Aq). si tt = n| cela est cependant 

trivial puisque Supp w[tta] (= Supp w[tta]) est réduit à une seule

T x (G XkX)-orbite, celle de § = ( 1,a(0,1 ),e) et que dim V» = 1 .
O " S

(*) dans ce cas.
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Pour prouver ii), compte tenu de i), il suffit (ch.III, § , n° , 

lemme ) de prouver que si cp est une fonction de M dans 

Hom^iVjV') vérifiant les conditions i) à iv) dudit lemme et telle que 

<p(x) soit un isomorphisme (de V sur V') pour tout x € M  , alors
X X

(V,tt) =* (V' ,tt ' ) (c'est-à-dire tt'=*tt ou tt' ^ ttoF). Mais d'après la 

condition iv), en vertu du lemme i) on a, pour x= (d(1,0),d(0,1))

^  rsj

(1) cp(x)T»(v)p" = p" (v)P(x) (v 6 T).Ji X

Mais il résulte de (1 ) que le T-morphisme cp de V dans V' défini 

par

CP= 2 cp(Tl)
^fo(§)

avec §=(x,e) et 0 (§) = Orbp (? ), est non-nul si d i m n ’>1 , puisque

^  r
= IT | -1 E n'(y)pW r?' (Y ) -1 <p(§) 

9 5 i-Y<;r s

et que la somme entre crochets est un endomorphisme de V' de trace 

égale à |r|dim = |r|(q-1). En vertu de l'irréductibilité de n et 

tt' cela achève la démonstration de ii) pour dim tt’ >1 .

Si dim tt' = 1 , alors w[tt! =* w[tt ' ] entraîne (table 3) dim tt = 1 . 

On a donc n =  ̂= tt| , pour A ,A ' Ç Car(KX) - Car(kX), A2 = A2(ï ,

A'2_A'2q^ Mais dans ce cas la condition v) du lemme 4 du ch.III, §3 

n°2, appliquée à x = (d(1,0 ),a(1,1)), y = (d(0 ,1),a(c,c)) (pour un 

c€KX-kX) et v=d(a,1)€H (a^KX) entraîne aussitôt

A (a) = A ' (a) (a€KX),

d'où ii) dans ce cas.
C.Q.F.D.

2 x

3.- L'entrelacement des représentations W [n„oN] (cv^Carik )).

2
THEOREME 2.- i) Les représentations W"[Trq ] sont irréductibles pour 

tout a € Car(kX).

ii) On a
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W [ïï'ï ] f  W - [îT? 1 
cy°N Bon

si <y ̂  B (a, 0 f Car(kX ) ).

2 x 
Démonstration : Ecrivons n = nq „ , pour tout a € Car(k ). Notons V 
------------  cv »on

l'espace commun des représentations réalisées par leur modèle

naturel (ch.I, §1, n°3). Nous démontrons le théorème pour les repré- 
^  ■

sentations W [ j  (cf. ch.III, §3, n°4, prop.3).

Soit $ un opérateur d'entrelacement de w[tt ] dans w [tt~]

(a,B € Car(kX) ) . Comme la sous-représentation w[tt“(] de ff[rr ,] est 

pleine et que Supp w[ir”,] (= Supp w""[tt̂ ,]) est non-dégénéré, pour 

tout a' € Car(kX), on a (ch.III, §3, n°2, lemme 4)

(*f)(S) = [ c p ( § ) ] ( f ( D )  (f € W [ tt” 3 , § € M)

pour une fonction cp de M dans End^iV) telle que 

Supp cp = pr̂  (Supp $) n pr2(Supp $) et que

a )  c p (§ )  ÇHomŒ( w [ n " ] ( § ) , w [ " " l ( § ) )  ( S € M )

b) <P(V.§) =TTg (VV0 )cp(l)n-(YV0 ) “ 1 (Ypr ' Y0 irç , M)

c) cp(xa, Ÿ ' ) = cp(x,̂  ) (x f M , a S AX , t ,*' € x )

n TT
d) cp(x) S a(x,y;y)= S (x,y;v)cp(y) (x,y € M , v € F).

Comme Supp w [tt“(] est réduit à une seule r x (A Xk )-orbite et

que dim W~[ito ,](?) = 1 pour § € Supp W~[ , ] , quel que soit

X ' fa ’ € Car(k ) (cf. table 3), l'assertion i) est alors immédiate. Pour dé

montrer ii), il suffit d'appliquer d) à (cf. table 3 et §1, n°5, déf.7)

x=(1,x ) , y = (a ( 1,1 ) ,a(cq,c) ) , y=d(a,1)€H 
c  -  -  -

X X  x
pour un c € K -k , tel que Trc ̂  0 , et tout a € K . Comme

x 3 y modulo r et que E(x)rïE(y.y) =0 , on en tire d'après le lemme 3 

du ch.III, §3, n°2, que

A (a) = A ' (a) (a€KX)
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si cp(x) ^ 0  , c'est-à-dire si $ ^ 0  .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 1 .- La représentation est dans la série discrète

de G pour tout a € Car(k ).

2
Démonstration : L'assertion résulte du fait crue W*T TTq ..1 n'admet ------------   ̂ - cxoN'

même pas de vecteurs invariants non-nuls par le sous-groupe de G

0 T 0 4*
formé des u (q q ) (r€k ), ce qui est clair puisque

P (u (q °) ) f ( 1 ,xc;f ) = * (r) f ( 1 #xc;'|r )

+ 2 
quels que soient r€k , c € K -k , t € X et f €W~[TTq "I , et que

cyoNJ
2

Supp W_0 q ] = U Orb ( 1 , x ; t ) .
N t€X H c

cÇKx-kx C.Q.F.D.

REMARQUE.- Il est déjà clair, à cause de leur dimension commune

2 a2
%q(q-1) , que la restriction de la représentation W

(<*€Car(k )) à Sp(4,k) a comme caractère le caractère 0^Q de la

table de SRINIVASAN [16] .

§4. Identification des w [tt] n'appartenant pas à la série discrète.

1 .- Identification des représentations w [tta

Rappelons que A et $ désignent deux caractères distincts de 

K* tels que A$=Aq$q . On sait déjà (cf. §2, n°2, prop.3) que si 

A Aq (donc aussi $^#q) et si 4^Aq alors $°F (et

réciproquement), d'où l'irréductibilité de (§3, n°2, th.1).

Nous montrons maintenant que les représentations w [tt̂  forment la 

série de représentations de G associée au sous-groupe parabolique P̂  

(cf. ch.II, §4). Nous affecterons nos représentations d'un indice supé

rieur égal à leur dimension s'il y a risque d'ambiguïté.

2
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Nous considérons dans ce numéro le cas où A et

{A,A<ï}n {«,«?} = 0  .

PROPOSITION 1 .- Pour A,<î€Car(KX) tels que et

A ̂  <f ji A^ on a (cf. ch.II, n°4)

(WI>A Î 11,P) - (V(A<rq,n| _1 ),t )

(où l'on écrit, suivant nos conventions. Ai ^ à la place de a € Car(k ) 

tel que A<$ q =ooN).

Démonstration : Comme V(A<J“q,rr2 ) = Ind [ («® tt̂ -  ̂) ocp 1 et que cette
4  P ^ G  * 1 '

représentation est irréductible, dans le cas où nous nous sommes pla

cés, il suffit d'exhiber un P.-morphisme non-nul de dans 

2+1
w [ ^  ] ; ce que nous faisons maintenant.

Posons x°= (x^-1,1) (cf. table 1) et notons vœ le vecteur

dans nA w[nA *}^x°) c VA $ ĉf* §2 , n°3, prop.7 ; on prend le

q2+1
modèle naturel de $ ) défini par les conditions

(1) Supp vco=(OXK)XKX , vM (0(1;1)=1 .

4 O*“ 1
Considérons le modèle de Vieil réduit de (V^ , ttj ) (cf. ch.I, §4, 

n°4) ; on a alors = CX . A toute f €  ̂ associons f' ^ w[tta

définie par

(2) pr., (Supp f* ) corbH(xQ)

(3) f'(x°,M = f(1')TTA^(h 1)v00 (hl = (l
9 O

où a € KX , N(a ) = -1 , fixé, 
o o

Il est immédiat que l'on a

p (g)f ' = f ' (f€v*"1)

pour tout g appartenant au radical unipotent = Ker cp̂ de P̂  .

Soit g € P.j .Si g=(Q°*_i) avec a=(Q°) (t€kX), alors 

cp̂ (g) = (t,1) et il résulte de la relation
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(4) (x^-1,1)(0 [h1|'0 a_qjh1 1. (x1-1,1 )

(avec a et b dans K tels que t = N(a) = Tr(aqb)+1), que l'on a

p (g) f1 =A4"q(a)f' = a(t)f’ (f 6 Vq_1 ).
9

0  0  + 1 r*
Si g = u(Q r) (r€k ), alors cp̂ (g) = ( 1, (Q  ̂) ) et on trouve aussitôt

[p(g)f'](x°,t) »♦(r)f’(x°,t) (f € Vq_1,t 6 X).

Si g = h'(t) (t€kX), alors cp̂ (g) = ( 1, (̂  ) et, par définition

[p(g)f](x°,t) = f'ix0,*1) ( * e x ) .

Si g = M q °)h' (t2) (t£kX), alors cp̂ (g) = (1 ,t) € kX XGL(2,k) et 

l'on a

P (g) f ' = A"1*flfc)TTA#4(o c)f’ = (f 6 v^"1'c € KX, N ( c ) = t).

Pour terminer, il ne reste alors qu’à démontrer que l'action d'un 

g € P1 tel que (p̂ (g) = ( 1 ,wq) (avec wq = (Jj* € GL(2,k) ) sur les f' 

(f€vq est celle donnée par la formule décrivant l'action de w 
$

Q“ 1dans le modèle de Weil réduit de
$

Or,pour w2 = u(1 )w-1 u(° °)w u(-^ °), nous avons (w2) = (1 ,wq)

et l'on calcule sans difficulté (ch.III, §2, n°3), en posant
2

Hq = StabH(x°), et irjf g ' = n ,

[ p (w2 )f ' ] (x, t ) = -q"2l HqI ~1 s * (B(x2,h.x2)}f (̂  )rr (h)rr(ĥ  )vœ
m. =1 
h.x^>=x1

pour f € , x^E2, t 6 kX . On voit donc que [p (w2)f ' ] (x,<|f ) = 0 sauf

peut-être si x = ( (̂  , (° °) ) ou x=((®°),1) (s€kX) ou x=x°.

1 0  X
Dans les deux premiers cas, on trouve, avec x̂  =s(Q Q) (s^k ),

Fp(w0 )f'] (x,'!') = -q"2|H I" 1 £ ttS(bq-uq) i(a2ud)f (t )TT(h, )v00 = 0 
~£ u€U 1

b€K+ 1
d€Kx,N(d)=s

où l'on note a un élément fixé de K tel que N(a ) =s (on prend
S s
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[ p (w0 ) f ’ ] (x°,ilr ) = -q"2 I H I “1 (q+1 ) E * (Trd)*(d) f (* )nd J)tt (h, )vM
O bçK+ 0 d 1 oo

N(d)=1

= -q"^[ E t (Trd)$(d) 1 f ( f )tt (h. ) v 
N(d)=1 1

d'où

r p ( w _ ) f ' ] ( x , ' I O  = - q ^ [  s v 'l' (Trd)4 ( d ) ] f ' ( x , t  ) ( x i  E2 , *  f  X)
d^K

N(d)=1

comme voulu.

C.Q.F.D.

REMARQUE.- Si on cherche f € w [tt. æ] invariante par le radical unipo-
O n g

tent Û  de , on trouve aussitôt

f = f ! + f ' 
o 1 2

avec f., f. € Vq  ̂= <CX , Supp f ! = Orb (x°) XSupp f. (i = 1,2)
l £ SP 1 n 1

fi € w £nA,*J et

fj(x°,*) - f 1(*)TT(h1)v00 

f^(x°,t) = f2 (f)n(h1 )vo 

où v € V. a est défini par les conditions
O / *

v (0,1 ; 1 ) = 0 , v(1,b;1) = 1 (b€K+ ).
o

A X
On vérifie de même que ci-dessus que l'application f2* f2 de Œ

dans ,j] est un P^-isomorphisme de (<CX , a  ̂® tt̂  dans

Wf^A . Dans le cas dégénéré que nous considérons dans le prochain

/ — 1 q—1 g—1
numéro, nous aurons a = a e t  tt̂  = rr̂  et nous obtiendrons ainsi

q_1
deux H-monomorphismes linéairement indépendants de dans

w ["a>41 .

+

2.- Identification des représentations W~[tt ] (A ji Aq ).
A,Aq

PROPOSITION 2.- Soit A 6 Car(K*) tel que A ^ A q . Qn a

a.| = 1 ) . Enfin, on a
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(W+r TT J , P )  =■ (V(1 ,TtJ~1 ),T), 
A.A^ A

(W[rr J,p )  (V(1 ,tt^"1 )1 ,t) . 
A,Aq A

Démonstration : Considérons le modèle de Weil réduit de a

1 X
alors Vq = <C . Nous définissons trois -monomorphismes linéaire

ment indépendants jQ , et j_1 de (V^_1, 1® nq_1) dans
2+ i

w[ïTq ] comme suit.
A , A^

Soit vœ € V g défini par les conditions

Supp Voo = (0 X K) X Kx , Voo(0,1 ; 1 ) = 1 .

Désignons par v le vecteur dans V tel que
° A,Aq

vo (0,1;1) = 0  , vQ (1,b;1) = 1 (b € K+ ) .

Soit v . f V  défini par les conditions
~1 A,Aq

v_1 (a,b;c) = 0 si N ( a ) + N ( b ) ^ 0  ( a , b € K , c € K X )

v_1(1,uaQ ?1) = A(u) (u€ U)

où a € KX est fixé, tel que N(a ) = -1 .
O o

Soit f € <EX . On définit j^(f) (i = 0,°°,-1) par

Supp j . (f ) = 0rb„(x.-1,1 ) x Supp f (i = 0 ,oo)
1 ri l

Supp (f) = 0rbH (0,1) XSupp f

et

[ j± ( f )] (x.j-1 , 1 , t ) = f ('Ir )n(h1 )v^ (i = 0,oo)

[ j_1 (f )] (0,1 , i ) = f (* )v<_1 .

Il est immédiat que p(g)j^(f) = j^(f) (i = 0,oo, -1 • f€ c*) pour tout 

g 6 . O n  vérifie sans difficulté, comme dans la démonstration de la 

proposition 1 que et j2 sont des P^-morphismes. Il est trivial

Ci“ 1
que j_,j entrelace les opérateurs (1®rr£ ) (cp̂  (g) ) et P(g) pour 

g € P 1 tel que cp̂ (g) = (t,h) pour t € kX et h = ( ^ ® )  (s € k + ),
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r 0 X 1 0  X
h = (q r) (r ̂  k h = (q (t ̂ k ). En ce qui concerne 1 1 action de

WG = ( Jj* q), on a (1 ,wq) = cp1 (u(1 )w ^u(q ^)w u( ^ )̂ ), d'où, par un

2 X
calcul facile, on obtient, pour tout x€E , <|f€x, f€<C , avec 

n = 17 *
A , Aq

[o(w0 )j ,f](x,*) = -q-2|u(2,K)|-16 2 t(B(x0,hh*))f(t)n(h)v , ;
-¿.-i xr °  h€H 2 -1

V 1

par suite [p(w2)f](x,t) = 0 si x f 0rbH(0,1). Enfin posons

X ={[P(w2)j_1f](0 ,1,t)}(1,aQ,1); alors 

- 2
X = - |u?2>K> l S ,|'(N (a )+N(b )+N(c )+N(d ))A q (a+aoc)Aq (ad-bc)A(u )f(*)

où la sommation s'étend à tous les h= (a )̂ €H tels que a+a c^O ,
c a ^ o

b+a d = ua (a+a c) et N(ad-bc) =1 . Il en résulte aussitôt, puisqueo o O t- -a

dim W [ t t  1(0,1,*) = 1 , que 
A,Aq

[P(w2 } j_if](°»1^ )  = - q " 1 S x *(Tra1)A(a1)(j_1f)(0,1,t)
â

N (a i )=1

quels que soient *€x et f € Œ , comme voulu.

Les deux isomorphismes de la proposition résultent alors du fait
C* 1

que la représentation V(1,iTq ) est somme directe des deux représen

tations irréductibles V(1,rr̂   ̂)q et V(1,irq )̂̂  , de dimensions

2 2 
q(q-1 )(q +1) et (q-1 )(q +1) respectivement, et que

dim W+[tt ] = q^-1 et dim W [tt ]= (q-1)(q2+1), puisque l'existence 
A,Aq A, Aq

de 30 • 3oo et montre que dim HomG(V( 1 ,irq )'WlnA Aq"̂  ̂  3 *

C . Q . F . D .

2 1 *
3.- Identification des représentations w[ir̂  ] et w[tta] pour Aq = A .

Rappelons que, si car k^2 , on note A^ (resp. cvq) le carac-

X X  p
tère non-trivial de K (resp. k ) dont le carré est trivial. On

pose, pour A€car(KX), = •
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Soit A € Car(KX) tel que Aq = A . On a alors

2 2 
(W[TTq ] , p ) -  (V(Ofo , A ) ^  , T ) ,

( W[ ttJ ] , p ) -  ( V ( cyq , A ) 1 , t ) .

2
Démonstration : Pour i=1,q , on définit un monomorphisme P^-

X cî 1
équivariant ji de (C )°'P1) dans w[rr̂ ] en posant

[j 2 (f)](x1-1,1,t) = f(t)n(h1)(q2v0û-vo)
q

[ j1 (f)] (x.j-1,1, t) = f (♦ )rr(h1 ) (v00+vQ)

Supp ji(f) = Orbjjix^l ,1 ) X Supp f (i=1,q2),

X q2+1
pour tout f € (E , t €x avec voo'v0  ̂va a donnés par

voo(0,1;1) = 1 , Supp v00= (OXK) XKX

vq(0 ,1;1 ) = 0  , vq(1,b;1) = vq(1,0 ?1) .

La vérification se fait sans difficulté, de même que dans la démons

tration de la proposition 2 (cf. aussi rem. à la prop.1). Comme nous 

avons déjà établi l'irréductibilité des représentations w[n^] pour

Aq ^A (th.1, §3, n°2) et puisque V(a ,A) = lnd (a ®  ̂) ocp , la pro-

, ° PlîG ° 
position en est une conséquence immédiate.

C.Q.F.D.

4.- Identification de wfrr̂  et w[rr̂ ] pour A = Aq, 4 = $^ et

i 6 {1,q2} .

LEMME 1.- Soit ( V , t t )  une représentation irréductible de H . Soit 

W 1 un sous-espace plein et G-s table de w[n] . Soit f€w', à sup- 

port réduit à une H-orbitef disons Ort^Cx^e), dans E , qui est de 

rang minimal parmi les T '-orbites contenues dans Supp W 1. Alors la 

fonction

PROPOSITION 3.- Supposons la caractéristique de k différente de 2.

(x,et) t-> S(x,XQ;t ^c,t ^r).f(xQ,t) (x £ E , t € kX)
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appartient au sous-G-module o(<c[G])f de W' engendré par f , 

pour tous les c € A , r € k , t € X .

Démonstration : Etendons la définition des opérateurs de Weil H&

X
(a€A ) en posant, pour tout a ^A

(H f')(x,*) = f'(xa,'IO (f '  ̂w [tt] , (x,* ) € E) .
“â

En général H £o(c[g]) pour a f A* ; néanmoins on a

(5) H Wff o(c[G])f (a € A+).
“"a.“

En effet, si rang xq = 2 alors Supp w[tt] est réunion d'orbites non-

X
dégénérées ; comme rang(x a)< 2 si a c A-A , on en déduit H Wf=0 .

o -a-
X x

Si rang x =1 et a € A-A alors ou bien x a* = x a'* pour a' € a
o o o

convenable ou bien xQa* = 0 • Dans le premier cas on a

H Wf = H .Wf € o (c[g] ) f .
“cl“ “3. —

ru
Dans le second cas on a, quel que soit (x, ̂ ) € e

(H Wf) (x,et) = q~4| Stab„(x ,e) | -1 S et(B(x,h.x a*) )TT(h)f (x ,t )-a H o  hÇR - o o

v t_1

= q“4 |stab(x , e ) | -1 [ 2 n(h)]f(x ) ;
° h€H °

v t_1
\ 1 X

mais la somme de droite est nulle à moins que rr = rr (»€ Car(k )),
(Y oN

cas où xq = 0 (puisque rang xq doit être minimal) et par suite, à 

une constante non-nulle près,

H Wf = Wf .
-a-

Soient c € A , r € k . Ecrivons

ô E + xaîa * 
r c a?A

2 X \
on trouve alors, quels que soient x^E , tf k , à une constante non- 

nulle près

( E X H'H Wf)(x,et) = S(x,x ?t~^c,t~^r)f(x ) 
a€A+ a_r_a_ ° °
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d 'où le lemme.
C.Q.F.D.

LEMME 2.- Soient A,$Çcar(K*) tels que A = Aq et 4 = . Soit

2 + 2+1 
xQ = (0,d( 1,0) ) € E . Alors le G-module W [tt̂  ^ ] admet comme géné

rateur la fonction fœ à support OrbH(xQ,e) telle que

(6 ) foo(°'â(1'°)<e) =vM 

où voo ̂ va 4 est défini par les conditions

(7) Supp Voo= (OXK) XKX , voo(0,1;1) = 1 .

2
Démonstration : Posons ^  ^ = tt . Rappelons que l'on note, de manière

générale, f- (§£ e , v € w [tt](Ç)) la fonction dans w [tt] à sup-
S / v

port Orb„(§) telle que fP (§) =v .
n  S / V

Notons W' le sous-G-module de w[n] engendré par fœ . Il est 

immédiat, d'après la définition de l'action des générateurs h(a) 

(a^A*) et h'(t) (t€kX) (cf. ch.III, §2, n°3) que l'on a

f, . € W'(x,e),vM

pour X = XQ • x=(d(1,0 ),sd(1,0 )) (s€k+) et, en fait, que pour mon

trer que W' =w[tt] , il suffit d'établir que f, x € W' pour x
V X /G ) /V

2
parcourant un système de représentants des H x GQ-orbites dans E 

et v € W+!>] (x) .

Posons

W'[Ç] = {f'(S)lf' € W'} (S€E).

D'après le lemme 1 on a

Sixjy.-hîv^^ W' [x,e]

2
pour tout xf E et y€ Orbç (x ). Les lemmes 1 et 2 du paragraphe 3

o 2
montrent alors que pour tout x? E -{o} on a W' [x,e] = Vv[tt] (x,e) 

(pour x = 0 , c'est immédiat) puisque les transformés de vœ par les 

opérateurs "(h) (h € H , h ^ ï ^ / O )  engendrent déjà tout VA §
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comme Œ-espace vectoriel. Il résulte alors du lemme 1 que

^ ^ w ' pour tout H-représentant de la forme (x,e) de E x / e t v

(cf. table 1) autre que ( 1 , , e), ( 1 , t, e ) (tf kX), (1 ,x^-1 ,e), (1 ,0 ,e), 

(x^-1,1,e) et (0,1,e). Pour achever la démonstration il ne reste qu'à 

prouver que W' sépare, par exemple (0,1,e) et (x^-1,1,e). De 

manière plus précise posons = (0 ,1), y2 = (x.j-1 ,1 ), = W+[̂f] (y^,e)

(i = 1,2 ) et

V.j 2 = { (v ,v2) € V.| ® V2 | 3f € W ' telle que f(y^,e) = v^ , i = 1 ,2} .

On a à démontrer

(8) V 12 = V 1 ® V 2 '

On sait déjà que Pi(v-|2̂ = Vi ' l ° n Pose (v  ̂• v2 ) = v̂i ̂  ̂ i '

i = 1,2). Pour montrer (8 ) il suffit donc de voir que

(9) dim (V^flKer p2) = dim (= 1 + )̂ .

D'après le lemme 1 on a, pour tout v €W+ [ n ] ( x q , e),

(10) (S(y1 ,xQ;c,1)v , S(y2,xQ;c,1)v)€ 2

en particulier pour c = (q ^). Or on trouve aussitôt

S(y_,x ;c, 1 )v= 2 n(h)v
2 ° hÇR

où R désigne l'ensemble des h= (a )̂ € h tels que

i) N(aa -c) = 0 ,
o

ii) N(a) + N(c) = 1 ,

iii) N(ad-bc) =1 .

Il résulte de i) et ii) que R = 0 , d'où S(y2,xQ;c, 1 ) = 0 . Par contre, 

on trouve

(11) S(y, ,x ?c, 1 ) = q2 E rr(h)v ;
1 ° h€U(2,K)

comme on vérifie sans difficulté que la somme de tt sur U(2,K) est 

injective sur W+[rr](xo,e) (compte tenu des relations A = Aq et
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4=4q), nous avons ainsi prouvé (9) et achevé donc la démonstration.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.- Soient A,$€Car(KX) tels que A = Aq et $=$q .

Soient <*,0 € Car(k ) tels que A = aoN et <Î=9on . Alors le

G-module M(nq+  ̂ ,o| se projette sur le G-module W+[fTq t"' ] .
1,a 0

Démonstration : Nous exhibons un B-morphisme non-nul de 

(Vq+  ̂ . , 2) a) dans w[tt. . Comme à son tour

Vq+1 = Ind (C, ( 1 ® o--1 0 ) op )
1 B ÎG °

O1 o

(où G =GL(2,k), B est le sous-groupe de Borel formé des matrices
o o

r s x
triangulaires supérieures et PQ(0 t) = (r,t) (r,t€k , s€k )), il

suffit pour cela que nous exhibions une fonction non-nulle 

fo €W n̂A,^ telle que

(12) o(g)f =f (g^U = radical unipotent de B),
o o o

(13) 0(g)fo =»-1P(s)fo (g€B , cpQ(g) = ((J r,s€kX),

(14) o (g)fQ = a(t)fQ (g ̂ B , cpQ(g) = (1 ,t) € Gq XkX).

Notons, comme précédemment dans ce paragraphe, v^ le vecteur dans 

q tel que ^(0,1:1) = 1 et Supp vM = (OXK) XKX . On vérifie 

alors aisément que la fonction $1 définie par les conditions

tJO.0o £),e)=vœ

Supp f^Orb^O, (]Q °))XX

vérifie (12),(13)et (14). Il en résulte qu'il existe un G-morphisme ^ 

de M ( n q + ^ _ i p , w ) dans w[tta g] dont l'image contient ^  . D'après le 

lemme 2, $ est alors un épimorphisme.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.- Quels que soient a,P dans Car(k ), a ? 6 , on a

w TTq
2

1
a N e N

P M nq ■1

1 a
-1

e

a q T
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(cf. ch.II, §3, n°1 ). 

En effet, on a

W  [naoN,8oN^ W ^TTQ'°N,SoN-̂

et

dim w n̂aoN,poNl =q(q+D(q2+D-

Comme M(nq+  ̂ , est la composante irréductible de dimension
1 ,« B

q(q+1)(q2+1) de M(nq+  ̂ ,a) , le corollaire est alors immédiat, 

d'après la prop.4 .

COROLLAIRE 2.- Pour tout aSCardc ), on a

. 2

(W ^?oN^'0) " (St(a) ® “P°(a),T)

(cf. ch.II, §3, n°5 et 6).

2
En effet, d’après la proposition 4, W > qui est de dimen-

4 2 cr+1
sion q +^q(q +1), est isomorphe à une composante de M(nq .,cv). Cette

1/1

composante ne peut être que Stic*) © L°(or) ou St(a) © P°(cv) (ch.II,
+ " 2

§3, n°5 et 6). Or, la dimension du sous-espace Fix^[w formé
2 “ g 

des fonctions dans w[n^ ] fixées par le sous-groupe U={u(b)|b€A }

de G est égale au nombre de H-orbites dans E contenues dans

© (0), c'est-à-dire q+1 . La démonstration est alors achevée en vertu

de la proposition 12 du paragraphe 3 (n°8 ) du chapitre II.
C.Q.F.D.

5.- Identification de w [tt|] (A = Aq).

LEMME 3.- Pour tout A 6 Car(KX) tel que A = Aq , le G-module w[tt|] 

est monogène et admet comme générateur toute fonction f0 ŵ[Tr|] à 

support réduit à (o) XX .

Démonstration : Soit WQ le sous-G-module de engendré par fQ.

On a
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(x € E2 , 'h € X) .

Le lemme 1 montre alors que l'on a

f- € W 
§ o

pour tout §€E non-congru mod. Gq XH à (1,0,i|r), ( 1, x^, ♦ ) (t€x), 

(d(1,0),0,e) ou (0,0,e), où, rappelons-le, la fonction est carac

térisée par les conditions Supp fç = 0rt>H(§) et f(Ç) = 1 . Compte tenu

de l’action des opérateurs de Weil p(h'(t)) (t€kX) et P(h(a)) 

x
(a^A ) (et du fait que f^Q Q ÇWq), pour achever la démonstration, 

il ne reste qu'à établir que Wq sépare les points (0,d(1,0),e) et 

(d(1,0),e) et aussi les points (1,0,e) et (1,x^,e).

Posons y, = (d(1,0),d(0,1)) et f. = f, * . Supposons que W
i — — i l  / e ) o

ne sépare pas = (d(1,0),0) et z2 = (0,d(1,0)). Alors, en vertu de

f x
l'action des opérateurs H =P(h(a)) (a€A ), W ne séparerait aucune

“ â  ”  O

paire de points de la Go~orbite de z. et z2 • Posons 

(H f)(x,t) = f(xa,t) (f € w [tt! ], (x,f ) € E) pour tout a^A . On aurait 

alors en particulier (avec W=P(w))

(HWf.)(z.,e) = (HWf,)(z~,e)
-a- 1 1 -a- 1 ¿

quel que soit a€A , singulier ou non. On en tire, par combinaison

linéaire, puisque rr(h) = 1 si m^ = 1 (h 6 H),

(15) nc(z1 ) = nc(z2) (c € a )

avec

nc(x)=|{h€H|B(x,h.y.|)=c et m^ = 1}| (x € E2)j

Mais, pour c= (̂  q ), (15) devient

q2(q+1)2 = 0 ,

d'où le fait que WQ sépare ẑ  et z2 . On voit de même que si Wq

ne séparait pas zj=(1,0,e) et = (1»x^-1,e), on aurait

n (z' ) = n (z') (c € A)
C l  c ¿

p w f
o

X ♦ q
-4

f
□
0 * ¥ D
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|{h 6 H|N(h1 1 ) +N(h21 ) = 1 , N(h12) +N(h22) = 0 , = 1 } | = 0 , 

contradiction qui achève la démonstration du lemme.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 5.- On a. pour tout ar€Car(kX),

(w[n^oN],D) - (P°,aT) (cf. ch.II, §3).

\ 1 
Démonstration : D'après le lemme 3, (w[ïïû,oN*-<(!) est isomorphe à une

composante de (M(TTq+j , a), t ) . Comme dim W[tt| ] = q^+q2+q cette compo

sante ne peut être que (L°,aT) ou (P0 ,cy7). Pour trancher la question

il suffit de calculer la dimension de Fix.. Mais cette dimen-U et oN
/ ~  ~  — 1

sion est égalé au nombre de H-orbites de E contenues dans © (0),

donc égale à q+2 . On a par suite (ch.II, §3, n°8 ) 1'isomorphisme

voulu.
C.Q.F.D.

Nous avons ainsi achevé l'identification de toutes les représenta

tions fournies par la représentation de Vieil en rang 4 (cas non- 

déployé) qui ne sont pas dans la série discrète de G . Nous résumons 

nos résultats dans la table 5.

§5. La classification des représentations de G .

Dans ce paragraphe, nous donnons la classification de toutes les 

représentations de G et nous adoptons la paramétrisation suggérée par 

la décomposition de la représentation de Weil, pour ces représentations.

1.- La série discrète de G associée au tore de Coxeter T2 .

Notons T2 un représentant de la classe de conjugaison des tores

s X * \
de Coxeter, isomorphes à K /U de G . Nous appelons série discrète de

ce qui, pour c = donne aussitôt
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G associée au tore T_ , l'ensemble des types d'isomorphie des repré-
2 3

sentations (w [tTq],o) (®€ Car(KX) -Car(KX) , = ©q +q).

D'après le théorème 1 du numéro 2 du paragraphe 3, nous savons 

déjà que ces représentations sont irréductibles et que l'on a

(W[n0 ],0)- (w[tt@ ],o)

1 2 n o o2 3 2 3
pour 0,0' € Car(KX) -Car(KX), tels que = 0q +q et 0? +q,

w 1 1  2 2

si et seulement si 0  ̂ et sont congrus modulo l'action naturelle

x
du groupe de Galois GalK /. dans Car(K ). Nous avons ainsi le

THEOREME 1 La série discrète de G associée à est formée des

1 2
^q(q-1) types d'isomorphie des représentations (irréductibles)

w[ttq] , de dimension (q2-1)2, pour ® € Car(KX) - Car(KX) tel que
2 3 ^

+q (c'est-à-dire tel que soit trivial sur

U= N-1 (1 ) c KX) .

Notons que d'après la table 3, il est clair que w [tTq] n'admet 

pas de vecteur fixe non-nul ni pour le sous-groupe formé des u(b) 

(b€AS) ni pour le sous-groupe formé des h(^ ^)u(b) (r€k+ ,bÉAS) 

de G , d'où le fait que w[n^] appartient à la série discrète de G 

au sens du chapitre II (§1, n°2).

2 Théorème de complétude.

THEOREME 2.- Les séries discrètes de G associées aux tores T. et
2

“ O n X
T£ i et la série de représentations W (o,€Car(k )) sont dis

jointes et épuisent la série discrète de G .

De plus, en décomposant les représentations de Weil de G asso

ciées aux deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur 

k , on obtient toutes les représentations irréductibles de G .

Démonstration : Le fait que les trois séries sont disjointes résulte de 

leurs dimensions (cf. table 4 et ch.IV, table 5). Pour prouver qu'elles
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épuisent la série discrète de G , on utilise le critère classique, à

savoir, on vérifie que la somme des carrés des dimensions des types

d'isomorphie qui les constituent plus la somme des carrés des types

d'isomorphie qui forment la série principale, la série associée au

sous-groupe parabolique et la série associée au sous-groupe para-

2 4 4
bolique > donnent l'ordre (q—1 )(q -1)(q -1)q de G (pour la

description des différentes séries cf. ch.II, §2, n°4, §3, n°7, §4, 

n°6 ; ch.IV, §4, n°3 et ce ch. §3, n°3).

La seconde assertion est alors claire, parce que nous avons déjà 

identifié la série principale et les séries associées à et

parmi les composantes des deux représentations de Weil (cf. ch.IV, 

table 6 et ce ch. table 5).
C.Q.F.D.

3.- Paramétrisation de toutes les représentations de G .

Nous choisissons une paramétrisation uniforme pour les représenta

tions de G de la manière suivante.

x x
Rappelons que l'on identifie Car(k ) à son image dans Car(K )

par le monomorphisme a oon (a 6 Car(k )) ; de même, on identifie

X X  X
Car(k ) (resp. Car(K )) à son image dans Car(K ) par le monomor-

X x
phisme cv ►* aoNoN (resp. A w Aofp pour o,6Car(k ) (resp. A € Car(K )).

DEFINITION 1.- Désignons par Q l'ensemble de tous les carrés C , 

svmétrigues à leur conjugué, de la forme

C = | \L v 1 v  -

X X
où u.u'.v.v' € Car(K ) tels gue uv = u'v' € Car(k ).
-- vw

Les types d'isomorphie des représentations irréductibles de G 

seront alors désignés par des symboles de la forme

R(i)c (i)(j) 
R c m
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où C € g et où un indice entre parenthèses désigne un indice qui peut 

apparaître ou pas ? on aura i€{l,q,q},j€{l,q} , l entier,

0 < i< 4 .

Dans la table 6, à la fin de ce chapitre, nous définissons de 

manière précise ces symboles, en donnant pour chaque type d'isomorphie 

de représentation irréductible de G le symbole correspondant, un ou 

plusieurs modèles pour le type d'isomorphie (les plus commodes) et sa 

dimension.

Nous avons ainsi que les symboles représentant un même type d'iso- 

morphie se déduisent les uns des autres par une symétrie du carré cor

respondant ou du couple (i,j) d'indices supérieurs.



TABLE 1. Les H-orbites dans E

Représentant Paramètres Sombre d ’orbites Stabilisateur Cardinal de l ’orbite

(1,xc,t) c€K*-kX,mod.o~cq;♦€X Hq. ( q~ 1 ) 2 h H^h-1 
c 2 c (q2-1 )q2 (q2+1 )

(1»xgf*) s€k* , *€X (q-1 )2 h, H hT1 
1 o 1

(q-1)q(q4-1 )

(1 » X,j — 1 ,♦ ) t^X q-1 h.H h" 1 
1 o 1 (q-1)q(q*-1)

(x1 -1 , 1 , * ) ♦€x q-1 w ; 1 (q-1)q(q4-1 )

(1,d(s,t),♦) s,t€kX,s^t,mod. (s,t)~(t,s) ;t€x %(q-1)2 (q-2 )
h i

(q-1)2q2 (q2+1)

( 1 ,â(s,0 ),t) s€kX , 'l'Cx (q-1 ) 2
h i

(q-1)5q2 (q2+1 )

(d(s,0 ),1,*) s€kX , *€X (q-1)À
h i (q-1)2q2 (q2 + 1 )

(d(1,0 ),d(0 ,1),*) t€X q-1
h i (q-1 )V(q*+i )

(1 ,r(* ) r€k+ , t€x (q-1)q U(2,K) (q-1 )q(q2 +1 )

(0 , 1 ,♦) *€x (q-1) U(2,K) (q-1)q(q2+1 )

(d(1,0 ),d(r,0 ),e) r€k+ q H3 (q-1 )2 (q2+ 1)

(0 ,d(1,0 ),e) 1 H3 (q- 1 )2 (q2+ 1)

(0 ,0 ,e) 1 UL(2,K) q-1

<
•
en
en

Notations : (cf. §1, n°5, défs. 7 et 8 ). On note, en outre, e un caractère non-trivial fixé de K+ 

qui se factorise par la trace.
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TABLE 2. Les valeurs de Q

■Notations : cf. §1, n°5, défs. 7 et 8.

Représentant x

( 1 , x )
a

(1

(x.-1,1)

(1 ,d(s,t))

(1 , d( s,0))

(d(s,0),1)

Paramètres

a € K X

s, t € k*

s € k*

(d(1,0),d(0,1))

(1,t)

(1 , 0 )

(0,1 )

t € k*

r € k+(d(1,0),d(r,0))

©(x)

( 1 Tra) 
K0 Na '

(1 0  ̂
v0 o '

(O 0} 
l0 1 '

( 1 s + t ) v0 st ’
(1 s} 
V0 0 '

/0 8v 

0 1 ’

(0 1j 
Ko o 1

( 1 2 t ï 0 t2>
( 1 0,  
V0 o ’

(° °) 
{0 1 ’

0

0(0,d(1,0))

( 0 , 0 ) 0

' X1-1 )

s 6 кx



TABLE 3. Les dimensions des espaces w[n](§) et W-[tt](§)

<

Ln

n
”1 nA nA,$ n0

§
paramètres

A € Car(KX) A € Car(KX) A,*€ Car(KX:) , Aj» ® € Car(KX)-Car(KX)

représentant a2 = a2<ï > t
o

II > t
o
¿5 A = A q Aq«îiq = a $ $= Aq

®|u= 1

( 1 ,xc,t)
c € KX-kX

*€x
6
A,A^

q+1 +6
A,A^

1 q+1 +26
A^

2 q+1

(1 ,x , ♦ )
S

s€kX

t€x
1 q 0 q+1 1 q—1

(d(1,0 ),d(0 ,1),♦) t€X 6
A,A<î

q- 1+6
A , A^

0 q— 1 +2 6
a ,a3

0 q-1

(1,0 ,*) t€X o»
> > ►
Q 6

A,A^
0 6 +6 

A,A^ $,Aq
0 0

(d(1,0 ),0 ,e) 6
A,A^

6
A,A^

0 26
A , Aq

0 0

(0 ,0 ,e) 6
A , A^

O 0 0 o 0

2
Notations : On garde celles de la table 4 (§1, n°5). Pour n = (resp. tt = tt̂  nous indiquons

la dimension de W [ i t] ( § ) ,  lorsque A = (resp. <Ï=A (̂), dans la sous-colonne de droite.
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+

TABLE 4. Les dimensions des espaces w [ t t ]  , W~[ tt]

représentation dimension paramètres

q4-1 A<3> = A ^  , Aq jé h Aq

W["Ai4] = W+[t,a_4] q(q+1 ) (q2+1 ) Aq = Aj>i<ï=$q

w+[n ]
A, Aq

q4-i A ^ A

«----
1

Ü
1<<

1£

(q-1)(q2+1) Aq ^A

wl>q ] 2 , 2 ... 
q (q -1) Aq = A* (1)

W+[rrq2] %q(q2+1)+q4 Aq = A

W"[nq ] î$q(q-1 ) 2 Aq = A

«["a] q2-i Aq = A* (1)

W["A] =W+ [tt q3+q2+q Aq = A

w 0 8!] (q2 — 1 ) 2 ® | U = 1 * Q ̂

Notations : On désigne par A et $ des caractères de K et par ®

un caractère de K .Si la caractéristique de k n'est pas 2, on

X /
note A le caractère non-trivial de K de carré trivial et l'on

o

pose A* = A A (A € Car(KX) ). 
o

(^) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2 .
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TABLE 5. Identification des représentations w[n]

Paramètres : A , $ € Car (K*) , A ji <$ , a , 3 f. Car(kX ) , <y ^  9 ,

0 € Car(KX ) - Car(KX ) , 8 (q_1 } (q2+1 ̂ =1 .

2 , , 
w[îtJ J1] ^ V î A ^ . i t ^ 1 ) (A4>=A(ï4q et A^ ¿i h  ji A^)

w+[- J  *■ V(1 ,rrq_1 ) = V(1 ,irq_1 )q ®V(1 ,nq-1 ) 1 (A ji A^)
A>A4 n A A

W " [ tt ] -  V(1,TTq _ 1 )1 ( A ^ A q )
A , A^

W[rrq ] - V(aQ ,A)q (A9 = A )

W  [tt]] -  V(a'o »A )1 (A<ï = A*)

w + [ ï ï q o N ]  -  ( D ° ' ° , a T )  ®  C p 0 , c v t )

W»LNJ " (P°'*T>
2

W~[îTq oN] : représentation exceptionnelle associée à a  

2
w[ffq ] s série discrète associée au tore de Coxeter

w TT

2
q
ffoN

1
ß N

M TT
0+1

1 a - 1 6
O' q



TABLE 6. Les représentations de G

Paramètres : cy , 0 , <y ' , 3 ' € Car ( kX ) , c* ̂  3 ;

A,<fr€ Car(KX) , A ji $ .

® € Car(£X) - Car(KX) ;

Type d 'isomorphie Modeles Dimension Paramètres

* [ " '  ° ] 
P P'

(q+1)2(q2+1)
a ' P  • =cvP 

{cv• ,3 ' } n {<y,p} = 0

ra or-.q

%  J M<V i. r 8,q “w+["«.e-ve]q q(q+1)(q2+1)

* r  i 1
P e

M(n ,P)1 =“W_[tt h ] 
orP , 1 a'P

(q+1 ) (q2+1 )

Rf  ° ' ] 1 

«' P
0]a,M(ni - r p)a or,P w ,p 1 i(q+1)(q2+1)

i  € { 1 , q }  

or1 2 =  <*3

por o*-|i » j

V . J w[n\n3 ] - MÎtt1 ,cy
u cy cy* a

o
i j ( q 2+ l ) i, j €{1,q}

Rf  ■] 
a a 4

(D°'°,c*t ) = St(o-)
4

q

Rf  1 3
or or 3

(+L°,aT) - (+P°,»t ) ^q(q+1)2

• f  \a a 2
("P°,aT) %q(q2+1 )

<
G\
o

w rr
O' P

TT
a P M TT

a P •1 P P ■1 p :



TABLE 6. Les représentations de G (suite)

<

G\

Type d 'isomorphie Modèles
%-

Dimension Paramétres

Q- a 1
(-L°,cyT) ^q(q2+1)

R r  i
Of Of 0

(<E, cyom) 1

R
-a A-. 

LAq 8
W [ > ?~ 1 , rr .] =“ M(rr . ,P ) A <*,0 p-1A q4“i

A ji A^ 

AAq = aP

R
-cy A - 

“A*

i

" [ " r 1-1# i(q-1 )(q2+1)
A ̂  A^ , AAq = cy2 

i${1,q)

r [ a  A q ]  
$ J

"["a! * 1 1 “ V(AÎ“q ,n^ _1 ) q4—i
A$ = Aq$q 

Aq jÉ h ji $ jé Aq

pA Aq-

R
A Aq -

i
V(1,Tiq_1 J1 i(q-1)(q2+1)

A ̂  Aq 

i€{1# q)

A A * i

r l . * AA A
«["A1] i(q2-1 ) i€{1,q2}

R
rA ^ i 

-$q
w["a~1, " | ~ 1 ] “ Bin[irq_1 ,  t t | ~ '  ] (q-1)2 (q2+1)

AA<Ï = <&$<* 

S^A«*

g ®ç[

eq2J
w["q2_1] (q2~1 )2

2 3 
0®^ =

* r  \<y a 5
W' C,,^ N ] % q (q -1 ) 2
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TABLE 6 . Les représentations de G (suite)

\ X
Notations : On note a (resp. A ) le caractère non-trivial de k 
--------- o o

X
(resp. K ) de carré trivial. On pose a* = ot a , A = A A , pour 

X X
» 6 Car(k ), A € Car(K ). S'il y a risque d'ambiguïté, on affecte la 

lettre désignant une représentation d'un indice supérieur égal à sa 

dimension.



CHAPITRE VI 

Les représentations de G' = Sp(4,k) .

Dans ce chapitre, nous obtenons toutes les représentations irré

ductibles de G' = Sp(4,k), par restriction de celles de G = GSp(4,k) 

que nous avons construites dans les chapitres IV et V. Nous décrivons 

aussi les constructions directes, pour G' , des séries associées à 

ses sous-groupes paraboliques maximaux, ainsi que de la représentation 

de Weil.

Nous gardons, sauf mention expresse du contraire,les notations des 

chapitres précédents. Nous posons en plus (cf. ch.III, §1)

B' = B H G' ,

P| = Pi H G' (i = 1,2 ) .
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§1. Préliminaires.

1 Restriction de G"= ZG' à G' .

DEFINITION 1 On note Z le centre de G , formé des matrices sca

laires. On pose

G"= ZG1 .

Nous avons alors

(1) G" = {g€G|m € (kX)2} ,
Çi

(2) G" = (Z X G ’)/(zn G’) = (Z X G' )/{ 1 ,-1 } .

Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(3) g = G" = Z x G ' .

La proposition suivante est une conséquence immédiate de (2).

PROPOSITION 1.- En associant à chaque paire (a,p'), où p' est une

X
représentation de G' et « un caractère de k tel que 

cy(-1) = p ' (—1 ), la représentation or.p' de G" définie par

(û-.p'Htg) =a(t)p'(g) (t€z,gÉG'),

on établit une biiection entre l'ensemble de ces paires modulo isomor- 

phie et l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G".

¡En particulier, si p" est une représentation de G", l'ensemble des 

types d'isomorphie des représentations de G" avant même restriction

à G' que p" est l'ensemble des ap" (= (cv.1, ) ® P"), pour

X *
a € Car(k ) tel que o(-1) =1 (c'est-à-dire, tel que a soit un carré

dans Car(kX)).
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Rappelons que l'on note I(L) (resp. Ï(L)) la classe des repré

sentations irréductibles (resp. l'ensemble des types d'isomorphie des 

représentations irréductibles) d'un groupe fini L .

PROPOSITION 2.- Si k est de caractéristique 2 , alors en associant à 

chaque représentation de G sa restriction à G', on définit une sur-

iection de Ï(G) sur Ï(G'), dont la fibre au-dessus de p' € X(G')

/ X
est formée des q-1 produits tensoriels a.p' = a®p' (a^Car(k )).

Cela est une conséquence immédiate de (3).

PROPOSITION 3.- Supposons k de caractéristique / 2 . Soit

(V,p)€l(G). Notons (V,p') sa restriction à G'. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

i) p' est réductible.

ii) (V,p') = (V+,p ')© (V_/p'),

v+ et V_ sont deux sous-représentations irréductibles, non-
•i

isomorphes entres elles, de (V,p'), de dimension commune 2^ m V *

iii) Le caractère X de p est porté par G",

iv) P^ aQP (= (ao °m)®p),
x

où l'on note otQ le caractère non-trivial de k , de carré trivial etf

x
m 1'épimorphisme multiplicateur de G sur k

De plus, si iv) est vérifiée et si ^  est l'un des deux isomor-

phismes involutifs de (V,p) sur (V/C^p), alors on a ii) pour

t +
V = Im(1 - Y ) .

O

Démonstration s Cela résulte aussitôt du ch.I, §5, n°1, prop.3 et de 

la proposition 1 ci-dessus.
C.Q.F.D.

En ce qui concerne 1'entrelacement des restrictions à G', nous

2. Restriction de G à G' .
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PROPOSITION 4.- Soient p,j,p2 €l(G). Alors pour que les restrictions 

de et p2 à G' soient isomorphes, il faut et il suffit que

P2 a,»P1 (= («°m) ® P1 ) 

pour un a € Car(k ) convenable.

Démonstration : Si k est de caractéristique 2 , notre assertion est 

démontrée par la proposition 2 ci-dessus. Supposons donc car k 2 . 

Comme ot (= a°m) est trivial sur G', il est clair que p^cyp^ 

entraîne que la restriction p,j de p̂  à G' est isomorphe à la 

restriction p2 de p2 à G'. Réciproquement, supposons pj^ P̂  • 

Notons p!|‘ (resp. p£) la restriction de p̂  (resp. p2) à G". 

D'après la proposition 1, on a alors

pj- (ar.1G ,)® pj

X X
pour un carré <y€Car(k ). Si 0 € Car(k ) est une racine carrée de

or , on a donc

p (P°m) ® p J 

et par suite (ch.I, §5, n°1, prop.4)

p2 a‘(p°m)®p^ ou p2 e[ (P om) ® p ̂ ] .

Comme dans notre cas e = a om , on en tire
O

P2 ^PPl ou P2 -Q'O0P1 ,

ce qui achève la démonstration.
C.Q.F.D.

3.- Identification des ap (o'€Car(kX) ; p€l(G)).

Nous reprenons dans ce numéro les notations des chapitres II et

avons la

III.
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Les deux propositions suivantes sont immédiates.

PROPOSITION 5.- Soit (V,tt) une représentation de G et
x ®X JB X k

cy,y ̂  Car(k ). Alors 1 1 application ^  de v dans lui-même donnée

par

x
[cpa(f)](b,t) = a(t)f(b,t) (f€vBXk , b € B , t € KX ),

définit, par restriction, un isomorphisme de la représentation 

(M(TT,orY)#T) sur la représentation (M(tt, y ), ott ).

PROPOSITION 6.- Soit (H.tt) une représentation de G et 
---- --------------------  o —

<*,YÉCar(kX). Posons (cf. ch.II, §4, n°2, déf.4)

D.
[ (f )] (v,b) = a(<b1 ,b2>)f (v,b) (f € H , (v,b) € 5^).

Alors 11 application t est un isomorphisme de la représentation
a

(V(y #aTT)»T) sur la représentation (Viy#17) »«t ) (où an = (aodet) ® tt) .

Pour la représentation de Weil, on a (cf. ch.III, §2, n°3).

PROPOSITION 7.- Soit (W, p) la représentation de Weil de G associée 

à un A-module quadratique (M, ®) et à 11 espace V d'une représen

tation tt d'un sous-groupe r* de r = GO(Q). Faisons choix d'un
i x

caractère e € X = Car(k ) - {1} et posons, pour a € Car(k ),

[7l(y(f)](x,et) =a(t)f(x,et) (f€vM X X , x € M , t €  kX).

Alors l'application est un isomorphisme de la représentation

( wC cyrr] , p ) sur la représentation (w [tt],<*p ) (où l'on pose, bien 

entendu, «tt = (a'om)®rr).

Cela résulte aussitôt des définitions (cf. ch.III, §3, n°1, déf.1).

REMARQUE.- Si l'on veut éviter de faire choix d'un caractère non- 

trivial e de k+ , on peut poser

[Tia (f)](x,t) = G U , « " 1 )f(x,t) (f€vM X X , (x,t)€MXX),
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% “ 1 — 1 
où l'on note G(i,a ) la somme de Gauss associée à i et à a

(cf. ch.I, §2, n°2 , déf.4).

COROLLAIRE.- On a

i) (w[tt1 ,tt2] ,ap ) =“ (w[o(TT1 ,«tt2] , p  ) 

pour a? Car(k ), quels que soient les représentations tt̂ et tt̂ de 

Gq , coïncidant sur les scalaires ;

ii) (w[iT],cyp) (w[QfTT],p)

pour ai Car(k ), quelle que soit la représentation n de GL(2,K), 

triviale sur les matrices scalaires à rapport dans U (où, bien 

entendu, »tt = (aoNodet) ® tt) ;

Lv v J (g) J (g)

X X
quels que soient cy € Car(k ), u,u',v,v' € CarOK ) tels que

nv = n ' v ' € Car(kX ), i€{l,q,q2},j€{1,q},0<€<4 (cf. ch.V, §5, n°3)..

En effet, pour obtenir i) (resp. ii)), il suffit d'appliquer la 

proposition 7 au module quadratique associé à l'espace quadratique 

(E,Q) de rang 4 , déployé (resp. non-déployé), sur k et à 

T' = (GQ XGo)/kX (resp. T' = GL(2,K)/U). La troisième assertion résulte 

de i) et ii), puisque les composantes irréductibles des représentations 

de G a p p araissant dans i) et ii) épuisent toutes les représentations 

irréductibles de G (cf. ch.V, §5).

§2. Restriction à G' de la série associée à .

Nous renvoyons au chapitre II (§1, n°1) pour les notations concer

nant les sous-groupes paraboliques de G , et au paragraphe 2 du même 

chapitre pour tout ce qui concerne la série de représentations de G 

associée à P  ̂ •

Rappelons que l'on a posé Pj = P2 n G' •
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DEFINITION 1.- On appelle G'-fibration principale canonique au-dessus 

de P et 11 on note , là G'-fibration principale (B,pr,(P,Go) 

d'espace total B , base [P et projection pr donné par

pr(b) = P(b) (b€B),

dont l'action du groupe structural Gq est définie par

h.b = hb (h 6 G , b€B)
o

et celle de G' par

b.g = bg (b^B , g€G'),

et P.g = Pg (P€1P , g 6 G') 

(cf. ch.II, §2, n°1 ).

DEFINITION 2.- Soit ( V , tt) une représentation de Gq . On appelle

représentation naturelle de G' associée à  tt et à  , et l'on note 

(M'(tt),t) le <CÎ G 11 -module

Hom (§' , (V,tt) ) .
Go p

Autrement dit, l'espace M'(tt) est formé de toutes les fonctions 

f de B dans V telles que

(1) f ( h b )  = T t ( h ) [ f ( b ) ]  (h€GQ ,b€lP), 

et l'action t de G' dans M'(tt) est l'action naturelle donnée par

(2) [T(g)f](b) = f(bg) (f € M' (rr) , g€ G', b € B).

On a (cf. loc. cit.)

(3) d i m  M' (tt) = (q+1 ) (q2 +1 )dim n .

Bien entendu, on a de même que pour G (cf. ch.II, §2, n°1, 

prop.1 et son cor.)

1 La série de représentations de G' associée à .

(4) ( M ' ( tt) , t ) - Ind ( V , n o ç p M

P^ÎG'
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(où l'on note Cp̂ la restriction de cp̂ à

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1 .- Soient Y € Car(kX) et tt une représentation de Gq . 

Alors en associant à chaque f€M(n,v) sa restriction à Bx{l) , on 

définit un G 1 -isomorphisme p de M(tt,y) sur M'(n).

2.- La série principale de G' .

Nous considérons dans ce numéro, le cas où n appartient à la 

série principale de Gq . Les représentations M' (tt ) fournissent alors 

la série principale de G' ? leur entrelacement résulte aussitôt de 

celui des M(tt,y ) (v^Car(kX)) (cf. ch.II, §3).

PROPOSITION 2.- Soient a, 3 ,a ', 3 ' € Car(k*) . cv 4 3 . g 1 4 P ' . Alors

i) la représentation M ’ (tt̂ g) est irréductible si ajLot~^ , 

3^8  ̂ et 3 ̂  o- 1 ;

ii) si la caractéristique de k est différente de 2 et si 

a ~ aQ 3^3 , alors on a la G1 -décomposition

M' (tt R) = M!(tt e) ©M' (tt ) ,
Ve + V5 "

où les sous-représentations M|_(tt̂  )̂ sont irréductibles, non

” ? 2 2 »
isomorphes, de dimension commune ^(q+1) (q +1), et données par

M+(Tr0 R ̂ = P< Im( 1 - Yq) ) (cf. §1, n°3 )
- o'

avec Y = u.̂ , où désigne l'un des deux isomorphismes invo-
o

lutifs de sur g'0©) ch*11» §2, n°2, prop.2
o' o '

et cor.2 à la prop.2) ;

iii) l'entrelacement entre les représentations irréductibles

ci-dessus est donné par les isomorphismes

M' (V , 9 ' ) “ “ '("„.e1 (“.S,«'1- r 1Ma',(',«r1,S'~1)

, s> -  m; (w» ,e - i> •
- o - o

P' )
V *
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Démonstration : Cela résulte aussitôt des propositions 2 à 4 du numéro 

2 du paragraphe 1, du numéro 3 (prop. 5) ci-dessus, et du corollaire 2 

à la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2 du chapitre II.

C.Q.F.D.

Les propositions suivantes sont aussi des conséquences immédiates 

des résultats cités dans la démonstration ci-dessus.

PROPOSITION 3.- Soit a € Car(kX) , a ?  1 ♦ Soit i€{l,q} ,

i) la représentation M' (tt J1 = p (M(tt , 1J1) est irréduc-Or / | 0 /̂1 —— — —
2

tible si et jL 1 ;

ii) si k est de caractéristique ^ 2 , on a la 

G 1-décomposition

M' (tt J1 = M! (tt . )1 ©M' (n . ) 1 
v a , 1 + '  or , 1 -  a , 1

o o o

en deux sous-représentations irréductibles, non-isomorphes. de dimen-

1 2 » 
sion commune ji(q+1)(q +1), données par

M|(TTa J ) 1 = [po(1±Y )](M(na 1 ,1)1 )

- o o'

avec Y = m- °$ , où $ désigne l’un des deux isomorphismes invo- 
---- o a o —  o ----3----------------------- -----------

O
lutifs de M(tt ,1) sur M(tt ,ot ) (cf. ch.II, §2, n°2, prop.2 

“o'1 o'1 °
et cor.2 à la prop.2),

iii) l’entrelacement entre les représentations irréductibles

ci-dessus est donné par les isomorphismes

M '  ( n  ) x  -  M '  (tt )x .

a'1 (T1,1
w  A

PROPOSITION 4.- Soit or € Car(k ) , a ^  ot~ . Soit i € { 1,q> . Alors 

i) la représentation M' (tt1) est irréductible ; 

ii) le seul cas d'isomorphie non-trivial entre ces représen

tations est

M '  ( t t * )  =“  M '  ( t t 1  ) .

a 1
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i) les représentations M' (tt1 , 1)^ = p(M(ttx ,1)-*) sontCt Ct -----
O o

irréductibles pour i ̂  j ;

ii) pour i = j » elles se décomposent comme suit

M* (ttX )1 = )1 ®M' (tt* )X
oî + ct — cv
o o o

en somme de deux sous-représentations irréductibles» non-isomorphes, de 

dimension commune  ̂i2 (q2+1), données par

i1 = [po(1-Ÿ )](M(ttJ J ) 1)
o o

avec Y = m- °$ , où i désigne l'un des deux isomorphismes invo-
o. •

lutifs de Mîtt1 ,1 )1 sur Mirr1 ,a J1 (cf. ch.II, §2, n°2, prop.2 et
----------- et ---  et o

° ° 
cor.2 à la prop.2 et §3, n°2)

ii) le seul cas d1isomorphie non-trivial entre les représentations 

irréductibles ci-dessus est

M'(nq )̂  =* M' (tt̂  )q (cf. ch.II, §3, n°2, prop.6).
o o

Nous considérons enfin la décomposition de (M‘(tt̂ © tt| ), t ) 

c'est-à-dire (ch.II, §3, n°4, déf.5 et prop.9) de la représentation 

(D,t ) restreinte à G' (que nous notons encore (D,.t )).

PROPOSITION 6.- On a

Endç(D,t ) = EndQ,(D,T) .

Démonstration : Cela est clair parce que nous avons affaire à l'induite 

du caractère unité de B à G et à l'induite du caractère unité de 

B ' à G ' et que G et G' ont mime groupe de Weyl (d'ordre 8).

C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant donner une description de la série prin

cipale de G' :

PROPOSITION 5.- Pour i,j£{l,q} , on a. si k est de caractéristique

¥ 2 ,
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1 1 
i) des g(q-3)(q—5) (resp. g(q-2)(q-4)) types d'isomorphie

2 2
des représentations M 1 (tt ) , de dimension (q+1 ) (q +1 ) , pour

01 § 0

ff,MCar(kX) tels que 1 {o,0,cy""1,0”"1} I = 4 , si car k/2 (resp. si 

car k = 2) ;

ii) des types d'isomorphie des représentations

1 2  2 X
Mît" o) de dimension s(q+1) (q+1)» pour P € Car(k ) tel que

T ûf 1 0 —— — ^

O

P 7* » si car k^ 2 ?

1 1
iii) des ^(q—3) (resp. ^(q-2)) types d'isomorphie des repré-

2
sentations M'(tt „J1 , de dimension i(q+1)(q +1), pour i € {1,q} , 
---- ----- (y / 1

x  ™ 1
a € Car(k ) tel que a ̂  a si car k^2 (resp. car k=2) ;

THEOREME 1.- La série principale de G' est formée

iv) des 4 représentations Mj_(n̂   ̂) (i€{l,q}), de dimension
— O'

ji(q+1)(q +1), si car k/2 ;

1 1  /
v) des j(q-3) (resp. j(q-2)) types d'isomorphie des repré-

2
sentations M'(tt̂ ), de dimension i(q+1)(q+1), pour i=1,q et 

X “1
cy€car(k )» ot^a » si cark^2 (resp. car k=2) ;

vi) des 4 représentations MJ_(tt* )1 (i =1,q), de dimension
o

l i2(q2+1) et de la représentation M' (n̂  )q (“■ M'(nq )̂ ) de

2 0 0
dimension q(q +1), si car k f 2 ;

vii) de la représentation de Steinberg St = , de

dimension q4 ;

viii) de deux représentations P° et L° , de dimension 

jq(q2+1) ;

ix) de la représentation +L° (““ +P°) de dimension 

^q(q+1)2 ?

x) de la représentation unité 1.

Démonstration : Cela résulte aussitôt des propositions ci-dessus, et 

du théorème 3 du ch.II, §3, n°7.

C.Q.F.D.
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O S
Nous renvoyons au chapitre II (n 3 et 4) pour ce qui concerne 

la série de représentations de G associée à P2 .

Nous considérons dans ce numéro le cas où n dans M'(tt) appar

tient à la série discrète de Gq . Les représentations M'(tt) four

nissent alors (n°1, (4)), par décomposition en composantes irréducti

bles si besoin est, la série de représentations de G' associé au 

sous-groupe parabolique P^ . L'entrelacement des représentations 

M'(tt) résulte aussitôt de celui des M(tt,y ) (y € Car(kX) (ch.II, §2,

s O S  %
n°2, cor. 1 et 2 à la prop.2 et n 3 et 4), d'après les résultats du 

paragraphe 1. Nous le détaillons ci-dessous.

PROPOSITION 7.- Soit A 6 Car(KX) - Car(kX). Alors

i) la représentation M ' ( )  est irréductible pour ^ -) •

ii) les représentations = pfMin^l)1) (i=1,q) sont

irréductibles, dans le cas = 1 ;

iii) pour que M ’ (tta ) M ’ (n̂ ) (resp. M' (tta )* =“ M' (n^)* , pour

i €{ 1,q}), il faut et il suffit que

{A,Aq ,A~1 ,A-(ï} = {$,<Sq,<T1,<Tq} .

Démonstration : Les assertions i) et ii) sont des conséquences immé

diates des propositions 2 et 3 du paragraphe 1 (n°2), de la proposition

5 du mime paragraphe (n°3) et du ch.II, §2, n°2, cor.2 i) à la prop.2

"1 X
(notons que le cas A = A  est exclu, puisque A f Car(k )). L'asser

tion iii) résulte aussitôt des propositions 2 et 4 du paragraphe 1 

(n°2), de la proposition 5 du mime paragraphe et du ch.II (loc. cit.).

C.Q.F.D.

Nous avons donc la description suivante de la série de G' asso

ciée à P2 •

3.- La_ série de représentations de G' associée à .
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THEOREME 2.- Supposons k de caractéristique différente de 2 (resp. 

k de caractéristique 2). Alors la série de représentations de G'

associée au sous-groupe parabolique est formée

1 2 1 
i) des ^(q-1) (resp. ^q(q-2)) types d'isomorphie des

représentations M ’ ( ), de dimension q^-1 , pour

A € Car(KX) - [Car(kX)U Car(U)] (c'est-à-dire, pour A € Car(KX) tel que

|{A,Aq , A"1 , A“ )̂! = 4) ;

1 1
ii) des ^(q-1) (des q̂) types d'isomorphie des représenta-

i 2 x
tions M' (rr̂ ) , de dimension i(q-1 ) (q +1 ), pour A € Car(U) - Car(k ),

i €{1»q> •

Cela est une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus.

En ce qui concerne les notations du théorème, rappelons que l'on

\ X
identifie Car(U) à son image dans Car(K ) par le monomorphisme

1 “Ci X
tû ouoU , où U(a) = a q , pour tout a€K . Alors la condition

Aq +  ̂ = 1 signifie exactement A€Car(U), pour A € Car(KX).

§3. Restriction à G' de la série associée à 5, .
m

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations du paragraphe 4 

du chapitre II. Rappelons que l'on a posé Pj = H g ' .

1.- La série de représentations de G' associée à 5J .

DEFINITION 1.- On appelle G'-fibration principale canonique au-dessus

de Ij et l'on note §' , la G1-fibration principale
M

— x -
(D,1 , pr , L , X x G' ) d'espace total D' , de base L , de projection

\ O  I

X /
pr , et de groupe structural X XG' , définie comme suit :

i) l'espace total D̂' est l'ensemble des couples (v,b), où

vÇ „E = E - {o) et b = est une base du plan Pp = € (v)X/8 (v)

\hl
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•telle que < E >  = <b^ »i^ > = 1 ; 

ii) on pose

pr(v,b) = «(v) ((v,b) € Dj) ;

\  X  —
iii) 11 action, à gauche, du groupe structural k X dans Dj

est donnée par

(t,h).(v,b) = (tv,hb) (t € kX , h € G^ , (v,b) € D.j ) ;

iv) l'action à droite, de G' dans §' , est 1'action natu-

relle donnée par

(v,b)g = (vg,bg) ((v,b)€Ô.j , g€G')

où l'on note simplement g 11 isomorphisme ĝ  de pg(v) sur Pg(Vg) 

déduit de g par passage aux quotients, et bg la transformée de la 

base b de Pg(v) Par cet isomorphisme.

DEFINITION 2.- Soit a € Car(kX) et (H',tt ' ) une représentation de 

G^ . On appelle représentation naturelle de G' associée à et à

<v® tt , et l'on note (V* (q',tti ),t ), le tcfG'1 -module

Hom v (5',H') .
k x G ' « 

o

Autrement dit, l'espace V'îo^ tt') est formé de toutes les fonc

tions f de D| dans H' telles que

(1) f(tv,hb) = a(t)n'(h)[f(v,b)] ( (v,b) € D,j , t € kX , h € G^)

et l'action t de G' dans V'(ar,TT') est l'action naturelle donnée 

par

(2) [T(g)f](v,b) = f(vg,bg) ( (v,b) € D̂  , f € v' (cv,n' ) , g € G'). 

On a (cf. ch.II, §4)

dim V'(ff,tT') = (q+1 ) (q2+1 )dim tt .

Bien entendu, on a, de même que pour G (cf. loc. cit., cor. à la
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(3) (V1 (o fTT ' ), t ) =“ Ind [ (a® n 1 ) ocp']
Pj ÎG ' 1

(où l'on note cp! la restriction de cp. à P') .
1 1 1

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1.- Soient a € Car(k ) et tt une représentation de Gq .

Notons tt' la restriction de tt à G^ . Alors, en associant à chaque

fonction f€v(û',iT) sa restriction à D.j , on définit un

G ’ -isomorphisme p de V(a,n) sur Via,*').

2.- La série de représentations de G' associée à P.j .

Nous considérons maintenant le cas où tt' dans V'(or,TT') est 

dans la série discrète de G^ . Rappelons que la série de représenta

tions de G' associée à Pj est l'ensemble des types d'isomorphie

des composantes irréductibles des représentations V'(o?,tt')

X p \
(o€ Car(k ), tt' dans la série discrète de

Pour ce qui concerne la série discrète de G^ , nous renvoyons au

ch.I, §5, n°9.

PROPOSITION 2.- Soit a € Car(kX) et w € Car(U) - { 1} . Alors

2
i) la représentation V'(oî,tt̂ ) est irréductible si or ^ 1

2 . , 
et si u> ? 1 ;

+

ii) lorsque car k^2 , la représentation V'(a,Tr' ) est

2 °  
irréductible, si a 4 1 ;

iii) la représentation V' (1 = PÎVd,^)1)

(où A € Car(KX) - Car(kX) est tel que ‘, |U = (JÜ̂ est irréductible pour

i€ {1 ,q), si o)2 i- 1 ;
+

iv) lorsque car k ^ 2  , la représentation ) a deux
o

composantes irréductibles, non-isomorphes

prop. 1)
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+ + + .
Vil,"'" ) = V ' (1 # TT ' ~ )q©V(1,TT'- J1 ,

O O O

à savoir

+ +

V'(1,TT'~ )1= V ' (1 » tt 1 jjj )n p(V(1,nA J1) ( iÇ{ 1, q}; cf. prop. 1 ),
o o o

* * X
pù l'on note Aq le caractère non-trivial de K de carré trivial ;

v) lorsque car k ^ 2  , on a la décomposition

V'(a ,tt') = V! {a ,n')0v'(» , tt • )
o <u + o ou - o u)

en deux composantes irréductibles, non-isomorphes. données par

n ' v i 1 = [p“(ii'r0)](v(v,,A»>

 ̂ X
où A € Car(K ) est tel crue A|u = tu —  est l'un des deux isomor-

Dhismes involutifs de V(<v ,tt, ) sur V(or .a n,)f suivi de *
•-------------------------  O A ---  O O A ---------  ûf

O
(cf. ch.II, §4, n°2, prop.2, cor.2 à la prop.2, et §1, n°3, prop. 6 ci- 

dessus), pour tu ̂  u>Q ;

vi) lorsque car k ̂  2 , on a la décomposition 

+ + + 2  

= v * (ey«*Tr«"’) e  v * <Qr«»TT«»"’)<ï O O 0) O U )
o o o

en deux composantes irréductibles, non-isomorphes. données par

+ . + ~

v ' ( V TT:“)1= V '(V ïïr )np(V(V TTA )1} (i€{ 1 »q } ).
o O O

Démonstration s Cela résulte aussitôt de la proposition 1 ci-dessus, 

des propositions 2 et 3 du numéro 2 du paragraphe 1 , de la proposition

6 du numéro 3 du même paragraphe et du fait que la condition — 17̂

(A € Car(KX) -Car(kX)) signifie A | y = %  et donc

Res tt. = tt ,+ © tt' “
_ , _ , A Uü CD
G lG' o o
o* o

(en plus, bien entendu, des résultats des numéros 3, 4 et 5 du paragra

phe 4 du chapitre II ).

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 3.- Gardons les notations de la proposition 2 ci-dessus. 

Alors tous les isomorphismes entre des représentations irréductibles. 

Parmi celles ci-dessus, correspondant a des paramètres ff€Car(k ) et

U) € Car(U) - {1} différents, s'obtiennent en échangeant a et a~̂  ,

— 1 — 1 — 1
tu et a» (pour a ̂  a , m ̂  <u ).

Démonstration : Cela résulte aussitôt de la proposition 4 du numéro 2 

du paragraphe 1, de la proposition 1 ci-dessus, du corollaire 3 à la 

proposition 2 du paragraphe 4 du chapitre II et du fait que TTJ)~ TT{j,i 

signifie eu ' = tu ou oj ’ = eu  ̂ (eu ,<u ' € Car(U) ).
C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant décrire la série associée à P,j .

‘THEOREME 1.- La série de représentations de G' associée à P.j est 

formée

1 1i) des ^(q-3)(q-1) (resp. ^(q-2)q) types d'isomorphie des

/ 4 Xreprésentations V'(cv,n̂ ), de dimension q -1 , pour a € Car(k ),

2 2 
a 1 , o)€Car(U), ui ^ 1 , lorsque car k / 2 (resp. car k=2) ;

ii) des i(q-3) types d'isomorphie des représentations 
+ ^

1 4  X 2
Via,"'” ) , de dimension j(q -1) , pour a € Car(k ), a ^1 , lorsque

o
car k ̂  2 ;

iii) des j(q-1) types d'isomorphie des représentations
À A O

V+(ao,TTà) ̂ ' de dimension j(q -1 ), pour tu é Car(U), u> ^ 1 , lorsque 

car k ̂ 2 ;

iv) des j(q-1) (resp. q̂) types d'isomorphie des représen-
O

tâtions V ' d , ^ ) 1 , de dimension i(q-1)(q +1), pour i€{1,q} et

2
<u€Car(U), tu ^ 1 , lorsque car k^ 2 (resp. car k = 2) ;

+

v) des quatre représentations V'(1,n' ) 1 , de dimension

1 2 tü°
¿i(q-1 ) (q +1), pour i€{1,q}, lorsque car k ^ 2 ;

+ .
vi) des quatre représentations ) • de dimension

1 2  2 ^ 
ji(q -1), pour i€{1,q }, lorsque car k ? 2 .
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Démonstration : Cela résulte aussitôt des propositions 2 et 3 ci-dessus, 

ainsi que des résultats du ch.II, §4, n°6, th.1 .
C.Q.F.D.

§4. Restriction à G' de la représentation de Weil de G .

Nous montrons comment on peut définir directement une représenta

tion de Weil pour G', qui s'obtient aussi "par restriction" à partir 

de celle que nous avons construite pour G . Ensuite nous décrivons la 

série discrète de G', obtenue en restreignant à G' la série discrète 

de G réalisée au moyen de la représentation de Weil. On a donc ainsi 

aussi une construction directe de la série discrète de G' .

Dans la suite de ce paragraphe, nous gardons les notations des 

ch. 3, 4, 5 .

1 .- La représentation de Weil de G'.

Il est clair que l'on peut définir une représentation de Weil de 

G' associée à un A-module quadratique (M,Q), et à un espace vectoriel

V , en supprimant simplement l'ensemble auxiliaire de paramètres X , 

et en choisissant un caractère e€X , dans le théorème 1 du ch.III,

§2, n°3. De manière plus précise :

THEOREME 1.- Soit (M,ffl) un A-module quadratique non-dégénéré, de 

dimension paire 2rn sur k et V un espace vectoriel quelconque.On fixe 

un caractère non-trivial e de k+ . On peut définir une représenta

tion (W', p ' ) = appelée représentation de Weil associée à 

(M,Q) et à V , en posant W' = V*1 et en se donnant p sur les géné

rateurs h(a) (aÉAX), u(b) (b€ As) et w de G' (cf. ch.III, §1, 

n°2) par les formules suivantes (avec e = e°Tr)

(1) [p ' (h(a) )f] (x) = f (xa) (a€AX)
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(2 ) [p'(u(b))f](x) = e(bfi(x))f(x) (b € AS)

(3) [p1 (w)f](x) = e(TroQ) |m| " 1//2 2 e(B(x,y))f(y)
yÇM ~

pour f S W 1 , x 6 M .

En outre, si à chaque isomorphisme y d1un A-module quadratique 

sur (M,fi), on associe 11 isomorphisme v de la représentation 

de Weil (W ',p1) associée à (M,Q) sur la représentation de Weil 

(W.j,p.j) associée à donné par

(4) v(f) = foy (f € W), 

alors la correspondance ainsi définie est fonctorielle.

Cette représentation de Weil peut donc se décomposer suivant les 

représentations du groupe orthogonal O(ffl) = O(ffi), (où l'on note (E,©) 

le k-espace quadratique dont provient (M,Q)). En gardant les notations 

du théorème, on pose la

DEFINITION 1.- Soient r̂j un sous-groupe de 0(fi) et (V,tt ' ) une 

représentation de r]j . On note (W'[tt'],p') la sous-représentation de 

|(W',p ' ) dont 11 espace W'[tt'] est formé des fonctions f de M dans

V telles gue

(5) f ( Y . x )  = t t '  (v)[f(x)] ( Y  € T ■ , x 6 M).

La proposition 1 du paragraphe 3 (n°1) du chapitre III se trans

pose alors mutatis mutandis. Nous avons en outre

PROPOSITION 1.- Soit (M,fi) un A-module quadratique, non-dégénéré, de 

dimension paire 2rn sur k . Soit un sous-groupe de r = GO(Q)

tel gue GO(ffl)= r,0(Q) et (V,n) une représentation de . Posons 

rj = r n o(Q) et notons (V,W) la restriction de (V,̂ ) à .

Alors en associant à chague fonction f de M x X dans V sa restric

tion à MX{e} , on définit un G'-isomorphisme de (w[tt],p) sur 

(W'[n'],P ')-
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Rappelons (ch.V, §5, n°3, déf.1) que l'on a noté Q l'ensemble de 

tous les carrés C , symétriques à leur conjugué, de la forme

rU< M- 1 i

( 6 )  C = I avec uv =  u ' v ' (u , u  ' , v , v  1 € Car(KX)) .
I_ , J *M)
V V

Nous nous sommes servis de ces carrés pour paramétrer les représenta

tions de G . Cette paramétrisation en termes des carrés c€ g se 

transpose aussitôt aux modèles w [tt] (it€ g o (©)). Nous considérons ici 

le cas où Q est de rang 4, traité aux chapitres IV et V. Nous avons 

déjà défini ces notations dans le cas non-déployé (ch.V, §2, n°1, 

déf.2). De manière précise, dans le cas déployé on pose, si *

sont des représentations irréductibles de Go , coïncidant sur 

les scalaires,

Cela est immédiat.

2.- Remarques sur la paramétrisation des restrictions à G' .

Ici A,4,A ’,4' désignent des caractères convenables de K , tels que 

A$ = A'<J' • on convient d'écrire

(8) ttJ = tt̂ a (A € Car(kX) )

(9) = "A Aq (A € Car(KX) - Car(kX)).

Nous considérons maintenant une paramétrisation pour les représen

tations de G', naturellement déduite de celle-ci.

DEFINITION 2.- Notons g le groupe Car(KX) X Car(I$X). Notons r 

1'homomorphisme du groupe C de tous les carrés à coefficients dans 

Car(I^), vérifiant. (6), dans g , défini par

fub M̂' r i — 1 i - 1 1 I'm« ^ 11 c ri\
r Lv ^ w j L\> ’ V J s *

(7) W
A

4
A
4

(i) (j)
W TT

/V ,4
tt

A
i
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Il est clair que le noyau de r est formé des carrés u. = u~|
i_U PL J

2 x x
tels que n € Car(k ). Comme on a u € Car(k ) si C et nC

sont dans Q , nous voyons que r définit une injection de l'ensemble 

quotient Ç/Car(k ) dans g . Compte tenu de la proposition 4 du para

graphe 1 (n°2) et du corollaire à la proposition 7 du même paragraphe 

(n°3), on est donc amené à poser la

DEFINITION 3.- On pose

W ^ [ r ( C ) ] ^ ' ^  = Res W ^ [ c ] ^ ' ^
G|G'

o
pour C , i€{l,q,q } , j€{l,q} et

R^” ) [ r ( C ) ] / p î ' ( 3  ̂ = Res W( - }[ c ] j\J' ( j )
G|G' Ki)

Q
pour C € g , i € {1, q , q  } , j € {1 , q }  , Z entier. 0 < i < 5 .

3.- La série principale de G'.

Nous signalons dans ce numéro que les décompositions des représen

tations de la série principale de G restreintes à G' deviennent 

évidentes dans les modèles de Weil.

Rappelons que l'on note T 1 'isomorphisme involutif de 

(resp. w [tt.|®tt ]) sur w Eit̂ tt ] (resp. w C ^ ® ^  ] ), déduit de l'action
rsj O

de la transposition T dans E = E XX (cf. ch.IV» §2, n°2, prop.3) 

dans le cas déployé, en rang 4.

PROPOSITION 2.- Si k est de caractéristique différente de 2, on a la 

Réalisation suivante de la décomposition de la proposition 2 ii) du 

paragraphe 2 (n°2)

W ^ B * -1 ,aQ] = W+[ctP* “ 1 ,aQ] © W_[of* ” 1 ,aQ] (a,M Car(kX) , 8 / o,/)

avec

W+ [cyP*“ 1 ,orQ] = Im (1  -  ) ( o ù  ot* =  a Qa )
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où

», - v ? : K m Tv ) ~(w[»,r].v)
(cf. §1, n°3, prop.7).

Démonstration : Cela est immédiat, en vertu de la proposition 3 du 

numéro 2 du paragraphe 1 et la table 6 du chapitre IV.
C.Q.F.D.

De même, on a aussitôt les deux propositions suivantes.

PROPOSITION 3.- Si k est de caractéristique différente de 2, alors la 

décomposition ii) de la proposition 3 du paragraphe 2 (n°2) se réalise 

de la manière suivante (cf. déf.3 ci-dessus)

avec

W+C*0 » i ]  = In»(i ± Ÿ1 )

où

I ,  « T  : (w [ ]  l J1 ,» )  (w Q  ' ] \ »  P>) ( i«<1,q>) .
O o o o o

en désignant par wf J l'image de M(tt̂  i'®«) dans W Q
o o o' o o

par 1'isomorphisme indiqué au numéro 1 du paragraphe 4 du chapitre IV

(cf. table 6) et en posant

wii l  ]’ - w~\i  l . ■
O O o o

PROPOSITION 4.- Supposons car k^2 . Alors (cf. prop.5 ii), §2, n°2), 

on a

M|(ttx )x ~ W+[<* ,cr l1 = Im( 1 + ̂  ) (i€{1,q})
O

où

T1 = 1 a °T , (w[] "o]1’1,«)^ (W[̂
O O o

w w
o' 1

i
w a

o' 1 i
W a

o 1 ii i€ 1 q

u
'1
-CY
O

a
1

-i i
a o\

i€ q
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Dans ce cas aussi, les scindages qui se produisent par restriction 

à G' sont immédiats. Nous donnons ci-dessous ceux qui ne l'étaient 

pas déjà.

Considérons tout d'abord la représentation de la série associée à 

P,j qui apparaît dans la restriction à G' de la série déployée de G 

(c'est-à-dire, donnée par décomposition de la représentation de Weil 

en rang 4, déployé).

PROPOSITION 5.- On a (si car k^2) (cf. prop.2 iv), §3, n°2)

V (' 'n,|>">9 - w+[a À ] - ïmdif,)
O - o o

avec

4.- La série de représentations de G' associée à .

t = T, . T  = (w[] \ ],») a. (w[’ l ],v )
o o o o o

(où l'on note wq (resp. Aq) le caractère non-trivial de U (resp.
\/

K ), de carré trivial ? en fait avec nos conventions d'identification

c/ = (y = A ) . 
o o o

pémonstration : Cela résulte aussitôt du §1, n°2, prop.3 et du ch.IV, 

table 6.
C.Q.F.D.

r > j

Rappelons que, dans le cas non-déployé, on note F 1'isomorphisme

involutif de Vï[tt] sur w [ttof] déduit de l'action du Frobenius F

2

dans E = E XX (cf. ch.V, §2, n°2). Rappelons aussi que l'on pose 

A* = A A pour A € Car(KX).

PROPOSITION 6.- On a (si car k/2), pour o> € Car(U) - {1}

où A € Car(KX) - Car(kX) est tel que A ^ a t u  (donc A1~3 = (uoU . pour 

li(a) = a1-q , a€ KX , et par suite A1”*? = eu , suivant nos conventions)

V a
O
n
tu

rw W a
o'

A 1-q
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et où

W + t v A l " q ] =  l m ( 1  +  * 2 )

avec

~  / rA Aq -i \ / rA A<3 -i \ 
= “H ° S. ° P : W * „ ,P p »  W „ „ i, cr P

2 "o 2 1 LA A*qJ 1 1 LA* A*qJ ° }

en désignant par S 11 isomorphisme involutif de tta sur a qui 

dans le modèle de Weil est déduit de la transposition (a,b;c) M (b,a?c) 

(a,b€ K , c 6 KX).

Démonstration : Cela résulte aussitôt du ch.V, §4, n°1, prop.1 et du 

§1, n°2, prop.3 ci-dessus.
C.Q.F.D.

On vérifie de même la proposition suivante, qui correspond au 

dernier cas où la décomposition dans le modèle de Weil est plus évidente 

que dans le modèle naturel.

PROPOSITION 7.- On a (si car k^2)

v , ( V " ; “ )1 -  W+£Ao ' Ao ^  = Im(1 *  V  ( i € {  1 , q 2 > )
o -

où

^  /  r A A ^ “i \  /  rA A ^ i  \

Y2 = \ ° F S (W-Aq AJ/P) ** Aq A J'V)

pour un A € Car(KX) - Car(kX) tel gue Aq  ̂ = A^ .

5.- La série discrète associée au tore T,j = g 1.

Nous renvoyons au chapitre IV (§4, n°3) pour ce qui concerne la 

série discrète de G associée au tore T̂  et les notations employées 

ci-dessous.

Notons que si A,$€car(KX) sont tels que AAq = alors

A<$-q , A4”  ̂€ Car(U) , d'après nos conventions. Les restrictions à G' 

de cette série s'écrivent donc wf^,^] (cf. déf.3, n°2).
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car kf 2 et ou soit égal à i«o ;

ii) dans ce cas, disons id̂ =mQ » on a

w[<uo »tt»2 ] = w+^U)o ' ÜU2-l 0  W- ^ Cüo ' (U2^

où les composantes irréductibles, non isomorphes W.Tw . sont
------------ ----  + o 2 -----

données par

w+[wo,œ2] = Im( 1 +Y2)

avec

. rA A *3- x a* Aq n v
Y -  =  T) oFoF- : (W „ ,P) (W „ ,a o j ,

2 ao 2 ' A Aq J I \ A A q ° >

où l’on note F« 11 isomorphisme involutif de (V, )® (V „  , t t  „  ) 
-------------------------  2 --------------------------------------------------------- A A A* q  A* q

sur (V . t t  )® (V „ » t t  u) défini par 
--- Aq Aq A A ------

(F2cp) (a1 ,t1 ;a2»t2) = «P(a.̂1 »̂ *a2'̂ 2  ̂

pour a ^ a ^ K  . ♦ 1 € x . <P 6 V. ® V n ; enfin A € Car(KX) - Car(kX)

n— 1 ^
est tel que Aq = a>2 ;

iii) pour que + j[<û ,(ô l ^ W^ + j[cu.j ,u)̂ ] il faut et il suffit

que

— 1 —1 —1 —1 
{«u ,tt>2 #u>“  ,u>“  } =  {<uj ,u^,ou . j  ,w'2  } .

Démonstration : Cela résulte aussitôt de l'irréductibilité et non- 

entrelacement de la série discrète de G associée à » des proposi

tions 2, 3 et 4 du numéro 2 du paragraphe 1 et des remarques du numéro 

2 ci-dessus.
C.Q.F.D.

Définissons la série discrète de G' associée à T.j comme l'en

semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res

trictions à G' des représentations de la série discrète de G

PROPOSITION 8.- Soient , u>2 , , u>£ € Car(U) - { 1} tels que («2 ?ilü-i » 

et tuî ouj , u> ' \  Alors (cf. n°2, déf.3)

i) la représentation est irréductible à moins queW[u) ,o) ]
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associée au tore . Nous avons alors, d'après la proposition ci-

dessus.

THEOREME 2.- La série discrète de G' associée au tore T! est formée--------------------  ----------------  1 ----------

• 1 1
i) des g(q-1)(q-3) (resp. gq(q-2)) types d'isomorphie des 

représentations , de dimension (q-1) (q+1) , pour

n»1 ,u>2 € Car(U) - {1} , ai2 tM  , u>2 ̂  1 , cu2 ?ia,1 ' ‘"ï"1 ;

ii) et, lorsque car k ^ 2  , des types d 1 isomorphie

1 o 2
des représentations W+[u)q ,u>] , de dimension g(q-1) (q +1), pour 

<u € Car(U) - { 1 ,ouq} .

6.- La série discrète de G 1 associée au tore de Coxeter T^ .

Nous renvoyons au chapitre V (§5, n°1) pour la description de la 

série discrète de G associée au tore de Coxeter T2 de G . Nous 

gardons ses notations.

On définit la série discrète de G' associée à T^ comme l'en

semble des types d 'isomorphie des composantes irréductibles des res

trictions à G 1 des représentations de la série discrète de G asso

ciée à T2 .

X 1 «,Q
Notons que pour ® € Car(K ), 0 s'identifie, d'après nos con

ventions à un caractère 0 de (= tj ^(1)). D'autre part on a aussi

= n'oli (avec U(z) = ; z € K) pour un (et un seul) caractère

X X f

0' du groupe y' des z € K tels que N(z) , il en résulte que

n est la restriction de 0' à U .

x
PROPOSITION 9.- Soient ^®^ € Car(£ ) tels que leurs orbites suivant 

GalK * soient non-dégénérées (i.e., à 4 éléments). Alors la représen-
U ir .

tation w[n,Ûq] est irréductible (avec 0 = 0  q) et pour que

soit isomorphe à w[^^,fîq] (avec q) il faut et il

suffit que 0 et 0̂  soient congrus modulo Gal^^ •

w[o)1 ,«2]

z1-*

w[n,nq] n = 91
1 1



VI. 27

Démonstration : Cela résulte aussitôt du ch.V, §5, n°1, des propositions

2, 3 et 4 du numéro 2 et du corollaire à la proposition 7 du même numéro.

C.Q.F.D.

7.- La représentation exceptionnelle de G'.

PROPOSITION 10.- La représentation
2

r -i q

R[ 1 » 1 ] c = Res W“| a a (a € Car (kX) )
5 GjG' * °

est irréductible (et ne dépend pas de a).

Démonstration : Cela est clair, puisque l'on sait déjà que les repré-

—r » oiq2 »
sentations W ^  sont deux à deux non-isomorphes (ch.V, §3, n°3).

Il suffit en effet d'appliquer les propositions 2 et 3 du numéro 2 du 

paragraphe 1 .
C.Q.F.D.

THEOREME 3.- La série discrète de G' associée à T,j , celle associée 

à T̂> et la représentation R[1,1]g épuisent la série discrète de G '.

En outre, les deux représentations de Weil de G' en rang 4 four

nissent par décomposition toutes les représentations irréductibles de 

ce groupe.

Démonstration : Cela est clair, parce que les représentations irréduc

tibles dont il est question ont été obtenues par restriction d'un sys

tème complet de représentations irréductibles de G . La seconde asser

tion est aussi immédiate puisque chaque représentation de Weil de G' 

s'obtient par restriction d ’une de G et que nous avons déjà démontré 

l'assertion pour G .
C.Q.F.D.

Nous donnons la liste complète des représentations irréductibles 

de G' dans la table 1 .



TABLE 1. Les représentations de G' = Sp(4,k)

<
H

ro
OD

PARAMETRES : »»Picarde ) ; A € Car(K ) ; ou ,<u ' € Car (U) , 0 € Car(U)
Type d 'isomorphie Modèles Dimension

Nombre de types 

dans la famille Paramètres

SERIE PRINCIPALE 

R[or, P]
M ’< V b )

(q+1)2(q2+1)
g(q-3)(q-5)

I {<* ,  ß , a  1 , 3 1 } | =  4
g(q-2)(q-4)

R + t V 1*]
O

I t q + l f t q ^ + l ) g(q-3) 3 ^ 1

r [1 »P]1 i(q+1)(q2+1) ¿(q-3) i €  {1 » q}

j (q - 2 ) ß V  1

ji(q+1 ) (q^+1 ) 4 i € {  1 >q}

r O , « ] 1 M,(TTi } i ( q + 1 ) ( q 2 +1 ) | ( q - 3 ) i € { l  / q}
Qr

2 (q-2) a 2 ¿  1

V ' - o ' - o 1 1 '1 - o

1 . 2 ,  2 .« 
( q +1) 4 i€ {1 / q}

R t « o ' * o i q ' 1
M' (rrq )1 ~ w[cr ,a ]q'1 

a o o 
o

q ( q 2 +1 ) 1

r [ i . i ] 4 St = D°'° 4
q 1

R[ 1 # 1 ] 3 + L ° ~  + P ° iq(q+1 )2 1

r C 1 , 1 ] 2 -P° ^ q(q2 +1 ) 1

r[  1 ,1 ] 1 -L° ^q ( q 2 +i) 1

so r~
 ' i 
j 

0 («,1 ) 1 1

m : TT
,e

w a 3.

M
"i P

M [TT
,1

1
O'

Q

R, O' .1
i



TABLE 1, suite. Les représentations de G' = Sp(4,k)

<
H
•
ro
vo

Type d 'isomorphie Modèles Dimension Nombre de types 
dans la famille Paramètres

SERIE ASSOC. A 

R|>,Aq] M ' ( n A ) q4- i
3  ( q - D 2

A $ Car(kX) U Car(U)
J q ( q - 2 )

i(q-1)(q2+1) i(q-D A € Car(U) - Car(kx ) 
i€{1,q}

SERIE ASSOC. A P]

v < « . n ; > q4-1
|(q-3)(q-1) a 2 ̂  1

J(q-2)q to2 ?  1

R + C « . ® , ] v  («.";■)
o

2 (q 4 ~ i ) | ( q - 3 ) ot2 ^  1

n+Cv®1 v + (V " i ) l ( q 4 -1) 3 (q ~ 1 )
tü2 1

RC 1 r«»]1 v d .";)1 i(q—1)(q2+1) 3 (q_1) i€ {1 ,q}

h tu2  ^  1

R+[ 1 ,U)o^ ±
V ' d . n ' * ) 1

CD
o

gi(q-1)(q2+1) 4 i€{1,q}

v ' (“ « ' " A * ) 1o o ji(q2-1) 4 i €  {1 , q 2}

SERIE DISCRETE 
ASSOCIEE A T̂J

r [ eu , U) ' ] w[ a», (U ' ] (q — 1)2 (q 2 + 1 )

l ( q - 1 ) ( q - 3 )

1

| { u), ou , eu ' , <u 1 } | - 4

§ q ( q - 2 )

W+[a>0 ,«] l(q-1)2 (q^+1)
J ( q - 1 )

U)2 j i  1R4

RI A 11 M ' "A
1



TABLE 1, suite. Les représentations de G' = Sp(4,k)

Type d'isomorphie Modèles Dimension Nombre de types 
dans la famille Paramètres

SERIE DISCRETE 
ASSOCIEE A T£

R[n,nq] w [o ,n q ] , 2 . .2  
(q  -1 )

£ ( q 2 - 1 ) I { n , n q , o -1 , n - q > | = 4

(i.e. 0 2 ji 1 )1 2
4q

LA REPRESENTATION 
EXCEPTIONNELLE

R[ 1 * 1 ]5 w " [ 1 , 1 ] q |q(q- 1 ) 2 1
<
H
•
00
O

Notations : On écrit le nombre de types d'isomorphie dans chaque famille dans la demi-case 

supérieure (resp. inférieure) correspondante, pour car k ^ 2  (resp. car k = 2 ).
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TABLE 2

Correspondance avec les notations de 
B. Shrinivasan [ 1 6]

A. Série principale.

R[»,i] X 3 (k,S) R^1'1^0 9o

R+[ » o , e ]  S4 1 (k) R[1»1]1 012

RJ > o ' B  ̂ §42 (k) R[1»1]2 911

R O , l ] 1 S3 (k) R[1,1]3 09 

R O , l ] q S£(k) R[1»1]4 013

R[", o] 1 XgOO V V “o ] 1 ' 1 9 3

R[«."]q x9 (k) RJ “0 -"0 ]1'1 s4

R+[«o . 0 1 *5 »+t-o'"o’,,q ®1
R J V 1]1 *6  RJ v “ o ] q ' q  ®2

*+[«o-1]q «7 *t»0-»olq'1 *9

" J v l ] q  *8

B. Série associée à P.j .

r O,<d] - X5 (k,É) R + t ï ' V ' 1 -4 1

R +[«/«0 ] - S ^ i k )  -*2

R j > . ™ 0 3 -5;2 (k) -«3

R+[ao^] -?21(g) R_Cl#«o0]q -*4

R_[«o ,«] -s22<e) R+[“o'“ol1 ■e7
r [1#®]1 - S ^ k )  R_[«0 /«J0 ]1 -0 g 

R[l,u)]q -§^(k) ^ “©»“o ^  ”9 5

R j - o ' - o l q "86

RJ 1 'ш011

R+[1 ,ш ]q
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TABLE 2, suite

Correspondance avec les notations de
B. Shrinivasan [lô]

C . Série associée à .

R[A »Aq]

r[A, Aq ]1 -*6 (k)

R[A ,Aq]q x7 (k)

D. Série discrète.

r[<u,'o'] X4 (k,€)

R+[ouq ,(u] §21

Rja.0 ^ ]  §^(k)

R[n,Oq] Xl(j)

R [  1 # 115 e  1 Q

P2

- x 2 (j>

(к)
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