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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet de construire toutes les représentations
complexes irréductibles du groupe symplectique Sp(é,Fq) , en quatre va-
riables, sur le corps fini Fq 2 q éléments (de caractéristique quel-
conque) et du groupe des similitudes symplectiques associé GSp(4,Fq)
Jusqu'a présent, seule la table des caracteéres de Sp(&,Fq) était connue

(depuis 1968 pour q impair [16] et depuis 1972 pour q pair [6]).

Nous obtenons toutes les représentations complexes irréductibles
de csp(a,rq) en décomposant ses représentations de Weil associées a cha-
cun des deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur Fq
Les représentations irréductibles de Sp(A,Fq) , dont la structure est
plus compliquée, s'obtiennent alors aisément par restriction. Nous construi-
sons d'ailleurs, de manidre générale, la représentation de Weil du groupe des
similitudes symplectiques en 2n variables GSp(Zn,Fq) , sur Fq , as-
sociée a un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) de dimension paire sur
Fq . Cette représentation a été introduite par A. Weil dans (18] pour le
du groupe symplectique sur un corps local. Nous en donnons ici une construc-
tion élémentaire pour le cas d'un corps fini, en nous appuyant sur une pré-
sentation trés simple du groupe GSp(2n,Fq) (valable en fait pour tout
corps de coefficients). Signalons que Saito (9] a aussi étendu la construc-
tion de la représentation de Weil au cas fini, en s'appuyant sur la présenta-
tion de Sp(2n,Fq) donnée par une base de Chevalley pour ce groupe. La vé-

rification de la compatibilité des opérateurs de Weil associés a ses généra-

teurs est encore élémentaire, mais trés compliquée.

Nous décrivons maintenant le contenu des différents chapitres.
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Dans le chapitre I, de nature préliminaire, nous construisons toutes
les représentations irréductibles de GL(Z,Fq) et SL(Z,Fq) (qui sont d'ail-
leurs connues). Nous le faisons par décomposition de la représentation de Weil
de GL(Z,Fq) associée a chacun des deux plans quadratiques non-dégénérés sur
F , dont la construction correspond au cas n =1 ci-dessus, et par res-
triction ultérieure 2 SL(2,Fq) . Dans la suite, nous nous servons constam-
ment des différents modeles donnés dans ce chapitre pour ces représentations,

pour décrire celles de GSp(4,Fq)

Dans le chapitre II, aussi de nature préliminaire, nous construisons
de manidre géométrique toutes les représentations de GSp(4,Fq) qui ne sont
pas dans sa série discrete, c'est-a-dire, toutes les composantes irréductibles
des représentations induites a GSp(4,Fq) a partir des sous-groupes parabo-

liques propres de GSp(A,Fq) , suivant le schéma général de Harish-Chandra

(147].

Dans le paragraphe 1 du chapitre III, nous établissons la présen-
tation de GSp(2n,k) (k corps commutatif) qui rend immédiate la construction
de la représentation de Weil de GSp(Zn,Fq) , associée a un espace quadra-
tique non-dégénéré (E,Q) de dimension paire 2r sur Fq . Nous effectuons
cette construction dans le paragraphe 2, en définissant les opérateurs de
Weil correspondant 3 nos générateurs et en vérifiant ensuite, aisément, que
les relations entre ces générateurs sont respectées. Dans le paragraphe 3, nous
donnons quelques lemmes généraux sur la décomposition de la représentation de

Weil, suivant un sous-groupe du groupe GO(Q) des similitudes de Q (qui a-

git dans la représentation de Weil !).

Dans le chapitre IV, nous spécialisons notre construction au cas
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n=r=2 et (E,Q) déployé, et nous étudions les représentations de
GSp(&,Fq) obtenues par décomposition de la représentation de Weil dans ce
cas. Cette décomposition se fait 3 1'aide des représentations de GL(Z,Fq) R
puisque le quotient de GL(Z,Fq):xGL(Z,Fq) par le sous-groupe des (t,t-l) s
pour t scalaire, est d'indice 2 dans GO(Q) dans ce cas. On obtient ainsi
3 peu prés la moitié des représentations de GSp(A,Fq) (la série dite dé-

ployée), dont la famille de représentations irréductibles dans la série dis-

créte de dimension (q-l)z(q2+1)

Dans le chapitre V, nous considérons le cas ot (E,Q) est non-dé-
ployé (toujours avec n =r = 2) . Nous pouvons alors décomposer la représen-
tation de Weil suivant des représentations de GL(2,F 2) , car le quotient
de GL(2,F 2) par le sous-groupe des matrices scala;Les de norme 1 est
d'indice £1 dans GO(Q) dans ce cas. Nous étudions les représentations de
GSp(4,Fq) ainsi obtenues (qui sont presque toujours irréductibles) et nous
montrons que l'on obtient ainsi toutes les représentations qui manquaient
dans la série déployée. On obtient, en particulier, de manidre immédiate, des
modeéles pour la série discreéte de dimension (q-l)2 et pour les q-1 repré-

sentations exceptionnelles de dimension %q(q-l)2 (appartenant aussi 2 la

série discreéte).

Dans le chapitre VI, nous montrons comment l'on obtient aisément
toutes les représentations irréductibles de Sp(4,Fq) par restriction de

celles de GSp(A,Fq) , & 1'aide des résultats du paragraphe 1.

L'essentiel des résultats concernant Sp(Q,Fq) a été annoncé

dans les notes [12] et [13].
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NOTATIONS GENERALES

|E| cardinal d'un ensemble fini E

F s ensemble de toutes les applications d'un ensemble E dans un ensem-

App(E,F) ble F

Supp f support d'une fonction f d'un ensemble E dans un groupe additif

M , c'est-a-dire l'ensemble des x € E tels que f(x) # 0

¢ corps des nombres complexes.

Fq corps fini a q éléments.

A" groupe additif d'un anneau A

A groupe multiplicatif des éléments inversibles d'un anneau A

car(G) groupe des caractéres d'un groupe abélien G
car k caractéristique d'un corps k
t + + . .
b pour * €cCar(k') , t €k ( k corps commutatif), désigne le

caractere de k' défini par @t(r) = Y(er) (r € kM)

Ind induction (de représentations), d'un sous-groupe H d'un groupe
HtG
fini G , 2 G lui-meéme.

Res restriction (de représentations) d'un groupe fini G 2 un sous-
G lH

groupe H
(u,v] nombre d'entrelacement de deux représentations U et V d'un

groupe fini G , c'est-a-dire la dimension de 1l'espace HomG(U,V)



R(G) classe de toutes les représentations (complexes) d'un groupe fini
G

1(G) classe de toutes les représentations irréductibles d'un groupe
fini G

1(G) ensemble des types d'isomorphie des représentations irréductibles

d'un groupe fini G

Stab_x stabilisateur dans G ( G groupe fini) d'un élément x d'un en-

semble dans lequel G agit.

Fix_ H espace des points fixes pour un groupe fini H dans un espace vec-

toriel V dans lequel H agit.

84 b vaut 1 si a=b et O si a#b , pour des éléments a et b
d'un ensemble E
S fonction de Dirac centrée a l'origine sur un groupe abélien M ,

c'est-a-dire, &(a)-= Sa (a € M)

0

N

J'exprime toute ma reconnaissance & P. CARTIER qui a dirigé mon travail
de recherches pour 1'intérét qu'il a toujours porté & mon travail, et ses

précieux conseils,

Je tiens & remercier G, POITOU, président du Jury de Thése, J, TITS rappor-
teur de la dite thése et R, AZENCOTT, qui m'a proposé un intéressant sujet de

seconde theése,

La frappe a été effectuée par Mesdames Cabannes et Liévremont, a 1'I,H.E.S.
et Madame Bonnardel, & 1'Université de Paris-Sud. Je les remercie bien vivement

pour leur travail diligent.



CHAPITRE I

Les représentations de GL(2, Fq) et SL(2, Fq).

Dans ce chapitre, nous construisons toutes les représentations
complexes irréductibles de GL(2, Fq) par décomposition de sa représenta-
tion de Weil et nous obtenons par restriction toutes les représentatiors
complexes irréductibles de SL(2, Fq) . Nous donnons aussi plusieurs au-
tres constructions de la série principale, ainsi qu'un certain nombre de
propriétés des représentations de GL(2, Fq) et SL(2, Fq) qui nous seront

utiles dans la suite.

Dans tout ce chapitre, nous posons k =3Fq (corps fini a2 q élé-
ments), Go = GL(2,k) et Gé = SL(2,k). Nous ne faisons pas de restric-

tion sur la caractéristique de k.

§1. La série principale de Go.

Nous rappelons briévement deux constructions bien connues de la

série principale de représentations de Go

Dans ce paragraphe et les suivants, nous notons B0 le sous-grou-
pe de Borel de G0 formé des matrices triangulaires supérieures, et T0 le

tore maximal déployé de Go formé des matrices diagonales.

1. Construction de la série principale par induction.

DEFINITION 1.- Soient x, @ € Car(k*). Notons [« @] le caractire de B,

défini par
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[, )¢ ) = x(a) B (a,d € K, b & k).

On appelle série principale (de représentations) de Go la famille de types

d'isomorphie des représentations irréductibles de Go obtenues en décompo-

sant les représentations induites

(Hop » M) = ;m; . C«,pl
ol %o

Nous avons alors
(1) Heo = {£: 6 — ¢ | £(bg) = [«,plb)E(g) Vbes_ ,Vg eGOS
et
(2) [‘lrd,@(g)f] (h) = £(hg) (Eeh, o, het).

Comme
(3) 16| = (a-D%qq+1)
et
(%) 1B, | = (a-D%q,
on a
(5) dim H«’P = g+l («,( €car(k )).

Le lemme suivant est bien connu, et facile 2 vérifier directement.

LEMME 1.- Soient «,B,«',p' € Car(k™). Notons HK(«,p; «',@') le & - espace

vectoriel formé des fonctions complexes K sur G vérifiant la condition

(8) K(b'gb) = [«',@'] (b")K(g)[x, A)(b) (b,b' € B, g€C ).
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Alors, en faisant correspondre 3 chaque K e}((«,(a; «',@') 1l'opérateur QK

donné par

) (O, 01 = 2= &G Him (fen
h G e

on définit un isomorphisme de & - espaces vectoriels de 3(01,6; o', @) sur

HomGo(Hd,(’: , Hm',@')° En_outre, 1l'application KH@K ainsi définie (pour

KeH(«,p; «', @) et pour tous les a,p,«,pd € Car(k*)) transforme le pro-

duit de convolution de fonctions complexes sur q} dans le produit d'opéra-

teurs.

Notons N(To) le normalisateur de T, dans G, et W le grou-

pe de Weyl N(TO)/TO de Go . Alors Wo = {1, wo.g avec w_ = ((cl; é)To Le
groupe wo agit naturellement sur les caracteres de To par

8) («, (M) = («, p)(whw )

pur w W_, a, peCar(k®), h T, » od l'on pose

9) @, pED = *@p@ (a,d ek™).

A 1'aide des résultats rappelés ci-dessus et de la décomposition

de Bruhat
G = B_UBWB_
de Go , on démontre aisément la

PROPOSITION 1.- On a, quels que soient &, Car(k*),

dim Hom. (H

e 0‘,(5 ’ ) = l{wewo | (d’ @)w = («ls ﬂ')}l

» B€G ),
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COROLLAIRE.- Quels que soient «, (3€Car(k*) , on a

3

i) H est irréductible si o # B;
x,0

ii) Haux est somme directe de deux représentations irréductibles non-iso-
b

morphes;

iii) Ho oo n'est isomorphe 2 Ha‘,(5 que si («', p') = (x, ®) ou

(_xl’ G') = ((A’q).

La décomposition explicite de H_ (xecCar(k™)) est la suivante
b

- ol q
(10) H«" = H“+H«

ou Hi désigne la droite dans Hd“ engendré par la fonction complexe
b

x-det, et ol la sous-représentation irréductible Hi de dimension q est

donné par
q _ _ x
(11) Hl = {feﬂa’“[E £(x) = 0 Yeek®}
XGGQ
det x = t

1 .
Nous notons TU_ (resp. 7%) la restriction de 1T au sous-es-
oL ot oL,k

pace Hi (resp. Hi). Nous avons ainsi (H1 ,ﬂi) = (¢, xodet). La repré-

o

sentation (HZ ,T(oq‘) est appelée représentation de Steinberg de Go asso-

ciée au caractére o et notée aussi St(x).

Notons ) le type d'isomorphie de (H

Hew oy > Teaey ap > @)

pou o&,(seCar(kx). Nous avons alors, avec les abus de langage habituels,

la description suivante de la série principale de Go'

PROPOSITION 2.- La série principale de représentations de G0 est formée de

(q-1)(q-2) représentations ﬂ{d o1 («,@éCar(k"), % # (@) de dimen-

sion q+l,

q-1 représentations 1(3 (¢ecCar(k*)) de dimension q , et

q-1 représentations Tti = oedet (aeCar(k™)) de dimension 1 .
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2. La représentation naturelle de Go

Le point de vue de ce numéro est celui que nous généraliserons 2

GSp(4.k) au chapitre II1. Dans la suite, on note k2 le plan fini kxk

DEFINITION 2.- La représentation naturelle T de G° est définie dans 1'es-

— 2 X
pace M =1 Xk par
_ -1 = 2 x
(12) ['c(g)f](x,t) = f(xg, t.det g ) (geco, feM, xek™, tek )

(le_groupe Go agit dans k2 par multiplication matricielle 2 droite).

Nous avons tout d'abord la décomposition évidente

™, T)=0M,1T)+ ™, T = @ (L, xodet) @ M, T)
x€ Car(k )
ou
(13) M° = {feM |supp £ C {O}x K} ,
(14) M = {feM]|£(0,t) =0 veek}

et ol l'on note encore T 1la restriction de T au sous-espace stable M°
(resp. M ). D'autre part, on peut décomposer (M, T) suivant les caractéres

de k*x k* en posant, pour «,PECar(k") s

(15) E“Q = ifeﬁlf(rx,t(rs)'l) = «(r)P(s)f(x,t) VYr,s,tek", Vxek2}

Nous avons alors

\ . (-ﬁ ’ t) )
«,p € Car (k™) “¢

™, ©)

ol l'on note encore T la restriction de T au sous-espace stable M, p
’

Posons

(16) M = N M (“,PeCar(k"))

Il est clair que l'on a
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MN"(‘}’ ) M«’G si &« # (" (d,@C—.Car(kx)) s
My, »T) = My, 5 T)@ (€, xedet) (« eCar (k™))
et enfin
dim Mm(5 =q+1 (ot,(béCar(kx))

Nous étudions directement 1l'entrelacement de ces représentations.

DEFINITION 3.- Pour «, @, «', @ ecar(k™) , on désigne par E(a,p; «, @)

le T - espace vectoriel formé des fonctions complexes K sur

2
(k ka)x(kzx k*) (appelées noyaux dans la suite) telles que

(17) K(x'g,t'det g'l;xg,tdet g-l) = K(x',t';x,t) ,

et que

(18) K(r'x',t’(r's')-l;rx;t(rs)-l) = °"(r')(ﬁ'(s')«-l(r)@.l(s)K(x',t';X,t) s

. 2
quels que soient r,r',t,t',s,s'ek”, x,x'€e k" et geGo . De plus, on note

R(d,ﬁ;d',(b') le sous-espace de E(O\,@;c&',@') formé des noyaux K tels que

(19) K(0,r;y,s) = K(x,t;0,u) =0 (r,s,t,u ek% x,y ekz)

PROPOSITION 3.- En associant a chaque noyau Kei(«,@,; o',@') pour tous les

c(,(s,w’@.ecar(k") , 1'opérateur QK de i«,@ dans M“"P' donné par

(20) C@K(f)](£)= : R(E,ME() (gekzxk") ,

M€K x k*

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de no-

yaux en produit d'opérateurs et gqui est un isomorphisme du & - espace vectoriel
P

E(«,p;u',(&') (resp. R(a,p;,p')) sur le T - espace vectoriel

Hom. (M , M, ) (resp. Hom, (M
GO d,(} o, (5 L=2P GO “’(5

%, (3, o, @' € Car (k*)

» M )) , quels que soient

o« , @
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On voit ainsi déja que les nombres d'entrelacement
(M

ce deux croites dans le plan k2 (a savoir, deux). De maniére plus pré-

ap Mo G] seront majorés par le nombre de configurations possibles
P AL b

cise:

PROPOSITION 4.- On a, pour «,fp,«', @ €cCar(k ),

i) est irréductible si &« # (> ;

M
=0

ii) Mq « st somme directe de deux représentations irréductibles non-
b

isomorphes;

iii) M, 0 n'est isomorphe a M, o Que si («',p@) = («,® ou
3 3

(«',p') = (B,%)

Démonstration: Soient u et v deux vecteurs linéairement indépendants

de k2 . I1 découle de (17), (18) et (19) que la donnée d'un noyau

Ke€R(x,3;a',0') , par a, B, oL',(é'(-_Car(k") , équivaut a la donnée de ses
valeurs K(u,l;u,l) et K(u,l;v,1) . Comme Go est transitif sur les
couples de vecteurs linéairement indépendants de k2 , nous avons d'apres

(17) et (18), quels que soient r,sek” |,

« (1) p' ()2 () B (r)K(u,1;v,1)

K(ru,(rs)-l;sv,(rs)-l)

K(u,l;v,1)
en plus de

wra () p BT ()R (u,15u,1)

K(ru,(rs)-l;ru,(rs)-l)

K(u,i;u,l)

I1 s'ensuit que

(M“’o ) M“l’e|] = 8(“',(5'),(“,‘3) + 8(“|’p|),((5’“) ’

d'ol les trois assertions de la proposition.

C.Q.F.D.
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La description et décomposition explicite suivante de My o €St
b

immédiate:

PROPOSITION 5. - Notons L 1l'ensemble de toutes les droites du plan k2

Pour tout xekz-io} notons @(x) la droite de k2 passant par x

Définissons, pour tout xecar(k™) , la représentation

L@ = (L, «t) = @, «1)
par
(xT)(g)£1(@) = «(det g)f(Lg) (geG_, fel, Cel)
avec
e(x)g = 0(xg) (xek®-10}, gec,)

On peut identifier L(«x) a (M, ., ,T) en associant 2 chaque
- b

felL 1la fonction f"eM, , telle que
£1(x,1) = £(8() (x ex?-10})

La décomposition de L(«) en composantes irréductibles est la

suivante
Lo = L@@ = o, nem, v ,

o LS = (L%, «© et L%°(w) = (L°, «T) , et od 1'on désigne par L

(resp. Lo ) le sous-espace de L formé des fonctions constantes (resp.

des fonctions dont la somme sur L est nulle.

Dans la suite, on posera

(21) e, = e , ¢, = €, (aek®)

3
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Nous donnons, pour terminer ce numéro, un isomorphisme explicite

de Mm(5 sur M@« (“,@eCar(kx)).

PROPOSITION 6. - On définit un automorphisme involutif de (M, T) qui en-

voie Mq@ sur M@q , pour tout o,@€cCar(k*) , par
b b

(sf)(r,s;t) = %I E I, 2 et(rs' - st')E(r',s';t) s

(r',s') ek

pour feM, r,sek, tek® , ot e désigne un caractlre non-trivial quel-

conque de kt

Si ®# @ , on a en fait,

(S£)(r,s;t) = %(é«’l(c)c(e,«@'l)E L, EGhshe)

(r',s')€ek

rs' - sr' =1

pour feMm(5 , ry,sek, t ek” , avec
I

z e(d)(«(‘-v'l)(d) (cf; §2, n°2, déf.4).

Gle, ap™) .
dek

Démonstration: La premidre assertion résulte aussitdt des propriétés du dé-

terminant, en tant que forme bilinéaire alternée, non-dégénérée, sur

kzxk2 et du fait que G, est aussi le groupe des similitudes du détermi-

nant. En ce qui concerne la seconde assertion, nous avons, si & # e,

x

pour feM (r, s)ek2 t ek

«,@ ’
(sf)(r,s;t) = [E f(ar,as;t) + Z: e (d) E f(dr',ds';t) ] s
a e k® d e k* ,S )ek
rs -sr' =1
=l§ et (d)up” (d)§ , £(r';s'st)
Tdek (r',s )ek

rs'-sr' =1
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comme voulu.

C.Q.F.D.

3. Isomorphisme entre la représentation naturelle et la série principale.

Nous montrons que la représentation naturelle de Go redonne sa
série principale.
PROPOSITION 7. - On a l'isomorphisme de représentations

M ~ H
“’@ q)@ ’

quels que soient «,pé€cCar(k )

Démonstration: Nous construisons un morphisme non-nul Q de la représenta-

tion H dans la représentation M , quels que soient a,(beCar(k")

«,p B,

Comme Hql = Ind [« s ‘ﬂ , 11 suffit pour cela d'exhiber un vecteur dans
® B1tc
o o

M qui se transforme comme 1€l sous Bo , suivant f{«, @] . On véri-

(X

fie aisément que toute fonction f, € M dont le support est

1 B,x

[io} x k*]xk* a la propriété voulue. Or f1 est clairement un générateur

du G{Go] - module M pour tout «,(BGCar(k") . Le morphisme @ défini

P

par f. est donc un épimorphisme de H sur M . Comme

1 a,p X

dim I-lm’(3 = g+l = dim M“:“ , quels que soient d,peCar(k") , 1'épi-

morphisme @ est en fait un isomorphisme.

C.Q.F.D.

DEFINITION 4. - Dans la suite, nous dirons que la représentation (M , T)

Q,Q

(“,p&Car(kx) , ®* # ®) constitue le modele naturel du type d'isomorphie

(u, (5] = 'T\'.(‘.5 . Pour «eCar(k®) , nous dirons que L°(%) (que 1l'on a
] 3
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déja identifié 2 (M), T),(cf. prop. 5, n° 2) est le mod2le naturel de la

représentation de Steinberg St(%) , souvent notée aussi 1{: dans la suite.

§ 2. La représentation de Weil de Go

Dans ce paragraphe, nous décrivons la représentation de Weil de
Go = GL(2,k) associée 2 un espace quadratique (non-dégénéré) sur k

Dans le numéro 1, la lettre k désigne un corps commutatif quelconque.

1. Une présentation de GL(2,k) , k corps commutatif quelconque.

DEFINITION 1. - Posons

_ ao x
h(a) = (O a-l) (aek’) ,
n o= 9 (rext)
ub) = @D bek)
_,01
w = (_1 0) )
et
H, = {h(a) | aex*} ,
H' = {ho)] rex’]
v, = {u®) | bekt}

THEOREME 1. - Le groupe GL(2,k) est engendré par les générateurs h(a)

(aek®), h'(r) (rek®), u(b) bek") et w avec les relations

(i) h'(r)h'(t) = h'(rt) (r,t ek™) ,

(ii) h(a)h(d) = h(ad) (a,dek™) ,
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(iii)  u(a)u(d) = u(a+b) (a,b ek") ,
(iv) h'(t)‘h(a) = h(a)h'(t) (a,t €k®) ,
(v) u(b)h'(t) = h'(t)ultb) (bek", tek®) ,
(vi)  h(a)u(®) = u(a’b)n(a) (aek*, bek")
(vii) W= h(-1) :
(viii)  wh'(t) = h(t)h'(t)w (tek™) |,
(ix) wh(a) = h(a-l)w (aek™) |,
(x) w@ Hwaw™) = ne) (a e k)
On a en fait
GL(2,k) = H'H U U H'H U_WU_
Démonstration: Si g = C g)e.cL(z,k) , alors nous avons
g = h'(ad)h(a)u(a lb) si ¢c=0 |,
et
g = h'(det g)h(-c'ldet g)u(cadet g-l)wu(c'ld) si cek”®

Pour montrer que les relations (i) a (x) forment un syst2me com-
plet de relations pour nos générateurs, notons tout d'abord que, en présen-

ce des autres relations, la relation (x) s'écrit aussi sous la forme

1

wa(a)w = h(-a D)u(-a)wu(-a"l) (a k)

I1 est alors clair qu'a l'aide des relations (i) a (x) toute relation entre
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nos générateurs se raméne 3 l'une des formes normales suivantes
(N 1) h'(t)h(a)u(b) = 1 (t,aek™, b ek’ convenables) ,
(N 2) h'(t)h(a)u(b)wul(c) = 1 (t,aek™, b,c ek’ convenables)

Mais la relation (N 2) est impossible dans GL(2,k) et la relation (N 1)
n'est possible que si t=a =1 et b =0 , cas ol elle découle de (i),
(ii), et (iii).

C.Q.F.D.

REMARQUE. - La relation (ix) est en fait superflue, elle découle aussitot

des relations (vi) et (x).

2. Formes quadratiques et sommes de Gauss sur le corps fini k = T

Nous rappelons dans ce numéro quelques résultats bien connus sur
la classification de formes quadratiques sur un corps fini k , les som-
mes quadratiques (de Gauss) que leur sont associées, ainsi que sur les
sommes de Gauss associées A une paire (‘{’,«)GC&r(k*)XCar(kx) . Comme
référence on peut citer (5], [8], [11], ou encore [10]. Signalons d'ail-
leurs que, dans les chapitres suivants, nous n'aurons besoin de résultats
explicites que pour un espace quadratique (non-dégénéré) de dimension pai-

re sur k , ou ils son immédiats.

DEFINITION 2. - On note x la fonction coordonnée sur k et x, y les

fonctions coordonnées, canoniques, sur k2 = kxk . On appelle plan hy-
perbolique tout espace quadratique isomorphe 2 1'espace (kz, xy) .

On note K 1'unique extension quadratique de k et N la nor-

me de K sur k .
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THEOREME 2. - Tout espace quadratique non-dégénéré (E, Q) sur k est som-

me orthogonale de plans hyperboliques et d'un espace quadratique (E0 s Qo)

réduit 2 0 ou bien isomorphe a 1'un des espaces suivants:

2
1) (k, X ) L}
ii) (k, toxz) (si car k # 2, on fixe un non-carré t, k )
iii) (K, N)

Si (E.,Q)=0 ou (E° s Qo) ~ (k, x2) , on dit que (E, Q)

— o —_—

. ~ 2
est déployé (sur k ); si (Eo s Qo) ~ (k, RS ) ou (Eo s Qo) ~ (K, N)

on dit que (E, Q) est non-déployé (sur k )

Cela résulte de la décomposition de Witt de (E, Q), ou bien se

démontre directement, par récurrence.

DEFINITION 3. - Soient qléCar(k*) et (E, Q) un espace quadratique sur

k . On définit la somme de Gauss SQoQ associée 3 ¢YoQ par

5 gg ) v et

veE

On_écrit encore



I.15

‘Pt(r) = ‘*’(tr) (‘{’E.Car(k*), r,tek’)

Les propriétés suivantes de S¢°Q se vérifient sans difficulté.

PROPOSITION 1 . - Soient (E, Q) et (E', Q') deux espaces quadratiques

sur k . Alors on a, pour tout *’éCar(k*)-&l} s

i) Speq = Sieq: si Qx=Q
en particulier, S““Q ne dépend pas de ¢ si Q est non-dégénéré de rang
. 1
pair (7);
ii) S+°(Q®Q') S‘Y°Q .S‘nq, (somme directe orthogonale)

iii) si (E, Q) est non-dégénéré et si FCE est totalment isotrope, alors

S = | F|.S

$oQ $oQ

ol 1'on note QF la forme quadratique sur FL/F définie par
Qp (v+F) = Q(v) (verh) ;

iv) si (E, Q) est non-dégénéré, alors

1/2
ISyq | = IE

PROPOSITION 2. - Dans le cas ou la caractéristique de k est différente de

P X . .
2, notons L le caractére non-trivial de k de carré trivial, c'est-a-

dire
« () = & = ¢ (¢ ex)
o q

On a (cf. déf. 2), pour tout 'yeCar(k+)-{1} s

(1) Rappelons que si Q est non-dégénérée, de rang pair, on a toujours

Q tQ (¢t k)
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i) s, = qd) (tek™)
Potx

si la caractéristique de k est 2 (ob l'on note & la fonction de Dirac

sur k' qui vaut 1 en O et s'annule ailleurs);

ii) S = < (£)G(y,a) = o« (t) E Y (r)x (r) (t €k™)
‘{lotxz ° * ° ° rek* °

si la caractéristique de k est différente de 2 ;

iii) S*oxy = q ;
et
iv) S*oN = -q

Démonstration: Les assertions (i) et (ii) sont immédiates; l'assertion (iii)

découle aussitot de la propesition 1, iii) appiquée 2 F = K x {0} , ou

encore du fait que
|§(r,s)ek2|rs=t}| = q -1+ q8(t) (tek™)
L'assertion iv) résulte de la relation

|[faexiING@) =¢t}| = q-1-q8) (tek®)

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - Soit (E, Q) un espace quadratique non-dégénéré sur k . Dé-

finissons le signe €(Q) de (E, Q) égal a 1 (resp. =-1) si (E, Q)

est déployé (resp. non-déployé). Alors on a, pour tout #eCar(k*)-{lﬁ s

i) SV°Q = ?—(Q)lEll/2 si dim E est paire,
. _ m . ) _
ii) S#cQ = E(Qq Gy, a) si dimE = 2m+ 1

On trouve aisément, pour q impair,
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leh, «)]? = « (-1)q (yecar(kt), ¢ # 1)

mais le calcul du signe de G(Q,db) est beaucoup plus délicat. On a le théo-

réme classique suivant (pour une démonstration purement algébrique, cf. [10]).

THEOREME. - Notons ep le caracteére de Fp ( p premier) défini par

ep(n + pZ) = exp(21tinp-1) (nez)
et notons Trp la trace de k =3Fq (¢ = p°) sur Fp . Alors, pour le

caracteére fondamental

e = e ofTr
P P

de F' ,ona (si p# 2)

= Tq 22

r 1/2
q

’

Gle,w) = (-1)F + 1‘~>(p)
o

(@]
c

1'on désigne par «(p) la _racine carrée de (-%) définie par

1 si p=1 mod 4
i si p=3 mod 4

REMARQUE. - Au numéro ii) du corollaire ci-dessus, on trouve alors

Speq ~ e@ea () (-1 o) el

t

si dim E est impaire (Y=-e", q =p").

Rappelons que l'on pose de maniére générale la
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DEFINITION. - On appelle somme de Gauss associée 3 un caracteére additif +

+ C .
de k et 2 un caractére multiplicatif o« de k* , la_somme

G(§,») = Z db(e)a(t)

t e k*

On montre alors sans difficulté la

PROPOSITION 3. - On a, pour yeCar(k') , «eCar(k )

. -1
i) cW°,0) = «x(s)7 G, (sek®);
.. _ 1/2 . ..
ii) |G(+,a)| = q (si + et o sont non-triviaux).
Les sommes de Gauss sur kn = T n se rameénent 3 celles sur k
q
a l'aide du

THEOREME 4 (Hasse-Davenport). - Notons Nn (resp. Trn ) la norme (resp. la

trace) de k = T sur k=T . Alors on a
trace) de Kk, n 2ur q Alors on a
q
n
- G(oTr_ , xeN ) = L—G(*,*)]

quels que soient +6Car(k+), e(éCar(kx), non-triviaux.

Pour une démonstration, cf. (4] ou (10].

3. Définition de la représentation de Weil.

Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré) sur k . On

notera B la forme bilinéaire associée 2 Q , définie par
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(1) B(x,y) = Qxt+y) - Q(x) - Q(y) (x,y E)

Dans la suite, nous notons X 1l'ensemble de caractéres non-tri-
+ , . .
viaux de k . Pour tout *’é X , l'application *oB est alors une mise
. + . . .
en autodualité symétrique du groupe additif E . Le groupe multiplicatif

k agit transitivement sur X par
(2) yo@ = ¢(a) (tek®, ack®, yex)

Nous construisons la représentation de Weil de Go associée a

-

(E, Q) a l'aide de la présentation de Go donnée au numéro 1.

THEOREME 5. - Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré), de di-

mension paire 2m , sur k . On peut définir une représentation

(VQ s PQ) de G° , appelée représentation de Weil de Go associée 2

1'espace quadratique (E, Q) , en posant

ExX

\Y = g

Q
et en se donnant PQ = F sur les générateurs de G0 par les formules
suivantes
3> (pth@)E) (x,9) = flxa, §) (aek™)
@ (PTG = £G,yD (cek)
(5) [P(u(b))f](x,\{i) = PbQe))E(x,§) ek’

E(Q)q-"lz:::%(B(x,y))f(y,*) ,

(6) (P €] (x,$) _
y

pour fGVQ , XeE QGX
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D'autre part, si y est une similitude, de multiplicateur

de (E, Q) sur un espace quadratique (E', Q') , alors y induit un iso-

morphisme O(Y) de (VQ' , Pq') sur (VQ ) PQ) défini par
-1

m

) o,y = £Gxy ¥) (f'ev

Ql

si y' est une similitude de source (E', Q') , alors on a

c(y'oy) = a(¥)e (")

Démonstration: On a 2 vérifier que les relations (i) a (viii) et (x) entre

les générateurs de GO sont respectées par la définition des opérateurs que
nous venons de donner. Ceci est trivial pour les relations (i) a (iv) et im-

médiat pour les relations (v), (vi) et (viii). En ce qui concerne la rela-

tion (vii), nous avons, pour feV , x&E et bex |,

(F(w)zf)(x,?) = q-2m E +(B(x,y))?(B(y,z))f(z,*) s
v,z eE
= -2m E £(z,$) E (B(x+z,y)) ,
y eE
= f('X,+) )

puisque ¢eB est une mise en autodualité symétrique du groupe abélien E+

d'ordre |E| =

La derniére relation s'écrit encore
-1 -1 x
wu(a)w = h(-a )u(-a)wu(-a 7) (a ek’)

Or on a, pour aek® , fev , zeE , bex

(w)p(u(a))p(w)£](z,$)
(P P ? * Xx,y€E

x',yeE

q-2m E "\’[B(Z,X)+8Q(X)+B(x,y)]f(y,+) ,

q-zm Z ‘\’{a-l(B(y+z,X')+Q(x'))]f(y, )

» X€E, {€X)

b

3
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= q-2m3+.Q(a-l)§ ‘{)E-a-lq(y+z)]f(y,'{t) ;

ye E

d'autre part

(ptht-a™)put-a))pGwiplut-a™)g] (z,¢) =

\*’[—a-lQ(z)]E(Q)q-m E \\)[-a-l(g(z,y)+Q(y))] £(y,¢)

yeE

- -1
E(Qq " Eﬂ-a Q(y+z)] £(y,¥)
y€E
On voit ainsi que pour que la relation (x) soit satisfaite, il

faut et il suffit que l'on ait

s, (a) = &e@|El'?

¥-Q

(a k)

Compte tenu du corollaire i) a la proposition 2 du numéro 2, nous avons dé-
montré que la représentation p est bien définie et aussi le théoreéme,

puisque ses deux derniéres assertions sont claires.

C.Q.F.D.

REMARQUE 1. - Dans le cas ou dim E est impaire et la caracteéristique de
k est différente de 2 , on arrive encore 2 construire une représentation
de Weil associée a2 (E, Q) en modifiant la définition des opérateurs

p(h(a)) et P(w) de la maniere suivante,
(pr@ne]x,) = « (a)f(xa,§) (aek*)

(ot 1'on note X le caractere non-trivial de kX , de carré trivial),

1]

224 ) ) §B,y)EG )

yeE

(P Elx,g) = EIE
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pour feVQ ,x E, X(cf. n° 2, cor. 2 la prop. 2 et rem. au th. 3). La

vérification se fair de méme que dans la démonstration ci-dessus, le point

essentiel étant en fait que le quotient

S qo(a)

/s
a [
\P°Q *’Q
est multiplicatif en aek” et ne dépend pas de Yeéa

Dans toute la suite cependant, nous n'aurons besoin que de la re-
présentation de Weil associée a un espace quadratique non-dégénéré de rang

pair.

REMARQUE 2. - Si 1l'on choisit un caractedre ee€X , on peut réaliser la re-
X

présentation de Weil (V ) dans l'espace & X en écrivant

qQ * fq

f(x, et) = f(x,t) (feVQ , X€EE, tek®)

REMARQUE 3. - I1 est clair que, si l'on désigne par H un espace vectoriel

complexe quelconque, on peut définir une représentation de Weil (V

Q  Po’
de Go associée 2 un espace quadratique non-dégénéré (E, Q) de dimension

ExX
=H
Q

dessus pour définir 1l'action des générateurs de Go . Nous 1l'appelerons

paire sur k , en prenant V et les mémes formules (3) a (6) ci-

représentation de Weil de G, associée 2 (E, Q) et a H

§ 3. La représentation de Weil associée au plan déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil
(VQ ,QQ) de G associée au plan déployé (E, Q) = (kz, Xy) et nous mon-

trons que l'on retrouve ainsi la série principale. Nous écrirons simplement
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(V,p) 2a la place de (vQ ) PQ)
1. Le groupe [' = G0(Q)
Nous décrivons tout d'abord le groupe T'= GO(Q) . Tout couple

(r,s)e Kxk définit une similitude directe ¥(r,s) de multiplicateur rs |,

de (E, Q) , par

1) t(r,s)(x1 s XZ) = (rxl,sxz) (xl, xzek)
Posons
(2) T(XI’XZ) = (xz,xl) (xl, xzek)

Alors T€0(Q) et I' est le produit semidirect du groupe
+ .
(3) T7 = {y(r,s)) r,sek"} ,
isomorphe a K* x K" , et du sous-groupe il, T& , avec les relations

(4) 5 =1 et ¥(r, s)eT = Toey(s,r) (r,s k)

2. Décomposition de (VQ s PQ) suivant T

On note Y(r,s) (r, s €k*) (resp. T) 1'automorphisme de
(V, ) induit par ¥(r,s) (resp. T) , c'est-a-dire

~ (rs)™H
(5) [x(r,s)f](xl,xz;w = f(rx1’5x2;+ )

pour feVv , r, sgk s *)GX et x ,xzek (resp.

(6) (’ff)(xl,xz;q») = £(xy,x5¢) (feV, x.,x,6k, $&X))
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DEFINITION 1. - Posons, pour tout couple «,p&Car(k*)

Ve - L€V | ¥(r,)f = alr) pls)t Vrsek™]

Vo 6 est alors une sous-représentation de (V, p) et nous a-
b

vons la décomposition

(7) V= an v
“,G\eaar(k") %6

PROPOSITION 1. - On a

dim V_ o = q+l («,@écar(kx), £ B ,

dim V, = q+2 (« €car (k™))

3

Cela est immédiat.

Considérons maintenant l'action de T sur notre décomposition.

PROPOSITION 2. - Nous avons les propriétés suivantes:
i) L'automorphisme T induit par restriction 2a Vq un isomorphisme de
£
x .
Vc’l’(5 sur VP’“ (d,(beCar(k ))
ii) V. =V +v
o, oo ®,a
ol
V= oo=ffev,  |Te=4£}
o, ®,x - ?
avec
dim VI = q+l dimV_ =1
o, 00 ’ x,o

) b

Démounstration: Notre premidre assertion résulte aussitot des relations

¥(r,s)oT = To¥(s,r) (r,s ek™) (n° 1) et la seconde de la relation géné-

rale
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A1, -1
f(XZ’X15‘{") = (2p )(x2x1 )f(xl,xz;'{J)
pour a,@&Car(k"), fevd’@ s xl,xzekx, Vex et du fait que T permute
les 'Y - orbites de (1,0; ) et (0,1; ) et fixe (o,o;?) (?G.X)
C.Q.F.D.

. + s .
La représentation Vo admet la décomposition suivante:
]

PROPOSITION 3. - On_a, pour tout o€Car(k*) , la G, - décomposition

+  _ o4 1,+
V«’« Vo‘@V& s
avec
Vz = {fev: “I E f(xl,O;?) =0 V‘\'EX} ’
? xlek

Vi’+ = {f ev:’al £(x,%,5¢9) = 8(x1)f(0,0;1¢) Vxl,xzek, \3(6)(}

N . . + s e .
(ot l'on note § la fonction de Dirac sur k , centrée 2 l'origine, qui

vaut donc 1 en O et s'annule ailleurs).

3. Modeles de Weil réduits.

Fixons un caractedre ee€X . Soient a,@GCar(kx) , ®F B .
Alors la donnée de fE€V ¢ équivaut 2 la donnée d'une fonction f' sur
]
kU o} définie par
(8) £'(t) = £(1,1;e5) (tekX)
(9) £'(0) = £(1,0;e) ,
(10) £f'(o0) = £(0,15e)
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PROPOSITION 4. - La correspondance fH» f' donnée ci-dessus établit un iso-

morphisme entre la représentation (V“ s f’) et la représentation
I

(k, f,,) définic par k = it B
Pee G PF' = «p(r)f! (rek™
[p;’p(h'(r))f'] (©) = £ 1) (et el
CARCRONRTORFICENCY rer®) |
(e (h' (r))£'1 () = a(r)f' () rex®) |
(p;’¢(u(s)>f'](:) = e(st)f'(t) Gooe ety
=) (sek")

(fl e (el
[P' (w)f'](t) = q-l [§ et(r+s)u(r)(5(s)f'(rst) +
it r,s ek®
-1 -1, -1 -1 x
+ % “(t)G(e,xB )E'(0) + @ "(t)G(e,Px " )f' () (tex™) |,

gt [§ e(s)a(r)@(s)f' (rs) + c(e,@il)f'(w)] ,

r,s ek"

q-l [5 : e(r)x(r)P(s)f' (rs) + G(e,&@-l)f'(O)] s

r,s e k®

[p;"(5 (w)£'(0)

(e;’(b (w)f'] ()

pour toute fek (cf. § 2, n° 2, déf. 4 pour les sommes de Gauss ci-dessus).

Nous appellerons cette représentation le modele de Weil réduit du

type d'isomorphie Tt“’P = [V«’@ s f] .

Cela se vérifie sans difficulté d'apres les formules (3) a (6) dé-

finissant la représentation de Weil.

Dans le cas % = (3 , on pose k = k U {w, 00} et on associe a cha-
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que fevV une fonction f'e&k = E , définie par les memes formules (8)

K’“

a (10) ci-dessus et en plus
f'(w) = £(0,0,e)

On vérifie alors sans difficulté la

PROPOSITION 5. - La correspondance f > f' définie ci-dessus établit un i-

~
somorphisme de la représentation (V, , , P) sur la représentation (k, £
’ - [ 3

~

définie par % = L° et par les formules
9;(; S)f' = «(o)¢" (rek™)
o' @l = £t (r,tek®)
[p! ] (@) = = (@) (rek”, i = 0,9,0),
(pLu(sE'](6) = e(st)E' (x) (sek’, tek)
[?;(U(S))f'](i) = £'(i) (sek’, i =10, 0],
[P;(w)f'](t) - q-lL;kxet(r+s) (rs)€' (rst) + & L (£) (€' @)-£'(0)-£' (@) } ,
[(J;(w)f'](i) = q'l_r’sekxe(s)«(rs)f'(rs) + £'@) + (q-D)E(L) - £(§) ]

pour (i,j)€ {(0,%), @‘,0)§ >

P! (@) = q-1<q-1>[E ()€1 (t) + £1(0) + f'(eo>]+ UORE
x t e k*

~/
pour toute f'€ k

Nous appellerons cette représentation le modele de Weil réduit du

type d'isomorphie [V“ « ?] =T, o
3 b
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Remarquons que l'on a alors la décomposition, en Go - modules

(11) I-Heitlek

ou

(12) KV = {fek |£(0) = £(0) et f@) = -(g-DE(O)}

(13) ol (£eX1£0) = £@) = £ , £(t) =0 Veek} ,
(14) kK = {fek |f(o) = -£(0) , f(@) = f(t) =0 Vtek'}

4. Isomorphisme entre (V, P) et la représentation naturelle.

Notons tout d'abord que nous pouvons aussi bien réaliser la repré-
2

sentation naturelle de Go dans 1l'espace M= Ck x X , l'action de GO
étant alors donnée par

det g™ = 2
(15) (T(g)E) (x,¢) = £(xg,p " & ) (feM, geG_ , xek”, y€X)

THEOREME 1. - L'application F de M dans V définie par

(FOI o) = ) £y, s59)(-sx,) (Fel, x = (x),x,) € k7, pex)
sek
est un isomorphisme de (M, T) sur (V, P) et sa restriction 23 M_ o es
b}
un isomorphisme de M«,p sur Va"(5 , quels que soient «,@eCar(k")

Démonstration: On vérifie aisément que F est équivariante, qu'elle en-

voie M_ dans V et enfin, que son inverse est défini par

o0 e

- -1 2
(F l(f'ﬂ (x,4) = q szekf'(xl,s;*')‘j((sxz) (f'ev, x=(x;,x,) €k, bex),

Le théoréme s'ensuit.
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D'aprés la proposition 7 du numéro 3 du paragraphe 1, nous voyons
donc que la représentation de Weil associée 2 Q = xy fournit exactement
la série principale de G° , pour laquelle nous avons ainsi déja trois ty-

pes de modeles.

§ 4. La représentation de Weil associée au plan non-déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil
(VN s PN) associée au plan non-déployé (K, N) , oi K désigne l'unique
extension quadratique de k et N 1la norme de K sur k (cf. § 2, n° 2,
déf. 2 et th. 2). La forme bilinéaire B associée 2 Q = N est donnée a-

lors par
(1) B(x,y) = Tr(xyq) (x,y €K)

Nous verrons que l'on obtient ainsi la série discrete de Go

Dans la suite, on désigne par U 1le sous-groupe de K* formé
des éléments de norme 1 . Nous écrivons simplement (V, p) 2 la place

de (VN s PN)

1. Le groupe " = GO(N)

Pour tout x€K” , posons

(2) xx(y) = xy (y €K®)
et
(3) F(x) = x3
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Chaque L3 (x€K*) est alors une similitude directe de N ,

de multiplicateur N(x) , et F€O0(N)

PROPOSITION 1. - Le groupe " = GO(N) est le produit semi-direct du grou-

pe " formé des ¥y (x€K*) et du groupe {1,F} avec les relations

F =1 et FY =Y F (x €K™)
x q

Démonstration: Soit @ €T'. Alors ¢ = (¥ ) vérifie $(1) =1 et

%(1)
N(x) et $(1) =1 , on voit,

appartient 2 O(N) . Puisque N($(x))

compte tenu de la relation générale

Tr(z) = N(z+1) - N(z) -1 (zeK) ,

X . Il s'ensuit que pour cha-

que 1l'on a Tr(¢(x)) = Tr(x) pour tout x€K
que x€K , on a, soit +(x) =x , soit ‘*)(x) = x3 . soit xoeK tel
que il,xo} soit une k - base de K . Alors ¥ =1Id si *(xo) =x et
= 2 = q = = -
$=F si +(x°) x, - On a donc ¢ *@(1) ou ¢ ‘?(1) F . La propo

sition résulte aussitot de 1la.

C.Q.F.D.

2. Décomposition de (V, P) suivant [

Nous décomposons tout d'abord (V, f) suivant les caracteéres de

e gX . Rappelons que V = CK’<X , o X est l'ensemble des caracteéres
non-triviaux de k+
DEFINITION 1. - Posons

~ N(X)-l

F D) = £y, ) (fev, x,yeK, x#0, {€X)
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FH)(y,p) = £, ) (feV, yeK, pex)

DEFINITION 2. - Pour tout A € Car(K ) , on pose

v, = ffevly £ = At Y xek™}

Comme les applications ?x (xe K*) sont des automorphismes de
(V, p) , les sous-espaces VA (A € car(K*)) sont des sous-représentations

de (v, P) . On a

V= @ . VA
AeCar (K™)

et en outre

(4) dim Vv, = q-1 (A ecar(®), A+ A3)
(5) dim V/\ =q (A ecar(K®), A = A

puisque 1'on a, pour tout Ae€car(K®)

EGey, ) = A£G N

et en particulier

N(x))

(6) £(x, ) = AGOE(LLY (fev, xex™, bex) ,

(7) £(0,4) =AW£(0,}) (fev, ueu, Vex) ,

et que pour un caracteére A de K* , la condition A = A9 équivaut au
fait que A soit trivial sur U , ou encore au fait que A se factorise
par la norme, c'est-a-dire A =«oN pour «e&Car(k®) convenable. Nous po-

sons dans la suite P = F' (Aecar(k®))
A A

’

3
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Considérons maintenant l'action de F

PROPOSITION 2. - La restriction de 1'involution F a2 V est un isomor-

phisme de Y& sur V q quel que soit A.éCar(Kx) . La restriction de F
A

a V est 1'identité si A =A%

Démonstration: Cela découle aussitot des relations ny = Fy q et du fait
x

que

-1
£x,4) = AT EGx,$) (feV, , xeK, pex)

PROPOSITION 3. - La représentation V, _ (xeCar(k™)) est la représenta-

N

tion de Steinberg St(«) associée 3 o

Démonstration: Nous réalisons la représentations de Steinberg associée 2

q :
« sous la forme H, (c'est-a-dire, comme sous-représentation de

- . . . q
H, « Ind [d,«J). Pour construire un isomorphisme de H“ sur V;oN s

3
BOT Go

il suffit - compte tenu des dimensions en jeu - de construire un épimorphis-

me de H«’q sur V, . . Comme H“J‘ = BI;QG («,a) , il suffit pour cela
de trouver un générateur de V ( °°
de trouver un générateur de V_ . ( comme C[Go] - module) qui se transfor-

me comme l&€Q& , sous l'action de B, dans la représentation (L, (x,x})

de Bo . Or on vérifie aisément que tout vecteur foe,v

xoN tel que

Supp f_ = {0}x X a la propriété voulue.

C.Q.F.D.
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3. L'entrelacement des représentations V/\ (A ecar (kX))

Comme nous savons déja que V, = St(x) pour A = xoN (xecCar(k*))

A
et que dim VA = q-1 pour A # A1 , 11 nous suffira d'étudier les espaces
Hom . (V/\ , V/\') pour A,Ae car(K*) tels que A #AY | A # A9
o

CONVENTION. - Nous identifions dans la suite Car(k*) avec son image dans

Ccar(K*) par le monomorphisme

(8) &« p—> oeN (x €car(k™))

LEMME 1. - Soit ® un opérateur de V/\. dans V (AA' ecar(K*) - car(k™)) ,

A'
+

qui entrelace l'action des u(b) , bek (cf. § 2, n° 3). Alors il existe

une et une seule fonction B €V -1 a support dans K'x X et telle que
A'A

©f) (x,$) = 6(x,$)f(x,}) (fev/\ , xeK, ¢eXx)

De plus, l'opérateur ® est bijectif si et seulement si Supp B = K*x X

Démonstration: Notre opérateur ® est 2 priori défini par un noyau

H: (K'xX)x(K'XX)——>C vérifiant
N(z')" L N(z) "t -1
9) H{(z'y,} ), (zx,9 )] = A'(z')H[(y,n{)),(x,f)]/\ (z)

quels que soient z,z'er s x,yel(x s 9,+ex . Or on voit aisément que
le fait que ® entrelace PA(u(b)) et ?/\'(U(b)) , pour tout bekh ’

équivaut 2 la condition suivante:

(10) H[(x,?),(y,l}’)] =0 2 moins que Q(bN(x)) = V(bN(y)) pour tout bek' .

N(x) _ N(y)
=y

X 4 .
Mais pour (x,9), (y,'*’)&l( X K, nous avons ¢ si et seulement
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N(z).1
) . Il en résulte aussitdt que

s'il existe zeK tel que (y,p) = (zx,9
@f) (x,9) = IKX\H[(x,y),(x,?)]f(x,tP) (fele , xeK™, ¢eX) ,
d'ou le lemme.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Dans la suite, chaque fois qu'il aura lieu de considérer une fonc-
tion f définie sur K* comme une fonction définie sur K , on la supposera

prolongée en une fonction sur K en posant £(0) =0

THEOREME 1. - On a, quels que soient A A car(k*) - car(k*)

i) Les représentations AVA sont déja irréductibles pour le sous-groupe

P = {((1) ber” , dex™}

ii) Si V ~V , , alors A'=A ou A' =A%
s v A alors

Démonstration: Soit ® un opérateur d'entrelacement de V, restreinte 2

A

Po dans VA' restreinte a Po . Comme ® entrelace l'action des wu(b)
(bé.k+) , on a d'aprés le lemme 1,

®f = 6.f (ft&VA)
pour une unique fonction O€V .1 - Or, le fait que ® entrelace l'action

AA

des h'(r) (rek™) équivaut a la condition

B(x,9") = (x,¢) (x €K* , PeX, rek®) ,

c'est-a-dire au fait que O(x,}) ne dépend pas de +ex , pour x€K®
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Il en résulte qu'il existe une constante cel telle que

() = AN () (xek®, bex)

. )
En particulier pour A' A , la fonction @ est constante sur K'x X s

donc HomGo(VA R VA) =T , et VA est irréductible pour le sous-groupe Po

de G
o

Supposons maintenant que l'on ait A' # A et que ® : VA,—’V/\'

soit un Go - morphisme non-nul, et donc ¢ # 0

Puisque
@op (' ()W) = P, (b () W ® (tek®)
A A
on a, quels que soient feV/\ et ¢e€x ,
0P L i NG = L {E TGy (tek™)

yer yel(‘

d'otu

A 2 arOAWEETT) = 2 g @A mea, )
y e K* y € KX

pour tout tekt! , car A et A' sont non-triviaux sur U . Comme les

+
caracteres \l(t (t €k’) forment une base de ¢k , pour Yex , fixé,

il résulte de (11) par combinaison linéaire que

> AmEa = 2 Amea Yy xen
yeK” y e K*
Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)

En prenant enfin, pour chaque xeK* , une fonction fxé V/\ telle que

f(l,‘{»r) =§(r - N(x)) (rek™ , on en tire
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> A= 2 AW (x k)
y € K y € K*

Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)

N(y) = N(x) N(y) = N(x)

c'est-a-dire A +A% = A" + A'? et donc A' = Al , d'apres 1'indépendance
linéaire des caracteres.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3. - Nous appelons série discrate (de représentations) de Go

1l'ensemble des types d'isomorphie des représentations (V. , ) our

A ecar(K*) - car(k®)

. 1 .
La série discréte de Go est donc formée de Eq(q-l) (types d'i-

somorphie de) représentations de dimension q-1

Dans la suite, nous noterons d'habitude T, ou (VA.’ ﬂA) le ty-

pe d'isomorphie de la représentation (VA s e\) (A ecar(k®))

THEOREME 2. - La série discréte et la série principale de représentations de

Go sont disjointes et elles épuisent toutes les représentations irréducti-

bles de G
—_— o

Démonstration: Pour voir que les deux séries sont disjointes, il suffit de

remarquer que toutes les représentations de la série principale admettent
des vecteurs non-nuls invariants par le sous-groupe unipotent supérieur Uo
de Go et qu'aucune représentation de la série discr2te n'en admet. Pour
montrer que ces deux séries épuisent toutes les représentations irréducti-
bles de GO s, le plus simple est de vérifier que la somme des carrés de
leurs dimensions est égale 3 1l'ordre (q-l)zq(q+1) de Go

C.Q.F.D.
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4. Les modeéles de Weil réduits pour la série discrete.

PROPOSITION 4. - Soit /\&C&;(K‘) - car(k™) . Alors en associant 2 chaque

fe.VA_ sa restriction 3 {1}xX , on établit un isomorphisme de (VA s P )
A

. X .. .
sur _la représentation (", p') définie par les formules suivantes, pour
A

toute fé€ GX,

P'(S S)f =A(D)f (rek™) ,
A
-1
(P/'\(h'(r))f](‘{d) = £(p° ) (rek*, Yex) ,
(p/'\(u(S))f](‘{-') = $(s)EY) (sek™, bex)
@@ = st oY) (pex)
A ye Kx

La représentation (GX, Pk) est appelés le modeéle de Weil réduit

du type d'isomorphie 7(/\ de (V/\ , P/\) (Aecar(K*) - car(k™))
Cela est immédiat.

REMARQUE. - Si l'on choisit un caractere eé€X , alors, en posant

f(t) = f(et) , on peut réaliser le modele de Weil réduit dans l'espace
X

K = Gk . On appellera cette réalisation le modeéle de Weil réduit de

ﬁA (Aecar(K*®) - car(k*) avec choix de e

En prenant, par example, la base de ¢X formée des fonctions de
Dirac sur X , on calcule sans difficulté les caracteéres des représentations

VA , donnés dans la table 1.

NOTATIONS. - Dans toute la suite, on note (V« b Wy G) (“,@éCar(kx),
3 b
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i i . x
x # @) , (Vq » ) =1, q; xecar(k’)) , (VA ,TYA)
(Aecar(K*) - car(k*)) , les types d'isomorphie (ou des représentants non
spécifiés des types d'isomorphie) des représentations irréductibles de Go
en gardant la paramétrisation adoptée dans les paragraphes précedents. On

supprimera souvent la lettre désignant 1'espace, des notations. Pour

1 -1
«ecCar(k™) , on posera encore (V«’“ ’ ”f_(’“) = (Vg ,ﬁi) + (v, )

Dans la table 1, on note x_l le caractere de ’)Ti 1i=1, q;
«weCar(k®) et xa’@ (resp. XA_) le caract2re de 11—«,(5 (resp. ’JTA-) pour
«,@E.Car(kx) (resp. A eCar(K*) - car(k™))

§ 5. Les représentations de Gé = SL(2,k)

Nous obtenons dans ce paragraphe toutes les représentations irré-
ductibles de SL(2,k) , par restriction de celles de GO = GL(2,k) , cons-

truites dans les paragraphes précédents.

Nous posons dans la suite,
! = ' = ' =
G! SL(2,k) , B! Bo(\ G, » T TO(\ G, (cf. § 1).

Nous gardons en outre, les notations des paragraphes précédents.

1. Préliminaires

Nous considérons dans ce numéro, de maniére générale, la situation
od l'on restreit des représentations (irréductibles) d'un groupe fini G 2

un sous-groupe H d'indice 2 dans G , On note PH la restriction d'une

’
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représentation p de G a H

LEMME 1. - Soient G un groupe fini et H un sous-groupe d'indice 2

Si p et o sont deux représentations quelconques de G et ¢> un H -

nomomorphisme de P dans ¢ , on pose

_ -1
(1) 1@ =05 )bxs )t
ou goeG -H , et
(2) Hom=(P,9) = Im(l + J)

Alors J ne dépend pas du choix de goe(;- H et J est une

involution fonctorielle sur les H - homomorphismes de représentations de

G . On a
(3) Hom (p,@) = Honi(?,o') + Hom, (p,0)
(4) Hom: (p,&) = Hom (p,9)

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate des relations

2
G-H=gH-=H |, g eH

dues au fait que H est d'indice 2 dans G

C.Q.F.D.

PROPOSITION 1. - Soit H wun _sous-groupe d'indice 2 d'un groupe fini G

Soit (V, P) une représentation irréductible de G . Alors si la restric-

tion Py de P a2 H n'est pas irréductible, on a

i) EndH(P) =8I + G!B = Cp+(¢ Tp_ (1 = IdV) s
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ou '@% est une H - involution de V , a trace nulle, telle que

Y ple) = -p(e)¥ (8€G - H)

et les H - projecteurs orthogonaux P, sont définis par

+ o
ii) W, p) = L p) + (7, pL)
ot

vE = In P,
avec

+ -
Ve e
dim V& = dim v

2

iii) le caract?re  de P est porté par H

Démonstration: D'aprés le lemme 1, on a, puisque p est irréductible

EndH(P) = ¢I’?)Endé(?)

Or, quels que soient ¢,V End};(P) , on a JOY = oV

et donc
*(0) = -
dv e End () = End(p) = CI

Il est clair qu'il existe au moins un couple & ,¥ Hom;l(P) tel que
PV £ o (puisque sinon Hom;(p) serait un idéal (bilatére) de carré nul

de la ¢ - algebre semi-simple EndH(P) , ce qui est impossible). Pour un
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tel couple on a donc que @\1} est une homothétie non-nulle (donc Cb et ‘lf
sont des automorphismes de V ); il en est alors de méme de TQZ , par

exemple, et par suite ‘yo = )\\lf ,» pour un A€l convenable, est une in-

volution. Si @'eﬂomﬂ(f’)_ , on a @'\[)‘O =tLI , d'ou
1
b e,
Notons enfin que tout End;(P) est clairement de trace nulle, puisque
- -1y _ -
Tr (@) = Tr(p(g )Pp(g )7 = -Tr(® (g ,€G - H)

Nous avons ainsi démontré i).

L'assertion ii) est une conséquence immédiate de i), compte tenu

du fait que, puisque Tr@Qb) =0 ,ona

. + _ _ 1
dim VW Tr(pi) 2Tr(I)

Enfin, iii) résulte aussitdot de la relation

-pte) = p(e)y, € 6-1 |,

en prenant les traces,.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. - Soit H wun sous-groupe d'indice 2 d'un groupe fini G

Soient p et @ deux représentations irréductibles non-isomorphes de G

i) Si PH ou GH est irréductible, alors

HomH(P,G) =0 ;

ii) Si Py et oy sont irréductibles et isomorphes, alors
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HomH(?,C) = CQ%

pour un H - homomorphisme inversible @o tel que
a(g)d = -& pe) (g€G - H)

et la somme X+ X' des caracteéres de p et o est portée par H

Démonstration: Dans ce cas, le lemme 1 donne

(5) HomH(P,G) = Homﬁ(?,c)

Si par exemple PH est réductible (le cas ol GH est réductible étant dual

de celui-ci), alors, avec les notations de la proposition 1, i), on a

@\I}é&l{om;(?,c) = HomG(e,C") =0

pour tout e Hom.;l(e,“) , d'ot i). L'assertion ii) est une conséquence immé-
diate de (5) et du lemme de Schur. Notre dernidre assertion résulte alors

du fait que
o(g) = -Qo?(gﬁ);l (g€G - H)
C.Q.F.D.
En introduisant la représentation de dimension 1 de G dédui-

te du caractére non-trivial de G/H = Z/2Z , on peut énoncer les résul-

tats ci-dessus de la manieére suivante:

DEFINITION 1. - Notons € 1la représentation de dimension 1 de G défi-

nie par

e(h) =1 (hen) ,
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e(g) = -1 (g€G - H)

PROPOSITION 3. - Soit (V, P) une représentation irréductible de G

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) La restriction Py de p 2 H est irréductible.

ii) W, p) = Lp® T, P

ou V et V  sont deux sous-représentations irréductibles, non-iso-

morphes, de (V, PH) , de dimension commune %dim \'

iii) Le caractére < de P est porté par H

iv) Ee ~ P

De plus, si iv) est vérifiée et ﬁ&) est 1'un des deux isomor-

phismes involutifs de (V, p) sur (V, €p) , alors on a ii) avec
) sur

W = mQ1 i’bo)

Démonstration: Dans la proposition 1, on a démontré 1'équivalence de i) et

ii), ainsi que le fait que i) entralne iii). Mais iii) signifie que l'on a
Tr(€(g)p(g)) = Tr(p(g))

pour tout ge€G , c'est-a-dire que l'on a iv). Supposons enfin que iv) soit

vérifiée. Soit V¥ un isomorphisme de (V, P) sur (v, EP) . Comme 82 =1

on aura que ‘Qb = XNV , pour Ael convenable, est un isomorphisme invo-
lutif de (V, P) sur (V, eP) . I1 est clair que iyoe HomH(?) , d'ol no-

tre dernidre assertion (cf. prop. 1), et aussi le fait que iv) entraine 1i).

C.Q.F.D.

]
’
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PROPOSITION 4. - Soient P et o deux représentations irréductibles, non-

isomorphes, de G . Notons Py (resp. GH ) la restriction de p (resp.

)2 H . Alors on a

PH:!O'H —---. (3."_’80".

Lorsque ces conditions sont remplies, PH t GH sont irréductibles et

l'on a

HomH(e,G) = HomG(P,EC)

Démonstration: Il est clair que pxec entraine Py = Gh » puisque

€=1 sur H . Réciproquement, supposons Py ® 6, . D'aprés la proposi-

H
tion 2, i), il faut alors que PH et G}{ soient irréductibles et que
X' =-X sur G -H , ce qui signifie, puisque X= X' sur H , que

Tro(€C) = Tro ?

et donc @ = €6 comme voulu. La seconde assertion est claire d'apreés la
proposition 2, ii).

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Toute représentation irréductible 31 de H apparait dans la
restriction 3 H d'une représentation irréductible p de G (il suffit
en effet, de considérer les composantes irréductibles de 1'induite de T
23 G ). Les résultats qui précédent montrent alors que, ou bien N appa-
rait comme 1'une des deux H - composantes irréductibles non-isomorphes
d'une unique représentation irréductible P de G (2 isomorphisme pre2s),
ou bien T est la restriction 3 H d'une représentation irréductible ¢
de G et aussi de ¢&p (f P ) mais d'aucune autre représentation irré-

ductible de G (2 isomorphisme preés).
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2. Restriction de G" =2 G' a G'
o oo = o

DEFINITION 2. - Notons Z° le centre de Go , identifié 3 k* . Posons

G" =2z G
o oo

Nous avons

(6) Gg:{géGoldet g&(k‘)z} s
et
7) Gy (Zox G('))/{l,-l}

Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(8) G"=G6 =2 xG'
o o] (o] (o]

PROPOSITION 5. - En associant 3 chaque paire (y,X') , od yeCar(k*) et

R' est une représentation de Gé telle que y(-1) = M'(-1) , la re-

présentation y.U' de G; définie par

(5.T")(tg) = ()T (g) (tek” = z2, . 8€G.) ,

on établit une bijection entre 1'ensemble de ces paires, modulo la relation

(x;ﬁi) (x,ﬂé) pour des représentations isomorphes ‘Ri gg‘Wé de Gé s

et l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de Gg . En par-

ticulier si T" est une représentation de Gg , toutes les représenta-

tions de Gg ayant méme restriction 2 Gé (a_isomorphie prés) que T"

sont les yW'(= (x.lc,hgﬂfﬁ , pour y€ Car(k®) tel que y(-1) =1
o
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Démonstration: Cela est immédiat, d'apres (7).

C.Q.F.D.

3. - Restriction de G a G'
o — o

DEFINITION 3. - Si G est un groupe fini, on note R(G) (resp. I(G)) la

classe de toutes les représentations (resp. toutes les représentations irré-

ductibles) de G , et l'on désigne par R(G) (resp. I(G) ) l'ensemble

des types d'isomorphie des représentations (resp. des représentations irré-

ductibles) de G

PROPOSITION 6. - Si la caractéristique de k est 2 , alors en associant

3 chaque représentation de G0 sa restriction a Gé , on définit une sur-

jection de T(Go) sur T(Gé) , dont la fibre au dessus de 1T'eEKGé) est

formé des q-1 produits tensoriels «@T' (=€ car (k™))

Cela est une conséquence immédiate de (8).

Nous considérons maintenant le cas de la caractéristique différen-

te de 2

PROPOSITION 7. - Supposons k de caractéristique différente de 2 . Soit

(V,ﬂ)é;I(Go) . Notons T' sa restriction 2a Gé . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes:

i) T' est irréductible.

ii) wv,m) = (v, @® v, ,

od V' et V sont deux sous-représentations irréductibles, non-1somor-
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phes, de (V,T') , de dimension commune %dim v

iii) Le caractere  de 1 est porté par G,

iv) T «o’ﬁ (= («oodet)®1t) s

ol 1l'on note «o le caractdre non-trivial de k” , de carré trivial.

De plus, si iv) est vérifiée et si 'Q% est 1'un des deux iso-

morphismes involutifs de (V,X) sur (V,«éﬁ) , alors on a ii) pour

vE = Im(1 j—_iio)

Démonstration: Cela résulte aussitot de la proposition 3 du numéro 1 et

de la proposition 5 ci-dessus.

C.Q.F.D.

En ce qui concerne l'entrelacement des restrictions, nous avons la

PROPOSITION 8. - Soient 1T1 s Tl'zél(Go) . Alors pour que les restrictions

de 7T1 et 1?2 a Gé soient isomorphes, il faut et il suffit que

‘ﬁz ~ ;ﬁi (= (r0det)dbﬁi) pour un Y€ car(k*) convenable.

Démonstration: Notons que la proposition 6 contient cette assertion dans le

cas de la caractéristique 2 . Supposons donc car k # 2 . Comme

P

¥(=yodet) est trivial sur Gé , i1 est clair que 1T2 2 ¥ entraine que
la restriction TTi de 7(1 a Gé est isomorphe 2 la restriction TTé de
ﬂé a Gé . Réciproquement, supposons ‘ﬁi ~ ﬁé . Notons 1({ (resp. MY )
la restriction de ﬁi (resp. W, ) a G, . D'aprés la proposition 5,

nous avons alors



ny o (d.lG(,))XTl'l'

pour un o« € Car(k®) tel que «(-1) =1 , c'est-a-dire, tel que & soit
un carré dans Car(k¥) . On a donc, en choisissant une racine carrée R de

dans car(k*) ,
"o
1T2 ~ ([Bodet)e'ﬂ'l' .
I1 résulte alors de la proposition 4 du numéro 1 que, ou bien
T, 2 (pedet)®@T,
ou bien
T, ¥ E[@oder)@T,]
Comme ici € = «oodet , on en tire
Wy =2 B ou T, = pi)

ce qui acheéve la démonstration.

C.Q.F.D.

4. Identification des o't («'e€ Car (k™) ,T\'éI(GO) ).

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 9. - Désignons par (E, Q) n'importe lequel des deux espaces

quadratiques, non-dégénérés, de dimension 2 sur k et par ' un sous-

groupe commutatif de GO(Q) . Soit «'e€Car(k™) . Alors l'application Py
de V_= GE’(X dans lui-meme, définie par

- Q
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t
(9, (O] x5 = «' (£)E(x,e") (E€V, , x€E, €k’
(ot e€X , fixé) est un isomorphisme de la représentation de Weil
(VQ , _PQ) sur la représentation (VQ , «'PQ) , o «'PQ = (x'odet)QpQ ,
qui_transforme la composante ['' - isotypique de type v (vecar(f')) de
VQ dans la composante [¥' - isotypique de type (a'om)-l de VQ (ot 1'on

désigne par m 1'homomorphisme multiplicateur de [*' dans k* ).

COROLLAIRE. - On a, pour les représentations irréductibles de G, (cf. § 4,

n° 4, notations):

' x
«qu,(g =l ‘“’ala,q'ﬁ (e,p€car(k’), « # @) ;

at"l_L: 2 ﬂ];('o( (xecar(k®)) ;
wity = T (A&car (K*) - car(k™))

quel que soit o' € Car(k™)

En effet, il suffit d'appliquer la proposition, successivement, 2a
(x,p)
A

(E, Q) égal au plan déployé sur k , D' = K'xk.  , v

(e,pecar(k®)) , et 2 (E, Q = (K, N , D'=xk* , v

(A€ecar (k) - car(k*))

5. - La représentation naturelle de Gé

Dans ce numéro, nous explicitons la relation entre la représenta-
tion naturelle de GO et celle de Gé , ce qui nous fournira une descrip-
tion commode de l'entrelacement qui apparait dans la série principale de

G0 , lorsqu'on la restreint 2 Gé

’
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DEFINITION 4. - La représentation naturelle T' de Gé est définie dans
2

1'espace M' = Gk par

(T (g)£)(x) = f(xg) (83(3(', , feM', xekz)
On pose
M' = {feM' | £(0) =0}
ML= {EeM' | £(ex) = x(£)E(x) Veek , Vxek?}

pour tout « € Car(k®)

On a alors, la Gé - décomposition

D w

(9) M' =
«€&Car (k®)
et d'autre part,
(10) dim M! = g+l (x ecar (k™))

Nous renvoyons au paragraphe 1 (n° 2), pour tout ce qui concerne

la représentation naturelle (M, T) de G,

2,< kx

PROPOSITION 10. - En associant 3 chaque feﬁ (= Ek ) sa restriction 2

kzx il} , on définit un Gé - épimorphisme p de M sur M qui, res-

treint a M«

(4,(5€Car(k )) , définit un G(') - isomorphisme de M

’P “’p

sur M«@-l

Démonstration: Cela est immédiat, compte tenu de la relation

E(e(r,8)31) = xF()£(r,s;1) (€M ., r,s€k, teks)

0
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pour tout «,B€ car (k™)

C.Q.F.D.

. . [] ] ]
6. La représentation de Weil (VQ , PQ) de Go

Nous renvoyons au paragraphe 2, pour tout ce qui concerne la re-
présentation de Weil de Go . Nous gardons les notations introduites 2 cet

endroit.

D'aprés les résultats du paragraphe 2, il est clair que nous pou-

vons aussi bien construire une représentation de Weil pour Gé , comme suit:

THEOREME 1. - Soit (E, Q) un_espace quadratique, non-dégénéré, de dimen-

sion paire 2m , sur k . On peut définir une représentation (Vé s Pé)

de Gé , appelée représentation de Weil de Gé associée 2 1'espace qua-

dratique (E, Q) , en fixant eeCar(k+) - il} , en_posant

et en se donnant Pé sur les générateurs h(a) (a€k™) , u(b) (b ek+) et

w de Gé » par les formules suivantes

(11) (Pé(h(a))f](x) = f(xa) (aek®)
(12) [Pé(u(b))f](x) = e(bQ(x))£(x) (bek’) ,
(13) (pElG) = EQq™Y e(B(x,y))E(y)

y€eE

pour fch'2 , XE€E

De plus, si Y é&st un isomorphisme de (E, Q) sur un espace
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quadratique (E', Q') , alors y induit un isomorphisme a(y) de

(vq. , PQ') sur (vQ , ?Q) défini par
(14) (e £l (x) = £Gx) (fer , XEE)

si X' est un isomorphisme d'espaces quadratiques de source (E', Q') ,

alors on a

0(y'ey) = 6(¥)o0(x")

La représentation (Vé s ?6) peut donc se décomposer suivant les
composantes isotypiques de l'action ¥ b—> (K—l) (¥€0(Q)) du groupe or-

thogonal 0(Q) dans VQ

Notons que, comme la dimension de E est paire, ona Q =« tQ
pour tout te€k™ et par suite le type d'isomorphie de (VQ R PQ) ne dé-

pend pas du choix de eecCar(k’) - §1}

7. Restriction de (VQ s PQ) , de G a G' , pour Q = xy

Considérons tout d'abord, la décomposition de la représentation
de Weil (Vé s Pd) de Gé associée au plan quadratique déployé

(E, Q) = (kz, xy) (cf. § 2, n° 2 et § 3).

DEFINITION 5. - Pour tout «€&Car(k®) , on pose

v, = {revy | £(er,t ts) = w(t)E(r,s) Veek®, Y(r,s)eE}
et, si o = °l-1 s

vt = ifévo'(l f(s,r) = + £(r,s) Y (r,s)€EE} .
%
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On a alors les Gé - décompositions

(15) v('2= @ v,

o€Car(k ) *
(16) V' = V'+® V' (xecar(k ), X = &-1)
*® o & ’ ’
et d'autre part
(17) dim V! = q+l+ 8«,1 (x e car(k®))

La décomposition (15) est en fait la "restriction" de la décom-

position de (V ) suivant GO(Q) (§ 3, n° 2). Nous avons en effet la

q * Pq

PROPOSITION 11. - En associant 2 chaque fé€ VQ sa restriction 3 Ex}e} ,

on définit un G! - épimorphisme Pq de (VQ , PQ) sur (Vd , Pé) qui,

, + , .
restreint a Vo(,(s (resg. V;’u ) donne un Go isomorphisme de Vu,@

(resp. Viu ) sur V' , (resp. sur Vii ) pour «,@éCar(kx) (resp.
«p

’

oeCar (k™))

En outre, 1l'application F' de M' dans Vd définie par

(F'f)(r,t) = Z f(r,s)e(-st) (feM' , (r,t)ekz)
s€k

est un Gc'J - isomorphisme de (-ﬁ', T') sur (VC'2 s fé) , qui applique

chaque M; i somorphiquement sur Vo'n (xecar(k®)) . De plus, on a (moyen-

nant 1'identification de k* 2 X par tr— et )

(18) onF =F'lop

(cf. § 3, n° 4).

Démonstration: La premiére assertion de la proposition est immédiate, compte

tenu de la relation
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E(er,t sie) = @ ) (DE(r,s50) (FeV, , , (r,9)€E, tek),

:(5 ’
pour 0(,(5&Car(kx) . Pour prouver la seconde assertion, on remarque que la
relation (18) est claire, d'aprés les définitions, et que le reste de 1'as-
sertion résulte aussitot de la.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 12. - Supposons que la caractéristique de k soit différente

de 2 et notons, comme précédemment, «o le caracteére non-trivial de k s

de carré trivial; autrement dit, «0 est le symbole de Legendre. Alors on a

vt o= {fev' | £00,1) = +£(1,0) et £(1,t) =0 si « (t) ==1 (cek)}
«_ X - o +

et donc

dim vo'(i = %(q+1)
(o]

Démonstration: Cela résulte aussitot des définitions et de la relation

£(L,0) =« (e (e, D) (Fev! , el
o

C.Q.F.D.

REMARQUE. - La dimension de V'i peut se calculer aussi par la proposition
[
o
7 du numéro 3, puisque l'on vient de prouver que V; est la restriction 2a
o
Gé de la représentation irréductible Vu 1 de Go , par exemple.
0’

8. La série principale de Gé

Rappelons que l'on définit classiquement la serie principale de
Gé comme l'ensemble des types d'isomorphie des composantes irréductibles

des représentations induites
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(19) H' = Ind o (x&car(k™))
1 1
Bo?Go

ou, dans le membre de droite, on note encore & le caractére de Bé

donné par

t r_

(20) «(0 ¢

1) = «(t) (tek®, rekh)

Bien entendu, la description de la série principale de Gé dans ces ter-
mes est trés bien connue Nous signalons ici comme elle apparait en ter-

mes de nos modeles.

Remarquons tout d'abord qu'en associant 2 chaque fonction sur Go
sa restriction 2 Gé , on définit des Gé - isomorphismes

(21) Res H _-~» H' («,@ €Car (k™)) ,
G |G, %0 «(5'1 ¢
[o] [o]

~,

ou = Ind (@) (cf. § 1, n° 1). Nous avons ainsi d'aprés la pro-

H
“,0
BOT Go
position 7 du paragraphe 1 (n° 3), la proposition 10 du numéro 5 et la pro-

position 11 du numéro 7, des Gé - isomorphismes

(22) H;L» Ml Vo (x € car (k™))

DEFINITION 6. - Dans la suite, on note ﬂ; le type d'isomorphie de la re-

présentation Hg'( (e car(k*)) , ‘Eiq celui de Miq , et ‘)Tf- celui de
o

v (On a posé ici
3
0

w9 = (s MilZf=O} )

k2

On note enfin 1 le type de la représentation triviale de Gé

Nous avons donc (cf. § 1, n° 3), pour «,@éCar(kx) s
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(23) Res ,ﬁap = T .1 » Res ’li: =Tliq , Res 'lii =1
6od 6o *p God G God G
PROPOSITION 13. - On a
i) ’ﬂu'( est irréductible pour & # o« ! , i.e. «# 1,«0 (x€car(k®)) ;
ii) ﬁiq est irréductible;
iii) ﬂ;+ et ﬁ;- sont irréductibles (si car k # 2) ;
) )

iv) le seul cas de coincidence non-triviale entre les types d'isomorphie

ci-dessus est

T =T (xeCar(K*), « # ‘*-1)

Démonstration: On applique la proposition 7 du numéro 3 et le corollaire

a la proposition 9 du numéro 4. On voit ainsi que, pour que T (xecar(k®),

® # 1) soit réductible, il faut (si car k # 2) que, par exemple,

[ =a T ' -3=-di N =T ° ! o [
«,1 ola,l *C est-a-dire lq,l L“b“’“b (n° 4), d'on o

Cela montre i), qui est clair si car k = 2 (cf. prop. 6, n° 3). De méme,
ii) est clair si car k = 2 (cf. loc. cit.) et aussi si car k # 2 , par

exemple parce que dim?Tiq est impaire, ou sinon comme ci-dessus. iii) ré-

sulte aussitot de la proposition 7, ii) du numéro 3. Enfin si l'on a

T =T, , on en tire (n° 3, prop. 8), par exemple, "T@ ) =T ), pour
b b

x ®
un o'e Car(k®) , d'od (n° 4, cor. a la prop. 9) @ = % ou

=o' =a , comme voulu.

C.Q.F.D.

Nous avons ainsi

THEOREME 2. - La série principale de Gé est formé

i) des %(q-3) (resp. %(q-Z)) types d'isomorphie ' (x eCar (k°), 0&2 #1)
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de dimension q+l1 , si k est de caractéristique # 2 (resp. = 2) ;

ii) de la représentation de Steinberg St =7Tiq , de dimension q ;

iii) des deux types T§;+ et 'ﬂ;- , de dimension %(q+1) , si k est
o )

de caractéristique # 2

REMARQUE. - D'apreés la proposition 11 du numéro 7, il est clair que le ty-

pe d'isomorphie de Vg (x€car(k®)) ne dépend pas du choix de e (n° 6,

th. 1). Néanmoins , en calculant les caractéres en (é i) , on voit que le
t
type d'isomorphie du V: associé 2 e © est celui du Ve associé a e

o o
et réciproquement (ol 1'on note t, un non-carré quelconque de k*), si

car k # 2

9. Restriction de (VN s PN) a G;

Considérons tout d'abord la décomposition de la représentation de
Weil (Vﬁ ) P&) associée au plan non-déployé (K, N)
-1
DEFINITION 7. - Pour tout wé€Car(U) (U =N "(1)) , on pose

v o= {te v £ =@ @EG) VueUvxeK}

vi-ffev| £ = +£(x) ¥V x €K}
w

On a alors les Gé - décompositions,

(24) w- P v,
N wecar) @

v'+®v" (wecar(U), w =w'1) s
w w

[}

(25) A
w

et en outre
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. i ' = -
(26) dim V! = q-1+§, (w€car(v))
PROPOSITION 14. - On a
ey

et, si la caractéristique de k est différente de 2 ,

vto=feev | supp £ ®OP]
o

V«'; = ifGV'l Supp £ C K" - (Kx)zi s
o

dim v“')i =%(q-l) ,
(o]

ou 1l'on note Qo le caractére non-trivial de U , de carré trivial.

. - . -1
Démonstration: Cela résulte aussitot des relations xq EU et

£(x9) = 0xI ) £(x) (F€v, , xek*, weCar V)

C.Q.F.D.

Rappelons que 1'on a fixé un caractére non-trivial e de k'

PROPOSITION 15. - En _associant 3 chaque fevN sa restriction 2a Kx{e'g s

. . | : : ' ' 3
on définit un G’ - épimorphisme pg de (VN , PN) sur (VN , PN) qui

induit par restriction 3 V, (A€ car(K*)) un G! - isomorphisme de V

sur V , OO0 W= A'

Démonstration: Cela résulte aussitot des définitions et de la relation
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f(ux,e) = A(uw)f(x,e) (fev , x€K, ueuU) ,

pour A €car(k¥)

C.Q.F.D.

. +
- . [] — -
DEFINITION 8. Nous désignons dans la suite par 1tu (resp. ’Kab ) le ty

pe d'isomorphie de (YL , Pﬁ) (resp. de (V&i s Pﬁ)) , pour weéCar(U)
o

On appelle série discrete de Gé l'ensemble de ces types d'isomorphie,

—

Iy exclu.

1
1
Nous avons donc (§4, n° 4, notations),
(27) T = Res N (@eCar(V), Aecar(R*), A|, = ).
w . v A U

} G

ov o
En particulier, on voit ainsi que T[i est la représentation de

Steinberg de Gé (§ 4, n° 2, prop. 3 et ce §, n° 8).

10. La série discrete de Gé

PROPOSITION 16. - Soient @ ,w' deux caracteres non-triviaux de U . On a

i) 'K;’ est irréductible si a; #1 ;

Coy + . . .

ii) N, et ﬁ; sont _irréductibles, si car k # 2 ;
o o

iii) le seul cas de coincidence non-trivial entre ces types d'isomorphie est

(W€ Car (U), w? # 1)

Démonstration: Montrons i). Cela est trivial si car k = 2 (n° 3, prop. 6).

Supposons car k # 2 . Soit Aecar(K*) tel que /\IU =w ,Si T

réductible alors ’sTA= Tf‘ A (° 3, prop. 7 et n° 4, cor. a la prop. 9).
o
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Cela signifie ao/\= NS , c'est-a-dire w = w, s comme voulu. La pro-
position 7, ii) du numéro 3 montre que “;F et ﬂ;; sont irréductibles et

o o
non-isomorphes. Enfin, soit A'g€cCar(K™) tel que A' = @' et supposons
q U PP

’"('u = 77"0, I1 en résulte que 'JTN = &Tr/\ pour un «é€Car(k*) convenable
(n° 3, prop. 8) et par suite (n° 4, cor. a la prop. 9) A' =%xA ou
A = «A . On en conclut que (/\_')q-:l = /\q-l ou (/\')q.1 ___/\l-q , c'est-

. -1
a-dire w' =W ou W =W , comme voulu.

C.Q.F.D.

Nous avons alors le

THEOREME 3. - La série discrete de Gé est formée

i) des %(q-l) (resp. % ) types d'isomorphie ﬂ:} (u¢6Car(U),¢02 #1)

de dimension q-1 , si car k # 2 (resp. si car k=2 ) ;

ii) des deux types d'isomorphie ﬂzf et ﬂ;- de dimension %(q-l) si
o o
car k # 2

THEOREME 4. - La série principale et la série discréate de Gé sont disjoin-

tes et épuisent toutes les représentations irréductibles de Gé

Démonstration: Il est clair que ces deux séries sont disjointes, par exem-

ple, parce qu'il en est ainsi pour la série principale et la série discrte
de Go et que l'application T+ R (ﬁei(co), « € Car (kX)) les laisse
stables (n° 3, prop. 8; n° 4, cor. a la prop. 9). La seconde assertion du
théoréme est aussi claire, puisque nos deux séries sont obtenues par res-
triction de toutes les représentations irréductibles de Go

C.Q.F.D.

A partir des modeéles donnés dans ce paragraphe, on calcule sans



difficulté les caracteres de Gé , qui sont d'ailleurs trés bien connus.
Nous les donnons dans les tables 2 et 2 bis. On y note X’l le caracteére de
la représentation de Steinberg 7Tiq , et ‘X“ (resp. Xu)) le caractre de

W (resp. ’lTQ'J) , pour «ecCar(k®) (resp. we&car(U) - {1})

§ 6. Compléments sur les représentations de Go

Nous démontrons dans ce paragraphe un certain nombre de proprié-
tés des représentations de Go dont nous nous servirons dans les chapitres

IV, V et VI.

1. Restriction 2a certains sous-groupes.

DEFINITION 1. - Posons

o
|

(¢ Dl rext,

[}

T(') {m(c)l cexk*}

ot 1'on note m(c) (ceKk™) la matrice de Y. (multiplication par c

dans K ) par rapport 3 une k - base fixée du k - plan K

Pour les notations Ho , Hé s Uo , cf. § 2, n° 1, déf. 1.

Rappelons enfin que 1l'on a

B =HH'U s T =HAH'
o ooo o oo

DEFINITION 2. - Soit (V, M) une représentation de Go . Alors:

i) Pour «€&car(k®) , on note V* (resp. V;) la composante isotypi-
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que de type « de la restriction de W 2a D, (resp. HC" ).

ii) Pour «,(AG.Car(kx) , on note

th,(ﬂ (xesp. V(«’@)) la composante

isotypique de type (x,3) (cf. § 1, n° 1, déf. 1) (zresp. de type (x,p)

(cf. § 1, n° 1, (9))) de la restrictionde M 2a B (resp. T)

iii) Pour A.€cCar(K®) , on note V’\ la composante isotypique de type A

de la restriction de U 2a T

: + . :
iv) Pour Y €car(k') , on note qJV la_composante isotypique de type +

. . = '
de la restriction de M 2 U, - On pose ,V, 1Vf\V°k (resp. 1V«)

pour xecCar (kK*) (cf. i)).

v) Notons G (x €car(k®)) 1la représentation irréductible de Bo ,

d'espace ¢x , définie par

‘ -1
(o, ¢ SOl = @G oe@" )

+

pour fer , bex , r, tek™ , s k. On désigne alors par v(e,)

la _composante isotypique de type O‘u de la restriction de T 2 Bo

REMARQUE. - On vérifie aussitot (en faisant la somme des carrés des dimensions
correspodantes) que les représentations, irréductibles et deux-2a-deux non-i-
somorphes, («,3] (a,pe car(k*)) et G («e€car(kX)) épuisent toutes les

représentations irréductibles du groupe Bo

Rappelons que 1l'on note

Teg (x,p€Car(K), « # () , T, (x€Car(®); i =gq,1), =,
(Aecar(K*) - car(k®)) 1les représentations irréductibles de G, (cf. § 4,
notations), en remplagant la lettre T par la lettre V pour désigner 1l'es-

pace correspondant, dans chaque cas.
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On détermine sans difficulté les dimensions des composantes iso-
typiques introduites dans la définition 1, pour toutes les représentations
irréductibles de Go . En fait, les composantes isotypiques elles-mémes
sont évidentes (sauf celles suivant Té ) si 1'on prend les modeles de Weil
réduits (§ 3, n° 3 et § 4, n° 4). Pour Té , les dimensions correspondan-
tes se déterminent par un calcul facile de caractéres. Nous donnons ces ré-

sultats dans la table 3, avec les notations ci-dessus.

2., Somme d'une représentation irréductible de Go sur les matrices symétriques.

Nous calculons dans ce numéro certaines sommes d'opérateurs X (h)

(he(%) dans une représentation irréductible (V,T) de G,

LEMME 1. - Soit G un groupe fini. Soient p et p' deux représentations

irréductibles isomorphes de G dans un méme espace V . Soit AeEndc(V)
Posons

A=) (J'(g)A(J(g)-l

g€G

Alors, si @ est un isomorphisme de (V, p') sur (V,p) , ona

- _ IGl -1

A= vTr(A@@
Démonstration: Comme KG&HomG(P,P') , on a A = X@fl pour une constante
convenable A€l . Mais alors

ALd =da = Z p(g){m?(g)'l

geG
d'ol, en prenant les traces, la valeur annoncée de )\

C.Q.F.D.
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REMARQUE. - - Ce lemme est surtout utile pour calculer des opérateurs A

comme ci-dessus, quand tout isomorphisme de p' sur F est a trace nulle.

LEMME 2. - Posons
A=) A% = {aea |%a = a}

Considérons 1'action de AX = Go dans AN A% donnée par

g.a = gatg (géAx, aéAs)

On a alors

0

2a )
o

X s _ 01 2
AN A" = 0rb(; )V Orb ()

ou a désigne un non-carré fixé, si car k # 2 , et
— o

X s _ 01 10
ANA° = Orb(1 O)U Orb(o 1)

si car k =2 . De plus

01, _ _ 2 0 _ -
Stab(1 0) = 0+(2) = o(xy) , Stab(o _230) =0_(2) = o(n)

(c£. § 3, n° 1l et § 4, n° 1) si car k # 2 et

01, _ 10, _¢.ab 2.2 _
Stab(1 0) = SL(2,k) , Stab(O 1) = i(b a)l a,bek, a“+b 1
si car k = 2 . En particulier, on a
01,] _ 2 0 |=
|seab@ 1| = 2¢a-1) |sean? SRIREIIES
si car k # 2 et
o1, _, 2 | 10 1=
Stab(1 0) = (¢°-1)q , Stab(o 1) q

si car k = 2

}
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Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la classification des

formes bilinéaires symétriques de rang 2 sur k (cf. § 3, n° 1l et § 4,

nO

1, pour ce qui concerne les groupes orthogonaux associés en caractéris-
tique différente de 2 ).

C.Q.F.D.

LEMME 3. - Soit 19U une représentation de Go telle que M soit triviale

-—_ &

sur les matrices scalaires. On a IL=2 N , ot l'on pose

N t -1
ft(g) =t( g ) (g €G)
Si la caractéristique de k est différente de 2 , notons L le caracte-

re non-trivial de kX de carré trivial. La représentation T est isomorphe

3 l'une des suivantes

T, M, W ecar®®) , W, (Aecar®®) - car(¥), AT =1).
[ o PP
o o R
Notons alors €(TT) la valeur «o(-l) (resp. &(-1) ; resp. moins la valeur

constante de A sur la k - droite de K formée des é1éments de trace nulle)

dans les deux premiers (resp. troisidme; resp. quatridme) cas. Posons

(1) S(M) = Z T(g)
g€A NS

Alors, S(')E)EHom(ﬁ',T() et l'on a

S() = (q-1)q&MMMW(w) ,

avec w = (

=)
O -

Démonstration: Il est clair que S(T) €Hom(R, M) . Il en est de méme de
1

7N(w) 2a cause de la relation wgw-l = (det g)tg- (g€&G ) . Il résulte

o
] —
aussitdt du lemme 2 et du lemme 1 appliqué a ¢ = o, X =N et @ =nNw) ,
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que l'on a, en notant < le caractére de T ,

16,1 1 1.1 0. 1 -1 ~
(2) S(M) = di:: n_[-z-(q-l) x(o -1) + E(q+l) x(m(co))] (W)

si la caractéristique de k est différente de 2 , ol 1l'on note c, une
racine carrée de a (cf. lemme 2) (et donc Tr(co) = 0) et ol l'on dé-
signe par m(co) la matrice de la multiplication par < dans K , par

rapport a la k - base il,co} de K ; et
3 s = (@1 + @in T (gD @Dy D] W)

si la caractéristique de k est 2 . Le lemme résulte alors sans diffi-
culté de (2) et (3) a 1'aide de la table 1.

C.Q.F.D.
REMARQUE. - Il est clair que la somme S(M) serait nulle si K était une

représentation irréductible de Go ne satisfaisant pas les hypothéses du

lemme,

3. - Vecteurs SU(2,K) - invariants dans la série discr2te de GL(2,K)

Rappelons que l'on note K 1l'unique extension quadratique de k

Pour h MZ(K) notons h* 1la transposé conjuguée ' de h . On pose

{hecL(2,K) | mb* =1}

U(2,K)

U(2,K)N SL(2,K)

SU(2,K)

(cf. ch. Vv, § 1, n° 2).

PROPOSITION 1. - Les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de GL(2,K) n'ad-

mettent de vecteur invariant non-nul dans aucune représentation de la série

discredte de GL(2,K)
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Démonstration: Comme les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de GL(2,K)

sont conjugués 1l'un de 1l'autre (ch. V, § 1, n® 2, prop. 4) il suffit de dé-
montrer la proposition pour SL(2,k) . On a alors 2 démontrer que la mul-
tiplicité de la représentation triviale de SL(2,k) dans la restriction
de toute représentation Il de la série discréte de GL(2,K) 2a SL(2,k) s

est nulle. Cela revient 2 démontrer que la somme des valeurs du caracteére

de W sur SL(2,k) est nulle, ce qui est clair d'aprés la table 1, puisque
Classe(g :)l =q°-1 = dim N (a€K™)

C.Q.F.D.



TABLE 1. Les caractéres de Go = GL(2,k)
. 1_ q
Caractere xa = o o det )(Cy Xaf,B XA
‘ o,B € car(x) A € car(K®) - car(x™)
Représentant | Paramétrisation |«a€ Car(x*) | o € car(x™) o #B mod. A~ A9
mod. («,B)~ (B,a)
@9 a €k o?(a) qo?(a) (q+1)ad (a) (q-1)4 (a)
@ 2) a € k% «?(a) 0 B (a) -A(a)
a,d€x>
(g g) a#d a(ad) o(ad) a(a)B(d) +o(d)B(a) o)
mod. (a,d)~ (4,a)
0 N(x) x € KX - k%
@ (N(x)) - (N(x)) o) -A(x) - A9(x)
-1 Tr(x)

(mod. x~ xq)

89°1I



TABLE 2. Les caractéres de Gé = SL(2,k)

en caractéristique 2

Caractére

X1 Xa Xw
a€Car(kx)-{1} w € car(U) - {1}
Représentant | Paramétrisation 1 -1
mod. o~ o mod. w~
10
(O 1) q q+ q-1
Q@h o 1 -1
X
a€x” -{1}
(3 2-1) » 1| ea)+e(a) 0
mod. a~ a
o) 1 u€u-{1} -1
-1 (o) -w(u) -w (u)
-1 Tr(u)

(mod. u~u"

69°I



TABLE 2bls. Les caractéres de Gc') = sL(2,k) en caractéristique # 2

+ +
Caractere Xo =1 X, X, X, Xy X,
o o
a€Car(kx)-{1,ao} . w€Ca.r(U)-{1,wo}
Représentant | Paramétrisation -1 »
mod, « ~ mod, w~w
) a=t 1| a (a+1)ala) 2(a+1)a_(a) (a-1)w(a) (a=1)u_(a)
0 a 2 o} 2 o}
a—:1
b =
(g a) 1 0 ala) %[ao(a) +a0(b)cr(e)] -w(a) -;-[-w (a) +a (b)o)]
o o
bef1,a }
o
a0 a €k - {1,-1} -,
(O‘ a‘1) _ 1 1 a(a) +a (a) ao(a) 0 0
mod, a~a
weEU- {1,=-1} -
(-(1) T:'u) -1 1 =1 0 Y ~w(u) - w ' (u) —wo(u)
(mod, u~u ')
Notations : On pose, de maniére générale, o(p) = L, q;(tz) , pour ¢ € Car(k’) (on a alors, o‘(cpb) = ao(b)o-(rp) ,
tek

pour b€ kx).

oL°I



TABLE 3. Dimensions des composantes isotypiques de restrictions des représentations de G

lL°I

¢ contati q 1
representaition ﬂa,B ‘n:a ﬂa TtA
«,p € Car(X”) y A € car (K°)
sous—groupe |repres, parametres a € Car(k™) « € car(k*)
a#B A#AY
X
D € Car(k o) o) : &)
: Y Y (™) 146 +8 g 146, 5 1
T (a',8*)| «',B" ¢ car(K*) |6 [1+6,, +6 I 5[1+6 18 ) ) :
o a'B'yaf Bh B',B a'f' , « Bhal a',a B',a a'B! Aq+1
?
+
k
U, ¢ ¢ € Car(k") 148, 4 1 801 0
U xD 1®y y € car (k%) 5 +6 ) 6 0
o 1 Y+ta Y, Y, Yy
X
] ] ] ] k
B, [a',8']]| «',B' €cCar(k") 8,8}, {asB) 8,z St,a %t « %8« 0
X
B Car(k
o} o-y Y€ () éy,aB 67,(12 0 6 q+1
YA
7! & |®ecar(Kf), o4 5 5 0 1-6. , =6 q

Notations : Voir §6 et §4, no3, convention (8).



CHAPITRE II

Les représentations de G induites d'un sous-groupe parabolique propre.

Dans tout ce chapitre, on désigne par k un corps fini a3 q é1lé-
ments, de caractéristique quelconque et par G le groupe de similitudes sym-
plectiques GSp(4,k) en quatre variables, sur k , que nous réalisons comme
le groupe des similitudes d'un espace symplectique non-dégénéré (E, <, ))
de dimension 4 sur k . On note mg le multiplicateur de la similitude

g€G

§ 1. Préliminaires et généralités.

1. Les sous-groupes paraboliques de G

Dans la suite, on aura besoin de faire agir le groupe G i droite
dans E . Pour cela, nous nous donnons un anti-automorphisme involutif

grH—og de G et nous posons
vg = g (v) (veE, geeG)

Choisissons une base bo = (el,ez,e3,e4) de E , telle que

<e1,e3)= <e2,e4> =1 . Plutdt que de prendre g*= g-l (g €G) , on posera

ici g* = tg (geG) , ot 1l'on note tg la transposée de g€&G , par rap-

port 2 la forme bilinéaire (u,v)+ (ulv) sur E telle que (eilej) = Si
3

Si 1'on note [g] (resp. ([u]) la matrice de g&G (resp. u€E) par

rapport a bo , on aura alors

(vel = (vilsg] (VEE, gEQG)

b
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‘Dans tout ce chapitre G n'agira dans E que par l'action 2 droi-

te (v,g)—>vg (VEE, ge&G) que nous venons d'introduire.

On peut définir les sous-groupes paraboliques de G comme les sta-
bilisateurs, dans G , des drapeaux totalement isotropes de E . Nous avons
quatre classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G , corres-

pondant aux quatre types de drapeaux totalement isotropes, a savoir

ot @ (resp. P ) désigne une droite (resp. un plan totalement isotrope) de
E . Nous choisissons maintenant un représentant dans chaque classe de conju-
gaison de sous-groupes paraboliques propres. Notons di la droite de E en-
gendrée par e, et Pij le plan (totalement isotrope si iz j mod 2 ) de
E engendré par e, et e (1< i,j& 4, i # j) . On pose

(1)

"
|

= StabG(QCdl) )

(2)

o
|

) = StabG(QCPlz) )

(3)

<)
|

= StabG(_QCdIC Pio) s
on a alors B = Plf\P2 et des décompositions de Levi

(4) P, = L.U, , P,=1L0U, |, B=LU ,

ot le radical unipotent U, de P1 est formé des gei& tels que g soit
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1'identité sur d1 , sur dJ]:/d1 et sur E/d; ; le radical unipotent U,
&

de P2 est formé des geP2 tels que g soit l'identité sur P12 et sur

E/P12 ; le radical unipotent Uo de B est formé des gé€B tels que g

. . . L
soit l'identité sur d1 , sur Plz/dl , sur dl/P12 et sur E /d; ; les

sous-groupes de Lévi L », L, et Lo sont choisis comme suit

1 2

(5) L, = PN ScabG(d3)n ScabG(Pu) ,
(6) L2 = PZ(\ StabG(P34) ,
4
(1) L = ) stab_(d.)
[} . G i
i=1
Nous avons ainsi
(8) L, KX GL(2,k) ,
9) L, ~ GL(2,k) X K*
(10) L =K' Kx kT,

De maniere plus précise, on a

PROPOSITION 1. - i) On définit un épimorphisme @, de P; sur Kk XGL(2,k)

en associant a2 chaque gePl le couple (tg R hg)ék‘xGL(Z,k) , ou tg
e

désigne le rapport de 1'homothétie gld de d1 et ou hg désigne la matri-
1

ce, par rapport a la base (e2+d1,e4+d1) , de l'automorphisme linéaire

§ = Ed de dt/dl déduit de g par passage aux quotients. On a
1
Ker ?1 = U1 t ?1 induit un isomorphisme du sous-groupe de Lévi L1 sur

KX GL(2,k)

sSur

ii) On définit un épimorphisme ¢, de P,

GL(Z,k)ka , en faisant correspondre 2 chaque ge.P2 le couple (hg , mg)
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ou hg dénote la matrice, par rapport a la base (el,ez) , de 1'automor-

phisme linéaire glP du plan P12 (gg mg désigne le multiplicateur de
12

g ). On_ a Ker ¢, = U2 et 1'épimorphisme ?, induit, par restriction un

isomorphisme du sous-groupe de Lévi L, de P, sur GL(2,k) X k"

iii) On définit un épimorphisme @ de B sur KX K XK'

en_associant 3 chaque géB le couple (bg R mg) , ou bg désigne la dia-

par rapport 3 la base (el,ez) de

gonale de la matrice de g|P12 Pl2

On_a Ker ? = Uo et ? induit par restriction un_isomorphisme du sous-

groupe de Lévi Lo de B sur K*x K x k*

Le démonstration de cette proposition est immédiate.

2. La classification des représentations de G

Soit P wun sous-groupe parabolique quelconque de G , U son ra-
dical unipotent et @ : P—>L 1le conoyau de l'injection canonique de U
dans P . On note TP(G) (resp. °EP(G) ) 1l'ensemble des types d'isomorphie
des composantes irréductibles des représentations induites de la forme
Ind To ol ¢ parcourt l'ensemble des représentations irréductibles (resp.
iﬁ‘gppartient 2 la série discr2te) de L . Notons simplement I(G) (resp.
°I(G) ) l'ensemble de types d'isomorphie des représentations irréductibles
(resp. de la série discrete) de G . On a alors, d'apres la classification
générale de [14) (p. c-19$, la décomposition
(11) 1(6) = T, U °TP1<G> v °TP2(c) U °1(6)
(réunion disjointe) ou encore

(12) 1) = TP (G) U °I. (6) U °1(G)
2 P
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(réunion disjointe), puisque la série principale et la série discréte épui-

sent toutes les représentations irréductibles de Go

Dans la suite de ce chapitre, nous construirons explicitement

De manidre générale, nous appelerons °TP(G) la série de représen-
tations (irréductibles) de G , associée 2 P . La série de représentations

de G associée 3 B , s'appelle classiquement la série principale de G

3. Interprétation en termes de G - fibrations principales.

Soient P un sous-groupe parabolique de G et @: P—>L le

conoyau de son radical unipotent U

Considérons la fibration principale discreéte QP = (G,pr,P\G,P)
associée 3 P , d'espace total G , de base P\G , de projection pr don-

née par
pr(g) = Pg (g €G)
et dont l'action, a gauche, du groupe structural P , est donnée par
P-8 = P8 (peP, g€G)
Le groupe G agit a droite sur ﬁp par

(g',g€G) ,

|
oQ
o

gl.g =

(pg').g = Pg'g (g',g €G)

Soit (H, ) wune représentation de L . Considérons la représen-
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tation (H, dep) de P comme P - fibré vectoriel discret, a gauche, sur

un point. Nous avons alors, par définition si 1l'on veut,

(13) Ind Go@ = Hom_(E_ , (H, 60®)) ,
pac 1 e f

ol l'espace de droite est muni de l'action naturelle T de G déduite de

celle de G dans EP , c'est-a-dire
(14) ltg)fl(g") = £(g'g)

quels que soient g,g'€ G et le morphisme P - équivariant f de gp dans

H . Autrement dit, on a
(15) Ind Go@ = Hom (EP , H)
PtG

en particulier, l'espace de la représentation induite peut s'interpréter
comme le T - espace vectoriel de tous les morphismes compatibles a2 @ de

la fibration principale § , de groupe structural P , dans le L - fi-

P

bré vectoriel complexe H

Or considérons la G - fibration principale ?(QP) , de groupe
structural L , déduite de QP » par 1'épimorphisme ¢ (cf. (31). On a

un G - isomorphisme canonique

H) —= Hom (§(E), H)

(16) Hom?(ﬁP s

d'ou 1'isomorphisme de &(G] - modules

(17) Ind 0°¢ = Hom (®(§ ), H)
PG B A

Dans les paragraphes suivants, nous construirons, de maniére natu-
relle, deux G - fibrations principales de groupes structuraux isomorphes a

L

, et L, qui seront des réalisations de ?1(€P1) et ?Z(EPZ) respective-
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ment; c'est ainsi que nous construirons °IP (G) et EP (G)
1 2

Pour étre complets, nous rappelons ci-dessous la réalisation standard
de la fibration principale désuite d'une autre par changement de groupe struc-

tural (cf. [3)).

PROPOSITION 2. - Soit M un groupe et soit § = (E,pr,B,N) une M - fibra-

tion principale discrete (2 droite), de groupe structural N (agissant 2 gau-

che). Soit ¢ un homomorphisme de N dans un groupe R

La M - fibration principale @(f) , déduite de { par ¢ , mu-

nie du M - morphisme canonique » de & dans Q(§) , peut &tre réalisée

de la manidre suivante. On prend la base de ?(E) égale 2 B , son espace

total égal 2 1'ensemble quotient ngR de EXR par la relation d'équiva-

lence définie par l'action

(x,r) > (nx,r?(n)-l) (xeE, reR, neN)

de N , et la projection pr est donnée par

pr(x,r] = pr(x) (xeE, reR) ,

’

ol [x,r] désigne la classe de (x,r) dans §><NR . On définit l'action, 2

gauche, de R dans ngR par

s[x,r) = [x,sr] (x€E, r,s €R)
et celle, a droite, de M , par
(x,flm = [xm,r] (x¢E, méM, réeR)

Enfin, on pose ¥ =1d sur B et
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v(x) = [x,1] (x €E)

Démonstration: On montre sans peine que le modeéle donné ci-dessus pour

(#(B),v) vérifie la propridté universelle dont (®(§),v) est, par défini-

tion la (seule) solution (2 un isomorphisme unique pres), a3 savoir:

~Pour toute M - fibration principale 7 de groupe structural
R et tout M - morphisme F de g dans M , compatible avec ¢ , il e-
xiste un et un seul M - morphisme F de ?(E) dans 7 tel que Foy = F

C.Q.F.D.

§ 2. Série de représentations de G associée a P

2

1. Définitions et préliminaires.

Notons TP l'ensemble de tous les plans totalement isotropes de
(E,€,>) . Notons B 1'ensemble de toutes les bases des plans totalement

isotropes de E

Si bé€B , on notera P(b) le plan de E engendré par b . Si
PeEP , on désignera par B (P) 1l'ensemble de toutes les bases de P . On
notera toujours b1 (resp. b2 ) le premier (resp. second) vecteur de la
base b€ B

Rappelons que nous nous sommes donnés une action a droite
(v,g)t-—>vg (veE, geG) de G dans E (cf. § 1, n° 1). Le groupe G

agit alors de maniére naturelle dans B et dans P par

bg = (blg,bzg) (be B, geG) ,
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Pg = {vg|ver} (Pe P, gecG)

Ces actions sont transitives.

Le groupe GL(2,k) , que nous noterons G0 dans la suite, agit ,
a gauche, dans B(P) , pour tout P € P , par
= (> &b = > @
(1) hb = (‘6 5)(b;:) (be B, h= (.‘ 5)€Go)

Cette action est, évidemment, libre et transitive.

DEFINITION 1. - On appele G - fibration principale canonique au-dessus de

IP et l'on note E]P , la G - fibration principale (Bxk",pr,]P ,Gox kx)

d'espace total B x k* , base P et projection pr donnée par

(2) | pr(b,t) = P(b) (beB, tek) ,

dont l'action du groupe structural Gox k® est définie par

3) (h,s).(b,t) = (hb,s 't) (heG_ , s,t&k , bEB)
et celle de G par
(4) (b,t).g = (bg, tm:) (beB, tek™, g€G)
et

P.g = Pg (pe P, g€G)

DEFINITION 2. - Soient yé€Car(k ) et (H,TW) une représentation de G,

On appelle représentation naturelle de G associée 2 (TR,y) et 2 E’]P et

1'on note (M(T,y),T) le t(G] - module
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HomGox kX(EP N (H, 1‘®‘))

REMARQUES. -
i) En d'autres termes, l'espace M(TW,y) est formé de toutes les

fonctions f de Bxk® dans H telles que

(5) £(hb,s 1) = ¥ (s)T(h) [E(b,t)] (heG_ , s,tek, bEB)

et l'action T de G dans M(T,y) est l'action naturelle donnée par

(6) le@el®b,0) = £, em ) (g€G, £EMT,Y), bEB , tek)
ii) On a

7) dim M(T,y) = (q+1) (q%+1)dim T

En effet, on a dim M(T,y) = |P|dim T , et d'autre part, comme l'on a

clairement

|B| = (qz'-l)(q3-q) ,
et que

|B|==|GOIIP| >
il s'ensuit que

(8) |P| = (q+1)(q%+1)

Nous allons identifier maintenant nos représentations M(T,y) en

tant que représentations induites.

PROPOSITION 1. - La G - fibration principale EI’ , munie du G - épimor-

phisme v de EP sur EI’ défini par
2
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v(Pzg) = Plzg s

_ -1
v(g) = (b12g’ m ) (gec) |,
N ' = = °
ou l'on a posé b, (el,ez) et P, P(b12) (c£. (2), § 1, n° 1), est
la G - fibration principale ?éﬁp ) déduite de EP par 1'épimorphisme
2 2
9, de P, sur Goxk"

Démonstration: Vérifions que (EP , V) satisfait la propriété universelle

caractérisant ({D(E ) . Soit m = (E',pr,B',G x k*) une G - fibration prin-
2 P2 (o)

cipale (a droite) de groupe structural Gox k* . Soit F un G - morphisme

de EP dans ’Y] , compatible avec ?2 . Il est clair qu'il existe au plus

un G - morphisme F de En, dans M tel que Fov=F , puisque l'on doit

alors avoir

9) Fb

18 m) = F(®) (g €6)

Définissons F par (9) . Le morphisme F est bien défini puisque si

(blzg', mé%) = (blzg, mg ) , pour g'eG , alors g

' = ug , avec

- - ) Ry .
b12u b12 et m 1 , c'est-a-dire ueKerq)Z . Par suite

F(g') = F(ug) = T(u).F(g) = F(g)

Il est clair, d'autre part, que F , défini par (9), est G - équivariant.
Montrons qu'il est Gox kK* - équivariant. Soient (h,s)€& Gox K et

(b,t) € BXK® . Or, il existe pe€P gE€G tels que ?(p) = (h,s) et

2 b

(b,t) = (b,,8, m-l) , et par conséquent
12 g

-1

- -— _1 _1 —
F((h,s)(b,t)) = F(hblzg, s mg ) = F(blng, mpg)

F(pg) = 9,(p).F(g) = (h,s).F(b,t)
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ce qui acheéve la démonstration.

C.Q.F.D.
COROLLAIRE. - On_a
M(W,x), T) = Ind (H, (T®Y)eq,) ,

Pt G

quels que soient y€Car(k®) et la représentation (H,T) de G,

Cela est une conséquence immédiate de la proposition 1 ci-dessus et

de 1'isomorphisme (17) (§ 1, n° 3)

2. L'entrelacement des représentations M(T,y)

Dans la suite de ce paragraphe, (H,X) et (H',W') désignent des
représentations irréductibles de Go et Y, ¥' des caractéres de k*
Pour étudier les espaces HomG(M(ﬂ,x),M(ﬂ',x')) , nous nous servons du lemme

1l ci-dessous dont la démonstration est immédiate.

DEFINITION 3. - On désigne par R(T',y';M,y) le T - espace vectoriel formé

des applications K de (BxKk®) % (Bxk®) dans Homc(H,H') (appelées noyaux

dans la suite) telles que

(10) K(b'g, t'mél; bg, tm;I) = K(b',t';b,t)
et que
-1

11) K(h'b', s' lt'; hb, s lt) = y'(s")g L(s)M' (h')oK(b',t';b,e)eft L (h)

quels que soient b,b'€eB, t,t',s,s'ek , g€G et h,h'éG0

LEMME 1. - En associant 3 chaque novau KE&W(',y';W,y) 1'opérateur H, de
M(T,y) dans M(TW',y') donné par
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(d 0l = 2 KM (E@) (EeBxK")

meB x k™

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de

noyaux en produit d'opérateurs et qui est un isomorphisme du & - espace

vectoriel HM',y';N,¥y) sur le & - espace vectoriel HomG(MCW,K), MO, y'))

I1 découle des relations (10) et (11) que la donnée de
KEHU(T', ' ;N,¥) équivaut a la donnée des opérateurs K(b',1; b,1) pour
i) un couple (b,b')€ BXB tel que P(b) =P(b') ,

ii) un couple (b,b')E BxXB tel que dim P(b)N P(') =1 ,

iii) un couple (b,b')€ BXB tel que P(b)N P(b') =0

Posons
= L . a‘ . .
bij (e, » ej) (1&i,j&4, i #3) ,
= ( . . 3 . o
Pij P(bij) (1€¢i,j€4, 1 # j) (cf. §2,n°1).
Nous pouvons alors choisir, dans i), (b',b) = (b12’b12) ; dans ii),
, _ . s ) -
(b',b) (bla’b34) ; dans iii), (b',b) (b12’b34)

Rappelons, d'autre part, avant d'énoncer la proposition 2 ci-dessous,
que, si (V, ?) est une représentation de G_ , on note ‘PV la composante
isotypique de type q'é.Car(k+) , de la restriction de p au sous-groupe uni-
potent supérieur U de G0 , et que l'on note vV& la composante isotypi-
que de type «e€&Car(kX) de la restriction de p au sous-groupe D, , agis-
sant dans l'espace q’V . On note D, (resp. D, ) le sous-groupe de G,
formé des matrices diagonales h telles que h,, =1 (resp. h,. =1) (cf.

22 11
ch. I, §6, n°l).

PROPOSITION 2. - La donnée de Kej{Cﬂ',g'fn,K) équivaut 2 la donnée des
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trois opérateurs

i) 9, = Kby ,,13b,,,1) € Hom[(H, T@Y), (', T'@ )] Sx,x' bt

ii) ¢, = K(bla,l;b:%,l)eﬂosz[lHa' a1 IH' _l]C._>¢ s

¥ 1§ 1

iii) ?2 = K(b

1913by,10€ Hon [0, K@ ), ', M @ y)] Sx.’“nx&,[.’,vrﬁ

ol «_ dénote la restriction de T au _centre Zo'x K* de G0 et ou 1'on

kL
a posé
ﬁ(h) _ (th-l) QléGo)
De maniére plus précise, on a
1) K(b',t'5b,e) = ¥(et! TR (b /b)eg (b,b'€B, P(b)=P(b'), t,t'€ k") ,

ou l'on note b'/b le seul hEGo tel que b' =hb

2) RGeS0 = Y EDTHO GBI, BT (B el (h)

pour b,b'€ B telles que dim(P(b) NP(b')) =1, t,t'ek™ et quels que

soient h,h'eGo tels que (h'b')2 = (hb)2 5
3 RGLE,0 =p () T HOT (b b))y,
pour b',b€ B telles que P(b) NP(b') =0 et t,t'ek™ , avec

¢b!, b1> <b1', b2>>

1
<b2,

(b',b) = ( (b,b'€B)
b1> (b?_, b2>

Démonstration: La relation 1) résulte aussitot de (10) et (l1). Pour éta-

blir la relation (2), il faut remarquer en plus que (c',1l;c,1) = (b'g,r;b,r) ,

pour b',b,c',c€B tels que P(b) N P(b') =0 =P(c)N P(c') , et rek* ,
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s> )

si et seulement si {b',b> =<c',c) , et que d'autre part
¢h'b',hb> = h'<b',b)h (b',b€B, h',heG )
La relation 3) s'ensuit aussitot de (10) et (11) et du fait que

dim(P(b) N P(b})) =1 (b,b'e B) entraine qu'il existe h,h'€ Go tels que

(hb)2 = (h'b')2 , et qu'alors

T (h') s K(h'b',1; hb,l)oTL(h)-l

K(b',1;b,1)

-1
' (k') "oK(b),,r; by, ,r)

avec r = ((h'b") (hb)1> , par (10).

1 )

L'assertion concernant l'opérateur ® découle aussitdt du fait

que, pour tout heGo s r € k* , on a

_ -1
(hb12’ t) = (blzg, mg )

pour g€ G convenable. L'assertion concernant <92 s'ensuit du fait que,
pour que

-1

)
8

-1
' . = .
(h blz,t, hb34,t) (blzg,mg, b34g,m
pour un ge€ G convenable, il faut et il suffit que

_ -1
<h hb34> t ¢ >

1
b2 D120 B3y

c'est-a-dire h'‘h = t-le Zo = Z(Go) . De maniére analogue, pour que

. . - ) . , .
(h bla’t’ hb34,t) (bla’l’ b34,l)g , i1 faut et il suffit que

(h'by ), =

|
=2
~~
o
w
~
N’

<h'b14, hb34) =t <b
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On trouve-alors que 1l'opérateur ?, doit satisfaire la condition
-1 a'b' -1 ab +
¥'x (a')‘lT'(o d,)o(gl =q>1°n" (a)’ljf(o d) (a,a',dek”, b,b'€k")

Notre assertion sur ?1 s'ensuit. Notons enfin que (cf. ch. I, §6, n°l, ta-

ble 3) les composantes isotypiques ,H et .H sont de dimension
1 -1 1 -1
¥'¥ 123
au plus 1
C.Q.F.D.
REMARQUE. - Si o = 1 , alors l'opérateur ’)T(_? (1)) est un isomorphisme

involutif de (H,T) sur (H,‘H’)

La proposition-2 montre que le nombre d'entrelacement de M(W,x)

est toujours & 3 . De manidre beaucoup plus précise:

COROLLAIRE 1. - Soient y,y'€Car(k™) et (H,%N) , (H, ;') des représen-

tations irréductibles de Go . On a

i) Si I appartient 2 la série discréte de Go , disons M = ’J'(A

(Aecar(k*) - car(k®)) , alors, pour tout y¥e€cCar(k®) , la représentation

M(,x) est irréductible si /\q # /\-1 , et elle est somme directe de deux

. . . . -1
composantes irréductibles non-isomorphes si /\q = A

ii) si =9, («,(seCar(k"), % # () alors, pour tout y&cCar(k®) , la

1

représentation M(T,y) est irréductible si £ #“-1 et si 1¢§«,(§} , et

elle est somme directe de deux composantes irréductibles si (5 = & ou si

le i«,@} .

iii) Si M =T(3 ou M =‘Ki (x&car(kX)) , alors pour tout y € Car(k*) 1la

représentation M(TW,§) est irréductible si «2 # 1 ; elle est somme directe

. . . . 2
de deux (resp. trois) composantes irréductibles non-isomorphes si &~ =1

mais o # 1 (resp. si « =1)
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v
.En effet, pour que W &N | il suffit que la restriction de W 2

Zo soit triviale (cf. rem. 2 la prop. 2). Mais si A €car(k*) - car(k*)

alors, pour que la restriction de I, 2a Zo soit triviale, il faut et il

A

suffit que /\q =/\-1 . L'assertion i) s'ensuit puisque 1H = 0 pour tout
(H,Tr) appartenant a la série discrate de Go . Pour démontrer ii), notons
que, si d,(seCar(kx) , ®« # @ , alors pour que 'JT“’@ soit triviale sur
Zo il faut et il suffit que p = 0‘-1 , et que, d'autre part, 1H1 =0 a
moins que o« =1 ou @ = 1 , cas ou dim 1H1 =1 . L'assertion iii) s'en-
suit aussitdt du fait que 'JT: (resp. ’I[i) est isomorphe 2a ‘}’[1 (resp. %Il'.i )
et triviale sur Zo , si et seulement si « = 0(-1 , et que l'on a
dim |H = 81’« (x€ Car (k™))

Convenons d'appeler triviaux les morphismes de M(W,y) dans
MU', x') induits par un morphisme de W dans T' . Nous avons alors comme

conséquence immédiate de la proposition 2 (et du corollaire 1) le

COROLLAIRE 2. - Les seul cas d'entrelacement non-triviaux entre les représen-

tations M(T,y) sont les suivants (pour tout ye€Car(k*)):

i) MO, 5 ¥) = M('n‘/\_1 , Ay) (A€car(K*) - car(k*), A =A|x) ,

ii) M('f(«(’(5 , ¥ )X M(‘)‘(u_l’@_l » 4pY) («,B€ Car(k¥), x # @) ,

i) MOT, L) MO, ) (g ecCar(k®), @ # B # «h),
b «la

i) M Lo RNEY, wg) s HE ) (xecar (i), o2 # 1),
G’U. o oA

O T S RS0 T S (i=1,q ; xecar®), &’ # 1),

[~ 8
vi) [M(irio » ¥) M(?tio , “of)] =1 (i=1,q; si cark#2) ,
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vii) [M(‘It: s ¥) M(T(:k ) «x)] =1 (x €& car(K*), «? = 1)

et ceux qui se déduisent des précédents par composition avec des isomorphis-

mes triviaux.

Dans les numéros suivants de ce paragraphe, nous obtiendrons la dé-
composition explicite des représentations M(®,¥) réductibles pour T appar-
tenant 2 la série discreéte de Go . Le cas ot M appartient 2 la série prin-

cipale de Go sera traité au prochain paragraphe.

3. Décomposition des représentations M('KA, y) réductibles.

Nous étudions maintenant de plus preés le cas ol la représentation

-1

M(TL'A, ¥) est réductible, c'est-a-dire le cas ou /\q =A (A ecCar(k*),

A#tAY)

Remarquons tout d'abord que la condition A9 = /\.1 entraine que
A est trivial sur k® et donc constant sur chaque droite itzl t&k“}
(zeK®) de K* , en particulier sur la droite Do de K* formée des é1é-
ments de trace nulle. Comme d'autre part, l'ensemble des éléments de K*
dont le carré appartient 2 k* est égal 2 DOU k* (les droites D, et K™
coincident seulement si car k = 2 ) , on voit que la valeur de A sur D0

que nous noterons & (A) dans la suite, est égale 2 +l

PROPOSITION 3. - L'algébre commutante A(A,y) = EndG(M(‘Y(A,x )) , pour

AecCar (K*) - car(k®) , AT = /\-1 , admet comme & - base 1l'opérateur iden-

tité I et l'opérateur \Y défini par

-1
(12) (P®)mb,t) = EA)y _(t) Z T ((b,b"Hw)E(b',1)
(q-l)‘GO‘ b'€ B A

P(b")AP(b) = 0
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pour feM(iTA,x) , beB , tek™ , avec w= (

(13) \yz = q3I - q(q-l)'@ .

Démonstration: Il est immédiat, d'aprés la proposition 2, que I et ﬁ)‘

forment une T - base de A(A,y) . Soit KeMX(A,y) le noyau définissant Y .

On a, pour k,rLeﬁ: convenables,

‘y2=>\1+,u‘¥;

les nombres complexes A et ) sont déterminés par les relations

-1, -1
(14) (K% K) (by,,15b,,1) = A(g-1) Icol Id,
et

-1, -1
(15) (R %K) (by 5, 15b5,,1) = phq-1) 77 {6 | (WK, (w)

Comme K(b,t;b',t') = 0 2 moins que P(b)N P(b') =0 , et
K(b,e5b',¢t') = (q-l)'llcol-le(l\)g(t't-l)it/\((b,b')w) (b,b'€B, t,t'€ KX)

si P()NP(D') =0 , on trouve aussitdt, en posant A = Mz(k) , et en no-

tant A° le sous-espace de A formé des matrices symétriques,

1)

-1 -2|,s t
(K K) (b, ,1;b (@-D e 1 T21a%l ) W (-bwbw)

12°
béGo

12°

3 -1 -1
¢ (q-1) 76| ;W (1),
puisque la condition
b'e B et P(b')N P(b;,) =0 (b'€e EXE)

signifie que b' , considéré comme élément de AXA ( = M, 4(k) ) , 2
)
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1'aide de la base (e.) , s'écrit sous la forme b' = (hs,h) avec

i'141ig4

he At (= Go ) et seAs . De maniére analogue, en se servant du fait que

pour que b'€ B vérifie les conditions
] = = '
Pb')N P(by,) =0="Pbh")IN P(b%) ,

il faut et il suffit que b' = (hs,h) avec heA' et seASn A" , on

trouve aisément

_ -1 -1
(K% K) (b;,,15b,,,1) = (g-1) IGOI Z ﬂ,\(s) ,
seci

ol l'on a posé Gz =a'N AS . Or, d'apres le lemme 3 du numéro 2 du paragra-

phe 6 du chapitre I, on a

N,(s) = -q(g-DIENIN, (W) ,
seGo A A

ce qui achéve la démonstration.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - On a, pour tout xé€ Car(k*) et tout AecCar (K*) - car(x™)

tel que l\,q = /\.1 s

A(AY) = ¢Pq@¢P1 (composé direct) ,
avec
Fq Tt ? q(q+1)\y ’

! 1
P1 B q+1I - q(q+1)\Y
COROLLAIRE 2. - Pour tout ye€ Car(k*) et tout Ae€cCar(K') - car(k®) tel que

INET

, on a la décomposition en composantes irréductibles non-isomorphes
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- M(T q 1
M(ﬁ/\")-M(J\A,x) @M(T[A_’K)

2

— i_ .
M(MA_’K) =ImP, i=1,q)

La sous-représentation M(XA ,x)q (resp. M(ﬁA.,g)l ) est de dimension

q(q-l)(q2+1) (xesp. (q-l)(q2+1) ) et elle est formée des fé€ M(TB\, ¥)

telles que Vf = qf (resp. Vf = -qu )

Le calcul de dimension résulte de Tr({) = 0

4. - Description de la série de représentations de G associée 3 P

2

Nous décrivons ci-dessous 1'ensemble des types d'isomorphie des
composantes irréductibles des représentations DdOR\, ¥) que nous appelons,
en suivant la classification de HARISH-CHANDRA (cf. [13]), la série de repré-

sentations (irréductibles) de G associée au sous-groupe parabolique P,

THEOREME 1. - Supposons .car k # 2 (resp. car k = 2 )

La série de représentations de G associée au sous-groupe P2 est
formée

i 1 3 1 (0-2)(a- ' - .
i) des 4(q 1) (resp. 4q(q 2)(q-1) ) types d'isomorphie des représenta

tions M(, , y) , de dimension q4-1 , pour g€ Car (k™) et

Aecar (K9 - [car(k*) U car(U)] (c'est-a-dire |{/\,/\.q,/\.1,/\-q}| =4 )

- 1 2 1 . . .
ii) des E(q-l) (resp. E(q-l)q ) types d'isomorphie des représentations

M(ﬁ/L , g)q de dimension q(q-l)(q2+1) , pour Yé&cCar(k™) et

A€ [car (kK*) - car(k*)] N car(U)

L. 1 2 1 y . .
iii) et des 2(q-l) (resp. 2(q 1)q ) types d'isomorphie des représentations

M(T, ,g)" , de dimension (q-1)(a™1) , pour y€Car(k ) et

A€ (car(K*) - car(k*)} N car(u)
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.De manidre plus précise, on a, pour les représentations de la famille

MR, L) XM, L) = AT AT - T A

et pour les représentations des familles ii) et iii),

M, o MOT,, O &= a9 = (LA (i=1,q)

Cela est clair (cf. §2, n°2, cor.l,i) et cor.2,i) a la prop. 2, n°3,

cor. 2 a la prop. 3).

§ 3. La série principale de G

Dans ce paragraphe, nous obtenons la série principale de G en con-
sidérant les représentations M(W,y) ol "N appartient 2 la série principa-
le de Go et en achevant la décomposition des cas réductibles (cf. § 2, n° 2,

prop. 2 et ses deux corollaires).

1. Décomposition de M(7_ 1 Y)
b}

Dans la suite, on pose *E = E -{0} et 1'on note @(v) 1la droite

engendrée par 've*E

PROPOSITION 1. - L'algdbre commutante A(x,l;y) = EndG(M(‘W« 10 %))
I

(«,xé&Car(kx), ® # 1) admet une & - base formée de 1l'opérateur identité I

et de 1'opérateur @ dont le noyau associé K, est défini par les conditions

1
(q-l)-llcol-lP (cf. § 2, n° 2, prop. 2) ot P, est

00 —

?°=?2=0 .e_tcPl

le projecteur de H

H«,l sur Gf°° = 1H1 donné par
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(B, ()] (x;t) = u(0,15t)f (ueH, xekxk, tek) |,

avec fw(r,s;t) = Sru(s) (r, sek , t€K®) (cf. ch. I, § 1, n° 2).

(1) 2= qr + (-1®

Démonstration: On a §°Q= Ao+ }&@ , ol R,,«eﬁ: sont déterminés par les

relations

Aq-D7He | T,

i) (x *K)(b 1)

12’ 12’

. -1 -1
ll) (Kl* K )(b143 3431) = f‘(q'l) |G°| P

Or, d'apreés la définition de Kl et la prop. 2 du § 2, n° 2, on trouve aisé-

ment
_ -1 -1 -1
(K, %K) by, 15by5,1) = ¢ Hg-D)7> 2 al WY T(h) "' (k)
lJéP tléG
u # 0 (hb12)2 =u
ot 1'on a posé T =7T1 « et ou

’ o

n(p),,u) = |{Per| PN Py, = L]

comme n(P et Trace P = dim ,H, =1 , donc

12°9) = 4 1M

7)) e ) = |6 | @imT) e = q(q-1)%p
o0 o o0 ©0
hee,

la valeur annoncée de A s'ensuit. De manidre analogue, on trouve

1 1 1 .
(K % K)) (b 1) = (¢-1)7 Z Ky (b, 1B, DK, (0,155, ,1)
b'eB
(b')2 =e,

14’ 34’

La contribution de l'ensemble J des b'e B telles que P(b')N P14 et

P(b')N P34 soient deux droites distinctes, 3 la somme du membre de droite
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étant nulle, puisque

g;_ K{by,,15b", DK, (b',15b,,,1) =
b s {by,, 34
=lel Y R (b, ,15b, DK (b,15b,,,1)
obé]B 1714 34
D€ WP %Wy
que
Ky (b, , 150, DK (b,15b,,,1) =T e p mcnt)
14’ 34’ 0w 1 Q0 o0
N 1 = ' =
(ot h,h'e€ Go sont tels que (hb14)2 b2 et (h b34)2 b1 ) , et que
— 01, _
Pll(l o)gn =0

+ On a, par conséquent,

(K * K, )(b

1) = (@-D 7o | |{rer pnE, , = B0Ry, = Ll B2

14’ 34’

-1y -1
le | "B,

(q-1).(q-1)

d'ot M= gq-1 , comme annoncé.

C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1. - Quels que soient «,Ke.Car(kx) , ®&#1 , on a
Al,l;y) = GPq®¢P1 (composé direct)

avec les idempotents primitifs

9.9, _ L
(2) P q+11 1 )
3) pl=21+219

Cela découle du corollaire 1, ii) a la proposition 2 du § 2, n° 2
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et de la proposition 1 ci-dessus par un calcul facile, qui est laissé au lec-

teur.

COROLLAIRE 2. - La représentation M(N_ , ,y) («,y€cCar(), « # 1) se dé-
’

compose en deux composantes irréductibles non-isomorphes,

- q 1
M(ﬂd,l 3 ‘) = M(ﬁ“’l) K) + M(‘)T«,l ) ‘) ’

avec

MCK« 1° 8)1 = Im P* (i =1,q; cf£. cor. 1).

La sous-représentation M(ﬂ; 1 ,K)q (zesp. MCWd,l ,5)1 ) est de dimen-
$]

sion q(q+1)(q2+1) (resp. (Q+1)(q2+1) )

Cela est clair d'aprés le corollaire 1 (compte tenu du fait que

Trace § = 0, , pour le calcul des dimensions).

2. Décomposition de ’MOT: »Y) ({=1,q)
o

D'aprés la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2, l'algebre

commutante End(M(ﬂ; » ¥)) admet une T - base formée de 1'opérateur iden-
o

tité et de 1l'opérateur @2 dont le noyau K, est défini par les conditions

2

9, =9, =0 et @, = (q_l)‘1|G0|qo(-1)ﬂib(_? é) . Posons dans la suite
i _ 01, _
LEMME 1. - On_a
3
(4) 8,9, = ¢71 + q(q-l)@2

Démonstration: Par le méme calcul que dans la démonstration de la proposi-

tion 3 (§ 2, n° 3), 2 ceci pres que 1'on a T 2a la place de TTA.et uo(-l)

a la place de E&(A) , on trouve, dans ce cas,
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808, = 1+ (D Mw.« DT B,
heG,

mais d'aprés le lemme 3 du chapitre I, § 6, n° 2, on a, en notant Gz le

sous-ensemble des matrices symétriques de Go s

0 Wh) = q(g-Dx_(-1)T(w)

hec®
(o]
— _i .
pour U =1 (i=1,q
o

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. - Soient i =1,q, y€Car(k®) et car k # 2 . Alors la re-

. i .
présentation M(ﬂ'“ » ¥) se décompose comme suit
o

PR AT GRS O R

(o} o o

M(‘Ki > §) = M !

/

en somme de deux représentations irréductibles non-isomorphes, ol

uam, = m e (5= 1,0
(o]
avec
qQ__q, __1
(5) Pe= q+1I q(q+l) @2 ’
1 1 1
(6) Po= q+11 + q(q+l) ®2
On a
i j_ . 2 _
dim M(T(q »¥ )7 = ij(q7+1) (j = 1,q)
)

Cela résulte du lemme 2 par un calcul facile.

I1 est important de remarquer que les familles iM(‘lI: > ¥ )1})’
o
et iM(’J'[:'( s g)q% (o y parcourt car(K®)) coincident, bien que
o
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1
MCR: » ¥ et MCW“ » ¥) ne s'entrelacent pour aucun ¥ €& Car(kX) (cf. § 2,
o o
2, cor. 2 a la prop. 2). On a, en effet, la

o

n

PROPOSITION 3. - Pour tout Y& Car(k®) , on a

q 1, M q
“‘“«o") ~ MO, e y)

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate du corollaire 2, vi) 2 la

proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2. En fait, un isomorphisme explicite

1
de M(ﬂg s dox)q sur M(ﬂz ) K)l est donné par le morphisme de
o o

1 q L = =
MCK«o s «ox) dans MCde ,» ¥) , dont le noyau est défini par ?o = QZ =0
et par
le, M) (L, 550) = x ()X Aet=H ,rek’, te) ,
o
(®, W1 (0,15¢) = -« (£)gA Aet, teks)

(cf. § 2, n° 2, prop. 2 et ch. I, § 1, n° 2).

C.Q.F.D.

3. Variantes de la construction de la série principale.

Si (H,T) appartient a la série principale de G, , alors (H, M)
est réalisable dans la représentation naturelle de Go , c'est-a-dire

(H,7T) = (' ) (x,@€car(k )) (cf. ch. I, § 1, n° 2). En explici-

@ "«’@
tant cette réalisation, on obtient aisément un isomorphisme entre M(W,y) et
une représentation naturelle de G associée a une fibration principale cano-
nique, ou la base n'est plus P , sinon l'ensemble D de tous les dra-
peaux totalement isotropes maximaux de E . Pour T =‘t1,1 , on trouvera

simplement la représentation naturelle de G associée au G - ensemble D

C'est dans la décomposition de ce cas, le plus délicat, traitée au numéro sui-
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vant, que l'on se servira, avec fruit, de la construction exposée ici.

Dans la suite, nous garderons les notations du paragraphe 1 du cha-
pitre I concernant les représentations (M, B To (,)) (d,(&éCar(k")) ; nous
b )

posons en plus *kz = k2 -0

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 4. - Soient «,@,XGCar(kx) » le cas o =@ n'étant pas exclu.

Notons M'(x,B;¥) le U - espace vectoriel des fonctions complexes f sur

(kzx k) x (Bxk®) telles que

(1) £(ryxh,r(ryr) dee BT R, 8T = (e D@Cr () EGxy x5, )

,t,s€ K", heG, , x€k® et beB . On pose

quels que soient L,ry,T
4

2

(8) [t (8)£) (x,r;3b,t) = f(x,r;bg,tm:)

pour g€G, £EM (x,p;8), xEKD, r,t €KX et bEB

On _définit un_isomorphisme de (M(T »¥),T) sur (M'(a,p3y), T,

o,p
ap *¥)
P

en faisant correspondre 3 chaque f € M(T la fonction complexe

?E.M'(«,(s;x) définie par
9) g(x,r;b,t) = [f(b,t)] (x,r)

quels que soient xekz, r,tekx, b&é B

REMARQUE. - Tout x = (xl,x2)€ k2 et tout b = (bl,bz)éB définissent, de
manidre naturelle, un vecteur de P(b) , 2 savoir xb = xlb1 + x2b2 . L'ap-

plication xr— xb , pour b fixé, est un isomorphisme du plan k2 sur le
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plan P(b) . On a en plus, (xh)b = x(hb) , pour tout hegG

DEFINITION 1. - On pose
D= {(v,0)| LEXB vePr(®)}

On notera B(«,@;U) l'espace de toutes les fonctions complexes f sur

DxKxK® telles que
(10) f(rlv,hb;r(rlrz)-l;ts-l) = d(rl)g(rzdet h)y(s)f(v,b;r,t) ,

quels que soient rl,rz,r,s,tekx et (v,b)e D et on désignera par T

l'action naturelle de G dans ﬁ(u,@;x) , définie par

A -1
(11) Qf(g)f](v,b;r,t) = f(vg,bg;r,tmg )
pour geG,lfeﬁ(«,(s;K), (v,b)ei, r,t ek™
REMARQUE. - Notons D 1l'ensemble de tous les drapeaux totalement isotropes
maximaux de E . Considérons la G - fibration principale
&) = (DxK x K ,pr,D ,N)
de groupe structural N = kxx G x K'x kx , ou
o

priv,b;r,t) = (L(v),P(b)) " ((v,b)ED, r,tek’)

(en notant @ (v) 1la droite engendrée par ve E ) , ol le groupe structu-
ral agit par

-1 -1
(rl,h,rz,s)(v,b;r,t) = (rlv,hb;r(rlrz) ,ts ),

pour rl,rz,s,tekx, heGo , (v,b) ED, et od G agit par

(v,b;r,t).g = (vg,bg;r,tmél)
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pour (v,b)eB, r,tek™, geG

Alors, en considérant la représentation (T, °<®(5®(fwdet)®x) de
N comme un N - fibré vectoriel gauche sur un point, et en identifiant, comme
il est d'usage, un morphisme de fibrations principales avec sa restriction 2

l'espace total de la fibration principale source, on a
(D,8;¥), T) = Hom B, (T, x®pB@edet)®Y))

en tant que G - modules,

PROPOSITION 5. - En associant 3 chaque fei5(«,@;x) la fonction f'e M'(x,p;¥)

définie par

f'(x,r;b,t) = £(xb,b;r,t) uekz,bem, r,te k) ,

on définit un isomorphisme de (B(«,@;g), T) sur (M'(u,@;x), T') (cf. rem.

3 la prop. 4).

Cela est clair.

4. Description géométrique de M(ﬂ?@ﬁi s ¥)

Nous savons déja (§ 2, n®° 2, cor. 1 et 2 2 la prop. 2) que
M(Wi , ¥) est somme directe de trois composantes irréductibles, non-isomor-
phes deux-a-deux, pour tout y€Car(k®) et i =1,q , et que l'une des
trois composantes de M(ﬁ§ , ¥) est isomorphe 2 l'une des trois composantes
de M(ﬂi ,¥) , quel que soit Yy€cCar(k®) . Pour obtenir explicitement ces

composantes, le plus simple et le plus transparent géométriquement, c'est

d'adopter le point de vue des drapeaux (n° 3, prop. 5).
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Nous introduisons et rappelons tout d'abord quelques notations.

DEFINITION 2. - Nous désignons par I 1l'ensemble des droites de E , par

P 1l'ensemble des plans totalement isotropes de E , et par D 1'ensemble

des drapeaux totalement isotropes maximaux de E , c'est-a-dire

D= {(@,P)eLxP | ¢cP}

Pour ve E =E -{0} , on note Q@(v) 1la droite engendrée par v ;

pour beB , on note P(b) 1le plan engendré par b

On note enfin Qg (resp. Pg ) 1'image par g€G de (Qel

(resp. PE€P ) par l'action 2 droite donnée de G dans E

Nous avons l“l(‘i'((ll ,x)@M(T\'i » ¥) = MOTI 1o ¥) , pour tout
]

!

yecCar(k®) . Or, a 1'aide de la proposition 5 du numéro 3, appliquée au cas

a= 0 =1 , on obtient aussitdot la

PROPOSITION 6. - La représentation (M(‘It1 10 ¥), T) est isomorphe 3 la re-
b}

présentation (D, ¥T) , o D = CD , et ot ytr désigne le produit tensoriel

de la représentation de dimension un Y = ¥Yom de G avec la représentation

naturelle T de G dans D , c'est-a-dire

() (@) £] (2,p) = ;(mg)f(Eg,Pg) (geG, feD, (L,P)ED)

On obtient un isomorphisme de (M(‘Wl’l »¥),T) sur (D, ¥T) en

faisant correspondre 3 chaque feM(ﬂ'l 1 x) la fonction complexe féD
b

définie par

£(¢,P) = [£(b,1)] (x,1) ((@e,p)eD) |,
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ou b est une base quelconque de P , et :<e*k2 est tel que Q(xb) = Q

Nous sommes donc amenés a étudier de plus prés la représentation

(D, yT)

5. Structure de D

DEFINITION 3. - Posons
L=t
P=1 )

et notons encore YT (y&€Car(k )) 1l'action de G dans L (resp. P ) dé-

finie par
(st(g)£'](R) = x(mg)f'(?.g) (g€G, f'el, fel)
(resp. (¥t(g)£"l(P) = x(mg)f"(Pg) (geG, f"eP, PeP))

On définit alors (pour tout ¥é& Car(k™)) un épimorphisme F' (resp. F" )

de (D, yr) sur (L, xt) (resp. (P, YT)) par

(12) (F'£)(Q) = Z £(e,P) (feD, felL)
P>

(resp.

(13) (F"£)(P) = Z £(,P) (feD, PEP))
Rcp

Enfin nous notons S (resp. S' ; resp. S" ) 1'opérateur

( G - invariant) qui, 3 chaque feD (resp. L ; resp. P ) associe sa

somme sur D (resp. L ; resp. P ) et nous posons

D° =Ker S , L° =KerS' , P°=Ker S"

b
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.Notons (LxP, yt) le produit fibré de (L, ¥T) et (P, ¥T) au-

t
dessus des constantes (c'est-a-dire suivant les morphismes S' et S" , dont
le but est la représentation triviale 11G de G ) . Nous le considérons

comme un C([G] - module, via ¥T<T

LEMME 2. - Le U&(G) - module LxP est monogene. On peut en prendre comme
t A A
générateur n'importe quel élément de la forme (,P) ot (¢,P)ED et

0! = 14 S(p') = [
ee") 89’2, (e'eL) , P(P") SP’P, (P'eP)
Démonstration: Remarquons tout d'abord que tout élément (f',f") de LXP
t
se décompose dans LXP sous la forme
(14) (f',£f") = A(llL ’llP) + (fc'>’0) + (O,fg) R
avec
= -1 e = “lonen
(15) A= Ll "s'e (= |P| Ts"E" ),
-1
' = LI 1e o
(16) fo f Ll “(s'f )1]Lé-li s
(17) £ = £ - B "H(s"EM1_ € pe
o r -
ol l'on note 1]L (resp. 1]P) la fonction constante égale 2 1 sur L
(resp. P)
Soit (€,P)eD . Il est clair que U(G] (’Q\,ﬁ) D (1(1]L ,I]P) . Mon-

trons que CI(G) (/"t,f’) D L°x0 . Pour cela il suffit de montrer que

t(G] (Q,ﬁ) o) (’9\1-,?\2,0) , quels que soient Ql,QzelL . Or s'il existe P €P

tel que 91,?2CP1 , alors (Elg,Plg) = (,P) pour un gEG convenable,

" A A A .
tel que mg =1 , d'ou gl= Ql et gP =P, . Mais il existe aussi un

g'€G , m,=1 , tel que Pg' =P, et ng'=91 . Alors

gl



I1.34

A A AN A A
g'g(l,P) - g(@,P) = (@2-@1,0) . S'il n'existe pas de P1€1P tel que
?1,92 c Pi , c'est-a-dire si les droites 91 et 22 ne sont pas orthogona-
les, il existe néanmoins Q3€. L telle que Ql.L 93 et 92,1_ 93 (puisque

4 1
dim €. = 3 = dim @2 , et que dimE =4 ) , et l'on a alors, d'apres ce

1
A A

A A A
que l'on vient de voir, (91-92,0), (Qz-e3,0)6 G:[G](Q,?) , d'ou

(61-33,0)€ C[G](E,P) comme voulu.

A A
On montre que T(GJ(R,P)D O0xP° de manidre tout 2 fait analogue,
en tenant compte du fait que si PN P' =0 , pour P,P'€ P , alors il exis-
te toujours P"€P tel que PNP"#0 et P'"NP' # 0 (puisque néces-
AN

4
sairement & N P' # 0 , pour toute € €L ). Nous voyons ainsi que (,P)

est bien un générateur de LxP
t

C.Q.F.D.
PROPOSITION 7. - Posons
D°® = Ker F'N Ker F"
C'est un G - sous-espace de D . On a la suite exacte G - équivariante
i (F',F")
0 » D°° — D >LXP ——> 0
t

ot i désigne l'injection canonique de D°° dans D et ou (F',F") désig-

ne le G - morphisme de D dans LxP défini par les G - morphismes
(¥

F' :D—»L et F":D ——P

Démonstration: Notons tout d'abord que, comme S'eF' = S"oF" (=85 ) , les

morphismes G - équivariants F' et F'" définissent bien un morphisme G -

équivariant, noté (F',F") , de D dans LXP , donné évidemment par

t

(F',F")(£) = (F'f,F"f) (feD)
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I1 est clair que D°° = Ker(F',F") et il ne reste en fait qu'a
démontrer que le G - morphisme (F',F") est surjectif. Or le €(G] - modu-
le D est monogéne et admet comme générateur, par exemple, la fonction 30

A A
< - - c 'e
ou d_ (Qo s Po)é D et do(d) Sdo’d (deD) . Comme 1'image de d,
par (F',F") est (QO,PO) , qui d'apreés le lemme 2 est un générateur de

P, nous voyons que (F',F") est bien surjectif.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - On_a

En effet, nous avons, d'aprés la proposition 10,

\
dim D°°

dim D - dim LXP ,
t
c'est-a-dire

dim D°° = (q+1)%2(q%+1) - [2(g+1)(g%+1) - 1] = ¢*

COROLLAIRE 2. - On a un isomorphisme de G - modules

bxD"OL R B ,

ou GK désigne la représentation (&, yem) de G

Cela découle aussitdot du fait que

Pl Ot ©P° (en tant que G - modules)
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6. Décomppsition de (L°, yt) et (P°, ¥T)

Nous étudions maintenant les représentations (L°, yT) et
(p°, ¥t) , dont la dimension commune est, rappelons-le, q3+q2+q . Nous
savons deja (cf. cor. 1 2 la prop. 2 du n® 2 du § 2 et cor. 2 ci-dessus)

que la longueur de L° plus celle de P° est au plus 4

DEFINITION 4. - On note F, 1le G - morphisme de P° dans L° défini par

1
(18) FLED@) = ) () (f'e P°, CLelL)
PoQ
et 1'on note F2 le G - morphisme de L° dans P° défini par
(19) (F £ @) = )£ (f'el°, PEP)
- QcP
PROPOSITION'8. - On a
D EFED®) = (@DE@ + ) £ Y (f'ele, Q€L)
L e
¢ e
1) EFENE = @DEE + ) @) (f'ep°, PEP) ;
P'NP #0
P'#P
et en outre
iii) F,F F, = 2qF, ,
iv) FiF,F, = 2qF

Démonstration: Les égalités i) et ii) sont immédiates, compte tenu du fait

qu'il existe dans E q+l1 plans totalement isotropes contenant une droite
donnée (ainsi que q+l1 droites dans chaque plan) et que, pour que eLe

(P,0'e L) il faut et il suffit qu'il existe PE P contenant [ et A
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On a alors, pour f'el® , PeP ,

(q+1) Zf'(ﬂ) + Z Z £1(e")

(F,F.F £')(P) =
212 ece tcp QL
e £ Q
S (D) Q£ () +q 2 £1(p) + 2 @y
Pcp Qcp O¢p

1
puisque si @' ¢ P alors (R') NP est une droite, quel que soit Q'€L ;

comme la somme de f' sur 1L est nulle, il s'ensuit que

(F2F1F2f')(P) = 2q(F2f')(P)

comme annoncé. La démonstration de iv) est tout 2 fait analogue et s'appuie
aussi sur le fait que C'NP' est une droite si U¢p' (CeL, P'er)

reformulé comme suit:
0¢P' = (3 PEP, PO et PNP' # 0) (e, P'e€P)

C.Q.F.D.

THEOREME 1. -

i) L'opérateur -zl—q F,F, est un G - projecteur de L° et l'on a la décom-

position

Lo = +L° @ -_I:O

de la représentation L° en deux composantes irréductibles non-isomorphes, ol

*ro = =

L Im Fle Im F1 s

L° = Ker F1F2 = Ker F2 s
et

dim +L° = %q(q+1)2 ’

dim L° = %q(q2+1).
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ii) L'opérateur é%FzFl est un G - projecteur de P° et l'on a la décom-

position
go = +_I_’_° @ -go

de la représentation P° en deux composantes irréductibles non-isomorphes, ou

P* = Im F)Fy = Im F2 s
P° = Ker F2F1 = Ker F1
et
dim +g° = %_'q(q+l)2 ,
‘dim P° = %q(q2+1)
C P + + 5 . . +. 0
iii) La restriction F2 de F2 a4 'L° est un G - isomorphisme de 'L° sur

+

. . + + . .
P° , la restriction F1 de F, a P° est un G - isomorphisme de fg°

1

+
sur L° et l'on a

ot _ ot _
F1F2 2qu+L° s F2F1 2qu+P°

iv) Les représentations irréductibles iL° et P° ne sont pas isomorphes.

1 1
: . ' - : : _ —_—
Démonstration: L'opérateur G - équivariant 2qF1F2 (resp. 2qF2F1 ) est
un projecteur d'apres le numéro iii) (resp. iv)) de la proposition 8 . Le nu-

méro iii) (resp. iv)) de cette proposition entraine aussitdt que

- - L oy -

Ker F, = Ker F,F, (resp. Ker F, = Ker F,F; ) et que 2qF2F1 est 1l'identi
L s ; (PN
té sur ImF, (resp. ZqFlFZ est 1'identité sur Im F, ) d'ou

Im F,F. = Im F, (resp. ImF.F, = Im F, )

2'1 2 12 1

Pour calculer les dimensions des composantes en jeu, il suffit de

calculer dim fL° et dim +g° , puisque dim L° = dim P° = q(q2+q+1) . Or
L+ 1 _ 1 — 4: too .
on a dim L° = 5=Tr F.F, = 5=Tr F,F, = dim P° ; en considérant la base de

2q 12 2q 21
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A

A
L° formée des fonctions @ - Qo ( Qen.-{QJ s Qo fixé) , ou
A
91(9) = SEI,Q (Ql,Q €L ) , on trouve aussitdt, d'aprés le numéro i) de 1la

proposition 8, que

Tr F,F, = (q+l)dim L° - |{tew eLe y L # QOH
= (q+1)(q3+q2+q) - (q2+q) = <12(q+1)2 ’
. R U S | 2
d'od dim 'L° = dim P° = 5q(q+1)" comme annoncé.

L'assertion iii) découle aussitot de la proposition 8, iii) et iv),
et de ce qui précede. Enfin, pour voir que iL° et ig° sont irréductibles,
que +L° *L° Tpe % "P° et L°% P° , il suffit de remarquer que 1'on

a, d'aprés la proposition 6 du numéro 4,

0 1
P @c‘,zgzn(ﬂ’l > ¥)

d'ou, d'aprés le corollaire 2 2 la proposition 7,
QOOQLO:{MOI?’K) R

et d'autre part, que l'on sait déja (§ 2, n° 2, cor. 2 A la prop. 2) que le
nombre d'entrelacement des représentations MCKI ,¥) (r=1,q) est 3 ,
et que le nombre d'entrelacement [MCK{ s %) M(ng , Vﬂ est égal 3 1

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La décomposition de la représentation (D, yT) en composantes

irréductibles est la suivante

p-rrorerereorer ,

ol le seul cas d'isomorphie entre des composantes irréductibles distinctes

+ +
est L =« P°
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_En plus, on a alors

M@, ¥), 0 = @, 3 @ (L, W e (L, yo

(M(ﬁi, ), 0= (p°, @ Cr°, ¥ @ (@, yodet)

7. Description de la série principale de G

Résumons les résultats de ce paragraphe.

THEOREME 2. - La série principale des représentations de G est formée de

13 séries de types d'isomorphie, disjointes deux 2 deux, a savoir :
i) les '81'(q-1)(q-3)2 (resp. %(q-l)(q-Z)(q-4)) types d'isomorphie des

représentations M(T , de dimension (q+1)2(q2+1) » pour (&Car(kx)

\

et u,péCar(k") tels gque nl,d,(‘:,ﬂ@}l =4 , si car k # 2 (resp.

o,p > ¥)
car k = 2) ;

ii) les %(q-l)(q-Z) types d'isomorphie des représentations M(‘Ku 1 ,3)1
b}

2
de dimension q(q+1)(q +1) , pour «,y€cCar(k*) , «#1 ;

iii) les %(q-l)(q-Z) types d'isomorphie des représentations M(ﬂd,1 ,K)l R

de dimension (q+1)(q2+1) , pour «,y€cCar(k®) , « #£1 ;

iv) les %(q-l)(q-3) (xesp. %(q-l)(q-Z)) types d'isomorphie des représen-

tations M(‘!\'& » ¥) , de dimension q(q+1)(q2+1) , pour u,g&Car(kx) s

qz #1 , si car k # 2 (resp. car k = 2) ;

v) les

(q-1)(q-3) (resp. %(q-l)(q-Z)) types d'isomorphie des représen-

N

Wi » §¥) , de dimension (q+1)(q2+1) , pour «&,¥ ecar (k) s

~

tations M

o #1 , si car k # 2 (resp. car k = 2)

—

vi) es

N

(q-1) types d'isomorphie des représentations MCﬁz s U)q , de
o
dimension qz(q2+1) » pour (€ car(k®) , si car k # 2

vii) les %(q-l) types d'isomorphie des représentations MCKi s ‘)q , de
o
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dimension q(q2+1) , pour y€Car(k ) , si car k # 2 ;

viii) les %(q-l) types d'isomorphie des représentations MCWi s g)l , de
o
dimension q2+l , pour KeCar(kx) , Si car k # 2

ix) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations de Steinberg

(D°°, ¥t) , de dimension qa , pour YE€cCar(k®) ;

x) (+2°, ¥T) , de

—

es q-1 (types d'isomorphie des) représentations

n

dimension %q(q—kl)2 » pour x&Car(kx) R

es q-1 (types d'isomorphie des) représentations ( P°, ¥T) , de

—

xi)

dimension %q(q2+l) , pour ye€cCar(k®) ;

xii) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations (-L°, ¥t) , de

dimension %q(q2+l) , pour ¥€cCar(k®) ;

xiii) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations G! = (t, yom) , de

dimension 1 , pour ye€Car(k®)

Démonstration: Cela découle aussitot des corollaires 1 et 2 2 la proposition

2 du numéro 2 du paragraphe 2, du corollaire 2 A la proposition 1 (n° 1), des
propositions 2 et 3 (n° 2), du corollaire 2a la proposition 7 (n° 5) et du
corollaire au théor2me 1 (n° 6), le décompte des nombres des types d'isomor-

phie dans chaque série se faisant sans difficulté.

C.Q.F.D.

8. Dimensions des espaces des vecteurs fixes pour U2 dans D

Dans la pratique, pour distinguer les représentations ( L°, yT)

et (P°, yt) (yecar(k®)) , on se sert souvent de la proposition ci-dessous

Rappelons que pour une représentation (V, 9) d'un groupe quelcon-

que G , on pose, pour H CG ,



. Fix

et que l'on note

Par un

PROPOSITION 9. -

i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

vii)

dim

dim

dim

dim

dim

dim

dim

§ 4. La

(v,
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P)H = Fix H = fvevlhv=v Yhen} ,

U, le radical unipotent de P (cf. § 1, n° 1).

2 2

calcul facile, on établit la

On a, pour tout yecCar(k®) ,

le(g’ KT)UZ = 2(q+l) ;
le(&’ 81)02 = 2(q+l) ;
le(g’ xt)UZ = q+3 ;

le(goo’ Kt)UZ = q H

F1x(+L°’ KT)UZ = q+l
le(-Lo’ gr)Uz =q ;
le(-go’ U‘t)UZ =1

série de représentations de G associée 2 P1

Dans ce paragraphe, nous gardons les notations du paragraphe 1.

1. Définitions et préliminaires.

par

Pour ve *E =E - {0} , on note (v) 1la droite de E engendrée

quelconque V

. On désigne par B(V) 1'ensemble des bases d'un espace vectoriel

Au paragraphe 1, on a défini le sous-groupe parabolique P1 , de
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G , comme le stabilisateur, dans G , de la droite Ql = kel de E . Or,
sur l'ensemble I de toutes les droites de E , nous avons la fibration

suivante

DEFINITION 1. - On appelle G - fibration principale canonique au-dessus de

I. , et 1l'on note E]L , la G - fibration principale (ﬁl,pr,]L,k"xGo) s

d'espace total 51 , de base I , de projection pr , et de groupe struc-
tural kXx Go , définie comme suit :

i) 1l'espace total 31 est l'ensemble des couples (v,g) , ou ve*E et
- 1

b est une base du plan PQ =Q(v) /0(v) ;

ii) on pose pr(v,g) = Q(v) ((v,g)é-D-l) ;

iii) 1l'action, a gauche, du groupe structural K x Go dans D1 est donnée par

\

(t,h).(v,g) = (tv,hg) (tek", heGo s (v,-l;)ésl) ;
iv) 1l'action, a droite, de G dans E‘]L , est 1'action naturelle donnée par
(v,b).g = (vg,bg) ((V,g)eﬁl » 8 €G)

8y Po(v) S8 Py(yg) d€-

duit de g par passage aux quotients, et bg la transformée de la base b

ou l'on note simplement g 1'isomorphisme de

de P par cet isomorphisme.

e(v)

DEFINITION 2. - Soit «&Car(k®) et (H,X) une représentation de G,

Alors la représentation (H, «®W) de k™x G, est aussi, de manidre natu-

relle, un K x Go - fibré vectoriel sur un point. On appelle représentation

naturelle de G associée 2 gIL et 3 «®TN , et 1'on note (V(x, M), Tt) ,

le t[G) - module

Hom €1
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REMARQUES . -
i) Autrement di l'espace V(a,T) est formé de toutes les fonctions f de

Dl dans H telles que

(1) £(tv,hb) = «(t)T(h) £(v,b) ((v,b)€D; , tek , heG )

et l'action T de G dans V(x,X) est l'action naturelle donnée par

(2) (T(g)£)(v,b) = £(vg,bg) ((v,b)eD, , £€V(a,M), ge€G)
ii) On a

(3) dim V(oK) = (q+1)(q%+1)dim T

puisque dim V() = |L|dim® et que |L| = (g-1)7 (g*-1) (Il = q)

Nous identifions maintenant nos représentations V(«,N) en tant
que représentations induites. D'aprés le numéro 3 du paragraphe 1, on note

la G - fibration principale (G,pr,P\G,P,) associée au sous-groupe
P1 1 1

P1 de G . Nous avons alors la

e

PROPOSITION 1. - La G - fibration principale EHJ , munie de la surjection

canonique Vv : EP____’gn, , définie par
1

(4) v(g) = (elg,bzag) (geG) ,
(ot 324 désigne la base de PQ de premier (resp. second) vecteur égal 2a

1
e2+el (resp. e4+€1) ) , est la G - fibration principale QI(EP ) déduite

1

de E Pl par 1'épimorphisme ?1

Démonstration: Il est clair que V¥ est surjective. Nous vérifions que

(EHJ’ v) satisfait bien la propriété universelle définissant QH(EP) (cf. § 1,
1
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n° 3, dém. de la prop. 2). Soit % une G - fibration principale de groupe

structural k*x Go et © un morphisme G - équivariant de EP dans mn s
1

compatible avec q; . On définit alors un k*x Go - morphisme B de EHJ
dans o tel que Bov=10 , en posant
B(e,8, by,8) = 0(g) (g €G)

. ry . P . . = [ . = oS!
Le morphisme 6 est bien défini puisque si e;8 = e;g' et b24g b24g s
pour g'€ G , alors g' =pg , ol peP, = Stab(el) , et en plus tp =1 ,
hp =1 (cf. § 1, n° 1, prop. 1, i) ), c'est-a-dire Q(p) =1 . Il s'ensuit
1

que
6(e;8', by,2") =6 (pg) =?1(p)9(g) = B(e;8, b,,8)

comme voulu. Il est clair que B est G - équivariant. Pour voir qu'il est
bien un K*x Go - morphisme, il suffit de remarquer que, si (t,h)ekxxGo

alors il existe peP, tel que Ql(p) = (t,h) et que 1l'on a, par conséquent,

8((t,h). (e g, b,,8)) = Ble;pg, b,,pe) = B(pe) =@, (p)O(g)

(t,h).B(e;8, b,,8)

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - On a

(V(=,x),t) Ind [(®@TM)e¢,]
P16

En effet, cela est une conséquence immédiate de 1'isomorphisme (17)

du numéro 3 du paragraphe 1 et de la proposition 1 ci-dessus.
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2. L'entrelacement des représentations V(x,T)

Notons R(Go) l'ensemble des représentations de G,

DEFINITION 3. - Soient «,x'€ Car(k™) et (H,T), (H, T')E€E R(Go) . On note

H(e',M';,M) le & - espace vectoriel formé de toutes les applications

K : 51)<51————‘Hom¢(H,H') (appelées noyaux dans la suite) telles que

(5) K((v',g')g; (v,g)g) K(v',b'; v,b) ,

(6) K(t'v',h'b'; tv,hb) = &' (£")T' (h')oK(v',b'; v,blea L()X 1(n) ,

quels que soient (v',b'), (v,b)e-ﬁ t',tek®, h',heGo , B€G

1 b

Si «"ecCar(kK*) et @H",M"ME R(G) , on définit le produit ma-

triciel K'#K d'un noyau Ke¥(«',%';x,X) et d'un noyau K'eH(x",®";a«',T')

par
) K'#K)(x,2) = ) K'(x,y)eK(y,2) (x,2€D))
yeD,

La vérification du résultat suivant est immédiate.

LEMME 1. - L'application qui 2 chaque noyau KeX(a',M';a,M) (x,«'e Car(kK®),

‘E,‘K’GR(GO)) , fait correspondre 1'opérateur QxeﬂomG(V(“,ﬁ), V(«', ")) ,

donné par

) ) = ) Kix,y)E()]) (f€V(x,T), x€D))

y€ D1

définit un isomorphisme de & - espaces vectoriels de chaque espace

W', ;«,T) sur l'espace correspondant HomG(V(«,Tt'), V(a',M')) et trans-
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forme, en plus, la multiplication matricielle de noyaux en la composition

d'opérateurs.

Comme nous avons déja obtenu la série principale de G , dans la
suite nous n'avons qu'a nous intéresser 3 l'entrelacement des représentations

V(x,¥) , pour ot€cCar(k ) et T appartenant 2 la série discrete de G,

Nous avons besoin de deux lemmes de géométrie symplectique dans E

LEMME 2. - Soient Ql t @

et €, deux droites non-orthogonales de E . Soient

vleel , v2692 tels que (v,,v,> =1

i) On a la suite exacte scindée

P i

\ L L: &

0o—— 0. NE S E S N o
1 2 > "1 2
J P
ou j et j' sont les injections canoniques, et ol l'on a posé
p'(v) = VLV IV + LV, WV, (veE) ,
p(v) =v -p'(v) (veE) ;

L L

ii) Notons jl (xesp. j2) l'injection canonique de QI(\QZ dans Q’l
L

(resp. QZ) et p, (resp. p2) la projection canonique de P,l (resp.

2‘;) sur ¢

1
Jl-/el (xesp. QZ/QZ) . Alors 1'application pjoj; (xesp.

4 1 1 E'S .
Pyed, ) est un isomorphisme de 01 N Qz sur 91/21 (resp. Qz/ 92 ) , dont

1'inverse 691’92 (resp. GQZ’QI ) est donné par
ch’Qz(V) =v - <v,v2) vy (vee;)
p = v - < (ve D))
(resp. O‘QZ,QI(V) =v - vl,v)v2 vet,

Démonstration: Les deux assertions du lemme sont de vérification immédiate.
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REMARQUE.. - Quand nous aurons 3 considérer la valeur d'un noyau K sur un
point ((v',E'), (V,E)) de leﬁl , vXv' , nous nous servirons du lemme

2 ii) pour écrire

_ ul+v') _ [ur@)
> lugren) b= (u2+e<v> ’
ou U{ = G.Q(V'),Q(V) (bi) ) Ui = GQ(V),Q(V')(bl) (l = 1,2) . Alors

L
(ui,ué) et (ul,uz) sont deux bases du plan e(vf N L") . On notera
_' " —. '0 3 3
b'/b (ou encore (b /b)e(v)’ Q(vt) S il y a de risques de confusion) la

seule matrice dans Go telle que

ul
L - Y

- - u
b'/b(
Y2 Uz

LEMME 3. - Soient ll et Q2 deux droites orthogonales, mais distinctes, de

E . Alors on a

g+0 =k, Gng =000, |,

et si bG]B(PQ) ,
1

beB(P, ) , avec ,b, , zbzcel@ﬁz , alors

1 2 €2 172

E=2, @000 @ W

quels que soient u€1bl s v€2bl

Démonstration: Comme la forme ¢ , ) est non-dégénérée, on a

I 4 i L
codim Ql = codim 22 =1 , c'est-a-dire dim 91 = dim 22 =3 , et par consé-
4 L L L 1 L
quent an Qz = Ql@ QZ puisque Ql N QZ 2 91® 92 et que Ql # 92 . I1
Iy 1 L 1
s'ensuit que dim(@1 + 22) =4 , donc 91 + 92 = E . La derniére assertion

du lemme découle aussitdot de deux premieéres.

DEFINITION 4. - Soit b€ B(P,) (ReL) et soient "1631 , Vv,eb, . On
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pose
(b, ,32> = (vy,v,)

Cette définition est légitime, puisque la valeur (vl,vz) ne dépend
évidemment pas des représentants Vi oY, choisis. En outre, on a alors (cf.
rem. au lemme 2), si g'éB(PQ,) (plelL) ,

t N + R =(h Rt
det (b /b)’<b1’b2> <b1’b2>

quelle que soit F'G]B(PQ,) pour Q'elL , Q1@ (si @' =10 , la signi-

fications de b'/b est claire).

Dans la suite, si (v,F)eﬁl ,» quand on aura besoin de choisir des

représentants ups U, des vecteurs quotients bl’ 32 qui forment ;e]B(PQ(V)) s

u
on écrira, s'il n'y a pas de risque de confusion, (v, (Gl)) a la place de
2

ul + 2(v)
IR TOR
Posons en outre
(8) d; = €Ce,) (1¢ié4)

PROPOSITION 2. - Soient «,«'6Car(k") et (H,T®), (H', ') des représenta-

tions irréductibles de Go , dont T' est dans la série discrate.

La donnée d'un noyau K€ H(a',W';x,X) équivaut 2 la donnée des deux

opérateurs

i) @y = Kle,b,y,5 e,by JE Hom@@T, @MW) § & 1.C
e, +d

o= 2270

ot b,, (¢ 44 et

4 1
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e,+d; e2+d3 -1
. = . N ' '
ii) ‘»K = K(el,(e4+d1), e3,(e4+d3))e}lom(°& @uxT a'®T') » § By ,u-l‘(’n',mc

De maniére plus précise, on a, pour (v',b'), (v,b)éis

1 3

1) K(v',g';v,g) =0 si viiv et Uv') # e(v) ;

2)  RG',b'v,b) = & (/T (B /e, si v = 0v) ,

od 1l'on note v'/v le seul tek* tel que v' = tv et 1l'on désigne par

b'/b le seul he Go tel que b' = hb ; et enfin

3 RGLEE) = @ v, wKE B T G ey, si WLV EO

(cf. rem. au lemme 2 et déf. 4).

Démonstration: Montrons tout d'abord 1). Soient (v',b'), (v,g)e:ﬁl tels

que v'lv mais Q(v') # €v) . On voit aussitdt, 2 1'aide du lemme 3, qu'il

existe des matrices h,h'e Go telles que

(h@)2 = v+ v |, (hE)2 =v' + Qv) ,

et telles qu'il existe des représentants u e(HE)l , u'e(h'b'). tels que

1

E=0vV)@ev)® Luw®lw")
et que
(u,u'» =0 , <(v,u') =<(v',u?

Mais on a alors, pour un gé€G convenable (de multiplicateur <wv,u')),

e, +d e3+d2

1 p—
1))g R (v,b) = (e?_,(e +d Mg

(v',b') = (e}, (
1 2

e2+d

et donc K(v',g';v,g) = ﬂ'-l(h')°9°7[(h)
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en posant
e, +d e +d
4 71 3 72
B = K(e,,( ); e, ( ))
1 e2+dl 2 e1+d2
Or, on a aussi
d e,+d
1 e, %419 4+
(e, ([ )( )) = (ey, ( Ng'
1 01 e2+d1 1 e2+d1

pour un g'€ G convenable (de multiplicateur 1 ). Il s'ensuit que

TC 5o =0 (tex")

c'est-a-dire, que l'image de O est contenue dans le sous-espace de H' for-
mé par les vecteurs laissés fixes par le sous-groupe unipotent supérieur de
G, via M . Comme T' appartient 2 la série discrete de G, scet espace

est nul, et donc 6 =0 , d'ou 1).

La relation 2) découle aussitot de (5) et (6). La relation 3) est

une conséquence immédiate de (5), (6) et du lemme 2.

Pour montrer que @ appartient 2 Hom(x®T, ' ®T') | il suffit
d'appliquer (5) 2a § et 2 tout g€P; tel que t:g =1 (cf. §1,n°1,
prop. L i)) et se servir de (6). Le fait que *K appartient 2
Hom(ol-le ait,x' ® M) découle analoguement de (5) appliqué 2 \\JK pour tout
gG:Plf\ Stab(d3) et de (6). Comme il est, d'autre part, clair que la donnée
de ¢y et de WK définit bien un noyau eER(«' ,X';2¢,X) , de la manidre
indiquée dans la proposition, la démonstration est achevée.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Soit «éCar(k®) et 7 une représentation appartenant 3 la

série discrete de Go , disons T = ')TA (A€ecar(K) - car(k®) ; cf. ch. I,




II.52

§ 4, n° 3, déf. 3 et notations). Alors

i) La représentation V(x,™,) est irréductible si uz # 1 ou (dans le cas

car k # 2 ) si « = x  mais Al # aoA..

ii) La représentation V(«,TQQ est réductible si o« = 1 (pour tout

Aecar(K*) - car(k*) ) et si « = x et A = x A=A AN) (si cark #2);

elle est alors somme directe de deux représentations irréductibles non-isomor-

phes.

En effet, cela résulte aussitot de la proposition 2, puisque

ERA[= (qodetﬂBJ est toujours isomorphe 2 1; ( )

AT Mo

COROLLAIRE 2. - Si o,x'€cCar(k™) et M et W' sont des représentations

irréductibles de Go , dont M appartient 3 la série principale et T' ap-

partient 2 la série discréte, alors il n'y a pas d'entrelacement entre les

représentations V(«,M) et V(«',T')

COROLLAIRE 3. - Les seuls cas d'entrelacement non-trivial entre les différentes

représentations V(&,X) (c'est-3a-dire ne provenant pas d'un morphisme

x@M-—-3a' @M ) | pour x€eCar(k™) et 7 appartenant 3 la série discrdte

de Go , sont les isomorphismes
V(x,T) o2, V(a-l,u'lf)

et ceux qui s'en!déduisent, par composition avec un opérateur d'entrelacement

trivial (ou par combinaison linéaire avec l'identité dans le cas réductible).

Ces deux corollaires résultent aussitot de la proposition 2.

p—

REMARQUE. - Réalisons, comme il est naturel, les représentations «@®IL et
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-1 . . . . -

® "® « dans un méme espace H . Si { est un isomorphisme de « 1@ o« T
—~— -1 — -1

sur x®W , alors Yo} en est un de o @« sur « ®«X , d'od

Yo =/\IclH pour un A€el” , convenable. On voit donc que l'isomorphisme

WK de la proposition est une involution, a un scalaire pres.

3. Structure de l'algedbre commutante de V(x,T,) (cas réductible).

Dans tout ce numéro, & désigne un caractére de K< tel que
«" =1 , et N désigne un caractere de K* , tel que A # Al et

PROPOSITION 3. - L'algdbre commutante A(a,A) = End(V(«,%,)) admet comme

t - base 1'opérateur identité I et l'opérateur ¥ défini par

7Y = 1 et Tiy-l /R Y
9)  ¥f) (v,b) @ DG MvZ) ‘o x(&v,v'><b!,b"> )IA_(b/b P (£(v',b")]
b"e]B(Pe(v.))

((v,g)e 51) , ou 1'on choisit q/ égal 2 1'un des deux isomorphismes involu-

tifs de (H, u°1e«7'tA) sur (H, uQT(A) (cf. n° 2, rem. au cor. 3 a la prop. 2).

On_a
2 3
(10) U = a(-1)q’1 + c(a,A, )P
ob
(11) c(x,ALg) = Su,lTrace(W) + (qz-l)Trace(*ﬂo'ffA((l) i)]

Démonstration: Notons Ko le noyau définissant I et notons K, celui dé-

1

finissant W . Avec les notations de la proposition 2 du numéro 2, on a alors

- 1o 7t -0
% = @b le | 14, ¢Ko 0 ;
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-1 -1
g =0 t{JK = (q-1) IGOI
1 1
il est ainsi clair que I et U forment une ¢ - base de A(«,A) . On cal-

cule sans difficulté, en se servant de la remarque au lemme 2 (n° 2) et de la

relation *)2 = IdH , que

= = _ L -1 -1
(K, Ky)(ey,by sey,by ) = [E - € 1(q-1) 7 |6 | 714,
d'ot le fait que le coefficient de I dans ‘yz est q3 . Calculons mainte-
nant le coefficient de ¥ dans i}z . D'aprés la proposition 2,3) et la re-
marque au lemme 2, du numéro 2, en posant 1324 = (e2+d1, e4+d1) et
-_— . _1
3b24 = (e +d3, e4+d3) , on a, compte tenu du fait que * =& R
(R Ry) (epy by, e3a3by,) =
-2
= Lg-1) T(6/.5.,) (/.5
G |2 xz . o ( (el,v><v,e3))‘\) lA.[(blle) (b/3b24)]\*)
o .\.,. €1°%3
€
b B(Pt(v))
1 — -—
Posons hb (b/l 24) (b/3b24) , pour beB(PQ(v)) s ve*E R
vie ,eq . Alors hg est la seule matrice hy , de G (de déterminant

nécessairement égal 2 1 ) telle que
(Gd3, w (e Q“”) (“dl, w2+ 9("))
h =
e(v) ¢d3, ) (e,) + R(v) o-dl’ (v)(el’) + (v)
On voit ainsi d'ailleurs que h.b ne dépend que de la droite @(v) ; comme
il en est de méme de «((el,v)(v,e3)) , car 0(2 =1 , en choisissant, pour
chaque droite CeL s Q,\ldl,d2 , un représentant uz tel que

Cuy

est de déterminant 1 , on obtient

, e3) =1 , et en tenant compte du fait que \P‘WA(h) = Tf’\(h)‘{) si he€G_

-1
T Ty = (g-1) °
(%K) ey e30) = o WZ RECTRRLALY
1°"3
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- x
-Ecrivons up el+se2+t:e3+re4 (rysek , tek’ ) . Alors

(el,ue) =t et l'on trouve aisément (cf. n° 2, lemme 2),

3,2( ) = e tre, ¢d3,Q(e4) = e,-se;
(e,)) = e -rt-le G (e,) = e +st-1e
02 T %2 1 a0 % T % 3
' ot =
d'on hQ hr,s,t avec
-1 2 -1
l+rst rt
(12) h =
,s,t (-szt-l l-rst-l)
et par conséquent
= = - (g~1)
(K, % Kz)(el’lbza’ e3,3b24) Z ot(t)u (h ’s’t) )
] 0 r:sek
tek*
-1
-1
= L‘li# [Z «(t)Id,  + > «(E)T (h_ )
) t € kK~ t € kK™ 2 AoTsS,
(r,t)e xK
Or, pour tout tekx, (r,s)e *kz , la matrice h st est con-
b 3
juguée 2 la matrice (é i) de G, . De manidre plus précise, on a
11, -1
hr,s,t - g(O 1)g
rb +
pour tout geGo de la forme g = (_s d) avec dr+bs =t (b,dek ) . Il
s'ensuit que
> WOT, () =L ) (edet) @F, (T, ¢ )
tekx 2 b b q geGo
(r,s)e xK
Notons Sa’A la somme ci-dessus. Comme 4’€Isom (H, uﬁA),(H,1E&) s
il s'ensuit S“ A = %e'(u,A,+)?-1 od, d'apres le lemme 1 du numéro 2 du
b

paragraphe 6 du chapitre I,

¢! (@,A,4) = (dim TrA)'1|c0| Trace (T, (

11
AO 1))
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Il en résulte que le coefficient de "If dans llfz a bien la valeur annoncée.

C.Q.F.D.

4. Décomposition de V(1,T,) (Aecar(K™) - car(k®) )

Nous gardons dans ce numéro les notations de la proposition 3 du
numéro précédent, a ceci prés que nous posons maintenant « =1 ., On a alors

la

PROPOSITION 4. - Dans 1l'algébre commutante A(l,A) , on a

(13) Y2 = &1 - q(q¢- 1V .

Démonstration: Nous prenons \\?= IdH dans la proposition 3 du numéro 3, alors

(LA, Td) = (q-1) - (q®-1A() = -q(q-1)

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La représentation V(l,Tl'A) se décompose en deux composantes

irréductibles non-isomorphes, sous la forme

q 1
v(1,1rA) v(1,Tt,L) ® v(1,1t,\)

v(1,Tt,\)i Im P, i=1,q) ,

1

ou les projecteurs P1 et Pq sont donnés par

= q 1
(14) P @it q(q+1)‘¥ ’
(15) P, = L 1

1~ @I T QgD
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(cf. n° 3, prop. 3 avec ¢ = Id, pour la définition de VY )

On a

(16) dim v(1,T)Y = 1(q-1)(q%1) (i=1,q

En effet, on obtient Pq et P1 par un calcul facile a partir de

(13). Les dimensions données résultent du fait que, évidemment, Trace'& =0

S. Décomposition de V(«o’ﬁ/\) (Aecar(®®) , A= olo/\. ).

Supposons maintenant car k # 2 . Rappelons que l'on note % le
caractere non-trivial de. k® dont le carré est 1 . Nous gardons les nota-
tions de la proposition 3 du numéro 3, 2 ceci prés que nous posons maintenant
® = uo . On désigne alors par A un caractere de K* tel que Al = 0(0/\

(ce qui revient 2 dire que la restriction de A au cercle unité U de K
est le caractére non-trivial w, de U , de carré trivial; on peut encore

-1 . s
écrire /\.q = wo avec nos conventions d'identification).

Précisons le choix de 1'involution \{)

PROPOSITION 5. - Réalisons la représentation (H,‘\TA) par_la méthode de Weil,

avec choix d'un caractere additif e de K (cf. ch. I, § 3, n° 2), A sa-

voir le caractére fondamental e de K' (cf. ch. I, § 2, n° 2, th. 3). On

définit alors un isomorphisme involutif \\1 = l{)e de (H, «0@ doﬂk) sur

(H, « ®T ) en posant
an D) (x,e5) = A_GOx (D)E(x,e") (FeH=v, , xeK*, tek)

(ol A'o désigne le caractdre non-trivial de K de carré trivial).
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Démonstration: Cela est clair, d'apreés le définition de (VA ,TEN) (ch. I,

$ 4, n° 2) compte tenu du fait que Ao = uooN

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Si 2 la place de e on choisit un autre caractére e r

=e , on
trouve aussitdot que #e, = «b(r)¢e
. 11
Nous calculons maintenant la trace de 1l'opérateur Weoﬂ;éo 1) dans

Trace(#eo

D)= 2 a(®elr)

(1
A0 t e k*

Démonstration: Considérons la base {f;}t € K de H = YN définie par

ft(x,r) = A(x)é (r,tek®, xekK™)

t,rN(x)

On a, d'aprés la définition de la représentation de Weil avec choix d'un ca-

racteére (ch. I, § 4, n° 4, rem.)

T, (

— X
T, )ft = e(t)ft (tek ) ,

11
01

11
(b 1)] £, =« (Be(e)f,

Le lemme s'ensuit.

C.Q.F.D.

Rappelons que la somme de Gauss G(e,«b) = E: «b(t)e(t) est une
t €K

racine carrée de «o(-l)q . Pour la détermination du signe, cf. ch. I, § 2,
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n ° 2, th. 3. Notons fve 1'opérateur U défini par ¢ = ?e , d'apreés la

proposition 3 du numéro 3. On a alors la

PROPOSITION 6. - Dans 1'algébre commutante A(«O,A) , on a

(18) ‘1’2 =« (-1’ + (¢*-1)6(a_,e)¥,

COROLLAIRE. - La représentation V(«O’Kh) (Aecar(K ), Aﬁ-l = do) se décom-

pose en deux composantes irréductibles non-isomorphes

2
N q 1
V(«o,nk) V(uo,Tl'A) @V(GO,TC,L) ,
avec
v ( T()i=IP ('=12)
%02 "N "y t 4 ?
ou les projecteurs P1 et P o Ssont donnés par
q
(19) P, = 1 I + G(x e)-%v
1 2 o’ e ?
q +1
_ 1 2 -1
(20) P 2 =3 [:1 I- G(«o,e) q;{]
q q +1
On _a
. i ., 2 . 2
dim V(uo,1§Q = i(q"-1) (i =1,q9)

Démonstration: Cela est une conséquence.immédiate de la proposition 6, compte

tenu de la relation G(«o,e)2 = ub(-l)q

REMARQUE. - Il est clair sur les formules (19) et (20), que P, et P o De

q

1

dépendent pas du choix de e , puisque il en est ainsi du multiple

-1
G(o(o,e) \l}e de 1'opérateur \ye
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6. Description de la série de représentations de G associée 3 P

1

THEOREME 1. - La série de types d'isomorphie des représentations irréductibles

de G associé au sous-groupe parabolique P est formée des six (resp. trois)

1

séries disjointes suivantes, si car k # 2 (resp. car k =2 ) |,

i) les %(q-B)q(q-l) (resp. %(q-Z)q(q-l)) types d'isomorphie des repré-

sentations V(«,Tge , de dimension q“-l , pour aecCar(k ), «2 #1,
AecCar(K*) - car(K*) , si car k # 2 (resp. car k = 2)

ii) les

(q-l)2 types d'isomorphie des représentations V(uo;KA? , de di-

S -

mension q -1 , pour Aecar(K'), Aﬁ-l # l,ct.o si car k # 2

iii) les %q(q-l) types d'isomorphie des représentations V(l,TBeq , de

dimension q(q-l)(qz-l) , pour Aecar (K™) - car(k®)

==

iv) e %q(q-l) types d'isomorphie des représentations V(l,TDel , de

(]

dimension (q-l)(qz-l) , pour Ae€cCar(K*) - car(k*)
2
v) les %(q-l) types d'isomorphie des représentations V(«o;meq , de

dimension qz(qz-l) , pour Ae€car(K*) tel que /\q-l =« , si car k # 2 .

vi) les %(q-l) types d'isomorphie des représentations V(“O;EQI , de di-

mension qz-l , pour Aé€cCar(kK*) tel que A?-l =, si car k # 2

Démonstration: Cela résulte aussitot des corollaires 1 et 3 a la proposition

2 (n° 2), du corollaire 2 la proposition 4 (n° 4) et du corollaire 2 la propo-
sition 6 (n° 5)

C.Q.F.D.

7. Le non-entrelacement des séries associées A P1 s P2 t B

On sait (cf. (14) p. C-10) que la série de représentations irréduc-

tibles de G associée 2 P , celle associée 2a P2 et la série principale

1

sont disjointes. Ce fait général est vérifié fort aisément par notre méthode.
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.En effet, on a déja vu (§ 2, n° 2, cor. 2 2 la prop. 2) que la sé-
rie associée a P2 et la série principale sont disjointes. On a aussi wvu
(§ 4, n° 2, cor 2 2 la prop. 2) que la série associée 2 P, et la série
principale sont disjointes. Nous montrons ci-dessous, en particulier, qu'il

en est de méme pour les séries associées a P1 et P2

Le résultat suivant est immédiat.

LEMME 5. - Soient «,y Car(k ) et (H,T), (H', W') deux représentations

de G . Notons H(TW',y;x,N) le T - espace vectoriel formé des applications
o fotons ¥ le

K de (]Bxkx)xf)-l dans Homc(H,H') telles que
(21) ’ K(b'g,tm;l; vg,gg) = K(b',t; v,b)

quels que soient b'€ B, te€k™, (v,E)eﬁl et geG , et

(22) K(h'b',rt; sv,hb) = ¥(r)W (h')eK(b',t; v,g)ou-l(s)'i((h)

quels que soient h',héGo, r,stek , b'e€B, (v,g)é.ﬁl .

Alors, en associant 2 chaque noyau KeéX(T',y;x,) 1'opérateur

b€ HomG[V(u,Tt),M(T(',K)] défini par

G D)) = 9 KGx,y) () (FeV(®T), xeBxK)
yeﬁl

on établit un isomorphisme du ¢ - espace vectoriel R(T',y;x,N) sur le

t - espace vectoriel HomG[V(«,ﬂf), M(‘lt',;)]

PROPOSITION 7 - Les représentations M(T',y) et V(x,T) de G ne s'entre-

lacent pas, quels que soient «,xéCar(k") et les représentations irréducti-

bles U et T' de G, » pourvu que 1'une au moins soit dans la série dis-
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crete de G
—_— o

Démonstration: Nous montrons que NR(T',y;«,M) = 0 . Il résulte aussitdt des

relations (21) et (22) que pour montrer que KeMW(T',y;«, M) est nul, il suf-
fit de montrer que les opérateurs

e d

2 €t

¢ = KW(_7),1; e, ))
e1 1 e4+d1
e e,+d
3 271

b = K((7),1; e, ( )
e2 1 e4+d1

+ . . .
par exemple, sont nuls. Or, pour tout té€k , 11 existe geG , de multi-

plicateur 1 , tel que e,8 = e2+te1 » 8= e €8 = e, (resp.
= = = ! 3
€8 ejtte, , e,g =e, , .8 te1+ea) .. Il s'ensuit alors de (21) et

(22) que 1'on a

(23) (G Do = ¢ (cex)
(24) TG Doy = ¢ (texh)

De meme, pour tout tek+ , i1 existe geG , de multiplicateur 1 , tel

que e.g=¢e, (1¢if3) et e,8 = te,te, d'ou, par (21) et (22),

(t ek+) s

"
-8

1l ¢t
(25) PR (y

(texh)

|
<

(26) bom(g 1) =

Comme les représentations de la série discréte de G0 sont exac-

l¢t
0 1)
Tt

(ce k) , les relations (23) a (26) montrent que si M ou W' sont dans

tement celles qui n'admettent pas de vecteur invariant par les (

la série discrate alors ¢ =¢= 0

C.Q.F.D.



CHAPITRE III

La représentation de Weil de G = GSp(2n,k)

Dans ce chapitre, nous construisons la représentation de
Weil de GSp(2n,k) et nous faisons quelques remarques générales sur
sa décomposition que nous acheéverons, pour n =2 , dans le chapi-

tre IV (resp. V) pour le cas déployé (resp. non-déployé).

Dans tout ce chapitre, sauf mention expresse du contraire,
comme au paragraphe 1, on désigne par k 1le corps fini Fq a q
éléménts, sans restriction sur sa caractéristique. On note G le
groupe des similitudes symplectiques GSp(2n,k) en 2n variables sur

k , et G' le groupe symplectique en 2n variables sur k
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§ 1. Une présentation de GSp(2n,k)

Dans ce paragraphe, k désigne un corps (commutatif) quelconque.

Nous nous proposons de généraliser 2 GSp(2n,k) 1la présentation

que nous avons donnée de GL(2,k) = GSp(2,k) dans le chapitre I.

1.- Préliminaires et notations.

Dans toute la suite, nous désignons par G le groupe GSp(2n,k)
des similitudes symplectiques en dimension 2n . Notons A 1la k-algebre
Mn(k) des matrices n x n A coefficients dans k , notons a* la ma-
trice transposée de a € A et A® 1e sous-espace de A formé des
a € A telles que a%* = a . Notons enfin A*X 1le groupe des éléments
inversibles de A . Nous réalisons G comme le groupe de similitudes

de la forme bilinéaire alternée (non-dégénérée) type, notée J , dans

E = k" ® k" , donnée par la matrice (_(1) (1)“) € M2n(k) par rapport 2 la
n

base canonique de E . Un k-automorphisme g de E appartient alors a

G si et seulement s8i 1l'on a

(1) Y (gx,gy) = u(g) I (x,y) (x,y € E)

pour un scalaire p(g) € kX convenable, appelé le multiplicateur de g .

Il s'ensuit que le groupe G peut etre décrit comme le groupe de toutes

les matrices g = (: g) € MZ(A) telles que
(2) a*c = c#a , b¥d = d*b |
(3) a*d - c*b € kX

I1 est clair que les trois conditions ci-dessus entratnent que g est in-
versible dans M2(A) et que a*d-c*b = ,,(g) . Dans ce paragraphe et les

suivants nous nous servirons de cette dernidre description de G .



III.3

/

Nous noterons G le groupe symplectique Sp(2n,k) 3 2n va-

riables, qui est le noyau de 1'homomorphisme | de G sur 1'%

Remarquons que si (: 3) €G (resp.(: 3)6 G') , il en est de meéme
L )
de sa transposée(;* g*) ; ceci montre que 1'on a, en plus des relations

(2) et (3) , les suivantes

(4) ab* = ba%* | cd¥* = dc#

(5) ad* - bc* ¢ kX

2.- Les générateurs de G.

Nous montrons dans ce numéro que G est engendré par des généra-

teurs analogues 2 ceux de GL(2,k) (cf. chapitre I, §2 ,n°1)

DEFINITION 1.- Posons

W) = (9 (r e ¥,
h(a) = (§ 04y-D  (a €49
a®) = (¢ D) (b €a®) ,
LS

Toutes les matrices définies ci-dessus appartiennent clairement 2
G . Nous allons voir qu'elles engendrent G . Nous aurons besoin pour
cela de 2 lemmes de géométrie orthogonale. (Pour les propriétés élémen-
taires des formes bilinéaires symétriques en toute caractéristique, nous

renvoyons a [2])

LEMME 1.- Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une

forme bilinéaire B symétrique et non-dégénérée. Soit W un sous-espace

de V . Alors 11 existe un endomorphisme s , symétrique (par rapport 2

B), de V tel que

1) la restriction de s 2 W est un isomorphisme de W sur s(W) ;
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1i) Ims= s(W) ;

1i1) sW) N Wt =0 ,

(od 1'on note W* 1l'orthogonal de W par rapport a B)

Démonstration :

Soient T un supplémentaire de W dans l'espace V , et C
une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur W . Prolongeons C

en une forme bilinéaire symétrique C1 sur V par

C -
1(w1+t1,w2+t2) C(wl,wz) wie W, tié T

Comme B est symétrique et non-dégénérée, il existe un endomorphisme

s de V , symétrique (par rapport a3 B) , tel que

,V dans V

Cl(vl,vz) = B(svl,vz) pour v,,v,

1
Il est immédiat que le noyau de s est égal 3 T , c'est-a-dire

V=W ®Ker s |,

et les propriétés (i) et (ii) résultent de 1l2. Enfin, soit w € W tel

que s(w) € W' , autrement dit, tel que
B(sw,w') = Cl(w,w') = C(w,w') ,
soit nul pour tout w' € W , Comme C est non-dégénérée, ceci entratne

w=0 ,d'od sWNw =0

C.Q.F.D.
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LEMME 2.- Soit V un k-espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire symé-

trique non-dégénérée B . Notons h#* 1la transposée de h € Ende par

rapport 3 B . Soient a,b € Ende tels que a¥*b = b¥*a, Alorsg pour qu'il

existe s € Ende , 8 symétrique, telle que a+sb soit inversible, il

faut et il suffit que Ker a N Ker b = 0

Démonstration : Il est clair que la condition est nécessaire,

Montrons la suffisance. Supposons Ker a N Ker b = 0 . Posons

alors V=Ker a® Ker b®W . On a

a:Kerb@® W—> a(Ker b) & a(W)

et

b: Ker a ® W ——> b(Ker a) & b(W)

Posons dim Ker a = m , dimKer b = n , dimW =r ., On a alors dim V = mtn+r.
Or 1'hypothese a%*b = b*a signifie B(ax,by) = B(bx,ay) pour tous les
x,y € V . Il s'ensuit en particulier que Im a c (b Ker a)t ; mais, comme

dim (b Ker a)* = n+4r = dimIma , ona Ima = (b Ker a)* .

D'aprés le lemme 1, il existe alors un endomorphisme symétrique s de V,

tel que
s : bKer a—> s(bKer a) = Ims et s(b Kera)NIma= 0 .

Nous avons donc V = Im a @ Im s

Montrons maintenant que a+sb est un automorphisme de V . Il
suffit de prouver que son noyau N est réduit a3 O . Or, solt x €N,

d'od) ax = -gbx . Comme ona ImaNIms =0 , on a donc
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ax = sbx = 0 , d'od x € Ker a . Comme la restriction de s a
b Ker a est injective, on a donc bx = 0 , d'od

X € Ker aNKer b ,

et finalement x = 0

C.Q.F.D.

LEMME 3.- Soient a,c € A tels que a%c = c*%a ., Alors les trois condi-

tions suivantes sont équivalentes :

i) Aa +Ac =A ;
ii) Ker aNKer c = 0 ;

iii) i1 existe s € A% tel que a + sc € A%

C'est une conséquence immédiate du lemme 3 appliqué a2 V = K"
et 2 la forme bilinéaire B donnée par la matrice unité par rapport 2a

la base canonique de K"

PROPOSITION 1.- Les éléments h(a) (a € AX) , u(b) (b € A®) et w

engendrent G/ . De manidre plus précise, pour g = (2 2)6 ¢ , Nous avons :

i) si c¢=0,
b -1
(6) g = (8 a*‘l) = h(a) u(a " b) ;
ii) si c e a*
(7 g = Ll.((-c*)-l) u(c*a) gg(c-ld) ;

iii) dans le cas général

(8) g = u(-s) h(-z) wu(-z%*c) gg(z'l(b+sd)) ,

od s désigne un élément de As tel que a+sc € AX et od 1'on a posé

Z = a+scC
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Les assertions i) et ii) sont immédiates et iii) découle

aussitdt de ii) appliquée 2 1'élément g-lg(s)g

REMARQUE.- Si g € G, alors Eku(g)-l)g € ¢/ et nous obtenons ainsi,

d'apres la proposition 1 , une expression explicite de

g en termes des

éléments h(t) (t € k), h(a) (a € AX) , u(b) (b € &%) et w.

3.- Les relations entre les générateurs de G .

PROPOSITION 2.- Nous avons les relations universelles suivantes entre les

générateurs h(t) (t € kX) , h(a) (a € AX), u(d) (b € 4®) et w de G,

(1)
(i1)
(1ii)
(1v)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)

(ix)
(x)

h(r)h(e) = h(rt)
h(a)h(d) = h(ad)
u(a)u(b) = u(a+b)

h(t)h(a) = h(a)h(t)

R()u(tb) = u(b)W(E)
h(a)u(b) = u(aba*)h(a)
w? = h(-1)
wh(t) = W(O)h(t)w
wh(a) = h(a* L)y

wula™Dwu(a)wula™l)=h(a)

’

(r,t € kKX ,
(a,d € &%) ,
(a,b € A®)
(a € A%, t € K
(b € A%, t € KO,

(a € AX,b € A®)

(t € k%) ,

(a € &%) s
(a € A% n A®)

La vérification de ces relations est un calcul facile.

DEFINITION 2.- Posons

(=
]

{h(a)|a € AX} ,

{u(®) |b € A%} ,
{We) |t € K

IL-J
0

Nous obt:enons aisément une premiére présentation de G .
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/
PROPOSITION 3.- Le groupe G est engendré par les éléments h(t)

(t € k%), h(a) (a € A, u(b) (b € A%) et w . Plus précisement on a

pL o AR Y

Un_systeéme complet de relations entre ces générateurs est formé par les

relations i) a ix) de la proposition 2 et la relation suivante

®  wula)wu(blw = u(-8)h(-z)wu(z*#(ab-1))wulz" (sa-1))

pour tous les a,b € N\ et 8 € A% tels que z = b+s(l-ab) € AX

Démonstration : Il suffit de remarquer que la relation (%*), que 1'on ob-

tient aisément 2 partir de la relation (8), permet - avec les relations
(i) 2 (ix) - de ramener toute relation entre les générateurs en question

a une relation du type

(9) (t)h(a)u(b)wul(c)wu(d) = 1
avec t € kX , a €A%, b,e,d €A’ , ou
(10) R(t)h(a)u(b)wulc) = 1

pour t € kX, a ¢ A%, b,c €A® , ou
(11) h(t)h(a)u(b) = 1

pour t € KX , & € Ax, b € As . Mais ces relations sont impossibles a

moins que t = 1 , (9) est impossible 2 moins que c = 0 et se rameéne

donc, 2 1'aide des relations (i) a (ix), a (11), et (10) est impossible car
w ¢ HU . Enfin, (11) entratne (en plus de t = 1) a = 1 et b = 0O et découle

donc de (i), (i1) et (iii).
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REMARQUE.- La relation universelle (x) découle de la relation (%) appli-
quée 3 a € Ax n As, b= a-l et s = (0 . Nous allons montrer dans la
suite, qu'en fait la relation (#) découle de la relation (x) (et des

relations universelles (i) a (ix)). Pour cela nous aurons besoin de quel-

ques propriétés non triviales de 1'anneau A dans le cas od le corps de base

k est fini.
4.~ Btude de [A"n a°| . |a%|7" pour k=F_.

Rappelons que 1l'on note |E| le cardinal d'un ensemble fini E et

que 1'on a posé A = Mn(k) . Dans ce numéro nous supposons k = ]Fq

LEMME 4.- Supposons k de caractéristique 2. Posons

0(n,q) ={a € AX|aa* = 1)}

Alors
‘ 2 2m-1, 2m o 2v-1, 2
1) lo(n,@)| = q(q®-1)...q"" ("™ 1)= T q7V7 (a™-1)
vel
si n=2ml, m>0 ;
11) |o(n,q)| = a(q?-1)...¢%™ 3?2y 2™
si n=2m mz21
Démonstration :

Le cardinal de 0(n,q) est le nombre de bases orthonormales de
k" pour la forme bilinéaire dont la matrice par rapport a la base cano-
nique de k" est la matrice unité. On démontre facilement, par récurrence

que ce dernier nombre a la valeur annoncée.

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 4.- On _a

i) lAsl - qén(n+1)
ii) |AX n Asl = (q-l)qz(q3-1)q4...(qn-1) si n est impair
le n Asl = (q-l)qz(qa-l)ql‘...qn si n est pair
iii)  |a¥ na®| 1y, 1 1
S - (1-;)(1-§)...(1-—;) si n est impair
|a”| q q-
X s
AZnAa| | Ly L 1
S (1 q)(1 3)...(1- n-l) si n est pair
|a”] q q
Démonstration :

La formule i) est immédiate et iii) découle aussitdt de i) et ii).

Prouvons i), Nous distinguons les cas q impair et q pair.

a) q impair .- On calcule |AX N A®| 2 1'aide du fait que
AX agit sur AXn Asl
par x m axa* (x € AX N As, a € AX) . On sait bien (cf. (2] ou [9])
qu'il y a deux orbites dans AX n As suivant cette action et qu'en di-
mension paire, les stabilisateurs associés (2 conjugaison prés) 2 ces

orbites sont les groupes orthogonaux Ol(n,q) et 0_1(n,q) ; en dimen-

sion impaire, les deux stabilisateurs sont isomorphes au groupe orthogonal

0(n,q). En se rappelant (cf [§], [4] ou (7)) que 1l'on a

lo_(2m,@)| = 2a(a*-1)...q
et

.
lo(2m+1,q)| = 2q(q2-1)...q2m-1(q2m-1)= ZW qu-l(qu_l) (m 2 0),
v=1

on obtient aussitdt la valeur donnée pour |Ax n As|
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b) q pair.- Dans ce cas, si x € AX N A® alors, ou bien x
est alternée, ou bien il existe u € AX tel que u¥*xu= 1 ., On voit
donc que si n est impair, l'action de A* dans AX* N A° a une seule
orbite et si n est pair, il y a deux orbites, dont les stabilisateurs
sont isomorphes 23 0(n,q) et Sp(n,q) . En se servant du lemme 4 et du

fait que
|sp(2m,q)| = q(q2-1) .. .qzm-l(qzm-l)
(cf£. [S], [4) ou [7])), on obtient aussit8t le résultat annoncé.
C.Q.F.D.

DEFINITION 3.- Posons

1 1 1
() = (1 - E) Q-=5)...0 - =3

%m+1 2m+1
q q

et

A 1
a(q) = (1 - +——
vl-lo 2T

I1 est clair que la limite (q) existe et qu'elle est strictement

positive. Nous allons la minorer.

LEMME 5.- Pour 0 s x < % ({/5-1), on a

2m+1 2m+1

(l-x)(l-x3)...(1—x ) = l-x-an..-x >0 .

Démonstration :Quels que soient r > 1 et x € [O,Q(VS-I)[ , on a

3 2r-1 2r+l
X

(1-x-x"-... 3-...-x2':+1

) (1-x )= 1-x-x
d'od

-xzm'l ) (1 _x2m+1 )

(1-x) (1-x2) . (1-x-x2) (1-x") . . . (1-x-. .. >

> (1-x-x3).(1-x-x3-x5)...(1-x-x3-,,,-x2m+1)‘

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 5.- On a, pour tout entier m >0 ,

Uy (@ > ala) 2 1- —q-lLl

Ceci découle aussitdt du lemme S .

COROLLAIRE.- On_a

|AxﬂAs|/|AS|>1--—2q— :
q -1
et en particulier,
i) |a% n A®| / |a®| >% si q>3,
i) 22 |a¥na®|/ 4% >2 si q=3,

(la valeur % n'étant atteinte que pour n < 2) ,

1i1) %2|AX0AS|/|AS|>-;- siq=2,

(1a_ valeur % n'étant atteinte que pour n < 2) .

PROPOSITION 6.- Quels que soient a,b € A° , on a

|a¥na® +a)naXna®+w)| > -2 )a®|
q -1

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la relation

214X n A%| = [(A% n A% +a) n (A¥ N A% +b)| = [(A¥ 0 A% 4+ a) U (aX n A%+p)|s|A®
et du corollaire ci-dessus.

C.Q.F.D.
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5.- Réduction aux relations universelles (k #TFy» ]F3)

Dans ce numéro, k désigne 2 nouveau un corps (commutatif) quel-

conque, mais autre que ]F2 et IE3

Le lemme suivant donne la propriété essentielle de 1'anneau
A= Mn(k) qui permet de ramener toute relation entre les générateurs de

G aux relations universelles de la proposition 2 .

LEMME 6.- Quels que soient a,b € A , il existe u € AX N A® tel que

a+ué€ Ax et que b-u-l

€ AX

Démonstration :

Considérons tout d'abord le cas od k est infini. Soit v, (resp.
Vb) 1'ensemble des valeurs propres de a (resp.b) . Choisissons t € kX

de maniére que -t ¢ v, et ¢! ¢ V, . Il suffit alors de prendre u

égale 2 1'homothétie de rapport t pour avoir a +u , b - u-1 € AX

Considérons maintenant le cas ol k est fini. Supposons que le

lemme soit faux. Il existerait alors a,b € A% tel que l'ensemble
[A*na®) n @¥na®+7tn@Xna® -a)

soit vide et il s'ensuivrait que
| (A% n a%) n (A% n A% +b)| + |a% n A% s |A®|

Par suite, d'aprés le corollaire 2 la proposition 5 et d'aprés la proposi-

tion 6, on aurait, avec |k| =q ,
¢ -1<3q

ce qui est impossible pour q = 4

C.Q.F.D.
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Dans la démonstration du théor2me 1 ci-dessous, nous ne nous ser-

virons que de la variante plus faible suivante du lemme 6 .

LEMME 6 bis- Quels que soient a,b € A, a,b ¢ AX, il existe u ¢ AXn A°

tel que a +u € AX et b-ul ¢ AX |

THEOREME 1.- Le groupe G = GSp(2n,k) est engendré par les éléments

h(a) = (29,1 (a € &%) :

W) =9 revd

MO RN G (b ea®

w = (3_3) R

avec les relations
(i) W)h(t) = h(rt) (r,t € kY ,
(1i)  h(a)h(d) = h(ad) (a,d € &%) ,
(111)  u(a)u(d) = u(a+b) (a,b € A%) ,
(1v)  Woha) = ha)h(t) (t € KX, a € AY) ,
) W()u(tb) =  u(bW(e) (t € KX, b € &%)
(vi)  h(a)u(b) = u(aba*)h(a) (a € A%, bea®),
(vii) W o= a1,
(viii) wh(t) = h(t)h(t)w (t ek
(ix)  wh(a) = h(a* (a € a5
x)  wu(a Dwula)wula™) = h(a) (a € A¥ 0 A%)

On a en fait G = (HHUWD)®
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Démonstration : D'aprds la proposition 3(n°3), tout ce qui reste a démon-

trer est que toute relation du type (*) dans 1'énoncé de cette proposition

découle des relations universelles (i) a (x) ci-dessus.

Posons G = HHUwU (cf. Prop.3). Nous avons alors 1 ¢ G, >

1 ¢ Gi s G;l = Go et en outre, toutes les relations (i) 2 (x) ci-dessus

1) : =
s'écrivent sous la forme hlh2 ho pour ho’hl’hz € G0 convenables. Toute

relation du type (*) est de la forme h1h2h3h4 = ho (hl’hz’h3’h4 € Go

convenables). Nous allons montrer de proche en proche que toute relation de

la forme

1) h1h2 = ho (hl’hz’ho € G, convenables)

1)  hhh, =h | (h ,h,,h,,h € G convenables)
I1I1) h1h2h3ha= ho (hl’hZ’h3’h4’ho € G, convenables)

découle des relations (i) a (x).

Relations de type I : Les relations (i) a (ix) permettent de ramener 1I.

2 la forme
(12) wu(b)w = Egt)hﬂa)g(c)ggfd) (t € kX, a € A%, b,c,d € As,convenables);
ensuite, un calcul facile montre que (12) entratne

t=l, b= -a*-l, c = a-1 et d =a R

d'ot le fait que (12) s'écrit comme une relation de type (x), 2 savoir

gg(-a-l)g = h(a) g(a-l)gg(a) (a € A* n A%
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Relations de type II : Les relations (i) 2 (ix) permettent de ramener

toute relation de type II 2 la forme
(13) yg(b)ygoa u(a)w (a,b € N\ » 8, € G,» convenables).

Notons que si a ou b est inversible, nous pouvons éliminer un w dans
(13) a 1'aide de (x) et nous nous trouvons alors dans le cas de type I .
Supposons donc a,b Q AX . Le lemme 6 bis montre alors qu'il existe

1

X € A% n A° tel que a + x € AX et b - x" € AX . Multiplions

les deux membres de (13) 2 gauche par u(x) ; or on a , d'apres

x) ,
u(a + x) w = wg' ,
pour g' € G0 convenable, et
u()w = wul-x"1) wh(x) u(-x71) = wg"

Par conséquent

g(x) Y_li(b) ggo = 22(-)(‘1) E(x-l) Y_E_(b‘x-l) Ego o an'go

avec g"' € Go , d'aprés la relation (x) . Il s'ensuit que (13) équivaut

a

" =
(14) g"'g, = 8

On voit donc bien que toute relation de type II découle d'une relation de
type 1 2 1'aide des relations universelles (i) 2 (x) , et découle donc

de ces derniéres,
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Relations de type III : Une telle relation s'écrit, 2 1'aide des relations

(i) a (x) ,
(15) wu(a)w 8,8, = u(c)w (a,b,c € As, 8128, € Go, convenables).

Si a ou c est jinversible, on se rameéne aussitdt, 3 1'aide de la rela-
tion (x) et des autres relations universelles (i) a (ix), au cas d'une re-

lation de type II déja traité. Supposons donc a et ¢ non-inversibles.

I1 existe alors x € A% N AS tel que ¢ + x et a-x soient inversibles
(cf. Lemme 6 bis). En multipliant 2 gauche les deux membres de (15) par

u(x), on a
u(x+c)w = wg'
pour g' € Go convenable, et
u(x) wu(a) w = ggﬂ-x'l) g(x'l) yg(a-x_l) w = wg"
pour g" € G, convenable, toujours A 1'aide des relations (i) 2a (x).
Nous voyons ainsi que (15) équivaut, modulo les relations (i) a (x), a
g" 8,8, =8

qui est une relation de type II. Ceci montre donc en particulier que les

relations de type (%) découlent des relations universelles (i) a (x).

C.Q.F.D.
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REMARQUE.- Si nous prenons pour A un anneau involutif quelconque, 2 1la
place de 1'anneau Mn(k) , nous pouvons encore définir un groupe, noté
GSp(A) , comme le groupe de toutes les matrices inversibles de MZ(A)
vérifiant les conditions (2) et (3) du numéro 1 . (En remplagant partout,
bien entendu, k par le centre Z(A) de A). Définissons les éléments

h(a) (a € A%) , W(t) (t € 2(A)X) , u(d) (b € A®) et w de meme que dans
la définition 1 (n°2). La présentation de G = GSp(2n,k) donnée dans le
théoréme 1 est encore valable pour GSp(A) , pourvu que 1l'anneau A véri-

fie les deux conditions suivantes :

(E) Si .a,c €A et a%*c =c*a , Aa + Ac = A , alors il existe s ¢ A®

tel que a + sc € AX

(u) Quels que soient a,b € A%-AX 1] existe u € AX n A% tel que

atu € AX et b-ul g AX

Les résultats ci-dessus contiennent ainsi en particulier le cas

A= Z/pnz-
6.- Le cas de G = GSp(4,k) pour k =F, et k =T, .

Nous montrons ci-dessous que le théoréme 1 est encore valable pour

GSp(4JF2) et GSp(4JF3) en démontrant le lemme 6 bis dans ces cas.

o
a) Cas k =F, .- Le lemme 6 est alors faux (prendre a = ( 1) et b

10
11 10
1 1) et b= (O 1) ), mais le lemme 6 bis est encore

valable. Ceci se vérifie aisément en déterminant explicitement les ensem-

quelconque ou a = (

bles (A*n A% +a)n A*NnaA®) (acea)

b) Cas k =]F3 .- Remarquons que nous avons le raffinement suivant de la

proposition 6 pour b =0 , a € A% - A% s
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LEMME 7.- Pour tout a € A® , a ¢ A% , ona (si k ‘est de caractéristique # 2)

X s
|a¥ n A% +a) na¥nA°| > (2151—%T5—l -1+ Ly |a’
A

Démonstration : Comme le cardinal qu'il s'agit de minorer ne dépend que

de la classe de a modulo l'action xw uxu* (u € AX) de A*X dans
AX n AS, nous pouvons supposer que a est diagonale de rang s n-1 .
Notons A:-l le sous-espace de A® formé des matrices 2 n-i2me colonne

(et n-i2me ligne) nulle. Nous avons alors

8

AXnA%) U A¥na® +a)c A® - A

d'ot
2|a¥ n A°%] - (¥ n A% +a) nAaXna®| s - in)lA°|
| q
C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 6 bis pour A = M2CIF3) :

Si le lemme était faux, on aurait, pour a,b € AS-AX convenables,

[AXna®H n@na®+0)7n@na®-a) =9 ,

|aX n A% n (X n A% +b)| + |A% n A% s |A°)
ce qui entrainerait, d'aprés le lemme 7 (pour q = 3) ,

+—1§)
3

W)=

1> % + (

C.Q.F.D.
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§ 2. Construction de la représentation de Weil.

Dans ce paragrapne, a l'exception de numéro 1, la lettre k désig-
ne le corps fini Fq a q éléments, et la lettre A désigne l'algeébre in-

volutive Mn(k)

1. Rappel sur les modules quadratiques sur un anneau involutif.

Nous rappelons ci-dessous la définition d'un module quadratique sur
un anneau involutif A quelconque, due & Tits ([17)) dans le cas général

€ - nermitien.

DEFINITION 1. - Soit A wun anneau involutif, dont 1l'involution est notée

a——>a® (aeA) . Notons A° le sous-groupe de A" formé des anti-traces
a-a" (aeAd) , posons A = A/A° et désignons par pr la projection ca-
nonique de A sur A . Posons enfin a= b si pr(a) = pr(b) , pour
a,beaA

On_appelle A - module quadratique (2 droite) la donnée (M,E,B )

d'un A - module a droite M , d'une application { : M — A et d'une

application sesquilinéaire a gauche hermitienne B : MXM — A telles que

i) Q(xa) = a*Q(x)a (xeM, a€a)
ii) Qlx+y) = Q(x) + Q(y) + B(x,y) (x,y €M)
avec B = preB. . On dira que E est une A - forme quadratique sur M . Si

la forme sesquilinéaire B est non-dégénérée, on dira que B et (M,Q,B)

sont non-dégénérés.

REMARQUES. - 1) Comme l'on a a“A°a C A° pour tout aeA , le
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produit a*bae A est bien défini, quels que soient a€aA, beA et la condi-
tion i) ci-dessus a donc bien un sens.
2) Le fait que B soit sesquilinéaire 3 gauche et hermitienne signifie, bien

entendu, que B est bi-additive et que l'on a en plus

i) B(xa,y) = a®*B(x,y) (x,yeM, a€a) ,
ii) B(x,ya) = B(x,y)a (x,yeM, aea) ,
iii) B(y,x) = (B(x,y)) (x,y €M)

3) Dans le cas considéré dans la suite de ce paragrapne, l'anneau involutif
A est en fait une k - algébre involutive sur un corps k . L'application
6 (resp. B) est alors automatiquement une forme k - quadratique (resp.

une forme k - bilinéaire) 2 valeurs dans le k - espace vectoriel A

(resp. A )

2. Le A - module gquadratique (M,Q,B) associé a (E,Q)

Rappelons que dorénavant on désigne par k le corps fini Fq a

q éléments, de caractéristique quelconque, et que l'on note A 1l'algebre

involutive Mn(k)

Soit E un espace vectoriel sur k , muni d'une forme quadratique
non-dégénérée (Q de forme bilinéaire associée B . Posons Eo = k" et con-
sidérons le k - espace vectoriel M = Homk(Eo,E) , que nous réalisons dans

la suite sous la forme

M=E =E@® ... QE (somme directe 23 n composantes).

L'espace M est de maniére naturelle un A - module 2 droite puis-
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que A = Mn(k) s'identifie 2 Endk(Eo) , et en fait le produit xa de
x = (x,, , X JEM et de a = (a, . )€A est simplement le produit matri-
1 n ij P
ciel du vecteur ligne x et de la matrice a
DEFINITION 2. - Notons § la forme k - quadratique sur M a valeurs dans
A , définie par
= il
(1) Q(x)ii Q(xi) (1¢ién)
= La .(
(2) Q(x)ij B(xl , xj) (141i<¢j&n)
(3) Q(x)ji =0 (14i<jgn)
pour x = (xl, ,xn)ejM . On définit la forme k - bilinéaire B sur
M , a valeurs dans A , par
(4) IB(x,y)ij = B(x, , yj) (1¢i,j¢n)
pour x = (xl, ,xn) et y = (yl, ,yn) dans M . Enfin, on pose
6=Pr°Q ’
o, d'aprés la définition 1 du numéro 1, on note pr la projection canoni-
que de A sur A = A/A°

Remarquons que,

matrices alternées et que

PROPOSITION 1. - On_a les

dans notre cas, le sous-groupe A° est formé des

la trace de A sur k se factorise donc par A

propriétés suivantes :

i) Si a,beA

Tr(ac) = Tr(bc)

, pour que a=b |,

il faut et il suffit que

(cea®)

b}

b
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N . s
ou l'on note Tr(d) la trace de la matrice deA et A le sous-espace for-

mé des matrices symétriques de A

ii) B(xa,y) = a"B(x,y) (x,yeM, acA)
iii) B(x,ya) = B(x,y)a (x,yeM, aeA)
*
iv) B(y,x) = (B(x,y)) (x,y eM)
v) Q(xa) = a"Q(x)a (xeM, a€d)
vi) Q(x+y) = Q(x) + Q(y) + B(x,y) (x,y €M)
vii) Tr(bQ(xa)) = Tr(aba Q(x)) (xe M, a€A, bea® )
viii) La forme k - bilinéaire TreB , 3 valeurs dans k , est non-dégéné-
rée.

Démonstration: Cela se vérifie sans difficulté; en particulier vii) est une

conséquence immédiate de i) et v).

En d'autres termes, (M,E,B) est un A - module quadratique non-
dégénéré sur 1'anneau involutif A = Mn(k) , au sens de la définition 1 du

numéro 1. En fait, nous avons la

PROPOSITION 2. - La correspondance qui a chaque k - espace quadratique non-

dégénéré (E,Q) associe le A - module gquadratique (M;ﬁ,m) défini comme

ci-dessus et 3 chaque similitude y d'un k - espace quadratique (E,Q)

dans un autre (E',Q') , associe son extension canonique 3 M , notée enco-

re y , donnée par

¥(x) = (yxg, oo ,gxn) (x = (xl, o ,xn)etﬂ)
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est une équivalence de la catégorie des k - espaces quadratiques non-dégéné-

rés avec la catégorie des A - modules quadratiques non-dégénérés (avec les

similitudes comme homomorphismes).

Démonstration: La proposition est claire (et bien connue) si 1'on ne conside-

re que les k - espaces vectoriels et les A - modules sous-jacents (ainsi que
leurs homomorphismes). On se raméne donc 2 prouver que toute A - forme qua-
.dratique R , non-dégénérée, sur un A - module M comme ci-dessus, provient

d'une k - forme quadratique non-dégénérée Q sur E . Or il est tout d'a-

bord clair que R = proR avec R : M——>A telle que

R(x),, = Qi(xi) (1¢i¢n) ,

R(x).. = B (x_,x.) (1¢icjén)
1] 1]

R(x).. =0 (1$i<jén)
_]1.

Mais 2 l'aide de la relation v) ci-dessus, pour R , et pour des matrices

. i 1 . L j
a€ A convenables, on conclut aussitot que Q = Q (l¢i¢n) et que p*d

N

est la forme bilinéaire Bl associée a Q1 pour l&i,j¢n , d'ou
=1

R = Q@ . Cela achéve la démonstration, car si B est une A - forme ses-

quilinéaire (2 gauche) vérifiant

—_— _1 -
' (xy) = B0 + T y) + (pr B)(x,y) oyeM)
alors nécessairement B = El , c'est-a-dire
B(x,y)., = Bl(x x.) (x,yeM = EY; 1¢i j<n)
RSy i’7j ’ ; s )=

en vertu, par exemple, de la condition ii) de la remarque 2 2 la définition 1

(n° 1).

C.Q.F.D.
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REMARQUE.. - Comme pour un A - module quadratique (M,B,B) sur notre anneau

involutif A = Mn(k) , la forme (sesquilinéaire 2 gauche) hermitienne B ,

a valeurs dans A , est déterminée de maniére unique par § , on désignera

souvent un tel A - module quadratique simplement par (M,a)

EXEMPLE. - Comme exemple naturel de A - module quadratique, on peut citer le
A - module a droite M' = AXA muni de la A - forme quadratique

Q'(a,b) = &b + A° (a,b eA)
et de la A - forme hermitienne B

B((a,b), (c,d)) = a*d + b c (a,b,c,d €A)

Nous le rencontrerons encore au chapitre IV.

3. Calcul de sommes de Gauss associées 3 un A - module quadratique.

Nous renvoyons au chapitre I (§ 2, n° 2) pour le cas des k - espa-

ces quadratiques.

DEFINITION 3. - On note X 1l'ensemble des caractéres non-triviaux © de A

tels que O6(ab) = €(ba) gquels que soient aJneAf . On pose

(5) 6"(a) = o(ta) (tek , aeA’, BEX)

Pour Y€ X = car(k’) - £13 , on note ¥ le caractdre ¢eTrace

Remarquons que tout @é&X se factorise par la trace de A sur k
+
c'est-a-dire, le monomorphisme Y+— ¢ (¢ecCar(k )) est une bijection de

X sur X (puisque Ker(Tr) = {ab-bal a,be A}) et k™ agit donc transiti-
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vement sur X par (5). Il en résulte aussi que tout O €X se factorise par

A = A/A° ; nous écrirons alors simplement
(6) O(a) = 6(a) (aeh)

avec a = pr(a) = a + A°

PROPOSITION 3. - Soit (M,E) un A - module quadratique non-dégénéré, de

k - dimension 2rn . La somme de Gauss S_ associée 2 Q (et a B ex) dé-
Q
finie par
(7) s_(a) = 0 8al(x)) (aea®)
Q xe M

ne dépend pas du choix de © dans X , et elle est constante sur AN AS

de valeur

e(TroE)IMII/Z

Démonstration: Posons S = S_ . Le fait que S ne dépend pas du choix de

Q

6eX découle aussitot de 1l'équivalence, pour tout te k" , des k - formes

quadratiques Traa et t(Ttos) sur le k - espace vectoriel M de dimen-
t
sion paire 2rn , et du fait que tout B€X est de la forme eeTr , pour

N A . +
te k® convenable (ot 1'on note e wun caracteére non-trivial fixé de k ).

X s
Pour montrer que S est constante sur A N\ A , remarquons tout

d'abord que la condition i) de la définition 1 du numéro 1 entraine
= * X S X
S(a) = S(cac*) (aeA N A", ceA ) ;

. x s
la somme S est donc constante sue les A - orbites dans A N A . Notons

ensuite que, d'aprés ce que nous venons de voir
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S(1) = 2 e(Troq(x)) ;
xeM

mais comme (M,Q) provient d'un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) sur

k , on a

T~ in
TroQ = Q =Q4& ...1Q (somme orthogonale & n composantes),

d'ou

1/2 /2

n

S(1) = S = (s 1" = & UE] = &(Troq) M|}

in e
eoQ °Q

)

(cf. ch. I, § 2, n® 2, cor. i) a la prop. 2). Pour achever la démonstration,
nous distinguons maintenant trois cas.

. . : . . . x
i) Si k est de caractéristique 2 et n est impair: Alors A N A% a

une seule A - orbite et la démonstration est terminée.

ii) Si k est de caractéristique 2 et n = 2m: Alors A"N A°% 2 deux

A - orbites, celle de 1 et celle de a = (0 lm) . On a, pour
o 1, O
x = (xl,...,xzm)EM R
m
Tr(aoQ(x)) = .ZZ: B(xi’xi+m) ,
i=1
d'ol
- 1/2
s(a ) = [Z e(B(u,v))]m = |EI™ = €(TroQ)|M| 2
u,v eE
comme voulu.
ii) Si k est de caractéristique # 2 : Dans ce cas, AN A° a aussi

deux orbites, a savoir celle de 1 , et celle de la matrice diagonale ao
dont tous les coefficients diagonaux sont égaux & 1 sauf le dernier qui est

un non-carré toe k® . Alors

= n-l = n =
s(a ) = [sQ(l)] So(t,) [sQ<1)] s(1)

Q

puisque, la dimension de E étant paire (égale 23 2r , par hypothése), on
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C.Q.F.D.

4. Définition de la représentation de Weil.

THEOREME 1. - Soit (M,Q) un A - module quadratique non-dégénéré, de

k - dimension paire 2rn . On peut définir une représentation

(W, p) = (W_,p_) de G =GSp(2n;k) , appelée représentation de Weil de

G associée 2a (M,B) , en_posant W = GM)<X (ot X = Car(k+) - {1;) et

en se donnant f sur les générateurs de G (cf. n° 2) par les formules

suivantes

(8) (pth@)f] (x,¢) = f(xa,y) (aer”) ,
9) pth' (1)l (eod) = £0x, 45) (tekt) |,
(10) (PNl (x,p) = $OBRE))£(x,¢) (bea®)
(11) [P E]Gg) = e M 2D G(BGuy e

y €M

pour few , xeM , bex (et ¢ =doTr)

En outre, si 2 chaque similitude y d'un A - module quadratique

(M',a') sur (M,E) , on associe l'isomorphisme % de la représentation de

Weil (W,p) associée a (M,B) sur la représentation de Weil (W', P') as-

sociée a (M',E') , donné par
-1
My
(iﬂ(xﬂ*)= f“x'ﬁ ) (fe W, x'e M', veXx) |,

(ol m6€ K* désigne le multiplicateur de y ) , alors la correspondance

ainsi définie est fonctorielle.
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Démonstration: D'apres le théoreme 1 du paragraphe 1, n° 5, nous n'avons

qu'a vérifier que les opérateurs que l'on vient de définir satisfont aux re-
lations universelles (i) a (x) (cf. th. 1). Cela est clair pour les relations
(i) 2 (v) et pour la relation (viii). La relation (vi) pour ncs opérateurs
résulte aussitot de la condition i) de la définition 1 (n° 1); la relation
(ix) découle aussitdt des propriétés i) et ii) de B ennoncées dans la remar-
que 2 2 la définition 1. La relation (vii) est aussi claire, puisque l'appli-
cation Qo‘i est, pour tout Y €X , une mise en autodualité symétrique du

groupe abélien fini Mt

Montrons maintenant que la relation (x) est satisfaite. Notons tout
d'abord qu'en présence des relations (i) a (ix), la relation (x) équivaut 2a

la relation suivante

-1

wu(a)w = h(-a )u(-a)wu(-a ") (ae A N A

Or on a, pour a€A "N A® |, few , zeM , $eXx ,

, ) _
[P(x)e(g(a))P(v_v)f] (z,$) = Tﬂx yZeM [B (z+x)+aQ(x)+B (x,y) £(y,$)

Z b[a T (Blyrz,x 4D £ )
,YEM

IMI

Ihldls (a” ’Zi[a Q)] £

et d'autre part
- -1 -1 _
pth(-a))plul-a))p@pat-a™ N (z,¢) =

= k[-a'la(zﬂ _lll%f%. E: g[ (ig(z,y)+a(yﬂ f(y,¢) ,

=_I(:_|1'T7EZL §_ $[-a" Qy+2)] £(y,9)
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Nous voyons donc que pour que la relation (x) soit satisfaite, il faut et il

suffit que

s (a) = e(Tro@IMIY2

Q

comme nous avons prouvé cette égalité dans la proposition 3 (n° 3), cela a-
chéve de démontrer que la représentation P est bien définie. Enfin, la se-
conde assertion du théoréme est immédiate.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Le théoréme ci-dessus reste évidemment vrai si l'on remplace ¢
par un espace vectoriel complexe quelconque V dans la définition de 1l'es-
pace W de la représentation de Weil. La représentation ainsi obtenue sera

appelée représentation de Weil de G associée a (M,a) et a V

§ 3. Décomposition de la représentation de Weil.

Le théoréme 1 ci-dessus (§ 2, n° 4) montre que le groupe GO(B) s
des similitudes du A - module quadratique (M,{) , opere dans la représen-
tation de Weil (W, f) de G associée au A - module quadratique (M,a)

Dans la suite de ce numéro, nous posons
I =co(@
et nous désignons par ['' un sous-groupe quelconque de T
Nous notons (E,Q) 1le k - espace quadratique non-dégénéré dont

provient (M,a) par le procédé du numéro 2 du paragraphe 2. Le groupe [

s'identifie ainsi 2 GO(Q) (cf. loc. cit. prop. 2).
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1. Les représentations (W(T], p)

DEFINITION 1. - Si e[’ , on pose

m-l m-l
¥

6E = (K.X,‘y ’ ) = (Xxl""’xxn;? )

pour ¥ = (x,§) = (xl,...,xn;?)ehix)( , ou 1l'on note m le multiplicateur

~

de y . Posons en outre M = MxX

Si (V,M) est une représentation de ['¢c [ , on note (W(T), ?)

la représentation de G dont 1l'espace W(W] est formé des fonctions f de

M dans V telles que

£(y.8) = T(y)(£CE)] (yel', geM)

et l'action p est l'action de la représentation de Weil de G , dans

~

W= VM , associée 2a (M,a) et 3 V (cf. rem. au th. 1, § 2, n° 4), restrein-

te 3 W) (qui est stable pour p )

Nous avons ainsi une premiére décomposition de la représentation de
. . : . . ' .
Weil, suivant les composantes isotypiques de l'action de [' dans W , décri-

te dans la proposition ci-dessous dont la démonstration est un exercice facile.

PROPOSITION 1. - Notons I' 1'ensemble d&&s types d'isomorphie des représenta-
tions irréductibles de ['' . Désignons par vﬁ l'espace de MeéI' . Nous

avons alors les décompositions suivantes (ot TY est la contragrédiente de

T )
W~ @ wWml®v_,) (en_tant que Gx[' - modules),
Tel' n
W~ éE; (dim T)WCT] (en_tant que G - modules) ,

Tel'
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ou l'action de Gx[' dans W est déduite de la représentation de Weil P

pour G et de la représentation ¢ de [ donnée par

@GO ® = £ gD (few, ge®)

Nous introduisons quelques notions qui seront utiles dans la suite.

DEFINITION 2. - Soit (V,7 ) wune représentation de [' . On pose, pour tout

gef'f = MxX , et tout sous-espace W' de W(TN)

w'(k) = {£(8) | few'}

Supp W' {EG%IW'(E)#Q}

On _dira que W' est un sous-espace plein de W(T] si l'on a

W'= {few(®]| £(pew(®) VeeM} .

On a alors en particulier, pour ¥ = (x,%)eﬁ ,

(1) Wiml(g) = Fixv(Stabp, E) = Fix, (0(Q) N Stabr, x)

s'il n'y a pas de risque de confusion, nous écrirons dans la suite simplement,

(2) Stab_, &

p 80 oD

X

(3) werd () v = Fixvf‘}'( (8 = (x,}) eM)

DEFINITION 3. - Soient (V,T) et (V',T') deux représentations de ("'

On note g(‘“",’i) 1'espace vectoriel complexe formé de toutes les applications

N de NMxM dans Homc(V,V') telles que

(4) NGy B) = T (rORGELBT (,y'el', B,8'€M)
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Les éléments de N(i',t) sont appelés noyaux (f',¥) - équivariants, ou

noyaux tout court, s'il n'y a pas de confusion a3 craindre.

Si (V",M") est encore une représentation de ['' , on a un pro-

durt matriciel évident de noyaux

E(Tl‘“:ﬂ“)xg(ﬂ' ,'W)——'* g(ﬂ";‘r) )
donné par
WND @R = D Ny, EDeN, (B',E)
Eel
La démonstration de la proposition suivante est alors un exercice
facile.

PROPOSITION 2. - Notons R([™) 1la classe de toutes les représentations de

[ . Alors, en associant 2 chaque noyau NeNO[',7T) @i, '€ R(I)) 1'opéra-

teur € - linéaire QN de WOM) dans W(f'] , défini par

(5) GO ®) = ) NEMEM) ((eH, fewim)
meH

on établit un isomorphisme de la catégorie linéaire N dont la classe d'ob-

jets est R([™) et dont l'espace vectoriel des fléches de source W et but

T @M eRT")) est N(M',M) , sur la catégorie linéaire W avec la méme

classe d'objets et dont 1'espace vectoriel des fléches de source 77U et but

' est Hom¢(Wfﬂ],WCﬂﬂ )

REMARQUE. - La condition (4) appliquée 2 g'é.Stabr,(E') = P%, et
KeStab,_‘,(E) = ['"g montre que N({',§) s'annule sur les composantes [ -
i

isotypiques de V de type non-trivial et que son image est contenue dans

W{R'J(E') (cf. (1)); autrement dit, on a alors de manidre canonique, quels

que soient §, g'e'ﬁ s
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(6) N(E',E)eﬂomt(wcm(i), W' (%'))

DEFINITION 4. - Gardons les notations de la proposition 2. Si P =@N , on_pose

Supp & = Supp N

DEFINITION 5. - Pour % = (x,$)e™ , on pose

Q’(g) = ?_Q(x) = Y.Q(X)& Car(A+) (avec Q=preQ, $=¢oTr)

. . < + L. . .
Si 1l'on veut avoir Q 2a valeurs dans A (ou A ) lui-méme, on fait choix

+

d'un caracteére non-trivial e, de k , On_pose
(7) e =eolr
: o
et
~ t
(8) Q(x,e ) = tQ(x) (xeM, tek®)
LEMME 1. - Soient (V,T) et (V',M') deux représentations de ' . Soit

QeHomm(WEK], Ww{m])) , défini par un noyau N . Si @ commute aux opéra-

teurs P(_q(b)) (bea®) , alors

supp N € {(Em) e MxM | §(&) = Fe}

Démonstration: En effet, l'hypothése sur @ entraine aussitot

P (bQ(x)) = @ (bQ(y)) (be A®)

pour tout (x,;y,p)€ Supp N . En écrivant q>=4)t pour tek® convena-

ble, il s'ensuit
Q(x) = tQ(y) (cf. n° 1, déf. 1) ,

mais pour a,c€Im @ , la relation a = c équivaut 2 a =c (cf. n° 2,
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déf. 2), d'oh l'assertion du lemme.

C.Q.F.D.
Dans la suite, on pose, pour i = 1,2 ,
pr; (8),8)) = &, ((El,ez)e'ﬁxﬁ)
LEMME 2. - Soient (V', ') et (V", T") deux représentations de ' . Soit

W' (resp. W" ) un sous-espace plein de W[n'] (resp, w[n"]), stable par les

opérateurs P(g(b)) (b ea®) , admettant un supplémentaire plein Wi (resp.

w'l' ) , aussi stable par les opérateurs P(g(b)) (beA®) . Supposons que

our tout €Supp W' eSupp W' , la condition WQ(E) = QM) entraine
pour tout " € Sup M) entraine

ue et sont congrus modulo ' . Alors, si est un opérateur de
que et

W' dans W" commutant aux opérateurs P(g(b)) (b €A®) , il existe une (et

une seule) fonction de M dans Hom (v',v") telle que
¢ <= dans ¢ telle gue
t

P(E) € Homy, (W' (§),W"(E)) C Homy (V',V")

i) Supp @ = pr, (Supp dn pr, (Supp $ .
ii) PULE) = TGy JQBR () (rel, e [ 5el
iii) @) &) =[9®)] (£(¥)) (few', el

Démonstration: Prolongeons ® 2 W(M'J] tout entier, en posant @ = 0 sur

W, . Pour few', £ € (Supp W') N (Supp W") on a, en vertu de notre hypothese

et du lemme 1,

P ) NGE B EGLE)
xér"

lorb EINCE,E)ECE)

(®f) (¥)

ol l'on note N le noyau définissant @ . Le lemme s'ensuit avec
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®(t) = |orb E[N(E,E) (¢ e)

C.Q.F.D.

2. Les diagrammes §1t

DEFINITION 6. - Soit (V,7 ) une représentation de M' . Pour x,y€M , on

pose

Z N(y") (ceA, rek”) |,
yeft', mx, =r

Sﬂ-(x,y;c,r)

B(x,y'.y) =c

S“(x,)’;b’)_= S (x,y; B(x,y.y),m )
M = 0@ N stab, x =M (e€Xx)
Vx = FixV r‘)'{ .

On note §1t le diagramme d'espaces vectoriels dont les sommets sont

les Vx (xe M) et dont les fléches, de source Vy et de but Vx (y,x eM)

sont les opérateurs Sﬂ(x,y;x) (yel) . On pose enfin
s =% =) W
e x ,
yet
X
p =" = M| ls
X x x X
LEMME 3. - Soit (V,T) une représentation de ™ . Si x,yeM ( = E" ) et

Ker“ sont tels que le systéme de n+s vecteurs (1< s&n)

= (xl,...,xn,g.yl,...,g.ys) de E soit libre, et

Yep1 = o =Y, < 0 , alors

Ty = 2 WG
3'&R(x)
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R(y) = [o(Q)x,o(Q) sy N
y

Démonstration: La somme éﬁ(x,y;x) porte, en fait, sur les y'e(™ tels que

(cf. § 2, n° 2, déf. 2) on ait m!' = mK et

B(x, y'.y) = B(x,y.y) , B(y'.y,x'.y) = B(y.y,y.y)

(s)

Or le théor2me de Witt montre, puisque le systeme (x,y.y ') est supposé

libre, qu'il existe alors 51€.O(Q) tel que

(s) (s))

(y-%0¥.y ) = (x,¢'.y

et par suite, que (puisque mx, =m )
!
Y€ o(Q)x,o(Q)y(S) ,

d'ol le lemme.

C.Q.F.D.

REMARQUES. -

1) Si H, H' sont deux sous—espaces de dimension n de E (o dim E =

2r%» 2n ) , on peut toujours plonger les espaces quadratiques (H,Q'H) R
(H',Q'HJ de mani2re transversale dans (E,Q) sauf si |k|43 , r=1=n |,
et (H’QIH) ﬁ!(H',Q|H,) . Cela résulte par récurrence du th., 2 du ch. 1, § 2,
n° 2.

2) Notons que 1'on a, de maniére générale,
9) S (y: xa, 7. .yb3¥) = T )8 (x,y55o yy )Ty ) L
¥ X85 ¥-Y05 1 Y38y ¥¥27N ) ’

quels que soient x,yeM, a,beA", \l,gz,xér"
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DEFINITION 7. - Bour x = (xj,...,x )€M = E" , on appelle rang de x et

l'on note rang x le rang du systéme XyseoonX de n vecteurs de E

On pose encore

rang(x,$) = rang x (xeM, ¢ex) ,
rang Oer,E = rang § (B eM)

Si rang(x,§)<n , on dit que x et (x,{) sont dégénérés; de meme pour

' Orbp, (x,¢) . Une réunion de ' - orbites est dite non-dégénérée si elle ne

contient pas d'orbite dégénérée.

Le lemme et la proposition suivante montrent 1l'intéret du diagram-

me S

LEMME 4. - Soient (V',T') et (V",M") deux représentations de M . Soit

W) =w'@® Wi (resp. W(M"] = Ww"@® WI ) une décomposition de W(T']

(resp. W[M"]) en somme directe de deux sous-espaces pleins et G - stables.

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

a) Supp W' et Su W' sont non-dégénérés;
PP et PP

b) pour tout ¥E€Supp W' , TESupp W' , la condition [ 143) =76('r]) en-

traine que § et 7 sont congrus modulo ™

Si d est un opérateur G - équivariant de W' dans W" , alors

il est de la forme

@) (&) = (@8)] (£(E)) (few', EEM)
pour une (et une seule) fonction @ = ?Q de M dans Hom¢(V‘,V") telle _

que Supp @ = pry(Supp §) N pr,(Supp ) et
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i) ¢k e Homy (W', W")  (C Homy (WL ,W(T"1)) ((eh) ,
) RGrE) = TGy JeE)T(p) T (rer, ype Ty, gef)
i) p(xa,P) = P(x,¢") (xeM, aeh, V,y'ex) ,
. ')Tl »nll

iv) 'Y(x)S (x,y;y) =S (x,y;g)?(y) (x,yeM, yeM)

en écrivant @(z,p) = ¢(z) pour (z,\f})éﬁ , d'aprés iii).

En particulier, si ™' =0 , on a

v e (x)p’;' = Pl TR

pour tous les x,y&€M ,- ger" tels que le systédme de 2n vecteurs

(x,y.y) soit libre dans E (cf. lemme 3).

Démonstration: D'aprés le lemme 2, il existe 9 : ﬁ——)Hom¢(V',V") avec

le support voulu et telle que i) et ii). La relation iii) est une conséquence
immédiate du fait que & commute aux opérateurs P(h(a))P(w) pour tout
acA® , nous avons, quels que soient fé€eW', (x,‘{))eﬁ, et aeA s
(10) ?(x,\y)z Y(B(xa,z))f(z,y) = Z Y(B(xa,z)) (z,§)f(z,¢)

zeM zeM
Or, si ag¢A - A" , alors, d'aprés a), xa¢ Supp W' U Supp W' , et par suite
nous avons encore (10), réduite a 1'identité 0 = 0 . Comme
¢ (B(xa,z)) = j)_(a*IB(x,z)) pour V€X, a€A, x,z€M , et que les caracteéres
y_a pour a€A (yeX fixé) forment une T - base de ¢A , on en conclut que
11) QUx) 9 E(z,4) = (2,9 E(z, )

zeM zeM
B(x,z) = ¢ B(x,z) = ¢
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pour tout: x€M , G €X , fe€W' . Il suffit alors d'appliquer (1l1) a la

fonction f ( (y,dl))ég, veW'(y,¢) = W'(y) ) telle que

= f
y,¢sv
Supp f = Orb,, (y,¢) et que f(y,) =v , et ad c= Bx,y.y) (yel) ,

pour obtenir iv) dont v) est une conséquence immédiate, d'aprés le lemme 3.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Si ' =1 alors l'hypothese b) dans le lemme ci-dessus est une

conséquence de 1'hypothése a), en vertu du théoreéme de Witt (cf. (2] ou (5]).

3. Trongquages.

DEFINITION 8. - Pour tout a€Im @ , on définit un opérateur Ta du ¢ -

espace vectoriel W[N] , appelé opérateur de tronquage au dehors de la

sphére de rayon a , par

Ta(f)(x,et) =6 £(x,e") (FE WM, x€EZ, tek")

tQ(X) »a

LEMME 5. - Pour tout a€Im Q@ 1l'opérateur Ta est combinaison linéaire des

opérateurs de Weil = p(u(b)) (beA®)

U,

Démonstration: On a, pour bea® , fewinl ,

(_gbf)(x,et) = gb(tQ(x))f(x,et) (xeM, tek®)

Or, les caracteéres gb (be A®) forment une base de 1'espace de toutes les
fonctions complexes @ , symétriques (c'est-a-dire telles que ({J(a*) = Q(a)
(acA) ) sur A . D'autre part, d'apres la définition 2 du numéro 2 du para-
graphe 2, on voit aussitot que Im @ ne contient jamais simultanément une

matrice c€&A et sa transposée c* , si c # c* . On en conclut que toute
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fonction complexe sur Im Q se prolonge en une fonction symétrique sur A
. . s N
Soit a€Im @ ; si nous prenons 'Xbé € (beA”) tels que la restriction de

'/\b_c_e_b 2 ImQ soit la fonction de Dirac Sa , égale 2 1 en a et O
b

sur Im Q@ - ia.ﬁ , nous obtenons
Ta = Zb Abgb

C.Q.F.D

4. Le cas o [ est d'indice 2 dans [

Nous considérons ici le cas, que nous rencontrerons dans les chapi-
tres suivants, ol " est le produit semi-direct r".il,T} du sous-groupe
(distingué) ' et du sous-groupe {1,T} od T est une involution. La si-
tuation est décrite dans la proposition suivante, dont la démonstration est

une vérification facile.

PROPOSITION 3. - Soit (V,T) une représentation irréductible de ' . No-

tons (V,%) 1'induite de (V,T) a2 [ ; autrement dit, on a

V=vev ,

T(¢) =TGN DT (y') (avee T (y') =T(Ty'T), y€M) ,
T(T) (v,v') = (v',v) (v,v'€V)

On définit alors un isomorphisme & de (W(T], Q) sur (W[‘ﬁ], ?) , en_posant

@) () = (£(8),£(TE)) (€ W), EeM)

~ 7r

Lorsque 7 est réductible (c'est-a-dire lorsque M =7 ) , on a
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~ + - +., -
Wil = wi® + w®] = W)« wmy o,
S T N e LN o
od l'on note (V,7) = (V ,T ) @V, ) la décomposition en composantes
irréductibles de ﬁ' , donnée par "ﬁ'i = ")il L
V—

vE = {(v, i‘?(v)) | vev}

(% étant un isomorphisme involutif fixé de (V,T) sur (V, T[T) ), et

d'autre part

WEITD = {fewlmi| £(T.8) = +(£(8))  VEEN)



CHAPITRE IV

Décomposition de la représentation de Weil en rang &4 (cas déployé).

Dans tout ce chapitre, on garde, sauf mention expresse du contraire,
les notations et conventions du chapitre III, appliquées au cas n =2 ,
r =2 et (E,Q) déployé. On désigne en outre par K 1l'unique extension

quadratique de k , et par N (resp. Tr ) 1la norme (resp. la trace) de K

sur k . On pose G = GL(2,k) = A%

. . . 2
Dans la suite, on n'emploiera pas la notation M = E (resp.

E2 X X ) du chapitre III, mais simplement les notations E2 et

E2 x X

=
1]

2N
1

§ 1. Structure I" - équivariante de E = E2 X X

Dans ce paragraphe, nous donnons une réalisation convenable de

M = G0(Q) et nous décrivons les [ - orbites dans E

1. Réalisation de (E,Q) et de T'= GO(Q)

Nous choisissons le modele suivant de (E,Q)

DEFINITION 1. - On pose

m
]

A(=M2(k)) )

Q(a) = det a (a € E)
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.I1 est alors clair que (E,Q) est un k - espace quadratique non-

dégénéré de rang 4 . La forme bilinéaire B associée & Q est donnée par

(1) B(a,b) = a),by, + ay,b)) = 31,0y - 851y, (‘a,b €E)

Rappelons que l'on a posé

G, = GL(2,k) = e

PROPOSITION 1. - Chaque h = (hl’hZ) € Go X Go définit une similitude ?h

de Q , de multiplicateur det(hlhz) , donnée par

*
?h(a) = hlah2 (a €E)

Notons ¢ 1'homomorphisme ht— ¢, de G, XG dans ' . On_a alors

i) Ker ¢ = i(t,t-l)lt € kx} 5

. . . +
ii) 1le groupe [' est le produit semi-direct de 1'image ™ de ? et du

sous-groupe {I,T} , ou T désigne la transposition dans E , avec la
relation
2) B (ORI [CWRSS (hy,hy, €G)

Démonstration: L'assertion i) ainsi que la relation (2) sont immédiates. Il

ne reste a montrer que
Ime.{l,Tf =T
Or, comme T & Im ¢ , on a, d'apres i),
m g {1,74] = 21| e, 2 = 2a-1°*@D)?

mais d'autre part, on a
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lo@) | = n,(4)n, (2)

ot l'on note nH(Zs) le nombre des paires hyperboliques dans un espace qua-
dratique non-dégénéré, déployé, de dimension 2s sur k ; on trouve alors

aussitot

lo@] = (¢%-1)(q+1)q.2(q-1)

M| = (@-D 0@ | = 2(q-1)3q%(q1)?

et par suite, Inl?.il,T} =T

C.Q.F.D.
DEFINITION 2. - Dans la suite de ce chapitre, on pose
G X Go =H |,
LN m(?h) = det(hlhz) (h = (hl’hZ) € H)

2. Les H - orbites dans E = E2 x X

Nous considérons maintenant 1l'extension naturelle a E2 et a E
de l'action de H = Go X Go dans E comme groupe de similitudes de Q

définie au numéro 1 (prop. 1).

DEFINITION 3. - Pour h = (hl,hz) €H , on pose (cf. déf. 2)

_ *
h.a = hlah2 (a €E) ,
h (h.x. ,h.x.) (x = (x.,x,) €E%)
X x)»h.x, X X11%X,y s
-1

+mh) & = (x,$) €E)

=2
['a) 4

[}
~
=2
X
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.0On détermine sans difficulté les H - orbites dans E , dont nous
donnons un systéme complet de représentants dans la table 1. Les notations
employées dans cette table, que 1'on gardera dans tout ce chapitre, sont don-

nées dans les définitions suivantes.

DEFINITION 4. - Pour a € Go , on note {a) la classe de conjugaison de a

dans G, et l'on note C(a) le centralisateur de a dans Go . On_pose
en plus
v, = (5 ) (t ex
y, = (T;(c) g(c)) (c e kX -k
d(r,s) = (¢ 2) (r,s €X)
a(r,s) = (S 3) (;,s €k)

DEFINITION 5. - Si L est un sous-groupe de G0 , on le plonge dans H par

D) = {(a,a*1)|a €L}

On pose en outre

0
T, = (G Plrs €x)
1
u = 1 Dls et
H = {h eu|mh=1§

Remarquons que le groupe GO X kX agit dans £ par

(3) Gop) @%,0) = (xa gt ) () €E, aec, t e,

ou 1'on désigne, comme dans le chapitre III (§ 2, n° 1), par xa le produit
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matriciel du vecteur a deux composantes, x = (xl,xz) € E2 et de la matrice
a € G0 = GL(2,k) . Cette action commute a l'action de H que nous avons
considérée; nous donnons la liste d'orbites de l'action produit dans la table
2. Notons encore que cette action produit respecte le rang, au sens de la dé-

finition suivante (cf. ch. III, § 3, n° 2, déf. 6).

DEFINITION 6. - On appelle rang d'un couple x = (xl,xz) € E2 , et 1'on

note rang X , le rang du systéme formé des deux vecteurs x et X dans

1 = 2
E . On pose

rang(x,$) = rang x ((x,$) € E)

X

et 1'on appelle rang d'une orbite (suivant H , Go X k7 ou H X (Go X k%)

~
le rang commun de ses éléments. On dit enfin qu'un élément de E , ou une or-

bite, est dégénéré si son rang est plus petit ou égal a 1

Dans les tables 1 et 2, nous avons enuméré les représentants par

rang décroissant et séparé par des traits gras les fibres du rang.

Dans la table 3, nous donnons les valeurs de § (cf. ch. III, § 2,

n°® 2, déf. 2) sur les E2 - composantes des représentants de la table 1.

3. - L'action de la transposition T
L'extension naturelle de T a E , notée encore T , est donnée
par
— . —3 . - * *c
(4) T(x;4) = (Tx;¢) = (Txl,Tx2,+) = (xl,xz,»)
pour x = (xl,xz) € Ez, * € X . Son action sur les représentants de la table

1 est donnée par la
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PROPOSITION 2. - On_a, avec W, = a(l,1)

D Ty = ey ) MLy ) (t €KX, pex) ,

ii) T(Ly_;$) = (d(1,-N(e)), g(l,N(c)'l)).(l,yc;p) (c € KX - kx,*) €X) ,
i1)  T(L,a00,1)59) = Gu,ulh).(1,200,1)3¢) (pex)

i) T@0,1),134) = (up,w) Th).@(0,1),154) (bex)

v) T(d(1,0), a(0,1);e) = (d(1,0), a(1l,0);e) ,

vi) T fixe tout autre représentant de la table 1.

Cela est immédiat.

§ 2. Les représentations Wfﬁl,ﬂé]

Nous gardons, dans ce paragraphe, les notations du paragraphe 1, aux-

quelles nous nous referrons constamment.

1. Définition des représentations wUWl;HZJ .

D'aprés la proposition 1 du numéro 1 du paragraphe précédent et la
proposition 1 du paragraphe 3 (n° 1) du chapitre III, on est amené A poser la

définition suivante (cf. déf. 1, loc. cit.):

DEFINITION 1. - Soient (V,, W) et (V,, ﬂé) deux représentations de G_

telles que TTI(t)'81T2(t) = IdV @y DRour toute matrice scalaire t de G,
1 2

on dira alors que ﬁ& et ﬂé coincident sur les matrices scalaires. On note

dans ce cas (wEﬁl Gﬁﬂé], p) la représentation de G = GSp(4,k) dont 1'es-
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pace wfﬁl ®1T2] est formé de toutes les fonctions f de E = E x X dans

V1 ® V2 telles que

-1
det(hlhz)

* * _ — .
(1) f£(h,ah,, hibh ;¢ ) = [T (h)) @T,(h,)]E(a,bs¢)
. 2
quels que soient (hl’hZ) €H= Go e G0 , (a,b) €E , $€X , et dont

l'action p est donnée par les formules (7) a (10) du théoreme 1 du numéro

4 du paragraphe 2 du chapitre III, appliquées au cas n =2 , 2 l'espace

quadratique (E,Q) = (Mz(k), det) de rang 2r =4 ,eta V=V ® v, 2

1
la place de € (cf. rem. au th. 1, loc. cit.).

Notons (V*,1T*) l'anti-représentation duale d'une représentation

(V,T) d'un groupe fini L . Notons encore T 1la transposition aj}— a*
dans Go = GL(2,k) . Pour toute représentation 7 de Go , posons
A *
(2) T = (TeT)
Alors
A
5T ~ (v, T

Cela est immédiat, en considérant les traces des deux représenta-

tions et en remarquant que tout élément de Go est conjugué a son transposé.

A
En remplagant maintenant (V2, ﬂé) par (V;;Tf) dans (1), et en

se servant de l'isomorphisme bien connu

*
(3) v, ®v,,

i Q'ﬁz) AN (Homg, (V,,V, ), [}), WyeTD
(avec
[T, (hy), (TeT)(hy)] =T, (h lege(MyeT)(h,)

¥* . C . .
pour h,, h, €G_ et ¢ € Homc(Vz, Vl)) , on obtient la définition équiva-
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lente (c'est-a-dire, fournissant une G - représentation isomorphe) suivante

DEFINITION 1 bis. - Soient (Vl,'ﬁ ) et (V2, ﬁé) deux représentations de

1
G, telles que DTl(t),'ﬁz(t)-l] 2 ﬂ&(t)o?Jﬁé(t)-l (¢ € HomG(VZ’Vl))

soit 1'identité pour tout t € G scalaire; on dira alors que 1Tl et th

coincident sur les scalaires. On note (WUTl,ﬂé], P) la représentation de G

dont 1'espace wtﬂl,ﬂé] est formé de toutes les fonctions £ de E = E2 X X

dans [V2,V1] = Homc(Vz,Vl) telles que

* ~
(4) £(hy,h)).8) = T (hy)ef(E)eTT, (hy) (hy, h, €G_, E€E) ,

o

c'est-a-dire

-1
det(hlhz)

h bh,; ¢ ) =T, (h)of(a,b;p)el, (h,)

(5) f(hlahz, 1

quels que soient hl’ h2 € Go , a, b €E |, Q € X , et dont l'action P

est donnée par les formules (7) a (10) du paragraphe 3 (n° 3, th. 1) du cha-

pirtre III, appliquées au cas n =2 , 3 l'espace quadratique

(E,Q) = (Mz(k), det) de rang 2r =4 et 3 V = [V2,V1] (cf. rem. au th. 1,

loc. cit.).

Nous aurons le plus souvent a employer la définition 1 bis. Dans

les cas qui nous intéresserons d'ailleurs, ITI et sz agiront comme des
4

f—

homothéties sur le centre Zo de Go . Dans ce cas, le fait que TTl et JLZ
coincident sur les (matrices) scalaires signifie que les rapports des homo-

théties TTI(t) et 7T2(t) coincident, pour tout t € Z,

2. L'action de la transposition T

Rappelons que l'on a posé
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T(a,b;¢4) = (Ta,Tb;p) = (a™b¥N;) ((a,b39) € B)

On note aussi T la transposition dans Go = A%

PROPOSITION 3. - Pour toute paire d'espaces vectoriels V', V" , notons S

1'isomorphisme canonique de V' @ V" sur V" ® V' donné par

(6) S(v'! ® v") = v" ® v' (v' € Vl’ v" € A ,

et posons, pour toute f € (V' ® V")E s

(7) T(f) = SofeT

Alors, si (Vl’ ﬂi) et (VZ,TT ) sont deux représentations de G0

2

qui coincident sur les matrices scalaires, on a

T . W, ™, s p) —~>(w[1T2,1I1], p)

@®? = 14

- . 2
Démonstration: Cela résulte aussitot des relations T = Id et

To = oT (h,,h, € G )
L{CHR ISR (CHR ) 1’0y €6,
(cf. § 1, n° 1, prop. 1 et § 2, n° 1, déf. 1)

C.Q.F.D.

DEFINITION 2. - Soit (Vl,ﬁTl) une représentation de Go . On note

(W+EF1 ®'F1], ) (resp. (W-Eﬁl,Tq], ) ) la sous-représentation de

(Wfﬁl,ﬁi], ) dont l'espace W+Eﬁl,ﬂ1] (resp. W-DTl;ﬁij ) est l'espace
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propre correspondant 3 la valeur propre +1 (resp. -1 ) de 1l'involution T

de  (WOR,,7, ], ¢)

Considérons maintenant la définition 1 bis. Identifions canoniquement

tout espace vectoriel V 2 son bidual (V*)* . Nous avons alors la

PROPOSITION 3 bis. - Soient (V', 5t') , (V",7") deux représentations de

Go qui coincident sur les scalaires. Posons, pour toute f € [Vz,Vl] =

= Homm(Vz,Vl) R

~ _ o * L I
(8) T)f = (foT)" (¢ [vl,vzj )

Alors, on a

Cfl)z = 1d

A
Soit © un isomorphisme involutif de (V*,Tf) sur (V,7T) , ol

l'on désigne par (V,T) une représentation de Go . On_pose
(9) E £)(]) = ool (fo) (§) 1¥ (g e®)

Alors %; est un automorphisme involutif de (w[n;n],P)

Cela est immédiat.

REMARQUE. - Si (V, ) est irréductible, alors & est unique au signe prés.

Par suite, T; ne dépend pas du choix de & ; on pose donc
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(10) ) T = TG
DEFINITION 2 bis. - Soit (V,3) une représentation de G0 . On note

(W+Eﬁ;ﬁ], p) (zesp. (W-DTJT],P) ) la sous-représentation de (WEH;W],?)

dont 1l'espace est l'espace propre correspondant a la valeur propre +1 (resg.

~y
-1 ) de l'involution Ta (pour un isomorphisme, involutif o fixé, de

A
w* &

) sur (V,T) )

Bien entendu, nous avons alors

W, ), p) = (WIT @R, p)

3. Description des espaces wtﬂl,ﬂ}]

Nous nous proposons de décrire les espaces (cf. ch. III, § 3, n° 1,

déf. 2)
(11) WML T, 3D = {£CE) | £ € Wi ,T, )]

pour ((Vl’ﬁi)’ (Vz’ﬂé)) parcourant l'ensemble des types d'isomorphie des
paires de représentations de Go qui coincident sur les matrices scalaires
et pour E parcourant l'ensemble de H - représentants dans E donné dans

la table 1.

On a

Wim, . T, J(E) = Fix (Stab, k) (¢ e®) ,

Homm(Vz,Vl)

c'est-a-dire

(12) W%, )E) = {9: vz-—wllﬂl(hl)o? = CPO')Tz(h;'l) \{ (hy,h) € Scabﬂgt



Iv.12
En particulier, si StabHE est de la forme D(L) pour un sous-
groupe L convenable de H (cf. § 1, n° 2, déf. 5 et table 1), on aura

(13) WL, = Hom [(V,,1), (V,,T,)]

Dans la suite, nous emploierons les notations des représentations

de Go introduites dans le chapitre I (§ 4, n° 4, notations).

PROPOSITION 4. - Soient A,$ ¢ Car(K*) - Car(k*) , tels que Al - b y
k k
On écrit alors A = o.)l@ W, € Car(U) ) . Considérons les représentations

(v, ,W,) , (v, ,T,.) de la série discréte de G,

A A ® 0

Alors on a:

i) Si 1'(/\ 1“1'['Q le support de w[n'A ,M.] est réduit aux H - orbites non-

%

dégénérées sur lesquelles 16 ne s'annule pas. Si A = Q alors le support

contient en plus les H - orbites de (1,t;¢) (t € kx, @ € X)

ii) WEWA ;K@](l, yc;e) est formé, pour tout c € KX - kX , des applica-

wd

tions ? de WQ dans YA qui_envoient chaque droite propre V pour

C(yc) (cf£. ch. I, § 6, n° 1, déf. 2, table 3 et ce chapitre, § 1, n° 2, déf. 4)

(w € car(U) - il,Qq-lf) dans ‘%:Q . En _particulier (cf. loc. cit.)

dim W[’)'(A,‘W ](l,yc;e) =q-3+2(§ )

¢

iii) W[, , Wy 1(1,a(0,1);e) est formé des ¢ € Hom,(V
LS I ¢

A’Q * SAq ’Q

R VA) pour lesquelles

®
il existe v € Ck telle que

@v')(®) = v (v’ (6) (e €K, v' € Vp)

iv) W[ﬁx » My ](d(1,0), d(0,1);e) est formé des ¢ € Hom¢(VQ ’VA) pour

¢

lesquelles il existe u : Car(kx) —— ¢ telle que

Pa) = u(@)x (x € Car (kX))
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Démonstration: L'assertion i) résulte aussitot de (13) et du fait que les

stabilisateurs dans H de la table 1, qui ne sont pas de la forme D(L)
pour L(ZGO , contiennent tous, soit Uo X fl} , soit il} X Uo , et que
les représentations de la série discreéte de Go n'admettent de vecteur non-
nul fixé par U_ . Les assertions ii) a iv) résultent de (8) et des résultats
du numéro 1 du paragraphe 6 du chapitre I.
C.Q.F.D.

D'aprés la proposition 3 du numéro 2, outre le cas ou TTI et 'ﬂz
appartiennent 2 la serie principale, il suffit de considérer le cas ci-dessous,
ou, rappelons-le, on pose T ="Ti +1[2 (x € car (kX))

a(’a

DT W) et ()T = T

ot A gcar(®) - car(¥) , a,pecar®) , AAY = ap (i.e.

PROPOSITION 5. - Soient (Vl,Tf

AN = (aON)(QON) dans Car(Kx) ) . Nous réalisons ces représentations par

leurs modeles de Weil réduits (cf. ch. I, § 3, n° 3 et § 4, n° 4).

i) Le support de wfﬁl,ﬂé] est la réunion de toutes les H - orbites non-

dégénérées sauf celle de (d(1,0), a(0,1); e)

i) WiT,W,1,y_se) = {§: Vv, —vV, | q(v")c?(v{’) V § e car®, 7 = ap|
pour tout c¢ € KX - kx (cf. ch. I, § 6, n° 1).

iii) wﬂﬁl,ﬂé](l, a(0,1); e) est formé des applications Q: v,—V, telles

qu'il existe A?: kU{w}— T avec Supp A % et

¢

@v)(t) = A?(t)v(t) (vev,,te k%)

iv) WDTI;RZ](Q(I,O), d(0,1); e) est formé des applications ¢ de V2

dans V1 telles que
(p(vz))j) PN (y € car (kX))

(cf. ch. I, § 6, n° 1).
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v) Wi, ,W,1(d(1,0), a(1,0); e) =

= i? V2-—)V1| Supp?C {v € V2| Supp v2C {0,0}}1}

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la table 1, de (8) et

de la table 3 (cf ch. I, § 6, n° 1) du chapitre I.

C.Q F.D.

Comme l'on a, de maniére générale
(14)  WIOR, TEM] = WT ,T,]@ WK,y @ W}, M,] @ W(x], 7]

our des représentations M,, W.!, W , N! de G telles que W, et N ainsi
P P M R B Mg 98 By que %y et Ny

aient une méme restriction aux matrices scalaires, la des-

! !
que 1(1 et i,
C 1 ~q X X X
cription de WEHA., ﬁ“] et de w[ﬁA,’)l«] (A € Car(K™) - car(k™), « € Car(k™))
se lit aussi dans la proposition ci-dessus. Nous appliquons cette méeme remar-

que dans la suite.

La proposition suivante résulte aussitot des définitions (cf. table
1 et (8)).

PROPOSITION 6. - Soient (Vl, T = (Vv n ) o, (v, T,) = (Vv n

1)

«’(5 ’ a’P 2’ 2 al’Pv ’ “"P'
(x,p,%',@' ¢ Car(k), «p = «'@' . On a alors
i) Wfﬁl,ﬂé](l,yc;e) est formé, quel que soit c¢ € KX - kX, des applica-

tions ? de V2 dans V1 telles que
Py vy (cf. ch. I, § 6, n° 1)

%)

pour tout A € Car(K tel que /\q+1 =a'p (= 0((3)

ii) w[ﬂi,ﬁé](l, a(0,1); e) est formé des applications ¢ de v, dans

V1 telles que
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¢ $
PVzIC V) (¢ € car(k))

(cf. ch. I, § 6, n° 1)

iii) Wfﬂl,ﬁé](g(l,O), d(0,1); e) est formé des applications ¢ de V

2
dans V1 telles que

' 1 X
‘P((Vz),)c (Vl)b' (y € car(k™))
iv) Wl ,W,1d(1,0), a(1,0); ) = {: V,—V|Ker D .- . 42!
1#¢ecar(k)

(cf. loc. cit.).
v) W[\, 1(d(1,0), al0,1); e) = {§: v2—>v1|1mq>c1<v1)} (cf. loc. cit.).
vi) wml,ﬁz](_d_(l,O), 0; e) =

= {9: V,—V | Ker §3 D §(Vp) et Im@C )}

1 # ¢ e car(k’)
(cf. loc. cit.).

§. .V

Vil) W[']Tl,ﬂ'z](o,o;e) = 8 «|’@| o

u’@,

ol Vo est le sous-espace de Hom¢(V2,V1) formé des applications ? telles

que Ker?D'ﬁi et Im ?C'TT:‘,

Nous donnons les dimensions des espaces WEﬂi,ﬂé](E) dans la table

. . +
4. Description des espaces propres W—[T[,M] .

LEMME 1. - Avec les notations de la définition 4 du paragraphe 1 (n° 2), on a

- V) = -1 ) X _ X
i) T(L,y_ ;¥ (hc,hc).(l,yc,\#) (c €K K7, peEx)

avec
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10
hc - (O -N(c))

.
’

ii) T(d(r,s), alr',s"); ¢) = (1,w').(d(r,s), alr',s'); +)

(r,s,r',s' € k) avec

- O
o

) = a(l1,1)

Cela est immédiat.

PROPOSITION 7. - Si § ¢ E n'appartient ni 2 la H - orbite de

(d(1,0), a(1,0); e) ni_a celle de (d(1,0), a(0,1); e) , alors

-1
T§ = (hE, hg ). €

pour un h € Go , symétrique, convenable.

g

Démonstration: Cela résulte aussitot du lemme ci-dessus et de la table 2,

car l'action de T = H.{1,T} dans T commute 2 celle de Go X KX

C.Q.F.D.

LEMME 2. - Soit E ¢ E congru 3 son transposé modulo H . Soit (V,T)

une représentation de Go . Alors, pour tout f € W[TT,M] , on a
(T £) () = Tc’g(f(i))

our 1'involution T de End,V , laissant stable W[®,w]J(E) , définie par
(.5 [ —_——

~ -1 L 3
(15) Tc’g(?) = M(h,) ed‘o? o T (h,) (Qe Endcv) R

3 3

ou hE désigne un é]lément symétrique de H tel que

T = Gy h?).g (cf. prop. 7,
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A *
¢ est un isomorphisme involutif de (V',7%) sur (V,7) (et ou ¢ désjigng

l'application duale de ? ).

Démonstration: Cela résulte aussitot de (9) (n° 2, prop. 3 bis).

C.Q.F.D.

PROPOSITION 8. - Soit (V,T) une représentation de Go . Soit ¢ € E congru

a son transposé modulo H . Supposons en plus que StabHE =D(L) , pour un

sous-groupe L C,Go convenable (cf. table 1). Alors 1'involution ?} ¥ de
]

Wi, 1 ]J(E) = End/ V est l'identité sur le centre Z(EndLV)

Démonstration: D'aprés le lemme 2 et la forme de L (table 1), on a

~ — — '1
IL(h =N
o () = Tiay "nlh, ) (h, € L)
Il en résulte que ﬁfc{ fixe les projecteurs L - isotypiques, suivant 7 ,
b
de V . Comme ceux-ci engendrent linéairement Z(EndLV) , la proposition est

démontrée.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - Soit (V,1Tl) une représentation de Go et k€ E congru

(mod. H ) 2a son transposé. Si StabHE = D(L) , pour un sous-groupe LC.G°

convenable, et si la restriction de T a L est sans multiplicités, alors

WIT,T(E) = W, )

—

En effet, l'hypothése sur la restriction de JU a L signifie que

Z(EndLV) = EndLV
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PROPOSITION 9. - Soit A € Car(KX) - car(kX) . Alors

+
WL, T

Démonstration: Cela résulte aussitot de la proposition 7, de la table 1, et

du corollaire a la proposition 8 ci-dessus, car on sait (ch, I, § 6, n° 1,
table 3) que les restrictions de 1TA. aux sous-groupes Uo s To et Té
(conjugué a C(yc) , ¢ €K - kX sont sans multiplicités.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 10. - Soient «,( € Car(kX) , % # B . Posons

(v, T) = (v , W, _) et réalisons cette représentation par son modele

«,p @
naturel (ch. I, § 1, n° 2 et déf. 4). Fixons (cf. ch. I, § 6, n° 1)

+
a) e (b € car(k’) - {1})

b) 1% € 1V (resp. 1% € 1V ) tel que Supp(lvo) % x 0) X kX
(resp. SuPp(l%n) = (0 x K) x K5

¢) v, €V, tel que Supp(v,) (K x 0) x KHYU (O x K x K9] =9
(5 € car (kX)) ;

' ' - X X
d) € Vx (resp. v"«° € V‘ ) tel que Supp(vx’o) = (k" x0) xk

v
¥,0

(resp. Supp(vK o) = (0 x K x k<) (g € Car (k%))

’

Posons encore

V(r,s;t) = v(s,r;t) (ve v, r,s€k, tekx)

Alors on a (pour e € X = car(k) - {ih

i) W [T ®N](1, a(0,1); e) est engendré (sur ¢ ) par

~

1Yo ® 1Yo ~ 1vw ® 1Yo
ii) w+[')T ®n)(1, a(0,1); e) admet comme base les v ® v (? € X) et

vy
1Yo ® 1%0 + 1V ® 1vo

iii) W (% ®mT](d(1,0), d(0,1); e) admet comme base Ve v - v ® v
x
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et Vo ®v(5,o - v@”o ®v(3

iv) W+Eﬁ ® 1](d(1,0), d(0,1); e) admet comme base les vecteurs v_ ® vV

Y 14
X
(y € Car (k™)) vﬂ’w@v""«o s VP’O ®VP’° vy ®\1“’w+ v“,”Gv‘
et RV + v ®v ’
A v(s (5,0 p,o
v) f(g(l,O), é(o,l); e) = _‘tSf(_d_(l,O)’ é(lyo)’ e)

pour f € Wi[’ff M)

vi) WM @ WI(E) = W [T ® TI(E)

pour les représentants E de la table 2 autres que les précédents.

Démonstration: Cela est une conséquence facile de la proposition 6 et de la

proposition 8 et son corollaire.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 11. - Soit « ¢ Car(kX) et (V,W) = (v:“ ,T(i) la représentation

de Steinberg de Go associée 3 « , réalisée par son modele naturel (ch. I,

1, n° 2). Fixons V' (g € Car(kx)) et v (resp. v ) dans
§ I X v‘ € ¥ ¥ - ¥s© L1258 b $Xad -_—

V' tel que Supp(vx o) = (k x 0) x k> (resp. Supp(vK °") = (0 x k) X kKX )
¥ ’ ’
(5 € car(kX)) . Posons enfin W, T) = (VeOV, T®N) . Alors

i) w*[ﬁ](g(l,o), d(0,1); e) admet comme base les vecteurs Ve ®VG

(y € car (kX)) , (v - v Q) ® (v« - v ) et

®,0 o, O o000 —

v ® (v -v )+ (v -v. ) ®v ;
x x,0 o 4,00 %, 0 o 400 S

ii) w'[ﬁj(g(l,o), d(0,1); e) est engendré par

v.,, ® (vc(,o B vo(,ao) B (va(,o B V«,eo) Qv& ;
iii) £(d(1,0), a(0,1); e) = +S£(d(1,0), atl,0); e)

pour toute f € Wiﬁﬁj H
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iv) , WI®1(E) = W [TI(E)

pour tout représentant ¥ de la table 2 autre que les précédents.

Démonstration: Cela résulte aussitot de la proposition 6 et de la proposi-

tion 8 et son corollaire.

C.Q.F.D.

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 12. - Soit « ¢ car(kX) . Posons (v,) = (¢, 'ﬁi ®"—‘i) . Alors

i) W+DT] est formé des f € W[N] telles que
£(d(1,0), a(0,1); e) = £(d(1,0), a(1,0); e) ;

ii) W[N] est formé des f € W[T] telles gue

a) Supp f = OrbH(g(l,O), a(l,0); e)V OrbH(Q(l,O), a(0,1); e) ,
b) £(d(1,0), a(0,1); e) = -f(d(1,0), a(1,0); e)

Nous donnons les dimensions des espaces Wi(E) dans la table 4, ol

nous résumons ii b) en posant

dim W [7](d(1,0), a(0,1); e) = dim W [](d(1,0), a(0,1); e) =

N =

§ 3. Réalisation naturelle de la représentation de Weil.

Nous montrons ici que la représentation de Weil associée a 1'espace

quadratique déployé (E,Q) est isomorphe a une représentation naturelle de

G
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via une autre réalisation du module quadratique (EZ,E,B) associé a

1. Le A - module quadratique (M',E',B')

Rappelons que 1'on a noté A° le sous-groupe additif des anti-traces

a - a*' (a €¢A) de A

DEFINITION 1. - Posons

x.a = (xla,xza) (x = (xl,xz) €M', a €A)

On définit une A - forme quadratique ®' sur M' par

Q'(x) = xi*x?_ (x = (xl,xz) EM')
On pose
Q' = preQ'
ol 1l'on note pr la projection canonique de A sur A = A/A° , et 1'on dé-

signe par B' la A - forme hermitienne associée a ' , donnée par

quels que soient x = (xl,xz) , y = (yl,yz) dans M' . On pose enfin
B' = proB'
Q' = TroQ' ( = TreQ' ) ,
B' = TreB' ( = TroB')

Le triple (M',G',B' ) ainsi défini est alors un A - module qua-
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dratique, au sens de la définition 1 du numéro 1 du paragraphe 2 du chapitre

III. Souvent dans la suite, on le notera simplement (M',Q')

Dans ce chapitre, nous avons considéré le A - module quadratique

(M,9,B) , défini par (cf. § 1, n° 1, déf. 1 et ch. III, § 2, n° 2)

M=E>=AxA ,

Xxa = (xl,xz)a = (xla11 + Xy8,15 X85, + xzazz) s
quels que soient x = (xl,xz) EM , ac€A |,
Q(a) = det a (a €4) ,
Q(x,) B(x,,x,)
Q(x)=( ! ! 2) (x €M)

0 Q(xz)

(ot B désigne la k- forme bilinéaire associée 3 Q (cf. § 1, n° 1, (1))),

Q = proQ ,

B(x,y) =

B(x,,y,) B(x,,y,)
1’71 1’72 ) (x, y €M)

B(x2,yl) B(xz,yz)
Or, nous avons la

PROPOSITION 1. - L'application ? de M' sur M , définie par

al b/ al b!
C?(a',b') = <( 11 21) , ( 12 22)) ((a',b') EMl) R
- b! -a' b!

]
a4 11 22 12

est un_isomorphisme du A - module gquadratique (M',a',B') sur le A - modu-

le quadratique (M,Q,B) , d'inverse
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a b a b
o Ha,b) = (( 11 “), (22 22)) ((a,b ) €M)

3 by 310 by

Cela est immédiat.
A 1'aide de cet isomorphisme, on décrit aisément le groupe des
A - similitudes orthogonales T = GOA(E') (canoniquement isomorphe 2

r =c0,Q" ) :

PROPOSITION 2. - Posons

(8,b)x = (axl,bxz) (a,b 6 A, X = (xl’xz) E M') Y
a=d(l,-1)ad(1,-1) (a €4) ,
_ .01
w = (_1 0)
Chaque paire (a,b) ¢ A% X AX définit une A - similitude orthogonale x&a b) °
)
de multiplicateur det(ab) = mgb) BRAC
f - A '1 * ]
¥(a b)(xl’x2) = (a,w a)[(xl,wxz)b ] ((xl,xz) eEM')
b

et le groupe T = GOA(E') est le produit semi-direct de 1l'image T“+ de

1 'homomorphisme y': (a,b)-——)tia (a,b € Ax) et du sous-groupe {1,T'} ,

,b)

ou l'involution T' est donnée par

T'(x) = (d(1,0)x; - d(0,1)x,, d(1,0)x, - d(0,1)x;) (x enm")

avec la relation

! oT' =

¥(a,b) (a,b € A

T'o K'(b,a)
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Démonstration: Cela résulte aussitot de la proposition 1, compte tenu de la

relation bien connue

(1) (det a)w = a*ha (a € Ax)
C.Q.F.D.
DEFINITION 2. - Si V est un espace vectoriel complexe, on pose
-1
~ det(ab)
] = ' '
(la,p)D G ) = £, 4 y%s ¥ ) (a,b €G_, x€M', p€X)
T'f = fo(T' x 1d)

pour toute f € VM' x X (X = car (k') - {1} )

Si (Vl,itl) et (VZ’ n2) sont deux représentations de Go , qui

" coincident sur les matrices scalaires, on notera (W'Ewl’ﬂé]’ ?') la représen-

tation de G d'espace
w'[7(1, ‘)T2] = {f: M' xx—-»[vz,vl]l;&a’b)f = [ul(a)®nz(b)]of ¥V a,b eGof

et dont l'action P est l'action de Weil associée 2 M',Q') dans

'
[VZ’VI]M XX (cf. ch. III, § 2, n° 3, th. 1) (on pose ici

[vz,vlj = Homm(VZ,Vl) )

La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de la

proposition 1.

PROPOSITION 3. - Soient (Vl,TTI) et (Vz,'ﬁz) deux représentations de Go

qui coincident sur les matrices scalaires. Alors 1l'application

1
qﬁ: f—fo(g x Id) de [Vz,Vl]M x X sur [VZ,VljM XX définit, par res-

triction 2 w[ﬂi,ﬂé] un isomorphisme de la représentation (w[ﬂi"WZJ’ D)
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sur W%, W,0 pY)

Démonstration: Cela résulte aussitdot du fait que

¥a,u°% = °¥(a,b)
avec

¥(a.p) (o) = (a,b).(c,a) = (acb®, adv™

quels que soient a,b € Go , c¢,d €A (cf. § 1, n° 1, prop. 1l et § 2, n° 1,
déf. 1),

C.Q.F.D.

2. La représentation binaturelle de G

Soient a,b € A = Mz(k) . Ecrivons, comme d'habitude,
a= (a0 ;<2 b= (;)1ci,5<2

Posons

(2) (a b)i = (ail’aiz’bil’biz)

Alors l'application

(a b)1
(3) (a,b)b——-b( )
(a b)2

4 4

de A XA sur k xk = (k) est un isomorphisme du MZ(A) - module

M2,4
a droite Az (muni du produit matriciel par (2 x 2) - blocs) sur le

MA(k) (= MZ(A)) module 2 droite K X k4 (muni du produit matriciel).

Nous identifierons souvent ces deux A - modules a droite, dans

la suite, mais nous écrirons, par des raisons de commodité typographique, les
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éléments de ka X kA = Mz 4(k) sous la forme (x,y) (x,y € kA) , et donc
b
(4) (a,b) = ((a b)1 , (a b)2)
DEFINITION 3. - On appelle représentation binaturelle de G 1la représentation

(Bin, T) de G (CMZ(A)) définie par

Bin = App(AZ x X, €) x = car") - {1}) ,
m-l
[T(2)f)(a,b;p) = £((a,blg, § &) ((a,b) €A%, pex, g€G)

Pour décomposer cette représentation, on remarque que l'on a deux
actions de G, = AX = GL(2,k) qui commutent entre elles et 2 T dans Bin
L'une est évidente, de nature géométrique, et 1l'autre l'est un peu moins,

étant donnée par une représentation de Weil.

DEFINITION 4. - On pose

-1
1 det d 2
O'd(a,b;‘f) = (da,db;} ) ((a,b) €A™, \PEX, dGGO) s
T = fool (f €Bin, d€G )
d d : o

Il est clair que 81 commute a T

DEFINITION 5. - Rappelons que l'on a posé (ch. III, § 1, n° 1)

J(a,b) = Tr(a*b) ((a,b) €42 =x*)?%)

A cette forme bilinéaire alternée, considérée comme forme k - quadratique

. 2 8 . .
sur le k - espace vectoriel A =k est associée une représentation de

Weil de Go (ch. I, § 2, n° 4) dans Bin, , que nous notons pJ . On pose

alors
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~2 »* .
Gdf = PJ(d )(£) (d € Go’ f € Bin)
et
7 = eGP (c,d €G)
c,d c d ? o

Nous aurons donc (ch. I, § 2, n° 3) pour f ¢ Bin |,

(a,b;¢) € a2 xX ,

-1
~2 t
(5) @1 (pyE)(abiy) = £(aby" ) (t ek
(6) (Sz(t)f)(a,b;?) = £(ta,tb;}) (t e,
7 @ ‘f)(a,b;?) = (@orr)(sa*ab)f(a,b;+) (s ex)
u(s)
@ @ o@bp) = a7t ) et @®ed + Mab)ece,d; )
v (c,d) € A2

Notons que, d'apres (1), l'application (xl,xz) &——+(dx1,dx2)
((xl,xz) € A2 , d g G, ) est une similitude orthogonale de multiplicateur
det d , de J . Il est donc clair que 34 et 32 commutent. Remarquons
~1 ~2 . . . .
en outre que < et & coincident sur les matrices scalaires. Notons enfin

que, comme G est le groupe de similitudes de la forme bilinéaire alternée

. . ~2
J , il est clair que 6 et T commutent.

DEFINITION 6. - Soient (V1,1T1) et (VZ,TTZ) deux représentations de Go ,

qui coincident sur les matrices scalaires. On appelle alors représentation

binaturelle de G associée 2 (ﬁl,’ﬁz) et 1'on note (Bin[ﬂl,'ﬁ'z],’t) la

représentation de G dont 1l'espace BinDTl;Eé] est formé des

f: A2 x X ——ev[VZ,V1],= HomC(VZ’Vl) telles que

2

@ 4@ = ) (c)of ()oTr, (d™) (c,d €6, § €A xX)

et l'action T est donnée par
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-1
m
(t(g)£1(a,b;¢) = £((a,blg, } &)

pour f ¢ Binfﬁl,ﬂé] , (a,b;¥) ¢ A2 x X

Nous avons alors que, pour f: A2 X X —> [Vz,Vl] la condition
f ¢ Bin[ﬁl,ﬁé] signifie

-1
9) £(ca,cb; $7°° € ) =T (c)of(a,bip)

(10) [PJ(d)f](a,b;+) f(a,b;?)dﬂé(d) ,

pour tout (a,b;¢$) € A2 xX , c,d¢ G,

PROPOSITION 4. - Posons
. — , ~ 2
Blnfﬁi,nz](t) = {f(i)l f € BlnDTI,uz]f (€A xX)

On_a alors, pour (a,b;}) € A2 x X ,

i) Binfﬂl;ﬁz](a,b;?) est formé des ¢ € [V2,V1] qui s'annulent sur toutes
\PJ(a’b)

b

les composantes Uo - isotypiques de Vl de type distinct de

ii) si = (a b)1 et x, = (a b)2 sont linéairement dépendants, disons

X 2

-

2

4
pour h € Go et Yy € k convenables, alors

1

Inm @ = Fixvl(huoh' ) (¢ € Bin[’lTl ,'rrzj(a,b;q»)) ;

iii) Bin[’ﬁl,’ﬁz](o,o;*) =0

. — - = 1 '—q x
2 moins que ul-ﬁa et T, N, ou N, (a«e car(k™))



Iv.29

.Cela découle aussitot de la définition.

REMARQUE. - La proposition 4 montre que l'on peut identifier Binﬁil,ﬂz](i)

a Vl , pour tout E € A2 X X , de manieére compatible avec Gl , comme suit.

Fixons un caractére non-trivial e de k+ . Pour t ¢ kX , choi-

sissons un générateur v, = vtCEé) de la composante U, - isotypique
= I(t) e dimension 1) de type et , de v, - Si TTZ est dans la

série principale (sinon I(1) = 0 ) , la composante Uo - isotypique de type

cV2
e
trivial I(l) de V2 est de dimension 2 si dinﬂﬂi= q+tl , et de dimen-
sion 1 si dim'ﬁé= 1 ou q . Dans le premier cas, notons v, le vecteur
du modele de Weil de ﬂé. défini par

vo(l,O;l) =1 , vo(r,s;l) =0 si s#0 (r,s € k+) s

dans le second, posons v, =1el si din1ﬁ} =1 et définissons v, € V2

par

vo(0,0;l) =1 , v(r,s;l) =0 si (r,s) € kz - {o}

Nous avons alors la

2
PROPOSITION 5. - L'application Ev de Bin[T;,W,] dans App(A” x KX, V)

1
définie par

(Ev £)(a,b;t) = [£(a,bje")](v )

tJ(a,b)

pour f ¢ Binfﬂi,ﬂé] , (a,b) € A2 , tE€E K> , €est un G - monomorphisme

de Binfﬂl,ﬂk] dans le sous-espace N(Tﬁ) de App(A2 x kX , V.) formé des

1
f' € App(A2 x kX, Vl) telles que

SA ' ='ﬂi(a)0f' (a€ec) ,
a )
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muni de 1'action naturelle T de G donnée par

T(g)f')(a,b;t) = f'((a,b)g,tm:)

(f' eNOT) , abeh , tek , g€t

Démonstration: Cela est immédiat, si 1'on remarque que dans le cas ol

01
-10

tel que J(a,b) = 0 , appliquée au vecteur v, » montre (prop. 4 i)) que,

dim I(1) = 2 , la condition (10), pour d = w = ( ), (a,b;et) € A2 X X

pour f € Bin[’lTl,'lTZ] , le T - morphisme f(a,b;*l) de V2 dans V1 est
déja entidrement déterminé par la donnée des vecteurs
f(a' b"etl)(v ) pour (a' b"et') € A2 x X
’ ’ t'J(a',b') ’ ’
C.Q.F.D.

3. Isomorphisme entre la représentation de Weil et la représentation binaturelle.

THEOREME 1. - Soit V un espace vectoriel complexe. L'application @ de

2
]
\IM X X dans VA X X définie par

(11) @) (a,b39) = 72 2 £(a,b' ;P 'b™
b' €A

1
pour f ¢ VM x X » (a,b;¢) €A2 x X (avec ¢ = *{)oTr ) est un isomorphisme

de la représentation de Weil (W', 9') associée au module quadratique

(M',E',B') et 3 V , sur la représentation binaturelle (Bin, T) associée

a2 V . En outre, on a
(12) Bo¥(ap) " ¥ (a)® (a,b €G_, a = d(0,1)ad(0,-1)),
(13) $oT' = Rod ,
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1) ®OGy =2 £,z Uly,2) oy ekt bex)
4
z €k

2
pour toute f € VA x X

Démonstration: Cela résulte aussitot des définitions, quitte 2 remarquer que

l'inverse de ¢ est donnée par

2 £(c,d'sp)p(-d'a%
d' € A -

(15) @ e)(e,d;p) = ¢

2
pour f ¢ VA X X , ¢c,d €A , ¢ €X

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Soient (Vl’ﬂi) et (Vz,ﬂé) deux représentations de G, gqui

coincident sur les matrices scalaires. Notons ﬂfl la conjuguée de'Tl'1 par

M,(d(1,-1)) . L'application @ définie au théoreme ci-dessus est alors

(pour V = [Vz,Vl] ) un_isomorphisme de la représentation (W'EWi;WZJ, P

sur la représentation (Bin[°W,,N, ], T)
1272

COROLLAIRE 2. - Gardons les notations et les hypothéses du corollaire 1.

L'application "Q’ =§°?* (cf n° 1, prop. 1) est un isomorphisme de la repre-

sentation (Wfﬁl;ﬂz],P) sur la représentation (Bin[“ﬁl,ﬂé],t)

La proposition suivante permet d'expliciter des bases de Binfﬂi{ﬁz] .

Sa démonstration est immédiate,.

PROPOSITION 6. - Soit §' = (a',b';p') €M' xX et ¢' € w'[irl,’;rzj({,')

Notons fi' ¢ la fonction de W'Eﬁl,ﬁé] définie par
3

f (80 = ¢
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Supp fg,’?, = OrbGo 9 GO(E')

Alors 1l'image ’?E"?' de f par 1'isomorphisme @ est donnée par
ae) Ty, piCasbip) = %, . L (foTr) (b"b ™ (h) )o §'T,, (h)
» @ b ¢ heG xG_, m =1

§i(a'sb') = (a,b")

(a,b e M', § €X)

§ 4. Identification des (Wﬁflﬂiz], p)

~—

1. Identification des WEWIJIZ] pour 'ﬁl ou M, dans la série principale.

Nous identifions les représentations (W[T(l,’ltzj, ?) , pour ’1-2
dans la série principale de G , en termes des modeéles donnés au paragraphe

2 du chapitre II pour la série principale de G et pour la série de représen-
tations de G associée au sous-groupe parabolique P2 . Nous renvoyons a ce

chapitre (loc. cit.) pour les notations et les résultats concernant ces mo-

deles.

Cette identification se fait sans probléme, en composant 1'isomor-
phisme q? (cf. cor. 2 au th. 1) de (WEWI;ﬂé], P) sur (Bin[°ﬂi;ﬁ2],‘f) ,
le monomorphisme Ev (cf. prop. 5 ci-dessus) de (Binfﬁlfﬁz],’t) dans
(NCWI),‘f) et l'application de restriction Ro , qui 2 toute fonction de
source E2 X kX associe sa restriction 2 Ei X kX , ou Ei désigne 1l'en-
semble des paires de vecteurs orthogonaux (pour J ) de E . Pour départa-
ger les cas d'isomorphie possibles, il suffit de comparer les dimensions des

espaces en jeu (cf. table 4 pour les dimensions des espaces Wfﬁi,ﬁé] ,

wifﬁifié] ) et eventuellement la dimension de leurs sous-espaces de points
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fixes Fix U pour le sous-groupe U = {u(b)| b € A’} de G .(Notons que
dim Fix U pour wtﬁl;ﬂé] n'est autre que le nombre de H - orbites isotro-
pes (c'est-a-dire sur lesquelles § = O ) contenues dans Supp wﬁ?lfﬂz] s

nombre qui se lit dans la table 4).

Nous donnons la liste d'isomorphismes dans la table 5.

— -~

2. Le cas ol ul = KZ est dans la série discreéte.

Rappelons que 1l'on a fixé un caractére non-trivial e de K

DEFINITION 1. - Soit A € Car(KX) - Car(k®) . Pour tout r € kX , notons

v = v? le vecteur de VA. (réalisé par le modele de Weil réduit) tel que

- X
vr(t) = Sr,t (t € k™)

On définit alors 1'application Ev de Bin[ﬁa\,‘ﬁA] dans 1'es-

pace App(ZlB1 x kX, VA) (ot B, désigne 1'ensemble de toutes les bases

. 4 .
des plans non-totalement isotropes de E = k muni de J ) par

X

[Ev(£) I(x,t) = [f(xl,nget)](th(xl’xz)) (x =(x

1

) €B,, t€kD)
2

pour tout f € Binfﬁa ,75\]

11 est alors clair, d'apres la proposition 4 du paragraphe 3 (n° 2),
que Ev est un monomorphisme G - équivariant de (Bin[T ,TE&L T) dans
le sous-espace N'(ﬁA? de App( B, X KX, YA) formé des f' ¢ App(B1 x kX, Y\)

telles que

£'(x,t) = £'(x,1) x e By, t €K,
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et (en posant alors f'(x) = f'(x,1) , pour x € B, ) que
f'(ax) = HAFa)f (x) (x € B,,ac Go)

L'espace N'Cﬁ)? est, bien entendu, muni de l'action naturelle, notée encore

Tt , de G , donnée par

xlg
(T()E)(x) = £'(x) = f'( ) (8 €G, x € B,)
X,8

Définissons maintenant une application S de N'CEA? dans la

représentation V(l,Tg\) construite au chapitre II (§ 2, n° 1 et n° 4) par
SENW,D) = ) £k ((v,8) €D))
xi € bi

(cf. loc. cit.)

PROPOSITION 1. - L'application SOEde est un isomorphisme de

WT, T, % p) sur (v(1,'EA)q, T) (cf. ch. II, § 2, n° 4, cor. 2 la

prop. 4) pour tout A € car (KX - car (kX

Démonstration: Il est clair que 1'application S , définie ci-dessus, est

G - équivariante. D'autre part, SoEv est non-nulle (on vérifie sans peine,
2 1'aide de la formule (16) du numéro 3 du paragraphe précédent, que, par

_ .01 00
exemple, S(Ev fg,v) # 0 pour § = ((0 0) , (0 1
il est immédiat que Yf" = qf" pour toute f" € Im S (pour 1l'opérateur \P‘

), e) et veV) . Or,

défini dans ch. II, § 2, n® 3, prop. 3 (avec & =1 , ¢ = Id, , H= vA)) ,

c'est-a-dire

~~

- q
Im S C Ker P, v(l, )LA)

(cf. ch. II, § 2, n° 4, cor. a la prop. 4), d'ou le fait que S est un
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G - isomorphisme de N'Cﬁk) sur v(1,M,)% , et donc que le G - morphisme

JAN

non-nul SoEveV est un G - isomorphisme de W[Tg\, ﬂk] sur V(l,ﬁTA)q

C.Q.F.D.

3. Le cas ou 'ifl et T, sont dans la série discréete de G, et ’)Tl %N

2

PROPOSITION 2. - Les composantes irréductibles de Wfﬂi,ﬁ&] sont dans la

série discréte de G , pour tous les T t N

p &t M, , non isomorphes, apparte-

nant 4 la série discrete de G0

Démonstration: Il résulte aussitot de la table 4 que w[ﬁl,ﬁé] , dans ce

cas, n'admet de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe U de G formé des

u(b) (b € A°%) ni, non plus, de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe des

2(: 8) (r,s € k+) qui soit en meme temps fixé par le sous-groupe des
h(é ?) b ¢ k+) . Notre assertion s'ensuit (ch. II, n° 1 et n° 2).
C.Q.F.D.
Nous démontrons maintenant qu'en fait nos représentations sont
irréductibles.

) deux représentations irré-

: ~ —
DEFINITION 2. Soient (Vl,Jll) et (Vz,u2

auctibles de la série discrete de Go (coincidant sur les scalaires). Pogons

H=G xG, et

v,T) = (v, ®v, , T, L) ,

,\
<
=2
N’
[}

Ind (V,7C) (T=60@Q))
HtT

(cf. ch, III, § 3, n° 4).
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.0On a alors

V=vev ,
N(a,b) = M(a,b) ®T(b,a) ((a,b) € H) ,
(R(T) J(v,v') = (v',v) (v,v' €V)

Nous gardons ces notations dans la suite de ce numéro. Nous supposons en outre,

.

1

comme ci-dessus, que et 1T2 sont non-isomorphes. Comme le sous-groupe H
de T est d'indice 2 (et donc distingué) dans T' , il est alors clair que

la représentation (V, ) de T est irréductible.

LEMME 1. - Soient x = (a(0,1), a(-1,0)) , y = (d(1,0), d(0,1)) . Alors

tout opérateur de la forme s;%(x)sy (y €T") est combinaison linéaire 2

coefficients universels (c'est-3-dire, ne dépendant pas de 1T1 et T} dans

la série discréte de G0 ) d'opérateurs S(x,y;y) , pour yeT ‘tel que

les plans P(x) et P(yy) de E , soient 2 intersection nulle. En particulier,

ces derniers opérateurs engendrent linéairement tout

HomG(Vy s Vx) = SxEndG(V)Sy (cf. ch. III, § 3, n° 2, déf. 6).

2
Démonstration: Pour ¥ = h (resp. y = Th ) , on a, avec h = (hl’hz) €H,

hr = (hiJ) € Go 1<i,j,r<2) , que P(x) P(y.y) =0 si et seulement si

11, 11 22 22 12,12 21 21

(1) hl h2 hl h2 # hl h2 hl h2
Dans ce cas, on a alors, avec nx’y(x) = {(' " ET’X X'r; |x'xx" =¥ | ,
S(x,y;¥) = (s R(y)s
X,¥5% nx,y ¥ LN y (cf. loc. cit. lemme 3).

Or, on montre sans difficulté, 2 1'aide de la relation
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Id, = - . (g ) i=1,2) ,

valable pour tout sous=-groupe Ué de Go conjugué du radical unipotent su-
périeur Uo de Go » que si ¢' €T (' =h' ou y'-= Th' , h' €H)

ne satisfait pas (1) alors

s T(y")S, = - s T(yh_)s

* 7 n em! - f1} ¥ Y

avec Hé = {1} x Ué ou Ué x {1} pour un Ué convenable comme ci-dessus.
Ainsi donc les éléments xho (ho € Hé - {1}) satisfont (1), avec h = h'ho
Cela établit notre premidre assertion. Notre seconde assertion est une consé-
quence immédiate de 1'irréductibilité de T

C.Q.F.D.

LEMME 2. - Soient x = (d(1,0), d(0,1)) et y = (l,yc) (c£. § 1, n° 1,

déf. 4) ou y = (1, a(0,1)) . Alors les combinaisons linéaires des opérateurs

S“kx,y;x) , pour y¢T' tel que les plans P(x) et P(y) de E aient une

intersection nulle, séparent les points de 6; = Fix (StaQFy)

Démonstration: Considérons tout d'abord le cas ou y = (1, a(0,1)) . Rempla-
gons y par y' = ((_i é), (? ?)) , congru 3 y modulo T (afin d'avoir
P(x) N P(y') =0 ) . On vérifie alors aussitdt que, pour

21 21 .
¥ = h= (hl’hz) € Go X Go tel que h1 = h2 =0 (i. e. he Bo e Bo) , on a

P(x)N P(h.y') = 0 et par suite (ch. III, § 3, n° 2),

-1 ~
(2) S(x,y';h) = n y,(1;) wa(h)sy,

’

Dans le cas o y = (l,yc) (c € KX - k%) , comme tous les (l,yc,)

(c' € kKX - k%) sont congrus modulo T , il suffit de démontrer le lemme
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pour un ¢ € KX - k¥ que l'on peut supposer de trace non-nulle. Remplagons
encore x par x' = (a(0,1), a(-1,0)) , congru 2 x modulo . On trouve
alors que, pour h = (h,,h,) € G X G_ tel que h12 = h12 =0 et

’ 1°72 o o 1 2

22 21
hin2l # 1+ h%hSINGe ) L oma P(x)N P(h.y) #0 , et par suite

-1

] . = ~
S(x',y;h) nx',y(K) Sx,ﬂ(h)sy
A 1'aide de la relation
2w ) = - 14, i=1,2) ,

r € kx

N

on trouve alors tous les opérateurs S(x',y;h) pour h € B' x Bé (ou B!
o o
désigne le sous-groupe de Borel triangulaire inférieur de Go ) comme

combinaisons linéaires d'opérateurs S(x',y;h') , pour h' ¢ Go X Go tel

que P(x')M P(h'.y) = 0 . Par suite, si l'on a
S(x,y';h)v = 0 (resp. S(x',y;h)v =0 )

' ' v
pour tout h €B_ X B_ (resp. h € By XB! ) pour un v € Vy' (resp.
veV ) , cela signifie que Sx (resp. Sx, ) est nul sur la sous-repré-
sentation de Bo X BO (resp. Bé X Bé ) engendrée par v , ce qui est im-
possible a moins que v =0

C.Q.F.D.

THEOREME 2. - La représentation wfﬂl,ﬁéj est irréductible, quelles que soient

les représentations irréductibles ’ﬁl et GTZ , non-isomorphes, dans la sé-

cr

rie discréte de Go

Démonstration: Nous montrons 1'irréductibilité de W = Wﬁ%] (cf. déf. 2 et

ch. III; § 3, n®° 4) . D'aprés le lemme 4 du ch. III, § 3, n° 2, on a, puisque
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Supp W = Supp W[’n'(l,’n'z] est non-dégénéré (table 4) que, si é entrelace W
@£) (%) =9(k) (£(§)) (f €W, fesupp W

pour une fonction ¢ de M dans Endmﬁ) satisfaisant les conditions i) a
v) du dit lemme. Pour démontrer que @ est une homothétie, il suffit donc

de prouver que ®(x) est une homothétie pour

L. @a,0), 40,1)) , x=x%-= (Ly) (e ek’-19 ,

x
1]
x
]

x
]
=
]

(1, a(0,1)) ,

et que les trois rapports correspondants coincident. Or, il résulte du lemme
1 . - .
1 que @(x") est une homothétie. Le lemme 2 entraine alors qu'il en est de

meme de ff(xz) et ?(x3) et que leurs rapports coincident.

C.Q.F.D.
THEOREME 3. - Soient (Vi R TL_i) s (Vi ,';T.i) (i = 1,2) des représentations
de la série discréte de G telles que T; et ’)T2 (resp. ’ll'i et ,)
soient non-isomorphes. Alors, pour que les représentations W[’ITI,'I_Z] et
w[ﬁi,'ﬁé] soient isomorphes, il faut et il suffit que Tii' gT\'i (i =1,2) ou
que 'ﬁi:"'z et 'I‘lé:’ifl

Démonstration: Nous démontrons que (cf. déf. 1, § 3, et ch. III, § 3, n° 4)

~y
—

pour que wfﬁ] ~ W[Tﬁ‘f'] , i1 faut et il suffit que T ~ M . Le théoreme

s'ensuivra (loc. cit.) puisque T Q_J% signifie T(i ®‘Tiz' ~ M ®‘i('2 ou

—1 ol ' “2-di ~' T : = [P ve
1 ®Ty ~M, ®M, , c'est a-dire T ~ M, (i =1,2) ou T ~N, et
!~ Tll . Soit donc @ un G - isomorphisme de w[%] =W sur Wf\f'] =W

On a alors (ch. III, § 3, n° 2, lemme 4)

@) (6) = [9(§) JEE)) (e, gef
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pour une fonction convenable & de M dans HomQ(V,’\T') vérifiant les con-
ditions i) a v) du dit lemme. Soit § = (x,e) , x = (d(1,0), d(0,1)) . La

condition ii) du lemme montre que l'application ; de V dans V' définie
par

9 = @(m)
? m € 0(¥) !

(ot 1'on note O(g) la T' - orbite de ¥ dans M ) est trivialement un

T' - morphisme de ('\7, ®) dans (V', T') . Je dis que @ est non-nul. En

effet, d'aprés le lemme 1 et les conditions iv) et v), on a, pour tout ¥ € T,

T

ORGPy = p’;'%f' (e

et par suite (en vertu de la condition ii)),

LR RIDNE JOTSE TSRS I
E Xr€11 E

=T
PP
§
mais @(§) est un isomorphisme et la somme entre crochets est un T' - endo-
morphisme de V' de trace égale a IT"ldim Vé = h"l(q-l) . L'application <_‘>
est donc bien un morphisme non-nul, et par conséquent un isomorphisme, de

T sur T , d'ot le théoreme.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3. - Notons H" _le sous-groupe de G formé des éléments h"(a,b)
(a,b € Go tels que det a = det b) définis par

a1 0 2,0

0 b 0 b

pGab) = |, LM (8= (a;), b=, ), 1<1,5<2)
12 22 J
0 b21 0 b22

Notons Tc') un_représentant de la classe de conjugaison des tores anisotropes

(isomorphes a KX ) de GO et posons _alors
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T, = {nh"(a,b) | a,b €T! , det a=det b} .

DEFINITION 4. - On appelle série discrdte de G associée au tore '1‘l , la

série des (types d'isomorphie des) représentations (WEKl,ﬂﬁ], ) pour 1T1 R
“2 dans la série discrete de Go , coincidant sur les scalaires et non iso-
morphes.

$iT =Ty, Ty =g W ecar®) - car® , axt =88

Mﬂ'\”(\i@s@qf =@ ) , on posera

AG S
W[Q‘l Aq] = W, ]

A b

Nous avons ainsi que le type d'isomorphie de w[¢ﬂ Ad

que de la classe du diagramme ‘:%q ﬁg] modulo le groupe des symétries du

] ne dépend

carré. Par suite, on a le

THEOREME 4. - La série discrete de G associée 2 T1 est formée des

%q(q-l)(q-3) (resp. %q(q-l)(q-Z) ) types d'isomorphie des représentations

A d
3 A9
(resp. si car k = 2)

W[

] ci-dessus, de dimension (q-l)z(q2+l) (cf. table 5), si car k # 2



E=E

2

1

TABLE 1. Les H-orbites dans X X
Représentant Parametres Nombre d'orbites |Stabilisateur |Cardinal de 1l'orbite
(1,y,:¥) t€xX, vex (q=1)2 D(k*.U) (q-1)q(g>-1)2
(1,yc;'l') c € K*k*, mod.cuc?; v € X %q(q-1)2 D(C(yc)) (q2—1)q2(q-1)2
(1,d(r,t):¥)  |r, tek™, r#t,mod. (r,t)~(t,r);vex| %(q-1)2(g-2) D(T_) q (q2-1)2
(1,d(r,0);¢) rexX, vex (q-1)2 D(T,) a?(q?-1)2
(d(r,0),1;¥) rex™, vex (q-1)2 D(T_) g2 (q%-1)2
(1,a(0,1):¥) vex q-1 D(x*.U,) (q-1)q(q?-1)2
(a(0,1),1;¢) b Ex q-1 p(K*.u,) (q-1)q(q®-1)2
(d(1,0),4(0,1);¥) vEX q-1 D(T,) q?(q%-1)2
(a(1,0),2(0,1);e) 1 D) (U x (1)) | (a-Dalg®~1)?
(d(1,0),a(1,0);e) 1 D(K) ({1} xu ) [ (a-Dalg’-1)?
(a(1,0),d(s,0);e) sex?t q D(To)(UOxU:) (q§-1)§
(0,d(1,0);e) 1 D(T_) (U_XU_) (q2-1)2
(1,8:%) sext,vex a(g-1) D(G,) (q=1)ql(g®-1)
(0,1:0) vex q-1 D(G,) (q-1)a(q®-1)
(0,0;:e) 1 H q-1

Notations (cf. §1, n°2, défs.4 et 5)

: En outre, on note e

un caractére non-trivial fixé de k

+

v AL
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~

TABLE 2. Les (H,Goxkx)—orbites dans E

Représentant § Stabilisateur Nombre de H-représentants
modulo (H,Goxkx) de € dans H | congrus a § modulo Goxkx
(1,y se) D(C(y,)) hq(q-1)°
(d(1,0),d(0,1)ze) D(T,) ba(q?-1)
(1,a(0,1)se) D(K.U) 9~
(a(1,0),a(1,0)5e) | DK ({1} xU) 1
(d(1,0),a(0,1);e) | DK (U x{1}) 1
(d(1,0),0:e) D(T_) (U xU_) q+1
(1,0:e) D(G,) q2-1
(0,0;:e) H, 1

Notations : Voir §1, n®2, défs.4 et 5 et (3). On fixe e€X et l'on

prend cEKx-kx , modulo kx et modulo la relation c=c% .
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TABLE 3. Les valeurs de @

Représentant § Paramétres Q(€)
(1,y,) t €k Q i%)
(1.y) c € KX~ k¥, mod . cucd (& T

(1,d(r,t)) r,t€k*, r#t, mod. (r,t)~(t, ) (=
(1,d(x,0)) r € kX Qo
(a(x,0),1) | r € xX Q
(1,a(0,1)) B
(a(0,1),1) e D

(d(1,0),4a(0,1)) g

(d(1,0),a(0,1)) o

(a(1,0),a(1,0)) 0

(d(1,0),d(s,0)) s €x¥ o

(0,d4(1,0)) 0
(1,s) sext 25
(0,1) QD
(0,0) (0]

Notations : cf. ch.IV §1, n°2, déf.4.



TABLE 4. Dimensions des espaces w[n1,n2](g) et w—[n1,n2](g)

1 q q
TT.1 Tl:a Tta Tta Tta’B Tta,B ’IT.a’B Tl:A TT.A TIA TIA
1 1 q 1 q 1 qQ
m, nB nB nB L T na',B' L T na,B T
X X X X X
a,B € Car(K") a,B,a' €Car(k )| a,B,a',p' €Car(X )| Ac€car(K)-car(k ) A, € car(KY)
paramétres
X X
5 o a#p «#B,a' #B' |ac€car(x)|a,pecar(k) |A£AY, a40%
a =8
g af=a' af =a'p’ A.Aq=a2 a#B ,AAq=aB JV
(1,yc;e) Sa,B 1_6a,B q-Héa,B 1 qQ q+1 1 =2 a1 3428, o
’
a+1+6 Q+3+26
(a(1,0),800,1)3e) |8, o146, o 21 q+2 % T - 1
1 q 2(q+1)
a(1,0),a(1,0);e - -
(a(1,0),a(1,0);5e) T @ e9) Q-+ q-+1 &y -1 | a-1 2(q1) 0
1 q 2(q+1)
a(1,0),a(0,1);e 1 2 2
(_( )9_( ); ) (jz_—) G) q (;) 0 0 0 0
(a(1,0),03e) |& 6 8 0 0 26 0 0 0 0
- ay B oy B a,B aya’
(1,0;e) 60,8 °© g 0 0 8y ot 0 0 0 & o
(0,0;5e) 5.4 © 0 0 0 0 0 0 0 0

Notations : Le parametre c¢ appartient a K?ikx. Pour la notation (%) voir §2, no4, props.10, 11 et 12, On écrit la

dimension de w‘[u1,n2](g), lorsqu'elle n'est pas nulle, dans la demi-case inférieure correspondante,

St AL



TABLE 5. Dimensions des représentations

Paramétres

Représentation

w[ﬂa',B"ﬁa,B]

+
W [ﬂa,ﬁ'na,S]

W [ﬂa,ﬁ'ﬂa,B]

i
m
o,B’ o

i
w[na,ng*]

4 nd
w3, nd]

Wl

9 9
W [na'na]
q 1
w[na,WQW
+r_1 _1
win,,m]
w-rn1,n11

o' o

w[ﬁA'ﬁa,B]
i
wim, ]

w[ﬂA'ﬂA]

WLy o)
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Dimension
(q+1)2(q2#1)
(q+1)2(q+1)
(q+1) (g% +1)
i(q+1)(q2+1)
15(q2+1)
gt +iq(qr)?
Lq(q2+1)
(q+1) (q2+1)
(q+1) (g°+1)
1

q -1

i(q-1) (g2+1)
a(q-1) (g%+1)

(q-1)2(g%+1)

+
(-)[ﬁ1 !nz]

: o,B,0',B' € Car(k®), a#8, o' #B' : 1,8 € Car(K®) - car(x).

(¢'B'=aB , {a',B'}N {a,B} =¢)

(i€ {1,q} ,a'2=aﬁ)

(i,5€{1,.qh) (M

(0T = 08

(Aq+1 =a2)

(ATt = 83t 5 20,09

(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.
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TABLE 6. Identification des représentations w[ﬁ1,ﬂ2]

A. T, et T, dans la série principale de Go : série principale de G.

Paramétres : «,8,o',B" ECar(kx), a#B, o' #B'.

W[ﬂa.'e.,ﬂa,s] = M7, ig-1 gig=1:8) (@'B'=aB, {',8'}N {a,B8}=¢)

wiin B)

. a,S’na,B.l Teg=1,1"

- ~ 1
W [ﬂa B'ncy,B] M(ﬁas'1,1'e)

’

RTINS B VI AL (i€{1,q},a'2=0B)
w[ni,ﬁgoa] a-M(n;o,a)j (i,5€ (1,qah) (Y
Wngmgl = @ %en) 8 (M10,am)

Wndndl = (L0,am)

wind,n ! ~ (L,aT)

W+[";:”;'] = (P,aT)

Wlnl, 1 ~ (C,aom)

B. m, (resp. ﬂz) dans la série discréte (resp. principale) de G :
érie de G associée a P, .

Paramétres : A€ Car(KX) - Car(k™), o,8 €cCar(kX), a#8 .
> q._

Wimyom, g1 = M(mg_q,,8) (A9 = 0B)

W[”Al”;] = M(TTB_1A,B)1 (i€{1,q}; AAq=B2)

C. m =m, est dans la série discréte de G, -

wr,m 1l = vir,m)d (A€ car(K) - car(k™)

(cette représentation est dans la série associée au sous-groupe para-

bolique P1 ).

D.m et m
Paramétres : A, 8 € cCar(KS) - Car(xX), MT=1208T , (A, A9} n {8,389 =g .

dans la série discréte de Gy 4 7‘112 .

W[:TTA:"Q-_I > Bin[ﬂAanJ
(ces représentations forment la série discréte de G associée au tore
T, ~KxXkX).

1
(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.



CHAPITRE V

Décomposition de la représentation de Weil en rang 4

(cas non-déplovyé)

Dans tout ce chapitre, on garde sauf mention expresse du contraire
les notations du chapitre III. On désigne par K 1l'unique extension
‘quadratique de k et par K, l'unique extension quadratique de K .
On pose H=GL(2,K).

§1. Les T-orbites dans E=E2xx .

Nous donnons dans ce paragraphe une réalisation convenable de
‘1'unique X-espace quadratique (E,Q) non-dégénéré, non-déployé, sur
k . Nous décrivons ensuite la structure des TI'-orbites dans 1'espace

T=E°XX (noté M=MXX au chapitre III).

1.- Réalisation de (E,Q) et T =aGo(Q).

)
5

PROPOSITION 1.- Notons x* la matrice transposée conijuquée
x€M2(K) et posons

(1) ME(K) = {x €M, (K) | x*=x) .

Désignons par det 1'application déterminant du k-espace vectoriel

MQ(K) sur k .
Alors (Mg(K),det) est un espace gquadratique non-dégénéré, non-
déployé, de dimension 4 sur k .



Démonstration : Si xéEMg(K) alors

r a sgﬁﬁﬂﬁ>
T <ag S) ifﬁmwm“%;
pour r,sfkCK , a€K convenables. Il s'ensuit que 1'on a ﬁ’wﬁ/
(2) (M) (K) ,qet) ~ (k?@K, x,x, - N),
d'olu notre assertion.
C.Q.F.D.

DEFINITION 1.- Dans toute la suite de ce chapitre nous prendrons

(E,Q) = (M) (K) , det) .

DEFINITION 2.- Nous désignons par [ le groupe de similitudes ortho-

gonales GO(Q) de (E,Q). On note m, le multiplicateur de la simi-

litude v €T .

Sur E , la transposition et la conjugaison F:x P x coincident.

Nous avons ainsi

(3) F(x) = ¥ (x € E),
et F2=Id FEI" =1
E ' + Mg .

Rappelons que 1'on note U 1le noyau de la norme N de Kx sur

PROPOSITION 2.- Pour chaque h€ GL(2,K), on définit une similitude ¢h

de Q , de multiplicateur N(det h), par

(4) coh(x)=h.x=hxh* (x€ E).

Notons ¢ 1l'homomorphisme h » ¢, = de GL(2,K) dans T .
On a alors
i) Ker ®={u. €GL(2,K)|u€ Ul ;

. . . . +
ii) le groupe ' est le produit semi-direct de 1'image r

de ¢ et du groupe {1,F} , avec la relation

(5) Fo¢hoF=<PH (h € GL(2,K))



(o0 h désigne la matrice conjuguée de h€ GL(2,K)).

Démonstration : Il est clair que le multiplicateur de ¢, est

*
N(det h) puisque det(h )= (det h)? (h€ GL(2,K)). Montrons i). Si 1'on

* \
a ¢ =Id, pour h€GL(2,K), alors en particulier hh =1 , d'ou

h
hx =xh pour tout xEEMz(K). Il en résulte que h est scalaire,

1 -
entraine

* -
h=atl , pour a € KX , convenable. Mais la relation h =h
aussitdt aq==a-1 , c'est-a-dire a€U , comme voulu.

Montrons (ii). La relation (5) est immédiate. Il ne reste a mon-

trer que le produit semi-direct Im ¢.{1,F} est T tout entier. Or,

comme FZIme® , on a, d'aprés i),
(6) lIm ».{1,F} =2 lul"MeL(2,K) | = 2(q-1) (g*-1)q® .
D'autre part, on a

lo(@) | =ny.lo|

ou l'on note Ny le nombre des paires hyperboliques dans (E,Q) ; on

trouve aussitdt nH==(q-1)(q2+‘|)q2 et donc

(7) Tl = (@1 lot@)! = 2(g-1) (q%-1) (g®#1)¢>
(ch.I, §4, n®°1 prop.1), ce qui achéve la démonstration.
C.Q.F.D.
DEFINITION 3.~ Dans la suite de ce chapitre on pose
H=GL(2,K)
et m = N(det h) (h€H).

2.- Le groupe U(2,K).

Les résultats de ce numéro sont préliminaires a la description

2

des H-orbites dans E=E“XX au numéro 5.



DEFINITION 4.- On pose

U(2,K) ={héd | nh=1},
SU(2,K) = {h€SL(2,K)|h"h=1} ,
E(i)={xFE| rang x=1i } (i=1,2).

PROPOSITION 3.- On a la suite exacte

det _

(8) 1 — SU(2,K) = U(2,K) U —> 1

ou i désigne 1l'inclusion canonique. De plus, tout hé?Uz(K) peut

s'écrire sous la forme

b u o a b
ho= ("% = (07 )
-pd a9 01 b2 a4
ou u=det h€U et a,b€k’ (déterminés alors de maniére unique par

h) vérifient la relation

N(a) +N(b) =1 .

Démonstration : La suite exacte (8) est immédiate. D'autre part si
-1 5
o 1
dition g‘*==g-1 , pour g€ SL(2,K) que g s'écrit sous la forme

h€ U2(K), alors (u Yh € SU(2,K) ; or il résulte aussitdt de la con-

( a b ) avec a,b€K+ , N(a) +N(b) =1 .
2 a4 C.Q.F.D.

COROLLAIRE.- On a

(g=1)g(g+1)

|su(2,K)|

lu(2,K)| = (g=1)q(g+1)? .

PROPOSITION 4.- Considérons le plongement canonique de GL(2,k) dans

H . Alors les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de H sont conjugqués

dans H . En fait, pour h€H la relation
(9) SU(2,K) = h SL(2,k)h™"

équivaut a la condition

(10) h h = aw



o 1)

avec w = (_1 o) &t a€ K> (nécessairement de trace nulle).

Démonstration : Remarquons que pour ho€ SL(2,K) on a ho€ SL(2,k)

si et seulement si

h wh_ =
OWO-W.

Il est alors clair que, pour hOE SL(2,k), h1 €SU(2,K) et h€H tel
*
que h h = aw (a€K), on a

-1 ¥ -1, _
(hhoh ) (hhoh ) =1,

et
1

(h‘1h1h)*w(h' h1h) =w,

1

c'est-a-dire, hhoh"1 €SU(2,K) et h 'h,h€SL(2,k).

1
D'autre part, (9) pour h€H entralne

n (h*h)h_ = h'h
o o
. A *
pour tout hoE SL(2,k) ; il en résulte aussitdét h h = aw pour un

a€ Kx , convenable.
C.Q.F.D.

REMARQUE.- En toute caractéristique, une solution h€ GL(2,K) de

(10) est donnée par

_4,v Db
h = (1 vb)
ou v,béKx sont tels que N(v) = -1, v#1 et Tr(b) = 0 . Alors

a =Tr(v)b , dans (10).

3.- Les classes de U(2,K)-conjugaison dans E(z).

(2

Rappelons que l1'on a posé E ) - {x€Elrang x=2} (cf. n°2,

déf.4). On a
(11) )| = (q-1)q(g?+1) .

Nous donnons la liste des classes de U(2,K)-conjugaison dans

(2)

E dans la table A ci-dessous,



Fixons un élément a, de K° tel que N(ao)=—‘l . Les propriétés

suivantes se démontrent sans difficulté.

2 a 1 1\/s s\ /1 1\-1
(12) s °)\=
ao (0] ao O/\O s ao 0

guel que soit s € X% , et

Trc a9cd 1 a9\ /c o\ /1 -a9\-1 -
(13) © = o (@]

ac O a o o TNa oI

o o o

X

quel que soit c¢€ K> - k

PROPOSITION 5.- Considérons 1l'action de U(2,K) dans E(z) par_con-

jugaison et posons

(14) K° = {a€K|/Tr a=0}

On a

2 a9 1 1 b 1 1\~-1
(15)  Staby, ©ys )= {u IuGU.bGKOJ'
! a o a o o 1 a O
(@] (o] (@]
1+b a9p
= {u< °>‘ueu,béxo}
aob 1-b
_.4d P S
1 ao {a o aer} 1 ao 1
c1- 0 a9d ol
a'O aO

) {a—q N(a)c-c2 agcq(N(a)-H } '
c-c? aoc(N(a)-1) -N(a)cq+c‘ ) a € K®

guel gque soit s ex”, et

Trc agcq>

ac O
o

(16) StabU(2,K)(

. X X
quel que soit c€K -k" .

Il est d'autre part clair que

s O, _ u o X
(17)  Staby, (g ¢) = {(g P luveu (s,t €k, s#t).



TABLE A. Classes de

W7

U(2,K)-conjugaison dans E

(2)

Représentant Paramétres Nombre de classes|Cardinal de la classe
10 X
t(o 1) t€x q-1 1
2 ai
°© s€x* q-1 q2-1
a o
s,t€ kx
(5 s#t %(q-1) (q-2) alg-1)
mod.(s,t)~ (t,s)
Trc agcq c €K -k
%a(q-1) q(qg+1)
ac O mod.c~ c
Notations : un élément fixé de KX de norme -1 .

On note a
o




4.- Orbites suivant U(2,K) et U'(1,K) dans E(1) .

Rappelons que 1l'on a posé (cf. n°2, déf.4)

(1)

E ={x€E=M?KHrmgx=1}.

De maniére explicite, on vérifie aisément que 1l'on a

1 00 1 b
(18) e = (€ 9sex®utsilq Rpy) s €K, bEK)
d'ou
(19) 18] = (q-1)(BH) .

Si x,y€M2(K), rangx=rangy=1 , alors pour que x et vy
soient conjuguées par H=GL(2,K), il faut et il suffit que Trx=Try .
Il en résulte que 1l'on a un systéme de représentants des classes de
g

H-conjugaison dans en prenant la famille formée des matrices

suivantes :

(20) 5459 (s€x™),

1 a9
(21) ( °)
ao -1

(ou 1'on note a, un élément fixé de Kx de norme -1).

PROPOSITION 6.- On_a

. s O, _ uo X
1 aq 1+b aqb
ii) Staby, K)( °>= {u( °© )‘ue U, bEKoJ'
- a, -1 aob 1-b

(Cfo n°3, (14)).

Démonstration : La relation i) est immédiate et ii) résulte aussitdt

(1 ag) (2 ag>
Stab = Stab

o o
et de la proposition 5, (15) (n°3).

du fait que

C.Q.F.D.



La proposition 6 montre, compte tenu des cardinaux en jeu, que la
famille des matrices (20) et (21) est encore un systéme de représen-
tants des classes de U(2,K)-conjugaison dans E(1) . Nous résumons

ces résultats dans la table B ci-dessous.

TABLE B. Classes de U(2,K)-conjugaison _dans E(1)

Représentant|Paramétres|Nombre de classes|Cardinal de la classe

s € k% q-1 alg-1)

DEFINITION 5.- Posons

v (1,K) = {a€sla(l Dax=(}

On a alors

(22) U'(1,K)={(g§)lueu,d€Kx,b€K+} i

(1)

Nous considérons maintenant l'action x P axa* (x€E '

a€U'(1,K)) de U'(1,K) dans E(1). On voit aussitdt que 1'on a

1 b |
b4 N(b))

00, _;,00 X X X
orb(g ) {(Ot)lték}u{s( s€EX”, bEK}
et

Stab(g ?) = {( 3)!u,ve ut .

I1 en résulte la table C ci-dessous :

TABLE C. Orbites de U'(1,K) dans E(1).

Représentant|Paramétres|Nombre d'orbites |Cardinal de l'orbite

s € x* q-1 1

2
o 1) 1 (a-1)q




5.- Les H-orbites dans E=E2xx .

Rappelons que l1l'on a posé H=GL(2,K) et aussi X=Car(kx) -{1}.
Nous considérons maintenant 1l'extension naturelle a E2=EXE et
a szx de l'action de H dans E comme groupe de similitudes du

déterminant définie au numéro 1 par (4).

DEFINITION 6.- Posons

E=E°XX ,

-1
_ h ¥
h.(y,w)_(h-Y’w ) (heHl (ylw)EE)l

N

(avec m = N(det h)).

Nous fixons les notations que nous employerons, pour les représen-
tants des H-orbites dans E et leurs stabilisateurs, dans la suite

de ce chapitre.

DEFINITION 7.- Fixons un élément aOEKx de norme -1 . On pose alors

q_4g
Tra a-a
X =( ° > (aer):

1 -ad
h = 2 (c €K =%,
C a c

(s, t) = (5 9) (s.t € K.

DEFINITION 8.- Rappelons que l'on a noté K° le noyau de la trace Tr

de K sur k et U le noyau de la norme N de K* sur kx.o_n

pose



= {u(! P)lucu, bex®} ,

fo) 0 1

o
I

s}
|

= {(8 3)1u,v€ u} ,
- ao l 5 ¢ X
H {(O a-q) atkK } ’

Hy

ub +
{(0 V)lu,veu,bex } o,

UL(2,K) = {h€H!detheu}.

~y

La table 1 décrivant les H-orbites dans E ainsi que leurs
stabilisateurs résulte aussitdt des tables A & C , des propositions 5
et 6, et du fait que pour toute forme bilinéaire hermitienne B de
rang r sur K , il existe une base convenable de l'espace de B ,
par rapport a laquelle la matrice de B est diagonale, avec (puisque
la norme N de K sur k est surjective) ses r premiers coeffi-
cients égaux a 1 et les restants nuls.

Dans cette table nous avons regroupé les H-représentants qui

sont congrus modulo Goxkx (Go==GL(2,k)) par l'action
¢! 2 X
(23) (X,‘l’)(a;t) = (Xa,‘lf ) (aFGo.XGE :WGXr tek )

ol xa , rappelons-le, désigne le produit matriciel de x==(x1,x2)€ E2

et af€ Go . Les actions de Go et H commutent et nous avons ainsi

1o
t 2

en fait une action (x,¢) P (h.xa, V ) (x€E ,¢€X,h€H,a€Go)

de H)(oGo dans E (ol oGO désigne le groupe opposé de Go)'
Nous rappelons, pour clore ce paragraphe, quelques notions qui

seront trés utiles dans la suite.

DEFINITION 9.- On appelle rang d'un élément (x,W)E‘E le rang du

couple de vecteurs x==(x1,x2) de E . On appelle rang d'une

H-orbite dans T 1le rang commun de ses éléments. On dit qu'une
H-orbite est dégénérée (resp. non-dégénérée) si son rang est <1

(resp. égal a 2).



Nous avons ainsi dans la table 1, huit types d'orbites non-

dégénérées, quatre orbites de rang 1 et une orbite de rang O.

DEFINITION 10.- Rappelons que l'on a posé (de maniére générale au

ch.I1I, §2, n°1)

Q(x1) B(x1.x2)

o) Q(x2)

]

Q(x) (x = (x,,%,) €E°).

. . \ c . +
Fixons une fois pour toutes un caractere non-trivial e, de k et

posons

e=e oTr€ car(x™)

~

On note alors @ le prolongement de @ & E , constant sur les

H-orbites, défini par

Tix.e®) = t o(x) ((x,e%) €E).

Nous donnons dans la table 2 les valeurs de @ sur les E2-
composantes des représentants de la table 1. La proposition suivante

en découle aussitdt

PROPOSITION 7.- Soit L wune réunion de H-orbites non-dégénérées

dans E . Alors les fibres de @ dans L se réduisent i des

H-orbites.

§2. Description des représentations W[ nm] .

Nous gardons dans ce paragraphe et les suivants , sauf mention
expresse du contraire, les notations du paragraphe 1, notamment celles

introduites au numéro 5.

.- Définition des représentations W["] .

D'aprés la proposition 2 du paragraphe 1 (n°1) et la proposition 1

du paragraphe 3 (n°1) du chapitre III, nous sommes amenés a poser la



définition suivante (avec donc TI'=GL(2,K)/U).

DEFINITION 1.- Soit (V,m) une représentation de H=GL(2,K)

tri
viale sur les matrices scalaires a rapport dans U . On note (W[ﬂ],o)

la représentation de G dont l'espace W[ "] est formé de toutes les

fonctions f de E=EXEXX dans V telles gue

wN(deth)—1)

(1) £(hxh , hyh" , = m(h)[£(x,y,¥)]

quels que soient h€H, (x,y,¥) €E et dont l'action ¢ est donnée

par les formules (7) & (10) du numéro 3 du paragraphe 2 du chapitre

I1I, appliquées au cas n=2 et au A-module guadratique (M,Q) de

k-dimension 2rn=8 associé a (E,Q)==(M2(K),det) (cf. ch.11I, §2,
n°t).
Notons que dans notre cas

E(Tro@) = (-1)2 =1 .

PROPOSITION 1.- Notons IU l'ensemble des représentations irréducti-

bles de H qui sont triviales sur les matrices scalgires a rapport
dans U . On a alors un isomorphisme de G-modules

W.> ® (dim m)w[nm]
Q meI,

(ch.I1I, §3, n°1, prop.1).

Nous nous servirons des notations suivantes dans la classifica-

tion finale des représentations de G .

DEFINITION 2.- Désignons les représentations irréductibles de GL(2,K)

(cf. ch.II, §4, fin du n°4) par (Vg =+ g =) (ou ©,=¢€ Car(Kx), ou
2 [ B r—

bien ®,E€Car(§vx) avec ==01), W/%,A’”/?,A) et (¢'"/1\,A)

(A€ Car(K*)). Le fait d'8tre triviale sur les matrices scalaires a

rapport dans U égquivaut pour ces représentations d& la condition



8= =94 ou /\2=/\2q , selon le cas.

Soient ®, = deux caractéres distincts de \.ISVX tels que, ou bien

2 2 2
09 =6 et =¥ == (c'est-ad-dire O, =€ Car(Kx)) ou bien E=Z=09 |
Supposons en plus ©==8%=% | Nous posons alors

o 94,
(2) Wi g _ = W[HG’E] .

g

—

Pour r=1,q2 et AECar(KX) tel que A% =2 , nous posons

A Aq-.r

(3) WD =W T

A9 A

REMARQUE.- Les isomorphismes Mg = — "= ¢ induisent, trivialement,
"= ¥ }

des isomorphismes

2.- L'action de la conjuqgaison F .

I1 sera commode dans la suite de désigner par F la conjugaison
a» a? dans K, ainsi que son prolongement naturel a K (resp.
KXK ; resp. MZ(K)) défini par F(z) =29 (2 Ew (resp.
_ . ab, _,F(a) F(b)
F(a,b) = (F(a),F(b)) pour a,b€K ; resp. F(c d)_(F(c) F(d))
(a,b,c,d€K)). Nous avons donc x* =F(tx) =tF(x) pour x€M2(K).

Rappelons (cf. §1, n®°1, déf.1) que nous avons, par définition de F
t
F(x)="x (x€E) .
Notons encore F 1le prolongement naturel de F a E aéfini par

F(x,y,¥) = (F(x),F(y),V) ((x,y,¥) €E).

DEFINITION 3.- Soit (V,T) une représentation irréductible de H ,

triviale sur les matrices scalaires a rapport dans U . On pose

F(£)=£oF (£€VE).



PROPOSITION 2.- L'application ? est un automorphisme involutif du

C-espace vectoriel VE gui est un isomorphisme de la représentation

(w[ﬂ],O) sur la représentation (W[ﬂOF],o).

Cela est immédiat.

Nous décrivons maintenant les représentations ™ telles que
ToF=mn . Notons d'ailleurs que cette condition entraine que ™ est

triviale sur les matrices scalaires a rapport dans U .

PROPOSITION 3.- Soit ™ wune représentation irréductible de H . Alors

on a ToF>nm seulement dans les trois cas suivants :

i)yrm=m & avec A=1%; ®=3 (1, %€ car(x)),
ii) m=m (A€ car(KY), r#49),
A, 09
iii) TT=1'|’X avec A =AY (r=1,q2;/\€Car(Kx)).

De plus, on a toujours T#mMoF 3& moins que ﬁ=ﬂ'/1\ A (/\=/\q ,
’

A€ car(KY)).

Cela est un exercice facile.

Considérons une représentation irréductible (V,m) de H telle
que ToF™>m ., Comme F2==Id (sur H), le carré de tout isomorphisme
de (Vv,m) sur (V,moF) est une homothétie de V . Il en résulte
qu'il existe deux isomorphismes involutifs de ™ sur ™oF (ne diffé-
rant que par un signe) ; nous allons en choisir un, noté 4 dans la
suite, dans chacun des cas i) & iii) que nous réaliserons par leur

modéle naturel (cf. ch.I, §1, n°3, déf.4).

*
PROPOSITION 4.- L'automorphisme involutif F du C-espace vectoriel

2 X
M=¢'K XK (avec K2=K><K) défini par

(4) (F*v)(a,b;c)=v(F(a),F(b):F(c)) (VEM, (a,b;c)GszKx)

est un isomorphisme de la représentation naturelle (M,T) de H

(cf. ch.I, §1, n®°2) sur sa conjuquée (M,ToF) gui envoie la sous-




représentation (M , T) sur (M , ToF).
Al¢ Aquq )
Cela est immédiat.
Rappelons (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6) que l'on a un automorphisme

involutif S de la représentation naturelle (M,7) de H , défini par
(5) (sv)(a,b;c) = q_2 z 2 e®(ab'-a'b)v(a',b';c)
(a',b')€K

pour vE€M , (a,b;c) 3%

XK*, ol e=e oTr (cf. §1, n°5, déf.10),
qui envoie (MA;Q' T) sur (M¢,A' T).

Nous distinguons maintenant quatre cas.

Définition de 4 pour m=m, o (A,P€ Car(K*), A=49, §=¢9),
Nous prenons (V,TT)==(MA X T). Comme le sous-espace M g de M

*
est alors stable par F (prop. 4 ), nous pouvons prendre
(6) A=F

* *
(en notant encore F 1la restriction de F a M, Q). Notons que
’
1'on obtient ainsi un isomorphisme involutif de ™ sur moF aussi

pour A=@ .,

Définition de & pour T=T) g (A€ Car(Kx)-Car(kx)).

Nous prenons (V,™) = (M q° 7). Dans ce cas nous posons
ALA

’

(7) A=SoF

*
(ou 1l'on note encore F (resp. S) 1la restriction de F (resp. S)

a M (resp. M ).
A, ng A9, A )
X

Définition de 4 pour ﬂ=ﬁ% (A € Car(K™), A=Aq),

Dans ce cas nous réalisons (V,T) comme (EO,AT) ou Eo désigne
1'espace des fonctions complexes a somme nulle sur 1'ensemble d& des

droites du plan K2 , Ar=(Aodet)® T et T désigne l'action naturelle
de H dans L? (cf. ch.I, §1, n°2, prop.5). On a l'isomorphisme invo-

lutif F  de (L°, A7) sur (QO,A(TOF)) donné par

(F'v) (2) = v(F(2)) (B€L , vELO).



On prend alors
(8) ' A=F .

Définition de 4 pour TT=1T/1\ =Aodet (AE Car(Kx), A =nTy,

Dans ce cas on pose simplement

(9) A=1d .
2
Remarquons que les choix de 4 pour m=m, , et pour ﬂg ' T

’

se correspondent.

DEFINITION 4.- Soit ™ une représentation de H , irréductible ou de

x d . .
la forme ”="A,A (A €car(K™), telle que m>moF . On définit une

involution F de la représentation (w[ﬂ],o) par

F(f) = bofoF (£€wW[n]).

+ -
On notera W [ﬂ] (resp. W [ﬁ]) le sous-espace propre, G-stable,

de W[m] correspondant a la valeur propre +1 (resp. -1) de 1l'invo-

A

+
lution F . On étendra les notations (2) et (3) & W [m] en remplagant
+

partout W par W dans (2) et (3).

3.- Description des espaces w[ﬂ] .

DEFINITION 5.- Soit (V,m) une représentation irréductible de

H=GL(2,K), triviale sur les matrices scalaires & rapport dans

U=N4(1L On _pose pour §€§=E2xx,

winl(€)={£(E) I £€w(m)}

Supp W[m]={E€EIW(mM) (§) #0}= U Supp £ .
fEW(m)

On dira que Supp W["] est non-dégénéré s'il ne contient gue des

H-orbites non-dégénérées (cf. §1, n°5, déf.9).

On a alors
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W{m](8) = Fix (Stabt) (E€E)

ol 1l'on note FixV(L) le sous-espace de V formé des vecteurs fixés

par l'action d'un sous-groupe L de H .

Nous nous proposons de décrire les espaces W[m](§) pour les

différents représentants €€E de la table 1 (§1, n°5), en tenant

compte du fait que ces espaces ne dépendent que du stabilisateur du

représentant § correspondant, autrement dit ils ne dépendent que de

la Go-orbite de € .

Dans la suite nous posons

X.=Car(K) -{1} .

2

PROPOSITION 5 .- Soit ©€ Car(NISVX) - Car (KY), ®,=1 . Considérons la

U

représentation (V®,ﬂ®) de la série discréte de H , associée & ®

(cf. ch.I, §4, n°2 et 4).

» ’ ’

i) Le support de w[ﬂ®] est non-dégénéré.

Réalisons ™, par le modele de Weil réduit. On a alors V®=V=a!x2
et (cf. §1, n°5, défs. 7 et 8)

i) Wmgl(1,x,¥) =g (n, )V (s €K, ¥€X),
ou

v, = {ve€v|supp v {n zelKer 7 2K°}}
= {ve€vV|supp vc {etltex*}} ,

si e=e °Tr (eOEX , fixé).

1ii) W[mgl(1,x_,¥) =g (h IVET (c €K*=K*, ¥ €X),
ou

VPt = {ve vivn®) =a~(t)v(n), V€ X, vt € X%}

et o€ Car(kx) est donné par la relation

®(a) =o(Na) (aGKx).

iV) W[”@](§(1,0),§(0,1);‘1’)={V€V‘V(nu)=V(ﬂ): Vﬂexz ’ VUEU}
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pour tout V€ X .

Démonstratioh : Prouvons i). Il est clair que w[ﬂ®](§)==0 pour
€=(d(1,0),0;e) et &=(0,0,e) puisqu'il n'existe pas de vecteur
non-nul invariant pour le sous-groupe unipotent supérieur de H dans
V (cf. §1, n°5, table 1 et ch.I, §6, n°1). Pour achever la démonstra-
tion de i) il suffit de montrer qu'il n'existe pas de vecteur non-nul
dans V fixé par SL(2,k) (§1, n°2, prop.4 et §1, n°5, table 1), ce
qui a été fait au chapitre I (§6, n°3).

Les assertions ii), iii) et iv) résultent aussitdt de la caracté-
risation des stabilisateurs correspondants donnée dans la table 4.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 6.- Soient A, @€ Car(K), A#®, A99=1d . considérons la

représentation (V, & 7, g) de la série principale de H réalisée
’ ’

par_son modéle naturel (ch.I, §1, n°3). On a alors

i) Wimy @l (1ix ¥) =m) a(h )ViTe (s€X*, ¥ €X)

VX-],:Q={VGVA,¢|V(1'a71)=V(1:b71) si Tra=Trb, a,b€K} .
ii) w[ﬂA ¢](11Xc1w)=ﬂA'°(hc)Vﬁ)f¢ '
o VFTy est le sous-espace de V, p formé des fonctions V€V, g
telles que

a) v(1,N(c)da;1) =A¥"Yc)v(1,d:1) " (c,d €KY),

b) v(1,0;1) =258 v(1,0:;1),
o 19

’

c) v(0,1:;1) =6 v(o,1:1).
@ £9

’

iii) W[ﬂA ,@] (9(110)19(011)1‘1’) est fomél pour tout vV E€EX ’
des fonctions VEVA 3 telles que
a) v(1,uc:1) =A(u)v(1,c:1) (W€ U, c€KY),
b) V(1,0,‘1)=6 V(11071)l
A, 09
c) v(0,1:;1) =5 v(0,1:1).
A, 09

’
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iv) W[ﬂA ¢](1,0,*) est formé, pour tout V€ X , des fonc-

tions vE€ V), @ satisfaisant aux conditions
’

a) V(ol171)=V(11071)=6 qv(11071)l

b) v(1,c:1) =g~ (a)s qv(1 ,0:1) (a,c€ KX,N(a) =1+N(c) #0),

AL A
C)V(Lucﬂ)=A(M5¢ g(1eeit) (WEU, cEKS, N(c)=-1).
v) WETTA Q](§(1'0),0,e)=6A q{VEVA le(1.C:1)=V(1,0;1),
’ 'A ’
Ve €K} .
vi)  Wlm al(0,0,e)=0 .

Démonstration : Toutes les assertions de la proposition résultent

aussitdt de la table 4 (§1, n°5) et, dans le cas de iv), de la propo-

sition 3 du §1 (n°2).
C.Q.F.D.

PROPOSITION 7 .- Soit A€ Car(Kx), A29 2 p2 . Réalisons la représenta-
2

tion de Steinberg (VA,HE ) de H , associée & A , dans son modéle

naturel (cf. ch.I, §1, n°3). On a alors :

i) w[ngz]u,xs,w) =w,‘32(h1 Nand (s€X", ¥ €X)
ol
Vtr={v€VA|v(€a)=v(€b) si Tra=Trb;a,b€K'} .
ii) w[ﬂ,?zl (1, ¥) =ﬂf\‘2(hc)v}\’r (c€K'k*, vE€X)
ol
VPT = {vev,lvie, ) =a_(t)v(e), YLEKT, Yo €K et v(e ) =v(¢,) =0}
si AIFA, et
= {vev,lvie, ) =vie), vt €X*, Vo€ K
si A9=1
iii) w[n§21(§(1,o),g(o,1),w)=
= {vev,lv(e ) =A(u)v(e ), Ya€K', Vu€U et v(2 ) =v(Z,) =0}
si A#AT

2
wWind 1(d(1,0),d(0,1,4) = {ve v, lv(e ) =v(2 ), Ya€K", vu€u}



si A=A?, quel que soit VE€X .

2
iv) . Wnd 1(1,0,¥) =5 vo! yE€X
s Aagh (e

ou VX1 est formé des vE.VA tels que v soit constante sur

»

_ X _ 2, _
co—{ealaéx , 1+N(a) =0} et sur L(K") c, -

2

q _ — +
v) WE”A2](9(1'°)’°'e)_6A,Aq{ve vplvie ) =v(e ), a€k’} .
vi) wing J(0,0,e)=0 .

Démonstration : Cela est encore une conséquence facile de la table 1

(§1, n°5).
C.Q.F.D.

PROPOSITION 8.- Soit A€ Car(Kx) tel que 729 = 52 . Alors on a

rg

!

i) W[l 1(8) = 5o

si £ n'est congru 3 aucun (1,xS,W) modulo H (s€k*, ¢€X).

i) Wil 1(1,x . ¥) =¢ (s€X", ¢ €X).

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la table 1.
C.Q.F.D.

Comme corollaire aux propositions 5 & 8 ci-dessus, nous obtenons
les dimensions des différents espaces W[M](£), que nous donnons dans

la table 3.

+
4.- Préliminaires & la description des espaces propres W (7] .

DEFINITION 6.- Si ™ est une représentation de H telle que TMoF>Tm ,
on_pose
+ +
winl(g)={g&)leewn]} ,

+ o
supp W ["]={E€E|Iw[n](E) #0} .

LEMME 1.- Rappelons que l'on a posé

q .
Trc a“c
Xc =( ° ) (CGKx)l
aoc (0]
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,

I . pd ’ x 3 ’ .
ou al désigne un element de norme -1 de K~ , fixé une fois pour

toutes. On a-

F(x )=tx =h'x h'* et h'h =1
¢ c¢ccec = cc
pour
._/ o X
1’lc-(o (aoc)q1> (_CEK ).

C'est clair.

LEMME 2.- Tout E€E est congru, modulo H , a son conjuqué (§).

En particulier, on a

=T X

our
/1 © _ X
,hc-(o (aoc)q 1) (c €K7

(cf. table 1).

Démonstration : Rappelons que l'on a
F(h'.8) =F(h').F(§) (h' €H,§€E).

Supposons que l'on ait F(§)=h.f pour un E€E et un h€H conve-

nables. Alors on aura
F(h'.£) =F(h")h.£=[F(h')h(h") '].(h'.8) (h' €H).

Il s'ensuit qu'il suffit de démontrer le lemme pour un systéme de
représentants de E suivant H . Mais cela est immédiat d'apres la
table 1, puisque les seuls représentants non-invariants par F sont
les (1,xc,‘b) (CE€EKS, V€X), les (1,x1-1,‘1') et les (x1-1,1,l1!)

(V €X), et que leur cas est réglé par le lemme 1.

C.Q.F.D.

LEMME 3.- Soit (V,T) une représentation de H , irréductible ou de

la forme m=m, , (A€ Car(KX)), telle gque (V,m) soit isomorphe a
’

(V,moF). Soit §€§ . Posons



W1(8) = (hg) V'

ou hgeH t V'CcV . Soit héGH tel gque F(§)=hg'.§ et définis-
€

sons hg H par la relation

h:h

ghe =Flhg)he .

On a alors
+ A
(10) Wr1(8) =n(ng){v eV Im(h) (v) =22 (v)})

(cf. n®°2, déf.4).

Démonstration : Posons, pour alléger les notations, hé =h', hg =h et

h§=l:1 . Par définition (loc. cit.), on a, pour f€ wW[m]
(F£) (8) =a[£(F(8)) ] =[aom(h*)]£(E)
Posons f(§) =m(h)(v), av.ec vEV'. Alors
(F£) (5) = [om (F(h)h) ](v) = (n(h)obom(h)) (v)
et la condition (Ff)(E) =tf(§) équivaut a la condition
a(m(m)v) =y,

N . -1
d'ou notre assertion, car A4 =4

C.Q.F.D.

PROPOSITION 9.- Gardons les notations du lemme 3. Soit §€E 1'un

des représentants de la table 1 (§1, n®5). Alors on
+ aors on a
i) wnl(g) ={vewlnl(e)la(v)=2v}

si € est invarignt par F :
+
11) Wn](8) =n(h ) {vev'a(v) =2v)

si §=(1,xs,¢) (sEkx, ¥ € X), avec h§=h (cf. §1, déf.7 et ce §,

1
prop.6 & 8 pour la description de V' dans ce cas).
+
iii) w-[ﬁ](§)=ﬂ(h§){v€V"ﬂ(o 'aO)(v)=1“A(v)}
a, O

si §=(1,xc,¢') (CEKx-kx, ¥ € X), avec h§=hc (cf. loc. cit. pour 1la

description de V' dans ce cas).
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+
En particulier, le sous-espace W-[ﬂ] est plein (cf. ch.III, §3,

n®1, déf.2). .

+
Démonstration : Le fait que W n] est plein est une conséquence im-

médiate du lemme 3. Si § est invariant par F , on peut prendre dans

le lemme 3, hg'=1 ; en posant en outre h§=1 , on a h§=1 et i) en
résulte aussitdt. Si &= (1 ,xs,w) (s € x* , V€ X), on peut prendre

bé=hé (cf. lemme 2) ; alors avec le choix indiqué de hg , on obtient

hs=1 , d'ou ii), en vertu du lemme 3. Enfin si ¢§ = (1,xc,’l') (CGKX—kX,

¥ € X), on peut prendre hé=hc': (cf. lemme 2) ; alors avec le choix

indiqué de h, , on trouve h_=
g c a

-go)l d'Ol:'l lil)l d'aprés le
(o)
lemme 3.

C.Q.F.D.

REMARQUE.- D'aprés la proposition 9, il suffira dans la suite, pour
+ +
connaitre W [m], de calculer W [m](E) pour & égal & chacun des

représentants suivants

(11) (1,0,e)

(12) (d(1,0),d(0,1),e) ,

(13) (1.x_.e) (c=1, c €KY
(14) (d(1,0),0,e)

(15) (0,0, )

(cf. §1, n°5, table 1).

Nous considérons maintenant les différents choix de ™ tels que
n>noF (cf. n°2, prop.3). Nous commengons par le cas le plus simple,
celui de n= ﬁ}\ =Aodet .

5.- Le cas ﬁ=ﬂ,1\ .

PROPOSITION 10.- On a

W 1=wln]] , Winil=0
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pour tout A€ Car(Kx) tel que A =79

Démonstration : Il est clair que dans ce cas A est 1l'identité.

D'aprés le lemme 2, si £€E alors F(E) = h.§ pour un h€H

convenable (avec, évidemment, N(det h) =1). Par conséquent, on a
(F£) (§) = £(n.§) = A(det h)£(E) = £(§) (gewinil),

car A=19
CoQoFoDo

6.- Le cas "=T g (A=09, =99,

Nous considérons ensuite le cas T=T, 9 ot A=A9 et @=¢4
’
(A,®€ Car(Kx),/\ #@®). Nous réalisons la représentation (VA @ "\ ¢)
’ ’
dans la représentation naturelle de H (cf. ch.I, §1, n°3, déf.4).

*
Rappelons que dans ce cas A=F (cf. n°2, (6)).

PROPOSITION 11.- On a
+ -
Wiy, @l =wlm ol « Wilmy gl=0

guels que soient A,®€ Car(K*) tels que A=19 et 9=97 , A0,

Démonstration : D'aprés la remarque a la proposition 9, pour prouver
notre assertion nous n'avons qu'a démontrer que, par exemple,
(16) Wmy gl (8) =wlm, g1(8)
pour les représentants § du type (11) a (15).

Pour §€=(0,0,e), (16) est trivial (cf. table 1). En vertu de la
‘proposition 6, iv), iii) et v), on a F*(v)=v pour tout
vE€ WE”A,ci](g) pour & égal a (1,0,e), (d(1,0),d4(0,1),e) et
(a(1,0),0,e) d'ou (16) dans ces trois cas (prop.9 i)). D'apres le
numéro i) de la proposition 6, on a aussi F*(v) =v pour tout vEV'
dans le numéro ii) de la proposition 9, d'ou (16) pour &= (1,x1,e).

Considérons enfin le cas §= (1,xc,e) (céKx-kx). D'aprés le numéro



ii) de la proposition 6, l'espace V' dans le numéro iii) de la pro-
position 9 est formé des v§& Vy @ telles que v(1,0;1)=0=v(0,1:1)

et que (puisque &=42%)
v(ab,a %';d) = v(b,b':d) (b,b' €K, a,d € KY).
On a donc
F v(a,b:;d) =v(a%,0%;a%) =v(b,a:d)  (v€V', a,p€K, d€KY).
Comme d'autre part

tnmg’o "20)v](a,b:d) = v(a_(b,-a) ,da

=v(b,-N(ao)a,d) (vév', a,b€K, der),

le numéro iii) de la proposition 9 montre que l'on a bien (16) dans

ce cas.
C.Q.F.D.

2
7.- Le cas TT=TT/C\1 (A =A%),

2
Nous prenons maintenant m= ﬁ/? (A€ Car(Kx) , A=19) . Nous réali-

sons cette représentation comme le produit tensoriel de Aodet avec
la représentation naturelle de H=GL(2,K) dans l'espace I:o des fonc-
tions complexes a somme nulle sur l'ensemble L des droites du plan
fini K2 (cf. ch.I, §1, n®°2). Rappelons que dans ce cas, on a pris

A=F" (cf. n°2, (8)).

PROPOSITION 12 .- Soit A € car(k™), A=4r9 .

i) On a

2 2
wTndlee) =wnd 1(5)

pour tout & €EXEXX non-congru, mod. H , & un représentant de la
forme (1,x_,¥) (c eR X", v €X).

ii) Par contre, pour tout c¢€ Kx-k)< ,V€X , on a

2 2
wWnd J1x_, 1) =8 () {verllvie,) =v(e )},
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2 2
WImE T0x v =md (n){ver®lv(e ) =0 va€ K et v(2,) =-v(e )} .

Démonstration : D'aprés la proposition 7 iv), iii), v) et vi) on a
F*(v) =v pour tout véw[ﬂgzj(ﬂ pour § égal a (1,0,e),
(a(1,0),d(0,1),e), (d4(1,0),0,e) et (0,0,e). Notre premiére assertion,
pour ces représentants, résulte alors aussitdt du numéro i) de la pro-
position 9. Pour ¢§= (1,x1,e). le numéro i) de la proposition 7 en-
traine que 1'on a aussi F*(v) =v , quel que soit vf V', dans le numé-
ro ii) de la proposition 9, d'ou i) dans ce cas. Considérons enfin le

cas E= (1,xc,e) (cEKx-kx). D'aprés la proposition 7 ii) nous avons,

pour tout vEV' dans la proposition 9 iii), en posant w'= (0 7)),
[n,%z(aow' ) (v)]ce) =A(a§)v(eoo) =v(e,) = (Fv)e,) (A9 =1),
[n%z(aow' ) ()] (2, =v(2 ) = (Fv)(2),
[rrlc\lz(aow')(V)](ea)=v(2.a_1)=v(€N(a)a_1)=v(2aq)
=[F*(v)](ea) (a €KY).

L'assertion ii) en résulte aussitdt (prop.9 iii)).
C.Q‘F.D.

8.- Le cas m="m .
A, AD

’
Nous considérons maintenant le cas le plus délicat, a savoir
n=mn (A€ Car(Kx)). Nous réalisons toujours dans la repré-
A, NG A, A9
sentation naturelle de H . Rappelons que dans ce cas, on a posé

6 =SoF (cf. n°2, (7)).

PROPOSITION 13.- Soit A€ Car(Kx), A#Aq . On a

+
win (§8) =w(m (§)
- ( A,Aq]

’

pour tous les %EE non-congrus, modulo H , & un représentant de
la forme (1,x_,¥) (c €KX, tE€X).
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Démonstration : Nous nous servirons de la remarque a la proposition 9.

Si E€E est invariant par F , il résulte de la proposition 9 i) et

la définition de A& (n°2, (7)) que si vVEW™ q](§) alors
AA

’
veEwTn 1(€) si et seulement si
e

’

(17) (F oS)(v)=v .

Pour §=(0,0,e) et E£=(4(1,0),0,e) , ona W™ q](§)=o
A, A =
(prop.6 v) et vi)) et donc l'assertion i) de notre proposition est

triviale. Supposons maintenant § égal & (1,0,e) ou a

(si €=(1,0,e), alors v, =0 a moins que ==-1).
Soit c un élément de norme t de K- . Nous avons, par un calcul

facile (cf. ch.I, § 1 n® 2, prop. 6), puisque Ayqu '

-1
(sv, )(1,c:1) =A(-1)q z v, (a,auc;1)
t a€kX,u€y  °
ac(1=-u)=1
_ -1 -1 q-1
=A(-1)AT(c) g z A (1=u)A(u) v (1,c:1)
' [uGU-{1} J t

=100 (e)v, (1,¢:1)

=v, (1,c%1) = (Fv) (1,e:1) .

*
Cela montre que (F oS)(v)=v pour tout vE€W[n q](1,O,e) et que
A, A

* ’
l'on a Trace(F oS) =g-1 (= dim[W[r q]((_i(1,0),§(0,1),e)]). Comme
AN
*
W+[n q](5) est le sous-espace propre de A =F oS correspondant a
AN
la valeur propre 1 , notre assertion s'ensuit, pour les deux choix

indiqués de §
C'Q.F.D‘

PROPOSITION 14.- Soit A€ Car(Kx). AFAD | si EEE a le méme stabili-

sateur que (1,x1,e), alors on a

. + tr
) Wnm (§)=m (h,){veEv lv(0,1:1) =A(-1) £ v _(r)},
’ [ A Aq ] AlAq 1 Y AIAq r€kv°

’
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ii) winm 1(g) =
A, Ag
= €
nA’Aq(h1){V AV

tr

\ Aq|v0=)\ €C et v(0,1;1) ==A(-1)q)}

ou, rappelons-le (cf. prop.6 i)), on a posé v (Trb) =v(1,b;1) pour

tout veEVYY , bEK .
- A, 09
Démonstration : Soit VGVtr q et bE€K . On a
A, A
(sv)(1,b:1) =21 2 G(a,ab-1:1)
a€K
A= -
==Y 0, 1:10+ = AT (e)v(1,b-ci1)] .
q c€K

Soit CC:Kx un systéme de représentants des k-droites dans Kx :
notons c_ le représentant de la droite K° formé des éléments de

trace nulle. On a alors

~ x AT e)v(t,pmcit) = = ATN(e) T v(1,p-test)

CEK c€C t€k
=0T e vt +[ 2 2T )] £ v (),
c€C r€k
c;‘co
=A(-1)[qv (Trb) - £ v (r)] ,
°© réxk °©
d'ou

(18)  (Sv)(1,b;1) =v_(Trb) +A(=1)q 'v(0,1:1) =g~ £ v_(r).
°© r€k °©

De maniére analogue, on a

(sv)(0,1;1) =A(=1)g" " £ v(1,c:1) ,
c€K

c'est-a-dire
(19) (Sv)(0,1;1) =A(-1) Z vo(r).
r€k

La proposition résulte aussitdt de (18) et (19).
C.Q.F.D.

Nous fixons quelques notations avant de considérer le dernier cas.

DEFINITION 7.- Notons ‘k l'ensemble des k-droites (passant par l'ori-

gine) de K . A chaque v€ vPT q (A € Car(K), A#A? ; cf. prop.6 ii)),
A, A
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on associe deux fonctions v, et v, de L dans C définies par

v1(2)=v(c,1;1) (cGEEl,)
v2(2)=v(1,c;1) (c€e€D)

. . \ X .o
Nous factorisons gussi par L tout caractere ¢ de K trivial

X
sur k , en posant
®(e) =2(c) (c€2€l).

Nous notons enfin ¢&(c) la k-droite de K* passant par c€K® .

PROPOSITION 15.- Soit A€ Car(KX), A#AY . si £€E a le mbme stabili-

sateur, dans H , que (1,xc,e) (ou céKx-kx), alors on a

i) W+[ﬂ qW(E) est 1'image par ‘I'T(hc) (cf. prop.6 ii)) du
AL A
sous-espace de VPT formé des fonctions vE€ Vpr telles que
A, 09 A, 09
v(1,0;1) =L v, et v(0,1:1)=2 vy
) L

en particulier

aim wm _1(8) =g+
A,A9

’

ii) Wn 1(8) est 1'image par ™ (hc) du sous-espace

e e
de VPT formé des fonctions v € VP telles gque :
A, 09 A, Ag
i) =- 21 3
1 w
1) =~ s T
b) v(0,1:1) gﬂ L V1 ’
A
2 v v

ou Kv,uve C .

En particulier

dim W [= Jgy=2 .
A, Ag
. . * pr
Démonstration : Nous calculons A&v=(F oS)v pour vE€ VA W On a,
pour c¢€ K* (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6)
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(Sv) (1,c:1) =A(-1)q" " T v(a,ac-1:1)
a€K

=7A(-1)q_1[v(0,1;1) + §3x Aq~1(d)v(1,c—d;1)] .
d€K

Notons AC la somme dans le membre de droite. On a alors

AC=Aq"(c>v(1.o;1)+<q-z)Aq'1<c)v2<e<c))+ ATl T (e

491 L'ey
2#8(c) 2'#8,8(c)

=29 ev(1,001) +qv, (@D -2 (o) T v (@) - £ v (D
ey, eeL

(SV)(1,C:1)=A(-1)[V(Cq,1,1)+q—1(V(0,171)- Z v,(2))
gy |

1 N g (v, 01) = T v (en)]

eey 2

D'autre part, toujours pour c€ K* , on a ea posant w'==(? -é),
' . = - ° -2 = - . =
[mlagw vl eit) =vla (e, ~1)ra D) =A(=1)v(c,1:1)  (N(a ) =-1).
Comme A==F*OS , nous trouvons ainsi que la condition
Tm(agw') () 1(1,e51) = 2(8v) (1,¢51) (c€K)

équivaut a la condition
+ - -1 1-q -1 1
-V1M)-v“€)+q [vm,h1)-2‘q]+A (&)g '[v(1,0;1)-Z v

(20) |
2.J
L b

pour tout €€l .

. s r
De maniére analogue, on a, pour vE€ VP .

n,Ag
(Sv)(1,0:1) =A(-1)q"" T wv(a,-1:1)
a€K
=A(-1)g" [v(0,1:1) + (g-1) = v, (0)]
QG\IQ.
et
(5v)(0,1:1) =A(=1)q ™ [v(1,0:1) + (a-1) I v, (2)]
e€y,
Comme

[m(a w')v](1,0:1) =A(=1)v(0,1:1) ,

[m(a w')v]l(0,1:1) =A(-1)v(1,0,1) ,

nous voyons que, pour V€ vPT » la condition
A, A

[m(agw') (v)1(x) = 2(8v) (x)



pour x=(1,0;1) (resp. x=1(0,1;1)) équivaut a la condition
(21) ' tqv(0,1;1)==v(0,1:1)'*(q-1) z v,
L
(resp.
(22) Tqu(1,0:1) =v(1,0:1) + (a-1) v, ).

Y

L'assertion i) est alors immédiate et 1'assertion ii) découle
aussitdt du fait que (si 1'on choisit partout le signe =) (20) est

équivalente, en présence de (21) et (22) a 1'équation suivante

(23) v =rnh/)+A1-q.m(v2)

1 1
ou l'on note m(vi) la moyenne, sur L , de v, (i=1,2), équation

qui équivaut a son tour a

v, = m(v2) + /\1_q.m(v1 ).
- C.Q.F.D.

Nous avons indiqué les dimensions des espaces W-[ﬂ](g), dans les
cas non-triviaux, dans la table 1 (sous-colonnes & en-t&te A=A9 et

¢=19) .

+
9.- Les dimensions des espaces W(m] et W (7] .

A l'aide des résultats des numéros précédents nous pouvons déter-
+
miner aisément les dimensions des espaces W[ﬂ] ’ w'[n] , pour toutes

les représentations irréductibles ™ de H triviales sur U .

LEMME 4.- Soit ™ une représentation de H triviale sur U . Posons

n(€) =dim Wi m](§) (€ €E),
+
n"(€) =dim W [n](E) (EEE). "

+

Alors on a

dim W(r) = (q°-1)n(1,0,e) + (q*~1)n(1,x,,e) +¥a(q>~1)n(d(1,0),d(0, 1) ,e) +

-*%q(q-1)2n(1,xc,e)-P(q+1)n(g(1.0)10,e)-Fn(O,O,e) .

. s P X . X
désigne un élément guelconque de K -k (formule analogue pour

C
“=].



Démonstration : Il suffit de compter pour chaque H-représentant

apparaissant -dans la formule du lemme, combien de H-représentants
il y a dans la table 1 qui ont méme stabilisateur, & conjugaison

preés.
C.Q.F.D.

La table 4 qui donne les dimensions des différents espaces WEﬂ],

+
W [n] résulte aussitdt du lemme 4 et de la table 1.

§3. L'entrelacement des représentations w[ﬁ] (ﬂ# moF).

1.- Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous désignons par (V,m™) une représentation
irréductible de H , triviale sur les matrices scalaires a rapport
dans U(= N_1(1)CZKX). Nous considérons 1'induite (V,F) de (v,m) a
r=60(Q) (cf. ch.III, §3, n°4, prop.3, avec '=H , T=F). Nous avons

dans notre cas (§1, n°1, prop.2)
nF =noF

en notant encore F 1l'extension del'automorphisme de Frobenius chc?
de K & H=GL(2,K). Nous écrirons d'ailleurs aussi F(h)=h (h€H).
Nous donnons tout d'abord quelques résultats plus précis, dans
notre cas de rang 4 et d'indice de Witt 1 , concernant les opérateurs
éw(x,y;v) (x,y€M, vy €T) introduits de maniére générale au chapitre

IITI (§3, n°2, déf.6). Dans la suite nous écrivons simplement S a la

~y

place de s" .

LEMME 1.- Pour x,y€M=E2 , y€T , on pose

nx'y(v)=|{(v .v")EFxxFylv vy =y}| ;

on note E(x) le sous-espace de E engendré par le couple de vec-

teurs x€M .
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Alors on a

(%) | SGayiv) =n, (0718 Fv)s, (ver)

si T'=T et si 1'une des hypothéses suivantes est satisfaite :

i) le sous-espace gquadratique (E(x),Q) de (E,Q) est un

plan non-dégénéré déployé et y€M est quelconque ;

ii) (E(x),Q) est un plan non-dégénéré, non-déployé ou une

droite non-sinquliére et (E(y),Q) est une droite sinquliére.

Démonstration : Supposons vérifiée la condition i). Soit vy €T . Si

E(x) NE(y.y) =0 la relation (x) est claire (ch.III, §3, n®2, lemme 3
et rem. 2 au lemme 3 ). Supposons dim(E(x)NE(v.y))=1 . Si

dim(E(x) N E(vy.y)) =1 , on peut supposer V.Y, € E(x) (ch.III, §3, n°2,
rem.2 au lemme 3) et donc E(x)N E(V.yz) =0 si E(x)ZE(y.y). En
vertu du théoréme de Witt la somme S(x,y:;v) porte alors sur les
v'€T de la forme v' =V vy, pour Yoe Stabo(Q)x . \/2€Stabo(o)y2 ,

tels que
] - = .

B(xi,v .y1) B(xi,v.y1) ((x1,x2) X) :

mais cette derniére relation entraine
y' -y, =vov.y1 +v

avec VEE(x)" . Il s'ensuit que Q(v)=0 (puisque Y.y, € E(x) et
que l'on doit avoir Q(v' .y1)=Q(v.y1)) et donc v=0, car
(E(x)",Q) est un plan non-dégénéré, non-déployé. On en conclut que Y,
fixe aussi Yy o d'ol la relation (%) dans ce cas. Considérons enfin
le cas E(y.y)<€ E(x). La somme S(x,y:;vy) porte alors sur les y'E€T

tels que mY. =m, et que

' = i =

1

pour v, € E(x)

relation Q(v'.yi)=0(v.yi), et donc v, =0 (i=1,2), ce qui démontre

. On doit alors avoir de plus’ Q(vi) =0 4 cause de la
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(#) dans ce cas.

Si ii) est vérifiée, alors, pour tout YF€T , on a
E(x) N E(y.y) =0 et la relation (%) est donc immédiate (ch.III, §3,
n°2, lemme 3).

C.Q.F.D.

LEMME 2.- Gardons les notations du lemme 1 et posons I''=H . Alors on

a_encore (%) pour x= (x1-1,1), y=1(0,d(1,0)) (cf. table 1) et h€H

tel que h11h21=0 .

Cela est immédiat.

2.- L'entrelacement des représentations W[ﬂ‘] (ma moF).

THEOREME 1.- Soit ™ une représentation irréductible de H (triviale

sur les matrices scalaireé a rapport dans U) telle que ﬁ#ﬁoF .Alors

i) la représentation (W[m],0) de G est irréductible;

ii) la représentation (W[ﬂ],o) ne s'entrelace avec

(W{n'],0) pour une autre représentation irréductible n' de H ,

telle que ™' #Fm'oF , que si m'>=m ou n'>moF , cas ou ces représen-

tations sont (triviglement) isomorphes.

Démonstration : Les hypothéses m%moF et m'%n'oF signifient que

W et ™' sont irréductibles. Nous démontrons le théoréme pour W[';]
et W[?T"] (ch.II1I, §3, n°4, prop.3). Prouvons i). En vertu du lemme 4
du numéro 2 du paragraphe 3 du chapitre III, il suffit de prouver que
si © est une fonction de M dans Endc(V) vérifiant les conditions
i) 4 iv) de ce lemme, alors ¢(x) est une homothétie (de ?Ix), pour

X parcourant un systéme de HXGO-représentants de M . Mais cela est
immédiat d'aprés le lemme et sa remarque (cf. table 3) pour ﬂ#ﬁ)\

(A € car(KX) - car(x™), 222229, 4 #09). si m= "/1\ cela est cependant
trivial puisque Supp W[:A] (= Supp W[ﬂ)\]) est réduit a une seule

I‘x(GOka)-orbite, celle de §=(1,a(0,1),e) et que dim?f§=1 .
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Pour prouver ii), compte tenu de i), il suffit (ch.III, § , n° |,
lemme ) de prouver que si @ est une fonction de M dans

Homc(v,'\vl') vérifiant les conditions i) iv) dudit lemme et telle que

< o

®(x) soitun isomorphisme (de '\VIX sur ) pour tout x€M , alors

X
(V,7)> (V',7') (c'est-a-dire m'~n ou m'=>noF). Mais d'apres la
condition iv), en vertu du lemme i) on a, pour x=(d(1,0),d(0,1))

~ ~y

(1) @ (x)F(v)L =BT T (v)o(x) (VET).

Mais il résulte de (1) que le T-morphisme ¢ de V dans V' aéfini

par
o= I  o(n)
n€0(§)
avec §=(x,e) et O(§)=0rb.(§), est non-nul si dim m'>1 , puisque
Lo d
TT

sep=Ir ]! [z % g 0™ Joce)

et que la somme entre crochets est un endomorphisme de v de trace
égale 3 |7l dim V V =[F|(g=1). En vertu de 1'irréductibilité de T et
7' cela achéve la démonstration de ii) pour dim m'>1 .,

Si dimm'=1, alors W[m1>W[m'] entraine (table 3) dimnm=1.
On a donc ﬂ=ﬂ[1\ ' ﬂ=ﬂ/1\. pour A,A'E€ Car(Kx) - Car(kx), 1\2 =122 ,

2

A =/\'2q). Mais dans ce cas la condition v) du lemme 4 du ch.III, §3

n°2, appliquée & x=(d(1,0),a(1,1)), y=1(4(0,1),alc,c)) (pour un

cEKx-kx) et y=d(a,1)€H (aEKx) entraine aussitdt
X
A(a) =A"'(a) (a€K"),

d'ou ii) dans ce cas.
C.Q.F.D.

2
», . - X
3.- L'entrelacement des représentations W [ﬂgoN] (¢ € Car(x™)).

2
THEOREME 2.- i) Les représentations W-[”EON] sont _irréductibles pour

tout o€ Car(kx) .

ii) On a
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_ q2 _ q2
W [nQON]*w ["BoN]
si o«#8 (a,8€cCar(k’)).

2

Démonstration : Ecrivons ﬁa=ﬂ'g°N , pour tout aECar(kx). Notons V

1'espace commun des représentations " réalisées par leur modéle
naturel (ch.I, §1, n°3). Nous démontrons le théoréme pour les repré-
sentations w[?r';] (cf. ch.111, §3, n°4, prop.3).

Soit ® un opérateur d'entrelacement de W[:r‘;] dans WE;B_]
(o,B € Car(kx)). Comme la sous-représentation w[;;.] de w[;a.] est
pleine et que Supp W[?TJ;.] (= Supp w_[ﬂa.]) est non-dégénéré, pour

tout o' ECar(kx), on a (ch.III, §3, n°2, lemme 4)
(2£) (8) =[o(5)](£(5)) (£€W(T], £€M)

pour une fonction ¢ de M dans Endc(v) telle que

Supp ¢ = pr, (Supp ®) N pr, (Supp ®) et que

a)  ©(8) € Hom, (W{F_1(8),W(751(5)) (g € H)

b)  @ly.8) =T vv )e(0)F; (v ) (YET, vy €Tg, E€M)

c) o(xa,¥')=0(x,V) (x€M, a€R", v,V €x)
b LA

a)  o(x) s Y(x,y:v) =8 " (x,y:v)e(y) (x,y€M,vET),

Comme Supp W[?TJ;.] est réduit a une seule T X (Axxkx)-orbite et
que dim w-[ﬂa.](é) =1 pour &€ Supp W-[ﬂ'a.] » quel que soit
o' € Car(kx) (cf. table 3), l'assertion i) est alors immédiate. Pour dé-

montrer ii), il suffit d'appliquer d) & (cf. table 3 et §1, n°5, déf.7)
x=(11xc) ' Y=(§(111)1§(cqrc)) ' V=§(a:1)€H

X
pour un c € K =k* , tel que Trc#0O , et tout a€K . Comme
xZy modulo " et que E(x)NE(y.y)=0, on en tire d'aprés le lemme 3

du ch.III, §3, n°2, que

Aa)=A'(a) (a €KY)



si o(x)#0 , c'est-a-dire si ®#o .
C.Q.F.D.

2
PROPOSITION 1.- La représentation WfﬂgoN] est dans la série discréte

de G pour tout o€ Car(kx).

Démonstration : L'assertion résulte du fait que w'[ngoN] n'admet

méme pas de vecteurs invariants non-nuls par le sous-groupe U1 de G

r O)

00 (rE‘k+), ce qui est clair puisque

formé des ul
r o _ .
Pluly o)) E(,x_s¥) =¥ (r)£(1,x_;¥)
+ X . X - 2
quels que soient r€k , c€K'-k” , ¥€X et f€EW [ﬂ'goN] , et que
2
“r-4d =
supp W [m] ]= U

vEX
c€KX-xX C.Q.F.D.

OrbH(1.xC;¢) .

REMARQUE.- Il est déja clair, a cause de leur dimension commune
2
3

%q(q-1)2 , que la restriction de la représentation w-["aoN

(o ECar(kx)) a4 Sp(4,k) a comme caractére le caractére 610 de la

table de SRINIVASAN [16] .

§4. Identification des wim) n'appartenant pas 3 la série discréte.

1.- 1dentification des représentations w[nA ¢] (A #AD£ D),

Rappelons que A et @ désignent deux caractéres distincts de
K tels que A®=1999 | on sait déja (cf. §2, n°2, prop.3) que si
A#AY  (donc aussi P# %) et si 2#A? alors ﬁA’QiﬂA’QOF (et
réciproquement), d'ou 1l'irréductibilité de W[ﬂA,Q] (§3, n°2, th.1).
Nous montrons maintenant que les représentations w[nA'¢j forment la
série de représentations de G associée au sous-groupe parabolique P1

(cf. ch.1I, §4). Nous affecterons nos représentations d'un indice supé-

rieur égal 3 leur dimension s'il y a risque d'ambiguité.
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Nous considérons dans ce numéro le cas ou A#FAT , &89 ot

{r,A9) N0 {9,3% =¢g .

PROPOSITION 1.- Pour A,%€ Car(K') tels que A®=19¢9 ot

AN #nA#d#0? on a (cf. ch.II, n°4)
2
+1 ~ -q ,q-1
Wlrd g 10> (v(ad™d, g™, 1)

(o4 1'on écrit, suivant nos conventions, A% 4 3 1a place de o€ Car(kx)

tel que 719 = qoN).

Démonstration : Comme V(/\@-q,ﬁg-1 )=1Ind [(a«® ng-1 )ocp1] et que cette
B 1G
1

représentation est irréductible, dans le cas -ou nous nous sommes pla-

cés, il suffit d'exhiber un P1-morphisme non-nul de o® "3-1 dans
2

w[n,‘\l ;17 ; ce que nous faisons maintenant.
Posons x°= (x1-1,1) (cf. table 1) et notons v le vecteur

dans ”A,db(h1)-1' w[nA’¢](xo)ch’¢ (cf. §2, n°3, prop.7 ; on prend le

modéle naturel de ﬂ% ;1) défini par les conditions
(1) Supp v, = (OXK) XK* , v (0,1:1)=1 . .

Considérons le modéle de Weil réduit de (Vg-1,ﬂg—1) (cf. ch.I, §4,
n°4) ; on a alors Vg-1 =cX . A toute f€ Vg-1 associons f'€W[m, o]

définie par

(2) pr1(Supp f')COrbH(xo)
(3) £ (x2,0) = £(0)my g(hy)v,, (hy =G S0
ou aOEKx » N(a ) =-1, fixeé.
I1 est immédiat que 1l'on a
pP(g)f' = £ (fEVg_1)

pour tout g appartenant au radical unipotent U1 =Ker co1 de P1 .

t O)

. . ao _ X
Soit gEP1 - 81 g=(4 a*_1) avec a= (g , (t€Xx™), alors

<p1(g) =(t,1) et il résulte de la relation
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t O, _ ab -1
(4) (x=1, 1005 ) = [0y (§ o=q)n] 1. 0xy=1,1)

(avec a et b dans K tels que t=N(a) = Tr(a%)+1), que 1l'on a

p(g)E =28 Y(a)f" =a(t) £ (fevg'1).
Si g=l_:1(8 2) (r€x¥), alors cp1(g) = (1,((1) f)) et on trouve aussitdt
[p(a) £ (P, ) =¥ (x)E' (x°,¥) (fev‘}{ﬂwem.

Si g=h'(t) (t€x"), alors <P1(g)= (1,((1) (t))) et, par définition
[p(e) £ 1(x%,4) = £ (x°,¥F) (¢ €X).

sig=n(l Dn'(th)  (£€x™), alors v, (g) = (1,£) €K XGL(2,k) et
l'on a

(C

o) g)f'=¢(t)f' (£eva !, cek’ N(c) =¢).

Y
plg)e =1 Feymy o 3

Pour terminer, il ne reste alors qu'a démontrer que l'action d'un

g€ P, tel que w1(g)=(1,wo) (avec wo=(_? 1O)€GL(2,k)) sur les f'

1
(fevq-1) est celle donnée par la formule décrivant l'action de w

nd-1
9

(ON0) -10 =
u(y 4)w ul 5 7)., nous avons o, (w,) = (1,w)

dans le modéle de Weil réduit de

-1

Or,pour w,=u(1)w

2
et 1'on calcule sans difficulté (ch.III, §2, n°3), en posant

+
H = Staby(x°), et i gl=n,

[p(w) €' 1) = =g 21H |71 = ¥ (B(x,,h.xQdE(H)m(h)m(hy )y,

=1

::k.lx‘lo=x1
pour fEViI{1, x€E2, t€X° . On voit donc que [p(v_vz)f'](x,w)=o sauf
peut-étre si x=(((1) 8),(8 (1))) ou x=((cs) 8),1) (sEkx) ou x=x° .
Dans les deux premiers cas, on trouve, avec X, =s(é 8) (sékx),

. _ =2 -1 - e | 2 _
[plw,)£ 1(x,¥) =-q IHOI L 4 (p3-u?) Halud) £(¥)m(h, ) v, =0

u€vu

pek? -1

G€KX,N(d)=s

ol 1l'on note ag un élément fixé de K© tel que N(as) =s (on prend



a, =1). Enfin, on a

[p(v_,z)f-'](xo,q;) =-q‘2\no\‘1(q+1) bezK+ w(Trd)é(d)f(w)n(é g)ﬂ(h1)voo
N(d)=1

=g = ¥(Tra)®(@) 1£(1)m (h, ) v,
N(d)=1

d'ou
(o (w,) £ (x, ) = =g [ T, ¥ (Trd)®(a)]€" (x,¥) (x€ E2,¥ €X)

dfK
N(d)=1

comme voulu.
C.Q.F.D.
REMARQUE.- Si on cherche foéw[ﬂA Q] invariante par le radical unipo-
’

tent U1 de P1 , on trouve aussitdt

fo=f1+f2
-1 X , (¢} .
avec f1,f2€V3 =C" , Supp fi=OrbH(x)XSupp fi (i=1,2)
fiGw[nA'Q] et

1 (O =
f1 (x7,¥) = f1 ('lf)'f'f(h1 )V
' (O =
ou VOE VA,Q est défini par les conditions

v (0,1:1)=0 , v(1,b;1) =1 (vek").

On vérifie de méme que ci-dessus que l'application fz'" fé de ¢X

dans w[TTA 4,] est un P1-isomorphisme de (Cx,a-1®ﬂz‘_1) dans
’
wim, ¢]. Dans le cas dégénéré que nous considérons dans le prochain
’

numéro, nous aurons v=a" ' et ﬂg_1 =1'r/?-1 et nous obtiendrons ainsi

deux H-monomorphismes linéairement indépendants de a® ﬂf\l-1 dans

w[nA'qﬂ_ .

+
2.- Identification des représentations Winm q] (A #Aq).
ALA

’

PROPOSITION 2.- Soit A€ Car(K*) tel que A#A9 . on a
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+ ~ -1

(W ["A,Aq]"’) (v(1,mg™h, ),
- ~ -1.1

(W [rrA'Aq],o) (v(1,mIm ).

Démonstration : Considérons le modéle de Weil réduit de n%‘1 . On a

X

alors v§'1=c . Nous définissons trois P1-monomorphismes linéaire-

ment indépendants jo v J et de (Vg-1, 1®n1%'1) dans

-1
W[ﬁq H] comme suit.
q

A, A
Soit v €V défini par les conditions
AL A
Supp v = (O XK) xK* Veo(0,1:1) =1
Désignons par Vv le vecteur dans V tel que
o A, 09
+
Vo(of1,1)-orvo(1lb:1)—1 (bEK).
Soit v , €V défini par les conditions
LA
v_,(a,bic) =0 si N(a) +N(b) #0 (a,b€K, c €K")
v_1(1,uao71)=1\(u) (u€ v

ou aOEKx est fixé, tel que N(ao)=-1

soit f€cX . on définit 3;(£) (i=0,,-1) par
Supp j,; (f) =O0rby(x,-1,1) X Supp £ (i=0,)

Supp j_1 (£) =OrbH(0,1) X Supp f
et

(3, (£))(x,=1,1,4) = £(¥)m(h v, (i=0,0)
[3_4(8)](0,1,4) = £(¥)v_,

Il est immédiat que o(g)ji(f) = ji(f) (i=0,0,-1; £€ d:x) pour tout
g€ U, . On vérifie sans difficulté, comme dans la démonstration de la
proposition {1 que j1 et j2 sont des P1—morphismes. I1 est trivial
que j__1 entrelace les opérateurs (1®ﬁf?-1)(cp1(g)) et o(g) pour

g€ P, tel que w1(g)=(t,h) pour t€x" et h=(é T) (s €kV),

1
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h= (g 2) (r€xX), n= ((1) S_) (t€%x¥). En ce qui concerne 1l'action de
-, 01 _ -1..00 -1 0 ..
wo=(_y glrona (w)=0, (ul)w ulg J)w ul J 7)), d'od, par un
calcul facile, on obtient, pour tout xE€ E2 , VEX , fécx , avec
n =,
A, 09
[o(w,) 3 £)(x.¥) = -q 2|u(2,K) | ~'s £ ¥(B(xy,hh ) E(W)M(h)V ,
=274 : E ' X, 10 2’ -1
1'~ h€H
m, =1

par suite [p(y_vz)f](x,tlr) =0 si xfOrbH(O,1). Enfin posons

)\={[o(v_~)2)j_1f](0,1,¢)}(1,ao,1); alors

-2
A=- TT?TKTF by ‘lf(N(a)+N(b)+N(c)+N(d))A1-q(a+a0c)/\q(ad-bc)/\(u)f(tb)

ol la sommation s'étend a tous les h= (2 g) €H tels que a+aoc740 ,

b+aod=uao(a+aoc) et N(ad-bc)=1 . Il en résulte aussitdt, puisque
dim W ([nm Jo,1,4)=1, que
A9
. _ -1 .
[p(y2)3_1f](0,1,‘l')— q éx 1JJ(Tra1)/\(EJL1)(J_1f)(O,1,‘J!)
ay K
N(a1)=1

quels que soient V€X et fE€ eX , comme voulu.

Les deux isomorphismes de la proposition résultent alors du fait
que la représentation V(1 ,ﬂ/%-1) est somme directe des deux représen-
tations irréductibles V(1,ﬁlc\1_1 )9 et V(‘I,ﬂg_1 )1 , de dimensions
qlg=-1) (q2+1 ) et (g-1) (q2+1 ) respectivement, et que
dim W+[1‘r 1= q4-1 et dim W [m 1= (q-1) (q2+1 ), puisque 1l'existence

A, Ag A,Ag
de j_ . J, et j_1 montre que dim HomG(V(1,ﬂ,C\1-1),W[ﬁA Aq-|)>3 .

C.Q.F.D.

2
*
3.- Identification des représentations W[ﬂl? ] et w[rr)\] pour A g =n7,

Rappelons que, si car k#2 , on note Ao (resp. ao) le carac-
tére non-trivial de K* (resp. kx) dont le carré est trivial. On

*
pose, pour A € Car(KF), A =/\o/\ .



PROPOSITION 3.- Supposons la caractéristique de k différente de 2.

*
Soit A ECar(Kx) tel que A9=1" . on a alors

2 2
Wl S0y (e M),

imidie) = (lag,m)', ).

Démonstration : Pour i=1,q2 , on définit un monomorphisme P1-

équivariant j; de (CX,(GO®"?_1)°<P1) dans W[ﬂ,ﬂ en posant

[jqz(f)] (x,=1,1,4) = £(1)7(h,) (q*Vy-v, )
(3,010 =1,1,8) = £(8)m(h,) (vgtv )

Supp j, (£) =0rby(x,-1,1) X Supp f (i=1,9%),

2
pour tout f¢€ ¢X , VE€X avec voo,voé V/? 7\'1 donnés par
’

v, (0,1:1) =1 , Supp v = (OXK) XK'

vo(0,1;1)=0 , vo(1,b:1)=vo(1.0:1) .

La vérification se fait sans difficulté, de méme que dans la démons-
tration de la proposition 2 (cf. aussi rem. a& la prop.1). Comme nous
avons déja établi 1l'irréductibilité des représentations W[TT/%] pour
AT£A (th.1, §3, n°2)et puisque V(GO’A)=PIr‘}dG (0108111?-1)&)@1 » la pro-
1

position en est une conséquence immédiate.
C.Q.F.D.

4.- Identification de W[nA ¢] et W[ﬂk] pour A=49, &=¢4 et
. 2 !
le {1Iq } .

LEMME 1.- Soit (V,T) une représentation irréductible de H . soit

W' un_sous-espace plein et G-stable de W[n] . Soit fE&€W', & sup-

~

port réduit 3 une H-orbite, disons OrbH(xo,e), dans E , qui est de

rang minimal parmi les [''-orbites contenues dans Supp W'. Alors la

fonction

1 1

(x,et) ] S(x,xo;t- c,t r).f(xo,tr) (x€E, tEkx)



appartient au sous-G-module o(C[G])f de W' engendré par f ,

pour tous les c€A , r€k~ , V€X .
Démonstration : Etendons la définition des opérateurs de Weil H,
(a€Aa%) en posant, pour tout a€at

(H_£')(x,¥) = £' (xa,¥) (£' €wln], (x,¥) €E).
En général I:Iaﬁo(C[G]) pour a?Ax ; néanmoins on a
(5) H WE€ o(cle])f (a€a’).

En effet, si rang xo=2 alors Supp W\:ﬂ] est réunion d'orbites non-

dégénérées ; comme rang(xoa)<2 si a¢A-A" , on en déduit I;Ianf=0 .
Si rang xo=1 et aEA-Ax alors ou bien xoa*=xoa'* pour a' EAX

convenable ou bien xoa* =0 . Dans le premier cas on a
HWE=H WE€o(cle])f .
Dans le second cas on a, quel que soit (x,V) €E

(B WE) (x,e%) =q %Istaby(x ) |71 £ eB(B(x,hux a%))m(h) £(x 1)

h€H
my=t ™!
-4 -1
=q “Istab(x_,e)lT [ L m(m)]f(x_,¥) ;
© h€H °©
my, =t
mais la somme de droite est nulle a moins que m=r (x € Car(kx)),

ooN

cas ou xo=0 (puisque rang X doit étre minimal) et par suite, a

une constante non-nulle prés,

H WE=WEf .
-a-

Soient c€A , rék)< . Ecrivons

8 =z A e?
e aeat @
. X \
on trouve alors, quels que soient x¢€ E2 , t€X" , a une constante non-

nulle prés

t -1 -1
z ! ' = ' H ' '
(a€A+ xaI;IrI;Ia‘ff)(x e’)=8(x,x st ‘c,t r)f(x,.¥)



d'ou le lemme.
C.Q.F.D.

LEMME 2.- Soient A,®€Car(KX) tels que A=19 et @®=99 | soit
2

2
X, = (0,d(1,0)) €E” . Alors le G-module W"'[TT,(\1 ;1] admet comme géné-

rateur la fonction foo a support OrbH(xo,e) telle que

(6) f.(0,d4(1,0),e) =y

oo

ou v,€V, 4 est défini par les conditions
’

(7) Supp v, = (OXK) XK , v_(0,1;1)=1 .

2

Démonstration : Posons ﬂg ;1
’

=T . Rappelons que l'on note, de maniére

générale, fg v (EEE , v€W[n](8)) 1la fonction dans W[7] a sup-
port OrbH(E) telle que _fglv(g) =v .

Notons W' 1le sous-G-module de w[n] engendré par f, - I1 est
immédiat, d'aprés la définition de l'action des générateurs h(a)

(aca”) et h'(t) (t €x%) (cf. ch.III, §2, n°3) que l'on a

f(x,e),vooew'

pour x=x_, x=(d(1,0),sd(1,0)) (s €x¥) et, en fait, que pour mon-

€EW' pour x

parcourant un systéme de représentants des HXGo-orbites dans E2

trer que W' =w(m] , il suffit 4'établir que f(x e),v
et VEW+[ﬂ](x).

Posons

wilel={£ ()£ €ew} (E€E).
D'aprés le lemme 1 on a

S(x,y:h)v €W [x,e)

2

et y€orb (xo). Les lemmes 1 et 2 du paragraphe 3

pour tout x€E G
°© .2

montrent alors que pour tout x€E —{9} on a W' [x,e] =W+["](x.e)

(pour x=0 , c'est immédiat) puisque les transformés de v, par les

opérateurs m(h) (h€H, h, 4h,, #0) engendrent déja tout VA,Q



comme (C-espace vectoriel. Il résulte alors du lemme 1 que

fx o VEW' pour tout H-représentant de la forme (x,e) de E
’ ’

(cf. table 1) autre que (1,xt,e),(1:t,e) (t€x5), (1,X1

(x1-1,1,e) et (0,1,e). Pour achever la démonstration il ne reste qu'a

_1Ie)l(1lole)l

prouver que W' sépare, par exemple (0,1,e) et (x1-1,1,e). De
maniére plus précise posons y, = (0,1), Yy = (x1—1 1), Vi=w+[ﬂ](yi,e)

(i=1,2) et

V12={(v1,v2)€V 59V2\3fEW' telle que f(yi,e)=vi, i=1,2} .

1

On a a démontrer

=v. 9
(8) V12 v1 v,

On sait déja que pi(V12) =V, . ou 1l'on pose pi(v1,v2) =v, (ViEVi ,

i=1,2). Pour montrer (8) il suffit donc de voir que

(9) dim (V120Ker p2) =dim v, (=1 +6A,¢).

1

D'aprés le lemme 1 on a, pour tout v€w+[n](xo,e),

(10) (S(y1,x0;c,1)v , S(y2,><o:c,1)v)€V12

0O

o 1). Or on trouve aussitdt

en particulier pour c¢ = (

S(Yzlxo;cﬂ )v=h§R m(h)v

ol R désigne l'ensemble des h= (2 g) €H tels que
i) N(aao-c)=0 ,
ii) N(a) +N(c) =1,
iii) N(ad-bc) =1 .
I1 résulte de i) et ii) que R=¢g , d'ou S(yz,xo;c,1)=0 . Par contre,
on trouve

(11) S(y1,xo:c,1)=q2 z T(h)v ;

h€u(2,K)
comme on vérifie sans difficulté que la somme de T sur U(2,K) est

injective sur W+[ﬂ](xo,e) (compte tenu des relations A =AY et



®=29), nous avons ainsi prouvé (9) et achevé donc la démonstration.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.- Soient A,®€car(K*) tels que A=49 et &=¢9
Soient «,B €Car(kx) tels que A=aooN et %=80N . Alors le

G-module M(T‘rq+1

_4 19 se projette sur le G-module w*[n% ;1] .
1,0 'B '

Démonstration : Nous exhibons un B-morphisme non-nul de

(VqH_ , na* ® o) dans W[n ] . Comme & son tour
1 -1 A,D
1, 8B 1,0 'B '

vq“_1 = Ind (€, (18" '8)op
1, B B1G
o' O

o)
(ou GO=GL(2,k), B, est le sous-groupe de Borel formé des matrices
triangulaires supérieures et po(é f__) =(r,t) (r,t€ x> , s € k+)), il

suffit pour cela que nous exhibions une fonction non-nulle

fo € w["A,d!] telle que

(12) O(g)fo= £ (g€UO=radical unipotent de B),
(13) o(g)f =a"B(s)E,  (g€B, o (g)=((5 .1, rs€x),
(14) p(g)E =alt)f, (g€B, o (g)=(1,£) €6_Xk").

Notons, comme précédemment dans ce paragraphe, Vv, le vecteur dans
x ’ . 3
VA,@ tel que v (0,1;1)=1 et Supp v, =(0XK)XK . On vérifie
alors aisément que la fonction f_¢€ w[ﬂA q,] définie par les conditions
'

10

o O).e)=v

[oo]

£_(0, (
_ 10
Supp foo-OrbH(O, (0 O)) X X

vérifie (12),(13)et (14). I1 en résulte qu'il existe un G-morphisme 3
de M(n?j';_m,a) dans w[”A,Qi] dont 1l'image contient £ . D'aprés le

~

lemme 2, ¥ est alors un épimorphisme.
C.Q.F.D.

X
COROLLAIRE 1.- Quels que soient «,8 dans Car(k™), «#f , on a

2
q + ~ q+1 q
(w[ﬁQION'SON]'p) (M(ﬁ1 a_1sla) IT)




(cf. ch.II, §3, n°1).

En effet, on a

W'l 1=wl

"o oN, 80N ”aoN,BoN]

et

. 2
dim w[ﬂCyoN,BoN] =q(g+1) (g"+1).

+ . . . .
Comme M(TTq 1 ,or)q est la composante irréductible de dimension

1,0_18

q(q+) (g®+1) de M(n3Y

-1 ,@) , le corollaire est alors immédiat,
1,0 B

d'aprés la prop.4.

COROLLAIRE 2.- Pour tout «¢€ Car(kx), on a
"[qu 1,0) > (St(a) ® "P°
(W qoN P (st(«o P (), T)

(cf. ch.II, §3, n°5 et 6).

2

q . .
O’ON] , qui est de dimen

sion q4+l5q(q2+1 ), est isomorphe a une composante de M(ﬂ?ﬂ,a). Cette

En effet, d'aprés la proposition 4, w+[1'r

composante ne peut &tre que St(a)e-go(a) ou St(a)®-g°(a) (ch.II,
§3, n°5 et 6). Or, la dimension du sous-espace FixU[W+[ﬂgoN]] formé
des fonctions dans W[ﬁgoN] fixées par le sous-grom-lpe t_J={t_1(b)Ib€As}
de G est égaleau nombre de H-orbites dans E contenues dans
5-1(9). c'est-a-dire qg+1 . La démonstration est alors achevée en vertu
de la proposition 12 du paragraphe 3 (n°8) du chapitre II. C.0.E.D

5.- Identification de w[n}\] (A =19,

LEMME 3.- Pour tout A€ Car(Kx) tel que A =109 , le G-module W[ﬂ}\]

LY

est monogéne et admet comme générateur toute fonction foGw[ﬂ)\] a

support réduit & {0} xX .

Démonstration : Soit W, le sous-G-module de w[n}\] engendré par fo.

On a
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2

o(w)fo(x,¢)=q_4fo(o,¢)7‘o (x EE2, ¢ €X).

Le lemme 1 montre alors que l'on a

€W

fE o

LY

pour tout EcE non-congru mod. GOXH a (1,0,v), (1,x1,'1!) (v €X),
(d(1,0),0,e) ou (0,0,e), ou, rappelons-le, la fonction fg est carac-
térisée par les conditions Supp f§ =OrbH(§) et f(§)=1 . Compte tenu
de l'action des opérateurs de Weil o(h'(t)) (t€X") et p(h(a))

(a€ Ax) (et du fait que f( Ewo), pour achever la démonstration,

0,0,e)
il ne reste qu'a établir que wo sépare les points (0,d(1,0),e) et
(d(1,0),e) et aussi les points (1,0,e) et (1,x1,e).

Posons Yy = (d(1,0),4(0,1)) et f‘l = . Supposons que S

f(x1,e)
ne sépare pas z, = (d(1,0),0) et z, = (0,d(1,0)). Alors, en vertu de
l'action des opérateurs H, = p(h(a)) (a €a%), W, ne séparerait aucune
paire de points de la Go-orbite de z, et z,. Posons

(H £)(x,¥) = f(xa,¥) (fGW[TT}\]:(x,'JJ) €E) pour tout a€A . On aurait
alors en particulier (avec W=op(w))

(H WE, ) (z,,e) = (B WE )(z,,e)
quel que soit a€ A , singulier ou non. On en tire, par combinaison
linéaire, puisque ™m(h)=1 si rn.h=1 (h€ H),
(15) n.(zy) =n_(z,) (c€n)
avec

= = = 2,

nc(x)—l{hEH\B(x,h.y1)—c et m 1}] (x€E™).
. _(10 .

Mais, pour c= (4 O)' (15) devient

(q+)2=0,

d'ou le fait que W, sépare zy et z, .0n voit de méme que si W

ne séparait pas z1' =(1,0,e) et z) = (1,x1—1,e), on aurait

nc(ﬁ)=nc(zé) (c €R)
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(1 9y

00 donne aussitot

‘ce qui, pour c=
l{hEHIN(hH) +N(hy,) =1, N(h,,) +N(hy,) =0, m =1}|=0,

contradiction qui achéve la démonstration du lemme.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 5.- On a, pour tout cy€Car(kx),

1

(w[nnON

]lo)&(gola‘r) (Cfo Ch.II, §3).

Démonstration : D'aprés le lemme 3, (W[ﬂgoNE,o) est isomorphe a une

composante de (M(ﬂ?+},a),T). Comme dim W[ﬂl]==q3+q2+q cette compo-

sante ne peut étre que (EO,QT) ou (PO,GT). Pour trancher la question

1 A

QoNd® Mais cette dimen-

il suffit de calculer la dimension de Fix wim

A o

sion est égale au nombre de H-orbites de E contenues dans Q@ 1(C_)),
donc égale a qg+2 . On a par suite (ch.II, §3, n°8) 1l'isomorphisme
voulu.
C.Q.F.D.
Nous avons ainsi achevé 1l'identification de toutes les représenta-
tions fournies par la représentation de Weil en rang 4 (cas non-
déployé) qui ne sont pas dans la série discréte de G . Nous résumons

nos résultats dans la table 5.

§5. La classification des représentations de G .

Dans ce paragraphe, nous donnons la classification de toutes les
représentations de G et nous adoptons la paramétrisation suggérée par

la décomposition de la représentation de Weil, pour ces représentations.

1.- La série discréte de G associée au tore de Coxeter T2 .

Notons T2 un représentant de la classe de conjugaison des tores

de Coxeter, isomorphes a 5%/U de G . Nous appelons série discrete de
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G associée au tore T2 + l'ensemble des types d'isomorphie des repré-
2 3
sentations (w[n@],o) (B € Car(§x)-Car(Kx), ad *1 -9 *qy
D'aprés le théoréme 1 du numéro 2 du paragraphe 3, nous savons

déja que ces représentations sont irréductibles et que 1l'on a
(W[TT®11,0) = (w[”@z]ro)

2 3 2 3
pour 0,8'E€ Car(gx) - car(K®), tels que G? + =®? i QPN ®§ + =®;I tq

si et seulement si ®1 et ®2 sont congrus modulo l'action naturelle

du groupe de Galois GalK/k dans Car(§x). Nous avons ainsi le
w

THEOREME 1.- La série discréte de G gssociée a T2 est formée des

%q(q-”2 types d'isomorphie des représentations (irréductibles)
w[n®] , de dimension (q2-1)2, pour @€5Car(§x)-Car(Kx) tel que

ad 1 _ d (c'est-a-dire tel que me Soit trivial sur
1

u=N"(1)cK").

Notons que d'aprés la table 3, il est clair que w[ne] n'admet
'pas de vecteur fixe non-nul ni pour le sous-groupe formé des u(b)
(b€2°) ni pour le sous-groupe formé des 12(10 f)t_l(b) (r€k+, b€ a°)
de G, d'ou le fait que W[ﬁej appartient 3 la série discréte de G

au sens du chapitre II (§1, n°2).

2.- Théoréme de complétude.

THEOREME 2.- Les séries discrétes de G associées gux tores T, et
2

T2 , et la série de représentations w-[ﬂgoN] (o € Car(kx)) sont dis-
jointes et épuisent la série discréte de G .

De plus, en décomposant les représentations de Weil de G asso-

cides aux deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur

Xk , on obtient toutes les représentations irréductibles de G .

Démonstration : Le fait que les trois séries sont disjointes résulte de

leurs dimensions (cf. table 4 et ch.IV, table 5). Pour prouver qu'elles



v,

épuisent la série discréte de G , on utilise le critére classique,
savoir, on vérifie que la somme des carrés des dimensions des types
d'isomorphie qui les constituent plus la somme des carrés des types
d'isomorphie qui forment la série principale, la série associée au
sous-groupe parabolique P1 et la série associée au sous-groupe para-
bolique P, , donnent 1'ordre (q—1)(q2-1)(q4-1)q4 de G (pour la
description des différentes séries cf. ch.II, §2, n°4, §3, n°7, §4,
n°6 ; ch.IV, §4, n°3 et ce ch. §3, n°3).

La seconde assertion est alors claire, parce que nous avons déja
identifié la série principale et les séries associées a P1 et P,
parmi les composantes des deux représentations de Weil (cf. ch.1V,
table 6 et ce ch. table 5). :
C.Q.F.D.

3.- Paramétrisation de toutes les représentations de G .

Nous choisissons une paramétrisation uniforme pour les représenta-
tions de G de la maniére suivante.

Rappelons que l'on identifie Car(kx) a son image dans Car(Kx)
par le monomorphisme « P ooN kyECar(kx)) ; de méme, on identifie
Car(kx) (resp. Car(Kx)) A son image dans Car(§x) par le monomor-

phisme o P ooNoN (resp. A P Ao) pour o€ Car(kx) (resp. AE Car(Kx».

DEFINITION 1.- Désignons par C 1l'ensemble de tous les carrés C ,

symétriques 3 leur conjuqué, de la forme
]
Cc = [u' " 1
\V AV

ou u,u',v,v'ECar(&x) tels que uv=u'v'€Car(kx).

Les types d'isomorphie des représentations irréductibles de G

seront alors désignés par des symboles de la forme

(5 (1) (9)
R C(E)
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kY

ou CE€C et ou ﬁn indice entre pérenthéses désigne un indice qui peut
apparaitre ou pas ; on aura i€ {1,q,q2}, j€{1,q} , ¢ entier,
o<e¢<4 .

Dans la table 6, a la fin de ce chapitre, nous définissons de
maniére précise ces symboles, en donnant pour chaque type d'isomorphie
de représentation irréductible de G le symbole correspondant, un ou
plusieurs modéles pour le type d'isomorphie (les plus commodes) et sa
dimension.

Nous avons ainsi que les symboles représentant un méme type d'iso-
morphie se déduisent les uns des autres par une symétrie du carré cor-

respondant ou du couple (i,j) d'indices supérieurs.



TABLE 1. Les

H-orbites dans

E

qui se factorise par la trace.

Représentant Paramétres Nombre d'orbites |Stabilisateur |Cardinal de 1l'orbite
(1,x_.¥) c€K* x>, mod . owcd; yEX kq(q-1)2 thZh;1 (q2-1)g>(q>+1)
(1ox_,¥) s€K™ , vex (q-1)? h,H_hl (a-1)alg"-1)

(T,%,-1,¥) VEX q-1 h H h (a-1)alq -1)
(x,=1,1,¥) vEX q-1 h,H_h ' (g-1)qlq 1)

(1,d(s,t),¥) s,tEkx,s#t,mod.(s,t)~(t,s);¢€X %(q-1)2(q-2) H, (q-1)2q2(q2+1)

(1,d(s,0),¥) s€XX , ¥EX (q-1)* H, (g-1)2g%(q>+1)

(d(s,0),1,%) €KX, ¥EX (q-1)2 H, (q-1)2q%(q“+1)

(a(1,0),d(0,1),¥) vex q-1 H, (g=1)°q" (g>+1)
oz, ) kT, ¥EX (a-1)q U(2,K) (@-Dalq+)
(0,1,¥) vEX (g-1) U(2,K) (g-1 )q(q2+1)

(a(1,0),d(r,0),e) r€k" q H, (q-1)2(q2+1)

(0,d(1,0),e) 1 H, (q=1)%(g°+1)
(0,0, ¢) """"'t"""1 OL(2,K) a1

Notations : (cf. §1, n°5, défs. 7 et 8). On note, en outre, e un caractére non-trivial fixé de K+

GG A
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TABLE 2. Les valeurs de Q
Représentant x| Paramétres | Q(x)
(1,x) a € KX ()
(1,x,-1) 9
(x,=1,1) Qe
(1,d(s,t)) s,eex | (355
(1,d4(s,0)) s €x* (é 8)
(d(s,0),1) s €x* (8 7)
(a(1,0),d(0,1)) QH
(1,¢) eex | (L2
(1,0) Q9
(0,1) Q"
(d(1,0),d(r,0)) | rex* 0
(0,d(1,0)) o
(0,0) o]

Notations : cf. §1, n°5, défs. 7 et 8.




TABLE 3. Les dimensions des espaces WLTJ(E) et W [m](§)
1 q“
T my ™, ® o
m
€ A€ Car(Kx) A€ Car(Kx) A,dE Car(Kx) , AFP| B € Car(Kx)-Car(Kx)
paramétres W
2 2 2 2
représentant A% =p%d A“=10%T A =29 2999 =0 |@=1r9 8 y=1
c € K-k
(1,x_,%) ) q+1+6 qg+1+26 2 +1
e vex A,A9d A, D @, A9 1
s€x*
(1,x_,¥t) 1 q q+1 1 q-1
S ¥EX

(a(1,0),d(0,1),¥) YEX 8 q-1+8 q-1426 o] q-1

A, 0g A,AD A, AD
(1,0,%) YEX 8 8 5 +6 o) o

A,0D A, 09 AT @, 0D
(a(1,0),0,e) 8 5 26 §) [9)

A,AD A,AD A9
(0,0,e) 6 §) o o o
A,AD
2
Notations : On garde celles de la table 4 (§1, n°5). Pour ﬁ==ﬁ? (resp. m=m, &) nous indiquons

la dimension de

w (nl(g), lorsque

A=179

(resp. @::Aq), dans la sous-colonne de droite.

LS°A



Notations :
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+
TABLE 4. Les dimensions des espaces wlm] , win)

représentation dimension paramétres
Wi, ] q*-1 1= 1997, AT 0 # @ 1D
Wi, o)=w'ln, o) | ala+1)(q®+1) A =n#a=32
Whin ] q*-1 29
A, 09
win ] (q-1) (g®+1) ICEPN
e
2
wind ] a*(g?-1) 2 d=n* ()
+r_q? 2 4
w[nd ] La(q®+1)+q A9 =n
- 2 2
W [ﬂ% ] kq(q-1) A=A
Win '] q%-1 2 2=n* ()
win!] =w¥(n]] O +a+g A9 =7
Wimg) (q2-1)2 o =1,840%

On désigne par A

et @ des caractéres de K*

et par

un caractére de ‘5)(. Si la caractéristique de k n'est pas 2, on

note

A
o

pose AT=A_A (A€ Car(K)).

:(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.

N . . x ’ . .
le caractere non-trivial de K de carré trivial et 1'on



TABLE 5. Identification des représentations W[ﬂ]

Paramétres : A, %€ Car(K") , A#®, a,8 € Car(kX) , a #8 ,

2
@€ Car(vl.(}x) - Car(Kx) , g(q_1 ) (q +1) =1

2
Wil 311~ vaeT g (A@=19T ot AT¥A#@#19)
+ - - -
Wn o J vt h =vanihde v, (1 #49)
wilnr 1= v,n¢h! (A #19)
A, 09
2 aq._ *
wind ]~ v(e,m 9 (A==17)
1 ~ 1 : q_,*
Wiy ] V(ag,h) | (A2=17)
w[ﬂq2+1 ] £ M(ﬁq+1 )q
@oN,BoN -1,
1,0 '8
2
wWnd ol > @ Cem e (Tp%,am)

1 ~ (e}

_ 2
w[nd

doN] : représentation exceptionnelle associée 3 «

W[ﬂg -1] : série discréte associée au tore de Coxeter T2



TABLE 6. Les représentations de G
Paramétres : «,B,a',B'€ Car(kx) s OFEB ;
A, ®Ecar(KY) ,A#S ;
® GCar(&x) -Car(Kx) H
Type d'isomorphie Modeles Dimension Parametres
[0" o ] [ s a'B’ =ab
R Wlr e g]l>M(m 4 B) (q+1)“(q“+1) {a',8'}N{a,B}=¢g
B Bl o lB QIB Q'B 1,8'8 1
o oqq
q .t q 2
R[ ] M(m -1 .8) W [ﬂa,slﬂa'aj qlg+1) (g"+1)
B B aB 1
o ol
1 - 2
R M(m B) =W m o, ] (g+1) (g“+1)
[B B] 05-1,1 «,8' o,B
o o 1 . . .
. 2 i€{1,q}
R wint o, mo JI=mM(et _,B8) i(g+) (g“+1) '
[a' B ] o'’ a,B 0'8_1 a'2==aﬁ
o o*q1,] . . . . . 2 o
R[ ] W[";,"g*] ”M(ﬂ; )’ ij(g™+1) i,je{1,q}
a¥* o o
a o
i (0%, ar) = st(a) q*
o o™ 4
a o
R (*L°,a1) > (*p°,ar) b (q+1) 2
o o3
a o
R[ ] (TP, aT) Sq(q2+1)

09°A
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TABLE 6. Les représentations de G (suite)
[ Type d'isomorphie Modeles Dimension Parametres
o o
R\i } ("L°,ar) Sq(q2+1)
o o 1
o o
RL ] (C,aom) 1
o o O
a A q
-1 4 A #A
R w9, n ] >=M(m .B) q -1
[Aq 8] A o,B 3-1/\ VI
o Aqi ; q q_ 42
- , A#FAD, AN =
R‘- ] wind 1,11;] i(g-1)(q+1) 4 *
A AQ 2
- - A® =999
R ] wind 211> v(re 9, ng) q*-1
¢d & ’ ISP PIE!
A A9 i . q
- . AFA
Rl ] v(r,ndhi i(a-1) (q?+1) s
A AT i .
R[ M ] wimy] i(g®-1) i€{1,q%}
A A
A D q q
g-1 3-17x~ginfnd-1 91 4y2,.2 A9 = 3P
R[@q Aq] wind™ o ng ™ 1> Bin(nd™" , nd "] (g=-1)"(g“+1) @419
) 8d 2 2 3
-1 2 2 q _ q
R 2 wind ~1] (g“-1) 089 = g%
0q° o4 ] ®
r[ 7] Wnd ] ha(q-1)2
aoN a\q

l9°A
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TABLE 6. Les représentations de G (suite)

Notations : On note o (resp. Ao) le caractére non-trivial de k>

*
(resp. Kx) de carré trivial. On pose a*==aoa , A ==AOA , pour
o € Car(kx), A €Car(Kx). S'il y a risque d'ambiguité, on affecte la

lettre désignant une représentation d'un indice supérieur égal 3 sa

dimension.



CHAPITRE VI

Les représentations de G' = Sp(4,k) .

Dans ce chapitre, nous obtenons toutes les représentations irré-
ductibles de G' = Sp(4,k), par restriction de celles de G = GSp(4,k)
que nous avons construites dans les chapitres IV et V. Nous décrivons
aussi les constructions directes, pour G' , des séries associées a
ses sous-groupes paraboliques maximaux, ainsi que de la représentation .
de Weil.

Nous gardons, sauf mention expresse du contraire,les notations des

chapitres précédents. Nous posons en plus (cf. ch.III, §1)

B' = BNG' ,

P! = P,NG' (i=1,2).
i i
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§1. Préliminaires.
1.- Restriction de G"=2G' & G' .

DEFINITION 1.- On note 2 1le centre de G , formé des matrices sca-
laires. On pose

G"=2G' .

Nous avons alors

)2y,

(1) G" {geG\mge(k

(2) G" = (2xG')(2NG") = (zxaG')/{1,-1} .
Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(3) G =G" =2ZXG' .

La proposition suivante est une conséquence immédiate de (2).

PROPOSITION 1.- En_associant & chaque paire (o,p'), o p' est une
représentation de G' et « un caractere de x° tel que
p(-1) = p'(-1), la représentation o.p' de G" définie par

(e.p')(tg) = a(t)p'(g) (t€z,qg€aG"),

on_établit une bijection entre 1'ensemble de ces paires modulo isomor-
phie et l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G".

En particulier, si p" est une représentation de G", l'ensemble des

types d'isomorphie des représentations de G" ayant méme restriction

4 G' gue p" est 1l'ensemble des ap" (= (@.1,,)®p"), pour

o € Car(kx) tel que o(-1)=1 (c'est-a-dire, tel que o soit un carré

dans Car(kx)).
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2. Restriction de G & G' .

Rappelons que 1'on note I(L) (resp. I(L)) la classe des repré-
sentations irréductibles (resp. l'ensemble des types d'isomorphie des

représentations irréductibles) d'un groupe fini L .

PROPOSITION 2.- Si k est de caractéristique 2 , glors en associant a
chaque représentation de G sg restriction &8 G', on définit une sur-

jection de I(G) sur I(G'), dont la fibre gu-dessus de p'€ I(G')
= a®p' (a€ Car(kx)).

est formée des gq-1 produits tensoriels oa.p'

Cela est une conséquence immédiate de (3).

PROPOSITION 3.- Supposons k de caractéristique # 2 . Soit
(V,p) €I(G). Notons (V,p') sa restriction a G'. Alors les conditiong
suivantes sont équivalentes :

i) p' est réductible.

ii) (v,p') = (V+.P')9(V_,P'),
ou V, et V_ sont deux soug-représentations irréductibles, non-
isomorphes entres elles, de (V,p'), de dimension commune %dim V.

iii) Le caractére X de p est porté par G".

iv) p¥ap (= (@ om)®p),
ou 1l'on note o, le caractére non-trivigl de x* , de _carré trivigl et
m 1l'épimorphisme multiplicateur de G sur k' .

De plus, si iv) est vérifiée et si Yo est 1'un des deux isomor-

phismes involutifs de (V,p) sur (V,aop), alors on a ii) pour

+
" ¥

Démonstration : Cela résulte aussitdt du ch.I, §5, n°1, prop.3 et de

la proposition 1 ci-dessus.
C.Q.F.D.

En ce qui concerne 1l'entrelacement des restrictions a G', nous
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avons la

PROPOSITION 4.- Soient p1,p2€ I(G). Alors pour que les restrictions

de P, et P, 4 G' soient isomorphes, il faut et il suffit que

> op (= (0om)dp,)

Pa 1 1

pour un o€ Car(k®) convenable.

Démonstration : Si k est de caractéristique 2 , notre assertion est
démontrée par la proposition 2 ci-dessus. Supposons donc car k # 2 .
Comme o« (= oom) est trivial sur G', il est clair que p2°'ap1
entraine que la restriction pi de Py A G' est isomorphe a la

de

restriction a G'. Réciproquement, supposons pi"pé .

P2 Pa
Notons p; (resp. pg) la restriction de Py (resp. p2) a G".

D'aprés la proposition 1, on a alors
p'2'°'(a.1G.)®p;
pour un carré o€ Car(kx). Si BGECar(kx) est une racine carrée de
@ , on a donc
p;“(Bom)®p;
et par suite (ch.I, §5, n°1, prop.4)
P2°'(B<>m)®p1 ou p2°‘€[(5°m)®91] .
Comme dans notre cas € = a _em , on en tire
Py™ Bp, ou p,~abp, .,

ce qui achéve la démonstration.
C.Q.F.D.

3.- Identification des ap (o€ Car(x™) ; pEI(G)).

Nous reprenons dans ce numéro les notations des chapitres II et

III.
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Les deux propositions suivantes sont immédiates.

PROPOSITION 5.- Soit (V,T™) une représentation de Go et
X

x O 0 pd
o,y € Car(k™). Alors 1'application ¢, de VB Xk dans lui-méme donnée

par

X
(o, (£)1(b,t) = a(t)£(b,t) (£€vBXX  pep, tex"),

définit, par restriction, un isomorphisme de la représentation
(M(m,av),T) sur la représentation (M(m,y),aT).

PROPOSITION 6.- Soit (H,m™) une représentation de G, et

a,yGECar(kx). Posons (cf. ch.II, §4, n°2, déf.4)
B
[¢,(6)](v,B) = a(<B,,B>)E(v,B)  (£€H ', (v,B) €B,).

Alors 1'application ¥ _1' est un isomorphisme de la représentation

o

(V(y,am),T) sur la représentation (V(y,m),aT) (ou om= (codet)®m).

Pour la représentation de Weil, on a (cf. ch.III, §2, n°3).

PROPOSITION 7.- Soit (W,p) la représentation de Weil de G gssociée
4 un A-module quadratique (M,@) et & l'espace V d'une représen-
tation ™ d'un sous-groupe I'' de T = GO(Q). Faisons choix d'un

caractére e€X = Car(k+) - {1} et _posons, pour chCar(kx),
[0, (£)](x,e%) = a(t)£(x,e%) (£eVMXX, xem, tex).
Alors 1'agpplication ﬂa est un isomorphisme de la représentation

(W[aﬂ],p) sur la représentation (w[ﬁ],ap) (ou 1l'on pose, bien

entendu, am = (oom)®m),
Cela résulte aussitdt des définitions (cf. ch.III, §3, n°1, déf.1).

REMARQUE.- Si 1'on veut éviter de faire choix d'un caractére non-

. +
trivial e de k , on peut poser

[0, (£)10x,#) = G407 ) E(x,¥) (£€ XX, (x,4) €Mxx),
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o123
5

ou l'on note G(W,a-1) la somme de Gauss associée a | et

(cf. ch.I, §2, n°2, déf.4).

COROLLAIRE.- On_a
i) (Wlm,,m0,0p) > (Wam, ,am,],0)

pour o€ Car(kx), quels que soient les représentations T, et m de

G, coincidant sur les scalaires ;
ii) (Wr],ep) >~ (Wloml,p)

x . ’ .
pour o€ Car(k™), guelle que soit la représentation " de GL(2,K),

triviale sur les matrices scalaires a rapport dans U (ou, bien
entendu, om = (oqoNodet)®m)
+ (1) (3) + (1) (3)
SIS R R S bl
(2) (¢)
quels gque soient cv€Car(k'x), wou',v,v'€ Car(“vax) tels que

wv = p'v' € car(k¥), i€ {1,q,q2} , J€{1,q} ,0€8<4 (cf. ch.v, §5, n°3).

En effet, pour obtenir i) (resp. ii)), il suffit d'appliquer la
proposition 7 au module quadratique associé a 1'espace quadratique
(E,Q) de rang 4 , déployé (resp. non-déployé), sur k et a
r = (GOXGO)/kx (resp. ' = GL(2,K)/U). La troisiéme assertion résulte
de i) et ii), puisque les composantes irréductibles des représentations
de G apparaissant dans i) et ii) épuisent toutes les représentations

irréductibles de G (cf. ch.V, §5).

§2. Restriction & G' de la série associée a 50 .

Nous renvoyons au chapitre II (§1, n°1) pour les notations concer-
nant les sous-groupes paraboliques de G , et au paragraphe 2 du méme
chapitre pour tout ce qui concerne la série de représentations de G
associée a P, -

Rappelons que l'on a posé Pé = P2n G' .
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1.- Lg série de représentations de G' associée a %ﬁ .

DEFINITION 1.~ On gppelle G'-fibration principale canonigue au-dessus

de P et 1l'on note gé ,» la G'-fibration principale (B,pr,@,Go)

d'espace total B , base [P et projection pr donné par

pr(b) = P(b) (b€B),

dont 1'action du groupe structural Go est définie par

h.b = hb (hGGo,bGIB)
et celle de G' par

b.g = bg (bEB :gEG'):
et P.g = Pg (PEP , g€G"

(cf. ch.II, §2, n°1).

DEFINITION 2.- Soit (V,m) une représentation de Go . On _appelle

représentation naturelle de G' gassociée a ™ et a §é , et 1'on note
(M'(m),7) le ¢[G')-module

HomGo(gé. (v,m)) .

Autrement dit, l'espace M'(m) est formé de toutes les fonctions

f de B dans V telles que

(1) £(hb) = n(h)[£(b)] (h€G_ ,bER),

et l'action T de G' dans M'(m) est l'action naturelle donnée par

(2) [T(g)£](b) = £(bg) (EEM'(m) , g€G, bEB).
On a (cf. loc. cit.)

(3) dim M'(7) = (qH)(q>+1)dim 7 .

Bien entendu, on a de méme que pour G (cf. ch.II, §2, n°t,

prop.! et son cor.)

(4) (M'(7),7) > Ind (V,To0})
pylG!



VI.8

(ou 1l'on note wé la restriction de ¢, a Pé).

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

X

PROPOSITION 1.- Soient v € Car(k”) et ™ une représentation de G_ .

o
Alors en associant & chagque f€ M(m,y) sa restriction & BX{1} , on

définit un G'-isomorphisme p de M(m,y) sur M'(m).

2.- La série principale de G' .

Nous considérons dans ce numéro, le cas ol © appartient a la
série principale de Go . Les représentations M'(m) fournissent alors
la série principale de G' ; leur entrelacement résulte aussit8t de

celui des M(m,v) (v€car(x)) (cf. ch.II, §3).

PROPOSITION 2.- Soient oz,.B,oz',B' € Car(x”) , o#FB ,a'#B'. Alors

i) la représentation M'(ﬂd’s) est irréductible si a;fa°1,
s#8™! et BFa!

ii) si la caractéristique de k est différente de 2 et si
v=o_ et 3#5-1 , alors on a la G'-décomposition

M (Wa , B +' o

o

ou les sous-représentations M;(ﬂa B) sont irréductibles, non-
- o/

isomorphes, de dimension commune %(q+1)2(q2+1), et données par

) = M (m ,B)GML(HO{ :B) '
(o] o

+

Mi("ao'a) = p(Im(1-Yo)) (cf. §1, n°3)

avec Yo = by OQB , o ® désigne 1'un des deux isomorphismes invo-
o

(@)
r

. o
lutifs de M(ﬁao’s,1) su M(ﬂao'e,ao) (cf. ch.1I, §2, n°2, prop.2

et cor.2 a la prop.2) ;
iii) l'entrelacement entre les représentations irréductibles
ci-dessus est donné par les isomorphismes

MU(moy ga) T MU 0) {a,8,07 8T he{an e 8T

Ml(ﬂa ,S) - Ml(ﬁa ,8'1) *
- o - o
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Démonstration : Cela résulte aussitdt des propositions 2 & 4 du numéro
2 du paragraphe 1, du numéro 3 (prop. 5) ci-dessus, et du corollaire 2
a la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2 du chapitre II.
C.Q.F.D.
Les propositions suivantes sont aussi des conséquences immédiates

des résultats cités dans la démonstration ci-dessus.

PROPOSITION 3.~ Soit o€ Car(k™), a#1 . Soit i€{1,q} ,

i) la représentation M'(ﬂa 1)l = p(M(ﬂa 1,1)1) est irréduc-
’ ’

tible si a2#1 :

ii) si k est de caractéristique # 2 , on a la

G'-décomposition

' i - [} i ] i
MU(m, o )T =M, )T e M)
o o (@)

en deux sous-représentations irréductibles, non-isomorphes, de dimen-
sion commune %i(q+1)(q2+1), données par

i_ i
My(m, )T = [pe(1¥ )IM(m, 1))
- lo) o
avec Yo =, °¢o , ou ¢o désigne 1'un des deux isomorphismes invo-

lutifs de M(Tm (1) sur M(m, 1,a°) (cf. ch.1I, §2, n°2, prop.2
ol

o ,1
o
et cor.2 a la prop.2),
iii) l'entrelacement entre les représentations irréductibles
ci-dessus est donné par les isomorphismes
MY(mo )t = M )t

-1 °

o, 11
PROPOSITION 4.- Soit o€ Car(kX), a#o”| . soit i€{1,q} . Alors

i) la représentation M'(ﬂi) est irréductible ;

ii) le _seul cgs d'isomorphie non-trivigl entre ces représen-
tations est

Crdy > e (ot
M () M)
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PROPOSITION 5.- Pour 1i,j€ {1,q} , on a, si k est de caractéristique
#2,

i) les représentations M'(ﬂ; 1) = p(M(ﬂ; ,1)3)  sont
o o

irréductibles pour i#3j ;:

ii) pour i=3j , elles se décomposent comme suit

i )i

! i
M ("a )

i1 i
= M'(m DM (m
+( o ) ML o
o o
en somme de deux sous-représentations irréductibles, non-isomorphes, de

.2, 2
i

dimension commune % (g°+1), données par

my(ml )t = [po(12¥ ) Jm(nl 1%

+'
- o o
avec Yo = B, °¢O , ou ¢° désigne 1l'un des deux isomorphismes invo-
o . . . .
lutifs de M(ﬂ; ,)Y sur M(ﬂ; ,cvo)l (cf. ch.II, §2, n°2, prop.2 et

o o
cor.2 a la prop.2 et §3, n°2)

ii) le seul cas d'isomorphie non-trivial entre les représentations

irréductibles ci-dessus est

M'(ng )1 > M'(n; )4 (cf. ch.II, §3, n°2, prop.6).
o o

Nous considérons enfin la décomposition de (M' (ﬂ?e ﬂ} ), T)
c'est-a-dire (ch.II, §3, n°4, déf.5 et prop.9) de la représentation

(D,7) restreinte & G' (que nous notons encore (D,T)).

PROPOSITION 6.- On a

End,(D,7) = Endg,(D,7) .

G'(

Démonstration : Cela est clair parce que nous avons affaire a 1'induite
du caractére unité de B & G et & l'induite du caractére unité de
B' &4 G' et que G et G' ont méme groupe de Weyl (d'ordre 8).
C.Q.F.D.
Nous pouvons maintenant donner une description de la série prin-

cipale de G' :
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THEOREME 1.~ La_série principale de G' est formée

i) des %(q—3)(q-5) (resp. %(q-2)(q—4)) types d'isomorphie

des représentations M'(ﬂa e) , de dimension (q+1)2(q2+1) , pour

,B € Car(k*) tels que l{a,B,oz-1,B-1}| =4 , si car k#2 (resp. si
car k=2) ;

ii) des 15(q--3) types d'isomorphie des représentations

M;_(ﬂa 8) de dimension 1§(q+1)2(q?‘+1), pour BECar(kx) tel gque
o'

B#8™1 , si car k#2;

iii) des %(q-3) (resp. %(q—2)) types d'isomorphie des repré-

sentations M'(m, 1)l , de dimension i(q+1)(q2+1), pour i€{1,q} ,
« € Car(k*) tel que a#a-1 si car k#2 (resp. car k=2) ;

) (1€{1,q}), de _dimension

iv) des 4 représentations M_;_(TTO, 1
. I Y
%i(q+1)(q2+1), si car k#2 ;

v) des 12(q—3) (resp. 15(q-2)) types d'isomorphie des repré=-
sentations M'(ﬂai), de dimension i(q+1)(q2+1), pour i=1,q et
o € Car(xX), 0#0'1 , 8i car k#2 (resp. car k=2) ;
vi) des 4 représentations M."_(ﬂai )5L (i=1,q), de dimension
- o

15 i2(q2+1) et de 13 représentation M'("; )4 (=~ M'(ﬂg )1) de
o o

dimension q(q2+1). i car k#2 ;

vii) de la représentation de Steinberq St = QO'O , de

. . 4
dimension q

viii) de deux représentations P° et L°

, de dimension
%q(q2+1) :

ix) de la représentation +I_J° (> +g°) de dimension
1 2
5q(q+1) :

x) de la représentation unité 1.

Démonstration : Cela résulte aussitdt des propositions ci-dessus, et

du théoréme 3 du ch.II, §3, n°7.
‘ C.Q.F.D.
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3.- La série de représentations de G' associée a Pé .

Nous renvoyons au chapitre II (nos 3 et 4) pour ce qui concerne
la série de représentations de G associée a P, .

Nous considérons dans ce numéro le cas o ™ dans M'(m) appar-
tient 4 la série discréte de G, - Les représentations M'(m) four-
nissent alors (n°1, (4)), par décomposition en composantes irréducti-
bles si besoin est, la série de représentations de G' associé au
sous-groupe parabolique Pé . L'entrelacement des représentations
M'(m) résulte aussitdt de celui des M(m,y) (v¢€ Car(kx) (ch.1I, §2,
n°2, cor. 1 et 2 a la prop.2 et n°% 3 et 4), d'aprés les résultats du

paragraphe 1. Nous le détaillons ci-dessous.

PROPOSITION 7.- Soit A€ Car(Kx) - Car(kx) . Alors

i) la représentation M'(7T,) est irréductible pour Aq+1#1;

ii) les représentations M'(ﬁA)l = p(M(ﬂA,1)l) (i=1,q) sont
T L. 1

irréductibles, dans le cas

!

iii) pour que M'(ﬂA)°'M'(ﬂ¢) (resp. M'(ﬁA)i°'M'(w¢)i , pour

i€{1,q}), il faut et il suffit que

(r,09,071,079) = {8,¢9,071,879) |

Démonstration : Les assertions i) et ii) sont des conséquences immé-
diates des propositions 2 et 3 du paragraphe 1 (n°2), de la proposition
5 du méme paragraphe (n°3) et du ch.II, §2, n°2, cor.2 i) a la prop.2
(notons que le cas A =271 est exclu, puisque A fCar(kx)). L'asser-
tion iii) résulte aussitdt des propositions 2 et 4 du paragraphe 1
(n°2), de la proposition 5 du méme paragraphe et du ch.II (loc. cit.).
C.Q.F.D.

Nous avons donc la description suivante de la série de G' asso-
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THEOREME 2.- Supposons k de caractéristique différente de 2 (resp.
k de caractéristique 2). Alors la série de représentations de G'

associée au sous-groupe parabolique Pé est formée

i) des §(a-1)® (resp. Ja(a-2)) tvpes d'isomorphie des
représentations M'(m,), de dimension q4-1 , pour
A € car(K¥) - [Car(kx) UcCar(U)] (c'est-a-dire, pour A € Car(K*) tel que
[{a, 09, 271, A7) = gy

ii) des 15(q-1) (des s5q) types d'isomorphie des représenta-

~ DN—

tions M'(TTA)l , de dimension i q-1)(q2+1), pour A€ Car(U) -Car(kx),

i€{1,q}.

Cela est une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus.

En ce qui concerne les notations du théoréme, rappelons que l'on
identifie Car(U) a son image dans Car(Kx) par le monomorphisme
wP wol , ol U(a) = a1-q , pour tout aGKx . Alors la condition

ATt < 1 signifie exactement A€ Car(U), pour AGCar(Kx).

§3. Restriction & G' de 1l série gssociée a §& .
Nous reprenons dans ce paragraphe les notations du paragraphe 4
du chapitre II. Rappelons que l'on a posé P1' = P1 nG' .
1.- La série de représentations de G' gssociée & 51" .
wwW

DEFINITION 1.- On appelle G'-fibration principgle canonique gu-dessus
de L et 1l'on note ‘s'jd » la G'-fibration principale

(1')1' »PT, L, kxxGé) d'espace total 131' » de base L , de projection

X P .
pr , et de groupe structural X XGC‘> , definie comme suit :

i) 1'espace total 131 est 1'ensemble des couples (v,b), ou
- /b
vE ,E=E-{0} et b =(_1> est une base du plan P, = e(v) /e(v)
b
2
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telle que <b> = <b;,by> =1 ;
ii) on pose
pr(V;B) = e(V) ((VIB) 651.) H

iii) l'action, & gauche, du groupe structural kx><G$ dans 51

est donnée par

(t,h).(v,B) = (tv,nb) (t€x*, n€ey, (v,B) €D

iv) l'action a droite, de G' dans §é , est 1l'action natu-
relle donnée par

(v.b)g = (vg,bg) ((v,b) €D

ol 1'on note simplement g 1'isomorphisme §e de P,y sur Pe(vg)

déduit de g par passage aux quotients, et bg la transformée de la

base b de Py(y) Bar cet isomorphisme.

DEFINITION 2.- Soit a<5Car(kx) et (H',m') une représentation de

Gé . On appelle représentation naturelle de G' gssociée a Eé et a
a®m , et 1'on note (V'(a,7'),7), le C[Gﬂ-module

Hom , (82 ,H') .

N
k XGo
Autrement dit, l'espace V'(a,m') est formé de toutes les fonc-

tions £ de ﬁi dans H' telles que

(1) £(tv,hb) = a(t)n' (h)[ £(v,B)] ((v,B) €5!, tékx,hEGé)

et l'action T de G' dans V'(ea,m') est 1l'action naturelle donnée

par
(2) [T(g)f] (V:S) = f(Vg,Ba) ((VIB) € 131' ' fe \'A (Q’lﬂ') ’ gEG')o
On a (cf. ch.II, §4)

dim V' (o,m') = (q+1)(q2+1)dim "o,

Bien entendu, on a, de méme que pour G (cf. loc. cit., cor. a la
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prop. 1)

(3) (V' (a,m*),7) > Ind [(a®n")o0;]
P, G'

(od 1'on note wi la restriction de ?, a P;).

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1.- Soient a€5Car(kx) et ™ une représentation de Go .

Notons ™' 1lg restriction de ™ a Gé . Alors, en assocignt a chaque
fonction f€ V(o,m) sa restriction a 5; , on définit un

G'-isomorphisme p de V(o,m) sur V'(o,m').

2.- La série de représentations de G' associée a Pi .

Nous considérons maintenant le cas ou 7' dans V'(o,m') est
dans la série discréte de Gé . Rappelons que la série de représenta-
tions de G' associée a Pi est l'ensemble des types d'isomorphie
des composantes irréductibles des représentations V'(a,m')

(« € Car(kxX), m' dans la série discréte de Gé).
Pour ce qui concerne la série discrete de Gé , nous renvoyons au

ch.I, §5, n°9.

PROPOSITION 2.- Soit oz€Car(kx) et w€car(U)-{1} . Alors
i) la représentation V'(a,ﬂ&) est irréductible si 02741
et si w2#1 :
+
ii) lorsque car k#2 , la représentation V'(a,ﬂ'wo) est
irréductible, si asz :
iii) la représentation V'(1,ﬂc:))l = p(V(1,ﬂA)l)

(ou A€ Car(Kx) -Car(kx) est tel que 1‘U=w) est irréductible pour

~e

ic{t,qb, si o?#1
+
iv) lorsque car k#2 , la représentation v'(1,n'; ) a_deux

o
composantes irréductibles, non-isomorphes
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+ + o
vi(,mo ) = v, )9e v, meot,
O O O
2 savoir
+ +

v'(1, ﬂ' ) =V'(1, Tr' )N p(V(1, TTA ) ) (i€{1,q}; cf. prop.1),
Yo ®o

ou 1'on note Ao le caractére non-trivial de KX de carré trivial ;

v) lorsque car k#2 , on a la décomposition
' ' = ! ' ' '
\Y (Q’ornm) V+(ao'"w) ev_(a’orﬂw)

en_deux composantes irréductibles, non-isomorphes, données par

vilagmy) = [po(17¥ )1 (v(ag,my))

ou A € Car(K*) est tel que A|U=w et ‘l’o est 1'un des deux isomor-

phismes involutifs de V(ao,nA) sur V(ao,aonA), suivi de \kao

(cf. ch.II, §4, n°2, prop.2, cor.2 a la prop.2, et §1, n°3, prop.6 ci-
dessus), pour w;‘wo H

vi) lorsque car k#2 , on a la décomposition

+ 1 +q2
V(e _,m'") = V' (a )GBV(G ,ﬂ' )
° wO 0 O O

en deux composantes irréductibles, non-isomorphes, données par

+ + .
' [ i_ ' 1= 1 . 2
\' (“o'"wo) =V (ao.ﬂwo)ﬂp(V(ao.ﬂAo) ) (i€{1,4°}).

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la proposition 1 ci-dessus,
des propositions 2 et 3 du numéro 2 du paragraphe 1 , de la proposition

6 du numéro 3 du méme paragraphe et du fait que la condition oy =Ty

(A€ Car(Kx) -Car(kx)) signifie A]U =w_ et donc
Res TTA = ”1L+ e n'”
G_|G! o %
o' o

(en plus, bien entendu, des résultats des numéros 3, 4 et 5 du'paragra-

phe 4 du chapitre 1I).
CoQoFoDo
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PROPOSITION 3.- Gardons les notations de la proposition 2 ci-dessus.

Alors tous les isomorphismes entre des représentations irréductibles,

parmi celles ci-dessus, correspondant 3 des paramétres o € Car(k>) et

w€ Car(U) - {1} différents, s'obtiennent en échangeant o et o ,

w et o (pour a;‘a-1 , w;‘w-1).

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la proposition 4 du numéro 2
du paragraphe 1, de la proposition 1 ci-dessus, du corollaire 3 a la
proposition 2 du paragraphe 4 du chapitre II et du fait que rr(:)'vﬂa".

signifie w'=w ou w' =0 (0,0 €Car(U)).

C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant décrire la série associée a P1' .

THEOREME 1.- La série de représentations de G' associée a P1' est

formée

i) des j-l(q-3)(q-1) (resp. %(q-2)q) types d'isomorphie des
représentgtions V'(«,m ), de dimension q4-1 , pour o € car(xX),
02%1 . w€cCar(U), wzf‘l , lorsque car k#2 (resp. car k=2) ;

ii) des %(q—3) types d'isomorphie des représentations

€ 1+

V'(a,m' ) , de dimension 1§(q4-1) » pour « € Car(kX), 02#1 » lorsque
car k#ZO;

iii) des %(q-1) types d'isomorphie des représentations
V;(ao,ﬂd)), de dimension %(q4-1), our € Car(U), w2;‘1 , lorsque
c;r k#2 ;

iv) des %(q—1) (resp. %q) types d'isomorphie des représen=-
tations V'(1,ﬂ‘u'3)i , de dimension i(q-1)(q2+1), pour i€{1,q} et

w € Car(U), w27‘1 , lorsque car k#2 (resp. car k=2) ;
+

v) des quatre représentations V'(1,1'ru')-)1 , de dimension
o
%i(q-1)(q2+1), pour i€{1,q}, lorsque car k#2 ;
+ .
vi) des gquatre représentations V'(afo,ﬂ'u')")l , de dimension
o

%i(q2-1), pour i€{1,q2}, lorsque car k#2 .
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Démonstration : Cela résulte aussitdt des propositions 2 et 3 ci-dessus,

ainsi que des résultats du ch.I1I, §4, n°6, th.1.
C.Q.F.D.

§4. Restriction & G' de la représentation de Weil de G .

Nous montrons comment on peut définir directement une représenta-
tion de Weil pour G', qui s'obtient aussi "par restriction" a partir
de celle que nous avons construite pour G . Ensuite nous décrivons la
série discréte de G', obtenue en restreignant & G' 1la série discréte
de G réalisée au moyen de la représentation de Weil. On a donc ainsi
aussi une construction directe de la série discréte de G'.

Dans la suite de ce paragraphe, nous gardons les notations des

Ch.3, 4, 50

1.- La représentation de Weil de G'.

Il est clair que 1l'on peut définir une représentation de Weil de
G' associée & un A-module quadratique (M,Q), et & un espace vectoriel
V , en supprimant simplement 1'ensemble auxiliaire de paramétres X ,
et en choisissant un caractére e€ X , dans le théoréme 1 du ch.III,

§2, n°3. De maniére plus précise :

THEOREME 1.- Soit (M,@) un A-module quadratique non-dégénéré, de

dimension paire 2rn sur k et V un espace vectoriel guelconque.On fixe

\ . ] + ’ . . [
un _caractére non-trivial e de k . On peut définir une representa-

tion (W',p') = (Wé ), appelée représentation de Weil associée a

1
'PQ
(M,Q) et d V , en posant W' = W™ et en se donnant p sur les géné-

rateurs h(a) (a€ 2%, u(b) (b€ A°) et w de G' (cf. ch.III, §1,

n°2) par les formules suivantes (avec e = eoTr)

(1) [p'(h(a))£](x) = £(xa) (a € %)
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(2) [p'(u(b))£](x) = e(b@(x))E(x) (b€ aS)

(3) Tt (wE)(x) = e(Tro@) M T1/2 £ e(B(x, y)E(y)
yEM

pour fEW' , x€EM .

En outre, si 3 chaque isomorphisme v d'un A-module quadratique

(M1,§1) sur (M,@), on associe 1'isomorphisme Y de la représentation

de Weil (W',p') associée & (M,Q) sur la représentation de Weil
(Wi,pi) associée & (M1,61), donné par

(4) Y(£) = foy (£€ W),

alors la correspondance ainsi définie est fonctorielle.

Cette représentation de Weil peut donc se décomposer suivant les
représentations du groupe orthogonal o(@) = o(@), (ou 1'on note (E,Q)
le k-espace quadratique dont provient (M,Q)). En gardant les notations

du théoréme, on pose la

DEFINITION 1.- Soient Fi un _sous-groupg de 0(@Q) et (V,7') wune

représentation de Fi . On note (W'[m'],p') la sous-représentation de

(W',p"') dont 1'espace W'[ﬁ'] est formé des fonctions f de M dans
|
‘V telles que

(5) flv.x) = m' (v)[£(x)] (YE€r: , x€M).

La proposition 1 du paragraphe 3 (n°1) du chapitre III se trans-

pose alors mutatis mutandis. Nous avons en outre

2 2 ’

PROPOSITION 1.- Soit (M,@) un A-module quadratigque, non-dégénéré, de

dimension paire 2rn sur k . Soit F1 un _sous-groupe de [ = Go(@)

tel que GO(Q@)=T.o(Q) et (V,m) une représentation de 'y - Posons
a

Fi =I'1ﬂ o(@) et notons (V,m') 1la restriction de (V,™) Fi .

Alors en associant & chaque fonction f de MXX dans V sa restric-

tion & Mx{e} , on définit un G'-isomorphisme de (W[7],p) sur

(wml,p").
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Cela est immédiat.

2.- Remarques sur la paramétrisation des restrictions & G' .

Rappelons (ch.V, §5, n°3, déf.1) que 1'on a noté C 1'ensemble de

tous les carrés C , symétriques a leur conjugué, de la forme
(T .
(6) c=| } avec wv = w'v! (w,u',v,v' €cCar(x)).

Nous nous sommes servis de ces carrés pour paramétrer les représenta-
tions de G . Cette paramétrisation en termes des carrés CE€C se
transpose aussit®t aux modéles W[m] (7€ GO(Q)). Nous considérons ici
le cas ou Q est de rang 4, traité aux chapitres IV et V. Nous avons
déja défini ces notations dans le cas non-déployé (ch.V, §2, n°1,
déf.2). De maniére précise, dans le cas déployé on pose, si nkfé '

m sont des représentations irréductibles de G, coincidant sur

A,
les scalaires,

(1), ()
WLA th

(7) & @ = |

Ici A,$,A',®' désignent des caractéres convenables de K® , tels que

Ad = A'®' ; on convient d'écrire

(8) miondl (A € car (k™))
(9) mo=m g (A € Car(K¥) - Car(k™)).

Nous considérons maintenant une paramétrisation pour les représen-

tations de G', naturellement déduite de celle-ci.

X
DEFINITION 2.- Notons D Lle groupe Car(K') X Car(X"). Notons r
1'homomorphisme du groupe g de tous les carrés 3 coefficients dans

Car(§f), vérifiant (6), dans D , défini par

oot [ eon

\Y

TR
'y
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Il est clair que le noyau de r est formé des carrés u

_[u u]

TS

tels que u2€5Car(kx). Comme on a u € Car(k") si C et uC

sont dans C , nous voyons que r définit une injection de 1'ensemble
quotient g/Car(kx) dans D . Compte tenu de la proposition 4 du para-
graphe 1 (n°2) et du corollaire a la proposition 7 du méme paragraphe

(n°3), on est donc amené a poser la

DEFINITION 3.- On_pose

G|G'

pour Ceg,i€{1,q:q2}: j€{1lq} et

R(i)[r(c)]gég'(j) = Res w(t)[C]E%;’(j)
G|G"

pour C€c , i€ {1,q,q2} , 3€{1,q} , ¢ entier, 0 €< 5 .

3.- La série principale de G'.

Nous signalons dans ce numéro que les décompositions des représen-
tations de la série principale de G restreintes & G' deviennent
évidentes dans les modéles de Weil.

Rappelons que 1'on note T 1'isomorphisme involutif de w[n1,n2]
(resp. W[ﬂ1§9ﬂ2]) sur w[ﬂz,n1] (resp. W[ﬂ2®ﬂ1]), déduit de 1l'action
de la transposition T dans E = E2xX (cf. ch.1Iv, §2, n°2, prop.3)

dans le cas déployé, en rang 4.

PROPOSITION 2.- Si k est de caractéristique différente de 2, on a 13

réalisation suivante de la décomposition de la proposition 2 ii) du
paragraphe 2 (n°2)

w[aB*-1,ao] = W [oB ,ozo]@w_[crﬁ*'1,ao] (o,8 € Car(x™),8 #a,a")

avec

*=1 _ + _
Wt[aﬁ ,ao] = Im(1-—Y1) (ou o aoa)
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’,

IO

JRANEEE CHEREN TR Y

(cf. §1, n°3, prop.7).

Démonstration : Cela est immédiat, en vertu de la proposition 3 du

numéro 2 du paragraphe 1 et la table 6 du chapitre IV.
C.Q.F.D.

De méme, on a aussitdt les deux propositions suivantes.

PROPOSITION 3.- Si k est de caractéristique différente de 2, alors la
décomposition ii) de la proposition 3 du paragraphe 2 (n°2) se réalise

de la maniére suivante (cf. déf.3 ci-dessus)

i i i :
w[ao,1] ~ W lo 1170w (o ,1] (i€{1,q})
avec
Wt[ao,1] = Im(1 iY1)
ol
_ ~ 11 )~ 19 73 ) . |
‘i’1 =n, °T: (WL o ] P} = (w[a o } ,aoo) (i€{1,q}),
(o) O O O O

, . 1 179 . q +1 1
en désignant par W l'image de M(m ) dans W
o 011 (o] o
o o o o o

par 1'isomorphisme indiqué gu numéro 1 du paragraphe 4 du chgpitre IV
(cf. table 6) et _en posant

1
11Tl 0]

PROPOSITION 4.- Supposons car k#2 . Alors (cf. prop.5 ii), §2, n°2),

on a
1 ii ~ i = + +
Mi_(frao) ~ wt[ao'ao] In(1%Y,) (i€{1,q})
ol

r=n, o (W] %] (W] %] o) (sett,qh.
(0] (e] o
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4.- Lg série de représentgtions de G' gassociée & Pi .

Dans ce cas aussi, les scindages qui se produisent par restriction
a G' sont immédiats. Nous donnons ci-dessous ceux qui ne 1'étaient
pas déja.

Considérons tout d'abord la représentation de la série associée a
Pi qui apparalt dans la restriction & G' de la série déployée de G
(c'est-a-dire, donnée par décomposition de la représentation de Weil

en rang 4, déployé).

PROPOSITION 5.- On a (si car k#2) (cf. prop.2 iv), §3, n°2)

+
1 =a 1 1 -
v mSxw| ! ] ] =gy
(o) - O O

(e, oo (1 T) = ] L
O O

o o o
(ou_1'on note o (resp. Ao) le caractére non-trivigl de U (resp.
Kx), de carré trivial ; en fait avec nos conventions d'identification

a =w_=A).

Démonstration : Cela résulte aussitdt du §1, n°2, prop.3 et du ch.IV,

table 6.
C.Q.F.D.

Rappelons que, dans le cas non-déployé, on note F 1'isomorphisme
involutif de W[m] sur W[ﬂoF] déduit de l'action du Frobenius F

dans E = E2><X (cf. ch.vV, §2, n°2). Rappelons aussi que l1l'on pose

2 ¥ = AN, pour AE car(K").

PROPOSITION 6.- On a (si car k#2), pour o€ Car(U)-{1}

~ f-q
Vilagmy) = W lag, AT

1

w
0N X X A - A1-q_ u

ou A€ cCar(K”) -Car(k™) est tel que |y =@ (donc = wol , pour

U(a) = a1-q , a€ KX, et par suite A=y , suivant nos conventions)
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et ou
1-q
A = +
Wt["o' ] =1m(1#Y)
avec
- A A9 A AT
Y =m oS5 oF: (w[ },o)'—“o(w[ Lo o)
2 o, 2 2 * A% TN S

s ‘s . . . :
en designant par S 1l'isomorphisme involutif de M\, Sur ”@,A qui
dans le modéle de Weil est déduit de la transposition (a,bj;c) P (b,a;c)

(a,p€K , c€EKY).

Démonstration : Cela résulte aussitdt du ch.V, §4, n°1, prop.1 et du

§1, n°2, prop.3 ci-dessus.
C.Q.F.D.

On vérifie de méme la proposition suivante, qui correspond au
dernier cas ou la décomposition dans le modéle de Weil est plus évidente

que dans le modéle naturel.

PROPOSITION 7.- On a (si car k#2)

+ . .
1 =yl 1l _ . 2
Viagimy )T WA A 1" = Im(12¥)) (1€{1,q})
ou
A A9 A A9
~ ]
Y. =1 oF : |W ,D) zO(W o D)
2 ao ( \:Aq AJ L\q A J o

pour un A€ Car(K") - Car(k*) tel que A% =4

5.- La série discréte associée au tore Ti = T1ﬂ G'.

Nous renvoyons au chapitre IV (§4, n°3) pour ce qui concerne la
série discréte de G associée au tore T, et les notations employées
ci-dessous.

Notons que si A,%€ Car(K*) sont tels que AT = 38T a10rs
X re e Car(U) , d'aprés nos conventions. Les restrictions a G'

de cette série s'écrivent donc W[w1,w2] (cf. déf.3, n°2).
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PROPOSITION 8.- Soient w,,w,, wy Wy € Car(U) - {1} tels que <u2;£w1 ,
-1

w, et ‘”é"‘”{ , w1'_1. Alors (cf. n°2, déf.3)

i) la représentation W[w1,w2] est irréductible 3 moins gque

car k#2 et w ou soit égal & w_ ;
1 = 2 o

ii) dans ce cas, disons w,=¢_ , ona
W[mo,tnz] = W+[wo,w2] @W_[mo,(uz]

sont

5]

ou les composantes irréductibles, non isomorphes w+[wo,w

données par

Wlugrup) = In(14Y,)

N A AT A ¥ ag

Y. =m oFoF, : (W( ,A) oy (w[ },a o> ,
2 e, 2 7 1% g J A a¥al o

ou l'on note F, Ll'isomorphisme involutif de (VA,ﬂA)8>(VA*q,ﬂA*q)

sur (VAq,TTAq)‘&(VA*,TTA*) défini par
(sz)(a1,¢1;a2,¢2) = w(a?,w1;a§,w2)
pour a,,a, €K, #,,4,€X, CDEVA®VA*q ; enfin A €car(K%) - car(xX)
est tel que AY7! = w,
iii) pour que w(t)[m1,m2] ~ w(t)[wi,wé] il faut et il suffit

-1 "'1 - ) ) |-1 |-1
{‘”11(”21(”1 lwz } - {w1lw2lw1 Iwz } .

Démonstration : Cela résulte aussitdt de 1'irréductibilité et non-
entrelacement de la série discréte de G associée a T, - des proposi-
tions 2, 3 et 4 du numéro 2 du paragraphe 1 et des remarques du numéro

2 ci-dessus.
CoQoFoDo

Définissons la série discréte de G' associée a Ti comme 1'en-
semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res-

trictions & G' des représentations de la série discréte de G
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associée au tore T, . Nous avons alors, d'aprés la proposition ci-

1

dessus.

THEOREME 2.- La série discréte de G' associée au tore Ti est formée

i) des %(q-1)(q-3) (resp. %q(q—Z)) types d'isomorphie des

représentations W[w1,w2] , de dimension (q-1)2(q2+1) , pour

-1

1 ’

ii) et, lorsque car k#2 , des %(q—1) types d'isomorphie

w,,0,€Car(U) - {1} , @i#1 , 03F1 , 0, Fu, , w

2

des représentations w+[wo,w] , de dimension %(q-1)2(q2+1), pour

w€ Car(U)'-{1,wo} .

6.- La série discréte de G' associée au tore de Coxeter Té .

Nous renvoyons au chapitre V (§5, n°1) pour la description de la
série discréte de G associée au tore de Coxeter T, de G . Nous
gardons ses notations.

On définit la série discréte de G' associée a Té comme 1'en-
semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res-
‘trictions 4 G' des représentations de la série discréte de G asso-
ciée a T, -

Notons que pour &€ Car(&x), o!-d s'identifie, d'aprés nos con-
ventions & un caractére 0 de U (= §f1(1)). D'autre part on a aussi
® = Q'olb (avec U(z) = z1-q ;: 2z€K) pour un (et un seul) caractere
Q' du groupe U' des zeul‘(f tels que Vt&(z) € x* , il en résulte que

Q0 est la restriction de Q' & H/ .

PROPOSITION 9.- Soient ®,®1€5Car(5x) tels que leurs orbites suivant

GalK/k soient non-dégénérées (i.e., & 4 éléments). Alors la représen-
w

tation w(Q,09] est irréductible (avec 0 = ®1-q) et pour que

w(n,09] soit isomorphe & w[01,0$] (avec 01 = @}-q) il faut et il

i i L]
suffit que 0 et 01 soient congrus modulo Ga%g/k
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Démonstration : Cela résulte aussitdt du ch.V, §5, n°1, des propositions

2, 3 et 4 du numéro 2 et du corollaire a la proposition 7 du méme numéro.

C.QQFQDO
7.~ La représentation exceptionnelle de G'.
PROPOSITION 10.- La représentation
2
r 19
-o o X
R[1,1]5= Res W | on (¢ € Car(k™))

G|G'

est irréductible (et ne dépend pas de o).

Démonstration : Cela est clair, puisque l'on sait déja que les repré-

2
sentations W [Z g]q

sont deux a deux non-isomorphes (ch.V, §3, n°3).
Il suffit en effet d'appliquer les propositions 2 et 3 du numéro 2 du

paragraphe 1.
C.Q.F.D.

THEOREME 3.- La série discréte de G' associée a , celle associée

!
1
a Té et la représentation R[1,1]5 épuisent la série discréte de G'.

En outre, les deux représentations de Weil de G' en rang 4 four-

nissent par décomposition toutes les représentations irréductibles de
ce _groupe.

Démonstration : Cela est clair, parce que les représentations irréduc-
tibles dont il est question ont été obtenues par restriction d'un sys-
téme complet de représentations irréductibles de G . La seconde asser-
tion est aussi immédiate puisque chaque représentation de Weil de G'
s'obtient par restriction d'une de G et que nous avons déja démontré
1'assertion pour G .

C.Q.F.D.

Nous donnons la liste compléte des représentations irréductibles

de G' dans la table 1.



TABLE 1. Les représentations de

G' = Sp(4,k)

PARAMETRES : o,B € Car(k™) ; A€ Car(K') ; w,w'€Car(U) , 0€ Car(y)

Nombre de types

Type d'isomorphie Modéles Dimension dans la famille Paramétres
SERIE PRINCIPALE 1(g=3) (q=5)
‘Rla,8] M (7, o) (q+1) 2 (g®+1) —2 [ {a,8,07",871}] =4
! g(a-2) (q-4)
' ~ 1 a 1 (e <
R Le,5] M, @)= W lag,8] | 5(as Fla®+1) 5(q-3) BZ # 1
. o 1 .
R[1,5]1 M'(rr1 B)l i(q+1)(q2+1) §(q-3) i€e{1,q}
1(a-2) p2 # 1
. T- Y] )
R Lo, 117 Mi(mg 40" 5i(q+1) (g°+1) 4 i€{1,q}
- : ~t X
Rl e, ] M () i(gH1) (q2+1) 3(a-3) ie{1,q}
3(q-2) a? #1
1,1 y 1 1 1.2, 2 .
R,Logra,] ML (g ) 51 (a"+1) 4 ie{1,q}
Rla_,« ]q,1 M' (nd )12!W[d ' ]q,1 q(q2+1) 1
o o CYO o (o]
R[1,1], FLO~ Tp° Sala+)? :
= T2
R(1,1], p° 5a(q”+1) 1
R[1,11, "L° sala®+1) :

RL1.,1]o

(¢,1)

1

8C IA



TABLE 1, suite. Les représentations de

G' = Sp(4,k)

Nombre de types

Type d'isomorphie Modéles Dimension dans la famille Paramétres
SERIE ASSOC. A T:é 1 >
z (g-1)
q 4 4 X
r(A,A9] M (T,) q -1 1 A ¢ Car(kx™) U Car(U)
Zq(q-Z)
r[A, 791 M (m, )t i(g-1)(g“+1) L(a-1) A€ car(U) - Car (k)
i€{1.,q}
SERIE ASSOC. A P
-3 - 2
R[O’,m] V'(C‘(,ﬁ'(:)) q4_1 i(q )(q 1) d2#1
3(a-2)q w? # 4
+
] 1 = 4
R (o, 0] vy G 1a-3) o® # 1
. . T, 4 1 2
R [o,0] Vilagemy) 5(q=1) 5(a-1) w0 # 1
: : 7 .
R(1,0]? vt | a1 (aP+1) 3lat) i€{t,q)
1 2
54 w® # 1
. TET | 1. p; )
Rt[1,wo]l v (1,nmo) 5i(a=1)(g“+1) 4 i€{1,q}
;1 : F1 1., .2 . 2
Rt[aolmo] \ (aolﬂo ) il(q -1) 4 16{11q}
SERIE DISCRETE 1 1
ASSOCIEE A T!
1 z(g-1) (g-3) _ _
Rlw,w'] wlw,w') (q-1)%(q%+1) ? H{w,0™ 0,01} =4
ga(qa-2)
Z, 2 2
R,[a,0] Wl el | 2(a-1)%(q®+1) 5(a-1) w? #1

6C " IA



TABLE 1, suite. Les représentations de G' = Sp(4,k)

‘s . . . . Nombre de types \
Type d'isomorphie Modeles Dimension dans la famille Parametres
SERIE DISCRETE
ASSOCIEE A Té
1, 2 qa ~-1 A9
-(q -1) I{an 'O IQ }I=4
'[LA REPRESENTATION
EXCEPTIONNELLE
- 21 2
R(1,1)g wl1,119 | zala-1) 1

Notations : On écrit le nombre de types d'isomorphie dans chaque famille dans la demi-case

supérieure (resp. inférieure) correspondante, pour car k#¥2 (resp. car k=2).

o€ IA
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TABLE 2

Correspondance avec les notations de

B. Shrinivasan [16]

A. Série principale.

Rlo,8] X4 (k, ) R(1,1] 8 _
R,(o_,8) £, (k) R(1,1], 8.,
R_[o_,8]  §,,(k) R[1,1], % 4
Rl 1] §5(k) R[1, 1], 8y
Rle, 1] §3(k) R(1,1], 8,3
Rlo, o] Xg (X) | R+[ao,ao]1'1 0,
Rla,e]?  xg(k) R [o_,0 111 0,
R+[ao,1]1 ¢ R0 ,a 199 o
R_[ao,ﬂ1 R (o ,0 199 o,

d
q q,
)

q
R_[o_,1] 5

B. Série associée a Pi

Rla,0]  -xg(k,2) R+[1,wo]1 -2,
R o0 ] -84, (k) R [1,0 1" -9,
R_[o,0 ] -8,,(k) R+[1,w°]q -2,
R,La_0] -8, (2) R[1,0]% -,
R_[a 0] -8,,(8) R+[°’o'“’o]1 -8,
R[1,0]! -8, () R_[o 0 ] -0,
R(1,07 -85 (k) RLa_,u ]9 -6,

a o
R_[ao,wo] 86
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TABLE 2, suite

Correspondance avec les notations de

B. Shrinivasan [16]

C. Série associée a 5 -

R[A,09] =X, (3)
R[4, 499 X4 (k)

D. Série discrete.

Rlw,n'] X4 (ks 2)
3+[wo,w] €54 (%)
R_[w_,0] 85, (k)
r[0,09] X, (3)

R[1,1]g 8.0
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