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PERTURBATION DE LA DYNAMIQUE DE 
DIFFÉOMORPHISMES EN TOPOLOGIE C 1 

Sylvain Crovisier 

Résumé. — Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur la dynamique de dif-
féomorphismes de variétés compactes. Pour l'étude des propriétés génériques ou pour 
la construction d'exemples, il est souvent utile de savoir perturber un système. Ceci 
soulève généralement des problèmes délicats : une modification locale de la dynamique 
peut engendrer un changement brutal du comportement des orbites. En topologie C 1 , 
nous proposons diverses techniques permettant de perturber tout en contrôlant la 
dynamique : mise en transversalité, connexion d'orbites, perturbation de la dynamique 
tangente, réalisation d'extensions topologiques, ... Nous en tirons diverses applications 
à la description de la dynamique des difféomorphismes C1-génériques. 

Abstract (Perturbation of the dynamics of diffeomorphisms in the C1 -topology) 
This memoir deals with the dynamics of diffeomorphisms of compact manifolds. 

For the study of generic properties or for the construction of examples, it is often 
useful to be able to perturb a system. This generally leads to delicate problems: 
a local modification of the dynamics may cause a radical change in the behavior 
of the orbits. For the C1 topology, we propose various techniques which allow to 
perturb while controlling the dynamic: putting in transversal position, connection of 
orbits, perturbation of the tangent dynamics, ... We derive various applications to 
the description of C1 -generic diffeomorphisms. 
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NOTATIONS 

- K(X) (section 3.7) est l'espace (compact) des parties compactes d'un espace 
métrique compact X, muni de la distance de Hausdorff : 

dH{K,K'). sup 
Ws(x), 

d(x, x'). 

(Lorsque K est vide et K' non vide, on pose du{K, K') — Diam(X).) 

- M désignera en général une variété différentiable compacte sans bord munie 
d'une métrique riemannienne. 

- Int(A) est l'intérieur d'une partie A C M. 

- Difffc(M), pour k > 0, est l'espace des difféomorphismes / de classe Ck de M, 
muni de la topologie Ck (et l'espace des homéomorphismes de M, muni de la 
topologie C° lorsque k = 0.) C'est un espace métrique complet, donc un espace 
de Baire. 

- Ver(f),Ç}(f),7Z(f) (sections 2.1, 2.6) représentent l'ensemble des points pério
diques, l'ensemble non-errant et l'ensemble récurrent par chaînes du difféomor-
phisme f de M. 

- Ws(x),pWs(x) (section 2.3) sont les ensembles stable et stable par chaînes du 
point X. 

- x -< y et x -\y sont des relations dynamiques introduites au chapitre 2. 

- Les mesures d'un espace compact métrique X seront toujours des mesures de 
probabilité boréliennes. Leur ensemble est muni de la topologie faible (rendant 
continues les évaluations sur les fonctions continues X —y E). 

- T et C (section 10.2) désignent l'ensemble des difféomorphismes d'une variété 
ayant une tangence homocline ou un cycle hétérodimensionnel. 





CHAPITRE 1 

INTRODUCTION 

Le dynamicien étudie les systèmes qui évoluent au cours du temps. De nombreux 

exemples sont fournis par la mécanique classique à travers une équation différentielle. 

Poincaré a montré dans son mémoire [138] sur la stabilité du système solaire que 

l'on peut décrire le comportement asymptotique des trajectoires sans passer par leur 

calcul explicite (souvent vain). Nous nous intéressons dans ce texte aux systèmes à 

temps discret obtenus en itérant un difféomorphisme. Ils sont naturellement reliés aux 

systèmes à temps continu si l'on considère une section de Poincaré ou le temps 1 du 

flot associé. Les systèmes provenant de la physique possèdent bien souvent des symé

tries supplémentaires : nous n'abordons pas ici le cas spécifique des difféomorphismes 

conservatifs, Le. qui préservent une forme volume ou symplectique (voir [53] pour un 

panorama des difféomorphismes de surface conservatifs). 

La classe des difféomorphismes hyperboliques est l'une des premières étudiées et 

des mieux décrites. Dans ce mémoire, nous discuterons essentiellement des difféomor

phismes non hyperboliques génériques en insistant sur le panorama de l'ensemble des 

dynamiques C 1 -génériques qui tend à se dessiner depuis une dizaine d'années. (Nous 

renvoyons à [39] pour une vue d'ensemble des dynamiques faiblement hyperboliques.) 

Au-delà des résultats, nous avons mis en avant les méthodes perturbatives et nous 

nous sommes efforcés qu'à chaque nouveau chapitre corresponde la présentation d'une 

technique différente. 

1.1. Dynamiques génériques 

Plaçons-nous sur une variété différentiable compacte sans bord M. L'étude de la 

dynamique d'un difféomorphisme arbitraire de M peut sembler hors de portée : on 

peut imaginer la coexistence et l'accumulation d'une grande variété de comportements 

différents, empêchant l'espoir de décomposer et de structurer la dynamique. Il se 

pourrait cependant que de tels difféomorphismes, pathologiques, puissent toujours être 

approchés par d'autres, plus simples à analyser : il devient plus raisonnable d'espérer 
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décrire la dynamique d'une partie dense des systèmes. Ce point de vue soulève une 

difficulté, que nous discuterons plus amplement par la suite : nous devons préciser 

l'espace des difféomorphismes considérés, ainsi que le choix d'une topologie sur cet 

espace. 

Nous travaillerons en général avec des espace de difféomorphismes métrisables com

plets et nous pourrons alors utiliser la généricité de Baire. Une propriété sera dite 

générique si elle est satisfaite par un ensemble de difféomorphismes contenant une 

intersection dénombrable d'ouverts denses (un ensemble G$ dense). La réalisation si

multanée de deux propriétés génériques est encore générique. La généricité de Baire 

est donc un outil commode pour décrire des ensembles denses de difféomorphismes. 

1.1.1. Choix d'un espace de difféomorphismes. — Les propriétés génériques 

que l'on peut obtenir dépendent beaucoup de la régularité des difféomorphismes que 

l'on étudie. Notons Diff f c(M) 1' espace des difféomorphismes de classe Ck de M . Nous 

allons discuter l'existence de points périodiques de difféomorphismes génériques pour 

différents espaces. 

- Dans Diff°(M), les homéomorphismes possèdent génériquement un ensemble non 

dénombrable de points périodiques (voir [11,127]). 

- Dans Diff 1 (M), l'existence de points périodiques est plus difficile à obtenir : c'est 

l'objet du lemme de fermeture de Pugh. L'ensemble des points ayant une même 

période est fini. 

- Dans Diff / c(M), k > 1, l'existence de points périodiques n'est en général pas 

connue. 

- Hermán a montré [78, 79] que sur certains tores symplectiques, pour des en

sembles ouverts de fonctions hamiltoniennes C°° il existe des ouverts de surfaces 

d'énergies régulières sur lesquelles il n'y a pas d'orbites périodiques. Les dy

namiques hamiltoniennes génériques sur ces surfaces d'énergies n'ont donc pas 

d'orbite périodique. 

Nous travaillerons par la suite en régularité C1. Il y a pour cela plusieurs raisons. 

L'existence d'une structure différentiable donne une rigidité minimale, permettant par 

exemple la continuation des points périodiques, l'étude des exposants de la dynamique, 

l'obtention de sous-variétés invariantes. Comme nous l'avons vu, la perturbation de 

difféomorphismes en topologie C 1 est assez souple pour créer des points périodiques. 

La topologie C 1 possède également une propriété importante : si / est un difféo-

morphisme de Rd qui coïncide avec l'identité hors d'un ensemble compact, tous les 

conjugués x i-> a f(a~1 x) par des homothéties de rapport a G (0,1) petit sont à la 

même distance à l'identité. Cette remarque est à la base des principales techniques de 

perturbation dans Diff 1 (M). En revanche, la régularité C 1 n'est pas suffisante pour 

certains résultats requérant un contrôle de distorsion. 
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1.1.2. Dynamiques hyperboliques. — Très rapidement, les dynamiciens ont 

cherché quelles étaient les dynamiques structurellement stables, i.e. dont le com

portement topologique ne change pas après perturbation du système. Anosov et 

Smale ont introduit une classe de difféomorphismes ayant cette propriété : ce sont les 

difféomorphismes hyperboliques. Un difféomorphisme est hyperbolique si, au-dessus 

de tout ensemble invariant suffisamment récurrent, on peut décomposer l'espace 

tangent de M en deux fibres linéaires invariants, le premier (le fibre stable) étant 

uniformément contracté, le second (le fibre instable) uniformément dilaté. Para

doxalement, la stabilité de ces systèmes face aux perturbations ne les empêche pas 

d'avoir une dynamique parfois « chaotique ». La dynamique de ces systèmes est très 

bien comprise, notamment du point de vue symbolique (existence de partitions de 

Markov, de codages) et du point de vue de la théorie ergodique (existence de mesures 

physiques). 

L'équivalence entre la stabilité et l'hyperbolicité a fait l'objet de nombreux travaux 

et a finalement été obtenue par Mahé. Ces recherches ont fait émerger de nombreux 

outils intéressants pour l'étude des dynamiques différentiables. Il est apparu cependant 

que l'ouvert des dynamiques hyperboliques n'est en général pas dense dans l'espace 

des difféomorphismes. Des objectifs naturels guident alors l'étude des dynamiques 

génériques : 

- la compréhension des défauts d'hyperbolicité, 

- la généralisations de propriétés satisfaites par les systèmes hyperboliques à des 

classes plus larges de dynamiques, 

- la recherche de nouveaux phénomènes dynamiques. 

P 

P 
Q 

FIGURE 1. Tangence homocline et cycle hétérodimensionnel. 

Parmi les dynamiques non hyperboliques, deux obstructions apparaissent fréquem

ment : les tangences homoelines et les cycles hétérodimensionnels (voir la figure 1). 

- Une orbite périodique hyperbolique possède une tangence homocline si ses varié

tés stable et instable possèdent un point d'intersection non transverse. Certains 
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vecteurs sont alors uniformément contractés par itérations passées et futures et 

devraient appartenir simultanément aux fibres stable et instable. 

- Deux orbites périodiques hyperboliques forment un cycle hétérodimensionnel si 

elles sont liées par des orbites hétéroclines et si leurs dimensions stables dif

fèrent. Il n'existe donc pas de fibre stable de dimension constante au-dessus du 

cycle. 

Pour les difféomorphismes de surface de régularité Ck, k > 2, Newhouse a montré 

que l'ensemble des difféomorphismes ayant une tangence homocline est dense dans 

un ouvert (non vide) de l'espace des difféomorphismes. En dimension plus grande 

(et en toute régularité Ck, k > 1), Abraham et Smale ont construit un ouvert dans 

lequel les dynamiques présentant un cycle hétérodimensionnel sont denses. Le cas des 

difféomorphismes de classe C1 des surfaces n'est pas connu. 

Conjecture (Smale). —- Pour toute surface compacte S, l'ensemble des difféomor

phismes hyperboliques est dense dans Diff1 (5) . 

Palis a conjecturé que ces bifurcations sont les seules obstructions à l'hyperbolicité. 

Conjecture (Palis). — Dans Diffk(M), k > 1, tout difféomorphisme peut être appro

ché par une dynamique hyperbolique ou par une dynamique possédant une tangence 

homocline ou un cycle hétérodimensionnel. 

1.1.3. Les dynamiques génériques représentent-elles tous les systèmes? 

La généricité donne un sens à la notion de partie négligeable de l'ensemble des 

difféomorphismes : nous cherchons à décrire la plupart des dynamiques. Ce point de 

vue est cependant très relatif, puisqu'il se peut que l'espace des difféomorphismes 

étudiés soit négligeable pour une autre notion de généricité. 

Il est ainsi envisageable que l'on puisse trouver deux parties disjointes, chacune 

dense dans un ouvert de l'espace des difféomorphismes et représentant des dynamiques 

très différentes. Par exemple, lorsque dim(M) < 3, on peut alors introduire : 

- l'ensemble des homéomorphismes ayant un ensemble non dénombrable de points 

périodiques (nous avons vu que c'est une partie générique de Diff (M)) , 

- l'ensemble des difféomorphismes structurellement stables de M (Shub a mon

tré [171] qu'il forment une partie C°-dense de Diff0 0 (M) et lorsque dim(M) < 3, 

Munkres a montré [109] que Diff 0 0 (M) est dense dans Diff 0 (M)). 

Les difféomorphismes structurellement stables ont au plus un nombre dénombrable 

de points périodiques et ces deux parties denses de Diff (M) sont donc disjointes. 

Remarquons que, dans certains cas, en travaillant avec des propriétés génériques, 

on peut obtenir des conclusions satisfaites par un ouvert dense de difféomorphismes, 

et non pas seulement par un G^. (Voir par exemple la conjecture faible de Palis, plus 

bas.) 
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1.2. DÉCOMPOSITION DE LA DYNAMIQUE 5 

1.2. Décomposition de la dynamique 

La dynamique d'un difféomorphisme hyperbolique / est portée par un nombre fini 

d'ensembles compacts invariants disjoints et transitifs (i.e. possédant une orbite po

sitive dense), appelés pièces basiques. Plus précisément, dans ce cadre chaque pièce 

basique contient une orbite périodique O et coïncide avec l'adhérence H(0) de l'en

semble des intersections transverses entre les variétés stables et instables de O. Un tel 

ensemble H(0) associé à une orbite périodique hyperbolique O peut être défini pour 

un difféomorphisme arbitraire et est appelé classe homocline de O. 

Conley a montré que cette décomposition se généralise aux difféomorphismes quel

conques, si l'on autorise un nombre infini de pièces et si l'on remplace la transitivité 

par la transitivité par chaînes. Cette propriété est une notion plus faible de récur

rence qui met en jeu les pseudo-orbites, i.e. les suites (xn) de M pour lesquelles f(xn) 

et xn+i sont proches pour tout n mais ne coïncident pas nécessairement. Les pièces 

obtenues sont alors appelée classes de récurrence par chaînes. 

La décomposition de Conley est intéressante si l'on parvient à faire le lien entre 

les pseudo-orbites et les vraies orbites de la dynamique. Il faut pour cela être capable 

de refermer les sauts d'une pseudo-orbite par perturbation. Ce problème a été traité 

progressivement par l'obtention de lemmes de perturbation dans des situations de 

plus en plus générales. 

- Pugh a démontré un lemme de fermeture qui permet de créer un point périodique 

près d'un point non-errant. Il s'agit en quelque sorte de fermer une pseudo-orbite 

périodique ayant un saut unique. 

- Hayashi a obtenu un lemme de connexion : lorsque l'orbite positive d'un point 

p et l'orbite négative d'un point q ont un point d'accumulation commun, p et q 

sont contenus dans la même orbite après perturbation. Là encore, il n'y a qu'un 

seul saut à refermer. 

- Finalement, avec C. Bonatti nous avons abordé le cas général et établi un lemme 

de connexion pour les pseudo-orbites. 

Ce lemme de connexion pour les pseudo-orbites permet de montrer que la décom

position en classes de récurrence par chaînes est bien adaptée à l'étude des difféomor

phismes génériques : par exemple, les classes de récurrence par chaînes contenant une 

orbite périodique sont des ensembles transitifs. Plus précisément, nous avons obtenu 

le résultat suivant. 

Théorème. — Il existe un G$ dense de Diff 1(M) formé de difféomorphismes pour 

lesquels la classe de récurrence par chaînes de toute orbite périodique O coïncide avec 

sa classe homocline H(0). 

Toutefois le lemme de connexion pour les pseudo-orbites ne permet pas de contrôler 

complètement le support de l'orbite obtenue. J'ai établi pour cela un autre lemme de 

perturbation. En voici une conséquence. 
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

Théorème. — Pour tout difféomorphisme appartenant à un G5 dense de Diff1 (M) , 

chaque classe de récurrence par chaînes est limite de Hausdorff d'une suite d'orbites 

périodiques. 

Ces techniques de perturbation restent valables pour les difféomorphismes conser

vatifs. Elles entraînent un résultat de « diffusion des orbites » (obtenu avec C. Bonatti 

et M.-C. Arnaud). 

Théorème. — Considérons une variété compacte connexe M munie d'une forme vo

lume ou symplectique uo. Tout difféomorphisme appartenant à une partie générique de 

l'espace Diff^(M) des difféomorphismes de M préservant ou est transitif. 

Ce dernier théorème souligne à nouveau l'importance de la régularité choisie. En 

effet, le théorème des tores invariants de Herman (voir [77, chapitre IV], [108, sec

tion II.4.c] et [202]) montre par des techniques de théorie KAM qu'il existe un ouvert 

de difféomorphismes de Diff^(M), k > 4, qui possèdent un tore de codimension 1. Ce 

tore sépare la variété en deux composantes et empêche la transitivité. Le théorème 

précédent n'est donc pas vrai en régularité supérieure. 

Nous pouvons également remarquer certaines particularités du sujet. D'une part, 
l'essentiel des résultats s'appuient sur des techniques de perturbation. D'autre part, 
les différents lemmes de perturbation ont parfois des énoncés qui peuvent sembler très 
similaires, bien que la difficulté des démonstrations puisse être bien différente. 

Notre connaissance des dynamiques C1-générique devient suffisamment précise 
pour pouvoir obtenir des conclusions qui n'étaient jusqu'alors connues que dans le 
cadre des dynamiques hyperboliques. Par exemple, on s'attend à ce que le centra

lisateur d'un difféomorphisme, i.e. l'ensemble des difféomorphismes qui commutent 
avec lui, soit en général petit. C'est ce que nous avons vérifié avec C. Bonatti et A. 
Wilkinson. 

Théorème. — L'ensemble des difféomorphismes f à centralisateur trivial (i.e. réduit 

aux itérés fn, n G IL) contient un Gs dense de Diff1 (M) . 

1.3. Caractérisât ion des dynamiques non hyperboliques 

En dimension 1 et en toute régularité, la conjecture de Palis est une conséquence 

du théorème de Peixoto : tout difféomorphisme du cercle peut être approché par un 

difféomorphisme ayant un nombre fini de points périodiques, tous hyperboliques (les 

autres orbites sont errantes et connectent une source à un puits). En dimension 2, 

Pujals et Sambarino ont démontré la conjecture en régularité C1. En dimension supé

rieure, seuls des résultats partiels existent (et seulement en topologie C1). Nous allons 

les présenter ci-dessous. 
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1.3.1. Les dynamiques conservatives. — En topologie C1 et dans le cadre 

conservât if, la conjecture de Palis est vérifiée, nous obtenons même un résultat plus 

fort. 

En dimension 2, il existe une obstruction robuste à l'hyperbolicité venant de la 

structure symplectique : l'existence d'un point périodique elliptique, i.e. ayant des va

leurs propres non réelles de module 1. Newhouse a montré [113] que cette obstruction 

suffit a caractériser les difféomorphismes robustement non hyperboliques 

Lorsque dim(M) > 3, les points périodiques sont génériquement hyperboliques 

[161]. Les travaux, classiques, autour de la stabilité structurelle, impliquent qu'une 

dynamique dont on ne peut pas faire bifurquer les points périodiques est hyperbolique. 

Si l'on parvient au contraire à faire bifurquer des points périodiques, on obtient par 

perturbation des points périodiques ayant des dimensions stables différentes ; le lemme 

de connexion pour les pseudo-orbites crée alors un cycle hétérodimensionnel (dans le 

cadre conservatif et lorsque M est connexe, il n'y a qu'un seule classe de récurrence 

par chaînes) associé à des points périodiques dont la dimension stable diffère de 1. 

Un résultat de Bonatti et Diaz permet de renforcer les cycles hétérodimensionnels : 

après perturbation, on obtient un difféomorphisme / G Diff^ (M) et une paire d'en

sembles hyperboliques transitifs L dont la dimension stable diffère, tels que pour 

tout difféomorphisme g proche de / , les continuations Kgi Lg sont liées par des orbites 

hétéroclines. Un tel cycle associé à K et L est une obstruction robuste à l'hyperbolicité 

et est appelé cycle hétérodimensionnel robuste. Si l'on choisit des orbites périodiques 

O G K et O' G L, il existe un ensemble dense de difféomorphismes au voisinage de / 

pour lesquels O et O' forment un cycle hétérodimensionnel. 

L'énoncé obtenu porte sur un ouvert dense de l'espace des difféomorphismes conser

vatifs et les tangences homoelines n'interviennent pas. 

Théorème. — Lorsque dim(M) > 3, tout difféomorphisme conservatif peut être appro

ché dans Diff^ (M) par un difféomorphisme hyperbolique ou par un difféomorphisme 

ayant un cycle hétérodimensionnel robuste. 

1.3.2. La conjecture faible de Palis. — On connaît depuis Poincaré [138,139] 
et Birkhoff [20] l'importance du rôle joué par les intersections homoelines transverses, 

i.e. par les points d'intersection transverses entre les variétés stables et instables d'une 

orbite périodique. Cette propriété - très simple - est à l'origine d'une dynamique 

complexe. 

Smale a construit [179] un modèle géométrique, son célèbre fer à cheval, qui décrit 

la dynamique près d'une telle orbite. On trouve des ensembles hyperboliques dont 

une puissance est conjuguée au décalage sur l'ensemble de Cantor { 0 , 1 } Z . Il y a alors 

une infinité d'orbite périodiques et l'entropie topologique de la dynamique est stric

tement positive. Remarquons également que l'existence d'une intersection homocline 

tr ans verse est une propriété ouverte. 
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

À l'opposé, Smale a introduit des dynamiques très simples : les difféomorphismes 

Morse-Smale. Ce sont des difféomorphismes hyperboliques pour lesquels chaque pièce 

basique est réduite à une orbite périodique. Les autres orbites s'accumulent dans 

le passé et dans le futur sur deux orbites périodiques distinctes. En particulier, ces 

dynamiques sont stables (elles forment donc un ouvert) et leur entropie topologique 

est nulle. 

Palis a conjecturé (en toute classe de différentiabilité Ck, k > 1) que ces deux com

portements forment une partie dense de l'espace des difféomorphismes. Cette seconde 

conjecture de Palis est impliquée par la première et est donc vérifiée en dimension 2 

d'après les résultats de Pujals et Sambarino. Elle a ensuite été démontrée en dimen

sion 3 par Bonatti, Gan et Wen. J'ai obtenu une démonstration dans le cas général. 

Théorème. — Tout difféomorphisme peut être approché dans Diff1 (M) par un difféo

morphisme Morse-Smale ou par un difféomorphisme ayant une intersection homocline 

transverse. 

Bien que la preuve fasse appel aux techniques de généricité, la conclusion décrit à 

nouveau une partie ouverte et dense de l'espace des difféomorphismes. Sur cet ouvert, 

il y a donc une dichotomie parfaite entre les dynamiques « simples » et « compliquées ». 

La démonstration se ramène à l'étude d'ensembles dont le défaut d'hyperbolicité est 

concentré sur un fibre linéaire invariant de dimension 1. Aucun vecteur de ce fibre n'est 

contracté ni dilaté par les itérés de l'application tangente. Les techniques habituelles 

de dynamiques différentiables reliées à l'existence d'exposants de Lyapunov non nuls 

ne s'appliquent donc pas et nous les avons remplacées par l'étude d'objets de nature 

plus topologique : les modèles centraux. 

Dans le cas conservatif, on s'attendrait à ce que pour un ouvert dense de difféomor

phismes, il existe une orbite périodique hyperbolique ayant une intersection homocline 

transverse. En topologie C 1 , c'est une conséquence du théorème établi avec Arnaud 

et Bonatti énoncé ci-dessus. En régularité plus grande, des résultats partiels existent 

sur les surfaces : Zehnder a montré' [204] que tout point elliptique est approché par 

un point périodique hyperbolique ayant une intersection homocline transverse. Plus 

généralement, les difféomorphismes ayant une intersection homocline transverse sont 

denses dans presque toute classe d'homotopie de difféomorphisme conservatif C r , 

r > 1, voir [117,118,135,162]. 

1.3.3. Hyperbolicité partielle. — Une approche possible pour montrer la conjec

ture de Palis consiste à étudier les difféomorphismes génériques qui ne sont pas ap

prochés par des tangence homoclines ou par des cycles hétérodimensionnels. Il s'agit 

alors de montrer que chaque classe de récurrence par chaînes est un ensemble hyper

bolique. 

Nous avons obtenu un résultat dans cette direction : chaque classe de récurrence 

par chaînes A vérifie une propriété d'hyperbolicité partielle. Plus précisément, il existe 
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une décomposition T\M = Es © Ec 0 Eu du fibre tangent unitaire. Es et Eu sont 
uniformément contractés et dilatés. La partie centrale Ec est moins contractée ou 
dilatée que les fibres extrêmes ES,EU. De plus, sa dimension est au plus égale à 2 
(lorsqu'elle est de dimension 2, elle se décompose à nouveau en deux fibres Ec = E\ © 

E% de dimension 1). Un tel difféomorphisme est appelé dans ce cadre difféomorphisme 

partiellement hyperbolique. 

J'ai démontré que les difféomorphismes loin des bifurcations homoclines peuvent 

être approchés par des difféomorphismes partiellement hyperboliques. Wen avait ob

tenu précédemment une version locale de ce résultat en s'appuyant sur le lemme de 

sélection de Liao. 

Théorème. — Tout difféomorphisme peut être approché dans Diff1 (M) par un difféo

morphisme partiellement hyperbolique ou par un difféomorphisme ayant une tangence 

homocline ou un cycle hétérodimensionnel. 

Pour achever la démonstration de la conjecture de Palis, il faudrait montrer que 

pour ces difféomorphismes partiellement hyperboliques, les fibres centraux de dimen

sion 1 sont uniformément contractés ou dilatés. C'est ce qu'ont réussi Pujals et Sam-

barino dans le cas des difféomorphismes de surface. Dans le cas de fibres centraux 

extrêmes (i.e. lorsque Es ou Eu est dégénéré) leur argument se généralise (le cas 

où Ec est de dimension 1 a été traité par Pujals et Sambarino; j'ai traité le cas 

d\m(Ec) = 2 avec E. Pujals). 

Addendum. — Les difféomorphismes partiellement hyperboliques du théorème précé

dent peuvent être choisis pour satisfaire la propriété additionnelle suivante : pour 

chaque classe de récurrence par chaînes qui n'est pas un puits ou une source, les 

fibres extrêmes ES,EU sont non dégénérés. 

1.3.4. Hyperbolicité essentielle. — Il peut être plus facile d'étudier l'hyperbo-

licité des parties attractives de la dynamique. En dimension 3, Pujals a établi sous 

certaines hypothèses que tout difféomorphisme ayant un attracteur non hyperbolique 

peut être approché par un difféomorphisme ayant une tangence homocline ou un cycle 

hétérodimensionnel. 

Un difféomorphisme / est essentiellement hyperbolique si / et f~x possèdent un 

nombre fini d'attracteurs hyperboliques dont l'union des bassins est dense dans M. 

De façon équivalente, en restriction à un ouvert dense de M on ne distingue pas la 

dynamique de / de celle d'un difféomorphisme hyperbolique. 

Le résultat suivant a été obtenu en collaboration avec E. Pujals. 

Théorème. — Tout difféomorphisme peut être approché dans Diff1 (M) par un difféo

morphisme essentiellement hyperbolique ou par un difféomorphisme ayant une tan

gence homocline ou un cycle hétérodimensionnel. 
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1.4. Structure de l'espace des dynamiques 

La décomposition de la dynamique générique a permis la formulation de nom

breuses questions, présentées dans ce texte (voir aussi l'exposé de Bonatti [22]). Une 

des directions de recherches actuelles consiste à structurer l'espace des difféomor

phismes et à classifier les divers types de comportements de la dynamique. Une telle 

approche avait déjà été proposée par Smale [172,183]. 

1.4.1. Phénomènes et mécanismes. — Les énoncés présentés dans les para

graphes précédents ont un objectif commun que l'on peut formuler de la façon sui

vante. 

Problème (Pujals). — Structurer Vespace des difféomorphismes en phénomènes et mé

canismes. 

Plus précisément, ces énoncés fournissent deux ouverts disjoints Up, Um d'union dense 

dans l'espace des difféomorphismes et caractérisant deux types de dynamiques très 

différents. 

- Up est l'ouvert associé à un phénomène : pour tout difféomorphisme appartenant 

à une partie (G s parfois ouverte) dense de Up, il existe une description globale 

de la dynamique (dynamique Morse-Smale, hyperbolicité, hyperbolicité partielle, 

hyperbolicité essentielle, ...) 

- Um est l'ouvert associé à un mécanisme : pour tout difféomorphisme appartenant 
à une partie dense de ZYm, il existe une configuration semi-locale de la dynamique 
(une bifurcation) qui est à la fois très simple (par exemple elle se lit sur les orbites 
périodiques, elle peut être détectée numériquement), qui engendre des change
ments importants sur les dynamiques voisines (par exemple l'apparition d'un 
grand nombre d'orbites périodiques) et qui est une obstruction au phénomène 
associé à Up. 

1.4.2. Complexité des dynamiques génériques. — Les résultats récents sur 

la dynamique générique permettent d'imaginer une façon de structurer l'espace des 

difféomorphismes. Deux conjectures, impliquant toutes deux celle de Palis, résument 

l'essentiel des scénarios envisagés par les auteurs du sujet (voir [22] pour un exposé 

détaillé de différentes conjectures). 

La première constate que les seuls mécanismes connus engendrant une infinité de 

classes distinctes sont liées à l'existence de tangences homoelines (c'est le cas du 

phénomène de Newhouse pour lequel il existe une infinité de puits et de sources). 

Conjecture de finitude (Bonatti). — Les difféomorphismes loin des tangences homo

elines dans Diff1 (M) n'ont qu'un nombre fini de classes de récurrence par chaînes. 

La seconde implique également la conjecture de Smale et est propre à la régularité 

C1. Pour cette topologie, les méthodes pour obtenir un ensemble localement dense de 
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difféomorphismes présentant une tangence homocline font toutes intervenir des cycles 

hét érodimensionnels. 

Conjecture d'hyperbolicité (Bonatti-Diaz). — Tout difféomorphisme de Diff1 (M) peut 

être approché par un difféomorphisme hyperbolique ou par un difféomorphisme ayant 

un cycle hétérodimensionnel robuste. 

Bonatti propose de décomposer l'espace des difféomorphismes selon les critères 

suivants : 

- existence de tangences homoclines (dynamique critique), 

- existence de cycle hétérodimensionnel (dynamique hétérodimensionnelle), 

- nombre fini ou infini de classes de récurrence par chaînes (dynamique modérée 

ou sauvage). 

Par ailleurs, Bonatti et Diaz ont montré l'existence de dynamiques sauvages ayant 

une propriété remarquable : en renormalisant la dynamique contenue dans des disques 

périodiques, on obtient une famille de difféomorphismes dense dans l'espace des dif

féomorphismes du disque préservant l'orientation. Une telle dynamique est qualifiée 

& universelle. 

Si les deux conjectures précédentes sont vérifiées, l'espace des difféomorphismes est 

alors structuré en régions de complexité croissante : dynamique hyperbolique, modérée 

non critique, modérée critique, sauvage, dynamique universelle (voir la figure 2). Des 

exemples de dynamique pour chaque région seront donnés en sections 2.6, 6.10, 8.9 

et 9.6. 

universelles 

sauvages 

(critiques + hétérodimensionnelles) 

modérées critiques 
(critiques + hétérodimensionnelles) 

modérées hétérodimensionnelles 
(non critiques) 

hyperboliques 

au
tr

es
 ?

 

FIGURE 2. Structure de l'espace des difféomorphismes. 
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CHAPITRE 2 

DÉCOMPOSITION DE LA DYNAMIQUE 

Ce chapitre introduit les notations et les définitions que nous utiliserons dans la 

suite du texte. Nous nous plaçons sur une variété différentiable compacte sans bord 

M de dimension d. 

Nous présentons tout d'abord des notions de récurrence qui permettent d'analyser 

les systèmes dynamiques topologiques : la récurrence au sens des pseudo-orbites donne 

lieu au « théorème fondamental de la dynamique » de Conley. Nous travaillons ensuite 

avec des difféomorphismes et nous rappelons la notion d'ensemble hyperbolique. Nous 

renvoyons à [47,85,115,173,203] pour des exposés détaillés des propriétés des dyna

miques hyperboliques (stabilité, pistage, . . . ) . Nous définissons finalement ce qui sera 

pour nous un difféomorphisme hyperbolique. 

2.1. Récurrence : transitivité faible, transitivité par chaînes 

Soit / un difféomorphisme d'une variété différent iable compacte sans bord M munie 

d'une métrique riemannienne (1) 

Ensembles faiblement transitifs. — Un compact invariant K est transitif si pour 

tous ouverts U, V C M rencontrant il existe z G UC\K ayant un itéré positif fn(z), 

n > 1, dans V. 

Plus généralement, K est faiblement transitif si, pour tous ouverts U,V C M 

rencontrant K et tout voisinage W de K, la propriété suivante est satisfaite. 

(-<) Il existe un segment d'orbite {z, f(z),..., fn(z)} C W tel que z G U 

etf'\z) G V. 

1. Jusqu'en section 2.4, il suffirait de considérer un homéomorphisme d'un espace métrique com
pact. 
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Si K C M est un ensemble fermé, nous noterons x -<K y si pour tous voisinages U de 

x, V de y et W de K, la propriété (-<) a lieu. Nous écrirons x -< y pour x -<M y> Ces 

relations sont fermées mais ne sont en général pas transitives. 

U ensemble non-errant,Ws(x),est l'ensemble des points de M dont tout voisinage 

U intersecte l'un de ses itérés fn(U), n > 1, c'est-à-dire l'ensemble des points x 

satisfaisant x -< x. C'est un fermé invariant qui contient les ensembles faiblement 

transitifs. En particulier, il contient tous les points périodiques de / . Remarquons que 

la dynamique induite par / sur 0 ( / ) peut avoir des points errants. 

Ensembles transitifs par chaînes. — Nous introduisons une notion de récurrence 

plus grossière mais qui n'a pas les défauts de la précédente. 

Soit e > 0. Les e-pseudo-orbites de f sont les suites (xn)nei de M telles que la 

distance d(f(xn),xn+i) est strictement inférieure à e pour tout n G Z tel que n, n + 1 

appartiennent à / . 

Un ensemble i f C M est transitif par chaînes si pour tous x, y G K et tout e > 0 

la propriété suivante a lieu. 

(H) Il existe une e-pseudo-orbite {xo,..., xn} C K telle que n > 1, XQ = x et xn — y. 

Si K C M est un ensemble fermé, nous noterons x -\K y si la propriété (H) a lieu. 

Nous écrirons x H y pour x HM y- Ces relations sont fermées et transitives. De plus 

x -<K y implique x -\K y- Par conséquent les ensembles faiblement transitifs sont aussi 

transitifs par chaînes. 

On peut étendre la relation H aux ensembles transitifs par chaînes : on a K H K' 

s'il existe x G K et x1 G K' tels que x H x'. 

Un point est récurrent par chaînes si, pour tout e > 0, il appartient à une e-

pseudo-orbite périodique, c'est à dire si x H x. L'ensemble récurrent par chaînes 7l(f) 

est l'ensemble des points récurrents par chaînes. C'est un fermé invariant, contenant 

l'ensemble non-errant. En restriction à H(f), la dynamique de / ne possède que des 

points récurrents par chaînes. 

Les classes de récurrence par chaînes sont les classes d'équivalence de la relation 

symétrisée « x H y et y H x ». Elles sont fermées et elles coïncident avec les ensembles 

transitifs par chaînes maximaux. L'ensemble récurrent par chaînes est naturellement 

partitionné par les classes de récurrence par chaînes, par conséquent l'ensemble récur

rent par chaînes coïncide avec l'union des ensembles transitifs par chaînes. 

2.2. Théorème « fondamental » de la dynamique, filtrations 

Conley a démontré ce résultat très général (voir [51,165]). 

Théorème 2.1 (Conley). — Soit f un homéomorphisme d'un espace compact métrique 

M. Il existe une fonction continue h: M — R ayant les propriétés suivantes : 
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- h décroît le long des orbites de f et décroît strictement le long des orbites de f 

contenues dans M \ 7Z(f) ; 

- l'image de IZ(f) par h est totalement discontinue ; 

- h prend des valeurs distinctes sur des classes de récurrence par chaînes dis-

tinctes. 

Un ouvert U de M est attractif si f(U) est contenu dans U. Une fonction de 

Lyapunov^ h donnée par le théorème de Conley permet de montrer de nouvelles 

propriétés. 

- Pour tout point x 0 ^ ( / ) , il existe un ouvert attractif U tel que x appartient 

à U \ f(U) : l'ensemble récurrent par chaînes est donc la notion de récurrence 

raisonnable la plus faible. 

- Pour tout ensemble fini S de classes de récurrence par chaînes, il existe une 

suite emboîtée d'ouverts attractifs M = Uo D U\ 3> U2 D ••• D Uk = 0 , 

tels que Ui \ £/¿+1 contienne un élément de S et un seul pour chaque entier 

0 < i < k. 

Une suite emboîtée d'ouverts attractifs est appelée filtration de / . 

2.3. Ensemble stable par chaînes, quasi-attracteurs 

L'ensemble stable d'un point x G M est l'ensemble 

Ws(x) V G M, d(fn(x),fn(y)) 
n—»+oc 

0 

Par analogie, on introduit Y ensemble stable par chaînes d'un point x G 71(f) ou d'une 

classe de récurrence par chaînes de / : c'est l'ensemble des points y G M tels que 

pour tout s > 0 il existe des £-pseudo-orbites (yo,... ,yn) et ( xo , . . . ,xn) telles que 

yo — y, XQ — x et xn — yn. On le note pWs(x). (Le « p » signifie « au sens des pseudo

orbites»). On définit symétriquement V ensemble instable Wu(x) et Y ensemble instable 

par chaînes pWu(x). 

Les classes de récurrence par chaînes sont partiellement ordonnées par la rela

tion H. Un quasi-attracteur (on parle aussi parfois d'« attracteur faible ») est une 

classe de récurrence par chaînes qui est minimale pour l'ordre H, ou de façon équiva

lente qui coïncide avec son ensemble instable par chaînes. Il existe toujours au moins 

un quasi-attracteur (ce qui n'est pas le cas des attracteurs, i.e. des ensembles compacts 

invariants transitifs K admettant un voisinage U tel que K — Pin>ofn(U)). 

Si K est une classe de récurrence par chaînes, pour tout e > 0, l'ensemble des points 

que l'on peut atteindre depuis K par ^-pseudo-orbites est un voisinage attractif de 

K. Ceci montre la proposition suivante. 

2. Nous renvoyons à [18] pour une cjiscussion plus détaillée des décomposition de la dynamique 
par fonctions de Lyapunov. 
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16 CHAPITRE 2. DÉCOMPOSITION DE LA DYNAMIQUE 

Proposition 2.2. — Une classe de récurrence par chaînes est un quasi-attracteur si et 

seulement si elle possède une base de voisinages ouverts attractifs. 

Ces notions sont proches de la stabilité au sens de Lyapunov. On dit qu'un ensemble 

invariant K est stable au sens de Lyapunov s'il admet une base de voisinages U 

positivement invariants, i.e. satisfaisant f(U) C U. Un quasi-attracteur est une classe 

de récurrence par chaînes stable au sens de Lyapunov, mais la réciproque est fausse 

en général. 

2.4. Hyperbolicité 

Un ensemble K invariant par / est hyperbolique s'il existe une décomposition 

TKM = ES 0 EU du fibre tangent au-dessus de K en deux sous-fibrés linéaires inva

riants par l'application tangente D f et un entier N > 1 tels que pour tout x E K on 

a<3> 

(2.4.1) \Dxf\Es(x\\\ 
1 

e 
et \\Dxf — N 

Eu(x) 
1 
e 

La dimension du fibre stable est appelée indice de K ^ . 

Un ensemble compact invariant est hyperbolique à indice variable s'il admet une 

partition en ensembles hyperboliques. 

L'ensemble stable Ws(x) (resp. instable Wu(x)) d'un point x appartenant à un 

ensemble hyperbolique est une sous-variété injectivement immergée de M, tangente à 

Es(x) (resp. Eu(x)). 

Une orbite périodique hyperbolique est un puits (resp. une source ) si son ensemble 

stable (resp. instable) contient un voisinage de l'orbite. Dans les autre cas, on dit que 

l'orbite périodique hyperbolique est une selle. 

2.5. Classes homoclines 

Deux orbites périodiques hyperboliques 0\, O2 sont dites homocliniquement re

liées^ si la variété stable de Oi coupe transversalement la variété instable de Oj 

pour Ws(x), = (1,2) et (i, j) = (2,1). En particulier, leurs indices coïncident. 

La classe homocline H(0) d'une orbite périodique hyperbolique est l'adhérence de 

l'ensemble des points d'intersection transverse entre les variétés stables et instables 

de O. En utilisant le lemme d'inclinaison (le « À-lemma », voir [115, proposition 2.5]) et 

le théorème homocline de Smale (voir [115, théorème 2.3]), Newhouse a montré [111] 

3. Nous pouvons bien sûr remplacer e par n'importe quelle constante strictement supérieure à 1, 
mais nous avons fait ce choix par cohérence avec la définition de l'exposant de Lyapunov (section 6.5). 

4. Certains auteurs appellent au contraire indice la dimension du fibre instable. 
5. On devrait dire transversalement homocliniquement reliées. 
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que c'est aussi l'adhérence de l'ensemble des orbites périodiques hyperboliques homo-

cliniquement reliées à O. La classe homocline H(0) est dite triviale lorsqu'elle est 

réduite à O. 

Remarquons que les classes homoelines de deux orbites périodiques hyperboliques 

distinctes peuvent s'intersecter sans coïncider. Chaque classe homocline H(Q) est un 

ensemble compact invariant transitif. Plus précisément, il existe toujours au moins 

une mesure de probabilité invariante ergodique dont le support coïncide avec H(0) 

(voir [4, théorème 3.1]). 

2.6. Difféomorphismes hyperboliques 

Un difféomorphisme satisfait V axiome A si l'ensemble non-errant 0 ( / ) est hyper

bolique et coincide avec l'adhérence Ver(f) des points périodiques de / . D'après le 

théorème de décomposition spectrale de Smale, il existe une décomposition disjointe 

« ( / ) Ws(x), Ks 

en ensembles hyperboliques compacts transitifs localement maximaux w , appelés en

sembles basiques de f. Chaque ensemble Ki est une classe homocline et réciproque

ment toute classe homocline de / est un ensemble basique. 

Un difféomorphisme qui satisfait l'axiome A possède un cycle s'il existe une suite 

d'ensembles basiques KiY,... ,Kir tels que Wu(Kij) et Ws(Kie) se rencontrent hors 

de Q(f) lorsque j G { 1 , . . . , r — 1}, £ — j +1 et lorsque (j,£) = (r, 1). Lorsque / n'a pas 

de cycle,H(f) = H(f) et les ensembles basiques sont aussi les classes de récurrence 

par chaînes de / . 

Réciproquement, on montre facilement à l'aide du lemme de pistage qu'un difféo

morphisme dont l'ensemble récurrent par chaînes est hyperbolique vérifie l'axiome A 

et n'a pas de cycle. Ceci justifie la définition suivante (7). 

Définition 23. — Un difféomorphisme / G Diff1 (M) est hyperbolique si IZ(f) est hy
perbolique, ou de façon équivalente s'il satisfait l'axiome A et n'a pas de cycle. 

Puisque l'ensemble récurrent par chaînes varie semi-continûment supérieurement 
avec / , les difféomorphismes hyperboliques forment une partie ouverte de Diff1 (M) . 

Exemples 2.4 

1. Un difféomorphisme hyperbolique pour lequel 1l(f) coïncide avec M est un dif

féomorphisme d'Anosov. C'est le cas du difféomorphisme du tore T1 = M2/Z2 

induit par l'action de l'automorphisme linéaire ( \ \ ) . 

6. Ki est localement maximal s'il possède un voisinage U tel que Ki = nnezfn(U). 
7. Cette définition n'est pas standard. On lit en général « difféomorphisme axiome A sans cycle ». 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



18 CHAPITRE 2. DECOMPOSITION DE LA DYNAMIQUE 

2. Le temps 1 du flot associé au champ de gradient d'une fonction de Morse 

h: M —>> R est un difféomorphisme hyperbolique : les ensembles basiques sont 

les points critiques de h. Lorsque toutes les valeurs critiques de h sont simples, 

—h est une fonction de Lyapunov au sens du théorème 2.1 de Conley. La figure 3 

montre une filtration associée. 

FIGURE 3. Filtration pour le temps 1 du flot associé au gradient d'une 
fonction de Morse. 

Smale a donné [176] une généralisation de l'exemple précédent. 

Définition 2.5. — Un difféomorphisme / G Diff1 (M) est Morse-Smale si 71(f) est 

fini, hyperbolique et si pour tous points x, y G 7£(/), l'intersection Ws(x)nWu(y) est 

transverse : pour tout point z dans l'intersection, TZM = TzWs(x) -f- TzWu(y). 

L'ensemble des difféomorphismes Morse-Smale est ouvert [128]. 
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CHAPITRE 3 

TECHNIQUES DE PERTURBATION, GÉNÉRICITÉ 

Afin d'obtenir des propriétés satisfaites par des ensembles denses de difféomor

phismes, il est naturel de s'intéresser aux propriétés des difféomorphismes génériques. 

La difficulté pour montrer qu'une propriété est générique reste bien souvent la densité : 

elle requiert de savoir perturber dans Diff1 (M) . 

Nous introduisons dans ce chapitre une technique de perturbation d'orbites en 

topologie C 1 , due à Pugh. Elle permet d'obtenir par un argument combinatoire (que 

nous pensons plus simple que l'argument initial de Pugh [143,150]) le lemme de 

fermeture de Pugh (le « closing lemma »). Elle permet également d'obtenir les autres 

résultats de connexion d'orbites, en particulier le lemme de connexion d'Hayashi (le 

« Connecting lemma ») présenté en fin de chapitre. 

Le lemme de fermeture est particulièrement important puisqu'il assure l'existence 

d'orbites périodiques pour les difféomorphismes C1-génériques : un grand nombre 

de propriétés dynamiques s'énoncent ou se démontrent en s'appuyant sur les orbites 

périodiques. 

3.1. Notions de généricité, de robustesse 

Un ensemble de difféomorphismes est Cr-générique, pour r > 0, s'il contient un 

Gs dense de Diff r (M). Une propriété est C r-générique si elle est satisfaite par un 

ensemble C r-générique. 

Puisque Diffr (M) est un espace de Baire, une intersection dénombrable de parties 

C r-génériques est encore C r-générique. 

Un difféomorphisme / G Diffr (M) vérifie une propriété de façon robuste si cette 

propriété est satisfaite par tous les difféomorphismes proches de / . 

3.2. Mise en transversalité : difféomorphismes de Kupka-Smale 

L'une des premières propriétés de généricité a été montrée par Kupka et 

Smale [87,178]. En appliquant le théorème de transversalité de Thom (disponible 
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en régularité Ck, k > 1), on peut perturber tout difféomorphisme pour supprimer 

les points fixes non hyperboliques. Plus généralement, on obtient le théorème suivant 

(voir [125]). 

Théorème 3.1 (Kupka-Smale). — Chaque espace Diff f c(M), > 1 contient un G$ dense 

formé de difféomorphismes vérifiant les deux propriétés suivantes. 

- Toutes les orbites périodiques de f sont hyperboliques. 

- Pour tous points périodiques p,q de f, les variétés stables Ws(p) et instables 

Wu(q) sont transverses, i.e. TxW
s(p) +TxW

u(q) = TXM pour tout x G Ws(p) fl 

Wu(q). 

Un difféomorphisme vérifiant ces deux propriétés est appelé difféomorphisme 

Kupka-Smale. En particulier pour tout N > 1, l'ensemble de ses points périodiques 

de période inférieure à N est fini. 

3.3. Perturbation ponctuelle de la différentielle : le lemme de Franks 

Voici un résultat élémentaire, souvent utilisé pour modifier la différentielle d'un 

difféomorphisme le long d'une orbite périodique, sans changer l'orbite. 

Théorème 3.2 (Lemme de Franks [62]). — Pour tout voisinage U de f e Diff1 (M) , il 

existe e > 0 avec la propriété suivante. 

Pour tout point p e M et toute application linéaire A: TPM —y Tf^M telle que 

||Dpf — A|| < e, il existe un difféomorphisme g G tel que : 

- / et g coïncident en p et hors d'un voisinage arbitrairement petit de p ; 

Dpg = A. 

Ce résultat permet de rendre hyperbolique une orbite périodique par petite pertur

bation C1. Avec le même argument, on peut aussi « linéariser » un difféomorphisme 

au voisinage d'un point, c'est-à-dire fixer une métrique riemannienne et demander que 

g coïncide au voisinage de p avec l'application expy-Q^ o^loexp" 1 . Ce résultat est bien 

sûr propre à la topologie C1. 

3.4. Modification élémentaire d'une orbite 

On souhaite fréquemment modifier une orbite d'un difféomorphisme / . Dans les 

cas les plus simples, on considère deux points proches x , y G M, et l'on cherche un 

difféomorphisme g proche de / pour lequel l'image de x n'est plus f(x) mais f(y). Le 

support de la perturbation g est l'ensemble (ouvert) des points z tels que f(z) ^ g(z). 

On contrôle la taille du support à l'aide du lemme élémentaire suivant (voir [14]). 

Lemme 3.3 (Perturbation élémentaire). — Pour tout voisinage U d'un difféomor

phisme f G Diff1 (M) , il existe 6 > 1 et ro > 0 vérifiant la propriété suivante : pour 
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3.5. MODIFICATION PROGRESSIVE D'UNE ORBITE : LE LEMME DE PUGH 21 

tous points x , y G M, contenus dans une boule B(zir) de rayon r < r U ; il existe g Ehi 

envoyant x sur f(y) et coïncidant avec f hors de la boule B(z,0.r). 

Pourquoi travailler en topologie C1 ?— Une telle perturbation s'obtiendrait très fa

cilement en topologie C° avec un support localisé autour d'un chemin quelconque 

joignant x k y. Les régularités supérieures font apparaître des contraintes sur la taille 

du support de perturbation. 

En topologie C 1 , si l'on cherche une perturbation g de l'identité vérifiant g(x) — y 

et \\Dg - Id | pour tout point z = g(z) on obtient : 

\\y~A\ = \\(9(x)-x) (9(z)-z)\\ <e.\\x-z\\ 

Le support de la perturbation contient donc une boule de rayon e~1.d(x,y). Le 

lemme 3.3 nous montre en revanche que la taille du support ne dégénère pas aux 

petites échelles : l'uniformité de 0 par rapport au couple (x, y) sera essentielle pour 

les utilisations futures. 

En topologie supérieure, on perd cette uniformité. Ceci explique pourquoi les dé

monstrations des énoncés perturbatifs que nous présentons dans les sections suivantes 

sont spécifiques à la topologie C 1 , ainsi que les difficultés que l'on a à perturber en 

régularité Ck, k > 2. 

Quelle est la difficulté à travailler en topologie C1 ?— La constante 6 dans le 

lemme 3.3 explose lorsque le voisinage U décroît. Ceci constitue la principale diffi

culté des perturbations en topologie C 1 . Si l'on suppose par exemple que x est un 

itéré futur de y, on peut espérer utiliser le lemme 3.3 pour fermer l'orbite de x. Cette 

idée simple ne fonctionne pas en général puisque le support risque de contenir un 

itéré futur de y antérieur à x et la perturbation risque de briser la connexion entre y 

et x. On voit ainsi l'intérêt de travailler avec des perturbation de support aussi petit 

que possible. 

3.5. Modification progressive d'une orbite : le lemme de Pugh 

Pugh a élaboré une technique de perturbation en topologie C1 qui permet de sup

poser la constante 6 du lemme 3.3 petite, quelle que soit la taille des perturbations. 

L'idée est de répartir la perturbation dans le temps : le difféomorphisme / peut être 

perturbé successivement dans des domaines U, f(U),..., fN~l(U) disjoints. Puisque 

l'on travaille désormais avec de grands itérés de la dynamique, le domaine U suppor

tant la perturbation subit une déformation et ce sont maintenant des ellipsoïdes qui 

jouent le rôle des boules apparaissant au lemme 3.3. Il sera plus commode par la suite 

de travailler avec des parallélépipèdes. On introduit donc la définition suivante. 

Définition 3A. — Si ip: V —>> Rd est une carte de M, nous appelons cube de (p tout 

ensemble C C V tel que (f(C) soit l'image d'un cube [—a,a]d par une translation 

de Rd ; la quantité a > 0 est le rayon du cube. Si le cube homothétique à ip(C) 
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de rayon (1 + s).a et de même centre est encore contenu dans <p(C), nous noterons 

(1 + -0 .C sa pré-image par (p. 

Voici l'énoncé fondamental permettant les modifications d'orbites en topologie C1. 

Théorème 3.5 (Lemme de perturbation, Pugh). — Pour tout voisinage U de f e 

Diff1 (M) et tous e,r] > 0, il existe un entier N > 1 et, en tout point p G M, une 

carte (p: V Rd avec la propriété suivante. 

Pour tout cube (1 + e).C de ip, disjoint de ses N — 1-premiers itérés, et tous points 

x,y G C, il existe g EU vérifiant : 

- 9N(x) = fN(y) ; 
- g coïncide avec f hors de l'union des fk((l + avec 0 < k < N ; 

- pour tout 0 < k < N, le point gk(x) appartient à fk((l -f f ).C) ; 

- g et f coïncident sur fk((l + s).C) pour 0 < k < N hors d'une boule centrée 

en gk(x) et de rayon inférieur à rj fois la distance entre fk((l + f ).C0 et le 

complémentaire de fk((l +s).C). 

Remarque 3.6. — La perturbation g de f est obtenue en composant des pertur

bations élémentaires, (au sens du lemme 3.3) centrée aux différents points Qk(x), 

/c = 0 , . . . , i V - l . 

C'est essentiellement cet énoncé que l'on retrouve dans les différents travaux trai
tant du « lemme de fermeture » de Pugh (voir [92,96,143,145,150]). La version que 
nous donnons ici est légèrement plus uniforme (en particulier TV ne dépend pas du 
point p) et correspond à [24, théorème A.2] (voir aussi [193]). Pour la démonstration, 
il suffit de travailler avec la suite d'applications linéaires Dpf

k: TPM —» Tfk^M, 

k > 0. En effet, le support de la carte y est choisi très petit de sorte que les premiers 
itérés de / sur V sont proches d'une suite d'applications linéaires. La preuve initiale 
de Pugh a été simplifiée par Mai [97] (voir aussi [14]). Nous renvoyons à [196] pour 
une démonstration digeste de ce théorème. 

3.6. Fermeture d'orbites : le « closing lemma » 

Nous pouvons déduire du théorème 3.5 le célèbre « closing lemma » de Pugh. 

Théorème 3.7 (Lemme de fermeture, Pugh). — Pour tout voisinage U de f e Diff1 (M) 

et tout p GH(f )U existe g EU pour lequel p est un point périodique. 

A notre connaissance, il n'y a pas dans la littérature de démonstration directe du 

théorème de Pugh à l'aide du lemme de perturbation (par exemple, la démonstra

tion de [150] requiert de modifier la géométrie des cubes de perturbation). Nous en 

proposons une, de nature combinatoire. 
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Démonstration. — Fixons e > 0 tel que (1 + e)L < §, L = 3d, où d est la dimension 

de la variété. La constante r\ ne jouera pas de rôle et sera prise égale à \ . Considérons 

un entier N > 1 et une carte <p: V —» Rd au voisinage de p, donnés par le théorème 3.5 

appliqué à un voisinage Uo de / plus petit que U. Nous pouvons supposer que p n'est 

pas périodique et donc que V est disjoint de ses N — 1 premiers itérés. 

Puisque p est non-errant, il existe deux points #o, Vo proches de p tels que xo soit 

un itéré futur de i/o- Nous considérons deux cubes CQ et Co = | .Co de ip tels que Co 

contienne xo et yo. Soit V l'ensemble (fini) des itérés intermédiaires entre Xo et yo 

contenus dans V. Nous construisons 

- des paires (xk,yk) de points de V tels que Xk est un itéré futur de yk, 

- des cubes Ck de <p tels que le cube Ck = \-Ck contienne Xk et yk, 

de sorte que Ck soit contenu dans Ck-i et de rayon moitié. 

La construction se fait par récurrence (voir la figure 4). Puisque V est fini, elle 

s'arrête en temps fini. Nous allons voir que l'arrêt correspond à l'existence de points 

x, y G Co fl V et d'un cube C de (p tels que : 

1. x = fl(y) pour un entier t > 1 ; 

2. x, y appartiennent à C = \.C ; 

3. les itérés intermédiaires fs(y),0<s<t n'appartiennent pas à (1 + e).C. 

§Cfc 

-Ck 

Ck+i 

FIGURE 4. Construction des cubes Ck. 

Le théorème 3.5 permet alors de trouver un difféomorphisme go G Uo tel que x est 

périodique. Puisque x est arbitrairement proche de il existe g EU conjugué à go 

tel que p est périodique. 

Il reste à expliquer comment construire (xfc+i, £/ah-I5 C^+I ) à partir de (xk,yk,Ck). 

Le triplet T(0) = (xk,yk,Ck) vérifie les propriétés 1 et 2. S'il ne vérifie pas 3, il 

existe un itéré z(l) intermédiaire entre Xk et yk qui appartient à (1 -\-è).Ck- Le triplet 

T( l ) = (xfc,z(l),(l + e).Ck) vérifie alors les propriétés 1 et 2. On peut répéter la 
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construction tant que Ton ne parvient pas à satisfaire aux trois propriétés. On obtient 

ainsi une suite de triplets T(j) = (xk,z(j),(l + s)j.(%) pour 0 < j < L. Puisque 

(1 4- s)L < §, les points z(j) appartiennent tous à f.Cfc. Le cube |Cfc est réunion de 

3d cubes de rayon moitié du rayon de C*. Puisque L = 3d, il existe donc deux points 

z(j) et z(f) qui sont contenus dans un même de ces cubes, noté Cfc+i. Nous notons 

Xk+i et yk+i ces points et posons Cfc+i = 2Cfc+i. 

3.7. Exemple de démonstration de généricité : le théorème de densité de 
Pugh 

Nous montrons à présent comment déduire un résultat de généricité (ici le théorème 

de densité de Pugh [144]) d'un énoncé perturbatif. 

Corollaire 3.8 (Pugh). — Il existe un G$ dense Q de Diff1(M) tel que Vensemble des 

points périodiques de tout difféomorphisme f G Q est dense dans Vensemble non-errant 

H(f) 

La démonstration utilise la propriété classique suivante des espaces de Baire 

(voir [88]). Ceci généralise un énoncé classique sur l'ensemble des points de continuité 

des fonctions réelles semi-continues. 

Proposition 3.9. — Soit B un espace de Baire, X un espace compact métrique et 

h: B —> IC(X) une application semi-continue intérieurement ou semi-continue su

périeurement, à valeur dans Vespace des sous-ensembles compacts de X, muni de la 

topologie de Hausdorff. Alors, l'ensemble des points de continuité de h contient un G$ 

dense de B. 

En d'autres termes, 

- si pour tout ouvert U de X, Vensemble {b G S , h(b) HU ^ 0 } est ouvert, alors 

pour tout bo dans un G$ dense de B et pour tout voisinage U de h(bo), Vensemble 

{b G B, h(b) C U} est un voisinage de bo ; 

- si pour tout ouvert U de X, l'ensemble {b G /3, h(b) CU} est ouvert, alors pour 

tout bo dans un Gs dense de B et pour tout voisinage U de h(bo), l'ensemble 

{b G fi, h(b) fl U 0 } est un voisinage de bo. 

Démonstration du corollaire 3.8. — Soit Qo C Difï1(M) un Gs dense de difféomor-

phismes dont les points périodiques sont tous hyperboliques (donné par le théorème 3.1 

de Kupka-Smale). C'est un espace de Baire. Soit P: DIS1 (M) K{M) l'application 

qui associe à tout difféomorphisme / l'adhérence Ver(f) de ses points périodiques. 

Chaque point périodique possède une continuation hyperbolique et par conséquent P 

est semi-continue inférieurement. D'après la proposition 3.9 et le théorème de Baire, 

l'ensemble de ses points de continuité contient un G s dense Q de Diff (M) . 

Pour / G G nous devons montrer que P(f) et î î ( / ) coïncident. Nous avons bien sûr 

l'inclusion P(f) C î î ( / ) . Considérons un point x G 0 ( / ) et un voisinage ouvert U de 
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P(f). Le lemme de fermeture donne l'existence d'un difféomorphisme go G Diff1 (M) 

proche de / tel que x est périodique. Par perturbation (donnée par le lemme de 

Pranks, théorème 3.2), on peut supposer que x est hyperbolique; l'orbite de x peut 

donc être suivie par perturbation, il existe donc g G Go proche de go et de / ayant 

un point périodique arbitrairement proche de x. Puisque P(g) C /7, on en déduit que 

x appartient à U. Le voisinage U étant arbitraire, ceci permet de conclure x G P(f). 

Par conséquent f2(/) = P(f). • 

3.8. Connexions d'orbites : le « Connecting lemma » 

Considérons deux points périodiques hyperboliques p, q et supposons que la variété 

instable de p et la variété stable de q aient un point d'accumulation commun z. Peut-

on par perturbation C1 créer une orbite hétérocline entre p et q? Cette question se 

pose naturellement lorsque l'on cherche à caractériser les difféomorphismes structu

rellement ou ^-stables (voir [76]) et a été contournée dans ce cadre par Mahé [103]. 
Lorsque z n'est pas périodique, la réponse a finalement été apportée par Hayashi [74] 
trente ans après la démonstration du lemme de fermeture. 

Théorème 3.10 (Lemme de connexion, Hayashi). — Soit U un voisinage de f G 

Diff1 (M) etp,q,z trois points tels que : 

- les ensembles d'accumulation des orbites future dep et passée de q contiennent z ; 

- le point z n'est pas périodique. 

Il existe alors g EU tel que q est un itéré futur de p. 

Ce résultat est également démontré dans [15,197]. Il a eu de nombreuses consé
quences, voir par exemple [15,16,31,49,65,75,106] et la section 4.3. L'hypothèse que 
z n'est pas périodique sert dans la démonstration à placer en z un cube perturbatif 
(fourni par le lemme de Pugh, théorème 3.5) disjoint d'un grand nombre d'itérés. 

Pourquoi est-il plus difficile de connecter que de fermer ?— Les lemmes de fermeture 

et de connexion semblent proches. Si l'on reprend la démonstration du lemme de 

fermeture, on place en z une carte cp fournie par le théorème 3.5 et dont le support 

est disjoint de N — 1 premiers itérés. On considère un itéré futur p' = fn^(p) de p et 

un itéré passé q' = f~n^q\q) de q, proches de z. Comme pour le lemme de fermeture, 

nous ne pouvons pas directement perturber et construire un difféomorphisme g tel que 

gN(p') = fN(qf), puisqu'une telle perturbation risque de briser les segments d'orbites 

entre p et p' et entre fN(qf) et q : nous ne serions pas certains que q soit sur l'orbite 

positive de p. 

Fixons un voisinage V de z disjoint de ses N — 1 premiers itérés. L'idée naturelle 

serait de trouver comme dans l'argument combinatoire de la section 3.6, deux itérés 

intermédiaires x entre p et p' et y entre qf et q, et un cube C de la carte les contenant, 

tels que le cube (1 + e).C ne contiennent pas d'autre itéré de p ou de g. Pour cela, 
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nous devons considérer l'ensemble V de tous les itérés intermédiaires de p et q proches 

de z. Une difficulté nouvelle apparaît alors : nous devons sélectionner une paire de 

points de V, mais à la différence du lemme de fermeture, cette paire doit contenir à la 

fois un itéré de p et un itéré de q. Les points de V ne sont plus tous interchangeables 

et l'argument précédent ne fonctionne pas. 

La stratégie d'Hayashi. — L'argument d'Hayashi consiste à sélectionner plusieurs 

paires qu'il faudra connecter simultanément : on simplifie l'ensemble des retours V en 

effaçant certains points. Si une même orbite possède deux itérés (par exemple deux 

itérés fni(p) et fn2(p) de p) qui seraient trop proches relativement à leur distance 

à la second orbite, nous pouvons dans ce cas considérer que ces deux points sont les 

mêmes, oublier les itérés intermédiaires entre ces deux points et espérer qu'une petite 

perturbation permettra de les connecter. En répétant cet argument, on sélectionne 

un grand nombre de paires de retour et nous devons appliquer, pour chacune d'elles, 

une perturbation donnée par le lemme de Pugh (théorème 3.5). Une difficulté est de 

garantir que toutes ces perturbations ont des supports disjoints. 

Plus précisément, notons {po,Pi, • • • ,Pr} et { g _ s , . . . ,<?o} les itérés de p et de q 

proches de z, i.e. appartenant à l'ensemble P, et classés par ordre chronologique. 

On extrait ensuite une sous-suite de la forme (XQ, t/o, yi,..., X£, yt) de sorte qu'il 

existe pour chaque i un difféomorphisme gi = ipi o f qui satisfait gf (x^ = fN{yi). 

Le support de ^ est contenu dans un petit cube Ci proche de z et dans les N — 1 

premiers itérés de Ci. 

Supposons que : 

1. x0 =Po, Vt = qo, 

2. pour tout 0 < i < £, le point Xi+i est le premier retour de l'orbite de yi dans un 

voisinage de z. 

3. les supports des différentes perturbations sont deux à deux disjoints. 

En composant l'ensemble des perturbations gi de / , on obtient alors un difféomor

phisme g = ipo o • • • o ipN-i o f E U envoyant p sur q par itérations positives. 

Après perturbation, le segment d'orbite entre p et q est plus court que la pseudo

orbite initiale ( p , / ( p ) , . . . , / n ^ ( p ) = p'J(q') = rn{q)+\q),... J~\q),q), voir la 

figure 5. 

Le plus difficile est de choisir la sous-suite (xo, yo1 xi, yi,..., X£, yt). Elle s'obtient 

après deux sélections. 

Première sélection : les cubes quadrillés. — Nous pavons tout d'abord un voisinage 

de z par des cubes de la carte cp, comme illustré en figure 6. Le voisinage lui-même est 

un cube CQ et le cube central CQ — \.CQ du pavage contient z. Nous pouvons supposer 

que les itérés p' et q' de p et de g sont contenus dans CQ. Nous notons V l'ensemble 

des retours futurs de p et passés de q dans CQ. Le pavage permet de déterminer s'il y 

a accumulation de points de V dans une région du cube CQ. 
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V fN(V) 

P- df 

'JP'Î. 

J>2 

df 

df 

. s -

s -

df Q 

Avant perturbation. 

V fN(V) 

p xi 

Vi 

x2 

•vi 
xj 

'Vi 
Q 

Après perturbation. 

FIGURE 5. Combinatoire des perturbations réalisée par le lemme de connexion. 

df 

vi-

df 

Vi. 

FIGURE 6. Un cube quadrillé et la première sélection. 

Nous extrayons une première sous-suite (xLyLx\,y\,...,x'p,,y'pi) de (po? • • • jPr? 
H(f)H(f)cv satisfaisant les propriétés 1 et 2 ci-dessus, de sorte que 

- pour tout 0 < i < t!, les points x\ et y[ appartiennent à une même tuile T{ du 

pavage de CQ, 

- chaque tuile du pavage contient au plus une paire (x^y^). 

Nous avons utilisé ici de façon essentielle que les points p' et q' appartiennent à une 

même tuile du pavage. La suite extraite est représentée en figure 6. 
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En appliquant le lemme de Pugh (théorème 3.5), on définit alors une suite de 

perturbations g[ telles que (g[)N (x'i) — fN(yfi). Elle ne permet pas de conclure la 

démonstration : si Xi,yi appartiennent à une tuile T du pavage, le support de la 

perturbation gi est contenu dans le cube (1 -f- e).T et dans ses N — 1 premiers itérés. 

S'il existe deux perturbations g^g'j associées à deux tuiles adjacentes, les supports 

des perturbations correspondantes risquent de s'intersecter et nous ne pouvons pas 

composer les perturbations. 

Seconde sélection : les raccourcis. — Supposons que le support de deux perturbations 

g[ et g'j définies ci-dessus se chevauchent (remarquons que les supports peuvent être 

disjoints dans Cq et se chevaucher dans des itérés fk(Co) pour certains 0 < k < N). 

Cela implique que les points (x^y^) (dans la tuile Ti) et les points (x'-^y'-) (dans la 

tuile Tj) ont des images proches pour un itéré fk. Nous fixons un tel entier k et nous 

supposerons i < j . 

Afin de résoudre le conflit, nous remplaçons les deux perturbations g'^g'j qui en

voient respectivement x\ sur fN(y[) et xfj sur fN(yfj), par une seule perturbation 

envoyant x'{ sur fN(y'j) (figure 7) : il suffit pour cela de conserver la perturbation g[ 

sur les itérés fe(Co) pour 0 < £ < fc, de conserver la perturbation g1- sur les itérés 

f£(Co) pour k < £ < iV, et d'utiliser sur fk(Co) une perturbation élémentaire qui en

voie g'iix'j) sur 9fkj+1{y'j)' À l'issue de cette construction, on efface les paires de points 

intermédiaires (x's,y's) avec s G {z + 1 , . . . , j — 1} de la suite (x'Q, y0,x[,y[,..., xf£,,y'£,), 

pour obtenir une nouvelle pseudo-orbite qui joint p à q. En d'autres termes, nous avons 

réalisé un raccourci au sein de la pseudo-orbite obtenue après la première sélection. 

sd y'j 

Vi 

A-

Conflit. 

y'j 

Nouvelle perturbation. 

FIGURE 7. Un raccourci. 

Les supports des perturbations g\ et g'j sont contenus dans des boules de rayon 

7} fois plus petites que les distances d(dTild((l + e).Ti)) et d(dTjJd((l H- e).Tj)) res

pectivement. En ayant choisi e et 77 suffisamment petits, on en déduit que les tuiles 

Ti et Tj sont adjacentes et que le support de la nouvelle perturbation reste petit par 

rapport aux tailles des tuiles T^Tj et de leur N premiers itérés. 
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Nous poursuivons ces modifications tant que subsistent des conflits entre perturba

tions. Remarquons qu'à chaque fois qu'un conflit est levé, nous obtenons une nouvelle 

perturbation de support légèrement plus grand que le support des perturbations pré

cédentes. Par conséquent le support de la nouvelle perturbation peut à son tour ren

contrer le support d'une troisième perturbation g'k. On peut se demander si le nombre 

de conflits successifs que l'on rencontre peut être arbitrairement grand, de sorte que 

le support de la perturbation finale devienne bien plus important que la taille de la 

tuile initiale T{. 

Ce n'est pas le cas : nous contrôlons a priori la taille des perturbations si bien que 

les conflits qui apparaissent sont toujours associés à des tuiles adjacentes à la tuile 

initiale T\. Puisque a géométrie du pavage est uniforme, le nombre de tuiles adjacentes 

à Ti est borné (par 4d) et partant de la perturbation initiale g'i il y aura au plus Ad 

conflits à résoudre. Si l'on choisi la constante 77 suffisamment petite, le support de la 

perturbation que l'on obtient après Ad conflits reste petit par rapport à la taille de la 

tuile Ti, justifiant ainsi le contrôle a priori des perturbations (voir la figure 8). 

sd 

y'k 

sd • 4 

Nouveau conflit. 

•y'j 

x'k 

Plus aucun conflit. 

FIGURE 8. Le nombre de conflits est borné. 

Après traitement des différents conflits, nous obtenons une nouvelle pseudo-orbite, 

une nouvelle suite (po = xo, yo,%i, Vi, • • •, X£, ye = qo) et une collection de perturba

tions (gi) dont les supports sont deux-à-deux disjoints et telle que pour tout i on ait 

H(f)H(f)H(f) 

3.9. Espaces de perturbation 

Les perturbations réalisées dans la preuve du lemme de Pugh et des différents 

lemmes de perturbations qui en découlent sont une succession de perturbations élé

mentaires données par le lemme 3.3 et de supports disjoints. 

Cette remarque permet de travailler en restant dans des sous-espaces S de 

Diff1 (M), pourvu que les deux propriétés suivantes soit vérifiées. 

- Le lemme 3.3 de perturbation élémentaire s'applique au sein de S. 
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- Tout difféomorphisme / G S possède une base de voisinages U C S flexibles, i.e. 

satisfaisant pour tous difféomorphismes fti, h2 G Diff1 (M) tels que les perturba

tions •/ o h\ et / o /i2 de / aient des supports disjoints : 

/ о hi G U et / о h2 G U f о hi о ft2 G U. 

En particulier, le lemme de Pugh reste vrai si l'on travaille avec des difféomor

phismes conservatifs {i.e. préservant une forme volume ou symplectique), ou même 

avec des difféomorphismes de classe Cr, r > 1, pourvu que la topologie considérée 

soit la topologie C1. 

3.10. Problèmes 

Il existe très peu de résultats perturbatifs en classe Cr, r > 1. 

Question 3.11. — Existe-t-il un lemme de fermeture en régularité supérieure ? 

Des difficultés ont été mises en évidence [70,78-80,146]. Des cas particuliers ont 

été traités [147], ainsi que le cas des flots sur les surfaces [71,72,133]. 
On peut se demander quels résultats persistent pour la dynamique des endomor-

phismes, i.e. des applications différentiables non injectives. Wen, Rovella et Sambarino 

ont étendu le lemme de fermeture à ce cadre [167,191], mais le lemme de connexion 

n'est pas connu. 

Question 3.12. — Existe-t-il un lemme de connexion pour les endomorphismes ? 

Pour les difféomorphismes, le lemme de connexion reste valide lorsque z est pério
dique, si son orbite est hyperbolique, ou plus généralement s'il n'y a pas de résonance 
non triviale entre ses valeurs propres (voir la remarque 4.2 plus bas). Il serait intéres
sant pour les applications de ne plus avoir d'hypothèse sur le point z. 

Question 3.13. — Le lemme de connexion reste-t-il vérifié lorsque le point z est pé

riodique ? 

Hayashi a montré [75] un « make or break lemma » : si l'orbite future de x et 

l'orbite passée de y ont un point d'accumulation commun z, on peut alors perturber 

la dynamique en topologie C1 pour disjoindre ces ensembles d'accumulation, ou bien 

pour que y soit un itéré de x. 

La technique que nous avons présentée utilise très peu la dynamique globale et 

permet d'espérer une version sur une variété M ouverte. En l'absence de compacité, 

le lemme de connexion est en général faux [149], mais Arnaud a donné une version 

non compacte [15] sous l'hypothèse additionnelle que l'orbite du point z a des points 

d'accumulation dans M. 
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CHAPITRE 4 

CONNEXIONS DE PSEUDO-ORBITES 

Nous présentons le lemme de connexion pour les pseudo-orbites démontré dans [24, 
105]. La démonstration nécessite de construire une section de la dynamique : on 

énonce pour cela un théorème d'existence de « tours topologiques », qui peut être 

utile pour d'autres applications (voir par exemple l'appendice A). 

4.1. Énoncé du lemme de connexion pour les pseudo-orbites 

Rappelons que si K C M est un ensemble compact et x,y G K deux points, 

nous notons x -\K y lorsque pour tout s > 0 il existe une e-pseudo-orbite ZQ = 

x, zi,..., zn = y avec n > 1 et contenue dans K. 

Théorème 4.1 (Lemme de connexion pour les pseudo-orbites, Bonatti-Crovisier ) 
Soit U un voisinage d'un difféomorphisme f G Diff1 (M) dont les points pério

diques sont hyperboliques. Pour tous points x,y £ M satisfaisant x H y, il existe une 

perturbation g ElA de f et n > 1 tels que gn(x) = y. 

Remarques 4.2 

1. Si l'on considère un ensemble compact K tel que x -\K y, alors pour tout voisi
nage W on peut demander que la perturbation g soit à support dans W. 

2. Dans [105], nous avons affaibli l'hypothèse sur le difféomorphisme. Il suffit de 

supposer que pour toute orbite périodique, il n'y a pas de résonance non triviale 

au sein des valeurs propres de module 1. 

Plus précisément, pour toute orbite périodique, il n'y a pas de valeur propre 

qui soit racine de l'unité, les valeurs propres de module 1 sont simples, et il n'y 

a pas de relation de la forme 
s 

A0 A7 ' 
H(f) 

où les kj sont des entiers strictement positifs et les Ào, Ào, Ai, A i , . . . , Às, As sont 

des valeurs propres de module 1 toutes distinctes. 
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4.2. Idée de la preuve 

On ne peut clairement pas espérer connecter deux points liés par des pseudo

orbites en effectuant simplement une perturbation locale : nous allons devoir perturber 

indépendemment dans plusieurs régions en utilisant les cubes quadrillés fournis par 

la démonstration du lemme de connexion d'Hayashi. En s'assurant que les supports 

des différentes perturbations sont disjoints, la section 3.9 garantit que la perturbation 

finale reste petite. 

4.2.1. Les domaines de perturbations. — Considérons une carte cp: V —>> Rd. 

Un domaine quadrillé selon les coordonnées de (p est la donnée d'un ouvert U C V et 

d'une famille C de cubes de ip (appelés tuiles du domaine) tels que 

1. les intérieurs des tuiles sont deux à deux disjoints; 

2. l'union des tuiles de C est égale à U ; 

3. la géométrie du quadrillage est bornée, i.e. 

- pour chaque point, le nombre de tuiles qui le contiennent est uniformément 

borné (par 2 d ) , 

- pour toute paire (C, C") de tuiles adjacentes, le rapport de leurs rayons est 

uniformément borné (par 2). 

Par une construction standard, tout ouvert U C V peut être quadrillé selon les cor-

données de ip (voir la figure 9). 

FIGURE 9. Domaine quadrillé. 

Une pseudo-orbite (zo,...,zn) est à sauts dans les tuiles du domaine quadrillé 

(U,C) si pour tout 0 < i < n les points f(zi), Zi+i coïncident ou appartiennent à une 

même tuile de C. 
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4.2. IDÉE DE LA PREUVE 33 

Finalement, si l'on fixe un voisinage U C Diff1 (M) de / , un domaine quadrillé 

(17, C ) et un entier N > 1, on dit que (U,C,N) est un domaine de perturbation pour 

UM) si : 

1. U est disjoint de ses N — 1 premiers itérés par / ; 

2. pour toute pseudo-orbite (zo,..., zn) avec zo £ U et zn G fN(U) à sauts dans 

les tuiles C, il existe une perturbation g £ U de f k support dans U U f(U) U 
H(f)H(f)H(f) I et un entier m G { 1 , . . . , n} tel que gm(zo) = zn. 

Le lemme de perturbation de Pugh (théorème 3.5) et le lemme de connexion d'Haya-

shi (théorème 3.10) assurent l'existence de domaines de perturbation. 

Théorème 43 (Existence de domaines de perturbation). — Pour tout voisinage U de 

f, il existe un entier N > 1 et, en tout point p G M, il existe une carte cp: V —» Rd 

tels que pour tout domaine quadrillé (U,C) selon les coordonnées de V qui est disjoint 

de ses N — 1 premiers itérés, (U,C,N) est un domaine de perturbation de ( / ,W). 

Le fait que l'entier iV ne dépende pas du point p sera crucial dans la suite de la 

démonstration du théorème 4.1. 

4.2.2. Les tours topologiques. — Afin de traiter des pseudo-orbites arbitraires, 

nous devons être en mesure de construire une collection de domaines de perturbations 

deux à deux disjoints qui couvrent l'espace des orbites de la dynamique. Le résultat 

suivant permet de construire une telle section de la dynamique. 

Théorème 4.4 (Tours topologiques, Bonatti-Crovisier). — // existe K<I > 0 (ne dépen

dant que de la dimension d de la variété M) tel que pour tout m > 1 et tout difféo

morphisme f G Diff1 (M) n'ayant pas de point périodique non hyperbolique de période 

inférieure à tvd-nn, il existe un ouvert U C M et un ensemble compact D d U ayant 

les propriétés suivantes : 

- tout point qui n'est pas périodique de période inférieure à m possède un itéré 

dans D ; 

- les ouverts U,..., /m-1(t/) sont deux à deux disjoints. 

On peut choisir U pour que le diamètre de ses composantes connexes soit arbitraire

ment petit. 

La démonstration utilise le lemme de transversalité de Thom et se ramène à un 

problème combinatoire (exprimé en termes de coloriage). 

4.2.3. Lorsqu'il n'y a pas d'orbite périodique de petite période. — Le 

lemme de perturbation de Pugh donne un entier N > 1 et permet de couvrir la 

variété M par une famille finie de cartes ipii Vi —> №.d. Nous supposerons pour sim
plifier que / n'a pas de point périodique de période inférieure à 3nd.N. Fixons deux 
points x,y G M tels que x -\y. 
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Considérons un ouvert U disjoint de 3N — 1 itérés et un ensemble compact D C U 

donnés par le théorème 4.4. Quitte à remplacer U par fN(U) ou par f2N(U), les points 

x,y n'appartiennent pas à U, f(U),..., fN~1(U). Puisque les composantes de U sont 

de diamètre petit, nous pouvons supposer que chacune d'entre elles est contenue dans 

l'une des cartes V{. Finalement, nous quadrillons chaque composante de U selon une 

des cartes y>i et nous construisons ainsi : 

- une famille C7i , . . . , Us de domaines de perturbations tels que fk(Ui), f£(Uj) sont 

disjoints pour tous 0 < fc, £ < N et tous i ^ j , 

- une famille finie de tuiles T contenue dans l'union des tuiles des domaines Ui, 

1 < i < 5, 

telles que toute orbite rencontre l'une des tuiles de T. 

En travaillant plus, on obtient par un argument de compacité : 

- pour chaque tuile T G T, un ensemble compact A C Int(T), 

- un entier no > 1 et une constante £o > 0 tels que toute £o~pseudo-orbite de 

longueur no rencontre l'un des ensembles A. 

Considérons une e-pseudo-orbite x = z§,z\,. ..,zn — V- Si y n'est pas déjà un 

itéré positif de x, en prenant e > 0 suffisamment petit, nous pouvons supposer que 

la pseudo-orbite est de longueur supérieure à no- Nous pouvons différer les sauts de 

la pseudo-orbite (sur des intervalles de temps inférieurs à no) et supposer qu'il n'ont 

lieu qu'aux points appartenant aux ensembles compacts A. Si e a été choisi petit, ceci 

assure la propriété suivante. 

Lemme 4.5. — // existe une pseudo-orbite x = Zo, ..., zn = y entre x et y à sauts 

dans les tuiles des domaines quadrillés Ui,..., Us. 

Il ne reste plus qu'à perturber successivement dans chaque domaine de perturbation 

pour supprimer finalement l'ensemble des sauts de la pseudo-orbite et obtenir un 

segment d'orbite (en général plus court) qui joint x k y. 

4.2.4. Lorsqu'il y a des points périodiques. — En présence de points pério

diques de petite période, la tour topologique ne couvre plus l'ensemble des orbites. De 

plus, lorsqu'une orbite s'approche d'une orbite périodique, le temps de retour dans la 

tour peut devenir arbitrairement long. 

Dans ce cas, on utilise à nouveau que les points périodiques sont hyperboliques. 

Il existe une version du théorème 4.4 autorisant l'existence de points périodiques 

hyperboliques de petite période : il s'applique aux points qui n'appartiennent pas aux 

variétés invariantes des points périodiques de petite période. On rajoute de nouveaux 

domaines de perturbations qui couvrent des domaines fondamentaux des ensembles 

stables et instables des orbites périodiques de petite période. Le lemme 4.5 est encore 

vérifié, ce qui permet de conclure comme dans le cas précédent. 
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4.3. Conséquences immédiates 

Il existe un G$ dense de Diff1 (M) formé de difféomorphismes pour lesquels les 

propriétés suivantes sont vérifiées. 

a) Lieu de récurrence. — Les ensembles Ver(f), Q(f) et 7Z(f) coïncident. 

Il n'y a donc qu'une seule notion de récurrence. Rappelons que le lemme de ferme

ture de Pugh permettait déjà de conclure Ver(f) =H(f) 

b) Ordre dynamique. — Pour tout ensemble compact K, les relations ~<K et -\K 

coïncident. 

En particulier, les ensembles faiblement transitifs et les ensembles transitifs par 

chaînes coïncident ; les classes de récurrence par chaînes sont les ensembles faiblement 

transitifs maximaux. On en déduit aussi que la relation -<K est transitive (ce qui avait 

été montré précédemment par Arnaud [15], Gan et Wen [65]). 

c) Quasi-attracteurs. — L'ensemble des points dont l'ensemble uj-limite {i.e. l'en

semble des valeurs d'adhérence de son orbite future) est un quasi-attracteur contient 

un Gs dense de M. 

Les quasi-attracteurs sont exactement les classes de récurrence par chaînes stables 

au sens de Lyapunov. 

Une classe homocline H(p) est un quasi-attracteur si et seulement elle contient la 

variété instable de p. 

Ceci répond à une conjecture de Hurley [83] dans le cas C1 et améliore des résultats 

antérieurs de Arnaud [15], Morales et Pacifico [106]. 
Comme conséquence, une classe de récurrence par chaînes d'intérieur non vide est 

un quasi-attracteur à la fois pour / et f(1 

d) Classes homoelines et classes apériodiques. — Les classes de récurrence 

par chaînes contenant une orbite périodique sont des classes homoelines. 

Si O i , 0 2 sont deux orbites périodiques telles que 0\ H O2 et si l'indice de 0\ est 

inférieur ou égal à celui de O2, alors Wu(Oi) et WS(Û2) ont un point d'intersection 

transverse z : 

TZM = TzWu{Ol) TzWs(02). 

Les classes de récurrence par chaînes sans orbite périodique sont appelées classes 

apériodiques. 

On obtient facilement d'autres propriétés. 

- Toute composante connexe de Int(fî(/)) est entièrement contenue dans une classe 

homocline. 

- Deux classes homoelines sont toujours disjointes ou confondues. 

- Si deux orbites périodiques 0\ et O2 ont même indice et sont contenus dans une 

même classe de récurrence par chaînes, elles sont homocliniquement reliées. 
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3 6 CHAPITRE 4. CONNEXIONS DE PSEUDO-ORBITES 

- Si 0\ et O2 ont des indices différents et sont contenues dans une même classe 

de récurrence par chaînes, il existe une perturbation g G Diff1 (M) de f telle que 

les continuations hyperboliques de 0\ et O2 forment un « cycle hétérodimension

nel » : la variété instable de l'une rencontre la variété stable de l'autre (voir la 

section 9.2). 

Des versions antérieures plus faibles n'utilisant que le lemme de connexion d'Haya-

shi avaient été données par Arnaud [15], Bonatti et Diaz [31], Carballo, Morales et 

Pacifico [49], Gan et Wen [65]. 

e) Classes isolées. — Toute classe de récurrence par chaînes isolée dans TZ(f) est 

une classe homocline H(p). Pour tout difféomorphisme g proche de f, la classe de 

récurrence par chaînes contenant la continuation pg de p est encore isolée. 

Si f n'a qu'un nombre fini de classes de récurrence par chaînes, tout difféomor

phisme proche de f a le même nombre de classes que f. 

Une première version de ces propriétés avait été donnée par Abdenur [1,2]. 

4.4. Exemples 

Les exemples connus de dynamiques C1-génériques non hyperboliques ont lieu en 

dimension supérieure ou égale à 3. Nous en citons quelques-uns. 

a) Dynamiques robustement transitives. — Il existe des dynamiques non hy
perboliques ayant une unique classe de récurrence par chaînes (voir la section 6.10). 

Théorème 4.6 (Shub [170]). — // existe un ouvert non vide U C Diff 1 (T 4 ) de difféo

morphismes transitifs et non hyperboliques. 

Cet exemple est obtenu en modifiant un difféomorphisme d'Anosov. D'autres 

exemples similaires sur d'autres variété ont été donnés ensuite, voir [45, 98] 
et [39, chapitre 7]. Une autre méthode de construction, due à Bonatti-Diaz [30] 
consiste à perturber l'application « temps 1 » d'un flot d'Anosov ou à perturber le 

produit d'un difféomorphisme d'Anosov et de l'application identité d'une variété 

compacte. 

b) Cycles hétérodimensionnels. — L'obstruction à l'hyperbolicité dans l'exemple 

précédent provient de l'existence (dans une même classe de récurrence par chaînes) 

de points périodiques d'indices différents. De tels exemples existent également pour 

des dynamiques qui ne sont pas transitives (voir la section 8.9). 

Théorème 4.7 (Abraham-Smale [9], Simon [175], Bonatti-Dîaz [31]) 
Pour toute variété compacte M de dimension d > 3, il existe un ouvert non vide 

U C Diff1 (M) de difféomorphismes non transitifs et deux familles continues de points 
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périodiques hyperboliques (pg)gei(, {qg)g^u d'indices différents, ayant la même classe 

homocline pour tout g eU. 

La construction exploite le fait que l'ensemble stable d'un ensemble hyperbolique 

peut contenir des sous-variétés de dimension plus grande que la dimension du fibre 

stable. Le même résultat peut s'obtenir en utilisant les mélangeurs introduits par 

Bonatti et Diaz [30,31]. 

c) Phénomène de Newhouse. — Newhouse a construit [110,112] des exemples 

de difféomorphismes de surface C2-génériques ayant un comportement pathologique, 

aujourd'hui appelé phénomène de Newhouse : pour toute surface, il existe un ouvert 

non vide U de l'espace des difféomorphismes de classe C2 et un Gs dense G de U tel 

que tout difféomorphisme / e G possède une infinité de puits ou de sources. Bonatti 

et Diaz ont ensuite utilisé les mélangeurs pour obtenir le même résultat en topologie 

C1 sur les variétés de dimension supérieure ou égale à 3 (voir aussi la section 8.9). 

Théorème 4.8 (Bonatti-Diaz [31]). — Pour toute variété compacte M de dimension 

d > 3, il existe un ouvert non vide U C Diff1 (M) et un Gs dense de U formé de 

difféomorphismes ayant une infinité de puits et de sources. 

d) Classes apériodiques. — Bonatti et Diaz ont également montré que les classes 

apériodiques peuvent apparaître parmi les difféomorphismes C1-génériques (voir aussi 

la section 9.6). Leur construction montre aussi que l'on peut trouver des classes de 

récurrence par chaînes (des classes homoclines ainsi que des classes apériodiques) qui 

sont accumulées en topologie de Hausdorff par des classes de récurrence par chaînes 

non triviales (ce ne sont pas des orbites périodiques isolées) ; pour ces dynamiques 

l'ensemble des classes de récurrence par chaînes est non dénombrable. 

Théorème 4.9 (Bonatti-Diaz [32]). — Pour toute variété M de dimension supérieure 

ou égale à 3, il existe un ouvert non vide U C Diff1 (M) et un Gs dense de U formé 

de difféomorphismes ayant un nombre non dénombrable de classes apériodiques. 

Les classes apériodiques construites dans [32] sont Lyapunov stables pour f et f-1, 

i. e. il existe des voisinages ouverts arbitrairement petits £/, V de la classe apériodique 

vérifiant f(U) C U et f~l{V) C V. Une construction plus générale [25] permet 

d'obtenir des classes apériodiques pour des difféomorphismes contractant le volume. 

En particulier, ces classes ne sont pas Lyapunov stables à la fois pour / et f~l. 

e) Absence d'attracteurs. — Il est possible de garantir que tous les quasi-

attracteurs sont accumulés par des sources : dans ce cas, il n'y a pas de classe de 

récurrence par chaînes qui est un attracteur. 

Théorème 4.10 (Bonatti-Li-D.Yang [44]). — Pour toute variété M de dimension supé

rieure ou égale à 3, il existe un ouvert non vide U C Diff1 (M) et un Gs dense de U 
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formé de difféomorphismes n'ayant pas d'attracteur : il n'y a pas d'ouvert non vide 

attractif dont l'intersection des itérés est une classe de récurrence par chaînes. 

4.5. Problèmes 

Voici quelques questions formulées pour les dynamiques C1-génériques : nous de

mandons s'il existe un G$ dense de Diff1 (M) sur lequel on peut donner une réponse 

affirmative à chacune d'entre elle. (Il existe des ensembles maigres de difféomorphismes 

qui répondent négativement à chaque question.) 

a) Structure des classes apériodiques. — Rappelons que les classes homoelines 

sont toujours transitives. 

Question 4.11. — Les classes apériodiques sont-elles toujours transitives ? 

Les classes apériodiques décrites par [32] sont (voir la section 9.6) minimales et 

uniquement ergodiques (ce sont des odomètres). On peut se demander si c'est toujours 

le cas. 

b) Cardinalité de l'ensemble des classes de récurrence par chaînes 

Question 4.12. — Le nombre de classes de récurrence par chaînes peut-il être infini 

dénombrable ? 

Les difféomorphismes présentant le phénomène de Newhouse sont souvent des 
exemples de dynamiques pour lesquels la cardinalité de l'ensemble des classes de ré
currence par chaînes n'est pas connue : peut-il exister un difféomorphisme qui présente 
le phénomène de Newhouse et qui n'aurait qu'un nombre dénombrable de classes de 
récurrence par chaînes ? 

Récemment [140], Potrie a construit des exemples de dynamiques (localement gé

nériques) ayant un nombre infini de classes de récurrence par chaînes et dont toutes 

les classes, sauf un nombre fini de classes homoelines, sont contenues dans des surfaces 

localement invariantes. Si la conjecture de Smale (voir la section 9.8) est satisfaite, 

un tel difféomorphisme a un nombre infini dénombrable de classes de récurrence par 

chaînes et n'a pas de classe apériodique. 

c) Robustesse des classes isolées (1) — Une classe de récurrence par chaînes 

isolée dans 7Z(f) est une classe homocline H(p). Pour tout difféomorphisme g proche 

de / , la classe de récurrence par chaînes contenant la continuation hyperbolique pg 

de p est encore isolée et pour tout difféomorphisme proche appartenant à un G<5 

dense de Diff1 (M) , cette classe coïncide avec la classe homocline H{pg) (voir [1]). 

1. Un exemple récent [26] de classe homocline répond négativement à la question 4.13. Toutefois 
cette construction utilise l'existence d'ensembles stables et instables non-triviaux. La question se pose 
donc toujours pour les quasi-attracteur et en particulier pour les dynamiques globalement transitives. 
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Cette propriété deviendrait robuste si l'on parvenait à remplacer l'ensemble Gs par 

un ensemble ouvert. 

Question 4.13. — Pour toute classe homocline H(p) de f isolée dans 7Z(f), existe-t-il 

un voisinage U de f tel que H(pg) est encore isolée pour tout difféomorphisme g EU ? 

Ceci montrerait que les classe homoclines isolées sont des ensembles « robustement 

transitifs » au sens de [37]. 

d) Classes d'intérieur non vide 

Question 4.14. — Si M est connexe, une classe de récurrence par chaînes d'intérieur 

non vide coïncide-t-elle avec M ? 

Nous avons montré [5] que c'est le cas en dimension deux. C'est aussi le cas lorsque 

la classe est isolée (voir Abdenur-Bonatti-Diaz [7]). En dimension supérieure des ré

sultats partiels existent (voir [7], ou les travaux de Potrie et Sambarino [141,142]), 
lorsque la classe est partiellement hyperbolique ou admet certaines décompositions 

dominées (voir le chapitre 6). 

Une classe de récurrence par chaînes d'intérieur non vide est une classe homocline 

qui est stable au sens de Lyapunov pour / et f-1 Les classes apériodiques étudiées 

dans [32] sont stables au sens de Lyapunov pour / et f~x. Nous pouvons donc étendre 

la question précédente aux classes homoclines stables au sens de Lyapunov pour / et 

f-1 (voir [141]). 

e) Attracteurs. — Les exemples [44] de dynamiques sans attracteurs possèdent 
des attracteurs essentiels : ce sont des classes de récurrence par chaînes K ayant un 
voisinage U tel que l'orbite positive de tout point contenu dans un G s dense de U 

s'accumule dans K. De plus, l'union des bassins des attracteurs essentiels est dense 
dans la variété. 

Question 4.15. — Existe-t-il toujours un attracteur essentiel ? 

L'union des bassins des attracteurs essentiels contient-il un Gs dense de M ? un 

ensemble de mesure de Lebesgue positive ? de mesure de Lebesgue totale ? 

On peut aussi étudier les attracteurs essentiels. Remarquons que les classes apério

diques construites dans [32] sont des quasi-attracteurs dont le bassin est trivial. 

Question 4.16. — Une classe homocline qui est un quasi-attracteur attirent-elle un Gs 

dense d'un ouvert non vide de M ? est-elle un attracteur essentiel ? 

Un attracteur essentiel est-il toujours une classe homocline ? 

Une réponse affirmative à la première question répondrait également à la ques

tion 4.14. Nous donnerons des réponses à ces questions pour les dynamiques loin 

des tangences homoclines (section 10.11) et pour les dynamiques loin des tangences 

homoclines et des cycles hétérodimensionnels (chapitre 11). 
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f) Mélange topologique. — Pour les difféomorphismes hyperboliques / , Bowen 

a montré que chaque classe de récurrence par chaînes admet une décomposition en 

ensembles compacts disjoints K = X\ U X2 • • • U Xt telle que la restriction de f^ à 

chaque pièce Xi est topologiquement mélangeante : étant donnés deux ouverts non 

vides U,V de Xi, il existe no > 1 tel que fn(U) f)V ^ 0 pour tout n > n$. Pour 

un difféomorphisme générique cette propriété est clairement fausse sur les classes 

apériodiques données par [32] qui sont des odomètres. Nous demandons si elle est 

vérifiée sur les classes homoelines. 

Question 4.17. — Une classe homocline possède-t-elle une décomposition invariante 

K — X\ U • • • U Xi en ensembles compacts disjoints sur lesquels f* est topologiquement 

mélangeante ? 

Une réponse positive est donnée dans [8] pour les classes isolées. En particulier : 

un difféomorphisme générique transitif par chaînes d'une variété connexe est topo

logiquement mélangeant. Ceci résulte d'un lemme de fermeture avec contrôle de la 

période. 
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CONNEXIONS GLOBALES 

Le lemme de fermeture (théorème 3.7) permet de construire des points périodiques 
dans tout ouvert qui rencontre l'ensemble non-errant, mais il ne donne pas de contrôle 
sur le support des orbites périodiques créées. Dans ce chapitre, nous répondons à la 
question suivante. 

Étant donnés des ouverts Ui, £/2,.. ·, Un, peut-on perturber la dynamique et obtenir 
une orbite périodique qui rencontre tous ces domaines ? 

En s'appuyant sur le lemme de perturbation de Pugh, nous démontrons le lemme 
de fermeture ergodique de Mahé : lorsqu'il existe une mesure ergodique fi chargeant 
chaque ouvert, on peut créer une orbite périodique qui passe au moins une fraction 
de temps proche de /Jb(Ui) dans Ui pour tout i. 

Nous présentons également une propriété de pistage faible et donnons de nouvelles 
démonstrations de certains résultats issus de [52] : lorsqu'il existe un ensemble transitif 
par chaînes qui intersecte tous les Ui, on peut obtenir une orbite qui visite chacun de 
ces ouverts (mais nous ne contrôlons pas la statistique des visites). 

5.1. Approximation des mesures ergodiques par orbites périodiques : P« er-
godic closing lemma » 

Mahé a donné [99,102] une contrepartie mesurée du lemme de fermeture de Pugh. 

Théorème 5.1 (Lemme de fermeture ergodique, Mafté). — Soit U un voisinage de f e 
Diff^M) et fi une mesure de probabilité f-invariante. Alors \i-presque tout point 
x G M a la propriété suivante. Pour tout 5 > 0, il existe g E U et r > 1 tels que x 
soit T-périodique pour g et tels que pour tout 1 < k < r, on ait 

d(fk(x),gk(x))<6. 

En fixant le point x et en faisant tendre S vers 0, les orbites périodiques 
{x, g(x),... ,gr~1(x)} s'équidistribuent comme l'orbite de x sous / : lorsque ¡1 
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est ergodique, elles convergent donc faiblement vers ¡1. Ce résultat est amélioré 
dans [4, Proposition 6.1] par un contrôle des exposants des mesures périodiques (voir 
la section 6.5). 

Addendum 5.2 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). — On peut demander dans la conclusion 
du théorème 5.1 que le ieme exposant de Lyapunov de x pour g soit e-proche du ieme 
exposant de Lyapunov de ¡1 pour f. 

On en déduit un résultat de généricité (voir [4, théorème 3.8]). 

Corollaire 5.3. — Il existe un G$ dense G C DifT1(M) tel que toute mesure de proba
bilité ¡1 ergodique pour un difféomorphisme f E G est approchée faiblement par une 
suite de mesures invariantes portées par des orbites périodiques On de f. De plus, les 
orbites On convergent vers le support de \i en topologie de Hausdorff et le vecteur de 
Lyapunov de On converge vers le vecteur de Lyapunov de la mesure ¡1. 

Nous donnons ci-après une démonstration du lemme de fermeture ergodique à partir 
du lemme de Pugh (théorème 3.5). Pour montrer l'addendum 5.2, nous choisissons un 
point x qui est régulier pour //, i.e. dont l'espace tangent admet une décomposition 
TXM — El®- - -®Ek satisfaisant le théorème d'Oseledets (voir la section 6.5). Dans une 
carte autour de x, la différentielle DxgT peut s'écrire sous la forme PoDxfT, où P est 
une isométrie de M.d que l'on peut choisir dans un voisinage de l'identité. On prendra 
P de sorte que pour tous i < j , l'image Dxgr.Eij de l'espace Eij = Ei® · · · 0 Ej est 
dans un cône uniforme autour de Eij. Pour une période r suffisamment grande, ceci 
garantit que les exposants de Lyapunov de x pour f et g sont proches. 

Démonstration du lemme de fermeture ergodique (théorème 5.1) 
Il suffit de fixer S > 0 et de montrer que ^-presque tout point x G M satisfait la 

conclusion du théorème 5.1 pour cette constante ô. 
Nous pouvons supposer que /x n'est pas supportée par une orbite périodique : ¡1-

presque tout point p appartient au support de ¡1 et n'est pas périodique. Fixons L > 1 
tel que (3/2)L > 2d+1 et e > 0 pour que (1 + e)L < § et posons rj = \. Le lemme de 
Pugh (théorème 3.5) pour f~l nous donne un entier N > 1 et une carte (p: V —> Ed 
au voisinage de p, telle que <p(V) coïncide avec le cube standard Co = (—1, l)d et telle 
que les N premiers itérés de V par f~l soient disjoints et de diamètre inférieur à 5. 
On note v — (f*fjb. Soit X l'image par (p des points x E V qui vérifient la conclusion 
du théorème. On doit montrer que u(X) — V(CQ). 

Comme avant, les cubes de Rd que nous considérons sont des images du cube 
standard [— 1, l]d par une homothétie-translation. Un bon cube C est un cube de Co 
vérifiant (1 + e).C C Co et v(C) > |^((1 + e).C). Dans ce cas, il existe un ensemble 
ayant mesure plus grande que \v{C) formé de points x G (p~l{C) dont le premier 
retour fT(x) dans (p~l{{\ + e).C) est contenu dans (^"^(C). On peut alors appliquer 
le lemme de perturbation de Pugh (théorème 3.5) au cube ip~l{C) de la carte (p 
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pour obtenir un difféomorphisme g G U tel que / et g coïncident le long de l'orbite 
{x,..., fT~N(x)} et gT(x) = x. En particulier v{X D C) > \v{C). 

Supposons par l'absurde que l'ensemble Co \ X soit de mesure non nulle. On fixe 
£ > 1 grand et on considère le pavage de Co par des cubes d'intérieurs deux à deux 
disjoints et de taille 2~e. Par régularité de la mesure z/, on peut trouver une collection 
C de cubes du pavage qui approxime Co \ X · 

- d'une part 2.C C Co pour tout C G C ; 
- d'autre part l'union Y des cubes C et l'union Y des cubes 2.C pour C £ C 

vérifient : 

(5.1.1) y(Y M X) u(Y\X). 

Remarquons que l'on peut « séparer » les cubes de la famille C : il existe une partition 
de C en 2d familles de cubes tels que pour tous cubes C\, C2 appartenant à une 
même famille, les cubes 2.Ci, 2.C2 sont d'intérieurs disjoint. Pour l'une de ces familles, 
l'union des cubes est de mesure supérieure à 2~dv(Y), donc quitte à remplacer C par 
cette famille, (5.1.1) est toujours satisfaite et de plus, 

(5.1.2) Pour tous Ci,C2 G C, les cubes 2.Ci,2.C2 sont d'intérieurs disjoints. 

Nous utilisons maintenant le résultat suivant. 

Affirmation. — Pour tout cube C G C, il existe un cube C tel que : 

i) (1 + è).C C 2.C (et en particulier C CY); 

ii) C est un bon cube (et donc v(C' f i l ) > \v(C')); 

iii) i/(C") > 2~dv{C). 

Démonstration. — La preuve se fait par l'absurde : on construit par récurrence une 
suite de cubes (Cn)n>i satisfaisant Ci = C et 2.Cn C 2.Cn_i, v(Cn) > 2i/(Cn_i) 
pour tout n > 1. En particulier 2.Cn est contenu dans 2.C et la mesure des cubes Cn 
est supérieure à v(C) et croît exponentiellement avec n. C'est une contradiction. 

On construit Cn+i à partir de Cn de la façon suivante : on divise Cn en 2d cubes 
de même rayon et d'intérieurs deux à deux disjoints. L'un d'eux, noté C'n, est de 
mesure supérieure à 2~di/(Cn) > 2~dv(C). Les cubes {l + e)k.Cfn, 0 < k < L, vérifient 
donc (iii). Puisque (1 + e)L < 3/2, on a 2.(1 + e)LC'n C 2Cn. Les cubes (1 + e)k.C'n, 
0 < k < L, vérifient donc également (i). Par hypothèse, (ii) n'est donc pas satisfaite 
et on obtient pour tout 0 < k < L, 

2/3u((l + e)k+1C'n) v({l + e)kC'n). 

En posant Cn+i = (1 + s)LCn, ceci implique 

i/(C„+i) (3/2)Mc;) ; (3/2)L2-dv(Cn) : 2i/(C„). 

Ceci conclut la construction de la suite (Cn). 
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Si l'on applique Paffirmation à chaque cube C G C, on obtient donc un cube C 
contenu dans l'intérieur de 2.C. D'après (5.1.2) et (i), les cubes C sont deux à deux 
disjoints. En particulier, leur union Y' vérifie d'après (ii) et (iii) : 

v(YCiX) : v(YfnX] 
1 
2 

iz(y') 2"(d+1).z/(y). 

Ceci contredit (5.1.1). La mesure de X est donc pleine dans CQ. Ceci achève la dé
monstration du lemme de fermeture ergodique. • 

5.2. Approximation des ensembles transitifs par chaînes par orbites 
périodiques 

Il est naturel de se demander si l'on peut approcher un ensemble transitif par 
chaînes K par une orbite périodique, ou plus simplement par un segment d'orbite. 

Une difficulté : les raccourcissements d'orbites. — Si la dynamique est générique, on 
peut supposer que K est faiblement transitif. A l'aide du lemme de connexion, on 
peut assez facilement construire un segment d'orbite a qui visite trois points quel
conques x,y,z G K : puisque K est faiblement transitif, il suffit de connecter en y 
un segment d'orbite joignant x k y avec un segment d'orbite joignant y k z. Une 
difficulté apparaît lorsque l'on cherche à connecter plus de points : si l'on connecte a 
avec un segment d'orbite 7 joignant z à un quatrième point t G K, nous n'obtenons 
en général pas une orbite qui visite les quatre points x,y,z,t. En effet, si l'on applique 
le lemme de connexion, on obtient un segment d'orbite qui est souvent plus court que 
la concaténation des segments a et 7 (voir la section 3.8). 

Nous avons montré dans [52] que de telles connexions globales peuvent être réalisées 
en prenant plus de précautions. Comme pour les lemmes de connexion précédents, 
nous avons besoin d'une hypothèse technique, un peu plus faible cette fois, sur les 
orbites périodiques du difféomorphisme. 

(I) Pour tout entier To > 1, les points périodiques de période To sont isolés dans M. 

Nous disons qu'un ensemble fermé invariant K est une orbite faible si la relation 
-<K est un ordre total sur K, i.e. -<K est transitive et pour tous points x,y G K 
distincts on a a; y ou y x (on peut avoir les deux relations à la fois et il peut 
exister des points x G K tels que x -<K X n'ait pas lieu). Par exemple l'adhérence, 
d'une orbite est toujours une orbite faible. 

Théorème 5.4 (Lemme de connexion globale, Crovisier). — Soit U un voisinage d'un 
difféomorphisme f G Diff1(M) vérifiant (I). Pour tout f] > 0, les propriétés suivantes 
sont satisfaites. 

- Pour tout ensemble faiblement transitif K, il existe g EU et une orbite périodique 
O de g qui est à distance de Hausdorff de K inférieure à rj. 
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- Pour toute orbite faible K, il existe g G U et une orbite {gn(x)} de g dont 
Vadhérence est à distance de Hausdorff de K inférieure à n. 

On en déduit un lemme de pistage faible satisfait par les difféomorphismes 
C1-génériques. 

Corollaire 5.5 (Pistage faible). — II existe un Gs dense de Diff1(M) formé de difféo
morphismes vérifiant la propriété suivante. 

Pour tout S > 0 il existe s > 0 tel que toute s -pseudo-orbite Z — {zo,..., zn} est 
S-proche d'un segment d'orbite fini {x, f(x),..., /m(^)} pour la distance de Hausdorff. 

Si de plus Z est périodique (i.e. zn = ZQ), on peut choisir x périodique. 

En particulier, on obtient l'approximation des ensembles transitifs par chaînes par 
orbites périodiques. 

Corollaire 5.6. — // existe un Gs dense de Diff1(M) formé de difféomorphismes vé
rifiant les propriétés suivantes. 

- Un ensemble compact est transitif par chaînes si et seulement s'il est limite de 
Hausdorff d'une suite d'orbites périodiques. 

- Les classes apériodiques sont limites de Hausdorff de classes homoclines. 

Arnaud avait montré dans un travail antérieur [16] que pour un difféomorphisme 
C1-générique, les ensembles o;-limites sont limite de Hausdorff d'orbites périodiques. 

Le corollaire 5.5 donne aussi des informations sur la dynamique entre les classes de 
récurrence par chaînes : pour tout difféomorphisme C1-générique, si l'on considère une 
suite de classes de récurrence par chaînes Ki,..., Ks, vérifiant Ki H i^+i pour tout 
1 < i < 5, et des voisinages f7i,..., Us, il existe une orbite qui visite successivement 
chaque ouvert Ui. 

5.3. Démonstration du pistage faible 

La démonstration du théorème 5.4 est assez délicate puisqu'elle requiert de pertur
ber la dynamique en plusieurs endroits. Nous allons démontrer un résultat plus faible 
qui impliquera le corollaire 5.5. 

Théorème 5.7 (Pistage faible, Crovisier). — /7 existe un Gs dense G C DifT1(M) tel 
que, pour tout f G G, pour tout ensemble fermé K C M (non nécessairement inva
riant), pour tous points zi,..., zn G K vérifiant z\ -\K %2 ~ I K * * · %n, et pour tout 
5 > 0, il existe un segment d'orbite {x,..., /m(a:)} contenu dans le ô-voisinage de K 
qui rencontre chaque boule centrée en z\, 1 < i < s, de rayon Ô. 

Si de plus on a zn -\K Z\ , alors x peut être choisi périodique. 

Pour la suite, on introduira pour tout / G Diff1(M) l'ensemble Seg(/) des par
ties compactes de M (non nécessairement invariantes) qui sont limites de Hausdorff 
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d'une suite de segments d'orbite finis ainsi que l'ensemble pSeg(/) des parties com
pactes de M (non nécessairement invariantes) qui sont limites de Hausdorff pour 
tout e > 0 d'une suite de segments de e-pseudo-orbites finis. Finalement Per(/) (à 
ne pas confonde avec Ver(f)) désigne l'ensemble des parties compactes (invariantes) 
de M qui sont limites d'une suite d'orbites périodiques et pTrans(/) celles qui sont 
transitives par chaînes. 

Démonstration du corollaire 5.5 à partir du théorème 5.7. — Considérons / appar
tenant à l'ensemble résiduel Q donné par le théorème 5.7. Lorsque ô > 0 est fixé, 
il existe e > 0 tel que tout segment de e-pseudo-orbite est 5/2-proche d'un élément 
K de pSeg(/). D'après le théorème 5.7, il existe un segment d'orbite fini de / qui est 
5/2-proche de K pour la distance de Hausdorff. Ceci démontre la première partie du 
corollaire 5.5. 

Le même argument montre que pour e assez petit, toute e-pseudo-orbite périodique 
est 5/2-proche d'un élément K de pTrans(/). D'après le théorème 5.7, il existe une 
orbite périodique de / qui est S/2-proche de K pour la distance de Hausdorff. • 

Démonstration du théorème 5.7 : le cas non récurrent.. — L'application /1—> Seg(/) 
est semi-continue inférieurement sur Diff1(M) et la proposition 3.9 s'applique. Il existe 
donc un G<5 dense Q C Diff1 (M) de difféomorphismes qui sont des points de continuité 
de cette application, qui sont Kupka-Smale, et qui satisfont à la seconde propriété de 
la section 4.3 {-<K—~^K pour tout ensemble compact K). Nous considérons à présent 
un élément f G G- Nous montrons la première partie du théorème par récurrence sur 
n. Le cas n = 1 est évident. Remarquons aussi que nous pouvons toujours supposer 
que les points Zj appartiennent à des orbites distinctes (quitte à supprimer certains 
points) et supposer qu'ils ne sont pas périodiques (quitte à les remplacer par des 
points proches, puisque / est un difféomorphisme dont tous les points périodiques 
sont hyperboliques). 

Considérons n + 1 points Z\ ~\K ¿2 · · · zn+\ de K. Nous devons montrer 
qu'ils sont contenus dans un élément T G Seg(/) inclus dans K. Puisque / est un 
point de continuité de l'application g i-> Seg(g), il suffit de trouver pour tout ô > 0 
et tout voisinage U de / un difféomorphisme g G U ayant un segment d'orbite fini 7^ 
contenu dans le S-voisinage de K et rencontrant chaque boule B(zi, S), 1 < i < n + 1. 
Le lemme de perturbation de Pugh (théorème 3.5) appliqué kf,Uete = rj=^ 
nous donne un entier N > 1 et des paires de cubes Cj C Cj centrés en chaque point 
Zj, 1 < j < dont les N premiers itérés sont disjoints deux à deux et de diamètre 
inférieur à S. On choisit enfin 5' <C S tel que chaque boule B(ZJ,S') est contenue 
dans Cj. 

En appliquant l'hypothèse de récurrence, on obtient un segment d'orbite 7 = 
{fh(x)}o<k<L qui intersecte chaque cube Cj et qui est contenu dans le ô-voisinage de 
K. Soit alors CTQ = {fh(x)}o<k<N0 C 7 le plus petit segment d'orbite contenu dans 7 
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qui contienne x et rencontre chaque cube Cj, 1 < j < n; nous notons Cf = fN°(x) 
le point final de GQ. Remarquons que par minimalité de oo, les points fk(x) pour 
0 < k < NQ ne rencontrent pas le cube Cf contenant Cf- Il existe donc un itéré 
/€(C/)? £ < L — No, qui appartient à Cf. 

Puisque -<K=~^K pour / , il existe un segment d'orbite 7' = {/~m(y), . . . , y} 
contenu dans le ô-voisinage de K tel que f~m{y) appartient à Cf et y à la boule 
B(zn+i,S). On applique alors le lemme de connexion : il existe g G U tel que y est un 
itéré positif de Q. Les difféomorphismes f et g coïncident hors de Cf et de ses N — 1 
premiers itérés. Le segment d'orbite o~o n'a pas été modifié. On en déduit que y est 
un itéré positif de x et que l'ensemble jg des itérés compris entre x et y rencontre 
chaque boule B(ZJ,5) pour 1 < j < n + 1. Par ailleurs, le nouveau segment d'orbite 
est inclus dans l'union de 7, 7' et des N premiers itérés de Cf. Par conséquent, il est 
contenu dans le 5-voisinage de K. • 

Démonstration du théorème 5.7 : le cas récurrent.. — Nous montrons à présent la 
seconde partie du théorème : nous supposons Zj Zj+\ pour tout 1 < j < n et 
zn Z\. Quitte à considérer un Gs dense G plus petit, nous pouvons supposer que 
/ G G (dont tous les points périodiques sont hyperboliques) est un point de continuité 
de l'application g \-> Per(g). Il suffit donc de construire g G Diff1(M) proche de 
/ possédant une orbite périodique contenue dans le ^-voisinage de K qui intersecte 
chaque boule B(ZJ,Ô). Nous introduisons comme précédemment les cubes Cj C Cj. 
Nous supposerons de plus que chaque Cj est un cube quadrillé dont Cj est une tuile 
centrale (comme pour la section 3.8). 

D'après la première partie du théorème, il existe un segment d'orbite 7 — 
{fk(x)}o<k<L qui rencontre chaque cube Cj et qui est contenu dans le (5-voisinage de 
K. Nous considérons un segment d'orbite <to = {fk(x)}Li<k<Lf qui rencontre chaque 
cube Cj et qui est minimal (pour l'inclusion) pour cette propriété. Nous notons 
Ci = fLi (x) et Cf — fLf (x) ses points initial et final : ils sont chacun contenus dans 
un cube Ci et Cf. Nous montrons que, quitte à remplacer <7o par un autre segment 
minimal, nous pouvons supposer que 

a) Ci a un itéré négatif f~£i(Ci)j 0 < £i < Li, dans Ci, 
b) Cf a un itéré positif f£f(Cf), 0<£f<L — Li dans Cf. 

Supposons par exemple que a) n'est pas satisfait. Puisque 7 rencontre d et puisque 
<7o est minimal, il existe > Lf minimal tel que fLf (x) appartient à d et possède 
un itéré positif fif+Lf(x)1 L'j <£f + L'j < L, dans Ci. Il existe alors > Li tel que 
le segment cr'0 = {fk(x)}L'.<k<L' soit un nouveau segment minimal. Par construction 
la propriété b) est satisfaite par OQ. Si a) n'est toujours pas satisfaite, on répète cette 
construction. A chaque étape, Vf augmente et puisque 7 est fini, ce procédé doit 
s'arrêter : on obtient alors à la fois a) et b). 

Introduisons à présent un segment d'orbite 7' contenu dans le ô-voisinage de K et 
rencontrant les cubes Ci et Cf. La réunion de 7' et de 7 contient une pseudo-orbite 
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à sauts dans les tuiles de Ci et Cf et contenant ao. Par construction ao \ {Ci,C/} 
évite les cubes Ci et Cf et rencontre les autres cubes Cj. Nous pouvons donc, comme 
en section 4.2.1, perturber / et construire un difféomorphisme g E U possédant une 
orbite périodique qui contient ao et donc rencontre chaque cube Cj, Cette orbite est 
contenue dans le ô-voisinage de K. • 

5.4. Application : étude de la stabilité molle 

Un des buts des systèmes dynamiques consiste à décrire comment les invariants 
dynamiques varient lorsque l'on perturbe le système. Ceci conduit à la notion de 
stabilité. Puisque la stabilité structurelle et l'Q-stabilité (voir section 8.7) ne sont 
pas dense dans Diff1(M), d'autres formes de stabilité ont été proposées. En suivant 
une idée de Zeeman, Takens a introduit [186] une stabilité affaiblie. La stabilité 
structurelle a lieu lorsque l'espace des orbites est rigide ; la stabilité molle exprime 
que l'espace des orbites du système change peu lorsque l'on perturbe la dynamique. 

Par exemple, si /C(M) désigne l'espace des ensembles compacts de M muni de la 
topologie de Hausdorff, Takens montre le théorème suivant [186]. 

Théorème5.8 (Takens). — L'ensemble des points de continuité de chaque application 
f ^ Ver(f), f Q(f) et f ^ K(f) définies sur Diff^M) et à valeurs dans K(M) 
contient un Gs dense. 

Pour 7£(/), c'est une simple conséquence de la proposition 3.9. Pour Ver(f), c'est 
une conséquence du théorème 3.1 de Kupka-Smale et pour Q(f), c'est une conséquence 
du lemme de fermeture de Pugh (théorème 3.7) ^ \ 

Pour décrire comment M se décompose en orbites, on travaille dans l'espace 
JC(JC(M)) des familles fermées d'ensembles compacts de M et on introduit pour tout 
difféomorphisme / , 

Orb(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limite de 
Hausdorff d'adhérences d'orbite de / . 

Un difféomorphisme / est mollement stable (« tolérance stable » ) si c'est un point de 
continuité de l'application / i-> Orb(/) définie sur Diff1(M). 

Conjecture de stabilité molle (Zeeman). — L'ensemble des difféomorphismes molle
ment stables contient un Gs dense de Diff1(M). 

1. Remarquons que puisque génériquement dans Diff1 (M), on a 0(/) = 7£(/), il n'y a pas de 
C° Q-explosion, répondant ainsi au problème 19 de [126] : pour tout voisinage U de 0(/), tout 
homéomorphisme g suffisamment proche de / en topologie C° vérifie £l(g) C U. 
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À notre connaissance, cette conjecture reste ouverte, mais nous pouvons traiter des 
questions analogues. La structure de l'espace des orbites est décrite par les éléments 
suivants de /C(/C(M)) : 

Cl(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M, 

Per(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de 
Hausdorff d'orbites périodiques, 

fTrans(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont faiblement 
transitives, 

pTrans(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont transi
tives par chaînes, 

OrbF(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de 
Hausdorff de segments d'orbites finis, 

pOrb(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de 
£-pseudo-orbites pour tout s > 0 (parfois appelées orbites étendues de / ) . 

Les propriétés de stabilité correspondantes sont vérifiées. 

Proposition5.9. — L'ensemble des points de continuité des ensembles Cl(/), Per(/), 
fTrans(/), pTrans(/), OrbP(/) et pOrb(/) contient un Gô dense de Diff^M). 

Takens avait traité [186,187] le cas des ensembles Cl(/), Per(/) et pOrb(/). La 
proposition s'obtient par des arguments de semi-continuité. Pour Per(/), on utilise 
le lemme de fermeture et pour fTrans(/), on utilise le corollaire 5.6. 

Concernant la conjecture initiale de Zeeman, Takens a donné [187] le critère sui
vant. 

Théorème 5.10 (Takens). — Si Vensemble des difféomorphismes f tels que Orb(/) = 
pOrb(/) contient un G$ dense de Diff1(M)7 alors la conjecture de stabilité molle est 
vraie. 

Du théorème 5.4, on déduit que OrbF(/) = pOrb(/) pour un G$ dense de 
Diff1(M). La conjecture de Zeeman est donc reliée au problème suivant. 

Question 5.11. — A-t-on Orb(/) = OrbF(/) pour f dans un Gs dense de Diff 1(M) ? 

Le théorème 5.4 montre aussi que Per(/) = fTrans(/) = pTrans(/). 

5.5. Problèmes 

D'autres problèmes de connexion d'orbites restent ouverts et peuvent être intéres
sants pour des applications. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



50 CHAPITRE 5. CONNEXIONS GLOBALES 

a) Fermeture asymptotique 

Question 5.12 (Fermeture asymptotique). — Considérons un voisinage U de / G 
Diff1(M) et x un point de M. 

- Existe-t-il g £ U pour lequel x appartient à la variété stable d'une orbite pério
dique hyperbolique O ? 

- Peut-on demander de plus que les adhérences des orbites positives de x sous f et 
sous g restent proches en topologie de Hausdorff ? Que O et l'ensemble des valeurs 
d'adhérences de l'orbite positive de x sous f soient proches pour la distance de 
Hausdorff ? 

Une réponse positive impliquerait la densité des variétés stables et instables d'or
bites périodiques pour un difféomorphisme C1-générique (voir [41] pour une réponse 
partielle). Elle impliquerait également la conjecture de stabilité de Zeeman (voir [52]). 

b) Orbites avec visites rares 

Question 5.13. — Supposons que / vérifie une condition C1-générique et considérons 
un ensemble compact et transitif par chaînes A contenu dans une classe de récurrence 
par chaînes K. Fixons un point x G K \ A, un voisinage U de À et $ G (0,1). 

Existe-t-il une orbite périodique ayant un point proche de x et passant une propor
tion de temps supérieure à 6 dans U ? 

Un tel résultat permettrait d'étendre à toute la classe K certaines propriétés sa
tisfaites sur À. Voir la section 8.10. On renvoie à [65] pour d'autres problèmes de 
connexion d'orbite. 
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CHAPITRE 6 

HYPERBOLICITÉ NON UNIFORME 

Certaines propriétés connues pour les systèmes hyperboliques s'étendent à des 
classes plus générales de dynamiques. C'est l'objet par exemple de la théorie de 
Pesin [134] qui décrit la dynamique associée à une mesure ergodique dont aucun 
exposant de Lyapunov ne s'annule, pour des difféomorphismes de classe C1+e (les 
arguments ne se généralisent pas à la topologie C1, voir [148]). Nous présentons dans 
ce chapitre de tels résultats, non perturbatifs et valables en classe C1. 

6.1. Décomposition dominée 

Domination. — Considérons un ensemble invariant K dont le fibre unitaire tangent 
est la somme directe de deux sous-fibrés linéaires invariants par l'application tangente : 
TKM = E 0 F. C'est une décomposition dominée s'il existe un entier N > 1 tel que 
pour tout x G K et tous u E E(x), v E F(x) unitaires on a 

\DxfN.u 1 
e 

DxfN.v 

On dira aussi que la décomposition est N-dominée lorsque l'on souhaitera préciser 
l'entier N. La décomposition est non triviale si les dimensions de E et F ne sont pas 
nulles. On étend cette définition en considérant aussi des décompositions dominées 
ayant plus de deux facteurs. 

Propriétés. — Voici quelques propriétés des décompositions dominées (voir [39, 
appendice B]). 

- Tout ensemble invariant K possède une décomposition dominée TKM = E\ 0 
• · · 0 Et la plus fine : pour toute autre décomposition dominée TKM = E 0 F, 
il existe 0 < k < £ tel que E = (B^^ Ei et F = 0 ^ ! ^ ^ E{. 

- Les décompositions dominées s'étendent à l'adhérence de K. Elles passent à la 
limite : si (fn) est une suite de difféomorphismes convergeant vers / , si (Kn) 
est une suite d'ensembles compacts /n-invariants qui converge en topologie de 
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Hausdorff vers si chaque ensemble Kn porte une décomposition iV-dominée 
En^Fn telle que la dimension de En nè^dépende pas de n, alors les fibres En et Fn 
convergent vers des fibres E, F au-dessus de K qui induisent une décomposition 
iV-dominée TKM = E&F. 

- Si l'ensemble compact K possède une décomposition dominée E(&F pour / , tout 
ensemble contenu dans un voisinage de K et invariant par un difféomorphisme 
g proche de / possède également une décomposition dominée en sous-fibrés de 
mêmes dimensions que E et F. 

Hyperbolicité partielle. — Un ensemble K est dit partiellement hyperbolique s'il 
admet une décomposition dominée TKM = ES © EC © EU et un entier N > 1 tels 
que ES et EU soient respectivement Af-uniformément contractés et AT-uniformément 
dilatés {i.e. on a (2.4.1)) et ne soient pas tous deux triviaux. 

Les notions d'hyperbolicité, hyperbolicité partielle, décompositions dominées ne 
dépendent pas de la métrique riemannienne. Gourmelon a montré [68] que l'on peut 
toujours trouver une métrique pour que dans ces définitions l'hyperbolicité ou la 
domination se voient dès la première itération, i.e. en tout point x G K on a : 

sup \Dxf\Es(x)\ Dxf\Eu(x) 1. 

sup Dxf\Es(x) Df(x)fEc(f(x)) \Dxf\Ec(x) Df(x)fE^(f(x)) 1. 

6.2. Familles de plaques 

On peut associer à tout ensemble ayant une décomposition dominée une famille 
de sous-variétés qui généralise les variétés invariantes locales des ensembles hyperbo
liques. 

Définition 6.1. — Soit K un ensemble invariant avec une décomposition dominée 
TKM = F\ © E © F2. Une famille de plaques tangente à E est une application 
continue W : E —> M satisfaisant : 

- pour tout x e K, l'application induite Wx : Ex —> M est un plongement C1 pour 
lequel Wx(0) = x et dont l'image est tangente en x à Ex ; 

- (Wx)xeK est une famille continue de plongements C1. 
La famille de plaques W est localement invariante s'il existe p > 0 tel que pour tout 
x e l'image de la boule B(0,p) C Ex par / o Wx est contenue dans la plaque 

W/(x)-

D'après [82, théorème 5.5], il existe toujours des familles de plaques localement 
invariantes. 

Théorème 6.2 (Hirsch-Pugh-Shub). — Pour tout ensemble compact invariant K dont 
Vespace tangent possède une décomposition dominée TKM = E © F, il existe une 
famille de plaques localement invariante tangente à E. 
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Remarque 6.3 

a) En général, les plaques ne sont pas définies par une propriété dynamique. Par 
conséquent, deux plaques peuvent avoir des points d'intersection isolés et la fa
mille de plaques n'est pas unique a priori On ne demande pas non plus de 
tangence ou d'invariance locale aux points autres que x G K. 

b) On peut énoncer une version uniforme de ce résultat : il existe des voisinages U 
de K et U C Diff1(M) de / et une collection de familles de plaques (Wg)geu tan
gentes aux continuations (Eg)geu du fibre E et définies au-dessus des ensembles 
invariants maximaux (KG) de U tels que 

- (WgjX)geu,xeKg est une famille continue de plongements C1, 
- les familles de plaques sont uniformément localement invariantes : il existe 

p > 0 tel que pour tous g EU et x E KG, l'image de la boule 5(0, p) C E9JX 
par / o W9jX est contenue dans la plaque Wgl9(x) · 

c) Lorsqu'il y a une décomposition dominée TRM — F\ 0 E 0 F2 en trois fibres, 
on peut obtenir une famille de plaques localement invariante tangente k E en 
intersectant des familles de plaques localement invariantes tangentes à F\ 0 E et 
à E 0 F2 respectivement. 

d) Les plaques seront généralement de petit diamètre. 

6.3. Points hyperboliques 

Considérons un entier N > 1 et un ensemble compact invariant K muni d'une 
décomposition dominée TRM = E 0 F. 

Définition 6.4. — Un point x E K est N-hyperbolique le long de E si pour tout k > 0 
on a : k-l 

i=0 
\\Df*"(x)f\E B-k 

L'existence de points hyperboliques fait souvent appel au lemme de Pliss [136]. 
Dans le cas d'orbites périodiques, on obtient le résultat suivant. 

Proposition 6.5 (Conséquence du lemme de Pliss). — Pour tout ensemble invariant K 
ayant une décomposition dominée T^M — E 0 F, il existe p G (0,1) avec la pro
priété suivante. Pour tout N > 1 suffisamment grand et pour toute orbite périodique 
hyperbolique O = {x, . . . , fT(x) = x} de K satisfaisant 

(6.3.1) 
T-l 

¿=0 
\Df*(x)f\E dr 

Vensemble des points N-hyperboliques le long de E de O a une proportion supérieure 
à p. 
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Remarque 6.6. — Lorsque la condition (6.3.1) est également satisfaite pour les itéra
tions de Df~1 le long de F, on obtient des points simultanément hyperboliques le 
long des espaces E et F. 

En effet, on choisit un entier TV premier. On applique la proposition au fibre E et 
on considère un point x G O qui est TV-hyperbolique le long du fibre E. On applique 
ensuite la proposition au fibre F : il existe un point y E O qui est TV-hyperbolique 
le long de F pour Puisque TV est premier, on peut mettre y sous la forme 
y — f~kN(x). On choisit k > 0 minimal avec cette propriété. Le fait que les points 
fN(y)if2N(y)i- · ·> fkN(y) ne soient pas TV-hyperboliques le long de F implique par 
un argument facile : pour tout 1 < j < k, 

3 

¿=1 
\DfiN(y)f\FN e~j. 

La domination entre E et F entraîne alors (si TV est suffisamment grand), 

j 

¿=0 
DfiN(y)f\E :e~j 

pour tout 1 < j < k. Puisque x — fkN(y) est TV-hyperbolique pour E1, ceci est encore 
vrai pour tout k > 0. Par conséquent, y est simultanément TV-hyperbolique le long de 
E et F. 

6.4. Variétés invariantes 

Par un argument classique (voir par exemple [4, section 8]), tout point qui est 
TV-hyperbolique le long de E possède une variété stable tangente à E. 

Proposition 6.7. — Considérons un ensemble compact invariant K dont l'espace tan
gent possède une décomposition dominée TKM = E 0 F, une famille de plaques 
localement invariante W tangente à E et un entier N > 1. Il existe e,ô > 0 tels que 
pour tout point x e K qui est N-hyperbolique le long de E, l'ensemble 

WE(x) y e M, lim 
n—»+OO 

d(fn(y)Jn(x)) 
ene(Dxfn|E) -foc 

a les propriétés suivantes : 
- WE(%) est une sous-variété injectivement immergée tangente à E{x) et ne dépend 

pas de e ; 
- la boule B(0^ô) C Wx est contenue dans WE(X) et son image par fk est contenue 

dans Wfk(xj pour tout k > 0. 

L'ensemble WE{X) est appelé variété stable forte de x associée à E et noté Wss(x) 
lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le fibre E. On définit de façon symétrique la variété 
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instable forte WE(X) (encore notée Wuu(x)). Dans le cas de la décomposition ES(&EU 
d'un ensemble hyperbolique, la variété WES {X) coïncide avec l'ensemble stable Ws(x). 

Remarque 6.8. — On peut énoncer une version uniforme de ce résultat. 

Le résultat suivant découle des propositions 6.5 et 6.7 et peut servir à borner le 
nombre de classes homoclines d'un difféomorphisme. Il a été démontré initialement 
par Pliss [136] dans le cas d'une décomposition dominée triviale (TKM = E) pour 
majorer le nombre de puits d'un difféomorphisme. 

Corollaire 6.9. — Pour tout ensemble invariant K ayant une décomposition dominée 
TKM = E 0 F et tout entier N > 1, il existe k > 1 ayant la propriété suivante. 

Dans toute famille d'orbites périodiques {Oi,.. . ,Ofc} de K vérifiant pour tout 
l<i<k, 

(6.4.1) 
xeOi 

Dxf\E 
e-Card(Oi) 

et 
xeOi 

D f~N 
^xj\p 

• e-Card(0,) 

il existe au moins deux orbites Oi,Oj homocliniquement reliées. 

6.5. Mesures hyperboliques 

Si fi est une mesure de probabilité invariante sur M, le théorème d'Oseledets 
(voir [85, théorème S.2.9]) associe à //-presque tout point x G M une unique dé
composition invariante TXM — E\ 0 · · · 0 Es et des réels Ai < À2 < · · · < As tels que 
pour tout u G Ei \ {0} la quantité 

1 
n 

log Dxfn.u\ 

converge vers À* lorsque n tend vers ± 0 0 . 
On appelle V exposant de Lyapunov de x selon l'espace Ei et on lui affecte la 

multiplicité dim(Ei). La suite ordonnée des exposants de Lyapunov de /i, comptés 
avec multiplicité, est le vecteur de Lyapunov L(x,fï) de x. Lorsque /2 est ergodique, 
le vecteur de Lyapunov ne dépendent pas du point x. 

Considérons une mesure ergodique dont le support K ait une décomposition do
minée TKM = E 0 F. Alors l'exposant de Lyapunov maximal de ¡1 en restriction au 
fibre E est égal (voir [89]) à la limite 

v (µ, E) lim 
n—Y+OO 

1 
n 

log||D/̂ ||dM. 

La proposition suivante issue de [4] permet de construire des variétés invariantes en 
tout point régulier d'une mesure ergodique. Il permet de retrouver une partie de la 
théorie de Pesin lorsque la régularité du difféomorphisme est seulement C1 mais en 
présence d'une décomposition dominée. 
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Proposition 6.10 (théorème 3.11 de [4]). — Considérons une mesure ergodique dont le 
support K ait une décomposition dominée TKM = E@F. Lorsque l'exposant de Lya-
punov maximal de ¡1 en restriction au fibre E est strictement négatif, /^-presque tout 
point est hyperbolique le long de E et possède donc une variété stable forte tangente 
à E. 

Lorsque ¡1 est ergodique et que les exposants de Lyapunov sont tous non nuls en 
//-presque tout point, nous disons que \x est hyperbolique. 

6.6. Pistage généralisé 

Définition 6.11. — Fixons N > 1 et un ensemble invariant K muni d'une décomposi
tion dominée TKM = E 0 F. Un segment d'orbite {x, /(#),..., fn(%)} de longueur 
n = £.N > 0 contenu dans K est N-hyperbolique pour la décomposition dominée 
E 0 F si pour tout 1 < k < £ on a : 

k-l 

i=0 
Dfi-N(x)f\E E-k et 

k-l 

i=0 

Df(l-i). N(x)f-N e~k. 

Liao a démontré [91,96] le lemme de pistage suivant qui généralise le lemme de 
pistage classique de la théorie hyperbolique (voir aussi [63]). 

Théorème 6.12 (Pistage généralisé, Liao). — Soit K un ensemble invariant muni 
d'une décomposition dominée TKM = E 0 F. Fixons N > 1 et ô > 0. 

existe alors e > 0 tel que pour toute famille de segments d'orbites {xiJf(xi)1 
..., fni(xi)}, i G Z/sZ, contenus dans K, qui sont N-hyperboliques et satisfont 

Vi G Z/sZ, d(fni(xi), xi+1 E, 

il existe une orbite périodique {y, / ( y ) , . . . , fT(y) = y} de période r = ni -f- · · · -f ns 
telle que 

Vie {! , . . . ,«} et k G { 0 , . . . ,rii}, d{fni+...+ni_1+k{y)jk{x^ ô. 

Avec la proposition 6.10, ceci permet d'approximer les mesures ergodiques par des 
orbites périodiques. 

Corollaire 6.13. — Soit ¡1 une mesure ergodique dont le support K possède une dé
composition dominée non triviale TKM — E^F telle que les exposants de Lyapunov 
de ¡1 soient strictement négatifs le long de E et strictement positifs le long de F. 

Il existe alors une suite d'orbites périodiques hyperboliques (Oi)zGN Qui converge 
vers K en topologie de Hausdorff et dont les mesures induites convergent vers ¡1. 

De plus, il existe un entier N > 1 tel que (6.^.1) ait lieu pour tout i assez grand. 
En particulier, toutes les orbites Oi, sauf un nombre fini, sont homocliniquement liées 
et K est contenu dans leur classe homocline. 
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6.7. Lemmes de sélection 

Liao [95,96] (voir aussi [195]) et Mané [104] ont donné d'autres cadres où le lemme 
de pistage généralisé s'applique : la difficulté est de sélectionner des segments d'orbites 
hyperboliques. 

Théorème 6.14 (Lemme de sélection de Liao). — Considérons un ensemble compact 
invariant K muni d'une décomposition 1-dominée non triviale TKM = E 0 F et 
A G (0,1), tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites. 

- Tout sous-ensemble compact invariant de K contient un point x vérifiant pour 
tout n > 1 : n-l 

i=0 
Df\E(fl(x)) An 

- // existe un point y G K tel que pour tout n > 1 on ait : 

n-l 

i=0 
Df\E(f(y)) 1. 

Alors pour tous X- < A+ < 1 proches de 1, il existe alors dans tout voisinage de K 
une orbite périodique contenant un point p satisfaisant pour tout n>l: 

n 

k=0 
Df\E(fk(p)) An et 

n 

k=0 

Df\E(rk(p)) Xn 

En particulier, on peut trouver une suite de points périodiques homocliniquement reliés 
entre eux et qui converge vers un point de K. 

La conclusion de ce théorème et la domination entre les fibres E et F montrent 
que p est simultanément un point 1-hyperbolique le longs de et de F. 

Le lemme de sélection de Mané suppose que l'un des fibres de la décomposition est 
uniforme. 

Théorème 6.15 (Lemme de sélection de Mané). — Considérons un ensemble compact 
invariant K muni d'une décomposition 1-dominée non triviale TKM = E 0 F et 
À G (0,1) tels que 

- le fibre F est uniformément dilaté, 
- la dynamique restreinte à K n'a pas d'ouvert errant, 

et tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites. 
- Il existe un ensemble dense V C K de points x vérifiant : 

lim inf 
n—>oo 

n-l 

2=0 

Df/E(f-i(x)) 1/n A. 

- Il existe un point y G K tel que pour tout n > 1 on ait : 

n-l 

i=0 
Df\E(f(v)) 1. 

Alors, la conclusion du théorème 6.14 a lieu. 
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58 CHAPITRE 6. HYPERBOLICITÉ NON UNIFORME 

Dans le cas où K est une classe homocline H(q), on peut choisir un ensemble dense 
V de points périodiques homocliniquement liés à q. Les points périodiques obtenus 
par le théorème 6.15 peuvent être choisis « homocliniquement reliés » à un point de 
V. On obtient alors le résultat suivant, démontré dans [42]. Il montre en particulier 
que le défaut d'hyperbolicité entraine l'existence d'orbites périodiques faibles. 

Corollaire 6.16 (Bonatti-Gan-D.Yang). — Considérons une classe homocline H = 
H(p) munie d'une décomposition dominée THM = E 0 F telle que F soit uniformé
ment dilaté et dim(F) = dim(Eu(p)). Si E n'est pas uniformément contracté, pour 
tout N > 1 il existe une orbite périodique hyperbolique O homocliniquement liée à p 
qui n'a pas de point N-hyperbolique le long de E. 

6.8. Fibres non uniformes 

Voici une application du lemme de sélection de Liao, issue de [55], qui permet 
d'analyser l'existence de fibres non uniformes. 

Théorème 6.17. — Supposons que, pour tout 0 < i < d et tout difféomorphisme g C1-
proche de f, l'ensemble Veri(g) des points périodiques d'indice i ait une décomposition 
dominée T<per.(p)M = Ei 0 Fi telle que dim(E'i) = i. 

Considérons, pour le difféomorphisme f, un ensemble compact invariant K ayant 
une décomposition dominée TKM = E 0 F. Si le fibre E n'est pas uniformément 
contracté, l'un des cas suivant se produit. 

1. K intersecte une classe homocline H(p) associée à un point périodique d'indice 
strictement plus petit que dim(E). 

2. K intersecte des classes homoclines H(pn) associées à des points périodiques 
ayant un indice égal à dim(E) et ayant un exposant de Lyapunov le long de E 
arbitrairement proche de 0. 

3. K contient un ensemble compact invariant A muni d'une structure partiellement 
hyperbolique TA M = ESÇ&ECÇBEU telle que Ec est de dimension 1 et dim(Es) < 
dim(E). De plus, pour toute mesure ergodique supportée par A, l'exposant de 
Lyapunov le long de Ec est égal à 0. 

Ce théorème fait naturellement apparaître des ensembles hyperboliques ayant une 
structure partiellement hyperbolique avec un fibre central de dimension 1. Puisque les 
exposants de Lyapunov de toute mesure invariante supportée sur cet ensemble sont 
nuls le long du fibre central, les techniques présentées dans ce chapitre ne permettent 
pas de décrire plus précisément la dynamique. Nous introduirons au chapitre 10 les 
modèles centraux qui permettent d'analyser la dynamique dans la direction centrale 
d'un point de vue topologique. 
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Démonstration. — Puisque E n'est pas uniformément contracté, il existe une mesure 
ergodique /i supportée par K dont l'exposant de Lyapunov maximal le long de E est 
positif ou nul. 

D'après le lemme de fermeture ergodique (théorème 5.1) et son addendum, il existe 
une suite de difféomorphismes gn - » / , et une suite d'orbites périodiques associées 
(On) qui converge vers le support de fi en topologie de Hausdorff et dont les exposants 
de Lyapunov convergent vers ceux de ji. D'après l'hypothèse sur la domination des 
orbites périodiques, les orbites On ont au plus un exposant proche de 0. Par conséquent 
¡1 a au plus un exposant de Lyapunov proche de 0. 

Si /i est hyperbolique, l'indice des orbites On est égal à la dimension des espaces 
stables de /i. Par passage à la limite, il existe donc une décomposition dominée 
2gupp(M)M = E'®Ff, avec dim^') < d\m(E). D'après le corollaire 6.13, K intersecte 
une classe homocline d'indice dim(E'). Ceci donne le premier cas du théorème. 

Si ¡1 n'est pas hyperbolique, on construit de la même façon une décomposition 
dominée Îsupp(/X)M = E' 0 Ec 0 F, telle que les exposants de JJL sont strictement 
négatifs le long de E', strictement positifs le long de F' et nuls le long de Ec. On a 
dim(£c) = 1. 

On peut choisir fi pour que la dimension de E' soit minimale et on note K = 
Supp(/i). On en déduit que pour toute mesure v supportée par K, l'exposant le long 
du fibre central Ec de K est négatif ou nul. 

On peut aussi avoir choisi K minimal pour l'inclusion et ces propriétés. Ainsi, pour 
tout sous-ensemble compact invariant propre K1 C K, l'exposant de toute mesure v le 
long du fibre central est strictement négatif. Il est même inférieur à une constante — e 
car dans le cas contraire la mesure v serait hyperbolique (il y a au plus un exposant 
proche de 0). Comme précédemment, K intersecterait une classe homocline ayant des 
orbites périodiques d'indice dim(F/) -f 1 < dim(F) dont les exposants le long de Ec 
seraient ^-proches de 0. On serait alors dans le cas 1) (si dim^') + 1 < dim(F)) ou 
dans le cas 2) (si dim(E/) + 1 = dim(E)) du théorème. 

Si K contient une mesure d'exposant central strictement négatif, on peut appliquer 
le lemme de sélection de Liao et K intersecte une classe homocline ayant des orbites 
périodiques d'indice dim(£'/) + 1 dont l'exposant le long de Ec est arbitrairement 
proche de 0. On est alors à nouveau dans le cas 1) ou 2). 

Si toutes les mesures supportées par K ont un exposant central nul, on est dans le 
cas 3) du théorème. • 

6.9. Classes hyperboliques par chaînes 

Considérons un ensemble invariant K, une décomposition dominée TKM — E® F 
et une famille de plaques W tangente à E. On définit les notions suivantes. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



60 CHAPITRE 6. HYPERBOLICITÉ NON UNIFORME 

W est piégée si pour tout x E K on a, 

/ (Wx) C W/(x). 

W est finement piégée si pour une base de voisinages U de la section 0 de E", il 
existe : 

1. une famille de difféomorphismes (p>x)xeK de {EX)X£K qui est continue en 
topologie C1 et supportée dans U ; 

2. une constante p > 0 telle que pour tous x £ K on & B(0, p) C U H EX et : 

/ ( W l O ^ ( 5 ( 0 , p ) ) ) : W/(x)ov>/(l)(fî(o,p)). 

La première propriété décrit la dynamique à l'échelle des plaques de W alors 
que la seconde décrit des échelles arbitrairement petites. Bien sûr, si W est 
finement piégée, il existe une famille de plaques tangente à E (et de diamètres 
arbitrairement petits) qui est piégée. Par ailleurs, toute autre famille de plaques 
W' tangente kE et localement invariante est également finement piégée : il existe 
p > 0 tel que pour tout x e K la, boule B(0,p) c Ex est envoyée par W'x dans 
Wx. Ceci justifie la définition : 

- E est finement piégée s'il existe une famille de plaques tangente à E et finement 
piégée. 

Nous avons proposé [56] une nouvelle définition d'hyperbolicité affaiblie. 

Définition 6.18. — Une classe homocline H(p) est hyperbolique par chaînes si : 
- elle possède une décomposition dominée TH^M = Ecs 0 Ecu en deux fibres ; 
- il existe une famille de plaques Wcs tangente à Ecs piégée par / et une famille 

de plaques Wcu tangente à Ecu et piégée par f~x ; 
- il existe un point périodique hyperbolique qs homocliniquement relié à l'orbite de 

p dont l'ensemble stable contient et il existe un point périodique hyperbo
lique qu homocliniquement relié à l'orbite de p dont l'ensemble instable contient 

Wyvcu 

Les familles de plaques Wcs et Wcu jouent alors le rôle des variétés stables et 
instables locales des ensembles hyperboliques : elles sont respectivement contenues 
dans les ensembles stables et instables par chaînes de la classe H(p). Ceci justifie la 
terminologie « hyperbolicité par chaînes ». En particulier, une propriété de produit 
local est satisfaite (voir [56]). 

Lemme 6.19. — Considérons une classe homocline H(p) hyperbolique par chaînes. 

1. il existe un sous-ensemble dense d'orbite périodiques O homocliniquement reliées 
à p telles que pour tout q e O on a W£s C Ws(q) et Ws(q) C Wu(q) ; 

2. pour tout x e H(p) on a Wqu c pWs(x) et Wqu C pWu(x) ; 

3. tout point d'intersection transverse entre deux plaques VU£S et WyU, x,y G H(p), 
est contenu dans H(p). 

ASTÉRISQUE 354 



6.10. DIFFÉOMORPHISMES ROBUSTEMENT NON HYPERBOLIQUES 61 

L'hyperbolicité par chaînes est robuste aux perturbations (voir [56]). 

Théorème 6.20 (Crovisier-Pujals). — Considérons une classe homocline H(p) hyper
bolique par chaînes telle que : 

- H(p) coïncide avec sa classe de récurrence par chaînes, 
- les familles de plaques Wcs et Wcu sont finement piégées respectivement par f 

et f~\ 
Alors pour tout difféomorphisme g G Diff1(M) proche de f la classe homocline H(pg) 
de g associée à la continuation hyperbolique de p est encore hyperbolique par chaînes. 

Nous donnons des exemples de classes hyperboliques par chaînes robustement non 
hyperboliques en section suivante. 

6.10. Difféomorphismes dérivés d'Anosov non hyperboliques 

Smale a construit [181] un difféomorphisme hyperbolique ayant un attracteur non 
trivial en modifiant un difféomorphisme d'Anosov linéaire du tore T2. Il est obtenu en 
déformant le difféomorphisme initial près d'un point fixe : la perturbation est petite 
en topologie C° mais grande en topologie C1. 

Cette idée de déformer au voisinage d'un point fixe a été reprise par Mahé [98], 
puis par Bonatti-Viana [45] pour construire un difféomorphisme robustement transi
tif et non hyperbolique. (Avec cet argument, on peut aussi construire des exemples 
d'attracteurs robustes non hyperboliques (voir [50]).) Nous expliquons ici comment 
construire de telles dynamiques dans le cas le plus simple. Voir aussi [39, section 7.1]. 

On considère un difféomorphisme d'Anosov linéaire A du tore T3 avec valeurs 
propres réelles 0 < Àf < À| < 1 < Àu, et un point fixe p. L'application A peut donc 
être écrite localement 

A : (x,y,z) (\u.x, \{.y, Xs2.z). 

Introduisons un difféomorphisme g qui fixe p, coïncide avec A hors d'un petit 
voisinage de p et de la forme 

9 : (x,y,z) (\u.x, gx(y,z)), 

Il préserve donc le feuilletage stable Fcs de A. On demande également que 
- ||Dg|£:cS|| < Àu, de sorte que g préserve une domination entre l'espace centre-

stable (tangent aux feuilles de JFCS) et un fibre instable, 
- g contracte strictement les aires le long des feuilles de J703. 

Le difféomorphisme initial A possède bien sûr ces propriétés mais nous allons consi
dérer d'autres choix plus bas. 

Fixons alors a,b^> 1 et définissons un difféomorphisme / qui coïncide avec A hors 
d'un voisinage de p et prend la forme suivante au voisinage de p 

f : (x, y, z)= (Xu.x, (ab) 1 .gaJaby,abz) 
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Pour a grand, / diffère de A dans une boule centrée en p de rayon arbitrairement 
petit. Pour b grand, le fibre instable de / est arbitrairement proche de celui de A et 
sa dilatation est arbitrairement proche de Xu. 

Les difféomorphismes C1-proches de / possèdent encore un feuilletage centre-stable. 
Ceci découle de [82, théorèmes 7.1 et 7.2] puisque le feuilletage centre-stable de / est 
lisse et normalement hyperbolique. 

Les difféomorphismes proches de / n'ont qu'une seule classe de récurrence par 
chaînes. 

Proposition 6.21. — Si Von choisit a, b assez grands, tout difféomorphisme C1-proche 
de f est transitif. Plus précisément, T3 est une classe homocline. 

Démonstration. — L'argument est le même que dans [45, section 6.2]. • 

Proposition 6.22. — Si a,b sont assez grands, T3 est une classe hyperbolique par 
chaînes pour tout difféomorphisme C1-proche de f. 

Démonstration. — Considérons un point périodique q ^ p de A et une famille de 
plaques centre-stable Wcs piégée pour A (i.e. une famille continue de variétés stables 
locales). Puisque / préserve le feuilletage stable Tcs de A et est arbitrairement proche 
de A en topologie C°, les plaques Wcs sont piégées par / . Pour a, b suffisamment 
grands, l'orbite de q coïncide pour A et pour / et de plus WqS C Ws(q) pour / . 
Pour les difféomorphismes h proches de / en topologie C1, il existe un feuilletage 
centre-stable proche de Tcs. Par conséquent il existe encore une famille de plaques 
centre-stable W£s qui est proche de la famille Wcs pour la topologie C1. Cette famille 
est donc également piégée pour h et la plaque de la continuation qh de q est contenue 
dans la variété stable de qh-

Puisque le fibre Eu est uniformément dilaté par / , il existe une famille de plaques 
Wu tangente à Eu piégée par f~l et satisfaisant C Wu(q). Ceci est également 
vérifié par tout difféomorphisme h proche de / en topologie C1. 

Avec la proposition 6.21, ceci montre que T3 est une classe hyperbolique par 
chaînes. • 

Pour obtenir une dynamique robustement non hyperbolique, il suffit de choisir g 
avec des points fixes hyperboliques p\,p2 d'indices 1 et 2. Voir la figure 10. Puisque 
Pi,P2 appartiennent à une même classe homocline robustement, tout difféomorphisme 
proche de / peut être approché par un difféomorphisme ayant un cycle hétérodimen-
sionnel. 

On peut construire g avec une structure partiellement hyperbolique TM = Es © 
Ec 0 Eu avec trois fibres de dimension 1. Aucun difféomorphisme au voisinage de / 
ne peut alors avoir de tangence homocline (voir la section 8.5). 

On peut aussi choisir p2 avec des valeurs propres stables complexes. Dans ce cas, 
pour aucun difféomorphisme proche de / , la classe homocline H(pi) (contenant P2) 
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Pi 
Pi 

Pi 
P2 

FIGURE 10. Déformations de A dans la variété stable locale de p. 

n'a de décomposition dominée de la forme TM = E 0 F avec dim(E') = 1. On en 
déduit (voir le théorème 8.15 plus loin) que tout difféomorphisme proche de / est 
accumulé par des difféomorphismes pour lesquels p\ a une tangence homocline. 

Ceci fournit des exemples de dynamiques modérées hétérodimensionnelle et critique 
mentionnées en introduction. 

Corollaire 6.23'. — // existe surT3 des dynamiques génériques modérées hétérodimen-
sionnelles critiques et non critiques. 
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CHAPITRE 7 

RÉDUCTION DE LA DIMENSION AMBIANTE 

On peut toujours représenter les dynamiques C1-génériques de dimension d au 
sein des dynamiques génériques de dimension supérieure : il suffit de les réaliser sur 
des sous-variétés invariantes normalement hyperboliques (voir la construction en sec
tion 8.9). Ceci permet d'obtenir très simplement de nouvelles classes d'exemples : 
du phénomène de Newhouse, on déduit l'existence (en dimension 4) de classes de 
récurrence par chaînes accumulées par des selles isolées (des orbites périodiques hy
perboliques qui ne sont ni des sources ni des puits et dont la classe homocline est 
triviale). Dans ce chapitre nous étudions le problème réciproque : étant donné un 
ensemble invariant K, peut-on détecter Vexistence d'une sous-variété invariante qui 
le contient ? Nous présentons le critère issu de [23]. 

7.1. Variété normalement hyperbolique 

Considérons un ensemble compact invariant K muni d'une décomposition dominée 
TKM = E 0 Eu telle que Eu est uniformément dilaté. Supposons qu'il existe une 
sous-variété N G M contenant tangente à E (et de dimension dim(E)), qui soit 
localement invariante : il existe un voisinage U de K dans N tel que f(U) C N (voir 
la figure 11). 

Il est facile de voir que tout point dont l'orbite est contenue dans un petit voisinage 
de K appartient à TV.Un argument classique de transformée de graphe (voir [23,82]) 
entraîne que cette propriété est encore vérifiée pour les difféomorphismes proches. Le 
résultat suivant 

Théorème 7.1. — Considérons un ensemble compact invariant K muni d'une décom
position dominée TKM = E 0 Eu telle que Eu est uniformément dilaté, et une sous-
variété N C M contenant K, tangente à E, qui est localement invariante au voisinage 
de K. 
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K 

E 

f-1 (E) 

u 

Eu 

FIGURE 11. Variété normalement hyperbolique localement invariante au 
voisinage de K. 

Il existe alors un voisinage Y, de K dans N qui est une sous-variété à bord lo
calement invariante par f, un voisinage U de K dans M et un voisinage U de f 
dans Diff1(M) tels que pour tout g e U il existe Y,g sous-variété à bord C1-proche 
de E vérifiant : Vensemble maximal invariant de g dans U est contenu dans lïg et 
5 ( E s n C / ) c S „ . 

7.2. Existence de sous-variété localement invariante 

Reprenons le cadre de la section précédente. Tout point x E K possède une variété 
instable forte Wuu(x) — WE*(X) tangente à Eu(x). Il est alors facile de voir que pour 
tout x G K, la variété Wuu(x) n'intersecte K qu'au point x. En effet, si Wuu(x) 
recoupe K en y, en considérant les images de x, y pour un itéré f~n avec n > 0 
grand, on obtient deux points f~n{x),f~n(y) arbitrairement proches et joints par 
une courbe tangente à un champ de cône instable, transverse à la direction E. 

Cette propriété admet une réciproque (voir [23]). 

Théorème 7.2 (Bonatti-Crovisier). — Considérons un ensemble compact invariant K 
ayant une décomposition dominée TK = E(&Eu telle que EU est uniformément dilaté. 
Il existe alors une sous-variété à bord N C M de dimension dim(E') qui : 

- contient K dans son intérieur, 
- est tangente à E aux points de K, 
- est localement invariante au voisinage de K, 

si (et seulement si) la propriété suivante est vérifiée. 

(I) Pour tout x E K, la variété instable Wuu(x) ne rencontre K qu'au point x. 
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7.3. Idée de la preuve du théorème 7.2 

Nous utilisons le théorème d'extension de Whitney en classe C1 (voir par 
exemple [10, Appendice A]). 

Théorème 7.3 (Whitney). — Considérons une partie fermée A c Rs et (p: A -» Rd~s 
une application continue. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. (p s'étend en une fonction #: Rs —» Rd_s de classe C1, 

2. il existe une application continue D définie sur A et à valeurs dans l'espace 
d'applications linéraires L(RS,Rd~~s), telle que l'application R: A x A —» M.d~~s 
définie par : 

Rfa y) (p(y) - ip(x)) D(x).(y-x)1 

vérifie : pour tout z G A, la quantité R(x,y) 
y—x 

tend vers 0 lorsque les points x ^ y 
de K tendent vers z. 

En travaillant dans des cartes, l'ensemble K du théorème 7.2 peut être localement 
décrit comme le graphe d'une application (p: Rs —» Rd-S, où s = dim(E) : les axes 
R5 x {y} et {x} x Rd_s sont respectivement tangents à des champs de cônes autour 
des directions E et Eu. En effet, si l'on fixe une section locale S de la lamination 
par variétés instables fortes, on peut projeter localement K sur S par holonomie. 
L'hypothèse (I) du théorème 7.2 se traduit par l'injectivité de cette application. 

Le fibre E définit une application K —> L(Rs,Rd-s). Si la condition (2) n'est 
pas satisfaite, on peut trouver des paires de points proches x,y telles que y — x 
soit uniformément trans verse à un champ de cônes autour de la direction E. Par 
conséquent, la dynamique dilate le vecteur y — x par itérations positives : il existe 
n > 1 tel que la distance d(fn(y),fn(x)) soit proche de 1; par ailleurs, le vecteur 
fn(y) ~ fn(x) (vu dans une carte) est proche du champ Eu. En prenant une suite 
de points (x,y) telle que d(xJy) tende vers 0, l'entier n tend vers +oo. Le long d'une 
suite extraite, fn(x) converge vers un point xo G K et fn(y) vers un point yo G 
KnWuu(xo), contredisant l'hypothèse (I). La condition (2) du théorème de Whitney 
est donc satisfaite. 

A l'aide d'une partition de l'unité, on obtient une variété différentiable à bord Eo 
de dimension dim (E) qui contient K dans son intérieur et qui est tangente à E aux 
points de K. Un argument de transformée de graphe, permet de modifier So pour 
obtenir une variété localement invariante au voisinage de K. 

7.4. Application : existence de feuilletages stables 

Nous pouvons retrouver très simplement l'existence d'un feuilletage stable de classe 
C1 au voisinage de tout ensemble hyperbolique pour les difféomorphismes de surface 
de classe C2 (voir [129, appendice A] pour une démonstration classique). 
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Théorème 7.4. — Considérons un difféomorphisme f de classe C2 d'une surface M 
et un ensemble hyperbolique K C M. Il existe alors un feuilletage .F5 de classe C1, 
défini au voisinage de K et localement invariant par f, qui est tangent au fibre stable 
deK. 

Démonstration. — Puisque / est de classe C2, il induit un difféomorphisme / de 
classe C1 sur le fibre unitaire tangent n: TXM —» M. Le fibre stable Es au-dessus de 
K défini un ensemble compact invariant K C TXM qui relève K. 

En tout point x G K, notons Euu(x) le sous-espace de T$TXM tangent aux fibres 
de 7T. Ceci définit un fibre continu invariant Euu au-dessus de K. On vérifie facilement 
qu'il existe C > 0 tel que pour tout n > 1, on ait pour tout x G 

Dxfn/Euu C-1 DTT(X) f\Eu 

D<!r(x)f™Es 

Transversalement aux fibres, la norme de Dfn est bornée par ||. Ceci 

montre que K possède une décomposition dominée en trois fibres Es 0 Eu 0 Euu telle 
que Es et Eu se projettent par 7r respectivement sur Es et Eu. 

En chaque point x, on peut considérer la variété instable forte Wuu(x), tangente 
à Euu(x) : par construction c'est l'ensemble T^^M \ {Eu(x)}. Par conséquent, elle 

coupe K en x uniquement. Nous pouvons donc appliquer le théorème 7.2 et considérer 
une sous-variété N C TlM contenant K, tangente à ES(BEU et localement invariante. 
La projection N M induite par tt est un difféomorphisme local, injectif sur donc 
injectif au voisinage de K. On peut donc interpréter N comme un champ de droites 
C1 au voisinage de K qui est localement invariant par Df et qui étend le champ 
Es défini au-dessus K. Le feuilletage Ts s'obtient alors en intégrant ce champ de 
droites. • 

7.5. Problèmes 

a) Classes pelliculaires. — Nous avons vu en introduction qu'il existe des classes 
de récurrence par chaînes accumulées par des orbites périodiques qui ne sont ni des 
puits ni des sources : pour les exemples construits, la dynamique est supportée par une 
sous-variété normalement hyperbolique. On peut se demander s'il existe des exemples 
plus intéressants. 

Question 7.5. — Existe-t-il un ouvert non vide U C Diff1 (M) et un Gs dense G C U 
formé de difféomorphismes ayant une classe homocline H(p) avec la propriété sui
vante ? La classe H(p) n'est pas contenue dans une sous-variété normalement hyper
bolique et est accumulée par des orbites périodiques selles dont l'indice n'appartient 
pas à l'ensemble des indices des points périodiques de H(p). 

L. Diaz appelle classe pelliculaire une classe homocline ayant de telles propriétés. 
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b) Connexions fortes. — Lorsque la condition (I) n'est pas vérifiée, il peut être 
utile de chercher un point périodique x G K tel que Wuu{x) \ {x} rencontre K. Ceci 
peut permettre de créer des connexions fortes (voir la section 9.2 pour la définition). 
Nous sommes alors intéressés par des énoncés de la forme : K satisfait (I) ou bien 
possède une connexion forte. 

Nous obtiendrons dans certains cas de tels énoncés en sections 11.3 et 11.5. 
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CHAPITRE 8 

BIFURCATIONS DE POINTS PÉRIODIQUES 

Nous avons rassemblé dans ce chapitre divers résultats perturbatifs sur les suites 
périodiques d'applications linéaires. Grâce au lemme de Pranks (théorème 3.2), on 
obtient des résultats perturbatifs sur les orbites périodiques des difféomorphismes. 
Comme conséquence, nous déduisons que les difféomorphismes C1-génériques dont 
l'ensemble récurrent par chaînes n'admet pas de décomposition dominé possèdent 
une infinité de puits ou de sources (phénomène de Newhouse). Nous démontrons aussi 
le théorème d'fà-stabilité en utilisant le lemme de connexion pour les pseudo-orbites. 
Finalement, nous présentons le théorème de Pujals-Sambarino-Wen-Gourmelon qui 
fait le lien entre les tangences homoclines et l'absence de décomposition dominée. 

8.1. Cocycles linéaires périodiques 

Définition. — Un cocycle linéaire périodique A est la donnée d'une suite E d'espaces 
euclidiens (i^)iez de dimension d, d'une suite d'isomorphismes linéaires Ai: Ei —» 
Ei+i et d'un entier r > 1, tels que £̂ +T = Ei et Ai+T = Ai pour tout i. On appelle 
r sa période. Les valeurs propres de A sont les valeurs propres de l'endomorphisme 
AT ...Ai. Ses exposants sont les quantités À = ^ log \a\ où ex parcourt l'ensemble des 
valeurs propres. 

On dit que A est borné par K > 1 si pour tout i on a 

sup Ai A'1 K. 

On dit que les cocycles A et B sont ^-proches si pour tout i on a 

sup Ai-Bi Ai-1 — Bi-1 e. 

Sous-fibrés. — Si ^ = (El) est une suite de sous-espaces de dimension d', égale
ment r-périodique, qui est invariante par A, on obtient par restriction un cocycle Af 
de E'. Si A est borné par K, le cocycle A! l'est également. Réciproquement si A! est 
un cocycle de E' borné par X, c'est la restriction d'un cocycle A de E borné par K. 
Si Af et B' sont e-proches, leurs extensions A et B seront également s-proches. 
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Hyperbolicité. — On dit que E est uniformément contracté à la période, s'il existe 
N > 1 tel que pour tout i G Z on ait : 

(8.1.1) 

0<j<r/N 
CA(j+l).AT-l+t · · · Aj.N+i) e-r/N 

C'est une propriété plus forte que la contraction à la période (toutes les valeurs 
propres du produit AT ... A\ sont de module strictement plus petit que 1) mais plus 
faible que la contraction uniforme (il existe iV > 1 tel que pour tout i G Z on a 
| | ( ^ + i V _ i . . . ^ ) | | <e-x) . 

On dit que E admet une décomposition dominée E = F ® G, s'il existe deux 
suites r-périodiques F — (Fi) et G = (Gi) de sous-espaces supplémentaires qui sont 
A-invariantes et s'il existe N > 1 tel que, pour tout i G Z et tous u G i^, v G Gi 
unitaires, on ait : 

(8.1.2) (Ai+N-i. ..Ai).u 1 

e 
(Ai+N-i...Ai).v 

La décomposition est non triviale si les dimensions de F et de G ne sont pas nulles. 
On dit aussi que E est N-uniformément contracté à la période ou que la décompo

sition E — F 0 G est N-dominée pour la dynamique de A, lorsque (8.1.1) ou (8.1.2) 
se produisent. 

8.2. Contraction uniforme à la période 

Le résultat suivant a été obtenu par Pliss [136] (voir aussi [94,96,99]). 

Théorème 8.1 (Pliss). — Pour tous d, K > 1, e > 07 il existe N > 1 et T$ > 1 tels que 
pour tout cocycle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période 
T > TQ Vun des cas suivants se produit : 

- E est N-uniformément contracté à la période ; 
- il existe une e-perturbation B de A qui possède un exposant positif. 

8.3. Valeurs propres réelles simples 

Il est possible par perturbation de rendre les valeurs propres d'un cocycle linéaire 
périodique réelles. Ceci a été démontré dans [24] pour la dimension 2 et généralisé en 
dimension supérieure dans [43]. 

Proposition 8.2 (lemme 6.6 de [24] et théorème 2.1 de [43]). — Pour tous d,K > 1, e > 
0, il existe TQ > 1 tel que tout cocycle périodique linéaire A de dimension d, borné par 
K et de période r > to possède une €-perturbation B telle que : 

- les valeurs propres de B sont toutes réelles et simples ; 
- pour 1 < i < d, les iemes exposants de A et de B (comptés avec multiplicité) sont 

e-proches. 
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8.4. Domination 

Marié a démontré [99] qu'en l'absence de décomposition dominée, on peut faire 
bifurquer les orbites périodiques de type selle d'un difféomorphisme de surface pour 
les transformer en puits ou source. Ceci a été généralisé en dimension 3 par Diaz, Pujals 
et Ures [59] puis en dimension quelconque par Bonatti, Pujals et Diaz dans le cadre 
des dynamiques robustement transitives [37] : supposons que les difféomorphismes 
proches de / G Diff1(M) soient tous transitifs, alors M possède une décomposition 
dominée pour / . Plus récemment, Bonatti, Gourmelon et Vivier ont donné [43] une 
preuve différente de ce résultat qui autorise à travailler avec des orbites périodiques 
n'appartenant pas à un même ensemble transitif. 

Théorème 8.3 (Bonatti-Gourmelon-Vivier). — Pour tous d,K > 1, s > 0, il existe 
To > 1 tels que pour tout cocycle périodique linéaire A de dimension d, borné par 

K et de période r > TQ Vun des cas suivants se produit : 
- E possède une décomposition N -dominée non triviale ; 
- il existe une e-perturbation B de A dont toutes les valeurs propres sont réelles 

et de même module. 

Comme conséquence des théorèmes 8.1 et 8.3, on retrouve un résultat de Marié [99]. 

Corollaire 8.4 (Mané). — Pour tous d, K > 1, e > 0, il existe TV, r0 > 1 tels que pour 
tout cocycle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période r > TQ 
Vun des cas suivants se produit : 

- il existe une décomposition N -dominée E = Es 0 Eu telle que Es et Eu sont 
N-uniformément contractés à la période par A et A~x respectivement; 

- il existe une e-perturbation B de A ayant une valeur propre de module 1. 

Démonstration. — Considérons des entiers N, TQ supérieurs aux entiers donnés par 
les théorèmes 8.1 et 8.3 et considérons un cocycle A pour lequel le deuxième cas du 
corollaire ne se produit pas. 

Considérons une décomposition iV-dominée E = F 0 G 0 H (éventuellement tri
viale) telle que tous les exposants selon F soient strictement négatifs et tous les 
exposants selon H soient strictement positifs. Il existe une telle décomposition qui 
maximise les dimensions de F et de H. Nous pouvons appliquer le théorème 8.3 à la 
restriction de A au fibre G. Puisqu'il n'existe pas de décomposition iV-dominée de G, 
on peut perturber le cocycle A pour rendre tous ses exposants selon G de même signe. 
Puisque nous ne sommes pas dans le second cas du corollaire, les exposants selon G 
doivent déjà être de même signe pour A, ce qui contredit la maximalité de F ou de 
H. Nous avons donc montré qu'il existe une décomposition iV-dominée E = Es 0 Eu 
telle que tous les exposants de A selon Es sont strictement négatifs et tous ceux selon 
Eu sont strictement positifs. 
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En appliquant à présent le théorème 8.1 à chacun des fibres Es et Eu', on obtient que 
Es et Eu sont AT-uniformément contractés à la période par A et A~x respectivement. 

8.5. Tangences homoclines 

D'autres bifurcations associées aux orbites périodiques hyperboliques font interve
nir les variétés invariantes. C'est la cas des tangences homoclines, particulièrement 
importantes puisqu'elles engendrent des modifications importantes de la dynamique 
(voir [39,129]). 

Définition 8.5. — Une orbite périodique hyperbolique O a une tangence homocline s'il 
existe un point d'intersection non transverse z entre les variétés stables et instables 
de O. 

En dimension deux, Pujals et Sambarino ont montré [156] que si l'on ne peut 
pas approcher / par des difféomorphismes présentant des tangences homoclines, l'en
semble des points périodiques de type selle de / possède une décomposition dominée. 
Ceci a été généralisé par Wen [192] en dimension quelconque. Gourmelon [69] a amé
lioré ces énoncés en donnant une version quantitative qui autorise à considérer chaque 
orbite périodique séparément. 

Théorème 8.6 (Pujals-Sambarino, Wen, Gourmelon). — Pour tout voisinage U C 
Diff 1(M) de f, il existe N, To > 1 et un voisinage V de f tels que pour go G V et toute 
orbite périodique hyperbolique O de go de période r > TO, l'un des deux cas suivants 
se produit : 

- la décomposition ToM en espaces stables et instables est N-dominée, 
- il existe une perturbation g qui coïncide avec go sur O et hors d'un voisinage 

arbitrairement petit de O telle que O a une orbite de tangence homocline contenue 
dans un petit voisinage de O. 

Avec le théorème 8.1 et la proposition 8.2, on en déduit (par une démonstration 
similaire à celle du corollaire 8.4, voir [194, lemmes 3.3 et 3.4]), 

Corollaire 8.7 (Wen). — Supposons que f n'est pas limite dans Diff1 (M) de difféo
morphismes ayant une tangence homocline. 

Il existe alors un voisinage U C Diff1 (M) de f et N,TQ,Ô > 1 tels que pour tout 
g £U et toute orbite périodique O de g, la décomposition ToM = E$ 0 E$ 0 E% en 
espaces caractéristiques dont les exposants de Lyapunov appartiennent respectivement 
à (—ex), — ô], (—6,0), [<5,-hoo) vérifie : 

- E$ est de dimension 0 ou 1, 
- la décomposition E$ © E$ 0 E^ est N -dominée, 
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- si la période de O est supérieure à TQ, alors E$ et E$ sont N-uniformément 
contractés à la période par g et g~x respectivement. 

Ce résultat se généralise aux mesures ergodiques (voir [55, Corollaire 1.3] et [199]). 
L'existence d'une tangence homocline est un phénomène de codimension 1 et 

d'après le théorème 3.1 de Kupka-Smale l'ensemble des difféomorphismes ayant 
une tangence homocline forme une partie maigre. On peut toutefois généraliser 
la définition précédente et définir une propriété qui apparaît sur des ouverts de 
difféomorphismes. 

Définition 8.8. — Une orbite périodique hyperbolique O possède une tangence homo
cline robuste si elle appartient à un ensemble hyperbolique transitif K tel que pour 
tout difféomorphisme g E Diff1 (M) proche de / la continuation hyperbolique Kg de 
K pour g possède deux points x,y tels que Ws(x) et Wu(y) aient une intersection 
non transverse. 

Toute variété de dimension supérieure ou égale à 3 possède des difféomorphismes 
ayant des tangences homocline robustes (voir [115, section 8], [17] et la section 8.9). 
En dimension 2, Newhouse a montré [112] qu'en topologie C2, il existe des tangences 
homoclines robustes. Moreira a montré [107] que ce n'est pas le cas en topologie C 1 . 

Théorème 8.9 (Moreira). — Lorsque dim(M) = 2, il n'existe pas de tangence homo
cline robuste dans Diff1 (M). 

8.6. Application (1) : phénomène de Newhouse en l'absence de décompo
sition dominée 

D'après le théorème 4.8, le phénomène de Newhouse existe en topologie C1 sur toute 
variété de dimension supérieure ou égale à 3. Parallèlement à ces exemples, Mané a 
montré [99] que tout difféomorphisme de surface C1-générique est hyperbolique ou 
bien possède une infinité de puits ou de sources. Diaz, Pujals, Ures en dimension 3 
(voir [59]), puis Bonatti, Diaz, Pujals en dimension quelconque [37] ont obtenu un 
résultat similaire. 

Théorème 8.10 (Bonatti-Dïaz-Pujals-Ures). — Pour tout difféomorphisme apparte
nant à un G$ dense G C Diff (M), toute classe homocline possède une décomposition 
dominée non triviale ou est contenue dans l'adhérence des puits ou des sources. 

En particulier, toute classe de récurrence par chaînes ayant de l'intérieur ou isolée 
dans H(f) possède une décomposition dominée non triviale. 

En appliquant l'approximation des ensembles transitifs par chaînes par des orbites 
périodiques, (corollaire 5.6) et le théorème 8.3, nous obtenons [3] une version du 
résultat précédent pour les ensembles transitifs par chaînes. 
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Théorème 8.11 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). — Il existe un G$ dense G C Diff1(M) 
tel que tout ensemble transitif par chaînes d'un difféomorphisme f G G possède une 
décomposition dominée non triviale ou bien est limite pour la distance de Hausdorff 
d'une suite de puits ou de sources. 

On en déduit un énoncé sur la dynamique globale. 

Corollaire 8.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier).— Pour tout difféomorphisme C1-
générique, 

- ou bien il existe une décomposition de 0(/) en un nombre fini d'ensembles com
pacts invariants 

M(f) = A0 U · · · U Ad 

tels que Ao U A^ est l'union d'un nombre fini de puits et de sources et Ai possède 
une décomposition dominée non triviale, 

- ou bien f possède une infinité de puits ou de sources. 

Au voisinage d'une classe homocline isolée, le phénomène de Newhouse n'a pas lieu 
et on peut obtenir dans ce cadre un résultat plus fort. 

Théorème 8.13 (Bonatti-Diaz-Pujals). — Pour tout difféomorphisme f appartenant à 
un G s dense G C Diff1(M)^ toute classe homocline H qui est isolée dans IZ(f) est 
hyperbolique en volume. 

Plus précisément, H est une source, ou un puits, ou possède une décomposition 
dominée TH{Q)M = E 0 E° 0 F telle que 

- E et F sont tous deux non dégénérés, 
- il existe N > 1 tel que DfN contracte uniformément le volume le long de E et 

dilate uniformément le volume le long de F. 

Démonstration. — Puisque la classe est isolée, si H(0) n'est pas un puits ou une 
source, il existe d'après le théorème 8.11, une décomposition dominée non triviale 
TH(0)M — E 0 F. Nous pouvons supposer que dim(E) est minimale. Pour obte
nir le théorème 8.13 il reste à montrer qu'il existe N > 1 tel que DfN contracte 
uniformément le volume le long de E. 

La structure riemannienne sur M permet de définir le jacobien J(f, E) le long de 
E en chaque point de H(0) comme le module du déterminant de Df\E- On obtient 
une fonction multiplicative sur K, i.e. J{fn,E) = (J(f,E) o fn~l) J(f,E) 
pour tout n > 1. Si l'on suppose par l'absurde que le volume le long de E n'est 
uniformément contracté par DfN pour aucun entier N > 1, il existe une mesure 
de probabilité invariante supportée par K telle que f J(/, E)dji > 0. Le lemme de 
fermeture ergodique implique (théorème 5.3) qu'il existe une suite d'orbite périodiques 
(On) s'accumulant sur une partie de H(0) telles que pour tout e > 0, la moyenne 
de J(f,E) long de On soit supérieure à — e pour tout n suffisamment grand. Par 
une petite perturbation C1, on peut rendre la moyenne de J(f,E) le long de On 
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strictement positive. Puisque / satisfait une condition de généricité, on en déduit que 
tout voisinage de H(0) contient une orbite périodique OE telle que la moyenne de 
J(f, E) le long de OE soit strictement positive. 

Nous utilisons à présent le fait que H(0) est isolée pour conclure que OE est 
contenue dans H(0). La généricité de / implique alors que H(0) = H(OE)> La 
définition des classes homoclines implique que H(0) est limite de Hausdorff d'orbites 
périodiques sur lesquelles la moyenne de J(f,E) est strictement positive. Puisque 
dim (F) est minimale, en appliquant le théorème 8.3, on peut faire bifurquer l'une de 
ces orbites périodiques pour que tous les exposants de Lyapunov le long de E soient 
strictement positifs : on obtient alors une source dans un voisinage de H(0) arbitraire. 
Par un argument de généricité, nous en déduisons que H(0) est limite de Hausdorff 
de sources, contredisant le fait que cette classe soit isolée et ne soit pas elle-même une 
source. • 

Remarque 8.14. — Le point clé de la démonstration consiste à montrer que s'il existe 
une suite d'orbite périodiques (On) s'accumulant sur une partie K de H(0) et dont 
la moyenne de J(/, E) long de ON soit positive, on peut se ramener à K = H(0). 

Nous avons utilisé la fait que H(0) est isolé pour voir que les orbites ON sont 
contenues dans H(0) puis nous nous sommes servi de la notion de points périodiques 
homocliniquement reliés pour conclure K = H(0). Ce second argument sera pleine
ment exploité au chapitre 9. 

8.7. Application (2) : caractérisation de la stabilité 

Un problème, formulé par Palis et Smale [128] et qui a occupé les dynamiciens 
pendant les années 1970-1980, est la caractérisation des dynamiques structurellement 
stables. Abraham et Smale ont montré [9,180] que ces dynamiques ne sont pas denses 
dans Diff^M) lorsque dim(M) > 3. 

Définition. — Nous disons qu'un difféomorphisme / est structurellement stable 
(pour la topologie C1) si tout difféomorphisme g appartenant à un voisinage de / 
dans Diff1(M) est conjugué à / par un homéomorphisme de M. Plus généralement, 
/ est îî-stable (pour la topologie C1) si pour tout difféomorphisme g appartenant à 
un voisinage de / , les systèmes ( î î ( / ) , / ) et (£l(g),g) sont conjugués par un homéo
morphisme h: —> 

Conditions suffisantes. — Smale a montré [181,182] que les difféomorphismes 
axiome A sans cycle sont fi-stables. 

Une fois que l'on sait que les difféomorphismes axiome A sans cycles sont les dif
féomorphismes hyperboliques (voir la section 2.6), son résultat est une conséquence 
du lemme de pistage pour les dynamiques hyperboliques. 
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Pour un difféomorphisme axiome A satisfaisant l'hypothèse suivante : 

(transversalité forte) \/x,y E Vz G Ws(x) H Wu{y), TZM = TzWs(x) + 

TzWu{y), 

Robbin [160] et Robinson [164] ont montré que / est structurellement stable (la 
démonstration est bien plus délicate que pour l'Q-stabilité). 

Conditions nécessaires. — Palis et Robinson ont montré [119,163] que pour un 
difféomorphisme axiome A, les conditions « sans cycle » ou « transversalité forte » sont 
nécessaires pour avoir l'O-stabilité ou la stabilité structurelle respectivement. Palis et 
Mahé ont montré plus tard que l'axiome A lui-même est nécessaire [104,120]. 

On obtient alors le théorème suivant. 

Théorème d'Çl-stabilité. — Pour tout difféomorphisme il y a équivalence entre les pro
priétés : 

- f est Q-stable (pour la topologie C1), 
- f est hyperbolique (définition 2.3), 
- f possède la propriété (*) suivante : 

(*) Toute orbite périodique de tout g G Diff1 (M) proche de f est hyperbolique. 

L'équivalence avec la troisième propriété a été montrée par Pranks, Aoki et 
Hayashi [13,62,73]. 

Démonstration de lTl-stabilité. — Le fait que les difféomorphismes hyperboliques 
soient O-stable est désormais classique, nous renvoyons par exemple à [173]. Suppo
sons à présent que / G Diff1 (M) est O-stable. D'après le théorème de Kupka-Smale, 
il existe des perturbations arbitrairement petites de / dont le nombre d'orbites pério
diques de chaque période est fini. La stabilité implique que / a aussi cette propriété. 
Supposons que / ait un point périodique p non hyperbolique : avec le lemme de 
Pranks, il est possible de perturber / pour que p ait une valeur propre racine de l'unité 
et que la dynamique au voisinage de l'orbite de p soit topologiquement conjuguée à 
la partie linéaire de / le long de l'orbite de p : on obtient ainsi une infinité de points 
périodiques de même période au voisinage de p pour une petite perturbation de / , ce 
qui contredit la stabilité. Puisque l'O-stabilité est une propriété ouverte, nous avons 
montré que l'O-stabilité entraîne la propriété (*). 

Supposons finalement que / satisfait (*). Remarquons que cette propriété permet 
de suivre continûment toute orbite périodique le long d'un chemin de difféomor
phismes proches de / . D'après le corollaire 8.4, il existe un entier N > 1 tel que pour 
tout 0 < i < d et tout difféomorphisme g proche de / , l'ensemble Veii(g) des points 
périodiques d'indice i possède une décomposition AT-dominée et leurs directions stables 
et instables sont N- un i formé ment contractées à la période par g et g"1 respectivement. 
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Le corollaire 6.9 montre que / n'a qu'un nombre fini de classes homoclines distinctes. 
Nous en déduisons : 

Affirmation. — / n'a qu'un nombre fini de classes de récurrence par chaînes. 

Démonstration. — Si ce n'était pas le cas, on pourrait considérer une suite arbitrai
rement longue Uo C Ui C — · C Uk = M d'ouverts filtrants (i.e. f{U%) C Ui) telle que 
Ui+i\Ui contient une classe de récurrence par chaînes. Par une perturbation arbitrai
rement petite donnée par le lemme de fermeture, on peut alors créer dans [/¿+1 \ U% 
une orbite périodique. Puisque (*) est satisfaite cette orbite peut être associée à une 
orbite périodique O de / et puisque la suite (Uo, Ui,..., Uk) est filtrante, O appar
tient à [/¿+1 \ Ui. On peut donc trouver k orbites périodiques pour / qui ne sont pas 
homocliniquement reliées, contredisant la borne sur le nombre de classes homoclines 
de / . • 

Nous montrons par l'absurde que / est hyperbolique. Si ce n'est pas le cas, il existe 
une classe de récurrence par chaînes K qui n'est pas hyperbolique. Nous avons vu 
qu'elle est isolée dans 'R(f). Puisque / a la propriété (*), toute orbite périodique 
contenue dans un voisinage de K pour un difféomorphisme g proche de / peut être 
associée à une orbite périodique de K. D'après le lemme de fermeture, K contient 
donc des orbites périodiques. Soit i l'indice maximal des points périodiques contenus 
dans K. 

Affirmation. — Vevi(K) n'est pas hyperbolique. 

Démonstration. — En effet si Veri(K) est un ensemble hyperbolique A, il se décom
pose en un nombre fini de classes homoclines hyperboliques disjointes. Soit H(p) l'une 
d'entre elles. Puisque H(p) est strictement contenue dans la classe de récurrence par 
chaînes K, on peut trouver xs 6 KnWs (H(p))\H(p) et xu e Kf)Wu(H(p))\H(p) : il 
suffit en effet de considérer des e-pseudo-orbites joignant H(p) à un point de K\H(p) 
et de considérer le premier point x£ quittant un petit voisinage de H(p) ; le point xu 
s'obtient comme limite des points xu lorsque e tend vers 0. Le lemme de connexion 
pour les pseudo-orbites permet par une perturbation de créer une orbite homocline 
transverse en xs pour l'ensemble hyperbolique H(p) et un difféomorphisme proche g. 
Le difféomorphisme g possède donc un ensemble hyperbolique Ag qui est la continua
tion hyperbolique de A, ainsi que des points périodiques d'indice i proches de xs : nous 
avons créé par perturbation de nouvelles orbites périodiques, contredisant (*). • 

L'ensemble Veri(K) est union d'un nombre fini de classes homoclines associées à des 
points périodiques d'indice i. L'une d'entre elles, notée H(p), n'est pas hyperbolique. 
D'après ce qui précède, elle possède une décomposition dominée TH^M = E © F 
telle que dim(E) est égale à la dimension stable de p. 

Affirmation. — Le fibre F est uniformément dilaté. 
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Démonstration. — Si l'on suppose par l'absurde que ce n'est pas le cas, il existe une 
mesure ergodique ¡1 supportée par H(p) qui vérifie Jlog \\Df^N\\dfi > 0. En appli
quant le lemme de fermeture ergodique, on obtient une orbite périodique O proche 
de H(p) pour un difféomorphisme g proche de / pour laquelle le fibre F n'est pas 
iV-uniformément contracté à la période par g~x. Si O est d'indice i, ceci contredit 
la propriété (*). Sinon O est d'indice supérieur à i, contredisant le choix d'un indice 
maximal i. • 

Pour conclure, nous appliquons le lemme de sélection de Mané (théorème 6.15) à 
l'ensemble H(p) et à la décomposition E 0 F. Nous en déduisons que / possède une 
orbite périodique qui n'est pas A -̂uniformément contractée à la période le long de E. 
C'est une contradiction. • 

8.8. Contrôle des variétés invariantes 

Les techniques de Gourmelon permettent de faire bifurquer une orbite périodique 
comme dans les sections précédentes, tout en contrôlant certaines orbites homoclines 
(voir [67]). En particulier, ceci permet [69] de créer des tangences à l'intérieur d'une 
classe homocline. 

Théorème 8.15 (Gourmelon). — Toute classe homocline H(0) de f a l'une de ces 
propriétés : 

- il existe une perturbation g de f telle que O possède une tangence homocline, 
- il existe une décomposition dominée TH(o)M = E 0 F telle que dim(£') = 

dim(Es(0)). 

Potrie a appliqué [141] les techniques de ce chapitre à l'étude des classes homoclines 
qui sont stables au sens de Lyapunov à la fois pour / et f~x : puisqu'une telle classe 
H(p) reste un quasi-attracteur pour tout difféomorphisme générique proche, il n'est 
pas possible de faire bifurquer l'une de ses orbites périodiques O en un puits tout en 
préservant l'intersection Wu(p) D Ws(0). 

Théorème 8.16 (Potrie). — Il existe un Gs dense G C Diff1 (M) tel que pour tout f e 
G, toute classe homocline qui est stable au sens de Lyapunov à la fois pour f et f"1 
possède une décomposition dominée non triviale. 

Les bifurcations d'orbites périodiques avec contrôle de la classe homocline seront 
plus largement étudiée au chapitre 9. 

8.9. Exemples d'Abraham-Smale 

Nous reprenons la méthode de construction de Abraham-Smale pour obtenir les 
résultats déjà mentionnés de [9,17,31,175] et [115, section 8]. L'idée est de considérer 
des ensembles hyperboliques transitifs d'une variété de dimension trois dont le fibre 

ASTÉRISQUE 354 



8.9. EXEMPLES D'ABRAHAM-SMALE 81 

stable est un fibre en droites, mais dont la variété stable est de dimension deux (elle 
est feuilletée par les variétés stables des points de l'ensemble hyperbolique qui sont 
des sous-variétés de dimension un). 

Théorème 8.17 (Newhouse [115], Asaoka [17]). — Toute variété M de dimension > 3, 
possède un ouvert non vide ti C Diff1 (M) de difféomorphismes ayant une orbite pé
riodique O qui présente une tangence homocline robuste. De plus, la classe homocline 
H(0) n'a pas de décomposition dominée non triviale. 

D'après le théorème 8.11, pour tout difféomorphisme / appartenant à un Gs dense 
de la classe homocline H est donc limite d'une infinité de puits ou de sources : c'est 
le phénomène de Newhouse C1 identifié par Bonatti-Diaz. Ceci fournit un exemple de 
dynamique sauvage, mentionné en introduction^1 .̂ 

Démonstration. — La construction utilise l'exemple dû à Plykin [137] (voir 
aussi [165, section 8.9 ]) en dimension deux d'un difféomorphisme fo ayant un 
ensemble hyperbolique transitif A d'indice 1 qui est un attracteur. Sa variété stable 
locale est un voisinage E de A feuilleté par les variétés locales Wioc{x), x G A. Voir 
la figure 12. 

FIGURE 12. Exemple d'attracteur de Plykin. 

1. Plus récemment, Shinohara [168] a donné une autre construction générique d'une classe ho
mocline sans décomposition dominée en dimension 4 dont l'ensemble des indices est réduit à {1,2}. 
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On peut alors plonger E x (—1,1) dans M et considérer des difféomorphismes / G 
Diff1(M) coïncidant avec l'application (x, y) »-» (f0(x), p.y) sur Ex (—1,1). Pour ¡1 > 1 
suffisamment grand, la décomposition TZM — Ex(&Ey aux points z e A correspondant 
aux coordonnées (x,y) est dominée. On en déduit (voir par exemple le théorème 7.1) 
que pour tout difféomorphisme g proche de / , la continuation hyperbolique Ag de A 
est contenue dans une sous-variété invariante T>g qui est C1-proche de E. 

Pour tout g proche de / , la surface E^ est encore contenue dans l'ensemble stable de 
Ag et possède un feuilletage en variétés stables Wf*c(z), z G Ag. Fixons une orbite 
périodique O C A. Sa continuation Og appartient à une variété instable Wu(Og) de 
dimension 2 possédant un feuilletage Tuu par variétés instables fortes de dimension 1. 
Voir la figure 13. 

E 

WHO) 

FIGURE 13. Plongement de Pattracteur de Plykin en dimension 3. 

On peut alors modifier / hors d'un voisinage de E pour que Wuu(0) et E aient 
un point d'intersection transverse £ hors de A tel que la feuille J-"SS(C) soit tangente à 
Wuu(0) et de sorte que ces propriétés restent satisfaites pour tout difféomorphisme 
g G Diff1(M) proche de / et un point Çg proche de Ç Par conséquent, l'ensemble 
hyperbolique A^ possède une tangence homocline robuste. Voir la figure 14. 

On peut demander qu'au voisinage de £, il existe une feuille de J7̂ 8 qui soit trans
verse à Wu(0). Pour tout g proche de / , il existe donc un point d'intersection non 
transverse (g entre une feuille de Tss et Wu(0) qui soit accumulé par des points d'in
tersections transverses. Ceci implique que Q appartient à la classe homocline H(Og) 
associée à A^. 
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E 

Wu(0) 

FIGURE 14. Intersection critique de Tss et Wu(0). 

De la même manière, on peut construire indépendemment un point d'intersection 
transverse £ hors de A entre Wu(0) et E tel que la feuille Jruu(£) soit tangente à E et 
de sorte que ces propriétés restent satisfaites pour tout difféomorphisme g G Diff1 (M) 
proche de / et un point ĝ proche de £. 

La classe homocline H(Og) ne possède pas de décomposition dominée non triviale. 
En effet, si elle possédait par exemple une décomposition TH(og)M = E 0 F avec 
dim(E) = 1, il est facile de voir que l'espace Eçg coïnciderait avec l'espace tangent à 
la feuille FS3(Çg) en (g et l'espace Fç avec l'espace tangent à Wu(0). Par construction 
ces espaces ne sont pas transverse et on obtiendrait une contradiction. • 

Addenda. — Cette construction offre beaucoup de souplesse. On peut plonger indé
pendemment les dynamiques (x,y) i-> (fo{x), li.y) et (x,y) i-> (f0~1(x),/2~~1.y) et ainsi 
construire un difféomorphisme f de M qui possède deux ensembles hyperboliques 
A, A7, l'un d'indice 1 et l'autre d'indice 2, tels que : 

- A et A' sont chacun contenu dans une surface E,E' invariante par / et /_1 
respectivement, ayant un point d'intersection transverse. 

- A, A7 possèdent chacun une orbite périodique O, O' telles que les variétés in
variantes (de dimension deux) Wu(0) et Ws{0') aient un point d'intersection 
trans verse. 

On obtient donc la propriété suivante qui permet d'obtenir le théorème 4.7. 

// existe un ouvert non videll C Diff1 (M) de difféomorphismes ayant des ensembles 
hyperboliques A, A' d'indice 1 et 2 respectivement qui présentent un cycle robuste : 
WU(A) H WS(A') et WU(A') n WS(A) sont non vides. 

En dimension plus grande, la même construction permet de lier robustement des 
ensembles hyperboliques de tout indice compris entre 1 et d — 1 et d'empêcher l'exis
tence de décomposition dominée non triviale. 
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8.10. Problèmes 

a) Autres perturbations d'orbites périodiques. — D'autres types de pertur
bations de cocycles pourraient se révéler intéressants et donner lieu à des résultats 
perturbatifs dans le même esprit que ceux qui ont été présentés dans ce chapitre. Par 
exemple, si l'on considère pour un difféomorphisme une suite d'orbites périodiques 
(On) dont la période tend vers +oo, on peut poser les questions suivantes ^ . 

- Sous quelles conditions peut-on perturber la différentielle le long d'une de ces 
orbites périodiques pour obtenir k > 1 valeurs propres de module 1 ? 

- Quels sont les indices que l'on peut atteindre par bifurcation ? 
- Sous quelles conditions peut-on créer des valeurs propres complexes ? 
Nous renvoyons aussi à [67] pour d'autres types de contraintes sur les perturbations 

de cocycles. 

b) Hyperbolicité en volume des classes isolées. — La démonstration du théo
rème 8.13 permet de préciser la question 5.13. 

Question 8.18. — Supposons que / vérifie une condition C1-générique, considérons 
une mesure ergodique ¡1 pour / et un point x appartenant à la classe de récurrence 
par chaînes du support de ¡1. 

Existe-t-il une suite de points périodiques (pn) convergeant vers x telles que la suite 
des mesures périodiques associées converge faiblement vers fi ? 

On obtiendrait alors une version plus forte des théorèmes 8.10 et 8.13 et une réponse 
affirmative à la question suivante. 

Question 8.19. — Supposons que / vérifie une condition C1-générique. 
Est-ce que toute classe homocline H (ou plus généralement tout ensemble transitif 

par chaînes) vérifie la dichotomie suivante ? 
- H est hyperbolique en volume; 
- H (ou une partie de H) est limite de Hausdorff d'une infinité de puits ou de 

sources. 

e) Stabilité structurelle en régularité supérieure^— Nous avons déjà signalé 
que peu de résultats perturbatifs sont connus en régularité plus grande et il n'y a pas 
d'analogue C2 de l'équivalence donnée par le théorème d'Q-stabilité. En particulier, 
le lemme de Franks (qui est la motivation principaKpour les résultats de ce chapitre) 
devient faux (voir [159, théorème D]). Nous renvoyons à [154] pour une discussion 
de la stabilité structurelle Cr, r > 1. 

2. Après la rédaction de ce texte, des généralisations de [43] ont été obtenus dans [21] en l'absence 
de décomposition dominée. 
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CHAPITRE 9 

POINTS PÉRIODIQUES HOMOCLINIQUEMENT LIES 

Au chapitre 8, nous avons considéré séparément les orbites périodiques d'un dif
féomorphisme. Nous étudions à présent les orbites contenues dans une même classe 
de récurrence par chaînes : elles sont liées par la dynamique. Ceci permet d'une part 
de propager certaines propriétés vérifiées sur une partie à l'ensemble de la classe et 
d'autre part d'obtenir de nouvelles orbites périodiques comme moyenne d'orbites pé
riodiques de la classe (spécification). 

9.1. Spécification au sein d'une classe homocline (indice fixé) 

Bowen a montré [46] que l'ensemble des orbites périodiques contenues dans un 
ensemble basique d'un difféomorphisme hyperbolique possède une propriété de spéci
fication. 

Définition 9.1. — Un ensemble d'orbites périodiques O a la propriété de spécification 
si pour tout e > 0 et pour toute collection finie d'orbites Oi , . . . , Os G (9, il existe 
N > 1 vérifiant : pour toute suites finies {¿1, . . . , ii} C { 1 , . . . , s} et { n i , . . . , ne} C N, 
il existe une orbite périodique O = {x, / ( x ) , . . . , fr{x) = x} appartenant à O et des 
entiers ki,..., ke tels que : 

- 0 < kJJri-(kj+nj) < N pour tout j G { 1 , . . . , £ -1} et 0 < (fci+r)-(fc* + n*) < 
N; 

- fk(x) appartient au e-voisinage de Oij pour tous j G { 1 , . . .£} et kj < k < 
kj + n j — 1. 

Pour les ensembles hyperboliques, l'entier N ne dépend pas des orbites Oi , . . . , Os. 
Le résultat de Bowen a été généralisée [37] aux classes homoclines 

1. La notion de spécification définie dans [46] est plus générale, puisqu'elle autorise à travailler 
avec des segments d'orbites qui ne sont pas périodiques. La définition proposée par [37], sous le terme 
de « transition » , est, elle aussi, un peu différente : elle décrit les cocycles linéaires au-dessus d'une 
famille d'orbites périodiques. 
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Proposition 9.2 (lemme 1.9 de [37]). — Pour tout point périodique hyperbolique p, l'en
semble des orbites périodiques hyperboliques homocliniquement reliées à p possède la 
propriété de spécification. 

Les cocycles linéaires au-dessus d'une famille d'orbites périodiques ayant la pro
priété de spécification permettent plus de perturbations que les cocycles linéaires 
généraux étudiés au chapitre 8. (Il devient possible de remplacer une orbite pério
dique O par une orbite périodique O' passant une grande proportion de temps proche 
de O. La nouvelle orbite ressemble à O, mais tout événement qui apparaît le long de 
l'orbite de O apparaît un grand nombre de fois le long de l'orbite de Of.) On obtient 
une version plus forte du théorème 8.3. 

Théorème 93 (Bonatti-Dîaz-Pujals). — Pour tout e > 0, il existe N > 1 tel que toute 
famille d'orbites périodiques O de f ayant la propriété de spécification satisfait l'un 
de ces deux cas : 

- il existe une décomposition N-dominée non triviale au-dessus de O, 
- il existe une orbite O = {x, f(x),..., fT(x) = x} dans O et une e-perturbation 

Bi,..., BT de la différentielle Df(f(x)),..., Df(fr(x)) de f le long de O telles 
que le produit Br .. .B\ soit une homothétie. 

9.2. Cycles hétérodimensionnels 

Une autre bifurcation introduite dans [116] et mettant enjeu les variétés invariantes 
d'orbites périodiques s'est révélée importante (voir [39, chapitre 6]). Elle permet en 
particulier d'obtenir une propriété de spécification entre points périodiques d'indices 
différents. 

Définition 9.4. — Deux orbites périodiques hyperboliques 0\, O2 forment un cycle hé
téro dimensionnel si leurs indices sont différents et si Wu(0\) fl Ws(02) et Wu(02) H 
Ws(0\) ne sont pas vides. 

Ce type de bifurcation a été étudié intensivement notamment par L. Diaz et ses 
collaborateurs. D'après le théorème de Kupka-Smale, l'ensemble des difféomorphismes 
ayant un cycle hétérodimensionnel forme une partie maigre de Diff1(M). On peut 
toutefois renforcer la définition précédente. 

Définition 9.5. — Deux orbites périodiques hyperboliques 0\, O2 forment un cycle hé
térodimensionnel robuste s'il existe des ensembles hyperboliques transitifs K, L conte
nant respectivement 0\ et O2, tels que pour tout difféomorphisme g G Diff1(M) 
proche de / , on a Wu(Kg) fl Ws(Lg) ^ 0 et Ws{Kg) n W8(Lg) ^ 0 pour les conti
nuations hyperboliques Kg,Lg de K et L. 
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La section 8.9 présente des difféomorphismes avec cycles hétérodimensionnels 
robustes. 

Connexions fortes. — Nous présentons maintenant un cadre qui permet d'obtenir 
un cycle hétérodimensionnel par perturbation. Considérons le cas où K est muni d'une 
structure partiellement hyperbolique TKM = ES © EC © EU avec àim(EC) = 1 et 
supposons que pour tout voisinage U de K et tout 5 > 0, il existe un difféomorphisme 
/ ' proche de / et une orbite périodique O contenue dans U dont l'exposant central 
appartient à (S, S) et telle que Wuu(0) \ O et Wss(0) \ O s'intersectent. On peut 
alors créer un cycle hétérodimensionnel en appliquant la remarque suivante. 

Lemme 9.6. — Soit O une orbite périodique ayant un unique exposant nul et telle que 
Wuu(0)\0 et Wss(0)\0 s'intersectent. Il existe alors un difféomorphisme C1-proche 
ayant un cycle hétérodimensionnel. 

Démonstration. — Par perturbation, on crée au voisinage de O deux orbites pério
diques 0\, O2 ayant des exposants respectivement positifs et négatifs dans la direc
tion centrale et connecté par un segment central. L'intersection entre Wuu(0) \ O et 
Wss(0) \ O permet d'obtenir une intersection entre Wuu(02) \ 02 et Wss(Oi) \ Ox. 
Voir la figure 15. • 

FIGURE 15. Création d'un cycle hétérodimensionnel. 

Nous dirons qu'une orbite périodique O C K possède une connexion forte lorsque 
Wuu(0) \ O et Wss(0) \ O s'intersectent. 

Connexions fortes généralisées. — Nous donnons maintenant un mécanisme plus 
général que le lemme précédent pour engendrer des cycles hétérodimensionnels (voir 
par exemple [56]). 
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Lemme 9.7. — Considérons une classe homocline H(p) vérifiant : 
- il existe une décomposition dominée TH^M = E@EC(BF telle que dim(Ec) = 1 

et dim(E 0 Ec) coïncide avec la dimension stable de p, 
- la variété stable forte Wss(p) tangente à Ep coupe H(p) en un point différent 

de p, 
et supposons qu 'il existe des orbites périodiques homocliniquement reliées à p ayant 
des exposants centraux arbitrairement proches de 0. 

Il existe alors un difféomorphisme C1-proche ayant un cycle hétérodimensionnel. 

Nous dirons qu'une classe homocline possède une connexion forte généralisée si elle 
vérifie les deux propriétés du lemme précédent. 

9.3. Spécification au sein d'une classe homocline (indice variable) 

Par définition, les orbites périodiques d'indices différents ne sont pas homoclinique
ment reliées et la proposition 9.2 ne s'applique pas. Nous pouvons cependant travailler 
avec une propriété de spécification plus faible. 

Définition 9.8. — Un ensemble d'orbites périodiques O a la propriété du barycentre 
si pour tous e > 0, p G (0,1) et Oi, O2 G O, il existe O = {x, f(x),..., fT(x) — x} 
appartenant k O et des parties disjointes J, J e { 1 , . . . , r} tels que : 

- Card(I) >(p- e).r et Card(J) > (1 - p - e).r ; 
- fh(x) appartient au e-voisinage de 0\ (resp. de O2) pour tout k E I (resp. 

k G J). 

Pour un difféomorphisme C1-générique, la propriété du bary centre est vérifiée [4] 
au sein des classes homoclines. 

Théorème 9.9 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). — existe un Gs dense G c Diff1 (M) 
tel que pour tout f G G et toute classe homocline H(p) de f, l'ensemble des orbites 
périodiques de f contenues dans H(p) a la propriété du bary centre. 

La proposition 9.2 découlait de l'existence d'ensemble hyperboliques transitifs 
contenant un ensemble fini d'orbites périodiques . La démonstration du théorème 9.9 
est très différente car elle nécessite des arguments perturbatifs, issus de [6,38], afin de 
créer des dynamiques partiellement hyperboliques vibrant au-dessus d'un ensemble 
hyperbolique transitif. 

Plus précisément, nous considérons deux orbites périodiques Oi, O2 de périodes 
7"i,T2, contenues dans H(p). En utilisant la proposition 8.2, on peut toujours suppo
ser que leurs valeurs propres sont réelles et de multiplicité égale à 1. On peut alors 
perturber / et obtenir un difféomorphisme / pour lequel 0\ et O2 sont reliée par un 
cycle hétérodimensionnel (voir la section 4.3). 
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On peut supposer de plus que le cycle est linéaire : il existe x G Wu(Oi) fl Ws(02), 
y eWu(02)n W8{0{) et des cartes <pi : Vx -> Rd, cp2 : V2 -+ Md au voisinage de Oi 
et O2 tels que 

- dans les cartes (pi,(p2l l'application / est affine et sa différentielle est diagonale; 
- il existe un itéré négatif fn* (x) (resp. fnv (y)) dont l'orbite négative reste proche 

de 0\ (resp. 02) et un itéré positif fn* (x+) (resp. fny (x~)) dont l'orbite positive 
reste proche de 02 (resp. 0\) tels que l'application fn* (resp. fny ~^ny ) est 
affine au voisinage de f71* (x) (resp. fny (y)) et sa différentielle est diagonale. 

Pour tous £1, l2 suffisamment grands, on crée alors par perturbation de / au voisinage 
de une orbite périodique de période l\.T\ + £2.T2 + n~ + n+ -h n~ + n + qui possède 
î̂.Ti itérés consécutifs dans V\ et £2.r2 itérés consécutifs dans V2. Par construction 

l'indice de l'orbite crée O est compris entre ceux de 0\ et 02. De plus, pour un ouvert 
de difféomorphismes, Wu(0) intersecte la variété stable de l'une des orbites 0\,02 
et Ws(0) intersecte la variété instable de l'autre. Puisque pour tout difféomorphisme 
C1-générique au voisinage de / les classes homoclines de 0\ et 02 coïncident, il existe 
un difféomorphisme proche de / pour lequel O appartient à cette classe. 

9.4. Application (1) : indices des classes homoclines 

Le théorème 9.9 permet de retrouver des résultats de [6,38]. 

Corollaire 9.10 ( [6,38]). — Il existe un Gô dense Q C Diff^M) tel que pour tout f G G 
et toute classe homocline H(p) de f, l'ensemble des indices des orbites périodiques de 
f contenues dans H(p) est un intervalle de N. 

En combinant ce résultat avec le théorème 8.15 (dichotomie tangences homo-
clines/décomposition dominée), on obtient l'existence de fibres centraux de dimension 
1 au-dessus des classes homoclines loin des tangences homoclines. 

Corollaire 9.11 (Gourmelon [69]). — Il existe un G$ dense G C Diff1(M) tel que pour 
tout f G G et toute classe homocline H(p) de f, l'une des deux propriétés suivantes 
est vérifiée. 

- H(p) possède une décomposition dominée 

TH(P)M Ε Θ E\ Θ · · * Θ E¡ Θ F, 

telle que dim(E) et d — dim (F) sont respectivement l'indice minimal et l'indice 
maximal de H(p) et chaque fibre Ef est de dimension 1. 

- Il existe une orbite périodique O homocliniquement reliée àp et une perturbation 
g G Diff1(M) de f telle que la continuation hyperbolique de O a une tangence 
homocline. 
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9.5. Application (2) : mesures génériques portées par une classe homocline 
isolée 

Voici d'autres conséquences tirées de [4]. 

Corollaire 9.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). — existe un Gs dense G C Diff1(M) 
tel que pour tout f £ G et toute classe de récurrence par chaînes K de f, qui est isolée 
dans 1Z(f), toute mesure de probabilité invariante supportée sur K est limite faible de 
mesures de probabilité supportées sur des orbites périodiques de K. 

En effet, la propriété est vérifiée pour les mesures ergodiques d'après le lemme de 
fermeture ergodique (théorème 5.1). Les orbites périodiques appartiennent nécessaire
ment à K. Les mesures invariantes non ergodiques sont approchées par des barycentres 
de mesures ergodiques et on conclut en utilisant la propriété du bary centre. 

On en déduit le résultat suivant, démontré par Sigmund [174] dans le cas des 
ensembles hyperboliques localement maximaux transitifs et annoncé par Mahé [100]. 

Théorème 9.13 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). — // existe un Gs dense G C Diff1(M) 
tel que pour tout f £ G et toute classe de récurrence par chaînes K de f, qui est 
isolée dans 7Z(f), Vensemble des mesures de probabilité invariantes fi supportées dans 
K contient un Gs dense de mesures qui sont : 

- ergodiques, 
- de support total (Supp(/i) — K), 
- d'entropie nulle, 
- hyperboliques, 
- et dont la décomposition d'Oseledets TXM = E\ 0 · · · 0 Es en \x-presque tout 

point s'étend à l'espace tangent au-dessus de K en une décomposition dominée. 

Voici une conséquence du théorème précédent et de la proposition 6.10. 

Corollaire 9.14 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). — Pour toute classe homocline isolée 
H(0) d'un difféomorphisme C1 -générique et toute mesure générique ¡1 supportées 
sur H(0), presque tout point possède une variété stable et une variété instable. 

Utilisant la spécification, Diaz et Gorodetski [58] obtiennent l'existence de mesures 
ergodiques non hyperboliques. 

Théorème 9.15 (Dîaz-Gorodetski). — Il existe un Gs dense G C Diff1(M) tel que pour 
tout f £ G toute classe homocline contenant des points périodiques d'indices différents 
contient également des mesures invariantes ergodiques ayant au moins un exposant 
de Lyapunov nul. 
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9.6. Application (3) : dynamique universelle 

Pour k > 1, notons 3h la boule standard fermée unité de Rk et Diffjnt5+(Dfc) 

l'espace des plongements Cr préservant l'orientation de Dfc dans l'intérieur d'elle-

même, muni de la topologie Cr, r G [0, +00]. 

Un difféomorphisme est ^-universel si sa dynamique contient les dynamiques as

sociées à une partie dense d'éléments de Diffint +(©fc). Donnons une définition plus 

précise. 

Définition 9.16. — Considérons un entier 1 < k < d. Un difféomorphisme / G 
Diff1(M) est k-universel au voisinage d'un ensemble compact invariant K par / si 

pour tout ouvert O C DifTjntDifTjnet tout voisinage U de K, il existe un plongement 

ip : Pfe —> M et un entier £>1 vérifiant : 

1. l'image D de B)k dans M est disjointe de ses £ — 1 premiers itérés, 

2. les ensembles fl(D), i G { 0 , . . . , £ — 1} sont contenus dans U, 

3. fe(D) est contenu dans D et l'application c/?-1 o fe o cp définie sur Dfc appartient 

à O. 

Lorsque K — M nous dirons simplement que / est fc-universel. 

Remarque 9.17 

1. Si / est /c-universel au voisinage de X , l'application f~x l'est également puisque 

pour tout difféomorphisme h G DifFjnt +(Dfc), il existe g G DiffJ"nt +(Dfc) tel que 

l'image de la boule standard ^Dfc de rayon 1/2 par g contient dans son intérieur 
sdfsd et l'application x 2.g 1{x/2) coïncide avec h sur Dfc. 

2. Les dynamiques génériques (i-universelles sur une variété de dimension d sont les 
dynamiques génériques les plus compliquées puisqu'elles contiennent toutes les 
pathologies associées aux difféomorphismes génériques deDiflFI1nt+(Dd) : lorsq ue 
d > 3, une telle dynamique possède une infinité de puits et de sources, des cycles 
hétérodimensionnels robustes, des tangences homoclines robustes, ... 

Voici un critère [30] d'existence de dynamique universelle. 

Théorème 9.18 (Bonatti-Diaz). — // existe un G$ dense de Diff1(M) dont les difféo

morphismes sont d-universels au voisinage de toute classe homocline H(0) vérifiant 

les propriétés suivantes : 

- H(0) n'a pas de décomposition dominée non triviale, 

- H{0) contient des orbites périodiques {x, / ( x ) , . . . , fT~1(x)} dont le jacobien à 

la période \detDf£\ est de module strictement plus grand que 1, et des orbites 

dont le jacobien moyen à la période est de module strictement plus petit que 1. 

Idée de la démonstration. — On utilisera le lemme élémentaire suivant (voir [81, 
Chapitre 8 ] ) . 
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Lemme9.19. — Pour tout k > 1, et tout élément h G Diff^tj+(Dfc), il existe une 

application différentiable H: Rk x [0,1] —>• Rk telle que 

- pour tout t G [0,1], ht — H(.,i) est un difféomorphisme de Rk qui coïncide avec 

l'identité hors d'une partie compacte de Rk ; 

- ho est Videntité de Rk ; 

- la restriction de h\ à Dfc coïncide avec h. 

Démonstration du lemme. — On peut se ramener au cas où h fixe 0. 

On construit tout d'abord une application H : 3k x [0,1] —> Rk de classe C°° telle 

que ho est l'identité sur Dfc et h\ coïncide avec h sur H)k. En effet, on peut choisir 

un chemin différentiable dans GL(n,R) entre Id et Doh paramétré par [0,1/2]. Pour 

s G (0,1/2], on définit hs+i/2 comme restriction à U)d de l'application x «->• s-1 .h(s.x). 

En différentiant l'application (x,t) H> (ht(x),t) on obtient un champs de vecteurs 

de la forme (J /̂it, 1). En l'étendant au moyen d'une partition de l'unité, on définit 

un champs de vecteurs dépendant du temps (Xt)te[o,i] sur Rd à support compact. 

L'application H est alors le flot associé. • 

Considérons un voisinage ouvert U de H(0) et un élément h G Diff^t +(Bd). 

En utilisant le théorème 9.9, on montre qu'il existe dans H(0) un ensemble dense 

d'orbites périodiques {x,/(x),..., fT~1(x)} dont le jacobien detD/J est positif et 

dont le jacobien moyen à la période (det Dfl)1^ est arbitrairement proche de 1. Cet 

ensemble possède la propriété du barycentre. Puisque H(0) n'a pas de décomposition 

dominée, il existe (théorème 9.3) une telle orbite périodique {x , / ( x ) , . . . , fT~1(x)} et 

une perturbation arbitrairement petite f\ de / pour laquelle Dxf{ est une homothétie. 

Puisque le jacobien moyen à la période de l'orbite de x est proche de 1, on peut aussi 

perturber pour que Dxf{ soit l'identité de TXM. Une nouvelle perturbation / 2 permet 

de créer un plongement cpo : 3d —> M vérifiant les propriétés 1 et 2 de la définition 9.16 

et telle que /J coïncide avec l'identité sur Do = y?o(^d)-

D'après le lemme 9.19, il existe une famille de difféomorphismes (ht)te[o,i] de Rd et 

p > 0 tels que ho = Id, h\ coïncide avec h sur 3d et pour tout t G [0,1] le support du 

difféomorphisme ht soit contenu dans la boule de rayon p. On choisit alors un entier 

L > 1 suffisamment grand pour que chaque difféomorphisme gi := fo(i+i)/L 0 K~fL 

pour 0 < i < L soit arbitrairement proche de l'identité de Rd en topologie C1. Nous 

avons ainsi fragmenté le difféomorphisme h : 

hi = gL-i go-

On peut perturber f2 en un difféomorphisme /3 ayant les mêmes propriétés sauf 

que PQ1 O /J O cp0 coïncide avec la rotation R d'angle 1/L G [0,1] sur Drf. Si L est 

suffisamment grand, cette perturbation de /3 est suffisamment petite. Il existe une 

boule 5 c l D 3 disjointe de ses L — 1 premiers itérés par R : c'est l'image de la boule 

standard p.U)d de rayon p par une homothétie T. Sur ip0(Rl(B)), pour 0 < i < L, on 
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remplace /3 par la composition 

df (<A) IV df 
9i (T_1 R-1 DifTjnv 

Par construction, cette application / 4 est une petite perturbation de / dans Diff1(M). 

Si Ton pose £ = L.T, la boule ifo(B) est ^-périodique, disjointe de ses £ — 1 premiers 

itérés et le plongement ip = (po o T envoie V)d sur une boule D C B et vérifie h = 

(p 1 o /J o <£> sur B . 
Puisque Diff^t +(Dd) est dense dans Diffjnt?+(Bd), nous avons montré que pour 

tout difféomorphisme / ayant une classe homocline H(0) vérifiant les hypothèses 

du théorème 9.18, pour tout voisinage U de H(0), pour tout ouvert non vide O C 
DiffJnt +(Dd), il existe une perturbation h' G Diff1 (M) de / et un plongement (p : Bd -> 

M tel que les propriétés 1, 2, 3 de la définition 9.16 soient satisfaites. On conclut la 

démonstration par un argument de généricité. • 

Les constructions de la section 8.9 montrent que pour toute variété M de dimension 

d > 3, il existe un ouvert non vide O C Diff1 (M) de difféomorphismes ayant une classe 

homocline qui vérifie les propriétés du théorème 9.18. Voici une conséquence. 

Corollaire 9.20. — Pour toute variété de dimension d > 3, il existe un ouvert non vide 

O C Diff1 (M) et un Gs dense de O formé de difféomorphismes qui sont d-universels 

au voisinage d'une classe homocline H(0). 

Les dynamiques d-universelles impliquent l'existence de classes apériodiques. 

Proposition 9.21 (Bonatti-Diaz). — Pour d > 3, il existe un Gs dense G C Diff1 (M) 

tel que tout difféomorphisme d-universel f G G possède un ensemble non dénombrable 

de classes apériodiques qui sont stables au sens de Lyapunov pour f et pour f-1 

Démonstration. — Il existe un ouvert O C DiffintDifTjde difféomorphismes ayant 

une classe homocline H{0) vérifiant les propriétés du théorème 9.18. En appliquant 

inductivement le théorème 9.18, on en déduit qu'il existe une suite de plongements 

(pn : 3d — M et d'entiers £n tels que pour tout n > 1 : 

- l'image Dn = (pn(pd) est disjointe de ses £n premiers itérés et vérifie fin(Dn) C 
Int(Dn) pour n pair et f~£ri(Dn) C Int(Dn) pour n impair; 

- le supremum des diamètres des ensembles fk((pn(J])d)) pour n > 1 et |fc| < £n 

tend vers 0 lorsque n —ï +oc ; 

- (pu1 0 fin(Pn pour n pair et cp~x o f~ln(pn pour n impair appartiennent à O ; 

- la suite (Dn) est décroissante. 

L'intersection décroissante 

K = 
n 0<k<£n 

f(Dn) 

possède une base de voisinages attractifs pour / et une base de voisinages attractifs 

pour f~l. Par conséquent K est une classe de récurrence par chaînes qui est stable au 

sens de Lyapunov pour / et f~x. Par construction elle n'a pas de point périodique. 
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Remarquons que dans chaque orbite Dn U • • • U fin 1(Dn) on peut choisir deux or

bites D i f T j d e . . . , /^+1_1(^n+i) et Dn+n • • •, /^+1_1(^n+i) disjointes. Il existe donc 

une collection non dénombrable de suites (Dn) ayant les propriétés énoncées ci-dessus 

qui engendrent des classes apériodiques deux à deux disjointes. • 

Remarque 9.22. — Les classes apériodiques ainsi obtenues sont des odomètres. En 

particulier, leur dynamique est minimale, uniquement ergodique. 

9.7. Mélangeurs, obtention de bifurcations robustes 

Dans le cadre des dynamiques C1 -génériques, Bonatti et Diaz ont identifié [30,33] 
un mécanisme (les mélangeurs) permettant de construire des cycles hétérodimen-

sionnels robustes. Tout difféomorphisme ayant un cycle hétérodimensionnel peut être 

approché par un difféomorphisme ayant un cycle hétérodimensionnel robuste. 

Théorème 9.23 (Bonatti-Diaz). — II existe un Gs dense G C Diff1(M) tel que, tout f G 
G ayant deux orbites périodiques hyperboliques Oi, 02 d'indices différents et contenues 

dans une même classe de récurrence par chaînes possède un cycle hétérodimensionnel 

robuste. 

Le cycle hétérodimensionnel robuste est contenu dans un petit voisinage de la classe 

H(Oi) = H(02). (En général, il appartient à la classe homocline [35,36].) 
Bonatti et Diaz ont montré [34] que l'on peut rendre robuste une tangence ho

mocline liée à une classe homocline ayant plusieurs indices. Ceci complète le théo
rème 8.15. 

Théorème 9.24 (Bonatti-Diaz). — Il existe un Gs dense G C Diff^M) tel que pour 

tout f £ G et toute classe homocline H(0) contenant un point périodique d'indice 

différent de O, la dichotomie (robuste) suivante est vérifié : 

- O possède une tangence robuste, 

- il existe une décomposition dominée T^^M — E 0 F telle que dim(E) = 

dim(Es(0)). 

9.8. Problèmes 

Au cours des chapitres 8 et 9, nous avons obtenu des résultats d'existence d'orbites 

périodiques par bifurcation de la dynamique au sein d'une classe de récurrence par 

chaînes K. Nous pouvons distinguer trois sortes d'orbites périodiques : 

- les orbites périodiques contenues dans la classe K, 

- celles qui sont proches de K en topologie de Hausdorff, 

- celles contenues dans un voisinage de K. 
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a) Complétude des indices. — Le corollaire 9.10 donne des informations sur 

l'ensemble des indices d'une classe homocline. Nous pouvons naturellement formuler 

des questions sur l'ensemble des indices des orbites périodiques contenues dans un 

voisinage d'une classe homocline. Le problème de l'existence de classes pelliculaires 

(question 7.5) consiste à décrire le lien entre l'ensemble des indices d'une classe et 

l'ensemble des indices des orbites périodiques proches de la classe. 

Question 9.25. — Supposons que / vérifie une condition C1-générique et soit K une 

classe de récurrence par chaînes. 

- Supposons que K soit limite de Hausdorff d'orbites périodiques d'indice i et j>i. 

Est-elle également limite d'orbites d'indice £ pour tout i < £ < j ? 

- Supposons qu'une partie de K soit limite de Hausdorff d'orbites périodiques d'in

dice i. Est-ce également le cas de la classe K toute entière ? 

Cette seconde question est bien sûr reliée à la question 5.13. Une réponse positive 

permettrait à partir de la remarque 8.14 de répondre à la question 8.19. (Voir aussi 

la discussion de la section 10.4) 

b) Dynamique au sein des classes homoclines. — Il serait très intéressant 

d'étendre le corollaire 9.12 aux classes homoclines non isolées. Les résultats de ce 

chapitre montrent que l'on peut se ramener au cas des mesures ergodiques. 

Question 9.26. — Supposons que / vérifie une condition C1-générique et soit H(0) 

une classe homocline de / . 

Les mesures ergodiques supportées par H(0) sont-elles limites faibles de mesures 

de probabilité invariantes supportées par des orbites périodiques de H(0) ? 

Un tel « lemme de fermeture ergodique au sein des classes homoclines » permettrait 
par exemple de répondre à la question 8.19 ainsi qu'à la question 5.13 pour les classes 
homoclines. 

Nous avons une compréhension relativement fine des orbites périodiques à l'inté
rieur d'une classe homocline, mais le reste de la dynamique reste mal compris, en 
particulier les questions de théorie ergodique. 

Question 9.27. — Considérons une classe homocline H(0) d'un difféomorphisme C1-

générique. Existe-t-il une mesure d'entropie maximale ? 

c) Importance des cycles hétérodimensionnels. — Tous les exemples connus de 

dynamiques robustement non hyperboliques possèdent un cycle hétérodimensionnel. 

Bonatti et Diaz [33] ont conjecturé que c'est toujours le cas. 

Conjecture d'hyperbolicité (Bonatti-Dïaz). — Tout difféomorphisme peut être approché 

dans DiS1 (M) par un difféomorphisme qui est hyperbolique ou possède un cycle hété

rodimensionnel robuste. 
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Cette conjecture concerne exclusivement la topologie C1 puisqu'elle n'est pas véri

fiée par les difféomorphismes C2 des surfaces (du fait du phénomène de Newhouse). 

Une étape dans cette direction serait de montrer que la présence de tangences homo-

clines implique l'existence de cycles hétérodimensionnels. 

On peut énoncer des versions semi-locales de cette conjecture. 

Question 9.28. — Supposons que / vérifie une condition C1-générique. 

Est-ce que tout voisinage d'un ensemble transitif par chaîne non hyperbolique 

contient un cycle hétérodimensionnel robuste ? 

Est-ce que toute classe homocline non hyperbolique contient un cycle hétérodimen

sionnel robuste ? 

d) Dynamique sur les surfaces. — Le théorème 4.7 montre que sur toute variété 

de dimension supérieure ou égale à 3, il existe des ouverts C1 de difféomorphismes 

non hyperboliques. Cette question reste ouvert en dimension 2. Smale a conjecturé ^ 

que ce n'était pas le cas. C'est un cas particulier de la conjecture d'hyperbolicité. 

Conjecture (Smale). — Lorsque dim(M) = 2, l'ensemble des difféomorphismes hyper

boliques est dense dans Diff1 (M) . 

e) Tangences robustes. — Par analogie avec les cycles hétérodimensionnels [33], 
on aimerait savoir dans quelle mesure un difféomorphisme présentant une tangence 

homocline est approché par des difféomorphismes ayant des tangences robustes. 

Question 9.29. — Considérons un ouvert U C Diff1 (M) qui contient un ensemble 

dense de difféomorphismes présentant une tangence homocline. Existe-t-il un difféo

morphisme dans U qui possède une tangence robuste ? 

Cette question peut-être décomposée en deux sous-problèmes (voir [5,22]). 

Question 9.30. — Considérons un difféomorphisme C1-générique qui est limite de dif

féomorphismes ayant une tangence homocline. Existe-t-il une classe homocline H(0) 

sans décomposition dominée T#(o)M = E (B F avec dim(E) = dim(Es(0)) ? 

Question 9.31. — Considérons un difféomorphisme C1 -générique et une classe homo

cline H(0) n'ayant pas de décomposition dominée îij(o) = E 0 F avec dim(E') = 

dim(Es(0)). Est-ce que O possède une tangence robuste ? 

2. Je n'ai pas trouvé de trace de cette conjecture sur les surfaces. Au début des années i960, 
Smale a explicitement posé le problème de la densité des dynamiques structurellement stables [177]. 
Dans ses textes récents [184,185], il conjecturait la densité des dynamiques hyperboliques pour les 
endomorphismes en dimension 1. 
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Sur les surfaces, le théorème 8.9 montre qu'il n'y a pas de tangence robuste et une 

réponse positive à la question 9.29 entraînerait la conjecture de Smale. Une approche 

possible consiste à contrôler les points critiques de la dynamique : il résulte du travail 

de Pujals et Sambarino [156] que les difféomorphismes de surface génériques et non 

hyperboliques possèdent des classes sans décomposition dominée. Lorsque la dyna

mique sur une telle classe est dissipative (le jacobien de toute mesure invariante est 

strictement négatif), Pujals et Rodriguez-Hertz [155] ont introduit un ensemble cri

tique : un ensemble fermé tel que tout compact invariant transitif qui ne le rencontre 

pas est un puits ou possède une décomposition dominée. 

Remarques après révision 

La conjecture de Smale implique que les difféomorphismes C1-génériques de surface 

ne sont pas universels. En revanche, en topologie Cr,r > 2, Turaev a récemment 

montré [190] qu'il existe un ouvert non vide de difféomorphismes Cr de surface dont 

les éléments génériques sont universels. 

Par ailleurs le lemme de Franks avec contrôle des variétés invariantes [67] ainsi que 

les résultats de [21] sur les bifurcations de points périodiques ont permis d'améliorer 

certains résultats de ce chapitre. 

D'une part il est possible d'obtenir des classes apériodiques sans passer par des 

dynamiques universelles [25]. Ceci résulte de l'existence de classe homoclines virales, 

Le. satisfaisant un certaine propriété V qui implique l'existence de classes homoclines 

distinctes proches, elles-mêmes vérifiant V. L'existence d'une classe homocline H(p) 

sans décomposition dominée et possédant des points périodiques d'indices différents 

est un exemple de telle propriété V. Le difféomorphisme peut contracter le volume au 

voisinage de H(p), ce qui empêche l'universalité. 

D'autre part, [25,169] apportent une réponse très partielle à la conjecture d'hy-

perbolicité, tendant à montrer que la présence d'une tangence homocline implique 

l'existence de cycles hétérodimensionnels. En voici un énoncé. 

Théorème 932 ( [25,169]). — Lorsque dim(M) = 3, soient f G Diff^M) générique et 

H(0) la classe homocline d'un point d'indice 2 satisfaisant : 

- H(0) n'a pas de décomposition dominée (en particulier on obtient des tangences 

homocline associées à l'orbite de O par C1-perturbation), 

- H(0) n'est pas limite de puits (c'est le cas si f dilate le volume au voisinage de 

H(0)), 

alors H(0) possède un cycle hétérodimensionnel. 
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CHAPITRE 10 

DYNAMIQUE LOIN DES TANGENCES HOMOCLINES : 
MODÈLES CENTRAUX 

L'un des objectifs de ce chapitre est l'étude des dynamiques qui ne peuvent pas être 

approchées par des difféomorphismes ayant des tangences homoclines. Une motivation 

est la conjecture de Palis présentée en section 10.1. 

Un aspect fondamental de cette approche consiste à comprendre la dynamique 

le long d'un fibre de dimension un. Lorsque les exposants de Lyapunov sont nuls 

pour toute mesure invariante, la dynamique de l'application tangente donne très peu 

d'informations. Nous développons de nouveaux outils, introduits dans [54,55] pour 

obtenir des propriétés d'hyperbolicité topologique ou pour trouver des obstructions à 

l'hyperbolicité qui se lisent sur les orbites périodiques. 

Nous utilisons les modèles centraux pour montrer [54] que tout difféomorphisme 

peut être approché dans Diff1 (M) par un difféomorphisme Morse-Smale ou par un 

difféomorphisme ayant une intersection homocline transverse. Nous établissons un 

résultat [55] en direction de la conjecture de Palis : tout difféomorphisme qui ne 

peut pas être approché dans Diff1 (M) par un difféomorphisme ayant une tangence 

homocline ou un cycle hétérodimensionnel est partiellement hyperbolique : l'ensemble 

récurrent par chaînes se décompose en un nombre fini d'ensembles compacts invariants 

partiellement hyperboliques dont le fibre central est de dimension au plus égale à deux. 

Finalement, nous étudions les quasi-attracteurs des dynamiques génériques loin des 

tangences homoclines : en particulier, J. Yang a montré [200] que ce sont des classes 

homoclines. 

10.1. Mécanismes versus phénomènes 

Un des buts de l'étude des difféomorphismes C1-génériques est de structurer l'es

pace des difféomorphismes en fonction des types de dynamiques qui apparaissent 

(voir [172,183]). Par exemple, les difféomorphismes hyperboliques peuvent être clas

sés en trois ouverts de complexité croissante : les difféomorphismes Morse-Smale, 

les difféomorphismes structurellement stables et les difféomorphismes Sl-stables. Plus 
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généralement, on cherche des parties (de préférence ouvertes) de Pespaee des dif

féomorphismes pour lesquelles la dynamique peut être décrite globalement, avec un 

degré de précision variable : on peut simplement chercher à décrire la décomposi

tion en classes de récurrence par chaînes (Est-elle finie ? sans classe apériodiques ?...) 

ou vouloir comprendre la dynamique au sein de chaque classe de récurrence par 

chaînes. 

Une autre approche consiste à caractériser les ouverts précédemment introduits en 

exhibant des obstructions qui apparaissent dans leur complémentaire. Par exemple, 

nous verrons en section 10.10 que l'ensemble des difféomorphismes ayant une intersec

tion homocline non triviale est dense dans le complémentaire de l'ensemble (ouvert) 

des dynamiques Morse-Smale. 

On cherche des obstructions qui soient simples et faciles à détecter (en général 

mettant en jeu des orbites périodiques). Elles ne décrivent pas la dynamique de fa

çon satisfaisante puisque ce sont souvent des bifurcations locales, mais elles peuvent 

engendrer une modification importante de la dynamique. Une telle décomposition de 

l'espace des difféomorphismes en parties possédant un ensemble dense de bifurca

tions et en ouverts de dynamiques globalement bien décrites est appelée par E. Pujals 

décomposition par mécanismes et phénomènes. 

10.2. Caractérisation des dynamiques hyperboliques 

Un autre exemple de dichotomie est une des conjectures proposées par Palis [122-
124] qui cherche à caractériser l'ouvert des dynamiques hyperboliques. 

Conjecture (Palis). — Tout difféomorphisme peut être approché dans Diff1 (M) par un 

difféomorphisme hyperbolique ou par un difféomorphisme qui présente une tangence 

homocline ou un cycle hétérodimensionnel. 

Nous verrons au chapitre 11 que cette conjecture a été résolue sur les surfaces par 

Pujals et Sambarino. Une réponse positive à la conjecture d'hyperbolicité entraînerait 

la conjecture de Palis. (Précisons toutefois que la conjecture de Palis a été également 

formulée en régularité Ck, k > 1 et que la conjecture d'hyperbolicité n'est pas satisfaite 

dans ce cadre.) Nous allons voir maintenant que cette conjecture peut être généralisée 

d'une autre façon. 

Notation. — Par la suite, nous noterons T Vensemble des difféomorphismes ayant 

une tangence homocline et C Vensemble de ceux qui possèdent un cycle hétérodimen

sionnel. 

La conjecture de Palis est vérifiée pour les difféomorphismes qui sont robustement 

modérés, i.e. dont le nombre de classes de récurrence par chaînes est robustement fini 

(voir [2,65]). 
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Théorème 10.1 (Abdenur,Gan-Wen). — Tout difféomorphisme peut être approché 

dans DiS1(M) par un difféomorphisme g ayant Vune des propriétés suivantes : 

- g est hyperbolique, 

- g présente un cycle hétérodimensionnel, 

- g possède une infinité de classes de récurrence par chaînes. 

Démonstration. — Considérons un difféomorphisme / qui ne peut pas être approché 

par un difféomorphisme ayant une infinité de classes de récurrence par chaînes. Nous 

allons montrer que l'on peut le perturber pour créer un cycle hétérodimensionnel. 

Quitte à le perturber, on peut supposer qu'il vérifie une condition de généricité. En 

particulier, ses classes sont des classes homoclines H(p±),...,H(jpk) et tout difféo

morphisme proche de / possède exactement k classes de récurrence par chaînes. 

Supposons que la classe H(jpi) (non triviale) n'est pas hyperbolique. Nous montrons 

que par perturbation, il est possible de créer au voisinage de H(pi) un point périodique 

q d'indice différent de l'indice de pi. Par hypothèse le point q appartient à la même 

classe que pi et une nouvelle perturbation permet alors de créer par perturbation un 

cycle hétérodimensionnel (section 4.3). 

Si la décomposition du fibre tangent au-dessus des orbites périodiques homoclini-

quement reliées à pi en espaces stables et instables n'est pas uniformément dominée, 

le théorème 8.3 permet de conclure directement. 

Si H(pi) possède une décomposition dominéeDifTjde— E 0 F avec dim(E') = 

à\m.(Es{pi)), et si par exemple le fibre E n'est pas uniformément contracté, il existe 

une mesure ergodique supportée sur H(pi) ayant un exposant de Lyapunov selon E 

positif ou nul. Le théorème 5.1 et son addendum permettent alors de créer un point 

périodique d'indice strictement plus petit que dim(E). • 

Nous avons déjà mentionné l'existence de difféomorphismes C1-génériques dont le 
nombre de classes de récurrence par chaînes n'est pas fini. Les exemples connus sont 
toujours associés à la présence de tangences homoclines et Bonatti a conjecturé [22] 
que c'est toujours le cas. Cette nouvelle conjecture entraînerait donc la conjecture de 
Palis. 

Conjecture de finitude (Bonatti). — // existe un ouvert dense de Diff^M) \T formé 

de difféomorphismes dont le nombre de classes de récurrence par chaînes est fini ? 

Newhouse, Palis-Viana et Romero [114,130,166] ont montré que l'on obtient une 

infinité de puits ou de sources pour certains difféomorphismes proches des tangences 

homoclines. Une réponse positive à la conjecture de finitude donnerait une réciproque 

en topologie C1 en répondant à la question suivante. 

Est-ce que tout difféomorphisme C1-générique présentant le phénomène de Newhouse 

peut être approché par un difféomorphisme ayant une tangence homocline ? 
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10.3. Dynamiques non critiques 

La discussion qui précède motive l'étude des difféomorphismes (non hyperboliques) 

loin des tangences homoclines. Nous connaissons plusieurs classes d'exemples : 

- certaines dynamiques de type « dérivé d'Anosov » décrites en section 6.10, 

- les dynamiques proches du temps 1 d'un flot d'Anosov ou du produit d'un dif

féomorphisme d'Anosov par l'identité sur le cercle [30]. 

Une classe d'exemples est fournie par la construction de Marié (section 6.10). La dé

monstration du théorème 10.1 nous montre que, pour de telles dynamiques, toute 

classe homocline non hyperbolique est accumulée par des points périodiques d'indices 

différents. La question principale consiste alors à comprendre si ces points appar

tiennent tous à une même classe (on obtient ainsi des cycles hétérodimensionnels par 

perturbation) ou si le difféomorphisme possède une infinité de classes distinctes. 

Pour des dynamiques loin des tangences homoclines, le théorème 8.6 montre que la 

décomposition du fibre tangent en espaces stables et instables au-dessus des orbites 

périodiques est uniformément dominée. Le théorème 8.1 de Pliss implique que tout 

fibre qui n'est pas uniformément contracté ou dilaté permet de changer l'indice d'or

bites périodiques. Une réponse positive à la conjecture de finitude permettrait donc 

de répondre affirmativement au problème suivant (voir [6]). 

Question 10.2. — Existe-t-il un Gs dense de Diff1 (M) \ T formé de difféomorphismes 

dont toutes les classes homoclines H ont une décomposition dominée 

DifTjde Es Ec Eu, 

où Es et Eu sont uniformément contractés et dilatés et où àim(Es) et àim(Es © Ec) 

sont respectivement le plus petit et le plus grand indice de la classe H ? 

10.4. Ensembles minimaux non hyperboliques 

Considérons un difféomorphisme / non hyperbolique. Il possède un ensemble tran

sitif par chaînes K qui n'est pas hyperbolique. On peut choisir K minimal pour 

l'inclusion : un tel ensemble est alors appelé ensemble minimal non hyperbolique. 

Lorsque / appartient à Diff1(M)\T, nous allons voir que le théorème 6.17 implique 

le résultat suivant [198] qui est une première réponse locale à la question 10.2. 

Théorème 103 (Gan-Wen-D.Yang). — Pour tout difféomorphisme non hyperbolique f 

appartenant à un Gs dense de Diff1 ( M ) \ T , tout ensemble minimal non hyperbolique 

K admet une décomposition dominée 

TKM = Es El sd 
sd 

Eu, 

telle que Es et Eu sont uniformément contractés respectivement par f et f 1 et chaque 

fibre central Ef est de dimension 1. 
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Pour tout i € { 1 , k , Vensemble K est limite de Hausdorff d'une suite d'orbites 

périodiques (On) dont l'exposant de Lyapunov le long de Ef est arbitrairement proche 

de 0. Lorsque k > 1, K est contenu dans une classe homocline H(p) et on peut choisir 

les orbites On dans H(p). 

En particulier lorsque / est loin des cycles hétérodimensionnels, une classe homo

cline possède un unique indice (section 4.3). La dimension centrale est donc égale à 1 

ou 2. 

Corollaire 10.4 (Wen [194]). — Pour tout difféomorphisme non hyperbolique f appar

tenant à un G5 dense de Diff1(M) \ T U C , tout ensemble minimal non hyperbolique 

K admet une décomposition dominée de type TKM = Es 0 Ec 0 Eu ou TKM = 

Es 0 Ei 0 E% 0 Eu, telle que Es et Eu sont uniformément contractés respectivement 

par f et f~l et chaque fibre central Ec ou Ei,E% est de dimension 1. 

Dans le deuxième cas, K est contenu dans une classe homocline d'indice 

dim(Fs) + 1. 

Démonstration du théorème 10.3. — Le corollaire 8.7 implique que pour tout 1 < 

i < d, l'ensemble VeTi(f) des points périodiques de / d'indice i a une décomposition 

dominée TVER.^M = E{ 0 Fi telle que dim(i^) = i. En particulier, le théorème 6.17 

s'applique. 

Si K est contenu dans une classe apériodique (en considérant par exemple la dé

composition dominée triviale TKM = E) seul le troisième cas du théorème 6.17 peut 

avoir lieu : K contient un ensemble partiellement hyperbolique A ayant un fibre cen

tral de dimension 1. Puisque K est un ensemble minimal non hyperbolique, il coïncide 

avec A. 

Si K est contenu dans une classe homocline if, le théorème 6.17 assure que l'en

semble des indices de H est un intervalle. Ceci entraîne l'existence d'une décomposition 

dominée 

THM = F0 F? sd 
sd 

Fi+u 

telle que les fibres F? soient de dimension 1 et telle que H ne contienne pas de point 

d'indice i < dim(Fo) ou i > d — dim(i^+i). On peut supposer de plus que dim(Fo) et 

d — dim(i^+i) sont minimales pour ces propriétés. 

Si Fo n'est pas uniformément contracté au-dessus de K, nous envisageons les trois 

cas du théorème 6.17. 

- Le premier cas n'apparaît pas puisque H ne contient pas de point d'indice i < 

dim(Fo). 

- Dans le second cas, H contiendrait des points périodiques d'indice dim(Fo) ayant 

un exposant de Lyapunov stable proche de 0. Puisque H est une classe homo

cline, l'ensemble de ces points périodiques est dense dans H. Le théorème 6.17 

implique alors que Fo possède une décomposition dominée Fo = E 0 Ec telle que 

dim(Fc) = 1. Ceci contredit la minimalité de dim(Fo). 
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- Dans le troisième cas, l'ensemble K = A est partiellement hyperbolique et la 

dimension du fibre central vaut 1. 

Nous obtenons donc une décomposition dominée TKM — Es 0 E\ 0 • • • 0 E% 0 Eu où 

Es et Eu sont uniformément contracté et dilaté et où chaque fibre Ef est de dimension 

1 et n'est pas uniformément contracté ni dilaté. 

Si l'on suppose que k > 1, le troisième cas du théorème 6.17 n'a pas lieu. Le 

théorème appliqué à la décomposition (Es 0 E\ ) 0 (E% ® , , , 0 ^ u ) pour f~x montre 

alors que K est contenu dans une classe homocline H ayant des orbites périodiques 

d'indice supérieur ou égal à dim(Es) + 1. Appliquons le théorème à la décomposition 

(Es 0 E{) 0 (E% 0 • • • 0 Eu) pour / : 

- dans le premier cas du théorème, H possède aussi des orbites périodiques d'indice 

dim(Fs) et, d'après le théorème 9.9, H contient des orbites périodiques dont le 

(dim(£'s) + l)-ème exposant est arbitrairement proche de 0 ; 

- dans le second cas, nous concluons directement que H possède des orbites pério

diques dont le (dim(Es) -f l)-ème exposant est arbitrairement proche de 0. • 

Passage du local au global. — Nous souhaitons étendre la décomposition dominée 

donnée par le théorème 10.3 sur l'ensemble minimal non hyperbolique K à toute la 

classe de récurrence par chaînes C contenant K. 

Pour chaque décomposition dominée E(BF sur K donnée par ce théorème, il existe 

une suite d'orbite périodiques (On) qui converge vers K en topologie de Hausdorff et 

dont l'indice est égal à dim(E). On peut espérer utiliser la transitivité par chaînes 

de C pour construire une suite d'orbites périodiques (Ofn) ayant le même indice que 

les orbites On mais convergeant vers C. (Ce serait le cas si les questions 9.25 ou 9.26 

admettaient des réponses positives.) Si le difféomorphisme / est loin des tangences 

homoclines, le corollaire 8.7 impliquerait alors que la décomposition E 0 F s'étend à 

toute la classe C. 

La construction d'une telle suite d'orbites périodiques Orn est délicate et fait l'objet 

des résultats principaux de ce chapitre. Si l'on sait montrer que les orbites périodiques 

On appartiennent à la classe C, nous concluons directement puisque C coïncide alors 

avec la classe homocline H(On) et contient une orbite périodique du même indice que 

On qui est e-dense dans C pour tout e > 0. 

10.5. Modèles centraux 

10.5.1. Définition. — Afin de décrire la dynamique centrale pour un ensemble K 

ayant une décomposition dominée TKM = E\ 0 Ec 0 Es avec dim(Ec) = 1, nous 

introduisons le modèle suivant. 

Définition 10.5. — Un modèle central est une paire (K, f) formée 

- d'un espace compact métrique K, (sa base), 

- d'une application continue / : K x [0,1] —> K x [0, +oo) , 
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satisfaisant les propriétés suivantes : 

- l(Kx{0}) = Kx{0}; 

- / est un homéomorphisme local au voisinage de K x { 0 } : il existe une application 

continue g: K x [0,1] —>- K x [0, +oo.) telle que / o g et g o f coïncident avec 

l'identité respectivement sur g~l{K x [0,1]) et f~x(K x [0,1]) ; 

- / est un produit fibre de la forme / (# , t) — (fi(x), / 2 ( ^ 5 i)). 

Puisque K x [0,1] n'est pas préservé, la dynamique hors de K x { 0 } n'est pas 

toujours bien définie. C'est pourtant cette partie qui nous intéresse ici. 

Définition 10.6 
- Un sous-ensemble S C K x [0, +00) est une bande si pour tout x e K, l'inter

section S fl {x} x [0, +00) est un intervalle. 

- Une bande ouverte S qui satisfait f(S) C S est dite attractive pour / . 

- Un intervalle {x} x [0, a] avec a > 0 est un segment récurrent par chaînes s'il 

est contenu dans un ensemble compact invariant transitif par chaînes A C K x 

[0,+oo). 

Des arguments similaires à ceux de Conley pour obtenir le théorème 2.1 donnent 

un critère d'existence de bandes attractives. 

Proposition 10.7 (proposition 2.5 de [54] et proposition 2.2 de [55]) 

Considérons un modèle central (K, f) dont la base est transitive par chaînes. Il y 

a 4 cas disjoints possibles. 

- Les ensembles stables et instables par chaînes de K x { 0 } ne sont pas triviaux. 

De façon équivalente, il existe un segment récurrent par chaînes. 

- Les ensembles stables et instables par chaînes de K x { 0 } sont triviaux. De façon 

équivalente, il existe une base de voisinages de K x { 0 } par bandes attractives 

pour f et une base de voisinages de K x {0} par bandes attractives pour f~l. 

- L'ensemble instable par chaînes est trivial, l'ensemble stable par chaînes contient 

un voisinage de K x { 0 } . Il existe alors une base de voisinages de K x { 0 } par 

bandes attractives. 

- L'ensemble stable par chaînes est trivial, l'ensemble instable par chaînes contient 

un voisinage de K x { 0 } . (C'est le cas symétrique du précédent.) 

En particulier, l'existence d'un segment récurrent par chaînes est une propriété locale 

au voisinage de K x { 0 } . 

10.5.2. Modèles centraux en dynamique différentiable. — Considérons un 

ensemble compact /-invariant K C M ayant une décomposition dominée TKM = 

DifTjde Ec ( E3 avec dim(Ec) = 1. 
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Définition 10.8. — Un modèle central (AT, / ) est associé à (K, f) s'il existe une appli

cation continue 7r: K x [Q, +oc) —» M ayant les propriétés suivantes : 

- TT(KX { 0 } ) = K ; 

- 7T o / = / o 7r sur X x [0,1] ; 

- les applications t ^ TT(X, t) pour x E K forment une famille continues de plon-

gements C1 de [0, +oc) dans M ; 

- pour tout x G K, la courbe 7r({x} X [0, -hoc)) est tangente à E°^ 0y 

Deux cas peuvent être distingués : 

Le cas orientable : Il existe une orientation continue de Ec préservée par Df. 

Ceci permet de définir les fibres en demi-droites ECj+ et Ec~. 

Le cas non orientable : Lorsque K est transitif par chaînes, la dynamique in

duite par Df sur le fibre unitaire associé à Ec est encore transitif par chaînes. 

Considérons une famille de plaques localement invariante W et tangente à Ec, 

donnée par le théorème 6.2 de Hirsch-Pugh-Shub. La dynamique de / se relève par 

W en une dynamique / localement définie au voisinage de la section 0 C Ec. Dans 

le cas orientable, on note K = K et les fibres EC,EC'+,EC>~ s'identifient à K x E, 

K x [0, -foo) et K x (—oo, 0] respectivement. Dans le cas non orientable, on note K 

l'espace unitaire de Ec et on considère l'application surjective K x [0, -foo) —• Ec 

définie par (x, t) ^ t.x. Ceci entraîne l'existence d'un modèle central pour K. 

Proposition 10.9 (proposition 3.2 de [54]). — Associé à un ensemble compact invariant 

K ayant une décomposition dominée TKM = E\ 0 Ec ® E% avec dim(Ec) = 1, il 

existe un modèle central (K, f). Lorsque K est transitif par chaînes, on peut choisir 

K transitif par chaînes : 

- dans le cas non orientable, Vensemble K coïncide avec Vespace unitaire de Ec et 

7r est la restriction de la projection Ec —>• K ; 

- dans le cas orientable, l'application 7r est un homéomorphisme et on peut choisir 

l'orientation de chaque courbe TT({X} X [0,-hoc)) compatible avec Ec,+. 

10.5.3. Classification des dynamiques centrales. — Supposons que K soit 

transitif par chaînes. Considérons une famille de plaques localement invariante W 

et la dynamique / induite par / sur un voisinage de la section 0 dans Ec. 

Nous obtenons les cas suivants, non disjoints en général (voir la figure 16). 

Le type (R), récurrent par chaînes : Pour tout e > 0, il existe un point x G 
K et un segment 7 C Wx contenant x tel que tous les itérés /n(7), n G Z, soient 

de longueur bornée par e et tel que 7 est inclus dans un ensemble transitif par 

chaînes contenu dans le e-voisinage de K. 

Une telle courbe 7 est appelée segment central de K. 
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Le type (N), neutre par chaînes : Il existe une base de voisinages ouverts U 

de la section 0 C Ec qui sont attractifs (i.e. f(U) C U) et une base de voisinages 

répulsifs. 

Le type (H), hyperbolique par chaînes : Il existe une base de voisinages ou

verts de la section 0 C Ec qui sont attractifs pour / (le cas attractif) ou pour 

/_1 (le cas répulsif) et dont l'image par W est respectivement contenue dans 

l'ensemble stable par chaînes ou dans l'ensemble instable par chaînes de K. 

Le type (P), parabolique par chaînes : Nous sommes alors dans le cas orien

table. Trois possibilités apparaissent. 

Le type (Psu) : Quitte à renverser l'orientation sur Ec, il existe une base 

de voisinages ouverts de la section 0 C Ec,+ qui sont attractifs pour / et 

qui se projettent par >V dans l'ensemble stable par chaînes de K ; il existe 

également une base de voisinages ouverts de la section 0 C Ec~ qui sont 

attractifs pour f~l et qui se projettent par W dans l'ensemble instable 

par chaînes de K. 

Le type (PSN) (respectivement (PUN)) > Quitte à renverser l'orienta

tion sur Ec:, il existe une base de voisinages ouverts de la section 0 C Ec,+ 

qui sont attractifs pour / (resp. f_1) et qui se projettent par W dans l'en

semble stable (resp. instable) par chaînes de K ; il existe également une 

base de voisinages ouverts de la section 0 C Ec~ qui sont attractifs (i.e. 

f(U) C U) et une base de voisinages de 0 C Ec,~ qui sont répulsifs. 

Le type de la dynamique centrale de dépend pas du choix d'une famille de plaques 

W. 

R 

K 

N 

K 

H 

K 

Psu 

K 

PSN 

K 

PUN 

K 

neutre 
récurrent par chaînes hyperbolique par chaînes parabolique 

FIGURE 16. Types de dynamiques centrales. 
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Proposition 10.10 (Corollaire 2.6 de [55]). — Considérons un ensemble compact inva

riant K transitif par chaînes muni d'une décomposition dominée TKM = Ei(BEc@Es 

avec dim(Ec) = 1 et deux familles de plaques W, W localement invariantes tangentes 

à Ec. Alors les types de dynamiques centrales associés à W, W coïncident. 

Les types du fibre Ec seront donc définis comme étant les types de dynamiques 

centrales associé à un choix de famille de plaques centrales localement invariantes. 

10.6. Lorsqu'un fibre est dégénéré 

Nous nous intéressons au cas où le fibre Es est dégénéré (i.e. chaque fibre coïncide 

avec { 0 } ) : dans les bons cas, l'ensemble K est un puits ou bien le fibre Ec est 

« topologiquement répulsif ». 

Proposition 10.11 (proposition 2.7 de [55]). — Considérons un ensemble compact inva

riant K transitif par chaînes muni d'une décomposition dominée TKM = E\ 0 Ec 

avec dim(Ec) = 1. Si Ec est de type (N), (H)-attractif ou (P), l'ensemble K contient 

un point périodique. 

En particulier si / est un difféomorphisme Kupka-Smale, le fibre Ec ne peut pas 

avoir les types (P) ou (N). S'il est de type (H)-attraetif, l'ensemble K est un puits. 

Si / satisfait une condition de généricité, le type (R) ne peut pas non plus appa

raître On en déduit la proposition suivante. 

Proposition 10.12. — Si f appartient à un G$ dense de Difî1(M) et si K est un en

semble compact invariant transitif par chaînes muni d'une décomposition dominée 

TKM — Ei 0 Ec avec dim(Ec) = 1, alors ou bien K est un puits, ou bien Ec est de 

type (R)-répulsif. 

Lorsque / est de classe C2, Pujals et Sambarino remplacent l'hypothèse de généri

cité par un argument « à la Denjoy-Schwartz ». En voici une re-formulation. 

Théorème 10.13 (Pujals-Sambarino, section 3.3 de [156] et théorème 3.1 de [157]) 

Considérons un ensemble compact invariant muni d'une décomposition dominée 

TKM — Ei Ç&EC avec d\m{Ec) = 1 et W une famille de plaques localement invariante 

tangente à Ec. Si f est de classe C2, l'un des cas suivants se produit. 

a) K contient un point périodique dont l'exposant selon Ec est négatif ou nul. 

h) K contient une courbe fermée C tanqente au fibre Ec et invariante par un itéré 

fn,n>l. La dynamique sur la courbe est conjuguée à une rotation irrationnelle. 

1. Voir [55, proposition 4.3] ; l'énoncé suppose E\ uniformément contracté, mais la démonstration 
ne l'utilise pas. 
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c) La dynamique centrale de K est stable au sens de Lyapunov pour f~x : 

- pour tout 6 > 0, il existe e > 0 tel que pour tout x G K, les itérés négatifs 

du e-voisinage de x dans Wx sont tous de taille inférieure à ô ; 

- pour tout x e K, il existe n(x) > 0 tel que le r\{x)-voisinage de x dans Wx 

est contenu dans l'ensemble instable de x. 

Remarque 10.14. — Lorsque K est transitif par chaînes, on peut compléter le cas c) 

de la proposition précédente et garantir que le fibre Ec est de type (H)-répulsif, comme 

pour la proposition 10.12. 

En effet, la dynamique centrale ne peut posséder de bandes attractives contenues 

dans un voisinage arbitrairement petit de la section O C Ec (puisque, d'après l'item c), 

chaque point de K possède une variété instable tangente à Ec). 

Il ne peut y avoir non plus de segment transitif par chaînes 7 : d'après le théo

rème 3.1 de [157], quitte à remplacer 7 par son ensemble u;-limite, 7 est une courbe 

périodique bordée par un point périodique hyperbolique p e K d'indice d — 1 et un 

point périodique q ayant un exposant négatif ou nul selon Ec. Il doit alors exister une 

pseudo-orbite de segments centraux (7n)o<n<s au-dessus d'une pseudo-orbite (xn) de 

K vérifiant 70 = 7 et |7S| = 0. Ceci implique que K contient un point périodique 

ayant un exposant négatif ou nul selon Ec. 

10.7. Dynamique centrale récurrente par chaînes 

Lorsque K est partiellement hyperbolique avec un fibre central récurrent par 

chaînes, on en déduit facilement que certaines orbites périodiques sont contenues 

dans la classe de récurrence par chaînes de K. 

Proposition 10.15 (section 3.3 de [54] et proposition 4.1 de [55]) 
Si f appartient à un Gs dense de Diff1 (M) et si K est un ensemble compact transitif 

par chaînes ayant une décomposition dominée TKM = Es 0 Ec © Eu telle que 

- Es et Eu sont uniformément contractés par f et f~l respectivement, 

- Ec est de dimension 1 et de type (R), 

alors tout voisinage de K contient une orbite périodique appartenant à la même classe 

de récurrence par chaînes que K. 

Plus précisément, il existe un voisinage U de K tel que pour tout segment central 7 
de K ayant ses itérés contenus dans U, pour tout point z G 7 qui n'est pas une extré

mité et pour toute orbite périodique hyperbolique O C U ayant un point suffisamment 

proche de z, 

- l'orbite O est contenue dans la classe de récurrence par chaînes de K ; 

- il existe g G Diff1 (M) arbitrairement proche de f tel que les variétés fortes 

Wss(Og) \ Og et Wuu(Og) \ Og de la continuation de O pour g s'intersectent. 
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La démonstration s'appuie sur l'idée suivante : l'union des variétés stables et in

stables locales fortes des points de 7 définit des variétés topologiques X>CS,VCU de 

dimension dim(l£s) + 1 et àim(Eu) + 1. Si p G O est proche de z G 7, les variétés 

Wss(p) et Wuu(p) intersectent respectivement Vcu et Vcs. Par conséquent p appar

tient à la classe de récurrence par chaînes de K. Le lemme de fermeture pour les 

pseudo-orbites permet alors de créer une intersection entre Wss(0) et Wuu(0). Voir 

la figure 17. 

7 

. P 

FIGURE 17. Un point p proche d'un segment central 7. 

Parfois, le même argument s'applique sans que l'ensemble K soit partiellement 

hyperbolique. 

Proposition 10.16 (proposition 4.2 de [55]). — Si f appartient à un Gs dense de 

Diff1 (M) et si H est une classe homocline ayant une décomposition dominée 

TKM = ES eEc®E3 telle que 

- Es est uniformément contractée, 

- Ec est de dimension 1 et de type (R), 

- H contient des orbites périodiques dont Vexposant de Lyapunov le long de Ec est 

arbitrairement proche de 0, 

la classe H contient alors des points périodiques d'indice dim(Es). 
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10.8. Le type hyperbolique par chaînes et situations similaires 

10.8.1. Dynamique centrale hyperbolique par chaînes. — Comme dans le 
cas d'une dynamique hyperbolique, les ensembles partiellement hyperboliques ayant 
un fibre central hyperboliques par chaînes sont contenus dans une classe homocline. 

Proposition 10.17 (section 3.4 de [54] et proposition 4.4 de [55]) 
Si f appartient à un Gs dense de Diff1 (M) et si K est un ensemble compact transitif 

par chaînes ayant une décomposition dominée TKM = E8 0 Ec 0 Eu telle que 

- Es et Eu sont uniformément contractés par f et f~l respectivement, 

- Ec est de dimension 1 et de type (H)-attractif, 

il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite périodique d'indice dim(£'s) + l 

contenue dans la classe de récurrence par chaînes de K. 

Idée de la démonstration. — Considérons une suite d'orbites périodiques (On) qui 

s'accumule sur une partie de K. Puisque Ec est de type (H)-attractif, il existe une 

famille de plaques Wcs tangentes à Es 0 Ec qui sont piégées et contenues dans l'en

semble stable par chaînes de K. La famille s'étend aux points des orbites On (pour n 

suffisamment grand). 

Considérons un point x e K proche d'un point périodique p appartenant à une 

orbite On. La plaque W^(x) intersecte W£s en un point z. Puisque la famille Wcs 

est piégée et puisque p est périodique, z appartient à l'ensemble stable d'une orbite 

périodique, qo. Si l'indice de qo est égal à dim(Es) + 1, on définit q = qo. Sinon, 

Wu(qo) intersecte l'ensemble stable d'un autre point périodique q G WpS, d'indice 

dim(Es) -h 1. Dans tous les cas, z appartient à l'ensemble stable par chaînes de q. On 

remarque que puisque Wcs est piégée, q appartient aussi àDifTjde Puisque p et 

x sont proches, on en déduit que W^(q) intersecte W£s et en particulier l'ensemble 

stable par chaînes de K. Par conséquent q et K ont la même classe de récurrence par 

chaînes. • 

10.8.2. Ensembles non vrillés. — Dans le cas parabolique, l'ensemble K est « hy

perbolique par chaînes d'un côté ». On peut appliquer le même raisonnement lorsque 

la dynamique de K « voit » l'hyperbolicité par chaînes dans la direction centrale : 

c'est le cas sauf si la géométrie de K est « vrillée ». 

Considérons un ensemble compact invariant K muni d'une structure partiellement 

hyperbolique Es 0 Ec 0 Eu, telle que ES,EU ne soient pas dégénérés et telle que 

dim(£c) = 1. 

On peut prolonger continûment le fibre Ec sur un voisinage de K. Si l'on considère 

une boule B c M suffisamment petite rencontrant K\ le fibre E^B est orientable. 

Deux points distincts et proches p, g G K sont en position vrillée si l'on peut joindre 

Wi0sc(p) à Wj^(q) et Wf*c(q) à W^(p) par deux courbes tangentes à Ec ayant la même 

orientation. (En particulier, lorsque WtsJc(p) et W^(q) s'intersectent, p et q sont en 
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position vrillée.) Voir la figure 18. Cette notion dépend du choix d'un prolongement 

Ec, mais est bien définie lorsque la distance d(p,q) tend vers 0. 

P 
s 

Ec 

Es 

Eu 

FIGURE 18. Deux points en position vrillée. 

Définition 10.18. — L'ensemble K est vrillé s'il existe e > 0 tel que toute paire de 

points p,q G K vérifiant d(p, q) < e est en position vrillée. 

La démonstration de la proposition 10.17 entraîne le résultat suivant. 

Proposition 10.19 (section 3.4 de [54] et proposition 4.4 de [55]) 
Si f appartient à un Gs dense de Diff (M) et si K est un ensemble compact transitif 

par chaînes ayant une décomposition dominée TKM — Es 0 Ec 0 Eu telle que 

- Es et Eu sont uniformément contractés par f et f~l respectivement, 

- Ec est de dimension 1 et de type (Psu) ou (PSN), 
- K n'est pas vrillé, 

il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite périodique d'indice à\m(Es) + l 

contenue dans la classe de récurrence par chaînes de K. 

10.8.3. Dynamique centrale piégée. — Nous avons vu que lorsque le fibre cen

tral de K est hyperbolique par chaînes, l'ensemble K est contenu dans une classe 

homocline. Des hypothèses plus faibles entraînent par le même argument l'existence 

d'une classe homocline non triviale au voisinage de K. 

Proposition 10.20. — Si f appartient à un Gs dense de Diff1 (M) et si K est un 

ensemble compact transitif par chaînes ayant une décomposition dominée TKM = 

Es 0 £c 0 Eu telle que 

- Es et Eu sont uniformément contractés par f et f~l respectivement, 

- Ec est de dimension 1 et de type (H)-attractif, (PSN) OU (N), 

- K n'est pas une orbite périodique, 
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il existe alors, dans tout voisinage U de K, 

- une orbite périodique O d'indice dim(Es) + 1 dont la classe homocline est non 

triviale, 

- un point z G K, 

tels que Wuu(z) intersecte Ws(0). 

10.9. Les autres types 

10.9.1. Ensembles vrillés. — La géométrie des ensembles vrillés permet de créer 

une intersection entre les variétés invariantes fortes d'un point périodique. 

Proposition 10.21 (proposition 3.2 de [55]). — Considérons un ensemble compact par

tiellement hyperbolique vrillé K. Si K DifTjdefl contient un point non périodique, alors 

pour tout voisinage U de f G Diff1 (M) et U de K, il existe g EU ayant une orbite 

périodique O cU telle que les variétés fortes Wss(0)\0 etWuu(0)\0 s'intersectent. 

Une première étape consiste à créer une orbite périodique O proche de K. En repre

nant la démonstration du lemme de fermeture, on s'assure que l'orbite ainsi obtenue 

est « presque vrillée » : pour tous points p,q G O proches, les variétés fortes Wffc{p) 

et W0£(q) d'une part ainsi que Wf^c(q) et W^(p) d'autre part, peuvent être reliées 

par des courbes tangentes à un fibre central et dont la longueur est arbitrairement 

petite par rapport à la distance entre p et q. 

On peut alors appliquer l'argument de [41, section 6.1] ou [54, théorème 3.18] pour 

les orbites périodiques vrillées : on choisit une paire de points distincts p,q G O qui 

minimise la distance d{p, q). Les variétés W^(p) et Wf*c(q) contiennent des points xp 

et xq proches. On obtient les propriétés suivantes : 

- La distance d(xp, xq) est arbitrairement petite par rapport aux distances de xp, xq 

k p et q. En effet, lorsque p, q sont proches les variétés WfJc(p) et Wf^q) sont 

arbitrairement proches en topologie C1 ; la géométrie « presque vrillée » force 

p, q, xpixq à être arbitrairement proches de Es 0 Eu. 

- La distance d(xp, xq) est arbitrairement petite par rapport aux distances de xp, xq 

aux autres points de O, car si z G O est proche de xq G Wss(q), il possède des 

itérés futurs fk(z) proches de fk(q), contredisant le fait que d(p, q) est minimale. 

Une perturbation élémentaire g de f permet d'envoyer xp sur f(xq), sans perturber 

l'orbite O, l'orbite passée de xp, ni l'orbite future de f(xq). Par conséquent les variétés 

fortes Wj^{p) et W^c(q) pour g s'intersectent. 

10.9.2. Dynamique centrale neutre. — Si K est de type N et est strictement 

contenu dans un ensemble transitif par chaînes, alors ou bien K est contenu dans une 

classe homocline ayant des orbites périodiques faibles, ou bien on peut créer un cycle 

hétérodimensionnel par perturbation. 
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Proposition 10.22 (proposition 5.1 de [55]). — Si f appartient à un Gs dense de 

Diff1 (M) \T et si K est un ensemble compact transitif par chaînes ayant une 

décomposition dominée TKM = ES 0 EC 0 EU telle que 

- ES et EU sont uniformément contractés par f et f~l respectivement, 

- EC est de dimension 1 et de type (N), 

- K est strictement contenu dans sa classe de récurrence par chaînes, 

alors, Vun des deux cas suivants se produit. 

1. K est contenu dans une classe homocline d'indice dim(£'s) ou dim(Es) + 1 qui 

possède des orbites périodiques dont le (dim(ES) + l)-ème exposant de Lyapunov 

est arbitrairement proche de 0. 

2. Pour tout voisinage U de K, il existe une perturbation g G Diff1 (M) de f ayant 

une orbite périodique contenue dans U telle que Wss(0) \ O et WUU(P) \ O 

s'intersectent. 

La démonstration est bien plus délicate que pour les propositions précédentes. En 
voici une idée grossière (qui ne fonctionne que dans certains cas). Fixons un point 
z 0 K appartenant à la classe de récurrence par chaînes de K. Il existe des orbites 
qui quittent un voisinage arbitraire de K pour atteindre (par itérations passées ou 
futures) un voisinage arbitraire de z. Les orbites qui s'échappent d'un petit voisinage 
de K suivent 1'« ensemble instable par chaînes local » de K. Puisque la dynamique 
centrale est piégée (EC est de type (N)) on s'attend à ce que l'ensemble instable par 
chaînes local de K soit réunion de plaques W^(x) pour x E K. Il est donc possible 
(dans certains cas) par perturbation de créer hors de K une intersection entre deux 
variétés Wuu(x) et Wss(y), avec x,y G K. Si l'on considère une orbite périodique 
O suffisamment proche de K en topologie de Hausdorff, on peut alors créer une 
intersection entre les variétés Wss(0) \ O et WUU(P) \ O . 

10.9.3. Ensembles instables par chaînes. — On peut espérer que tout point 

de la classe de récurrence par chaînes contenant K est accumulé par des orbites 

périodiques d'indice dim(£i). Le résultat suivant est démontré dans [141, section 5], 

voir aussi [200] et [55, proposition 1.10]. La démonstration n'utilise pas les modèles 

centraux. 

Proposition 10.23 (Potrie). — Si f appartient à-un Gs dense de Diff1 (M) et si K est 

un ensemble compact transitif par chaînes ayant une décomposition dominée TKM = 

ES 0 EC 0 EU telle que 

- ES et EU sont uniformément contractés par f et f'1 respectivement, 

- EC est de dimension 1, 

- l'exposant de Lyapunov le long de EC de toute mesure supportée par K est nul, 
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alors, pour tout ô > 0, il existe un voisinage U de K tel que tout point z EU vérifiant : 
- z appartient à Vensemble instable par chaînes local de K, i.e. pour tout s > 0, il 

existe une e-pseudo-orbite contenue dans U qui joint K à z ; 

- z appartient à la classe de récurrence par chaînes de K, 

vérifie également : 

z est limite d'une suite de points périodiques dont le dim(Es) -f 1-ème exposant 

de Lyapunov appartient à (—6,6). 

Remarquons que les deux hypothèse sur z sont de nature différente : la première 

est locale au voisinage de K, la seconde est globale. 

10.10. Application (1) : dynamique simple versus intersections homoclines 

Nous avons démontré dans [54] un résultat plus faible que la conjecture de Palis, 

également conjecturé par Palis dans [121-124]. Nous avons introduit au chapitre 2 

les difféomorphismes Morse-Smale : leur dynamique est très simple puisque leur en

semble récurrent par chaînes est fini. A l'opposé, les difféomorphismes ayant une classe 

homocline non triviale possèdent une infinité d'orbites périodiques : ce sont les dif

féomorphismes qui possèdent une intersection homocline transverse, i.e. une orbite 

périodique hyperbolique O dont les variétés invariantes Ws{0) \ O et Wu(0) \ O ont 

un point d'intersection transverse. 

Théorème 10.24(Crovisier). — L'espace Diff1 (M) contient un ouvert dense qui est 

l'union disjointe AiSUT de deux ouverts : 

- M.S est l'ensemble des difféomorphismes Morse-Smale, 

- T est l'ensemble des difféomorphismes qui possèdent une intersection homocline 

transverse. 

Ce résultat découle de [133] en dimension 1, de [156] en dimension 2 et a été 

démontré par Bonatti-Gan-Wen [41] en dimension 3. Il implique que l'intérieur de 

l'ensemble des difféomorphismes d'entropie non nulle a la même adhérence que 1 et 

que l'intérieur de l'ensemble des difféomorphismes d'entropie nulle a la même adhé

rence que M.S. Voir aussi [64,156] pour une discussion de l'entropie dans le cas des 

dynamiques C1 sur les surfaces et comparer au théorème de Katok [84] qui implique 

qu'un difféomorphisme C2 de surface ayant une entropie non nulle a toujours une 

intersection homocline transverse. 

Démonstration du théorème 10.24. — Remarquons qu'un difféomorphisme ayant une 

tangence homocline ou un cycle hétérodimensionnel peut être perturbé en un difféo

morphisme ayant une intersection homocline transverse. Par conséquent, il nous suffit 

de considérer un difféomorphisme / loin des bifurcations homoclines. Nous pouvons 

également supposer que / appartient à un Gs dense de Diff1 (M) fixé à 1' avance : nous 

supposerons en particulier que / vérifie la propriété de Kupka-Smale. 
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Si / est hyperbolique, l'ensemble récurrent par chaînes se décompose en un nombre 

fini de classe homoclines. Si toutes les classes homoclines sont triviales, l'ensemble 

récurrent par chaînes est fini et, puisque / est un difféomorphisme Kupka-Smale, 

pour tous x j G ^ ( / ) , l'intersection Ws(x) fl Wu(y) est transverse : par conséquent 

/ est Morse-Smale. Si l'une des classes homocline n'est pas triviale, / possède une 

intersection homocline transverse. 

Si / n'est pas hyperbolique, il possède un ensemble minimal non hyperbolique K. 

Puisque / vérifie la propriété de Kupka-Smale, K n'est pas une orbite périodique et 

par conséquent si K est contenu dans une classe homocline, / possède une intersec

tion homocline transverse. Nous pouvons donc supposer que K est contenu dans une 

classe apériodique. D'après le corollaire 10.4, K possède une structure partiellement 

hyperbolique TKM = ES&EC®EU avec à\m(Ec) = 1. D'après les propositions 10.15, 

10.17, 10.20, si le fibre Ec est de type (R), (H) ou (N), ou si K n'est pas vrillé et 

Ec est de type (P), / possède une classe homocline non triviale et une intersection 

homocline transverse. Si K est vrillé, la proposition 10.21 permet de construire une 

intersection homocline transverse. Dans tous les cas / appartient donc à l'adhérence 

de X. 

10.11. Application (2) : étude des quasi-attracteurs 

On peut utiliser les modèles centraux pour obtenir des propriétés sur les quasi-

attracteurs des difféomorphismes génériques loin des tangences homoclines : J. Yang 

a montré [200] que ce sont des classes homoclines. Voici une version légèrement amé

liorée de son résultat. 

Théorème 10.25 (J. Yang). — Pour tout difféomorphisme dans un Gs dense de 

DiffL(M)\T, tout quasi-attracteur est une classe homocline H. 

De plus, si i est l'indice minimal des orbites périodiques qu'il contient, H possède 

une décomposition dominée THM = ES © E° © F telle que : 

- ES © EC est de dimension i et EC est de dimension 0 ou 1 ; 

- ES est uniformément contracté, EC est de type (H)-attractif; 

- si EC est de dimension 1 et non uniformément contracté, il existe des orbites 

périodiques dans H dont l'exposant de Lyapunov le long de EC est arbitrairement 

proche de 0. 

Démonstration. — Soit A un quasi-attracteur. Nous pouvons supposer que ce n'est 

pas un ensemble hyperbolique et considérer un sous-ensemble non hyperbolique mi

nimal K C A. D'après le théorème 10.3, K possède une décomposition dominée 

TKM = ES © EC © EU avec dim(i?c) > 1. Nous pouvons supposer que K a été 

choisi pour que la dimension dim(£,s) soit minimale. 
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Affirmation. — A est une classe homocline qui contient une suite d'orbites périodiques 

(On) vérifiant l'une des propriétés suivantes : 

- (On) converge vers K en topologie de Hausdorff; 

- pour tout n, l'indice de On est inférieur ou égal à dim(Es), 

- le (dim(Es) + l)-ème exposant de Lyapunov de On tend vers 0. 

Démonstration. — Lorsque dim(Ec) > 1, d'après le théorème 10.3, A est une classe 

homocline contenant des orbites périodiques dont le (dim(Es) -f l)-ème exposant de 

Lyapunov est arbitrairement proche de 0. Nous supposons donc que dim(Ec) = 1 et 

considérons le type de Ec. 

Lorsque Ec est de type (R) ou (H), les propositions 10.15, 10.17 entraînent direc

tement que A est une classe homocline qui contient des orbites périodiques contenues 

dans des voisinages arbitrairement petits de K. 

Lorsque Ec est de type (N) ou (PSN), la proposition 10.20 montre que l'ensemble 

instable de A s'accumule sur une orbite périodique O contenue dans un voisinage 

arbitraire de K. Puisque A est un quasi-attracteur, il contient O et A est une classe 

homocline. 

Nous nous plaçons finalement dans le cas où Ec est de type (Psu) ou (PUN)-
L'ensemble K possède un modèle central (correspondant à l'une des orientations du 

fibre Ec) pour lequel il existe des voisinages arbitrairement petits de K x {0} qui sont 

répulsifs et contenus dans l'ensemble instable par chaînes de K x { 0 } . 

En particulier, pour tout voisinage U de K, et tout x G K, il existe une courbe 

7 C U tangente à Ec(x) en x telle que pour tout z G 7 et tout e > 0, il existe une 

^-pseudo-orbite contenue dans U qui joint K à z. Puisque A est un quasi-attracteur, 

il contient 7 et la proposition 10.23 s'applique. 

Fixons 6 > 0 proche de 0. Tout point z proche de x est limite d'une suite d'or

bites périodiques (On) dont le (dim(Es) + l)-ème exposant de Lyapunov appartient à 

(S, S). Nous pouvons supposer que (On) converge en topologie de Hausdorff vers un 

ensemble compact invariant D C A qui, d'après le corollaire 8.7 possède une décom

position dominéeDifTjde= E\ ÇB E2 avec dim(JE'i) = dim(E"s). Deux cas sont possibles. 

- Si Ei n'est pas uniformément contracté, puisque dim(Es) a été choisie minimale, 

le théorème 6.17 montre que A est une classe homocline contenant des points 

périodiques d'indice inférieur ou égal à dim(I£s). 

- Si Ei est uniformément contracté, les variétés stables fortes de dimension 

dim(i£s) des orbites On sont de taille uniforme : pour n suffisamment grand, 

Ws(On) intersecte donc la variété instable forte (de dimension dim(E'M)) d'un 

point z' G 7 proche de z. Puisque A est un quasi-attracteur, il contient On. Nous 

en déduisons que A est une classe homocline qui contient des orbites périodiques 

dont le (dim(Es) -h l)-ème exposant de Lyapunov est arbitrairement proche 

de 0. 
Dans tous les cas l'affirmation est démontrée. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



118 CHAPITRE 10. LOIN DES TANGENCES HOMOCLINES, MODÈLES CENTRAUX 

Considérons l'indice i minimal des points périodiques contenus dans A. D'après le 

corollaire 8.7, il existe une décomposition dominée TA M = E(BF avec d im(E) = i. Si 

E est uniformément contracté, nous obtenons la conclusion du théorème 10.25 avec 

Es = E et dim(£c) = 0. 

Si E n'est pas uniformément contracté, nous appliquons le théorème 6.17. Le pre

mier cas du théorème n'apparaît pas puisque i est minimal. 

- Dans le second cas, on obtient une décomposition dominée E = E' 0 Ec sur A 

avec dim(Ec) = 1. 

- Dans le troisième cas, il existe un ensemble minimal K C A avec structure 

partiellement hyperbolique TKM = ES®EC®EU telle que dim(JE*) < dim(JB) et 

telle que toute orbite périodique proche de K a un exposant de Lyapunov central 

proche de 0. Puisque i est minimal, A ne contient pas d'orbite périodique d'indice 

inférieur ou égal à dim(£'s). D'après l'affirmation, la classe A contient donc des 

orbites périodiques dont le dim(Er)-ème exposant de Lyapunov est arbitrairement 

proche de 0. Nous obtenons à nouveau une décomposition dominée E = E' 0 Ec 

sur A avec dim(Ec) = 1. 

Dans les deux cas, E se décompose et H contient des orbites périodiques dont l'ex

posant de Lyapunov le long de Ec est proche de 0. Le fibre E' est uniformément 

contracté : dans le cas contraire on pourrait répéter le raisonnement et conclure que 

A contient des points périodiques d'indice strictement inférieurs k i. 

Puisque H contient des orbites périodiques hyperboliques d'indice f, le fibre Ec ne 

peut être que de type (H)-attractif ou de type (R). La proposition 10 .16 montre que 

le type (R) n'apparaît pas puisque H ne contient pas de point périodique d'indice 

i - 1. 

Ceci permet de répondre aux questions 4 . 1 4 et 5 .12 pour les difféomorphismes loin 

des tangences homoclines. 

Corollaire 10.26 (J. Yang [200]). — Pour tout difféomorphisme dans un Gs dense de 

Diff1 (M) \T, la réunion des ensembles stables des orbites périodiques est dense 

dans M. 

Corollaire 10.27 (Potrie [141]). — Si M est connexe, pour tout difféomorphisme dans 

un Gs dense de Diff (M) \ T, toute classe de récurrence par chaînes qui est stable au 

sens de Lyapunov pour f et f~l coïncide avec M. 

Bonatti, Gan, Li et D. Yang [40] ont donné récemment une réponse aux ques

tions 4 . 1 5 et 4 . 1 6 dans ce cadre. 

Théorème 10.28 (Bonatti-Gan-Li-D.Yang). — Pour tout difféomorphisme appartenant 

à un Gs dense de Diff1 (M) \ T, chaque quasi-attracteur est un attracteur essentiel. 
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J. Yang montre également [201] que loin des tangences homoclines le phénomène 
de Newhouse n'a lieu qu'au voisinage de classes homoclines particulières. 

Théorème 10.29 (J. Yang). — Pour tout difféomorphisme dans un Gs dense de 

Diff1 (M) \T, si K est la limite de Hausdorff d'une suite de puits (On), K est 

contenu dans une classe homocline ayant des points périodiques d'indice d — 1 dont 

le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. 

Démonstration. — D'après le corollaire 6.9, les puits (On) ne sont pas N-

uniformément contractés à la période pour un entier N > 1. Puisque / est générique, 

on déduit du théorème de Pliss 8.1 que A est limite de Hausdorff d'une suite de 

puits (On) ayant un exposant de Lyapunov arbitrairement proche de 0. D'après le 

corollaire 8.7, A possède donc une décomposition dominée E 0 Ec avec dim(Ec) = 1. 

De plus Ec n'est pas uniformément dilaté. Le théorème 6.17 implique donc que l'un 

des cas suivants se produit. 

- K est contenu dans une classe homocline ayant des orbites périodiques d'indice 

d — 1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. 

- K contient un ensemble minimal K' avec la propriété suivante : les exposants de 

Lyapunov le long de Ec pour toute mesure invariante supportée sur K' sont nuls. 

La proposition 10.17 entraîne alors que K' est contenu dans une classe homocline 

ayant des orbites périodiques d'indice d — 1 arbitrairement proches de K'. En 

particulier, H contient des orbites périodiques d'indice d — 1 dont le plus grand 

exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. 

Le théorème est démontré dans tous les cas. • 

10.12. Application (3) : loin des cycles hétérodimensionnels 

Les résultats de ce chapitre permettent d'étendre [55] le résultat local de Wen 
(corollaire 10.4). 

Théorème 10.30 (Crovisier). — Tout difféomorphisme f appartenant à un Gs dense de 

Diff1 (M) \ T U C est partiellement hyperbolique : son ensemble récurrent par chaînes 

TZ(f) se décompose en un nombre fini d'ensembles compacts disjoints A i , . . . , A s . 

Chaque ensemble Ai, 1 < i < s, possède une décomposition dominée T^M — Es 0 
Ei(BE2®Eu qui est partiellement hyperbolique et telle que chaque fibre central E\, E^ 

est de dimension 0 ou 1. 

De plus, 

- les classes homoclines de f sont hyperboliques par chaînes, 

~~ si H(p) est une classe homocline ayant un fibre Ef non hyperbolique, elle pos

sède des orbites périodiques homocliniquement reliées à p avec un exposant de 

Lyapunov le long de Ef arbitrairement proche de 0, 
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- les classes apériodiques ont une dynamique minimale et un fibre central de di

mension 1 et de type (N). 

Remarque 10.31. — Nous verrons en section 11.4 que les fibres Es et Eu ne sont pas 

dégénérés, sauf dans le cas des puits et des sources (qui sont en nombre fini). 

Démonstration. — Considérons tout d'abord un ensemble minimal K ayant une 

structure partiellement hyperbolique TKM — Es 0 Ec © Eu avec dim(Ec) — 1 telle 

que toute mesure invariante supportée sur K ait un exposant central nul. D'après 

la proposition 10.21 et le lemme 9.6, l'ensemble K n'est pas vrillé. D'après les 

propositions 10.15, 10.17 et 10.19, si Ec est de type (R), (H) ou (P), tout voisinage 

de K contient une orbite périodique contenue dans la classe de récurrence par chaînes 

de K. En particulier, K est contenu dans une classe homocline ayant des points 

périodiques d'indice dim(Es) ou dim(Es) + 1 et dont le (dim(Es) + l)-ème exposant 

de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. Lorsque Ec est de type (N) et que K 

est strictement contenu dans sa classe de récurrence par chaînes, nous obtenons la 

même conclusion d'après la proposition 10.22. Ainsi K satisfait l'un des cas suivants. 

- K est contenu dans une classe homocline ayant des points périodiques d'indice 

dim(i£s) ou dim(£'s) -h 1 et dont le (dim(£'s) + l)-ème exposant de Lyapunov est 

arbitrairement proche de 0, 

- ou K coïncide avec sa classe de récurrence par chaînes et Ec est de type (N). 

Considérons à présent une classe de récurrence par chaînes C de f. Si C est une 

classe apériodique, elle contient un ensemble minimal non hyperbolique K dont le fibre 

central est de dimension 1. D'après le corollaire 6.13, toutes les mesures supportées sur 

K ont un exposant de Lyapunov selon Ec qui est nul. Nous pouvons donc appliquer 

la discussion du premier paragraphe et conclure que K — C et que le fibre central est 

de type (N). 

Si l'on suppose que C est une classe homocline H(p), elle possède un unique indice. 

D'après le corollaire 8.7, elle supporte une décomposition dominée E © F telle que 

dim(E) coïncide avec la dimension stable de p. Si E n'est pas uniformément contracté, 

on peut appliquer le théorème 6.17. 

- Nous excluons le premier cas puisque H(p) possède un unique indice. 

- Dans le second cas, la classe possède des points périodiques ayant un exposant 

stable proche de 0. 

- Dans le troisième cas, la classe contient un ensemble minimal non hyperbolique 

K. Le premier paragraphe montre que la classe contient des orbites périodiques 

ayant un exposant central proche de 0. Puisque dim(Es) < d\m(E), l'exposant 

central est un exposant stable. 

Nous concluons (des deux derniers cas) que le fibre E se décompose E = E' 0 E\ 

avec dim(£'c) = 1. En reprenant le raisonnement avec le fibre E% nous en déduisons 

que E' est uniformément contracté. Puisque la classe contient des points périodiques 
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pour lesquels Ef est un fibre stable, le type de E\ ne peut pas être (N), (P) ou (H)-
répulsif. D'après la proposition 10.16, il ne peut être de type (R). Il est donc de type 
(H)-attractif. Le même raisonnement montre que F est uniformément dilaté ou se 
décompose en F = E^ 0 Eu avec d i m ( ^ ) = 1 et DifTj est de type (H)-répulsif. On en 
déduit que H(p) est hyperbolique par chaînes. • 

Nous obtenons aussi un résultat [56] sur la structure des quasi-attracteurs (com

parer au théorème 10.25). 

Corollaire 10.32 (Crovisier-Pujals). — Pour tout difféomorphisme f appartenant à un 

Gs dense de Diff1 (M) \ TUC, les quasi-attracteurs sont des classes homoclines hy

perboliques par chaînes H ayant une structure partiellement hyperbolique Tu = Ecs 0 
Eu = (Es 0 Ec) 0 Eu avec àim{Ec) = 0 oui. 

Démonstration. — Considérons une classe apériodique K. D'après le théorème pré

cédent, elle possède une structure partiellement hyperbolique TKM = Es 0 Ec 0 Eu 

avec àim(Ec) = 1. De plus Ec est de type (N). La proposition 10.20 implique alors 

que l'ensemble instable de K coupe la variété stable d'une orbite périodique. On en 

déduit que K ne contient pas sa variété instable et n'est donc pas un quasi-attracteur. 

Un quasi-attracteur est donc une classe homocline hyperbolique par chaînes H(p). 

Nous devons montrer qu'elle n'admet pas de fibre non hyperbolique E^ de dimension 
1 de type (H)-répulsif. Si c'était le cas, il existerait des orbites périodiques homo-
cliniquement reliées à p ayant un exposant de Lyapunov le long de E^ positif et 
arbitrairement proche de 0. Puisque / satisfait une condition de généricité, il existe 
des points périodiques q d'orbites homocliniquement reliées à p avec une demi-variété 
centrale tangente à E^ arbitrairement courte : l'autre extrémité de la variété centrale 
de q est bordée par un point périodique qr pour lequel E% est un fibre stable. On en 
déduit que qr a une variété stable de dimension plus grande que celle de p. Puisque 
H(p) est un quasi-attracteur, il contient la variété instable de q : par conséquent il 
contient q'. La classe H (p) contient donc des points périodiques d'indices différents. 
La section 4.3 montre alors qu'il existe des perturbation de / qui possèdent un cycle 
hétérodimensionnel. C'est une contradiction. La classe H(p) n'a donc pas de fibre non 
hyperbolique de type (H)-répulsif. • 

Nous terminons par un premier résultat vers la finitude des quasi-attracteurs. 

Proposition 10.33 (Crovisier-Pujals). — Pour tout difféomorphisme f appartenant à 

un Gs dense de Diff1 (M)\T U C, l'union des quasi-attracteurs non-triviaux est fermée. 

Nous verrons en section 11.4 que l'on peut enlever l'hypothèse que les quasi-

attracteurs sont triviaux. 

Démonstration. — Considérons une suite de quasi-attracteurs non triviaux (An) qui 

converge en topologie de Hausdorff vers un ensemble compact invariant K1 contenu 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



122 CHAPITRE 10. LOIN DES TANGENCES HOMOCLINES, MODÈLES CENTRAUX 

dans une classe de récurrence par chaînes À. Nous devons montrer que A est un quasi-

attracteur. D'après le théorème 10.30, A est partiellement hyperbolique. Nous notons 

Eu son fibre instable fort. 

Affirmation 1. — A est une classe homocline H(p). 

Démonstration. — Supposons par l'absurde que A est une classe apériodique. Elle a 

une décomposition dominée TA M = Es 0 Ec 0 Eu, avec dim(.Ec) = 1 et Ec de type 

(N). La proposition 10.11 implique que Eu est non dégénéré. Pour n grand, le fibre 

Eu est également défini au-dessus des ensembles An. Puisque les ensembles An sont 

des quasi-at tracteur s, ils sont saturés en variétés instables fortes tangentes à Eu. Par 

passage à la limite, K est également saturé en variétés instables fortes. Ceci contredit 

la proposition 10 .20 puisque A ne contient pas de points périodiques. • 

Affirmation 2. — Nous pouvons nous ramener au cas où la dimension stable de p est 

strictement inférieure à celle des points périodiques des classes An. 

Démonstration. — Supposons que la dimension instable de p est inférieure ou égale 

à celle des classes An. Considérons des familles de plaques WCS,WCU définissant sur 

H(p) une structure de classe hyperbolique par chaînes. Elles s'étendent également 

au-dessus des quasi-attracteurs An. 

Si Ecu est uniformément dilaté, les quasi-attracteurs An sont saturés en plaques 

de Wcu. 

Sinon, il y a une décomposition Ecu = Ec 0 Eu et l'on peut aussi considérer une 

famille de plaques centrales WC tangentes à Ec et piégées par f~x. Nous remarquons 

que les plaques Wcq pour x G An sont contenues dans An. En effet, si ce n'était 

pas le cas il existerait un point périodique q homocliniquement relié à l'orbite de p 

dont la variété instable ne contient pas entièrement la plaque Wq : il existe un point 

périodique q' G Wq qui borde la variété instable de q. Puisque An est un quasi-

attracteur, il contient la variété instable de q et donc le point q'. Cependant le point 

q' est d'indice différent de l'indice de q et la section 4.3 montre que l'on peut créer un 

cycle hétérodimensionnel par perturbation. C'est une contradiction. 

Dans les deux cas les quasi-attracteurs An sont saturés en plaques WCU. Par passage 

à la limite c'est aussi le cas de K. 

D'après le lemme 6.19, il existe un ensemble dense de points périodiques q homo

cliniquement reliés à l'orbite de p tels que Wqs C Ws(q) et Wqu C Wu(q). Il existe un 

tel point q proche de K dont la variété stable intersecte transversalement une plaque 

centre-instable de K. On en déduit finalement que H(p) contient la variété instable 

de p. D'après la section 4.3, H(p) est un quasi-attracteur. Ceci conclut la démonstra

tion. Par conséquent, nous sommes ramenés au cas où la dimension instable de p est 

strictement plus grande que celles des classes An. • 
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Nous en déduisons que H(p) a une décomposition dominée TH{P) = ECS 0 EC 0 EU 

avec dim(Ec) = 1 telle que EC est de type (H)-répulsif au-dessus de H(p) et de type 

(H)-attractif au-dessus des quasi-attracteurs An. Nous allons montrer que ceci mène 

à une contradiction. 

On considère un point z G K et on fixe un petit voisinage U de z. En utilisant 

l'expansion uniforme le long de EU, on en déduit que pour tout n grand, il existe une 

orbite de An qui évite le voisinage U. D'après le théorème de densité (corollaire 3.8), 

il existe une orbite périodique On contenue dans un petit voisinage de An qui évite 

U. En considérant des plaques centre-stables piégées suffisamment petites au-dessus 

de la dynamique proche de An, on montre que An contient une orbite périodique 

On rencontrant les mêmes plaques centre-stables que On. Par conséquent l'orbite 

périodique On C An évite l'ouvert U. 

Affirmation 3. — Pour tout n assez grand, il existe un voisinage Un de f formé 

de difféomorphismes pour lesquels les continuations de Ws(On) et Wu(p) s'inter

sectent. 

Démonstration. — D'après l'affirmation précédente, EC est un fibre stable de On. Il 

existe donc un point x G On tel que pour tout k > 0 on ait Yii=o \\Df(fl(x))\\ — 1-

La domination entre ECS et EC implique alors que W£s est contenue dans l'ensemble 

stable de On. Par ailleurs, K est contenu dans l'adhérence de la variété Wu(p). On 

en déduit que Ws(On) et Wu(p) ont un point d'intersection transverse z, i.e. TZM — 

TZWs(On) + TzWu(p). Cette propriété est robuste aux petites perturbations dans 

Diff1 (M) . 

Pour n grand, Wu(On) rencontre un voisinage arbitrairement petit de z. Par 

ailleurs, la variété Ws(fk(p)) rencontre tout voisinage de z pour un entier k. Le 

lemme de connexion permet de créer une perturbation g, C1-proche de / , telle que 

Wu(On) et Ws(fk(p)) s'intersectent. On en déduit que p et On sont liés par des 

orbites hétéroclines de g. Puisque leurs indices diffèrent, nous avons créé un cycle 

hétérodimensionnel, ce qui est une contradiction. • 

Remarques après révision 

Nous avons récemment amélioré les résultats de [55,198]. 

r/î^rè/w^/04 (Crovisier-Sambarino-D.Yang [57]). — Pour tout difféomorphisme f 

appartenant à un Gs dense de D i f f 1 ( M ) \ T : 

- Toute classe apériodique admet une décomposition dominée TKM — ES 0 EC 0 

EU, telle que ES et EU sont uniformément contractés respectivement par f et 

f~l et EC est de dimension 1. 
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- Toute classe homocline admet une décomposition dominée 

TKM = Es ssf El Eu, 

telle que Es et Eu sont uniformément contractés respectivement par f et f 1 et 

chaque fibre central Ef est de dimension 1. 

Comme conséquence, 

un tel f admet des états d'équilibre pour tout potentiel (p: M - > E continu. 

Ce corollaire a également été démontré plus généralement par Liao, Viana et J. 

Yang [90] pour tout difféomorphisme / G Diff1 (M) \ T, sans condition de généricité. 
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CHAPITRE 11 

HYPERBOLICITÉS TOPOLOGIQUE ET UNIFORME 

Ce chapitre traite de la conjecture de Palis. Nous savons (théorème 10.30) que les 

difféomorphismes loin des bifurcations homoclines sont partiellement hyperboliques. 

Nous devons à présent montrer que les fibres centraux des dynamiques partiellement 

hyperboliques du théorème 10.30 sont des fibres uniformément contractés ou dilatés. 

La conjecture de Palis a été résolue sur les surfaces par Pujals et Sambarino [156]. 

Théorème 11.1 (Pujals-Sambarino). — Lorsque M est de dimension 2, tout difféomor

phisme peut être approché dans Diff1 (M) par un difféomorphisme hyperbolique ou par 

un difféomorphisme ayant une tangence homocline. 

En dimension supérieure, nous avons montré avec Pujals [56] que, loin des bifurca
tions homoclines, sur un ouvert dense de M la dynamique se comporte comme une dy
namique hyperbolique. Plus précisément, un difféomorphisme est dit essentiellement 

hyperbolique s'il possède un nombre fini d'attracteurs hyperboliques dont l'union des 
bassins est dense dans M, ainsi qu'un nombre fini de répulseurs hyperboliques dont 
l'union des bassins est dense dans M. 

Théorème 11.2 (Crovisier-Pujals). — Tout difféomorphisme peut être approché dans 

Diff1 (M) par un difféomorphisme essentiellement hyperbolique ou par un difféomor

phisme qui présente une tangence homocline ou un cycle hétérodimensionnel. 

La démonstration du théorème 11.1 (et ses généralisations) repose essentiellement 

sur un argument de distorsion et utilise pour cela le passage en régularité C2. Le 

démonstration du théorème 11.2 est plus géométrique : c'est pour cette raison qu'il 

est plus facile de travailler avec les attracteurs et que l'hyperbolicité n'est actuellement 

pas démontrée pour les pièces de type « selle ». 

11.1. Hyperbolicité des fibres extrêmes 

Nous avons vu en section 10.6, qu'au-dessus d'un ensemble transitif par chaînes 

K qui n'est pas un puits, un fibre extrême de dimension 1 est « topologiquement 
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hyperbolique » (il est de type (H)). Dans certains cas, il est possible de démontrer 

qu'il est uniformément hyperbolique. 

Sur les surfaces, la symétrie entre E et F permet [156] d'obtenir l'hyperbolicité 

de K. 

Théorème 11.3 (Pujals-Sambarino). — Lorsque M est de dimension 2, pour tout dif

féomorphisme appartenant à un Gs dense de Diff1 (M) , tout ensemble compact inva

riant K ayant une décomposition dominée non triviale est hyperbolique. 

Ceci entraîne la conjecture de Palis sur les surface. 

Démonstration du théorème 11.1. — Considérons un difféomorphisme qui ne peut 

pas être approché par un difféomorphisme ayant une tangence homocline. Nous pou

vons l'approcher par un difféomorphisme / appartenant à un G s dense de Diff1 (M) . 

D'après le théorème 10.30, chaque classe de récurrence par chaînes de / possède une 

décomposition dominée non triviale, elle est donc hyperbolique d'après le théorème 

précédent. 

Ce résultat se généralise [158] en dimension supérieure lorsque E est uniformément 

contracté. 

Théorème 11.4 (Pujals-Sambarino). — Pour tout difféomorphisme appartenant à un 

Gs dense de Diff1 (M) , toute classe homocline H ayant une décomposition dominée 

THM = E © F avec dim(F) = 1 et E uniformément contracté est hyperbolique. 

Ces travaux s'étendent [56] dans un cadre où E n'est plus uniformément contracté : 
nous supposons à la place que E est finement piégée et qu'il existe une famille de 
plaques localement invariante W tangente à E (rappelons que d'après la section 6.9, 
une telle famille de plaques est essentiellement unique) et telle que pour tout x e H 

l'intersection H H Wx est totalement discontinue. 

Théorème 11.5 (Crovisier-Pujals). — Pour tout difféomorphisme appartenant à un Gs 

dense de Diff1 (M) et toute classe homocline H ayant une décomposition dominée 

THM = E® F avec dim(F) = 1 et vérifiant : 

- E est finement piégée, 

- il existe une famille de plaques W localement invariante et tangente à E telle 

que Wx H H est totalement discontinu pour tout x G H, 

le fibre F est uniformément dilaté ou H est un puits. 

Remarque 11.6. — Ces résultats restent vrais pour des ensemble compacts invariants 

K contenus dans une variété localement invariante N normalement hyperbolique. Par 

exemple, si N est une surface et si K possède une décomposition dominée tangente à 

N non triviale, alors K est un ensemble hyperbolique. 
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11.2. Technique de Marié-Pujals-S ambari no 

Mahé avait démontré un résultat similaire [101] pour les endomorphismes du cercle. 

Pour les difféomorphismes en dimension plus grande, l'idée est d'exploiter la contrac

tion (topologique ou uniforme) le long des plaques tangentes à E pour « quotienter » 

la dynamique dans la direction centre-stable et se ramener ainsi à un cadre essentiel

lement unidimensionnel. 

Les théorèmes 11.3, 11.4 et 11.5 sont la contrepartie de résultats non perturbatifs 

en classe C2. Nous considérons donc dans la suite un difféomorphisme / E Diff2 (M) et 

un ensemble compact invariant K muni d'une décomposition dominée TKM =E 0 F 

avec dim(F) = 1. Nous supposerons que : 

a) pour tout point périodique de K, le fibre F est uniformément dilaté ; 

b) K ne contient pas de courbe fermée simple tangente à F qui soit invariante par 

un itéré de / . 

En effet, si l'on suppose que / est un difféomorphisme Kupka-Smale, tous les points 

périodiques qui ne vérifient pas la première condition sont des puits et les courbes de 

la seconde condition sont normalement hyperboliques et portent une dynamique très 

simple. En retirant toutes les courbes (en nombre fini), tous les puits de K et leur 

bassins, on se ramène aux conditions énoncées ci-dessus. 

On démontre alors que F est uniformément dilaté au-dessus de K par une « récur

rence » : on se ramène aisément à un ensemble K ayant la propriété supplémentaire 

suivante : 

c) Pour tout sous-ensemble compact invariant K' C K le fibre F\K> est uniformé

ment dilaté. 

Nous introduisons également une famille de plaques piégées Wcs tangente à E. 

La démonstration comporte plusieurs étapes. 

1) Hyperbolicité topologique : En utilisant que pour tout sous-ensemble, F 

est uniformément dilaté, on montre qu'il existe une famille de plaques Wcu 

localement invariante et tangente à F telle que |/n(W£w)| —»• 0 lorsque n -» 

oc. C'est cet argument, de type Denjoy-Schwartz, qui permet de démontrer le 

théorème 10.13. 

2) Construction de boîtes markoviennes : On construit alors une « boîte » 

munie d'une lamination centre-instable, i.e. une réunion B de courbes contenues 

dans des plaques de Wcu telle que B D K est d'intérieur non vide dans K. Nous 

demandons également à B de vérifier des propriétés de type « rectangles de 

partitions de Markov ». 

3) Hyperbolicité uniforme : En induisant dans 1?, les propriétés markoviennes 

de B, la contraction topologique des plaques de W et un contrôle de distorsion 

montrent alors que ||i?x/|~pn|| - > 0 en tout x E K lorsque n - » oo. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



128 CHAPITRE 11. HYPERBOLICITÉS TOPOLOGIQUE ET UNIFORME 

Les étapes 1) et 3) sont identiques pour chacun des théorèmes 11.3, 11.4 et 11.5 

mais la partie 2) est spécifique. 

- Dans le cas des surfaces, on exploite le fait que les plaques Wcu et Wcs sont de 

dimension 1 pour chercher à construire un rectangle géométrique bordé par deux 

plaques de Wcs et deux plaques de Wcu. 

- Dans le cas où le fibre E est uniformément contracté, il est possible de construire 

une partition de Markov pour la classe homocline H. La boîte B est construite 

à partir de l'un des rectangles de la partition. 

- Dans le cas où E est seulement finement piégée, l'hypothèse de discontinuité 

dans les plaques permet à nouveau de construire une partition adaptée. Plus 

précisément, pour tout x G H, il existe un ensemble compact Cx C W£s vérifiant : 

i) pour x, x' G H on a Cx = Gx> ou Cx D Cx> = 0, 
ii) pour tout x G H, on a f(Cx) C C/(x)> 
iii) (Cx) varie continûment en topologie de Hausdorff avec x G H. 

La boîte B s'obtient alors en fixant x G i l , en considérant des segments de 

courbes contenus dans les plaques WyU pour y G H f)Cx à extrémités contenues 

dans deux plaques W | î et DifTjde proches de W^s. 

11.3. Classes homoclines à plaques centre-stables discontinues 

Nous énonçons à présent dans le cadre des ensembles hyperboliques un résultat 

non perturbatif qui permet de satisfaire l'hypothèse topologique du théorème 11.5. 

Théorème 11.7 (Crovisier-Pujals). — Considérons un ensemble hyperbolique K locale

ment maximal muni d'une décomposition dominée TKM — ES®EU — (ESS(BEC)ÇBEU 

avec dim(Ec) = dim(Eu) = 1. Alors l'un des trois cas suivants se produit : 

- K est contenu dans une sous-variété localement invariante tangente à Ec 0 Eu ; 

- K possède une connexion forte généralisée ; 

- pour tout x G K l'intersection Wfoc(x) D K est totalement discontinue. 

Ce résultat s'étend aux classes homoclines hyperboliques par chaînes. 

Théorème 11.8 (Crovisier-Pujals). — Considérons une classe homocline H et une dé

composition dominée THM = Ecs 0 Ecu = (Ess 0 Ec) 0 Ecu avec dim(Ec) = 

d i m ^ ^ ) = 1 telle que Ecs et Ecu soient finement piégés par f et f"1 respectivement. 

Alors l'un des trois cas suivants se produit : 

- H est contenue dans une sous-variété localement invariante tangente à EC(BECU ; 

- H possède une connexion forte généralisée ; 

- il existe une famille de plaques Wcs localement invariante et tangente à Ecs telle 

que pour tout x G H l'intersection W£s D H est totalement discontinue. 

Idée de la démonstration. — Supposons H sans connexion forte généralisée. 
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Affirmation. — // n'existe pas d'ensemble connexe C C H non réduit à un point et 

contenu dans une variété stable forte. 

Démonstration. — Supposons le contraire. Nous utilisons les deux propriétés sui

vantes. 

- En itérant C négativement, on obtient des ensembles connexes de diamètre ar

bitrairement grand dans les feuilles stables fortes. 

- Les projections de C par holonomie le long des plaques centre-instables, pré

servent les feuilles stables fortes : en effet, si l'image C de C par holonomie est 

contenue dans une plaque centre-stable et rencontre plusieurs variétés stables 

fortes, on choisit un point périodique q proche de C et on en déduit que la 

plaque centre-instable Wqu de q rencontre C. Les itérés f~n(C) lorsque n —> +00 

convergent vers une partie connexe non triviale contenue dans H D Wss (q). Ceci 

contredit l'hypothèse sur H. 

En transportant C par holonomie sur une variété stable d'orbite périodique q contenue 

dans H, ces propriétés impliquent que Wss(q) rencontre H sur un ensemble connexe 

non trivial, contredisant l'hypothèse que H n'a pas de connexion forte généralisée. • 

Supposons que H contienne un ensemble connexe non trivial C contenu dans une 

plaque centre-stable. Puisque C intersecte chaque variété stable forte selon un en

semble totalement discontinu, C est un graphe au-dessus de la direction centrale : 

c'est une courbe. 

Considérons à présent une orbite périodique O ayant un point q proche de C. La 

projection de C sur la plaque centre-stable de q défini une nouvelle courbe Cq C H ; 

puisque Wss(q)\{q} n'intersecte pas C, cette courbe contient q. En itérant, on obtient 

également une courbe en chaque point de O. Puisque H contient un ensemble dense 

de points périodiques, on construit par passage à la limite une courbe Cx C H en 

chaque point de H. 

Supposons que H n'est pas contenue dans une variété tangente à ECÇ&ECU. D'après 

le théorème 7.2, il existe deux points x ^ y de H tels que Wss(x) = Wss(y). Soit q un 

point périodique proche de y. La projection par holonomie de Cx sur la plaque centre-

stable de q coupe Wss(q) en un point de Wss(q) \ {q} appartenant à H. Nous avons 

à nouveau contredit l'existence d'une connexion forte généralisée. Par conséquent, les 

composantes connexes de H dans les plaques centre-stables sont triviales. • 

11.4. Application : non dégénérescence des fibres uniformes 

Nous déduisons des sections précédentes un résultat [56] qui complète le théo

rème 10.30. 

Corollaire 11.9 (Crovisier-Pujals). — Pour tout difféomorphisme appartenant à un Gs 

dense de Diff 1 ( M ) \ T U C, toute classe de récurrence par chaînes qui n'est pas un puits 
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ou une source possède une structure partiellement hyperbolique avec fibres stables et 

instables forts non dégénérés. 

Démonstration. — Nous appliquons le théorème 10 .30 sur la structure partiellement 

hyperbolique des classes de récurrence par chaînes. 

Considérons une classe apériodique. Elle possède une structure partiellement hy

perbolique avec central de dimension 1 de type (N). La proposition 10 .11 montre alors 

directement que les fibres uniformes sont non dégénérés. 

Considérons une classe homocline non hyperbolique H(p) : elle admet une structure 

partiellement hyperbolique de la forme J B S © E c 0 EU OU ES 0 E{ 0 E% 0 EU. Dans 

le premier cas, le théorème 11.4 montre que ES et EU ne sont pas dégénérés si la 

classe n'est pas un puits ou une source. Dans le second cas, la classe est hyperbolique 

par chaînes avec une décomposition ECS 0 ECU = (ES 0 E{) 0 (E% 0 EU). Si EU est 

dégénéré, le théorème 11.8 montre que l'on est dans l'un des cas suivants. 

- La classe est contenue dans une surface tangente à Ef 0 E^ et d'après le théo

rème 11.3 et la remarque 11.6 elle est hyperbolique : c'est une contradiction. 

- La classe possède une connexion forte. Si le fibre E\ n'est pas uniformément 

contracté, il existe des orbites périodiques homocliniquement reliées à p ayant 

un exposant selon E\ arbitrairement faible d'après le théorème 10.30. On dé

duit du lemme 9.7 que l'on perturber le difféomorphisme pour créer un cycle 

hétérodimensionnel. C'est à nouveau une contradiction. 

- La classe est totalement discontinue le long des plaques centre-stables. 

On applique alors le théorème 11.5 et on en déduit que DifTjde est uniformément dilaté. • 

Corollaire 11.10 (Crovisier-Pujals). — Tout difféomorphisme dans un Gs dense de 

Diff1 (M) \ TU C, possède au plus un nombre fini de puits et de sources. 

Démonstration. — Une suite de puits ou de source doit s'accumuler sur une partie 
d'une classe de récurrence par chaînes qui n'est ni un puits ni une source. • 

11.5. Hyperbolicité des quasi-attracteurs 

Voici un nouveau résultat sur la géométrie des ensemble hyperboliques : quitte 

à perturber, l'existence de variété stables fortes rencontrant la classe en plusieurs 

points peut être détectée sur les orbites périodiques. Ceci reprend un travail antérieur 

de Pujals [152,153]. 

Théorème 11.11 (Crovisier-Pujals). — Soit K un attracteur hyperbolique avec une dé

composition dominée TKM = ES 0 EU = (ESS 0 EC) 0 EU, dim(£c) = 1. 

77 existe alors une perturbation g G Diff1 (M) de f telle que 

- ou bien Wss(x) H K = {x} pour tout x e K, 

- ou bien K possède une connexion forte généralisée. 
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Ce résultat s'étend aux classes hyperboliques par chaînes. 

Théorème 11.12 (Crovisier-Pujals). — Soit H un quasi-attracteur qui est une classe 

homocline avec une décomposition dominée THM = Ecs 0 Ecu = (Es ®EC) 0 Eu, 

dim(£'c) = 1 telle que Ecs est finement piégé. 

Il existe alors une perturbation g G Diff1 (M) de f telle que 

- ou bien Wss{x) D H = {x} pour tout x e K, 

- ou bien H possède une connexion forte généralisée. 

Nous pouvons à présent terminer la démonstration du théorème 11.2. 

Démonstration du théorème 11.2. — Par symétrie, il suffit de traiter le cas des at-

tr acteurs. 

Nous savons d'après le théorème 10.32 que chaque quasi-attracteur qui n'est pas 

un ensemble hyperbolique est une classe homocline avec une décomposition dominée 

THM = Ecs 0 Ecu = (Es 0 Ec) 0 Eu, à\m(Ec) = 1. Nous pouvons alors appliquer 

le théorème 11.12. Dans le premier cas, le théorème 7.2 montre que H est contenue 

dans une sous-variété localement invariante tangente à Ec 0 Eu. Le théorème 11.4 

et la remarque 11.6 impliquent alors que H est un ensemble hyperbolique. Dans 

le second cas, puisque H possède des orbites périodiques faibles homocliniquement 

reliées à p, il existe d'après le lemme 9.7 une perturbation de / admettant un cycle 

hétérodimensionnel : c'est une contradiction. Nous avons donc montré que tous les 

quasi-attracteurs sont des ensembles hyperboliques. 

D'après les résultats de la section 4.3, l'union des bassins des attracteurs est dense 

dans M. D'après le corollaire 11.10, l'ensemble des puits de / est fini. D'après la 

proposition 10.33, l'union des attracteurs non triviaux est fermée : il n'y a donc qu'un 

nombre fini d'attracteurs. • 

11.6. Classification des connexions fortes 

Abordons maintenant certains arguments importants de la démonstration du théo

rème 11.12. 

Proposition 11.13. — Considérons une classe homocline H(p) ayant les mêmes pro

priétés qu'au théorème 11.12. Elle satisfait alors l'un des cas suivants : 

a) il existe g C1-proche de f tel que, pour tout x appartenant à la continuation 

H(pg) de H(p) pour g, on ait Wss(x) D H(pg) — {x} ; 

b) il existe g C1-proche de f ayant une connexion forte généralisée ; 

c) il existe deux points périodiques p\,P2 homocliniquement reliés à l'orbite de p, 

et un ouvert U de difféomorphismes g C1 -proche de f tels que pour tout g G U 

il existe deux points distincts x G Wu(pi) et y G Wu(p2) dans H(pq) avec 

Wss(x) = Wss(y); 
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d) il existe un point périodique q homocliniquement relié à Vorbite de p et pour tout 

difféomorphisme g C1-proche de f deux points xg ^ yg dans Ws(qg)nH(pg) tels 

que Wss(xg) = Wss(yg). 

Idée de la démonstration lorsque K = H(p) est un ensemble hyperbolique 

Nous pouvons supposer qu'il existe x =^ y dans K avec Wss (x) — Wss (y) car sinon 

nous sommes dans le cas a). 

Fixons une famille de plaques centre-instables Wuu et une petite constante e > 0. 

Nous comparons alors les variétés instables W^c(x) et W^c(y) en projetant W™oc(y) 

sur la plaque centre-instable de x par l'holonomie Iïss le long des variétés stables 

fortes. Trois cas sont possibles. 

— Intersection transverse : Il existe x ^ y dans K avec Wss(x) = Wss(y) 

tels que la projection Uss(W^c(y)) intersecte les deux composantes connexes de 

B(x,e)\ ( W f \ ^ W ) . 

— Intégrabilité jointe : Il existe x ^ y dans K avec Wss (x) — Wss (y) et tels 

que IISS(Wfoc(y)) et W^c(x) coïncident dans B(x,e). 

— Intersection strictement non transverse : Pour tout x ^ y avec Wss (x) = 

W8S(y)1 la projection Tlss(W^c(y)) est disjointe de l'une des composantes 

connexes de B(x,e) fl (W^u \ W%£(x)) et intersecte l'autre. 

Dans le cas transverse, on choisit pi,£>2 périodiques proches de x et y respective
ment. Par continuité du feuilletage instable, nous sommes dans le cas c). 

Dans le cas de l'intégrabilité jointe, on choisit q périodique proche de x. Sa variété 

stable locale coupe Wu(x) et Wu(y) en deux points x,1y/ G K. On a Wss(xf) = 

Wss(yr). Pour tout difféomorphisme C1-proche g, les continuations hyperboliques 

xfg, y'g G Kg de xf, y' pour g appartiennent toujours à la variété stable locale Wfoc(qg). 

Si yg appartient à la variété Wf*c(xg) pour tout g C1 proche de / , nous sommes dans 

le cas d). Si y'g n'appartient plus à la variété Wi*c(x'g), on considère un arc (gt) entre 

f et g dans un petit voisinage de / dans Diff1 (M) . Puisque x' est accumulé par des 

points périodiques de K, nous en déduisons qu'il existe gt tel que llss(^t) appartient 

à la variété instable d'un tel point périodique. Nous obtenons donc une connexion 

forte généralisée (cas b). 

Il reste à examiner le cas strictement non transverse. Puisqu'il n'y a pas d'inter

section transverse, les points x ^ y avec Wss(x) = Wuu(y) ne sont accumulés par 

K D Wfoc(x) que d'un seul côté de Wf*c(x) (voir la figure 19). De tels points sont 

appelés points de frontière stable forte. 

Lemme 11.14. — Les points de frontière stable forte appartiennent à la variété instable 

d'un point périodique qui est un point de frontière stable forte. Ces points périodiques 

frontière sont en nombre fini. 

ASTÉRISQUE 354 



11.7. CONNEXIONS DE VARIÉTÉS INSTABLES PÉRIODIQUES 133 

X 

DifTjde 

DifTjde 

x' nss(W?oc(y)) 

FIGURE 19. Intersection strictement non transverse. 

Considérons les points périodiques frontière stable forte p\,..., pi de / et leur 

variétés instables locales. S'il existe un arc (gt) de difféomorphismes proches de / et 

un point y G W%c(pi) tel que 

- xgo := Uss(y9o) appartient à une autre variété W^c(pj), 

- Uss(ygi) appartient à la composante connexe de Wfoc(xgi) \ WfJ*c(xgi) dans la

quelle K accumule xg, 

nous concluons comme précédemment que l'un des difféomorphismes gt a une 

connexion forte. Nous sommes dans le cas b). 

Dans le cas contraire, s'il existe un difféomorphisme g C1-proche de / tel que toutes 

les intersections Uss (W}^c(pi)) r\Wfcc(pj) sont disjointes, nous sommes dans le cas a). 

Finalement, il existe un ouvert U de difféomorphismes proche de / en topologie C1 

et deux points Pi, Pj tels que pour tout g G U les variétés Tlss (Wfcc(pi)) et W%c(pj) 

s'intersectent. Nous sommes alors dans le cas c). • 

11.7. Connexions de variétés instables périodiques 

Nous considérons à présent le cas c) du théorème 11.12 (dans le cadre hyperbolique) 
et montrons que l'on peut perturber / pour obtenir une connexion forte. 

Proposition 11.15. — Considérons un attracteur hyperbolique K avec une décomposi

tion dominée TKM = Es 0 Eu = (Ess 0 Ec) 0 Eu telle que dim(£'c) = 1. Supposons 

qu'il existe deux points périodiques p\,P2 G K et, pour tout g C1-proche de f, deux 

points distincts x e Wu(pij9) et y e Wu(p2,g) de Kg tels que Wss(x) = Wss(y). 

Il existe alors g C1-proche de f et q G H(pQ) périodique tel que Wss(q) intersecte 

Wu(p2). 
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Idée de la démonstration. — Soient : 

- Xu > 1 une constante qui minore la dilatation des itérés positifs de / le long de 

Eu, 

- À G (0,1) une constante qui minore la domination entre Ess et Ec, 

- log(Ac) l'exposant de Lyapunov de l'orbite de p\ le long de Ec. 

Quitte à le remplacer par un difféomorphisme proche, nous pouvons supposer que / 

est de classe C2 et linéaire au voisinage de pi. Nous pouvons supposer également que 

Wss(pi) \ {pi} est disjoint de K puisque dans le cas contraire le lemme de connexion 

permet de créer par perturbation une intersection entre Wss(pi) et Wu(p2) et de 

conclure directement la démonstration de la proposition. Nous noterons W^oc(p\) et 

W^c(p2) des variétés locales de pi et p2 contenant x, y respectivement. 

Connexion à retours lents. — Nous dirons que la connexion est à retours lents 

s'il existe des échelles d > 0 arbitrairement petites telles que le temps d'entrée pour 

x et y dans la boule U = B(f~1(x),d) est supérieur à Cb.| log(d)| pour une certaine 

constante CQ > 0. Dans ce cas, nous perturbons / dans la boule U pour obtenir 

un difféomorphisme g tel que g(f~1(x)) appartienne à la plaque centrale de x. La 

distance r entre g(f~1(x)) et x vérifie r/d > e où e ne dépend que de la taille de la 

perturbation C1 autorisée. 

Après perturbation les continuations xg et yg de x, y appartiennent à g(W^c(pi)) 

et à Wjloc(p2) mais ne coïncident pas nécessairement avec g(f~1(x)) et y. On a les 

estimées 

d{xg,g(f (x). Xun% d(yg,y) y-rty 

où nx,ny sont les temps d'entrée de x et y dans U. 

Puisque / est de classe C2, l'holonomie IIy du feuilletage stable fort (défini sur un 

voisinage de K) est hôlderienne [151] : il existe a tels que 

di DifTjde Y (y)) :d(yg,y)a. 

Nous comparons également les holonomies IIy, HgS pour / et pour g : 

d DifTjde Sé 
Q DifTjde DifTjde 

où nVg est le temps d'entrée de yg dans U. 

Puisque i f (y) x, on a 

d(xg, 
9 [Vg) 

DifTjdeDifTjdeDifTjde d(g(f 1(x)),xQ d TSSi 
a Vg) rss 

L t y g di jss 
f {y a] qddsd 

qdsdsd 
Par conséquent xg ^ Ilsgs(yg) lorsque 

R - \—nx 
AU X-a.ny DifTjde 0. 

Les temps d'entrée nXlnyinyg sont essentiellement les mêmes car yg est la conti

nuation de y et x,y appartiennent à une même variété stable forte. Nous notons 
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n = mf(nx,ny,nyg) Puisque r > e.d, la connexion entre x et y est brisée par pertur

bation lorsque n > CQ.\ log(cQ| pour une certaine constante CQ > 0, ce qui est le cas 
puisque la connexion est à retours lents. 

Considérons un arc de difféomorphismes (gt) proche de / et joignant f k g. Par 

continuité, il existe un difféomorphisme gt tel que Wf^c(ygt) intersecte la variété in

stable d'un point périodique de K proche de x. Ceci conclut la démonstration de la 

proposition dans ce cas. 

Connexion à retours rapides. — Dans ce cas, pour tout d > 0, le temps de retour 

de x et y dans la boule U = B(f~1(x),d) est inférieur à CQ.\ log(d)|. Ceci implique le 

lemme clé suivant. 

Lemme 11.16. — Il existe a > b > 0 et n arbitrairement grand tel que : 

- fn(x) est à distance inférieure à e~a'n de x, 

- les itérés fh(x), 0 < k < n, sont à distance supérieure à e~b-n de x. 

Démonstration. — Considérons la suite des plus proches retours fni(x) de x près 

de lui même. Nous fixons un voisinage W de l'union des variétés stables et instables 

locales de l'orbite de p\. Nous supposons que l'orbite passée de f~l(x) est contenue 

dans W, mais x £ W. Pour chaque retour fni(x) de x près de lui-même, nous notons 

{fmi(x),..., fni~l(x)} le segment d'orbite maximal contenu dans W. 

Pour chaque z, la longueur ^ = m — rrti est de l'ordre de |log(df)|, où di est 

la distance entre fUi(x) et la variété W%c(x). En effet, puisque Wss(p\) \ {p{\ est 

disjoint de K, les retours près de x et de p\ se font le long de la direction centrale 

unidimensionnelle. Puisque / est linéaire au voisinage de pi, la distance di est de 

l'ordre de . 

Par hypothèse nous avons donc 

Posons 

ni ; co . | iog (* ) l DifTjde 

R lim sup 
sd 

sd 

ni 
Pour e > 0 petit, nous choisissons jo tel que pour tout j > jo on ait 

4 
gh 

(l + e).R. 

Nous choisissons ensuite rii arbitrairement grand pour que 

ng 

Tli 
(l-s)sddsR. 

Pour tout jo < j < i nous avons rij < rii — £{ et donc 

4 DifTjde \.R.Uj {l + e).R. 1 -(1-e R).Ui. 
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Nous posons ao = (1 — e)2.R et &0 = (1 + e)2.R.(l — (1 — è).R). Puisque R appartient 

à [d-1 , 11, nous avons an > bn > 0. On a bien 

(L DifTjde yCLQ.rii 

et pour tout j < i, 

dj > Xi1**' DifTjde 

Le lemme est donc démontré avec a = ao\ logÀc| et b = bo\ log Ac|. 

Pour conclure la démonstration de la proposition 11.15 dans le cas des retours 

rapides, nous considérons un disque D contenu dans la variété stable forte de y et 

contenant x et y. Pour tout point z e D et tout retour fn(z) près de x, le rayon de 

fn(D) est très petit devant la distance d de fn(z) à W^c(pi) : si £ est le temps de 

passage près de l'orbite de pi, la distance d est de l'ordre de XEC et le rayon de fn(D) 

est inférieur à X£S, où Às < Àc majore la contraction de Df^ le long de ES. 

Choisissons n comme dans le lemme précédent : fn(D) est contenu dans une boule 

centrée en x et de rayon très petit devant les distances à x des images fk(D), 0 < k < 

n. Il existe donc une perturbation g de f près de f~1(x) telle que gn(D) C D. On en 

déduit que g possède un point périodique q E D dont la variété stable forte contient 

D. Puisque W^c(p2) n'a pas été perturbé, Wss(q) et Wu(p2) s'intersectent. • 

11.8. Connexions contenues dans une variété stable périodique 

Pour terminer la démonstration du théorème 11.11, nous devons expliquer comment 
perturber dans le cas d) de la proposition 11.13 afin de créer une connexion forte. 

Proposition 11.17. — Considérons un ensemble hyperbolique K localement maximal 

muni d'une décomposition dominée TKM = Es © Eu = (Ess © Ec) © Eu avec 

dim(i£c) = 1. Supposons qu'il existe q e K périodique et deux points x ^ y de K et 

tels que pour tout g C1 proche de f les continuations xg et yg vérifient xg G Wss(yg). 

Il existe alors un arc de difféomorphismes (gt) C1-proche de f et des points xf,y' G 
K tels que W^c(xfgt) traverse W^c(ygt) lorsque t varie. 

On obtient la connexion forte en considérant un point périodique proche de z. 

Nous supposerons pour simplifier que q est un point fixe et (quitte à remplacer / 

par un difféomorphisme proche) que la dynamique est linéaire au voisinage de q. Dans 

une carte, / est de la forme : 

(xss,xc,xu) (As(xss Xq.X , A (x ^ 

où As, (A11)-1 sont des applications linéaires contractantes et XC appartient à (—1,0)U 
(0,1). Nous notons dss la dimension du fibre ESS. 

Dans la variété stable locale Wfoc(q) (qui coïncide avec EdSS+1 x { 0 } localement), le 

feuilletage stable fort Tss coïncide avec le feuilletage en sous-espaces affines parallèles 
à mdSS { 0 } . 
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Il existe un point z G Wu(q) D Ws(q) D K d'orbite distincte de celles de x et 

y. Fixons un disque D de Ws(q) qui contient z. Quitte à remplacer z par un itéré 

négatif, nous pouvons supposer que tous ses itérés négatifs sont contenus dans le 

voisinage linéarisant de q. Par petite perturbation, nous pouvons redresser D et le 

feuilletage stable fort dans D : le disque D est alors contenu dans un plan parallèle à 

RdSS+1 x { 0 } et Fss est le feuilletage en sous-espaces parallèles à M.dSS x { 0 } . 

Nous comparons à présent les espaces instables aux points de K proches de q : 

nous nous intéressons ainsi aux angles entre deux espaces instables dans la direction 

centrale, i.e. à l'angle entre leurs projections dans l'espace de coordonnées Ec(q) 0 

Eu(q). 
En remplaçant x, y par des itérés positifs, Eu(x), Eu(y) sont arbitrairement proches 

de Eu(q). 

Ec 

rEu 

Es 

Q 

X n 

X sd 

y" 

y' 

FIGURE 20. Perturbation dans une variété stable périodique. 

Nous fixons une petite constante a > 0. Nous perturbons / au voisinage de f~1(x) 

en un difféomorphisme g de sorte que g coïncide avec / au voisinage de DifTjde sur 

Ws(q) mais Dgf-irx\.Eu(f~1(x)) est envoyé sur un espace faisant un angle a avec 

Eu(x). 

La norme C° de la perturbation peut être rendue arbitrairement C°-petite si le 

support de la perturbation est contenu dans un voisinage arbitrairement petit de 
DifTjde En revanche l'angle a est donné par la taille de la perturbation C1. On 

en déduit que les continuations xg,yg restent arbitrairement proches de x, y. Par 

conséquent, Eu(xg) fait un angle proche de a avec Eu(x) et Eu(q) ; Vespace Eu(yg) 

un angle arbitrairement petit avec Eu(y) et Eu(q). 
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Les itérés g~n(D) pour n > 0 grand s'accumulent sur Wfoc(q) et recoupent 

Wtoc(xg)1W}j?c(yg) en deux points x',yf. Pour n grand les vecteurs (xgjxf) et (yg,yf) 

sont proches de Eu(xg) et Eu(yg). Soit y'1 la projection de xf sur la plaque centre-

instable de yfg, par l'holonomie le long des variétés stables fortes. Voir la figure 20. 

Les orbites positives de xf par g et f coïncident. Par conséquent la variété stable 

forte locale de x' est la même pour / et pour g : c'est un sous-espace affine parallèle 

à Wfoc(x'). On en déduit que les vecteurs (xg,xf) et (yg,y/f) ont la même direction. 

Par conséquent pour g, (yg,yg) fait un angle proche de a avec Eu(yg) et Eu(q). 

Considérons à présent un arc de difféomorphismes en faisant varier l'angle a : par 

continuité nous pouvons assurer que la direction du vecteur (yg,yg) traverse E™, en 

projection dans l'espace de coordonnée Ec(q) 0 Ess(q). On en déduit que Wf*c(xg) 

traverse W%Jyg). • 

11.9. Continuation des classes hyperboliques par chaînes 

Pour généraliser les raisonnements des sections précédentes dans le cas des classes 

hyperboliques par chaînes (i.e. dans le cadre du théorème 11.12), nous avons besoin 

de définir la notion de continuation de la classe (qui ne pose pas de problème dans le 

cadre hyperbolique). 

On considère une classe de récurrence par chaînes qui est une classe homocline H(p) 

avec une structure partiellement hyperbolique ТЯ(Р)М = ES®EC®EU, dim(Ec) — 1, 
telle que Ec est finement piégée. Pour tout g C1-proche de / , la classe homocline H(pg) 

est contenue dans un petit voisinage de H(p), possède la même structure partiellement 

hyperbolique, et reste hyperbolique par chaînes (théorème 6.20). 
Remarquons que H(p) possède un ensemble dense V de points périodiques q pour 

lesquels l'exposant de Lyapunov central est uniformément majoré par une constante 
strictement négative, et il existe également une famille de plaques Wcs tangente à 
Es 0 Ec, piégée, telle que WqS С Ws(q) pour chaque point q G V. 

Lemme 11.18. — R existe un voisinage U С Diff1 (M) de f formé de difféomorphismes 

g pour lesquels la continuation hyperbolique qg de chaque point q G P est bien définie 

et tels que Vensemble {qgi q G V} est dense dans H(pg). 

Définition 11.19. — Pour g,gr G deux points x G H(pg), x' G H(pgr) ont la même 

continuation s'il existe une suite (qn) de V telle que (qn,g) converge vers x et (qn,g') 

converge vers x'. 

Le lemme 11.18 implique que pour tout g, g' G U et tout x G H(pg), il existe 

x' G H(pgt) ayant la même continuation que x. Cette notion ne dépend pas du choix 

de l'ensemble de points périodiques V. En général la continuation d'un point n'est pas 

unique mais si x[, x'2 ont la même continuation que x, alors x[ et xf2 appartiennent à 

la même plaque centre-stable. 

ASTÉRISQUE 354 



11.9. CONTINUATION DES CLASSES HYPERBOLIQUES PAR CHAÎNES 139 

Pour les difféomorphismes loin des connexions fortes, chaque point possède au plus 

deux continuations. En effet,DifTjde sont des continuations de x, on introduit 

trois suites (<7I,n)î (<72,n)j (<?3,n) dans V telles que leurs continuations pour g convergent 

toutes vers x et leurs continuations pour g' convergent vers x[, xf2l x% respectivement. 

Si (gt) est un arc de difféomorphismes dans U joignant g à gf, il existe gt ayant une 

connexion forte pour l'un des points périodiques considérés. Nous allons donner un 

énoncé plus précis. 

Pour chaque g E U, nous introduisons H(pg), l'ensemble des paires (x, a) où x 

est un point de H(pg) et a est une orientation de Ec(x) telle que x est accumulé 

par H(pg) dans la composante de Wcs(x) \ W^c(x) déterminée par a. C'est une 

partie du fibre unitaire associé à E^^p ^. La dynamique de g Retend donc en une 

dynamique g sur H(pg). On introduit aussi la projection irg: H(pg) —> H(pg) telle 

que TTaix.g) = x. 

Proposition 11.20. — Considérons une classe de récurrence par chaînes de f qui est 

une classe homocline non triviale H(p) munie d'une structure partiellement hyperbo

lique TH{p)M = Es 0 Ec ®EU avec dim(Ec) = 1 et telle que Ecs = Es 0 Ec est 

finement piégé. Supposons aussi que pour tout difféomorphisme g C1-proche de f, la 

classe H(pg) n'a pas de connexion forte. 

Il existe alors un voisinage U C Diff1 (M) de f tel que pour tout g, g' G U on ait 

les propriétés suivantes. 

(Relèvement. ) L'application Kg H(P9) H(P9) est surjective et semi-

conjugue g et g. 
(Continuation du relèvement/ Pour tout xg (Xg,a) eH(Pg) il existe un 

unique Xg' = (xg^af) G H(pgt) tel que irg(xg) = 

xg et 7TG> (xg> ) — x g» ont la même continuation et 

les orientations a sur Ec(xg) et a' sur Ec(xg>) 

coïncident. Ceci définit une bijection 

DifTfTjde V(Pg) DifTjde 

(Continuation de la projection.) Pour tout xa G H(pa) et xa> G H(pat) ayant la 

même continuation il existe x G H (p) tel que 

Kg($f,g(x) xgfd DifTjde(xV • xg>. 

La continuation que nous venons d'obtenir permet de créer par perturbation des 

connexions fortes, comme nous l'avons fait dans les sections 11.6 à 11.8 afin de dé

montrer le théorème 11.2. 
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APPENDICE A 

CENTRALISATEURS DE DIFFÉOMORPHISMES 

Nous utilisons les résultats des chapitres précédents pour décrire le centralisa

teur des difféomorphismes de classe C1 dans le groupe Diff1 (M) . Dans [28,29] 
nous montrons que le centralisateur d'un difféomorphisme C1-générique / est tri

vial, i.e. coïncide avec le groupe engendré par / . Ceci répond à une conjecture de 

Smale [184,185]. Pour obtenir ce résultat, nous devons avoir une bonne descrip

tion de la dynamique globale : on peut donc voir ce chapitre comme un test de 

notre compréhension des dynamiques C1-génériques. La démonstration nécessite 

de savoir perturber un difféomorphisme en préservant sa dynamique topologique 

mais en modifiant la dynamique de son application tangente. Par ailleurs, dans [27] 
nous construisons un ouvert non vide O de Diff1 (M) et une partie dense de O 

constituée de difféomorphismes dont le centralisateur est non dénombrable, donc non 

trivial. 

A . l . Difféomorphismes commutant 

Si / , g sont des difféomorphismes qui commutent, g préserve l'ensemble des 

orbites de / ainsi que les invariants dynamiques différentiables et topologiques 

de / . Un argument facile de transversalité (voir [66, proposition 4.5]) montre 

que pour tout p-uplet générique DifTjdeG (Diffr(M))p avec p > 2 et r > 0, 

le groupe DifTjdeest libre. Ceci motive la question suivante posée par 

Smale [184,185]. 

Considérons une variété connexe compacte sans bord M et pour tout difféo

morphisme / G Diffr(M), définissons son centralisateur 

Zr{F) [g G Diff1 (M) fg •9f 

Il contient le groupe cyclique ( / ) . Nous disons que f a un centralisateur trivial 

si Z*(f) = (f). 



142 APPENDICE A. CENTRALISATEURS DE DIFFÉOMORPHISMES 

Question 1 (Smale). — Pour r > 1, considérons l'ensemble des difféomorphismes Cr 

ayant un centralisateur trivial. 

1. Cet ensemble est-il dense dans Diffr(M) ? 

2. Cet ensemble contient-il un Gs dense de Diffr (M) ? 

3. Cet ensemble contient-il un ouvert dense de Diffr(M) ? 

Ce problème remonte au travail de Kopell [86] qui a donné une réponse complète 

pour r > 2 et M — S1 : dans ce cas, l'ensemble des difféomorphismes à centralisateur 

trivial contient un ouvert dense. 

En dimension plus grande, la description du centralisateur demande une compré

hension fine de la dynamique globale : puisqu'un élément du centralisateur d'un dif

féomorphisme peut coïncider avec l'identité sur certaines parties de M, nous devons 

tenir compte des orbites pour / d'une partie dense de M. Seules certaines classes de 

difféomorphismes ont été traitées. 

- En régularité C°°, l'ensemble des difféomorphismes à centralisateur trivial 

contient un ouvert dense de l'ensemble des difféomorphismes possédant un 

puits ou une source et satisfaisant l'axiome A et la condition de transversalité 

forte [132]. Sur le tore Tn, il contient un ouvert dense de l'ensemble des dif

féomorphismes d'Anosov [131] (voir aussi [60]). Il contient aussi un Gs dense 

d'un ouvert de difféomorphismes partiellement hyperboliques avec fibre central 

de dimension 1 [48]. 
- En régularité C1, Togawa [188,189] a montré que l'ensemble des difféomor

phismes de classe C1 à centralisateur trivial contient un G s de dense de l'en

semble des difféomorphismes satisfaisant l'axiome A ; en particulier, les difféo

morphismes C1-génériques du cercle ont un centralisateur trivial [188,189]. 
Nous avons obtenu une réponse complète à la question de Smale en classe C1. 

Théorème A.l (Bonatti-Crovisier-Wilkînson [29]). — Il existe dans Diff1 (M) un Gs 

dense formé de difféomorphismes f ayant un centralisateur Z1 (f) trivial. 

Théorème A.2 (Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson [27]). — Il existe un ouvert non vide 

U de Diff1 (M) et une partie dense V C U formée de difféomorphismes f ayant un 

centralisateur Z1 (f) non dénombrable. En particulier T ensemble des difféomorphismes 

à centralisateur trivial ne contient pas un ouvert dense de Diff1 (M) . 

Dans le cas conservatif (lorsque qu'une forme volume ou une forme symplectique 

est préservée), l'analogue du théorème A.l reste vrai [28] : le centralisateur d'un dif

féomorphisme C1-générique est trivial. L'analogue du théorème A.2 reste vrai dans 

le cadre symplectique mais nous n'avons pas de construction pour l'espace des difféo

morphismes préservant une forme volume. 
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A.2. Stratégie pour montrer que le centralisateur est trivial 

A.2.1. Centralisateur localement trivial. — Bien souvent, la première étape 
pour montrer que le centralisateur d'un difféomorphisme est trivial consiste à montrer 
qu'il est « localement trivial ». 

Définition A3. — Le centralisateur Zl(f) d'un difféomorphisme / est localement tri

vial si pour tout g G Z1(f)J il existe un ouvert dense U C M et une application 

localement constante a: U i-> Z telle que g(x) — fa^x\x) pour tout x G U. 

Dans [86], le contrôle de la distorsion de la dérivée des applications C2 est un 

des ingrédients principaux pour montrer que le centralisateur est trivial. Dans le 

cadre des difféomorphismes C1 génériques, nous devons changer d'argument puisque 

la distorsion n'est pas bornée. Curieusement, c'est cette fois le fait que la distorsion 

explose qui nous permet d'amorcer la démonstration : nous faisons osciller le jacobien 

le long de chaque orbite. 

Propriété (MDM\n). — Un difféomorphisme / satisfait la propriété de mauvaise 

distorsion sur Vensemble errant, s'il existe une partie dense V C M \ 0 ( / ) telle que 

pour tout K > 0 et tous x G P, y G M \Q(f) appartenant à des orbites différentes, 

il existe n > 1 tel que 

| log |de tDifTjde log|det£>/n(y)| K. 

Propriété (MDS). — Un difféomorphisme / satisfait la propriété de mauvaise dis

torsion sur les variétés stables (MDS) si, pour toute orbite périodique hyperbolique 0 , 
il existe une partie dense V C Ws(0) (pour la topologie intrinsèque de Ws(0)) telle 
que pour tout K > 0 et tous x G T>, y G Ws(0) appartenant à des orbites différentes, 
il existe n > 1 tel que 

! log I det Df\ws(0)(x)\ - l o g | d e t I ? / , V (o)(y)\\>K. 

D'après les théorèmes 3.1 et 3.2 ainsi que les résultats de la section 4.3, les propriété 
suivantes sont C1-génériques : 

1. toutes les orbites périodiques sont hyperboliques; 

2. des orbites périodiques distinctes ont des valeurs propres distinctes ; 

3. pour toute composante connexe U appartenant à l'intérieur de l'ensemble non-

errant O, il existe une orbite périodique O C Int(fî) telle que U est contenue 

dans l'adhérence de Ws(0). 

Conséquence. — Tout difféomorphisme f ayant les propriétés C1 -génériques 1, 2, 3 

ci-dessus et qui satisfait les propriétés (MDM\n) et (MDS) a un centralisateur locale

ment trivial. 
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Démonstration. — Les propriétés (MD) permettent d'« individualiser » les orbites : si 

/ satisfait la propriété (MDM\°), alors tout difféomorphisme g G Z1(f) doit préserver 

chaque orbite de V. Ceci permet de construire la fonction a de la définition A.3 sur V. 

Sur l'ensemble errant, la fonction a doit être localement constante. Par conséquent, a 

s'étend continûment sur tout M \DifTjde (en particulier, elle est constante sur chaque 

composante de l'ensemble errant). 

Si / satisfait la propriété (MDS), le même argument s'applique à la variété stable 

de toute orbite périodique hyperbolique préservée par g G Z1(f) ; en particulier Dg 

et DfŒ coïncident aux points de l'orbite O et a est constante sur toute la variété 

stable. Puisque les orbites périodiques de / ont des valeurs propres distinctes, g fixe 

individuellement chacune d'entre elles et l'on peut donc appliquer la propriété (MDS). 

Pour toute composante connexe U de ln t (0( / ) ) , il existe une orbite périodique O C 
Int($l(/)) telle que U est contenue dans l'adhérence de Ws(0). On en déduit que a 

s'étend continûment en une fonction localement constante sur Int(£2(/)). • 

La résultat suivant entraîne que le centralisateur est génériquement localement 

trivial. 

Théorème AA. — Il existe un Gs dense de Diff1 (M) formé de difféomorphismes qui 

satisfont les propriétés (MDM\Q) et (MDS). 

Pour obtenir ces oscillations du jacobien, on remarque que l'on peut effectuer le long 
d'une orbite positive {fn(x)} une suite de perturbations de la différentielle Df(fn(x)) 

arbitrairement petites lorsque n tend vers +oc mais dont les jacobiens itérés s'écartent 
des jacobiens | det Dfn(x)\. La propriété (MDS) est plus facile à obtenir (un argument 
similaire apparaît dans [188,189]) que la propriété (MDM\Q). En effet, les points 
d'une même variété stable d'orbite périodique ont la même dynamique future, proche 
d'une application linéaire. Au contraire dans l'ensemble errant les orbites distinctes 
peuvent avoir des comportements très différents. La démonstration de ce résultat uti
lise la notion de perturbation fantôme (section A.3 plus bas) mais nous ne l'expliquons 
pas ici. 

A.2.2. Du local au global. — Nous introduisons une nouvelle propriété. 

Propriété (GD). — Un difféomorphisme / satisfait la propriété de grande dilata

tion sur un ensemble X C M si, pour tout K > 0, il existe n(K) > 1 et pour tous 

x G X et n > n(K)y il existe j G Z tels que 

sup{|| Dfn(fHx))\ \\Df-nUJ+n{x))\ K. 

Conséquence. — Soit f un difféomorphisme d'une variété connexe M de dimension 

d > 2 et Ver(f) l'ensemble de ses points périodiques. Supposons que f ait un centrali

sateur localement trivial, ait toutes ses orbites périodiques hyperboliques et satisfasse 

la propriété (GD) sur M \ Ver(f). Alors f a un centralisateur trivial. 
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Démonstration 

Considérons g dans le centralisateur de / et K > ma,xx(zM(\\Dxg\\,\\Dxg~~~l\\). 

Puisque le centralisateur de / est localement trivial, on a g = fa où a: M —» Z 

est une fonction localement constante sur un ouvert dense de M. La propriété (GD) 

permet de borner a par n(K). Puisque les orbites périodiques de / sont hyperbo

liques, l'ensemble des points périodiques Vo de période inférieure à 2n(K) est fini. 

Considérons à présent une collection d'ouverts {U%}\i\<n(K) d'union dense dans M 

et telle que g = f% sur Ui. Sur M \Vo, les ensembles Ui sont deux à deux dis

joints. Puisque M \VQ est connexe, seul un des ensembles Ui est non vide. Ceci 

montre que g = f1 pour un certain entier i. Le centralisateur de / est donc trivial. 

• 

Pour obtenir le théorème A. l , nous montrons l'énoncé suivant. 

Théorème A.5. — Soit f un difféomorphisme dont les points périodiques sont hyper

boliques. Il existe g G Diff1 (M) arbitrairement proche de f tel que la propriété (GD) 

soit satisfaite sur M \ Ver(f). 

De plus, 

- / et g sont conjugué par un homéomorphisme # de M ; 

- pour toute orbite périodique O de f, les différentielles de f le long de O et de g 

le long de $ (0 ) sont conjuguées; 

- si f satisfait les propriétés (MDM\n) et (MDS), alors g les satisfait égale

ment. 

A.2.3 . Densité et généricité. — Nous pouvons déduire des sections précédentes 
qu'il existe un ensemble dense de difféomorphismes de Diff1 (M) ayant un centralisa
teur trivial. En effet, on peut perturber tout difféomorphisme / G Diff1 (M) pour que 
les propriétés génériques 1, 2 et 3 de la section A.2.1 ainsi que (MDM\n) et (MDS) 
soient satisfaites. On perturbe ensuite / en un difféomorphisme g donné par le théo
rème A.5 qui satisfait la propriété (GD). Les propriétés 1, 2, (MDM\n) et (MDS) 
sont préservées. Puisque f et g sont conjuguées, la propriété 3 l'est également. Ceci 
implique que le centralisateur de g est trivial. 

Nous ne pouvons pas obtenir la généricité des difféomorphismes à centralisateur 

trivial de cette façon puisque la propriété GD n'est pas vérifiée sur un G<5 dense. 

Pour conclure nous faisons un argument de généricité : pour des raisons de compa

cité, nous travaillons avec l'espace des homéomorphismes bilipschitziens Lip(M). Les 

raisonnements des sections précédentes permettent de montrer que l'ensemble des dif

féomorphismes / ayant un centralisateur trivial dans Lip(M) forme une partie dense 

de Diff1 (M) . En utilisant la proposition 3.9, nous en déduisons qu'il contient un Gs 

dense, ce qui conclut la démonstration du théorème A. l . 
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A.3. Perturbations fantômes 

Nous présentons à présent quelques ingrédients importants pour la démonstration 

du théorème A.5. Certains de ces arguments sont aussi utilisés pour obtenir le théo

rème A.4. 

Le théorème A.5 permet de perturber un difféomorphisme / pour changer la dyna

mique de son application tangente sans changer la classe de conjugaison topologique 

de / . Pour cela, nous considérons un domaine ouvert U C M et un entier n > 1 tels 

que les itérés U, f(U),..., fn(U) soient deux-à-deux disjoints. La perturbation g\ de 

/ est conjuguée à / par un difféomorphisme <f>\ qui coïncide avec l'identité hors de 

l'union des fl(U), 0 < i < n. Pour la construire, nous modifions / sur les ouverts 

E/, / ( t / ) , . . . , f^~l{U) pour un certain entier 1 < j < n et nous utilisons les domaines 

restants /J(?7),... , /n_1(t/) pour compenser la perturbation de sorte que fn et g™ 

coïncident sur U. Une telle modification est appelée perturbation fantôme de / . 

Pour modifier les propriétés de l'application tangente Df, il est commode de pou

voir supposer que les composantes connexes de chaque ouvert fl(U), 0 < i < n sont 

petites de sorte que / y soit proche d'une application linéaire. Par ailleurs, afin de 

modifier la dynamique le long de l'orbite de tout point non périodique, nous souhai

tons que U contienne un itéré de chaque point x G M\ Ver(f). C'est exactement ce 

que permet le théorème 4.4 d'existence de tours topologiques. 

Après avoir effectué une telle perturbation fantôme, les dynamiques des appliea-

tions tangentes Df et Dg\ restent conjuguées par D(fi. Pour modifier effectivement la 

dynamique, nous introduisons une suite de perturbations fantômes (gi) convergeant 

dans Diff1 (M) vers un difféomorphisme g. On l'obtient en conjuguant successive

ment par une suite de difféomorphismes ((fi). En choisissant la taille des composantes 

connexes du support de chaque application (fi suffisamment petite, nous garantissons 

que la suite (ty) converge vers un homéomorphisme (p de M qui conjugue f et g. 

Cette technique de construction de perturbation comme limite de difféomorphismes 

conjuguées a déjà été utilisée en dynamiques par Anosov et Katok [12] pour des 

dynamiques lisses ou par Rees (voir [19]) en régularité C°. 

A.4. Problèmes 

Nous n'avons pas obtenu d'analogue au théorème A.2 dans le cadre conservatif. 

Question A.6. — Considérons une forme volume v sur M . 

Existe-t-il un ouvert non vide U de Vespace Diff1 (M) des difféomorphismes préservant 

v et une partie dense D dont les éléments ont un centralisateur dans Diff1 (M) non 

trivial ? 

Les théorèmes A.l et A.2 suggèrent que la topologie de l'ensemble des difféomor

phismes à centralisateur trivial doit être compliquée et motive les questions suivantes. 
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Question A.7 

1. Considérons l'ensemble des difféomorphismes ayant un centralisateur trivial. 
Quel est son intérieur ? 

[132] implique que pour r > 2, l'intérieur est non vide. Pour M = S1 et r = 1, 
[27] implique que l'intérieur est vide. 

2. Est-ce un ensemble borélien ? 

(Voir [61] pour une réponse négative dans le cadre mesurable.) 

3. L'ensemble { ( / , # ) G (Diff1(M))2, fg = gf} est fermé. Quelle est sa topologie 

locale ? Est-il localement connexe ? 

Pour démontrer le théorème A.l , nous exhibons des propriétés dynamiques qui im

pliquent que le centralisateur est trivial. Ceci illustre l'existence de liens entre la dy

namique d'un difféomorphisme et ses propriétés algébriques dans le groupe Diff1 (M) . 

En voici un autre exemple : la relation de Baumslag-Solitar gfg~l = /n, où n > 1 

est un entier, implique que les points périodiques de / ne sont pas hyperboliques. 

Voici des questions pour des relations algébriques générales. 

Question A.8 

1. Considérons un groupe finiement engendré G = ( a i , . . . , a^r i , . . . , rm) où {ai} 

est une partie génératrice et les r^ sont des relations. Quelle est la taille de 

Vensemble des difféomorphismes f G Diffr(M) tels qu'il existe un morphisme 

injectif p: G —» Diffr(M) satisfaisant p(a\) = f ? Le théorème A.l implique que 

cet ensemble est maigre lorsque G est abélien (ou même nilpotent) et différent 

de Z. 

2. Existe-t-il un difféomorphisme f G Diffr(M) tel que pour tout g G Diffr(M) le 

groupe engendré par f et g est (f) lorsque g G ( / ) ou le produit libre {f} * (g) ? 
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I N D E X 

Anosov, difféomorphisme, 17 stable, 15 
attracteur stable par chaînes, 15 

essentiel, 39 vrillé, 112 
faible, 15 exposant de Lyapunov, 55 

axiome A, 17 famille de plaques, 52 
centralisateur, 6 finement piégée, 60 
classe localement invariante, 52 

apériodique, 35 piégée, 60 
de récurrence par chaînes, 14 filtration, 15 
homocline, 16 généricité, 19 
pelliculaire, 68 homocliniquement reliées, orbites, 1 

closing lemma, 22 hyperbolicité 
ergodic, 41 difféomorphisme, 17 

cocycle linéaire périodique, 71 en volume, 76 
conjecture ensemble, 16 

d'hyperbolicité, 11, 95 essentielle, 125 
de finitude, 10, 101 mesure, 56 
de Palis, 4, 100 partielle, 52 
de Smale, 4, 96 ponctuelle, 53 
faible de Palis, 7, 115 segment d'orbite, 56 

Connecting lemma, 25 hétérodimensionnelle, dynamique, 1 
connexion forte, 87 indice, 16 

généralisée, 88 complétude, 95 
critique, dynamique, 11 Kupka-Smale, difféomorphisme, 20 
cycle, 17 lemme de connexion, 25 

hétérodimensionnel, 36, 86 pour les pseudo-orbites, 31 
hétérodimensionnel robuste, 86 lemme de connexion globale, 44 

domaine de perturbation, 32 lemme de fermeture, 22 
décomposition dominée, 51 ergodique, 41 
dérivé d'Anosov, difféomorphisme, 61 lemme de Franks, 20 
ensemble lemme de perturbation, 22 

u;-limite, 35 lemme de sélection, 57 
basique, 17 modèle central, 104 
minimal non hyperbolique, 102 type, 106 
non-errant, 14 modéré, difféomorphisme, 11 
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Morse-Smale, difféomorphisme, 18 stabilité 
mécanismes et phénomènes, 10, 100 Q-stabilité, 77 
mélange topologique, 40 au sens de Lyapunov, 16 
mélangeur, 37, 94 molle, 48 
ouvert attractif, 15 structurelle, 77 
perturbation fantôme, 146 tolérance stability, 48 
perturbation élémentaire, 20 support, d'une perturbation, 20 
phénomène de Newhouse, 37, 75 tangence homocline, 74 
phénomènes et mécanismes, 10, 100 robuste, 75 
pistage théorème de densité, 24 

faible, 45 théorème fondamental de la dynamique, 14 
généralisé, 56 tour topologique, 33 

pseudo-orbite, 14 transition, 85 
puits, 16 transitivité, 13 
quasi-attracteur, 15 par chaînes, 14 
récurrence par chaînes, 14 faible, 13 
sauvage, difféomorphisme, 11 robuste, 36 
segment récurrent par chaînes, 105 transversalité forte, 78 
selle, 16 universel, difféomorphisme, 11, 91 
source, 16 variété stable forte, 54 
spécification, 85, 88 vecteur de Lyapunov, 55 
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