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L'ENSEMBLE DE ROTATION 
AUTOUR D'UN POINT FIXE 

Frédéric LE ROUX 

Résumé. — Étant donné un point fixe pour un homéomorphisme de surface, on peut 
définir un ensemble de rotation autour du point fixe, qui est un invariant de conjugai
son locale. Ce mémoire commence l 'étude de cet invariant et de ces liens avec d 'autres 
propriétés dynamiques, en particulier l'existence d'orbites périodiques, la différentia-
bilité au point fixe, l'indice de Poincaré-Lefschetz lorsque le point fixe est isolé. 

Abstract (The rotation set around a fixed point for surface homeomorphisms). — Given a 
fixed point for a surface homeomorphism, one can define a rotation set around this 
fixed point, which is a conjugacy invariant. We initiate the study of this invariant. In 
particular, we explore the links with other dynamical properties such as the existence 
of periodic orbits, the differentiability at the fixed point, the Poincaré-Lefschetz index 
when the fixed point is isolated. 
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AVANT-PROPOS 

Ce texte t rai te de la dynamique topologique locale en dimension deux, autrement 
dit de l 'itération d 'un germe d'homéomorphisme de surface au voisinage d 'un point 
fixe. Nous avons choisi d 'aborder le sujet avec le point de vue de Vensemble de rotation, 
qui décrit avec quelles vitesses les points proches du point fixe lui tournent autour, 
et en privilégiant, parmi les outils techniques, les feuilletages transverses introduits 
récemment par Patrice Le Calvez. 

Le concept de nombre de rotation a été précisé dans des cadres variés : Henri Poin-
caré l'a introduit pour les homéomorphismes du cercle, Sol Schwartzman a proposé 
de l 'étendre aux champs de vecteurs sur une variété quelconque, Michal Misiurewicz 
et Krystyna Ziemian ont étudié le cas des homéomorphismes isotopes à l 'identité 
sur le tore de dimension deux; on peut encore citer l'invariant de Calabi, ou flux 
des difféomorphismes symplectiques, qui est un nombre de rotation moyen. Dans le 
cadre qui nous intéresse ici, Patrice Le Calvez, seul ou avec Jean-Christophe Yoccoz, 
a défini des nombres de rotation dans certaines situations particulières. Auparavant 
V. A. N a i s h u l ^ avait démontré que parmi les points fixes des difféomorphismes du 
plan, holomorphes ou préservant les aires, lorsque la différentielle est une rotation, 
l'angle de la rotation est un invariant de nature topologique. Jean-Marc Gambaudo 
et Elisabeth Pécou ont donné une preuve simple de ce résultat, et on peut extraire de 
leur argument une définition topologique de ce nombre de rotation. Cependant , une 
définition générale d 'un ensemble de rotation pour les germes d'homéomorphismes de 
surface n'avait jamais été explicitée ; nous proposons de le faire ici, et d'en commencer 
l 'étude systématique. Le texte contient également un panorama de résultats anciens 
de dynamique locale, révisités à la lumière de l'ensemble de rotation, et des énoncés 
nouveaux. 

Organisation du texte. — Au premier chapitre, nous rappelons la définition du 
nombre de rotation dans le cercle, et de l'ensemble de rotat ion dans l 'anneau com
pact. Nous étendons cette définition au cadre de l 'anneau ouvert. Ce chapitre est 
destiné à aider le lecteur à aborder le chapitre suivant, même si sa lecture n'est pas 
nécessaire d 'un point de vue logique. Le chapitre deux contient les définitions et les 
premières propriétés de deux invariants, V ensemble de rotation local et Vintervalle de 

Je n'ai malheureusement pas retrouvé le prénom de Monsieur Naishul. 
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viii AVANT-PROPOS 

rotation local Au chapitre trois nous étudions ce qui se passe lorsque « ça tourne », 
c'est-à-dire lorsque l'ensemble de rotat ion n'est ni vide ni réduit à {0}. Au quatrième 
chapitre, nous abordons le cas « sans rotation », et notamment l 'étude des points 
fixes isolés dont l'indice de Poincaré-Lefschetz est différent de 1. L'épilogue contient 
la preuve d 'un théorème de dynamique globale illustrant les objets utilisés dans ce 
texte. Enfin, il nous a paru utile de donner en appendice un aperçu de la dynamique 
locale des feuilletages, auxiliaires précieux du théorème feuilleté dans l 'étude de la 
dynamique locale des homéomorphismes. Si l'on accepte de considérer les homéomor-
phismes comme des généralisations des feuilletages orientés, on pourra aussi lire cet 
appendice comme une introduction à notre étude. 

C o n t e n u . — Voici une liste des principaux résultats nouveaux du texte. 
- On peut définir un intervalle de rotation local à l'aide de la dynamique sur les 

courbes passant par le point fixe (section 2.4, proposition 2.4.3). 

- L'intervalle de rotation local coïncide avec l'enveloppe convexe de l'ensemble de 
rotat ion local (théorème 3.3.1). 

- La possibilité d'éclater un point fixe pour le remplacer par un cercle, au sens 
de Gambaudo-Le Calvez-Pécou, est équivalente à la différentiabilité en ce point, à 
changement de coordonnées topologique près (proposition 2.3.5). Ces deux proprié
tés sont impliquées par l'existence d 'un germe de courbe disjoint de tous ses itérés 
(proposition 2.3.3). Ces deux résultats ont été obtenus en collaboration avec François 
Béguin et Sylvain Crovisier. 

- L'ensemble de rotat ion local permet de détecter certaines orbites périodiques 
(théorème 3.2.3, corollaire 4.5.2). 

- La transversalité locale d 'un feuilletage et d 'une isotopie est une propriété ouverte 
(lemme 3.1.3). 

Ce dernier lemme permet de per turber un feuilletage transverse pour simplifier 
sa topologie. Ceci en fait un auxiliaire précieux du théorème feuilleté équivariant 
de Patr ice Le Calvez, en particulier dans la preuve du lien entre ensemble et inter
valle de rotation. Le théorème feuilleté équivariant nous permet aussi d'obtenir des 
démonstrat ions nouvelles d'énoncés anciens, qui en sortent parfois renforcés : c'est le 
cas du théorème des trois-quatre points fixes de Matsumoto (théorème 5.1.1), ou pour 
l 'étude des points fixes isolés d'indice différent de un (théorème 4.1.1 et addenda 4.1.2, 
4.1.3, 4.1.4). Nous obtenons en particulier l'existence de secteurs « transversalement 
hyperboliques », sur lesquels on peut définir une «jolie » fonction de Lyapounov; à 
nouveau, le lemme 3.1.3 joue ici un rôle clé. 

R e m e r c i e m e n t s . — Ce texte est basé sur mon mémoire d'habili tation à diriger des 

recherche. Je remercie les membres du jury e t / ou rapporteurs , Jérôme Buzzi, John 

Franks, Etienne Ghys, Lucien Guillou, Patrice Le Calvez, Jean-Christophe Yoccoz, de 

leur intérêt pour mon travail. En particulier, la relecture de Patrice m 'a été précieuse, 

et a permis d'épargner au lecteur quelques grosses bêtises. Je remercie également 
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AVANT-PROPOS ix 

Christian Bonat t i pour ses suggestions, qui m'ont notamment conduit à compléter 
cet avant-propos en précisant les résultats nouveaux contenus dans le texte. 
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FIGURE 0.1. Quelques exemples illustrant les deux principaux invariants 
étudiés dans le texte, l'indice de Poincaré-Lefschetz et l'intervalle de 
rotation 



CHAPITRE 1 

LE NOMBRE DE ROTATION, 
DU CERCLE AUX SURFACES 

1.1. Le n o m b r e de ro ta t ion d e s h o m é o m o r p h i s m e s croissants d u cercle 

Partons d 'un homéomorphisme croissant de l'intervalle : il s'agit d 'une application 
continue, strictement croissante, fixant les extrémités de l'intervalle. Si l'on identifie 
ses deux extrémités, l'intervalle devient cercle, on obtient alors un homéomorphisme 
croissant du cercle avec un point fixe. En composant par une rotation du cercle on 
peut se débarrasser du point fixe, et fabriquer de cette façon n ' importe quel homéo
morphisme du cercle préservant l 'orientation. 

L'espace des homéomorphismes croissants de l'intervalle est convexe. Notre homéo
morphisme peut donc être vu comme l 'aboutissement d 'une déformation continue du 
cercle, appelée isotopie. Précisément, une isotopie est une famille (ft)te[o,i] d'homéo-
morphismes du cercle, commençant par l 'identité /0, et dépendant continûment du 
paramètre t. La continuité s'entend ici au sens de la convergence uniforme, ce qui 
revient à demander que l 'application (£,x) »—» ft(x) soit continue. On étend naturel
lement l'isotopie à toutes les valeurs réelles de t en posant ft = ft-n 0 f\ pour tout t 
entre n et n + 1 ; on obtient ainsi une famille continue (ft)teR Q u i interpolle la suite 
(fi)nez des itérés de F homéomorphisme f\. 

Cherchons maintenant à définir la vitesse de rotation asymptotique de notre iso
topie. Pour cela, nous imaginons notre cercle placé sur le cercle unité du plan : il 
est ainsi muni de la coordonnée angulaire #, que nous mesurons en nombre de tours. 
Lorsque le temps s'écoule de l ' instant 0 à l ' instant 1, chaque point x du cercle décrit 
un chemin qui le mène au point / î ( ^ ) , et nous pouvons mesurer la variation £Q de $ 
le long de cette t ra jec to i re ( 1 ) . Dans le cas le plus simple, ft(x) décrit simplement l 'un 
des deux arcs de cercle joignant x à fi(x), et £Q est, au signe près, la longueur de 
cet arc ; mais la trajectoire peut aussi s'enrouler plusieurs fois autour du cercle avant 
d 'at teindre le point f\(x). 

Lorsque 7 est un chemin de classe C 1 , la variation de 6 le long de 7 est définie comme l'intégrale 
de la 1-forme dû. Puisque la forme dO est fermée, cette définition peut s'étendre aux chemins continus 
par approximation. Alternativement, et de façon purement topologique cette fois-ci, on peut relever 
tout chemin continu 7 en un chemin 7 dans E, et définir la variation de 6 comme 7(1) — 7(0). 
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2 CHAPITRE 1. LE NOMBRE D E ROTATION, DU CERCLE AUX SURFACES 

f4(x) 

X 

4 

f1(x) 

il 

f2(x) 

l2 

M*) 

l3 

y 

FIGURE 1.1. Le point x fait moins d'un tour en quatre coups ; que peut 
faire le point y ? 

Nous pouvons itérer llopération, et mesurer la variation angulaire £ n le long du 
chemin décrit par ft(x) lorsque t varie de n à n -f 1, chemin qui va du point / f (x) au 

point /f. La somme £Q-\ \-£n-i représente la variation angulaire du point x en 
n i térations (figure 1.1). Imaginons maintenant que nous ayons ainsi suivi notre point 
x et mesuré cette variation angulaire entre l ' instant 0 et un instant no très grand, 
et demandons-nous si nous pouvons prédire les variations angulaires futures. À tout 
moment, la déformation subie par le cercle respecte l 'ordre cyclique : puisque, lorsque 
t varie, le point ft(fn0(z)) ne peut jamais dépasser ni se faire dépasser par le point 
ft(x), les variations angulaires de ces deux points ne diffèrent jamais de plus d 'un 
tour. Autrement dit , la variation angulaire de x entre les instants no et 2no diffère de 
celle mesurée entre les instants 0 et no de moins d 'une unité. La même estimation est 
valide pour n ' importe quel intervalle de temps de longueur no ; on en déduit que la 
suite des vitesses angulaires moyennes 

£Q + • • * + £n-i 

n n>0 

prend toutes ses valeurs d 'adhérence dans un intervalle de taille ^ . Comme ces consi

dérations sont valables pour tout n 0 , on voit que cette suite converge. Nous venons 

de démontrer un résultat obtenu par Poincaré ([35]). 

Théorème (Poincaré, 1885). — La suite des vitesses angulaires moyennes converge 

vers un nombre réel p. De plus, cette limite ne dépend pas du choix du point x. 

Le nombre p est baptisé nombre de rotation de l'isotopie (/t)tG[o,ij- Tel qu'on 
l'a défini, le nombre de rotat ion dépend du choix de l'isotopie, et pas seulement de 
l 'homéomorphisme / = / 1 . On peut facilement y remédier. Considérons une autre 
isotopie V aboutissant au même homéomorphisme / . Pour chaque point selon 
que l'on mesure la variation de 0 le long de la trajectoire de x sous l'isotopie V ou 
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1.1. LE NOMBRE DE ROTATION DES HOMÉOMORPHISMES CROISSANTS DU CERCLE 3 

sous l'isotopie I , on obtient deux nombres qui diffèrent d 'un nombre entier p(x). Ce 
nombre entier dépend continûment de c'est donc une constante p. Par conséquent 
les nombres de rotat ion de I et de V différent encore de cet entier p. Finalement, les 
nombres de rotat ion de toutes les isotopies aboutissant à un même homéomorphisme / 
sont égaux modulo 1, et le nombre de rotation p(f) est bien défini comme un élément 
du cercle S 1 = R / Z . 

Le nombre de rotation est un invariant de conjugaison topologique, ce qui veut dire 
que deux éléments du groupe des homéomorphismes croissants du cercle, conjugués 
dans ce groupe, ont le même nombre de rotation. Voici une autre façon de voir cette 
invariance. La définition a utilisé la mesure des variations angulaires à l'aide de la 
coordonnée 0, qui fournissait une identification entre notre cercle (variété topologique 
abstraite) et le cercle R / Z ; n ' importe quelle autre coordonnée 6' donnerait le même 
nombre de rotation, pour peu que le changement de coordonnées # o # / _ 1 soit croissant. 

Cet invariant a une aut re propriété essentielle, il permet de détecter les orbites 
périodiques : / admet une orbite périodique si et seulement si son nombre de rota
tion p(f) est rationnel. D'une façon générale, la dynamique d 'un homéomorphisme 
/ quelconque « ressemble » à celle de la rotation d'angle p(f). Autrement dit, le 
comportement des homéomorphismes du cercle est suffisamment simple pour que cet 
invariant permet te à lui seul une bonne compréhension de la dynamique. 

Les n o m b r e s d e r o t a t i o n v u s par Po incaré . — Dans son mémoire sur les 
courbes définies par une équation différentielle, paru en quatre fois entre 1881 et 1886, 
Henri Poincaré inaugure l 'étude qualitative des équations différentielles. Le mémoire 
est principalement consacré aux surfaces. Dans le chapitre XV, il étudie les champs 
de vecteurs sur le tore, ce qui le conduit à utiliser ce qu 'on appelle aujoud'hui une 
section de Poincaré, puis à définir le nombre de rotation d 'un homéomorphisme du 
cercle. Sur la page suivante, nous proposons au lecteur un extrait du texte original. 
Poincaré voit le tore comme une surface de révolution dans R 3 , paramétrée par les 
angles (petu;. Après quelques exemples, il se place dans le cas où ^ et ^ sont stricte
ment positives; si 11-+ ((p(t),u(t)) est une courbe solution de l 'équation différentielle, 
les coordonnées <p et UJ sont donc des fonctions croissantes du temps t, comme sur 
la figure 1.2. Il considère alors le méridien (p = 0 : c'est un « cycle sans contact », 
c'est-à-dire un cercle qui est transverse au champ de vecteurs. C'est à cet endroit que 
se situe l 'extrait suivant. 
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4 CHAPITRE 1. LE NOMBRE D E ROTATION, DU CERCLE AUX SURFACES 

E x t r a i t d u Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle 

« Soit M(0) un point de ce méridien où se trouve le point mobile à l'origine des temps. Ce 
point aura pour coordonnées 

((p = 0,UJ = UJO). 

Si l'on fait croître le temps, UJ et (p croîtront également, de sorte que (p finira par devenir 
égal à 27T ; le point mobile sera venu alors en un point M(l ) qui sera situé sur le cycle sans 
contact <p = 0 d'où nous sommes partis, qui sera le conséquent du point M(0) et qui aura 
pour coordonnées 

((p = 27T, LU = UJl). 
Les deux quantités UJQ et UJ\ seront liées par une relation qui n'est autre que la loi de consé
quence du Chapitre V. J'écrirai cette loi sous la double forme 

UJ\ = ip(ujo), m = 0{u)\). 

Les hypothèses faites permettent d'énoncer au sujet de cette loi de conséquence les principes 
suivants : 

Premier principe. — La fonction ip est continue. 

Second principe. — La fonction ift croît constamment avec UJQ , de telle sorte que 

dw1 
duo 

> 0 , 

et de plus, on a 
tp(uJo + 27r) = I/J(UJO) + 2TT. 

Troisième principe. — La fonction ip est holomorphe pour toutes les valeurs réelles de UJO. 
D'ailleurs, il est clair que la fonction 0 jouit des mêmes propriétés que la fonction ip. 
Soient maintenant M(l ) , M(2), . . . , M(i) les conséquents successifs et M(—1), M(—2), . . . , 
M(—i) les antécédents successifs de M(0). Leurs coordonnées o;i,o;2,... ,u;_i,u;_2,... nous 
serons données par les équations 

LU-i = 6{UJQ),UJ-2 = 00(U;O),UJ-3 

LU-i = 6{UJQ),UJ-2 = 00(U;O),UJ-3 = 06O(u)o), 

Les points M forment un ensemble de points que j'appellerai P, d'après la notation adoptée 
par M. Cantor. J'appellerai P1 l'ensemble dérivé de P, c'est-à-dire l'ensemble des points dans 
le voisinage desquels il y a une infinité de points appartenant à l'ensemble P. (...) 
Je puis alors me poser les questions suivantes : 

1. Quelles sont les propriétés de l'ensemble P des points M et de ses dérivés? 
2. Dans quel ordre circulaire sont distribués les points M sur le cercle méridien <p = 0 ? 

(...) 
Occupons-nous maintenant de déterminer l'ordre circulaire dans lequel sont disposés les 
points M(i) , en laissant de côté le cas où il y a un cycle limite et où cet ordre se détermine 
aisément. 
Soient ao la longueur de l'arc M(0)M(1), ai celle de l'arc M(1)M(2), . . . , et, en général, ai 
celle de l'arc M(i)M(i + 1). Je dis que le rapport 

ai + oji+i + h ojj+n 

n 
tendra, quand on fera croître n indéfiniment, vers une limite finie, déterminée, indépendante 
de mais incommensurable avec 2trr. (...) » 

ASTÉRISQUE 350 



1.2. DES MODÈLES LINÉAIRES AUX HOMÉOMORPHISMES DU PLAN 5 

FIGURE 1.2. Trajectoires de deux champs de vecteurs sur le tore : linéaire 
et non linéaire 

1.2. Des modèles linéaires aux homéomorphismes du plan 

Le dessin de gauche de la figure 1.3 représente la dynamique de l 'application linéaire 

Selle définie sur le plan par ( x , y ) i—» (2x,y/2). Bien qu 'on soit passé en dimension 

deux, les homéomorphismes du cercle ne sont pas très loin. En effet, l 'ensemble des 

demi-droites issues de l'origine s'identifie naturellement au cercle, et chaque applica

tion linéraire agit sur cet ensemble par homéomorphisme. De plus, on peut « éclater » 

le point fixe et le remplacer par le cercle des demi-droites, comme représenté sur 

la droite de la figure. Voici une façon de formaliser ceci. Les coordonnées polaires 

permettent d'identifier le plan troué à l'anneau ouvert : 

R 2 \ { 0 } — • A ^ + o c f x S 1 

(x, y) >—> (r,9). 

Cette identification correspond à deux compactifications possibles pour le plan troué : 

à gauche en lui ajoutant l'origine, à droite en lui ajoutant le cercle-bord { 0 } x S 1 , 

qui s'identifie au cercle des demi-droites. L'action d'une application linéaire sur ce 

cercle étend alors son action sur le plan troué en un homéomorphisme de l'anneau 

semi-fermé A = [0, - f -oofxS 1 . 
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6 CHAPITRE 1. LE NOMBRE DE ROTATION, DU CERCLE AUX SURFACES 

FIGURE 1.3. Éclatement de l'application Selle 

Ce procédé d'éclatement se généralise immédiatement à tout difféomorphisme 
l'action sur le cercle étant donnée par la différentielle de $ à l'origine. Lorsque le dif
féomorphisme préserve l 'orientation, il en est de même de l 'homéomorphisme du cercle 
qu'il induit, et on peut considérer le nombre de rotat ion de cet homéomorphisme. On 
a ainsi associé un nombre de rotat ion à tout difféomorphisme du plan fixant l'origine, 
et plus généralement à tout point fixe d 'un difféomorphisme de surface (préservant 
l 'orientation). 

Ce nombre de rotation semble indiquer la vitesse de rotation asymptotique des 
orbites voisines de zéro autour de Vorigine. Si c'est bien le cas, il doit s'agir d 'un in
variant de nature topologique, et il devrait être possible de généraliser cette définition 
aux points fixes des homéomorphismes de surfaces. Cependant, pour les homéomor
phismes, les choses sont un peu plus compliquées. Considérons la famille des rotations 
fibrées : il s'agit des homéomorphismes du plan qui préservent chaque cercle euclidien 
centré en 0, et dont la restriction à chacun de ces cercles est une rotation. Autrement 
dit, une rotat ion fibrée est de la forme 

ha:(r,0) (r,0 + a(r)) 

où a: ]0, +oo[—» R est une application continue (figure 1.4). Les vitesses de rotat ion 

présentes dans chaque voisinage de l'origine correspondent ici aux valeurs d'adhérence 

de la fonction a en 0. On ne pourra donc pas espérer définir, en général, un nombre 

de rotat ion unique : on cherchera plutôt à définir un ensemble de rotation, qui ne sera 

pas toujours réduit à un singleton. Cet exemple indique aussi que la procédure d'écla

tement ne marchera pas : plutôt que de se ramener aux homéomorphismes du cercle, 

on va tenter de mimer la définition existant dans le cercle en mesurant directement 

la variation angulaire autour de l'origine le long des orbites. Nous commençons par 

donner la définition dans un cadre plus simple, celui des anneaux. 

1.3. L ' e n s e m b l e d e r o t a t i o n d a n s les a n n e a u x 

La définition du nombre de rotat ion dans le cercle va s 'étendre sans difficulté au cas 

de l 'anneau compact, on va simplement perdre l'unicité et obtenir un intervalle plutôt 
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1.3. L 'ENSEMBLE DE ROTATION DANS LES ANNEAUX 7 

FIGURE 1.4. Une rotation fibrée 

qu 'un nombre de rotation. Le passage à l 'anneau ouvert comporte essentiellement un 
obstacle, que l'on va éviter en sélectionnant les « bonnes » orbites, celles dont le 
nombre de rotation a un sens dynamique. Au chapitre suivant, nous n 'aurons plus 
qu 'à localiser la définition de l 'anneau ouvert pour obtenir un ensemble de rotation 
pour les germes d'homéomorphismes au voisinage d 'un point fixe. 

a. L 'anneau c o m p a c t . — Nous allons définir l'ensemble de rotation dans l 'anneau 
compact [0,1] x S1 en nous inspirant du cercle. On se donne une isotopie, c'est-à-dire 
une famille continue / = (ft)te[o,i] d'homéomorphismes de l 'anneau compact, où /o est 
l 'identité. On l'étend en une famille (ft)teR Par la formule ft = ft-n°fi- É tan t donné 
un point x et un entier n, on suit la trajectoire de x entre les temps t = 0 et t = n, et 
on considère la variation moyenne pn(x) de la seconde coordonnée, 9 : [0,1] x S1 —•S1, 
le long de cette trajectoire : 

on(x) = 
4) + " - + * n - i 

n 
où £i est la variation de 0 le long de la portion de trajectoire entre les temps i et 
i + Notons pn{I) l'ensemble des nombres pn(x) obtenus pour tous les points x de 
l 'anneau, en un temps n fixé. On définit alors l'ensemble de rotation de l'isotopie I : 

o(I) = 
n0>l 

Adhe 

n>nç> 
Pn(I) 

Autrement dit, un nombre p est un nombre de rotation de / si et seulement si il existe 

une suite de temps (n^) qui tend vers +oo , et une suite de points tels que la 

suite (pnk(xk)) tend vers p. 

L'ensemble p(I) est clairement un compact de R. Il s'agit en fait d 'un intervalle. 

En effet, par connexité de l 'anneau, chacun des ensembles pn{I) est un intervalle; 
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8 CHAPITRE 1. LE NOMBRE DE ROTATION, DU CERCLE AUX SURFACES 

lorsque n' est multiple de n, l'ensemble pn'{I) est constitué de moyennes d'éléments 
de l'intervalle p n ( - 0 j il est donc inclus dans ce dernier ; on en déduit que les intervalles 
pn(I) sont deux à deux d'intersection non vide, et leur réunion est donc encore un 
intervalle. 

Exactement comme dans le cercle, si V est une autre isotopie aboutissant au même 
homéomorphisme / 1 , alors les ensembles p(7) et p(I') diffèrent d 'une translation en
tière : pour tout homéomorphisme / 1 isotope à l 'identité, l'ensemble p ( / i ) est défini 
comme un intervalle de R à translation entière près. 

Considérons maintenant n ' importe quelle fonction 9' : [0,1] x S 1 —» S 1 qui est 
homotope à la fonction coordonnée 0, et examinons ce qui se passe si l'on cherche à 
mesurer les variations angulaires des chemins dans l 'anneau en utilisant 9' à la place 
de 9. En utilisant la compacité de l 'anneau, on montre que la différence entre les 

variations de 9 d'une part, et de 9' d'autre part, le long d'un même chemin de Vanneau 

est bornée par une quantité M(9,9f), indépendamment du chemin (en considérant, 
pour chaque point x de l 'anneau, le chemin 7^ = (0t(#))te[o,i] parcouru dans le cercle 
lors d 'une homotopie (9t)te[o,i] reliant 9 et cette différence est majorée par le 
double du supremum des nombres de tours effectués par ces chemins). Revenons à 
l'ensemble de rotation de notre isotopie / . La variation moyenne p'n(x) de 9' le long 
de la trajectoire parcourue par un point x pendant un temps n diffère donc de pn{x) 

d'une quanti té plus peti te que MiÊAl^ Qn en déduit que l'ensemble de rotat ion p ' ( / ) , 
défini à l'aide de coïncide avec l'ensemble p(I) défini à l'aide de 9. Il est maintenant 
clair que l'ensemble de rotation est un invariant de conjugaison. En effet, si $ est un 
homéomorphisme de l 'anneau compact, isotope à l 'identité, l'ensemble de rotation de 
l'isotopie conjuguée V = = (§ftQ~x}tç\§,\\ n'est rien d 'autre que l'ensemble 

p'(I) mesuré à l'aide de la fonction 9' = 9 o 3>. 

b . L 'anneau o u v e r t : u n p r o b l è m e d e sé l ec t ion . — On se place maintenant 
dans l 'anneau ouvert 

A ^ + o o I x S 1 

qui est homéomorphe au plan troué R 2 \ {0}. Il est tentant de recopier mot à mot, 

dans ce cadre, la définition donnée dans l 'anneau compact. On est alors confronté au 

problème suivant, représenté sur la figure 1.5. L'homothétie contractante h\ : z 1—> 
\z aurait bien sûr un ensemble de rotat ion réduit à {0} (modulo 1). La similitude 

contractante h2 : z 1—• \iz, aurait pour ensemble de rotation le singleton { | } (modulo 

1). Cependant , il existe un homéomorphisme qui conjugue h\ et h2 : la définition 

obtenue ne serait pas invariante par conjugaison topologique. 

Exercice. — Montrer que deux similitudes contractantes de même facteur contractant, 

mais d'angles différents, sont conjuguées via une rotation fïbrée. Plus généralement, 

si l'orbite d'un point x pour un homéomorphisme h tend vers 0, montrer qu'avec la 

tentative de définition ci-dessus, on peut conjuguer h pour faire prendre au nombre 

de rotation de x n'importe quelle valeur donnée à l'avance. 
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1.3. L 'ENSEMBLE DE ROTATION DANS LES ANNEAUX 9 

FIGURE 1.5. L'un tourne, l'autre pas, ils sont topologiquement conjugués 

Pour résoudre ce problème, il faut accepter de sélectionner soigneusement les seg

ments d'orbites dont on mesure la variation angulaire, en évitant ceux dont les ex

trémités sont t rop proches des bouts de l 'anneau, pour lesquels la variation angulaire 

n 'a pas de sens en dynamique topologique. Soit / une isotopie aboutissant en un ho-

méomorphisme h. Pour tout compact K de l 'anneau ouvert A, et pour tout entier n, 

on définit l'ensemble des points pertinents, 

E(K, n) = {x I x e K, hn(x) e K}. 

Notons PK,U{I) l'ensemble des variations angulaires moyennes de tous les points per

tinents en temps n. L'ensemble de rotation de K sous l'isotopie I est défini par 

PK(D = 

n 0 >l 

Adhe 

7l>7lo 
PK,n(l) 

où l 'adhérence est prise dans R = {—co} U R U {+ co} . L'ensemble de rotation de 

l'isotopie est 

P(i) = {PK(I),K compact de A } . 

Comme avant, cet ensemble ne dépend que du temps un de l'isotopie, à translation 

entière près. D'autre part , on peut vérifier que la sélection des points pertinents permet 

bien d'obtenir une notion invariante par conjugaison. L'argument est le même que 

dans l 'anneau compact : on montre que si une fonction 0f : A —» S 1 est homotope à la 

fonction 0, la différence entre les variations de 0 d'une part, et de 6f d'autre part, le 

long d'un même chemin de l'anneau dont les extrémités appartiennent à un compact 

K est bornée par une quantité M(610
f,K), indépendamment du chemin. Cet ensemble 

n'est pas borné en général et, contrairement au cas de l 'anneau compact, ce n'est pas 

a priori un intervalle, bien qu'on ne connaisse aucun exemple où ce ne soit pas le cas. 
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10 CHAPITRE 1. LE NOMBRE DE ROTATION, DU CERCLE AUX SURFACES 

1.4. D i s c u s s i o n 

Relevé.— On définit souvent le nombre de rotation en utilisant la notion de relevé 
plutôt que celle d'isotopie. Les deux points de vue sont essentiellement équivalents, et 
si la notion d'isotopie me semble plus visuelle, il faut reconnaître que la notion de relevé 
est extrêmement efficace pour fournir des arguments précis ; puisque nous ne pourrons 
pas éviter complètement son emploi en dimension deux au chapitre suivant, il peut 
être utile d'en rappeler la définition sur le cercle. Considérons un homéomorphisme 
croissant H de R et supposons que H = Id + tp où (p est une fonction périodique. En 
d 'autres termes, H commute à la translation 0 t—> 0 + 1. Par conséquent H passe au 
quotient de la relation d'équivalence modulo 1 et induit un homéomorphisme croissant 
h du cercle R / Z . On dira alors que H est un relevé de h. Les homéomorphismes de R 
qui commutent à la translation forment un espace convexe, H est donc le temps un 
d 'une isotopie, issue de l 'identité, d 'homéomorphismes qui commutent à la translation ; 
cette isotopie induit une isotopie d'homéomorphismes du cercle, on dira ici encore que 
la première isotopie relève la deuxième. Cet te construction admet une réciproque : 
toute isotopie / d 'homéomorphismes du cercle, issue de l 'identité, se relève de façon 
unique en une isotopie sur R issue de l 'identité, et le temps un de l'isotopie relevée 
fournit ainsi un homéomorphisme H qui relève le temps un h de I. Il n 'étai t pas 
extrêmement commode de définir précisément, dans le cadre des isotopies, la variation 
angulaire de la coordonnée 0 le long de la trajectoire d 'un point x du cercle sous 
l'isotopie / entre les temps 0 et 1 (la note 1 révélait d'ailleurs notre embarras) . Cet te 
variation est en fait égale au nombre H(x)—x, où x est n ' importe quel réel se projetant 
sur x. Nous pouvons maintenant prendre cette égalité pour une définition. L'exposé 
original de Poincaré utilise implicitement les relevés, puisqu'il insiste sur l ' importance 
de travailler avec des angles déterminés entièrement et non pas seulement modulo 2n, 
ce qui revient à considérer H au lieu de h. 

Nombres de rotation des mesures invariantes.— Dans le cercle ou l 'anneau compact, 
on peut définir le nombre de rotat ion p(p) d 'une mesure de probabilité p invariante par 
h : il s'agit de la moyenne, relativement à /i, de la fonction qui associe à chaque point x 

la variation angulaire p\ (x). Le théorème ergodique de Birkhoff nous dit que //-presque 
tout point x admet un nombre de rotation p(x) , au sens où la suite (^pn(x)) converge, 
et que p(p) est encore égal à la valeur moyenne de p(x). Dans le cadre compact, il 
existe toujours des mesures invariantes, et ce détour par la théorie de la mesure nous 
montre qu'il existe toujours des points admet tan t un nombre de rotation. L'ensemble 
de ces nombres de rotat ion forme en général un sous-ensemble strict de l'ensemble de 
rotation, comme le montre l'exemple d 'un homéomorphisme poussant les points le long 
d 'un feuilletage de Reeb (représenté sur la figure 3.3 du chapitre 3), pour lequel tous 
les points ont pour nombre de rotat ion l 'un des deux nombres a + , a~ obtenus sur les 
cercles bordant l 'anneau, tandis que l'ensemble de rotation est l'intervalle [ a + , a ~ ] . 
Par contre, les extrémités de l'ensemble de rotat ion sont toujours réalisées par des 
mesures ergodiques, et donc comme nombre de rotation des points typiques pour ces 
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1.4. DISCUSSION 11 

mesures ; ainsi, l'ensemble de rotation est égal à l'enveloppe convexe de l'ensemble des 
nombres de rotat ion des points. 

Malheureusement, cette approche se généralise très mal au cadre non compact qui 
nous intéresse : il n'existe pas forcément de mesure invariante, et lorsqu'il en existe 
la fonction pi peut ne pas être integrable. Je ne sais pas s'il y a quelque chose à tirer 
de cette approche, par exemple, dans le cadre de l 'anneau ouvert. On peut carac
tériser l'existence de mesures de probabilité invariantes à l'aide des fonctions temps 
de retours dans les parties compactes; cependant il existe des homéomorphismes de 
l 'anneau ayant des points récurrents sans admet t re de mesure de probabilité inva
riante. L'exemple suivant m 'a été communiqué par Jérôme Buzzi ([6]), et répond à 
une question posée dans une version précédente de ce texte. Il s'agit d 'un produit 
fibre (r, 0) H-> (r + (f(0), 0 + 9Q) OÙ 0o est irrationnel. Pour une application de ce type, 
dès que ip : S 1 —> R est une fonction de moyenne nulle, presque tout point, au sens de 
la mesure de Lebesgue de l 'anneau, est récurrent {la récurrence est même équivalente 
au fait que (p est de moyenne nulle, cf. [1], corollaire 8.1.5). D 'aut re par t , il existe 
un Gs dense de fonctions continues pour lesquelles l 'application ne préserve aucune 
mesure de probabilité ([30]). 

Je ne sais pas non plus si l'ensemble des points récurrents contient toujours un 
point ayant un nombre de rotation. 

D'autres définitions.— Lorsqu'on étudie les homéomorphismes conservatifs, c'est-à-
dire préservant une mesure de probabilité donnée, on définit souvent l'ensemble de 
rotation comme l'ensemble des nombres de rotation des points récurrents ([18, 2]). 
En général, cet ensemble est strictement plus peti t que celui que nous avons défini 
ici, c'est le cas par exemple pour Phoméomorphisme selle, ou plus généralement pour 
tout homéomorphisme non conjugué à une translation du cylindre mais dont tous les 
points sont errants. Il y a certainement encore d 'autres définitions possibles, mais il 
est probable qu 'aucune ne produise d'ensemble strictement plus gros. Voici cependant 
une tentative. 

Problème 1.4.1. — Écrire une définition de l'ensemble de rotation dans l'anneau ou
vert à l'aide de pseudo-orbites. Cet ensemble coïncide-t-il avec l'ensemble de rotation 
que nous avons défini ? 

Pour obtenir un invariant de conjugaison dans un cadre non-compact, il faut pro

bablement considérer des « pseudo-orbites au sens de Whitney », c'est-à-dire dont 

les sauts sont contrôlés non pas par une constante mais par une fonction continue 

strictement positive sur l 'anneau. 

D'autres cadres.— Les définitions données dans les anneaux se généralisent immédia

tement au cas d 'un homéomorphisme isotope à l ' indentité sur n ' importe quelle surface, 

compacte ou non ; l'ensemble de rotation apparaî t alors comme un élément du premier 

groupe d'homologie à coefficients réels. Il pourrait être intéressant d'essayer de définir 

un ensemble plus précis en utilisant le groupe fondamental (et peut-être son bord à 

l'infini), c'est-à-dire en se souvenant non seulement de la façon dont les trajectoires 
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12 CHAPITRE 1. LE NOMBRE DE ROTATION, DU CERCLE AUX SURFACES 

s'enroulent en moyenne autour de la topologie de notre surface, mais aussi de l 'ordre 
dans lequel sont visités les différents « trous ». 

Ensemble de rotation vide.— Sur une surface compacte, l'ensemble de rotat ion n'est 
jamais vide. Sur l 'anneau ouvert, toute application dont l'ensemble de rotat ion est vide 
est conjuguée à une application (r, 6) i—• (fcr, 6) (homothétie du plan en coordonnées 
polaires ou translation sur le cylindre). En effet, la définition montre que l'ensemble 
E(K,n) des points pertinents doit être vide pour tout compact K et tout entier n 

assez g rand ; l 'action de Z donnée par n i—> hn est alors proprement discontinue, le 
quotient de cette action est une surface de groupe fondamental Z 2 , c'est-à-dire un tore, 
et h est conjugué à l'action d 'un automorphisme du revêtement universel du tore sur 
un revêtement annulaire intermédiaire. Au chapitre suivant nous caractériserons les 
germes d'homéomorphismes ayant un ensemble de rotation vide (le résultat est un 
peu plus amusant) . D 'autre par t , l'ensemble de rotation dans l 'anneau ouvert ne peut 
pas non plus être égal à {+00} ou {—00} : ceci sera l'objet du corollaire 4.5.3, que 
nous démontrerons à la fin du chapitre 4. Il est par contre très facile de fabriquer des 
exemples pour tous les autres intervalles compacts de MU {±00}. 

Une définition locale.— Enfin, voici une façon de définir l'ensemble de rotat ion pour 
un germe h d 'homéomorphisme de surface au voisinage d 'un point fixe. On considère 
tous les homéomorphismes du plan dont le germe en 0 est conjugué à h ; chacun de 
ces homéomorphismes se restreint en un homéomorphisme de l 'anneau R 2 \ {0}, sur 
lequel nous avons défini un ensemble de rotation. On pourrait définir l'ensemble de 
rotat ion de h comme l'intersection de tous les ensembles de rotation annulaires ainsi 
obtenus. Cet te définition ne semble pas très commode à manipuler. Je ne sais pas si 
elle est équivalente à celle donnée au chapitre suivant. 
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CHAPITRE 2 

L'ENSEMBLE DE ROTATION 
AUTOUR D'UN POINT FIXE 

On s'intéresse à la dynamique locale des homéomorphismes de surface au voisi
nage d 'un point fixe. En généralisant la construction dans les anneaux, on abouti t à 
la définition d 'un ensemble de rotation, invariant de conjugaison topologique locale 
qui décrit la « vitesse de rotation des points autour de l'origine » (section 2.2). Cet 
invariant donne une obstruction simple à la possibilité d'éclater le point fixe pour le 
remplacer par un cercle (section 2.3). La découverte d 'un critère d'éclatement conduit 
à une deuxième façon de mesurer la vitesse de rotation locale, donnant naissance à un 
intervalle de rotation (section 2.4). En réalité, nous verrons au chapitre suivant que 
l'intervalle de rotation coïncide avec l'enveloppe convexe de l'ensemble de rotation. 

2 .1 . Le décor 

Soit ^ + ( 0 ) le groupe des homéomorphismes du plan, préservant l 'orientation, 
fixant le point 0. Deux éléments h±, h2 de &~*~(Q) sont localement conjugués s'il existe 
un troisième élément g de ^ f + ( 0 ) tel que la relation de conjugaison h2 = gh\g~x a 
lieu sur un voisinage du point fixe 0. On s'intéresse à la dynamique topologique locale 
en dimension 2, ce qui revient à chercher à décrire les classes de conjugaison locale 
des éléments de ^ + ( 0 ) . Pour justifier cette approche, il faut remarquer que tout ho

méomorphisme local h : U —• V fixant 0, où U et V sont deux ouverts contenant 
0, coïncide au voisinage de 0 avec un élément de <5^+(0) (voir l 'appendice A). Ainsi, 
tout germe d'homéomorphisme de surface au voisinage d 'un point fixe est représenté 
par un élément de J # + ( 0 ) , et deux éléments de < # + ( 0 ) sont localement conjugués si 
et seulement si leurs germes sont conjugués. Enfin, nous aurons besoin de quelques 
informations sur l'espace topologique obtenu en munissant ^T + (0 ) de la topologie de 
la convergence uniforme sur les compacts (voir [15], ou l 'appendice de [24]). Cet es
pace est connexe par arcs : tout élément h de ^ + ( 0 ) est le temps un d'une isotopie 
I — C it)tG[o,i]5 où ho est l 'identité, qui fixe le point 0. Plus précisément, c # + ( 0 ) se 
rétracte par déformation sur les rotations. Nous allons utiliser cette propriété sous 
la forme suivante. Notons Ra la rotation d'angle a (mesuré en nombre de tours). 
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14 CHAPITRE 2. L 'ENSEMBLE DE ROTATION AUTOUR D'UN POINT FIXE 

Pour chaque entier p, on définit le lacet des rotations Jp = CRPt)te[o,i]- É tan t donné 

un lacet JT dans $ f + ( 0 ) basé en l 'identité (autrement dit, / est une isotopie dont le 

temps un est l ' identité), il existe alors un unique entier p tel que l'on puisse déformer 

continûment i", en se déplaçant parmi les lacets basés en l 'identité, en le lacet Jp. 

Finissons ce paragraphe en rappelant comment l 'astuce d'Alexander fournit une iso

topie de l 'identité à n ' importe quel homéomorphisme h G c # + ( 0 ) lorsque celui-ci est 

différentiable en 0. On commence par dilater continûment la dynamique de h en la 

conjugant par des homothéties, ce qui produit une famille continue (ht)te]o,i] définie 

par 

ht(x) = 
1 

t 
h(tx). 

Lorsque h est différent iable en 0, cette famille converge uniformément sur les compacts 
vers l 'application ho : x i—• Dfo(x) donnée par la différentielle de h en 0. Pour terminer 
la construction de l'isotopie, il ne reste plus qu 'à utiliser la connexité de l'espace 
des applications linéraires inversibles préservant l 'orientation pour ramener ho en 
l 'identité. 

2.2 . L ' e n s e m b l e de r o t a t i o n local 

Nous définissons maintenant l'ensemble de rotat ion pour un élément h de $ f + ( 0 ) . 
Comme dans l 'anneau ouvert, il faut sélectionner les segments d'orbites dont les extré
mités ne sont pas t rop près du point fixe : ce rôle est donné à un voisinage W. D 'aut re 
par t , pour obtenir un invariant de conjugaison locale, il ne faut prendre en compte 
que les orbites suffisamment proches du point fixe : ce sera le rôle du voisinage V. 

On se donne une isotopie / = (ht)te[o,i] dans tff*~(0) aboutissant à hi = h. Fixons 
deux voisinages W C V de 0, et un temps n. On définit l'ensemble des points perti
nents (figure 2.1), 

Eh(V,W,n) = {x I x £ W, hn(x)<£W, ti(x) G V pour i = 0 , . . . , n } . 

Pour un point x G Eh(V, VF,n), on considère la variation moyenne pn(x) de la coor

donnée polaire 6 le long de la trajectoire du point x entre les temps 0 et n. On définit 

alors un ensemble de rotation relativement à V et W, 

Pv,w\I) = 

n 0 >l 

Adhe 

n>no 

{pn(x),xeE(V,W,n)} 

où l 'adhérence est prise dans R = R U { ± c o } . Autrement dit, pv,w(I) est l'ensemble 

des nombres p G R qui sont limites d 'une suite (pni (xi))i>o avec (m) tendant vers +oo 

et telle que, pour chaque i, le point x\ appart ient à Eh(V,W,rii). On définit ensuite 

l'ensemble de rotat ion relativement à V, 

pv(I) = Adhe 

w 
Pv,w(I) 
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hn(x) 

x 

W 

V 

FIGURE 2.1. Sélection des points pertinents 

où W décrit l'ensemble des voisinages de 0 inclus dans V, l 'adhérence étant prise dans 
R. On définit enfin l'ensemble de rotation de l'isotopie / , 

P(I) = 
v 

2 \ {0} 

où V décrit l'ensemble des voisinages de 0. 

On dira qu'une isotopie V = (hf

t) est localement conjuguée à I s'il existe un homéo

morphisme <ï> G c5^ +(0) et un voisinage de 0 sur lequel la relation h!t = $/^<i> - 1 a lieu 

pour tout t. On montre, comme on l'a fait dans les anneaux au chapitre précédent, 

que l'ensemble p(I) est bien un invariant de conjugaison locale. On obtient même un 

résultat plus précis. 

Lemme 2.2.1. — SoitQ G ^ + ( 0 ) . Pour tous couples de voisinages W C V de 0, 

Pv,w(I) = P®(v)MW)($I® )• 

Démonstration. — Soit K une isotopie aboutissant à l 'homéomorphisme <3>. Considé

rons la fonction qui associe, à un point x, la variation de la coordonnée 6 le long de la 

trajectoire de x sous cette isotopie. Cette fonction est continue, l'ensemble des valeurs 

qu'elle prend sur V \ W est donc inclus dans un intervalle compact [—M, M ] . Soit 

maintenant x un point de l'ensemble ^ ( V , W, n). Le point <è(x) appartient bien sûr à 

l'ensemble E^h^-i($(Vr), <&(W),n). Le nombre ($ (#) ) , variation de la coordonnée 

6 le long de la trajectoire de $ ( # ) pour l'isotopie « f r / ^ - 1 entre les temps 0 et n, diffère 

du nombre pn(x) d 'au plus (2M)/n. L'égalité s'en déduit. • 

Comme dans le cercle, les ensembles de rotation de deux isotopies aboutissant à 

un même homéomorphisme h diffèrent d 'un entier. Ainsi, l'ensemble de rotation p(h) 
est bien défini comme un compact de R, à translation entière près. La proposition 
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16 CHAPITRE 2. L'ENSEMBLE DE ROTATION A U T O U R D'UN POINT FIXE 

suivante résume les propriétés élémentaires de cette construction. Rappelons que Jp = 

(Rpt)te[o,i] désigne le lacet des rotations, on note Iq l ' isotopie (hQ)tg[o,i]-

Proposition 2.2.2. — 

- Deux isotopies localement conjuguées ont le même ensemble de rotation local. 

— Pour tous entiers p, q, on a p(Jp ° Iq) = q.p(I) + P-

Démonstration. — Le premier point découle facilement du lemme. La formule p( Jp o 

I) = p(I) +p est également claire. Il reste à voir que p{IQ) = q.p(I). Cette égalité 

découle essentiellement des deux inclusions suivantes : 

1. q.pv.w(I) C pv,w(Iq), o ù r = №Tl--n h-b-^iW) ; 
2. Pv,w{Iq) C q.pv>,w(I), où V = V U • • • U hk{V). • 

Le pendule. - Illustrons notre définition sur l 'exemple bien connu du pendule. Le 

pendule se déplace sur un cercle, son état mécanique est donc caractérisé par sa po

sition 6 et sa vitesse angulaire eu = 6 ; ainsi, la dynamique du pendule est modélisée 

par un flot lisse (<pÉ) sur l 'anneau S 1 x M, fibre tangent du cercle. Ce flot est un flot 

hamiltonien : la fonction énergie, E, est constante le long des orbites (cf. figure 2.2). 

Le flot (ip') possède deux points fixes. Le premier correspond à l'équilibre stable du 

FIGURE 2.2. Les orbites du pendule; on a représenté les lignes de niveau 
et le graphe de la fonction énergie E = UJ2 — cos(6>) dans les coordonnées 
polaires (r = e w , 9) 

pendule au repos, et au minimum de la fonction E ; les points proches de ce point 

fixe décrivent des courbes fermées correspondant aux petites oscillations du pendule ; 

l 'ensemble de rotation de ce point fixe pour l ' isotopie (</' ')t6[o,i] e s * un singleton qui 

donne la fréquence des petites oscillations. Le second point fixe correspond à l'équi

libre instable, il s'agit d'un point Selle, son ensemble de rotation est le singleton { 0 } . 

Compactifions maintenant l'anneau en lui ajoutant ses deux bouts , ce qui en fait 
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une sphère topologi 

phisme de la sphère 

l'anneau corresponc 

dans un sens ou da 

(y*)te[o,i] est le sin; 

en un homéomor-

i). Chaque bout de 

s tend vers l'infini, 

îble de rotation de 

FIGURE 2.3. Compactification du pendule 

Quand l'ensemble de rotation est-il vide ?— Le pendule est un système dynamique 

conservatif : la loi physique de conservation de l'énergie se traduit par l'invariance 

d'une forme volume. A l 'opposé, considérons un point fixe contractant, c'est-à-dire une 

dynamique localement conjuguée à l 'application z i—»• \z. Fixons V et W comme dans 

la définition plus haut. Il est clair que pour tout n assez grand, l 'ensemble E(V, W, n) 

des « points pertinents » est vide. Par conséquent l 'ensemble de rotation local d'un 

point fixe contractant est vide. Y a-t-il beaucoup d'éléments de J#" + (0) dont l 'ensemble 

de rotation est v i d e ? Un premier examen de la définition montre que l'ensemble p(h) 

est vide si et seulement si h vérifie la propriété suivante, mise en évidence par J.-M. 

Gambaudo et E. Pécou ( [13]) . 

Définition 2.2.3. — On dira que h G $C+(0) vérifie la propriété d'excursion courte si 

il existe un voisinage V de 0, tel que pour tout voisinage W de 0, il existe une borne 

N\y telle que l'ensemble E(V, W,n) est vide pour tout n > N\y '• autrement dit, tout 

segment d'orbite inclus dans V, dont les premiers et derniers points sont hors de W, 

a une longueur plus petite que A ^ . 

On peut en fait caractériser complètement les éléments vérifiant cette propriété ; 

on s'aperçoit alors qu'il n 'y a qu'un nombre dénombrable de classes de conjugaison 

de germes d'éléments de tâ+(0) dont l 'ensemble de rotation est vide. Ce résultat est 

démontré dans l'article [28]. 
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IS CHAPITRE 2. L 'ENSEMBLE DE ROTATION AUTOUR D'UN POINT FIXE 

Théorème 2.2.4. — Un élément h de $£+(0) a un ensemble de rotation vide (ou, de 
façon équivalente, possède la propriété d'excursion courte) si et seulement si il est 
localement conjugué 

— à la contraction z h ±Z, 
— à la dilatation z i—» 2z 
— ou à une application holomorphe dont 0 est un point fixe parabolique. 

Rappelons que 0 est un point fixe parabolique d 'une application holomorphe / 
si / ' ( 0 ) est une racine de l 'unité, et si / n'est pas d'ordre fini (sans quoi / serait 
localement conjugué à une rotation rationnelle). D'après la version de Camacho du 
théorème de Leau-Fatou, l 'application / est alors localement (topologiquement) conju
guée à une application z e2tir~*z{\ -f zqr), ce qui explique pourquoi ces dynamiques 
correspondent à une famille dénombrable de classes de conjugaison (voir [34, 7]). La 
dynamique locale peut se décrire, par exemple, en termes de pétales périodiques et de 
secteurs attractifs et répulsifs, comme sur la figure 2.4 ; on pourrai t alternativement 
utiliser des pétales attractifs et répulsifs (voir la section 4.3). 

qr pétales périodiques pour / 

S3 
P3 

Si Pi 

Si 

Pi 

action de fq 

FIGURE 2.4. Dynamique de l'application / : z i—• e + zqr) ; ici 
g = 3, p = l , r = 2, il y a deux orbites de pétales attractifs et deux orbites 
de pétales répulsifs 

Ce théorème renforce un lemme dû à J.-M. Gambaudo, P. Le Calvez et É. Pécou, 
qui disait qu 'un élément qui satisfait la propriété d'excursion courte, et qui n'est 
localement conjugué ni à la dilatation ni à la contraction, est indifférent : il admet 
des compacts connexes invariants, contenant le point fixe 0, et arbitrairement peti ts 
([12], voir aussi la section 3.4). 
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2.2. L 'ENSEMBLE DE ROTATION LOCAL 19 

FIGURE 2.5. Dessin de quelques orbites de z i—• z + z2 

Idée de preuve. — La part ie difficile du théorème consiste bien sûr à montrer qu 'un 
élément qui satisfait la propriété d'excursion courte, et qui n 'est pas une contrac
tion ni une dilatation, est localement conjugué à un point fixe parabolique. Il s'agit 
alors essentiellement, sous ces hypothèses, de trouver les pétales apparaissant sur la 
figure 2.4. 

Expliquons la construction des pétales. On considère les ensembles stables et in
stables du voisinage V de 0 donné par la propriété d'excursion courte, 

WS(V) = 

n>0 
rn(Y) et WU(V) = 

n<0 

rn(v). 

On démontre d 'abord assez facilement que la réunion de ces deux ensembles forme un 
voisinage de 0, mais que, dilatations et contractions étant exclues, ni l 'un ni l 'autre 
n'est un voisinage de 0. Considérons alors une courbe de Jordan J entourant 0 et 
bordant un disque inclus dans la réunion des ensembles stables et instables. On peut 
découper cette courbe, en des points Xi, pour l'écrire comme concaténée d'arcs alter
nativement inclus dans l 'un ou l 'autre de ces deux ensembles. Les points de coupure Xi 
appart iennent alors à l'intersection VF S(V) fl WU{V). Soit Pi la composante connexe 
de WS(V) fl WU(V) \ {0} contenant le point Xi. Le point clé de la démonstration 
consiste à montrer que si Von a choisi la courbe J, parmi toutes les courbes de Jor

dan entourant 0, de façon à ce que le nombre des points de coupure soit le plus petit 

possible, alors P{ adhère à 0. On montre enfin que l'ensemble Pi contient un pétale 
périodique pour h. • 
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2 .3 . É c l a t e m e n t s , di f férentiabi l i té 

Nous discutons ici de la notion d'éclatement et du théorème de Naishul; nous 
donnons un critère d'éclatement et une conjecture qui motive une définition alternative 
de l'ensemble de rotation, conduisant à un intervalle de rotation. Cette section est le 

fruit d'un travail en commun (non publié) avec François Béguin et Sylvain Crovisier. 

Ce travail a commencé en essayant de montrer que les pseudo-rotations irrationnelles 
de l 'anneau ouvert (voir [2]) sont éclatables, ce qui m 'a conduit à écrire une définition 
de l'ensemble de rotat ion local pour préciser la conjecture expliquée ici. 

a. É c l a t e m e n t s e t e n s e m b l e d e ro ta t ion . — Le procédé d'éclatement des points 
fixes de difféomorphismes, décrit à la section 1.2, suggère une définition de dynamique 
topologique. Disons que $ fournit des coordonnées polaires topologiques si c'est un ho
méomorphisme $ : M2 \ {0} —> A =]0, -foofxS1, préservant l 'orientation, et qui est 
homotope aux coordonnées polaires usuelles : cette dernière condition se t radui t sim
plement par le fait qu 'une suite de points tend vers 0 dans le plan si et seulement si sa 
coordonnée polaire (usuelle) r tend vers 0. Suivant [12], on dira qu 'un élément h de 
J#+(0) est topologiquement éclatable s'il existe des coordonnées polaires topologiques 
fournies par un homéomorphisme $ tel que s'étend en un homéomorphisme 

h de l 'anneau semi-fermé A = [0, -j-oofxS1. Ceci revient à dire qu'il existe un homéo
morphisme conjugué à h qui est éclatable dans les coordonnées polaires usuelles. On 
identifie alors {0} x B1 au cercle S1 ; la restriction de h à S1 est un homéomophisme 
du cercle, préservant l 'orientation, qu'on appellera compactifîcation en cercle de h. 
On notera p(fy§i) le nombre de rotation correspondant, et on l 'appellera nombre de 
rotation de h en 0. Considérons un homéomorphisme topologiquement éclatable h. 
Quit te à effectuer un changement de coordonnées, h est éclatable dans les coordon
nées polaires usuelles. Supposons maintenant que h soit le temps un d 'une isotopie 
/ = (^t)tG[0ïi]. L'espace des homéomorphismes de l 'anneau semi-fermé A dont la res
triction au bord est un homéomorphisme croissant du cercle est connexe par arcs 
Autrement dit, quit te à remplacer / par une isotopie qui lui est homotope, on peut 
supposer que chaque homéomorphisme ht s 'étend au cercle {0} x S1. Nous noterons 
p(/ |§i) le nombre de rotat ion de l'isotopie (ht|sOte[o,i]î Qui est un nombre réel. Le lien 
avec l'ensemble de rotat ion local est sans surprise. 

Proposition 2.3.1. — Soit I = (ftt)tG[o,i] une isotopie dans J#+(0) dont le temps un h 

est topologiquement éclatable. Si Vensemble de rotation p(I) n'est pas vide, il est égal 

au singleton )}. 

Illustrons cette proposition par l 'exemple de la rotation fibrée ha : (r, 0) f—• (r, 6 + 

a(r)) dessinée sur la figure 1.4 du premier chapitre. Le lecteur se convaincra sans 

peine que l'ensemble de rotat ion de ha est égal à l'ensemble des valeurs d'adhérence 

(i) L'argument est analogue à la construction d'une isotopie lorsque h est différentiable en 0, expliquée 
au tout début de ce chapitre. 
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de la fonction a en 0. En particulier, on fabrique ainsi des exemples d'ensemble de 
rotation contenant un intervalle, pour lesquels le point fixe n'est pas éclatable. 

Preuve de la proposition. — Comme expliqué plus haut , on peut supposer que ht est 

éclatable, pour tout t, dans les coordonnées polaires usuelles. Notons p = p(/ |gi) . 
Supposons d'abord, pour simplifier, que ft|§i est une rotation, p est alors son angle. 

Fixons e > 0. Par continuité de l 'éclatement /i, il existe un voisinage V de 0 dans 

lequel tout point x a une variation angulaire pi(x) égale à p, à s près. Si x est un 

point dont les n premiers itérés sont dans F , la variation moyenne de la coordonnée 

polaire 6 en n i térations vérifie encore 

pn(x) G [p -e,p + e]. 

Par conséquent 

p(I)Cpv(I) C [ p - £ , p + e]. 

Comme c'est vrai pour tout e > 0, on a bien p(J) C {p}, comme voulu. 
Dans le cas général, h\§i n'est pas une rotation ; cependant, la preuve de l'existence 

du nombre de rotation pour les homéomorphismes du cercle montre que la conver
gence des variations angulaires moyennes vers le nombre de rotation est uniforme (cf. 

chapitre 1) ; mieux, pour tout entier positif no et tout x G S 1 , on a 

PnQ{x) G P-
1 

n 0 

sdf 
1 

n0 

Comme dans le cas simple, cette estimée reste vraie, à e près, pour tout x assez proche 

de 0, et en faisant tendre e vers 0 on obtient p(In°) C [n 0 p — 1, n 0 p + 1] • On en déduit 

p(I) = 
1 

n0 

p(Ino) m 
1 

n0 

dgf 
1 

n0 

Comme ceci est vrai pour tout entier positif no, on conclut encore que p(I) C {p}. 
Une autre preuve du cas général consisterait à se ramener aux rotations en utilisant 

la proposition 2.3.5 ci-dessous. • 

Voici une conséquence intéressante de la proposition 2.3.1. Puisque l'ensemble de 
rotation est un invariant de conjugaison topologique locale, le nombre de rotation en 

0 des éléments éclatables est aussi un invariant de conjugaison topologique locale, sauf 

peut-être si l'ensemble de rotation est vide. Que peut-il arriver dans ce dernier cas? 
Nous avons déjà vu que le nombre de rotation en 0 n'est pas un invariant pour les 
éléments conjugués à une contraction ou une dilatation (cf. figure 1.5 du chapitre 1). 
D'après le théorème 2.2.4, il ne reste plus qu 'à considérer les points fixes paraboliques 
des applications holomorphes. Comme leur dynamique est très simple, on pourrait 
montrer par un argument spécifique que le nombre de rotation en 0 est bien un inva
riant. On retrouverait ainsi le théorème de Naishul, dans sa version générale proposée 
par J.-M. Gambaudo, P. Le Calvez et É. Pécou ([12]). 

Théorème (Gambaudo-Le Calvez-Pécou). — Soit h un homéomorphisme éclatable de 

J^T+(0) qui n'est pas localement conjugué à une contraction ou une dilatation. Alors 
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le nombre p(h^i) ne dépend que de h, et pas du choix des coordonnées polaires topo-

logiques # dans lesquelles on lit l'extension h. 

Nous définirons dans la section 2.4 un intervalle de rotation qui aura l 'avantage 

de ne pas être vide pour les points fixes paraboliques, ce qui permet une preuve plus 

claire de ce résultat . 

b. U n cr i tère d ' é c l a t e m e n t . — La conjecture qui suit était l 'une des motivations 

pour l 'étude de l'ensemble de rotat ion local. 

Conjecture 2.3.2 (Béguin-Crovisier-Le Roux). — Si p(h) est un singleton différent de 

{ ± o o } . alors h est éclatable. 

Nous expliquons maintenant un critère général pour qu 'un homéomorphisme soit 

éclatable. Ce critère nous permet t ra par exemple de montrer, au chapitre 4, que les 

points fixes isolés d'indice différent de 1 sont éclatables; comme leur ensemble de 

rotat ion est {0} , on voit que ce cas est compatible avec la conjecture. 

Supposons que h est éclatable, avec une compactification en cercle qui n'est pas 

conjuguée à une rotation rationnelle du cercle : autrement dit, ft|§i n'est pas d'ordre 

fini, il existe alors un angle 0$ € S 1 tel que hn(0o) ^ #o pour tout entier n non nul. 

Dans l 'anneau A, la demi-droite verticale 7 = {0 = 60} possède alors une propriété 

très spéciale (cf. figure 2.6) : pour tout entier n non nul, il existe un voisinage Vn du 

cercle {0} x S 1 tel que l'intersection 7 fl h71^) fl Vn est vide, ce que nous noterons 

7 N / i n ( 7 ) =0 0 . 

FIGURE 2.6. Une orbite infinie sur le cercle correspond à une courbe dis
jointe en germe de tous ses itérés 

Cet te vacuité est détectable dans le plan pour l 'homéomorphisme initial h et fournit 

notre critère d'éclatement. Appelons demi-droite topologique toute courbe simple 7 : 

[0, -f 00] —• M2 U {00} reliant le point 7(0) = 0 au point 7(+00) = 00. É tan t données 
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deux demi-droites topologiques 7i , 72, on écrira jif)^ =0 {0}, et on dira que ces deux 
courbes ont des germes disjoints, s'il existe un voisinage F de 0 dans le plan tel que 

7 i n 7 2 n F = {0}. 

Proposition 2.3.3 (Béguin-Crovisier-Le Roux). — Soit h G M (0). Les deux propriétés 

suivantes sont équivalentes. 

1. h est topologiquement éclatable, et il existe une compactification en cercle 

/ i |§ i x { 0 } oui n'est pas conjuguée à une rotation rationnelle; 

2. il existe une demi-droite topologique 7 dont le germe est disjoint des germes des 

itérés hn(j) pour tout n non nul. 

De plus, lorsque ces propriétés sont satisfaites, l'ordre cyclique de la suite (hn(i))nez 

autour de 0 coïncide avec l'ordre cyclique d'une orbite de h^ix^0y sur le cercle. 

Démonstration non détaillée. — La première propriété implique immédiatement la 
seconde, comme l'a montré la discussion précédente. On suppose maintenant que la 
seconde propriété est vérifiée. Puisque les germes des itérés de 7 sont deux à deux 
disjoints, l'ensemble de ces germes hérite d 'un ordre cyclique donné par la disposition 
autour de 0. L'action de h sur cet ensemble préserve l'ordre cyclique. 

Étudions d 'abord le cas « irrationnel » : on suppose que pour tous entiers ki ^ k^ il 
existe k3 ^ k±,k2 tel que l'ordre cyclique du triplet (hkl (7), / 1^(7 ) , h1*3^)) est positif. 
On effectue alors une conjugaison # G <$f +(0) qui redresse, au voisinage de 0, les itérés 
hk(i) sur des demi-droites vectorielles D^. Cet te conjugaison s'obtient comme limite 
d 'une suite le terme $k redressant les k premiers itérés (positifs et négatifs) de 
7. É tan t donnée on construit 3>fc+i, qui coïncide avec sur les k premiers itérés 
de 7, qui redresse localement les itérés / i ± ^ f c + 1 ^(7) , et qui diffère de seulement dans 
un peti t voisinage de 0. La différence entre $k+i et $k est donnée par le « lemme 
du réparateur de vélo » (lemme 2.3.4 ci-dessous). De plus, comme on est dans le 
cas irrationnel, on peut choisir les demi-droites de façon à ce qu'elles forment un 
ensemble dense de directions dans le cercle. L'homéomorphisme conjugué h! = 

envoie le germe de D^ sur le germe de -Dfc+i- On termine la preuve en montrant qu 'un 
homéomorphisme de l 'anneau ouvert A =]0, +00 [xS 1 , qui permute un ensemble dense 
de germes de demi-droites vectorielles, s'étend en un homéomorphisme de l 'anneau 
semi-ouvert A = [0, -l-oofxS 1. 

Dans le cas contraire, « rationnel », on débute la construction de façon identique, 
avec la différence toutefois qu'on ne peut pas choisir l'ensemble 0 = {Dk} dense dans 
le cercle. Après avoir construit la conjugaison $ et l 'homéomorphisme h' = Qh$>~1 

comme avant, on cherche une deuxième conjugaison \£ qui enrichisse l'ensemble des 
germes de demi-droites qui sont envoyés sur un germe de demi-droite. Essentielle
ment, il faut trai ter le cas d 'un secteur S bordé par deux demi-droites de 2) qui est 
errant, c'est-à-dire disjoint en germe de tous ses itérés par h!. Une conjugaison par 
un homéomorphisme supporté dans h!{S) (et dans un voisinage de 0 arbitrairement 
peti t) produit un conjugué à h! qui envoie germes de demi-droites de S sur germes de 
demi-droites de hf(S) ; de proche en proche, on obtient un conjugué à h! qui envoie 
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tout germe de demi-droite de tout itéré de S sur un germe de demi-droite. En répétant 
cette construction pour chaque orbite de secteur errant, on obtient un conjugué h" et 
un ensemble 2)' dense de germes de demi-droites qui est invariant par h". Ceci permet 
de conclure comme dans le cas irrationnel. • 

Le lemme suivant, utile dans la preuve précédente, est une application directe du 
théorème de Schoenflïes. 

FIGURE 2.7. Topologue réparant une roue voilée à coup d'homéomorphisme 

Lemme 2.3.4 (« du réparateur de vélo »). — Soit *6 un cercle centré en 0, ai,..., des 
points de et pour chaque i — 1 , . . . , k un arc 7^ joignant ai au point 0 sans recouper 
le cercle *6. Supposons que ces arcs sont deux à deux d'intersection {0}. Alors il existe 
un homéomorphisme $ G J # + ( 0 ) , qui est l'identité en dehors du disque bordé par *6, 
et qui envoie chaque arc 7$ sur le segment euclidien [Oa*]. 

c. É c l a t e m e n t e t différentiabi l i té . — Une application différentiable en 0 est tou
jours éclatable. Réciproquement, nous allons montrer qu 'un homéomorphisme écla
table est toujours différentiable en 0, quit te à effectuer un changement de coordonnées. 

Proposition 2.3.5 (Béguin-Crovisier-Le Roux). — Pour h G ^ + ( 0 ) , les propriétés sui

vantes sont équivalentes : 

— h est topologiquement éclatable, 

— h est topologiquement éclatable, avec une compactification en cercle qui est une 

rotation, 

— il existe $ G ^ f + ( 0 ) tel que $/i<I> - 1 est différentiable au point 0, et dont la 

différentielle est une rotation. 

Démonstration. — La dernière propriété implique clairement la première. Supposons 

maintenant que h est éclatable, et expliquons comment construire un éclatement en 

rotation. Quit te à conjuguer, on peut toujours supposer que h est éclatable dans les 

coordonnées polaires usuelles. Examinons d 'abord le cas où le nombre de rotation a de 

h|§i est irrationnel. D'après Poincaré, il existe une application p : S 1 —> S 1 continue, 
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surjective, de degré 1, qui réalise une semi-conjugaison ph\§i = Rap avec la rotation 
d'angle a. L'application p est monotone, autrement dit il existe une famille continue 
(pt)te[o,i] d'applications du cercle issue de l 'identité po? aboutissant en p\ = p , et qui 
sont des homéomorphismes pour tout t < 1. Soit $ l 'application fibrée de l 'anneau 
[0, +oo[x§1 qui est l 'identité hors de l 'anneau {r < 1}, et qui est définie sur cet 
anneau par 

*(r ,0 ) = (r,Pl_P(0)). 

Cette application est un homéomorphisme sur l 'anneau ouvert r > 0, et réalise, sur 
l 'anneau S1 x [0, +oo[, une semi-conjugaison entre h et un homéomorphisme h vérifiant 
/i|§i = Ra. Autrement dit, dans les coordonnées polaires usuelles, l'élément <£M>_1 
de J#+(0) est éclatable en rotation. 

Traitons maintenant le cas où a est rationnel. Pour simplifier, nous supposons que 
a = 0, le cas général étant similaire. Nous supposons que h^i n'est pas l 'identité, 
sans quoi il n 'y a rien à faire. Nous pouvons simplifier encore l 'étude en supposant 
que cet homéomorphisme du cercle admet un unique point fixe : dans le cas contraire, 
il existe une application p : S1 x {0} —> S1 x {0} qui « écrase » en un unique point 
toutes les composantes connexes du complémentaire des points fixes sauf une ; comme 
dans le cas irrationnel, cette application monotone s'étend en une application fibrée de 
l 'anneau S1 x [0, +oc[ dont la restriction à l 'anneau ouvert est un homéomorphisme ; 
en conjugant h par cet homéomorphisme, on est ramené au cas d 'un point fixe unique 
sur le cercle. On suppose que ce point fixe correspond à 9 = 0. 

Considérons le modèle m donné en coordonnées polaires par (r, 9) t-* (r, 9 H- r ) , 
qui est éclatable avec l 'identité au bord. Nous construisons pour cette application un 
réseau de quadrilatères(2) (cPin)p>o--p<n<p ayant les propriétés suivantes (figure 2.8). 
Les Cp n sont inclus dans l 'anneau ouvert {r > 0} , leurs intérieurs sont deux à deux 
disjoints, leur réunion forme un voisinage V du cercle S1 x {0} privé du point 
(r = 0,0 = 0), qui est bordé par une courbe de Jordan J' passant par ce point. 
Dynamiquement, on a m(cfpn) = cfpn+1 pour tous p > 0 et — p < n < p. Pour toute 
valeur fixée de p , la réunion des cpn pour —p < n < p forme un quadrilatère C'pJ 

et la suite (Cp)p>o tend vers le cercle {0} x S1. Revenons maintenant à notre ho
méomorphisme h. On peut construire pour h un réseau analogue à celui de m. Pour 
cela, on choisit un arc a issus d 'un point a(0) du cercle {0} x S1 qui n'est pas fixe, 
et suffisamment peti t pour être disjoint de son image h(a). On choisit une suite (tp) 

tendant assez vite vers 0, et on relie chaque point a(tp) à son image h(a(tp)) par un 
arc /?p, de façon à ce que tous ces arcs soient deux à deux disjoints et ne rencontrent a 

et son image qu'en leurs extrémités ; on demande aussi que la suite (/3P) converge vers 
le segment du cercle {0} x S1 entre a(0) et son image. Si cette convergence est assez 
rapide, ce que l'on peut toujours supposer, pour tout entier positif no, la suite des 
trajectoires Tp = U_no<n<no/i-n(/?p) converge également vers le segment du cercle 
compris entre h~n°(a(0)) et hno+l(a(0)). On définit les cases (cPjo)p>o comme étant 

(2) Pour la métrique dr2 + dd2. 
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FIGURE 2.8. Le réseau (cp^n) : à gauche, on a redressé les coordonnées 
polaires, 0 est en abscisse et r en ordonnée ; l'application m pousse chaque 
case sur la case à sa droite 

délimitées par les deux arcs (3p,/3p+i (ses bords haut et bas) et les morceaux d'arcs 

a et h(a) (ses bords gauche et droit), puis c p > n = hn(cPio) pour — p < n < p. Si la 

convergence de la famille (f3p) est assez rapide, la famille (cp^n) ainsi définie a des 

propriétés topologiques analogues à celles des c p n . En particulier, la réunion de tous 

un voisinage V du cercle {0} x S 1 privé de (r = 0, 0 = 0) bordé par une 

courbe de Jordan J. 

Définissons maintenant un changement de coordonnées <Ê> G ^ + ( 0 ) , de la façon 

suivante. On envoie d 'abord chaque bord haut , bas, gauche, droit de cp0 sur le bord 

correspondant de cp^, en respectant la relation <Ë>/i = m<Ë> sur le bord gauche. On 

étend à chaque case c'p 0 en un homéomorphisme vers cp^. On défini ensuite <Ê> sur 

chaque case c P ) 7 1 , pour — p < n < p, en respectant la relation &hn = mn<& sur cp^. 

L'application $ est ainsi définie sur la réunion des cases cp ; vue dans le plan M2 (non 

éclaté), cette réunion est un disque topologique bordé par la courbe J'privé du point 

0. On décide que $(0) = 0, puis on étend $ en un homéomorphisme du plan. Bien 

sûr cet homéomorphisme, vu dans les coordonnées polaires, ne s'étend pas au cercle 

r = 0. Nous affirmons que l 'homéomorphisme h' — ^ > / i $ _ 1 , lui, s'étend continûment 

par l 'identité sur le cercle r = 0. Notons h cette extension et montrons la continuité de 

h . Par construction h' coïncide avec notre modèle m sur l'ensemble V / f l / i _ 1 ( l / / ) , qui 

est encore un voisinage du cercle {0} x S 1 privé du point (r = 0,0 = 0). Ceci montre 

que h est continu en tout point du cercle, sauf peut-être en (0,0). Considérons une 

suite de points xn = ( r n , 0 n ) tendant vers ce point, et notons x'n = {r'n,0'n) leurs 

images par h . Puisque h' = QhQ'1 est un homéomorphisme du plan, il est clair que 

(rf

n) tend vers 0. Si la suite 0'n ne tend pas vers 0, quitte à extraire, la suite (x'n) 

converge vers un point du cercle avec 0 0, à partir d 'un certain rang elle rentre 

dans le voisinage h'(Vf) fl (V 7 ) , dans ce voisinage h = m - 1 et on voit que (xn) 

converge vers la même limite que (x^), ce qui contredit notre hypothèse. Ceci achève 

les cp.n est 
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de montrer la continuité de l'extension h . Nous avons prouvé que le premier item de 
la proposition implique le deuxième. 

Montrons enfin que le deuxième item implique le dernier. Notons 

h(r,0) = (r',Of) = (r + re2(r, 0), 0 + a + e i ( r , 0)). 

Le deuxième item nous fournit des coordonnées dans lesquelles la fonction S\(r, 0) 

tend vers 0 lorsque r tend vers 0, il s'agit de trouver des nouvelles coordonnées dans 

lesquelles cette propriété est vérifiée pour les deux fonctions e\ et e<i. Plaçons-nous 

dans les coordonnées du deuxième item et choisissons par récurrence une suite de 

rayons (Ri)i>o qui décroit strictement vers 0, de façon à ce que pour chaque i > 0, 

l 'image par h du cercle r = Ri est disjointe des deux cercles r = Ri-i et r = Ri+\ 

et les sépare. Soit <p un homéomorphisme croissant de [0,+oo[ qui envoie la suite 

(Ri)i>o sur une suite (Ri)i>o pour laquelle la suite des quotients tend vers 

1. Les nouvelles coordonnées sont obtenues en conjugant h par l 'application fibrée 

$ : (r, 6) i—• ((p(r),6). En effet, on voit facilement que la nouvelle fonction e\ tend 

toujours vers 0 lorsque r tend vers 0 ; vérifions que c'est aussi le cas de la nouvelle 

fonction 62- Notons maintenant 3>/i<I>-1(r, 6) = (r',6f). Pour tout 6 et tout r assez 

peti t , il existe un (unique) entier i tel que Ri+i < r < Ri. Le choix des (Ri) implique 

alors l 'encadrement ^ + 2 <r' < Ri-i, d'où 

Ri+2 

Ri 

r' 

r 

Ri-i 

Ri+i 

ces quotients tendent vers 1 lorsque r tend vers 0, autrement dit €2(0,r) tend vers 0. 
Ceci termine la preuve. • 

La proposition 2.3.5 s'applique, par exemple, pour l 'homéomorphisme linéraire Selle 
(x,y) h-> (2x,y/2), et nous fournit un homéomorphisme qui lui est conjugué, qui est 
différent iable en 0, avec une différentielle égale à l 'identité. Nous voyons ainsi que la 
différentielle elle-même n'est pas un invariant de conjugaison topologique, bien que 
son nombre de rotation le soit. 

2.4. L'intervalle de ro ta t ion 

a. Déf in i t ion . — Nous allons expliquer ici la définition d 'un intervalle de rotation 

local, par des moyens assez différents de ceux utilisés dans la définition de l'ensemble 
de rotation. Nous venons de voir que lorsque h est éclatable et que son unique nombre 
de rotation a est irrationnel, celui-ci est caractérisé par l'existence d'une courbe dont 
les itérés ont des germes deux à deux disjoints et sont cycliquement ordonnés autour 
de 0 comme, sur le cercle, une orbite de la rotation d'angle a. Nous nous proposons 
de généraliser cette caractérisât ion en termes de combinat oire des germes de courbes. 
L'intervalle de rotation a certains avantages sur l'ensemble de rotation ; en particulier, 
nous verrons plus loin qu'il intéragit agréablement avec le théorème feuilleté équiva
riant. Nous verrons également que l'intervalle de rotation coïncide avec l'enveloppe 
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28 CHAPITRE 2. L 'ENSEMBLE DE ROTATION AUTOUR D'UN POINT FIXE 

convexe de l'ensemble de rotation. Il se pourrait même que ces deux ensembles soient 
toujours égaux, mais ceci est encore un problème ouvert. 

Pour introduire notre deuxième définition, revenons un instant au cercle. On peut 
caractériser le nombre de rotation d 'une isotopie / = (ft) de façon combinatoire. 
Lorsque le nombre de rotation a de f\ est irrationnel, chaque orbite est infinie, et 
ses points sont disposés sur le cercle dans le même ordre cyclique que ceux de la 
rotation d'angle a : l 'application, définie sur l 'orbite de x, qui envoie le point fi(x) 
sur le point ^ ( 0 ) , préserve l'ordre cyclique. Plus généralement, on peut déterminer 
le nombre de rotat ion p(I) avec une précision 1/q, comme suit. On choisit un point x, 
et on le suit sous l'action de l'isotopie, pendant un temps q, jusqu 'au point fl(x). Si 
le point x a effectué plus de p tours mais moins de p+ 1, c'est-à-dire si la variation de 
la coordonnée 0 est comprise entre p et p + 1, alors p(I) est compris entre | et P s ^ L . 
On obtient ainsi une caractérisation combinatoire du nombre p(I) : c'est l'unique réel 
a vérifiant | < a < Pj^- pour tout nombre rationnel | et tout point x pour lequel la 
variation de 6 en temps q est comprise entre p et p + 1. 

Nous allons obtenir notre intervalle de rotation en mimant cette caractérisation, 
les points du cercle étant remplacés par des arcs simples issus du point fixe. S'il existe 
un arc « dont tous les points font plus de p tours en temps q », alors on exigera 
que l'intervalle de rotation soit inclus dans [ | , +oo ] . L'intervalle de rotat ion sera le 
plus grand intervalle compatible avec la collection de toutes ces exigences et de leur 
symétriques. 

Précisons ceci. Soit / une isotopie dans ^ ^ ( O ) . Soit 7 : [0,1] —> M? un arc simple 
vérifiant 7 (0 ) = 0. D'après le théorème de Schoenflïes, il existe un changement de 
coordonnées <Ê> G (0) tel que $ ( 7 ) est inclus dans la demi-droite d 'équation polaire 
0 = 0. On dira que l'arc 7 est positif pour l'isotopie / si pour tout s assez proche de 0, 
la variation de la coordonnée 60$ le long de la trajectoire de 7(5) sous l'isotopie / est 
strictement positive (figure 2.9). On peut montrer que cette définition ne dépend pas 
du choix de 3>. On dira que l'isotopie / est positive, et on notera 0 < / , si elle admet 
un arc positif. On définit symétriquement les arcs négatifs et les isotopies négatives. 

En notant J = (Rt)te[o,i] I e lacet des rotations, et en écrivant les rationnels | avec 
q > 0, on définit les ensembles 

C-(D := 
P 

m 
0 < j - p i q 

C+(l) := 
P 

Q 
J-pIq < 0 

Définition2.4.1. — L'intervalle de rotation de l'isotopie / est l'intervalle de R défini 

par 

Pinttf) = [ s u p ( C - ( / ) ) , i n f ( C + ( / ) ) ] 

Remarque. — Dans la définition précédente, l'ensemble vide a pour borne supérieure 

—00 et pour borne inférieure +00. On convient également que l'intervalle [a,/3] est 

vide si a > p. En fait, on verra un peu plus bas que l'intervalle de rotation n'est vide 
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7 

/i(7) 

FIGURE 2.9. Un arc positif (ou localement transverse) à l'isotopie / 

que lorsque le temps un de Visotopie est une contraction ou une dilatation, et dans ce 

cas les ensembles C~(I) et C + ( i~) contiennent tous les réels. On verra aussi que ces 

deux ensembles sont toujours des intervalles (lemme 2.4-4)-

b. E x e m p l e : les p o i n t s fixes parabol iques . — Contrairement à l'ensemble de 
rotation, l'intervalle de rotation détecte le mouvement de rotation autour d 'un point 
fixe parabolique. 

Lemme 2.4.2. — Soit h un élément de ïK^ (0) qui est localement conjugué à une ap

plication parabolique z 1—• e 2 ï 7 r s z ( l + zqr) avec | G Q, q,r > 1. Pour toute isotopie I 

dont le temps un est h, on a 

PintU) = 
P 

Q 
(modi ) . 

Démonstration. — Le lemme va découler de la description dynamique donnée par 
la figure 2.4. Nous montrerons plus loin la relation pint(I

q) = qpmt(I) ; cette relation 
permet de ramener la preuve du lemme au cas tangent à l 'identité, z 1—• z(l + zr). Pour 
simplifier l'exposé nous expliquons seulement le cas de h(z) = z(l + z). Les pétales 
de la figure 2.10 sont invariants par /1, chacun contient des germes de demi-droites 
que h pousse dans un sens ou dans l 'autre. Il suffit de montrer le lemme pour une 
isotopie particulière aboutissant en h, nous choisissons une isotopie / « naturelle », qui 
pousse les points le long du feuilletage de la figure 2.10. Un arc inclus dans la demi-
droite {6 = | } est positif, un arc symétrique est négatif. On en déduit que le nombre 0 
appartient à la fois à C~(I) et à C + ( / ) , puis que Pint(^) C {0}. Il faut encore s'assurer 
que l'intervalle de rotation n'est pas vide. Nous devons montrer que s u p ( C ~ ( / ) ) < 0 
et 0 < i n f ( C + ( / ) ) ; ces deux inégalités étant symétriques, nous traitons seulement 
la première. Il s'agit de voir que C~(I) ne contient pas de rationnel | avec p et 
q strictement positifs, autrement dit qu'il n'existe pas d'arc 7 qui soit positif pour 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



30 CHAPITRE 2. L 'ENSEMBLE DE ROTATION AUTOUR D'UN POINT FIXED 

df df 

FIGURE 2.10. Dynamique de z(l + z), avec une « variété stable » ô+, une 
« variété instable » ô~, et un arc positif 

l'isotopie J~pIq. Un arc positif pour cette isotopie l'est encore pour l'isotopie J - 1 / 9 , 
et par conséquent il suffit de t rai ter le cas p = 1. Soit 6+ un arc aboutissant en 0 et 
inclus dans la demi-droite réelle négative : il vérifie h(5+) C £+. De même, on choisit 
un arc S- vérifiant C Soit 7 : [0,1] —• R2 un arc simple vérifiant 7(0) = 0, 
et $ un changement de coordonnées qui redresse 7 sur un segment euclidien. Nous 
distinguons deux cas. 

S'il existe s0 > 0 tel que 7([0s0]) est disjoint de 5+, alors la trajectoire sous Iq 
d'un point 7(5) avec s assez peti t est encore disjointe de <5_|_. La variation de 
0o& le long de cette trajectoire est donc comprise entre —1 et 1, quit te à choisir 
s encore plus peti t . L'arc 7 ne peut pas être positif pour l'isotopie J~xlq, il est 
même négatif. Le même raisonnement conclut si 7([0«o]) est disjoint de 
Dans le cas contraire, la courbe 7 rencontre ô+ et S- dans tout voisinage de 0 : 
il existe S - < s+ arbitrairement proches de 0 tels que les points 7 ( s _ ) et 7(5+) 
sont respectivement sur S- et 5+, et le morceau de courbe 7 ( ] s_ , est inclus 
dans le demi-plan {y > 0} ou dans son symétrique {y < 0} (figure 2.11). La 
dynamique sur J+ et S- impose que ce morceau de courbe rencontre son image 
par hq, en un point hq(x). En concaténant la trajectoire de x sous l'isotopie 
Iq avec le morceau de 7 entre hq(x) et x, on obtient une courbe fermée qui 
est disjointe de la droite y = 0. En particulier cette courbe a un degré nul par 
rapport au point fixe 0. Ceci montre que la variation de la coordonnée 0 o $ le 
long de la trajectoire de x sous Iq, qui est un nombre entier puisque $ redresse 
l'arc 7, est nulle. La variation pour l'isotopie J - 1 / 9 , elle, est donc égale à — 1 . 
Comme cette situation arrive pour des valeurs de s arbitrairement petites, on 
conclut ici encore que l'arc 7 n'est pas positif pour l'isotopie J~1Iq. • 

c. P r o p r i é t é s . — Montrons maintenant que l'intervalle de rotat ion vérifie les pro

priétés a t tendues. 
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d+ 

7 / 

h"{x) 

Iq(x) 
ha(y) 

'x 

's: 

Q 

QhqR-1(x)Q(x) 
Q(y) 

FIGURE 2.11. Deuxième cas : la variation de 0 o $ est nulle le long de la 
trajectoire du point x 

Proposition 2.4.3 

— Deux isotopies localement conjuguées ont le même intervalle de rotation. 

— Pour tous entiers p,q, on a p\nt{JpIq) — Q-Pint(I) + P-
— L'intervalle de rotation de I est vide si et seulement si h est localement conjugué 

à une dilatation ou une contraction. 

Pour montrer ces propriétés, il est plus commode de travailler au revêtement uni
versel du plan troué R 2 \ {0} . Introduisons le vocabulaire nécessaire. On identifie 
M2 \ {0} à l 'anneau ouvert A =]0, + o o [ x S x muni des coordonnées (r, 0), et on consi
dère le revêtement universel 

7T : A = l O , + o o [ x R A 

M) (r, 0 mod 1) 

et l 'automorphisme de revêtement r : (r, 0) i—> (r, 9 + 1). On appelle demi-droite 
topologique une courbe simple du plan allant de 0 à l'infini, plus précisément, vue 
dans l 'anneau, une application continue injective 7 : [0, -h00] —> A vérifiant 

l i m t _ o r ( 7 ( t ) ) = 0 

l im t -_> + 0 0 r(7(¿)) = +00. 

Considérons un relevé de la demi-droite topologique 7, c'est-à-dire une application 

continue T :]0, +00[—• A vérifiant 7r o Y = 7. On oriente T dans le sens décroissant du 

paramétrage. Rappelons qu'il existe un changement de coordonnées $ G c#f +(0) tel 

que $ ( 7 ) soit une demi-droite euclidienne issue de 0 (théorème de Schoenflïes). Les 

relevés de $ ( 7 ) sont alors des demi-droites verticales orientées du demi-plan A. On 

peut ainsi différencier les deux composantes connexes du complémentaire de T dans le 

plan, l 'une est l'ouvert à gauche de T et l 'autre l'ouvert à droite de T, on les note Og(T) 

et Od(r) ; on peut remarquer que pour toute valeur de r 0 > 0, l 'ouvert Og(T) contient 

une demi-droite {r = 7*0,0 < #o} tandis que l'ouvert Od(T) contient une demi-droite 

{r = 7*0,9 > 0 i} (ceci est vrai aussi bien lorsque 7 est une demi-droite euclidienne que 
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lorsque c'est seulement une demi-droite topologique). Considérons maintenant deux 
demi-droites topologiques 7 1 , 7 2 , et deux relevés respectifs JTi,r 2. On dira que Ti est 
à gauche de r 2 , et on écrira r i < r 2 , si T\ C Og(T2)1 ce qui équivaut à T 2 C Od(Ti) 
(figure 2.12). On dira que Ti est localement à gauche de r 2 , et on écrira r i < n r 2 , 
si pour tout t assez proche de 0, r 2(£) G Od(Fi) ; ici encore, ceci équivaut à ce que 
Ti(t) G Og(Ti) pour tout t assez proche de 0. Ces deux relations sont transitives, et 
elles sont préservées par Faction de r . 

e 

Ti r 2 

r 7T 

7i 72 

r i < r 2 

7T 

Ti <o T2 

FIGURE 2.12. Être à gauche, être localement à gauche 

On se donne maintenant une isotopie / = (ht)te[o,i] dans ^ + ( 0 ) allant de l 'identité 

à h\. D'après la théorie des revêtements, il existe une unique isotopie i" = (ift)te[o,i] 

du plan A, issue de l 'identité, qui relève / : la relation 7r o Ht = ht o 7r est vérifiée 

pour tout t. On dira que l 'homéomorphisme H = H\ est obtenu en relevant l'isotopie 

/ . L'homéomorphisme H est encore le temps un de tout relèvement d 'une isotopie 

I' homotope à / . Ainsi, la donnée d 'une classe d'homotopie d'isotopies dans ^ + ( 0 ) 

équivaut à la donnée d 'un homéomorphisme H du plan A qui commute avec l 'auto-

morphisme de revêtement r ; on parlera indifféremment de l'ensemble de rotation de 

J ou de H. D 'aut re par t , en notant 0 la seconde coordonnée sur A, on peut remarquer 

que la variation de la coordonnée 0 le long de la trajectoire d 'un point x sous l'isotopie 

/ est égale à 

0 o H(x) - 0(x) 

où x est n ' importe quel relevé du point x. Notons que H agit sur l'ensemble des relevés 

de demi-droites topologiques en préservant les relations « < » et « <o ». On dira que 

H est positif, et on écrira 0 < H, s'il existe une demi-droite topologique relevée T 

telle que r < o # ( r ) . On dira aussi que la courbe T est positive pour H. De même, 

on dira que H est négatif et on écrira H < 0 s'il existe une demi-droite topologique 
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relevée T négative, c'est-à-dire telle que iï"(r)<or. On montre facilement que H est 
positif (resp. négatif) si et seulement si l'isotopie I est positive (resp. négative) pour 
la définition donnée au paragraphe a. Les ensembles C~(H), C+(H), définis de façon 
analogue aux ensembles C~(I),C+(I), coïncident avec ces derniers. 

Lemme 2.4.4 

1. Pour tout entier q > 0, on a 0 < H si et seulement si 0 < Hq ; 
2. Vensemble C~(H), s'il n'est pas vide, est un intervalle de Q voisinage de — oo. 

Bien sûr, l'ensemble C + ( i f ) vérifie des propriétés symétriques. Dans l'écriture des 

rationnels | l'entier q sera toujours supposé strictement positif, par contre la fraction 

n'est pas nécessairement irréductible ; mais le premier point du lemme montre que ce 

détail n ' importe pas dans la définition de l'intervalle de rotation. 

Démonstration du lemme. — Montrons le premier point. L'implication directe suit 
immédiatement de la transitivité de la relation « <o » et de sa compatibilité avec 
l'action de H. Montrons la réciproque. Soit q > 0, supposons 0 < Hq et considé
rons une demi-droite topologique relevée T qui est localement à gauche de son itérée 
Hq(T). Nous appliquons un procédé classique pour construire une courbe V qui sera 
localement à gauche de son image H(Tf) (voir [23, 3 , 2]). Puisque T est localement à 
gauche de Hq(T), on peut trouver des demi-droites topologiques relevées I \ vérifiant 

r 0 = r <o Tx <o <0<o H«(F) <o H«(F). 

On considère la famille de courbes 

y = { r , _ i , H ( r , _ 2 ) , <o H«(F) 

motivée par la remarque suivante : pour toute courbe A € 9", on peut trouver une 

autre courbe A7 € 57 telle que A' <o #(A). Posons alors 

o = 

<o H«(F) 

Og(A). 

On voit facilement qu'il existe une unique composante connexe U de l'ouvert O qui 
contient, pour toute valeur de ro > 0, une demi-droite du type {r = ro,0 < 0 O }-
D'après un théorème de Kérékjârtô (voir [16] ou [23, section 1]), le bord de U est une 
courbe simple r'. Il faut penser à cette courbe comme étant la borne inférieure des 
courbes de ¿7 ; les propriétés caractéristiques de V sont : 

1. r ' est incluse dans la réunion des éléments de 57, 
2. pour toute courbe A G £7, r ' est incluse dans l 'adhérence de Og(A), ce que nous 

noterons r ' < A. 

On en déduit trois propriétés : 

— T 7 est à gauche de r(r 7 ), 
— T 7 est localement à gauche de H(Tf) , 

— y = 7r(r7) est une demi-droite topologique. 
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En effet, un point de r(Tf) est sur r(A) pour l 'une des courbes A E ¿7, et donc à droite 
de T7 puisque r ' < A < r(A). La deuxième propriété se montre de la même façon, 
en utilisant la remarque qui motivait le choix de notre famille 57". La troisième est 
laissée au lecteur. On déduit de ces trois propriétés que H est positif, ce qui conclut 
la preuve du premier point du lemme. 

Nous allons maintenant en déduire que C~(H), s'il n'est pas vide, est un inter

valle de Q voisinage de — oo. É tan t donnés deux rationnels | < ^ tels que ^ est 

dans C~(H), il s'agit de montrer que | est aussi dans C~(H). Par hypothèse on 

a 0 < r~pHq et donc aussi, d 'après le premier point du lemme, 0 < r~pqHqq. 

Il existe donc une droite T vérifiant rpq(T) <o Hqq(T). Puisque pq' < p'q, on a 

Tpq'(T) < 0 Tp'q(T), et par transitivité rpq (T) < 0 Hq'q(T) : on a donc 0 < r~pq' Hqq. 

Utilisant à nouveau le premier point, on en déduit 0 < r~pHq, ce que l'on voulait. • 

Démonstration de la proposition 2.4-3. — L'invariance par conjugaison est évidente, 
la définition n'utilisant que des objets topologiques. Le deuxième point suit immédia
tement de la définition et du sens facile du premier point du lemme. Pour le dernier 
point, il est d 'abord facile de voir que l'intervalle de rotation d 'une contraction ou 
d 'une dilatation est vide. Nous avons vu au paragraphe b que, par contre, l'intervalle 
de rotat ion des points fixes paraboliques n'est pas vide. É tan t donnée la caractérisa
tion des éléments ayant un ensemble de rotation vide fournie par le théorème 2.2.4, 
le dernier point repose sur l'inclusion de l'ensemble de rotation dans l'intervalle de 
rotation, que nous expliquons maintenant . 

Lemme 2.4.5. — Pour toute isotopie I dans J # + ( 0 ) , on a 

p{I) c Pint(I)-

Démontrons ce lemme. Il suffit de montrer que pour tout rationnel | strictement à 

gauche de l'intervalle de rotation, l'ensemble de rotation est inclus dans [ | , +00]. En 

considérant l'isotopie J~pIq et en utilisant les propositions 2.2.2 et 2.4.3, on se ramène 

au cas où p = 0 et q = 1. Par hypothèse, la fraction j appart ient à l'ensemble C ~ ( J ) , 

il existe donc une demi-droite topologique relevée T telle que T <o #(r). Quit te à 

modifier h loin de 0, on peut supposer que T < H(T) : la courbe T est à gauche de 

son image, et non plus seulement localement à gauche (pour cela on remplace H par 

Ra o H, où a est une fonction bien choisie de ]0, +00[ dans M s'annulant au voisinage 

de 0, et Ra est la translation fibrée définie par Ra(r,9) = (r,6 + a(r))). Quit te à 

conjuguer, on suppose que T est la droite euclidienne 6 = 0. Le demi-plan 0 > 0 est 

alors positivement invariant par H : pour tout x = (r, 6) avec 0 < 0 < 1, pour tout 

entier n > 0, le point Hn(r, 6) est à droite de T, d'où 

1 

n 

1 

n 
[eoHn(x)-e(x)). 

On en déduit que la variation moyenne de 6 le long de toute trajectoire de l'isotopie 

/ pendant un temps n est minorée par — ̂ , et par conséquent l'ensemble de rotation 

est inclus dans [0, +00], comme annoncé. • 

ASTÉRISQUE 350 



2.5. DISCUSSION 35 

L'argument montre plus précisément que lorsque l'isotopie / est positive, pour tout 
voisinage V de 0 assez peti t , l'ensemble pv(I) est inclus dans [0,-hoo]. 

d. Lien e n t r e e n s e m b l e e t interval le d e ro ta t ion . — Nous démontrerons au 
chapitre suivant une réciproque au lemme 2.4.5 : lorsque l'ensemble de rotation n'est 
pas vide, l'intervalle de rotation coïncide avec l'enveloppe convexe de l'ensemble de 
rotation (ce sera le contenu du théorème 3.3.1). Avant cela, il nous faudra énoncer le 
théorème feuilleté équivariant de P. Le Calvez, qui est l'ingrédient essentiel de la dé
monstration, et qui va nous donner l'existence d 'un feuilletage « localement transverse 
à l'isotopie / ». Pour faire le lien avec cette notion, donnons une autre formulation 
de la définition d 'un arc positif pour une isotopie / (le lecteur peut se reporter à la 
figure 2.9). Soit 7 : [0,1] —> R2 un arc simple vérifiant 7(0) = 0, que nous orientons 
dans le sens décroissant du paramétrage. On dira que l'arc 7 et l'isotopie / sont loca

lement transverses si tout voisinage U de 0 contient un voisinage V, tel que pour tout 
point x de V, il existe une courbe a dans U, qui est homotope, à extrémités fixées, 
dans J7, à la trajectoire de x sous l'isotopie / , et qui est positivement transverse à 7, 
au sens (informel) suivant : à chaque intersection des deux courbes, la courbe a fran
chit l 'arc 7 de la gauche vers la droite. On remarque alors que 7 et / sont localement 
transverses si et seulement si 7 est un arc positif pour / . 

2.5. D i s c u s s i o n 

Un bit d'information supplémentaire.— Soit / une isotopie dans ${ (0), et notons a 

la borne inférieure de l'ensemble de rotation de / . L'ensemble p(I) est défini comme 
l'intersection des ensembles pv{I) lorsque V parcourt une base de voisinages du point 
fixe, par conséquent nous pouvons distinguer deux situations. Il peut arriver qu'il 
existe un voisinage V tel que a soit encore la borné inférieure de pv(I) ; ou bien, au 
contraire, tous les ensembles pv{I) ont une borne inférieure strictement plus peti te que 
a. Puisque les ensembles pv(I) sont aussi des invariants de conjugaison (lemme 2.2.1), 
cette distinction a un sens en dynamique topologique, et nous obtenons un « bit 
d'information » supplémentaire par rapport à l'ensemble de rotation. Plaçons-nous, 
pour simplifier, dans le cas où l'ensemble de rotation est un intervalle. Nous pourrions 
noter, par exemple, p(I) = [ a + , . . . ] dans le premier cas, et p(I) = [ a - , . . . ] dans le 
second. On obtient bien sûr un second bit d'information symétrique en observant la 
borne supérieure de l'ensemble. 

De façon analogue, si la borne inférieure de l'intervalle de rotation de l'isotopie est 
un nombre rationnel | , alors ou bien l'isotopie J~pIq est positive (elle admet un arc 
positif), ou bien elle ne l'est pas, et nous pouvons là encore noter cette distinction 
Pi„t(/) = [ f , . . . ] o u pint(/) = [ f " , . . . ] . 

Voici quelques exemples. Si / est l'isotopie « naturelle » aboutissant en h qui est 
localement conjugué à z »-> z(l + z), on a 

/ 9 ( / ) = pint ( /) = [ 0+ ,0 - ] . 
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Si h est la rotat ion fibrée (r, 6) \~* (r, 0 + r ) , et / = (ht) l'isotopie donnée par (r, 0 + t r ) , 

on a 
p ( / ) = №„t(J) = [ 0 + , 0 + ] . 

Si / est positive (au sens de l'intervalle de rotat ion), alors pour tout V assez peti t 
Pv(I) ne contient pas de nombre négatifs (cf. preuve du lemme 2.4.5) : autrement 
dit si pi n t ( / ) = [O - 1 - , . . . ] alors pv (I) = [ 0 + , . . . ] . La réciproque est fausse en général : 
l'isotopie triviale vérifie p(I) = [ 0 + , 0 ~ ] mais p[nt(I) = [0~>0 +] ! Cependant je ne sais 
pas si l'existence de points fixes est la seule obstruction. 

Problème 2.5.1. — Soit I une isotopie dans &~*~(0), de temps un h. Supposons que 

0 ne soit pas accumulé par des points fixes contractiles. Est-il vrai que si pv(I) C 
[0,-hoo] pour tout V assez petit, alors l'isotopie I admet un arc positif? 

Un point fixe est dit contractile si sa trajectoire sous l'isotopie n 'entoure pas 0, ou 
encore si son nombre de rotation, qui pourrait a priori être n ' importe quel entier, est 
nul. Cet te définition est précisée au début du chapitre suivant, elle va y jouer un rôle 
central. 

Localisation d'autres invariants.— Pour aboutir à la définition de l'ensemble de ro
tat ion autour d 'un point fixe, nous sommes partis du cadre de l 'anneau compact que 
nous avons généralisé à l 'anneau non compact en introduisant la notion de points per
tinents, puis localisé au point fixe correspondant à l 'une des extrémités de l 'anneau. 
Ce procédé peut être utilisé pour localiser d 'autres invariants classiques. Décrivons 
deux exemples. L'invariant de Calabi est défini sur le groupe G des difféomorphismes 
du disque D 2 qui préservent l'aire et qui sont l 'identité sur un voisinage du bord, de 
la façon suivante. On se donne une isotopie I = (gt) dans ce groupe, de l 'identité à un 
élément g. Pour tout couple de points distincts (x,y), on mesure la variation angu
laire du vecteur joignant gt(x) à gt(y), lorsque t varie de 0 à 1, on la note Angj(x,y). 
Un procédé d'éclatement, utilisant la différentiabilité, permet de montrer qu'il s'agit 
d 'une fonction bornée. On en déduit d 'une part , à l'aide du théorème ergodique de 
Birkhoff, que presque tout couple de points admet un enlacement asymptotique, au 
sens où la suite (pn(x, y))n>o converge, où 

Pn(x,y) 
1 

n 
(Ang 7 (x ,y ) + kngj(g(x),g(y)) + . - . + A n g / ( ^ - 1 ( a ; ) , ^ - 1 ( t / ) ) ) . 

D 'aut re par t on peut intégrer la fonction A n g 7 sur l'ensemble D 2 x D 2 \ A, où A = 
{ ( # , £ ) , £ € O 2 } est la diagonale. Le nombre réel obtenu est l 'invariant de Calabi 

de g. On montre facilement qu'il ne dépend pas du choix de l'isotopie I. Il s'agit 

d 'un invariant de conjugaison, non seulement dans le groupe G, mais aussi pour des 

conjugaisons par des homéomorphismes préservant l'aire (voir [8, 11]). 
Pour un homéomorphisme cette construction échoue, parce qu'en général la 

fonction Angj(x,y) n'est pas integrable. On peut par contre définir, sur le groupe 

H o m e o + ( E 2 ) des homéomorphismes du plan isotopes à l ' identité, un « ensemble de 

Calabi ». Soit I = (ht) une isotopie dans H o m e o + ( R 2 ) . Notons I x I l'isotopie définie 
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sur l'espace g* = R 2 x R 2 \ A par 

(x,y) (ht(x),ht(y)) 

Cet espace est homéomorphe à S 1 x R 3 , soit 0 : W —• S 1 une application continue dont 

la variation vaut 1 le long d 'un lacet engendrant le groupe fondamental de S* : par 

exemple, on peut prendre pour 6 la coordonnée polaire usuelle du vecteur allant de 

x à y. On définit maintenant l'ensemble de Calabi de l'isotopie I de façon tout à fait 

analogue à l'ensemble de rotation dans l 'anneau ouvert : pour tout compact K de g* 

et tout entier n on considère l'ensemble des couples (x, y) pert inents, c'est-à-dire tels 

que les couples (x,y) et (hn(x), hn(y)) sont dans K ; on définit l'ensemble Calabi^(J) 

de tous les nombres obtenus comme limites d 'une suite pnk(xkiyk) où chaque couple 

(xkiVk) est pertinent pour l'entier n^, puis l'ensemble de Calabi 

Cafabim = Adhe {<Laiab\K(I),K compact de î?} 

Une variante consiste à spécifier l 'un des deux points, on obtient ainsi l'ensemble 

de Ruelle d 'un point x du plan, 

9Uie«e(/,a?) = 
v voisinage de x 

Adhe {£alabi{x}x K(I), K compact de V \ {x}}) 

Lorsque le point x est fixe, on retrouve bien sûr l'ensemble de rotation local de x. 

Ici encore, si l'isotopie I est en fait à valeurs dans le groupe des difféomorphismes 

du disque B 2 qui préservent l'aire et qui sont l 'identité sur un voisinage du bord, 

alors l'ensemble 9luette(7, x) est un singleton pour presque tout point x, et sa valeur 

moyenne nous donne l'invariant classique de Ruelle ([37]). 
Je ne connais pas d'applications de ces généralisations, et notamment je ne sais 

pas si ces invariants interagissent de façon intéressante avec d 'autres invariants dyna

miques. 

Ensemble et intervalle.— Je ne connais pas d'exemple pour lequel l'ensemble de 
rotation local n'est pas un intervalle. Il faut chercher cet exemple parmi les points 
dissipatifs, c'est-à-dire qui admettent une base de voisinages attractifs ou répulsifs. 
En effet, pour les points non dissipatifs, nous allons montrer au chapitre suivant que 
tous les nombres rationnels dans l'intérieur de l'enveloppe convexe de l'ensemble de 
rotation sont réalisés par des orbites périodiques ; en particulier ces nombres font 
partie de l'ensemble de rotation, et par compacité il s'agit bien d 'un intervalle. 

Problème 2.5.2. — L'ensemble de rotation local est-il toujours un intervalle ? 

La même question se pose pour l'ensemble de rotation défini au chapitre précédent 

dans l 'anneau ouvert. D 'autre par t , malgré mes efforts, je n 'ai pas su établir de façon 

élémentaire le lien entre l'ensemble et l'intervalle de rotation. La preuve que nous 

allons donner repose sur un résultat profond, le théorème feuilleté équivariant, qui est 

au coeur du chapitre suivant. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 





CHAPITRE 3 

QUAND ÇA TOURNE ... 

Dans les deux derniers chapitres, nous allons relier l'ensemble de rotation à d 'autres 
objets dynamiques. Ici nous nous intéressons plutôt à ce qui se passe lorsqu'il existe des 
points qui tournent autour du point fixe, c'est-à-dire essentiellement lorsque l'ensemble 
de rotation n'est pas réduit à {0}. Le résultat principal est un énoncé de réalisation 
d'orbites périodiques que l'on peut voir comme une version locale du célèbre théorème 
de Poincaré-Birkhoff sur l 'anneau compact (section 3.2). On montre en particulier 
qu'en l'absence d'orbite périodique, sous une hypothèse de récurrence très faible, les 
points proches du point fixe tournent tous à la même vitesse : l'ensemble de rotation 
est un singleton, autrement dit notre germe admet un nombre de rotation. On retrouve 
ainsi certains résultats de P. Le Calvez (section 3.4). 

L'étude repose fondamentalement sur le théorème feuilleté équivariant de P. Le 
Calvez que nous allons expliquer maintenant. Ce théorème nous permet t ra de retrou
ver et généraliser la définition par S. Matsumoto, sous certaines hypothèses, d 'un 
signe qui indique un « sens de rotation » pour une isotopie, même lorsque l'ensemble 
de rotation est {0} (section 3.5). Il joue aussi un rôle important dans la preuve du 
lien entre intervalle et ensemble de rotation (section 3.3). En liaison avec le théorème 
feuilleté équivariant nous utilisons des propriétés de dynamique locale des feuilletages 
expliquées dans l 'appendice B. Les sections 3.3, 3.4 et 3.5 sont largement indépen

dantes. 

3 . 1 . Le t h é o r è m e feui l leté équivariant 

a. É n o n c é global . — Considérons une isotopie / = (ht)te[o,i] sur une surface orien
table M , qui peut être compacte ou non ; le lecteur peut avoir en tête le cas de l 'anneau 
ouvert M = M2 \ {0}, qui est le plus simple après le plan, et qui est le cas pertinent 
pour l 'étude de la dynamique locale. Le théorème feuilleté équivariant annonce l'exis
tence d 'un feuilletage orienté $ transverse à l'isotopie / en l'absence d'une obstruction 
évidente, l'existence de point fixe contractile de / . 

Définissons les notions en jeu. Un point fixe contractile de / est un point x de 
M dont la trajectoire sous l'isotopie / est homotope dans M au lacet constant. Un 
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feuilletage orienté *§ sur M est un feuilletage dont les feuilles sont munies d 'une orien
ta t ion cohérente. Plus précisément, prenons comme feuilletage-modèle le feuilletage 

du plan R 2 par les droites verticales orientées vers le haut . Une carte du feuille
tage orienté est alors une application $ : R 2 —» M continue, injective, qui envoie 
chaque feuille orientée de $ 0 sur un morceau d 'une feuille orientée de Une courbe 
7 : [0,1] —> R 2 est dite positivement transverse à si sa première coordonnée est 
strictement croissante (figure 3.1). Une courbe 7 : [0,1] —» M est dite positivement 

FIGURE 3 .1. Une courbe positivement transverse au feuilletage-modèle $ Q 

transverse à $ si pour tout intervalle J C [0,1] et toute carte $ dont l'image contient 
7 ( J ) , la courbe o 7 : J —» R 2 est positivement transverse au feuilletage-modèle 
^ 0 . On dira enfin que le feuilletage orienté $ et et l'isotopie J sont transverses si 
tout point x peut être joint à son image h\ (x) via une courbe qui est positivement 
transverse au feuilletage ^ , et qui est homotope à extrémités fixées à la trajectoire 
du point sous l'isotopie. 

Théorème 3.1.1 (Le Calvez, [20]). — Toute isotopie I sur une surface orientable M, 
sans point fixe contractile, admet un feuilletage orienté transverse. 

b. E x e m p l e s . — La figure 3.2 montre quelques champs de vecteurs du plan s'an-

nulant seulement en 0. Chacun de ces champs de vecteurs s'intègre en une isotopie 

autonome, sans point fixe, sur l 'anneau ouvert R 2 \ {0}. Il est très facile de trouver 

un feuilletage transverse, par exemple en prenant le feuilletage qui est orthogonal 

au champ de vecteurs. Bien sûr, ceci est beaucoup moins évident dans le cas d 'une 

isotopie non autonome. 

On peut interpréter le feuilletage transverse comme une « fonction de Lyapounov 

locale » (nous expliciterons ce point de vue, dans un cas particulier, à la section 4.4.a). 

Voici quelques exemples d'utilisation pour les isotopies du plan qui fixent 0. Si le 

feuilletage transverse admet une feuille-cercle, alors l 'homéomorphisme a des points 

errants, comme c'est le cas pour l 'homothétie du deuxième dessin. S'il existe une 

feuille aboutissant au point fixe 0, alors l'intervalle de rotat ion est positif, comme 

pour la rotat ion du dernier dessin. Pour le premier et le troisième dessin, le feuilletage 

orienté admet des feuilles aboutissant au point fixe dans le futur, mais aussi dans le 

passé, l'intervalle de rotation sera réduit à {0}. 
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FIGURE 3.2. Champs de vecteurs et feuilletages transverses 

c. U n e vers ion locale . — Soit M' une surface, et XQ un point de M'. On considère 
une isotopie / = (ht) définie sur M = M' \ {xo}, et un feuilletage orienté ^ , sur M , 
transverse à / : tout point x de M peut être joint à son image h\(x) par une courbe 
7 transverse au feuilletage et isotope à sa trajectoire sous l'isotopie. Lorsque x est 
proche de XQ, sa trajectoire sous l'isotopie reste proche de XQ ; on aimerait pouvoir 
choisir une courbe 7 qui soit, elle aussi, proche de XQ. Cette dernière propriété n'est pas 
donnée a priori par le théorème feuilleté équivariant, mais elle est presque toujours 
automatique. Précisons ceci. Suivant [21], nous dirons que $ et I sont localement 
transverses au voisinage du point XQ si tout voisinage U de XQ contient un voisinage 
V de xo, tel que pour tout point x de V, il existe une courbe 7 dans U, positivement 
transverse à et homotope dans U à la trajectoire de x sous l'isotopie I. On a alors 
la propriété suivante. 

Proposition 3.1.2 (Le Calvez, [21]). — Dans cette situation, si la surface M' n'est pas 

la sphère, le feuilletage et l'isotopie sont aussi localement transverses au voisinage de 

XQ. 

On doit exclure la sphère pour que deux courbes proches de la singularité et qui 

sont homotopes dans M'\{XQ) soient aussi localement homotopes. Il est facile de voir 

que l'énoncé est faux sur la sphère (voir [21]). 

d. Stabi l i té . — La propriété de transversalité locale en un point XQ est stable par 

perturbation. Cette stabilité sera très utile pour simplifier la topologie du feuilletage 
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transverse. La topologie adaptée pour ce type de per turbat ion est la topologie de 
Whitney, ce qui signifie, en gros, que plus on s'approche du point XQ, plus la pertur
bation autorisée est peti te. 

Précisons ceci. Soit $ un feuilletage orienté sur une surface M. On considère 
une carte compacte du feuilletage, c'est-à-dire une application continue injective 
(p : [0, l]2 —y M qui envoie chaque segment vertical du carré, orienté vers le haut , sur 
un morceau de feuille orientée de *@. Pour tout nombre e > 0, on définit l'ensemble 
0((f,e) des feuilletages de M qui admet tent une carte compacte ip' uniformément 
proche de (p, plus précisément vérifiant 

SuPte[o,i]2d(<^(t), <^'(£)) < e 

(où d est une distance sur M compatible avec la topologie, fixée une fois pour toute) . 
On dira qu 'une famille de cartes compactes est localement finie sur M si aucun point 
de M n 'appar t ient aux images d 'une infinité de cartes de la famille. 

Lemme 3.1.3. — Soit une isotopie I définie sur M = M' \ {xo}, où XQ est un point 
de la surface M'. Soit *@ un feuilletage orienté de M localement transverse à I au 
voisinage de XQ. Il existe alors une famille (ipi) de cartes compactes de localement 
finie sur M, et une suite (si) de réels strictement positifs, tels que tout feuilletage 
orienté de M appartenant à Vouvert de Whitney 

<o H«(F) 
i 

<o H«(F) 

est encore localement transverse à I au voisinage de x$. 

Cette propriété de stabilité interviendra une première fois pour expliciter le lien 
entre ensemble et intervalle de rotat ion (section 3.3), et une seconde fois dans la quête 
des secteurs hyperboliques des points fixes d'indice négatif (section 4.4). Le lecteur 
est probablement impatient de voir comment le théorème feuilleté équivariant permet 
de relier ensemble de rotation et orbites périodiques ; aussi, nous lui proposons de 
reporter la preuve du lemme 3.1.3 au moment de sa deuxième utilisation. 

3 .2 . D é t e c t i o n d e s orb i t e s p é r i o d i q u e s 

Nous donnons une version locale du célèbre théorème de Poincaré-Birkhoff : l'en

semble de rotat ion détecte certaines orbites périodiques. 

a. L 'anneau c o m p a c t . — Considérons une isotopie J = (ft)te[0A] sur Ie cercle ou 
l 'anneau. Si x est un point périodique de fi de période q, la variation de la coordonnée 
6 le long de la trajectoire de x pendant un temps q est un certain entier p ; le point 
x admet donc un nombre de rotat ion | , on dit que le rationnel | est réalisé par 
une orbite périodique. Sur le cercle, un nombre de rotation rationnel est toujours 
réalisé par une orbite périodique. On peut se demander si cette propriété persiste en 
dimension 2. L'exemple de la figure 3.3 montre que ce n'est pas le cas. Pour retrouver 
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ce phénomène, il suffit cependant d 'une hypothèse très générale appelée propriété 
d'intersection. 

FIGURE 3.3. Pour une isotopie poussant les points le long des feuilles 
du feuilletage de Reeb de l'anneau, l'ensemble de rotation contient des 
nombres positifs et négatifs, mais le nombre 0 n'est pas réalisé par une 
orbite périodique 

Définition 3.2.1. — Soit / un homéomorphisme de l 'anneau isotope à l 'identité. On 
dira que f a la propriété d'intersection si toute courbe de Jordan essentielle, c'est-à-
dire qui fait le tour de l 'anneau, rencontre son image par / . 

Lorsque / ne possède pas la propriété d'intersection, une courbe de Jordan es
sentielle 7 et son image / ( 7 ) qui en est disjointe bordent un anneau ouvert errant, 
c'est-à-dire disjoint de tous ses itérés. En particulier, les itérés fp ne possèdent pas 
non plus la propriété d'intersection. Cet te remarque admet une réciproque. 

Lemme 3.2.2. — Si f a la propriété d'intersection, alors toutes ses puissances fp 

(p ^ 0) l'ont aussi. 

La preuve est analogue à la construction de la courbe r ' dans la preuve du point 1 

du lemme 2.4.4. La propriété d'intersection apparaît alors comme une propriété faible 

de récurrence : sur toute courbe de Jordan essentielle, pour tout entier p, il existe un 

point x qui revient sur la courbe en temps p. Voici maintenant la généralisation du 

théorème de Poincaré-Birkhoff, essentiellement due à J. Franks ([9]). 

Théorème (Franks). — Soit f un homéomorphisme de l'anneau compact, isotope à 

l'identité, et I une isotopie de l'identité à f. Supposons que f possède la propriété 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



44 CHAPITRE 3. QUAND ÇA TOURNE ... 

d'intersection. Alors tout nombre rationnel | , écrit sous forme irréductible, apparte

nant à l'ensemble de rotation de I, est réalisé par une orbite périodique de période q. 

Cet énoncé peut être démontré à l'aide du théorème feuilleté équivariant. Ce dernier 
sera également la clé de la version locale que nous énonçons maintenant . 

b. Vers ion loca le d u t h é o r è m e d e Poincaré-Birkhoff -Franks . — Soit h un 
homéomorphisme du plan fixant 0, on dira que h a la propriété d'intersection locale 
si il existe un voisinage de 0 ne contenant aucune courbe fermée simple essentielle, 
c'est-à-dire entourant 0, disjointe de son image. Dans le cas contraire, on dira que h 
est dissipatif. 

Théorème 3.2.3. — Soit I une isotopie dans ^ + ( 0 ) dont le temps un est un homéo

morphisme h qui a la propriété d'intersection locale. Soit | un nombre rationnel écrit 

sous forme irréductible et appartenant à l'intérieur de l'enveloppe convexe de p(I). 

Alors tout voisinage de 0 contient un point x ^ 0 de période q et de nombre de 

rotation | , dans l'anneau R 2 \ {0}, pour l'isotopie I. 

Démonstration. — Comme toujours, nous commençons par réduire cet énoncé au cas 
p = 0 et q = 1. Cet te réduction suit immédiatement de deux propriétés : d 'une par t le 
lien entre l'ensemble de rotation de / et celui de Iq (proposition 2.2.2), d 'autre par t 
la persistence de la propriété d'intersection lorsqu'on élève / à la puissance q (version 
locale du lemme 3.2.2). On est ainsi ramené à démontrer un théorème de point fixe, 
que nous énonçons sous forme contraposée, en remarquant que pour un point fixe de 
/ , avoir un nombre de rotation nul équivaut à être contractile. 

Théorème 3.2.4. — Soit I une isotopie dans (0) dont le temps un est un homéo
morphisme h qui a la propriété d'intersection locale. Supposons que 0 n'est pas accu
mulé par des points fixes contractiles, dans l'anneau R 2 \ {0} ; pour l'isotopie I. Alors 
l'ensemble de rotation de I est inclus dans [—oo,0] ou dans [0,+oo]. 

On se place sous les hypothèses du théorème 3.2.4. D'après la proposition de l 'ap

pendice A, qui t te à modifier h loin de 0, on peut supposer qu'il n ' a aucun point fixe 

contractile pour l'isotopie / . On peut alors appliquer le théorème feuilleté équivariant 

et la proposition 3.1.2 et obtenir ainsi un feuilletage défini sur le plan troué R 2 \ { 0 } , 

localement transverse à l'isotopie I au voisinage de 0. 

Soit F une feuille-cercle du feuilletage, c'est-à-dire une feuille qui est une courbe de 

Jordan (voir l 'appendice B pour l 'étude locale des feuilletages du plan) . Cet te feuille 

doit entourer une singularité, et ici la seule singularité est le point 0. D 'aut re par t , 

la transversalité nous dit que F est disjointe de son image par h. Puisque h possède 

la propriété d'intersection locale, on voit qu'il existe un voisinage de 0 sur lequel le 

feuilletage *§ n 'a aucune feuille-cercle. D'après la classification locale des feuilletages, 

il existe alors une feuille F de ^ dont l 'un des deux ensembles o;-limite ou a-limite 

est {0} (voir le corollaire B.6.3). 
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Quit te à changer h en / i - 1 , et l 'orientation du feuilletage en son opposée, on 
peut se restreindre au cas où w(F) = {0}. Montrons que dans ce cas, une demi-feuille 
positive 7 incluse dans F est « poussée sur sa droite », au sens où tout relevé T de 
7 vérifie r < 0 H(T), l 'homéomorphisme H é tant obtenu en relevant l'isotopie I (cf 
section 2.4). Pour cela, le théorème de Sehoenflïes nous fournit un homéomorphisme 

fixant 0, qui redresse 7 sur un segment vertical orienté vers le h a u t ; quit te à 
conjuguer la situation par on peut supposer que 7 est ce segment vertical. Dans ces 
coordonnées, considérons un disque euclidien U centré en 0 et dont le bord rencontre 
7. Soit V C U donné par la transversalité locale : la trajectoire de tout point x de 
V est homotope à une courbe ax positivement transverse à $ et incluse dans U. En 
particulier, les courbes ax ne peuvent traverser 7 que de la gauche vers la droite. Ceci 
entraîne que la variation de la coordonnée 6 le long de ax, pour les points x de 7 fl V, 
est (strictement) positive. On en déduit que T <o H(T). Par définition, l'intervalle 
de rotat ion est alors inclus dans [0, +00], et nous avons vu que ceci entraîne la même 
inclusion pour l'ensemble de rotation (lemme 2.4.5). Ceci conclut. • 

Nous pouvons extraire de la preuve le critère suivant (voir la remarque suivant la 
preuve du lemme 2.4.5). 

Lemme 5.2.5. — Soit I une isotopie dans . # + ( 0 ) , et ¿7 un feuilletage de R 2 \ {0} 
qui est localement transverse à I. S'il existe une demi-feuille positive 7 de & dont 

l'ensemble u-limite est {0} ? alors 7 est un arc positif pour l'isotopie I. L'intervalle 

de rotation de I est inclus dans [0,+00], et pour tout voisinage V de 0 assez petit, 

l'ensemble pv(I) est inclus dans [0, +00]. 

3 .3 . E n s e m b l e e t interval le d e ro ta t ion 

Nous allons maintenant déterminer complètement le lien entre l'intervalle de ro
tat ion et l'ensemble de rotation. Lorsque la propriété d'intersection locale, définie à 
la section précédente, est satisfaite, la preuve est assez facile ; elle repose sur le théo
rème feuilleté équivariant et sur la classification locale des feuilletages discutée dans 
l 'appendice B. Le cas contraire est bien plus difficile et fait appel à un argument de 
per turbat ion des feuilletages transverses, associé au résultat de stabilité (lemme 3.1.3). 

En préambule, soulignons que le cas où l'ensemble de rotation de h est vide est 

complètement résolu : d 'après le théorème 2.2.4, ou bien h est localement conjugué 

à une homothétie, ou bien h est localement conjugué à un point fixe parabolique; 

dans le premier cas on voit facilement que l'intervalle de rotation est tout aussi vide ; 

dans le second, nous avons vu que l'intervalle de rotation est un singleton rationnel 

(lemme 2.4.2). 

Théorème 3.3.1. — Soit I une isotopie dans < # + ( 0 ) dont l'ensemble de rotation n'est 
pas vide. Alors l'intervalle de rotation de I est égal à l'enveloppe convexe de son 
ensemble de rotation. 
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Démonstration. — Nous avons déjà vu que l'intervalle de rotat ion contient l'ensemble 
de rotat ion (lemme 2.4.5), et donc aussi son enveloppe convexe, il s'agit maintenant de 
montrer l'inclusion inverse. Rappelons qu 'un feuilletage de type Puits est localement 
conjugué au feuilletage radial en demi-droites issues de 0. Soit h eff+(0),H un relevé 
de h obtenu en relevant une isotopie / . Le théorème 3.3.1 va découler de l'énoncé 
suivant. 

Lemme 3.3.2. — Supposons que Vensemble de rotation p(I) est non vide et inclus dans 

]0, +00]. Alors il existe un feuilletage P de R 2 \ {0}, de type Puits, qui est localement 

transverse à I. En particulier, H est positif, et son intervalle de rotation est inclus 

dans [0,+00]. 

À l'aide des propriétés des ensemble et intervalle de rotation, on déduit de ce lemme 

que pour tou t rationnel | strictement à gauche de l'ensemble de rotat ion, l'intervalle 

de rotat ion est à droite de | , ce qui entraîne le théorème, l'ensemble de rotat ion étant 

fermé. Remarquons au passage qu 'un feuilletage de type Pui ts , localement transverse 

à l'isotopie / , nous donne un changement de coordonnées $ dans 3£+ (0) dans lequel 

la variation de la coordonnée 9 est strictement positive le long de toute trajectoire de 

l'isotopie qui est suffisamment proche du point fixe. 

Démontrons maintenant le lemme. Nous pouvons obtenir la conclusion du lemme 

sous des hypothèses un peu plus faibles : nous supposons simplement que 

— le point 0 n'est pas accumulé par des points fixes contractiles pour l'isotopie / , 

— pour tout voisinage V de 0 assez peti t , l'ensemble pv(I) est inclus dans [0, +00] 
sans être vide ni réduit à {0}. 

Nous allons trouver notre feuilletage $ ou bien directement en appliquant le théorème 
feuilleté équivariant, ou bien en modifiant le feuilletage fourni par celui-ci. Sous nos 
hypothèses, H n ' a pas de point fixe se projetant arbitrairement près de 0, on peut 
donc supposer que H n 'a aucun point fixe (quitte à modifier h loin de 0, cf. appen
dice A) . D'après le théorème feuilleté équivariant, il existe alors un feuilletage $ sur 
l 'anneau R 2 \ {0} transverse à l'isotopie I . Notons que le feuilletage est aussi locale
ment transverse à / au voisinage du point fixe. Le feuilletage n ' a aucune feuille dont 
l'ensemble a-limite est {0} : sans quoi, par transversalité, pour tout voisinage V du 
point fixe, l 'ensemble de rotat ion pv{I) ne contiendrait que des nombres négatifs ou 
nuls (lemme 3.2.5). Il n'est donc pas de type Source, ni Pétale, ni Selle, ni Mixte (cf. 

appendice B) . S'il est de type Pui ts , le lemme est démontré. D'après la classification 
locale des feuilletages, il ne nous reste plus qu 'à trai ter le type Cycle, c'est-à-dire le 
cas où 0 est accumulé par des feuilles-cercles (cf. proposition B . l . l ) . Nous allons voir 
qu'on peut alors modifier *@ en un feuilletage de type Pui t s qui sera encore transverse 
à l ' isotopie. ( 1 ) 

Nous utilisons la description des feuilletages de type Cycle (section B . 3 de l 'appen
dice B) . Qui t te à effectuer un changement de coordonnées, on peut supposer que toutes 

W La démonstration est terminée si l'on suppose la propriété d'intersection locale, qui interdit les 
feuilles de type Cycle. 
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les feuilles-cercles sont des cercles euclidiens centrés en 0. On considère l'ensemble S 
des anneaux A bordés par deux feuilles-cercles de ^ , notées d+A et d~ A où la seconde 
sépare la première de 0, et minimaux pour cette propriété : A ne contient aucune autre 
feuille-cercle. Les feuilles incluses dans A ont alors pour ensemble a-limite l 'un des 
deux bords, et l 'autre pour ensemble u;-limite ; on dira que le feuilletage « va de l'une 
à l 'autre ». Le feuilletage sur l 'anneau A est une composante de Reeb ou une spirale. 
Un anneau A e U sera qualifié de bon si le feuilletage va de d+A vers d~ A, et de 
mauvais dans le cas contraire. 

Plaçons-nous d 'abord dans le cas où il existe un voisinage de 0 ne contenant pas de 
mauvais anneau ; c'est le cas le plus facile. On peut alors perturber le feuilletage ^ , 
arbitrairement peu en topologie de Whitney, en un feuilletage qui n 'a plus de feuille-
cercle, toutes les feuilles ayant {0} pour ensemble o;-limite. Ce feuilletage per turbé est 
alors de type Pui ts . Si la perturbat ion est assez petite, le lemme 3.1.3 nous garantit 
que ce feuilletage est encore localement transverse à / ; le lemme est donc démontré 
dans ce cas. 

Supposons maintenant que les mauvais anneaux accumulent la singularité 0. Cette 
fois-ci, et contrairement aux cas précédents, le feuilletage n'est pas dans l 'adhérence 
des feuilletage de type Pui ts , il va nous falloir effectuer une « grande » perturbation. 
Considérons la partie So de S constituée des anneaux A qui rencontrent leur image 
par h. Cet ensemble est localement fini sur R2 \ {0} : pour toute paire F\,F2 de 
feuilles-cercles, il n 'y a qu 'un nombre fini d'éléments A G $o inclus dans l 'anneau 
Aplip2 bordé par ces deux cercles. En effet, l'espace des feuilles-cercles incluses dans 
AF!,F2 est compact ; par transversalité de et / , toute feuille-cercle est disjointe de 
son image par h, il existe donc un nombre e > 0 qui minore la distance d'une feuille-
cercle de AF1^F2 à son image; tout anneau d'épaisseur plus peti te que £ est disjoint 
de son image. Une première modification du feuilletage $ consiste alors à remplacer 
^ , sur chaque anneau A G S qui est disjoint de son image par h, par le feuilletage en 
cercles euclidiens centré en 0. Il est clair que le feuilletage $ ainsi obtenu est encore 
transverse à l'isotopie / . On est ainsi ramené au cas où la famille des mauvais anneaux 
ne s'accumule qu'en 0. On se place dorénavant dans cette situation. 

Le feuilletage sur un anneau A G ÎS est une composante de Reeb ou une spirale. 
Dans le premier cas, les deux feuilles-bords sont orientées dans des sens opposés et la 
transversalité nous donne les inclusions h(A) C Int(A) ou h-1 (A) C Int(A) ; on voit 
que l'ensemble maximal invariant de l 'anneau, défini par 

Maxinv(^L) := 

nez 

h-n(A), 

n'est pas vide. Dans le second cas les deux bords de A sont poussés dans le même 

sens et l'ensemble maximal invariant peut être ou ne pas être vide. Les affirmations 

suivantes explorent ces deux possibilités. 

Affirmation 3.3.3 (Le Calvez, [17]). — Supposons que Vensemble maximal invariant de 

Vanneau A n'est pas vide. Si A est inclus dans un voisinage VQ avec pv0(I) C [0, +oo], 
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alors le feuilletage doit aller de d+A vers d A. Autrement dit, l'ensemble maximal 

invariant d'un mauvais anneau assez proche de 0 est vide. 

Affirmation 33 A. — Supposons que l'ensemble maximal invariant de l'anneau A est 

vide. Alors il existe un anneau A contenant A, bordé par d+A et un itéré hn(d~ A) de 

d~ A, et un feuilletage orienté $ de A dont toute feuille F est une courbe de Jordan 

disjointe de son image, h(F) étant située à droite de la courbe orientée F. 

Admettons provisoirement les deux affirmations et poursuivons la démonstrat ion 
du lemme. Nous allons construire un feuilletage intermédiaire $ , toujours t rans verse à 
l'isotopie / , et ne contenant aucun mauvais anneau, ce qui permet de conclure comme 
précédemment. Le feuilletage intermédiaire est construit comme limite d 'une suite 
de feuilletages transverses Q^)i>o qui est stationnaire sur tout compact de R 2 \ {0}, 
voici comment. Par hypothèse les mauvais anneaux accumulent 0 et seulement 0, 
on note (Ai)i>o la liste de tous ceux qui sont inclus dans un voisinage de 0 où les 
deux affirmations sont vérifiées, ordonnée naturellement de façon à ce que chaque 
anneau sépare les précédents des suivants. D'après la première affirmation l'ensemble 
maximal invariant du mauvais anneau Ai est vide, la seconde affirmation nous fournit 
un feuilletage en feuilles-cercles sur un anneau Ai, contenant Ai et bordé par d^Ai 

et hni(d~Ai) ; ce feuilletage se recolle avec le feuilletage à l 'extérieur de d+Ai 

et avec le feuilletage hni($) à l 'intérieur de hni(d~Ai), pour former le feuilletage 
De même, la seconde affirmation nous fournit un feuilletage en feuille-cercles 

de l 'anneau A2 bordé par d+ A2 et hn2(d~A2), on pousse ce feuilletage par hni sur 
l 'anneau hNI(Â2), on feuilleté la zone au-delà de hni(d~*~A2) par *§x et la zone en 
deçà de / i n i + n a ( d ~ A 2 ) p a r / i n i + n 2 ( ^ 1 ) ; on obtient ainsi le feuilletage @ 2 . En itérant 
le procédé on construit la suite ( ^ ) recherchée. Pour conclure, il reste à vérifier que le 
feuilletage $ obtenu est encore transverse à l'isotopie / . Par construction toute feuille 
orientée F' de $ est une itérée hn(F) d 'une feuille orientée F de ou une itérée 
d 'une feuille fournie par la seconde affirmation. Considérons le revêtement universel 

A de l 'anneau A ~ R 2 \ {0} et le feuilletage $ qui relève . D'après la théorie 

de Poincaré-Bendixson, les feuilles F' de ce feuilletage sont des droites topologiques 

orientées, chacune sépare le plan en deux ouverts Og(F
f) et Od(F') situés de par t et 

d 'autre de F'. La transversalité de *@ avec l'isotopie / , ou bien, selon l'origine de la 

feuille F', la seconde affirmation, nous disent que l'ouvert à droite est positivement 

invariant, 

H(Adhe(Od(F'))) c Od{F'). 

Une droite topologique A vérifiant la propriété iï"(Adhe(Od(A))) C Od(A) est appelée 

droite de Brouwer orientée pour H. La transversalité du feuilletage est maintenant 

donnée par une remarque de P. Le Calvez : le feuilletage $ est transverse à l'isotopie 

J si et seulement si chaque feuille de ^ est une droite de Brouwer orientée pour H 

(voir [20], paragraphe suivant le théorème 1.1). L'argument-clé est de considérer, pour 

un point x donné dans le plan A, l'ensemble des points que l'on peut joindre depuis 
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x par une courbe positivement transverse au feuilletage. Cet ensemble est saturé par 
le feuilletage, et situé à droite de chacune des feuilles qui le borde. Ainsi, lorsque ces 
feuilles sont des droites de Brouwer orientées, cet ensemble est positivement invariant, 
il contient en particulier le point H(x). Ceci achève la preuve de notre lemme, ou 
plutôt , le fait reposer entièrement sur nos deux affirmations. • 

Preuve de la première affirmation. — Soit Vb un voisinage de 0 tel que py0 (I) est 
inclus dans [0,+00]. Rappelons que cet ensemble est un invariant de conjugaison, au 
sens où p $ ( V o ) ( ^ / ^ _ 1 ) = PvQ(I) pour tout changement de coordonnées $ G < # + ( 0 ) 
(lemme 2.2.1). Supposons, par l 'absurde, que l'ensemble maximal invariant d 'un an
neau A cVo n'est pas vide, et que le feuilletage orienté sur A forme une composante 
de Reeb ou une spirale et va de d~ A vers d+A. Chacune des deux courbes bordant 
l 'anneau est disjointe de son image, par conséquent l'ensemble maximal invariant de A 

est inclus dans l'intérieur de A. Soit A' un anneau inclus dans l'intérieur de A, bordé 
par deux courbes de Jordan transverses au feuilletage, et contenant Maxinv(A). La 
trace du feuilletage sur A' est homéomorphe au feuilletage de [0,1] x S 1 par les seg
ments [0,1] x {6} ; quit te à effectuer un changement de coordonnées, ce qui ne modifie 
pas l'ensemble py0(I), on peut donc supposer que A! = V \ Int(W) où V, W sont 
deux disques euclidiens centrés en 0, et que la trace du feuilletage coïncide avec le 
feuilletage radial par les demi-droites issues de 0 (figure 3.4). 

A 

A' 

FIGURE 3.4. Redressement du feuilletage dans un anneau A' intérieur à A 

Considérons une courbe positivement transverse au feuilletage et joignant deux 

points de A'. Puisque A est bordé par des feuilles de J^ , la courbe ne peut franchir 

qu 'une seule fois le bord de A, mais ses extrémités sont toutes deux dans A, c'est 

donc qu'elle n 'en sort pas. Comme le feuilletage va de d~ A vers d+A, la variation de 

la coordonnée 6 le long de cette courbe est strictement négative. Soit maintenant x 
un point de l'ensemble Maxinv(yl). L'isotopie est transverse au feuilletage : il existe 
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une courbe allant de a: à son image, isotope à la trajectoire de et positivement 
transverse au feuilletage. D'après ce qui précède, la variation de la coordonnée 0 le 
long de cette courbe, et donc aussi le long de la trajectoire de x, est un nombre pi(x) 

qui est strictement négatif. La fonction continue pi est alors majorée sur l'ensemble 
compact Maxinv(A) par un nombre strictement négatif. On en déduit que l'ensemble 
Pv,w{I) n'est pas vide, et qu'il est inclus dans [—oo,0[, ce qui entraîne la même 
conclusion pour pvQ{I)' Mais ceci contredit le choix initial de VQ. • 

Preuve de la seconde affirmation. — Lorsque a et /3 sont deux courbes de Jordan 
disjointes et que la première entoure la seconde, nous exprimons ce fait par la notation 
a < /3, et [a, /3) représente alors l 'anneau topologique délimité par ces deux courbes. 
Nous avons déjà remarqué que, sous l 'hypothèse de l'affirmation, les deux feuilles 
bordant A sont orientées parallèlement ; quit te à changer h en h~x nous pouvons 
supposer que cette orientation est négative, ce qui revient à dire que d+A < h(d+A) 

et d~A < h(d~A). Pour tout entier positif n, soit Kn le compact obtenu comme 
l'intersection du disque topologique bordé par hn(d+A) et du complémentaire du 
disque ouvert bordé par h~n(d~ A). Par transversalité la suite (Kn)n>o est emboîtée 
et son intersection coïncide avec l'ensemble maximal invariant de A ; si celui-ci est vide, 
l 'un des compact Kn doit être vide. Il existe donc un entier n tel que d~ A < / i n ( 9 + A ) . 
Nous affirmons pouvoir alors choisir une famille continue (at)te[o,i] de courbes de 
Jordan interpolant QLQ — d+ A et ai = d~A et qui vérifient chacune a t < h(at). En 
effet, les courbes d+ A et d~A, é tant chacune disjointe de leur image, se projettent 
dans le tore quotient 

nez 

hn([d+A,h(d+A)}) /h 

en deux courbes simples; ces courbes sont homotopes, on peut donc trouver une 
isotopie les reliant, et on obtient la famille (at) en relevant cette isotopie (la famille 
(at) abouti t bien en d~ A et non pas en un autre itéré si l'on a pris soin de choisir dans 
la bonne classe d'homotopie l'isotopie dans le tore quo t ien t ) . ( 2 ) Pour chaque t G [0,1] 
nous choisissons maintenant une courbe (3t vérifiant 

at < fit < h(at). 

En particulier, l 'anneau [at,/3t] est disjoint de son image par h. Par compacité on 

trouve alors une subdivision de l'intervalle to = 0 < ti < - - - < t n = 1 assez fine pour 

que pout tout i = 0 , . . . , n — 1 on ait 

<*ti+1 < Ai < Mow 
et en particulier l 'anneau h(ati+1)] est disjoint de son image. Nous définissons 

maintenant , pour i = 0 , . . . , n , des courbes ji = h^(ati) et Si = hl((3ti)- Nous avons 

d+A = 70 < S0 < 7i < ¿1 < < Sn_i < 7 n = hn(d~A). 

(2) Si les courbes at sont deux à deux disjointes alors elles forment un feuilletage qui satisfait l'énoncé 
de la proposition, mais ce n'est pas nécessairement le cas. 
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De plus deux courbes successives dans cette suite bordent un anneau disjoint de son 
image. On feuillette finalement chacun de ces anneaux par des courbes de Jordan, 
les feuilletages des différents anneaux se recollent en un feuilletage de l 'anneau A = 
[d+A, hn(d~A)] qui satisfait l'énoncé de l'affirmation. • 

Bien que je ne sache pas le démontrer, il est plausible que dans la seconde affir

mation on puisse toujours choisir n = 1, ce qui simplifierait un peu la preuve du 

lemme. 

3.4 . Le n o m b r e de ro ta t ion de Le Calvez 

Voici une conséquence de la version locale du théorème de Poincaré-Birkhoff-Pranks 
(théorème 3.2.3). Soit h un homéomorphisme non dissipatif et dont l'ensemble de 
rotation contient au moins deux éléments. Alors le point fixe est accumulé à la fois 
par des orbites périodiques de période fixée, et par des orbites périodiques dont la 
période tend vers +oo. Par contraposition, en l'absence de l'une ou l 'autre de ces 
accumulations, si l'ensemble de rotation n'est pas vide, c'est un singleton. Nous allons 
voir que ce singleton ne peut pas être { ± o o } . Autrement dit, comme dans le cas du 
cercle, on peut at t r ibuer à h un nombre de rotation. 

Pour exclure la possibilité d 'un nombre infini nous distinguons deux cas. Dans le 
premier cas, que nous allons traiter maintenant, P. Le Calvez a défini un nombre de 
rotation à l'aide du concept de bouts premiers, et il s'agit seulement de vérifier que 
ce nombre est bien celui que contient notre ensemble de rotation. Dans le cas restant, 
P. Le Calvez et J. C. Yoccoz ont là encore défini un nombre de rotation, bien que par 
des moyens différents, et nous retrouverons ce nombre au dénouement du chapitre 4. 
Nous commençons par rappeler la classification de P. Le Calvez qui permet notamment 
de distinguer ces deux cas. Tous les arguments qui suivent sont adaptés de l'article [19] 
de P. Le Calvez, et nous ne donnerons pas de preuves complètes. 

a. La classif ication de P. Le Calvez . — Dans son article, P. Le Calvez propose 
une classification des points fixes selon trois critères : accumulé, dissipatif, indifférent. 

Le premier critère correspond simplement à la présence d'orbites périodiques dans tout 
voisinage du point fixe ; on peut préciser le cas accumulé en disant que h est dégénéré 

si tout voisinage contient une orbite périodique de période fixée. Nous avons déjà ren
contré le deuxième critère : un homéomorphisme h, fixant 0, est dissipatif s'il ne vérifie 
pas la propriété d'intersection locale. Le troisième critère concerne l'existence d'en
sembles connexes, arbitrairement peti ts mais non réduits au point fixe, et invariants 
par l 'homéomorphisme. Ainsi, le prototype de point indifférent sera z i—• z 4- z2, les 
pétales invariants fournissant des ensembles connexes de toute taille (voir par exemple 
la figure introductive de l 'avant-propos). A l'opposé, le point Selle (x, y) h-» (2x,y/2) 

n'est pas indifférent puisqu'il n'existe aucun ensemble connexe invariant borné. 
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Définissons plus précisément la propriété d'indifférence. Pour tout ensemble E , 
l'ensemble maximal invariant de E est constitué des points qui ne s'échappe jamais 

de E, 

Maxinvi E) = hn(E). 

Lorsque E contient 0, la composante connexe de 0 dans Maxinv(E) est notée 
Maxinv 0 ( i£) . Un voisinage V de 0 est dit isolant si l'ensemble Maxinv(Adhe(F)) 
ne rencontre pas la frontière de V ; il est dit non indifférent si l'ensemble 
Maxinvo(Adhe(V r)) ne la rencontre pas, et indifférent dans le cas contraire. Bien sûr, 
un voisinage indifférent n'est pas isolant. Réciproquement, si tout voisinage assez 
petit est non isolant, alors tout voisinage assez petit est indifférent ([19], paragraphe 
2.2) : en effet, si V est non indifférent, il existe une courbe de Jordan qui sépare la 
frontière de V de l'ensemble Maxinv 0 (Adhe(T/)) , et cette courbe borde un disque 
isolant. On dira que h est indifférent si tout voisinage assez peti t est non isolant. 

Notons que cette propriété n'est pert inente que dans le cas non dissipatif (un 
point fixe indifférent n'est jamais dissipatif). Dans le cas indifférent, l'existence de 
compacts connexes non triviaux, arbitrairement peti ts , permet d'utiliser la notion de 
bouts premiers due à Carathéodory (voir [32] et plus bas). Dans le cas non indifférent, 
c'est-à-dire s'il existe une base de voisinages isolants, et si h n'est pas dissipatif, on 
dira que h est un point Selle ; on peut alors utiliser les techniques d'indice de Conley 
(voir [23, 10 , 36]). Le principal intérêt de cette classification tient à l'existence de 
ces deux outils complémentaires. 

Exercice. — Pour chacun des exemples de la figure 0.1 de Vavant-propos, déterminer 
s'il s'agit d'un point dissipatif, accumulé, indifférent. 

b. L ' e n s e m b l e de ro ta t ion des p o i n t s indifférents . — Nous faisons le lien avec 
l 'étude des points indifférents menée par P. Le Calvez. Considérons un élément h de 
^ + ( 0 ) , et notons t%h l'ensemble des continus du plan (c'est-à-dire des ensembles 
compacts connexes) qui sont pleins (c'est-à-dire dont le complémentaire est connexe), 
qui contiennent 0 sans être réduit à {0}, et qui sont invariants par h. Lorsque h est 
indifférent, ïKh contient des éléments arbitrairement peti ts : si (Ve) est une base de 
voisinages de 0, on peut trouver pour chaque £ un élément K de CK^ inclus dans Ve ; 

on dira que la suite (Ke) tend vers {0}. Si l'on choisit Ke = Maxinv 0 (Adhe(V^)) alors 
la suite obtenue est décroissante. 

Pour tout K G tfCh, l'ensemble R 2 \ K admet une compactification naturelle 

(R \K)UC 

par ajout du cercle des bouts premiers C. L'homéomorphisme h induit un homéo

morphisme hx de (R 2 \ K) U C, et cette construction nous fournit notamment un 

homéomorphisme croissant du cercle, hK\C. On peut remarquer que l'espace quotient 

obtenu en identifiant K à un point est encore homéomorphe au plan, et que pour 

l 'homéomorphisme induit par /i, le point fixe K est topologiquement éclatable, au 

sens du chapitre 2. 
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Nous noterons pxih) le nombre de rotation de cet homéomorphisme. Si l'on se 
donne une isotopie / aboutissant en h, on peut lui associer un nombre réel PK(I) qui 
relève pxih) : pour cela, on considère une isotopie V dans (R 2 \ K) U C, aboutissant 
en h, et qui induit sur R 2 \K une isotopie homotope à I (comparer avec le paragraphe 
précédent l'énoncé de la proposition 2.3.1). 

Nous cherchons à comparer les nombres PK(I) avec l'ensemble de rotation local 
(et l'intervalle de rotation qui est son enveloppe convexe). Commençons par relever 
un lien élémentaire. On reprend les notations de la section 2.4. Soit H un relevé 
de ft|R2\{0}

 a u revêtement universel, et supposons qu'on a un relevé F d 'une demi-
droite topologique 7 qui est positive pour H, c'est-à-dire vérifiant T <Q H(T). Soit 
maintenant K un élément de $Ch suffisamment peti t . En considérant le premier point 
sur K lorsqu'on parcourt 7 de l'infini vers 0, on obtient ce que P. Le Calvez appelle 
un arc d'accès strictement positif de K. On en déduit facilement que le nombre de 
rotation PK{I) est positif ou nul (voir [19], section 5.1). Résumons cette propriété, et 
donnons-en un corollaire immédiat. 

Lemme 3.4.1. — Soit I une isotopie dans J # + ( 0 ) aboutissant en h, et supposons que 

l'intervalle de rotation est inclus dans ]0,+00], ou plus généralement que I admet un 

arc positif. Alors pour tout К G diu assez petit, рк(1) > 0. 

Corollaire 3.4.2. — Soit I une isotopie dans $£ (0) aboutissant en h. Supposons que 

pint(I) = {a}. Soit (Kt)£>o une suite d'éléments de $Ch tendant vers {0}. Alors 

lim p i o ( J ) = a. 

Preuve du corollaire. — Pour tout rationnel | < a < on applique le lemme aux 

isotopies J~pIq et J~pIq , où J est l'isotopie des rotations. On en déduit que poui 

tout £ assez grand, | < PK£(I) < ce qui conclut. C 

L'énoncé suivant est un résultat de points fixes pour les éléments indifférents. On 
peut le comparer à la version contraposée du théorème 3.2.4. 

Proposition 3.4.3 (Le Calvez). — Soit I une isotopie dans &^~(0), aboutissant en un 
homéomorphisme h indifférent. Soit U un voisinage de 0 tel que tout voisinage plus 
petit est indifférent. Supposons qu'il existe K,K' G ïfch, inclus dans U, avec К' С К, 
et vérifiant рк(1) < 0 et рк'{1) > 0. Alors U contient un point fixe Xç> Ф 0 contractile 
pour I. 

Corollaire 3.4.4. — Si h G ̂ + ( 0 ) est indifférent, et si p(I) = {+00} pour une isotopie 
I dans c^f+(0) aboutissant en h, alors il existe un entier ko et une suite de points 
(xk)k>k0 tendant vers 0 dont chaque élément Xk est un point fixe de h, différent de 
0, dont le nombre de rotation pour l'isotopie I est égal à k. 

Corollaire 3.4.5. — Si h G J # + ( 0 ) est indifférent et non dégénéré, et si I est une 
isotopie dans c # + ( 0 ) aboutissant en h, alors p(I) est soit vide, soit réduit à un unique 
nombre réel. 
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Preuve des deux corollaires. — Démontrons le premier corollaire. On considère un 

homéomorphisme h indifférent, une base (Ve) de voisinages de 0 emboîtés indifférents, 

la suite décroissante (Ke) d'éléments de !%h définie par Ke = Maxinvo(Adhe(V£)). 

Fixons une isotopie / aboutissant en h. Supposons maintenant que p(I) = {+00} . 
D'après le corollaire 3.4.2, la suite des nombres de rotation (pxe(I)) tend vers +00. 
Soit k un entier plus grand que pKQ(I), £k le plus grand entier vérifiant PKik (I) < k, 

et un entier £'k > £k vérifiant k < pKt, (I)- On applique la proposition 3.4.3 à l'isotopie 
k 

J~kI et aux compacts emboîtés Kek et Ke>k inclus dans l'ouvert Vek : celui-ci contient 
un point fixe Xk de nombre de rotat ion k, ce que l'on cherchait. 

Montrons maintenant le second corollaire. Soit h G &+(0) indifférent, en particulier 
h a la propriété d'intersection locale. Si l'ensemble de rotat ion contient deux élément 
a < /?, il existe un nombre rationnel | dans ]a, /?[, et donc, d 'après le théorème 3.2.3, 
une suite de points de période q accumulant le point fixe 0. Autrement dit, ceci ne 
peut arriver que si h est accumulé et dégénéré. De même, si p(I) — {+00}, le premier 
corollaire nous dit que 0 est accumulé par des points fixes ; par symétrie on a la même 
conclusion si p(I) = {—00}. Il en ressort que, dans le cas non dégénéré, ou bien p(I) 

est vide, ou bien il contient un unique nombre réel. • 

Idée de preuve de la proposition 3.4-3. — Cet énoncé est contenu dans la preuve de la 
proposition 6.1 de [19], rappelons les idées principales. Un homéomorphisme du cercle 
/ , ayant un point fixe x$, est dit semi-stable si l 'ordre cyclique du triplet (xo,x, f(x)) 

est le même pour tous les point x qui ne sont pas fixes (de façon équivalente, / est 
limite d 'une suite d'homéomorphismes dont le nombre de rotation est non nul). Plus 
généralement on dit que / , de nombre de rotation | , est semi-stable si fq est semi-
stable. En étudiant l 'application K 1—• PK(I), P. Le Calvez montre en particulier le 
résultat su ivant . ( 3 ) 

Lemme 3.4.6. — Soient I, h et U comme dans Vénoncé de la proposition, K\ C K2 

deux éléments de Úíh inclus dans U, p\ et p2 les nombres de rotation associés. Alors 
il existe une famille totalement ordonnée pour l'inclusion 

(Kp)peQn[pllP2] 

d'éléments de tKh telle que KPI = K\,KP2 = K2, le nombre de rotation associé à 

chaque élément KP est p, et l'homéomorphisme hxp\c induit sur le cercle des bouts 

premiers est semi-stable. 

Sous les hypothèses de la proposition, le lemme permet de trouver deux compacts 

K[ C K2 G h, inclus dans [/, tels que pK^(I) = 0, l 'homéomorphisme sur le cercle 

des bouts premiers de K2 est semi-stable, et — 1 < PK[(I) < 0- La semi-stabilité 

permet de trouver facilement un point fixe de h sur K'2 ; comme il n 'y a pas de point 

fixe aux bouts premiers de K[, on peut même trouver un tel point fixe sur K2\K[. En 

(3) Cet énoncé ne se trouve pas explicitement dans [19], mais apparaît au début de la preuve de la 
proposition 6.1. 
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particulier, ce point fixe est différent de 0. Enfin, il s'agit d 'un point fixe contractile 
de / . 

3.5 . Le sens d e ro ta t ion de M a t s u m o t o 

S. Matsumoto a associé un signe (positif ou négatif) à toute isotopie aboutissant 

à un élément de J # + ( 0 ) préservant l'aire, dont 0 est un point fixe isolé, d'indice 1 ; 

ce signe est un invariant de conjugaison locale ([33]). L'idée derrière cet invariant 

est que sous ces hypothèses, les points ont tous tendance à tourner autour de 0 dans 

le même sens (positif ou négatif). Dans cette section, nous généralisons ce signe en 

l ' interprétant en termes de feuilletage t ransverse . ( 4 ) 

a. La déf init ion de S. M a t s u m o t o . — On se fixe une isotopie I aboutissant en 
h e < # + ( 0 ) . On considère une courbe de Jordan 7 : S 1 —> R 2 \ { 0 } dont l'image entoure 
le point fixe 0, orientée positivement (de façon à ce que 0 soit à sa gauche). Soit x un 
point de 7 dont l'image h(x) est aussi sur 7. La trajectoire de x sous l'isotopie I est 
homotope, à extrémités fixées, à une courbe incluse dans 7, et qui parcourt 7 de façon 
monotone, dans le sens positif ou négatif : on associe ainsi à tout point x de 7 f l / i - 1 ( 7 ) 
un signe (positif, négatif, ou éventuellement nul si x est un point fixe contractile de I). 

Remarquons que si 7 est un cercle euclidien, ce que l'on peut toujours supposer quit te 
à changer de coordonnées, ceci n'est rien d 'autre que le signe de la variation de la 
coordonnée polaire 0 le long de la trajectoire de x. S. Matsumoto considère alors tous 
les points de 7 fl h~1(/y) qui appartiennent à l 'adhérence de la composante connexe 
de 0 dans R 2 \ (7 U / i _ 1 ( 7 ) ) . La courbe 7 est dite indifférente si tous ces points ont 
le même signe (figure 3.5). Les courbes indifférentes sont donc celles auxquelles ont 
peut également associer un signe. S. Matsumoto démontre alors les deux propriétés 

H-1 M 

7 

FIGURE 3.5. Une courbe indifférente positive 

suivantes. 

(4) La définition de l'indice de Poincaré-Lefschetz est rappelée à la section 4.2. 
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Théorème (Matsumoto). — Supposons que l'isotopie I aboutisse à un élément h G 
J # + ( 0 ) préservant l'aire, pour lequel 0 est un point fixe isolé, d'indice 1. Alors : 

1. tout voisinage de 0 contient des courbes de Jordan indifférentes; 

2. toutes les courbes indifférentes assez proches de 0 ont le même signe. 

Ce résultat permet d'associer à toute isotopie satisfaisant les hypothèses du théo
rème un signe, positif ou négatif. Ce signe est un invariant de conjugaison locale. 

Voici l'idée de la preuve du deuxième point. Supposons qu'on puisse trouver deux 
courbes de Jordan 71 ,72 entourant 0, arbitrairement proches de 0, indifférentes pour h, 

qui soient de signes opposés. On peut supposer que ces deux courbes sont suffisamment 
éloignées l 'une de l 'autre, ainsi 72 U / i - 1 ( 7 2 ) est disjointe de 71 U / i _ 1 ( 7 i ) . En utilisant 
des idées remontant à B. Schmitt et E. Slaminka et mises en forme par M. Bonino ([38, 
4 0 , 5]), S. Matsumoto montre comment per tuber h en un nouvel homéomorphisme h' 

sans introduire de point fixe supplémentaire, de façon à ce que h' fixe globalement les 
deux courbes 71 et 72, ces deux courbes étant encore indifférentes pour h' et de signe 
opposés. On peut alors appliquer le théorème de Poincaré-Birkhoff (cas particulier 
du théorème de J. Franks cité à la section 3.2), qui affirme que l 'anneau topologique 
délimité par les deux courbes contient un point fixe. Ainsi dans cette situation 0 n'est 
pas un point fixe isolé, ce qui nous donne la forme contraposée du deuxième point. 

Nous proposons d'interpréter le signe de Matsumoto en termes de feuilletage t rans
verse. Sous les hypothèses du théorème de Matsumoto, puisque 0 est un point fixe 
isolé de h, il existe un feuilletage $ localement transverse à l'isotopie I. 

Lemme 3.5.1 

— Tout feuilletage $', localement transverse à l'isotopie I, est localement homéo-
morphe au feuilletage radial, 

— le feuilletage $ est de type Puits si et seulement si l'isotopie I est de type positif 
au sens de Matsumoto, et de type Source si et seulement si l'isotopie I est de 
type néqatif. 

Démonstration. — Montrons la première affirmation à l'aide de la classification lo

cale des feuilletages (proposition B . l . l ) . Puisque h préserve l'aire, il a la propriété 

d'intersection forte, c'est-à-dire qu'il n 'admet ni pétale attractif ou répulsif ni disque 

attractif ou répulsif. En particulier, ^ ne peut pas être de type Cycle, ni de type 

Pétale, ni de type Mixte. Il reste à exclure le type Selle. Mais dans ce cas, l'indice de 

^ serait négatif ou nul ; nous verrons au chapitre suivant que l'indice de h serait aussi 

négatif ou nul (propositions 4.2.1 et 4.2.2), contrairement aux hypothèses. 

Montrons la seconde affirmation. D'après Matsumoto, les types positif et négatif 

sont exclusifs. Soit 7 n ' importe quelle courbe de Jordan transverse au feuilletage J^ , 

et suffisamment proche de 0. Il est clair que 7 est indifférente, de type positif si 0 est 

un Pui ts , de type négatif sinon. Ceci termine la preuve. • 

b . Généra l i sa t i on . — On se fixe une isotopie I aboutissant en h G Si (0). On dira 

que I a un sens de rotation positif s'il existe un feuilletage $ de type Pui t s localement 
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transverse à / . Symétriquement, on dira que I a un sens de rotation négatif s'il existe 
un feuilletage $ de type Source localement t r ans verse à / . De manière équivalente, I 

a un sens de rotat ion positif (resp. négatif) s'il existe un changement de coordonnées 
# G $ f + (0) dans lequel la variation de la coordonnée 9 le long de toute trajectoire de 
l'isotopie assez proche de 0 est strictement positive (resp. négative). D'après le lemme 
qui précède, cette définition généralise celle de Matsumoto. Il reste à en comprendre 
la portée. 

Examinons tout d 'abord le lien entre ce signe et l'ensemble de rotation, supposé 
non vide. Pour simplifier, on suppose également que h est non-dissipatif : il possède la 
propriété d'intersection locale. Les sens de rotation positifs et négatifs sont bien sûr 
symétriques, on se contente d'énoncer ce qui concerne le premier. 

Lemme 3.5.2 

— Si I a un sens de rotation positif alors p(I) C [0, +00]. 
— Si p(I) c ]0 ,+00] , alors I a un sens de rotation positif. 

— Si p(I) C [0, +00] sans être réduit à {0}, et si 0 n'est pas accumulé par des 

points fixes contractiles de I, alors I a un sens de rotation positif. 

Démonstration. — Le premier point est clair : en effet, si / a un sens de rotation 
positif, quit te à changer de coordonnées, la variation de 6 le long de toute trajectoire 
de / assez proche de 0 est strictement positive. 

Sous l 'hypothèse du second point, 0 n'est pas accumulé par des points fixes contrac
tiles de I. Le principe d'extension nous permet, sans modifier le germe de h en 0, de 
nous ramener au cas où / n 'a aucun point fixe contractile dans R2 \ {0} (cf. appen
dice A). Il existe alors un feuilletage $ défini sur R2 \ {0} et localement transverse à / 
(théorème 3.1.1). Examinons les différents cas de la classification locale des feuilletages 
donnée par la proposition B . l . l de l 'appendice B. Puisque h est supposé non dissipa
tif, $ n'est pas de type Cycle. Si est de type Pétale, Selle ou Mixte, l'ensemble de 
rotation est {0} (lemme 3.2.5). De même, le type Source entraînerait p(I) C [—00,0]. 
Ainsi, ^ ne peut être que de type P u i t s ; autrement dit l'isotopie / a un sens de 
rotation positif. Les mêmes arguments donnent le troisième point du lemme. • 

Voici un exemple. La rotation fibrée (r, 6) 1—>• (r,6 + r) a un ensemble de rotation 

réduit à {0}, mais est de signe positif (pour l'isotopie (r, 9) 1—> (r, 0 + tr)). Dans ce 

cas le signe apporte bien une information non fournie par l'ensemble de rotation. 

Fixons maintenant h G $f+(0) vérifiant la propriété d'intersection locale et ad

met tant un voisinage dans lequel 0 est l 'unique point fixe, et discutons du signe des 

isotopies aboutissant en h, selon la nature de son ensemble de rotation (supposé non 

vide). Dans cette situation on peut appliquer le théorème 3.2.3 de réalisation des or

bites périodiques : l'intervalle de rotation ne contient pas d'entier dans son intérieur. 

Le cas général est celui où p(h) n'est ni {—00}, ni {+00}, ni un singleton entier. Ici 

tout est limpide. Il existe une isotopie Jo, unique à homotopie près, vérifiant p(Io) C 
[0,1]. Le lemme précédent nous dit que les isotopies Ip = JPIQ (OÙ J = (RT) est le 
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lacet des rotations) ont un sens de rotation positif si et seulement si p > 0, et négatif 
si et seulement si p < 0. 

Si p(h) = { + o o } , alors toutes les isotopies ont un sens de rotation positif, de la 
même façon toutes ont un sens de rotat ion négatif si p(h) = {—oo} ; cependant je 
ne sais pas si ces cas peuvent arriver pour un point fixe isolé (ceci est discuté à la 
section 3.6). 

Enfin, examinons le cas où p(h) est un singleton entier. On choisit une isotopie 
IQ dont l'ensemble de rotation est {0}. Il est clair que les isotopies I P , pour p < 0, 
ont un sens de rotation positif et pas négatif, et que les isotopies J p , pour p > 0, ont 
un sens de rotat ion négatif et pas positif. Que dire du sens de rotat ion de IQ ? Sous 
les hypothèses plus restrictives choisies par S. Matsumoto, IQ a ou bien un sens de 
rotat ion positif, ou bien un sens de rotation négatif. Mais ceci n'est pas toujours le 
cas en général : par exemple le point Selle (x,y) i-> (2x, y/2) n'est ni l 'un ni l 'autre, 
et c'est ce qui arrive plus généralement si l'indice du point fixe est différent de 1 (voir 
le chapitre 4). Et , bien qu'on le conjecture, on ne sait pas montrer que h ne peut pas 
être à la fois des deux types. 

Conjecture 3.5.3. — Soit h G ̂ + ( 0 ) , et supposons qu'il existe une isotopie aboutissant 
en h, qui a à la fois un sens de rotation positif et négatif. Alors h est conjugué à une 
homothétie. 

Une homothétie a bien un sens de rotation positif et un sens de rotation négatif : 
en effet, elle est à la fois conjuguée à une similitude de nombre de rotat ion positif et à 
une similitude de nombre de rotat ion négatif, la première est transverse au feuilletage 
radial Pui ts et la seconde au feuilletage radial Source. 

3.6 . D i s c u s s i o n 

Le théorème feuilleté équivariant. — La preuve du théorème feuilleté équivariant est 
difficile. Cependant , la preuve est beaucoup plus simple lorsque le groupe fondamental 
de la surface M est abélien, autrement dit pour l 'anneau ouvert ou le tore (voir [20]). 
Dans ce texte nous utilisons presque exclusivement le cas de l 'anneau, seul l'épilogue 
nécessite le cas général. 

Peut-on demander que le feuilletage donné par le théorème soit lisse ? Ce problème 
est relié à la question de la stabilité des feuilletages transverses. Pour préciser, nous 
avons besoin de généraliser la notion de transversalité locale. 

Définition 3.6.1. — Soit M une surface non compacte, I une isotopie sur M , et 

un feuilletage orienté. On dira que est localement transverse à I à l'infini si toute 

part ie compacte Ci de M est contenue dans une partie compacte C2 telle que pour 

tout point x hors de C2, il existe une courbe 7 disjointe de C i , positivement transverse 

à $ et homotope dans le complémentaire de Ci à la trajectoire de x sous l'isotopie I. 

On tombe alors sur le problème suivant. 
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Problème 3.6.2. — Considérons une isotopie et un feuilletage sur une surface M non 

compacte, et supposons-les transverses. Sont-ils nécessairement localement transverses 

à l'infini ? 

D'après P. Le Calvez, la transversalité implique la transversalité locale au voisinage 
d 'un « bout isolé » (proposition 3.1.2) ; on en déduit une réponse positive au problème 
dans le cas où la surface M n 'a qu 'un nombre fini de « bouts », autrement dit si 
elle peut-être obtenue à part i r d 'une surface compacte en retirant un nombre fini de 
points. Le cas général, typiquement celui où M est le complémentaire d 'un ensemble 
de Cantor d 'une surface compacte, reste ouvert. 

Tout comme la transversalité locale au voisinage d 'un point, la transversalité locale 
à l'infini est stable par pet i te per turbat ion pour la topologie de Whitney ; en effet, 
la preuve du lemme 3.1.3 détaillée plus loin se généralise sans difficulté, donnant le 
résultat suivant. 

Proposition 3.6.3. — Soit I une isotopie et *§ un feuilletage sur une surface M. 

— Si $ est localement transverse à I à l'infini, alors tout feuilletage assez proche 

de $ en topologie de Whitney est encore localement transverse à I à l'infini; 

— Si, de plus, est transverse à I, alors tout feuilletage assez proche de $ en 

topologie de Whitney est encore transverse à I. 

Il est bien connu que tout feuilletage peut être approché par un feuilletage de 
classe C°° par peti te pe r tu rba t ion ( 5 ) . Ainsi, une réponse positive au problème précé
dent permettra i t de remplacer le feuilletage continu fourni par le théorème feuilleté 
équivariant par un feuilletage lisse. 

Une transversalité plus forte ?— Il est naturel de chercher à renforcer la notion de 
transversalité du théorème, en demandant que toute trajectoire de l'isotopie soit elle-
même positivement transverse au feuilletage, et non pas seulement homotope à une 
courbe positivement transverse. On construit facilement une isotopie J pour laquelle 
cette transversalité forte n 'a lieu pour aucun feuilletage : c'est ce qui arrive s'il existe 
un point en lequel l'isotopie est t rop loin d'être autonome, au sens où des trajectoires 
de l'isotopie passent en ce point avec des directions très différentes. On peut cependant 
espérer trouver un feuilletage « fortement » transverse après avoir remplacé l'isotopie 
/ par une isotopie V qui lui est homotope. 

Problème 3.6.4. — Soit I une isotopie sans point fixe contractile. Existe-t-il un feuille

tage orienté $ et une isotopie V homotope à I à extrémités fixées, dont toutes les 

trajectoires sont positivement transverses à *§ ? 

Construire un feuilletage fortement transverse semble très difficile. En particulier, la 

transversalité forte impliquerait immédiatement la transversalité à l'infini demandée 

par le problème précédent. 

(5) Ce fait « bien connu » ne semble pas exister dans la littérature. 
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La propriété d'intersection forte.— Soit h G ^ + ( 0 ) un homéomorphisme conserva-
tif, c'est-à-dire préservant l'aire. Cet homéomorphisme vérifie bien sûr la propriété 
d'intersection, et on peut voir cette propriété comme une version topologique de la 
préservation de l'aire. Il semble utile d' introduire une propriété d'intersection forte, 

également vérifiée dans le cas conservatif, en demandant que h n ' admet te ni courbe 
essentielle disjointe de son image, ni pétale attractif ou répulsif (voir le début du 
chapitre 4 pour les définitions). Cet te propriété d'intersection forte est particulière
ment adaptée à l 'utilisation du théorème feuilleté équivariant, puisqu'elle oblige tout 
feuilletage transverse à une isotopie aboutissant en h à être de type Pui t s ou Source 
ou de type Selle. 

D'autres énoncés de réalisation d'orbites périodiques.— Dans le cadre de la dyna
mique locale, il est naturel d'essayer d'élucider totalement les liens entre ensemble de 
rotation, indice de Poincaré-Lefschetz et existence d'orbites périodiques. Dans cette 
direction il me semble qu'il reste essentiellement deux situations à éclaircir, qui corres
pondent aux conjectures de ce paragraphe et du suivant. Dans ces deux situations on 
recherche une suite d'orbites périodiques dont les nombres de rotat ion n 'appart iennent 
pas à l'ensemble de rotation, celui-ci ne contenant que la limite de ces nombres. 

Conjecture 3.6.5. — Soit h G c # + ( 0 ) préservant l'aire, ou plus généralement vérifiant 

la propriété d'intersection forte. Supposons que 0 est un point fixe isolé de h, d'indice 

1, et dont l'ensemble de rotation est {0}. Alors tout voisinage de 0 contient une orbite 

périodique. 

La propriété d'intersection (« faible ») ne suffit pas, comme le montre l'exemple 
d'indice 1 et d'ensemble de rotat ion {0} dessiné sur la figure de l 'avant-propos. 

Version topologique de l'indice de Conley-Zehnder.— L'indice de Conley-Zehnder est 
un invariant associé à un point fixe contractile pour une difféotopie préservant l'aire. 
On peut en donner une version topologique. 

Soit h G J # + ( 0 ) dont 0 est un point fixe isolé, vérifiant la propriété d'intersection 
locale, et I une isotopie aboutissant en h. D'après le théorème 3.2.3 de réalisation des 
orbites périodiques, l'enveloppe convexe de l'ensemble de rotation ne contient pas de 
nombre entier dans son intérieur. Nous pouvons par conséquent distinguer trois cas. 

1. p(I) = {p0} avec po = ±oo , 
2. p(I) = {po} où po est un nombre entier, 

3. p(I) est un singleton non entier et non infini, ou bien n'est pas un singleton; 

dans ces deux cas il existe un unique entier po tel que p(I) C [po>Po+i]-

Dans chacun des trois cas on peut définir l'indice de Conley-Zehnder du point fixe 0 

pour l'isotopie I, en posant Conter) — ^tf)ndtx(I,0) = po dans les deux premiers cas, 

et Conïtt) — 3e()noer(/, 0) = po + \ dans le dernier. 

Il est probable que le premier de nos trois cas ne puisse pas arriver, autrement dit 

que cet indice ne prenne jamais de valeur infinie. Ceci serait une conséquence d 'un 

deuxième énoncé conjecturel de réalisation d'orbites périodiques. 
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Conjecture 3.6.6. — Si h vérifie la propriété d'intersection locale, et si p(I) = {+00} , 
alors il existe un entier po et une suite (xp)p>Po tendant vers 0, où chaque xp est un 

point fixe de I de nombre de rotation p. 

Dans le cas où le point fixe est indifférent (cf. section 3.4), cette conjecture est 
donnée par le corollaire 3.4.4. Il reste donc à étudier le cas Selle. Nous verrons que 
dans ce cas, sous les hypothèses de la conjecture, le point fixe est accumulé par des 
orbites périodiques (corollaire 4.5.2). L'article [18] résoud une version globale de ce 
problème dans le cas où l'aire est préservée. 

Sur la sphère, on peut construire à part ir de l'indice de Conley-Zehnder un invariant 
global, ne dépendant que du temps un de l'isotopie, qui mesure la torsion entre deux 
points fixes. Soit h un homéomorphisme de la sphère, isotope à l 'identité, fixant deux 
points N et 5 , supposons qu'il s'agit de deux points fixes isolés qui vérifient la propriété 
d'intersection locale. On peut toujours trouver une isotopie / de l 'identité à h dont 
tous les temps fixent N et S. On définit alors le nombre de torsion entre N et S, 

Tor(/i,iV, S) • £onIerj - 3erjnoer(J, N) f £onlerj - 3 e ï ) n o e t ( / , 5 ) . 

On voit facilement que ce nombre ne dépend pas du choix de l'isotopie / . 

Orbites périodiques dans l'anneau ouvert. — En utilisant les techniques de ce cha
pitre, on peut aussi montrer une version du théorème de Poincaré-Birkhoff-Pranks 
dans l 'anneau ouvert. 

Théorème. — Soit I une isotopie dans l'anneau ouvert, dont le temps un h a la pro
priété d'intersection. Alors tout rationnel dans l'intérieur de l'enveloppe convexe de 
l'ensemble de rotation de I est réalisé par une orbite périodique. 

En effet, comme d'habitude, on se ramène au cas des points fixes contractiles. Il 
s'agit alors de montrer que si / n 'a pas de point fixe contractile, l'ensemble de rota
tion est ou bien positif, ou bien négatif. Soit 57 un feuilletage transverse à l'isotopie. 
Puisque h a la propriété d'intersection, 57 n 'a pas de feuille fermée. S'il existe une 
feuille ayant un ensemble cj-limite non vide, alors on peut , par une peti te perturba
tion à support compact, transformer 57 en un feuilletage ayant une feuille fermée ; par 
stabilité des feuilletages transverse, ceci contredirait encore la propriété d'intersec
tion. Ainsi le feuilletage 57 n 'a pas de récurrence. Il existe alors une feuille traversant 
l 'anneau (voir [25]). On en déduit le résultat. 

Sens de rotation de Matsumoto et ensembles de rotation.— Nous avons vu que le 

sens de rotation de Matsumoto apporte parfois une information qui n'est pas donnée 

par l'ensemble de rotation, c'est le cas par exemple pour certaines rotations fibrées 

dont l'ensemble de rotation est {0}. Je ne sais pas si le sens de rotation, généralisé en 

terme de feuilletage transverse, est indépendant du « bit d'information » donné par 

les ensembles pv(I) (c/. la discussion du chapitre 2). La conjecture suivante est un 

essai pour caractériser le sens de rotation en termes d'ensembles de rotation. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



62 CHAPITRE 3. QUAND ÇA TOURNE ... 

Conjecture 3.6.7. — Soit I une isotopie aboutissant en h G &*(0) et supposons que 

h vérifie la propriété d'intersection locale (ou même simplement qu'il n'est pas locale

ment conjugué à une homothétie). Alors sont équivalents : 

1. l'isotopie I a un sens de rotation positif, i.e. elle admet un feuilletage transverse 

de type Source, ; 

2. le point fixe 0 n'est pas accumulé par des points fixes contractiles, et pour tout 
voisinage V de 0 assez petit, l'ensemble pv(I) est inclus dans [0, -foo] sans être 
réduit à {0}. 

Le fait que la deuxième propriété implique la première est donné par le lemme 3.3.2 
(ou plus précisément par sa preuve, sous les hypothèses plus faible introduites dans 
son deuxième paragraphe). Pour l 'implication réciproque, le seul fait non trivial est 
l'existence d 'un nombre de rotat ion strictement positif dans tout voisinage du point 
fixe. La conjecture se ramène ainsi au problème suivant. 

Problème3.6.8. — Si le temps un de I n'est pas une homothétie, et s'il existe un 

feuilletage transverse de type Puits, est-il vrai que pour tout voisinage V de 0 l'en

semble pv(I) contient des nombres strictement positifs ? 

Remarquons qu 'une réponse positive permet t ra i t de résoudre le problème 2.5.1 
évoqué dans la discussion du chapitre 2. Rappelons qu'il s'agissait de montrer qu 'en 
l'absence de points fixes contractiles, si pv(I) C [0, +00] pour tout V de 0 assez peti t , 
alors l'isotopie I admet un arc positif. Sous ces hypothèses, on peut considérer un 
feuilletage ¿7 transverse à I. Si la singularité de £7" est de type Pui ts , Selle, Pétale ou 
Mixte, on trouve un arc positif parmi les feuilles de £7. Si elle est de type Cycle, on peut 
raisonner comme dans la preuve du lemme 3.3.2 pour per turber ¿7 en un feuilletage 
de type Pui ts . Il reste à exclure le cas Source, dans ce cas on aimerait montrer que 
pv(I) contient des nombres strictement négatifs, ce qui revient au problème 3.6.8. 

Le problème 3.6.8 est aussi lié à la conjecture 3.6.5. En effet, les hypothèses de 
cette conjecture contiennent celles sous lesquelles S. Matsumoto a défini son sens de 
rotat ion. Nous avons vu que dans ce cas, l'isotopie admet un feuilletage transverse 
de type Pui t s ou Source. Ayant résolu le problème précédent par l'affirmative, nous 
obtiendrions que l'ensemble pv(I) n 'est jamais égal à {0}. Pour conclure il faudrait 
résoudre un dernier problème qui, une fois de plus, concerne l'existence d'orbites 
périodiques. 

Problème 3.6.9. — Soit h vérifiant la propriété d'intersection locale, et supposons que 

le point fixe 0 n'est pas accumulé par des orbites périodiques. Est-il vrai que pour tout 

voisinage V de 0 assez petit, l'ensemble pv(I) est un singleton ? (Avec les notations 

de la discussion du chapitre 2, a-t-on p(I) = [ a + , a ~ ] pour un certain nombre a ?). 

Une réponse positive renforcerait l'énoncé du théorème 3.2.3. L'une des difficultés 

(mais pas la seule) consiste à savoir si, lorsqu'il existe un voisinage de 0 ne contenant 

aucune orbite périodique pour un homéomorphisme h G c#+(0) , le germe de h en 
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0 coïncide avec le germe d 'un homéomorphisme h' € $C*~(fi) n 'ayant aucune orbite 
périodique dans l 'anneau M2 \ {0}. 

Sens de rotation et théorèmes de points fixes.— S. Matsumoto utilise son sens de 
rotat ion pour énoncer et démontrer des résultats d'existence de points fixes. Voici 
l 'un d'entre eux ([33], théorème 5). 

Théorème (Matsumoto). — Soit h un homéomorphisme de la sphère isotope à l'iden

tité, préservant l'aire, et n'ayant qu'un nombre fini de points fixes. Soit N un point 

fixe d'indice 1. Alors il existe un autre point fixe S associé à N au sens suivant : pour 

toute isotopie I de l'identité à h et fixant N et S, le sens de rotation de I autour 

de N est positif si et seulement si le sens de rotation de I autour de S est négatif. 

(Autrement dit pour tout feuilletage orienté transverse à I, N est une singularité 

de type Puits si et seulement si S est une singularité de type Source.) 

On peut résumer en disant que tout point fixe d'indice 1 fait partie d 'un « axe 
de rotation » (en particulier, la torsion de ces deux points fixes associés, telle qu'on 
l'a définie un peu plus haut , est comprise entre —1 et 1). Remarquons que l'énoncé 
du théorème n'est jamais vide, puisqu'un homéomorphisme conservatif de la sphère 
n'ayant qu 'un nombre fini de points fixes en a toujours au moins un (et même deux) 
d'indice 1. Bien que je n 'y sois pas parvenu, on devrait pouvoir démontrer ce théorème 
de Matsumoto à l'aide du théorème feuilleté équivariant, dans l'esprit de l'article [21]. 
Dans l'épilogue nous démontrerons de cette façon le théorème 5.1 de [33]. 
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CHAPITRE 4 

... ET QUAND ÇA NE TOURNE PAS 

4 .1 . É n o n c é s 

Dans ce chapitre, nous analysons la dynamique près d 'un point fixe isolé d'indice 
différent de 1. Nous montrons l'existence de structures dynamiques communes à tous 
les points fixes d'indice donné : quand l'indice est > 1, ces structures sont des pé
tales attractifs et répulsifs ; lorsque l'indice est < 1, ces structures sont des secteurs 
transversalement hyperboliques contenant des branches stables et instables. Dans les 
deux cas le point fixe est éclatable et l'ensemble de rotation est {0} : il n 'y a pas 
de mouvement de rotation autour d 'un point fixe d'indice différent de 1. Les énoncés 
précis prennent la forme d 'un théorème suivi de trois addenda. 

Théorème 4.1.1. — Soit h un homéomorphisme du plan isotope à l'identité, et suppo

sons que 0 est un point fixe isolé dont l'indice de Poincaré-Lefschetz est différent de 1. 
// existe alors une isotopie I dans < # + ( 0 ) de l'identité à h dont l'intervalle de rotation 

est {0}. Pour tout feuilletage orienté $ qui est localement transverse à cette isotopie 

I au voisinage de 0, le feuilletage $ et l'homéomorphisme h ont le même indice en 0. 

Addendum 4.1.2. — Lorsque Ind(/i, 0) = 1-fp avecp > 0, tout voisinage de 0 contient 
p pétales attractifs et p pétales répulsifs pour h, deux à deux d'intersection {0} et 
cycliquement alternés autour de 0. De plus, les bords des pétales peuvent être trouvés 
parmi les feuilles de tout feuilletage $ vérifiant l'énoncé du théorème. 

Addendum4.1.3. — Lorsque Ind(/ i ,0) = 1 —p avecp > 0, tout voisinage de 0 contient 

une famille constituée de p secteurs transversalement hyperboliques attractifs et p 

secteurs transversalement hyperboliques répulsifs, deux à deux d'intersection {0} et 

cycliquement alternés autour de 0. Etant donné un voisinage U de 0 assez petit, on 

peut alors associer à chaque secteur attractif (resp. répulsif) S de notre famille un 

ensemble ks,u oui est une branche instable (resp. stable) U-locale incluse dans S. De 

plus, la famille de secteurs peut être trouvée parmi les secteurs hyperboliques purs de 

l'un des feuilletages *§' vérifiant l'énoncé du théorème. 

Addendum 4.1.4. — Sous les hypothèses du théorème, le point fixe est éclatable. 
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FIGURE 4 .1 . Pétale et secteur transversalement hyperbolique attractif 

Rappelons les définitions des structures qui sont dessinées sur la figure 4.1. Un 
ensemble homéomorphe à un disque euclidien fermé est appelé disque topologique 
fermé. Nous notons py la fonction (x, y) >—> y définie sur le plan. 

Définition 4.1.5. — Un pétale attractif pour h G < # + ( 0 ) est un disque topologique 
fermé P dont la frontière contient 0, et qui vérifie 

h(P) C I n t (P ) U {0} 

Définition 4.1.6. — Un secteur transversalement hyperbolique attractif pour h G 
J&"+(0) est un disque topologique fermé S dont la frontière contient le point 0, tel 
qu'il existe un changement de coordonnées $ G &+(0) pour lequel 

— ${S) est le demi-disque unité {x2 + y2 < l,y > 0} , 
— la fonction p y o $ est une fonction de Lyapounov de h sur S : pour tout point 

m ^ 0 de S, on a 

Py o $ ( / i (m)) > py o $ ( m ) . 

Un pétale répulsif est un pétale attractif pour h~ , un secteur transversalement 
hyperbolique répulsif est un secteur transversalement hyperbolique attractif pour h - 1 . 
Les branches stables sont des généralisations des variétés stables des difféomorphismes 
hyperboliques, on donnera leurs propriétés à la section 4.4. Les secteurs hyperboliques 
purs des feuilletages sont définis dans l 'appendice B, le lecteur est invité à consulter 
la figure B.2 de cet appendice. On peut se reporter à l'article [26] pour une version 
antérieure, plus faible, de ces résultats assortie d'exemples et de commentaires plus 
fournis. 

La stratégie de démonstrat ion est la suivante. Considérons h G ${+ (0) dont 0 est un 
point fixe isolé d'indice différent de 1. On commence par démontrer l'existence d'une 
« bonne » isotopie / aboutissant en h. En appliquant le théorème feuilleté équivariant 
à cette isotopie, on obtient un feuilletage orienté Î7 qui lui est transverse. Comme 
l'isotopie est « bonne », le feuilletage £7" et l 'homéomorphisme h ont le même indice 
au point 0. En étudiant le feuilletage on trouve alors, selon la valeur de l'indice, 
une famille de feuilles attachées à 0 dans le passé et le futur (bordant des pétales 
du feuilletage), ou bien une famille de secteurs hyperboliques du feuilletage. Dans le 
premier cas, la transversalité nous dit immédiatement que les pétales du feuilletage 
sont des pétales attractifs ou répulsifs pour l 'homéomorphisme. Dans le second cas, on 
construit les branches stables ou instables en itérant les secteurs hyperboliques ; ceci 
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fonctionne bien si l'on a « épuré » les secteurs hyperboliques en per turbant légèrement 
le feuilletage. Dans les deux cas, le critère d'éclatement de la section 2.3 s'applique, 
qui permet de remplacer le point fixe par un cercle sur lequel h agit avec un point 
fixe. On en déduit que l'intervalle de rotation local de h est {0}. 

Rappelons que l'ensemble de rotation est inclus dans l'intervalle de rotation 
(lemme 2.4.5), il vaut alors {0} ou 0 , ce dernier cas ne pouvant arriver que lorsque 
l'indice est supérieur ou égal à 1 (c'est une conséquence du théorème 2.2.4). 

Dans la section 4.5 nous verrons, plus généralement, que l'on peut aussi construire 
un éclatement lorsque h admet un itéré d'indice différent de 1. Cet te situation inclut 
le type Selle étudié par P. Le Calvez et J.-C. Yoccoz (cf. la classification donnée à 
section 3.4). Cette construction requiert l'existence des composantes de Reeb établie 
dans [27, 29] par une analyse plus fine de la dynamique. 

4 .2 . B o n n e s i so top ies 

Dans cette partie nous démontrons le théorème 4.1.1. La principale difficulté 
concerne le choix d'une bonne isotopie ; ce choix est effectué en définissant l'indice 
d'une isotopie. Ce n'est qu ' a posteriori qu'on pourra démontrer que l'ensemble de 
rotation d'une bonne isotopie est {0}. 

a. E x e m p l e , déf ini t ion. — Considérons l 'homéomorphisme Selle m _ i défini par 
m-i(x,y) = (2x,y/2). On obtient une isotopie Io de l 'identité à m _ i en suivant le 
flot (ht) engendré par le champs de vecteurs dessiné sur la figure 4.2, à gauche. L'iso
topie est transverse à un feuilletage de type Selle. Changeons maintenant d'isotopie, 
par exemple en composant IQ par le lacet J des rota t ions; quelques trajectoires de 
la nouvelle isotopie I\ sont représentées sur la partie droite de la figure 4.2. La co
ordonnée 6 varie maintenant le long des trajectoires de façon strictement monotone ; 
ceci signifie que la nouvelle isotopie est transverse au feuilletage radial représenté sur 
le même dessin. Ce second feuilletage ne nous dit pas grand'chose sur la dynamique 
de m _ i , et l'isotopie I\ = JIQ semble moins naturelle que IQ. NOUS allons essayer de 
formaliser ceci en définissant un indice pour les isotopies (voir aussi [26, section 3.3] 
et [21, sections 1 et 3]). 

Soit X un champ de vecteurs sur le plan dont 0 est une singularité isolée. Rappelons 
que Vindice de Poincaré-Hopf de 0 pour X est le nombre (algébrique) de tours que 
fait le vecteur X(x) lorsque le point x parcourt une courbe entourant la singularité. 
L'indice de Poincaré-Hopf pour un feuilletage $ ayant 0 comme singularité isolée est 
l'indice du champ de vecteurs unitaire X défini sur R 2 \ {0} et tangeant à On le 
note I n d ( ^ , 0). 

De façon analogue, Vindice de Poincaré-Lefschetz pour un homéomorphisme h G 
^ + ( 0 ) ayant 0 comme point fixe isolé est indice de Poincaré-Hopf pour le champ 

W Cette description suppose que le feuilletage est de classe C 1 , mais l'indice se généralise au feuille
tages continus, la définition est simple mais d'expression peu commode, voir par exemple [21]. 
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FIGURE 4.2. Une « bonne » et une « mauvaise » isotopie pour le modèle ra_i 

de vecteurs Xh qui vaut h(x) — x au point x ; on le note Ind(/i, 0). Dans tous les 
cas l'indice peut prendre toute valeur entière, comme le montrent les exemples de la 
figure 0.1 de l 'avant-propos (la plupart des dessins peuvent être interprétés comme 
représentant, au choix, un feuilletage ou un homéomorphisme). 

Rappelons que chacun de ces nombres est un invariant de conjugaison topolo
gique locale, qui ne dépend que de la classe d'homotopie de l'objet considéré. Voici, 
rapidement, comment démontrer l'invariance topologique pour l'indice de Poincaré-
Lefschetz. Soit U un voisinage ouvert, simplement connexe, de 0. Soit 7 : S 1 —* c7\{0} 
une courbe fermée simple évitant le point fixe. Si h n 'a pas de point fixe sur U \ {0}, 
cette courbe induit une application 

<o H«(F) V :=UxU\A 

t (7(*),M7(*)) 
où A = {(#, x)} est la diagonale de U x U. L'espace V est homéomorphe à R 3 x S , par 
conséquent il existe un entier k tel que la courbe T est (librement) homotope au lacet 
t 1—> (0,7(£)) parcouru k fois. Il est clair que le nombre k ne dépend que de la classe 
d'homotopie de 7 ; à vrai dire il n 'en dépend même pas (si l'on remplace 7 par p.7, 
alors T est remplacée par p.T). L'indice de Poincaré-Lefschetz est égal à k, et cette 
description purement topologique montre qu'il s'agit d 'un invariant de conjugaison 
(même pour une conjugaison renversant l 'orientation). 

Dans le cas d 'un homéomorphisme, le champ Xh indique la direction de la géo-

désique allant de x à h(x) pour la métrique euclidienne du plan. Ceci donne l'idée 

d 'une façon de définir Vindice du point fixe 0 pour une isotopie I de l 'identité à /i, 

lorsque 0 n'est pas accumulé par des points fixes contractiles. On identifie le plan troué 

R2 \ {0} à l 'anneau ]0, -j-oofxS 1, et on munit l 'anneau de sa s t ructure euclidienne pro

duit dr2 + d62 (géométriquement, il s'agit d 'un cylindre et non pas d 'un plan troué !). 

Pour tout point x 7̂  0 assez proche de 0, il existe alors une unique géodésique de l'an

neau, allant de £ à h(x), et homotope, à extrémités fixées, à la trajectoire de x sous 
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l'isotopie J. Soit Xj(x) le vecteur unitaire tangent à cette géodésique au point x. On 
a ainsi construit un champ de vecteurs Xi sur l 'anneau, et l'indice de 0 pour l'isotopie 
est défini comme l'indice de Poincaré-Hopf de ce champ. On le note I n d ( 7 , 0 ) . ( 2 ) 

Reprenons les exemples ci-dessus (figure 4.2). L'homéomorphisme m _ i est notre 
modèle d'homéomorphisme d'indice —1. Le champ de vecteurs Xjoi utilisé pour définir 
l'indice de l'isotopie Io, est très proche du champ Xm_1 utilisé pour définir l'indice 
de l 'homéomorphisme, et on voit facilement que les indices coïncident. L'indice du 
feuilletage transverse vaut aussi —1. Par contre les indices pour l'isotopie I\ et son 
feuilletage transverse valent 1. Nous pouvons maintenant distinguer les bonnes isoto
pies des mauvaises. 

Définition. — Soit h G c5^ +(0) fixant uniquement 0. On dira qu'une isotopie I abou
tissant en h est une bonne isotopie si elle donne au point 0 le même indice que h. 

b. E x i s t e n c e . — L'énoncé suivant décrit complètement le lien entre l'indice pour 
h et l'indice pour les isotopies aboutissant en h. En particulier, il donne l'existence 
d 'une bonne isotopie, qui est tout ce dont nous allons avoir besoin ici. 

Proposition 4.2.1 (Le Calvez-Le Roux). — Soit h G , # + ( 0 ) , fixant seulement 0. 

— Si Ind(/i, 0) 1, alors il existe une unique classe d'homotopie d'isotopies I abou
tissant en h telles que Ind(J , 0) = Ind(/i, 0) ; les autres isotopies sont d'indice 1. 

— Si Ind(/i ,0) = 1, alors toutes les isotopies ont indice 1. 

Démonstration. — La première étape consiste à trai ter le cas des homéomorphismes 
« assez proches de l 'identité », au sens de la condition géométrique suivante : 

(*) pour tout point x ^ 0, le point 0 n'appartient pas au segment [xh(x)]. 

On pourrait ensuite montrer que tout h d'indice différent de 1 est conjugué à un h' 
qui vérifie cette condition : c'est ce qui est fait [27], mais la preuve utilise une bonne 
partie de cette référence. Ici nous allons plutôt utiliser un argument de connexité, 
qui marche également en indice 1 ; l 'argument s'appuie sur un résultat difficile de B. 
Schmitt. Mais commençons par nous occuper de la condition (*). 

Affirmation. — La proposition 4.2.1 est vraie sous la condition (*). De plus, pour 
chaque valeur de k E Z, il existe un homéomorphisme m^, fixant uniquement 0 avec 
un indice égal à k, et satisfaisant la condition (•). 

Preuve de l'affirmation. — Pour montrer le second point nous considérons, pour 
chaque entier k, le champ de vecteurs donné par 

<o H«(F)<o H«(F) 

où 6 est la coordonnée polaire usuelle et Ra désigne la rotation d'angle a. 

№ Tel que nous le définissons ici, l'indice vaut 1 de plus que l'indice des isotopies défini dans [21], 
ou que ce qui est appelé indice partiel dans [26]. Ceci vient du choix de définir l'indice directement 
dans le plan troué, sans passer par le revêtement universel. 
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FIGURE 4.3. Les modèles d'indice - 2 , - 1 , 0, 1 et 2 

Ce champ s'intègre en une isotopie / fixant uniquement 0, notons ra/~ l 'homéomor
phisme temps un de / . Cet homéomorphisme satisfait clairement la condition (*). 
L'indice de Poincaré-Lefschetz de 0 pour rrik est égal à k. 

Passons au premier point. Soit h satisfaisant la condition (*), et / une isotopie 
quelconque aboutissant en h. Considérons la trajectoire d 'un point x donné sous 
l'isotopie / . D'après la condition (•) , la variation pi(x) de la coordonnée polaire 0 le 
long de cette trajectoire n'est pas un demi-entier. Quit te à composer / par l'isotopie 
de rotations Jp = (Rpt)te[o,i] pour la bonne valeur de p, on peut donc supposer que 
c'est un nombre dans ] — 1/2,1/2[. Par continuité, ceci est alors vrai pour tout point 
x ^ 0. Dans cette situation, pour tout point x, la trajectoire de x est homotope, dans 
R 2 \ {0}, au segment géodésique [xh(x)], à la fois pour la métrique plane et pour la 
métrique cylindrique. On en déduit que l'indice de 0 pour l'isotopie / coïncide avec 
l'indice pour l 'homéomorphisme h. Si i 7 = JPI est une isotopie aboutissant encore en 
h mais non homotope à / , la variation angulaire p\ (x) le long d 'une trajectoire de i 7 

sera cette fois-ci incluse dans l'intervalle ]p — l / 2 , p - f - l / 2 [ ; son signe ne dépend pas 
de x, le champ de vecteurs Xj est transverse au champ radial d'indice 1, il a donc 
aussi un indice 1. Ceci prouve l'affirmation. • 

Pour en déduire le cas général, nous allons utiliser la description des composantes 
connexes par arcs de l'espace des homéomorphismes fixant uniquement 0, due à B. 
Schmitt ([38], voir aussi [40, 5]). 

Théorème (Schmitt). — L'ensemble des homéomorphismes d e $ f + ( 0 ) qui fixent seule
ment 0, avec un indice donné k, est connexe par arcs. 

Considérons maintenant un homéomorphisme h G ^ + ( 0 ) fixant uniquement 0, 

et notons k l'indice de 0 pour h. Soit Io une bonne isotopie pour l 'homéomorphisme 

rajfc, de même indice que h, donné par l'affirmation. D'après le théorème de Schmitt, il 

existe un chemin L = (7 S ) de à h, constitué d'homéomorphismes fixant uniquement 

0. En concaténant l'isotopie J 0 avec le chemin L on obtient une isotopie I\ de l 'identité 

à h. Mieux, les isotopies Io et I\ sont reliées par une famille continues d'isotopies 

(7 s ) s € [o, i ] dont les temps un sont les homéomorphismes 7 S (cf. figure 4.4). Puisque 

chaque 7 S fixe uniquement le point 0, l'indice de Is est bien défini pour tout s, c'est 

un entier dépendant continûment de s, on en déduit que les indices pour Io et I\ sont 

égaux. En particulier, I\ est une bonne isotopie pour h. Le même procédé montre 

que, pour tout entier p , les isotopies JpIo et JPI\ donnent le même indice, ce qui 

conclut. • 
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n+(o) 
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/1 = 7! 

Indice M 

FIGURE 4.4. La famille d'isotopies (7 s ) s e [ 0 , i ] 

c. Indice d 'un feui l le tage t ransverse . — Le lien entre 1 indice d une isotopie et 

l'indice d 'un feuilletage transverse est encore plus clair. 

Proposition 4.2.2 (Le Calvez). — Soit I une isotopie dans <#f + (0) sans point fixe 

contractile dans M2 \ { 0 } . Si 57 est un feuilletage de M2 \ {0}, transverse à l'isotopie 

I, a/ors I n d ( J , 0 ) = Ind(57 ,0) . 

Voici une conséquence immédiate, et intéressante, des propositions 4 . 2 . 1 et 4 . 2 . 2 : 

avec les mêmes notations, si l'indice du feuilletage est différent de 1, alors l'indice de 

l 'homéomorphisme h, temps un de l'isotopie J, est égal à celui du feuilletage. 

La preuve d'origine se trouve dans l'article [21], section 3 . Nous nous en inspirons, 

mais nous utilisons aussi la classification locale des feuilletages pour nous ramener 

à un cas facile où tout se passe comme si l'indice du feuilletage était différent de 1 

(voir [21], proposition 3 . 4 ) . Nous renvoyons à cet article pour plus de détail. 

Démonstration. — Supposons d 'abord que le feuilletage 57 est de type Cycle. L'indice 

de 0 pour 57 vaut 1 . Quit te à conjuguer, on peut supposer que le cercle {r = 1 } est 

une feuille de 57 ; par transversalité, le disque unité est alors attractif pour /i, temps 

un de l'isotopie / . Le champ de vecteurs Xi définissant l'indice de / est transverse au 

cercle unité, et l'indice de 0 pour / est aussi égal à 1. 

Supposons ensuite que le feuilletage est de type Pui ts . Quit te à conjuguer nous 

pouvons supposer que 57 coïncide, au voisinage de 0 , avec le feuilletage en demi-

droites issues de 0 . Soit 7 un peti t cercle euclidien autour de 0 . Par transversalité 

locale, la variation de la coordonnée 9 le long de la trajectoire d 'un point quelconque 

de 7 est strictement positive, on voit que le champ de vecteurs Xi est t r ans verse au 

feuilletage le long de 7, par suite feuilletage et isotopie ont le même indice, qui est 

d'ailleurs encore égal à 1. Le même raisonnement fonctionne bien sûr aussi pour le 

type Source. 

Supposons maintenant que 57 admet te une feuille F+ qui va de l'infini à 0 , c'est-à-

dire telle que O J ( F + ) = 0 et u(F+) = { 0 } , ainsi qu 'une feuille F~ allant de 0 à l'infini ; 

c'est le cas par exemple si 57 est le feuilletage Selle. Par transversalité, les itérés de F + 

par h sont tous disjoints de F - , et les droites topologiques / i - 1 ( F + ) , F + , / i ( F + ) , F ~ 

sont disposées dans cet ordre cyclique autour de 0 . Quit te à conjuguer, nous pouvons 

donc supposer qu'il s'agit des quatre demi-droites {9 = 0 } , {9 = |}, {0 = |}, {9 = |}. 
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Dans cette situation, on voit facilement que la variation de la coordonnée 0 le long 
de la trajectoire d 'un point quelconque de R 2 \ { 0 } est comprise strictement entre 
— | et + | . Comme dans la preuve de l'affirmation au paragraphe précédent, on en 
déduit que l'indice de / coïncide avec celui de son temps un h. Comme dans [21], on 
considère maintenant , pour chaque point x de R 2 \ { 0 } , un arc Sx joignant x à h(x) et 
positivement transverse au feuilletage, et on définit l'ensemble Ox réunion des feuilles 
qui rencontrent Sx. Cet ensemble est homéomorphe à [ 0 , 1 ] x R (cf. figure 4 . 5 ) . Soit 7 
une courbe de Jordan. On considère alors l'ensemble 

E = {(x, y), x e 7, y e Ox et y ^ x}. 

En utilisant l 'hypothèse sur la topologie du feuilletage, plus précisément l'existence 
de la feuille F + , on peut montrer que l 'application p : E —> 7, qui à (x,y) associe le 
point x, est une fibration localement triviale. Remarquons que l 'application so : x ^ 

(x, h(x)) est une section de cette fibration. D 'aut re par t , si Xy± désigne un champ de 
vecteurs positivement transverse à 57 en chaque point, et si e est un nombre positif 
assez peti t , alors l 'application si : x (x,x + eXç?±) est aussi une section de la 
fibration p. Puisque la fibre de p est contractile, l'espace des sections est connexe par 
arcs, et on peut interpoler so et s i en une famille continue (st)te[o,i] de sections de 
p. Ceci nous fournit une déformation continue du champ Xh définissant l'indice de h 

au champ eXg-±, parmi les champ de vecteurs définis sur 7 et ne s'y annulant pas. 
Par conséquent l'indice de ces deux champs le long de 7 est le même, et le point 0 a 
même indice pour / et pour £7". La proposition est démontrée dans ce cas. 

FIGURE 4 . 5 . Quelques ensembles O x , union des feuilles entre x et son 
image, lorsque 67" est le feuilletage Selle 

Lorsque £7 n'est ni de type Cycle ni de type Pui ts ou Source, c'est-à-dire s'il est 

de type Pétale, Selle ou Mixte, il existe toujours une feuille F+ dont l'ensemble uo-

limite est { 0 } , et une feuille F~ dont l'ensemble a-limite est { 0 } (corollaire B . 6 . 3 de 

l 'appendice B). On peut alors se ramener au cas précédent, voici comment. Soit V 

un voisinage simplement connexe de 0 qui ne contient pas entièrement F+ ni F~. En 

utilisant l 'appendice A, on construit un homéomorphisme h' de V qui coïncide avec 

h au voisinage de 0 et qui n 'a pas de point fixe contractile dans V. En conjugant h! 

par un plongement i : V —> R 2 qui est l 'identité au voisinage de 0 , on obtient un 
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homéomorphisme h" G ${ (0), qui coïncide encore avec h au voisinage de 0. Notons 
£7" l'image par le plongement i de la trace de 57 sur V. Soit I" une isotopie aboutissant 
en h" et homotope, au voisinage de 0, à l'isotopie / . Alors I" est encore localement 
transverse à £7" au voisinage de 0 (on a perdu la transversalité en dehors d 'un voisinage 
de 0, mais peu importe). D 'aut re part , le feuilletage 67" possède maintenant une feuille 
allant de l'infini à 0 et une autre allant de 0 à l'infini. On peut désormais reprendre 
les arguments précédents (quitte à considérer une courbe de Jordan 7 suffisamment 
proche de 0 pour que la transversalité locale s'applique). • 

d. P r e u v e d u t h é o r è m e 4 .1 .1 et de l ' a d d e n d u m 4 .1 .4 . — Soit h G . # + ( 0 ) 
dont 0 est un point fixe isolé d'indice différent de 1. D'après l 'appendice A, on peut 
supposer que 0 est le seul point fixe de h. D'après la proposition 4.2.1, il existe une 
bonne isotopie / de l 'identité à h : l'indice de l'isotopie au point 0 est égal à l'indice 
de h. Le théorème feuilleté équivariant 3.1.1 nous fournit maintenant un feuilletage 

défini sur R 2 \ {0} et transverse à / , et même localement transverse d'après la 
proposition 3.1.2. D'après la proposition 4.2.2 ce feuilletage a même indice en 0 que 
l'isotopie / , et donc aussi que l 'homéomorphisme h. En particulier cet indice est 
différent de 1 : d'après l 'étude locale des feuilletages menée dans l 'appendice B, on 
peut trouver une demi-feuille positive F + de 57 dont l'ensemble u;-limite est {0}, et 
une demi-feuille négative F~ dont l'ensemble a-limite est {0}. Puisque le feuilletage 
est transverse à l'isotopie / , on en déduit que l'intervalle de rotation local de / est 
{0} : c'est une conséquence immédiate du lemme 3.2.5. Ceci termine la preuve du 
théorème 4.1.1. 

L 'addendum 4.1.4 découle également de cette construction. En effet, soit U un 
secteur délimité par les demi-feuilles F + et F - (dans les sections suivante, on verra 
qu'on peut choisir un tel secteur U comme étant un pétale si l'indice est > 1, ou un 
secteur hyperbolique si l'indice est < 1). Par transversalité locale, pour tout voisinage 
V de 0, il existe un voisinage W G V tel que 

h(Adhe(U) H W) (Int(I7)n V ) U { 0 } . 

On en déduit que les germes en 0 des itérés / i n ( F + ) sont deux à deux disjoints. D'après 
le critère donné par la proposition 2.3.3, h est éclatable en 0. 

4 .3 . P o i n t s fixes d' indice > 1 

Nous démontrons ici l 'addendum 4.1.2 concernant l'existence de pétales attractifs 

et répulsifs. Reprenons les objets intervenant dans le théorème 4.1.1, et supposons 

que l'indice de h en 0 est 1 + p avec p > 0. L'indice du feuilletage $ en 0 est égal à 

celui de h. Soit V un voisinage de 0. D'après l 'étude locale des feuilletages, V contient 

une famille de p pétales directs et p pétales indirects du feuilletage, deux à deux 

d'intersection égale à {0}, les pétales directs et indirects étant alternés autour de 0. 

Par transversalité, tout pétale direct de $ est un pétale attractif de h, et tout pétale 

indirect de $ est un pétale répulsif de h. Ceci conclut. 
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4.4 . P o i n t s fixes d' indice < 1 

Nous démontrons ici l 'addendum 4.1.3 concernant l'existence de secteurs hyperbo

liques t rans verses et de branches stables et instables. 

a. S e c t e u r s h y p e r b o l i q u e s purs e t branches s tab les . — Nous expliquons 
d 'abord comment ramener le résultat à la recherche d 'un feuilletage transverse ayant 
suffisamment de secteurs hyperboliques purs. 

Considérons h G J # + ( 0 ) ayant 0 comme point fixe isolé, une isotopie J de l 'identité 
à h, et un feuilletage $ défini sur un voisinage épointé de 0 et localement transverse 
à / . Supposons que $ admet te un secteur hyperbolique pur indirect S (voir l 'ap
pendice B, paragraphes B . 2 et B .6 ) : à conjugaison près, on peut supposer que S 

est le demi-disque unité supérieur, et que la trace de $ sur S est le feuilletage en 
droites horizontales orientées de la droite vers la gauche. Puisque le feuilletage est lo
calement transverse à l'isotopie, pour tout disque euclidien D assez peti t , l 'ensemble 
S H D est un secteur transversalement hyperbolique attractif pour h. D 'aut re par t , 
une construction classique permet d'associer naturellement à tout secteur transver
salement hyperbolique attractif une « branche instable » de h ; pour les détails de la 
proposition suivante, nous renvoyons le lecteur à la partie 5.2 de [26]. On dit qu 'un 
sous-ensemble k du plan est plein si son complémentaire est connexe. 

Proposition 4.4.1. — Soit h G $£ (0) dont 0 est un point fixe isolé, et S un secteur 

transversalement hyperbolique attractif pour h. Pour tout disque topologique U voisi

nage de 0, considérons l'ensemble 

n>0 

hn(Aàhe(SnU)) 

et notons ks,u la composante connexe de 0. Supposons que U ne rencontre pas h(S)\S. 
Alors 

1. ksyu rencontre la frontière de U ; 

2. ks,u est compact, connexe, plein; 

3. h-l(ks,u) C ks,u; 
4. l'ensemble S D U est un voisinage de ks,u \ {0} dans U, et tout point de S DU 

a un itéré positif hors de U. 

Lorsque S est un secteur transversalement hyperbolique attractif pour h, on voit 

facilement que le point 0 n'est pas dans l 'adhérence de l'ensemble h(S) \ S ; ainsi, 

tout voisinage U assez peti t est disjoint de cet ensemble. L'ensemble ks,u est appelé, 

dans [26], une branche instable U-locale. Bien évidemment, on voit en appliquant cet 

énoncé à h~x que tout secteur hyperbolique transversalement répulsif contient une 

branche stable. La recherche de branches stables et instables est ainsi ramenée à la 

recherche d 'un feuilletage transverse contenant des secteurs hyperboliques purs. 

Preuve de l'addendum 1^.1.3. — Nous expliquons comment démontrer l 'addendum à 
part i r d 'un résultat de per turbat ion des feuilletages transverses démontré plus bas. 
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Considérons les objets intervenant dans le théorème 4.1.1, et supposons que l'indice 
de h en 0 est 1 — p avec p > 0. D'après l 'étude locale de l 'appendice, le feuilletage 
$ admet une famille de 2p secteurs hyperboliques, deux à deux d'intersection d'in
térieur vide, qui sont alternativement directs et indirects (proposition B.6.2). Si, par 
chance, ces secteurs sont hyperboliques purs, alors ce sont des secteurs transversale
ment hyperboliques pour h, et la proposition 4.4.1 nous fournit les branches stables et 
instables réclamées par l 'addendum. Dans le cas général, il se peut que le feuilletage *§ 
n 'admet te pas de secteur hyperbolique pur (c'est le cas lorsque chaque secteur hyper
bolique de contient un « Cantor de pétales »). Nous utilisons alors les résultats de 
perturbat ion de la section suivante. En appliquant 2p fois la proposition 4.4.3, nous 
trouvons un nouveau feuilletage $ qui est arbitrairement proche de *@ en topologie de 
Whitney, et qui admet une famille de 2p secteurs hyperboliques purs, chacun inclus 
dans l'un des secteur de et ayant une orientation compatible. D'après le lemme 3.1.3, 
si le nouveau feuilletage est suffisamment proche de l'ancien, il est encore localement 
transverse à l'isotopie / , et ses secteurs sont transversalement hyperboliques pour h, 
ce qui conclut dans le cas général. • 

b. P e r t u r b a t i o n d 'un feui l le tage l oca l ement t ransverse . — Nous démon
trons ici la stabilité de la propriété de transversalité locale, énoncée à la section 3.1 
(lemme 3.1.3). En fait, la même construction permettrai t de montrer que l'ensemble 
des couples (/ , ff) pour lesquel le feuilletage $ est localement transverse à l'isotopie 
/ est ouvert pour le produit des topologies de Whitney. 

Preuve du lemme 3.1.3. — Commençons par la remarque suivante. On considère, 
comme dans l'énoncé du lemme, une surface M = M' \ {xo} où x$ est un point de la 
surface M1', et un feuilletage orienté ^ de M. Fixons deux compacts K\,K2 dans M, 

et une carte compacte du feuilletage <p : [0, l ] 2 M dont l'image contient K\ et 
K2 dans son intérieur, avec 

Pl{v-
1(Kl))<pl{y-1{K2)) (*) 

où pi est la fonction première coordonnée : cette inégalité signifie donc qu'on peut 
aller de n ' importe quel point de K\ à n ' importe quel point de K2 via un arc inclus 
dans l'image de tp et positivement transverse au feuilletage Dans cette situation, il 
est clair que toute application continue injective tpf : [0, l ] 2 *̂ -> M suffisamment proche 
de (p vérifie encore la propriété (•) . 

Soit maintenant 7 une courbe positivement transverse à On peut écrire 7 comme 
la concaténation d 'un nombre fini de courbes simples 7 1 , . . . , j e , puis épaissir ces 
courbes simples pour obtenir pour chaque k une carte (pk du feuilletage dont l'image 
contient 7fc dans son intérieur. En appliquant la remarque précédente à chacune des 
cartes (pk (avec pour compacts les deux singletons {jk(0)} et {7fc(l)}), on voit que 
l'existence d'une courbe homotope à 7 et positivement transverse au feuilletage est 
une propriété ouverte du feuilletage *§. On a même un peu mieux. Notons x et y les 
extrémités de 7 et fixons deux compacts Kx,Ly, peti ts voisinages respectifs de x,y 

inclus dans les intérieurs des images de (pi,ipt- Choisissons également un ouvert V 7 
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contenant Kx U 7 U Ly. A chaque couple de points x' dans Kx et y' dans Ly, on peut 
associer continûment une courbe 7 ^ y > dans V ,̂, positivement transverse au feuilletage, 
avec 7 X ? Î / = 7 (voir la figure 4.6). On définit alors l'ensemble 0 ( 7 ) des feuilletages $ 
de M pour lesquels, pour chaque couple # ' , y ' comme ci-dessus, il existe une courbe 
7 ' dans V1, homotope à 7 x

/ , y / à extrémités fixées, et positivement transverse à . 
Rappelons qu 'é tant donnée une famille localement finie de cartes compactes ((pj) et 
une famille de nombres strictement positifs (ej), l 'ouvert de Whi tney &((y>j),(£j)) 
est défini comme l'ensemble des feuilletages qui admet tent des cartes compactes (<^/) 
pour lesquelles la distance uniforme entre <p'- et (fj est plus peti te que Sj, pour chaque 
valeur de j . Le lemme suivant, dont la démonstrat ion facile est laissée au lecteur, dit 
notamment que l'ensemble ©(7) est un ouvert pour la topologie de Whitney. 

Lemme 4.4.2. — // existe un voisinage &((<fj), (SJ)) de $ inclus dans 6 (7) , défini par 
un nombre fini de cartes (fj, dont les images sont incluses dans V1. 

Y hfghh 

X 7xU/ 

dfgh 

Y 

Y'\ 
LY 

FIGURE 4.6. La famille de courbes transverses jx'iy> 

On considère maintenant une isotopie / = (ht) sur M et on suppose que le feuille

tage $ est localement transverse à l'isotopie au voisinage du point x$. On peut donc 

choisir, pour chaque point x de M suffisamment proche de #0, une courbe 7 X positi

vement transverse au feuilletage et homotope dans M à la trajectoire (^t(#))tE[o,i]-
Mieux, grâce à la transversalité locale, on peut effectuer ce choix de façon à ce que, 

pour tout voisinage U de x 0 , il existe un voisinage V de XQ tel que pour tout point x 
de V, la courbe j x est incluse dans U ; ceci revient à dire que pour toute suite (xi) 
tendant vers xo, la suite (iXi) tend aussi vers XQ (on dira que la famille (7^) est locale

ment finie). Épaississons légèrement chaque courbe 7^ en un voisinage Vlx de façon à 

ce que la famille (V7x) soit encore localement finie. Comme ci-dessus, on choisit pour 

chaque courbe 7^ une famille finie de cartes recouvrant 7^ et incluses dans Vlx, puis 

des voisinages compacts Kx de x et Lfll(x) = h\(Kx) de h\(x) inclus dans Vlx. Soit U 

un voisinage compact suffisamment peti t de XQ dans M' = M U {xo}. Pa r compacité 

locale de C/\{xo}, il existe une suite (xi) tendant vers XQ pour laquelle la famille (KXi) 

forme un recouvrement de U\ {#o}• Pour chaque valeur de i, le lemme ci-dessus nous 
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fournit alors un voisinage Qi du feuilletage ^ défini par un nombre fini de cartes (p 

et de nombre e > 0. Soit Q — 0(((pe),(ee)) l 'intersection de tous les voisinages &i. 

D'après le lemme, puisque la famille (Vlx.) est localement finie, les images des cartes 
((fi) forment une famille localement finie (ainsi, 0 est encore un ouvert de la topologie 
de Whitney) . 

Soit $ un feuilletage appar tenant à 0, x un point de U \ {XQ\, i un indice tel 
que x G KXi. La définition de l'ensemble 9(jXi)j Qui contient le feuilletage , nous 
fournit une courbe dans Vyx. positivement transverse à $ et reliant x à h\(x). Par 
continuité de la famille jx*,y> construite plus haut , cette courbe est homotope à la 
trajectoire de x sous l'isotopie / . Le feuilletage est encore localement transverse à 
l'isotopie. Ceci achève la preuve. • 

Le résultat suivant permet de simplifier la topologie locale d 'un feuilletage par une 
peti te perturbat ion. 

Proposition 4'.4.3'. — Soit *§ un feuilletage défini sur l'ensemble U \ {0} où U est un 

voisinage de 0. Soit S un secteur hyperbolique de *@. Soient (ipi) une famille de cartes 

compactes de localement finie dans U \ {0}, et une suite de réels strictement 

positifs. Il existe alors un feuilletage , inclus dans 0((pi),(£i)) et coïncidant avec 

$ en dehors de S, qui admet un secteur hyperbolique pur Sf inclus dans S. De plus, 

l'orientation de Sf est compatible avec celle de S : Sf est direct si et seulement si S 

l'est 

Démonstration. — Soient So le demi-disque supérieur et $ : S —• So l 'application 
envoyant la trace du feuilletage $ dans S sur le secteur hyperbolique modèle. Soient 
a~*~,a~ ,F~*~,F~ ,K comme dans la définition des secteurs hyperboliques (voir la sec
tion B et la figure B.2). Soit <P la famille des pétales de inclus dans S qui sont 
maximaux pour l'inclusion ; les éléments de (P sont deux à deux d'intersection {0} et 
leur réunion est égale à K. 

Soit (xk) une suite de points sur a+ convergeant vers a + fl F + , et Fk le morceau 
de feuille de Xk entre a+ et a~ (on peut choisir Fk = §~x({xy = | } ) . Alors la suite 
(Fk) converge, pour la distance de Hausdorff sur l'ensemble des compacts de 5 , vers 
l'ensemble 

F + U F~ U dK • F + U F~ U 

dfg 
dP. 

L'ensemble $ est au plus dénombrable, et naturellement muni d 'un ordre total défini 

comme l'ordre dans lequel une feuille Fk pour k assez grand visite des peti ts voisinages 

disjoints de chaque pétale (cet ordre est compatible avec l'ordre cyclique ou l'ordre 

cyclique inverse autour de 0). Soit (Pe)e>o une suite de pétales qui, pour cet ordre, est 

décroissante et non minorée : tout pétale de (P est après tous les Pe sauf un nombre 

fini. De plus, la suite (Pe) converge vers {0} pour la distance de Hausdorff. On choisit 

pour chaque l une carte (pe en un point du bord de Pe, de sorte que les images de ces 

cartes sont disjointes de FQ et deux à deux disjointes, et forment une suite convergeant 

vers 0. Soient a^, be les premiers et derniers points du bord de Pe qui sont dans l'image 
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. . . , £3, X2, X\ 

dfg 
dfg 
F2 

F3 

dfg 

K 

a 

F~ 

FIGURE 4.7. La suite des feuilles (Fk) converge vers la réunion du bord 
de K et des feuilles F+ et F~ 

de (f£. On modifie alors $ arbitrairement peu, successivement sur chacune des cartes 
(fi, comme sur la figure 4.8. Après la £ ième modification, la feuille de ag rencontre a~ 

en un point ye, tandis que la feuille de ht borde un pétale maximal pour le nouveau 
feuilletage. Soit $ le feuilletage obtenu après toutes les modifications. Après la f-ième 

sd sd 

a 

dsf 

FIGURE 4.8. Modification de $ 

modification la demi-feuille négative du point ye est incluse dans 5 , elle délimite avec 

un secteur hyperbolique qui ne contient aucun des pétales situés après Pg. Cet te 

feuille n'est pas affectée par les modifications ultérieures, c'est donc encore une feuille 

de $ . La suite (yi) est monotone sur OJ~, notons y sa limite. Alors la demi-feuille 

négative F'~ de y est incluse dans 5 , et délimite avec F + un secteur hyperbolique 

S' pour le feuilletage inclus dans 5 , et qui ne rencontre l'ensemble K qu 'au point 

0. Montrons que S' est hyperbolique pur pour $ . Soit x un point de l'intérieur de 

S'. Ce point n'est pas dans sa demi-J^-feuille positive rencontrait donc 7 " . On 

voit facilement que c'est encore le cas après chaque modification. D 'aut re par t cette 
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demi-feuille ne subit qu 'un nombre fini de modifications (la suite des demi-feuilles 
pour les feuilletages successifs est stationnaire). On en déduit que la demi-^-feuil le 
positive de x rencontre encore 7 " , et ne borde donc pas de pétale. Ceci termine la 
preuve. • 

Le secteur S' obtenu dans la preuve possède des propriétés non explicités dans 
l'énoncé : il a un bord en commun avec l'ancien secteur S, et il est arbitrairement 
proche, pour la distance de Hausdorff, de (S \ K) U {0}. 

4.5 . P o i n t s fixes de t y p e Sel le 

P Le Calvez et J . - C Yoccoz ont étudié dans [22, 23] le cas d 'un point fixe de 
type Selle (voir la classification à la section 3.4). Ils montrent en particulier qu'en 
l'absence d'orbite périodique, il existe un itéré de h qui donne au point fixe 0 un 
indice négatif. Leur technique leur permet aussi d'associer à un tel point un nombre 
de rotation rationnel, qui est défini par la combinatoire de l'action de h sur des courbes 
de Jordan entourant le point fixe, sans qu'il soit facile de donner une caractérisation 
simple de ce nombre. 

Supposons, plus généralement, que h G c # + ( 0 ) a un itéré hq pour lequel 0 est un 
point fixe isolé d'indice différent de 1 (il y a deux exemples pertinents, sur la figure 0.1 
de l 'avant-propos, parmi les trois dont l'ensemble de rotation est { |}) . D'après le 
théorème 4.1.1, il existe une isotopie de l 'identité à hq dont l'ensemble de rotation est 
{0}. É tan t donnée une isotopie / de l 'identité à h, l'isotopie Iq a donc pour ensemble 
de rotation un singleton entier {p}. On en déduit que l'ensemble de rotation de I est le 
singleton rationnel { | } (proposition 2.2.2). On retrouve ainsi le nombre de rotation de 
Le Cavez et Yoccoz. On sait aussi que hq est éclatable (addendum 4.1.4). Il est moins 
immédiat, mais encore vrai, que h est éclatable. Cette dernière propriété va découler 
d 'une étude dynamique plus fine de hq. Résumons ceci dans l'énoncé suivant. 

Théorème 4.5.1. — Soit h G &+ (0). Supposons qu'il existe un entier q > 0 tel que 0 
est un point fixe isolé de hq d'indice différent de 1. Alors l'intervalle de rotation de h 
est un singleton rationnel {|}, et h est éclatable. En particulier, ceci est le cas si h 
est un point de type Selle non accumulé. 

Démonstration. — On se place sous les hypothèses du théorème. Comme expliqué 

plus haut , il nous reste seulement à montrer que h est éclatable. Nous allons appliquer 

le critère donné par la proposition 2.3.3 : il s'agit donc de trouver une demi-droite 

topologique A qui est disjointe en germe de tous ses itérés sous h. D'après l'énoncé 

d'extension (appendice A), on peut supposer que h est un homéomorphisme du plan 

qui n 'a pas d 'autre point fixe que 0, ni d 'autre orbite périodique de période inférieure 

ou égale à q. Soit / = hq. On applique maintenant les résultats de [27, 29] à / : 

comme l'indice du point fixe de / est différent de 1, il existe un entier k > 2 tel 

que / admet exactement k composantes de Reeb, cycliquement ordonnées autour 

de 0, ( F i , G i ) , . . . , (Ffe,Gfe). Comme h commute avec / , il permute ces composantes 
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de Reeb en respectant l 'ordre cyclique, il s'agit donc d 'une permutat ion cyclique. 
Notons q' l 'ordre de cette permutat ion : g = hq fixe chacune des composantes, et 
qf divise q. On voit facilement que les ( i^ , Gi) sont encore des composantes de Reeb 
pour l 'homéomorphisme g. On applique alors la proposition 8.1 de [27] : pour chaque 
composante de Reeb (Fi,Gi) il existe une demi-droite topologique A* qui est incluse 
dans l 'ouvert 0(F»,Gf) entre Fi et Gi (voir [29], section 2.2), et qui est disjointe de 
tous ses itérés par g. Il reste à montrer que A = A i est disjointe de toutes ses images 
par les puissances hk. Lorsque k est multiple de q\ hk est un itéré de g, et la propriété 
est vérifiée. Lorsque k n'est pas multiple de q', h,k agit sur les composantes de Reeb 
de / par permutat ion sans point fixe ; en particulier l 'ouvert 0(F, G) est disjoint de 
son image par hk, et A également. Finalement la droite A est disjointe de tous ses 
itérés par h, ce que l'on voulait démontrer. • 

En corollaire, nous pouvons maintenant démontrer qu 'un point fixe de nombre de 

rotat ion infini est accumulé par des orbites périodiques, comme annoncé au début de 

la section 3.6 (voir la discussion après la conjecture 3.6.6). Ce résultat répond à une 

question posée par J. Franks. 

Corollaire 4.5.2. — Soit h G J # + ( 0 ) vérifiant la propriété d'intersection locale. Sup

posons que l'ensemble de rotation de h contient +oo ou —oo. Alors tout voisinage de 

0 contient une orbite périodique. 

Démonstration. — Soit h G ̂ + ( 0 ) vérifiant la propriété d'intersection locale, et sup
posons que 0 n'est pas accumulé par des orbites périodiques. Nous utilisons la classi
fication de Patrice Le Calvez rappelée à la section 3.4. Si le point fixe est indifférent, 
son ensemble de rotat ion est ou bien vide, ou bien un singleton réel (corollaire 3.4.5). 
Si le point fixe n'est pas indifférent, c'est-à-dire s'il est de type Selle, le théorème 
précédent nous dit que p(h) est un singleton rationnel. On en déduit le corollaire. • 

En corollaire du corollaire, revenons sur l'ensemble de rotation dans l 'anneau ou
vert, défini au chapitre 1. 

Corollaire 4.5.3. — L'ensemble de rotation d'une isotopie de l'anneau ouvert ne peut 

pas être égal à {+00} ni à {—00}. 

Démonstration. — Nous supposons que l'ensemble de rotation d 'une isotopie sur l'an

neau ouvert contient {-j-00}, et nous allons montrer qu'il doit alors contenir d 'autres 

éléments. D'après la définition, il existe un compact K de l 'anneau, et une suite de 

points (xk) dans K et de temps (n&) tels que le point Xk revient dans K au temps 

rifc, et tels que la suite des variations angulaires moyennes 6k le long de l 'orbite de Xk 
jusqu 'au temps n& tend vers +00. Comme la variation angulaire entre un point et son 

image est bornée sur tout compact de l 'anneau, on remarque que pour tout compact 

K1 contenant K et tout entier k assez grand, l 'orbite de Xk qui par t de i f et y revient 

au temps n&, doit sortir de K' entre temps. 

Nous pouvons compactifier l 'anneau par ajout des deux « bouts » N et S, ce qui 

en fait une sphère; l'isotopie s'étend naturellement en une isotopie qui fixe N et 
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S. Considérons les deux ensembles de rotation locaux autour des points fixes N et 
S. D'après ce qui précède, l 'un des deux points, disons N, vérifie alors la propriété 
locale suivante : pour tout voisinage de N il existe un point hors du voisinage dont 
l 'orbite rentre dans le voisinage et en ressort. En conséquence, il suit immédiatement 
de la définition de l'ensemble de rotation local de N que celui-ci n'est pas vide (la 
propriété que nous avons appelée excursion courte dans la définition 2.2.3 est mise 
en défaut). Une deuxième conséquence de cette propriété locale est que le point N 
n 'admet pas de base de voisinages attractifs ou répulsifs, et toute courbe de Jordan 
suffisamment proche, et qui l 'entoure, rencontre son image : la propriété d'intersection 
locale est vérifiée. Considérons d 'abord le cas où l'ensemble de rotation local de N est 
{ + o o } . D'après le corollaire 4.5.2, il existe alors des orbites périodiques, et dans ce cas 
l'ensemble de rotation de l 'anneau contient des nombres rationnels, il n'est pas réduit 
à {+00} . Puisque l'ensemble de rotation local de N n'est pas vide, s'il n'est pas égal 
à {+00}, il contient un élément différent de +00. Mais l'ensemble de rotation local de 
N est inclus dans l'ensemble de rotation de l 'anneau (à nouveau, ceci suit directement 
des définitions), par conséquent, ici encore, l'ensemble de rotation de l'isotopie dans 
l 'anneau n'est pas réduit à {+00}. • 

4 .6 . D i s c u s s i o n 

L'indice de Seifert. — Donnons-nous une isotopie / = (/^)te[o,i] d'homéomorphismes 
du plan, et considérons la famille 7/ = (/ i t^i^r 1 )te[o,i]- H s'agit d 'un lacet d'homéo-
morphismes, basé en h\. La trajectoire d 'un point P sous ce lacet est une courbe 
fermée 7 / (P) . Si cette courbe passe par le point P , alors P est sur la trajectoire sous 
I d 'un point fixe de h\. Dans le cas contraire, on peut considérer le nombre d'en
lacement de la courbe fermée 71 (P) autour du point P ; c'est ainsi que H. Seifert 
définit son indice du point P pour l'isotopie / . Cet indice, dont je ne perçois pas la 
signification, est l 'un des ingrédients qui lui permettent de démontrer la persistence 
d 'une feuille fermée lorsqu'on per turbe légèrement le feuilletage de Hopf sur la sphère 
S 3 ([39]). 

Supposons maintenant que le point 0 est un point fixe isolé de h\, et choisissons 
l'isotopie I dans &"*~(Q), c'est-à-dire de façon à ce que ht fixe 0 pour tout t. L'indice de 
Seifert est alors bien défini pour tous les points assez proches de 0, et par connexité cet 
indice est constant au voisinage de 0. Nous obtenons donc un nombre entier associé 
au point fixe isolé 0 pour le temps un de l'isotopie I. Il s'agit d 'un invariant de 
conjugaison que nous notons (5eifett(7,0). Comme le fait remarquer Seifert, cet indice 
est évidemment nul si l'isotopie (ht) est obtenue en intégrant un champ de vecteurs 
indépendant du temps, puisqu'alors tous ses temps commutent avec h\. Rappelons 
que pour chaque valeur de /c, nous avons défini un homéomorphisme rrik « modèle » 
d'indice fc, qui peut s'obtenir en intégrant un champ de vecteurs autonome. L'isotopie 
Ik correspondante a donc un indice de Seifert nul. Si JvIk est une autre isotopie 
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aboutissant en ra&, où J est le lacet des rotations, on détermine facilement que 

6 e i f e t t ( J * J f c , 0 ) = p ( l - f c ) . 

On peut d 'aut re par t remarquer que p n'est rien d 'autre que l'indice de Conley-
Zehnder de l'isotopie, la formule se lit donc « Seifert égale Conley-Zehnder fois un 
moins Poincaré-Lefschetz ». En utilisant le théorème de Schmitt comme dans la preuve 
de l'existence des bonnes isotopies, on voit que cette formule se généralise. 

Proposition. — Soit I une isotopie dans (0) aboutissant à un homéomorphisme h 

fixant uniquement 0. Alors 

6eife t t (J ,0) = €onkt) - 3eïmSet(J ,0)( l - lnd( / i ,0)) . 

En particulier, I est une bonne isotopie si et seulement si son indice de Seifert est 

nul. 

Je ne sais pas s'il est possible d'en tirer une preuve plus élémentaire (n'utilisant ni 
le théorème de B. Schmitt ni les décompositions en briques) de l'existence des bonnes 
isotopies. 

Module local. — Dans l 'appendice B nous définissons le module d 'un feuilletage du 
plan ayant le point 0 comme unique singularité. Rappelons qu'il s'agit du nombre 
minimal de points de tangence entre le feuilletage et une courbe de Jordan entourant la 
singularité. De façon équivalente, il s'agit du nombre minimal de cartes du feuilletage 
nécessaires pour entourer la singularité. 

On peut définir un concept analogue pour les homéomorphismes (voir [29]). Consi
dérons h G c # + ( 0 ) , et supposons pour simplifier que 0 est l 'unique point fixe de h ; 

tout ensemble loin de 0 et assez peti t est alors libre, c'est-à-dire disjoint de son image. 
Soit 7 une courbe de Jordan entourant le point fixe; on peut définir sa /i-longueur 
comme le nombre minimal de sous-arcs libres de 7 nécessaires pour recouvrir 7. Le 
module de h est alors défini comme le minimum des /i-longueurs des courbes de Jordan 
entourant 0. Lorsque l'indice de Poincaré-Lefschetz du point fixe est différent de 1, la 
théorie de Brouwer explique qu'on peut recouvrir R 2 \ {0} par des ouverts connexes 
et simplement connexes, invariants par h, sur chacun desquels h est conjugué à une 
translat ion du plan. Ces ouverts, appelés domaines de translation, sont les analogues 
des cartes des feuilletages, et le module de h coïncide avec le nombre minimal de 
domaines de translation nécessaires pour entourer le point fixe. Le module des ho
méomorphismes généralise vraiment celui des feuilletages : lorsque h agit en poussant 
les points le long des feuilles d 'un feuilletage £7, le module de h est égal à celui de £7". 

Le module est un invariant de conjugaison global, mais non local, comme le montre 
la figure 4.9. Voici une façon de le « localiser ». Nous supposons maintenant que 0 
est seulement un point fixe isolé de h. É tan t donné un voisinage de V de 0, nous 
pouvons définir le module de h relativement à V comme le minimum des /i-longueurs 
des courbes de Jordan entourant 0 et incluses dans V ; le module local de h est alors 
la limite, lorsque V parcourt le filtre des voisinages de 0, des modules relativement à 
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FIGURE 4.9. Un germe donné peut s'étendre de plusieurs manières, don
nant différents modules : ici 4 et 2 

V. Je ne suis pas sûr qu'il s'agisse de la meilleure définition possible, en particulier je 

ne sais pas si elle résiste au test suivant. 

Problème 4.6.1. — Le module local de h coïncide-t-il avec le supremum des modules 

de g, où g e $£^~ (0) fixe uniquement 0 et coïncide avec h au voisinage de 0 ? 

La figure 4.9 montre un exemple où le module local est fini et égal à 4, et où 
le problème admet une réponse positive. Remarquons que la théorie de Slaminka-
Schmitt-Bonino montre que l'infimum des modules des extensions est moins intéres
sant puisqu'il est toujours égal au nombre 2(| 1 — lnd(/i ,0) |) : il ne contient pas 
d 'autre information que l'indice de Poincaré-Lefschetz. 

Le module (global) n'est qu 'un aspect d 'un invariant plus riche, l'indice par quart-
de-tours, associé à tout élément h de $ f + ( 0 ) dont 0 est un point fixe isolé d'indice 
de Poincaré-Lefschetz différent de 1 (ou, en indice 1, de module supérieur ou égal à 
3). Cet invariant, décrit dans [29], affine l'indice de Poincaré-Lefschetz, et donne une 
façon naturelle de décomposer celui-ci en une somme dont les termes valent + \ ou — \ . 
Il s'agit, là encore, d 'un invariant global et non local : par exemple, les deux dessins 
de la figure 4.9 ont respectivement pour indice par quart-de-tours (î—•!<— |—»|—0 et 

Problème 4.6.2. — Existe-t-il une version locale de l'indice par quart-de-tours ? 

Ce problème est lié au problème de l'unicité de l 'éclatement abordé plus bas. La 

solution est certainement plus facile pour les germes dont le module local est fini. Dans 

ce cas, l'indice local par quart-de-tours devrait être un invariant de même nature que 

dans le cadre global, c'est-à-dire un mot cyclique sur l 'alphabet { î , 1, —>, <—} dont le 

nombre de lettres est le double du module local. On pourrait par exemple essayer de 

résoudre le problème suivant. 

Problème 4.6.3. — Soient ho,h\ G ^ + ( 0 ) deux homéomorphismes qui coïncident au 

voisinage de 0, et sans autre point fixe. On suppose que leur module est maximal parmi 
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les homéomorphismes de < ^ + ( 0 ) qui ont le même germe en 0. Est-ce que leurs indices 

par quarts-de-tours sont égaux ? 

Lorsque le module local est infini, on devrait essayer de définir un indice par quart-
de-tours comme une application d 'un ensemble dénombrable cycliquement ordonné 
N(h) vers l'ensemble {î , j , —», <—}. 

Branches stables. — L'article [29] contient une conjecture sur le nombre de branches 
stables et instables, dans un cadre global. Essayons d'en donner une version locale. 
Pour cela, on se restreint à un homéomorphisme h dont 0 est un point fixe isolé, et 
dont le module local est fini, notons-le d. Fixons un voisinage U de 0 suffisamment 
peti t pour que le module relativement à U soit égal au module local, et supposons 
que la frontière de U soit une courbe de Jordan. 

Problème 4.6.4. — Est-il vrai qu 'il existe exactement d branches stables et instables U -

locales, c'est-à-dire vérifiant les quatre propriétés énumérées dans la proposition 4-4-1) 

qui soient maximales pour l'inclusion ? 

Branches stables et absence de rotation. — Soit h G J ^ + ( 0 ) , et supposons qu'il existe 
une branche stable, disons un ensemble compact k contenant 0 sans être réduit à 0, 
connexe, de complémentaire connexe, vérifiant h(k) C k. Supposons aussi que cette 
branche n 'entoure pas 0, au sens où il existe un autre compact connexe k' non réduit 
à {0} et tel que k fl k' = {0}. Sous ces hypothèses, on peut trouver une isotopie / 
aboutissant en h dont l'ensemble de rotat ion est {0}. On a même pv{I) — {0} pour 
tout voisinage assez peti t de 0. J 'aimerais savoir si l'existence d 'une telle branche 
stable caractérise l'absence de rotation. 

Problème 4.6.5. — Soit I une isotopie dans J # + ( 0 ) , et supposons que pv{I) = {0} 
pour tout voisinage V assez petit de 0. Existe-t-il toujours un ensemble k qui est une 
branche stable, au sens précédent, pour le temps un de l'isotopie ? 

Eclatement canonique. — Pour compléter le critère d'existence et la construction 

d'éclatements topologiques pour les points fixes d'indice différent de 1, je voudrais 

aborder maintenant la question de l'unicité de l 'éclatement, principalement en l 'ab

sence de rotat ion. Soit h G &"*~(0), et supposons que h soit topologiquement éclatable 

avec un nombre de rotation nul. En général il n 'y a pas unicité de l 'éclatement. Pre

nons l'exemple du difféomorphisme selle m : (x,y) h~» (2x,y/2). L'éclatement de la 

différentielle donne un homéomorphisme du cercle ayant quatre points fixes. À part i r 

de cet éclatement, il y a essentiellement deux façons d'en construire d 'autres . On peut 

d 'abord simplifier l 'éclatement en écrasant une, deux ou trois composantes connexes 

de l'ensemble complémentaire des points fixes sur le cercle : on obtient par exemple 

de cette façon un éclatement équivalent à celui construit lors de la preuve du critère 

d'éclatement (proposition 2.3.3), avec un seul point fixe. On peut au contraire rendre 

l 'éclatement plus compliqué en créant d 'autres points fixes par « ralentissement » ; 

c'est essentiellement la méthode utilisée dans la preuve de la proposition 2.3.5 pour 

construire une version de h qui est différent iable en 0. L'écrasement provoque une 
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perte d'information, le ralentissement ajoute une information artificielle : ainsi, l'écla
tement donné par la différentielle semble ici le plus naturel , avec ses quatres points 
fixes correspondant aux directions stables et instables et ses quatre intervalles com
plémentaires reflétant la présence des secteurs hyperboliques. 

Il y a au moins une autre façon d'enrichir artificiellement un éclatement, lorsque 
h admet un bon secteur attractif S. Il s'agit d 'un disque topologique sur lequel h est 
conjugué à la restriction de l 'homothétie z i—• z /2 au demi-disque supérieur (voir [28], 
section 2.1). On peut alors éclater h en un homéomorphisme h de l 'anneau semi-fermé 
A, de façon à ce que l 'adhérence de S vu dans A contienne un intervalle non trivial du 
cercle-bord. La dynamique sur cet intervalle peut être choisie à volonté, ce qui montre 
que l'information obtenue n 'a pas de sens dynamique. 

On voit qu'en général on est loin d'avoir unicité. On cherche alors à définir une 
notion de « bon » éclatement qui conduirait à l'unicité en intégrant les informations 
pertinentes et en rejetant celles qui sont inutiles. Je n 'ai pas trouvé de façon limpide 
de le faire ; voici néanmoins ce qu'il reste de mes essais. 

Soit h e ^ + ( o ) , pour simplifier on se place probablement dans le cas où 0 est un 
point fixe isolé, éventuellement on peut le supposer d'indice différent de 1. Considérons 
des coordonnées polaires topologiques fournies par un homéomorphisme $ : M2 —» Â 
tel que h := s 'étende au cercle-bord de l 'anneau A en un homéomorphisme 

de nombre de rotation nul. On identifie le cercle-bord de A au cercle S 1 . On dira que 
l 'éclatement donné par $ n'est pas artificiel si 

1. l'ensemble des points fixes de h\§i est totalement discontinu; 

2. pour tout point fixe x de ft|§i, il existe au moins un point y de A \ S 1 dont 

l'ensemble a ou o;-limite est égal à {x} ; 
3. pour tout secteur attractif ou répulsif S de h, l 'adhérence de # ( 5 ) rencontre le 

cercle-bord en un unique point. 

Les deux premiers points ont pour but d'interdir les points fixes obtenus par « ra
lentissement », le dernier point interdit l 'éclatement des secteurs attractifs. D 'aut re 
par t , on dira que l 'éclatement est élémentaire si le cercle-bord contient un unique 
point fixe. Soit # i : M2 —> A un autre homéomorphisme donnant un éclatement h\. 
On dira que ce second éclatement est un facteur du premier s'il existe une application 
continue p : A —> A qui se restreint en un homéomorphisme de l 'anneau ouvert A \ S 1 , 
et telle que ph = h\p. On dira aussi que le premier éclatement est une extension du 
second. Si l 'application p est un homéomorphisme, on dira que les deux éclatements 
sont conjugués. 

Problème 4.6.6. — Existe-t-il un éclatement non artificiel, qui est une extension 

de tout éclatement élémentaire non artificiel ? 

Problème 4.6.7. — Deux éclatements solutions du problème précédent sont-ils néces

sairement conjugués ? 

Si ces deux problèmes admet tent une réponse positive, on aura gagné le droit de 

dire que de tels éclatements sont bons. Une réponse partielle au second problème, 
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disant que deux tels éclatements sont conjugués au moins en restriction au cercle-
bord, serait déjà satisfaisante : l 'homéomorphisme du cercle h|§i fournirait en effet un 
invariant topologique associé à cette situation. Un dernier problème fait le lien avec 
l'indice par quart-de-tour. 

Problème 4.6.8. — Soit 3> un éclatement solution du problème 4.6.6. Soit x un point 

fixe sur le cercle-bord. A-t-on la dichotomie suivante : 

— ou bien il existe y G A \ S 1 tel que a(y) = {x}, 

— ou bien il existe y G A \ S 1 tel que uj(y) = {x} ? 

Une réponse positive à ce problème permet t ra i t d'enrichir l 'invariant h|§i. En no

tan t N(h) l 'ensemble constitué des points fixes de h et des composantes connexes 

de son complémentaire dans le cercle-bord, muni de son ordre cyclique naturel , on 

pourrai t associer 

— à chaque point fixe, une flèche J, si c'est un point a-limite et | s'il s'agit d 'un 
point o;-limite ; 

— à chaque composante connexe du complémentaire, une flèche <— ou —• selon le 
sens de la dynamique. 

On obtiendrait ainsi un indice par quart-de-tours local répondant au problème 4.6.2. 
Bien sûr, la construction devra subir un certain nombre de tests. En voici un. 

Problème 4.6.9. — Supposons que le module local de h est fini. Est-il égal au nombre 

de points fixes de tout bon éclatement h ? 

Bien sûr, il faut probablement ajuster toutes les définitions pour obtenir des ré
ponses positives à tous ces problèmes... 

John Mather a donné une construction d 'une compactification naturelle en cercle 
pour les singularités de feuilletages (voir [31]). 

Terminons en mentionnant le cas irrationnel. Lorsque h est éclatable avec un 
nombre de rotat ion irrationnel, il existe toujours un éclatement qui est une rotat ion 
sur le cercle. Deux tels éclatements ne sont pas nécessairement conjugués. Cependant , 
on peut montrer l'unicité de l 'éclatement dans le cas des rotations. 

Proposition 4.6.10. — Soit h un homéomorphisme de l'anneau semi-fermé A, et sup

posons que 

— la restriction de h à A \ S 1 est conjuguée à une rotation euclidienne, 

— la restriction de h au cercle-bord S 1 est conjuguée à une rotation euclidienne. 

Alors h est conjugué à une rotation euclidienne sur A. 
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CHAPITRE 5 

EPILOGUE : 
LE THÉORÈME DES TROIS-QUATRE POINTS FIXES 

5 .1 . É n o n c é 

Nous démontrons « à la Le Calvez » un énoncé qui renforce un résultat de S. 
Matsumoto et répond à l 'une de ses questions en faisant passer le nombre de points 
fixes de trois à quatre (voir [33], théorème 5.1 et remarque 5.2). Il s'agit d 'un résultat 
de dynamique globale dont la preuve illustre les concepts et les résultats de dynamique 
locale présentés dans ce mémoire. 

Théorème 5.1.1. — Soit f un homéomorphisme de Vanneau compact, et I une isotopie 

de Videntité à f. Supposons que f préserve Vaire et que 

— les nombres de rotation de I sur les deux bords de Vanneau sont strictement 

négatifs, 

— le nombre de rotation moyen dans Vanneau est positif ou nul. 

Alors f admet au moins quatre points fixes dans Vanneau. De plus, si Vensemble des 
points fixes est fini, il y a au moins deux points fixes d'indice 1 et deux points fixes 
d'indice strictement négatif. 

5.2 . D é m o n s t r a t i o n 

On écrase chaque cercle-bord en un point, et on voit / comme un homéomorphisme 
de la sphère S 2 fixant deux points N et S (les bords écrasés). Les ensembles de rotation 
autour des points N et S sont des singletons (proposition 2.3.1) ; la première hypothèse 
se t radui t par le fait que le nombre de rotation local de / est strictement négatif au 
point N, et strictement positif au point SS1^ 

Si / a une infinité de points fixes il n 'y a rien à montrer, on peut donc exclure ce 
cas. On peut alors choisir une partie $ des points fixes de / , contenant N et S, qui 
soit non enlacée maximale : il existe une isotopie V de l 'identité à / qui fixe chaque 

(i) Ceci peut sembler paradoxal puisque le nombre de rotation sur le bord inférieur de l'anneau était 
lui aussi négatif ; le paradoxe se lève si l'on pense que pour mesurer le nombre de rotation autour du 
point S il faut regarder la sphère par en-dessous. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2013 



88 CHAPITRE 5. ÉPILOGUE : LE T H É O R È M E DES TROIS-QUATRE POINTS FIXES 

point de f̂, et la trajectoire sous V de chaque point fixe qui n'est pas dans <JS n'est 
pas homotope au lacet constant dans la surface ouverte S 2 \ De plus cette isotopie 
est homotope à J, à extrémités fixées, en tan t qu'isotopie dans S 2 \ {JV, S } , et en 
particulier elle donne k N et S les mêmes nombres de rotations que / , et elle a le 
même nombre de rotation moyen. 

Le théorème feuilleté équivariant nous fournit alors un feuilletage ff, sur la surface 
ouverte § 2 \<^, qui est transverse à l'isotopie TNous dirons que les éléments de sont 
les singularités du feuilletage. Explicitons les propriétés dynamiques du feuilletage $ 
induites par les hypothèses dynamiques sur / . 

La première hypothèse est que / préserve l'aire. On va en déduire que « la dy
namique de $ est de type gradient » ; précisons cette idée. L'ensemble u;-limite de 
toute feuille F est réduit à une singularité. En effet, dans le cas contraire et d 'après 
la théorie de Poincaré-Bendixson, l'ensemble cu-limite serait une réunion de feuilles 
qui borderait un a t t rac teur pour / , contredisant la préservation de l'aire. De même, 
l'ensemble a-limite de F est un seul point de <̂ f, et est distinct de l'ensemble u?-limite. 
Pour deux singularités s\,s2, nous écrirons s\ < s2 s'il existe une connection de si à 
so, c'est-à-dire une suite finie de feuilles F i , . . . . F / telle que 

s1=a(F1)MFi) a(F2),...,v(Fi) = s2. 

La préservation de l'aire pour / nous dit encore que cette relation est un ordre partiel 
sur l 'ensemble <fi (il n 'y a pas de cycle de singularités). En l'absence de feuille-cercle 
et de pétale, la classification des dynamiques locales des feuilletages permet de voir 
que les singularités de sont nécessairement de type Selle ou de type Pui ts ou Source 
(appendice B) . 

Les singularités de type Sources ont un ensemble de rotat ion local négatif ou nul 
pour l'isotopie i 7 , les Pui t s un ensemble positif ou nul. D'après l 'hypothèse de rotat ion 
sur les bords de l 'anneau, la singularité N est donc une Source de J^ , et S est un Pui ts . 

Exploitons maintenant l 'hypothèse sur le signe du nombre de rotat ion moyen de / . 
Supposons qu'il existe une feuille de ^ allant de N k S. Par transversalité cette feuille 
est poussée vers sa droite par l'isotopie i 7 , et nous voyons que le nombre de rotat ion 
moyen est strictement négatif, ( 2 ) contrairement à l 'hypothèse. Le même argument 
montre qu'il n'existe pas de connection de N à S, autrement dit que N S. 

En utilisant les propriétés dynamiques du feuilletage que nous venons d'établir, 
nous allons montrer le lemme suivant. 

Lemme 5.2.1. — Il existe une singularité H\ de type Selle, d'indice strictement négatif 

pour le feuilletage telle que N < H\. 

Expliquons comment le théorème en découle. Par symétrie des hypothèses, il existe 

également une singularité H2, de type Selle et d'indice strictement négatif, telle que 

H2 < S. Puisque N jt S on a Hi ^ H2, et les points Hi et H2 sont distincts des points 

N et S. On utilise maintenant le lien entre les indices (propositions 4.2.1 et 4.2.2). 

(2) Le nombre de rotation moyen serait égal à l'opposé de l'aire comprise entre la feuille et son image. 
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Aux points Selles de les indices du feuilletage et de / coïncident : les points Hi et 

H2 ont un indice strictement négatif pour / . Rappelons que les points fixes d'indices 

plus grands que 1 admet tent des pétales attractifs (addendum 4.1.2) : par conséquent, 

les points fixes isolés d 'un homéomorphisme préservant l'aire sont d'indices inférieurs 

ou égaux à 1. D'après la formule de Lefschetz, la somme des indices des points fixes 

de / dans la sphère est égale à 2, la présence de deux points fixes d'indice strictement 

négatifs force donc l'existence d 'au moins quatre points fixes d'indice 1, on a ainsi 

trouvé au moins deux points fixes d'indice 1 qui sont distincts de N et S. Ceci termine 

la preuve du théorème. 

Démontrons le lemme. Commençons par le cas facile où le feuilletage n 'a pas de 

singularité d'indice 0. Soit WQ l'ensemble des singularités directement connectées à N, 

WQ = {s e telles qu'il existe une feuille F avec a(F) = N et OJ(F) = s}. 

Supposons, par l 'absurde, que WQ ne contient pas de singularité de type Selle. Il 

ne contient donc que des Pui ts . L'ensemble C des feuilles issues de AT, muni de la 

topologie de l'espace des feuilles (topologie quotient), est homéomorphe au cercle. 

Chaque Pui ts at t ire un ouvert de feuilles dans C. Par connexité, on en déduit que WQ 
se réduit à un seul élément P. On montre facilement que l'ensemble constitué par la 

réunion de AT, de toutes les feuilles issues de N, et de ce Pui ts P , est homéomorphe 

à la sphère S 2 . Cet ensemble est alors égal à S 2 , les points N et P sont les seules 

singularités du feuilletage, on a en particulier une connection de N à P = S. Ceci 

contredit les propriétés de (§. 

Traitons maintenant le cas général, en présence de singularités d'indice 0. Nous rai

sonnons par l 'absurde, en supposant qu'il n'existe pas de connection de N à une Selle 

d'indice strictement négatif. Pour toute courbe de Jordan C évitant les singularités 

de ^ , les singularités entourées par C sont définies comme celles que C ne sépare pas 

de N. Soit Co une peti te courbe de Jordan n 'entourant pas d 'autres singularités que 

la Source N, et t r ans verse au feuilletage. Nous construisons par récurrence une suite 

(Ci)i>o de courbes de Jordan en appliquant l 'algorithme suivant. 

— On considère l'ensemble W{ des singularités s, d'indice 0, telles que s = UJ(F) 
pour une feuille F rencontrant la courbe de Jordan C*. Si W{ est vide, l'algo

ri thme s'arrête. 

— Dans le cas contraire, on choisit un élément s de W{ qui est minimal pour l'ordre 

sur les singularités (il n'existe pas de singularité s' G Wi telle que s' < s), et on 

définit Ci+i à l'aide de l'Affirmation suivante. 

Affirmation 5.2.2. — Soit C une courbe de Jordan transverse au feuilletage, W Ven

semble des singularités d'indice nul qui sont OJ-limite d'une feuille rencontrant C, et 

s un élément minimal de W. Supposons que, pour toute feuille F rencontrant C, on 

a CJ(F) < N. Alors il existe une courbe de Jordan C qui est encore transverse au 

feuilletage, et qui entoure exactement s et les singularités entourées par C. De plus, 

pour toute feuille F rencontrant C, on a encore 00(F) < N. 
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Admettons provisoirement cette affirmation. Alors l 'algorithme est bien défini. Il s'ar
rête au bout d 'un nombre fini d 'étapes, puisqu'il n 'y a qu 'un nombre fini de singu
larités. Soit n le nombre d 'étapes, l'ensemble Wn est vide, par conséquent toutes les 
feuilles F rencontrant la courbe CN ont comme ensemble omega-limite une singularité 
de type Pui ts . On conclut comme dans le cas facile : par connexité de C n , ces feuilles 
ont toutes la même singularité comme ensemble o;-limite ; cette singularité est le seul 
Pui ts du feuilletage, par conséquent il s'agit du point S, ce qui contredit l 'absence de 
connection de N k S. 

Expliquons l'Affirmation. Soit x un point de C, F la feuille en x, et supposons que 
OJ(F) = s soit une singularité d'indice 0. On considère l'ensemble des points de C dont 
la feuille a pour ensemble cj-limite la singularité s, et J la composante connexe de x 

dans cet ensemble. Puisque s est de type Selle et d'indice 0, l'espace des feuilles F 
dont l'ensemble a>-limite est s est homéomorphe à un intervalle fermé (éventuellement 
réduit à un point) , on a une application continue injective de / dans cet espace, donc 
/ ne peut pas être égal à C Le Fait suivant nous dit que I est un interval fermé de C. 

Fait 5.2.3. — Si l'intervalle I n'est pas compact, alors la singularité s n'est pas mini

male dans W. 

Admet tan t le Fait, on voit facilement que l'ensemble des feuilles aboutissant en 
s est exactement l'ensemble des feuilles passant par un point de / , et on conclut à 
l'existence de C en utilisant le modèle local pour les singularités de type Selle et 
d'indice 0 (voir la proposition B.5.4 de l 'appendice B). 

Vérifions le Fait. Soit x+ une extrémité de / qui n'est pas dans I : la feuille en x+ 
n 'about i t pas à s. Elle ne peut pas aboutir à un Pui ts , car un Pui t s a t t i re un ouvert 
de feuille et x+ est limite d 'une suite de points (xn) dont les feuilles aboutissent en 
s. Son ensemble o;-limite est donc une singularité s' de type Selle. Son indice est 
nul, puisque nous avons supposé l'absence de connection de N à une Selle d'indice 
strictement négatif : on a trouvé un élément s' de W. En utilisant la suite des feuilles 
passant par les points xn, on voit facilement que sf < s. Ce qui conclut. • 

Voici une seconde stratégie possible pour démontrer le théorème. Le cas où il n 'y a 

pas de Selle d'indice nul est facile. D 'aut re par t , d 'après la proposition B.5.4, chaque 

Selle d'indice nul a un voisinage sur lequel le feuilletage orienté est homéomorphe à 

l 'un des quatre modèles suivants : le feuilletage horizontal sur R 2 \ {0} orienté de la 

gauche vers la droite, le même après épaississement de la séparatrice stable, le même 

après épaississement de la séparatrice instable, le même après épaississement des deux 

séparatrices. 

Supposons d 'abord que toutes les singularités d'indice 0 sont localement homéo-

morphes au premier ou au dernier modèle. On peut alors per turber le feuilletage 

localement pour supprimer les singularités d'indice 0, et ceci sans changer les connec

tions entre singularités. Le nouveau feuilletage a les mêmes propriétés dynamiques 

que l'ancien, l 'argument du cas facile du lemme s'applique pour donner une feuille 

allant de N à une Selle H d'indice strictement négatif, à cette feuille du feuilletage 
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per turbé correspond une connection de N à H pour le feuilletage initial, ce que l'on 
cherchait. 

Que faire en présence de singularités homéomorphes au deuxième ou au troisième 
modèle ? Il n'est pas difficile de montrer qu'on peut passer des trois premiers modèles 
au dernier modèle à l'aide d'une perturbat ion arbitrairement peti te en topologie de 
Whitney. Nous utilisons maintenant la stabilité de la transversalité du feuilletage 
$ et de l'isotopie / (voir le lemme 3.1.3 et la proposition 3.6.3) pour perturber le 
feuilletage $ en un feuilletage ffi\ qui coincide avec $ en dehors d 'un peti t voisinage 
des singularités d'indice 0, dont toutes les singularités d'indice 0 sont localement 
homéomorphes au quatrième modèle, et qui est toujours transverse à / . On est ainsi 
ramené au cas précédent. 
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APPENDICE A 

EXTENSION DES DYNAMIQUES LOCALES 

La dynamique locale est l 'étude du comportement des orbites d 'un homéomor
phisme au voisinage d 'un point fixe. L'objet central de la théorie devrait donc être un 
homéomorphisme local, c'est-à-dire un homéomorphisme h :U —> V entre deux voisi
nages U et F de 0 dans le plan, fixant 0. Cependant , étudier un homéomorphisme local 
n'est pas pratique, parce qu'on ne peut pas continuer à itérer les orbites qui sortent 
de U : on préfère travailler dans un cadre où U = V. Ceci ne pose pas de problème, 
puisque tout homéomorphisme local h coïncide au voisinage de 0 avec un homéo
morphisme h du plan. L'énoncé suivant est essentiellement dû à Hamilton ([14]), il 
garantit également un certain contrôle des points fixes ou des orbites périodiques de 
l'extension. 

Proposition (extension sans point fixe). — Soit h : U —> V un homéomorphisme local. 

Alors il existe un homéomorphisme h du plan qui coïncide avec h sur un voisinage 

U' C U de 0. De plus, 

— si 0 est un point fixe isolé de h, on peut choisir h dont 0 est le seul point fixe ; 
— si 0 n'est pas accumulé par des orbites périodiques de période plus petite qu'un 

entier q fixé, on peut choisir h qui n'a aucune orbite périodique de période plus 
petite que q ; 

— si I est une isotopie dans &"*~(0) dont le temps un est h, et si 0 n'est pas 
accumulé par des points fixes contractiles, dans l'anneau R 2 \ { 0 } 7 pour l'isotopie 
I, alors on peut choisir h qui n'a aucun point fixe contractile dans R 2 \ {0}. 

Démonstration. — Quit te à restreindre U, on peut supposer que le bord de U est une 

courbe de Jordan, et que h est définie sur Adhe([7). On peut alors étendre /i|Adhe(t/) 

en un homéomorphisme du plan : ceci est essentiellement l'énoncé du théorème de 

Schoenflïes, et donne la première part ie de la proposition. 

Expliquons maintenant comment obtenir les propriétés supplémentaires. D'après 

ce qui précède, on est ramené au cas où h : U V est un homéomorphisme avec 

U = V = R 2 . Nous trai tons simultanément les trois situations envisagées par l'énoncé, 

en considérant l'ensemble F suivant dans R 2 \ {0} : 

— dans le premier cas, F est l'ensemble des points fixes de h différents de 0 ; 
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— dans le deuxième cas, F est l'ensemble des points périodiques, différents de 0, 
de période plus peti te que q ; 

— dans le dernier cas, F est l'ensemble des points fixes contractiles de l'isotopie I 
dans l 'anneau R 2 \ {0}. 

Dans chacun des cas, l'ensemble F est un fermé de R 2 invariant par h. L'idée consiste 
maintenant à utiliser un revêtement p de R 2 \ F par l 'anneau infini R 2 \ {0}, qui 
s'étend en envoyant 0 sur 0. On donne ici une construction directe, inspirée de la 
construction des revêtements comme espaces de courbes modulo homotopie. Notons 
0 la courbe constante t G [0,1] i—> 0. On considère l'ensemble E contenant la courbe 
0 et toutes les courbes (continues) 7 : [0,1] —• R 2 telles que 

1. 7(0) = 0 ; 

2. 7(]0, l])f lF = 0 . 
Cet ensemble est muni de la topologie de la convergence uniforme. On considère la 
relation d'homotopie à extrémités fixées : autrement dit, 70 ~ 71 si il existe un chemin 
continu (7s)se[o,i] dans F, allant de 70 à 71, tel que 7 S(1) = 7o( l ) pour tout s. On 
note E/ ~ l'espace quotient, et on définit l 'application 

$ : El rsj R 2 

7 7(1) . 

(La seule différence avec la construction du revêtement universel de la surface R 2 \ 
F t ient au fait que le point base est choisi en dehors de cette surface. Attention, 
l 'application $ est un revêtement seulement en restriction à (E/ ~ ) \ {0}, le point 0 
n 'a pas de voisinage trivialisant pour 3>.) 

Affirmation. — L'espace E/ ~ est homéomorphe au plan, et il possède une base de 
voisinages sur lesquels la restriction de l'application $ est un homéomorphisme. 

L'homéomorphisme h agit naturellement sur E par 7 1—• / 1 0 7 . Cet te application 
passe au quotient, elle induit un homéomorphisme de l'espace E/ ~ que l'on note 
ho. Cet homéomorphisme fixe la courbe 0, et on a la relation de semi-conjugaison 
$ / i 0 = h$. D'après cette relation, $ transforme les points fixes, les points périodiques 
et les points fixes contractiles de ho en points fixes, périodiques ou fixes contractiles 
de h ; comme l'image de évite F, on voit que ho n 'a pas de point fixe différent de 
0 dans la première situation envisagée dans l'énoncé, pas de point périodique dans 
la seconde, pas de point fixe contractile dans la troisième. On peut maintenant res
treindre l 'application $ à un voisinage de la courbe 0 sur lequel elle est injective, 
puis utiliser le théorème de Schoenflïes pour étendre cette restriction en un homéo
morphisme entre E/ ~ et le plan R 2 . En conjugant ho par cet homéomorphisme, on 
obtient l 'homéomorphisme h recherché. • 

Preuve de l'affirmation. — Les arguments sont les mêmes que dans la construction 

du revêtement universel, certains détails sont laissés au lecteur. Montrons par exemple 

que # est injective sur un voisinage de 0. Soit D un disque dans le plan, centré en 0, 
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et ne rencontrant pas F. Pour tout point x de D, soit j x le segment allant de 0 à x. 
L'application s : x i—• j x , vue comme allant de D dans E/ ~ , est une section locale 
de 3>, et s(D) est un voisinage de 0 dans E/ ~ sur lequel $ est injective. Par le même 
type d 'argument, on montre que $ est un homéomorphisme au voisinage de tout point 
de E/ ~ , et notamment que E/ ~ est une surface. On peut ensuite montrer (comme 
pour le revêtement universel) que le groupe fondamental de E/ ~ est trivial. D'après 
la classification des surfaces, cet espace est alors homéomorphe à la sphère ou bien 
au plan. Mais si c'était la sphère, alors l'image de $ serait compacte, or il s'agit de 
M 2 \ F qui est un ouvert du plan. • 

Notons que la deuxième partie de la construction ne fait intervenir aucun choix. 
Cette remarque n 'a pas d'intérêt dans ce texte, mais est essentielle pour l'indice par 
quart-de-tours décrit dans l'article [29]. 
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APPENDICE B 

DYNAMIQUE LOCALE DES FEUILLETAGES 

Nous décrivons ici les propriétés dynamiques d 'un feuilletage orienté défini, sur une 
surface, au voisinage d 'une singularité isolée. Appliquée aux feuilletages fournis par 
le théorème feuilleté équivariant, cette étude apporte en retour des informations sur 
la dynamique du temps un d'une isotopie, informations qui sont exploitées dans les 
chapitres 3 et 4. Les propriétés dynamiques sont décrites par un énoncé de classifica
tion suivi d'énoncés détaillant les différents cas. La plupart des arguments sont très 
classiques, et n 'auraient pas surpris l 'auteur de [4]. 

B . l . Class i f icat ion 

Tous les énoncés sont valables pour des feuilletages continus ; cependant, pour 
simplifier, nous supposerons toujours que le feuilletage est de classe C 1 . Cet te hy
pothèse est justifiée par un argument de perturbat ion : étant donné un feuilletage 
défini, disons, sur le complémentaire d 'un point du plan, et localement transverse à 
une isotopie fixant ce point, , on peut lisser le feuilletage par une peti te per turba
tion, pour obtenir un feuilletage lisse qui est encore localement transverse à l'isotopie 
(lemme 3.1.3). Ainsi, on peut supposer que tous les feuilletages utilisés dans ce texte 
sont lisses. Alternativement, on pourrait faire marcher tous les arguments ci-dessous 
pour les feuilletages seulement continus, mais c'est souvent plus fastidieux (le lecteur 
pourra ainsi s'amuser à écrire une définition de l'indice d'une singularité isolée pour 
un feuilletage continu, et comparer au cas C 1 ) . 

Certaines définitions sont simplifiées par l'existence d 'un flot dont les orbites sont 
les feuilles du feuilletage. Démontrer cette existence est facile pour un feuilletage lisse : 
on se donne une métrique riemanienne, on prend le champ de vecteurs unitaire tangent 
au feuilletage orienté, et on le multiplie par une fonction décroissant suffisamment vite 
pour obtenir un champ de vecteurs complet. Whitney a montré qu'on pouvait aussi 
construire assez facilement un tel flot pour un feuilletage continu, bien que de façon un 
peu mystérieuse (voir la remarque finale dans l'article [41]). Nous utiliserons l'indice 
de Poincaré-Hopf (cf. section 4.2). 
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Soit ¿7 un feuilletage orienté défini sur l'ouvert U \ {0}, où U est un voisinage 
simplement connexe de 0. Nous proposons de classifier le germe de 57 selon l'existence 
de structures fondamentales appelées feuille-cercle, pétale et secteur hyperbolique ; 

nous détaillons les définitions plus bas. 

Proposition BA A. — De cinq choses l'une : 

1. (Puits ou Source) Il existe un voisinage de 0 ne contenant ni feuille-cercle, ni 

pétale, ni secteur hyperbolique. 

2. (Cycle) Tout voisinage de 0 contient une feuille-cercle. 

3. (Pétale) Tout voisinage de 0 contient un pétale, et pas de secteur hyperbolique. 

4. (Selle) Tout voisinage de 0 contient un secteur hyperbolique, et pas de pétale. 

5. (Mixte) Tout voisinage de 0 contient à la fois un secteur hyperbolique et un 

pétale. 

De plus, l'indice de Poincaré-Hopf de la singularité est égal à 1 dans les cas Puits ou 

Source et Cycle, strictement plus grand que 1 dans le cas Pétale et strictement plus 

petit que 1 dans le cas Selle. 

Si l'on omet ce qui concerne l'indice, la preuve de la proposition est très facile, 
il suffit de vérifier que le cas Cycle est bien disjoint des trois derniers cas, ce qui 
sera évident dès que nous aurons donné les définitions. Le calcul de l'indice suivra 
facilement de l 'étude de chacun des types. L'appellation Pui ts ou Source sera justifiée 
plus bas par le fait que tout feuilletage de ce type est homéomorphe au feuilletage 
radial (cf. proposition B.5.4) ; c'est aussi ce fait qui rend la classification utile. Pour 
des exemples simples de chaque type, on peut se référer à la figure 0.1 de l'avant-
propos : les feuilletages d'indice —1 et 0 sont de type Selle, ceux d'indice 2 et 3 sont 
de type Pétale, dans la colonne d'indice 1 on trouve des dessins des types Pui ts , Mixte 
et Cycle. 

B . 2 . Déf in i t ions 

Définissons les trois structures fondamentales. Soit ((f^teR : U —* U un flot dont 
les orbites sont les feuilles orientées de £7*. Pour tout point x de f / \ { 0 } , la demi-feuille 

positive est définie comme l'orbite positive de x sous le flot (y>*), F+ = ( ^ (x ) ) t>o -
L'ensemble u-limite de x, ou de sa feuille, est l'ensemble des points d 'accumulation 

de F+, 

UJ(X) = 

t>0 
Adhe(^(*) ) 

On définit symétriquement les demi-feuilles négatives et l'ensemble a-limite d 'un 

point ou d 'une feuille. 

Une feuille-cercle de 57 est une feuille qui est une courbe de Jordan, c'est-à-dire 

homéomorphe au cercle. L'indice de Poincaré-Hopf le long d 'une feuille-cercle est égal 
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à 1. On en déduit que le disque topologique ( 1 ) qu'elle borde contient une singularité. 
Comme 0 est la seule singularité dans £/, toute feuille-cercle de U doit entourer 0. 

Un pétale est un disque topologique fermé dont la frontière est la réunion d'une 
feuille F et du point 0 (figure B . l ) . Les ensembles cj-limites et oj-limites de la feuille 
F sont alors réduits au singleton {0}. Réciproquement, toute feuille allant de 0 à 0, 
c'est-à-dire telle que UJ(F) = a(F) = {0}, forme le bord d 'un pétale. 

FIGURE B . l . Deux pétales feuilletés; dans les deux cas, chaque feuille 
borde un pétale, mais le second pétale contient aussi un secteur hyperbolique 

Définissons maintenant la notion de secteur hyperbolique. Considérons d 'abord le 
feuilletage orienté £7o sur R 2 \ {0} dont les feuilles sont les droites horizontales, sauf 
la droite d'ordonnée nulle qui est découpée en deux feuilles (figure B.2). On appellera 
« secteur hyperbolique modèle » la restriction de Ŝ o au demi-disque So = {y > 0, x2 + 
y2 < 1}. Revenons maintenant au feuilletage Í7. Un disque topologique fermé S est 
appelé secteur hyperbolique pur s'il existe un changement de coordonnées $ G ^ + (0) 
qui envoie S sur So, et qui envoie la trace du feuilletage £7 dans le disque S sur le 
feuilletage £7o (autrement dit, pour toute feuille F de £7", toute composante connexe 
de F fl S est envoyée dans une feuille de £7o). Notons que cette définition ne tient 
pas compte de l 'orientation du feuilletage. Plus généralement, on dira que S est un 
secteur hyperbolique s'il existe 

— un ensemble compact K C S, vérifiant KndS = {0} et saturé pour le feuilletage 
£7 (ce qui signifie que K \ {0} est réunion de feuilles de £7 incluses dans 5 ) , 

— une application continue $ : S —> So qui envoie K sur 0, telle que $\S\K e s t 
injective et envoie la trace de £7 sur le feuilletage £7V 

On appellera secteur hyperbolique mixte un secteur hyperbolique qui n'est pas pur, ce 

qui correspond au cas où le compact K n'est pas réduit à {0}. 

On montre facilement que les secteurs hyperboliques sont caractérisés de la façon 

suivante, qui ne fait pas référence au secteur modèle. Un secteur hyperbolique est un 

disque topologique fermé S dont la frontière est réunion des cinq objets suivants : une 

demi-feuille positive F + dont l'ensemble o;-limite est {0}, une demi-feuille négative F~ 
dont l'ensemble a-limite est {0}, le point 0, et deux arcs O J + , a - , ces cinq éléments 

étant ordonnés cycliquement comme sur la figure B.2 (ou dans l'ordre inverse) et 

t1' Rappelons qu'il s'agit d'un ensemble homéomorphe à un disque euclidien fern 
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y+ 

y+ 

a+ a 

y-

F~ 

FIGURE B . 2 . Le secteur hyperbolique modèle, un secteur hyperbolique 
pur, un secteur hyperbolique mixte ; dans le dernier cas, le compact K est 
un pétale 

vérifiant la propriété dynamique suivante : le feuilletage est transverse et rentrant en 
tout point 2/ + dans l'intérieur de l'arc O J + , la demi-feuille positive en y+ ressort de S 

de façon transverse en un point y~ de a - , et l 'application y+ H-• y~ ainsi définie est 
un homéomorphisme entre les intérieurs des deux arcs. 

Nous allons maintenant détailler les différents cas apparaissant dans la proposition. 

B.3. Le type Cycle 

Bien que le type Cycle soit celui qui nous intéresse le moins, la description qui suit 
est utilisée une fois dans le texte (dans la preuve du théorème 3.3.1). Supposons que 
tout voisinage de 0 contient une feuille-cercle. Quit te à restreindre U, nous supposons 
que U est un disque topologique fermé dont le bord est une feuille-cercle de ¿7. Notons 
K la réunion des feuilles-cercles. Il s'agit d 'un ensemble fermé dans U \ {0} (ce fait 
est une conséquence de la théorie de Poincaré-Bendixson). Les feuilles-cercles sont 
totalement ordonnées par la relation d'inclusion entre les disques qu'elles bordent. On 
peut construire un homéomorphisme $ qui envoie chaque feuille-cercle sur un cercle 
euclidien. Soit A une composante connexe du complémentaire de Ku{0}. L'ensemble 
A est bordé par deux feuilles-cercles d+A et d~ A. De deux choses l 'une : ou bien toute 
feuille F incluse dans A vérifie w(F) = d+A et a(F) = d~A, ou bien le contraire. 
À homéomorphisme (éventuellement renversant l 'orientation) près, il n 'y a que deux 
feuilletages possibles sur A : il existe un homéomorphisme entre l 'adhérence de A et 
l 'anneau compact S 1 x [0,1] qui envoie le feuilletage (non orienté) U ou bien sur le 
feuilletage de Reeb, ou bien sur le feuilletage en spirale (figure B.3). 

B . 4 . A b s e n c e d e récurrence e n l 'absence de feui l le-cercle 

Commençons par rappeler un argument-clé de la théorie de Poincaré-Bendixson. 

Soit x un point de U qui n 'appart ient pas à une feuille-cercle, et supposons que 
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FIGURE B.3. Feuilletage de Reeb et feuilletage en spirales, les deux topo
logies possibles sur un anneau feuilleté sans feuille-cercle 

l'ensemble limite u(x) contienne un point y ^ 0. On a alors le dessin suivant (fi
gure B.4.( l ) ) . On voit que la demi-feuille positive de x pénètre dans un disque to-

x 

y 

F 

disque attractif 

(i) (2) (3) 

FIGURE B.4. En cas de récurrence... 

pologique fermé positivement invariant. On en déduit d 'abord que x n'est pas récur
rent : il n 'appart ient pas à son propre ensemble u;-limite. Mieux, toute feuille passant 
par un point assez proche de x rentre aussi dans le disque positivement invariant 
(figure B.4.(2)) : le point x ne peut donc pas appartenir à l'ensemble a;-limite d 'un 
point quelconque (c'est même un point errant) . Remarquons au passage qu'une feuille 
F ne peut rentrer dans le disque positivement invariant qu'en passant dans la boîte 
à flot entre deux passages successifs de la feuille de x ; l'ensemble ù;-rimite d 'une telle 
feuille est alors égal à celui de x, en particulier il contient le point y (figure B.4.(3)). 

Appliquons maintenant ce qui précède au point y : puisqu'il appartient à un en
semble cj-limite, si la feuille de y n'est pas une courbe de Jordan, alors l'ensemble u(y) 

ne contient aucun point différent de 0. D 'aut re part , y appart ient au disque positive
ment invariant, l'ensemble u(y) ne peut pas être vide : on en conclut que uj(y) = {0}. 
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Nous allons déduire de ce raisonnement que l'absence de cycle entraîne l'existence 
d 'un voisinage sans récurrence. 

Corollaire B.4.1. — Si le feuilletage £7 n'admet pas de cycle dans U, alors il existe un 

voisinage V de 0 sans récurrence : pour toute demi-feuille positive incluse dans 

V, on a UJ(X) = {0}. 

En effet, ou bien il n 'y a pas de récurrence dans U, et alors V — U convient. Ou bien 
il y a de la récurrence dans dans ce cas le raisonnement précédent nous déniche un 
point y tel que uj(y) = {0}. Soit V un voisinage simplement connexe qui ne contient 
pas entièrement la feuille du point y. Supposons qu'il y ait de la récurrence dans V : 

cet ensemble contient alors un disque topologique positivement invariant comme celui 
dessiné plus haut . Ce disque contient la singularité 0, la feuille de y doit donc y entrer, 
mais nous avons vu que toute feuille rentrant dans ce disque a son ensemble (^-limite 
non réduit à {0} ((figure B.4, (3))). Cet te contradiction montre que le voisinage V 

vérifie la conclusion de l'énoncé. 

B . 5 . Les t y p e s P u i t s o u Source , P é t a l e e t Sel le 

Nous nous plaçons maintenant et jusqu 'à la fin de la section dans le cas où U ne 
contient aucune feuille-cercle. Qui t te à restreindre U, on peut alors supposer qu'il 
n 'y a pas de récurrence dans U (corollaire B.4.1). On définit alors le U-module du 
feuilletage comme le nombre minimum de points de tangence du feuilletage avec une 
courbe de Jordan (de classe C 1 ) entourant 0. Comme le feuilletage est orienté, il s'agit 
d 'un entier pair : par exemple, le feuilletage par les composantes connexes des lignes 
de niveau de la fonction xy est de module 4. Soit 7 une courbe de Jordan réalisant le 
{/-module. De la minimalité de 7 on déduit facilement la propriété suivante (voir la 
figure B.5). 

Lemme B.5.1. — Une feuille passant par un point en lequel la courbe 7 est tangente 
au feuilletage est ou bien entièrement incluse dans le disque bordé par 7, ou bien 
disjointe de l'intérieur de ce disque. 

D'après ce lemme, on peut distinguer deux types de tangences, intérieures ou 

extérieures. É tan t donnée l'absence de récurrence dans U, il est clair que chaque 

feuille ayant un point de tangence intérieure avec £7 a ses ensembles a et o;-limites 

égaux à {0}, autrement dit elle borde un pétale. Montrons maintenant qu 'un point 

x de tangence extérieure donne naissance à un secteur hyperbolique. En considérant 

une boîte à flot au point x, on voit que les feuilles proches de la feuille de x qui 

rencontrent localement la courbe 7 la rencontrent en deux points, situés de par t et 

d 'autre de x. Considérons l'ensemble O des points y~ de 7 tels que la demi-feuille 

positive F+_ contient un point y+ y~~ de 7, le morceau de feuille entre y~ et y+ 

étant à l 'intérieur du disque bordé par 7. D'après le lemme B.5.1, au point y+ le 

feuilletage n'est pas tangent à la courbe 7, aussi l'ensemble O est-il ouvert dans 7. 
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F 7 

y 

FIGURE B . 5 . Lorsqu'une feuille F ayant un point de tangence avec 7 re
coupe 7 en un autre point, on peut modifier 7 pour supprimer une tan
gence, ce qui montre que 7 ne réalise pas le module 

Soit a+ la composante connexe de O dont une extrémité est x. Soit F + la demi-feuille 
en l 'autre extrémité de a+. On définit symétriquement a~ et F~. Les demi-feuilles 
F+,F~ sont incluses dans le disque bordé par 7, leur seul point d'accumulation est 
0. Le disque délimité par Q J + , a~, F~, F+ et le point 0 vérifie la deuxième définition 
des secteurs hyperboliques (cf. figure B.2 de cet appendice). 

Ainsi, la courbe 7 réalisant le [/-module donne naissance à une famille de pétales 
et de secteurs hyperboliques rencontrant 7, en nombre égal aux points de tangence 
intérieurs et extérieurs. Nous allons maintenant utiliser la formule suivante (qui est 
en fait valable pour toute courbe 7 n'ayant qu 'un nombre fini de points de tangence). 

Lemme B.5.2. — L'indice de Poincaré-Hopf de la singularité 0 vérifie la formule 

i n d ^ O ) \ (#tangences int. — #tangences ext.) + 1. 

Démonstration. — Entre deux points de tangence le feuilletage est transverse à la 
courbe. En découpant, on est ramené à la situation élémentaire suivante ; les détails 
sont laissés au lecteur. 

Soit X un champ de vecteurs défini au voisinage d 'un segment / horizontal dans 
le plan, supposons que 

— X a un seul point de tangence sur / , 
— X est vertical vers le haut au début (à gauche) et vers le bas à la fin (à droite). 

Alors l'indice de X le long de / est + 1 / 2 si à la tangence le champ est dirigé vers la 
gauche, et —1/2 s'il est dirigé vers la droite. • 

Pour tout voisinage V de 0, simplement connexe, inclus dans (7, on définit le V-

module du feuilletage en se restreignant aux courbes de Jordan incluses dans V. En 

appliquant le lemme précédent à la trace du feuilletage dans V, nous allons obtenir 

le corollaire suivant. 

Corollaire B.5.3. — Tout pétale contient des pétales arbitrairement petits. Tout sec

teur hyperbolique contient des secteurs hyperboliques arbitrairement petits. 
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Démonstration. — Soit P un pétale, et V un voisinage de 0. En doublant P , c'est-
à-dire en recollant deux copies de P le long de leur bord, on obtient un feuilletage 
sur la sphère, avec une unique singularité. D'après Poincaré-Hopf, l'indice de cette 
singularité vaut 2. C'est donc aussi l'indice du feuilletage le long de toute courbe 
entourant la singularité et incluse dans W, le double de V. En particulier, une courbe 
réalisant le VF-module est d'indice 2, mais elle vérifie la formule du lemme précédent : 
elle a donc au moins un point de tangence intérieure, et le pétale correspondant est 
inclus dans W. Il est nécessairement inclus dans l 'une des deux copies de P. On a ainsi 
trouvé un pétale inclus dans PnV. Le deuxième point se montre de façon analogue, 
les détails sont laissés au lecteur. • 

Nous pouvons enfin décrire complètement les types Pui ts ou Source, Pétale et 
Selle. Pour cela, nous définissons des feuilletage modèles de la façon suivante (voir la 
figure de l 'avant-propos). Le feuilletage modèle d'indice 0 est obtenu en par tan t du 
feuilletage en droites parallèles sur le plan, et en prenant sa trace sur R 2 \ {0}. Le 
feuilletage modèle d'indice 2 est le feuilletage invariant par l 'application z i—>• z + z2, 
dessiné sur la figure 2.10 du chapitre 2 ; c'est aussi (à homéomorphisme près) le même 
que le précédent, mais considéré au voisinage du point à l'infini. Pour tout p > 0, le 
feuilletage modèle d'indice 1 —p est obtenu en t i rant en arrière le feuilletage modèle 
d'indice 0 par le revêtement ramifié p fois au-dessus de 0, z i—• zp. De même, le 
feuilletage modèle d'indice 1 + p est le tiré en arrière du feuilletage modèle d'indice 
2 par l 'application z H - > ZP. Alternativement et de façon équivalente, les feuilletages 
modèles sont ceux obtenus en intégrant un champ de vecteurs unitaires qui tourne à 
vitesse constante le long du cercle unité, et qui est invariant par homothéties, donné 
en coordonnées polaires par 

Xrie = o,os(p6)ëe + s in(p0)e r 

La proposition qui suit montre en particulier que les trois types Pui t s ou Source, 
Pétales et Selle ne concernent qu 'un nombre dénombrable de classes de conjugaison, 
l'essentiel des feuilletages étant donc couvert par les deux types restants, Cycle et 
Mixte. 

Proposition B.5.4 

— Dans le cas Puits ou Source, le feuilletage est localement homéomorphe au 

feuilletage en demi-droites issues de 0, orienté vers 0 (puit) ou depuis 0 (Source). 

— Dans le cas Pétales, le feuilletage est localement homéomorphe au feuilletage 

modèle de même indice. 

— Dans le cas Selle, le feuilletage est localement homéomorphe au feuilletage mo

dèle de même indice avec épaississement éventuel de certaines séparatrices. 

Uépaississement d'une séparatrice consiste à remplacer l 'une des demi-feuilles 
aboutissant en zéro, ou issue de zéro, par un secteur feuilleté par des feuilles 
aboutissant à la singularité, ou issues de la singularité (figure B.6). 
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FIGURE B . 6 . Les trois feuilletages (non-orientés) de type Selle et d'indice 0 

Démonstration. — Supposons que le F-module soit non nul, pour un voisinage V de 
0. D'après le lemme B.5.2, V contient au moins un pétale ou un secteur hyperbolique. 
D'après le corollaire B.5.3, il en est de même de tout voisinage de 0. Par définition, 
le feuilletage n'est pas de type Pui ts ou Source. 

Lorsque ¿7 est de type Pui ts ou Source, le F-module est donc nul pour tout voisi
nage de 0. On en déduit facilement que le feuilletage est homéomorphe au feuilletage 
en demi-droites issues de 0. Au passage, on a caractérisé ce type par le fait que le 
F-module est nul pour tout voisinage de 0 (en l'absence de feuille-cercle). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas Selle. Dans ce cas le {/-module n'est pas nul, 
et U ne contient aucun pétale. Une courbe 7 réalisant le [/-module n 'a donc que des 
tangences extérieures, et fournit une famille de secteurs hyperboliques. L'ensemble K 
intervenant dans la définition des secteurs hyperboliques est réunion de la singularité 
et de feuilles entièrement incluses dans le secteur; en l'absence de tout pétale, il 
ne peut contenir que la singularité : autrement dit, un secteur hyperbolique qui ne 
contient aucun pétale est un secteur hyperbolique pur. Si la réunion des secteurs forme 
un voisinage de 0, on obtient par recollement un homéomorphisme avec un feuilletage-
modèle d'indice négatif ; les épaississements des séparatrices sont nécessaires dans le 
cas contraire. Le cas Pétale est laissé au lecteur. • 

B.6. Le type Mixte 

Pour finir, nous allons préciser le cas Mixte : les énoncés suivants généralisent les cas 

Pétales et Selle en affirmant que le feuilletage est au moins aussi riche que le feuilletage 

modèle de même indice. Disons qu 'un pétale est direct si il est situé à gauche de sa 

feuille-bord, indirect s'il est à sa droite. De même, un secteur hyperbolique sera dit 

direct s'il est situé à gauche de ses feuilles F + et F ~ , indirect sinon. 

Proposition B.6.1. — Supposons que Vindice de Poincaré-Hopf de la singularité est 

strictement plus grand que 1, écrivons-le 1 + p avecp > 0. Alors dans tout voisinage de 

0 on peut trouver une famille composée de p pétales directs et p pétales indirects, deux 
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à deux d'intersection égale à {0}, les pétales directs et indirects étant cycliquement 

alternés autour de 0. 

Proposition B.6.2. — Supposons que l'indice de Poincaré-Hopf de la singularité est 

strictement plus petit que 1, écrivons-le 1—p avec p > 0. Alors dans tout voisinage de 

0 on peut trouver une famille composée de p secteurs hyperboliques directs et p secteurs 

hyperboliques indirects, deux à deux d'intersection d'intérieur vide, les secteurs directs 

et indirects étant cycliquement alternés autour de 0. 

Démonstration des propositions. — Les deux démonstrations sont analogues, nous 

expliquons seulement la première. Sous les hypothèses de la proposition, U ne contient 

pas de feuille-cercle. On considère un voisinage y de 0, et une courbe de Jordan 7 

réalisant le F-module . Soit $ la famille des pétales et secteurs hyperboliques associée 

à 7. 

1. Ou bien (P ne contient que des pétales ; dans ce cas les types directs et in

directs doivent nécessairement alterner, puisqu'entre deux tangences succes

sives le feuilletage est alternativement rentrant et sortant. La formule d'indice 

(lemme B.5.2) nous dit que le nombre de pétale est égal à 2p, comme voulu. 

2. Ou bien ÇP contient des secteurs hyperboliques ; d 'après la formule d'indice, ÇP 

contient aussi des pétales. On choisit alors un secteur hyperbolique et un pétale 

correspondant à deux tangences adjacentes, et on les retire simultanément de la 

famille (P. On obtient ainsi une sous-famille iP\ qui vérifie encore la formule du 

lemme B.5.2. On itère alors ce procédé d'extraction jusqu 'à obtenir une sous-

famille @k qui ne contient plus de secteur hyperbolique. Cet te famille vérifie 

l'énoncé. • 

En particulier, le bord d 'un pétale ou d 'un secteur hyperbolique fournit des « sé

paratrices », c'est-à-dire des demi-feuilles aboutissants à la singularité. 

Corollaire B.6.3 

— S'il existe un voisinage de 0 sans feuille-cercle, alors il existe une feuille F + 

dont l'ensemble u-limite est {0}, ou une feuille F~ dont l'ensemble a-limite est 

{0}. 

— Si l'indice de Poincaré-Hopf de la singularité est différent de 1, ou plus géné

ralement si le feuilletage est de type Pétale, Selle ou Mixte, alors il existe une 

feuille F+ dont l'ensemble LU-limite est {0}, et une feuille F~ dont l'ensemble 

a-limite est {0}. 
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