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CALCUL D'UNE VALEUR D'UN FACTEUR e 
PAR UNE FORMULE INTÉGRALE 

par 

Jean-Loup Waldspurger 

Introduction 

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, V un espace 
vectoriel de dimension finie sur F, muni d'une forme quadratique non dégénérée q, 
DQ une droite de V qui n'est pas isotrope pour q, W l'orthogonal de Do dans V. 
Notons G le groupe spécial orthogonal de V et H celui de W, que l'on identifie à 
un sous-groupe de G. Soient 7r, resp. p, une représentation admissible irréductible de 
G (F), resp. H (F), que l'on réalise dans un espace resp. Ep. Notons Hom#(i?)(7r, p) 
l'espace des applications linéaires ip : En —» Ep telles que <p o 7r(/i) = p(h) o çp pour 
tout h G H (F). Notons ra(p,7r) la dimension de cet espacexc<D'après un théorème de 
Aizenbud, Gourevitch, Rallis et Schiffmann ([1]), on a ra(p, 7r) < 1. Supposons n et p 
tempérées. Dans les articles [12] et [14], on a établi une formule qui calcule m(p, 7r) 
comme somme d'intégrales sur des sous-tores non nécessairement maximaux de H de 
fonctions qui se déduisent des caractères de 7r et p. D'après les travaux encore en cours 
d'Arthur, la théorie de l'endoscopie tordue relie les représentations TT et p, ou plus 
exactement les L-paquets qui contiennent ces représentations, à des représentations 
autoduales de groupes linéaires. Indiquons plus précisément de quel groupe linéaire 
il s'agit, par exemple pour la représentation TT. Notons d la dimension de V. Si d 
est pair, le groupe est GL^. Si d est impair, G apparaît usuellement comme groupe 
endoscopique de GLd-i tordu. Mais G est aussi un groupe endoscopique de GLd tordu 
et, pour ce que nous faisons, il semble que cette deuxième interprétation soit plus 
pertinente. D'après la conjecture locale de Gross-Prasad, le nombre m(p, ir) doit être 
relié à un facteur e de la paire de représentations de groupes linéaires correspondant 
à la paire (p, 7r). Cela suggère l'existence d'une formule intégrale, parallèle à celle 
évoquée ci-dessus, qui calcule ce facteur e de paire. Inversement, une telle formule 
devrait permettre, via la théorie de l'endoscopie tordue, de prouver la conjecture 
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2 J.-L. WALDSPURGER 

locale de Gross-Prasad pour les représentations tempérées. Le but de l'article est 
d'établir cette formule intégrale. 

Oublions maintenant les objets introduits ci-dessus, qui n'ont servi que de 
motivation. On conserve toutefois le corps F. Soient r et m deux entiers positifs 
ou nuls. Posons d = m + 1 + 2r, G = GL^ H = GLm. Soit 7r une représentation 
admissible irréductible et tempérée de G(F). On suppose 7r autoduale, c'est-à-
dire qu'elle est isomorphe à sa contragrédiente 7rv. Soit p une représentation 
de H(F) vérifiant des conditions similaires. Notons 6<i l'automorphisme de G 
défini par 6d(g) = J /g-1. /^1, où Jd est la matrice antidiagonale de coefficients 
(Jd)i,d+i-i = (—!)*• Introduisons le groupe non connexe G x {1,64} et sa composante 
connexe G = G9d- Puisque 7r est autoduale, elle se prolonge en une représentation 
du groupe non connexe G (F) x { 1 , 0 ^ } . Elle se prolonge même de deux façons. 
Fixons un caractère tp : F —• Cx continu et non trivial. La théorie des modèles de 
Whittaker permet de choisir l'un des prolongements. On note TT la restriction de ce 
prolongement à G (F). On effectue des constructions analogues pour H et p. Selon 
Jacquet, Piatetskii-Shapiro et Shalika, on définit le facteur e(s,7r x p, ip) pour s G C. 
Notons et ujp les caractères centraux de 7r et p. Soit enfin v un élément de Fx. 

On pose 

i/)e(l/2,7w i/)e(l/i/)e(l/2,7rxp,^ 
i/)e(l/2,7r2,7rxp,^). 

( ( - 1 ) 
l+[d/2] 2i/)e(l/2,7rxp,^). 

C'est ce terme que nous allons calculer par une formule intégrale. 

Remarque. — Pour éviter un piège, signalons que l'équation fonctionnelle locale 
n'entraîne pas que ce terme est un signe ± 1 , mais seulement que c'est une racine 
quatrième de l'unité. 

Pour manier plus aisément les objets G et H, on les interprète comme des groupes 
tordus. Soient V un espace vectoriel de dimension d sur F, W un sous-espace de 
dimension m et Z un sous-espace de V supplémentaire de W. Par le choix d'une 
base de F, G s'identifie au groupe GL(V) des automorphismes linéaires de V. Notons 
V* l'espace dual de V. Alors G s'identifie à l'espace ïsom(V, V*) des isomorphismes 
linéaires de V sur V* ou, si l'on préfère, à l'espace des formes bilinéaires non dégénérées 
sur V. Le groupe G agit à droite et à gauche sur G par 

i/)e(l/2,7r t -1 ~ / g oxo g 

pour g,gf G G et x G G. On note simplement (g,x,g') h-> gxg' ces actions. Le point 
base 9d s'identifie à une forme symplectique si d est pair, à une forme quadratique 
si d est impair. On renvoie à 2.1 pour plus de précision. De même, H s'identifie 
à Isom(VF, W*). Fixons une forme quadratique non dégénérée ( sur Z. On suppose 
qu'elle est somme orthogonale d'une forme hyperbolique et de la forme x 1—• 2ux2 
de dimension 1. On interprète £ comme un élément de Isom(Z, Z*). On plonge alors 
H dans G : un élément y G Isom(W,VF*) s'identifie à l'élément de Isom(V,Vr*) qui 
envoie W sur VF*, Z sur Z*, et dont les restrictions à W, resp. Z , coïncident avec<w< 

resp. C 
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Tout élément x G G définit un automorphisme 6X de G caractérisé par l'égalité 
xg = Ox{g)x. On définit la notion de sous-tore maximal de G de la façon suivante. 
Soient T un sous-tore maximal de G défini sur F et B un sous-groupe de Borei de G, 
contenant T mais pas forcément défini sur F. Notons T le sous-ensemble des éléments 
x G G tels que 0$ conserve T et B. C'est un espace principal homogène pour chacune 
des actions de T à droite ou à gauche. Pour x G T, la restriction à T de 6x ne dépend 
pas de x. On note cet automorphisme 0f. Nous dirons que T est un sous-tore maximal 
de G si f(F) n'est pas vide. 

Considérons une décomposition W = W 0 W". Posons H' = GL(W), H' = 
Isom(W/, W'*). Soit T' un sous-tore maximal de Hf, auquel est associé un sous-tore 
maximal T" de Hf, et soit ÇH,T G I s o m ( W , W"*) une forme quadratique. On impose 
les conditions suivantes : 

— la dimension de W est paire ; 
— T' est anisotrope, c'est-à-dire que le seul sous-tore déployé contenu dans le sous-

ensemble des éléments de T' fixes par Of, est égal à { 1 } ; 

— le groupe spécial orthogonal de la forme (H,T sur W" est quasi-déployé ainsi 

que celui de la forme ÇG,T = (H,T 0 C SUR W" 0 Z. 

On note f l'ensemble des éléments y e H tels que y(W) = W'*, y(W") = W"*, 
que la restriction de y à W appartienne à T' et que la restriction de y à W" coïncide 
avec ÇH,T- On note Í7 l'ensemble des sous-ensembles T de H obtenus de cette façon. 
Le groupe H (F) agit par conjugaison sur H. Cette action conserve l'ensemble U_. On 
fixe un ensemble de représentants Í7 de l'ensemble des orbites. 

Soit T G Í7, reprenons pour cet élément les objets définis ci-dessus, en notant 
simplement T = T'. L'action de T(F) par conjugaison conserve T{F). On note T{F)¡Q 
l'ensemble des orbites. C'est une variété analytique sur F sur laquelle on définit une 
certaine mesure. On définit aussi sur cette variété deux fonctions AH et Ar, des 
valeurs absolues de certains déterminants. On définit également un groupe de Weyl 
W(H, T). Tous ces termes sont élémentaires, on renvoie à 1.4 et 3.2 pour des définitions 
précises. Ce qui est plus crucial est d'associer à 7r et p deux fonctions et cp sur 
T{F)IQ. Soit t un élément de T(F) en position générale, notons G¿ la composante 
neutre du sous-groupe des points fixes par #¿ dans G. Ce groupe se décompose en 
Te x SO(ÇG,T), OÙ Te = T D G¿ et SO((G,T) est le groupe spécial orthogonal de la 
forme quadratique £G,T introduite ci-dessus. A ñ est associé un caractère qui est 
une fonction localement integrable sur G(F). Plus précisément, d'après un résultat 
d'Harish-Chandra généralisé au cas non connexe par Clozel, ce caractère admet au 
voisinage de t un développement en combinaison linéaire de transformées de Fourier 
d'intégrales orbitales nilpotentes. C'est-à-dire, notons Q¿ l'algèbre de Lie de G¿ et 
Nil(g¿) l'ensemble des orbites nilpotentes dans Qt(F)- ^ existe un voisinage o; de 0 
dans Qt(F) et, pour tout 9 G Nil(g^), il existe un nombre complexe c^.^(f) de sorte 
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4 J.-L. WALDSPURGER 

que, pour toute fonction <p G C™($Ï(F)) à support dans u, on ait l'égalité 

xv< 
ejt(texp(X))<p(X)dX = 

0€Nil(flt-) 

xw<x< 

< 
<p(X)dX, 

où <p est la transformée de Fourier de cp. Evidemment, pour que cette formule ait un 
sens, on doit définir précisément la transformation de Fourier ainsi que les diverses 
mesures. Remarquons que les orbites nilpotentes dans %i(F) sont les mêmes que celles 
dans l'algèbre de Lie SO(ÇG,T)(F)- Supposons d'abord d impair. Alors, parce que 
dim(W/) est paire, l'espace W"®Z de la forme CG,T est de dimension impaire. Puisque 
cette forme est quasi-déployée, il y a une unique orbite nilpotente régulière dans 
SO(ÇG,T)(F). On la note 9Teg et on pose c^{t) = c^tgreg(t). Supposons maintenant 
d pair. Alors SO((G,T)(F) possède en général plusieurs orbites nilpotentes régulières. 
Mais on peut en sélectionner une de la façon suivante. On peut décomposer l'espace 
Wf,(&Z muni de sa forme CG,T en somme orthogonale d'un hyperplan X et d'une droite 
Do sur laquelle la forme quadratique est équivalente à x 2vx2. Nos hypothèses 
impliquent que le groupe spécial orthogonal SO(X) est quasi-déployé. Puisque dim(X) 
est impaire, so(X) (F) possède une unique orbite nilpotente régulière. Fixons un point 
de cette orbite et notons QV l'orbite dans SO(ÇG,T)(F) qui contient ce point. C'est 
encore une orbite nilpotente régulière. On pose c#(£) = c^^u{t). On a ainsi défini une 
fonction Cjt presque partout sur T(F). Cette fonction est invariante par conjugaison 
par T(F) et peut être considérée comme une fonction sur T(F)w<Par une construction 
similaire, on définit une fonction cp presque partout sur le même ensemble. 

Posons 

£géom,1/(̂ 5 P) — 

TeST 

\W(H,f)\-
!f(F)/e 

c*(ï)cp(t)DÈ\t)Ar(t)dw<t. 

Cette expression est absolument convergente. Notre résultat principal est le théorème 
7.1 dont voici l'énoncé. 

Théorème 0.1. — Soit 7r, resp. p, une représentation admissible, irréductible, tempérée 
et autoduale de G{F), resp. H (F). Alors on a l'égalité 

£géom, 1/(^5 P) ^(7T,p).w<x 

Comme nous l'avons expliqué, notre motivation est la conjecture locale de Gross-
Prasad. Nous ignorons si cette façon, plutôt compliquée, de calculer un facteur s peut 
avoir d'autres applications. 

La démonstration reprend celle de [12] et [14]. Donnons de très brèves indications 
dans le cas oùr = 0etd = m + l (en fait, ce cas ne peut pas être traité à part 
car la preuve utilise une récurrence compliquée sur le couple (d, m)). Considérons une 
fonction / G C£°(G(F)) qui est très cuspidale, cf. 1.7. On définit une suite (ŒJV)JV>I 
de sous-ensembles ouverts compacts de H(F)\G(F) vérifiant les propriétés usuelles 

fijv C Ojv+i pour tout N et 

N 

QN<x= H(F)\G{F). 
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On note KN la fonction caractéristique de l'image réciproque de 0,^ dans G (F). Cela 
étant, on pose 

«7at(9/3»/) = 
G (F) 'H (F) 

®p(y)f(g 1yg)dyKN(g)dg. 

Cette intégrale est absolument convergente. Comme pour la formule des traces locale 
d'Arthur, il y a deux façons de calculer la limite de cette expression quand N tend 
vers l'infini. L'une, que l'on peut qualifier de « géométrique » , et qui est la réplique 
de celle de [12] ; l'autre, que l'on peut qualifier de « spectrale » , qui s'appuie sur la 
formule de Plancherel pour le groupe G (F) et qui est la réplique de celle de [14]. Ces 
deux voies conduisent à une égalité 

i/)e(l/2,7rxp,^). Jim JN(OpJ) 
i/)e(l/2,7rxp,^). 
i/)e(l/2,7rxp,^). 

Les deux expressions extrêmes contiennent des distributions (en / ) qui ne sont pas 
invariantes : des intégrales orbitales pondérées et des caractères pondérés. Le procédé 
habituel d'Arthur permet par récurrence d'en déduire d'autres expressions qui ne 
contiennent plus que des distributions invariantes, et qui continuent d'être égales 
entre elles. Supposons que n est « elliptique » , le cas général s'en déduisant assez 
facilement. On prend pour / un pseudo-coefficient de TT. Alors les deux expressions 
«invariantes» ci-dessus deviennent respectivement egéom^(^,p) et su(7r,p), ce qui 
prouve l'égalité de ces deux termes. 

Expliquons pourquoi apparaît le terme £(1/2,7rxp, ip). Notons En et Ep des espaces 
dans lesquels se réalisent n et p. Considérons l'espace Hom/f(ir)(7r, p) des applications 
linéaires (p : En —• Ep telles que <p o 7r(h) = p(h) o <p pour tout h G H (F). D'après [1], 
cet espace est de dimension 1. Pour <p G Hom#(F)(7r, p) et y € H (F), l'application 
linéaire p(2/)-1 o <p o jf(y) appartient encore à Hom#(F)(7r, p) et ne dépend pas de y. 
Il existe donc un nombre c G Cx tel que 

p(y) 1 O if o jt(y) = ap 

pour tous (p G Hom#(F)(7r, p) et y E H (F). C'est ce nombre c qui apparaît 
naturellement dans nos calculs spectraux. Or le théorème 2.7 de [7] permet de 
calculer c : à des termes élémentaires près, c'est £(1/2,7r x p,V0-

Voici le contenu de l'article. La première section rassemble des définitions et 
résultats généraux sur les « groupes tordus » , selon la terminologie de Labesse. 
La deuxième introduit plus précisément les groupes GLd tordus. La partie 
« géométrique » de notre formule intégrale est traitée dans la section 3. La section 4 
contient les majorations nécessaires pour prouver les diverses convergences d'intégrales 
utilisées dans la section 6. La section 5 établit le résultat évoqué ci-dessus, à savoir 
que £(1/2,7r x p, t/j) mesure la compatibilité des deux prolongements TT et p. La 
partie « spectrale » de la formule intégrale est traitée dans la section 6. Le théorème 
principal est prouvé dans la septième et dernière section. Ainsi qu'on l'a déjà dit, 
nos preuves sont parallèles à celles de [12] et [14], au point d'être parfois identiques. 
Pour épargner le lecteur, ou par paresse, on s'est souvent contenté d'indiquer 
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6 J.-L. WALDSPURGER 

sommairement les modifications à apporter ou même simplement d'affirmer les 
résultats sans démonstration. 

Remarque sur la notation. — Dans les articles [12] et [14], on avait utilisé la 
lettre 6 pour noter les caractères ou quasi-caractères (0^, 0/ etc.). Ici, cette lettre sera 
réservée aux automorphismes des groupes linéaires. Les caractères ou quasi-caractères 
seront notés par la lettre ©. 

Je remercie R. Beuzart pour m'avoir signalé une erreur dans une première version 
de ce texte. 

1. Notations, groupes tordus 

1.1. Notations générales. — Soit F un corps local non archimédien de 
caractéristique nulle. On note \.\p la valeur absolue usuelle de F, valp la valuation, 
oF l'anneau des entiers et pF son idéal maximal. On fixe une clôture algébrique F de 
F et une uniformisante vop de F. 

Toutes les variétés algébriques seront supposées définies sur F, sauf mention 
explicite du contraire. De même pour les actions d'un groupe algébrique sur une 
variété. Soit G un groupe algébrique réductif connexe. On note AQ le plus grand 
tore déployé central dans G, X(G) le groupe des caractères de G définis sur F, 
UG = HompaG) , R) et % = X(G) 0Z M le dual de ÏÏG. On note g l'algèbre de Lie 
de G et 

G x g -+ g 

(g,X) » gXg-1 

l'action adjointe. 
Quand on définit un objet relatif au groupe G , on peut préciser si besoin est la 

notation en introduisant la lettre G en exposant. Par exemple, les intégrales orbitales 
pondérées sont notées Jm(#? / ) s'il n'y a pas d'ambiguité sur le groupe ambiant G , 
ou J^(x,f) si cela semble préférable. 

Pour toute bijection 6 d'un ensemble X dans lui-même, on note Xe le sous-ensemble 
des points fixes. 

1.2. Groupes tordus. — On appelle groupe tordu un couple (G, G) vérifiant les 
conditions qui suivent. Le terme G est un groupe réductif connexe. Le terme G est 
une variété algébrique telle que G (F) ^ 0 . Il y a deux actions de groupe algébrique 
de G sur G, à droite et à gauche, notées 

G x G G G x Gi/)e(l/2,7rx G 

(9, à) gx %9) xg. 

Chacune d'elles fait de G un espace principal homogène sur G. 
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Considérons un tel groupe tordu. Notons Aut(G) le groupe des automorphismes 
de G. Il existe une unique application algébrique 

G Aut(G) 

x x<<x 

de sorte que l'on ait l'égalité xg = 0x(g)x pour tous x G G et g G G. De 0$ se déduit 
des automorphismes de X ( G ) , de AQ, de ÏÏQ etc. qui ne dépendent pas de x G G (F). 
On les note 0Q. On suppose 

Hypothèse. — 0Q est d'ordre fini. 

Le groupe G opère sur G par conjugaison : (g,x) i-> gxg~x. Pour tout sous-
ensemble I de G, on note Norme(X) le normalisateur de X dans G et ZQ(X) 
son centralisateur. Si X est réduit à un point {x}, on note simplement ces groupes 
ZG(X) et on note Gx la composante neutre de ZG(X). La variété G opère sur G par 
(#,#) i—• 0x(g). Si X est un sous-ensemble de G, on définit alors son normalisateur 
NQ(X) et son centralisateur ZQ(X), avec la variante ZQ(X) quand X est réduit à un 
point {x}. 

On note AQ le plus grand sous-tore de AG sur lequel 0Q agit trivialement. On 
n o t e x w r e s p . S^,, le sous-groupe des éléments de $G, resp. fixés par 0Q. On 
notewx<la dimension de S^. On définit un homomorphisme HQ : G (F) —» fô^ par 
# G ( < ? ) ( X ) = log(|x(3)|F) pour tous g € G(F) et X € X(G)eà._ 

On note Gss le sous-ensemble des éléments semi-simples de G, c'est-à-dire des x e G 
tels qu'il existe un sous-tore maximal T de G, défini sur F, et un sous-groupe de Borel 
B de G, défini sur F et contenant T, tels que 0^ conserve T et B. Si x £ GSS(F), on 

pose 
i/)e(l/2,7r 
i/)e(l/2,7r det(l - 0 X ) | 0 / 0 J F -

On note Greg l'ensemble des éléments fortement réguliers de G, c'est-à-dire l'ensemble 
des éléments x tels que ZG(X) soit abélien et G^ soit un tore. 

On appelle sous-groupe parabolique tordu (P, P) un couple vérifiant les conditions 
suivantes. Le terme P est un sous-groupe parabolique de G. Le terme P est son 
normalisateur dans G et on suppose P(F) ^ 0 . Pour un tel couple, on appelle 
composante de Lévi tordue un couple (M, M ) tel que M soit une composante de 
Lévi de P et M est l'intersection des normalisateurs de P et M dans G. On appelle 
groupe de Lévi tordu de (G, G) un couple (M, M ) tel qu'il existe un sous-groupe 
parabolique tordu (P, P) dont (M, M) est une composante de Lévi tordue. On vérifie 
qu'un groupe de Lévi tordu est un groupe tordu (c'est-à-dire que M (F) ^ 0 , cf. [11] 
1.6). Pour un tel groupe de Lévi tordu, on note £P(M) l'ensemble des sous-groupes 
paraboliques tordus (P, P) de composante de Lévi tordue (M, M ) , (M) l'ensemble 
des sous-groupes paraboliques tordus (Q,Q) tels que M C Q et M C Q et £(M) 

l'ensemble des groupes de Lévi tordus (L,L) tels que M c L et M C L. Soit (Q,Q) 

un sous-groupe parabolique tordu. On écrit simplement Q = LU pour signifier que : 

— L est le second membre d'une composante de Lévi tordue (L, L) de (Q, Q) ; 
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8 J.-L. WALDSPURGER 

— U est le radical unipotent de Q. 

Si (M, M) est un groupe de Levi fixé et que (Q, Q) appartient à £7(M), il sera de plus 
supposé que L contient M. 

Comme dans le cas non tordu, les Lévi tordus se caractérisent comme les 
commutants de tores déployés. Précisément, soit A un sous-tore déployé de G, 
notons M son commutant dans G et ZQ(A) son commutant dans G. Supposons 
ZQ(A)(F) ^ 0 . Alors (M,ZQ(A)) est un Lévi tordu. Prouvons cela. On sait bien 
que M est un Lévi de G. Choisissons un élément x* G X*(A) en position générale 
et posons a — x*(wp). Alors M est le commutant de a. Notons P le sous-groupe 
parabolique de G, de composante de Lévi M, dont le radical unipotent est engendré 
par les sous-groupes radiciels associés aux racines a de AM telles que |a(a)|ir > 1. 
Soit x G ZQ{A). Puisque 0£ fixe a, il conserve aussi M et P. Donc x appartient 
à l'ensemble M défini comme plus haut, et ZQ(A) C M. Puisque ZQ(A)(F) n'est 
pas vide, M (F) ne l'est pas non plus, ce qui est la condition pour que (M, M ) soit 
un groupe de Lévi tordu. De plus, ZQ(A) et M sont évidemment tous deux des 
espaces principaux homogènes pour le groupe M. Ils sont donc égaux, ce qui prouve 
l'assertion. Inversement, tout groupe de Lévi tordu (M, M ) est le commutant au sens 
ci-dessus du tore A^. 

Soit Pmm un sous-groupe parabolique minimal de G et Mmin une composante de 
Lévi de Pmin- On peut compléter ces données, de façon unique, en un sous-groupe 
parabolique tordu (Pmm, Pmin) et une composante de Lévi tordue (Mmm,Mmin)- En 
effet, Pmin est le normalisateur de Pmin dans G et Mmin est le normalisateur de 
Mnin dans Pmin- On doit voir que Mmin(P) ^ 0- Soit y G G (F). Alors le couple 
(6y(Pmm),ûy(Mmin)) est formé d'un sous-groupe parabolique minimal de G et d'une 
composante de Lévi de ce sous-groupe. Deux tels couples sont conjugués par un 
élément de G(P) . Choisissons donc g € G (F) tel que la conjugaison par g envoie 
(%(Pmin), 0y(Afmin)) sur (Pmin, Mmin). Posons x = gy. Alors x appartient à Mmin(P)-

On appelle sous-tore maximal tordu un couple (T, T) vérifiant les conditions 
suivantes. Le terme T est un sous-tore maximal de G. Le terme T est une sous-variété 
de G. L'ensemble T(F) n'est pas vide et il existe un sous-groupe de Borel B de G, 
défini sur P, contenant T, tel que T soit l'intersection des normalisateurs de T et P 
dans G. Cela entraîne que l'on a T = Tx = xT pour tout x G T. La restriction à T 
de l'automorphisme 6% ne dépend pas de x, on la note Of ou simplement 6 si cela ne 
crée pas d'ambiguité. On note Te la composante neutre du sous-groupe des points 
fixes Te. 

Evidemment, pour un couple (G, G), ou (P, P) etc. le premier terme G ou P etc. 
est uniquement déterminé par le second G ou P etc. Dans la suite de l'article, on 
parlera simplement du groupe tordu G, ou du sous-groupe parabolique tordu P etc. 
Les termes G ou P etc. seront utilisés si besoin est sans les définir explicitement. 
D'autre part, on peut utiliser les définitions que l'on vient d'introduire dans le cas où 
G = G muni des multiplications à droite et à gauche. On supprime alors les ~; par 
exemple, on définit les ensembles fl(M), £(M), la fonction Hp etc. 
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Remarque. — Les espaces tordus ont été introduits par Labesse. D'autres auteurs 
préfèrent étudier les groupes non connexes. Un espace tordu (G, G) apparaît comme 
une composante d'un tel groupe. En effet, fixons x G G(F). D'après l'hypothèse 
de finitude faite plus haut, on peut choisir un entier n > 1 tel que l'image de Q7-. 
dans le groupe des automorphismes extérieurs de G soit égale à 1. Donc 0~ est 
l'automorphisme intérieur associé à un élément du groupe adjoint Gad(F). L'image 
de G(F) dans Gad{F) est d'indice fini. Quitte à accroître n, on peut donc supposer 
que 0% est l'automorphisme intérieur associé à un élément x G G(F) . Fixons un tel x. 
Considérons le groupe abélien libre X engendré par x. Il agit sur G : xm agit par 0™. 
Considérons le produit semi-direct G x X , puis le plus petit sous-groupe distingué de 
ce produit contenant x~lxn. Notons G+ le quotient. Alors G+ est un groupe linéaire 
algébrique de composante neutre G et G s'identifie à la composante connexe de G+ 
qui contient x. Cette remarque permet d'appliquer les résultats démontrés dans la 
littérature pour des groupes non connexes. 

1.3. Les espaces ÎS^. — Soit G un groupe tordu. Fixons un Lévi minimal Mm[n 
G ~ ~ 

de G. On note £ l'ensemble des Lévis tordus M de G tels que Mmin C M. On définit 
le groupe de Weyl usuel WG = NormGr(F)(Mmin)/Mmin. 

On munit $Mmin d'un produit scalaire invariant par l'action du groupe de Weyl 

WG. Pour tout Lévi tordu M, on en déduit par conjugaison et restriction un produit 

scalaire sur Si L est un Lévi tordu tel que M C L, on note ÎS^ l'orthogonal de 

dans On note C ^ CL E^ C ^ CL les projections orthogonales de 8 ^ sur 

resp. sur U1^. Fixons un sous-groupe compact spécial K de G (F) en bonne position 

relativement à Mmin et supposons Mmin C M. Soit P = MU G £P(M). On définit une 

fonction Hp : G(F) —> par Hp(g) = i ï^( ra) pour g = muk, avec m G M ( F ) , 

u G U(F) etkeK. 

On fixe une extension de HQ à G(F) , c'est-à-dire une fonction que l'on note encore 

Hô : G (F) ftô telle que Hô(gxg') = Hô{g) + Hô(x) + Hô{g') pour tous g, g' G 

G (F) et x G G (F). Pour tout Lévi tordu M, on en déduit une fonction analogue : 

M (F) —• de la façon suivante. Posons = NormG(jP)(M)/M(F). Fixons, ainsi 

qu'il est loisible, une extension de à M (F) de sorte que la composée de cette 

fonction et de la projection orthogonale de £2^ sur coïncide avec la restriction de 

HQ à M (F). Pour g G NormG(F)(M) et x G M (F), le terme H,]çj[(gxg~1) ne dépend 

que de l'image w de g dans WM. Notons-le H'^wxw'1). D'autre part, le groupe 

WM agit naturellement dans Sjrv. On pose 
i/)e(l/2,7r \w™\-^ 

i/)e( 

w 1H'IçI(wxw 1 

L'application FL^ ainsi définie sur M (F) est un prolongement de l'application notée 

de la même façon sur M (F). Elle ne dépend pas de l'application auxiliaire H'^. Si 

L G £(M), la restriction de Hi à M (F) coïncide avec la composée de et de la 
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projection orthogonale de ÏÏ^ sur fâ^. Pour g G G(F) , la conjugaison par g définit 

un isomorphisme de sur (dq]çIg-1 et on a l'égalité Hg^g.1(gxg"1) = gH^^g'1 

pour tout x G M (F). 

1.4. Mesures. — Soient G un groupe réductif connexe, Mmin un groupe de Lévi 
minimal de G et i f un sous-groupe compact spécial de G (F) en bonne position 
relativement à Mmm. Fixons une mesure de Haar sur G(F) et munissons K de la 
mesure de masse totale 1 (remarquons que l'on ne suppose pas que cette mesure sur 
K soit égale à la restriction de la mesure sur G(F)). Alors, pour tout P = MU G 
S^(^min), Arthur a défini une mesure de Haar sur les groupes M (F) et U(F), cf. [4] 
paragraphe 1. Soit T un tore. Si T est déployé, on munit T(F) de la mesure telle 
que le plus grand sous-groupe compact de T(F) soit de mesure 1. En général, on 
munit AT(F) de cette mesure puis T(F) de celle pour laquelle la mesure quotient sur 
T(F)/AT(FW<XCCC<X<de< masse totale 1. 

Fixons un caractère continu non trivial ^ de F. On munit F de la mesure autoduale 
pour<xFixons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < ., . > sur g(F) xg(F) , 
invariante par l'action adjointe de G{F). Pour toute sous-algèbre \) de g telle que la 
restriction de < .,. > à \}{F) soit non dégénérée, on munit \){F) de la mesure de Haar 
autoduale pour le bicaractère (X,Y) i—> ip(< X,Y > ) . Soit H un sous-groupe de G, 
supposons que l'on a muni H(F) d'une mesure de Haar dh et que la restriction de 
< .,. > soit non dégénérée. La mesure sur J)(F) se relève par l'exponentielle en une 
mesure de Haar d'h sur H(F) qui n'a aucune raison d'être celle que l'on a fixée. On 
note v(H) la constante telle dh = u(H)dfh (en fait, nous n'utiliserons cette notation 
que dans le cas où H est un sous-tore de G). 

Supposons que G soit la première composante d'un groupe tordu (G, G). La mesure 
sur G (F) en détermine une sur l'espace principal homogène G (F). Considérons un 
sous-tore maximal tordu (T, T) . Le groupe T{F) agit par conjugaison sur T{F). 
Notons T(F)/0 l'ensemble des orbites. Il est naturellement muni d'une structure de 
groupe de Lie sur F et d'une action de T(F) par multiplication à gauche. Pour tout 
t G f(F),o, l'application 

Te(F<) T(F)/E 

t tt 

est un isomorphisme local. Il existe une mesure sur T(F)je, invariante par l'action de 

T(F) et indépendante du choix de f, telle que cette application conserve localement 

les mesures. On munit T(F)je de cette mesure. On pose 

W(G,T) NormG(F)(T)/r(F)<<x. 

On dit que T est elliptique dans G si Af = AQ. Fixons un ensemble ^ ( G ) , resp. 

Sre//(G), de représentants des classes de conjugaison par G (F) dans l'ensemble 

des sous-tores maximaux tordus, resp. et elliptiques, de G. On fixe des ensembles 

analogues pour tout Lévi tordu. La formule de Weyl prend l'une ou l'autre des formes 
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suivantes 

lô(F) 
f(x)dx 

fesr(ô) 

|W(G,T)rMT(F)' '.Te(F)}-1 

f(F)/e Te(F)\G(F) 
fig-Hg^gDàfàdt<x 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

| ^ M | | ^ G | - l 

feVeii(M) 

\W{M,f)\-1[T(F)6 : Te(F)]-1 

f{F)/ Tq(F)\G(F) 
f(g-1tg)dgDô(t)dt<x 

pour toute fonction / G C™(G(F)). 

On note ÏÏQ f, resp. UAÔ,F, l'image par l'application HQ de G (F), resp. AQ(F). 

On note <x<< F, resp.i/)e(l/2,7rxpc<w le réseau dans U*Q formé des À tels que À(£) G 27rZ pour 

tout £ G î% F, resP- C ^ S^Ô,F- On munit le quotient IWQ/iUyA_ F de la mesure de 

Haar de masse totale 1. On pose ¿22^ F = iÏÏ^/iffî^ F et on le munit de la mesure telle 

que l'application naturelle iffigiF —»i/)e(l/2,7rxp,^).x< F préserve localement les mesures. 

1.5. Intégrales orbitales pondérées. — Dans la suite de cette section, on fixe 
un groupe tordu (G, G). On suppose fixés un Lévi minimal MM[N de G et un sous-
groupe compact spécial K de G(F) en bonne position relativement à Mmin. Soit 

M G £G. La théorie des (G, M)-familles se généralise au cas tordu en une théorie des 

(G, M)-familles. En particulier, soit g G G(F). De la famille de points (Hp(g))p^cp^^ 

se déduit une (G, M)-famille (vp(g))peg>(<M) • on pose Vp(g,X) = e~x^Hp^ pour 

À G Ì&M- De cette (G,M)-famille se déduit un nombre v^{g), cf. [2] p.37. Soient 

/ G C™(G(F)) et x G M(F) D GTEG(F). On définit l'intégrale orbitale pondérée 

Ju{xJ) = Dô(x?l2 
G*(F)\G(F) 

f(g 1xg)vü(g)dg. 

Ces intégrales vérifient les mêmes conditions de régularité et de croissance que dans 
le cas non tordu. 

1.6. Quasi-caractères. — Soit x G GSS(F). On définit la notion de bon voisinage 
^ C Qx (F) : la définition est la même qu'en [12] 3.1, en ajoutant quelques ~. On 
note Nil(9i) l'ensemble des orbites nilpotentes dans gx(F). Pour tout 9 G Nil(g¿), 
l'intégrale orbitale sur 9 a pour transformée de Fourier une distribution localement 
integrable, que l'on note X i—> X). Evidemment, on doit définir correctement les 
mesures, on renvoie pour cela à [12] 1.2. 

Soit © une fonction définie presque partout sur G (F) et invariante par conjugaison 
par G(F). On dit que c'est un quasi-caractère si, pour tout x G GSS(F), il existe un 
bon voisinage a; de 0 dans QX(F) et, pour tout 0 G Nil(0¿), il existe CQ@{X) G C de 
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sorte que l'on ait l'égalité 

eOzexp(X)) = 

i/)e(l/2,7 

c e i 0 ( x ) m x ) w c < 

pour presque tout X € ou. Cette définition est la même qu'en [12] 4.1. Dans cette 
référence, on avait noté 6 les quasi-caractères. Pour une raison évidente, on croit bon 
ici de modifier cette notation. 

1.7. Fonctions très cuspidales. — Soit / G G£°(G(F)). On dit que / est très 
cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique tordu propre P = MU 
de G et pour tout x G M (F), on a l'égalité 

JU(F) 
f(xu)du = 0. 

Les intégrales orbitales pondérées des fonctions très cuspidales possèdent les mêmes 

propriétés que dans le cas non tordu. En particulier, soient / une fonction très 

cuspidale et x G Greg(F). Notons M(x) le commutant de AG£ dans G, au sens de 

1.2. C'est un Lévi tordu de G. Quitte à conjuguer Mm[n et K, on peut supposer 

M(x) G £G. On pose 

ej(x) (- l)a*w"aô^ô(5)"1/2JM(s)(5, / ) 

Cela ne dépend pas de la conjugaison effectuée. La fonction @J~ ainsi définie est 

invariante par conjugaison par G(F). 

Proposition 1.1. - Soit f G C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. Alors @"j est un 

quasi-caractère. 

La preuve est exactement la même que dans le cas non tordu, cf. [12] corollaire 
5.9 

1.8. Distributions locales associées à une fonction très cuspidale. — Soit 
x G GSS(F). Supposons que GX soit le produit de deux groupes réductifs connexes 
GX = GF x G", chacun conservé par ZQ(X)(F). Tout élément X G Qx(F) se décompose 
en la somme d'un élément de QF(F) et d'un élément de QFF(F). On note X = X' + X" 
cette décomposition. On note / \-> f$ la transformation de Fourier partielle dans 
G£°(QX(F)) relative à la deuxième variable, c'est-à-dire 

/ « P O = 
f9"(F) 

f(X' + Y")i>{< Y",X" >)dY". 

Soit u) C 0x(F) un bon voisinage de 0. On suppose que u = w' + w", avec w' C g'(F) 
et cu" C g"(F). 

ASTÉRISQUE 347 



CALCUL D'UNE VALEUR D'UN FACTEUR e PAR UNE FORMULE INTÉGRALE 13 

Soit / G G£°(G(F)) une fonction très cuspidale. On définit une fonctior xw< 
f,X,UJ 

sur 

0£,reg (F) par 

x< 
<cb^^ù 

<x<< 
x< 

< 
f 

(£exp(X)), 

si X & oj, 

si X e uj. 

Pour g G G(F) , on définit 5 <x< G Cc°°(fls(F)) par 

i/)e(l/2,7r 
i/)e(l/2,7r 

0, 

f(g 1xexp(X)g), 

si X ^ uj, 

si X e uj. 

On pose i/)e(l/2,7rxw<<p,^). Cette fonction vérifie la propriété suivante : 

[1) soit P = MU un sous-groupe parabolique tordu tel que P ^ G et x G M (F) ; 
alors 

cvw< 

i/)e(l 
,7rx 

(X)du = 0 

pour tout X G m£(F) 

La preuve est la même que celle de [12] lemme 5.5(i). 
Soit M un Lévi de G tel que x G M (F). Quitte à conjuguer Mm-in et K, on peut 

supposer M G £ . On définit une fonction 7 
xw< 

( . , / ) sur mx(F) nfl5ireg(F) par 

J 
wx<< 

i/)e(l/2, 
7rxp, 

£>G.pQl/2 

•/Ga!.xp(x)(i?)\G(F) 

3f» {X)vù{g)dg. 

Cela ne dépend pas de la conjugaison effectuée. On a 

(2) Si AM C i/)e(l/2, on a j1 
i/)e(l 

,(X,f)=0. 

La preuve est la même que celle de [12] lemme 5.5(ii). 
Soit X 

£ Qx,rez(F)- Notons M ( X ) le commutant de 
cw 

'xexp(X) 
dans G. C'est un 

Lévi tordu de G qui contient x. On pose 

<x 
<x< 

(X) = (-l)0M(x)-°é/)Gi (X) -1/2 x 
k (X),x,a 

cx<< 

La fonction 
vw 

f ,X.UJ 
ainsi définie est invariante par conjugaison par Gx(F). 

On définit la notion de quasi-caractère sur une algèbre de Lie de même que l'on a 
défini cette notion sur un groupe ou un groupe tordu. 

Proposition 1.2. - Les fonctions j 
f,X,UJ 

et 
w 

f.X.LJ 
sont des quasi-caractères sur QX(F] 

La seconde est la transformée de Fourier partielle de la première, c'est-à-dire que, pour 

toute <p G C?°(Qx(F)),on a Véqalité 

<<< 

/,tt 
f,X, U 

(X)(p(X)dX = 
w< 

w 

f,x,cjy 
(X)(f\X)dX. 
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La première assertion concernant la fonction © j £ ^ résulte de la proposition 

du paragraphe précédent. La deuxième assertion se démontre comme dans le cas 

non tordu, cf. [12] proposition 5.8. Puisque © ^ - ^ est un quasi-caractère à support 

compact modulo conjugaison, il existe une fonction (p G C£°(QX(F)), très cuspidale, 

telle que © ^ - ^ s°it égal au quasi-caractèr<x< associé à (p, cf. [12] proposition 

6.4. Le lemme 6.1 de [12] se généralise immédiatement aux transformées de Fourier 

partielles : la transformée de Fourier partiellew<xde est @^B, et c'est un quasi-

caractère. Puisque cette transformée de Fourier est ©^'~w> cela entraîne la première 

assertion concernant cette fonction. 

1.9. Représentations de groupes tordus. — On appelle représentation de G(F) 
un triplet (7r,7r, E), où E est un espace vectoriel complexe, TT une représentation de 
G (F) dans E et TT une application de G (F) dans le groupe Aut(E) des automorphismes 
C-linéaires de E telle que n^n^ir^g') = ît(gxgf) pour tous g, g' G G (F) et x G 
G (F). Deux représentations (7Ti, #1, E\) et (1^2,^2,E2) sont dites équivalentes s'il 
existe un isomorphisme C-linéaire A : E\ —• E2 et un élément B G Aut(Ei)1 
commutant à la représentation m, de sorte que iri(g) = A~1-K2(g)A pour tout g G 
G (F) et 7Ti(£) = BA~1;ÏÏ2{X)A pour tout x G G (F). 

Soit (7r,7r,E) une représentation de G(F). On dit qu'elle est lisse, ou admissible, 
si 7r l'est. On dit qu'elle est unitaire s'il existe un produit hermitien défini positif 
sur E tel que jr prenne ses valeurs dans le groupe unitaire pour ce produit. Nous 
dirons qu'elle est tempérée si elle est unitaire, si TT est de longueur finie et si toutes 
les composantes irréductibles de TT sont tempérées. On définit la contragrédiente 
(7rv,7rv,.Ev) : (7rv,E,v) est la contragrédiente de (TT,E) et 7fv est définie par 
< 7rv(x)é,e > = < ë,7r(x)~1e >. Pour À G ®r C, on définit (7r\,7r\,E) par 
7T\(x) = ex^HG^x))jr{x). On dit que la représentation est G(F)-irréductible si TT est 
irréductible. Fixons un point quelconque x G G(F). La donnée d'une représentation 
G (F)-irréductible est simplement la donnée de deux objets 

— une représentation irréductible (n, E) de G (F) telle que la représentation g 1—> 
7r(0x(g)) soit équivalente à 7r ; 

— un opérateur îr(x) de E tel que 7r(6x(g)) = 7t(x)7r(g)7t(x)~1 pour tout g G G (F). 

En pratique, nous noterons simplement TT la représentation (TT,TT,E). NOUS noterons 
sans plus de commentaire ix la représentation de G(F) associée et E% l'espace 
E. On note Temp(G) l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations 
admissibles irréductibles et tempérées de G(F) , que nous identifions à un ensemble 
de représentants de ces classes. 

Soient P = MU un sous-groupe parabolique tordu de G et f une représentation 
admissible de M (F). On définit la représentation induite Indp(f) de G{F). Elle se 
réalise dans l'espace habituel de la représentation Indp(r), que l'on note Epr. Soient 
e G E$ et x G G (F). Fixons y G M (F), soit 7 l'élément de G(F) tel que x = jy. 
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Alors on a l'égalité 

(Indp(f,i)e)(^; Sp(y)1/2f(y)e(e7\gi))w<<x 

pour tout g G G(F) , où Sp est étendu de façon naturelle à M (F). Supposons que M 

contienne Mmin. On peut aussi réaliser la représentation induite dans l'espace ^p?r 

des restrictions à K des éléments de Epr. Supposons f tempérée. On définit une 

(G, M)-famille ($>pr('r))p,Gg)(]çI\, qui prend ses valeurs dans l'espace des opérateurs 

de ÚÍPr^ par 

#p , ( r , A) Rp'\p(t) 1Rp'\p(r\) 

pour À G ifâ^p où Rp'\p{r) est l'opérateur d'entrelacement normalisé, cf. [3] théorème 

2.1. On associe à cette (G, M)-famille un opérateur ffl^{f). On définit le caractère 

pondéré de f : c'est la distribution 

/ 
i/)e(l/2,7 
cv<<xp, 

t r a c e ( ^ ( r ) I n d £ ( / ) ) 

sur C£°(G(F)). Dans le cas où M = G, c'est le caractère habituel de f et on le note 
plutôt / i—• Of ( / ) . D'après [6] theorem 2, ce caractère est une distribution localement 
integrable. 

1.10. Intégrales orbitales pondérées invariantes. — En utilisant les caractères 

pondérés de la section précédente, le procédé habituel d'Arthur permet de construire 

des intégrales orbitales pondérées invariantes à l'aide des intégrales / i—• J^(x,f). 

Rappelons la construction. Pour £ G £2^, notons 1HÔ=Ç la fonction caractéristique 

de l'ensemble des x G G(F) tels que HQ(X) = £. Notons ^ac (G(F) ) l'espace des 

fonctions / : G (F) —> C telles que 

(1) / est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G (F) ; 
(2) pour tout tout £ G x<w<cla fonction lHô=çf est à support compact sur G (F). 

Pour / G C0°(G(F)) et M G £G, Arthur montre qu'il existe une fonction 

(J>MU) € &ac(M(F)) telle que, pour toute représentation n G Temp(M) et tout 

C G Hj&(M(F)) C fôw, on ait l'égalité 

x<<<< 
J¿(7rA)/)exp(-A(C))dA 

<c<< 
©*x (<M/)ltfM=c)exp(-A(C))dA 

me8(i&ñtF)Git(4>ü(f)lHa=<;)' 

On fixe de telles fonctions </>m(/)- Pour x 6 M(F) n GTeg(F), on définit l'intégrale 

orbitale invariantexc<<^ùw< / ) par récurrence sur a y. — a~ par la formule 

i/)e(l/2,7< 
e(l/2,7rx 

i/)(l/2,7rx 

i/)e(l/2,7rxp,^). 
4 ( Í , ^ ( / ) 1 h £ = h £ ( X ) ) 
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Soit / G C%°(G(F)). On lui associe une fonction 6^ sur GTEG(F) de la façon 

suivante. Soit x G GTEG(F). Notons M(x) le commutant de AQ£ dans G. Choisissons 

g G G (F) tel que gM^g'1 G £ô. On pose 

© ; ( * ) 
i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rx ̂gM(x)g-1Ì9^g \/)-

Cela ne dépend pas du choix de g. 

Pour / G C£°(G ( jF)) , on dit que / est cuspidale si et seulement si, pour tout groupe 
de Lévi tordu M Ç G et pour tout x G GTEG(F) D M(F), on a J^(5, / ) = 0. On a la 
propriété suivante, que nous énonçons avant de l'expliquer : 

(3) pour toute fonction cuspidale / G C™(G{F)), pour tout M e £ et pour tout 

élément x G M (F) D GREG(F) qui est elliptique dans M (F), on a l'égalité 

£)Ô(x)-1/2(_1)aô-aôjA2.(5J) 

£e{iW<5)} 
c(0) 

/.Si „ 
G,F 

e* , ( i )e (» , )v ( / )dA. 

Que x soit elliptique dans M (F) signifie que AQ£ = АЩ- L'ensemble Ueu(G) est 
un certain sous-ensemble de celui des représentations tempérées virtuelles de G (F). 
Il est stable par l'action 7f н-> тт\ de Ш ^ . L'ensemble {Пегг((5)} est l'ensemble des 
orbites de cette action. Pour chaque orbite 0, on choisit un point base тг G 9. Enfin, 
c{9) est un certain coefficient. La somme est en fait finie car, pour tout sous-groupe 
ouvert compact K' de G (F), il n'y a qu'un nombre fini d'orbites pour lesquelles une 
représentation de l'orbite admet des invariants non nuls par K'. 

Cf. [13] théorème 7.1 et, dans le cas non tordu, [5] théorème 5.1. 

Lemme 1.3. — Soit f G C™(G(F)) une fonction cuspidale. Alors est un quasi-

caractère de G (F). 

La preuve est la même qu'en [14] 2.5, en utilisant [6] theorem 3. 

1.11. Un lemme d'annulation. — Soient ix une représentation admissible de 
G (F) et B une forme bilinéaire sur Env x En. Soit A G Endc(£,7r) un opérateur 
lisse, c'est-à-dire qu'il existe un sous-groupe ouvert compact K' de G (F) tel que 
7r(k)AiT(k') = A pour tous k,k' G K'. Pour un tel sous-groupe K'fixons une base 

0 * du sous-espace E% et introduisons la base duale {é; e G 25 } de E^v (pour 
l'accouplement usuel, noté < ., . >, entre ces deux espaces). Posons 

trace^(-A) = 

cx<<^$ 

B(è,A(e)). 

Ce terme ne dépend ni du choix de K', ni de celui de la base. 

Soient P = MU un sous-groupe parabolique tordu et r une représentation 
admissible de M (F). On suppose 

(1) P ф G. 
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Supposons 7T = Indp(r), En = EpT et Env = EprV. Pour un élément y G M (F), 
considérons la condition suivante : 

(H)y soient e G E^r et e' G £p?rv tels que e'(0y(g))®e(g) = 0 pour tout # G G(F) ; 
alors B(e',e) = 0. 

Considérons aussi la condition : 

(if) la représentation r se prolonge en une représentation f de M (F) ; soient e G 

i?p,r et e' G £p5rv tels que e'(g) (g) e(#) = 0 pour tous g G G(F) ; alors B(ef, e) = 0. 

Soit / G GC°°(G(F)). Supposons 

(2) / est très cuspidale. 

Pour un élément x G G(F) , on note fx la fonction sur G(F) définie par fx(g) = 
cx<<x 

Lemme 1.4. — On suppose vérifiées les conditions (1) et (2). 

(i) <x<< Soit y G M (F), supposons vérifiée la condition (H)y. Alors 

tracep(Indp(r,/^)) = 0. 

(ii) Supposons vérifiée la condition (H). Alors traces (Indp ( f , / ) ) = 0. 

Démonstration. — On ne perd rien à supposer que K est en bonne position 
relativement à M. Considérons la situation de (i). Fixons un sous-groupe ouvert 
compact K' de K tel que / soit biinvariante par K' et par K" = 6y(Kf). On fixe 
un ensemble de représentants Tf de l'ensemble des doubles classes P{F)\G{F) / K'. 
L'ensemble T" = 0y(T') est un ensemble de représentants de l'ensemble des doubles 

classes P(F)\G{F)/K". Choisissons une base <ÈK de (EpT)K' telle que, pour tout 

e' G <BK , il existe jf G r; de sorte que le support de e soit inclus dans P{F)^'K'. 

L'élément correspondant è' de la base duale vérifie la même propriété, avec le même 

7'. Choisissons de même une base ^ de (E9>S)K". Pour tout e' G ^ , on a 
l'égalité 

Ind^ (rjy)e" 
xcw< 

< è',lnà${T,fy)e" > e', 

d'où 

(3) traces (Indp(r, / - ) ) = 

i/)e(l/2,7rxp,^ 

B(é, , ,e , )<é, , Ind^(r , /^)e , , > 

Fixons e' G <ÉK> et e" G <ÉK". Soient 7' G Y' et 7" G T" tels que le support de e' soit 
contenu dans P{F)j'K' et celui de e" soit contenu dans P(F)i'K". Si 7" ^ 6^(7'), 
on a èn{6y{g)) (g) e'(g) = 0 pour tout g G G (F). Donc B(ë",e ' ) = 0 d'après (H)y. 

Supposons 7" = Oyd'). On calcule 

< ëfMô${rjy)e" >= 
K JG{F) 

fy(g)<è'{h) ,e"(hg)>dgdh<< 

x< G{F) 
fy(h-1g)<è'(h)1e"(g)>dgdhs<< 
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18 J.-L. WALDSPURGER 

w ' K 'M(F) 'U(F) 

f(h 1muky) è'{h),r{m)e"{k) £p(ra)1//2du dm dk dh 

Par les changements de variables k i—• Oy(k), u i—• %(?x), on obtient 

<é,,Ind^(r,/^)e,/ 
K <x<< M (F) U(F) 

f(h 1myuk) 

< é{h),T{m)e"{Qy{k)) > SP(my)1/2dudmdkdh. 

Fixons h, k,m et supposons < e'(fc), r{m)e'f{6y{k)) > ^ 0. Alors /i G P(F)^Kf et 
0$ (A;) G P(F)^"K". Cette dernière condition entraîne /c G P(F)j'K'. Mais alors A; G 
P(F)hK'. Ecrivons k = m'u'hk', avec m' G M ( F ) , u' G U(F), k' G K7. Considérons 
l'intégrale intérieure de la formule ci-dessus. Puisque / est invariante à droite par 
K', le k' disparaît. Par le changement de variables u i—• mfuu,~1m,~l, cette intégrale 

devient 

«P/(m,)1/2 
./17(F) 

f(h lmym'uh)du. 

Elle est nulle puisque / est très cuspidale. Donc < é', IndP(r, /^)e// > = 0. Tous les 
termes de (3) sont donc nuls, ce qui prouve l'assertion (i) de l'énoncé. 

Considérons la situation de (ii). Fixons y G M (F). On a l'égalité IndP(f , / ) = 
Indp(r, /^)Indp(f,y). Définissons une forme bilinéaire Br sur EprV x Epr par 

i/)e(l/2,7 
cvw<<x 

B(Indwc<<x<<£(f,y)-y,e). 

On vérifie formellement que trace£(Indp(f, / ) ) = traceB/(Indp(r, fy)) et que la 
condition (H) pour B entraîne la condition (H) y pour B'. Il ne reste plus qu'à 
appliquer le (i) à la forme B' pour conclure. 

Remarque. — Quand TT est unitaire, on peut considérer des formes sesquilinéaires 
sur En x En plutôt que des formes bilinéaires sur Env x En. 

1.12. Induction de quasi-caractères. — Soit M un Lévi tordu de G. Soit AM 

une distribution sur M (F) invariante par conjugaison par M (F). On peut définir une 

distribution induite A = Ind^(AM) sur G (F), qui est invariante par conjugaison. La 

définition est similaire à celle du cas non tordu. Quitte à conjuguer M, on suppose M G 
£ù . On fixe P = MU G 0 ( M ) . Pour / G CC°°(G(F)), on définit fP G CC°°(M(F)) par 

fp(m) = Spira)1'2 
K U(F) 

f(k lmuk)dudk. 

On pose A ( / ) = AM( /p ) . Cela ne dépend pas des choix effectués. Dans le cas où 

AM est un quasi-caractère sur M (F), A est aussi un quasi-caractère sur G(F). Le 

développement de A au voisinage d'un point semi-simple de G (F) se calcule en 

fonction des développements de AM. Enonçons le résultat qui nous intéresse, qui 

est le même que dans le cas non tordu ([14] lemme 2.3). 
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Lemme 1.5. — Soient 6M un quasi-caractère de M (F) et 6 = Ind^ (6M) . Alors 
(i) O est un quasi-caractère sur G (F) ; 

(ii) soient x un élément semi-simple de G (F) et Q e Nil(g^) une orbite régulière; 
on a l'égalité 

i/)e(l/2,7rxp 

5'€^(5)P€r5,/Gä(F) 0'eNil(mä/) 

DG(x)-^2DM(x')^2w<< 

[ Z M Ì X ^ ' < X . M < X ^ Ì F ) ] < X < - 1 ^ : ^ } < i/)e(l/ ',x') 

Expliquons les notations. On a fixé un ensemble %M (x) de représentants des classes 

de conjugaison par M (F) dans l'intersection de M (F) avec la classe de conjugaison de 

x par G (F). Pour x' G 9CM(x), IV est l'ensemble des g G G(F) tels que gxg~x = x'. 

Pour un tel g, la conjugaison par g transporte G en une orbite g G dans $X>{F). Pour 

une orbite nilpotente G' de mxr(F), on pose [g G : G'} = 1 si g G est incluse dans 

l'orbite induite de G\ [g G : G'\ = 0 sinon. 

1.13. Propriétés des fonctions très cuspidales. — En utilisant le lemme du 
paragraphe 1.11, on peut adapter les preuves des lemmes 2.2, 2.6 et 2.7 de [14]. On 
obtient les résultats suivants. 

Lemme 1.6. — (i) Soit f G G£°(G(F)) une fonction très cuspidale, soient M G £G, 

f une représentation tempérée de M (F), L G £(M) et Q G &(L). Supposons L ^ M 

ouQ^G. Alors j9(rj) = 0. 

(ii) Soit f G C£°(G(F)) une fonction très cuspidale. Alors, pour tout L G £G, la 

fonction 0 f ( / ) est cuspidale. Admettons l'hypothèse de 1.10. Alors on a l'égalité 

wc< 
ncw 

cnx< 

JVr£'||WrG?r1(-l)a£-aôIiidf I x<w< 

(iii) Soit f G C%°(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction très 

cuspidale f G G£°(G(F)) telle que J^ix^f) = J^,(x,/) pour tout x G GTeg(F). 

2. Le groupe GLd tordu 

2.1. Description du groupe tordu. — Soient d > 1 un entier et V un espace 
vectoriel sur F de dimension d. Notons V* le dual de V, G = GL(V) le groupe des 
automorphismes F-linéaires de V et G = Isom(V, V*) l'ensemble des isomorphismes 
F-linéaires de V sur V*. Le groupe G agit à droite et à gauche sur G par 

(g, g') 
t -1 ~ / 
g °x°g, 

où lg est le transposé de g. Le couple (G, G) est un groupe tordu. Remarquons que 
G (F) s'identifie à l'ensemble des formes bilinéaires non dégénérées sur V : à x G G (F), 
on associe la forme (vf,v) i—>< v',xv >. 
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Soit x G G(F) un élément semi-simple. Son commutant dans G est produit d'un 
groupe symplectique, d'un groupe orthogonal et de groupes qui sont des restrictions 
à la Weil de groupes linéaires ou unitaires. La composante orthogonale se construit 
de la façon suivante. Considérons l'élément x = lx 1x de G{F). Il est semi-simple. 
Notons V~' le sous-espace de V propre pour l'action de x, associé à la valeur propre 1. 
Notons V~ l'unique supplémentaire de V~' qui soit invariant par x. Alors V = V~® V~' 
et V* = V~* 0 V~*. L'élément x envoie V~ dans y~* et V~ dans V~'*. Sa restriction 

JE Jb Jb Jb Jb Jb 
à V~' est une forme quadratique. La composante orthogonale de ZG(X) est le groupe 
orthogonal de cette restriction. 

Fixons une base (vi)*=i,...,d de V. On peut alors identifier G au groupe GLd 
des matrices d x d inversibles. Pour g G GLd, on note ses coefficients gij, pour 
i,j = l , . . . , d . On introduit les sous-groupes suivants : Bd le sous-groupe de Borel 
triangulaire supérieur, Ad le sous-tore diagonal, Ud le radical unipotent de Bd, Kd le 
sous-groupe compact spécial de GLd(F) formé des matrices à coefficients entiers et 
de déterminant de valuation nulle. On note £ le caractère du groupe Ud(F) défini par 

i/)e(l/2,7,^). 

i=l,...,d-l 

i/)e(l/27xp 

Introduisons la base duale (^*)î=i,...,d de V*. Notons Bd l'élément de G(F) défini par 
0d(vi) = (—iy+^d+1^2}vd+i-i pour tout i. Notons simplement Od l'automorphisme 
de G associé à ^ - On a 0d(g) = Jdtg~1 Jd1^ ou ^ est â matrice antidiagonale de 
coefficients (Jd)t,d+i-* = (_!)*• Cet automorphisme 0<j conserve les sous-groupes que 
l'on vient d'introduire. Il conserve aussi le caractère £. Le normalisateur de Bd dans 
G est = BdOd- Le normalisateur commun de jB^ et Ad est ^4^ = AdOd-

Pour # G GLd(F), on pose 

a(<?) = sup({l} U { log( |^ - |F) ; ij = 1,..., d} U { l o g d ^ " 1 ) ^ i , j = 1,..., d}). 

Pour g G G (F), on définit <J(^) en identifiant G à G L ^ par le choix d'une base. La 
fonction a dépend évidemment du choix de la base, mais d'une façon inessentielle. 
Pour tout réel b, on note la<b, resp. la>b, la fonction caractéristique du sous-ensemble 
des g G G (F) tels que a (g) < 6, resp. a (g) > b 

Remarquons que ÏÏQ = { 0 } . Pour tout Lévi tordu M de G , le procédé de 1.3 
munit M (F) d'une extension canonique de la fonction cvb<<à M (F). On vérifie que 

HÀd(Od) = 0. 

2.2. Modèle de Whittaker. — Fixons une base (^)i=i,...,d de V. Soit (ir,E) une 
représentation admissible irréductible de G(F). On appelle fonctionnelle de Whittaker 
une application linéaire <j> : E —• C telle que (/)(7r(u)e) = Ç(u)</>(e) pour tous u G Ud{F) 
et e E E. Comme on le sait, l'espace de ces fonctionnelles est de dimension au plus 
1. Supposons que cette dimension soit 1 et fixons une fonctionnelle de Whittaker non 
nulle <f>. Pour e 6 E, on définit une fonction We sur G(F) par We(g) = </>(Tr(g)e). 
L'espace des fonctions We, pour e G E, est le modèle de Whittaker de 7r. 
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On note 6d{ir) la représentation g \-> 7r(0d(g)). Cette représentation est isomorphe 
à la contragrédiente TTv. La condition pour que TT se prolonge en une représentation TT 

de G(F) est que Od(n) soit isomorphe à TT. Supposons qu'il en soit ainsi et soit TT un 
prolongement. Supposons aussi que TT admette un modèle de Whittaker. L'application 
(j) i-> (j) o n(6d) conserve la droite des fonctionnelles de Whittaker. Il existe donc un 
nombre complexe W(TT^) G Cx tel que </>ojr(0d) = W{TT^)^ pour toute fonctionnelle 
de Whittaker (j). Un calcul de changement de base montre que ce nombre ne dépend 
pas de la base i/)e(l/2,7rxp,^). choisie. Par contre, il dépend de ip. Soit b G Fx, notons ijjb 

le caractère z i—• ip(bz) de F, dont on déduit un caractère £6 de Ud(F). Notons Db la 
matrice diagonale de coefficients diagonaux Dbi = bd~l. Si <j> est une fonctionnelle de 
Whittaker relative à £, alors 0 o Tr(Db) est une telle fonctionnelle relative à £6. On a 

0O7T(I>6)o7r(0d) <l>oît(0d)oir(ed(Db)). 

Mais 0d(Db) est égal à Db multiplié par la matrice centrale de coefficients diagonaux 
égaux à bd~x. On en déduit l'égalité 

(1) w(7T^b) u„(b)d-lw(iï^) 

où ujn est le caractère central de TT (c'est un caractère d'ordre au plus 2). On a défini 
en 1.9 la contragrédiente TTV de ft. Supposons TT tempérée. On a la relation 

(2) w(Ttv,ip-)w(Tt^) = 1, 

où tp~ = tyb pour b = —1. En effet, la condition 7rv ~ TT signifie qu'il existe une forme 
bilinéaire invariante sur E x E. On sait construire cette forme bilinéaire. Introduisons 
comme ci-dessus l'espace des fonctions de Whittaker We pour e G F et introduisons 
l'espace similaire des fonctions W~ relatif au caractère £~. On peut prendre pour 
forme bilinéaire la forme 

(e', e) i—>< e' e >= 
J GLd-i(F) 

iw/)e(l/2,7rxp,^). 
i/<)e(l/2,7rxp,^). 

où GLd-i est identifié au groupe des automorphismes linéaires de l'hyperplan de 
V engendré par vi,..., Vd-\. Par définition, on a < Ttv(0d)ef, ft(0d)e >=< e',e > . 
Il suffit d'expliciter ces deux termes à l'aide de la formule intégrale ci-dessus pour 
obtenir (2). 

On montre de même en utilisant l'unitarité de TT que \W{TT,ip)\ = 1. 

2.3. Représentations induites. — Soit L un Lévi tordu de G. Il existe une 

décomposition 

v = vu e • • • e Vi © vb © v i i e • • • e v_u 

de sorte que L(F) soit l'ensemble des x G G (F) tels que x(Vj) = VI j pour tout 

j = —u,..., u. On a 

L = GLdu x • •. x GLdl x GLdo x GLdl x • • • x GLdu, 
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où dj = dim(Vj) = dim(VLj). On peut choisir une base (vi)i=i,...,d de V de sorte que 
Vj ait pour base les vecteurs Vi pour i = du H h dj+i + 1,..., du + Y dj. Alors 
Od appartient à L(F). Soit a G Temp(Z). On a 

cr = crn 0 • • • (g) G\ 0 (To 0 (J-\ 0 • • • 0 CT-u> 

où ctj est une représentation irréductible et tempérée de GL<̂ . (F) et Odj((Tj) — <t-J. 
Pour tout j = 1,... ,1*, choisissons un opérateur unitaire Aj : Ea. —• -E7<7_j tel que 
AjdjiOdjixj)) = a-j(xj)Aj pour tout G GLdÔ{F). Notons Go l'analogue de G 
quand d est remplacé par do. Alors il existe un unique prolongement ào de <7o à 
GQ(F) tel que, pour 

e = en 0 • • • 0 ei 0 eo 0 e_i 0 • • • 0 e_n G Ea, 

on ait 

à(Od)(e) = Au 0 • • • 0 Ax ̂ -e-i 0 <7O(0do)(eo) ® Aiei 0 • • • 0 Aueu. 

Cela ne dépend pas du choix des Aj. Introduisons la représentation induite tt = 

Ind^(cr). On vérifie que w(7t,ip) = w(âo,ip). 
Il est utile de calculer le caractère de la représentation a. Pour x G L(F) et j = 

—..., u, on note Xj : Vj —> V^- la restriction de x à V}. 

Lemme2.1. — Poixr £o?/£ x G ̂ (i7") assê z régulier, on a Végalité 

e*(£) : ©<r0 
j = l,...,u 

e ^ - i ) ^ " ^ ) . 

Démonstration. — Pour j = —u,...,u soit fj G C^°(GLdj(F)). Définissons / sur 

L(F) par f(x6d) = Ylj=-U,...,u fj(xj) Pour ^ £ i/)e(l/2,7rxp,^). ou ês xj sont les différentes 
composantes de x. Pour 

e = eu 0 • • • 0 ei 0 eo 0 e_i 0 • • • 0 e_u G 

on a l'égalité 

*(/>= = °u{U)Kle-u ® • • • <8) ^( / i )^ ^-i 0 ao(/o)̂ o№o)(eo) ® a_i(/_i)Aiei 0 • • • (g) <x_u(/_u)Auew. 

Pour j = 1,..., t/, l'opérateur 

ej ® e_, h-> (Jj{fj)Aj xe_j 0 G-jU-ô)Aôe3 

a même trace que l'opérateur 

ei °jUj)Aj 1(J-j(f-j)Ajej = <?j(fj*ef-j)ej 

où ef-j(y) = f-j(6dj(y)) et • est la convolution. Sa trace est 

' GLD (F)2 
t ®<tj (x3edj (x-j))fj(xj)f-j(wcwx-j)dxjw<xdx-j. 
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D'autre part, la trace de l'opérateur cro(fo)â(Odo) est 

GLdQ(F) 
@<70 (xoOd0)fo(xo)dx0 

La trace de l'opérateur a{f) est donc égale à 

JL{F) 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

j=l,...,tl 
Qaj (xj6dj (x-j)))f(x)dx, 

où on a écrit x = xdd avec x G L(F). On vérifie que XoOdo = Xo et que Xj0dj(x-j) = 

(—l)dJtltx_AXJ pour tout j = 1,... ,u. Cela entraîne l'égalité de l'énoncé. 

2.4. Représentations elliptiques des groupes linéaires tordus. — Soit L 
un Lévi tordu de G que l'on écrit comme dans le paragraphe précédent. Décrivons 
l'ensemble Iieu(L) qui intervient en 1.10. Pour j = 1,..., u, soit Œj une représentation 
admissible irréductible de GLdj(F), de la série discrète. Soit Qo un sous-groupe 
parabolique standard de GLdo, de Lévi 

L0 = GLd>x x • • • x GLd>s. 

Pour j = l , . . . , s , soit Tj une représentation admissible irréductible de GLd>(F), 

de la série discrète. On suppose (rj) ~ Tj et 9̂  si j ^ k. Posons ero = 

I n d o f d ° ( r i 0 - . . O r s ) et 

(J = o~u ® • • • <8> ctx 0 00 0 (cri) <g> • • • 0 9du (<jw). 

Alors cr se prolonge en une représentation a de L(F) qui appartient à IIe//(L). 
L'ensemble Iïe//(L) est l'ensemble des représentations qui se construisent par ce 
procédé. 

Poursuivons avec la représentation â que l'on vient de construire. Notons 9 son 
orbite pour l'action à i—> <j\ de On note itâg le stabilisateur de à dans z$jf. On 
note s(â) = s(Q) = s et 

c ( 0 ) = 2 - ^ - a M ^ : ^ ; F ] - i / ) e ( l / 2 , 7 r x p , ^ ) . 

Ce terme est le coefficient qui intervient dans la relation 1.10(3), cf. [131 théorème 
7.1. 

2.5. Facteurs e. — Soit m G N un entier tel que m < d et m et d soient de parités 
distinctes. Posons H = GLm. Soient TT G Temp(G) et p G Temp(f/). On introduit le 
facteur e(s,TT x p,i/>) de [7] théorème 2.7. Soit v G Fx. On pose 

eJîr,p) = e-Jp,*) = w (* , tb )w(5 , é )wJ( - l ) lm '2^ i / ) e ( l / 2 , 7rxp ,^) . i / ) e ( l / 2 , 7rxp ,^xww ) e ( l / 2 , x p^). 

Ce terme ne dépend pas de ty. Cela résulte de la relation 2.2(1) et de l'égalité bien 
connue 

(i) e(l/2,tt x p,^b) = u„(b)mup(b)de(l/2,ir x p,ï>). 
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Remarques 2.2. — (a) Cette définition est dissymétrique en n et p. 

(b) Dans le cas particulier où m = 0, on considère par convention que ujp = 1 et 

e(l/2,7rxp,V0 = l. 

Soit L un Lévi tordu de G que l'on écrit comme en 2.3. Soit a G Temp(L). On écrit 

(7 = (Tu ® • • • ® 01 ® (7o ® 0^ (^î) ® • • ' ® 0dtt (<TU)' 

Le prolongement g de a détermine un prolongement an de <J0 comme en 2.3. On pose 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^). 
i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^). j = l,...,U 

^.(-IR)e(L/25(7oXp^). 

On vérifie que 

ev{p,p) = ev(dn,p) 

j=l,...,u 
^ ( - l ) m . 

Remarquons que le terme £„(£•, p) ne dépend que de l'orbite 9 de â sous l'action de 

iU%. Soit Q G wx<<x posons 7r = IndQ(ôr). On a l'égalité 

(2) ev(ïï,p) = su(â,p). 

Cela résulte aisément des égalités bien connues suivantes : 

e(s,7T x p,ip)<w= e(s,a0 x p,ip) 

cvw<<< 

e{s,(Tj x p,ip)e(s,edAaj) x p , ^ ) , 

•(1/2,^- x p>^M1/2 , (TY x pv ,^ ) = s ( - i r W p ( - l ) * , i / ) 

et du fait que pv = p. 

3. La partie géométrique de la formule intégrale 

3.1. Plongements de groupes linéaires tordus. — Soient V un espace vectoriel 
sur F de dimension d > 1, r un entier naturel tel que 2r + 1 < d, VF un sous-espace 
de F de dimension m = d — 2r — 1, (^)i=-r,...,r une base d'un supplémentaire Z de 
W dans V, et enfin i/ un élément de Fx . On note G = GL(V), H = GL(W) et on 
introduit les groupes tordus G = Isom(V, F*), H = Isom(VF, VF*). L'espace dual V* se 
décompose en V* = W* ®Z*. Notons (2*)t=_r,...,r la base de Z* duale de (^)ï=-r,...,r 
et £ l'élément de Isom(Z, Z*) défini par Ç(zi) = (—\)%2vz"f_i pour tout i = —r,... ,r. 
Le groupe H est un sous-groupe de G. On introduit un plongement t : H —> G. Pour 
y € H, t(y) envoie W dans VF* et Z dans Z*. La restriction de i(y) à VF, resp. Z , 
coïncide avec y, resp. (. Le plongement t ainsi défini est équivariant pour les actions 
de H. Pour simplifier les notations, on identifie tout élément de H à son image par t. 
On pose Vn = W 0 FZQ et on note Go le groupe des automorphismes F-linéaires de 

Vn 
Notons P le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent le 

drapeau 

Fzr C Fzr 0 Fzr-i C • • • C Fzr 0 • • • 0 Fzx C Fzr 0 • • • 0 Fz1 0 V0 
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C Fzr 0 • • • 0 Fzi 0 Vb ® C • • • C Fzr 0 • • • 0 Fz1 0 Vb 0 F2-1 0 • • • 0 Fz_r. 

Notons A le tore isomorphe à GLfr formé des éléments qui conservent chaque droite 

Fz±i pour i — 1,..., r et agissent trivialement sur VQ. Pour oG A e t i = ± l , . . . , ± r , 

on note la valeur propre de a sur Zi. Notons U le radical unipotent de P et M sa 

composante de Lévi qui contient A. On a M = AG0, en particulier M contient H. 

Notons P le normalisateur de P dans G et M le normalisateur commun de P et M. 

Le groupe M contient H, en particulier M (F) ^ 0 , donc M est un Lévi tordu de G. 

On définit un caractère £ de U (F) par 

au) = v>( 

i= — r,...,r— 1 

cx<<<< 

où ^¿+1,2 = < Z-i-i,v>Zi > . On vérifie que £ est invariant par 6y pour tout y G H{F). 
Fixons un o^-réseau R dans V qui est somme d'un Oir-réseau de Vb et d'un 

O/r-réseau de base sur OF formée de vecteurs proportionnels aux z±i pour i = 1,..., r. 
Notons i f le stabilisateur de R dans G(F) et Pv le réseau dual de R dans V*. On 
a l'égalité G (F) = P(F)K. Pour un entier TV > 0, introduisons la fonction K,N sur 
G (F) définie de la façon suivante. Elle est invariante à gauche par U(F) et à droite 
par K. Sur M (F), c'est la fonction caractéristique de l'ensemble des m G M (F) qui 
s'écrivent m = ago, avec a G A(F), go G Go (F) , tels que : 

- pour tout i = ± 1 , . . . , zbr, |valjp(ai)| < N ; 

- tfo"1^ e PpNR et *0O*o e P ^ P V -

3.2. Les ingrédients de la formule géométrique. — Considérons une 

décomposition W = W 0 W" telle que la dimension de W soit paire. Posons 

H' = GL(W) et H' = Isom(TV/,TV/*). Soit un sous-tore maximal de H' qui 

est anisotrope, c'est-à-dire que Af, = { 1 } . Soit (H,T G Isom(TV//, W"*) une forme 

bilinéaire symétrique. Notons V" = W" 0 Z et CG,T G Isom(V"//, V ' * ) la somme 

directe de ÇH,T et C- On suppose que les groupes spéciaux orthogonaux des formes 

quadratiques CH,T et ÇG,T sont quasi-déployés. Notons T l'ensemble des éléments 

x G H tels que x(Wf) = W* et £(ÏV") = W"*, que la restriction de x à W 

appartienne à T" et que la restriction de 5 à soit égale à ÇH,T- On note ¿7 

l'ensemble des sous-ensembles T de H obtenus de cette façon. 

Pour un tel objet T, que l'on peut considérer comme un sous-tore tordu de H, en 

général non maximal, on note T le tore noté ci-dessus T', que l'on peut considérer 

comme un sous-groupe de H (un élément de T fixe tout point de W"). On définit 

comme dans le cas d'un sous-tore tordu maximal les ensembles Te et T(F)/Q. Il est 

utile de remarquer que, parce que dim(PV') est paire, on a l'égalité T(F)E = TQ(F). On 

munit Te(F) de la mesure de Haar de masse totale 1. Comme en 1.4, on en déduit une 

mesure sur T(F)/Q. Le normalisateur Norm#(T) de T dans H contient T x SO(ÇH,T), 

ce dernier groupe étant le groupe spécial orthogonal de la forme quadratique (H,T sur 

W". On pose 

W{H,f) = NovmH(f)(F)/(T(F) x SO(ÇH,T)(F)). 
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Soit t G f(F). L'élément t = H lt appartient à GL(W). On pose 

Ar(í) |2|£ 
hr+rdim(W") d e t ( ( l - ¿ ) , ^ . 

Soit T un quasi-caractère de G(F). On en déduit comme en [12] 7.3 une fonction cr 
définie presque partout sur T(F). Rappelons la définition. Soit t G T(F) en position 
générale. Son commutant connexe Gi dans G est Te x SO(ÇG,T)- Si d est impair, la 
dimension de V" est elle-aussi impaire et l'algèbre de Lie Qt(F) possède une unique 
orbite nilpotente régulière que l'on note 0reg. On pose cr(t) = cr,0reg(t), cf. 1.6. Si d 
est pair et si la dimension de V" est < 2, la même construction s'applique. Si d est pair 
et si la dimension de V" est > 4, il y a plusieurs orbites nilpotentes régulières dans 
%l(F). Mais on sait les paramétrer, cf. [12] 7.1. En particulier, on peut associer à v une 
orbite &„. On pose cr(t) = cVigu(t). Soit maintenant 0 un quasi-caractère de H (F). 
On lui associe une fonction ce définie presque partout sur T(F). La construction est 
la même que ci-dessus, à ceci près que l'on remplace V" par W" et, dans la dernière 
éventualité ci-dessus, le paramètre v par —v. Les fonctions cp et ce sont invariantes 
par conjugaison par T(F). On a 

Lemme 3.1. — Les fonctions cr et ce sont localement constantes sur un ouvert de 
Zariski non vide de T(F). La fonction 

i*-* c@(t)cr(t)DH(t)Ar(t) 

est localement integrable sur f(F)/#. 

La preuve est la même que celle de la proposition 7.3 de [12]. 
Le groupe H (F) agit par conjugaison sur ¿7. On fixe un ensemble U de 

représentants des orbites. 

3.3. La formule géométrique. — Soient 6 un quasi-caractère sur H (F) et f e 
CZ°(G(F)) une fonction très cuspidale. Pour g G G (F), posons 

J(&J,g) = 
H (F) h (F) 

®(y)f{g 1yug)Ç(u)dudy. 

Pour tout entier N > 1, posons 

JN(eJ) 
H(F)U(F)\G(F) 

J(®J, g)K>N(g)dg. 

Pour T G ¿7, on définit la fonction CQ sur T(F). A / , on associe le quasi-caractère 

6*- sur G (F), cf. 1.7, puis une fonction cQj sur T(F). On note simplement ci cette 

fonction. Posons 

^géom(@5 / ) 
xvw< 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

jf{F)/e 
ce (t)cAt)Dñ (t)Ar (t)dt. 
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Théorème 3.2. — On a l'égalité 

lim J/v(©,/) = Jfféom ( © , / ) • 
N-+OC 

La démonstration occupe la fin de la section. Remarquons que l'égalité du théorème 
ne dépend pas des mesures choisies, à l'exception de celles sur les tores compacts que 
l'on a supposées de masse totale 1 (la mesure sur G (F) intervient directement dans le 
membre de gauche, mais aussi dans la définition du quasi-caractère Qj associé à / ) . Il 
est plus commode dans cette section de normaliser les mesures de la façon suivante : 

— on munit Q(F) de la forme bilinéaire (X, X') H-> | t race(XX' ) et tout sous-espace 
non dégénéré de la mesure autoduale ; 

— on munit arbitrairement d'une mesure de Haar tout autre sous-espace de g(F) 
(par exemple le radical nilpotent d'un sous-groupe parabolique) ; 

— on relève ces mesures aux groupes via l'exponentielle. 

Dans le cas d'un tore compact, la mesure de masse totale 1 n'est plus dt, mais 
u(T)dt. 

3.4. Localisation. — Par partition de l'unité, on peut localiser le problème de la 
façon suivante. On fixe un point x G GSS(F) et un bon voisinage a; de 0 dans Qx(F), 
aussi petit que l'on veut. On note Q = (xexp(uj))G = {g~1xexp(X)g;g G G ( F ) , X G 
UJ}. On suppose le support de / inclus dans 

Supposons d'abord que la classe de conjugaison de x par G(F) ne coupe pas H (F). 
Alors, pour tout T G ¿7, le quasi-caractère ©^ est nul au voisinage de T(F) , donc la 

fonction cj est nulle. Donc Jgéom(©,/) = 0. Pour démontrer l'égalité du théorème, 
il suffit de prouver que </(©,/ ,#) = 0 pour tout g G G(F). Il suffit de prouver que 
H(F)U(F) ne coupe pas f£. Puisque la partie semi-simple d'un élément de H(F)U(F) 
est conjuguée à un élément de H(F) et que Q est stable par l'opération consistant à 
prendre les parties semi-simples, il suffit de prouver qu'aucun élément semi-simple de 
O n'est conjugué à un élément de H (F). On se rappelle qu'en 2.1, on a associé à x 
une forme quadratique sur le sous-espace propre V~f de V associé à la valeur propre 1 
de tx~1x. Notons (V~',x) l'espace quadratique formé de ce sous-espace propre et de 
la forme quadratique définie par la restriction de x. Dire que la classe de conjugaison 
de x par G(F) ne coupe pas H(F) revient à dire qu'aucun sous-espace de (V~f,x) 
n'est isomorphe à l'espace quadratique (Z ,C) - Soit X G UJ un élément semi-simple, 
posons x' = xexp(X). Si UJ est assez petit, V~' est le noyau de X dans V~' et la forme 
quadratique x! sur ce noyau est la restriction de x. Donc (V~',,x') ne contient aucun 
sous-espace isomorphe à (Z, £). Un tel élément ne peut pas être conjugué à un élément 
de H (F). Cela démontre l'assertion. 

On suppose désormais que la classe de conjugaison de x coupe H (F). On ne perd 
rien à supposer plus simplement x G H (F). On note W", resp. V7', le sous-espace 
propre de W, resp. F, associé à la valeur propre 1 de x =l x~1x. On munit ces 
espaces des formes quadratiques définies par x. On a la décomposition orthogonale 
V" = W" 0 Z. On note 0(V/ ; ) , SO(V") etc. les groupes orthogonaux et spéciaux 
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orthogonaux de ces espaces. On note W l'unique supplémentaire de W" dans W 
stable par x et H' = GL(W). On a les égalités H~x = HLSO(W"), Hx = H'xSO(V") 
(par abus de notations, on note H~ le commutant connexe dans Hf de la restriction 
de x à W). On suppose UJ = u/ x u;", où u/ C \f¿F) et a/' C so(V")(F). 

On définit le quasi-caractère Oî)U, de feO^) par 

i/)e(l/2,7rxp, 
i/)e(l/2,7rxp, 

9(xexp(X)) , 

0. 

si X G u;, 

sinon. 

Pour g G G (F), on définit une fonction 5/£,o> G C£°(0xCF)) comme en 1.8, puis une 

fonction 9fl G C?(f)s(F)) par 

9 < 
x< 

XX): 
Ux(F) 

^ £C,üJ (X + N)Ç(N)dN. 

On a noté ici £ le caractère N 1—> £(exp(7V)) de u¿(F). Posons 

Jx,w(0,/, #) 
F»)x(F) 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2, 

puis 

</x,u;,Jv(©,/) = 
Uñ(F)H£(F)\G(F) 

4 ,u,(©,/ , g)*N(g)dg. 

Notons ¿7 l'ensemble des sous-tores maximaux de i f ~ qui sont anisotropes, c'est-
à-dire ne contiennent pas de sous-tore déployé autre que { 1 } . Le couple d'espaces 
quadratiques (W", V") vérifient les conditions de [12] 7.1. On définit un ensemble J7" 
de sous-tores (en général non maximaux) de SO(W") comme en [12] 7.3. On vérifie 
que l'application T \-^TQ est une bijection du sous-ensemble des éléments T G ¿7 qui 
contiennent x sur l'ensemble ¿7' x ¿7". Pour T dans l'ensemble de départ, les fonctions 
ce et Cf sont définies sur T(F). On définit des fonctions c e , ^ et cj ~ u sur te(F) : 
elles sont nulles hors de te (F) fi UJ ; pour X G te (F) fl 

ce,x,u>(X) ce(xexppO), Cf,x,u (X) - Cf(xexp(X)). 

Fixons un ensemble de représentants ¿7^ des classes de conjugaison par Hx(F) 
dans ¿7' x ¿7"\ On définit une fonction A " sur hx(F) par 

i/)e(l/2, 
|det(X|^///^/(x)) |Fj 

où W"(X) est le noyau de X agissant dans W". Posons 

îr,u;,géom wx<c 

<<<< 
| W № , 7 ) | - V ( J ) 

i(F) 
ce,x,u.(̂ ")c/;5ia, ( X ) D ^ ( X ) A " ( X ) r d X 

Posons enfin 

C(x) = i2ir; 
+r+rdim(VF") [Zff (x)(F) : Hs(F)]-lDH(x)\<xdet((l - x)\W„)\TF. 

Lemme 3.3. — On a les égalités 

JN(OJ)<=<C(x)Jñ^,N(e,f)cxwqdJgéom(6,/) <= C'(x)Ji,a;5géom(©,/)-
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Démonstration. — Soit g G G (F). En utilisant la formule de Weyl, on a 

d) J(G,f,g) = 

w<x<< 

IWiH^T'iTiF)6 -.TeiF)}-1 

'f{F)/e Te(F)\H(F) 
9 F {h-Hh)dh<d{î)DÈ (t)dt, 

où, pour y € H (F), on a posé 

9fHv) = 
'U(F) 

f(g 1yug)Ç(u)du. 

Pour tout sous-tore maximal / de HXJ notons Tj son commutant dans H et Tj = 
Tjx, qui est un sous-tore maximal tordu de H. Introduisons un ensemble ST(HX) de 
représentants des classes de conjugaison par HX(F) dans l'ensemble des sous-tores 
maximaux de Hx. Pour deux sous-tores maximaux tordus f et V de H, notons 

W(f,ff) = {he H{F);hfh~1 = f'}/T(F). 

Tout élément w G W(T, f') induit une bijection de T(F)/# sur T'{F)On va prouver 
les propriétés suivantes : 

(2) soient T G Ï7{H) et t G T(F)/#, en position générale; supposons 

TE(F)\H(F) 
9f(h-1th)dh^0; 

alors il existe I G S7"(H£) et w e W(fi,f) tel que 

t G w(xexp(i(F) D uj)); 

(3) soit f G Zr(H) et, pour i = 1,2, soit ^ G ̂ (ffe) et ^ G W ( f / . ,T) ; alors les 
sous-ensembles wi(xexp(ii(F) Do;)) et w2(:rexp(i2(F) flw)) de T(F)/e sont disjoints 
ou confondus ; 

(4) soient f G ST'(fl'), /1 G &(H£) et wi G ^ ( f j ^ T ) ; alors le nombre de 
couples (I2,w2) tels que I2 G !7(HX), w2 G VK(f/2,r) et w2(£exp(i2(F) C\ UJ)) = 
wi(xexp(ii(F) HUJ)) est égal à 

\W{Ht,h)\[ZH(x)(F) : Hs(F)][T(F)e : T^F)]"1 

Sous les hypothèses de (2), on voit comme au début du paragraphe que la classe 
de conjugaison par G (F) de t coupe l'ensemble xexp(u). Soient X G u et g G G (F) 

tels que gtg~1 = xexp(X). L'élément g se restreint en une isométrie entre les espaces 
quadratiques (V~',f) et (V~fe^Xy xexp(X)). Le premier de ces espaces contient (Z, Ç) 

tandis que le second est inclus dans (V~',x) = (V",x), qui contient lui-aussi (Z,Ç). 
D'après le théorème de Witt, on peut trouver un élément g" G 0{V")(F) tel que 

g"g conserve Z et y agisse par l'identité. Rappelons que 0(V ) C ZQ{X). Quitte à 
remplacer g par g"g et X par g"Xg" \ on se ramène au cas où g conserve Z et agit 

par l'identité sur cet espace. Considérons l'égalité gtt tg~l = 1 (xexp(X))-1 xexp(X). 
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Sur Z, le premier terme agit par l'identité. Le second agit par la restriction à Z de 
exp(2X). Cette restriction est donc l'identité, donc la restriction de X à, Z est nulle. 
Un élément de QX dont la restriction à Z est nulle appartient à Fj£. Donc X G ï)x(F). 
L'élément g étant une isométrie de (V~',t) sur (V~'exp(Xy xexp(X)) et conservant Z , il 
envoie l'orthogonal W~ de Z dans V~ sur l'orthogonal W~exp^ de Z dans V~fe^Xy II 
envoie aussi V{ = WL sur ^'exp(x) = ^ e x p ( x ) . Puisque W = W^@ W" — W^xp(x) ® 
^lexp(X)' 9 conserve W, donc g G H (F). Quitte à multiplier g par un élément de 
HX(F), on peut supposer que X G \(F) pour un élément I G t7(Hx). Alors l'élément 
g~x définit un élément w de W(Ti,T) pour lequel t appartient à w(xexp(i(F) fl a;)). 
Cela prouve (2). 

Sous les hypothèses de (3), supposons que les ensembles wi(xexp(ii(F) flu;)) et 
w2(xexp(x2(F) H cj)) ne sont pas disjoints. On peut relever w\ et w2 en des éléments 
hi et h2 de H (F) tels que 

hi(xexp(ii(F) Hu))^1 H h2(xexp(x2(F) fl u))^1 ^ 0<w. 

Posons h = h^1^. D'après les propriétés des bons voisinages, h appartient à 
ZG(X)(F). Donc la conjugaison par h conserve u. D'autre part y conjugue Ti1 en 
T/2, donc aussi I\ en I2. Alors 

ft(£exp(ii(F) Plu;))/*-1 xexp(x2(F) ncj)<x<, 

nuis 

/ii(xexp(i!(F) n w ) ) ^ 1 = h2h(xexp(ii(F) Du>))h 1h2 1 = h2(xexp(x2(F) nuj))h2 1. 

Cela prouve (3). 
Sous les hypothèses de (4), posons 

î/= {h G ZnixXF^hhh-1 Gi/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^). nr7l(F))<WX<. 

La preuve de (2) montre que l'application h y-> (I2 = hlih~x,w2 = wi/i-1) est une 
surjection de 2/ sur l'ensemble des paires dont on veut calculer le nombre. On voit 
que l'application est aussi injective. Le nombre cherché est doncX<Remarquons que 
ZH(x)(F) H Th(F) = Th(F)6. Il y a une application naturelle 

V^Hx(F)\ZH(x)(F)/Th(F)d.<XX<< 

Elle est surjective et ses fibres sont en bijection avec W(HX, Ii). D'autre part, Hx est 
distingué dans ZH{X) et son intersection avec Ti1(F) est h(F). Le quotient ci-dessus 
a donc pour nombre d'éléments 

[ZH(X)(F) : Hx(F)][Ti, (F)e : Ji(F)]"1. 

Enfin, [Th(F)e : h{F)\ = [T(F)° : Te(F)]. L'assertion (4) résulte de ces calculs. 
On utilise ces trois assertions pour transformer la formule (1). On doit rappeler 

que, d'après le choix de nos mesures, pour I G {/(Hx), l'application 

i/)e(l/2,7rxp, 
i/)e(l/2,7rxp, 

Ti{F),e<< 

X xexp(X) 
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préserve les mesures. On obtient 

i/)e(l/2,7rxp, 
i/)e(l/2,7rxp 

[ZH(x)(F) : HX(F)}~' 

2rxp,^) 

\W{Hx,I)\~l 

fesr(H) 

\W(H,T)\-1 

wew(fnWWf)<W< 

'i(F)nw JTe(F)\H(F) 
9f\h-1wxexp{X)wi/)e(2,7rxp,i/)e(l/2,7rxp,^-1h)dh9{wxexp{<X)w(wxexp(X)w-1dX.< 

On a ici identifié les éléments w à des représentants dans H (F). Les éléments w 
disparaissent de cette formule par le changement de variables h y-> wh. Evidemment, 
pour tout / , il y a un seul T tel que W(Ti,T) soit non vide et, pour ce T, le nombre 
d'éléments de W(Ti,T) est le même que celui de W(H, T). On obtient 

i/)e(l/2,7rxp, [ZH(X)(F) : HsiF)]-1 

i/)e(l/2,7r 

\W{HS,I)\-1 
i(F)nw I(F)\H(F)< 

9f(h-1xexp(X)h)dhe(xexp(X))DÊ(xexp(X))dX<VVNVW. 

On a DH(xexp(X)) = DH(x)DH*(X), d'où 

J(e,f,g) = [ZH(x)(F) : H^F)}'1 D"(x, 
HT(F)\H(F) 

i/)e(l/2rx 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

J\(F)nu ll(F)\H£(F) 
h9f(y~1xexp(X)y)dye(xexp(X))DH£(X)dXdh<W< 

On peut remplacer les intégrations sur i(F) fl UJ par des intégrations suri/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7 à 
condition de remplacer la fonction G(xexp(X)) par Qx,UJ{X). Par la formule de Weyl 
appliquée dans t)x(F), on obtient 

J(eJ,g) = [ZH(x)(F) : Hx{F)]~lDÈ{x 
>H£(F)\H(F) J*)*{F) 

exAX)hgf(xexp(X))dX<X. 

Pour X G UJ, on a 

h9f(xexp(X)) 
U(F) 

h9f(xexp(X)u)Ç(u)du 

U£(F)\U(F) w< 
hg f(xexp(X)uv)Ç(uv)du dv. 

Pour u G UX(F), l'application v H-> 0 xe-xç>(X)J<v 1)v est un isomorphisme de 
Ux(F)\U(F) sur lui-même. Son jacobien est la valeur absolue du déterminant de 
1 — 0£ 1 agissant sur u(F)/ux(F). Notons d(x) ce déterminant. Par changement de 
variables, et en remarauant aue 

w< - i 
xexp(X)u 

i/)e(l/2, = i, 

on obtient 

h9f(xexp(X)) \d(x)\F 
rt/£(F)\t/(F) 'Uz(F) 

h9f(v-lxexp(X) uv)£{u)du dv 
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= \d(x)\F 
Ju£(F)\U(F) >U*{F) 

vh9f(xexp(X)u)£(u)du dv. 

On remplace u par exp(iV) avec N G ux(F). D'après les propriétés de u;, la condition 
X £ u) entraîne X + N G u pour tout N. On obtient alors 

/̂(zexw<<x<ppO) = \d[x)\F 
U£(F)\U(F) 

vhg 
x,u> 

,(X)dv. 

Reportons cette expression dans (5), multiplions l'expression obtenue par KN(9), puis 
intégrons sur g e H(F)U(F)\G(F). On obtient 

JN(Oj) = [ZH(x)(F<)<cx< :<c Hwc<iiF^D^ixMx^pJ^NieJ). 

Pour obtenir la première égalité de l'énoncé, il reste à calculer d(x). Pour cela, on peut 
étendre le corps des scalaires et se placer sur F. On peut fixer une base (vi)t=i,...,d àe 

V et une famille (Ài)*=i,...,d d'éléments de Fx de sorte que : 

— Z ait pour base la famille des pour i G { 1 , . . . , r } U {d — r,. . . , d} ; 
— le sous-groupe P est le stabilisateur du drapeau 

Fvi c Fv1 e Fv2 c • • • c Fvi e • • • e Fvr c Fî/i e • • • e Fvd~r 

_r+i C • • • C Fv\ 0 • • • 0 i^dî 

— pour tout i, 2 ^ = XiV^+1_{. 

L'élément x =* x xx est l'élément diagonal qui envoie Vi sur /î  = Ai 
Ad+i-i 

W< Le 

sous-espace W est engendré par les vi tels que /x* ^ 1. Puisque W C\ Z = { 0 } , 
on a /i; = 1 si Vi G Z . Introduisons la base (-E?i,j)i,j=i,...,d de fl(F), formée des 
matrices i ^ j n'ayant qu'un coefficient non nul, le (i, j)-ième, lequel vaut 1. On calcule 
x< << < 7p,^) 

rxp). 
Ed+l-j,d+l-i> L espace u(F) se décompose en sommes des sous-

espaces suivants, qui sont stables par 6~ 

- les espaces FEi 7 0 FEd+\-j d+i-i pour i = 1,..., r, i<j<r ou d+l — r < 

i < d + 1 - i ; 
— les droites FEi^+i-i pour z = 1,..., r ; 
- les espaces FEij 0 FEd+i-j,d+i-i, pour i = 1,..., r, j = r -h 1,..., d - r. 

Considérons un sous-espace du troisième type. La matrice de 1 — 6~ s'y écrit 

1 
xw< 

w<^$ù 

A, 
Ai 
1 

Si //j ^ 1, c'est-à-dire si ^ G F', cette matrice est inversible donc le sous-espace ne 
coupe pas u^. Le déterminant de la matrice est 1 — pd+i-j- La contribution de ces 
sous-espaces à d(x) est donc det((l — x)\w)r. Si jâj = 1, la matrice a un noyau de 
dimension 1, qui est l'intersection du sous-espace avec ux. L'autre valeur propre est 2 
et la contribution du sous-espace à d(x) est 2. On voit de même que la contribution 
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de chaque sous-espace du premier ou du deuxième type est 2. Il reste à compter le 
nombre de sous-espaces qui contribuent par 2. On trouve r2 + r + rdim(W"). D'où 

d(x) = 2r' f r+rdim(W") det((l -x)\W,)w<r, 

ce qui achève la preuve de la première égalité de l'énoncé. 
Pour / G 575, on note Tj l'unique élément de ¿7 qui contient x et est tel que 

T/?6> = / . Pour deux éléments Ti et f2 de U_, on pose 

W(fuf2) {heHiF^hf<Xrh-1 T2}/(T1(F)XSO(UT1)(F))WX<. 

On a les propriétés suivantes : 

(6) soient T G S7" et f G T(F)/e en position générale ; supposons cj{t) ^ 0 ; alors il 

existe I e STx et w e W ( f / , T ) tel que t G w(xexp(x(F) D u)) ; 
(7) soit f G 57 et, pour z = 1,2, soient U G 575 et ^ G W ^ T / ^ T ) ; alors les 

sous-ensembles wi(£exp(ii(F) fia;)) et w2(:rexp(i2(F) fia;)) de f(F)/e sont disjoints 
ou confondus ; 

(8) soient T G 57, ii G 575 et Wi G TV(T/1,T) ; alors le nombre de couples (I2,w2) 
tels que I2 G 57^, w2 G VF(T/2,T) et w2(xexp(x2(F) fia;)) = wi(xexp(\i(F) fia;)) est 

égal à 

\W(Hx,h)\<X[Z<H{x)(F) : HX{F)}. 

Ces propriétés se prouvent comme (2), (3) et (4) (en se rappelant qu'ici 
T(F)E = TQ(F)). On laisse les preuves au lecteur. Comme ci-dessus, elles permettent 
de transformer Jgéom(®,f) en l'expression 

7géom(0) / ) \ZH(x)(F) : H*(F)]2?*(â-) 

<cx<w< 
\w{H£, iT'Hi) 

J\(F) 
CG,£,c(X)c/^tt;(X)Di/)e(l/2,7^(X)Ar(xexp(X))dX. 

Soit J G 57£ et X G fl o;, en position générale. Notons W " = 'W" 0 ' W la 

décomposition de W" associée à / , posons t = xexp(X) et t = tt t. On a 

AJt) i2ir; 
4-r-|-rdim(" W"1 

|det((l - Olwe'wOljF" 

L'élément 1—t agit sur W comme 1—x. Il agit sur 'W" comme 1—exp(2X) et la valeur 

absolue du déterminant de cette application est la même que celle du déterminant de 

2X. C'est donc |2|tim(,w,,)A"(X). On obtient 

Ar(t) = i2ir; 
-fr+rdim(W 

| d e t ( ( l - * V , ) I S - A ' W 

Alors l'égalité ci-dessus devient 

Jgéom(©5 / ) = C{x)J o;,géom(©5 / ) 

Cela achève la preuve. 
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3.5. Une première expression de Jxu N{®,Î)' — Le lemme précédent nous 

ramène à prouver 1 égalité 

(i) lim JX,UJ,N 
N^oo 

xvxQ< i/)e(l/2,7rxp,^). 

Posons H'J = SO{W"), G'i = SO{V"). O n a F ¿ = HLH'J et Gx = H~G¿. Un 
certain nombre d'objets relatifs à ces groupes se décomposent conformément à ces 
décompositions en produits. On affectera leurs composantes d'un ' ou d'un Par 
exemple, on décompose tout élément X G t)x(F) en X = X' + X", avec X' G tyx(F) 
et X" G \)'l(F). Puisque © est un quasi-caractère, on peut supposer, en prenant UJ assez 
petit, que Qx^ est la restriction à t)x(F)nu) d'une combinaison linéaire de transformées 
de Fourier d'intégrales orbitales nilpotentes. Grâce à la « conjecture de Howe » , on 
peut remplacer les intégrales orbitales nilpotentes par des intégrales orbitales associées 
à des éléments semi-simples réguliers et même « en position générale » . L'égalité que 
l'on veut prouver étant linéaire en ©, on peut fixer un élément S G ty¿(F), en position 
générale, et supposer que, pour tout X G ï)x{F) fl on a l'égalité 

e^(x) = h(x')jHHs,x"), 

où la seconde fonction est la transformée de Fourier de l'intégrale orbitale associée à 
S et la première est une telle transformée de Fourier associée à un élément de \)X{F) 
que l'on n'a pas besoin de préciser. Pour g G G(F), on a l'égalité 

i/)e(l/2,7rxp,^ 
i/)e(l/2,7rxp,^ ly£(F)xï)'J(F) 

exAx)9fL(x)dXQDQ-

En utilisant la formule de Weyl pour í)~(-F), on obtient 

Jx,u(@J,g) 
e(l/2,7rx 

\W(HiJ')\-1 
Jï>{F) 

js(X')DH*(X'QD) 

Jl'(F)\H'-(F) h'¿{F) 
jHHs,xy w< 

J ÔC,UJ V 
íh'-^X'tí + X")dX" dh' dX'. 

D'où 

Jx,u>,N(®, f) ~ 
2,7rxp,^). 

¡WiHÍ,!')]-1 
Ji'(F) 

js(X')DHi(X') 

I'(F)H'J(F)Uï(F)\G(F) xvw< 
jH* (S, X'yñjX' + X")dX"KN(g)dg dX'. 

Les deux dernières intégrales peuvent s'écrire 

'l'(F)G-(F)\G(F) H"(F)Ui(F)\G"(F) x< 
jH* (S, X"Y"°f^{X' + X")dX"KN(g"g)dg" dg. 

On peut utiliser le paragraphe 9 de [12] pour calculer les deux intégrales intérieures 
ci-dessus. Pour retrouver les notations de cette référence, on doit poser Vi = pour 
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i = 0, . . . ,r , v-i = z-i/(2î/(—l)1) pour ¿ = l , . . . , r et définir des constantes £¿, 
¿ = 0 , . . . , r — 1, de sorte que, pour u G UX(F), on ait 

i=—r,...,i—1 
i/)e(l/2,7rxp,x<^). 

¿=0,...,r-l 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2 

On a défini en [12] 9.2 et 9.3 un élément E G 0~'(F) et un sous-espace £ de g~ (F). Avec 
les notations ci-dessus, E est l'élément de 0~(F) qui annule W" et vérifie Evi+\ =<X<< 
pour tout i = 0 , . . . , r — 1. L'espace E est la somme directe de a(F) n 0~(F), de 
l'orthogonal de ty~(F) dans g-(F) H 0o(F) et de Ux(F). Pour tout sous-tore maximal 
/ " de G~, on note ï"(F)s le sous-ensemble des éléments de i"(F) qui sont conjugués 
à un élément de E + S + £ par un élément de G~(F). Pour tout X " G î"(F)5, on 
fixe un élément 7x" € G%(F) tel que 7^,1,X//7x" G H -f 5 + E. On peut imposer à 

7x" diverses contraintes de croissance et de régularité. On introduit la fonction 9f£ 
comme en 1.8 et la formule 9.8(2) de [12] appliquée à nos deux dernières intégrales 
ci-dessus conduit à l'égalité : 

(2) JX,UJ,N(®, f) 

i/)e(l/2,7rxp 

iw<</)e(l/2w<<,7rxp,^). 

i'(F)xi"(F)s 
Ís(JC,)UGi(Jf,)DG2(X,,)1/2 

où 
^'(F)AIff(F)\G(F) 

gfitU(X' + X")KN.tx»(g)dgdX" dX\ 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l 
UIff(F) 

KN(^yXffag)da. 

On voit comme en [12] 10.1 que cette expression est absolument convergente et bornée 
par une puissance de N. 

3.6. Changement de fonction de troncature. — Fixons / G t7(Gx). On a 
défini en [12] 10.1 trois polynômes non nuls sur i (F) . Pour e > 0, on note i(F)[< e] 
l'ensemble des X G i{F) pour lesquels on a \Q(X)\j? < e pour l'un au moins de ces 
polynômes Q. On note i(F)[> e] le complémentaire. On a 

(1) il existe un entier b > 1 tel que 

(i'(F) xi"(F)s)ni(F)[<N-b] 
\h(X')\DG'*{X')DG*{X"Y'2<W< 

h'(F)Ar„(F)\G<F) 
\9fiJX' + X'')\KNiX,,(g)dgdX"dX' « AT1 

pour tout AT > 1. 

La notation <C signifie qu'il existe une constante c > 0 telle que le membre de 
gauche soit inférieure ou égale à c fois le membre de droite. La relation ci-dessus se 
prouve comme le (ii) du lemme 10.1 de [12]. On fixe b vérifiant cette relation. 

Notons Mj, le commutant de Ain dans G. C'est un Lévi tordu de G qui contient 
G'x. On a l'égalité A^ = Ai». Fixons un Lévi minimal Mm[n de G contenu dans 
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M|j et un sous-groupe parabolique Pmin = MMINUmin G ^(Mmin). Pour simplifier, on 

peut supposer que K est en bonne position relativement à Mmin. On utilise le groupe 

K pour définir les fonctions HQ sur G(F), pour Q G £ . Notons A l'ensemble des 

racines simples de AMMIN dans umin. Fixons Y G fâMmin- Pour tout P' G <^(Mmin), 
il y a un unique w G WG tel que wPminW-1 = P'. On pose Yp> = wY. Pour Q G 
«^(M^), notons YQ la projection orthogonale de Yp> surw<xxo<X<WWest un élément 

quelconque de fl(MMIN) tel que P ' C Q. Soit # G C?(F). On pose Y(Ç)Q = YQ-H = (Ç), 

où Q est le parabolique tordu opposé à Q. La famille 9/(g) =X<X(Y(9)^)^^^)w<x est 

(G, Mh)-°rthogonale. Il existe une constante c > 0 telle que, si 

inf{cr(ra#);ra G Afh(F)} < c i n f { a ( y ) ; a G A } , 

on ait a{Y{g)o) > 0 pour tout Q = M^UQ G (P{M^) et toute racine a dew<<xx 

dans Uq. Supposons cette condition vérifiée. On note À »->• a ^ ( À , J/(#)) la fonction 

caractéristique dans ïLv de l'enveloppe convexe des points de la famille î/(g). On 

pose 

v(g) = v(Ar') 
AIF,(F) 

a^(H^(a)^(g))da<X<X. 

On a 

(2) il existe c > 0 et un sous-ensemble compact ujj de <WX<<<<tels que les propriétés 

suivantes soient vérifiées ; soient g G G (F) et X G i(P)[> AT-6] tels que ^ / ^ ( X ) ^ 0 ; 
alors X G ujj et il existe t G / ( P ) tel que cr(£#) < clog(AT). 

La preuve est la même que celle de [12] 10.4(2). Cette propriété assure que le 
membre de droite de l'égalité ci-dessous est bien défini. 

Proposition 3.4. — // existe c> G et un entier N0 > 1 tels que, si N > N0 et 

clog(AT) < i n f { a ( y ) ; a G A } ; 

on ait l'égalité 

1I'(F)AI/F(F)\G(F) 

9 
J x,u 

(X)KNiX"{g)dg = 
I'(F)AIF,(F)\G(F) 

9 f* J x,u (X)v(g)dg 

pour tout X G i(F)[> N~b] n (i'(F) x Ï'(F)S). 

Démonstration. — Pour simplifier la notation, fixons un ensemble LJI comme en (2), 

posons 
%N = Wl n i(F)[> N~b] H (Ï(F) x Ï'(F)S) 

et notons QN l'ensemble des g G G(F) pour lesquels il existe X G %N tel que 

gfx,uj(X) 7̂  0. Soit Z G SMmin tel que a(Z) > 0 pour tout a G A (on ne confond 
pas cet élément avec le sous-espace Z de V). En remplaçant Y par cet élément, on 
construit une famille de points Z(g) pour tout g G G(F). On suppose 

inf{a(Z); a G A } > cilog(JV), 
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ce qui assure que, pour ^ G 0 ^ , on a Z(Q)Q £<w<pour tout Q G ^(M^). Pour 

Q = LUQ G £P(M\i), notons À i-> <T^ (À, Z{g)) la fonction caractéristique dans $ ^ de 

la somme de fô^ et de l'enveloppe convexe des Z(g)p, pour P ' G ^(Mmin), -P7 C Q-

Notons TQ la fonction caractéristique du sous-ensemble xwc© xw<< de S ^ . On a 

l'égalité 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

Q (\,Z(g))Tô(\-Z<<x(g)à) = l 

pour tout A G »Af|,- P°ur 9i/)e(l/2,7rxp,^). et A G %JV, on peut donc écrire 

xw< i/(i4j//; 

Q€57(Mt,) 

v(Q,g),<x 

KN,x"(g) i/)e(l/2,7 

(l/2,7<rxp, 

où 

KN,x"<x{Q,g)<x, 

i/)e(l/2,7r 
A,,, (F) 

4 ( f f^ (a ) , y{9))°%. (HM,(a),Z(g))r<xQ(H^(a) - Z{g)Q)da,<x< 

KN,X"(Q,9) = 
}AIlt{F) 

KN(jx}fag)a^(HlÇl^a<x),Z(g))TQ(H^(a) - Z(g)g)da<x. 

Les fonctions g H-> v(Q,g) et g ^ K>N,x"(Q,g) sont invariantes à gauche par 
I'(F)Ai"(F). On peut donc décomposer le membre de gauche, resp. de droite, de 
1'éealité de l'énoncé en 

cx<n:^$ 

i/)e(l/2,7rxp 

i/)e(l/2,7rxp< 

resp. 

H Ai") 

Q€^(Mt,) 

*2(Q,*),<x 

OÙ 

i/)e(l/2,7rxp 
i/)e(l/2,7rxp I'(F)Aj,,iF)\G(F) 

9 
J x,u 

X)nN,X"{Q,g)d<g,<x 

$2(Q,X) 
I>(F)AIf,(F)\G(F) 

J x,u (X)v(Q,g)dgw<. 

On a : 
(3) si Z vérifie les inégalités 

sup{a(Z);a G A } 
' in f{a (y) ; a G A } , 

log(iV)2 

on a $i(G,X) = $2(G,X) pour tout X G %N, pourvu que N soit assez grand. 
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En effet, soit g G îîjv- On vérifie comme en [12] 10.4(8) que, sous ces hypothèses, 

on a KN(>y-},ag) = ( r | ( % J a ) , ^ ) ) = 1 pour tout a G Aj»(F) tel que 

c r ^ ( i f ^ ( a ) , Z ( ^ ) ) = 1. Donc KN,x"{G,g) = v(G,g) et la conclusion. 

Fixons Q = LUQ G £7"(M|,), Q ^ G. On a : 

(4) il existe c > 0 tel que, si clog(iV) < inf{a(Z) ;a G A } , on a $ i ( < 9 , X ) = 

*2(Q,X) • 0 pour tout X G %JV 
On écrit 

e(l/2,7r^).ww 
x * mirw F(F)AIn(F)\L(F)w UQ(F) 

ulkw . 
X,UJW 

(X)KN,X"(Q,cwulk)duÔQ(l)dl dk. 

On vérifie que, si ulk 
X,LJ 

(X) ^ 0 pour un X G %Ni on a une majoration cr(u) <C 
log(iV) et on peut représenter l par un élément tel que a(l) <C log(iV). Le point est 
que, pour de tels éléments, on a l'égalité 

KN,X"(QiV>lk) = KN,X"(Q,lk)-

Cela résulte de l'assertion : 
(5) soit c > 0 ; il existe c' > 0 tel que, si c' log(TV) < inf{a(Z); a G A } , les propriétés 

suivantes sont vérifiées; soient X G. %N> g £ G (F) et û G UQ(F)\ supposons 

a(g),a(û)1a(ûg)cw< clog(iV) ; alors on a l'égalité K>N,X"(Q,ûg) = K>N,x"(Q,g)> 
Reportons la preuve de cette assertion à plus tard. A l'intérieur de l'intégrale ci-

dessus apparaît donc l'intégrale 

fUQ(F) 
ulk , rtl 

X.U) \ 
O,N,C( 

Or celle-ci est nulle d'après 1.8(1). Donc &i(Q,X) = 0. On prouve de même que 
<5>2{Q,X) = 0, en utilisant une assertion similaire à (5) pour la fonction v(Q,g). 

On a utilisé l'élément auxiliaire Z. Il existe c > 0 tel que, si 

clog(iV) < inf{o:(y) ;a G A},w<< 

on peut choisir cet élément auxiliaire vérifiant les hypothèses de (3) et (4). Ces 
relations entraînent la conclusion de l'énoncé. 

Il reste à prouver l'assertion (5) et son analogue pour la fonction v(Q, g). La preuve 
de cette analogue est la même que celle de [12] 10.5 et on ne la fera pas. Soient c, 
X, g, û vérifiant les hypothèses de (5). Considérons la formule intégrale qui définit 
K>N,x"{Q,g)- La fonction 

A E 
w< 
Mu 

{ \ Z { g ) ) r Q { \ - Z { g ) Q ) < < x 

ne dépend de g que par l'intermédiaire des Hp,(g) pour P' G ̂ (M^) , P' C Q. Or ces 
termes sont insensibles au changement de o en wo. On en déduit : 

( 6 ) KN,X" (Q, ug)-KNTX" (Q, g) 
Aj„{F) 

4 , (H*> Z^H^M* (")-Z(9)q) 
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[KNdxnaug) KN(nx},ag))da 

Supposons prouvée l'assertion suivante : 
(7) il existe c" > 0, ne dépendant que de c (et pas de g, X), tel que, pour tout 

a G Ai"(F) tel que a(H^(a)) > c"log(N) pour toute racine a de Ai" dans uq, on 

ait l'égalité KN(lx»<Lûg) = ^n{1x^,0j9)' 
On peut trouver d > 0, ne dépendant que de c, tel que les deux conditions 

c'log(JV) mî{a(Z)] a G A } 

et 

o w< 
<x 

(HA(a),Z(g))TQ(HûÀa) - Z(g)<j) = 1 

entraînent a(H^ (a)) > c"log(iV) pour toute racine a de Ai" dans uq. Si l'on 
impose la première condition à Z , la fonction que l'on intègre dans la formule (6) 
est donc nulle, d'où la conclusion de (5). Cela nous ramène à prouver (7). La preuve 
est essentiellement la même que celle du lemme 10.8 de [12]. Signalons seulement 
les points à modifier. On voit comme dans cette référence que l'on peut étendre les 
scalaires. Remarquons qu'en étendant les scalaires, on peut changer le tore Ai" mais 
celui-ci ne peut que devenir plus gros et l'assertion (7) n'en devient que plus forte. 
Après extension des scalaires, on peut supposer que le groupe spécial orthogonal G~ 
de la restriction de x à V" est quasi-déployé et que I" — Ai" en est un tore déployé 
maximal. On peut fixer un élément P̂  G ̂ (M^) et se limiter aux éléments a G Ai"(F) 
tels que (a) appartient à la chambre positive fermée pour ce parabolique tordu. 

Montrons que : 
(8) il existe ô G G-(F) tel que SP^S'1 C P et A^ c SA^S'1. 

Le tore déployé A^ est contenu dans G~ et Ai" est un sous-tore maximal de ce 

groupe. On peut donc trouver S G G~(F) tel que A^ c 8Ai"8~x. Alors 5~1PS G 

67(Mtj). Fixons P' G ^(Mt;) tel Que P' C ô^Pô. Le tore Ai" étant un sous-tore 
maximal d'un groupe spécial orthogonal, il a une forme particulière : ses sous-espaces 
propres dans V sont tous de dimension 1, sauf éventuellement celui sur lequel Ai" 
agit par l'identité. Le Lévi Mj, étant le commutant de ce tore a lui-aussi une forme 
particulière : Mt, est un produit de GZq et éventuellement d'un unique bloc GL^. 
Pour un tel Lévi, deux éléments quelconques de ^(Mti) sont conjugués par le groupe 
Norm^;nr)(Mh). Si d est impair, l'application naturelle 

NormG//(F)(j4/,/) NormG(F)(M^)/M^(F) 

est surjective. Donc et P sont conjugués par un élément de NormG^(F)(A///). 

Quitte à multiplier S à droite par un tel élément, on peut supposer P' = F\ et la 

conclusion de (8) est vérifiée. Supposons d pair et introduisons le groupe orthogonal 

0(V") de la restriction à V" de la forme x (G^ en est sa composante neutre). 

L'application naturelle 

Norm0(v")(F)(^/") NormG(F)(Mb)/M^(F) 
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et on peut comme ci-dessus multiplier S à droite par un élément de Normo(v")(F) (Ar") 
de sorte que P' = P^. Si cet élément appartient à G'~{F), on a fini. Sinon, on 
remarque que n'est pas maximal dans Gx, plus précisément, il agit trivialement 
sur un sous-espace non nul de V" : il fixe z$. Il en résulte qu'il existe un élément 
y G Norm0(v"){F)(Ai'') fl S~1MS tel que le déterminant de y agissant dans V" soit 
—1. En multipliant S à droite par un tel élément, on obtient la conclusion de (8). 

Grâce à (8), le même raisonnement qu'en [12] 10.8 nous ramène au cas où r = 0. 
Dans ce cas, KN est par définition le produit de deux fonctions K\,NK2,N- La première 
est la fonction caractéristique de l'ensemble des g G G (F) tels que g~xz§ G p]?N R. 
La seconde est la fonction caractéristique de l'ensemble des g G G (F) tels que 
tgzo € P]rNRv • La démonstration de [12] 10.8 s'applique sans changement pour la 
première fonction, c'est-à-dire que l'on démontre l'analogue de (7) où la conclusion est 
remplacée par fti^Tx^aûg) — *r,iv(7x"a#)- Considérons la seconde fonction. On a 
£(20) = C(zo) = 2UZQ. La relation Kjv,2(7x^a^#) = 1 équivaut donc à tgtutat j^ixzo G 
2vp~^N Ry. Les produits sont ici les produits naturels et non pas les produits dans G. 
Faisons commuter x aux éléments qui sont à sa gauche. La relation précédente équivaut 
à xg'-iû'-ia'-WxHZo G 2 i / p^ f lv , où g' = e~\g), W = 0~\ù), a' = 0^\a), ix„ = 
8ïl(lx")' Elle équivaut encore à g'-1u'~1al~1i'x„ZQ G ppNR', où R' = 2vx~1(Rv). 
Mais a' = a et 7^,, = yx" car ces éléments sont dans GX(F). Alors la condition 
précédente est du même type que la condition ^N,\{lx^,a^9) = 1 • on a simplement 
remplacé û par tif, g par gf et R par Rf. Ces objets vérifient les mêmes hypothèses que 
?2, g et R. Alors la même démonstration qu'en [12] 10.8 s'applique et on démontre 
l'analogue de (7) où la conclusion est remplacée par «2,Ar(7x"û^0) ~ K2iN(jx^,a9)m 
Evidemment, les deux analogues de (7) pour les fonctions KI^N et &2,N entraînent 
l'assertion (7) elle-même. Cela achève la preuve. 

3.7. Apparition des intégrales orbitales pondérées. — Le tore / et la 
constante b sont fixés comme dans le paragraphe précédent. 

Lemme3.5. — II existe NQ > 1 tel que, pour tout N > N0 et tout X G i(F)[> 
N~B] D x i"(F)s), on ait les égalités 

I>(F)AIf,(F)\G(F) 

Q 
x,u> 

{X)nNx"{g)dg = 0, 

si Ar¿{l}; 

I'(F)Aj,,(F)\G(F) 

Q 
w< 

(X)KN,x»(g)dg = v{I')v{Ar,) 
<x 

f,x,v 
<x< 

si AR = { 1 } 

Démonstration. — Notons v(g, Y) la fonction notée v(g) dans le paragraphe 
précédent. La proposition 3.4 nous autorise à remplacer KN,X"{g) par v(g,Y) 
dans les intégrales de l'énoncé, pourvu que Y vérifie une minoration 

inf{oj(Y);aG A} » log (AT) 
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Fixons X. Les intégrales sont à support compact. On peut faire tendre Y vers l'infini. 
Dans le cas non tordu, Arthur a calculé en [4] p.46 le comportement de v(g, Y) 
quand Y tend vers l'infini. Le même calcul vaut dans le cas tordu. Pour Y dans un 
certain réseau C 8 M M I N ) la fonction Y »-> v(g. Y) est une somme de fonctions 
Y qç(Y)exp(Ç(Y)), où qç est un polynôme et C € Hom(<$, 27riQ/27rzZ). De telles 
fonctions sont linéairement indépendantes. Puisque l'expression que l'on calcule est 
indépendante de Y, on peut aussi bien remplacer v(g,Y) par son « terme constant » 
go(0). D'après [41 p.92 (adapté au cas tordu), on a 

q0(0) = ( -1)°*» 

i/)e(l/2,7rp, 

i/)e(l/2,7p,^ 

Les c'?. sont des constantes et on a 4 = 1- Cela conduit à l'égalité 

I'(F)AIf/(F)\G(F) 

9 
X,UJ (X)KNîX" (g)dg : ( - l ) a ^ 

(l/2,7rxp 

i/)e(l/2,7 

où 

*(Q) = 
I'(F)Aj„(F)\G(F) 

9 
<x< 

{X)v%^g)dg. 

Pour Q = LUQ ^ G, on décompose l'intégrale sur V(F)Ai" (F)\G(F) en produit 
d'intégrales sur I'(F)Ai'/(F)CVW<\L(F), UQ(F) et K. On voit apparaître une intégrale 

UQ{F) 
ulk 

X,U) 1 
(X)du, 

qui est nulle d'après 1.8(1). Il ne reste plus que le terme pour Q = G, qui vaut 

9(G)- mes(I(F)/I'(F)AII- (F))DG* (X) -1/2 
r ~ (xj) 

Si Ar ï { 1 } , on a wx<<<= Av. Ç A ô _ ^ m = ArAr,, donc J^JX, f) = 0 d'après 

1.8(2). D'où la première assertion de l'énoncé. Supposons Ai' = { 1 } . Alors est le 

Lévi tordu noté M(X) en 1.8 et on obtient 

$(G) (-<l)a^u(I)meS(I(F)<x</I'(<xF)Ari(Fwx)} x< 
xw< 

cv< 

On rappelle que l'on n'utilise pas les mêmes mesures qu'en 1.8 (cf. 3.3), ce qui explique 
l'apparition de wx<^ùm^^Il reste à vérifier que 

v(I)mes(I(F)/I<x<'(Fx)Ai„(F)) u{I ')u{A r i )<x< 

pour obtenir le (ii) de l'énoncé. 
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3.8. Preuve du théorème 3.2. — Si Ùhl ^ { 1 } , on a Ar ^ { 1 } pour tous les 
tores / intervenant dans la formule 3.5(2). En utilisant la relation 3.6(1) et le lemme 
3.5, on voit que 

lim 
xw< 

J^,iv(e, /) = o. 

On a aussi Jx,a;,géom(©5/) = 0 d'après la définition de ce terme : il n'y a pas de 
sous-tore maximal de H'~ qui soit anisotrope. D'où la relation 3.5(1) dans ce cas. 

Supposons Hhl = {1} - Le même raisonnement nous débarrasse de tous les tores / 
intervenant dans 3.5(2) tels que V n'est pas elliptique. Posons 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

i=i>i"eff-eii(H'.)xsr(G'J) 
i/<<x)e(l/2,7rxp,^<). 

'i'(F)xi"(F)S 
js(X')DG'*(X')DGHx")V-

f,X,UJ 
(X)dX<. 

Un calcul familier montre que cette expression est absolument convergente. Cette fois 
la relation 3.6(1) et le lemme 3.5 montrent que 

lim 
7V-+OC 

Jx,u>,N(9,f) = Jx,u>,oo(&,f)><<x< 

On a supposé 

e i j x ) = h(x')j<x<<xHHs,x"). 

Notons maintenant O" la fonction X" i-> j H * (S, X " ) . Un quasi-caractère à support 
dans UJ se décompose en combinaison linéaire de produits d'un quasi-caractère dans 
UJ' et d'un quasi-caractère dans UJ" . Ecrivons ainsi 

f,X,U) (X) = 
x<<x 

<x< (X')Q"}b(X")., 

où B est un ensemble fini d'indices. On a alors< 

<<cw< <x<<x 

b€B 

V J"<x 
JbJb,ooi< 

( e , / ) 
beB 

V V 
^ò^òjgéom'< 

OÙ 

J'b = 
i'eïieii(G'£) 

\W{G'„I')\-'v(I') 
x'{F) 

j 8 (x')e' f h {x ' )D G ' (x')dx' ,xx 

V — 

i"esr(G" 

\ W i G i n \ - 1 < x < 

'i"(F)s 

ê" } h {X" )D G *(X" ) l / 2 dX" ,<< 

1" = 
ub,géom i"esr" 

i/)e(l/2,7 

i"(F) 
ce»{X")ce,L (X")DH* (X")A"(X)rdX"x<x. 

D'après [12] théorème 7.9 et lemme 11.2(ii), on a l'égalité = J^ g é o m pour tout 

beB. D'où l'égalité Jx,u;,oo(©5/) = Jx^&êom (©>/)> puis l'égalité 3.5(1) qu'il fallait 
prouver. 
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4. Majorations 

4.1. Les résultats. — On énonce dans ce paragraphe les majorations qui seront 
prouvées dans cette section. Les hypothèses sont celles de 3.1. 

Pour un entier TV > 1 et un réel .D, posons 

I(N,D): 
'G(F) 

EG(g)2KN(g)a(g)Ddg. 

(1) Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que 

I(N,D) < NR 

pour tout entier N > 1 

Pour u e U (F) et i = —r,..., r — 1, rappelons que l'on a noté Ui+ij la coordonnée 
< z*+1,uzi > de u. Pour un entier c > 1, on note U (F)c le sous-ensemble des u G U (F) 
tels que v a l p ^ - f > — c pour tout i = —r,... ,r — 1. C'est un sous-groupe de U(F) 
conservé par la conjugaison par H (F). Pour un réel D et un élément m G M (F), 

posons 

X(c, D, m) 
U(F)C 

EG (um)o~(urn)D du. 

(2) Cette expression est convergente. Pour D fixé, il existe un réel R tel que 

X(c,D,m) < cRa(m)RôP(m)1/2EM(m) 

pour tous c > 1 et tout m G M (F). 
(3) Pour tout réel D et tout entier c > 1, l'intégrale 

JH{F)U{F)C 
EH(h)EG(hu)a(hu)Ddudh 

est convergente. 
(4) Pour tout réel D et tout entier c > 1, l'intégrale 

'H{F)U{F)C H(F)U(F)C 
EG{hu)EH(h,h)EG(hfu,)a{hu)Da(h,u,)Ddufdhf dudh 

est convergente. 

Soient D et C deux réels, c, c' et AT trois entiers. On suppose C, c, c', AT > 1. Pour 
m G M ( F ) , h G H(F), u,u' G C/(F), posons 

<j>(mìh,uìu,]D) = <x<<x<EH{h)EG{ufm)EG(u-1h-\,m)KN(m)a(u^a{u)Da^cwvw<<w 
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Posons 

/(C ,ÌV,D): 
'M(F) H(F)U(F)( U(F 

4>{m, /1, u, u'\ D)duf du dh dm, 

I(c,c',N,D)--
'M(F) H(F)U{F)C U(F)-U(F)T 

</>(m, /1, u, it'; D)du' du dh dm, 

I(c,c',N,C,D) = 
' M(F) H(F)U(F)C FU(F)C, 

^.(T>c{hu)(j){m, h, u, uf; D)du' du dh dm. 

(5) L'intégrale I{c,N,D) est convergente. Les termes c et D étant fixés, il existe 

un réel R tel que 

7(c,Ar,£>)<ATR 

pour tout N > 1. 
(6) L'intégrale / ( c , c', AT, D) est convergente. Les termes c et D étant fixés, pour 

tout réel R, il existe a > 0 tel que 

/(c,c,,AT,JD)<AT-i? 

pour tout N > 2 et tout c' > alog(iV). 
(7) L'intégrale J(c,c',AT,C,D) est convergente. Les termes cet D étant fixés, pour 

tout réel R, il existe a > 0 tel que 

J(c, c', A", C, D) <C AT-jR 

pour tout AT > 1, tout c' > 1 et tout C > a(log(2V) -f c ') . 

4.2. Choix d'une base. — On fixe une base (vi)t=r+i,...,d-r-i de W. On la 
complète en une base de V en posant Vi = zr+\-i pour i = l , . . . , r , vi = £d_ï_r 
pour z = d — r,.. . , d. Dans cette section, le réseau JR que l'on a fixé n'intervient que 
via les fonctions K^. Considérons un autre réseau Rf, qui donne naissance à d'autres 
fonctions K'N. On vérifie qu'il existe c > 0 tel que 

K'N(9) < KN+c(g) < K'N+2C{9) 

pour tout g G G (F) et tout N > 1. Les majorations que l'on veut obtenir sont donc 
insensibles au changement de KN en K'N. Cela nous autorise à supposer que R est le 
réseau de base (i/t)t=i,...,<j sur Op- Donc 7ÎT = On introduit le tore Ad et le sous-
groupe de Borei Bd- Notons &d le groupe des permutations de l'ensemble { 1 , . . . , d} . 
Pour tout 5 G 6^, on note Ad(F)j" le sous-ensemble des a G Ad(F) tels que 

valF(a5(i)) > valF(as(2)) > • > valF(as(d)). 

Pour s égal à l'identité, on pose simplement Ad(F) = Ad(F)s 
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4.3. Comparaison de EH et EG 

Lemme 4J. — Supposons r = 0. Il existe e > 0 tel que EG(h) <C exp(—ea(h))EH(h) 
pour tout h G H (F). 

Démonstration. — Pour r = 0, on a H = GLd_i. En vertu de l'égalité H (F) = 
Kd-iAd-i(F)"Kd_i, on peut supposer h = a G Ad-i(F)~. Si valF(ai) < 0, posons 
k = 1. Sinon, soit k le plus grand entier tel que 2 < k < d tel que va l / r^- i ) > 0. 
Introduisons l'élément b G Ad{F) tel que 6̂  = pour z = 1,..., fc — 1, bk = 1 et 
b{ = ai-x pour 2 = A: + 1,..., d. L'élément b appartient à Ad{F)~ et est conjugué à a. 
En vertu du lemme IL 1.1 de [91, il existe un entier D, indépendant de a, tel que 

EG(a) = EG(b)<:ôBd(b)1/Ma)D. 

On a aussi 
i/)e(l/2,7rxp,^). 
i/)e(l/2,7rxp,^). E*(o). 

On calcule 

< W & ) 1 / 2 xv<w 
^$v< 

a)1/2 

l=l,...,fe-l 

|a*| 1/2-
w< 

i=k,...,d—1 

<x 
<< F 

-l/2v 

En vertu de la définition de k, cela équivaut à 

i/)e(l/2 1/2 w *b<_1(«)1>V<X<I!W> 

où ç est le nombre d'éléments du corps résiduel et 

E(a) = 

i=l,...,d-l 

|valF(a»)| 

On obtient 
HG(a) « o(a)Da-^~H(a). 

Mais U(a) <C cr(a) et le lemme s'ensuit. 

4.4. Majorations d'intégrales unipotentes. — Pour simplifier les notations, on 
pose B = BD. Pour tout Q = MQUQ G &(AD) et pour tout g G G{F), on fixe 
une décomposition g = mQ(g)uQ(g)kQ(g), avec mQ(g) G MQ(F), uQ(g) G UQ(F), 
kç}{g) G K. Dans le cas particulier où Q G fl(AD), on note plutôt aç(g) le terme 
™Q(g). 

Supposons r > 1. Notons Fr_i le sous-espace de V engendré par Vo et les vecteurs 
z±j pour j = 0, . . . , r — 1. Notons PR le sous-groupe parabolique de G formé des 
éléments qui conservent le drapeau 

Fzr C Fzr © Vr-i. 

On note UR son radical unipotent et MR sa composante de Lévi qui contient M. Notons 
Urù le sous-groupe des éléments u G UR tels que ur,r-i = u\-r-r — 0. Pour deux 
réels b et D, posons 

i/)e(l/2,7rx 
i/)e(l/w< 

mQ(g)uQ(g)kQ(g), avec mQ(g) G MQX<W<XC 
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Lemme 4.2. — Cette intégrale est convergente. Pour D fixé, il existe e > 0 tel que 

Irù{b,D) < exp(-eb) 

pour tout b>0. 

Démonstration. — Supposons r > 2. Remarquons que l'on peut aussi bien travailler 
avec l'intégrale 

Jrù(b,D) 
i/)e(l 

l^IU^BIASIU^O-IU^O,N,C(@PJdu. 

En effet, d'après [9] lemmes IL 1.1 et II.3.2, il existe un réel D\ tel que 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^). 
i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^). 

pour tout m G M(F). Pour g G G( jF), on peut supposer a§(g) — aBnM(mp(9)) et 
on a cr(mp(g)) < cr(g). Alors Ir^(b,D) < Jr^{b,D + Di). 

Notons Pf le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent la 
droite Fzr. Notons U' son radical unipotent et M' sa composante de Lévi contenant 
M. Posons P" = M' r\Pr et notons U" = M' fl Pr le radical unipotent de P". On a 
P" = MrU". On pose XJ{ = U1 H Ur^ U'{ = U" n U^. O n a [ / r = U'U" = U"U' et 
Urù = UlU'J = *7u"[/b'. Posons 

i/)e(l/2,7r 
Ju;(F) 

l<r>b(u)SÊ(aÈ(u))1/2cr(u)Ddu, 

J{¡(P,D): 
h-{F) 

l*>b(u)oÈnM, (aÈnM, (u))1/2a(u)Ddu. 

On a 
(1) ces intégrales sont convergentes; pour D fixé, il existe en > 0 tel que 

J¿(6,£>) < exp(-£D6), J¡¡{b,D) < exp(-£D6) 

pour tout b > 0. 
L'assertion concernant J^(6, est l'assertion (1) de [14] 3.3. Considérons J^(6, D). 

On a M ' = GL\ x GLd-i et tout se passe dans le bloc G L ^ - i - Appliquons dans ce 
bloc l'automorphisme 0d-\- Cela transforme le groupe en l'analogue de quand 
on remplace d par d—1. Alors l'assertion résulte de la même assertion (1) de [14] 3.3, 
appliquée au groupe G L ^ - i -

D'autre part, on vérifie facilement qu'il existe a > 0 tel que 

(2 : hMog'))1'2 « SB(aB(g))^2SB(aB(g'))^2exp(aa(g')) 

pour tous g,g' G G(F). 

Fixons un réel auxiliaire /3 > 0 que l'on précisera plus tard. Décomposons Jr^(b, D) 

en 
Jr,l,(6,£>) = J>{b,D) + J<(6,£>), 
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OÙ 

J>(b,D): 
xcw cw< 

la>h{u'un)la^a{un)+h/2i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7r^ 

J<(6,D) = 
U"{F) <<< 

v< 

U>h{u'u")la<pa{u„)+h/i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,wxw<<.^ 

Dans J>(&, D), on majore la>b(u'u") par 1 et on utilise (2). On obtient 

J>i/)e(l/2,7 
Ju;>(F) 

exp{aG{un))5È{aÈ{un))^2a{u")D 

<x< 
i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7rxp,^).w< 

L'intégrale intérieure est J^(/3a(u") + b/2,D). On déduit de (1) la majoration 

J>(b,D) < exp(-eDb/2 
JU-{F) 

exp((a - /3eD)a(u,f))SÈ(aE(uf,))^2a(uf,)Ddun 

Remarquons que à^a^u"))1^2 = àBc\M'{aBnM'(u"))1^2- Introduisons le sous-groupe 
radiciel évident Ê7_r+i5_r de U. On a U" = U^U-r+i-r- Soit v G £/_r+i5_r(F) n If. 
On ne modifie pas l'intégrale précédente en remplaçant u" par u"v. On peut ensuite 
intégrer sur v G t/_r+i>_r(F). On obtient alors une intégrale sur un sous-ensemble 
ouvert de U"(F), que l'on majore par l'intégrale sur tout le groupe. D'où 

J>(b,D) <^exp(-eDb/2) 
lU» (F) 

exp((a - ^ ) (7(TI , , ) )*ВNAF ' (a5nAf 'K, ) )1 /2^K,)DDTI, , . 

On fixe maintenant P tel que /3 > 0 et a — (3ed < 0. D'après le lemme II.4.2 de [9], 
l'intégrale est convergente. On obtient 

(3) J>(b,D) < exp(-eDb/2). 

Le groupe U" normalise U'. Dans J<(6, D), effectuons le changement de variables 
u' i-» uVw""1. Le terme 1<t</3<t(u")+V2K) devient lA</3A(u")+6/2(w/Vu,'~1). 
Puisque cr(ii') < a(u"u'u"~1)+2cr(u"), ce terme est majoré par la<(p+2)<j(u")+b/2(u')' 

Il y a aussi le terme la>t,(uffuf). Si les deux termes précédents sont non nuls, on a 

b < a(u"u') < a{u") + a(u') < (/? + 3W(T*") + b/2, 

d'où a(u") > b/(2/3 + 6) et 1 a >*>/(2/3+6) K ' ) = 1. On a donc 

J<(6 ,D)« 
wc<w K(F] 

â>b/{2H^U'')1̂ <{H2)a{u'')̂ i/)e(l/2,7rxp,̂ ).i/)e(l/2,7rxp,̂ ).w<< du". 

Comme ci-dessus, on peut remplacer l'intégrale intérieure par une intégrale sur 

le groupe U'(F) tout entier. On a a g ^ ' V ) = O'BDM'{U^)AB{^Ër\M'{un)u,y). Le 
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groupe U'(F) est normalisé par M'{F). On effectue le changement de variables 

u' i—• ^ n M ' K L ' ^ ' ^ B n M ' K ) et on obtient 

i/)e(l/2,7rxp,^). 
i/)e(l/2,7rxp,^). ^ " ( F ) 

l<r>6/(2/3+6) fa")*BnAf ' (fl5nM' KO)i/)e(l/2,7rxp,̂ ).172̂ )̂<X̂  

wx< 
lfT<(/3+2)(7(u'0+V2(n,)̂ (aB(̂ ))1/2°'K)i/)e(l/2,7rxp,̂ ).D /̂<X<X 

On peut majorer le terme lo<(p+2)<T(u")+b/2(u') par ((/5 + 2)a(u") + 6/2) a(u')~R 
pour n'importe quel réel > 0. Remarquons que, quand la>ò/(2/3+6)(^") = 1? ce 
terme est essentiellement majoré par a(u")Ra(u')~R. D'où 

J < ( 6 , £ ) « 
<<ww< 

l.>6/(2/î+6)(ti,0W'(afinM'(ti,,))1/V(u,/)D+il 

JU'{F) 
5ë{aÈ{u'))^2a{u')D-Rdu' du". 

D'après le lemme II.4.2 de [9], on peut fixer R de sorte que l'intégrale intérieure soit 
convergente. Ce nombre R étant maintenant fixé, l'intégrale restante est J^(b/(2/3 + 
6), D + iîi. Grâce à (1), on obtient 

J<(b,D) < exp(-£D+tfò/(2/? + 6)). 

Jointe à (3), cette inégalité entraîne celle de l'énoncé. 

Supposons maintenant r = 1. Dans ce cas, on a P\ = P et zo = ^d-i- Introduisons 
l'espace V engendré par les vecteurs vi pour i G { 1 , . . . , d} — {d — 1}. Notons G' ~ 
GLd-i son groupe d'automorphismes linéaires. Posons P' = Gf D P, Uf = G' H U 
et M ' = G' H M. Le groupe £/M est égal à £/' et M ' = GL(1) x H x GL(1). Soit 
u G Uf(F). On peut supposer mp(u) = mpt(u). Ecrivons ce terme sous la forme 
mpf(u) = (ai,h,ad), avec ai,ad G Fx et h E H(F). On a 

«p(mp(tt))1/23M(mp(u)) = w< -(d-l)/2 <xw< <x< i/)e(l/w 

tandis que 

Jp(mp/(ti))1/23Af/(mp/(u)) = |a1| 
lF 

•(d-2)/2 <x< 
<<wx <x<< 

En vertu du lemme 4.1, on en déduit 

(4) 6p(mp(u))^2EM(mp{u)) w< 
< 
-1 /2 <x 1/2 

F 
' ^ ( m p , ^ ) ) 1 ^ ' ^ , ^ ) ) . 

On calcule ai et ad selon la méthode habituelle. C'est-à-dire que l'on munit V et 
Kd-2 y, ^e normes invariantes par K. On a 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2, 

= \kp,(u) lup,(u) 1mp,(u) 1vd\ = lu 1vd\. 

Les coordonnées de u lVd sont 1 et les (u 1)i,d, pour i = 1,..., d — 2. D'où 

(5) M F 1 >s«P({l}U{|(«-1)ild|F;* = ! , . . . , < * - 2 } ) 
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On a 

|det(h) 1ad1\F < \mp,{u) 1(v2 A • • • A vd-2 A vd)\ 

= \kp,(u) 1up,(u) lmp,(u) 1(v2 Avd-2 Avd)\ = \u 1(v2 A • • • A vd-2 A vd)\. 

On peut supposer que aiaddet(h) = det(n) = 1. Les coordonnées (u~1)ij, pour 
j = 2 , . . . , d — 2 sont aussi des coordonnées de u~x(v2 A • • • Avd-2 Avd) : (u~1)ij est la 
coordonnée de u~1(v2A - • • Avd-2 Avd) sur v2 A - • • AVJ-I Avi AVJ+I A • • -Avd-2Avd. La 
constante 1 est aussi la coordonnée de u_1 (v2 A • • • A vd-2 A vd) sur v2 A • • • A Vd_2 A i^. 

D'où 
K I F > sup({l} Ui/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2, j = 2, . . . ,d - 2}) . 

De cette inégalité et de (5), on déduit l'existence de ce > 0 tel que 

I Û I I F M F 1 exp(aa(u)). 

Alors (4) devient 

öp{mp{u)Y^EMw<{mp(u)) exp(-aa(u)/2)Sp(<x<mpf(u))^2EM (mP,(u)). 

Donc 

i/)e(l/2,7r 
'U'(F) 

la>b(u)exp(-aa(u)/2)Sp(mp, (u))1/2 M (mp,(u))du. 

Quand Ifj^^u) = 1, on peut majorer exp(—aa(u)/2) par exp(—ab/4)exp(—aa(u)/A). 
D'après le lemme II.4.3 de [9], l'intégrale est convergente et on obtient 

i/)e(l/2,7r exp(—ab/4). 

Cela achève la démonstration. 

4.5. Majoration d'une intégrale de fonctions d'Harish-Chandra. — On 
suppose dans ce paragraphe r = 0. Soit D un réel. Pour h G H(F) et AT > 1 un 
entier, posons 

X(KN,D) = 
G(F) 

EG (hx)EG (X)KN(X)CJ(X)d dx. 

Lemme 4.3. — Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fixé, il existe un réel 

R tel que 

x(h,N,D) : EG{h)NRa(h)R 

pour tout h G H (F) et tout entier N > 1. 

Démonstration. — Comme en 4.3, on a H = GL^-i- Ecrivons h = k\ak2l avec 
k\,k2 G Kd-i et a G Ad-\(F). On effectue le changement de variables x ' ^ k2 x. 
Puisque EG est biinvariante par Kd et KN est invariante à gauche par H (F), on 
obtient l'égalité x ( / i , T V , D ) = x ( a , AT,D) . Cela nous ramène au cas où h G Ad-i(F), 
ce que l'on suppose désormais. 

On introduit le sous-groupe d'Iwahori standard J de G (F), c'est-à-dire le sous-
ensemble des k G Kd tel que v a l ^ À ^ ) > 1 pour i > j . Notons A le sous-ensemble 
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des a G Ad{F) tels que toutes les coordonnées sont des puissances de WF- On a 

l'égalité 
G(F) = UaeAIaK<. 

On a donc 

x(h,N,D,a) =w 

a€A 

Y{h,N,D,a)<, 

où 

X(h,N,D,a)<< 
IaK 

EG(hx)ZG(x)KN(x)a(x)Ddx<x. 

Pour 5 G Sd, posons As = An Ad(F)s , cf. 4.2. L'ensemble A est réunion des As . On 
peut donc fixer 5 et se contenter de majorer 

(i)< 
aeAs 

X{h,N,D,a). 

Quitte à réindexer nos vecteurs de base, on peut supposer que s est l'identité. On note 
simplement A - l'ensemble correspondant. Cette réindexation change toutefois deux 
données : le groupe I n'est plus le même ; le vecteur ZQ n'est plus égal à Vd, mais à un 
autre vecteur de base que nous notons Vk- D'après le lemme II. 1.1 de [9], il existe un 
réel Ri tel que EG(x) < ÔBd(a)1/2cr(a)Rl pour tout a G A~ et tout x G IaK. Pour 
a G A~, on a l'égalité IaK = (7 fl Ud(F))aK et on vérifie que l'on a une majoration 
mes(IaK) <C àBd(a)~l- On obtient 

(2) X(h,N,D,a) « ôBd(ar1/2<r(a)Ri+DY(h,N,a), 

OÙ 

Y(h,N, a) 
fInUd(F) 

EG(hua)KN(ua)du. 

Posons 

X(h,N, a) 
fmud(F) 

EG(hua)du. 

Définissons quatre entiers 

Nx(h) = N + 1 + sup(0, -valF(fti)), 

Nd(h) = N + 1 + sup(0, valF(hd)), 

bi(h,N,a) = sup(0,valF(ai) - Ni(h)), 

bd(h, AT, a) = sup(0, -valF(ad) - Nd(h)). 

Montrons que 

(3) il existe e > 0 tel que 

Y (h, N, a) < exp(-e(6i (h, AT, a) + bd(h, AT, a)))X{h, AT, a) 

pour tout h G Ad{F) fl H (F), tout AT > 1 et tout a G A" . 
Supposons d'abord k ^ 1 et k ^ d. Introduisons le sous-groupe T de Ud(F) formé 

des éléments u(x,y,t) pour x,y,t G F tels que u(xyy,t)vk = + xvi, u(x,y)vd = 
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Vd + yvk + tvi et u(x, y, t) fixe tout autre vecteur de base. Considérons le sous-groupe 
I \ de T formé des éléments u(x, y, t) tels que 

— val^a;) > 1, vali^y) > 1, valfr(£) > 1 ; 
- val^Oz) > -valjp(/ii) -h 1, valF(y) > va\F(hd) + 1, val^t) > -va l / r^ i ) + 

valF(hd) + 1. 

Remarquons que les conditions portant sur x et y peuvent s'écrire val/r(x) > Ni(h)—N 
et valpiv) > Nd(h)—N. Puisque h G H(F), ona/ifc = 1, d'où l'égalité hu(x, y, = 
u(h\X, h^y, hih^t). Les conditions ci-dessus assurent que 7 G InUd(F) et h^(h~l G 
iDUd(F) pour tout 7 G I V Soit 7 G I \ . On ne modifie pas Y(h,AT,a) en remplaçant 
EG(hua) par EG(hjh~1hua). On effectue ensuite le changement de variables u 1-+ 
ry~1u. On peut enfin intégrer en 7 G T^, à condition de diviser par mes^/^.On 
obtient 

(4) Y(h,N, a) 
lnUd(F) 

EG (huà)KN,h (ua)du, 

où 

KN,h(Ua) mesiTh)-1 
w< 

KN(7 1ua)d/y. 

Soient 7 = u(x,y,t) G Ift et u G Ud(F). La condition «JV(7 ™a) — 1 équivaut à 

a xu l^vk G p ^ i ? et tatutj 1vk G pFNi?: 

ou encore 

ax xxv\ + a xu xVk G pFNR et Od2/Vd + tatuvk G p ^ i ? . 

En notant xu la composante de u xvk sur wx<<et yu celle de 21cvwx<<sur Vd, ces conditions 

sntraînent 

v a l ^ z + xu) > vali?(ai) - N et va l^^ - 2/u) -vali?(ad) - N. 

Rappelons que l'on a aussi valF(x) > Ni(h) — N et vali?(2/) > Nd(h) — N. Les relations 
précédentes peuvent ne pas avoir de solution, auquel cas KN,h(ua) = 0. Si elles en ont, 
elles déterminent une classe modulo un sous-groupe Tfh de I \ et on a « ^ ( i x a ) = 
[ I \ : r^]-1. L'indice de T'h dans I \ se calcule aisément. Les relations portant sur 
x contribuent par 1 si valF(ai) < ATi(h) et par ç^1(h)-vaiF(a1) gi va}F(ai) > Ni(h). 
Autrement dit, elles contribuent par g - M ^ - N » De même, les relations portant sur 
y contribuent par q~bd(h,N,a)^ j)ans l'égalité (4), on peut donc majorer ttjv>(ua) par 
ç-&i(h,jv,a)-6d(/i,jv>a) et la majoration (3) s'en déduit. 

Supposons maintenant k = 1 (le cas k = d est similaire). Pour W G Ud(F), la 
condition KN(UCL) = 1 entraîne a_1^_1i>i G pFNR, c'est-à-dire a^vi G pFNR, ou 
encore val/?(ai) < A". Donc bi(h,N,a) = 0 et on peut oublier ce terme dans la 
relation (3). On introduit maintenant le sous-groupe T de Ud{F) formé des u(y), pour 
y G F, tels que u(y)vd = v d + 2/̂ 1 et î/(?/) fixe tout autre vecteur de base. A l'aide de 
ce sous-groupe, le même raisonnement que ci-dessus conduit à la majoration (3). 

Montrons que 
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(5) il existe un réel R2 tel que 

X(h,N,a) < ZG(h)6Bd(")1/2<rWR2°(*)R2 

pour tout h G Ad(F) 0 H(F) et tout a G A " . 
On peut fixer s G &d tel que ft Gi/)e(l/2,7rxp,^).w< Introduisons le sous-groupe de Borel 

Bds = AdUd,s de G formé des éléments qui conservent le drapeau 

Fvs(1) C Fvs{1) 0 Fvs{2) - CFvs(1)®-'-®Fvs(d). 

On a l'égalité / n Ud(F) = (/ ni/)e(l/2,7rxp,^). n Ud,s(F))(I Hi/)e(l/2,7 H Üd,s(F)). Pour u G 
/ fli/)e(l/2,7rx fl UdiS(F), on a ftuft-1 G / . Le groupe J fl Ud(F) n Ud,s(F) contribue donc 
trivialement à X(h, AT, a) et on obtient 

X(ft ,AT,a)<wc 
/nt/d(F)nl7d,a(F) 

EG(hua)du 

< ¿o (ftwc 
f hilDUdiF^Ud^iF^h-1 

S (uha)du, 

où £o(/i) est la valeur absolue du déterminant de ad(ft_1) agissant sur ud(F)C\ñdiS(F). 
Soit u' € I D Ud(F) fl Ud,s(F). On ne modifie pas l'intégrale ci-dessus en remplaçant 
EG(uha) par EG(ufuha). On peut ensuite intégrer en i¿'. En regroupant les deux 
intégrales, on obtient une intégrale sur un ouvert de Ud(F). Sur cet ouvert, la variable 
d'intégration u vérifie une majoration o~(u) <C cr(ft). Pour tout réel R3 > 0, on peut 
donc glisser le terme a(h)Rs(j(u)~R3 dans l'intégrale et on obtient 

X(h,N,a)4¿60(h)a(h)R* 
fUd(F) 

<j(u)-R3ZG(uha)du. 

D'après [9], proposition IL4.5, on peut choisir R3 de sorte que cette intégrale soit 
convergente et essentiellement bornée par a{ha)R35Bd{ha)xf2. D'où 

X{h,N,a) « 80{h)8Bd{h)^HBM)1/2^{h)2R3G{a)R3 

On vérifie que Jo(^)^Bd(M1^2 — ^Ba^ih)1^2. D'après [9] lemme II.l.l, ce terme est 
essentiellement borné par EG(h). La majoration précédente entraîne donc (5). 

Grâce à (2), (3) et (5), il existe R$ tel que 

X(h, AT, D, a) < exp(-e(6i(ft, AT, a) + bd(h, N, a)))EG(h)a(a)R5a(h)R5. 

La somme (1) est bornée par 

a(h)R5EG(h) 

aeA~ 

<j(a)fî5exp(-Ê:(6i (ft, N, a) + 6d(ft, AT, a))). 

On vérifie qu'il existe RQ tel que la série soit essentiellement bornée par Ni(h)R(iNd(h)R6. 
Ce terme est lui-même essentiellement borné par N2R6a(h)2R6. Alors la majoration 
précédente devient celle de l'énoncé. • 
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4.6. Preuve (sic!) des majorations de 4.1. — Dans la section 4 de [14], on a 
démontré les analogues des majorations de 4.1 pour les groupes spéciaux orthogonaux. 
On vient de démontrer en 4.3 ci-dessus l'analogue du lemme 4.9 de [14], en 4.4 les 
analogues des lemmes 4.5 et 4.6 de [14] et en 4.5 l'analogue du lemme 4.11 de [14]. 
On l'a fait parce que les preuves pour GLd diffèrent quelque peu de celles pour les 
groupes spéciaux orthogonaux. En inspectant les preuves des autres paragraphes de 
[14] (paragraphes 4.7, 4.8, 4.10 et 4.12 à 4.16), on constate qu'on peut les reprendre 
sans changement pour le groupe GLH. On obtient ainsi une preuve des assertions de 
4.1. 

5. Produits bilinéaires et facteurs e 

5.1. Modèles de Whittaker. — Fixons une base (^)i=i,...,d de V et identifions 
G à GLd- Soit (7r, E) une représentation admissible irréductible de G(F). On suppose 
qu'elle est tempérée et qu'elle admet un modèle de Whittaker, que l'on construit 
comme en 2.2. 

Pour c G Z, notons tc la fonction caractéristique du sous-ensemble de Ad(F) formé 
des a G Ad(F) tels que valjr(ai) > valir(a^+i) — c pour tout i = 1,... , d — 1. On sait 
qu'il existe un réel R et, pour tout e G E1, un entier c de sorte que 

(i) \We(a)\ ^ ic(a)ôBd(a)1/2^)R 

pour tout a G Ad(F). 
Pour h = l , . . . , d , on identifie GLh au sous-groupe de G qui conserve le sous-

espace de V engendré par v\,..., Vh et fixe Vi pour i > h. Pour h, k, l G N tels que 
h < k < l < d, on note Ùh,k,i le sous-groupe de Ûd formé des éléments û G Ûd tels 
que, pour i,j = l<x<x<d<x<,<i^j, ûij n'est non nul que si (i,j) appartient au rectangle 
défini par les inégalitésw<x<< k<i<l,l<j<h. 

Lemme 5.1. — On suppose n tempérée. Soit h G { 1 , . . . , d — 2 } . Pour tout e G E, il 

existe un sous-ensemble compact Q, C ÎJh,h+i,d-\(F) tel que, pour tout g G GLh(F), 

la fonction U \—> We(gu) sur Ûh h+\ d-i(F) soit à support dans Q. 

Démonstration. — La preuve se trouve dans [7] lemme 2.6. Rappelons-la. On 
remarque que Ûh,h+i,d-i est le radical unipotent du sous-groupe parabolique 
de GLd-i qui est triangulaire inférieur et de Lévi GLh x GLd-h-i- Supposons 
We(gu) ^ 0. On écrit gû = uak, avec u G Ud-i(F), a G Ad-i(F), k G Kd-i- Grâce 
à (1), on a une majoration |a^F < c, où c est indépendant de g. La base de V 
détermine une base du produit f\d~1~hV. On munit ce produit de la norme |.| qui 
est le sup des valeurs absolues des coefficients dans la base en question. Ce produit 
est invariant par Kd- On a 

\t(uak)(vh+1A--<A<<vd-i)\ = \ah+1--ad-q<i<x\<cd< 1<x \< 
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Mais un coefficient Uij est le coefficient de t(uak)(vh-\-i A • • • A vd-i) = t(gti)(vh+i A 
• • • A Vd-i) sur le vecteur de base VH+I A • • • Vi-i A Vj A t^+i A • • • A vd-\. Donc les 
coefficients de U sont bornés. • 

5.2. Entrelacements. — Soient (ir,E^) G Temp(G) et (p,Ep) G Temp(i7). On 
munit les espaces de ces représentations de produits scalaires invariants. Pour c G Z, 
on a défini en 4.1 le sous-groupe U (F)c de U (F). Pour e, e' G En et e, £; G <<< posons 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7 
w< *U(F)C 

(p(h)e\ e) (e', 7r(/m)e)£ (u)du dh. 

D'après 4.1(3), cette intégrale est absolument convergente, 

Lemme 5.2. — Pour tous e,e',e,ef, il existe co tel que £7r,p,c(ef ® 0 e) soi£ 
indépendant de c pour c> cq. 

La preuve est similaire à celle du lemme 3.5 de [14]. Rappelons-la. Pour un entier 
c' > 1, notons oo(c') le sous-groupe des a G A(F) tels que v a l ^ l — a*) > cf pour tout 
i = ± 1 , . . . , ± r . Choisissons c7 tel que e et ef soient fixés par uj(c'). Alors 

£*iPÀe' ® e', e <g> e) = mes((j(c')) 1 
wc< H(F) JU(F)C 

(p(h)s'e)('ïï(a)el7r(/ma)e)£(u)du dh da. 

Par le changement de variable n i—• cma 1, on transforme cette expression en 

£-K,P,c{e' ® e;, e <g> e) = mes(o;(c/)) 1 
/iJ(F) JU{F)C 

(p(h)ef, e)(ef ,ir(hu)e) 
<x< 

£(aua l)dudhda. 

Mais il existe co, ne dépendant que de c', tel que l'intégrale intérieure en a soit nulle 
si u £ U(F)Co. D'où le lemme. • 

On définit une forme sesquilinéaire £n,p sur Ep 0 c En par 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e( lim £ntPAe' ®e',e®e). 
c—>-oo 

5.3. Entrelacements et modèles de Whittaker. — Fixons une base (^)ï=i,...,m 
de W et complétons-la en une base (^)i=i,...,d de V par vm+i = zr+\-i pour i = 
1,..., 2r + l. Pour tout h = 1,..., d, introduisons le sous-groupe parabolique standard 
Qh = LhTjh telwcww<< 

Lh = GLh x GLi x x GLi. 

Notons /3 : GLr+i —> G le plongement qui identifie GLr+i au sous-groupe des éléments 
de G qui conservent le sous-espace de F engendré par vm+i , . . . , vm+r+i et fixent les 
autres vecteurs de base. On vérifie que notre groupe U est produit des trois sous-
groupes /?([/r+i), Ï7m,m+i,m+r et [/m+r+1. Le caractère £ de U(F) est trivial sur 
^m,m+i,m+r(̂ 71) et coïncide sur les deux autres facteurs avec le caractère £ de Ud(F). 
Notons Ud(F)c le sous-groupe des u G Ud(F) tels que v a l p ^ i + i ) > — c pour tout i = 
1,..., d— 1. Alors C/(F)c est produit des trois sous-groupes /3(C7r+i(F)c), Ï7m,m+i,m+r 
et C/m+r+1CF)c = l7d(F)c H C/m+r+1(-^)- Soient (tt,£7W) G Temp(G) et (p,Ep) G 
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Temp(H). Fixons comme en 5.1 des modèles de Whittaker de n et p. Pour e G En et 
s' £ Ep, posons 

Ln,p(e',e) = 
, m-(-l,m-(-r (F) rC/m(F)\if(F) 

W£> (h)We (hû)\det(h) \~rdhdû. 

Lemme53. — (i) L'intégrale ci-dessus est absolument convergente. 
(ii) Il existe C > 0 tel que, pour tous e, e' G En et e,ef G Ep, on ait Végalité 

i/)e(l/2,7rxp,^w<). i/)e(l/2,7rxp,^). LniP(e,e'). 

Démonstration. — Considérons L(ef,e). D'après le lemme 5.1, l'intégrale sur 
^m,m+i,m+r(F) est à support compact et on n'a pas à s'en soucier. On décompose 
h G Um(F)\H(F) en h = ak, avec a G 4̂m(î ) et k G Km- La mesure devient 
5Bm(a)~1dadk. L'intégrale en k ne nous importe pas. D'après 5.1(1), l'intégrale 
restante est bornée par 

'Am{F) 
V(a)(5fîm(a)-1/2(5fîd(a)1/2|det(a)|-rda, 

pour un entier c' convenable. On calcule 

^m(a)"1/2^(a)1/2|det(a)|7 |det(a) ,1/2 
\F 

et on vérifie que l'intégrale ci-dessus est convergente. Cela prouve (i). 
La première étape pour prouver (ii) est de calculer 

'U(F)C 
(ef ,n(u)e)^(u)du 

pour un entier c > 1 et deux éléments e, ef G En. On a 

(1) 
'U(F)C 

(e', -ïï(u)e)du = 
,m + l ,m + r *(£/r+l(F)c; 

't7m + r+l(^)c 
(e', 7r(M'mi)e)f{u'^du' du du 

(2) 

W [ h + l , d - l ] ( c ) 

et cette expression est absolument convergente. Pour un entier ft = 0 , . . . , d — 1, notons 

le sous-groupe des éléments a G Ad(F) tels que ai = • • • = = 1, = 1 

et vali?(l — ai) > c pour tout z = /i + l , . . . , d — 1. Notons 1 exposant du conducteur 

de ^ , c'est-à-dire que ^ est trivial sur pCp mais pas sur p ï f 1 . Posons 

Ih(e',e) 
W[h+i,d-i](c+ĉ ) Uh(F)\GLh(F) 

Wef(ag)We(ag)\det(g)\hF^-ddgd<<a. 

On suppose c > 1 et c + ĉ /, > 1. D'après le lemme 3.6 de [14], cette expression 
est absolument convergente et il existe Cr+i > 0, ne dépendant que de c et des 
mesures de Haar, tel que l'intégrale intérieure de l'expression (1) soit égale à 
Cr+ilm~*~r(e',7r(uu)e). Pour k = 2, . . . ,r + 1, notons Xk le sous-groupe de (3(Ur+i) 
formé des u e Ud tels que, pour i,j = l , . . . , d , i ^ j , on n'a Uij ^ 0 que si 
j = m + k et i = m + 1 , . . . , m + k - 1. On a l'égalité /?(E/r+i) = Xr+1Xr • • • X2. 
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Fixons un entier N > c. Pour k = 2, . . . , r + 1, notons %N le sous-groupe des 
éléments u € Xk(F)<w<x tels que valF(^,m+fc) > — kN pour i = ra + l , . . . , ra + & — 2 et 
valF(wm+fc-i,m+fe) > —c. Notons %v le sous-groupe des éléments û G J7m ,ra+l,ra+rw<< 
tels que val^i^) > —(2r + l)iV pour tous i ^ j . On a 

xxw< 
(e' ,7r(u)e)£(u)du — Cr+i lim 

N^oo Un cv2 N cyr+1 

7m+r(e/, 7r(̂ r+i • • • u2u)e)Ç(ur+i • • • u2)dur+\ ... du2 du. 

Pour A; = 1,..., r + 1, posons 

JN -
<x< 0/2 N JCYK N Um, m + fc,m+r (F) 

jm+fc 1(7r(î;)e/j7r(Wfc .. . U2U)e)£(uk - - • u2)dvduk -'DU2DU. 

La formule précédente se récrit 

(3) 
U(F)C 

(e' ,n(u)e)Ç(u)du :Cr+i lim JrN+1. 
N-+OC 

Montrons que pour tout k = 2 , . . . , r + 1, il existe C'k > 0 ne dépendant que de c et 
des mesures de Haar de sorte que 

(4) jk rit jk—1 

si N est assez grand. Remplaçons dans JN le terme Jm+fe l(n(v)e', n(uk • • • u2u)e) 
par son expression intégrale (2). On obtient 

(5) Tk 
<< cy2 

q/k N Um,m + k,m + r(F) U[m + k,d-l](c+Ci>. C/m+fc-i(F)\GLm+fc_i(F) 

We>{agv)We(aguk • • • u2u)\det{g)\™+k-dZ(uk • • • u2 dg da dv duk • • • du2 du. 

Cette expression est absolument convergente. En effet, les variables uk,.. .,^2, û restent 
dans des compacts. La variable v n'intervient que dans We>(agv) et g appartient à 
GLm+k-iiF). Si on ne tient pas compte de a, le lemme 5.1 nous dit que cette fonction 
est à support compact en v. Le a ne gêne pas : en le faisant commuter à v, on obtient 
que ava~x reste dans un compact, ce qui équivaut à ce que v reste dans un compact, 
puisque a lui-même reste dans un compact. Mais alors, la convergence absolue de 
notre expression résulte de celle de (2). 

Notons Y le sous-groupe des éléments de GLm+fc_i formé des y dont les seuls 
coefficients non nuls sont : 

— yi^i = 1 pour 1 = l , . . . ,m + K - 2; 
- les 2/m+fe_i,j pour j = 1,..., m + k - 1. 

On note dy le produit des mesures additives dym+k-i,j' On a la formule 
d'intégration 

t/m+fc_1(F)\GLm+fc_1(F) 
<p(g)dg = xw< 

y (F) Um + k-2(F)\GLrn + k-2(F) 

(p(gfy)\det(g,)\F1dg'\ym+k--itm+k-i\ ~ldy 
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pour toute fonction integrable ip sur Urn+k-i(F)\GLm<wx<<x(F), où C est une 
constante positive. On utilise cette formule pour calculer l'intégrale en g de la formule 
(5).On remplace donc g par g'y, avec g' G GLrn+k-2(F) et y G Y (F). On a l'égalité 
ag'yuk = nag'y, où n est un élément de U¿(F) qui n'a de coefficients non nuls, hormis 
les diagonaux, que sur la (ra + fc)-ième colonne, et qui vérifie 

i/)e(l/2,7rxp,^). am+k 
i=m+l,...,m-\-k—l 

ym+k-l,i{Uk)i ,m-\-k-

On a We(ag'yuk • • • i¿ 2^) = ^ ( n m + f c _ l j m + f c ) W e ( a # ' ^ ¿ f c _ i • • • u2u). L'intégrale en uk de 
la formule (5) est donc simplement 

' cyk 
AN 

(Ufc)m+fc-l,m+fc H -1 

¿=ra+l,...,m+/c — 1 

ym+fc-l,i(Ufc)i,m+fc)dîZfc. 

Notons Yjv le sous-ensemble des î/ G Y (F) tels que val jp(ym+/c-i,i) > kN + c^, pour 
i = m + l , . . . , ra + ft-2et va l F ( l - y m +fc-i , m +fc-i) > c + cw,. Posons 

C(AT) = mes(p^)*- 2mes(p¿; c). 

L'intégrale ci-dessus vaut C(N) si y G Y/v et 0 sinon. Décomposons YN en produit de 
trois groupes : son intersection avec Aa(F), que l'on note k>[m+fc_i jm+fc_i](c + c^) ; le 
sous-groupe des y unipotents tels que ym+k-ij = 0 pour j = ra + l , . . . , ra + A; — 2, qui 
est égal à Ûm,rn+k-i,rn+k-i(F) ; le sous-groupe des y unipotents tels que ym+k-ij = 0 
pour j = 1,... , ra, que l'on note YL. À ce point, on a obtenu l'égalité 

j £ = C'C{N) 

"UN fo/2 cyk-1 
N ,m+k,m + r (F] F^[M + K,D-L)w<(c+C^) Um + k-2(F)\GLrn + k-2(F) 

[̂m + fc-l,m + fc-l](c+ci/>) Um,m + k-l,m + k-l(F) w< 
We>(aga,u'yfv)We(aga'u'y,uk-i • • • u2u) 

| de t (^) |^ + / c 1 d^{uqk-i"-u2<<w)dyfdu'do!dgdadvdup^$x<x<du2du 

On a déjà dit que v restait dans un compact, qui est indépendant de N. Alors 
l'élément v~1y'v est proche de 1 quand N est grand, donc We\aga!v!y'v) = 
We^aga'-û'ï;). Les termes y', uk-i,...,u2 appartiennent à /3(GLr(F)), donc aussi 
y" = (uk-i - - - u2)~

ly'uk-i - -u2. De plus, les coefficients de uk-\ • • • u2 sont 
de valuations > — (k — 1)N tandis que les coefficients non diagonaux de y' 
sont de valuations > kN + ty. Donc y" est proche de 1 quand N est grand. 
Le groupe (3(GLr(F)) normalise C 7 m 5 m + i j m + r ( F ) et un élément proche de 1 
de j3(GLr(F)) normalise îl^. Quitte à effectuer le changement de variables 
û i-> y"~lûyn', on remplace We(ago!v!y'uk-\ • • -u2u) par We{aga'û~'uk-i • • -u2uyn), 
qui est égal à We{ago!û!uk-\ • • • u2u). Alors y' disparaît de notre formule. Posons 
C" = C(N)mes(YL). Cette constante est indépendante de N et on a obtenu 

Jk

N = C'C" 
UN A/2 cyk — 1 UmO,N,C(@P <*>[m + fc,d-l](C+CV') Um + k-2(F)\GLm + k-2(F) 
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a>[m + fc-l,m + fc-l](c+ci/' Um,m + k-l,m + k-l(F] 
We'(agafu,v)We(aga'u,Uk-i • • • U2u) 

Idet(o) íf+fc-1-dí(uib_i w< du' da' dg da dv duk-i • • • du2 du. 

De même que l'on a prouvé que v restait dans un compact, on montre maintenant 
que û'v reste dans un compact, donc aussi u'. Cet élément appartient à £/m,m+i,r(-F') 
et, comme ci-dessus, ce groupe est normalisé par f3(GLr(F)). Donc l'élément 
u" = (uk-i - - - U2)~1û'uk~\ - - - U2 appartient à t/m?m+i5r(F). Puisque û' reste dans 
un compact et que les coefficients de Uk-i — -U2 sont de valuation > —{k — 1)N, on 
a u " G ÎIN- Quitte à effectuer le changement de variable ü 1-» ü,f~1U, on remplace 
We(agafüfUk-i"'U2Ü) par We(agafUk-i • • • i¿2í¿). Le terme û' n'intervient plus 
que dans We'{aga'û'v). Les intégrales en v! et v se combinent en une intégrale en 
v G £/m,m+fc-i,m+rCF)- Les éléments a' et g commutent. Ensuite, les intégrales en 
a et a' se combinent pour former une intégrale en a G a;rm+ _̂i d-i](c + Q,). Cela 

conduit à l'égalité 

x< 
cv 

= C'C" 
w< <x2 ryfc-l + k-l,m+r(F) W[m+fc-l,d-l](c+cV») t/m+fe_2(F)\GLm+fc_2(F) 

We'(a0v)We(a(/ifcfc_i • • • ^ ^ d e t ^ ) ! ™ - ^ 1 dÇ(uk-i - - U2)dg dadv duk-i '"du2du, 

c'est-à-dire J% = C'CJ^1. On a prouvé (4). 
En utilisant (3) et (4), on obtient l'existence d'une constante Ci > 0 telle que 

U{F)C 
(e\7r(u)e)£(u)du = Ci lim j\T. 

N^oc 

On a 
71 _ 

< Um,m + l,m + r(F) 
Im(ir(v)ef, 7r(u)e)dv du. 

Le même argument qui nous a dit que v restait dans un compact nous dit que u reste 
lui-aussi dans un compact. Pour N grand, on peut remplacer ÏIN par E/m,m+ijm+r(-F) 

et on obtient 

U{F)C 
(e'7r(u)e)£(u)du = Ci 

Um, m 4-1, m + r ( F ) ̂  'k>[m + l,d-l](c+cî/>) lum(F)\GLm(F) 

We>{agv)We(agû)\àet(g)\™+1-ddgdadv dû. 

Par les changements de variables û h-> a~1ûa et 1—> a~xva, et en supposant que c 
soit assez grand pour que e et e' soient invariants par o^m+i^-i^c + cty), l'intégrale 
en a disparaît. D'autre part, ra + 1 — d = — 2r. On obtient 

(6) 
wxw< 

i/)e(l/2,7rxp,^).i/)e(l/2,7 
,m + l,m + r Um(F)\GLm(F) 

We,(gv)We(gû)\det(g)\-2rdgdvdû. 

Rappelons que i i = GLm. Donc 

i/)e(l/2,7rxw<<p,^). 
GLm(F) 

i/)e(lrxp,^). 

U(F)C 
(e', 7r(uh)e)^(u)du dh. 
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On a 

£7r,p,c(e'®e',e<8>e) lim LM* 
N-*oo 

OÙ 

w<< 

J GLm{F) 
(p{h)e',e) 

wcvw 
(e',7r(uh)e)Ç(u)la<N(h)du dh. 

Fixons N. On peut remplacer l'intégrale intérieure par son expression (6). L'expression 
obtenue est absolument convergente. On effectue les changements de variables û \-* 
hûh-1 puis h i—> g-1 h. Cela introduit un Jacobien |det(^_1/i)|^r. On décompose 
ensuite h en u'a'k', avec u' G C/m(F), a' G Arn(F)i k' G isfm, et g en afc, avec 
a G j4m(.F) et fc G ifm. La mesure devient SBrn(aa')~1du' da' dk' dadk. On obtient 

IN = Ci 
<i/)e(l/2,7rxp,^). Am(F)2 K2 

m 
t/m(F) 

(p(w/a/A:,)^,p(aA;)£)^(a^)^e(w,a,A:/ÌZ)x<w 

SBm(aa') 1\det(aaf)\Frl(T<N(k xa 1u'a'k')du'dk'dkda'dadvdu 

On a We(u'a'k'u) = £(u')We(a'k'u). Alors le même raisonnement qu'au lemme 5.2 
montre que l'on peut remplacer l'intégrale sur C/m(F) par une intégrale sur Um(F)c, 
pourvu que c soit assez grand. Posons 

L = d 
,m+l,m + r 

(F)2 
'Am(F)2 Km 'Um{F)c 

o(u'a'k')e',p(ak)e)We>(akv)We(a'k'u)<xx 

SBm (ad) 1 \det(aa')\Fr£(u')du' dk' dk da' da dv du. 

On a 
(7) cette expression est absolument convergente. 
Considérons l'intégrale 

Um(F)c 
I (p(nu'a'k')e', p(ak)e)\du'. 

On effectue le changement de variable u' i—• au'a~x. Cela introduit un jacobien ô#m (a). 
La nouvelle variable parcourt un ensemble qui dépend de a, mais il existe CQ > 0 
tel que cet ensemble soit inclus dans Urn(F)c+CQ(7(a). L'intégrale ci-dessus est donc 
essentiellement bornée par 

cnnv 
Um(F)c + CQCT(a) 

H(u'a-1a')du'. 

D'après [14] proposition 3.2, ceci est essentiellement majoré par a(a)Ra(a')R5Brn(aa')1/2 
pour un certain réel R. Revenons à l'expression L. Les variables k, k', v et û restent 
dans des compacts, on peut les négliger. Il reste à prouver que l'expression 

Am(F)2 
|W•e/(a)^e(a,)|¿вm(aa,)"1/2|det(aa,)lFrc7(a)нa(a,)iгc/a, da 

est convergente. Il suffit pour cela de reprendre le calcul de la preuve du (i) de l'énoncé. 
Cela prouve (7). 
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Grâce à (7), le théorème de convergence dominée implique limjv-+oo LN = L, d'où 

£7r,f>,c(e'®e<',e®e) = L. 

En appliquant à p le lemme 3.7 de [14], on voit que, si c est assez grand, il existe 

C2 > 0 tel que 

Um(F)c 
{piu'a'k^w<ewx<<w.p^e^u^du' = C2W£,{a'k')W<x£(ak). 

Remplaçons le membre de gauche par celui de droite dans l'expression de L. 
Remplaçons ensuite a'k' et ak par g', g G Um(F)\GLm(F). On reconnaît alors 

L = dC^^ie' <x,e)Ln,p{e,e'), 

d'où l'égalité du (ii) de l'énoncé. On n'a pas été précis quant aux constantes, c'est-à-
dire que l'on n'a pas vérifié qu'elles ne dépendaient pas de l'entier auxiliaire c. Cela 
n'a pas d'importance. Puisque l'égalité finale du (ii) de l'énoncé compare des termes 
indépendants de c, ou bien tous les termes intervenant dans cette égalité sont nuls, et 
on peut prendre C quelconque, ou bien la constante C ne peut qu'être indépendante 

de c. 

5.4. Non-nullité des entrelacements 

Lemme 5.4. — Soient TT G Temp(G) et p e Temp(if). Alors les formes sesquilinéaires 

LTT,P et £<K,P sont non nulles. 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, il suffit de prouver l'assertion relative 
à L^ 0. Pour e G En. e' G EQ et s G C, posons 

Ln^s' ,e,s) 
J Um, m +1, m + r (F Um(F)\H(F) 

W£,(h)We(hü)\det(h)\s-r-1/2dhdü. 

Le même calcul que celui de la preuve du (i) du lemme précédent montre que cette 
intégrale est absolument convergente pour Re(s) > 0. Elle définit dans ce domaine une 
fonction holomorphe de s et on a L7T^p(e,,e) = Ln,p(e', e, 1/2). Mais la fonction s i—• 
L7r:P(ef, e, s) est celle étudiée par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika. Ils montrent 
que pour tout s, on peut trouver s' et e tels que L7r^p(e\ e, s) ^ 0 ([7] théorème 2.7(ii)). 

D'où la conclusion. 

5.5. Entrelacements et groupes tordus. — Soient n G Temp(G) et p G 
T e m p ^ ) . On a introduit un nombre SV{TT.p) en 2.5. 

Proposition 5.5. Soient e,e' G Ep, e,e' G En et y e H(F). On a Uégalité 

£<KA¿ ® Tr^y, p(y)e 0 e) = eJ7rv,p)£nJef 0 e', e 0 e). 

Démonstration. — On vérifie que, pour tout h G H (F), on a l'égalité 

£*Ae' ® *(hW, p(h)£ ® e) = £*,p(e' 0 e', e 0 e). 
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Il suffit donc de prouver l'égalité de la proposition pour un élément y bien choisi. 
On fixe des bases comme en 5.3 et on choisit y = 0m. Le lemme 5.3 nous ramène à 
prouver l'égalité 

w< Ln,p(p(0m)e,7t(0m)e') = ^(ttv, p)LViP{e, e'). 

Une telle égalité est indépendante des normalisations de TT et p. On peut supposer 
w(7r,ip) = w(p,tf>) = 1. Dans ce cas, on a Wp(^m)e(ft) = W£(6rn(h)) pour tout h G 
H (F). Notons 7 l'élément de GIF) tel que 0m = #¿7. On a de même 

WHem)Ag) = W^)e'(9) = W«h)e,(ed(g)) = WA0d(9h) 

Dour tout a G G (F). Alors 

Ln,p{p{0m)e,7T{0m)ef) = 

,m+l ,m + r 
[F) 

<Um(F)\H(F) 
WeiOrnih^We^Odihû^ldetih^dhdû<<x. 

Notons wm G GLrn(F) la matrice de permutation antidiagonale, Dm G GLrn(F) la 
matrice diagonale telle que (Dm)*,* = (—l)m+1+* et, pour z G Fx, notons zm G 
GLm(F) la matrice centrale de coefficients diagonaux z. Fixons z G Fx. On a Jm = 
wmDrn, donc 0m(ft) = wrnDrnth~1J"1. De même Od(hû)j = wdDdth~ltU~lJ^1^. 

Effectuons le changement de variables /i 1—• D ^ j ^ / i V " 1 . On obtient 

£7r,P(p(0m)£,7r(0m)e') 
,ra + l ,m-|-T* Um{F)\H{F 

W£(wmzrnth l) 

We'iwdDdDmzJh 1Jmtû 1J^17)\det(h) ^{z^dh dû. 

On a 
W^WmZ^h ] LjJzWeiw^h-1). 

On vérifie que DdD^Zm commute à GLm(F) et que DdDmZmJm normalise 
Ûm,m+i,m+r(-F). Par le changement de variable fZ t(DdDrnzrnJm)Ut(DdDrnzTnJrn)~1, 
qui est de Jacobien U| ^rm, on obtient 

LniP(p(0m)e,HOm)e') = ^ ( z ) 
,m + l,m + r Um(F)\H(F) 

Weiw^h-1) 

We^Wa+h Uû \f)\det(h)\Frdhdû, 

où 7' = DdDmZmJmJ^1^ = WmZmWdJ. Rappelons que, d'après notre construction 

du plongement de H dans G, l'élément 0m, vu comme un élément de G (F), coïncide 

avec l'élément 0m de départ sur les vecteurs v\,..., vm et avec l'élément £ sur les 

vecteurs vm+i , . . . , iu. C'est-à-dire que 

Om(Vi) 
/_1y+[(m+l)/2] sxw< 

(_l)*+m+i+r2l/u n+l+d—i 

si i = 1 m, 

si z = m + 1,... , d. 

Puisque 0m = 6dl, on calcule : 

i/)e(l/2,7r 
_1\m+d+[(d+l)/2] + [(m+l)/2] Vd—m-\-ii 

x< r+l+[(d+l)/2] 2i/v*_m, 

si i = 1,... , m, 

si z = m -h 1,..., d, 
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puis 

7 > i ) 
(_l)m+d+[(d+l)/2] + [(m+l)/2] ZVi, 
f_1\r+l + [(d+l)/2] i/)e(l/2,7rxp,^). 

si i = 1,..., ra, 

si i = m + 1,..., d. 

Posons z' = ( - l) r + 1 +[( d + 1 ) / 2 ]2i^ et choisissons 

z = (-l) m+d+[(d+l)/2] + [(m+l)/2] < xw< r+[(m+l)/2] 2'21/ 

Alors 7' =i/)e(l/2,7rxp,^). où u?o est la matrice de permutation obtenue en remplaçant les 
constantes par 1 dans la formule ci-dessus. On a 

We'iwjh Uû V ) U*{z')We'{WdUU 1W0)w<, 

et 

^7r,p(p(Öm)e,7r(Öm)e
/) = up{z)uAz'\ 

Urn, m •l,m + r(F) Um(F)\H(F 
i/)rxp,^)wn<. 

We'(wd

th l t u 1w0)\det(h)\F

rdhdu<<. 

D'après [7] théorème 2.7(iii), l'intégrale ci-dessus est égale à ujp(—l)d 1£(l/2,7r x 
p^)L^ p{e^ef). Pour obtenir l'égalité (1), il reste à prouver l'égalité 

2 ^ ( ( - 1 ) ^ - ^ ) ^ ( ^ ) 6 ( 1 / 2 , tt x w<x<<ww<w< xp,^). 

On a supposé w(p,tp) = w(TT,iß) = 1. D'après 2.2(1) et (2), on calcule w(ttw,iP) -
w(7T,<ip-) = uJ-l)^1.<w<D'après 2.5(1), 

e(l/2, tt x p,tß} (1/2, tt x p , ^ - ) < < ^ ( - î r ^ ^ - l ^ l A T T X p , ^ ) . 

Remarquons que, puisque p est à la fois tempérée, donc unitaire, et isomorphe à sa 
contragrédiente, on a p ~ p ~ p. De même pour tt. De plus ojp et oj^ prennent leurs 
valeurs dans | ± 1 | . Le membre de droite de (2) vaut donc 

^7T X - i ; 
d-l+m+[m/2], 2lS)UJP 

, ( - l ) d + 1 +[ d / 2 l2i / )e( l /2,7r x p,^). 

Pour prouver (2) et la proposition, il reste à remarquer que (—l)d xz = (—1) d+l+[d/2]2 ï / 

et ^ = ( - i : \d-l+m+\m/2\ 2v 

5.6. Entrelacements et induction. — Soient Q = LUQ G &{Ad) et r G 

Temp(L). Pour tout À G i"â\ F , on définit ta et la représentation induite 

7Ta = Indçj(TA). On la réalise dans l'espace <^q j T qui ne dépend pas de À. Soit 

p G Temp(iï). L'espace <^q ? t est muni d'un produit scalaire qui est invariant par 

7T\ pour tout À, et on utilise ce produit scalaire pour définir la forme sesquilinéaire 

i/)e(l/2,7r 

Lemme 5.6. — (i) Soient e,e' G 3iQ T et e,e' G Ep. La fonction À \-> £^x^p{e' ® e>'> 

e (S) e) est C°° sur iÏÏ*L F . 
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(ii) II existe une famille finie (£j)j=i,...,n d'éléments de Ep, une famille finie 

(ej)j=iv..?n d'éléments de ^qjT et une famille finie (<£j)j=i,...,n de fonctions C°° sur 

i uL F de sorte que 

j=l,...,n 

i/)e(l/2,7rxp,^).w<i/)e(l/2,7rxp,^). 

pour tout À G i tâ*L F. 

La preuve est identique à celle du lemme 5.3 de [14]. 

6. La partie spectrale de la formule intégrale 

6.1. Enoncé du théorème. — On fixe une base (^)*=i,...,d de V et on utilise les 
notations introduites en 2.1. On prend pour Lévi minimal Mmin = Ad. Pour simplifier, 
on peut supposer que (vi)i=i,...,d est aussi une base du réseau R sur oF. On choisit 
pour sous-groupe compact spécial de G (F) le groupe K = Kd-

Soient p G Temp(JÏ) et / G C^°(G(F)) une fonction très cuspidale. Pour tout 
entier N > 1, on a défini J^iOp, / ) en 3.3. Posons 

^spec(®p5 / ) 

LetG 

i/)e(l/2,7rxp,^).w< 
i/)xw<<xe(l/2,7rxp 

0€{nc„(L)}< 
[ ì & Ì i ì & I F ] - 1 < X 

2-s(0)-aL, 
i/)e(l/2,7r xw< 

^ ( a v , p ) j f ( a A , / ) d A . 

On a fixé dans toute orbite 9 un point base que l'on a noté à. 

Théorème 6.1. — On a Véqalité 

lim 
7V-+00 

JN{®PJ) = </spec(©p,/)w<. 

6.2. Utilisation de la formule de Plancherel. — Fixons y G H (F). On définit 
une fonction f sur G(F) par f(q) = f(ay). Pour q G GIF), on a l'égalité 

J(®PJ,9) =w< 
'H(F' JU{F) 

Qp(hy)f(g 1huyg)£>(u)dudh, 

H(F U(F) 
^P(hy)f(g-1hu6y{g))i{u)dudh<. 

On exprime / à l'aide de la formule de Plancherel, que l'on a reprise en [14] 1.6. Pour 
tout g G G (F), on a l'égalité 

f(9) = 
rxp,^). 

iw l̂w<xxiw r̂1 
i/)e(l/2,7rp 

Ma), 

où 

fo(g) = [inl:mlF)-1 
<<x 

m(rx )trace(IndQ (rx,g 1 )Indg (rA ,f))d\. 
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Rappelons que II2(L) est l'ensemble des représentations irréductibles et de carré 
integrable de L(F). L'ensemble {n2(L)} est celui des orbites de l'action À T\ 
de iU*L F dans II2(L). Pour tout 9 G {n2(L)}, on a fixé un point base r et, pour tout 
L, on a fixé Q G 0(L). La fonction À H m{r\) est la mesure de Plancherel. 

L'ensemble des orbites 9 pour lesquelles fg^O est fini. On fixe un tel ensemble 
{II2(L)}/ . Fixons un sous-groupe ouvert compact Kf de K tel que / soit biinvariante 
par Kf. Remarquons que toutes les fonctions fg sont aussi biinvariantes par ce groupe. 
Pour tout g G M(F)K, fixons un sous-groupe ouvert compact K'g C H (F) tel que 

gK'gg~x C Kf et 0y(g)Kfg0y(g~1) C Kf. Fixons une base orthonormée ¿B^9 du sous-
K' 

espace des invariants Ep 9. Alors, pour g G M(F)K, on a l'égalité 

J(QpJ,g) = 

i/)e(l/ 
'H (F) 

(e, p(hy)e) 
!U(F) Le£(Ad) 

iw^liw^r1 

0€{n2(Z,)}, 

f0(g 1huOy(g))Ç(u)dudh. 

Pour eeEp.Le £{Ad), 9 G {n2(L)} et g G G (F), posons 

i/)e(l/2,7rxp,^). 
H(F)U(F) 

(e,p(hy)s)fg(g 1hu6y(g))£(u)dudh. 

Comme en [14] 6.2(2), on prouve que cette expression est absolument convergente. 
Pour g G M(F)K, on a donc 

(1) J(QpJ,g) = 

hl$w< Le£(Ad) 

i/)e(l/2,7rxp,^). 

0€{n2(L)}, 
JL,g(eif> 9)-

6.3. Apparition des entrelacements. — Fixons L G £(Ad) et 9 G {II2(L)}/ . 

On a 
(1) il existe Co G N tel que, pour tout c > cq, tout g G M(F)K et tout h G H(F) 

on ait l'égalité 

17(F) 
fg(g hu9y(g))£(u)du = 

Ju(F)C 
fg(g 1huey(g))£(u)du. 

C'est la même preuve qu'au lemme 5.2, en utilisant le fait que A commute à M. 

On fixe r G 9 et Q Gi/)e(l/2,7rxw< On pose tta = Ind^r*) pour tout À G iS^F- 0n 

réalise ces représentations dans l'espace ^q>t. On fixe une base orthonormée $Qf du 

sous-espace ($C% T)Kf. Pour g G G (F), on a l'égalité 

/0(5) [iftg : i&L,F] 1 

i/)e(l/2, 
xww< 

wx< 
m(rA)(e,7rA(^ l)Tt\(f)e)d\. 
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Pour e G Ep, g G M(F)K et c > c0, on a 

m(TX)(7Tx (Oy (g))e, ir\{(hu) i-i 
H{F)U(F)C 

(e,p(hy)e) 

ee**< 
wx<< 

m(TX)(7Tx (Oy (g))e, ir\{(hu) 1g)ux (f)e)Ç(u)d\ du dh. 

En changeant h et u en leurs inverses, on obtient 

JL^J,g) = [iny9:in^F}-" 
H{F)U{F)C 

(p(h)e,p(y)e) 

xvw< Un* 
m(rx)(7Tx{Oy (g))e, TTx(hug)irx(f)e)Ç(u)d\ du dh. 

Pour g G M(F)K fixé, on a une majoration 

\(^x(0y(g))e,7TX(hug)7TX(f)e)\ < EG(hu) 

pour tous À, h et u. Grâce à 4.1(3), l'expression ci-dessus est absolument convergente. 
On peut permuter les intégrales : 

^,e ( e , / , s ) = [ i 8 e : t S ^ F ] - 1 

wc< < 
< 

<x^^$ 
m(rx) 

H(F)U(F)C 
p(h)e, p(y)e) (7TX(Oy (g))e, nx (hug)irx (f)e)Ç(u)d\ du dh 

L'intégrale intérieure est £>KX,P,C(£ ® 7TX(0y(g))e,p(y)s (g) ^x(g)^x(f)e). Quitte à 
accroître co, c'est aussi £nx,p(£ ® ^xiOyig))^,p(y)e <8> ^x(g)^x(f)e) (l'utilisation 
directe du lemme 5.2 nous fournit pour chaque À un co convenable; comme en (1) 
ci-dessus, on voit qu'en fait, on peut choisir CQ indépendant de À). D'où 

(2) JL,e{e,f,g) = [inl:in\F}-1 

ee<8 w< 
V 

'^l,F 
m(Tx)£irx,p(£ ® nx(0y(g))e, p(y)e <g> TTX(g)irx(f)e)d\. 

On fixe des familles (£j)j=i,..,n? (ej)j=i,...tn et (</?j)j=i,...,n vérifiant le lemme 5.6(ii) 

Pour e G $C% r, g G M(F)K et A G ziS^ F, posons 

Xx(e,g) = 

m(TX)(7 

m(TX)(7Tx (Oy (g))e 

où e = p(y)s, e' = 7TX(0y(g))e et e = 7TX(g)7TX(f)e. Introduisons une forme 
sesquilinéaire LnXiP comme en 5.3, soit Cx > 0 la constante telle que le (ii) du 
lemme 5.3 soit vérifiée. On a 

£TTa,p(£® e;,w<<® e) CxL7rx^p(s, ef)L7rXiP(e,e), 
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tandis que la propriété du lemme 5.6(ii) s'écrit 

1 = 
.7 = 1,...,71 

w<x< 
<<x< LTTX ,p [£j, ej)LNX TP [Sj 

Par multiplication, on obtient 

Xx(e,g) = 
j = l,...<,7l 

m(TX)(7Tx (Oyw< 

où 

X\Ae,g) 

m(TX) 
Q\IJTCx,p(§.'i e/)̂ /-7rx,/O(£'5 fULltXipiCjl ej)IJ'Kx,p(ej'> ej)' 

Fixons j . Le produit d'un C\ et des deux facteurs extrêmes ci-dessus est égal à 

fULltw<<xXipiC<jl 

Le produit d'un C\ et des deux facteurs restants est égal à 

fULltXipiCjlw<c<<x< 

Supposons g G M(F)K. Par un argument déjà utilisé plusieurs fois, on peut fixer co 
indépendant de g et À de sorte que l'on puisse remplacer £7rXlP Par £nx,p,c dans ces 
expressions, pourvu que c > cq. On obtient 

xx,j(e,g) = 
xw<x 

£<Kx,P,A£®e3i£3®{-
H{F)U{F)C 

(p(h)ej, e) (e', 7Ta (hu)ej )£(u)du dh, 

puis 

(3) fULltXw<< 
JH{F)U{F)C 

(p(h)€j,e^)(ef, 7T\(hu)ej)^(u)w, 

où 
xvbw< 

xv;^$ 
wvn,< 

fULltw<w<<<xXi<piCjl 

Ecrivons 

£nx,pA£ ® ejxw>£j ®ç) 
wx< 

(p(ti)e,ej)\{ti)dti,<x 

où 

A(ft') = 
<x<< 

{ej,-KX{h'u')e)^{u')du'. 

Pour tout e" € E'p, on a 

( * V ) = 

fULltw 

£TTX ,pA£®63 > ej ® f c " > 
'tf(F) cx< 

xw< 

(e,p(/i,-1)£J)(£,,,6)A(/i,)c//i/<x 

H(F)/F '9ee<$f9 

{ e M t i W , £ ) , < x 
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OÙ 

£j(h') = 
x< 

p{kr1-h—l)ejK(h'k)dk. 

La fonction A est invariante à droite par K'g et Sj(h') est invariant par K'g. Donc 

fULltw< 

e€ <8 <x 
< 

{e,ej{ti))e, 

et 
fULxXipiCjl 

si 
w< 

fUxXipiCjl 

On obtient alors 

wx<;mm 

H(F)/K' 
{e",meAti)) 

'H(F) 
(e",p(y/i '-1)ei)A(/i ')d/i ' 

'H(.F)U(F)C 
(p{9Jh')e", iïiïeMe^xxitiu'^Ûu'Uu' dh'. 

Reportons cette expression dans (3). On obtient 

(4) XipiCw<jl 
'H(F)U(F)C H(F)U(F)C 

(p{6y(ti)h)ej,p{y)ej) 

{ej,TX\(h'u4g)'Kx(f)e)('Kx{0y(g))e, n\(hu)ej)£(u)t;(u')du' dh' du dh. 

On a 
(5) cette expression est absolument convergente. 
En effet, pour g fixé, elle est majorée en valeur absolue par 

IH(F)U(F), H(F)U(F)C 
EG(h'u')ZH(#y(h?)h)ZG(hu)du' dh' du dh, 

qui est convergente d'après 4.1(4). 
Pour deux entiers c, c' G N et pour g G M(F)K, posons 

XXj,c,c'(e,g) = 
JH(F)U(F)C H(F)U(F)C, 

{p{h)ej,p(y)ej) 

(ej,7T\(h'u'g)n\(f)e)){'K\(0y(h/u,g))e, TX\{hu)ej)^(u)du' dh' du dh. 

Cette expression est absolument convergente comme la précédente. On a 
(6) il existe co indépendant de N et À tel que, pour g G M(F)K, X\tjjCiC/(e,g) ne 

dépende pas de c et c', pourvu que c > CQ et c' > cq ; pour de tels c, c', on a l'égalité 

X\Ae>9) = Xxj,c,cf(e,g). 
Le procédé habituel montre qu'il existe co tel que, pour c > CQ et g G M(F)K, 

Xx,j,c,c'(e,g) ne dépend pas de c. Soient c ,c ' > CQ. Alors XAj5C)C/(e, #) = 
Xx,j,c',c'(ejg)' Par les changements de variables h *—• 0y(h')h, puis u «—> h~ldy(u')hu, 
Xx,j,c',c'{e,g) est égal au membre de droite de (4) où l'on a remplacé c par c'. Mais 
celui-ci ne dépend pas de c'. Cela prouve (6). 
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Pour g G M(F)K, posons 

fULltw<<xXipiCjl fULltww<x 

xw KJ 
0 

j' = l,...,n <w< 
m(rA)^' Wx\jW (e, g)d\, 

où c, c' > co, co vérifiant (6). En revenant à la formule (2) et en rassemblant les calculs 
ci-dessus, on a montré : 

(7) on a l'égalité 

w< <x< 

fULltw<<xXipiCjl fULlwvvt 

pour tout g G M(F)K. 

6.4. Une première approximation. — D'après 6.2(1) et 6.3(7), on a l'égalité 

J(Gp,f,9) 
Le£(Ad) 

iw^liw^r1 
0€{n2(L)}/w 

JLA®P,Î ,9)w 

pour tout g G M{F)K. Soit N > 1. Par définition, JJV(©,3,/) est l'intégrale de 

J(©p, f,g)K>N(g) sur p G H(F)U(F)\G(F) ou, ce qui revient au même, l'intégrale de 

J(QpJ,mk)KN(m)5p(m)~l sur m G H(F)\M(F) et k E K. C'est-à-dire 

XipiCjl 
iH{F)/Mw{F) w< Le£(Ad) 

fULlipiCjlwc 

0e{u2(L)}j 
JL ^(Gp, / , rafc)K;jv(ra)£p(ra) xdk dm. 

Soient L G £{Ad) et 0 G { ^ ( L ) } / . Reprenons les notations du paragraphe 
précédent. Soit co vérifiant la relation (6) de ce paragraphe et soit c > co- Pour 
tout entier C G N, posons 

^L,0,AT,c(©/5>/) fUxXipiCjl x 

< °0 ;7 = l,...,r xv< 
xXipiCjl 

H(F)U(F)C 
1 c7<Clog(A0(̂ ) 

(pW^,p(2/)ej)C(w) 
wx< 

(eji7Tx(g)7rx(f)e))(7Tx{0y(g))e,7TX(hu)ej)KN(g)dgdu dhdX. 

Lemme 6.2. — (i) Cette expression est absolument convergente 
(ii) // existe C te/ g^e Ton az£ /a majoration 

fULltw<<x 
XipiCxw<jl 

ie£(Ad) 

\wL\\wG\-1 

&e{n2(L)}f 

fULlfULltwxitxXipiCjl 

powr teu£ entier N > 1. 

La preuve est la même que celle du lemme 6.4 de [14], en utilisant les majorations 
4.1(5), (6) et (7). 

On fixe C vérifiant l'assertion (ii) ci-dessus. Dans les paragraphes suivants et 
jusqu'en 6.9, on fixe L G £{Ad) et 9 G {ÏI2(L)}/ . 
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6.5. Changement de fonction de troncature. — Notons A l'ensemble des 
racines simples de Ad dans u^. A toute racine a G A sont associées une coracine â, un 
poids m & et un copoids wa. Notons A l'ensemble des restrictions à Âd des éléments 
de A. Posons simplement 6 = Od- L'ensemble A est en bijection avec l'ensemble des 
orbites dans A pour l'action de 6. Notons a i—> (a) cette bijection et notons n(a) le 
nombre d'éléments de l'orbite (a). On a alors l'égalité 

a = n(a) 1 

0€(a) 
P 

dans ^Ad' On utilise des égalités analogues pour définir â, wà et wa. Par exemple 

vOoc = n(a) 1 

<x<^^ 

<w< 

Notons *&\d le sous-ensemble des ( G UAd tels que a(Q) > 0 pour tout a G A. 

Fixons un réel ô tel que 0 < S < 1. Notons 0 l'ensemble des Y G &\d n (fâ^ F <S>z Q ) 

tels aue 

inf{a:(Y); a G A } > Ssup{a(Y); a G A } . 

Dans ce domaine, les fonctions Y inf{a(Y); a G Â } , y s-up{a(Y);a G Â } 
et 7 h \Y\ sont équivalentes. Soit Y G 2). Notons C ^ ( C ^ O l a fonction 
caractéristique du sous-ensemble des C G "Ûaa Qui vérifient les deux conditions : 

— a (C) > 0 pour tout a G A ; 
- wAY - C) > 0 pour tout a G Â. 

Remarquons que ce sous-ensemble est compact modulo KG- Notons g \—> û(g,Y) la 
fonction caractéristique de l'ensemble des g G G(F) pour lesquels il existe k,kf G K 
et a G de sorte que g = kak' et ip+(HAd(p) ^Y) = 1. 

De même que l'on a défini la fonction / , définissons une fonction / ' sur G (F) par 
f'(g) — f(gOd)- Fixons un sous-groupe ouvert compact Kf de K tel que / ' soit 
biinvariante par Kf, Kf soit distingué dans K et invariant par 0. Fixons une base 

orthonormée $Qf' du sous-espace des invariants ( < # q j T ) K / / . Fixons e',e" G ̂ q j T et 

une fonction ip sur iU*LF, que l'on suppose C°°. Pour e G ^ q , t , t?,*/ G G(F) et 

À G iÏÏ*L F , posons 

$(e,#,# ' ,À) (7RA(^(^))e,7rA(^)e ,)(e , ,,7rA(y)7rA(/')e). 

Posons 

xw<x<< 
vbw<xx 

<x K r/ 
h' 

G(F) <x< 
m(TA)V3(A)$(e, p, g', \)nN(g) dX dg, 

<x<cx< 
w<x<< 

e€ n9 
G(F) <x<< 

m(TA)<£(À)$(e, g, g', X)û(g, Y) dX dg. 
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La première expression est absolument convergente : cela résulte de la convergence de 

(i) 
' G{F) 

KN(g)ZG(g)2dg, 

cf. 4.1(1). Montrons que la seconde est convergente dans l'ordre indiqué. On peut 
l'écrire 

<M</ 
w< K , AG{F)\G{F) 

u(g,Y 
4G< (F) <<< 

m(T\)<p(\)Q>(e. zq, a', X) dX dz dq. 

Parce que la fonction g \-+ û(g,Y) est à support compact modulo Aq(F) et que 
la fonction à intégrer est localement constante, l'intégrale extérieure est une somme 
finie. Il suffît de prouver la convergence dans l'ordre de la double intégrale intérieure. 
Notons uj la restriction à Aq(F) du caractère central de r. On a l'égalité 

$(e,z#,# ' ,A) fULltw<< w< [HG(z)-HG(e(z)))l ^ ( e , <?,</, A) 

pour tous z, g, A. Ainsi, 1 intégrale intérieure en A définit une fonction de z qui, au 
facteur uj(zQ(z)~l) près, est une transformée de Fourier partielle de la fonction que 
l'on a intégrée, évaluée au point Hq(z) — Hq{0(z)). Puisque la fonction de A est C°°, 
cette transformée de Fourier est à décroissance rapide. On obtient une majoration 

<x< 
ra(TAMA)$(e,z#,£',A) dX ^(l + \HG(z)-HG(0(z))\)-r 

pour tout réel r. Mais la fonction H H — 0(H) est injective sur S ç . On a donc 
aussi une majoration 

(1 + \HG(z) - HG(6(z))\)-r « a(z)~r. 

Or l'intégrale 

AG(F) 
o~(z) dz 

est convergente pour r assez grand. L'intégrabilité cherchée en résulte. 

Proposition 6.3. — Soient R etrj deux réels, avec 0 < rj < 1. Il existe des réels ci, c2 > 
0 tels que Von ait la majoration 

\$N(g')-$Y(g')\^N-R 

pour tout N > 2, tout g' G G (F) tel que cr(g') < Clog(AT) et tout Y G 2) vérifiant les 
inégalités c iA^ < |V| < c2N. 

Démonstration. — Montrons d'abord : 
(2) il existe R\ > 0 tel que 

l<M</)l « NR* et |<M</)I « N*\Y\R* 

pour tout N > 1, tout Y G 2) et tout g' G G(F) tel que a (g') < Clog(JV). 
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Pour e € Q,r on a la majoration 

me ,9,9' ,X)\^EG(g'-lg)EG(g)<x 

pour tous \,g,gf. Grâce à [14] 3.3(5), il existe R2 > 0 tel que 

SG(fl'-13)«exp(E2a(ff'))HG(5)wn,; 

D'après l'hypothèse sur q' on en déduit 

me , g ,g ' ,X ) \ ^NCR^G(g)2<x^ùw 

D'après 4.1(1), il existe R3 > 0 tel que l'intégrale (1) soit essentiellement majorée par 
NR3. On en déduit l'assertion (2) pour $JV(P')-

Pour prouver l'assertion concernant la fonction $ y (g'), on reprend le raisonnement 
montrant la convergence de cette expression. On peut écrire 

w<x<< 

wx< 
0 
<x AG(F)<\G(F) 

fULC<jl 
<w< ipi<w<<Cjl 

<x< 
m(T\+ç)<p(\•+ £)$(e, zg, g<', A -h f ) d£ dA d* dp. 

On peut identifier Î^L^F/^G^F à Ï S ^ ' V C ^ L ' * D (iU^jr + iffî^)). On peut identifier 
- ^ G ( ^ ) \ G ( F ) à un ensemble de représentants sur lequel la fonction HG est bornée. On 
peut aussi décomposer / ' en / ' = Ylxe9C /x> ou ^ est un sous-ensemble fini de ÏÏG,F 
et f'x est une fonction dont le support est contenu dans l'ensemble des x G G (F) tels 
que HG(x) = X. On a alors 

*(e,zg,g\\ + Ç)=u{zO{z)-1) 
<< 

e^(B(^5^'X))(7rA(^(p))e,7rA(^)e,)(e,,,7rA(p)7rA(/^)e), 

où£(;z,<7,</,X) = i ïG(^ ) + ^ G ^ ) - ^ G ( % ) ) + ^ + ^ G W - ^ G ^ W ) . Par inversion 
de Fourier, on a une majoration 

w<< 
fULltw<fUfULltw<x<xXi<piCjl 

(1 + |tfG(</) + JEfcfo) - HG(0(g)) + X + HG(z) - HG(6(z))\)-r 

pour tout réel r, et ce dernier terme est lui-même essentiellement majoré par 

(1 + \HG(g')\Y(l + \HG(z) - HG(e(z))\rr, 

puis par log(N)ra(z) r. Alors $y (# ' ) est majoré par une somme finie d'expressions 

log(AT)7 
AG(F)\G(F 

û{g,Y) 
AG(F) iH*LF/iïï*G >F 

a(z<)-r 

\{*x(9(g))e, *x(g')e')(e", *x(ff)*x(fx)e)\dX dz dg. 
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Par les mêmes calculs utilisés ci-dessus pour majorer ^ / v ^ ' ) , ceci est essentiellement 
majoré par 

log(N)rNR4 
AG(F)\G(F) 

ZG(g)2û(9,Y)d9 
AG(F) 

a(z) r dz 

pour un réel R4 convenable. L'intégrale en g est majorée par |Y|K5 pour un réel R§ 
convenable. Il suffit de fixer r tel que l'intégrale en z soit convergente pour obtenir la 
majoration (2) pour 3>y(</)-

On note Ad(F)+ l'ensemble des a G Ad(F) tels que a(HAd{a)) > 0 pour tout 
a e A. On définit une fonction D sur cet ensemble par 

D(a) = mes(KaK)mes(K H Ad(F))-\ 

On a la formule d'intégration 

'G(F) 
(t>{g)dg 

< K A-d(F) 
D(a)(/)(kiak2)da dk\ dk2 

pour toute fonction </> G C%°(G(F)). De Y se déduit comme en 3.6 une famille (G, Ad) 

orthogonale y. Pour tout Qi = L\U\ G &(Ad), on en déduit des fonctions £ |-> 

0̂ 4* (C> J/) et C ̂  (C — Yqi) sur ¥lAd> Tous ces termes ont été définis par Arthur. 

En fait, nous ne les utiliserons que dans le cas où Bd C Q\ et £ G $j[d. Dans ce cas, 

on a 
<7^(C = 1fULltw<<xXipi ̂ a(YLl - CLl) > 0 pour tout a G ALl, 

rQ i (C-^Qi ) = lfULltw<<xXipi «(CLl - Y l i) > 0 pour tout a G A - ALl, 

où, pour tout £5 on note £Ll et Cli les projections orthogonales de £ sur fâ^, resp. 

{Sx,,, et ALl est l'ensemble des racines simples de dans ud fl l\. On a l'égalité 

Qie£?(Ad),BdcQi 

fULltw<<xXipiCjl fULlt 
fULltw<<xXipiCjl fULlt 

pour tout C G $Jîd. Pour Qi G ̂ 7(A*) contenant jB^, posons 

^JV,y,Q! fa') 

x< 3e 
x<< <w<< 

xvx< 
ini F 

m(rx)(f(X) 

$(e, k1ak2igf, X)KN(k1ak2)D(a)a^1d (HAd(a), J/)rQl (JÎAd(a) - YQl) dÀ da dkx dk2. 

Définissons de même QY&XW) en remplaçant la fonction njsf{k\ak2) par û(kiak2i Y ) . 
Il résulte de ce qui précède que l'on a 

<Ms') 
Qi€5r(J4d))BdcQi 

$N,Y,Qi (9), 

<M</) 
ZG(g)2ûwx<<(9,Y 

ZG(g)2û( 

On va montrer : 
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(3) il existe c2 > 0 tel que, si \Y\ < c2iV, on a la majoration \$N,Y,G{Q') 

$Y,G(9')\ < N~R P°ur tout N>let tout g' G G(F) tel que a(gf) < Clog(N) ; 
(4) il existe ci,c2 > 0 tel que, si ciN71 < \Y\ < c27V, on a les majorations 

\$N,Y,Qi(9')\ « N~R et \$Y,Qi(9')\ « N~R 

pour tout N > 1, tout </ comme ci-dessus et tout Q\ G t7(Ad) tel que Bd C Qi Ç G. 
Cela démontrera la proposition. 

Prouvons (3). Le support de la fonction £ i—• (TG (C, J/) sur est contenu dans 
celui de la fonction £ i—• <£+(C, Y)- On peut donc supprimer le terme û(k\ak2, Y) dans 
la définition de &Y,GW)- La fonction 3>A/,y,G(#') — $Y,G(</) est donc définie par la 
même intégrale que $N,Y,G(9'), OÙ on remplace «^(fciaÀ^, Y) par KN(kiak2,Y) — 1. 
On vérifie qu'il existe es > 0 tel que le support de KN contienne l'ensemble des 
g G G(F) tels que a(g) < C3N. On peut donc remplacer tt/v(&iafc2,Y) — 1 par 
la fonction caractéristique de l'ensemble des a tels que a (a) > c^N. La condition 
aGd(HAd(o>),^) = 1 entraîne une majoration \HGd(a)\ <C \Y\. Pour c2 assez petit, 
la double condition ci-dessus entraîne |iJ<7(a)| > C4N, pour un certain C4 > 0. On 
peut alors reprendre la preuve de l'assertion (2) concernant $y(gf). On obtient une 
majoration 

\*NtY,G(9')-*Y,G(g')\ « iQgiNYN** 
rAG(F)\Ad(F)"f 

EG(a)2aAd(HAd(a)^)D(a)da<w< 

IZEAG(F);\HG(Z)\>C4N-C5 
a(z) r dz, 

où C5 est un majorant de la fonction H G sur un ensemble de représentants du quotient 
AG(F)\Ad(F). La première intégrale est majorée par 

,9eAG(F)\G(F);cr(g)<c6\Y\ 
(gfdg 

pour CQ > 0 convenable, donc par \Y\RE pour un réel RQ convenable, ou encore 
par |AT|̂ 6. La seconde intégrale est essentiellement majorée par |iV|-r. Le tout est 
essentiellement majoré par log(N)rNR4+R6~r. En prenant r assez grand, on obtient 

(3). 
On fixe désormais Q\ G U(Ad) tel que Bd C Qi Ç G. Introduisons un réel e tel 

que 0 < e < 1. Comme ci-dessus, on a 

Q2G^(AD),BDCQ2 

°QAL^ey)TQ2((;-eYQ2) = l 

pour tout C € wx<<< Supposons (TJliC, &)rQi(C - YQi) = 1- Pour a G A - A^1, on a 

a(C - Y) > 0. Si cr^ (C, ey) = 1, on a a(Ç) < e\Y\ pour a G AL2. Si e est assez petit, 

ces inégalités ne sont compatibles que si A1/2 C ALl. C'est-à-dire que, pour un tel (*> 

la somme ci-dessus se limite aux Q2 C Q\. Pour un tel Q2 et pour a G Ad(F), posons 

SQl,Q2(a) = afd(HAd(a), 2/)rQl(HAd(a)-YQl)<r£(HAd(a),S^)TQ2(HAd(a) -eYQ2). 
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On peut décomposer 

QN^QÌ {g') 

Q2eV(AdyìBdcQ2CQi 

2eV(AdyìBdcQ2C 

où 

®N,Y&r,QÀg'] 

ее Kr, 'K K wc<w <x< 
(AdyìBdcQ 

$(e, kiak2ìgf, X)^N{k\ak2)D{a)SQlìQ2{a) dX da dk\ dk2. 

On peut décomposer de même ^Y,Q1(g/)- Fixons Q2 = L2£72 avec Bd C Q2 C Q\. On 
va montrer 

(5) il existe £0 > 0 et, pour e < eo, il existe ci, c2 > 0 tels que, si ciiV77 < \Y\ < c2N, 
on a les majorations 

\*»,Y,Qi,Q,(S')\ < w,mùpet \*Y,QI,Q2(9')\ «<cx<w<w<< 

Pour simplifier la rédaction, on va fixer c\ et c2 et supposer ciN11 < \Y\ < c2log(N). 
On montrera que toutes les propriétés dont on a besoin sont vérifiées si s est assez 
petit, ci est assez grand relativement à, £ et c2 est assez petit relativement à e. 

Soient g' G G (F) tel que a {g') < Clog(JV), fei,fe2 G K et a G Ad(F)+. On pose 
C = HAd(a) et on suppose (£,e2/)TQ2(£ — S ! Q 2 ) = 1. Cette propriété entraîne 
l'existence de C3 > 0 tel que, pour toute racine a de Ad dans u2, on ait la minoration 

c3inf{e/?(y);/?€ A } < a ( C ) 

donc aussi, quitte à changer C3, 

(6) ecxCzN71 < a(C). 

Ecrivons 9(k^1)g' = u'I'k', avecw<G 0(U2)(F), V G 0(L2)(F) et k'xw<^$*Notons 
Ad(F)L2'+ le sous-ensemble des a7 G AJ(jF) tels que a(ffAd(aO) ^ 0 Pour tout a G 
A1/2 et posons K2 = K fl L2(F). On a 0(Z')_1a G L2(F) et on peut écrire O^'^a = 
k3a'k4, avec k3,k4 G if2 et a' G Ad(F)L2'+. On pose £' = HAd{a'). On a : 

(7) si £Ci est assez grand, A;2~1a-1^(^/)_1aA;2 appartient à Rf ; 
(8) pour tout c > 0, a7 appartient à 2eV(AdyìBdcQ2C et vérifie a(C) > cNv^2 pour tout 

a G A — AL2 pourvu que ec\ soit assez grand. 

Ces deux propriétés résultent aisément de (6), cf. [14] 6.6(7) et (8) pour plus de 

détails. Soient À G iiS^F et e G fâ^ . On a l'égalité 

$(e,k1ak2,g\\)wc<(7rx(6(6(lY1e(uT1a$(e,k1a(7rx(6w<<x*kl^x<(6wc<^$ù(lY1e(<w<wx< 

Grâce à (7), on peut supprimer Oiu')'1 dans cette expression, pourvu que ec\ soit 
assez grand. On obtient 

(9) $(e,kiak2,g',\) (Trx(0(a'k4k2))e, ^ ( f c a r V y X T T A ^ r V , n\(ak2)nx(f')e). 

Grâce aux résultats d'Harish-Chandra, on va approximer les produits scalaires par 
leurs termes constants faibles. Introduisons quelques notations. Posons 

W(L2\G\L) {s € WG; sLs'1 C L2, Bd fl I/2 C sQs-1}. 
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Pour un élément s de cet ensemble, on note 7(5) : ^q?t —• ^ q s - I , t l'opérateur 

défini par (^(s)eo)(k) = e0(s_1fc) pour tout k e K. On pose Q2,s = (L2 H sQs~l)U2, 

Q2 s = (L2 D sQs~1)Û2, où Û2 est le radical unipotent du parabolique Q2 opposé à 

Q2. Pour À G i*GtL F, on définit les opérateurs 

JQ2,S\sQs-i({ST)s\) o 7(5) : ̂ T -> JCQ2,s,st 

et 

Jq2 | f lg . -KW«A)o7(«) : 
<w< 
x<< —2,s 

Les termes sr et sÀ ont la signification usuelle. Pour e.i € A/Q2,s,Sl 3t E2 
wx<< 
klm^< << 

les restrictions de ei et e2 à Ko appartiennent au même espace rL2 
'L2nsQs_1 ,st' qui est 

muni d'un produit scalaire naturel. On pose 

<ei,e2)La = 
^2 

(EI(x),E2(x))dx. 

Posons 

(7rA(fci 1)E,/,7rA(aÂ:2)7rA(//)E)Q2,A = 

sGW(L2|G|L) 

(JQ2,s\sQs-^{(sr)sx)o^(s)TTX{k1 )e",jQ |SQS-I((5T)SA) O7(5)7rA(afc2)7rA(//)E) 2. 

Alors le lemme 6.5 de [14] (qui est dû à Harish-Chandra) nous dit qu'il existe R7 >0 
et FI > 0 tel que 

|(7rA(A:r1)E,,,7rA(aA:2)7rA(/,)E) - ( t ^ V , * \ ( a k 2 ) * x ( f ' ) e ) Q 2 t x \ « 

ÔQ2(a)-1/2EL*(a)a(a)R7sup{exp(-ijLa(Ç));a G A — AL2}. 

Grâce à (6), cela entraîne que, pour tout entier b > 0, on a 

(10) |(7rA(A;r1)e",7rA(afc2)7rA(/')e) - (7Tx(k^)e",wx(ak2)wx(f')e)Q2A\ « 

|(7rA(A;r1)e",7rA(afc2)7rA(/')e) - (7T 

pourvu que £Ci soit assez grand. 

De mêmes considérations s'appliquent à l'autre produit de la formule (9). A cause 

du 0 qui figure dans ce produit, on doit remplacer Q2 par 0(Q2) dans les constructions. 

Pour s G W(0(L2)\G\L), on pose 0{Q)2yS = ( ^ L ^ n s Q s " 1 ) ^ ) et 0{Q)2,S = (0(L2)n 

sQs~l)0(Û2) (les notations sont un peu ambiguës : 0(Q)2,S n'est pas l'image par 0 

d'un hypothétique parabolique Q2 s). On pose 

(7rA(^(a,fc4fc2))E, t taW**)"1* V ) *(q2),a = 

5€W(0(L2)|G|L) 

U(Q)2,S|SQS-((^|(7rA(A;r1)e",7rA(afc2)7rA(/')e) - (7Tx(|(7rA(A;r1)e",7rA(afc2)7rA(/')e)7Tk^)e",wx 

On a une majoration analogue à (10), où, dans le deuxième membre, Q2 et a sont 

remplacés par 0(Q2) et 0(a') ou, ce qui revient au même, par Q2 et o!. 

Posonî 

$w(e, hak2,g',\) (7rA(%'fc4M)E,7p^^xw<|(7rA(A;r1)e",7rA(afc2)7rA(/')e) - (wwcw^$<<x<< 
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Notons ®N,Y,Q1,Q2,w(g') et &Y,Q1,Q2,w(g') les termes obtenus en remplaçant 
<I>(e,k\ak2,gf,A) par ^ (e ,k iak2 ,g ' ,A) dans les définitions de QN,Y,Q1,Q2(g') et 
3>y,Qi,Q2G/)- D'après ce qui précède, 3>(e, kiak2,gf, À) — 3><u,(e, kiak2,gf, À) est borné 
par la somme de 

<*Q2(a) |(7rA(A;r1)e",7rA(afc2)7 (7TA(0(a,A:4A;2))e,7rA(^3)-1A:,)e,)| 

et de 

5Q2(a')-1/2Hi2(«,V(a/);?7Ar-b|(^(A;r1)e",7rA(afc2)7rA(/')e)Q2,A|. 

Si on oublie les termes AT b un calcul analogue à celui utilisé dans la preuve de (2) 
conduit à des majorations 

|*tf,y,Qi,Q2(0 ) ~ ^N,Y,Q1,Q2,w(g ) | NR* 

\VY.QI.Q<<XÁ9 ) - Ф у , с ? 1 5' 
jyR8jy|i?8 

pour un certain réel Rg. En réintroduisant le terme N~b, où ò peut être quelconque, et 

en se rappelant que l'on suppose |Fj <C N, les deux expressions ci-dessus sont majorées 

par N~b pourvu que ec\ soit assez grand. Le bilan est que, pour démontrer (5), on peut 

y remplacer §N,Y,Qx,Q2(g') et ^Y,QuQ2(gf) par ^n^q^q^WW) et $Y,QuQ2,w(g')-

On a 

w(e1k1ak2ìg'ì\) 
neW(0(L2)\G\L),s2eW(L2\G\L) 

$SuS2(eik1ak2,g',\), 

où 
&Sl,s2(e,k1ak2,g'i A) = 

e(Q)2,Sl\SlQs^((Sl^JQ2sJS2QS9-1((s2T)S2A)o7{52)7rA(A;1JQ2sJS2QS9-1((s2T)S2 

(JQ2sJS2QS9-1((s2T)S2A)o7{52)7rA(A;11)e//, JQ iS2gs-i((52T)S2A)o7(52)7rA(afc2)7rA(/,)e)L2. 
' ^ ^ —2,so ^ 

Au moins formellement, on peut décomposer de même $N,Y,Q1,Q2,w(g') et $Y,Q1,Q2,w(g') 
en somme de termes $N,Y,Q1,Q2,s1,s2{g') et ^ q ^ q ^ S ! , * ^ ' ) - Il y a un problème de 
convergence car les opérateurs d'entrelacement peuvent avoir des pôles. Ce problème 
disparaît grâce à la multiplication par la mesure de Plancherel. En effet, soient 
si G W(0(L2)\G\L) et s2 G W(L2\G\L). On a 

(11) pour e fixé, la fonction ra(rA)<I>Sl)S2(e, kiak2,gf, À) est combinaison linéaire de 
fonctions qui sont elles-mêmes des produits / i (a ' , A)/2(a, X)fs(ki, k2, k3j k4, A/)/4(A), 

où 

/ i(a, ,A) = 5Q2(a/)-1/2 (Ind iO(L2) 
9(L2)nsiQs~ 

I((SIT)SIA, 0(a/))ei,ei)w<<<x 

pour des éléments ei,ei G w 4(L2) 
0(L2)nsiQs~\<xsir x<' 

/2(«,A) ^Q2(a )1 /2 (4nd^^^w<-x ( ( s2 r )S2A, a)e2)<x<w 

pour des éléments e2,eó G <x L2 

L2ns2Qsn ,s2r ' 
/3 est une fonction localement constante des variables fci, fc2, k3, k4 et k1 ; 
/4 est une fonction C°° de A. 
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La preuve est la même qu'en [14] 6.6(10). Le point central est le suivant. Soient 

ei G wc< et e[ <x 
Q2,s-, ,SlT* Posons 

jQ2,s2(A) = {e^ JQ ÌS2QS2({S2T)S2X) о ч^ег). 
Définissons de même des fonctions 

^2 s —2,32 
(A), J0(Q)2)S1 (A) et Je(Q)2yS, (A). Alors la 

fonction 

A rn(TX)je{Q)2,S1 (A)JQ2,S2 (A)jq2 (A)jö(g)2 si (A) 

est G°° sur iWL. Cela résulte de la preuve du corollaire V.2.3 de [9]. 
Grâce à (11), les termes ^N,Y,Q1,Q2,s1,s2(g') et ®Y,QuQ2,Sl,s2(g') sont bien définis. 

On peut fixer si et s2 et il nous suffit d'établir la majoration 

(12) \$N,Y,QuQ2,suS2(9f)\ < N~R et |$y,Qi,q2,SI,S2(</)I < W"Ä. 

Posons s = sis2 1. Supposons d'abord 

Hypothèse. — Il n'existe pas de sous-groupe parabolique Q' — L'U' de G tel que 
Q s C Q ' C G, 0(Q') = Q' et s G WL'. 

Dans ce cas, on exprime m(Tx)$Sl,s2(e, kiak2,g\ À) comme dans l'assertion (11). 
Quitte à multiplier /4 par $N,Y,Qi,Q2,s1,s2(gf) s'écrit comme combinaison linéaire 
d'intégrales 

*N,Y = 
' K * K wx< <x<< 

/i(a', A)/2(a, A)/3(fci, fc2, fc3, k4, k')f4(\) 

KNikiak^D^Sn, n (a)d\dadki dk2. 

Pour tout x G L2, choisissons des éléments l(x) € s2L(F)s21, u(x) G L2(F) D 
s2Un(F)sô1 et &(#) G K2 de sorte que a: = l(x)u(x)k(x). On a l'égalité 

/2 (a, A) 
^2 

/£(a, x)exp((s2A)(i7L2ns2Qs-i (xa)))d^ 

où 

f!1{a,x) = 6Q2{a)-1/2 KL2 
L2C\s2Qs2 

^(^m))1/2(e,2(x),(52r)(/(xa))(e2(A;(M)))<x.<< 

La fonction /i(a ' ,À) s'exprime de façon analogue : L2 et a doivent être remplacés 
par 6(L2) et 0(a'), et il y a un signe — dans l'exponentielle car a' intervient dans le 
premier terme du produit scalaire et non dans le second. Alors 

VN,Y = 
K K 'Ad(F) + JO{K2) < 

fi(a', y)f2(a, ^ /3 (^1 ,^2 , k3, fc4, k')f5(xa, y0(a')) 

KN(kiak2)D(a)SQ1,Q2(a)dx dy dadk\ dk2w<, 

où 

fb(xa,yO(a!)) 
iU*LF 

KN(kiak2)D(a)SQ1,Q2(a)dx dy dadk\ dk2KN(kiak2)D(a)SQ1<x 
KN(kiak2)D(a)SQ1,Q2(a)dx dy dadk\ dk2KN(kiak2)D(axcww<x 

wx< 
U(\)exp(\(axa,y6(a'))))d\ww<<, 
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où 
((xa,yB(a')) = s2"1(HL2ns2Qs~1(Xa)) - Sll(Ho(L2)nslQs~1(yB(a'))). 

Montrons que 
(13) si e est assez petit et Cl est assez grand, on a 

1((xa,yB(a'))1 »N'I)/2 + IHc(a)1 

pour tous x, y, a, kl , k2 intervenant dans WN,Y avec SQl,Q2(a) =1= o. 
On pose (= HAd(a), (' = HAd(a'). On a xa = aa-lxa, d'où 

H L2nS2QS~1 (xa) = H L2ns2Qs~1 (a) + H L2nS2QS~1 (a-lxa). 

Parce que x E K 2 C L2 (F), on a une majoration 

a(a-lxa) «sup{a((); a E ~L2}. 

La condition a~~((,eY) = 1 entraîne a(a) «elYI pour a E ~L2. D'où a(a-lxa) « 
elYI, puis IHL2ns2Qs~1 (a-lxa)1 «eIYI· Pour la même raison, on a 

IHL2ns2Q8~1(a) - HL2(a)1 = IHL2ns2Qs~1(a) - (L21« elYl, 
d'où 

IH L2ns2Qs~1 (xa) - (L21 « elYl· 
Rappelons que a' k;;lB(l')-lakil. Les termes k3, k4 appartiennent à K2' B(l') 
appartient à L2(F) et vérifie une majoration a(B(l')) « Clog(N). On en déduit une 
majoration a((') « Clog(N) + elYI pour tout a E ~L2. On démontre alors comme 
ci-dessus 

IHO(L2)n81Q8~1(yB(a')) - HO(L2) (B(a'))1 «Clog(N) + elYI· 
De la définition de a' rappelée ci-dessus résulte que 

IHoCL2 ) (O(a')) - HOCL2 )(B(a))1 «Clog(N). 

Puisque HO(L 2) (B(a)) = B((L,}, on obtient 

IHo(L2)nslQs~1 (yB(a')) - B((L2)1 « Clog(N) + elYl· 
De ces calculs résulte la majoration 

(14) I((xa, yO(a')) - s2"1(L2 + sllB((L2)1 « Clog(N) + elYl. 
Pour tout sous-groupe G' de G stable par conjugaison par Ad, notons ~C' l'ensemble 
des racines de Ad dans g'. Montrons que 

(15) l'un au moins des ensembles s2"l (~Ul) n sllB(~Q2) ou s2"l (~Q2) n SllB(~Ul ) 
est non vide. 

Supposons que le premier ensemble est vide. Alors s2"l(~Ul) C sllB(~U2), ou 
encore sUls- l C B(U2). Pour deux sous-groupes paraboliques P' = M'U' et P" = 
M"U" de G, les inclusions U' c U" et P" c P' sont équivalentes. Donc B(Q2) C 

SQlS-l. Le sous-groupe parabolique B(Q2) est standard, donc aussi SQlS-l. Mais QI 
est lui-aussi standard. Deux sous-groupes paraboliques standard n'étant conjugués 
que s'ils sont égaux, on a QI = SQls-l, donc s E W L1 . L'inclusion B(Q2) c SQlS-l 
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devient 0(Q2) C Q\. Supposons que le second ensemble de (15) soit vide. Un calcul 
similaire montre que s G We(<Ll\ Posons Q' = VU' = Qi n0(Qi). On a alors Q2 C Q' 
et s G WL . Cela contredit l'hypothèse sur s. D'où (15). 

Supposons par exemple le premier ensemble ci-dessus non vide. Soit a un de ses 
éléments. On a 

KN(kia 
D(a)S s2a)(0-(s2a)(CLnj< 

où CLa est la projection orthogonale de £ sur ^âA2d- Parce que s2a G TF1 et 

<^(C,^)TQi(C - YQl) = 1, on a (s2«)(C) > M - Parce que <r^(C,e^) = 1, on a 

|(s2o;)(Cz'2)| « e|F|. Il existe donc c4 > 0 tel que 

«0*2 a 2 ) » ( l - c 4 e ) m w < x 

On a a(sJ"1^(CL2)) = (#sia)(C£,2)- L'élément 9s\a appartient à YP2. Sa projection 
sur fô£2 est une combinaison linéaire à coefficients négatifs ou nuls d'éléments de 
A - AL2. Donc 

KN(kiak2)D(a)SQw< 

D'où 

«(s2_1a2 - s^0(a2)) » (i - c 4 £ ) i n < x < 

a fortiori 

k21Cfa -*r1e (Cg , ) l»( l -C4e ) | y | .<x< 

On a aussi 
KN(kiak2)D(a)SQ1 

Kg - 9(CG)\ » ICgI 

D'où 

I ^ C l , - * ! - 1 ^ ) ! (1 - c4e)\Y\ + |Cg|. 

Un raisonnement analogue, avec la même conclusion, vaut si le deuxième ensemble de 
(15) est non vide. La minoration que l'on vient d'obtenir, jointe à (14) et à l'hypothèse 
|V| > ciiV*?, démontre (13). 

Le terme f^(xa^y6(a')) est la valeur au point ((xa,yQ(a')) de la transformée de 
Fourier d'une fonction C°° sur iÏÏ*L F. Cette transformée de Fourier est à décroissance 
rapide. Grâce à (13), pour tout entier 6, on a une majoration 

|/5(sa,y0(a')) <x<<x^$w<<xcc + \HG(a)\)-b 

pourvu que e soit assez petit et c\ assez grand. D'où 

KN(kiak2)D< 
K K x<x 0{K2) K2 

SQ1,Q2(a)dxdydadkiSQ1,Qdx<x<< 

(1 + \HG(a)\) BKN(kiak2)D(a)SQ1,Q2(a)dxdydadki dk2. 

On n'a aucun mal à montrer qu'il existe RQ tel que l'intégrale soit essentiellement 
bornée par NRç>. Puisque b est quelconque, on obtient la première majoration de 
(12). La seconde s'obtient de la même façon. Le seul changement est que, dans 
l'intégrale ci-dessus, KN{k\ak2) est remplacé par û(a, Y). L'intégrale est alors majorée 
par j V ^ i y ^ 9 et il faut utiliser la majoration | y | <C c2N pour conclure. 
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Supposons maintenant que l'hypothèse imposée plus haut à s ne soit pas vérifiée. 
Dans ce cas, on va montrer que ®N,Y,Q1,Q2,s1,s2(gf) = ^Y,Q1,Q2,sus2(gf) = 0. D'après 
la définition de ces termes, il suffit de prouver 

(16) pour À G iÏÏ*L Fl a G Ad(F)+ et fci, k2 G K, on a 

KF, 
$slìs2(e,k1ak2ìg,,\) = 0. 

On note X(X) la somme ci-dessus. C'est la restriction àmQ(g)uw d'une fonction 
méromorphe sur ($£ ®R C)/zS^ F. Il suffit de démontrer qu'elle est nulle en un 
point À général. On peut donc supposer que tous les opérateurs d'entrelacement qui 
apparaîtront ci-dessous n'ont ni zéro ni pôle en À. On a une égalité 

$SuS2(e,k1ak2,g'i A) = 

(Je(Q)2,ei\slQs7l((SIT)*!A) O 7 ( * I ) O 7rA(0(a'k4k2))e, e,)6^ 

(C2: w< 
—2,s2 

I^Q^1 ((s2 )̂S2a) o 7(̂ 2) o 7rA(afc2)7rA(/')e) 2 

pour des éléments e\ € <x< 
2,si ,SIT 

et e2 G <x< 
2,s2 )*2l" 

On a 7r A (fc 2 W/') = 

7 Г А ( / > А № ) ) , Où / " est défini par f"(g) = /(fcjVfàî))- Posons = 

{7rA(0(fc2))e;e€ C ' } - C'est encore une base orthonormée de ($CQ T)
KF/ (rappelons 

que Kf est distingué dans K) et on a 

X(X) = 

e€0„ f 
(Jem 2,sx \siQsi 1 ((«IT).iA) o 7(*i) ° ffA(0(a'*4))e, ei)«<Lî> 

(62 w< 
-z, s2 

SQ1, ((52r)S2A) o7(s2) o7TA(a)7rA(//)e)L2. 

Il existe une fonction j \ (A) qui est méromorphe (au même sens que ci-dessus) et telle 

que 
Je{Q)2,sl\s1Qs-1 ((sir)SlA)o7(si) = 

Jl(A)̂ (Q)2)S1| \sQ2s2 s-i((5ir)SlA) 07(3) 0 \s> \s2Qs~1 {(s2r)S2x)oj(s2) 

L'ensemble 
<x< 
x<< 

-2,s2 

K 1 
|S2Os-1((s2T)S2A)o7(s2)e;e € ' 

est une base de 
<x< 
n^ù —2,s2 

,«2T <x Les propriétés d'adjonction et de composition des 

opérateurs d'entrelacement entraînent qu'elle est orthogonale et que tous ses éléments 
ont la même norme. Notons ?2(A) cette norme et divisons tout élément de la base par 

'MA). On obtient une base orthonormée de <x< 
x<< 

-2,s5 
,S2T 

)Kf que l'on note <x< 
On 

a l'égalité 

x(x)=mm 
K 

=60, ' 

(J9(Q)2,sl|sQ2a »-i((sit)Sia) °l(s) >Indg 
—2, S; 

((s2r)S2A,%/fc4))e,ei) 9(L2) 
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(es wc< 

-2, si 
((s2r)S2A,a)Indg 

•2,s2 
((s2r)S2A,/")e)L2 

Maintenant, le groupe Q n'apparaît plus. Pour simplifier les notations, on peut 
supposer s2 = 1 et Q = Q2 . Alors s = s1, Q C Q2 et l'expression précédente se 

simplifie en 

X(X)=j1(X)j2(X) 

ee 
<x 

(Je(Qh,s\sQs-i ((sr)sx) o 7(s) o 7rA(̂ (a,fc4))e, e ^ 2 ) 

(e2,7rA(aW/>)L2w<. 

Puisque l'hypothèse indiquée plus haut sur 5 n'est pas vérifiée, on peut fixer un sous-
groupe parabolique Q' = VU' de G tel que Q2 C Q' C G, 0(Q') = Q' et s G WL'. Les 
deux sous-groupes paraboliques 0(Q)2,S et sQs-1 sont inclus dans Q'. Introduisons 

la représentation ir' = Ind^/HQCoOj que l'on réalise dans ^jynQ,r- On Peu^ identifier 

r à $Cq, ?7r/. Modulo cette identification, on définit une forme sesquilinéaire B sur 2,7rA(aW/>)L2 

SQ1,Q2(a)wx<x par 

B(e',e) = (J,(g)2)S|sQs-i((sr)sA) o 7(s) o 7rA(^(a,A:4))e,ei)^2)(e2,^(^^(ne)1'2. 

Alors 

X ( À ) = t r e s e s ^ / " ) ) - w < x 

Pour prouver que cette expression est nulle, on va utiliser le lemme 1.4, ou plutôt sa 

variante « unitaire » évidente. Posons Q' = Q'Od, L' = L'Od- Puisque 6(Q') = Q', Q' 

est bien un sous-groupe parabolique tordu de G, de Lévi tordu V. Il est différent de 

G. La fonction / " coïncide avec /g , où / " est définie par f"(x) = /(^2~1^A:2). Cette 

fonction f" est très cuspidale. Il reste à vérifier que B vérifie l'hypothèse (H)od de 

1.4. Il suffit pour cela de montrer que, pour e, e' G ffc^y, B(e',e) ne dépend que de 

la restriction de e et e' à KnQf(F). Introduisons l'espace ^L'n0(Q)2 s - ^n dispose de 

l'opérateur 

JL'nO(Q)2,s\L'nsQs-1 ((sr)sx)o-f(s) <x 
<x '<~iQ,t 

<x 
x< wxbn^$<<< 

x<x<<x<<x 
On vérifie la formul< 

B(e',e) = ôQ,{e{a'ki))-1IHQ,{a)-1'2 

>K2 
((JL>ne(Q)-, .\L>nsOs-i((ST)s\) °7 ( s ) o7r'(6'(a'A;4)(e'(l)))(a;),ei(a;))da; 

'K2 
(e2(y),(n'(a)(e(l)))(v))dy. 

Donc B(e\ e) ne dépend que de e(l) et e ' ( l) . On peut donc appliquer le lemme 1.4 (ou 
plutôt sa variante) et on conclut que X(X) = 0. Cela prouve (16) et la proposition. • 
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Erratum. — La preuve de la proposition 6.6 de [14] contient une erreur : la 
minoration (11) de cette preuve n'entraîne pas la majoration \fr)(xm'^ym)\ <C N~D 
mais seulement \f^(xm',ym)\ <C \og(N)~D. On doit remplacer (11) par une 
minoration \Ç(xm',ym)\ > N£ pour un e > 0. Pour l'obtenir, il suffit de remplacer 
la condition cilog(iV) <C a(Y) pour tout a de l'énoncé de la proposition 6.6 par une 
condition ciN71 <C &(Y) où 77 est un réel fixé tel que 0 < r/ < 1. 

6.6. Un résultat extrait de la formule des traces locale tordue. — Pour 

i = 1,..., 4, soit e< G CK^QT. Soient ip G C™{itt*LiF) et 7 G 0 . Posons 

$Y((e»)t=i,...,4,¥>) 
JG{F) i<a*L,F 

m(TX)(p(\)(7rx(0(g))e1,e2)(e3,nx(g)e4)û(g,Y)dgd\<x< 

Soit L' G tel que 1/ contient L. Posons 

W1' = {te L'(F)',6i(AD) = AD}/AD(F), 

WV(L) = {teWL';6t(L) = L}/WL.w<< 

On représente tout élément t G WL sous la forme t = Wd, où t G KC\Norm.G(F)(Ad). 

Pour tout f G WL (L), l'automorphisme 0f agit naturellement sur &L et son ensemble 

de points fixes contient Notons WL (L)Teg le sous-ensemble des t G VFL (L) 

tels que cet ensemble de points fixes soit égal à Considérons un tel élément t. 

On définit la représentation 0f(r) de L(F) par 0^(r)(l) = r(0^'1(l)). Notons Ag(t) 

l'ensemble des À G i*€tL tels que 0^(rx) ~ rx. Il est stable par translations par i(âyL F + 

iS^ , . Soit À un élément de cet ensemble. On définit un signe eTx(ï) de la façon 

suivante. Introduisons l'ensemble E£ des racines de AL dans On le munit du sous-

ensemble « positif » formé des racines dans V fl q. A chaque racine, on peut associer 

une mesure de Plancherel ma(rx). Notons nL (t) le nombre des racines a G telles 

que a > 0, 0^(a) < 0 et ma(rx) = 0. On pose eTx (t) = (-l)n №. Introduisons 
l'opérateur d'entrelacement normalisé 

RQ\0i(Q)(T\) 
SQ1,Q 
2(awc< 

Q\0i(Q)(T\ 
Q\0i(Q)(T\ 

Ici, la normalisation choisie n'a pas d'importance, pouvu que cet opérateur préserve 
les produits scalaires. Fixons un automorphisme A(T\) de l'espace de r tel que 

rx(l)oA{TX) = A(rx)o0i(rx)(l) 

pour tout Z G L(F). Définissons un opérateur 

A(rx,t) w< 
x<x 

<c<<c<x 
<xc<<<x< 

par 

(A(rx,t)e)(k) = A(TX)oe(6(t-1k) 
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pour tous e G ÏKQT, ke K. Pour Q' = VU' GQ\0i(Q)(T\w<<x posons Q(Q') = (L' n Q)U'. 

C'est un élément de £P(L). On définit les deux fonctions /I I—• ji',4(t, A, //) et /I »-> 

,2,3 (t, A, /i) sur ifâjF, par 

.1,4 (f, A, /i) (•RQ|DT-(Q)(RX)^(RX,*)EI, Jq(q/)|q(ta) 1^Q(Q0IQ(TA+^)e4)5 

•2,: 
& A , M ) = (JQ(Q')IQ(ta) 1^Q(Q,)IQ(rA+M)e2^Q|0T-(Q)(rA)^(rA ,*)e3). 

Les familles CF~'4 (t, A))q,G£>(£,) et •2,3 
Q7 

A))q,g^^,>) sont des (G, L')-familles. Notons 

(c7Q'(^ ^))q'g^(L') la famille produit : 

^ Q / ( F , A , / I ) • 1,4 (f, A, /x) •2,3 (f, A, /i) 

Comme à toute (G, Z/)-famille, on peut lui associer la fonction </£/(£, A, /x), puis le 
nombre ^i,{t,\) = c/i,(t, A,0). Admettons que ce nombre soit fonction G°° de A. 

Posons 

*((et)t=I,...,4,<P) : 

L'e£ô;LcL>teWL'(L)reg 

I D E T A - ^ I ^ / G - J - 1 

Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\ 

eTA(t) 
<x<< 

^(A + x ) A / ( * , A + x)dx 

Pour tout entier A: G N, fixons une base %k de l'espace des opérateurs différentiels sur 
à coefficients constants et d'ordre < k. Posons xcvn 

M * = 8up{\x<p(\)k A g m*L,x g 

Introduisons l'espace PolExp des fonctions $ sur ^Âd,F ®% Q vérifiant la condition 

suivante. Soit 91 C F ®z Q un réseau. Alors il existe un ensemble fini S$ C 

itt\Jitâ* (où $V est l'ensemble des A G S*^ tel que X(Y) G 2ttZ pour tout Y e 91) 

et, pour tout £ Gxbvw<<il existe un polynôme p ^ sur îŜ d de sorte que 

$ ( Y ) 

<c< 

Q\0iWX<<)(Twx<<\< 

pour tout Y G 91. Un tel développement est unique. On pose c#j0($) = P$,o(0) 

Proposition 6.4. — (i) La fonction A i-> j / ^ , (F, A) est G°°. 

(ii) J/ existe une unique fonction 3>(ei)i=i,...,4,^ ^ PolExp de sorte que 

(a) pour tout réseau 91 C ^ÂdlF ®% Q> 

lim p i ^ ( 
k—> oo fc 

(^(eOi=i 4,<p) 1 *((et).=I,...,4,^); 

(b) po?/r towt R > 0, il existe un entier k et une constante c > 0 dépendant de R 

et des d mais vas de cp, de sorte que 
Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\wxQ\0i(Q)(T\x<x 
Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T<x\Q\0i(Q)(T\<x<< 

poîzr toitt Y G 2). 
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Démonstration. — L'existence d'un élément de $(ei)i=i,...,4,¥> ^ PolExp vérifiant la 
propriété (ii)(b) est le lemme 3.19 de [13], précisé par la relation 3.19(1). Un tel 
élément est forcément unique. Le corollaire 3.24 de [13] calcule 
limfe^oopi ^0(Ф(е.).=1 4?Vp), mais exprime cette limite sous une forme différente de 
celle que l'on veut. Dans la preuve de la proposition 3.24 de [13], on montre qu'après 
sommation sur un certain ensemble de quadruplets (ег)г=1,...,4, ces deux formes sont 
équivalentes. En fait, la même preuve vaut pour un quadruplet fixé. Cette preuve 
démontre en même temps l'assertion (i). • 

6.7. Utilisation de la formule des traces locale tordue. — Revenons aux 

données de 6.5. Pour g' G G(F) et Y G 2), on a défini 3>y(<7') dans ce paragraphe. 

Soit V G £G tel que L C L' et soient t G W1'(L)reg et A G Ag(t). On définit les deux 

(G, L')-familles suivantes. Pour Qf G @(L') et /x G ifâ^,, on pose 

JQ,(t,\,ii) 

Q\0i(Q) 

(^с\в^с)(гх)А(тх,1)е, JQ(Q>)\Q(T\) 1JQ(Q>)\Q(T\+i1)7r\(f')e), 

^Y{g')-49f)\^cj{g')kEG{gf)\Y\-Rwx<x<^Y{g')-49f)\^cj{g')kEG{gf)\x<^Y{g')-49f)\^cj{g')kEG 
Posons 

(jd)ç, (£, A, G',FJ)= JQ, (T, A, FI)DÇF (B, A, G'', / /)CQ, (/i). 

La famille ((jd)Q,(t, A, #'))<§'e es* une (G, Z/)-famille et on lui associe le nombre 

(jd)if(t,\,gf). Le (i) de la proposition du paragraphe précédent entraîne que ce 

nombre est fonction G°° de A. On pose 

ад = 
L'eZG\LcL>tewL'{L)veg> 

I d e t a - ^ / ^ r 1 x b b 

Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\wc< 
eTX (t) 

4Y2* 
lUL',F 

y\^Q\eI(Q)(rx)A(Tx,t)nx(gxw<x<xx< 
y\^Q\eI(Q)(rx)A(Tx,t)nx(g^n,;:<x<<x 

Proposition 6.5. — Pour tout réel R > 1, il existe un entier k > 0 tel que Von ait une 
majoration 

\^Y{g')-49f)\^cj{g')kEG{gf)\Y\-Rwx<x< 

pour tous g' eG(F) et Y G 0 . 

Démonstration. — Fixons un sous-groupe ouvert compact K0 de K, conservé par 
l'automorphisme 0, et qui fixe e". La fonction g i-> û(g, Y) est biinvariante par K. 
Dans la définition de $y(</) donnée en 6.5, on peut remplacer g par kg pour k G Ko, 
puis intégrer en A;, en divisant l'expression obtenue par mes(i^0)- Cela remplace 3>y (gf) 
par une expression analogue, où ir\(gr)e' est remplacé par 

mes (ifo) 1 
'Ko 

7T\(kg,)e/dk. 
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Fixons une base orthonormée tâg1 de {9CQT)K°. Le terme ci-dessus est égal à 

e0€<c 

(eo^\(gf)ef)e0.w< 

De même, pour e G 
wx< 
,m^< , on peut remplacer 7r\(ff)e par son expression dans la base 

<<x 
^p 

On voit alors que 

*Y{9') = 

<Q\0 
^0 
w< e0e<8 *0 

<x 

$ y (e, e0, e", e4, <£e,eo,e4,(7')> 

où 

^e,e0,e4,5Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\Q\0i(Q)(T\ 

La proposition du paragraphe précédent nous fournit une fonction 

<x<< 

e,e4£ 30 <x<c 

^(e,e0,e,,,e4),̂ e)e0)e4)a/-

Elle appartient à PolExp. Le (ii) (b) de la proposition nous dit que, pour tout réel 
R > 1, il existe un entier k et une constante c > 0 indépendants de g' telle que 

\*Y(g') ~ *g'(Y)\ < C8Upeieo^\(peie0te^gf\k\Y\ R 

pour tout Y G CD. On montre que 

suPe,e0,e4 |<Pe,e0,e4,p/1, « a(g')kEG(g'). 

cf. [14] 6.7. La majoration précédente devient 

( D | < M < / ) ^Y{g')-49f)< m(5')fcsG(5')L^RFL. 

Montrons que cela entraîne que $g> est constante. Pour cela, on peut fixer g'. Fixons 
ci et C2 vérifiant les conditions de la proposition 6.3 pour rj = 1/2. Pour Y G 2), notons 
iVy la partie entière de 2 c ^ | Y | + 1. Soit Y' G 2> tel que |Y - Y ' | < |Y | /2 . Si |Y| 
est assez grand, les deux couples (Ny,Y) et (Ny,Y') vérifient les conditions de la 
proposition 6.5 (et on a aussi cr(gf) < Clog(TVV)). Cette proposition appliquée aux 
deux couples entraîne 

\ ^Y(g ' ) -^Y ' (g ' ) \ ^NyR^\Y\ -R<x<.w<c 

Grâce à (2), on en déduit 

I<MY)-<MNI<<Q\0i (Q)(T \M-R<< 

Or un élément de PolExp qui vérifie une telle majoration pour tout Y G 2) tel que 
\Y\ soit assez grand et tout Y' G 2) tel que \Y - Y'\ < \Y\/2 ne peut qu'être constant. 
Cela prouve l'assertion. 
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Puisque $g' est constant, sa valeur n'est autre que c^0($g>) pour tout réseau 
91 C F <8>z Q- L'assertion (ii)(a) de la proposition 6.4 implique alors que cette 
valeur est égale à 

e,e4G D9 wcv< 

$(e,e0,e//,e4,v9e5e0je4,^) 

Mais on reconstitue aisément cette somme : c'est ̂ $ùw<c<<ww Alors la majoration (1) devient 

celle de l'énoncé. 

6.8. Simplification de $(g'). — Soit L' G £G tel que L C V. Fixons S' = VU' G 

${V). Notons A.gell l'ensemble des À G iU*L tels que la représentation IndQnL,(rA) 

s'étende en une représentation elliptique de L'(F). On a décrit ces représentations 
en 2.4. Pour tout élément À de cet ensemble, fixons un prolongement unitaire â\ de 
IndQnLf(r\) à Lr(F). A cette représentation est associé un caractère pondéré (<7A,.) 
sur G£°(G(F)), cf. 1.9. La représentation TT\ = Indg(TA) s'identifie à l'induite de 
S'(F) à G (F) de la représentation précédente (remarquons que, pour les groupes 
linéaires, toutes ces induites sont irréductibles). Du prolongement fixé à\ se déduit 
un prolongement TT\ de 7rA à G (F). 

Remarquons que Agell est invariant par translations par &\+x = (^a&\+x + iW^,. On peut 

supposer et on suppose que, pour x G iffî^ F +&\+x = (^a &\+x = (^a)x- Rappelons que 

l'on a noté a^, la dimension de et que, pour tout À G A g elv on a défini un entier 

s(à\) en 2.4. 

Lemme 6.6. — Pour tout g' G G (F), on a l'égalité 

(^Q/(^'/^'5,/'/I 

(^Q/(^'/'/I))Q,G^ 

(-1)"*<x 

5,/'/I))Q,^ (/^'5))Q,G^< 

2-s{ax)-aL<, 

Mb,* 
(7rA+x(^)e,/, nx+x(g')e')J$,(vx+x, / M A + x)d*.< 

Démonstration. — Fixons L' G(^Q/(^'/^'5,W tel que L C L', i £ xvbnw<(L)reg et À G 

Ag(t). Considérons le terme (jd)i,(t,\,g') du paragraphe précédent. Remplaçons 

dans les définitions des (G, L')-familles les opérateurs d'entrelacement par des 

opérateurs normalisés. Cela remplace la famille produit ((jd)Q,(t, \ g ' ( L 1 ) 

par un triple produit ((JGJC)Q,(£, À, g', AO)Q'(E#>(L')' ou maintenant les familles 

(JQ'(t> /^/X))Q'G#>(L/) ET (^Q/(^'/^'5,/'/I))Q,G^(L/) sont définies à l'aide d'opérateurs 

normalisés et (CQ/(£, A , ^ ' , / / ) ) ^ , ^ ^ , ) est formée des facteurs de normalisation. On a 

donc maintenant 

JQ,(t,À,//) 

(^Q/(^'/^'5, 

(^Q|^(Q)(n)^(rA,t)e,i?Q(Q,),Q(rA)x<<i?Q(g,)|Q(rA+M)7rA(//)e)< 
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Puisque OI(T\) = rA, la représentation Ind£/nQ(TA) s'étend en une représentation 

irréductible de L'(F). Celle-ci n'a pas de raison d'être elliptique, mais on peut tout 

de même définir comme avant l'énoncé les représentations à\ et 7rA. Considérons 
l'opérateur 

iÎQ|^(Q)(rA)i4(rA,*). 

En revenant à sa définition, on voit qu'il vérifie 

7rx(g)RQ\ei(Q)(rx)A(rxit) = RQ\Ql{Q)(Tx)A{Tx,t)>Kx{0(g)) 

pour tout g G G (F). Mais 7rA(0d)_1 vérifie la même propriété. Puisque 7rA est 
irréductible, les deux opérateurs sont proportionnels. Puisqu'ils sont tous deux 
unitaires, il existe un nombre complexe z de module 1 tel que 

(^Q/(^'/^'5,/'/<<I))Q,G^(^Q/(^'/^'5,/'/I))Q,G^ 

L'ensemble {nx(0d)e;e G <Ègf'} est encore une base orthonormée de <x<x KF, 

Notons-la >X< Par le changement de variables e i—• 7rA(0d)e, on obtient 

jfg,(t,A,//) = 
K , 

{ze, RQ(Q>)\Q(TX) 1i?Q(Q0|Q(rA+M)7rA(/,)7rA(^)e). 

En se rappelant que f'(g) = f(gOd), on vérifie que 

*x(f')*x№ = frA(/). 

Alors 
JQ,(i,\,n) = ztT&ce(RQ{Q,)ÌQ(Tx) 1^q(qoiq(ta+m)^a(/))-

On peut encore remplacer le sous-groupe parabolique Q par Q(S'). En effet, les 
propriétés de composition des opérateurs d'entrelacement entraînent que 

JQ,(t, A,//) - ztTQce(RQ{Qf)\QiSf)(rx) 1RQ(Q>)\Q(s>)(T\+»)r(x^)ïï\(f)), 

où on réalise maintenant 7rA dans XQ(S'),T ê  °ù 

r(A,/x) = RQ(S')\Q{T\+IA)RQ(S')\Q(T\) 

Cet opérateur ne dépend pas de Q' et une propriété familière des (G, L')-familles 

entraîne qu'il disparaît quand on calcule le nombre associé Ji,(t, A). Autrement dit, 

si on définit une (G, V)-famille<xwcvx<<vvv ̂ ) ) Q ^ ^ ( L / ) Par 

j'ô,(t, A,//) = ztTace{RQIQF)\Q{SF)(TX) 1RQ(Q>)\Q(S>)(R\+»);K\(f))I 

on a l'égalité Ji,{t, A) = A). Mais on reconnaît ce dernier terme en se reportant 

à la définition de 1.9. On obtient 

jL,(t,\) = zJ%t{âxJ). 

Si Q" = L"U" G £ ^ ( ¿ 0 » Ie même calcul vaut pour les (L", Z/)-familles déduites, 
c'est-à-dire que l'on a 

j f ; ' (T ,X )=z j f ; ' (Ax j ) .<x<c 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



88 J.-L. WALDSPURGER 

On se rappelle que / est très cuspidale. D'après le lemme 1.6(i), le terme ci-dessus est 

nul si Q" G. En appliquant les formules de descente habituelles, on obtient 

(jdc)f,(tyXi9') iL/(t,X)df/(tyXig,)c(l,/(X)y 

où Q' est un élément quelconque de £P(L'). On vérifie que c~. (A) = 1 et 
Li 

dî(t,\,g') (e", RQÌ9ÌÌQ)(TX)A(TX, t)nx(g')e') 

--(e",z*x(OdrlTrx(g')e')-- z(nx(Od)e",nx(g')e') 

Les termes zz disparaissent puisque z est de module 1.Toujours d'après le lemme 

1.6(i), le caractère pondéré jÇ(âx,f) est nul si âx est une induite propre, ce qui 

éauivaut à ce Qu'elle ne soit vas eUrotiaue. On a obtenu 

(jdc)L,(t,X,gf) 
(nx(0d)e",7rx(g')eVÌXtxj\<x<< 

0, 

(^Q/(^'/^'5,/'/I))Q,G^ 

sinon. 

Il reste à remarquer que pour tout XeAg elv il existe exactement un f G WL (L)reg 

tel que A G A0(t) et que, pour ce £, on a |det(l - %)|gM/s£/| = 2s(<^)+a£'. Ces 

propriétés se vérifient aisément sur la description de 2.4. Cela achève la preuve. • 

6.9. Évaluation d'une limite 

Lemme 6.7. — On a l'égalité 

lim JLÌO,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F] 

Lfe£ò;LcL' 

(-1)**' 

(^Q/(^'/^'5,/'/I))Q,G^X<< 

(^Q/(^'/^'(^Q/(^'/^'5,/5,/'/I))Q,G^ 

wx^ 

O,N,C(@PJ) = IÌ 
%1:Ì&L,F]WC<< 

Démonstration. — Considérons la définition de JL O,N c(®pi f) donnée avant le 
lemme 6.2. Un calcul formel montre qu'elle ne dépend pas du choix de la base 
orthonormée ÏBQ1 , ni de celui du groupe Kf pourvu qu'il soit assez petit. En faisant 

entrer la sommation en e dans la dernière intégrale, on peut même remplacer ^Bgf 

par une base dépendant de A. Soit 7 l'élément de G(F) tel que y = ^Qd. On a 

les égalités f(g) = f(gy) = f(g^6d) = f'(gi) pour tout g G G (F). On peut donc 

supposer que Kf = 'yKfj-1 et remplacer fâ^1 par 

{7rA(7)e;eG <B*f'}. 

On a 7rA(/)7rA(7)e = ir\(f')e, et ^x(0y(g))7rx(^)e = ^\{l)^\{0{g))e. On obtient ainsi 

^l0iJVlc(©p,/) = [ t ' 8 è : < 8 i | F ] - 1 O , N , C X < 
J = l,...,Tï 

'H{F)U{F)C 
1a<c\og(N)(hu)(p(h)ejip(y)ej)Ç(u)$NJ(>y 1hu)dudh, 
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OÙ 

O,N,C(@PJ) = IÌ% 

xvnw< 
<x< 

O,N,C(@PJ) 

'G(F) 
(CJ i TTA (/0e) (n\ TTA (7 1 hu)ej)KN {g)dg dX. 

Ce terme $Nj('y~1hu) est exactement le termeO,N,C(@PJ) = IÌ< défini en 6.5, associé aux 
données auxiliaires e' = e" = e^, <p = tpj, évalué au point g' = /y~1hu. Notons ^yj 
et 3>j les fonctions associées à ces données définies en 6.3 et 6.5. Remarquons que, si 
la<c\og(N)(hu) — 1) l'élément g' = nf~1hu vérifie l'hypothèse de la proposition 6.3, 
quitte à agrandir C, ce qui importe évidemment peu. Fixons c\ et c2 vérifiant les 
conditions de la proposition 6.3 pour r\ = 1/2 et pour tout j = 1,..., n. Si N est assez 
grand, on peut choisir Y G 2) tel que C\ AT1/2 < c2N/2 < \Y\ < c2N. En appliquant 
successivement les propositions 6.3 et 6.5 pour cet Y, on obtient pour tout R une 
majoration 

| * N , J ( 7 " 1 M ~ * i ( 7 _ 1 M I < (1 + <r(hu)k(R)EG(hu))N-R 

pour tout j , tout N assez grand et tous h, u tels que la<c\og(N)(hu) = 1, où k(R) 
est un entier dépendant de R comme la notation l'indique. On peut oublier le terme 
EG(hu) qui est borné. Posons 

xN = iml-.iïïlF}-1 

J = l,...,71 
'H(F)U(F)C 

la<ciog(Ar)(M(p(^)^'5p(^)^)^(w)^j(7 1hu)dudh. 

Alors 

\JL,q,N,C(®P, / ) ~ XN\ < N~R 
H(F)U(F)C 

la<cioë(N)(hu)EH(h)a(hu)k^dudh 

< log(N)k^N-R 
H(F)U(F)t 

la<c\oe(N)(hu)EH (h)du dh. 

On vérifie qu'il existe R\ tel que l'intégrale soit bornée par iV^1, cf. [14] 4.3(1). 
Puisque R est quelconque, on obtient que 

lim (JL,q,N,C(@PJ)-XN) = 0-

Il reste à calculer lmi/v->oo XN. En utilisant le lemme 6.6, on a 

w< \ml •. Ml*]-1 

L'e£G;LcL' 

O,NW 

O,N,C(@PJ)W<XW<WC 

O,N,C(@PJ)WC 

cvw< 

O,N,C(@PJ) 

x<,;<< 

O,N,C(WX< 

H(F)U(F)C 
la<ciog(iV)(M(p(^)^5P(^)^)(^A+x(^)eJ-,7rA+x(7 lhu)ej)£(u)dudhdx> 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



90 J.-L. WALDSPURGER 

Les permutations d'intégrales sont justifiées par la convergence absolue de cette 
expression, qui provient elle-même de la convergence de 

'H(F)U(F)C 
ZH(h)EG(hu)dudh, 

cf. 4.1(3). Pour la même raison, on peut appliquer le théorème de convergence dominée 
pour calculer 

(i) lim AJV 
JV-+00 

O,N,J) = IÌ%1: 

L'e£ô;LcL 

xvw< 

wx < 
Q,ell' 

O,N,CJ) = 

2-s(à\)-aL, 

xn:< 
4< 

O,N,C( 
PJ) X< 

j=l,...,n 

O,N,C(@P<J) 

H(F)U(F)C 
(p(h)£j, p(y)sj ) (TTA+X (Od)ej, 7rA+x (7 1 hu)ej )Ç(u)du dh d*. 

On a l'égalité 

(7rA+X(^)E^7RA+x(7 1hu)ej) 
O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F] 

On reconnaît alors la dernière intégrale en h, u : elle vaut 

O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F]O,N,C(@PJW<C< 

D'après la proposition 5.5, c'est aussi 

O,N,C(@PJ) = IO,N,C(@PÌ%1:Ì&L,FXV<<W<<]<< 

Par définition des familles (£j)j=i,...,n? (ej)j=i,...,n et (^j)j=i,...,n? on a l'égalité 

j'=l,...,n 
<^(À + x)^+XfP(e i ® ej,ej ® e,) = 1. 

D'après 2.5(2), on a eI/((7r^+x)v,/5) = Eu{{à\)y, p). Mais alors le membre de droite de 
la formule (1) devient celui de l'égalité de l'énoncé. • 

6.10. Preuve du théorème 6.1. — Les lemmes 6.2 et 6.7 prouvent que JN(®P> /) 
a une limite quand TV tend vers l'infini et ils calculent cette limite. En intervertissant 
les sommations en L et 1/, on obtient 

(1) lim JN(Op,f)xw 
IV—•OO 

L'e£ô 

(—l)a£' \WG\~1X(L'), 

où 
X(L') = 

Le£L (Ad) 

\WL\ 

9e{n2(L)}f 

O,N,C(@PJ)WW 
IÌ%1:Ì&L,F]WC 

xeA L' 
€,ell 

O,N,CPJL,F] 

O,N,C(@PJ) = IÌ%1L,F] 

wc< 

O,N,C(@PJ) =WWX 
IÌ%1:Ì&X<<L,FWC 

Fixons V. Dans la formule ci-dessus, on peut remplacer la sommation sur 

9 e {n2(L)} / Par une sommation sur tout {U2(L)} : pour une orbite dans le 
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complémentaire, les fonctions J?(aA+x,/) sont nulles. Considérons l'ensemble Z 
des triplets (L, 0, A) intervenant dans X(Lf). A un tel triplet, associons l'orbite de 
à\ sous l'action de iffî^,. On obtient une application ¿ : Z —> {Ueu(Lf)}. Cette 
application est surjective. D'où 

X(L') = 

0'e{ne„(L')} 

O,N,C 

xcw< 
4(â'xj)dX, 

où, dans chaque orbite 0 , on a fixé un point base a' et où on a posé 

(2) 
O,N,C(@ 
J) = IÌ% 

z=(Z,,0,A)eZ,i(*)=0' 

|WL|[<S^:*8VF: •12-s(^)-^'£,((âA)v,p). 

Fixons 0' et notons Z' l'ensemble des triplets (L, 0, À) vérifiant les conditions 
suivantes. Les termes L et 0 sont comme ci-dessus. L'élément À appartient 
à Ag^/iffî^jr. On impose que d\ ~ a'. Les projections de ell/iUyLF sur 

^0'eiil^^L.F +O,N,C(@PJ) = IÌ% induisent une surjection de Z sur la fibre de i au-dessus de 0'. 
Deux éléments (L, 0, À) et (Li, 0i, Ai) de Z' ont même image dans Z si et seulement 
si L\ = L, 0i = 0 et il existe x G Z$JF, tel que Ai = A+x- La condition à\ = = a' 
impose que x £ iffi^'. Autrement dit, ce sont des orbites pour les actions du groupe 
zîS /̂ sur les espaces iH^/iH^p. Puisque iîS^, fufâ^ F = ifâ^, F, toutes les fibres ont 
pour nombre d'éléments [ifâ /̂ : itâ^, F]. Dans (2), on peut remplacer la sommation 
sur les z G Z tels que L(Z) = 0' par une sommation sur les z G Z ' , à condition 
de diviser par [itâgi : F]. Fixons (L, 0, A) G Z' et soit (Li,0i,Ai) un autre 
élément. D'après Harish-Chandra, la condition à\ ~ à' ~ équivaut à l'existence 
de w G WL tel que L\ = wLw~x, 0\ = w0 et ri^i — {WT)W\. Il en résulte d'abord 
que les termes associés à (Li, 0i,Ai) qui apparaissent dans (2) sont égaux à ceux 
associés à (L, 0, A). Donc 

(3) x(&) = \Z'\[ittV& : ml F ] - W L | [ ^ : i8 Ï ,F] -12-^) - i ' e„ ( (âA)v ,p) . 

D'autre part, pour w G WL' , soit A(iy) l'ensemble des Ai G A ^ eu/ifflwLw-1,F te^s 
que ri?Ai — (^T)^A (OÙ TI est le point base fixé dans 0i = w0). Posons Z" = 
{(w, Ai);w eW]Xi e Mw)}. L'application 

Z" Z' 

(w, Ai) wLu> 1,it;0, Ai) 

est surjective. Ses fibres ont toutes le même nombre d'éléments, à savoir le nombre de 
w G WL tels que wLw~l = L et WT\ ~ T\. Il résulte de la description de 2.4 que cet 
ensemble se réduit à WL. D'autre part, les ensembles A(w) ont tous le même nombre 
d'éléments, à savoir [iU^g : %HyL F]. On obtient 

\z"\ \wL'\[ml:mlA 

\z'\ = iz"!!^-1 = \wL'\[mye : ittlF\\wLrl. 
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On reporte cette valeur dans l'expression (3). Cela calcule explicitement X(L'). On 
reporte cette valeur dans l'expression (1) et on obtient le théorème 6.1. • 

7. Une formule intégrale calculant une valeur d'un facteur s 

7.1. Énoncé du théorème. — On considère la situation de 3.1. Soient 7r G 
Temp(G) et p G Temp(#). On reprend les définitions de 3.2, en particulier on 
introduit l'ensemble ¿7*. Soit T G £7". Aux caractères et Bp sont associées des 
fonctions ce* et c®p sur T(F)/Q. On les note simplement c# et c^. On pose 

£ g é o m , P ) 
cx< 

O,N,C(@PJ) 

f(F)/e 
c* (t)cp {t)DÈ (t)Ar {t)dt. 

On rappelle que l'on a défini un nombre £„(#,/5) en 2.5. 

Théorème 7.1. — Pour tous 7r G Temp(G) et p E Temp(iJ), on a Végalité 

£géom,i/(7T,/>) = £*/(7r,/>). 

7.2. Terme géométrique et induction. — Soient F un quasi-caractère sur G (F) 
et 6 un quasi-caractère sur H (F). Posons 

H„(r,e) = E_„(e,r) 

fesr 

O,N,C(@PJ) 

JT{F)/e 
cr(t)ce(t)DH (t)Ar(t)dt. 

Considérons un Lévi tordu L de G. On reprend les notations de 2.3, en particulier, 
on introduit une décomposition 

v = vu e • • • e Vi e v0 e v_i e • • • e v_u 

telle que L soit l'ensemble des éléments x E G tels que x(V}) = V*j pour tout 
7 = — u u. On a 

L = GLdu x • • • x GLdl x GLdo x GLdl x • • • x GLdu. 

On introduit le groupe tordu Go analogue de G quand on remplace d par d0-

Remarque. — Les termes Vb et Go n'ont plus la même signification qu'en 3.1. 
Soient To un quasi-caractère sur Go (F) et, pour tout j = l , . . . ,w , soit Tj un 

quasi-caractère sur GLDJ(F). Pour j = l , . . . , i i , le quasi-caractère Tj admet un 
développement au voisinage de l'élément neutre, avec des coefficients cr.,#(1), où 9 
parcourt les orbites nilpotentes de Q[J(F). Il y a une unique orbite nilpotente régulière, 
notons-la 0reg. On pose 

3(1*) = < * , « ( ! ) . 

Si d0 = dim(Vo) > m = dim(TV), posons r0 = (do — m — l ) / 2 et notons Z0, 
resp. ZQ le sous-espace de Z , resp. Z* engendré par les vecteurs resp. z*, pour 
z = — ro , . . . , 7*0. Quitte à conjuguer L, on peut supposer que Vo = W 0 Zo. On note 
Co G Isom(Z0, ZQ) la restriction de Ç, cf. 3.1, et on définit le plongement L0 : H -* Go 
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comme en 3.1, en remplaçant ( par £o- En appliquant les constructions précédentes 
au couple (H, Go), on définit le nombre £^(1^0,6). 

Si d0 < m, posons r0 = (ra—do-l)/2. Quitte à conjuguer L, on peut supposer VB C 
W. On fixe un supplémentaire Z0 de VB dans W et une base (^O,I)I=-r0,...,r0 de Z0. On 
identifie VF* à V0*(BZq. On note (^o,I)Ï=-r0,-,r-0 la base de ZQ duale de (zo,I)I=-r0,...,r0-
On définit CO £ Isom(Z0,Zo) par C(^O,t) = (-^)i+1^zo,i- Remarquons que le signe 
n'est pas le même qu'en 3.1 : on a remplacé v par — v. En utilisant ces données, on 
définit un plongement ¿0 ' Go —• H. En appliquant les constructions précédentes au 
couple (G0, H), on définit le nombre S„(Fo, ©) (le changement de signe de v compense 
l'inversion entre les rôles des deux groupes tordus). 

Considérons la fonction TL sur L(F) définie par 

TL(x) = T0(x0) 

3=1, 

Tj( %_jXj). 

On vérifie que c'est un quasi-caractère. On peut l'induire en un quasi-caractère T = 

Ind£(rL), cf. 1.12, puis on définit comme ci-dessus S ^ I ^ G ) . 

Lemme 7.2. — Sous ces hypothèses, on a Végalité 

2 ^ , 6 ) = ~„(r0,e) 

j=l,...,u 
s(r*). 

Démonstration. — Supposons d'abord do > m. En plus de l'hypothèse déjà faite 
sur VB, on peut supposer que, pour tout j = 1 , . . . , u, il y a un sous-ensemble Ij C 
{ro + 1 , . . . , r} tel que Vj, resp. V-j, soit engendré par les vecteurs Z{ pour i G Dj, resp. 
les Z-i pour i G Dj. Alors H C L. Considérons les formules qui définissent £^(1^,0) 
et E ^ R O , @ ) . On voit que les ensembles 67* qui y apparaissent sont les mêmes. Fixons 
T G ¿7. Les fonctions CQ sont aussi les mêmes, ainsi que les fonctions DH. La fonction 
Ar de la première formule est changée en Aro. En introduisant la décomposition 
W = W 0 W" attachée à f, on a 

Ar(i) = |2|£|det((l -t)lWf)\rfr°Aro(t) 

pour tout t G f ( F ) , oùt = tt et 

a = r + r — TQ — r0 + (r — r0)dim(W ) . 

Pour démontrer l'égalité cherchée, il suffit de prouver que, pour un élément général 

t G f(F), on a l'égalité 

(1) cr(t)|2 |î.|det((l - t),^)lF"r° = cr0(t) 
ww< 

2 ( r , ) . 

A T est associée une décomposition V — W 0 V" et V" est muni d'une forme 

quadratique (g,t. De même, on a V0 = W 0 V0", où VQ" = V" fl VB et VB" est 

muni de la forme quadratique (G0,T, égale à la restriction de Çg,t- Soit t G T(F) 

en position générale. Alors G~T = TE x G£, où G" = SO(V"), et Got- = x GQ'f, 

où G"r = SO(Vq). On a ce(f) = c0 g>(F), où 0 est une certaine orbite nilpotente 
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régulière de Q~(F). Ce coefficient est calculé par le lemme 1.5. Dans ce qui suit, on 
utilise les notations de ce lemme.Montrons que 

(2) l'ensemble %L(t) n'a qu'un élément, que l'on peut supposer être t lui-même. 
Soit g G G (F) tel que gtg~l G L(F). Alors g~lAig est inclus dans Gf. C'est un 

tore déployé. Par définition de Î7, Te ne contient pas de tore déployé non trivial, 
donc g~lAig C G'~. Les espaces Vj sont déterminés par le tore Ai : ce sont des 
espaces propres pour l'action de ce tore dans V. L'inclusion précédente entraîne que 
g~lVj C V" pour tout j = ± 1 , . . . , ±w. On a mieux. Parce que gtg~x appartient à 
L(F), les espaces Vj sont isotropes pour la forme bilinéaire gtg~l et deux espaces 
Vj et V-j sont en dualité pour cette forme. Il en est donc de même pour les espaces 
g~xVj, relativement à la forme CG,T- Mais les espaces Vj eux-mêmes vérifient les 
mêmes conditions, et, bien sûr, dim(V}) = d im(^ _ 1 l ^ ) . Sauf dans le cas exceptionnel 
expliqué ci-dessous, deux telles familles de sous-espaces isotropes, dont les dimensions 
se correspondent, se déduisent l'une de l'autre par l'action d'un élément de G~(F). Le 
cas exceptionnel est celui où dim(V") est paire et V" est égal à la somme des sous-
espaces isotropes. Il y a dans ce cas deux classes de conjugaison de telles familles. Mais 
ce cas ne se produit pas car l'inégalité do > m entraîne que VQ ^ { 0 } et V" ne peut pas 
être égal à la somme des Vj pour j = ± 1 , . . . , ±u. Donc, quitte à multiplier g à droite 
par un élément de G~ (F), on peut supposer gVj = Vj pour tout j = ± 1 , . . . , ±u. Les 
égalités gtg"1^) = V*j = i(Vj) entraînent tgVJ* = Vf. Par dualité, cela implique 
que gVo est annulé par V? pour tout j = ±l , . . . ,dbu, donc gVo = VQ. Mais alors 
g G L(F) et gtg~l appartient à la classe de conjugaison par L(F) de t. Cela prouve 

(2). 
L'ensemble Vf du lemme 1.5 est celui des g G G (F) tels que gtg 1 = t, autrement 

dit Tt = ZG(Ï){F) = T(F)9 x 0(V")(F) = Te(F) x 0(Vff)(F). Remarquons que, dans 
le lemme 1.5, l'élément g n'intervient que par l'intermédiaire de l'orbite gQ. Or les 
orbites nilpotentes régulières dans l'algèbre de Lie d'un groupe spécial orthogonal sont 
invariantes par l'action du groupe orthogonal tout entier. On peut donc remplacer la 
somme en g par la valeur en g = 1 multipliée par le nombre d'éléments de T^/G^F), 
c'est-à-dire par [0(V")(F) : SO(V")(F)}. On calcule 

(3) ZL(t)(F)~T(F)9xO(V0") 

j=l,...,u 
GLdj(F) = ~ T , ( F ) x O ( C ) : 

j = l,...,U 

GLdj(F). 

Les deux premiers termes sont des sous-groupes de GLd0(F). Pour j = 1,... un 

élément gj G GL^ (F) agit de façon naturelle dans Vj et par dans V-j, où gjj est 

tel que le couple (gj,gj) appartienne au groupe spécial orthogonal de Vj 0 VLj.On en 

déduit l'égalité 

[0(V")(F) : SO(V")(F)} = [ZL(Ï)(F) : L^F)], 

et la formule du lemme 1.5 devient simplement 

(4) 
O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F]O,N,C<W<(<W<<<X 

O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F]O,N,C(<X<<<X<<W 
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OU ET est 1 'unique orbite nilpotente régulière de IÏ(F) telle que [9:9 ] = 1. Le calcul 
du produit des deux premiers facteurs est similaire au calcul du terme d(x) que l'on 
a fait en 3.4. On le laisse au lecteur. Le résultat est 

(5) D6(t)-^2DL(t)1/2 | 2 | ^ | d e t ( ( l - t ) | ^ ) l ? - r , 

où b = ^2j=i,,..,udj(dj — l ) /2 . Il reste à calculer cTi ql(Ï). Rappelons que, pour 

9' G Nil(lf), le coefficient cvi g,(t) est déterminé par le développement en combinaison 

linéaire de transformées de Fourier d'intégrales orbitales nilpotentes de la fonction 

X i—• TL(texp(X)) au voisinage de 0 dans If(-F). En vertu de (2), X se décompose en 

xo + T,J=I,...,uXji avec G %,t(F) et> P°ur tout 3 = • • • Xj G Qld.(F). De 

même, une orbite 9' se décompose en 9o + Ylj=i,...,u Si on pose x = fexp(X), on 

a XQ = ?exp(Xo) tandis que LX-jXj = exp(2Xj) pour j = 1,..., u. Donc 

TL(texp(X)) r0(£exp(X0)) 
j=l,...,u 

Tj(exp(2Xj)). 

On en déduit que, pour une orbite 9 — 9o 
/j=i,...,ti 

9j, on a l'égalité 

O,N,C(@PJ I1:Ì&L 

j=l,...,u 
7 ( 0 * ^ , 0 , (1), 

où 7 (0 j ) est le nombre complexe tel que jLdi(9j,2X) = l{9j)jLdi (9j, X). On 

vérifie sur la définition de 9 donnée en 3.2 que 9 est la somme de l'orbite 9o 

de gQf ~(F) qui intervient dans la définition de cr0(t) et, pour tout j = 1,... de 

l'unique orbite régulière de gid.(F), notons-la 0j,reg- Pour cette orbite, 7(6^,reg) = 

|2|-d,(dj-i)/2^ cf par exemple [12] 2.6(1). Alors 

(6) CFL,9LW CrO)0o(*)|2|F6 
xw<c<< 

3(r,-). 

Les formules (4), (5) et (6) entraînent l'égalité (1) cherchée. 
Passons au cas où do < m. Considérons l'espace Z" = Z 0 Zo muni de la forme 

quadratique = £ ® Co- H est de dimension 2r", où r" = r + ro + 1. Le noyau 
anisotrope du sous-espace Z est la forme x h-> 2z/x2 tandis que le noyau anisotrope 
du sous-espace Zo est x h-> —2z/x2. L'espace total Z 0 Z0 est donc hyperbolique. On 
peut en fixer une base (zf )i=±i,...,±r// hyperbolique, c'est-à-dire telle que (>" z" = 2"*. 
Quitte à conjuguer Z, on peut supposer que, pour tout j = 1,...,îz, il existe un 
sous-ensemble Ij C { 1 , . . . , r"} tel que Vj soit engendré par les z'( pour z G / j tandis 
que V_j est engendré par les z"_i pour i G / j . Alors l'image du composé des deux 
plongements Go C H C G est incluse dans L. 

Les ensembles de tores tordus qui interviennent dans les définitions de 3„(r, ©) et 
S^(ro, ©) ne sont plus les mêmes, notons-les ¿7 et S7o- Le premier est un ensemble de 
représentants des classes de conjugaison par H (F) dans un ensemble ¿7. Le second est 
un ensemble de représentants des classes de conjugaison par Go(F) dans un ensemble 
£7q. On a plongé Go dans H. Via ce plongement, on a 
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(7) £n C 
Soit f e !70. AT sont associées des décompositions V0 = V'@ VQ, W = V 0 W", 

V = V ®V". Les espaces VQ", W" et V" sont munis de formes quadratiques. Pour 
montrer que T appartient à ¿7, la seule condition non évidente est de vérifier que les 
groupes spéciaux orthogonaux de W" et V" sont quasi-déployés. Celui de W" Test 
par définition de Î70. Celui de VQ aussi. Mais V" = Z" 0 VQ. Comme on l'a déjà dit, 
la forme quadratique sur Z" est hyperbolique. Donc le groupe spécial orthogonal de 
VQ est quasi-déployé si et seulement si celui de V" l'est. D'où (7). 

Montrons que 
(8) deux éléments de î70 sont conjugués par un élément de Go(F) si et seulement 

s'ils le sont par un élément de H (F). 
Soient f i ,f2 G <<70 et h G H (F) tel que hf^'1 = T2. On introduit les 

décompositions d'espaces relatives aux deux tores tordus, que l'on affecte d'indices 
1 et 2. On a forcément hW" = plus précisément h induit une isométrie 
entre les espaces quadratiques W" et W2'. Mais ZQ est contenu (comme espace 
quadratique) dans ces deux espaces. D'après le théorème de Witt, il existe un 
élément 7 G 0(W2')(F) tel que 7/1 fixe tout élément de ZQ. On prolonge 7 en le 
faisant agir par l'identité sur V¿ 2 et on remplace h par jh. Alors h agit trivialement 
sur ZQ. Il envoie forcément l'orthogonal VQX de ZQ dans W" sur son analogue 
VQ2- L'égalité hf\h~l = T2 l'oblige aussi à envoyer V{ sur V2. Donc il conserve 
V0 = V{ 0 V£x = V{ 0 Vfa. Alors /1 G G0(F), ce qui prouve (8). 

D'après (7) et (8), on peut supposer que Ŝ o C ¿7. Montrons que 
(9) si T G S7" — £7*0, la fonction cr est nulle en un point général de T(F). 
Soit t G T(F) en position générale, supposons cr{t) ^ 0. Le terme cr(t) est calculé 

par le lemme 1.5 qui entraîne qu'il existe g G G (F) tel que gtg~x G L(F). Fixons un 
tel g et notons W = W 0 W77 et F = W' 0 F" les décompositions attachées à T. 
On a p_1^4^p <Z Gf = TQ x G'~, avec les notations de la première partie de la preuve. 
Puisque TQ est anisotrope, on a g~xA^ C G'~. Comme précédemment, cela entraîne 
que, pour j = ± 1 , . . . , ±u, les espaces g~lVj sont inclus dans V", que ce sont des 
sous-espaces isotropes et que g~xVj est en dualité avec V-j. L'espace quadratique V" 
contient donc un sous-espace hyperbolique de dimension 2r//. Puisqu'il contient Z, 
l'orthogonal W" de Z dans V" contient nécessairement un sous-espace isomorphe à 
Zo (muni de (o)- Fixons un tel sous-espace WQ et notons W" son orthogonal dans 
W". Fixons un élément h G H (F) tel que h(W£) = Z0, h(W 0 W[') = V0 et h 
induise une isométrie de WQ muni de ÇH,T sur ZQ muni de (b. Quitte à remplacer T 
par hTh"1, on est ramené au cas où W C VQ, Z0 C W" et CH,T a même restriction 
à ZQ que £o- Alors T C Go- Un raisonnement analogue à celui de la preuve de (7) 
montre que T € t70. En revenant à notre tore de départ, on a montré que T était 
conjugué à un élément de ^0 par un élément de H (F). Cela contredit l'hypothèse 
quef G £7"-57*0. D'où (9). 

Par définition, S^r, ©) est une somme indexée par 57. Pour tout T G £7* , notons 
Euf(T,Q) le terme correspondant de cette somme. Pour tout T G £7*0, notons de 
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même 2 ^ ^ 0 , 0 ) la contribution de T à Sv(ro,0). Grâce à (9), pour démontrer 
l'égalité de l'énoncé, il suffit de prouver l'égalité 

(io) s„i?(r,e) = s^(r0;e)nJ=1)...,„H(rj) 

pour tout T G £7Q. Fixons T G Ŝ o et introduisons les décompositions habituelles Vb = 
V © VQ", W = V © W". Nous allons comparer les différents termes qui interviennent 

dans les définitions de S y ( r , 0 ) et rEv j , (r0,O). Posons 

C = 
1, 

2, 

si F7 w^w< 

Si V = V0. 

Montrons que 

( H ) \W(H,f)\ = C\W(Go,f)\. 

Introduisons le groupe linéaire G' de l'espace V et l'espace tordu G' = Isom(V, V'*). 

On le plonge dans Go en prolongeant tout élément de G' par l'isomorphisme CG0,T : 

VQ ^ ^O"*. On a f C G' et les égalités 

NormH(T) = Norme (f) x 0(W"), NormGo(f) = NormG,(f) x 0(V£). 

D'où 
\W(H,T)\ = <\N<<orm G , (T)(F) /T(F) \ \0(Wn(F)/SO(W")(F) \ , 

\W(G0,f) <X<= <<\mrm G , ( f ) (F ) /T (F) \ \ 0 (V¿ ' ) (F ) /SO(V¿ ' ) (F ) \ . 

L'espace W" n'est pas nul, donc \0(W"){F)/SO(W")(F)\ = 2. Si F0" 7̂  { 0 } , on a 

aussi \OW)(F)/SOW)(F)\ = 2. Si V0" = { 0 } , l O W X ^ / S W X ^ I = 1. D'où 
(11). 

Considérons un élément t G T(F), en position générale. Les fonctions c&(t) sont les 
mêmes dans les deux formules. Quand on passe d'une formule à l'autre, v est changé 
en — mais le rôle des groupes est lui-aussi changé : H est le plus petit groupe pour 
l'une et le plus grand pour l'autre. Quand on se rappelle les définitions, on voit que 
ces deux changements se compensent. Il intervient des fonctions Ar(t) et Aro(t). On 
a l'égalité 

AJt) \2\a;\det((l-t)lv,)\rfr°Aro(î), 

où a' = r2 + r — 7*0 — TQ + rdim(W") — rodim(Vr0//)- Un calcul similaire à celui du terme 
d(x) en 3.4 conduit aux égalités 

wx<x< Dô'(t)|2|^im(,v")(dim(w")+1)/2|det((l - t)|v)lrim(H'") 

Dô°(t) Dô'(t)|2|^!m(Vo")(dim(^")+1)/2|det((l - t)|v,)l^m(V°": 

Puisque dim(W") = dim(Vo") + 2r0 + 1, on obtient 

D"(t)Ar(t) |2|£|det((l - t)|v,)|r/ro+1^Go(i)Aro(f), 

où b' = (r + r0 + l)2 + (r + r0 + l)dim(Vr0//). Compte tenu de cette égalité et de (11), 

il suffit pour prouver (10) d'établir l'égalité 

(12)cr(£) = C\2\~Fb | d e t ( ( l - i W , ) i ; ;r+ro+1)cr0(î). 

On utilise le lemme 1.5. Montrons que 
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(13) l'ensemble %L{t) est réduit à un élément. 
Soit g G G(F) tel que gtg~x G L(F). Posons = gtg~l. On peut certainement 

conjuguer par un élément de L(F) de sorte que, pour j = 1, . . . ,u, l'application 

h,j : Vj ~* V-j so^ égale à (G,T,J- Supposons qu'il en soit ainsi, posons T% = gTg~x, 

soit V = 0 V£ la décomposition associée à T .̂ Par un raisonnement déjà fait 

plusieurs fois, l'inclusion Ai C G^ entraîne que, pour j = ± l , . . . , ± u , les espaces 

Vj sont inclus dans V^', qu'ils sont isotropes et que Vj est en dualité avec V-j pour 

la forme CG,7V Cela entraîne d'abord que V£ C Vo (il doit être annulé par Vf pour 

tout j = ± 1 , . . . , ±u). Cela entraîne aussi que, pour j = 1, . . . , tt^]_jt\^j = 1 = 

TÇG1,T,-j(G,T,j- D'après l'hypothèses faite sur t^j, cela entraîne que t^-j = ÇG,T,-J-

Donc les formes (G,T^ et (G,T coïncident sur Z + Z0 = X^'=±i,...,±u Vj. En utilisant le 

théorème de Witt, on peut trouver un élément 7 G 0(V^,,)(F) tel que 7g conserve Z + 

Zo et y agisse par l'identité. On prolonge 7 par l'identité de V^ et on pose g^ = 7*7. On a 

encore g^tg^1 = fy. Cela entraîne que g envoie V dans V^ et l'orthogonal VQ de Z+Z0 

dans F" dans l'orthogonal V^0 de Z + Z0 dans V^". Puisque V 0 VQ =V0 = V{@V£Q, 

g^ conserve Vb- On sait aussi que agit par l'identité sur Z 0 ZQ = $^j=±i,...,±u V̂ -. 

Mais alors G L(F) et est conjugué à t par un élément de L(F). D'où (13). 

On peut donc supposer %L(t) = {£}. On a rt~ = ZG{Î)(F) = T(F)e x 0(V")(F). 
Comme dans la première partie de la preuve, on peut remplacer la somme en g du 
lemme 1.5 par sa valeur en q = 1, multipliée par \Tf/Gf(F)\, c'est-à-dire par 

\T(F)e/Te(F)\\0(V")(F)/SO(V<")(<<)<\ = \W<<0(X<<)(F)/SO(V")(F)\. 

Certainement V" est non nul, donc ce terme vaut 2. Le groupe ZL(Î){F) est décrit 
par (3). Donc 

[zL(№ : HF)}-1 =NormH(T) = Norme (f) x 0(W"), NormGo(f) = NormG,(f) x 0(V£)<W<.W<X 

Ce terme vaut 2 si VQ ^ {0}, 1 sinon. On en déduit que le produit des deux facteurs 
précédents vaut C et la formule du lemme 1.5 devient simplement 

(14) cr(t) wx<x CDô{t)-1'2DL{t)^2cTLgL{î), 

avec les mêmes notations qu'en (4). On a encore la formule (6). L'orbite 0o est la 
bonne : ici encore, quand on passe du couple (G, H) au couple (Go, H), on change v en 
—v et on échange les rôles des deux groupes, et ces deux changements se compensent. 
Enfin, on calcule le produit Da(t)~1/2DL(Ï)1/2 en imitant le calcul de 3.4 et on obtient 

DG(Ï)-1'2DL(Ï)1'2 |2 | /+b|det((l-t) |V,)i; 
r+ro + 1) 

Alors la formule (14) entraîne (12), ce qui achève la preuve. 

7.3. Début de la preuve : le cas des représentations induites. — Nous 
démontrons le théorème 7.1 par récurrence sur dim(G)+dim(iï) . Soient 7f G Temp(G) 
et p G Temp(^) . On suppose dans ce paragraphe que TT n'est pas elliptique. Il 
existe donc un sous-groupe parabolique tordu Q = LUQ de G, avec Q ^ G, et une 
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représentation â e Temp(L) telle que a soit elliptique et 7r = Indg(a). On écrit L 

et a comme en 2.3. On réalise a comme dans ce paragraphe : il suffit pour cela de 

choisir le prolongement <r0 de cr0 à GQ{F) de sorte que w(âo,tp) = w(ît,il>). Notons 

To le caractère 0ôro et, pour j = 1,... notons Tj le caractère Oaj multiplié par 

ujaj((—l)d+1). D'après le lemme 2.1, le caractère coïncide avec le quasi-caractère 

TL du paragraphe précédent. Le caractère coïncide avec T = Indf (r£). En 

appliquant le lemme 7.2, on a 

£géom,i/(7r,P) = E^(r,©p) = £„(1^0, Qp) 

j=l,....,u 

O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì<X 

j=l,...,u 

s(r , ) . 

Soit j e { l , . . . , u } . On a 3(1^-) = u;<7j.({-l)<i+1)H(eaj.). Le dernier terme est le 
coefficient de l'orbite régulière dans le développement du caractère Qaj au voisinage 
de 1. D'après un résultat de Rodier ([8], théorème p. 161 et remarque 2, p. 162), ce 
coefficient est 1 si <jj admet -un modèle de Whittaker, 0 sinon. Mais o~j est tempérée 
donc admet un modèle de Whittaker. Donc 3 ( 0 ^ ) = 1 et 3(I\,) = uaj((-l)d+1). 

On a l'égalité 

£géom,i/(£<)j P) — £i/(&o,p)-

En effet, si do > m, cela résulte de l'hypothèse de récurrence. Si do < m, on utilise 
les égalités egéom,A^o,p) = £géom,-i/(p,£o) et £A^o,p) = e_v(p,cr0), plus l'hypothèse 
de récurrence pour le couple (p, (70). 

En rassemblant ces égalités, on obtient 

O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì& 

cvx< 
uu(- l )d+1)-

Compte tenu du fait que d + 1 est de même parité que m, la relation 2.5(2) nous dit 
que le membre de droite est égal à eu(7t,p). L'égalité ci-dessus devient celle que l'on 
cherchait à établir. 

7.4. Le cas elliptique. — Il reste à établir le théorème dans le cas où 7r est 
elliptique, ce que l'on suppose désormais. La théorie des pseudo-coefficients est valable 
pour le groupe tordu G. C'est une conséquence de la formule des traces locale tordue, 
cf. [13] 7.2. Mais on peut aussi le vérifier grâce aux constructions de Schneider et 
Stuhler, cf. [10] corollaire 2.2. On peut donc choisir une fonction / G C£°(G(F)) qui 
est cuspidale et telle que : 

fil pour 7Tf e UeuiG), #' çé 7f\ 0*/(/) = 0 ; 

(21 e*v(/) = i. 

Grâce au lemme 1.6(iii), on peut supposer que / est très cuspidale. Pour tout entier 
N > 1, on définit Jiv(Op,/) comme en 3.3. On comparant les théorèmes 3.2 et 6.1, 
on obtient l'égalité 

(3) Jgéom(©p?/) — «^spec(®p) / ) • 

En utilisant la notation de 7.2 et la définition des fonctions c j , on a l'égalité 

O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F]<<W< 
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Le lemme 1.6(ii) nous dit que 

wx< 

Le£ô 

\wL\\wa\-1(-i)a'.hLd<Z(.e$L(f)). 

Pour tout L, la fonction (j>i(f) appartient à l'espace $Cac(L(F)) introduit en 1.10 et 
doit être interprétée comme une somme 

cvxw< 

O,N,C(@PJ) = 

Chaque terme est une fonction cuspidale à support compact. D'après sa définition, la 
distribution 0 ^ /?N est calculée par la relation 1.10(3). On a 

<PFIF) 

eL ~ = 
4>RXF) 

OE{Uell(L)} 

c(9)e0, 

où Qg est le quasi-caractère défini par 

e6(x) = 

L,F 

©&A(2)©(ÂrA)v(0£(/)lff£=^£(5))dA. 

On a noté ici G le point base de 9. D'où 

Jgéom 
<x<x<x 

wx< 

\WL\\WG\-1(-I)A^ 

VE{UELL(L)} 

c(0)/géom(¿, 0), 

OÙ 

igéom(Ê, 0) = 2 ^ ( ^ ( 6 0 ) , 0^). 

Considérons la définition de JSpec(Op5/) donnée en 6.1. On peut y échanger les 
rôles des représentations et de leurs contragredientes. D'après 2.4, on peut remplacer 
le produit [itíg : %U\ F]~12~s^~aL par c(0). Enfin, par définition de la fonction 

0¿( / ) , l'intégrale 

ml,F 
J F ( ( < T A ) V , / > À 

est égale à mes(¿$¿ F)©âv ( / ¿ ) , où / ¿ = 0¿( / ) l / / ¿=o- On obtient 

O,N,C(@PJ) 

xcvw< 

|W^ | | t t ^ | - l (_ l )«L 

9e{uell(L)} 

c(0)Jspec(L, 0), 

où 

isPec(¿, 9) = eu(a,p)mes(i&itF)9&v(fL). 

Considérons d'abord le cas L = G. Alors </>£(/) = fG = f et les orbites n'ont 

qu'un élément. Les propriétés (1) et (2) entraînent que /géom(G, 9) = 0 = /spec(G, 0) 
si 0 ^ {n}. Pour 0 = {TT}, on a 

^géom(G, 0) egéom,iy(7r,p) et Ispec(G, 9) = ev(îv,p). 
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Alors l'égalité (3) se récrit 

egéom,i/(#j P) - £v{n, p) 

xw<^$ùùw< 

\WL\\WG\-l(-l)aïW< 

9e{uell(L)} 

c(9)(Ispec(L,O,N,C(@PJ) = IÌ%1:Ì&L,F] 9) 

Pour démontrer le théorème 7.1, il suffit de fixer L G et 9 G {Iieu(L)} et de prouver 
l'égalité 

(5) Igéom(L, 0) — Ispec(L, 0). 

Fixons donc de tels L et Q. On peut décomposer 

e 0 

C6 8£iF 

wxw< 

où, pour 5 G i(-F), 

e0,c(£) = ltff=c(£)e*(s) 
<x< 

exp(A(C))e(^)v(0£(/li , .=c))dA 

= lH£=c(^)0â(^)mes(îJ2£F)eâv(^(/)lH£=c)-

Si l'on regroupe les C selon leur classe de conjugaison par WG, la somme des quasi-
caractères induits Ind^(9^^) devient une somme de quasi-caractères à supports 
disjoints. On en déduit aisément que 

^géom(-̂ ? 9) 
O,N(@P 

^(ind^exw<^)^). 

On écrit L et à comme dans le paragraphe précédent. Le même raisonnement que 

dans ce paragraphe , c'est-à-dire essentiellement le lemme 7.2, nous permet de calculer 

l'expression ci-dessus. On a S^Ind^ ( 0 $ ^ ) , Op) = 0 si C ^ 0 : les termes 3(1^) de 7.2 

sont nuls. Si C = 0> <t>i{î)^-HL=o — fi et on obtient 

O,N,C(@P 

) = IÌ%1:Ì 
:3,(indg(e0,o),e^) 

mes(ifô^F)egéom,i/(*o»p)l 
j—l,...,u 

c,CTi((-i)d+1))e,v(/I). 

Toujours comme dans le paragraphe précédent, l'hypothèse de récurrence nous dit 

que ceci est égal à 

mes(ziS~ F)eu{à,p)Q^Ui), 

c'est-à-dire à Ispec(L, 9). Cela prouve (5) et le théorème. 
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