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UNE FORMULE INTÉGRALE RELIÉE À LA CONJECTURE 
LOCALE DE GROSS-PRASAD, 2 e PARTIE : 

EXTENSION AUX REPRÉSENTATIONS TEMPÉRÉES 

par 

Jean-Loup Waldspurger 

Résumé. — Soit V un espace vectoriel sur un corps p-adique F, soit q une forme 
quadratique non-dégénérée sur V et soit D une droite non isotrope de V. Notons W 
l'hyperplan orthogonal à D, G et if les groupes spéciaux orthogonaux de V et W. 
Soient 7T, resp. p, une représentation admissible et irréductible de G(F), resp. H (F). 
La représentation p apparaît comme quotient de la restriction de 7r à H (F) avec une 
certaine multiplicité m(7r, p). On sait que m(iv,p) < 1. Dans un article précédent, sous 
l'hypothèse que 7r était supercuspidale, nous avons prouvé une formule qui calculait 
m(7v,p) comme une intégrale de fonctions déduites des caractères de 7r et p. Ici, nous 
prouvons la même formule sous l'hypothèse que TV et p sont toutes deux tempérées. 
Nous imitons la preuve de la formule des traces locale d'Arthur. En supposant vérifiées 
les propriétés attendues des L-paquets, nous prouvons grâce à notre formule une 
version faible de la conjecture locale de Gross-Prasad pour les L-paquets tempérés. 

Abstract (Symplectic local root numbers, central critical L-values, and restriction problems in 
the representation theory of classical groups) 

Let V be a vector space over a p-adic field F, let q be a non-degenerate quadratic 
form over V and let D be a non-isotropic line in V. Denote W the hyperplane 
orthogonal to D, G and H the special orthogonal groups of V and W. Let 7r, resp. p, 
be an irreducible admissible representation of G(F), resp. H(F). The representation 
p appears as a quotient of the restriction of 7r to H(F) with a certain multiplicity 
m(ir,p). We know that m(iv,p) < 1. In a preceding paper, assuming that 7r was 
super cuspidal, we have proved a formula that computes m(7r,/o) as an integral of 
functions deduced from the characters of 7r and p. Here, we prove the same formula 
for 7T and p tempered. We follow the proof due to Arthur of the local trace formula. 
Using our formula and assuming some usual properties of L-packets, we prove a weak 
form of the local Gross-Prasad conjecture for tempered L-packets. 

Introduction 

Cet article fait suite à [17]. Rappelons les définitions des principaux objets. Soit 
F un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Soit (V,qv) un espace 

Classification mathématique par sujets (2010). — 11S37, 22E50. 
Mots clefs. — Représentations tempérées; groupes spéciaux orthogonaux; conjecture locale de Gross-
Prasad. 
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172 J.-L. WALDSPURGER 

quadratique, c'est-à-dire que V est un espace vectoriel de dimension finie sur F et 
qy est une forme quadratique non dégénérée sur V. Soit (W, qw) un autre espace 
quadratique. On suppose que l'on a une décomposition orthogonale V = W 0 Dq ® 
Z, où Do est une droite et Z est muni d'une base vi ; i = ± l , . . . , ± r } telle que 
Qv(vi, Vj) = ôi^-j pour tous On note G et H les groupes spéciaux orthogonaux de 
V et que l'on considère comme des groupes algébriques définis sur F. Le groupe H 
se plonge naturellement dans G. Introduisons le sous-groupe parabolique de G formé 
des éléments qui conservent le drapeau 

Fvr C Fvr 0 Fvr-i C • • • C Fvr 0 • • • 0 Fvi. 

Notons U son radical unipotent. Fixons un élément non nul vo G Do et un caractère 
continu non trivial ij) de F. On définit un caractère £ de U (F) par l'égalité 

£(«) = v> i 
¿=0, .,r-l 

çv(wv»,v_i-i) I. 

Soient 7T, resp. p, une représentation admissible irréductible de G (F), resp. H (F), 
dans un espace complexe L^, resp. Ep. On note Hom^^(7r, p) l'espace des applications 
linéaires (p : En —• JE7P telles que 

<pMhu)e) = Ç(u)p(h)(p(e) 

pour tous ^ G U(F), h G H (F), e G -E^. On note m(p, 7r) la dimension de cet 
espace. D'après [1, théorème 1'] et [8, corollaire 15.2], ce nombre vaut 0 ou 1. Il est 
indépendant des divers choix effectués. 

Supposons G et H quasi-déployés sur F et affectons les notations d'un indice i: Vi, 
Gi etc. Supposons pour cette introduction dim(Wi) > 3. A équivalence près, il y a un 
unique espace quadratique que nous notons (Va,qva) tel que dim(VA) = dim(Vi), que 
les discriminants de qyi et qya soient égaux mais leurs indices de Witt soient distincts. 
On introduit de même un espace quadratique (Wa,qwa)- Le couple (Va,Wa) vérifie 
les mêmes propriétés que (Vi,Wi): à isomorphisme près, on a encore l'égalité Va = 
WatBDoÇBZ, avec les mêmes Do et Z que ci-dessus. Les groupes spéciaux orthogonaux 
Ga, resp. Ha, de Va, resp. Wa, sont des formes intérieures de Gi, resp. Hi. On note 
Temp(Gi), Temp(Ga) etc. les ensembles de représentations tempérées et irréductibles 
de Gi(F), Ga(F) etc. On admet que ces ensembles sont unions disjointes de L-paquets 
vérifiant certaines propriétés encore conjecturales. Précisément on admet les propriétés 
(1), (2) et (3) de [17] 13.2. Soient 11 ,̂ resp. E», un L-paquet dans Temp(Gi), resp. 
Temp(Hi). Il peut correspondre à 11̂  un L-paquet dans Temp(Ga), que l'on note IIa. 
Ou bien il n'y a pas de tel L-paquet et on pose UA = 0. On définit de même Ea. La 
multiplicité m(p, 7r) est bien définie pour tout (p, ir) G (E* x 11̂ ) U (Ea x IIa). 

Théorème. — Sous ces hypothèses, il existe un unique couple p, Π G Σ x Πi) U 

(Σa x TTA) tel que m(p, TT) = 1. 

C'est une partie de la conjecture 6.9 de [10]. Ce théorème résulte aisément d'une 
formule qui calcule m(p, TT) comme une somme d'intégrales de fonctions qui se 
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déduisent des caractères de p et n. Plus précisément, revenons aux notations sans 
indices du début de cette introduction. Soient TT et p des représentations admissibles 
irréductibles de G(F) et H (F). On introduit une expression mgéom(p, tt) pour la 
définition de laquelle on renvoie à l'introduction de [17]. 

Théorème. — Supposons TT et p tempérées et irréductibles. Alors on a Végalité 

ra(p,7r) = ragéom(p,7r). 

Cf. 7.1. Dans [17], on avait démontré cette égalité sous les hypothèses que TT était 
cuspidale et p admissible. Ici, on élargit l'hypothèse sur TT qui n'est plus que tempérée. 
Par contre, on impose une hypothèse plus forte à p qui est elle-aussi tempérée. Comme 
dans [17], le second théorème implique le premier. Evidemment, dans [17], l'hypothèse 
de cuspidalité présente dans le second théorème se retrouvait dans le premier. C'est 
cette hypothèse que nous faisons disparaître dans le présent article. 

Décrivons l'idée principale de la preuve du second théorème. Rappelons que, pour 
une fonction / G C^°(G(F))i on dit que / est très cuspidale si et seulement si, pour 
tout sous-groupe parabolique propre P' = M'U' de G (avec une notation familière) 
et pour tout m' G M'(F), on a l'égalité 

JU'{F) 
/ ( raV)du' = 0. 

Soient p G Temp(H) et / une fonction très cuspidale sur G(F). On note 9P le 
caractère de p. Pour tout N G N, on introduit une fonction kn sur G(F) qui 
est la fonction caractéristique de l'image réciproque d'un sous-ensemble compact de 
H(F)U(F)\G(F) qui est de plus en plus grand quand TV tend vers l'infini. Posons 

^ W ( # p , / ) 
H(F)U(F)\G(F) • H (F) U{F) 

0p(h)f(g hug)Ç(u)KN(g)dudhdg. 
) 

On montre que, quand N tend vers linfini, cette expression a une limite. En fait, et 
c'est cela qui est fructueux, il y a deux façons de calculer la limite. L'une, que l'on 
peut qualifier de géométrique, a été développée en [17], et conduit à une égalité 

limjv^oo^JV^, / ) 0p(h)f(g 

où le membre de droite est une somme d'intégrales sur certains sous-tores de H (F). 
Dans le présent article, on calcule la limite d'une autre façon, que l'on peut qualifier 
de spectrale. On obtient une égalité (cf. théorème 6.1): 

limAT^oo«^v(0p, / ) = JSpec(0p>/)> 

où 

«̂ spec(̂ p) / ) — 

LĜ (Mmin)-1 (-1)0,2 

\WL\lWGi-l,_^aL 
0e{nCH(L)};m(0,p) = l 

[i $Q : i ÛyL F 2R (Π)-1 
INL,F 

JGL (Π y, f) d y. 
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174 J.-L. WALDSPURGER 

Tous les termes de cette formule seront définis dans l'article. Disons simplement 
ici que, dans le cas où L = G, les objets 9 sont simplement les représentations 
irréductibles tempérées et elliptiques de G (F) et, si l'on pose plus simplement TT = 0 , 
la condition m(9,p) = 1 n'est autre que m(p,TT) = 1 tandis que Jq(7T,/) = 0n(f). 

Pour L quelconque, TT est un élément fixé dans 9 et Jj*(TT\,f) est la valeur sur / du 
caractère pondéré associé à TT\. 

On a donc l'égalité 

Jgéom{@pi f) — ̂ spec(̂ /9 5/) 

qui, bien sûr, rappelle fortement la formule des traces locale d'Arthur. De fait, la 
preuve reprend très largement celle de [6]. Dans les deux membres de la formule 
apparaissent des distributions qui ne sont pas invariantes: intégrales orbitales 
pondérées et caractères pondérés. Le procédé mis au point par Arthur, appliqué en 
particulier dans [7] à la formule des traces locale, permet de transformer la formule 
ci-dessus en une autre où n'apparaissent que des distributions invariantes. Le terme 
de droite de cette formule continue de distinguer les représentations TT de G(F) telles 
que m(p, 7r) = 1. Pour une représentation TT de la série discrète, ou plus généralement 
pour TT elliptique au sens de [7], le second théorème résulte facilement de cette formule 
"invariante" appliquée à un pseudo-coefficient de 7r. En étudiant le comportement des 
deux membres de l'égalité à démontrer relativement à l'induction en la variable 7r, le 
cas général se déduit de celui où TT est elliptique par récurrence sur les dimensions de 
V et W. 

Expliquons encore deux points. Dans la formule non invariante, la fonction / est 
supposée très cuspidale, ce qui est assez restrictif. Cela parce que nous ne savons pas 
calculer la limite de Jjy(6p, f) pour une fonction qui ne vérifie pas cette hypothèse (le 
résultat rend d'ailleurs douteuse la possibilité d'étendre nos calculs à des fonctions 
ne vérifiant pas cette hypothèse). Mais, une fois la formule rendue invariante, on 
peut supposer / seulement cuspidale (c'est-à-dire les intégrales orbitales JG(x,f) 
sont nulles pour tout élément x G G (F) qui est semi-simple, fortement régulier et non 
elliptique). Cela résulte du lemme suivant (lemme 2.7). 

Lemme. — Soit f G C%°(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction 

très cuspidale f G C%°(G(F)) telle que D(f) = D(f) pour toute distribution D sur 

G{F) invariante par conjugaison. 

Cet affaiblissement de la condition sur / est nécessaire pour achever la preuve 
(on prend pour / un pseudo-coefficient d'une représentation irréductible, tempérée et 
elliptique). 

Le deuxième point est l'apparition de la condition m(p, TT) = 1 dans le terme 
JSpec(ûpif)> Fixons ici une représentation TT G Temp(G). L'espace Hom#5£(7r,p) 
dont m(p, TT) est la dimension est défini de façon abstraite. Il ne peut pas intervenir 
directement dans Jspec(Op,f) qui est une intégrale explicite. Ce qui intervient dans 
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ce terme, c'est la forme sesquilinéaire £ n ^ p sur Ep <g>c En définie par 

Lr,p( s' (g) e',£ (g) e 
JH{F)U{F) 

(p(h)e\ e)(ef, 7r(hu)e)Ç(u)du dh. 

pour e,e' G Ep et e, e' G 22̂  (les produits (.,) sont des produits hermitiens invariants 
sur Ep et En). L'intégrale ci-dessus n'est pas absolument convergente, mais on peut 
la définir comme une limite d'intégrales absolument convergentes, cf. 5.1. Négligeons 
cette question de convergence. Fixons e et e'. Définissons une application l : E^ —• Ep 

par l'égalité (e',l(e)) = £n,p(£f 0 e', e 0 e) pour tous e' G Ep et e G En. On vérifie 
que l G Hom/f^(7r, p). Si £ n , p n'est pas nulle, cet espace Homn,^(TT,P) ne l'est pas 
non plus et m(p, 7r) = 1. On a besoin de la réciproque, qui s'avère vraie. 

Proposition. — Soient TT G Temp(G) et p e Temp(i7). Alors m(p, ir) = 1 si et 

seulement si la forme sesquilinéaire £n p est non nulle. 

Cf. proposition 5.7. Signalons que cette façon concrète de construire l'espace 
Homff^(7r,p) se trouve déjà dans l'article [13] de Ikeda et Ichino. 

La première section est consacrée aux notations et à des rappels sur les opérateurs 
d'entrelacement et la formule de Plancherel. La deuxième l'est aux propriétés des 
fonctions cuspidales ou très cuspidales et aux quasi-caractères qu'elles permettent 
de définir. Les sections 3 et 4 sont franchement pénibles. On y démontre diverses 
majorations nécessaires pour la suite (pour le groupe GLk dans la section 3, pour un 
groupe spécial orthogonal dans la section 4). On s'inspire ici plus que largement des 
travaux d'Harish-Chandra. Signalons à ce propos que l'on fait constamment référence 
à l'article [16]. Mais l'apparence est trompeuse puisque dans [16], on s'était contenté 
de rédiger des résultats non publiés d'Harish-Chandra. D'autre part, dans [16], on 
avait cru judicieux de modifier la définition de l'homomorphisme habituel Hq en y 
glissant un signe —. On persiste à penser que, sur un corps de base p-adique, c'est une 
meilleure définition. Mais, pour utiliser les résultats d'Arthur, il vaut mieux reprendre 
ses définitions. C'est ce que l'on fait, mais cela induit des changements de signe dans les 
références que l'on fera à [16]: cela échange une chambre positive avec son opposée. 
La section 5 est consacrée à la définition et l'étude des formes sesquilinéaires £ 7 T , P 

évoquées ci-dessus. La preuve de l'égalité lim^-^oo^iv^, / ) = Jspec(Qp,f) se trouve 
dans la section 6. Il s'agit pour l'essentiel de recopier [6]. On en déduit dans la section 
7 les deux théorèmes énoncés ci-dessus. 

Je remercie le rapporteur pour ses remarques et suggestions, et pour le tact avec 
lequel il les a faites. 

1. Notations et rappels 

1.1. Notations générales. — On utilise les notations introduites dans [17], qui 

sont la plupart du temps celles d'Arthur et d'Harish-Chandra. Soit F un corps local 
non archimédien de caractéristique nulle. On note OF son anneau d'entiers, pF l'idéal 
maximal de Ojr, q le nombre d'éléments du corps résiduel, valir et les valuation 
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et valeur absolue usuelles et on fixe une uniformisante wp. Soit G un groupe réductif 
connexe défini sur F. On note g l'algèbre de Lie de G. On note AQ le plus grand 
tore déployé central dans G, X ( G ) le groupe des caractères de G définis sur F , = 
Hom(X(G),R) et ft*G = X ( G ) ®z M le dual de ÏÏG. On définit l'homomorphisme 
habituel HQ ' G (F) —• ÏÏG- On note $G,F> resp. ÏÏGJF, l'image de G (F), resp. AG(F), 

par cet homomorphisme. On note ÏÏGF, resp. S ^ p , le sous-groupe des À G fô^ tels 
que A(£) G 27rZ pour tout C G $ G , F , resp. £ G Î2G,F- On note CLG la dimension de 

Soit K un sous-groupe compact spécial de G ( F ) . Soit P = MU un sous-groupe 
parabolique de G. Rappelons nos conventions: P est implicitement supposé défini sur 
F et la notation P = MU signifie que M est une composante de Levi de P , définie 
sur F, et U est le radical unipotent de P. Supposons que K soit en bonne position 
relativement à M. Précisément, il existe un sous-tore déployé maximal AQ de M tel 
que K fixe un point de l'appartement associé à A$ dans l'immeuble de G. On a l'égalité 
G (F) = M{F)U(F)K. Pour tout g G G (F), on fixe des éléments mP(g) G M (F), 
up(d) G U(F), kp(g) G if tels que g = rnp(g)up(g)kp(g). On prolonge l'application 
# M : M (F) —• S M en une fonction ifp : G(F) —• ÏÏM par # P ( # ) = HM(mP(g)). Ce 
dernier terme est bien défini puisque la classe mp(g)(M(F) C\K) ne dépend pas de la 
décomposition choisie de g. 

Supposons fixé un Levi minimal Mm[n de G. On pose 

WG = N o r m G ( F ) ( M m i n ) / M m i n ( F ) . 

On note EG la fonction d'Harish-Chandra ([16, II.l]). Elle dépend de K. Mais elle 
ne nous sert qu'à résoudre des questions de majorations. Or changer de groupe K 
remplace EG par une fonction équivalente. Il est donc loisible d'utiliser cette fonction 
sans préciser le groupe K qui permet de la définir. On utilise aussi la fonction a. 
Rappelons que, dans [17], on a légèrement modifié la définition d'Harish-Chandra en 
posant a {g) = sup(l, log(||p||)). On a la relation a(gg') < a (g) + a (g') < 2a(g)a(g/) 
pour tous g, g' G G (F). Pour tout réel b > 0, on note 1<7<6, resp. la>b, la fonction 
caractéristique de l'ensemble des g G G (F) tels que a (g) < 6, resp. a (g) > b. 

Quand deux nombres réels positifs ou nuls a et & dépendent d'un certain nombre 
de variables xi,...,xn, on dit que a est essentiellement majoré par 6, ce que l'on note 
a <^ 6, s'il existe un réel c > 0 tel que a < cb pour tous xi,... ,xn. Cette notation 
est quelque peu imprécise mais nous évite d'introduire une kyrielle de constantes 
superflues. 

On introduit l'espace <^f(G(F)) des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur 
G (F). C'est l'ensemble des fonctions / : G (F) —> C qui sont biinvariantes par un 
sous-groupe ouvert compact et telles que, pour tout réel R > 0, on ait une majoration 

f (g) << (g) o -(g) -R 

pour tout g G G(F). L'espace 0{G(F)) contient l'espace C™(G{F)) des fonctions 
localement constantes à suDDort comoact. 
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Soit 7r une représentation admissible de G (F). On note sans plus de commentaire 
En un espace complexe dans lequel elle se réalise. Si K est un sous-groupe de G (F), on 
note E% le sous-espace des éléments de En invariants par K. Supposons n unitaire. On 
fixe une forme hermitienne définie positive (.,.) sur En invariante par l'action de G(F). 
On appelle une telle forme un produit scalaire invariant. Précisons notre convention 
sur les formes sesquilinéaires: la forme (.,.) vérifie la relation (AV,Àe) = À/À(e/,e) 
pour tous À, À' G C, e, e' G En. Nous dirons que 7r est tempérée si elle est unitaire, 
de longueur finie, et qu'il existe un entier D tel que, pour tous e, e' G En, on ait une 
majoration 

\(e',n(g)e)\«EG(g)a(g)D. 

En fait, l'entier D ne sert à rien: on peut prendre D = 0, cf. [16] lemme VI.2.2. 
Supposons G(F) muni d'une mesure de Haar. Si 7r est tempérée, l'action de C£°(G(F)) 
dans En se prolonge en une action de <fi{G(F)). Pour / G <fi(G{F)) et e, e' G E^, on 
a l'égalité 

(e'Mf)e) = 

f G(F) 
f(g)(ef,7r(g)e)dg. 

Cette intégrale est absolument convergente. On note Temp(G) l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations tempérées irréductibles de G (F). 

On fixe un caractère I/J : F —» C x , continu et non trivial. On note le plus petit 
entier relatif c tel que Î/J soit trivial sur pp. 

1.2. Mesures. — Dans la suite de l'article, la situation sera la suivante. Le groupe 
G est fixé, ainsi qu'un Levi minimal Mm-m de G et un sous-groupe compact spécial K 
de G (F), en bonne position relativement à Mm-in. 

On munit K de la mesure de Haar de masse totale 1. On munit G(F) d'une mesure 
de Haar (pour laquelle mes(if) n'est pas forcément égale à 1). Soit P = MU G 
&(Mm-in) (les notations îT'(L), <^(I/), £{L) sont celles d'Arthur: pour un Levi L, elles 
désignent l'ensemble des sous-groupes paraboliques Q qui contiennent L, resp. de 
composante de Levi L, resp. l'ensemble des Levi qui contiennent L). On munit U(F) 
de l'unique mesure de Haar telle que 

U{F) 
6p(mp(u))du = 1, 

où P = MU est le parabolique opposé à P et ôp est le module usuel. On munit M (F) 
de l'unique mesure de Haar telle que, pour toute / G C£°(G(F)), on ait l'égalité 

G(F) 
f(g)dg 

K 7(F) M(F) 
f(muk)dm du dk. 

Le point est que cette mesure sur M (F) ne dépend pas du sous-groupe parabolique 
P G ffl(M) utilisé pour la définir ([6] 1.2). 

On munit l'espace i WM C ÏÏ*M (8>R C de la mesure de Haar telle que le quotient 

iU*M/iÈMF soit de mesure 1. On pose I^MF = ^M/^^M,F ê  on Ie munit de la 
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mesure telle que l'application naturelle de iÏÏ*M dans i¥l*MF préserve localement les 

mesures. 

Soit T un tore. Si T est déployé, on munit T(F) de la mesure de Haar telle que le 

sous-groupe compact maximal de T(F) soit de mesure 1. En général, on munit AT(F) 

de la mesure que l'on vient de définir et T(F) de la mesure telle que T{F)/AT{F) 

soit de mesure 1 pour la mesure quotient. 

Remarques. — 1. Dans le cas où Mm[n est un tore, les définitions précédentes peuvent 

entrer en conflit. On croit qu'en pratique, il n'y aura pas d'ambiguïté. 

2. Dans les sections 3, 4 et 5, on se préoccupera de questions de convergence pour 

lesquelles les choix de mesures sont sans importance. On ne tiendra pas compte des 

normalisations ci-dessus. On supposera au contraire que les mesures sont choisies de 

telle sorte que toutes les constantes qui apparaissent à cause d'elles dans les calculs 

soient égales à 1. 

1.3. Représentations induites, opérateurs d'entrelacement. — Soit P = 

MU un sous-groupe parabolique de G et r une représentation admissible de M (F). 

On définit la représentation induite Indp(r) . On note EFr son espace. C'est celui 

des fonctions e : G (F) —> ET qui sont invariantes à droite par un sous-groupe ouvert 

compact de G (F) et vérifient 

e{mug) = Sp(m)1^2r(m)e(g) 

pour tous m G M (F), u G U(F) et g e G (F). Pour g G G ( F ) , ou / G CC°°(G(F)) , 

on note Indp(r ,g) , ou Indp(r, / ) , l'action de g, ou / , dans EFr. Pour À G ffî*M (£>r C , 

on définit la représentation T\ de M (F) par TA (m) = e x p ( À ( i J M ( ^ ) ) ) T ( ^ ) et la 

représentation induite Indp(rA). Remarquons que ces représentations ne dépendent 

que de l'image de À dans {"€tM 0 r C)/iÏÏyM F. Supposons Mm[n c M. Notons ^ p r 

l'espace des fonctions e : K —> ET qui sont invariantes à droite par un sous-groupe 

ouvert compact de K et vérifient la même relation que ci-dessus, pour m G KC\M(F), 

u G K fl U(F) et g G K. Par restriction à Ep s'identifie à tâpT, ce dernier 

espace est donc un modèle commun à toutes les représentations Indp(rA). Supposons 

r unitaire. On définit un produit hermitien sur ^tpT par 

(e',e) = 
K 

(e'(k),e(k))dk. 

C'est un produit scalaire invariant pour la représentation I n d p ^ ) pour tout À G 

Laissons M fixé mais faisons varier P parmi les éléments de £P(M). Pour P = 

MU,P' = MU' G £P(M) et A e g ; % c , Dn définit l'opérateur d'entrelacement 

Jp'\p(j\) eG pty eGP,tr 
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Quand la partie réelle de À est dans un certain cône, il est défini par la formule 

(Jp'\p(r\)e)(g) = 
J(U(F)nU'(F))\U'(F) 

e(ufg)du'. 

En général, il est défini par prolongement méromorphe (il est même rationnel, si l'on 
considère {YTM <8>R Q A $ M , F comme un tore algébrique complexe). Par restriction 
à on peut considérer JP>\P(T\) comme un homomorphisme de ^K%r dans T. 
C'est ce point de vue que l'on adopte dans la suite. 

Supposons r irréductible. L'opérateur JP\p(r\)Jp\p(r\) est une homothétie. 
Notons j(r\) le rapport d'homothétie. Il ne dépend pas de P . On peut normaliser 
l'opérateur d'entrelacement. On introduit une fonction rpi\p{r\) à valeurs complexes, 
qui est méromorphe et même rationnelle, de sorte qu'en posant 

Rp'\p(r\) = rpi\p(rx) -1JP>\P(TX), 

cet opérateur vérifie les conditions du théorème 2.1 de [5]. Les principales conditions 
sont 

— pour P , P ' , P " G <?(M), Rp»\P'(Tx)Rpf\p(TA) = RP»\P(TX); 

— supposons T tempérée; pour À G iÏÏ*M F , Rp>\p(j\) est holomorphe et son adjoint 
pour le produit scalaire est Rp\p'(r\). 

La définition des opérateurs normalisés s'étend au cas où r est semi-simple. En 
particulier, soit PM = MQUQ1 un sous-groupe parabolique de M tel que Mmin C 
Mo, soit To une représentation tempérée irréductible de Mo (F), supposons que r = 
Ind^M(r0). Pour P = M U G 0 (M) , introduisons le groupe P0 = P M U G 0(Àfo). 
L'espace 3CpT s'identifie à ^p0,To. Pour P , P ' G 0>(M) et A G itt*MiF, l'opérateur 
Rp'\p(r\) s'identifie à RP^PO(TO^X)' Cette propriété résulte de la construction des 
fonctions de normalisation rp/|p(rA), cf. [5, 2 .2] . 

1.4. Caractères pondérés. — On conserve les données M et r du paragraphe 
précédent. On suppose que r est tempérée, donc semi-simple d'après la définition 
que l'on a adoptée. Pour tous P, Pf G ^ ( M ) , l'opérateur Rp>\p(r) est bien défini 
et inversible. Plus généralement, pour tout À G iU*Ml l'opérateur RP>\P(T\) est bien 
défini et inversible. Fixons P. Pour tout P' G <^(M), considérons la fonction 9lp'{r) 
sur iU*M définie par 

&P'(T, A) = RP'\P{T)~1RP'\P(T\). 

Elle prend ses valeurs dans l'espace d'endomorphismes de ^p>T. La famille 
(&p'(r))p'eg>(M) est une (G, M)-famille à valeurs opérateurs ([2] paragraphe 
7). Cela entraîne que la fonction 

Ah+ 

P'eP(M) 

^ ( r . A ^ Í A ) - 1 

sur iU*M est C°° (la fonction QP> est définie en [7] p. 15) . On note ^ M W la valeur de 
cette fonction en A = 0. C'est un endomorphisme de ̂ p,T. Il dépend du choix de P 
puisque l'espace dans lequel il agit en dépend, mais il n'en dépend qu'à isomorphisme 
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près. Plus généralement, soient M € £(M) et Q = LU € !7(M). On définit une 
(L,M)-famille {^%L{T))PLe&L(M) ^ e ^ a ^ a Ç° n suivante: ^pL(r) est la restriction à 

de la fonction <$P'(T), où P' est un élément quelconque de tP(M) tel que Pf C Q 
et Pf C\ L C P L (les deux termes de cette dernière inclusion sont des sous-groupes 
paraboliques de L, de composantes de Levi M pour le premier et M pour le second). 
Comme ci-dessus, on associe à cette (L, M)-famille un opérateur 9^{r). 

Le caractère pondéré de la représentation r est la distribution / t—• J ^ ( r , /)définie 
nar 

JGM (t, f) = , r ace (^M(T)Indp( r , / ) ) 

pour toute / G G£°(G(F)). Cette distribution est définie à l'aide du sous-groupe 
parabolique P que nous avons fixé, mais on montre qu'elle ne dépend pas de ce choix 
(parce que ^ ( r ) n'en dépend qu'à isomorphisme près). Plus généralement, pour M 
et Q comme ci-dessus, on définit une distribution / i—» J ^ ( T , / ) en remplaçant 91M(J) 

par &%(T). 

Dans le cas où M = G, on pose simplement 0T(f) = ^G(t>/) - ^a distribution 
/ i—• 0T(f) est le caractère usuel de r . 

1.5. Le .R-groupe. — Soient M un Levi de G et r une représentation admissible 
de M (F). Soit g G G (F). On définit la représentation gr de gM(F)g~x par 
{9T){9m9~1) = T(m). Son espace Egr est égal à Er. Sa classe d'isomorphie ne dépend 
que de l'image de g dans l'ensemble de classes G(F)/M(F). La conjugaison par g 
induit un isomorphisme de ffi*M ®R C sur ÏÏ*Mg-i <8>R C que l'on note À i—• gX. On a 
l'égalité g(r\) = (gr)g\ pour tout A G ÏÏ*M ®R C. 

Supposons Mmin c M et r irréductible et de la série discrète. Notons 
NormG(F)(R) le sous-groupe des g G NormG(F)(M) tels que gr ~ r. Posons 
W(T) — NoriiiG(f)(r)/M(F). Simplifions la théorie en supposant vérifiées la 
condition: 

(1) la représentation r se prolonge en une représentation rN de NorniG(F)(r)-
Fixons ce prolongement rN. Remarquons que rN est nécessairement unitaire. Pour 

P G (P(M) et w G W ( T ) , on définit un homomorphisme 

AP(w) : «#S-ipWjtl7-iT ^ p , r 

de la façon suivante. Puisque K est en bonne position relativement à Mmin, a 
fortiori relativement à M, on peut choisir un relèvement w de w qui appartient 
à K D NormG(F)(^)- Pour e G «^-ip^^-ir et G if, on pose (Ap(w)e)(k) = 

riV(it;)e(tt;~1A:). Cela ne dépend pas du choix de iû. Pour A G i f â ^ F, on définit un 
endomomorphisme Rp(w,r\) de ̂ p T par 

Rp(w,TX) = AP(W)RW-IPWÌP(TA) = # P | ™ P ™ - I ( ( W T ) ^ A ) ^ P ^ - I ( W ) . 

C'est un opérateur unitaire. On a la relation d'entrelacement 

lnd%((wT)w\,g)Rp(w,TX) = #p(w,TA)Indp(rA,#) 
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et la relation de composition 

Rp(wiw2,T\) = RP(wUTW2x)Rp(w2,X)-

Apppliquons ceci pour À = 0. Notons W'{r) le sous-groupe des w G W(r) tels que 
RP(W, r) soit une homothétie. C'est le groupe de Weyl d'un système de racines £ ' dont 
tout élément est proportionnel à une racine de A M dans g. Ce système est conservé 
par l'action de W(r). Fixons un sous-ensemble £ ' + de racines positives et notons 
R(r) le sous-groupe des éléments de W(T) qui conservent £/ + . On a la décomposition 
W(T) = W'(T) y\R{r). L'application w i—• Rp(w,r) se prolonge en un isomorphisme de 
l'algèbre de groupe C[i?(r)] sur l'algèbre commutante de la représentation Indp(r). 
Ces propriétés forment la théorie du P-groupe, qui est due à Silberger dans le cas 
p-adique. 

Simplifions encore en supposant: 
(2) le groupe R(r) est abélien. 
On note R(r)v le groupe dual de R(r). Pour tout caractère £ G R(r)v, notons 

^p,r,c ê sous-espace des éléments e G <^pjT tels que Rp(w,r)e = Ç(w)e pour tout 
w G R{r). Alors tâpTç est stable par la représentation Indp(T). Notons Indp(r, C) la 
restriction de Indp(r) à ce sous-espace. Alors Indp(r, est irréductible, sa classe ne 
dépend pas de P et Indp(r, £) est isomorphe à Indp(r, £') si et seulement si £ = C'-

Soit 7r une représentation admissible de G(F). On dit qu'elle est proprement 
induite s'il existe un élément Q = LU G £̂ (Mmin) et une représentation admissible 
irréductible a de L(F) tels que Q ^ G et TT ~ IndQ(cr). Remarquons que si 7r 
est tempérée, a l'est forcément elle-aussi. Introduisons le groupe de Grothendieck 
à coefficients dans Q des représentations admissibles de longueur finie de G (F). 
Soit 7r G Temp(G). On dit que n est elliptique si son image dans ce groupe n'est 
pas combinaison linéaire de représentations proprement induites. En utilisant la 
classification de Langlands, on voit qu'il revient au même de dire que cette image 
n'est pas combinaison linéaire de représentations tempérées proprement induites. Il 
revient aussi au même de dire que le caractère de TT n'est pas identiquement nul 
sur l'ensemble des éléments semi-simples réguliers et elliptiques de G (F). Revenons 
à la situation précédente. Notons W(M) = NormG(p) (M)/M(F) et W(M)reg le 
sous-ensemble des éléments de W(M) qui opèrent sans points fixes non nuls sur 
^ M / ^ G - Les trois conditions suivantes sont équivalentes: 

— il existe C £ R{r)V tel que Indp(r, () soit elliptique; 
— pour tout ( G i?(r)v, la représentation Indp(r, C) est elliptique; 
— l'intersection R(r) D W(M)reg n'est pas vide. 
Cela résulte de [7] proposition 2.1(c), compte tenu du fait qu'un caractère d'un 

groupe abélien ne s'annule en aucun point de ce groupe. Si ces conditions sont vérifiées, 
on a W'{T) = {1}. Inversement, pour toute représentation elliptique n G Temp(G), il 
existe M, r et C vérifiant toutes les conditions ci-dessus de sorte que TT ~ Indp(T, Q . 
La classe de conjugaison par WG du triplet (M, r, C) est bien déterminée. 
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Remarque. — Les hypothèses simplificatrices (1) et (2) sont vérifiées si G est un 
groupe "classique", en particulier si G est spécial orthogonal, cf. [12] proposition 2.3 
et [9]. Les auteurs de ces références imposent des hypothèses au groupe G, qui sont 
nécessaires pour déterminer entièrement les i^-groupes, mais qui ne le sont pas pour 
les propriétés plus rudiment aires ci-dessus. 

1.6. La formule de Plancherel-Harish-Chandra. — Pour tout M G 3?(Mmin), 
fixons un élément P G £P(M). Notons Il2(M) l'ensemble des classes d'isomorphie 
de représentations irréductibles et de la série discrète de M (F). Cet ensemble se 
décompose en orbites pour l'action r i—> T\ de iç6tMF. Notons { ^ ( M ) } l'ensemble 
des orbites. Pour chaque orbite 0, fixons un élément r de cette orbite. Notons i&g 
le groupe des À G iÏÏ]^ tels que les représentations r et T\ soient équivalentes. Pour 
tout A G ifâX*. on définit la mesure de Plancherel 

m{rx) =j(rx) 1d(r), 

où d(r) est le degré formel de r . Soit / G <rf(G(F)). La formule de Plancherel-Harish-
Chandra affirme l'égalité 

f(g) = 
Me£(Mmin) 

|WM||^Gi-l 

Qe{u2(M)} 

[%nyg : iUyMF\ 1 

i G* M,F 
m(rx)tTace(Ind$(Tx, g ^ I n d p f a , f))d\ 

pour tout g G G {F). Seules interviennent de façon non nulle les orbites V pour 
lesquelles une représentation I n d F(T \ ) admet des vecteurs non nuls invariants par un 
sous-groupe ouvert compact de G (F) tel que / soit biinvariante par ce sous-groupe. 
Ces orbites sont en nombre fini. La formule ci-dessus est démontrée dans [16] théorème 
VIII. 1.1. Dans cette référence, il y a quelques constantes supplémentaires dues aux 
normalisations différentes des mesures. Arthur a introduit les normalisations que nous 
utilisons et qui font disparaître ces constantes. 

Nous aurons aussi besoin d'une autre formule. Fixons P = MU G &(Mm-m) et 
une représentation admissible irréductible r de M (F), de la série discrète. Soient 
e,e' G X%r et (f une fonction C°° sur i ÏÏM F. Définissons une fonction fe e/ „, sur 
G(F) par ' 

fe,e',<p(9) z 
ig*M,F 

(p(X)(Indp(TX,g)ef,e)m(TX)dX. 

Cette fonction appartient à <${G{F)). Identifions tout élément de W(M) à 
un représentant dans K fl NorniG(F)(M). Notons 6(r) l'ensemble des couples 

G W(M) x iU*MF tels que w~xr ~ rM. Pour (W,/J,) G <5(r), fixons un 
automorphisme unitaire r(w,u) de 3iv>„ tel aue 

r(^,/i)rM(m) = (w 1r)(m)r(w,/i) 
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pour tout m G M (F). Définissons l'homomorphisme A(w,/i) : ci/G rfsG 
JX/W-1PW,T JXJP,T par 

(A(w,p)e)(g) = r(w,/i)e(w 1g). 

Pour À G Î&M^FI définissons l'endomorphisme R(wìfiìX) de ̂ p T par 

R(w, /x, A) = A(w, ii)Rw-ipw\p(T\+u). 

Il vérifie la relation d'entrelacement 

R(w,fjL, A)Indp(rA+M,p) = lndp(rwX,g)R(w,fiiX). 

Posons simplement R(w,p) = R(w,p,0). Soient eo,e0 G 3CpT. Alors on a l'égalité 

JG(F) 
fe.ef.u>(Q)(enJndp(rig)e0)dg = 

(w, u) e E (T) 

ip(N){R(w, fi)e'e0)(e0, R(w, /z)e). 

C'est une autre façon d'écrire la proposition VII.2 de [16]. Ici encore, les constantes 
disparaissent grâce aux normalisations d'Arthur. 

L'ensemble &(T) est fini, on peut donc choisir un voisinage a; de 0 dans iU*M F tel 
que (W,IJL) G 6{r) et fi G u entraînent /i = 0. Evidemment l'application w i—> (ty,0) 
est un isomorphisme de W(r) sur le sous-ensemble des éléments de S(r) de la forme 
(w,0). Supposons valides les hypothèses du paragraphe précédent. Pour w G W(r) , 
l'opérateur R(w, 0) est égal au RP(w,r) du paragraphe précédent (du moins, on peut 
effectuer les divers choix de sorte qu'il en soit ainsi). Pour w G W ( T ) , c'est une 
homothétie dont le rapport est de module 1 par un argument d'unitarité. Seuls les 
éléments du iî-groupe interviennent de façon non triviale dans la somme ci-dessus. 
On obtient alors 

(1) supposons le support de (p contenu dans UJ\ alors on a l'égalité 

'G(F) 
feìef^(g)(ef0Jnd(f(Tìg)eo)dg = \W'(r)\<p(0) 

w E R (T) 

(RP(w, r)e', e0)(e0, RP(w, r)e). 

2. Fonctions très cusmdales 

2.1. Un lemme d'annulation. — Soit n une représentation admissible de G(F). 
Introduisons sa contragrédiente n. Soient B une forme bilinéaire sur E% x En et 
/ G C%°(G(F)). Fixons un sous-groupe ouvert compact Kf de G (F) tel que / soit 
biinvariante par Kf. Les sous-espaces E^f et E?f sont duaux l'un de l'autre par 
l'accouplement naturel, que l'on note < .,. >. Fixons une base 25 / du premier et 
introduisons la base duale {é;e G $Kf} du second. Posons 

tracer (7r(/)) 

e E BK f 

B(ë,7r(/)e). 

On vérifie que ce terme ne dépend ni du choix de Kf, ni de celui de la base. 
Remarquons que la trace usuelle 0n(f) s'obtient comme cas particulier en prenant 
pour B l'accouplement naturel sur E^ x En. 
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Soient P = MU G Ŝ Mmin) et r une représentation admissible de M (F). Soient 
B une forme bilinéaire sur E G P,t x EG P, T et / € C~(G(F)) On impose les hypothèses 
suivantes 

(1) P ï G; 
(2) / est très cuspidale (cf. [17] 5.1); 
(3) soient e G Ep et e' G Epf tels que e'{g) 0 e(#) = 0 pour tout # G G(F); alors 

fl(e',e) = 0. 

Remarque. — e'(g) (g) e(g) est un élément de Ef ®c ET. 

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a traceB(Ind£(r,/)) = 0 . 

Démonstration. — On fixe un sous-groupe ouvert compact Kf de K tel que / soit 
biinvariante par Kf. Fixons un ensemble de représentants V de l'ensemble de doubles 
classes P(F)\G(F)/Kf. On peut choisir une base <ÉKf de (E$T)K' telle que, pour 

tout e G il existe 7 G T de sorte que le support de e soit contenu dans P(F)"yKf. 
L'élément correspondant é de la base duale vérifie la même propriété, avec le même 
7 . Pour tout e G $Kf, on a 

Ind£(r , / )e 

e'EBkf 

< é , , I n d ^ ( r , / ) e > e / , 

d'où 
tracer (Indp(r, / ) ) 

e' E Bk f 

#(é,e ' ) < é ' , I n d £ ( r , / ) e > . 

Fixons e, . Il suffit de prouver que le terme indexé par e, e' dans cette somme 
est nul. Soient 7 , 7 ' G T tels que le support de e, resp. e', soit contenu dans P(F)jKf, 
resp. P(F)-y'Kf. Si 7 ^ 7 ' , on a ë(g)®e'(g) = 0 pour tout # G G(F), donc S(é, e') = 0. 
Supposons 7 = 7 ' . On a 

< é ' , I n d £ ( r , / ) e > = 
fk f G (F) 

/(#) < ë'(x),e(xg) > dgdx, 

où l'accouplement intérieur est celui sur EfxEr. On effectue le changement de variable 
g 1—• puis on décompose g en g = muk, avec m G M (F), u G U(F), k E K. D'où 

< é , , I n d ? ( r , / ) e > 
f K fK 'M(F) « f U (F) 

f(a; 1muk) 

< ê,(x)ir(m)e(k) > 8p{m)1^2du dm dk dx. 

Fixons x,/c,m et supposons < è,(x),r(m)e(k) > ^ 0. Cela entraîne x G P(F)jKf 
et k e P(F)jKf. Donc k G P(F)xKf. Ecrivons fc = m'u'xk', avec m' G M (F), 
u' G U(F), k' G JFT/ et considérons l'intégrale intérieure de la formule ci-dessus. 
Puisque / est invariante à droite par Kf,lek' disparaît. Par le changement de variable 
u 1—• m'uu'~lm'~l, cette intégrale devient 

öpim')1'2 
JU{F) 

f(x lmm'ux)du. 
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Elle est nulle puisque / est très cuspidale. Donc < é', IndP(r, f)e >= 0, ce qui achève 
la preuve. • 

Ce lemme admet plusieurs variantes. Supposons Mm[n C M. Au lieu des modèles 

EpT et Epf, on peut aussi considérer les modèles di%r et tfc%f et une forme bilinéaire 

B sur KG P,t x CK%T. Le lemme reste valide si l'on remplace l'hypothèse (3) par 

(3') soient e G <^p)T et e' G tâpf tels que e'(k) (g) e(k) = 0 pour tout k G K\ alors 
B(e',e) = 0. 

Dans le cas où r unitaire, on peut aussi considérer une forme sesquilinéaire B sur 
tâp,r x ^p ,r vérifiant la même condition (3'). Le lemme reste valide. 

2.2. Caractères pondérés et fonctions très cuspidales. — Soient M G 
£(Mmin) et / G C^°(G(F)). Comme on l'a dit, le caractère pondéré J M ( T , / ) EST 

défini pour toute représentation r tempérée (ce qui impose, d'après nos conventions, 
que r semi-simple et de longueur finie). Plus généralement, on peut prolonger la 
définition par linéarité à une combinaison linéaire finie de représentations tempérées 
irréductibles. Fixons une telle combinaison linéaire r . 

Proposition. — Supposons f très cuspidale. 
(i) Soient M G £(M) etQe &(M). Si M ^ M ou si Q ^ G, on a jg(r, / ) = 0. 
(ii) Supposons que r est combinaison linéaire de représentations proprement 

induites. Alors J M ( T , / ) = 0-

Démonstration. — Pour prouver (i), on peut supposer r irréductible. Démontrons 
d'abord l'assertion pour M = M et Q ̂  G. Soit donc Q = LU G SF(M) tel que 
Q ï G. Fixons P G 0>(M) tel que P C Q. Pour P' G 0>(M) tel que P' C Q, 
définissons une fonction cpi sur i^M par 

cP/(A) = trace(#p/ip(r) 1Rpnp(T\)lndp(ri /)). 

Il s'agit de la trace d'un endomorphism.e de di%T. Par définition, Jjjf (T, / ) est la valeur 
en À = 0 de la fonction 

P'e#>(M);P'CQ 

CP ' (λ θ L P' U L(λ)-1 

Pour démontrer que J ^ ( r , / ) = 0, il suffit de prouver que cp>(À) = 0 pour tous P' et 

À. Fixons P' et À. Introduisons les représentations n — IndpnL(r) et 7r' = Indp,nL(r), 

que l'on réalise dans les espaces ^ p n L et ^p/nL,r- On Peu^ identifier CK%r, resp. 

KGP', T, à Q̂57r, resp. ^Q>7r/. On dispose de l'opérateur #p/nL|pnL(TÀ) : ^pnL)T —> 

^ p n i T . Modulo les identifications précédentes, i?p'|p(TA) s'identifie à l'opérateur 

e i—> ^p/nx/|pnL(rA) ° e de <̂ Q?7r dans ^ Q ^ 1 - H en es^ de même pour l'opérateur 

jRp/|p(r). Introduisons la forme sesquilinéaire B sur <#Q)7r> x «#gj7r définie par 

B(e',e) - ( e , , ^nL |pnL( r ) -1^ ,nL |pnL( rA)oe ) . 
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On a alors cp/(À) = tracep(7r(/)). Les conditions du lemme précédent sont vérifiées, 

si l'on remplace dans ce lemme P et r par Q et n. Le lemme entraîne cp/(À) = 0 

comme on le voulait. 

Passons au cas général. On peut appliquer à la (G, M)-famille (&PL(T))pLepL 

les formules de descente d 'Arthur, en particulier le corollaire 7 . 2 de [4]. On en déduit 

l'égalité 
CM, 1 

L'e£L(M) 

dLM(M,L')JÙ(T,f). 

Le sous-groupe parabolique Qf appartient à #*(£/) et est contenu dans Q. Si Q ̂  G, 

tous ces Q' sont aussi différents de G. Il en est de même si M / M car dans ce cas, 

la condition djfa (M, V) ^ 0 implique que L' Ç L. Alors le résultat précédent entraîne 

J l ( r > / ) = °» ce qui P ^ u v e (i). 

Pour (ii), il suffit de considérer le cas où r est proprement induite. Fixons P' = 

M'U' G SrM(Mmin) et une représentation irréductible rf de M'(F) tels que P' ^ M 

et r = Ind^ / ( r / ) . La représentation r' est tempérée. Il résulte des définitions (cf. la 

fin du paragraphe 1 .3 ) que l'on a l'égalité 

JÛ(r,f) = JÛ(T>,f). 

On applique le (i) en remplaçant M et M par M' et M. On obtient la nullité du terme 

de droite ci-dessus, d'où celle du terme de gauche que l'on voulait démontrer. • 

Pour / G G£°(G(F)) , le terme J M ( T , / ) dépend des facteurs rp'\p(r,À) utilisés 

pour définir les opérateurs d'entrelacement normalisés. En fait 

( 1 ) pour / très cuspidale, J M ( T , / ) ne dépend pas des facteurs de normalisation. 

En effet, considérons deux familles de facteurs, que l'on indexe par les nombres 

1 et 2 . On en déduit deux (G, M)-familles (cp',i)p'e#>(M) et {cp*,2)pfe$>(M) 
comme dans la preuve précédente et il suffit de prouver que CM,I — CM,2-
Or il existe une (G, M)-famille {dp>)p,eg)^M^ construite à l'aide des rapports 

rP'\p,i{T'>^)rPf\p,2(Ti^)-15 telle que cp>^ = cpi ^dp> pour tout Pf. On a alors la 

formule de descente 

CM I = 

L',L"e£(M) 

% l L ^ )cM2aM , 

cf. [4] corollaire 7 . 4 . Le terme Q' est un élément de £P(MF) et cM2 — J*M (Tif)i ce 

terme étant calculé à l'aide de la seconde famille de facteurs. Si L' / G, il est nul 

d'après le (i) du lemme. Dans la somme ci-dessus, il ne reste que la contribution du 

couple (L ' ,L" ) = (G, M ) . Pour ce couple, cM 2dM = CM,2, d'où l'égalité cherchée. 

2.3. Induction de quasi-caractères. — Pour ce paragraphe, oublions les choix 

de mesures de Haar et de sous-groupe compact spécial que l'on a effectués. Soit 

M un Levi de G. On munit G (F) et M (F) de mesures de Haar. Soit AM une 

distribution sur M (F) invariante par conjugaison. On sait définir la distribution 

induite A = I n d ^ ( A M ) , qui est une distribution invariante sur G (F). Rappelons sa 
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définition. Fixons un élément P = MU G ${M) et un sous-groupe compact spécial 
K de G (F), en bonne position relativement à M. Munissons K et U(F) de mesures 
de Haar, compatibles au sens habituel avec les mesures sur M (F) et G(F). Pour 
/ € C?{G(F)), on définit fPeC?(M(F)) par 

fp(m) = SP(m)^2 
IK U{F) 

f(k 1muk)dudk. 

On pose A( / ) = AM(fp). Cela ne dépend pas des choix de P et K. Soit maintenant 
0M une fonction définie presque partout sur M (F), localement integrable et invariante 
par conjugaison. Soit AM la distribution associée, c'est-à-dire que 

A M(y) = 
JM{F) 

<p(m)0M'(ro)dro. 

A l'aide de la formule d'intégration de Weyl, on vérifie que A est elle-aussi associée 
à une fonction 0 sur G(F), localement integrable et invariante par conjugaison. Pour 
tout x G G(F), fixons un ensemble %M {x) de représentants des classes de conjugaison 
par M (F) dans l'ensemble des éléments de M (F) qui sont conjugués à x par un 
élément de G (F). Pour x G GTeg(F), on a l'égalité 

(1) 0{x) = 

x'e%lvl{x) 

DG{xy1^DM(x,)^20M{x'). 

Les fonctions DG et DM sont les modules des fonctions discriminants de Harish-
Chandra habituelles. Cette formule montre que 0 est indépendante des choix de 
mesures sur G (F) et M (F). On note Ind^(0M) = 6. 

Rappelons que l'on a défini en [17] 4.1 la notion de quasi-caractère de G (F). Soit 
0 une fonction définie presque partout sur G (F) et invariante par conjugaison. On dit 
que c'est un quasi-caractère si et seulement si, pour tout élément semi-simple x de 
G(F), il existe un bon voisinage u; de 0 dans QX(F) et, pour tout 0 G Nil(gx), il existe 
ce Q(X) G C de sorte que l'on ait l'égalité 

(2) 0(xexp(X)) = 
Oem\(Qx) 

COT0{X)№X) 

presque partout pour X Go ; . Donnons quelques explications. On note GX la 
composante neutre du centralisateur ZQ(X) de x dans G et, comme toujours gx son 
algèbre de Lie. On renvoie à [17] 3.1 pour la notion de bon voisinage. On note N i l ^ ) 
l'ensemble des orbites nilpotentes dans gx. La fonction X i—> j(Q,X) est la fonction 
associée à la distribution transformée de Fourier de l'intégrale orbitale Jg associée à 
0, normalisée comme en [171 1.2. 

D'autre part, soit &M G Nil(m). On sait définir "l'orbite induite" de &M. Plus 
exactement, c'est la réunion d'un certain nombre d'éléments de Nil(g). Fixons P — 
MU G tP(M). Une orbite 9 G Nil(g) est incluse dans cette orbite induite si et 
seulement si l'intersection 9n(&M +u(F)) contient un ouvert non vide de 0M+u(F). 
On pose [0 : 0M] = 1 si 0 est incluse dans l'orbite induite de 0M, [9 : 0M] = 0 sinon. 
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Remarquons que si [9 : 0M] = 1 et si Tune des deux orbites est régulière, l'autre l'est 
aussi. 

Pour un élément semi-simple x G G ( F ) , on a fixé ci-dessus un ensemble 9CM(x). 
Pour tout élément x' de cet ensemble, on note TX> l'ensemble des g G G ( F ) tels que 
gxg~x = x'. C'est un espace principal homogène pour l'action à droite de ZG(X)(F). 

Pour tout g G IV, la conjugaison par g envoie Nil(gx) sur Nil(gx>). On note 9 \-> g9 
cette application. 

Lemme. — Soient 0M un quasi-caractère de M (F) et 0 = IndM(0M). Alors 
(i) 0 est un quasi-caractère de G (F); 
(ii) soient x un élément semi-simple de G(F) et 9 G Nil(gx) une orbite régulière; 

on a Végalité 

Co, o(X) = 
x'e9CM(x)gerxf/Gx(F) 0'eNii(mx,) 

DG{x)-1^DM{x')1f2 

[ZM(x')(F) : a m f ) ] - 1 ^ : U]ceMt&(x'). 

Démonstration. — Soit x un élément semi-simple de G (F). Considérons un bon 
voisinage a; de 0 dans gx. Pour x' G %M(x), posons u v = gwg~l, où g est un 
élément quelconque de Tx>. C'est un bon voisinage de 0 dans gxf. En prenant UJ assez 
petit, on peut supposer que LJ^Î = u)x> fl mx>(F) est un bon voisinage de 0 dans 
mx'(F) et que le quasi-caractère 0M admet un développement de la forme (2) dans 
xfexp(u!¡t). On définit 0%f c'est la fonction sur mXf(F), à support dans et 

telle que 0M, M{Y) = 0M (xf exp(Y)) pour tout Y G uj^f. C'est un quasi-caractère 

de mx'(F). En adaptant les définitions ci-dessus aux algebres de Lie, on définit la 

fonction localement integrable </>x',w , = Ind^'^fl^f M) sur gxt(F). On va prouver 

(3) pour tout X G ou D Qx,reS(F), on a l'égalité 

0(xexp(X)) = 

x'e%M(x)gerx,/Gx(F) 

DG{x)-l^2DM{xf)^2 

[ZM(x')(F) : Mxf(F)]~1(j)x^UJx, (gXg~x). 

Fixons X. Pour tout xf G %M (x) et tout g G IV, fixons un ensemble cXMx' (gXg~x) 
de représentants des classes de conjugaison par Mx> (F) dans l'ensemble des éléments 
de MX'(F) qui sont conjugués à gXg~l par un élément de GX>(F). Il est inclus dans 
u%f et on peut supposer qu'il ne dépend que de l'image de g dans Yx>/GX{F). En 
appliquant la formule (1) aux fonctions </v,uv, le membre de droite de la formule (3) 
est égal à 

x>e<XM(x)gerx,/Gx(F) 

DG{x)-1l2DM{x,)l^[ZM{x'){F) : M*, (F)]"1 

Ye%M*f{gXg-i) 

DGx, (Yyi/2DMS, (Y)1/20M(x,exp{Y)). 
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Soient x', g et Y apparaissant dans cette somme. On a 

DG(x)DG*'(Y) = DG(xf)DG*'(Y) = DG(x'exp(Y)), 

DM\x')DM*'(Y) = DM(x'exp(Y)). 

D'autre part, xfexp(Y) est un élément de M (F) conjugué à xexp(X) par un élément 
de G ( F ) . Il est donc conjugué par un élément de M (F) à un unique élément de 
%M(xexp(X)). Notons cet élément y(x/1g,Y). On a 

DG(x,exp(Y))-1^2DM (xfexp(Y))1/26M {x'exp(Y)) = 
^ ( X E X P C X ) ) - ^ ^ ^ ^ , ^ ^ ) ) ^ ^ ^ ^ , ^ ^ ) ^ 

La formule ci-dessus s'écrit donc 

ye%M (xexp(X)) 
c(y)DG(xexp(X))-1^DM(y)1/2eM(y), 

rm 

c(y) = 
x' ,g,Y;y(x' ,g,Y)=y 

[ZM(x'){F):Mxf(F)}-\ 

En comparant avec la formule (1), on voit que, pour démontrer (3), il suffit de prouver 
que 

(4) c(y) = 1 pour tout y G %M(xexp(X)). 
Soit y G %M (xexp(X)). Fixons 7 € G (F) tel que jxexp(X)^f~1 = y. Puisque 

y G M (F) H Greg(F), le centralisateur Gy de y est contenu dans M. Mais 7 x 7 " 1 
appartient à Gy(F). Il appartient donc à M (F). Il existe donc x' G % (x) et 
m G M (F) tel que 7#7_1 = mx'm~1. Posons g = m_17. Alors g G Tx* et 7 = mg. On 
a y = mx,exp(gXg~1)m~1. Puisque y G M (F), on a aussi x,exp(gXg~1) G M (F), 
donc gXg~x G mx/(F). Alors gXg~x est conjugué par un élément de MX>(F) à un 
élément y G %Mx'(gXg~x) et y est conjugué par un élément de M (F) à x'exp(Y). 
Pour ces choix de x\g,Y, on a y = y(xf,g,Y). Soit ( x ^ ^ i , ^ ) un autre triplet, 
supposons y = 2/(#i,<7i, yi). Quitte à multiplier 0 à gauche par un élément de GX>(F) 
(ce qui revient à le multiplier à droite par un élément de GX(F)), on peut supposer 
y = gXg~x. De même, on peut supposer Y\ = giXg^1. Soit /x G M (F) tel que 
/ix/exp(y)/i-1 = x/1exp(yi). Alors figxexp(X)g~1 /x-1 = pixexppQflrf1. En posant 
/ 1 = 1fig, on a /ixexp(X)/i_1 = xexp(X). Puisque xexp(X) est régulier, cela 
entraîne h G Gfa:eXp(x)(P). Cet ensemble est contenu dans GX(F) d'après les propriétés 
des bons voisinages. Donc h G GX(F). On a alors 

/xrr'/x 1 = jigxg 1 = gihxh 1g1 1 = x[. 

Par définition de l'ensemble % (x), cela entraîne x'1 = x'. A fortiori, la constante 
[ZM(X'I)(F) Mx> (F)]-1 qui intervient dans la définition de c(y) est égale à 
[ZM{%')(F) : Me/(F)]-1 et ne dépend pas du triplet. Puisque x[ = x1la relation ci-
dessus entraîne /x G ZM{X'){F). En revenant à la définition de /x, on a iiYyT1 = Y\. 
Le couple (giGX(F), Yi) appartient donc à l'orbite de (gGX(F),Y) pour l'action 
de ZM{X'){F) ainsi définie: l'action de /x G ZM{X'){F) envoie (gGX(F),Y) sur le 
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couple (giGX(F),Yi) tel que g\GX{F) = pgGX{F) et que Y\ soit l'unique élément 
de (XMx>(giXg^1) conjugué à \xYpar un élément de MX>(F). Inversement, 
on vérifie que tout couple ainsi obtenu convient. L'action de ZM{X'){F) que l'on 
vient de définir se quotiente en une action de ZM(X')(F)/MX'(F). Remarquons que 
ZM{%') H Gx> = MX> car ces deux ensembles sont égaux au commutant de A M dans 
Gx'. Il en résulte que l'action de ZM{X'){F)/MX>{F) est libre: son action sur la 
première composante l'est. Le nombre de triplets est donc égal au nombre d'éléments 
de ce groupe, ce qui entraîne (4) et achève la preuve de (3). 

La formule (3) nous ramène au problème suivant. Soit maintenant 6M un quasi-
caractère de xti(F), dont on écrit le développement à l'origine 

6M (Y) = 

0M<ENil(m) 

C0M VMJM(9M,Y). 

Soit 0 = Ind^(0M). On doit prouver que 6 possède un développement à l'origine de 
la forme 

(5) 6{X) 

eeNii(a) 

c9,0f(0,X), 

et prouver que, pour 9 régulière, on a l'égalité 

(6) C0ig = 

0M€Nil(m) 

[9: 9M}. 

Comme on l'a expliqué, l'induction ne dépend pas des mesures de Haar, si on la 
considère comme une application portant sur des fonctions localement integrables. On 
peut donc supposer que les mesures sont normalisées comme en [17] 1.2. L'analogue 
pour les algebres de Lie de l'application f \-> fP "commute" à la transformation de 
Fourier. On en déduit que l'induite d'une fonction Y i—> jM(9M,Y) est la fonction 
associée à la transformée de Fourier de la distribution induite de l'intégrale orbitale 
J^íf. H est bien connu que cette distribution induite est combinaison linéaire des 
intégrales orbitales Jg pour des éléments 9 G Nil(g) inclus dans l'orbite induite de 
9 . En tout cas, l'induite d'une fonction Y \—» jM(9 ,Y) est combinaison linéaire 
de fonctions X h-» jG(9,X), ce qui prouve l'existence du développement (5). Pour 
prouver (6), on voit qu'il suffit de prouver que, pour 9M régulière, la distribution 
induite de J^L est égale à 

O E Nil (g) 

[9 : 9M]J%. 

On peut supposer M et G quasi-déployés, sinon il n'y a pas d'orbites nilpotentes 
régulières et la question est vide. Toute orbite nilpotente régulière 9 de g(F) apparaît 
dans l'orbite induite d'une unique orbite nilpotente régulière 9M de m(F). En effet, 
fixons P e fl(M) et un sous-groupe de Borel B de G tel que B C P. Soient Y, Y' G 
m(F), N, Nr G u(F), supposons que Y + N et Y' -h N' appartiennent à 9. Quitte 
à effectuer des conjugaisons par des éléments de M (F), on peut supposer Y,Yr G 
b(F) H m(F). Soit g G G(F) tel que g (Y + iV)^"1 = Y' + N'. L'élément Y' + N' 
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appartient aux deux sous-algèbres de Borel b et gbg~Y. Mais Y' -f N' est régulier 
donc n'appartient qu'à une seule telle sous-algèbre. Donc gbg~x = b et g appartient 
à B(F). En écrivant g = mu, avec m G M (F) et u e U(F), on a alors Y' = mYmT1, 
c'est-à-dire que Y et Y1 sont dans la même orbite. Cette unicité nous permet de 
transformer notre problème en le suivant: prouver que la distribution induite de 

9M régulière 

tM 

est égale à 

0 régulière 

Jg • 

Introduisons un sous-groupe de Borel B comme ci-dessus et un sous-tore maximal 
T c BilM. Fixons un élément X G i(F)ngTEG(F). En utilisant un résultat de Shelstad, 
on a prouvé en [17] lemme 11.4 que la première distribution ci-dessus était la limite 
simple des distributions / i—• J^(zX,f) sur M (F) quand z G FX tend vers 0 (dans 
[17], notre groupe était un groupe spécial orthogonal, mais la démonstration de cette 
propriété n'utilisait pas cette particularité). De même, la seconde distribution est la 
limite simple des distributions / »-> JG(ZX, f) sur G(F). Mais il résulte des définitions 
que la distribution / i-> JG(ZX, f) est l'induite de la distribution / \-+ J^izX, f). La 
conclusion s'ensuit. • 

2.4. Intégrales orbitales pondérées invariantes. — Soient / , / ' G C%°(G(F)). 
Nous dirons que / et / ' sont équivalentes si et seulement si D(f) = D(f') pour toute 
distribution D sur G{F) invariante par conjugaison. Comme on le sait, cette condition 
est équivalente à l'une ou l'autre des deux conditions suivantes 

(1) JG(x,f) = JG(x,f) pour tout x G G(F); 
(2) #7r(/) = 07t(ff) pour toute représentation TT G Temp(G). 
Soient M G £(Mmin), x G M (F) Ci GREG(F) et f e GC°°(G(F)). Arthur a défini 

l'intégrale orbitale pondérée JM(X, / ) . On a rappelé la définition en [17] 2.3. Il a aussi 
défini l'intégrale pondérée invariante IM(X, / ) • Conformément à la pratique d'Arthur, 
nous noterons aussi ces termes J^(xi f) ET ^M(x> / ) s'n convient de préciser quel est le 
groupe ambiant. Rappelons la définition de IM(X, / ) . Pour Z G £?G,F5 notons 1HG=Z 
la fonction caractéristique de l'ensemble des x G G (F) tels que HG(X) = Z. Notons 
<#ac(G(F)) l'ensemble des fonctions / : G (F) —> C qui vérifient les deux conditions 
suivantes 

(3) / est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G (F); 
(4) pour tout Z G SG,F> la fonction J1HG=Z appartient à C%°(G(F)). 
Remarquons que plusieurs définitions posées pour les fonctions appartenant à 

C£°(G(F)) se généralisent aux éléments de ̂ ac(G(F)) . Par exemple les intégrales 
orbitales pondérées (on pose J M ( # » / ) = JM(X> f^-HG=HG{x))) ou la notion 
d'équivalence introduite ci-dessus. 

Soient L G £(Mm{n) et f e G^°(G(F)). Arthur montre qu'il existe une fonction 
0 L ( / ) G ̂ {ac(L(F)) telle que, pour toute représentation TT G Temp(L) et tout Z G 
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CL, Fon ait les égalités 

(5) 
i Cl* L,F 

JL(nxJ)exp(-\(Z))d\ = 
i C* L, F 

6nx((t>L(№HL=z)eM-X(Z))dX 

=mes(i&*TF)9v(<f>L(f)lHL=z)-
Cela résulte de [5] théorème 12.1 et [4] proposition 1.1. La fonction </>L(/) est bien 
définie à équivalence près. On définit I M O ^ / ) par récurrence sur a M — ac par la 
formule 

IM(X,I) = JM{XJ) -

Le£(M),L^G 
IM(x><l>L(f)lHL=HL(x))' 

Bien sûr, IM(X,I) ne dépend que de la classe de conjugaison par M (F) de x. La 
distribution / i—> IM(X,Î) est invariante par conjugaison par G(F) et ne dépend 
pas du choix du groupe K. La propriété suivante en résulte, par simple transport 
de structure. Soit g G G (F) tel que gMg~l G £(Mm[n). Alors on a l'égalité 

igMg-iigW1,!) = IM(XJ). 
Pour / G G£°(G(F)), on définit une fonction 0f sur GTEG(F) de la façon suivante. 

Soit x G GREG(F). Notons M(x) le commutant de AQX dans G. C'est un Levi de G 

et c'est le plus petit Levi contenant x. Choisissons g G G (F) tel que gM(x)g~1 G 
£(Mmin). On pose 

θ f( x) = (-1) a M (x) - a G DG (x) -1/2 Ig M(x) g -1 (gxg-1, f). 

Cela ne dépend pas du choix de g. La fonction 0f est invariante par conjugaison 
et localement constante sur Greg(F). Remarquons que 0f = 0f> si / et / ' sont 
équivalentes, puisque les distributions / »-> IM(X, f) sont invariantes par conjugaison. 

2.5. Fonctions cuspidales et quasi-caractères. — Soit / G C£°(G(F)). On dit 
que / est cuspidale si et seulement si, pour tout groupe de Levi M Ç G et pour 
tout x G Greg (F) H M (F), on a Jc(x,f) = 0. Cette condition est équivalente à ce 
que 0tt(/) = 0 pour toute représentation 7r de G (F) qui est tempérée et proprement 
induite. Une fonction très cuspidale est cuspidale. 

Lemme. — Soit f G C£°(G(F)), supposons f cuspidale. Alors 0f est un quasi-
caractère de G (F). 

Démonstration. — Arthur définit un ensemble de représentations virtuelles Teu(G). 
Tout élément 7r de Teu(G) est une combinaison linéaire à coefficients complexes de 
représentations elliptiques. Par linéarité, on définit la contragrédiente 7r, le caractère 
0n et, pour À G ÎÏÏGI la représentation virtuelle 7rx qui appartient aussi à Teu(G). On 
note {Teii(G)} l'ensemble des orbites dans Teu(G) pour l'action À i—• TT\. Si est un 
sous-groupe ouvert compact de G(F), il n'y a qu'un nombre fini d'orbites 9 G Teu(G) 
pour lesquelles il existe TT G 9 et une fonction / ' G C%°(G(F)), biinvariante par K' 
de sorte que 0^{ff) ^ 0. Pour toute orbite 0, on fixe un point-base TT G 9. En [7] 
théorème 5.1, Arthur associe à 9 un coefficient que nous notons c(9) dont nous ne 
rappelons pas la définition (on explicitera toutefois ce coefficient pour les groupes 
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spéciaux orthogonaux en 7.3). On a c{Q) > 0. Puis Arthur démontre que, pour toute 
fonction cuspidale / G C%°(G(F)), pour tout M G £(Mm-m) et pour tout élément 
y G M (F) fl Greg(F) qui est elliptique dans M (F), on a l'égalité 

DG(y)-^2(-ir^-aGIM(yJ) 
Oe{Tell(G)} 

c (O) 
iG* G,F 

o,x(y)e{7rxr(f)d\. 

Elle équivaut à 

DG(y)-1/2(-l)aM-aGlM(y,f) = 

Ve{Tell(G)} 

c'(V)ew(y)6*(flHG=HG(y)), 

où c (V) = mes{iïïGF)c{U). boit x un élément semi-simple de G{F). Pour y dans un 
certain voisinage de x, on a HG(y) = HG(x). Nos définitions et la formule ci-dessus 
entraînent que, pour y G Greg(F) dans ce voisinage, on a l'égalité 

(1) 0f(y) = 

0e{TEIL(G)} 

C' (O) O U (y) O U (f1 HG = HG (x) 

Comme on l'a dit, la somme est en fait finie. Donc 0f coïncide dans ce voisinage 
de x avec une combinaison linéaire finie de caractères de représentations admissibles 
irréductibles. D'après Harish-Chandra ([11] théorème 16.2), tout tel caractère est un 
quasi-caractère. La notion de quasi-caractère étant de nature locale, la conclusion 
s'ensuit. • 

On appelle 6f le quasi-caractère associé à / . 
La notion de cuspidalité se généralise aux éléments de ^{a,c{G{F)): f G ^ac(G(F)) 

est cuspidale si et seulement si flHG=z l'est pour tout Z G ÎSG,F- La définition de 
9f aussi: 9f = J2zeïïG F @fiHG=zi cette somme étant localement finie. 

2.6. Les deux quasi-caractères associés à une fonction très cuspidale. — 
Soit / G C%°(G(F)) une fonction très cuspidale. On vient de lui associer un quasi-
caractère 0f sur G(F). Dans [17] 5.3 et 5.9, on lui a associé un autre quasi-caractère, 
que l'on avait noté 6f dans cette référence, et que nous noterons désormais Oj. En 
fait, cette définition dépend des choix de mesures. Nous modifions la définition de 
[17] 5.6 en utilisant nos présentes mesures plutôt que celles de cette référence. Soit 
x G GTeg(F). Notons M(x) le commutant de AGx dans G. Par définition 

θ Jf (x) = (-1) a M - (x) -a G DG (x) -1/2 JGM (x) (x,f), 

l'intégrale pondérée étant calculée à l'aide d'un sous-groupe compact spécial de G(F) 
en bonne position relativement à M(x). 

Remarque. — L'exposant J de la notation Oj rappelle que cette fonction est construite 
à l'aide des intégrales orbitales pondérées non invariantes. La définition n'a de sens 
que parce que ces intégrales, bien que n'étant pas invariantes, vérifient néanmoins 
une propriété d'invariance par conjugaison, quand on les restreint aux fonctions très 
cuspidales. 
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Il convient de comparer 6j et Of. 

Lemme. — Soit f G C£°(G(F)) une fonction très cuspidale. Alors 
(i) pour tout L G (̂Mmin), la fonction qL (f) est cuspidale; 
(ii) on a Végalité 

oJ f = 
L€£(Mmin) 

\wL\\wGr\-ir-a^àGL{elLif)). 

Démonstration. — Pour prouver (i), on doit montrer que, pour tout Z G $ L , F et 
toute représentation tempérée proprement induite 7R de L ( F ) , on a 0^{(f)L{f)^HL=z) = 
0. Cela résulte de l'égalité 2.4(5) et du lemme 2.2(ii) qui affirme que JG(7T\,f) = 0 
pour tout ÀGiH^. 

Soit ip G C£°(G(F)). On peut écrire la formule d'intégration de Weyl sous la forme 

a ) 
T E T elle (M) 

6j{g)<p(g)dg 
M€£(MMIN) 

wm WG -1 

Te£7-e„(M) 

\W(M,T)\~l 
'T(F) 

O jf (t) JG (t, e) DG (t) 1/2 dt 

avec les notations d'Arthur que l'on a rappelées en [17] 2.4. Pour tout L G £(Mmin), 
fixons QL G @(L). On a de même 

G(F) 
IndG(0L)(g)<p(g)dg 

JL{F) 
0LMf){l)^QL{l)dl 

M6R(MMIN) 

I W ^ I I W ^ r 1 

Te^EII(M) 

\W(M, T)|-1 
' T(F) 

*JL(/)W^(*,^L)i3L(*)1/2A. 

Le terme JL(£ , <pql) intervenant ci-dessus est égal à Jc(t,(p). Notons 7 / la fonction 
figurant dans le membre de droite du (ii) de l'énoncé. En sommant les égalités ci-
dessus, on obtient 

(2) 
f J (F) 

lf(9)v(g)dg 

= 
Me£(Mmin) 

| ^ M . . ^ G | - 1 

t E t ell (M) 

\W(M, T) |-1 

fT(F) 

lM,T(t)JG{t,v)dt, 

où on a posé 

7M,T(*) = 

Let{M) 

(_ir-ao^(/)(f)£>L(f)l/2_ 

Soient M £ £{Mmin), T E Veii(M) et t e T(F) N Gtes(F). Pour L E £{M), 
appliquons la définition de 6^Lç^(t) donnée en 2.4. Puisque T est elliptique dans 
M, le Levi M(t) est égal à M (que le groupe ambiant soit G ou L). Donc 

θ L o L (f) (t) = (-1) aM - aL DL (t) - 1/2 I LM (t, o L (f)). 
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On peut aussi bien remplacer </>L(/) par (t>L(f)^-HL=HL(t)' Alors 

7 M , T W = (-1) AM - AG 

L E L(M) 
IM{tAL{f)^HT=HrAt')) 

= {_irM-aGJG{TF) 

En se reportant à la définition de [17] 5.3 rappelée ci-dessus, on obtient 7M,T(£) = 

DG(t)1/29J(t). On conclut en comparant les égalités (1) et (2). • 

2.7. Fonctions cuspidales et fonctions très cuspidales 

Lemme. — Soit f G G£°(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction 
très cuspidale f G G£°(G(F)) qui est équivalente à f. 

Démonstration. — Par un procédé de partition de l'unité tel que celui de la preuve 
de [17] proposition 6.4, il suffit de prouver l'assertion suivante 

(1) soit x G G(F) un élément semi-simple; alors il existe un G-domaine fl dans G(F) 
et une fonction très cuspidale / ' G C%°(G(F)) tels que x G et JG(y, / ' ) = JG{V-, f) 
pour tout y G Cl D Greg(F). 

Supposons AGx ^ AG. H existe un G-domaine Q contenant x tel que, pour y G 
H Greg(F), on ait AGy ^ AG, autrement dit y n'est pas elliptique dans G(F). 

Alors JG{y,f) = 0 et il suffit de prendre ff = 0 pour vérifier l'assertion. Supposons 
maintenant AGx = AG. Fixons un bon voisinage w de 0 dans QX(F). Le quasi-
caractère Of se descend en un quasi-caractère 9f,x,uj sur cf. [17] 4.3, qui 
est évidemment à support compact modulo conjugaison et invariant par l'action 
de ZG(x)(F). En combinant la proposition 6.4 et le lemme 6.2 de [17], on voit 
qu'il existe une fonction très cuspidale / ' G C%°(G(F)) telle que 0j,xoj = 0f^x^. 
Posons Q = {g~1xexp(X)g;X G u>,g G G(F)} et soit y G Q, D Greg(F). Si y n'est 
pas elliptique dans G(F), on a JG(y,f') = 0 = JG(y,f). Supposons y elliptique, 
écrivons y = g~1xexp(X)g avec g G G(F) et X G u. D'après les définitions, on a 
MvJ') = 0JF>,X,„(X) et JG(y,f) = eFTXTU(X). D'où l'égalité JG(y,f) = JG(yJ). 
Cela prouve (1) et le lemme. • 

3. Majorations pour le groupe linéaire GLk 

3.1. Le groupe linéaire. — Soient k > 1 un entier, V un espace vectoriel 
sur F de dimension k et (vt)i=i,...,fc une base de V. On note simplement GLk le 
groupe (algébrique) des automorphismes linéaires de V. Pour g G GL^(F), on 
note (<7i,j)i,j=i,...,fc sa matrice dans la base fixée. On note Bk le sous-groupe de 
Borel triangulaire supérieur de GL&, Uk son radical unipotent et Ak le sous-tore 
diagonal. Pour a G Ak(F), on note simplement a* = a^i son coefficient diagonal, 
pour i = 1 , . . . , k. On note ATfc le sous-groupe compact spécial de GLk(F) formé des 
éléments à coefficients entiers et de déterminant de valuation nulle. 
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La théorie du .R-groupe est "triviale" pour le groupe linéaire. C'est-à-dire que 
les représentations tempérées irréductibles et elliptiques de GLk(F) sont de la série 
discrète. 

Ces notations seront utilisées pour divers espaces, parfois sans que l'on précise leui 
base. Ou bien le choix de cette base sera implicite, ou bien il n'aura pas d'importance. 

Dans la suite de cette section, on fixe un entier k > 1, on pose G = GL^, et on 
utilise les notations ci-dessus dont on supprime l'indice k. 

3.2. Une majoration. — Pour tout g G (F) on note g = dB{g)uB(g)kB{g) une 
décomposition de g telle que asig) € A(F), usig) £ U(F), kp(g) G K. Pour un entier 
c > 1, on note U(F)C le sous-groupe des éléments u G U(F) tels que va l i^ i^+ i ) > — c 
pour tout i = 1 , . . . , k — 1. Soient D G R et g G G(F), posons 

I(c,D,g) = 
'U{F)C 

EG(ug)a(ug)Ddu. 

Proposition. — Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel 
que 

I(c,D,g) :cRa(9)RSB(aB(9))1/2 

pour tout c > 1 et tout g G G(F). 

La preuve sera donnée en 3.4. 

3.3. Un lemme auxiliaire. — Supposons k > 2, notons P = MUp le sous-groupe 
parabolique des éléments de G qui conservent la droite Fv\. Soient c > 1 un entier, 
D un réel et m G M (F). Posons UP(F)C = UP(F) D U(F)C et 

Ip(c,D,m) = 
JUP(F)C 

H (um)or(um) du. 

Lemme. — Cette intéqrale est converqente. Pour tout D, il existe un réel R tel que 

IP(c,D,m) < cRa(m)RSP(m)^2EM(m) 

pour tout c > 1 et tout m G M (F). 

Démonstration. — Le réel D est fixé. Soit b > 0 un réel. On a introduit en 1.1 la 
fonction la>b- Notons L/t, le sous-groupe des éléments u G Up tels que ̂ 1,2 = 0. 
Posons 

L(b,D) = 
UP (F) c 

U>h(u)5È(aÈ(u))^2a(u)Ddu. 

Montrons que 
(1) cette intégrale est convergente et il existe e > 0 tel que 

I\i(b,D) < exp(-d>) 

pour tout b > 0. 
Considérons le sous-espace V" de V engendré par les éléments v\, v3,..., Vk. Soit 

G" = GLk-i son groupe d'automorphismes, qui s'identifie à un sous-groupe de G. Le 
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groupe B" = G" HB est le sous-groupe de Borel standard de G", P" = G" D P est 
un sous-groupe parabolique de G" et E/j, n'est autre que le radical unipotent de P". 
D'après [16] lemme II.4.2, il existe un entier d > 0 tel que l'intégrale 

(2) 
U3 (F) 

SË4aË4u))1/2a(u)-ddu 

soit convergente, boit u G U^(F). On peut supposer a§(u) = CLB>>{U). Notons 
ai, . . . ,afc les coefficients diagonaux de cet élément. On peut supposer = 1 et 
rL=i kai = 1. On a 

&b(*bW)112 = 

2=l,...,fc 

, |i-(fc+l)/2 
\ai\F i 

tandis que 

5B„(aB„(«))1/2 = l«ilF_fc/2 

2 = 3,...,fc 

I ii-l-fe/2 

D'où 

SË(aB(u))1^ = \a1\-F1/2i I I ia*iF2 
î=3,...,fe , 

5B„(as„(U))1/2 = I d l ^ f o ^ u ) ) 1 ' 2 . 

L'égalité ^ = aQ,t{u)uQn{u)kQn(u) et un calcul matriciel entraînent que 

valF(ai) =m/{valF(wi,i)îi = M , •••,*}> 

d'où —valjp(ai) ^> <j(tz). Il existe donc e > 0 tel que | o - i < C exp(—2ecr(u)). Si 
l<r>b(^) = 1, on transforme cette relation en |«il^1 <C exp(—eb)exp(—ea(u)). On 
obtient 

Ih(b,D) < exp(-sb) 
U b (F) 

S D„ (a ô„ (iu))1/2exp(—£o~(u))du. 

La dernière intégrale est convergente d'après la convergence de (2). D'où (1). 
Introduisons un réel b > 0, que nous préciserons par la suite. On peut écrire 

(3) Ip(c, D, m) = J<6(c, D, m) + i>&(c, m), 

où 

I<b(c,D,m) = 
JUP(F)C 

2,G(um)a(urn)Dl(J<i)(um)du, 

et 

I>b(c,D,m) = 
UP (F) c 

5G (um)o~(um)D la>b (um)du. 

Dans la première intégrale, on a a(um) < b et l'intégrale est donc majorée par 

6D' 
JUp{F) 

EG(um)a(um)D~D'du 
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pour tout réel Dr > 0. D'après [16] proposition II.4.5, on peut choisir Df tel que cette 
dernière intégrale soit convergente et essentiellement bornée par £p(ra)1//2HM(ra). 
Pour un tel D', on a donc 

(4) I<b(c,D,m) < bD'5p(m)^2EM(m). 

Introduisons le sous-groupe U 1,2 de Up formé des éléments u dont la seule coordonnée 
non diagonale non nulle est u 1,2 et posons U\^{F)C = Ui^(F)C\U(F)c. On a Up(F)c = 
^(F)P1)2(F)c,d 'où 

I>b(c,D,m) = 
U 1,2 (F) c Ub (F) 

EG (uuvm)a(uhvm)D la>b(ukvm)du\1dv. 

Fixons v G Ui^(F)c et considérons l'intégrale intérieure, que l'on note i>&(c, D, m, v). 
On a 

(5) il existe a > 0 tel que 

EG(gg') « EG(g)exp(aa(g')) 

pour tous g, g' G G {F). 
En effet, par définition, 

EG (g) = 
K 

6B(aB(kg))1/2dk. 

On a apikgg') = aB(kg)aB(kB(kg)g') et il existe a > 0 tel que 

àB{aB{kB{kg)g'))l/2 « exp(aa(^))-

D'où le résultat. 

Remarque. — La propriété (5) est vraie pour tout groupe réductif connexe. 

On a la majoration cr(gg') < a (g) + cr(gf) pour tous g, g' G G (F). On a aussi une 
majoration o~(v) <C c. Il existe donc C\ > 0 tel que cr(^) > ciO"(t̂ i;ra) — c — a (m). 
Quand la>b(u\ivm) = 1, on a a ( ^ ) > ci& — c — <r(ra). Imposons à b la condition 
c\b — c — a(m) > 0. D'autre part, d'après [16] lemmes II.1.1 et II.3.2, il existe un réel 
D" tel que l'on ait une majoration 

EG{g)^6B(aË{g))"2a{g)D". 

Ces relations entraînent la majoration 

7>b(c, D,m,v) C exp(aa(vm))a(vm)D+D 
U b (F) 

*B(fl5(w))1/2or(̂ )D+£>,,1a>Cl6-c-a(m)Wdw 

<C exp(c2c)exp(c2<j(m))/ti(ci6 — c — a(m), D + D") 

pour un C2 > 0 convenable. Cette expression ne dépend plus de v. Le terme 
7>b(c, D,m) est majoré par la même expression, multipliée par mes(t/i?2(i7')c)- Cette 
mesure est majorée par exp(c3c) pour un C3 > 0 convenable. D'où 

I>b(c, D,m) <C exp(c4c)exp(c2cr(m))/[1(ci6 — c — cr(m),D + D"), 
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où C4 = C2 + C3. Il existe aussi C5 > 0 tel que l'on ait la minoration 

exp(—C5tr(m)) rt 5p(m)1/2SM(m). 

D'où 

I>b(c, D, m) <C (5p(m)1/2SM(m)exp(c4c)exp(c6cr(m))/ti(ci6 — c — <r(ra), D + D"), 

où C6 = C2 -f C5. Utilisons la relation (1). On voit qu'il existe cj > 0 tel que, pour 
6 = cj(c + cr(ra)), le produit des trois derniers termes ci-dessus est borné. Choisissons 
b ainsi. Alors 

J>6(c,D,m) < (Wm)1 /2 -^™) . 

Cette majoration et les relations (3) et (4) entraînent celle de l'énoncé. 

3.4. Preuve de la proposition 3.2. — On démontre la proposition par récurrence 
sur k. Le cas k = 1 est évident. Supposons k > 2. Remarquons tout d'abord que l'on 
peut se limiter à démontrer la majoration de l'énoncé pour g = a G A(F). En effet, 
pour g quelconque, on écrit g = vak, avec v G U(F), a G A(F), k E K. Effectuons 
le changement de variable u 1—• uv~x. Le nouveau domaine d'intégration est U(F)cv. 
Mais il existe C\ > 0 tel que cet ensemble soit inclus dans U(F)c+Cl(T(gy Alors 

I(c,D,g) <I(c + Cla(g),D,a). 

Si le deuxième terme vérifie une majoration comme dans l'énoncé, le premier terme 
aussi. Supposons donc g = a G A(F). Avec les notations du paragraphe précédent, 
on a 

I(c,D,a) = 
M(F)(1U(F)C 'UP(F)c 

EG(uva)a(uva)Ddu dv 

,M(F)nU(F)c 
7p(c, D, va)dv. 

En appliquant le lemme 3.3, on a 

J ( c , D , a ) < c i î 

' M(F)r\U (F)c 

Sp(va)1/2EM(va)a(va)Rdv. 

Ecrivons M = GLi x G', où G' = GLk-i et affectons d'un ' les objets relatifs à 
G'. Ecrivons aussi a = (ai ,a ' ) , avec ai G Fx et a' G A'(F). On a 8p(va)1/2 = 
6B(a)1/2ÔB>(af)-1/2, HM(va) = ZG\va') et a(va)R < a(a)Ra(vaf)R- On obtient 

I (c, D, a) < c R o (a) R o (a) R(a) 1/2 o B' (a') -1/2 I' (c, R, a'). 

En utilisant la majoration du dernier terme fournie par l'hypothèse de récurrence, on 
obtient celle cherchée. • 
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3.5. Modèles de Whittaker et intégrales de coefficients. — On définit un 
caractère £ de U (F) par la formule 

E (u) = v ( 

t=l,...,fc-l 

ui,i +1) 

Soit fi G Temp(G). On appelle fonctionnelle de Whittaker sur E^ une application 
linéaire </> : —> C telle que (j){ji{u)é) = £(w)0(e) pour tous u G U(F) et e G 
Comme on le sait, l'espace des fonctionnelles de Whittaker sur E^ est une droite. 
Soit c > 1 un entier. Définissons une forme sesquilinéaire £fliC sur E^ (ce qui est un 
raccourci pour dire qu'il s'agit d'une forme sur E„ x Eu) par 

L u, c (e' ,e= 

U(F)C 
(e' u(u)e)£(u)du. 

Cette intégrale est absolument convergente d'après la proposition 3.2. Notons 
^[i,k-i](c) Ie sous-groupe des a G A(F) tels que = 1 et v a l ^ l — a*) > c pour tout 
i = 1,.., A: — 1. 

Lemme. — Po^r £ô s e, e' G iS^, zZ existe un entier co > 1 te/ #ue £fiiC(e,,e) soit 
indépendant de c pour c > co. P/^s précisément, soit cf > 1 un entier. Il existe Co tel 
que cette conclusion soit vérifiée pour tous e, e' G E^[1,k~1]^c \ 

Démonstration. — Soient e, e' G -EJ?ll,fc-1 ĉ \ Choisissons co tel que co > 1 et — co + 
c' < c ,̂. Pour c > co, notons U(F)C — U(F)CQ le complémentaire de U(F)CQ dans 
U(F)C. Il suffit de prouver que 

't/(F)c-t/(F)C0 
(ef. u(u)e)£(u)du = 0. 

Soit a G <^[i,fc-i](c/)- Dans l'intégrale précédente, on peut remplacer e' et e par /z(a)e' 
et /i(a)e. Par le changement de variables i—• aua"1, l'intégrale devient 

>U{F)C-U{F)CQ 
(e', ii{u)e)£>{aua 1)du. 

Elle est donc aussi égale à 

m e s ^ f c . i ^ c ' ) ) 1 
<*>[!,fc-l](c') ' 'C/(F)c-£/(F)C0 

(ef,ß(u)e)C(aua l)duda. 

Cette expression est absolument convergente et on peut permuter les intégrales. Mais 

W[i,fc-i](c') 
£(aua l)da = 0 

pour tout u G U(F)C — U(F)c0. Cela prouve la nullité cherchée et le lemme. 

On définit une forme sesquilinéaire £fjL sur E^ par 

£fl(e'1e) = limc^00^>/ijC(e/,e). 
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Cette forme vérifie les relations 

£^{u,)e'^(u)e) = ^ ( u ' ^ e ^ e ) . 

Fixons une fonctionnelle de Whittaker <j> sur E^, non nulle. Alors il existe GM G C tel 
que 

L u (e', e) C u O (e') o (e) 

pour tous e, e . On montrera plus loin que GM ^ 0. 
Pour un entier cf G N, notons ic> la fonction caractéristique du sous-ensemble des 

a G A(F) tels que valJp(ai) > valp(ai+i) — c' pour tout 2 = 1 , . . . , k — 1. On a 
(1) il existe un réel R et, pour tous e, e' G E » , il existe un entier c' G N tel que 

\£^(af)efifi(a)e)\< V (a , )^(a / )1 /2^(a , ) i?v (a)^(a)1/2a(a) f i 

pour tous a, a G 
Si GM = 0, c'est évident: £tl = 0. Sinon, fixons eo G ̂  tel que 4>(eo) = 1. On a 

J?/4(Ai(a,)c,,/i(a)e) ?v<l>(pW)e')<l>(p{a)e) C/x0(/i(a/)e/)0(eo)</>(eo)(/>(/i(a)e) 

= C u-1 Lu (eo , u( a') e') Lu (eo, u (a) e). 

Cela nous ramène à majorer \£^(eo, fjb(a)e)\. D'après le lemme ci-dessus, on peut 
remplacer £fl par £fÀjC pour c assez grand. La majoration voulue résulte de la 
proposition 3.2 et du fait qu'il existe cf tel que le support de la fonction a h-> 4>(fi(a)e) 
soit contenu dans celui de ic>. Indiquons la preuve bien connue de cette dernière 
propriété. On fixe un sous-groupe ouvert compact T de U(F) qui fixe e. Pour tout 
u G T, on a 

</>(fi(à)é) = (ß(ß(au)e) = (j>(n(aua 1à)è) = ^{aua 1)(ß(ß(a)e). 

Si (j)(fx(a)e) ^ 0, on doit donc avoir £(aua 1) = 1 pour tout u e T. Cela entraîne la 
propriété voulue. 

3.6. Quelques égalités d'intégrales. — Soit h un entier tel que 1 < h < k. 
Notons Ph le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent le 
drapeau 

Fvi e • • • e Fvh c Fvx e • • • e Fvh+1 c • • • c Fvx e • • • e Fvk. 

Ecrivons Ph = MhUh, où Mh est la composante de Levi qui contient A . On a 
Mh = GLh x GLi x • • • x GLi, avec k — h termes GL\. Identifions GL^-i au groupe 
des automorphismes linéaires du sous-espace de V engendré par vi,..., Vh-i- Pour 
un entier c > 1, notons (j[h,k-i](c) Ie sous-groupe des 7 G A(F) tels que 71 = • • • = 
7h_i = 1, 7fc = 1 et valp(l — 7*) > c pour i = ft, — 1. Posons Uh(F)c = 
U(F)C fi Uh{F). rappelons que l'on a défini en 1.1 l'exposant du conducteur de -0. 
Supposons c + ĉ , > 1. Pour /i G Temp(G) et e, e' G S^, posons 

IhAe',e) 
w [h, k-1] (c + c) C/fc-i(F)\GLfc_i(F) 

^(/i(7^)e,,/x(7^)e)|dét(^)|^-/c^d7, 
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Jhc (e', e) 

JUh{F)c 
(e', u(u)e)£(u)du. 

Lemme. — Soient h un entier tel que 1 < h < k et c un entier tel que c > 1 et 
c + C0 > 1. Les intégrales ci-dessus sont absolument convergentes. Il existe C > 0 tel 
que 

Jhc{e',e) = CIhc(e',e) 

pour tous e,e' G E^. 

Démonstration. — Prouvons la convergence de 7^(e',e). L'intégrale sur le groupe 
compact W[h,k-i)(c + cv>) es^ insignifiante, on peut l'oublier. On décompose g G 
Uh-i(F)\GLn-i(F) en g = ak, avec a G An-i(F), k e K. La, mesure devient 
ÔBh_1(a)~1dadk. De nouveau, on peut oublier l'intégrale sur K et on doit majorer 

'Afc-i(F) 
^(/x(a)e,,/i(a)e)||dét(a)|^-fe^1_i(a)0ia. 

Grâce à 3.5(1), c'est majoré par 

Ah -1 (F) 
6C, (a)«B («) |dét (a)\hF-kà^hi {o)da 

pour un entier c' convenable. Pour a G Ah-i(F), on a 

^Wldét i^ l^^^^a) = |dét(a)|F 

et il est immédiat que l'intégrale 

'Ah-i(F) 
¿c/(a)|dét(a)|i?da 

est convergente. 
Prouvons la convergence de j j ( e ' , e ) . Il suffit de prouver que 

'U*{F)C 
EG(u)du 

est convergente. Puisqu'on en aura besoin plus loin, prouvons la propriété plus forte 
suivante. On s'autorise pour un instant à faire varier l'entier c. Alors 

(1) il existe un réel R tel que 

fU*(F)c 
EG(m 1um)du < cRa(m)RôPh(m) 

pour tous c > 1 et tout m G Mh(F) 
Notons X(m) l'intégrale ci-dessus. On peut écrire m = vak, avec v G U(F) D 

Mh(F), a G A(F) et k e K Ci Mh(F). La conjugaison par v conserve Uh{F)c, ce qui 
permet de faire disparaître v. Le terme k disparaît également. Puisque a (a) <C a (m) 
et Sph(a) = ôph(m), on est ramené au cas où m = a. Effectuons le changement 
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de variable u \—• aua x. Cela remplace du par SPh(a)du et le domaine d'intégration 
Uh(F)c par l'ensemble des u G Uh(F) tels que 

valF(uiii+1) > - c + valJp(ai+i) - valF(ai) 

pour tout i = / 1 , . . . , fc — 1. Il existe c\ > 0 tel que vali?(ai+i) — valjr(ai) > — c\<r(a). 
L'ensemble ci-dessus est donc contenu dans Uh(F)c^c.(T(a) on obtient 

X(a) < Sph(a) 
JU»(F)c+Cl(T(a) 

EG(u)du. 

Pour u' G Mh(F) fl U(F) D X, on a HG(u) = £G(W) . On peut donc remplacer 
ci-dessus u par uu', puis intégrer en u'. D'où 

X(a) < SPh(a) 
M»(F)nU(F)(lK JU»(F)C+C1<j{a) 

EG(uv)du dv. 

L'ensemble d'intégration est contenu dans U(F)c+Cl(T(a\. Donc 

X(a) < SPh(a) 
JU(F)C+Cia(a) 

EG(u)du. 

Il ne reste plus qu'à faire appel à la proposition 3.2 pour obtenir (1). 
Le groupe Ah-i(F) agit à gauche sur Uh-i(F)\Gh-i(F). Introduisons le sous-

groupe ^[î^-i](c + c-0) de Ah-i(F). Dans la définition de /^(e ' , e), on peut remplacer 
g par y g pour 7 ' G ^[1,^-1] (c H- c^,). On peut ensuite intégrer en 7 ' , à condition de 
diviser le tout par mes(a;[i5/l_i](c + c^)). Puisque u)[i,h-i]{c + cvM/i,fc-i](c + c^) — 
<̂ ri fc-n(c + c-ib), °n obtient 

Ic(e',e) = mes(o;[1>/l_i](c + c^)) 1 
[̂i,fc-i](c+ĉ ) t/fc_i(F)\GLh_i(F) 

^(M(7y)e,,/i(7^)e)|dét(^)|^-fe^d7. 
Le même calcul qu'en 3.5 montre que 

,,W[l>fc-l](C+Cty) 

£ ^ ( ^ g ) e ' , ^ g ) e ) d y = mes(a;[i5fc_1](c-h c^))^,c(/i(p)e/,/i(^)e). 

D'où 

(2) /c(e',e) = mes(u;[M_i](c + ty)) 
t/h_i(F)\GLfc_i(F) 

^,c(/i(^)e,,/x(^)e)|dét(p)|^-fc^. 

On démontre maintenant le lemme par récurrence sur h. Pour h = 1, l'intégrale 
ci-dessus disparaît et ll(e',e) = C£fljC(e\e), où C > 0. Mais Uh = U et Jc(e',e) = 
£/j,,c(ef,e) par définition. Supposons maintenant /i > 2 et le lemme vrai pour h — 1. 
Notons y le sous-groupe des éléments 2/ G GLh-i(F) qui vérifient 

— pour z = 1 , . . . , h - 2, yiti = 1; 
— pour i, j = 1 , . . . , h — 1, avec i^jeti^h — 1, ̂  = 0. 
Par l'application »-» (2/^—1,1,.. . , Vh-i,/1-1)5 ^ s'identifie au complémentaire d'un 

hyperplan (l'hyperplan yh-i,h-i = 0) dans un espace vectoriel Y de dimension h — 1 
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sur F. On note dy la mesure de Haar sur Y et sa restriction à Y (ce n'est pas une 
mesure de Haar sur cet ensemble). On vérifie qu'il existe Co > 0 tel que, pour toute 
fonction integrable (p sur Uh-i(F)\GLh-i(F), on ait l'égalité 

C/h_1(F)\GL/l_1(F) 
Á9)dg = C0 

Y Uh-2(F)\GLh-2(F) 
^(^Idét^Or'^'l^-i^-ilF1^-

On déduit de cette égalité et de (2) la relation 

J*(e',e) = Ci 
Y 

IÏ-HrtvW,l*(v)e)\Vh-i,h-i\hF-k-1dv 

pour un Ci > 0 convenable. Grâce à l'hypothèse de récurrence, on en déduit qu'il 
existe C2 > 0 tel que 

Ihc(e',e) = C2 
Y 

J?-1(/*(y)e,,M»)e)|»k-i,fc-ilF"*"1dW 

Xn = 
Y - Uh~HF)c 

(fi(y)e',ii{uy)é)£t(u)du\yh-iìh-1\hF k xdy. 

Pour n G N, notons Yn le sous-ensemble des y EY tels que valF(yh-i,j) > — n pour 
tout j = 1 , . . . , h — 1. On a 

(3) rc\e',e) = C2hmn^00Xn, 

où 

Xn — 
YnHY Uk~HF)c 

{¡i(y)e\ii{uy)e)^(u)du\yh-iih-i\hF k 1dy. 

Cette dernière expression est absolument convergente. En effet, remplaçons tous les 
termes par leurs valeurs absolues. D'après (1), l'intégrale intérieure est majorée par 
<j(y)RôPh-i(y) = a(y)R\yh-i,h-i\F^l~h- L'expression totale est donc majorée par 

'y» 
a(v)Rdv 

qui est convergente. Posons Z = Uh~1(F) fl Mh(F). Pour y G Y et z G Z, posons 
x(y,z) = $^=i,...,/i-i Vh-\,iZi,h> Pour y G y , notons Z(?/) le sous-ensemble des 2 G Z 
tels que vali?(x(y, z)) > —c et , pour z G Z, notons ^(z) le sous-ensemble des y €Y 
vérifiant la même condition. Dans Xn, effectuons le changement de variable u 1—• 
yuy~x. Cela remplace le domaine d'intégration Uh~1(F)c par Uh(F)cZ(y), donc la 
variable u par wz, avec v G Uh(F)c et z e Z(y), la mesure par l ^ - i ^ - i l ^ ^ c t e d v 
et Ç(u) par £(v)ip(x{y,z)). On obtient 

-Xn — 
Y n U Y U h (F) c JZ(y) 

(e', n(vz)e)Ç(v)ip(x(y1 z))dz dv dy. 

D'après l'absolue convergence de cette expression, on peut permuter les intégrales et 
on obtient 

Xn — 
Ft/̂ (F)C 

Xn(v)£(v)dv, 
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nii 

XJv) = 
'z 

(e',[i(vz)e) 
YnnY(z)r\Y 

^(x(y,z))dy dz 

z 
(e',fj,(vz)e) 

Ynr\Y(z) 
é(x(y,z))dy dz. 

Fixons z e Z. L'ensemble Yn D Y{z) est un Op-réseau dans Y et l'application y i—> 
^(x(y,z)) est un caractère de Y. Son intégrale sur le réseau est nulle si le caractère y 
est non trivial et vaut la mesure du réseau si le caractère y est trivial. On a 

(4) le caractère y i/)(x(y,z)) est trivial sur Yn D Y(z) si et seulement si 
valirfzn h) > n 4- c.i, Dour tout i = 1 h — 1. 

En effet, ce caractère est trivial si et seulement si valJp(x(î/, z)) > pour tout y G 
Yn f)Y(z). Cette condition est satisfaite si z vérifie les conditions de (3). Inversement, 
s'il existe i tel que valjp(z^/l) < n + c^, soit y G Y dont la seule coordonnée non nulle 
soit yh-i,i de valuation — valpiz^h) — 1. Ce nombre est > —n, donc y G Yn. On 
a valF(x(y, z)) = — 1. On a supposé c + > 1, donc valise (y, z)) > —c, ce qui 
entraîne y G Y(z). La condition valpi^iy, z)) > cv, n'est pas vérifiée pour cet y. D'où 
(4). 

Notons Zn l'ensemble des z e Z vérifiant les conditions de (4). Alors 

Xn(v) = 
Zn 

(e', fi(vz)e)mes(Yn D Y(z))dz. 

L'inégalité c -f > 1 entraîne que, pour z G Zn, on a Yn Pi l"(z) = Yn. D'autre part, 
si n est assez grand, on a ii(z)e = e pour tout z G Zn. Alors 

Xn(u) = mes(yn)mes(Zn)(e,,/x(^)e). 

Le produit des mesures est une constante positive, disons C3. Pour n assez grand, on 
a donc 

Xn — C3 
Uh{F)c 

{e',ii(v)e)ï{v)dv = CzJÏ(e',e). 

En reportant cette égalité dans (3), on obtient 

Ihc{e',é) = C2C^{e',e), 

ce qui achève la preuve. 

3.7. Propriétés des fonctionnelles de Whittaker. — Soient [L G Temp(G). 
Appliquons le lemme précédent pour h = k. On obtient une égalité 

rt/fc_1(F)\GLfc_1(F) 
£^(g)e'^(g)e)dg = C(e\e) 

pour tous e,e' G E^, où C est une constante positive. Il en résulte que £^ est non 
nulle, autrement dit que la constante du paragraphe 3.5 est non nulle. On peut 
alors récrire la relation 3.5(1) et le lemme 3.6 sous la forme suivante. 
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Lemme. — Soient ¡1 G Temp(G) et 4> une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur 

(i) Il existe un réel R et, pour tout e G E^, il existe G N tel que 

\ct>(fi(a)e)\^id(a)6B(a)^2a(a)R 

pour tout a G A(F). 
(ii) Pour tout h = 1 , . . . , k et tout entier c tel que c > 1 et c + c^ > 1, il existe 

C > 0 tel que l'on ait Véqalité 

/̂ [/l,fc-i](c+ĉ ) t/̂ _1(F)\GL̂ _1(F) 
(t>(ß(ag)ef)(ß(ß(ag)e)\det(g)\hF kdgda 

= C 
uh (F) C 

(e', n(u)e)£)(u)du 

pour tous e, e' G E^. 

4. Majorations pour un groupe spécial orthogonal 

4.1. Les groupes spéciaux orthogonaux. — Soit (F, qy) un espace quadratique 
sur F , c'est-à-dire que V est un espace vectoriel de dimension finie sur F et qy est une 
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V (on dira souvent que V est un espace 
quadratique, la forme qy étant sous-entendue). On note aussi qy la forme quadratique 
définie par qy{v) = qy(v,v)/2. On note dy la dimension de V et G le groupe spécial 
orthogonal de V. Considérons un système hyperbolique maximal (v±i)i=i,...,z dans V 
("système hyperbolique" signifie que qv(vi,Vj) = pour tous où ô^-j est le 
symbole de Kronecker). Notons Z le sous-espace de V engendré par ce système et 
Van l'orthogonal de Z dans V. La restriction qyan de qy à Van est anisotrope. On 
note dan,v la dimension de Van. Fixons un réseau spécial Ran C Van ([17] 7.1). On 
peut choisir un réseau Rz de Z ayant une base formée de vecteurs proportionnels 
aux Vi, de sorte que R = Rz 0 Ran soit spécial. On note K le stabilisateur de R 
dans G (F). C'est un sous-groupe compact spécial de G (F). Considérons une suite 
d'entiers (ki,...,ks) telle que kj > 1 pour tout j et X^'=i,...,s — P°ur tout 
j , notons Zj, resp. Z-j, le sous-espace de V engendré par les V{, resp. v-i, pour 
i = ki H h kj-i + 1, • • •, ki H h kj. Notons V l'orthogonal dans V de la somme 
des Z±j et notons G le groupe spécial orthogonal de V. Notons P le sous-groupe 
parabolique de G formé des éléments qui conservent le drapeau de sous-espaces 

Zi c Zi e z2 c • • • c Zi e • • • e zs. 

Notons M la composante de Levi de P formée des éléments qui conservent chaque 
sous-espace Z±j. On a 

(1) M ~ GLkl x . . . x GLks x G. 

On sait que K est en bonne position relativement à M. Inversement, si P = MU est 
un sous-groupe parabolique de G, si K est un sous-groupe compact spécial de G (F) 
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en bonne position relativement à M, on peut trouver un système hyperbolique, un 
réseau spécial et une suite d'entiers de sorte que P , M et K soient déterminés comme 
ci-dessus (ces données ne sont pas uniques). Si s = l et kj = 1 pour tout j , M est un 
Levi minimal et inversement, si M est un Levi minimal, on peut supposer ces égalités 
vérifiées. 

Dans la situation ci-dessus, supposons M minimal et notons-le plutôt Mm-m. 
L'application naturelle K D Norm<3(^)(Mmin) —» WG est surjective et il est utile 
de remarquer qu'elle possède une section L : WG —• K D Norm<3(p)(Mmin) qui 
est un homomorphisme de groupes. En effet, pour tout i = ±1 , . . . ,±Z , fixons un 
élément v[ G Fvi de sorte que (^)i=±i,...,±z soit une base sur de Rz- Parce que 
R est un réseau spécial, on peut supposer que qy^'^v'^) = qviv^v^^) pour tous 

= 1 , . . . ,Z. Si Van ^ {0}, fixons un élément gan du groupe orthogonal de Van tel 
que dét(<7on) = — 1 et g\n = 1. L'action de tout élément de ce groupe orthogonal, en 
particulier l'action de gani conserve le réseau Ran . Notons WK le sous-ensemble des 
éléments g G G(F) qui agissent par permutation sur l'ensemble {v±i\i = 1,...,/} 
et agissent sur Van, soit par l'identité, soit comme gan. On vérifie que WK est un 
sous-groupe de K D NormQ(jp)(Mmin) et que l'application naturelle de WK dans WG 

est un îsomorphisme. 
Les hypothèses de 1.5 sont vérifiées pour le groupe G. Soient M un Levi que l'on 

écrit sous la forme (1) et r une représentation admissible irréductible et de la série 
discrète de M (F). On a 

r jii (8) • • • 0 fxs (g) r, 

où fjbj, resp. f, est une représentation de la série discrète de GLkj(F), resp. G(F). 
L'espace HM s'identifie naturellement à W. Supposons R(r) D W(M)reg ^ 0 . Alors 
le groupe R(r) s'identifie à un sous-groupe de {±1}S. Un élément e = (ei,...,e8) de 
ce groupe agit sur W par 

(Xi, . . . , Xs) I—• (SlXi, . . . , €SXS). 

Le groupe R(r) contient l'élément t = (—1, . . . , — 1) de {±1}S, qui est l'unique élément 
de R(T) H W(M)reg. On a |dét(* - l) |8jJ = 2<^. 

Soit 7r une représentation tempérée irréductible et elliptique de G (F). On peut 
trouver M, r comme ci-dessus, et C G R(r)v de sorte que TT = Indp(r, C), où P 
est un élément de £P(M). Puisque la classe de conjugaison du couple (M, r ) est bien 
déterminée, on peut poser r(7r) = \R(r)\ et t(7r) — 2°M. 

4.2. Espaces quadratiques compatibles. — Soient (V, qy) et (W, qw) deux 
espaces quadratiques. Notons G et H leurs groupes spéciaux orthogonaux, dy 
et dw les dimensions de V et W. Supposons par exemple dw ^ dy. On dit 
que les deux espaces quadratiques sont compatibles si V est isomorphe (comme 
espace quadratique) à la somme orthogonale de W, d'une droite D0 et d'un espace 
hyperbolique Z. On peut alors identifier W à un sous-espace de V et H à un 
sous-groupe de G. D'après le théorème de Witt, cette identification est unique à 
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conjugaison près par un élément de G(F). Soulignons que la compatibilité de V et 
W entraîne que dy et dw sont de parités distinctes. 

Supposons que V soit la somme directe orthogonale de deux sous-espaces V et Z', 
avec Z' hyperbolique. Alors V et W sont compatibles si et seulement si V et W le 
sont. 

Soient V et W deux espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy. On fixe un 
isomorphisme V = W © Do © Z avec les propriétés ci-dessus, une base hyperbolique 
(v±i)i=iv..jT. de Z et un élément non nul vo e DQ. On pose Vo = W © Do et on note 
Go son groupe spécial orthogonal. On note A le sous-tore maximal du groupe spécial 
orthogonal de Z qui conserve chaque droite Fv±{. Pour a G A{F) et i = ± 1 , . . . , ±r , 
on note a* la valeur propre de a sur le vecteur V{. On note P le sous-groupe parabolique 
de G formé des éléments qui conservent le drapeau 

Fvr C Fvr © Fvr-i C • • • C Fur © • • • © F^i 

de F . On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Levi qui contient 
A. On a l'égalité M = AGo- On définit un caractère £ de U (F) par 

£(«) = V>( 
i=0,...,r-l 

qV (uvi, v-i-1)). 

On fixe un réseau spécial Ro C Vo, cf. [17] 7.1. On choisit, ainsi qu'il est loisible, 
un réseau Rz C Z possédant une base sur Op formée de vecteurs proportionnels aux 
v±i et tel que le réseau R = Ro © Rz soit spécial. On note K le stabilisateur de R 
dans G (F). Pour un entier N > 1, on définit une fonction KN sur G(F) de la façon 
suivante. Elle est invariante à gauche par U(F) et à droite par K. Sa restriction à 
M (F) est la fonction caractéristique des éléments ago, avec a G A(F) et go G Go (F), 
qui vérifient les conditions |valp(ai)| < iV pour tout i = 1,... ,r et ^ 1 ^ o G p]?NRo. 

Remarque. — Les constructions et notations ci-dessus seront utilisées sans plus de 
commentaires chaque fois que l'on se donnera des espaces quadratiques compatibles 
V et W avec dw < dy. 

4.3. Les résul ta ts . — On énonce ici toutes les majorations que la section est 
destinée à prouver. On fixe pour toute cette section deux espaces quadratiques 
compatibles (V,qy) et (W,qw) tels que dy > dw-

(1) Il existe un réel R tel que 

G(F) 
la<b(g)dg < exp(Rb) 

pour tout réel b > 0. 

Remarque. — Cette assertion vaut en fait pour tout groupe réductif connexe G. 

Pour un entier N > 1 et un réel D, posons 

I(N,D) = 
G(F) 

EG(g)2KN(g)<T(g)Ddg. 
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(2) Cette intégrale est convergente; le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que 

I(N, D) < NR 

pour tout entier N > 1. 
Pour u G U(F) et tout i = l , . . . ,r , on note u^i-i la coordonnée Ui^-i = 

qv(uvi-i,v-i). Pour tout entier c > 1, on note U{F)C l'ensemble des u G U(F) 
tels que v a l ^ i ^ - i ) > — c pour tout i = l , . . . ,r . C'est un sous-groupe de U(F) 
conservé par conjugaison par H (F). Pour un réel D et un élément m G M (F), on 
Dose 

X(c,D,m) = 
U(F)C 

EG(um)o~(um)Ddu. 

(3) Cette expression est convergente. Pour D fixé, il existe un réel R tel que 

X{c,D,m) < cRa(m)RôP{m)1/2EM{m) 

pour tout c > 1 et tout m G M (F). 
(4) Pour tout réel D et tout entier c > 1, l'intégrale 

H{F)U{F)C 
EH(h)EG(hu)a{hu)Ddudh 

est convergente. 
(5) Pour tout réel D et tout entier c > 1, l'intégrale 

JH{F)U(F)C JH{F)U{F)C 
EG(hu)EH{hfh)EG(hfuf)a(hu)Da{hfuf)Ddu' dti dudh 

est convergente. 
Soient D et C deux réels, c, c' et iV trois entiers. On suppose C, c, c', AT > 1. Pour 

m G M(F) , h G H(F), u,u' G *7(F), posons 
<j){m,h,u,u'-D) = EH{h)EG(u'm)EG(u-lh-\'m)KN^fuf)a(hu)Da{hfuf)Ddu'Posons 
Posons 

/(c, iV,D) = 
M(F) JH(F)U(F)C JU(F) 

4>(m, h, u, n7; D)du' du dh dm, 

I(c,c',N,D) = 
M(F) H(F)U(F)C U(F)-U(F)C, 

(f)(m, h, u'; D)duf du dh dm, 

I{c,c\N,C,D) = 
M(F) JH{F)U{F)C JU{F)C, 

l<j>c{hu)(i){m, h, u, u'] D)du' du dh dm. 

(6) L'intégrale / ( c , N , D ) est convergente; les termes cet D étant fixés, il existe un 
réel R tel aue 

I{c,N,D)<:NR 
pour tout N > 1. 

(7) L'intégrale I(c,c',N,D) est convergente; les termes c et D étant fixés, pour 
tout réel R, il existe a > 0 tel que 

I{c,c',N,D) < A T * 
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pour tout N > 2 et tout cf > alog(TV). 
(8) l'intégrale I(c,c', N,C, D) est convergente; les termes c et D étant fixés, pour 

tout réel R, il existe a > 0 tel que 

lie, c', N, C, D) <C N~R 

pour tout JV > 1, tout c' > 1 et tout C > a(log(iV) + d). 

4.4. Preuve de la majoration 4.3(1). — Fixons un Levi minimal MM[N de G tel 
que K soit en bonne position relativement à Mm[n. Soit Pm[n = Mm-mUmin G fP(Mm[n). 
On a 

JG(F) 
la<b(g)dg = 

K 'UMIN(F) • Mmin(F) 
la^imufydm du dk. 

D'après [16] lemme II.3.1, il existe c\ > 0 tel que la relation a(muk) < b entraîne 
cr(ra) < ci&, (J(г¿) < c\b. Alors 

(1) 
G{F) 

l*<b{g)dg < 
t/min(F) 

1(T<C16(W)̂  i 
'Mmin(F) 

l<r<Cl6(^)^-

Montrons que la première intégrale vérifie la condition requise. On peut fixer des 
coordonnées (uj)jej sur Um-m de sorte que du = Yljejduj et que la condition 
1^<ci6(̂ ) entraîne valjr^j) > — C2& pour tout j , pour une constante c^ > 0 
convenable. Or il existe es tel que la mesure de l'ensemble {x G jF;valir > — C26} soit 
bornée par exp(c3&), d'où le résultat. On doit borner la seconde intégrale de (1), ce 
qui nous ramène au cas où G = Mmin. Dans ce cas, G { F ) est le produit de A Q ( F ) 
et d'un sous-ensemble compact. Cela nous ramène au cas où G = AQ est un tore 
déployé. On se ramène immédiatement au cas où ce tore est de dimension 1. Alors 
il existe une constante C4 > 0 telle que notre intégrale soit la mesure de l'ensemble 
{x E FX',\YQ1F{X)\ < C46} (pour la mesure de Haar multiplicative). Cette mesure est 
essentiellement bornée par b. • 

4.5. Majoration d'une intégrale unipotente, cas r > 2. — Supposons r > 1. 
Pour tout i = 1 , . . . ,r, on note Pi le sous-groupe parabolique des éléments de G qui 
conservent le drapeau 

Fvr C Fvr 0 Fvr-i C • • • C Fvr 0 • • • 0 Fvi. 

On note Ui le radical unipotent de Pi et Mi la composante de Levi qui contient M. 
Notons Urù le sous-groupe des éléments u G Ur tels que w ^ - i = 0. Pour deux réels 
b et D, posons 

ir.n (&,£) = 
U r, b (F) 

la>b(u)Sp(mp(u))1/2ZM (mP(u))a(u)Ddu. 

Lemme. — Supposons r > 2. L'intégrale ci-dessus est convergente. Pour D fixé, il 
existe e > 0 tel que 

Irù(b,D) < exp(-£&) 

pour tout b > 0. 
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Démonstration. — Notons V\, l'orthogonal dans V de l'espace de dimension 4 
engendré par vr, vr_i, v\-r et v-r. Pour x G H et y G F , notons u(x,y) l'unique 
élément de U^(F) tel que u(x, y)v-r = V-r+x-\-yvr-i—qv(x)vr. Alors (x,y) t-» u(x,y) 
est un isomorphisme de Vj, x F sur £^(F). On pose simplement u(x) = u(x,0) et 
?/ = u(0,y). Une description analogue vaut sur le corps de base F . On note Ur$, 
resp. Y, le sous-groupe de Ur^ formé des u(x), resp. y. On a t / ^ = Ur$Y. Notons Vjj 
l'orthogonal dans F du plan engendré par vr-i et i>i_r. Notons Gjj le groupe spécial 
orthogonal de Vjj et affectons d'un indice |) les intersections avec G^ des groupes 
que l'on a introduits. En particulier Pr^ = G$ D Pr. On voit que Ur$ n'est autre 
que le radical unipotent de Pr$. Soit x G H, introduisons l'élément ra^ que 
l'on écrit a(x)g0(x), avec a(x) G A(F), go(x) £ Go (F). On a a(x)r_i = 1 puisque 
a(x) G Gjj(F). Pour tout v G F , notons valjR(v) le plus grand entier n G Z tel que 
v G tâR. On a 

(1) il existe ci,C2 G Z tel que valjp(a(x)r) = m/(0, ci + val#(:z;),C2 + valj^qy(a:))); 
il existe Si > 0 tel que |a(x)r|^1 <C exp(—e\a{u{x))). 

En effet, posons A; = u(x)~1mp^(u(x))up^(u(x)). On a A: = kp^ufa))-1 G Donc 
valR(kv-r) = val^f-r) . Mais to_r = a(x)~1(v-r — x — qv(x)vr), d'où 

valR(kv-r) = —valF(a(x)r) + val^(i;_r — x — qy{x)vr). 

D'après la définition de R, on a 

valR(v-r - x - qv(x)vr) = inf(valR(v-r),valR(x),valF(qv(x) + val#(tv)). 

En utilisant toutes ces égalités, on obtient 

valF(a(x)r) = m/ (0 , -va\R(v-r) + val^(x), val#(vr) - val#(i>_r) + va\F(qv(x))). 

D'où la première assertion de (1). La seconde s'en déduit immédiatement. 
On a l'égalité mp(u(x)) = mp (u{x)). On calcule 

6p(mp(u(x)))^2EM [mp(u(x))) HG° (<*)(*)) 
i=l,...,r 

|a(x)i|1-i-"Vo/2, 

5pt(mpJ(u(x)))1/2EM»(mp»(«W)) HG°(5o(^))|a(x)r|F-r-dv'°/2 

i=l,...,r-2 

l a ^ l ^ 7 2 , 

d'où 

(2 ) ôP(mP(u(x)))1^ M {mp(u(x))) \a(x)r\F1Spii(mpti(u(x))) = My mp(u(x)) 

Soient a; G H et G F . On a 

mp(u(x)y) mp(u(x))mp(kp(u(x)y). 

Il existe donc i?i > 0 tel que 

3 Sp(mp(u{x)y)) 1/2. M mp(u(x)y) ïôp(mp(u(x)))V2 M mp(u(x))exp(Ri<r(y)) 
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où a (y) = sup(l,-valF(2/)) Introduisons un réel µ 0 que nous fixerons plus tard 

et posons 

I1 r,b (b, D) = 

fyeF]valF(y)>-ßb Vb 
la>b(u(x)y)öp(mp(u(x)y))1/2 

EM (mp(u(x)y))a(u(x)y)Ddx dy. 

Pour y tel que valj?(2/) -ZÌO, on a \o~(u(x)y) a(u(x))\ ub. bi u est assez petit. 
la condition lv>b(u(x)y) 1 entraîne ^a>b/2\u\x)) 1 Grâce à (3), on obtient 

I1r, b (b, D) << 
vb 

r la>b/2(u>(x))àp(rnp(u(x))) ,1/2 vb mp(u(x)))a(u(x))D dx 

y£F;va\F{y)>-iJ,b 
(sub) D exp(Äio-(y))dj/. 

Il existe R2 tel la dernière intégrale soit bornée par expfi^A^)- Dans la première 
intégrale, on utilise (1) et (2). Pour lo>b/2(u{x)) 1 , on a 

ôp(mp(u(x)))1/2EM(mp(u(x)) 

exp(-£iò/4 - e1a(u{x))/2)5p{mp(u{x)))112 : M » K W ^ ) ) ) . 

Alors 

grftg b,D\ exp(R2jJ,b — e\b/4) 
rt 

exp(-eMu(x))/2)Sp(mp(u(x)))^2 

5M« (mp (u(x)))(i{u(x))Ddx. 

D'après [16] lemme II.4.3, cette intégrale est convergente. Choisissons ¡1 tel que £i/4 — 
R2H > 0 et notons 62 ce dernier terme. On obtient alors 

I 1 r, b (b, D) << exp(-£2fr)-

Le réel fi étant maintenant fixé, posons 

I 2 r, b (b, D) 

yeF;va\F(y)<—^b Mb 
l(7>b(u(x)y)Sp(mp(u(x)y))1/2 

EM(mp(u(x)y))a(u(x)y)Ddx dy. 

Il nous reste à majorer cette expression. Soit y e F tel que val^U/J < fJ<b. Le groupe Y 
est en fait le sous-groupe unipotent U2 du groupe GL2 agissant dans le plan engendré 
par vr-\ et V-r. Dans GL2, on a l'égalité habituelle 

(4) 
1 y 
0 1 

y 0 

0 y-1 
1 0 1 

, y 1 J 

2T1 1 
- 1 0 

On en déduit une égalité y = a(y)n(y)k(y) où 
a(y) est l'élément de A(F) tel que a(y)r = a(y)r-i = y et afy)* = 1 pour i — 

l , . . . , r - 2 : 
n(2/) est 1 élément de Up(F) qui envoie tv sur ur — yv\-r, vT-\ sur wr_i + yv-r et 

fixe les autres vecteurs v±i ainsi que Vô; 
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k (y) est un élément qui reste borné. 
Soit x G H- 0 n a u(x)a(y) — o,{y)u{y~lx). Posons x' = y~xx. Un calcul matriciel 

montre que u{x')n{y)u(x')~l = n(x', y)n(x\ y), où n(x',y) G Up(F) et n(x',y) est 
l'élément de Up(F) qui envoie vr- i sur vr-\ — yqy(xf)vr, V-r sur v-r + yqy{x')v\-r 
et qui fixe les autres v±i ainsi que Vq. D'OÙ 

u(rr)̂  = a(y)n(x', y)n(x', y)u(x')k(y) 

= a(y)n(xf, y)n(x', y)a{x')g0(x')up (u(x'))kp (u(x'))k(y). 

Posons n'(x',y) = a(x')~ln(x', y)a{x'). C'est l'élément de Up(F) qui envoie tv- i 
sur vr-i — ya(x')~1qv(xf)vr, V-r sur v-r + ya{x')~1qy{x')vi-r et qui fixe les autres 
v±i ainsi que Vo. Cet élément n'(x',y) appartient au sous-groupe unipotent U2 du 
groupe GL2 agissant dans le plan engendré par v\-r et V-r. En utilisant (4), on a 
n'(x', y) = a(xf, y)n'(x'', y)k(x', y) où n ' ^ ' , y) G Up{F), k(x', y) reste borné et a(#', t/) 
est l'élément de A(F) tel que 

— si valp(qy(x/)) + val^y) — vali?(a(a:/)r) > 0, a{x', y) = 1; 
— si valF(çy(z')) + valF(2/) - valF(a(a?')r) < 0, a(x',y)r = a{x')-1yqv{x), 

a(x', y)r-i = a{x')ry~lqy{x')~1, et a ^ ' , 2/)̂  = 1 pour tout i = 1 , . . . , r — 2. 
D'où 

= a(2/)n(x', 2/)a(x')aOE'> y)n\x', y)Hx'> y)9o(xf)uP {u{x'))kp {u(x'))k(y). 

L'élément k{x', 2/) appartient au même groupe GL2 que ci-dessus. Ce groupe commute 
à Go- Il conserve le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G formé des 
éléments qui conservent le drapeau 

Fv-r © Fvi-r C Fv-r © Fvx-r © Fv2-r C • • • C Fv_r 0 • • • ® i ^ - i -

Ce radical unipotent est contenu dans Up et contient £7^. Donc 

a ^ î O « a («(*'))*(*', e Up(F). 

Finalement 

u(x)y G t/p(F)a(2/)a(a;/)a(a:/,2/)^o(^/)r» 
où T est un ensemble borné. On en déduit, grâce à (2) 

8P(mP(u(x)y))1/2 m [mP(u{x)y)) Sp(a(y)a(x\y))y2Sp(mP(u(x')))1'2'i lM(mp(u(x'))) 

ôp(a(y)a(x', y))l'Mx')r | ^ P „ (mPt {u{x')))l'2~M* (mpt (u(x'))). 

On calcule 
ôp(a(y))^2 = \y\3F-d^ 

6p(a(x\y)^2 \a>(x\y)r-i\F-
Dans l'intégrale I2^(b,D), effectuons le changement de variable x yx, autrement 

dit x' 1—• Cela remplace cte par \y\d/~Adx. En majorant la fonction lCR>6(n(x)y) 

par 1, on obtient 

(5 ) lh(b,D) 
'yeF;valF(y)<-nb JVt, 

\a(x)r\ 1ôP(mp(u(x)))1/2 
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SM« ( m , (u(x))) |a(s, j/)r_i |F<7(</)D<7(u(:z))D M"1^ dy. 

Posons R\, = H V\, et notons iî^ son dual, c'est-à-dire = {v G H; W G 
Qy(v, vf) G OJR}. Décomposons le membre de droite de (5) en deux intégrales, 

7^(6, D) + I*^(b, D), où, dans /^(&, D), resp. ^ ,T | ( ^ -D), on restreint l'intégration aux 
x G ppClR\,, resp. x ^ ppClR\,. On doit démontrer que chacune des deux intégrales 
vérifie la majoration de l'énoncé. 

Dans I3 r, b (b, D), u (x) res^e dans un compact et tous les termes dépendant de x sont 
bornés. D'où 

I3 r,b (b, D) 

'yeF;va,lF(y)<-Lib 
X(y)a(y)D\y\F1dy, 

OÙ 

X(y)-
W 1 ^ 

|a(a?,2/)r_i|Fdx. 

Il existe c3 > 0 tel que |valjp(a(x)r)| < c3 pour tout x E pFClR\>. On a, alors 

|a(x,2/)r_i|F 
1, 

q c3 I yqV (x) I -1 F 
si valF(çy(^)) + valF(y) > - c3 , 

si valF(<3V (a:)) + valF(y) < - c3 . 

Pour tout entier A; G Z, notons ra(fc) la mesure de l'ensemble des x G ppClR\, tels 
que valjp(çy(x)) = k. Certainement, cette valuation est bornée inférieurement, donc 
il existe C4 tel que m(k) = 0 si k < C4. On obtient 

X(y)-

fc;c4<.«<—C3—valF(2/j 

m(k)\y\F1qk + 

•c3-va\F(y)<k 

m(k). 

On vérifie que l'on a une majoration m(k) q kl2. Alors 

« \y\~F/2<y)-

En reportant cette majoration dans I^Jb.D), on obtient 

IrA(P,D) 
JyeF;va\F(y)<-fj,b 

<r(y)D+1\y\-F3/2dy. 

Mais il existe £3 > 0 tel que cette intégrale soit bornée par exp(—63b). C'est ce qu'on 
voulait. 

Traitons maintenant l'intégrale itdb.D). Choisissons un entier CA tel que 

(6)(i) p ^ c p r 1 ^ ; 
(6)(ii) valF(av(v)) > supfO, —ci + CA) pour tout v G P c4 F R Vb ; 

(6)(iii) G X pour tout V E pFc4 rvb 
(6)(iv) C4 + C2 - ci > 0. 

Pour y e F tel que val/R^) < —//6, posons n(y) c4 r-valF(2/)-
L 2 D'après 

(6)(i), l'ensemble V£ — pFCli2b est stable par translation par p n(y) R vb Dans l'intégrale 

intérieure de ïtu(b, D), on peut remplacer x par x + avec v G p rF (y) R V b puis intégrer 

sur tout en divisant par mes(pF^R^). On a u(x+v) = u(x)u(v) et u(v) G K d'après 
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(6)(iii). Donc a(u(x 4- v)) = a(u(x)), mp^ (u(x 4 v)) = mp^ (u(x)) et a(x 4- v) = a(x). 
On obtient 

I 4 r, b (b, D) = 

yeF;va,\F(y)<-iJ,bJVb-pF 1 Rb 
a(x)T\-% (mPt (u(x)))l'2ZM» (mp, (u(x)))a(x, y) 

a i y ^ a i u i x ^ l y l ^ d x d y , d x d y 

où 

a(x,y)=meS(pnFiy)R^)-1 
p n f (y) R V b 

\a(x + v,y)r^1\Fdv. 

Fixons x, y intervenant dans l'intégrale ci-dessus. Montrons que 
(7) on a a(x,y) < \y\F a(y). 
On a val#(#) < —ci donc, d'après (1) 

valF(a(x)r) = inf(vdlR(x) 4- Ci, valF(qy(x)) 4- c2) < 0. 

Pour G p7^^ , on a a(x + v) = a(x) comme on vient de le dire et la valeur de 
a(x+v, y)r-i est fonction de valF(qy (x + v))+valF(y) — valF(a(x)r). Notons N(v) cet 
entier. On a qy{x + v) = qy(x) + qy(x,v) + qy(v) et valF(qy(x, v)) > valp(x) + n(y). 
Supposons d'abord valF(qy(x)) < valp(#) 4 n(y). Grâce à (6)(ii), on a 

valfl(x) + n(y) < - c i + c4 + [ ™lpy)] < - C l 4 c4 + 2[ v a | ™ ] < va lp^y (<;)). 

Donc valjp(gy(^ + i;)) = va lp^y (#)). Si valp(a(#)r) = valjp(çy (x))+ C2, alors iV(i;) = 
vali?(y) — C2 < —C2- D'après la définition de a(x 4- v,y)r-i, on a 

|a(a: + t ; ) r _ 1 | F < ^ v ) < | ^ 1 , 

et a(x,y) <C bip1- Si vaiF(a(:r)r) = v&\R(x) 4 c i , on a 

< val#(a;) 4 n(y) 4 valF(?/) - valF(a(^)r) = n(y) 4 valF(?/) - ci < c4 - c2 + valj?(î/)/2, 

d'où |a(a; + v)r-i |F < qN^ <C Mï?1^2? puis (a, x) <C ^l^1^2. Supposons maintenant 

valp(çy(x)) > VQ1R(X) 4- n(2/). Grâce à (6)(iv), val^^yO^)) + c2 > va lp^) + ci, 

donc valjp(a(x)r) = va\n(x) 4- ci. Choisissons une base (xj)J=iv..?m de i?t> sur oF de 

sorte que x = zu^alH^^i. Introduisons la base duale (#y)j=i,...,m Rvb de Introduisons 

des coordonnées sur p7^^ Rv en posant v = Wp^dzi — wFvalR^~n^qy(x))xi + 
Sj=2,...,m zjx))' ^es parcourent Op. On peut supposer cfo = rij=i,...,m et alors 

mes{pnFy"1 R^) est indépendant de y. On a qy(aî) + qy(x,v) = m™1*^*71^ zi. On a 

vslF(qv(x, v) 4- v)) + val^Cî/) - valp(a(x)r) = valp^i ) - n (y), 

où n'fa) = Ci-valF(2/)-n(2/) = c1-c4 + \ i vab̂ y)̂  Remarquons qUe5 grâce à (6)(ii), 

Oïl R 

valFfav(»)) + valF(y) - valF(a(a;)r) > 2[ -val F (y) /2]+ valF(y) + 1 1 > 0. 
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Si valp(2i) < n'(y), alors N(v) = va l^^i ) - n'(y) et \a(x + v)r-i\F = q "'^{zilp1. 
Si valF(^i) > n'(y), alors N(v) > 0 et \a(x + v)r-i\F = 1. D'où 

<*(x,y) < 
z\ E o F ; valF (zi ) <n' (y ) 

< T n ' ( î / ) N ^ i + 

ziG0F;valF(2i)>n'(2/) 
dz1 

On voit que a(#,2/) <C (1 + |^/(y)|)ç~n ^ <C 0"(y)M-1/2- On a obtenu la majoration 
(7) dans tous les cas. 

Alors 

I 4 r,b (b, D) 
1yeF]va\F(y)<-fib 

<T(y)D+1\y\-//2dy 

fg 

I a (x) r I -1 O P (mp (u (x))) 1/2 E M (mP (u(x))) o (u(x)) D dx 

Il existe £4 > 0 tel que la première intégrale soit majorée par exp(—64b). Lorsque l'on 
a traité l'intégrale I^(b,D), on a montré que la seconde intégrale était convergente. 
D'où la majoration cherchée pour l'intégrale I*^(b,D), ce qui achève la preuve. • 

4.6. Majoration d'une intégrale unipotente, cas r = 1 

Lemme. — Supposons r = 1. L'intégrale définissant Ii^(b,D) est convergente et, D 
étant fixé, il existe £ > 0 tel que 

hù(b,D) < exp(-eb) 

pour tout b>0. 

Démonstration. — Puisque r = 1, on a Pi = P. Notons Vjj le sous-espace de V 
orthogonal à la droite Dq portée par vo. Avec les mêmes notations que dans le 
paragraphe précédent, on a = U%. Fixons un sous-groupe compact spécial K$ 
de Gjj(F), en bonne position relativement à M$. Il n'est pas forcément inclus dans K. 
Pour u G Ui^(F), on a u = mp^(u)up^(u)kp^(u) et on en déduit que mp(u)mp^(u)~l 
reste dans un compact. Ecrivons mp^(u) = a(u)go(u), avec a(u) G A(F) et go(u) € 
Go(F). Comme dans le paragraphe précédent, on voit qu'il existe e\ > 0 tel que 
l û ^ i l ^ 1 < exp(—e\a(u)) et que l'on a l'égalité 

5P{mp{u)fl2EM{mP{u)) « |a(u)i|p1/2«p,(mp,(u))1/2SM«(mpt(u)). 

Alors 

/1,1,(6,/?) <exp ( -£ i6 /4 ) 
U= (F) 

h, (mp^u))1/2~M« (mA (u))exp(-sMu)/^(u)Ddu. 

L'intégrale est convergente d'après le lemme II.4.3 de [16]. D'où le résultat. 
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4.7. Preuve de 4.3(3). — Si r = 0, U = {1} et l'assertion 4.3(3) est évidente. 
Supposons r > 1. On a introduit le sous-groupe parabolique Pr = MrUr en 4.5. Pour 
x G Mr(F), posons 

Xr(c, D, x) 
'Ur(F)nU(F)c 

EG (ux)a(ux)D du. 

On va montrer que 
(1) cette intégrale est convergente; le réel D étant fixé, il existe un réel D' tel que 

Xr(c,D,x) < cD a(x)D,SPr(x)^2EM-(x) 

pour tous C, X. 
Auparavant, montrons que cette assertion entraîne 4.3(3). On a 

X(c,D,m) = 
Mr(F)nU(F)c 1Ur(F)nU(F)c 

EG (uvm)a(uvm)D du dv 

= 
Mr(F)nU(F)c 

Xr(c, D, vm)dv. 

Grace a (1), on a 

X(c,D,m) < cD' 
lUr{F)nU{F)c 

SPr{vm)1/2EMr(vm)a{vm)D'dv. 

On a Spr(vm) = Spr(m) pour tout v. On a Mr = GL\ x G, où G est le groupe spécial 
orthogonal de l'orthogonal dans V du plan engendré par vr et v-r. On a Mr D U = 
Gf)U. Ecrivons m = (a, m), avec a e GLi (F), m G G (F). Alors EMr(vm) = EG(vfh). 
D'où 

X(c,D,m) < cD a(a)D ôp^m)1'2 
'G(F)nU(F)c 

EG(vm)a(vm)D dv. 

Mais cette intégrale est analogue à celle de départ: on a remplacé G par G, D par D' et 
m par m. En passant de G à G, on remplace r par r — 1. En raisonnant par récurrence 
sur r, on peut supposer qu'il existe R' tel que l'intégrale soit essentiellement majorée 
par cR'a(m)R'Spnç(m)1/2EM(m). Alors 

X(c,L>,m) < cD'+^V(a)DV(m)fi'(5pr(m)1/25Pnô(m)1/2SM(m). 

Mais £pr(ra)5pn(5(m) = ôp(m) et S (m) = S (m), d'où la majoration cherchée. 
La preuve de (1) est analogue à celle du lemme 3.3. Introduisons un réel b > 

0 que nous préciserons par la suite. On décompose Xr(c,D,x) en Xrj<&(c, D,x) + 
Xrj>6(c,D,x), où 

Xr,<b(c,D,x) 
Ur(F)nU(F)c 

1 a < b ( U X ) E ° l U X ) G ( U X ) D d U, 

Xr?>fe(c,D,x) = 
Ur(F)DU(F)c 

la>b(v>x)E (ux)cr(ux) du. 
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Dans la première, on a criux) < 6, done 

Xr,<b(c,D,x) < bD' 
Ur(F) 

EG(ux)a{ux)D-D'du 

pour tout réel D' > 0. D'après [16] proposition II.4.5, si D' est assez grand, cette 
intégrale est convergente et essentiellement bornée par 6pr(x)1^2EMr(x). Pour un tel 
D7, on a donc 

(2) Xr,<b(c,D,x) < bD'ôPr{xfl2EM^x). 

Introduisons le "sous-groupe radiciel" évident E/"r>r_i de Ur. On a la décomposition 
Ur = Ur^U^r-i, avec la notation de 4.5 et Ur(F) D U(F)C = Ur^(F)Ur^r-i(F)c, où 
t/r,r-i(F)c = Urir-!(F) n U(F)C. D'où 

Xrj>b(c,D,x) = 
tfr,r-i(F)c • Ur,(F) 

l<r>b(uv )EG (uvx)a(uvx)D du dv. 

Il existe ci > 0 tel que o~(v) < c\c pour tout v G C/r?r_i(F)c. Si 6 > 2cic, la condition 
> 6 entraîne a(u) > 6/2. On suppose 6 > 2cic. On a encore la majoration 

3.3(5), d'où, comme en 3.3, 

Xr,>b(c, x) <C exp(acic + acr(x)) 
ur,k(F) 

la>b/2(u)EG(u)a(u)Ddu, 

pour un a > 0 convenable. D'après [16], lemmes II. 1.1 et II.3.2, il existe un réel D" 
tel que 

EG(g) « 6P{mp(9)fl2EM{mP(g))cT{g)D 

pour tout g G G (F). Alors l'intégrale ci-dessus est bornée par l'intégrale 7^(6/2, D + 
D") de 4.5. En utilisant les lemmes 4.5 ou 4.6 selon la valeur de r, elle est 
essentiellement bornée par exp(—eb) pour un e > 0 convenable. Enfin, on vérifie qu'il 
existe C2 > 0 tel que l'on ait la majoration 

exp(-c2<7(*)) < Spr(x)^23Mr(x). 

Alors 
Xr^>b(c,D,x) < exp(acic+ (a + c2)<r(x) - eb)5Pr (x)1/2EMr (x). 

On choisit maintenant 6 = 2cic + e 1ac\c + e 1(a + 02)0-(x). Alors 

Xr,>6(c,£>,s) « dPr(x)1,2*Mr(x)-

Cette majoration et (2) entraînent (1). 

4.8. Majoration d'intégrales doubles sur U(F). — Soient D un réel, c et cf 
deux entiers. Supposons cf > c > 0. Remarquons que l'ensemble U(F) — U(F)cr est 
invariant par translation par U(F)C. Pour m, m; G M (F), posons 

X(c, D, m, m') = 
JU{F)/U{F)C 'U{F)C . U (F) c 

EG(uvm)EG(uvfmf)a(uvm)Da(uvfm,)Ddv, dv du, 

X(c, c', m, m') = 
(U(F)-U(F)C,)/U(F)C JU{F)C fU(F)c 

EG(uvm) 
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EG (uv' m^G^vm)0 G(UV' m')D dv' dv du, 

X(D,m,m') = 
JU{F) 

ZG(um)ZG(um')a(um)Da(um')Ddu. 

Lemme. — (i) Ces intégrales sont convergentes. 
(ii) Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que 

X(c,D,m,m') < cRG{m)R5P{m)^2EM {m)G{m')R5P{m')^2EM {m^ 

pour tous m, m G M (F) et tout c > 1. 
(iii) Les termes c et D étant fixés, il existe un réel R et un réel e > 0 tels que 

X(c,c>\D,m,m') < exp(-£cOa(m)fíJp(m)1/2HM(m)a(m,)^p(m,)1/2HM(m/) 

pour tous m, m' G M (F) et tout cf > c. 
(iv) Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que 

X{D,m,mf) < a(m)RSp(m)1/2EM(m)a(m,)R^p(rnf)1/2EM(mf) 

pour tous m, m' e M (F). 

Démonstration. — L'application 

U(F)/U(F)C (F/P7Y 
U (ur,r_i + pFc,..., uit0 + PFC) 

est un isomorphisme. Définissons une fonction valp sur F par valp(x) = 0 si x e pFc, 
valF(x) = valp(x) -f c si x pFc. Elle se quotiente en une fonction sur F/pFc. Pour 
u G U(F)/U(F)C, posons valp(u) = YLi=i,...,rva^F(ui,i-i)- Montrons que: 

(1) il existe un réel D\ tel que l'on ait une majoration 

U{F)C 
EG(uvm)a(uvm)Ddv < (c - valF(u))Diqv&iC^a(m)DlôP{m)1/2EM{m) 

pour tout m G M (F), tout c > 1 et tout u G U(F)/U(F)C. 
Soit a G A(F) H K. On peut remplacer 

EG(uvm)o~(uvm)D par EG (auvma 1)a(auvma 1)D. 

On peut ensuite intégrer en a. Puisque a commute à m et normalise U(F)C, on obtient 

U(F)C 
EG (uvm) G (uvm)D dv 

'A(F)(lK JU(F)C 
EG(aua 1vm)G{aua 1vm)Ddv da. 

Considérons l'application 

A(F) fi K - U(F)/U(F)C 

a i—• aua 1U(F)C. 
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On vérifie que son jacobien est borné par gvalFW. Son image est contenue dans 
U(F)^F{U)+C/U{F)C. D'OÙ 

'U{F)C 
EGluvm)a(uvm)Ddv < qval^u) 

,U(F)_V&ÎCF(U)+C/U(F)C U(F)C 
EG (uvm)a(uvm)Ddv du 

<< q val c F (u) 
(̂̂ )-valJ,(u) + c 

EG (vm)a(vm)Ddv. 

Il reste à faire appel à 4.3(3) pour obtenir l'assertion (1). 
Grâce à (1), on a 

X{c,D,m,m') < a(m)Dl^p(m)1/2SM(m)a(m,)DMp(m,)SM(m/) 

FU(F)/U(F)C 
{c-valcF(u))2D*q2™iCFWdu. 

Cette dernière intégrale est produit d'intégrales du type 

(2) 
}F/t>-c 

(c-valF(x))2D'q2^iC^dx. 

On vérifie qu'il existe un réel D2 tel que cette expression soit essentiellement bornée 
par cD2. On en déduit une majoration similaire pour l'intégrale intervenant dans la 
formule ci-dessus. Alors X(c, D, ra, m') vérifie la majoration du (ii) de l'énoncé. 

Grâce à (1), on a 

X(c,D,m,m') < a(m)Z)Mp(m)1/2Sм(m)a(m,)DMp(m/)Sм(m,) 

(U(F)-U(F)C,)/U(F)C 
(c-valcF(u))2Dlq2™lFMdu. 

Cette dernière intégrale est combinaison linéaire de termes qui sont des produits 
d'intégrales du type (2) et d'au moins une intégrale du type 

(3) 
(F-p-c')/p-c 

{c-valcF(x))2Dlq2valC^dx. 

On vérifie qu'il existe e > 0 tel que cette expression soit essentiellement bornée par 
exp(—se'). On en déduit le (iii) de l'énoncé. 

Soit v G U(F) D K. Dans l'intégrale X(D,m,m'), on peut remplacer EG(um) par 
EG(vum), puis intégrer sur v. Donc 

X(D,m,mf) 
JU(F)nK JU{F) 

EG(vum)EG(um^crlvum)0a(umf)Ddu dv. 

Choisissons c tel que U (F) n K C U (F)c. On peut remplacer l'intégrale sur U (F) D K 
par l'intégrale sur U(F)C. Ce groupe étant distingué dans U(F), on peut remplacer 
vu par uv. On peut ensuite décomposer l'intégrale sur U(F) en la composée d'une 
intégrale sur U(F)C et d'une intégrale sur U(F)/U(F)C. On obtient alors 

X(D, m, m') < X(c, D, m, m'), 

et l'assertion (iv) résulte de (ii). 
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4.9. Comparaison de EG et EH 

Lemme. — Supposons r = 0. Il existe e > 0 tel que EG(h) <C exp(—ea(h))EH(h) 
pour tout h G H (F). 

Démonstration. — On a nécessairement dany = dan,w i 1. Si dany — dan,w + 1, 
fixons un système hyperbolique maximal (e±j)j=iv..)n de W. C'est aussi un système 
hyperbolique maximal de V. Si dany = dan^w — 1» fixons un système hyperbolique 
maximal (e±j)j=2,...,n de W. Notons Wan l'orthogonal dans W du sous-espace 
engendré par ces vecteurs. Fixons un système hyperbolique maximal (e±i) de 
Wan 0 Do. Alors (e±j)j=iv..?n est un système hyperbolique maximal de V. On 
pose i = l dans le premier cas, t = 2 dans le second. Notons Am-in le sous-tore 
déployé maximal de G formé des éléments qui conservent chaque droite Fe±j pour 
j = 1 , . . . , n et qui agissent trivialement sur l'orthogonal du sous-espace engendré par 
ces vecteurs. Pour a G Amin(F), et j = 1 , . . . , n, on note aj la valeur propre de a sur 
le vecteur ej. Posons A^in = AminC\H. C'est un sous-tore déployé maximal de H. On 
sait qu'il existe un sous-ensemble compact T de H (F) tel que H (F) = TA^in(F)T. 
Il suffit donc de démontrer le lemme pour les éléments de A^in(F). On va démontrer 

(1) il existe un réel D tel que 

EG(h) 3H(/iW(h)Dg-^--JvalF(fci)l/2 

pour tout h G A*in(F). 
Cette relation implique la majoration de l'énoncé. Notons & le groupe des 

permutat ions s de { ± 1 , . . . , ± n } telles que s(—j) = —s(j) pour tout j G { i l , . . . , ± n } . 
Si dany = dariiw + 1, on pose <E>H = (3; si dany = dariiw — 1, on note <QH le sous-
groupe des s G 6 qui fixent 1 et —1. Pour tout s G 6 , notons Amin(F)j l'ensemble 
des a G ̂ 4min(̂ ') tels que 

valF(asn) >-"> valF(asi) > 0. 

Le groupe 4̂̂ in(F) est contenu dans la réunion des Amin(F)j quand s décrit &H. 
On peut fixer s et se limiter à prouver (1) pour h G A^ïn(F) D Am-m(F)~. Fixons 
donc s. Quitte à réindexer notre système hyperbolique, on peut supposer s = 1. On 
abandonne les indices 5, en conservant les exposants —. Notons Pmin le sous-groupe 
parabolique de G formé des éléments qui conservent le drapeau 

Fen C Fen 0 Fen_i C • • • C Fen 0 • • • 0 Fex. 

Posons P*m = Pmin n H. D'après [16] lemme II.l . l , pour h G A*in(F) n Amin(F)~, 

on a 
EH(h) > 6Ри {h)1'2. 

Ce dernier terme est égal à 

j = L,...,n 

17 ri — L+dariiw ¡I 
\n3\F 
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D'après la même référence, il existe un réel D tel que 

EG(h)^a(h)DSPoJh)^2. 

Ce dernier terme s'écrit 

i=i,...,n 

|J \j — l + dan,v/2 
\a3\F 

Remarquons que dany/2 — 1 = 1/2 + dan,w/2 — *> et h\ = 1 si ¿ = 2. Ces relations 
entraînent (1). • 

4.10. P reuve des relat ions 4.3(4) et 4.3(5). — On veut prouver la convergence 
de 

(1) 
H{F)U{F)C 

EH(h)EG(hu)a(hu)Ddudh. 

On utilise 4.3(3) pour majorer l'intégrale sur U(F)C. En remarquant que Sp(h) = 1 
et EM(h) — EG°(h), on obtient qu'il existe un réel D' tel que l'intégrale ci-dessus soit 
essentiellement bornée par 

H (F) 
EH(h)EG°(h)a(h)D'dh. 

En appliquant le lemme 4.9 à Go, il existe e > 0 tel que cette expression soit 
essentiellement bornée par 

'H F) 
EH(h)2exp(-ea(h))dh. 

Or cette intégrale est convergente d'après [16] lemme II. 1.5. D'où la relation 4.3(4). 
On veut prouver la convergence de 

(2) 
H{F)U{F)C H(F)U(F)C 

EG(hu)EH(h,h)EG{h,u')a(hu)Da{h,u,)Ddu' dti du dh. 

Soit KH le sous-groupe compact spécial de H (F) sous-jacent à la définition de EH. 
On peut remplacer h par kh, avec k G KH, puis intégrer sur k, tout en divisant par 
mes(KH). Or EG(khu) <C EG(hu) et a(khu) <C a(hu). Le procédé ci-dessus revient 
donc à remplacer le terme EH(h'h) par 

m e s f i ^ r 1 
KH 

EH(h'kh)dk. 

D'après [16] lemme II. 1.3, ceci n'est autre que EH(h')EH(h). Alors l'expression (2) 
apparaît comme le carré de l'expression (1). Elle est convergente puisque (1) l'est. 
Cela prouve la relation 4.3(5). 
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4.11. Majoration d'une intégrale de fonctions d'Harish-Chandra, cas r = 0. 
— On suppose dans ce paragraphe r = 0. Soit D un réel. Pour h G H (F) et N > 1 
un entier, posons 

x(h,N,D) 
G(F) 

ZG(hx)ZG(x)KN(x)<j(x)Ddx. 

Lemme. — Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fixé, il existe un réel R 
tel que 

x(h,N,D)<:ZG(h)NRa(h)R 

pour tout h G H (F) et tout entier N > 1. 

Démonstration. — Si V est anisotrope, le groupe G(F) est compact et l'assertion est 
évidente. On suppose que V n'est pas anisotrope. Comme dans la preuve de 4.9, dont 
on reprend les notations, on introduit un système hyperbolique maximal (e±j)j=it„min 
de V. On note Van l'orthogonal dans V du sous-espace engendré par ces vecteurs. Si 
dany — dan,w + 1> appartient à Van. Si dany = dan^w — 1, on peut choisir e\ et 
e_i de sorte que VQ = e\ + v§e-\, où VQ = qv{vo). Il suffit de démontrer le lemme 
pour h G A^in(F). En effet, il existe un sous-ensemble compact TH de H (F) tel que 
H(F) = THA^in(F)TH. Ecrivons h = 7 ^ 7 , avec 7 , 7 ' G TH et a G A^in(F). On 
effectue le changement de variable x 1—> j~1x. Puisque la fonction KN est invariante 
à gauche par H (F), on obtient 

X(h,N,D) = 
>G(F) 

ZG(7/ax)ZG(>y-1x)KN(x)o'(<y~1x)Ddx. 

Mais cette expression est essentiellement majorée par x(«, N, D), d'où l'assertion. 
On suppose donc h G A^in(F). Fixons un sous-groupe d'Iwahori / de G (F) en 

bonne position relativement à Am[n. Il est loisible de supposer que EG est biinvariante 
par / (par contre, on ne suppose pas que / soit inclus dans le sous-groupe compact 
spécial K que l'on a fixé, c'est-à-dire dans le fixateur du réseau R). D'après Bruhat-
Tits, il existe un sous-ensemble ouvert compact T de G(F) tel que G (F) = IAm[n(F)T. 
On fixe T et on suppose / C T. Le groupe / D Am[n(F) est le sous-groupe compact 
maximal de Am[n(F). L'application 

Am[n(F) Zn 

a (valF(ai),.. . ,valF(an)) 

se quotiente en un isomorphisme de Am[n(F)/(I D Am[n(F)) sur Zn. Fixons un sous-
ensemble A C Amin(F) qui s'envoie bijectivement sur Zn. Alors 

X(h,N,D) 

aGA 

x(h,N,D,a), 

OÙ 

X(/i, iV,D ,a) 
//or 

EG(hx)EG(x)KN(x)a(x)Ddx. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



224 J.-L. WALDSPURGER 

Comme en 4.9, introduisons le groupe de permutations 6 et, pour tout s G 6 , le 
sous-ensemble Amin(F)j. Posons Aj = A fl Amin(F)7. Alors A est réunion des A~. 
Il nous suffit de fixer s et de majorer x(/i, TV, D)j, où 

x(h,N,D); 

aeAs 

; X(h,N,D,a). 

Fixons donc 5. Quitte à réindexer notre système hyperbolique, on peut supposer s = 1. 
On abandonne les indices s dans les notations précédentes, en conservant seulement 
les exposants —. Il faut prendre garde au fait que, dans le cas où dany = danyv ~ 1? 
la réindexation n'a pas de raison de conserver les vecteurs e\ et e_i. Ceux-ci se 
transforment en des vecteurs que nous notons e±t, avec t G {1, . . . , n}. On a ÔQ = et + 
v^e-t ou eo = ^et + e_¿. On introduit le sous-groupe parabolique Pm[n = Mm[nUm[n 
de G comme en 4.9. Soit a G A". On a l'égalité I = {I n Umïn(F))(I D Pmin{F)) et 
a""1^ D Pmin(^))a C / C T. Donc IaT = (I fl Í7min(-F))ar. On vérifie que la mesure 
de cet ensemble est essentiellement bornée par Spmin(a)~1. Donc 

X(h,N,D,a)^öPmin(a)-1 
'lnUmin(F) 

EG (hyaj)EG (y ai) Kn (yaj)a(yaj)Ddj dy. 

Il existe un entier c\ > 0 tel que TR C pFClR. De la définition de la fonction KN 
résulte que ft/v(2/G7) < KN+Cl(ya). Alors 

x(h,N,D,d) o Pmin (a) •1H°(aMa)D 
r/nC/min(F) 

EG(hya)nN+Cl (ya)dy. 

Grâce au lemme II. 1.1 de [161, il existe un réel D\ tel que 

o P min (a) -1 E G (a) o (a) D :*Pou»-1/M«)i>1. 

D'autre part, pour le résultat que l'on veut obtenir, le changement de N en N + c\ 
est insignifiant. Il nous suffit de majorer 

(i) 
aGA-

¿pmin (a)-1/2í7(a)Diy(/¿, AT, a), 

où 
Y (h, N, a) 

mumin(F) 
EG(hya)nN(ya)dy. 

Définissons des entiers N(h) et b(h,N,a) par AT(/i) = sup(iV, N — vaiF^)), 
b(h,N,a) = sup(0, vali?(an) — N(h)). Montrons que 

(2) il existe e' > 0 tel que 

Y{h,N;a) ex.p(-£fb(h,N, a)) 
lnUmin(F) 

EG(hya)dy 

pour tous h G A^in(F), N > 1, a G A- . 
Si valir(an) < TV, il suffit de majorer ^^(ya) par 1. Supposons valjp(an) > AT. 

Supposons d'abord que VQ est orthogonal à en et e_n, c'est-à-dire que dany = 
dan,w + 1 ou dan,v = dan,w — 1 et t ^ n. Introduisons le sous-groupe de G(F) 
formé des éléments u(z), pour z G F, définis ainsi: u(z) envoie VQ sur VQ -f zen, e_n 
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sur e_n — — éo~en> ê  ̂ xe en ainsi que l'orthogonal du sous-espace engendré par 
e_n, vo et en. Il existe un entier c2 tel que u(z) G / H Um-m(F) pour valjp(z) > c2. 
On a h-lu{z)h = u^z). Pour z G p^P(c3'valHM+c3)5 leg deux éléments u ^ et 
h~1u(z)h appartiennent à i" fi 7̂min(̂ ')- Pour un tel z, on ne modifie pas Y(h,N,a) 
en remplaçant h par u(z)h. On peut ensuite intégrer en tout en divisant par 
mes(p^p^C2'valF^n^+C2 )̂. On effectue le changement de variable y \—• h~1u(—z)hy 
et on obtient 

(3) r(fc,JV, a) 
lnUmin(F) 

EG(hya)K,N,h(ya)dy, 

où 

KN, h (ya) = mes (pf sup (c2, val F (hn) + c2))-1 
sup(c2 ,valF (hn ) + c2 ) 

KN(u(-hn1z)ya)dz. 

Supposons KN(u(-h~1z)ya) = 1. Alors a"1?/-1!^"1;*)^ G p~NR, c'est-à-dire 
a-1?/-1^ + h~xzen) G p~NR. Il existe c3 tel que valF(çy(e_n, v)) > c3 pour tout 
v e R. Donc 

valF(<?y(e_n,a y (v0 + hnlzen))) > c3 - N. 

Puisque y G Um[n(F), on a, y 1en = en, donc 

^(e-n^"1^"1^ + ftn1^)) = çy(ae_n,2/_1?;o + ft"1^) = a~lqv(e-n,y~lv{)) + a"1/*"1*. 

En posant z(h,y) = -hnqv(e-n,y-1vç)) et c(h,N,a) = valF(an) -h valF(hn) + c3 - N, 

on a donc z G y) + pFh,N,a\ Alors 

«jv,*(!/a) < mes(ps/p(c2'va1F (hn) + c2)) + c2) -1 mes(psup F (c2, val F (hn)+c2)fi y) + p*№))) 

; inf{l,mes(psFup(c2'valF(,l")+C2))-1mes(p^,JV'a))). 

On vérifie qu'il existe > 0 tel que cette dernière expression soit essentiellement 
bornée par exp(—e'b(h, N, a)). Alors (3) entraîne la majoration (2). Supposons 
maintenant que vç> n'est pas orthogonal aux deux vecteurs en et e_n. C'est-à-dire 
que dany = dan,w — 1 et t = n. On peut écrire = vnen + V-ne-n. Introduisons 
le sous-groupe de Am-m(F) formé des éléments a(z), pour z G 1 + pF, définis ainsi: 
a{z)n = z et a(z)j = 1 pour tout j = 1 , . . . , n — 1. Il existe un entier C4 > 0 tel que 
a(z) e IHK pour tout z G 1 + pcF. Un tel a(z) normalise / f i Um[n(F), on peut donc 
effectuer dans Y(h,N,a) le changement de variable y 1—> a(z)~1ya(z), puis intégrer 
en z, à condition de diviser par mes(l + pCp). Puisque a(z) commute à a et h, on 
obtient 

(4) Y(h,N, a) 
InUmin(F) 

EG(hya)K*N(ya)dy, 

où 

K*N(ya) = mes(l + p̂ 4)_1 
WF4 

KN{CL(Z) 1ya)dz. 

Supposons K,N(CI(Z) lyà) = 1. Alors a xy 1a(z)vo G pFNR et, comme ci-dessus, 

valF(qv(e-n,a xy 1a(z)v0)) >c3-N. 
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On a 

gv(e_n, a y a(z)vo) = qv(ae-n, y a(z)(v-ne-n + i/„en)) 

= a~1qv(e-n,y~1(z~1Ty-ne-n + zunen)) = a~lz~1V-nqv(e-n,y~1e-.n) + a~xzvn. 

Posons z(y) = v^nv~1qv(e-n,y~1e-n) et c(N,a) = valJp(an) + c3 - N - v&lF(vn). 
Alors vdlp{z(y) + z2) > c(N, a). Notons Z(y, N, a) l'ensemble des z qui vérifient cette 
condition. Alors, comme ci-dessus, 

K*N{ya) < tn / ( l ,mes( l + p£) 1 mes (Z (2/, AT, a))). 

On a mes(Z(y, N, a) «C mes(ppN'a^). Puisque t = n, on a /in = 1 par définition de 
notre système hyperbolique. On vérifie qu'il existe e" > 0 tel que l'expression ci-
dessus soit essentiellement bornée par exp(—e"b(h,N,a)). Alors (4) entraîne (2), ce 
qui achève la preuve de cette relation. 

Montrons 
(5) il existe des réels D2 et D% tels que 

fmumin(F) 
EG(hya)dy « a(h)D*ZG(h)a(a)D>ôPmin(a)1/2 

pour tout h G Amin (F) et tout a G A-. 
On peut fixer 5 G 6 et supposer h G Am[n(F)j. L'élément s détermine un sous-

groupe parabolique minimal Pmin,s = ^mm^min,s formé des éléments de G qui 
conservent le drapeau 

Fesn C Fesn 0 Fea(n_i) C • • • C Fesn © - © F s l . 

On note Umin^ le radical unipotent de Pmfn,s- On a l'égalité / fl Um[n(F) = (/ fl 
KninCF) H C/Jn,a(F))(J H E/min(F) H i7min,s(F)). Pour y E I C\ Umin(F) fl ümin,,(F), 
on a hyh~l G / . Donc 

/nt/min(F) 
EG(hya)dy 

TnUmin(F)nUmin,s(F) 
EG(hya)dy 

< <J0(ft) 
(̂/nC/min(F)nî/minjS(F))/i-i 

EG(yha)dy, 

où (5o(/i) est la valeur absolue du déterminant de ad(/i 1) agissant sur umin(F) fl 

ûminAF)' Pour v e 1 n ̂ min(̂ ) H UminAF)y on a ^G (vyha) = EG(yha). Donc 

>lnUmin(F) 
EG(hya)dy < J0(fc) 

/nC/min(F)nt/min)a(F) (̂/m7min(F)nC7min>s(ir))̂ -1 
EG(vyha)dydv. 

Dans le domaine d'intégration, on a <r(i>2/) <C a(h). Pour tout réel D3 > 0, on a donc 

mumin(F) 
EG(hya)dy < 60(h) 

lnUmin(F)nUmiri>s(F) 

h(lnUtnin(F)nÜm.iri..JF))h-1 
EG(vyha)a(h)Dsa(vy)~Dsdydv 
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< 60(h)<T(h)D* 
Umin (f) 

EG(uha)a(u)~D3du. 

D'après [16], proposition II.4.5, il existe un réel D3 > 0 tel que la dernière intégrale 
soit convergente et essentiellement bornée par a(ha)D3ôpmin(ha)1/2 pour tout ha G 
Amin^F). Fixons un tel D3. On obtient 

(6) 
/nC7m,„(F) 

EG(hya)dy < <T(h)2D3<T(a)D3â0(h)Spmin(ha)1/2. 

On calcule 60(h)6Pinin(h)^2 SPminAh)1/2- D'après [16], lemme II . l . l , on a 

o Pmin, s (h) 1/2 << EG (h) 

puisque h G Amin(F)s . Alors (6) entraîne (5). 
Grâce à (2) et (5), l'expression (1) est bornée par 

a(h)D>ZG(h) 

aGA~ 

a(a)Dl+D*exv(-e'b(h, iV, a)). 

On peut identifier A- à l'ensemble M des familles m = (ran, . . . , mi) d'entiers telles 
que mn > mn_i > • • • > m\ > 0. Pour une telle famille, posons b(h, N, m) = b(h, iV, a) 
où a G A" correspond à la famille m. C'est-à-dire que b(h, N, m) = sup(0, mn — N(h)). 
On vérifie que 

m e M 

exp(—e'b(h, N, m)) 

est convergente et qu'il existe un réel D4 tel que cette expression soit essentiellement 
majorée par N(h)D*. De plus N(h)D4 NL>4 :i + |valF(fen)|; \D4 ND*o~(h)D*. Alors 

1 expression (1) est bornée par 

ND*a(h)D*+D*EG{h). 

C'est ce qu'on voulait démontrer. 

4.12. Majoration d'une intégrale de fonctions d'Harish-Chandra, cas r > 0. 
— Soient D un réel, C > 0 un réel et c > 1, N > 1 deux entiers. Posons 

X(c,C,N,D) = 
M(F) U(F)C 

la>c{u)EM(m)EG(um)KN(m)Sp(m)-1/2a^ 

Lemme. — Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout réel R, 
il existe a > 0 tel que 

X(c,C,N,D) exv(-cR)N~R 

pour tout c > 1, N > 1 et tout C tel que C > a(log(N) + c). 

Démonstration. — Pour i = 1 , . . . , r, on a introduit en 4.5 le sous-groupe parabolique 
Pi = MiUi. Posons U[ = Mi+i fi Ui, avec la convention Mr+i = G. Le groupe U est 
produit de ces groupes U',. D'où 

X(c,C,N,D) = 
M(F) U[(F)nU(F)c U'r{F)nU{F)c 

la>c(^r • • • ui)EM(m)EG(ur • • • uim) 
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KN{m)8p{m) 1l2o(ur • • • u\)Dcr{m)Ddur • • • du\ dm. 

Introduisons une fonction b sur { 1 , . . . , r } , à valeurs réelles strictement positives, que 
nous préciserons par la suite. Si nous supposons 

a) c 

i=l,...,r 

bU), 

la condition la>c(ur • • -ui) = 1 entraîne qu'il existe i tel que l(T>6(t)(̂ i) = 1. 
Donc x(ciCiN,D) est majorée par la somme sur les sous-ensembles non vides J 
de { 1 , . . . , r} des x(c, G, N, D; J), où, dans ce dernier terme, on restreint l'intégration 
aux Ui vérifiant les conditions 

si i e J, <T(UÌ) > 6(i); 

sii & J, o~(ui) < b(i). 
On peut fixer J et majorer x(c, C, N, D; J). Notons j le plus petit élément de J. 

On a 

(2) x(cAN,D;J) 
M (F) UHF) I•Ji(F) •Ji(F)nU(F)c Uj+1(F)nU(F)c i=l,...,j-l 

u la<b(i)(Ui)) 

l(T>&(j)(wj)SM(m)HG(itj+iWj • • • uim)KN(rn)Sp(m) ^2a(uj+iUjui)Da(m)Dduj+i • • • du\ dm. 

La même preuve qu'en 4.7 permet de majorer 

Uj + 1(F)nU(F)c 
EG(UJ+IUJ - • • uim)a(uj+i • • • u\)Dduj+\ 

nar 
cDla(uj '"Ui)Dl(r(m)Dlôpj+1(uj •••wim)1/25M^1(wj ••• .«im) 

pour un réel £>i convenable. On a Spj+1(uj • • -uim) = SPj+1(m). Le groupe Mj+i est 

de la forme Aj+iG, où G est un groupe spécial orthogonal et A^+i est le plus grand 

sous-tore central et déployé de Mj+i. On a M = Aj+iM, où M = MnG. On remarque 

que, pour a 6 Aj+i(F) et m € M (F), on a SMj+1(?/j • • -uiam) = EG(uj • • -wim), 

EM(am) = £Mnô(ra), JP(am)-1/2jp.+i .. .Mim)i/2 = ^ ^ ( m ) " 1 / 2 et nN{am) = 
K,N(a)K>%(m), où K*jy est l'analogue de ttjv pour le groupe G. Alors x(c, G, AT, D; J ) est 

borné par le produit de c^1, de l'intégrale 

fAj + 1(F) 
KN(a)a(a)D+Dlda 

et de l'intégrale 

M (F) U[(F) U'i-iW U'(F)f)U(F)c i=l 1-1 

H la<6(i)(Wi))la>6(j)(̂ )HMnó(m)5ó(Wj • • • Ulm) 

«^(m)Apnó(m)"1/2(7(wi • • • 'w1)D+Dl(7(m)D+Dl^ • • • dwi dm. 

L'intégrale sur Aj+AF) est produit d'intégrales 

/;reF;|valF(x)|<JV 
( l - H v a l F ( x ) | ) D ' | d ^ 
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qui sont convergentes et bornées par une puissance de N. La deuxième intégrale est 
exactement le membre de droite de (2) quand on remplace G par G, j par le nombre 
r analogue de r pour G, et D par D + D\. Cela nous ramène au cas où j = r , ce 
que nous supposons désormais. On doit se rappeler qu 'à la fin, il faudra multiplier la 
majoration obtenue par cDlND2, pour un certain réel D2. 

Supposons donc j = r , c'est-à-dire J = { r} . On effectue le changement de variable 
ur ur-\ • • 'UiUrU^1 - 'U~^x. Cela ne change pas le domaine d'intégration, mais 
change l(T>b(r)(ur) en l<r>6(r)(^r-i * uiUrU^1 'U~\). Définissons une fonction b\ 
sur { l , . . . , r } par bi(i) — b(i) — 2J2if<ib(if). Supposons bi(i) > 0 pour tout i. Si 
cr(ui) < b(ï) pour tout i = 1 , . r — 1 et l(T>b(r)(ur_i uiUrU^1 u~\) — 1, on a 
la>bi(r)(ur) = 1. D'où 

X(c,C,N,D;{r})< 
M (F) « U[{F) •/M(F) JU[{F) 'UW)nUW)c ¿=l,...,r-l 

II 1 o < b (i) Ui)) 

EM(m)EG(ur-i -uiurm)KN(m)ôp(m) 1^2a(ur-i u\ur)Do~(m)Ddur du\ dm. 

On a U'r = Ur et on peut décomposer ce groupe en Ur^r-iUr^. Il existe c\ > 0 tel 
que, pour v G f/r?r_i(F) et u G Ur^{F)^ ^es conditions vu G U(F)C et l(T>51(r)(i;'u) 
entraînent cr(w) > bi(r) — Cic. Renforçons la condition bi(i) > 0 en 

(3) bi(i) > C\c pour tout z, 
et posons bo(i) = bi(i) — c\c. Alors 

x(c,C,AT,D;{r}) 
•/M(F) JU[{F) •/M(F) JU[{F) Ur,r-i(F)nU(F)c }Vr*{F) i=i r_i 

TT 1^<b(i)(^) 

la>62(r)(i¿)H(m)Swr_iUivurn)K^{m)&p{m)a(ur-iuivu)a(m)dudvdur-i--du\dm. 

Grâce à 3.3(5), il existe c2 > 0 tel que 

SGr(i¿r_i • • • uivum) «C exp(c2a(ur-i • • • i¿iv))E;GÍ(i¿m). 

Dans le domaine d'intégration, on a a(ur-i • • -ÎZIÎ;) ; c + X)i=1 ... r-i KO- u existe 

donc es > 0 tel que 

SG(i¿r_i • • • uivum) exp(c3(c + 

z=l,...,r—1 

b(i)))EG(um). 

Alors x(c, G, AT, D] {r}) est borné par le produit de exp(c3(c + ^¿=i,...,r-i Hv))i de 
l'intégrale 

•/M(F) JU[{F) •/M(F) JU[{F) 
Ur,r-i{F)nU{F)c i=iv..)r_i 

TT l<7<6(t)(wi))<T(wr_i • • • uiv)Ddvdur-i --dui, 

et de l'intégrale 

Z(62(r),iV,D) = 
'M{F)JUr^(F) 

la>b2(r)(w)HM(m)5G(wm)/îjv(m)(5p(m) 1/2(j(i¿) cr(ra) dwdm. 
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La même preuve qu en 4.4 montre que la première integrale est bornée par une 
exponentielle de c + X)i=i ... r-i ^ existe donc C4 > 0 tel que 

(4) x(c,C,N,D;{r}) exp(c4(c + 

i=l,...,î—1 

b(i)))Z{h(r),N,D). 

On doit majorer Zfair), iV,D). On commence par changer la variable u en u-1. 
D'après [16], lemme II.1.1 et II.3..2, il existe un réel D3 tel que, pour tout g G G(F), 
on ait 

EG(g) = EG(g~1) « MmpGT1) )172^ \mP{g^ ) )a {g )D\ 

On applique cette relation à g = u 1ra. On a rap(# 1) = m 1mp{u) et Sp(m x) = 
£p(ra), d'où 

z(ò2(r),;v,D) 
M (F) JUrùiF) 

l*>b2(r){u)ZM(m)ôp(mp(u))1/2ZM(m lmp(u))KN(m) 

a(w)D+D3(j(m)D+D3dym. 

On décompose M en ^4Go- Comme plus haut, on peut majorer l'intégrale sur A(F) 
par une puissance de N et on obtient qu'il existe D4 tel que 

Z(b2(r),N,D)<ç:ND* 
'Go(F) }Ur^F) 

la>62(r)(^)HGo(x)5p(a(^))1/25Go(a;-1^oW)^(x) 

a(u)D+D3a(x)D+D3dudx, 

où, pour tout u G Urù(F), on a écrit mp(u) = a(u)g0(u), avec a(u) G A (F) et 
go(u) G Go (F). Supposons d'abord r > 2. On remarque qu'alors £7^ (F) est invariant 
par conjugaison par G0(F), a fortiori par K fi G0(F). Soit fe E fl Go (F). On peut 
remplacer la variable u par kuk~x, puis intégrer en A:. Changer u en kuk~l ne modifie 
qu'une seule des fonctions que l'on intègre, à savoir EG°(x~1go(u)). On a go(kuk~1) = 
kgo^k"1 d'où, puisque £Go est invariante par K D Go(F), SG°(a:_1^o(^A;_1)) = 
£G°(:r-1fc<7o(^))- Or, d'après [16], lemme II.1.3, l'intégrale de ce terme sur k e K f] 
G0(F) est égale à EGo(a?-1)£Go(#0(^)), ou encore à EGo(x)EG°(g0(u)). On voit alors 
que 

Z(b2(r),N,D) « Nv*xGo(hN,D + D3)IrA(b2(r),D + D3), 

avec les notations introduites en 4.5 et 4.11 (l'exposant Go indiquant que le groupe 
ambiant est Go au lieu de G). D'après les lemmes de ces paragraphes, il y a un réel 
D$ et un réel e > 0 tel que 

(5) Z(b2(r),N,D) < iVD5exp(-d>2(r)). 

Supposons maintenant r = 1. Dans ce cas, on introduit le sous-espace de V 
orthogonal à Dq et son groupe spécial orthogonal Gjj . On fixe un sous-groupe compact 
spécial JFCjj de Gjj(F). Le groupe est contenu dans le groupe Gjj. Ecrivons mp^ (u) = 
a$(u)g0^(u), avec a$(u) G A(F) et g0j(u) G G0(F) n GÖ(F) = # ( F ) . Comme 
dans la preuve du lemme 4.6, les éléments a^a^u)"1 et go(u)g0^(u)"1 restent 
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dans des compacts. En utilisant les relations EGo(x 1go{u)) ^ EG°(x 1go,$(u)) ~ 
EGo(g0 ti(u)~1x), on voit que l'on a 

Z{b2(r),N,D)<ND* 
Ur,*{F) 

l,>Wr)(íl)áp(a(U))1/2xG»(¡/o,»(t1)-1,JV,o + D3)a(u)D+D4u. 

En utilisant les lemmes 4.11 puis 4.6, on obtient encore une majoration de la forme 
(5). 

Les formules (4) et (5) fournissent une majoration de x(c, C, iV, {r}). Revenons 
au terme plus général x(c, C, N, D; J). On doit remplacer r par j . On doit aussi 
multiplier la majoration issue de (4) et (5) par cDl №2. Mais le terme cDl est absorbé 
par le facteur exp(c4c) qui figure dans (4), quitte à augmenter C4. On obtient qu'il 
existe des réels C5, .D5, e, tous strictement positifs, tels que 

(6) Y(C, C, N. D: J) < JVDBexp(c5(c + 

i=I,...,J-I 

Hi)) - eb2(j)). 

Soit R un réel. Fixons, indépendamment de c, C et iV, une fonction b* sur { 1 , . . . , r } , 
à valeurs réelles strictement positives. On en déduit comme ci-dessus une fonction b\. 
Supposons que 6? vérifie 

bi* (i)> ci, 

ebx (i) - c5 
e' = 1, ... i-1 

b*(j) > sup(R + c5 + ecu R + Dh) 

pour tout i. Une telle fonction existe, ces conditions pouvant être imposées par 
récurrence sur i. Prenons pour fonction b la fonction b(i) = (c + \og(N))b* (i). Cette 
fonction vérifie (3). On a 

c5(c + 
i=l,...,J-l 

6(0) - efcaÜ) < - ( Ä + ßs)log(JV) - Be. 

Alors la majoration (6) devient 

x(c,C,Ar5JD;J) N-Rexp(-Rc), 

c'est-à-dire celle que l'on voulait. La seule condition que l'on a imposée à C est la 
condition (1), qui s'écrit C > a(c + log(A^)), où a = 5Zi=iv..,r b*(i). • 

4.13. Preuve de la relation 4.3(2). — On veut majorer 

I(N,D) 
G(F) 

EG(a)2KN(g)a(g)Ddg. 

Par la décomposition usuelle de la mesure dg, on a 

I(N,D): 
k M(F) U(F) 

EG(umk)2KN(umk)a(umk)D5p(m) 1dudmdk. 
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Le k disparaît et l'intégrale sur K également. Puisque KN est invariante à gauche par 
U(F), l'intégrale en u est celle notée X(D,m,m) en 4.8. D'après le (iv) du lemme de 
ce paragraphe, on obtient 

I(N,D) 
M(F) 

EM(m)2KN(m)a(m)D dm, 

pour un réel D' convenable. On décompose M en AG$. Comme dans la preuve 
précédente, on obtient 

I(N,D) 
M?) 

o~(a)D K,N(a)da 
G0(F) 

a(g0)D ZGo(go)2KN(go)dg0-

La première intégrale est convergente et bornée par une puissance de N. La seconde 
intégrale n'est autre que x(l5 iy /2) , avec la notation de 4.11 appliquée au groupe 
Go- Par le lemme de ce paragraphe, elle est convergente et bornée par une puissance 
de N. D'où la relation 4.3(2). 

4.14. P reuve de la relat ion 4.3(7). — La conclusion que l'on veut obtenir nous 
autorise à supposer c' > c. Alors l'ensemble U(F)—U(F)c> est invariant par translation 
par U (F)c et on peut décomposer l'intégrale en u' G U (F) — U (F)c/ en composée d'une 
intégrale sur U(F)C et d'une intégrale sur (U(F) - U(F)C,)/U(F)C. C'est-à-dire 

I{c,c',N,D) 
'M(F) H(F)U(F)C (U(F)-U(F)C,)/U(F)C fU(F)c 

0(m, h, u,uvi] D)dv\ du du dh dm. 

Posons V2 = u/~1u~1h~1u,v\h. Le groupe H(F)U(F)C normalise U(F)C et agit 
trivialement sur U(F)/U(F)C. Quand u décrit U(F)C, v2 décrit le même ensemble. 
On remplace la variable u par v2. Le jacobien de cette transformation est 1 et on 
obtient 

/(c,c,,AT,JD) 
M(F) JH{F) 

EH(h)a(h)D^N(m)a(m)DSp(m)-1 
\U{F)-U{F)C,)/U{F)C 

U(F)C fU(F)c 
EG(urv\m)EG(u'v2h 1m)a(u,Vi)Da(u,v2)Dldvi dv2duf dhdm 

pour un réel D\ convenable. La triple intégrale intérieure est essentiellement 
X(c, cr, Z), m, h~1m), avec la notation de 4.8. En appliquant le (iii) du lemme de ce 
paragraphe, et en remarquant que Sp(h) = 1, on obtient 

J(c, c;, N, D) < exp(-ec') 
M(F) . H(F) 

EH{h)EM{m)EM(h-1m)nN(m)a(h)D'a(m)D' 

pour des réels D2 et e > 0 convenables. Comme dans le paragraphe précédent, on 
décompose l'intégrale sur M (F) en produit d'intégrales sur A(F) et Go (F). L'intégrale 
sur A(F) est bornée par une puissance de N. D'après le lemme 4.11, l'intégrale sur 
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Go(F) est bornée par exp(-£'cr(h))EH (h)ND3 pour des réels D3 et e' > 0 convenables. 
Il reste une intégrale 

H (F) 
EH(h)2<j(h)D2exp(-e'a(h))dh, 

qui est convergente. Finalement, on a une majoration 

/(c, c', N, D) < exp(-ec')ND\ 

pour un réel D4 convenable. Soit R un réel. Il existe a > 0 tel que, si cf > a\og(N), 
l'expression ci-dessus est majorée par N~R. C'est ce qu'il fallait démontrer. • 

4.15. Preuve de la relation 4.3(8). On a 

/(c, c', N, C, D) < 7(sup(c, c'), sup(c, c'), N, C, D). 

Puisque c est fixé, on peut aussi bien majorer le membre de droite, autrement dit 
supposer c = cf. Introduisons un réel b > 0 que nous préciserons plus tard. On a 

J(c', c', AT, C, D) = 7>b(c', c', AT, C, D) + 7<6(c', c', iV, C, D), 

où 

7>6(c,,c',JV,C,L>) = 
M(F) H{F)U{F)C, 'U(F)C, 

1í7>6(^)1ít>C(^)0(^) 5̂ i5)d^; du d/¿ dm, 

et 

7<b(c',c',iV,C,i)) = 
M(F) H(F)U(F)C, U(F)C, 

la<b{h)la>c{hu)(l)(m, h, u, i¿'; D)duf du dh dm. 

Dans la première intégrale, on majore la>c(hu) par 1. On effectue le changement de 
variable u 1—> h~1u'hu~1 et on obtient 

7>ò(c,,c,,7V,C,£>) 
'M (F) H{F) 

la>b(h)EH(h)KN(m)a(h)D^a(m)Dôp(m)-1 

U(F)C, U(F)C, 
EG(ufm)EG(uh-1m)cr(u)Do'(u/)Dldu/ du dh dm, 

pour un réel Di convenable. Les intégrales sur U(F)C> sont majorées par 4.3(3). On 
en déduit une majoration 

7>6(c',c' ,iV,C,7))<c'D2 
M(F) H(F) 

la>b(h)EH(h)EM(m)EM(h-1m)KN(m) 

a(h)D2a(m)D2dhdm, 

pour un réel D2 convenable. Ainsi qu'on l'a déjà fait plusieurs fois, on décompose 
l'intégrale sur M (F) en le produit d'intégrales sur A(F) et Go(F). L'intégrale sur 
A(F) est bornée par une puissance de N. L'intégrale sur Go(F) est l'expression 
XG°(h~1,N,D2) de 4.11. En utilisant le lemme de ce paragraphe, on obtient 

I>b{c',c',N,C,D) c'DsND3 
H (F) 

la>b(h)EH(h)EGQ(h)a(h)D^dh1 
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pour un réel D% convenable. D'après le lemme 4.9, il existe e > 0 tel que ceci soit 
borné par 

c>DsND3 
'H (F) 

la>b(h)EH(h)2exp(-ea(h))dh. 

Pour a(h) > 6, on a exp(—ea(h)) < exp(—eb/2)exp(—ea(h)/2)i d'où 

I>b(c',c',N,C,D) < c'D3ND3exp(-eb/2) 
H (F) 

EH(h)2exp(-£o-(h)/2)dh. 

La dernière intégrale est convergente, d'où 

(1) I>b(c',c',N,C,D) < c'D3ND3exp(-eb/2). 

Considérons maintenant l'intégrale I<b{c', iV, C, D). On effectue encore le 
changement de variable u i—> h~1u/hu~1. La condition a(hu) > C devient 
^(u'hu-1) > C. Jointe à la condition o~(h) < 6, elle entraîne o~(u) + &(u') > C — 6, a 
fortiori sup(cr^), c r ^ ) ) > (C — &)/2. Supposons C — b > 0. Alors 

I<ò(c', c', iV, C, D) < /^(c ' , c', iV, C, + I^(c', c', N, C, D), 

où, pour un réel D4 convenable, 

/^(c,,c,,iV,C,D) 
M(F) . if (F) f (F) t/(F)c, 

lff<6(Ä)lff>((c-6)/2)(w/)Siy(A)SG(^) 

SG(ttr1m)«jv(m)j(ttODV(«)D4j(h)D4j(m)D4(5p(m)-1^ dudhdm, 

et I<(c',c',N,D) est l'expression analogue où l<T>(c-fe)/2(w/) es^ remplacé par 
1<T>(C-6)/2(^)- En fait, le changement de variables (h,m) i-> (/i-1,/i_1ra) rend les 
deux expressions similaires. Il suffit donc de borner I'^c',c',N,C,D). L'intégrale en 
u se majore grâce à 4.3(3). On obtient 

I'(c'c'N,C,D)<ç:c'Ds 
M(F) H (F) 'U(F)C, 

la<b(h)la>ac_by2)(uf)EH(h)EG(ufm) 

Sм(/l-1m)^iv(m)a(^0D5^WD5^(^)D5^pM-1/2^, dhdm, 

pour un réel D§ convenable. D'après 3.3(5), il existe c\ > 0 tel que EM(h 1ra) <C 
exp(ci<j(/i))SM(ra). Puisque o~(h) < 6, on obtient 

i^(c',c', AT, C,D) < c,jD56D5exp(ci6) 
f (F) 

la<bdh 
M (F) -l/(F)c, 

la>((C-6)/2)K)SGKm) 

SM(m)«jV(m)a(u,)D5^(m)DMp(m)-1/2d^dm. 

L'intégrale sur H (F) est majorée par 4.3(1). Le produit des quatre premiers termes ci-
dessus est borné par c/Z>5exp(c2&) pour un réel c2 > 0 convenable. La seconde intégrale 
est majorée par le lemme 4.12. Précisément, fixons un réel R!, soit a la constante que 
ce lemme lui associe. Alors on obtient une majoration 

(2) (</,</, C, D) • c'D5exp(c2b)exp(-R'c')N-R', 
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pourvu que (C - b)/2 > a(\og(N) + c'). Soit R > 0 un réel, choisissons b = 2e~l(R + 
Ds)\og(N) + Rc'(2c2)~1. La majoration (1) devient 

/>6(c',c',iV,C,£>) < c,D3exp(-^c,(4c2)-1)Ar-jR < N~R. 

Choisissons R' = R + 2c2e l(R + D3). La majoration (2) devient 

/^(c , ,c , , iV,C,D) c'D5exp(-Rc'/2)N-R < N~R. 

Cela vaut pour (C — b)/2 > a(\og(N)+cf). Mais il existe a' > 0 tel que cette condition 
soit vérifiée pour C > a'(log(N) + c'). C'est ce qu'on voulait démontrer. • 

4.16. Preuve de la relation 4.3(6). — L'expression I(c,N,D) est égale à la 
somme de 7(c, c, iV, D) et de /(c, c, iV, 1, D). Il suffit de reprendre les preuves des 
deux paragraphes précédents pour montrer que ces deux termes sont bornés par une 
puissance de N. • 

5. Entrelacements tempérés 

5.1. Définition des entrelacements tempérés. — Soient (V, qy) et (W, qw) 
deux espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy. On utilise les notations de la 
section 4. Soit TT, resp. p, une représentation tempérée de G (F), resp. H (F). On note 
Hom//^(7r,p) l'espace des applications linéaires Z : En —> Ep telles que l(ir(hu)e) = 
Ç(u)p(h)l(e) pour tous h G H (F), u G U(F), e G En. Dans le cas où 7r et p sont 
irréductibles, on sait que Hom//^(7r,p) est de dimension au plus 1. En tout cas, cet 
espace est de dimension finie. On note ra(p, n) cette dimension. Ce nombre ne dépend 
pas des différents choix que l'on a effectués. Pour simplifier la rédaction, on note aussi 
m(7r, p) = m(p, 7r).On munit En et Ep de produits scalaires invariants. On définit une 
forme sesquilinéaire £n,p,c sur Ep <S>c En par 

p(h)e'', e)(e', n(hu)è)£t(u)dudh 
H(F)U(F)C 

p(h)e'', e)(e', n(hu)è)£t(u)dudh 

pour tous e,e' G Ep et e,e' G £7^. Cette expression est absolument convergente. En 
effet, elle est essentiellement majorée par 

H(F)U(F)C 
EH(h)EG(hu)dudh 

qui est convergente d'après 4.3(4). 
Pour tout entier c' > 1, notons UJA(C!) le sous-groupe des a G A(F) tels que 

v a l s a i — 1) > c' pour tout i = 1 , . . . , r. 

Lemme . — Pour fous e7, e, e', existe un entier c0 te/ gue En^A6' ® e', £ <8> e) soi£ 
indépendant de c pour c > c$. Plus précisément, soit c' un entier > 1. Alors il existe 
un entier CQ tel que cette conclusion soit vérifiée pour tous e,e' et tous e,e' G E%A^C K 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



236 J.-L. WALDSPURGER 

La preuve est similaire à celle du lemme 3.5. 
On définit une forme sesquilinéaire £n p sur EP 0 t EN par 

£*Ле' ® e', e <g> e) = l i m ^ o o ^ „ C(E' <8> e', e <8> e). 

Cette forme vérifie les relations 

£n,p(p(h)e' 0 e', e 0 тг(/ш)е) = ^(м)^^(e7 0 е;, e 0 e) 

£*Ле' ® тг(/ш)е', p(h)e 0 e) = ^ - Й ^ Ж 0 e;, e 0 e) 
pour tous h G H (F), u G U(F). Elle est donc combinaison linéaire de fonctions 

(e'®ef,e®e)ï->(ef,l(e))(ï(ef),e) 

où 1,1' G Homif^(7r,p). En particulier, elle est nulle si ROMN^i^, P) = {0}. 
Supposons 7r et p irréductibles et £-KyP non nulle. L'espace Hom/f̂ (7r,p) est de 

dimension 1. On peut fixer un élément non nul Z de cet espace et un nombre complexe 
0 tels que 

£*Ae' ® e'>£ ® e) = Z(e))(7(e7), e) 

Dour tous s.e'e.e'. Il en résulte l'égalité 

(1) l -^fy (8) e7, s 0 e)|2 = \£*Ae' ® e, £7 0 c)||J?W|P(e: 0 e7, e 0 e7)|. 

En conséquence 
(2) il existe e et e tels que 

-£7T ,p(£0e,£0e) ^ 0. 

On a supposé dw < dy. Pour simplifier la rédaction, dans le cas dw > dy, on pose 
£TT,P = £p,TT' 

5.2. Induction d'entrelacements tempérés. — Soient (V,qy) et (W,qw) deux 
espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy. Soit V = V®Y une décomposition 
orthogonale, avec Y hyperbolique. On fixe une base hyperbolique (z/d=j)j=i,...,fe de Y, 
on note y + , resp. Y~, le lagrangien engendré par (2/j)j=i,.--,fc> resp. (î/-j)j=i,...,fe- Cm 
suppose fc > 1. On note Q le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui 
conservent F+ , L son sous-groupe de Levi formé des éléments qui conservent de plus 
Y~, UQ le radical unipotent de Q, GL^ le groupe des automorphismes linéaires de Y+ 
et G le groupe spécial orthogonal de V. On a L = GLk x G. On fixe un sous-groupe 
compact spécial K de G (F) en bonne position relativement à L. 

Soit 7r, resp. p, p, une représentation admissible irréductible et tempérée de G(F), 
resp. GLk(F), H (F). On fixe des produits scalaires invariants sur les espaces de ces 
représentations. Introduisons la représentation induite TT = Indg(p 0 n), que l'on 
réalise dans l'espace EN = E Q ^ ~ . On munit EN du produit scalaire invariant 

(e',e) 
<Q(F)\G(F) 

(ef(g)ie(g))dg. 

On définit les formes sesquilinéaires £n,psur EP 0c EN et £jttP sur EP 0C E%. 
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Proposition. — La forme £<K,p est non nulle si et seulement si la forme £^,p est non 
nulle. 

La preuve se décompose en cinq étapes. 

lre étape: un résultat de convergence. — Soient e,e' G En et e,e' G Ep, choisissons 
un entier c assez grand. On a l'égalité 

(e'(g), e(ghu))dg £(u) du dh. (e'(g), e(ghu))dg £(u) du dh. 
H(F)U(F)C 

(p(h)e',e) 

Q(F)\G(F) 
(e'(g), e(ghu))dg £(u) du dh. 

Montrons que 
(1) cette expression est absolument convergente. 

Un a 

Q(F)\G(F) 
\(e'(g),e(ghu))\dg 

K 
\(e'(k),e(khu))\dk 

k 
K 

|(e'(fc), (/* ® mQ{khu))e{kQ(khu)))\5Q{lQ{khu))^2dk^ 

Parce que /x et îr sont tempérées, il s'ensuit que 

FQ(F)\G(F; 
\(e'(g),e(ghu))\dg 

K 
SQ(lQ(khu))1/2EL(lQ(khu))dk = EG{hu), 

la dernière égalité résultant de [16] lemme II. 1.6. L'expression à étudier est donc 
bornée par un multiple de 

H(F)U(F)C 
EH(h)EG(hu)dhdu 

qui est convergente d'après 4.3(4). Cela prouve (1). 

2e étape: l'implication £п,Р 0 £TT,P : =0 quand k r. On suppose k r. On 

peut alors supposer yj = Vk-r-j pour j = 1 , . . . , k. Alors P C Q. On a 

Q(F)\G(F) 
(e'(g),e(ghu))dg 

'UQ(F) 
(e,(v,)ìe(v,uh))dv,ì 

d'où, par le changement de variables uy-> v' xu, 

(2) (e'(g), e(ghu))dg £(u) du dh. 
H (F) 

(e'(g), e(ghu))dg £(u) du dh. 

(v',u)eUQ(F)xU(F);v'-1ueU(F)c 
(e'(v'), eiuhmiv'V^Mdu dv' dh. 

Posons Uk = U fi GLk et Û = U H G. Remarquons que la restriction de £ à Uk{F) 
est le caractère de ce groupe défini en 3.5 tandis que la restriction de £ à U (F) est le 
caractère analogue à £ quand on remplace G par G dans les définitions. Décomposons 
u en u = nûv, avec n G Uk(F), û G U(F) et v e UQ(F). La condition v'~1u G U(F)C 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



238 J.-L. WALDSPURGER 

équivaut à n G UK(F)C, u G Û(F)C et v' lv G U(F)COUq(F). Cette dernière condition 
s'écrit concrètement 

V&\F(qV(vVr-k,Vk-r-l) - QV{V Vr-k,Vk-r-l)) > - c 

De même, on a l'égalité 

E (v, -4 v) îp(qv(wr-k,Vk-r-i) - qv(v'vr-k,Vk-r-i))-

Dans l'expression (2), effectuons le changement de variables v i—> hvh~l. cela ne 
modifie pas les conditions ci-dessus et le jacobien de cette transformation vaut 1. On 
obtient 

L U, p (E' o e', E O e) 
,(v',v)eUQ(F)2]v'-1veU(F)c 'H{F)Û(F)C 'Uk(F)c 

(p(h)e',e) 

(e'(v'), p(n)7t(hû)e(v))£(n)t;(û)Ç(v' 1v)dn dh dû dv dv'. 

Cette expression est encore absolument convergente. Pour un entier c' > 1, 
introduisons le sous-groupe UJA(C') C A(F) de 5.1. Choisissons c' tel que e et e' 
soient invariants par LUA(C') et que le caractère central de p soit trivial sur 1 + pF. 
Soient a, a' G UA(C'). Considérons l'expression 

(3) 
(v',v)euQ(Fy]vf-1veu(F)c IH{F)Û{F)C Uk(F)c 

(p(h)e',e) 

((/i 0 7r)(a')e'(v'), p(n)7r(hû)(p 0 ^)(a)e(i?))£(n)£(i2)£(V 1 v)dn dh dû dv dv'. 

Introduisons le sous-groupe UJ'A(C') formé des a G COA(C') tels que ar-k = c*r_fc+i.On a 
l'égalité UJA{C') = (ZK(F)C\ujA(c')) XUJ'A(C'). Ecrivons a = za, a' = z'a! conformément 
à cette décomposition. On a p(z) = 1 = p(z') et on a l'égalité 

((p 0 7r)(a')e'(v'), p{ri)Tr(hu)(p 0 n)(a)e(v)) = (e ' (aV), p(n)7r(hû)e(av)). 

On effectue les changements de variables v »-> a~xva, v' i—> a'~1v'a'. Cela ne modifie 
pas le domaine d'intégration ni le terme E (v, -1 v)Puisque e, resp. e', est invariant 
par a, resp. c/, les termes a et a ' disparaissent. Donc (3) est indépendant de a et a'. 
On peut intégrer cette expression sur o^c ' )2 . L'expression obtenue reste absolument 
convergente et on obtient 

L U, p (E' o e', E o e) 

(v/̂ )eC/Q(F)2;v'-1vGf/(F)c 
E v' -1 v 

H(F)Û(F)C 
(p(h)e',e)t(û) 

Uk(F)c 
(e'c, (v'), p(n)7t(hû)ec' (v))£(n)dn dh dû dv dv', 

où 

e'(v') = mes(u A(C'))-1 
WA (c') 

(p 0 Tr)(a)e' (v')da, 

ec'(v) = m e s ^ f V ) ) 
A (c') 

(p 0 7r)(a)e(v)da. 
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Introduisons une fonctionnelle de Whittaker non nulle <\> sur l'espace E^. Notons 
<È> : E^ <g) En —> Ex l'application <\> <g) id. D'après le lemme 3.7(ii), si c est assez grand, 
on a l'égalité 

'Uk(F)c 
(ec,(v ) , p,(n)îr(hû)ec>(v))Ç(n)dn C{^e'^v')^{hû)^ed{v)), 

où G est une constante non nulle. D'après le lemme 5.1 appliqué au groupe G, si c 
est assez grand, on a l'égalité 

(p(h)ef, e)t(û)($e'c,(v'), 7T(hû)$ecr(v))dhdû = Je' <g> $e'c,(v'), e 0 $ec/(v)). 
>H{F)U{F)C 

(4) £<*Ae' ®e',e®e) = 

C 
{v',v)eUQ(F)2;v'-1veU(F)c 

£*.o(e' <8> $e',(v'),e® QeAvWv'^vidvdv'. 

Cette égalité entraîne que, si £% p est nulle, £n p l'est aussi. 

3e étape: l'implication ± Q => £~p ± 0 quand k Supposons £^n non 

nulle. On peut fixer des éléments e,e' G Ep, ë, ë' G E^, rj,rjf G E^ de sorte que 

£<*Ae' ®e',e®e) 

m = 0(7/0 = 1. 

Choisissons un sous-groupe ouvert compact Q de UQ(F) sur lequel £ soit trivial. 
Introduisons l'unique fonction e G telle que, pour v G UQ(F), on ait l'égalité 

(1) r/ 0 ë, si v G H, 

0, sinon. 

Si c' est assez grand, on a: 

Q ec' (v') 
ë, si v G fì, 

0, sinon. 

Introduisons la fonction similaire e' G En. L'égalité (4) entraîne 

£*A£' ® e', £ <g) e) = Cmœ(Q)2£*iP{e' (g) ë7, e <g> ë). 

Ce terme n'est pas nul, donc £niP n'est pas nulle. 

^e étape: l'implication £^iP = 0 => £1XiP = 0 gwand k > r. — On suppose k > r. 
On peut alors supposer V{ = y-k+r-i pour i = l , . . . , r et v0 = 2/r_fc + uoyk-r, où 
i/0 = qv(vo). Alors Un C P et QPest un ouvert de Zariski de G. On a l'égalité 

(5) 
Q(F)\G(F) 

(e'(q),e(qhu))dq = 

(M(F)nQ(F))\M(F) (U(F)nQ(F))\U(F) 
(e'(x'm), e(x'mhu))dx' dm. 

On obtient 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



240 J.-L. WALDSPURGER 

Posons YQ~ = Y+ fl Vo, Qo = Q D G0. L'espace Y0+ a pour base (2/j)j=i,-,fc-r et 
le groupe Qo est le sous-groupe parabolique des éléments de Go qui conservent Y0+. 
Posons Yyy = Y+ D W, Y^r = Y~ D notons QH le sous-groupe parabolique de 
H formé des éléments qui conservent Y^, LH son sous-groupe de Levi formé des 
éléments qui conservent de plus Y^ et UQH le radical unipotent de QH. L'espace Y^ 
a pour base (2/j)j"=i,...,fc—Ï—i- Notons W0 l'orthogonal de Y^ 0 Y^ dans W, H0 son 
groupe spécial orthogonal et GLk-r-i le groupe des automorphismes linéaires de Y^. 
On a l'égalité LH = GLk-r-i x #o- Posons w0 = --^yr-k + |?/fc-r et DH = FWQ. 
Alors Wo est la somme directe orthogonale de V et de DH. Le groupe QQD H est le 
sous-groupe des éléments de H qui conservent YQ~ (disons que, pour quelques instants, 
on étend les scalaires à F) . Un tel élément conserve Y0+ fl W = Y^, donc appartient 
à QH. Soit h G QH. Pour qu'il conserve Y0+, il doit envoyer yk~r dans Y0+. Mais il 
fixe vo et on a w0 = — + On a donc hw0 e w0 + Y0+. Puisque hwo et 
wo appartiennent à W, cela force hwo G wo + Y^. La réciproque est similaire. Donc 
QoC\H est le sous-groupe des h G QH tels que /iw0 G Wo + Y^. Autrement dit 

Qo H H = GLk-r-iGÜQH. 

On vérifie que la restriction du module ¿Q0 au groupe Qo(F) fl iï(-F) est égale 
au module de ce groupe: si on écrit un élément h G Qo(F) H iï(.F) sous la forme 
Sgn, avec (5 G GLjt_f_i(F), ¿7 G G ( F ) , n G UQH ( F ) , ces modules coïncident avec 
|dét(i)|^+fc"r~1. L'application naturelle Q0(F)\G0(F) (M (F) fl Q(F))\M(F) 

est un isomorphisme. Le groupe i / (F) agit sur l'ensemble des sous-espaces isotropes 
de Vb de dimension k — r. Il y a deux orbites: l'orbite ouverte des sous-espaces dont 
l'intersection avec W est de dimension k — r — 1 et l'orbite fermée des sous-espaces 
contenus dans W. L'espace YQ+ appartient à l'orbite ouverte. Il en résulte que 
l'application naturelle (Q0(F)nH(F))\H(F) -> Q0(F)\G0(F) est injective et a pour 
image un ouvert de l'espace d'arrivée dont le complémentaire est de mesure nulle. 
On en déduit aisément l'assertion suivante. Soit if : Go (F) —» C une fonction telle 
que tp(qg) = ^Q0(q)ip(g) pour tous q G Qo(F), 9 G Go (F). Supposons <p absolument 
integrable sur QO(F)\GQ(F). Alors la restriction de (p à H (F) est absolument 
integrable sur (Q0(F) fl H(F))\H(F) et on a l'égalité 

Qo(F)\G0(F) 
(g) dg = 

(Qo(F)nH(F))\H(F) 
(f(h)dh. 

Dans l'égalité (5), on peut donc remplacer l'intégration sur (M(F) fl Q(F) ) \M (F) 
par une intégration sur (Qo(F) fl H(F))\H(F). On obtient 

/Q(F)\G(F) 
(e'(g))e(ghu))dg: 

(Qo(F)nH(F)\H(F) • (£/(F)nQ(F))\t/(F) 
{e^x'tí^eix'tíhufjdx1 dh\ 

puis 

£V,P(£ <8>e',£<g>e) = 
H{F)U{F)C -(Qo(F)nH(F))\H(F) 
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(U(F)nQ(F))\U(F) 
p(h)e', e)(e'(x'h'), e{x'h'hu))Ç(u)dx' dh' du dh. 

On effectue les changements de variables u i—• (h'h) 1uh'h, puis h \-> h' 1h, on 
décompose ensuite l'intégrale sur i 7 ( F ) en une intégrale composée d'une intégrale sur 
Q0(F)C\H(F) et d'une intégrale sur (Q0nH(F))\H(F) (la mesure sur Q0{F)nH(F) 
doit être une mesure de Haar à gauche). On obtient 

\(Q0(F)nH(F 
\(Q0(F)nH(F))\H(F)y 'Qo(F)nH(F) (U(F)nQ(F))\U(F) 

JU(F)C 
(p(qh)e\ p(h')e)(e'(x'h'), e(x'uqh))£(u)du dx' dq dh dh!, 

On effectue le changement de variable u i—> x' u puis on décompose l'intégrale en 
u G U(F) en composée d'une intégrale sur u G U(F) D Q(F) et d'une intégrale 
sur x G ( 17 (F ) H Q(F))\U(F). Remarquons que 1 7 ( F ) D Q ( F ) = 1 7 ( F ) fl L ( F ) = 

U(F) fl GLk(F). La condition initiale u G U(F)C est remplacée par x'~xux G U(F)C. 
Notons (pc(u,x,x') la fonction caractéristique de l'ensemble des (u,x,x') vérifiant 
cette condition. On obtient 

r7r,p(e'®e',e<8>e) 
/((Q0(F)nif(F))\if(F))2 Qo(F)nH(F) «U(F)nQ(F))\U(F)y 

U(F)nGLk(F) 
{p(qh)e', p(h')£)(e'(x'h1), e(uxqh))(pc(u, x, x')Ç(xf lux)du dx dx' dq dh dh'. 

On effectue le changement de variable x i—• qxq~x: cette conjugaison préserve à la 
fois U ( F ) et U ( F ) D Q ( F ) . Les termes £(x) et (pc(u,x,x') ne dépendent de x que 
par l'intermédiaire des coefficients qy(xvi,v_i_i)pour i = l , . . . , r — 1. Puisque g 
fixe les vecteurs i^, la conjugaison par ç ne change pas ces termes. Par contre, elle 
introduit un module. Pour l'exprimer commodément et pour poursuivre notre calcul, 
on décompose q en ông, où S G GLk-r-i(F), n G UQH(F) et g e G (F). Le module 
est alors |dét(£)|^r. On obtient 

U (F) u GL K (F) 
J((Qo{F)nH(F))\H(F))* ((t/(F)nQ(F))\[/(F))2 G(F) UqH(f) GLk-r-i(F) 

U (F)nGLfc(F) 
(p(Sngh)ef, p(h')e)(e'(x'h'), e(u8ngxh))(pc(u, x, x') 

£(#' ^a^ldét^l^dz/etó dndgdxdx' dhdh'. 

On a l'égalité Ï 7 ( F ) = ( C / ( F ) n Q ( F ) ) x ( U ( F ) n J7Q(F)) qui permet de remplacer 
1' intégration sur ( Ï 7 ( F ) fl Q(F))\U(F) par une intégration sur 1 7 ( F ) fl Ï / Q ( F ) . On 
va légèrement modifier cet ensemble de représentants. Soit x G U(F) D UQ(F). Pour 
i = 1 , . . . , r — 1, on a 

qv(xvi,v-i-i) = qv(xy-k+r-i,yk-r+i+i) = qv(y-k+r-i,Vk-r+i+i) = 0 

puisque x fixe y_k+r-i> Par contre, qv(xvo,V-i) n est en général pas nul. Exprimons 
matriciellement les éléments de GLk dans la base (î/j)j=i,...,fe ^e Remarquons 
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que le groupe U fl GLk est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de GLk 
triangulaire supérieur par blocs, de blocs k — r, 1,... ,1. Pour u e U (F) fl GLk(F), on 
calcule aisément 

Çv(uVi,V-i-i) — —Uk-r+i,k-r+i+l 

pour i = 0, . . . ,r - 1. Pour x G U(F) fl UQ(F), notons u(x) l'élément de U(F) fl 
GLk(F) dont toutes les coordonnées non diagonales sont nulles, sauf u{x)k-r,k-r+i 
qui vaut qy(xvo,V-i). Posons = u(x)x. Alors q y = 0 pour tout ¿ = 
0,. . . ,r — 1 et G t / ( F ) fl ?7Q(F)} est encore un ensemble de représentants de 
(U(F) H Q(F))\U(F). Pour x,x' G fl C/Q(F) et u G C / (F ) n GLFC(F), on a 
£(a/*-1t/£*) = £(i¿) et <¿?c(u, a;*) = 1 si et seulement si u G Uk(F)C. On obtient 

(6) P xp (E' o e', E o e) 

((Qo(F)nff(F))\H(F))2 ;C/(F)nC/0(F))2 

/(x7, x, /¿)cfcr dx' dh dh!, 

où 

/(x ' , h!\ x, /i) 
G(F) UQH{F) GLk-r-i(F) ' U(F)nUk(F)c 

o(Sngh)e'p(h')e) 

(e (x^h ),e(uongx*h))Ç(u)\dét(S)\FrdudS dndg. 
Toutes ces expressions sont absolument convergentes d'après (1): on n'a jusqu'ici 
effectué que des changements de variables et des permutations d'intégrales. 

On va calculer I(xf, h', x, h). Fixons un sous-groupe compact spécial KHde 
H (F) en bonne position relativement au sous-groupe parabolique Q H . L'application 
naturelle de KH dans QH{F)\H{F) est surjective. D'après la description que l'on 
a donnée ci-dessus du groupe Qo D H, tout élément de(Qo(F) fl H(F))\H(F) a 
un représentant qui appartient à H0(F)KH. On peut donc se limiter à calculer 
I(x\h',x,h) pour des éléments x,x' G U { F ) n Uq(F) et h, h' G H0(F)KH. Dans 
l'expression de I(x', h', x, h), on peut remplacer e(uóngx*h) par /j,(u)e(ôngx*h). 
D'après les formules écrites ci-dessus, £(i¿) = ^(— ^2j=k-r,...,k-i uj>j+i)- Fixons 
une fonctionnelle de Whittaker </> non nulle sur et notons comme plus haut 
$ : Ep 0 c E% —> Ejt l'application <\> 0 id. On peut appliquer le lemme 3.7(ii): il existe 
une constante C ^ 0 telle que 

]U{F)nUk{F)c 
(e\x*h'), p(u)e{5ngx*h))£(u)du = 

C 
[7fc_r_1(F)\GLfe_r_1(F)xa;[fc_T.](c+ĉ ) 

(^/i(7a)e/(x/+/iO,^A¿(7tt)e(<5n^x*/i))|dét(7)|Frdaí¿7, 

pourvu que c + > 1. On peut remplacer u(/ya)e(ônqx*h) par 

/i(7¿a)e(n^/i)¿Q(J)1/2 = p^Sa)e(ngx^h)\dét(6)\(^k 1)/2. 

On obtient 

/ ( J : ' , h', x, /i) C 
G(F) UQH(F) GLk_r^{F) 
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it/fc_r_1(F)\GLfc_r_1(F)xu;[fc_r](c+c )̂ 
(p(öngh)e )e)(^p(r)a)e (x*h )^¡i(^5a)e(ngx^h)) 

|dét(7) | 7 | d é t ( ¿ ) 1 ) 1 2 da d-y dS du dg. 

Montrons que 
(7) pour g et n fixés, l'intégrale intérieure sur 

GLfc_r_i(F) x (Uk-r-AFKGLk-r-UF)) x wrfc_rl(c + c ^ ) 

est absolument convergente. 
La variable a G k>[fc-r](c + c ,̂) disparaît tout de suite: la fonction que l'on intègre 

est localement constante en cette variable et le domaine d'intégration est compact. 
On a une majoration 

\(p(5ngh)e',p(h')e)\<zEH(S). 

On peut décomposer e'{x^h') et e(ngx*h) en combinaisons linéaires de produits 77(8)ê, 
où r/ G et ë G E%. Cela nous ramène à montrer que, pour 77,77' G 72^, l'intégrale 

rGLfc_r_!(F) t/fc_r_1(F)\GLfc_r_1(F) 
3fr(«)|0Ai(7)»?,||^(7*)î7l 

I dét (y) I -R fI GLfc_r_1(F) 
est convergente. On effectue le changement de variable 5 \-> ry~1S. On remplace 
ensuite la variable 7 par t'k', avec t' G Ak-r-i{F) et A;' G Kk-r-i et J par 
tîxfc, avec t G Afc_r_i(F), u G l7fc_r_i(F), A; G K^-r-i- Cela remplace «Tyctô par 
SBk_r_1(tf)~1dt' dkf dtdudk. De nouveau, les intégrales en A; et k' sont inessentielles 
et on est ramené à l'intégrale 

(8) 
'JK-R-1(F) Afe_r_x(F)2 

GLfc_r_1(F)GLfc_r_1(F)GLfc_r_1(F) 

|det(i')l^d^fc)/2|det(i)i;r+(^+fc-1)/2didi'du. 

Montrons que 
(9) pour tous réels R > 0 et e avec 0 < e < 1 /2 , on a une majoration 

GLfc_r_1(F)GLfc_r_1(F)GLfc_r_1(F)GLfc_r_1(F) 

pour tout g G GLk-r-i(F). 
On peut supposer g = a e Ak-r-i{F). Notons a,j, pour j = 1 , . . . , fc — r — 1, les 

coefficients diagonaux de a. Choisissons un sous-groupe de Levi minimal Mm[n de H 
contenant Ak-r-i et un sous-groupe parabolique minimal Pmin G ^(Mmin) tel que 
a soit "négatif" pour Pmin, c'est-à-dire que \a(a)\ < 1 pour toute racine a de ÌMmin 
dans UP . . D'après [161 lemme I I . 1.1, on a des inégalités 

(10) SpmiAa)«=H(af^öPmin(a)a(a)D 

où D est un certain entier. On énumère les valeurs de a(a) pour toutes les racines 
a de A/kfmin dans l): ce sont ajaj,1 pour j ^ j ' , a^ay et (c^ay)-1 pour j < j ' , 
qui interviennent avec multiplicité 1, et aj et aj1 qui interviennent avec multiplicité 
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dWo = dy + 1 (évidemment, les j , j ' parcourent — r — l}).Le module Spmin (a) 
est le produit de celles des valeurs absolues de ces termes qui sont inférieures ou égales 
à 1. Donc 

<*PMIN(A) = hhhi 
où 

h = 
j^j'',va.\F (cij ) >VALF (ajf ) 

\ajaJ\F\ 

h = 
j < j ' ; VALF (A Ja ̂ ;, ) > 0 

\ajaj>\F)( 

j<j' ; VAL F {dj ajf)<0 

lajdj'lp1); 

h = 
.7;VALF(AJ)>0 

\aj\dv+l) 

j',v&\F(aj)<0 
|aj| F-dv-1 

On peut majorer le premier produit de !•> par son inverse. On obtient 

h = 
3<3 

h = - 1 
• F 

iét(a) r+2-k 
F 

On a /3 = /4/5, où 

i4 

j;v&\F(aj)>0 
M F £ ) ( 

J;VALF(AJ)<0 

i _ |-2e\ 
K l F ) 

/5 = 
j]v&\F(aj)>0 

AJ|DfV+1 -2e 

j;v&\F(aj)<Q 
\aj\F -1+2J 

Comme ci-dessus, le premier produit de /5 est majoré par son inverse, d'où 

/5 
j 

\aj 
-dv-l+2e 
F dét(a) | / - -1+2£. 

On a h = q~2eb où 
b 

j 

valp(aj) a (a) 

donc I4 ; q-2ea{a) D'où, en utilisant la seconde majoration de (9), 

2"(a)2 < <T{a)Dq-2^\àét{a)Çl-d*-k+2£h. 

Un calcul similaire vaut en remplaçant le groupe H par GL^-r-i- En utilisant cette 
fois la première majoration de (10), on obtient simplement 

/1 E GLk -r-1 (a)2. 

De ces deux majorations se déduit l'assertion (9). 
De (9) et de la proposition II.4.5 de [16] se déduit que l'intégrale 

uk -r-1 (F) 
EH(t,~1tu)du 
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est convergente et que, pour tout e tel que U < e < l/2,elle est bornée par 

o Bk-r-1 f-1f)-1/2|dét(f-4)|£/(r+1-^-/c)/2. 

Pour tout entier c' G N, on a introduit en 3.5 la fonction ic> sur Ak(F). D'après le 
lemme 3.7(i), il existe un entier c7 G N et un réel R > 0 tels que l'on ait la majoration 

o u(a) n Lc'(o>)SBk 5 x'2a{a)R 

pour tout a € Ak(F). Pour t € Ak^r_i(F), on a ÔBk(t) = ÔBk_r_1 {t)|dét(t)|F , d'où 

(n ) \Mt)v\ « Lc'{t)SBk^Mn\àm\(F+1),*<t)R. 

La fonction g i—• <j>p(g)r}' vérifie une majoration analogue. L'expression (8) est donc 
majorée par le produit des intégrales 

Afc_r_i(F) 
v(0 |dét(*')lF f a(t')Rdt' 

et 

Afc_r_!(F) 
tc,(t)\dét(t)\€+1/2a{t)Rdt. 

Considérons par exemple la première. On remplace les variables t[,..., t'k_r_l par 
ai • • • .ak-r-ii Q>2" ' ûfc-r-i> • • • ,ûfc-r-i- L'intégrale est alors essentiellement bornée 
par le produit sur j = 1,... ,k — r — 1 des intégrales 

aj£Fx ; val F (aj ) > — c' 

^(-£+l/2)(1 + |valF(a.)|)flda. 

Chacune d'elles est convergente, ce qui achève la preuve de (7). 
On utilise (7) pour permuter les deux intégrales intérieures dans l'expression qui 

précède cette assertion. On effectue ensuite le changement de variables S i—> j~1S, 
puis on décompose 7 en t'k' et S en utk, avec u G Uk-r-i(F), t,t' G Ak-r-i(F) et 
k, k' G Kk-r-i- Cela change d'y dô en ÔBk_r_1(tt')~1dudtdt' dkdk'. On obtient 

I(xf ,hf ,x,h) C 
G(F) 

I(x',h',x,h,g)dg 

où 

I(x',ti,x,h,g) 
*UQH{F) a;[fc_r](c+ĉ ) K2K -R-1 Afc_r_!(F)2 t/fc-r-l(F) 

(p(utkngh)e', p(tfk'h')e)($p(tfk'a)e'(x+hf), $p(utka)e(ngx*h)) 

|dét(tOl̂ "^~fc)/2|dét(t)|~^+(^+fc~1)/2^fe_^_1(ttO~1^ rft dt7 dA: dadn. 

Fixons une suite (fiz)zeN de sous-groupes ouverts compacts de UQH(F) telle que £^ C 

fî/-n pour tout Z, 

ZEN 

m1 £ V ( F ) 
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et tout Qi soit invariant par conjugaison par Kk-r-i- Notons Ii(x' ,h' ,x,h,g) 
l'expression obtenue en remplaçant dans I(xf,h!, x,/i,#) la première intégrale sur 
UQH(F) par l'intégrale sur fy. On a 

I(x ,h,x,h,g) = lim¿_.ooJ¿(a; ,h ,x,h,g). 

Fixons Z G N. En (7), on avait fixé n. Mais, les fonctions considérées étant localement 
constantes en cette variable, on aurait aussi bien pu l'autoriser à varier dans un sous-
ensemble compact de UQH (F) et on aurait obtenu une majoration uniforme en n de 
l'intégrale considérée. Donc l'expression Ii(x',hf,x,h,g) est absolument convergente. 
On peut changer l'ordre des intégrales puis effectuer le changement de variable n i—• 
(tk^ntk. Cela introduit le module <W(¿) = |dét(¿)L v. On obtient 

Ii{x'\h!,x,h,g) 
<*>[fc-r](c+Cv,; 'Kl-r-l 'Afc_r_!(F)2 to.it-1 tffc_r_i(F) 

п1кдк)е\р{Гк'К)е){Ф^{1'к'а)е\{ип1кдк)е\р{Гк'К)е){Ф^{1'к'а)е\ 

|dét(íí') IF 51-DV -K° /k-. - i^')"1^ an dt dt' dk die' da. 

Soit n G UQH ( F ) . On a nwo G wo + Yw- Introduisons l'élément u(n) G Uk(F) qui fixe 
tous les vecteurs yj pour j = 1 , . . . , k, j k — r, et envoie yk-r sur yk-r + nwo — w0. 
On a 

(12) u(n)-1neUQO(F). 
En effet, u(n)~ln fixe tout yj pour j = 1 , . . . , k - r — 1 et envoie V dans Y^, a 

fortiori dans YQ~. Pour qu'il appartienne à UQ0(F), il suffit qu'il fixe de plus yk-r-
On a yk-r = m + 2 ^ 0 , donc n2te-r = ™w0 + ¿0^0 = 2te-r + nw0 - w0, puis 
w(n)-1ra/fc_r = u(n)~lyk-r + - w0 = yk-r- Cela prouve (12). 

Puisque e est invariante à gauche par UQ(F), a fortiori par UQ0(F), on a 

p(utka)e((tk) 1ntkgx*h) = ÔQ(tk) 1//2p(uau(n))e(u(n) 1ntkgx*h) 

= ÖQ(tk) 1/2¡i(uau(n))e(tkgx*h) = p(uau(n)tk)e(gx*h). 

Introduisons le sous-groupe parabolique P H de H, contenu dans Q H , dont 
l'intersection avec LH est Bk-r-i x Ho- Son radical unipotent est UpH = 
Uk-r-i x f̂ Q**• On définit un caractère £H de UPH(F) par la formule 

ÇH(v) = ^(gwHo,2/r-fe+i) + 
j=2,...,fc-r-l 

tfw(^j,2/-j+i)) 

pour z/ G UpH ( F ) . Remarquons que les données H, P H , wo, G sont d'exactes 
similaires des données G, P , ^o, £, Plus généralement, pour a G U[k-r](c + cv>)> 
définissons un caractère de f/pn (F) par 

E-H a (V) = v (a-1 k-r qW (vwo, yr-k+1) 

j=2,...,fc-r-l 
9w(^i,2/-j+i)). 
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Si v — un, avec u G Uk-r-i(F) et n G UQH(F), on a l'égalité 

ta(un) = ^{ak^ru(n)k^r-1}k-r + 

j = l,...,fc-r-2 

uj, j +1 

D'après la définition de on en déduit 

&li(uau(n)tk)e(gx*h) — (un)®p,(tka)e(gx*h) = ^(un)7r(g)$/j,(tka)e(x*h). 

puis 

(13) Ii(x'\ti\x,h,g) •• 

UJ[k_r]{C+Cip) k — r—l Afc_r_i(F)2 tQit-1 7fc_r_!(F) 

(p(untkgh)e'', p{t'k'h')e){^p,{t'k'a) e'(x'th'),Tt(^fx(tka)e(x,h))^(un) 

|dét(tt')l£ dv ^^SB.^AW^dudndtdt'dkdk'da. 

Pour un entier c' > 1, on introduit le sous-groupe UAk_r_1 (cf) C Ak-r-\{F). Montrons 

que 
(14) il existe un entier c > 1 tel que, pour tous t,t G Ak-r-i{F), fc,k G K^-r-i, 

h,h1 G H0(F)KH et g e G (F), les éléments p(tkgh)e' et p(tfk'h')£ de £p soient 
invariants par p(a) pour tout a G ^fc_r_1(c/). 

Ecrivons /i = HQK, avec /io £ Ho(F) et K G Ä"^. Soit a G A^_r_i(F). En utilisant 
le fait que Gk-r-i commute à H0, a fortiori à G, on a 

atkgh = tkghj 

où 7 = (kK,)~1akK. Puisque kK reste dans un ensemble compact, il existe c' tel que 
la condition a G tt>Afc_r_i (c0 entraîne que p(7) fixe £;, donc que p(a) fixe p(tkgh)ef. 
La preuve est la même pour l'élément p{t'k'h')s. Cela prouve (14). 

On fixe c' comme en (14). Les deux intégrales intérieures de la formule (13) 
se regroupent en une intégrale sur le sous-ensemble Uk-r-i{F) x tf^t-1 de 
UPH(F). Introduisons le sous-groupe UPH{F)C> de ce dernier groupe. Posons 
Ai(t) = UPH(F)C' fl (Uk-r-i(F) x tClit-1). La preuve du lemme 3.5 montre que 
l'intégrale sur le complémentaire de Ai(t) dans Uk-r-i(F) x tflit-1 est nulle. On 
peut donc remplacer les deux intégrales intérieures de (13) par l'intégrale sur A/(£). 
Remarquons que c' est indépendant de c, on peut donc supposer que c est assez 
grand relativement à c'. Alors, pour a G cu[k-r](c + c^)? Ie caractère £f coïncide avec 
£H sur UPH(F)C>. On obtient 

Ii{x' ,h' ,x,h) 
G(F) Ü>[fc_r](c+Ĉ) 'K2 à 

•"•fc-r-1 
Afc_r_1(F)2 -Az(t) 

(p(uífc5Л)£^p(í/A;'ftO£)(Фм(í/fc'a)eЧ</l')Д(з)Фм(^a)e(x./i))^н(и) 

|dét(íí')\(F~d^'k),2àBk.T^ {tí!)-1 du dt dt' dk dk' da dg. 

Montrons aue 
(15) l'expression obtenue en remplaçant ci-dessus l'intégrale sur Aj(£) par 

l'intégrale sur UPH (F)ct est absolument convergente. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



248 J.-L. WALDSPURGER 

Comme toujours, les intégrales sur w\k-r){c + c^) x K\_T_X sont inessentielles. 
Oublions-les. On peut supposer e(x*h) = rj 0 ë et e'(x*h') = rf 0 ë', avec 77,7/ G 
et ë, ë' E Ex. On a les majorations 

\(p(utgh)e',p(lfh')e)\ < S ^ f 1 ^ ) , 

|(ФМ*'*'о)е,(я;,.Л,),*(5)Ф/*(**а)в(г.Л))|<20(а)|М*,)'7'11^(*)ч|. 

On peut encore majorer cette dernière expression grâce à (11): il existe un entier c 
et un réel R > 0 tels que 

\(^p(t'k'a)e\xy)^(g)^p(tka)e(x^h))\ < EG{g)tcn(t)icn(t') 

On effectue le changement de variable 1—» t'ut'-1, qui introduit le module £pff (t'), 
on est ramené à l'expression 

¿Bfe_..1(tt')1/2|dét(íí')iri)/2^(í)^(í')ñ-

On effectue le changement de variable u »-> t'ut' x, qui introduit le module SPH (£'), 
on est ramené à l'expression 

'G(F) Afc_r_!(F)2 - t' -1 U pH (F) 
SH(wí/-1t5)S0(§)¿c,,(t)¿c//(t/) 

o Bk-r-1 (tt')-1/2 o ph (t') I dét (tt'I (1+('-dv-k)/2 o (t) R o (t)' R du dt dt' dg. 

Pour t' G Ak-r-i(F), dont on écrit les coefficients diagonaux t[,... ,tfk_r_1, posons 

c'(t') = sup{c', c' + valjr(ti) - val^fe),..., c1 + valF(£/e-r-2) - valj?(tfe_r_i), c; + valF(£fc-r-i)}. 

Alors t'~1UpH(F)c't' C UpH(F)ct(tf) et on peut remplacer dans l'expression ci-dessus 
l'intégrale sur Ï~1UPH (F)c>tr par l'intégrale sur UPH{F)ci^tiy D'après 4.3(3), il existe 
un réel R > 0 tel que 

UpH (F)c'(t') 
EH(ut'-Hg)du <C SpHitt'-ìy^Z^igMg^'aitt'-^x'c'it')*'. 

On peut aussi bien remplacer a(tt' 1)R'c'(t')R' par a(t)R'a(t')R . On a 

¿PH( Í Í ' ) = ¿B»_r_1(tt/)|dét(tt/)|Í*+FC~R~1. 

Alors notre expression est majorée par le produit de trois intégrales. La première est 

G(F) 
EH°(g)Eô(~g)a(~g)R'd~g, 

qui est convergente d après 4.3(4). Les deux autres sont toutes deux égales à 

Afc_r_i(F) 
ic»(t)\dêt(t)\J <r(t)dt. 

On a vu dans la preuve de (7) que cette intégrale était convergente. Cela prouve (15). 
Grâce à (15), le théorème de convergence dominée nous permet de calculer la limite 

de Ii(x\ hf, x, h) quand l tend vers l'infini, c'est-à-dire I(xf, hf, x, h), comme l'intégrale 
obtenue en remplaçant, dans la formule qui précède (15), l'intégrale sur Ai(t) par 
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l'intégrale sur la limite de cet ensemble, c'est-à-dire sur UPh{F)C> tout entier. On 
reconnaît la double intégrale sur G ( F ) x UpH(F)cr. elle donne 

£P,ñ,c> (p(tkh)ef 0 ^p(t,k'a)e'{x^h'),p{tk,h,)e 0 <&p{tka)e(x*h)), 

ce terme étant calculé à l'aide du caractère £H. D'après le choix de c' et le lemme 5.1, 
c'est aussi 

£p,ñ(p(tkh)£' 0 <$>p(t'k'a)e'(xy),p(tk,tí)e 0 $p(tka)e(x*h)). 

D'où 

I(x', hf, x, h) 
W[fc-r](c+Ĉ ) Kï 

k — r—1 
Ak-r-i(F)2 

dét (tt') I (1-dv-k)/2 o Bk -r- 1 (tt')-1 

£p^{p{tkh)e' <g> $ij,(t'k'a)e'(x',h'),p(t'k'h')e <g> $p,(tka)e(xth))dtdt' dk dk'da. 

Remarquons que les intégrales sur K¡.-r-i et Ak-r-\{F) se regroupent en intégrales 
sur I/jfe_P_i(F)\GLfc_P_i(F), d'où 

(16) I(xf, h', x, h) 
r̂fe_ri(c+ĉ ) (t/fc_r_1(F)\GLfc_r_1(F))2 

|dét(77,)|(F1"^"fc)/2 

£pAp(lhY 0 <&p(ia)é(x^h'), p{ih')e 0 ^p(^a)e{x^h))d^dy da. 

Cette égalité et (6) entraînent que, si £p% est nulle, ^ p l'est aussi. 

5e étape: l'implication £^^p ^ 0 £1X̂P ^ 0 quand k > r. — Supposons £ p ^ 
non nulle. Fixons ê, ë' G i^? G i£p tels que £p^{e' 0 ë;,£ 0 ê) ^ 0. Fixons 
un sous-groupe ouvert compact if' c GLk-r-i(F) tel que s et soient invariant 
par K' et f soit trivial sur Uk-r-i(F) fl K'. L'espace des fonctions 7 1—• (j)p(j)r] sur 
GLk-i(F), quand rj parcourt E^, est le modèle de Kirillov de p. Ce modèle contient 
toutes les fonctions localement constantes, se transformant à gauche par Uk-i(F) 
selon le caractère £ et de support d'image compacte dans Uk-i(F)\GLk-i(F). On 
peut donc choisir 77 tel que la fonction 7 •—> (f>p(^)r] sur GLk-r-i{F) soit à support 
dans Uk-r-i{F)K' et vaille 1 sur if'. On choisit v¡ — rj. Fixons une sous-variété 
analytique A de KH, contenant 1, telle que l'application produit (Qo(F)nH(F)) x A —• 
H (F) soit un homéomorphisme au voisinage des éléments neutres (c'est-à-dire un 
homéomorphisme d'un voisinage de (1,1) dans l'espace de départ sur un voisinage de 
1 dans l'espace d'arrivée). Les arguments que l'on a utilisés ci-dessus pour décomposer 
les intégrales montrent que l'application 

(U(F) n UQ(F)) X A 

(x,h) 

Q(F)\G(F) 

x*h 

est aussi un homéomorphisme au voisinage des éléments neutres. On peut donc choisir 
un voisinage ouvert compact OJU de 1 dans U ( F ) D UQ{F) et un voisinage ouvert 
compact LU H C A de sorte qu'il existe deux fonctions e, e' G En vérifiant les propriétés 
suivantes: l'image dans Q(F)\G(F) du support de e, resp. e', est égale à l'image de 
OJJJ x OJH par l'application précédente; pour (x,h) G UJU X OJH, e(x*h) = rj 0 ë, resp. 
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sur CK% T . Soit p G Temp(iJ). Pour A G %U\ F , e,e' G Ep et e,e' G r> o n définit 
LRY?P5e4x R4?exE 

Lemme. — (i) L'application À i—• £7rx^p(ef (g> e',£ 0 e) es£ G°° sw* ifô^F. 
(ii) Les £rozs conditions suivantes sont équivalentes: 
— il existe A tel que £nx,p ne so^ Pas nuh 
— pour tout \, £TTX,P n'est pas nul; 
— £n,p n'est pas nul. 
(iii) Si ces conditions sont vérifiées, on peut choisir des familles finies (^)»=i,—,n; 

(£i)i=i,...,n d'éléments de Ep, des familles finies (e^=i,...,n> (e»)i=i,...,n d'éléments de 
$£Q et une famille finie ((fi)i=i,...,n de fonctions G°° sur iffi*LF de sorte que 

i=l,...,n 

<PiW£<xx,p{£i®enei®ei) = i 

vour tout X. 

Démonstration. — Pour £,£;,e,e' fixés, la preuve du lemme 3.5 montre qu'il existe 
CQ tel que, pour tout c> CQ et tout À G i iS£ F , on ait l'égalité 

£*xA6' ® e', £ (g) e) = £7Tx,pA£/ ® e'i6 ® e). 

Soit D un opérateur différentiel sur z U*L F, à coefficients G°°. Il existe un réel R > 0 
tel que l'on ait une majoration 

\D(e',nx(g)e)\<^a(g)REG(g) 

pour tous # G G (F) et À e iU*LF. Alors D£^x^PiC{e' 0 e ' , £ ^ e) est uniformément 
majorée par l'intégrale 

IH(F)U{F)C 
EH (h)EG (hu)a{hu)Rdu dh 

qui est convergente d'après 4.3(4). Le théorème usuel de dérivation d'une intégrale 
dépendant d'un paramètre entraîne que À i—• £nx,p,c(^ ®e ' ,£® e) est C°°. D'où (i). 

Introduisons le sous-groupe parabolique Q' de G contenant Q, dont la composante 
de Levi est V = GLk x G, où k = k\ + • • • -h ks. Soit À G iU*L F. Posons r£ = 

Ind£/ng(rA). C'est une représentation de L'(F) de la forme p\®n. La représentation 
/XA est une représentation tempérée et irréductible de GLk(F). On sait en effet que, 
dans les groupes linéaires, l'induite d'une représentation tempérée irréductible est 
irréductible. On a TT\ = Indg/(r^ ). Appliquant la proposition 5.2, on voit que la non-
nullité de £nXiPest équivalente à la non-nullité de £JÏIP. L'assertion (ii) s'en déduit. 

Supposons satisfaites les conditions de (ii). Pour tout À, on choisit des éléments 
e\,e'x, ex et ex tels que 

L U y, p (E' y o e' y, Ey o ey) # o. 

Grâce à (i), il existe un voisinage uj\ de À dans iïïL Ftel que 

L U y, p (E' y o e' y, Ey o ey) # o. 
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pour tout À' G u)\. Puisque i"€tL F est compact, on peut choisir une famille finie 
(Xi)i=i ... n de sorte que 

2=1,...,71 

wyi = iE* L, F. 

On définit Si, e't, e*, e[ par Si = e\i etc. Notons ip\ la conjuguée complexe de la fonction 

L U y, p (E' y o e' y, Ey o ey) 

et posons 
e (y) 

Î=l,...,7L 

L U y, p (E' y o e' y, Ey o ey) 

Alors y? est une fonction C°° à valeurs strictement positives. On satisfait la condition 
(iii) en définissant (fi = ip'i/v- ^ 

5.4. Le cas des induites réductibles. — On conserve les données de 5.3. Posons 
7r = TCQ. Cette représentation est semi-simple et toute sous-représentation irréductible 
y intervient avec multiplicité 1. 

Lemme. — Supposons £n^p non nulle. Alors il existe une unique sous-représentation 
irréductible n' de 7r telle que £7r'lP s°it non nulle. 

Démonstration. — Par construction, pour toute sous-représent at ion irréductible it' 
de 7T, la forme £7T,,p est la restriction de £njP à l'espace Ep 0 En*, où Enf C ̂ Q , t est 
l'espace de TT'. D'autre part, soient s*,e" G Ep et e',e" G ̂ Q , t - Pour À G iïS£,F en 
position générale, la représentation TV\ est irréductible. D'après 5.1(1), on a l'égalité 

^, , (e '®eV"®e') |2 ^,p(e'®e',£'<8>e')i ^,P(e"®e",e"®e")| 

D'après le lemme 5.3(i), tous les termes sont continus en À. L'égalité est donc vraie 
pour tout À. Pour À = 0, elle donne 

(1) | ^ > ' ® e V " ® e ' ) | 2 L U y, p (E' y o e' y, Ey o e') L U y, p (E' y o e' y, Ey o e') 

Puisque £ ^p n'est pas nulle, on peut choisir e', e", e', e" tels que £>x,p(ef ®e", e"®e') ^ 
0. Par linéarité, on peut supposer qu'il existe des sous-représentations irréductibles 
TT' et TT" de TT telles que e' G En> et e" G E^>>. La relation (1) entraîne que £>x,p(e' 0 
ef,ef 0 ef) ^ 0, donc 7̂R',p n'est pas nulle. D'où l'existence affirmée dans l'énoncé. 
Soient maintenant n' et n" des sous-représentations irréductibles de TT telles que £7T^P 
et £ffffiP ne soient pas nulles. En appliquant 5.1(2), on peut fixer s'\e" G Ep, e' G E^> 
et e" G de sorte que £VlP{e'(g>e', e'®e') ^ 0 et ^7r>p(e//(8)e//,e//(8)e//) / 0. D'après 
(1), on a aussi £niP(e' 0 e",e" 0 e') ^ 0. Par construction de £niP, cela entraîne que 
le coefficient g i—• (e", 7r(<7)e') n'est pas nul. Les sous-espaces JŜ / et i?^// ne sont donc 
pas orthogonaux, ce qui implique TT1 — TT" . • 
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5.5. Le cas r = 0: majoration des entrelacements. — Soient (V, qy) et (W, qw) 
deux espaces quadratiques compatibles. On suppose dy = dw + 1. Soit 7r, resp. p, 
une représentation tempérée de G(F), resp. H (F). Soient Z G Hom#?£(7r,p) et K_ un 
sous-groupe ouvert compact de G (F). 

Proposition. — Pour tous e e Ep, e e En, il existe un réel D > 0 tels que 

K 
(e,l(ir(kg)e))\dk « a(g)DEG(g) 

pour tout g G G (F). 

Démonstration. — La proposition dépend du groupe if. Soit if' un autre sous-groupe 
ouvert compact de G (F). Montrons d'abord que la proposition relative à K_ est 
équivalente à celle relative à if'. On peut démontrer que la proposition relative à 
if est équivalente à celle relative à K_ fl if', puis que celle-ci est équivalente à celle 
relative à if'. Cela nous ramène au cas où if' C if. Notons lK_(e,e,g) l'intégrale de 
l'énoncé et lK>(e,e,g) son analogue pour le groupe if'. On a les inégalités 

IK'(e,e,g) < lK_(e,e,g) 

keK'\K 

lie (e,e,*tf), 

dont on déduit la propriété voulue. 
On a fixé un élément vo e V, non nul et orthogonal à W. On peut multiplier qy 

et qw par une constante, cela ne change rien aux groupes G et if ni aux données de 
notre problème. On peut donc supposer qy(vo) = 1, ce qui simplifiera la rédaction. 
La proposition est triviale si qy est anisotrope: dans ce cas, G (F) est compact et la 
fonction g i-> (e,l(Tv(g)e) ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Supposons que qy 
n'est pas anisotrope. Fixons un système hyperbolique maximal (^±i)i=i,...,n de V. On 
a n > 1. Notons Van l'orthogonal du sous-espace engendré par ces éléments et posons: 

Ran = iV € Van,qv{v) G 0F}. 

Notons R la somme de Ran et du Oi?-module engendré par les v±i, i = 1 , . . . , n. Ce 
réseau possède un élément v tel que qy(v) — 1, par exemple v = v\ + V-\. Quitte à 
transformer le système hyperbolique et le réseau R par l'action d'un élément de G(F), 
on peut donc supposer vo G R. Notons K_ le stabilisateur de R dans G (F). C'est un 
sous-groupe compact maximal de G (F), pas forcément spécial (il l'est si Van = {0} 
ou si Van possède un élément v tel que qy(v) G o£). Le groupe if contient en tout 
cas comme sous-groupe d'indice fini un sous-groupe parahorique de G(F). Soit 4̂min 
le sous-tore déployé maximal de G formé des éléments qui conservent chaque droite 
Fv±i et agissent trivialement sur Van. Notons Mmin le commutant de Am-m dans G, 
qui est un Levi minimal de G. Le groupe K_ est en bonne position relativement à 
^min- Pour obtenir la majoration de l'énoncé pour le groupe if, il suffit de majorer 
ix(e , e, a) pour a G ̂ 4min(^)- En effet, d'après Bruhat-Tits, il existe un sous-ensemble 
compact T de G (F) tel que tout élément g G G (F) s'écrive g = kaj, avec k G if, 
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a G -Amin(jF) et 7 G T. On a alors 

IK_(€, e, g) = IK(E, 7r(7)e, a) 

et la majoration de ce dernier terme implique la majoration cherchée de Ix(£,e,g). 
Comme dans la preuve de 4.9, introduisons le groupe de permutations 6 et, pour 
s G 6 , le sous-ensemble Am[n(F)j de Amin(F). Le groupe Am-in(F) est réunion des 
sous-ensembles Amin(F)7, quand s parcourt &. On peut donc fixer s et se limiter 
aux a G Am-m(F)~. Quitte à réindexer notre système hyperbolique, on peut supposer 
que s est l'identité. Notons simplement Am{n(F)~ l'ensemble des a G Am[n(F) tels 
que vali?(an) > ••• > valjp(ai) > 0. On peut se limiter à majorer e,a) pour 
a € Amin(F)-. 

Fixons un entier / > 0 tel que 
(1) l > valpf2): 

(2) pour tout x G F , la condition vali?(x) > Z + 1 entraîne que 1 + x est un carré 
et possède une racine y/l + x telle que vali?(\/l + x — 1) = vali?(a:/2). 

Si la caractéristique résiduelle de F n'est pas 2, on peut prendre 1 = 0. Pour 
z = 1 , . . . , n, posons v[ = z u } ^ et v'_i = wFdv-i. Notons g le réseau somme de Ran 
et du o^-module engendré par les v'±i pour i = 1 , . . . , l. Notons Kf le stabilisateur de 
g dans G(F) = R et = K si Z = 0). S'il existe v G Kn tel que qv(v) = 1, 
on fixe un tel élément que l'on note v'0 et on pose E = {±vf0}, i = 1. Sinon, on 
pose vf0 = vi + F = { t z ^ ^ + Z U ^ Î / ^ C = 0 , . . . , / } , t = 2. Remarquons que 
E C R' dans le premier cas. Fixons a G ̂ 4min(F)_ et posons ai = valjp(ai) pour tout 
i = 1 , . . . , n. Notons le sous-ensemble des suites b = (&i,..., bn) G ZN telles que 

BN>BN-1 >...> B1 
an - % £ «n-i - 0n-i ^ • • • ^ a i — oi ^ u. 
Notons X' = {x G V;<7y(#) = 1}. Soit x G X'. Pour i = l , . . . ,n, introduisons 

l'ensemble 
bn > bn-1 > ... > b1= {b G Z ; 6 < av, x G w^aR! + tuti?'}. 

L'ensemble Bi(x) n'est pas vide: il contient tout élément suffisamment négatif. Posons 
= sup(Bi(x)), puis b(x) = (&i(#), ...,bn(x)}. Montrons que 

(3) h(x) appartient à 

Pour i <n — 1 et o G Bi(x), on a o < < c^+i et 

a? G vobfaiag + tu^R' C t ^ T ^ a f i ' + ^ F £ ' -

Donc b G bI+1(X) Ainsi 2?i(#) C Bi+i(x), d'où &i+i(aO > bi(x). Posons 

d(x) = {ceZ;c<0,xe wcFag + w^g}. 

On a 6* (a;) — ai = sup(G^(x)). On voit comme ci-dessus que Ci+\{x) C Ci(x), d'où 
b{+i(x) — QJà+i < bi(x) — ai. Enfin, ai — b\{x) > 0 par définition de b\(x). Cela prouve 
(3). 
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Le groupe Kf fl a l f 'a -1 agit sur X'. Par construction, les ensembles Bi(x) ne 
dépendent que de l'orbite de x pour cette action. L'élément x ne dépend donc lui-
aussi que de cette orbite. L'application 

H(F)\G(F) X' 

9 9 xvo 

est un isomorphisme. Le quotient des mesures de Haar sur H(F) et G(F) est une 
mesure sur l'ensemble de départ que l'on transporte à l'ensemble d'arrivée. Posons 
X = Ril X'. Pour b G notons X(b) l'ensemble des x E X tels que b(x) = b. 
Notons <É le sous-ensemble des b G <É qui vérifient de plus b\ > —ni et, dans le cas 
où L = 2, b\ < 0. Montrons que 

(4) pour b G $ , X(b) est vide si b ^ 25; on a une majoration 

mes(X(b)) - V bi q z_-/i=i,...,n 1 

pour tout b = (&i,..., bn) G CB. 
Soit x G X. On a l'inclusion R C vjpnlR!, donc —ni G Bi(x) et h(x) > —ni. 

Supposons bi(x) > 0, donc aussi ai > 0. Ecrivons x = xan + X^=±i ...,±n^^i» avec 
xan € Fûn et Xi G F pour tout i. Puisque x e R, on a, xan G Ran et valir(x_^) > / 
pour tout i = 1 , . . . , n. La condition 

x G ^~aiaiïf-ht^Fiï' 

entraîne valpixi) > 1 pour tout i. La condition ÛV(#) = 1 entraîne alors 
valir(qv(#an) — 1) ^ / H-1. Donc av(xan) est un carré et l'élément v • Xan/'\/qv(xan) 
de Van vérifie qy{v) = 1. Donc i = 1. Cela prouve la première assertion de (4). 

Soit b G (Ê. Comme ci-dessus, écrivons tout élément x e V sous la forme x — 
xan + Yli=±i,...,±nxivi- Notons R(b) l'ensemble des x e R tels que va l i?^ ) > bi 
pour tout i = 1 , . . . , n. On vérifie que X(b) C R(b). Considérons l'application 

V F 

v qv (v) 

Soit v e Fx, notons Vi, la fibre de cette application au-dessus de v. Au-dessus de Fx, 
l'application est une fibration localement triviale. Des mesures de Haar sur V et F se 
déduit donc une mesure sur Vu, notons-la dvv. Pour / G C£°(V), on a l'égalité 

vl 
f(v)dv 

F F 
f(v)dvV dv. 

La mesure dv est invariante par l'action de G(F) et c'est la seule mesure vérifiant 
cette condition, à une constante près. Pour v = 1, on a V\ = Xf et on peut supposer 
que di coïncide avec la mesure que l'on a précédemment introduite sur cet ensemble. 
D'autre part, pour À G F x , on vérifie que 

vl 
f\v)d„v=\\\2fdim{V) 

FV1 
f(v)dX2v, 
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où, comme d'habitude, fx est définie par f (v) = f(Xv). Supposons f = f pour 
X E Op. On déduit des relations ci-dessus l'égalité 

mes(o£'2) 
vl 

f{v)dvv = 
veV;qv(v)€ISO*'2 

f(v)dv. 

On applique cela à v = 1 et à la fonction caractéristique / de l'ensemble R(b). On 
obtient une majoration 

mes(X(b)) mes x G R(b);qv(x) G o£'2 mes(ß(b) -Y t BI 

Cela prouve la seconde assertion de (4). 
Soit x E R. Montrons que 
(5) dans l'orbite de x sous l'action de K_' H al^'a-1, il existe un élément y (non 

nécessairement dans R) de la forme y = e + \=,. „vA, où e E E. 

Pour cela, on écrit x = xan r±l,...,±n xivi et on montre par récurrence sur 
j = l , . . . , n que 

(p) la conclusion de (5) est verihee si x^i = U pour i = j -f 1 , . . . , n. 
Pour v',vff G V, on note c(v',v") l'élément de g(F) défini par 

c(v',v")(v) = qy(v1v,)vff — qv(v,vff)v'. 

Notons Vj, resp. Vj-i, le sous-espace de V engendré par Van et les v'±i pour i = 
1 , . . . , j , resp. 2 = 1 , . . . , j — 1. Pour v G V7-1, on pose fcv = exp(c(i/_ - On a 

kvv'_j = v[_p 

kyVj =Vj+v- qv{v)v_p 

kv{z) = z — qy(zìv)v,_jì pour z G Vj-i; 

kvz = z, pour z orthogonal à Vj. 

En particulier, si v G A' fl Vj_i, on a kv G if'. Mais a~1kva = exp(c(v_j,aja-1^)) 
et aja~1(R! D V}_i) C Ä7 D Vj-i. Donc, si v G Ä7 n V}_i, on a fc, G (1 a l f ' a -1 . 
Soit # vérifiant l'hypothèse de (6). Ecrivons x = u -h XJV'3; + z -h X-JV'_J, avec w = 
X ^ + i , . . . , ^ ^ et z = xan + X)i=±i,...,±o-i) L'élément w est orthogonal à V, 
et appartient à R. L'élément z appartient à RH Vj-\ C Wp~^lR' H Vj_i. On a aussi 
V3,\F(XJ) > —jl, valp(x-j) > jl. Supposons d'abord V8L\F(XJ) > (1 — j)l + 1, donc 
valir(^x_j) > Z + 1. L'égalité qv(x) = 1 équivaut à qv(z) = 1 — %jX-j> D'après le 
choix de Z, on peut introduire une racine carrée y/qv(z) telle que val^(l — y/qv(z)) = 
YQXF{XJX-J/2) > 1. Posons 

A = 
1 - 2V(z) 

Qv{z) 

Alors valjp(À) = valir(a;_772) 3 ~ 1) l. Donc \z G R' fi V,-! et fcA2 G fl aiT'a-1. 

Un a 

k\zx = u + XjVj -f (1 - Xxj)z + (x_j - 2\qv(z) - A2arJçy(z))^ . 
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On vérifie que le coefficient de v*_j est nul: on a choisi A pour cela. D'autre part 
V8L\F(\XJ) > 1, donc (1 — XXJ)Z G R. Supposons j > 2. Alors k\zx vérifie les mêmes 
conditions que x, l'entier j étant remplacé par j — 1. L'hypothèse de récurrence permet 
de conclure. Si j = 1, l'élément k\zx est de la forme k\zx = yan + Yli=i n Viv'v On 
a qviVan) = 1, donc = 1- Il existe un élément gan G Gan(F) tel que gan(yan) = ±vo-
Rappelons que Gan(F) est contenu dans K_' D aKfa~x. En posant y = gank\zx, cet 
élément vérifie les conditions requises. Cela conclut le cas où valp(xj) > (1 — j)l + 1. 
Supposons maintenant valp(xj) < (1 — Alors —Z/XJ G R' fl Vj-i. L'élément 
k__zjx.x est égal à u + XjVj -f- xj1vf_j. Si j > t, considérons l'élément vf0 G R fl V}_i. 
On a, vf0/xj G S ' n V j _ i , ^V'0/XJ^-ZIXJX = w + ^'^j + vo ê  cet élément a la forme 
voulue. Si j = 1 < 6, on a — l < valJp(xi) < 0. En faisant agir un élément de 
Amin(F)nK_fnaK_'a-1, on peut remplacer k_z/Xlx par un élément u+w^v'Y+Wpv'^, 
avec 0 < c < L qui est de la forme voulue. Cela prouve (6) et (5) . 

Soient b = (bi,..., bn) G 2> et x G X(b). Montrons que 
(7) dans l'orbite de x sous l'action de K_f fl a K ' a - 1 , il existe un élément y de la 

forme y = e + n ̂ pv'^ avec e e E, bi < fa < bi +1 pour tout ¿ = ¿,...,72. 
D'après (5 ) , on peut remplacer x par un élément de la forme x = e + ... n 

avec e ÇL E. On va prouver que, pour tout i = i,..., n, il existe un élément 2/ de l'orbite 
de x sous l'action de K_' n aK_fa~x tel que y = e + w^v^ + Y^j=L,...,n,j^ixivii avec 
bi < fa <bi + L L'assertion (7) résultera de cette propriété appliquée successivement 
à tout i = ¿5. . . , n. Dans le cas où ¿ = 2, on introduit la coordonnée supplémentaire 
x\ en posant e = + x^1vf_1. En tout cas x G CLR' + X^=i,...,n xiv[- P°ur un tel 
élément, on calcule aisément b(x): pour tout i = 1, . . . ,n, ^(x) est le plus petit des 
entiers 

ai, vali?(xj) pour j = i,..., n, va l j ?^ ) — c*j -h pour j = 1 , . . . , i — 1. 

Fixons i G { i , . . . , n}. Puisque x G X(b), on a 6z(a?) = 6^ En particulier, valF(rz^) > bi. 
Si valir(^) < &i + ¿5 il suffît de remplacer x par a'x, où a' est un élément convenable de 
Amin(F)C\K_f C\aK_fa~1 pour obtenir l'élément y cherché. Supposons valp(xi) > bi + l. 
Si le plus petit des entiers ci-dessus est valp(xj) pour un j tel que i + 1 < j < 
n, on introduit l'élément k = exp(c(vf_j,vf{)). Il appartient à K_'. On a a~1ka = 
exp(aja~lc(vf_j1vfi)). Puisque j > i, v&\p((ija~l) > 0, donc a~1ka G K_f et k G 

D a j f ' a -1 . Posons y = kx. Les coordonnées de y sont les mêmes que celles de x, 
sauf yi qui vaut + Xj. Alors valF(2/i) = &i et on conclut en appliquant encore un 
élément convenable de Amin(F) nK ' f l aK^a'1. Si le plus petit des entiers ci-dessus 
est v&lp(xj) — aj + ai, pour un j tel que 1 < j < i — 1, on introduit l'élément 
k = e x p ^ a ^ c ^ j , ^ ) ) et on pose 2/ = kx. On vérifie de même que k appartient 
à X ' f l aK 'a -1 et que les coordonnées de y sont les mêmes que celles de x, sauf y$ 
qui vérifie yalp(yi) = 6^. On conclut comme précédemment. Reste le cas où le plus 
petit des entiers ci-dessus est ai. On peut même supposer que tous les autres sont 
strictement plus grands. En particulier vali?(xn) > an > 0. D'après la définition de 
E, cela entraîne ¿ = 1. On introduit alors l'élément k = exp(c(e, aiv[)) et on pose 
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y = kx. On vérifie encore que k G K_f C\aK^a~x et que y a les mêmes coordonnées que 
x, sauf yi qui vérifie valp(yi) = bi + valF(2). On conclut comme précédemment. Cela 
prouve (7). 

Notons X" l'ensemble des x G X' de la forme x = e + ^¿=1 n si t = 1, 
# = x^v-i + X^=i n ̂ î t ŝ  Z/ ~ 2, où e G dans le premier cas et où, dans les 
deux cas et pour tout i = 1,..., n, Xi = wc^, avec 0 < c$ < (n +1)/. C'est un ensemble 
fini. Pour tout x G X", fixons 7X G G(F) tel que 7 "̂1i?o = x. Posons T = {7^; x G X " } . 
Pour b = (61,. . . , 6n) G 25, introduisons l'élément a(b) G Am[n(F) tel que a(b)^ = wbp 
pour tout z = 1,..., n. Un élément y vérifiant la conclusion de l'assertion (7) est de la 
forme a{b)x" pour un x" G X"', autrement dit de la forme a(b)7_1t?o pour un 7 G T. 
On a donc 

(8) pour tout x G X(h), il existe k' G K_' H ajf'a 1 et 7 G T tels que k'x = 
a(b)7_1v0. 

Pour tout x G X", notons Hx le sous-groupe des éléments de G qui fixent x. 
Introduisons le sous-groupe parabolique Pmm = Mm'mUmin G <̂ (Mmin) formé des 
éléments qui conservent le drapeau de sous-espaces 

Fvn C Fvn 0 Fv^ c • • • C Fvn 0 • • • 0 Fvx. 

Introduisons aussi le sous-groupe parabolique P' = M'U' G Ŝ -Mmin) formé des 
éléments qui conservent le drapeau des n + 1 — ¿ premiers sous-espaces ci-dessus. On 
a P ' = Pmin si ¿ = 1 ou si Van = {0}. Montrons que 

(9) pour tout x G X", l'application 

(Pf(F)nHx(F))xPmin(F) GIF) 

(P',P) PP 

est submersive a 1 origine. 
Il suffit de prouver l'égalité 

(p'(F)n^(F))+pmiD(F)=Q(F). 

Notons ï)x,± l'orthogonal de \)x dans g pour la forme (X, Y) i—• trace(XY)/2 et notons 
m̂in Ie radical unipotent de Pmm. Il suffit encore de prouver l'égalité 

(u'(F) + r ± ( ^ ) ) n û m i n ( F ) = {0}. 

Notons Wx l'orthogonal de x dans V. Tout élément de ï)x,±(F) est de la forme 
c{%,y), P°ur un y e Wx. On doit donc prouver que, pour y G Wx, N' G u'(F), 
N G ûmin(^), l'égalité N' + c(x,y) = iV entraîne iV = 0. Considérons de tels 
éléments. Soit i = ¿,...,72. On a c(x,y)vi = qy(vi,x)y — qy(vi,y)x = —qy{vi,y)x. 
On a qv(N'vi,V-i) = qy(Nvi,v-i) = 0. Donc gy(c(x,2/)^,v-i) — 0, c'est-à-dire 
—Xiqy{vi,y) = 0. Puisque ^ 0, on a qv(vi,y) = 0, donc c(x,y)vi = 0. Alors 
jV7^ = Nvi. Ces éléments appartiennent à des sous-espaces de V d'intersection nulle, 
donc Nvi = 0. Si ¿ = 1, ou si Van = {0}, cela suffit pour conclure: un élément de û(F) 
qui annule tous les pour z = ¿,...,71, est nul. Supposons £ = 2 et Van №• 
Il faut montrer de plus que N annule Van. Soit van G Van. On a c(x,y)van = 

ASTÉRISQUE 346 



UNE FORMULE INTÉGRALE RELIÉE À LA CONJ. LOCALE DE GROSS-PRASAD 259 

qv(van,x)y-qv(van,y)x = -qv(van, y)x- On a qv{N'van, v_i) = qv(Nvan,v^1) = 0, 
donc qv(c(x,y)van,V-i) = 0, c'est-à-dire — x\qv(van, y) = 0. Puisque x\ ^ 0, on a 
qv(vani y) = 0, donc c(x, 2/)van = 0. Alors N'van = Nvan. Ces éléments appartiennent 
encore à des sous-espaces de V d'intersection nulle, donc Nvan = 0. Cela démontre 
(9). 

Après ces préparatifs, passons à la majoration de lK{e,e,a). Pour tout k G K_, on 
a fc-1^ G X. Pour b G posons 2£(b) = G 2£; fc-1^o G X(b)}. On a l'égalité 

IK[C, e, a) 

b<E@ 

%(b)(£ 'e 'a) ' 

où 

%(b)(e,e,a) : 
K (b) 

(e,Ï(ir(FCA)e))|DFE. 

Fixons b = (&i,.. . , bn) G 25. Soit k G 20B) , appliquons (8) à x = k~1v0. Il y a A;' G 
K_'DaK^a'1 et 7 G T tels que k'k~1vo = a(b)7_1v0. Fixons de tels éléments et posons 
h = /ufc/_1a(b)7_1. Alors hvo = VQ, c'est-à-dire h G H(F). On a k = / ry^b) -1 /^ , 
donc Tï(ka)e = 7R(/i7a(b)~1a)e/, où e' = n(a~lkfa)e. Notons x l'élément de X" tel 
que 7 = 7x- Montrons que 

(10) il existe des sous-groupes ouverts compacts K_x C P (F) fl HX(F) et K_2 C 
P(F), indépendants des variables a, b et k, tels que la fonction 

(ki,k2) (e,l(Tr(h^kik2a{b)~la)e')) 

soit constante sur K_x x if 2. 

ruisque a k a G K_, le vecteur e appartient a un ensemble hni indépendant 
des variables. D'autre part, par définition de <Éon a a(b)_1a G -Amin(F)_- La-
conjugaison par a(b)a~l contracte P. Il existe donc K_2 comme ci-dessus tel que 
7r(A:2a(b)_1a)e/ = 7R(a(b)-1a)e' pour tout k2 G K_2- Considérons l'application k\ 
h'yk1'y-1h-1 sur P ' (F)nfP(F) . Elle prend ses valeurs dans H (F) car -fHx^~l = H. 
D'autre part, elle est "bornée" en un sens facile à préciser. En effet, on a /17 = 
fcfc'_1a(b); les racines de a(b) dans p' sont bornées par définition de $ et k et 
k' appartiennent à des compacts. Il existe donc K± comme dans l'énoncé tel que 
p(ft7fcf S - 1 ^ " 1 ) ^ = £ Pour tout kx G Kv D'où (10). 

Grâce à (9) et (10), et à la finitude de T, il existe un sous-groupe ouvert compact 
K_" de G (F), indépendant des variables, tel que la fonction 

k" ̂  (e,l(ir(h-yk"a(b)-1a)e')) 

soit constante sur K". Fixons un tel K". On a alors 

[e, l(7r(ka)e)) 'e.l^h-faiby^e')) e>lOr(h7)e")), 

où 

e" = mesGK")-1 
JK" 

K{k"a(h)-la)e'dk". 
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Fixons une base orthonormée (ej)j-ijmmmik du sous-espace Ef-K". On a 

e" = 

j=i,...,fc 

6jye )ej, 

d'où 
(e,l(7r(ka)e)) = 

j=i,...,fc 

(e,/(7r(/i7)ei))(ei,e//). 

Pour tout j , on a (ej,e") = (e^,7r(a(b) *a(a 1fc/a))e). Rappelons que a 1A;/a G K_'. 
D'où une majoration 

(ej, e'') HG(a(b)-1a). 

On a aussi 

(e,/(ff(/i7)ci))l = (p(/T1)e,/(7r(<Y)e,-)) < =H(h) 

Rappelons que /i = A;/?' 1a(b)7 1 et que l'on a noté x l'élément de X" tel que 7 = jx. 
Ecrivons x = y + X!)t=t,...,n xivi avec 2/ G 22 si 6 = 1, t/ = a^V-i + x\Vi si 6 = 2. 
On a x = exp(c(î/, (2/ - x)/2))y. Posons 70 = 7exp(c(j/, (x - y)/2)). Alors 70~1v0 = y. 
Notons Hy le sous-groupe des éléments de G qui fixent y. On a j^H^o = Hy et une 
majoration 

S»( /»)«Sff , (7o-^7o) . 

On a 70 /170 = 70 a(b)exp(c(2/, (a? — y)/2)). Introduisons l'élément a(b)' G 
^min(̂ ) tel que 

— si t = 1, a(b)^ = G7̂ +ni pour i = 1 , . . . , n; 
— si i = 2, a(b)^ = Î<7̂ -61 pour z = 1 , . . . , n. 
On a 

7o_1^7o = kia(b)Va(b)', 

où fci = 70**'-1, a(b)" = a(b)a(b)'-\ = a(b)'exp(c(y, (x - y)/2))a(b)'-1. 
Remarquons que a(b)' appartient à Hy(F), donc aussi kia(b)"uf G Hy(F). L'élément 
&i reste dans un compact. D'après la définition de l'élément a(b)" reste lui-aussi 
dans un compact. Enfin c(y, (x — y)/2) appartient à u'{F) et la conjugaison par a(b)' 
contracte cet ensemble. Donc u' reste dans un compact. On en déduit une majoration 

SH"(7o_1^o) « H " > ( b ) ' ) , 

puis 

[er,/(7r(fea)e)) 
EH1 (a(b)') HG(a(b)~1a) 

Les éléments a(b)~1a et a(b)' sont "négatifs" pour Pmm, resp. Pr fl 22y. D'après 
[16] lemme II. 1.1, il existe un réel D tel que le membre de droite ci-dessus soit 
essentiellement borné par 

<W,(a(b)')1/2<*Pmin i(b)-Aa 1/2a (a(b)')Da(a(b)a)D. 

Les coefficients de a(b)' sont essentiellement les mêmes que ceux de a(b). En calculant 
explicitement l'expression ci-dessus, on obtient la majoration 

(£,l(n(ka)e)) C q^^=i,...,n Q-a(b))DEG(a)a(a)D. 
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L'application k \-> k 1v0 de (K_D H (F))\K(b) dans X(b) est injective et préserve les 
mesures. D'après (4), on a donc 

mes(K(b)) q z2i=i,...,ubi? 

puis 

IK{b)(e,e,a) « g -£«- i -bi/2a(a(b))DEG(a)a(a)D, 

et enfin 
IK(S, e, a) EG(a)a(a)D 

be<8 

q-Ei=i,...,nbt/2a(a(h))D. 

L'ensemble 25 dépend de a mais est contenu dans l'ensemble des (61, . . . , bn) G Zn tels 
que bi > —ni pour tout i. On peut remplacer <$ par cet ensemble, la série ci-dessus y 
est convergente et on obtient la majoration 

lK(e,e,a) < EG(a)a(a)D 

que l'on voulait démontrer. Cela achève la preuve. 

5.6. Le cas r = 0: t ou t entre lacement est t empéré . — Soient (V,qv) 
et (W,qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soient TT G Temp(G) et 
p G Temp(F). 

Proposition. — Supposons dy = dw + 1. m(rr,p) = 1 si et seulement si £7r^p 
n'est pas nulle. 

Démonstration. — Pour une raison qui va apparaître, modifions la notation en notant 
TT' plutôt que TT la représentation de G (F). Un sens de l'équivalence ("si") est clair 
d'après 5.1. On doit prouver que, si Homn^in',p) n'est pas nul, £n'tP ne l'est pas 
non plus. Puisque TT' est tempérée, on peut fixer des données comme en 5.3, avec de 
plus 7r, /ii,... ,ps de la série discrète, de sorte que TT' soit une sous-représentation de la 
représentation induite TT = TTQ. On peut supposer que E^> C ̂ Q)T- Soient e, e' G ^Q>T 
et cp une fonction C°° sur iU*L F. Comme en 1.6, définissons une fonction / = fe,e',<p 
sur G (F) par 

f(g)-
m*LJP 

(p(\)(TTX(g)ef,e)m(TX)d\. 

Elle appartient à l'espace de Schwartz-Harish-Chandra qf(G(F)) et agit donc dans TT'. 
Par définition de cette action, on a 

(e'oy(f)e0) 
JG(F) 

(e'Qjir'(g)e0)f(g)dg 

pour tous eo,eó G E^>. Soit Z G Hom^(7r/,p), supposons l ^ 0. Soient e0 G i* /̂ et 
e e Ep. Posons 

J(e>e0,/) 
JG(F) 

(e,l(ir(g)e0))f(g)dg. 

Grâce à la proposition 5.5, cette intégrale est absolument convergente. On peut la 
calculer de deux façons. La première consiste à fixer un sous-groupe ouvert compact 
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Kf de G (F) tel que / soit biinvariante par Kf et une suite (iîn)n>i de sous-ensembles 
ouverts compacts de G (F) biinvariants par Kf, telle que 

Ωn C Ωn+1, et 
n>l 

fin = G(F) . 

Alors 
I(e,e0if) = lim^oo 

S2N 
(e,i(7r,(í/)eo))/(fl)dí;. 

Considérons cette dernière intégrale. Puisqu'elle est limitée à un compact, on a 

n > 1 
(e,l(7rf(g)e0))f(g)dg = (e,Z(en)), 

ou 
Ωn 

Ωn 
n'(g)e0f(g)dg. 

Ces vecteurs restent dans le sous-espace de dimension finie 2 ^ / . De plus, dans ce 
sous-espace, limn-^ooen = 7r'(/)eo. On en déduit 

limn^00(£,Z(en)) (eMAf)eo)) 

puis 
(1) / (e ,eo , / ) = (e,/(7r'(/)eo)). 

D'autre part, on a 

2"(e,e0,/) 
' H(F)\G(F) 

I(e,eo,f,9)dg, 

où 

I(e,e0if,g) 
H (F) 

(e,l(n'(hg)eo))f(hg)dh 

H (F) 
(e,l(ir'(hg)eo)) 

ig*LF 
ip(X)(7r\(hg)e', e)ra(TA)o?A D/i. 

Fixons g. La dernière intégrale est absolument convergente. En effet, quand on 
remplace tous les termes par leurs valeurs absolues, il existe un entier D tel 
que l'intégrale intérieure soit <C EG(h)cr(h)D. Le premier terme est <C E11 (h) et 
l'assertion résulte de 4.3(4). On permute les deux intégrales, on utilise l'égalité 
(s,l(7Tf(hg)eo)) = (p(h)~1£,l(7r(g)eo)) et on change h en h~x. On obtient 

2(£,e0,/,#) 
i Ci* L, F 

<p(À)ra(TA) 
H (F) 

(p(h)£,l(7rf(g)e0))(7rx(g)e,i7rx(h)e)dhdX. 

On reconnaît l'intégrale intérieure: c'est £'Kx,p{e®/K\{g)e' ,l(it'(g)eQ)®e). On obtient 

(2) 
I (E, eo, f) 

' H(F)\G(F) iñL,F 
p(\)m(T\)£VXìP(e (g) 7rA(#)e', Z(7r'(#)e0) 0 e)DÀD#. 

Fixons un voisinage a; de 0 dans i*â*L F tel que la relation 1.6(1) soit vérifiée. 
Fixons e G Ep et eo G 22̂ / tels que (e,Z(eo)) ^ 0. Appliquons les constructions ci-
dessus à e = e' = eo et à une fonction </? à support dans u telle que <£>(0) ^ 0. La 
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relation 1.6(1) nous dit que 7r'(/)(eo) est un multiple non nul de eo- D'après (1), on 
a donc I(e,eo, f) ^ 0. Alors (2) implique qu'il existe À tel que £<KX,P ne soit pas nul. 
D'après le lemme 5.3(ii), £n,p n'est pas nul. Si TT est irréductible, on a TT1 = TT et c'est 
terminé. Sinon, d'après le lemme 5.4, il y a une sous-représentât ion irréductible TT" 
de TT telle que £N»JP rie soit pas nul. D'après 5.1(2) on peut fixer e\ G En» C ^ Q , T 

et E\ G Ep de sorte que £<KiP(£i ® ei,£i <8> ei) ^ 0. Notons c la valeur non nulle 
de ce terme. D'après le lemme 5.3(i), quitte à restreindre u;, on peut supposer que 
\£nx,p(£i <8>ei,£i 0 e i ) | > |c|/2 pour À 6 w . Soit (p' la fonction à support dans OJ telle 
que, pour À G u;, 

(p'(\) = #)ffA)P(£0ei,£i ®e0)£7rxJe1 <8>ei,£i (g>ei) 

C'est une fonction C00. Posons / ' = /ei,e0,¥>'- Montrons que l'on a l'égalité 

(3) Jfoeo,/) J(£i,e0,/'). 

D'après (2), il suffit de prouver que, pour tous À et g, on a l'égalité 

<PW£nxA£ ® ^ ( ^ e o , /(Tr'^eo) (8) e0) = ^ ' ( A ) ^ , ^ ! (8) 7rA(#)e0, l(TTf(g)e0) <8> ei). 

Tous les termes étant C00, on peut supposer À en position générale, donc TTX 
irréductible. On peut aussi supposer À G u;. Fixons un tel À et un élément non nul 
l G Hom#(TTX, p)• D'après 5.1, il existe c G Cx tel que 

4 , p ( ^ e ' , £ 0 e ) = cfé,l(e))(l(e'),e) 

pour tous e,e' G ̂ Q , t et £,£; G -Ep. Les deux membres de l'égalité à prouver valent 

ap(X)(e1l(eo))(l(Trx(g)eo),l(7rf(g)e0)). 
Cela prouve cette égalité et (3). D'après (3), 7(£i,eo,/') ^ 0. D'après (1), Tr'(f')eQ ^ 
0. Alors, d'après 1.6(1), le produit scalaire (eo,ei) n'est pas nul. Puisque eo G E^> et 
e\ G JEJTT", on a donc TT' = TT" et £<n',p est non nul par définition de TT" . • 

5.7. Tout entrelacement est tempéré. — Soient (V, qy) et (W, qw) deux espaces 
quadratiques compatibles. Soit TT G Temp(G) et p G Temp(H). 

Proposition. — On a m(7r, p) = 1 si et seulement si £7r^p est non nul. 

Démonstration. — On peut supposer dy > dw • Le cas dy = dw + 1 est traité par la 
proposition précédente. Supposons dy > dw + 3. Comme dans la preuve précédente, 
on peut supposer m(rr,p) = 1 et on doit montrer que £^iP n'est pas nul. Posons 
k = (dy — dw + l)/2. Soit (Z',qz') un espace hyperbolique de dimension 2fc, notons 
(V'iQv) la somme directe orthogonale de W et Z'. Alors (V'^qy) et (V,qy) sont 
compatibles et dy = dy -f 1. Le groupe spécial orthogonal G' de V contient un 
groupe de Levi L' isomorphe à GLk x H. Soient P' G fl(L') et 7 une représentation 
admissible irréductible et cuspidale de GLk(F). Posons p' — Indp , (7 0 p). D'après le 
théorème 15.1 de [8], on peut choisir 7 de sorte que d'une part p' soit irréductible, 
d'autre part l'hypothèse m(jr,p) = 1 entraîne ra(p',7r) = 1. On fixe un tel 7 . Grâce 
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à la proposition 5.6, la forme £p>,<n n'est pas nulle. Grâce au lemme 5.3(ii), la forme 
£niP est elle-aussi non nulle. C'est ce qu'il fallait prouver. • 

6. Expression spectrale de la limite d'une intégrale 

6.1. Le théorème. — Soient (V, qy) et (W, qw) deux espaces quadratiques 
compatibles. On suppose dy > dw- On utilise les constructions et notations de 
4.2. On fixe un Levi minimal Mm[n de G contenu dans M. On suppose, ainsi qu'il 
est loisible, que le groupe K est en bonne position relativement à Mmm. On fixe 
des mesures de Haar sur G(F) et H (F). Les autres mesures que l'on utilisera sont 
normalisées comme en 1.2. On fixe une représentation p G Temp(#) et on note 0P 
son caractère. Soit / G C%°(G(F)). Pour g G on définit une fonction 9 s u r 
H(F) par 

9fHh) = 
u(F) 

f(g 1hug)Ç(u)du 

et on pose 

J(0pJ,g)-
H(F) 

ep(h)9f*(h)dh. 

Pour un entier N > 1, on pose 

JN{Op,j) 
U(F)H(F)\G(F) 

J(0P,f,9)KN(g)dg. 

Pour L G £(Mm[n), notons Ueu(L) l'ensemble des classes d'isomorphie de 
représentations admissibles irréductibles tempérées et elliptiques de L(F). Cet 
ensemble se décompose en orbites pour l'action TT I—• 7T\ deiÏÏL. On note {Ueu(L)} 
l'ensemble des orbites. Soient 0 une telle orbite et TT G V. Ecrivons 

L = GLkl x • • x GLks x Ó, 

7T = pi (g) • • • 0 Ps ® TT-

La représentation n ne dépend pas du choix de 7r dans 0. D'autre part, G est le 
groupe spécial orthogonal d'un sous-espace V de V qui est compatible à W. On 
définit comme en 4.1 et 5.1 les nombres t(îf) et ra(7f,p). On pose t(7r) = t(7r) et 
m(0,p) = ra(7r,p) = m(7r,p). Notons aussi iU^ le groupe des À G iWL tels que, pour 
tout 7T G 0, TT\ soit équivalente à n. On pose 

J specie pi f) 

Le£(Mmin) 

wL||wK?r1(-i)OL 

0€{ne„(L)};m(0,/O)=l 

i Ci vo : i Ci VL, F 
-1 t(U) -1 

f i Ci* L, F 
jf(7TA,/)dA, 

où, pour toute orbite 0, on a fixé un élément n G 0. La fonction À (7rA,/) est 
C°°. Si l'on fixe un sous-groupe ouvert compact Kf de G(F) tel que / soit biinvariante 
par Kf, elle n'est non nulle que si 7r admet des invariants non nuls par Kf. Il n'y 
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a qu'un nombre fini d'orbites 0 vérifiant cette condition. L'expression ci-dessus est 
donc absolument convergente. 

Théorème. Soit f G C%°(G(F)). Si f est très cuspidale, on a l'égalité 

limjV->oo JN(0P, f) = Jspec(Op,f). 

Toute la section est consacrée à la preuve de ce théorème. Pour toute cette section, 
on fixe une fonction / G C%°(G(F)), que l'on suppose très cuspidale. On fixe un sous-
groupe ouvert compact Kf de K, distingué dans K, tel que / soit biinvariante par 

6.2. Utilisation de la formule de Plancherel. — Exprimons / à l'aide de la 
formule de Plancherel. Comme on l'a dit en 1.6, pour tout L G £(Mm-m), on peut 
fixer un sous-ensemble fini ^(L), C n2(I/) de sorte que pour tout g G G (F), 

f(g) 
L<E£(Mmin) 

IW^LIW^r1 

9eu2(L)f 
M9), 

où 

fg(g) = [iÏÏvg: itì[ìF] -i 
i g*L,F 

ra(rA )trace( Jndg(rA, g ^ I n d g ^ , /)) dX. 

On a remplacé M et P par L et Q dans la formule de 1.6. Pour g G G (F) et h e H (F), 
on a donc 

9fHh) 
U(F> Le£(Mmin) 

WL II WGI-1 

0eu2(L)f 

fg(g 1hug)i(u)du. 

On fixe un produit scalaire invariant sur Ep. Pour g G G(F), fixons un sous-
groupe ouvert compact K'g de H (F) tel que g~1Kfgg C Kf. La fonction 9 sur H (F) 

est biinvariante par K'g. Fixons une base orthonormée ^Bp 9 du sous-espace Ep 9 des 
éléments de Ep invariants par K'. Alors on a l'égalité 

J(Op,f,g)--
E E BK'g p H (F) 

(e,p(h)e)9f*(h)dh, 

d'où 

J(0pJ,9) 
e E BK'GP 'H (F) 

(e,p(h)e) 
U (F) LE L(Mmin) 

IW^LIW^r1 

0eu2(L)f 

fg(g 1hug)Ç(u)dudh. 

Pour eeEp, Le £(Mmin), <9 G n2(L)/ , et g G G (F), posons 

(1) JLAeJ9g) 
H(F)xU(F) 

[e, p(h)e)fg(g 1hug)Ç(u) du dh. 
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On a 
(2) cette expression est absolument convergente. 
D'après Harish-Chandra ([16] proposition VI.3.1), la fonction fg appartient à 

l'espace de Schwartz-Harish-Chandra <^(G(F)). D'après [16] proposition II.4.5, pour 
tout entier D, on a une majoration 

Ju(F) 
fg{g-lhug)\du « 6P(h)-^2EM(h)cT(h)-D 

pour tout h G H (F). Sur H (F), le module ôp est trivial et SM coïncide avec EGo . 
D'autre part, on a une majoration 

(e,p(h)e) EH (h) 

pour tout h G H (F). Enfin, l'intégrale 

JH{F) 
EH(h)EGo(h)dh 

est convergente d'après 4.3(4). Cela prouve (2). 
Pour g G G(F), on a donc l'égalité 

(3) J(0p,f,9) = 

e E BK'gp L E (Mmin) 
iw^liw^r1 

0en2(L)f 
JL,o(e>f>9)' 

6.3. Apparition des entrelacements tempérés. — On poursuit le calcul 
précédent. Fixons L G -£(Mmm) et 9 G ^(L)^. Pour c G N, introduisons le 
sous-groupe U(F)C de U(F), cf. 4.3. On a 

(1) il existe co G N tel que, pour tout c > co, tout g G M(F)K et tout h G H (F), 
on ait l'égalité 

'U{F) 

fo(9 lhug)£t(u)du 
U{F)C 

fg(g 1hug)£,{u)du. 

La preuve est similaire à celle du lemme 3.5. Pour c > co notons U{F)C — U(F)CQ 
le complémentaire de U(F)CQ dans U(F)c. Il existe co tel que pour tout c > CQ et tout 
u G U(F)C - U(F)C0, l'intégrale 

' A(F)nKf 
Ç(aua 1)da 

soit nulle. Choisissons un tel co, soit c > c0. Parce que A commute à, M et à, H C M, 
parce que Kf est distingué dans K et parce que fg est, comme / , biinvariante par 
Kf, on a l'égalité 

/0(0 1hug) = fg(g lha luag) 

pour tous g G M(F)K, h G H(F), a G n J^f. Alors 

(2) 
,U(F)C-U(F)CQ 

fg(g-lhug)ti{u) du = (mes(A(F) H Kf))-1 
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U(F)C-U(F)CQ . A(F)DKf 
fg(g 1ha 1uag)Ç(u) dadu. 

Cette expression est absolument convergente. On peut effectuer le changement de 
variable u i-» aг¿a_1 et l'expression ci-dessus devient 

(mes{A{F)nKf))-1 
U(F)C-U(F)CQ 

fg(g 1hug) 
A(F)C\KF 

c(aua 1)dadu. 

L'intégrale intérieure est nulle donc aussi le membre de gauche de (2). Cela suffit à 
prouver (1). 

Comme en 1.6, on fixe r G 0 et un élément Q G (P(L). Pour simplifier les notations, 
on pose 

tta = IndQ(rA) 

pour tout À G iuL F. On réalise toutes les représentations 7rA dans l'espace commun 
< # Q t . Fixons une base orthonormée $gf du sous-espace (^Q^T)Kf • Pour tout g G 
G (F), on a l'égalité 

fo (g) i CivO : i Ci V L,F -1 

e E B Kf o iB*LF 
ra(rA)(e, ir\(g )n\(f)e) dX. 

Soient c0 vérifiant (1), c > co, g G M(F)K et e G E^. D'après (1) et la définition 
6.2(1), on a l'égalité 

JL.ofaf, 9) itâg l p 1-1 
H(F)xU(F)c 

[e,p(h)e) 

e E BK fO i Ci* L, F 
m(rA)(7rA(a)e,7TA((M 1 g)-Kx{f)e)£(u) dXdudh. 

En changeant h et u en leurs inverses, on obtient 

JL, o(e , f, g) 
= ï&g : %UyL p -1 

fH(F)xU(F)c 
[p(h)e,e) 

e E Bkf o C* L, F 
m(rA ) (tta (#)e, tta (hug)TTx (/)e)£(u) dA d/i. 

Remarquons que, pour # fixé, on a une majoration 

^A(#)e, 7Tx{hug)7rx(f)e) EG(hu) 

pour tous A, Ai, u. Grâce à 4.3(4), on en déduit que lexpression ci-dessus est 
absolument convergente. On peut donc permuter les intégrales: 

JLAZJI 9) \%Ug : iULfF] 1-1 

AC* * 

ee<S0f 
*&LTF 

m(rA) 

'H(F)XU(F)C 
[p(h)e, e))(ir\(a)e, ?rA(hug)^x(f)e)Ç(u)du dh dX. 
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On reconnaît l'intégrale intérieure: c'est £nx,p,c(£ ® n*(9)ei £<g>7rA(<7)7rA(/)e). D'après 
le lemme 5.1, quitte à accroître co (en fait, la preuve de (1) montre que ce n'est pas 
nécessaire), c'est aussi £1VxA£ ® n\(9)eie ® n\(g)7r\(f)e). On obtient 

(3) JL,o(£if' 9) i Ci vo : i Ci VL, F -1 

e€<' iG* l,F 
ra(rA) 

£*xA£ ® n\(9)e, £ <g> 7rx(g)7rx(f)e)dX 

pour tout g G M(F)K. 
On peut écrire L et r comme en 5.3. C'est-à-dire que 

L = GLk, x x GLu x G 

et r = pi (g) • • • (g) fis (g) 7T. Si m(7r, p) = 0, on a aussi £%,p = 0 d'après la proposition 5.7 
et ̂ Tr̂ /o = 0 pour tout À d'après le lemme 5.3(ii). Posons m(0, p) = ra(7f,p). Alors 

(4) si m(0, p) = 0, JL,o(£, f,9) = 0 pour tout # G M{F)K et tout e G JE?P. 
Supposons désormais m(0,p) = 1. On fixe des familles (ej)j=i,...,nj (£j)j=i,...,m 

(e^)j=iv..5n, (ej)j=i,...jn, (<Pj)j=i,...,n vérifiant le lemme 5.3(iii). Soit N > 1. Pour 
À G ifâ£,F> # G M(F)K et e G ̂ Q ,t> considérons la somme 

Xx(e,g) = 

e E B k'g 
p 

£<KXA£ ® 7rA(̂ )e, ^ (g) 7rx(g)7TX(f)e). 

Supposons À en position générale. Alors 7rA est irréductible. Fixons un élément non 
nul lx G HomJff̂ (7ry\, p). Comme on l'a dit en 5.1, il existe un nombre complexe non 
nul ex tel que 

£nxA£' ® e;, e <8> e) = cA(e', /A(e))(/A(e'), 

pour tous £,£* G E'p, e,e' G ̂ Q , t - La propriété (iii) du lemme 5.3 s'écrit 

(5) 

j = l,...,n 

CA^(A)(4,/A(eJ))(/A(e^),^) = 1. 

On a 
X\(e,g) = cx 

e E B K'g p 

(e, h (TTA (g)*\ (f)e))(lx (n\ (g)e), £). 

L'élément lx(^x(g)^\{f)e) est invariant par pour tout e G ̂ Q>t. Alors 

h(n\(g)n\(f)e) •• 

E e BK'g 
p 

(e,lx(nx(g)irx(f)é))e, 

et 

XA(e,#) = c\(lx(n\(g)e),l\(n\(g)ir\(f)e)). 

On peut multiplier XA(e,#) par le membre de gauche de (5) et on obtient 

(6) Xx(e,g) 
j=l,...,n 

Yj (Y) Xx,j(e,g) , 

ASTÉRISQUE 346 



UNE FORMULE INTÉGRALE RELIÉE À LA CONJ. LOCALE DE GROSS-PRASAD 269 

où on a posé 

XXJ (e, g) = c\ (lx (TTA (g)e), h (*x (gUx (/)e) ) (s'j ,lA(e,)) (h ) , ej ) . 

Fixons j . Le produit de l'un des facteurs cx et des deux premiers produits scalaires 
est égal à 

£-KXAS'J ® n\(g)e, h(ir\(g)n\(f)e) 0 ej). 
Supposons g G M(F)K. En choisissant un entier co assez grand, on peut ici remplacer 
£<KX,P Par £nx,p,c pour tout c > CQ. Remarquons que Co est indépendant de À: cela 
résulte de la preuve du lemme 3.5. On a donc 

xKj(e>9) 
'H(F)U(F)C 

[p{h)ej, l\(TTA (g)7TX (f)e)) (TTx (g)e, TTx (hu)ej)cx (lx (e'j ), Sj )Ç(u)du dh 

pourvu que c > CQ. Dans l'intégrale, le produit de cx et des produits scalaires extrêmes 
est égal à £<KX,p{p(h)s'j ® eji£j ® ^xid^xif)6)- On peut encore remplacer £nx,p Par 
£nx P c pourvu que c > CQ. On obtient 

(?) X y, j (e,g) = 
H(F)U(F)C H(F)U(F)C 

7TA(#)e, 7rx(hu)ej)(p(h'h)e'j,ej) 

(e',, 7rA(/iV'g)7rx(f)e)Ç(u')Ç(u)du' dh1 du dh. 

On a 
(8) pour g fixé, cette expression est absolument convergente, uniformément en À. 
En effet, elle est majorée en valeur absolue par 

JH{F)U{F)C JH{F)U{F)C 
ZG(hu)ZH(tih)ZG{h'uf)duf dh' dudh 

qui est convergente d'après 4.3(5). 
On peut maintenant lever l'hypothèse que À est en position générale. Grâce à (8), 

la formule (7) définit une fonction C°° de À et l'égalité (6) se prolonge par continuité 
à tout À. Pour deux entiers c, d G N, et pour g G M(F)K, posons 

x\,j,c,c'(e,9) 
H(F)U(F)C 'H{F)U(F)C, 

Q(h)efj,ej)(nx(h,u,g)e, -KX(hu)ei) 

(CA,7rx(h u Q)7rx(f)e)t(u)du dh dudh. 

Comme (7), cette expression est absolument convergente. On a 
(9) il existe Co indépendant de AT et À tel que, si c > co et c' > co, alors XXj(e,g) = 

XXJ^(e,g) pour tout g G M(F)K. 
Pour a appartenant à un sous-groupe ouvert compact assez petit de A(F), le 

changement de variables u ema-1, u' i—> au'a~l dans la définition ci-dessus de 
x\,i,c,c'(e,g) revient à y remplacer £(w) par ^(aua'1). Comme dans la preuve de (1), 
on en déduit que, si c0 est assez grand, XXj^cf(e,g) ne dépend pas de c, pourvu que 
c > co- Pour c, c' > co, on a donc XXj^c'(e,g) = XXj^^c'. On peut remplacer c 
par c' dans la formule (7). Dans cette formule, effectuons le changement de variables 
h i—• h'~lh, u i—• h~1h'u'~1h'~1hu. Alors le membre de droite de (7) devient XXj}C^cf. 
Cela prouve (9). 
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En rassemblant l'égalité (2), la définition de X\(e,g), l'égalité (6) et la propriété 
(9), on obtient le résultat suivant. Rappelons que l'on a supposé ra(0, p) = 1. Il existe 
co tel que, pour tout N, tout g G M(F)K, tous c, cf tels que c > co, c' > co, on a 
l'égalité 

(10) 
e E B K g p 

JLASJ, 9) [ml •. mvLtF} -1 
e€0?/i=1'-'n 

i C* L F 
mVT\№j\X)X\,rcf(e,g) dA. 

On note JL,Q(@PI fid) Ie membre de droite de cette égalité, qui est défini pour tout 
g G M(F)K. 

6.4. Une première approximation. — D'après 6.2(3), 6.3(4) et 6.3(10), on a 
l'égalité 

J (θ p, f, g) 

Le£(Mmïn) 
IW^HW Î"1 

9eU2(L)rm(9,p) = l 

JL, (Op,f,g) , 

pour tout g G M(F)K. Par définition, JN(Op, f) est l'intégrale de J(0P, / , #)tt/v(<?) sur 
g G H(F)U(F)\G(F) ou, ce qui revient au même, l'intégrale de 
J(0o, f.m^KAfim^ôpim)-1 sur m G H(F)\M(F) et k e K. Donc 

(1) JN(0p,f) 
!H(F)\M{F) K L<E£(Mmin) 

I W ^ L I W ^ R 1 

0eu2(L)rm(9,p)=i 

JL,v(ÔPI f,mk)KN(mk)Sp(m) 1dkdm. 

Soient L G ̂ (Mmin) et Q G 112(1/)^ tel que m(0, p) = 1. On reprend les notations du 
paragraphe précédent. On fixe co vérifiant 6.3(9) et c > co- Pour tout entier C G N, 
posons 

JL,0,N,c(ôpif) = : iÏÏWLF -i 

c€<"'=1'-'n * L,F 

m (T Y) Ej (Y) 

H(F)U(F)C 
K<C\og(N) (hu) (p (h )4 , £j)Ç(u) 

JG{F) 

(7rx(g)e,7rx(hu)ej) 

(e'j, TTA (̂ )TTA (f)e)KN (g)dg du dh dX. 

Lemme. — (i) Cette expression est absolument convergente, 
(ii) II existe C tel que l'on ait la majoration 

JN (θp , f)-
L e L (M min) 

I W ^ L I W ^ R 1 

0en2(L)/,m(0,p) = l 
J W , c ( W ) l « ^ - 1 

pour tout entier N > 2. 
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Démonstration. — Soient L et Q comme avant l'énoncé. Notons JL,q,N,oo(^P^ f) 
l'expression obtenue en supprimant la fonction la<c\og(N) dans la définition de 
JL,q,N,C(OPJ)' Pour m G M (F)., keK,u,u' e U(F), h G H (F), A G iÏÏ*LyF, posons 

3>(ra, k, u, u', ft, À) iffirQ '. i ffl]^ p 1-1 

e E B K f j=1, ..., n 
™(ta)<P¿ (A) (p(hK-, )f (u) 

(n\(u,mk)e,n\(hu)ei)(e'j,7r\(ufmk)'7r\(f)e)K,N(mk)Sp(m) 1. 
L'expression JL,v,N,oo(^PI f) contient une intégrale sur G (F). On y décompose la 
variable # G G (F) en g = u'mk, avec w' G {/(.F), m G M (F), k e K. On obtient 
formellement l'égalité 

JL,Q,N,oo(0p,f) — 
i<aL,F M{F) ** H(F)U(F)C U(F) 

$(ra, fc, t¿, v!, ft, \)dv! du dh dk dm dX. 

Cette égalité est justifiée par 
(2) cette expression est absolument convergente. 
Les intégrales sur les ensembles compacts K et i tâ*L F sont insignifiantes. On a 

(3) $(m,k,u,u', ft, À) EH(h)EG(u-1h-1u,m)EG(ufm)KN(m)6p(m)-1. 

L'intégrale de cette fonction en m, u, u\ h est convergente d'après 4.3(6). Cela 
démontre (2). 

En appliquant la même procédure, on obtient 

JT. £) M n\0n* f) — 
G* l,f M(F) < K H(F)U(F)C - U(F) 

l<r<C\og(N)(hu) 

3>(ra, fc, u, u', ft, À)du' dt£ dft dfc dm dÀ, 

H(F)\M(F) 
JL,9,N(îimk)K>N(™>k)8p(m) 1dkdm = 

iG*L,F M (F) K 

'H(F)U(F)C U{F)C, 
3>(ra, A:, u, u\ ft, A)dw' dw dh dk dm dÀ, 

pourvu que d > CQ. Ces expressions sont absolument convergentes d'après ce que 
l'on vient de prouver. La convergence de la première est l'assertion (i) de l'énoncé. 
Pour prouver l'assertion (ii), il suffit d'après (1) de montrer que l'on peut choisir C 
tel que la différence entre les deux expressions ci-dessus soit essentiellement majorée 
par iV-1. D'après (3), cette différence est essentiellement majorée par la somme de 
l'intégrale 

M (F) H(F)U(F)C U(F)-U(F)C, 
lcT<c\oz(N)(hu)EH(h)EG(u xh Vra) 

EG (ufm)KN{m)ôp(m) 1du1dudh dm, 

où U(F) — U(F)C> est le complémentaire de U(F)C> dans U(F), et de l'intégrale 

M (F) H(F)U(F)C U{F)C, 
(1 - l<r<ciogw(fcti))SHWSG(^"1^"1^) 
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EG (u,m)KN(m)ôp(m) 1dv! dudhdm. 

Dans la première, on peut oublier le terme lcr<c\og(N)(hu). La relation 4.3(7) nous dit 
qu'il existe c\ tel que, si l'on prend c' = cilog(TV) + co, l'intégrale est essentiellement 
bornée par N~x. L'entier c' étant ainsi choisi, la relation 4.3(8) nous dit qu'il existe 
C2 tel que la seconde intégrale soit essentiellement majorée par iV_1 pourvu que 
Clog(iV) > C2(log(iV) + c'). On peut choisir C tel qu'il en soit ainsi pour tout N > 2. 
Cela achève la preuve. • 

On fixe désormais C vérifiant l'assertion (ii) du lemme précédent. Dans les 
paragraphes suivants et jusqu'en 6.9, on fixe L G £(Mm-m) et 9 G ÏI2(L)^ tel que 
ro(0,p) = l. 

6.5. Rappels sur les termes constants faibles des coefficients des représentations! 
tempérées. — Fixons un élément Pmin = Mm-mUmin G fl(Mmin). On note A 
l'ensemble de racines simples associé et ffipmin l'ensemble des ( G ^Mmin tels que 
a(C) — 0 P°ur tout a G A. On note Mmin(F)+ le sous-ensemble des m G Mmin(F) 
tels que HMmin(m) G Spmin.Soit Q\ = L\U\ G ̂ (M^) tel que Pmin c Q i . On note 
ALl le sous-ensemble de A associé au sous-groupe parabolique minimal Pmin fl Li de 
Li. Posons 

W{LX\G\L) = {s G WG]8Ls-1 C Li,Pmin nLi C sQs'1}. 

C'est un ensemble de représentants du quotient 

WLl\{s G WG>,sLs-x c LA. 

On identifie cet ensemble à un ensemble de représentants dans K. Pour s G 
W(L\\G\L), notons 7(5) : tâqT —> ̂ Q S - I , t l'opérateur défini par (/y(s)e)(k) = 
e(s~1k). Posons Qi}S = (L\ fl sQs~l)U\, Qi,s = (Li nsQs_1)£7i, où Ûi est le radical 
unipotent de Qi- Pour À G i&*L F, on définit les opérateurs: 

JQI.SÌSQ*-1 ((ST)S\) 0 7(5) : ^ Q , T - * ^Q1)S,ST 

et 
J Q1, s IsQs-1 ((ST) s Y o y(s) : KG Q,t KGQ1, s, st 

Posons Ki = K n Li(F). La restriction de K à Ki définit des homomorphismes 

K G Q1, s, st 

K L1 L1 U s Qs-1, st 

KG Q1; s; ST 
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Pour e' G ^ Q ^ S T et e E KG Q1, s, ST on pose 

(e', e) L1 

K1 
(e'(fci),e(ki))dfci, 

la mesure étant de masse totale 1. Pour e,e' G ̂ QjT, posons 

(e/,e)Ql?A = 

E W (L1I GIL) 

JQI,S\SQS-I((ST)SX) O 7(5)e/JA .ÄQa-i((sr)aA) o7(s)e)Ll. 

Lemme. Soient e, e' G r. 77 eztóe c > 0, R>0 et e > 0 tels que 

ÖQAm)1/2\(e'i*\(™)e) - (e/,7TA(m)e)Q1?A| 

SLl(m)a(m)Äsup{exp(-£o;(iJM1(m)));a G A — ALl} 

pour tout A G ÎÏÏL p et tout m G Mmin(F)+ vérifiant les conditions a(HMmin{'m)) > c 
pour tout a G A — ALl. 

Démonstration. — D'après un résultat de Casselman, on peut trouver c tel que, pour 
À et m comme dans l'énoncé, SQ1 (m)1/2(e/,7rA(m)e) soit égal au "terme constant" 
de (e/,7rA(m)e) au sens d'Harish-Chandra (cf. [16] corollaire 1.4.4; l'uniformité en 
À est expliquée en [16] 1.5). L'expression SQ1 (m)1/2(e/,7rA(m)e)QljA est le "terme 
constant faible" de (e;, 7rA(m)e), cf. [16] proposition V.l . l) . On doit donc prouver que 
la différence entre le terme constant et le terme constant faible vérifie la majoration 
indiquée. Cette différence est exactement une fonction notée m i—• (EQI/J^)^ (m) dans 
le lemme VI.2.3 de [16]. Ce lemme donne une majoration de cette fonction qui n'est 
pas tout-à-fait celle dont nous avons besoin. Il suffit de modifier sa démonstration. 
Notons simplement m i—> E\(m) notre fonction. D'après [16] VI.2(2), on peut trouver 
des réels c > 0 et R > 0 et un élément a G AL1 (F) fl Mmin(F)+ de sorte que l'on ait 
la majoration 

\Ex(anm)\ .2~nELl (m)a(m)R 

pour À et m comme dans l'énoncé et n G N. Cela étant, pour m comme dans l'énoncé, 
prenons pour n la partie entière du plus petit des nombres 

a(#Mmin(m)) -c 
a(#Mmi>)) + l 

pour a G A — ALl. Posons m' = a nm. Cet élément vérifie encore les conditions de 
l'énoncé. En appliquant la majoration ci-dessus à n et m', on obtient 

(i; Ex(m] 2-"HLl (m')a(m')R. 

Parce que a € AL, (F), ELl(m') = SLl(m). On a 

a(m') 7 (m) + a(a~n) a{m) + na(a), 

d'où 

2-n/2a{m')R « a{m)R. 
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D'autre part il existe e > 0 tel que 

2~n/2 < sup{exp(-ea(£rMl(m)));a € A - ALl}. 
Alors (1) entraîne la majoration cherchée. 

6.6. Changement de fonction de troncature. — Soit Y G Spmin. Comme 

en [6] paragraphe 3, on en déduit une famille 2/ = (XP')p'eg>(MMÏVL) de points de 
$MMIN> °Xui est (G, Mmin)-orthogonale et positive. On note £ H-> 0"Mmin(C> V) la 
fonction caractéristique de son enveloppe convexe. On note g \—> u(g,Y) la fonction 
caractéristique de l'ensemble des g G G (F) qui s'écrivent g = kmkf, où k,k' G 
m G Mmin(F), avec <7JTFMIN(HMmin, J/) = 1. Fixons e', G #gjT et une fonction y> sur 
*^L,F Î °XUE l'on suppose C00. Pour e G <#Q)T, G G (F) et À G iÏÏ*LiF, posons 

$(e,g,g',X) = (ir\(g)e, nx(g')e')(e", n\(9)n\(f)¿). 

Posons 

gN (g') iGuO: iGuL,F 1-1 

eE Bkfo eG* L,f 
m(rA)^(A) 

G(F) 
§(e,g,gf, X)KN(g)dg dX, 

*Y(9') = [iïïl:iïïlF}-1 
ee@gf ig*L,f 

m(T\)<p(\) 

G(F) 
§(e,g,g' ,X)u(g,Y)dgdX. 

Ces expressions sont absolument convergentes. Pour la seconde, c'est évident: les 
intégrales sont à support compact. Pour la première, pour e et g' fixés, on a une 
majoration 

№e,g,g',\)\ = G(g)2 

pour tous À, q. Or l'intégrale 

(1) 
G(F) 

KN(g)E^(gYdg 

est convergente d'après 4.3(2). 

Proposition. — Soit R un réel. Il existe des réels Ci,C2 > 0 tels que Von ait la 

majoration 

\*N(gf] <M</)I N-R 

pour tout N > 2, tout g' G G(F) tel que a(g') < Clog(AT) et tout Y G Spmin vérifiant 

les inégalités c\log(N) < a(Y) < c2N pour tout a G Amin. 

Démonstration. — Commençons par préciser le calcul de convergence que l'on a fait 
avant l'énoncé. On a 

(2) il existe Ri > 0 tel que 

*N(9') n r1 

pour tout N ; 2 et tout g' G G (F) tel que a(g') Glog(AT). 
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En effet, pour e G ̂ Q )T on a plus précisément la majoration 

Φ (e, g, g', y) EG(g^g)EG(g) 

pour tous À, g, g'. Grâce à 3.3(5), il existe R2 > 0 tel que 

EG(g'-lg) exp(R2a(g'))EG(g). 

Pour g' tel que a(q') < Clog(iV),on obtient 

|$(e,#,#',À) NCR*ZG(g)2. 

D'après 4.3(2), il existe R3 > 0 tel que l'intégrale (1) soit essentiellement majorée par 
N*3. On en déduit (2) avec #1 = CR2 + R3-

Définissons une fonction D sur Mmin(F)+ par 

D(m) = mes(KmK)mes(K fl Mmin(F))_1. 

D'après [16], on a une majoration D(m) Spmin(m). Pour toute fonction / ' G 
C C ° ° ( G ( F ) ) , on a l'égalité 

>G{F) 
f'(9)dg = 

K k Mmin(F) + 
D(m)f'(kimk2)dm dk\ dk2, 

cf. [6] (1.3). Pour tout Qi = L1U1 G ̂ (Mmin), la famille 2/ permet de définir des 
fonctions C aMmin(C'&) et C ̂  TQi(C - YQL) sur gMmin (cf.[6]; on a repris les 
définitions en [17] 10.3). On vérifie que l'égalité 

<rZ1-..AC,&)TQ1{C-YQl) = l 

entraîne 
(3) /3(C) > INF{A(Y);A G A} > 0 pour toute racine f3 de AMmin dans Ui. 
On a l'égalité 

Qi€̂ (Mmin) 

o Q1 Mmin (C, Y) T Q1 (C - YQ1 =1 

pour tout £. L'inégalité précédente entraîne que, pour Ç G îSpmin, seuls interviennent 
de façon non nulle les Qi contenant Pmin- C'est-à-dire que, pour ( G îSpmin, on a 
l'égalité 

QIE9 (Mm i n) 
)Pmin CQi 

^ . _ ( C , ^ ) r Q l ( C - i r Q i ) = i. 

Pour toute fonction / ' G C™(G(F)), on a donc l'égalité 

(4) 
'G(F) 

f'(a)da 
(Mmin) CQi K K ^min(i?) + 

/,(A:1mk2)^(m)^in(tfMmin (m), #)rQl (#Mmin (m) - YQl)dm dh dk2. 

Pour Qi G ̂ (Mmin) tel que Pmin C Qi, posons 

Φ N, Y q1 (g') i EVO : i Cvl, F i-i 
e E BKf in*LF 

m (Ty) e (Y) 
K . Mmin(F) + 
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3>(e, kimk2,gf, X)KN(kimk2) 

D(m)aMmin(HMmin(m), y)rQx (HMmin(m) - YQl)dm dh dk2 d\. 
En l'appliquant (4), on a l'égalité 

Φ N (g') 
Q1 E f ( Mmin), Pmin CQI 

®N,Y,QA9')' 

Considérons d'abord le sous-groupe parabolique Qi = G. Dans ce cas, pour g = 
k1mk2, avec kuk2 e K et m e Mmin(F)+, on a a^m.JiJMmin(ra), &)TG(HMrnin{m) -
1G) = 1 si et seulement si u(g,Y) — 1. On a donc 

Φ N, Y, G (g') i Cvo : i Ci VL, F I-1 
e E B K f o t8* 

m(rA)^(A) 

G(F) 
3>(e, o, Q', X)K/N(Q)U(Q, Y)dq dX. 

Montrons que 
(5) il existe c2 > 0 tel que, si a (y) < c2N pour tout a; G Amin, on a l'égalité 

u(g,Y)KN(g) = u(#,y) pour tout # G G(F). 
Ecrivons g — muk, avec m G M (F), u G et G If. On a KN(Q) = K>N(™>) 

et une majoration a (m) a(g). Par définition de la fonction Kjy, il existe C3 tel que 
la majoration cr(ra) < C3-/V entraîne KN(™<) = 1- On a d'autre part une majoration 
cr(<7) <C sup{a(y) ;a G A} pour tout g G G(F) tel que u(g, Y) = 1. La combinaison 
de ces propriétés entraîne (5). 

On déduit de (5) que, si Y vérifie les conditions de cette assertion, on a l'égalité 
®N,Y,G(g') = $Y(9') pour tout g'. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de 
trouver ci tel que, si Y vérifie les minorations de l'énoncé, on a la majoration 

(6) ®N,Y,Qi (9 ) N~R 

pour g comme dans l'énoncé et tout Q\ 7̂  G. 
On fixe désormais Qi = L\U\ G ^(Mmin) tel que Pmin C Qi et Qi ^ G. Pour 

simplifier la rédaction, on va considérer un réel c\ et supposer a(Y) > cilog(TV) pour 
tout a G A. On montrera que toutes les propriétés dont on a besoin sont vérifiées 
si ci est assez grand. Soient g' G G(F) tel que cr(g') < Clog(AT), ki,k2 G K et 
m G Mmin(F)+. On pose C = HMmin(m) et on suppose <T în(C, ^ T Q ^ Ç -YQl) = 1. 
Ecrivons g'~1k1 = k'-H'u', avec u' G Ui(F), V G ¿1 (F), k' G K. On a 

(7) si ci est assez grand, k2~1m~1ufmk2 appartient à Kf. 
Posons u' = exp(X'), avec X' G Ui(F) et fixons une norme |.| sur q(F). On a 

log(|X'|) < <r{v!) < a(g') < Clog(N). Il existe donc c4,c5 > 0 tels que 

logdra-1^'™!) c4log(A0 C5inf{P(Ç)',0 racine de AMMIN dans Ui}. 

Grâce à (3), m~lX'm est aussi petit que l'on veut pourvu que c\ soit assez grand. On 
peut en particulier imposer que m~lu'm = exp(m~1X'm) appartienne à Kf. Puisque 
Kf est distingué dans X, (7) en résulte. 
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Notons Mmin(F)Ll'+ l'ensemble des m1 G Mmin(F) tels que a(HMmin(m')) > 0 
pour tout a G ALl. Posons Kx = K D Li(F). L'élément l'm de l a (F) s'écrit / 'm = 
kzm'k^, avec fc3,&4 G K\ et m ' G Mmin(F)Ll'+. Posons (f = HMmin{fn')' On a 

(8) pour tout c > 0, m' appartient à Mmin(F)+ et vérifie a(Ç') > clog(N) pour 
tout a G A — ALl, pourvu que c\ soit assez grand. 

Soit a. Notons ua le sous-espace radiciel de umin associé à a. Il existe CQ, CJ > 0 tels 
que, pour tout élément non nul X G ua(F) et tout x G Mmin(F), on ait les inégalités 

(9) a HMmin(X). ce logl 
xXx-1] 

X 
a(HM.(x)) + c7. 

Supposons a G A — ALl, soit X un élément non nul de ua(F). On a m'Xm,~1 = 
k^1l'mk^1Xk4m~1lf~1ks. Puisque k± appartient à Li(F), k^1Xk^ appartient à 

Ui(F). En utilisant (9) pour m, on voit qu'il existe des constantes es, cg, cio > 0 telles 
que l'on ait l'inégalité 

log(|m/Xm,-1| log(|X|) cb (l') 
i9Ínf{p(();l3 racine de AMmin dans m} - ci0. 

On a a(V) < <J(</) < Clog(TV). Grâce à (3), on a donc 

\og(\mfXm,-1\) • log X) *oa(N) ci 

pourvu que c\ soit assez grand. Alors (9) entraîne la minoration cherchée de 
En particulier OJ(C') > 0. Puisque l'on a aussi a((f) > 0 pour a G A^1 par définition 
de m', on a bien m' G Mmin(F)+. Cela prouve (8). 

Pour tout À et tout e G , on a l'égalité 

$(e, kimk2,gf, A (n\(l u mk2)e, K\\k)e) (Ry(k1 -1) 3" n\(mk2)7rx(f)e). 

Grâce à (7), on peut supprimer u' de cette expression pourvu que c\ soit assez grand. 
On obtient 

$(e, k\mk2, q , À 7T\(m k±k2i e,7TA A/g k )c (̂ (fcr1: dfd 7rA(^2)7rA(/)e). 

Posons 

<&w{e,kimk2,g , A) VA(m fc4fc2)e,7rA(fc3 )e ) 
3i,A 

(ry (K1-1) e" ry(mk2) rj(f)e)Q1,y. 

Le lemme 6.5 affirme l'existence de réels R± > 0 et e > 0 tels que la valeur absolue de 
la différence 

§(e,kimk2,g',X) - $w(e,k1mk2,g', A) 

soit bornee par la somme de 

iQl(m,)-1/2SLl(m,)(T(m,)il48up{exp(-ea(C,);a € A - ALl}|(7rA(/cr1)e,,,7rA(mfc2)7rA(/)e)| 
et de 

6G1 (m') -1/2 n(\(m,k±k2) 'e,7rA| ̂ 3 ^ ) ̂  QI,A|*QI< m)-l/2SLi(m) 
o-(m)ñ4sup{exp(-£o;(C);a G A — ALl} 

On sait qu'il existe i?5 > 0 tel que SQl (x)~1/2ELl (x) < EG(x)<r(x)R* pour tout 
# G Mmin(F)+. D'autre part, £G(ra') = EG(l'm). En utilisant (8), on voit qu'il existe 
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RQ > 0 tel que, pour tout c > 0, les expressions ci-dessus soient essentiellement 
majorées par 

N-cZG(ïm)ZG(m)a(l')R6v(m)R6 
pourvu que c\ soit assez grand. Définissons des termes $;v,y,Qi,™(e,gf,A) et 
®N,Y,Q1,w(g') en remplaçant $(e,kimk2,g',A) par $w(e,kimk2,g',\) dans les 
définitions de $;V,Y,QI (e, A) et $JV,Y,QI(SO- Si on oublie le facteur N~c de la 
majoration ci-dessus, le même calcul qu'en (2) montre l'existence de R7 > 0 tel que 

\*N.Y.O. (</) " *N.Y.O,.w(a')\ < NR\ 

En réintroduisant le facteur iV_c, on voit que, pour tout c > 0, la différence ci-dessus 
est essentiellement majorée par N~c pourvu que c\ soit assez grand. Pour prouver 
(6), il suffit donc de prouver la majoration 

\$N,Y,QiA9f) N~R. 

On poursuit le calcul précédent, avec les mêmes notations. D'après la définition de 
6.5, on peut décomposer &w(e, kimk2, g', A) en 

s1,s2eW{L1\G\L) 
$SuS2(e,k1mk2,g', A) 

où 

<&Sl,s2{e,kimk2,gf, A) = 

( JQ1(S1 \s.Qs-1 ((S1T)*IA) 0 7(*l) 0 7TA(m,fc4fc2)c, JQl ^ |SlQs;-i (5ir)SlA)o7(Sl)o7rA(fc3-1fc,)e,)Ll 

( JQ1(S1 \s.Qs-1 ((S1T)*IA) 0 7(*l) 0 7TA(m,fc4fc2)c, JQl ty |SlQs;-i S2T)S2A) O 7(52) o 7rx(mk2)7:x{f)e)Ll. 

Cette définition n'a bien sûr de sens que "presque partout" en À, les opérateurs 
d'entrelacement pouvant avoir des pôles. Au moins formellement, on peut décomposer 
de même &N,Y,QI,W(9') en somme de termes &N,Y,Q1,S1,S2(#')• H y a un problème de 
convergence à cause des pôles des opérateurs d'entrelacement. L'assertion suivante va 
résoudre ce problème. Soient Si,s2 G W(Li\G\L). Montrons que 

(10) pour e fixé, la fonction m(T\)<&SliS2(e, k\mk2,g', A) est une combinaison 
linéaire de fonctions qui sont elles-mêmes des produits 

/i(ra' , A)/2(m, A)/3(fei, fc2, *3, k4, k')f4(\), 

où: 

/i(m',A) SQl(mT1/2 (Indf'1 ^ _! SiT)SlA,m'K>ei) 

pour des éléments e1 et e'1 de KL1L1MS1 QS1-1,S1T.; 

/2(m)A) = ^1(m)-V2(e^Ind^ns2Qs_1 52T)S2A,m)e2) 

pour des éléments e2 et e'0 de Lins2Qs71>S2T ' 
/3 est une fonction localement constante des variables &i, k2, £3, k± et fc'; 
/4 est une fonction C°° de A. 
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Fixons un sous-groupe ouvert compact K0 de K, distingué dans K, inclus dans 

Kf et tel que e, e' et e" soient invariants par KQ. Fixons des bases 25, resp. $ 1 , $ 1 , 
$ 2 , des sous-espaces des éléments invariants par K0 dans ^ Q , t , resp. rfCqi aijSlT, 

KGQ1,s1,s1t KGQ1,2s,S QL,s2>s2T* Considérons par exemple le terme 

JQi,S2\s2Qs21 ((s2T)s2\)o~/(s2) 0 7rx(mk2)7rx(f)e 

qui intervient dans la définition de 3>Sl>S2(e, kimk2,g', A). D'après les propriétés 
d'entrelacement de nos opérateurs, il est égal à 

Indg i s2T)S2\,m ° JQi,s2\s2Qs~1 {{S2T)S2X) OI(S2) o7rx(k2)irx(f)e. 

On peut remplacer /K\{k2)-Kx{f)e par son expression dans la base 25. Les coefficients 
sont combinaisons linéaires de produits d'une fonction localement constante en 
k2 et d'une fonction C°° en À. Pour tout b G 25, on peut ensuite remplacer 
Jqi s \S2QS-1((S2T)S2X) O 7(52)6 par son expression dans la base CB2. Les coefficients 
sont des fonctions de A de la forme 

JQi,s2\s2Qs~1 (s2r)S2x)o^(s2)b) 

où b G 25, b2 G CB2. Notons JQI S (À ) une telle fonction. En appliquant le même 
calcul aux autres termes, l'expression m(r,x)$Sl}S2(e,&im&2,</, A) apparaît comme 
une combinaison linéaire de fonctions qui sont produits de fonctions des deux derniers 
types de l'assertion et de fonctions des types 

— une fonction ( Ind^ ((SIT)SIA, rn')bi, bi)Ll où b\ G 25i, 61 G $ 1 ; 

— une fonction (62, ( Ind^ 32 ((S2T)S2A, ra)62)Ll OÙ b2 G $ 2 , &2 G 252; 

— une fonction m(rA)JQ (A)JQ1)S2 (A)j<5i (A)jQl >SI (A); 

Considérons le premier type ci-dessus. Notons e[, resp. ei, la restriction de 61, resp. 
61, à Ki. Ce sont des éléments de CKLTX ̂  „ _I . E n explicitant les définitions, on 

voit que, pour tout x G Li(F) , a fortiori pour x G Mmin(F), on a l'égalité 

( I n d Ç ^ t t a i T ^ A , * ) ^ ! ) * ' «5Ql ( ^ " ^ ( I n d j ; a_x ((Slr)Sl A, x)e'l5 ei). 

La fonction du premier type ci-dessus est donc aussi du premier type de l'assertion 
(10). De même pour les fonctions du deuxième type. Reste celles du troisième type 
ci-dessus. Or la démonstration du corollaire V.2.3 de [16] s'applique à ces fonctions 
et montre qu'elles sont des restrictions à i WL F de fonctions rationnelles sur ( "€tL ®R 
Q A ^ L . F Î holomorphes au voisinage de iÏÏ*L F. Ces fonctions sont donc du quatrième 
type de l'assertion (10). Cela démontre cette assertion. 

A l'aide de (10), on voit que l'expression qui définit ^N,Y,Qi,s1,s2(g/) est absolument 
convergente: puisqu'il n'y a pas de singularité en A, il suffit de reprendre la preuve 
déià faite pour $N(Q'). On a alors 

$NX,Qi,w(g') = 
si.soGW(Li\G\L) 

JQi,s2\s2Qs~1 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



280 J.-L. WALDSPURGER 

Il suffit de prouver que, pour tous si, S2, on a une majoration 

,Y,Q1,s1,s2 N~R. 

Fixons 5i,S2- Posons s = S1S2 . Supposons d'abord vérifiée l'hypothèse 
(Hyp) il n'existe pas de sous-groupe parabolique Q2 = L2U2 € &Mmin tel que 

Qi C Q2 7̂  G et que s fixe tout point de UL2-
Dans ce cas, introduisons une fonction 

^N,Y,QlìSlìs2(g ) 
lA*L.F 

/4(A) 
K K * MMIN(F) + 

fi(ra', A)/2(m, A)/3(fei, k2, k3, fe4, *0 

D(m)^iv(/cimA:2)^Mmin^' ^)rQi(C ~ *Qi)dm d*i dfc2 dA 
où /1, /2, /3 et /4 vérifient les conditions de l'assertion (10). Cette assertion nous dit 
que $n,y,Q1,S1,82(9') est combinaison linéaire de fonctions de ce type. On va majorer 
\i&N,Y,Q1,s1,s2{g')\' Pour tout x G L\(F), on choisit des éléments lSl(x) ^ siL(F)s^1, 
uSl(x) G Li(F) D siUq(F)s^1 et fcSl(#) G i f i de sorte que x = Z S l ( a ; ) i A S l ( x ) . 
On a l'égalité 

A K , A ) 
k1 

/{(m',x)exp(-(5iA)(ffLinaig -1 (zra')))da;, 

où 

/ { ( m ' , a:) = <5Ql (m ' ) -1 /2 ( ( s i r ) ( /S l (xm'))(e'1(fcSl ( m ' ) ) ) , ex ( x ) ) ^ n s i Q s i (Jai {xm'))l'\ 

Le produit scalaire figurant dans cette expression est celui de deux éléments de ESlT — 
ET. On écrit /2 (m, À) de la même façon et on obtient 

^N,Y,Qi,si,s2 (</) 
K K Mmin(F) + K k1 

h(ki,k2, k3, fc4, k')D(m)KN(kimk2) 

aMmin (C» y)TQi (C - ^Qi )/i On', a?)/2(m> î/)/s(^m'> 2/m)dy ̂  dm dfei dk2 
où 

fzixm1,ym) = 
iA*iL,F 

/4(А)ехр(-(ваЛ) {Hb^QsAxm')) + M(HLina2Q-í(ym)))d\. 

Par le changement de variable A i-> Si ^ , on a 

fb(xm',ym) = 
iK1LS1,F 

f4(s11\)exp(-\(((xm',ym)))d\, 

où 
Ç(xm',ym) HL1ns1Qs71(xrn')) S(HLlns2Qs-^ym))' 

On suppose toujours, comme il est loisible, que m vérifie la relation cr^1 . (£, y)rQx (£— 
Y Q J = 1. Munissons $MMIN d'une norme euclidienne |.| invariante par l'action de WG. 
Montrons que 

( 1 1 ) on a la minoration 
\Ç(xm\ym)\ log IN) 
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pour tous x, y G Ki pourvu que ci soit assez grand. 
Posons Ç(xmf) = Hpm.n(xm'), (^(ym) = Hpinin(ym). Rappelons que, par définition 

de W(Li\G\L), on a LinPmin C Lif ls iQs^1, LinPmin C L i f ï ^ Q s ^ 1 . 0 n en déduit 
que 

Ç(xm',ym) = (((xm') - s((ym))SiL -i, 

où, comme toujours, C" ssiLs~1 désigne la projection orthogonale de «Mmin sur 

gs1Ls, -1 Il suffit de minorer (E(xm') s((ym))Ll Parce que x, y G Ki et k^m'k^ 

ïm, avec «3, «4 G Äi, on a les égalités 

C(zm')Li C L CL, +HL1(l') C(ym)Ll Hl1(l) 

Puisque cr(Z') < a (g') < Clog(iV), on a la majoration \HLl(lf)\ < log(JV). Il nous 
suffit de montrer que, pour tout c > 0, on a la minoration 

(((ym) - s((ym))Ll\ clog(iV) 

pourvu que Ci soit assez grand. Soit c > 0. Le même calcul qu'en (8) montre que l'on 
a une majoration 

ß(C(ym)) clog(iV) 

pour toute racine ß de ÄMmin dans Ui, pourvu que c\ soit assez grand. A fortiori 
ß{C,{ym)) > 0. Introduisons un élément P'in € ^(Mmin) tel que Ç{ym) e ffît,, . La 
relation précédente entraîne que P^in c Qi- Notons A7 la base de racines simples 
associée à P în» (A')Ll le sous-ensemble associé à Li D P4in> G A'} l'ensemble 
de coracines associé à A', et {wa; a G A7} la base de fâMmin duale de A'. Ecrivons 

Ç(ym) 
aGA' 

a(C(ym))w 

Tous les coefficients sont positifs ou nuls. On a 

C(ym) s({ym))Ll 
a C A' 

a(Ç(ym))(wa - svoa)L,. 

On sait que, pour tout a G A', wa — swa est combinaison linéaire à coefficients 
positifs ou nuls de coracines $ pour /3 G A'. Donc (wa — SW(X)L1 appartient au cône 
fermé engendré par les $Ll pour /3 G A7 — (A/)Ll. Si a G A' - (A')Ll, l'élément 
(wa, — smn)L, n'est pas nul. En effet, s'il l'était, on aurait 

{swa)Ll (Ba) L1 Wa. 

Puisque est de même norme que wa, cela entraînerait 

(C(ym) - sC(ym))L1 
Mais cette égalité est interdite par l'hypothèse (Hyp), d'où la conclusion. Des 
propriétés ci-dessus résulte une minoration 

(C(ym) - sÇ(ym))Ll 

a CA'-(A)L1 

a{Ç{ym)] 
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Mais on a dit ci-dessus que a(Ç(ym)) > clog(N) pour tous les a qui interviennent ici. 
La minoration cherchée en résulte, d'où (11). 

La fonction /5 est la transformée de Fourier d'une fonction C°° évaluée en 
^(xmf ,ym). Elle est donc à décroissance rapide en cette variable. Grâce à (11), pour 
tout entier D > 0, on a une majoration 

\f5(xm',ym) N~D 

pourvu que ci soit assez grand. On a aussi 

W N,y,Q1q1,q2(g') N -D 
'K K Mmin(F) + k1 k1 

D(m)K^(k\mk2) 

^ L „ ( C , 3 / ) T g i ( < - r Q l ) f[(m',x)f2(m,y)\dy dx dm dki dk2. 

On a 
l/2(^»2/) * <*Qi (m)_1/2^L!nS2Qs-1 ^S2(ym))1/2'E'S2Ls*1 (ls2(ym)). 

D'après [16] lemmes IL 1.6 et II. 1.1, on en déduit l'existence d'un réel Rg > 0 tel que 

k1 
\f'2(m,y)\dy « ôQl(m)-1/2ZLl(rn) « EG{m)a{m)R*. 

On a une majoration analogue pour la fonction fi (m', x) et on obtient une majoration 

\^N,YìQl,Slìs2(9f)\ N-D 
JK K . Mmin(F) + 

D(m)KN(kimk2) 

EG(ïm)EG(m)a{l'm)R8(j(m)R8 dmdkx dk2. 

On a déjà majoré une intégrale de ce type: il existe RQ > 0 tel qu'elle soit 
essentiellement majorée par iV^9. En tenant compte du facteur N~D et en se 
rappelant que D est quelconque, on obtient 

\^N,Y,Q1,sus2(g,)\ y-R 

pourvu que C\ soit assez grand. G est ce que Ion voulait démontrer. 
Supposons maintenant que l'hypothèse (Hyp) n'est pas vérifiée. Dans ce cas, on va 

montrer que $N,Y,Q1,s1,s2(gf) = 0. En se rappelant la définition de ce terme, on voit 
qu'il suffit de prouver que l'assertion suivante est vérifiée: 

(12) soient À G iîÉl*LF, m G Mmin(F)+ et ki,k2 G K; alors 

***** 

$Sl,S2(e, k1mk2,g\ A) = 0. 

Notons X(X) la somme ci-dessus. C'est une fonction méromorphe en A (plus 
exactement, c'est la restriction à iK6tL F d'une fonction méromorphe sur (U*L ®R 
C)/iHyL F). Il suffit de montrer qu'elle est nulle pour presque tout A. On peut donc 
supposer que tous les opérateurs d'entrelacement qui vont intervenir n'ont pas de 
pôles en A et sont inversibles. Revenons à la définition de $SljS2(e, k\mk2,g', A). On 
a une égalité 

<&s,.so{e,k1mk2,g'\) = 
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(JQ1,s1|S1Qs1((s1t) s1)oy(S1) o 7T\(m,k4:k2)e,ei)Ll 

e2' JQi,s2 Ms'1 ((52T)S2A) O 7(S2) O 7TX(mk2)7rx(f)e)Ll, 

où ei G rtQltaiiair et e2 G ^Qla2,S2T. On a 7rA(fc2)7rA(/)e = 7rA(/')7rA(fc2)e, où 

/ ' = **/. Posons BKs = {7rA(/c2)e;e G BKf o} C'est encore une base orthonormée 

de (^QT)Kf et on a 

X(X) = 
e WB Kf 

JQ1)S1 Ma-1 ((SIT)^IA) 0 7 ( « i ) 0 7rA(ra'fc4)e, ei)Ll 

^e2' JQi,s2 |«2g«A1 ((52^)S2A) O 7(^2) o 7rA(ra)7rA(/')e)Ll. 

Il existe une fonction ji (À) qui est méromorphe, au même sens que ci-dessus, telle que 

OL ISL US. JQI)S1 ISQI.s^-1 ( M * A ) 0 7 W 0 JQI S2,,AQ -1 ((52r)S2A) O 7(S2). 

L'ensemble 

{JQ1,S2\s2Qs-1((s2r)s2x) o-r(s2)e;e e ^ '} 

est une base de KGQ1,s2,s2t Les propriétés d'adjonction et de composition des 
opérateurs d'entrelacement entraîne qu'elle est orthogonale et que tous ses éléments 
ont la même norme. Notons j2(X) cette norme et divisons tout élément de cette base 
par y/j2~W- On obtient une base orthonormée de (KGQ1,s2,S2t) s S2T)Kf que l'on note $ff-

On a légalité 

X(X)=j1(X)j2(X) 

e CBKf 

JQi,31 \sQ!,s2s-i((SIT)*IA) 0 7(5) o Ind<5i S {{S2T)S2X, ra'k4)e, ex)Ll 

(e2, Indg ((«2r).aA,m)Ind§iia ((s2r)S2A, f')e) L1. 

A ce point, le sous-groupe parabolique Q = LUQ n'intervient plus (sauf via les 
fonctions ji et j2). Pour simplifier les notations, on peut supposer s2 = 1 et Q = <2i,s2-
Auquel cas s\ = s et l'expression précédente se simplifie en 

X(\)=j1(X)j2(X) 
e EB Kf 

Jôi a\SQs-i((ST)sx) 07(5) o7rA(ra'fc4)e, ei)Ll 

(e2,7rA(m)7TA(/,)e)Ll. 

Puisque l'hypothèse (Hyp) n'est pas vérifiée, on peut fixer un sous-groupe parabolique 

Q' = L'JJ' G ^(Mmin) tel que Qi C Qf ^ G et s fixe tout élément de UL>. Cela 

entraîne s G VFL . On a Q c Q i C 0'> donc aussi Qi,s C Q'. Introduisons les espaces 

^L'HQ,T et ^ z / n Q i S ST' On dispose de l'opérateur 

4û la |L 'n^- i (HA)07W KL'L' Q,t 
^L'nQi.a.AR-
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Posons 7T' Ind l'Ln q(ty) et réalisons cette représentation dans ^ n Q , r ' pour e G 

rfCQ,tVi, posons 

bAe) = So'(m,kA)-1/2 

k1 
(•#n& .IL™,.-*((«"W r'(m'fc4)(e(l)))(x). 

7r'(m'fc4)(e(l)))(x). 
df 

>(x),(7r,(m)(c(l)))(a:))dx. 

Expliquons par exemple la signification de 

(•#n& . IL™, . -* ( («"W 0 7(-) o 7r'(m'fc4)(e(l)))(x). 

On évalue e au point 1. On obtient un élément e(l) de ^i/nQ,r- On applique 
successivement à cet élément les opérateurs ir'{mrk4) (notons que m!k4 G Li(F) C 
L'(F)) puis nQi^lL'nsQs-1 ((sr)*A) ° 7(s)- On obtient un élément de <#jr,/nQ1)fl,5r> 
que Ton évalue au point a; G ifi C K D L'{F). Définissons une forme sesquilinéaire B 

sur KGQ',r' par 

^(e, ,e) = 61(e>2(e). 

Identifions kGQ,t à KGQ,r' Modulo cette identification, on a les égalités 

(e2,7rA(m)e)Ll = 62(e), 

(JQi,s|^-i((5T)^)o7(s)°7rA(m/A:4)e,ei) 1 = &i(e), 

pour tout e e kGQ',r' Alors 

* (A) = j1(A)j2(A)traceB(Indg,(7r', / ')) . 

Comme / , la fonction / ' est très cuspidale. Puisque &i(e) et fr2(e) ne dépendent que 
de e(l), la forme B vérifie la condition (3) de 2.1. Le lemme de ce paragraphe entraîne 
X{\) = 0. Cela prouve (12) et achève la preuve de la proposition. • 

6.7. Utilisation des calculs spectraux d'Arthur. — Les données sont les 

mêmes que dans le paragraphe précédent. Pour tout e > 0, on note ©(e) l'ensemble 
des éléments Y G îSpmin tels que 

i n f { a ( y ) ; a G A } > £ s u p { a ( F ) ; a G A' 

Pour V G £{L) et t G WL (L)reg, notons A@(t) l'ensemble des À G %U\ tels que 
t(r\) ~ T\. Cet ensemble est stable par translation par iîS^ F + iÏÏ*L,. L'ensemble 
des orbites est fini. Soit À un élément de cet ensemble. Arthur définit en [6] p.87 
un signe, qu'il note e^(t) et que nous notons sTx(t). Sa définition ne nous importe 
pas. Il ne dépend que de l'orbite de À. On dispose de l'opérateur i?Q(£,TA) de ̂ Q J T . 
Soit Q' = VU' G $>(V). Posons Q(Q') = (1/ n Q)U'. C'est un élément de P(L). 
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Définissons sur i(€tL, une fonction v i—• JQ'(t,À,i/) et, pour g' G G(F) , une fonction 
v i—• CÎQ/ (t, À, </, v) par 

iQ'(t,y,V) = 

ee<89f 
(E> ^Q(Q')IQ(TA) JQ(Q')IQ(TA+I/)JRQ(Î' RA)7RA(/)e), 

dQ>(t,\,g',v) = (JQ(Q')\Q{T\) 1 jQ{Q>)\Q{Tx^)RQ{t,TX)en ^x{g')e') 

(e et e sont fixés comme dans le paragraphe précédent). Les opérateurs d'entrelacement| 
peuvent avoir des pôles, mais, au moins pour À dans un ouvert dense de Jig(t), les 
fonctions ci-dessus sont bien définies pour v proche de 0. Nous utiliserons une 
troisième fonction v i-> CQ<(V)\ c'est celle qui est notée CQ,{V) en [6] (12.12). 
Il nous est inutile de rappeler sa définition. Les trois familles de fonctions 

(JQ'(t, A))Q,€^(L,), №?'(*, A,#'))Q'<E<?(!/) et (cQ')Q'eP{L') sont des (G,L;)-familles. 
De plus CQ/(0) = 1 pour tout Qf. Posons {jdc)Q>(t, A, #') = JQ/(t, X)dç'(t, X,g')cQ>. La 
famille ((jdc)Q'(t, A, ^ / ) ) Q / G ^ ( L / ) est encore une (G, L')-famille, à laquelle on associe 
un nombre (jdc)L>(t, A, </). Admettons un instant que ce nombre soit fonction C°° de 
À. Rappelons par ailleurs que, puisque t G WL (L)Teg, l'opérateur t — 1 sur HL/'&L' 
est inversible et a donc un déterminant dét(£ — l)gr /gr. non nul. Posons 

7r'(m'fc4)(e(l)))(x). 
L'G£(L) tGW '̂(L)reg AGApW/ii^^+iS*,) 

^ W l d é t i t - l ) ^ / ^ ! - 1 

i Q*L',F 
;dc)i,' (i, A -h /i, # 'MA + M ) ^ -

Proposition. — (i) Pour tout L' G £{L), la fonction X i—> (jdc)L'(t, X, g') est C°°. 
(ii) Soit e > 0 et R > 1 im entier. On a une majoration 

M < / ) - < № l 7r'(m'fc4)(e(l)))(x). 
pour íotií G G ( F ) e¿ íouí F G 0 ( e ) fi SMmin,F. 

Démonstration. — Fixons £ et P . Oublions d'abord c'est-à-dire supposons g1 — 1. 
Supposons aussi que la fonction y? est constante de valeur 1. Dans [6] p.69, Arthur 
étudie une expression qu'il note KT(f). C'est une somme sur M G £(Mmin), a G 
{Ü2(M(F))} d'expressions qui sont des intégrales sur x G(F). Dans le cas où 
le T d'Arthur est notre Y et où le couple (M, a) d'Arthur est égal à notre couple 
(L,r) , cette expression est presque notre terme 3>y(l). Plus précisément, notre terme 
dépend d'éléments fixés e', e" et le terme d'Arthur est égal à la somme de nos termes 
3>Y(1) associés à un nombre fini de couples (e',e"). Dans [6], proposition 11.3, p.88, 
figure une expression J(f). C'est une somme sur les couples (M, a) comme ci-dessus 
d'expressions qui, pour le couple (M, a) = (L,r), sont presqu'égales à notre terme 
3>(1). Plus exactement, ce terme est la somme de termes $(1) associés aux mêmes 
couples (e',e") que ci-dessus. Arthur démontre en [6] corollaire 10.4 que les fonctions 
A h-> (jcd)Lf(t,X, 1) sont G°° . Entre les pages 69 et 88 de [6], il démontre le résultat 
suivant. Il existe une fonction T »—• JT(f) qui vérifie les trois conditions 
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(1) il existe un entier D > 1 et, pour tout £ G è^Mmin,F) ^Mmin,F, un polynôme 
T i—> qtiT). de sorte que JT(f) «e(èSMmin,F)/ÎSMmln,F exp(£(T))^(T) pour tout 

§T C Ammin f; 
(2) J(f) = qo(0); 
(3) on a une majoration | i f T ( / ) - JT(f)\ < | T | - f l pour tout T G 2)(e) fl ÏÏM^F-
Cf. la preuve du lemme 11.1 de [6]. En inspectant la preuve, on voit d'une part 

que la somme sur les couples (M, a) ne sert à rien dans ce passage: la preuve se fait 
terme par terme. D'autre part sommer sur un ensemble fini de couples (e', e") ne sert 
à rien non plus, la même preuve s'applique pour chaque couple. En revenant à nos 
notations, cette preuve montre donc qu'il existe une fonction Y \-> $>Y sur SMm i n,F> 
de la forme 

(4) Q Y 

«e(i>SMmin,F)/SMmin,F 
exp(£(y)W(n 

telle que $(1) = qo(0) et telle que l'on ait une majoration 

(5) Q Y(1) -Qy Y\-R 

pour tout Y e 1)(e) n « M m i n , F - Montrons qu'en fait 
(6) qo est constant et q% = 0 si £ ̂  0. 
Remarquons que, pour Y € 2)(e), on a des majorations 

Y s u p { a ( y ) ; a G A} < \Y\ 

On peut donc remplacer sup{a(Y);a G A} par \Y\ dans l'énoncé de la proposition 
6.6. Fixons ci et C2 vérifiant cet énoncé modifié. Soit Y G 0 ( e ) fl SM m i n ,F- Notons 
Ny la partie entière de 2c 2~

1 |F| + 1. Si \Y\ est assez grand, le couple (Ny,Y) vérifie 
les conditions de la proposition 6.6. Plus généralement, il en est de même du couple 
(TVy, Y') pour tout Y' G 2)(e) fl S M m i n tel que \Y - Y'\ < \Y\/2. Pour un tel Y\ on 
a donc 

|*y,(l)-*y(l) |*y,(l)-**y(l)| *^(l)-$y(l) 7Vy*<C \Y\-R. 
En appliquant (5), on a aussi 

Q Y'-qY Y\-R. 

Si Y i—> 3>y ne vérifie pas (6), c'est-à-dire n'est pas constante, on peut fixer YQ É 
^MMIN,F tel que la fonction F i—• $ y + y ° — $ y soit non nulle. Cette fonction est encon 
de la forme (4). Pour Y assez grand, le point Y' = Y+ Y0 vérifie | y - y ' | < \Y\/2. U 
fonction est donc essentiellement majorée par | ^ | _ j R . Mais une fonction de la forme 
(4) ne peut vérifier cette majoration que si elle est nulle. Cela contredit le choix d( 
y 0 , d'où (6). 

Grâce à (6), on a $(1) = $ y et la majoration (5) est celle que l'on voulait prouver. 
Si (p n'est plus la fonction constante de valeur 1, on inspecte la preuve d'Arthur et 

on voit que l'on peut glisser la fonction (p tout le long de cette preuve. Le résultat est 
celui annoncé. Bien sûr, la constante qui se trouve implicitement dans la majoration 
de l'énoncé dépend de ip. Cela ne nous gêne pas pourvu que cp soit fixée mais, pour 

ASTÉRISQUE 346 



UNE FORMULE INTÉGRALE RELIÉE À LA CONJ. LOCALE DE GROSS-PRASAD 287 

la suite du raisonnement, précisons tout-de-même cette dépendance. Pour tout entier 
k > 0, fixons une base %k de l'espace des opérateurs différentiels sur iffi*L, à coefficients 
constants et de degré < k. Posons 

<p\k sup{|(Xy>)(A);Ae*BLF)IG %k\ 

Dans la preuve d'Arthur, les approximations interviennent à deux endroits. D'abord 
dans l'utilisation du théorème 8.1. Cette approximation porte uniquement sur 
l'intégrale intérieure sur G(F). Quand on intègre ensuite sur iÏÏ*LF, la constante 
implicite est simplement multipliée par \ip\o. Il y a ensuite les approximations de 
la page 80 qui se réfèrent elles-mêmes à [3], p. 1306,1307. D'après cette dernière 
référence, la constante implicite est de la forme 

sup{(^nZ)\Z\R: z e HL,F 

où \I> est une certaine fonction C°° sur iffî*L F indépendante de (p et (^(pj est 
la transformée de Fourier de ty(p. Comme on le sait bien, le terme ci-dessus est 
essentiellement borné par \<p\R. Finalement, la majoration de l'énoncé se précise en 

r * y ( l ) - * ( l ) C\v\R\Y \-R 

où c est indépendant de ip. 
Passons au cas général où g' est quelconque. Fixons un sous-groupe ouvert compact 

KQ de K tel que e" soit invariant par KQ. On utilise le fait que la fonction g \—> 
u(g,Y) est invariante à gauche par K (ce que n'était pas la fonction g i—> ftjv(#) des 
paragraphes précédents). Dans la définition de 3>y {g') donnée au début du paragraphe 
6.6, on remplace la variable g par kg et on intègre sur k G Ko, en divisant le tout 
par mes(ifo)- On obtient une expression analogue à 3>y(</), où le terme 7T\(g')ef est 
remplacé par 

mes (l^o ) 1 
K0 

n\(kg )e dk. 

Fixons une base orthonormée 
BK0 
O 

de KG 
Q,t 

Ko On peut encore remplacer le terme 
ci-dessus par 

co€<° 

eo,7TA(^)e/)eo-

Alors 3>y(</) est une somme de termes analogues ou le triplet (g',e',(p) est remplace 

par (l,e0, <£>')> on 
Y'(Y) y 7r'(m'fc4)(e(l)))(x). 

Une décomposition analogue vaut pour le terme $(g'). En utilisant la majoration (7), 
on voit que, pour obtenir la majoration de l'énoncé, il nous reste à prouver que l'on 
a une majoration 

<p'\ R r(9')RzG(g') 
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pour toute fonction (p' comme ci-dessus. Il suffit de prouver une majoration analogue 
pour la fonction <p"{\) = (eo,7T\(g')ef). On a 

u>"(X\ = 
K 

\(e0(k),T(lQ(kg'))e'(kQ(kg'))\SQ(lQ(k9'))1/2dk'))e'(kQ(kg'))\SQ(l 

Appliquer un opérateur différentiel X G %R revient à glisser dans l'intégrale un terme 
P(HQ(kg')), où P est un polynôme de degré < R . On a une majoration 

\HQ(kg')\ o{k9') = cr{g'). 

D où les majorations 

f"\ o (g)R) 
'K 

\(e0(k),T(lQ(kg'))e'(kQ(kg'))\SQ(lQ(k9'))1/2dk 

o (g')R 

K 
EL(lQ(kg'))ôQ(lQ(kg'))^2dk 

*(g')RZG(9') 
d'après [161 lemme IL 1.6. C'est ce que l'on voulait démontrer. 

6.8. Simplification de $(</)• — Pour V G £{L) et À G iffi*L, on définit les groupes 
WL'(TX), (WL'Y(rx) et RL\rx): ce sont les analogues de W(TX), W(TX) et R(rx) 
quand on remplace G par L'. Notons A g ell l'ensemble des À G i"€tL tels que R L (rx) fi 

WL'(L)TEG ^ 0 . Cet ensemble est stable par translations par i&L F + iYTL,. Soit À 

un élément de cet ensemble. On a (partiellement) décrit le groupe R L (rx) en 4.1. 

Notons R L (TX)W son groupe dual. La représentation Ind£,DQ(TX) se décompose en 

somme de sous-représentations irréductibles Ind^, nQ(rx, C) pour £ G RL' (rx)v. On a 
conformément la décomposition en somme orthogonale 

^LT\Q,T '))e'(kQ(kg'))\SQ(lkjdgk 

Fixons S' = L'U' G @{L') et, comme dans le paragraphe précédent, notons Q ( S ' ) = 
(L'C\Q)U' G fl(L). L'opérateur RQ(S')\Q(TX) est une isométrie de ^ Q , t sur tâQ(S,^T. 

D'autre part, ce dernier espace s'identifie à un espace de fonctions de K dans ^LfnQ,T-
La décomposition ci-dessus de cet espace induit une décomposition orthogonale 

(i) '))e'(kQ(kg' : ®çeRL'(L)rtQ(S'),TX,c 

Notons projA A la projection de ^Q(S'),T SU] kQ(kg'))\SQ(l Remarquons que ces sous-
espaces et ces projections ne dépendent que de l'orbite de À. Rappelons d'autre part 
que l'on note la dimension de $£,/. 

Lemme. — Pour tout g' G G (F), on a V égalité 

'))e'(kQ(kg')) '))e'(kQ(k\SQ(l 1-1 

L'e£(L) 

(-1)"*' 

^Aj;elI/(<82,F+*8I/) 

RL\TX)\2AL'-AL 
CGi?L'(rA)v 
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%UL>,F 

PR°JA,c ° ^ Q ( ^ ) I Q ( r A + ^ ) e , / , p r o j A 5 C o RQ(S>)\Q(TX+») O I n d Q ( r A + / x , g')e') 

'))e'(kQ(kg'))\SQ(l'))e'(kQ(kg'))\SQ(l 

Démonstration. — Fixons V G £(L), t G WL (L)reg et À G A#(£). Considérons 
le terme (jdc)z/(£, A, g'). On commence par remplacer, dans les définitions des 
(G, L')-familles {JQ>{t, A ) ) Q / € ^ L / ) et (C/Q>(£, A , ^ / ) ) Q / g ^ ( L / ) , les opérateurs d'entrelacement| 
par des opérateurs normalisés. Cela multiplie ces familles par des (G, Z/)-familles à 
valeurs scalaires. Quitte à multiplier la (G, Z/)-famille (CQOQ'E^Z/) par ces familles, 
on retrouve une expression similaire à celle de départ (la famille qui remplace 
(CQ')Q'e&(L') dépend de A). On peut donc considérer que l'on a 

JQ'(t,\,I/) 
e R B kfu 

[E^RQ(Q')\Q{T\, ï-1 R>Q(Q')\Q(TX+V) '))e'(kQ(kg'))\SQ(l 

L'ensemble {RQ(sF)\Q(T\)(é);e G @ Q

f ) est une base orthonormée de ^Q(S'),T' 

Notons-la NQ,Q(S'Y Posons 

RQ(Q')\Q(S')(T\) 1^Q(Q0IQ(5 
RQ(Q')\Q(S')(T\) 1 

RQ(Q')\Q(S')(T\) 1^Q(Q0IQ(50( r^)^Q(50( t ' T^) I n dQ(S')( T^'/) E) ' 

On a l'égalité 

RQ(QT\) 1^Q(Q0IQ(5 
e C Bkfo 

^^QCQOIQ^) l f lg(Q')IQ(T A+^) i 2Q (*»rA)^A(/)r(A,i/)e), 

où 
r(A, i/) = BQ( S / ) |Q(TA + «/) RQ(S')\Q{T\). 

Le point est que cet opérateur ne dépend pas de Q' et que r(A,0) est l'identité. Une 
propriété familière des (G, Z/)-familles entraîne que l'on a l'égalité 

(j') Q''L'(t,y) jL'Q''(t,y) 

pour tout Q" G ̂ {V). D'après les formules de descente, on peut donc remplacer la 
famille (JQ> (t, A ) ) Q / € ^ L / ) par (J'Q, (t, A ) ) Q / € ^ ( L / ) . De la même façon, on peut remplacer 
la famille (d Q/(t , A, #'))Q'€#>(L') par (d'Q /(t, A,0'))Q'G0(L')> O Ù 

dQ/(£, Ajflf7,!/) = ( # Q ( Q ' ) | Q ( S ' ) ( T A ) 1 - R Q ( Q , ) I Q ( ^ , ) ( R ^ + ^ ) J R Q ( S ' / ) ( T ' R ^ ) J R Q ( ' S " ) I Q ( R ^ ) E / / ' 

^QCSOIQ^AJInd^TA,^)^)-

Autrement dit, quitte à remplacer les éléments Indg^-oje' et e" par 

JRQ(5/)IQ(rA)Indg(rA)e / et i ^ s ^ ^ r ^ e " , on peut remplacer le parabolique Q par 

Q{S'). Les considérations qui précèdent l'énoncé sont valables indépendamment de 

l'hypothèse RL (TA) fl WL (L)reg ^ 0 . On a la décomposition (1). On peut supposer 

que la base $QF

S, est réunion de bases des différents sous-espaces. L'opérateur 

RQ(S')(tiT\) agit par Ç(t) sur le sous-espace ^ Q ( S ' ) > T , C ( o u ^ e caractère £ de RL (TA) 
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est étendu en un caractère de WL (rA) trivial sur (WL ) '(Ta)). On en déduit une 
égalité 

RQ(Q')\Q(S')(T\) 

C eRL'(ta) v 

1^Q(Q0IQ(5 

avec une définition plus ou moins évidente de ce dernier terme. On a alors 

(j')7, (*,A) -l)aL'~aL" 

C E RL' (ty)v 

c ( t ) j f ; ( ind£;nQ(rA,o, / ) 

pour tout Q" = L"U" G &{Lr). Le signe (-1) aL''-aL'' ainsi que le Q" en exposant 
viennent de ce que c'est le parabolique Q(Qf) qui intervient dans la définition de 
j'Q,(t, A,i/), cf. [6] p.92. Supposons RL'(TA) H WL'(L)reg = 0 , c'est-à-dire A £ A^eZr 

Dans ce cas, toutes les représentations Ind^/ng(rA, C) sont combinaisons linéaires 
d'induites propres et les termes ci-dessus sont nuls (lemme 2.2(ii)). Grâce à la formule 
de descente, on obtient 

(2) (jdc)(t, \,g') = 0 si \?ALgeir 

Supposons maintenant RL (rA) fl WL (L)Teg ^ 0 , c'est-à-dire A G A g elr Le lemme 
2.2(i) et la formule de descente entraîne l'égalité 

(jde)(t,\,g'] (j%(t,\)d'Q,(t,\,g',0)cQ,(\,0) 
où Q' est un élément quelconque de @(L'). On a CQ/(A,0) = 1, 

d'Q,{t,\,g',ti) = (^Q(5/)(t,rA)JRQ(5/)|Q(rA)e//,JRQ(5/)|Q(rA)Ind§(rA)e/) 

et 

( J , ) & ( * , A ) = ( - 1 ) ^ 
CeRL'(rxy 

c(t)jf,(ind£:nQ(rA,o,/) . 

Rappelons que l'hypothèse RL> (rA) D WL'(L)reg ^ 0 entraîne que (WL')F(T\) = {1}, 
donc RL (rA) = WL (rA). De plus, RL (rA) Pi WL (L)reg possède un unique élément. 
Puisque t appartient à cette intersection, cet unique élément est t. Soit x G RL (TA), 
x ^ t. Considérons la représentation virtuelle 

teRL'(TX)v 

C(*)ind£,no(rA,c). 

D'après [7] proposition 2.1(b), c'est une somme, à coefficients dans Z , de représentations! 
induites. D'après le lemme 2.2(h), on a donc 

çeRL'(TX)^ 

C(x)J^(Ind^,nQ(rA,C),/) = 0. 

Il en résulte que C(t)J^,(IndL,nQ(r\, C), / ) est indépendant de £. On en déduit l'égalité 

1^Q(Q0IQ(5 (-i)^'\RL\TX)\at)j^dLL:nQ(rx,o,f) 
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pour tout C G RL'\ df \ V D'autre part, on peut décomposer les éléments 
RQ{S')\Q(T\ Ind£(rA)e' et RQ(S'i\Q{T\)e" selon la décomposition (1). Il en résulte 
l'égalité 

d'{t,\g',ti) 

CeRL'(rxy 
CM(projA)C oÄQ(S/)|Q(rA)e//,projA)C ° RQ(S>)\Q{T\) o Indg(rA,^V) . 

Des deux égalités précédentes résulte la relation 
(3) si À G A^ell, 

1^Q(Q0IQ(5 -l)a-'\RL (rA)| 
1^Q(Q0IQ(5 

(P™Ì\X°
 RQ(S')\Q(T\)e" ,рто}ххо RQ{S,)ÌQ(TX) olnd%(TX,g>)e')jZ(IndL

L,nQ(TX,OJ). 

D'autre part, le signe eTx(t) vaut 1 parce que (WL )'(rA) = { ! } , cf. [6] p.95. Enfin, 

on a décrit t en 4.2 et on voit que d é t ( t - l ) ^ / ^ I"1 2aL' ~aL Il suffit de reporter 
ces égalités et celles des relations (2) et (3) dans la définition de $(g ) pour obtenir 
l'égalité de l'énoncé. • 

6.9. Evaluation d'une limite 

Lemme. — On a Végalité 

ìimN^00JLgìNC(6p, f) iUyç) : iU^p I"1 

L'e£(L) 

(-1)*L> 

olnd%(TX,g>)e')jZ(IndL 

\RL (TX)\2aL'-aL 

CGA¿,(rA)v;m(Ind¿;nQ(rA,C),p) = l jhsfdgj 
jf,(ind£,nQ(rA+/x,c),/)á/i. 

Remarque. Le nombre m(IndL'nQ(TA,C),p) a été défini en 6.1. 

Démonstration. — Considérons la définition de JL,O,N,C(@PI f) donnée avant le 
lemme 6.4. Il y intervient des objets ej, Ep e?, e'j et (pj pour j = l , . . . , n . Dans 
les paragraphes précédents, on a introduit des fonctions $JV(</)> ®Y(9') et 

qui dépendaient de choix d'éléments e', e" et d'une fonction (p. On note $Nj(gf), 
®Y,j(g'), ®j(g') ces fonctions relatives à e ' = e., e" — e'-, (p = (p«. On a alors 

JL,O,N,C(0PI /) 
j = l,...,71 H(F)U(F)C 

laKCiogi^ih^ipi^Spej^u^Njih^dudh. 

Fixons un réel e tel que 0 < e < 1 et considérons un entier R > 0 que nous 
préciserons par la suite. Introduisons des constantes ci,C2 qui vérifient les conditions 
de la proposition 6.6 pour chaque couple de fonctions ($N¿(gf), $Yj(gf))- H y a une 
constante es > 0 telle que, pour tout N, il existe Y G SMmin,F tel que C3N < a(Y) < 
c2N pour tout a G A. Fixons un tel C3 et, pour tout TV, un élément YN vérifiant ces 
inégalités. Si N est assez grand, Yjy vérifie les hypothèses de la proposition 6.6 et celles 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



292 J.-L. WALDSPURGER 

de la proposition 6.7 (pour chacune de nos fonctions <f>Nj(gf) etc.). Ces propositions 
entraînent que l'on a une majoration 

l(T<ciog(N) (hu)du dh. (l+<T(g')RZG(9'))N-R 
pour tout j , tout N assez grand et tout g' G G (F) tel que l<r<C\og(N){g ) 1. On 
peut oublier le terme EG(g') qui est borné. Posons 

dsqf 

j = l,...,n 
H(F)U(F)C 

la<ciog(A0 (hu) (p(h)efj, ej)Ç(u)$j (hu)du dh. 

Alors 

JL,®,N,c{Qpïf) Xjsf :N~R 
'H(F)U(F)C 

l<r<ciog( N) (hu)EH (h)a(hu)Rdu dh 

: log(N)RN~R 
]H{F)U{F)C 

l(T<ciog(N) (hu)du dh. 

On peut choisir C' > 0 tel que la condition o~(hu) < Clog(N) entraîne a(h) < 
C'log(N) et a(u) < C'log(N). L'expression ci-dessus est essentiellement majorée par 

\og(N)RN~R 
H (F) 

l<T<C'\og(N)dh 
U(F) 

l<r<C'\og(N)du. 

D'après 4.3(1) et sa preuve, il existe R' > 0 tel que chacune de ces intégrales soit 
essentiellement majorée par NR . On obtient 

Jl,9,n,c{0PI f) - Xn log(N)RN-R+Rf. 

Le réel R' est indépendant de R . On choisit R = R' + 2 et on obtient que 
\Jl,0,n,c(QPI f) ~ Xn\ tend vers 0 quand N tend vers l'infini. Cela nous ramène à 
calculer limjv->oo-Xjv-

On utilise le lemme 6.8 qui calcule les fonctions On obtient une expression de 
XM aue l'on peut au moins formellement écrire 

olnd%(TX,g>)e')jZ(IndL 

l(T<cio 

(hu)du dh. 

*eA|;.„/(i82>F+<8*,) 
RL (rx)\ l(T<ciog(N) 

l(T<cio(hu)d 

i G* L'F 
XN(L', A, /i, ()JG (Ind^nQ(rA+M, C), f)dfr 

où 

olnd%(TX,g>)e')jZ(IndL 

j=l,...,n 

^•(A + /i) 
H(F)U(F)C 

la<Clog(AT)hu)(p(h)e'j , £j ) 

(Pr°JA,c 0 RQ(S')\Q(T\+n)ep projAC o #q(5')|q(t\+m) O Indg(rA+/i(/i^))ej)^(w)^ dh. 

Cette expression est essentiellement majorée indépendamment de N, A et /i par 

H(F)U(F)C 
EH(h)EG(hu)dudh 
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et on sait que cette intégrale est convergente d'après 4.3(4). Cela justifie le calcul 
formel que l'on a fait ci-dessus et nous permet en même temps de calculer la limite 
quand N tend vers l'infini. On obtient 

(i) limjv-^oo îv l(T<ciogu dh. l-i 

L'e£(L) 

(-1) aL' 

l(T<ciog(N) (hu)du dh. 

RL\RX)\2aL'-aL 

ÇERL'(TX)V IUL',F 
X(L'9 A, /x, C ) Jg (ind£:nQ(rA+M, C ) , f№, 

où 

A, /x, C) Jg (ind£:nQ( 

J=l,...,n 
(Pj(\ + fl) 

H(F)U(F)C 
p{h)E'PSJ) 

(Pr°JA,c ° ^g(50IQ(rA+/x)4,projAC o RQ{SF)LQ(TX+^) OLNDQIRX^^HU^EJ^I^DUDH. 

Fixons L', A, ¡1 et C- Posons tt' = Ind£,nQ(rA), tt'(C) = Ind^ng(rA,C), ËJ = 
RQ{S>)\Q(TX+V)EP ÈJ = rQ{S')\Q(T\+V)ZJ' On récrit 

(2) X(L ' ,A,^ ,C) 

j=l,...,n 
<Pj(\ + tl) 

H{F)U{F)C 

A, /x, C) £:nQ( 

A, /x, C) Jg (X(L',A,^,C)',A,^,C)X(L',A,^,C) 

On reconnaît 

X(L',\,»,Ç) 

j = l,...,n 

<^(A + //)2?Indc (7r/(C)M),p>C(4 ® projAjCë^^ 0 projA?cëJ). 

On a fixé c, mais on peut le supposer assez grand. Puisque 1/, À et £ ne parcourent 
que des ensembles finis, la preuve du lemme 3.5 nous permet de remplacer ci-dessus 
^ind« (7T'(OM),P,C P a r -^ind^Tr'CCU,^ D'après le lemme 5.3(ii), £indG{n,{0iM)iP est non 
nul si et seulement si 771(71-'(Ç),p) = 1. Quand ( parcourt RL (TA) v , les représentations 
7r;(£) parcourent les différentes composantes irréductibles de ir'. D'après le lemme 5.4, 
il y a un unique £ tel que m(7r'(Q,p) = 1. Notons Ç\ p cet élément. On obtient 

(3) si C ï CA ; P, X(L',X,fi,O = 0. 
Ce résultat entraîne 

jJnd%(n'hu)Ëj), 
EF RL '(ry) v 

X(L',\,n,Q-

Grâce à (2) , cette dernière somme est égale à 

3 = 1,.. .,n 

EF RL'(ry) v 
H(F)U(F)C 

h)E/JIEJ)(Ë/jJnd%(n'hu)Ëj)^(u)dudh. 

Puisque les opérateurs RQ(S')\Q(,t\+ijl) sont unitaires, on a 

jJnd%(n'hu)Ëj)^(u)dudh. e^,Indg(TA+M,Mei) 
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De nouveau, on reconnaît 

X ( L ' , À , / / , C A , P ) 
j = l,...,n 

JL> (IndL'nQ (rA+/x, CA,p), f)dfl,Q (rA+/x, CA,p), f) 

On a Îndg(Tx+M),p,c = înd§(rA+M)>P et on a justement choisi les données <pJ5 e ^ - , 
et ej pour que l'expression ci-dessus soit égale à 1. Donc 

(4) X ( L ' , A , / Ì , C A .O ) = 1. 
Grâce à (3 ) et (4) , la formule ( 1 ) devient 

limjv-»oo-ATiV = [iUyg : Ì&L^FÌ 1 
L'e£(L) 

( - i : )aL> 

Q (rA+/x, CA,p), f)sdgf 

\RL'(rx)\ \2aL'~aL 

iG*L'F 
JL> (IndL'nQ (rA+/x, CA,p), f)dfl, 

ce qui est 1 égalité de renonce. 

6.10. Preuve du théorème 6.1 . — Les lemmes 6.4 et 6.9 prouvent que J J V ( 0 P , / ) 
a une limite quand N tend vers l'infini et ils calculent cette limite. En intervertissant 
les sommations sur L et L', on a 

(i) 
Q (rA+/x, CA,p), f) 
Q (rA+/x, CA,p), f) 

L'€£(MmiB) 

(-î^'iw0!-1*^'), 

où 

X(L') 

Let1* (Mmln) 

\WL\ 

0e{n2(L)}f;m(6,p)=l 
[ìVÌ-.Ì&IF]-1 

0e{n2(L)}f;m(6,p 

RL\rx) \2aL>~aL 

Ce^,(rA)V;m(Ind^nQ(TA,C),p) = l * Lf ,F 
j f , ( Ind^nQ(rA+M,C) , / )^ . 

Fixons L ' . Dans la formule ci-dessus, on peut remplacer la somme sur 9 G ( I J ^ L ) } / 
tel que ra(0, p) = 1 par une somme sur 9 G {Il2(L)} tout entier. En effet, si 0 G 
{U2(L)} vérifie ra(0, p) = 0, la somme en Ç est vide d'après les propositions 5.2 et 
5.7. Si 0 0 {n2(L)}/, les fonctions J ^ ( I n d £ , N Q ( T A + A T , £), / ) sont nulles. Considérons 
l'ensemble Z des quadruplets z = (L, 0, A,C) tels que L G £L> (Mmin), 9 G {n2(L)}, 
A G A^ell/(inlìF + iÏÏ\,) et C G ì2l '(TA)v. L'application 

i : * = (L, 0,A,C) (IndL'no(n,C))M;M G 

est une surjection de Z sur {IIe//(I/)}. Notons Zp le sous-ensemble des (L, 0, A, C) tels 

que ra(Ind£/nQ(rA, C)>p) — 1- Alors Zp est l'image réciproque par i du sous-ensemble 

des ë/ G {ne//(Z/)} tels que m (0 ' , p ) = 1. On a donc 

(2) X(L') 
0'6{neii(L')};m(0»=l 

c(É/) 
iG*L'E 

jGL'(r'µ,f)dµ, 
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où, pour tout 0', on a fixé un élément TT' G 0', et 

c(9') 
z=(L,0,\,Ç)eZ;t{z) = ff 

\WL\[inl:MyrFrl\RL\TX) 2aL' ~aL 

Fixons 9'. Notons Z' l'ensemble des quadruplets z' = (L, 0, A,£) tels que 
L G -£L,(Mmin), 0 G {n2(L)}, A G A%JiU\F et C e RL'(rA)vqui vérifient 
l'égalité TT' = Ind£,nQ(rA, C)-Les projections de A^elJiÏÏwLF sur A^6M/(ï$^jF+z$£') 

induisent une application de dans Z. Son image est précisément l'ensemble des 
z E Z tels que i(z) = 0 . Deux éléments de Zf ont même image par cette application 
si et seulement s'ils sont de la forme (L, 0, A, £), (L, 0, A -j- /x, C), avec /x G iU*L,. Pour 
que les deux éléments appartiennent à Z' , il faut et il suffit que n'^ = 7r', autrement 
dit /i G iS^ / . La fibre de l'application au-dessus de l'image de nos deux éléments 
a donc le même nombre d'éléments qu'une orbite par translation par iffî^' dans 
iffi^p. Puisque fl iÏÏ*L, = i^L, F, ce nombre d'éléments est constant, égal à 
\Î$Q'Iitâ^, F\. On obtient 

WL\[inl:MyrFrl\RL\TX) 
\RL'(rX)\ = \RL'(f-x)\ 

\RL'(rX)\ = \RL'(f-x)\ ?L (Tx)\2a*>'-aL. 

Fixons un élément z' = (L, 0, A, £) G Z'. Considérons un autre élément z = 
(L, 0,A,C) eZ'. Alors 

(3) IndL̂ nQ(fÂ^O 
TT' IndL'nQ(rA,C). 

Donc les induites îndL>nQ(h) et IndL'no(TA) ont une composante irréductible 

commune. D'après un résultat d'Harish-Chandra, il existe w G WL tel que 
wLw~l = L, wO = 0 et ^(rA) = fA. D'où les égalités 

\Wl№\:inltF]-*. WL\\i%:iU\F\-\ 
\RL'(rX)\ = \RL'(f-x)\ ndL>nQ(h)sdfgd 

Ces deux derniers nombres ne sont autres que riir') et Un') 1. D'où 

C (o') \{w,X)\w G WL\\ G A(w)} \{w,X)\w G WL\WL\\i%:iU\F\-\ 

Inversement, pour w G WL\ définissons L, 0 par les deux premières égalités 
précédentes et notons A(w) l'ensemble des À G i 8JF f tels que la troisième soit vérifiée. 
Pour A G A(w), les induites ci-dessus ont les mêmes composantes irréductibles et il 
existe un unique £ tel que (3) soit vérifié. L'ensemble Z' apparaît comme l'image 
d'une application d'ensemble de départ 

\{w,X)\w G WL\\ G A(w)} 

Tous les ensembles A(w) ont même nombre d'éléments, qui est égal à [ziS^ : i$i F], 
D'autre part, deux éléments (iui,Ai) et ( u ^ , ^ ) ont même image dans Z' si et 
seulement si Ai = A2, w\Lw^1 — wiLw^, w\0 = W20 et WI(T\) = w;2(rA). Ces 
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dernières conditions sont équivalentes à ce que l'élément w = w2~1wi conserve L et 
ait pour image dans WL' (L) un élément de WL'(T\). Puisque Ind£/HQCOO a une 
composante elliptique, ce dernier groupe n'est autre que RL (T\). Autrement dit, les 
fibres de l'application précédente ont pour nombre d'éléments 

\WL\\RL (rA)| = r(n')\WL\ 

Donc 

\Z'\ = \WL'\\WL\-'\iUl:iUl Jr(Tr')-1, 
puis 

ndL>nQ(h)ndL>nQ(h)Z'\ = \WL' 

En reportant cette valeur dans (2) puis (1), on obtient l'égalité du théorème. 

7. Une formule intégrale calculant la multiplicité: application 

7.1. Le théorème principal. — Soient (V, qy) et (W, qw) deux espaces 
quadratiques compatibles. On plonge le plus petit dans le plus grand comme en 
4.2 et on utilise les notations de ce paragraphe. Supposons pour fixer les idées 
dy > dw Soient 0, resp. r , un quasi-caractère de G(F), resp. H (F). On définit un 
nombre S(r, 6) par la formule 

3( r ,0 ) = 

TEST 

\W{H,T)\~l 
'T(F) 

cT(t)ce(t)DH(t)A(t)rdt. 

Les ingrédients de cette formule ont été définis en [17] 7.3. Le terme v(T) de [17] 
disparaît car nous utilisons ici la mesure sur T définie en 1.2. Soulignons que les 
fonctions cT et ce attachées à r et 6 ne sont pas "intrinsèques" en ce sens qu'elles 
dépendent du plongement de W dans V. 

Soient 7r G Temp(Gf) et p 6 Temp(jFf). On a défini le nombre m(p, TT). On en définit 
un autre par la formule: 

Z'\ = \WL'\\WL\-'\iUl:iUl Jr(Tr')-1, 
Pour simplifier, on note simplement cp et cn les fonctions CQ. et cen qui interviennent 
dans ces définitions. 

On a mis un p dans la formule ci-dessus parce que c'est peut-être la définition la 
plus naturelle, mais c'est inessentiel car 

(1) on a les égalités m(p,n) = m(p,n) = m(p,7r) = ra(p,7r) et mgé0m(p,7r) = 
ragéom(P,7T) = mgéom(P,7r) = ĝéom (P, 71") • 

En effet, choisissons un élément 7 du groupe orthogonal de W tel que dét(7) = 
— 1. On définit la représentation p7 par p7(/i) = p(7/i7_1). Il est bien connu que 
p est équivalente à p ou à p7, cf. [14] théorème 4.II.1. En particulier, si dw est 
impair, on peut choisir pour 7 la multiplication par —1. Cet élément commute à H 
et on obtient p = p. Les mêmes propriétés valent pour TT. Supposons par exemple 
dy impair. On a donc TT C± 7r. Si p c± p, les égalités (1) sont triviales. Sinon, soit 
7 comme ci-dessus. On peut considérer 7 comme un élément du groupe orthogonal 
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de V qui agit par l'identité sur l'orthogonal de W dans V. On a aussi 7r ~ 7r7. 
On vérifie que Hom^(7r 7 ,p 7 ) = Hom^^(7r,p), d'où la première égalité. L'ensemble 
¿7* est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par H (F) dans un 
ensemble de tores Î7. Ce dernier est stable par conjugaison par 7. Pour démontrer la 
seconde égalité, il suffit de prouver que, pour T G ¿7 et pour un élément t G T(F) 
en position générale, on a l'égalité cpi(t) = Cp^fry-1) et une égalité similaire pour 
la représentation n. Le terme cp(t) est le coefficient associé à une certaine orbite, 
notons-la ici 9 G Nil(rjt) dans le développement du caractère 0P au voisinage de t. 
La relation à prouver est immédiate, pourvu que l'image par la conjugaison par 7 
de Q1 soit égale à 0 7 * 7 . On le vérifie sur la définition de ces orbites, cf. [17] 7.3. 
En fait, l'argument implicite est que ces orbites sont régulières et que toute orbite 
nilpotente régulière de l'algèbre de Lie d'un groupe spécial orthogonal est conservée 
par le groupe orthogonal tout entier. 

On vient de définir des termes S(r, 6) et mgéom{p, TT) dans le cas où dy > dw Dans 
le cas où dy < dw, on définit 5(0, r ) et mgéom(7r, p) en inversant les rôles de V et W, 
puis on pose E(r, 0) = 2(0, r ) et ragéom(p,7r) = mgéom(7r, p). 

Théorème. — Pour tout n G Temp(G) et tout p G Temp(#), on a Végalité m(p, 7r) = 

ĝéom 

La preuve sera donnée dans les paragraphes 7.7 à 7.9. 

7.2. Multiplicités géométriques pour les quasi-caractères et induction. — 

Soient (V,qv) et (W,qw) deux espaces quadratiques compatibles. Pour des quasi-
caractères 0 de G (F) et r de H (F), on a défini le nombre H(r, 6) dans le paragraphe 
précédent. Nous allons généraliser cette définition au cas où l'on remplace G par un 
groupe de Levi. 

On a besoin d'une définition auxiliaire. Soit k > 1 un entier, soit 6 un quasi-
caractère de GLk(F). Dans gik(F), il y a une unique orbite nilpotente régulière, 
notons-la f)n T . . On nose 

m ce,®GLk(X)' 
Soit maintenant L un Levi de G. Ecrivons 

L = GLkl x • • • x GLks x G, 

où G est le groupe spécial orthogonal d'un sous-espace quadratique V de V. Soient 
r un quasi-caractère de H (F), 6 un quasi-caractère de G (F) et, pour j = 1 , . . . ,5 , 
Oj un quasi-caractère de GLkj (F). Posons 9L = 6\ <S> • • • <S> 0S (g) 6. Rappelons que les 
espaces quadratiques V et W sont compatibles. On peut donc poser 

Z'\ = \WL'\\WL\-'\iUl:iUl Jr(Tr')-1, 

Remarque. — La définition se généralise évidemment à tout quasi-caractère de L(F) 
qui est combinaison linéaire de quasi-caractères comme ci-dessus. En fait, elle se 
généralise à tout quasi-caractère de L(F), mais nous n'en aurons pas besoin. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



298 J.-L. WALDSPURGER 

On définit le quasi-caractère induit 6 = Indf (0L). 

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a l'égalité H(r, 0) = E(r,9L). 

Démonstration. — Traitons le cas où dy > dw, le cas opposé étant similaire et 
en fait plus simple. On suppose d'abord dw < dy. On peut alors supposer W C 
V. Considérons les formules qui définissent £(r, 9) et H(r, 0). En se reportant aux 
définitions de [17] 7.3, on voit que les ensembles ¿7 qui y interviennent sont les mêmes. 
Fixons T G ¿7. Les fonctions cT sont aussi les mêmes, ainsi que les fonctions DH et A. 
L'entier r qui intervient dans la première formule est changé en r — k dans la seconde. 
Pour démontrer l'égalité cherchée, il suffit donc de prouver que, pour t G T(F) en 
position générale, on a l'égalité 

(i) ce(t)A(t)k = c6(t) 

J= l, ..., s 

2(6»,). 

Rappelons qu'à T est attaché une décomposition orthogonale W = WÇ&W". L'espace 
W est de dimension paire et T est un sous-tore maximal de H'(F), où H' est le 
groupe spécial orthogonal de V. De plus, AT = {1}, c'est-à-dire que T ne contient 
aucun sous-tore déployé non trivial. On note V" l'orthogonal de W dans V et G" 
son groupe spécial orthogonal. Soit t G T(F) tel que toutes ses valeurs propres dans 
V soient distinctes (donc aussi différentes de 1). On a alors Zc(t) = T x G". Par 
définition, on a ce(t) = cd^g(t) pour une certaine orbite nilpotente régulière Q de 
0t(F). Utilisons le lemme 2.3 pour calculer ce terme. 

Montrons que l'ensemble %L(t) qui y intervient peut être supposé réduit à {£}, 
autrement dit que tout élément de L(F) qui est conjugué à t par un élément de G (F) 
l'est par un élément de L(F). Soit g G G(F) tel que gtg~l G L(F). Alors g~xA^g est 
inclus dans le commutant de t, c'est-à-dire dans T x G " . Sa projection dans T ne peut 
être que triviale, donc g~xA^g C G". L'intersection des noyaux des opérateurs a — 1 
de V, pour a G A L (F), est égale à V. L'inclusion précédente entraîne W C g~xV 
et gW C V. Mais on a aussi W C W C V. Les sous-espaces quadratiques W et 
gW étant isomorphes, le théorème de Witt entraîne que l'on peut choisir g G G(F) 
tel que W = ggW. Le groupe G étant inclus dans L, cela montre que, quitte à 
changer g par un élément de sa classe L(F)g, on peut supposer gW = W. Alors g 
induit des éléments g' et g" des groupes orthogonaux de W et W". Si g' G H'(F), 
on peut considérer gf comme un élément de G(F), qui appartient en fait à L(F). 
Alors gtg~x = g'tg'-1 et cet élément est conjugué à t par un élément de L(F). Si 
dét(<7') = — 1, on remarque que l'orthogonal de W dans V n'est pas nul. Fixons un 
élément e du groupe orthogonal de cet espace tel que dét(e) = — 1. Soit g\ l'élément 
de G (F) qui agit par g' sur W, par e sur l'orthogonal ci-dessus et par l'identité sur 
l'orthogonal de V dans V. On a encore g\ G L(F) et gtg~x = gitg^1, ce qui démontre 
l'assertion. 

Pour l'unique élément t de 9CL(t), l'ensemble Tt/Gt(F) du lemme 2.3 est réduit 
à {1} puisque Tt = Zc{t)(F) et Zc(t) est connexe. Le groupe ZL(t) est lui-aussi 
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connexe et le lemme 2.3 se réduit donc à l'égalité 

(2' ce(t) CO,O(t) DG{t)-l/2DL{t)l/2CoL,Ol(t)> 

OU 9 est 1 'unique élément de Nil([) tel que [9 : 9 ] = 1. Pour calculer les deux 
premiers facteurs, on peut passer à la clôture algébrique et supposer T inclus dans 
un tore maximal Aq de G. Le rapport DG(t)DL(t)~1 est la valeur absolue du produit 
des a(t) — 1 sur les racines a de A$ dans G qui ne sont pas dans L et qui sont telles 
que a(i) ^ 1. Notons ti,..., tn, t~x,..., t^1 les valeurs propres de t dans W. La 
description habituelle des racines montre que le produit ci-dessus est égal à 

1=1,...,71 

{u - Î X * - 1 - i))2fc. 

En comparant avec la définition de la fonction A , on obtient 

(3) DG(t)-1'2DL(t)1'2 A(t)~k. 

Supposons dy impair ou dy = 2. Alors 9 est l'unique orbite nilpotente régulière. 
L'orbite 0L est aussi l'unique orbite nilpotente régulière. Elle se décompose en la 
somme des uniques orbites nilpotentes régulières @GLkj des QiKJ(F) et de l'unique 

orbite nilpotente régulière 9 de Q(F). On a l'égalité 

(4) csL.f)L (*) 
Co, o(t) 

J = 1,...,S 

{t)-l/2DL{t) 

Le terme g(t) n'est autre que c^(t) tandis que les termes ce.gGLk (1) ne sont autres 

que E(9j). Alors l'égalité (2) devient l'égalité (1) cherchée. Supposons dy pair et 
dy > 4. Alors 9 est l'orbite paramétrée en [17] 7.1 par vo, où x h-> isqx2 est le noyau 
anisotrope de l'orthogonal de W dans V. Quand on remplace V par V, ce vq ne change 
pas. On vérifie sur la définition des paramétrages que 0L est somme des 0GLkj et, ou 

bien de l'orbite 0 paramétrée par i/o si dy > 4, ou bien de l'unique orbite nilpotente 

régulière 9 si dy < 2. On conclut comme précédemment. 
On suppose maintenant que dy < dw On peut supposer V C W. La formule de 

définition de S(r, 6) s'écrit encore 

3(T,<9) 

Te9 

ZT(T,0), 

OÙ 

5t(T,0) = \W(H,T)\-1 
T(F) 

cM)c9(t)DH(t)A{t)rdt. 

Dans celle qui définit S(r, 0), on se rappelle qu'il faut inverser les rôles de i l et G 
puisque dïr < dw- D'où 

= (T,o) 

T 6 Î 7 

ZT(T,6), 
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OÙ 

ET(T,0) = \W(G,T)\-1 
'T(F) 

cT(t)c§(t)D6(t)A(tydt. 

L'ensemble £7 est un ensemble de représentants de classes de conjugaison par H(F) 
dans un ensemble de tores £7. De même, ¿7 est ensemble de représentants de classes 
de conjugaison par G(F) dans un ensemble de tores ¿7. Montrons que 

(5) £7 est l'ensemble des T G £7 qui sont inclus dans G. 
Soit T un élément de l'un ou l'autre de ces ensembles. On a une décomposition 

orthogonale V = V' 0 V" où dy, est paire et T est inclus dans le groupe spécial 
orthogonal G' de V'. De plus AT = {1}. Notons W", resp. V", l'orthogonal de V' 
dans W, resp. V. Supposons dy pair. Alors T appartient au deuxième ensemble si et 
seulement si dan,w" = 1- Puisque dw est impair, T appartient au premier ensemble 
si et seulement si dan^wn — 1- Ces conditions sont les mêmes. Supposons dy impair. 
Alors T appartient au deuxième ensemble si et seulement si dany — 1. Il appartient 
au premier si et seulement si dan y„ = 1. Mais V" est la somme orthogonale de V" 
et de l'orthogonal de V dans V. Ce dernier espace est hyperbolique. Donc dan,V" = 
dan y,, et nos deux conditions sont encore équivalentes. 

Soit T G £7. Montrons que 
(6) si T n'est pas conjugué à un élément de £7 par un élément de H (F), on a 

3T(r,0) = O. 
Notons W = W 0 W" la décomposition attachée à T et soit t G T(F) en position 

générale. Comme dans la première partie de la preuve, ce(t) se calcule grâce au lemme 
2.3. Pour que ce terme soit non nul, il faut qu'il existe g G G(F) tel que gtg~l G L{F). 
Comme plus haut, cette relation entraîne gW C V, donc gW C W. Notons W" 
l'orthogonal de gW dans W. Remarquons qu'il n'est pas nul puisque dy < dw-
Les deux sous-espaces quadratiques gW et W de W sont isomorphes. Donc leurs 
orthogonaux W" et W" le sont aussi. Fixons un isomorphisme 7 de W" sur W". 
Notons h l'automorphisme de W qui agit par g sur W et par 7 sur W". C'est un 
élément du groupe orthogonal de W. Quitte à multiplier 7 à gauche par un élément 
du groupe orthogonal de W{ de déterminant —1 (un tel élément existe puisque W" 
n'est pas nul), on peut supposer h G H (F). La décomposition associée à hTh~x est 
gW 0 W". Puisque gW est inclus dans V, hTh~l appartient à £7 contrairement 
à l'hypothèse. Cette contradiction montre que la fonction CQ est nulle en un point 
général de T(F). D'où la conclusion. 

Introduisons dans £7 une nouvelle relation d'équivalence: deux éléments sont 
^-équivalents si et seulement s'ils sont conjugués par un élément de H (F). Fixons 
un ensemble de représentants £7^ des classes de /^-équivalence. On peut supposer 
£7B c £7. Les relations (5) et (6) montrent que, dans la formule exprimant S(r, 0), 
on peut remplacer la somme sur T G £7 par la somme sur T G £7**. Fixons T G £7^. 
Notons £7T l'ensemble des éléments de £7 qui sont iJ-équivalents à T. Il suffit de 
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prouver que l'on a l'égalité 

(7) ET(T,6) 

T e Jt 
SF(T,0) 

j = l,...,S 
m)-

On note V = V' 0 V" la décomposition attachée à T, W" l'orthogonal de V' dans W, 
G' , G" et H" les groupes spéciaux orthogonaux de V', V" et W". Pour tout groupe 
spécial orthogonal, par exemple G , on note G"1" le groupe orthogonal correspondant. 
On sépare trois cas. Le cas (I) est celui où V' = {0} ou V" ^ {0}. Le cas (II) est celui 
où V' ^ {0}, V" = {0} et il existe un élément 7 ' G Norm^+^^T) de déterminant —1. 
Le cas (III) est celui où V' ^ {0}, V" = {0} et il n'existe pas de tel élément 7 ' . Dans 
les cas (II) et (III), on définit un élément 7 de la façon suivante. On fixe un élément 
7' de G+(JF) de déterminant —1. Dans le cas (II), on suppose que 7 ' appartient à 
Norm^+^^T) . On fixe un élément 7 " de déterminant —1 de H" + (F) et on note 7 

l'élément de H (F) qui agit par 7 ' sur V et par 7 " sur W". Montrons que 
(8)(i) dans le cas (I), <JT est réduit à {T} et on a \W{H,T)\ = \W{G,T)\\ 
(8)(ii) dans le cas (II), <7T est réduit à {T} et on a \W(H,T)\ = 2\W(G,T)\; 
(8)(iii) dans le cas (III), îTr est réduit à deux éléments et on peut supposer que 

STT = {T^Tj-1}; on a \W(H,T)\ = \W(G,T)\ = IW&TT-y-1)]. 
Notons W\ l'orthogonal de V dans Hi son groupe spécial orthogonal et posons 

T = (G+ x H^) fl H. Décrivons l'ensemble des éléments de ¿7 qui sont iî-équivalents 
à T. Ce sont les éléments de cet ensemble qui sont de la forme hTh~x pour un 
h G H (F). La même preuve qu'en (6) montre que l'on peut supposer que h conserve 
V. Autrement dit h G T(F). Inversement, si h E T(F), / iT/i-1 appartient à notre 
ensemble de tores. L'application h »—> hTh~x se descend donc en une bijection de 

R ( F ) / ( R ( F ) N N O R M H ( F ) ( T ) ) 

sur cet ensemble de tores. L'ensemble <EFT est un ensemble de représentants des classes 
de conjugaison par G(F) dans l'ensemble précédent. Il est donc en bijection avec 

G ( F ) \ R ( F ) / ( R ( F ) H Norm*(F)(T)). 

Si V' = {0}, T = {1} et les assertions de (8)(i) sont évidentes. Supposons V' ^ {0}. 
L'ensemble T a deux composantes connexes. Sa composante neutre est G x H\, 
qui est inclus dans GNorm//(T) car Hi est inclus dans N o r m ^ T ) (et même 
dans ZH(T)). L'ensemble ci-dessus a donc un élément si N o r m ^ ^ T ) coupe les 
deux composantes de T, et deux éléments sinon. On a T(F) fl Norm#(F)(T) = 
(Normô+(F)(T) x H+(F)) H H (F). Donc Norm#(F)(T) coupe les deux composantes 
de T si et seulement si Norm^+ ̂  (T) coupe les deux composantes de G+. Si 
V" ^ {0}, cette propriété est vérifiée puisque G" + (F) C Norm£+(F)(T). Elle l'est 
aussi dans le cas (II) par définition de l'élément 7 ' tandis qu'elle ne l'est pas dans 
le cas (III) par définition de ce cas. Remarquons que, dans ce cas (III), l'élément 7 
que l'on a défini appartient à T(F) et pas à sa composante neutre. On en déduit les 
premières assertions de (8). 
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Soit h G Norm//(jp)(T). Nécessairement, h conserve V'. Comme dans la preuve de 
(6), on montre qu'en le multipliant à droite par un élément de H" {F) (ce groupe 
est inclus dans ZH(F)(T)), on peut supposer que h conserve V, donc appartient à 
T(F) H Normif(F)(T). Le quotient W(H,T) est donc égal à 

(R(F) H NormH(F)(R))/(R(F) H ZH,F)(T)). 

Posons 

A = (I> n NarmH{F)(T))/ ((T(F) n ZH{F)(T))(T°(F) n Norm„(F)(T))). 

Il y a un homomorphisme surjectif de W(H, T) sur A, de noyau égal à 

( R ° ( F ) N N O R M F F ( F ) ( T ) ) / T°(F)nZH(F)(T)). 

Mais Hi est contenu dans Z#(T), donc ce quotient n'est autre que 
Normô(F)(T)/Zô(F)(T), autrement dit W(G,T). On obtient que \W(H,T)\ est 
égal à |W(G,T)| |A| . Si V" {0}, ZH(F)(T) coupe les deux composantes de T car 
G" + centralise T. Donc le groupe A n'a qu'un élément. Dans le cas (II), N o r m ^ ^ T ) 
coupe les deux composantes de T tandis que Z H ( T ) = T x H" est inclus dans la 
composante neutre. Alors A a deux éléments. Dans le cas (III), Norm H (F)(T) est 
inclus dans la composante neutre de T et A n'a qu'un élément. D'où les dernières 
assertions de (8). 

Soit t G T(F) dont toutes les valeurs propres dans V soient distinctes. Comme dans 
la première partie de la preuve, on a c#(£) = cdg(t) pour une certaine orbite nilpotente 
régulière 0 de Qt(F). On calcule ce terme en utilisant le lemme 2.3. Montrons que 

(9) on peut choisir pour ensemble (XL{t) l'ensemble {t} dans le cas (I) et l'ensemble 
{£ ,7 t7-1} dans les cas (II) et (III). 

C'est clair si T = {1}. Supposons T ^ {1}, ce qui équivaut à V' / {0}. Soit 
g G G (F) tel que gtg~x G L(F). Comme dans la première partie de la preuve, cela 
entraîne gV' C V. Quitte à multiplier g à droite par un élément de G (F), on peut 
supposer que g conserve V'. Notons g' la restriction de g à V'. Si V" ^ {0}, soit g" 
un élément de G" + {F) tel que dét(^/)dét(^//) = 1. Soit g\ l'élément de G{F) qui agit 
par g' sur V', par g" sur V" et par l'identité sur l'orthogonal de V dans V. Alors 
gtg~l = gitg^1 et g\ appartient à L(F). D'où le résultat. Supposons maintenant 
V" = {0}. Si g' G G;(F), la même construction s'applique et gtg~l est conjugué à t 
par un élément de L(F). Si dét((/) = —1, on construit de même un élément g\ G L(F) 
qui agit sur Vf par 7 V - 1 - Alors gigtg~1gï1 = "ytj"1. On peut donc supposer que 
9CL(t) est inclus dans {t^t^~1}. D'autre part, les deux éléments de cet ensemble ne 
sont pas conjugués par un élément de L(F). Sinon, il existerait g G G (F) = G'(F) 
tel que gtg~l = 7^7 '_1 et g~lr)' serait un élément de G' + (F) de déterminant —1 et 

commutant à T. Un tel élément n'existe pas, d'où l'assertion et (9). 
Achevons la preuve en supposant que l'on est dans le cas (II) et en laissant 

les autres cas au lecteur. L'ensemble Tt/Gt{F) du lemme 2.3 est réduit à {1} et 
l'ensemble Tltl-i/Gt(F) est réduit à la classe de 7. Les groupes Zi,(t) et ZL^tj'1) 
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sont connexes. De plus = 9. Le lemme 2.3 entraîne 

ce(t) Co, o(t) DG{t)-V\DL(t)^ceLJ)L{t) + DL(7*7-Y7 V e ^ - 1 ) ) , 

où ET est 1 'unique orbite nilpotente de k(F) = l7t7-i(F) telle que [9 : 9L] = 1. D'où 

ZT(Tî6) = \W(H,T)\-1( 
T(F) 

cr(t)c^ (̂t)DG(t)-1/2i)L(t)1/2JD/f(t)A(t)rdt 

+ 
'T(F) 

cr(t)c^^(t)DG(t)-1/2i)L(t)1/2JD/f(t)A(t)rdtkjdfg 

Dans la seconde intégrale, on effectue le changement de variables t »-> 7_1^7. Il laisse 
invariantes les fonctions cr, DG, DH et A. La seconde intégrale est donc égale à la 
première. Grâce à (8)(ii), on obtient 

(10) = t(t,o) W(G,T)\-1 
T(F) 

cT (t)c0LEL (t)DG (t)-^2DL (tf'2DH (t)A(t)rdt. 

Soit t comme précédemment. On a encore l'égalité (4) 3t ,oGLk 1) = E(0j) pour 

tout j . Vérifions que 9 est précisément l'orbite qui sert à définir c^(t). Traitons 
seulement le cas le plus subtil où dy est pair et dy > 4. D'après [17] 7.3, 9 est l'orbite 
paramétrée par i/o, où la forme x •—• VQX2 est le noyau anisotrope de l'orthogonal de 
W dans V. L'orbite servant à définir Cg(t) est paramétrée par — vo, OÙ X I—• Î>QX2 est le 
noyau anisotrope de l'orthogonal de V dans W. L'orbite 9 est, comme 0, paramétrée 
par VQ. Or v$ = —z>o (dans Fx/Fx2) car l'orthogonal de V dans F est hyperbolique. 
D'où l'assertion. On obtient 

C0L,0LW 
CO(t) 

j=1, ..,S 
S(* i ) . 

Un calcul analogue montre que cT(t) = cT(t). On a encore l'égalité (3). Comme dans 
la preuve de cette égalité, on vérifie que 

DG(t) DG' (t)A(t)dv-dv> 

et 

DH(t) DG\t)A{t)dw-dv>. 
D'où 

DG(t)~1/2DL(t)1/2DH(t)A(t)r = DG(t)A(t)a, 

où a = r — k + dw — dy. Par définition, dy — dw = 2r + 1, dw — dy = 2r + 1 et 
dy — dy = 2k. Alors a = r. Mais alors, le membre de droite de l'égalité (10) n'est autre 
que S T ( T , #) n ? = i ( f y ) - Grâce à (8)(ii), on obtient l'égalité (5), ce qui achève la 
démonstration. • 
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7.3. Fonctions cuspidales sur les groupes spéciaux orthogonaux. — Soit 

(ViQv) un espace quadratique. Rappelons qu'en 2.5, on a associé un quasi-caractère 
Of à toute fonction cuspidale / G C^°(G(F)). 

Lemme. Soit f G C^°(G(F)) une fonction cuspidale. On a l'égalité 

Or 
*•€!!.„ (G) 

t(r) -1 Or (f) Or 

Démonstration. — Soit / G C%°(G(F)) une fonction cuspidale. Reprenons la formule 
2.5(1). Elle se simplifie puisque AQ = {1} et devient 

Pf 
nereii(G) 

c(r) Or(f)Or 

Décrivons l'ensemble Teu(G) et les constantes C{TÏ) (d'après les définitions de [7] 
paragraphe 5). Considérons l'ensemble des couples (L,r) tels que L G £(Mm[n), r 
est une représentation admissible irréductible de L(F) de la série discrète et R(r) fl 
W(L)reg / 0 . On définit de façon évidente la notion de conjugaison de tels couples 
et on fixe un ensemble de représentants Teu(G) des classes de conjugaison. Soit 
(L, r ) G Teu(G). Comme on l'a dit en 4.1, l'ensemble R(r) D W(L)reg a un unique 
élément. Notons t cet élément. Pour tout ( G R(r)v, on définit la représentation 
elliptique 7r(£) = Indg^r, () de G(F), où Q est un élément fixé de fl(L). On définit 
la représentation virtuelle 

A ) 7T 

<€i*(r)v 
C(*MC). 

Alors Teu(G) est l'ensemble de ces représentations virtuelles quand (L,r) décrit 
Teii(G). Le nombre c(7r) associé à la représentation n ci-dessus est |i^(r)|_1|dét(£ — 
l)|$zJ-1- Rappelons que les représentations tempérées elliptiques de G (F) sont 
exactement les représentations 7r(£) introduites ci-dessus quand (L,r) décrit Teu(G) 
et que l'on a t(7r(Q) = t(7i(()) — |dét(£ — Pour prouver l'égalité de l'énoncé, 
on peut donc fixer (L,r) G Teu(G) et prouver l'égalité 

(2) 
C€fl(r)v 

cr(t)c^^(t \R(r)\ •^• ( /Wr, 

où 7T est définie par (1). Soit r G -R(T), r ^ t. D'après [7] proposition 2.1(b), la 
représentation virtuelle 

E C R (t)v 
C(r)*(CR 

est une somme de représentations proprement induites. Puisque / est cuspidale, le 
caractère de cette représentation annule / . Cela étant vrai pour tout r ^ t, on en 
déduit que C M ^ c ^ / ) est indépendant de Ç. Ce nombre est donc égal à \R(r)\~10^(f). 
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Le membre de gauche de la relation (2) est donc égal à 

\R(r) I -1 

C ER (t) 
O r (f)C (t)Or(r) 

et ceci n est autre que le membre de droite de (2). Cela démontre (2) et le lemme. 

7.4. Pseudo-coefficients. — Soit (V,qv) un espace quadratique. Soient L G 
£(Mm-m) et r une représentation admissible irréductible de la série discrète de L(F). 
Supposons R(T) fl W(L)reg ^ 0 , notons t l'unique élément de cet ensemble . Pour 
tout C G R(T)V , on introduit la représentation elliptique 7r(Ç) de G (F) comme dans 
la preuve précédente. 

Lemme. — / / existe une fonction cuspidale f G C%°(G(F)) telle que 

W ef = ECGH(T)V C(*)0TT(O; 

(ii) e^yif) = C(t)t{7r(CÏ) pour tout C G R(TJ; 
(iii) 0(f(f) = 0 pour tout a G Temp(G) qui n'est pas l'une des représentations 7r(£). 

Démonstration. — On définit Teu(G) et la représentation virtuelle TT comme dans la 
preuve précédente. D'après [7], p.94, il existe une fonction cuspidale / G C%°(G(F)) 
telle que 0*(/) = |iî(r)| |dét(t - 1) |8J et M / ) = 0 pour tout TT' G Tell(G), TT' ^ TT. 
Fixons une telle fonction. Le théorème 5.1 de [7] affirme précisément que l'égalité du 
(i) de l'énoncé est vérifiée (le terme cZ(r)-1 d'Arthur est égal à |dét(£ — 1)|$L|-1 et il 
y a encore un |J?(T) | -1 caché dans la définition de la mesure dr, cf. [7] p. 96). Comme 
dans la preuve précédente, on montre que, pour £ G R(r)v, on a 

O r (C)(F) CGH(T)V C(*)0TT(O; 

D'où (ii) puisque t(n(Ç)) = \dét(t — -1)-GL|. Soit a G Temp(G) qui n'est pas l'une 

des représentations 7r(C). Il existe alors ( I / , r ' ) G Teu(G) et £' G -R(r') de sorte 
que a = ^ ' (C), avec une notation évidente. Comme ci-dessus, et avec des notations 
analogues, on a 

Oo R(t')| E'(t) Or(f), 
où TT' est un élément de Teu(G) différent de n. Donc 0&(f) = Qet le (iii). 

7.5. Une conséquence du théorème. — Soient (V,qv) et (W,qw) deux espaces 

quadratiques compatibles. Soient p G Temp(if) et / G C£°(G(F)) une fonction 
cuspidale. Posons 

Ispec{@pi f) 

7renen(G);m(p,7r) = l 

f O r ) - 1 ^ / ) , 

Igéom{Qp,f) — H(0p,0/). 

Corollaire. — On suppose vérifié le théorème 7.1 pour nos deux espaces quadratiques. 

Alors, pour toute fonction cuspidale f G C%°(G(F)) et toute représentation p G 

on a l'égalité -/géom(0p? / ) — -̂ spec(0/>j / ) • 
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Démonstration. — Supposons dy > dw> la preuve étant symétrique dans le cas 
opposé. En changeant ir en TT dans la définition de Ispec(6p, f), et en utilisant 7.1(1), 
on a 

-̂ spec($p5 / ) 

OR [IIell(G)} 

CGH(T)V C(*)0TT(O;KDFGK 

Grâce au théorème, c'est aussi 

7reuell(G) 
^géomCGH(T)V C(*)0TT(O; 

Teff' 

CGH(T)V C(*)0TT(O; 

T(F) 
cp(t)c'f(t)DH(t)A(t)rdt, 

où 
c'At) 

7renE/I(G) 
p(t)c'f(t)DH(t)A(t)rdt, 

En comparant avec la définition de /géom(^;/)) on voit qu'il suffit de démontrer 
que, pour tout T e SI et presque tout t G T(F), on a l'égalité cef(t) = c'f(t). Ces 
deux fonctions se déduisent par la définition de [17] 7.3 du quasi-caractère 0f pour la 
première, du quasi-caractère 

TrerWG) 
p(t)c'f(t)DH(t)A(t)rdt, 

pour la seconde. Ces deux quasi-caractères sont égaux d'après le lemme 7.3. 

7.6. Le cas du groupe linéaire. — Soit k > 1 un entier et G = GL^. Soit 

/ G C^Ç(G(F)) une fonction cuspidale. Posons 

Igéom(f) = S((9/), 

^spec(/) 
Oe{uell(G)} 

[iUg : iÏÏG,F\~ On(flHa=o), 

où, comme toujours, on a fixé un point-base TT dans chaque orbite. 

Lemme. — Pour tonte fonction cuspidale f G C%°(G(F)), on a Végalité Igéom(f) — 

Ispec(f) • 

Démonstration. — On utilise encore la formule 2.5(1). Pour le groupe GL^, les 

iZ-groupes sont triviaux et les coefficients c(9) sont égaux à [zHg : Î $ G , F ] - 1 - Donc 

c(9)mes(iÏÏQF) = [i$Q : i&G,F\~l- ®n obtient 

O f (x) = 

OF [IIell (g)} 

iGvo : iavGf -1o flHG=o)0^{x) 

pour tout x proche de 1. D'où 

Igéom(f) = 3 (0 / ) 
9e{uell(G)} 

[iGvo : iA* G,F -1 ok 
flHG=o] Co r , oGLK 
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D'après un résultat de Rodier ([15] théorème p.161 et remarque 2, p.162), pour toute 
représentation admissible irréductible 7r de G(F), on a Co„,gGLk = 1 si TT admet un 
modèle de Whittaker, 0 sinon. Or les représentations tempérées elliptiques de GLfc(F), 
qui ne sont autres que les représentations de la série discrète, possèdent toutes un 
modèle de Whittaker. Les termes Ceir,QGLk intervenant dans le membre de droite de 
l'égalité ci-dessus sont tous égaux à 1. On peut changer la somme sur n en une somme 
sur 7r et ce membre de droite devient /spec(/)- D 

7.7 . Débu t de la preuve; le cas où TT est indui te . — On démontre le 
théorème par récurrence sur sup(dy, dw)- On suppose désormais fixés deux espaces 
quadratiques compatibles (V, qy) et (W, qw), avec dy > dw et on suppose le théorème 
vérifié pour tout couple d'espaces quadratiques (V',qv), (W,qw') compatibles et 
tels que sup(dy,dw') < dy. Il n'est pas nécessaire d'amorcer la récurrence, cette 
hypothèse devenant vide pour un couple (V,W) minimal (c'est-à-dire pour lequel 
dy — 1 et dw = 0 ) . On peut aussi dire que, pour un tel couple, on a, G = H = {1}. 
Le groupe G (F), resp. H (F), n'a qu'une représentation irréductible, notons-la 7r, 
resp. p. Les définitions de ra(p, TT) et ragéom (p> ?r) conservent un sens et on calcule 
immédiatement ra(p, TT) = mgéom(p^) = 1- Par ailleurs, le cas où V est de dimension 
2 et qy est hyperbolique est presqu'aussi immédiat. On exclut ce cas. 

Pour p G Temp(ff), on prolonge par linéarité les applications 7r I-» ra(p, TT) et 
(p, 7r) à l'espace des combinaisons linéaires finies à coefficients complexes 

d'éléments de Temp(G). 

Lemme. — Soient 7r une représentation tempérée de G(F) et p E Temp(H). 
Supposons n proprement induite. Alors on a Végalité m(p, 7r) = mëéom(p,TT)-

Démonstration. — On peut trouver 
— un Levi L = GLk x G de G, où k > 1 et G est le groupe spécial orthogonal d'un 

sous-espace V de V; 
— un élément Q G @{L)\ 
— des représentations admissibles irréductibles et tempérées p de GLk(F) et 7r de 

G(F), 
de sorte que 7r = Indg(/x(8)7r). Si m(p, 7f) = 0, on a m(p, 7r;) = 0 pour toute composante 
irréductible ir' de 7r d'après les propositions 5.3 et 5.8. Donc m(p, n) = 0. Si m(p, 7f) = 
1, les mêmes propositions 5.3 et 5.8 et le lemme 5.5 montrent qu'il existe une unique 
composante irréductible 7r; de n telle que m(p, nf) = 1. Donc m(p, n) = 1. Dans les 
deux cas, m(p, 7r) = m(p, 7r). 

D'après le lemme 7.2 et les définitions, on a l'égalité 

ragéom (P,TT) = E(ep,en) = H((9/5,(9#)H((9/i) = ragéom(p,7r)E:(0M). 

D'après le même résultat de Rodier que l'on a utilisé en 7.6, on a S(0M) = 1 puisque 
p est tempérée et irréductible. D'après l'hypothèse de récurrence, on a l'égalité 
m(p, fr) = ragéom(p> TT)- La conclusion s'ensuit. C 
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7.8. Comparaison de deux limites. — On conserve la situation du paragraphe 
précédent et on reprend les notations du paragraphe 7.5. 

Proposition. — Pour toute fonction cuspidale f G C£°(G(F)) et toute représentation 
p G Temp(#), on a l'égalité lgéom.(0 pt f) — ŝpec(̂ p?/)• 

Démonstration. — Les deux membres ne dépendent de / qu'à équivalence près. 
D'après le lemme 2.7, on peut supposer / très cuspidale. Le théorème 6.1 calcule la 
limite quand N tend vers l'infini de J;v(0p,/)- On a noté cette limite Jspec(^,/)-
Reprenons la définition de 6.1. On a 

*̂ spec(̂ p) / ) 
L€£(MMIN) 

WL\\WG\-1(-l)aLJspec,L(OpJ), 

OÙ 

Jf<ne.c TJ 
Ve{uell(L)yM9,P)=i 

fvdxgfhf524nlluhjfghhh 

iG*L,f 
j£(7TA,/)dÀ. 

D'après la définition de 7.5, on a Jspec,G{0p, f) = ISpec(0P, / ) • Soit L G £(Mmin), L ^ 
G. Introduisons la fonction </>L(/) comme en 2.4 puis la fonction = 0 L ( 7 ) 1 ^ = 0 • 
En tenant compte de l'égalité [zS^ : iÏÏ^jF]~1mes(i<d*LF) = [iffi^ : iSLF]_1, on 
obtient 

Jspec,L{Qpi /) 
9e{Uell(L)};m(0,p)=l 

ml-.iïïl F]-H{ix)-leAfL). 

Ecrivons 
L = GLkl x • • • x GLks x G. 

La fonction / L est cuspidale d'après le lemme 2.6(i) et l'espace des fonctions cuspidales 
sur L(F) est le produit tensoriel des espaces des fonctions cuspidales sur chacun des 
facteurs de L(F). Sur l'espace des fonctions cuspidales sur G(F), on a défini en 7.5 des 
formes linéaire / ' i—• Ispec(6p, f), resp. / ' K-> Igéom(ôp, / ' ) • Sur l'espace des fonctions 
cuspidales sur un facteur GLkj(F), on a défini en 7.6 des formes linéaires / ' i-> 

W A resP- / ' ~ Jgéom(/'). Notons f -> /sLpec(^,//), resp. S' ~ /gLéom(^,/0, le 
produit tensoriel de ces formes linéaires. Montrons que 

(i) Jspec,L(ûp, f) — IsVec(Qpi JL)-

On a 
{Kell(L)} Uell(GLkl)} ... > [Uell(GLks)} TLelliG). 

Pour 9=91X'"x9sxne {NE//(L)}, on a 

i&Q = iftQ1®---®inla, 

i AvL,F = }^GLkl,F ® 
. ~ V 

• 0 i<S'GLks ,FJ 

t(7r) = t(ir) et m(9,p) = m(7r,p). 

Si fh est produit tensoriel de fonctions sur chaque facteur, l'égalité (1) est donc 
quasiment tautologique et le cas général s'en déduit par linéarité. 
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On obtient donc 

(2) Jspec (Op,f) ispec (Op,F) 
Le£(Mminy,L^G 

\WL\\WG\-\-l)^I^ec(6pJL). 

Le théorème 7.8 de [17] calcule lui-aussi la limite de JN(OP, / ) quand N tend vers 
l'infini. Dans cette référence, on a noté cette limite 7(0P,/), il convient de la noter 
plutôt Ja-éomiôp, / ) • On a donc l'égalité 

3 Jspec(Opi / ) — Jgéom.ifipi /)• 

En comparant les définitions de [17] et celles de 7.2, on voit que 

Jgéom(0pif) = S(0p,0^). 

Remarque. — Dans [17], on avait utilisé d'autres mesures. On utilise ici celles que 
l'on a définies en 1.2. Le quasi-caractère Oj est normalisé comme en 2.5. 

Grâce au lemme 2.6(ii), on a l'égalité 

= (Op,Ojf) 

Le£(Mmin) 

[LWIIG|-1 -l)"-E(0p,ïadï(9M))). 

Le terme indexé par G n'est autre que igéom(0p5 / ) • Considérons un Levi L ^ G. 
Montrons que l'on a l'égalité 

(4) flHG=o)0^{x) êéom(̂ p5 II)' 

Supposons que </>!,(/) soit à support compact. Dans ce cas, il suffit d'appliquer le 
lemme 7.2 et les définitions pour obtenir l'égalité 

H(0p,Ind£(0^(/))) ILgéom( Op, QL(f)) 

Mais, sur les groupes linéaires, les formes linéaires / ' i-> Igéom(ff) sont par définition 
concentrées dans un voisinage invariant de l'élément neutre, donc 

C ( « P ^ L ( / ) ) 
ILgéom( Op, QL(f)) 

d'où l'égalité cherchée. En général, la fonction </>L(/) n'est pas à support compact. 
Considérons alors un sous-ensemble fini T C $L,F> invariant par le normalisateur de 
L dans G ( F ) , et contenant 0. Notons l p la fonction caractéristique de l'ensemble des 
L E L(F) tels que HL(1) G T. Le même raisonnement s'applique à la fonction 0 z , ( / ) l r 
et conduit à l'égalité 

H(0„Ind£(00i(/)lr)) ĝéom(̂ P' II)' 

On vérifie que le quasi-caractère IndL {0^L(/)ir) est égal à la restriction de 
Indf (0(f)L(f)) à un sous-ensemble ouvert de G (F) qui dépend de T et qui tend vers 
G (F) tout entier quand T lui-même tend vers $L,F tout entier. En faisant tendre 
T vers ÎSL , F , on en déduit que 5(0P, Indf (00L(/)ir)) tend vers E(0P,Indf (00L(/))), 
d'où (4). 
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On obtient donc 

(5) Jgéom(@pif) — Igéom{@pi /) 
£ê (Mmin);L#G 

\WL\\WG\-\-l)^I^oxn{OpJL). 

Pour L ^ G, on a l'égalité 

ILgéom( Op, QL(f)) ï&omWPi flj-

ll suffit pour la prouver d'appliquer le lemme 7.6 à chaque facteur GL et le corollaire 
7.5 aux espaces V et W. C'est loisible d'après l'hypothèse de récurrence. Mais alors 
les égalités (2), (3) et (5) conduisent à l'égalité cherchée 

Ispec(Qpi /) Igéomifi pi /)• 

7.9. Fin de la preuve. — On veut prouver que ra(p,7r) = mgéom(p»^) P°ur tout 
p G Temp(if) et tout TT G Temp(G). Fixons p. On peut aussi bien démontrer l'égalité 
précédente pour TT parcourant un ensemble de représentations virtuelles tel que tout 
élément de Temp(G) soit combinaison linéaire d'éléments de cet ensemble. La réunion 
de Tea (G) (défini dans la preuve du lemme 7.3) et de l'ensemble des représentations 
tempérées qui sont des induites propres convient. Le cas d'une telle induite est réglé 
par le lemme 7.7. Reste le cas d'un élément TT de Tea(G) pour lequel on reprend les 
notations de 7.4. Soit / vérifiant les conditions du lemme de ce paragraphe. D'après 
le (i) de ce lemme, on a 

Igéom(flpi /) f̂féom(p,7T)-

D'après les (ii) et (iii) du lemme et la relation 7.1(1), on a aussi 

Isr>ec(@pi f) — 

CeJR(r)v;m(p>7r(C)) = l 

^ ( O r ^ C R T / ) 

CE R(t) V 

m (p,r(C))E t) = m(p,r) . 

Alors légalité voulue résulte de la proposition 7.8. 

7.10. Conséquence pour la conjecture locale de Gross-Prasad. — Soient 

{ViiQVi) et (Wi,qwi) deux espaces quadratiques compatibles tels que dyi > dwi- On 
note G{ et H{ leurs groupes spéciaux orthogonaux et on suppose ces groupes quasi-
déployés sur F. A équivalence près, il existe au plus un espace quadratique (Vf,qv) 
tel que dy = dyi et que les discriminants de qy> et qy. soient égaux mais leurs indices 
de Witt soient distincts. Si cet espace existe (ce qui est toujours le cas si dy. > 3) on 
le note (Va,qya). On introduit de même un éventuel espace quadratique (Wa,qwa)-
On note Ga et Ha leurs groupes spéciaux orthogonaux. Le groupe Ga, resp. Ha, est 
une forme intérieure de G ,̂ resp. Hi. Les espaces quadratiques (Va,qva) et (Wa,qwa) 
sont compatibles. 

Nous admettons que les ensembles de représentations Temp(Gf), Temp(Ga), 
Temp(Hi) et Temp(jffa) se décomposent en unions disjointes de L-paquets de sorte 
que les propriétés (1), (2) et (3) de [17] 13.2 soient vérifiées. Soient 11̂  un L-paquet 
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dans Temp(Gi) et un L-paquet dans Temp(i^). Si l'espace (Va,qva) existe, il 
peut correspondre à H un L-paquet de Temp(Ga). On le note IIa. Dans les autres 
cas, c'est-à-dire ou bien l'espace (Va,qva) existe et aucun L-paquet de Temp(Ga) ne 
correspond à Iii, ou bien l'espace {Va,qva) n'existe pas, on pose IIa = 0 . On définit 
de façon similaire XL. 

Théorème. — / / existe un unique couple (p, n) G (£* x 11̂ ) U (Sa x IIa) tel que 

ra(p,7r) = 1. 

La preuve est la même que celle du théorème 13.3 de [17]. Dans cette référence, 
l'hypothèse de cuspidalité des éléments de II^ U IIa ne servait qu'à utiliser l'égalité 
M(p, 7r) = RAGÉOMCPJTR) qui n'était alors démontrée que pour TT cuspidale. Maintenant 
que l'on dispose de cette égalité pour toutes les représentations p, TT tempérées, cette 
hypothèse ne sert plus et on obtient le résultat pour tous les paquets tempérés. • 

Références 

[1] A. AIZENBUD, D. GOUREVITCH, S. RALLIS & G. SCHIFFMANN - Multiplicity one 
theorems, Ann. of Math. 172 (2010), p. 1407-1434. 

[2] J. ARTHUR - The trace formula in invariant form, Ann. of Math. 114 (1981), p. 1-74. 

[3] , On a family of distributions obtained from Eisenstein series. II. Explicit 
formulas, Amer. J. Math. 104 (1982), p. 1289-1336. 

[4] , The invariant trace formula. I. Local theory, J. Amer. Math. Soc. 1 (1988), 
p. 323-383. 

[5] , Intertwining operators and residues. I. Weighted characters, J. Funct. Anal. 

84 (1989), p. 19-84. 
[6] , A local trace formula, Publ. Math. I.H.É.S. 73 (1991), p. 5-96. 
[7] , On elliptic tempered characters, Acta Math. 171 (1993), p. 73-138. 
[8] W . T. G AN, B. H. GROSS & D. PRASAD - Symplectic local root numbers, central 

critical L-values and restriction problems in the representation theory of classical 
groups, ce volume, 2012. 

[9] D. GOLDBERG - Reducibility of induced representations for Sp(2n) and SO(n), Amer. 

J. Math. 116 (1994), p. 1101-1151. 
[10] B. H. GROSS & D. PRASAD - On irreducible representations of $$, Canad. 

J. Math. 46 (1994), p. 930-950. 
[11] HARISH-HANDRA - Admissible invariant distributions on reductive p-adic groups, 

University Lecture Series, vol. 16, Amer. Math. Soc, 1999, notes par S. DeBacker et P. 
J. Sally, Jr. 

[12] R. A. HERB - Elliptic representations for Sp(2n) and SO(n), Pacific J. Math. 161 
(1993), p. 347-358. 

[13] A. ICHINO & T. IKEDA - On the periods of automorphic forms on special orthogonal 
groups and the Gross-Prasad conjecture, prépublication, 2008. 

[14] C . MŒGLIN, M.-F. VIGNÉRAS & J.-L. WALDSPURGER - Correspondances de Howe 
sur un corps p-adique, Lecture Notes in Math., vol. 1291, Springer, 1987. 

[15] F. RODIER - Modèle de Whittaker et caractères de représentations, in Non-commutative 

harmonic analysis (Actes Colloq., Marseille-Luminy, 1974), Springer, 1975, p. 151-171. 
Lecture Notes in Math., Vol. 466. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



312 J.-L. WALDSPURGER 

[16] J.-L. W A L D S P U R G E R - La formule de Plancherel pour les groupes p-adiques (d'après 
Harish-Chandra), J. Inst. Math. Jussieu 2 (2003), p. 235-333. 

[17] , Une formule intégrale reliée à la conjecture locale de Gross-Prasad, Compos. 

Math. 146 (2010), p. 1180-1290. 

J.-L. WALDSPURGER, Institut de Mathématiques de Jussieu-CNRS, 2 place Jussieu, 75005 Paris, 
France • E-mail : waldspur@math.jussieu.fr 

ASTÉRISQUE 346 

http://waldspurQmath.jussieu.fr

