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FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE
par

Pierre Colmez

Résumé. — Ce texte est un exposé des résultats de base d’analyse fonctionnelle
sur Q,,. L’accent est mis principalement sur ’espace des fonctions de classe €" et son
dual des distributions d’ordre 7, le point étant que ces espaces se sont retrouvés jouer
un réle important en théorie de Langlands p-adique.

Abstract (Functions of a p-adic variable). — This text is a compilation of basic results in
functional analysis over Qp. The stress is mainly put on the space of ¥"-functions
and on its dual of distributions of order r, the point being that these spaces have
come to play an important role in p-adic Langlands theory.

Introduction

Le but de ce texte est de présenter et de démontrer les résultats d’analyse fonc-
tionnelle p-adique dont on a besoin [7, 8] en vue de la correspondance de Langlands
locale p-adique pour les représentations de la série principale de GL3(Q,). On donne
en particulier plusieurs caractérisations des fonctions de classe €, si r est un réel
positif, chacune ayant son intérét propre :

— I’étude de la dérivation L : €7 (Z,, L) — €"(Zy, L) repose sur la décomposi-
tion en vaguelettes,

— la décomposition (de Mahler) sur la base des polynémes binomiaux fournit, par
dualité, une caractérisation agréable des distributions d’ordre r en termes de 1'ordre
de leur transformée d’Amice.

C’est cette derniére description qui permet de construire des distributions tempé-
rées & partir de la théorie des (p,I')-modules, ce qui nous fournit un pont entre le
monde des représentations p-adiques du groupe de Galois absolu de Q,, et certains

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S80.
Mots clefs. — Analyse fonctionnelle, transformée d’Amice, intégration p-adique.
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14 P. COLMEZ

espaces fonctionnels p-adiques qui se trouvent étre reliés & certaines représentations
unitaires de GL2(Qp).

La plupart des résultats de ce texte sont parfaitement classiques, et le lecteur est
invité & consulter les travaux cités dans la bibliographie pour d’autres points de vue.
Il trouvera un dictionnaire entre analyse fonctionnelle p-adique et anneaux de séries
de Laurent dans [9, § L.1].

1. Espaces fonctionnels p-adiques

I.1. Espaces de Banach p-adiques. — Ce § ne contient que des généralités sur
les espaces de Banach p-adiques.

1. L-banach. — On normalise la valuation p-adique v, sur C, par v,(p) = 1. Si L est
un sous-corps fermé de C,, on note &1, = {x € L,v,(z) > 0} 'anneau de ses entiers,
my = {z € L,vy(x) > 0} I'idéal maximal de &y, et k, = & /my, son corps résiduel.

Si B est un L-espace vectoriel, une valuation vg sur B est une fonction & valeurs
dans R U {400}, qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) vp(x) = +00 si et seulement si z =0;

(ii) vp(z + y) > inf(vp(z),vB(y)) quels que soient z,y € B;

(iii) vp(Az) = vp(A) + vp(x) quels que soient A € L et = € B.
Un L-banach B est un L-espace vectoriel topologique, la topologie étant définie par
une valuation vp pour laquelle il est complet. Une application f : By — By est un
morphisme de L-banach si elle est L-linéaire et continue; c’est une isométrie de B
dans Bs si v, (f(z)) = vp, (z), pour tout z € By.

Exemple 1.1.1. — (i) Si I est un ensemble, soit £ (I, L) 'ensemble des familles bor-
nées (a;);c; d’éléments de L. On munit o (I, L) de la valuation vy définie par
ve., ((ai)ier) = inf;e1 vp(a;), ce qui en fait un L-banach.

(ii) Soit €9 (I, L) le sous-espace de oo (I,L) des suites (a;)ic; d’éléments de L
tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies. C’est un
L-banach comme sous-L-espace vectoriel fermé d’un L-banach. C’est aussi I’adhé-
rence dans £ (I, L) de lespace des suites n’ayant qu'un nombre fini de termes non
nuls.

(iii) Plus généralement, si I est un ensemble, et si B est un L-banach, ’espace
Loo(I,B) (resp. £, (I,B)) des suites (a;)ic; d’éléments de B, qui sont bornées
(resp. qui tendent vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies), muni
de la valuation vy définie par vp_((ai)icr) = inficrvp(a;), est un L-banach.
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE 15

La plupart des résultats classiques de la théorie des espaces de Banach réels res-
tent valables pour les L-banach (le théoréme de Hahn-Banach demande un peu de
précaution). En particulier, on a les résultats suivants.

Proposition 1.1.2. — (i) Si f : By — B, est un morphisme de L-banach, alors f~1 est
continu et donc f est un isomorphisme de L-banach (théoréme de l’image ouverte).

(ii) Une limite simple d’applications linéaires continues sur un L-banach est conti-
nue (théoréme de Banach-Steinaus).

2. Bases orthonormales et bases de Banach. — La théorie des espaces de Banach
p-adiques est trés loin d’étre aussi riche que son homologue archimédienne; elle se
rapproche plutét de celle des espaces de Hilbert réels. En particulier, la notion suivante
remplace celle de base hilbertienne dans un espace de Hilbert.

Définition I.1.3. — Soit B un L-banach. Une famille (e;);c; d’éléments de B est une
base orthonormale de B de B siapplication (a;)icr — Y ;e @i€i, de £ (I,L) dans B,
est une isométrie. On dit que c’est une base de Banach si cette application est seule-
ment un isomorphisme de L-banach. Autrement dit, une famille (e;);c; est une base
orthonormale de B si et seulement si :

(i) tout élément = de B peut s’écrire de maniere unique sous la forme d’une série
convergente £ = ) ;. a;€;, ou les a; sont des éléments de L tendant vers 0 suivant le
filtre des complémentaires des parties finies,

(ii) vp(z) = inf;cr vp(as).

C’est une base de Banach si elle est bornée et vérifie la condition (i), ce qui implique,
d’aprés le théoreme de I'image ouverte, la propriété suivante.

(ii’) il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout z € B, on ait ’encadrement
—C +inficrvp(a;) < vp(z) < C + infier vp(as).

Une famille (e;);c; d’éléments de B est orthogonale s’il existe une famille (\;);er
d’éléments de L telle que, quelle que soit la famille (x;);e; d’éléments de L, on ait
vB(D ier TiMie;) = inficr vp(z;). Une base orthonormale est donc orthogonale.

Exemple 1.1.4. — Si I est un ensemble, et si ¢ € I, on note §; la suite dont tous les
termes sont nuls sauf celui d’indice 7 qui est égal & 1. Par définition, ou presque, les &;,
pour i € I, forment une base orthonormale de égo‘(l ,L).

Proposition 1.1.5. — Si L est de valuation discrété, et mp est une uniformisante de L,
alors :

(i) Tout L-banach posséde des bases de Banach.

(ii) Un L-banach posséde des bases orthonormales si et seulement sivg(B) = vp(L).
De plus, sous cette hypothése, si on note B = {z € B | vg(z) > 0}, alors (e;)ier
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16 P. COLMEZ

est une base orthonormale de B si et seulement si (€;);cs est une base algébrique du
kr,-espace vectoriel B = B°/my, B°.

Démonstration. — Si B est un L-banach muni de la valuation vp, alors vz, définie

par vg(z) = vp(nmy) - [;;?SEL))], est une valuation sur B, équivalente & vg, & valeurs

dans v, (L), ce qui permet de déduire le (i) du (ii). Supposons donc que vg(B) = v,(L),
et montrons que (e;);er est une base orthonormale de B si et seulement si (€;);¢s est
une base algébrique du kz-espace vectoriel B.

Soit (e;);er une famille d’éléments de B telle que la famille (&;);c; soit une base
du kp-espace vectoriel B. Soient S un systéme de représentants de ki dans O,
contenant 0, et s : k; — S l'inverse de la réduction modulo 7. Si € B°, on peut
écrire T comme une somme finie } ,;.; a;€;, ol les a; sont des éléments de ki, presque
tous nuls. Soit s(z) = Y, s(a;)e;. Par construction, on a z — s(z) € 7 B°.

Si x € BY, définissons par récurrence une suite z, d’éléments de B® par zg = x
et Tyl = ;lz(a:n — 8(zn)). On a alors z = Zﬁ:o Trs(xn) + 7l'l£+1Ik+1 quel que soit

k € N. On peut écrire s(xn) = > ;c1 Sn,i€i, Ol les s, ; sont des éléments de S presque

+o0
n=0

tous nuls, ce qui montre que si on pose a; = T} Sn,i, alors la suite des a; tend
vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies. Ceci montre que ’appli-
cation (a;)icr — Y ;e ai€; est une surjection de €9 (I) sur B. Si a = (a;)ier € £2,(I)
vérifie vy_(a) = 0, on a Y ,cra;e; # 0 modulo 7y car les €, pour ¢ € I, forment
une base de B. Ceci implique que 0 < vg (Y ;c; ai€;) < vp(mL), et comme on a sup-
posé que vg(B) = vp(nL), on en déduit que 'UB(ZieI aiei) = 0 et que ’application
(ai)ier — S icraie; est une isométrie de €2 (I) sur B. Ceci prouve que si les €;,
pour i € I, forment une base de B, alors les e;, pour i € I, forment une base ortho-

normale de B.

Supposons maintenant que les e;, pour ¢ € I, forment une base orthonormale de B.
Si x € B, on peut choisir # € B° ayant pour image  modulo p. Comme vg(%) > 0,
on peut écrire &, de maniére unique, sous la forme £ = ;. a;e;, oll a; € O, tend
vers 0 & Dinfini. Il en résulte que la réduction @; modulo 7 de a; est nulle sauf pour
un nombre fini de ¢ (on a @; # 0 si et seulement si v,(a;) = 0), et que z = >, C&;
est une combinaison linéaire des €; ; les €; forment donc une famille génératrice de B.
Enfin, si ) ;c;a:;& = 0 dans B, et si @; € Oy a pour image a; modulo 7, alors
z =Y ;craie; € pBY, et donc vg(z) > 0. Comme vp(z) = infics vp(as), cela implique
vp(@;) > 0, et donc a; = 0, pour tout ¢ € I. Il s’ensuit que les &; forment une famille
libre, et donc une base, de B.

Ceci permet de conclure.

3. Le dual d’un L-banach. — Si B est un L-banach, on note B* le L-espace vectoriel
des formes L-linéaires continues f : B — L. Muni de la topologie forte définie par la
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE 17

valuation vg~ donnée par la formule
ve(f) = __inf | up(f(@)) ~vs(a),

cet espace est un L-banach. On peut aussi munir B* de la topologie faible de la
convergence simple (topologie la plus faible telle qu'une suite f,, n € N, ait pour
limite f, si et seulement si, quel que soit = € B, f,(z) tend vers f(z) quand n tend
vers +00). D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, B* est aussi complet pour la
topologie faible, mais 1’espace ainsi obtenu n’est un L-banach que si B est de dimension
finie. ’

Proposition 1.1.6. — Soit I un ensemble. |

(i) Sib = (b;)ier € loo(I,L), et si a = (ai)icr € €3 (I,L), la série 3 ;c;bia;
converge dans L.

(ii) Si fo(a) désigne la somme de la série Y ;d; b;a;, Uapplication b — fy est une
isométrie de £oo(I, L) sur le dual de €5 (I, L). ‘

Démonstration. — La seule chose non totalement évidente est la surjectivité de I’appli-
cation b — f,. Soit donc f € 2 (I,L)*. Comme f’ est continue, si on pose b; = f(4;),
on a vp(b;) > veo_(1,y~(f), ce qui prouve que b = (b:)ier € €oo(I, L). Mais alors f — f,
est nul sur le sous-espace de £2 (I, L)* engendré par les §; ; comme celui-ci est dense
et f — fp continue, cela implique f = f;,. Ceci peﬁnet de conclure.

Remarque I.1.7. — Soit §* I’élément de €2 (I,L)* défini par 6(6;) = 1, si j = i, et
67 (8;) = 0, si j # i. On montre facilement que, si f € €2 (I, L)*, alors f est somme de
la série 3, f(6;)6} dans €2 (I, L)*, muni de la topologie faible (la série ne converge
pas pour la topologie forte, sauf si I est un enserﬂble fini).

4. Produit tensoriel de L-banach. — Soient B; et %Bg deux L-banach. Si z € B;®r, Bs,
on définit v, gp, comme le maximum des inf;c s(vB, (z;) + vB,(y;)) pour toutes les
écritures possibles de z sous la forme Zje 7% ® yj. Ceci munit B; ® By d’une
semi-valuation, et on note Bi®L.B> le séparé complété de B; ®; By pour cette semi-
valuation. C’est le produit tensoriel complété de B; et Bs.

Proposition 1.1.8. — Si I est un ensemble et B e#t un L-banach, alors £2 (I, L)®.B
est isométrique a €2 (I, B). ‘

Démonstration. — L’espace €2 (I,L) ®;, B est le sous-espace de £2 (I, B) des suites
(a;)icr telles que le sous-L-espace vectoriel de B engendré par les a;, i € I, soit de
dimension finie. Il contient en particulier ’espace des suites (a;);c; d’éléments de B,
avec a; = 0 en dehors d’un sous-ensemble fini de . Comme cet dernier espace est dense
dans £2, (1, B), il suffit de vérifier que la valuation v définie ci-dessus sur £2 (I, L)®1 B
est celle induite par I'inclusion de ¢2 (I, L) ®, B dans €% (I, B).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



18 P. COLMEZ

Soit donc 2 =} ;7 ®y; € 2% (I,L)®L B. On peut écrire z;, de maniére unique,
sous la forme z; = Y ;s a; ;0;, avec a; ; € L, tendant vers 0 quand 4 tend vers I’infini.
On a alors
inf (ve_ (z;) + ve(y;)) = inf (vy(a; ;) +vB(y;)) <infwv a; Y;) = z).
inf (ve, (2;) + vB(y;)) = Inf_(vp(ai;) +v5(y)) < inf B(;] .4Y3) = Vew(1,5)(2)

J
Ceci étant vrai pour toute écriture de z sous la forme z =} ; z; ® y;, on en déduit
I'inégalité v(z) < vy (1,B)(2)-

Pour montrer l'inégalité dans ’autre sens, partons d’une écriture de z sous la
forme z =}~ ; z; ®y;, et choisissons une base e, r € R, du sous-L-espace vectoriel
(de dimension finie) de B engendré par les y;, j € J. Ecrivons aussi, comme ci-
dessus, z; sous la forme x; = )", a; ;d;, avec a;; € L, tendant vers 0 quand 7 tend
vers linfini. Soient b; ., r € R, les coordonnées de z; = ) ,c;ai;y; dans la base
des e, 7 € R. Il existe Iy C I fini, tel que vp(b; re,) > v(z) si i ¢ Iy. Soit alors
ar =Y ier_1, birer € €3, (I, L). On peut écrire z sous la forme

z= Zar®er+z5,—®zi.
TER i€lp

On peut donc minorer v(z) par
.. . N > min (
min (Tlgg ve., (ar) +vB(er), iléllf(; vB(zz)) > min (Tlxelg ve, (ar) +vB(er), Woo(I,B)(z))’

et comme on a vp_(a,) + vp(er) > v(z) par construction, on en déduit I'inégalité
v(2) > ve_ (1,B)(2) que I'on cherchait & établir. Ceci permet de conclure.

Corollaire 1.1.9. — (i) Si B, et By sont des L-banach et si (e;)icr et (f;)jes sont des
bases orthonormales de By et By, alors (e; ® fj)i jyerxJ est une base orthonormale
de B1®1Bo.

(ii) Si B est un L-banach, si (e;)icr est une base orthonormale de B, et si K est
un sous-corps complet de C,, contenant L, alors (e;)icr est une base orthonormale du
K -banach K@LB.

I.2. Fonctions continues sur Z,

1. Polynémes binomiauz. — Soit ¢°(Z,, L) ensemble des fonctions continues de Z,
dans L. Comme Z, est compact, toute fonction continue sur Z, est bornée. Ceci
permet de munir 4°(Z,, L) de la valuation vgo définie par vgo(¢) = infzez, vp(d(2)),
ce qui en fait un L-banach.

Sin € N, soit (%) le polyndme défini par
z\ J1 sin=0
n - m(m—l)..y.l(!z—n+1) sin 2 1.

ASTERISQUE 330



FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE 19

Proposition 1.2.1. — Sin € N, alors vgo ((£)) = 0.

Démonstration. — On a (") = 1 et donc vgo((Z)) < 0. D’autre part, si k € N,
("Zk) est le nombre de maniére de choisir n objets parmi n + k et est donc entier.
On en déduit le fait que vy ( ("+k)) > 0 quel que soit k¥ € N, et comme n + N est
dense dans Z,, cela implique que v,((%)) >0 quel que soit = € Z,, ce qui permet de
conclure.

2. Coefficients de Mahler des fonctions continues. — On définit la k-iéme dérivée
discréte ¢!¥1 d’une fonction ¢ par récurrence a partir des formules
o =0 et @) =¢M(@+1)- ¢ (a),

et, si n € N, on définit le n-iéme coefficient de Mahler a,($) de ¢, par la formule
an(¢) = ¢[™(0). On a aussi

¢! (z) = Z( 1)’( )¢(w+k—z) et an(¢)=2(—1)"<2>¢(n—i)-

i=0
LemmeI 2 2. — Si P, désigne le polynéome binomial (fl), alors

(i) n =P,_ kszk<n,etP,[l]—Oszk>n,
(i1) ak(Pn) =0sik#n, etag(P,)=1sik=n.

Démonstration. — Cela se démontre par une récurrence immédiate a partir de la
T+1y _ T __(z
formule (n+1) (a1 = ()

Théoréme 1.2.3. — (Mahler) (i) Si ¢ € ‘KO(ZP,L), alors
a) limy, 400 an(¢) =0,
b) S°F% an(¢)( ) = () quel que soit x e Z,.
(i) L’application ¢ — a(¢) = (an(¢))nen est une isométrie de €°(Zy,L) sur
© (N, L).

Corollaire 1.2.4. — Les (i)’ pour n € N, forment une base orthonormale de

€¢°(Zy,L).

Démonstration. — Le corollaire est immédiat. Passons & la démonstration du théo-
|

réme. i

- La formule définissant a,(¢) montre que l'on a vp(an(¢)) > vgo(4), pour tout
n € N. L’application ¢ — a(¢) est donc continue de 6°(Z,, L) dans £ (N, L), et on
a v, (a()) > vgo(d).

— Le sous-espace B de €°(Z,,L) des ¢ tels que a(@) € €2 (N,L) est fermé
dans ¥°(Z,, L) puisque £ (N, L) est fermé dans £, (N, L).

- Sia = (an)nen € €3 (N,L), la série S} Oan( ) converge normalement
dans ¥°(Z,,L) en vertu de la proposition 1.2.1, et la somme ¢, de cette série

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



20 P. COLMEZ

vérifie vgo(¢y) > v (a). D’autre part, le lemme 1.2.2 nous fournit la formule
oF(z) = = gk (%) et donc a(¢a) = a.

— L’application ¢ — a(¢) est injective car « a(¢) = 0 » implique « ¢(k) = 0 quel
que soit k € N », et N est dense dans Z,,.

Maintenant, si ¢ € B, on a ¢ — ¢, (4) = 0 puisque a(¢ — @, (4)) = 0 et a est injective.
Donc ¢ € B implique que ¢ satisfait le b) de la propriété (i) du théoréme. De plus,
on a

Ve, (a(B)) 2 vego(P) = vgo(Ba(g)) = Ve, (a(9)),

ce qui montre que ¢ satisfait aussi la propriété (ii) du théoréme. Pour démontrer le
théoréme, il suffit donc de prouver le a) du (i) ou, autrement dit, B = ¢°(Z,, L).
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.2.5. — Si ¢ € €°(Z,, L), il eziste k € N tel que vgo ($P*1) > vggo () + 1.

Démonstration. — Comme Z, est compact, ¢ est uniformément continue, et il existe
k € N tel que I'on ait vy(¢(z + p¥) — ¢(z)) > vgo(¢) + 1 quel que soit = € Z,.
Maintenant, on a

pF-1

k : k k
#7) (@) = 9@ + %) — 6(x) + (2 (—1)’<”i )¢(w +5F = 1)) + (1+ (-1)P)g(a).

Tous les termes de la somme Zfil_l ont une valuation > vgo(¢) + 1 car (”ik) est
divisible par p, et (1 + (—I)Pk)qﬁ(x) est nul si p # 2 et de valuation > vego(¢p) + 1,
si p = 2. Comme on a choisi k de telle sorte que v,(¢(z + p*) — ¢(x)) > vigo(¢) + 1
quel que soit ¢ € Zp, on a v%o(qb[pk]) > vego (@) + 1, ce qui permet de conclure.

Revenons a la démonstration de ’égalité B = %O(Zp, L). Une utilisation répétée
du lemme précédent, alliée & lidentité (¢pl¥1])[k2] = glk1+k2] permet de montrer que,
siC > 0etsige €%Zy,L), il existe N € N tel que vgo(¢N) > C. Comme
Up(an (@) > vgo (o), si n > N, cela montre que a,(¢) tend vers 0 quand n tend
vers +00.

1.3. Décomposition en ondelettes des fonctions continues

1. Fonctions localement constantes et fonctions continues. — Si h € N, on note
LCh(Z,, L) 'ensemble des fonctions de Z, dans L dont la restriction a a + pth est
constante, quel que soit a € Z,. On note LC(Z,, L) I’espace des fonctions localement
constantes sur Z,, & valeurs dans L. Comme Z, est compact, c’est la limite inductive
(i.e. la réunion croissante) des LCy(Zp, L), pour h € N.

Lemme 1.3.1. — LC(Z,, L) est dense dans €°(Zy, L).
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE p-ADIQUE 21

Démonstration. — Z, étant compact, toute fonction continue sur Z,, est uniformément
continue. Autrement dit, si ¢ € €°(Z,,L) et C > 0, il existe m € N tel que, si
vp(z — y) > m, alors v,(¢(z) — #(y)) = C. Soit ¢, la fonction localement constante
Ef:o‘l (i) Liypmz,. Six € Zyp, il existe i € {0,...,p™ — 1} tel que z € i +p™Z, et
vp(¢(x) — dm(x)) = vp(d(x) — ¢(i)) > C par construction de m; on en déduit que
vgo (¢ — ¢) > C, ce qui permet de conclure.

Si ¢ € N, on note £(¢) le plus petit entier n vérifiant p™ > i. On a donc

logi
£0)=0 et e<i)=[%]+1, sii> 1.
Proposition 1.3.2. — (i) Les 1, ez, pour 0 < @ < pt — 1, forment une base

de LCh(Zp, L).
(ii) Les 1,4 0z, pour i € N, forment une base de LC(Zyp, L).
(iii) Les 1,4 pez,, pour i € N, forment une base orthonormale de €°(Zp, L).

Démonstration. — Par définition, les 1;, ,n7 , pour 0 <7 < p" — 1, forment une base
de LCx(Z,, L). Comme

pheH
1 penz, = Z 1 jpecoprz,, S < ph -1,
3=0
la matrice permettant de passer des 1, +pt(z, AUX 1,4 prz,, pour 0 <7 < ph — 1, est
triangulaire, & coefficients entiers, avec des 1 sur la diagonale. On en déduit le (i),
le (ii), ainsi que le fait que (a;)ien — ) ;en @ilipperz, induit une isométrie de
l’espace des suites nulles en dehors d’un ensemble fini sur LC(Z,, L) (muni de la
valuation vgo). Comme ’espace des suites nulles en dehors d’un ensemble fini est
dense dans ¢2_ (N, L), 'application ci-dessus se prolonge en une isométrie de £2 (N, L)
sur Padhérence de LC(Z,, L) dans ¥°(Z,, L), et comme cette adhérence n’est autre
que €°(Z,, L), d’apres le lemme 1.3.1, cela permet de conclure.

Définition 1.3.3. — On appelle base d’ondelettes la base orthonormale de ¢°(Z,, L)
constituées des 1; ez, pour i € N. Si ¢ € €°(Zp, L), et ¢ = ien bi()1iyperz,
est la décomposition de ¢ en ondelettes, les b;(¢), i € N, sont les coefficients d’ampli-
tude de ¢.

2. Coefficients de Mahler des fonctions localement constantes. — Si z € L vérifie
vp(z — 1) > 0, la série ¢,(z) = 372 (¥)(2 — 1) converge normalement d’aprés la

proposition 1.2.1 et définit donc une fonction continue ¢,(z) de « € Z,. D’autre part,
si k € N, on a ¢,(k) = z*, ce qui nous permet de noter de maniére plus parlante
z — 2% la fonction & — ¢,(z). On a 2*t¥ = 2%2¥ quels que soient z,y € Z, car cette
formule est vraie si 2,y € N, et N? est dense dans Z2.
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Un cas particulierement utile est celui ol 2 est une racine de 'unité d’ordre une
puissance de p. Si zP" = 1, on a 2°tP"% = 2% quel que soit k € N et donc 2% = 2Y,
siy € x + p"Zp, ce qui fait que la fonction z* est localement constante.

Proposition 1.3.4. — (i) Si L contient p,n, les (%, pour ¢ € Kyn, forment une base de
LCh(Z,, L).
(ii) Si L contient p,o, les (¥, pour ¢ € Hpeo, forment une base de LC(Zy, L).

Démonstration. — On a
Z = siz € pth,
1 sinon,

et la fonction caractéristique de a + p"Z, est donc }% 2o =1 €777 Ceci montre que
les (%, pour ¢ € p,n, engendrent LCy(Zy, L), et comme il y en a le bon nombre, cela
permet de conclure.

Siie N, etsije N, posons

i = e(, D> ey

CEMe(i)
Lemme 1.3.5. — On a
QG5 = 0 st g <i,
Q5 = 1 S8t 1= j,
_pe(i)—l .. .
vp(is) 2 [Fstmm—r] sid >
Démonstration. — Si j < i,on a (7' - 1) = ,jf_“j) ( )¢k, et comme i < p¢®,

la condition —i < k < —(¢ — j) implique que k n’est pas un multiple de pt@ . En
sommant sur ¢ € ppei), on obtient 0 comme annoncé.

Si j = 1, le méme raisonnement montre que seul £ = 0 va contribuer, et donc
a;; = 1.

Passons au cas j > i. Comme op; = 0, si j > 1, on peut se contenter de traiter
le cas i > 1. Notons, comme d’habitude, (p» une racine primitive p™-ieme de I'unité,
et F), le corps Qp((pn). Ceci permet de réécrire a; ; sous la forme

1 £(3) ' ‘
Q;j = o) Z: Trr, /q, (G (Gn — 1)).

1
=1, ONl

Comme v, (Trg, /q,(2)) > n+ [vp(z) — ] et comme vp(Cpn — 1) = it

obtient

. L e(i)-1
veleig) 2 Inf, | (n-e)+ [p" —Jp"‘l - pi il)= [p‘(“—_p”(“‘l]’
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car la condition j > i > p®~! fait que le minimum ci-dessus est atteint pour n = £(4).
Ceci permet de conclure.

Remarque 1.3.6. — On peut démontrer 1'égalité B = €°(Z,, L) du théoréme de Mah-
ler en utilisant ce qui précéde. On déduit de I'identité

+o0
1 i 1 i T
Lippeng, (2) = pt® Z ¢Tt= o) Z ZC ¢—1) (j)’
CEMe(s) CEM o) 7=0

la formule a, (1, pez,) = @i,n. Comme vp(ei,n) tend vers +oo quand n tend vers +oo
(lemme 1.3.5), cela prouve que B contient les 1, ¢z , et donc aussi LC(Zy, L).
Comme B est fermé et LC(Z,, L) est dense dans 6°(Z,, L), cela permet de conclure.

3. Coefficients d’amplitude des fonctions localement constantes. — Les résultats de
ce n°serviront dans ’étude des coefficients de Mahler des fonctions de classe %.
Soit ¢ € LCx(Zp, L), et soient

p"-1

+o0o
T
$(@) = Y bi()lipz, (@) = a;(@) ( j)
=1 7=0
les décompositions en ondelettes et de Mahler de ¢.

Proposition 1.3.7. — Si j < p" — 1, alors vy (b;(¢)) > infic; (vp(ai(¢)) + £(4) — £(3)).

Démonstration. — En utilisant la formule
1 i 1 = s iz
Lijprorg, (2) = pt® Z ¢ = '@ Z ZC (€-1) i)
CER e(4) CER ey =0

on obtient a;(¢) = Zf:gl a; ;b;(¢). En utilisant le lemme 1.3.5, on en déduit la
formule b;(#) = a;j(#) — ;< @i ;bi(#), et la minoration
£(5)—1

. - (). . I it
up(b5(8) 2 int (un(a @), i (sa 000 + [ 2 )):
Comme
P -1 (3)-1 _ pe)-1 £3)~4G) _
J—D [P 4 p 1 . .
[pem _pw)—l] =2 [ PO — pl-1 ] = [ p—1 ] 2 4) = ),

une récurrence sur j permet de conclure.
Proposition 1.3.8. — Si £(i) = h, alors vy(b(¢)) > (infeijy>n vp(aj(9))) — 1.

Démonstration. — Soient c;, pour j € N, les coeflicients de Mahler de la fonc-

h—l)

tion continue z +— ¢(z + p — ¢(z). Si on note Py le polynéme défini par
h—1

Pen(@) = (2 )= (}),onac; = > k>; @k(9) a;(Pr,n). Comme les coefficients
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de Mahler de Py sont & valeurs dans Z puisque Px x(Z) C Z, on en déduit lin-
égalité infy;)—p vp(c;) > infy(jy>p vp(a;(4)), ce qui prouve que démontrer I'inégalité
vp(bi(@)) > infy(jy—p vp(c;) — 1 suffit pour démontrer la proposition

Comme ¢=+?" =i _ ¢a=i = 0 si ¢ € Mph-1, on obtient ¢; = 21_0 ;,1bi(9), avec
Bij=0si€(t) <h—1,et

Bu= X T D=1 = 5T a, (GG~ D - 1Y)

p
CEMph =M h—1

Pour démontrer I'inégalité voulue, notons I l'intervalle [p"~!,p" — 1] de N, notons B
la matrice {1} x I des b;(¢), pour i € I, C celle des c;, pour j € I, et M celle des S; ;,
avec (4,j) € I x I. On a alors C = BM.

Par ailleurs, si i € I, posons u; = ((,» — 1)*. Les u;, pour i € I, forment une base
de ({p —1)OF, sur Z,. On note (u});cr, la base de F}, sur Q, duale de la base (u;)ic;.
Les u}, pour i € I, forment donc une base de p~ & sur Z,. De méme, si j € I,
posons v; = ({p — I)C_hj. Les v;, pour j € I, forment une base de ({, — 1)OF, sur Z,.
On note (v})jer, la base de Fj, sur Qp duale de la base (vj);er. Les v}, pour j € I,
forment donc aussi une base de p~" & sur Z,.

Maintenant, comme M est la matrice des p“h’I‘th/QP(uivj), pour (¢,5) € I x I, la
matrice inverse de M est celle des p"Trp, /Q, (ujv}), pour (4,5) € I x I. Elle est donc
a coefficients dans p"Trp, /q, (p™2"OF,) = p~*Z,. Ceci permet de conclure.

I.4. Fonctions localement analytiques

1. Fonctions analytiques sur un disque fermé. — Sia € L, et r € R, soit B(a,r) le
disque fermé {z € C,, vp(x—a) > r}. Une fonction ¢ : B(a,r) — C, est L-analytique
s’il existe une suite ai(4,a), k € N, d’éléments de L, telle que v, (ak(p,a)) + kr tend
vers +oo quand k tend vers +oo, et #(z) = 3125 ar(6,a)(z — a)* quel que soit
z € B(a,r). On note An(B(a,r), L) 'ensemble des fonctions analytiques sur B(a,r),
et on munit An(B(a,r), L) de la valuation vg(, ) définie par

UB(a,r) (d)) = Iclglf;l Up(ak(¢7 a’)) + kT‘,
qui en fait un L-banach.

k
Remarque 1.4.1. — Les 1 B(a,r)(ip[_k—‘:])"v pour k € N, forment une base de Banach de
An(B(a,r),L), et méme une base orthonormale si 7 € Z. On en déduit le fait que, si
K est un sous-corps complet de L contenant a, alors

An(B(a,r),L) = Lk An(B(a,r), K).

Proposition 1.4.2. — Si ¢, € An(B(a,r),L), et si ¢o € An(B(a,r),L), alors
$1¢2 € An(B(a,r),L) et vg(a,r)(d102) = VB(a,r)(#1) + VB(a,r)(P2)-
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Démonstration. — Soient ax = ax(¢1,a), by = ak'(¢2, a) et ¢ = Ef:o a;bg_;. On a
vples) +kr > inf ((vplas) +ir) + (wplbics) + (k = i)
> inf('UB(a,r) (¢l) + jizr}ci}z(vp(bj) + jr)a"UB(a,'r) (¢2) + iérltf/‘z(vp(ai) + ’i’l‘),

ce qui prouve que vp(ci) + kr — +00 quand k — +o00, que ¢1¢2 € An(B(a,r), L), et

que VB(q,r) (¢1¢2) > UB(a,r) (¢l) + UB(a,r) (¢2)
Maintenant, soit ig (resp. jo) le plus petit entier ¢ (resp. j) tel que

Up(ai) +ir = VB(a,r) (¢1) (resp. vp(b]') +gr = VUB(a,r) (¢2))

Si kg = ig + jo, alors 'Up(aibko—-i) + kor > 'UB(a,r)(¢1) + VB(a,r) (¢2) si ¢ # 19, et donc
Vp(Cho) + ko = vp(ai,bj,) + ko = VB(a,r)(91) + VB(a,r)(#2). On en déduit I'inégalité
VB(a,r) ($102) < UB(a,r)(#1) + UB(a,r) (¢2), ce qui permet de conclure.

Proposition 1.4.3. — Si ¢ € An(B(a,r), L), alors

VUB(a,r) (¢) = inf vp(¢(z))

r€B(a,r)
Démonstration. — Commengons par supposer que l'on a a = 0 et r = 0. Alors
z) = 72 apx®, ot v,(ax) tend vers +0o quand k tend vers +oo. L’inégalité
k=0 p

infyeB(a,r) Vp(#(x)) > infren vp(ar) = vp(0,0)(¢) est immédiate.

Pour démontrer I'inégalité infren vp(ar) > infiep(a,r) vp(4(z)), commengons par
remarquer que vp(ay) atteint son minimum pour un certain kg € N. En divisant tout
par ak,, on se rameéne au cas ou infyen vp(ax) = 0. Soit alors ¢ la réduction de ¢
modulo mc,. Ceci fait de ¢ un élément non nul de F,[z], et, si z € Oc, ne se réduit
pas en un zéro de ¢ modulo mc,, on a ¢(x) # 0, ou encore v, (¢(x)) = 0. On en déduit
I'égalité infren vp(ar) = infreB(a,r) Vp(P(T)).

Maintenant, s’il existe ¢ € C,, tel que v,(c) = 7, on peut appliquer ce qui précéde
a g € An(D(0,0), L) définie par g(z) = ¢(cx + a), et dans le cas général, on écrit
B(a,r) comme la réunion croissante de B(a,r,), avec 7, € vp(C,) tendant vers r en
décroissant, pour conclure.

2. Fonctions localement analytiques sur Z,. — Si h € N, soit LAy (Zp, L) I’espace
des fonctions ¢ : Z, — L dont la restriction & a + pth est la restriction d’une
fonction L-analytique ¢, sur B(a,h), quel que soit a € Z,. On munit LA, (Z,, L)
de la valuation vy,a, définie par

VLA, (4) = aienzf VB(a,h)(Pa,h),
P

qui en fait un L-banach. D’aprés la proposition 1.4.3, si S contient un systéme de
représentants de Zp/pth, on a aussi vpa, (¢) = infaes VB(a,h) (Pa,n)-
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Soit LA(Z,, L) 'espace des fonctions localement analytiques sur Z,. Comme Z,
est compact, c’est la limite inductive des LA,(Zy, L), h € N, et on le munit de la
topologie de la limite inductive.

Remarque 1.4.4. — En revenant a la définition de vp(,,n), on peut aussi donner la
description suivante de v, : si a € Zp, il existe une suite ax(¢, a), k € N, d’éléments
de L, telle que l'on ait ¢(z) = ch"(’, ak (9, a)(”;;h“)k, quel que soit = € a + p"Z,. On
a alors vp(q,h)(Pa,n) = infren vp(ar(¢,a)), et donc

vLa (6) = Inf inf vy(an(9, @),

si S C Z, contient un systéme de représentants de Z,/p"Z,.

Etant donné h, on peut écrire tout entier n de maniére unique sous la forme
n = (m(n) + 1)p" — i(n)

avec 1 < i(n) < p" et m(n) € N. Soit alors ep, ,(z) la fonction

T +1i(n
eh’n(g;) = ln-}-pth (x)(_pgh_(_))m(n)
Lemme 1.4.5. — Les ey, n, pour n € N forment une base orthonormale de LA (Zp, L).

Plus précisément, si ¢ € LAy (Zp, L) et si ¢i(z) = ¢(—i + p"z), alors :

o ¢; est analytique sur Z, et donc ¢;(x) = > ,,en UimZ™, 0 0y, — 0,

*p= Zf:l ZmGN AimEh,(m+1)ph—i = ZnEN Qi(n),m(n)€h,n;

® vpa, (@) = infren Vp(@i(n),m(n))-

h .

Démonstration. — Cela suit de V'identité ¢p(z) = Y 7_; 1_i1pnz, (z)di(ZE) et de la
description de la valuation vp,s, donnée dans la rem. 1.4.4, car {—i, 1 < i < p} est
un systéme de représentants de Z, modulo p"Z,.

Corollaire 1.4.6. — On a LAp(Z,, L) = L@QPLAh(ZP, Qp) quel que soit le sous-corps
fermé L de C,,.

3. Coefficients de Mahler des fonctions localement analytiqgues. — Le résultat sui-
vant, dii & Amice, permet de décrire les fonctions localement analytiques en termes
de leurs coefficients de Mahler.

Théoréme 1.4.7. — Les [ﬁ]‘(z) pour n € N forment une base orthonormale de
LA (Z,p, L).
Corollaire 1.4.8. — Si ¢ € €°(Z,, L), les conditions suivantes sont équivalentes :

* ¢ €LA(Zy, L);
e liminf v, (an(4)) > 0.
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Démonstration. — 1l existe h tel que ¢ € LA, (Zp, L), et alors, d’apres le th. .4.7, on
a liminf 2v,(an(¢)) > @—_—11)7. Réciproquement, si liminf Lv,(a,(¢)) > 0, il existe
h € N tel que liminf Lv,(an(¢)) > m. Alors ([fg]!)‘lan(@ tend vers O et
¢ € LAL(Z,, L).

Passons & la démonstration du théoréme. Posons g,(z) = [z%]'(i) Notre but est
de prouver que les g,, pour n € N, forment une base orthonormale de LA (Z,, L).
Pour cela, nous allons prouver que :

e g, appartient & la boule unité By, de LAy (Z,, L),

e la matrice exprimant les réductions g,,, pour n < (m + 1)p" — 1, en fonction
des € n, pour n < (m + 1)p* — 1, est une matrice inversible, pour tout m € N (ces
deux derniers points sont une conséquence du lemme 1.4.9, comme il est expliqué juste
avant la démonstration dudit lemme).

D’apres le lemme 1.4.5, les ep, n, pour n € N forment une base orthonormale de
LAy (Z,, L), ce qui implique, d’apres la prop. 1.1.5, que les € ,, pour n € N, forment
une base algébrique de By /pBj) sur Fp. Le second point implique alors qu'’il en est
de méme des g,,, pour n € N, ce qui, d’apres la prop. 1.1.5, implique que les g,, pour
n € N, forment une base orthonormale de LA (Z,, L), ce que I'on veut démontrer.

Sij e {1,...,p"}, soit g, ; le polyndme défini par g, ;(z) = gn(—j + p"z). On a
donc

n. 1% h
Inj(T) = [ﬁ]!ﬁ | 0(—3 —k+p'z).

Lemme 1.4.9. — (i) gn ; est a coefficients dans Zy,.
(ii) Sa réduction g, ; modulo p vérifie :
®9g,,;=0sij>i(n),
* deg(gy,,;) = m(n) sij =i(n),
e deg(g, ;) < m(n) sij <i(n).

Ce lemme permet de terminer la démonstration du th. I.4.7. En effet, le (i) implique
que g, appartient & la boule unité de LAy (Zy, L). Le (ii) se traduit par ’existence
d’éléments o m € Fp, pour m < m(n), nulssi j > i(n), tels que Tnj = Zz(:"g ajmc™.
D’apres le lemme 1.4.5, on a alors g, = 3., (k)<m(n) %i(k),m(k)€h,k- Maintenant, si
n < (m+1)ph—1, alors m(k) < m(n) implique que k < (m+1)p" —1. Il en résulte que
les g,,, pour n < (m+1)p" —1, s’expriment en termes des €, 4, pour k < (m+1)ph —1.
On note M, la matrice ainsi obtenue. Le (ii) du lemme implique alors que si on
découpe la matrice M,, en blocs de taille p* x p”, on obtient une matrice triangulaire
supérieure par blocs et chacun des blocs diagonaux est triangulaire inférieur avec des
éléments inversibles sur la diagonale (cette inversibilité résulte du second point du

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



28 P. COLMEZ

lemme). La matrice M,, est donc inversible, ce qui montre que le lemme 1.4.9 fournit
les points manquant pour démontrer le th. 1.4.7.

4. Démonstration du lemme I1.4.9. — Soit K,,; = {k < n—1, v,(j +k) > h}.
L’application k — j + k induisant une bijection de K, ; sur '’ensemble des entiers de
[j,j+n—1] = [0,j+n—1] - [0, — 1] divisibles par p*, on a | K, ;| = [Z£5=2] - [Z5],
et donc |Ky, ;| = m(n) +1sij > i(n) et |Kp ;| = m(n) si j < i(n).

Onagn; =cn;fnj OUcn; € Q" et

|+ k phz
fi= Il @-557) II (t-F55) €Z,la)
kEKn,j ph kgKn‘j J + k

a pour réduction fnyj = [lkex., (z — Bx) modulo p, ot B € F, est la réduction
modulo p de l';r_h’i‘ Comme le degré de ?n,j est le cardinal de K, ;, le lemme est
équivalent aux résultats suivants :

® vp(cp,5) > 0, pour tout j,

® vy(cn,;) =0, sij =i(n),

® vp(cp,j) > 0,sij > i(n).

On obtient la relation ¢y ; [Txex, , (:p;Lk) = [ R—a(—=j — k) en identifiant

les termes constants. On a donc

ens =Gl I #* T i =k

"kEKn; k¢Kn;

v,,(cn,j)=vp([1%]!)—v,,(n!)+ 3" inf(u,(j + k), h).

0<k<n-—1

En utilisant.l'identité vy (n!) — vp([J5]!) = Sy [1%], et

n—1 ‘ . h . h n +] _1 ] _1
> inf(vy (i +R), ) = D[k <n=1, w4 8) 2 0 = 30 (1= [)),
k=0 =1 e=1

on en déduit la formule

n+j-1, j-1, n
vp(Cn,j) = E , ( =1 1= 1[=])-
z=1( ¥ Pt pe)

Comme [z+y] > [z]+][y], chacun des termes de la somme est > 0, et donc vp(cn, ;) > 0,
ce qui démontre le premier point.
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Pour démontrer le second, on utilise la formule —[3%] = [“—;—1] + 1, valable quels
que soient a € Z et b € N — {0}, ce qui nous donne

" omn)ph — i(n) — ok — i(n
tplens) = 3 ([ - [ - (=)

= zh:((m(n)ph_l -1+ (1+ [—z(n)]) — (m(n)p"~* + [—z(n)])) =0.

4
£=1 p

Enfin, pour démontrer le troisiéme, constatons que ["—t}’[—l] - [pL,,l] —[xl=1,si
j > i(n), et donc vp(cp ;) > 1.
Ceci permet de conclure.

1.5. Fonctions de classe ¢

1. Fonctions dérivables et fonctions de classe €. — Une fonction ¢ : Z, — L est

tité w admet une limite quand h tend

dérivable en o € Z,, si la quan
vers 0. La limite est alors notée ¢’(zo). Une fonction est dérivable d l’ordre 1 si elle
est dérivable en tout 9 € Z,; une fonction dérivable & 'ordre 1 est en particulier
continue. Plus généralement, on définit par récurrence sur k la notion de fonction
dérivable & l'ordre k : ¢ est dérivable a l’ordre k si elle est dérivable & l'ordre k — 1,

et si sa dérivée (k — 1)-iéme est dérivable & l'ordre 1.

Sir > 0, on dit que ¢ : Z, — L est de classe €, s’il existe des fonctions
¢V : Z, — L, pour 0 < j < [r], telles que, si I'on définit €4, : Zp x Z, — L et
Cypr: N = RU {400}, par

[r]

Ny .
eor(z,y) = bz +y) — jgo ¢(])(x)ﬁ et Cyr(h) :mezpfggpthvp(e@r(w, y)) — rh,

alors Cy -(h) tend vers +oco quand h tend vers +oo.

Remarque 1.5.1. — En prenant y = 0, on voit que, si r > 0, et si ¢ est de classe €7,
alors ¢(©) = ¢ et ¢ est continue. Dans le cas r = 0, on retombe donc sur la définition
de fonction uniformément continue et, Z, étant compact, une fonction est de classe €°
si et seulement si elle est continue.

On note €¢"(Zy, L) ’ensemble des fonctions ¢ : Z, — L qui sont de classe €". On
munit €7 (Z,, L) de la valuation v, définie par

vigr (@) = inf ( inf v(¢(1)($)) inf v,(e4,(2,9)) — 0p(¥))
“ 0<i<ir, zez, P* 1 ayez, POTDY »(¥)),

ce qui en fait un L-banach.
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Remarque 1.5.2. — Sur un intervalle compact de R, une fonction dérivable &
lordre k, dont la dérivée k-ieme est continue, est de classe €% avec les défini-
tions ci-dessus (en remplagant la valuation p-adique par la norme usuelle). Sur Zp,
I'exemple suivant montre qu’il n’en est rien. Tout élément z de Z, peut s’écrire de
maniére unique sous la forme S 1% pa,(z), avec a,(z) € {0,...,p — 1}, ce qui
permet de définir une fonction ¢ : Z, — Z, grace a la formule ¢(z) = 31 p* a,(z).
On a alors vy (¢(z) — ¢(y)) > 2vp(z — y) quels que soient z,y € Zj, ce qui montre que
¢ est dérivable, de dérivée nulle, en tout point, (elle est donc dérivable & n’importe
quel ordre) bien que ¢ ne soit localement constante au voisinage d’aucun point. Or il

est facile de voir que ¢ n’a de développement limité a ’ordre 2 en aucun point.

2. Propriétés locales des fonctions de classe €". — Le but de ce n° est de montrer
que, si ¢ est de classe €7, alors les ¢() sont les dérivées successives de ¢ et donc que
Pon retombe sur le développement limité naturel de ¢.

Lemme 1.5.3. — Soit C(N) = 2,’;;1 vp(n!), et soit ag, pour 0 < k < N, une famille
d’éléments de L. Alors, quel que soit h € Z,

N k
. . T
oslrlcléN (vp(ax) + kh) > xel:»}lfzp vp< kzzo R ) —CN)-

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur N, le résultat étant
trivial si N = 0. Si N > 1, soient P,Q € L[z] définis par

N "Ek N-—-1 xk
P(z) = Zakﬁ et Qz) = Z ko
k=0 k=0
Alors, quels que soient * € Q, et h € Z, on a
N N
L
j=0

En prenant € p"Z,, on obtient la minoration v,(an) + Nh > inf e nz v,(P(2)).
On en tire la minoration v,(Q(z)) > infyeprz, vp(P (7)) — vp(NV!), et hypothese de
récurrence implique que
i > i - —1)> inf P - C(N
. (vp(ar) + kh) > xel,?nfz,, up(Q(z)) —C(N - 1) > Lanf vp(P(z)) — C(N),

ce qui permet de conclure.

Proposition 1.5.4. — Sir > 1, et si ¢ € €"(Zp, L), alors ¢ est dérivable en tout point.
De plus,

(a) ¢/ € €71 (Zp, L) et il existe Co(r) € R tel que vly,_,(¢') > vigr(¢) — Co(r),
quel que soit ¢ € €7 (Zp, L).

(b) (¢)9) = Pt g 5 <r—1.
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Démonstration. — 1l est clair sur la définition que lim,_,q M = ¢W(x), si ¢
est de classe €, et donc que ¢ est dérivable en tout point, de dérivée ¢'(z) = ¢V (z).
Par ailleurs, en développant €4 (2,y + 2) — €4, (T + ¥, 2), qui est égal &
[r] i [r] .
) y + 2z J ) ZJ
(¢e+y+2)- Zo‘i’(])(w)(T)“) — (d(z+y+2) - P 0%,
i= i=

on obtient, si v,(2) > h et vy(y) > h, la minoration

i, -3 k
'up(;) 31' (¢(J)(x +y) — I;} ¢(J+k)(z)%)) >rh+ Cyr(h).

D’apres le lemme 1.5.3, cela implique que, si v,(y) > h, alors

[r]—J

0 (80 +y) ~ Y 09D @)55) 2 (= i)k + Cor(h) - O
k=0

On en déduit, si 0 < j < [r], I'appartenance de ¢\9) & ¥"7(Z,, L), la minoration
Vo (¢9)) > vl (¢) — C([r]), et lidentité (¢0))*) = ¢l+k) i j + k < [r]. Ceci
permet de conclure.

Remarque 1.5.5. — (i) Une récurrence immédiate montre, 6 surprise, que #U) est la
dérivée j-itme de ¢. De plus la minoration vl,_,(¢\9) > vl (¢) — C([r]), obtenue
au cours de la démonstration de la proposition 1.5.4 est meilleure que celle que ’on
obtiendrait par récurrence en utilisant la prop. 1.5.4.

(ii) On a obtenu, au cours de la démonstration, la minoration suivante, si j < [r],

Cy,r—j(h) = Cor(h) — C([r]).
(iii) Nous montrerons plus loin (prop. 1.5.16) que % induit une surjection de

€ (Zy,L) sur €7~ Y(Zy, L), sir > 1.

Proposition 1.5.6. — Si ¢y : Z, — Z, est de classe €", et si ¢g : Z, — L est de
classe €", alors ¢a 0 ¢y : Z, — L est de classe €.

Démonstration. — Cela marche exactement de la méme maniére que pour la compo-

sition des développements limités dans le cas archimédien.

3. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe €". — 1l semble naturel
de penser qu’une fonction localement analytique est de classe €", pour tout r > 0.
La proposition suivante montre que c’est bien le cas.

Proposition 1.5.7. — Si h € N, et sir > 0, alors LAy(Z,,L) C €"(Z,,L). De plus,
si ¢ € LAp(Zy, L), alors
vigr (¢) > vLa, (4) — rh.
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Démonstration. — Soit ¢ € LAp(Zp,L). On a vp(%cﬁ(j)(:c)) > vpa, (¢) — hj quels que
soient x € Z, et j € N. Par ailleurs, on a

15 . )

jisr e Jj!(a:)y] o si vp(y) > h,
f] . .

Sz +y) - Yol EoByd sivg(y) <h.

On en déduit la minoration v,(e4,+(,y)) > vLA, (@) + ([r]+1)(vp(y) — h) si vy(y) > h,
et comme ([r]+1)vp,(y) —rvp(y) tend vers +o0o quand v, (y) tend vers +oo, cela montre
que ¢ € €"(Zyp, L). De plus, la minoration viy, (¢) > vra, (¢) —rh se déduit facilement,
en revenant & la définition, de la formule ci-dessus pour €4 -(x,y) et de la minoration
vp(%qﬁ(j)(z)) > vpa, (¢) — hj. Ceci permet de conclure.

€¢;T(w: y) = {

4. Coefficients d’amplitude des fonctions localement polynomiales. — Soit I une par-
tie de N. Si h € N, on note LPj}(Z,, L) 'ensemble des fonctions de Z, dans L dont la
restriction & a + p"Z, est un polynéme de la forme Dier a;z*, quel que soit a € Z,,.
On note LP! (Zyp, L) Yespace des fonctions localement polynomiales sur Z,, & valeurs
dans L et & degrés dans I. C’est la limite inductive des LPj(Z,, L), pour h € N.

Si I est une partie de R, on note LP{E(Z,,,L) et LP! (Zp, L) respectivement, les
espaces LP}"N(Z,, L) et LP'™N(Z,, L).

Proposition 1.5.8. — Soit r > 0.

(1) Les 1,4 penz, - (;”e—f,-’;)k, pour 0 < i < ph —1 et 0 <k < [r], forment une base
de P2, L).

(i) Les 1; peorz, - (:z—?:;)k, pour i € N et 0 < k < [r], forment une base
de LP*"N(Z,, L).

Démonstration. — 11 suffit d’adapter les arguments de la démonstration des (i) et (ii)
de la prop. 1.3.2.

Sii € N et k € N, on note e; i '’élément de LP7 défini par

)T T— 1tk
eik,r(z) = pl® ]1i+p¢<i)zp(x) . (W) .

Lemme 1.5.9. — (i) Les e;x,r, pour 0 < i < p" —1 et 0 < k < r, forment une base
de LPI"\(Z,, ).
(ii) Les e;,r, pouri € N et 0 < k <7, forment une base de LP[O‘T](ZP, L).

Démonstration. — Immédiat.

Lemme 1.5.10. — Sir >0 et si k <r, alors

Vigr(eok,r) =0 et vigr(eig,r) > [E)r] —rl(E)+r—k> -1, sii>1.
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Démonstration. — Le cas i = 0 est immédiat. Supposons donc ¢ > 1 (et donc £(7) > 1),
et notons ¢ la fonction e; . r.
-8ij<r, etsiz e Zy, alors

0 (g
(P D) 2 ()] - 5606) 2 [09r] — KeG) 2 [6G)r] = r4() 47— .

‘ _i\k -
~Onaeg,(z,y) = plf®r] (1i+pt(i)zp (Z+y) -1, 4 pe0z, () (%) . En particulier,
€p.r(x,y) = 0, si vy(y) > £(3), ou si ni z ni = + y n’appartiennent & i + p*Z,,.
— Dans le cas v,(y) < £(i) —letz+y €i+p*DZ, ona

Up(g,r(T,y)) — rop(y) 2 [€(i)r] — r(£() — 1) 2 [€(i)r] — ré(@) +r — k.
— Dans le cas v,(y) < £(3) —1let z € i+ p*@Z,, on a
Up(€g,r(2,y)) — Tup(y) = [(@)r] + k(vp(y) — £(6)) — rvp(y) 2 [€(@)r] — rl(@) + 7 — k.
Ceci permet, en revenant & la définition de v, de conclure.
Lemme 1.5.11. — Sir >0, si h € N, et sib; € L, pour i < p" — 1, alors

Vegr ( Z bieior) —r < inf  wp(b;).

i<ph-1
i<ph—1 =P

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur h, le cas h = 0 étant
trivial. Soit ¢ = ), <,n_1 bi€i0,r. Comme les e; o, sont localement constantes et donc
de dérivées nulles, on a €4 (2, y) = ¢(x +y) — #(x). En particulier, en tenant compte

du fait que e; o, est constante modulo p"~1Z,, si i < p"~!, on obtient
(D) pIb; 4 pnn si0<i<phl-1,
Epr\LyD =
Y p['”](biﬂ,h_l —b) siphl<i<ph-1.

On en déduit que

. _ ; . h—1 / LY
o dnf p(b) = [l nt gl (60" ) 2 e (8) + (A= 1)~ [hr].

En particulier, inf h-1<;<pn_1 vp(bi) > vig, (@) —r. De plus, vi. (e 0,r) > [hr] —hr+7

et Zigph-l—l biei,O,r = ¢ - th—lgisph—l_l biei,o,m et donc

’Uégr( Z biei,o’r) Z inf ('Uv.{gr (¢)), inf 'Up(bi) + ’l)%r (61‘,0,,‘)) = U%r (¢),

h=1<i<ph—1
i<ph-1-1 e
ce qui permet de conclure, en utilisant I’hypothese de récurrence pour h — 1.

Sig¢e LP[O’T](Z,,,L), on note b; x(¢), pour i € N et 0 < k < r, les coefficients
d’amplitude de ¢, i.e. les coefficients de ¢ dans la base des e; i ,.
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Proposition 1.5.12. — Sir > 0, il existe C}(r) tel que, pour tout ¢ € LP[O‘T](Z,,,L),
on ait

inf b; > vipr (¢) — CH(r).

iGN,l%SkS'r vp( z,k(¢)) Z Vg (¢) CO(T)
Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur [r]. En dérivant, cela
permet d’utiliser I’hypothese de récurrence pour minorer inf;en, 1<k<r Vp(bi k(¢)) sous
la forme souhaitée (en utilisant le (i) de la prop. 1.5.4 pour minorer v, _,(¢’) en
fonction de v/, (¢)). On minore les valuations des coefficients restants en considérant
o1 = ¢ — EieN,kzlbi,k(¢)ei,k,r» et en utilisant le lemme 1.5.11 et la minoration
Vigr (€i,k,r) = —1 pour minorer v, (¢1).
5. Décomposition en vaguelettes des fonctions de classe €". — Le but de ce n° est
d’exhiber une base de Banach agréable de ¥ (Zp, L), et ce, dans le but de démontrer
(prop. 1.5.16) la surjectivité de - : €"(Z,,L) — %" *(Z,, L) annoncée dans la
rem. 1.5.5.

Proposition 1.5.13. — Soit r > 0. Si ¢ € €"(Zp,L), et h € N, soit ¢y, I’élément de
o,r] ;.0 .
LP,"" défini par

p"-1 [r] ¢(k)

Z liiprz, () ( Z

.’L‘—’Lk)

Alors

(i) ULAp41 (¢h+1 - ¢h) >rh+ Cd’,?“(h) - C([T])
(ii) ¢n tend vers ¢ dans €"(Zp, L) quand h tend vers +oo.

Démonstration. — Il résulte du (i) de la prop. 1.5.7, et de ce que Cy . (h) tend vers +oo,
que ¢p, a une limite dans €7 (Z,, L). Comme par ailleurs, ¢x(i) = ¢(i) si i € N et
p" —1 > 4, cette limite coincide avec ¢ sur N, et donc partout par continuité. I suffit
donc de prouver le (i). Or ¢p41(z) — dn(z) est égal &

p—lp 1
(

— i — aph)k Nk
Z Z Litaprtprtiz, Z ( (i + aph)i_zlaﬁu — (b(k)(i) (z k!z) ),

=0 a=0

et un petit calcul montre que

(7] i h\k ey
> (69 +apy TNy T k,” )

k=0

[r]—j .
p](h+l) x—z—aph .
=3P (0 o -3 0 ) Y
j=0
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et la prop. 1.5.4 (ou plutét le (ii) de la remarque 1.5.5) nous fournit la minoration

[r]—J

ap™)?
Vp (d)(j)(i +aph) - Y ¢<J‘+‘f>(i)%) > Cy,r(h) — C(Ir]) + (r — j)h.
£=0 )

On en déduit que vpa,,, (Ph+1 — @p) est minoré par

pI(h+1

inf (v )y 4 Gy () = C(IF]) + (r = )B) = rh+ Cypr(h) — C(IF),

i<lr] J!

ce qui permet de conclure.

Théoréme 1.5.14. — La famille des e, r, pour i € N, 0 < k < r, est une base de
Banach de €7 (Zy, L).

Démonstration. — Le lemme 1.5.10 montre que (b; k) — Y ;eN, o<k<r Di,k€ik,r €St une
application continue de 2 (N x {0, ..., [r]}) dans €"(Z,, L). La proposition 1.5.12 im-
plique que cette application est un isomorphisme de L-banach de ¢%_ (N x {0,...,[r]})
sur ’adhérence de LP(®"] (Zp, L) dans €7 (Zp, L), et comme cette adhérence n’est autre

que €7 (Zp, L), d’apres la prop. 1.5.13, cela permet de conclure.

Définition 1.5.15. — On appelle base de vaguelettes la base de Banach de €7 (Zy, L)
constituée des e;x, pour i € N, 0 < k < 7. Si 3 ,cn D o<k<r Dik(P)eik,r est la
décomposition de ¢ € €"(Z,, L), en vaguelettes, les b; i (4) sont les coefficients d’am-
plitude de f.

Proposition 1.5.16. — (i) Sir > 1, la dérivation % induit une surjection de €" (Zyp, L)
sur €7~ Y(Zp, L) ; son noyau est ladhérence de LC(Z,, L) dans €"(Zy, L).

(ii) Plus généralement, si j est un entier > 1, et si r > j, l'opérateur (%)j
induit une surjection de €"(Zp, L) sur €77 (Zy,L); son noyau est l’adhérence de
LP-(Z, L) dans €7 (Z,, L).

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que
d\j )
(55) einr =kk=1) - (k= j+ Deik—jr—y)

pour déduire, d’une part la surjectivité de (%)j : €7(Zy,L) — €"9(Zp,L) du
théoreme précédent, et, d’autre part, le fait que le noyau de (a‘iz)j est 'adhérence de
l’espace engendré par les e; , avec kK < j — 1; comme cet espace est précisément
Lp0J _II(ZP, L), cela permet de conclure.
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6. Coefficients de Mahler des fonctions de classe €. — Le but de ce n° est de ca-
ractériser les fonctions de classe €” en termes de leur développement de Mahler.

Théoréme 1.5.17. — Sir > 0, si ¢ € € (Zp, L), et si ¢ = 3,3 an(9)(?) est la
décomposition de Mahler de ¢, alors vp(an(4)) — r€(n) tend vers +oo quand n tend
vers +o0o. De plus, la valuation vgr, définie sur €7 (Z,, L) par la formule

ver(8) = inf (vp(an(8)) - r(n)
est équivalente d la valuation v, .

Corollaire 1.5.18. — Les pl¢(™)] (:), pour n € N, forment une base de Banach de
€ (Zp,L).

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate du théoreme ; la dé-
monstration du théoréeme va demander un peu de préparation.

Proposition 1.5.19. — Si v > 0, il existe Cy(r) tel que, quels que soient h € N et
¢ € LAp(Zp, L), on ait

vgr (@) > vLa, (9) —rh — Ci(r).

Démonstration. — En utilisant le th. 1.4.7, et 'inégalité £(k) < %1—) +1, on obtient

la. minoration
log(1 + k)

ver(8) = v (9) 2 fnf (g l) — B

Comme vp(a!) = L_I%lia—), si Sp(a) est la somme des chiffres du développement de a

en base p, on en déduit la minoration v,(a!) > %5 — 1ogl§¢;:1)’ et écrivant k sous la
forme k = pta + b, avec 0 < b < p" — 1, la minoration
k., log(l + k) ol log(pha +b+1)
vp([—1) - " ozn vp(al) — " lomn
p ogp ogp
a log(a + 1) h log(a +1)
“p-—1 log p log p

log(a+1)

logp =T

ce qui montre que 1’on peut prendre pour C;(7) le minimum de 1—:—1 —(147)
pour a > 0.

Corollaire 1.5.20. — II existe Ca(r) € R telle que Uon ait ver(9) > vig (@) — Ca(r)
quel que soit ¢ € €"(Zp, L).

Démonstration. — 11 résulte de la prop. 1.5.19, et de ce que v, (€ik,r) = [r€(i)],
que 'on a vgr(e; k) > —1 — C1(r) quels que soient i € N et 0 < k < r. Comme les
eik,r, pour i € N et 0 < k < r forment une base de Banach de ¢"(Z,, L), cela permet
de conclure.
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Ceci démontre une des deux inégalités dont on a besoin pour établir le th. 1.5.17.
Pour démontrer Pautre, il suffit, par densité, de la vérifier pour les éléments de
LP{O"](Z,,, L), et pour cela, il s’agit de minorer les coefficients d’amplitude d’un élé-
ments de LP[O”](ZP, L), en termes de la valuation ver.

Soit ¢ € LC(Zp, L), et soient

Z bi(P)1,, ez, (2) = Zay ¢)( )

les décompositions en ondelettes et de Mahler de ¢.

Proposition 1.5.21. — Soit r > 0. Si vy(a;(¢)) > rinf(h,£(j)) pour tout j € N, alors
(i) vp(bi(@)) > r(3) quel que soiti <ph —1, sir <1;
(ii) vp(bi()) > (i) — 1 quel que soiti < p" —1, sir > 1.

Démonstration. — Si r < 1, on utilise la minoration de la prop. 1.3.7. Celle-ci nous
permet de minorer v,(b;(¢)) par

inf(u5(0;(4) + £0) = £03) 2 inf(r£(3) + £0) = £7)) 2 () + (1 = ) mf(£0) = £5)) 2 ().

Si r > 1, on fait une récurrence sur h en utilisant la minoration de la prop. 1.3.8
qui montre que la minoration que on cherche & démontrer est vérifiée si £(i) = h, et
si vp(ai(4)) > rh quel que soit i > p"~!. Considérons alors

¢ =¢- Z bi(®)Liyprz, = Z bi(A)1iyperz,
£(i)=h i<ph-1-1

et, si j € N, soit a}; = a;(¢’). Comme vy (bi(¢)) = 7h — 1 si £(i) = h, on a
0(a}) 2 inf(up(a;(6)),  inf  0p(bu(8))) 2 7 int(h — 1,(7).

L’hypothése de récurrence pour h—1 permet donc de montrer que vy, (b;(¢)) > 74(3) —
si £(i) < h — 1, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.5.22. — Soit r > 0, soit ¢ € LC(Zy, L), et soit ¢ = Z;"g bi(¢)1i+pz(¢>zp,
la décomposition de ¢ en ondelettes. Alors

(i) sir <1, vp(bi(¢)) > re(i) + vgr(p) quel que soit i € N;

(ii) siT > 1, vp(bi (@) > 74(i) + vgr(¢p) — 1 quel que soit s € N.

Lemme 1.5.23. — 11 existe C3(r) € R tel que, si ¢ = Y ,en D o<k<r Dik€ik,r, 0U les
b; k. sont des éléments de C, presque tous nuls, alors

vgr (@) — C3(r) < ieN,lgékST Vp(bi k)
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Démonstration. — Celle-ci se fait par récurrence sur [r].

—Si [r] =0 (i.e. si r < 1), la condition 0 < k < r implique k£ = 0. Comme les b,
sont presque tous nuls, il existe h tel que b; = 0 si £(2) > h. On déduit alors du (i)
du cor. 1.5.22 que P'on a v, (p¥¥971b; o) > veer (¢) + £(3)r quel que soit i < p* — 1. On
en déduit I'inégalité inf;en, o<k<r Up(bik) > ver(4), ce qui permet de conclure.

- Si [r] > 1, soit ¢ la dérivée de ¢. On peut écrire ¢’ sous la forme

¢ = Z Z (k+ 1)bi k+1€4,k,r—1-

i€N 0<k<r—1
Or vgr-1(¢') > vegr(9) (en effet, si ¢, = (7), alors ¢, = Scn_1ank(3), on
vp(ank) > —€(n) car S X L (x)T™ = (1 + T)®log(l + T); il en résulte que
vegr—1(@h) > ver(¢n), pour tout n € N, et on en déduit le résultat annoncé). On
déduit donc de I’hypotheése de récurrence (i.e. de ’équivalence des valuations ver-1
et vi,._,), existence d’une constante Cj(r) € R telle que

ieN,ililékgr vp(kbik) > ver(¢) — C3(r — 1) — Cy(r),

et donc que

i . r — Pa— — / —
s o, tp(bik) 2 ver (@) = Cs(r — 1) = Co(r) lggrvp(k)-

Soit ¢o = D ;en bi,0€i,0,r = & — D ieN D1<k<r Dik€ik,r On a alors

vgr(¢o) > inf (vgr (), ieNigliKrvp(bz’,k) + vgr(€ik,r))

> vgr(¢) — C3(r — 1) — sup wvp(k) — Ci(r),
1<k<r

d’apres le lemme 1.5.10 et la minoration obtenue ci-dessus. Ceci permet, en utilisant
le (ii) du cor. 1.5.22, d’en déduire la minoration

inf vp(bi0) > vgr(¢) — C3(r —1) — sup wvp(k) — Ci(r) — 1.
iEN 1<k<r
Ceci permet de conclure.

Revenons a la démonstration du th. 1.5.17. D’apres le cor. 1.5.20 et le lemme 1.5.23,
Papplication (an)neN — Y nen@n(Z) induit un isomorphisme de L-banach, de
lespace des suites d’éléments de L vérifiant vy(an,) — r€(n) — +oo quand n tend
vers +00, sur un sous-espace fermé de " (Z,, L). Comme I'image contient LA(Z,, L)
qui, d’apres la prop. 1.5.13, est dense dans " (Z,, L), cela permet de conclure.

I.6. Propriétés locales des caractéres de Q;. — Si % € L, on définit la branche
du logarithme log & : C; — C;, comme étant 'unique fonction localement analytique
dont la dérivée est ™! et qui vérifie les équations fonctionnelles

log & (zy) = log» 2 + log » y quels que soient z,y € C; et logyp= 2.
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Si .Z = oo, on pose log, = v,. L’équation fonctionnelle log » z = log» a + logy Z,
<z . 1—x)™
alliée avec le fait que log o, (z) = — S+ %

montre que, dans tous les cas, log ¢, est analytique sur a + pl"'"P(“)Zp, quel que soit
a€Q;.

Sid: Qp — Cj est un caractére continu, la quantité lo—lig
choix de u € Zy — p(Qp) : en effet, (n,v) — (1 + 2p)’n induit un isomorphisme de
groupes de u(Q,) x Z, sur Z3, et si u = (1 + 2p)*n, alors

(resp. loggy z = 0) si vp(x — 1) > 0,

ne dépend pas du

d(u) = 8(1 + 2p)¥é(n), logu=wvlog(l+2p) et logd(u)=vlogd(l+ 2p)

: T : logd(u) __ logd(1+2p) .+
car §(n) est une racine de I'unité, ce qui nous donne 2= = o A—57, si v # 0. On

note cette quantité w(d). La continuité de ¢ implique P’existence de n(d) > 1 tel que
vp(6(z) — 1) > vp(2p), si vp(x — 1) > n(4), et on a alors

<« (w(5)) n : n(8)
d(z) = exp(w(d) logz) = Z n (x—1)", sizel+p™Z,.
n=0

En utilisant I'équation fonctionnelle 6(z) = 6(a)d(%), on en déduit que § est analytique
sur a + p™®+vp(9)Z_ quel que soit a € Q;.

Si ¢ € LA(Zy,L),sin € N, on note pop™™ : Z, — L la fonction de support p"Z,,
dont la restriction & p"Z, est donnée par la formule pop~"(z) = ¢(p~"x). Le résultat
suivant est immédiat.

Lemme 1.6.1. — Si ¢ € LAp(Z,,L), et sin € N, alors pop™ € LApyn(Zp, L), et
VLA (PoD™") = vra, (¢)-

Lemme 1.6.2. — Si ¢ € LA(Z;, L), sia € L*, et si k € N, alors la série
+oo
Z annk¢ ° p—~n
n=0

converge dans €7 (Zp,L) si 0 < r < vp(a).

Démonstration. — 11 existe h > 1 tel que ¢ € LAy(Zp, L). Sin > 0, alors, d’apres la
prop. 1.5.19 et le lemme 1.6.1, on a

vcgr(a"nkqﬁ op™ ") > nup(a) +vLa,,,(9op™") —r(h+n) — Ci(r)
= n(vp(a) —r) + vpa, (¢) — rh — Ci(r),

ce qui montre que vgr(a™nFp o p~™) tend vers +oo si vp(a) —r > 0, et permet de
conclure.
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Proposition 1.6.3. — Soit 6 : Qy — L* un caractére continu vérifiant v,(6(p)) > 0,
soit &£ € LU {oo}, et soit k € N. Alors ¢ - logéf tend vers 0 en 0, et la fonction
obtenue en prolongeant par continuité est de classe €" sur Q, pour tout r vérifiant
0 < r < vp(6(p))-

Démonstration. — Soit ¢(.£) = inf(0,v,(L)) si £ € L, et ¢(£) =0si £ = 00. On
a alors

vp((log & )*6(z)) = up()vp(6(p)) + ke(L);
on en déduit le premier point. Par ailleurs, comme § et log ¢, sont localement analy-
tiques sur Qy, il suffit de regarder ce qui se passe en 0, et on peut donc se contenter

d’étudier la restriction de ¢ - logfg a Z,. Sii € N, notons f; la restriction de ¢ - logfg
a Zy, et posons &' = L si £ €L, et £ =1si.¥¢ = o00. Comme

k
5(p"x) logly (p"z) = 8(p)"8(2)(nZ" +log g z)* = 8(p)" Z (’;) (ng")* " fi(2),

la restriction de 6 - logfg a p"Z, est égale a

n = (k Nk—ip . —n
s (X (5 )t iop),

=0

et donc la restriction de 6 - logfcg & Z, (prolongée par continuité en 0), est égale a

§ a(p)" ( Zk: (I;) (&)~ f; 0 p_”) ’
n=0 0

ce qui permet d’utiliser le lemme 1.6.2 pour conclure.

II. Duaux

I1.1. L’anneau #* et certains de ses sous-espaces. — On note Z* 1’anneau
des séries entiéres f = Z,’:i% a,T", & coefficients dans L, qui convergent si v,(T") > 0.
Une telle série définit donc une fonction analytique sur le disque ouvert B(0,07).
SiheN,soituh:W
Fréchet définie par la famille de valuations vp(g,y,), h € N.

= vp(Cpr+1 — 1). On munit Z* de la topologie de

Un élément f = 32125 b,T™ de Z* est d’ordre r, si vy(b,) + r€(n) est borné infé-
rieurement quand n tend vers +0o. On note %, le sous-ensemble de Z* des éléments
d’ordre 7, et on munit %, de la valuation v, définie par v,(f) = infpen vp(bn) +7€(n),
ce qui en fait un L-banach. Notons que ce que nous appelons « ordre » est souvent

appelé ordre de croissance logarithmique dans la littérature (la série log(l + T') est
d’ordre 1).
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N

L’espace %, des séries & coefficients bornés est aussi noté &7 ; il s’identifie &
l’anneau des fonctions analytiques bornées sur B(0,0%).

Lemme IL1.1. — f € &} si et seulement si infren (vB(0,un)(f) + Th) # —o0. De
plus, la valuation v, est équivalente ¢ la valuation v.. définie par

v (f) = hl.IEllfl (vBun) (f) +Th).

Démonstration. — Si f(T) = 3 ,enanT™ € Z7, alors v.(f) est égal &
n n
. . . — inf ( inf ( h))
hlglf;I (nlg]fsr (vp(a )+ P-1p" +rh)) Jnf vp(an) + Jof -5 +r
Sin = 0, le minimum ci-dessus vaut 0. Si n > 1, La fonction z — G:ﬂﬁfﬁ + rz atteint
son minimum en —— log (ﬂgj—), et en prenant h = [lig—"] =f(n)—1> len _q

log p (p—1)r log p log p
on obtient ’encadrement

logp )

r(f(n) — 1) + Bg—p(l +log 2y

. n P
< Bl = < — + — .
hlng ((p —1)ph Th) p—1 r(é(n) -1)

On en déduit le résultat.

Corollaire I1.1.2. — Si f est d’ordre r et g est d’ordre s, alors fg est d’ordre r + s.

Démonstration. — On a vg(o,u,)(f9)+(r+s)h = (vB©un) (F)+7h)+ (vB(0,un) (9)+5h),
pour tout A € N. On en déduit le résultat et la minoration v, (fg) > v;.(f) + v.(g).

IL.2. Distributions continues. — On appelle distribution continue sur Z, une
forme linéaire continue sur LA(Z,, L), c’est-a-dire une forme linéaire sur LA(Z,, L)
dont la restriction & chaque LAj(Z,, L) est continue. En particulier, si yu est une
distribution continue, on peut considérer ;1 comme un élément du dual de LAy (Zy, L),
et donc définir sa valuation vy,a, (1).

On note Z(Z,, L) ’ensemble des distributions continues sur Z,, & valeurs dans L, et
on munit Z(Z,, L) de la topologie de Fréchet définie par la famille de valuations vy 4, ,
pour h € N.

Sip € 9(Zp, L), on écrira en général u(f) sous la forme plus parlante sz f(z) u(x)
ou simplement sous la forme fz,, fu.

A une distribution continue y, on associe la série formelle

+o0o
a1 = [ a4 =y [ (Z) (z),
n=0 P

P

appelée transformée d’Amice de p.

Si vp(2) > 0, alors z — (1+ 2)° = 3125 (%) 2" est localement analytique, ce qui

permet de calculer Uintégrale [, (1+ 2)*u(x), si p € D(Zy, L).
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Lemme I1.2.1. — Si p € 9(Zp, L), et sivy(z) >0, alors fzp(l +2)%u(z) = du(2).

Démonstration. — 1l existe h € N tel que v,(2) > up, ce qui implique que la série

+22 (%)™ converge vers (1 + 2)® dans LA(Z,, C,) car [ih] tend vers 0. On en

déduit le résultat.

Théoréme I1.2.2. — L’application p — 27, est un isomorphisme d’espaces de Fréchet
de 9(Zy,L) sur Z*. De plus, si p € 9(Zp,L), et sih €N, on a

’UB(O,uh)("Q{M) 2 VLA, (/-l') > UB(O,uh+1)(”Q{M) - L

Démonstration. — Soit p une distribution et 7, (T) = Y.+ b,T™ sa transformée
d’Amice. En utilisant le th. 1.4.7, on montre que, quel que s01ent heNetneN,

Up(bn) = vLa, (B) + VLA, ((Z)) = vLA, (1) — v”([z%] ) > vLA, (K) — NUA.

Ceci permet de montrer que 7, converge sur B(0, u?;) pour tout h, et donc appartient
a Z%, et aussi que vp(, uh)(@f ) > vpa, (1)-
Réciproquement, si f = Zn—O b, T™ € Z*, alors pour tout h € N et tout n € N,

vp([z%]'bn> Z vp(bn) [ph_+_1] > Up(b ) + Nup+1 — 1 Z vB(O,uh_;_])(‘du) - la

et tend vers +o0o quand n tend vers +oo. Ceci montre que 'on peut définir une
distribution continue p sur Z,, en posant fz fu= Z:zoo bnan(f). De plus, on a
I4

vLa, (k) = inf vp([;%]!bn) 2 VB(0,unyr) () = 1.

Ceci permet de conclure.

I1.3. Distributions tempérées et mesures

1. Transformées d’Amice des distributions tempérées. — Soit r > 0. Une distribution
continue p sur Z, est dite d’ordre r si elle s’étend par continuité & €”. On note
2-(Zy, L) lensemble des distributions d’ordre r que I’on munit de la valuation v,

Vg, = fe%r(g:,fL)—{O} (v” ( /z,, d M) B vcgr(f))’

ce qui fait de 2,(Zp, L) le dual topologique de € (Z,, L).
Une distribution est dite tempérée, s’il existe r € R, telle qu’elle soit d’ordre r.

définie par

On note Ziemp I'espace des distributions tempérées.

Proposition I1.3.1. — L’application p — 2, induit une zsometme de 9,(Zp, L) muni
de la valuation vg sur ZF muni de la valuation v,.

Démonstration. — C’est, via la prop. 1.1.6, une simple traduction du th. I.5.17.
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2. Mesures. — Une distribution d’ordre 0 est aussi appelée une mesure. Par défi-
nition, 1'espace Zy(Zp, L) des mesures est donc le dual topologique de 1’espace des
fonctions continues. La prop. I1.3.1 permet de construire une mesure & partir d’une
série entiére dont les coefficients sont bornés. On peut aussi utiliser le fait que les fonc-
tions localement constantes sont denses dans les fonctions continues, ce qui permet de
définir une mesure, comme expliqué ci-dessous, en ne connaissant que les intégrales
fz,, loypnz,u(z) pour a € Z, et n € N.

Soit p une mesure sur Z,. Sia € Z, et n € N, soit u(a+p"Z,) = fzp loyprz, k()
la mesure de a+p™Z,. Comme a+ p"Z, est la réunion disjointe des a + jp" + p"HZp
pour 0<j<p-1,onapu(at+p"Z,) = Z”_O p(a+ jp™ + p"*1Z,). De plus, comme
vgo(laypnz,) = 0, les p(a+p"Zy) sont bornés. Si f est une fonction continue sur Z,,
alors 25! f(a)1a4pnz, tend vers f dans €°(Zy, L) et donc

| 1@ = tim Y fautets2,),
P a=0

formule qui ressemble beaucoup & une somme de Riemann.

Réciproquement, si on se donne une famille p(a+p"Z,), a € Zp, n € N, d’éléments
de L vérifiant les conditions :

(i) pla+p"Zy) = u(b+p"Z,) si vp(a —b) > n,

(ii) p(a + p"Zp) = Y 02g ula+ jp™ + p" 1 Zy),

(iii) il existe C € R tel que vy(p(a + p"Z,)) > C pour tous a € Z, et n € N,
les propriétés (i) et (ii) permettent d’étendre p en une forme linéaire sur LC(Z;, L),
et la propriété (iii) permet de montrer que vy(u(f)) > vgo(f) + C, ce qui permet
d’étendre p, par continuité, & €°(Z,, L).
8. Distributions tempérées et sommes de Riemann. — La prop. I1.3.1 caractérise
les distributions tempérées en termes de leurs transformées d’Amice, ce qui per-
met de construire une distribution tempérée a partir d’une série entiére de rayon
de convergence 1, vérifiant des conditions de croissance. La connaissance de la trans-
formée d’Amice d’une distribution est équivalente & la connaissance des fzp ztu(z),
pour ¢ € N. Le théoréme suivant permet de construire une distribution d’ordre fini
en ne connaissant que les intégrales du type fa o2, z'u(z) pour a € Zy, n € N et
0 < i < N. Cette construction généralise celle des mesures donnée au n° précédent et
est trés importante pour les applications arithmétiques.

Si I est une partie de N, on note Qilg(ZP,L) I’ensemble des distributions
algébriques sur Z, (de degré € I), c’est-a-dire ’ensemble des formes linéaires
sur LPY(Z,,L). Un élément p de .@alg(Zp,L) est donc équivalent & la donnée des
valeurs fa — z'u(z) pouri € I, a € Zy, et n € N avec les relations de compatibilité
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évidentes

o'u(z) = / ' u(x).
/a+p"Z Z a+kpn+pntiZ,

On a une application naturelle de 2(Z,, L) dans 2/, (Z,, L) quel que soit I C N.

Si I est une partie de R, on pose 2, ¢(Zp, L) = i{;N(Zp, L)

Théoréme I1.3.2. — (i) Si p € D,(Z,, L), il existe C € R tel que, quels que soient
a€Z,, keNetn€eN, onait

o[ E0F )z

(ii) Réciproquement, si N € N U {+oo} est > [r], si p € @l?gN](Zp,L) est telle

qu’il existe C' € R tel que, quels que soient a € Z,, k < N et n € N, on ait

vp(/ (x_na)ku) >C —rn,
a+pnZ, V4

alors p se prolonge de maniére unique en une distribution d’ordre v sur Zp.

Démonstration. — (i) La fonction ¢q n k, définie par ¢ nk(T) = loyprz, (:c)(“”p;n“)k

appartient & LA,(Zp,L) et on a vpa,(¢ank) = 0. On en déduit, en utilisant la
prop. 1.5.19, la minoration

T — a\k
Up(/ ( o ) N) > v, (1) +ver (Pank) 2 Vg, (1) +vLa, (Pank) —nr—Ci(r),
+pnZ
ce qui démontre le (i) avec C = vy, (u) — C1(r).
(ii) Pour démontrer le (ii), introduisons le sous-espace @,LO‘N](ZP, L) des éléments

@[0 ,N]

Z,,L) tels que la quantité
alg P

T —a\k
= ey 12 e (] )+m)
vg, N (1) wcz, A0 men \UP a+pnz,,( o ) u)+rn

soit finie. D’aprés le (i), application naturelle « de 2(Z,, L) dans @[ N envoie

P-(Zp, L) dans 7 N](ZP,L) et on est ramené & démontrer que la restrlction de
t & 9r(Zp, L) induit un isomorphisme de Z,(Z,, L) sur N (Zp, L).

La restriction de ¢ & 2,(Z,, L) est injective puisque LPION ](Zp, L) est, d’apres la
prop. 1.5.13, dense dans €"(Zy, L). Il ne reste donc que la surjectivité & prouver. Soit
uE @T[O’N](ZP,L). SiteN,etsike{0,1,...,[r]}, posons

. r—Qa\k
bik = / €ikr b= / PO (—=)" p.
Z i+pt(HZ, p

P
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On a donc vy(bix) > vy, n(p) — 1 quels que soient s € N et k € {0,1,...,[r]}. Il
existe donc, d’apres le th. 1.5.14, un unique élément i de 2,(Z,, L) tel que, quels que
soient i € N et k € {0,1,...,[r]}, on ait fzp €ikr i = bik.

Soit A = ¢(t) — p. C’est, par construction, un élément de %[O’N](ZP,L) dont la
restriction & LP [O’T](Zp, L) est identiquement nulle. Maintenant, si k < N,etsim € N,
on peut écrire [, +pZ, zF X sous la forme

p™—1

) (g(zf)(aupn)k—f /

(@~ (a+ip")Y A).
a+ipn+pntmZ,

Comme les termes avec j < r sont nuls, et ceux avec j > r ont une valuation supérieure
ou égale & (inf,<;<k(j — r)(n + m)) + vy, n()), et comme cette derniére quantité
tend vers +o0o quand m tend vers +o00, cela permet de montrer que fa — zFA=0
quels que soient a € Z,, k < N et n € N. On en déduit 1’égalité p = ¢(ji), ce qui
prouve que ¢ est surjective et permet de conclure.

4. Autres valuations naturelles sur 9r(Zy, L). — La valuation vy, dont nous avons
muni 2, n’est pas toujours trés commode. La prop. I1.3.3 ci-dessous permet, suivant
les cas, d’en choisir une plus adaptée, la valuation vy, étant, en général, la plus
naturelle.

Proposition I1.3.3. — (i) Si on définit va, (), pour p € Dr(Zy, L) par la formule

T —a\k
= izt = et 18 (o )+rm)
vo.) = gfua ()= o ([, G )T e)+

alors vy, (1) est une valuation sur Pr(Zy, L) équivalente d la valuation vg, .
(if) St N € N est > [r], et si on définit v, n(1), pour p € Dr(Zy, L) par la formule

T — a\k
— it ) +m)
vg, N (1) wczy i nen P a+pnz,,( o ) w)+rn),

alors vy, n (1) est une valuation sur Dr(Z,, L) équivalente a la valuation vg, .
(iii) Si N € N est > [r], et si on définit vy, n(w), pour p € Dr(Zp, L) par la
formule

vl = inf (v (/ TN ) rn),
2,8 (1) a€ZyneN \ P . ( pn )" )+
alors vy n(p) est une valuation sur Pr(Zy, L) équivalente d la valuation vg, N.

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des conséquences du th. I1.3.2 et du théoréme
de I'image ouverte. Pour démontrer le (iii), constatons que vy, y (1) > v, n(1). Par
ailleurs, si k < N, il existe agk,...,an i € Q, tels que zk = Zf;o aki(z —i)V. On
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a alors, quels que soient a € Z, et n € N,

x—a Za x—(a+zp"))

On en déduit la minoration vy, n(p) > v%‘N(u) + info<; k<N Up(ai k). Ceci permet
de conclure.

I1.4. Opérations sur les distributions

1. Masses de Dirac. — si a € Zp, soit §, la masse de Dirac en a, c’est-a-dire la
mesure qui & ¢ associe ¢(a). Sa transformée d’Amice est (1 + T)*.

Comme les polynémes sont denses dans Z7, I'espace vectoriel engendré par les
masses de Dirac (et méme celui engendré par les masses de Dirac aux entiers > 0) est
dense dans Z(Z,, L) (et dans 2.(Zp, L) muni de la topologie faible, si r > 0).

2. Multiplication par une fonction. — Si p est une distribution sur Z, et f est une
fonction localement analytique sur Z,, on définit la distribution fp par la formule
fzp o(fu) = fzp( fo)p. On peut de méme multiplier une mesure par une fonc-
tion continue ou, plus généralement, une distribution d’ordre r par une fonction de
classe €.

— Multiplication par z. On a z - (1) = ((z —n) +n)({) = (n+1)(,3,) + (). On
en déduit la formule

Ay(T) = ddp(T), o d=(1+T)— -

— Multiplication par 2° si vp(z — 1) > 0. D’apres le lemme I1.2.1, si vp(y — 1) > 0,
et si A est une distribution continue sur Z,, alors sz y*A(x) = & (y—1). Appliquant
ceci & A = 2z, on obtient &) (y — 1) = &, (yz — 1) quel que soit y € B(0,0%). On en
déduit la formule

Loeu(T) = (1 +T)z - 1).

— Division par x. Le résultat n’est bien défini qu’a addition pres d’un multiple de la
masse de Dirac en 0. Comme la division par z est I’inverse de la multiplication par x,
la transformée d’Amice de 2!y est une primitive de (1 + 7)1, (T'), le choix de la
constante d’intégration correspondant & I’indétermination sus-mentionnée.

8. Restriction a un ouvert compact. — C’est la multiplication par la fonction ca-
ractéristique de 'ouvert compact. Sin € N et b € Z,, la fonction caractéristique
deb+ptZpestz—p "y o pon n~tn®. Cela se traduit, au niveau des transformées
d’Amice, par la formule

'!Z{Resw.pnzp(p,) (T) = p——n Z n—bdﬂ((l + T)n - 1)

NEMUYn
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Sik >1et F € Z, notons 9" F¥F une solution G de 1’équation différentielle
%G = F, ce qui fait que 9 FF n’est bien déterminé qu’a addition prés d’un polynéme
de degré <k —1enlog(l+1T).

Proposition I1.4.1. — Soient n € N, b€ Z, et k € Z. On a alors

/ Fu=p 3 ot n- 1),
b+pnZ,

NEMyn

sik>0ousik<-—-1letb¢p'Z,.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des discussions précédentes.
Si k < —1, 'indépendance du membre de droite par rapport au choix de 8’“,12{” suit
de ce que logn = 0 sin € p,. et de ce que Z"Ie}lpn nt=0sib¢p"Z,.

4. Dérivée d’une distribution. — Si p € D(Zp, L), on définit sa dérivée dy par :
/ o(z)dp = / ¢ (z)p et donc g, (T)=log(1+T)- «,(T).
ZP zp

On remarquera qu’en p-adique, il n’est en général pas possible de définir la primitive
d’une distribution, car au niveau des transformées d’Amice, cette opération corres-
pondrait & la division par log(1 + 7T') qui a une infinité de zéro sur B(0,07").

5. Actions de Zy, ¢ et 9. — Ces actions permettent de faire le lien entre la théorie
des (¢, I')-modules et celles des distributions.

- Sia€Zy,etsip€ D (Zy, L), on définit 0,(u) €€ P(Zy, L) par :

¢(z) 0a(p) = g plaz)p, etona Ao (T)=2((1+T)"-1).

Z,

— On fait agir ¢ sur une distribution u par :
| e@ew = [ ewain etona )= au(@+17 1.
P Zp
— Si p est une distribution sur Z,, on note ¥(u) la distribution sur Z, définie par

/ oz [ oo, evona ol = w(eh)

ol Y : #t — AT est défini par 1/1( WA+T)? -1) = %an=1 F((1+T)n-1).
Les actions de Zy, ¢ et ¢ vérifient les relations suivantes :

(a) pop=id

(b) Ypoos =040 et poa, =ad,0¢,siacZy.

Par ailleurs, « (p) = 0 » si et seulement si «  est & support dans Z; », et

Reszs (k) = (1 —poy) - p
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6. Convolution des distributions. — Si X et u sont deux distributions, on définit leur

convolée X * u par
[ o= ], ([, s so)u

En prenant pour ¢ la fonction z — 2%, avec vp(z — 1) > 0, on démontre que l'on a
G (2) = @5(2)2,(2) quel que soit z € B(0,07), et donc que ., = A,

Pour donner un sens & 'intégrale double ci-dessus, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme I1.4.2. — Si ¢ € LAL(Z,, L), les dérivées de ¢ appartiennent ¢ LAp(Z,, L).
nh¢(n)

De plus, vLAh(” ) > vpa, (@) quel que soit n € N et la suite de terme général
pnh (n)

ULAh( f ) tend vers +00 quand n tend vers +00.

n!

Démonstration. — Soit S un systéme de représentants de Z, modulo pth. Sixzg €8S,
nh ;(n)

alors P—d’n—!—g—) = i (":k)an+k(¢, xo)(uQ)k. Comme (":k) est entier, on en

déduit l'inégalité

nh t(n)

VB(z0,h) ( ) > 1322 vp(ak(@, o)) > ,ﬁ% vp(ak(9,T0)) = VB(zo,h)(9)-

On en déduit la minoration voulue, et le fait que la suite de terme général
nh (n)
¢

UL Ah( ) tend vers +oo est une conséquence du fait que la suite v, (a,,c (o, xo))

tend vers +oo.

Pour prouver que l'intégrale double définissant A\ * u converge, il suffit d’écrire
#(z +y), pour z € ¢ + p"Z,, sous la forme

+00 nh i(n) _
p"9\"™ (Zo +y) T —To\,
R B
n=0 :
Comme ”P(fx0+phz,, (—’”;%l)n A) > vpa, (A), la série

3 = / (2= zo) N P o™ (20 +y)

|
To€S n=0 zo+phZ n

converge dans LAy(Z,, L) d’apres le lemme I1.4.2, ce qui permet de conclure.

Proposition I1.4.3. — (i) La convolée de deuz mesures est une mesure.
(ii) Plus généralement, si A est d’ordre r et yn d’ordre s, alors A est d’ordre r+s.

Démonstration. — C’est, modulo le lemme II.1.1 et la prop. 1.4.2, immédiat sur les
transformées d’Amice.
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Remarque I1.4.4. — La formule #),, = 22/, montre que si §, * 4 = p quel que soit
a € Zy,, alors p = 0. Il n’y a donc pas de distribution continue sur Z,, invariante par
translation ; autrement dit, il n’y a pas de mesure de Haar p-adique.

7. Distributions & support ponctuel. — Si X est un fermé de Z,, une distribution u
sur Zj, est d support dans X, sion a fz,, ¢ 1 = 0 pour tout ¢ € LA(Z,, L) qui est telle
qu'il existe un ouvert contenant X sur lequel ¢ est identiquement nulle.

Proposition 11.4.5. — Sir > 0, et si a € Zy, une distribution d’ordre r, a support dans
{a} est une combinaison linéaire des dérivées d'd,, i < r, de la masse de Dirac en a.

Démonstration. — On peut se ramener & a = 0 en convolant avec d_,. Soit alors
w € 9,(Zy, L) & support dans {0}. On peut écrire p sous la forme

[r] i
uz/\+Z(/ f—,u) . did,,

i=0 YZp
ol A € 2,(Z,, L) vérifie fz,, z'X =0si 0 <i <7, et on est ramené & prouver que
A = 0. Comme p est & support {0}, il en est de méme de A, et comme les 1z, -zt
pour 0 < i < r, forment une base d’un supplémentaire, dans LpO-7] (Zp, L), de I'espace
des fonctions identiquement nulles dans un voisinage de 0, on a fz,, ¢ A =0, quel que
soit ¢ € LPI®7(Z,, L). La densité (prop. 1.5.13) de LP®"(Z,, L) dans €7 (Z,, L)
permet de conclure.

Proposition 11.4.6. — (i) Si (an)nen est une suite d’éléments de L telle que la série
S an X" converge sur tout Cp, la série Y125 an,d™do converge dans P(Zy,, L) vers
une distribution de support {0}.

(if) Réciproquement, si p € D(Zy, L) est une distribution de support {0}, il existe
une suite d’éléments de L telle que la série Z:ﬁ% an X™ converge sur tout C, et telle
que p = 3+ a,d"d.

Démonstration. — Pour démontrer le (i), il suffit, d’aprés le théoréme de Banach-
Steinhaus, de vérifier que Z:i% an 9™ (0) converge, pour tout ¢ € LA(Z,,L), ce qui
est immédiat puisque v,(¢(™(0)) > vpa, (¢) + vp(n!) — nh, quel que soit n € N,
si ¢ € LAW(Z,, L).

Passons au (ii). Soit  une distribution & support {0}. Sin € N, soit b, = fzp z" p.
Comme y est supposée & support {0}, on a aussi b, = p"* fz,, 1,02, (w)(f,;)" 1, quel
que soit A € N. On en déduit la minoration vp(b,) > nh + vpa, (1) quels que soient
n € N et h € N, ce qui montre que la série 5129 %!LX " converge sur C, tout entier.

+o0 b
n=0 #

cette série vérifie fz,, " A=b, = fz,, ™ u, quel que soit n € N. Les polynémes étant

D’apres le (i), la série d"éo converge alors dans Z(Zy, L), et la somme A de

denses dans LA(Z,, L), cela implique ;1 = A, ce qui permet de conclure.
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I1.5. Distributions sur Q,

1. Distributions sur Qp et familles de distributions sur Z,. — Une distribution u
sur Q, est un élément du dual 2(Q,) de 'espace LA.;(Q,) des fonctions localement
analytiques & support compact dans Q. Si p est une telle distribution, et si n € N,
on note u(™ 1’élément de P(Z,) défini par

/z ,, pu™ = /,, 2, o(p"z)u,

si ¢ € LA(Z,). Il n’est pas difficile de vérifier que l'on a ¥(u(**V) = u(™ pour
tout n € N. Réciproquement, si (tn)nen est une famille de distributions sur Z,
vérifiant ©¥(fn+1) = fn, pour tout n € N, alors il existe une unique distribution p
sur Q,, telle que I'on ait u(™ = y,, quel que soit n € N : si ¢ € LA.(Q,) est a support
dans p~"Z,, alors pr d(T)p= fzp ¢(p™"T) i, la relation ¥ (p,y1) = pun permettant
de montrer que fz,, ¢(p~"z)u, ne dépend pas du choix de n tel que ¢ soit & support
dans p™"Z,.

On définit la transformée d’Amice &7, de p par la formule &7, = (szu("))neN, oll

I'on a noté ™ la transformée d’Amice de p(™.

Proposition 11.5.1. — L’application p — &, associant sa transformée d’Amice a
une distribution sur Qp, induit une bijection de 2(Qp) sur l’ensemble des suites
F = (F™),en d’éléments de Z+ vérifiant (FHD) = F(™ | pour tout n € N.

Démonstration. — C’est une simple traduction du résultat correspondant sur Z,,.

2. Action du sous-groupe mirabolique de GL2(Qp). — On munit 2(Q,) d’une action
de P(Qp) = {(; "), a € Q},b € Qp} en posant

[, 0 G o= e rirm

Sin € N est tel que p"a € Z,, et p™b € Zy, et si ¢ est une fonction a support dans Z,,
on a

/ d(p"z) (C ) xp= / d(p"az + p by,
P~ "2y

p—n—vp(a)zp
ce qui, appliqué & ¢(z) = (1 + T)%, nous donne

g™ (T) = A+ TP @) (1+T)P T2 -1), i n > sup(—vy(a), —vp(b)-

(6 1)

On remarquera que, si p € 2(Qp), et si n € Z, alors p(™ est aussi donné par la
formule

W = () )% (Res,mg, ) = Resg, () +4).
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Proposition I1.5.2. — Si p est une distribution sur Qp, si b € Qp et sim € Z, alors
quel que soitn € N tel que bp™ € Z, et n+m € N, on a

P / @+t p=p T Y @A+ T AT
—b+p™Z,

NEH n+m

Démonstration. — On a

" / (@ +b)? p =p~GHDrnprtm / (@ +p"0)’ ™
—b+p™Z, —bpn+pmtnZ,
_p Gt / 29 4™ x Syp
pm-}—nzp
=p~ Ut N 91+ 1) A (T)) e,y
NEHyn+m
3. Distributions tempérées sur Qp. — Une distribution p sur Q,, est d’ordre r si pm

est d’ordre r quel que soit n € N ; elle est globalement d’ordre r si elle est d’ordre r et
s'il existe C,.(11) € R telle que, quel que soit n € N, on ait vg, (u(™) > nr+C, (). On
note Z,(Qp) l'espace des distributions globalement d’ordre r sur Q, que 'on munit
de la valuation vg, (q,) définie par

Vg,(Q,) (1) = inf vo, (™) = nr,

ce qui en fait un espace de Banach. On a aussi

Vo, @) = o (vp( /a +anp(w a) u) (i r)n)

On en déduit la formule

v@T(Qp)((po ‘1)) * 1) = vg,(q,)(s) + mr quel que soit m € Z.

4. Vecteurs propres pour l’action de . — La théorie d’Iwasawa fournit des distri-
butions sur Z,, qui sont vecteurs propres de I'opérateur 1. La proposition suivante
montre que ces distributions s’étendent naturellement en des distributions sur Q,.

Proposition I1.5.3. — Soit o € L* avec vp(a) > 0. Si p € D(Z,) vérifie I’équation

fonctionnelle Y(u) = o' u, il eziste une unique distribution i sur Q, dont la restric-

P
0

est d’ordre vp(c), alors i est globalement d’ordre v,(c).

tion d Zyp est i et qui vérifie ’équation fonctionnelle ( (1)) * b = ap. De plus, si u

Démonstration. — Commengons par constater que, si i est une distribution sur Q,

dont la restriction & Z,, est nulle et qui vérifie (g (1)) * L = afi, alors

—n—1

~ _p n+1 0
Res,-nz, = (*

o DxE)=a (T D) «Resz, =0,

(1)) *Resz, ((

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



52 P. COLMEZ

ce qui implique que [ est identiquement nulle. On en déduit I’'unicité d’une distribution
i vérifiant les conditions de la proposition. Passons & son existence.

Sin € N, soit pp, = a™p. Comme ¥(ln4+1) = Ln, il existe une unique distribution
sur Q,, telle que I'on ait 5™ = u, quel que soit n € N. Par construction, la restriction
de i1 & Zj, est py = p, et on a, quel que soit n € N,

%) xResz, (% ) *((2 %) *h— af))

(:) * (ﬁ(n-}-l) _ C!Zz(n)) — (P; (13) % (Oln_H,U, _ an+1'u) =0.

n

Resp—nz, ( D)*ii—oft) = (°
= (”;n
P

0
conditions demandées.

Ceci prouve que ( (1)) * L — ap est identiquement nulle et donc que f vérifie les
Enfin, si p est d’ordre 7 = v,(a), alors vg, (™) — nr = vg_(a"u) — nr = vg, (1),
ce qui prouve que /i est globalement d’ordre r sur Q.

I1.6. Distributions sur P!(Q,)

1. Conditions de croissance a linfini. — Soit D(a,n) = a+p"Z,,sia € Qp et n € Z,
et soit D(oo,n) = {z, vp(z) < —n}, sin € Z.

On note 7 (L) l'ensemble des caracteres continus de Q dans L*. Si§ € </?\(L), on
note LA(P?(Q,)(8)) I’espace des fonctions ¢ localement analytiques sur Q, telles que
8(z)$(1/z) se prolonge en une fonction analytique sur Q,. Si ¢ € LA(P1(Q,)(4)), on
dit que ¢ a un pole d’ordre < r (resp. d’ordre < r) en l'infini, si §(z)¢(1/x) a un zéro
d’ordre > r — v, (6(p)) (resp. d’ordre > r — v,(8(p))) en 0.

On note 2(P*(Q,)(4)) le dual de LA(P*(Q,)(d)). Si u € 2(P*(Qp)(d)), on note
p1 la restriction de p & Zj, et po la distribution sur Z, définie par

LﬁmM=memwme

On note aussi 5 'involution de Z(Z}) définie par

b@) sl = [ 8(@)o1/z) .

z: z:

On a alors Resz; (12) = ts (Resz; (1)), et réciproquement, si on part de deux distribu-
tions 1, o sur Z, dont les restrictions & Z; vérifient la condition ci-dessus, alors on
peut recoller y; et uy en un élément de Z(P(Q,)(d)). Par contre, il n’est en général
pas possible d’étendre une distribution sur Q, en un élément de 2(P'(Q,)(4)); il y

a une condition de croissance & 'infini.

On dit que p € 2(P1(Q,)(8)) est d’ordre < 7 si les distributions y; et py ci-dessus
appartiennent & %,(Z,). On note 2,(P'(Q,)(8)) Pensemble des éléments d’ordre < r
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de 2(P'(Q,)(9)), et on munit 2,(P*(Q,)(d)) de la valuation vy, (p1(q,)) définie par

Vg, (P1(Q,)) (1) = inf(va, (k1), va, (k2))

qui en fait un espace de Banach. On peut aussi voir %,(P'(Q,)(d)) comme le dual
de I'espace €7 (P*(Q,)(8)) des fonctions ¢ de classe " sur Q, telles que 6(x)¢p(1/x)
se prolonge par continuité en une fonction de classe €” sur Q.

2. Estimées préliminaires. — Les estimées de ce n° serviront au n° suivant pour pro-
longer 4 P1(Q,) des distributions sur Q,.

Lemme I1.6.1. — Si 6 € f?\(L), sii € N, sia€Qp, sin>1+uv,(a) et sim >
sup(n,n(8) + vp(a)), alors Lp( ) (2)d(z)(logy x)' € LAR(Qp) et

VLA, (1D(a,n) (2)0(z)(log & z)%) > vy(a)v,(6(p)) + 4 inf(0,v,(ZL)).

Démonstration. — On se rameéne & a = 1 en faisant le changement de variable z = ay,
auquel cas le résultat s’obtient en revenant & la définition de n(d) et en développant.

—_

Lemme 11.6.2. — Si p € 2,(Qp), sid € T (L), et si £ € L, il existe une constante
C(r,4,0,.%) € R telle que, sin € Z et i € Z, alors

vp(/_nz‘ §(z)(log oy z)* ,u) > (r —vp(6(p)))n + vag, (1) + C(r,4,6,.2).

Démonstration. — On a

/ 5($)(10ggw)ili=/ 5(p~"z)(logx(p™"2)) (%) ) *p
p~"ZY z;

=50)" [ S@) oz a—n L) (7w
On en déduit la minoration
w( [, H000822) ) = =nuy(6e) + e, (7))
+ULA,, ) (lz; -(z)(loggp x — nL)" — n(d)r,
et le résultat suit, avec C(r,1,d,.Z) = —n(d)r + ¢ inf(0, v,(Z)), du lemme I1.6.1 et de

ce que v@r((p: (1)) * pt) = vg, () +nr, en écrivant 1z» sous la forme P 1p(a)-

Lemme 11.6.3. — Soientr >0 et u € 2,(Qp)-

(i) Sii < r est un entier naturel, alors lim,_, 1 fD(o ) zip=0.

(ii) Si ¢ € LA(PY(Qp)(d)) a un péle d’ordre < r en oo et si k € N, la suite de
terme général fD(o,—n)—D(o,o)(IOg—i” z)*¥¢ u admet une limite pr éu quand n — +o00.
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Démonstration. — Sii € N, on a vp(fD(O’_n) zip) > vg. (k) + (4 — r)(—n) qui tend
vers l'infini quand n tend vers +oo si i < r, ce qui démontre le (i).

Pour prouver le (ii), il s’agit de vérifier que, si 5, <r—v,(5(p)) a;x' converge
sur D(oco,ng) et donc, si vy(a;) — ing — +00 quand ¢ — —oo, alors la série double

Y Y af | a@osen
n>no+1i<r—v,(5(p)) "Z‘

converge. Or, d’apres le lemme I1.6.2 (appliqué au caractére z%6), on a
wlai [ a6(@)(logs 2)* 1) 2 plad) + (= 0p(5(p)) ~ )+ C
—'ﬂz*

= vp(a;) — ino + (r — vp(6(p)) — i)(n — no) + C’,

avec C,C’ € R. Ceci permet de conclure car vy(a;) — ing + (1 — vp(6(p)) — 2)(n — no)
tend vers +o00 si ¢ < r — vy(d(p)) tend vers —oo ou si n tend vers +oo.

3. Prolongement a P'(Q,) de distributions sur Q,. — Soit r > 0, et soit § € T (L)
vérifiant v, (d(p)) = 2r. Notre but est de montrer qu’alors tout élément de 2,(Q,) se
prolonge naturellement en un élément de Z,(P*(Q,)(8)). De manitre précise, nous
allons prouver le résultat suivant.

Proposition I1.6.4. — Si p € 2,(Qp), et si ps € 2(P1(Q,)(8)) est la distribution
définie par
° fPI(Q )qué =lim, oo fD(O —n) 1 si¢p aun pile d’ordre < r en oo,

* Loy 0(@)7t s = 0 si = vp(8(p)) < <0,
alors ps est d’ordre 1.

Démonstration. — Pour calculer ’ordre de ug, il s’agit de calculer celui de la distri-
bution y' sur Z, définie par

/ o —/D(Ooo) 8(2)6(1 /) s,

2)iy'), poura € Z,,n € Neti € N.

et pour ce faire, il s’agit de minorer v, ([ D(a,n) (
Il y a deux cas.

e n > vp(a). Dans ce cas, on a fD(a n)(%)iﬂ’ = pr Pa,n,i [ty AVEC
l—az.i
" )
Si m = sup(n — 2vp(a),n(6) —vp(a)), on a ¢q n; € LAL(Qp), et écrivant (ﬂ) sous

¢a,n,i($) = 1D(a—1,n—2vp(a))(w) : 6(1;)1;—’(

la forme pi(m—m)gi (w)i, on obtient, en utilisant le lemme I1.6.1 pour le caractere
z~%§, la minoration

VLA (Ban,i) 2 (1= vp(8(p)))vp(a) +ivp(a) +i(m —n) = —2rvy(a) —i(m —n+ 2vp(a)).
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On en déduit la minoration
zT—a,
Up(/ (—n—)’u’) >vg,(qQ,) (1) + VLA, (Pan,i) —TM
D(a,n) p
=vg,(q,) () + (i — 7)(2vy(a) + m) — in.
Comme 2v,(a) + m > n avec égalité si n > vy(a) + n(d), on obtient finalement

vp(/ (#)ﬂu’) > vg,(Q,) (k) —rnsii>r (ousin >wvpy(a)+n(f)).
D(amn) P

e n < vp(a). On a alors D(a,n) = D(0,n) et donc

x—ai,:/ 6:cm_i1_axi :i(i)__aj/ 5(z)x ™7 ps.
\/D(a,n)( p" )M D(oo,n)() ( " )MS Z J (pn) D(oo,n)() Ho

=0

On en déduit la minoration

up(/D(am)(xz;a)w’) > ngsz'vp(/%oyn) Sa)e? )

Par ailleurs, on a (avec les conventions évidentes si n < 0)

_— E?’:O:,+1 piZx .’E_](S(.’L')[,L si .7 > vp((s(p)) —-r=r,
7 78(x)pus = " P o
D(oo,n) it Jpigy e 0(@n sl <vp(6(p) -7

T.

Ceci permet, en utilisant le lemme I1.6.2, de minorer ’Up(fD(oo n) x796(z)us) par

{(j — 7)1+ vg, (1) + O(r, 8) sij>r,
(G—=r)n—=1)+vg. (u) +C(r,d) sij<r.

Comme n > 0 puisque ' est & support dans Zj,, on obtient finalement la minoration

r—a,; ,
vp(/ (— )Zu) > vg, (k) —rn + C(r,6).
D(a,n) P

Les deux minorations ci-dessus montrent que u' est d’ordre r et qu’il existe C’(r, §)
tel que vy, (K') > vy, (1) + C’'(r,§), ce que l'on cherchait & démontrer.

4. Restriction a Q, de distributions sur P*(Q,). — On suppose encore que l’on a
vp(8(p)) = 2r. On note Vg] (resp. 1) I'élément de 2(P1(Qy)(8)) défini par

i _ 1 d' B 1 d-
/pl<Qp>¢V‘S = g 0@e/2))1. (reSp' /Pl(QP)‘f’Vo = 55 (8@ )

C’est une distribution dont le support est réduit & co (resp. 0).
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D’apres la prop 1.6.3, on a z* € %T(PI(QP)((;)) sii< vp(d(p)) —r = r. Lintégrale
fp1(QP) z'y est donc bien définie sii < ret pu € @T(PI(QP)((;))_ Soit

Tor : 2:(P1(Qp)(9) — 2-(PH(Q,)(9))

o= 3 ([ )l
o<i<r YPHQp)
Remarque 11.6.5. — ( ) T>r est la projection de 2,(P!(Q,)(6)) sur le'sous-espace des
u vérifiant fPl(Qp) zu=0si0<1i<r, parallelement & Do<i<rL - y([)z].
(i) Si p € 2,(Qp) et si us € 2-(P1(Qp)(d)) est la distribution définie au
lemme I1.6.3, alors 7>, (us) = us.

Proposition 11.6.6. — Sir > 0, l’application
Resq, o 7>, : 2(P1(Qp)(9)) — 2(Qp)

induit une suite exacte
0= (®ogicr L- 1) @ (@osicr L- 1) = 2,(PH(Q,)(9)) — Z4(Q,) — 0
de L-banach.

Démonstration. — Comme d’habitude, si u € 2,.(P*(Q,)(d)), on note y; la restriction
de p & Z, et pp la distribution sur Z, définie par fzp o(x)ug = fD(oo,O) o(z)p(1/x),
ce qui fait de p; et p2 des éléments de 2,(Z,). La condition Resq, (1) = 0 est alors
équivalente a ce que p2 soit & support 0 et la formule

ker(Resq, © 7>r) = ( @o<i<r L - V([)i]) ® (®o<i<r L+ V<[5i])

est une traduction du (i) de la remarque I1.6.5 et du fait qu’'une distribution sur Z,,
d’ordre 7, et a support 0, est une combinaison linéaire des 1/([)], pour ¢ < r.

La surjectivité de Resq, o 7>, est une conséquence de la prop I1.6.4 et du (ii)
de la remarque I1.6.5. Pour conclure, il s’agit donc de montrer, d’une part, que, si
p € 2-(P1(Q,)(6)) vérifie fpl(Qp) o' =0si0<i<r,alors Resq, (1) € 2,(Qp), et
d’autre part, que p — ResQ (1) est continue. Pour ce faire, on est amené & étudier
les intégrales fD(a ) ( ) p, pour i E N, a € Qp et n € Z.

-Sia€Z, ethO(le si D(a,n) C Zy), on a

vp(/D(aYn) (wp—na)i'u) — ,Up(/D (xp—na)z'ﬂl) > ’U@T(,ul) .

(a,n)

-Sia¢Z,etn>vp(a) (ie si D(a,n) NZ, = &), on a

1: - a
/ / ¢a n,i 42,
D(a,n) p"
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ol Pg,n,i est la fonction qui a été introduite au cours de la démonstration de la
prop. 11.6.4. On en déduit, comme dans cette démonstration, la minoration

vp(/ (= _na)i:“) > vg,(u2) —rn sii>n (ousin > wvy(a) +n(d)).
D(a,n) p

-Sia=0,n<0eti<r, on a, grace & I'hypothese fpl(q )xiu =0sii<r,

r—a.\; :
. — _p—m/ 7 (x —nz / .’B
/[\)(a,n) ( p ) a Q,-p~"Z, ( Z n— "Z"‘ )Hz

On en déduit la minoration vy ( fp, (=2 a)* u) > vg, (ue) —rn+C(r, ), en utilisant
le lemme I1.6.2.
—-Sia=0,n<0eti>r, on a alors,

T —ayi —-n,\i
= p"z)p
/D(a,n) ( " ) # /p"Z,,( )

p—1 I3
. o . T—0p b\ J
=p’/ (")t / ()b' ’p’( )u
pn-}-lzp ; pnb+pn+1zp J;O ] n+1
Or, on a déja constaté que vp( [, S (z—nzi';b)ju) > vy, (u2) — (n+1)r. On en

déduit que

'Up(/nz (P_"a:)iu) > inf (z + Up(/n_'_lz (p‘"-lx)z’u),v@,(pz) - (n+ 1),~),

et une récurrence descendante immédiate (utilisant ¢ > r) montre que l'on a
w( [ »7a)'n) 2 va,(u) ~ (n+ 1)r
P2y

quel que soit n < 0.
-Sia ¢ Z, et n < vpla) (i.e. si D(a,n) NZ, # @ et D(a,n) ¢ Z,), alors on a
D(a,n) = D(0,n) et

/D (M)( po ) uzz (j)(p‘"a)"‘j /,, nzp(p‘”x)ju,

Jj=0

ce qui permet d’utiliser les deux minorations précédentes pour obtenir

”"(/D(a G B) 2 va, k)~ t 1

pn

Les minorations précédentes montrent que Resq,u € 2-(Q,) et qu’il existe C € R
tel que

v9,(Q,)(Resq, (1)) > inf(vg, (K1), vg, (12)) + C = vg,(P1(q,)) (1) + C,

ce qui permet de conclure.
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Les résultats concernant les L-banach sont tirés de [18]. La base orthonormale d’on-
delettes de ¥°(Z,,L) a été introduite dans [13]; celle des polynomes binomiaux
dans [10]. La caractérisation des fonctions localement analytiques en termes de déve-
loppement de Mahler apparait dans [1], celle des fonctions de classe €" dans [6] (au
moins si 7 est entier). La surjectivité de % : 67(Zp, L) — €7 1(Zy, L) est établie
dans [16]. La transformée d’Amice apparait dans [2] et est systématisée dans [4]. La
notion de distribution d’ordre r est issue de [5, 11, 19] (voir aussi [12]). Le diction-

naire entre analyse fonctionnelle p-adique et anneaux de séries de Laurent auquel il
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est fait allusion dans 'introduction est en germe dans [3]. Je remercie D. Barsky pour
ces références.
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