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Séminaire BOURBAKI 

60 e année, 2007-2008, n° 983, p. 39 à 81 

Novembre 2007 

LE PROBLÈME DE KNESER-TITS 

par Philippe GILLE 

1. INTRODUCTION 

Soient k un corps et ks une clôture séparable. Soit G /k un A;-groupe réductif 

(connexe). On note G (A:) le groupe abstrait des fc-points de G. On note G(k)+ le 

sous-groupe (distingué) de G(k) engendré par les U(fc) pour U parcourant l'ensemble 

des fc-sous-groupes de G isomorphes au groupe additif G a . Le quotient 

W(k,G) := G(Â;)/G(fc)+ 

est le groupe de Whitehead du groupe G /k. Tits a montré que, si G /k est presque 

fc-simple (i.e. ne possède aucun sous-fc-groupe distingué connexe) et isotrope, et si 

card(A;) > 4, alors tout sous-groupe distingué propre de G(fc) + est central [96], en­

globant ainsi de nombreux résultats classiques de simplicité [36], [23], [17]. 

La conjecture originelle de Kneser-Tits (1964) énonce que W(k, G) = 1 pour de 

tels groupes G simplement connexes et partant que G(k) est projectivement simple, 

c'est-à-dire que le quotient G(k)/Z(G(k)) de G(k) par son centre est simple. L'exposé 

505 (1977) de J. Tits rend compte de nombreux cas où effectivement W(k, G) = 1 

mais aussi des contre-exemples de Platonov pour certains groupes de type 1 A n 2 _ 1 

[71]. Le problème de Kneser-Tits devient alors de trouver des conditions nécessaires 

et suffisantes sur un groupe G /k pour que W(k,G) = 1. Ce problème conduit en 

particulier aux deux questions suivantes selon que l'on privilégie les groupes ou les 

corps de base. 

QUESTION 1.1. — Peut-on caractériser les groupes G /k tels que W(F,G) = 1 pour 

tout corps F/k ? (On dit alors que le groupe G /k est W-trivial.) 
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4 0 P. GILLE 

QUESTION 1.2. — Peut-on déterminer des classes de corps k tels que W(h,G) = 1 

pour tout k-groupe semi-simple presque simple simplement connexe et isotrope G /k ? 

En particulier, est-ce le cas pour un corps global F ? 

La première question est plus algébrique et la seconde plus arithmétique, du moins 

pour les corps globaux. Pour la première question, le cas de SLn(D), cas des contre-

exemples de Platonov, est celui qui est le mieux compris grâce à Suslin, Rost et 

Merkurjev. Cet exemple (et celui des autres groupes classiques) fait le lien entre la 

rationalité du corps des fonctions de G et le problème de Kneser-Tits. Ce lien est en 

fait de nature générale, ce qui permet de réunir dans un cadre commun la plupart des 

résultats connus de « VF-trivialité ». 

La seconde question pour les corps de nombres se décompose cas par cas. Depuis 

l'exposé de Tits [98, §1.2] et jusqu'à très récemment, il restait à traiter trois types de 

groupes exceptionnels. Il s'agit des groupes trialitaires de rang relatif un, i.e. d'indice 

de Tits 

< & 
et les groupes extérieurs de type EQ d'indice de Tits 

OL2 c*4 a3 ^ &2 OÙ4 as ai 

2E%% •—czQ ou ©—rr~ ; . 
Pour un corps de nombres F, la trivialité de W(F,G) est due à G. Prasad et 

M.S. Raghunathan pour les groupes trialitaires [78] ; pour le type 2£7|,9i > ^ s'agit d'un 

résultat récent de VF-trivialité de S. Garibaldi [26]. Le dernier cas 2 E | 5

1 est établi 

dans la section 8 comme un avatar d'un théorème de Chernousov-Timoshenko sur la 

^-équivalence pour ces groupes [16], ce qui permet d'énoncer le 

THÉORÈME 1.3. — Soient F un corps global et G /F un groupe semi-simple simple­

ment connexe presque simple et isotrope. Alors W(F, G) = 1 et G ( F ) est un groupe 

projectivement simple. 

Remerciements. — En premier lieu, je tiens à remercier vivement Vladimir Chernou-

sov et Jean-Louis Colliot-Thélène, leur expertise a été précieuse. Les commentaires 

d'Yves Benoist, Skip Garibaldi, Bruno Kahn, Arturo Pianzola et Gopal Prasad ont 

permis des améliorations substantielles d'une version préliminaire de cet exposé, c'est 

avec grand plaisir que je les remercie. J'ai bénéficié également des suggestions bien­

venues de Boris Kunyavskiï et de Fabien Morel. 

Je remercie Adrian Wadsworth d'avoir relevé que la version plus forte de la propo­

sition 5.1 (figurant dans la version distribuée de cet exposé) était canulée. 
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(983) LE PROBLÈME DE KNESER-TITS 4 1 

2. LE C A S D E S L ^ ) 

Soit A une algèbre simple centrale de dimension finie sur son centre k. On sait 

que A — Mr(D) pour une (unique) algèbre simple centrale à division D et on note 

indfc(^4) = ^/dimfe(D) l'indice de A. Le groupe G = SLi(A) = S L r ( D ) des automor-

phismes spéciaux de Dr est un fc-groupe semi-simple simplement connexe de type 

Ard-i> 
Si r > 2, G est isotrope et on sait que G(fc)+ = [ A X , A X ] . En particulier, le 

groupe W(fc, G) est abélien et on sait d'après Whitehead que 

W(k,G) ^ SK^A) = SU(A)(k)/{Ax,Ax] ^ SK^D) 

est indépendant de r > 2. Pour ce type de groupes, le problème de Kneser-Tits est 

donc l'étude du groupe SKi(A) ou SKi(D). Si l'on décompose indfc(D) = p\x...pGrn 

en facteurs premiers, on rappelle la décomposition (unique) de Brauer D —> D\ <g> 

• • '®Dm où les Di sont des algèbres à division de degrés respectifspe i (e.g. [33, §4.5]). 

L'identité 

SKi(D) ^ SK^Dx) 0 • • • © SKiiDm) 

réduit alors l'étude au cas d'une algèbre d'indice p-primaire pour un premier p. 

2.1. Le théorème de Wang et la rétracte ^-rationalité de SLi(A) 

THÉORÈME 2.1 (Wang, 1950 [105], voir [33, §3]). — On suppose indk(D) sans fac­

teurs carrés. Alors SK\{D) = 0 et le groupe SL r (D) est W-trivial pour r > 2. 

Nous allons mettre en regard ce résultat et la rétracte ^-rationalité de SLi(A). 

DÉFINITION 2.2. — Soit X / k une k-variété (i.e. un k-schéma séparé de type fini) 

réduite et irréductible (intègre). 

1. X est k-rationnelle si X est k-birationnelle à un espace affine. 

2. X est stablement k-rationnelle s'il existe un entier n > 0 tel que X x A£ est 

k-birationnelle à l'espace affine. 

3. X est facteur direct d'une variété k-rationnelle s'il existe une variété Y /k telle 

que X x Y est k-birationnelle à l'espace affine. 

k 

4. X est rétracte k-rationnelle s'il existe un ouvert non vide U de X tel que l'iden­

tité de U factorise à travers un ouvert V d'un espace affine A™, i.e. il existe 

des morphismes / : U —» V et r :V —-> U tels que r o / = id\j. 

On a 1) 2) = > 3) 4). La rétracte ^-rationalité est la variante birationnelle 

d'un rétracte d'un espace affine. 
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4 2 P. GILLE 

LEMME 2.3. — (1) Soient A, B des algèbres simples centrales d'indices premiers 

entre eux. Alors SLi(A<g)k B) est stablement k-birationnel à SLi(A) x SLi(B). 

(2) Soient D une k-algèbre simple centrale à division et D = Di®- • • Dm sa décom­

position de Brauer. Alors pour tout entier r > 1, S L r ( D ) est stablement k-birationnel 

à S L i ( J O i ) x . . - x S L i ( D m ) . 

Démonstration. — 1) On montre tout d'abord que 

Nrd(A(8)fc B)x = N r d ( A x ) n N r d ( £ x ) . 

On peut alors sans perte de généralité supposer momentanément A et B à division. 

Le groupe Nrd(A ®fc B)x est le sous-groupe de kx engendré par les A T L / F C ( L X ) 

pour L/k parcourant les extensions finies de k trivialisant A <S>k c'est-à-

dire trivialisant A et B. Ceci produit l'inclusion Nrd(A ® f c B)x C Nrd(A x ) fl 

Nrd(J5x). Dans l'autre sens, on se donne x G kx tel que x = Nrd^(a) = 

Nrds(6). On considère alors une décomposition de Bezout 1 = mdeg(A) + 

ndeg(£) et on constate que Nrd(a n 0 bm) = N r d A ( a n ) d e g ^ N r d B ( 6 m ) d e g ( A ) = 

xndeg(B)+mdeë(A) = ^ m o n t r a n t l'inclusion ci-dessus. On a donc Nrd(A F ® F B F ) X = 

Nrd(Ap) D Nrd(J3£) pour toute extension de corps F/k. On note H C GLi (A) x 

G L i ( S ) le sous-groupe défini par Nrd^(a) = Nrds(&) ^ 0. Par construction, 

le groupe H est donc muni d'un caractère x : H "~* G m tel que x (H(F) ) = 

Nrd(Ap <8>F Bp)x pour tout corps F/k. Selon une remarque de Chernousov-

Merkurjev [55, prop. 4.5], ceci entraîne que les groupes GLi(^4 (g) B) x ker(x) = 

GL\(A®B) x SLi(i4) x SLi (S) et SL i (A® £ ) x H sont /c-birationnels. De plus, on 

a une suite exacte scindée de fc-groupes 1 —> H —• GLi (A) x GLi(B) —» G m —> 1, 

donc H x G m est ^-isomorphe (comme k-variétés) à GLi (A) x Gh\(B). On conclut 

que SLi(A <g>k B) est stablement fc-birationnel à SLi(A) x SLi(J5). 

2) On procède par récurrence sur m à partir de (1). • 

PROPOSITION 2.4 (Colliot-Thélène et Sansuc). — On suppose mdk(D) sans facteurs 

carrés. Alors pour tout entier r > 1, la variété S L r ( D ) est rétracte k-rationnelle. 

Démonstration. — Le lemme précédent permet de supposer que r = 1 et 

indk(D) = p pour p premier. On note 57* la variété des tores maximaux du 

fc-groupe G = Slii(D). On dispose d'une application rationnelle dominante G —• S" 

qui associe à tout élément semi-simple régulier de G son centralisateur [103, §4]. 

Ainsi fc(G) = fc(î7)(Tgen) où Tgen/fc(ï71 désigne le tore générique de G. Selon 

Chevalley (ibid.), U est une variété ^-rationnelle. Ensuite, le tore T g e n est un tore 

normique, c'est-à-dire qu'il existe une extension de corps séparable F/k(S/') de degré p 

telle que Tgen — k e r ( G m ) Gm?fc(<7)^. Suivant [21, cor. 9.12], on sait 

que T g e n est facteur direct d'une £(£7)-variété rationnelle V/k(f7). Ainsi il existe un 

A S T É R I S Q U E 326 



(983) LE PROBLÈME DE KNESER- TITS 4 3 

morphisme rationnel G —» AN x k ¿7 qui admet une rétraction. On conclut que G est 

rétracte ^-rationnelle. • 

Aucun des deux résultats précédents ne s'étend au cas où l'indice a des fac­

teurs carrés. En effet, Platonov a construit des algèbres D/k d'indice n 2 telles que 

SKi(D) ^ 0 et telles que SL r(Z}) ne soit pas rétracte fc-rationnel pour aucun r > 1 

[71]. De façon plus précise, ces algèbres sont construites de la façon suivante. On pose 

F = k((ti))((t2)). Etant données deux extensions de corps cycliques k{/k de degré n 

et de groupe de Galois (cr^), on considère le produit tensoriel de F-algèbres cycliques 

A := Ai <g>F A2 = (ki/k,ai,X) (g) (k2/k,a2,Y), 

où Ai = F <g>k ki 0 F <S>k h Vi- • • 0 F ®k ki y™~1 avec les relations y? = U et 

Xy = ycri(X) pour tout À G F (g>fc ki. On pose 

N± = {x e (fei <g> fc2)
x I Nkl®k2/k(x) = l } et M := J r . (À* ® A: 2 )

x
 C Nu 

où T = flal(k\.k2/k). On a alors un invariant surjectif SK\(A) —• Ni/M, qui est 

non trivial pour un bon choix des ki/k. Cette classe de contre-exemples est reprise ou 

discutée notamment dans les références [24], [25], [91], [103, §18.3] et [104]. 

2.2. La conjecture de Suslin 

CONJECTURE 2.5 (Suslin, 1991). — Soit A une algèbre simple centrale. Soit 

£ G G(fc(G)) le point générique de G = SLi(A). Les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

1. indfc(A) est sans facteurs carrés; 

2. SKi{A ®k F) = 0 pour tout corps F/k ; 

3. K] = l dans SK^A^) ; 

4. G es£ une variété stablement k-rationnelle. 

Si A = Mr(D) et r > 2, la seconde condition peut être formulée aussi de la façon 

suivante : 

(2') Le groupe SLr(D) est W-trivial. 

La proposition 2.4 montre seulement la rétracte fc-rationalité de G lorsque indk(A) 

est sans facteurs carrés. Telles quelles, du moins si d > 5, les implications (1) = > (4) 

et (2) (4) sont des problèmes ouverts. Le sens (4) ==> (2) est une conséquence de 

la propriété d'invariance 

SKl(A) 5 ^ ( A f c W ) 
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4 4 P. GILLE 

par extension trancendante pure [71]. En effet, si G est une variété stablement 

^-rationnelle, alors SKi(A) = SKi(Ak^) = W(k(G),G) et un argument de spécia­

lisation montre que [£] = 0 G SKi(Ak(G)) [74]. La conjecture porte donc principale­

ment sur le sens (2) = > (1). En d'autres mots, si 'mdk(A) contient un facteur carré, 

existe-t-il un corps F/k tel que SK\(A <S)k F) ^ 0 ? 

Nous suivons maintenant une approche chronologique mettant en évidence l'appa­

rition des techniques motiviques à partir du milieu des années 1990. 

2.3. Invariant de Suslin, 1991 

On suppose ici que d := mdk(A) est inversible dans k et on note [A] G H2(k, fid) C 

Br(fc) la classe de A dans le groupe de Brauer de A;. On considère les groupes de 

cohomologie galoisienne H^k,^) [86] et on note (3 : Jï 3(fc,/zf 3) -> # 4 ( f c , / / f 3 ) le 

bord associé à la suite exacte de faisceaux galoisiens 1 —• /J,®3 —> n®3 —> fi®3 —» 1. 

On suppose que k contient une racine primitive d3-ième de l'unité. Suslin définit 

un invariant (fonctoriel en k) 

po : SKi(A) - H\k, fif) I [A] u H2(k, nf) + Im(/3), 

qui explique les contre-exemples de Platonov lorsque d est impair. De façon plus 

précise, pour un corps K = Q p ((X))((y)) , on a H4(K,fi®3) = Z/dZet l'invariant 

est alors non nul pour les algèbres de Platonov. 

En outre, cet invariant devrait être non trivial pour le corps fc(G) lorsque d est 

divisible par un carré. 

Remarque 2.6. — L'annulation du bord /3 est une conséquence de la conjecture de 

Bloch-Kato (en degré 3 et pour les facteurs premiers de d). Celle-ci a été démontrée 

par Voevodsky pour p = 2 (i.e. la conjecture de Milnor [100]) et annoncée par Rost 

et Voevodsky [101], [93], [82], [106]. L'invariant po doit donc avoir valeur dans le 

groupe H*(k,n?)/[AUH*(k,VL?). 

2.4. Algèbres de biquaternions et de degré 4 

On suppose ici que car(fc) ^ 2 et que A est une algèbre de biquaternions (cf. 

[48] [33]), c'est-à-dire que le produit tensoriel d'algèbres de quaternions Q\ <g>fc Q2 où 

Qi = (ai,bi) est la fc-algèbre de présentation 

X2 = au Y2 = bu YX + XY = 0 

avec ai,b{ G kx. On associe à une telle présentation sa forme quadratique d'Albert 

<p = ai x\ + a 2 x2 — ai a2 x\ — bix\ — 622/2 + &1&2 v\ 
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dont la classe de similitude est un invariant de A. De façon plus précise, il existe un 

isomorphisme « exceptionnel » SO(< )̂ = SLi(À)/^ et, pour toute extension F/k, on 

a la propriété suivante : 

la forme (fp est isotrope A <g>k F n'est pas à division. 

THÉORÈME 2 .7 (Rost, 1992, [53, §2]). — On note X la quadrique projective associée 

à (p. Alors il existe une suite exacte 

0 -+ SK^A) -+ tf4(fc,Z/2Z) - > HA(k(X),Z/2Z). 

Les H% sont des groupes de cohomologie galoisienne à coefficients Z / 2 Z [86]. Une 

construction « élémentaire » (i.e. sans if-théorie) de cet invariant se trouve dans [48, 

§17]. Ce résultat est un des ingrédients principaux de la démonstration du cas parti­

culier suivant de la conjecture de Suslin. 

THÉORÈME 2.8 (Merkurjev, 1993, [52] [57]). — Soit A une algèbre simple centrale 

d'indice multiple de 4. Alors il existe un corps F/k tel que SK\{A (S>k F) ^ 0. En 

particulier, pour tout n > 2, Shn(A) n'est pas W-trivial et n'est pas une variété 

stablement k-rationnelle. 

Remarque 2.9. — Si A est un corps gauche de degré 4 sur Q (ou sur Q P ) , on sait que 

SKi{A) = 0 [105] et le résultat ci-dessus montre que SK1(A <g>Q Q(SLI(J4))) ^ 0. 

Appliquant sa théorie des invariants de groupes algébriques à valeurs dans les 

modules de cycles [56], Merkurjev a étendu la construction de Rost aux algèbres de 

degré 4 et a donné une nouvelle démonstration, plus naturelle, du théorème 2.8. 

THÉORÈME 2 . 1 0 ([56, th. 6.6]). — Soit A une algèbre simple centrale de degré 4. 

Soit Y = SB (A, 2) la variété des idéaux à droite de A de dimension 2. Alors il existe 

un isomorphisme 

SKX{A) ker(V(fc, Z / 2 Z ) H4(k(Y), Z / 2 Z ) ) / [A®2] u H2{k, Z / 2 Z ) . 

2.5. Invariant de Suslin, 2006 

On suppose toujours que d = ind(A) est inversible dans k. Soit X la variété 

de Severi-Brauer de A, c'est-à-dire la variété des idéaux à droite de dimension 

deg(.A) = ^/d\miJA). Nous allons définir suivant Suslin [92] un nouvel invariant 

(*) p : SKi(A) -, ket(H4(k,nf) - H\k{X),nf ) ) / [A] u H2(k,nf) 

au moyen de la théorie motivique étale de Voevodsky [51] ; ceci nécessite la conjecture 

de Bloch-Kato en degré 3. La comparaison des invariants po et p est une tâche ardue 

non encore réalisée ; on s'attend cependant à la formule p 0 = ±2p. En d'autres mots, le 

nouvel invariant est (deux fois !) plus fin que celui de 1991, la cohomologie motivique 
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4 6 P. GILLE 

ayant permis ce raffinement. En caractéristique nulle, cet invariant a été construit 

indépendamment par B. Kahn [44]. 

A toute k-variété lisse Y, on associe des groupes de cohomologie motivique étale 

# j t ( Y , Z ( j ) ) (i > 0, j e Z) . Pour le point Spec(A:), vu que #] t (fc, Q( j ) ) = 0 pour 

i > j , on a des isomorphismes de bord 

H\k, Q / Z ( j ) ) = Hlt(k, Q / Z ( j ) ) - Hl+\k, z o - ) ) (i > j) 

qui relient ces groupes à la cohomologie galoisienne. On considère le groupe 

SHlt(X,Z(3)) := ker(H5

ét(X,Z(3)) - H&X x f c * ( X ) , Z ( 3 ) ) ) . 

Par ailleurs, on utilise la cohomologie Zariski du faisceau ^ 3 associé à la if-théorie 

de Quillen. De façon analogue, on pose 

S # l a r ( X , ^ 3 ) := k e r ( # ! a r ( X , ^ 3 ) - H%ar(X xk k(X),X3)). 

THÉORÈME 2.11 ([92, th. 1]). — On suppose d inversible dans k, deg(A) > 3 et 

que la conjecture de Bloch-Kato vaut en degré 3 pour les extensions de k. On a des 

isomorphismes 

SHlT(X, #3) ^ SHl(X, Z(3)) ^ . k e r (H 4(fc, ) - H*(k(X), / x f ) ) l[A^H2{k, M f ). 

Démonstration. — On se limite au cas de caractéristique nulle. Notons V(X) le 

groupe de droite, il est isomorphe à 

ker(H \k , Q / Z(3)) - H\k{X), Q / Z(3))) / [A] u H2{k, Q / Z(2)). 

Vu que X est une variété géométriquement cellulaire, la cohomologie motivique étale 

de X en poids 3 peut se calculer via la suite spectrale de B. Kahn [43] 

E™ = Hl-q(k,CH«(X xk k8) ® Z(3 - q)) E£q 

avec des flèches E%+q —> H^q(X, Z(3)) qui sont bijectives pour p + q < 6. Vu que 

CHq(X Xfc fcs) = Z pour q = 0, ...,deg(A) - 1, et vaut 0 sinon, l'étude de cette suite 
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(983) LE PROBLÈME DE KNESER-TITS 4 7 

spectrale conduit au diagramme exact suivant (ibid., §5.4 et §7) 

0 

i 
F| a r (X,5t 3 ) Hi(X,Z(3)) 

I 

K2(k) 

#4(fc,Q/Z(3)) 

I 
0 • Htr(X,^) • Hl(X,Z(3)) • H°&t(X,M(4))-

! 
kX 

Ce diagramme demande quelques explications. La flèche H4(k, Q / Z(3)) —•> 

4 ( X , Z ( 3 ) ) est le composé # 4 ( f c , Q / Z ( 3 ) ) ^ #f t ( /c ,Z(3)) -> i J | t (X, Z(3)) qui 

est défini via l'isomorphisme rappelé précédemment. Les groupes H^r(X,!K^) 

désignent la cohomologie du module de cycles , i.e. la If-théorie de Milnor 

[81]. D'ailleurs, on a un isomorphisme i ï | a r p f , <#3 ) —> i 7 | a r ( X , ^ 3 ) qui se lit 

sur la définition compte tenu du théorème de comparaison de Matsumoto, i.e. 

K2I(F) K2(F) pour tout corps F/k. Enfin, $f(4) désigne le faisceau Zariski 

sur X associé au préfaisceau U *-» iJ| t(U, Q / Z(3)). On dispose d'un diagramme 

analogue pour Xk(x) 5 l a compatibilité 

Hg(X,Z(3)) HÏt(Xk{x),Z(3)) 

produit par chasse au diagramme un isomorphisme 5 i J | a r ( X , $C^) —> V(X). 

Vu que XxkX est fc-birationnelle à P d _ 1 x f c X , la flèche iJ 4(fc(X), Q / Z ( 3 ) ) - > 

H4(k(Xxi), Q/Z(3)) est injective. Le diagramme commutatif exact 

0 

1 
0 ^ t f | a r ( X , ^ 3

M ) • ff|t(X,Z(3)) » #° a r (* ,#(4)) - iï4(fc(*),Q/Z(3)) 

<J, J, \. 

0^HUXk(x),^) >HUXk{x),Z(3)) >H°JXHx),m))^H\k(XxX),Q/Z(3)) 
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permet de conclure que S i ï | a r ( X , # 3 ) SH^X, Z ( 3 ) ) . • 

On se souvient alors de la décomposition de Quillen (voir [94, §12]) 

d e g ( A ) - l 

Ki(X)= 0 Ki(A®j). 
3=0 

de la if-théorie de X. La suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen 

E™(X) = H£?(X,X.q) =• K.p.q(X) 

définit une filtration décroissante sur KX(X) avec F°(X) = Ki(X), FP^+1(X) = 

E^-P. La restriction du morphisme KX(X) - » E^-1 = = # ° ( X , ^ i ) = kx 

sur le facteur K\(A) = ^ 4 X / [ ^ 4 X , A X ] n'est pas autre chose que la norme réduite 

Nrd : Ki(A) —• kx. Ainsi, on a une inclusion SK\(A) C F2(X), d'où par composition 

une flèche 

SKi(A) - F2(X) -» F2'3(X) = E2^3 - EÎ~3 = H2

&I{X,!KZ). 

Le diagramme commutatif 

SKl(A) • H2

&I(X,X3) 

1 1 
0 = SK1(Ak{x)) > H2

ai(Xk{x),X3) 

montre que l'on a en fait une flèche SK\(A) —> 5 i f | a r ( X , ïK?). On peut alors combiner 

avec le théorème 2.11 pour définir l'invariant de Suslin (*) 

p : SK!(A) - k e r ( t f 4 ( f c , M f ) - H\k(X),tf3)) / [A] u H2(k, „ f 2 ) . 

Dans le cas d'une algèbre de degré 4, Suslin montre que p est un isomorphisme 

et établit un théorème de comparaison avec les invariants de Rost et Merkurjev [92, 

§3.4] . 

QUESTION 2.12. — Si d = p2, p premier impair, l'invariant p est-il injectif? 

Remarque 2.13. — Ce type de techniques permet de définir un invariant analogue 

pour le groupe SK2(A) [11] [44]. Le cas d'une algèbre de biquaternions donne lieu à 

une généralisation du théorème de Rost (Calmés, loc. cit.). De plus, Kahn et Levine 

sont allés plus loin dans le rapprochement de la décomposition de Quillen et de la 

cohomologie motivique de la variété de Severi-Brauer X = SB (A) [45]. De façon plus 

précise, la filtrat ion « de la tranche » de la if-théorie de A est explicitée en termes de 

complexes de faisceaux associés à A. Ceci donne une autre méthode pour définir des 

invariants de SK1(A) et SK2(A) (loc. cit., §4.9). 
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2.6. Questions de finitude 

De façon générale se pose la question de la finitude de W(k, G) lorsque k est un 

corps de type fini sur son sous-corps premier. Le seul cas connu significatif est le 

théorème suivant de Colliot-Thélène dont les ingrédients sont le théorème 2.7 et la 

théorie du corps de classes supérieur. 

THÉORÈME 2.14 ([18]). — Soient F un corps et A/F une algèbre de biquaternions. 

Dans chacun des cas suivants : 

(i) F est un corps de fonctions d'au plus deux variables sur un corps de nombres, 

(ii) F est un corps de fonctions d'au plus trois variables sur un corps fini, 

le groupe SK\(A) est fini. 

3. DÉVISSAGE DU GROUPE W(K, G) 

Nous revenons à des généralités en fixant un fc-groupe algébrique réductif 

(connexe) G. 

3.1. Réduction au cas simplement connexe absolument presque simple 

On adopte ici une présentation légèrement différente de Borel-Tits [7, 6.5]. On sait 

que le groupe G admet une z-extension, c'est-à-dire une présentation 

1 1 1 

\, \, \, 

1 • n • G S C • DG • 1 

1 y E y G y G y 1 

\, \, \, 

1 > E//JL > corad(G) • corad(G) • 1 

1 1 1 

où G s c = jDG est semi-simple simplement connexe, E est un fc-tore quasi-trivial 

(i.e. produit de restrictions des scalaires à la Weil i?L/fcGm), corad(G) = G /DG 

désignant le fc-tore coradical de G. Il y a des correspondances bijectives entre les 

fc-sous-groupes additifs à un paramètre de G, G s c et G. Le théorème 90 de Hilbert 
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implique que la flèche G(k) —> G(k) est surjective. Pour un fc-tore T, on a par 

définition T(/c)+ = 1; on montre alors aisément que le diagramme précédent donne 

lieu au diagramme commutatif exact 

1 

i 
W(k, G s c ) 

i 
1 » E(fc) > W(k,G) > W(k,G) • 1, 

l 
corad(G)(A;) 

permettant de calculer dans une certaine mesure le groupe W(k,G) à par­

tir de W(k,Gsc). De façon plus précise, le groupe W(k, G) est extension de 

Im(G(Â;) -> corad(G)(fc)) par W(k,Gsc). 

Rappelons qu'un tel /.-groupe G s c se décompose en un produit fini 

Gsc = YliRki/k(Gi) de restrictions à la Weil où les ki/k sont des extensions fi­

nies separables de corps et les G¿ /ki sont des /^-groupes semi-simples simplement 

connexes absolument presque simples [97]. Vu que 

(1) W(k,Gsc) ^ Hw(kuGi), 
i 

le problème de Kneser-Tits pour G s c se ramène au problème de Kneser-Tits pour 

les Gi /ki. Sans perte de généralité, il est donc loisible de considérer uniquement des 

fc-groupes simplement connexes absolument presque simples, i.e. des /.-groupes H tels 

que H Xfc ks soit un groupe de Chevalley presque simple S L n + i , Sp in 2 n + 1 , Sp 2 n , etc. 

3.2. Conséquence pour les groupes W-triviaux 

PROPOSITION 3.1. — On suppose que G est W-trivial, c'est-à-dire que W(F, G) = 1 

pour tout corps F/k. Alors G est semi-simple simplement connexe et tous ses facteurs 

presque simples sont isotropes et W-triviaux. 

Démonstration. — (1) G est semi-simple : on peut supposer que k est algébrique­

ment clos. Alors la flèche G(k) —> corad(G)(fc) est surjective et induit un morphisme 

surjectif 1 = W(k, G) —• corad(G)(fc). Le tore corad(G) est trivial, donc le groupe G 

est semi-simple. 

(2) G est semi-simple simplement connexe : on peut encore supposer que k est algé­

briquement clos. Le groupe G est alors déployé, il est VF-trivial (e.g. [89, lemma 64]). 
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En outre le tore corad(G) est déployé. Le diagramme ci-dessus produit les isomor-

phismes 

E(F) ^ W(F,G) corad(G)(F) 

pour tout corps F/k. Si car(fc) = 0, cela entraîne immédiatement (pour F = k) 

que E —> corad(G). Pour le cas général, en prenant F = k((t))y on obtient un 
^ _ 

isomorphisme des groupes de cocaractères E° —> corad(G) , d'où E corad(G). 

(3) Les facteurs presque simples de G sont isotropes et W-triviaux : on peut sup­

poser G presque fc-simple. Si G est anisotrope, on sait que G n'a pas de sous-groupes 

à un paramètre. Ceci implique en particulier que le corps k est infini [5, §16]. Par 

définition, on a donc W(fc, G) = G(fc), et ce groupe est non trivial [5, 18.3], ce qui 

contredit l'hypothèse de PF-trivialité pour G. La W-trivialité des facteurs simples de 

G se voit avec la formule (1). • 

3.3. Réduction aux groupes de rang relatif 1 

Cette réduction, due à Prasad-Raghunathan [79] (voir aussi [75, §7.2]), complète 

la technique de Tits d'élimination des sommets négligeables du diagramme de Dynkin 

[98, §4.3]. Ici encore, G désigne un groupe semi-simple simplement connexe, isotrope, 

et absolument presque simple. On note Tk = $al(ks/k) le groupe de Galois absolu de 

k. Soient S un fc-tore maximal déployé de G et T un fc-tore maximal contenant S. Soit 

A une base du système de racines absolu $ := $(Gks, T f c J c T(k8) et Ak C $ ( G , S) 

un ordre compatible [5, §20]. On note P C G le sous-groupe parabolique minimal 

standard associé à S et A& ; le groupe Zg(S) est un sous-groupe de Levi de P. On 

pose 

A 0 = { a e A | a | 5 = l } . 

La *-action de Tk sur A [6] stabilise Ao et A \ Ao consiste en r orbites galoisiennes, 

où r = rg(S) est le rang relatif de G. 

Pour toute partie IVstable 6 de A \ Ao, on note P e le sous-groupe parabolique 

standard de G associé à Ao U 6 et Le son sous-groupe de Levi standard. On pose 

alors ffe := £>Le, c'est un groupe semi-simple simplement connexe dont l'indice de 

Tits est le sous-diagramme de Dynkin de A de sommets AQ U O. 

Si © est une IVorbite de A \ Ao, le groupe se décompose de façon unique 

$ e = G e x A 0 , 

où G e est un fc-groupe de rang relatif 1 absolument presque simple et A e est un 

fc-groupe anisotrope. Ceci se montre en remarquant que l'indice de Tits de G e est 

la composante connexe de O dans le sous-diagramme de A dont les sommets sont 

A 0 ue. 
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