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REPRESENTATIONS TRIANGULINES DE DIMENSION 2
par

Pierre Colmez

Résumé. — Dans cet article, nous définissons la notion de représentation trianguline
de ng, et étudions en détails les représentations triangulines de dimension 2, qui
sont I’analogue local des représentations galoisiennes attachées aux formes modulaires
surconvergentes de pente finie.

Abstract (2-dimensional trianguline representations). — In this paper we define the notion
of trianguline representation of Eé’Qp , and we study in detail the 2-dimensional trian-
guline representations which are the local analogue of Galois representations attached
to subconvergent finite-slope modular forms.

Introduction

0.1. Notations. — Soit p # 2 un nombre premier (). On fixe une cloture algébrique
61, de Qp, et on note Yq, = Gal(QP/Qp) le groupe de Galois absolu de Q, et
Wq, C 9q, son groupe de Weil (qui est dense dans ¥q,). Si g € Wq,, on note

deg(g) € Z entier défini par g(z) = 2 siz e F,. Soit x : 9q, — Z, le caractere
cyclotomique. Si Fioo = Q1 ), alors Hq, = ker x = Gal(—Qp /Fs), ce qui permet

de voir x aussi comme un isomorphisme de I' = 9q, /Hq, = Gal(Fix/Qp) sur Zj.

—

Soit 7 (L) 'ensemble des caractéres continus d : Q5 — L*. La notation est justifiée

par le fait que 9\(L) est ’ensemble des points L-rationnels d’une variété analytique 7.

On note juste z € T (L) le caractere induit par l'inclusion de Q, dans L, et |z| le
caractére envoyant z € Q sur p~ %@ Si § € F(L), on note w(d) son poids, défini

log 6(u)
logu °

- par w(d) = ol u € Zy n’est pas une racine de I'unité.

(1) Le cas p = 2 demande de modifier certains des arguments de Particle. Il n’y a en principe aucune
difficulté.
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214 PIERRE COLMEZ

L’abélianisé W&t; de Wq, est isomorphe & Qp d’apres la théorie locale du corps de

classes, ce qui permet de voir un élément de f?\(L) aussi comme un caractére continu
de Wq,. De maniére explicite, si g € Wq, et 6 € J(L), alors §(g) est défini par la
formule

8(g) = 6(p)~ 45D 5(x(g)).

Si 4 est unitaire (i.e. si v,(6(p)) = 0), alors § se prolonge par continuité a ¥q,, ce
qui permet aussi de voir § comme un caractére de ¥q,, et w(d) est alors le poids de
Hodge-Tate généralisé de 4. Par exemple z|z|, qui est unitaire, correspond au caractére
cyclotomique X ; son poids est 1.

0.2. L’espace des paramétres %;;. — On note (d1,02) un élément generlque de
T x 9 et on définit . comme la variété analytique obtenue en éclatant TxTle
long des sous-variétés 6152 = z'|z|, pour i entier > 1 et des variétés 6162 =zt
pour ¢ entier > 0. On a donc une projection de . sur T x 7 dont les fibres sont
en général réduites & un point et isomorphes & P! dans le cas contraire. On note un
élément générique s de .#(L) sous la forme s = (81,02,.%), ol £ =00 € P(L) si la
fibre au-dessus de (d1,d2) est réduite & un point, et ¥ € P*(L) sinon.

On note %4 le fermé de % constitué des s vérifiant les conditions

vp(81(P)) + vp(d2(p)) =0 et vp(d1(p)) >0

Si s € %, (L), on associe & s les invariants u(s) € Q4 et w(s) € L définis par
u(s) = vp(61(p)) = —vp(d2(p)) et w(s) =w(d1) — w(d2).

On partitionne .%; sous la forme ., = S8 [[ 5 [ 5 [[ L2 [ 3, ot
o 7% est ensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier > 1;
o .#{Mis est ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ = oo;
. yit est ’ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ # oo;
o 7™ est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) = w(s);
o 7 est ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) > w(s).

2 “CI"IS”, 13

”

Remarque 0.1. — Les exposants “ng”, st”, “ord” et “ncl” sont respectivement

censés faire penser 3 “non géométrique”, “cristalline”, “semi-stable”, “ordinaire” et “non
classique”. Cette terminologie vient de la classification des représentations galoisiennes

associées aux formes modulaires surconvergentes.

On partitionne aussi .#; sous la forme #; = A [[ H, ol

e ) est 'ensemble des s tels que u(s) = 0;

e .7, est Pensemble des s tels que u(s) > 0.

Si truc € {ng, cris, st, ord, ncl} et machin € {+,0, *}, on note #.  T'intersection

achin
de S et Fachin. En particulier, les ensembles ™ et A1 sont vides.
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REPRESENTATIONS TRIANGULINES 215

Finalement, on pose iy = S ® [[ L [[ 28

0.3. (o,T)-modules. — Soit Z l’anneau de Robba sur L, et soit &t le corps des
éléments bornés de Z. Les anneaux &' C % sont munis d’actions du Frobenius ¢ et
de T' commutant entre elles.

Un (p,T)-module sur &' ou % est un module libre de type fini muni d’actions
semi-linéaires de ¢ et de I' commutant entre elles, telles que (D) engendre D (en
tant que module sur &t ou #Z). Un (p,T)-module sur Z est triangulable si c’est une
extension successive de (¢, I")-modules de rang 1 sur Z.

La classification des (¢, I')-modules triangulables de rang 2 se rameéne, par défini-
tion, & celle des (¢, ')-modules de rang 1 et de leurs extensions, ce qui fait I’objet du
théoreme 0.2 ci-dessous. ‘

Side T (L), on note Z(4) le (¢,I') module obtenu en multipliant ’action de ¢
sur Z par 6(p) et celle de v € T par &(x(7))- On a alors le résultat suivant.

Théoréme 0.2. — (i) Si D est un (o,I')-module de rang 1 sur #, il existe un unique
S 9\(L) tel que D = Z(9).

(ii) Si 81,0, € T(L), alors Ext'(%(62), Z(61)) = Ext'(%,%Z(6,:6;")) est un L-
espace vectoriel de dimension 1 sauf si 6152_1 est de la forme x7%, avec i entier > 0,
ou de la forme |x|z?, avec i entier > 1; dans ces deuz cas, Ext'(%Z(02), %(6,)) est de

dimension 2 et l’espace projectif associé est naturellement isomorphe a P*(L).

Soit ﬂL) Pensemble des s = (81,02, h), ol 61,02 € ?(L) et h € Ext' (%, Z(6:6;)).
Sise <5/;(L), on note D(s) 'extension de #Z(d2) par #(d;) définie par h. Si a € L* et
si 8’ = (1,02, ah), les (p,I')-modules D(s) et D(s’) sont isomorphes, ce qui fait que
lespace des parametres naturels pour décrire les (¢, I')-modules non irréductibles de
rang 2 sur Z est le champs analytique .5,7/ G,,. La variété analytique .% introduite
ci-dessus correspond & 'ouvert « h # 0 » des (¢, I')-modules non scindés.

0.4. Représentations triangulines. — Rappelons que la catégorie des L-
représentations de ¥q, est équivalente [14, 5] & la catégorie des (, I')-modules étales
sur &', Par ailleurs, Kedlaya a établi [21] P'existence d’une filtration par les pentes
pour les p-modules sur & ; cette filtration est ’analogue de la décomposition de
Dieudonné-Manin. Une conséquence de ce théoreme de Kedlaya est que la catégorie
des L-représentations de ¥q, est aussi équivalente a la catégorie des (o, I')-modules
sur # qui sont ® de pente 0.

Si V est une L-représentation de ¥q,, on note DY(V) et Dyg(V) = Z ®¢t DI(V)
respectivement les (¢, I')-modules sur &' et % qui lui sont associés. On dit que V est

(2) Un p-module D sur % est de pente 0, s’il contient un p-module A étale sur &1 tel que I'on ait
D=2%ZQ®gt A; le module A est alors unique d’apres le théoréme de Kedlaya.
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216 PIERRE COLMEZ

trianguline ® si D,z (V) est triangulable. La classification des représentations trian-
gulines ) de dimension 2 est donc équivalente & celle des (¢, T')-module triangulables
de pente 0; elle repose sur le théoréme 0.2 et le théoréme de Kedlaya dont un certain
nombre de conséquences immédiates sont résumées dans la remarque suivante.

Remarque 0.3. — (1) Sid € 9\(L), la pente de Z(9) définie par Kedlaya est v, (d(p)).
Un des points cruciaux pour ce qui suit est qu’une extension de (¢, I')-modules peut
fort bien étre de pente 0 sans que les deux morceaux le soient, mais alors les extensions
sont dans le sens opposé & celui permis par le théoréme de Kedlaya.

(ii) Le cas scindé n’est pas trés passionnant : le module D(s) est de pente 0 si et
seulement si les deux caractéres d;,d2 sont unitaires, la représentation V (s) qui lui
correspond est alors la somme directe de d; et d2 vus comme des caractéres de 9q,.

(iif) Dans le cas non scindé, si D(s) est de pente 0, alors son déterminant est
de pente 0 et Z#(4,) est de pente > 0 La premieére de ces conditions se traduit par
vp(91(p)) + vp(d2(p)) = 0 et la seconde par v,(d1(p)) = 0. Une condition nécessaire
pour que D(s) soit de pente 0 si s € . est donc que s € ;. Cette condition n’est
pas suffisante mais presque, comme le montre le (i) du théoréme 0.5 ci-dessous.

Si s € &4 est tel que D(s) est de pente 0, on note V(s) la L-représentation
de ¥Yq, qui lui est associée. Cette représentation est trianguline par construction.
Réciproquement, le théoréme 0.2 et la discussion précédente montrent que, si V est
trianguline, alors il existe s € ., tel que D(s) soit de pente 0 et V = V(s).

Remarque 0.4. — Le cas ou s = (61,02,.%) € F n’est pas spécialement passionnant
car alors 0; et d; sont unitaires et V'(s) est une extension de d; par §; dont la classe
est déterminée par .. En particulier, V(s) n’est pas irréductible.

Théoréme 0.5. — (i) Si s € S, le module D(s) est de pente 0, sauf si s € P,
augquel cas les pentes sont u(s) — w(s) et w(s) — u(s).

(i) Si s € Fir, alors V(s) est irréductible. Si s € #™4, alors V(s) (tordue par
un caractére convenable) devient ordinaire sur une extension abélienne de Q) et n’est
donc pas irréductible.

(i) Si s = (01,02,-%L) et s’ = (61,04,-L') sont deux éléments distincts de Fi,
alors V(s) & V(s') si et seulement si s,8' € S et §; = ), 8 = z7()6;.

Remarque 0.6. — L’application s = (d1,82,00) > s’ = (¥(9)d,, 27%()§;, 00) est une
involution de .#°™

() Le triangle est un instrument de musique dont le son (triangulin (?)) est presque cristallin...
(4) Dans cet article, nous ne nous intéressons qu’a la dimension 2. Bellaiche et Chenevier [1] ont
commencé a regarder la situation en dimension supérieure.
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REPRESENTATIONS TRIANGULINES 217

Pour décrire les propriétés de V' (s), quand elle existe, il est plus agréable de sup-
poser que la restriction de d; & Zj est triviale. On peut facilement en déduire ce
qui se passe dans le cas général en tordant par un caractére de la maniére suivante.
Sid e ?(L), on note §° € 5’\(L) le caractére dont la restriction a Zj coincide
avec celle de § et qui vérifie 6(p) = 1; en particulier, §° est unitaire ce qui per-

ncl

met de le voir comme un caractére de 9q,. Si s = (d1,02,-%) € S} — S, alors
$0 = (61(69)71,62(69) 71, L) € F4 — 2 et on a V(s) = V(s°)(6)).

Remarque 0.7. — Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(d;) et w(d2); ceux de
V(s%) sont 0 et —w(s).

Théoréme 0.8. — (i) Soit s = (01,02,-L) € S tel que la restriction de 6, a Zy, soit
triviale.

e Sis€ S-S = S, ]_[,5”,,?"1, le L-espace vectoriel Deyis(V (5))?=%1 () est non
nul.

e Sis € S, alors V(s) devient cristalline sur une estension abélienne de Q,
et Dpst(V(s)) est, en tant que représentation de Wq,, la somme des deuz caractéres
associés a &, et x(9)8y, sauf si ces deux caractéres sont égauz, auquel cas c’est l'ex-
tension non triviale de ces deux caractéres.

o Sis € %, alors V(s) est semi-stable; le module D¢ (V) est, en tant que re-
présentation de Wq,, la somme des deuz caracteres associés a 01 et z@() gy, et le
paramétre de Fontaine-Mazur [25] de la filtration est Z.

(ii) Soit V' une L-représentation irréductible de dimension 2 de 9q, dont les poids
de Hodge-Tate sont 0 et w € L, et telle qu’il existe o0 € L* avec vp(a) > 0 et
(B;’;is Rr V)gQP"":"‘ # 0. Alors il existe s = (61,02, L) € S tel que 61 soit trivial
sur Zy, 61(p) = a et w(s) = —w, et tel que V =V (s) (resp. V=V (261,27 %02,.Z))
8i 8 € Fier (resp. si s € L2). De plus,

o V devient cristalline sur une extension finie de Q, si et seulement si s € S8 ;

o V est semi-stable si et seulement si s € S5¢.

Remarque 0.9. — (i) Il résulte de ce qui précéde qu’une L-représentation cristalline
de dimension 2 de ¥q, est trianguline si et seulement si les valeurs propres de ¢ sur
D.:is(V) appartiennent & L, et qu'une représentation semi-stable de dimension 2 de
9q, est trianguline.

(ii) D’aprés un théoréme de Kisin [22], les représentations attachées aux formes
modulaires surconvergentes de pente finie vérifient I’hypothése selon laquelle il existe
a € L* avec vy(a) > 0 et (BY, ®1 V)¥Q¥=> £ 0. Ceci nous fournit un morphisme
z — s(z) de variétés analytiques de la courbe de Coleman-Mazur [7] dans .%;, mais il
se passe quelque chose d’un peu bizarre dans le cas ol s = s(z) = (61, 02,.%) € Fr9
(i.e. dans le cas ol z correspond & une forme de poids entier > 2 qui n’est pas classique)
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218 PIERRE COLMEZ

puisque la représentation V(s) n’existe pas. La représentation V, est alors V(s'), ol
s = (0127(%), 8,2() | £). Notons que V(s') a un comportement trés analogue &
celui que devrait avoir V(s) puisque ses poids de Hodge-Tate sont 0 et —w(s), et la
valeur propre de ¢ sur Dcs(V(s')) est d1(p); sa particularité est que les poids de
Hodge-Tate sont « dans 1’autre sens » car Ds(V (s')) est inclus dans Filv®,
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lors de la conférence « L-functions and Galois representations » de Durham, organisée
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1. (p,I')-modules et représentations de 9q,

1.1. (p,I')-modules étales et représentations galoisiennes. — Si A est un an-
neau muni d’un action d’un Frobenius ¢, un p-module D sur A est, dans cet article (%),
un A-module libre muni d’une action semi-linéaire de ¢ telle que, si e, ..., eq4 est une
base de D sur A, alors il en est de méme de p(eq),...,p(eq).

Sir=$%¢€Q,avecacZ beN—{0}, et a et b premiers entre eux, on note D,
le p-module sur A, de rang b, possédant une base ey, ..., ey, dans laquelle I’action de
¢ est donnée par

o(e1) = ea,...,p(ep—1) = eb, p(ep) =pey.

(®) On peut relacher cette condition de liberté; il faut alors imposer que I’application naturelle
A ®4 () (D) — D soit un isomorphisme.
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REPRESENTATIONS TRIANGULINES 219

Un p-module D sur A est élémentaire s’il est isomorphe & Dy, pour un certain r € Q
(qui est alors unique).

Le corps B est un corps complet pour la valuation v, de corps résiduel E qui
est algébriquement clos. Un p-module D sur B posseéde donc une décomposition de
Dieudonné-Manin en somme directe de p-modules élémentaires D = @;c1 D)y,

Un p-module D sur &' est de pente r € Q si, dans la décomposition de Dieudonné-
Manin de B ® &, D, tous les r; sont égaux & r. Un p-module D sur &t est étale s'il

est de pente 0.

Rappelons qu’un (¢, I')-module étale sur &' est un p-module étale sur &' muni en
plus d’une action semi-linéaire de I' commutant a celle de .

Proposition 1.1 (14, 5]). — Les foncteurs V1 et Dt définis par
DI(V)=(B'®q, V)™ » et V(D)= (B! B D)#=!
p

sont inverses l'un de Uautre et établissent une équivalence de catégories entre la caté-
gorie des L-représentations de Yq, et celle des (p,T')-modules étales sur &

1.2. Le théoréme de Dieudonné-Manin de Kedlaya. — Le théoréme de Ked-
laya ci-dessous va jouer un role fondamental dans la suite pour la construction de
(¢,T')-modules étales sur &' et donc de représentations p-adiques de g, .

Proposition 1.2 ([21]). — Si D est un p-module sur %, il existe une unique filtration
0=DyCcDyC---CDp=D

et, pour 1 < i < h, un unique sous-&'-module A; de D;/D;_1, non nul, stable par ¢
et isocline de pente r; en tant que p-module sur &%, tels que

o <To--<Th,

e D;/D; 1 =RZR®gt A si1<i<h.

Définition 1.3. — (i) Les rationnels r;, 1 < 7 < h apparaissant dans la proposition 1.2
sont les pentes de D.

(ii) D est de pente v si h = 1 et 7y = r; ceci implique que D contient un unique
sous-p-module A(D) sur &1, isocline de pente r, tel que D = Z ®¢+ A(D).

Rappelons qu’un (@, I')-module sur Z est un p-module sur % muni en plus d’une
action semi-linéaire de I' commutant & celle de ¢.

Proposition 1.4. — Si D est un (¢,I')-module sur Z de pente 0, alors A(D) est stable
par T.
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Démonstration. — Choisissons une base ei,...,eq de A = A(D) sur &t. C’est donc
aussi une base D sur Z. Soit A la matrice de v dans cette base, et, si n € N soit
B,, la matrice de ¢". Comme A est de pente 0, il existe N € N tel que, quel que
soit n € N, les matrices B, et B, ! soient & coefficients dans p~~ @+. On tire de la
relation A = B, " (A)y(B,;!), le fait que les coefficients de A restent bornés quand
on s’approche de v, (T") = 0, et donc que A est & coefficients dans & t. Ceci permet de
conclure. O

Corollaire 1.5. — Les foncteurs A — Z Qg1 A et D — A(D) sont inverses l'un de
Uautre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie des (p,T)-modules
étales sur &' sur la sous-catégorie des (p,T')-modules sur # qui sont de pente 0.

Remarque 1.6. — On peut reformuler le corollaire ci-dessus en disant que I’on ne perd
pas d’information en tensorisant par Z, ce qui est quand méme un peu surprenant car
cette opération peut transformer un (p,T')-module irréductible sur &' en un (¢,T)-
module réductible sur &, mais alors les morceaux ne sont pas de pente 0 et les
extensions entre les morceaux sont dans le sens opposé a celui permis par le théoreme
de Kedlaya.

1.3. Application aux représentations galoisiennes

Proposition 1.7. — Les foncteurs Dy et 'V définis par

Diig(V) = Z®¢: DI(V) et V(D)= (B, ®2 D)*~!
sont inverses l’'un de l'autre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie
des L-représentations de 9q, sur celle des (p,I')-modules sur % qui sont de pente 0.
De plus, on a

V(D) = VI(A(D)).

Démonstration. — Compte tenu des prop. 1.1 et 1.2, il suffit de prouver la formule
V(D) = VI(A(D)). On a Bl ®4 D = Bl,, ® st A(D), et comme A(D) est étale, on
peut utiliser la proposition A.12 pour caractériser Bt ®et A(D) C ﬁlig
I’ensemble des z tels que la suite de terme général o ~"(x) soit bornée. On en déduit

®z D comme

les égalités,

(B!, ®2 D)*=' = (B @41 A(D))*=! = (B! ®p1 (Bl @41 A(D)))*™

rig
= (B'@p: (B' @, VI(A(D)) " = (B ©, VI(A (D)
= Vi(A(D)).
Ceci permet de conclure. O
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REPRESENTATIONS TRIANGULINES 221

Pour terminer ce n°, rappelons que l'on peut retrouver [2] les modules Dgis(V)
et Dyt (V) directement & partir de Dy (V'), sans passer par les anneaux de Fontaine.
Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 1.8. — Si V est une L-représentation de Yq,, alors
Deris(V) = (#[1/1] 82 Dg(V))" = (Z[1/8] 841 D'(V))"
D..(V) = (%[1/t,10g T ®% Duig(V))" = (2[1/t,1og T] ® ¢+ D'(V))"

2. Calculs de groupes de cohomologie

2.1. Le complexe associé & un (p,I')-module. — Ce qui suit a été inspiré par
le calcul de la cohomologie galoisienne d’une représentation galoisienne en termes de
(¢, T)-modules (cf. [20, 6]). Pour des généralisations, cf. [24, 26].

Soit 4 un générateur de I" (si p = 2, il faut un peu modifier les arguments). Si D
est un (p,I')-module sur %, on note C*(D) le complexe

do dy do d3

avec di(z) = ((y — 1)z, (¢ — 1)z) et do(z,y) = (¢ — 1)z — (y—1)y. Si¢ € N, on
note B*(D) I'image de d; et Z¢(D) le noyau de d;1, ce qui permet de définir le i-éme
groupe de cohomologie H:(D) de D comme le quotient de Z*(D) par B*(D). On a
bien évidemment H!(D) = 0 si i ¢ {0,1,2}. Le groupe H'(D) s’identifie au groupe
des extensions de Z par D : si E est une telle extension et e € F est un relévement
de 1 € #, alors ((y — 1)e, (¢ — 1)e) est un élément de Z'(C*(D)) dont la classe dans
H'(D) ne dépend pas du choix de e, ce qui nous fournit une application naturelle
Ext'(%#, D) — H'(D) qui est un isomorphisme comme on le constate aisément.

Par ailleurs, si 0 - D; — D — D, — 0 est une suite exacte de (¢, I')-modules
sur %, la suite de complexes associés

0— C*(Dy) — C*(D) — C*(D;) — 0,
est exacte ; elle donne donc naissance a la suite exacte longue de cohomologie
0— H°(D1) — H%(D) — H%(Dy) —» H'(D1) —» H'(D) — --- — H*(D3) — 0.

2.2. Le (p,I')-module associé & un caractére de Q; et sa cohomologie. —

Soit ?(L) le groupe des caractéres continus (et donc localement analytiques) de Q;

—

dans L*. Si § € J(L), on peut écrire § de maniére unique sous la forme
8(z) = a"*@n(z|z|), avec a=d(p) € L* et n: Z, - 07.

Comme Zy = u(Qp) x (1 + 2pZ,), ot p(Qp) est le groupe (fini) des racines de
I'unité contenues dans Q,, et comme 1 + 2pZ, est isomorphe & Z,, le caractére 7 est
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déterminé par sa restriction 19 & u(Q,) et sa valeur en 1+ 2p qui appartient 4 1+mp,
car 7(1+42p)P" tend vers 1 quand n tend vers +oo. Ceci permet de voir ﬁL) comme
I’ensemble des points L-rationnels d’un groupe analytique rigide é\, isomorphe (non
canoniquement) & G, x B(1,17) x p(Qp).

Siéde .?(L), la quantité % ne dépend pas du choix de u € Z; — p(Q,). On la
note w(d) ; c’est le poids ou le poids de Hodge-Tate de §. 1l est plus ou moins immédiat
que

e w(d) = 0 si et seulement si § est localement constant ;

e w(d) € Z si et seulement si J est localement algébrique.

—

Si§ € (L), on note Z(d) le (p,I')-module obtenu en tordant les actions de ¢ et
I sur Z par §. De maniére explicite, si on note z(d) 1’élément de Z(d) correspondant
ar € Z,ona

p(z(8)) = (6(p)p(2))(8) et y(z(d)) = (6(7)())(9),
ol I'on a utilisé 'identification W‘abp = Q, pour voir § comme un caractére de I' (on
a donc 8(g) = d(x(g9))sigeT).Sid e ?(L) et si i € N, on note simplement Z*(4),
Bi(6) et H'(d), les groupes Z*(%(6)), B*(%(5)) et H*(%(9)).
Proposition 2.1. — (i) Si § n'est pas de la forme ™%, avec i € N, alors H°(§) = 0.
(i) Sii €N, alors H*(z™%) = L - t*.

Démonstration. — D’apres le lemme A.1, on a H%(§) = 0 si §(p) n’est pas de la forme
p~t avec i € N, et H() C L-t' si 6(p) = p~¢ et i € N. Le résultat s’en déduit. O

Corollaire 2.2. — Les (p,T')-modules Z(58) et Z(8') ne sont isomorphes que si § = §'.

Démonstration. — En tordant par 6!, on se raméne & prouver que %() n’est pas
isomorphe & Z si § # 1, ce qui suit de ce que § = 1 est le seul élément de (L) tel
que que Z(6) soit engendré par HO(§). O

2.3. Calcul de H'(§) dans le cas v,(6(p)) < 0. — Rappelons que %y(Zj, L)
désigne I’espace des mesures sur Zy & valeurs dans L.

—

Lemme 2.3. — Soit 6 € T (L) et soit A € Do(Zy, L). Alors
(i) Uéquation (6(v)y—1)b = [,.(14+T)= X a une unique solution bs » dans (&1)¥=°;
14

(ii) bs\ € &F si et seulement si [, 67 A =0.
b4

Démonstration. — Comme [,.(1+ T)* X € (&1)¥=0 C (&1)¥=0, le (i) est un cas
14

particulier du théoréme [5, 6] selon lequel v — 1 est inversible sur D¥=9%si D est un

(¢,T)-module étale sur &7.
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Prouvons le (ii). L’application g ~— 6~ !4 induit un isomorphisme de I'-modules
de 20(Zy, L) sur Do(Zy, L)(8), ce qui permet de se ramener au cas § = 1. En utili-
sant I'isomorphisme T' = Z7 qui induit un isomorphisme L ®¢, OL[[I']] = Z0(Z5, L)
I-équivariant, on est ramené & prouver que p € (y — 1)OL[[I']] si et seulement si
fz; p = 0. Comme fz; v(p) = fz; 1, cela nous fournit une des implications, 'autre
s’en déduit en remarquant que (y — 1)@ [[I']] est de corang 1 sur &y, dans O [[I']] car
~ est un générateur topologique de I'. O

Lemme 2.4. — Soit § € F(L) et soit A € Do(Zy, L) vérifiant [,. z'X =0 si 6(p) =
p~t et i € N. Alors équation (§(p)p — 1)a = [,.(1+T)* X\ a une unique solution
a5 dans Z+ vérifiant (8'asz)|._, =0 si 6(p) =p~* eti € N.

|lr=0

Démonstration. — C’est une simple traduction du lemme A.1. O

Remarque 2.5. — Par construction, si A € Z5(Z3, L) (et vérifie [,, *A = 0 dans le
. p
cas §(p) = p~* et i € N), alors (asx,bsr) € Z1(6).

Proposition 2.6. — Soit § : Q; — L* un caractére continu vérifiant v,(6(p)) < 0.

(i) Si 6 n’est pas de la forme x~*, avec i entier > 1, alors H'(8) est de dimension 1
sur L et Uimage de (asx,bs ) en est une base si et seulement si fz; §TIX#0.

(ii) Si 6 = 7%, avec i entier > 1, alors H'(8) est de dimension 2 sur L, et les
images de (t%,0) et (0,t%) en forment une base.

Démonstration. — Soit (a,b) € Z1(§). Comme v,(5(p)) < 0, d’apres le cor. A.3, il
existe cy € Z tel que by = b — (§(p)p — 1)co € (£1)¥=0. Soit a; = a — (6(7)7y — 1)co
de telle sorte que (a;,b;) € Z'(§) a méme image que (a,b) dans H!(§). Comme
(a1,b1) € Z1(6), et comme b; € (£1)¥=0, on a (§(p)p—1)a; = (6(7)y—1)by € (&T)¥=0.
D’aprés le lemme A.4, ceci implique a; € Z* et donc (6(v)y — 1)b; € (£+)¥=0.

Soit A € Zo(Z;,L) la mesure définie par fz;(l +T)* X = (6(y)y — 1)by. Si
d(p) = p~¢, avec i entier > 1, la relation (6(p)p — 1)a; = fZ;(l + T)® X\ entraine
que

| #'3= 0w - Darsy = (3(6) - D(@'ar);, =0
14
Le lemme 2.3 implique donc que b; = bs ) et le lemme 2.4 que a; —as,y € Lt'. Mainte-
nant, si §(p) = p~*, mais § # 2%, alors (t¢,0) est le bord de ((6(7)x(y)! —1)~1t%,0);
pour terminer la démonstration du (i), il suffit donc de vérifier que (as»,bs) € B1(9)
si et seulement si fz; 671 X =0 (en effet, ceci prouve que (asx,bs52) — [,. 67* X in-
duit un isomorphisme de H'(8) sur L). ’
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Si (as,x, bs,x) € B*(9), il existe ¢ € Z tel que (§(p)p — 1)c = b5 x. Comme 9)(bs,») =
0, cela entraine ¢ € #Z+ d’apreés le lemme A.4, et donc bsx € (£7)¥=C. D’apres le
lemme 2.3, ceci implique fz; S~ta=o0.

Réciproquement, si fz; 6~1 X =0, il résulte du lemme 2.3 que bs » € (£7)¥=0. De
plus, si (p) = p~¢, la nullité de

| 3= 8600y = Do)z = GX() = 1)(Ob3)1
entraine celle de (9°bs,)|,_, Puisque § # z~* et donc ()X ()" —1 # 1. On en déduit,
grace au lemme A.1, I'existence et 1'unicité de ¢ € Z7* vérifiant (d(p)p — 1)c = bs»

(et (8°¢)|,_, = 0si 6(p) = p~*). On a alors

(6(0)¢ — 1)((6(1)y = e — asa) =0,

ce qui, grace au lemme A.l, entraine que (6(y)y — 1)c — as» = 0 et donc que
(as,x,bs5,0) € B1(8). Ceci permet de conclure. a

|r=0

¢, il faut modifier le raisonnement 3 deux endroits. Tout

d’abord (t*,0) n’est plus un bord, et ensuite la condition [,, 6~' A = 0 est automa-
P

lr=o = 0, €t

donc Dexistence de ¢ dans Z* (et donc dans %) vérifiant (6(p)¢ — 1)c = 0 n’est pas

(ii) Dans le cas 6 = =~

tique, mais bs x» € &1 ne vérifie plus nécéssairement la propriété (9%bs »)

automatique. Le résultat s’en déduit.

Remarque 2.7. — Dans le cas, § = |z|, on peut prendre (log Z—g—) %log fq(—,%:—) comme

générateur de H!(§), ce qui a ’avantage de rendre plus transparent le lien avec les
représentations semi-stables.

2.4. L’opérateur 0 : H'(z716) —» H'(d). — On déduit des formules

dop=ppod et doy=x(7)y0d,

le fait que O induit un morphisme L-linéaire, commutant & I’action de ¢ et I', de
Z(z~16) dans #(6). Ce morphisme induit un morphisme de complexes de C*(z~14)
dans C*(8), et donc aussi un morphisme, encore noté 9, de H*(z~1§) dans H*(9).

Proposition2.8. — (i) Si 6 # z et § # z|z|, alors 0 induit un isomorphisme de
HY(z™16) sur H(9).

(ii) 8i 6 = z, alors 8 : H'(z~18) — H(J) est identiquement nul et H'(§) est un
L-espace vectoriel de dimension 1.

(iii) Si & = z|z|, alors 8 : H*(z716) — H'() est identiquement nul et H'(5) est
un L-espace vectoriel de dimension 2.
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Démonstration. — Commengons par déterminer le noyau de 9. Si § = z, alors
2716 =1et H(z716) est le L-espace vectoriel de dimension 2 engendré par (1,0) et
(0,1) qui sont tués par 9, ce qui fait que 9 est identiquement nul sur H!(z~14).

Si 6 = z|z|, alors 2716 = |z| et H'(z716) est le L-espace vectoriel de dimension 1
engendré par (log %T), % log %) dont I'image par 0 est le bord de 1—‘,1,‘,-7—1, ce qui fait
que 0 est identiquement nul sur H!(z714).

Sié#zxetd#z|z|, et si (a,b) € Z(z715) est dans le noyau de 9, alors il existe
¢ € Z tel que Pon ait da = (8(y)y — 1)c et b = (§(p)¢ — 1)c. Ceci implique en
particulier que l'on a

(6()x(7) ™" = 1)Res(c) = (6(p) — 1)Res(c) =0,

et comme § # z|z|, 'une au moins des deux quantités (6(y)x(y)~! — 1) ou (6(p) — 1)
est non nulle, ce qui implique que Res(c) est nul, et qu’il existe ¢’ € Z tel que d¢’ = c.
Soient a’ = a — (6(y)x(y) "ty = 1)c’ et ¥ = b — (6(p)p~ ¢ — 1)c’. Par construction,
on a 8a’ = 9’ = 0, et donc a’,b’ € L. Par ailleurs, on a aussi (6(p)p~ty — 1)a’ =
(B(7)x(y)"ty—1)b, et comme § # z, 'une au moins des deux quantités (§(p)p~1 —1)
et (6(7)x(7)~! —1) est non nulle, ce qui fait que les couples (a’,b’) vérifiant la relation
ci-dessus forment un L-espace vectoriel de dimension 1, et que ’on peut modifier ¢’ en
lui ajoutant un élément de L de telle sorte que a’ = b’ = 0. On en déduit 'injectivité
de 0 : H'(z716) — H'(J) dans le cas § # z et § # z|z|.

Passons a l'image de 8 : H'(z716) — H'(6). Soit (a,b) € Z'(6). On a donc
(6(p)¢ — 1)a = (6(7)y — 1)b, ce qui nous donne la relation

(6(p) — 1)Res(a) = (6(7)x(7) ™" — 1)Res(b).

Si (6(p) — 1) # 0, on peut ajouter & (a,b) un bord de telle sorte que Res(b) = 0, et la
relation précédente entraine alors que Res(a) = 0. Si (6(y)x(y)~! — 1) # 0, on peut
ajouter & (a, b) un bord de telle sorte que Res(a) = 0, et la relation précédente entraine
alors que Res(b) = 0. Autrement dit, si § # z|z|, quitte & ajouter un bord & (a,b),
on peut s’arranger pour que Res(a) = Res(b) = 0. Il existe alors a/,b' € Z tels que
a = da’ et b= 9. Ceci implique que (§(p)p~1p — 1)a’ — (6(y)x(y) "1y —1)¥ € L, et,
comme précédemment, si § # z, on peut ajouter & a’ et b’ des éléments de L de telle
sorte que (a’,b') € Z*(z~18). On en déduit la surjectivité de & : H!(z716) — H'(6)
dans le cas 6 # x et 0 # z|z|, ce qui termine la démonstration du (i).

Si maintenant § = z, la quantité d(a, b) = (6(p)p~to—1)a’—(5(7)x(7) " y—=1)¥' € L
ne dépend pas du choix de (a’,b’) vérifiant 8a’ = a et b’ = b, ce qui nous fournit
une application naturelle de H!(§) dans L qui n’est pas identiquement nulle car,
sib=(7)— %, et si a € TZ* est I'unique solution de I’équation (pp — 1)a =
(p — 1)((177’,‘)(,7().,T1 — 7) € T#*, on peut prendre b’ = %log “P,_,(,Z), et pour a’ la
primitive de (1 + T')"la sans terme constant. Alors d(a,b) est le terme constant de
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—(y=1¥ = —%(cp —p)log @, et donc d(a,b) = ’%1 log x(7) # 0. Ceci termine la

démonstration du (ii).

Finalement, si 6 = z|z|, le raisonnement fait ci-dessus montre que 8 est une sur-
jection de Z!(z716) sur 'ensemble des (a,b) € Z'(8) vérifiant Res(a) = Res(b) = 0.
Comme 8 : H!(z716) — H'(J) est identiquement nulle, cela montre que H'(J) s’iden-
tifie & I'image de Z!(8) dans L? par (a,b) — (Res(a),Res(b)). Or Z1(§) contient les
couples (%,b), ot b € (£7)¥=0 est 1'unique solution de I’équation (x(vy)y — 1)b =
(p—1)7, et (a,7 + 3), ot a € TZ* est 'unique solution de 'équation (p — 1)a =
(x()y=1)(%+3) € TOL[[T]]. On en déduit le fait que 'image de Z'(6) dans L? par
(a,b) — (Res(a), Res(b)) est L? tout entier, ce qui termine la démontration du (iii) et
donc de la proposition. ]

2.5. Dimension de H!(§). — Les résultats des deux § précédents permettent de
calculer la dimension de H'(9).

Théoréme 2.9. — (i) Si & n'est pas de la forme ™%, avec i € N, ou de la forme |z|z?,
avec i entier > 1, alors H'(8) est un L-espace vectoriel de dimension 1.

(i) Si 6 = 2%, avec i € N, alors H'(8) est un L-espace vectoriel de dimension 2
engendré par les images de (t%,0), (0,t') € Z1(6).

(ili) Si & = |z|z*, avec i > 1 entier, alors H'(§) est un L-espace vectoriel de
dimension 2.

Démonstration. — e Si § = 7%, avec i € N, alors H'(J) est de dimension 2 d’apres
le (ii) de la prop. 2.6.

e Si § = z¢, avec i entier > 1, alors H'(J) a méme dimension que H!(z) comme le
montre une récurrence immédiate utilisant le (i) de la prop. 2.8, et donc H'(8) est de
dimension 1 d’apres le (ii) de la proposition 2.8.

e Si § = zf|z|, avec i entier > 1, alors H'(§) a méme dimension que H!(z|z|)
d’aprés le (i) de la prop. 2.8, et donc H!(6) est de dimension 2 d’apres le (iii) de la
proposition 2.8.

e Dans tous les autres cas, H'(§) a méme dimension, pour tout k¥ € N, que
H'(z7*6) d’apreés le (i) de la prop. 2.8, et comme v,(p~*8(p)) < 0 si k est assez
grand, le (i) de la prop. 2.6 montre que H!(J) est de dimension 1.

Ceci permet de conclure. O

Corollaire 2.10. — Soit 6 € ?(L) pas de la forme |z|z?, avec i € N —{1}, et vérifiant
v,(6(p)) > 0. Soit a € Z* la solution de (5(p)p —1)a = (1+T), et soit b € (&1)¥=°
la solution de (6(7)y — 1)b = (14 T). Alors (a,b) € Z'(8) et image de (a,b) dans
H'(5) est une base de H'(9).
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Démonstration. — L’existence (et 'unicité) de a et b suivent des lemmes A.1 et 2.3.
L’appartenance de (a,b) & Z1(8) est une évidence, et la prop. A.5 montre que 'image
de (a,b) dans H'(8) est non nulle. Comme H'(8) est de dimension 1, cela permet de
conclure. |

Remarque 2.11. — (i) Si v, (6(p)) = 0, 'équivalence de catégories entre (¢, I')-modules
de pente 0 sur % et L-représentations de ¥q, montre que H 1(8) est aussi égal au
groupe de cohomologie galoisienne H 1(fﬁ’Qp, L(9)). Le théoreme 2.9 permet donc de
retrouver les résultats classiques selon lesquels, si  est un caractere de ¥q,, alors
H'(¥q,,L(8)) est de dimension 1 sur L, si § # 1 et § # x, et de dimension 2,si § =1
oud = x.

(ii) Si 0 = 1, extension de représentations de %g, de L par L(§) correspondant
4 (0,1) € H'(6) est celle donnée par g(e;) = e; et g(ez2) = ex — (degg)es, ol deg :
9q, — Zy, est le caractere additif non ramifié envoyant un Frobenius sur 1; 'extension

log x(9)
log x(v)

correspondant & (1,0) est celle donnée par g(e;) = e; et g(ez) = ez + e1.

Définition 2.12. — Sii € N, on définit un isomorphisme .# : Proj(H!(z™%)) = P!(L)

en envoyant h = a(0,1) + b(1,0) sur £ (h) = TR

Remarque 2.13. — (i) Sii =0etsih € H*(z~*) est non nul, le (ii) de la remarque 2.11
montre que la représentation de ¥q, définie par h ne dépend, & isomorphisme pres,
que de Z(h), et que cette représentation est non ramifiée si et seulement si .£ = oo
(elle n’est méme de Hodge-Tate que si .Z(h) = 00).

(i) On dispose aussi (cf. def. 2.20) d’un isomorphisme naturel .# : Proj(H(z¢|z|))
P1(L), si i est un entier > 1. Ce dernier permet de retrouver (cf. prop. 4.18) l'in-
variant £ attaché par Fontaine et Mazur [25] & une représentation semi-stable non
cristalline de dimension 2 de %q,,, ce qui justifie le nom que lui avons donné.

2.6. Calcul de H°(t~*2(6)/%(5)). — Si N € N, soit (,~ une racine primitive p"-
ieme de l'unité, choisie de telle sorte que ’on ait C;’ ~v+1 = Cpnv quel que soit N € N.
On note Ly la Q,-algebre étale L ®q, Qp((y~), que 'on munit de I’action L-linéaire
évidente de I'. Si &y = @V~ 1(T~1p(T)) est le pV-ieme polynéme cyclotomique, on a
aussi Ly = L[T]/®y. On note Lo, la réunion des Ly, N € N.

Sin:Zy — O est d’ordre fini, on note p"v () son conducteur (olt N(n) est défini
par N(n) = 0sip = 1 et N(n) est le plus petit entier n tel que 7 soit trivial sur
1+ p"Z, sin # 1), on définit la somme de Gauss G(n) associée & n par G(n) = 1 si
n=1let,si N(n)=N > 1,

G = Y  n@¢y €Ly

z€(Z/pNZ)*
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Proposition 2.14. — Soit k > 1 un entier.

(i) Sin:Zy — O est d’ordre fini et 0 < i < k—1, alors G(n)t* est vecteur propre
pour Uaction de T' agissant par n~1x".

(ii) Si N € N, alors Ly|[t]/tF = DN <N Dogigk—1 L+ G(n)tt.

Démonstration. — Le (i) est un calcul immédiat (et classique). Le (ii) suit de l'in-
dépendance linéaire des caractéres et de ce que |[{n, N(n) < N} = (p — 1)pV~! =
dim L L N-

Side ;7\(L) vérifie w(d) = 0, ce qui équivaut & ce que la restriction Jo de § & Zy
soit d’ordre fini, on pose G(8) = G(dy) et N(6) = N(do). Si i,k sont deux entiers
vérifiant 0 < 4 < k — 1, on note 75 ; la projection de Loo[t]/t* sur L - G(6)t'. O

Corollaive 2.15. — (i) Si w(d) ¢ {1,...,k}, alors
X * My = 1) : Lalt)/t* — Ly[t)/t*
est un isomorphisme quel que soit n € N.
il) Siw(d) € {1,...,k}, et sin > N(xz~*®4), alors le noyau de
(ii) ( , y
(X (v = 1) : La[t]/t* — La[t]/t*
est L - tF~*@O)G(z=v)§), et image est le noyau de Mg w(®) 6, k—w(8) -

Sir< ;:13, on note n(r) le plus petit entier tel que (p — 1)p"~1r > 1.

Proposition 2.16. — (i) Sir < 313, alors E107 [tk = T ,,5 () £1071 /@5,

(i) S (p — V)p™~tr > 1, alors T — (net/?" — 1 induit un isomorphisme
I'-équivariant de &1071/®% sur L, [t]/t*.

(i) ¢ : &% = &7/ se traduit, via les isomorphismes précédents, par
O((Zn)nzn(r)) = Wn)nzn(r/p); GVEC Yn = Tn_1 quel que soit n > n(r/p) =n(r) + 1.
Démonstration. — On a t = [[,5, (P~ @x), & multiplication prés par une unité

de &9 ce qui permet d’utiliser le théoréme des parties finies de Lazard pour dé-
montrer le (i). Le reste est plus ou moins immédiat. d

Si w(6) = 0 et k > 1, on choisit G(J,k) € &%/®=1] dont I'image (z,)n>1 dans
&0/ =1l /tk = T],5, Ln[t]/t* est donnée par z, = 0sin < N, et z, = §(p)"G(J)
sin>N.

Lemme 2.17. — Si w(6) = 0, alors (6(p)p — 1)G(4,k) et (8(v)y — 1)G(d,k) appar-
tiennent a t*Z%.

Démonstration. — C’est immédiat au vu de la construction de G(6,k) et des
prop. 2.14 et 2.16. O
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Proposition 2.18. — (i) Si w(d) ¢ {1,...,k}, alors HO(t " *2%(8)/%#(5)) = 0.
(i) Si w(d) € {1,...,k}, alors H°(t"*%(5)/%(5)) est un L-espace vectoriel de
dimension 1 engendré par t=*OG(z=*®)§,w(d)).

Démonstration. — Il n’y a rien a& démontrer si k = 0; nous supposerons donc
k > 1. L’application z — t*z induit un isomorphisme de H°(t~*%(6)/%(6)) sur
HO((Z/t*)(x~*5)), ce qui nous permet de travailler dans %/t* plutét que dans
t*%|%.

Si w(6) ¢ {1,...,k}, il résulte du cor. 2.15, que (6(y)x " *(y)y — 1) est injectif
sur Ly[t]/t* quel que soit n € N. Il est donc aussi injectif sur #/t*, d’apres la
proposition 2.16, ce qui démontre le (i).

Siw(d) € {1,...,k}, et sic € Z/t* est tué par (6(7)x *(v)y—1) et (6(p)p~*p—1),
il résulte de la prop. 2.16 que, si on écrit ¢ sous la forme (¢, )n0, avec ¢, € Ly[t]/t*,
alors ¢, € L - G(z~*§)tk=+) et c,11 = p~*8(p)cn, quel que soit n > 0. Il existe
donc X € L tel que ¢ = AtF~*©®)G(z=*@)§,w(5)), ce qui permet de conclure. a

2.7. L’application ¢ : H'(§) — H'(z7%§). — Si k est un entier > 1, la suite
exacte 0 — Z(6) — t*%(8) — t*%(5)/%(5) — 0 donne naissance & une suite
exacte longue de cohomologie dont le début est

0 — H°(%(8)) — H(t *2%(6)) — H°(t *%(6)/%(6)) — H (% (5)) — H'(t~*%(5)).

On peut utiliser ceci pour analyser le L-espace vectoriel H!(z*|z|) qui est de dimen-
sion 2 d’apres le th. 2.9 : la suite

0 — H°((2/t")(l2])) — H' (z*[z]) — H'(|z]) — 0

est exacte car H(|z|) = 0 d’apres la prop. 2.1 et donc H°((%2/t*)(|z|)), qui est de
dimension 1 sur L d’apres la prop. 2.18, s’injecte dans H!(z*|z|), et le quotient, qui
est de dimension 1, s’identifie & H'(|z|) puisque cet espace est lui-aussi de dimension 1
sur L, d’aprés le th. 2.9. Comme H!(]z|) est engendré par (log @, % log %), et
comme H°((Z/t*)(|z])) est engendré par G(|z|,k), on en tire le résultat suivant,
en choisissant G'(|z|, k) € &1%/®=1] dont I'image (z,)n>1 dans [Tns1 Lnlt]/t* est

donnée par x,, = log(¢pnet/?” — 1) quel que soit n € N.
Proposition 2.19. — Si k > 1, et si h € H'(z*|z|), alors il existe A\, u € L, uniques,
tels que h soit l’image de (a,b) € Z'(z*|z|), avec

a=t""(y —1)(AG(lz|, k) + n(log T — G'(|z, k)))

b=t"*(p™"p — 1) (AG(le], k) + u(og T — G'([a], k)))-

Définition 2.20. — Si k > 1, si h € H'(z*|x|) est non nul, et si A, u sont les éléments
de L fournis par la proposition 2.19, on note .#(h) € P!(L) la quantité —”’%lﬁ.
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Remarque 2.21. — £(h) = oo si et seulement si h se trivialise dans t~*%.

Si k € N, le (¢,T')-module t"*2(6) s’identifie naturellement & %Z(x*6) et la suite
exacte ci-dessus donne naissance & un morphisme naturel ¢y : H'(§) — H(z%6).

Théoréme 2.22. — (i) Si w(6) ¢ {1,...,k}, alors 1 : HY(6) — H(z7*8) est un
isomorphisme.

(i) Si w(d) € {1,...,k} et & # x¥® |z|z*®), alors Uapplication de connexion
induit un isomorphisme HO(t~*%(0)/%#(8)) = H'(0) et v : H(6) — H'(z7*6) est
identiquement nul.

(iil) 85 6 = |z|z*®, avec 1 < w(d) < k, alors vy : H(8) — H'(z7*6) est surjective
et son noyau est la droite des h € H'(8) vérifiant £ (h) = co € P}(L).

(iv) 8i 6 = %@ avec 1 < w(d) < k, alors vy : H(8) — H'(z7*5) est injective et
son image est la droite d’invariant £ = oco.

Démonstration. — On part de la suite exacte
0 — H°(8) —» H(z7*8) — H°(t *%(8))%(5)) — H'(6) — H(z~*6).

Si w(é) ¢ {1,...,k}, alors H°(t~*2%(5)/%(5)) = 0 d’apres la proposition 2.18, et
H'(5) et H(z7%5) sont de dimension 1 sur L d’apres le théoréme 2.9. On en déduit
le (i).

Si w(d) € {1,...,k} et § # z*®) alors HO(z™%§) = 0 d’aprés la proposi-
tion 2.1, et HO(t~*2(6)/%(5)) s’injecte dans H'(J). Si de plus § # |z|z*(®), alors
HO(t~*%(6)/%(5)) et H'(5) sont de dimension 1 sur L, d’aprés la prop. 2.18 et
le th. 2.9, et donc I’application de connexion H°(t~*%(5)/%(8)) — H'(8) est un
isomorphisme et ¢ est nulle. On en déduit le (ii).

Comme le (iii) est contenu dans la prop. 2.19, qui est & la base de la définition de
Iinvariant ., et dans la rem. 2.21, il ne reste plus que le cas § = z%, aveci € {1,...,k},
A traiter. Dans ce cas, on a H°(§) = 0 d’apres la proposition 2.1, et H°(z7*5) et
HO(t=*%(5)/%(5)) sont tous deux de dimension 1, d’apres les prop. 2.1 et 2.18. On
en déduit, en utilisant la suite exacte ci-dessus, que ¢ est injective. Comme H'(4) est
de dimension 1, son image par ¢ est une droite de H'(z~*§) qui est de dimension 2;
elle est donc déterminée par la valeur de .Z(tx(h)), ou h € H'(8) est non nul. Soit
(a,b) € Z'(J) représentant h; on a donc (x(v)'y — 1)b = (p'¢ — 1)a, et tx(h) est
représenté par (t*a,t*b). On déduit de la relation (x(y)y—1)t*"1b = (pp — 1)t*ta la
nullité de Res(t*~1a). Ceci permet, en utilisant le lemme A.8, de montrer qu’il existe
c € Z tel que (y — 1)c = t'a. On a alors t*a = (x(7) "%y — 1)(t*~%c), ce qui prouve
que (t*a, t*b) est cohomologue & un multiple de (0,t*~%) et donc que .Z (i (h)) = oco.
Ceci termine la démonstration du théoreme 2.22. O
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3. Construction de (p,T')-modules étales sur &7

3.1. (p,I')-modules de rang 1 sur #

Proposition3.1. — Si D est un (p,I')-module de rang 1 sur Z, alors il existe
d € T (L) unique tel que D soit isomorphe ¢ Z(J).

Démonstration. — L’unicité suit (cor. 2.2) de ce que %(8) n’est pas isomorphe &
Z(8') si 6 # §'. Pour montrer ’existence, on se raméne au cas de pente 0, en tordant
Paction de ¢ par un o € L* de valuation convenable. Le résultat se déduit alors, via
’équivalence de catégories entre L-représentations de ¥q, et (¢,I')-modules étales
sur &7, de la description de %6‘; fournie par la théorie locale du corps de classes. [

3.2. (p,I)-modules triangulables

Lemme 3.2. — Si D est un (o, I')-module sur Z, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) D posséde un sous-(p,I')-module de rang 1 sur % ;

(if) D posséde un sous-(p,I')-module staturé, de rang 1 sur Z.

Démonstration. — Il n’y a bien évidemment que l'implication (i)=(ii) & prouver.
Choisissons une base ey, ...,eq de D sur Z. Soit D; un sous-(¢,I')-module de rang 1
sur Z, et soit f € D, une base de D;. Ecrivons f sous la forme f = x1e1+ -+ x4€q.
Comme (f) = bf avec b € Z* et v(f) = af, avec a € Z*, et comme les matrices de
p(e1),...,p(eq) et y(e1),...,v(eq), dans la base e, . .., eq, appartiennent & GL4(Z%),
on en déduit le fait que I'idéal de Z engendré par z1,...,x4, est stable par v et .
Comme Z est un anneau de Bézout, cet idéal est principal, et la stabilité par v im-
plique qu’on peut trouver un générateur A de cet idéal de la forme A = [],.>,, (®%r /p),
ol &, = " YT~ 1((1+T)P —1)) est le p"-iéme polynéme cyclotomique. La stabilité
par ¢ implique alors que i, est décroissante et donc stationnaire pour n assez grand.
Si k est la limite de la suite i,, on a alors A ~ t¥ = T [} (®,/p), & multiplication
prés par une unité de #Z. En d’autre termes, quitte & remplacer D; par t~*D;, on
peut s’arranger pour que D; soit saturé. Ceci permet de conclure. O

Remarque 3.3. — On a démontré en passant que les sous-(p,I')-modules d’un (¢, I')-
module D de rang 1 sur &% sont de la forme t*D, avec k € N.

Définition 3.4. — Un (¢, T')-module D sur Z est dit triangulable si c’est une extension
successive de (¢, I')-modules de rang 1 sur %, i.e. si D posséde une filtration croissante
par des sous-(p, I')-modules D;, pour 0 < i < d, telle que 'on ait Dy =0, Dg = D et
D;/D;_4 est libre derang 1 si 1 <17 < d.
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3.3. Le (¢,T)-module D(s). — Soit (L) 'ensemble des s = (1, 62, k), oi1 61,65 €
./?\(L) et h € H'(6,:6;'). Sis € LS’”?L), on note D(s) extension de #(62) par Z(61)
définie par h. Le (p,I')-module D(s) ne dépend de h qu’a homothétie prés et donc ne
dépend que de I'image de s dans LS”\ZL) /L*.

D’apres le théoréme 2.9, la dimension de H' (6,6, ") est 1 saufsi 6,0, * = z*|z|, pour
i entier > 1 ousi&, 8,1 = z~*, pour i entier > 0. Dans ces deux derniers cas, H* (51 D)
est de dimension 2, et on dispose d’un isomorphisme naturel .# : Proj(H' (6,6, 1)) =
P1(L). Ceci nous permet de décrire le sous-ensemble de . (L) /L* des s = (81,62, h)
avec h # 0 (correspondant aux (y,I")-modules non scindés) comme 1’ensemble des
points L-rationnels de la variété analytique . obtenue en éclatant TxTle long
des sous-variétés 9105 ! = z¥|z|, pour i entier > 1, et des variétés 6,6, ' = z ¢, pour
1 entier > 0. On dispose d’une projection de % sur T x 7 dont les fibres sont en
général réduites & un point et isomorphes & P! dans le cas contraire. On note un
élément générique s de (L) sous la forme s = (81,62,.%), ou .Z = oo si la fibre
au-dessus de (81,d2) est réduite & un point, et . € P!(L) sinon.

On note %, le fermé de . constitué des s vérifiant les conditions

vp(81(p)) + vp(62(P)) =0 et vy(d1(p)) > 0.

Si s € (L), on associe & s les invariants u(s) € Q4 et w(s) € L définis par

u(s) = vp(d1(p)) = —vp(d2(p)) et w(s) =w(d1) —w(d2).

On partitionne %4 sous la forme ., = {8 [[ s [[ 5 [[ #9 [[ 2, ot
o 7% est Pensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier > 1;
o #{Ts est Pensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ = oo;
o 73 est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ # o0o;
o 79 est Pensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) = w(s);
o 72 est Pensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) > w(s).

On partitionne aussi .# sous la forme .#; = A [[ S, ol

o . est I'ensemble des s tels que u(s) =0;

o .7, est Pensemble des s tels que u(s) > 0.

Si truc € {ng, cris, st,ord, ncl} et machin € {+,0, *}, on note Z2S . Pintersection

achin
de St et Fnachin. En particulier, les ensembles .#9™ et #F<! sont vides.

Finalement, on pose %, = S8 [[ #m [[ 78

Proposition 3.5. — Si s = (01,02,h) € 57(L)/L*, alors D(s) est de pente 0 si et
seulement si on est dans un des deuz cas exclusifs suivants :

ese€ Sy —

e h=0 et b1,02 sont unitaires.
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Démonstration. — Si D(s) est de pente 0, alors le déterminant de D(s) est de pente 0,
ce qui signifie que v,(d1(p)d2(p)) = 0. De plus, si cette condition est vérifiée, alors
d’apres le théoréme de Kedlaya, D(s) est de pente 0 si et seulement si il n’a pas de
sous-module de pente < 0. En particulier, si D(s) est de pente 0, alors v,(61(p)) > 0
et donc s € ;. De méme, si h = 0, alors #Z(d2) est un sous-(p,I')-module de pente
vp(d2(p)) de D(s) et donc, si h = 0, alors D(s) est de pente O si et seulement si
vp(81(p)) = vp(2(p)) = 0. Si h # 0, la discussion précédente montre que D(s) ne peut
étre de pente 0 que si s € .F;.

Supposons donc que s € ¥4, mais que D(s) contient un sous-module D’ de pente
strictement négative. Comme %(4,) est de pente > 0, tous ses sous-(p,I')-modules
sont de pente > 0, et 'image de D’ dans #(d3) est un sous-(¢,T')-module non nul
de Z(d2); elle est donc (rem. 3.3) de la forme t*%(8,), avec k € N (et k > 1 car
D(s) est supposé non scindé), ce qui fait (th. 2.22) que h € H'(6,6; ") se trivialise
dans H'(z7%610;'). La pente de D’ est alors k — u(s) ; sa stricte négativité équivaut
a u(s) > k. On a donc v,(6,(p)d; ' (p)) = 2u(s) > 2k > k + 1; en particulier, 6,5,
n’est pas de la forme z* ou z‘|z|, avec 1 < i < k, ce qui fait que ¢ : H'(6,6; ) —
H'(z7%6,6;') est non injective si et seulement si w(s) = 4, avec i entier, 1 < i < k.
Comme ¢}, est alors identiquement nulle, ’existence de D’ est équivalente & celle d’un
entier k > 1 avec 1 < w(s) < k < u(s), c’est-a-dire & Pappartenance de s & .#2°.. Ceci
permet de conclure. O

Remarque 3.6. — La méme démonstration, en remplagant « pente < 0 » par « pente =
0 » montre que, si u(s) > 0, alors D(s) posséde un sous-(p, I')-module de rang 1 et de
pente 0 si et seulement si s € #¢™ et ce sous-(¢,T')-module est isomorphe a t¥2(5;),
ou k = w(s).

Proposition 3.7. — Soient s5,s' € . — S, avec s = (61,62,.F) et s’ = (81,84, L").

(i) Si 81 = 81, alors D(s) = D(s") si et seulement si 62 = 8}, et £ = L.

(ii) Si &y # 81, alors D(s) = D(s') si et seulement si s,s' € S et §; = z*(4)4,,
8 = xz~w()§,).

De plus, on alors w(6}) = w(d1), w(dj) = w(dz), et D(s) = D(s') contient un sous
(¢,T)-module d’indice t*(*) isomorphe ¢ % (61) ® %(9,).

Démonstration. — Le (i) est une évidence; remarquons juste que la condition ¥ =
&' est automatique si 6,0, ' n’est ni trivial ni de la forme z*|x| avec i entier > 1.

Passons au (ii), et soit D = D(s) = D(s’). Par construction, D contient des sous-
(p,T')-modules saturés D, et D} isomorphes respectivement & %(81) et #(47) qui
sont distincts puisque d; # 67. Mais alors D’ = D; @ D} est d’indice fini dans D et
est stable par ¢ et I'; il existe donc k € N tel que D’ soit d’indice t* dans D, et on a
k > 1 car D’ est scindé alors que D = D(s) ne l’est pas, par hypothese.
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L’image de D; dans D/D} = %#(6}) est d’indice t* puisque D; @ D} est d’indice t*
dans D. On en déduit I'identité §; = z*5}. Symétriquement, on a 6] = x*8,. De plus, le
fait que D’ soit scindé se traduit par la nullité des images de h (élément de H'(d;5; ")
relevant ) dans H'(z7%,6; ") et b’ (élément de H'(J}(8)~1) relevant #’) dans
H(z7%57(64)71). D’apres le théoréme 2.22, cela se traduit par

e w(s) € {1,...,k} et £ = oo sid10;" =2¥®)|z|,

ew(s') € {l,...,k} et & = oo si &) (&)t = z*C)|z].

Des relations §; = z*8} et §; = 2%d,, on déduit les relations w(d,) = k + w(d})
et w(d2) = —k + w(d}), puis w(s) + w(s’) = 2k. Comme w(s) < k et w(s’) < k
d’aprés ce qui précede, cela implique w(s) = w(s’) = k. On en déduit le résultat,
les relations w(8}) = w(d1) et w(d5) = w(d2) découlant immédiatement des formules
précédentes. O

Remarque 3.8. — Si u(s) > 0, si § = 6,6, n’est pas de la forme |z|z, avec i €
N — {1}, si a € Z* est la solution de (§(p)p — 1)a = (1+T), et si b € (7)¥=0 est
la solution de (6(y)y — 1)b = (1 + T, alors, d’apres le cor. 2.10, le Z-module D(s)
admet une base f1, fo dans laquelle les actions de ¢ et I' sont données par

v(f1) = 0(Mf1,  (f2) = 2(7)(f2 +afr),
o(f1) = 01(p)fr,  @(f2) = d2(p)(f2 + bf1).

3.4. Le module D(s,k). — Si s = (61,02,) € 7, et si k est un entier > 1,
on note D(s, k) le sous-(¢,I')-module t=*2(81) + D(s) de %Z[3] ®% D(s) et on pose
8 = x7%§;8; 1. Ceci fait de D(s, k) une extension de %Z(J2) par Z(z~*6,) dont la classe
n’est autre que tx(h) € H' () si h € H'(6,6,") est un relevement de .. L’intérét
d’introduire D(s, k) est que, si k& > 0, alors v,(d(p)) < 0, ce qui permet d’utiliser la
prop. 2.6 pour obtenir une description « concréte » de D(s, k) puis de D(s).

Proposition 3.9. — Soient s = (01,02,00) € L4 et k un entier > 2u(s) tels que
w(s) ¢ {1,...,k}. Soit § = x7%5,6;".

(i) Il existe A\, A, B et C, ou

o X\ est une mesure sur Zj vérifiant fz; §7IN#£0,

o Ac Zt vérifie (5(p)p —1)A= fz; 1+T)= A,

e B € (&1)¥=0 vérifie (§(y)y—1)B = fz;(l +T)" A,

e C e esttel que A+ (6()y —1)C = B+ (3(p)p — 1)C = 0 mod t*.

(ii) Si A\, A, B et C vérifient les conditions du (i), alors D(s,k) posséde une base
g1, 92 dans laquelle les actions de T" et ¢ sont données par

v(g1) = x(")*61 (Vg1 ¥(g2) = 62(7)(g2 + Agr)
©(91) =p~*61(p)g1,  ¥(g2) = 62(p)(g2 + Bgy),
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et telle que D(s) admette t*g, et g2 + Cg1 comme base sur %.

Démonstration. — Soit (a,b) € H'(8:6; ") dont 'image dans Proj(H(6:0; ")) est
non nulle, ce qui fait que (t*a, t*b) représente la classe de D(s, k) dans H(§), et qu’il
existe une base fi, fo de D(s) sur #Z dans laquelle les actions de I' et ¢ sont données
par

v(f1) = 0(V 1, (f2) = 82(7)(f2 + af1)
o(fi) =01(p)fr,  @(f2) = d2(p)(f2 +bf1),

D’aprés la prop. 2.6, il existe alors une mesure A sur Z3, A € Z*, et B € (£1)¥=0
tels que 'on ait
(6(p)p — 1A= (8(y)y-1)B= Z_(1 +T)* A,
5
et il existe C € Z tel que
(6(y)y—1)C=—-A+tka et (d(p)p —1)C = —B + tFb.

De plus, ¢j est injective, ce qui implique que I'image de (A4, B) dans H'(§) est non
nulle et, d’apres la proposition 2.6, cela équivaut a fz:- 671X # 0. On en déduit le
P

résultat, en posant gy =t~ Ff; et gy = fo — Ct~Ff,. a

Nous allons maintenant nous intéresser au cas w(s) € {1,..., k}, laissé de c6té dans
la prop. 3.9. Rappelons que, si § € é\(L) vérifie w(d) = 0, et si k est un entier > 1,
on a choisi G(4, k) € &1/~ dont 'image (€n)n>1 dans [],5; Ln[t]/t* est donnée
par , = 0sin < N(J) et z, = §(p)"G(d) si n > N(6). Si § = 1, on peut prendre
G(68,k) = 1, mais nous aurons plutot besoin de G'(1,k) € &%/ (=1 dont I'image
(Tn)n>1 dans [],>1 L,[t]/t* est donnée par z, = n si n > 1, de telle sorte que
(v = 1)G'(1,k) € t*%Z et (p — 1)G'(1,k) € —1 + t*Z. Rappelons que I'on a aussi
choisi G'(|z|,k) € &19Y/®=VI dont I'image (z,)n>1 dans [Tn>1 Ln[t]/t* est donnée
par =, = log({,net/?" —1)sin > 1.

Proposition 3.10. — (i) Si s = (61,02,00) € LU ™, sik > w(s), et si
81 # 6,2 alors D(s, k) contient une base g1, g2 dans laquelle les actions de T' et
@ sont données par

v(g1) = x()*61 (Mg, Y(g2) = 82(7)92
e(g1) =p " 01(p)gr,  ¢(g2) = 62(p)9go,

et telle que D(s) admette t*g;, go—tF ()G (z~*()§,6; ", w(s))g1 comme base sur Z.
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(i) Si s = (01,02,00) € UL, si k > w(s), et si by = 227, alors D(s, k)
contient une base g1, 92 dans laquelle les actions de T' et ¢ sont données par

791) = x(M*6a(Ma1,  7(g2) = 82(7)g2
0(9) =p*61(P)g1,  w(g2) = 82(p) (92 + 7)),
et telle que D(s) admette t*gy, go — t*=*()G'(1,w(s))g1 comme base sur Z.
(iii) Si s = (01,02,L) € L (et donc 61 = &o|x|z¥(®), et si k > w(s), alors
D(s, k) contient une base g1, g2 dans laquelle les actions de T et ¢ sont données par

¥(91) = x(0) "o (Man,
7(92) = 82(7) (g2 + t*7* (7 — 1)(log T — G'(j=|, w(s)))g1)
o(91) =P *81(p)g1,
¢(g2) = 82(p) (92 +t* " (p7Tp — 1) (log T — G’ (|, w(s)))91)
et telle que D(s) admette tFg;, go — s tk=v()G(|z|, w(s))g1 comme base sur %.

Démonstration. — Dans tous les cas, posons § = 6;6,"'. Le (i) est alors une tra-
duction du fait que I’application de connexion de HO(t~*%(8)/%(5)) dans H(§) est
un isomorphisme et H°(t~*%(8)/%(6)) est un L-espace vectoriel de dimension 1 en-
gendré par t*~*C)G(z=($)§,65 1, w(s)). De méme, le (iii) est une traduction de la
définition de I'invariant . (cf. prop. 2.19 et (iii) du th. 2.22); le (ii) quant-a-lui est
une traduction du fait que ’application ¢; envoie H'(d) dans la droite engendrée par
(tk—w(s)0) de H (z~*5). O

3.5. Le (p,I')-module A(s)

Si s € F4 — 0, on note A(s) le (¢, T')-module A(D(s)). C’est un (¢, T")-module
étale sur &' et notre but est d’en donner une description plus « concréte ». Nous nous
restreindrons (%) au cas ot il existe un entier k > 2u(s) tel que w(s) ¢ {1,...,k}, et
nous reprenons les notations de la proposition 3.9; en particulier, B € &' et C € .

Proposition 3.11. — Si x = 191 + x292 € D(s,k), alors x € A(s) si et seulement si
z vérifie les deux conditions suivantes

(i) 21 — Czy =0 mod t* ;

(ii) z1 est d’ordre k — u(s) et zo est d’ordre u(s).

Démonstration. — La condition (i) traduit juste 'appartenance de z & D(s). Pour
conclure, il suffit donc de démontrer que si x € D(s), alors z € A(s) si et seulement
si z vérifie (ii). Pour cela, on utilise la caractérisation de A(s) comme 1’ensemble des

(6) On pourrait utiliser la proposition 3.10 pour obtenir des résultats du méme type dans le cas w(s)
entier > 1, mais nous n’en aurons pas besoin.
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z € D(s) tels que la suite de terme général ¢~ "(z) soit bornée dans ﬁiig ®a D(s) ou,
ce qui revient au méme, dans Biig ®a D(s,k).
En posant a; = p*6;(p)~! et az = d2(p) !, on obtient
o(g) =ai'g et ¢(g2) = a3 (92 + Bygr).
on en tire, par récurrence sur n, les formules
0 M(g1) = afg1 et p "(g2) = afg: — (af  aap T (B) + - + ol "(B))ar

Maintenant, si £ = 191 + 292, et ¢ "(z) = %191 + T2,ng2, la formule ci-dessus
nous fournit les identités

—_ - (e - an -n n,.—n
210 = afe " (1) —afe (@) (ST (Bt A k@ TN(B)) et aan = afe"(w)
2

Par ailleurs, comme vp(a1) = k — u(s) > u(s) = vp(a2), et comme B € B', la suite

de terme général
n

_ ab .,
—¢ " (B) + -+ + —p""(B)
Q3

Les conditions suivantes sont donc équivalentes :

Rz D(37 k) 3
gt

rig )’

est bornée dans Blig.

e la suite de terme général ¢ ~"(z) est bornée dans ﬁlig
o les suites de terme général z; , et x2 , sont bornées dans B
o les suites de terme général ao ™" (z1) et afp~"(z2) sont bornées dans ﬁ;rig.
Comme vp(01) > 0 et vp(ag) > 0, la derniére condition est équivalente, d’apres la
proposition A.13, & la condition

o z, est d’ordre vp(a1) = k — u(s) et o est d’ordre vp(az) = u(s).

Ceci permet de conclure. O

4. Application aux représentations galoisiennes

4.1. Définition des représentations triangulines

Définition 4.1. — Une L-représentation V' de 9q, est dite trianguline si Dy;g(V) est
triangulable.

Si s = (01,02,h) € F(L)/L* est de pente 0, on note V(s) la L-représentation de
9q, qui lui correspond par I’équivalence de catégories de la prop. 1.7.

Remarque 4.2. — (i) Par construction, la représentation V'(s) est trianguline.

(ii) Réciproquement, il résulte de la définition et de la prop. 3.5, qu'une représen-
tation trianguline de dimension 2, qui n’est pas somme directe de deux caracteéres, est
isomorphe & V(s) pour un certain s € &} — 7!, Par ailleurs, on a V(s) & V(s') si et
seulement si D(s) & D(s') d’aprés la prop. 1.7. Ceci permet d’utiliser la prop. 3.7 pour
obtenir une classification compléte des représentations triangulines de dimension 2.
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(iii) Des exemples naturels de représentations triangulines de dimension 2 sont
fournis par les représentations attachées aux formes modulaires surconvergentes. En
effet, Kisin [22] a montré qu’elles satisfont la propriété (i) de la prop. 4.3 ci-dessous
(avec n =1).

Proposition 4.3. — Si V est une L-représentation de 9q, de dimension 2, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe n: Y, — OF et a € L* tels que Deris(V ()P~ #0;

(ii) V est trianguline.
De plus, sous ces conditions, il existe k € Z tel que Dy;g(V') contienne un sous-(¢,T')-
module isomorphe & %Z(9), avec

8(z) = zFn~ (z|x])a* @),

Démonstration. — Soit V une L-représentation de ¥q, de dimension 2 telle qu'il
existe  : Yq, — O7 et a € L* tels que Deis(V ()~ # 0. D’apres la prop. 1.8,
quitte & multiplier  par x * et a par p* pour £ > 0, on peut supposer que
De.is(V(7))?=® = Dyig(V(n))F=1¥=2. Le L-espace vectoriel Dyig(V (n))F=1¥=2 est
alors non nul et toute L-droite qu’il contient est stable par ¢ et fixe par I'. Choi-
sissons une telle droite. Le sous-%Z-module de Dy (V (7)) qu’elle engendre est alors
stable par ¢ et T, et Dy (V') contient un sous-(¢,I')-module D; de rang 1 sur #. Le
lemme 3.2 montre que 'on peut supposer D saturé. Mais alors Dy = D/D; est aussi
de rang 1 et donc D est une extension de deux (¢,I')-modules de rang 1; il est donc
triangulable, ce qui démontre 'implication (i)=-(ii).

Réciproquement, si V est trianguline, alors D (V') contient un sous-module iso-
morphe & Z(6). 1l suffit alors de prendre 7 : ¥, — &7 défini par n(g) = 6~ (x(9))
pour que (Dyig (V' (n)))F=1¥=%®) soit non nul. Ceci permet de conclure. O

4.2. Poids de Hodge-Tate de V(s). — Dans tout ce qui suit, s = (61,02,.%) €
Sy — P et notre but est d’étudier en détail la représentation V(s) de %q,. On
remarquera que, si 7 est un caractere unitaire de Qy (que V’on voit aussi comme un
caractere de 9q, ), alors

V(s) ® n =V (nd1,nd2, ZL).

Le caractere 6,0 est unitaire et peut donc étre vu comme un caractere de 4q,.

Proposition 4.4. — (i) det V(s) = L(6162).
(i) V(s)* = V(651,67 2).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que det D(s) = Z#(6102) et le (ii) de ce que
V(s)* = V(s) ® (det V(s)) 1. a

Proposition 4.5. — Les poids de Hodge-Tate de V (s) sont w(d,) et w(dz).
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Démonstration. — 1l existe une base f1, fa de D(s) dans laquelle 'action de v € T’
est donnée par

v(f1) =0(Mfi et y(f2) = 02(7)f2 + Ay fr,

avec A, € #. Sin > 0, alors ¢~ "(f1) et ¢ "(f2) convergent dans Blz ® V(s) et
g1 = 0(0™"(f1)), g2 = 0(¢~"(f2)) forment une base de Dgep,n sur L,. On a alors

Y(g1) = 61(7)g1 et v(g2) = d2(7)g2 + (™" (A4)) 91,

ce qui fait que dans la base g1, g2, I'opérateur Ogen = lim,_,; 7(77_)—11 de Sen est
triangulaire supérieur avec w(d1),w(d2) comme coefficients diagonaux. Ceci permet
de conclure. O

Proposition 4.6. — (i) Si w(61) = w(dz) et d1 # d2, alors Ogen n’est pas semi-simple.
(ii) Si &1 = &2, alors Ogen est semi-simple si et seulement si £ = oco.

Démonstration. — Quitte a tordre par un caractere de ¥q,, on peut se ramener au
cas w(d1) = w(d2) = 0, et méme s’arranger pour que 4, soit trivial sur Z3. Si Ogen est
semi-simple, cela implique alors Oge, = 0, et un théoréme de Sen ([27]; cf. aussi [2])
implique que l'inertie de ¥q, agit a travers un quotient fini. En particulier, Wq,
agit unitairement sur D, (V' (s)) qui contient le L-espace vectoriel D.is(V (s))?=%1(P)
qui est non nul, car il contient, d’aprés la prop. 1.8, le module (D(s)F)¥=% () qui,
lui-méme, contient L(J1) puisque J; est trivial sur Zj. Ceci implique que u(s) =
vp(d1(p)) = 0 et donc que V'(s) est une extension de L(d2) par L(d1). On peut donc
trouver une base e1, ep de V(s) ® 65 ! dans laquelle I’action de g € Yq, est donnée par

gler) = d(g)er et g(e2) = ea +c(g)e,

ou l'on a posé § = 6165 L et g — ¢(g) est un 1-cocycle continu sur 9q, & valeurs dans
L(4), et qui est trivial sur un sous-groupe H d’indice fini de Iq, contenu dans ker &,
(la restriction de d; & Iq, est d'image finie car d, est localement constant sur Z;).
Si 6 # 1, on peut trouver f € Wq, C Yq, avec deg(f) = 1, tel que o(f) # 1.
Choisissons un tel f et soit ¢ = 5(st)fll' Le cocycle g — ¢/(g) = ¢(g9) — (6(g9) — 1)c

est alors trivial sur le groupe engendré topologiquement par H et f, et comme H

est d’indice fini dans Iq, et f engendre topologiquement %q,/Iq,, cela montre que
g — c'(g), qui est cohomologue & g — c(g), est trivial sur un sous-groupe d’indice fini
de 9q,- Comme V(s)®4; ! est un Q-espace vectoriel, cela implique que V (s)®4; !, et
donc aussi V(s), est somme de deux caracteres, ce que l’'on avait exclu. On en déduit
le (i). Le (ii) quant & lui n’est que la définition de I'invariant . pour h € H*(6) quand
§=1. O
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4.3. Irréductibilité de V(s)

Proposition 4.7. — Si u(s) = 0, alors V(s) est une extension non triviale de L(d2)
par L(81) ; en particulier, V (s) n’est pas irréductible.

Démonstration. — C’est une simple conséquence de ’équivalence de catégories de la
proposition 1.5 entre (i, I')-modules de pente 0 sur % et L-représentations de 9%q,. [

Proposition 4.8. — (i) V(s) est irréductible si et seulement si s € Fyr.

(i) Si s € F29, alors V(s) est une extension non triviale de L(z~*(9)6;) par
L(z¥(%)8,) ; c’est donc la tordue (par un caractére de 9q,) d’une représentation quasi-
ordinaire (i.e. devenant ordinaire sur une extension abélienne de Q).

Démonstration. — Le cas u(s) = 0 a été traité dans la proposition 4.7. Nous suppo-
serons donc s € %, dans ce qui suit. Comme V' (s) est de dimension 2, elle n’est pas
irréductible si et seulement si elle posséde une sous-représentation de dimension 1.
Via I’équivalence de catégories de la proposition 1.5 entre (¢, I')-modules de pente 0
sur Z et L-représentations de ¥q, cela équivaut a I’existence d’un sous-(¢, I')-module
de D(s), de rang 1 et de pente 0. Le résultat suit alors de la remarque 3.6. O

Lemme 4.9. — D(s) contient des (p,T')-modules de rang 1 autres que les t*%(6,),
pour k € N, si et seulement si w(s) est un entier > 1, §; # 6.2%) et £ = oo.
De plus, dans ce dernier cas, ces (p,I')-modules sont de la forme t*%(52), pour k
entier = w(s).

Démonstration. — Soit D; C D un (¢, I')-module de rang 1 qui n’est pas de la forme
t*%(8,), pour k € N. Alors D; n’est pas colinéaire & %Z(8;) et donc la projection de
D(s) sur #Z(82) induit un isomorphisme de D; sur un sous-(¢, I')-module de Z(d2). Un
tel module est de la forme t*%(82) et D(s) contient donc un sous-module isomorphe a
Z(81) © t*#(82) qui est scindé, ce qui se traduit par la nullité de 'image par ¢; dans
H'(z7%6,6;') de h € H'(6,6;") relevant .#. Le lemme est alors une conséquence
directe du th. 2.22. O

Proposition 4.10. — Si V' est une L-représentation de dimension 2 de 9q,,, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 4l existe deux caractéres 1, N2 de 9q, dans 07, tels que w(m) — w(n2) ¢ Z et
tels que Deris(V (M) # 0 et Deris(V(n2)) #0;

(ii) V est somme de deuz caractéres et la différence de ses poids de Hodge-Tate
n’est pas un entier.

Démonstration. — L’implication (ii)=(i) est immédiate ; montrons la réciproque. Si
7 est un caracteére de ¥q,, la condition Deis(V' (7)) # 0 implique que I'un des poids
de Hodge-Tate de V differe de —w(n) par un entier. La condition w(n;) — w(n2) ¢ Z
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implique donc que la différence des poids de Hodge-Tate de V' n’est pas un entier et
donc que ni V(1) ni V(72) ne sont de Hodge-Tate, ni, a fortiori, cristallines. Ceci
implique que Dyis(V(71)) et Deris(V (n2)) sont de dimension 1. D’aprés la proposi-
tion 4.3, D = Dy(V) contient alors des sous-(¢,I')-modules saturés isomorphes a
H(01) et Z(02), avec

91(:1,') = zk1nl—l($|x|)a;’p(1) et 02(:1‘) — xkznz—l(xlxl)a;}p(z)7

ou ki, ke € Z, et a1, ap sont les valeurs propres de ¢ sur Depis(V (1)) et Deris(V (12))
respectivement. Ces deux modules ne sont pas inclus dans un méme sous-(¢,I')-
module de rang 1 de D car w(61) — w(f2) = k1 — w(m) — k2 + w(nz) n’est pas
un entier.

Maintenant, si V' n’est pas somme de deux caractéres, alors D & D(s) pour un
certain s € &4 — %P, la différence des poids de Hodge-Tate de V est alors w(s)
d’aprés la prop. 4.5 et donc w(s) ¢ Z, ce qui conduit & une contradiction puisque,
d’aprés le lemme 4.9, si D(s) contient des sous-(¢,I')-modules de rang 1 non coli-
néaires, alors w(s) est un entier > 1. Ceci permet de conclure. O

4.4. Représentations potentiellement semi-stables et représentations de
Weil-Deligne. — Si K est une extension finie galoisienne de Qj, et si K est I’exten-
sion maximale non ramifiée de Q,, contenue dans K, un L-(Gal(K/Q,), ¢, N)-module,
est un L ®q, Ko-module libre de rang fini muni

e d’une action L-linéaire et Ky-semi-linéaire de ¢ ;

e d’une action L-linéaire et Kj-semi-linéaire de Gal(K/Q,) commutant & celle
de ¢;

e d’un opérateur L ®q, Ko-linéaire nilpotent N : D — D commutant & Gal(K/Q,)
et vérifiant Nyp = ppN

Rappelons qu'une A-représentation D du groupe de Weil-Deligne de Q,, (appelée
encore A-W Dq,-module) est un A-module libre de rang fini muni

e d’un morphisme de groupes p : Wq, — GL(D) dont le noyau contient un sous-
groupe d’indice fini de Iq,, ;

e d’un opérateur nilpotent N : D — D tel que Np(g) = p~9%€9p(g)N si g € Waq,.

Si K est une extension finie galoisienne de Q, et D est un (Gal(K/Q,), ¢, N)-
module, on peut aussi voir D comme un (L®q, Ko)-W Dq,-module en tordant ’action
de g € Wq, C 9q, — Gal(K/Q,) par ¢~ 9°€9, ce qui tue la semi-linéarité de I’action
de g sur Kj.

Si V est une L-représentation de %q, qui devient semi-stable sur K, alors
Dyt (V) = (Bs; ®q, V)% est un L-(Gal(K/Q,), ¢, N)-module. De plus, linclusion
de By dans Byr munit K ®k, Dps(V) d’une filtration admissible par des sous
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L ® K-modules libres (7). En utilisant la recette décrite ci-dessus, cela permet de voir
Dyt (V) comme un (L ®q, Ko)-W Dq,-module filtré admissible.

Remarque 4.11. — Dans le cas particulier ou K est une extension abélienne de Q,, cas
auquel nous allons étre confronté dans cet article, une représentation qui devient semi-
stable sur K devient aussi semi-stable sur K N Qp(p,) qui est totalement ramifiée
sur Q. Dans ce qui précede, on a alors Ky = Q, et donc tout est déja linéaire. De
plus, action de Wq, sur Dy (V) se factorise & travers Wa': & Qy, et on retrouve la
structure de L-(Gal(K/Qp),, N) en définissant P’action de ¢ comme étant celle de
peQp=Wy,.
J’ignore §’il y a une recette du méme type dans le cas général.

Remarque 4.12. — On fera attention au fait que, si V est semi-stable et donc si Iq,
agit trivialement sur Dpst(V), les valeurs propres d’un Frobenius de WDQP (i.e. un
élément de degré 1) sont les inverses de celles de .

4.5. Cristallinité de V(s). — Si a < b sont deux éléments de Z, et si o, [ €
T (L) sont localement constants, on note Dy pq,5 le WDq,-module filtré défini par
Dopap=L-e1®L-ey, et

[ Nel = N62 = O;

. {g(el) = a(g)er et g(ez) = B(g)e: sia#f,
g(e1) = a(g)e; et glez) = a(g)(ez — (deggle;) sia =4S, ;
0 sii> —a,
i Lo (G -1 + i —b<i< —aet ’
o Fil'(Loo ®L Dap,a,8) = (G(Ba™')er + e2) si 1 aeta#p
Lo e si—b<i< —aeta=20,

Da,b,a,ﬂ sit < —b.
Ce module est admissible si et seulement si

—b < vp(a(p)), vp(B(p)) < —a et wp(a(p)) +vp(B(p)) = —a —b.
On note S(L) (resp. S°*¢(L)) I’ensemble des (a,b, a, B8), olt a,b € Z vérifient a < b

—_

et @, € I (L) sont localement constants, et vérifient v,(a(p)) +vp(B(p)) = —a—bet
—b < vp(a(p)), vp(B(p)) < —a (resp. vp(a(p)) = —b et v,(B(p)) = —a, ou vy(a(p)) =
—a et vp(B(p)) = —b). Si (a,b,a,B) € S(L) U S°4(L), on note V,pap la L-
représentation potentiellement cristalline de dimension 2 de ¥q , dont Dy p o p est
le Dpg;. Cette représentation devient, par construction, cristalline sur une extension
abélienne de Q,; elle est irréductible si (a,b,, 8) € S'(L) et réductible (quasi-
ordinaire) si (a, b, a, 8) € S°*4(L).

() On prendra garde au fait que cette filtration n’est, en général, pas libre sur L® K, si on considére
des L-représentations de ¥, olt F' est une extension finie de Qp, au lieu de représentations de ng.

ASTERISQUE 319



REPRESENTATIONS TRIANGULINES 243

Proposition 4.13. — Si (a,b,a,8) € S(L) U S°"4(L), la représentation V,p a5 est
trianguline. Plus précisément, on a

Vapap 2 V(zPa,z?B,00) 2 V(z°B, 2%, o).

Démonstration. — Commengons par remarquer que, o et § jouant des roles symé-
triques, il suffit de démontrer que V(s) & V, p.a.8, si s = (2°6,2%, 00). Pour cela, il
suffit de calculer le module D,;s(V (s)) et de vérifier que ce module est isomorphe &
Dy p,a,p en tant que Wq -module filtré.

Remarquons aussi que, si k € Z, on a

Vab,a,8 ® (|Z1)* = Vo ik bk oo jalcs

et V(z°8,2%,00) ® (z|z|)* = V(z**|z|* B, 2*T*|z|*a, 00),

ce qui permet de se ramener au cas a = 0.
D’apres les (i) et (i) de la prop. 3.10, on peut trouver une base g1, g2 de Z[}] ®«
D(s) dans laquelle ’action de 7 est donnée par

7(g1) = B(V)g1 et (g2) = a(v)g2,

celle de ¢ par

{w(gl) = B(p)g1, ¥(g2) = a(p)g2 si a # B,
p(91) = B(P)g1, p(g2) = B(p)(92+g1) sia=43,

et telle que D(s) admette t’g;, go — Hg) comme base sur %, ou l'on a posé
H = G(Ba~1,b) (resp. H = G'(1,b)) si a # B (resp. si a = ).

Dans tous les cas g1, g2 est une base de Dpg (V') car a0y et Box sont des caracteres
d’ordre fini de ¥q,,, et les formules ci-dessus montre que, si 0 € Wq,, alors ®)

{a(gl) = B(0)g1, o(g2) = a(0)g2 si o # B,
o(g1) = B(o)g1, o(g2) = B(0)(g2 — deg(o)g1) sia=4.

Dans tous les cas, les WDq,-modules Dyt (V' (s)) et D, b, sont isomorphes, et il
n’y a plus qu’a identifier les filtrations (). Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont 0 et
b > 0; la filtration sur Dgg(V(s)) = D¢pis(V(s)) est donc compléetement déterminée
par la donnée du Fil° qui est une droite. Un élément z de De:is(V(s)) est dans le Fil°

(8) On rappelle que (o) = 8(x(c))d(p)~ 4°8() si 6 € .?(L), vu comme caractere de Wq,.

(9) Cela peut se faire sans aucun calcul : ce que nous avons fait jusque-la prouve que V(s) est
cristalline; la filtration sur Dpst(V(s)) & Dg p,q,8 est donc admissible, et il n’y a, & isomorphisme
prés, qu’une seule filtration admissible sur D, 3 o,3- Les calculs qui suivent sont juste 14 pour rassurer
P’auteur sur la cohérence de la théorie.
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si et seulement si ¢, (0" () € Fil°(L,((t)) ® D(s)) pour tout n > 0. Par ailleurs,
comme

on(H) = {(ﬂ(p)a‘l(p))"G(ﬁa—l) mod L, [[t] si a # 8,
BN O mod t°L,[[t]] si a = 3,
on a
inlg2) = {(ﬂ(p)a_l(p))"G(ﬂa*)Ln(gl) mod Fil’ (L. ((t)) ® D(s)) si a # 5,
" ntn(91) mod Fil°(L,((t)) ® D(s)) si a = g.

Comme de plus, si 1,22 € Lo,

a(p)"((B(p)a™t(p))"z191 + T292) sia#0,

+ =
#lorgr +2202) {5(17)"((931 + nz2)g1 + T292) sia =B,

on obtient la congruence suivante modulo Fil°(L,((t)) ® D(s)) :

B) (21 — G(Ba)@2)in(g1) sia# B,

Ln((p (wlgl + ngZ)) = {ﬂ(p)"1'1bn(91) sia= ﬁ

On en déduit le fait que Filo(Loo QL Deis(V(s))) est la droite des z191 + z292, ol
x1,Ty € Lo vérifient 1 — G(Ba~1)z2 = 0 (resp. z; = 0) si a # B (resp. si a = ).
Ceci permet de conclure. O

Proposition 4.14. — Si D est un Wq,-module filtré admissible de dimension 2 qui
n’est pas somme de deur Wq,-module admissibles de dimension 1, alors il existe
(a,b,a,B) € S8(L) U S°4(L) tel que D = Dgypop i et seulement si laction de
Wq, se triangule sur L (et donc se factorise & travers W&t}’)) ;

Démonstration. — 11 suffit de ’écrire. O

Remarque 4.15. — 11 est immédiat que

e s € FM8(L) si et seulement si il existe (a,b,a, 8) € S(L) vérifiant b > a + 1
et un caractere 0 : g, — O7 tels que V(s) = V(z®8,2%,00) ® §;

o s € (L) si et seulement si il existe (a,b,a,8) € S°(L) et un caractére
d:9q, — OF tels que V(s) = V(zb8, 2%, 00) ® §;

Corollaire 4.16. — (i) Si s € F"S(L), alors V(s) est une tordue par un caractére
d’une représentation irréductible devenant cristalline sur une extension abélienne
de Qp.

(ii) Si s € S#¢T(L), alors V (s) est une tordue par un caractére d’une représentation
devenant ordinaire sur extension abélienne de Q.
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Remarque 4.17. — La réciproque du (ii) est vraie et ce qui empéche celle du (i) de
I’étre aussi (outre le cas d’une somme de deux caractéres) est juste le fait que les
valeurs propres de ¢ n’ont aucune raison, a priori, d’appartenir & L (mais elles appar-
tiennent en tout cas & une extension quadratique de L).

4.6. Semi-stabilité de V(s). — Si a < b sont deux éléments de Z, si o € 9\(L)
est localement constant et si £ € L, on note Dy p o, le WDq,-module filtré défini
par Dgpov=L-e1 @ L-ey, et

e Ney = ez et Neg =0;

o g(e1) = a(g)er et g(e2) = p**#Ia(g)es;

0 sii > —a,
hd Flll(Loo L Da,b,a,.ﬁ’) = Loo : (61 - er) si—b<1 < —a,
Dopo,z sii< —b.

Ce module est admissible si et seulement si vy(a(p)) = (—a — b + 1)/2. On note
S%t(L) V’ensemble des (a,b,a,.¥), ol a,b € Z vérifient a < b, ot £ € L, et ol
a € ?(L) vérifie vy(a(p)) = (—a—b+1)/2.Si (a,b,a, L) € S*(L), on note Vg p o, « la
L-représentation potentiellement semi-stable de dimension 2 de ¥q, dont D, p o, ¢ est
le Dyg;. Cette représentation devient, par construction, semi-stable sur une extension
abélienne de Q,; c’est la tordue d’une représentation semi-stable de ¥q, par un
caractére d’ordre fini; elle est irréductible si b — a > 2 et réductible (tordue d’une
ordinaire par un caractére d’ordre fini) si b=a + 1.

Proposition 4.18. — Si (a,b,a, L) € S**(L), la représentation Vo p o « est triangu-
line. Plus précisément,

Vabaw = V(a|zla,z%, L).
Démonstration. — Remarquons que, si k € Z et sin € 9\(L) est unitaire localement
constant, on a

Va,b,a,.? ® ($|$|)k77 = Va+k,b+k,|z|’°an,$7
V(2°8,2%, £) ® (z|z))*n = V(«"**|z|* Bn, 2***|z|an, £),

ce qui permet de se ramener au cas b = 0 et a(r) = u**@|z|~!. Soit donc
s = (|z|a, 2%, L) € #5. Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que
D (V(s)) est isomorphe & D, 0,4, en tant que WDq,-module filtré.

Soit £ = w(s) = —a > 0. D’aprés la prop. 3.10 (avec p = 1 et X\ = —Ff—lf) on
peut trouver une base fi, fo de D(s) dans laquelle les actions de ¢ et v sont données
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par

v(f1) = f,

1) =x) ™ (fo+ 750 = 1) (=226 el k) +10g T - (1l 1)) 1),
o(f1) = uf1,

o(2) = pu (o + 17070 = 1) (=226 (0l ) + 108 T — G/ (el, 1)) 1)

Le module Dg(V (s)) est alors L -e; @ L - €2, avec 1 = fo + (;55ZG(|z, k) —
logT + G'(|z|,k)) f1 et ez = pl f1. Les actions de ¢ et N sont donnees par

p(e1) = puer, p(e2) =uey, Ney =ez, Neg =0.

Le module Dg;(V(s)) est donc, en tant que WDq,-module, isomorphe & Dg 0,0, -
Il ne reste plus qu’a identifier la filtration qui est complétement déterminée par la
droite Fil°.
Par construction, ¢, (log T — G'(|z|,b)) € t*Ly,[[t] et tn(G(|z|,b)) € p~™ +t* L, [[t]],
pour tout n > 1. On en déduit que tp(e1) = ;25 Lp™"1n(f1) mod Fil*(L,((t))®D(s)).
Maintenant, z € Fil* Dy (V (s)) si et seulement si ¢, (0" (z)) € Fil*(L,((t)) ® D(s))
quel que soit n assez grand. Si x1,z2 € L, on a, d’apres ce qui précede,

tn(p™(T161 + T2€2)) = U™ (P"T1tn(e1) + Tatn(e2)) = u ($1p Z+ wzp )tn(g1)

mod Fil* (L, ((t))® D(s)), ce qui fait que Fil*Dg(V (s)) est la droite d’équation Lz, +

x93 = 0. Ceci permet de conclure (vu que k = —a). O
Remarque 4.19. — Gardons les notations de la démonstration précédente. Soient

91 =t_kpflf1 et ga=fo+t " (%XG(WL’C)‘*’GI(WL’C)) fi.
On a alors

—k —k p—1
Y(g1) = x(v) " 91, v(g2) =x(1) " g2+ (v—1) log T g1
—k Pty -1 p—1
¢(g1) =p "ugs, ¢(g2) = g2+ (@ p-1) logT g1 ),

et D(s) est le sous-Z-module de g1 ® HZg» engendré par tFg et
92 — (fG(|:c|,k)+pp%1G'(|x|,k)) g1. Autrement dit, D(s) est l’ensemble des
T191 + T2g2 avec 71,72 € %, et x1 + (LG(|z|,k) + pTTlG’(lek)) = 0 mod t*.
De plus,

_ -1
G(|z|, k) + IL—Z—)—E(G’(|w|,k) —logT)—p™ "% et (logT —log, T) +p "%

ont un zéro d’ordre k enn — 1,819 € pn — fpn-1.

ASTERISQUE 319



REPRESENTATIONS TRIANGULINES 247

En posant C = —’%1 log, T, B=(1-p1p)C, et A= (1—+4)C, en remarquant
que k = w(s) = 2u(s) + 1, et que u = J1(p), et p'~*u = &2(p), cela permet de
démontrer le résultat suivant.

Proposition 4.20. — Si s = (61,6, L) € 7, il existe une base g1, g2 de Z[3] ® D(s)
dans laquelle Uaction de ¢ et T est donnée par

v(g1) = x(7)7*6:1(7) g1, v(g2) = 82(7) (g2 + x(7v) * A g1)
¢(g1) =p *6:1(p)g1, ©(g2) = 62(p)(92 + Bg1),
et 2191 + 2292 € A(s), si et seulement si 21 est d’ordre %, 29 est d’ordre “'(52)_1 ,

et 21 — Czz a un zéro d’ordre k enn—1, sin € pyn — Ppn-1, €t n > 0.

Démonstration. — Tout suit de la discussion précédant la proposition, sauf le rabiot
concernant 1’ordre de z; et 29, mais celui-ci se démontre exactement comme dans la
prop. 3.11. On aurait aussi pu utiliser les résultats de [2] pour arriver au résultat. [J

Proposition 4.21. — Si D est un WDq, -module filtré admissible de dimension 2 sur
lequel N # 0, alors il existe (a,b,a,.F) € S**(L) tel que D = Dy p o -

Démonstration. — 11 suffit de 1’écrire. Od

Remarque 4.22. — 11 est immédiat que s € S5*(L) si et seulement si il existe
(a,b,0,. L) € S(L) et & : G, — Op tels que V(s) = V(zb|z|a, 2%, L) ® 6.

Corollaire 4.23. — Si s € (L), alors V(s) est une tordue par un caractére
d’une représentation semi-stable non cristalline. Réciproqguement, si V est une L-
représentation de dimension 2 de 9q, tordue par un caractére d’une représentation
semi-stable non cristalline, alors il existe s € (L) tel que V =V (s).

5. Densité des triangulines et des cristallines

5.1. Etude locale de P’espace des triangulines

Lemme 5.1. — Soit §g € :7\(L) tel que do(p) ¢ p? ; alors il existe un voisinage 2,
pour la topologie p-adique, de &y dans F (L), tel que les équations

MMy—-1)B=Q1+T) et (6(p)p—-1)A=(1+T)
aient des solutions dans (61RO 4 )= et ZTRO 4 respectivement.

Démonstration. — Pour 1'équation (6(y)y — 1)B = (1 + T'), on remarque que l’on
peut écrire, formellement,

(5( Z (60(7 )k’)’k‘

)k+l
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Maintenant, si on applique le second membre & 1 + T, la série converge dans
(EOURE)¥=0, si 8(y) — do(7) est assez petit sur 2 (cela suit du fait que
'opérateur (8o(7)y — 1)~! est continu sur (£1)¥=0 d’apres [6]).

Pour P’équation (6(p)¢ —1)A = (1+T), on choisit £ > —v,(do(p)), et on écrit 1+ T

sous la forme Y54 L + 7(T). Alors I’équation a comme solution

= ti +o00 )
;W";ﬂp) re((1+T)P" = 1),

et la série converge car rj a un zéro d’ordre k en 0 (cf. démonstration du lemme A.1).
d

Soit s = (01,0,02,0,00) € Fa, tel que &g = 81,065 ¢ vérifie 5o(p) ¢ p?%. D’apres le
lemme 5.1, il existe un voisinage 2" de so (pour la topologie p-adique), dans %, tel
que les équations

@y —1)B=(1+T) et (6(p)p—-1)A=(1+T)
aient des solutions dans (£OUREO 4 )¥=0 et Z+*®C 4 respectivement. Soit Dg le
(¢,T)-module de base hi, hy sur Z&6 4, avec actions de ¢ et I' données par
v(h1) = 81(Vh1,  v(h2) = d2(7)(h2 + Ahy),
¢(h1) = 61(p)h1, @(h2) = b2(p)(h2 + Bh1).
Sis € &, alors Dg(s) est le (p,I')-module D(s) de la rem. 3.8. La représentation

V(s) de 9q, est donc V(s) = (ﬁlig ®zq, D4 (s))?=!. Nous allons prouver que V (s)

varie analytiquement avec s. Si 2" C 2 est un voisinage de sg, on pose
Dg' = O0x®p,Ds et Vo= (Bl ,Baq, Do)’

Alors Vg est un &g /-module muni d’une action linéaire continue de 9q,.

Proposition 5.2. — Il existe un voisinage &' C Z de so dans 7, tel que Vg soit

un O g -module libre de rang 2, et Vg /(s) = V(s), quel que soit s € Z'.

Démonstration. — Choisissons k € N, avec k > 2u(sq), et posons g; = t~Fhy,
g2 = hy, o = 2756, B = 6, A’ = t*A, B’ = t*B. Alors I'action de ¢ et v dans
la base g;, g2 est donnée par

v(g1) = a(Mg1,  Y(g2) = B(7)(g2 + A'g1)

¢(g1) = a(p)g1, ¥(g2) = B(p)(92 + B'g1),
et Vg est 'ensemble des z191 + z292, ou 1,23 € giig§qpﬁg sont tels que
©(z191 + T292) = 191 + 292 et 3 = 0 mod tk. Le calcul de Vg va se faire en

plusieurs étapes, en trouvant des bases dans lesquelles I’action de ¢ est de plus en
plus sympathique.
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e Etape 1 : on se débarrasse de B’. On écrit B’ € ZQ0 4 sous la forme B\ +B.,
avec B, € BTRO 4 et B € £1@0 4. Comme k > 2u(sg), on a v,(a(p)B(p) ') < 0
ce qui implique que la série 3"} (a(p) lﬁ(p))k ~k(B".) converge dans B'®@6€4 . Si
on note A\~ sa somme, on a (a(p)B(p) "'¢ — 1)A_ = B’_. Par ailleurs, en adaptant la
démonstration du lemme 5.1, on montre (en utilisant le fait que a(p)~18(p) ¢ p%),
que, quitte & diminuer &, l’equatlon ((a(p)ﬁ(p) ¢ —1)A\y = B a une solution
dans Z*®60 4. Soit A = A_ + Ay € Bng®ﬁgy Si on pose fi1 = g1 et fo = g2 — Agi,
Paction de ¢ devient p(g1) = a(p)g: et ©(g2) = B(p)g1, et la congruence z; = 0 mod
tk devient £, = Az, mod t* pour z1f; + z2fo.

e Etape 2 : onrend a et 3 constants. Soient ag = a(so)(p) et Bo = B(so)(p). Comme
oy La(p) et By 13 sont des éléments de S* valant 1 en sg, on peut, quitte & diminuer
%, trouver des solutions dans (W (F,)®S)* aux équations p(u;1) = g a(p)u; et
¢(ug) = By Buy (si on impose u1(sg) = uz(so) = 1, ces solutions sont uniques). Si
e = ul“l f1et ey =1uy ! f2, on obtient alors la description suivante de V' :

V = {z1e1+x2€9, 1,22 € Bng®S, o(zy) = aalzl, o(z2) = ,Bo—lxz, z1 = Cz9 mod tk},

avec C'= A,

o Etape 3 : on utilise la théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie [9, 11].
Soit h = [L : Qp). Sia € € — {0}, on note U, = {z € L ® ﬁ;’ig, o(z) = az.
Alors U, est ’ensemble des C,-points du L-Espace Vectoriel U, qui est de dimension
(hvp(a),1). Par ailleurs, si k € N, on note By, le L-espace vectoriel L® (Blz/t*BJy).
Alors By, est 'ensemble des Cp-points du L-Espace Vectoriel By, qui est de dimension
(hk,0). Comme V(so) est de dimension 2, et comme vp(ag’) + vp(By!) = k, la
théorie des Espaces Vectoriels de dimension finie permet de prouver la surjectivité de
I’application

Do : Uao—l @ Uﬂo_l — Bg,

définie par ®o(z1,22) = z1 — C(so)r2 [son image est I’ensemble des C,-points
d'un L-Espace Vectoriel de dimension (—hwvy(ag),1) + (—hvp(6o),1) — (0,2) =
(hk,0)]. Par le théoréme de l'image ouverte, si W est un supplémentaire fermé
de V(sg) dans Uag‘ @ Uﬁo—l, alors ®p a un inverse continu ®;' : By — W. Soit
d (Uaal@ﬁgy) @ (Ug;l@ﬁ%’) — Bp®04, définie par ®(z1,22) = 1 — Cxos.
On peut écrire ® sous la forme @y + sV, et Vg est donc l’ensemble des v =
z1€e1 + x2ee vérifiant Po(v) = —s¥(vs), ce que 'on peut réécrire sous la forme
v = vy — 5851 (¥(v)), avec vy € V(sy). Comme Py et ¥ sont linéaires continues,
'application v — vy — s®5'(¥(v)) est contractante si s est assez petit. Quitte &
diminuer 2, on peut donc supposer que v — vy — s®5 ' (¥(v)) est contractante dans
Ua(;l@ﬁ ) Uﬂo—l@ﬁgg; elle admet alors un unique point fixe v, et ce point fixe
prend la valeur vy en sg. On en déduit le résultat. O
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Remarque 5.3. — (i) Comme tous les Espaces Vectoriels considérés dans la démons-
tration sont munis d’une action de %q,,, on aurait pu utiliser la théorie des presque C,-
espaces vectoriels [17] dans Pétape 3, au lieu de celle des Espaces Vectoriels de di-
mension finie.

(ii) On aurait pu aussi utiliser une version « en famille » des théorémes a la
Dieudonné-Manin de Kedlaya. Il y a d’ailleurs une concordance assez frappante entre
ce que permettent de démontrer ces théoremes de Kedlaya et la théorie des Espaces
Vectoriels de dimension finie.

(iil) Comme Kisin me l’a fait remarquer, la prop. 5.2 peut aussi se déduire (cf. [23])
des résultats de [22].

5.2. La fougeére infinie. — On continue a supposer p # 2. Un atome galoisien de
dimension 2 est une kj-représentation V de dimension 2 de ng absolument indé-
composable (i.e. qui ne devient somme de deux caractéres sur aucune extension finie
de kL), qui n’est pas la tordue d’une extension de w par 1, ol w désigne le caractere
cyclotomique modulo p. Si p > 5, toute L-représentation absolument irréductible de
dimension 2 posséde (quitte & faire une extension quadratique non ramifiée de L, si
jamais V n’est pas absolument indécomposable) un réseau dont la réduction est un
atome galoisien de dimension 2, mais si p = 3, il y a quelques contrexemples diis au
fait que w = w™L.

Si V est un atome galoisien de dimension 2, et si €;, €; est une base de V sur k,
on note ,%’V I’espace des déformations encadrées de V (Si A est une &'1-algebre locale,
un point de Z37(A) est un triplet (V, e;,e2), oit V est une A-représentation de ¥q,, et
e1, eo forment une base de V sur A se réduisant en €;,€; modulo m4. D’aprés Kisin,
'espace 27 est une boule de dimension 9.

Un point s de Z37(L) = Z7(&L) nous fournit en particulier une L-représentation
V(s) de 9q,. On note Q,’V“is(L) I'’ensemble des points s de 2Z37(L) tels que V; est
cristalline. De méme, on note %Vt'(L) 'ensemble des points s de Z3-(L) tels que V;
est trianguline.

Théoréme 5.4. — SiV est un atome galoisien, les ensembles .%’VC“S(L) et .%”V“(L) sont
Zariski denses dans 2.

Démonstration. — Soit Z = %VC”S(L)H%V”(L) (une représentation cristalline V n’est
trianguline que si les valeurs propres de ¢ sur Ds(V) appartiennent a L, ce qui fait
que Z est strictement inclus dans %T/C-’is(L)). On va en fait prouver que Z est Zariski
dense dans %£73;. La démonstration repose sur un argument tres semblable a celui de
la « fougere infinie » de Gouvéa-Mazur [18]. Le point clé est que les éléments de Z
apparaissent deux fois dans ’espace ., ce qui suggeére que l'image de ’application
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& — %3 a beaucoup trop de points doubles pour ne pas étre Zariski dense. Le lemme
suivant fait partie du folklore.

Lemme 5.5. — (i) Z n’est pas vide.
(ii) Z contient des points (V,e1,e2), avec V irréductible.

Démonstration. — La prop. 5.2 permet de déduire le (i) du (i) © & condition de
prouver que l'on peut trouver un point V(s) de Z, avec s € . vérifiant u(s) > 0.
Comme un élément de Z correspond & deux points de ., et qu’il y a toujours un des
deux points dans % (cf. (iii) du th. 0.6), il suffit en fait de prouver que Z est non
vide. Ceci se fait cas par cas.

e Si V est irréductible, alors on peut la relever en une représentation cristalline,
obtenue en tordant par un caractére une induite d’une puissance symétrique de la
représentation attachée a un Lubin-Tate pour Q..

e Si V n’est pas irréductible, on peut supposer, quitte & tordre par un caractére,
que c’est une extension de ky, par kr(9).

- Sid ¢ {1,w}, il y une seule telle extension, et on peut relever § en un caractére de
la forme z*8y, oit k > 0 et &y est constant sur Z; ; I'extension de 1 par z*dg est alors
une représentation cristalline ordinaire (de poids de Hodge-Tate 0 et k) possédant un
réseau dont la réduction est V.

— Les extensions de 1 par w sont classifiées par un invariant .Z qui est la réduction
modulo p de 'invariant . de Fontaine-Mazur pour les extensions de 1 par le caractére
cyclotomique. On peut alors utiliser la formule de Greenberg-Stevens [19], interpré-
tant cet invariant comme une dérivée logarithmique de valeur propre de Frobenius
(par rapport au poids de Hodge-Tate), pour prouver qu’il existe une représentation
cristalline ordinaire de poids de Hodge-Tate 0 et p = 1 + (p — 1) se réduisant sur V.

— De méme, les extensions de 1 par 1 sont classifiées par un invariant ., et il est
assez facile de prouver que les extensions de 1 par (|z|z)P~D(+P2) (1 4 B)»»(®)  ayec
a € {0,...,p— 1} et B € my, fournissent toutes les extensions dont on a besoin en
réduction modulo my,.

8

Revenons a la démonstration du th. 5.4. Soit o = (Vp,e1,0,e20) € Z, avec Vj
irréductible. Il existe alors un voisinage 2 (z¢) de xo dans 23, pour la topologie
p-adique, une Og (,)-représentation V de ¥q, de dimension 2 et une base e, e;
de V sur Og (), telles que V(zg) = Vo, e1(x0) = e10 et ea(xo) = ez0. Le choix
de e;,e2 permet de trivialiser ’application (V; ey, e3) — V dans un voisinage de zo,
ce qui permet, quitte & diminuer 2 (zg), d’écrire 2 (zq) sous la forme d’un produit

(19) Elle permet de montrer qu’il passe, par un point cristallin, une sous-variété de codimension 1
contenant des tas de points cristallins avec un des poids de Hodge-Tate tendant vers l’infini, alors
qu’une des valeurs propres de Frobenius et I'autre poids de Hodge-Tate restent bornés; chacun de
ces points fournit une représentation irréductible.
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W (xo) X B, ou ¥ () est un voisinage p-adique de Vy dans I’espace des déformations
de V (qui est lisse au voisinage de Vj, puisque V} est irréductible) et 2 est une boule de
P’espace de dimension 4, ’application % (z¢) x B — Z (zo) envoyant (V(s),a,b,c,d)
sur (V(s), (1 + pa)es (s) + pees(s), pbes (5) + (1 + pd)es(s)).

Comme 27 est irréductible, 2 (xo) est Zariski dense dans 277, et il nous suffit
de prouver que Z N £ (z() est Zariski dense dans 2 (zo), ou encore, en utilisant la
factorisation ci-dessus, que ’ensemble Y N % (zy) est Zariski dense dans #(zg), ou
Y désigne I’ensemble des L-représentations cristallines triangulines dont la réduction
est V.

Sit € S est tel que V() € # (xy), il existe, d’apres la prop 5.2, un voisinage .#(t)
dans %, tel que V (s) € #(z0), quel que soit s € #(t). De plus, toujours d’aprés la
prop. 5.2, Papplication s — V(s) est analytique sur #(t), et comme elle est injective
(puisque V(s) = V(s') n’arrive que trés rarement, et implique que s et s’ sont loin
dans %), on en déduit le fait que I’adhérence de Zariski 2; de 'image de .#(¢) dans
% (xo) est de dimension 4 (au moins), et donc est de codimension 1 (au plus).

Maintenant, choisissons so = (1, 2,00) € S tel que V(so) = Vy. Soit f € Og (4,
identiquement nul sur Y N % (z). En particulier, il existe N > 0 tel que f est nulle
sur

W(n, k,y1,y2) = V(61 exp((n + k) log z + y1v,(x)), 62 exp(k log = + yavp(x)), 0),

sin € N, k € Z sont divisibles par (p— 1)p" et si y1,y2 € O ont une valuation > N.
Comme (p—1)NN x (p—1)pNZ x (p" &1)? est Zariski dense dans #(sg), on en déduit
le fait que f est identiquement nul sur Z;,. Par ailleurs, la représentation W (n,0, 0, 0)
est aussi isomorphe & V (t,), oli t,, est Pélément (o2t (%0) §;z=(n+w(s0)) o0) de 7.
Les arguments qui ont permis de montrer que f est nulle sur Z;,, montrent de méme
que f est identiquement nulle sur 2;_, quel que soit n € N.

Si n est assez grand, u(t,) = n+w(so) +vp(d2(p)) n’est pas égal a u(so), ce qui fait
que t, ¢ #(sg), et donc que Z;_ n’est pas inclus dans Z;,. Par ailleurs, Z;, N 2;,
contient I'image de I’ensemble des (81 exp((n + z)logz + y1vp(x)), 62 exp(klog z +
Y2vp()), 00), pour yi, Y2, 2 € O, de valuation suffissamment grande. On en déduit que
la réunion des %, N 2%, est Zariski dense dans Z;,. Soit alors r 'ordre du zéro de
f sur Z,. Il résulte de ce qui précéde que f a un zéro d’ordre au moins r + 1 sur
Zeo N2, pour tout n. Comme la réunion des 25, N 2, est Zariski dense dans Z;,
cela implique que f a un zéro d’ordre r + 1 sur Z5,. On a donc r = 400, ce qui
implique que f est identiquement nulle sur % (zy). Ceci permet de conclure. |

Remarque 5.6. — Sip = 3 et V est la tordue d’une extension de 1 par w, la démonstra-
tion précédente prouve que 'ensemble Z des triangulines cristallines est Zariski dense
dans toute composante irréductible du champs des déformations de V contenant un
élément irréductible de Z.
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Question 5.7. — (i) Le th. 5.4 s’étend-il en dimension supérieure ? La différence entre

la dimension de I’espace des représentations de dimension n de ¥%q,, et celui des

triangulines est "("2_1) qui est > 1 si » > 3. La démonstration précédente ne s’étend

donc pas sans modification, mais Chenevier [4] a obtenu des résultats allant dans le
sens d’une réponse positive.

(ii) Est-ce que ensemble des représentations cristabélines (une représentation est
cristabéline si elle devient cristalline sur une extension abélienne de Q,) & poids de
Hodge-Tate 0 et 1 est Zariski dense dans I’espace de tous les représentations ?

A. Compléments a [12]

A.1. Compléments sur %
Lemme A.1. — (i) Si a € L* n'est pas de la forme p=, i € N, alors ap — 1 : Z+ —
At est un isomorphisme.

(i) Si a = p~¢, avec i € N, alors le noyau de ap — 1 : Z+ — R est la droite
L.t et Z::()) axt® est dans l’image de ap — 1 si et seulement si a; = 0.

Démonstration. — Si k > —vp(a), alors — 51 (ayp)™ est un inverse continu de
ap — 1 sur T*#Z*. (Pour montrer que la somme définit bien une fonction analytique
sur vp(T') > 0, il suffit de constater que 'on a v, (™ (T")) = n+C, si n est assez grand,
et donc v, (F(¢(T))) = nk + C’ si F est divisible par T*.) Le résultat se déduit alors
de ce que Zt = ®F )L -t @ TE#™* et de ce que p(t) = pit'. O
Lemme A.2. — Sib e &1 et sivy(a) <0, il eziste c € & tel que ' =b— (ap — 1)c
appartienne o (&7)¥=0.

Démonstration. — 1l suffit de résoudre 1’équation ac —1(c) = (b) dans &, or cette
équation admet comme solution ¢ = 777 a~*4*(b), la convergence de la série dans
&' étant une conséquence de la prop. [12, 1.15]. a

Corollaire A.3. — Si b€ Z et si vp(a) <0, il existe c € X tel que b/ =b— (ap —1)c
appartienne a (&1)¥=0.

Démonstration. — D’apres le lemme A.1, si kK > —wvy(a), il existe ¢; € Z tel que
b — (ap — 1)cy soit de la forme 3, ., a;T" et donc appartienne & &1, ce qui permet
d’utiliser le lemme A.2 pour conclure. O

Lemme A.4. — Sivy(a) <0, et sia € Z vérifie (ap —1)a € (£1)¥=0, alors a € Z+.

Démonstration. — Siz = 3,z Tk T* est un élément de Z, on note z+ et z~ les séries
de Laurent définies par z* = "5 o2k TF € Zt et 2~ = Y4, 24 T* € &1, D’apres
(12, lemme 1.8], on a ¢(z)” = ¢(z7) et Y(z)t = ¥(z*); on a aussi p(z)~ = p(z~)".
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Appliquant ce qui précede & = = (p(a) — a) € (£1)¥=0, on en déduit les identités

0=%((p(@) - a"'a)") = ((p(a”) —a"'a)7) =
= (hlpla™) —a~la))" =@~ —a”'p(a"),

et comme on a supposé v,(a@) < 0, une récurrence immédiate montre que a~ € m’i Og,
quel que soit k € N. On en déduit la nullité de a~, ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition A.5. — Soit § € 9\(L). Si vp(d(p)) > 0, Uéquation

+oo
@y -1B=3 é@m)"e"(1+T)

n=0

n’a pas de solution dans X.

Démonstration. — Soit A = 342 6(p)"¢™(1+T). Alors A € 6. [[T]] vérifie (A) =
d(p)A. Soit © = (6(y)y — 1), et soit B € Z une solution de ©(B) = A. On a
O(¥(B) — §(p)B) = 0. On en déduit que ¥(B) — d(p)B = 0 (sauf si § est de la forme
X%, avec i € N, auquel cas ¢(B) — 6(p) B = at’, mais en retranchant (p~* —§(p)) ~1t*
a B, on fabrique une solution de ©(B) = A vérifiant ¢(B) — §(p)B = 0).
Décomposons alors B sous la forme Bt + B~, avec Bt € #t et B~ € &' n
T~ YL[[T~!]]. Comme % (B)* = ¢(B*) et (B)~ = ¢(B~), on a ¢»(B*) = §(p)B* et
¥(B~) = 46(p)B~. D’aprés [12, prop.1.13], cela implique que B~ converge sur tout le
disque épointé 0 < vp(T) < +00, et que 'on a
vp(zi)n:fr+1 vp(B7(x)) = Ung)fzr vp(B7(x)) —1 —vp(6(p)), quel que soit r > p—i—l
On en déduit que B~ a un pdle d’ordre fini, puis, grace au lemme 1.8 de [12], que
B~ = 0. On en déduit I'existence d’une distribution p sur Z, dont B est la transformée
d’Amice, et la relation que vérifie B implique que la restriction & Zy de A = (& (Y)y —
1) est la masse de Dirac en 1. Ceci est absurde car on aurait

1= [ sa=it [ tamaa- [ t@a=o.
Z; Z; Z;

Ceci permet de conclure. O

Si f =Y kezakT* € Z, on définit le résidu de la forme différentielle w = f dT par
la, formule res(w) = a_;. On a alors res(y(w)) = res(w) et res(p(w)) = pres(w).
Soit 8 : # — % V'opérateur différentiel & = & = (1 + T)A.Ona

dop=pypod et Odoy=x(y)yo0.

Par ailleurs, comme df = 0f l‘i—TT ; on en déduit la proposition suivante :
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Proposition A.6. — (i) kerd = L et f est dans limage de O si et seulement si
res(f § +T) =0.
(ii) 8 : Z|log T| — Z|log T est surjective.

On pose Res(f) = res(f 1 +T) Comme log 7 RICURPY, log ‘%(,%2 appartiennent & Z et

donc ont une différentielle dont le résidu est nul, on en déduit les formules
Res(y(z)) = x(7) " 'Res(z) et Res(p(z)) = Res(z).
Lemme A.7. — Si z € (&1)*, alors Res% eZ.

Démonstration. — On peut écrire = de maniére unique sous la forme z = oT*z 2™,
aveca € L*, ke Z,zT €1+ TﬁL[[T]] et z” € (1+myT O[T Y)NE. On a
alors Resa:—: = Res i’f =0 et Res24- & =k, ce qui permet de conclure. O

Lemme A.8. — Siz € Z vérifie Res(z) = 0, alors il existe c € X tel que (y—1)c =

Démonstration. — Ce lemme peut se trouver dans [2] (ou plutét dans la prépubli-

cation correspondante). Rappelons-en la démonstration. Soit V = %c%v_)' Un petit

og(14+7T) gous la forme
log x(7)

TF(T), et donc V sous la forme (y — 1)F(y — 1), ce qui prouve que pour trouver
une solution de 1’équation (y — 1)c = t'y, il suffit d’exhiber une solution de I’équation

calcul montre que V = td. Par ailleurs, on peut factoriser

dc = t'"1y. Le lemme est alors une conséquence du fait que dc = z a une solution
dans Z si et seulement si Res(z) = 0. O

A.2. Anneaux de Fontaine. — On renvoie & [11] pour la définition des anneaux
apparaissant ci-dessous.

Proposition A.9. — Sir > 0 et si z € ﬁ]o'r][%,log 7], les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Nz =0,

(ii) z € BIOTI[1].

Démonstration. — C’est évident. O

Proposition A.10. — Sir >0 et siz € AB/]O”][%], les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) ¢™"(z) € Blz quel que soit n € N vérifiant — =t <7

DpT S
(ii) z € BIor],

Démonstration. — L’implication (ii)=(i) est immédiate, et pour montrer I'implica-
tion (i)=-(ii), il suffit de prouver que si z € BIo" est tel que ¢~ "(z) est divisible par
t dans BjR pour tout n vérifiant W < r, alors x est divisible par ¢ dans Blol,
Ceci a été démontré par Berger [2]. O
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Lemme A.11. — Siz € ﬁ;’;g, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe ng € N tel que p™"(z) € Apax quel que soit n > ng;
(i) z€ AT,

Démonstration. — L’implication (ii)=>(i) est immédiate. Passons & la réciproque. Par
hypothese, sin > nyg, il existe £, € Apax tel que z = ™ (x,,). Par ailleurs, siy € Apax,
il existe une suite (ax)ren d’éléments de A*, tendant p-adiquement vers 0, telle que
P'on ait

+oo ~ +00 _ -
- Fa(B) wame - S (B)
k=0 k=0

on en déduit l'inclusion ¢™(Apax) C At + p" 1A .x, et lappartenance de z &
Np>no (K*‘ + p" " 'Apax). Comme At NP Ay = (p, [ﬁ])"XJ“, cela implique que
A* est fermé dans Aax; on en déduit 'appartenance de x a K“L, ce qu’il fallait
démontrer. O

Proposition A.12. — Sir > 0, et si 0 < s < r, les conditions suivantes sont équiva-
lentes pour x € BIO7] ;
(i) la suite (o "(z))nen est bornée dans Bl*rl;

(ii) z € B,

Démonstration. — L’implication (ii)=(i) est immédiate. Passons & la réciproque. On
peut décomposer z sous la forme z = y + z avec z € B(®7] et, quitte & remplacer

T par y, on peut supposer 7 = 400 et & € ﬁ:;g, auquel cas le résultat suit du
lemme A.11. O
Proposition A.13. — Siz € Z et si a € L* vérifie vy,(a) > 0, les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) = est d’ordre vy(cx) ;

t

(ii) la suite de terme général a™p~"(z) est bornée dans ﬁrig.

Démonstration. — On peut écrire z sous la forme z = 2zt + 27, avec 27 € Z7 et

z~ € &%, La suite (9™ ™(z7))nen est alors bornée dans B'; il en est donc, a fortiori,
L
et se ramener & vérifier que z € #Z* est d’ordre vy(a) si et seulement si la suite
bo s _
Maintenant, on a B:i'g = Nieny'(Bt,,) et une suite (z,)nen est bornée dans B

de méme de la suite (ap"(z~))nen dans B!. . On peut donc remplacer z par z*+

(@™ ™(z))nen est bornée dans B

+
) rig
si et seulement si (z,)nen est bornée dans ¢*(B},.) quel que soit ¢ € N, ou encore,

si et seulement si, quel que soit i € N, la suite (¢ ~*(z,))nen est bornée dans B, ..
Ceci permet de se ramener & prouver que z € #Z% est d’ordre v, () si et seulement si
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la suite (a™¢~"(x))neN est bornée dans BY, . Pour la démonstration de ce dernier

fait,
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voir par exemple [8, lemme VIII.3.3]. O
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