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LES SIX OPERATIONS DE GROTHENDIECK ET LE
FORMALISME DES CYCLES EVANESCENTS DANS LE
MONDE MOTIVIQUE (I)

Joseph Ayoub

Résumé. — D’apreés les travaux de Morel, Voevodsky et d’autres mathématiciens, on
dispose de la notion du type d’homotopie motivique stable d’'un S-schéma lisse. Cet
objet vit dans la catégorie homotopique stable des S-schémas SH(S).

Ce travail est divisé en deux volumes et chaque volume en deux chapitres. Dans
le premier chapitre, on montre que du point de vue de la fonctorialité, les catégo-
ries SH(.S) se comportent comme les catégories dérivées des faisceaux f-adiques. En
effet, le formalisme des opérations de Grothendieck f*.f.. fi et f' s’étend sans chan-
gement au monde motivique. Dans le second chapitre, on étudie les propriétés de
constructibilité des motifs et on développe la dualité de Verdier. Le troisiéme chapitre
est consacré a la théorie des motifs proches et motifs évanescents. Dans le dernier
chapitre, on reprend la construction des catégories SH(S).

Abstract (The Grothendieck six operations and the vanishing cycles formalism in the
motivic world)

By the work of Morel, Voevodsky and other mathematicians, one has the notion
of the stable motivic homotopy type of a smooth S-scheme. This object lives in the
stable homotopy category of S-schemes SH(S).

This work consists of two volumes and each of them is divided into two chapters.
In the first chapter, we show that from the view point of functoriality, the categories
SH(S) behave like the derived categories of ¢-adic sheaves. Indeed, the formalism of
Grothendieck operations f*, f.., fi and f' extends to the motivic world. In the second
chapter, we study the constructibility of motives and develop Verdier duality. The
third chapter deals with the theory of nearby motives and vanishing motives. In the
last chapter, we give a self-contained treatment of the construction of the categories

SH(S).
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INTRODUCTION GENERALE

Dans ce travail, on étend au cadre motivique une grande partie du formalisme intro-
duit par Grothendieck dans le cadre de la cohomologie étale. On trouvera par exemple
la construction des quatre opérations associées a un morphisme quasi-projectif de
schémas, les théoremes de changement de base par un morphisme lisse et pour un
morphisme propre, la dualité de Verdier et le formalisme des cycles évanescents. Le
texte est divisé en deux volumes et chaque volume en deux chapitres. Chaque chapitre
est précédé par une introduction détaillée qui, je I'espére, permettera aux lecteurs de
localiser plus efficacement I'endroit des différents résultats.

Dans cette introduction générale, j'essaierai d’expliquer 1'utilité de 'arsenal des
résultats développés dans ce travail. J'ai a I'esprit au moins deux sortes d’applications :

A-FEtude des motifs générauxr par dévissage au cas de motifs plus
stmples. — Soit (P) une propriété des motifs que I'on cherche a établir. Une straté-
gie consiste a étudier les propriétés de permanence de (P) par rapport aux opérations
de Grothendieck. Supposons par exemple que () est connue pour les motifs de Tate,
qu'elle est préservée par les opérations f, et qu'elle vérifie la propriété « 2 de 3 »
dans les triangles distingués. On peut alors utiliser le théoreme d’engendrement pour
conclure (voir le deuxieéme chapitre). En effet, ce théoreme affirme que les motifs sur
un schéma X de type fini sur un corps k s'obtiennent par des colimites homotopiques
a partir de certaines images directes de motifs de Tate.

Un autre exemple plus frappant concerne la conjecture de Schur-finitude qui prédit
que tout motif est annulé par un foncteur de Schur convenable (variante triangulée
de la conjecture de Kimura-O’Sullivan). Les résultats du troisieme chapitre montrent
que la proprié¢té de Schur-finitude d'un motif est présérvée par le foncteur « motifs
proches ». D’autre part, Mazza et Guletski ont montré que la Schur-finitude possede
la propriété de 2 sur 3 dans les triangles distingués. Ceci a permis de ramener la Schur-
finitude pour les motifs généraux a la Schur-finitude des motifs des hypersurfaces lisses
des espaces projectifs. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [Ayo07].

B-Construction de motifs et de classes de cohomologie motivique. Ques-
tions de rationalité. — Un des problemes importants en géométrie algébrique est
la construction d’extensions non-triviales de motifs, voire d'éléments intéressants dans



x INTRODUCTION GENERALE

la cohomologie motivique d’une variété. L’exemple le plus connu est celui des polylo-
garithmes. L’approche classique consiste a construire une extension de structures de
Hodge et un systeme compatible d’extensions de représentations galoisiennes ayant des
« origines géométriques » communes. Parfois, il est possible de donner une construc-
tion uniforme de ces extensions en utilisant les opérations de Grothendieck pour les
motifs. Le résultat est alors plus élégant, plus précis et plus satisfaisant. C’est effec-
tivement le cas pour les polylogarithmes (voir [Ayo04] ainsi que la fin du troisiéme
chapitre). Pour un autre exemple, le lecteur pourra consulter [Vol07], ot 'auteur uti-
lise le foncteur « motif proche » pour montrer qu'une certaine classe d’extensions de
structures de Hodge a € Hy,, (Q(0),Q(1)) = C* provient d'une extension de motifs
définie sur les corps des rationnels, déduisant ainsi que o € Q*.

D’une maniere générale, le présent travail ramene en grande partie I’étude des
motifs sur une base générale a 1’étude des motifs sur un corps. Mais, contrairement a
la situation en cohomologie étale ou en théorie de Hodge, les propriétés formelles de
la catégorie des motifs sur un corps sont loin d’étre comprises. Je pense notamment
a l'existence d’un support abélien, i.e., d’une t-structure motivique. Ceci restreint
bien-entendu le champs des applications.
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CHAPITRE 1

LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK
DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Introduction. — En cohomologie étale, on sait associer a tout morphisime de schémas
f: X ——Y (séparé et de type fini) quatre foncteurs :

Rf*, Rf., Rfi, Rf'

reliant les deux catégories dérivées des faisceaux étales de A-modules D(X,A) et
D(Y.A) (A étant un anneau commutatif fini). Ces quatre foncteurs forment ce qu’on
appellera les 4 opérations de Grothendieck. Durant son Motivic Homotopy Theory
Program, Vladimir Voevodsky a construit I'analogue des 4 opérations dans le cadre
des catégories homotopiques stables des schémas. Malheureusement aucun texte dé-
crivant cette construction n’est actuellement disponible, mis a part les notes de Pierre
Deligne [Del01] ol on trouve seulement quelques sorites généraux sur les adjonctions
dans les 2-catégories ainsi que la définition d’un foncteur croisé et 'énoncé précis du
théoréme de Voevodsky. On propose dans ce premier chapitre une démonstration de
ce théoréme. Nous ignorons si la démarche que nous suivons est la méme que celle
suivie par Voevodsky. Notons quand méme que nous construisons d’abord les fonc-
teurs f' puis nous déduisons les foncteurs fi par adjonction alors que Voevodsky fait
I'inverse (d’apreés une communication personnelle avec V. Voevodsky le 23 Avril 2003
a Paris). Mais il s’agit bien entendu d'une différence inessentielle! Faisons maintenant
un petit survol :

1- On commence le chapitre par une série de trois « préliminaires 2-catégoriques ».

Le but de ces préliminaires est :

- d’une part, donner un langage souple pour énoncer les résultats intermédiaires
aboutissant aux théorémes principaux. Ce langage repose sur les notions de :
2-catégories, 2-foncteurs, adjonctions dans une 2-catégorie, adjonctions globales
entre deux 2-foncteurs, structures d'échange sur un couple de 2-foncteurs et
foncteurs croisés,
d’autre part. démontrer tout ce qui est formellement démontrable afin d’alléger
la démonstration proprement dite de notre théoreme.



2 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

La premiere section et donc la premicre partie des préliminaires 2-catégoriques
regroupe quelques sorites généraux sur les 2-catégories. La notion la plus importante
est bien sur celle de I'adjonction dans une 2-catégorie. Tous les résultats de cette
section se trouvent dans [Del01].

2- Dans la deuxieéme section, on introduit la notion d’échange entre deux 2-
foncteurs. Il s’agit la d’une notion qui sera utilisée constamment tout au long du
texte. Supposons donnés deux 2-foncteurs (covariants pour simplifier) F et G d’une
catégorie € dans une 2-catégorie ®, coincidant sur les objets de €. Fixons une classe
& de carrés de € stable par compositions horizontales et verticales (exemple la classe
des carrés commutatifs). Nous appellerons une structure d’échange sur le couple
(F, G) la donnée pour tout carré de & :

d'un 2-morphisme : F(f) o G(g') —— G(g) o F(f’) (par exemple). Ces 2-morphismes
doivent vérifier deux conditions de compatibilités avec les compositions des carrés. En
modifiant les variances des 2-foncteurs ainsi que le sens des 2-morphismes associés aux
carrés de &, on obtient 8 types de structures d’échange. L’exemple le plus connu de
structure d’échange est peut-étre celui donné par les morphismes de changement de
base en cohomologie étale. On donne également deux méthodes de constructions de
structures d’échange.
~ Etant donné un échange sur (F, G) et, pour toute fleche ¢ dans €, un adjoint
a G(g) on peut une fois sur deux (selon le type des adjonctions et le type de
I'échange) construire un échange sur (F,%G) (ot “G est un 2-foncteur tel que
pour tout g, “G(g) est un adjoint & G(g)).
Etant donnés deux 2-foncteurs F et G et deux « échanges partiels » sur (F, G), on
donne des conditions suffisantes pour que ces échanges partiels proviennent d’un
échange sur (F,G). C'est le théoreme de recollement des structures d’échange.
On définit ensuite ce qu’on entendra par foncteurs croisés. Notre définition est un
peu plus générale que celle de Voevodsky. En gros, un foncteur croisé de € vers D est
la donnée de :
- quatre 2-foncteurs : H*, H,, Hi, H',
quatre structures d’échange, un sur chaque couple : (H*,H'), (H,,Hy), (H*.H)),
(H.,H"). Les deux derniers échanges sont des isoéchanges.
Ces données vérifient un certain nombre de conditions assurant une forte stabilité de
I'ensemble des quatre échanges par les constructions habituelles.

3- On termine les généralités avec un critere de prolongement de 2-foncteurs : On
suppose donnés une catégorie €, une 2-catégorie ® et deux 2-foncteurs Hy et Hy définis

ASTERISQUE 314



CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 3

sur deux sous-catégories C; et Ca de €. On donne des conditions suffisantes pour que
les deux 2-foncteurs Hy et Ho proviennent d’un 2-foncteur H défini sur € toute entiere.
La condition la plus importante est sans doute I'existence d’une structure d’échange
sur (Ha, Hy) pour la classe des carrés commutatifs.

Ce théoreme sera appliqué dans la sixieme section pour construire le 2-foncteur
H' : La catégorie des S-schémas quasi-projectifs (Sch/S) jouera le role de C. On
prendra C; = (Sch/S)'™™ (la catégorie des S-schémas quasi-projectifs avec seulement
les immersions fermées comme morphismes), et Co = (Sch/S)M5 (1a catégorie des S-
schémas quasi-projectifs avec seulement les S-morphismes lisses comme morphismes).
Dans la quatrieme section on verra la définition de Hy qu’on notera '™™H', Alafin dela
cinquiéme section on verra la construction de Hy qu’on notera “**H'. Enfin une bonne
partie de la section six sera consacrée a la vérification des conditions d’application
du théoreme 1.3.1 plus précisément a la construction d'une structure d’échange sur le
couple (MH', I™mmHY) pour la classe des carrés commutatifs.

4- Dans la section quatre, on commence par fixer les ingrédients élémentaires a
partir desquels le 2-foncteur H' sera construit et on donne également les six axiomes
que doit vérifier un 2-foncteur homotopique stable. Les ingrédients élémentaires sont
peu nombreux, il s’agit de :

~ Trois 2-foncteurs : H*, H, et M$*H de but la 2-catégorie des catégories triangu-
lées. Les deux premiers étant définis sur (Sch/.S), alors que le dernier est défini
seulement sur (Sch/S)biss,

— Pour tout S-morphisme f, d’une structure d’adjonction entre f* = H*(f) et
fv =H.(f), et lorsque f est lisse d'une structure d’adjonction entre fu = Hyu(f)
et f*.

Les axiomes qui doivent étre vérifiés sont assez naturels et sont vrais dans le cas étale
ainsi que dans le cas des théories homotopiques stables des schémas. Notons que parmi
ces axiomes on trouve :

- L’axiome de la localité qui affirme que pour un couple d’immersions complémen-
taires (i,7) (avec i fermée et j ouverte) le couple de 1-morphisme (i*,jy) est
conservatif.

- L’axiome de stabilité qui affirme que le 1-morphisme pys, est une équivalence
lorsque p est la projection de la droite affine sur un S-schéma X et s la section
nulle.

L’axiome d’homotopie qui affirme que le 2-morphisme (d’'unité de I'adjonction)
id —— p,p* est un 2-isomorphisme lorsque p est la projection de la droite
affine.

On trouvera sous forme de scholie I’énoncé précis du théoreme qu’on veut démon-
trer. Tout de suite apres on établit plusieurs résultats faciles conséquences directes
des axiomes. On mettra en évidence quelques structures d’échange et on construit les
foncteurs ¢' pour i une immersion fermée. Ces derniers s’organisent en un 2-foncteur
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4 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

ImmH' *On montrera également que le 1-morphisme i' est adjoint & droite de i,. Dans

cette section, on n’utilisera jamais les axiomes de stabilités ni d’homotopie. Par contre,
. 2 s s , . -

l'axiome de localité sera utilisé (notamment pour définir les i').

5- Dans la section cing, on étudie les conséquences de 'axiome de stabilité. On
construit ce qu’on appellera ’équivalence de Thom Th(E) associée a un fibré E. Dans
le cas de la catégorie homotopique stable SH(X), '’équivalence de Thom Th(E) est
simplement le foncteur « smash-produit » par I'espace de Thom associé a E. On établit
ensuite quelques propriétés de cohérence pour les équivalences de Thom, notamment
I’associativité. On définit ensuite pour tout S-morphisme lisse f, un 1-morphisme f*
en posant :

f'=Th(Qf)o f*
avec 1y le module (localement libre) des différentielles relatives (a f). On vérifie

ensuite (en utilisant les propriétés de cohérence des équivalences de Thom) que les
. 1 .
1-morphismes f° s’organisent naturellement en un 2-foncteur :

[,iSSH! . (Sch/S)Liss _ 3 TR

On termine la section par la construction de quelques structures d’échange.

6- La section six est sans aucun doute la section la plus pénible et la plus technique.
On commence par la construction du 2-isomorphisme de pureté associé a ce qu’on
appelle classiquement un couple lisse. Etant donné un diagramme commutatif de S-
schémas :

y 25 X

N

A
(avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses), on construit un 2-
isomorphisme :

s fr——=Th (A )g*

avec .4 le Oy-module (localement libre) normal & I'immersion s. L'outil géomé-
trique qui permet cette construction est l'espace de déformation au cone normal
associé a I'immersion s. L’axiome d’homotopie intervient dans la construction du
2-isomorphisme de pureté d'une fagon cruciale mais un peu cachée.

On passe ensuite a I'étude du 2-isomorphisme de pureté. On démontre assez facile-
ment tous les résultats de compatibilité que 1'on peut espérer pour ce 2-isomorphisme
sauf sa compatibilité avec la composition des immersions fermées. Cette derniere pro-
priété demandera beaucoup plus de travail et sera traitée dans une sous-section a
part.

Une fois toutes les compatibilités établies, on passe a la définition de l'isoéchange
sur (MSSHY MY Ta définition du 2-morphisme structural de cet échange repose
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CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE 5

essentiellement sur le 2-isomorphisme de pureté. Pour vérifier que I'on a bien dé-
fini une structure d’échange on utilisera toutes les compatibilités établies pour les
2-isomorphismes de pureté.

A la fin de la section six, on appliquera le théoreme 1.3.1 qui nous donne le 2-
foncteur H', puis la proposition 1.2.7 qui nous permettra de construire un échange sur
(H*,H'). Ce dernier (par un argument général) produit un foncteur croisé sur (Sch/S) :

(H*.H., Hi. HY)

C’est le foncteur croisé recherché!

7- La septieme section est sans doute la plus intéressante. On n’utilisera de ce qui
précede que l'existence du foncteur croisé. Cette partie peut étre lue indépendamment
du reste. On utilisera a plusieurs reprises 'axiome d’homotopie.

On commence par définir pour tout S-morphisme quasi-projectif f un 2-
morphisme :

ay: fi —— f.

On établit ensuite quelques propriétés de cohérence pour ces 2-morphismes. On mon-
trera en particulier que ces 2-morphismes définissent un morphisme de 2-foncteurs
(dans le sens évident du terme).

On démontre ensuite que lorsque le S-morphisme f est projectif, le 2-morphisme o
est un 2-isomorphisme. Ce résultat donne en particulier le théoreme de changement de
base pour un morphisme projectif. Nous ignorons si ce théoreme peut étre démontré
directement dans le cas des catégories homotopiques stables des schémas.

Prérequis. — Ce chapitre est a quelques exceptions pres « self-contained ». Pour ce
qui est des trois premieres sections, on supposera que le lecteur est familier avec les
notions élémentaires de catégories. On conseille vivement les lecteurs qui connaissent
peu les 2-catégories et les 2-foncteurs de lire les notes de Delignes [Del01]. Pour ce
qui est des quatre dernieres sections, on supposera que le lecteur est familier avec
le langage des schémas comme dans [GD60] ou dans [Har77], et qu’il connait la
construction de l'espace de déformation au cone normal associé a une immersion
fermée (voir le chapitre 5 de [Ful84]). Aucune propriété non élémentaire des schémas
ne sera utilisée.

Enfin, bien que non nécessaire, une familiarité avec le formalisme des six opérations
de Grothendieck dans le cas de la cohomologie (-adique sera d'un grand secours pour
la compréhension de ce texte. Notons également que le cas f-adique fournit une moti-
vation pour ce travail : la spécialisation des résultats prouvés ici au cas des catégories
dérivées D(X,A) des catégories abéliennes des faisceaux de A-modules (avec A un
anneau fini) sur X, pourra fournir des simplifications notables dans 1'établissement
des théoremes fondamentaux de [AGV73].
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6 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

1.1. Préliminaires 2-catégoriques I : Adjonctions et équivalences dans une
2-catégorie

Dans ce travail, on ne considere que des 2-catégories au sens strict. Par contre on
utilisera la notion de 2-foncteurs au sens faible. Pour plus de détails, le lecteur est
prié de se référer a [Del01].

1.1.1. Adjonctions dans une 2-catégorie. — Soit © une 2-catégorie. On peut
définir dans ® une notion d’adjonction pour les 1-morphismes généralisant la notion
d’adjonction habituelle pour les foncteurs dans la 2-catégorie des petites catégories
Cat (voir [MacT71]).

Définition 1.1.1. — Soit f : X ——Y un 1-morphisme de ©. Un adjoint a droite
de f est la donnée de :

1. un 1-morphisme g: ¥ —— X |

2. deux 2-morphismes :

li)gof et fogL)l

tels que la composée de chacun des deux diagrammes planaires :

f

. . — e

g
L]
X N
g f
Y N
4)f [} [ ] —}g [ ]
soit l'identité.
Les deux 2-morphismes 1 et § sont appelés respectivement l'unité et la counité de
ladjonction. Parfois, on ne mentionnera pas les 2-morphismes n et & : nous dirons

simplement « g est un adjoint a droite de f » ou « f est un adjoint a gauche de g ».

Remarque 1.1.2. — La condition imposée sur 7 et ¢ dans la définition ci-dessus n’est
autre que la commutation des triangles (habituels) :

ftofogos g —rgofog
N AN
f g
Remarque 1.1.3. — La dualité des 2-catégories échange la notion d’adjonction & droite

et d’adjonction a gauche. Plus précisément les assertions ci-dessous sont équivalentes :
— f est un adjoint a gauche de g dans D,
- f est un adjoint & droite de g dans D17°P,
— f est un adjoint & droite de g dans ©2°PP,
~ f est un adjoint & gauche de g dans ®27°P,
— g est un adjoint a droite de f dans D, etc.

ASTERISQUE 314



1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE

Le lemme qui suit est un exercice facile laissé aux lecteurs :

Lemme 1.1.4. — Soit une suite de 1-morphismes :

f g

X—Y—7

7

Dans une 2-catégorie ®. On suppose donné un adjoint a droite (g,n,0) (resp.
(¢,n',0")) de f (resp. f'). Alors le 1-morphisme g o g’ est un adjoint & droite de
f' o f. De plus, lunité et la counité sont données respectivement par les composées

des diagrammes planaires :

X VA4
)[g f/
, Y ' Y
Y N
&r]//[\g, RJ ’]\f
XY —5—7Z Z oy e X
/ / g g

Proposition 1.1.5. Soient ® une 2-catégorie et X et Y deux objets de ©. Soient f

et f' deux 1-morphismes et o un 2-morphisme de D :

On suppose donnés des adjoints a droite (g,n,0) et (¢',n',8") de f et ' respectivement.

1l existe alors un unique 2-morphisme :

gof
N
(1 1 gof
k ‘H
(1/ 1) f/

De plus, le 2-morphisme 3 est donné par la composée :

s !
.<1’—>’ gofog — .(JO.f’Og’——>5 g
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8 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

et rend le diagramme de 2-morphismes :

foyg
2N
(2) fod 1
frog
également commutatif.
Démonstration. — La proposition en question est un cas particulier de la proposi-

tion 1.1.9. On a préféré 'inclure ici pour pouvoir prouver I'unicité de 'adjoint des le
début. Le lecteur pourra donc ignorer la preuve de ce lemme.

On commence par prouver 'unicité. Soit 3 comme dans ’énoncé. Le diagramme
commutatif de 2-morphisme donne par composition & gauche par ¢’ le diagramme
commutatif :

gofog

\\\g\x

pe

q goflog
X /
gofog

Ce carré s’insere dans le diagramme commutatif :

gofog
X‘
6 !
goflog —yg
3

e
q/
\;>\\ /////) B

glof/og/Tg/

Mais la composée des fleches situées sur la partie inférieure du bord de ce diagramme
vaut 3. On voit donc que 3 est égal a la composée :

n « &
g ——gofog ——gofog —yg

Ceci prouve l'unicité de (§ et fournit un candidat. Il reste alors a prouver que ce
candidat est le bon. Pour cela il faut calculer la composée :

n e
1—— g of ——gof
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1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 9

Par définition cette composée est égale a la composée suivante :

/

!
! g'olf 1 gOfog’Of’—a%gOf’og’Of’LQOf’

Mais on dispose d’un carré commutatif évident :

n
l—————gof

4

g'Of’TWOfog’Of/

Notre composée est donc égale a la composée suivante :

n 7

7] /
1 gof / !lofoglof/—a_‘).qoflog/of/L)gof/

Mais on a encore un carré commutatif évident :

/

1
QOJ"—/———WOJ‘OQ’Of’

(ll JVCY
/
! n ! ’ !
gofl———>goflog'of
Notre composée est donc égale a la composée suivante :

7 /

!
1 ]‘gOf S gof ! gOf’Og’Of’LQOf’

Finalement on remarque que la composée des deux dernieres fleches de la suite pré-
cédente est I'identité par la définition des adjonctions. On obtient en fin de compte la
composée :
Ui a
1 gof golf

On a ainsi prouver que notre candidat rend le diagramme (1) commutatif. Pour la

derniere assertion on utilise un argument de dualité. En effet, la formule donnant 3
est inchangée par la 2-dualité des 2-catégories. O

Le morphisme 3 sera noté “a. On a le lemme :

Lemme 1.1.6. — Soient f,f’ et f"" dans Mores(X,Y) (la catégorie des 1-morphismes
de X versY ) et g, g’ et g des adjoints a droite respectifs. Soient aussi o« : f —— f'

et . f—— f" des 2-morphismes. On a la formule :

(l((}// O(]/) — ((La) o (aa/)
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10 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Démonstration. — On note B = %« et 3’ = %a’. 1l suffit de montrer la commutativité
du carré suivant :

gof
/ odoa
1 q o f//
7]” ﬁ o ﬁ/
g// 1) f//

ol )’/ est 'unité de 'adjonction entre f” et g”. Pour cela on factorise ce carré de la
maniére suivante :

gof

X

71 g o f/
e

n

l—————4g0f go ["
X %
7]// (]/ ° f”
3
g// o f//

Tous les sous-carrés de ce diagrammes sont commutatifs. Ceci prouve le lemme. O
Voici deux corollaires de ce qui précede :

Corollaire 1.1.7 (Unicité de ’adjoint). — Soit f : X ——Y wun l-morphisme dans
une 2-catégorie ©. Soient (g,n,0) et (¢’,n',0") deuzx adjoints a droite de f. Il existe
alors un unique 2-isomorphisme u : g—— g’ échangeant n et n'. Ce méme 2-

isomorphisme est l'unique 2-isomorphisme échangeant & et d'.

Démonstration. — On applique la proposition 1.1.5 aa =1d: f == f . On utilise
le lemme 1.1.6 pour prouver que u est un isomorphisme. O
Corollaire 1.1.8. Soit f: X ——'Y wun 1-morphisme dans une 2-catégorie ©. On

suppose que [ admet des adjoints a droites. Alors un adjoint a droite (g,n,0) de f est
complétement déterminé par g et ).

1.1.2. Adjonctions et les faces carrées. — On a la proposition suivante qui
généralise la proposition 1.1.5.
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1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 11

Proposition 1.1.9. — Supposons donnés un 2-morphisme dans une 2-catégorie © :

g2
e —— @

Jo 2 fi

e — @
g1

et des adjoints a droite (f{,m,01) et (f},n2,02) @ f1 et fo respectivement. Il existe
alors un unique 2-morphisme :

g2
e — " e
BN
e — e
g1
rendant commutatif 'un des deuz diagrammes suivants :
fifig2 (llfzfé
a
(3) 92 fig1fe f1J2f2
92f3.f> f i
De plus ce 2-morphisme 3 est donné par la composée du diagramme planaire :
. f2 . 92
y&) «
fo 7z
[ ]
g1

et rend les deur diagrammes (3) commutatifs.

Démonstration. On commence par prouver l'unicité de 3. Il suffit par 2-dualité de
le faire dans le cas ou le premier carré de 2-morphismes est commutatif. Pour cela on
procede comme dans 1.1.5 et on forme le diagramme commutatif de 2-morphismes :

fifrg2f3
\
f1 (hf2fz _—* fi91

%

g2fafafs —O* g2.f5

92.f3

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



12 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Etant donné que la composée d; o 7o est l'identité on voit que 3 est forcément égale

a la composée :

M o P
g2fs —— fifigefs —— fign fofs —— fig

11 reste donc a prouver que ce candidat (qu’on appellera () convient. Explicitons la
composée :

Bo
g2 —>92féf2 — f1/91f2

en langage de diagramme planaire. On obtient :

[ ]
f‘Z N2
/ /
[ ] f2 L] g2 [ )
y&z «
f2 4 fi
Uit
L] ] L]
0 i

En utilisant alors la relation 6, o ap = idy, on obtient ce qu’on cherche. O
Définition 1.1.10. — Faute d’une meilleure terminologie, nous dirons que 3 est obtenu

de « par adjonction suivant (f1, f1) et (f2, f3).

Proposition 1.1.11 (Compatibilité avec les compositions verticales)
Supposons donnés dans une 2-catégorie ® un diagramme planaire :

g3
® —m———— @

h2 a// h1

f2 ¥ f]

*e ———— @
9N

et des adjoints a droite (f{,m1,01), (f§,n2,82), (W}, n,01) et (hy,nh,05) de f1, f2 b1
et hy respectivement. On note 3 et 3’ les 2-morphismes obtenus & partir de o et & @
laide des adjonctions précédentes. On munit f{oh! et fiohl des structures d’adjoints
a droite de frohy et foohs. Alors le 2-morphisme 3/ o 3 est le 2-morphisme obtenu

par adjonction de cco .
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1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES 1 : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 13

Démonstration. — Le 2-morphisme obtenu de avo o’ par adjonction est par définition
la composée du diagramme planaire :

g3
L]
ﬂ , h/l
g2
(4) .
75,
7, fi
7%,
[ ) [ ]
9 fi h}
En découpant suivant la ligne brisée :
f3 92 hy
° o= e o —————————eo— >0
on voit que la composée du diagramme planaire (4) n’est autre que 3’ o 3. O

Proposition 1.1.12 (Compatibilité avec les compositions horizontales)
Supposons donnés dans une 2-catégorie ® un diagramme planaire :

}1/2 92
° L] L]
! Z,, f2 £, fi
L] [ ] [ )
hy g1

et des adjoints a droite (f{,m,01), (f5,n2,02) et (f5,m3,93) a f1, f2 et f3. On note
B et Bo les 2-morphismes obtenus de « et as par adjonction. Alors 3 o (2 est le
2-morphisme obtenu de ag o oy par les adjonctions (f1, f1) et fs, f3).

Démonstration. — Le 2-morphisme obtenu de agoq; par adjonction est par définition
la composée du diagramme planaire :

14 ho 92
L[] [ ) ] L]
= 13
(‘)> [e %) )
%
[ ] L] ] 7 °
hy g1 fi

Les 1-morphismes verticaux étant de gauche a droite : f3, fa et f1. En insérant dans (5)
au niveau de fo le diagramme planaire exprimant que f4 est adjoint & gauche de fo
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14 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

(et dont la composée vaut idys,) on voit que notre 2-morphisme est égal & la compo-
sée du diagramme planaire :

!
[ ) f3 [ ] h2 °
=
Z,
a2
! 5
(6) . . f2 . 92 .
}Ll
%"2
Za,
[ ) [ ] [ ]
9 fi
En découpant suivant la ligne du milieu on voit que la composée du diagramme
planaire (6) n’est autre que [3; o 2. La proposition est prouvée. O
Remarque 1.1.13. Par dualité il est possible d’obtenir plusieurs variantes des pro-

positions 1.1.9, 1.1.11 et 1.1.12.
On a le corollaire intéressant de la proposition 1.1.12 :

Corollaire 1.1.14. — Supposons donné dans une 2-catégorie ® un cube solide commu-
tatif :

formé des six faces carrées :

g2 hy 94
o—"— e o——=a"e o————o

fo 2 fa z \fe hy 7 |he

o— e o— e o— e
g1 hg 92
94 g3 ho
*e— e oe—e oe——=—3e

fa V4 f3 h3 ¢ | f3 14 f1

o—eo o— 0 o—— e
g3 g1 hq
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1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 15

On suppose donnés des adjoints & droites (f!,n:,0;) a fi pouri € {1,2,3,4}. Le cube
solide :

o " e
AIA
T
(8) 3
g3 /
. —e f
/
hs 72 hi
) .
g1

obtenu en appliquant la proposition 1.1.9 est commutatif.

Notons également les deux lemmes simples ci-dessous dont la preuve est laissée en

exercice :

Lemme 1.1.15. Supposons donnés dans une 2-catégorie D un 2-morphisme :

et des adjoints a droites (f1,m1,61), (f3,12,02). (91-71.61) et (g3.75.65) de fr. fa .1
et go. On muni gho f] et fioqgy des structures d’adjoint & droites de f10g2 et g1 o f2
comme dans 1.1.9. On peut alors construire deux 2-morphismes :

/ ’
e 92 4 e 92 4
/ i / / = ’
f3 A fi f5 fi
— O —mi— @
g * 9

de la maniére suivante.
- En prenant §; = “«.
- En formant le 2-morphisme :
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16 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

et en appliquant & nouveau la proposition 1.1.9 a ce 2-morphisme avec les ad-
jonction (g1, 49)) et (g2, g5) pour obtenir :

/
o 92 o
7 HZ !
f3 7 fi
oo
91

Les deux 2-morphismes (81 et Bo sont alors égau.

Lemme 1.1.16. — Supposons donnés dans une 2-catégorie ® un 2-morphisme :

(9) f2 4 fi

et des adjoints a droites (f{,m1,01) et (f5,m2,82) de fi1 et fo. Notons 3 le 2-morphisme
obtenu de « par les adjonctions (f1, f1) et (f5. f2). Notons de méme o' le 2-morphisme
obtenu de 3 par les méme adjonctions. Alors a = o'.

. . . i i - .« . S = ” i /Aw / L‘( ” 6 é ¢ =
1.1.3. Applications aux 2-foncteurs Cette sous-section est consacrée aux a
plications de ce qui précede aux 2-foncteurs. L’essentiel est résumé dans la proposition

suivante :

Proposition 1.1.17. — Soient C wune catégorie et ® wune 2-catégorie. Soit F
C——® un2-foncteur covariant. On suppose que pour toute fleche f: X ——Y
de C, le 1-morphisme :

F(f): F(X) — F(Y)

admet un adjoint a droite. 1l existe alors :

1. un 2-foncteur contravariant G: ¢ —— D ,
2. un couple de 2-morphismes (1y,05) pour chaque fléche f de C,
tels que :
— pour tout objet X de C, F(X) = G(X),
- pour toute fleche f : X ——Y , le triplet (G(f),ns.d5) définit un adjoint a
droite a F(f),
Pour toute suite de fleches composables de € :

f g

X—Y —7

ASTERISQUE 314



1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 17

la composition des deuxr diagrammes planaires ci-dessous donne le méme 2-
morphisme :

F(X)

o cg et cg sont les 2-isomorphismes de conmexion pour F et G respectivement.
Cette condition s’exprime également par la commutation de diagramme solide :

F(Z)

G(g) F(g)

F(X)
De plus, ces données sont uniques a un isomorphisme unique pres. On a également
les conditions analogues pour les 2-morphismes de counités (ds).

Démonstration. — On commence par construire le triplet (G, 7e,ds). On demandera
bien str que G(X) = F(X) pour tout objet X de C. Pour chaque fleche f: X —— Y
de G, on fixe un adjoint a droite :

G(f): F(Y) — F(X)
On notera 7y et d¢ 'unité et la counité de I'adjonction. On va définir une structure de

2-foncteur sur G. C'est-a-dire qu'on va construire les 2-isomorphismes de connexion cg.
Soit une suite de fleches dans € :

f g

g
X—Y—7
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18 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Le l-morphisme G(g o f) est adjoint & droite de F(g o f). D’autre part part, le
lemme 1.1.4 nous dit que G(f) o G(g) est adjoint a droite de F(g) o F(f). On applique
alors la proposition 1.1.5 au 2-isomorphisme de connexion :

cr(f.9): Flgo f) ————F(g) o F(f)
on obtient alors un 2-morphisme :
“ct(f.9) : G(f)o Gg) ———— Glg o f)

Ce 2-morphisme est inversible par 1.1.6. On pose cg(f,g) = (“cr(f,g))"".
Muni de ces 2-isomorphismes, G devient un 2-foncteur contravariant. En effet la
relation de cocycle pour les ¢g découle de 1.1.6 et de la relation de cocycle pour cf.
Finalement la commutation du diagramme solide n’est autre que la commutation du

carré de 2-morphismes :

Glgo floF(go f

)
1 Glgo f)e

G(f) ©Glg) o F(g) o F(f)

qui est donné toujours par la proposition 1.1.5. On laisse l'unicité comme exercice

F(f)oF(g)

pour les lecteurs. O

Définition 1.1.18. — Sous les hypotheses de la proposition précédente, on dira que le
2-foncteur G muni des 2-morphismes ne et 0o est un adjoint & droite global du 2-
foncteur F.

1.1.4. Une regle de calcul. — Cette sous-section est basée sur le résultat simple
suivant :

Lemme 1.1.19. — Soit f : X —— Y wun 1-morphisme dans une 2-catégorie ©. On
suppose donné (g,m,0) un adjoint a droite de f. Soit Z un objet de ©.

1. Les deux foncteurs :
fo: More(Z,X) —— Morp(Z,Y) go: Morp(Z,Y) —— Morgp(Z, X)

forment un couple de foncteurs adjoints : go est adjoint a droite de fo.
2. Les deux foncteurs :

og: Morep(X,Z) —— Morp (Y, Z) of: Morp(Y,Z) —— More(X,7)

forment un couple de foncteurs adjoints : of est adjoint & droite de og.
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1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 19

La description classique d’'une adjonction nous dit alors qu’il existe une bijection :
hOInMorg(Z,X)(f ov,u) ——— homMorg(Z,Y)(Uv gou)

fonctorielle en u € Ob(Morp(Z,X)) et v € Ob(Mors(Z,Y)) qui envoie un 2-
morphisme a: fov——u

Y

sur la composée du diagramme planaire :

7

Z—)X

La bijection inverse envoie un 2-morphisme 3: u ——=gowv

2y

7

Z—y Y
Ceci nous permet d’énoncer la regle suivante

sur la composée du diagramme planaire :

Régle. — Soient © une 2-catégorie et supposons données deux suites de 1-
morphismes :
N1 f2 Ik
X——e—0 . o« ——Y
g1 g2 gt
X——e——e .. e —— Y
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20 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Supposons que les f- et le g» admettent des adjoints & droites ¢ f; et g; respective-
ment. Se donner un 2-morphisme :

froiofi————qo-oq
équivaut a se donner un 2-morphisme :
fiow-ofrotgonoly, | ————dfi 0 0dfiogio- oy,
pour n’importe quel i et j.

Comme illustration de ce principe on peut remarquer que le 2-morphisme § de la
proposition 1.1.5 provient de cette construction. En effet, se donner 3: ¢ —— ¢
équivaut a se donner un 2-morphisme fog —— 1 et donc aussi a se donner un
2-morphisme f—— f'.

1.1.5. Equivalences dans une 2-catégorie

Définition 1.1.20. — Soient © une 2-catégorie et f : X ——Y wun 1-morphisme de
D. On dit que f est une équivalence s’il existe un adjoint a droite (g,n,d) de [ avec
n et § des 2-isomorphismes. Dans ce cas, (g,6~*,n" ') est un adjoint a gauche de f
et on dira que g est un quasi-inverse a f.

Les deux résultats simples suivants seront donnés sans démonstration :

Lemme 1.1.21. — Soit un diagramme planaire :

dans une 2-catégoric ®. On suppose que e et ¢’ sont des équivalences et on fize e™! et
€'~ des quasi-inverses a e et e respectivement. On suppose également donnés des ad-
joints a droite g et g pour f et f' respectivement. On considere les deux constructions
sutvantes.

1. Dea: foe ——eof on déduit par la régle de la sous-section 1.1.4 le
2-morphisme : ¢ og' ——goe .

2. Onprend : “a: g'oe ' —— e’ ~log puis on déduit par la régle de la sous-
section 1.1.4 le 2-morphisme : €' o g’ —— goe .

Ces deuz constructions donnent le méme 2-morphisme.
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Supposons maintenant que le 2-morphismne :

est un 2-isomorphisme. On suppose comme ci-dessus que ¢ et €’ sont des équivalences
et qu'il existe une suite d’adjonctions :

f="rfo, fi, .., fx

(i.e. fiy1 est un adjoint a droite de f;). Il existe alors une suite d’adjonctions :
r/ 4 ! r/
f = f07 fl y ey fk

On a de plus la proposition suivante :

Proposition 1.1.22. — On peut construire a partir de v des 2-isomorphismes :

/
..___._6_._).

g

fr 2\ fu

*e — e
(&

(le sens des 1-morphismes verticauz est descendant ou montant suivant que k est pair
ou impair) par une suite de « mouvements élémentaires » variants parmi :
- on peut changer le sens du 2-morphisme en le remplagant par son inverse,
- on peut remplacer un 2-morphisme 7 par *? puis appliquer la régle de la sous-
section 1.1.4 a e et e,
La suite de mouvements élémentaires n’est pas unique mais le 2-morphisme oy, est
indépendant du choix de la suite choisie.

1.1.6. Autoéquivalences d’un 2-foncteur

Définition 1.1.23. — Soient C une catégorie, ® une 2-catégorie et F un 2-foncteur :
F:C———D
Une autoéquivalence de F est la donnée :

pour tout objet X de C, d’une équivalence Ex : F(X)—— F(X) .
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22 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

~ pour toute fleche f: X ——Y de C, d’un 2-isomorphisme :
Fv) -2 Ry
FOL 2 R
F(X) —— F(X)
X

Ces données doivent vérifier la condition suivante. Pour toute suite de fléches dans C :

f g

N—Y — 7

le diagramme solide :

E
F(Z) z F(Z)
F(g)
Flgo f) F(Y)
F(f) F(f)

F(X F(X

(X) B (X)
est commutatif.
Définition 1.1.24. — Soit un 2-foncteur F : € —— D . On suppose données deux

autoéquivalences :

((Ex)xeob(e) (f) e Fieches(e)) et ((E ) xeobe), () re preches(e))

Un morphisme d’autoéquivalences de (Ex) vers (E') est la donnée pour tout objet
X de C d’'un 2-morphisme :

Ex —>El‘(

tel que (si F est covariant par exemple) pour tout f: X ——Y le diagramme de
2-morphismes suivant :

Ey o F(f) — 5 F(f) 0 Ex

Loy

Ey oF(f) —————F(f) o F

est commutatif.
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On a la proposition évidente :

Proposition 1.1.25. — Soit un 2-foncteur F :

C——® . On suppose données deux
autoéquivalences :

((EX)XGOb(G)v (Oéf)/emechcs(e)) et ((ES()X(—,Ob(G)a (a})fek‘leches(e))

On définit :

- pour tout objet X de €, un l-isomorphisme E% comme étant la composée
o FEx,

- pour toute fleche f : X ——Y de C, un 2-morphisme u}’ comme €tant la
composée du diagramme planaire :

| 2 2R

Ceci définit alors une autoéquivalence de F appelée la composée de (Ex) et (E').

Démonstration. — En effet le diagramme solide :
E
F(Z) z F(X)
Fg)
Ey
Flgo f) F(Y) F(Y)
F(f) F(/)

F(X F(X F(Z

(X) B (X) A (Z)

est commutatif car il est formé de deux sous-diagrammes solides commutatifs (ceux

qui expriment que (Ex) et (E') sont des autoéquivalences). O

Proposition 1.1.26

1- Soient un 2-foncteur covariant :

F: C——F——29
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24 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

et (Ex,ay) une autoéquivalence de F. On suppose que F admet un adjoint global a
droite G. Il existe alors une unique autoéquivalence (Ex,(y) de G tel que pour toute

fleche f de € le diagramme solide :
% F(f) \
I 7 G(/)
F(f) P ;
e

est commutatif. Les faces triangulaires de ce diagramme sont le 2-morphisme d'unité
de l'adjonction. Les deux petites faces carrées sont les 2-isomorphismes . La grande

face carrée est lidentité du 1-morphisme E. De plus on a un diagramme solide com-
mutatif analogue a celui ci-dessus pour la counité de 'adjonction.

2- La construction précédente est fonctorielle et covariante (pour les morphismes
d’autoéquivalence).

3- La construction précédente est compatible avec la composition des autoéquiva-
lences (d'une fagon covariante).

Démonstration

1- La formule qui donne l'inverse du 2-isomorphisme /3y a partir de oy est la

suivante :
.S E .
7,
RO 7 F(f)
7
[ ] E ° G(f) [ )

Il faut vérifier que ¢a définit bien une autoéquivalence i.e que le diagramme solide
de la définition est commutatif. Pour prouver ceci on utilise 1.1.17 et on procede
exactement comme dans la preuve de la proposition 1.1.11.

2- La fonctorialité est claire.
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3- Pour la composition il suffit de voir que le diagramme solide :

est commutatif. O

1.2. Préliminaires 2-catégoriques II : Echanges entre 2-foncteurs. Fonc-
teurs croisés

1.2.1. Structures d’échange. — Dans toute cette section, on suppose fixées deux
catégories Cy et Co tel que Ob(C;) = Ob(Cz). On appelle carré mirte un diagramme :

Y/ (] X/
/ ’l lf
Y —q~+ X

tels que :
- X. X', Y et Y/ soient des objets de €1 donc aussi de Co,
~ g et ¢’ des fleches de Cq,
f et f’ des fleches de Cs.
On a les notions évidentes de compositions horizontales et verticales des carrés mixtes.
On fixe une classe & de carrés mixtes qui soit stable par compositions horizontales et
verticales. Etant donnée une 2-catégorie D. on fait la définition suivante :

Définition 1.2.1. — Supposons donnés un 2-foncteur Fy @ € —— D et un 2-

foncteur Fo @ Co —— D tels que Fi(X) = Fo(X) = F(X) pour tout X dans
Ob(€q) = Ob(Cy). Une structure d’échange par rapport a & sur le couple (Fy,F2) est
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la donnée pour tout carré mizte (C') dans & :

/

Y’LX’

A

Y——-Z]-—>X

d’un 2-morphisme e(C') de © (appelé 2-morphisme d’échange associé au carré mixte

(@) :

F(Y/)Jig/—)—)F(X/)
Fa(f) >< Fa(f)

F(Y) «+—— F(X)
Fi(g)
Le sens des 2-morphismes e(.) est constant (i.e. indépendant du carré mizte).
La famille de ces 2-morphismes doit vérifier les deur conditions de compatibilité
suivantes.

Compatibilité avec la composition horizontale des carrés mixtes. — Pour tous carrés
mixtes Cy et Cy horizontalement composables :

. g h R
f”l iz lf
g h
e —— e —— e

Le diagramme solide :

ZTOIRE 00 e
Fa(/")

Fi(hog) .
Fule) sk Fih)

est commutatif.
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Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes. — Pour tous carrés
miztes C' et C verticalement composables :

le diagramme solide :

est commutatif.

On notera parfois 'échange sur (Fi,F2) par la famille de ses 2-morphismes

d’échange : (e(C))cee.

Remarque 1.2.2. — Dans la définition ci-dessus on a fait expres de ne pas préciser les
directions des foncteurs F;. En effet nous tolérons toutes les combinaisons cohérentes
pour les sens des 1-morphismes et des 2-morphismes. 11 est facile de voir qu’il y a huit

combinaisons possibles :

1. Fy et Fo de méme variance (le cas codirectionnel) :
(a) Fq et Fy sont tous les deux covariants :
(i) Le sens du 2-morphisme d’échange est /.
(ii) Le sens du 2-morphisme d’échange est /.
(b) Fy et Fo sont tous les deux contravariants :
(i) Le sens du 2-morphisme d’échange est /.
(ii) Le sens du 2-morphisme d’échange est /.
2. F; et Fy ont des variances différentes (le cas contradirectionnel) :
(a) Fy est covariant et Fy est contravariant :
(i) Le sens du 2-morphisme d’échange est \.
(ii) Le sens du 2-morphisme d’échange est "\
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(b) Fi est contravariant et Fy est covariant :
(i) Le sens du 2-morphisme d’échange est \.
(ii) Le sens du 2-morphisme d’échange est "\ .
Ainsi dans la suite on dira par exemple : Un échange codirectionnel contravariant du
type /.

Remarque 1.2.3. — La dualité permet d’échanger d’une fagon transitive les différents
types d’échanges entre 2-foncteurs : en remplagant si nécessaire C; par €P et Co
par Co¥ on peut rendre notre foncteur codirectionnel et covariant. En remplagant si
nécessaire © par D2~ °P on peut supposer que F est de type /.

Remarque 1.2.4. — Soit F: ¢ —— ® un 2-foncteur covariant. On obtient une struc-
ture d’échange de type ,/ sur le couple (F, F) par rapport & la classe des carrés com-
mutatifs en prenant pour tout carré commutatif :

le 2-isomorphisme : cg(f', g) o ce(g’, f) ! ott les cg(.,.) désignent les 2-isomorphismes
de connexion du 2-foncteur F. Le fait que ces 2-morphismes définissent bien un échange
est conséquence de 'axiome de cocycle. On qualifiera cet échange codirectionnel de
trivial. En utilisant la proposition 1.2.5 on pourra construire a partir de cet échange
trivial des échanges moins triviaux.

On va décrire maintenant une construction fondamentale qui permet de construire

des structures d’échange a partir d’autres structures d’échange.

Proposition 1.2.5. — Soient Fy et Fo deux 2-foncteurs covariants comme dans la dé-
finition 1.2.1. On suppose donné un échange (e(C))ces du type , sur (F1,F2). On
suppose que Fi admet un adjoint global a gauche. On en choisit un :

Gli el_‘—)g

(avec les 2-morphismes 1y et 65 pour une fleche f dans Cy). Le couple (G',Fy) peut
étre munt d’un échange contradirectionnel du type "\ . Le 2-morphisme d’échange :

GH(g)Fa(f) ———— Fa(f")G (g")

associé a un carré mizte dans & :
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est défini par la composée du diagramme planaire :

Gy) Fa(/")

'I]y/

Fle) 7,

Fa(f)
le 2-morphisme e étant le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur
(F1,F2) associé au méme carré mizte. On peut caractériser les 2-morphismes
d’échange de la nouvelle structure ainsi obtenue par la condition suivante. Le 2-
morphisme d’échange : G'(g) o Fo(f) —— Fa(f') 0 G} (g) est lunique 2-morphisme
u rendant commutatif 'un des deur losanges suivants :

G'(g)F2(f / /)
1(g)F2(f
ou
Fa(/f) /J>F2 (/)G (g)
F2(f)Fi(9")G (9")
Démonstration. — On utilisera les propositions 1.1.11 et 1.1.12 de la section précé-

dente. Pour montrer que les 2-morphismes définis dans I’énoncé munissent (G, Fs)
d'une structure d’échange il faut vérifier la compatibilité avec les compositions des
carrés mixtes dans &

Compatibilité avec la composition verticale des carrés miztes. — Soit le diagramme :
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formé de deux carrés mixtes superposés verticalement. Il faut prouver que les compo-
sées des deux diagrammes planaires coincident :

[ ] (—Gl—(g—i-)— [ ) O ——— 0 Gl(g”) [ ) L]
FQ(f/) CR F2(f) Fg(e’of’)
G'(g) . , , ,
Se——— Fa(e’)oFa(f’) < AN o Fa(e')oFa(f)
Fale)| N Fa(e) Fa(eof)
@/ @ [ ) (] L] L ]
G'(9) Gl(g)

Les carrés précédents sont obtenus a laide des adjonctions (G!(g”),F1(g”)) et
(G'(g),F1(g)) des carrés :

LT B e, R, .
Fa (/") Z, Fa(f) Fa(e' o f")

LT Reera| = z, = |R)oRar)
Fae)  #,  [Fale) Fa(cof)

[ ] W L[] o —————— @ Fl ((}) [ ) ]

Mais la composée de ces deux diagrammes planaires est la méme. D’ou le résultat.

Compatibilité avec la composition horizontale des carrés miztes. — Soit le dia-
gramme :
/
g h'
[ ) [ ) L]
f”J 2 lf
g h
o —— e °

ASTERISQUE 314



1.2. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES II : ECHANGES ENTRE 2-FONCTEURS 31

formé de deux carrés mixtes. Il faut prouver que la composée des deux diagrammes
planaires :

Glly) , G

G'(g) G'(h)

donne le méme 2-morphisme. On fait exactement pareil que dans le cas précédent en
utilisant en plus le fait que les 2-isomorphismes de connexions cg: sont obtenus de cf,
par adjonction. O

Remarque 1.2.6. — En utilisant la remarque 1.2.2 on peut déduire plein de variantes
de la proposition précédente. Par exemple si I'on suppose que I'échange sur (Fq, F2)
est codirectionnel covariant de type /et que F; admet un adjoint global a droite
G!. alors on peut munir (G'.Fy) d'un échange contradirectionnel de type \,. Ceci
s’obtient en utilisant la 2-dualité.

On termine cette sous-section par quelques regles qui permettent de déterminer
rapidement le type de la structure d’échange gqu’on obtient par la construction précé-
dente.

Régle 1. — Supposons donnée une structure d’échange sur (Fy, Fy). 11 existe un
seul type d’adjoint global (i.e. a droite ou a gauche) a Fy (resp. Fy) qui permet
la construction dun échange sur (G, Fy) (resp. (Fi.G?)) comme dans 1.2.5 (G' est
I'adjoint de Fy et G? celui de Fy). La nature de I'adjonction entre Fy et G! (resp. Fa et
G?) est déterminée par la variance de Fy (resp. Fa) et le type d’échange sur (Fy,Fa).
On dira « bon adjoint global » pour un adjoint qui permet la construction 1.2.5.

Régle 2 (valable pour le cas codirectionnel). — Supposons donné un échange
sur (Fy.Fy) avec Fy et Fy de méme variance :
- Soit G' un bon adjoint global & F;. Pour obtenir le sens des 2-morphismes
d’échange sur (G'.Fy) a partir de celui des 2-morphismes d’échange sur (Fy.F2)
il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens des aiguilles d'une montre.
Soit G2 un bon adjoint global & Fy. Pour obtenir le sens des 2-morphismes
d’échange sur (Fy, Gy) a partir de celui des 2-morphismes d’échange sur (Fy,F2)
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il suffit de tourner d’'un angle droit suivant le sens contraire a celui des aiguilles
d’une montre.

Régle 3 (valable pour le cas contradirectionnel). — Supposons donné un
échange sur (F1,Fs) avec F; et Fy de variances opposées :
— Soit G' un bon adjoint global & F;. Pour obtenir le sens des 2-morphismes
d’échange sur (G!, F3) & partir de celui des 2-morphismes d’échange sur (Fy, Fa)
il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens contraire a celui des aiguilles
d’une montre.
~ Soit G? un bon adjoint global & Fs. Pour obtenir le sens des 2-morphismes
d’échange sur (Fy,G1) & partir de celui des 2-morphismes d’échange sur (Fq, F2)
il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens des aiguilles d’une montre.

1.2.2. Recollement des structures d’échange. — Dans cette sous-section on
va établir deux résultats qui permettront de recoller des structures d’échange. Pour
établir ces résultats il faudra se restreindre a I'un des quatre cas suivants :

1. ¢4 =€ =¢C

2. 61 =Cet GQ = GOp,

3. 61 = C°P et 62 — (?,

4. (?1 = 62 = GOP,
avec C une catégorie stable par produits fibrés et & la classe des carrés commutatifs
et cartésiens dans €. On suppose donnée deux sous-catégories C! et €2 de € contenant
tous les isomorphismes et stables par changement de base. On suppose également que
C; et G2 engendrent la catégorie €. On notera C{ la catégorie €7 vue comme une
sous-catégorie de C; ( avec ¢, j = 1, 2). On suppose donnés une 2-catégorie D et un

2-foncteur covariant :

Fi: @ —————®
pour chaque j € {1,2}. On notera /F; la restriction du 2-foncteur F; & Gg .

Proposition 1.2.7. — FEn plus de hypothéses précédentes on suppose satisfaite la condi-
tion) que toute fleche f de C se factorise :

f=pos

avec p dans Ca et s dans Ci. On suppose donné un échange codirectionnel de type ,/
sur chacun des couples :
- (*F1,Fa),
(*F1,Fa),

(D Cette condition est plus forte que la simple génération de C par les C;.
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tels que pour tout cube :

W
[ ] [ )
a a
h \
K ° °
Jf/
g/
. (] f
k a
a
]

ayant
~ les deux faces paralléles au plan de la feuille : des carrés commutatifs de Cy avec
g et h dans C} et f et k dans C3,
- les quatre faces perpendiculaires au plan de la feuille : des carrés mixtes qui sont
cartésiens dans C et avec a dans Co,
le cube dans © :

Fi(h')

Fz(a) FQ(CL)

FL (k) . Fi(h) .
Fi(f)
s Fi(g") . FL(f)
Fi(k) Fa(a)
Fa(a)

) Fi(g) )

formé en prenant pour 2-morphismes :
- sur les faces paralléles au plan de la feuille : les 2-isomorphismes d’échange
relatifs a ['échange trivial sur le couple (Fy,Fy),
sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et horizontales : les 2-
morphismes d’échange relatifs a ’échange sur (*Fq,Fy),
sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et verticales : les 2-morphismes
d’échange relatifs a ’échange sur (*F1,Fa),
est commutatif. Il existe alors un unique échange sur (Fi,Fy) prolongeant les deux
échanges donnés.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



34 CHAPITRE 1. OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Démonstration. — Soit (C') un carré mixte dans & (i.e. cartésien une fois regardé
dans C) :
g/
e—e
ol
e——e
g

Fixons une factorisation de ¢ :

avec a; dans €1 ou dans €2. On peut toujours en trouver puisque C! et C? engendrent
€. On fixe une suite j. € {1,2} tel que a soit dans G{". Notons bien que cette
suite n’est pas forcément unique. Les conditions sur €; et & impliquent qu’une telle
factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) :

g

et que aj, est dans €1*. On définit pour une factorisation fixée de ¢ et un choix des j
un 2-morphisme e = e(f) :
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En prenant la composée du diagramme planaire :

Fi(g')

FQ(f'u) é{,, %" 1 FQ(fnf‘Z) z{“ FQ(fo)
* Fi(an) ¢ Fi(an—1) * * Fi(ay) ¢

Fi(g)

On prouvera d’abord que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la fac-

torisation de g ainsi que du choix des ji. On commence pour cela par décrire deux
manipulations élémentaires qu’on peut appliquer sur la factorisation de g sans changer
la valeur du 2-morphisme e(f).

Manipulation 1. — Supposons que pour uniona: j; = j;,—1. Alors on peut remplacer
dans la factorisation de ¢ les deux fleches a; et a;—; par leur composée : a;_1 oa; qu'on
regardera alors comme une fleche de G{' =0 .

Pour prouver ceci on remarque d’abord que par la relation de cocycle les 2-
isomorphismes de connexions qui se trouvent dans la définitions de e(f) se factorisent

par les 2-isomorphismes de connexions :
Fi(aj_,a;) —— Fi(aj_,)F(a}) et Fi(ai—1)Fia;)) —— Fi(a;_1a;)

On voit donc qu’il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires :

Fi(a;_,a;)

Fi(a;_,a})
® —— - e
Fa(fi) Z, 2 Fa(fi-2) Fa(f]) 2(fie
Fila) " Flaygst T Rl Fi(ai_ya;) *

e 22
Fi(ai—1a;)

sont égales. Mais ceci est clair par la compatibilité des 2-morphismes définissant
I'échange sur (J Fy. Fy) avec la composition horizontale des carrés.
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Manipulation 2. — Supposons qu’on est dans le cas €; = € (on peut toujours se
ramener & ce cas par l-dualité. Désormais on supposera dans la suite C; = C) et
que j; = 2 et j;_1 = 1. On sait par hypothese que la fleche a; o a;_; admet une
factorisation par une fleche de €} suivie par une fleche de €3. On obtient donc un
carré commutatif :
b;
oe——e
a; bi1

[ ] _—>a1‘,_1 L]
avec b; et a;_1 dans G% et a; et b;_; dans Gf. L’opération qui consiste a remplacer a;
et a;—1 par b; et b;_1 et de permuter les valeurs de j; et j,_; ne change pas la valeur
de e(f).

Pour montrer cela on commence par prendre les pull-back suivant f;_o pour former

un cube :
b

’
[ ] ! [ ]
fi fi-1
bi
ai L] [ ]
=
”'171

a; fi-2

L[]
>
I

@i—1

On en déduit alors un cube commutatif dans © :

F1(b) o
FQ(fz—-l )
, . F1(bi)
" JFl(b;—])
Fulei) ] Fi(bi1)
Fi(a:) S
Fi(ai-1)

Comme dans le paragraphe précédent, la relation de cocycle appliquée aux 2-
isomorphismes de connexions qui se trouvent dans la définition de e(f) montre que
ces derniers se factorisent par les 2-isomorphismes de connexions :

Fyq (b§71>F[ (bﬁ) —_— Fl(a;_l)F((lé) et Fl((li_l)F((Li) —F (btfl)Fl(bz)
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On voit donc qu’il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires

suivants :
LR, R,
Fa(fi) %y |Falfiz2) Fa(fi) i Z, Fo(fi-2)
[ )

o)t Ry "

sont les mémes. (Bien noter qu’on a permuté les places de j; et j;_1 dans les deux rec-
tangles et que f;_1 ne désigne pas la méme fleche dans les deux diagrammes planaire.)
Le fait que les composées sont les mémes découle directement de la commutativité du
cube (10).

Preuve de l'indépendance. — En utilisant le nombre de fois nécessaire les deux ma-
nipulations précédentes on se ramene au cas ou n = 2. Plus précisément il suffira de
prouver le cas particulier suivant :

Etant données deux factorisations g = p1 081 = pg 0 S, les composées des
deux diagrammes planaires :

Fi(g')

sont les mémes.

Pour prouver cela on se ramene facilement (en utilisant la stabilité de C, par
changement de base ainsi que l'existence de factorisation a deux facteurs le premier
étant dans C; et le suivant dans €3) au cas ou il existe une fleche u dans € rendant
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le diagramme commutatif dans € :

(]
2%
u
51 p1
oe——e——e

En utilisant le cube obtenu a partir de :
S92
oe——e

lu
51
—e

par pull-back suivant f ainsi que le cube commutatif dans © (comme dans I’énoncé)

il est facile de terminer la preuve de I'indépendance. On laisse les détails en exercice.

Fin de la preuve. — 1l nous reste a vérifier la compatibilité avec les compositions
des carrés. Pour la composition horizontale c’est tres facile en utilisant le résultat
d’indépendance qu’on vient de prouver. Pour la composition verticale c’est également
facile. Le lecteur pourra consulter la preuve de la proposition suivante pour plus de
détails. O

Dans le méme esprit on a la proposition suivante qui ne sera (malheureusement)
pas utilisée dans la suite. On a quand méme choisi de l'inclure ici.

Proposition 1.2.8. — On suppose données quatre structures d’échange codirectionnels
de type / :
~ un échange sur le couple (Fy,'F3). On notera e} les 2-morphismes d’échange
pour cette structure,
~ un échange sur le couple (Fi,%Fy). On notera €3 les 2-morphismes d’échange
pour cette structure,
~ un échange sur le couple (*Fy,F2). On notera el les 2-morphismes d’échange
pour cette structure,
un échange sur le couple (*Fi,Fa). On notera €2 les 2-morphismes d’échange
pour cette structure,
tel que pour i et j dans {1,2} les deuzx échanges sur (‘F1,7F3) obtenus par restriction
de ’échange sur :
- (F1,7Fa),
- ("F1, Fa),
coincident. Sous ces hypothéses il existe un unique échange sur le couple (Fy,Fa) qui
redonne les quatre structures d’échange ci-dessus par restriction aux catégories C!

et G2,
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Démonstration. — Supposons donné un carré mixte (C') :

avec a; dans C} ou dans €%. On peut toujours en trouver puisque C! et €2 engendrent
C. On fixe une suite ji € {1,2} tel que ax soit dans C{k‘. Notons bien que cette
suite n’est pas forcément unique. Les conditions sur C; et & impliquent qu’une telle
factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C') :

et que aj, est dans €1*. On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des jj
un 2-morphisme e = e(f) :
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En prenant la composée du diagramme planaire :
Fi(g)

On va prouver que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la factorisation
de g ainsi que du choix des jk.

E‘tape 1. Compatibilité de e avec la composition verticale des carrés. — Supposons

donné un diagramme :

tel que les carrés soient dans &. On forme la composée :

1"

og—>o

f'oh/l Jfoh
QT)Q

La factorisation de g induit par pull-back une factorisation de ¢’. On peut alors définir
trois 2-morphismes :

Fi(g") Fi(g") Fi(g")
o —— e
Fz(f’){ Z, Fa(f) Fa(h') Z, Fa(h) Fa(f'h) 2, Fa(fh)
®

1
d —_—
Fi(9) Fi(g") Fi(g)
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Le premier et le troisieme étant le 2-morphisme associé a la factorisation de g et le
choix des ji de tout a 'heure. Le second 2-morphisme est celui associé a la factorisation
de ¢’ déduite par pull-back et au méme choix des j,. Nous affirmons que le solide
suivant :

17
PR S 170 N

Fa(h')

L Fa(fh)

Fa(f") Fa(f)

e — @0
Fi(g)
est commutatif. Pour voir cela on remarque que la factorisation de g induit des fac-

torisations des carrés cartésiens précédents :

1"

=f
(I,;L a;LAl all
oe—e e— e
f/:fn fn—l fl fO:f
Ay an—-1 aj
o — e —e e —e
g

et

froh' = fohn fon—20ohu_2 froh foohp=foh

B
£
1
e——— @
2
oi—— @
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On voit alors facilement en simplifiant les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur
Fi qu’il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous

sont les mémes :

Fz(f7172h’!l72)

Filan) , Filany) |
eln {Jln 1 Fa(hn-2)
Fuap) 4 Falag )
in L
(?1 el
[ [ ]
Fl(a’n) Fl((’fnfl)
et
LR L Rl
FQ(f'nhn) i in1
[ [ ] L]
Fl(an) Fl(an‘l)

Fi(ay)

Fl(al)

Fz(fohro)

Mais ceci découle trivialement de la compatibilité des 2-morphismes d’échange el et

€2 avec la composition verticale des carrés de &. On voit done que pour prouver que

les 2-morphismes e(f o h) sont indépendants du choix de la factorisation de g et des

Jr il suffira de prouver ceci pour e(f) et pour e(h). En utilisant alors le fait que tout

morphisme de Gy est une composée de morphismes dans C4 ou €3 on voit qu’il suffit

de traiter les deux cas particuliers suivants :

~ e(f) est indépendant des choix si f est dans C},
e(f) est indépendant des choix si f est dans C3.
Par symétrie il suffit de traiter juste le premier cas.

Etape 2. Preuve de l'indépendance dans le cas ot f est dans Ci. — En effet il suffira

de prouver que e(f) est égal a :
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i.e., le 2-morphisme d’échange relatif a la structure d’échange sur (Fy, 1F2). Pour voir
cela on utilise 'hypotheése que le 2-morphisme d’échange e? associé au carré mixte :

/
Ay

coincide avec le 2-morphisme d’échange el associé au méme carré mixte. Il vient que
e(f) est aussi égal a la composée du diagramme planaire :

Fi(g)

En utilisant la compatibilité du 2-morphisme d’échange avec la composition horizon-

tale on obtient ce qu’on veut.

E’tape 3. Fin de la démonstration. On a construit pour tout carré de & un 2-
morphisme. Il reste a voir que ces 2-morphismes définissent une structure d’échange
sur le couple (Fy,F2). (Le fait que les restrictions redonnent les structures d’échange
de départ est évident.) La compatibilité avec les compositions verticales des carrés
découle de la premiere étape. 11 nous reste donc a établir la compatibilité avec les
compositions horizontales. On se donne un diagramme :

En prenant une factorisation de g et h en des morphismes de €} et de €% on en déduit
une factorisation de g o h. En revenant a la définition et en utilisant 'indépendance
par rapport au choix de la factorisation on prouve facilement ce que l'on veut. Les
détails sont laissés en exercice. O
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1.2.3. Autoéquivalences compatibles avec un échange

Définition 1.2.9. — Soient deux 2-foncteurs :
Fi: ¢ —® et Fo: G — D

On suppose donnés :

- un échange sur (F1,Fa),

- une autoéquivalence ((Ex)xcob(e,), (g)ge Fleches(e,)) de F1,

- une autoéquivalence ((EX)XEOb(Gz)a (a?)feFleches(Gl)) de F2.
(Remarquons que pour X € Ob(Cy) = Ob(Cq) les équivalences associées a F1(X) =
F2(X) sont les mémes.) On dira que les deuz autoéquivalences ci-dessus sont compa-
tibles avec l’échange si pour tout carré mixte dans & :

!

g
e——e

f’l lf

oe——e
g

le cube suivant :
Fi(g')

Fi(g')

(11) F2(f)  |Fa(f)

Fa(f)

est commutatif.
On a le lemme facile suivant :

Lemme 1.2.10. — En plus des hypotheses de la définition précédente, supposons don-
née une deuriéme autoéquivalence de Fi et Fo compatible avec ’échange. Alors l'au-
toéquivalence composée E' o E est aussi compatible avec I’échange.

Proposition 1.2.11. — Supposons donnés deux 2-foncteurs covariants :
F1161—9® et F2:62—>©

et une structure d’échange sur (Fy,F2) de type /. On suppose également donnée une
autoéquivalence sur chacun des deux 2-foncteurs Fy et Fo compatibles avec [’échange.
On notera (E7,al) et Ev,a3) ces deur autoéquivalences. Supposons maintenant que le
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2-foncteur Fy admet un adjoint global a gauche G'. On notera (E7, 3}) Uautoéquiva-
lence de G déduite par le procédé 1.1.26. Alors, le couple d’autoéquivalences (E>, BY)
et (E7,a}) est compatible avec la structure d’échange sur (G, Fz) définie dans 1.2.5.

Démonstration. — Supposons donné un carré mixte dans & :

g

Pour se convaincre de la validité de I’énoncé on considere le diagramme solide repré-
senté ci-dessous par ces faces visibles :

G'(9)

Le cube du milieu est commutatif puisque les autoéquivalences E sont compatibles

avec 'échange sur (Fy,Fy). Les deux parties solides restantes du diagramme sont
également commutatifs. C'est en fait les diagrammes solides exprimant la compati-
bilité de I'unité et la counité avec les endoéquivalences. Ceci prouve donc que notre
diagramme solide est commutatif. En I'écrivant autrement on obtient le cube de la
définition 11. O

1.2.4. Foncteurs croisés. — On garde les hypotheses de la section précédente :
Gy et Gy deux catégories tel que Ob(€y) = Ob(Ca),
D une 2-catégorie.
- & une classe de carrés mixtes stable par composition horizontale et verticale.
On suppose donné en plus :
deux 2-foncteurs covariants F; : ¢, —— D,
— G! un adjoint global & gauche de Fy,
G? un adjoint global & droite de Fs,
un échange sur (F;.Fq) de type /.
un échange sur (G', G?) de type /.
On notera e 5 (resp. ¢'2) les 2-morphismes d’échange relatifs a la structure d’échange
sur (Fy,Fg) (resp. G', G?)).
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A partir de ces données on peut construire 4 structures d’échange.

1. Deux structures d’échange sur (G!,Fy) :

(a) une structure d’échange de type "\ obtenue & partir de I’échange sur
(F1,F2) et I'adjonction entre F; et G'. On notera a) les morphismes
d’échange relatifs a cet échange.

(b) une structure d’échange de type \, obtenue a partir de I’échange sur
(G',G?) et l'adjonction entre G? et Fo. On notera b} les morphismes
d’échange relatifs a cet échange.

2. Deux structures d’échange sur (Fy, G?) :

(a) une structure d’échange de type ™\ obtenue a partir de I'échange sur
(G',G?) et l'adjonction entre G' et F;. On notera a? les morphismes
d’échange relatifs a cet échange.

(b) une structure d’échange de type \, obtenue a partir de I’échange sur
(F1,F3) et I'adjonction entre Fo et G2. On notera b? les morphismes
d’échange relatifs a cet échange.

Définition 1.2.12. — Un foncteur croisé noté :
(G',F1,F2,G?): (€),C) ———— D

est la donnée de :

deux 2-foncteurs covariants F; : ¢, —— D ,
un adjoint global ¢ gauche G' de Fy,
un adjoint global a droite G* de Fa,

= WD

un échange sur (Fy,Fz) de type /,
un échange sur (G', G?) de type /.

ot

tel que pour tout carré mizte de & :

les deux 2-morphismes :
PO DI

Fz(f/)‘ S [Fz(f) N S XY
SN

G'(9) G'(g)

ASTERISQUE 314



1.3. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES 111 : PROLONGEMENT DES 2-FONCTEURS 47

sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. D’une fagon équivalente (en remar-
quant que “(al) = b? et “(b)) = a?), les deux 2-morphismes :

LRl LR

2 2
aj by

G*(f") N G(f) et G2(f") N G*(f)

‘TR Fi(9)

sont des isomorphismes inverses ['un de l'autre.

Remarque 1.2.13. — La définition des foncteurs croisés adoptée est légerement plus
générale que celle de Voevodsky (voir [Del01]). En effet, un foncteur croisé selon
Voevodsky est un foncteur croisé (G!,Fy,Fy, G?) comme dans 1.2.12 avec en plus
G = Cy. L'intérét de la définition 1.2.12 est de pouvoir parler des foncteurs croi-
sés (partiaux) (H*, H,, Li‘“H#, Li”H*), (H* H,. ImmH,, I“““H!) et (H*, H, [issH,, LissH!).

Voir pour cela les sous-sections 1.4.5 et 1.4.6 et la proposition 1.5.19.

On parlera d’isoéchange lorsque les 2-morphismes d’échange sont des 2-isomorphismes.
On a alors la notion naturelle d’isoéchange inverse. La proposition suivante est tres
simple. Elle donne la méthode pratique de construction de foncteurs croisés.

Proposition 1.2.14. — Soient G' © ¢, —— D un 2-foncteur contravariant et Fy
Cp —— D un 2-foncteur covariant. On suppose donné un échange sur (G, Fa) de
type N\ qui soit un isoéchange. On suppose également que G' et Fo admettent chacun
un adjoint global & droite qu’on notera Fy et G? respectivement. Il existe alors :
~ un échange sur (Fy,Fy) obtenu a partir de lisoéchange (de type \) sur (G',Fy)

et ladjonction entre Fy et G

un échange sur (G',G?) obtenu a partir de lisoéchange inverse (de type \,) sur

(G',Fa) et l'adjonction entre G* et Fy.
La donnée de (G', Fy, Fa, G?) ainsi que les adjonctions et les échanges ci-dessus définit
un foncteur croisé. De plus, l'isoéchange sur (Fy, G?) est obtenu par adjonction de celui

de (G',F3).

1.3. Préliminaires 2-catégoriques III : Un critére de prolongement pour
les 2-foncteurs

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme suivant :

Théoréme 1.3.1

Données A. — Soit C une catégorie admettant des produits fibrés. Soient C; et Co deur
sous-catégories (non nécessairement pleines) de C vérifiant les conditions suivantes.
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1. Les isomorphismes sont dans C1 et Cy. Les fleches de C1 (resp. de C2) sont
stables par pull-back suivant toute fleche de C.

2. Toute fleche f de C se factorise : f = fa o f1 avec f; dans C; pouri =1, 2.

3. Pour toute flecche B—— A de C la diagonale B—— B x 4 B est dans C;.

Données B. -— Supposons données une 2-catégorie ® et deux 2-foncteurs covariants :
H;: ¢, ——D

tels que pour tout X € Ob(C), Hy(X) = Ha(X) = H(X). On suppose également donné
un isoéchange codirectionnel de type ,/ sur le couple (Hi, Ha) pour la classe des carrés
commutatifs ayant les fleches verticales dans Co et les fleches horizontales dans C;.
Plus explicitement que pour tout carré commutatif (C) :

a(C): Ho(f) o Hi(i') —— Hi(i) o Ha(f) = Ha(f") 7 Ha(f)

H1 (i)
compatible aux 2-isomorphismes de connexions c; des 2-foncteurs H; de la maniére
habituelle (voir la définition 1.2.1). On supposera de plus que pour i = id et i’ = id
(resp. f =id et f' =1id) le 2-morphisme a(C) est Uidentité.
Conclusion. — 1l existe alors un 2-foncteur :

H: C—— D

tel que H(X) = Hi(X) = Ha(X) pour tout X € Ob(C), ainsi que des isomorphismes
de 2-foncteurs :
u;: Ho[C; — €] ————  H;

pour i =1, 2 qui soient l'identité sur les objets et tel que l'échange sur (Hi,Ha) soit
la restriction de l’échange trivial sur (H,H) par les isomorphismes u;y et us. De plus
le triplet (H,u1,us) est unique a un isomorphisme unique pres.

Démonstration de 'unicité. — On donne d’abord la preuve de 'unicité. Soit H’ :
C—— D un autre 2-foncteur prolongeant les H; et u; un isomorphisme de 2-
foncteurs entre la restriction de H & €; et H;. On supposera également que u/ est
'identité sur les objets. On a ainsi pour tout X € Ob(€) : H'(X) = H(X). Si f est
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une fleche de € on choisit une factorisation f = fo o fi avec f; des fleches de €;. On
définit ensuite un 2-isomorphisme : H'(f) —— H(f) en prenant la composition :

H'(f) —— H'(f2) o H'(f1) — Ha(f2) o Hi(f1) —— H(f2) o H(f1) —— H(/)

Ce 2-isomorphisme ne dépendent que de f et pas du choix de la factorisation. De
plus la famille de ces 2-isomorphismes (un pour chaque f) est compatible aux 2-
isomorphismes de connexions. Elle fournit donc un isomorphisme entre H’ et H. C’est
en plus le seul isomorphisme commutant avec les u; et u;. On laisse les détails aux
lecteurs. O

Le reste de la section sera consacré a la construction d’'un 2-foncteur H. On sait
déja que H(X) = H{(X) = Ha(X) pour tout X € Ob(C). Le probleme est donc
de construire les 1-morphismes H(f) pour f € FI(C) ainsi que les 2-isomorphismes
de connexion et de vérifier la compatibilité. On commence par introduire quelques
catégories :

J2

P . 1 k .

1.3.1. Les catégories A,. — Soit e / . o .o e une suite de k
morphismes composables de €. On introduit la catégorie : Ag(f1,..., fr) définie de
la maniere suivante.

- Les objets de Ak(f1,. .., frx) sont les diagrammes commutatifs qui ont la forme
suivante :

SN

SN N
SN NS

/ h\/ AVANERVAN

tels que toutes les fleches / sont dans C; et toutes les fleches ™\ sont dans Cs.
Une fleche de Ak (f1, ..., fr) entre deux tels diagrammes est la donnée de %k(k-{—
1) fleches dans Cq reliant les objets qui ne sont pas sur la base et se trouvant au

meéme niveau et tel que le diagramme résultant (en identifiant les bases des deux
triangles entre eux) commute.
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Pour clarifier cette définition nous traitons avec plus de détails le cas k = 2. Un
objet de Aa(f1, f2) est un diagramme commutatif de la forme :

T
e
Y A
VN N
f f:
Xo : X1 = X

avec ai, as et ¢; des fleches dans €y et by, by et co des fleches dans Cs.

Prenons un autre objet de Ax(f1, f2) :

0 1 2
Une fleche dans As(fi, f2) de ce dernier objet vers le premier est la donnée de 3

fleches pr : T"—— T ,py : Y/ ——Y et pz: Z' —— Z rendant I'union des
deux diagrammes commutative et tels que pr, py et pz soient dans Cs.

La remarque suivante sera utile pour prouver la connexité des catégories

VAVAG ST S I

Remarque 1.3.2. — Supposons donné un diagramme commutatif :

-

/
—_—
p
h

C’J—Q—)"<

~

—_—

/

q

!

3
~ ¢

b

’
g

avec p, ¢, p' et ¢’ dans Cqp et f, g et h quelconques dans C. Soient f = foo fi et
g = g20 ¢ des factorisations de f et g avec f;, g; € C;. Il existe alors une factorisation
h = hg o hy comme ci-dessus et des fleches [ et I’ dans Gy tel que le diagramme
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suivant soit commutatif :

p/J I Jq/
X' '—1——9 o—— Y’

g 92
En effet, soit Cy la limite inverse du diagramme :

2y

[
|«

77— Y
g2

On obtient alors un diagramme commutatif :

b
=

=
—

t\
—
=

q
i !
X g1 T g2
Les morphismes g, [{, et b sont dans €. Choisissons maintenant une factorisation
de a :
h,]
A——C
\ Jm
a
Co
avec hy dans G et m dans Cy. Ceci donne le diagramme commutatif :
X h I,y
I)T / IAI() T(I
h
A L, olm o b B
p’l K ll() lq’
! /
X 7 T 5 Y

Il est clair qu’on prenant ho = b o m on obtient le résultat recherché.
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Lemme 1.3.3. — Les catégories Ni(f1, ..., fr) sont connexes.

Démonstration. — On fera la démonstration pour k = 2. Le cas général est stricte-
ment pareil. 1l s’agit d’appliquer le nombre de fois nécessaire la remarque précédente
qui assure 'existence de bonnes factorisations. Prenons les deux objets 12 et 13 de
Do (f1, f2) considérés ci-dessus. Supposons construits un diagramme commutatif :

A B
X, fi X, Jo X,

et des flechesp: A——Y ,q: B——Z,p: A——>Y' etqd: B—— 7'
rendant commutative la réunion des trois diagrammes. On a ainsi le diagramme com-

mutatif :

D’apres la remarque 1.3.2, on peut compléter ce diagramme pour obtenir un dia-
gramme commutatif :

R L N
S
Ao Y2,
A0
VI T Y

avec wa, | et I’ dans Gy, wy dans €; et wy o wy = v o u. Ceci donne alors des fleches
vers chacun des deux objets de départ qui partent de 1’objet :

wy Wo

Ceci prouve la connexité de la catégorie Aa(f1, f2). |
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On peut définir deux foncteurs évidents reliant les catégories Ay :

L Akﬁlﬁ-kz(flv cee 7fk‘1+k2) B Akl(fla cee ?fk] ) X A/€2(fk‘1+1? cee 7fk1+k‘2) qlli
consiste a effacer une partie du triangle de base fi... fx,+k, pour ne garder

que les deux sous-triangles de base fi,..., fi, €t fi 41,5« foy ko
2000 Dy(frsooo fis fimneeoo i) — = Bpa(froos fimrs fio fisns fivzs oo fi)

qui consiste a composer les fleches situées dans chacune des deux bandes de
base les deux cotés du sous-triangle de base (fi, fir1).

La proposition qui suit est triviale :
Proposition 1.3.4. — On a des diagrammes commutatifs :

Dy by kg = Oy ke X Dy

J |

Dpy X Dggphey —— Dpy X Dpy X Dy
et pour j < i<k :
Ay, o VAVRS}
d)]i ¢>.Jl
A, i1 AL,
1.3.2. Foncteur associé a un chemin. — On appellera k-chemin une facon de

parcourir un diagramme quelconque dans Ob(Ay) en respectant le sens des fleches.
En d’autres termes, un chemin c’est le choix d'une suite (ey,. .., €2) tels que :

- € =—1ou=+I1,

. Z?il €, =0,

- Zi-:l €; > 0 pour tout 1 <1 < 2k.
A une telle suite correspond le chemin qui consiste & prendre (lorsque on est sur le
i-eme o) la direction /" si¢; = +1 et N\ si¢; = —1. Les deux dernieres conditions sur
les €; assurent que :

on part de Xy = source(f1) pour arriver & X = but(fx),
- on ne descend jamais au-dessous de la base, i.e., on reste dans le triangle.

Pour tout k-chemin ¢ = (¢;); on peut associer a un objet de Ag(fi..... fr) une
suite de fleches composables de € :

a by as ag by,
) . ° ° o —— e — X,

qu’on appellera la section de I'objet suivant ¢. Elle est obtenue en oubliant toutes les
fleches qui ne se trouvent pas sur le chemin. Les fleches a; sont donce dans C34.,,_,)/2
et les b; dans Czpc,,)/2- De plus : fro---0 fi = by oaggo---0byoay.
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Cette association est fonctorielle au sens suivant. A une fleche de Ag(f1,. .., fx)
on peut associer un diagramme commutatif :

! / / / /
ay b} ab Ay, koo
Xo . . ) S o —— o —— X,
q1 P2 q2 Pk Gk
X - L] L] L] e e— e ——— X .
0 "ay by as ay by k

obtenu en oubliant tout, sauf les fleches reliant les objets par lesquels on passe quand

on suit notre chemin c.

Reprenons & présent les données de I'énoncé du théoreme 1.3.1. Fixons un chemin
¢ = (€);- On va construire a partir de ¢ un foncteur :

le) s Ap(fre-. o fo) == Moro (H(Xo), H(X4))

Soit X un objet de Ag(f1,. .., f), on notera 1(c)(X) le I-morphisme de ® donné par

la composée :
H(fzk(bk) © HU‘ZA-—] ((1/1,-,) ° Hﬂ'zkf‘,z(bk‘l) ©---0 HO'Z (b]) © H0’1(a1)
ouno; =(3+¢)/2et:

aq by az ag oy,
X ° . . . o —e—— X
0 k

est la section de X suivant le chemin c.

Soit une fleche m : X’ —— X entre deux objets de Ax(f1,..., fr). A cette fleche

on peut associer un diagramme commutatif :

ay by ah aj, by,
Xo . . . o e — e — X,
q1 p2 q2 Pk qk
¢ ° . . c. — 0 — X,
Xo ay by s ®Tas® b X

avec les fleches verticales dans Co. On définit un 2-isomorphisme ¢ (c)(m)
~ 7’ . .
P(e)(X') ——(c)(X) en prenant la composée du diagramme planaire :

/ / ‘ / an)k ‘ ‘/. o /'
H(Xo) Ho, (a)) . Ho, (01) R Ho, (a3) . L (ay) . Ho,, (0).) H(X,)
7 7 4 Ha(q2) Ha(pr) 4 4
H(X“) . . . ° ° H(X})

H(Tl(al) Ho-z (bl) Hﬂ:x(a&) H(Tzkfx(”'/\') Hrrm(bk)
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Les 1-morphismes verticaux étant les Ha(p2) et Ha(ge). Les 2-isomorphismes qui fi-
gurent dans le diagramme planaire précédent sont les suivants :

1. Le 2-isomorphisme :

U2I 1 at
[ ]
2(pt) 2(qt)
®* ——— > @
Uu ]((lt)
est :
al
o '3 e
a Prl lqr lorsque o9¢ 1 = 1,
e — e
ay
. . / -1 G —
~ ca(pt, at) o ca(ay, qr) lorsque o9, = 2.
2. Le 2-isomorphisme :
a,t (b))
1(gt) 1(pry1)
o ——— 0
Hffzr (bl)
est :
b/
e —'3e
a qu lpwl lorsque o9 = 1.,
e — o

t

b
. —1 . N _
co(qe,br) o ca (b}, pra1) lorsque o9 = 2.
On a le lemme :

Lemme 1.3.5. — La donnée des ¥(c)(X) ainsi que des ¢(c)(m) définit un foncteur
covariant :

v(e)r Ap(frs- - fr) —— Moro (H(Xo), H(Xk))
De plus, toute fleche de Ni(f1,. .., fr) est envoyée sur un isomorphisme par ¢ (c).

Démonstration. Il s’agit de prouver que les 1l-isomorphismes g)((,)(m) sont com-
. . - s s . m
patibles a la composition. C’est-a-dire, pour toute suite : X" oy on

a I'égalité : ¥(c)(m) o (c)(n) = ¢¥(c)(m on). En prenant les sections suivant ¢ on
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obtient un diagramme commutatif :

a// b// al/ a/{ b/{
Xo L et se—25e o —Fye—Fy X
U1 U2 V2 U Uk
a) b} al aj, bl
Xo i e —25% « ek, X
q1 D2 q2 Pk qk
Xo ar ’® b * oa—)oTk)XL
Les diagrammes solides :
HU»,,, ay "
o el o o ()
Ho (1
Ha (1)) 2(Ut+1)
Ha (ue) Ha(pe o ue) Ha (vy) Ha (g o vr)
*— 0
Ho(grovy) @
/
Hoo o (a) Ho, (0))
Ha(pr) Ha(q:)
Ha(q:) Ha(pes1)
®*e——— e
H”Zf—l (af) °
Hﬂ')» (bf)

Ho (i1 0 tsy1)

En effet si o7 = 2 ceci découle de la relation de cocycle des morphismes de connexions

pour Hi. Si o2 = 1 ceci découle de la compatibilité des 2-isomorphismes a(.) avec

la composition verticale des carrés (voir la définition 1.2.1). Ceci prouve donc que la

composée du diagramme planaire :

H(X”) Hﬁl(all/l ° Hdv(b/l/) ° Ha‘;(“'-lz/) °

7 Z Z
(14)  H(Xy) H, (@) ® H,, (07) ° H,,(a})
7 4 4

H(X())
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est égale a la composée du diagramme planaire :

1" ’ " 1" H{rzk#1 /{ - i
H(XU) HUI((Ll) . HUz(bl) . Haa(%) o . (ak). H 5 (bk) H(Xk)
V4 V4 V4 V4 V4
) e R o () Ho

Mais la composée du diagramme planaire 14 est égale a ¥ (c)(m)ow(n). Ceci se voit en
découpant le diagramme selon la ligne horizontale du milieu. Il vient qu’on a I'égalité :
Y(c)(mon) =y(c)(m)oy(c)(n). Clest exactement ce que l'on cherche a prouver. O

Dans le reste de cette sous-section on va construire des transformations naturelles
entre les ¥(c) pour différents chemins c. Soient ¢; et ¢ deux k-chemins qui coincident

partout sauf en un bout de chemin :

L] (&)
L] [ ]
L] )
Cest-a-dire, si ¢1 = (€]); et co = (€2); on a ¢! = € pour tout 1 < i < k sauf
P \ ool 2 1 _ 22 _ )
pour i = iy, ig+1oltonae = —e = —lete = —€ .y =—+10nva

construire une transformation naturelle : £, o, : (o) ——¢(c1) qui va étre en fait

un isomorphisme de foncteurs.

Fixons un objet X de Ak(f1,..., fr). On prenant la section suivant c¢; et puis c2,

on obtient un diagramme commutatif :

— e C'(X) *«——>
N

On prend alors pour t(ca, ¢q)x le 2-isomorphisme :

Xg——e [} [} o — X}

' . a(C(X)) ,
t(ca,c1)x + - oH(i)Ha(¢')o... ————— o Ha(g)Hi({)o...
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En d’autres termes le 2-isomorphisme ¢(co, ¢1)x est le 2-isomorphisme représenté par :

/\

H(Xo) —— e —— H(X})
Lemme 1.3.6. — Les 2-isomorphismes t(cz, c1)x définissent une transformation natu-
relle :

t(ca, c1)  h(e2) ——2b(cr)
De plus c’est un isomorphisme de foncteurs.

Démonstration. — Soit une fleche £ : Xy —— Xy de Ap(f1,.... fr). Il s"agit de
vérifier la formule :

(15) t(ca, er)x, (1) (§) = ¥(e2)(§)t(ca. er)x,
£

La fleche £ induit un morphisme de carrés commutatifs dans € : C(X;) —— C(X,) .
On le représente par le cube :

Il est facile de voir que 1'égalité (15) découle de la commutativité du diagramme solide :

. Ha(91) .
Ha(u)
./ Ha(g2) o, Hy (i)
(16) Hi(i1)
Hi(i3) /
) 2(92)
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obtenu en appliquant les 2-foncteurs H; et Ho et en prenant les 2-isomorphismes
a(Carré) pour les carrés mixtes i.e. (ot il y a Hy et Ho). Pour voir que le cube (16) est
bien commutatif®, on le divise en deux parties selon les 1-morphismes en pointillés
correspondant & Ha(gh ot) = Ha(uo ¢}) et Ha(g2 o w) = Ha(v o g1). Mais les deux
sous-diagrammes solides ainsi obtenus sont commutatifs par la compatibilité avec les
compositions verticales (u, v, w et t sont dans Ca!). Le lemme est prouvé. O

Les transformations t(cz, ¢;) commutent entre elles. Plus précisément si ¢;, 2, ¢3
et ¢y sont trois chemins qui coincident partout sauf en ig.ig + 1 et 71,i; + 1 de telle
sorte quon a :

NSNS /NN NN a NN
On a un diagramme commutatif de transformations naturelles :

t(cy.c3) (es)
(e

U(ey)

f((q.(‘z)i jvf((‘;;.('l)
‘ f(CQ.(fl)
¥(c2)

— (1)
Ceci nous permet alors de définir un isomorphisme de foncteurs :
te. ) d(e) —_— ()
pour tout couple de k-chemins (¢, ). Ces isomorphismes vérifient la relation :
(17) tid, My otle, )y =t(e ")
pour tout triplet (¢, ¢, ¢”) de k-chemins.
1.3.3. Récapitulation. Fin des préliminaires. — Soit ¢; un k;-chemin pour

i =1, 2. On peut former un (k; + ko)-chemin en concaténant ¢; puis ¢o. On note
¢1 * ¢ le chemin ainsi obtenu. On a un diagramme commutatif :

AV ST | VAV ST I A ¢ T T Frvhs)

u(er (‘g)l l(,‘(m) x ()

M()I'D(H(.\"“). H(‘X;,»H,k._,)) ¢ J\/{()J'Q(H()(“). H(‘\yg.l )) X JV[()I‘D(H(.X’AVH,I ) H()(},-H 1\‘2)) ‘

—
Jomposition

Soit maintenant cpax le A-chemin maximal, i.e.. celui donné par k (+1) suivis de
E (—1). On a alors un foncteur évident :

Ap(frooos fo) — D0 (f)

2 ] IR ETA Y . . . .. .
(2)L’astuce utilisée pour prouver la commmutativité du cube 16 sera reprise plusicurs fois dans la suite.

Le lecteur sera parfois renvoyé a la preuve de la proposition 1.5.11.
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ol f = fro---o f1. Ce foncteur consiste a composer les fleches sur chacun des

, . . . -1
deux cotés obliques du triangle. Ce n’est autre que 'une des composées : (b’f o}
¢1 00 @r_1. On obtient ainsi deux foncteurs :

A(fro-s fr) M Morp (H(Xo), H(Xk))

Arp(frss fro) — Do (f) —— Morp (H(Xo), H(Xk))

Ces deux foncteurs ne sont pas égaux en général. On va construire une transformation
naturelle entre eux qui va étre un isomorphisme. Soit X un objet de Ag(f1,..., f)-

Soit :
i i 1 Dk
Xo— e o« h e ., o« X,

la section de X selon ¢pax. Notons que par le choix du chemin maximal tous les 4;
sont dans €y et tous les p; sont dans Cq. La section de 'image de X dans A (f) est
simplement le diagramme :
1 p
Xg—— e — X,

Il s’agit de construire un 2-morphisme oy entre les deux l-morphismes : Ha(p) o
Hi (i) et Ha(pg) o -~ o Ha(pr) o Hy(ig) o Hi(é1). On prendra bien str le morphisme :

c1(in, .. vik)ea(prs- oo pe) © Ha(p) o Hi(i) —— Ha(pg) o -+~ o Ha(p1) o Hi(ix) o Hi(41)

Montrons qu’il s’agit bien d'une transformation naturelle. Soit X —— X’ une
fleche de Ak (f1,..., fx). On en déduit alors les diagrammes commutatifs :

i iz ik P1 Pk
Xog——e——e e——e——e o —— X
-/ s/ o/ /

3 ‘2 Uk Pl Py
Xg——e——e e——e——e o — X,

Xg——e N Xy,
Xo A —X
Notre assertion est donc une conséquence directe de la compatibilité des 2-
isomorphismes a(C') avec la composition verticale des carrés commutatifs.
Faisons une petite récapitulation pour fixer les notations avant de continuer. On a
défini :
1. Des catégories Ak (f1,-.., fr) pour toute suite de & morphismes composables.

2. Des foncteurs évidents :
S Skike Dbk, — Dpy X Dy
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— @i+ N —— Nk - Onnotera aussi ¢, ; la composée ¢p;0¢; 410 -0¢; 4 =
¢;io--0p; = ¢t On a évidement la formule : ¢;y, 11, 1 = ¢ig © higy 10
Pty lz—1 = Pi © Dily—1 0 Pinly lp—1-
3. Des foncteurs 9(c) = Yr(c) : A —— Morp(H(Xo), H(Xx)) attachés a des k-
chemins c. On notera ¢! . le [-chemin maximal.
4. Des isomorphismes de foncteurs (des transformations naturelles) :

~ e, ) Ype) —— Pr (') , ot ¢ et ¢ sont deux k-chemins,

= Uk ko (€1 % 2) Composition[(¢k, (1), ¥, (€2)) © Sk, k,] 5 avec ¢; des
k1-chemins,
~ T Ppoppr(er * el kc2) 0 dia EEASN i (e * clmax * co) tel que la somme

des longueurs de ¢ et ¢y est égale a k — [ et ¢; est de longueur 1.

On termine les préliminaires par un dernier lemme de compatibilité :

Lemme 1.3.7. — Soient 1y et ls deux entiers positifs. On pose | =11 +ly. On a un
diagramme commutatif d’isomorphismes de foncteurs :

‘l[)kAl+1 (Cl * C}n,arr * C?) © ¢i.1~~1 1/7;\.((;1 * C’r}tjl-i? * (:2)

TN
Yk (C] * Ciwlmw * Cll?mz * 02)

~

el 1 .
Ukt 42(C1 % Chopn % Chn % €2) 0 Gity 10 Gitty dn1
TN

Yporgr(c1 kel % 02) 00,001, —10Pitt, 131 — Vh—tg2(C1 %2 4% 02) 0B 1y —10Bitiy 1g—1

Démonstration. — On peut évidement supposer que les chemins ¢; et ¢ sont vides.
Cest-a-dire : k =1 = I1 + 1 4+ 2. Soit X un objet de Ak. On reproduit la portion
du diagramme X qui correspond au rectangle compris entre les deux chemins ¢l

A A2
et Cmax * Cmax -

0.1 0.2 i0.15

e — e ——3 ° ~ s e
P10 PI‘LJ' I’l.zjv l D11y
i1.1 i1.2 t1g

e —e——— @ °
P20 [’2.1J{ m.'.J J 02,19
e ———0e—— 0 e —— o
22,1 2.2 12,09
Uy 1.1 iy 1.2 Uy —1.q
*e— 0 — 0 * —
Piy.0 Py piy .2 PLy.to
O — 00— 0 o —> @

iy iy .2 Uy
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avec les i» dans C; et les p; dans Cs. Les autres fleches du diagramme X seront notées
de la maniere évidente par rapport aux notations précédentes. Par exemple les fleches

qui précedent ip 1 sont :

10,11 +15 %0,—11+2, y 10,0

On posera i— =iy 0 - 0in1-1, €6 Pt = Diy4ls.ls O O Ply+1,1,- On aura également

besoin du carré composé :

Finalement on pose ¢ =igoi_ et p = py opy,.
On définit un 2-isomorphisme :

Ho(pry0,) - - - Ha(pra, ) Hi (o, ) - - Hi(io) — Hi(iry 1,) - - Hi(i, 1) Ha(pr, 0) -

en prenant la composée du diagramme planaire :

Hi(io.1) Hi (d0.2) Hi (i0.1,)
Ha(p1.0) v 7 Ha(p1.2) 7 Ha(p1.,)
Hi(iig) v Hi(ire) Hi(ir,)
Ha(p2.0) v v Ha(p2.2) v Ha(p2.1,)
" THi(iz) T Hiliz2) " Hilzn)

. Hi(i,—11) . Hi(in —1,2) .

Hi(i, —1,)

|

[ ]
Ha(pi, )
[ ]

Ha(pi, 0) V4 4 Ha(pi, 2) V4
Hl(ih,l) H](ill,‘z) Hl('illvl'z)

Nous affirmons qu'il suffit de prouver que le carré :

Ha(pi, 1,) - Ha(pra,) o Hi(iou,) - - Hi(io,1) ——————— Ha(p,) o H1(io)

l |

Hi(ir, 1) o Ha(pry o) - - - Ha(pr,o) — > Hi(dr,) o Ha(po)

(18)

Hy (g g,) -
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est commutatif. Pour voir cela il est commode d’'introduire un petit lexique afin de

mieux visualiser effet des différentes transformations naturelles :

AN

V1 (cliax) © 01.0-1 = Ha(p) o Hi(4)

PN
/// \\\ Z/)I(Cfnux) = HQ(le—l‘sz) o---oH (7.’0,—11)
/ N
/\ Vo (CRax) © D1y 10 Oty 1.0, -1 = Ha(py) o Ha(pr,) o Hi(io) o Hi(i)
//\ \*\ Ha(pro+i,,0.) 0 -+ - o Ha(pr, ) o Hi(ig) o -+ o Hi(io1-1,)
/ N
/\/\ U2 (Chnax * Chnax) © D11 10 G111 1, —1 = Ha(pa) o Hi (i) o Ha(po) o Hy (i)
/7‘\‘/\\1 Ho(piot1,.05) © - o Hi(ir, ) o Ha(po) o - o Hi(io.1—1,)
N N ! I .
// \N// \N 1/7](("1111;0( * Pnzmx) = H2<1)11+12<l;z) ¢--:0 Hl('[’(ﬂ—ll)
Ha(p1,) o Hilio)
7‘\ . .
// \y Hz(m..lz) ©--0 HQ(PLIQ) © Hl(l().lg) ©:-:0 Hl('I'O‘l)
Hi (i1, ) o Ha(po)
N A . .
v Hi(ir,ay) - Hi(i ) Ha(pry o) - Ha(pio)

Avec ces notations le diagramme de 1'énoncé appliqué a X s’éerit sous la forme plus

expressive suivante :
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On voit en particulier que ce diagramme se factorise par un triangle commutatif :

Il suffit donc de prouver que le carré :

est commutatif. Mais a son tour ce carré se factorise par le carré commutatif :
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On est donc ramené a prouver que le carré :

e N
7 N

est commutatif. On voit donc qu’il suffit de prouver que le carré :

Ve AN N 7

N %

est commutatif. Mais ce carré n’est autre que le carré (18).

Pour terminer, il reste & prouver que le carré (18) est commutatif. La preuve de ce
fait est laissée en exercice aux lecteurs. Il suffit d’utiliser le nombre de fois nécessaire
les diagrammes solides de compatibilité des 2-isomorphismes a(.) avec la composition
des carrés commutatifs. O

1.3.4. La construction du 2-foncteur H. — Pour prolonger notre foncteur, on
spécialise les résultats précédents pour k = 1, 2 et 3. On définit 'image Im(F") d’'un
foncteur F': A —— B par:

~ Ob(Im(F)) = Ob(A),

- pour A, B € Ob(A), 'ensemble homyy,p)(A, B) est I'image de homa (A, B) —

homg (F(A), F(B)).

Le lecteur vérifie facilement que ces données définissent bien un catégorie et que le
foncteur F' se factorise uniquement :

A Im(F) B

Le point clef est le lemme 1.3.8 ci-dessous.

Lemme 1.3.8. — Soit f: X ——Y une fleche de C. L'image de N (f) par le fonc-
teur (c!

‘max

) est une catégorie directe.
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Démonstration. — Etant donnés deux objets :
Vv w
‘V S V Y
X ———f——————> Y X ;) Y

et deux fleches ¢,d : W —— V induisant un morphisme de Aq(f), il s’agit de

montrer que ¥(ck . )(c) = (e .0 (d).
On forme les deux objets suivants :

1% Xy \% %% Xy W
A V w)ri A y Q’I'i
X / Y X f Y

avec A le morphisme diagonal et pr; la projection sur le i-eme facteur (pour i € {1,2}).
Il est clair que le diagramme commutatif suivant :

DT DT
w e w 2w

| L el
pr pra

Véi—VxyV——V

induit un diagramme commutatif dans Aq(f). Etant donné que (el ..) envoie les
fleches de A4 (f) sur des isomorphismes, on voit immédiatement qu’il suffit de consi-
dérer le cas ot ¢ et d sont les projections sur les premier et second facteur d’un produit
fibré sur Y. On peut donc supposer que W =V xy V. On se ramene immédiatement
au cas ot X = V et a = id. On a donc & comparer les deux morphismes ¥ (¢! ,.)(pr1)
et (el )(pra) entre les ¥(cl ) des deux objets :

max

\% V xy V

SN S e
v —4 oy v / Y

Par définition, v (cl . )(pri) est la composée du diagramme planaire :

Hi(A) Ha(a o pry)
H(V) ——— H(Vxy V) ——— H(Y)
z Ha(pri) =
H(V) =———— H(V) ————— H(Y)
Hg(a
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C’est aussi la composée du diagramme planaire :

Hi(A)
H(V) ———— H(V xy V)

©z Ha(prs)

H(V) =———= H(V) <« Ha(a o pri)

T
(%)
2
N

HQ((L)

H(Y) =——— H(Y)

Etant donné que la face carrée identité coincide avec la face déduite de 1’échange a
(voir & la fin des données B dans 'énoncé du théoreme 1.3.1) on déduit que notre
2-morphisme est simplement la face carrée :

Hi(A)
H(V) ——— H(VxyV)

Ha(a) z Ha(a o pry)
Cette face est bien indépendante de i € {1, 2}. O

On va définir le 2-foncteur H. Si f : X —— Y est une fleche de C, nous poserons :
H(f) = Lima, (5)(A1(f) = Morp (H(X), H(Y))

Cette limite inductive existe au vu du lemme précédent et du fait que :
— le foncteur ¥ (cl,,.) envoie toute fleche de A (f) sur un 2-isomorphisme de D,
— la catégorie A(f) est connexe.
En fait dans la suite on utilisera constamment les deux propriétés précédentes pour
Ay et Az. Plus précisément :
— les foncteurs (c), (c) o ¢;, ... etc envoient toute fleche de Ay sur un 2-
isomorphisme de D,
- les catégories Ay sont connexes et leur image par ces foncteurs sont des sous-
catégories directes.
Notons que la propriété de l'image d’étre directe se déduit immédiatement du
lemme 1.3.8 et du fait que les foncteurs en question sont naturellement isomorphes a
'(/)(Crlnax) o <A1‘7 - Al)
Pour une suite de morphismes composables dans € :

f g
X—Y — 7
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on prendra comme 2-isomorphisme de connexion la composée c¢(f,g) des 2-

isomorphismes :

H(go f) = Lima, (gof)(D1(g © f) — Mors (H(X), H(2)))

Lima,(1.9)(Da(f, 9) — Di(g o f) — More (H(X),H(Z)))

~

IE}AQ(va)(q/)Q(Clznax) : AQ(fv g) - MOT@(H(X)* H(Z)))
~1(c?

1 .1
‘max: € ¥ € )

Limp, (7.q) (¥(c! % ') - Da(f, g) — Morn (H(X),H(Z)))

Lima, (1) A, (g) (Composition o (¥(c1) x (c1)))

H(g) o H(f)

Pour montrer que ceci définit bien un 2-foncteur, il reste & vérifier la relation de
cocycle entre les ¢(.,.). Plus précisément pour une suite :

XngZhT

il faut prouver I'égalité : ¢(f, hg)oc(g, h) = c(f, g)oc(gf, h). Pour cette fin, on considere
le diagramme commutatif de catégories :

Ay (hgf) Da(gf h) Ax(gf) x Lq(h)

Do(f, hyg) As(f,9.h) Da(f,9) x Li(h)

B1(f) x Balhg) &= Du(f) x Da(gh) ————— La(f) x Lalg) x Di(h)
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Spécialisons le diagramme du lemme 1.3.7 aux cas k = 3 et (k1,k2) = (1,2) ou (2,1).
On obtient ainsi deux diagrammes commutatifs :

w ( max) ¢12 —>d)3(

max)

lp ( “max ()?lldx)

1 1
d’?((’max * (’max) o ¢2

1 (Chan) P12 ———————> a(ch ) 0 b2
et

1/)1( H]dX) ¢1 R ’lLd(

nlax)

Walc?
v3 (( max ¥ Cmax)

e (] 1
MQ(('max * (‘max) © d)l

i ((max)(bl 2 Y 2( nmx) © 061

En identifiant les fleches horizontales supérieures des deux diagrammes ci-dessus, on
obtient le diagramme commutatif suivant :

III ax

/\

1
1%’3( Cmax max mdx (’max)
1 1 Al (1 1
’(/"2( Cinax * cmdx) ° (/)2 (//'Q(Lmax * ('max) ° ¢y

I T
) o o 2(Chax) © 01
\ /

nmx) 0 @12
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En utilisant le diagramme commutatif :

1 1 1
w3(cmax * Crnax * Cmax)

]

5 ¢ 1
¢3 (C}nax max) %( max) w3(cmax cmax)
On obtient le diagramme commutatif :
1 .1 1
wB(Cmax * Crmax * (‘max)
2 2 1
1/)3(ct1nax * Cmax) wi{(cmax * Cmax)
1 1
P2 (Cllnax * Crlnux) ° @2 1/)2(Cmax * Cnmx) o ¢
. 2
dJ?(CIZnax wz(cmax) ° ¢

Cma lX) ¢1 2

En passant a la limite inductive, ceci donne alors le diagramme commutatif :

H(h) o qo(f)\ /hOJ H(f)

H(hogo f

Le fait que cela coincide avec le diagramme de Cocycle est évident. Le théoreme 1.3.1
est prouvé.

1.3.5. Les données A du critére 1.3.1 dans le cas géométrique. — Soit S un
schéma de base. Dans la littérature on peut trouver plusieurs définitions des S-schémas
« projectifs » et « quasi-projectifs ». La meilleure (du point de vue de 'auteur) est celle
de Grothendieck [GD61]. Malheureusement cette définition n’est pas tres adaptée a
notre construction sauf si 'on suppose S raisonnable. Le lecteur doit donc faire un
choix : se restreindre a des schémas de bases raisonnables ou prendre une notion moins
bonne de S-schémas projectifs. Ainsi dans la suite la catégorie (Sch/.S) désignera I'une
des deux catégories suivantes :
— Lorsque S est quelconque, on peut prendre pour (Sch/S) la catégorie des S-
schémas quasi-projectifs au sens du Hartshorne [Har77], i.e., les S-schémas de
présentation finie qui admettent une immersion dans P§ pour n assez grand.
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— Si on accepte de supposer que S est un schéma admettant une famille ample de
fibrés en droites, on peut prendre pour (Sch/S) la catégorie des S-schémas quasi-
projectifs au sens Grothendieck [GD61], i.e., les S-schémas de présentation finie
qui admettent une immersion dans P(.#') avec .# un Os-module cohérent (pas
forcément localement libre).

Quelque soit le choix adopté on a le lemme suivant (voir [BGI71], exposé : « Existence
de résolutions globales » par L. Illusie) :

Lemme 1.3.9. — Tout morphisme f : X ——Y dans (Sch/S) se factorise de la
maniére suivante :

X —5PY)

. p
Y
avec i une immersion, £ un Oy -module localement libre et p la projection canonique.

Dans la section 1.6 on appliquera le théoréeme 1.3.1 dans le cas ou € = (Sch/S
b
C; = (Sch/S)Imm la sous-catégorie ou les fleches sont les immersions fermées, et
= b
Gy = (Sch/S)ss 1a sous-catégorie olt les fleches sont les morphismes lisses. Il est clair
que ces catégories vérifient les trois premieres conditions qui assurent la validité du
théoreme 1.3.1.

1.4. Enoncé du résultat principal. Quelques préparations

1.4.1. Enoncé du résultat principal. — Soit S un schéma de base quasi-compact
et séparé (mais non nécessairement noethérien). Tous les S-schémas considérés dans la
suite seront quasi-compacts et de présentation finie. On notera (Sch/S) la catégorie
des S-schémas quasi-projectifs (voir la sous-section 1.3.5 pour plus de détails). On
notera également TR la 2-catégorie des catégories triangulées. Dans toute la suite du
chapitre on fixera un 2-foncteur contravariant :

H*: (Sch/S§) ————— TR

Pour X un S-schéma de (Sch/S), on notera simplement H(X) la catégorie triangulée
H*(X). On notera également f* le 1-morphisme H*(f) pour f un morphisme dans
(Sch/S) et ¢* les 2-isomorphismes de connexions ¢*(f,g) : (go f)* —— f*og*
pour f et g deux morphismes composables dans Sch/S. Le 1-morphisme f* est un
foncteur triangulé par la définition de la 2-catégorie TR. Comme c’est expliqué dans
les notes de Deligne [Del01], on peut sans restreindre la généralité, demander & H*
d’étre strictement unital, i.e., ¢*(Id, f) et ¢*(f,1d) sont I'identité. Dans la suite tous
nos 2-foncteurs seront implicitement supposés unitaux. On considere les six propriétés
suivantes :
1. H(@) = 0 (la catégorie triangulée triviale).
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2. Adjoint a droite : pour tout morphisme f : X ——Y dans (Sch/S), le 1-

morphisme f*: H(Y) —— H(X) admet un adjoint a droite f, (i.e., fi est un
foncteur triangulé qui est adjoint & droite du foncteur f*). De plus, pour i une
immersion (pas forcément fermée) le 2-morphisme de counité : *;, —— Id est

un 2-isomorphisme.

3. Adjoint & gauche : si f: X —— Y est un S-morphisme lisse dans (Sch/S), le

1-morphisme f* admet un adjoint a gauche fx. De plus pour tout carré cartésien :

!

x—2 x

f /J ‘[f
y — 2y
avec f lisse, le 2-morphisme d’échange (qui sera défini dans la sous-section 1.4.5) :
fyg™ — g" f# est un 2-isomorphisme.

4. Localité : soient j : U —— X une immersion ouverte dans Sch/S et ¢ :

Z — X une immersion fermée complémentaire dans Sch/S. La paire (5*,4*)

est conservative.

5. Invariance par homotopie : si p : AL —— X est la projection canonique, le

2-morphisme d’unité :
Id —— p.p”

est un 2-isomorphisme.

6. Stabilité : si s est la section nulle de la projection canonique p : A}, —— X |

I'endofoncteur pys. de H(X) est une équivalence de catégories.

Définition 1.4.1. — Nous dirons que le 2-foncteur H est un 2-foncteur homotopique
stable s’il vérifie les axiomes 1 a 6 ci-dessus.

Dans la suite du chapitre, le 2-foncteur H sera supposé un 2-foncteur homotopique

stable. On montrera alors, que H* s’étend d’une fagon « unique » en un foncteur croisé
au sens de 1.2.12. De plus on aura f, = fi pour f projectif et f' = f* & une équivalence
pres pour f lisse. Ce résultat a été annoncé par Voevodsky (non publié). Voici I’énoncé

précis de ce qu’on prouvera :

Scholie 1.4.2. — Supposons donné un 2-foncteur homotopique stable :

H*: (Sch/S) ————— TR

1- 1 existe® :
- un 2-foncteur contravariant H': (Sch/S) —— TR,

(3)Nous ignorons si ces données sont déterminés par le 2-foncteur H* & un unique isomorphisme pres.
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- un 2-foncteur covariant H, : (Sch/S) —— TR qui est un adjoint global a droite
de H*,

— un 2-foncteur covariant Hy : (Sch/S) —— TR qui est un adjoint global a
gauche de H',

- une structure de foncteur croisé sur le quadruplet (H*,H,, Hy, H") relativement a

la classe des carrés cartésiens de (Sch/S).

2- Pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout Ox-module cohérent localement
libre A, il existe une autoéquivalence Th(.#') de la restriction du foncteur croisé
précédent a la catégorie (Sch/X). Si le Ox-module .# s’insére dans une suite exacte
courte :

0 N M L 0

on dispose d’un isomorphisme d’autoéquivalences de foncteurs croisés :

Th(.#) —— Th(.ZL) o Th(#)

3- Soit f : X ——=Y wun S-morphisme lisse. Notons (s le Ox -module localement
libre des différentielles relatives. Il existe alors des 2-isomorphismes :

~ i fxTh ()
- [ =T f
avec Th™1(Qy) Uéquivalence inverse @ Th(S).

4- Pour tout morphisme f: X ——Y dans (Sch/S) il existe un 2-morphisme :
fi —— f« . Lorsque f est projectif ce 2-morphisme est inversible.

5- On a le théoréeme de changement de base pour un morphisme projectif, i.e., pour

tout carré cartésien :
!/

, g
X —X

A
!
dans (Sch/S) avec f un S-morphisme projectif, les 2-morphismes d’échange :
- g f. = flg"
- !/g/! —N——>g!fy )
sont inversibles.

Dans le reste de cette section nous dériverons quelques conséquences plus ou moins
directes des axiomes.

1.4.2. Les 2-morphismes de connexions. Unités et counités des adjonctions
Cette sous-section sert a fixer les notations. Avant de commencer la liste des ingré-
dients de base qui serviront a construire le foncteur croisé annoncé dans la sous-section
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précédente, on introduit deux sous-catégories de (Sch/S) qui joueront un role impor-
tant d’ici la fin de la preuve.
~ La sous-catégorie (Sch/S)M5 dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les
fleches sont les S-morphismes lisses.
— La sous-catégorie (Sch/S)™M™ dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les
fleches sont les S-immersions fermées.
Si F est un 2-foncteur de source (Sch/S) on désignera par “sSF et '™M™F les restrictions
de F a (Sch/S)Fiss et (Sch/S)Imm respectivement. Parfois, on notera un 2-foncteur F
qui n’est défini que sur (Sch/S)“% ou sur (Sch/S)™™ par VsSF ou MMF pour mettre
en évidence le fait qu’il est défini seulement sur une sous-catégorie de (Sch/.S).

f g9

Soit maintenant une suite : X —— Y —— Z de morphismes dans (Sch/S).
Rappelons qu'on a noté :
¢ =c"(f,g): (gof)* ——= fr*og*
le 2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H* associé a la suite des S-morphismes
composables (f,g).

D’apres 1.1.17 et Paxiome 2 de la sous-section précédente il existe (a4 un isomor-
phisme unique pres) un adjoint a droite global au 2-foncteur H*. On en fixe un qu’on
notera :

H.: (Sch/S) —— TR

f

Pour une suite X ——Y ——q——> Z de morphismes dans (Sch/S) on notera :

co=elf9): (go f)e ——guo [

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé a la suite de S-morphismes

composables (f, g).

De méme, par 'axiome 3, il existe (& un isomorphisme unique pres) un adjoint a
gauche global au 2-foncteur “SH*. On en fixe un qu’on notera :

LissH# . (Sch/S)Liss s TR

/ g

i g
Pour une suite X —— Y —— Z de S-morphismes lisses dans (Sch/S) on notera :

cp=cp(f9): (goflp—rgp0fy
le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé a la suite de S-morphismes
lisses composables (f, g).
Soit maintenant f : X —— Y un morphisme dans (Sch/S). On notera n#(f) :
idyyy — fuf* et 0;(f) : f*fo — idp(x) les 2-morphismes d’unité et de cou-

nité de I'adjonction entre f* et fi.
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De méme, lorsque f est lisse, on notera 0, (f) :id — f* fu et 65, (f): fuf* —id
les 2-morphismes d’unité et de counité de I'adjonction entre fu et f*.

On a les diagrammes solides commutatifs standards exprimant les compatibilités
des 2-morphismes d’unité et de counité avec les 2-isomorphismes de connexions des
différents 2-foncteurs. Voici un exemple (type) de ces diagrammes (pour les unités

de l'adjonction globale entre LiSSH# et SSH* et une suite de S-morphismes lisses

X—-)Y—g—>Z):

H(Z)

H(Y) H(Y)

1.4.3. « Localement pour la topologie de Nisnevich ». — La proposition sui-
vante est un corollaire simple de I'axiome de localité :

Proposition 1.4.3. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et (u; : Uy —— X ); un
recouvrement Nisnevich fini de X . Soit A un objet de H(X'). On suppose que ui A est
nul pour tous les indices i. Alors A est nul.

Démonstration. — Le recouvrement Nisnevich (u; : U; —— X ); étant fini et nos
schémas étant de présentation finie sur .S, on peut trouver une suite finie et croissante
d’ouverts Zariski quasi-compacts :

g=VocCcViC---CVny_1 CVy=2X, pourun certain entier naturel NV,
tel que pour tout n € {1,..., N}, le recouvrement (u;); est sindé au-dessus d’un sous-

schéma fermé de présentation finie Z,, C V,, complémentaire de l'ouvert V,,_; C V.
Plus précisément, il existe un triangle commutatif :

IL; Ui
(19) l
Ty — X

Pour prouver cela, on se rameéne immédiatement au cas ou X est noethérien et réduit.
L’existence des V,, s’obtient alors par récurrence noethérienne.

Notons z, I'immersion localement fermée de Z,, dans X. Par hypothese, les objets
uf A sont nuls. On déduit alors, en utilisant la factorisation (19), que z;A = 0 pour
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n € {1,...,N}. Si v, désigne 'immersion ouverte de V,, dans X, l'axiome 4 (de
localité) appliqué a la paire (V,,_1, Z,,) montre 'implication :

(vi_1A=0)=—= (viA =0) pour né€{l,...,N}

n—1
Mais v A = 0, étant donné que vy est immersion du schéma & (utiliser Paxiome 1).
Par une récurrence immeédiate, on déduit que vy A = 0, ce qui termine la preuve. O

On a le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.4. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et (u; : U; — X ); un
recouvrement Nisnevich fini de X. Soit a : A—— B wune fleche dans H(X). On
suppose que uj(a) : ufA——ufB est un isomorphisme pour tous les indices i.
Alors a est un isomorphisme.

Démonstration. — On choisit un triangle distingué basé sur « :

A B C >

11 suffit alors de prouver que C est nul. Mais comme les u} sont des foncteurs triangulés
on a des triangles distingués :

urA ulB ufC

7

La premiere fleche du triangle est un isomorphisme par hypothese. On en déduit que
les u;C' sont tous nuls. Donc par la proposition 1.4.3 'objet C' est nul. Ceci prouve
que a est un isomorphisme. O

1.4.4. Le foncteur prolongement par le vide. Le foncteur sections a sup-
port. — On commence par une définition générale qui sera pratique dans la suite :

Définition 1.4.5. — Supposons donnés trois 1-morphismes :
a, b,c: Ty —— 15

dans SR. En d’autres termes, Ty et Ty sont deux catégories triangulées et a, b et ¢ sont
trois foncteurs triangulés de Ty dans Ty. Une suite de 2-morphismes composables :

a—2b 2 c ’y‘a[—i-l]

est appelée un 2-triangle distingué lorsque pour tout objet P de T la suite :

O ypy P p) 2

a(P)[+1]
est un triangle distingué de Ts.

Le lemme qui suit est une conséquence de 'axiome de localité (se référer aux notes
de Deligne [Del01] pour plus de détails). Le principe de démonstration est le méme
que celui de la démonstration de la proposition 1.4.9.
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Lemme 1.4.6. — Soient j : U—— X une immersion ouverte (entre S-schémas
quasi-projectifs) et i : Z —— X wune immersion fermée complémentaire. Il existe
un unique 2-morphisme  tel que la suite :

04 () n3 (i) ¢
PR sk sk
T = Mdueoy = id® —— jgj " [+]
soit un 2-triangle distingué.

Le lemme suggere alors de poser pour j : U —— X une immersion ouverte,
Ji=J#: HU)—=H(X) et j' = j* 1 H(X)——H(U). On a ainsi la chaine
d’adjonctions habituelle :

oo T =3 s

et le triangle distingué habituel :

+1
JijiA—— A—— i*i*A[——]> it A+
Le 1-morphisme j; est appelé classiquement prolongement par le vide.

On garde les notations de 1.4.6. On va construire un foncteur ' : H(X) —— H(Z)

adjoint a droite du foncteur i, : H(Z) —— H(X) . C'est le foncteur ‘sections a
support dans Z'. Si A € Ob(H(X)) on voudrait avoir un triangle distingué dans

H(X) :
. .! . [y {+1:| . ,!
il A —— A —— " A —— i  A[+1]

L’idée est donc de définir i'A comme étant i*Cone(A — j.j* A)[—1]. La difficulté est
de rendre cette construction fonctorielle. Pour cela on a les deux lemmes qui suivent :

Lemme 1.4.7. — Sii et j sont comme dans le lemme 1.4.6, alors le 1-morphisme j*i,
est nul.
Démonstration. Je 1-morphisme est un adjoint a droite de i*jx. Il suffit donc de

prouver que ce dernier est nul. Mais le carré commutatif :

g—>U

|

Z—X
est cartésien. Donc par Paxiome 3, on a : i*jyg >~ @x@* = 0 car la catégorie H(@) est
nulle par 'axiome 1. O

Lemme 1.4.8. Supposons choisi pour tout objet A de H(X) un triangle distingué
dans H(X) :

A Ao A[+1]
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Alors, pour tout morphisme a : A —— B dans H(X) il existe un unique morphisme
C(a): C(A) —— C(B) rendant commutatif le carré :

C(A) —— A[+1]

C(a)l la[%—l]

C(B) — B[+1]

Ce méme morphisme rend également le diagramme suivant :

A G2 o Al+1)
()/JV Ozl C((y)l Jrv[ﬂ—l]
B—— j.j"B—— ¢(B) — Bl+1]

commutatif. Les associations : A — C(A) et a« — C(«a) définissent alors un endo-
foncteur triangulé de H(X).

Démonstration. — L’existence de C'(«) rendant le deuxieme diagramme commutatif,
est assurée par les axiomes des catégories triangulées. Il s’agit de prouver 'unicité de
C(«) rendant le premier carré commutatif. Pour cela on prend une autre fleche C’(«)
rendant ce carré commutatif. Le morphisme 5 = C’(«a) — C(«) se trouve alors dans
le noyau du morphisme : hom(C(A), C(B)) — hom(C(A), B[+1]) . Mais on a une
suite exacte de groupes abéliens :

hom(C(A), j.j*B) — hom(C(A), C(B)) — hom(C(A), B[+1])

Donc pour prouver que 3 est nul, il suffira de prouver que hom(C(A4), j.j*B) = 0.
Par adjonction, il suffit de prouver que hom(j*C(A),j*B) = 0. Mais en appliquant

*

7% au triangle de ’énoncé on obtient :
JA—= A —— jC(A) — T A[+1]

Comme j est une immersion, le morphisme d’adjonction : j*j,5*A —— j*A est un
isomorphisme. Comme c’est une rétraction a j*A —— j%j,j%A ce dernier est un
isomorphisme et j*C(A) = 0.

L’unicité de C'(a) entraine facilement que 4 — C(A) définit un foncteur de H(X)
dans lui méme. Pour voir que c¢’est un foncteur triangulé, on utilise bien sir 'axiome
de l'octaedre. Les détails sont laissés aux lecteurs. ]

Proposition 1.4.9
1- Pour i : Z — X il existe un 1-morphisme i' : H(X)——H(Z) et un
2-triangle distingué :

5! *

. * e .. .
L*'l! — IdH(X) ——)J*J* _9—> Z*I!A[-f—l]
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. .1 L . . . .
De plus le couple formé du foncteur i ainsi que le 2-triangle ci-dessus est unique a
un isomorphisme unique pres.

2- Sia: A — B est une fleche de H(X) le morphisme i.i' () : i,i'A — i,i'B est
l'unique morphisme de H(Y) rendant le carré :

idlA—— A

.o .
Z*'L'(YJ( J{a

i.i'B—— B

commutatif. De plus il fournit un morphisme de triangles distingués :

il A A Jui*A it A+
i*ilal QJ j*j*al Jz’*q‘,’a
i.'B B Gud* A i.i'B[+1]

3- Enfin, le 1-morphisme i' est adjoint & droite du 1-morphisme i.. Le 2-morphisme
de counité : i,i' ——id est celui qui celui qui figure dans le 2-triangle distingué. Le
2-morphisme d’unité est un 2-isomorphisme.

Démonstration. — 1l reste & prouver le dernier point. Montrons que 7' est adjoint &
droite du foncteur i,. Calculons pour cela le groupe abélien : hom(U, ' A) pour U €
Ob(H(Z)) et A € Ob(H(X)). Par la derniere partie de 'axiome 2 on a : hom(U,i'A) =
hom (i, U, i.i'A). Ainsi notre groupe s’insére dans une suite exacte longue :

hom ™! (iU, j.j*A) — hom(U,i' A) — hom(i,.U, A) — hom(i, U, j.j* A)

On voit donc qu’il suffit de montrer que homk(i*U,j*j*A) = 0 pour k£ =
0, —1. Comme U est un objet général de H(Z), il suffit alors de prouver que
hom(i, U, j.j*A) = 0. Mais j. admet j* pour adjoint a gauche. On en déduit que
hom(i, U, j.j*A) = hom(j*i,. U, j*A) = 0 car j*i, = 0 par le lemme 1.4.7. O

Corollaire 1.4.10. Il existe a un unique isomorphisme prés un 2-foncteur :
ImmH! . (SCh/S)Imm — 3 TR

qui soit un adjoint global a droite du 2-foncteur "™MH,. On notera c'(f,g) les 2-
isomorphismes de connexion de ce 2-foncteur.

1.4.5. Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H,, H . LssH*), — Notre

point de départ est la structure d’échange triviale relativement a la classe des carrés
commutatifs de (Sch/S) sur le couple (H*,H*). Cette structure d’échange est induite
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par les 2-isomorphismes de connexion. En effet il s’agit de deux isoéchanges inverses
I'un de l'autre de type /" et /' qui a un carré commutatif de S-schéma :

/

x—9  x

A
y— 9y

associe respectivement les deux 2-isomorphismes inverses 'un de 1'autre :

(g )} <(f9)

grofr ————(foy ) == (gof ) —————— f*oyg"

c(f9)7" , (g’ f)

[rogt —————— (go f') == (fog')* —H] o f*

On définit a l'aide de la proposition 1.2.5 une structure d’échange de type "\ sur le
couple (H*,H,.) & partir de la structure d’échange de type /" sur (H*, H*) et I'adjonc-
tion globale entre H, et H*. Si (C') est un carré commutatif :

/

x—4 . x

A

y —L iy
on appellera Ez}(C) le 2-morphisme d’échange :
Ex(C): g"fo — flg”

Par définition Ex}(C) est la composée :

—1
RYNULR TRy St N Ao
e (d'f) 5:(0)

— fl(fog) £ =2 g g £ 2 flg

Remarque 1.4.11. — 1l existe a priori une autre structure d’échange sur le couple
(H*,H.). Elle est obtenue a partir de la structure d’échange triviale sur (H,,H.) de
type ./ et 'adjonction globale entre H, et H*. Le 2-morphisme d’échange de cette
structure associé¢ au carré commutatif de tout a 'heure est égal a la composée :

g*fe m “f.g.g” M g (fog' )y

(¢
g*(go f)g™ lti q)g g g (Q) — flg"”

Le fait que ces deux structures d’échange coincident, est une conséquence du

lemme 1.1.15.

ASTERISQUE 314



1.4. ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL. QUELQUES PREPARATIONS 81

Par restriction on a une structure d’échange de type /' sur (H*, “5H*). En utilisant
I'adjonction globale entre MsSH* et LH, on obtient une structure d’échange (pour
la classe des carrés commutatifs avec morphismes verticaux lisses) de type  sur le
couple de 2-foncteurs (H*,¥sSH,). On notera Ez7(.) les 2-morphismes d’échange de
cette structure. Pour un carré commutatif (C') de S-morphismes :

/

x—2 x

1)

y' — .y
avec [ et f’ lisses, le 2-morphisme d’échange :
Exy(C): fug™ —— 9" f4

est la composée :

! VA3 77;((1) * / l(;‘*(f;/g)Al* / /%
fug™ ——= 994 19" — 9" (g0 [')ng
* W e
——=g"(fod)ug" — 9" f499" — 9" f4

On a également la formule *(Ex}(C)) = Ex (C) (voir la proposition 1.1.5 pour la dé-
finition de l'opération *(.)). Lorsque le carré (C') est cartésien I’axiome 3 nous dit que
le 2-morphisme d’échange Fx (C') est un 2-isomorphisme. En d’autres termes, la res-
triction de cet échange a la sous-classe formée des carrés cartésiens est un isoéchange.
D’apres la proposition 1.2.14 on a alors :

Proposition 1.4.12. — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)¥sS vers TR par
rapport a la classe des carrés cartésiens dont les fleches verticales sont des morphismes
lisses. Ce foncteur croisé est défini par les données :
~ le 2-foncteur H* et son adjoint global a droite H.,,
~ le 2-foncteur YSH* et son adjoint global & gauche M55Hy,
- la structure d’échange triviale sur (H*, F5SH*),
~ la structure d’échange sur (H,,"“5Hy) déduite de lisoéchange de type \ in-
verse de l'isoéchange sur (H*,YHy) (par rapport auz carrés cartésiens) et de
Uadjonction globale entre H, et H*.
Pour un carré cartésien (C) :
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avec f lisse, le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (H., VSSH*) est
donné par Ex appliqué au carré commutatif :

I’
*e——e

Le 2-isomorphisme d’échange de la structure d’échange sur (H*,11H ) est donné par
le 2-morphisme Exy, (C). Finalement le 2-morphisme d’échange Ex. 4(C) relatif a la
structure d’échange sur (Hu, LiSSH#) est donné par la composée :

ok Y —1
/ * / (E‘L#) 1 Ik ) !
J#9 — 99" [0, ———— 9 9" 9 — 9. S

En particulier, on a le résultat suivant, dont 'analogue dans [AGV73] est connu
sous le nom du « théoreme de changement de base par un morphisme lisse » :

Proposition 1.4.13. — Soit un carré cartésien dans Sch/S :

/

x—7 . x

f[ ) jf

Y —————Y

avec g lisse. Le 2-morphisme d’échange Ex* : g*f, —— flg’* est inversible. En

, feayp 1 ¥ . . .
d’autre termes ’échange sur (MSSH™ H,) est un isoéchange (par rapport auz carrés
cartésiens).

1.4.6. Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H,, mmH, mmH") — Dans
la méme veine, on continue avec le « cas trivial » du « théoréeme de changement de
base pour un morphisme propre ».

Lemme 1.4.14. — Soit un carré cartésien :

!
————>g A
|

9
—_— X

. . . ’ . 7’ . ~ .
avec i une immersion fermée. Le 2-morphisme d’échange Ex} : g*i, — i.g"* est

7:/

<~

inversible.
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Démonstration. — Fixons A un objet de H(Z). Soit j : U —— X I'immersion
de T'ouvert complémentaire de i(Z). Notons aussi j 'immersion ouverte de Y x x U
dans Y. L’objet ¢g*i, A est a support dans T car j*g*i,A ~ ¢*j*i,A ~ 0. Donc le
2-morphisme d’unité : g¢*i, A —— i’ i"*g*i. A est un 2-isomorphisme. Mais notre
2-morphisme d’échange est égal a la composée :

i A= i gt A —— il g it A —— i g™ A

Le deuxieme 2-morphisme est un 2-isomorphisme puisque c’est une composée
de deux 2-morphismes de connexions c¢*. Le troisitme 2-morphisme est aussi un
2-isomorphisme par 'axiome 2. Le lemme est prouvé. O

L’échange sur (H*,'™™H_) par rapport & la classe des carrés cartésiens défini par
les 2-morphismes Ex} est donc un isoéchange de type \_. En utilisant la proposi-
tion 1.2.14 :

Proposition 1.4.15. — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)'™™ yers TR par
rapport a la classe des carrés cartésiens dont les fleches verticales sont des immersions
fermées. Ce foncteur croisé est défini par les données :
— le 2-foncteur H* et son adjoint global a droite H,,
le 2-foncteur "™™H' et son adjoint global & gauche

la structure d’échange triviale sur (H,,"™mH,),
— la structure d’échange sur (H*,""™H') déduite de l'isoéchange de type \, inverse

Imm H
*

de l’échange sur (H*,"™MH.) (par rapport aux carrés cartésiens) et de 'adjonc-
. 1
tion globale entre "™™mH, et ™mH',

Pour un carré cartésien (C) :

avec i une immersion fermée, le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur
! ’ ! ’
(Hy,™mmHY) est donné par B! (C) = *(Exz:(C)). C’est donc la composée :

. (i ) - () ) @)y ey 0.(i")

i i = o ) i'(foi')i it =i

’ ! , . , 1
Léchange sur (H*,"™™HY) est donné par les 2-morphismes d’échange Ex'*(C)

-1 i e \ .
fre —— " f* égaux a la composée :

*() , D () R ()

f/* .1 n
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P . . . 3 !
Voici une caractérisation des 2-morphismes d’échange Ex™* :

Proposition 1.4.16
1- Soit un carré cartésien (C) :
2/

T— Yy

f’l ' lf

I3
Z—X
. . . 3 - - 1 .
On suppose que i est une immersion fermée. Le 2-morphisme e = Ex>* est 'unique
2-morphisme e : f"*i' —— "' f* rendant le diagramme suivant commutatif :

f*i*i! f*

(20) ifil

]

i ———

2- Formons le diagramme commutatif :

T ¢ Y 7 \%
f/l . Jrf ) J/f//
Z7—t s xe U

avec j les inclusions des ouverts complémentaires a i. Le carré de droite est également

o . | . .
cartésien. Le morphisme e = Ex"* fournit pour tout A € H(X) un morphisme de
triangles distingués :

FrA—— [ A — frid' Al+1] —— frA[+]

(21) ’ l Ex}o Ez!’*l ”
[PA—— . A —— i fPA[+1]) —— frA[+]]
Démonstration. — La preuve de cet énoncé est facile. La preuve de 'existence et

I'unicité du morphisme e est totalement analogue a celle du fait que A — C(A)
est un foncteur (voir lemme 1.4.8)(Y). On prouvera donc seulement que Fz"* = e.
Mais pour cela il suffit de prouver que le diagramme obtenu un remplagant e par
FEz'* dans le diagramme 20 de 1’énoncé est commutatif. Mais ceci découle de la
proposition (1.2.5). O

1] faut utiliser en plus le fait que Ex* est un 2-isomorphisme, ce qui découle du lemme 1.4.14.
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Corollaire 1.4.17. — Supposons que f est lisse. Le 2-morphisme d’échange Ex'* est
inversible.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition 1.4.13 et le lemme 1.4.14 et
d’utiliser le morphisme de triangles distingués 21 de la proposition 1.4.16. O

Par adjonction on a également :

Corollaire 1.4.18. — Sous les hypothéses du corollaire 1.4.17, le 2-morphisme
d’échange :

Exw gy fypil ——icfy

relativement a ’échange sur (H.,“55Hy) est inversible.

1.4.7. Sur le 2-morphisme . — Supposons donné un diagramme de S-schémas :

y s xel u

avec i une immersion fermée et j une immersion ouverte complémentaire. On a défini

dans la proposition 1.4.9 un 2-morphisme 6 :

o — 7 e
9 A
it Z Jx
e ——————— @
1. [—1]
caractérisé par la propriété d’étre 'unique 2-morphisme tel que pour tout A dans

Ob(H(e)) le triangle :

oy, 0 noo.. 0 .

P A ——— A — jj* A —— i, 0 A[+1]
est un triangle distingué. Dans cette sous section on construira deux diagrammes
solides commutatifs décrivant des compatibilités du 2-morphisme 6 avec différents
2-morphismes d’échange.

Proposition 1.4.19. — Soit f : X' —— X un morphisme de S-schémas dans

(Sch/S). On forme le diagramme commutatif a carrés cartésiens :

-/

i
y' s xr e

1 )
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On a un cube commutatif :

° v .
'y 'y
Z'!
. ° i [+1]
g™ ix[+1]
” i
j . P
T T
. - PY
G

dont les faces paralléles au plan de la feuille sont les 2-morphismes 0 et ceux perpen-
diculaires au plan de la feuille sont des 2-morphismes d’échange. En d’autres termes

le diagramme de 2-morphismes :

JR pp—— TR
E:I::J lE,r:
JLfg il fri'[+1]

L e

Gl —0> it d" f[+1)

est commutatif. De plus, ce dernier s’insére dans un morphisme de 2-triangles distin-

gués (de 1-morphismes) :

y 7
f*[*[' 4 f* ! f*j*j* 0 5f*i*i![+1}

L

T s I S L ]

Lorsque f est lisse tous les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes.

Démonstration. Puisque le diagramme suivant est commutatif :

[P "

JE.’IJ:

S

|

[
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et d’apres les axiomes d’une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X)
une fleche a 4 rendant commutatif le diagramme suivant :

Friia—2 Ay pa 0 [ridtAR

|

a P A all]

|

At [T LA e L AL

Il suffit alors de prouver que a4 est égale a I'évaluation en A de la composée :

Ex} Ex

Compte tenu de 1.4.8 il suffit de prouver que le diagramme :

f*i*i! f*

|

e

|

1 a1 e *
1,1 f —_— f
est commutatif(®). Mais ceci découle de la proposition 1.2.5. 0
On a également le méme énoncé pour les 1-morphismes « sections a support » :

Proposition 1.4.20. — Soit s : T —— X une immersion fermée de S-schémas. On
forme le diagramme commutatif a carrés cartésiens :

Z
Y

-/
i J
_____% (_

/
T V
— X U

i J
(5)Strictement parlant, le lemme 1.4.8 ne suffit pas pour compléter I'argument. Il faudrait prouver

un résultat un petit peu plus général qui se démontre exactement de la méme fagon que le lemme en
question. On espere que le lecteur pourra pallier lui-méme cette difficulté.
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On a un cube commutatif :

. ¢ . i, [+1]

dont les faces paralléles au plan de la feuille sont les 2-morphismes 0 et ceux perpen-
diculaires au plan de la feuille sont des 2-morphismes d’échange. En d’autres termes,

le diagramme de 2-morphismes :

jljt*s' % il i"s'[+1]

S

g8y iLs'i'[+1]

i i* i1
5. ——)6 S [+1]

est commutatif. De plus, ce dernier s’insére dans un morphisme de triangles distingués
(de 1-morphismes) :

TN

i ! 4 v i1tk ! 0 !
iLil's' —— st —— gl st —— i s [+

|

s!i*i!—>5 s’—»n s’j*j*—>0 sYiyi'[+1]

De plus, tous les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes.
Démonstration. — Puisque le diagramme suivant est commutatif :

8! ]iJI*s'

JEQL‘:

AN

J57]

! 1.
s ;SAJ*]*
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par les axiomes d'une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) une
fleche a4 rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

iLi's'A SN N jli*s'A 9, i'i"s' A[4+1)

|

a jLsliA af1]

s'iitA —5 s'A — s'jj*A — s'i,4 A[+1]

Il suffit alors de prouver que a4 est égale a ’évaluation en A de la composée :

r* !
Y| Ly g o Batto
1,18 1,80 :

Compte tenu du lemme 1.4.8, il suffit de prouver que le diagramme :

VIR !
ihi's ———— s

|

. 14
U8

|

1. . 1
Syl ——— §

est commutatif. Mais ceci découle de 1.2.5. La derniere assertion découle du fait que
| . . . . . . . . .

Ez'* est un 2-isomorphisme dans notre situation puisque j et j' sont des immersions

ouvertes (voir le corollaire 1.4.17). O

1.5. Les équivalences de Thom. Les 2-foncteurs “**H' et M55H,

; /
1.5.1. Définition. — Soit une suite de S-morphismes : X Sy —I—>X tel

que po s = Idx et p lisse. On définit un 1-morphisme Th(s,p) : H(X) — H(X) par
la formule : Th(s,p) = px o ..

Définition 1.5.1. — Le 1-morphisme Th(s,p) est appelé le 1-morphisme de Thom as-
socié a la section s du morphisme lisse p. Il admet un adjoint a droite Th_l(.s,p)
défini par Th_l(s, p) = s' op* et appelé le 1-morphisme de Thom inverse associé a la
section s du morphisme lisse p.
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Proposition 1.5.2. — Soit f : X' —— X wun S-morphisme. On choisit un dia-
gramme commutatif :

/

/3/ , P ’
X —V — X

1l
x—2syv-L.x

a carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme :
¢(f): Th(s',p')f* —— f*Th(s,p)
défini par la composition du diagramme planaire :

s

HOX) —2 S H(VY) P H(XY)

f* & f/* E f*

(Be2) ! &
H(X H(V H(X
() —— H(V) ——H(X)
Démonstration. — Le fait que c’est un 2-isomorphisme est clair par le théoreme de

changement de base pour une immersion fermée (voir le lemme 1.4.14)(%) ainsi que
I’axiome 3. O

En utilisant les adjonctions entre Th(.,.) et Th™'(.,.) on déduit par la proposi-
tion 1.1.9 un 2-morphisme :

¢-1(f): fTh™ (s,p) —— Th™ (s, p) f*

Toujours par 1.1.9, on a le lemme :

Lemme 1.5.3. — Le losange (de compatibilité avec l'unité) suivant :

f*Th~Y(s,p)Th(s, p)

/ ThY(s', p')f*Th(s, p)

Th™'(s',p/) Th(s",p') *

est commutatif. Il existe également un losange commutatif analogue pour la counité.
(6)En fait, la définition méme de ce 2-morphisme repose sur le lemme 1.4.14.
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Par définition le 2-morphisme ¢_;(f) est la composée du diagramme planaire :

H(X")

(22)

H(X)

En découpant (22) suivant la ligne :

p* f/* 5‘/!
oe———— 0 L e ——————— e

on voit que ¢_1(f) est la composée du diagramme planaire :

/%

(e

H
(23) I S B R Ve
Bl 00
H(X) ¢——H(V) «——H(X)

s P

On a en particulier le lemme suivant :
Lemme 1.5.4. Si f est lisse le 2-morphisme :

o(f): £ T (sop) —— Th (5" p) S
est inversible.

Démonstration. — En effet, en utilisant la représentation planaire de ¢_1(f) par (23)

*

. . " . .7 ! . .
on voit qu’il suffit de montrer que le 2-morphisme d'échange Ex™* qui figure dans
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le diagramme est un 2-isomorphisme. Mais ceci découle du corollaire 1.4.17 et de
I’hypothese que [ est lisse. O

Dans le méme esprit on a :

Proposition 1.5.5. — Soit i : 7 —— X une S-immersion fermée. On choisit un
diagramme commutatif :

a carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme :
o(f) : Th(s,p)is — i Th(s',p’)

défini par la composition du diagramme planaire :

/

H(Z) = (W)~ H(2)

i 7 i g i

H(X H(V H(X
(X) ——+ H(V) > H(X)
Démonstration. — Le fait que Exy . est inversible découle du corollaire 1.4.18. [
Notons également le lemme utile suivant :
Lemme 1.5.6. — Supposons donné un voisinage Nisnevich de X dans V :
.
u
XV

avec u étale. Il existe alors un 2-isomorphisme Th(t,po u) /5 Th(s,p) . De plus,
81 le carré suivant :

x—tsy
L
X —25v
est cartésien, cet isomorphisme est défini par la composition du diagramme planaire :
t*
HOX) — W) 2% x)
4 Uy
Ex. 4 Exy 4
H(X H(V H(X
(X) = H(V) — - H(X)
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Démonstration. — Lorsque X ~ X Xy U le résultat découle immédiatement du co-
rollaire 1.4.18. Dans le cas contraire, on remarque que qu'il existe un voisinage ouvert
j:Uy=U—-(XxyU-—-X) CUde X dans U tel que les carrés suivants sont
cartésiens :

X—>U0 X—)Uo
|
X—)V X————-)U
Il vient de ce qui préceéde que Th(s,p) ~ Th(tg,pouoj) ~ Th(t,pou). O

On a le théoréme :

Théoréme 1.5.7. — Les 1-morphismes Th(s,p) et Th™'(s,p) sont deux équivalences
inverses l'une de Uautre. Le 1-morphisme Th(s,p) (resp. Th™'(s,p)) sera dorénavant
appelé [’équivalence de Thom (resp. inverse) associée a la section s du morphisme
lisse p.

Démonstration. — 11 s’agit de prouver que les 2-morphismes d’unité et de counité :
id —— Th™'(s,p) o Th(s,p) et Th(s,p) o Th™'(s,p) —id

sont inversibles.

Soit (f; : U; —— X ); un recouvrement de X pour la topologie de Nisnevich (en
particulier les f; sont des S-morphismes lisses). Par 1.4.4, il suffit de prouver que les
2-morphismes :

ff——=FTh ™ (s,p)oTh(s,p) et frTh(s,p)oTh '(s,p) —— [}
sont inversibles pour tous les indices . On considere pour tout ¢ la suite :

Si Pi
U, —U; Xx V——U;

qui s’insere dans un diagramme commutatif a carrés cartésiens :

U0 xx v L,

f;l( | i |#

% X
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On sait que les deux 2-morphismes :
fITh(s, p) — Th(si, pi) f7 et fiTh™'(s,p) —— Th™ (si,pi) f7

sont des 2-isomorphismes par 1.5.2 et 1.5.4. En utilisant donc les deux losanges com-
mutatifs du lemme 1.5.3 :

(s,0)Th(s, p)

fiTh™
/ ¢-1(/:)

Th™" (s, 2:) 7 Th(s, p)

\

(/)(ft)
577[)1)Th(9“p,)f

et

fiTh(s,p)Th™}(s,p)
Th(sipi) ff Th™ (s,p) It

Th(si,pi) Th™ (50, 00) f7
On voit qu’il suffit de prouver que les 2-morphismes :
id —— Th™"(s;,p;) © Th(s;, p;) et Th(si,pi) o Th™ ! (ss,pi) —id
sont des 2-isomorphismes. En d’autres termes, il suffit de prouver que Th(s;, p;) est
une équivalence pour tous les indices . En choisissant donc un recouvrement Nisnevich

assez fin de X et en remplagant V' par un voisinage Nisnevich de X (ce qui est légitime
au vu du lemme 1.5.6) on voit qu’il suffit de traiter le cas ot il existe un carré cartésien :

X —25v
X —2 A1
avec o I'inclusion de la section nulle. En appliquant encore une fois le lemme 1.5.6 on

se ramene au cas V = A’;. Lorsque n = 1, c’est bien une équivalence par l'axiome de
stabilité.
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Notons p,, la projection de A’y sur X et o,, la section nulle. On a un diagramme a
carrés cartésiens :

D
X AL 2 x

On—IJV 02771 Jvon—l
Ol /

n—1 1 n Py n—1
A\ AX AX

Pn— l‘[ p,/n _ ll lpnf 1
01 pP1

X AL X

1l vient que Th(0n,pn) = PnggOns = P1yD;, 140, 1,01 = P1g Th(0;,_1,p),_1)01.. Par
la proposition 1.5.5, on a un isomorphisme Th(o},_, ph_1)01« =~ 01 Th(0n—1,Dn-1)-
On en déduit en fin de compte un isomorphisme Th(o,,p,) =~ Th(o1,p1) ©
Th(op—1,pn—1) et par récurrence un isomorphisme Th(o,,p,) =~ Th(o1,p1)°".
Le résultat est maintenant clair. O

; Y
Corollaire 1.5.8. — Soient X un S-schéma quasi-projectif et X -2, V—-—]——%X

une suite de S-morphismes tels que pos = idx et p lisse. Pour tout objet X' —— X
de (Sch/X) on forme le diagramme a carrés cartésiens :

/

;s ;P /
X —V — X

L, ],

x5yt x

avec V' =V xx X'. Le couple de familles ((Th(s',p'))x—x. (¢(f))f:x—x+) définit
une autoéquivalence du 2-foncteur Higy, /v restriction du 2-foncteur H* 4 (Sch/X).

Démonstration. Il s’agit de prouver que la composée des 2-isomorphismes :

g/l

I
H(,X") P H(V”) Py H(X//)

f* & f/* "&* f*
(Bat)™! By

7!
7 H(V’) A

H(X')

commute aux 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H*. Pour une suite de
X-morphismes composables :

I f

X/// 5 X// “ 5 X/
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on forme le diagramme a carrés cartésiens :

m /!
S
X " 3 Vl// X n

L, 1,

X S e p,?X"

L,

X! _S5 v —= 5 x
avec V' =V xx X" et V" =V xx X". On voit qu'il suffit de prouver que les deux
2-morphismes Exz}, et Ez} commutent & la composition horizontale des carrés carté-
siens. Mais ceci est clair puisque c’est les 2-morphismes d’échange de deux structures
d’échange. O

1.5.2. Propriétés des équivalences de Thom. — On résume quelques propriétés
des équivalences de Thom dans I’énoncé suivant :

Théoréme 1.5.9. — Soit une suite de S-morphismes : X LA 4 L X tels que
pos =idyx et p lisse. Pour tout X-schéma X' —— X on considére un diagramme
commutatif :
s’ 4

X —V — X

x—sv-Lox
a carrés cartésiens. Pour tout X-morphisme f : X"—— X', on a des 2-
isomorphismes :

= B(f) s Th(s”,p")f* —— f*Th(s',p')
= O(f) 1 fTh(s",p") = Th(s',p') f ,
- x(f): f#Th(s",p") ——:—éTh(s’,p’)f# si [ est lisse,

~¢(@) : Th(s",p")i' ———i'Th(s',p') sii= [ est une immersion.
La famille des équivalences (Th(s',p’))x'—x munie des 2-isomorphismes ¢(.) (resp.
¥(.), x() et ¢(.)) définit une autoéquivalence sur le 2-foncteur H* (resp. H., MSSHy et
Immpl) restreint aux X -schémas. De plus, ces autoéquivalences sont compatibles avec
toutes les structures d’échange construites jusqu’a présent.

Démonstration. — Pour construire les autoéquivalences on se sert de la proposi-
tion 1.1.26 et du corollaire 1.5.8. Pour se convaincre de la compatibilité avec les
échanges construits dans la section 1.4, il suffit de remarquer que tous les échanges
ont été obtenus & partir de I’échange trivial sur (H*, H*) en :

— utilisant le procédé de la proposition 1.2.5,

— prenant l'isoéchange inverse dans la cas d’un isoéchange,
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— faisant une restriction (soit au niveau de la classe des carrés, soit aux niveaux
des catégories sources).
D’apres la proposition 1.2.11 il suffit alors de prouver que nos autoéquivalences sont
compatibles avec I’échange de (H*,H*). En d’autres termes on est ramené & prouver
que 'autoéquivalence de Thom est compatible avec les 2-isomorphismes de connexion
de H*. Ceci est la définition méme d’une autoéquivalence. O

Remarque 1.5.10. — On déduit du théoreme précédent un énoncé analogue concer-
nant les équivalences de Thom inverses. On obtient ainsi les 2-isomorphismes :

B ¢—1(f) . Thwl(s//’p//)f* ; f*Thkl(S/,p/) ,
Yoa(f): LTS, p") ——= Th™ (s p) fu
—xo1(f): faTh7H(s" p") = Th (s, p/) fu si f est lisse,

. — .1 ~ . — .. . .
= C1(d) + Th (8", p")i' ——i'Th™ (s, p/) sii= f est une immersion.
La derniere assertion reste également vraie pour les équivalences de Thom inverses.

Supposons donné maintenant un diagramme commutatif :

RS
X — Vv ——};-—) X
avec ¢ une immersion fermée, p et ¢ lisses et po s = idx. Il vient alors que :
pogot=pos=idx
et que t est une immersion fermée. On peut former le diagramme :

fred 1 T = pr
Xu t x id W sy X pra X

On a alors que u est une immersion fermée, r est lisse et rou = idx. On va construire
un 2-isomorphisme (de composition) :

C': Th(t,poq) ———— Th(s,p) o Th(u,r)

Pour cela on forme le diagramme commutatif de S-schémas :
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et on prend la composée du diagramme planaire :

[
Us | o \Uu
V4
)
Prix
T ' (Poq)y
Ex,. 4 y
Cy#
° L] °
5 D4

Le 2-morphisme ainsi obtenu est inversible car Ex, 4 est un isomorphisme puisque
q est lisse et s une immersion fermée (voir le corollaire 1.4.18). On a la proposition
suivante qui complete le théoreme 1.5.9 :

Proposition 1.5.11. — Sous les hypothéses du théoréme 1.5.9, les 2-isomorphismes
qu’on wvient de construire, définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre
Pautoéquivalence (Th(t',p’ o ¢'))x'—x et Vautoéquivalence composée (Th(s',p’) o
Th(u', 7)) x'—x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H*, H,, SSH et [mm !
a la catégorie (Sch/X).

Démonstration. — En utilisant les deux derniéres assertions de la proposition 1.1.26,
on voit qu’il suffit de prouver la proposition pour l'autoéquivalence sur la restric-
tion de H. & (Sch/X). En revenant & la définition on voit qu’il suffit de prouver la
commutativité des trois diagrammes solides :

° p’l* Y

Prix

La commutation du premier diagramme solide découle facilement de I’axiome de co-
cycle pour le 2-foncteur H,. La commutation du troisieme diagramme est la compati-
bilité de I'échange sur (H., Hy) avec la composition verticale des carrés. Finalement,
pour montrer la commutation du cube on le divise selon les plan des deux lignes
en pointillé. Ces lignes correspondent aux 1-morphismes (pri o f'). = (f opri). et
(sof"). = (s'of).. La commutation des deux diagrammes ainsi obtenus découle cette
fois de la compatibilité de I’échange avec la composition horizontale des carrés. O
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Remarque 1.5.12. — FEn prenant 'inverse de ’adjoint du 2-isomorphisme de composi-
tion C, on obtient un 2-isomorphisme de composition pour les équivalences de Thom
inverses :

C_i: Th™(t,pogq) 5 Th ™ (u, r)oTh (s, p)
On vérifie immédiatement que ce 2-morphisme est donné par la composée du dia-
gramme planaire :

s p
On a également 'analogue de la proposition 1.5.11.

Dans la suite de ce paragraphe on se bornera a énoncer les propriétés des 2-
isomorphismes de composition (ainsi que les 2-isomorphismes dérivés) pour les équiva-
lences de Thom Th(—). Les énoncés analogues pour les équivalences de Thom inverses
s’obtiennent alors facilement par adjonction.

En utilisant le 2-isomorphisme de composition on peut déduire un 2-isomorphisme
de commutation :

Corollaire 1.5.13. — Les équivalences de Thom commutent entre elles. Plus précisé-
. S1 p1 S2 Dp2 .

mentsi X —— Vi —— X et X —— Vo —— X sont deux suites comme avant,

il existe un 2-isomorphisme :

Cm : Th(sy,p1) o Th(s2,p2) — Th(sa,p2) o Th(s1,p1)

De plus, les Cm définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre (Th(s),p}) o
Th(sh, ph))x'—x et (Th(sh,ph) o Th(s),pl))x—x, ceci pour les restrictions des 2-
foncteurs : H*, H,, MHy et ™MMH' 4 la catégorie (Sch/X).

, . . § = 81 X 82
Démonstration. — On pose V = Vi X x Vo. On a une suite : X —?——————p> vV - X.
. . S1 P1
Remarquons que cette suite est obtenue par compositionde X —— V; —— X avec

1 xsy — pri R . " .
Vi —— V —— V; . De plus, quand on restreint & X on obtient la deuxiéme suite de

I’énoncé. On a ainsi un 2-isomorphisme C': Th(s,p) —— Th(sy, p1)Th(sz, p2) . Par
symétrie on a également un 2-isomorphisme C : Th(s,p) — Th(s2,p2)Th(s1,p1) -
On obtient le 2-isomorphisme recherché comme composée :
C! C
Th(s1,p1) o Th(se, pa) —— Th(s,p) —— Th(sa,p2) o Th(s1,p1)

La derniere assertion découle immédiatement de la proposition 1.5.11. O
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Soit maintenant un diagramme commutatif de S-schémas :

[

-

m

—

pogqom

S

o
q pegq

(—

<

On peut former le diagramme commutatif :
Xv X
v \
x
X T) W xy X _F_) X

N\,

et puis la suite :

X Y5 (U sy X) xwrpx X = U xw X —— X

On a la proposition suivante :

Proposition 1.5.14. — Le carré de 2-isomorphismes :

~

Th(n,pogom) Th(t,poq)o Th(w,y)

Nl lN

Th(s,p) o Th(v, 7 0 &) ————— Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w,y)

est commutatif.

Démonstration. -—— On forme le diagramme commutatif de S-schémas :
X
w
v
Uxw X 1—‘> Uxy X U

S

N

X—Wxy X —— W pam

(RN
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On en déduit un diagramme planaire dans TR :

(24)

Nous allons prouver que la composée du diagramme planaire (24) est égale aux deux
composées suivantes :

25
( 'i'h(n,p ogom)——Th(s,p) o Th(v,r o x) —— Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w,y)
et
(26)
Th(n,pogqom) ——Th(t,poq) o Th(w,y) —— Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w,y)
Ceci prouvera notre proposition.

Prouvons d’abord que la composée de (24) est égale au 2-morphisme (25). Pour
cela on divise notre diagramme planaire (24) suivant la ligne :

W Y# U S« (po Q)#

Si on attache un 2-morphisme de connexion :

W Y Use 5. (poq)y
[ ] [ ) [ ] [ ] [ ] [ )

(3 o U)*

a la partie du diagramme planaire (24) située au-dessus de la ligne choisie il est facile
de voir (en utilisant la compatibilité des 2-morphismes Ex., 4 avec la composition des
carrés) qu’on obtient le 2-isomorphisme :

Th(n,poqom) —— Th(s,p) o Th(v,r o x)
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Puis en attachant le 2-morphisme de connexion (égal a l'inverse du précédent) :

(sou)«

Wy Y# (Poq)#

3 la partie du diagramme planaire (24) située au dessous de la ligne choisie, on obtient
par définition :

Th(s,p) o Th(v, 7 o &) —— Th(s, p) o Th(u,r) o Th(w, y)
Ceci acheve la premiere moitié de la démonstration.

Il reste donc & prouver que la composée du diagramme planaire (24) est égale au
2-morphisme (26). Pour cela on divise (24) suivant la ligne :

Vx T4 T4 Sx P#

[ ] [ ] 7 ® (] [ ] [ ]

et on fait exactement comme avant mais en introduisant un 2-isomorphisme de
. o . . . T T#
connexion ainsi que son inverse au niveau de la composée : e —— e —— o . O

On déduit de la proposition précédente la compatibilité suivante entre les 2-
isomorphismes de composition et les 2-isomorphismes de commutation :

Corollaire 1.5.15. — On suppose donné un diagramme commutatif :

comme avant et on garde les notations précédentes. Soit X —Z Ri)X une

troisiéme suite. Le diagramme suivant :

Th(t,po g) o Th(z, k) ¢m Th(z, k) o Th(t, po g)

‘| le
Cm Cm
Th(s,p)oTh(u,r)o Th(z,k)———Th(s,p)oTh(z,k)o Th(u,r) ——Th(z,k)oTh(s,p)o Th(u,r)

est commutatif.
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Démonstration. — On va appliquer la proposition précédente aux trois diagrammes
suivants :

w Xx R w X x R

pr { q % idl

t Xz poegopr t X pogqopra
w Vv >< R
x5 Ly 3y X
w X x R
q X idl
t Xz pogoprs
VxR

A e
x5 Ly P 3x

On en déduit les diagrammes commutatifs suivants :

WX\/X Xx R VVXVX XxR

RS RS

X——-——)WXVX

Dans la suite de la preuve, on se permet de noter simplement Th(immersion fermée, —)
lorsque le nom de la projection lisse est long a écrire. Les trois carrés commutatifs

qu’on obtient par application de la proposition 1.5.14 s’organisent alors de la maniere

suivante :
k)Th(t. pg) — Th(z, k)Th(s. p)Th(w. 1)
/ /
Th(t x z,—) ——— Th(s —)Th(u,r)
| )
Th(t. pg)Th(z, k) Th(s.p)Th(u x 2, —) — Th(s. p)Th(z. k) Th(u,r)
l
Th(s, p)Th(w, 7)Th(z, k)
Ceci prouve le corollaire. O

e . . . . |
Dans la définition des 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H*, on rencontre
naturellement une version modifiée du 2-isomorphisme de composition.
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Définition 1.5.16. — Supposons donné un diagramme commutatif :
w
sl
avec s une immersion fermée, p et q lisses et po s = idx. Avec les notations précé-
dentes, on pose C' le 2-isomorphisme composé :
! C Cm
C": Th(t,poq) —— Th(s,p) o Th(u,r) —— Th(u,r) o Th(s,p)

Le 2-isomorphisme C' est appelé le 2-isomorphisme de composition modifié. L’inverse
de adjoint de C' sera noté C’_,. C’est la composée :

/ -1 Caa -1 Cm_r_ _, —1
CLy: Th™ (t,poq) ——=Th™ " (u,r) o Th™ " (s,p) —— Th™ " (s,p) o Th™ " (u,r)
On a de méme pour ce 2-isomorphisme :

Théoréme 1.5.17. — Sous les hypothéses du théoréme 1.5.9, les 2-isomorphismes C’
définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre l’autoéquivalence (Th(t',p' o
7)) x—x et Vautoéquivalence composée (Th(u',r") o Th(s',p'))x'—x, ceci pour les
restrictions des 2-foncteurs : H*, H,, YHy et I™mH' ¢ la catégorie (Sch/X).

De plus, sous les hypothéses de la proposition 1.5.14, le carré de 2-isomorphismes :

~

Th(n,pogqom) Th(w,y) o Th(t,poq)
Th(v,r o z) o Th(s, p) ———— Th(w, y) o Th(u,r) o Th(s, p)
est commutatif.
Démonstration. — Le résultat est une conséquence facile de la proposition 1.5.14 et
du corollaire 1.5.15. O

1.5.3. Cas particulier des fibrés vectoriels. Les 2-foncteurs VisSH' et “9H,
Soit .Z un Ox-module localement libre de dimension finie. On note

p: V(&) — X

le fibré vectoriel associé. C’est le spectre de la Ox-algebre symétrique @;>¢ Sym'.%
associé a . Sis: X —— V(&) est la section nulle, on notera Th(.#’) I'équivalence
Th(s,p). Lorsque .£ = Ox on posera aussi Th(Ox)A[—2] = A(+1). Le 1-morphisme
Th(Ox)[-2]: A—— A(+1) est connu sous le nom de twist d la Tate.

La proposition 1.5.14 et le théoréme 1.5.17 donnent facilement le théoréme suivant.
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Théoréeme 1.5.18. — Soit une suite exacte de Ox-modules localement libres :

0 N M Z 0

1l existe alors un 2-isomorphisme de composition :

C: Th(#) ——— Th(A) o Th(ZL)
et un 2-isomorphisme de composition modifi€ :

C": Th(#) ———— Th(L) o Th(A)

De plus si 0 C M C My C M3 = M est une filtration du Ox-module locale-
ment libre M en trois crans tel que le gradué soit aussi localement libre, on a deux
diagrammes commutatifs :

Th(.) ¢ s Th(.ats) o Th( s 1)

c l lc
Th(ty) o Th(ls ) tty) ——C s Th(tt) o Th( s ) tt) o Th( My ) M)

Th(.#) ¢ Th(.tts ) M) o Th(.t)

C,l lc,
Th(.ts) A1) 0 Th(tly) ——C s Th(utty | ts) o Th( Mo/ A1) o Th(utr)

1.5.3.1. Le 2-foncteur “sSH'. — Le théoréme 1.5.18 nous permettra de définir sur
(Sch/8)ss un 2-foncteur “sH'. Bien str on veut que H'(X) = H(X) pour tout
S-schéma X . On posera pour un morphisme lisse f :
fr=Th(Qy) o f*
ot Qf est le faisceau des différentielles relatives.
Définissons les 2-isomorphismes de connexions. Pour une suite de S-morphismes

lisses @ —> @ L) e , on prendra c'(f, g) la composée :

(go f) f'g'

. | L
Th(@e)(g 0 £ LD () 1797 ~C Thie Th(F0) £g" L2 Thi2) £ Th(S 9"

avec C' le 2-isomorphisme de composition modifié associé a la suite exacte courte :
0—— f*Qy —— Qgog — Qy ——0

Il nous faut vérifier 'axiome de cocycle. Soient les trois morphismes lisses compo-
sables :
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11 s’agit de vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

(hgf) ———— (9f)'}!

| |

fH(hg)t ———— f'g'N’

Notons pour cela le diagramme commutatif :

S Th(€g)g"Th(S2n) JTTh(2g)Th(g™2n)g"
Th(f*Qg) f*g"Th(2n) Th(f*Qq)f*Th(g")g"
Th(f*Q)(g © f)"Th(E) Th(fQg)Th(f*g*Qn)f*g"

Th(f*Qg)Th(f*g*Qn)(g o f)*

La commutation du sous-diagramme inférieur étant la compatibilité des 2-
isomorphismes ¢ avec la composition. On en déduit donc le diagramme commutatif :

Th(Qf) f*Th(Qy)g* Th(Qp)h* ———————Th(Qs) f*Th(Qy)Th(g*Q%)(hg)*

Th(Qs)Th(f*Qg)(g o f)* Th(Qp)h* ————— Th(Qp)Th(f*Qg)Th(f*g* Q) (hg f)*
Et en fin de compte le diagramme commutatif :

T f!Th(Qg)Th(g*Qh)(hg)* e e f!Th(th)(gh)*

| |

Th(Q)Th(f*Q)(g.f)"h' — Th(Q)Th(f* Q) Th(f*g"Qng) (hgf)* — Th(Qs)Th(f*Qn)(hg f)*

l | l

Th(Qs)(9f)*h ————— Th(Qgs)Th((g.f)* ) (hg f)* ————— (hg[)'
ol le carré inférieur a droite est simplement le deuxieme carré commutatif du théo-

reme 1.5.18 associé a la filtration : (g f)*Qpn C f*Qpg C Qpgy. Ceci prouve ce que 'on
veut.
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1.5.3.2. Le 2-foncteur “*H,. — On définit également sur (Sch/S)¥s% un 2-foncteur
LissH, tel que Hy(X) = H(X) pour tout S-schéma X. Pour un S-morphisme lisse f on
définit le 1-morphisme H(f) = fi par la formule :

fr=FpoTh ()

Le 1-morphisme f; est donc adjoint & gauche a f'. Les 2-morphismes d'unité et de

counité sont respectivement :

id ————— Th(Q;)Th () et faTh Y Q) Th(Qp) f* —————— fu f*
Th(Qy) f* f4Th™'(Qy) id

D’apres 1.1.17 il existe un unique adjoint global & gauche “H, de M%H' tels que :
- Hi(f) = fi = f4Th~'(Qy) pour tout S-morphisme lisse f,
— les 2-morphismes d’unité et de counité sont ceux donnés ci-dessus.

. . . . . : S g
Les 2-isomorphismes de connexions relativement a la suite e ——— ¢ ——— @ sont

donnés par la composée des 2-isomorphismes :

(gofh

cx(f9) .
(go flaTh™ qu/)—’(/#f#Th Qo) af

o H

— g [ Th (70 Th™H () — g, Th™!(Q,) £ Th™ ()

.« s issig!
1.5.4. Une structure de foncteurs croisés sur (H*,H,, YH, MssH'), — Pour
I’énoncé qui suivra, on utilisera la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet
(H*, H,, MisSH 4 LisSH*) relativement & la classe des carrés cartésiens a fleches verticales
lisses.
Proposition 1.5.19. — Il existe une structure de foncteurs croisés sur le quadruplet :

(H*, H*, LiSSHg, LissH!)

tel pour tout carré cartésien de S-schémas (C') :
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avec f lisse, on a :
1. Le 2-morphisme d’échange Ex,)(C) : fig, — g.f{ relatif a l’échange sur
(H.,YsSH,) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme

planaire :
!

.—g*_).

Th™ () v Th ()

/
._—g*_.>.

fu

Ez.4(0)

*—— e
9x

2. Le 2-morphisme d’échange Ex*'(C) : ¢'*f' —— f"g* relatif a l’échange sur
(H*,VissHY) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme

planaire :
/
oI,

Th($2/) 4 Th($2)

/*

oI

f/* f*

3. Le 2-isomorphisme d’échange Ex'(C) : f'g, «+— g, f" relatif  lisoéchange
sur (H,, ¥sH") et associé¢ au carré (C) est donné par la composée du diagramme

planaire :
g/ /
4 ——*> L ° __q*—> °
Th(y:) AN Th(y) Th(Qy/) A Th(Qy)
g, g-
o —7* o ou o —"F e
f/* R f* f/* & f*
Exy(C)™! Exz}(C)
. ——5——) . o — e
* g*

selon le sens de lisoéchange ("\ ou \,).
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4. Le 2-morphisme d’échange Ex.(C) : fig, — g.f{ relatif & I’échange sur

(Hi, ¥S5H)) et associé au carré (C) est donné par la composée du diagramme

planaire :
ql* Ix
e—— o ° (—g—— °
Th™'(Qy) N Th™'(y) Th™ () N Th™!(Qy)
gl* /%
o—— e ou ° e—g— .
f f N
# EI;#(CR)*I T+ # Ez},(C) ke
° (——*—— ° ° <———*—— °
g g

selon le sens de lisoéchange "\ ou \,).

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier les deux points suivants :

1. Les 2-morphismes définis par les diagrammes planaires de ’énoncé définissent
bien des structures d’échange.
2. Les échanges s’organisent en un foncteur croisé.

Pour cela, il suffira de prouver (compte tenu que les quatre derniers diagrammes
planaires de I’énoncé définissent des 2-isomorphismes) les deux points suivants :

1. La famille des 2-morphismes Ez*'(C) pour (C) variant dans la classe des carrés
cartésiens a morphismes verticaux lisses définit une structure d’échange sur le
couple (H*, VissHY),

2. Les autres 2-morphismes : Ez,,(C), Ez.(C) et Ex}(C) sont obtenus par appli-
cations itérées de 1.2.5 & partir de Ez*'(C) (on se permet de prendre I'inverse
lorsqu’il existe pour tous les carrés cartésiens).

Le second point est clair par les propositions 1.1.9 , 1.1.11 et 1.1.12 et la définition
méme des 2-isomorphismes de commutation avec les équivalences de Thom. I nous
reste donc a établir le premier point, i.e., a vérifier la compatibilité des 2-morphismes
Ex*'(C) avec la composition des carrés cartésiens. La encore on distingue deux cas
suivant la nature de la composition :

1. La compatibilité avec la composition horizontale des carrés.
2. La compatibilité avec la composition verticale des carrés.
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Le premier point est tres facile, on le laisse en exercice. On s’intéresse donc a établir la
compatibilité avec la composition verticale des carrés. On se donne donc un diagramme
commutatif a carrés cartésiens :

o——— 0i— @

(f/h/)!
(27) (rn) et ¢ |
f/! U/ f! f/!
oo e——— o
9 g9

définissent le méme 2-morphisme. Pour prouver cela on va expliciter les 2-morphismes
qui figurent dans le premier diagramme planaire. On obtient alors le diagramme pla-
naire suivant :
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Le fait que les équivalences de Thom munies des 2-isomorphismes de commutations
avec les H*(.) forment une autoéquivalence de 2-foncteurs (compatible avec la struc-
ture d’échange triviale donnée par les Fx**) implique que les composées des deux
diagrammes planaires :

1%

. e——g——— )
h’*sz,
h'* = I h'*
Th(h*Qy) h Q)
° gl* ° ° et ° ( f
/*
Thip\ ¥ Th@) A Th(Qy)

e @

sont les mémes. En remplagant dans (28) le premier des deux diagrammes planaires
ci-dessus par le deuxieéme, nous obtenons le diagramme planaire suivant :

v
PN
N

\\

En utilisant maintenant le fait que les 2-isomorphismes :

Th(2n)

(29)

(fh)*

/
Th(2m) —S Th(Q) Th(A* Q)
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s'organisent en un isomorphisme d’autoéquivalences de 2-foncteurs (voir le théo-
reme 1.5.17), on voit que les deux diagrammes planaires :

e oO—— @
Th ()
h(Qn) P Th()
Th(Qyn) et . <~ A Th(Qyp)
h(R'" ) Th(h* Q)
[ ] H——— [ ] L] (T L]
g

définissent le méme 2-morphisme. De meéme l'axiome de cocycle pour les 2-
isomorphismes de connexion du 2-foncteur H* nous dis que les deux diagrammes

planaires :

(FR)™ et ()

ﬂv
\ \ P
o — @

—e
*

g
définissent le méme 2—m0rphlsme. En remplagant dans (29) on obtient en fin de compte

le diagramme planaire suivant :

/1%

@——— @
Th(Q)
o <= Va Th(Qf}l)
I Th(Q
Th(h™*Q) (@)
° &= Y T °
Th(Q) W
. <= z (fh)*
\ (f’h/)*
[ ] (7* [ ]
g
dont la composée est exactement celle du second diagramme planaire de (27). La

proposition est prouvée. O
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1.5.5. L’action des automorphismes sur les équivalences de Thom

On termine cette section par I’étude de la fonctorialité des équivalences Th(s, p)
et Th_l(s,p) par rapport a la paire (s,p). Le probléme est le suivant. Soit X un
S-schéma quasi-projectif. On se donne deux suites :

! /
x—uvPix o x2Sy Pix

avec s, s’ des immersions fermées, p, p’ lisses et pos = p’os’ = idx. Supposons donné
. . ~ . . .
un isomorphisme a : V' —— V rendant commutatif le diagramme suivant :

/
X—-——)V/L)X

|l

X—>V—>X

Comme a est inversible, le diagramme ci-dessus est a carrés cartésiens. En utilisant
la proposition 1.5.2 et le lemme 1.5.3, on déduit deux 2-isomorphismes :

w(a) : Th(s',p') —— Th(s.p) et w_i(a): Th™ (s, p) —— Th™l(s',p')
ainsi que deux carrés commutatifs :

id——— s Th! (s,p)Th(s,p)

Nl lw—l(a)
-1 / o w(a) —1¢.r 7
Th™ (s, p)Th(s',p’) — Th™*(s',p’)Th(s, p)
(30)
id ——————— Th(s,p)Th™ (s, p)

] [

w(a)
Th(s',p")Th™(s',p') — Th(s.p)Th™ (s', p')
On vérifie immédiatement que le couple (Th(=).w(—=)) (resp. (Th™ (=), w_1(=)))
définit un foncteur covariant (resp. contravariant) de la catégorie des suites
X ——e—— X (et les isomorphismes o ~ o) vers celle des équivalences de
H(X). Le résultat suivant est facile; il est laissé en exercice :

Proposition 1.5.20. — Indigons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X -
schéma X; —— X . Les 2-isomorphismes w(a1) définissent un isomorphisme
d’autoéquivalences entre autoéquivalence (Th(s),p}))x,—x et lautoéquivalence
(Th(s1,p1))x, x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs H*, H,, M5Hy et ImmH'!
a la catégorie (Sch/X).
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Supposons maintenant que (s,p) = (s, p’). En d’autres termes, a est un automor-
phisme du couple (s, p). On a alors deux automorphismes w(a) et w_1(a) de Th(s,p)
et Th™'(s,p) respectivement. On a le lemme suivant :

Lemme 1.5.21

1- Les deux composées suivantes :

~ wia ~
idyx) — Th(s,p)Th_l(s,p) —Q Th(s,p)Th_l(s,p) — idp(x)

~ B w(a) 3 ~
idy(x) — Th™'(s,p)Th(s,p) —— Th™'(s,p) Th(s,p) — idn(x)

sont €gales.

2- Les deuxr composées suivantes :

- w_1(a ~
idpy(xy — Th(s,p)Th‘l(s,p) —1—(—>)Th(s,p)Th"1(s,p) — idy(x)

- ~ e woi(a) ~
idn(xy —— Th™'(s,p)Th(s,p) — Th™"(s,p) Th(s,p) — idy(x)
sont €gales.

Démonstration. — On démontre uniquement la partie 1. Appliquons la premiére com-
posée & Th(s,p). On obtient :

Th(s, p) —— Th(s,p)Th™" (s, p) Th(s, )
1
(31) w(a)oidoid . ~
——— Th(s,p)Th™ (s,p)Th(s,p) —— Th(s, p)
En utilisant les carrés commutatifs (30), il est facile de voir que les deux 2-
isomorphismes suivants :

oidoid
Th(s,p)Th™!(s,p)Th(s,p) L)——+Th(9 p)Th™'(s,p)Th(s, p)
idoidow
Th(s,p)Th‘ (s,p)Th(s,p) ———LZTh(s p)Th™ (9,p)Th(s,p)

coincident avec Th(s,p)Th™"(s,p)Th(s,p) —}L)Th(s p)Th™ (s, p)Th(s,p) .

En particulier, ils sont égaux. Ceci montre que la composée de (31) coincide avec :
Th(s, p) —— Th(s,p)Th™"(s,p)Th(s, p)
2
(32) id o idw(a) ~
————— Th(s,p)Th (s, p) Th(s,p) —— Th(s, p)

qui n’est autre que la seconde composée de ’énoncé auquel on a appliqué Th(s,p). Le
lemme découle alors du fait que Th(s, p) est une équivalence. 3

ASTERISQUE 314



1.6. PURETE. CONSTRUCTION DU FONCTEUR CROISE (H*,H., H,, H) 115

Définition 1.5.22. — Etant donné un automorphisme a : V. ——V compatible avec
(5,p), on note w(V,a) (resp. w_1(V,a)) Uautomorphisme de idy(x) définit via l'une
des deur composées de la partie 1 (resp. la partie 2) du lemme 1.5.21.

Lemme 1.5.23. — Sous les hypothéses de la définition précédente, on a : w(V,a) =
w_1(V,a). De plus, si Uon applique Th(s,p) (resp. Th ' (s,p)) a w(V,a) (resp.
w_1(V,a)) on obtient w(a) (resp. w_1(a)). De méme, si l'on applique w(V,a) (resp.
w_1(V,a)) a Th(s,p) (resp. Th™'(s,p)) on obtient w(a) (resp. w_y(a)).

Démonstration. — L’égalité w(V,a) = w_1(V,a) découle immédiatement des carrés
commutatifs (30). Les autres assertions découlent du lemme 1.5.21. O
Remarque 1.5.24. — Les deux transformations naturelles w(V, —) et w_1(V, —) sont de

variances opposées par rapport a a. Comme elles sont égales, on déduit que w(V, a.b) =
w(V, b.a) ou encore que les w(V, —) commutent entre elles. Ceci est en fait tout a fait
normal, étant donné que Aut(idy(x)) est un groupe abélien. Ainsi, la représentation
w(V,—) : Aut(s,p) — Aut(idy(x)) se factorise a travers Aut(s,p)/(Aut(s,p))’
avec (Aut(s,p))’ le sous-groupe distingué des commutateurs (appelé aussi le sous-
groupe dérivé).

Proposition 1.5.25. — Indicons par 1 pour désigner le pull-back swivant un X -schéma
X, —— X . Les 2-isomorphismes w(V1,a1) définissent un automorphisme d’autoé-

quivalences entre les autoéquivalences identités de H(X), ceci pour les restrictions
des 2-foncteurs H*, Hy, UssH,, et mmH! 4 g catégorie (Sch/X).
# g

Définition 1.5.26. — Soit A un Ox-module localement lire de rang fini. Soit a un
automorphisme de A4 . On posera w(a) = w(V(a)), w_1(a) = w_1(V(a)), w( A, a) =
w(V(),V(a)) et w_r(M,a) = w(V(A),V(a)). Pour u € T(X,0%), on posera
aussi w( A ,u) = w(V(),Viux =) et w (M, u) =w_1(V(AH),V(ux—)).

Remarque 1.5.27. Supposons que X est le spectre d'un corps k et soit 4
un k-espace vectoriel de dimension fini. D’apres la remarque 1.5.24, la repré-
sentation w(.#,—) : Gl(#)—— Aut(idy)) se factorise par le déterminant

det: GlU(A) —— Kk~ .

1.6. Pureté. Construction du foncteur croisé (H*, H., Hy, H')

On commence la section par un lemme simple qui sera utilisé (ainsi que son
corollaire) plusieurs fois dans la suite. Ce résultat utilise d’'une maniere essentielle
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I’axiome d’homotopie. Soit X un S-schéma. On considere le diagramme commutatif

dans (Sch/S) :

X —1s AL ei—IE}(

NpA

X
avec j l'inclusion de la droite affine épointée EX complémentaire dans A% de la section
nulle . Voici notre lemme : '

Lemme 1.6.1. — Le 2-morphisme :
ip* —— i p*
déduit de la composée :
(33) ii'p* ——6—)p* i
et du fait que la counité i*i, — id est un 2-isomorphisme, est nul. En particulier la
composée (33) est elle aussi nulle.

Démonstration. — En remarquant que p.i, ~ id, on voit qu’il suffit de prouver que
la composée :

*

. 1) .
paisi'p* > PuD > puini™p*

est nulle. Soit i1 : X —— AL la section unité de p. Montrons que le carré de

2-morphismes ci-dessous :

* 7] sk ok
D«P” T PxlklD

(34) nl JN

Pul1aiip* ——— id x,idY

est commutatif (les 2-morphismes désignés par un ~ étant des composées de 2-
isomorphismes de connexions). L’axiome d’homotopie nous dit que le 2-morphisme :

. " .
ldH(X) — D«P

est inversible. I1 suffit donc de prouver que le bord du diagramme suivant :

) U
ldH(x)

X
U

PPt — pulsi’p*

n "l lN

PairLiip® —== id x.id
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est commutatif. Il faut donc prouver que les deux composées :

1 n * n c ek % . ™
idu(x) P« Puini*p* — idx.id

. n i C e s . -
ldH(X) > D« DPxl1x11D _—)IdX*IdX

sont égales. Mais par le lemme 1.1.4, les deux composées ci-dessus sont égales au 2-
morphisme d’unité de 'adjonction entre idx. et id% . Ceci prouve la commutation du
carré (34). Donc pour prouver le lemme, il suffira de prouver que la composée :

*

) L
Paini'p psp Psi1siip

est nulle. Mais cette composée provient de la composée :
. § noo..
(35) iui'pt —— p* —— 11411P"

par application de p*. Il suffira donc de prouver que la composée de (35) est nulle.
Par adjonction, on est ramené & montrer que la composée :

e o . .
itila'pt —— iipt =——1ip*
est nulle. Ceci est évident(") puisque ifi. ~ 0. 0
Voici un corollaire du lemme précédent.

Corollaire 1.6.2. — Soit A un objet de H(X). Lorsqu’on applique i* au triangle dis-
tingué :

ivi'ptA 0 p*A il Jeq* A 0 ivi'p* Al+1]

(M On peut voir cela en utilisant par exemple le théoréme de changement de base pour une immersion
fermée (voir le lemme 1.4.14) appliqué au carré cartésien :
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on obtient un triangle distingué scindé. En particulier, le morphisme :
e 0 .
i*juqgt A —— i'p* A[+1]

admet une section®.

1.6.1. Les 2-morphismes 7. — On fixe un triangle commutatif de S-schémas :

y 25 X

PN

A
avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses. On comparera les deux
I-morphismes g* et s'f* de Morew(H(Z),H(Y')). Plus précisément on construira un
2-isomorphisme (appelé 2-isomorphisme de pureté) :

(36) I: s'fr == Th™1(4)g"

avec A le fibré normal de I'immersion réguliere s. Notre outil géométrique est 1’es-
pace de déformation au cone normal qui sera noté C' (voir le chapitre 5 de [Ful84]).
Rappelons que C' est un ouvert de I'éclaté du sous-schéma fermé ¥ x 0 dans X x g AL,
Le choix d'un isomorphisme de S-schémas en groupes AL ~ Spec(@s|t]) induit un
isomorphisme canonique entre C' x41 0 et V(A5.t7!) quon identifiera avec V(.4;)
via V'isomorphisme — x t=1: 4, —— #;.t~! . Dans la suite, un tel isomorphisme
A% ~ Spec(Os|t]) sera fixé une fois pour toute. La construction du 2-isomorphisme
de pureté ne dépendra pas de ce choix (voir la remarque 1.6.4).
On résume la déformation dans la figure :

Y 225 v(.4) AL— ¢ ElL —5 gL
90 fo — f A g I
(37)
z Al E,
q
Z

ou l'on note i les immersions fermdées déduites par pull-back de 'immersion de la
section nulle de A' et j les immersions ouvertes déduites de I'immersion du complé-
mentaire E' de la section nulle de A!. Le fait que g est un morphisme lisse implique la

(8)Nous ignorons s'il existe une section fonctorielle en A € Ob(H(X)), i.e., 8'il existe un 2-morphisme
inverse a droite de 6. Toutefois, lorsque H provient d’un dérivateur algébrique homotopique stable
(voir le second chapitre pour la définition de cette notion) une telle section peut étre construite a
I’aide du formalisme des foncteurs cycles proches du troisieme chapitre.
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lissité des S-morphismes f et fo. Le 2-isomorphisme de pureté sera déduit d’un certain
2-morphisme 7 1 j.q*[s' f*] — i.[sh f5](—1)[—1] . Cette sous-section est consacrée
a la construction et a I’étude de ce 2-morphisme.

Voici la construction du 2-morphisme 7. Rappelons qu’on dispose d'un 2-
morphisme 6 :

N
i [+1]

défini comme étant 'unique 2-morphisme tel que pour tout A dans Ob(H(e)) le tri-
angle :

4, 0 noo., 0 . .

it A —— A —— j.j* A —— i i A[+1]

est distingué (voir la proposition 1.4.9). En appliquant 6 au l-morphisme &' f *p* on
obtient un 2-morphisme :

00 gug 8 fp) — [ for)
D’autre part, on a un premier 2-isomorphisme « évident » :
j*j*é!f*p* _:_) j*glf*q* _~, j*(]*S!f*
et un deuxieme 2-isomorphisme « évident » :
i!é!f*p* — sé)i!f*p* s sofgip* — 505 (=1)[-2]
On définit ainsi un 2-morphisme :
(38) Mot Juq"[s'f7] —— iu[sp 51 (= 1)[-1]

par la condition que le carré ci-dessous soit, commutatif :

Gud* 8 frpt) —— s i 5 1]

| [

J+q"[s' 7] — ix[sof31(=1)[-1]
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On fait la définition suivante :

Définition 1.6.3. — On appelle 7 : j.q*[s'f*] — i.[sh fi](—=1)[—1] le 2-morphisme
COMPose :

RRON R S oo N w(q*‘/’/s’t_l)
Jxq*[s' f*] = jidugyg*[s' fT] ———

.. * * sk * o . *
ey @*[s'f*] = Gea[s' 7] — iulso f5) (= 1) [1]
avec t lindéterminée tel que AL = Spec(Oslt]) (voir la sous-section 1.5.5 et plus

précisément la remarque 1.5.26 pour la définition de w(q* A5, t=1)). Dans le langage
des diagrammes planaires, le 2-morphisme 7 est la composée :

HZ) —T s M () —0 s Hy)

modulo 1'égalité i'p* = (—1)[—2] et le 2-isomorphisme [+1]shf5 ~ sy fi[+1]. A part
0, tous les 2-morphismes de ce diagramme planaire sont des 2-isomorphismes.

Remarque 1.6.4. — Le 2-morphisme 7 ne dépend pas du choix de 'isomorphisme de
S-schémas en groupes Al ~ Spec(€s]t]). En effet, si 'on fait un autre choix : A} ~
Spec(0s[t']) il existe une section u € I'(S, 6§ ) avec t' = u.t. Les deux isomorphismes
V(As) = C x 1 0 différeront par la multiplication par . On aura ainsi un diagramme
commutatif :

*i/’(%t/fl ' .
Gl 2 s 1 5 s g (<)1)

w(q*r/‘@u*l)l ‘ lw-l(ﬂé,u“)
. ! w(q*%’t_l) . 1 0 ]
Jeq*[8' ) g [ f] —— duso S5 (= 1)[-1]

/
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En utilisant que w_q (s, u™1) = w( A5, u™t), il est facile de déduire que la composée
des deux lignes horizontales du diagramme ci-dessus sont égales.

On peut également déduire de m un autre 2-morphisme par adjonction :
(42) g[8 ] = so S5 (= 1)[=1]
On notera également 7 ce 2-morphisme.

On prouvera d’ici la fin de la sous-section trois compatibilités pour les 2-morphismes
7 sous leur formes (40) et (42). Notons que ces compatibilités sont également vraies
pour le 2-morphisme 7.

1.6.1.1. Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses. — Suppo-

T R

y —25 X

sons donné un carré cartésien :

t

avec v lisse. Les déformations aux cones normaux sont compatibles, i.e., on a un

diagramme :
to . Lt , 1
T —— V(u*A5) Ay —— D E} — E}
UOJ, Vo ﬁl 0 /&J' v
S0 f 5 .8 1
Y —25 V() A EL — > EL
i ; J .
9o fo TG f ¢ g f
A AL EL
q
A
A carrés cartésiens. On a la proposition :
Proposition 1.6.5. — Le carré ci dessous est commutatif :
sk k[ ek ™ ok !k
W g[8 f*] —————= @i [s 5] (- 1)[-1]
sk * T ; *
g [t (f o v)*] ————— it (fo o v0)*] (= 1)[~1]
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Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche a droite les composées des diagrammes

planaires :
| *
H(R) — 5 H(T) L H(EL) —2 5 H(AL)
(fU)* v Ez i \EI* o
X,
H(Z) —= H(X) ——= H(Y) — = H(E},) —— H(A})
f st q J
et
H(V( H(T) —— H(A})
(fovo)? N vh ug ag
(et
H(Z)—)H( ) ——= H(Y) —— H(A )
1o 50 Tx

Noter bien qu’il y a des redondances dans les notations : ug = u, 4 = o, etc.

Démonstration. — On construit un diagramme solide a partir du diagramme pla-
naire (41) et

i [+1]

=
>

H(AZ)

wig* At

Lt

I

en identifiant les 1-morphismes hachurés ainsi que la face qu’ils délimitent et en reliant
les sommets ne se trouvant pas sur la partie commune par des 1-morphismes f*, f*,
f'* et fi (qu'on notera f* dans cette preuve pour simplifier) et en mettant sur les
nouvelles faces créées des 2-morphismes de connexions c¢* si cette face est un triangle
ou un 2-morphisme d’échange (Ez* ou Ez** ou Ez"*) si cette face est un carré.
On invite le lecteur a se convaincre qu’il existe une unique fagon de construire un tel
diagramme solide et que la proposition équivaut a dire que ce diagramme solide est
commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa subdivision
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naturelle en diagrammes solides du type :

i
Z/,

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver
la commutation des cubes du deuxiéme type on fait comme dans la preuve de la
proposition 1.5.11). La commutation des cubes du troisieme type et des solides
du quatrieme type découle de 'axiome de cocycle. La commutation des solides du
cinquieme type découle de la compatibilité des morphismes d’échange Exz' avec la
composition horizontale des carrés. Enfin la commutation du dernier solide découle
de la proposition 1.5.25. O

(9)Plus précisément on utilise « la technique » d’insertion d’une face diagonale découpant le cube en

deux solides commutatifs.
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On a également 1’énoncé analogue pour la forme (42) du 2-morphisme 7 :

Proposition 1.6.6. — Le carré ci dessous est commutatif :
Wit jug? (s ) ————— uglsp 51~ 1) [~ 1]
i*j.lq"t'(f o v)*) ———"— [t (fo 0 o)} (= 1)[~1]

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche a droite les composées des diagrammes

planaires :
Il‘ q* 1 j* 1 L*
H(T) H(E}) —— H(A) —— H(T)
Ex'* B} N
N N TN N u*
— HY) —— H(E}) —— H(Ay) —— H(Y)
S q *
et
H(V (uA0)) = H(T)
(fovo) v N g
N
H(Z) —— H(V(A)) — H(Y)
fo S0
1.6.1.2. Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base. — On

considere un triangle commutatif de S-schémas quasi-projectifs :
S
Y — X
o
Z
avec f et g lisses et s une immersion fermée. On suppose donné un S-morphisme :
a . . .
7' —— Z . On forme le morphisme de triangles commutatifs :

S

N
y — Y =YX, 2 —25 X' = Xx, 7'

X
z
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Les déformations aux cones normaux associées aux deux immersions fermées s et s’
sont compatibles dans le sens qu’on a des morphismes de triangles commutatifs :

/

s 3 U
Y 22 v(4) Y —2 V(e EL —2 5 EL EL, — 5 EL,
ag ~ a ~
9 foo — 4 fo A f
2 z' EL EL
5 g

AL ¢ AL, S0

. a Y

§ o !

Al AL,

On a la proposition :

Proposition 1.6.7. — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes :

@ juq"[s 1] ———— @i sh f1(~1)[-1]

Nl lw

Jeg*[8" f)at ———— iu[sh' frlat (~1)[~1]

Les 2-isomorphismes verticauz sont de gauche a droite les composées des diagrammes

planaires :
n I N 8" N L T 1
H(Z') H(X") H(Y") H(EL,)——>H(AL,)
Ez™* Ea'* Ex** Ex}
a* R a* R a* R ~ % R ~ %
H(Z) T H(X) ——H(Y) H(E}) — H(AY)
S ] %
et

1* |
0

H(Z/)HH(V(a*,%))iH(Y’)—L)H(A%)

as| N ap N e N

H(Z) f—> H(V(A)) —= H(Y) —— H(A})
0 S0 Tx
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Démonstration. — On construit un diagramme solide & partir de (41) et :

1 * 7!

H(Z)) —2— H(V(a*4,)) — 0 Ky

i [+1]

H(AL)

en reliant les sommets par des 1-morphismes a*, a*, @* et afy (qu'on notera a* dans
cette preuve pour simplifier) et en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des
2-morphismes d’échange (Ez* ou Ex*' ou Ex**). On invite le lecteur & se convaincre
qu’il existe une unique facon de construire un tel diagramme solide et que la pro-
position équivaut a dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la
commutation de ce diagramme on utilise sa subdivision naturelle en cubes solides du

type :

a® 1 a* ?* ?*
e ————— e e "~ . e
!
73 . * * * *
iu[+1] / / / /
* . ° 4‘7*) ° 2! ° .__—]*) ° b
J i [+1] ! :
}* o - —)‘]* o 9% P*
7! o —|— e P* ° — e
* * 2! P*
a a o S / o
_— —_— —_—
. ; . . o ° ° o .
Jx ! !

ainsi que le solide :

w(q’f#ﬁ./.%)
=

a*
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La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver
la commutation des cubes du deuxieme type on fait comme dans la preuve de la
proposition 1.5.11. Les cubes du troisieme type sont commutatifs par I'axiome de
cocycle. Enfin le dernier solide est commutatif par la proposition 1.5.25. O

On a également 1’énoncé analogue pour la forme (42) du 2-morphisme 7 :

Proposition 1.6.8. Le carré ci-dessous est commutatif :
* ok sk * s * *
a* i juqs [T ————— agso f5 (= 1)[~1]
Sk gk * ok s * %
geqts" frat ———— 90 0 ap(—=1)[=1]

Les 2-isomorphismes verticaux sont de gauche a droite les composées des diagrammes

planaires :
] * -
H(Z)— HOR) P i) L HEL) L Hial) s HeD)
41; -k ETi R
a* a*t N a*t N a*
CH q ] * *
et
/ !
H(Z) ——>H (V(u4)) 2% H(T)
a5 ag N ag
H(Z) — As)) — HY)
80
1.6.1.3. Compatibilité avec les sections a support. — On garde les notations du para-

graphe 1.6.1.2. On supposera en plus que le S-morphisme a est une immersion fermée.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.6.9. On a un diagramme commutatif de 2-morphismes :

Jeqts" et ——T—— i) frral (< 1)[-1]

NJ lw

Wgugs [ @iy f (—1)[1]
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Les 2-isomorphismes verticauz sont de gauche a droite les composées des diagrammes

planaires :
% il * .
H(Z) )=y L HEL ) L H(al.)
a' &ET' * a' N a' W g \Er!" Q!
H(Z) H(X) H(Y) H(E}) — H(A})
- s Jx
et
(/)* S, : 7/*
H(Z") S5 H(V(a545)) S H(Y) —— H(AL)
7 I Vo " R N PR N
H(Z) — H(V(A)) — H(Y) —— H(A})
fo S0 bx
Démonstration. — On construit un diagramme solide & partir de (41) et :

1% /1

H(Z') —2 S H(V(aAe) —2 s H(Y?)

i [+1]

H(AL,)

. . 1 Al ~ ! 1
en reliant les sommets par des 1-morphismes a’, @', @ et ay (qu'on notera o’ dans
cette preuve pour simplifier) et en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des
. 7 ! 11 1 . . \ .
2-morphismes d’échange (Ez, ou Ez"> ou Ex"*). On invite le lecteur & se convaincre
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qu’il existe une unique fagon de construire un tel diagramme solide et que la proposi-
tion équivaut a dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la commu-

tation de ce diagramme on utilise sa subdivision naturelle en cubes solides du type :
!

i.
e - —— e
! |
a, a, Vda
e — " e o — e
;! . ! ! !
° 7/*[4_1] a a a
7+ , 7
o1 R B SUN
]* Z*[-I—].] ? [ ] [ )
. 2! 7%
i* *«— -]—*) . ’
J 7%
2! . — e 7* .
[ ! 2!
a a (l! . a! (l!
« e . #) . . ——]*—) °
Jx ! [

ainsi que le solide :

a
L4 [}
= =
. - °
a

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.20. Pour prouver
la commutation des cubes du deuxieme et troisieme type on fait comme dans la
preuve de la proposition 1.5.11. Enfin, la commutation du dernier solide vient de la
proposition 1.5.25. O

Notons que 'analogue de la proposition précédente pour le 2-morphisme :
TS sl (- D[]

. . . . 3 ! . . .
fait intervenir le 2-morphisme d’échange Ex"* : i*a' —— @'i* . Comme i est une
. . ’ . 1 . .
immersion fermée on ne sait pas que que Ez"* est un 2-isomorphisme(!?). Pour cela
on n’établira pas cet analogue de la proposition 1.6.9.

1.6.1.4. Compatibilité avec l'oubli de structure. — Le résultat de compatibilité ci-
dessous est encore plus simple que les deux derniers. En fait, il est completement
trivial mais on a préféré le mentionner. On suppose donné en plus des donnés de base
de cette sous-section un S-morphisme lisse :

b: Z—— B

(10)

*

. 1 . . . . .
On peut montrer que le 2-morphisme Fxz* en question devient inversible lorsqu’on 'applique

a jxq*.
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On s’intéresse a comparer les deux 2-morphismes 7 associés aux deux triangles com-

mutatifs :
y 25 x et v—25x
XJ’[ bck l’”f
Z B

La déformation au cone normal du second diagramme se résume dans la figure :

Y V(A AL E} —— E}
i s J L
bo go bo fo by bof o5 bof
B AL EL
q
B
On a la proposition :
Proposition 1.6.10. — Le diagramme de 2-morphismes suivant :
¢[s'(bo £)) ——"——ri.lsh(bo fo)](~1)[-1]
C*lw Nlc*
g[8 10" ————— iu[sp 5T (—1)[-1]

est commutatif. (Faire attention que les deux 2-morphismes m sont associés a deuz
triangles de S-schémas différents.)

1.6.2. Le cas particulier d’un fibré vectoriel sur Y. — On se place dans la
cas particulier suivant. On suppose donné un fibré vectoriel :
f:V=V(#)—>Y

ou 4 est un Oy-module localement libre de présentation finie. On notera
s: Y ——V lasection nulle de f. On a un triangle commutatif de S-schémas :

y 25 v

N

Y

Le faisceau normal a s est canoniquement isomorphe a .#. On le notera comme
dans la sous-section précédente .#;. La déformation au cone normal est résumée dans
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la figure ci-dessous :

Y 22 V() AL —2-c E, —El
i X j .
Al EL
p g
Y

Ce qui est spécial a la situation est le lemme suivant :

Lemme 1.6.11. — Soit t lindéterminée tel que AY = Spec(Os[t]). On a alors une
égalité de A3 -schémas :

C=Vp'.#t")
(avec p la projection : A}, —— Y ).
Démonstration. — 11 s’agit d’'un calcul élémentaire. Par définition méme C' est un

ouvert de I'éclaté de 0 x Y dans A}, qui est affine sur A}, est qui est donné par le
spectre de la ﬁpb—alg(\tbrc quasi-cohérente :

Spec | Y (Ou t+ 4.0y ) /11| =Spec | D (Op +. 170, )

i>0 i>0

= Spec Z ///”jt’i.(/fA\]V

4,520

En utilisant le fait que 01&\{, C 6’Alv.t‘1 on voit que .Ztt=¢ C At t7I. On
obtient en fin de compte que C' est égal au spectre de la //”Al'-algébrc :

N O M= O M= O M
\4 Y Y
i>0 i,k>0 i>0

Mais C' est aussi le spectre de cette algebre vue comme &1 -algebre. Le résultat est
maintenant clair. O

Remarquons que via identification du lemme précédent 'isomorphisme de Ei, -
fibrés vectoriels E{, —— C' x 1 E! induit par j correspond a l'inverse de V(¢*.# C
q*#t'). Notons b: C'—— A}, lisomorphisme :

V(- xt1h
C=Vprat) — L V() = Al
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On a alors un carré cartésien :

il
b 1

C—— Ay,
avec u 'inclusion évidente et ¢ I'isomorphisme de fibrés vectoriels :

V(- xt71)

El = V(g".d) ———>V(q"4) = E},

De plus, l'isomorphisme canonique A4; —— .# induit Uisomorphisme V(. A5) ~
V() = V qui n’est autre que le pull-back de b suivant 'immersion de la section
nulle de A'. On a en fin de compte un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

V() — ¢ L E},

al lb lc
L 1, U 1
V—t—al LRl
Dorénavant on notera u par j et ¢ par i. La déformation au cone normal est alors
isomorphe a :

s 3 s
y —2ov AL —25 AL EL — - E}
[f - ;oo \ f
Y AL EL
p q
Y

L’isomorphisme étant induit par U'identité sur Y, A}, et Ei ainsi que les isomorphismes
a, betc.
On déduit de 14 un diagramme commutatif('!) :

j*glf*q* ——"j*j*g!f.*])* __Q_____) ,L*,L'é'f‘*p*[_i__l] - Z*é'f*L'p*[+l]

Exr!'*l lEmL* JEJE'* JEx!,*

JuS' e frgt —— G 80 frpt ————— i 50 frp* [+1] —— dsha* fripr[+1]

o8 gt 8t 8 frpt [+ 1) ——— s f i [+

(A1) On fera attention que le symbole c* est utilisé dans ce diagramme pour désigner deux objets
distincts : le 1-morphisme H*(c) et le 2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H*.
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Remarquons d’autre part que la composée :

f*EQT 58' *f* ¢ ;g!f‘*
est par définition le 2-isomorphisme w_1(c) sur les équivalences de Thom inverses qui
est égale & l'automorphisme w_1(¢*.#,t7!) = w(qg*.#,t=1) du foncteur identité de
H(EL) appliqué & Th™! (¢*.#) (voir le lemme 1.5.23). On en déduit donc le diagramme
commutatif :

Jeidyzy g*s' fT —— j*idH<E§,).§’,f*q* Gu8 g
JEZE!’*
w(g A1) wig L) e g
;
j*idH(E%,)q*S!f* _).j*idH(]E{{,)g!f*q* j*g!f*q*

En mettant ces deux diagrammes ensemble, on a ainsi démontré la commutativité du
carré suivant :

[f]—”{Sf]( 1[-1]
w(qw,al
j*q*[S!f]—’l*[S()fo] (-1[-1]

En remarquant que w(q* A5, t7 1) = w(q*.#,t~1) on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.6.12. — Notons a : V(A;) —— V lisomorphisme canonique indui-

. . ] | . .
sant un isomorphisme s f* ~ sy fg. Le triangle suivant :

G [s ] —— i [sh ) (~1)[~1]

Ol /
ifs' f1)(=1)[-1]
est commutatif.
Voici un corollaire de la proposition 1.6.12 :
Corollaire 1.6.13. — La composée des 2-morphismes suivants :
ST s " sh £ (=) [~ 1]
est nulle. De plus ces deux 2-morphismes constituent deux cotés d’un 2-triangle dis-

tingué.
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1.6.3. Le 2-isomorphisme de pureté. — On reprend les notations de la sous-
section 1.6.1 surtout le diagramme (37) décrivant la déformation au céone normal. On
va construire & partir de 7w un 2-isomorphisme :

el ~ !
(46) II: s'f*——sufd
ou avec le langage des diagrammes planaires, une face carrée inversible :

H(Z)—l—éH(X)

(47) fe /H s'
H(V(AL)) ———H(Y)
50

C’est presque le 2-isomorphisme de pureté recherché. En effet, pour obtenir le 2-
isomorphisme de pureté (36) (qu’on notera également IT) :

on remarque que fo est égal a la composée : fo = pr o g avec pr la projection du fibré
normal sur Y :
pr: V(A) ——Y

et on compose (46) a droite avec le 2-isomorphisme :

c* _
sofg —— sopr*g® = Th™ ' (A)g"

Dans la suite on étudiera essentiellement le 2-isomorphisme de pureté sous sa
forme (46). Pour le construire, on procede en deux étapes. On construit d’abord
pour tout objet A de H(Z) un isomorphisme dans H(Y') entre s'f*(A) et s, f;(A)
sans se préoccuper de la fonctorialité de la construction par rapport a A. En utilisant
l'existence de tels isomorphismes pour un diagramme bien choisi on prouve que la
composée des 2-morphismes :

! . 1 s . 1
P ] —— Gt (s ] —— iulso f51(—= 1) [-1]
est nulle. On utilise ceci ainsi que le corollaire 1.6.2 pour déduire une unique factori-
sation de 7 :

Jeq*[s' ] = i[s' U1 [ —— dlso f5) (- 1) -1
et de la notre 2-isomorphisme II.
Soit A un objet de H(Z). On part donc du morphisme :
Sk ok * s *
v J«9q [S'f A] —ﬁ'sz)foA(—l)[“l]
D’apres le corollaire 1.6.2, on sait que le morphisme :

g (s f7 4] =2 8 e A(-1)[-1)
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admet des sections. On choisit une section o4 : s'f*A(=1)[—1] —— i*j.q*[s' f* A]
et on définit 74 par la composée :

S A1) 25 g s 17 A) =L s gy A(-1)[-1)

Ce morphisme'?) dépend donc a priori du choix de la section g4. On a le lemme :

Lemme 1.6.14. — Pour tout objet A de H(Z) et toute section o4 (comme ci-dessus)
le morphisme :

T4 s!f*A—>s!0f5A

est inversible. De plus, si on se donne un carré cartésien :
T —
Y

avec v lisse, on peut choisir la section :

— R
v

— X

oyt S (fov)*A(=1)[-1] — i*jug"s'(fov) A
de telle sorte que le carré suivant (voir les notations de la sous-section 1.6.1.1) :

TA
* 1 P * 1 px
us f _— U‘OS()fO

E:E!’*J lEx!**

tho* f* A thvg fo A
(C*)—lJ l(c*)Al
/
! * TA ! *
t(fov)*A————ty(foouw)*A
soit commutatif.
Démonstration. — On divise la preuve en deux étapes :
Etape 1. — On commence par prouver la derniere assertion du lemme. Par la pro-

position 1.6.6, on a un diagramme commutatif :

Wit jgts frA —— st frA(=1)[-1)

| |

(48) gt fr A thog frA(=1)[~1]

| l

i gt (f o v)* A ——T—— ti(fo o vo)T A(=1)[~ 1]

(12)Bjen siir, le morphisme 74 n’est autre que le 2-isomorphisme IT évalué en A. Sauf qu'on n’a pas
encore construit le 2-isomorphisme de pureté II.
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11 suffit donc de choisir la section o’y : #'(f ov)*A(—1)[~1] —— i*j.qg*t'(fov)* A
de telle sorte que le diagramme :

u*s' f*A(=1)[-1] ——)u*UA u*i*juq*s' f* A

to* frA(=1)[-1] gt frA
I
t‘(fO?J)*A(—l)[—l] ....................... >i*j*q*t‘(fov)*A

soit commutatif. Mais comme les fleches verticales sont des isomorphismes on voit
que le choix d’une section o4 : s'f*A(=1)[-1] —— i*j.q*s'f*A détermine une
section™ o’y #'(f ov)*A(=1)[~1] —— i*juq*t'(f o v)*A et celle-la convient.

Etape 2. — Prouvons que T4 est un isomorphisme. Par le corollaire 1.4.4, il suffit de
prouver ceci localement pour la topologie de Nisnevich sur X . Soit

vi R=U]]...][Un — X

un recouvrement Nisnevich de X . La premiére étape de la démonstration montre qu’on
peut choisir une section o’y de sorte que le morphisme 7y = 6 o ¢’y rend commutatif
le carré :
u*s' f*A ——— ufsy fi A
! * TA ! *
t(fov) " A——=1ty(foow) A
On voit donc que pour prouver que 74 est un isomorphisme il suffit de prouver que

74 en est un. Il suffit de prouver ce que 'on veut pour chaque U;. Quitte & remplacer
X par chacun des Uj, il vient qu’on peut supposer qu’il existe un carré cartésien :

y 2o x
'
zZ 25 A1

avec h lisse et z la section nulle. Considérons le diagramme de 2-morphismes :

GoZi T —————— gl g 2 —I 5 gszore[-1](=1)
! L \L ! px ™ !opx J/
st g s [ 5o f5 [~ 1] (1)

(311 n’est pas compléetement évident que le morphisme cr'A est une section a 6. Pour démontrer ga,
il faut utiliser un diagramme commutatif analogue au diagramme (48) avec des 2-morphismes 6 & la
place des 2-morphismes 7.
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avec v : A% —— Z la projection canonique (les 2-morphismes verticaux étant les
2-isomorphismes habituels). On voit facilement que le carré de gauche est commutatif.
En invoquant encore une fois la proposition 1.6.6, on voit que le carré de droite est
aussi commutatif. Donc le diagramme total est commutatif et par le corollaire 1.6.13
appliqué au triangle :

Z 25 A1

AN

A
la composée :
2 —— ¥ 2 LN 2re(=1)[-1]
est nulle. On en déduit donc que la composée :
S it gt s~ s e (1) [~ 1]

est aussi nulle. Ceci montre en particulier que 74 est indépendant du choix du scindage
o4. Finalement puisque g est un foncteur triangulé on voit par la deuxieéme partie
de 1.6.13 que pour tout A, la suite :

S fTA—— s A s S A1) 1]

constitue deux cotés d’un triangle distingué. Ceci prouve que le morphisme 74 est
inversible. o

L’énoncé suivant est une conséquence directe du corollaire 1.6.13 :

Proposition 1.6.15. — Supposons que l'immersion s : Y —— X est Uinclusion de la
section nulle d’un fibré vectoriel sur' Y. On note a : V(A;) —— X l'isomorphisme
canonique de Y -schémas entre X et le fibré normal a l'immersion s. Pour chaque A
de H(Z) et tout scindage o4, lisomorphisme T4 : s'f*A—— shfi A est égal a la
composée :
! px Ex!,* I % rx U opx
sfrA—— sqa* f*A—— 53 fFA

En particulier, il ne dépend pas du choiz du scindage.

La proposition suivante contient ’argument clef permettant la construction du
2-isomorphisme de pureté :
Proposition 1.6.16. — La composée'®) des 2-morphismes :

P gt s [ T s [ (1)1

est le 2-morphisme nul.

(14)Le premier 2-morphisme n’est autre que le 2-morphisme évident qui provient de

3
*

no., *
p Jxd*p* Jxq

*
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Démonstration. — La démonstration se fera en plusieurs étapes :
Etape 1. Réduction du probléme. — 11 suffit bien sir de prouver que la composée des
morphismes :

P fTA —— s A~ s T A(-1) [~ 1]

est nulle pour tout objet A de H(Z). Par la construction méme du 2-morphisme g
(voir le diagramme (39)), on a un carré commutatif dont les fleches verticales sont des
isomorphismes :

ok * o . *
J+q S!f A —‘—>l*85)f0A(—1)[_1]
Guj 8 frp* A — iyi'8 frpr A[+1]
On forme le diagramme :

s

m

(49) P A g S A s A s A1)

|- I~

§fprA—— j.jrafrprA — i frp* Al+1]

La composée des fleches horizontales inférieures est nulle étant donné qu’ils consti-
tuent deux cotés d'un 2-triangle distingué (voir la proposition 1.4.9). On veut prou-
ver que la composée des fleches horizontales supérieures est nulle et on sait que les
fleches verticales pleines sont des isomorphismes. 11 suffit donc de construire un iso-
morphisme :

(50) a: §frprA—"psfrA

rendant commutatif la partie gauche du diagramme (49), ou encore le diagramme
obtenu par adjonction :

! ! w(qm’ %) |
j*p*S‘f*A , q*S'f*A q*S'f*A

(@) |

j*§!f*p*z4 j*§!f*p*A

ASTERISQUE 314



1.6. PURETE. CONSTRUCTION DU FONCTEUR CROISE (H™,H. Hi, HY 139

En utilisant la définition de la premiere fleche verticale pleine de (49) (voir le début
de la sous-section 1.6.1) on voit que 'isomorphisme j*(«) doit coincider avec la
composée :

el B Ea'* ., gz Ex**
G AT S A —— 8 frr AT ST fr A
(51) ]
(EZII!’*)_I ‘ CLJ((]'*/K, ?) ' c* ) \
_Hq*'s.f*AF—q*SAf*A _‘—>]*p*8f*A
Le reste de la preuve est consacré a la construction d’'un isomorphisme a comme
dans (50) tel que l'isomorphisme j*(«) soit égal a la composée de (51).

E‘tape 2. Application du lemme 1.6.14. — Dans cette étape on applique le
lemme 1.6.14 au triangle suivant :

1 s 1/
Py —— C
N
Py

avec C’ espace de déformation au cone normal associé & I'immersion s mais para-
métré par la droite projective (au lieu de la droite affine!). On supposera que le cone
normal de s se trouve au-dessus de la section o = [1 : 0] de P%. On notera 4% (resp.
N, ete) le faisceau normal de I'immersion & (resp. $, etc) de telle sorte qu'on a un
triangle commutatif :

On appellera [ la projection de la droite projective : P} —— 7. Soit A I'objet de
H(Z) fixé dans la premiere étape. Le lemme 1.6.14 (appliqué a {*A) nous dit que
modulo le choix d’une section, on peut trouver un isomorphisme :

(52) P A s S f A

On a une immersion fermée de losanges commutatifs d’'immersions ouvertes :

C
N
EL '’
Ak
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L’immersion ouverte j’ est complémentaire a la section nulle. L’immersion ou-
verte u’ est complémentaire & la section a linfinie. L'immersion j est celle qui
figure dans le diagramme (37). Les immersions s seront notées §', &, § et 3,
etc. En passant au cone normal, on a une immersion de losanges d’immersions

ouvertes :
A} V(A%)
% Y / 0
E} Py = V(g*Az) V(Aer)
Al V(p*Ats)

Les immersions sy seront aussi notées &), s, 3o et 39, etc. En utilisant la seconde
0 0 20 )
partie du lemme 1.6.14, on déduit de (52) trois autres isomorphismes :

- AP AT s A,
~ -2 ~
. §I!f/*p*A T ; SIO' 6*p*A ,
_ §'f‘*q*A T }gbfgq*A’
ainsi que des carrés commutatifs. Bien entendu, le morphisme f’ n’est autre que la

projection de A} sur A}. Les autres morphismes ont tous été définis soit durant la
preuve soit dans le diagramme (37).

Etape 3. L’isomorphisme 7. — On va déduire de 7 un isomorphisme*® 7
s' f*A—— si f§ A . On commence par définir un isomorphisme qu’on appellera (par

abus de notations) « p*7 » : p*s'f*A —— p*s) fi A en imposant la commutativité
du carré :
* o) * o0 px

prs frA——p sy fg A

§frpr A —— 5 fip A
Le morphisme p n’est autre que la projection de la droite affine. Les isomor-
phismes verticaux sont des composées de 2-isomorphismes de connexions et de
Ez'*. En utilisant I’axiome d’homotopie'®, on a pour U et V dans H(Z) des
isomorphismes :

hom(p*U, p* V) =~ hom(U, p«p* V) ~ hom(U, V)

(15) Bien sir le lemme 1.6.14 nous donne de tels isomorphismes, mais I'isomorphisme 7 qu’on va
construire, jouira d’une propriété spéciale qu’on ne saurait attraper en appliquant tout simple-

ment 1.6.14.
(16)Par le choix de I'espace de déformation au céne normal paramétrisé par la droite projective.
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Il existe alors un unique isomorphisme :
(53) T s fPA—— shfr A

tel que p* (1) =< p*1 >.

Ainsi, on dispose en plus des quatre isomorphismes 7/,