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S U R L E S CARACTÈRES D E S G R O U P E S RÉDUCTIFS 
F I N I S À C E N T R E N O N C O N N E X E : A P P L I C A T I O N S 

A U X G R O U P E S SPÉCIAUX LINÉAIRES E T U N I T A I R E S 

Cédric Bonnafé 

Résumé. — Un premier but de cet article est de présenter une synthèse des résultats 
de plusieurs auteurs concernant les caractères des groupes réductifs finis à centre non 
connexe. Nous nous intéressons particulièrement aux problèmes directement liés à la 
non connexité du centre. Nous insistons notamment sur les caractères de Gelfand-
Graev et les caractères semisimples. 

Un deuxième but est d'étudier l'influence de la non connexité du centre sur la 
théorie des faisceaux-caractères. Nous nous concentrons sur la famille des faisceaux-
caractères dont le support rencontre la classe unipotente régulière : ce sont les ana
logues naturels des caractères semisimples. 

Le dernier but est l'application de ces résultats aux groupes réductifs finis de type 
A, déployés ou non (comme par exemple les groupes spéciaux linéaires ou unitaires). 
Lorsque le cardinal du corps fini de référence est assez grand, nous obtenons un para
métrage des caractères irréductibles, calculons explicitement le foncteur d'induction de 
Lusztig dans la base des caractères irréductibles, paramétrons les faisceaux-caractères 
et montrons que les fonctions caractéristiques de ces faisceaux-caractères sont des 
transformées de Fourier des caractères irréductibles (conjecture de Lusztig). Ces ré
sultats permettent de construire un algorithme théorique pour calculer la table de 
caractères de ces groupes. 
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Abstract (On the characters of finite reductive groups with disconnected center: appli
cations to special linear and special unitary groups) 

A first aim of this paper is to present an overview of results obtained by several 
authors on the characters of finite reductive groups with non-connected centre. We 
are particularly interested in problems directly linked to the non-connectedness of the 
centre. We emphasise on Gelfand-Graev and semisimple characters. 

A second aim is to study the influence of the non-connectedness of the centre on 
the theory of character sheaves. We study more precisely the family of character 
sheaves whose support meets the regular unipotent class: these are analogues of the 
semisimple characters. 

The last aim is the application of these results to finite reductive groups of type A, 
split or not (as for instance the special linear or special unitary groups). Whenever 
the cardinality of the finite field is large enough, we obtain a parametrization of 
the irreducible characters, a parametrization of the character sheaves, and we show 
that the characteristic functions of character sheaves are Fourier transforms of the 
irreducible characters (Lusztig's conjecture). This gives a theoretical algorithm for 
computing the character table of these groups. 
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I N T R O D U C T I O N 

En 1907, Schur [Sch07] et Jordan [Jor07] déterminaient les tables de caractères 
du groupe général linéaire GL(2, q) et du groupe spécial linéaire SL(2, q). La table de 
PSL(3,q) fut obtenue en 1921 par Brinkman [Bri21]. En 1951, Steinberg [Ste51b] 
calculait la table de caractères de GL(3,q) et GL(4,g), en utilisant entre autres des 
constructions générales de représentations (que nous appelons de nos jours unipo-
tentes) de GL(n,q) (voir [Ste51a]). Finalement, au prix d'un tour de force combi-
natoire remarquable, Green [Gre55] déterminait en 1955 la table de caractères de 
GL(n,q) (au moins algorithmiquement). Par contre, les progrès concernant le groupe 
spécial linéaire furent beaucoup plus longs. En 1971, Lehrer [Leh71] obtenait dans sa 
thèse une partie de la table de caractères de SX(4, ç), celle correspondant aux séries 
discrètes. Le cas de SL(3,q) fut réglé en 1973 (voir [SF73] ou [Leh73]). Notons que 
les travaux de Lehrer [Leh73] concernaient le groupe SL(n,q), pour n quelconque : 
en particulier, même si cela n'est pas explicitement écrit dans [Leh73], cet article 
contenait toutes les informations nécessaires pour compléter la table de caractères de 
SL(n,q) lorsque n est premier. Un des buts de notre article est de fournir un algo
rithme théorique pour calculer la table de caractères de SL(n, q) : cependant, nous 
ne sommes capables de montrer la validité de cet algorithme que lorsque q est assez 
grand. 

Plus généralement, si G est un groupe réductif connexe défini sur une clôture 
algébrique F du corps fini à p éléments ¥p (p premier) et si F : G —» G est une 
isogénie dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius relatif à une F g -
structure sur G (q — p?), le calcul de la table de caractères du groupe fini G F (appelé 
groupe réductif fini) est loin d'être résolu en toute généralité. Rappelons quand même 
que le cas du groupe 5p(4, q) a été résolu, pour q impair, par Srinivasan [Sri68] 
en 1968. D'autres résultats ont été obtenus sur les petits groupes (groupes de Suzuki, 
groupes de Ree...). 



2 INTRODUCTION 

Pourtant, en 1976, l'article fondateur de Deligne et Lusztig [DL76] permettait à 
la théorie des caractères des groupes réductifs finis de faire des progrès considérables. 
Leur idée, inspirée par des calculs de Drinfeld montrant que la série discrète de 5L(2, q) 
apparaissait dans la cohomologie ^-adique de la variété définie par l'équation xyq — 
yxq — 1, était d'utiliser la structure géométrique de G pour produire des variétés 
sur lesquelles le groupe fini G F agit et de récupérer ainsi des représentations de G F 

dans la cohomologie ^-adique de ces variétés. Poursuivant dans cette voie, Lusztig 
[Lus84a], après une série impressionnante d'articles, obtenait en 1984 le paramétrage 
des caractères irréductibles de GF (dans l'esprit du programme de Langlands) lorsque 
le centre de G est connexe. En plus de ce paramétrage, il obtenait une formule explicite 
pour le degré de ces caractères ainsi qu'un algorithme (théorique) permettant de 
calculer les valeurs de ces caractères en les éléments semi-simples. 

Au cours de sa démarche, Lusztig introduisait une nouvelle base orthonormale de 
l'espace des fonctions centrales, la base des caractères fantômes, obtenue à partir de 
la base des caractères irréductibles par une matrice diagonale par blocs, les blocs 
étant des matrices de transformées de Fourier associées à des petits groupes finis 
(dont la taille ne dépend pas de q). En 1984-1986, Lusztig (voir [Lus84b] et [Lus85]) 
développait une nouvelle théorie, la théorie des faisceaux-caractères, dans le but de 
comprendre l'intrusion de ces petits groupes finis et de ces caractères fantômes. Un 
faisceau-caractère est un faisceau pervers G-équivariant irréductible sur G satisfaisant 
certaines conditions. Si A est un faisceau-caractère F-stable, on peut lui associer une 
fonction centrale sur G F , appelée fonction caractéristique de A; cette fonction n'est 
définie qu'à une constante multiplicative près mais Lusztig a défini des normalisations 
qui en font des fonctions de norme 1. De plus, Lusztig a montré que ces fonctions 
caractéristiques de faisceaux-caractères F-stables forment une base orthonormale de 
l'espace des fonctions centrales. I l a fait la conjecture suivante : 

Conjecture de Lusztig. — Si le centre de G est connexe, la matrice de passage entre 
la base des caractères fantômes et la base des fonctions caractéristiques de faisceaux-
caractères F-stables sur G est diagonale. 

En 1995, Shoji [Sho95] démontrait cette conjecture. D'autre part, Lusztig a aussi dé
crit un algorithme théorique permettant de calculer les fonctions caractéristiques de 
faisceaux-caractères F-stables, même lorsque le centre de G n'est pas connexe. I l re
pose cependant sur la normalisation précise des fonctions notées Y{ dans [Lus85, Par
tie V, section 24.2]. Ces normalisations ont été obtenues récemment dans les groupes 
de type A par T. Shoji [Sho05]. 

I l apparaît ainsi au cours de l'évolution de la théorie que la non-connexité du centre 
de G entraîne de nombreuses complications. Certaines sont techniques (comme par 
exemple le paramétrage des classes de conjugaison), d'autres sont théoriques (comme 
par exemple la non-connexité du centralisateur des éléments semi-simples du dual 

ASTÉRISQUE 306 



INTRODUCTION 3 

de G ou l'augmentation significative du nombre de faisceaux-caractères cuspidaux). 
Cette non-connexité du centre explique les difficultés qui ont émaillé la recherche 
d'une table de caractères pour le groupe spécial linéaire. 

Plusieurs auteurs ont étudié les groupes réductifs finis à centre non connexe 
(Asai [Asa87], Lusztig [Lus88], Digne et Michel [DM90], Digne, Lehrer et Michel 
[DLM92], [DLM97], Shoji [Sho98] ou l'auteur [Bon96], [BonOOa], [BonOOb]). 
Le paramétrage des caractères irréductibles a été achevé par Lusztig [Lus88] et 
des nouvelles informations sur la table de caractères du groupe G F (par exemple la 
valeur en les éléments unipotents réguliers [DLM92]) ont été obtenues. 

Concernant l'analogue de la conjecture de Lusztig, un des premiers problèmes vient 
de ce qu'il n'y a pas de définition indiscutable de la notion de caractère fantôme. On 
peut alors considérer comme une réponse positive à la conjecture de Lusztig pour 
les groupes à centre non connexe un théorème qui montrerait que la base des fonc
tions caractéristiques de faisceaux-caractères F-stables est obtenue à partir de la base 
des caractères irréductibles par une matrice diagonale par blocs, les blocs étant des 
matrices de transformées de Fourier associées à des petits groupes finis. Dans cette 
acceptation, la conjecture de Lusztig a été démontrée pour les groupes spéciaux or
thogonaux et symplectiques par Waldspurger [Wal04] lorsque q est assez grand. 

Shoji [Sho06] a démontré la conjecture de Lusztig pour le groupe SL{n, q) pour p > 
3n et q une puissance quelconque de p. I l a aussi proposé une définition intéressante de 
caractère fantôme : un caractère fantôme devrait être la descente de Shintani de G F 

à G F d'un caractère irréductible F-stable de G F ' (pour n suffisamment divisible). 
Cette définition a le mérite d'être correcte lorsque le centre de G est connexe et de 
rendre vraie la conjecture de Lusztig pour le groupe spécial linéaire. 

Un des buts du présent article est de démontrer la conjecture de Lusztig (sans 
prendre la définition de Shoji de caractère fantôme) pour le groupe spécial linéaire et le 
groupe spécial unitaire lorsque p est quelconque et q est assez grand. Plus précisément, 
nous obtenons un paramétrage des caractères de ces groupes réductifs finis et définis
sons a priori, sans référence à la théorie des faisceaux-caractères, des transformées de 
Fourier naturelles de ces caractères irréductibles (nous nous inspirons de [DM90, §5 
et 6]). Nous montrons alors que la matrice de passage entre la base des transformées de 
Fourier et la base des fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères F-stables est 
diagonale et calculons explicitement les coefficients diagonaux. Dans l'optique d'ob
tenir un algorithme pour calculer la table de caractères de ces groupes, notre résultat 
est satisfaisant. I l faut cependant être réaliste : la mise en œuvre de cet algorithme 
nécessite encore un travail considérable. Le plus difficile en pratique (et le plus facile 
en théorie) est de ramener cette question au problème du calcul des valeurs des ca
ractères en les éléments unipotents. Pour le groupe spécial linéaire, nous donnons un 
algorithme précis pour le calcul de ces dernières. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



4 INTRODUCTION 

Une dernière remarque : notre résultat est valide pour tous les groupes de type 
A, quel que soit l'endomorphisme de Frobenius considéré. Même dans le cas déployé, 
il s'applique aux groupes intermédiaires de la forme S L n / ^ , où d divise n : ces 
groupes sont des extensions non triviales du groupe fini SL(n,q)/fid(¥q) qui ne sont 
pas contenues dans le travail de Shoji [Sho06]. 

Dans le cas du groupe spécial linéaire, il serait intéressant de relier plus finement 
le paramétrage de Shoji et le nôtre pour déterminer la matrice de passage entre nos 
transformées de Fourier et les caractères fantômes de Shoji : lorsque q est assez grand, 
cette matrice de passage est diagonale mais nous n'en connaissons pas les coefficients. 
I l serait aussi intéressant, dans le cas du groupe spécial unitaire, de savoir si nos 
transformées de Fourier sont des caractères fantômes (à une constante près) au sens 
de Shoji. 

Cet article a aussi un autre but : présenter une synthèse des résultats sur les 
groupes réductifs finis directement liés à la non connexité du centre. Notons Z(G) = 
Z(G)/Z(G)° le groupe des composantes connexes du centre de G. Nous montrons 
comment relier Z(G) au système de racines de G, étudions le morphisme Z(G) —>· 
Z(L) (où L est un sous-groupe de Levi de G) en lien avec les automorphismes du 
diagramme de Dynkin affine, relions la structure de Z(G) avec la non-connexité du 
centralisateur des éléments semi-simples du dual G* de G, étudions la distinction 
qu'elle entraîne entre séries de Lusztig géométriques et rationnelles, étudions l'action 
de H1 (F, Z(G)) sur les caractères de GF à travers la théorie de Harish-Chandra, 
calculons les composantes irréductibles des caractères de Gelfand-Graev, étudions 
l'action de Z(G) (par conjugaison ou par translation) sur les faisceaux-caractères, 
avant d'appliquer tout ceci aux caractères des groupes de type A. Parmi ces résul
tats, beaucoup sont bien connus et dus à d'autres auteurs, mais nous avons souhaité 
les présenter ensemble, notamment pour les relier entre eux et quelquefois pour en 
améliorer légèrement le degré de généralité. 

Pour étudier les groupes à centre non connexe, nous reprenons une technique cou
rante [DL76] : elle consiste à voir G comme un sous-groupe fermé distingué d'un 
groupe G à centre connexe tel que G / G soit abélien (c'est toujours possible; par 
exemple, on peut plonger SL n (F) dans GL n (F ) ) . La théorie de Clifford permet alors, 
par restriction de G F à G F , d'utiliser ce que l'on sait de G F , par exemple par les 
avantages liés à la connexité du centre de G. 

Cet article est organisé comme suit. Dans le chapitre 1, nous introduisons les no
tations générales, présentons le contexte et établissons quelques résultats prélimi
naires. Dans le chapitre 2, nous montrons comment calculer Z(G) et ZÇL) (pour un 
sous-groupe de Levi L de G) de plusieurs manières. Nous rappelons les différentes 
constructions d'un morphisme entre le groupe AQ* (S) des composantes connexes du 
centralisateur d'un élément semi-simple s de G* et le groupe Z(G)A des caractères 
linéaires de Z(G). Nous y construisons une action de H1 (F, Z{G)) sur les fonctions 
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INTRODUCTION 5 

centrales sur G F . Nous rappelons aussi les notions de cuspidalité introduites dans 
[Bon99b], [BonOOa], [BonOOb] et [Bon04b]. Un des buts du chapitre 3 est de dé
montrer la disjonction des séries de Lusztig rationnelles. L'essentiel de cette preuve est 
contenu dans [DM91] (et le résultat était déjà connu de Lusztig [Lus77, 7.5.2]) mais 
elle n'est nulle part écrite complètement. Dans le chapitre 4, nous étudions l'action de 
H1(F,Z(G)) à travers la théorie de Harish-Chandra. Nous ne pensons pas que ceci 
soit traité ailleurs dans ce degré de généralité. Le chapitre 5, largement inspiré par 
[Asa87], [DLM92], [DLM97] et [Bon96], traite des éléments unipotents réguliers, 
des caractères de Gelfand-Graev, de leurs composantes irréductibles (les caractères 
dits réguliers) et de leur dual de Curtis (les caractères dits semi-simples). Nous obte
nons notamment une décomposition des caractères semi-simples comme combinaison 
linéaire d'induits de fonctions absolument cuspidales. Dans le chapitre 6, nous étu
dions les différentes actions de Z(G) sur les faisceaux-caractères. Tout d'abord, si 
A est un faisceau-caractère, la G-équivariance de A induit une action de Z(G) sur 
A via un caractère linéaire. De plus, via l'action par translation, Z(G) permute les 
faisceaux-caractères : nous déterminons l'action de cette permutation à travers le pro
cédé d'induction à partir des faisceaux-caractères cuspidaux. Pour finir, nous étudions 
les faisceaux-caractères apparaissant dans l'induit de faisceaux-caractères cuspidaux 
dont le support rencontre la classe unipotente régulière et décrivons leur fonction 
caractéristique en termes d'induction de Lusztig. 

Dans le chapitre 7, nous supposons que toutes les composantes quasi-simples de 
G sont de type A et que G est muni d'un endomorphisme de Frobenius quelconque, 
déployé ou non. Nous montrons comment les fonctions centrales introduites dans le 
chapitre 5 permettent, lorsque q est grand, de construire les caractères irréductibles 
comme combinaisons linéaires d'induits de fonctions caractéristiques de fonctions ab
solument cuspidales. En utilisant le fait que le support de tout faisceau-caractère cus-
pidal sur G rencontre (à translation près par Z(G)) la classe unipotente régulière et les 
formules de la dernière section du chapitre 6, nous obtenons la conjecture de Lusztig. 
Donnons-en un énoncé sommaire : soit s un élément semi-simple de G* F , soit W°(s) 
le groupe de Weyl de CQ* (s), soit AG* (S) — CG* (S)/^G* (S) ( c ' e s t un groupe abélien), 
soit £ (G F , (s)) la série de Lusztig géométrique de G F associée à la classe de conjugai
son de s dans G* et soit FCar(G, (s))F la série géométrique des faisceaux-caractères 
F-stables associée à s. Notons J(G,«s) l'ensemble des triplets (x,£, a) tels que x 
parcourt un ensemble de représentants des AG* (s)-orbites F*-stables de caractères 
irréductibles de W°(s), £ G (AG*(s,x)F*)A et C G H1(F*,AG*(s,x)) (où AG*(s,x) 
est le stabilisateur de x dans AG* (S)). Notons X V (G, s) l'ensemble des triplets (x, a, r ) 
où x parcourt un ensemble de représentants des AG* (s)-orbites F*-stables de carac
tères irréductibles de W°(s), a G A G *(s ,x ) F * et r G H1(F*,AG*(s,x))A. Si A est 
un faisceau-caractère F-stable sur G, nous noterons XA sa fonction caractéristique 
(explicitement normalisée comme dans l'article). 
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6 INTRODUCTION 

Théorème. — Supposons q assez grand. Alors il existe deux bijections 

J(G,s) £(G F , ( S ) ) 
(X, E, a) RX(s) E,a 

et T V(G,^) FCar(G, {s))F 

(Χ, α, τ) AX(S)a,T 

telles que, si (χ, a, τ) G Z v (G,s ) ; a/ors 

*Ax(s)a,T = 
ζβ,χ,α,τ 

\AG,{s,x)\ Σ 
e e (A G * ( S Î X ) F ) Λ 

aG//1(F*,^G*(S,X)) 

ί(α)τ(α)Λ χ(δ)ξ, α, 

cm Cs,x,a,r est une racine de l'unité explicitement déterminée. 

I l est à noter que, comme conséquence des travaux effectués, on obtient une description 
explicite du foncteur d'induction de Lusztig en termes du groupe de Weyl (lorsque q 
est assez grand). 

Dans le chapitre 8, nous étudions plus précisément le cas où G est un sous-groupe 
de Levi d'un groupe déployé de type A. Nous obtenons par exemple, en utilisant 
uniquement la théorie de Harish-Chandra, un paramétrage des caractères irréductibles 
de £ (G F , (s)) par X(G, s) dont nous montrons qu'il coïncide avec le paramétrage 
du théorème précédent lorsque q est assez grand. Cela nous permet de retrouver, 
comme cas particulier des théorèmes du chapitre 7, le résultat de notre thèse [Bon96, 
théorème 16.2.1] sur le calcul de l'induction de Lusztig dans le groupe spécial linéaire. 
Nous rappelons comment fonctionne la décomposition de Jordan. Nous donnons aussi, 
comme application de ce travail, un algorithme permettant de calculer les valeurs des 
caractères irréductibles de SL(n,q) en les éléments unipotents : le cas où n = 4 est 
traité complètement. 

Dans l'appendice A, nous rassemblons les résultats techniques sur les caractères 
de produits en couronne que nous utilisons dans les deux derniers chapitres. Dans 
l'appendice B, nous rappelons des résultats classiques sur les sommes de Gauss et 
montrons comment ils permettent d'obtenir les valeurs des racines de l'unité Cs,x,a,r 
intervenant dans l'énoncé du théorème précédent. 

Remarque. — Cet article est largement inspiré de notre thèse [Bon96], notamment 
des parties qui n'ont fait l'objet d'aucune publication. Outre le fait d'avoir pu traiter 
depuis le cas du groupe spécial unitaire, nous avons aussi amélioré et enrichi le traite
ment des parties communes. L'appendice A est essentiellement contenu dans [Bon96, 
partie 1, chapitre I] : il est à noter que le corollaire 34 .3 , qui correspond à [Bon96, 
proposition 1.9.1], est ici affublé d'une preuve correcte, contrairement à ce qui est 
écrit dans [Bon96] ! Le chapitre 3 est une version très enrichie de [Bon96, §6]. Le 
chapitre 4 correspond à [Bon96, §7] : remarquons que le groupe noté ici W'GF(L, À) 
et noté W " g f ( L , A) dans [Bon96, §7.4] est défini ici de manière intrinsèque et non par 
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un produit semi-direct peu canonique. Le chapitre 5 correspond à [Bon96, §12 et 13] : 
ici, l'amélioration consiste à utiliser la version précisée du théorème de Digne, Lehrer 
et Michel sur la restriction de Lusztig des caractères de Gelfand-Graev que l'auteur a 
obtenue dans [Bon04a]. La section 8 correspond à [Bon96, §15 et 16] : compte tenu 
de la remarque précédente, le résultat sur l'induction de Lusztig est ici plus précis. I l 
faut aussi noter que la convention dans le paramétrage des caractères irréductibles de 
G F ayant été légèrement modifiée, les formules obtenues ici se retrouvent allégées de 
certains signes. 

Domaine de validité. — L'hypothèse sur q (« q assez grand ») est rendue nécessaire 
par l'utilisation cruciale d'un théorème de Lusztig [Lus90, Théorème 1.14], dont la 
preuve présentée tout au long de [Lus90] n'est valide que lorsque p est presque bon 
et q est assez grand. I l serait possible d'obtenir une borne explicite à partir de cette 
preuve. Cependant, G. Lusztig m'a dit récemment qu'il avait trouvé une preuve de 
[Lus90, Théorème 1.14] valide sans restriction sur q et qu'il avait levé l'essentiel des 
hypothèses sur p. Cela montrerait que le théorème 14.11 sur la restriction de Deligne-
Lusztig des caractères de Gelfand-Graev (et qui est démontré dans [Bon04a, partie I I , 
théorème 15.2]) est valable sans d'autre hypothèse que d'être en bonne caractéristique. 
En particulier, pour les groupes de type A, cela montrerait que tous les résultats des 
chapitres 7 et 8 sont valides sans hypothèse sur q. 

Remerciements. — Je tiens à remercier très chaleureusement Jean Michel pour 
m'avoir lancé dans ce sujet lors de ma thèse, pour m'avoir initié à la théorie des 
faisceaux-caractères et pour les innombrables et fructueuses discussions que nous 
avons eues sur ce sujet depuis. Je remercie aussi le rapporteur pour les nombreuses, 
et surtout pertinentes, remarques qu'il a faites sur la première version de ce texte. 
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C H A P I T R E 1 

PRÉLIMINAIRES, N O T A T I O N S , DÉFINITIONS 

Dans la première section de ce chapitre, nous introduisons les notations et conven
tions générales valables dans tout cet article. Dans la deuxième section, nous intro
duisons les objets que nous allons étudier (groupes réductifs finis) tout en établissant 
quelques résultats préliminaires. La troisième section est une collection de résultats 
hétéroclites. 

1. Notations générales 

l .A. Notations usuelles. — Nous notons N = {0,1,2,3,...} l'ensemble des en
tiers naturels et N* = N \ {0} = {1, 2, 3,...} l'ensemble des entiers naturels non nuls. 
Comme il est d'usage, Z, Q et R désignent respectivement l'anneau des entiers rela
tifs, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres réels. Si r est un nombre 
premier, Z r désigne l'anneau des entiers r-adiques et nous notons Q r son corps des 
fractions. Le corps résiduel de Z r est noté F r . Si x G Q, nous notons vr(x) G ZU{+oc} 
sa valuation r-adique. Si x ^ 0, nous définissons xr = rUr^ et xr> = xx~l. Nous no
tons Z(r) = {x G Q | vr{x) > 0}. Pour finir, posons Z[ l / r ] = {arb | a, 6 G Z} 

l . B . Groupes, anneaux, corps. — Nous fixons dans cet article un nombre pre
mier p. Soit F une clôture algébrique du corps fini à p éléments F p . Si q est une 
puissance de nous notons ¥q le sous-corps de F de cardinal q. Par variété (ou 
groupe algébrique), nous entendons une variété (respectivement un groupe algébrique) 
sur F. Si n G N*, nous posons 

M„(F) = {E G F x | T = 1}. 

Alors |/in(F)| =np>. 
Nous fixons aussi un nombre premier £ différent de p et nous notons Ql une clôture 

algébrique du corps des nombres £-adiques Q .̂ Nous fixons une fois pour toutes un 
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automorphisme involutif Q£ —» (Q̂ , x i—>> x tel que UJ = UJ 1 pour toute racine de 
l'unité UJ dans Q^X. 

Si £• est un ensemble et si ~ est une relation d'équivalence sur E, on notera E/ ~ 
l'ensemble des classes d'équivalence de ~ dans E et [E/ ~] un ensemble de représen
tants de ces classes d'équivalence. Le lecteur pourra vérifier que, chaque fois que cette 
notation sera employée (par exemple dans une somme Y2xe[E/~] f(x))i ^e résultat sera 
indépendant du choix des représentants. Si X est une partie de E, nous noterons lx 
(ou l x s'il est nécessaire de préciser l'ensemble de référence) la fonction caractéris
tique de X à valeurs dans Q^. Le cardinal de E sera noté |̂ | : c'est un élément de 
NU{+oo} . 

Soit G un groupe. Si X est un sous-ensemble de G, (X) désigne le sous-groupe de G 
engendré par X , NG{X) le normalisateur de X dans G et CG(X) le centralisateur de 
X dans G. Si g G G, nous notons o{g) = \(g}\ son ordre. Nous notons G t o rs l'ensemble 
des éléments de G d'ordre fini, Gp l'ensemble des éléments de G d'ordre fini égal à 
une puissance de p et Gp> l'ensemble des éléments de G d'ordre fini premier à p. Si 
g G Ctors, nous notons gp et gv> les uniques éléments de Gp et Gp> respectivement 
tels que g — gvgv> = gv>gv : gp est appelé la p-partie de g tandis que gv> est appelé la 
p'-partie de g. Remarquons que o(gp) = o(g)p et o(gp>) = o(g)p>. 

Si A est un groupe agissant sur G et si <p G A, nous noterons H1^, G) l'ensemble 
des classes de cp-conjugaison de G (deux éléments g et g' de G sont dits (̂ -conjugués 
s'il existe x G G tel que g' — x~lgip(x)). En d'autres termes, i ï" 1 ^, G) = iJ 1 (Z,G), 
où le générateur 1 de Z agit sur G via (p. Si <p est d'ordre fini, on a en général 
H\<p,G)^H^^),G). 

Exemple 1.1. — Supposons G abélien. Alors Hl(p),G) = G/Im((/? — 1) où on note 
(p — 1 : G —» G, # i—• g~1(p(g) · en particulier, Hl(p,G) hérite naturellement d'une 
structure de groupe. Si de plus G est fini, alors |Ĝ | = \H1((p1G)\. 

Nous fixons une fois pour toutes un isomorphisme de groupes 

i : ( Q / Z V F x 

et un morphisme inject if de groupes 
j : Q/Z Ql

X. 

On obtient alors un morphisme injectif 

k:FX —>QE
X 

défini par n — jox 1 . Pour finir ce paragraphe, nous définissons le morphisme surjectif 
T: Q —> F x comme étant la composition de i avec le morphisme Q —> Q/Z —» (Q/Z) p/. 
Notons que KerT = Z[l/_p]. De même, nous notons J : Q —• Q^X le composé de j et 
du morphisme canonique Q —> Q/Z ; on a Ker J = Z. 
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l . C . Caractères des groupes finis. — Si G est un groupe fini, nous notons Irr G 
l'ensemble de ses caractères irréductibles sur Ql et G A le groupe de ses caractères 
linéaires à valeurs dans Ql. On a G A C Irr G ; on a GA = Irr G si et seulement si 
G est abélien. Si / : G —• H est un morphisme de groupes finis, nous noterons 
/ : HA —> G A , 6 i—> 6 o f le morphisme dual de / . 

Si G est un sous-groupe distingué d'un groupe G et si (j) G G, nous noterons 
Cent(G0) le Q -̂espace vectoriel des fonctions G<p —> invariantes par G-conjugaison. 
Nous définissons sur Cent((70) le produit scalaire 

(,) G ( f ) : Cent(G0) x Cent(G0) Ql 

(7, y ) 
1 

\G\ E 
gEG 

7 ( # h ' ( # ) . 

Si i f est un sous-groupe de G et si o G G est tel que ^ i J = i7, nous noterons 
Ind GØ 

Hgcf> : Cent(Hg(j)) —• Cent(G0) l'adjoint, pour les produits scalaires {^Hqé et 
(,)G</>, de l'application de restriction naturelle Res G</> 

HgØ : Cent(G^) Cent(##) . En 
fait, si / G Cent(Hg(j)), on a 

(1.2) Inf GØ 
Hg0 

f xØ = 
E 

ye[G/H] 
y x(j)yeHg(p 

f(y X(t>y)-

On en déduit que 
Ind Gé 

Hgd> 0= Res G{4>) 
G4> o Ind C7<0> 

H(g0) 
où / est l'extension par zéro de / à H(g<j)). Avec ces notations, Cent (G) est le QR 

espace vectoriel des fonctions centrales G —» Ql et Irr G en est une base orthonormale. 
Nous identifions Z I r rG avec le groupe de Grothendieck de la catégorie des Q^G-
modules de type fini. 

Si g G G, nous noterons 7^ la fonction centrale sur G définie par 

7 < V ) = 
0 si g et g' ne sont pas conjugués dans G, 
\CG(9)\ sinon. 

En fait, 
1° 'g = r. 

7Glrr G 
7(^)7· 

De plus, si g G H, alors 
Ind G 

H 7 H 
9 = 7 G 

9 . 
Pour finir cette sous-section, nous allons donner une formule permettant de calculer 

l'induction Ind Gé 
Hgcf> dans un cas particulier. Supposons maintenant que G = G — H(g) 

et (j) = 1. En particulier, H est distingué dans G. Pour tout caractère irréductible x de 
H invariant par G (c'est-à-dire par g), on fixe une extension x de x à G (l'existence 
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de x est assurée par la cyclicité de G/H). On note xg la restriction de x à H g. Alors 
(Xg)xe(irrH)a e s t u n e b a s e orthonormale de Cent(Hg) et 

(1.3) Ind G 
Hg Xg = £ 

«e(G/H)A 

e ( 5 ) _ 1 ( x ® 0 -

Ici, un caractère linéaire de G/H est aussi vu comme un caractère linéaire de G. 

Démonstration de (1.3). — Posons 7 = Ind G 
Hg Xg et y = T,çe(G/H)*t(9) \X®0-

D'après 1.2, on a, pour x G G, 

7(z) = E 
2/G[G/H] 

2/ 1xy£Hg 

x(y l%y) 

= E 
YE[G/H] 

y-1 xyEH g 

X(x) 

= 
\G/H\x(x) si x G iJg 
0 sinon. 

D'autre part, 

7 ' ( x ) = X(x) E 
SE (G/H) 

£(5 ) ^ ( 2 ) 

^= 
\G/H\x(x) si x e Hg 
0 sinon. • 

l .D . Groupes algébriques. — Si H est un groupe algébrique linéaire, nous notons 
H° sa composante connexe contenant l'élément neutre, H u n i sa sous-variété fermée 
formée des éléments unipotents, H s e m l'ensemble de ses éléments semi-simples, Z(H) 
son centre, D ( H ) son groupe dérivé et R W ( H ) son radical unipotent. Nous posons 
ZÇH) = Z(H)/Z(H)°. Nous notons rg(H) le rang de H c'est-à-dire la dimension 
d'un de ses tores maximaux. Nous posons r g s e m ( H ) = rg(D(H)). Si h G H , nous 
posons C^(h) = Cn(h)° et An(h) = Cu(h)/C^(h). Remarquons que H s e m = H p / et 
que H U N I = H P . 

Nous appellerons complément de Levi de H tout sous-groupe fermé L de H tel 
que H = L K R U ( H ) (il est à noter qu'il n'existe pas toujours de complément de 
Levi). Nous appellerons sous-groupe de Levi de H tout complément de Levi d'un 
sous-groupe parabolique de H . Si T est un tore de H , nous appellerons groupe de 
Weyl de H relativement à T le groupe i V H ( T ) / C H ( T ) . 

Si F : H —+ H est une isogénie dont une puissance F6 est un endomorphisme de 
Frobenius pour une structure rationnelle sur H , on a, d'après le théorème de Lang, 
H1(F, H ) = Hl(F, H / H ° ) . D'autre part, si h E H F , nous noterons, pour alléger les 
notations lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur F, 7^ la fonction centrale 7^ . Si de 
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1. NOTATIONS GÉNÉRALES 13 

plus H est abélien et si n est un entier naturel non nul, nous notons NFn/F : H —> H , 
11-» tF(t)... F n - 1 ( £ ) l'application norme. 

l . E . Caractères rationnels et sous-groupes à un paramètre. — Soit H un 
groupe algébrique linéaire. Nous notons AT ( H ) le groupe (abélien, noté additivement) 
des caractères rationnels H —> F x et Y (H) l'ensemble des sous-groupes à un paramètre 
F x —» H . On a bien sûr F ( H ) = Y(H°). Si TT : H —» H ' est un morphisme de groupes 
algébriques, nous posons TTX : A ( H ' ) —» A ( H ) , x i—» xo7r et ixy : F ( H ) —» y ( H 7 ) , 
y h-» 7ro7/. Remarquons que 7rx est un morphisme de groupes. Si F : H —> H est 
l'isogénie précédente, les applications Fx et Fy seront notées par la même lettre F. 

Si H est commutatif, alors y ( H ) est un groupe abélien (que nous noterons additi
vement) : c'est un Z-module libre de rang r g ( H ) et nous définissons alors une forme 
bilinéaire 

( , ) H : I ( H ) X Y ( H ) ^ Z 

par la condition 
x(y(t)) = £<x,y>H 

pour tous x G A" ( H ) , y G y ( H ) et £ G F x . Cette forme bilinéaire est étendue par 
linéarité en une forme bilinéaire 

( X ( H ) 0z Q) x ( y ( H ) 0z Q) —>Q 

que l'on notera encore (, ) H par abus de notation. Cette dernière forme bilinéaire est 
non dégénérée. 

Si 7T : H —> H ' est un morphisme de groupes algébriques commutatifs, alors iry est 
un morphisme de groupes et TTX et ny sont adjoints par rapport à (, ) H et (, )H'- En 
d'autres termes, 

(nx(x),y)tt = (x,7ïY(y))M' 
pour tous x G AT ( H ' ) et y G y ( H ) . Nous définissons par ailleurs le morphisme 

in : y ( H ) ® z Q H 

y®ir y{i(r)). 

Soient x G X(H) et y e Y (H) ® z Q- Alors 
(1.4) x(in(y)) = Î((Z,2/)H). 

Démonstration de (1.4). — Écrivons y — y' ®z r avec y' G y ( H ) et r G Q. Alors 
x(iH(y)) = xiy'Rr))) 

= T ( r ) < x ' y , > H 

= z(r(x,^) H ) 
= Z((X,?/)H), 

ce qui est le résultat annoncé. 
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Remarque. — Si H est un tore, alors (, )H est une dualité parfaite et ZH est surjective 
(en effet, l'application y (H) ®% F X , y 0 £ "—> 2/(0 est un isomorphisme de groupes). 

Si A est un groupe agissant sur le groupe commutât if H, nous définissons une 
action de A sur les Z-modules X(H) et Y (H) par les formules suivantes : 

A x X(H) X(H) 
(cr,x) a -1 

x (x) — xoa 1 

et 
A x y (H) y(H) 

fay) o-y(y) = o~oy. 
I l est alors facile de verifier que 

(a(x)1a(y))îi = (x,y)u 

pour tous x G X(H), y G y (H) et a e A. 

l . F . Groupes diagonalisables. — Nous terminons cette section en rappelant 
quelques faits élémentaires sur les groupes diagonalisables. Premièrement, si D ' est 
un sous-groupe fermé d'un groupe diagonalisable D (en particulier, D ' est aussi un 
groupe diagonalisable), alors la suite de Z-modules 

(1.5) 0 X (D /D ' ) X(D) X(D') 0 
induite par l'inclusion D' ^ D est exacte. Si X' est un sous-groupe de X(D) tel que 

(*) D ' = { d e D | V X e X ' , x(d) = i}, 

alors l'application naturelle X(D) —> X(&f) induit un isomorphisme de groupes 
(1.6) A-(D') ~ (X(T>)/X')/(X(r>)/X')p. 

Puisque X ( D ' / D / 0 ) X(D / ) t 0 rs 5
 o n déduit de 1.6 un isomorphisme de groupes abé-

liens finis 
(1 .7 ) X(D'/D'°) ~ ( X ( D ) / X V 
Nous supposons maintenant, et ce jusqu'à la fin de cette sous-section, que D est 
connexe (c'est-à-dire que D est un tore) et que D' est fini. Tout d'abord, l'application 

(1.8) X(D') D'^ 
X K, o x 

est un isomorphisme de groupes abéliens finis. L'isomorphisme 1.6 montre que Xf est 
d'indice fini dans X(D). Posons maintenant 

Yf = {yeYÇD)®zQ\V xeX\ (x,y)r>eZ}. 

Alors y 1 contient Y(D) et la restriction de ZD à Y' a pour image D' et induit un 
isomorphisme de groupes abéliens finis 

(1.9) ( r ' / y ( D ) v ^ D ' . 
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Démonstration de (1.9). — D'après (*) et 1.4, on a ir>(Y') CD' . D'autre part, 
d'après [Bou52, §4, n° 8], l'application 

X(D)/X' x Y'/YCD) Ql 

(x + X',y + Y(D)) X ( ^ 2 / ) D ) 

est une dualité parfaite. Cela montre que luiX') = D' et que l'on a bien un isomor-
phisme ( Y ' / F ( D ) ) p / ~ D' (toujours grâce à 1.4). 

Lemme 1.10. — Soit y G Y(D) et soit n G Z, premier à p, tels que y(i(l/n)) — 1. 
Alors il existe yo G Y(D) tel que y = nyo. 

Démonstration. — On a |/xn(F)| = n car n est premier à p. De plus, /xn(F) C Ker y par 
hypothèse. Donc y induit un morphisme de groupes algébriques y : F x / /x n (F) —> D. 

Mais l'application F x —• F x , £ i—» £ n est séparable car p ne divise pas n. Donc elle 
induit un isomorphisme de groupes algébriques a : F x / /x n (F) —> F x . Soit yo = yoa" 1 . 
Alors i/o £ y(D) et ?/ = nyo par construction. 

Proposition 1.11. — Soient T e£ T ' de?irr fores et soit n : T —> T ; morphisme de 
groupes algébriques de noyau fini. Alors le morphisme ity : Y(T) —>· Y ( T ' ) est injectif 
et on a un isomorphisme naturel 

(Y(T)/lmnY)pf ~ KerTr. 
Démonstration. — Soit y G Ker7Ty. Alors l'image de y est contenue dans Ker7r mais 
est aussi connexe et contient 1. Donc y — 0 car Ker7r est fini : l'injectivité de ny est 
prouvée. 

Notons Y' le sous-groupe de Y(T') formé des éléments y' G Y(Tf) tels que ny' G 
Im7Ty pour un n G Z premier à p. Alors Im7Ty C Y' et, par construction, Y'/ Ini7ry = 
( ^ ( T O / I m ^ V . 

Soit y' G Y' et soit n G Z, non divisible par tels que ny' G Im7ry. Soit 7/ l'unique 
élément de Y ( T ) tel que 7Ty(y) = ny'. On pose 

*(î/') = 2/ 2 1 
n 

G T . 

Alors 7r((j(?/)) = (ny')(7(l/n)) = 1 donc cr(y/) G Ker7r. I l est facile de vérifier que 
l'application 

a : Y' —> Ker7r 
est bien définie et est un morphisme de groupes. 

I l est aussi facile de voir que Im rcy C Kercr. Réciproquement, soit y' G Ker a. 
Soient n G Z, premier à et y G Y(T) tels que ny' = ny(y). Alors 

y i 1 
n 

= 1. 

D'après le lemme 1.10, i l existe yo G Y(T) tel que y = nyo. En particulier, y' — ny{yo) 
donc KercrC Imny. Cela montre que Ker a = Im7Ty. 
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I l reste à prouver que a est surjectif. Soit t G Ker7r et soit n l'ordre de t. Alors n 
est premier à p et, puisque T est connexe, i l existe y G Y(T) tel que t = y(J(l/n)) 
(voir par exemple [DM91, Proposition 0.20]). Alors ixy (y)(J( 1/n)) = 1 donc, d'après 
le lemme 1.10, i l existe y' G Y(T) tel que ny' = 7Ty{y). Alors y1 G Y' et o~(y') = t 
par construction. 

l . G . Dualité entre tores. — Soient T et T* deux tores. On suppose qu'ils sont 
munis respectivement d'isogénies F et F* dont une puissance est un endomorphisme 
de Frobenius. Nous dirons que (T, F) et (T*, F*) sont duaux (ou simplement que T et 
T* sont duaux) s'il existe un isomorphisme v : X{T) ——> V(T*) tel que F* ou = voF. 
Bien sûr, la relation de dualité est symétrique car, en utilisant les dualités parfaites 
données par ( ,)T et (,)T*, le morphisme adjoint v* : X(T*) —» Y(T) de v est un 
isomorphisme. 

Supposons donc que (T, F) et (T*, F*) sont duaux et soit v : X(T) Y(T*) un 
isomorphisme tel que F* o v — y o F. Nous identifierons X (T) et Y(T*) via i / et nous 
identifierons X(T*) et F(T) via z/*. On a une suite exacte 

1 IJlF T F - l T 1. 

De plus, le morphisme F — 1 : T —>· T est étale, donc induit un isomorphisme entre 
T et T / T F . D'après 1.5, on obtient alors une suite exacte 

(1.12) 0 X(T) F - l X(T) X(TF) 0. 

Par dualité, on obtient une suite exacte 

(1.13) 0 Y(T*) F * - l Y(T*) X(TF) 0. 
Soit maintenant n un entier naturel non nul tel que Fn soit un endomorphisme de 
Frobenius déployé pour une structure sur un corps fini à q éléments. L'application 
T * F * n -> T * F \ t i ^ NF*n/F*(t) est surjective. De plus l'application Y(T*) T* F * ? 1 , 
y i—> y(J(l/(q — 1))) est surjective. I l est alors facile de vérifier que l'on a une suite 
exacte 

(1.14) 0 y(T*) F*-l y(T*) f T*F* 

o, 

où / : F(T*) T * F * , y NF*n/F*(y(ï(l/(q - 1)))). I l est à noter que l'application 
/ ne dépend pas du choix de n. La comparaison des suites exactes 1.13 et 1.14 et 
l'isomorphisme 1.8 fournit un isomorphisme T * F ~ ( T F ) A . Cet isomorphisme ne 
dépend que du choix de i et j . 

Nous allons l'expliciter. Soit s G T * F . Notons s le caractère linéaire de T F défini 
par s via l'isomorphisme précédent. Pour calculer s, il faut tout d'abord trouver un 
élément y G Y(T*) ~ X(T) tel que s = NF*n/F*(y(J(l/(q - 1)))). Alors 

(1.15) s = hi o Res^F y. 
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2. Le contexte 

2. A. Le problème. — Nous nous intéressons dans cet article à la théorie des carac
tères d'un groupe fini de la forme G F (paramétrage des caractères, table de caractères, 
théorie de Deligne-Lusztig, théorie de Harish-Chandra, conjecture de Lusztig sur les 
faisceaux-caractères...), où G est un groupe réductif connexe et F : G —• G est une 
isogénie telle que Fô est l'endomorphisme de Frobenius de G relatif à une structure 
rationnelle sur G. 

Nous nous concentrons plus particulièrement sur les problèmes reliés à la non 
connexité du centre de G. En d'autres termes, nous essayons de résoudre les questions 
concernant les groupes à centre non connexe en supposant que la même question est 
résolue pour les groupes à centre connexe. La stratégie habituelle est la suivante. I l 
est possible [DL76] de construire un groupe réductif connexe G (muni lui aussi d'une 
isogénie encore notée F) dont G est un sous-groupe fermé F-stable contenant D(G). 
L'étude précise du foncteur de restriction ResGF fournit alors des éléments de réponse 
(théorie de Clifford). 

Remarque. — I l n'est pas déraisonnable de supposer que beaucoup de choses sont 
connues pour les groupes à centre connexe. Par exemple, la conjecture de Lusztig sur 
les faisceaux-caractères a été résolue par T. Shoji [Sho95]. 

C'est d'autant moins déraisonnable que notre but est d'étudier le groupe spécial 
linéaire. En effet, ce groupe est inclus dans le groupe général linéaire et pratiquement 
tout ce qui concerne la table de caractères de ce dernier est connu (aussi bien du 
point de vue élémentaire de J.A. Green [Gre55], que du point de vue de la théorie 
de Deligne-Lusztig [LS77], voire même du point de vue de la théorie des faisceaux-
caractères : le lien entre ces trois théories est lui aussi bien compris). 

2.B. Plongements. — Comme expliqué ci-dessus, l'un des buts de cet article est 
d'étudier les foncteurs de restriction entre groupes de même type. Pour cela, nous 
fixons un groupe réductif connexe G muni d'une isogénie F : G —> G telle que Fô est 
un endomorphisme de Frobenius de G relatif à une structure sur le corps fini ¥q (ici, 
S est un entier naturel non nul et q est une puissance de p fixés une fois pour toutes : 
bien qu'ils ne soient pas uniquement déterminés par la donnée de (G, F), le nombre 
réel positif q1!8 l'est). 

Nous fixons aussi un sous-groupe fermé connexe F-stable G de G. Tout au long 
de cet article, nous supposerons que les hypothèses suivantes sont satisfaites : 

(1) Le centre de G est connexe; 
(2) Le groupe G contient le groupe dérivé de G. 

Remarque 2.1. — Puisque tout groupe réductif peut-être plongé dans un groupe à 
centre connexe de même type [DL76], les résultats que nous allons démontrer concer
nant le groupe G seront vrais pour tous les groupes réductifs connexes. 
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I l résulte de ces hypothèses que Z(G) = Z(G) H G et G = G.Z(G). De plus, 
D(G) = D(G). Nous notons 

i : G ^ G 
l'inclusion canonique. 

Nous fixons aussi dans cet article un sous-groupe de Borel F-stable Bo de G ainsi 
qu'un tore maximal F-stable To de Bo- Nous notons Uo le radical unipotent de BQ. 
On pose 

B 0 = B 0 H G et T 0 - To n G. 
Alors BQ est un sous-groupe de Borel F-stable de G, T 0 est un tore maximal F-stable 
de BQ et UQ est le radical unipotent de BQ. 

2.C. Système de racines. — Nous notons Wo le groupe de Weyl de G relative
ment à TQ ; remarquons que Wo est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl 
de G relativement à TQ. NOUS notons <Ë>o (respectivement 3>o) le système de ra
cines de G (respectivement G) relativement à TQ (respectivement To). Le morphisme 
%x : X(To) —» X ( T Q ) associé à i induit une bijection entre $o et $o- Nous notons 
AQ (respectivement AQ) la base de $0 (respectivement $0 ) associée à Bo (respective
ment B 0 ) . Si a G $0 , nous notons U a le sous-groupe unipotent de dimension 1 de G 
normalisé par To et associé à a. 

Soit 0o : ^ ( T 0 ) 0 z ^ ^ ^ ( T 0 ) ®z M l'automorphisme d'ordre fini égal à q~l/6F. 
Puisqu'il est d'ordre fini, on a det (j>o G {!,—!}. Nous poserons 

eG = ( - l ) r g G d e t 0 o et VG = £D(G)-

D'autre part, 0o normalise Wo et induit sur Wo le même automorphisme que celui 
induit par F. Nous noterons aussi 0o : ^ ( T 0 ) 0z ^ —* ^(To) ®z ^ l'automorphisme 
d'ordre fini égal à q~1/8 F. Pour finir, nous noterons <fio '• $0 —• ^0 la bijection telle 
que, pour toute racine a G $0 , il existe un entier naturel Sa tel que F (a) = pôa(f)o(a) 
(si eu est une orbite sous l'action de 0o, alors J2aeLJ ôa > 0). Bien sûr, (j>o stabilise AQ 
et Q0 

Si I est une partie de AQ, nous noterons $7 le sous-système de $ 0 de base / , Wi 
le groupe de Weyl de <!>/, wi son élément de plus grande longueur, P / le sous-groupe 
parabolique B 0 W / B 0 de G, U j son radical unipotent et L / le complément de Levi 
de P / contenant TQ. Alors P / (ou L / ) est F-stable si et seulement si (j>o(I) — I . 

2.D. Dualité. — Nous fixons un triplet (G*,T^,F*) dual de ( G , T 0 , F ) au sens 
de [DM91, définition 13.10]. Nous fixons aussi un triplet (G*,T*,F*) dual de 
(G,To,F). Le morphisme i induit un morphisme : G* —• G* commutant avec F* 
et tel que 2*(TQ) = TQ. I l faut cependant faire attention : i * n'est pas uniquement 
déterminé par i. I l n'est défini qu'à composition près par un automorphisme intérieur 
induit par un élément de T Q F . Notons que est surjectif. 
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2.E. Un résultat à la Borel-Tits. — Borel et Tits ont montré, pour un groupe 
réductif défini sur un corps quelconque i f , que tout if-complément de Levi d'un 
if-sous-groupe parabolique est le centralisateur d'un if-tore déployé [BT65, théo
rème 4.15]. 

Ici, F ne définit pas forcément une structure sur un corps fini, mais il est tout 
de même possible de donner une caractérisation similaire des compléments de Levi 
F-stables de sous-groupes paraboliques F-stables. Un sous-groupe de Levi F-stable 
de G est dit G-déployé (ou (G, F)-déployé s'il peut y avoir ambiguïté sur l'isogénie) 
s'il existe un sous-groupe parabolique F-stable de G dont c'est un complément de 
Levi. 

Soit T un tore maximal F-stable de G et soit L un sous-groupe de Levi F-stable 
de G contenant T. On note $ et <3>L les systèmes de racines respectifs de G et L 
relativement à T. 

Proposition 2.2. — Avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équiva
lentes : 

(1) L est G-déployé. 
(2) On a 

$ L = {a G $ | Vi; G Ker(F - q1/ô, Y(Z(L)°) ®z Q{q1/Ô)), (a, v)T = 0}. 
(3) Il existe un s ous-Qiq1^6)-espace vectoriel E de Ker(F - ç 1 / < 5 , Y(T) 0 Z Q(q1/Ô)) 

tel que 
$L = {a e $ \ Vv e E, (a, v)T = 0}. 

(4) II existe v G Ker(F - q1/0, Y (T) ® z Q(q1/Ô)) tel que 

QL — \CY G $ I (a, v)T = 0}. 

Remarque. — Lorsque F est un endomorphisme de Frobenius (par exemple lorsque 
5 = 1), alors la proposition précédente est une conséquence immédiate du théorème 
de Borel-Tits. 

Démonstration. — I l est clair que (4) =̂> (3). Le fait que (3) =̂> (4) résulte de la 
finitude de $ et du fait que Q^q1^6) est un corps infini. 

Montrons maintenant que (4) =$> (1). Notons </> : 3> —> $ la bijection telle que F (a) 
soit un multiple positif de Ma) pour tout a C O. Posons 

W = {a G $ | (a,v>T ^ 0}· 
Alors 0(#) = ^. De plus, ^ est close, ^ H -w = $ L et ^ U -\P = Donc il existe 
un sous-groupe parabolique P de G dont L est un complément de Levi et dont ^ est 
le « système de racines » relativement à T. Puisque O(w) = ^, P est F-stable. 

Montrons maintenant que (1) =̂> (4). Soit P un sous-groupe parabolique F-stable 
de G dont L est un complément de Levi. Fixons un entier naturel non nul n tel que 
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Fnô(t) = tqn pour tout t G T. Notons ¡1 l'endomorphisme de Y(Z(L)°) ®z Q{q1/Ô) 
égal à E nô-1 

k=0 qk/ô j?nô— 1 — k A l o r s / i o f F - g 1 ^ ) = 0et 

(*) F(Z(L)°) 0 Z Q ( ç 1 / 0 ) = Ker(F - q1/6) © Ker/x. 
Notons ^ le « système de racines » de P relativement à T. Alors il existe À G Y(Z(L)°) 
tel que 

f = {a E $ I (a, A ) T ^ 0}. 
Écrivons À = v\ + V2, où et i>2 appartiennent à F(Z(L)°) (g)̂  Q(g 1 / / ( 5) et vérifient 
^(^i) = q1^ôvi et ¿¿(̂ 2) = 0 (voir (*)). Posons 

y' = {a G $ I ( a , v i ) T ^ 0}. 
Nous allons montrer que ^ = w. Soit a G Puisque ^ est 0-stable, on a, pour tout 
k G N, (Fk(a), À) T = (a, i ? / c(A))x ^ 0. Par conséquent (a, /x(A))T ^ 0 ou, en d'autres 
termes, (a,nôv\)T ^ 0· Donc a G Vl/'. Réciproquement, soit a G Vf'. Supposons que 
(a, À)T < 0. Alors, puisque <Ê> \ \I> est 0-stable, on obtient comme précédemment que 
(a,//(À))T(0, c'est-à-dire (a,nSvi)T < 0. 

Puisque (3) => (1), on en déduit que (2) (1). Pour finir, montrons que (1) 
(2). Notons 

$' = {a G $ I W G Ker(F - q1/6, F(Z(L)°) % Q ( ^ ) ) , (a ,^) T = 0} 
et soit v0 G Ker(F - g 1 / 5 , Y(T) (g) Q(ç 1 / < 5 ) ) tel que 

$ L = {a G $ I ( Q , U 0 ) T = o}. 

Alors v0 G Ker(F - g1/'5, Y(Z(L)°) <g> Q(<? 1 / ( 5 )) et donc C <1>L C 

Corollaire 2.3. — Notons E Vensemble des sous-espaces vectoriels de Ker(F — 
qi/à^ Y(T) ®z Qiq1/6)) et C Uensemble des sous-groupes de Levi F-stables G-déployés 
de G contenant T. Si E G E, notons LIE le sous-groupe de Levi F-stable de G dont 
le système de racines relativement à T est 

{a G $ I W G E, (a,v) = 0}. 
Alors r application £ —+ C 

E ^ L E 

est une surjection décroissante. 

Remarque 2.4. — Soient P i et P2 deux sous-groupes paraboliques F-stables de G 
contenant T et soient L i et L2 les compléments de Levi respectifs de P i et P2 
contenant T (ils sont donc F-stables). Notons U i et U2 les radicaux unipotents 
respectifs de P i et P2. Alors, d'après par exemple [DM91, proposition 2.1], L i fl L2 
est un complément de Levi F-stable du sous-groupe parabolique F-stable (PiflP2).Ui 
de G. Cela montre qu'il existe un sous-groupe de Levi F-stable G-déployé minimal 
contenant T. 

Cela aurait pu se voir grâce au corollaire 2.3 dont nous reprenons les notations : 
ce sous-groupe de Levi F-stable G-déployé minimal est LKer(F_qi/sy 
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2.F. Quelques propriétés du morphisme i*. — Soit T un tore maximal in
stable de G et soit T* un tore maximal F*-stable de G* dual de T. On pose 

T = T fi G et X* = j * (T*) 

Alors, d'après 1.5, on a une suite exacte 
0 X(T/T) X(T) X(T) 0. 

Tous les groupes impliqués dans cette suite exacte sont sans torsion donc, par dualité, 
on obtient que la suite 

0 X(T*) X(T*) Hom(X(T/T) ,Z) 0 
est exacte. Ici, l'application X(T*) —> X(T*) est induite par le morphisme i * : T* —> 
T*. En utilisant à nouveau 1.5, on obtient un isomorphisme de groupes 

Hom(X(T/T) ,Z) ~ X(Kerz*). 
Cela prouve la proposition suivante : 

Proposition 2.5. — Le groupe Kerz* est un tore central F*-stable de G* qui est dual 
de T / T . De plus, cette dualité est compatible avec les isogénies F et F*. 

Corollaire 2.6. — Les tores G/G et Kerz* sont duaux et cette dualité est compatible 
avec les isogénies F et F*. 

Démonstration. — En effet, l'injection T G induit un isomorphisme de groupes 
algébriques T / T ~ G/G. 

Si z G (KeH*) F*, nous notons zG le caractère linéaire de G F / G F défini par la 
dualité du corollaire 2.6. Nous identifions zG avec le caractère linéaire de G F qu'il 
induit. 

Corollaire 2.7. — Le morphisme z* : G* F —>· G* F est surjectif. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la connexité de Kerz* et du 
théorème de Lang. 

2.G. Action de Z ( G ) F sur Cent (G F ) . — Si z G Z (G ) F et si 7 G CentG F , on 
pose 

t?T. GF 
Ql 

9 l{zg). 
Alors tf~i G Cent GF et l'application 

t? : Cent GF Cent G F 

est une isométrie. D'autre part, l'application 
tG : Z (G) F GLQ f(CentG F) 
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est un morphisme de groupes, c'est-à-dire que l'on a défini ainsi une action de Z (G ) F 

par isométries sur CentG F . 

3. Fourre-tout 

3.A. Morphismes isotypiques. — Un morphisme TT : G —» G entre groupes 
réductifs est dit isotypique si Ker7r est central et TT(G) contient le groupe dérivé 
de G . 

Exemple 3.1. — Les morphismes z et f sont isotypiques. 

3.B. Sous-groupes de Levi auto-opposés. — Soit L un sous-groupe de Levi 
de G. On dit que L est (G-)auto-opposé si, pour tout sous-groupe de Levi M de G 
contenant L strictement, on a |7VM(L)/L| ^ 2. D'après [How80], L est G-auto-opposé 
si et seulement si tous les sous-groupes paraboliques de G dont L est un complément 
de Levi sont conjugués. 

Le groupe G est dit universellement auto-opposé si, pour tout morphisme isotypique 
7T : G —• G et pour tout groupe réductif T dont G est un sous-groupe de Levi, G est 
T-auto-opposé. 

Exemples 3.2 
(a) S'il existe une classe unipotente de G supportant un système local cuspidal (au 

sens de [Lus84b, introduction]), alors G est universellement auto-opposé [Lus84b, 
théorème 9.2]. 

(b) Comme nous le verrons dans la proposition 7.1 (b), un groupe cuspidal (voir 
§7 pour la définition) est universellement auto-opposé. 

Soit maintenant I une partie de Ao- Alors / est dite (W-) auto-opposée si L / est 
G-auto-opposé. Posons 

w(i) = {wew\ w(i) = /}, 
W1 = {w G W I w{I) CA0} 

et I(1) = n 
wew1 

w(I). 

I l est clair que W(I) C W1 et il est bien connu que Nw(Wi) = W(I)KWI. La deuxième 
définition de sous-groupe de Levi auto-opposé montre que I est lU-auto-opposée si et 
seulement si W(I) — W1, c'est-à-dire si et seulement si I = . 

Définissons une suite décroissante (7"(n))n G^ de parties de AQ par récurrence de la 
façon suivante : 

I(0) = I 
J ( n + 1 ) = (J(n))(1) pour tout n G N. 

Posons I00 = nnenl^ . Alors I00 est la plus grande partie VK-auto-opposée de Ao 
contenue dans / . 
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3 .C. Centralisateurs de sous-tores de G . — Le résultat suivant est une géné
ralisation de [Bon99a, corollaire 4.2.3] : 

Lemme 3.3. — Soit B un sous-groupe de Borel de G et soit T un tore maximal de 
B. Notons L un complément de Levi d'un sous-groupe parabolique P de G tels que 
T c L e t B c P . Soit <ï>+ (respectivement OL) le système de racines positives de G 
(respectivement ~L) relativement à T associé à B. Soit A un sous-groupe de Aut(T) 
stabilisant <1>+ et <É>L et notons W L le groupe de Weyl de L relativement à T. Alors 

C G ( ( T W L ^ ) ° ) - L . 

Remarque. — Gardons les notations du lemme 3.3. Alors WL est un sous-groupe de 
Aut (T ) normalisé par A et W L H A = { 1 } car A stabilise <ï>+ : le produit semi-direct 
W L XI A est donc bien défini. De plus, (Tw^)° = Z(L)° et ce dernier tore est stable 
sous l'action de A. Le lemme 3.3 dit donc que 

(3.4) CG((Z(L)A)°) = L . • 

Démonstration. — Le groupe ( T ^ L ^ ) ° est un sous-tore de G donc M = 
C G ( ( T V I / L > < A ) 0 ) est un sous-groupe de Levi de G . De plus, L e M par la remarque 
précédente. 

Soit a G 3>+ une racine de M relativement à T . Alors, d'après [Bon99a, Proposi
tion 4.2.1], on a 

E g(a) = 0. 
ge A  κ  WL 

Soit 
0 = E 

LE Wl 

w(a). 

Supposons que w(a) soit positive pour tout w G WL- Alors ¡3 est une somme de 
racines positives et 

E 
a£A 

a(B) = 0 

ce qui contredit le fait que A stabilise <ï>+. Donc il existe w G WL tel que w(a) n'est 
pas positive. Par conséquent, a G $ L car T c L et B c P . 

3.D. Centralisateur d'éléments semi-simples. — Nous rappelons ici le théo
rème de Steinberg [Ste68, théorème 8.1] : 

Théorème 3.5 (Steinberg). — Si s G G* est semi-simple, alors CQ* (?) est connexe. 

Remarque. — Le théorème de Steinberg nécessite l'hypothèse de connexité du centre 
de G . I l n'y a pas de résultat analogue pour le groupe G*. 
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L E G R O U P E Z{G) 

Nous étudions ici en détails le groupe des composantes du centre Z(G). Les résul
tats de ce chapitre sont pour la plupart classiques, sauf les propositions 5.4 et 8.10. 
Dans la section 4, nous étudions le morphisme surjectif Z{G) —* Z(L) lorsque L est 
un sous-groupe de Levi de G. Dans la section 5, nous montrons comment calculer 
le groupe Z[G) et le noyau du morphisme précédent en termes du diagramme de 
Dynkin affine, du moins lorsque G est simplement connexe. La section 6 est consa
crée aux multiples réalisations du groupe H1 (F, Z(G)) ainsi qu'à ses liens avec les 
éléments semi-simples de G*. Dans la section 7, nous rappelons les différentes notions 
de cuspidalités introduites par l'auteur ([Bon99b], [BonOOa] et [Bon04b]). 

Notations 

Nous fixons dans ce chapitre un tore maximal F-stable T de G et nous posons 
T = T f l G . Nous notons W le groupe de Weyl de G relativement à T ; remarquons 
que W est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl de G relativement à T. 
Nous notons $ (respectivement $) le système de racines de G (respectivement G) 
relativement à T (respectivement T) . Le morphisme ix : X(T) —» X{T) associé à i 
induit une bijection entre <!> et <ï>. 

Nous fixons aussi un sous-groupe de Borel B de G contenant T et nous posons 
B = B H G. I l est à noter que B n'est pas nécessairement F-stable. Nous notons A 
(respectivement A) la base de $ (respectivement $) associée à B (respectivement B). 
Alors A est une base du Q-espace vectoriel X(T/Z(G)°) ®zQ : nous notons (^)aeA 
la base de y(T/Z(G)°) ®z Q duale de A (pour la dualité induite par (, )T/Z(G)°)« 

Si I est une partie de A, nous notons O1 le sous-système de racines parabolique 
ayant $ comme base et nous notons Wi le groupe de Weyl de O1. Nous posons 
P/ = BW/B et nous notons L / l'unique sous-groupe de Levi de P/ contenant T. 



26 CHAPITRE 2. LE GROUPE Z(G) 

Alors O1 est le système de racines de L / relativement à T et Wj est le groupe de 
Weyl de L / relativement à T. 

4. Calcul de Z(G) 

4.A. Le groupe Z(G) et le système de racines de G. — Calculer Z(G) et 
calculer X(Z(G)) ~ Z(G)A sont des problèmes équivalents. Puisque 

Z(G) = {t G T | Va G a(£) = 1}, 

on a, d'après 1.7 et 1.9 : 

Proposition 4.1. — Le morphisme canonique X(T) —» X(Z(G)) induit un isomor
phisme de groupes abéliens 

X(Z(G))~(X(T)/{*))pl. 

De plus, 2T/Z(G)° induit un isomorphisme 

e 
nEA 

Zw V 
Q /y(T/z(G)°) 

j 
^ Z ( G ) . 

4 . B . Sous-groupes de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors : 

Proposition 4.2. — Le morphisme Z(G) —» £(L) induit par l'inclusion Z(G) ^ Z(L) 
es£ surjectif. 

Démonstration. On peut supposer (et nous le ferons) que L = L / pour une partie I 
de A. Alors ($/) est un facteur direct de ($), donc (X(T)/($ 7 )) p / -> (X(T)/($))P> est 
injectif. Donc, d'après la proposition 4.1, le morphisme naturel X(Z(L)) —+ X(Z(G)) 
est injectif. 

Corollaire 4.3. — Le groupe 7VG(L) agz£ trivialement sur ZÇL). 

Corollaire 4.4. — Soit L im sous-groupe de Levi de G. Alors Z(L) est connexe. 

Le morphisme surjectif Z(G) —» £(L) sera noté Zip (ou bien lorsqu'il n'y a 
pas d'ambiguïté). Son morphisme dual sera noté hj, : ZÇL)A ^ Z(G)A. Une fois 
que Z(G) est déterminé, le calcul de Z(L) est équivalent au calcul de Ker/iL- La 
proposition suivante complète la proposition 4.1. 

Proposition 4.5 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit I une partie de A. Alors Ker/iL 7 est 
engendre par ( i r /z (G)°K ) )a6A\/ -

Démonstration. — En remplaçant G par G/Z(G)° si c'est nécessaire, on peut sup
poser que Z(G)° = 1. Soit Xi = X(T) fl (($/) 0 Z Q). Alors X/ = X(T/Z(L 7)°). 
Mais, si a G A \ / et si x G X/ , alors (x, CC7̂ )T = 0· Donc ?x(^a ) ^ Ker h\tl. 
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Réciproquement, soit z G Ker/iL 7 = Z(L/)° D Z(G). I l existe donc y £ 
F(Z(L/)°) ®z Q tel que z = ?T(2/)- Mais, ( ^ W A \ / est une base du Q-espace 
vectoriel y(Z(L/)°) ® z Q. Donc 

2/ = E 
aeA\I 

rawa, 

avec ra G Q (pour tout a G A \ 7). Si on pose 
y' = E 

aGA\I 
(ra)p wa, 

alors 2: = i{yr). Mais, puisque 2; G Z(G), on a, pour tout a G A \ 7, (a, 2/) = ( r a ) p / G 
Z[l/p\. Donc ( r a ) p / G Z, ce qui montre que 

z = n 
QGA\/ 

i(wa)(ra)p'. 

Cela termine la preuve de la proposition 4.5. 
La proposition 4.5 entraîne le résultat suivant (dont une preuve différente peut 

être trouvée par exemple dans [Bon04b, proposition 2.4]). 

Corollaire 4.6. — Soient I et J deux parties de A. Alors 

Ker ftL/nJ = (Kerh L / ) . (Kerh L j ) . 

Corollaire 4.7. — Soit I une partie de A. Alors Ker/iL 7 = Ker / iL / ( o c ) · 

4.C. Les groupes Z(G) et Ker' i*. — Dans cette sous-section, nous construisons 
un isomorphisme entre les groupes Ker'i* et Z(G)A, où Ker'z* = Kerz* n D(G*). 
Pour cela, remarquons tout d'abord que 

X (T/Z(G)) ~ (($) 0z z [ i /p ] )nx(T) . 
Identifions i x : X (T/Z(G)) X(T) et : F(T* n D(G*)) -> Y(T*). Alors 
l'image de zx contient ($) et est contenue dans ((3>) 0^ Z[l/p]) fl A"(T). D'après la 
proposition 1.11, on obtient alors un isomorphisme de groupes abéliens finis 

( A - ( T ) / ( $ > V ~ K e r ' r , 

ce qui, en composant avec l'isomorphisme de la proposition 4.1, fournit un isomor
phisme 

X(Z(G)) ~Ker'z*. 
Grâce à l'isomorphisme 1.8, on obtient finalement un isomorphisme 
(4.8) oj : Ker'i* —• Z ( G ) A . 

Cet isomorphisme peut être décrit de la façon suivante. Soit a G Ker' i* et soit n G Z, 
premier à p, tel que an = 1. Alors il existe x G X (T/Z(G)) ~ Y(T* nD(G*)) tel que 
x{i(l/n)) = a et il existe x G X(T) tel que ix(x) = nx. En fait, x G X(T/Z(G)°) et 
(4.9) uo(a) = K o Res T/Z(G)° 

Z(G) x. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



28 CHAPITRE 2. LE GROUPE Z(G) 

Le résultat suivant est immédiat : 

Lemme4.10. — L'isomorphisme UJ ne dépend pas du choix de T et T* (il dépend 
uniquement du choix de i et j). De plus, UJ O F* = F o UJ. 

Les groupes (Z(G)A)F et Hl(F, Z(G))A sont canoniquement isomorphes. De 
même, les groupes Hl(F, Z(G)A) et (Z(G)F)A sont canoniquement isomorphes. 
Donc, grâce à a;, nous pouvons construire des isomorphismes de groupes 

(4.11) LU0 : (Ker'i*)F* HHF,Z(G))^ 
UJ1 : H^F^Ker'i*) (Z(G)F)\ 

Par dualité, nous obtenons des isomorphismes 

(4.12) 
UJ : Z(G) ( K e r V ) A 

UJ° : H1(F,Z(G)) ( (Ker / i* ) F *) A 

UJ1 : Z(G)F Hl(F%KeY i*)A. 

Tous ces isomorphismes ne dépendent pas du choix de T et T*. 

Remarque. — Une autre description de l'isomorphisme UJ° sera donnée dans la sec
tion 6 (voir diagramme 6.4). 

Remarque 4.13. — Soit L un sous-groupe de Levi de G et soit L* un sous-groupe 
de Levi de G* dual de L. Soient L = L.Z(G) et L* = z*- x(L*). Notons Ker^ z* = 
D(L*) H Kerz* et O;L : Ker^ z* —> Z(L)A l'isomorphisme analogue de tu obtenu en 
remplaçant G par L. Alors le diagramme 

Keri, i * L Z(L)A 

HL 

KerV Lu >Z(G)A 

est commutatif. L'application verticale de gauche est bien sûr l'inclusion canonique. 

5. Groupes simplement connexes 
Nous supposons dans cette section, et uniquement dans cette section, que G est 

semi-simple, quasi-simple et simplement connexe et que p ne divise pas le cardinal de 
X(T)/($>). Dans ce cas, le calcul du groupe Z(G) en termes des poids minuscules 
est fait dans [Bou68, chapitre VI , §2, corollaire de la proposition 5]. Le calcul du 
groupe Z(L) peut alors être effectué grâce à la proposition 4.5. En revanche, la 
proposition 5.4 nous semble nouvelle : elle contient une description de Ker h\Jl lorsque 
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7 est auto-opposée en termes du groupe d'automorphismes du diagramme de Dynkin 
affine de G. 

5.A. Poids minuscules. — Notons a la plus grande racine de A (elle est bien 
définie car, puisque G est quasi-simple, $ est irréductible). Posons 

A a f f = A U { - 5 } 

et w a f f = w K y (T) . 
Puisque G est simplement connexe, Wàfï est le groupe de Weyl affine de <Ê>. On définit 

Autvy(Aafï) = {w G W I w(A a f f ) = A a f f } . 
Alors Autw(A a f f ) est le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin affine 
de G induits par un élément de W. Pour finir, nous aurons besoin des notations 
suivantes : 

A m i n u s = {a G A I (a,w^)T = 1} 

et A aff minus = A m i n u s U {-a}. 
Posons conventionnellement vo^- = 0. 

Proposition 5.1. — Supposons G semi-simple, simplement connexe et quasi-simple. 
Alors Vapplication A aff 

minus 
Z(G), a i(wa) est bijective. 

Démonstration. — Voir [Bou68, chapitre VI , §2, corollaire de la proposition 5]. 

5.B. Automorphismes du diagramme de Dynkin affine. — Notons Co l'al
côve 

Co = {y G Y(T) 0zM I (Va G A, {a,y)T Z o) et (-a,y)T ^ 1 }· 
Soit z G Z(G). Soit y G Y(T) ®z Z(p) tel que ?T(2/) = z - Puisque (a, 2/)T € Z pour 
tout a G <£, il existe un unique u> G W a f f tel que tu(Co) = y + CQ. NOUS notons u>z la 
projection de w sur W. Alors wz ne dépend que de z et non du choix de y. 

Nous allons maintenant rappeler la formule explicite de % T ( w v ) pour a G A a ^ n u s . 
Rappelons que, si 7 C Ao, alors wj désigne l'élément de plus grande longueur de Wj. 
Si a G A a f f , nous notons wa = WA^A\{a} (remarquons que W-^ = 1). Alors on a, 
pour tout ce G A, 

(5.2) ^ τ ( ^ ) - Wa 

(voir [Bou68, chapitre VI , §2, proposition 6]). 
La proposition suivante est démontrée dans [Bou68, §2.3] 

Proposition 5.3. — Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. 
Alors Vapplication Z(G) —> Autvy(Aaf f), z »—> wz est bien définie; c'est un isomor
phisme de groupes. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



30 CHAPITRE 2. LE GROUPE Z{G) 

Compte tenu du corollaire 4.7, on peut, pour calculer Ker /iL 7 , se ramener au cas 
où / est auto-opposée. Dans ce cas, la proposition suivante en fournit une description 
en termes du groupe d'automorphismes du diagramme de Dynkin affine de G . 

Proposition 5.4. — Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Si 
I est une nartie auto-onnosée de A. alors 

Ker/z L / = {zeZ(G) | wz(I)=I}. 

Démonstration. — Soit a G A. Compte tenu de 5.2 et de la proposition 4.5, il suffit 
de montrer que wa(I) — I si et seulement si a G A \ / . Tout d'abord, si a G A \ / , 
alors ^A\{a}(^) = / et w&(I) — —I car / est auto-opposée. Donc wa(I) = /. 
Réciproquement, si a G / , alors w&\{ay(a) G <Ê>+ et donc wa(a) G $~. Par suite, 
wa(a) 0 / , ce qui montre que wa(I) / /. 

6. Le groupe Hl(F,Z(G)) 

6 . A . Morphisme vers O u t ( G F ) . — Commençons par un rappel élémentaire : 

Lemme 6.1. On a CG(GF) = Z ( G ) . 

Démonstration. — Nous verrons dans §14.A qu'il existe un élément unipotent u G 
BF tel que CG(u) = Z ( G ) . C U ( » . Donc C G ( G F ) c C G W = Z ( G ) . C U ( » Si on 
note u>o un élément de NGF(TQ) représentant l'élément de plus grande longueur 
de W0, alors CG{GF) cCG{w0uw^) = Z ( G ) . ^ C U ( ) ( u ) . Donc C G ( G F ) c C G ( ^ ) H 
C G I ^ O ^ Q " 1 ) = Z ( G ) . D'autre part, il est clair que Z ( G ) C C G ( G F ) . D'OÙ le résultat. 

Remarque 6.2. — Le lemme 6 . 1 montre en particulier que le centre de G F est Z ( G ) F . 

Nous notons Aut (G ,F ) le groupe des automorphismes de G commutant avec 
F. Alors le groupe I n t ( G F ) des automorphismes de G induits par la conjugaison 
par un élément de G F est un sous-groupe distingué de Aut (G ,F ) . D'après la re
marque 6.2, le groupe I n t ( G F ) est isomorphe au groupe des automorphismes inté
rieurs de G F , ce qui justifie la notation utilisée. Nous notons Out(G,F) le groupe 
quotient Aut (G, F)/Int(GF). On a un morphisme canonique Out(G, F) —> O u t ( G F ) . 

Si z G H1 (F, Z(G))1 nous notons gz un élément de G tel que g~lF(gz) appartient à 
Z ( G ) et représente z. Alors l'automorphisme intérieur int gz appartient à Aut (G, F). 
On note rG son image dans O u t ( G F ) . 

Proposition 6.3. — L'application rG : Hl(F, Z(G)) —>· O u t ( G F ) 7 z \—> rG est bien 
définie : c 'est un morphisme injectif de groupes. 

Démonstration. — Soient z G H1 (F, Z(G)) et soient g et h deux éléments de G tels 
que h~1F(h) et g~lF(g) appartiennent à Z ( G ) et représentent z. Alors il existe 
x G Z ( G ) tel que x~l F(x)h~l F (h) = g~lF(g). Puisque x est central dans G , 
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on a F(gh~1x~1) = gh~1x~1. Posons y = gh~1x~1. Alors y G G F et intg = 
int (y) oint (far) = int(?/) oint(/i). Donc l'image de int g dans Out(G, F) coïncide avec 
l'image de int fa Cela montre que r G est bien définie. 

Montrons maintenant que c'est un morphisme de groupes. Soient z et zf deux 
éléments de Hl(F, Z ( G ) ) et soient g et g' deux éléments de G tels que g~lF(g) et 
g,~1F(g') appartiennent à Z(G) et représentent respectivement 2; et z'. Alors, si on 
pose a = (ggT'Figg'), on a a = g,-1g~1F(g)F(g') = g'-1F{g')g-1F{g) car 5 - ^ ( 3 ) 
est central. Donc a G Z(G) et a représente zz'. Mais int (g*/) = int(g) oint (g7), donc 
Tfz' — rz* OT2/ · ^ a r conséquent, r G est bien un morphisme de groupes. 

Pour finir, montrons que r G est injectif. Soit z G H1(F1 Z ( G ) ) et soit g G G tel 
que g~lF(g) appartienne à Z ( G ) et représente z. Supposons que int (g) induit un 
automorphisme intérieur de G F . Alors il existe h G G F tel que h~lg G C Q ( G F ) = 
Z ( G ) (voir lemme 6.1) . Donc, si on pose a = h~lg, alors g-1F(g) — (ha)-1 F (ha) = 
a~lF(a) car F (h) = h. Donc z = 1. 

Remarque. — Le morphisme de groupes Out(G,F) —» Out(G F ) est en général non 
injectif. Par exemple, si G est un tore, si S = 1, et si G est déployé sur Wq, alors tout 
automorphisme de G commute avec F, donc Out(G, F) — Aut(G) car G est abélien. 
Mais, si n = dimG, on a Aut(G) ~ GL n (Z) et Aut(G F ) ~ GLn(Z/(<? - 1)Z), donc 
le morphisme Aut(G) —» Aut(G F ) a un noyau infini lorsque n ^ 2. 

Le groupe Out(G F ) agit sur Cent G F et I r r G F de la façon suivante : si r G 
Out(G F ) et si x appartient à Cent G F ou I r r G F , on pose r(\) = \ o r - 1 , où r est un 
automorphisme de G F représentant r. Cela nous définit donc, à travers le morphisme 
r G , une action de H1(F, Z ( G ) ) sur Cent G F et I r r G F . Si V est un sous-espace de 
Cent(GF) stable sous l'action de H1 (F, Z ( G ) ) et si C G H1 (F, Z(G))A, nous noterons 
V£ la composante ("-isotypique de V. On a donc Vç = V C\ Cent(GF)^. 

6 .B. Le groupe G F / G F . Z ( G ) j F . — Soit L un sous-groupe de Levi de G. On 
suppose ici que L est F-stable. On pose L = G H L. Alors L est un sous-groupe de 
Levi F-stable de G. Le morphisme de groupes : H1(F1Z(G)) -> H1(F,Z(IJ)) 

' G 1 
induit par hj_, est surjectif. S'il y a ambiguïté, nous le noterons hL ' . 

Soit l G L F . Alors il existe l G L et z G Z(G) tels que / = Iz. Puisque F(l) — /, 
on en déduit que l~xF(l) = F(z)~lz. Donc l~lF(l) G Z(G). On note sa classe 
dans H1 (F, Z(G)). I l est facile de vérifier que crG(Z) ne dépend que de l et non du 
choix de / et z. I l est tout aussi immédiat que <J g induit un isomorphisme de groupes 
(toujours noté crG) 

L F / L F . Z ( G ) F = Hl(F,Z(G)). 
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D'autre part, on a un morphisme canonique 

L F / L F . Z ( G ) F Out(L F ) 

et un simple calcul montre que le diagramme 

L F / L F . Z ( G ) F 

oG

L 

H\F,Z(G)) 

hi 

Out(L F ) 
TL 

H1 (F, 2(h)) 

est commutatif. Lorsque L = G, T isomorphisme crp sera noté oc- De plus, l'isomor
phisme dual de crp sera noté crp : H1 (F, Z(G))A = ( L F / L F . Z ( G ) F ) A (OU (7G SI 
L = G). 

En utilisant l'isomorphisme LU0 : (Ker'z*)F* = 7 7 1 ( F , Z ( G ) ) A (voir 4 .11), on 
obtient un diagramme commutatif : 

(6.4) F 1 ( i ? , 2 ( G ) ) A 

wo 
(KerV) F * (Keri*) F * 

= 

OGl 
( L F / L F . Z ( G ) F ) A ( L F / L F ) A . 

Démonstration de (6.4). — Soit T un tore maximal F-stable de L. Soit T* un tore 
maximal instable de G dual de T. Posons T = T n G et T* = i*(T*). Puisque 
L F / L F ~ T F / T F , i l suffit de montrer la commutativité du diagramme 6.4 lorsque 
L = T, ce que nous supposerons dorénavant. 

Soit n G N*. Notons w° : (Ker' i*) F *" H1{Fn,Z(G))A induit par co. Notons 

/ ? n : ( K e r V ) F * n ( T F " ) A 

le morphisme composé (Ker ' i* ) F " (Keri*) F *" = ( T F " ) A et 

ln:H\Fn,Z(G)r ( T F " ) A 
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le morphisme composé Hl(Fn,Z{G))A ( T F 7 T F T \ Z ( G ) F T l ) A -> ( T F n ) A . I l s'agit 
de montrer que 71 o CJ? = ¡3\. Mais, le diagramme 

(Ker'i*) F* 
w1 Pi 

Hl(F,Z(G))A 
7i ( T F ) A 

(Ker ' i*) F * n 

wn wg 
i V F n / F 

£F(F n ,Z (G)) A In • ( T F ™ ) A 

est commutatif. Ici, toutes les applications verticales sont injectives. En particulier, 
cela montre qu'il suffit de montrer que 7 N OLJ^ = (3n et donc que l'on peut remplacer F 
par n'importe laquelle de ses puissances. Par exemple, et c'est ce que nous ferons par la 
suite, nous pouvons supposer que F est un endomorphisme de Frobenius déployé de T 
(sur un corps fini à q éléments) et que F agit trivialement sur Z(G). En particulier, 
F* est un endomorphisme de Frobenius déployé de T* et F* agit trivialement sur 
Ker'z*. 

Soit a G Ker'z* = (Ker /z*)F* et soit t G T F . Puisque F* est déployé, il existe 
y G F(T* H D(G*)) ~ I ( T / Z ( G ) ) C I ( T ) tel que a = y(J(l/(q- 1))). Soit alors 
y e y(T*) ~ X(T) tel que ix(y) = (q - l)y. Soient maintenant t G T et z G Z(G) 
tels que t — tz. Posons z = t _ 1 F ( t ) G Z(G). D'après 1.15 et 4.9, il suffit de montrer 
que y(t) — y(z). Mais, 

y(z) = y(t-1F(t))=y(t*-1) = ((q-l)y)(t)=ix(y)(t)=y(t). 

Cela montre le résultat car tZ(G) = tZ(G) et y e X(T/Z(G)). 

7. Cuspidalité 
7.A. Définition et premières propriétés. — Le groupe réductif G est dit cus
pidal si, pour tout sous-groupe de Levi L propre de G, on a Ker/zp ^ {1} (voir 
[Bon99b, §1] ou [Bon04b, §2.C]). Nous rappelons ici quelques propriétés des groupes 
cuspidaux dont le lecteur pourra trouver une preuve dans [Bon04b, propositions 2.12 
et 2.18 et remarque 2.14]. 

Proposition 7.1. — Supposons que G est cuspidal. Alors : 
(a) Si 7T : G —> G est un morphisme isotypique, alors G est cuspidal. 
(b) Le groupe G est universellement auto-opposé. 
(c) Toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. 
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7.B. Sous-groupes de Levi cuspidaux. — Si K est un sous-groupe de Z(G), 
nous notons C(K) (ou CG(K) s'il y a ambiguïté) l'ensemble des sous-groupes de 
Levi de G tels que Ker hi,(ZK. Nous notons Cm[n(K) (ou CG

[n(K)) l'ensemble des 
éléments minimaux pour l'inclusion de C(K). La preuve de la proposition suivante 
peut être trouvée dans [Bon04b, lemme 2.16] : 

Proposition 7.2. — Si K est un sous-groupe de Z(G), alors Cm[n(K) est une seule 
classe de conjugaison de sous-groupes de G. De plus, ses éléments sont cuspidaux. 

I l est facile, en utilisant entre autres la proposition 5.4, de classifier les groupes 
£min(^0 lorsque G est semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Cette classi
fication est faite dans [Bon04b, table 2.17]. Nous la rappelons dans la table 7.3 (cette 
table ne contient pas les groupes Cm-m(Z(G)) car ce sont les tores maximaux de G). 
Pour pouvoir lire cette table, il convient de signaler que les copoids fondamentaux 
en type Z?2r sont numérotés comme dans [Bou68, planches]). D'autre part, dans le 
diagramme du couple (G,L) , le sous-groupe de Levi L est représenté par les points 
noirs. La classification dans le cas général découle de [Bon04b, §2.B]. 

7.C. Caractères linéaires cuspidaux. — Un caractère linéaire (" : Z(G) —> Ql 

est dit cuspidal si, pour tout sous-groupe de Levi propre L de G, on a Ker ht, <f_ Ker (. 
Nous noterons ZA

US(G) l'ensemble des caractères linéaires cuspidaux de Z(G). Si 
ZC

A
U S(G) / 0, alors G est cuspidal. En particulier, toutes ses composantes quasi-

simples sont de type A (voir proposition 7.1 (c)). 

8. Éléments semi-simples et non connexité du centre 

Hypothèse. — Nous fixons dans cette section un élément semi-simple s G G * F . Nous 
fixons aussi un élément semi-simple s G G * F tel que i*(s) — s. 

L'existence de s est assurée par le corollaire 2.7. 

8.A. Centralisateur de s. — Soit Bi[ un sous-groupe de Borel F*-stable de 
CG*(s) et soit Tl un tore maximal F*-stable de BJ\ On note W (respectivement 
W(s), respectivement W°(s)) le groupe de Weyl de G* (respectivement CG*(S), res
pectivement C G*(s)) relativement à T\. 

Alors W{s) = {w G W I w(s) — s} 
et W°(s) est un sous-groupe distingué de W(s). De plus, W(s)/W°(s) est canoni
quement isomorphe à AG* (s). Soit A(s) — {w G W(s) \ wBl = BJ}. Alors A(s) 
est un sous-groupe F*-stable de W(s) et W(s) = W°(s) xi A(s). Donc A(s) est ca
noniquement isomorphe à AG*(s). Nous identifierons par la suite AG*(s) avec A(s), 
de sorte que 

(8.1) W(s) = W°(s) xi AG*(s). 
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Type 
de G 

Ar 

B2r + l 
p^2 

B2r 

v = 2 

Cr 
p^2 

D2r+i 
p^2 

D2r 

p^2 

E6 

p = 
3 

E7 

p + 2 

Z(G) 

pr +1 

M 2 

2̂ 

M2 

/*4 

fl2 X /Lt2 

Ml3 

2̂ 

K 

µr+1/d 

où d I r + 1 
et p { d 

1 

1 

1 

1 

M 2 

1 

fa(^r-l)> 

<̂ T(̂ 2r)> 

(rT(^)> 

i 

i 

Type de 
L G £min(*0 

Ad_! X · · · X Ad_i 
fois 

Ai x · · · x Ai 
r+l fois 

Ai x · · · x Ai 
r fois 

Ai 
(grande racine) 

Ai x · · · x Ai x A3 

r - l fois 
^1 X Ai 

Ai x · · · x Ai 
r+l fois 

Ai x · · · x Ai 
r fois 

Ai X · • · X Al 
r fois 

Ai x Ai 

A2 x A2 

Ai x Ai x Ai 

Z(L) 

µd 

M 2 

M 2 

M2 

M 4 

M 2 

M2 X M2 

M2 

M 2 

M 2 

µ3 

A*2 

Diagramme de (G,L) 

T2-1 
an-1 Ad-1 

Table 7.3 
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Soit <Ê>i (respectivement <&s) le système de racines de G* (respectivement CQ*(S)) 
relativement à T\. Alors 

$ s = {a G $ 1 | a(s) = 1}. 
Pour tout w G W(s), l'automorphisme q~l/ôwF* de X(T\) ®z K est d'ordre fini ow. 
Soit TV le plus petit commun multiple de (ow)wew(s)- O n notera </>i un générateur 
d'un groupe cyclique (</>i) d'ordre N et nous ferons agir <pi sur AT(Ti)* (g)̂  M comme 
q~1/ôF*. Ainsi, (\)\ normalise W(s) et, si w G W(s), on a ^ i i ^ f 1 = F*(w). On peut 
donc définir le produit semi-direct W(s) x (O1). 

Le but de cette sous-section est de relier le groupe AG*(S) aux groupes Ker z*, 
Z(G)A et ( G F / G F ) A . Tout d'abord, considérons l'application 

ifs : C G * (5) Ker7 z* 
0 (g,s) = gsg-1s-1 

où, pour tout g G CG*(S), # désigne un élément de G* tel que i*(g) = g. Alors (/?s(g) 
ne dépend ni du choix de g ni du choix de s. Puisque Ker7 z* est central, (ps est un 
morphisme de groupes et le noyau de (ps est i*(C^ (s)). Mais, d'après le théorème 3.5 
et par exemple [ D M 9 1 , Proposition 2.3], on a i*(C^(s)) = CQ* (S) donc (fs induit 
un morphisme injectif de groupes encore noté 
(8.2) ifs • AG.(s) <-+ Ker'i*. 
Ce morphisme commute à l'action de F*. Comme conséquence, on obtient le 

Lemme 8.3. — Le groupe Ac {s) est abélien et, via <ps, 

Ac {s) — {z e Keri* \ s et sz sont conjugués dans G * } . 

Par dualité, cps induit un morphisme surjectif <ps : (Ker'i*) A —• Ac(s)A et, par 
composition avec les isomorphismes LU, LU0, LU1 , LU, LU0 et il)1, on obtient des morphismes 

LOs : Ac(s)^Z(G)A, 

u>°s:Ac(sr H\F,Z(G))\ 

iol:H\F*,Ac{s)) (Z{G)F)\ 
(8.4) 

ÛJS : Z(G) >AG,(s)\ 

LU°S:H\F,Z(G)) (Ac(s)F')\ 

û\ : Z(G)F H^F^Acis))*. 

Les morphismes uis et w° sont injectifs tandis que les morphismes ûs et sont 
surjectifs. On ne peut cependant rien dire en général concernant les morphismes w] 
et wj. 
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8.B. Sous-groupes de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et 
soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. Supposons que s G L * F . Le 
morphisme injectif CL* (S) ^ CQ* (S) induit un morphisme injectif AL* (S) ^ AQ* {S). 
En effet, le noyau du morphisme naturel CL* (S) —> AG* (S) est CQ* (S) fl L*. Mais, 
puisque L* = C G*(Z(L*)°), on a C£*(s)nL* = Cc^(s)(Z(L*)°). Le résultat découle 
alors de ce que le centralisateur d'un tore dans un groupe connexe est connexe [Bor91, 
corollaire 11.12]. I l est d'autre part facile de voir que le diagramme 

(8.5) 

A L .(s) z(Lr 

AG.{s) Z (G)^ 

est commutatif. De plus, toutes les applications sont injectives. En effet, l'injectivité 
de l'application verticale de droite résulte de la proposition 4.2 et l'injectivité de 
l'autre application verticale a été discutée ci-dessus. 

En prenant les points fixes sous F et F* et en dualisant, on obtient un autre 
diagramme commutatif 

(8.6) 

H\F,Z(G)) .S (Ag* (s) F*)^ 

hL Res 
Hl(F,Z(L)) 

¿1° ' 
•(AL,(s)F'r. 

8.C. Centralisateurs de sous-tores. — Fixons maintenant un groupe fini H 
d'automorphismes de X(T*) ®z R tel que, si h G H et a G $1, alors h (a) soit 
un multiple réel d'une racine de $1. Cela définit une action de H par permutation 
sur les racines que nous noterons h * a : elle est définie ainsi 

h*ae$i nR+/i(a). 
Notons YH le R-espace vectoriel des points fixes de H dans son action sur y(T*J(g)^R. 
Posons 

$H = {a G $1 I V v G YH, (α,υ)Τΐ = 0}. 
Alors <&H est le système de racines relativement à d'un sous-groupe de Levi L* de 
G*. Soit L le sous-groupe de Levi de G dont le système de coracines est 3>#. Nous 
noterons W L le groupé de Weyl de L* relativement à T*, Wj,(s) le centralisateur de 
s dans W L , W£(S) le groupe de Weyl de C£* (s) relativement à Tf. Alors 

Proposition 8.7'. — Supposons que H stabilise <frf (pour l'action *). Alors : 
(a) Cl,(s) = T* ; c'est-à-dire W£(s) = 1. 
(b) Wh(s)H C AG*(s)H. 
(c) Wj,(s)H commute avec W°(s)H. 
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Démonstration 
(a) Soit a G OH M Os et soit y G Y(T\). Alors (a, X ^ e / / h(y))T* = 0 par définition 

de QH. Mais, 
(α, Σ 

heH 
% A Ti = ( 

E 

hEH 
h(a),y) . 

/ T * 

Donc, Y^heH h{a) = 0, ce qui est impossible car H stabilise Os (dans son action *). 
Donc &H H $ s = 0, ce qui montre (a). 

Avant de continuer, introduisons quelques notations. I l existe v G y ( T * ) tel que 
(a, V)T* > 0 pour tout a G Os. Posons = J2heH h(v). Alors v 0 G Y"77 et (a, I;O)T* > 
0 pour tout a G Os car H stabilise 3>+ (via l'action *). 

(b) Soit w G W L ( s ) H et soit a G Os. Posons /(a) = J2heHh(a)- A l ° r s 

( / (Q),VO)T* > 0. D'autre part, f(w(a)) = w(f(a)) et, puisque w(v0) = t>o, on a 
(f(w(a)),Vo)T* > 0. Cela montre que {w(a),vo)T* > 0 et donc que w(a) G Os. En 
d'autres termes, w G AG*(S)-

(c) D'après (b), le groupe Wh{s)H normalise W°{s)H et W L ( s ) H D W°{s)H = 1. 
D'autre part WH normalise WL, donc W(s)H normalise WL(S) / 7 . D'OÙ (C). 

8.D. Éléments semi-simples cuspidaux. — Un élément semi-simple 5 G G* 
(respectivement s G G * F ) est dit géométriquement cuspidal (respectivement ration
nellement cuspidal) s'il existe un élément a G AQ* (S) (respectivement a G AG*(S)F ) 
tel que u;s(a) G ^ ^ S ( G ) . S'il est nécessaire de préciser le groupe ambiant, nous par
lerons d'éléments géométriquement ou rationnellement G*-cuspidaux. La définition 
précédente est la même que [BonOOb, définition@1.4.1]. Nous commençons cette sous-
section par une caractérisation des éléments semi-simples géométriquement cuspidaux. 

Proposition 8.8. — Soit a G AG*(S). Alors cus(a) G ZC
A

U S(G) si et seulement si a 0 
AL* (S) pour tout sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant s (où on rappelle 
que AL* (S) peut être vu naturellement comme un sous-groupe de AG*{S)). 

Démonstration. - — S'il existe un sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant 
s tel que a G AL* (s), il résulte de la commutativité du diagramme 8.5 que tus(a) 
n'appartient pas à ZA

US(G). 
Réciproquement, supposons que a ^ AL* (S) pour tout sous-groupe de Levi propre 

L* de G* contenant s. Nous devons montrer que LUS{CL) G Zcus (G). Pour cela, compte 
tenu de [BonOOb, 1.4.6 et 1.4.7], nous pouvons supposer que G est semi-simple, sim
plement connexe et quasi-simple. D'après [Bon05, proposition 3.14 (b)], a peut être 
vu comme un automorphisme du diagramme de Dynkin affine de G. L'hypothèse 
implique que a agit transitivement sur le diagramme de Dynkin affine (sinon a ap
partient à un sous-groupe parabolique propre de W). Un examen de la classification 
des systèmes de racines montre que cela ne peut arriver que lorsque G est de type 
An. Dans ce cas, a est d'ordre n + 1 et Z(G) est aussi d'ordre n + 1. Par conséquent, 
u>s(a) est injectif et le résultat est immédiat. 
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Nous rappelons certaines des propriétés des éléments semi-simples cuspidaux dé
montrées dans [BonOOb, §1.4]. Rappelons que s est dit isolé (respectivement quasi-
isolé) si CQ*(S) (respectivement C G*(s)) n'est contenu dans aucun sous-groupe de 
Levi propre de G*. 

Proposition 8.9. — Soit s un élément semi-simple géométriquement cuspidal de G*. 
Alors : 

(a) Toutes les composantes quasi-simples de G* sont de type A . 
(b) Si L* est un sous-groupe de Levi propre de G* contenant s, alors le morphisme 

injectif AL* is) ^ ^ G * (S) n'est pas surjectif. 
(c) Si s E G * F est de plus rationnellement cuspidal, alors si L* est un sous-

groupe de Levi F*-stable propre de G* contenant s, alors le morphisme injectif 
A-L*(S)f ^ AG*(s)F n'est pas surjectif. 

(d) s est quasi-isolé et régulier. 
(e) L'application uos : AG*(s) —» Z ( G ) A est un isomorphisme. 

Démonstration. — (a) découle de la proposition 7.1 (c). (b) découle de la commuta-
tivité du diagramme 8.5. (c) découle de la proposition 8.8. Le fait que s est quasi-isolé 
découle de (b). La preuve de la régularité de s est faite dans [BonOOa, lemme 3.2.9]. 
D'où (d). Pour (e), voir [BonOOb, proposition 1.4.9]. 

Fixons maintenant a G AG* (s) et posons 

L ; a = c G , ( ( ( T ï ) T ) . 
C'est un sous-groupe de Levi de G* contenant T*. Soit L s ^ a un sous-groupe de Levi 
de G dual de L* a. Notons que a G AL* a (s). 

Proposition 8.10. — Si a e AG*(s), alors cJLs,a,s(a) £ ZA
us(Ls^a). Donc s est géomé

triquement cuspidal dans L* a . 

Démonstration. — Pour montrer la proposition 8.10, on peut travailler dans L s ? a , 
c'est-à-dire que l'on peut supposer que L s ? a = G. L'hypothèse signifie donc que 
((T*)a)° = Z(G*)°, c'est-à-dire que a est un élément cuspidal [GPOO, définition 3.1.1] 
de W. Par suite, si M est un sous-groupe de Levi propre de G contenant T i et si 
M* est un sous-groupe de Levi de G* contenant Ti dual de M, alors a 0 WM(S). La 
proposition 8.8 montre alors que ujs(a) G Z A

U S (G) . 

Corollaire 8.11. — Soit a G AG*(s). Alors : 
(a) CL „00 = Tl> c'est-à-dire W£ s a 00 = 1 -
(b) wZjs)a cAG*(s). 
(c) W\,^a (s)a commute avec W°(s)a. 
(d) Nw{WUa) = Wa.Whsa. 
(e) Nw{3)(WUta) = W(s)a. 
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Démonstration. — Le groupe (a) stabilise Os. Par conséquent, (a), (b) et (c) dé
coulent de la proposition 8.7. Montrons (d). Soit w G A^U(WL,S A ) . Par construction, 
a est un élément cuspidal [GPOO, définition 3.1.1] de W\,S A. Par suite, waw"1 G WL.S A 

et est conjugué à a sous W. Donc, d'après [GPOO, théorème 3.2.11], i l existe x G W L S A 

tel que waw~1 — xax~l. Donc w G WA.W\JS A. Cela montre que NW{W\JS A) C 
W r a . i y L s , a - L'inclusion réciproque est immédiate. 

Montrons pour finir (e). Soit w G W (s) normalisant W\^S A. Quitte à multiplier w 
par un élément de AG*(s) (et en utilisant (d)), on peut supposer que w G W°(s). 
D'après (d), on a awa~1w~l G W\IS A. Mais, d'autre part, awa~1w~1 G W°(s). Donc, 
d'après (a), awa~lw~1 — 1. 

Remarque. — À ce jour, la preuve de [GPOO, théorème 3.2.11] nécessite la classifi
cation des groupes de Coxeter finis et de leurs classes cuspidales. I l faut noter que 
l'analogue de [GPOO, théorème 3.2.11] est faux en général pour les groupes de ré
flexions complexes. 
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C H A P I T R E 3 

I N D U C T I O N E T R E S T R I C T I O N D E L U S Z T I G , SÉRIES 
D E L U S Z T I G 

Nous rappelons ici la construction de l'induction et de la restriction de Lusztig 
ainsi que la définition de séries de Lusztig géométriques et rationnelles. Un des buts 
de ce chapitre est de fournir une preuve complète de la disjonction des séries de 
Lusztig rationnelles (en partant de la disjonction des séries géométriques des groupes 
à centre connexe). Cette preuve est pratiquement entièrement contenue dans [DM91, 
chapitre 14] mais elle n'est pas tout-à-fait complète. Dans la section 9 nous rappelons 
quelques propriétés de la dualité entre caractères linéaires d'un tore et éléments semi-
simples du dual. Nous reprenons notamment un lemme d'Asai [Asa87, théorème 2.1.1] 
sur les caractères centraux associés à des éléments semi-simples géométriquement 
mais non rationnellement conjugués. Dans la section 10, nous étudions les actions du 
centre sur les applications de Lusztig. Nous rappelons aussi dans quels cas la formule 
de Mackey est connue. La section 11 est consacrée à la disjonction des séries de 
Lusztig ainsi qu'à quelques-unes de leurs propriétés (caractère central, compatibilité 
à l'induction de Lusztig...). 

9. Caractères linéaires de tores maximaux 

9. A. Dualité. — Soit V(G, F) l'ensemble des couples (T, 0) où T est un tore maxi
mal F-stable de G et f? : T F —• Q£

X est un caractère linéaire. Soit V*(G ,F) l'en
semble des couples (T*, s) où T* est un tore maximal F*-stable de G* et s G T * F * . 
Le choix des morphismes i et j définis dans §1.B induit une bijection [DL76, 5.21.5] 
(9.1) V ( G , F ) / G F V * ( G , F ) / G * F * . 

Si (T,6) G V(G, F) et (T*, s) e V*(G, F), nous écrivons (T,0)<-^(T*,s) pour dire 
que (T, 6) et (T*, s) sont associés par la bijection 9.1. 

Lemme 9.2. — Soient (T,0) e V ( G , F ) , (T*,s) e V* (G ,F) et z e (Keri*)F". 
Voyons zG comme un caractère linéaire de T F par restriction depuis GF. Alors 
(T,0) G (T*, S) si et seulement si {Ύ,θζά) G (T*,sz). 

Démonstration. — Claire. 
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9.B. Restriction. — Si (T,0) G V (G ,F ) , nous posons 
Res G 

G (T ,0) = ( T n G , Res T
of 

T F nG F 
6) £ V ( G , F ) . 

De même, si (T*,s) G V*(G ,F) , nous posons 

*<Hesg(T*,?) = (z*(T*),z*(S)) G V*(G ,F) . 
Le lemme suivant se démontre en revenant à la définition de la dualité entre les tores. 

Lemme 9.3. — On a : 
(a) Soient (T, 0) et (T*, S) deux éléments de V(G, F) et V*(G, F) respectivement. 

On suppose que (T, 6) G (T*,s). Alors <Kesg(T,0) G *<Kesg(T*,3). 
(b) Soient (T, 0) et (T*, s) deux éléments de V(G, F) et V*(G, F) respectivement. 

On suppose que (T, 6) G (T*, s). On pose 
T = T.Z(G) et T* = r _ 1 ( T * ) 

et soit s un élément semi-simple de G * F tel que i*(s) = s (Un tel élément s 
existe d'après le corollaire 2.7). Alors il existe une extension 0 de 0 à T F telle 
que (T,9) G 

(T*,3) . 

9.C. Conjugaison géométrique et rationnelle. — La définition suivante a été 
posée par Deligne et Lusztig [DL76, définition 5.5]. 

Définition 9.4. — Soient (TYéM et (T 2 ,0 2 ) deux élément de V(G.F) et soient 
(T*,si) et (T2,s 2) deux éléments de V*(G ,F) tels que ( T , A ) G ( Ik ,**) pour 
tout k G {1,2}. On dit que (Ti ,#i ) et (Il2,92) sont géométriquement conjugués 
(respectivement sont dans la même série rationnelle) si s\ et S2 sont géomé
triquement conjugués (respectivement rationnellement conjugués), c'est-à-dire si ils 
sont conjugués dans G* (respectivement G * F ). 

Soit s un élément semi-simple de G * F . Nous noterons (s), ou (S)G* s'il y a am
biguïté, la classe de conjugaison géométrique de s. De même, nous noterons [s], ou 
[S ] G *F* , la classe de conjugaison rationnelle de s. Soit V*(G ,F, (s)) (respectivement 
V*(G ,F, [s])) l'ensemble des couples (T*,s') G V*(G ,F) tels que sf est géométri
quement (respectivement rationnellement) conjugué à s. Par dualité, nous notons 
V (G ,F , (s)) (respectivement V (G ,F , [s])) l'ensemble des couples (T,0) G V (G ,F ) 
associés aux couples appartenant à V*(G ,F, (s)) (respectivement V*(G ,F, [s])) par 
la bijection 9.1. Rappelons la caractérisation suivante [DL76, proposition 5.4] de la 
conjugaison géométrique des couples de V (G ,F ) : 

Lemme 9.5 (Deligne-Lusztig). — Soient (Ti ,#i ) et (T 2 ,0 2 ) deux éléments de 
V (G ,F ) . Alors (Ti,#i) et (T 2 ,0 2 ) sont géométriquement conjugués si et seule
ment si il existe un entier naturel non nul n et un élément g G G F tel que T 2 = 9T\ 
et 62 O NFr^F = *(0i o NFn/F) 
où NFn/F : Tf —> T F

7 t 1—> tF(t) ... F n - 1 ( £ ) est la norme de F71 à F (k = 1 où 2). 
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Nous allons maintenant utiliser le groupe G (et le fait que son centre est connexe) 
pour donner une autre définition des séries rationnelles. Tout d'abord, notons que 
les séries géométriques et rationnelles coïncident dans G à cause du théorème de 
Steinberg (voir théorème 3.5) : 

Proposition 9.6. — Deux éléments semi-simples de G* F sont géométriquement 
conjugués si et seulement si ils sont rationnellement conjugués. 

Corollaire 9.7. — Soit s G G F * un élément semi-simple et soit s — i*(s). Si (T, 6) G 
V(G,F,(s)), alors 9les G 

G (T,0)e V(G,F,[s]). 

Corollaire 9.8. Soient (Tu0i) et (T 2 , 02) deux éléments de V(G, F ) . Alors (T i , 6{) 
et (T2,02) s o n t géométriquement conjugués si et seulement si ils appartiennent à la 
même série rationnelle. 

La prochaine proposition fournit, en termes du groupe G, un outil pratique pour 
déterminer si deux éléments semi-simples de G* F sont rationnellement conjugués. 

Proposition 9.9. — Soient s\ et s2 deux éléments semi-simples de G* F . Alors les 
assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) s\ et S2 sont rationnellement conjugués; 
(2) // existe des éléments semi-simples rationnellement conjugués s\ et s2 dans 

G* F tels que i*(si) — st pour tout i G {1,2}; 
(3) // existe des éléments semi-simples géométriquement conjugués s\ et S2 dans 

G* F tels que i*(si) = si pour tout i G {1,2}. 

Démonstration. — D'après la proposition 9.6, (2) et (3) sont équivalents. I l est par 
ailleurs clair que (2) implique (1). I l nous reste donc à démontrer que (1) implique 
(2). 

Supposons donc qu'il existe g G G*^ tel que s2 = gs\g~l. Puisque i* : G* F —• 
G* F est surjective (voir corollaire 2.7), il existe s\ G G* F et g G G*F* tels que 
i(s1) — si e t (50 = g- Posons maintenant S2 = gsig"1. Alors si et s~2 sont des 
éléments semi-simples rationnellement conjugués de G* F et i*(sk) = Sk pour tout 
À; G {1,2}. 

Corollaire 9.10. Soient (Ti ,0i ) et {T2,02) deux éléments de V(G,F) . Soit Tk = 
Tfc.Z(G) (pour k G {1 ,2} / Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) (Ti ,#i ) et (T2j02) appartiennent à la même série rationnelle; 
(2) Il existe des extensions 0\ et 02 de 6\ et 62 respectivement (à T f et T F res

pectivement) telles que (Ti ,#i ) et {rT2l02) sont géométriquement conjugués. 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 9.9 et du 
lemme 9.3 (b). 
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9.D. Caractères centraux. — La proposition suivante explique comment varient 
les caractères linéaires Res T F 

Z(G)F 
0 lorsque (T, 0) parcourt une série géométrique ou 

rationnelle. 

Proposition 9Al. — Soient (Ti ,# i ) et (T2,02) deux éléments de V(G,F) . 
(a) Si (Ti ,0 i ) et (T2,02) sont géométriquement conjugués, alors 

Res Tf 
Z(G) O F Si = Res T F 

Z (G) O F 02-
(b) Si (T i ,^ i ) et (T2,#2) appartiennent à la même série rationnelle, alors 

Res Tf 
Z(G) F 

Oi = Res A 2 
Z(G) F 02-

Démonstration. — (a) Si (Ti ,0i ) et (T2,02) sont géométriquement conjugués, alors, 
d'après le lemme 9.5, il existe un entier naturel non nul n et un élément g G G F n tel 
que T 2 = 9T1 et 

02 o NFn/F = 9(0l O NjPn 
Soit z G Z ( G ) o F . Puisque le groupe Z(G)° est connexe, il existe z' G Z ( G ) o F n tel 
que NFrl/F(z/) = Donc 

0 2 ( 2 ) = Ö 2 (7V F „ / F ( / ) ) = Ö 1 ( 7 V F „ / F ( 5 - 1 2 ' 5 ) ) = ôi(JV F„ / F(z')) = O1(z) 

car z' est central. Cela montre (a). 
(b) Si (Ti ,0i ) et (T2,02) appartiennent à la même série rationnelle, alors, d'après 

le corollaire 9.10, il existe (Ti ,#i ) et (T 2 ,0 2 ) dans V(G,F) tels que 
fKefig(T*A) = (Tkl0k) 

(k G {1,2}) et tels que (Ti ,#i ) et (T2,02) sont géométriquement conjugués. Par 
conséquent, d'après (a) (appliqué au groupe G) et puisque Z(G) est connexe, on a 

Res Tf 
Z(G)F 

01 = Res 2 
Z(G)F 

02-

Donc (b) découle de ce que Z(G) = Z(G) fl G. 

Si s est un élément semi-simple de G* F*, nous notons s : Z (G) F —> Ql le caractère 
linéaire défini par 

(9.12) s = Res T+ 
Z(G) F 0 

pour tout (T, 0) G V(G, F, [s]) ; s est bien défini d'après la proposition 9.11 (b). Nous 
notons d'autre part s° la restriction de s à Z ( G ) o F ; le caractère linéaire s° peut aussi 
être défini par l'égalité 
(9.13) s° = Res T F 

Z(G)OF 
6 

pour tout (T,0) G V(G,F, (s)) (voir proposition 9.11 (a)). 
Soit maintenant a G H1 (F*, AG* (s)). Si ga G G* est tel que ga

lF(ga) G CG* (s) 
et représente a, alors sa = gasg~l G G*F* est géométriquement conjugué à s et 
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[sa] ne dépend que de a et non pas du choix de ga. De plus, (sa)aeHi(F* (s)) e s t 
une famille de représentants des classes de G * F -conjugaison contenues dans (S)Q*. 
D'autre part, d'après la proposition 9.11 (a), sas~1 est un caractère linéaire du groupe 
Z(G)F. I l est donné par la formule suivante : 

Lemme9.14(Asai). — Si a e H1 (F*, AG*(S)), alors sas 1 = W1
S(OL). 

Rappel. — Le morphisme UJ] : Hl(F\AG*{s)) -* (£(G) F ) A a été défini en §8.A. 

Démonstration. — Le lemme 9.14 est démontré dans [Asa87, théorème 2.1.1] lorsque 
F agit trivialement sur le groupe Z(G) (et lorsque F est un endomorphisme de Fro
benius). L'essentiel de sa preuve s'applique ici encore mais nous préférons la rappeler 
dans ce cadre légèrement plus général. 

Soit T* un tore maximal F*-stable de G* contenant s et soit T un tore maximal in
stable de G dual de T*. Posons T = T f l G et T* = i*(T*). Soit a G H1 (F*, AG* (s)) 
et soit a un élément de CG* (S) représentant a. On peut supposer que a normalise 
T* et que g~1F(ga) = a. Alors sa peut être vu comme un élément de T* : plus 
précisément, sa G T * a F . 

Choisissons un entier naturel non nul n (multiple de ô) tel que Fn soit un endomor
phisme de Frobenius déployé de T (sur le corps fini ¥qn/s) et tel que (aF*)n — F* n 

sur T * . On note encore par a l'élément de 7VG(T) correspondant à a G A^G*(T*). 
I l existe x G Y(T*) — X(T) tel que 

s = NFn/F(x) i 1 
qn/ô _ l . 

On pose x = Res^ x. Alors 

s = NFn/F(x) i 1 
qn/ô _ l 

D'autre part, il existe xa G y(T*) = X(T) tel que 

S = NFn/aF(xa) l 1 
qn/ô _ l . 

Alors s = K o Res^F x et sa = K O Res^F xa · 
Soit z G Z ( G ) F . Alors il existe t G T tel que t~lFn(t) = z. On pose u = F(t). 

Puisque F(z) = z on a u^F71^) = z. Soit tx = t _ 1 F ( t ) et ta = t~laF(t). Alors 
NFn/F(ti) = NFn/aF(ta) = z, h G T F n et ta G T ^ a F ) n = T F n . En particulier, 

s(z) = NFn/F(x)(t1) et sa(z) = NFu/aF(xa)(ta). 

Mais, 
NFn/F(x) i 1 

qn/ô _ l 
= NFn/aF(xa) i 1 

qn/ô _ l 
donc 

Res^F^ NFn/F(x) = Res^F- NFn/aF(xa). 
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Par conséquent, on a 

sa(z)s(z) 1 
= N F n / F (x)(í0<r ) 
= NFn /F(x)(aua u ) 

= (aNF,l/F{x) - NFn/F(x))(u). 

D'autre part , 

Ys(a) = asa-1s-1 - (aNFn/F(x) -NFn/F(x)) E 
1 

qn/ô _ l 
donc, d'après 4 .9 , on a 

w1s (a)(z) w1s(a)(u-1Fn(u)) 

u\ (a) (uq l) 

(aNF„/F(x) NFn/F(x))(u), 
ce qui est le résultat a t tendu. 

10. I n d u c t i o n et res tr ic t ion de Luszt ig 

10 .A . Déf in i t ions . Soit P un sous-groupe parabolique de G et supposons que P 

possède un complement de Levi F-stable L. Soit U le radical unipotent de P . Posons, 
suivant Lusztig [Lus76], 

1 U ={g E G g -1 f (g) e u } . 

Alors G F agit sur YGU par translations à gauche tandis que L F agit par translations 

à droite. Par conséquent, 

H*c( YGU) 
k > 0 

(~l)kHk

c (YS,Q<) 

est un G F -module- L F virtuel et 

H*c( YGU) 
k > 0 

(-l)kHk 

(YÏï,Q,)v 

est un L F -module- G F virtuel. Nous noterons 

n L C P Z I r r L F ZIrrG F 

A H*c (Yg) Q<-L A 

et 
RGL 

C P Z I r r G F 

r 
Z I r r L F 

h: (YGU) G Q, GF r 
les applications d'induction et de restriction de Lusztig respectivement. Elles 

s 'étendent naturellement par linéarité en applications entre espaces de fonctions 

centrales 
RGL C P Cent f l / ) Centt ( G F ) 

et RGL C P Cent ( G F ) Cent ( I / ) . 
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Ces deux applications sont adjointes l'une de l'autre par rapport aux produits scalaires 
(,)LF et ( , ) g F . 

Exemple 10.1 (Induction de Harish-Chandra). — Si P est F-stable, alors U agit par 
translation à droite sur Y § et Y ^ / U ~ G F / U F . Par conséquent, 

H c
f c(Yg) * 0 si k 2 dim U 

Qe[GF/UF} si k = 2 dimU. 
Par suite, i ? p c P est le reflet, sur les groupes de Grothendieck, d'un vrai foncteur 
entre les catégories de modules, foncteur qui sera toujours noté ^ L C P * ^ E M E M E 

pour *i?LcP- ^ e s deux foncteurs sont appelés respectivement induction et restriction 
de Harish-Chandra. Pratiquement toutes les formules démontrées dans ce chapitre au 
sujet des applications de Lusztig ont un sens en termes de modules lorsque l'on est 
en présence d'induction ou de restriction de Harish-Chandra (voir par exemple 10.4, 
10.5, propositions 10.10 et 10.11...). 

10.B. Actions de Z ( G ) F et / ^ ( F , Z(G)). — L'action de Z ( G ) F par translation 
à gauche (ou à droite) sur Y § commute aux actions de G F et L F . Par conséquent, 
si z G Z ( G ) F , alors on a 

(10.2) Tz o RL C P = RL C P o tz 

et 
(10.3) £°*ÄLCP = 

* nG _ i G 

Posons L = L.Z(G). Soit a G Hl(F,Z(G)) et soit la G L F tel que crjf(a) = 
/ a L F Z ( G ) F . Alors la conjugaison par la induit un automorphisme de Y ^ , ce qui 
implique que 

(10.4) ^ G ° Ä L

G

c p - ^ L C P OThl (a) 

et 
(10.5) L 0 * D G _ 

Thl(a) ° K L C P - X G C P ° ^ G 

Exemple 10.6. — Soient CL G / f 1 ( F , Z ( L ) ) A et ( G 77 1(F,Z(G)) A et soient A ( 
Cent(L F V L et 7 G Cent(G FV. Alors, d'après 10.4, on a 

i?£ c PA6Cent(G F) C L O / l>. 

D'autre part, si C = CL ° hL alors, d'après 10.5, on a 

* 7 £ c p 7 e C e n t ( l / ) C L . 

Si KerC?! Ker/IL, alors 
* i ^ c p 7 = 0. 
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10.C. Restriction de G à G. — Notons P l'unique sous-groupe parabolique de 
G tel que P = P D G et soit L l'unique complément de Levi de P tel que L = L D G. 
Alors L est F-stable et U est le radical unipotent de P. De plus (voir par exemple 
[BonOOa, lemme 2.1.2 (b)]), 

(10.7) Y u = G F XGF Y u = Y g X L F L F . 

Par suite, on a, pour tout k G N, un isomorphisme de G F-modules-L F 

(10.8) tfc

fc(Yg)^Q,GF 

®QF G F Hk
c (Yg) 

ainsi qu'un isomorphisme de G F-modules-L F 

(10.9) ffc

fc(Yg) ~ # c

f c (Yg) OQlLF QlLF. 

On en déduit la proposition suivante : 

Proposition 10.10. — On a : 

(a) Indgp o i ? g c P = J R g c - o I n d J > , 

(a*) Re Sp F o*R9cP = * R ? C P O ResgF, 

(b) Ind£po* i î£ !

c P = ' J Rf - o l n d g ^ , 

(b*) ResgF oR9c _ = R G C P O R e s L ^ f 

Démonstration. — Nous démontrerons ici seulement la formule (a), les autres décou
lant d'arguments similaires. Notons aussi que (a*) et (b*) sont des formules adjointes 
de (a) et (b). Soit A un LF-module. Alors, d'après 10.8, on a des isomorphismes de 
GF-modules 

I n d g p ( f f c * ( Y g ) ® Q < L F A) ~ Q £ G F ®QGF (ff c

f c(Yg) ® Q L F A) 

~ ( Q , G F ®Q ( QF ^ ( Y g ) ) ®^FLJF A 

~ ffr

fc(Yg) ® Q ( L F A 

~ ( i / c

f c ( Y g ) 0 H £ F Q , L F ) ^ L F A 

^ F c

f c (Yg) ® ^ L F ( Q , L F ® Q < L F A ) 

~ i ^ Y g ) ® ^ F I n d j > A 
et (a) en résulte. 

Nous rappelons aussi la 

Proposition 10.11. — Soit r : L F / L F —> Q^X un caractère linéaire. Alors r peut être 
vu comme un caractère linéaire de G F / G F ~ L F / L F et, en utilisant cette identifica
tion, on a 

(a) Si À G Class(L F) 7 alors J $ c p ( A ® r ) = i ^ c - ( A ) ® T . 
(b) Si 7 G Class(GF), a/ors *7îê c_(7®r) = * i ^ c p ( 7 ) ® r . 
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10.D. Dualité d'Alvis-Curtis. — Notons V(AQ) l'ensemble des parties de Ao. 
Alors 0o agit sur V(Ao) et on note P(A0)^° l'ensemble des parties </>o-stables de Ao. 
Avec ces notations, on peut définir 

DG = E 
7G-P(Ao)̂ o 

Vh! RJÏJ CPI ° *^L 7 C Pj ' 

Alors D G : Z I r r G F —> Z I r r G F est une involution isométrique [DM91, proposi
tion 8.10 et corollaire 8.14] appelée dualité d'Alvis-Curtis. Elle s'étend en une appli
cation linéaire Cent(G F) —» Cent(GF) toujours noté D G -

10.E. Formule de Mackey. — Soit Q un sous-groupe parabolique de G et soit 
M un sous-groupe de Levi F-stable de Q. Notons <SG(L, M) l'ensemble des g G G tels 
que Lfl 9M contient un tore maximal de G. Nous noterons A ^ C P M C Q l'application 
linéaire Cent(MF) —• Cent(L F) définie par 

a L c P , M c Q n L c P ° % C Q ~ 

E 
g£frF\SG(LM)F/MF] 

R L L M gM C LMgA O *R 9 M 
LnsM c Pn^M o (ad^) M F. 

Ici, (adg) M F : Cent(MF) —•> Cent(^MF) est l'application induite par la conjugaison 
par g. Nous dirons que « la formule de Mackey a lieu dans G » si, pour tout sous-
groupe réductif connexe G' de G de même rang, pour tous sous-groupes paraboliques 
V et Q' de G' et pour tous compléments de Levi F-stables 1/ et M' de P' et Q' 
respectivement, on a A^ / C P / ) M / C Q/ = 0. I l est conjecturé que la formule de Mackey 
est valide sans hypothèse. Pour l'instant, elle n'est connue que dans les cas suivants : 

Théorème 10.12 (Formule de Mackey). — On a : 
(a) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite. 

(al) P et Q sont F-stables. 
(a2) L ou M est un tore maximal de G. 

Alors A p c P ) M c Q = 0. 
(b) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite. 

(bl) 6=1 etq^2. 
(b2) (5 = 1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type EQ, E? 

ou Es-
(b3) 5 = 2 et G est de type B2, G2 ou F4. 

Alors la formule de Mackey a lieu dans G. 

Démonstration. — (al) est dû à Deligne [LS79, théorème 2.5], (a2) est dû à Deligne 
et Lusztig [DL83, théorème 7] et (bl) et (b2) et (b3) seront montrés dans [BM]. • 

De même que pour le théorème 10.12, i l est conjecturé que le corollaire suivant 
reste vrai sans hypothèse. 
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Corollaire 10.13. — Soit Po un sous-groupe parabolique de G dont L est un complé
ment de Levi. Supposons Vune des conditions suivantes vérifiées : 

(1) L est un tore maximal de G. 
(2) P et P 0 sont F-stables. 
(3) ô = 1 etq + 2. 
(4) ô = 1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type EQ, E7 ou E§. 
(5) ô = 2 et G est de type B2, G2 ou F4. 

Alors pG _ pG 
n L C P 7 Î L C P 0 5 

£>G°i£cP = £ G £ L ^ L C P 0 

et £>G°i£cP = Ê G £ L ^ L C P O I } G . 

Notation. — Si À est un caractère virtuel de L F , nous noterons W G F ( L , À) le groupe 
N G F ( L , A ) / L F et £(G F , L , À) l'ensemble des caractères irréductibles de G F apparais
sant dans le caractère virtuel R^CRX. A priori, cet ensemble pourrait dépendre du 
choix de P. Bien sûr, il n'en dépend pas si l'une des hypothèses du corollaire 10.13 est 
satisfaite. Dans la suite, nous n'emploierons cette notation que lorsque cet ensemble 
ne dépend pas du choix de P ou bien lorsque le choix du sous-groupe parabolique sera 
éclairé par le contexte. 

Si T est un tore maximal F-stable de G et si B est un sous-groupe de Borel 
contenant T, nous noterons R ^ et R^ les applications i ? ^ c B et * i ? x c B - Si la 
formule de Mackey a lieu dans G, nous noterons R^ et *i?L ^ e s applications RJ^CP 
et *R^cP-

10.F. Fonctions absolument cuspidales. — Une fonction centrale 7 : G F —>· Ql 

est dite absolument cuspidale si, pour tout sous-groupe de Levi F-stable propre de G 
et pour tout sous-groupe parabolique P de G dont L est un complément de Levi, on 
a * i ? L C P 7 = 0 (voir [BonOOa, définition du §3.1] ou [BonOOb, §4.2]). Nous noterons 
Cus(GF) le Q -̂espace vectoriel des fonctions absolument cuspidales sur G F . D'après 
10.2 et 10.4, Cus(GF) est stable sous les actions des groupes Z ( G ) F et H1 (F, 2(G)). 
Si la formule de Mackey a lieu dans G, alors 

(10.14) Cent(GF) = e 
Le[£(Z(G))F/GF] 

i?pCus(L F) . 

Rappelons que C(Z(G)) est l'ensemble des sous-groupes de Levi de G (voir §7.B) ; 
C{Z(G))F est alors l'ensemble des sous-groupe de Levi F-stables de G, sur lequel 
le groupe G F agit par conjugaison. Remarquons que, d'après 10.4, l'action de 
Hl(F,Z(G)) sur Cent(GF) stabilise Cus(GF). 

Exemple 10.15. — Soit £ G Z^U S(G) et supposons que £ est F-stable. Soit 
7 G Cent(GF)^. Alors, d'après l'exemple 10.6, 7 est absolument cuspidale. 
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11. Séries de Lusztig géométriques et rationnelles 

11.A. Définitions. — Si (T,0) G (T*,a), nous noterons i?S* (s) le caractère (vir
tuel) de Deligne-Lusztig R^(0). Fixons un élément semi-simple s G G*F*. Nous appel
lerons série de Lusztig géométrique (respectivement rationnelle) associée à s et nous 
noterons £ (G F , (s)) (respectivement £ (G F , [s])) l'ensemble des caractères irréduc
tibles de G F apparaissant dans un R^(0), où (T, 0) G V(G,F, (s)) (respectivement 
(T, 0) G V(G, F, [s])). En d'autres termes, 

£(GF,(s)) = U 
(T,0)EV(G,F(S)) 

£{GF,T,9) 

et £(GF,[s}) = U 
(T,E)€V(G,F,[SJ) 

£"(GF,T,é»). 

Remarques 11.1 

(a) I l est clair que V(G, F, (s)) = U [ t ] C ( s ) V ( G ' i ? ' W ) ' d o n c 

£(G F , ( S ) ) = U 
[T] C (S) 

£(G F ,M). 

(b) Si s est un élément semi-simple de G* F , alors, d'après le corollaire 9.8, on a 
S(GF,(s)) = S(GF,[Z\). 

(c) Les séries de Lusztig géométriques ou rationnelles sont stables sous l'action de 
H1 (F, Z(G)). En effet, si a G H1 (F, Z(G)) et si (T, 0) G V(G, F), alors T?(R%(0)) = 
R^(0) d'après la formule 10.4. 

(d) Si 7 G £ (G F , (s)) (respectivement 7 G £ (G F , [s])) et si z G Z ( G ) o F (respecti
vement z G Z(G) F ) , alors 

t?>y = ê°(zh 

(respectivement tf7 = s(z)7 ) . 

En effet, soit 7 G I r r G F et notons À le caractère linéaire de Z (G) F tel que ¿^7 = 
A(z)7 pour tout z G Z(G) F . D'après les formules 10.2 et 9.12, on a tfR%(0) = 
s(z)R%(6) pour tout (T, 0) G V(G, F, [s]). Donc, si A ̂  s, 7 et iîÇ(0) sont orthogo
naux. 

l l . B . Partition en séries géométriques. — La preuve du théorème suivant est 
due à Deligne et Lusztig [DL76, théorème 6.2]. 
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Théorème 11.2 (Deligne-Lusztig). — On a : 
(a) Soit s un élément semi-simple de G* F , soit (T, 0) G V(G,F, (s)), soit U le 

radical unipotent d'un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier 
naturel. Alors toute composante irréductible de ̂ C ( Y U ) ^ Q £ T F 0 appartient à la 
série de Lusztig géométrique £ (G F , (s)). 

(b) On a 

I r r G F = III 
(s) 

E(GF,(s)), 

où (s) parcourt l'ensemble des classes de conjugaison géométriques d'éléments 
semi-simples de G* F . 

Le théorème 11.2 combiné au corollaire 9.8 fournit immédiatement le corollaire 
suivant. 

Corollaire 11.3. — I r r G F = ]J[5] £ (G F , [*])• 

Si s est un élément semi-simple de G* F , nous noterons Cent(G F, (s)) le sous-Q^-
espace vectoriel de Cent(G F) engendré par £ (G F , (s)). Le théorème 11.2 (b) montre 
que 

(11.4) Cent(G F) = 
+ 
e 
(s) 

Cent(G F, (s)). 

U . C . Partition en séries rationnelles. — Dans cette sous-section, nous mon
trons qu'il est possible de remplacer « série géométrique » par « série rationnelle » dans 
l'énoncé du théorème de Deligne-Lusztig précédent. Ce résultat est bien connu : il était 
annoncé dans [Lus77, 7.5.2] et Lusztig y donnait une indication pour la preuve. Une 
esquisse presque complète peut aussi être trouvée dans [DM91, 14.50]. La preuve 
(complète) que nous donnons ici ne prétend à aucune originalité : il s'agit juste de 
suivre les indications des précédents auteurs. Nous l'avons incluse car elle s'inscrit 
bien dans le cadre des méthodes qui seront développées tout au long de cet article. 
Nous commençons par des rappels élémentaires. 

Proposition 11.5. — Soient (T*,S) G V*(G,F) et z e (Keri*) F *. Posons (T, s) = 
*^esg(T*,5). Alors 

(a) Res^F
FRg(S) = R^(s). 

(b) R9m(sz) = iqm(8)zG. 

Démonstration. — (a) résulte du lemme 9.3 et de la proposition 10.10 tandis que 
(b) découle du lemme 10.11 et de la proposition 9.2. • 
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Corollaire 11.6. Soit s un élément semi-simple de G * F * et soit z e ( K e r z * ) F . 

Alors l'application 

S (GF 

H ) £ ( G F , [ ^ ] ) 

7 yz 
est bijective. 

Les liens entre les séries rationnelles de G F et les séries géométriques (ou ration

nelles) de G F sont donnés par la proposition suivante. 

Proposition 11.7. Soit s un élément semi-simple de G* F * et soit s = i*(s). Alors : 

(a) Si 7 G £ ( G M S 1 ) et si 7 est une composante irréductible de la restriction de 7 
à GF. alors 7e£(GF,[s}). 

(b) Soit 7 e £ ( G M 5 ] ) . Alors il existe Y E E(GF,[s]) tel que 7 est une composante 

irréductible de la restriction de 7 à GF. 

Démonstration 

(a) Soit W le groupe de Weyl de G relatif à TV Pour tout w G W, nous choisissons 

un tore maximal F-stable TV de G de type w par rapport à TV On pose aussi 

nw — RGT ( 1 t £ ) ( 1 ) 

OÙ 1 
TFW est le caractère trivial de w Alors, d'après [Lus78, corollaire 2.11J, on a 

7 £ l r r G F 

7(1)7 
1 

\w\ 
w£W 

Tlw 

0 e ( T £ ) 

R G 
Tu, (0) 

En projetant orthogonalement cette égalité sur Qe£(GF, [s]) (voir corollaire 11.3) , 

on obtient 

M E E(GF,[s]) 

7 ( 1 ) 7 
1 

W 
w E W 

nw 

( T W ) 0 ) e V ( G , F , [ S ] ) 
o E (TFw) 

R G 
Tw 

(0) 

Donc, si 7 e £(GF,m) et si 7 est une composante irréductible de la restriction de 

7 à GF. alors la positivité des coefficients du membre de gauche de la précédente 

égalité montre qu'il existe (T, 0) e V(G,F,[8\) tel que 7 soit une composante du 

caractère virtuel Res G F R 
T 
G 

(0) Il résulte du corollaire 9 .7 et de la proposition 11.5 

que l&£(GF,[s}). Cela montre (a). 

(b) Soit 7 e £ ( G * , [ s ] ) . Alors il existe un tore maximal F*-stable T* de G* conte

nant s tel que 7 est une composante irréductible de RGT* (s). Soit T*=i*-1(T*) 
Alors, d'après la proposition 11.5, 7 est une composante irréductible de la restriction 

de R G 
T* ( 5 ) à GF. En particulier, il existe une composante irréductible 7 de R G 

'T* (5) telle 

que 7 soit une composante irréductible de la restriction de 7 à GF. Mais YE E(GF,[s] 
par définition, donc (b) est démontré. 
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Théorème 11.8 (Lusztig). — On a : 
(a) Soit s un élément semi-simple de G* F , soit (T, 0) G V(G,F, [s]), soit U le 

radical unipotent d'un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier 
naturel. Alors toute composante irréductible du GF-module H^(YG) 0Q^ T F 0 
appartient à S(GF, [s]). 

(b) On a 
Irr G F = U 

7(s) 
£(GF,[s}), 

où [s] parcourt les classes de conjugaison rationnelles d'éléments semi-simples 
de G* F*. 

Démonstration 
(a) Soit T = T.Z et soit 7 une composante irréductible de HJ:(YG) ®Q T F 0. Alors 

Ind§F 7 est un sous-GF-module of 
Indg^ Hk

c(Y%) ® Q £ T F 0 c ffc
fe(Yg) ® Q < î f I n d | ^ 

(voir l'isomorphisme 10.8) donc il existe une extension 0 de 0 à T F e t une composante 
irréductible 7 du GF-module HJïÇYjj) ®Q^F 0 tels que 7 soit une composante irré
ductible de la restriction de 7 à G F . D'après le corollaire 9.7, on a (T, 0) G V ( G F , [t]) 
pour un élément semi- simple t de G*F* tel que i*(t) — s. Donc, par le théorème 11.2 
(a), 7 G £ (G F , [t]). I l résulte alors de la proposition 11.7 (a) que 7 G £ (G F , [s]). 

(b) Soient si et s2 deux éléments semi-simples de G* F tels que £ (G F , pi]) et 
£ (G F , [s2]) ont un élément en commun, disons 7. Pour k = 1 ou 2, soit (Tfc,0fc) G 
V(G, F, [sk]) tel que 7 soit une composante irréductible de (0^). Soit le radical 
unipotent d'un sous-groupe de Borel de G contenant et soit le tore maximal 
F-stable de G contenant T^. Alors il existe un entier naturel n& tel que 7 soit une 
composante irréductible de H^k(YG ) 0 ^ T F 0k- Si 7 est une composante irréduc-
tible de Ind G F 7, alors, grâce aux isomorphismes 10.8 et 10.9, il existe un caractère 
linéaire 0k : T F —>* (Q^X tel que 7 est une composante irréductible du GF-module 
}jnk(yGj 0 - ^ ~ F Qkm Mais (Tfc,0fc) e V(G,F, p f c]) pour un élément semi-simple 
5̂  G G*F* tel que i*(sk) = $k- Donc 7 G £ (G F , pi]) fl £ (G F , P2]). Par conséquent, 
d'après le corollaire 11.3 et le théorème 11.2 (a) appliqué à G F , on obtient que s\ 
et s2 sont conjugués sous G* F . Cela implique que pi] = [$2]· 

Si s est un élément semi-simple de G* F , nous noterons Cent(G F, [s]) le sous-Qr 

espace vectoriel de Cent(G F) engendré par £ (G F , [s]). Le théorème 11.2 (b) montre 
que 

(11.9) Cent(G F) = 
_L 

e 
(s) 

Cent(GF,[s]). 
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11.D. Induction de Lusztig et séries de Lusztig rationnelles. — Soit P un 
sous-groupe parabolique de G et supposons que P admet un sous-groupe de Levi in
stable L. Soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. Alors le foncteur 
de Lusztig R?r P préserve les séries de Lusztig : 

Théorème 11.10 (Lusztig). — Soient s G L * e ^ , A G £(LF, [S]L*F* ) d 7 G £(G F ,L, A). 
Alors-/ G £ ( G F , [ S ] G * F * ) -

Démonstration. — Soit (T, 6) G V(L ,F , [S]L*F*) tel que A est une composante irré
ductible de Rjç(6). Notons qu'alors (T, 6) G V(G, F, [S]G*F*). Soit B un sous-groupe 
de Borel de L contenant T. Nous notons V et U les radicaux unipotent s de B et 
P respectivement. Alors il existe un entier naturel k tel que 7 soit une composante 
irréductible du GF-module H^(YG) 0Q^LF A et il existe un entier k' such that A soit 
une composante irréductible du LF-module (Yy) 0 ^ T F 0. Par suite, 7 est une 
composante irréductible du GF-module 

Hc (YU) OQlLF (Hc (YV) OQlTF O) = (Hc (YU) OQlLF Hc (YV)) OQlTF O. 

Mais, par la formule de Kiinneth et d'après [DM91, preuve de 11.5], H^(YG) 0Q^LF 
H}: (Yy) est un sous-GF-module-TF de H^h (Yyy) , donc 7 est une composante 
irréductible de H^+k ( Y y n ) ®Q£TF 0, ce qui montre que 7 G £(G F , [S]G*F*) d'après 
le théorème 11.8 (a). 

Corollaire 11.11. — Soit s un élément semi-simple de G * F
 7 soit 7 G £(G F , [S]G*F*) 

et soit A une composante irréductible de * i?L C p 7 - Alors A G £(LF, [£]L*F*) pour un 
élément semi-simple t G L * F qui est G * F -conjugué à s. 

l l . E . Stabilisateurs de caractères irréductibles de G F . — Le résultat suivant 
a été montré par Lusztig [Lus88, proposition 10]. Pour cela, il a tout d'abord réduit 
le problème au cas où G est quasi-simple. Puisque ce résultat est évident lorsque 
G F / G F . Z ( G ) F est cyclique, il ne lui restait à traiter que le cas des groupes de type 
D 2 N - Un délicat argument de comptage lui a alors permis de conclure (cet argument 
est détaillé dans [CE04, chapitre 16]). I l serait plus satisfaisant d'avoir une preuve 
plus directe, mais nous en sommes incapables. 

Théorème 11.12 (Lusztig). — Soit 7 un caractère irréductible de G F . Alors la restric
tion déjà G F est sans multiplicité. 

Question. — Le groupe G F / G F est un //-groupe et, si s est un //-'élément de G F , 
alors G F = C^F(s).GF car, s étant semi-simple, il est contenu dans un tore maximal. 
I l est alors naturel de se poser la question suivante : 
Soit G un groupe fini et soit N un sous-groupe distingué de G. On suppose que G/N 
est un p'-groupe et que G = Cc{g)N pour tout p'-élément g e G. Est-ce que la 
restriction à N d'un caractère irréductible de G est toujours sans multiplicité? 
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D'après ce qui précède, une réponse positive à cette question fournirait une preuve 
du théorème 11.12 qui n'utilise pas la classification des groupes réductifs finis. 

Le morphisme w0 o cr̂ ,1 : G F / G F . Z ( G ) F —» (AG*{S)F ) a est surjectif. Nous note
rons G F (s) le sous-groupe de GF tel que G F / G F ( s ) soit isomorphe à (AG*{S)F ) A 

via ce morphisme. Bien sûr, GF(s) contient G F . Z ( G ) F . 

Corollaire 11.13. — Soient s un élément semi-simple de G* F et 7 G £(G F ,[s]). 
Soit G f ( 7 ) le stabilisateur de 7 dans GF. Alors GF(7) contient G F (s) . En d'autres 
termes, G F (s) (ou KeruoQ) agit trivialement sur £ (G F , [s]). 

Démonstration. — Soit s un élément semi-simple de G* F tel que s = i*(s). D'après 
le théorème 11.12 et la proposition 11.7 (b), il existe 7 G £ (G F , [s]) tel que 

( R e s § F 7 , 7 ) G F = L 
Donc, par la théorie de Clifford et en utilisant l'isomorphisme (Keri*) F ~ 
( G F / G F ) A , i l suffit de montrer l'assertion suivante : 

Si z G (Keri*) F vérifie 7 ^ 2 = 7, alors z G Im(p s. 
Soit donc z G (KeH*)F* tel que 7 <g> z = 7. Alors 7 G £ (G F , [S]) H £ (G F , [si]) 

d'après le corollaire 11.6. Donc s et sz sont G* F -conjugués ce qui montre que z 
appartient à l'image de ips (voir lemme 8.3). 

Si a G AG*(S)F , rappelons que u?s(a) e s ^ u n caractère linéaire de HL(F, Z(G)) ; 
posons 

Cent(G F, (s), a) = {7 G Cent(G F, (s)) | V z G i / 1 ( F , Z ( G ) ) , 7-^7 = ^ ( ^ ) 7 } 

et Cent(G F, [s], a) = { 7 G Cent(G F, [s]) | V z G ^ ( F , Z ( G ) ) , r 2
G

7 = W s°(a)(z) 7 }. 

Le corollaire 11.13 montre que 

(11.14) Cent(G F, (s)) = ± 
e 

aeAG*(s)F* 
Cent(GF,(s),a) 

et 

(11.15) Cent(GF,[s]) = 
_L 

E 3 
aeAG*(s)F* 

Cent(GF,[s],a). 

Nous verrons plus tard que, si a G AG*(S)F\ alors Cent(G F, [s], a) ^ 0 (voir 17.2). 

11.F. Fonctions absolument cuspidales. — Posons Cus(G F, (s)) = Cus(G F )D 
Cent(G F, (s)) et Cus(G F, [s]) = Cus(G F )nCent(G F , [s]). Si a G AG* (S)F* , nous po
serons Cus(G F, (s), a) - Cus(G F )nCent(G F , (s), a) et Cus(G F, [s], a) = Cus(G F )n 
Cent(G F, [s], a). On a alors, d'après le théorème 11.10, 

(11.16) Cus(GF) = 
_L 

θ 
(s) 

Cus(G F, (s)) = 
X 

EH 
(v) 

Cus(G F, [s]). 
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De plus, puisque Cus(G F), Cent(G F, (s)) et Cent(G F, [s]) sont stables par l'action 
de Hl{F,Z(G)), i l résulte de 11.14 et 11.15 

(11.17) Cus(GF,(s)) = + 
m 

aeAG*(s)F* 
Cus(GF,(s),a) 

et 

(11.18) Cus(GF,[s]) = 
+ 
0 

aeAG,(s)f* 
Cus(GF,[s],a). 
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C H A P I T R E 4 

THÉORIE D E H A R I S H - C H A N D R A 

Rappelons qu'un caractère irréductible 7 de G F est dit cuspidal si, pour tout sous-
groupe parabolique F-stable P propre de G et pour tout complément de Levi F-stable 
L de P , on a * # L c P 7 = °-

Dans ce chapitre, nous fixons un complément de Levi F-stable L d'un sous-groupe 
parabolique F-stable P de G et un caractère irréductible cuspidal À de L F . L'en
semble £ ( G F , L , À ) est appelé série de Harish-Chandra de G . Notons L = L D G , 
P = P H G et posons À = ResLF A. Soit U le radical unipotent de P (c'est aussi celui 
de P ) . D'après la proposition 12.1 ci-dessous, toutes les composantes irréductibles de 
À sont cuspidales. Dans la section 12, nous montrons que ces composantes irréduc
tibles ne sont pas conjuguées sous 7V G F (L), c'est-à-dire qu'elles définissent des séries 
de Harish-Chandra différentes. L'ingrédient principal est un théorème de M. Geck 
[Gec93, page 400]. Nous introduisons aussi une extension centrale W^, F (L , À) de 
Wç±F ( L , À). Dans la section 13, nous montrons que les caractères irréductibles de cette 
extension centrale paramétrent la réunion de séries de Harish-Chandra £ ( G F , L , À ) 
et nous étudions les propriétés de ce paramétrage. 

12. Autour d'un théorème de M. Geck 

12. A. Rappels. — Les faits suivants se déduisent immédiatement des propositions 
10.10 et 10.11. 

Proposition 12.1. — Soit 7 G Irr G F , soit 7 une composante irréductible de la restric
tion déjà G F et soit r G ( G F / G F ) A . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) 7 est cuspidal. 
(2) 7 ® r est cuspidal. 
(3) 7 est cuspidal. 
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12.B. Notations. — Nous fixons une composante irréductible Ai de À. Pour tout 
x G L F / L F ( À i ) , nous notons Xx — XX\. Alors, d'après le théorème de Lusztig 11.12, 
on a 

À = E 
xGLF/LF(Ai) 

X A I - E 
xGL^/L^(A!) 

Yw 

Puisque le groupe L F / L F est abélien, on a L F ( À X ) = L F (À i ) pour tout x G 
L F / L F ( A i ) . 

Nous notons À + (respectivement À+, x G L F / L F ( À i ) ) le caractère irréductible de 
P F (respectivement P F ) obtenu en composant le caractère À (respectivement Xx) 
avec le morphisme surjectif P F —• L F (respectivement P F —• L F ) . Nous fixons un 
PF-module M ayant À + comme caractère. Nous notons M la restriction de M à P F 

et Mx le sous-PF-module irréductible de M ayant À+ comme caractère. Alors 

I n d | ; M = {f : GF —> M | Vy G P F , V 5 G GF, f(yg) = y.f(g)}, 

ïnà^F M = { / : G F M | Vy G P F , Vy G G F , f(yg) = y.f(g)} 

et des descriptions similaires sont valides pour IndpF Mx : si g G G ' et / G IndpV M , 
alors g.f est la fonction G F —• M , h i—> f(hg) (l'action de G F sur ind^ F M se décrit 
de même). Alors 

(12.2) IndpF M = 0 
£ELF/LF (Ai ) 

IndpF Mx. 

Le GF-module Ind~L M a pour caractère Rp ~X. De même, les GF-modules ^ L c P ç-\ /·' C F 

Ind P F M et I n d p F M x ont pour caractères i ?L C P À et i ? L C P À x respectivement. 
Soit / G IndpF M . Notons / la fonction G —• M = M définie comme suit. Soit 

g G G F . Alors il existe x G P F et g G G F tels que g — xg. On pose f(g) = x.f(g) : 
remarquons que f(g) ne dépend pas du choix de i G P F et g G G F tels que g — xg. 
Alors la restriction de / à G F est égale à / et il est facile de vérifier que l'application 

(12.3) IndSp M Res§F Ind~p M 
/ / 

est un isomorphisme de GF-modules. 
Le groupe W Q F ( L , À) est naturellement isomorphe à V F Q F ( L , A) = A G F ( L , À ) / L F . 

En général, nous nous référerons à ce dernier car il est plus adapté à notre situation. 
Par exemple, il est naturellement un sous-groupe de VFQF(L, À). 

12.C. Un théorème de M. Geck. — Dans [Gec93, corollaire 2], Geck énonce le 
résultat suivant : le caractère i?L C p(Ai) a une composante irréductible de multipli
cité 1. Cependant, pour l'obtenir, il a en fait démontré le résultat plus fort suivant 
[Gec93, page 400] : 
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Théorème 12.4 (Geck). — Le caractère R ^ C P A a une composante irréductible de mul
tiplicité 1. 

Esquisse de la preuve de Geck. — Soient 7 et 7' deux composantes irréductibles de 
R*f ~A dont la restriction à G F ont une composante irréductible commune. Alors, 

L C P 
par la théorie de Clifford et par le théorème 11.12, ces deux restrictions coïncident. 
En particulier, 7(1) = 7 ;(1). Pour prouver le théorème 12.4, i l est donc suffisant de 
montrer qu'il existe une composante irréductible 7 de R*f ~A, apparaissant avec la 
multiplicité 1 et telle que 7(1) ^ 7 / ( l ) pour toute autre composante irréductible 7' de 
R-? ~ A. En fait, Geck montre que le degré générique de la signature de l'algèbre de 

L C P ^ 
Hecke associée à la donnée (G, L , À) a une valuation supérieure à celle des degrés géné
riques des autres caractères irréductibles de l'algèbre de Hecke [Gec93, théorème 1], 
ce qui permet de conclure. 
Remarque. — Lusztig [Lus84a] a montré que ^ ^ c p A possède une composante irré
ductible de multiplicité 1. Donc le théorème de Geck généralise celui de Lusztig. Mais 
il faut bien noter que la preuve de Geck utilise le résultat de Lusztig. 

Cette version plus forte 12.4 du théorème de Geck est nécessaire pour montrer le 
résultat (très utile) suivant : 

Corollaire 12.5 
(a) Pour tout x G L F / L F ( A i ) , le caractère R ^ C P X X possède une composante ir

réductible de multiplicité 1. 
(b) Si x et y sont deux éléments distincts de L F / L F ( A i ) , alors les caractères cus

pidaux XX et XY ne sont pas conjugués sous N G F ( L ) . De façon équivalente, 

( ^ L C P ^ ' ^ L C P ^ ) G F — 0· 

(c) On a W G F ( L , A ) = ^ G F ( L , A X ) pour tout x e L F / L F ( A i ) . 
(d) Si 7 est une composante irréductible de R ^ C R X , alors GF(j) est contenu dans 

G F . L F ( A i ) . 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte du théorème 12.4 et de l'égalité : 
RL C PY = 

Σ 
xe"LF l"LF"(Ai) 

x RLG C p\ 

En fait, (a) est l'énoncé original de Geck [Gec93, corollaire 2]. 
Prouvons maintenant (b) et (c). Les groupes N G F ( L ) et L F agissent sur I r r L F 

et ces deux actions commutent. Donc, si a: et y appartiennent à L F / L F ( A i ) et si 
n G N G F ( L ) est tel que NXX = XY, alors n G A T G F ( L , A). Par conséquent, prouver (b) 
et (c) est équivalent à prouver que N G F ( L , X ) agit trivialement sur E = {XX \ x G 
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L F / L F ( A i ) } . Puisque les actions de NGF(L,\) et L F sur E commutent, toutes les 

orbites de NGFÇL,\) sur E ont le même cardinal, disons n. Mais alors n divise la mul

tiplicité de toute composante irréductible de R G 
L C P A Donc, d'après le théorème 12.4, 

n — 1 et (b) et (c) en résultent. 

(d) Soit geGF 

tel que 9 1 = 7 . On peut supposer que a e L F . Par hypothèse, il 

existe X e L F / L F ( A i ) tel que 7 est une composante irréductible de R 
Cl 
L C P A x 

Mais 

gy=Y donc 7 est aussi une composante irréductible de R G 
L C P 

9K Donc, d'après (b), 

g e L F ( A , ) = L F ( A A 

1 2 . D . U n e e x t e n s i o n centrale de WGF(L, A). Posons 

W'GF ( L , A) = {(w, 0) G WGF ( L ) X ( L F / L F ) A \ W \ = \ ® 6}. 

Notons qu'en fait W'GF ( L , A) c WGF ( L , A) X ( L F / L F ) A . Nous identifierons WGFCL,\) 

avec le sous-groupe W W ( L , A ) X { l ì de WLF(L, A). De même, nous identifierons 

( i / V i / V A o r avec le sous-groupe { l } x ( I / / L * ( A i ) ) A de W ¿ F ( L , A ) . La première 

projection 

W' ( L ,A ) ^ G F ( L , A ) 

K 0 ) y 

est suriective (d'après le théorème 11 .12 et la théorie de Clifford) et son noyau est égal 

à ( i /V i / ïAor . De plus, ( L ^ / L ^ A O r est central dans w G F ( L , A). La deuxième 

projection 

W 
GF 

( L ,A ) ( L F / L F i A 

{w,0) O 

n'est pas surjective en général et son noyau est WGFCL,X). Nous notons ( G , Ai) 

le sous-groupe de T F contenant L F tel que l'image de cette deuxième projection soit 

( L Í ' / L Í ' ( G ) A 1 ) ) A . En fait, le groupe L F ( G , Ai) est contenu dans L F(A X). On a des 

isomorphismes canoniques 

(12.6) WLF(L,\)/WGF ( L , A ) ~ ( L F / L F ( G , A i ) ) A 

et 

(12.7) WGF(L,\)/WGF ( L ,A )~ ( L F ( A i ) / L ( G , A ! ) ) A . 

Résumons tout ceci dans le diagramme suivant, dans lequel toutes les suites horizon

tales ou verticales sont exactes et tous les carrés sont commutatifs : 
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WW(L,A) WGF(L,\) 

1 (LF/LF(X1)r W ¿ F ( L , A ) WGFÇL,X) 1 

1 (LF/LF(Ai))A (LF/LF(G, Ai))A ( ^ ( A O / L ^ Í C A ! ) ) ^ 1 

Remarque 12.8. — Les isomorphismes 12.6 et 12.7 entraînent que les groupes 
W¿F(L,A)/VFGF(L,A) et WGF(L,X)/WGF(L,X) sont abéliens. 

Proposition 12.9. On a : 

(a) (LF/LF(G, Ai))A = {0e (L /L )A I (RGLcPY) e = R9 BA} 
LCP ' 

(b) SÏ 7 e i ( G f , L , A ) , a/ors GF (7) contient G .L (G, Ai ). 

Démonstration 
(a) Soit 6> E (LF/LF(G,A!))A. Alors il existe w G WGF(L) tel que w,O e 

W'(L,X). Par conséquent, ™A = A (g) 0. Donc, d'aorès la proposition 10.11, on a 

(R G 
LCP 

y) r O = R G 
LcP 

A Réciproquement, soit <9G (L /L )' tel que (R G 

LCP 
\)^6 = 

R G 
LCP 

A. Alors, d'après la proposition 10.11, on a R G 
LCP 

(A<8>0) = R G 
LCP 

A De plus, 

A et A ® 9 sont cuspidaux d après la proposition 12.1. Donc il existe w G WGF(L) tel 

que wy=y R O En d'autres termes, (w,6) G W¿F(L,A) donc 6 e (LF/I / (G,Ai))A. 

(b) Soit 7 une composante irréductible de RG 
LCP 

A telle que 7 soit une composante 
irréductible de la restriction de y à G . D'après le théorème 11.12 et la théorie de 

Clifford, (b) est équivalent à l'énoncé suivant : si 0 G (LF/LF)A est tel que 7(g)6> = 7, 
alors O E ( i / V l / i G , ^ ) ) Mais, si 7<g)# = 7, alors 7 est une composante irreductible 
de R9 

LCP 
A ainsi que de R9 

LCP 
(A ®0). Par suite, r9 

LCP 
A r9 

LCP 
A O 6» et donc 

9 G (LF/L*F (G, Ai))A d'après (a). 
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Corollaire 12AO. — Si 7 G £ ( G F , L , A), a/ors G F . L F ( G , Ai) C G F ( 7 ) C G F . L F ( A i ) . 

13 . Algèbres d'endomorphismes 

13.A. Description. — Nous noterons dans ce chapitre TL l'algèbre d'endomor
phismes du G F-module Ind-^ M et H l'algèbre d'endomorphismes du G F-module 
IndpF M . Alors 7i est, via l'isomorphisme 12 .3 , une sous-algèbre de H. Pour tout x G 
L F / L F ( A i ) , nous notons 7ix l'algèbre d'endomorphismes du G F-module IndpF Mx. 
Alors, d'après le corollaire 12.5 (b), on a 

n = N 
xEL F /L F (Ai ) 

'Hz-

et donc IrrW = II 

:r£LF/LF (Ai ) 
I rrW x . 

Cela nous donne un morphisme d'algèbres 7i —» pour tout x G L F / L F ( A i ) . 
D'après [ H L 8 0 , lemme 6.5] et d'après le corollaire 12 .5 , le caractère irréductible 

Ai de L F s'étend en en un caractère irréductible v\ de 7V G F (L, A). 

Lemme 13.1. — Avec les notations précédentes, on a : 
(a) Le stabilisateur de v\ dans L F est L F ( G , Ai). 
(b) Le stabilisateur, dans L F , de la restriction de v\ à N G F ( L , A) est L F ( A i ) . 

Démonstration. — Soit iV = 7VGF ( L , A ) . L F . Alors, d'après la formule de Mackey, on 
a 

Res N 
L F 

Ind N 
ATG F(L,A) L1 

= Ind L
F 

L F 
Ai. 

L F 

Le caractère Ind L F Ai est sans multiplicité, donc le caractère 
Ind N 

N G F (L ,À ) . est sans 
multiplicité. Soit v une de ses composantes irréductibles telle que Res-^ v a A comme 
composante irréductible. Alors 

Res£F v — E 
rG(LF(A1)/LF(G,A1))^ 

A®r 

où, pour chaque r G ( L F ( A i ) / L F ( G , Ai ) ) A , r désigne une extension de r à L F : alors 
le caractère A <g> r ne dépend que de r et non du choix de r. Cette décomposition a 
lieu car l'orbite de A sous cette action de TV est {A g) f | r G ( L F ( A i ) / L F ( G , Ai ) ) A } . 

Soit 0 un caractère linéaire de L F / L F ~ N/ATGF(L, A). Alors, par la théorie de 
Clifford, l'énoncé (a) du lemme 1 3 . 1 est équivalent à l'assertion suivante : 

(*) v 0 0 = v si et seulement si L F ( G , Ai) C Ker#. 
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Montrons (*). Supposons tout d'abord que v 0 0 = v. Alors 

(Res^F v) 0 0 = Res£F {u 0 0) 

= Res~"F v 

ce qui implique que L F ( G , Ài) C Ker#. 
Réciproquement, supposons que L F ( G , Ai) C Ker#. Alors Res~F (u 0 6) = Res~F v 

donc v 0 0 est une composante irréductible de Indjy^^ (L,A) e^ Res-^^ 0 0) a A 
comme composante irréductible. Ceci implique que v 0 0 — v. D'où (a). 

(b) découle d'un argument similaire. 

Pour tout x G L F / L F ( A i ) , nous choisissons un représentant x de x dans L F . Alors 
xv\ est une extension de Ax à A ^ G F ( L , A). Nous posons 

v — E 
xGL^/L^(Ai) 

xvi. 

Alors v est une extension de A à N G F ( L , A). Pour chaque x G L F / L F ( A i ) , nous notons 
\ix la restriction de xv\ à N G F ( L , A). 

Remarque 13.2. — Soit x G L F / L F ( A i ) . Alors, si L F ( G , A i ) 7̂  L F ( A i ) , le caractère 
xv\ dépend du choix de x d'après le lemme 13.1 (a), tandis que le caractère \ix n'en 
dépend pas d'après le lemme 13.1 (b). Ceci justifie la notation. 

Posons µ = E 
xEL^/L^A!) 

µx 

de sorte que \i est la restriction de v à NGF(L, A). Par la formule de Mackey, on a 

Res Ngf 
LF 

(L,A) Ind /V 5F(L,A) 
AT F(L,A) µ1 

Ind L F 

L Ai 

donc il existe une unique composante irréductible ¡1 de Ind 7VgF(L,A) 
A^G F(L,A) Ml telle que 

Res MGF 
(L,A) // = A. 

D'après le lemme 13.1 (b), on a 

(13.3) µ = Res A^F(L,A) 
A^F(L,A) ¡1. 

Fixons une représentation a : A ^ F ( L , A ) —> G L ( M ) ayant pour caractère /ï et une 
représentation cr : A /QF(L, A) —> G L ( M ) ayant pour caractère v étendant toutes deux 
les représentations de L F et L F sur M et M respectivement. Alors 

(13.4) Res N G F ( L ,A ) 
7VGF(L,A) G = Res iV=F(L,A) 

ATG F(L,A) 
G 

d'après 13.3. Pour tout x G L F / L F ( A i ) , notons GX la restriction de G au sous-espace 
Mx de M. 
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Pour tout w G WGF(L, À), nous notons w un représentant de w dans NGFCL,X) 

et nous définissons, pour tous / G Ind G F 

pF M1 et g G G F , 

Tw(f)(g) = E 
uEUF 

di{w)f(w lug). 

Alors, d'après [HL80, proposition 3.9], {TW)WEW CL^X) est une base de H\. De même, 
nous définissons, pour tous w G WGF(L, À), / G Ind G

f 

pF M et ge G F , 

TJJKg) = E 
ueuF 

a(w)f(w lug). 

Alors, encore d'après [HL80, proposition 3.9], (TW)WEW F ( £ A) e s t u n e ^ a s e de 
D'après [HL80, corollaire 5.4], i l existe des isomorphismes de Qralgèbres 

(13.5) Wi ~ Q , [ V K G F ( L , A ) ] 

et 
(13.6) W ~ Q , [ W G P ( L , A ) ] . 
De plus, l'image de TW dans 7Yi est TW d'après 13.4 donc, par un argument de défor
mation, les isomorphismes ci-dessus peuvent être choisis de sorte que le diagramme 

(13.7) 
n = Qt[WGF(L,X)} 

Hi = •Qe[WGF(L,X)} 

soit commutatif. Nous ferons bien sûr ce choix-là par la suite. 

Remarque 13.8. — Une fois choisie une racine carrée de q dans Q£ et une fois choisis 
v\ et z/, alors les bijections entre ensembles de caractères irréductibles induites par les 
isomorphismes 13.5 et 13.6 sont uniquement déterminées (voir [HL83, théorème 4.8] 
et [BC72, théorème 2.9]). 

13.B. Paramétrage des caractères dans une série de Harish-Chandra. — 
D'après le corollaire 12.5 (b), on a 

£(G F , L, À) = II 

xGL /̂Ι^(λι) 
£ ( G F , L , A X ) . 

Les isomorphismes 13.5 et 13.6 induisent des bijections 
Irr VFQF (L, À) £(G F ,L ,À! ) 

V Rn 

et IrrWg F(L,A) £(G F , L, À) 

X RX. 
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Théorème 13.9. — Avec les notations ci-dessus, on a : 
(a) R G 

L c P Ai = E 
7?£lrr W G F (L ,A ) 

7/(1)^. 

(b) Soit n G Irr WGF ( L , A) e* x G Irr WGF ( L , A). Alors 

Rr,, Res G F 

G F 

RX G F = Res V^GF(L,A) 
WGF(L,\) n,X M/ G F (L ,A) -

(c) Soit l G L F ( A i ) et soit £ /e caractère linéaire de WGF (L, \) associé à l via 
Visomorphisme 12.7. Soit n un caractère irréductible de W G F { L , A). Alors 

lRr] — Rri®Ç-

Démonstration. — L'assertion (a) est immédiate. Montrons maintenant (b). Faisons 
ici agir G F et G F à droite sur M et M respectivement. Soient Vn (respectivement 
Vx) un 7^i-module (respectivement 7Y-module) irréductible ayant pour caractère n 
(respectivement x) à travers les isomorphismes 13.5 et 13.6. On voit Vv comme un 
7r-module. Posons Mn = M * <S>n VTJ et Mx = M * 0^ Vx. Alors Mn (respectivement 
Mx) est un GF-module (respectivement GF-module) à droite irréductible ayant pour 
caractère Rv (respectivement RY). On a 

(RV, ResQF RX)GF — dim^ Hom GF (Mv, Res§ F Mx) 

= D I M Q , M ^ % G F Res§F Mx 

= dimQl Vn OH (M ® ^ Q F R e s § F M * ) ^ y x . 

Or, Res§F M * = M* et M ®Q Q p M * = H. Par conséquent, 

(Rr), ResGF RX)GF = D I M Q ν* ®H η ®ñ vx 

= D I M Q , K ®H VX-

La commutâtivité du diagramme 13.7 montre que ce dernier terme est égal à 

Res W GF(L,A) 
yyGF(L,A) n,X ^ G F ( L , A ) ' 

ce qui montre (b). 
(c) Puisque / G L (Ai), l'automorphisme a(l) de M stabilise M\. Soit / G 
QF 

IndpF M i . Posons 
ui(f): G F M i 

0 ï ( 0 ( / ( i - ^ 0 ) . 
Alors o;/(/) G IndpF M i et 

LUI : IndpF M x IndpF M i 

est un isomorphisme de Q -̂espaces vectoriels. De plus, si g G G , alors l gl agit sur 
QF _ , 

IndpF M i comme LJ, guj\. 
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Si désigne l'idempotent primitif central de Hi associé à 77, alors (c) est équivalent 
à l'égalité 

cüier]Lül

 1 = e^ç. 

Par définition, cela découle de l'égalité suivante, que nous allons démontrer par la 
suite : 

LÜ\TWUJ1
 1 = rw(l) 1TW 

pour tout w G WGF(L, À), OÙ TW est le caractère linéaire de L F ( À i ) associé à l par 
l'isomorphisme 

WGF(L,\)/WGF(L,\)~ ( L F ( A 1 ) / L F ( G , A 1 ) ) A . 

Donc soient / G IndpF Mx et g € G F . Alors 

(UJ1TWU1
 1f)(g) = d{l){Twuj;lm-lgl) 

= E 
uEUF 

ÔW*i(w) . (wr7) (« ' - 1 urV) 

= E 
»eu F 

5(Z)cr 1 ( i( ; )5(0" 1 . / ( /w ' - 1 Mr 1
f f ) 

= E 
uEUF 

^ ( O a i ^ a ^ ) - 1 . / ^ - 1 / - 1 ^ ) 

= E 
uGUF 

^(Oai^a^)-1./^-1/-1^) 

= E 
ueuF 

a ( / ) a i ^ ) a ( / ) - V i ( / i ^ - 1 / - 1 ^ ) . / ( ^ - 1 ^ ) 

= 5 ( 0 < T I ( W ) 5 ( 0 - V I ( Z ^ 

D'après 13.4, on a a\(lw ll lw) = a(l)a(w 1l 1w). Donc 

{ L J I T ^ Ï 1 f){g) = a a ) ^ ^ ! ^ - 1 / - 1 ^ ) ^ ^ ) - 1 . ^ / ) ^ ) . 

De plus, par définition de rw, la représentation 

LF(X1) G L ( M i ) 
L (Ji(w)cri(w 1lw)(7i(w) 1 

admet le même caractère que la représentation 

L F ( A i ) G L ( M i ) 
l Tw(l)a(l) 

et leur restriction à L F est égale à ai. Donc 

o-\(w)(Ji{w llw)ai(w) 1 = rw(l)a(l) 

pour tout l G L F ( À i ) . D'où le résultat. 
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Remarque 13.10. — Une fois choisi l'isomorphisme d'algèbres H ~ Qe[WGF ( L , À)], 
l'isomorphisme 7i\ ~ Q ^ [ ^ G f ( L , A ) ] est déterminé à un caractère linéaire près de 
WGF ( L , X)/WGF ( L , À) c'est-à-dire, d'après le théorème 13.9 (c), à conjugaison près 
par un élément de L F ( A i ) . 

13.C. Paramétrage de £ ( G F , L , A ) . — Soit maintenant n un caractère irréduc
tible de W Q F ( L , À). Alors la restriction de rj au sous-groupe central ( L F / L F ( A i ) ) A de 
W ^ , F ( L , A) est un multiple d'un caractère linéaire de ( L F / L F ( A i ) ) A . Donc rj définit 
un élément xv de L F / L F ( A i ) . Choisissons un relevé xv de xv dans L F / L F ( G , A i ) 
et soit En le caractère linéaire de VFQ F (L,A ) associé à x^ par l'isomorphisme 
( W ^ F ( L , A ) / W G F ( L , A)) A ~ L F / L F ( G , Ai). Alors r) ® est un caractère irréduc
tible de W Q F ( L , A ) et ( L F / L F ( A i ) ) A est contenu dans son noyau. Donc il peut être 
vu comme un caractère irréductible de W G F ( L , A). On définit alors 

(13.11) TD Χη TD 
Λ ?7 ~ ^η^ξη1· Remarquons que R V ne dépend pas du choix du représentant xv de xv (voir théo

rème 13.9 (c)). De plus, si rj contient ( L F / L F ( A i ) ) A dans son noyau, alors n peut 
être vu comme un caractère irréductible de WGF ( L , A) et le caractère R V défini par 
13.11 coïncide avec le caractère R V défini au début de la sous-section 13.B. S'il y 
a ambiguïté, ce caractère irréductible sera noté Rn

i. Le théorème suivant est une 
conséquence de cette discussion : 

Théorème 13.12 
(a) L'application 

Irr W'GF ( L , A) £(G F , L , A) 

V RV 

est bijective. 
(b) On a 

RL C PY = 
E 

*7eIrrVrF(L,A) 
r,(l)Rv. 

(c) Soit rj et x deux caractères irréductibles de WGF{L, A) et W G F ( L , A) respecti
vement. Alors 

(RV, Res§ F RX)GF 
= ( Res Wg (L,x) 
Wg L nx ) wGF (L,Y) 

(d) Soit n G Irr W Q F ( L , A). Alors R V G £(GF,L, X X J . 
(e) Soient l G L F et rj e Irr W'GF ( L , A). Notons £/ /e caractère linéaire de 

V F Q F ( L , A ) associé à l via l'isomorphisme (WGF(L, \ ) / W G F ( L 1 \ ) ) A ~ 
L F / L F ( G , A i ) induit par 12.6. Alors 

lRr) — ^77®^ · 
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Corollaire 13.13. — Soit rj un caractère irréductible de WGF(L, X). Alors 
(a) La restriction de n à W G F ( L , X) est sans multiplicité. 
(b) Soit L F le sous-groupe de L F contenant L F ( G , Ai) tel que 

L F / L F ( G , A i ) ^ { ^ ( ^ F ( L , A ) / ^ G , ( L , A ) ) A I T] (g) £ = 7]}. 

(Rappelons que Von a un isomorphisme (W'GF(L, X)/WGF(L, A))A ~ L F / L F ( G , Ai).) 
Alors 

GF{RV) = GF.\,F. 

Démonstration. L'assertion (a) résulte du théorème 13.12 (c) et du théo
rème 11.12. L'assertion (b) découle du théorème 13.12 (d). 

Remarques 13.14 
(a) Gardons les notations du corollaire 13.13 (b). Le sous-groupe ( L F / L F ( A i ) ) A est 

central donc tout caractère linéaire £ de W'GF (L, A)/W G F (L, A) vérifiant r]®t; = r\ doit 
contenir ce sous-groupe dans son noyau. Donc L F ( G , Ai) C L F C L F ( A i ) (comparer 
avec le corollaire 12.10). 

(b) Comme dans la remarque suivant le théorème 13.9, le paramétrage de 
£ ( G F , L , A ) donné dans le théorème 13.12 (a) est bien défini à tensorisation 
près par un caractère linéaire de W'GF ( L , X)/WGF ( L , A) (une fois l'isomorphisme 
H ~ Q{[WGF ( L , A)] choisi) donc il est bien défini à conjugaison près par un élément de 
L F . Pour fixer précisément ce paramétrage, il faut choisir une composante irréductible 
de la restriction de R\ à G F et associer à cette composante irréductible le caractère 
trivial de W ^ , F ( L , A ) : c'est équivalent à choisir une extension v\ de la composante 
irréductible \i\ de la restriction de v à 7V G F(L , A) telle que Res^F F ( L , A ) ^ — Ai. 

13.D. Action de H1(F^Z(G)). — Soit z G Hl{F,Z{G)). Notons £2 le caractère 
linéaire du groupe W ^ F ( L , A ) / W G F ( L , A) image de z par la suite de morphismes 

Hl{F,Z{G)) = L F / L F . Z ( G ) F L F / L F ( G , A i ) = ( I ^ F ( L , A ) / ^ G F ( L , A ) ) A . 

Ici, le dernier isomorphisme est le dual de 12.6. On peut voir ÇZ comme un caractère 
linéaire de WGF(L, A). La proposition suivante est immédiate. 

Proposition 13.15. — Soient z G Hl(F,Z(G)) et n e Irr W'GF (L, A). Alors rfR^ = 
RnEz. 

13.E. Induction de Harish-Chandra. — Pour une preuve de l'analogue du théo
rème suivant pour la série de Harish-Chandra £(GF, L, Ai), voir [HL83]. Le théorème 
ci-dessous en découle facilement. 
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Théorème 13.16. — Soit M un sous-groupe de Levi F-stable de G tel que L C M. On 
choisit une bijection 

I r r W V ( L , A ) £(M F , L, À) 
V K 

telle que ( ^ M C Q ^ ^ I ) G F + 0· Alors 

/pG nM pG\ 
\ N M C Qllr] · nC I GF = Ind W^F(L,A) 

W P(L,A) *7,C 
F(L,A) 

pour tous caractères irréductibles n et C de W^j F(L, À) et W^, F(L, A) respectivement. 

Remarque 13.17. — Après avoir choisi une racine carrée de q, choisir une bijection 
IrrW^ F (L,A) £(M F , L, À) 

V D M 

est équivalent à choisir une extension v[ de Ai à A ^ M F (L, À) (voir [HL83, théorème 4.8] 
et [BC72, théorème 2.9]). Si nous demandons à cette bijection de vérifier 

(RM CQ R1, R1) GF = 0 

alors nous devons choisir pour i/[ la restriction de v\ et, pour la racine carrée de q, la 
même que celle choisie pour le groupe G F . 
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C H A P I T R E 5 

A U T O U R D E S CARACTÈRES D E G E L F A N D - G R A E V 

Le but de ce chapitre est d'étudier les caractères de Gelfand-Graev ainsi que leurs 
composantes irréductibles, appelés caractères réguliers. Dans les groupes à centre non 
connexe, il peut y avoir plusieurs caractères de Gelfand-Graev (ils sont paramétrés 
par H1 (F, Z(G))) et ce ne sont pas forcément des fonctions uniformes, contrairement 
à ce qui se passe dans les groupes à centre connexe [DL76, §10]. Dans la section 14, 
nous rappelons la définition et les premières propriétés de ces caractères, comme les 
résultats de Digne, Lehrer et Michel [DLM97] ou l'auteur [Bon04a, partie II] sur la 
restriction de Lusztig. Dans la section 15, nous rappelons comment sont paramétrés 
les caractères réguliers ou semi-simples (un caractère semi-simple est, au signe près, le 
dual d'Alvis-Curtis d'un caractère régulier). La section 16 est consacrée à l'étude des 
séries de Harish-Chandra au-dessus d'un caractère semi-simple cuspidal en adaptant 
l'étude faite au chapitre précédent a ce cas particulier. Dans la dernière section de ce 
chapitre, nous étudions les combinaisons linéaires d'induits de Lusztig de caractères 
semi-simples. 

14. Caractères de Gelfand-Graev 

14.A. Éléments unipotents réguliers. — Si g G G, alors dimCc^) ^ d imT 0 . 
Un élément g de G est dit régulier si dimCG(g) = dimTo. L'ensemble des éléments 
réguliers de G forme un ouvert dense de G (voir [Ste65, théorème 1.3 (a)]). 

Concentrons-nous maintenant sur les éléments unipotents réguliers. Tout d'abord, il 
existe des éléments unipotents réguliers [Ste65, théorème 3.1]. Ils sont tous conjugués 
dans G [Ste65, théorème 3.3] : notons ti^ég la classe de conjugaison des éléments 
unipotents réguliers de G. Un élément unipotent w de G est régulier si et seulement 
si il est contenu dans un seul sous-groupe de Borel [Ste65, corollaire 3.12 (b)]. Un 
élément unipotent u G Uo est régulier si et seulement si u 0 U / pour toute partie non 
vide I de A 0 [Ste65, lemme 3.2]. Notons Uo,rég l'ensemble des éléments unipotents 
réguliers de UQ : c'est un ouvert dense de U 0 . 
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Soit U i = riae<ï>+\Ao Ua, ou Oi est Ie système de racines positives de <I>o associé 
à Ao- Alors U i est le groupe dérivé de Uo. De plus, Faction de U i par translation 
(à droite ou à gauche) sur Uo stabilise Uo,rég- I l est de plus clair que TQ agit tran
sitivement sur Uo,rég/Ui. En particulier, (Uo, rég/Ui) F = U F

r é / U f est non vide. 
D'autre part, le stabilisateur de tout élément de Uo,rég/Ui dans To est Z(G). Ce 
dernier étant connexe, on en déduit que T F agit transitivement sur U F

r é g / U f . 

Proposition 14 A. — Soit u G UQ rée-. Alors : 
(a) C G (u) = Z (G) .Cu>) . 
(b) Si p est bon pour G, alors C\j0(u) est connexe. 
(c) L'application Uo —> u\J\, x i—• xux~l est surjective. 
(d) Si u' est un autre élément de Uo,rég? alors il existe b G BQ tel que u' — bub~x. 
(e) BQ est l'unique sous-groupe de Borel de G contenant u. 

Démonstration. — L'assertion (a) découle du fait que le stabilisateur, dans To, d'un 
élément de Uo , ré g /Ui est égal à Z(G). Pour (b), voir [SS70, 3.7]. Montrons mainte
nant (c). Soit / : UQ —» wUi, x H-» xux~l. C'est un morphisme de variété. L'image 
de / est une orbite sous l'action d'un groupe unipotent, donc c'est une sous-variété 
fermée de u\J\. De plus, la dimension des fibres de / est toujours égale à 

dimCu 0(^) = dimC G(V) - d i m Z ( G ) = |A0|. 
Par conséquent, la dimension de l'image de / est 

dim UQ — dim C\j0 (u) = |$+| - |A0| = d i m U ! . 
Puisque uUi est irréductible, l'image de / est bien u\Ji. (d) découle de (c) et du fait 
que T 0 agit transitivement sur Uo,rég/Ui. (e) est clair. 

1 4 . B . Caractères réguliers de U F . — Un caractère linéaire ip : U F —> Ql est 
dit régulier s'il contient U f dans son noyau et si Res^F ip ^ 1 pour toute partie stricte 
0o-stable / de Ao (le lecteur peut aisément vérifier que cette définition coïncide avec 
[ D L M 9 2 , définition 2.3]). Rappelons que U / désigne le radical unipotent de P / . 
Notons (U F )^ é g l'ensemble des caractères linéaires réguliers de U F . 

Fixons maintenant et ce jusqu'à la fin de cet article un caractère linéaire non trivial 
Xi : Fp —> Ql. Si n est un entier naturel non nul, nous noterons \n : ¥pn —> Q£ , x H-» 
XI(TY¥i)U/¥p(x)). Avec ces choix, on obtient [ D L M 9 7 , §2] une application bijective 
TF-équivariante U F

r é g / U f (U F )^ é g . Cela montre que le groupe T F agit transi
tivement sur l'ensemble des caractères réguliers de U F et que le stabilisateur d'un ca
ractère régulier dans T F est Z (G) F . Par conséquent, T F / T F . Z ( G ) F ~ H1 (F, Z(G)) 
agit librement sur l'ensemble des TF-orbites dans (Uo)^ g. 

On appelle caractère de Gelfand-Graev de G tout caractère de la forme IndjjF ïp, 
où I/J est un caractère régulier de U F . Notons Uni ré g(G F) l'ensemble des classes de 
GF-conjugaison d'éléments unipotents réguliers de G F et GG(G F ) l'ensemble des 
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caractères de Gelfand-Graev de G F . La dernière remarque du précédent paragraphe 
montre que Hl(F, Z(G)) agit transitivement sur GG(G F) (en particulier, il n'y a 
qu'un caractère de Gelfand-Graev dans GF). 

Si [u] G Uni r é g (G F ) , alors [u] D U F est contenu dans U F
r é g et son image dans 

U F
r é g / U f est une T F-orbite. On peut donc lui associer un caractère de Gelfand-

Graev r G : l'application 

U n i r é g ( G F ) GG(G F) 
[u] r G 

est surjective et H1 (F, 2^(G))-équivariante. Nous verrons plus tard qu'elle est bijec-
tive. 

Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous fixons un élément unipotent 
régulier u G U F

r é g 7 nous notons -0 le caractère régulier de U F associé et nous posons 

T G - Indî> il). 

Une fois fixé tp, l'ensemble des TF-orbites de caractères réguliers de U F est en 
bijection naturelle avec T F / T ^ . Z ( G ) F ~ Hl{F,Z(G)). Soient z G Hl(F,Z(G)) et 
tz G T F tels que c r G ^ T F . Z ( G ) F ) = z. Posons ij)z = w o (ad^)" 1 . Alors {ij)z \ z G 
H1 (F, Z(G))} est un ensemble de représentants des TF-orbites de caractères linéaires 
réguliers de U F . On définit alors 

(14 .2 ) I f = Indg ; A-

Remarquons que r G ne dépend que de z et que 

( 14 .3 ) r f = r G o ( a d t , ) - 1 = r f r G . 
Donc les caractères de Gelfand-Graev de G F sont les Tf où z parcourt H1 (F, Z{G)). 

14.C. Restriction de Harish-Chandra. — Le théorème suivant a été montré 
par Digne, Lehrer et Michel [ D L M 9 2 , théorème 2.9] (voir aussi [Asa87, preuve du 
lemme 3.6.1] pour un énoncé moins fort). 

Théorème 14.4 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit P un sous-groupe parabolique F-stable 
de G et soit L un complément de Levi F-stable de P. Alors *R^c p F G est u n caractère 
de Gelfand-Graev de L F . Plus précisément, si BoCP et T Q C L ; alors la restriction 
de ip à U F fi L F est un caractère régulier de U F D L F et 

*R G 
LCP r

G = Ind L F 

u F n L F Res m0 

uFnLF 
w . 

Notation. — Sous les hypothèses et notations du théorème 14.4, on pose 

(14 .5 ) T L = * J R G
c P r G . 
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Remarquons que T L ne dépend pas de P. Si on pose T2 = r | T L pour tout z G 
H1{F,Z(IJ)), alors, d'après 10.4, on a 

(14.6) r L 
hi(z) 

= R G L C P 
Tz 

pour tout z G H1 (F, Z(G)). 

14.D. Dualité d 'Alvis-Curtis. — Les résultats de cette section sont dûs eux aussi 
à Digne, Lehrer et Michel. 

Théorème 14.7(Digne-Lehrer-Michel). — On a : 
(a) Si g G G F est tel que DaFG(g) / 0 ; alors g est un élément unipotent régulier. 
(b) Si z et z' sont deux éléments de H1(F, Z(G)), alors 

( D G r G , r G ) G F = rÎG\Z(G)F\ôz,z,. 

Démonstration. — voir [DLM92, théorème 2.12 (i) et (ii)]. 

Corollaire 14.8 (Digne-Lehrer-Michel). — La famille (Tf)zeHi(F^Z(G)) est libre. En 
particulier, si z et z' sont deux éléments distincts de H1 (F, Z(G)), alors T G ^ T G . 

14.E. Restriction de Lusztig. — Nous fixons dans cette sous-section un sous-
groupe de Levi F-stable L de G. 

Hypothèse. — Nous supposerons dans cette sous-section, et seulement dans cette sous-
section, que p est un bon nombre premier pour G. 

Dans [Bon99b, §2], l'auteur a défini une application 

res£ : U n i r é g ( G F ) U n i r é g ( L F ) . 

Rappelons sa définition (pour la preuve des faits utilisés dans la discussion suivante, 
nous nous référons à [Bon99b]). 

Tout d'abord, si L est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabo
lique F-stable P de G, notons 7TLCP : P ^ L la projection canonique et posons 

p G : Uni r é g (G F ) Uni r é g(L F ) 
[9ÌC ^ c p ( [ £ n P ) . 

I l est bien connu que pG est bien définie et ne dépend pas du choix du sous-groupe 
parabolique F-stable ayant L comme sous-groupe de Levi [DLM92, proposition 5.3]. 

Revenons au cas général. Soit L i un sous-groupe de Levi F-stable L-déployé de L 
minimal tel que l'application h\ji soit un isomorphisme. Le groupe L i étant cuspidal, il 
existe alors un sous-groupe de Levi F-stable G-déployé L2 qui lui est géométriquement 
conjugué. Alors l'application 

CL : U n i r é g ( L F ) U n i r é g ( L F ) 
(l)L2 [ / ] G , n L f 
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est bien définie et bijective. De plus, PL eŝ  ê e aussi bijective. On pose alors, comme 
dans [Bon99b, page 279], 

res£î = (pî : i ) - 1 o CL ο ργ2. 

Nous allons maintenant définir une autre application Uni ré g(GF) —» Uni ré g(LF). 
Notons g un élément de G tel que Lq = 9L,2- Puisque Lq et L2 sont F-stables, 
F(g)g~l appartient à JVG(LI) . Notons wj, sa classe dans Wc(Lq). NOUS noterons ici 
^Li : ^ G ( L I ) —» Z(L\) le morphisme de groupes noté V i dans [Bon04a, partie I , 
corollaire 3.8], où v\ est un élément unipotent régulier de Lq. I l est à noter que ce 
morphisme a été calculé explicitement dans [Bon04a, partie I I , table 1]. Identifions 
Z(Lq) et Z(L) via /i£ et notons l'image dans H1(F, Z(L)) de l'élément ( / ^ ( I ^ L ) 
de ZÇL). On pose alors 

dlmp = T\ O resp . 
Nous rappelons les propriétés des applications res^ et dlm^. 

Proposition 14.9. — On a : 
(a) Les applications resp et dlm^ ne dépendent pas des choix de Lq, L2 et g 

effectués ci-dessus. 
(b) Si z E Hl(F,Z(G)), alors resp orf = r£ , ) ores£ e i d l m ^ o r f = r ^ ( z ) o 

dlm£. 
(c) Les applications resp e£ dlm^ sont surjectives. 
(d) 5z M est un sous-groupe de Levi F-stable de L , alors R E S M = R E S M 0 resp et 

dlm^ = dlm^j o dlm^ • 

Démonstration. — Les assertions (a), (b) et (c) sont évidentes. Le fait que res^ = 
R E S M 0 R E S L est démontré dans [Bon04b, proposition 7.5 (c)]. I l suffit alors d'appliquer 
[Bon04a, partie I I , corollaire 2.4] pour obtenir que dlm^ = d lm^ o dlm^· 

Notation. — Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous noterons, lorsque 
p est bon pour G, uj, un représentant de la classe de LF-conjugaison dlm^[^]G F-
D'autre part, nous noterons T L le caractère de Gelfand-Graev de L F associé à [ ^ L ] L F -

La conjecture suivante propose une généralisation du théorème de Digne-Lehrer-
Michel sur la restriction de Harish-Chandra d'un caractère de Gelfand-Graev. 

Conjecture (3. — Si L est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabo
lique P de G, alors *R?rT>TG = £ G £ i J L . 

Conjecture <Ôf. — Si L est un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabo
lique P de G, alors *RG

c p 7 ^ = 7^. 

Rappelons que la notation 7^ a été définie dans la sous-section l.D : c'est la 
fonction caractéristique de la classe de GF-conjugaison de u. Nous dirons que « la 
conjecture 0 (resp. & ) a lieu dans G » si, pour tout sous-groupe de Levi M de G, 
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pour tout sous-groupe parabolique P de M et pour tout complément de Levi F-stable 
L de P, on a * ^ c P r M = e M ^ r L (resp. * / £ c P 7 ™ = 7 Ï J -
Proposition 14.10. — Si la formule de Mackey a lieu dans G, alors la conjecture 0 a 
lieu dans G si et seulement si la conjecture & a lieu dans G. 

Démonstration. -— Cela résulte facilement de [DLM97, propositions 2.1 et 2.5]. 

Lorsque le centre de G est connexe, ces conjectures ont été montrées par Digne-
Lehrer-Michel [DLM92, proposition 5.4] : en effet, dans ce cas, les fonctions centrales 
T G et 7 G sont des combinaisons linéaires explicites de caractères de Deligne-Lusztig 
flÇ (0), où (T,0) G V ( G , F ) . I l suffit alors de calculer * # L C P ^ T ( # ) : C E L A S E F A I T E N 

utilisant la formule de Mackey qui est valable dans ce cas (voir théorème 10.12 (a2)). 
Lorsque le centre de G n'est pas connexe, ces conjectures ne sont démontrées qu'en 

utilisant la théorie des faisceaux-caractères, ce qui restreint leur domaine de validité 
(notamment à cause de l'emploi de [Lus90, théorème 1.14]). 

Théorème 14.11. — Si p est bon pour G, si F est un ¥q-endomorphisme de Frobenius 
de G et si q > qo(G), où qo(G) est un constante ne dépendant que de la donnée 
radicielle associée à G, alors les conjectures 0 et & ont lieu dans G. 

Remarque. — Dans [DLM97, théorème 3.7], Digne-Lehrer-Michel ont montré que 
* ^ L C P ^ G e s ^ égal, au signe £G^L près, à un caractère de Gelfand-Graev de L F . 
En revanche, ils n'ont pas déterminé lequel. En étudiant plus précisément l'algèbre 
d'endomorphismes de l'induit d'un faisceau-caractère cuspidal supporté par la classe 
unipotente régulière [Bon04a] et en intégrant cette information supplémentaire dans 
la preuve de Digne-Lehrer-Michel, nous avons obtenu le théorème ci-dessus [Bon04a, 
partie I I , théorème 15.2]. 

15. Caractères réguliers et caractères semi-simples 

Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous fixons un élément semi-simple 
s G G * F . Nous fixons aussi un élément semi-simple s G G * F tel que i*(s) = s. 

Nous reprenons les notations introduites dans la section 8 (T*, B^, 3>s, O1…). Pour 
tout w G W°(s), nous choisissons un tore maximal F*-stable Tw de CG*(s) de type 
w par rapport à T^. Notons e : W —> {1 , -1} le caractère signature de W. Nous 
noterons es (respectivement e°s) sa restriction à W(s) (respectivement W°(s)). Alors, 
si w G W°(s), on a £T* = s(w)scG^(s) e^ donc, d'après le corollaire 10.13, 

(15.1) DGR%* (s) = £ G £ C £ * ( S ) £ M # T ^ ( S ) -

Exemple 15.2. — I l se peut que la restriction du caractère signature à AQ* (S) soit non 
triviale, comme le montre le cas où G = SL 2 (F) , F : G —• G est un endomorphisme 
de Frobenius déployé et s est l'unique élément d'ordre 2 de TQ. 
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Soient T1 = 2* 1 (T^). Alors W est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl 
de G* relativement à T1 et, puisque CG* (s) est connexe (voir théorème 3.5), on a 
W(s) = W°(s) et A^(s) = {1}. De plus, W(s) = W°(s) car W°(s) est le groupe 
de Weyl du système de racines Os. Pour tout w G W(s), on pose Tw = i * _ 1 ( T ^ ) . 
D'après la proposition 10.11 (a), on a, pour tout a G AG*(S), 

(15.3) R%, (S) ® ^jà) 
ru 

= R l , (S) 
a 1 wa car s(ps(a) = asa En particulier, 

(15.4) R%, (S) ® ^jà) 
ru 

= RTw (s). 

D'après la formule de Mackey (théorème 10.12 (a2)), on a, pour tous w, w' G W°(s), 
(15.5) 

( J R ^ ( S ) , J R Ç , / ( S ) ) G F = \Cw(s)Ml)\ si w(j)\ et w'4>\ sont conjugués sous W(s), 
0 sinon. 

15.A. Définition. — Un caractère irréductible de G F est dit régulier (respecti
vement semi-simple) s'il est une composante irréductible d'un caractère de Gelfand-
Graev de G F (respectivement du dual d'Alvis-Curtis d'un caractère de Gelfand-Graev 
de G F ) . Nous allons dans cette section paramétrer les caractères réguliers (et semi-
simples) de G F appartenant à £(G F , [s]) ou £(G F , (s)). Nous allons aussi établir les 
premières propriétés (action de G F , restriction de Harish-Chandra...). 

Posons 

(15.6) 

Ps = P? = 
£G£CG*(S) 

\W°{s)\ E 
w£W°(s) 

R<f,Js), 

Xs Xs = 
£G£CG*(S) 

\W°(s)\ E 
w£W°(s) 

s(w)R^(s). 

Remarquons que, d'après 15.1, 
(15.7) Xs = €G£C^(S)DG(PS)-

Alors, d'après le corollaire 11.5, on a 

(15.8) 
Ps = ResQF /^, 

Xs = GF 

D'après la proposition 10.11, on a 

(15.9) 
Ps®Z = Psz, 

Xs®Z = Xsz, 

pour tout z G (Kerz*)F . 
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Théorème 15.10 (Deligne-Lusztig). — On a : 

(a) ( X s , I ^ W = 1. 
(b) Ps et \s sont des caractères irréductibles de GF et ils appartiennent à 

E (GF, [S]. 
(c) Le caractère de Gelfand-Graev de GF a la décomposition suivante : 

TG = 

[s] 

Xs-

Remarque. — Le théorème précédent est démontré dans [DL76, théorème 10.7] 

lorsque F est un endomorphisme de Frobenius. Dans le contexte légèrement plus 

général dans lequel nous nous plaçons, le résultat reste valide. En effet, d'après 

[DL76, page 161], il faut seulement utiliser le fait que la formule de Mackey a lieu 

lorsque l'un des deux sous-groupes de Levi est un tore (voir théorème 10.12 (a2)) . 

Corollaire 15.11 (Asai). — On a : 

(a) (Xs,rG)GF = l. 

(b) ps et Xs sont des caractères de QF sans multiplicité et toute composante irré

ductible de ps ou Xs appartient à S(GF, [s]). 

(c) Si Xs,i est l'unique composante irréductible commune à TG et Xs (voir {a)), 

alors 

TG = 

[s] 

L S.1 

Démonstration. — (a) résulte du théorème 15 .10 (a), de 15.8 et de la réciprocité de 

Frobenius. (b) résulte du théorème 15 .10 (b) , de (a), de 15.8 et de la proposition 11 .7 

(a), (c) découle de (b) et du théorème 15 .10 ( c ) . • 

On pose pS7i = 6G£C^(S)DG{XS,I) £ £ ( G , [s]). C'est une composante irréductible 

de ps. S'il y a ambiguïté, on notera pGx et ^es caractères irréductibles pSj\ et Xs,i 

de GF respectivement. 

Corollaire 15.12 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit L un complément de Levi F-stable 

d'un sous-groupe parabolique F-stable P de G. Notons L* un complément de Levi 

F*-stable d'un sous-qroupe parabolique F*-stable de G* dual de L. Alors 

*DG G 
^LrPF.s! — 

[f) L*F* pLt.1 

Lpt.1 

et * pG G 

iL*F* C [S]G*F* 

Xlv 

Démonstration. — La deuxième égalité résulte du théorème 14.4, du corollaire 15.11 

(c ) , et du corollaire 11.11. La première découle de la seconde et de la relation de 

commutation entre l'induction de Harish-Chandra et la dualité d'Alvis-Curtis [ D M 9 1 , 

théorème 8.11]. • 
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Si £ G (AG*(s)F*)A, on pose 
ps,E = Tz Ps,1 et Xs,E = Tz Xs,1, 

où z G H1 (F, Z(G)) est tel que ûg(z) = £ (d'après le corollaire 11.13, les caractères 
XS£ et pS£ ne dépendent que de £ et non du choix de z). S'il y a ambiguïté, nous 
noterons pGç et Xs,e les caractères irréductibles ps^ et Xs,e de G F respectivement 
(te(AGJs)F'r).' 

La proposition suivante décrit les caractères réguliers ou semi-simples appartenant 
à£(G F , [s]) . 

Proposition 15.13 (Asm). — Le stabilisateur de ps,\ (ou xs,i) dans GF est égal à 
GF(s). Par conséquent, 

Ps = E 
£e(AG*( S)^*)A 

ps,E 

et Xs = E 
^(^G*(S) F * ) A 

Xs,E. 

Démonstration. — Seule la première assertion nécessite une preuve, la deuxième ré
sultant immédiatement de la première et du corollaire 15.11 (b). Mais, par la théorie 
de Clifford, elle découle de la formule 15.3. 

Corollaire 15.14 
(a) SizeHl(F,Z(G)) et si £ G {AG* (s)F*)A, alors 

G 
Tz Ps£ = PS,£LJ°S(Z) 

et Q 
Tz Xs,Ç = Xs,&°(z)-

(b) est une composante irréductible de TG si et seulement si E = ws(z). 

Corollaire 15.15 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit L un complément de Levi F-
stable d'un sous-groupe parabolique F-stable P de G. Soit L* un complément 
de Levi F*-stable d'un sous-groupe parabolique F*-stable de G* dual de L . Soit 
£ G (AG*(s)F ) A . Pour tout t G L * F tel qu'il existe g G G* F vérifiant gs = t, on 
pose £t — Res^G*/*F* g£; le caractère linéaire £t ne dépend pas du choix de g. Alors 

*pG _G __ 
nLcPAs,Ç — Σ 

WL*F* C[S] G + F * 
4 

et *pG _G __ 
n LcPAs ,Ç — E 

[*]L.P* c WG,F* 
Xt,et 

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 15.12, de la commutativité du dia
gramme 8.6 et de 10.5. 
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Proposition 15.16. — On a ps = \S si et seulement si CQ* (S) est un tore maximal de 
G*. Dans ce cas, il existe un caractère linéaire £s d'ordre 1 ou 2 de AG*(s)F tel que, 
pour tout £ G (AG*(s)F ) A , on ait 

DGps,i = eGec^(s)Ps¿s-

Démonstration. — La première assertion est immédiate. Supposons donc que CQ* (s) 
est un tore maximal de G*. Notons £ s le caractère linéaire de AG*(s)F* tel que 

DGps,i = eGec^(s)Ps¿s-

Puisque rG o DG = DG o rG pour tout z G H1(F,Z(G)), on en déduit la formule 
donnée dans la proposition 15 .16 . Pour finir, puisque DG est une involution, on a 
g = i . 

Exemple 15.17. — Le caractère linéaire £ s de la proposition 1 5 . 1 6 peut être non 
trivial. En effet, supposons ici que G = SLi2(F), que F est l'endomorphisme de 
Frobenius déployé standard sur ¥q et que p (ou q) est impair. Notons s l'unique 
élément de TQ d'ordre 2 et notons 0 l'unique caractère linéaire de TF d'ordre 2. 
Alors ps = 11^^(0) et *RG

o(ps^i) = 6 d'après le corollaire 15 .12 . D'autre part, 
E ) G = ( ^ T 0 ° * ^ T 0 ) ~~ I d Z I R R G F . Donc DG(pSi\) — ps,ç, où £ est l'unique caractère 
non trivial de AG*(s)F* ~ Z/2Z. 

16. Caractères semi-simples ou réguliers cuspidaux 

Nous allons ici étudier les séries de Harish-Chandra associées à un caractère cuspidal 
semi-simple (ou régulier). 

1 6 . A . Caractérisation de la cuspidalité. — Soit £ G (AG*(s)F ) A . Si ps^ est 
cuspidal, alors DGps^ = r]Gps^ et donc DGps = nGps. En particulier, ps = \s. Donc 
un caractère irréductible cuspidal est semi-simple si et seulement si il j?st régulier. 
Dorénavant, nous fixons un couple (Ti ,#i ) G V ( G , F ) tel que (Ti ,#i ) <—> (T l 5 s ) et 
nous posons (Ti ,# i ) = 9\tsG(Ti,8i). Le lemme suivant précise quand est-ce qu'un 
caractère semi-simple est cuspidal. 

Lemme 16.1. — Soit £ G (AG*(s)F ) A . Le caractère irréductible ps^ de GF est cus
pidal si et seulement si CQ* (S) est un tore maximal F*-stable de G * qui n'est contenu 
dans aucun sous-groupe de Levi F*-stable G*-déployé. 

Démonstration. — Remarquons que, d'après le corollaire 1 2 . 1 , ps^ est cuspidal si et 
seulement si le caractère irréductible pj de G F l'est. I l est donc suffisant de montrer 
le théorème pour G . 
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Si ps est cuspidal, alors E>GPS = VGPS donc Ps = Xs- Cela montre que Cä.(s) est 

un tore maximal de G* donc que CÔ.(5) = TÎ Dans ce cas, 

Ps — £GST* ñg.(S) 
X 1 

donc CG* (s) n'est contenu dans aucun complément de Levi F*-stable d'un sous-

groupe parabolique F*-stable propre de G*. 

Réciproquement, supposons que CG*(s) soit un tore maximal F*-stable de G* 
qui n'est contenu dans aucun sous-groupe de Levi F*-stable G*-déployé. Alors p^ = 

£G£T! Ti (öl). Soit L un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique 

F-stable propre P de G. Alors, d'après la formule de Mackey (voir théorème 10.12 
(a2)), on a 

'R9 РЩ(в1) = 0, 

ce qui montre la cuspidalité de pj. 

16.B. Groupe d'inertie. — Notons Ls (respectivement L*) le sous-groupe de Levi 
F-stable (respectivement F*-stable) G-déployé (respectivement G*-déployé) conte
nant Ti (respectivement TJ) et minimal pour ces propriétés (voir remarque 2.4). 
Alors, Ls et L* sont duaux. On pose Ls = Ls D G et L* = i*(L*). Soit Ps un sous-
groupe parabolique F-stable de G dont Ls soit un complément de Levi. On pose Ps = 
PsnG. En appliquant le corollaire 2.3 au groupe CG* (S), on obtient que (7^* (S) = T*. 

Donc, d'après le lemme 16.1, à' est un caractère irréductible cuspidal de LFs Donc, 
d'après le corollaire 12.1, les caractères irréductibles pLss,E de LFs sont cuspidaux pour 

tout £ e 'ALs*(S)F*)A Le groupe W^1 stabilise Ker (F* -ql'diY(Tl)®Q(q1'0)) donc 
il normalise L*. On a en fait le résultat plus précis suivant : 

Proposition 16.2. Le groupe W' (La, PLss est canoniquement isomorphe à 
W(s)F\ 

Démonstration. On a 
pLss = ±R G 

Ti (ôl). 

Le groupe W(s)F" est isomorphe à WGF(TU01) et le groupe WCs)1, est isomorphe 
à ^ ( T i , 0 i ) . De plus, puisque C£.(S) = T Î , on a WLF (T1)Ô1) = {1}. 

Le groupe WGF (Ti,ôi) normalise Ls. Soit w G WGF (Tl,Ö!). Notons TW le carac

tère linéaire O1.O1-1 de T f / T f ~ L /L . Alors 

WP~S =pLss 7~w ' 

Donc, si on note w l'image de w dans WGF(L), alors l'application 

a : WGF (Ti,0i) w> (Ls, pLss) 

W (w,Tw) 
est un morphisme de groupes bien défini. 
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Montrons d'abord que a est injective. Soit w G W G F ( T I , 0 I ) tel que a(w) = 1. 
Alors rw = l donc we W G F ( T I , 0 I ) . Mais w = 1 donc t B e ^ ( T i , 9 i ) c'est-à-dire 
w = 1. 

Il reste à montrer que a est surjective. Soit (w,r) G WGF (Ls,pLss) Notons w un 
représentant de w dans NGF(LS). On a 

RwLsT (wO1) Ti (01 0 r) 

donc il résulte de la formule de Mackey (théorème 10.12 (2)) qu'il existe l G LF tel 

que (™Ti,™6>i) (T1,l(O1 R t)) Soit w+ = l w. Alors w+ G^VGF(TI ,0I) et, si on 

note w1 son image dans WGF(T1,O1) alors a(w+) = (lu, r). 

Soit WL (s) le groupe de Weyl de CL (s) relativement à T* . On a WLs(s) = AL: 5 
car CL° (s) = 2* (CLs* (s)) =T1* Donc AL (5) est un sous-groupe F* stable de W(s). 

Proposition 16.3 
(a) AL* (s)F est contenu dans AG (s)F\ 

(b) AL* (s)F' est central dans W(s)F . 

(c) GF(s) G LFs G PU) 

(d) P? e £(GF Ls ¿ 0 

Démonstration. (a) découle de la proposition 8.7 (b). (b) résulte du fait que 
AG*(s) est abélien, de (a) et de la proposition 8.7 (c). Montrons (c). Reprenons les 
notations de la preuve de la proposition 16.2 et voyons rw comme un caractère linéaire 
de GF Par définition de LFs (G,pLss,1 on a GF.Lif GF.LFs G,pLss,1 (T1,O1) Ker rw. 

Mais, par la commutativité du diagramme 6.4, 1~w est égal à wos(a) 
G 

OÙ lu désigne 

l'image de w dans AGAs)F . Le résultat découle alors de la définition de GF{s). 
(d) découle de l'égalité 

<RGL 
C Ps fr 

pLss 
Cil = 1, 

qui a été montrée dans le corollaire 15.12. 

Remarque 16.4. Le sous-groupe A l ; (s)F de W(s)F" =W'gF (L,pLs) est isomorphe 

au sous-groupe central (LF/LF(pè)r défini dans le §12.D. 

16.C. La série £(GF,Ls,p^). D'après le théorème 13.12 (a) et d'après la 

proposition 16.2 on obtient des biiections 

(16.5) 
hrW(T\F pLss) 

X 

£(GF,LS 

Rx[s] 

et 

(16.6) 
1tvW(s)f" £(GF,Ls,p^) 

n RJs] 
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D'après [Lus84a, chapitre 8], la bijection 16.5 est bien définie une fois fixée la conven
tion suivante : 

(16.7) Ri[s\ PsG 

et, par la remarque 13.14 (b), la bijection 16.6 est bien définie une fois fixée la 
convention suivante : 

(16.8) Ri[s] =pGs,1 

S'il y a ambiguïté, nous noterons R^[s] le caractère irréductible R^s] de G F (rj G 

lrrW(s)F*) et par R^[s\ le caractère irréductible Rx[s\ de G F (X e lrrW(s)F ) . 

Remarque 16.9. D'après le théorème 11.10, on a 

£(GF,Ls,pï-)C£(GF,[S]) 

et S(GF,Ls,p^)c£(GF,[s}). 

Grâce aux théorèmes 13.12 et 13.16, on obtient : 

Théorème 16.10 
(a) Si n et Y sont des caractères irréductibles de W(s)F* et W(7)F* respectivement, 

alors 

(RM Res 
GF 
GF RXI*\)GF (Res 

W(s)F* 
W(I)F" ïliX)w{s)F* -

(b) Si ve ITTW(S)F et Ce (AG*5s°F*)A alors 

g*Rr,[s] = Rn®z[s]-

(c) Soit L un complément de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique F-stable P 
de G contenant Ls. Fixons un sous-groupe de Levi F*-stable L* d'un sous-groupe 
parabolique F*-stable de G* contenant L* et tel que la LF-classe de conjugaison 
de Ls soit associée à la L*F -classe de conjugaison de L*. Notons Wj^(s) le 
groupe de Weyl de CL* (S) relativement à T{. Alors 

<RGL c PRLn[s] R?[S])G* = (Ind W(s)F 
WT(S)F* VI 0w(s)F* 

pour tous caractères irréductibles rj et Ç de WT(S)F* et W(s)F respectivement. 

Remarquons que l'assertion (c) du théorème précédent 16.10 utilise le corol
laire 15.12. 
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17. Caractères semi-simples et fonctions absolument cuspidales 

17.A. Un exemple de fonction absolument cuspidale. — Si a G A G *(s) F *, 
on pose 

psa = ps

ag = eGeCg (S) 
E 

çe(AG*(S)^*)A 

E (a) - ps,E. 

I l est facile de retrouver les caractères irréductibles ps^ comme combinaisons linéaires 
des psa. En effet, si £ G (AG*(s)F ) A , on a 

(17.1) Ps,E = 
EGE cG (s) 
\AG*(S)F*\ 

E 

aeAG*(s)F* 
£(a)Ps,a. 

Par ailleurs, il résulte du corollaire 15.14 que 
(17.2) pSia £ Cent(G F, [s], a). 
Si a et b sont deux éléments de AG*(s)F , un calcul élémentaire montre que 

(17.3) (Ps,a, Ps,b)GF = 
\AG*(S)F"\ si a = b, 
0 sinon. 

D'après l'exemple 10.6, on a : 

Proposition 17.4. — Si a G A G * { S ) f est tel que cos(a) G ZA
US(G), alors pSja est une 

fonction absolument cuspidale. 

17.B. Restriction de Lusztig. — Nous travaillerons sous l'hypothèse suivante : 

Hypothèse. — Nous supposerons jusqu'à la fin de ce chapitre que p est bon pour G. 

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi F*-
stable de G* dual de L. L'hypothèse entraîne que l'application res^ entre ensemble de 
classes unipotentes régulières est bien définie (voir §14.E). En particulier, le caractère 
de Gelfand-Graev T L est lui aussi bien défini. Nous allons ici donner une formule pour 
la restriction de Lusztig des caractères pGç. 

Proposition 17.5. — Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (0) ont lieu 
dans G. Soit £ G (AG*(S)F ) a . Pour tout t G L * F tel qu'il existe g G G * F vérifiant 
9s — £; o n pose £t — -^ e s A G *(^ F * 9€ > ^e carac^ère linéaire £t

 n e dépend pas du choix 
de g. Alors 

*RLP?£ = EG^SC^(s) E 
[t]L*F* C [s]G*F* 

ECl (t) Pt, et 

et RLXs

,e = EGEL E 
M L *F* c[s]G*F* 

4 · 

Remarque 17.6. — La proposition 17.5 généralise le corollaire 15.15 tout comme le 
théorème 14.11 généralisait le théorème 14.4. 
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Corollaire 17.7. — Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (0) ont lieu 
dans G. Soit a G A G * ( s ) F . Pour tout t G L * F tel qu'il existe g G G* F vérifiant 
9s = t, on note at l'élément gag'1 de A G * ( t ) F ; l'élément at ne dépend pas du choix 
de g. Alors 

* D G - G _ 
Ps,a ~ Σ 

[t]L»F* C [s]G,F* 
ateA^(t)F* 

\AG*(s)F*\ 
\Av(t)F'\ 

Pt,at' 

17.C. Combinaisons linéaires d'induits de caractères semi-simples. — Soit 
w G W(s). On fixe un élément gw G G* tel que g~1F(gw) normalise T1 et représente 
w. On pose alors Tw = ^ T * et sw — gwsg~l· D'après le théorème de Lang, on peut 
choisir gw de sorte que sw = sa, où a désigne la classe de w dans H1 (F*, A G * (s)). 
C'est ce que nous ferons dans la suite. I l est à noter que le couple (T^, sw) est bien 
défini à G* F -conjugaison près par w (et même par la classe de w dans H1 (F*, W(s)) : 
en effet, le stabilisateur du couple (T£, s) dans G* est égal à l'image inverse de W(s) 
dans7VG*(TÎ)). 

Fixons maintenant a G A G * ( s ) F . Alors le sous-groupe de Levi F*-stable LJ a 

a été défini dans §8.D. Si w G W(s)a, on pose L* a w = 9w~L* a. Alors le couple 
(L* a w, sw) est bien défini à G* F -conjugaison près par w (et même par la classe 
de w dans H1(F*J W(s)a) : en effet, le stabilisateur du couple (L* a , s ) dans G* est 
égal à l'image inverse de W(s)a dans A r

G*(T^) d'après le corollaire 8.11 (e)). De plus, 
puisque a G AL* a (s)F par construction, on en déduit que a G AL* (S)F pour tout 
w G W(s)a (à travers le morphisme injectif naturel A L * a u ; ( s ) ^ A G *(s) ) . Notons 
que 

(17.8) CL

 MMM (sw) = Tw 

(voir corollaire 8.11 (a)). Notons Jjs,a,w un sous-groupe de Levi F-stable de G dual 
de L* a A l o r s le couple ( L S j a ? i y , p^\aàw ) est bien défini à GF-conjugaison près par w 
(et même par la classe de w dans H1 (F*, W(s)a). Donc la fonction RG

 a wp^s
v\aw est 

bien définie : nous la noterons 7Zs,a,w Elle appartient à (Q^£(GF, (s)). Si a désigne la 
classe de w dans H1 (F*, A G * (5)), alors, d'après le théorème 11.10 et 17.2, on a 

(17.9) n 
s,a,w e Cent(Gi*, [,a)) 

Si / G Cent(VI/(5)a0i), on pose : 

7£(s, a)/ = 1 
\W(s)a\ E 

wew(s)a 

f{w(j)i)1ZSiaiW. 

D'après 17.9, cela nous définit une application linéaire 1Z(s,a) — 7Z(s1a)G : 
Cent(W(s)a—» Cent(G F, (s), a). S'il est nécessaire de préciser le groupe ambiant, 
nous noterons TlG

a^w la fonction !ZSiaiW et lZ(s,a)G la fonction lZ(s,a)f. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006 



88 CHAPITRE 5. AUTOUR DES CARACTÈRES DE GELFAND-GRAEV 

Remarque 17.10. — Si r G H1 (F*, AQ* (s)), nous identifierons r à une fonction cen
trale sur W(s)a(j)i de la façon suivante : si w G W(s)a

1 l'image de w<pi par cette 
fonction centrale est égale à r(iD), où w est l'image de w à travers la suite de mor
phismes W(s)a —> AQ* (S) —» H1 (F*, AG* (S)). Avec cette notation, on a, pour tout 
z G Z ( G ) F et pour tout / G Cent(W(s)a(/>i), 

tflZ(s1a)f = s(z)7e(s,a) / ( 2 ;i( f). 

Ici, 2 désigne l'image de z dans Z(G)F. Pour montrer cela, il suffit de remarquer que, 
d'après le lemme 9.14 et d'après la remarque 11.1 (d), on a 

lz ,x-s,a,w — s(z)ûl(z)(w)KSia,w 

pour tout w G W(s)a. 

Proposition 17.11. — Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G . Soit a G 
AG*(S)f* et soient w et w' deux éléments de W(s)a. Alors 

^J^s.a.w ? ^s,a,w' ) G F — 
\CW{s)a(w(t)l)\ si w<t>i et w'(j)i sont conjugués sous W(s)a, 
0 sinon. 

Démonstration. — D'après la formule de Mackey, et compte tenu de la proposi
tion 17.4, on a 

(Rs,a,w, Rs,a,w) GF = 
E 

ne[A/^u ) //Lf,a.w,] 

(p M

M

M, pL

L

L

L 

Lf a w ' 

où Nw,w> = {n G G | L S 5 a ; W = nïjs,a,wf}- D'autre part, on a une bijection naturelle 
entre [ V ^ A w ' l et [K%,/K?aU ( o ù b i e n sûr Af*tW, = {n £ G* \ L * s ^ w = 
N L * A W , } ) et, à travers cette bijection, on a 

(J^s,a,w i ^s,a,w' ) G F Σ 
ne[Af*F*,/L:F

a'w,ì 
{Ps^à 5 Prison-1 ,a) Lsaw 

En particulier, si les couples (L^a^wlsw) et ( L * a nsw>n~l) ne sont pas conjugués 
sous G * F * (c'est-à-dire si wcj)i et w'<pi ne sont pas conjugués sous W(s)a), alors 
(^s,a,w,^s,a,«; ')G F — 0· Nous pouvons donc supposer maintenant que w = w'. On a, 
dans ce cas, 

^J^s,a.wi'T^'S,a1w') GF E 
nE[iVG*F* ( L * , a ^ / L * F * J 

( fX>s,a,W ALs,a,-u; \ 
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Soit maintenant n G NG*F* ( L * a i J . Posons (3n = (fh^\a
a

w, P^s^n-i^)^ · Si sw et 
nswn~l ne sont pas L * F ^-conjugués, alors (3n = 0. Si sw et nswn~l sont L * F

 w -
conjugués, alors il existe un représentant de la classe de n dans NG*F* (L* a 5 ^ ) / L * F

 w 

qui centralise «ŝ  et alors (3n = |AL* A w{sw)F |- Par suite, 

{^^s,a,wi 7^s,a,w' ) G F ALsaw (sw) F 
χ I ( 7 V G , F . ( L : I 0 ) J η C 7 G - ( ^ ) Í " ) / C L : , 0 I „ M f * I 

= \{NG*F*(L:^JnCG*(sw)F*) /ci.ajsw)F"\. 

Or, C£* (sw) = et, d'après le corollaire 8.11 (e), on a (7V G *(L*J n 
C G*(s))/T* ~ ^ ( s ) a . D'où le résultat. 

Corollaire 17.12. — Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G. Alors Vap
plication lZ(s:a) : Cent(W(s)a0i) —> Cent(G F, (s), a) est une isométrie. 

17.D. Induction de Lusztig. — Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G 
et soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. On suppose que L* 
contient un élément s' G L * F géométriquement conjugué à s. Le but de cette section 
est de décrire l'action de l'induction de Lusztig RG sur l'image de 7£(V,a)L, pour 
a G AjJ*(s,)F*. Le résultat décrit cette action en termes d'une induction tordue entre 
les groupes WL(S ' ) et W(s). Avant d'exprimer ce résultat, nous avons besoin de 
comparer ces deux groupes. On fixe un sous-groupe parabolique P* de G* dont L* 
est un sous-groupe de Levi et on note V* le radical unipotent de P*. 

Fixons tout d'abord un élément g G G* tel que gsg~x = s'. Soit B £ un sous-groupe 
de Borel F*-stable de C£*(V) et soit T L un tore maximal F*-stable de B £ . Alors 
9 1(BJJCV* (s')) e s t u n sous-groupe de Borel de CQ* (s) et 9 T£ est un tore maximal 
de 9~\BlCv*(s')). Donc il existe h G CG*(s) tel que 

( n , B Î C v * ( s ' ) ) = 9h(TlBl). 

Notons que (gh)s(gh)~1 = s'. Par suite, (gh)~lF*(gh) normalise T1 et centralise s : 
on note wj, sa classe dans W(s). Puisque le couple ( T £ , B U est bien défini à conju
gaison près par un élément de C£*(V)F , l'élément vo^ est bien défini par le couple 
(L*,s'). En particulier, si on identifie AL* (V) avec le sous-groupe correspondant de 
AG* (s) (via la conjugaison par gh), alors U>L commute avec A^(s'). D'autre part, 
via la conjugaison par gh, nous verrons WL(S ' ) et W£(s') comme des sous-groupes 
WL^*-stables de W(s) et W°(s) respectivement. 
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Proposition 17.13. — Soit a G A-^* {s')F et identifions a avec un élément de AG* (S)F 

comme ci-dessus. Alors le diagramme 

Cent(^L(s')°WL0i) 
K(s',a)L 

Cent(L F,(s'),a) 

I n c T ( s ) V l RL 

Cent(M/(5)a0i) 
n(s,a)G 

Cent(GF,(s),a) 

est commutatif. 

Démonstration. — Si w G WjJ(s,)a (vu comme un sous-groupe de W(s)a), nous fixons 
un élément lw G L * F tel que /^ 1 F*(/ W ) appartienne au normalisateur de T L et repré
sente (gh)w(gh)~1. On a T L = (g/i)Ti (g/z) - 1 et remarquons que (lwgh)~lF*(lwgh) 
normalise T1 et représente ww-^,. La proposition découle alors facilement de cette 
observation, de la transitivité de l'induction et de [Bon99a, lemme 3.1.1]. 

17.E. Transformés de Fourier de caractères semi-simples. — Si A est 
un groupe abélien fini et si cp est un automorphisme de A, on note A4(A,(p) le 
groupe (A^)A x Hl(y,A). Son dual M{A,p)A est égal à A^ x Hl{p,A)A. Si 
(a,r) G .M(A G *(s) ,F*) A , on pose 

^ Q 
Ps,a,r = Ps,a,T 

1 

I ^ G * ( * ) F * | E 
((,û)eM(AG*(s),F*) 

τ(α)ξ(α) ν*Ω,ξ· 

Ici, nous avons identifié le groupe A G * (sa) avec le groupe A G * (5) (via la conjugaison 
par l'élément gŒ tel que gasg~x = sa) : cette identification ne change pas l'action du 
morphisme de Frobenius car AG* (S) est abélien. Si (£,a) G A4(AG* (S), F*), alors 

(17.14) psa,E = 1 
I ^ G * ( * ) H E 

(a,r)GM(AG*(S),F*)A 
r(a) ^ ( a ) ^ , ^ . 

Proposition 17.15. — Soient (a, r ) et (a'\rf) deux éléments de M.(AG* (S), F * ) A . 
A/ors : 

(a) ôs~T € Cent(G F, (s), a). 

(b) ps,a,T = 1 
I^G*00 f *| E 

ae//i(P,ylG*(s)) 
r (a) psa,a. 

(c) (ps,a,T, PS,CI',T')GF = 
1 sz (a, r ) = (a7, r 7 ) , 
0 sinon. 

(d) Si z E Z (G) F , a/ors tfp3,a,T = s(Z)Ps,a,rÛ;l(z)-
(e) Si la formule de Mackey et la conjecture (0) ont /zeit dans G ; a/ors 

/5s,a,r = fc(s,a)T. 
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Ici, T est vu comme la fonction centrale sur W{s)a(j)i qui envoie w<pi surr(w), 
où w désigne l'image de w dans H1 (F*, AG* (s)). 

Démonstration. — (a), (b) et (c) sont évidents, (d) se montre de la même manière 
que la première égalité de la remarque 17.10. Montrons (e). Tout d'abord, d'après 
(a) et le corollaire 17.12, on a (ps,a,T, PS,CL,T)GF — (^(s^a)r^(s1a)T)GF — 1. I l nous 
reste à montrer que 

(*) (p s ,a ,r ,^(5,tt) T) GF = 1. 

Soit w G W(s)a et notons a la classe de w dans i f 1 (F*, AG* (s)). Pour montrer (*), 
il suffit de montrer que 
(**) (ps^T1r{a)R^sawp^a

w)GF = 1. 

Mais, d'après (b), d'après 17.9 et d'après le théorème 11.10, on a, par adjonction, 

(ps,a,T,T(a)R^s A U,P^\A
A

W)GF = 
1 

\AG*(s)F*\ 
(^(«)*^L s , a ,> S «,a ,r(a)p^;; a - ) G F . 

Par suite, d'après 17.3 et le corollaire 17.7, on a 

(ps,a,T,T(a)R^s A U,P^\A
A

W)GF = 1 
i ^ G . ( * r i x 

\AG*(s)F*\ 
(Als, a, w (sw)F* 

x \A^aJsw)F'\ = l, 

ce qui montre (**). 

Exemple 17.16. — Supposons dans cet exemple, et uniquement dans cet exemple, que 
a = 1. Nous poserons alors IZ(s) = lZ(s, 1). D'autre part, L * ? 1 = T^. Si rj est un 
caractère irréductible F*-stable de W(s) et si rj est une extension de 77 à W(s) x (4>i), 
alors 1Z{s)fj est un caractère fantôme de GF. Tous les caractères fantômes de G F ne 
sont pas obtenus ainsi. 

17.F. Séries rationnelles. — Nous allons maintenant construire une isométrie 
lZ[s,a] de l'espace des fonctions centrales sur W°{s)a(j)i invariantes par l'action de 
AG*(s)F* vers Cent(G F, [s], a). Si / G Cent(W o(s) a0i), on pose 

K[s,a]f = n[s,a]f = 1 
\AG*(s)F*\.\W°(s)-\ E 

wew°(s)a 

/(W0l)ft s,a,w 

D'après 17.9, on a 7Zs,a,w G Cent(G F, [s], a) pour tout w G W°(s)a. On a donc défini 
une application K[s,a] — 7l[s,a]G : Cent(W°(s)a(f)i) —• Cent(G F, [s], a) dont il est 
facile de vérifier que, si / G Cent(VKo(s)a0i) et b G AG*(s)F*, alors 

(17.17) 1Z[s, a]f — 1Z[s, a]bf. 

En particulier, l'image de 7Z[s, a] est égale à l'image de sa restriction à 
(Cent (^° ( 5 ) a 0i ) ) A G * ( s ) F . Si / et g sont deux éléments de (Cent(W°( 5 ) a 0i)) A °* ( s ) F , 
on pose 

(f,g)s,a = 
(f^9)w°(s)aò1 

(Ag* (s)F*) 
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Alors (,)s,a est un produit scalaire sur (Cent(VF°(.s)a0i)) A g * ^ 

Proposition 17.18. — Soit a G AG*(s)F . Alors l'application 

K[s,a] : ( C e n ^ V ^ s ) ^ ) ) ^ * ^ Cent(G F, [s], a) 

est une isométrie (pour les produits scalaires (, ) s ? a et (, ) g F ) . 

Démonstration. — Si / G Cent(W(s) a0i), on note Res° / sa restriction à W°{s)a(j)i. 
I l est alors immédiat que Res° / est stable sous l'action de AG*(s)F . Cela nous 
définit donc une application Res° a : Cent{W(s)afa) (Cent(W°(s) a 0i)) A g * ( s ) F . 
Réciproquement, si / G (Cent(VF0(5)0^i))"4 G* , on pose, pour w G W(s)O1 et 
b e AG*(s), 

(Extlaf)(wbfa) = 
f(cwc -1 O1 si b = c 1F*(c) pour un c G ÌQ* (S ) , 

0 si b ^ c 1F*(c) pour tout c G AG*(S) . . 

I l est à noter que la première formule ne dépend pas du choix de c car / est invariante 
sous l'action de AG*(s)F*. I l est alors clair que Ext° / G Cent(W (s)a fa). On a 
donc défini une application Ext° a : (Cent(W°{s)afa)) AG*(s)F Cent(W(s)afa). 
De plus, 
(17.19) R e S s , a ° E x t s , a ^{Cent{W°{s)a(t)i))AG*^F* ' 
D'autre part, Ext° a est une isométrie (pour les produits scalaires (, ) s > a et (, )w(s)aci)1) 
et le diagramme 

(17.20) 

(Cent(W°(s)afa)) AG* (s)F 7£[s, a] 
Cent(GF,[s],a) 

Exts, a 

Cent{W{s)afa) 
1Z(s, a) 

Cent(GF,(s),a) 

est commutatif. Les applications lZ(s,a), Ext° a et l'injection Cent(G F, [s], a) <-> 
Cent(G F, (s), a) étant des isométries, on en déduit que 1Z[s,a] est une isométrie. • 

Remarque 17.21. — Il était possible de démontrer directement en utilisant la propo
sition 17.11 que 7Z[s, a] est une isométrie. Nous avons cependant voulu introduire les 
applications Res° „ et Ext° n car elles nous seront utiles par la suite. 

Proposition 17.22. — Si la formule de Mackey et la conjecture (0) ont lieu dans G, 
alors 

Tl[s,a]i 
1 

I ^ G * ( * ) F * I 
Ps,a-

Ici, 1 est vu comme la fonction constante et égale à 1. 
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Démonstration. — Notons 7T[S] : Cent(GF) —• Cent(G F, [s]) la projection orthogo
nale. Alors le diagramme 

(17.23) 

Cent(W(s)a0i) 
lZ{s, a) 

Cent(GF,(s),a) 

R e S s , a nls] 

(Cent(W°(s)a0i)) AG*(s) F* 7£[s, a] 
Cent(GF,[s],a) 

est commutatif. D'où 7£[s,a]i = 7T[s]7£(s, a)i. Le résultat découle alors de la proposi
tion 17.15 (e). 

Nous concluons ce chapitre par un résultat décrivant l'induction de Lusztig à travers 
les applications 7£[s, a]. Soit donc L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un 
sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. On suppose que s G L * F . Reprenons 
les notations de §17.D (en remplaçant s' par s), de sorte que W^(s) est vu comme 
un sous-groupe WLF*-stable de W(s). Remarquons aussi que, puisque sf = 5, on a 
wh G W°{s). 

Proposition 17.24. — Supposons que a G Ai,*(s)F . Alors le diagramme suivant est 
commutatif : 

Cent(W£(s)awL0i) 
|AL*(s)F*|ft[s,a]L 

Cent(LF,[s]) 

Ind^° ( s ) a 0 1 

A I 1 (V°(s)°iuL<Êi 
RL 

Cent(Ty°(,s)a(/>i) 
\AG*(s)F*\n[s,a]G 

Cent(GF,[s]). 

Démonstration. — Le même argument que dans la preuve de la proposition 17.13 
allié encore à [Bon99a, lemme 3.1.1] prouve immédiatement cette proposition. 
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C H A P I T R E 6 

FAISCEAUX-CARACTÈRES 

L'objet de ce chapitre est l'étude de l'influence de la non connexité du centre 
de G sur la théorie des faisceaux-caractères. Le centre de G agit sur les faisceaux-
caractères de deux façons. La première est la trace de l'action par conjugaison : cette 
action induit une action sur chaque faisceau-caractère par multiplication par un ca
ractère linéaire de Z(G). Le calcul de ce caractère linéaire est classique mais nous 
le rappelons ici (voir proposition 18.4). La deuxième action est l'action par trans
lation : le translaté d'un faisceau-caractère par un élément de Z(G) est encore un 
faisceau-caractère. Cela induit une action de Z(G) par permutation de l'ensemble des 
(classes d'isomorphie de) faisceaux-caractères. Nous étudions cette action à travers le 
processus d'induction parabolique (voir théorème 19.4). Nous en profitons pour tirer 
quelques conséquences de ce théorème sur le paramétrage ou sur les fonctions carac
téristiques des faisceaux-caractères. A partir de la section 21, nous nous consacrons 
aux faisceaux-caractères apparaissant dans l'induit d'un faisceau-caractère cuspidal 
dont le support rencontre la classe unipotente régulière. Nous y établissons un pa
ramétrage de tels faisceaux-caractères séries par séries et obtenons une formule pour 
leurs fonctions caractéristiques comme combinaisons linéaires d'induits de Lusztig de 
caractères semi-simples (voir théorème 22.5). Comme conséquence, nous obtenons 
que la fonction caractéristique d'un faisceau-caractère, non nécessairement cuspidal, 
dont le support rencontre la classe unipotente régulière est une transformée de Fourier 
de caractères semi-simples (voir le corollaire 22.7). 

18. Action de Z(G) sur les faisceaux-caractères 

Nous rappelons dans cette section comment sont construits les faisceaux-caractères 
avant d'étudier l'action de Z(G). 

18.A. Systèmes locaux kummériens. — Fixons un sous-groupe de Borel B de 
G ainsi qu'un tore maximal T de B. Soit U le radical unipotent de B. Nous fixons 
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aussi un tore maximal T * de G* dual de T . Nous identifierons le groupe de Weyl 
W de G relativement à T avec celui de G* relativement à T * . Nous ferons aussi 
l'identification X(T) = Y(T*). 

Notons <S(T) l'ensemble des classes d'isomorphie de systèmes locaux kummériens 
sur T . Le produit tensoriel munit <S(T) d'une structure de groupe abélien. D'autre 
part, le groupe W agit naturellement sur <S(T). Le choix des applications z, j et 
K, construites dans §1.B permet de construire un isomorphisme VF-équivariant de 
groupes abéliens T * ~ <S(T), s *-» Cs. Nous allons rappeler sa définition : si s G T * , 
il existe x G X(T) = Y(T*) et n G N*, premier à p, tels que TT*(x/n) = s. On note 
en : F x ^ F x , z zn. C'est un revêtement étale galoisien de groupe /x n(F). Nous 
noterons Xn le système local sur F x associé à ce revêtement et au caractère linéaire 
K : /xn(F) —>· Q^X. On a alors : 

( 1 8 . 1 ) £s — x sYn. 
Ici, x : T —» F x est seulement vu comme un morphisme de variétés. 

1 8 . B . Faisceaux-caractères. — Fixons maintenant un élément w de W et un 
représentant w de w dans IIw 7VG(T). NOUS noterons : BwB —> T l'unique application 
telle que, si v et v' appartiennent à U et t G T , alors Tx^{vwtv') = t. C'est un 
morphisme de variétés. Soient 

Yw = {(<?, hXJ) G G x G / U | h~lgh G BwB} 

et Yw = {(g, hB) G G x G / B | h~lgh G BwB}. 

Notons (3W : Yw —* Yw l'application canonique. Posons 

aw : Y T 
(g,hU) π^Λ lgh) 

et yw : Y 
-1 11) 

G 
(g,hB) g-

Alors a^, /3W et 7W sont des morphismes de variétés bien définis. Nous avons donc 
construit un diagramme 

T 
aw Y 

A w 

Bw Y 
A w 

Yw G . 

Le groupe T agit sur Yw de la façon suivante : si t G T et si (g, hXJ) G Yw, on pose 

t*(g,h\J) = (g,ht-1V). 

Alors Bw est une fibration principale de groupe T . D'autre part, le groupe T agit sur 
T de la façon suivante : si t et t' appartiennent à T , on pose 

t*wt' = w-Hwt't~l. 
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Alors il est facile de vérifier que aw est T-équivariante. De plus, le groupe G agit 
diagonalement sur Yw et Yw par conjugaison sur la première coordonnée et par 
translation à gauche sur la deuxième, et il agit sur G par conjugaison. Les morphismes 
Pw et j w sont alors G-équivariants. 

Soit s G T* et supposons que w vérifie w(s) = s. Alors, d'après [Lus85, 2.2.2], 
Cs est T-équivariant pour l'action * w . En particulier, a^Cg est un système local T-
équivariant sur Y^. Par suite, il existe un unique (à isomorphisme près) système local 
CWiS sur Yw tel que f3^£w^s ~ o^£ s . De plus, puisque a^Cs est G-équivariant, il en 
est de même de Cw,s. Posons : 

K — KG = R{/yw)\CWiS-

On rappelle qu'un faisceau pervers irréductible A sur G est appelé un faisceau-
caractère s'il existe un triplet (s,w,i) où s G T* et w G W vérifient w(s) = s et 
i est un entier relatif tels que A soit une composante du faisceau pervers pHl{Kws). 
Nous noterons FCar(G) l'ensemble des classes d'isomorphie de faisceaux-caractères 
sur G. Il est à noter que tout faisceau-caractère est G-équivariant pour l'action par 
conjugaison. 

Nous allons conclure cette sous-section par une construction explicite du système 
local £ w , s - Pour cela, écrivons s = 7T* (x/n) comme précédemment. Dire que w(s) = s 
équivaut à dire que À = w(x/n) — x/n G X(T). En d'autres termes, w(x) — x — nÀ, 
avec À G AT(T). Soit B \ le fibre en droite associé à A (il est obtenu en quotientant par 
B la variété G x F, B agissant diagonalement sur G x F par translations à droite sur 
la première coordonnée et par le caractère À sur la deuxième). Si (g, z) G G x F, nous 
noterons g *A Z sa classe dans B\. Nous noterons B^ le complémentaire de la section 
nulle dans B\. Posons alors 

Yw,x,n = {(g, h\J, z) G G x G / U x F x I h~lgh G BwB et zn = X(TT^{h~l gh))} 

et Y,,x,n = {{g,h*xz) G G x B^ I h~lgh G BwB et zn = x^^h'1 gh))}. 

Il est facile de voir que les variétés Yw x n et Yw x n sont bien définies. Notons f w x n : 
Y 

A w,x,n 
Yw, (a, AU,*) (g, hJJ) et fWìXì7l : Y Y» , (g,h*x z) (g,hB). 

Posons aussi aw,x„ : Yv,x„ F x , (g,h\3,z) Z et ßw,x,n · Yw,x,n Y 
{g,hU,z) (g,h*\ z). Alors le diagramme 

F x 
(%w,x,n Y 

-1 w,x,n 

ßw,x,n Y 
-1 w,x,n 

en fw ,x,n fw,x,n 

F x 
X O (Xu Y 

A w 

Bw 

Y 
A w 

Yw G 
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est commutatif. De plus, les carrés sont cartésiens et les morphismes fWjX,n et fWiX^n 

sont des revêtements galoisiens de groupe /x n(F). Le lemme suivant est alors immé
diat : 

Lemme 18.2. — Cw,s ^t le système local sur Yw associé au revêtement étale fW}X^n 

et au caractère linéaire n : / i n (F) —> Q^X. 

Remarque 18.3. — Le groupe T agit sur Yw,x,n comme suit : si t G T et si (g, / iU, z) G 
Y W ) X ) î l , alors on pose 

\g,h\J,z) = (g,ht-l\J,X(t)z). 

I l est alors facile de voir que fw,x,n est T-équivariant et que YWiX,n est le quotient de 
x n par cette action de T. 

18. C. Action de Z (G). — Si A est un faisceau pervers irréductible G-équi variant 
sur G, l'action par conjugaison de G sur lui-même induit une action de Z(G) sur A . 
Cette action se factorise par le groupe connexe Z(G)° et, puisque A est irréductible, 
cette action est donnée par un caractère linéaire (A ' Z(G) —• Q^*. La proposition 
suivante donne un moyen de calculer ce caractère linéaire lorsque A est un faisceau-
caractère : 

Proposition 18.4. — Soit A un faisceau-caractère sur G. Soient s G T* ; w G W et 
z G Z tels que w(s) — s et A soit une composante irréductible de pHl(Kw^s). Notons 
w l'image de w dans AG*(S). Alors 

ÇA = vs(w). 

Démonstration. — Pour cela, il suffit de calculer l'action de Z(G) sur CWjS. En effet, 
l'action de G sur Y^ induit une action trivale de Z(G), donc Z(G) agit sur le système 
local CWiS par multiplication par un caractère linéaire, qui ne peut être que ÇA-

On utilise pour cela la description de CWiS donnée par le lemme 18.2 dont on 
reprend les notations (x, n, À...). Le groupe G agit sur YWjX,n comme suit : si 7 G G 
et si (g, h*\ z) e Yw,x,n, on pose 

J{g,h*x z) = (7^7 1 , 7 / I * A z). 

Alors fWìXìn est G-équivariant et il suffit de regarder comment agit 7 G Z(G). On a, 
s i 7 e Z ( G ) , 

7 ( # , / I * A z) = {g,h*x \(i)z). 

Or, on a A ( 7 ) N = x(w~1(/y))x(/y)~1 = 1 car 7 est central, done A(7) G /txn(F). Par 
suite, 7 agit sur CWiS par multiplication par K(A(7)) . Mais, par definition de w s, on a 
K;(A(7)) = LUS(W)(J)1 ou 7 designe la classe de 7 dans Z(G) (voir 4.9). 
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18.D. Séries géométriques. — Soit s un élément semi-simple de G*. Nous no
terons FCar(G, (s)) l'ensemble des (classes d'isomorphie de) faisceaux-caractères A 
sur G tels qu'il existe i G Z, t G (s) D T* et w G W tels que w(t) = t et A soit une 
composante de pHl(Kw t ) . 

I l résulte de [Lus85, proposition 11.2 (c)] que 

(18.5) FCar(G) = I I 
(s) 

FCar(G,(s)). 

Bien sûr, les ensembles FCar(G) et FCar(G, (s)) ne dépendent pas des choix de T, 
B et T*. Nous utiliserons à loisir cette souplesse en fonction des questions que nous 
aborderons. 

Si a G AG*{S), notons FCar(G, (s), a) l'ensemble des (classes d'isomorphie de) 
faisceaux-caractères A sur G tels qu'il existe i G Z, t G (s) fl T* et w G W tels que 
w(t) = t, w ~ a et A soit une composante de pHl(Kwj)- Ici, la notation w ~ a signifie 
que la classe w de w dans AG* (t) — Ac* (s) est égale à a, l'isomorphisme entre AG* (s) 
et AQ* (t) étant induit par un élément conjuguant s en t. La proposition 18.4 montre 
que 

(18.6) FCar(G, (s)) = I I 
aeAG* (s) 

FCar(G,(s),a) 

et que 
(18.7) FCar(G,(s),a) = {A G FCar(G, (s)) | (A = o;s(a)}. 

19. Action de Z(G) sur FCar(G) 

Si s G T* et w G VF sont tels que w(s) — s et si z G Z(G), alors ( ^ ) * ^ , s ~ KWiS. 
Cela montre en particulier que, si A G FCar(G, (s)), alors 
(19.1) (^)*AGFCar(G,(s)). 

De plus, si z G Z(G)°, alors (t*^)*A ~ A. Cela nous définit donc une action de Z{G) 
sur l'ensemble FCar(G) ainsi que sur toutes les séries géométriques FCar(G, (s)). 

Le but de cette section est de décrire cette action via le processus d'induction des 
faisceaux-caractères. Nous nous restreindrons aux faisceaux-caractères apparaissant 
dans l'induit de faisceaux-caractères cuspidaux dont le support contient des éléments 
unipotents. Nous aurons pour cela besoin d'introduire des notions développées dans 
[Bon04a, partie I]. 

19.A. Notations. — Soit L un sous-groupe de Levi de G, soit C une classe uni-
potente et supposons que C supporte un système local cuspidal £. Soit C un système 
local kummérien sur Z(L)°. Posons T = C M S. C'est un système local cuspidal sur 
5] = Z(L)°C. Rappelons que l'existence d'un système local cuspidal supporté par 
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C implique que ATQ(L) stabilise C et £ et donc stabilise E et T (voir [Lus84b, 
théorème 9.2 (b)]). 

Soient Z(L)°ég = {z G Z(L)° | C°G(z) = L } et £ r é g = Z(L)r°égC. On note £ r é g la 
restriction de C à Z(L)°ég et JF r é g la restriction de T à E r é g . On a jF r é g = £ r é g IEI £. 
Posons VFG(L,£) = JVG(L, £ ) / L . Fixons maintenant v e C et notons ( le caractère 
irréductible du groupe Ai,(v) associé à sa représentation sur £ v par monodromie. 
Fixons aussi x G X(Z(L)°) et n G N* , premier à p, tels que C — x*Xn. 

Si w G WG(L), alors IL> G W Q ( L , £ ) si et seulement si w(x/n) — x/n G A(Z(L)°). 
Dans ce cas, nous notons w la restriction de w(x/n) — x/n à Z(G) D Z ( L ) ° . Alors 
il est facile de vérifier que w est trivial sur Z(G)°, c'est-à-dire que w G X{Kerh\f). 
En composant avec ft, nous verrons w comme un élément de (Ker / IL) a (voir 1.8). 
L'application 

LUC: W G (L ,£) (Ker / i L ) A 

w w 

est un morphisme de groupes ne dépendant que de C et non pas du choix de x et n. 
Nous noterons VFQ(L, C) son noyau. Par dualité, on obtient une application surjective 

ÛJC '· Ker / I L (WG(L,C)/W+(L,C))\ 

19.B. Induction. — Soit A = 7C(£,.F)[dim5]]. C'est un faisceau-caractère cus
pidal sur L. Nous allons rappeler ici la construction du faisceau pervers induit de A. 
Pour cela, posons 

Ŷ  — G x $]rég, Y — G XL r̂ég et Y = U 
gEG 

g^régg 1 . 

Ici, G XL r̂ég désigne le quotient de G x X)rég par l'action diagonale de L par trans
lations à droite sur le premier facteur et par conjugaison sur le deuxième. Notons 
a : Y —• 5]rég la deuxième projection, f3 : Y —> Y la projection canonique et 
rr : Y —» Y l'application telle que 7r O (3(g, x) — gxg'1. 

Alors Y est une sous-variété localement fermée lisse de G, n est un revêtement 
étale galoisien de groupe WG(L1 5]) et a et p sont des morphismes de variétés (voir 
[Lus84b, §3] ou [Bon04a, §1]). I l existe alors un système local Trég sur Y tel que 
a*JFrég ~ /3*̂ rrég- Par conséquent, rr étant un revêtement étale, ir^Frég est un système 
local sur Y. On a alors [Lus84b, proposition 4.5] 

(19.2) Ind^ A = JC(Y,7r*.Frég)[dimY]. 

19.C. Algèbre d'endomorphismes. — Comme dans [Bon04a, §3], po
sons WG(L,v) = NG(L,v)/Cl(v) et WG(L,v) = (NG(L) D CG(v))/C^(v). 
L'introduction du système local C nous conduit à considérer les sous-groupes 
WG(L,v,C) = NG(L,v,£)/Cl(v) et WG(L,vX) = (NG(L,£) n CG(v))/C^(v). 
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Rappelons que WG(L,V) = W Q ( L , V ) X A^(V) (voir [Bon04a, 5.3]). D'autre part, 
A^{v) stabilise £, donc est contenu dans W G ( L , V , £ ) . Par suite 
(19.3) WG(L,v,C) = WG(L,v,C) χ Αφ). 

Puisque W£(L,v) ~ WG(L), on a W£(L,v,£) ~ W Q ( L , £ ) . Par suite, si w G 
W G ( L , £ ) , nous noterons w un représentant de w choisi dans JVG(L, C) H CQ(I>). 

Notons .4 l'algèbre d'endomorphismes du faisceau pervers semi-simple Ind^ A. 
Nous allons construire, en suivant [Lus84b, proposition 3.5 et théorème 9.2] 
et [Bon04a, §5 et 6], un isomorphisme entre A et l'algèbre de groupe de 
WG(L,C)~WGÇL,C). 

Soit w G W G ( L , C ) . Soit T'W l'isomorphisme £ ^ (int w)*£ qui induit l'identité sur 
£ v . Soit aw l'isomorphisme £^(intw)*£ qui induit l'identité sur C\. Alors 6'w = 
aw M T'W est un isomorphisme T ^ (int w)*!F. I l lui correspond [Lus84b, §3.4] un 
automorphisme 0^ de Indp A. 

Dans [Bon04a, corollaires 6.2 et 6.7] a été construit un caractère linéaire 7L,V,Ç : 

Wç,(L,v) -> { 1 , - 1 } · Nous noterons rw = T L ^ . C M ^ , ^ = 7L^,<(^)6^ et 6 W = 
j G

v ç(w)0'w. Compte tenu des choix qui ont été faits, l'application 
6 : W G ( L , £ ) a 

w Ow 

est un isomorphisme d'algèbres. 
Si n est un caractère irréductible de W G ( L , £), nous noterons Kn le faisceau-

caractère, composant irréductible de Ind^ A, associé au caractère n grâce à l'iso
morphisme de Lusztig B. En d'autres termes, Hom(K77, Ind^ ^4) est un A-module 
admettant r\ comme caractère. Notons que, si z G Z(G) fi Z(L)°, alors (t^)*A c± A, 
donc (^)*IndL 4̂ ~ Indp A Par suite, on obtient une action de Kerhj, sur {K^ \ 
r\ G Irr VFG(L, £)}, c'est-à-dire une action de Ker/iL sur Irr 1VG(L, £). Nous pouvons 
maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de cette section, à savoir la 
description de cette action. 

Théorème 19 A. — Soient n G Irr W Q ( L , V, C) et soit z G Ker/^L- Notons z un repré
sentant de z dans Z(G) fl Z(L)°. A/ors 

(tz)*Kn = Knwl(z). 

Démonstration. — Nous reprenons ici les constructions de [Bon04a, §5 et 6], mais 
nous devons tenir compte du système local C (qui, dans [Bon04a], était supposé 
constant). I l nous faut donc les modifier légèrement en introduisant le revêtement 
étale de Z(L)° qui trivialise le système local C. 

Soit 
Z M = { ( 2 , 0eZ (L ) ° x P \x(z) = C}-

Alors la permière projection pi : ZXjU —>· Z(L)° est un revêtement étale de groupe 
/i n (F) : le système local £ est celui associé à ce revêtement et au caractère K de /xn(F). 
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Notons 7AX^^ l'image inverse de Z ( L ) ° É G dans Zx^n. Posons 

Yx,n = G/CL(v) x Zx,n,rég. 

Comme dans [Bon04a, §3.A], posons 

Y ' = G/C'l(v) x Z ( L ) ° É G 

et notons / : Y 7 —» Y l'application naturelle. Soit / + : Y ^ N - » Y l'application définie 
par composition de IdG/c£(v) x Pi - Notons 7r+ = 7r O / + . 

Le groupe V F G ( L , V , £ ) X M n (F) agit à droite sur Y ^ N de la façon suivante : si 
G V F G ( L , i ; , £ ) x ^ n ( F ) et si (^C£(v)» 2 >£ ' ) G ^x,n> on note A™ = w(x/n)-x/n G 

A ( Z ( L ) ° ) et on pose 

(gCl(v),z,?).(w,Ç) = (gwCl(v),w lzw,\w(z)ÇÇ'). 

Il est alors facile de vérifier, en utilisant [Bon04a, §3.A], que WG(L, V, C) x /xn(F) 
agit librement sur Y'x n. 

Fixons maintenant z G Ker et notons i un représentant de z dans Z ( L ) ° . Soit 
z\ G Z ( L ) ° tel que z]1 = z. Alors l'application 

ti : Y ' 
x.n 

Y ' 
x.n (gCl(v),z',0 (gCHy),zz',x{zi)Ç) 

est un automorphisme de variété vérifiant 7r+o£i = £9o7r+. Le théorème 19.4 découle 
immédiatement de ces remarques et du fait que, si w E WG(L,v, C), alors 

tï\h{9Cl{v),z',o-w) = (gwCl(v),w 1z'w,\w(z1
1w 1z1w)£>) 

etKo\w(z1
1w 1 z\w) = wc(w)(z) = C J £ ( Z ) ( » . 

19.D. Un analogue du théorème 13.12 pour les faisceaux-caractères. — 
Posons 

W^(L,C) = {{w,fi) G WG{L,C) x Z ( G ) A \ûc(w) = R e s ^ L / i } . 

Alors l'application WG(L,C) —>· WG(L, C), w (w, 1) est un morphisme de 
groupes injectif qui nous permettra d'identifier WG(\J,C) avec un sous-groupe 
de WG(L,C). De plus, l'application uo'c : WG{L,C) -> Z ( G ) A , (w,µ) >̂ / i 
est un morphisme de groupes dont le noyau est WG(JL, C). Nous noterons 
û'c : Z(G) (WG(L,JC)/W+(L,£))A le morphisme dual. 

D'autre part, l'application Z(L)A —» W Q ( L , £ ) , \I I—> ( l , / io / i L ) est aussi un 
morphisme injectif de groupes : nous identifierons Z(L)A avec le sous-groupe cor
respondant de WG(L,£). Alors l'application WG(L,£) —> WG(L,£), (w,ii) i—• w est 
surjective et son noyau est Z(L)A. En d'autres termes, 

(19.5) W ^ ( L , £ ) / Z ( L ) A ~ WG(L,C). 
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Pour finir, notons que Z(L)A est central dans WG(L, C). Résumons tout ceci dans le 
diagramme suivant, dans lequel toutes les suites verticales ou horizontales sont exactes 
et tous les carrés sont commutatifs : 

1 1 

W+(L,C) W¿(L,C) 

1 Z(L)A WG(L,C) WG(L,C) 1 

wl LUC 

1 Z(L)A •Z(G)A (KerhL)A 1 

1 1 
Soit n un caractère irréductible de W Q ( L , £ ) . Notons zn l'élément de Z(L) (vu 

comme un caractère linéaire de Z(L)A) par lequel Z(L)A agit sur la représentation 
de W Q ( L , £ ) associée à n. Notons zv un élément de Z(G) tel que hj^Çz^) = z^. Nous 
verrons zv comme un caractère linéaire de Z{G)A, c'est-à-dire comme un caractère 
linéaire de W^ÇL.C). Posons 
(19 .6 ) Kn = (tZ

n)* Knwl (zn)-1. 

Remarquons tout d'abord que cette notation a un sens. Premièrement, rfujf
c(z~l) est 

trivial sur Z{h)A donc peut être vu comme un caractère irréductible de WG(L,C) 
d'après 19 .5 . D'autre part, en vertu du théorème 19.4 , le membre de droite ne dépend 
pas du choix de zr]. On a donc montré le résultat suivant : 

Proposition 19J. — L'application n ^ Kv est une bijection entre IrrVK^.(L,£) et 
Vensemble des composantes irréductibles de Ind^ (®zez(L)(^ ) * A ) . De plus 

IndL e 
lEZ(L 

(Tz)* A = © 
J7£lrrlV¿(L,£) 

K®v(i) 

La proposition 19 .7 suggère fortement qu'il doit exister un isomorphisme natu
rel entre l'algèbre d'endomorphismes du faisceau pervers I n d p ( e z G Z ( L ) ( # ) * 4 ) et 
l'algère de groupes de W Q ( L , £ ) . NOUS allons ici le construire. Pour cela, posons 
A' = © 2 G ^ ( L ) ( ^ ) * A et notons C le système local © z g 2 ( L ) ( ^ ) * £ sur Z(L). 
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Soit (w,p) G W Q ( L , £). On a construit un isomorphisme <Jw : C ̂  (int w)*C. 
Si z G Z(G) H Z(L)°, la preuve du théorème 19.4 montre que l'action de (aw)z 

sur Cz est a)/:(w)(2:) Id£z = p(z)ldcz- Par suite, il existe un unique isomorphisme 
o~Wlfi '· £>' (intw)*C tel que, pour tout z G Z(G), on ait (aw)z — fi(z)ldcz- Par 
tensorisation avec rWl on obtient un isomorphisme 6W^ : T' ^ (int w)*T', où JF' = 
C'M£. 

À travers le diagramme d'induction, 0W^ induit un automorphisme 0^,^ du fais
ceau pervers Indp A''. Si on note A1 l'algèbre d'endomorphisme de Ind^ A1alors : 

Théorème 19.8. — L'application 

9 : QeW^(L,C) A' 
Ο, μ) O W , /i 

es£ im isomorphisme d'algèbres. Si n est un caractère irréductible de WQÇL, C), 
alors la composante irréductible de Ind^ A' associée à n à travers l'isomorphisme O 
est K^. 

20. Fonctions caractéristiques 

Nous allons maintenant introduire dans ce chapitre l'isogénie F. Un faisceau per
vers A sur G sera dit F-stable s'il est isomorphe à F* A. Nous noterons FCar(G) F 

l'ensemble des (classes d'isomorphie de) faisceaux-caractères F-stables. Si A est un 
faisceau pervers F-stable sur G et si p : A ^ F* A est un isomorphisme, nous noterons 
XA,V '• G F —+ la fonction caractéristique de A, définie par 

XA,p (g) = E 
iGZ 

{-iyTr{<px,HiA) 

pour tout g G G F . Bien sûr, XA,W dépend de p. Cependant, si A est irréductible, 
alors p est bien déterminée à un scalaire près. En conséquence, la fonction XA,^ est 
bien déterminée par A à un scalaire près. 

20.A. Cas classique. — Reprenons les notations de la section précédente (L, £, 
£,.. .) . Supposons donc maintenant que L est F-stable, que T est F-stable, que F(v) = 
v et que F*T ~ T. Fixons un isomorphisme p : F* T ~ T. Cet isomorphisme s'étend 
en un isomorphisme p# · A ^ A. Soit gw un élément de G tel que g~1F(gw) — w~l. 
Posons 

L,„ = 9 U ' L , vw = 9wv, Cw = gwC, Ew = gwE 

Cw = (cidgw
lyC, £ w = (ad^ 1 )*^, Fw = (adgw)*F et Aw = (ndgJyA. 

Alors Tw — Cw Kl £ w . De plus, Ly,, vw, C u , , E u , , Lw, Ew « J~w et v4w sont F-
stables et, suivant la construction de [Lus90, §9.3], on obtient un isomorphisme 

pw : F*Fw = Fw. I l s'étend en un isomorphisme iplfc : F* A ^ A 
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Fixons maintenant un caractère F-stable n de WG(L, C). On note 0 l'automor-
phisme de WG(L,£) induit par F. On choisit une extension rj de r] au produit semi-
direct VFG(L,£) XI (0). Ce choix d'une extension (ainsi que celui de (p) détermine un 
isomorphisme cp^ : F*Krj ^ Kv. I l résulte de [Lus85, partie I I , 10.4.5 and 10.6.1] et 
[Lus90, proposition 9.2] que : 

Théorème 20.1 (Lusztig). — Supposons p presque bon pour G et q assez grand. Avec 
les notations précédentes, on a 

Xkn,pn = 1 
|WG(L ,£ )| E 

weWG(L,£) 
fj((/>w)R?XAwiiPw. 

20.B. Translation par Z(G). — Nous allons étudier ici le comportement des 
fonctions caractéristiques vis-à-vis de la translation par un élément du centre. Cela 
sera fait en termes du paramétrage de la proposition 19.7. 

Le système local C étant F-stable, il en est de même du système local C sur Z(L). 
De même, le système local T' est F-stable. On fixe un isomorphisme (p' : F*F' — F' 
étendant ip. 

Soit (w, p) G WG(L, C). Dans la sous-section 19.D, nous avons construit un isomor
phisme 0W^ : T' (int w)* J7'. Reprenons les notations de la précédente sous-section 
et posons C'w — (intg~ 1)*C', T'w — ( i n t g ^ Y F ' et A'w = (int g" 1)* A'. En suivant en
core [Lus90, §9.3], on obtient un isomorphisme pw, µ : F*F'w ^ F'w. Cet isomorphisme 
s'étend en un isomorphisme <p'^^ : F*A'W ^> A'w. 

Fixons maintenant un caractère irréductible n de WG(L, C). Alors Kn est F-stable 
si et seulement si n est F-stable. Notons rj une extension de n au produit semi-direct 
WG(L, C) XJ (0), où 4> est l'automorphisme de WG(L, C) induit par F. Comme dans le 
cas classique, le choix de rj détermine un isomorphisme (p^ : F*K v ^ Kv. Le théorème 
suivant découle presque immédiatement du théorème de Lusztig précédent. 

Théorème 20.2. — Supposons p presque bon pour G et q assez grand. On a 

Xkn,pn = 
1 

\WG(L,C)\ Σ 
(w^)ewG(LX) 

^({w^^R^X^^. 

Démonstration. — Notons z — zv G Z(L). Puisque rj est F-stable, on a z G Z(L)F. 
L'algèbre d'endomorphisme du faisceau pervers Ind^C^)*^- s'identifie, via la 
construction précédente, à la sous-algèbre de QeWcCL, C) égale à QpWr (L, C)ez, 
où ez est l'idempotent central i 

Z(Ll) Er€2(L)« T ( Z ) I l suffit alors d'appliquer le 
théorème de Lusztig en remarquant que la restriction de X A , /̂# à zT,F

w est égale à 

1 

|£(L)| 
E 

rE2(L)A 

T(Z)-1XA, ,# . 
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21. Éléments unipotents réguliers 

Hypothèse. — Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous supposerons que p 
est bon pour G. 

Nous nous intéressons ici aux faisceaux-caractères apparaissant dans l'induit, à 
partir d'un sous-groupe de Levi L de G, de faisceaux-caractères cuspidaux dont le 
support rencontre Z(L)W^ g. On rappelle que, puisque p est supposé bon pour G, le 
groupe A L ( ^ L ) est isomorphe à Z(L). Si £ G Z ( L ) A , nous noterons £ç le système local 
L-équivariant sur ti\ég tel que l'action de Z(L) sur la fibre en ui, G ti^ég s e f a s s e P a r 

le caractère (. Si z G ZÇL), on notera i un représentant de z dans Z(L). En d'autres 
termes, z = iZ(L)°. 

21.A. Cuspidalité. — Fixons un système local kummérien C sur Z(G)°, un élé
ment z G Z(G) et un caractère linéaire ( de Z{G). Posons T — ((t^*)*C) Kl £ç : c'est 
un système local sur zl4G

g — zZ(G)°VCG
g. 

Proposition 21.1. — T est un système local cuspidal si et seulement si £ G Z A
U S (G) . 

Démonstration. — voir [BonOOb, proposition 1.2.2]. 

Soit FCar^|(G) l'ensemble des (classes d'isomorphie de) faisceaux-caractères cus
pidaux dont le support rencontre Z(G)ViG

g. Soit Cusrég(G) un ensemble de repré
sentants (modulo l'action naturelle de G) des triplets (s, a,r), où s est un élément 
semi-simple de G*, a G AQ*(S) est tel que ujs(a) G Z A

U S(G) et r G A G * ( S ) a . NOUS 
allons construire une bijection entre Cusrég(G) et FCar^(G). 

Soit (s,a, T) G Cusrég(G). On peut supposer, et nous le ferons, que s G T*. Par 
hypothèse, l'élément s est géométriquement cuspidal et donc uos : AQ*(S) —» i^(G) A 

est un isomorphisme (voir proposition 7.1 (e)). En particulier, UJS : Z(G) —• AG*(S)A 

est aussi un isomorphisme. Posons z = LJ~1(T) et notons CSiZ la restriction de Cs à 
z~l = i - 1 Z ( G ) ° . Posons maintenant 

T s,a,t — TG — £s,2 K £ujs(a)-

Notons que Cs,z — (^)*£s,i- C'est un système local G-équivariant irréductible cus
pidal sur la variété lisse z^ti^ = i~ 1Z(G) 0W^ e . . Posons 

As,a,T = Af^T = IC{z-^U%,Ts,a,T)[àimZ{G)°U%). 

C'est un faisceau pervers G-équivariant irréductible sur G. 

Lemme 21.2. — Soit (s,a, r) G Cusrég(G). 
( a) C\,..„.7 = us(a). 
(b) ASiaiT est l'extension par zéro du système local £S,A,T-
(c) A3[a[T GFCar(G,( 5)). 
(d) As^a^r est cuspidal. 
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Remarque. — I l est connu que le prolongement d'intersection d'un système local cus
pidal est son extension par zéro (en bonne caractéristique), ce qui démontre (c). Nous 
rappelons cependant ici un argument élémentaire s'appliquant dans ce cas. 

Démonstration. — Soit (s,a,r) G Cusrég(G). Rappelons que l'existence de (s,a, r ) 
implique que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. Posons ( = 
ujs(a) et z = UOJ1(T). 

(a) découle du fait que Z(G) agit sur £ç via le caractère linéaire (. 
(b) Soit x un élément de l'adhérence de zlA^g n'appartenant pas à zU!fêg. Puisque 

toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A, ceci implique qu'il existe un 
sous-groupe de Levi L propre de G contenant x. En particulier, Z(L)° C C^(x). Donc 
Z(G) D Z(L)° agit trivialement sur la fibre en x de ^4s,a,r- Par suite, si cette fibre est 
non nulle, la restriction de C à Ker ht, est triviale, ce qui contredit la proposition 21.1. 
Donc (ASiaiT)x = 0. 

(c) Rappelons que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. 
La classification des éléments quasi-isolés réguliers [Bon05] montre que, quitte à 
conjuguer le triplet (s, a, r ) , on peut supposer que s G T* et que a est un élément de 
Coxeter standard de W. Nous allons calculer Kas dans ces conditions. 

Tous les éléments de BaB sont réguliers et BaB rencontre toutes les classes de 
conjugaison d'éléments réguliers [Ste65, remarque 8.8]. La proposition 18.4 et l'ar
gument du (b) montre que le support de KajS est contenu dans Z(G).W^g. Notons 
i : Z(G)W^g ^ G, Y l'image inverse de Z(G)Ufég dans Y a , 7 : Y -» Z(G)Ufég la 
restriction de j a et C la restriction de Ca s à Y. On a alors 

(*) KaiS = i\R^\C. 

Fixons un élément unipotent régulier x G Ba n aB n l / r é g . Soit 

p : G/Z(G) x Z(G) Y 
foZ(G),*) (tgxg \gB). 

Nous allons montrer que p est un morphisme de variété bijectif purement inséparable. 
On a construit une action de G sur Y a . Le groupe Z(G) agit aussi sur Y a par 
translation de la première coordonnée. Cette action conserve Y. Cela munit Y d'une 
action de G x Z(G). On remarque alors que p est G x Z(G) équivariant. I l suffît 
donc de montrer que <p est bijectif. En effet, cela montre que la variété Y est une 
orbite sous l'action d'un groupe algébrique, donc elle est lisse, donc elle est normale 
et un morphisme bijectif entre variétés normales est purement inséparable [Bor91, 
théorème 18.2]. 

Soient (gZ(G),t) et (^Z(G),^) deux éléments de G/Z(G) x Z(G) ayant même 
image par p. Alors la partie semi-simple de tgxg~l coïncide avec celle de t'g'xg'~l, 
c'est-à-dire t — t'. On a par conséquent g~lgf G B H CG(X). Mais, d'après [Bon04a, 
corollaire 10.3], U H C G ( ^ ) = 1 donc la partie unipotente de g'1 g' est égale à 1. Donc, 
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puisque x est un unipotent régulier, on en déduit que gZ(G) = g'Z(G), ce qui montre 
l'injectivité de p. 

Montrons maintenant la surjectivité de (p. Soit (g, hB) G Y . Alors, par définition, 
il existe t G Z(G) et y G G tels que g — tyxy~l. Posons k = h~~1y. Alors, par 
hypothèse, kxk-1 G BaB nti^g. Donc, d'après [Bon04a, corollaire 10.3] et [Ste65, 
théorème 1.4], i l existe b G B tel que kxk"1 = bxb~l. En d'autres termes, yxy~l = 
hbxb^h-1. Berne (g, hB) = p{hbZ{G), t). 

Posons C! = p*£. Puisque p est bijectif et purement inséparable, on a p*CJ — C 
et donc 

Ka,s = i\Rr([Cr, 
où i : G/Z(G) x Z(G) -> Z(G)U%, (#Z(G),t) »-» tgxg'1. Alors £' = £ M 
(ÇBzez(G)£s,z), où £ est un système local G-équivariant irréductible sur G/Z(G). 
L'action de 2(G) sur £ étant donnée par £, (S7 est l'unique système local sur G/Z(G) 
sur lequel Z(G) agit par (. Pour z G Z(G), notons iz : 2 W § G ^ G. Notons 
5 : G/Z(G) -» Wg g , #Z(G) ^ a ^ " 1 et £ = RdE. Alors 

Ka,s = e 
ze2(G) 

iz! (E M Ls,z). 

ô' 
I l nous reste à calculer £. En décomposant ô en la suite de morphismes G/Z(G) —+ 
G/CG(U) Urégl on est ramené au calcul de Rô[£. Mais, puisque 5' est un morphisme 
lisse dont les fibres sont isomorphes à Crj(w), qui est, comme variété algébrique, un 
espace affine de dimension rg s e m (G) , on a 

£ = £ c [ -2rg s e m (G) ] . 
On en déduit que 

(21.3) Ka,s = O 
TGAG*(S)A 

As,a,t (m), 

pour un m G Z que je n'ai pas envie de calculer. Cela montre (c). 
(d) est évident. 

Proposition21.4. — L'application Cusrég(G) —> FCar^|(G), (s,a, r ) i—• -As,a,r est 
bijective. De plus, As a T G FCar(G, (s)). 

Démonstration. — Soit (s,a, r ) G Cusrég(G). Le fait que ^4s,a,r est un faisceau-
caractère cuspidal dont le support rencontre Z(G)Wj? est montré dans le lemme 21.2. 
Cela montre que l'application est bien définie. 

Montrons qu'elle est surjective. Soit A G FCar^(G). D'après [Lus85, §7], i l 
existe z G Z(G), un système local C sur z = zZ(G)° et ( G Z(G)A

US tel que 
A = LCÇzÛ^^ C m Fç) [rg G]. Notons que U = C 

Soit s tel que A G FCar(G, (s)) (voir 18.5). I l existe w G WG(T) tel que w(s) = s et 
A est une composante irréductible de pHl(KWjS). Notons a la classe de w dans AG* (S)-
D'après la proposition 18.4, on a C = ^s(a). Posons maintenant r = UJS(Z) G 4̂G* ( S ) A · 
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Puisque A G FCar(G, (5)), la restriction de Cs à Z(G)° est égale à tzL, où tz : G —> G, 
g ^ zg est la translation par i . Donc Ls,z = £, ce qui montre que A = AS,A^R. 

Montrons maintenant qu'elle est injective. Soient (s, a, r ) et {s',a',rf) deux élé
ments de Cusrég(G) tels que A S 5 a 5 r ~ AS>^A^T>. D'après 18.5 et le lemme 21.2 (c), 
5 et s' sont conjugués sous G*. On peut donc supposer qu'ils sont égaux. De plus, 
(X.a T = CAs a/ r/ donc, d'après la proposition 18.4, on a cjs(a) = ujs(a'). Donc a — a' 
car u;s est injectif. Pour finir, les supports de A S ; a ? r et ASIA^T> sont égaux, ce qui 
implique que ùjl{r) = CJ~ 1(T /), d'où l'on déduit que r — r''. 

21.B. Induction. — Fixons un élément semi-simple s G T * et un élément a G 
AG*(S). Posons L S 5 a = C G ( ( T ° ) ° ) . Alors, d'après la proposition 8.10, cus(a) G 
ZA

us(Ls^a). Notons FCar ré g(G, (s), a) l'ensemble des faisceaux-caractères apparaissant 
dans I n d ^ a (®TGAL* (s)AA^ ) . I l est à noter que FCar rég(G, (s), a) est contenu dans 
FCar(G, (s), a). Alors, d'après la proposition 19.7, on a une bijection 
(21.5) I r r W ^ ( L s > a , £ 8 j a ) = FCar r é g(G, (s), a), 
où Cs^a désigne la restriction de Cs à Z(L S 5 a)°. Si n est un caractère irréductible de 
WG(\jSiCi, Cs,a)-> nous noterons K{s1a)r] le faisceau-caractère lui correspondant par la 
bijection 21.5. I l nous reste à déterminer le groupe WG(~LSjCLJ CSiCL). C'est fait dans la 
proposition suivante (comparer avec la proposition 16.2). 

Proposition 21.6. — Sis G T * et a G AG*(s), alors WG(Ls,ai £ s , a ) est canoniquement 
isomorphe à W(s)a ~ A G * (s) x W°(s)a. A travers cet isomorphisme, on a AL* (S) ~ 
Z ( L s , a ) A et W(s)a/ALla(s) ~ W G ( L , , 0 , C s , a ) . 

Démonstration. — Soit w G W(s)a. Alors w normalise L s > a et £ s , a - Posons 
K : W(s)a Wi(Ls<aiCs,a) 

W (w,v3(w)), 
où w désigne la classe de w dans WG(L«,a) et û> la classe de w dans A Q * ( S ) - NOUS 
allons montrer que K est un isomorphisme. 

Le fait que l'application K est bien définie découle immédiatement de la construction 
de UJS et de la définition de WG(LS5a, £ S , A ) . Soit w G W(s)a tel que H(w) = (1,1). 
Alors w G W L S i a ( s ) a = A L * u ( S ) car s est géométriquement cuspidal dans L* a donc 
régulier (voir les propositions 8.10 et 8.9). Mais alors cus(w) = 1 et donc w = 1 
d'après l'injectivité de CJs. Cela montre l'injectivité de H. 

Il nous reste à montrer la surjectivité. Soit (w,u) G WGÇLs,a, £ s , a ) . Soit w un 
représentant de K; dans Ir 7 . I l résulte de 18.5 (appliqué au groupe Ls^a) que l'on peut 
supposer que w G W(s). I l est alors facile de vérifier que 

(21.7) wLs,a (w) = Res Z(G) 
Ker /IL Lüs(w). 

Donc Res^^ L / i = R e s ^ ^ LJS(W). Puisque A L * a (s) ~ Z ( L s , a ) A , i l existe a G 
^L* a (s ) tel que \i = u;s(w)a;s(a) = us(wa). Quitte à changer de représentant de 
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110 CHAPITRE 6. FAISCEAUX-CARACTÈRES 

w dans W(s), on peut donc supposer que UJS(W) — ¡1. Notons b la classe de w dans 
AG*(S). Alors w' = b~lw G W°(s) et normalise L s ^ a . Donc, d'après le corollaire 8.11 
(e), aw' — w'a et donc aw — wa. Par suite, w G W(s)a et ï((w) = (w,/i), ce qui 
montre la surjectivité de 

22. Lien avec les caractères semi-simples 

Le but de cette section est de calculer les fonctions caractéristiques des faisceaux-
caractères F-stables appartenant à FCar ré g(G, (s), a), où s est un élément semi-simple 
de G* et a G AG*(S). Tout d'abord, remarquons que, si FCar(G, (s))F 7̂  0, alors 
(s) est une classe de conjugaison F*-stable. Par conséquent, on peut supposer que 
s G G* F , ce qui sera fait par la suite. D'autre part, si FCar(G, (s), a)F 7̂  0, alors on 
a, pour tout A G FCar(G, (s),a)F', (A — ws(a) G (Z(G)A)F. Puisque UJS est injectif, 
cela implique que a G AG* ( S ) F . 

Par conséquent, nous ferons l'hypothèse suivante : 

Hypothèse. — Dans cette section, nous fixons un élément semi-simple s G G* F et un 
élément a G A G * ( S ) f . Nous reprenons les notations des chapitres précédents 
Ti,...) et nous supposons que T = T i et T* = TT. 

Nous aurons d'autre part besoin de la notation suivante. Si ( G H1 (F, Z(G))A, 
nous posons 

Ç(G,() = % ç - è ^ . . . ( G ) E 
¿ef /^F^G)) 

S (z)-1 

E 
£ET^/Z(G)F 

ißzitut-1). 

Remarquons que Ç(G,() est égal à rjGq 2 r g^m(G) fois le scalaire noté a^-i dans 
[ D L M 9 7 , §2]. En particulier [ D L M 9 7 , proposition 2.5] : 

Lemme22.1. — Si £ G ZA
US(G) est F-stable, alors Ç(GX) est une racine quatrième 

de l'unité. 

Remarque 22.2. — Le calcul de Ç(G,() lorsque ( G Z^US(G) sera effectué dans l'ap
pendice B (voir section 37). 

22.A. Cas cuspidal. — Nous allons rappeler dans cette sous-section comment les 
transformées de Fourier de caractères semi-simples sont reliées aux fonctions caracté
ristiques de faisceaux-caractères cuspidaux dont le support rencontre Z(G)W^j . 

Supposons dans cette sous-section, et uniquement dans cette sous-section, que 
ujs(a) G ZA

US(G). Dans ce cas, on a 

FCar(G,(s),a) F = {AS,A,T | r e Η ^ , Λ α . Ο Ο η . 
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Posons As^a = ®re(AG*(s))AASja,T' Alors As^a est F-stable et il existe un unique 
isomorphisme ps^a • F*As^a ^ As^a tel que, pour tout z G Z (G) F , on ait 

iSPs,a)zu — S ( z ) g èr g s e m (G) i d ( A > i o ) j u . 

Si r G i i " 1 (F*, AG* (s))A, notons ps,a,r la restriction de (^s>a en un isomorphisme 
F*A S 7 < L 5 R ^4 s, a,r- H résulte de [BonOOb, théorème 6.2.2] que 

(22.3) XAs,a,t,ps,a,t = G(G,ujs(a))pSìa:T. 

22.B. Le résultat. — Revenons au cas général, c'est-à-dire ne supposons plus que 
ujs(a) G ZA

US(G). On note alors As^a le faisceau pervers 0 r e ( ^ L * (s))AA^*d"T sur ~Ls^a 

et on note ps^a : F*As^a ^ As^a l'isomorphisme tel que, pour tout z G Z(~Ls^a)F, on 
ait 

{}Ps,a)zujJS a — á(Z) 93r8.»„(L..„) I d . 
*--s,a 

Si r G HX(F*, AL* (S)) a , on note ps,a,r la restriction de <£Sïa en un isomorphisme 
F * A ^ A

R A^^r. D'après 22.3 appliquée à L s ? a , on a 

(22.4) ^.4,.(i.T.^...a.r = ö (L s > a ,a ; L s > a , s (a ) )p^ r . 
Soit 77 un caractère irréductible F*-stable de W(s)a. Soit 77 une extension de 
77 à VF(s)a x (0i). Le choix de cette extension fixe un isomorphisme ps,a,rj '· 
F*K(s,a)r,^K(s,a)ri. 

Théorème 22.5. — Supposons que p est bon pour G et que q est assez grand. Soit 77 un 
caractère irréductible F*-stable de W(s)a. Soit rj une extension de n à W(s)a >i ((pi). 
Alors 

K(s,a)r¡ = <?(L s ? a ,cj L s . r t , s(a))A' x ( S ) a) T ?^ 5 a r V 

Démonstration. — Soit w G W{s)a. Notons w un représentant de w dans A^G(TI) . 
Fixons gw G G tel que g~1F(gw) = w. On note w la classe de w dans W(S)/AL* a(s). 
On peut choisir la famille (gw)wew(s) de sorte que, si w G W(s) et b G AL* a(s), on 
ait P u ; L s a = 9 w b l L S i a . Par suite, on peut poser 

gn,T _ T 
tu •'-'s,a — -^s,a^-

PoSOnS Y,' — Z(L S 5 a ) .C. Reprenons maintenant les hypothèses et notations du théo
rème 20.2 et supposons de plus que C soit la classe unipotente régulière de L S î a , que 
C soit égal à la restriction de Cs à Z (L S î a ) , que £ — £UJÎ ^ a s ( a ) , que T1 = C! IE1 £ et 
que p' = ps,a- Posons alors 

Cw = gwC, Ew = gwE', 

Lw = (adgw-1)*L', £& = (ad^ 1 )*^, ^ = ( a d ^ 1 ) * ^ et AÛ = (aàgW
L)*ASia. 

L'élément w définit quant à lui un isomorphisme pw : F* A _ Aw qui, lui, dépend 
de w et pas seulement de w. 
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Compte tenu du théorème 20.2, il nous reste à montrer que 

(*) P Lw 
sw,a 

=g(Ls,a, wLs,a,s <0)) X Au,Yw' 
Rappelons que $w — Quo$9 - î 

w 
On pose *-w — x 1 et Ls,w (adr; .-lA* 

10 
Ls En fait, 

Lu est la restriction de Ls,W à Z(L^). Par conséquent, on a, pour tous z G Z(LlT,)F 

et x G 
JF 
W 1 

X 4-W WW (zx) = sw z X Aw,Yw (x). 

D'autre part, l'action de Z(Lw) par conjugaison sur J w montre que, pour prouver 

(*), il suffit de montrer que 

(**) XAw,Yw O L , J =(Ls,awLs,a,s (<0) P 
Lw 
sw ,a aL 

Mais, d'après le corollaire 37.5 (voir l'appendice B), on a g(Ls,a, wLs,aS (a))= 

g(Lw wLw,s(a)) Donc il suffit de montrer, d'après 22.4, que xAw,Yw (xLw)= 

q i 
2 
rSsem Lw ce qui découle de [Bon04a, théorème 15.10]. 

^ous allons nous intéresser maintenant aux faisceaux-caractères dont le support 
rencontre Z(G)U G 

rég Soit K G FCar(G,(s)) dont le support rencontre Z(G)M G 
reg 

Notons a l'unique élément de AG-(S) tel que (K = ujs(a) (voir la proposition 18.4). 
Alors K est une composante irréductible de Ind G 

Lw 
As.a Notons T}K le caractère 

irréductible de W{s)a correspondant. 

Lemme 22.6. Soit z G Z(G) et supposons que le support de K contienne zîArçg 
Alors rjK = us(z). 

Démonstration. — Quitte à translater K par un élément de Z(G) (c'est-à-dire, 
d'après le théorème 19.4, à multiplier TJK par un caractère linéaire de A Q * ( S ) ) , ON 

peut supposer que le support de K contient Vi^g. En utilisant les constructions de 
[Bon04a, partie I], on s'aperçoit, en utilisant [Bon04a, corollaire 6.7], que l'on peut 
supposer que C = Q^. Dans ce cas, il découle de la définition de O et [Bon04a, 
corollaire 6.2] que TJK — 1- D 

Corollaire 22.7. Soit K G FCar(G, (s))F dont le support rencontre zU G 
reg; 

pour un 

z G Z(G)F. Posons T = W 1 
s 

(z) et notons T Vextension de T à AG*(S) x<Q1> qui est 

triviale sur (4>i) Alors 

X K,ys.a.r = G (Ls,a, WLs,aS (a))/5Sa,a,r-

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème 22.5, du lemme 22.6 et 
de la proposition 17.15 (e). 
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G R O U P E S D E T Y P E A 

Hypothèse. — Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de cet article, nous supposerons que 
toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. Nous supposerons aussi 
que 5 = 1, c'est-à-dire que F : G —» G est un endomorphisme de Frobenius. 

Rappelons que l'hypothèse ci-dessus implique que la formule de Mackey a lieu dans 
G (voir théorème 10.12). Le but de ce chapitre est d'obtenir, lorsque q est assez 
grand, un paramétrage des caractères irréductibles de G F (voir théorème 23.9) et 
de montrer que la conjecture de Lusztig a lieu (voir corollaire 24.11). Concernant 
l'hypothèse portant sur q, le lecteur peut se référer à la remarque intitulée « Domaine 
de validité » à la fin de l'introduction. 

23. Description de Cent(G F, [s]) 

23.A. Structure de W(s) x (</>i). — Notons ici <!>(!),..., <Ê>(r) les composantes 
irréductibles de <Ê>S et posons </>i = </>i n «Ê^ et Ai = A n Q^y Notons W(i) le 
groupe de Weyl du système de racines <Ê>(̂ . Alors W°(s) = Wi x · · · x W(ry 

Chaque Wi est isomorphe à un groupe symétrique et AG*(S) permute les W^y 
I l est possible de choisir une famille d'isomorphismes Wi ~ & U l (où ni est un entier 
naturel ^ 2) telle que AQ* (S) agisse seulement par permutation des composantes. 
Une fois un tel choix d'isomorphismes effectué, il existe ws G W°(s) tel que wsF* (ou 
ws(j)i) agisse sur W°(s) seulement par permutation des composantes. I l n'est pas défini 
de manière unique car le centre de W°(s) n'est pas forcément trivial. Cependant, cette 
non unicité ne peut se produire que lorsqu'il existe des i tels que ni = 2. Si ni = 2, 
nous supposerons que la composante de ws dans Wi est égale à 1. Cela définit ws 

de façon unique. S'il est nécessaire de préciser, nous le noterons WG,S-

Lemme 23.1. — ws commute avec les éléments de AG*{s). 
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Démonstration. — Soit a G AG*(s). Alors F*(a) G AG*(s). D'autre part, [ws(j)i,a] 
agit sur W°(s) seulement par permutation des composantes. Donc [ws<pi, a]F*(a)a_1 

agit seulement par permutation des composantes. Or, [w s 0i, a]F*(a)a~1 = 
ws

 F*^w~l G W°(s). Par suite, w s
 F*^w^1 est central dans VF°(s) et donc 

égal à 1 compte tenu du choix précis fait pour ws. 

23.B. Fonctions absolument cuspidales. — Nous rappelons la description 
de l'espace des fonctions absolument cuspidales dans notre cas [BonOOb, théo
rème 4.3.3] : 

Théorème 23.2. — Si a e AG*(s)F*, alors 

Cus(GF,[s],a) = QePs,a si ujs(a) G ZC
A

U S(G), 
0 sinon. 

Corollaire 23.3. — Soit a G AG*(s)F . Alors Vapplication 

U[s,a] : (Cent(W°(s) a 0i)) > l G * W F Cent(GF,[s],a) 

est une isométrie bijective (pour les produits scalaires (,)s,a et ( , ) G F ) · 

Démonstration. — Le fait que 1Z[s, a] est une isométrie a été montré dans la propo
sition 17.18. I l nous reste à montrer la surjectivité de 7£[s,a]. Puisque la formule de 
Mackey a lieu dans G (voir théorème 10.12), on a 

Cent(GF,[s],a) = O 
L££ S , T T 

i?£(Cus(LF,[s],a)), 

où Cs^a est l'ensemble des sous-groupes de Levi F-stables de G dont un dual L* 
contient s et tels que a G A-^*(s)F . Mais, d'après le théorème 23.2, on a 

Cent(G F, [s], a) = 0 
Le£ .s, a, eus 

QlRlps,a, 

où £s,a,cus e s ^ l'ensemble des L G £ s , a tels que CJL, S(«) £ ZA
US(L). I l suffit alors de 

montrer que, si L* est un sous-groupe de Levi F*-stable de G* contenant s et vérifiant 
que a G A L* (s) et ^L,S(«) £ ^^(L), alors L* est conjugué sous CQ* (S) à un L S j a j î i ; 

pour un w G W°(s)a. Reprenons les notations du §17.D (W£(s), WL(s), ^ L * (S) et 
w\,). Alors IUL commute avec a et est le type du tore C£* (s) (voir corollaire 8.11 
(a)). Par suite, on peut supposer que C£* (s) = T^ L . Puisque u;L,s(a) G Z A

U S (L) , on a 
L* = CG*(((T^ L ) a )° ) , ce qui montre que L* est conjugué sous CQ* (s) à L S ^ W I ^ . 

23.C. Une autre isométrie. — Fixons encore a G AG*(s)F . L'élément ws4>\ 
agit sur W°(s)a par permutation des composantes donc, d'après 33.6, on a 
une isométrie bijective naturelle entre Cent(VF°(s)a(/>i) = Cent(W°(s)aws(l)i) et 
Cent(W°(s)^Ws^). Cette isométrie commute à l'action de AG*(s)F*. De même, a 
agissant par permutation des composantes de W°(s)WsF*, on a une isométrie bijective 
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naturelle entre Cent (W°(s) (a,ws<j>i) \ et Cent (W°(s)w°F a) commutant a i action de 
AG*(s)F* Nous noterons 

0~S,A • Cent (W°(s)Wat a) Cent(iy°(s)a0i) 

la composition de ces isométries. Posons alors R[s,a] = 1Z\s,a] o aSn- Notons que, si 
beAG*(s)F et si / G Cent [W°(s)w'F a), alors, d'après 17.17, on a 

(23.4) R[s, a]bf = R{s,a}f. 

L'application CRS^A se restreint en une isométrie bijective toujours notée 

Os,a {Cent(W°(s)Wa* a)) AG*(S)F 
(Cent(W^0(s)Vi)) 

AG*(s)F 

à condition de munir (Cent{W°(s)WsF*a)) 
AG*(5)F* 

du produit scalaire (' )S,A 

1 
\An*(s)F*\ (, )vi/°(s)WSF*A. L'application R[s, a] (Cent(W°(s)WsF a)] AG*(s)F 

Cent(GF,[s],a) est alors une isométrie bijective (pour les produits scalaires (' )s,a et 
O c * ) - Faisons l'identification isométrique canonique 

Cent(W(s)Wa* ) = 
A£AG* (S)F* 

(Cent(W°(s)w«F*a)) AG*(*)F* 

et, à travers cette identification, posons 

R[s] = 
AEAG*(S)F* 

R[s, a}. 

On a alors : 

Proposition 23.5. — L'application R[s] : Cent(W(s)w°F*) Cent(GF,[s]) est une 

isométrie bijective. 

Si cela s'avère nécessaire, nous noterons « Z i R[s,a]G et R[s}G les applications 
R[s]= R[s,a] et R[s]. 

23.D. Quelques propriétés de Pisométrie R[s], — Nous allons commencer par 
étudier l'action de if1(F, Z(G)) à travers cette isométrie. Si z G H1(F, Z(G)) et si 
/ G Cent(W(s)w°F*), alors 

(23.6) r?R[s]f = R[S]FÛ°S(Z), 

où Wso(z) est vu comme un caractère linéaire de W(s)w'F = W0(s)w-F' xAG*(s)F . 
Nous allons maintenant étudier un cas particulier d'induction de Lusztig. Un sous-

groupe de Levi L* de G* est dit («s, G*)-déployé s'il est F*-stable et s'il contient 
T^s. Un sous-groupe de Levi L de G est dit (s, G)-déployé s'il est F*-stable et s'il 
contient TWs. Nous allons ici calculer l'induction de Lusztig RG : Cent(LF, [s]) —> 
Cent(GF, [s]) lorsque L est (s, G)-déployé en utilisant les isométries ii![s]L et i?[s]G. 
Mais avant cela, nous allons étudier quelques-unes des propriétés de ces sous-groupes 
de Levi. 
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Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé. Notons L* un sous-groupe de 
Levi F*-stable de G* contenant T^ s tel que le triplet (L*,T^ s ,F*) soit dual de 
( L , T ^ S , F ) . Par définition, L* est (s, G*)-déployé. Comme dans §17.D, définissons 
un sous-groupe parabolique standard W£(s) de W°(s) ainsi qu'un élément W-L de 
W°(s). Notons II>L,S l'élément de W£(s) défini comme ws. Alors il est possible de 
choisir wj, et WL,S tels que ws = WJ^^WJ,. Par suite W£(S )WL0I — W£(s)ws(j)i et 
l'application i?[s]L est une isométrie Cent (WjJ(s)w 3 F ) Cent(L F, [s]). 

Proposition 23.7. — Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G. Alors le dia
gramme 

Cent(WL(s)w*F*) 
R[sf 

Cent(LF,[s]) 

Ind W(s)WsF* 
WL(S)W S F* 

RL 

Cent(W(s)w*F") 
R[s]G 

Cent(GF,[s]) 

est commutatif. 

Démonstration. — Soit a G Ai,-(s)F • Soit / une fonction centrale sur Wii(s)w"F a 
invariante par l'action de ^4L*(S) f · Notons / * son extension par 0 en une fonction 
centrale sur W\,(s)w*F . I l nous suffit de montrer que 

RL R(s)f = (R[S]G olnd w(srsF* 
WL (s)wsF ) ( / # ) . 

Posons / = Ind W(s)WsF* 
VL (s) wsF f*,9 = Ind W°(s)WsF*a 

Wl(s)wsF*a f et notons g& l'extension de g par 
0 en une fonction (pas forcément centrale) sur W(s)WsF . Notons tout de même que 
g& est invariante par W°(s)WsF -conjugaison. On a alors 

f+ = 1 
\AL'(S)F'\ 

Ind vu L ( s r s F * 
W£(s)wsF*a f 

et donc 
1 = 

1 

\AL.(S)F'\ E 
aeAG*(s)F* 

a9*. 

Compte tenu de 23.4, on a donc 

Ri*}? = 
\AG.(s)F'\ 
\AL-(S)F'\ 

R[s,a]f. 

I l nous suffit donc de montrer que 

\AG.(s)F'\R[s,a]f = \A^(s)F'\RGR[s,a)If. 
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En d'autres termes, nous devons montrer que le diagramme 

Cent(Wl(s)w°F*a) 
|A L*(s) F*|it^,a] L 

Cent(L F, [s], a) 

Ind W°(s)WsF*a 
W?(s)wsF*a 

RL 

Cent(W°(s)WsF*a) 
\AG*(s)F*\R[s,a}G 

Cent(GF,[s],a), 

est commutatif. Cela découle de la commutativité du diagramme 33.8 et de la pro
position 17.24. 

Nous terminons par une formule exprimant R[s]f dans un cas particulier. Si £ est 
un caractère linéaire de AG*(s)F , nous verrons £ comme une fonction centrale sur 
W(s)WsF* comme dans la formule 23.6. 

Proposition 23.8. — Supposons que la conjecture (0) a lieu dans G. Soit £ G 
(A G *(s ) F *)\ Alors 

R[s}ç = SG£C°(s)Ps,Ç-

Démonstration. — Notons ls,a la fonction sur W°(s)WsF a constante et égale à 1. 
Alors c r S j a ( l 5 j a ) est constante et égale à 1. Puisque £ = Y^aeAG*(s)F* £(a)ls,a, on a 

R[s)s = E 
a£AG* (s)F* 

Ç(a)n[s,a]a {1 y 

I l suffit alors d'utiliser 17.1 et la proposition 17.22. 

23.E. Caractères irréductibles de G F . — Nous allons montrer ici que, si n est 
un caractère irréductible de W(s)WsF , alors ±^[5]^ est un caractère irréductible de 
G F . Nous aurons cependant besoin de la conjecture (0) ce qui, à l'heure actuelle, 
restreint le domaine de validité de ce résultat au cas où q est grand. Sachant que c'est 
une fonction centrale de norme 1, il suffit de montrer que c'est un caractère virtuel 
de G F . Pour cela, nous utiliserons le corollaire 34.3 ainsi que les propositions 23.7 
et 23.8. 

Théorème 23.9. — Supposons que la conjecture (0) a lieu dans G. Soit rj G 
Cent(I^(s)^ F*). Alors R^ G ± £ ( G F , [s]) si et seulement sine ± Irr W(s)w*F*. 

Démonstration. — Nous allons commencer par montrer le lemme suivant : 

Lemme 23.10. — Soit W\ un sous-groupe parabolique wsF*-stable de W°(s) et soit 
Ai son normalisateur dans AG*(s)F . Alors il existe un sous-groupe de Levi (s, G)-
déployé L de G tel que Wiu(s) = W\ x Ai. 
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Démonstration. — On peut identifier le groupe W\ x Ai à un sous-groupe F-stable 
de NG{TWS)/TWS. Posons alors 

L = CG T Wi x Ai 
ws 

i ° . 
Alors L est F-stable et (s, G)-déployé. D'autre part, d'après le lemme 3.3, on a 
W£(s) = Wi. I l est de plus clair que W-L(S) contient Wi x Ai. Comme Ai est le 
normalisateur de W£(s) = Wi dans AG*(s), on en déduit que WL(S) = Wi x Ai. 

Soit maintenant n G Z Irr W(s)WsF*. D' après le lemme 23.10 et le corollaire 34.3, il 
existe une famille ( L ^ G s de sous-groupes de Levi (s, G)-déployés de G, des caractères 
linéaires & de WjJi(s)WsF triviaux sur W£.(s)WsF (i G S) et une famille d'entiers 
relatifs (ai)ies tels que 

r, = E 
iES 

ai Ind W(s)F* 
WL,(s)wsF Ei. 

D'après les propositions 23.7 et 23.8, on a 
R[sL = E 

iEs 
aiELiECl (s) R G 

L P L 
S,Ei 

Par suite, R[s]rj est un caractère virtuel de G F . Si r\ est de plus irréductible, Rls}^ est 
un caractère virtuel de norme 1 (voir proposition 23.5), donc c'est, au signe près, un 
caractère irréductible. 

Comme conséquence directe de la preuve du théorème précédent, on obtient : 

Corollaire 23.11. — Supposons que la conjecture (0) a lieu dans G. Notons S l'en
semble des couples (L, p) ou L est un sous-groupe de Levi (s, Q)-déployé de G et 
p G £(L F , [s]) est un caractère semi-simple. Soit 7 G Cent(G F, [s]). Alors les asser
tions suivantes sont équivalentes : 

(1) 7 e Z £ ( G F , [ s ] ) . 
(2) 7 e E ( L , p ) e A G P -

Corollaire23.12. — Supposons que la conjecture (0) a lieu dans G. Notons 1Z Ven
semble des couples (L, x) ou L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et 
X G £(LF, [s]) est un caractère régulier. Soit 7 G Cent(G F, [s]). Alors les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

(1) 7 G Z£(G F , [si). 
(2) 7 e E ( L , x ) e ^ L X-

23.F. Signes. — Nous allons terminer cette section en expliquant comment dé
terminer le signe intervenant dans le théorème 23.9. Plus précisément, soit rj G 
ITTW(S)WSF\ D' après le théorème 23.9, il existe un unique En G {1,-1} tel que 
e^Rls}^ soit un caractère irréductible de G F . Pour calculer En nous rappelons la 
construction des caractères irréductibles de G F par Lusztig et Srinivasan [LS77] 
dans le cadre de la théorie de Deligne-Lusztig. Si \ est un caractère irréductible F*-
stable de W(s) = W°(s) = l^°(s), nous noterons x son extension préférée (au sens 
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de [Lus85, chapitre IV, §17]) au groupe W(s) x (<t>i). Rappelons aussi que l'isométrie 
ll(s) : Cent(W(s)0i) -> Cent(G F, (s)) a été définie dans l'exemple 17.16. 

Théorème 23.13 (Lusztig-Srinivasan). — Si x est un caractère irréductible F*-stable 
de W(s)j alors la fonction centrale e^6c^(T)^Çs)x e s^ u n caractère irréductible de 
G F appartenant à £(GF, (s)). De plus, Vapplication 

(ITTW(S))F* £(G F , [3 ] ) 
X £GecGA^n<^)x 

est bijective. 

Si x est un caractère irréductible de W°(s), nous noterons AG* (s, x) son stabilisa
teur. Notons X(W°(s)1 AG* (S), F* ) l'ensemble des couples (x, £) où x G (IrrW°(,s))F 

et £ G ( A G * ( s , x ) F * ) A . Si (x,£) G X(W°(s), A G * ( s ) , F * ) , on note x̂> le caractère ir
réductible de W°(s)WsF correspondant à x par la bijection 33.4 : alors AG* (s,x)F 

est le stabilisateur de x^ dans A G * ( S ) F . Notons x<p l'extension canonique de x^ à 
W°(s)WsF x A Q * ( S , X ) f * (voir proposition 33.1). Posons alors 

NX,E = Ind W(s)u,sF* 
W°(s)*>sF*xAG*(s,x)F* (ΧΦ®ξ)-

Le groupe i c * ( s ) F agit sur Z(W°(s), AG* (S), F* ) par conjugaison sur la première 
composante. D'après 33.2, l'application 

(23.14) i ( r ( s ) , A G . ( 5 ) , r ) lrrW(s)WaF* 
(x ,0 nX,e 

est surjective et ses fibres sont les orbites sous AG*{S)F . Notons maintenant x l'ex
tension canonique de x à W°{s) x (ws(j)i) = W°(s) x (4>\). 

Proposition 23.15. — Soit x un caractère irréductible F*-stable de W°(s). Alors 

Resg^ R(s)X = E 
«6(J4G-(s,x)F*)A 

R(s)nx,e. 

Démonstration. — On a 
E 

te(AG*(s,X)r*)A 

Vx* = Ind W(s)WsF* 
W o (s)wsF* X<t>-

Cette fonction centrale est nulle en dehors de W°(s)WaF* et coïncide avec 
SaeAG*(s)F* °"X.<t> s u r ^(s)™^*- Compte tenu de 23.4, on a 

Σ 
te(AG*(s,X)r*)A 

R(s)nx,e = \AG.(s)F'\xR[s,l]^. 

Mais, par construction, R[s, 1] X 0 = TZ(s, 1)%. Le résultat découle alors de la proposi
tion 11.5 (a). 

D'après [Lus85, chapitre IV, §17], i l existe un unique ex G {1, —1} tel que x = sxx 
sur VT°(s)0i. Ce signe est déterminé à partir des deux exemples extrêmes suivants : 
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Exemple 23.16. — Si ws = 1, alors ex = 1 (voir corollaire 35.3). 

Exemple 23.17. — Si CG*(s) est quasi-simple et si ws =̂  1, alors, d'après [Lus85, 
chapitre IV, §17.2 (a)], on a ex = ( — l ) a * , où SLX est le a-invariant attaché à x (voir 
[Lus85, §16.2]). 

I l résulte alors de la proposition 23.15 et du théorème de Lusztig-Srinivasan que : 
Corollaire 23.18. — Si G X(W°(s)i AG* (s), F*), alors En = £G£C^(S)£X-

23.G. Restriction. — Nous allons terminer cette section par un résultat concer
nant la restriction des caractères de G F à un sous-groupe du même type. Soit donc G' 
un sous-groupe réductif connexe F-stable de G contenant D(G). Notons j : G' ̂  G 
l'injection canonique. Cette injection induit un morphisme surjectif j * : G* —» G7* 
commutant à l'action de F* (ici, (G'*, F*) désigne un dual de (G',F)). Posons 
s' — j*(s). L'application j induit une injection W(s) ^ W(s') commutant avec 
F* et telle que W°(s) = W°(sf) (avec des notations évidentes). I l est alors facile de 
vérifier que, si 77 G Cent(Vi^(s)F* ), alors 

(23.19) ResQ,F R[s}G = R[sf] G' 
Ind W(s>)F* 

W{s)F* 
ri 

24. Conjecture de Lusztig 

Dorénavant, nous noterons £ ' (G F , [s]) l'ensemble {evR[s]rj \ V € Irr W(s)WsF*}. 
I l est vraisemblable qu'en général £ ' (G F , [s]) = £ (G F , [s]). Cependant, nous ne 
sommes pour l'instant capable de le prouver que lorsque q est assez grand (voir 
le théorème 23.9). Nous travaillerons néanmoins avec cet ensemble. Nous posons 
£'(GF, (s)) = UaeHHF;A0.{s)) ^ ' ( G F , [sa]). 

24.A. Familles. — Reprenons les notations précédant le lemme 9.14. Si a G 
H1 (F*, AG* (s)), soit S (a) l'élément de AG*(s) représenté par g~1F(ga). En fait, 
l'application ô : H1 (F*, AG* (s)) —>· AG* (s) est une section du morphisme canonique 
A G*(s) H1(F*,AG*(s)). Ce n'est en général pas un morphisme de groupes. 

Le groupe W(sa) est naturellement isomorphe à W (s) (grâce à la conjugaison par 
ga), mais nous devons le munir d'un automorphisme de Frobenius différent 5(a)F*. 
Par exemple, on a une application surjective (voir 23.14) 

l(W°(S),AG.(s),6(a)F*) lnW(s)w's{a)F" 

qui induit une application surjective 
l(W0(s),AG,(s),ô(a)F*) £'(GF,\sa}). 

On en déduit une troisième application surjective 

(24.1) I I 
aEH1 (F*,AG*(s)) 

l(W0(s),AG.(s),5(a)F*) £'(GF,(s)). 
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Les fibres de cette application sont des AG* (S)F* -orbites (en effet, puisque AG* (S) est 
abélien, on a AG*{s)aF* = AG*(S)F* pour tout a G AG*(S)). NOUS allons ici donner 
une autre description de cette surjection en termes de familles. 

Soit x un caractère irréductible de W°(s). S'il existe a G iJ 1 (F* , AG* {S)) tel que 
X est £(a)F*-stable, alors l'orbite de x sous AG*(S) est F*-stable. Réciproquement, 
si l'orbite de x sous A G * (s) est F*-stable, alors il existe a G H 1 (F*, A G * (s)) et 
a G AG*{s) tels que x = a-1<K«)^*(a)(^*x). En particulier, ax est 5(a)F*-stable. 
Nous allons donc utiliser les AG* (s)-orbites F*-stables de caractères irréductibles 
pour regrouper les éléments de S(GF, (s)) en familles. On note 

HX:Hl{F\AG>{s,x)) H1(F*, AG- {S}) 

le morphisme naturel de groupes. 
Si x est un caractère irréductible de W°(s), nous noterons [x] son orbite sous 

AG*(S). On note AG* (S)\ Irr W°(s) l'ensemble de ces orbites. Fixons un élément F*-
stable [x] G AG* (s)\lrrW°(s). Alors, d'après le calcul précédent, on peut choisir 
X de sorte que x soit £(ax)F*-stable pour un ax G H 1 (F*, AG* (S)). Bien sûr, le 
couple (x, a x ) n'est pas uniquement déterminé par [x]. De plus, l'élément ax n'est 
pas forcément déterminé par le choix de x. 

Soit maintenant (£, a) G M(AG*(S,X), F*). Alors il existe a G AG*(S) tel que 
a 1(J(/x x(a)a x)5(a x) XF*(a) e AG*(s,X) 

et représente a. On pose alors 

Xa X-
Le caractère xa est déterminé à AG* (S)F*-conjugaison près et il est facile de vérifier 
que xa est stable sous l'action de J( / i x (a)a x )F*. On pose alors 

( 24 .2 ) R(s, X, ax)a,E = £G£CG*(s)£XR[Sßx(a)ax]Vxa,t: E E' (GF , (s)). 

Alors la fonction centrale R(s,x7ax)a^ dépend uniquement du choix du couple x, 
ax et ô (pour plus de précision, voir la remarque 24.7) : rappelons que c'est un 
caractère irréductible, du moins lorsque q est assez grand (voir le théorème 23.9 et le 
corollaire 23.18). 

Proposition 24.3. — Soient (£, a) et (£',o/) deux éléments de M ( A G * ( S , X ) , F * ) . 
Alors i2 (s ,x ,a x ) a ^ = iï(s,x,a x) a/,£/ si e£ seulement si (£,a) = (£',o/). 

Démonstration. — Soient (£,a) et (£',o/) deux éléments de AI(^4G* (S, X)IF*) 
tels que i?(s, x, a x ) a ^ = R(s, x, a x ) a /^ / . Alors, par construction, on sait que 
/ i x (a) = /xx(o/), les caractères x a et x a / sont conjugués sous AG*(S)F et £ = £' 
(d'après la proposition 23.15). Soient a et a' deux éléments de AG*{S) tels que 
a~1ô(/jJX(a)ax)ô(ax)~1 F* (a) et a / _ 1 5( / i x (a / )a x )5 (a x ) _ 1 F*(a / ) appartiennent à 
^4G*(S,X) et représentent a et a7 respectivement. Alors, puisque x a = A X et 
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Xa' = a X sont conjugués sous AG* (S ) f * , il existe b G AG* (S, x) et c G AG* (S)F* tels 
que a! — abc. Cela montre que a — a'. 

Si on note £ (G F , (s), [x]) l'ensemble {ij(s, X , ax)a^ \ (£, a) G M(AG* (s, x), F*)}, 
alors £ (G F , (5), [x]) ne dépend que de [x] et non du choix de x et ax. On a alors 

(24.4) £ ' (G F , ( 5 ) ) = n 
Me(AG.(S)\Irr»-°(S))F* 

£(GF,(s),[x]) 

et la proposition 24.3 montre qu'il y a une bijection 

(24.5) M(AG.(8,x),F*) = £(GF,(s),\x]) 

pour tout [x] G (AG*{S)\ITTW°(S))F . Cette bijection dépend du choix de x, ax, S. 
Nous noterons Cent(G F, («s), [x]) le sous-Q -̂espace vectoriel de Cent(G F, (s)) engen
dré par £ (G F , (s), [x]). On a, d'après 24.4, 

(24.6) Cent(GF,(s)) = + 
O 

[x]€(/l G.( S)\IrrWo( S)) F* 
Cent(G F , (s) ,M) 

Remarque 24.7. — Nous allons montrer ici que la bijection 24.5 (que nous noterons ici 
/ ) ne dépend « pas trop » du choix de la section ô. Soit S' : i iF(F*, AG* (S)) —» AG* (S) 
une autre section de l'application canonique AG*{S) H 1 (F*, AG* (S)). Pour tout 
a G H1(F*,AG*(s)), il existe ea G AG* {S) tel que ô'(a) = e-l8(a)F* {ea). I l 
faut d'abord noter que ea n'est pas uniquement déterminé, mais que la classe 
ZCXAG* (s)F l'est. Posons x' — e<YxX- Alors x' est ôf(ax)F*-stable. Notons 
f : M(AG* (S, X) , F*) —> £ (G F , (s), [x]) la bijection analogue de 24.5 obtenue 
en partant du triplet (x7, ax.ô/). Nous allons montrer que 

(*) / = /'· 
Soit G .A/f(.AG* (s, x), F*). Choisissons un élément a dans A G*(s) tel que 

a 1ô(fix(a)ax)ô(ax) 1 F*(a) G (s,x). 

Posons a' = e X/ x eQ a. Alors 

a'-l8\px{u)ax)8\ax)-lF*(a') G A G *(s ,x) . 

Posons comme précédemment xa = °x et x'a = a x 7. Alors T?Xq,£ est un caractère 
irréductible de W(s)Wsô^x^a^F* et r)x> ^ est un caractère irréductible de 

W(s)Wsô'(^x(a)a*)F* = e , x ( « ) 0 / W , " i ( ( " ' K ) 0 ) r 
e - 1 

/ix(a)ax ' 
Pour montrer (*), il nous suffit de montrer que rjXa^ — e^x(a)axrlx/

a^- Cela découle 
immédiatement du fait que xa — ^ x ^ 1 ^ ^ . 
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24.B. Transformation de Fourier. — Fixons x G IrrW°(s) dont la AG* (S)-
orbite est F*-stable et soit ax un élément de H 1 (F*, AG* (S)) tel que x soit ô(ax)F*-
stable. Si (£, a) G M(AG* (S, x), F*), notons R(s, x, ctx)a£ la fonction centrale définie 
précédemment grâce à ce choix-ci via 24.2. 

Si (a,r) G A4 v (A G *(>,x) ,F*), posons 

Ä ( s ,x ,a x ) a , r = 1 
\AG*(s,Xr\ E 

(£,a)G.M(AG*(S,x),F*) 
£(a) 1 r(a)i?( < s,x,a x ) a , c . 

I l découle immédiatement de cette définition que, si (£, a) G . M ( A G * (s, x), F*), alors 
(24.8) 

R(x, X, ax) a,E = 
1 

|AG*(*,x) F*| E 
(a,T)eMV(AG*(s,X),F*) 

f(a)r(a) 1 Â(s, x, a x ) a > r . 

Notons par ailleurs que {R(s,x,ax)a,T)(a,T)eMv(AG*(s,x),F*) e s t u n e base orthonor
male de Cent(G F, (s), [x]). La proposition suivante décrit l'action de H 1 (F, Z(G)) et 
de Z (G) F sur Cent(G F, (s), M ) dans cette base. 

Proposition 24.9. — Soit (a,r) G ./W V(.AG* (S, X) , F * ) , : 
(a) R(s, x, « x ) a 5 T G Cent(G F, (s), a). 
(b) soit 2 G Z (G) F . Notons rz la restriction à H1(F", AG* (s, x)) du caractère 

linéaire CJ\(Z) de H 1 (F*, AG* {S)), OÙ Z désigne la classe de z dans Z(G)F. 
Alors 

t?R(s,X,®x)a,T = Sax(z)R(s,X,ax)a,TTz' 

Démonstration. — La première assertion découle immédiatement de la définition. La 
deuxième découle du lemme 9.14 et de la remarque 11.1 (d). 

24.C. Conjecture de Lusztig. — Fixons un caractère x de W°(s) et un élément 
ax de H1(F%AG*(s)) tels que SMF*X = x . Soit (a,r) G M W { A G * (s, x), F*). No
tons xa le caractère irréductible de W°(s)a associé à x par la bijection 33.4. Son 
stabilisateur dans AG*(s) x (</>i) est AG*(s,x) x (<S(ax)0i). On note xa l'extension 
canonique de xa à W°{s)a x (AG*(s,x) x (S(ax)(/)i)). On note rax l'extension de r à 
AG*{S,X) X (S(ax)(/)i) telle que rax(ô(ax)(j)i) = 1. Pour finir, on pose 

Ήχ,α,τ — Ind W(s)a 

W° (s)a X AG* (s,x) (Xa 0 r ) 

et Tlx,ax,a,T — Ind W(s)ax(<f>i) 
M/°(S)«x(AG,(S,x)x(6(ax)(/)1> (Xa®TAX). 

Alors ?7x,a,T est un caractère F*-stable de W(s)a et ^ x,a x,a,r est une extension de 
r}x,a,T à W(5) a x (0i>. 

Théorème 24.10. — Avec les notations précédentes, on a 

R(s,X,®x)a,T = £ G £ c ^ ( s ) ^ ( s , û ) ^ , Q x , a , T -
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Démonstration. — Quitte à changer d'élément semi-simple F*-stable dans (s), on 
peut supposer que ax = 1 (rappelons qu'alors, puisqu'on a choisi g\ = 1, on a 
S(ax) = 1). D'autre part, d'après la remarque 24.7, nous pourrons supposer que 
5{/ii(a)) G AG*(s,x) pour tout a G AG*(s,x). Ici, / i X : AG*(s) -> H 1(F% AG* (s)) 
est l'application canonique. 

Soit a G AG* (s, x). Notons â la classe de a dans H1(F*,AG* (s, x)). Alors il existe 
b G AG*(s) tel que b~1ô(fii (a))F*(b) — a et on pose x a = bx. Alors -R[sAtl(a)]77Xa! €

 n e 

dépend que de â et est égal à i?[sMx(^)] r ?x_ > €. Par suite, si on note x a ? a le caractère 
irréductible de W°(s)a associé à xa par la bijection 33.4, on a 

R(s,x,ax)a,T = 
1 

\AG*{slX)\ E 
aE AG* (s, X) 

r(a) ^ ^ ( a ) ^ ] ^ ^ . 

D'autre part, si w G W°(s) a , on a x Q a(w<5(/xi(a))0i) = Xa(b 1wba) et 
RL 

Vi(«)-W'a 

L μΐ(«)'™'α 

ps »^(^i(«))'a = F G 
Ls,wa,a 

L .s , w a , a Pswa,a . 
Par suite, 

xt,(s,X,a x) a , r = 1 
|W°(s)a x AG*(s,x)\ 

E 

wGVU°(s)a XJAG* (s,x) 
( X a ® n ) M l ) Ä L . . r a . e f c - a . 

ce qui montre le résultat (voir aussi [Bon99a, lemme 3.1.1]). 

Le théorème 24.10 et le théorème 22.5 montrent la conjecture de Lusztig pour 
tous les groupes de type A lorsque q est assez grand : 

Corollaire 24.11 (Conjecture de Lusztig en type A). — Avec les notations précédentes, 
on a 

R{s, x, ax)aiT = sG£C^ ( s ) £ x £(L s , a ,CJ L s a, s(a)) 1XK{s,a)rix,atT ^x.ax,a,r · 

25. Table de caractères de G F 

Le but de cette section est de décrire un algorithme théorique pour calculer la table 
de caractères de G F . Comme d'habitude, la validité de cet algorithme n'est démontrée 
que pour q assez grand, mais il est vraisemblable qu'il s'applique en toute généralité. 
Cet algorithme se présente en deux étapes. La première est une réduction du problème 
au calcul des valeurs des caractères en les éléments unipotents. Cet aspect est théori
quement très facile mais il est très difficile de le mettre en œuvre concrètement (par 
exemple par l'écriture d'un programme pour ordinateur). La deuxième étape consiste 
à décrire les valeurs des caractères en les éléments unipotents. Nous proposons une so
lution sommaire à ce problème, impliquant des résultats récents de T.Shoji [Sho05] : 
le cas où G F = S L N ( F G ) sera traité de façon plus détaillée dans le chapitre suivant 8. 

25.A. Réduction au cas unipotent. — Soit g G G F . Posons t = gpt et u = gp : 
alors t est la partie semisimple de g tandis que u en est la partie unipotente. Une des 
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particularités des groupes de type A est que CQ(£) est toujours un sous-groupe de 
Levi (F-stable bien sûr) de G. On a alors, d'après [DM91, exercice 12.22], 

* S & ( 0 ( 7 £ â ( ° ) = 7 ? . 
Par suite, si 7 est un caractère irréductible de G F , on a 
(25.1) 7(3) = *i?% ( t )(7)(s)-
car 7(g) = ( 7 , 7 ^ ) G f - Or5 déterminer l'application *it^° (t) (dans ^a base des carac
tères irréductibles) est équivalent à déterminer l'application RçQ ce qui a été fait 
lorsque q est assez grand : il suffit de combiner la proposition 17.13 (ou la proposi
tion 17.24) et le théorème 23.9. Pour finir la réduction au cas unipotent, il suffit de 
remarquer que, si À est un caractère irréductible de C^(t)F, alors X(g) — UÛ\(£)\{U), 
où UJ\ est le caractère linéaire du centre de C Q ( S ) f égal à À/À(l). Ce dernier peut 
être déterminé grâce à la remarque 11.1 (d). 

25.B. Valeurs en les éléments unipotents. — Nous allons commencer par ré
duire la question de la valeur des caractères irréductibles de G F en les éléments unipo
tents au cas où G F = S L n ( F g ) ou G F = SU n (F g ) . Suivant les arguments de [Lus92, 
0.1], le calcul de ces valeurs se ramène au cas où le groupe dérivé de G est simplement 
connexe. Par la formule 23.19, on se ramène au cas où G est lui-même semi-simple. 
Par produits directs, on se ramène au cas où F permute transitivement les compo
santes quasi-simples de G, ce dernier cas se ramenant facilement (par une descente 
des scalaires) au cas où G est quasi-simple, semi-simple et simplement connexe. 

Supposons donc jusqu'à la fin de cette section que G = SL n (F) et que F : G —• G 
est un endomorphisme de Frobenius sur ¥q. Compte tenu du corollaire 24.11, le 
calcul des valeurs des caractères irréductibles en les éléments unipotents est ramené au 
calcul des valeurs des fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères en les éléments 
unipotents. Ce calcul implique un algorithme effectif donné par G. Lusztig [Lus85, 
partie V, théorème 24.4] et la détermination précise de certaines normalisations pour 
ces fonctions caractéristiques [Lus85, 24.2.2]. Cette dernière étape a été complétée 
récemment par T. Shoji dans le cas où G F = S L n ( F g ) ou SU n (F q ) (voir [Sho05, 
théorème 3.4] pour le cas déployé et [Sho05, théorème 4.4] pour le cas non déployé). 
Nous proposons dans le chapitre 8 (voir théorème 28.7) une preuve plus courte du 
résultat de T. Shoji pour le cas déployé. 
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C H A P I T R E 8 

L E G R O U P E SPÉCIAL LINÉAIRE 

Nous précisons dans ce chapitre, dans le cas du groupe spécial linéaire (ou de 
groupes légèrement plus généraux), quelques-uns des résultats obtenus dans le chapitre 
précédent. Nous établissons aussi une décomposition de Jordan des caractères et sa 
compatibilité avec l'induction de Lusztig (voir le diagramme 27.1). 

Hypothèse. — Dorénavant, et ce jusqu'à la fin de ce chapitre, nous fixons un groupe 
à centre connexe G. de type An^i muni d'un endomorphisme de Frobenius déployé 
F sur ¥q et nous supposerons que G est un sous-groupe de Levi F-stable de G # . 

Notons avant de commencer que l'hypothèse entraîne que ws ~ 1 et donc que 
ex = 1 pour tout caractère irréductible F*-stable x de W°(s) (voir exemple 23.16). En 
d'autres termes, F* agit sur W°(s) (qui est un produit direct de groupes symétriques) 
seulement par permutation des composantes. 

Un autre but de ce chapitre est de décrire un algorithme permettant de calculer 
les valeurs des caractères irréductibles de SL n(F g) en les éléments unipotents. Les 
résultats tels que nous les écrivons doivent permettre à un spécialiste d'écrire un 
programme pour ordinateur capable de calculer ces valeurs particulières : nous ne le 
faisons pas (faute de compétence) mais il est possible de traiter à la main le cas où 
G F = SL^Fç) et le cas où n est premier et impair (dans ce dernier cas, nous n'ap
portons rien de nouveau, les résultats étant essentiellement contenus dans [Leh73], 
voire [DLM92]). Rappelons que le cas de SL2(F(?) a été traité par Schur [Sch07] et 
Jordan [Jor07]. 

26. Théorie de Harish-Chandra 

Commençons par décrire les séries de Harish-Chandra contenues dans £(GF, [s]). 

Proposition 26.1. — On a £(GF,[s})=£(GF,Ls,p^). 
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Démonstration. — D'après la proposition 23.5, on a |£(GF,[s])| = | Irr W(s)F*\. 
D'après 16.6, on a |£(GF, L s , -)| = | Irr W(s)F* |. Puisque £(G F ,L s , /^« ) est 
contenu dans £ (G F , [s]), on a en fait l'égalité de ces deux ensembles. 

D'après la proposition 26.1 et d'après 16.6, on obtient une bijection 

Irr W(s)F* £(GF,[s}) 
n Rv[s}. 

En fait, cette bijection coïncide avec celle obtenue via l'isométrie R[s], du moins 
lorsque q est assez grand : 

Théorème26.2. — Si la conjecture ((Ô) a lieu dans G, alors R^ls] = ^G^C^(s)R[s]rj 
pour tout r] G Irr W(s)F*. 

Démonstration. — Soit W\ un sous-groupe parabolique standard F*-stable de W°(s) 
et soit A\ son normalisateur dans AG*(S)F* . Alors, par le même raisonnement que 
dans la preuve du lemme 23.10, on a W\ x A\ = WL(S) pour 

L = CG ( ( T u / l ^^4 l x ^ 1 ^)°) 

Le groupe L est en fait G-déployé. Donc, compte tenu du corollaire 34.3, de la 
proposition 23.7 et du théorème 16.10 (c), il suffit de montrer le résultat lorsque 
r] se factorise en un caractère linéaire de AG*{S)F . Cela découle alors de 16.7, du 
théorème 16.10 (b) et de la proposition 23.8. 

La preuve du théorème 26.2 montre également la version suivante plus précise du 
corollaire 23.11. I l n'y a pas besoin d'hypothèse sur q car on peut passer par la théorie 
de Harish-Chandra et le théorème 16.10 (c). 

Corollaire 26.3. — Notons Sd Vensemble des couples (L, p) ou L est un sous-groupe 
de Levi G-déployé de G dont un dual L* dans G* contient s et p G S(LF, [s]) est 
un caractère semi-simple. Soit 7 G Cent(G F, [s]). Alors les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

(1) 7 e Z £ ( G * > ] ) . 
(2) 7 É E M E 5 „ ^ L P . 

Corollaire 26.4. — Notons 7Zd Vensemble des couples (L, x) ou L est un sous-groupe 
de Levi G-déployé de G dont un dual L* dans G* contient s et x G £(LF, [s]) est 
un caractère régulier. Soit 7 G Cent(G F, [s]). Alors les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

(1) 7 e Z 5 ( G F , H ) . 
(2) 7 £ E ™ ^ 
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27. Décomposition de Jordan 

D'après [Bon99a, proposition 6.4.3], l'application induit une bijection entre 
£'(r- 1(C7G*(s)) F*, 1) et £(CG*(s)F\ 1). Par suite, d'après [Bon99a, 7.4.3], on a une 
bijection IrrVF(s)F* £(CG*(s)F\l) 

r] Rs,T]' 
On obtient donc une bijection 

H G , , : £(GF,[s]) £(CG,(s)F\l) 
Rv[s] Rs,n 

appelée décomposition de Jordan des caractères de G F . 
Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi 

F*-stable de G* dual de L et contenant s. D'après le théorème 26.2, d'après la 
proposition 17.24 et d'après [Bon99a, théorème 7.6.1], le diagramme 

(27.1) 

1£(LF,[s}) 
NL,w 

•Z£(CL.(s)F*,l) 

EGELRL £C^(s)£Cl*(s) R CG.(s) 
C L . (s) 

Z£(GF,[s]) 
NG,s Z£(CG,(s)F',l) 

est commutatif lorsque la conjecture ((*5) a lieu dans G. 

28. Normalisation des fonctions caractéristiques des faisceaux-caractères 

Le but de la fin de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant de calculer 
les valeurs des caractères irréductibles de SL n (F q ) en les éléments unipotents. Comme 
cela est expliqué dans la section 25, le calcul de la table de caractères du groupe 
G F étudié dans ce chapitre se ramène (de façon très indirecte) à ce cas. Une des 
étapes essentielles est de déterminer les normalisations des fonctions caractéristiques 
de faisceaux-caractères définies par Lusztig [Lus85, partie V, §24] (voir §25.B). C'est 
ce qui est fait dans cette section. Pour cela, nous nous placerons dans le cadre suivant : 

Hypothèse. — Nous supposerons jusqu'à la fin de ce chapitre que G = G L n ( F ) 7 que 
G = S L N ( F ) et que F : G —> G est Vendomorphisme de Frobenius déployé naturel de 
G surFq. 

On écrit q = pr et p1/2 désigne la racine carrée de p définie dans l'appendice B 
(voir la fin de la section 36). Si e est un entier relatif, on posera qel2 — (p1^2)re. Nous 
identifions G* avec GL n (F ) et G* avec P G L n ( F ) , l'endomorphisme de Frobenius F* 
étant l'endomorphisme de Frobenius déployé naturel. Nous prenons pour l'application 
i * : G* —» G* la projection canonique. 
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28.A. Préliminaires. — Soit B 0 le sous-groupe de Borel F-stable de G formé des 
matrices triangulaires supérieures et soit TQ le tore maximal F-stable de Bo formé 
des matrices diagonales. Notons un l'élément unipotent régulier de G F = S L N ( F Q ) 
égal à 

Un = 

1 1 0 … 0 

0 1 1 / /* 

/ / * 0 

* / 1 1 
0 … … 0 1 

Soit dn = pgcd(n, q — 1) et Zn = H1 (F, Z(G)). Alors Zn est cyclique d'ordre dn. Nous 
identifierons WQ et le groupe symétrique & n . Soit V{n) l'ensemble des partitions de 
n. Si À = ( A i , . . . , A r) G V(n), soit A* sa partition duale, soit b\ — Y^¡=1{i — 1)A¿, soit 
LA le sous-groupe de Levi F-stable déployé formé des matrices diagonales par blocs 
de la forme diag(Ai, . . . , A R ) , où AL G G L A , ( F ) et soit 6A le groupe de Weyl de LA 
relativement à TQ. Soit PA le sous-groupe parabolique F-stable BO6ABO de G : LA 
est un complément de Levi de PA- On note VA le radical unipotent de PA- On pose 
u\ = diag(t¿Ai, · · · , ^ A R ) - C'est un élément unipotent régulier F-stable de LA et il est 
facile de vérifier que u\ = 7TLACPA (un)- Soit Z\ = H1 (F, Z ( L A ) ) . On note d\ le plus 
grand diviseur commun de Ai,. .., Ar et q — 1. Alors d\ divise dn et Z\ est cyclique 
d'ordre d\. On note h\ : Zn —> Z\ le morphisme surjectif . Si £ est un caractère 
linéaire de Z\, on note o(Q son ordre et C — ( ° ^ - Le groupe Z\ s'identifie au 
groupe H1 (F, A^X (u\)) = H1(F, AG(U\)). Si z G Z\, on notera u\jZ un représentant 
de la classe de conjugaison r\x [^A]L^ · Ce représentant sera choisi dans Uo H LA (c'est 
possible). Pour simplifier, nous noterons 7A,z la fonction centrale 7^ z . Si £ est un 
caractère linéaire de Z\, on pose 

7A,c 
1 

(ZY) E 
zE ZY 

C^)_17A,«. 

Par suite, 

(28.1) 7A, Z S Cent (G F ) F . 

Rappelons le résultat suivant : 

Proposition 28.2. — On a : 
(a) {u\ \ \ G V(n)} est un ensemble de représentants des classes de conjugaison 

unipotentes de G. 
(b) Si X e V{n), alors dim CG{u\) = n - 1 + 2bx. 
(c) {u\iZ I A G V(n) et z G Z\] est un ensemble de représentants des classes de 

conjugaison unipotentes de GF. 
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Si e est un diviseur de n, on note À(e) la partition (e, e,..., e) de n (où e est 
donc répété n/e fois). On pose L(e) = L A ( e ) , &n(e) = 6 A ( e ) , P( e ) — PA(e)) u ( e ) = 

u\(e), v ( e ) = V A ( e ) , Z(e) = Z A ( e ) , d(e) = dx(e) et /ix(e) = h\{e). Remarquons 
que d(e) = pgcd(e,g — 1). Soit W(e) le groupe A^c(L(e))/L(e), que Ton identifie à 
Afe n(6(e))/6(e), qui lui-même est identifié à <3 n/ e. Si À G V(n/e), on note eÀ la 
partition de n obtenue en multipliant toutes les parts de À par e et on note WA(e) 
le groupe N<seX(&(e))/&(e). C'est un sous-groupe de W(e). A travers l'identification 
W(e) ~ 6n/e? I e groupe Wx(e) s'identifie à &\. Si z G Z(e), on pose u(e)z — uX(e^z. 

28.B. Fonctions caractéristiques. — Supposons maintenant que e divise aussi 
q — 1 (c'est-à-dire que e divise dn). Remarquons qu'alors Z(e) ~ Z(L(e)). Soit ( un 
caractère linéaire injectif de Z(e). Alors le système local £ç sur ti^^ = {u{e))^e^ 
est cuspidal et F-stable. On fixe un isomorphisme y>ç : F*£ç £ç de sorte que son 
action sur la fibre en u{e) soit l'identité. On note alors X(e)ç la fonction caractéristique 
X£c,tpc- On a5 pour tout l G L(e) F , 

(28.3) *(e) c = 
S (z)-1 SÌ [/]L(e)F = Me);z] L( E)F, 
0 si ( O L W ^ W ^ . 

Si À G V(n/e), on note x A le caractère de W(e) ~ @n/e associé (voir appendice 
A, section 34). Par la correspondance de Springer, \\ est associé au couple (ue\X) 
(notons que ( est a priori un caractère de Zn mais il se factorise par hl

eX pour donner 
un caractère linéaire de Ze\ que nous noterons encore £). Le choix particulier de 
ipç induit un choix bien défini (voir [Lus85, partie V, 24.2.2]) d'un isomorphisme 
Pe\x ' F*KeX £ ^+ KeX où KeX ç est l'extension perverse du système local £^ 
sur la classe de conjugaison de ue\ : cet isomorphime agit sur la fibre en ue\ par 
multiplication par une racine de l'unité que nous noterons provisoirement rjeX ^ (nous 
montrerons dans le théorème 28.7 que neX — 1). Notons XeX ^ (respectivement 3 êA )̂ 
la fonction caractéristique XKOX ^,^EX c (respectivement Xg~^eX c ) . Pour finir, on pose 

V beX+{n-n/e)/2 -y 
eA,C _ q ^eÀ,0 

yeXI = qh':X + {n-n/e)/2yeXX 

et *(e)c = q{n~n/e)/2X(e)c. 

Ces normalisations coïncident avec celles de [DLM97, 1.5] d'après la proposition 28.2 
(b). Notons que be\ = eb\. Soit maintenant ee : W(e) —> Z(e) le morphisme noté 

c dans [Bon04a, partie I , corollaire 3.8]. I l est possible d'en donner une 
description explicite [Bon04a, partie I I , table 1] : 

(28.4) 
si e est impair, alors ee = 1 ; 
si e est pair, alors ee est la signature de &n/e. 

Ici, la deuxième assertion doit être entendue comme suit : puisque e est pair, Z(e) est 
cyclique d'ordre pair, et ee est l'unique morphisme non trivial &n/e —> Z(e). 
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Soit w G W(e) ~ © n/e- Nous allons choisir un représentant particulier de w dans 
7VG(L(e)). Tout d'abord, quitte à multiplier par un élément de L(e), on peut choisir 
un représentant qui centralise u(e). De plus, ce représentant peut être choisi de sorte 
que sa classe dans ic(w(e)) ~ ^L(e)(^(e)) — Z(e) soit égale à ee(w). Nous noterons 
w un tel représentant. Fixons maintenant gw € G tel que g~1F(gw) — w. Posons 

L(e,w) = 9wL(e) et u(e,w) = gwu(e)gw
1. 

Alors u(e,w) est un élément unipotent régulier de ~L(e,w)F et on a 

(28.5) dlmL(e,w) (Un) GF 

= [u{e,w)]^eìW)F. 

Si z G Z{e) ~ Hl{F, Z(L(e, tu))), on pose u(e,w)z = x ^ e , u;)^" 1 , OÙ X 2 £ L(e,K;) 
est tel que x~lF(xz) appartienne au centre de L(e,w) et représente z. Soit 
X(e,w\ la fonction caractéristique du faisceau (adg" 1 )*^ sur ti^^w^ pour 
un isomorphisme dont l'action sur la fibre en u(e,w) est l'identité. Posons 
X(e,w)ç = q^n~nle^l2X(e,w)Q. Avec ces notations, le théorème 20.1 implique 
que (voir par exemple [DLM97, section 3]), si q est assez grand, alors 

(28.6) eX.Ç 
i 

|W(e)| E 
weW(e) 

XA (w) RL(e,w) (X(e,w)C). 

28.C. Normalisation. — Le théorème qui vient a été démontré par T. Shoji 
[Sho05, théorème 3.4]. Nous en proposons une preuve totalement différente. Notre 
preuve a l'avantage d'être plus courte que celle de T. Shoji (mais pas totalement 
élémentaire, car elle repose sur le théorème 14 .11 ) . Elle a l'inconvénient de ne s'ap
pliquer qu'au groupe spécial linéaire, alors que les méthodes géométriques développées 
par T. Shoji permettent (en rajoutant comme autre ingrédient la théorie des algèbres 
de Hecke graduées) de traiter le cas du groupe spécial unitaire [Sho05, théorème 4.4] 
ainsi que les autres groupes (T. Shoji annonce dans [Sho05, fin de l'introduction] que 
ces autres cas seront traités dans la suite de [Sho05]). 

Théorème 28.7. — Si e divise dn, si £ est un caractère linéaire injectif de Z(e) et si 
À G V(n/e), alors 7]E\^ = 1. En d7autres termes, 

Xe\,<;(ue\) = yeXxi^ex) = L 

Démonstration. — Avant de commencer la preuve proprement dite de ce théorème, 
remarquons que, d'après 28.5, le théorème 14.11 s'écrit ainsi dans ce cas particulier : 

(28.8) Si q est assez grand, alors R G L(e,u;)7n = 7 L(e,w) 
u(e,w) 

La racine de l'unité ï]e\x e s t déterminée par l'action de F sur un certain groupe de 
cohomologie [Lus85, partie V, 24.2]. Si on remplace F par F r n , cette racine de l'unité 
est remplacée par r)™x ^. Cela montre que l'on peut supposer que q est assez grand. 
Nous pouvons donc utiliser les formules 28.6 et 28.8. 
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Soit 7 = LEA 1 •LeA 
uey 

Nous allons effectuer le produit scalaire de 7 avec les deux 
membres de 28.6. Notons < l'ordre de dominance sur les partitions [GPOO, défini
tion 5.4.6] et < l'ordre de dominance strict. Rappelons que 

(28.9) u<v si et seulement si (uµ)G C (uv) G. 

En particulier, 

X ey,C =Yey,S+ 

µ<eu zEZµ 
aµ,ZYµ,z, 

où les aµ,z appartiennent a Ql D'autre part, si ¡1 e V(n) est tel que (uu)Gr\u\V\ ^ 
0, alors A < /I (d'après 28.9 et par exemple [DLM92, proposition 5.8]). Par suite, 
d'après [DLM92, proposition 5.7 et lemme 5.12], on a 

7 = P7eA,l + 
µ<eu zEZµ 

aµ,ZYµ,z, 

où ¡3 et les /3^z sont des nombres rationnels positifs ou nuls. On en déduit que 

(Xey,E,y) GF = /^(^eA,f,7eA,l)G^ = PVeXX-

En utilisant 28.6, on en déduit que 

ftVeXX = 
q-bex 

|W(e)| 
weW(e) 

X\(w) (RGL(w,e) (X(w,e)c) RGLe 7 ^ } G -

Fixons w € W(e). Appliquons la formule de Mackey en remarquant que X(e,w)ç est 
une fonction absolument cuspidale sur L(e, w)F. Posons 

Afx,w = {ge [L(e,w)F\SG(L(e,w),LeX) F/ï,Fx\\He,w)C3Ux}-

On a 

(RGL(w,e) (X(e,w)C) RGLey TLeA \ 
GF 

g E Ny,w 
<*(e,w)c. R gLex g 1 

L(e,W) 7 
gLeyg-1 
gcyg-1 L(e/u;)F-

Or, d'après le théorème 14.4, on a *R G 
g^exg 1 7n = 7 gLeyg-1 

guexg~1 ' 
En appliquant 28.8, on 

obtient que 

(R G 
L(e,w) (X(e,w)<) R G 

7 LEA 
UEX GF = Ny,w|. 

Mais Afx,w es^ naturellement en bijection avec l'ensemble des x e [W(e)/WA(e)l tels 
que x 1 wx e WA(e). Par conséquent, d'après 34.1, on a 

1 

|W(e)| 
u E X(e) 

X\M\Jvw,\\ = (XA, Ind W(e) 
WA(e) 1WA(e))>V(e) = 1. 

D'où 

PVeXX =q-bey 

Puisque /3 est un nombre rationnel positif ou nul et puisque ï]e\ /• est une racine de 
l'unité, la preuve du théorème est complète. 
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29. Algorithme 

29.A. Deux familles de polynômes. — Soit q une indéterminée. Notons Q = 
(f^(q))A,fiev(n) l a matrice à coefficients dans Q(q) définie par : 

Î M < I ) = q " b A " b " E 
w E G, 

XY (w-1) Xµ(w) 

d e t ( q I d x ( T o ) -w) . 

C'est une matrice symétrique et, d'après [Lus85, partie V, théorème 24.8] et 28.9, il 
existe un unique couple (P, A) de matrices à coefficients dans Q(q) telles que 

(E) 

A est diagonale ; 
^PXA(Q) — 1 pour tout X G V(n) ; 
^AM(q) = 0 si X ^ / i ; 
1PAP = n. 

I l est à noter que, si on multiplie la matrice Q par un élément quelconque non nul 
de Q(q), la variable P du couple de solution demeurera inchangée. Comme nous ne 
nous intéressons qu'à elle, nous avons éliminé, dans la formule donnant Q, quelques 
facteurs encombrant par rapport à la formule originale de Lusztig [Lus85, partie V, 
24.7]. Toujours d'après [Lus85, partie V, théorème 24.8], les PAµ sont des polynômes 
en q à coefficients dans N et 
(29.1) Xµ,1 (uA) = PAµ (q) 

pour tous À, ¡1 G 'P(n), c'est-à-dire que X^^{u\) = qb^P\^{q) est la valeur en u\ du 
caractère unipotent de G~Ln(Fq) (ou SL n (F q ) ) associé à x M . Nous donnons ici pour 
information les matrices P obtenues pour n G {2, 3, 4} : 

0181 

11 

2 

11 

1 

0 

2 

1 

1 

A\/i 

111 

21 

3 

111 

1 

0 

0 

21 

q + 1 
1 

0 

3 

1 

1 

1 

X\a 

1111 

211 

22 

31 

4 

1111 

1 

0 

0 

0 

0 

211 

q 2 + q + 1 

1 

0 

0 

0 

22 

q 2 + l 

1 

1 

0 

0 

31 

q 2 + q + 1 

q + 1 

1 

1 

0 

4 

1 

1 

1 

1 

1 
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Si K; G 6 n , notons fi(w) l'unique partition de n telle que w soit conjugué à un 
élément de Coxeter de &^(w) : l'application JJL induit une bijection entre les classes de 
conjugaison de (5n et les partitions de n. Si À et / i sont des partitions de n, on pose 

ÖA,M(q) = E 
v£V{n) 

X , W q ^ A , ( q ) , 

où w G &n est tel que fi(w) = / i . Notons que Q\^(q) G Z[q] et que Q\^(q) est le 
polynôme noté Qµ dans [Gre55, définition 4.2]. 

Nous donnons la valeur de ces polynômes pour n G {2,3,4} (elle peuvent être 
trouvées à la fin de [Gre55]) : 

µ/1 

11 

2 

11 

q+1 

1 

2 

1 - q 

1 

A\/x 

111 

21 

3 

111 

( q + l ) ( q 2 + q + l ) 

2 q + l 

1 

21 

1 - q 3 

1 

1 

3 

( q - l ) ( q 2 - l ) 

1 - q 

1 

X\u 

1111 

211 

22 
31 

4 

1111 
(q+l ) 2 (q 2 + l) 

(q2 + q + l ) 
(q+1) 

(3q2 + 2q+l) 
(2q+l ) (q+l ) 

3q+ 1 
1 

211 

( l - q 4 ) ( q 2 + q + l ) 

- q 3 + q 2 +q + 1 

q+1 

q+1 
1 

22 
( q - l ) 2 ( q 2 + l) 

(q2 + q + l ) 
( l - q ) ( q 2 + l) 

2q2 - q + 1 

1 - q 
1 

31 

(q2 - 1) 
(q4 -1) 

1 - q 2 

1 - q 2 

1 

1 

4 

( l - q ) 3 ( q + l ) 
(q2 + q + l ) 

( q - l ) ( q 2 - l ) 

1 - q 

1 - q 
1 

29.B. Les fonctions Xefl^- — H résulte du théorème 28.7 et de [DLM03, théo
rème 8.1] que, si e divise dn, si ( est un caractère linéaire injectif de Z(e\ si À et ¡1 
sont des partitions de n/e et si z G Z^, alors 

(29.2) Xe^U^z) = C ( ^ ) - 1 ^ + ( N - N / E ) / 2 9 ( E " 1 ) 6 A ^ ( 9 ) . 

Supposons maintenant que q est assez grand. Nous allons déterminer, pour tout w G 
& n / e , la fonction R^e w)X(ei w)c intervenant dans la formule 28.6. Cette fonction ne 
dépend que de la classe de conjugaison de w dans & n / e . On a, d'après 28.6 et 29.2 : 

(29.3) (RL(e,w) X(e, w)C) (ueA,z) = C ( 2 ) - 1 9 ( e - 1 ) b A + ( n - / e ) / 2 Q A M w ( q ) -
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Une fois ces fonctions déterminées, nous allons donner les valeurs des racines de l'unité 
Ç(L(e,w)X). Pour cela, il faut remarquer que <5(L(e, w), () = Ç(L(e)X) d'après le 
corollaire 37.5. Posons 

Qe.q = 1 si e est impair, 
- A r ( - l ) (g-l)(e-2) 

8 si e est pair. 
Ici, Àr désigne la racine quatrième de l'unité définie dans l'appendice B (voir 36.3). 
Alors, d'après 37.2 et la proposition 37.4, on a 

(29.4) Ç(L(e,^),C) = ( ^ ) n / e . 

29.C. Donnée semi-simple. — Notons cn l'élément de Coxeter ( l , 2 , . . . ,n ) de 
Wo. Soit An le sous-groupe de Wo = &n engendré par cn. Si d divise n, on note Ad 
le sous-groupe de An d'ordre d. Avec les notations de §5.A, on a 

AutWo(Af) = An. 

Ici, nous voyons Wo comme le groupe de Weyl de TQ. Ainsi, par la proposition 5.3, 
(An)pf s'identifie avec Ker'i* qui, à travers l'isomorphisme uo (voir 4.8), s'identifie à 
Z(G)A. Nous noterons encore u) : (An)pf —> Z(G)A cet isomorphisme. 

Nous appellerons donnée semi-simple géométrique de G tout couple (d, v) où d 
est un diviseur de n premier à p et v est une partition de n/d. Si (d, v) est une 
donnée semi-simple géométrique, nous noterons W°(d,v) le sous-groupe parabolique 
de &(n/d,...,n/d) — {&n/d)d qui correspond, à travers cet isomorphisme, à ( & v ) d . En 
d'autres termes, W°(d,v) est égal à & v x · · · x & u , vu comme sous-groupe de & n 

de la façon la plus naturelle. I l est immédiat que Ad normalise W°(d, v) et que Ad H 
W°(d, v) = 1 : on pose W(d,v) = Ad x W°(d, v). L'action de Ad se fait simplement 
par permutation cyclique des d facteurs Gv de W°(d,v). 

Nous allons montrer comment associer à une classe de conjugaison géométrique 
d'éléments semi-simples de G * une unique donnée semi-simple géométrique. Soit s G 
G*. Posons d = \AG*(S)\ : rappelons que d est premier à p (voir 8.2). Quitte à 
conjuguer 5, on peut choisir s G TQ. D'après [Bon05, proposition 3.14 (d)], ce choix 
peut être fait de sorte que AG* (S) soit un sous-groupe de An (c'est donc Ad). Par suite, 
W°(s) est un sous-groupe parabolique de Wo normalisé par Ad : quitte à conjuguer 
par un élément de Cw0{Ad), on peut s'arranger pour que W°(s) soit égal à W°(d, v) 
pour une partition v de n/d qui ne dépend que de la classe de conjugaison de s dans 
G*. On a alors 

(29.5) AG*(s) =Ad, W°(s) = W°(d,u) et W(s) = W{d,v). 

Nous appellerons donnée semi-simple rationnelle de G tout triplet (d, v, x), où 
(d, v) est une donnée semi-simple géométrique et x est un élément de WQ qui normalise 
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W°(d, u) et tel que xax~l — aq pour tout a G Ad- Dans ce cas, notons que x normalise 
aussi Ad et W(d, v). 

Nous allons montrer comment associer à une classe de conjugaison rationnelle 
d'éléments semi-simples de G* une donnée semi-simple rationnelle. Soit donc s G 
G* F et reprenons les notations de la section 8 (T^, W(s)...). Posons d = \AG*(s)\. 
D'après 29.5, il existe une unique partition v de n/d et il existe g G G* tels que 
^T* = TJ et 

AG*{gsg x ) = Ad, W°(gsg-1) = W°(d,v) et Wigsg'1) = W(d,v). 

Notons w — g~lF(g). Alors w normalise TQ et wF(gsg~1)w~1 = gsg~l. Soit x 
l'élément de longueur minimale de wW°(d, À), où w est la classe de w dans Wo. Alors, 
quitte à remplacer g par gh, avec h G CQ*(S), on peut supposer que w = x. On a 
alors xF(gsg~1)x~1 = gsg~l et, à travers la conjugaison par g, on a les identifications 
suivantes : 

(1) W(s) ~ W(d, v), W°(s) ~ W°(d, v) et AG* (s) ~ Ad. 
(2) F* s'identifie à la conjugaison par x. 

D'après (2), on a donc xax~l = aq pour tout a G Ad, comme attendu. I l est à noter 
que le triplet (d, z/, x) n'est pas uniquement déterminé par la classe de conjugaison 
rationnelle de s : seule la classe de ^-conjugaison de x l'est. Remarquons d'autre 
part que x est le type de Ti relativement à TQ. par conséquent, 

(29.6) EGECG (s) = E(x), 

où e : Wo —• {1, — 1} est la signature. 
D'après (1), (2), 29.6 et le théorème 26.2, on obtient une bijection, toujours notée 

R[s] : 
R[s]: lrrW{d,v)x £{GFM) 

n Rv[s} = e(x)R[s]TJ. 

Si 7 est une fonction centrale sur G F , on note 7 u n i l'extension par zéro de la restriction 
de 7 aux éléments unipotents. Notre but est de décrire un algorithme permettant de 
calculer R^s]™1 pour tout rj G Irr W(d, v)x. Cet algorithme montre en particulier 
que ses valeurs sont des polynômes en q1/2 qui ne dépendent que de (d, À, x) et de la 
congruence de q modulo 2d. 

29.Cl. Les fonctions TZ^W. — Soit a G Ax
d ~ AG*(s)F\ On note ea son ordre. 

Notons que ea divise d et q — 1. On a alors W°(d, v)a ~ (&u)d/ea. Le groupe L S ) a 

est alors G-conjugué à L(e a). A travers cette conjugaison, W°(d, v)a (qui normalise 
L S ) a ) s'identifie à W°(d/ea, u) (remarquons que W°(d/ea, v) est bien un sous-groupe 
de ©(d/ea).(n/d) = 6 n / e J . On note xa l'élément de &n/ea ° i m permute les composantes 
irréductibles de W°(d/ea,\) comme le fait F* sur W°(s)a. Ainsi, si w G W°(s)a ~ 
W°(d, v)a ~ W°(d/ea, z/), ~Ls,a,w est alors GF-conjugué à L,(ea,wxa). D'autre part, 
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d'après l'égalité (**) dans la preuve du théorème 22.5, Ls,a,w (P s,a,w 
uni est GF -conjuguée 

à (gea,q X (Ca, Wx)w(a) Par suite, 

(29.7) R uni 
s,a,w 

=(Gea,q) n/ e a R G 
L(e„ ,wxa ) 

X (ea,wx)w(a) 

29. C.2. Les fonctions 7£|s, al uni 
X 

Fixons maintenant un caractère irréductible or-

stable x de W°(d, u)a. On note % son extension canonique à W°(d,v)a x(x) Il découle 

de 29.7 que 

(29.8) 7Z[s, a] uni 
X 

(Gea,g) fi/ea 
\Axd\ W°(dea,v) 

weW°(d/ea,is) 

u/ea R G 
L(ea ,wxa ) 

X yCa, WXa )uj(a) • 

29. C.S. Les fonctions Rv[s}uni. Reprenons les notations de §23.F. Soit (Xi£) £ 
I(W°(d, v),Ad,x). Comme dans §23.F, soit 

nX,E= Ind W(d,v) 
Wo(d,v)**Ad{x)x (Xx R E) 

or Xx est dehni comme Xc/> l'était dans §23.F. Alors, d'après le théorème 26.2, on a 

Rnx.E [s] [S] 
e(x) 

\Mx)x\ 
aeAd(x)x 

Ç(a)K[s,a\xa. 

Ici, Xa est un caractère irréductible de W°(d, v)a x (xa). Par suite, d'après 29.8, on a 

(29.9) RnxE [s] (aY,Z)= 
£(X) 

\Mx)x\ 
aeAd(y)x 

ea\d\ 

E(a)w(a)(z)-1(Gea.q)n/ea 

\WQ{d/eaiv)\ 

(n-n/e„)/2 (ea-l)6A/Ka 

weW°{d/ea,v) 
Xa(WXa) Q(X/ea),µ(wxa) (q) 

pour tout A G V{n) et z e Zy. 

30. Le cas où n est premier et impair 

Si n est premier mais ne divise pas g—1, alors H1 (F, Z(G)) = 1 et tout caractère ir
réductible de SLn(Fg) est alors la restriction d'un caractère irréductible de GLN(¥Q) : 

le calcul de ses valeurs découle du travail de J.A. Green [Gre55]. Cela justifie de se 
placer ici dans le cadre suivant : 

Hypothèse. Nous supposons dans cette section, et dans cette section seulement, que 

n est premier et impair et qu'il divise q — 1. 

Notons que F agit alors trivialement sur Z(G), donc Z(G) ~ ^(G) ~ ZN. Si 
s G G*^*, alors \AG* (S)\ divise n. Si \AG* (S)\ = 1, alors tout caractère irréductible de 
£(GF, (s)) est la restriction d'un caractère irréductible de GF (voir corollaire 11.13), 
donc le calcul de ses valeurs découle de [Gre55]. Le cas intéressant est donc le cas où 
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\AG.(3)\=n. En fait, cette condition détermine complètement la classe de conjugai

son géométrique de s (voir le lemme 30.1 (a) ci-dessous). Nous poserons donc par la 

suite : 
s = diag(l,77N,77N,...,77£ ) et s = i*(s), 

ou ïin = .7(1 M) est une racine primitive n-eme de 1 unité dans lr1. Puisque n divise 
q-1 on a m G ¥q et donc s G G *F 

sem 
et s = G *f 

sem 
. Soit cn ( l , 2 , . . . , n ) E Gn=Wo 

Alors AG*(s) =(cn) et F* agit trivialement sur (cn), d'où H1 (F*, AG* (s)) = (cn). 
Si 0 ^ i ^ n — 1, on note ^ l'élément noté Scin dans 9.D. On a alors : 

Lemme 30.1. Avec ces notations, on a : 
(a) Si t G G* est tel que \AG*(t)\=n, alors (s) = (t). 
(b) {s, I 0 < i «S n - 1 } est ensemble de représentants des classes de conjugaison 

rationnelles contenues dans (s). 
(c) SiO^i^n — 1, alors CQ* (SÌ) est un tore maximal de type Cin,EC°g*(si) = 1 et 

№*(s)F | = 
( a - l ) " - 1 
gn"1 + --- + ç + l 

si i = 0, 

sinon. 

Soit maintenant zn = diag(/yn,... ,7/n) G Z(G)F. Alors ^ ( ^ 2 ( G ) ) =Zn=(Zn) 
Si 0 < j ^ n - 1, on posera Un,3 — Un,zJn pour simplifier et on notera £j le caractère 

linéaire de A G * (S) (OU ^4G* {si)) dont l'image par Ws est z3 Pour finir, on pose pi,j= 

PSi,Ej On a alors 

£(GF,(*)) = £(G*, (*),[!]) = {PM I 0 ^ 2, j ^ n - 1 } . 

Notons que 
77.-1 

J=0 
Pi,j=Psi 

Soit u un élément unipotent de G . Alors | A G ( ^ ) | divise n. Si |^4G(^) I = 1, alors 
[u]GF=[u]GF et donc la formule précédente montre que 

Pi Au) = 
Psi(u) 

n 
Ce calcul se ramène donc au calcul de la valeur d'un caractère de GF en ce qui 
se déduit de [Gre55]. Le problème intéressant est donc le calcul de pl:J en l'élément 
unipotent Un^- Le résultat, qui découle de [Leh73l (ou de [DLM97, théorème 3 .15 
(iii)], de 37.4 et du lemme 30.1 (c)), est le suivant : si 0 ^ i, j1 k ^ n — 1, alors 

(30.2) PiAun,k) = 

1 _ qin-l)/2 

n 
+ q(n-D/2 si 7 = k. 

1-q (n-l)/2 

n 
sinon. 
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31. Le cas où n = 4 

Nous supposerons dans cette section que n = 4. Comme on a pu le voir dans 
tout cet article, la difficulté du problème du calcul de la table de caractères de GF 
croit avec le nombre de diviseurs de \Z±\ =d4 = pgcd(4,g — 1). Si d4 = 1, c'est-à-
dire si p = 2, alors tout caractère irréductible de GF est restriction d'un caractère 
irréductible de GF = GL^F^), et donc la table de caractères de GF découle des 
travaux de Steinberg [Ste51b] ou Green [Gre55]. Le cas nouveau est donc celui ou 
¿¿4 ̂  2, c'est-à-dire le cas où q (donc p) est impair. 

Hypothèse. Nous supposerons dans cette section que n — 4 et que q est impair. 

On a alors 

(31.1) (Gl.a)4 = 1 et (<?2,,)2 = ( - l ) ^ 2 . 

Si de plus q — 1 est divisible par 4, alors 

(31.2) <?4,9 = -K(-\){q-l)/i. 

Fixons un élément semi-simple s G G*F , une donnée semi-simple rationnelle (d, v, x) 
associée à s, un couple (x, £) G I(W°(d, À), Ad, x), une partition À de 4 et un élément 
z G Z\. Notre but est de donner une table des valeurs de RVx ̂ [s](u\,z). Nous ne 
donnerons pas toutes les valeurs : nous nous restreindrons aux cas où ces valeurs ne 
se déduisent pas directement de la connaissance de la table de caractères de GL^Fg) 
(voir [Ste51b] ou [Gre55]). 

Tout d'abord, d'après 23.6, on peut se ramener au cas où £ = 1, ce que nous 
supposerons par la suite. De plus, si d\ = 1, alors, d'après la proposition 23.15 et 
d'après 23.6, on a Rr]x ^[s](u\) = £(x)7Z(s)^(u\)/\Ad(x)x\^ et donc nous n'étudierons 
pas de cas. Par suite, nous supposerons que À = (2, 2) ou À = (4). 

Commençons par le cas où A = (4). On note (2 le caractère linéaire d'ordre 2 de 
Z4 et, si ¿¿4 = 4, on note £4 un caractère linéaire d'ordre 4 de Z4. Il résulte de la 
formule 29.9 et de 31.1 et 31.2 que 

(31.3) 

\ , i W K 2 ) = 

0 si X ^ 1, 

s(x) siX = l e t |A3| = 1, 

six) 

2 
(l + ( - l ) ,(9-l)/2 (q-1)/2 si X = 1 et 1^51=2, 

six) 
4 

(l + qC2(z) 

-yr(-1)(q-1)/4q3/2 (C4W + C4W-1)) si X = 1 et I-ASI=4. 

Notons que le dernier cas ne peut se produire que lorsque 6/4 = 4, c'est-à-dire lorsque 

4 divise q — 1. 
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Étudions maintenant le cas où A = (2,2). Si |Ad(x)x| = 1, alors, d'après 23.15, 
Rr]x 1 [s] est la restriction à G F d'un caractère irréductible de G F , donc nous ne nous 
intéresserons pas à ce cas. Supposons donc que |T4^(X)x| ^ 2. Notons a l'élément de 
Ad d'ordre 2. Identifions le groupe Z22 avec {1 , -1} . Alors u(a) se factorise en un 
caractère linéaire de Z22 et on a u{a){z) — z. La formule 29.9 et la formule 31.1 
montrent que 

(31.4) RlxA[s\{u22,z) = 
£{x) 

\Mx)x\ 
1 

\W°(d,v)\ E 
w£W°(d,v) 

Xi{wx)Q22,n(wx){q) 

+ 
(_l)(« - l) /2 z g 2 
\W°{d/2,v)\ E 

weW°(d/2,is) 
XaXi{wx)Q22,n(w (<?)) . 

À la fin de ce chapitre, nous donnons la table des valeurs du caractère RVx 1 [s](u) 
en u G {1,^22,1,^22,-1} en fonction de la donnée semi-simple rationnelle (d, z/, x) as
sociée à s et du caractère x G IrrW°(d, X). Nous nous sommes restreints aux cas 
où |Ad(x)x| ̂  2. Dans cette table, lorsqu'une donnée semi-simple rationnelle est sur
montée de l'exposant (l\ cela signifie qu'elle ne peut exister que lorsque q = imod4. 
D'autre part, nous avons posé, pour simplifier, eq = ( — l ) ^ - 1 ) / 2 . 

32. Questions en suspens 

1. I l serait intéressant d'étudier les questions abordées dans ce chapitre (séries de 
Harish-Chandra, décomposition de Jordan, calcul de la table de caractères) dans le 
cas des groupes de type A non nécessairement déployés. Concernant la question de la 
décomposition de Jordan, il faudrait établir l'analogue de [Bon99a, bijection 7.4.3]. 
Pour la commutativité de l'analogue du diagramme 27.1, i l suffirait d'établir le pen
dant de [Bon99a, théorème 7.3.2]. 
2. A travers le théorème 23.9, on obtient un paramétrage des caractères irréductibles 
de G F par les paires (x, £) en utilisant seulement un caractère de Gelfand-Graev de 
G F . Dans le cas déployé, un autre paramétrage par les paires (x,£) a été obtenu 
par Shoji [Sho98] (ou encore [BonOOb]) en utilisant les caractères de Gelfand-Graev 
généralisés. I l serait intéressant de relier ces deux paramétrages. Cela permettrait de 
relier les transformées de Fourier introduites ici et les caractères fantômes définis par 
Shoji dans [Sho06]. 
3. I l doit être possible de terminer le calcul complet de la table de caractères de 
SL 4 (F , ) . 
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(d, x) X 1 W22.1 «22,-1 

(4, 1,1)(1) 

1 (g+l)2(g2 + l)(g2+g + l) 
4 

(<7+l)3 

4 
(-g2 + 2g+l)(g + l) 

4 
(4,1,(1,2,3,4))(1) 

1 (g-l)(g 2 -l)(g 3 -l) 
4 

(g - l)(l+g2) 
4 

(g-i)(i-g 2) 
4 

(4,1,(1,3)(2,4))̂  1 (g-l)(g2 + l)(g 3-l) 
4 

<73 + 3g2 - g + 1 
4 41 9

3 - g2 + g - 1 
4 

(4,1,(1.4,3,2))(1) 1 (g-l)(g 2 -l)(g 3 -l) 
4 

(g-i)(l + g2) 
4 

(g-i)U-g 2) 
4 

(4,1,(2,4))(3) 

1 (g 4-l)(g 2+g+l) 
2 

93 + g2 - g - l 
2 - g + g + g + 1 

2 

(4,1.(1.2)(3,4))̂  1 (g-l)2(g2 + l)(g2 + g + l) 
2 

g3 + g2 - g + 1 
2 161 g3 - 3g2 + g - 1 

2 

(2,11,1) 1 (g+l)2(g2 + l)(g2+g+l) 
2 

2g2 + 3g + 1 
2 -

(s+1)(q) 
2 

2g'2 + 3g + 1 
2 1 

jql 
2 

(2,11,(2,4)) 1 (g4-l)(g2+g + l) 
2 - 9+1 

2 
(i+^g2) -

9+1 
2 

(1 - £g92) 

(2,11,(1,2)(3,4)) 1 (g-i)2(g2 + i)(g2 + g + i) 
2 

2g2 - g + 1 
2 -

9 2"9 3 

2 
2g2 - g + l 

2 sq+1 
92~93 

2 

(2,11,(1,3)(2,4)) 1 (g-l)2(g2 + l)(g2+g + l) 
2 

2g2 - g + 1 
2 x+1 

93 + 92 

2 
2g2 - g + 1 

2 x+2 
93+92 

2 
(2,11,(1,2,3,4)) 1 (g-l)3(g + l)(g2 + g+l) 

2 
9-1 

2 
(1+^9 ) 9-1 

2 
U-^9 2) 

(2,2,1) 1 M 1 (92 + l)(92+9+l) 
2 

9+1 
2 + 1 +Sq 

2 
2 

9 
9 + 1 

2 + i - ^ 
2 

2 
9 

m2 92(92 + l)(92+9+l) 
2 

92(l + cf/g) 
2 

92(1"^9) 
2 

(2,2,(1,3)(2,4)) 1 Kl 1 (9- l)(9 3 - l ) 
2 

1-9 
2 + 1 +£q 

2 
2 

9 
1-9 

2 + 1-e* 
2 

2 
9 

1OE g 2(g-l)(g 3-l) 
2 

g2(l+£qg) 
2 

92(1 -eqq) 
2 

TABLE DES VALEURS DES CARACTÈRES DE SL 4 ( F g ) 

EN LES ÉLÉMENTS UNIPOTENTS 
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P R O D U I T S E N C O U R O N N E 

Nous allons rappeler dans cet appendice quelques faits sur les caractères de produits 
en couronne de groupe finis. Nous reprendrons essentiellement ce qui est fait dans 
[Bon99a, §2]. 

Dans cet appendice, r, d\,..., dr désigneront des entiers naturels non nuls. On fixe 
des groupes finis Gi,..., Gr et on pose 

G° = 
r 

n 
•¿=1 

(Gi x ··· xGi). 
di fois 

On fixe aussi un morphisme de groupes A —• &d1 x · · · x &dr- Alors A agit sur G° 
via ce morphisme par permutation des composantes et on pose 

G = G° x A. 

33. Extension canonique 
33.A. Définition. — Si x est un caractère irréductible de G°, on note A(\) son 
stabilisateur dans A et G(x) son stabilisateur dans G. On a G(\) = G° x A(x). La 
proposition suivante est classique et sa preuve peut par exemple être trouvée dans 
[Bon99a, Proposition 2.3.1] : 

Proposition 33.1. — Soit x un caractère irréductible de G°. Alors il existe une unique 
extension x de x à G(x) telle que x(a) soit un entier naturel non nul pour tout 
a G A(x). 

Soit X(G°, A) l'ensemble des couples (x,£) où x G IrrG° et £ G lu A(x). Le groupe 
A agit par conjugaison sur T(G°,A) et, par la théorie de Clifford, l'application 

(33.2) I(G°,A) Irr G 
(x ,0 l n d g ( x ) ( x ® 0 

induit une bijection entre X(G°,A)/A et Irr G. 
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Le caractère irréductible x de la proposition 33.1 sera appelé Y extension canonique 
de x à G(x). Soit a e A. Dans [Bon99a, 2.2], l'auteur a construit une application 

(33.3) 7Ta : G°a Goa 

induisant une bijection bien définie entre l'ensemble des classes de conjugaison de 
G° x (a) contenues dans G°a et l'ensemble des classes de conjugaison de (G°)a ainsi 
qu'une bijection 

(33.4) (Irr G°)a Irr((G°)a) 
X Xa-

Si x G (IrrG°)a, nous noterons xa la restriction de x à G°a. Alors (x a) xe(irrG°) a 

est une base orthonormale de Cent(G°a). Ces deux applications satisfont la propriété 
suivante : si x est un caractère irréductible de G° et si a G A(x), alors 
(33.5) X M = Xa(na(w)) 

pour tout w G G°a. Rappelons aussi que 7ra(a) = 1 donc x(a) = x a ( l ) - D'autre part, 
l'application jra induit une application linéaire 

(33.6) < : Cent((GT) Cent(G°a) 
f f °7Ta 

et l'égalité 33.5 montre que c'est une isométrie. 

Exemple 33.7. — Nous rappelons ici la définition de ces deux applications dans un cas 
particulier dont le cas général peut aisément se déduire par produit direct. Supposons 
que r = 1 et posons d = d\. Supposons aussi que a(w\,... ,Wd) — (w<i,wi,. . . ,Wd-i). 
Alors G\ — {G°)a et, via cet isomorphisme, 

7Ta(wi, ...,Wd)=W1...Wd 

et 
IrrC7! (Irr G°)a 

X X 0 · · · 0 X 

d fois 
est la bijection réciproque de la bijection 33.4. 

33.B. Induction. — Fixons maintenant a G A et une famille ( i ^ j ) i ^ % ^ r , i ^ j ^ du 
où Hij est un sous-groupe de G{. On pose 

H° = 
r 

n 
2=1 

(Hn x ··· x Hidi) 

et on suppose que H° est a-stable. Alors la restriction de 7ra à H°a est l'analogue de 
7ra pour le groupe H° et on a encore une isométrie toujours notée 7r* : 

Cent((iT) a) Cent(iJ°a). 

ASTERISQUE 306 



34. PRODUITS EN COURONNE DE GROUPES SYMÉTRIQUES 145 

D'autre part, il résulte de [Bon99a, lemme 3.2.1] que le diagramme 

(33.8) 

Cent((#°) a) 
IIa* 

Cent(H°a) 

Ind ( G ° ) a  
m u ( # ° ) a T AG°CL 

C e n t ( ( G ° ) a ) 
IIa 

• Cent(G°o) 

est commutatif. 

Proposition 33.9. — On a : 
(a) Six e (lrrG°)a, alors 

I n d e x a = E 
Ç6lrrG(x)/G° 

^ (a ) Indg ( Y ) ( x ® 0 -

(b) L'application Indgoa a pour image Vespace des fonctions centrales sur G qui 
s'annulent en dehors de G°[a], où [a] est la classe de conjugaison de a dans A. 

Démonstration. — (a) Par la transitivité de l'induction, on peut supposer, et nous 
le ferons, que G(x) = G. Notons A! = (a) et G' = G° x A!. Nous noterons x' la 
restriction de Y à ff. D'après 1.3, on a 

Indgo ax„=Indg, E 
ξ£Α'Α 

E(a)-1 (XOE) 
. 

Par conséquent. 
Indgoa Xa = X <8> Inda 

E 
EE A'^ 

E(a)-1 
e . 

I l ne reste donc plus qu'à montrer que 

Indi , E 
EE A'^ 

E (a) E = E 
£Elrr A 

E(a)E, 

ce qui est évident. 
(b) D'après les formules données dans la preuve de 1.3, l'application Indgoa a pour 

image l'espace des fonctions centrales sur G' nulles en dehors de G°a. (b) en découle 
car toute classe de conjugaison de G contenue dans G°[a] rencontre G°a. 

34. Produits en couronne de groupes symétriques 

Nous ferons dans cette section l'hypothèse suivante : 

Hypothèse. — Jusqu'à la fin de cette section, nous fixons une famille d'entiers natu
rels non nuls (nl)i ^ l ^ r et nous supposons que G% = &ni, Ie groupe symétrique de 
degré ni. 
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Si n est un entier naturel, nous notons V(n) l'ensemble des parti t ions de n. Notons 

< l'ordre de dominance sur V(n) (voir par exemple [GPOO, définition 5 . 4 . 6 ] ) et < 

l 'ordre de dominance strict. Fixons un entier i G { l , 2 , . . . , r } . Notons Si : Gt —> 

{1, —1} la signature. Si A = ( A i , . . . , Xx) est une parti t ion de n^, nous noterons Gl:\ un 

sous-groupe (parabolique) de G{ isomorphe à 6 A L x • • • x &\ : r (sous-groupe de Young). 

Nous noterons A* la parti t ion duale de A. Notons XA l 'unique caractère irréductible 

commun à Ind^j x 1G, a et e 2 0 l n d ^ ' ^ 1G ? a* (voir [GPOO, théorème 5.4 .7]). Toujours 

d'après [GPOO, théorème 5 .4 .7] , on a 

(34.1) Ind Gi 
G,.x 

1 ^ — XA + 

X<fi 
Êyµ X µ 

Revenons à notre groupe G°. Nous noterons V l'ensemble des familles A = 

(A Z J )l <C i ^ r , l ^ Jd, OÙ Yij est une part i t ion de ni. Le groupe A agit naturellement 

sur V par permutat ions. On définit l 'ordre de dominance 0 sur V par produit direct 

des ordres de dominance. Soit 

GY= 
T 

1=1 
(Gi,Xn X • • • X Gi,Yidi 

et nous notons A\ le stabilisateur de À dans A, c'est-à-dire le normalisateur de G°x 

dans A. On pose 
Gx = G°xx Ax. 

Nous noterons XA le caractère irréductible de G° défini par 

XA = 
r 
7-1 IXXii R...r XYidi). 

Il est facile de vérifier que 
A(xx) = Ax. 

Notons V+ l'ensemble des couples (A,f) tels que A G \V/A] et E C I R I ' ^ A - POSOIIS 

maintenant 

Xy+,E = Ind G 
G°xAx 

{Xx <8> 0 

et IIy,e= Ind 
G 

gy E 

Alors l 'application P + ->1(G°,A\ ( A , 0 ^ ( X A , 0 induit une bijection entre V+ et 

I(G°,A)/A. Par conséquent, l 'application 

P+ I r r G 

( A , 0 X+y,E 

est bijective. 

Provosition 34.2. Si ( A , 0 E P+, alors 

x.i - X 
+ 
Ye -f 

(µ,E')EP+ 
Y<µ 

ßy,E,µ,E X 
+ 
µ,E 

ou ßy,E,µ,E' G N. 
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Démonstration. — Tout d'abord, remarquons que, si le résultat de la proposition est 
vrai lorsque A = A\, alors il est vrai dans le cas général. Nous pouvons donc supposer, 
et nous le ferons, que A — A\. 

Soit (µ, E') e V+ tel que (Ilx,^ X ^ , ) G ï 0. Alors 

(Resgo n A , 6 Resg 0 Xµ,E)G0 ^ 0. 
Mais, par la formule de Mackey 

Resgo I U , € = £(1) E 
ae[A/Ax] 

Indgo lGo 
CraA W A 

et Resgo x + e , = e(i) E 
ae[A/A^} 

Xa^-

Par suite, il existe a G A tel que (IndGo^ 1G°A, X^)G° / 0. D'après 34.1, ceci implique 
que /x = aÀ ou que aX<\fi. Dans le premier cas, on a alors À = ¡1 car A et /z parcourent 
[P/A]. I l nous reste donc à montrer que, si £ et £' sont deux caractères irréductibles 
de A\, alors 

(*) (II,e,X,qlk,se)G = 1 si ξ = ξ' 
0 sinon. 

Puisque A = on a 
(IIY,E, XA,E)G = <£ ,^Resg A XA)G A 

= 1 
AY E 

a£Ax 

E(a)E 1 
GY 

E 
wEGy 

X\{wa) . 

I l nous suffit donc de montrer que, pour tout a G A\, 

(**) 1 
\G°X\ E 

u G Gs 

X\(wa) = 1. 

mais, 
1 

GA 
E 

mEG 
X\(wa) = (lG°a,ResgoAXA)GAa 

= ( I n d g > 1G° a, Resgoa X A ) G o a 

= ( Indg> 1G° a, Resgoa XA)Goa 

= 1, 

l'avant-dernière égalité découlant de la commutativité du diagramme 33.8, la dernière 
découlant de la formule 34.1 appliquée au groupe (G°)a. 

Les deux corollaires suivants découlent facilement (par une récurrence descendante 
sur b\) de la proposition 34.2. 
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Corollaire 34.3. Z Trr n = 
(Y,E) EP+ 

ZIIY,E 

Corollaire 34.4. Soit rj G Cent (G). Alors les conditions suivantes sont équiva
lentes : 

(i) T] € ZIr rG. 
(2) Pour tout (Y,E) EP+ (Res G 

CA 
n,E)Gy G Z. 

35. Extension canonique, extension préférée 

Soit (W°,s) un groupe de Coxeter cristallographique fini. Notons Autc0xeter(^°, S) 
le groupe des automorphismes a de W° tels que <r(S) = S. Fixons un groupe fini A 
et un morphisme de groupes A —• Autc0xeter(W/0, 5). A travers ce morphisme, A agit 
sur W° et on peut former le produit semi-direct W = W° xi A. 

Soit x un caractère irréductible de W°. Si a G A(x), Lusztig [Lus85, chapitre IV, 
§17] a défini une extension de x à W° xi (a), appelée extension préférée dont une 
des propriétés est que la représentation sous-jacente est définie sur Q . Nous voulons 
montrer ici la proposition suivante : 

Proposition 35.1. Il existe une unique extension de x à W° x A(x) dont la restric

tion à tout sous-groupe W° x (a), où a parcourt A(x), soit Vextension préférée de 
Lusztig. 

Démonstration. — L'unicité de l'extension vérifiant les conditions de l'énoncé est 
évidente. Montrons en l'existence. Tout d'abord, nous pouvons travailler à conjugaison 
près par un élément de A en raison du lemme suivant (dont la preuve est immédiate) : 

Lemme 35.2. Soient a et b deux éléments de A. Notons x l'extension préférée de 
Lusztig à W° x (a). Alors bX est l'extension préférée de Lusztig de bx à W° x (bab-L). 

Nous pouvons supposer, et nous le ferons, que A = Autcoxeter(^°, S) et que le 
morphisme A —» Autc0xeter(^°, S) est l'identité. Par produit direct, on peut aussi 
supposer, et nous le ferons, que A(x) agit transitivement sur l'ensemble des com
posantes irréductibles de W°. En d'autres termes, W° est un produit direct de d 
copies d'un groupe de Coxeter cristallographique fini irréductible (Wi,Si), on peut 
écrire x = Xi ^ ' ' ' ^ Xd où, pour tout i, Xi est un caractère irréductible de W\, 
A = (Ax)d x 6d, où Ai = AutCoxeter(^1, Si) et l'image de A(x) dans <5<¿ est un 

sous-groupe transitu de b ^ . 
Soit i G i l , 2 , . . . , d j . Puisque l'image de A(Y) dans &d est un sous-groupe transitif, 

il existe o- G ed et (6i, . . . ,6d) G (AiV* tels que (T(l)=i et <j.(6i,... ,6d) £ AM- En 

particulier, bi Xi = Xi- Par conséquent, il existe ( a i , . . . ,a<¿) G (Atf tels que, pour 
tout i, on ait Xi = aiXi-
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Notons r le cycle de longueur d égal à (1, 2,. . . , d). Alors, quitte à remplacer x 
par ( aiv,ad)^ ( e n utilisant le lemme 35.2), on peut supposer, et nous le ferons, que 
Xi = · · · = Xd- En particulier, A(X) = Ax(xi)d x & d . 

Supposons démontré le résultat lorsque d = 1. Notons alors x i l'extension de x i à 
W\ x Ai(xi) telle que Res^j*^*1^ x i soit l'extension préférée de x\ à W\ x Ai (x i ) . 
Alors l'extension canonique de x i 0 · · · 0 Xi k W = (Wi x Ai)d x 6^ vérifie les 
conditions de l'énoncé. 

On est donc ramené au cas où d — 1, c'est-à-dire au cas où W° — W\ est irréduc
tible. On peut même supposer que A(x\) ^ 1. Dans ce cas, à part lorsque W\ est de 
type D4, Ai est cyclique d'ordre 2 et le résultat est évident. Supposons donc que W° 
est de type D4. Alors A ~ 63. Deux cas peuvent se produire : 

• Si 3 ne divise pas |A(x)|, alors |A(x)| = 2 et le résultat est évident. 
• Si 3 divise |A(x)|, alors, d'après [Lus84a, proposition 3.2], A(x) = A et il existe 

une extension x' de x à W° x A(x) dont la restriction à W° x (b) est l'extension 
préférée de Lusztig lorsque b G A est d'ordre 3. Notons e le caractère signature de 
A ~ 63. I l est alors clair que x' ou x''<g>e satisfait aux conditions de la proposition. 

L'extension de x vérifiant les conditions de la proposition précédente sera appelée 
Y extension préférée de x à W° x A(x). 

Corollaire 35.3. — Si A agit sur W° seulement par permutation des composantes ir
réductibles, alors Vextension préférée de x à W° x A(x) est Vextension canonique. 

Corollaire35.4. — Soit A! un sous-groupe de A et posons W' = W° x A'. Soit 
X G IrrVF° et notons x (respectivement x') Vextension canonique de x à W(x) (res
pectivement W'{x)). Alors x' est la restriction de x. 
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S O M M E S D E G A U S S 

Le but de cet appendice est de donner des formules pour les racines de l'unité 
£(G, C) lorsque ( e ^ C

A
U S(G) est F-stable. D'après [DLM97, proposition 2.4], £(G, C) 

peut être décrit par un produit de sommes de Gauss. Dans la section 36, nous rappe
lons quelques propriétés générales des sommes de Gauss. Nous appliquons ces résultats 
dans la section 37 pour calculer explicitement les racines de l'unité. 

Notation. - Nous noterons r l'entier naturel non nul tel que q = jf. 

36. Sommes de Gauss 
Un caractère additif x i : ¥p —>· Q£

X non trivial a été fixé dans le §14.B. Si s G N*, 
on rappelle que xs : ¥p, —> Q£

X est défini par \s = Xi o Tr S 7 où Tr6. : Fp* —> ¥p est la 
trace. Si s G N* et si 9 : F^, —>· Q^X est un caractère linéaire, nous noterons 

GsiP) = E 

xEFp 

9(x)xs(x) 

la somme de Gauss associée. La première identité sur les sommes de Gauss est bien 
connue : si 0 est non trivial, alors 

(36.1) Gs{0)Qs{9-l)=fO{~\). 

Nous allons maintenant traiter un cas particulier intervenant dans le groupe spécial 
unitaire (voir la preuve de la proposition 37.4). I l s'agit des sommes de Gauss de 
la forme ^2r(#), où 6 est un caractère linéaire non trivial de Fq tel que 6q+l = 1 
(rappelons que q = pr). Tout d'abord, notons qu'un tel caractère est trivial sur F^ 
(surjectivité de la norme). I l découle alors de la formule 36.1 que Q{6) = ±q. Nous 
allons déterminer exactement le signe. 
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Pour cela, notons Tr : ¥q2 —> ¥q la trace. Elle est surjective et F -̂linéaire. Donc 
il existe £ G F*2 tel que Tr£ = 0, de sorte que KerTr = Fg£. Si q est pair, alors 
KerTr = ¥q (donc on peut prendre £ = 1). Si q est impair, £ est un élément de F*2 

tel que £ 2 appartient à ¥q mais n'est pas le carré d'un élément de F q . Alors, si 8 est 
un caractère linéaire non trivial de F*2 tel que 0q+l = 1, on a 

(36.2) Ö2r(0)=0(O<?. 

Remarque. — On a toujours £ 2 G F*, donc 0(£) G {1 , -1} . De plus Q(£) ne dépend 
pas du choix de £. Notons aussi que, si q est pair, on a £ G F* donc 0(E) = 1. 

Preuve de 36.2. — Nous remercions J.L. Waldspurger pour nous avoir présenté la 
formule 36.2 ainsi que l'argument suivant. Tout d'abord, puisque 0 est trivial sur F*, 
on a 

G2A0) = 
1 

q-\ E 
xGFx

2 

E 
2/e F,* 

ö(xy)Xr(Tr(.T)). 

Par un changement de variable évident, on obtient 

G2A0) = 1 
9 - 1 E 

x£Fx 

E 
y€F* 

«(r)\,.(//T.-:.rii 

= 
1 

q-1 E 
x£Fx 

6(x) E 
3/eF* 

Xr(yTr(x)) 

= 1 

q-1 ( 9 - 1 ) E 
xGFx n KerTr 

0(:r) - E 
XGFX

2 

Trx̂ O 

6(x) 

= 
1 

9 - 1 
q E 

xGFx nKer Tr 
6(x) - E 

xGFx 

0(z) 

Puisque 0 est non trivial, la deuxième somme est nulle. Puisque KerTr = ¥q^ et 
que 6 est trivial sur F*, la première somme vaut (q — 1)0(£). Au bilan, il nous reste 
G2AÔ) = 9(t)q. 

Nous terminons cette section par un cas particulier classique, dû à Gauss. Sup
posons ici p impair. Soit L s : F*s —• {1 , -1} le caractère de Legendre, c'est-à-dire 
l'unique caractère d'ordre 2. La formule 36.1 montre que Às = p~s^2Çs(Ls) est une 
racine quatrième de l'unité. Sa valeur dépend du choix de \\ ainsi que du choix d'une 
racine carrée de p dans Q£. Posons i = 7(1/4) (rappelons que j : Q —» Q£ est le 
morphisme de groupe de noyau Z défini dans la sous-section l.B). Alors i est une 
racine primitive quatrième de l'unité. Si p = lmod4, on prend p1/2 = Gi{L>i). Si 
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p = 3mod4, on prend p1/2 = i lGi{L\). I l résulte de 36.1 que p1/2 est bien une 
racine carrée de p. Alors, d'après [Gau02, VII.356], on a 

(36.3) As = ( - i r 1 si p = 1 mod 4, 
(-1)s-1is si p = 3 mod 4. 

Ayant fixé une racine carrée de p, nous poserons, pour tout s G Z, g s / 2 = {p1^2)rs. 

37. Calcul de S(G,C) 
37.A. Propriétés générales. — Rappelons qu'il a été fixé un morphisme injectif 
K, : F x ^ Q^X qui fournit, par restriction à F* un caractère linéaire que l'on notera 
encore K. Avant d'exprimer Ç(GX) sous forme d'un produit de <5s(ftm), nous aurons 
besoin de quelques notations. Notons (vu^aeAo 1& Q-base de F(T 0 /Z(G)°) duale de 
Ao- Notons Ao/0o l'ensemble des orbites de 0o dans AQ. Pour finir, si LU G AQ/^O, 
notons G UJ un représentant et ru l'entier naturel non nul tel que F^ ' = pTuaUJ. 

Soit C e HL{F,Z{G))A. Fixons C G X(T 0/Z(G)°) tel que C = « o R e s ^ ( G ) ° C 
Alors, d'après [DLM97, proposition 2.4], on a (qW - 1 ) (C ,^ ) T o G Z pour tout 

G Ao/0o (car (F — 1)(C) est trivial sur Z ( G ) ) et 

(37.1) a ( G , C ) = 7 ? G g - ' r g - ' " ( G ) n 
ω£Α0/φ0 

g R W (K, ( j y r "~ 1 ) ( ^ w ^)To) . 

I l est immédiat que le membre de droite ne dépend pas du choix de K,, ce qui est sou
haitable. Nous allons maintenant rappeler quelques propriétés des nombres (?(G,£). 

Soit G un groupe réductif connexe muni d'un endomorphisme de Frobenius F : 
G —-> G défini sur F^ et soit TT : G —» G un morphisme isotypique défini sur ¥q. Alors 
7r induit un morphisme surjectif Z { G ) —» Z ( G ) et, si on note alors £ = Ço7r G Z (G) A , 
alors il découle facilement de 37.1 que 

(37.2) S(G,C) = S(G,C). 
D'autre part, si G = Go x · · · x Go (fc fois) et si F permute transitivement les 
composantes Go, notons ("o £ HL(FK, Z(GQ)) le caractère correspondant à C- On a 

alors, d'après [DLM97, preuve de la proposition 2.5], 

(37.3) ÉKG,o = 0(Go,Co). 
Ici, £(Go,Co) est calculé en utilisant l'isogénie F K . 

37.B. Cas cuspidal. — Nous supposons maintenant que ( G Z^US(G) et que ( 
est F-stable. Alors toutes les composantes irréductibles de G sont de type A. Par 
suite, compte tenu de 37.2 et 37.3, i l suffit de calculer G [ G , Q lorsque G = SL n (F) 
et F = ak o F n a t , où k G {0,1}, F n a t : G —» G est l'endomorphisme de Frobenius 
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déployé sur ¥q et a : G —» G, g ^ Jlg 1 J . Ici, J désigne la matrice monomiale dont 
les coefficients sur la deuxième diagonale sont tous égaux à 1. 

Proposition 37.4. — Supposons que G — SL N (F ) et que F — ak o Fnat, où d E {0,1}. 
O72 pose e — ( — l)d. Soit ( G Z^US(G) et supposons que ( est F-stable. Alors ( est 
d'ordre n, n divise q — e, et : 

0(G ,C) = 
1 si n est impair, 

- A r ( - l ) (q-e)(n-2) 
8 si n est pair. 

Remarque. — La formule de la proposition précédente est close grâce à 36.3. 

Démonstration. - Le fait que ( est d'ordre n découle de la table 7.3. Par conséquent, 
( est injectif et F-stable, donc F agit trivialement sur Z(G). Par conséquent, n divise 
q — e car F agit sur Z(G) par élévation à la puissance eq. En particulier, n est premier 
à p. Nous aurons besoin de quelques notations. On numérote les n — 1 racines simples 
comme suit : 

a1 
CX2 Οίη-1 

Notons pour simplifier wj = VD^ pour 1 ^ j ^ n — 1. I l existe alors un entier k G Z 
premier à n tel que, pour tout 1 ^ j ^ n — 1, on ait 

(C,^y>T() = 
kj 
n 

modZ. 

• Commençons par étudier le cas déployé (c'est-à-dire d = 0, ou encore e = 1). 
Alors (/>o est l'identité et on a 

G(G,0 = (-4)n-1q-182 n-1 
n 
.7 = 1 

0r ( ( K ( ' - 1 ) / n ) f e j ' ) 

= ( - î r V ^ 
n-1 
n 
J = l 

a , . ( (K ( «- 1 ) / n ) j ' ) , 

la dernière égalité découlant de ce que k est premier à n. Notons 7 le caractère linéaire 
K(q-i)/n c i c jpx_ g n r e g r o U p a n t j et n — j et en utilisant 36.1, on obtient : 

G(G,() = 7 ( - l ) 1 + 2 + - + ^ si n est impair, 
- A , . 7 ( - l ) , + 2 + " + 1 ^ si n est pair. 

Si ç est pair, alors n est impair et ft(-l) = ft(l) = 1, donc 7( —1) = 1, ce qui 
montre le résultat dans ce cas. Supposons maintenant q impair. Alors K(—1) = — 1 
et 7(—1) = ( — \Yq~l^n. Cela montre le résultat annoncé si n est pair. Lorsque n est 
impair, alors (q — l)/n est pair donc 7( —1) = 1, comme attendu. 
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• Étudions maintenant le cas où d = 1, c'est-à-dire e = — 1. Alors 00 O J ) =an-j 

pour tout 1 ^ 7 ^ n - 1 Deux cas se présentent : 

G(G,Ç) = 

q — 11 —1 2 

(n-l)/2 

j=1 
G2r((k (g2-l)/n\/cjx si n est impair, 

-Xrq j=1 2 

(n-2)/2 

j=1 
^2r((^ (q2-l)/n\/cj\ sinon. 

Notons 7 la restriction de k 
k(q2-l)/n à F X 

q2 
Alors 7 est non trivial et 7Q+1 = 1 car 

n divise q + L = q — e. Notons, comme dans la preuve de 36.2, £ un générateur du 
noyau de la trace Tr : ¥q2 ^ WG. D'ADRÈS 36.2. ON A 

Q(G,C) = 
7(E) 1+2+--- + n-l 

2 si n est impair, 

-Ar7(ç> 1+2+--- + n-2 
2 si n est pair. 

Si q est pair, alors n est impair et 7 ( 0 = 1 car E E Fxq et 7 est trivial sur F*. 

Supposons maintenant que q est impair. Lorsque n est impair, alors m2 = 7 ( O N = I 

(car C G F* et 7 est trivial sur fxq et donc 7 ( 0 = 1, ce qui montre le résultat 

attendu. Supposons maintenant n pair. Alors q et k sont impairs et on peut prendre 

e=Eo 
(g+i)/2 ou Ço est un générateur de Fx2. On a alors 7 (0 = «(4o (42-l)/2 vfc(q+l)/n 

Or >(92-l)/2 _ 1 
SO 5 donc y(E)=(-1)k(q+1)/n = (_1)(<7+1)/^ Cela termine la preuve 

de la proposition. 

Corollaire 37.5. Soit F.G^G un endomorphisme de Frobenius de G sur F, . 
Soit C e 2 A 

eus 
(G). On suppose que C est F-stable et F'-stable. On note Ô'(G,C) 

l'analogue de la constante Q(G,() calculée en utilisant l7endomorphisme de Frobenius 
F'. Alors 

G'(GX) = G(GX). 

Démonstration. — En utilisant 37.2, on se ramène au cas où G est semi-simple et 
simplement connexe, ce que nous supposerons par la suite. Par produit direct, on 
peut même supposer que G — SLn(F)m, où m est un entier naturel non nul. On 
note Gi la i-ième composante quasi-simple de G : on a donc Ĝ  ~ SLn(F). On 
note a (respectivement a') la permutation de E = {1, 2 , . . . , m} telle que F(Gi) = 
Gff(i) (respectivement F'(Gi) = G ^ ^ ) . Si n est impair, il résulte de 37.3 et de la 
proposition 37.4 que Ç(G, C) — ^'(G, (") = !. Nous supposerons donc que n est pair. 

Si eu G E/a (respectivement LU G E/a'), on note eu (respectivement e'^) l'élément 
de {1 , -1} défini ainsi : fixons un représentant i^ de UJ et posons 

Ew= 
1 si F|w est un endomorphisme de Frobenius de Giw déployé sur V i , 

- 1 sinon 
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(respectivement 

Ew = 1 si F'I^I est un endomorphisme de Frobenius de G^ déployé sur Fg|u,|, 
- 1 sinon). 

I l est à noter que ne dépend pas du choix de iu. De plus, n divise q|w|—ê . D'après 
37.3 et la proposition 37.4, on a : 

a ( G , o = n 
ω£ΕΙσ 

( - A r M ) ( - l ) -e )̂(n-2) 
8 . 

D'après 36.3, on a — À r s = (—Àr)s pour tout entier naturel non nul s. Par conséquent, 
si {n^ueE/a e s t u n e famille d'entiers relatifs impairs, on a 

0(G ,O = ( - A r ) M ( - 1 ) n-1 8 Eu,6E/<7nw(9|U'L^)I 

Posons k — \E/cr\ et notons E/a = {LUI, . . . , u>k}- Nous allons maintenant 
faire un choix particulier pour la famille (nUJ)u;eE/(T. Si i ̂  1, posons nUJi = 
eUl •.Ewiq|w1|+…+ |wi-1|. Alors E ^ ^ n ^ H ~ e«) = £Qm ~ ±, oh e = Y[„eE/ae„. 
Par suite, n divise eqm — 1 et 

G(G,C) = (-K)m ( - 1 ) 
n(n-2) 

8 
qm-1 

n . 
De même, si on pose e' = ELe^/cr' £L> o n a 

Ê?'(G,C) = ( -A r ) r o ( - 1 ) 
n(n-2) 

8 
e'qm-l 

. 

Si n = 2, alors on a facilement que (/(G, £) = <5'(G, £). Si n > 2, alors il nous suffit de 
montrer que e = s'. Mais, n divise eqm — 1 et s'a™ — 1. Donc n divise e — e'. Comme 
n > 2, on obtient que e = e'. 
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