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SPECTRE AUTOMORPHE DES VARIETES
HYPERBOLIQUES ET APPLICATIONS TOPOLOGIQUES

Nicolas Bergeron, Laurent Clozel

Résumé. — Ce texte comporte deux parties. Dans la premiére nous étudions le spectre
automorphe des variétés hyperboliques. Nous montrons en particulier un théoréme « a
la Selberg » sur la premiére valeur propre du laplacien sur les formes différentielles
des variétés hyperboliques complexes de congruence. Notre démonstration passe par la
théorie des représentations; a ce titre nous tentons de faire un effort de vulgarisation
de la théorie moderne des formes automorphes & 'attention d’éventuels lecteurs géo-
métres. Dans la deuxiéme partie du texte nous appliquons les résultats de la premiére
partie a I’étude de la topologie des variétés hyperboliques complexes ; nous obtenons
en particulier un théoréme de relévement de classes de cohomologie. La motivation
principale de ce travail est donnée par les conjectures d’Arthur : celles-ci impliquent
des restrictions trés fortes sur le spectre des variétés arithmétiques qui a leur tour im-
pliquent des propriétés conjecturales sur la géométrie des variétés hyperboliques. Ce
texte fournit, outre des énoncés précis, la preuve de formes affaiblies de ces conjectures
dans des cas particuliers.

Abstract (Automorphic spectrum of hyperbolic manifolds and topological applications)
This book is made of two parts. The first is concerned with the differential form
spectrum of congruence hyperbolic manifolds. We prove Selberg type theorems on
the first eigenvalue of the laplacian on differential forms. The method of proof is
representation-theoretic; we hope the different chapters may as well serve as an in-
troduction to the modern theory of automorphic forms and its application to spectral
questions. The second part of the book is of a more differential geometric flavor;
a new kind of lifting of cohomology classes is proved. The main motivation of this
work is given by Arthur’s conjectures; these conjectures implies strong restrictions
on the spectrum of arithmetic manifolds which, in turn, imply conjectural properties
on the geometry of hyperbolic manifolds. Together with precise statements of these
conjectures, this text gives proofs of weak forms of them in some particular cases.
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INTRODUCTION

Un programme conjectural

Soit GG un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q tel que le groupe
G(R) des points réels soit le produit (avec intersection finie) d’un groupe compact et
d’un groupe réel non compact presque simple. Nous noterons ce dernier groupe G"¢
(nc signifie ici non compact). Dans cette introduction (comme dans la majeure partie
du texte) nous supposons G"¢ isomorphe au groupe SO(n, 1) (resp. SU(n, 1)).

L’espace symétrique associé au groupe G (plus précisément au groupe G(R)) est
alors ’espace hyperbolique réel (resp. complexe) de dimension réelle (resp. complexe)
n, nous le noterons X, dg sa dimension réelle et nous supposerons la métrique
normalisée de facon a ce que les courbures sectionnelles réelles soient comprises entre
—4 et —1 (—1 pour les espaces hyperboliques réels associés aux groupes SO(n, 1) et
—4 pour le plan hyperbolique réel associé au groupe SU(1,1)). Posons d = 1 dans le
cas réel, d = 2 dans le cas complexe (on a donc dg = dn) et pg = d#f;ii

Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de G(Ay) (ot Ay désigne I'anncau des
adeles finis sur Q) tel que le groupe I' = G(Q) N Ky soit sans torsion. Un tel groupe
I est appelé sous-groupe de congruence (sans torsion) de G (V. On appellera variété
hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence tout quotient de ’espace hyperbo-
lique réel (resp. complexe) X par un sous-groupe de congruence (sans torsion) I' de
G comme ci-dessus.

D’apres un théoréme de Borel et Harish-Chandra [14], une variété hyperbolique
réelle (resp. complexe) de congruence est toujours de volume fini et est compacte si
et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q.

En 1965, Selberg [91] a démontré que si I' est un sous-groupe de congruence du
Q-groupe SL(2), alors la premiére valeur propre non nulle A; du laplacien sur les

MTorsque G est défini sur Z, on peut préférer considérer les sous-groupes I' de G(Z) sans torsion et
contenant un sous-groupe de la forme ker(G(Z) — G(Z/NZ)) pour un certain entier N > 1.



xii INTRODUCTION

fonctions L? de T'\H? est supérieure ou égale a 2. Il conjecture de plus que A\, > 1,
la valeur % apparaissant d’ailleurs dans le spectre L? d’un quotient 'H? pour un

certain groupe de congruence I'.

Apres des travaux de Selberg [91], Jacquet et Langlands [55], Gelbart et Jac-
quet [42], Sarnak [88], Elstrodt, Grunewald et Mennicke [39], Cogdell, Li, Piatetski-
Shapiro et Sarnak [28] et Burger et Sarnak [20], le second auteur a récemment étendu,
dans [26], le théoreme de Selberg & toutes les variétés hyperboliques de congruence : si
G est un groupe Q-algébrique comme ci-dessus et I' un sous-groupe de congruence de
G, alors la premiere valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions L? de I'\ X
est minorée par une constante strictement positive ne dépendant que de la dimension
réelle dg de X (« Conjecture 7 »).

Le but de ce volume est d’étudier, surtout dans le cadre des variétés hyperbo-
liques, 'extension possible de ce résultat aux formes différentielles, et les profondes
conséquences géométriques qui en découlent. Le fait que ’on se restreigne aux espaces
hyperboliques réels et complexes sera motivé au chapitre 3 oti 'on mentionnera des
résultats concernant d’autres espaces symétriques. Il est d’ailleurs intéressant de noter
que le rang supérieur, > 2, joue encore un role spécial dans I’étude du spectre sur les
formes différentielles (et non seulement sur celui sur les fonctions) ; on explicitera ce
phénomene sur les groupes unitaires U(p, ¢). Revenons maintenant & notre groupe G.
Dans notre étude nous sommes guidés par la conjecture suivante, qui généralise la
Conjecture de Selberg.

Conjecture A. — Soit G un groupe Q-algébrique comme ci-dessus.
(1) Si G = SO(2n, 1), alors pour tout entier naturel i < n,
AT\ X @) = max(2n — 2i — 2,1/4) > 0.
(2) Si G™ = S0O(2n + 1,1), alors pour tout entier naturel i < n — 1,
AN\ Xg) >2n—2i—1>0.
(3) Si G*° =2 SU(n, 1), alors pour tout entier naturel i < n,
N (T\X¢) = max(4(n —i—1),1) > 0.

Ici N¢ désigne la premiére valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur les formes
différentielles de degré i et I' est un sous-groupe de congruence quelconque de G.

La Conjecture A, qui implique en particulier la Conjecture de Selberg, est de nature
arithmétique et strement tres difficile, la prédiction que les constantes explicites de
minoration du spectre sont toujours des demi-entiers est une « conjecture de pureté »
qui renvoie au théoreme de pureté de Deligne. On peut relaxer un peu cette conjecture
en un énoncé plus géométrique.
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UN PROGRAMME CGNJECTURAL xiii

Conjecture A~. — Soit G comme dans la Conjecture A. Alors, pour tout entier naturel
1 < %Q — 1 il existe une constante strictement positive (G, 1) telle que pour tout sous-
groupe de congruence I' dans G,

N\ X¢g) = (G, 7).

Soit 7 un entier naturel et G un groupe Q-algébrique comme dans la Conjecture A.
On dira que la Conjecture A~ (i) est vérifiée par G s’il existe une constante strictement
positive (@G, 1) telle que pour tout sous-groupe de congruence I' de G,

AT\ Xe) > &(G, ),

ol A} désigne encore la premiere valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur
les formes différentielles de degré 1.

La solution mentionnée ci-dessus de la Conjecture 7 peut donc s’énoncer de la
facon suivante : la Conjecture A~ (0) est vérifiée par tout groupe G comme dans la
Conjecture A.

~

La Conjecture A~ pour les groupes G tels que G™ = SU(n,1) implique qu’il
existe une constante strictement positive £(G) telle que la premiere valeur propre du
laplacien de Hodge sur ’ensemble des formes différentielles (de tous les degrés) sur
'\ X¢, pour n’importe quel sous-groupe de congruence I' de G, soit supérieure ou
égale a ¢(@).

Cette propriété est fausse pour les groupes G tels que G™° =2 SO(n, 1) lorsque
n est impair. En effet, lorsque G* = SO(2n + 1,1), AP(I'\X¢), la premiere valeur
propre non nulle du laplacien de Hodge sur les formes différentielles de degré n, peut
étre rendue arbitrairement petite quitte a changer de sous-groupe de congruence I'
de G. Néanmoins si 'on se restreint au spectre des n-formes différentielles fermées
la Conjecture A~ implique encore une minoration uniforme du spectre sur les n-
formes différentielles. On verra que cette propriété est utile géométriquement. Etant
donné un entier naturel ¢ et un groupe G comme dans la Conjecture A, on dira
que la Conjecture A,_ (i) est vérifiée par G s'il existe une constante strictement
positive (G, 1) telle que la premiere valeur propre du laplacien de Hodge sur les
formes différentielles fermées de degré i soit > (G, 7).

Toute la premicre partie du texte sera motivée par la double Conjecture A, A~.
La deuxieme partie est quant a elle motivée par une seconde conjecture de na-
ture topologique/géométrique. Cette conjecture concerne I’homologie des variétés hy-
perboliques réelles ou complexes de congruence. Précisons que tous les groupes de
(co-)homologie que nous considérerons dans cet article seront a coefficients rationnels.

Conjecture B. — Soit M une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence
de dimension m. Soit F une sous-variété réelle (resp. complexe) compacte connezxe
totalement géodésique immergée dans M. Alors, il existe un revétement fini de
congruence M de M tel que :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



xiv INTRODUCTION

(1) immersion de F' dans M se rcléve en un plongement de F dans M,
(2) Uapplication induite :

H,(F) — H,(M)

est injective pour tout entier p = m/2.

Nous dirons qu’une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence de
dimension réelle m vérifie la Conjecture B(¢) pour un certain entier ¢ > m/2, si pour
toute sous-variété réelle (resp. complexe) compacte connexe totalement géodésique
immergée dans M, il existe un revétement fini de congruence M de M tel que :

(1) 'immersion de F' dans M se reléve en un plongement de F dans M,

(2) l'application induite :

H,(F) — H;(M)
est injective.

La Conjecture B est & comparer avec les propriétés de Lefschetz pour les variétés
hyperboliques complexes de congruence mises en évidence par Oda [81], Harris et Li
[50] et Venkataramana [99]. Ces propriétés s’énoncent plus facilement dans le langage
d’Harris, Li et Venkataramana que 1’on rappelle ci-dessous.

Soient H C G deux groupes algébriques sur Q comme plus haut. Supposons de
plus H et G anisotropes sur Q et du méme type, orthogonal ou unitaire. L’inclusion
H C G induit un plongement totalement géodésique naturel Xy — Xg entre les
espaces symétriques associés.

Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de G(Ay) tel que le groupe I’ = G(Q)N K
soit sans torsion. Désignons par 'y Uintersection de I' avec H(Q). On obtient alors
une application lisse :

J=J0) :Tu\Xpg — IMNXqg

pour chaque sous-groupe de congruence sans torsion de G(Q). Celle-ci induit une
application naturelle

(0.0.1) jo t H.(Dp\Xp) — H.(T\Xe).

Remarquons que si g est un élément quelconque de G(Q), on peut translater 'immer-
sion j en une application lisse

Jg=17dg(0): (HNg 'Tg\Xn — T\ X¢.
On appelle application de restriction virtuelle, 'application

(0.0.2) H*(T\Xe) — [ H(HNg 'To\Xn)
9eG(Q)

induite en cohomologie par la famille d’applications (jg)gsec(Q)-
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UN PROGRAMME CONJECTURAL XV

On s’intéresse aux applications (0.0.1) et (0.0.2) virtuellement en un deuxieme
sens : & revétements fini (de congruence) pres. Soient donc I C T' deux sous-groupes
de congruence sans torsion de G(Q). Alors le revétement fini (de variétés compactes)

MXg — IN\Xe¢
induit, en homologie, une application surjective
(0.0.3) H.(I"M\Xg) — H.(N\X¢g)
et, en cohomologie, une application injective
(0.0.4) H*(\Xg) — H*(I'\Xg).

On obtient ainsi un systéme projectif (resp. inductif) de groupes d’homologie (resp. de
cohomologie) indexé par les sous-groupes de congruence de G(Q). On désigne par
H,(Sh® G) 1a limite projective du systéme (0.0.3) et par H*(Sh® G) la limite inductive
du systeme (0.0.4) (3). En passant & la limite, lorsque I" varie, dans (0.0.1) et (0.0.2),
on obtient les applications naturelles :

H.(Sh® H) — H.(Sh’G)

et
H* (S’ G) — [[ H"(Sh°H).
9€G(Q)

Rappelons que les théoremes de Lefschetz permettent d’étudier la topologie d’une
variété projective complexe par récurrence, en la coupant par un hyperplan de 'espace
projectif. Un yoga semblable, mais moins fort, existe pour les variétés hyperboliques
complexes de congruence. Il a été dégagé par Harris et Li [50] et prouvé par Venka-
taramana [99] : st H C G sont deux groupes comme ci-dessus de type unitaire alors
application naturelle

H'(Sh’G) — [ H'(sh’ H)
9eEG(Q)
est injective pour tout entier naturel i < dg /2.

La Conjecture B ci-dessus implique une conjecture plus faible renforgant le yoga

de type Lefschetz :

Conjecture B~ . Soient H C G comme plus haut. Alors pour tout entier i > dg/2,
Uapplication naturelle
H;(Sh® H) — H;(Sh’ G)

est injective.

(2)La notation Sh® G renvoie a l’existence d’un espace topologique dont la cohomologie de Cech
coincide avec la limite inductive du systeme (0.0.4). Lorsque le groupe G est unitaire, cet espace est
la variété de Shimura connexe associée a G.
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xvi INTRODUCTION

Remarquons que par dualité, la Conjecture B~ implique que 'application naturelle

de restriction
H'(Sh" G) — H'(Sh’ H)
est surjective.

Dans la deuxieme partie de cet article, nous relions la Conjecture B a la Conjec-
ture A~ énoncée plus haut. Les résultats de la premiére partie concernant la Conjec-
ture A vont nous permettre de démontrer des résultats partiels concernant la Conjec-
ture B. Avant de passer a la description de nos résultats, remarquons que d’autres
propriétés de type Lefschetz sont conjecturées et étudiées par le premier auteur dans
[9], ces propriétés sont elles aussi lies & la Conjecture A~.

Enfin soulignons que la plupart des méthodes développées dans cet article devraient
se généraliser aux groupes algébriques semi-simples généraux. En ce qui concerne les
résultats spectraux, on 'a dit, le cas que nous considérons est le plus intéressant.
Néanmoins ceci n’est plus vrai en ce qui concerne les résultats topologiques. A la
fin du texte nous décrivons d’ailleurs un théoreme de la veine de la Conjecture B
mais pour les variétés de congruence associées aux groupes unitaires U(p, q). C’est
un premier résultat, le premier auteur espeére revenir & 1’étude de ces variétés dans
un autre texte, en explicitant la combinatoire (plus riche) des propriétés du type
Lefschetz auxquelles on doit s’attendre.

Description des résultats

On 'a rappelé, le second auteur a récemment démontré la Conjecture A~ (0) pour
tout groupe G comme dans la Conjecture A. Méme la seule Conjecture A~ (1) semble
difficile. Il est naturel de commencer a étudier celle-ci sur de petits groupes. Le groupe
SL(2) est trop petit : la Conjecture A~ (1) découle trivialement de la Conjecture A~ (0)
(la Conjecture A~ (i) n’est d’ailleurs formulée ci-dessus que pour i < dz( —1égalao
dans notre cas). Le plus petit groupe pour lequel la Conjecture A~ (1) ne découle
pas trivialement de A~ (0) est le groupe spécial unitaire en 3 variables SU(2,1). C’est

donc sur ce groupe que porte une bonne partie de notre étude. Nous démontrons

notamment :
Théoréme 1. — Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec G™ = SU(2, 1),
alors la Conjecture A~ est vraie pour G, avec £(G,0) = 3‘51 et e(G,1) = %.(3)

En fait ce résultat est essentiellement contenu dans I'article [50] de Harris et Li. On
en donne ici une preuve complete. Celle-ci repose sur la théorie des représentations,
on profite de cette occasion pour détailler les liens entre le spectre du laplacien de

(3)Dans [10] on a annoncé a tort que (G, 0) = 3 est optimal, nous verrons qu’en fait la valeur propre 3
n’intervient pas dans le spectre automorphe de G. Ceci explique également que la Conjecture A ci-
dessus est plus forte que celle figurant dans [10].
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DESCRIPTION DES RESULTATS xvii

Hodge sur les espaces localement symétriques et la théorie des représentations des

groupes semi-simples.

Le chapitre 1 rappelle ainsi la formule de Matsushima telle que nous en aurons
besoin, on en donne une preuve complete afin de faciliter la lecture. On rappelle
également dans cette section les définitions de base de théorie des représentations que

nous utiliserons dans le texte.

Le chapitre 2 aborde ’étude du spectre du laplacien sur les quotients arithmétiques
via la théorie des représentations. On rappelle beaucoup de résultats de base de théorie
des représentations. La démonstration de la Conjecture 7 y est esquissée. Enfin on
montre que 'extension naive de la Conjecture A a des groupes plus généraux est
fausse. Il serait d’ailleurs intéressant de dégager une conjecture générale pour tous les

espaces localement symétriques.

Le chapitre 3 est quant & lui consacré a la théorie des représentations de GL(n).
On se contente le plus souvent de citer les résultats dont nous aurons besoin, on a
néanmoins fait un effort pour rendre les résultats maniables & un lecteur prét a les
adopter comme « boite noire ».

Le chapitre 4 est 'analogue du chapitre précédent pour le groupe U(n, 1), il est
néanmoins beaucoup plus détaillé, le groupe U(n, 1) jouant le réle principal dans le
texte. Un certain nombre de résultats classiques rappelés ici sont superflus pour la
suite, on a néanmoins tenu a inclure une description détaillée de ceux-ci afin de pouvoir
utiliser ce texte dans des travaux ultérieurs. On espere que Ueffort fait de collecter ici
des résultats épars dans la littérature pourra également étre utile par ailleurs.

Le chapitre 5 généralise certains points du chapitre précédent aux groupes unitaires
plus généraux. Il est bien connu qu’en rang supérieur la propriété (T) de Kazhdan
assure existence d’un trou spectral pour le laplacien sur les fonctions sur les variétés
localement symétriques. Dans ce chapitre nous montrons que pour les groupes uni-
taires SU(p, q) dés que p > ¢ > 2 (donc deés que le rang est supérieur ou égal a 2)
un phénomene analogue apparalt dans I'étude du spectre du laplacien sur les formes
différentielles de suffisamment petit degré. Nous déduisons ce Théoréme d’un résultat
plus général, a paraitre (bien que datant du début des années 90), de Vogan. Ce ré-
sultat illustre également le roéle spécial joué par les groupes U(n, 1) et O(n, 1) dans ces
questions. Groupes pour lesquels on ne peut espérer d’isolation spectrale structurelle
mais pour lesquels il faut étudier le spectre automorphe.

Motivé par le chapitre précédent, le chapitre 6 est consacré a la description du
yoga d’Arthur pour les groupes U(n, 1) et O(n,1). Nous précisons notre interpréta-
tion des Conjectures d’Arthur pour ces deux groupes, ce qui permet de conforter la
Conjecture A.
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La suite de la premiere partie du texte vise a démontrer le Théoreme 1 et les
résultats que nous décrivons ci-dessous. Le Théoreme 1 découle des travaux de Ro-
gawski permettant de réduire I'étude du spectre automorphe de U(2,1) au spectre
automorphe de GL(3) par changement de base. Il reste alors & controler le spectre
automorphe de GL(n). La conjecture standard dans ce cas est la Conjecture de Ra-
manujan. On a besoin d’une approximation de celle-ci. Une telle approximation nous
est fournie par un théoreme de Luo, Rudnick et Sarnak. On a en fait besoin d’une
généralisation de celui-ci. La démonstration de cette généralisation fait l'objet du
chapitre 7.

On peut alors dans le chapitre 8 donner une démonstration complete du Théo-
reme 1. Nous profitons également de ce chapitre pour revenir sur la Conjecture de
changement de base faite par Harris et Li dans [50], que 'on étend légeérement et
que 'on compare aux Conjectures d’Arthur. Nous nous servons de cette conjecture
dans la deuxieme partie du texte pour étendre la Conjecture B a d’autres groupes
semi-simples.

Pour chaque réel strictement positif €, notons A? I'’hypothese spectrale suivante sur
le groupe G.

si A est dans le p — spectre automorphe de G, alors :
AP : ¢ 1.soit A= (pg — k)2 — (pg —i)? avec k=0,...,peti=k,...,[pc],
2. soit A = (pg — p)? — &2

Nous expliquerons que les Conjectures d’Arthur semblent prévoir que, pour un groupe
G comme ci-dessus, chaque hypothese A est vraie pour p < [p]. Les hypotheses A
sont donc des approximations aux Conjectures d’Arthur pour le groupe G, lorsque &
est suffisamment petit, ces approximations sont en général plus précises que la Conjec-
ture A~ . Le but du chapitre 9 est la démonstration du théoréme suivant qui permet
de relever les approximations aux Conjectures d’Arthur.

Théoréme 2. — Soient H C G deux groupes Q-algébriques comme dans la Conjec-
ture B. Supposons que H wvérifie Uhypothése AP pour un certain réel € > 0 et pour
tout entier naturel p < [pu].

Alors le groupe G vérifie les hypothéses AP

v —pu+e bour tout entier naturel p < [pu].

A l'aide des Théoremes 1 et 2 et de ’analyse de certains groupes unitaires spéciaux
(comme ceux intervenant dans la preuve de la Conjecture 7) nous montrons dans le
chapitre 10 le théoreme suivant.

Théoréme 3. — Si GG est un groupe comme dans la Conjecture A avec G™ = SU(n, 1)
(et quelques conditions techniques supplémentaires si n + 1 est une puissance de 2),
alors les Conjectures A=(0) et A= (1) sont vérifiées par G, avec £(G,0) = 2n — 1 et
e(G,1) = 10zl

25
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Ceci conclut la premiere partie, partie spectrale, du texte. Dans la deuxieme partie
nous nous intéressons a I’homologie des variétés de congruence. Le résultat principal
est le théoreme suivant.

Théoréeme 4. — La Conjecture A~ implique la Conjecture B.

Plus précisément, soit G un groupe comme dans la Conjecture A et i un entier
naturel < dg/2. St la Conjecture A, (i) est vérifiée par G, alors quel que soit T’
sous-groupe de congruence sans torsion de G, la variété T\ Xqg vérifie la Conjec-
ture B(dg — 7).

~o

Nous ne prouverons le Théoréme 4 que pour G" = SU(n,1). Le cas ou G™® =
SO(n, 1), similaire, est plus simple et complétement traité dans [8]. Remarquons néan-
moins que puisque la Conjecture A, (1) est démontrée, le Théoréme 4 implique le
célebre Théoreme de Millson selon lequel toute variété hyperbolique (réelle) arith-
métique standard (autrement dit provenant d’un groupe orthogonal sur un corps de
nombres, cf. § 15.2) admet un revétement fini dont le premier nombre de Betti est non
nul.

Nous démontrons en fait un résultat plus général que le Théoreme 4, voir chapitre 15
Théoreme 15.1.1. Pour cela, aprés un premier chapitre consacré a l'espace hyperbo-
lique complexe principal objet de cette partie, nous consacrons un long chapitre aux
espaces symétriques associés aux groupes unitaires, nous suivons pour 1’essentiel les
articles de Tong et Wang cités dans la bibliographie. C’est également en suivant les
travaux de Tong et Wang que nous construisons dans le chapitre 13 la forme duale
aux sous-variétés totalement géodésiques que nous considérons dans le texte.

Allié au Théoreme 3, le Théoreme 4 nous permet en fin de deuxiéme partie de

démontrer le théoreme suivant qui est la premiere avancée significative vers la Conjec-
ture B.

Théoreme 5. — Soit M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence
de dimension d 4+ 2. Soit F' une sous-variété complexre compacte connexe totalement
géodésique de dimension d et immergée dans M. Alors, il existe un revétement fini
M de M tel que :

(1) Uimmersion de F' dans M se reléve en un plongement de F dans M,

(2) Uapplication induite :

Hy (F) — Hy1(M)

est injective.

De plus, pour tout entier N et tout cycle ¢ dans Hd_l(ﬁ), il existe un revétement
fini My de M contenant N relevés de ¢ linéairement indépendants dans Hg_1(Mp).

On en déduit alors facilement le corollaire suivant.
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Corollaire 6. — Soient H C G deux groupes comme dans la Conjecture B~ . Supposons
que
H» = SU(n - 1,1)
{G“C =~ SU(n, 1),
alors ’application naturelle
Hos,_3(Sh® H) — H,,,_3(Sh’ @)

est 1njective.

Remarquons que la démonstration des théoremes ci-dessus repose de maniere es-
sentielle sur I’étude de la cohomologie L? de quotients V = I'\X, ou X est l'espace
hyperbolique complexe de dimension complexe n et I' un groupe discret préservant
un sous-espace totalement géodésique de X et agissant cocompactement sur celui-ci.
Un cas particulier de ce que nous démontrons au chapitre 14 est le théoreme suivant.

Théoreme 7. — Pour tout entier k < n, il existe un isomorphisme naturel :

My (V) ——— HE(V).

C

De plus, l’espace H&) est de dimension infinie.

Le théoreme que nous démontrons est plus général ; il repose de maniere essentielle
sur un théoreme de Ohsawa et Tanigushi.

Les démonstrations des Théoremes 4 et 5 occupent le chapitre 15. Bon nombre
des techniques développées dans cette deuxicme partie s’étendent a des espaces symé-
triques plus généraux. Grace aux résultats spectraux obtenus au chapitre 5 concernant
les groupes unitaires U(p, ¢), nous démontrons également dans ce chapitre le théoreme
suivant.

Théoreme 8. — Soient p, q,r trois entiers naturels vérifiant p = q = 2 et p = r. Soient
H, G deux groupes algébriques sur Q tels que

H soit un Q-sous-groupe de G,

H"e = SU(p -7 q)a

-G =2 SU(pg).
Alors, l'application naturelle
H;(Sh® H) — H,;(Sh° G)

est injective pour tout entier i > 2pq —p —q + 1.

Il serait évidemment intéressant de formuler une conjecture générale suivant le
principe de la Conjecture B mais pour tout groupe semi-simple. La combinatoire
devrait étre plus compliquée. Dans un article en préparation le premier des deux

auteurs étudie ce probléme en portant une attention particuliere au cas des groupes
unitaires et orthogonaux.
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CHAPITRE 1

THEOREME DE MATSUSHIMA

Soit X un espace symétrique simplement connexe de courbure négative sans fac-
teurs euclidiens et soit GG un groupe de Lie semi-simple réel connexe agissant transitive-
ment sur X par isométries. Nous supposons que 'application de G vers la composante
connexe de l'identité du groupe des isométries de X est un revétement fini. Dans la
suite nous supposons que la métrique riemannienne de X est identique a celle induite
par la forme de Killing de G. Nous notons K le groupe d’isotropie dans G d’un point
fixé p de X . Puisque X est de courbure négative, le groupe G est de centre fini et sans
facteur compact. Notons gg 'algebre de Lie de G et gg = ¥ @ po la décomposition
de Cartan associé¢e au choix du compact maximal K. Nous adoptons la convention
classique de noter avec un indice 0 les algebres de Lie réelles et si [y est une algebre
de Lie réelle, nous notons [ algebre de Lie complexe [ = [ ® C.

Soit I' un sous-groupe discret de G tel que I'\ X soit compact. Soit QP(I"\X;C)
Despace des p-formes différentielles w sur X invariantes par I' i.e.

w(x; v,y ..., vp) = w(yx;yur, ... ,"yvp) pour tout v € I'.

Notons 7 : G — G/K = X la projection canonique. Soit @ = 7w*w. La forme @ est
une p-forme sur G, ce que nous notons w € QP(G;C). Pour tout g € G, la translation
a gauche par g~ ! fournit un isomorphisme canonique de 7,(G) vers go = T.(G) et
donc une identification

(1.0.1) QP(G;C) = Hom(AP(g), C>(G;C)).

La forme @ provient d'une forme w sur G/K invariante sous I'action (& gauche de I")
et via 'identification (1.0.1) appartient & :

CP(g, K; C°(I'\G; C)) := Homg (AP(p), C>*(I'\G; C)),

ou K agit sur p = g/t via la représentation adjointe et sur C°(I'\G; C) via la re-
présentation réguliere a droite. Réciproquement, il n’est pas difficile de voir qu’a un
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élément de CP(g, K; C(I'\G; C)) correspond une p-forme sur G provenant d’une p-
forme sur G/K et invariante sous 'action de I'. Nous résumons tout ceci dans la
proposition suivante qui semble avoir été pour la premicre fois constatée par Gelfand
et Fomin [43] puis précisée par Matsushima [77].

Proposition 1.0.1. L’application w +— w o 7 induit un isomorphisme de complexes
gradués de Q*(T\X; C) sur C*(g, K; C>~(I'\G;QC)).

Notons A le laplacien de Hodge sur les formes différentielles sur X (pour sa struc-
ture riemannienne). Soit w une p-forme sur X telle que Aw = Aw pour un certain
A € R. D’apres la Proposition 1.0.1, il correspond & w un élément (que nous notons
toujours w) dans CP(g, K; C(T'\G; C)).

D’un autre coté, il est bien connu (¢f. [44]) que la représentation régulicre droite
dans L?(T'\G) se décompose en :

(1.0.2) L*(T\G) = @ m(7,T)Ha,

TeG
somme discrete de sous-espaces G-invariants irréductibles, indexée par le dual unitaire
G de G, et ou chaque m(m,I') est fini. Rappelons que le dual unitaire de G désigne
I'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles unitaires de G,
cet ensemble est naturellement muni d’'une topologie, nous en rappelons les principales
propriétés au chapitre suivant (§2.2).

On voit ainsi se dessiner une correspondance entre certaines représentations de G
et l'espace des formes différentielles A-propres pour le laplacien. Avant de donner un
énoncé précis, rappelons que opérateur de Casimir est

C= > X.X|
1<s<n
ou (X) est une base de g et (X!) la base duale de g par rapport a la forme de Killing.

La (tres) légere modification du Théoréme de Matsushima [77] dont nous aurons

besoin s’énonce alors :

Théoréme 1.0.2. — Soit EY Uespace des p-formes différentielles sur T\ X, X-propres
pour le laplacien de X . Alors :

dim(E%) = Z m(m,T) dim(Homg (APp, Hr)),

rel
7(C)=—A

la somme étant finie.

Dans [15] Borel et Wallach redémontrent et étendent le Théoreme de Matsushima.
C’est une référence de base pour toute la premiere partie du volume. Nous tentons
néanmoins d’y renvoyer le lecteur au minimum.

Remarquons que le Théoréme 1.0.2 permet de réduire la Conjecture A~ a un théo-
reme de théorie des représentations. Plus précisément, le Théoreme 1.0.2 implique
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immédiatement le corollaire suivant. C’est sous cette forme que nous appliquerons le
Théoréme 1.0.2 pour démontrer le Théoreme 1 (Ch. 8) ou pour ramener la Conjec-
ture A aux Conjectures d’Arthur (Ch. 6).

Corollaire 1.0.3. — Soient £ un réel strictement positif et p un entier naturel. Suppo-
sons que pour toute représentation m apparaissant dans L?>(T\G) et dont un K -type
est isomorphe a une sous-représentation de APp, on a soit —mw(C) > g, soit 7(C) = 0.
Alors,

AP(D\X) > e.

Avant de démontrer le Théoreme 1.0.2, revenons sur ’opérateur de Casimir.

1.1. Sur 'opérateur de Casimir

L’espace p est le supplémentaire orthogonal de ¢ dans g par rapport a la forme
de Killing B. Soit {X,} (resp. {X;}) une base orthonormale de p (resp. ) pour la
forme B (resp. —B). Alors :

oY xi-Yxk
Soit T" une représentation unitaire de G dans un Hilbert H. Un vecteur ¢ € H est
dit lisse ou C° si la fonction g — T'(g)p est C'°°. Soit H>° le sous-espace des vecteurs

lisses de H.

Si X € g et ¢ € H® nous posons :
d
T(X)p = | G T(expx)]
|t=0
Alors :
T(C) =Y T(Xu)? =Y T(X)

Remarquons que si la représentation T est irréductible, alors T(C') est scalaire.
Cela découle du Lemme de Schur et du fait que C est dans le centre de 'algebre
enveloppante de g.

Le lemme suivant, di & Kuga (¢f. [15]), fait le lien entre le laplacien et I'opérateur
de Casimir.

Lemme 1.1.1. — Via l’application de la Proposition 1.0.1, les p-formes A-propres pour
le laplacien sur T\X correspondent auzx éléments w de CP(g, K; C>=(T'\G)) tels que

R(C)w = —dw,

ou R est la représentation réguliére droite de G dans C*°(I'\G).
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Démonstration. — Soient n* les 1-formes invariantes a gauche sur G telles que
n*(X,) = 4.
Soit

w € C(g, K; C*(I\G)) = Hom (APp, C*(I\G))

telle que (vue comme forme différentielle) w vérifie Aw = Aw.

Nous notons nY la forme différentielle 1 A --- An¥r associée & un multi-indice (ici
d’ordre p) U = (uy, ..., up). Les n¥ associées aux multi-indices d’ordre p forment une
base de CP(g, K; C>°(I"'\G)). Décomposons la forme w selon cette base :

w = E wunY.
U

Il vient immédiatement :

(dw) = — Z (—1)" ' R(Xu, Jwu)

1<ig<p+1

ol U est un multi-indice d’ordre p + 1 et U (i) est obtenu en enlevant aux éléments
de U la i-ieme coordonnée (les termes en crochets de Lie dans la différentielle sont
nuls car g = € ® p avec [p,p] C p).

Puisque, par ailleurs, la métrique riemannienne sur X est induite par la forme de
Killing B sur p, on a :

(w,w') = Z/ WUy -
o JI\G
Un calcul simple implique alors le fait suivant.
Fait. L’adjoint de d est 'opérateur 9 donné par :

(aw)U = Z R(X'U)*w{’l)}UU

ot U est cette fois de cardinal p — 1 et ot R(X,)* est 'adjoint de R(X,) (agissant
sur C°°(I'\G) muni de la norme L?) i.e. R(X,)* = —R(X,).

Alors :

(adLU)U = _ZR(Xv)(dw){U}UU

= =3 ROG) (R(Xu)wu = > (=D R(Xu, wpyou)

(2

- — Z R(XU)ZUJU + Z(_l)iR(X’U)R(Xui)w{v}UU(i)

vt
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et
(dow)y = — Z(—1>i_1R(Xui)(aw)U(i)

- Z(_l)i_lR(Xui)R(X’U)W{U}UU(i)~
Mais, |
R(X,)R(Xy,) — R(Xu, ) R(Xy) = R([Xy, Xy,]) € R(F)

agit trivialement sur w qui est une forme différentielle sur X. Donc :

Aw = —(ZR(XU)z)w
= —R(g)w,

car, la encore, R(X) agit trivialement sur w si X € £ Nous avons donc vérifié qu’a
travers la correspondance de la Proposition 1.0.1, les formes propres pour le laplacien
correspondent & des formes propres pour 'action de R(C'), les valeurs propres étant

de signes opposés.

1.2. Démonstration du Théoréme 1.0.2

Soit E¥ V'espace des p-formes différentielles sur I'\ X, A-propres pour le laplacien
de Hodge. Le laplacien étant un opérateur elliptique, I'espace Ef est de dimension
finie et constitué de formes lisses. 11 découle de plus de la décomposition L? donnée
par (1.0.2), que :

(1.2.1) EY = @ m(w, ') Homg (APp, Hy ),

E% étant vu comme un espace de formes L2, et l'indice A désignant le sous-espace
sur lequel C opere par —A. Puisque C appartient au centre de 1’algebre enveloppante
de g, cet espace n’est non nul que si 7(C) = —A.

Par conséquent dim(EY) est donnée par la formule du Théoreme 1.0.2, et la somme
est finie. On a en fait canoniquement :

EY = &b Hom(r, L*(T\G)) @ Homg (APp, H),
T (C)=—A\

ol toutes les formes (a priori L?) dans cette somme sont C°° puisque R(C'), 'opérateur
induit par C dans ’espace des p-formes sur X = G/ K, est elliptique.

1.3. Représentations admissibles et spectre automorphe

Plutot que les représentations irréductibles unitaires de G intervenant dans
L*(T\G), le Théoreme 1.0.2 fait intervenir les (g, K)-modules d’Harish-Chandra
qui leurs sont naturellement associés. Rappelons qu’'un (g, K')-module est un espace
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vectoriel complexe V' muni de représentations de g et K, soumises aux trois conditions
suivantes.

(1) L’action de K sur V est localement finie, i.e. tout vecteur v € V appartient &
un sous-espace K-invariant Vi C V de dimension finie, et la représentation de K dans
V1 est lisse.

(2) La différentielle de I'action de K (qui est bien définie d’apres 1) est égale a la
restriction a € de ’action de g.

B)SiXeg, ke KetveV,alors k- (X -v) = (Ad(k)X) - (k- v).

Soit (7, H,) une représentation continue de G' dans un espace de Hilbert. Rappelons
que I'espace H2° des vecteurs lisses de 7 est un sous-espace dense de H,; invariant sous
I'action de G, et qu’il existe une action naturelle de g sur HS°. Posons, par ailleurs,

HE = {v e H | dim(n(K)v) < 400},

ou (m(K)v) désigne le sous-espace engendré par tous les vecteurs de la forme 7 (k)v,
avec k € K. Clest 'espace des vecteurs K-finis de w. D’aprés Harish-Chandra [49],
HE est stable sous 'action de K et I'espace des vecteurs K-finis de 7 est un (g, K)-
module appelé module de Harish-Chandra de .

Le dual unitaire d’un groupe semi-simple G est un objet en général tres difficile a
déterminer. Il n’est connu que pour un petit nombre de groupes. Il est plus facile de
« classifier » une classe plus large de représentations : les représentations admissibles.
Une représentation 7 de G dans un espace de Hilbert H (1) est admissible si 7(K) opere
par opérateurs unitaires et si chaque représentation irréductible 7 de K n’intervient
qu’avec une multiplicité finie (peut-étre nulle) dans la restriction 7, de 7 & K. Un
théoreme de Harish-Chandra [49] (voir aussi [66]) affirme que toute représentation
irréductible unitaire (7w, H,) de G est admissible. Comprendre le dual admissible d’un
groupe G sera suffisant pour attaquer la Conjecture A~ suivant la méthode fournie
par le Corollaire 1.0.3. Etant donnés une représentation admissible 7w du groupe G et
un entier ¢, nous notons p ) 5
C*(m) = Homg (A'p, H).

La description de la différentielle d donnée en 1.1 — qui ne nécessite que la struc-
ture de (g, K)-module — fait de C(7) un complexe dont la cohomologie est notée
Hi(g, K;HE).

On a vu dans les sections précédentes qu’a une représentation = C L?*(I'\G)
telle que C'(7) # 0 on peut associer une forme différentielle de degré i sur '\ X.
Celle-ci s’obtient de la mani¢re suivante. Soit ¢ : HE — C°(I'\G) I'application
G-équivariante induite par linclusion # < L?*(I'\G). Fixons une application K-
équivariante non nulle w : A'p — HE (dans C¥(w)). La forme différentielle associée

w,, est définie par ,
we(g-A) = @wA)(g) (AeA'p, geG).

(1) Attention : la représentation 7 n’a pas de raison d’étre unitaire.
P P
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Remarquons que le Théoréme 1.0.2 implique que si n(C) = 0, la forme w, est har-
monique de degré i et contribue donc & la cohomologie de degré i de T\ X. On dira
d’une représentation irréductible unitaire de G qu’elle est cohomologique de degré  si
H(g, K; HE) # 0. Par des arguments ressemblant au calcul du §1 ceci équivaut a

(1) w(C) =0, et

(2) C*(m) # 0.

(Cf. Borel-Wallach [15].)
Nous y revenons dans le cas particulier du groupe SU(n, 1) au chapitre suivant.

Pour calculer 7w (C) il suffit de savoir calculer le caracteére infinitésimal de 7. Notons
U (g) l'algebre enveloppante sur C de l'algebre de Lie g et Z(g) son centre. Rappelons
que 'on dit de la représentation (m,H,) qu’elle admet un caractere infinitésimal x
si x est un homomorphisme Z(g) — C tel que w(z) = x(z)id pour tout z € Z(g).
C’est en particulier toujours le cas si (7, H,) est irréductible et admissible.

Si b est une sous-algebre de Cartan de l'algebre de Lie complexe g, 'homomor-
phisme d’Harish-Chandra v, c¢f. [66], réalise un isomorphisme d’algébre de Z(g) sur la
sous-algebre de U (h) constituée des éléments fixés par le groupe de Weyl W = W(h, g).
Il correspond donc & chaque forme linéaire A dans b’ un caractere de Z(g) :

(1.3.1) xa(z) = A(y(2)) pour z € Z(g),

ou 'on a étendu A en un homomorphisme d’algebre de U (h).

Le morphisme yp vérifie x,oo = xa pour tout w € W et réciproquement, si xpr =
xa alors A’ = wA pour un élément w € W (voir [66, Proposition 8.21]).

On montre de plus, ¢f. [66, Proposition 8.21], que tout homomorphisme de Z(g)
dans C est de la forme xa, comme dans (1.3.1), pour un certain A dans §’. Si 7
admet un caractere infinitésimal x = xa, on dira, par abus de notation, que 7 a
pour caractére infinitésimal A ; dans ce cas A n’est déterminé que modulo ’action du
groupe de Weyl W.

Nous avons donc ramené ’étude du spectre des quotients '\ X a celle de la dé-
composition en irréductibles des représentations L?(I'\G) de G (et au calcul de leurs
caracteres infinitésimaux). Comme annoncé dans I'Introduction nous n’allons consi-
dérer que des sous-groupes I de congruence.

Supposons maintenant le groupe réel G égal au groupe des points réels G(R) d’un
groupe algébrique (toujours noté) G connexe et presque simple sur Q. Nous adoptons
la méme notation, GG, pour désigner le groupe algébrique et le groupe réel. Le contexte
permettra d’éviter toute confusion.

On appelle sous-groupe de congruence de G tout sous-groupe I' = G(Q) N Ky de
G ou Ky est un sous-groupe compact-ouvert du groupe G(Ay) sur les adeles finis.
Remarquons que si G est défini sur Z, un sous-groupe I' de G(Z) qui contient un
sous-groupe de la forme

Iy = ker(G(Z) — G(Z/NZ)),

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005
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pour un certain entier N > 1 est un sous-groupe de congruence. Le groupe I' agit
alors proprement sur X (via la projection de T' dans G) et d’aprés un théoréeme de
Borel et Harish-Chandra [14] le quotient I'\ X est de volume fini. De plus, ce quotient
est compact si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q.

Notons toujours G le dual unitaire de G que 'on munit de la topologie de Fell.
Nous rappelons la définition et les propriétés standard de la topologie de Fell au §2.2.
Suivant Burger et Sarnak [20], on appelle spectre de '\G — ou I' est un sous-groupe
de congruence de G — 'ensemble des représentations irréductibles unitaires © € G
apparaissant (faiblement si G est isotrope sur Q) dans la représentation réguliere de
G dans L?(I'\G) :

(1.3.2) o(N\G(R)) = {7 € G(R) | 7 x L2(D\G)},

ol le symbole o désigne 'inclusion faible. Rappelons également la définition du dual
automorphe G Aut de G donnée dans [20] :

(133) éAut = m

I'cong

L’adhérence dans (1.3.3) est prise par rapport a la topologie de Fell. D’apres le Théo-
reme 1.0.2 les Conjectures A~ (4) se ramenent a I’'étude des spectres (1.3.2) et en fait
comme nous le verrons au chapitre 2 de tout le dual automorphe (1.3.3). Il va s’agir
de déterminer si chaque représentation cohomologique 7 de degré ¢ est isolée ou non
dans la réunion {7} U G Aut- Nous détaillons cette approche dans le chapitre suivant.

Concluons ce premier chapitre en remarquant que ’hypothese de compacité sur le
quotient T\ X n’est pas réellement nécessaire. Il suffit en général de considérer des
formes différentielles de carré intégrable, cf. [15]. On parlera alors de spectre L?.
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CHAPITRE 2

SPECTRE DU LAPLACIEN SUR LES QUOTIENTS
ARITHMETIQUES

Dans ce chapitre nous exposons les extensions plausibles, aux groupes réductifs
généraux et aux formes différentielles, de la Conjecture de Selberg relative aux valeurs
propres du laplacien opérant sur les courbes modulaires.

Rappelons d’abord la Conjecture de Selberg. Soit I'(1) = SL(2,7Z), et I’ € I'(1) un
sous-groupe de congruence, i.e., un sous-groupe contenant, pour quelque N > 1, le

ron={(24)= (32) oot )

de T'(1). Alors T" opere sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | Im 2z > 0}; soit A
le laplacien invariant (positif) sur H. Alors L?(I'\'H) se décompose, selon la théorie

sous-groupe

spectrale, en sous-espaces propres de A. Le spectre discret de A est formé des valeurs
propres {0, (A,)p>1} ol les A, > 0 sont associés aux formes paraboliques — ¢f. Iwanie¢
[54, p. 76].

Conjecture 2.0.1 (Selberg). — \,, >

PN

Quelques remarques. Il est facile de calculer le spectre (continu!) de A dans L?(H) :
il est égal &a [%, ~+o00[. La conjecture est donc que le spectre pour les formes paraboliques
est contenu dans le spectre limite (les surfaces I'(N)\'H convergent sur les compacts
vers lespace H). Par ailleurs 'estimée \,, > % est en général fausse siI' € I'(1) est un
sous-groupe, méme arithmétique, qui n’est pas de congruence (cf. par exemple [17]).
Rappelons la minoration connue a la suite des travaux de Kim, Shahidi et Sarnak :

Théoréme 2.0.2 ([63]). — A, > 1 — (&)%.

Dans la suite de ce mémoire nous considérons un groupe simple G défini sur Q.
Soit G(R)? la composante neutre de G(R) : c’est un produit de groupes semi-simples
réels. On supposera par commodité que

G(R)° = U x G"°
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ou U est compact et G"° est un groupe simple réel non compact. Soit K un sous-
groupe compact maximal de G" et X = G"°/K. Soit I' C G(Q) un sous-groupe de
congruence. L’analogue de I'\'H est alors le quotient T\ X = I'\G"*/K. (I' C G(Q) se
plonge naturellement dans U x G™¢| donc dans G"¢; son image dans G"¢ est discrete
car U est compact).

Soit A, = A’ _(I'\ X) l'espace des formes différentielles lisses de degré i sur I'\ X.
On sait d’apres le chapitre 1 que

Al (T\X) = Hompg__ (Alp, C°(T\X)).

Supposons d’abord G anisotrope, i.e., [\ X compact. On dispose alors sur A% du
laplacien de Hodge (positif) A? (que I’on notera A, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité),
identifié a I'opérateur de Casimir (Ch. 1). On peut le considérer comme un opérateur
non borné sur ’espace Af2) des formes L?. Son noyau est composé des formes harmo-
niques. C’est essentiellement ce cas qui nous intéressera dans la partie géométrique
du volume.

En général (si T\ X n’est pas compact), A définit encore un opérateur auto-adjoint
dans Aé2)’ dont le noyau est donné par les formes harmoniques [15], mais qui va
posséder un spectre continu. Rappelons que ’espace des Hf‘z) des formes harmoniques
est de dimension finie et a fortior: fermé.

Question 2.0.3. — Fizons G/Q, et i € [0,dim X]. Si ' parcourt l’ensemble des sous-
groupes de congruence de G(Q), existe-t-il une minoration uniforme (G,i) > 0 du
spectre de A* dans l'orthogonal de Hfé)(F\X) ?

Dans le cas cocompact, on cherche donc une minoration uniforme
(2.0.1) A= e(G,i)

sur les valeurs propres # 0 de A®. En général on veut que le spectre de A! dans
( EQ))l soit contenu dans [e(G, 7), +o0l.

2.1. Le cas des fonctions

Nous considérons d’abord le cas ou ¢ = 0; on s’intéresse donc au spectre du laplacien
sur I'espace LZ(I'\X) des fonctions d’intégrale nulle sur I'\ X, I' étant un groupe de
congruence. Si G = SL(2), une minoration est donnée par le Théoreme 2.0.2 (Selberg
avait déja obtenu la minoration A,, > 1—’6) Noter que dans ce cas A a aussi un spectre
continu, mais 'on sait (inconditionnellement) que celui ci est contenu dans [%, oo :
cf. [564, p. 112].

Pour des groupes plus généraux, nous nous contenterons en général d’obtenir des
résultats qualitatifs, sans préciser la borne . Ceci suffit pour les applications géomé-
triques. Néanmoins, il est important de remarquer que les Conjectures d’Arthur sur
le spectre automorphe permettent (convenablement interprétées...) d’obtenir pour G
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donné les valeurs optimales (conjecturales) des bornes inférieures (G, ¢). Nous al-
lons les préciser, dans les chapitres suivants, pour les groupes associés aux variétés
hyperboliques réelles et complexes.

Revenons a un groupe G arbitraire. Pour i = 0, on peut répondre positivement a la
Question 2.0.3 en toute généralité. Soit I' un groupe de congruence, et soit L3(T'\ X)
I’espace des fonctions d’intégrale nulle, i.e., 'orthogonal de ’H?Z)(F\X) =C.

Théoreme 2.1.1. Fizons G/Q. Il existe alors € = €(G) > 0 tel que le spectre de A
dans L3(\X), pour tout sous-groupe de congruence I relatif a G, soit contenu dans
[e, +o0].

Nous allons esquisser la démonstration [26], puisque les outils de celle-ci seront
utilisés plus loin pour les formes de degré supérieur. Notons L3(I'\G) 'espace des
fonctions L? d’intégrale nulle sur I'\G. C’est une représentation de G (Ch.1); un
argument évident montre qu’elle ne contient aucun sous-espace isomorphe a la repré-
sentation triviale.

L’action triviale de G sur les constantes correspond a la valeur propre A = 0 de A.
Nous voulons montrer qu’il existe un voisinage fixe (|A\|] < €) de 0 ne rencontrant
pas le spectre de A — méme pour I' variable. Nous allons traduire ceci en termes de
représentations unitaires de G ; cela nécessite quelques préliminaires.

2.2. Théorie des représentations

Soit G un groupe de Lie connexe. On note G T'ensemble des classes d’équivalence de
représentations irréductibles unitaires de G. Rappelons que G est muni d'une topologie
naturelle, la topologie de Fell. Soit 7w € G une représentation d’espace H. Siv € ‘H, le
coefficient associé est la fonction sur G :

(2.2.1) c(g9) = (gv,v) (g9 € G).

Soit 2 C G un sous-ensemble compact, vi,...vq € H, € > 0. On note V(Q, v;,¢€)
I’ensemble des p € G telles qu’il existe wy, ... wq € H, vérifiant

(2.2.2) lcw, (9) — co, (9)] < (9 € Q).

On obtient ainsi une base de voisinages de 7 ; celle-ci définit la topologie sur G.
Cette topologie n’est pas séparée : par exemple si G = SL(2,R) et si s € [0, 5[ et
s — %, la limite de la représentation irréductible

7y = indG(|z|*)
ou B = {(g bt )} C G, et induction est 'induction unitaire, est formée de la re-
présentation triviale C et des deux séries discrétes do, d_o ([71]). Elle est néanmoins
séparable (tout point a une base dénombrable de voisinages) de sorte que nous pour-

rons nous limiter, dans les arguments de convergence, a considérer des suites.
Par ailleurs, on peut décrire la topologie de G a 'aide d’un seul coeflicient :
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14 CHAPITRE 2. SPECTRE DU LAPLACIEN SUR LES QUOTIENTS ARITHMETIQUES

Proposition 2.2.1. — Soit (m,)n>1, ™ € G. Alors m, —  si et seulement si un coeffi-
cient non nul ¢, de m (u € Hy) est limite uniforme sur tout compact de coefficients
Cu, (un € Hx, ).

Voir Dixmier [34, Prop. 18.1.5].

Dans le reste de ce paragraphe on suppose G simple et non compact. Soit K un sous-
groupe compact maximal. Soit G, le sous-ensemble de G formé des représentations
sphériques, i.e., ayant un vecteur # 0 fixé par K. On sait que celui-ci est alors unique
a un scalaire pres [66)].

Le lemme suivant résulte trivialement de la définition du dual :

Lemme 2.2.2. — @S est ouvert dans G.

Noter que le contre-exemple ci-dessus, montrant que G nlest pas séparé, montre
aussi que @S n’est pas fermé.

Puisque G est muni d’une topologie, il est muni d’une structure borélienne. On
sait que G est borélien standard, c’est-a-dire isomorphe 2 [0, 1] muni de la structure
borélienne usuelle [34, 4.6.1].

Nous devrons utiliser la décomposition selon G de représentations unitaires réduc-
tibles de G. Celle-ci utilise la notion d’intégrale hilbertienne, pour laquelle on renvoie
le lecteur & [34, A 69] et & [106]. Dans notre cas, G est « de type I » au sens de la
théorie des représentations [34] et nous n’avons besoin que d’un cas trés simple.

Toutes les représentations de G, sauf la représentation triviale, se réalisent dans
un espace fixe H de dimension dénombrable; les opérateurs w(g) (7w € (A}’) sont alors
fonctions mesurables de 7 pour tout g. Posons, pour m = 1 (la représentation triviale)
H,. = C, et H, = H pour les autres représentations de G.

Si p est une mesure positive sur G , la représentation

p= [ Hxdu(r)
JG

(sur lespace des fonctions mesurables ¢ : G — H & C telles que o(7) € Hy et que
J llp(m)||2du(m) < 0o) se définit de fagon évidente. On définit de méme

(2.2.3) p = /@ M &H du(r)

oll M, est un espace vectoriel de dimension m(w) € {1,2,...,00} sur lequel G agit
trivialement et m — m(7) est une fonction borélienne.

Théoréme 2.2.3. — Soit p une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert H.

(i) Il ewiste une fonction borélienne © — m(w), G — {1,2,...,00} et une mesure
positive pu sur G telles que

(2.2.4) = /A M, &M,y du(r).
G
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(ii) Si p admet deuzr représentations (2.2.4), associées a (m,u) et (m', '), les
mesures ju et ' sont équivalentes et les fonctions m et m’ égales p.p. (pour p ou p').

Pour les démonstrations, on renvoie & Dixmier [34, 8.6.5, 8.6.6].

Si (p, H) est donnée et décomposée selon (2.2.4), le support de p est le support de u,
contenu dans G. Si p, p' sont deux représentations, on dit que p est faiblement contenue
dans p’ si Supp(p) C Supp(p’). (En particulier si m € Supp(p) est irréductible,
est faiblement contenue dans p.) Pour les applications, il est important d’avoir une
caractérisation intrinseque de cette relation.

Théoréme 2.2.4. — Soient p, p’ deux représentations unitaires de G. Les deux proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

(1) p’ est faiblement contenue dans p

(it) Tout coefficient ¢ de p' est limite, uniformément sur tout compact, d’une suite
de combinaisons linéaires positives de coefficients de p.

Nous aurons besoin de deux résultats supplémentaires.
Le premier est une propriété de continuité de la restriction. Soit H C G un sous-

groupe semi-simple.

Lemme 2.2.5. — Soit 7, € G et supposons que 7w, — lg. Soit S, C H le support de
T, - Alors 1y appartient a l’adhérence de U, .S,,.
73

Ceci se déduit aisément de [34, 3.4.2].
Le second est un théoréme de Howe et Moore [53].

Théoreme 2.2.6. — Supposons G simple, non compact et connexe. Si w est une repré-
sentation irréductible non triviale de G, les coefficients de w tendent vers 0 a linfini.

2.3. Principe de restriction et démonstration du Théoréme 2.1.1

La démonstration du Théoreme 2.1.1 repose sur une méthode introduite par Burger
et Sarnak qui permet de démontrer, pour un groupe G, une propriété telle que le
Théoreme 2.1.1 par réduction a un sous-groupe plus petit pour lequel le Théoréme
est déja connu.

Comme dans tout ce chapitre G est un groupe défini sur Q, nous le supposerons de
plus simple (comme Q-groupe) dans ce paragraphe. Soit G le dual du groupe réel G
(= G(R)), au sens du §2.2. On suppose que G n’est pas compact. Si I' € G(Q) est un
sous-groupe de congruence, on peut considérer dans G le support de la représentation
L2(I\G). On note Gay la cloture dans G de la réunion des supports de L3(T\G)
quand I' parcourt tous les sous-groupes de congruence de G(Q). Noter que G Aut
dépend donc de la Q-forme de G.

Soit H C G un sous-groupe, défini sur Q, et semi-simple. Les mémes notions
s’appliquent alors a H.
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Par ailleurs, si 7w est une représentation irréductible de GG, on peut la restreindre
a H. Selon le Théoreme 2.1.1, le support de |, dans H est bien défini. Burger et
Sarnak [20] démontrent le théoreéme suivant :

Théoréme 2.3.1 (Burger, Sarnak). — Soient 7w € éAut et H. Sit appartient au
support de w,, T € Hay-

Nous renvoyons a [20] pour la démonstration. Une variante de celle-ci (permettant
de controler le laplacien sur les formes différentielles plutot que sur les fonctions) sera
expliquée dans le chapitre 9.

Pour démontrer le Théoreme 2.1.1, nous commengons par le reformuler en termes
de théorie des représentations.

Théoréme 2.3.2. — (Hypothéses du Théoréme 2.1.1) Il existe un voisinage V de la
représentation triviale dans G tel que, pour tout sous-groupe de congruence 1, le
support de L3(T\X) soit disjoint de V.

Puisque la Ieprebentdtlon triviale 1 de G n’apparait pas dans L3(T'\ X ), ceci équi-
vaut par définition de GAut a:

(2.3.1) 1o est isolée dans éAuL~

Les assertions des Théoréemes 2.1.1 et 2.3.2 sont équivalentes. Vérifions-le en sup-
pozaant pour smlphher que G est anisotrope. D’apres le Lemme 2.2.2, le dual sphérique
G, est ouvert dans G. Considérons, dans LA(T\G) = @ Hr (somme directe hilber-
tienne de représentations irréductibles), la partie sphérique L§, = énec Hr. Le
Théoreme 2.3.2 est donc équivalent au fait que les supports de L‘éﬁs (pour I' variable)
soient séparés de la représentation triviale.

Soit P = M AN un sous-groupe parabolique minimal de G. Une représentation
sphérique de G est isomorphe a 'unique sous-quotient sphérique m d’une induite

p=indG(1®e” ®1)
ou v appartient au dual complexe de ag =Lie(A). Si 7 est unitaire, v doit étre hermi-
tien, i.e. : ¥ = —wv pour un w dans le groupe de Weyl W (G, A).

Si 7 est sphérique et appartient a L3(I'\G), il découle du chapitre 1 que le sous-
espace % est un sous-espace de LZ(I'\ X) correspondant & une fonction propre du
laplacien, w, et la valeur propre associée A de w est égale a celle de 'opérateur de
Casimir, qui opere par (4,0) — (v,v), § € af étant la demi-somme des racines de A
dans N (cf. calcul du caractere infinitésimal [66, Prop. 8.2.2]).

Ecrivons v = vy +V—1u;, avec v,,v; € aj. Alors

(2.3.2) Vp = — WV, V; = WY;
donc v, et v; sont orthogonaux et

(2.3.3) (6,0) — (v,v) = (6,0) + (vi,vi) — (U, vp).
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A conjugaison pres par W, on peut supposer v, contenu dans la chambre de Weyl
aigué et fermée contenant §. Si 7w est unitaire on sait alors que § — v, est dans la
chambre de Weyl fermée obtuse associée (15, IV, 5.2].

Par ailleurs la topologie de G s déduite de celle de G coincide avec la restriction
aux parametres v hermitiens de la topologie de a*. D’apres le Théoreme 2.3.2, on a

donce ||6 — v|| = ||6 — vi|| + ||vill = €1 ot €1 > 0 est déterminé par G. Pour v, proche
de 0, v, est régulier et (2.3.2) implique w = —1 soit v; = 0. Il existe donc €2 > 0 tel

que ||6 — vp|| = 2. Enfin, les propriétés de convexité des chambres de Weyl impliquent
alors que
(Vr, VT) < (57 5) — &
ol € est déterminé par 2. On en déduit d’apres (2.3.3) :
(2.3.4) A= (4,9) — (v,v) 2 e.

Réciproquement, (2.3.4) implique que la représentation triviale est isolée de Lg’s
car A = 0 pour la représentation triviale.

Enfin, si G n’est pas anisotrope, un argument similaire s’applique a la partie conti-
nue de LZ(T\G).

La démonstration du Théoréme 2.3.2 va reposer sur la méthode de Burger-Sarnak.
Nous utilisons la forme (2.3.1) du Théoréme. Supposons donné un sous-groupe simple
H de G tel que H(= H(R)) soit non compact et que le Théoréme soit vrai pour H.
Si celui-ci est faux pour GG, on peut trouver une suite m,, € C:*Aut (mn, % 1g) telle que
7 — lg. D’apres le Lemme 2.2.5, 15 appartient a I’'adhérence de (J,, Supp(my |, ). Si
1y est isolée dans H Aut, le Théoreme 2.2.3 implique que 1g est contenue discretement
dans T, pour n > 0. Ceci est impossible d’apres le Théoréeme 2.2.6 si H(R) n’est
pas compact.

Nous devons enfin trouver ~ dans tout groupe Q-simple G - un sous-groupe H pour
lequel le Théoreéme soit déja connu (et H(R) non compact).

Nous renvoyons le lecteur a [26], puisque cette partie de argument n’a rien a voir
avec les questions abordées dans ce volume.

Le Théoreme 2.1.1 a la conséquence suivante. Soit G anisotrope sur Q tel que
G(R)? = G™ x U (comme au début de ce chapitre) avec G™° simple non compact
et U compact. Avec la terminologie de l'introduction :

Théoréme 2.3.3. — La Conjecture A,_,(1) est vérifiée pour G.
Ecrivons en effet, I' étant un sous-groupe de congruence :
LAT\G™) = C o @, 7 = Ca LAT\G™)

ou les représentations 7 sont irréductibles non triviales. Soit V' ’espace des vecteurs K-
finis d’une représentation 7 et considérons le complexe calculant la (g, K )-cohomologie
de 7 (Ch.1) :

(2.3.5) -+ — C'(m) = Homg (A'p, V) — C"(m) — -+ .
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Si le rang de G"¢ est > 1, on sait d’apreés un théoreme de Zuckerman et Borel-
Wallach [15, Cor. V.3.4], que H'(g, K,V) = {0} si m n’est pas triviale. Il en est de
méme si w est triviale car Homg (p, C) = {0}, et ceci pour tout G™°.

La suite (2.3.5) est donc exacte en i = 1; puisque le laplacien opeére par 'opérateur
de Casimir, dont les valeurs propres sur A° = L?(T'\G"¢/K) sont minorées hors les
constantes, on en déduit que les valeurs propres de A sur Aé:o sont minorées.

Si G est de rang 1 (donc localement isomorphe & SU(n, 1) ou SO(n, 1)), ceci
reste vrai en dehors des représentations 7 telles que H'(g, K, V) # 0. Mais celles-ci
représentent exactement les formes harmoniques, pour lesquelles A = 0.

2.4. Représentations non isolées et contre-exemples & A~

Les derniers paragraphes de ce chapitre sont destinés a mettre en valeur le role
particulier des groupes SU(n, 1) et SO(n, 1) relativement & ces questions. Nous voulons
tout d’abord expliquer que la Conjecture A~ (7) ne peut étre vraie en général.

Considérons un groupe G anisotrope tel que G est simple. Soit H?(I'\ X) I'espace
des i-formes harmoniques. D’apres le chapitre 1, H/(I'\X) se décompose en sous-
espaces relatifs aux représentations irréductibles w de G telles que :

(i) = ¢ L2(I\G)

(ii) Hom (Afp, V(7)) # 0

(ii1) L’opérateur de Casimir opere trivialement sur V().

Rappelons (Ch. 1) que (ii) et (iii) sont équivalents a

(iv) (g, K;V(m)) # 0.

Soit 7 € G une représentation contenue dans L?(I'\G), et vérifiant (iv). Supposons
de plus que 7 n’est pas isolée dans G. Soit donc T, € G une suite tendant vers 7.
La condition (ii) est alors vérifiée par m,, pour n > 0, par un analogue évident du
Lemme 2.2.2. Par ailleurs, si p € é, lopérateur de Casimir C' opere par un scalaire
p(C) sur les vecteurs C° de p (§1.1). On vérifie alors que p(C) est une fonction
continue de p pour la topologie de G (11]. Pour 7, — 7 on a donc m,,(C) — w(C) =0;
si de plus la suite (7,,) est non stationnaire, 7, (C') doit étre non nul pour n > 0 car
I’ensemble des représentations unitaires 7 vérifiant (ii)-(iii) < (iv) est fini. On a donc :

Théoréme 2.4.1. — Soient I' C G un sous-groupe de congruence, ™ une représentation
de G vérifiant (i-iii) et m,, — 7 dans G, avec () non stationnaire. Si les représen-
tations m, appartiennent a G Auts la Congecture A~ (i) est en défaut pour les degrés i
tels que H'(g, K;V (7)) # 0.

Pour un groupe donné, I’'étude de A~ (i) se divise donc en deux questions :

Probleme 2.4.2. — Dédcrire les représentations isolées dans G parmi les représentations
cohomologiques.
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Probléme 2.4.3. — Pour G/Q donné, soit « € G une représentation cohomologique
non triviale et non isolée. La représentation 7 est-elle isolée dans Gan U {7} ?

Il existe une classe simple de représentations pour lesquelles les deux questions ont
une solution négative.

Rappelons qu'une représentation irréductible de G appartient a la série discrete si
ses coefficients (§2.3) sont de carré intégrable. D’apreés Harish-Chandra, G a une série
discrete si, et seulement si, G contient un sous-groupe de Cartan compact [66]. Parmi
nos groupes « hyperboliques », SU(n, 1) a toujours une série discrete et SO(n, 1) a
une série discrete si et seulement si n est pair — ainsi, SO(2,1) =~ SL(2,R) a une série
discrete alors que SO(3,1) ~ SL(2,C) n’en a pas (= désigne 'isomorphisme local).

Rappelons qu’un sous-groupe parabolique P = MYAN de G est cuspidal si M°
contient un sous-groupe de Cartan compact (donc, possede une série discréte). Une
représentation 7w appartient a la série discrete si, et seulement si, elle apparait comme
sous-module discret dans L?(G). Plus généralement, 7 € G est tempérée si elle vérifie
les conditions équivalentes qui suivent :

(2.4.1) 7 appartient au support de L*(G)

7 est un sous-module de ind$_ 0 d®e”®1) ou P est cuspidal,
(2.4.2) P=MOAN
o 6 € MO appartient a la série discréte, et v € ia* est unitaire.

Supposons que G n’a pas de série discrete, et soit Py C G un parabolique tel que
A soit de dimension minimale. Alors Py est nécessairement cuspidal; si Py = My Ny,
My est uniquement déterminé a conjugaison pres dans G. On dit que Py est un
parabolique fondamental.

Théoréeme 2.4.4 (Borel-Wallach). — Soit w € G une représentation tempérée et sup-
posons que H*®(g, K;V(m)) # 0. Alors

(i) 7 est un sous-module de indgf (62e'®1),d € MO étant une représentation de
la série discréte.

(ii) La cohomologie de w est concentrée dans l'intervalle [q — e,q + €] ou q¢ =
2 dimg(G/K) et e = $(rg G —rg K).

En fait la représentation induite de (i) n’est cohomologique que pour un nombre
fini de représentations §, explicitement décrites [15, Thm. 5.1]. On vérifie que q £ ¢
est entier [15, p.98]; tous les degrés contenus dans [¢ — e, g + €] apparaissent dans
H*(g, K;V) ou V est l'espace des vecteurs K-finis de I'induite totale donnée par (i).
Noter que si G' a une série discrete, le Théoreme reste vrai avec Py = G — les seules
représentations cohomologiques tempérées sont dans la série discrete.

Nous allons déduire de ce théoreme :

Théoreme 2.4.5. — Soit G arbitraire, et supposons que G n’a pas de série discréte.
Alors la propriété A(i) est en défaut pour i € [q — e, q + ¢].
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Soit en effet m une représentation vérifiant les conditions du Théoreme 2.4.4 (i)
et telle que Hi(g, K,V (m)) # 0. Alors 7 est tempérée et appartient donc au « dual
automorphe » @Aut. Siom, — mw, m, # 7, et m, apparait dans la décomposition
(continue si G est isotrope) de L*(I",,\G) pour un groupe de congruence, la valeur
propre associée A, de C vérifie \,, — 0, et apparait dans le spectre (peut-étre continu)
du laplacien w;.

La démonstration a utilisé le théoreme suivant :

Théoreme 2.4.6. — Toute représentation tempérée w € G est limite de représentations
T apparaissant (discrétement) dans L*(1),\G).

(Sime @, tempérée, n’est pas dans la série discrete, il en résulte aussitot que m =
lim 7, m, Z 7, ™ C L?(T',\G).) Il y a plusieurs démonstrations du Théoréme 2.4.6.
Supposons d’abord G anisotrope, donc les quotients I'\G compacts. SiT',, C T'g est une
famille de sous-groupes distingués (en fait I',, ;1 distingué dans I';,) d’intersection {1},
le théoréme est du & Delorme [32]; on sait méme que la suite des mesures spectrales
(sur G) des L2(I',\G), pondérées par [[o : Ty, tend vers celle de L?(G).

Une autre approche du théoréme est due a Burger, Li et Sarnak [19]. Cet article ne
donne pas la démonstration, qui est exposée dans [22]. Pour G isotrope, elle implique
que 7 est limite de représentations dans le support de L?([,\G).

Enfin, le fait que 7 est limite de représentations m, apparaissant discrétement
dans L?(I",,\G) résulte de la démonstration donnée dans [22]. Nous expliquons 'ar-
gument supplémentaire au lecteur familier avec les méthodes adéliques, en suppo-
sant G simplement connexe comme dans [22] : choisissons une place finie p, et rem-
placons G = G(R) par G p = G(R) x G(Q,). Alors [22, §3], le Théoreme 2.4.6 reste
vrai, en remplagant G par G, et les I'), par des sous- groupes S-arithmétiques pour

= {oo, p}. Si on remplace 7 € G par 7 ® Tp OU Tp € G(Qp) est supercuspidale, on
voit que ™ &® ), est limite de représentations « automorphes » () @ 77,(,"). Mais alors
7r§,n) = 7, pour tout n > 0, et cette représentation ne peut apparaitre que dans le
spectre discret.

Exemple246 — 81 G = S0(n, 1) avec n impair =2m +1, on a g =n/2 =m + %,

e = et la cohomologze de m apparait en degrés {m,m + 1}

2)

Terminons en remarquant que le Théoreme 2.4.5 est relié, par le théoreme de
Liick [74], au calcul des invariants de Novikov-Shubin de I'espace G /K (Lohoué et
Mehdi [73]).

2.5. Perspectives : contraintes locales et contraintes automorphes

Nous revenons aux deux Probléemes (2.4.2 et 2.4.3) énoncés dans la section précé-
dente et nous allons décrire, en utilisant toute la force de la théorie des représentations,
deux cas opposés ot ils peuvent étre résolus, amenant a une solution satisfaisante du
probleme A~ (7).
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Le Probléeme 2.4.2 a en fait été complétement résolu par Vogan, dans un article
longtemps clandestin [101]. Sa solution est difficile, et nous n’exposerons les résultats
que dans les cas qui nous intéressent. Le Probleme 2.4.3 est encore plus profond : I'un
des buts de ces notes est d’expliquer comment, pour les groupes associés aux espaces
hyperboliques, sa solution est implicitement donnée par les Conjectures d’Arthur.

Commencons par le groupe G = SU(n,1). Le sous-groupe compact maximal est
K = U(n). La décomposition de Cartan est g, = € @ po avec po = C". On a
p=po®C=C"3®C" le premier facteur s’identifiant & 'espace tangent holomorphe
eno=1-K a X =G/K et le second a l’espace tangent antiholomorphe. Donc :
(2.5.1) Al(p) =2 @ AP(C™)® AY(C™).

pt+q=1

Le groupe K opere sur pg par u- X = det(u) 'uX (u € K, X € C"). Il préserve la
décomposition (2.5.1).

On sait que les représentations AP(C™) sont irréductibles sous K ; chaque facteur
de (2.5.1) contient alors une unique représentation irréductible contenant le vecteur
ep ®eq, €p et e4 étant respectivement un vecteur de plus haut poids de AP et A? (sous
un tore maximal de K'). Notons-la 7,4. On a alors :

Théoréme 2.5.1 (Kumaresan, Vogan-Zuckerman [103], Krajlevic [68])

(i) Pour tous p,q tels que p + q < n il existe une unique représentation unitaire
irréductible V,q, de G telle que

(a) Hompg (7pq, Vig) # 0.
(b) L’opérateur de Casimir opére trivialement sur V.

(ii) Aucune représentation Vy,q n’est isolée dans G.
(iii) Les Vpq constituent toutes les représentations unitaires cohomologiques de G.

Noter que d’apres (a), (b),
H""(g, K,V,,;) = Homg (A?"9p, Viq) # 0.

D’apres [103] on sait en fait que les autres représentations de APT9p n’interviennent
pas dans V4, et que 7,4 apparait avec multiplicité 1. En particulier

(2.5.2) HP (g, K; Vpy) = C.

Par ailleurs (2.5.1) implique une décomposition de Hodge sur la cohomologie [15,
IT, §4] et :

(2.5.3) HP(g, K;V,q) = C
et plus précisément
(2.5.4) HPat (g KiV,)) =C (r=0,...n—p—q),

les autres composantes de Hodge de H*(g, K; V,4) étant nulles [103, Prop. 3.6].
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11 est clair que ces résultats ne laissent aucun espoir quant au Probleme local 2.4.2.
En revanche nous allons voir (Ch. 6) que le Probleme global 2.4.3 devrait admettre une
solution positive, d’aprés les Conjectures d’Arthur (Conjecture A de 'introduction).
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CHAPITRE 3

REPRESENTATIONS DE GL(n)

3.1. Classification de Langlands

La classification de Langlands pour G = GL(n,R) décrit toutes les représentations
admissibles de G a équivalence infinitésimale prés. Nous notons K = O(n) le sous-
groupe compact maximal de G.

Une représentation admissible irréductible (p, V') admet un caractére central i.e. un
homomorphisme w, : R* — C* tel que

p(t1,) = wy(t) Ty,

pour tout t € R*.
Soit SL* (m, R) le sous-groupe des éléments g de GL(m, R) tels que | det(g)| = 1. On
va d’abord décrire certaines représentations irréductibles de SL*(m,R) pour m = 1

et m = 2. Pour m = 1 il n’y a que deux représentations, toutes les deux de dimension
un ; on note la représentation triviale 1 et sgn 'autre. Pour m = 2, les représentations
qui nous intéressent sont celles qui sont dans la « série discrete » et que nous notons
D; pour [ € N*. Pour | > 1, la représentation D; est induite de SL(2,R) :

. SLERR) 4
(3.1.1) Dy = indg , ) (D))

Onu la représentation fo est donnée par 'action de SL(2, R) sur ’espace des fonctions
analytiques f sur le demi-plan de Poincaré de norme

. 1/2
171 = ([ 1 deay)
finie, action d’un élément g = (2 Y4) étant donnée par
+c
3.1.2 D;f = (bz+d)~ D (210
(3.1.2) F@)(2) = (b2 + @y p (2L
Les représentations D; de SL* (2, R) sont irréductibles et unitaires (cf. [66], [71]) (V).

(D Le caractere infinitésimal de D; est Ip ot p((l) 9) =1, voir [66, Probleéme 2 p. 276].
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Chaque représentation de G est construite & partir de « blocs élémentaires » : les
représentations de GL(1,R) et de GL(2,R) que 'on obtient en tensorisant les repré-
sentations de SL* ci-dessus par un morphisme a +— |detall du groupe des matrices
scalaires strictement positives de taille 1 ou 2 vers C*. Ci-dessous, nous notons |.|g la
valeur absolue ordinaire et ¢ € C. On obtient donc les « blocs élémentaires » suivant :

) 1® ||k
(3.1.3) + ¢ pour GL(1,R),
sen ).k
(3.1.4) D; ® | det(.)|4 pour GL(2,R).
A chaque partition de n en somme de 1 et de 2, notée (n1,...,n,), on associe le

sous-groupe diagonal par blocs
M= MA = GL(n1,R) x --- x GL(n,,R)

de G, ou comme d’habitude A désigne le sous-groupe des matrices diagonales positives
dans le centre de M et M est un produit de groupes {1} ou SL* (2, R). Pour chaque
entier j compris entre 1 et 7, soit ¢; une représentation de GL(n;,R) de la forme
(3.1.3) ou (3.1.4) suivant que n; = 1 ou 2; nous noterons t; le nombre complexe ¢
correspondant. Alors (o1, ..., 0,) définit, par produit tensoriel, une représentation du
sous-groupe diagonal par blocs M A que 'on peut étendre en une représentation du
sous-groupe parabolique correspondant P = M AU (constitué des matrices triangu-
laires supérieures par blocs) par 'identité sur U (les matrices strictement triangulaires
supérieures par blocs). Nous notons alors :

(3.1.5) I(o1,...,00) = indS (o1, ..., 0.),
ol ind désigne I'induction unitaire (cf. [66]).

Les sous-algebres de Cartan de g = gl(n,C) s’identifient & C", de fagon unique a
Paction pres du groupe de Weyl &,,. D’apres [66, Proposition 8.22], la représentation
définit par (3.1.5) admet alors un caracteére infinitésimal
(3.1.6) (Aors- s Ao, ) € CT
ol A, est égal a t; lorsque nj = 1 et est égal au couple (t; +1;/2,t; —1;/2) lorsque
n; = 2.

Le théoréme qui suit résulte des travaux de Langlands [72] et de la these de Speh
(cf. aussi [65]).

Théoréme 3.1.1 (Classification de Langlands pour GL(n,R)). — Soit G = GL(n,R).
(1) Si les paramétres t; de (o1, ...,0,) vérifient
(3.1.7) ny'Ret; =n, ' Rety > - =n, ' Ret,,

alors I(o1,...,0.) a un unique quotient irréductible, son quotient de Langlands, que
nous notons J(oy,...,0,).

(2) Toute représentation admissible irréductible de G est infinitésimalement équi-
valente a une représentation J(o1,...,04).
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(3) Deuzx représentations J(o1,...,0.) et J(o,...,0L) sont infinitésimalement
équivalentes si et seulement si v = r’ et il existe une permutation j(i) de {1,...,7}
telle que o] = oy pour 1 <i <.

On peut de la méme maniere classifier les représentations irréductibles admissibles
de GL(n,C). Dans la suite de cette section, nous notons G = GL(n,C) et K = U(n)
un sous-groupe compact maximal.

Rappelons que tout caractére (non nécessairement unitaire) de C* s’écrit z + 2Pz?
ol p,q € C et p—q € Z. Le caractere est unitaire si, et seulement si, Re(p+¢) = 0. Po-
sons t; = LJQ”Z— Pour tout j = 1,...,n, soit o; un caractere de C*. Alors (o1,...,0y)
définit, par produit tensoriel, une représentation de dimension un du sous-groupe des
matrices diagonales de G, que ’on étend, par l'identité, en une représentation de di-
mension un du sous-groupe B des matrices triangulaires supéricures dans G. On pose
alors :

(3.1.8) I(o1,...,00) :indg((fl,...,an),

ou l'induction ci-dessus est unitaire.

Une sous-algebre de Cartan de g = Lie(GL(n, C))®C = gl(n, C) x gl(n, C) s’identifie
a C™ x C", de fagon unique modulo &,, x &,. D’apreés [66, Proposition 8.22], la
représentation définie par (3.1.8) admet alors un caractére infinitésimal

(3.1.9) (P1s--»Pn) X (q1,---,qn) € C" x C™.

Théoreme 3.1.2 (Classification de Langlands pour GL(n,C)). — Soit G = GL(n,C).

(1) Siles parameétres t; de (o1, ...,0n) vérifient
(3.1.10) Rety > Rety = --- = Ret,,
alors I(o1,...,0n) a un unique quotient irréductible, son quotient de Langlands, que
nous notons J(o1,...,0,).

(2) Toute représentation irréductible admissible de G est infinitésimalement équi-
valente o une représentation J(o1,...,0n).

(3) Deuz représentations J(o1,...,0n) et J(of,...,00,) sont infinitésimalement
équivalentes si et seulement s’il existe une permutation j(i) de {1,...,n} telle que

o; = 0ju) pour 1 <i < n.

Nous renvoyons au livre de Knapp [66] pour une démonstration de ces Théorémes.

3.2. Correspondance de Langlands locale

Le groupe de Weil de R, noté Wg, est 'extension de C* par Z/2Z (le groupe de
Galois de C sur R) :
Wr = C* U jC*,
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oll j2 = —1 et jcj~ ! = ¢ Dans cette section nous décrivons la correspondance de
Langlands locale pour GL(n,R) i.e. une bijection entre I’ensemble des classes d’équi-
valence de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wi et ’ensemble
des classes d’équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,R). On
va donc s’intéresser aux représentations semi-simples du groupe de Weil de R.

Il existe une suite exacte naturelle
U *
1—U—Wr — R*—1
donnée par

z+—|z|lc = 2Z (2 € C¥)

j— —1,

et dont le noyau est {z € C* : |z| = 1}.Si |z] =1, on a z = w/w = w(jwj~')~!
qui est égal au commutateur [w, j] = wjw~ 1571, Donc U s’identifie au groupe dérivé
de WR.

Par conséquent, les caracteres abéliens de Wy sont de la forme w — x(u(w)) ol x
est un caractere de R*. Les représentations de dimension un sont donc paramétrées
par un signe et un parametre complexe ¢ comme ci-dessous :

(= 8) s 0(2) = |2l et @(j) = —1.
Considérons maintenant une représentation irréductible r de Wi sur un espace V,
de degré = 2. Alors r|¢c+ est complétement réductible, donc somme directe de carac-
teres. Si x est un caractere de C*, soit

Vix) ={veV:zv=x(z)v}

Puisque jzj ! = z (z € C*), la somme directe V(x) @ V(x7), ou x?(z) = x(2), est
stable par Wg. Par conséquent, il existe au plus un couple de caracteres {x, x°} dans
la décomposition de V.

Si x = x7, d’apres le paragraphe au-dessus de (3.2.1) x s’étend en un caractere
abélien x’ de Wg. Alors r @ (x') ™! est une représentation irréductible de Wg, triviale
sur C*, donc représentation de Wgr/C* = {+1}. Elle est donc de dimension 1, et r est
un caractere, décrit dans (3.2.1).

Six # x7, soit v € V(x). Alors r(j)v € V(x7) donc v et r(j)v sont indépendants.
Alors, espace (v, r(j)v) est stable par Wr = (j,C*). Donc r est de dimension 2,
donnée dans cette base par les matrices

= (1 x@) A (1 XH))

C’est la représentation de Wx induite a partir du caractere xy de C*. Nous avons donc
obtenu que les classes d’équivalence de représentations irréductibles de dimension > 1
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@ : Wr — GL(2,C) sont classifiées par les paires (I,t) avec | un entier > 1 et t dans
C; a chaque paire (I,t) correspond la classe d’équivalence du morphisme suivant :

2t il
QO(T,ei()) _ r2tet [
7¢2t671l(9

(3.2.2) (1,1): { et

_1\!
s0(.7‘)=<1< 1)>-

Soit maintenant ¢ une représentation complexe semi-simple de dimension n de

Wrk. La liste des dimensions des composantes irréductibles de ¢ donne une partition
de n comme somme de 1 et de 2 que l'on note (n1,...,n,). Soit ¢; la composante
irréductible de ¢ correspondante a 'entier n;. A ¢; on peut associer une représentation
o; de GL(n;,R) de la maniére suivante :

(+,t) dans (3.2.1) — 1 ® |.|; dans (3.1.3),
(3.2.3) (—,t) dans (3.2.1) —— sgn®|.|k dans (3.1.3),

(1,t) dans (3.2.2) +—— D; ® | det(.)|, dans (3.1.4).
De cette fagon, on associe a la représentation ¢ un r-uplet (o1, ..., o,). De plus, quitte
a permuter les o;, on peut supposer que (3.1.7) est vérifiée. Le Théoréme 3.1.1 permet
donc de définir 'application :
(324) Y= pR((P) = J(Ula"'aar)

et implique le :

Théoréme 3.2.1 (Correspondance de Langlands locale pour GL(n, R))

L’application (3.2.4) définit une bijection entre ’ensemble des classes d’équivalence
de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wy et l’ensemble des
classes d’équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,R).

Remarquons de plus que la classification de Langlands implique 1’équivalence des
trois assertions suivantes :

(1) le parametre ¢ est tempéré, i.e. est borné;

(2) Re(t1) = --- = Re(t,) =0;

(3) la représentation pg(p) est tempérée.

Dans la suite nous décrivons l’analogue du Théoreme 3.2.1 pour GL(n,C). Le
groupe de Weil de C, noté Wg, est donné par W = C*.

Une représentation semi-simple de dimension n de W¢, x, est donc donnée par n
(quasi-)caractéres xi, ..., Xn Ol X;(2) = 2P1(Z)% . Comme plus haut posons t; = &izr_fb_
Quitte & permuter les x;, on peut supposer que (3.1.10) est vérifiée. Le Théoréme 3.1.2
permet donc de définir ’application :

(325) X'—’pC(X) = J(X17~-~7X7z)
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et implique le :

Théoréme 3.2.2 (Correspondance de Langlands locale pour GL(n, C))

L’application (3.2.5) définit une bijection entre [’ensemble des classes d’équivalence
de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wg et ['ensemble des
classes d’équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,C).

Enfin, remarquons que 1a encore la classification de Langlands implique que les
trois assertions suivantes sont équivalentes :

(1) le parametre x est tempéré, i.e. borné;

(2) Re(t1) = -+ =Re(tn) =0;

(3) la représentation pc(x) est tempérée.

3.3. Un peu de fonctions L

3.3.1. Caracteéres de Dirichlet et adeéles. — Pour simplifier nous commencons
par quelques rappels sur ces notions en se plagant sur le corps @, mais tous ces
résultats admettent un analogue dans le cas d’un corps de nombres quelconque.

Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Soit xo un caractere du groupe multiplicatif
fini (Z/nZ)*, i.e. un morphisme de groupe a valeurs dans le cercle unité. On appelle
caractére de Dirichlet de module n toute application y obtenue a partir d’un caractere
Xo comme ci-dessus par 'extension a Z :

, _f0 si (a,n) # 1,
x(a) = {Xo(a mod n) si (a,n) =1.

Nous dirons de plus que x est primitif de conducteur n si x ne provient pas par
composition d’un caractere de (Z/dZ)* ou d divise n.
Dans la suite nous allons ramener en partie 1’étude du spectre des formes diffé-

rentielles des variétés hyperboliques complexe arithmétiques a ’étude du spectre des
formes différentielles des revétements de congruence de

SL(n,Z)\ SL(n,R)/SO(n).

Ce lien est prédit par la fonctorialité de Langlands, dont nous décrirons quelques cas
particuliers dans les prochains chapitres.
Nous voulons donc étudier les formes différentielles sur 'espace symétrique

X =SL(n,R)/SO(n)

invariantes par rapport a un sous-groupe de congruence de SL(n,Z) et ce simulta-
nément pour différents sous-groupes de congruence. Rappelons qu’un sous-groupe de
congruence de SL(n,Z) est un sous-groupe de SL(n,Z) qui contient un sous-groupe
I'y = {M € SL(n,Z) | M = I,, (mod N)}, pour un certain entier N > 1. A chaque
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inclusion IV C T’ de sous-groupes de congruence correspond une projection de revéte-
ment I"\X — T\ X. Puisque le nombre de classes d’idéaux de Q est 1, le théoréme
qui suit montre que la limite projective de ce systéme, lim proj-I'\ X, est égale &

SL(n,Q)\ SL(n,A)/ SO(n,R),

ol A est I'anneau des adeles de Q. Ainsi l'introduction des adeles permet de trans-
former I’étude du spectre des quotients de congruence de X en I’étude d’un certain
espace de fonctions sur un espace de classes a droite et & gauche du groupe SL(n, A).

Dans la suite nous notons F' un corps de nombres et A son anneau des adeles. Soit
S = So U Sy 'ensemble des places de F', réunion des places archimédiennes ct des
places finies de F'. Si v € S, nous notons F, la complétion de F' en la place v; si v
est non-archimédienne, nous notons o, 'anneau des entiers de F,. Nous notons Ay
lanneau des adeéles finis et F, le produit de toutes les complétions archimédiennes
de F'. Nous supposerons une certaine familiarité avec la définition de 'anneau des
adeles, sa topologie, et le fait que F' C A est un sous-groupe discret, avec un quotient
A/F compact.

Théoreme 3.3.1 (Théoreme d’approximation forte). — Soit F un corps de nombres.
(1) SL(n, Fso) SL(n, F') est dense dans SL(n, A).
(2) Soit Ko un sous-groupe compact ouvert de GL(n,Ay). Supposons que ’image
de Ko dans A} par le déterminant soit [[,¢q 0} Alors le cardinal de

GL(n, F') GL(n, Fx )\ GL(n,A) /Ky
est €égal au nombre de classes d’idéaux de F.

Dans le premier chapitre nous avons ramené ’étude du spectre des formes diffé-
rentielles sur les quotients T\ X & ’étude de certaines représentations irréductibles
unitaires du groupe SL(n,R), celles apparaissant dans le spectre automorphe. Les
adeles permettent de voir chacune de ces représentations comme la « représentation &
I'infini » d’un seul et méme groupe, le groupe SL(n, A). Il sera en fait plus commode
de considérer le groupe GL(n, A).

Nous dirons d’une représentation unitaire irréductible de GL(n, A) qu’elle est au-
tomorphe si elle apparait comme sous-représentation de la représentation réguliere
droite dans L?(GL(n, F)\ GL(n,A)). Remarquons qu’en général une représentation
automorphe n’apparait pas discrétement, ce probleme peut étre évité en ne considé-
rant que des représentations cuspidales pour la définition desquelles nous renvoyons
a [18].

On appelle caractére de Hecke un caracteére continu x de A*/F*. Si v est une place
non-archimédienne de F', on dit que x est non ramifié en v si x,, la composée de x et
de Vinclusion naturelle F;, < A, est triviale sur of. Dans le cas contraire on dit que
x est ramifié en v. Il est facile de vérifier qu’un caractére de Hecke est non ramifié
en presque toutes les places. Lorsque F' = Q, il découle de la description de A*/Q*
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que les caracteres de Hecke correspondent aux caracteres primitifs de Dirichlet de la
fagon suivante.

Proposition 3.3.2

(1) Supposons que F' = Q et que x est un caractere de A*/F*. Il existe alors un
unique caractére x1 d’ordre fini de A*/F™* et un unique nombre imaginaire pur \ tel
que x(x) = x1(z)|z|*.

(2) Supposons que F' = Q et que x est un caractére d’ordre fini de A*/F*. Il existe
alors un entier N dont les diviseurs premiers sont exactement les places finies de Q en
lesquelles x est ramifié, et un caractére primitif de Dirichlet xo modulo N tel que sip
est un nombre premier ne divisant pas N, alors xo(p) = xp(p). Cette correspondance
X — Xo est une bijection entre les caractéres d’ordre fini de A*/F* et les caractéres
primitifs de Dirichlet.

3.3.2. Fonctions L. — Soit F' un corps de nombre et A son anneau des adeles. La
théorie de Langlands veut associer a chaque représentation automorphe de GL(n, A)
une fonction L donnée comme produit eulérien de facteurs L élémentaires, un pour
chaque place de F'. D’apres un théoréme de Jacquet-Langlands [55] et Flath [41], toute
représentation irréductible admissible de GL(n, A) est un « produit tensoriel restreint »
m = ®m, de représentations de GL(n, F,) ou v décrit les places de F' (y compris les
places archimédiennes). D’aprés Godement-Jacquet [45] on peut associer & w une
fonction

L(m,s) = H L(my, s).

Pour v finie, L(w,,s) est un facteur eulérien du type usuel. Pour v infinie, c’est
un produit de fonctions I'. (Godement-Jacquet considéraient les 7w cuspidales, le cas
général est traité par Jacquet [59].)

En fait, on peut associer a w une famille de fonctions L, associées a des choix de
vecteurs dans ’espace de la représentation et a des fonctions auxiliaires. Nous aurons
besoin de considérer la fonction L ayant a toutes les places le bon facteur prédit par
la fonctorialité de Langlands [69]. Ceci est obtenu par Jacquet [59]. Pour les places
archimédiennes, d’apres le § 3.3, la représentation 7, est associée a une représentation
de degré n de W ou Wg. Il suffit donc de d’écrire les facteurs locaux associées a
celle-ci, et ceux-ci sont donnés par les propositions suivantes.

Proposition 3.3.3 (Facteurs L ., pour GL(n, R)). Soit m = pr(p) une représentation
de GL(n,R). Le facteur Lo, L(m,s) = L(p,s) est le produit des L(p;,s) ou les @;
sont les composantes irréductibles de @. Et si ¢ est irréductible, on a :
72D (s +1)/2) st p est donnée par (+,t) dans (3.2.1),
L(p,s) = m=GHHD20 (s +t +1)/2)  si @ est donnée par (—,t) dans (3.2.1),
2(27) " CHAUD (s +t +1/2) si p est donnée par (I,t) dans (3.2.2).
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Proposition 3.3.4 (Facteurs L .., pour GL(n,C)). — Soit m = pc(x) une représentation
de GL(n,C). Le facteur Lo, L(w,s) = L(x,s) est le produit des L(x;,s) ot les x;
sont les caractéres composant x. Et si x est un caractére du type x(z) = 2P(Z)?, on a :

L(x,s) = 2(2n)~ Hmax®a) (5 4 max(p,q)) .

3.4. Dual unitaire

3.4.1. Représentations de Speh. — Soit I’ un corps égal & R ou C. Soit r un
entier égal & 1 si F' = C et égal a 1 ou 2 si F = R. Soit § une représentation de la
série discrete unitaire de GL(r, F'). Ceci équivaut a ce que

~ §(z) = 2P(2)9 avec Re(2£2) = 0si FF =C,

~ 6 =1®|.l5 ousgn®|.|% avec dans les deux cas Re(t) =0si F =Ret r=1et,

~d=D;®|det()|k si F=Retr=2.
Soit m = mr un multiple de . On note §|.|° (s € C) la représentation de GL(r, F))
donnée par 6(g)|det(g)|%. Considérons la représentation de GL(n, F') unitairement
induite a partir de

((5|'|(m71)/2’ 5|‘|(77173)/2’ o 76|.|(177n)/2).

D’apres les Théoremes 3.1.1 et 3.1.2, elle admet un unique quotient de Langlands. On
le note Sp(d, m).

Théoreme 3.4.1 (Speh [97]). — La représentation Sp(d, m) est unitaire.

3.4.2. Séries complémentaires. — Si P :n =n; + -+ n, (n; > 0) est une
partition de n, on note P le parabolique associé, formé des matrices triangulaires
supérieures par blocs. Son sous-groupe de Levi est M = GL(n1, F') x - - - x GL(n,, F).
Si m; est une représentation irréductible de GL(n;, F'), on note (de fagon cohérente
avec les notations de la premiére section) (7, ...,7) la représentation de P obtenue
par extension triviale & P de la représentation tensorielle 1y ® - - - ® 7, de M.

Soit Sp(d, m) une représentation de Speh pour GL(n, F'), n = mr. Dans GL(2n, F),

(Sp(8, m)|.|%, Sp(8, m)|.|7)

définit une représentation du sous-groupe parabolique associé a la décomposition 2n =
n-—+n.

Théoreme 3.4.2 (Vogan [102]). — Pour 0 < « < %, la représentation de GL(2n, F)

unitairement induite a partir de
(Sp(8, m)|.|%, Sp(d, m)|.|~%)

est irréductible et unitaire.

Soit V(§,m, «) la représentation ainsi définie.
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3.4.3. Classification

Théoreme 3.4.3 (Vogan [102])

(1) Soit m une représentation unitaire de GL(n, F). Alors, il existe une partition
n=miry+---+msrs +2(Msp17s41 + -+ MsitTs4t), des représentations §; de la
série discréte de GL(ry, F) (i=1,...,s) et des réels 0 < a; < 5 (i=s+1,...,5+1)
tels que m soit équivalente a linduite unitaire de

(Sp(b1,m1), ..., Sp(0s, M), V(Ost1, Mst1, Qst1)sevos V(Osit, Mstt, Qsie))-

(2) Cette expression est unique, auz permutations pres des (0;,m;) (1 < s) et des
(65, mj,05) (7> s).

Le Théoréme ci-dessus implique que si les t; sont les parametres complexes, comme
dans (3.1.7) ou (3.1.10), d’une représentation unitaire de GL(n, F) alors :

(3.4.1) {5} = ().

Enfin, remarquons que le Théoreme de classification de Vogan permet (cf. [24]) de
redémontrer que pour une représentation unitaire générique (ce qui est le cas de toute
représentation automorphe cuspidale) les ¢; comme ci-dessus vérifient :

(3.4.2) |Re(t,)| < %

3.4.4. Retour sur les représentations de Speh. — Il est intéressant de noter
que la construction de Speh est assez générale dans le sens qu’elle ne nécessite pas
réellement que 6 soit une représentation de la série discrete.

Plagons nous, pour simplifier, sur le corps C. Soit ¢ un entier > 1 et 7 une
représentation (unitaire) de GL(a,C). Enfin soit n = ab un multiple de a. Comme au-
dessus notons 7|.|* (s € C) la représentation de GL(a,C) donnée par 7(g)|det(g)|&.
On introduit alors la représentation de GL(n,C) unitairement induite a partir
de

(3.4.3) (P G072, o] J=972, 7| [a-072),

D’apres les Théoréemes 3.1.1 et 3.1.2, elle admet un unique quotient de Langlands, on
le note

J(7,b).

Ces représentations, nous le verrons, jouent (conjecturalement au moins) le role
de pavés élémentaires dans la description du spectre automorphe. Concluons ce cha-
pitre par le calcul du caractére infinitésimal d’une telle représentation.
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Supposons que le caractere infinitésimal de la représentation 7 soit

A )= (A, 2a), (1, - -y fta)) € C* x C®

toujours dans la paramétrisation d’Harish-Chandra, ¢f. §1.3. Alors, d’apres [66, Pro-
position 8.22], le caractere infinitésimal de J(7,b) est

(3.4.4) <</\+b;1,>\+b;3,...,>\+ O (w+ b_Tl,u+1_—b))

2
(vecteur de C™ x C™).
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CHAPITRE 4

REPRESENTATIONS DE U(n, 1)

Soit G = U(n, 1) le sous-groupe de GL(n + 1,C) laissant invariante la forme her-
mitienne :
2112+ -+ 2zl = [znga?
Soit K = U(n+ 1) NG = U(n) x U(1). L’algebre de Lic gg de G est :

go = {M &€ M(n,C) | ‘MI,, + I, M = 0},

I, 0
I,1 = .
ol (0 —1>
L’algebre de Lie ¢y de K est :

A0 —
o {(40)10em T an0)

La décomposition de Cartan correspondante est :

ol

go = & D po,

Po = {(,OE(Z)) | z € M,I,yl((C)}.

Cette décomposition est orthogonale relativement a la forme de Killing

ou

(4.0.1) B(X,Y) = %Tr(XY)

sur go. Pour cette normalisation de la forme de Killing les courbures sectionnelles de
I’espace symétrique associé (’espace hyperbolique complexe) sont comprises entre —4
et —1, cf. deuxieme partie.

Soit Ad la représentation adjointe de G. Puisque tout élément de K peut s’écrire

k= (gg) UeUn), veU)
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le groupe K agit sur pg = C" par Ad(k)X = UXv ™!, et cette action préserve la
structure complexe naturelle sur pg. On en déduit donc la décomposition

(4.0.2) p=po®C=py bp_ avecpl =py =pg,
comme K-modules. Pour 0 < r < 2n, soit
7= A" (Ad; ®Ad_) = A"(Ad DAd)

la représentation de K sur A"p = A" (p4+ ©p_). I est bien connu [15] (décomposition
de Hodge) que chaque représentation 7, se décompose en
= D Tpq
pta=r
ou
Tpq i= APAd ® A7 Ad
est la représentation de K sur A?9p = APp_ ® A9p . Via la formule de Matsushima,
la décomposition de Lefschetz de la cohomologie d’une variété hyperbolique complexe
découle de la décomposition de la représentation 7, , en irréductibles. D’apres [15],
on obtient :

min(p,q)
/
(4.0.3) Tpq = AEB Tp—k.q—k>
=0

ol pour chaque couple d’entiers positifs (¢, j) de somme i + j < n, 7/ ; est une repré-

sentation irréductible.

4.1. Classification de Langlands

Commencons par quelques notations. Soit

0 0 1
(411) Hy = 00,-10 € Po.
1 0 0
Alors ag := RH( est un sous-espace de Cartan (¢.e. abélien maximal) dans po, et le

sous-groupe de Lie correspondant de GG est paramdétré par les éléments :
cosht 0 sinht
ay = exp(tHy) = 0 I,.1 O
sinht 0 cosht
out € R.

Soit v € af définie par «(tHy) = ¢. Alors R(go,a0) = {+«a, £2a} est un systeme
restreint de racines de (go, ap) avec un sous-systéme positif R (go, ao) = {«, 2a}. On
utilisera dorénavant 'identification :

at C,

Sty —— S.

ASTERISQUE 303



4.1. CLASSIFICATION DE LANGLANDS 37

Soient ng = (go)a @ (g0)2o la somme des espaces propres des racines strictement
positives, N le sous-groupe de Lie de G correspondant et p la demi-somme des racines
dans R (go, ap), comptées avec multiplicités. Alors p = na (dim (go)a = 2(n — 1) et
dim (go)2o = 1). Soit M le centralisateur de A dans K. Alors :
e®0 0
M = 00U 0 ||0eRetUecUn-1)
0 0 e?

Nous notons P = MAN le sous-groupe parabolique (minimal) usuel de G. Etant
donnés 0 € M et s € C = a*, 'application :

t

(0 ®@e’ @ 1)(mam) = e o(m)

définit une représentation de P dans V,. Nous notons m, , 'induite unitaire de cette
représentation i.e. 'action de G sur l'espace
Hyo = L?°(G,MAN,0c ®e*® 1)
= {f:G — V, | flemayn) = e~ EFPla(m) "1 f(z) et fix € L*(K)}

par translation & gauche : 7, ,(g)f(h) = f(¢~'h). Remarquons que, comme K-
module, chaque H, s est isomorphe (pour tout s) a l'espace L?(K, M, o) des fonc-
tions f de carré intégrable sur K telles que f(km) = o(m=1)f(k).

Puisque g et &g ont méme rang n, le groupe G admet une série discréte de représen-
tations i.e. des représentations irréductibles unitaires dont les coeflicients matriciels
sont dans L2

4.1.1. Représentations induites de P. — Dans cette sous-section nous revenons
sur les représentations induites de P pour déterminer leurs K-types.

Puisque H, s est L?(K, M, o), vue comme K-module, le théoréme de réciprocité
de Frobenius nous dit que

Hompg (He s, Vo2 ) = Homp (V,, V) pour tout s € C.

’
».q p.q

On doit donc comprendre comment la représentation T;W se restreint a M. Ceci est
classique, nous suivouns ici larticle [83] de Pedon.

Soit ho (resp. to) la sous-algebre de Cartan de &y (resp. mg) constituée des éléments
diagonaux. Pour chaque entier 1 < i < n + 1, soit ¢; la forme linéaire sur b définie
par g;(diag(hy,...,hny1)) = h;. Nous conservons les mémes notations pour leurs
restrictions a t. Les racines pour les paires (£ ) et (m,t) sont, respectivement,

Rk == R(t,b) ={e; —¢; | 1 <i#j<n},

Ry = R(m,t) ={e; —¢; |2<i#j<n},

et les systemes positifs correspondants (pour 'ordre lexicographique) sont :
R}L(z{a—sj]1<i<j<n},

Ry, ={e;—=;|2<i<j<n}.

(4.1.2)

(4.1.3)
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Les poids de la représentation adjointe Ad de K sont les €; — £,,41, avec comme
vecteur de poids correspondant e; pour 1 < i < n. On en déduit que les plus hauts
poids des représentations irréductibles APAd et AY Ad de K sont, respectivement,

n q

HarAd = — § €k T PEn+1 €t fpa aq = § Ek — QEn+41-
k=n—p+1 k=1

D’ou il découle, a l'aide de [15, Lemme 4.9, Chapitre VI], que le plus haut poids de

I st -
Tp.q €St

n

q
(4.1.4) Hrr = Zek — Z g+ (P — Qentr.
k=1

k=n—p-+1
D’apres [6, Théoreme 4.4], on a génériquement (V)
’ o ) § )
(Tz),(1)|1\[ = Op,q D Op—1.q D Op.qg—1 & Op—1,q—1-
ou chaque g, est une représentation irréductible de M de plus haut poids

b+1 n

a—b
(4.1.5) toy , = 5 (e1 +eng1) + E er — E Ek.
k=2 k=n—a+1
4.1.2. Série discréete. — Revenons maintenant sur les représentations de la série

discrete.
Comme a la section précédente, soit hy C &y C go la sous-algebre de Cartan consti-
tuée des matrices diagonales. Avec les notations ci-dessus,

R :=R(g,h)={ci—¢; |1 <i#j<n+1},

alors que Rk et RZ‘, sont respectivement définis en (4.1.2) et (4.1.3). Le groupe de
Weyl W (resp. W) est le groupe des permutations de n+1 (resp. n) éléments. [y a
donc n + 1 sous-systemes positifs de R¢a qui sont compatibles avec R}. On choisit

Rl ={si—¢;j|1<i<j<n+1}.

On obtient alors chaque systeme positif compatible de la fagon suivante. Soit sg la
réflexion relative a la racine 3, on pose

n
wj = H Sep—e,, pour chaque 0 < j<n—1, etw, =1Id.
k=7+1

(1 Ce qui signifie que I'on demande que o, 5 = 0 si min(a, b) < 0 ou si max(a,b) >n — 1.

ASTERISQUE 303



4.1. CLASSIFICATION DE LANGLANDS 39

Alors Wi\Wg = {Wgw; | 0 < j < n} et les n + 1 sous-systémes positifs de Rg

compatibles avec R} sont exactement les wj.Rg, avec 0 < j < n. Les sommes de
racines positives sont :

n+1

(4.1.6) 206 = _(n+2—2k)ey,
k=1

(4.1.7) 2 = _(n+1—2k)ex.
k=1

Un résultat classique d’Harish-Chandra, c¢f. [66, Théoremes 9.20 et 12.21] par
exemple, affirme que les représentations de la série discrete de G sont, a équiva-
lence pres, uniquement déterminées par leur parametre d’Harish-Chandra wj;A, ot
A € (ihd )" est tel que A + d¢ est intégral (i.e., s’intégre en un caractére du tore dia-
gonal) et ibg est la chambre de Weyl positives dans iy correspondant a Ré. Nous
notons Ty, A la représentation de la série discrete correspondante.

Toujours d’apres le [66, Théoreme 9.20], la restriction & K de la représentation
Tw; A contient avec multiplicité un la représentation de plus haut poids

(4.1.8) WiA + wida — 20K .
De plus, tout plus haut poids d'un K-type de my,;x, est de la forme

wiA +w;da — 20K + Z N,
(,VGI?Z.
ou les n, sont des entiers > 0.

Le fait suivant fait partie du "folklore” mais n’est & notre connaissance pas facile a
trouver explicitement ¢écrit dans la littérature. Dans notre cas le fait suivant peut-ctre
vérifié a la main, la démonstration que 'on propose, valable en toute généralité, est
tirée de la these de Pedon (?).

Fait. — Les représentations m, s, sont exactement les représentations de la série
discréte de G qui contiennent un K-type intervenant comme sous-représentation de
la représentation 7, de K pour un certain entier 0 < r < n. De plus r doit alors étre
égal a n.
En effet, soit m,;s» une représentation de la série discrete de G. Puisque A + ¢
R . T H %Y . —
est intégral et dans la chambre de Weyl positive (ihy ), on a A + dg = Z(yeR; Mo
avec chaque m, € N*. D’'un autre coté, on a par définition, Zael?+ a = 20¢q. Donc,
G
Ni=\—-dg = Zneze(*,(7n<¥ — 1)a appartient au réseau positif engendré par R?
Rappelons que tout plus haut poids d'un K-type de m,, est de la forme w;\ +
w20 — 20K + Zaeh’(’, naa, ou les n, sont des entiers > 0.

2 . . . . . . . ,
(2)On remercie R. Parthasarathy et P.-Y. Gaillard de nous avoir envoyé des démonstrations différentes
de ce fait.
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Considérons maintenant la représentation 7, pour un certain entier 0 < r < n.
Puisque p se décompose en sous-espaces de racines g, de dimension 1, les poids de .
sont toutes les sommes possibles de p racines distinctes non compactes o € Rg ~ Ry .
En particulier p; = Zae(wj.Rg)\
haut poids d’une sous-représentation de 7,, et tous les autres plus hauts poids de 7,
appartiennent & p; — Z(Ye R koo, ou les k., sont des entiers > 0.

RL X = w;20g — 20 n'apparait que comme plus

Il découle de tout ceci que ;1 et 7 n’ont pas de K-type en commun, sauf lorsque
A=dgetr=n.

Si I'on note 7, la représentation irréductible de K de plus haut poids
Hi = w;20¢ — 20k .

Celle-ci intervient a la fois comme K-type minimal de m, s, et comme sous-
représentation de la représentation 7,, de K.
Concluons cette sous-section, en remarquant qu’un calcul simple montre que
7 n
My = ZSA: - Z Ek + (” - 2j)£n+1
k=1 k=j+1
et donc que
Ty, = Tp_j,; pour 0 < j < n.
Enfin, mentionnons simplement qu’on peut définir, par passage aux parametres
singuliers a partir de la construction d’Harish-Chandra, des limites non dégénérées
de série discrete (Knapp [66], Knapp-Zuckerman [65]). Ce sont des représentations

unitaires tempérées de G.

4.1.3. Caracteres infinitésimaux et action du Casimir. — Commengons par
remarquer que [66, Théoreme 9.20] affirme qu'une représentation m,, 4 dans la sé-
rie discrete de G admet un caractere infinitésimal égal a A (dans la paramétrisation
d’Harish-Chandra rappelée au premier chapitre). En particulier, les 7,5, sont exac-
tement les représentations de la série discrete de G qui ont un caractere infinitésimal
trivial. On a donc :

7T“,_/.5(_7(C) =0,
ou C désigne le Casimir.

La formule de Plancherel, démontrée par Harish-Chandra, spécialisée dans le cas
du groupe G implique que le laplacien de Hodge-de Rham n’a pas de valeurs propres
discreétes autre que la valeur propre 0 (avec multiplicité infinie) sur les formes diffé-
rentielles de degré n, ¢f. [83]. On peut en particulier en déduire que le seul degré ou
le groupe de cohomologie L? réduite de X est non trivial est le degré n. Ce théo-
reme peut aussi se démontrer a 'aide de méthodes purement géométriques comme
celles développées dans le chapitre 14 de la deuxieme partie, cette approche est due a
Donnelly et Fefferman.
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Nous allons maintenant déterminer les caracteres infinitésimaux des représenta-
tions induites du paraboliques P = M AN. Soit t la sous-algébre de Cartan de m
constituée des matrices diagonales. D’apres [66, Proposition 8.22], si o admet un ca-
racteére infinitésimal A, la représentation 7w, s admet un caractere infinitésimal égal
a

Ay + s
par rapport a la sous-algebre de Cartan a & t.

Soit j1, le plus haut poids de o et 26y, = >, _,(n+2— 2k)ey la somme des racines
dans R},. Alors Ay = o + Oar.

Le Lemme 12.28 de [66] implique que

77'0',s<C) - (<Ao + SaAo + S> - <5G’5G>)Id’

ol (.,.) est le produit scalaire induit par la forme de Killing B définie en (4.0.1). Un
calcul facile montre alors que

Tos(C) = —(n? — 8% — (lig, o +2027)) 1d .
En particulier, a 'aide de (4.1.5), on obtient :
(4.1.9) Ty .s(C)=—((n —p—q)* —s*)1d.

Remarquons (voir [83] pour plus de détails) qu’a 'aide de la formule de Plancherel
pour G, on peut alors démontrer le théoreme classique suivant.

Théoreme 4.1.1. — Si pour 0 < p+q < 2n, on désigne par spec(A, ) le spectre L? du
laplacien de Hodge-de Rham sur les formes différentielles de type (p,q) sur l'espace
hyperbolique complexe de dimension n. Alors,

[(n—p—q)% +oo| sip+qF#n,
spec(Apq) = )
{0} U1, +o0| sip+q=n.
A T'aide des deux familles de représentations de G que 1'on a décrite ci-dessus, on
peut décrire toutes les représentations admissibles de GG. On montre plus précisément

(¢f. [66]) :

Théoreme 4.1.2 (Langlands, Knapp et Zuckerman). Soit o une représentation irré-
ductible de M et soit s un nombre complexe de partie réelle > 0. Alors la représenta-
tion induite 7, s admet un unique quotient irréductible, son quotient de Langlands :
Jos-

Chaque représentation irréductible admissible de G est soit une représentation de
la série discréte de G, soit une limite non dégénérée de série discréte, soit une induite
To,s 0U S € 1R (et Uinduite est irréductible), soit une représentation de la forme J, g
comme ci-dessus. FEt ces représentations sont deux & deux non équivalentes.
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4.2. Groupe dual

Dans cette section nous expliquons la construction du groupe dual de Langlands
associé a G.

Tout d’abord, le groupe G xg C obtenu a partir de G par extension des scalaires a C
n’est autre que GL(n+1, C). Son groupe dual est le groupe complexe G = GL(n+1,C),
nous le notons aussi ©(G/C). (Pour les motivations de cette définition voir [72]; voir
aussi le cas des groupes orthogonaux, chapitre 6.)

Le groupe dual G = L(G/R) du groupe réel G est un produit semi-direct G x
Gal(C/R); G est le groupe GL(n +1,C), Gal(C/R) opere par automorphismes holo-
morphes (= algébriques) et la construction tient compte de la structure de G' comme
groupe réel.

Nous considérons d’abord un groupe différent, le groupe H = U(p + 1,p) (n = 2p
pair) ou H = U(p+1,p+1) (n = 2p+ 1 impair). Le groupe réel H est quasi-déployé,
c’est-a-dire qu'il existe un sous-groupe de Borel B € H xp C = GL(n + 1,C) défini
sur R. Si par exemple n est impair, la matrice

1

-1

définissant la forme hermitienne est semblable a la matrice J, n’ayant que des 1 sur
I'anti-diagonale. Le groupe H = U(.J) est donc isomorphe a

U(J.) ={g€ GL(n +1,C) | 'gJ.g = J.}.
La conjugaison complexe associée est
Tig— LG s

J,. étant antidiagonale, 7 laisse globalement invariante le sous-groupe de Borel B C
GL(n + 1,C) formé des matrices triangulaires supérieures. Méme argument pour n
pair (avec la méme matrice J,).

Soit R(H xg C,T) 'ensemble des racines positives de GL(n 4 1, C) définies par B,
et A I'ensemble des racines simples; T = (C*)"*! est le tore maximal diagonal. La
conjugaison complexe 7 opere sur R et A par "a(t) = a(7t), (t € T). Si {aq,...,an}
sont les racines simples, 7 opere par (o, ..., ap,) — (c b o ! ).

Puisque H xp C = G xg C, le groupe H est toujours GL(n + 1,C). On fait opérer
la conjugaison complexe o € Gal(C/R) de fagon holomorphe, sur H. de la facon
suivante :

ASTERISQUE 303



4.2. GROUPE DUAL 43

(a) o laisse globalement invariants f, E, ou T est le tore diagonal, B est le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures.

(b) Soient R A définis comme ci-dessus mais relativement & 7. Alors o opere par
I'action précédente sur R A.

La condition suivante est plus délicate. Choisissons un épinglage de E’, c’est-a-
dire un choix de matrices nilpotentes dans M, +1(C) = Lie(é) associées aux racines

simples. On choisira

01 0
0

0

Alors
(d) o préserve (globalement) {X,..., X, }.

On peut vérifier (¢f. Borel [13]) que o est uniquement défini par le choix des X;.

Pour notre choix, o est alors de la forme suivante :

Lemme 4.2.1. — Pour g€ G = GL(n + 1,C),

a(g) = wo'g 1wy !, ot wp = 1

Noter que
(4.2.1) wig = (=)™

Revenons enfin a G. Le groupe G est forme intérieure de H, i.e., la conjugaison
complexe o¢ de G(C) = GL(n + 1, C) définie par G est conjuguée a 7 = og. (Si Ji.n
est la matrice de la forme hermitienne définissant GG, la premiere est g — J Ln"g_]‘lJ l.n
et la seconde est g — J'g~'J.) Par définition (Langlands [72], Borel [13]), le groupe
dual “G s’identifie & “H = GL(n + 1,C) x Gal(C/R) ou o opere comme dans le
Lemme 4.2.1.

Nous aurons besoin de quelques notions simples relatives aux groupes duaux. No-
tons que “G est par construction un groupe réductif complexe (non connexe). Un
sous-groupe parabolique P de “G est un sous-groupe P x Gal(C/R) ou P c G est
un sous-groupe par abohque Il revient au méme de dire que c’est le normalisateur
dans LG de P o P ¢ G est un sous- groupe parabolique globalement invariant par o.
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Rappelons qu'un sous-groupe parabolique P de G est conjugué a un unique para-
bolique standard, i.e., contenant B. 11 en résulte qu’un sous-groupe parabolique P
est conjugué A un unique parabolique contenant LB = B x Gal(C/R).

Enfin soit Py un sous-groupe parabolique de G (donc défini sur R). Alors P =
Py xr C est un sous-groupe parabolique de GL(n + 1,C) défini sur R. La classe de
conjugaison de P, en particulier, est définie sur R. On en déduit [13] qu’on associe a
P un unique sous-groupe parabolique standard * P contenant ¥ B. Pour notre groupe
G = U(n, 1) on vérifie alors :

Lemme 4.2.2. Les paraboliques standard “P > B provenant de G sont :

(1) Le groupe dual “G.
(2) Le normalisateur de P = C* x GL(n — 1,C) x C* x N (ot N est le radical
unipotent).

Dans (2) P est I'ensemble des matrices triangulaires supérieures par blocs de la
taille indiquée. Un parabolique “P provient de G si le parabolique standard associé
a cette propriété. Le Lemme se déduit de Borel [13, §3]. Langlands appelle de tels
paraboliques « pertinents » (relevant).

4.3. Parameétres de Langlands

Un paramétre de Langlands pour G est un homomorphisme de groupes ¢ : Wg —
LG tel que

Le morphisme ¢ rend commutatif le diagramime

) Wa d e
4.3.1
Gal(C/R)
(1.3.2) L’image (W) = ¢(C*) C G =GL(n+1,C)
e est formée d’éléments semi-simples.
(4.3.3) Si I'P ¢ LG est un parabolique contenant o(Wg),

L P provient de G.
Noter que (4.3.2) est équivalent a
(4.3.4) Yiwe 1 We — GL(n + 1,C) est semi-simple.

On identifie deux parametres conjugués par G.
Nous allons décrire tous les parametres de Langlands pour G. Il sera utile d’abord
d’expliciter le changement de base dans cette situation.
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Soit ¢ : Wg — LG un parametre de Langlands. Alors ¢ donne par restriction un
parametre o : Weg = C* — G = GL(n + 1,C) qui définit donc (chapitre 3) une
représentation de GL(n + 1,C).

Lemme 4.3.1. -— Si oo : We — G provient par restriction d’un parameétre pour G.

e ~——

(1) La représentation @o de C* est isomorphe a z — @o(Z) = tpo(Z) L.
(2) La représentation mg de GL(n + 1,C) associée est isomorphe a sa conjuguée
mo 0 0, ot o est la conjugaison complexe définie par G.

Démonstration. — La propriété 2. se déduit de 1. Rappelons que og et ofy sont
conjugués, H étant la forme intérieure décrite dans la section précédente. Mais H a
un sous-groupe de Borel, défini par

By ={g9 € B= Barm+1,0) | '9Jg = J.}
(section 4.2). Son tore maximal s’identifie &
{z=(21,. - 2n+1) €EC* | 21Zp+1 = 22Zn = =1 (et 2pt1Zp+1 =1 sin=2p+1)}.

et la conjugaison complexe sur le tore maximal 7' = (C*)**! de B est donnée par
(215 vy Zng1) — (E,“Hl_l o ,Efl). Sipo = x1D- - D®Xxny1 vérifie 1., on peut réordonner

~

les caracteres de sorte que xn+1(z) = x1(Z)7, ..., x1(2) = xn+1(Z2)~'. Alors my =
T © 0 par transport de structure.

La propriété 1. résulte d’un calcul simple. Ecrivons p(j) = (h,0) € G x {c}. La
définition de G comme produit semi-direct donne

(h,o)™! = (wof’hwo_l, o);
on utilise les identités
(4.3.5) fwy = (—1)"wp = wo‘l
Alors,
©(Z) = @(jzi") = (hwo'w(2)  wy 'h™H, 1)

comme il résulte de I'expression du produit semi-direct et des égalités précédentes.
D’ou le point 1.

Proposition 4.3.2. — Soit ¢ une paramétre de Langlands dont [’image n’est contenue
dans aucun parabolique propre de “G. Alors ¢ est a conjugaison prés de la forme

Z —> ((Z/E)M’,. .’(Z/.z)pn,—}-[)
OUP1s -5 Pyt € 5 + Ly pi # Dy

jr— (wy' = (=1)"wo, o).
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Démonstration. — Soit g = @|c-. On peut supposer que o(C*) C T. D’apres le
premier point du Lemme 4.3.1 on peut supposer

®o(2) = (x1(2), -+ s Xnt1(2))
ol Xnt2-:(2) = xi(Z)~'. Notons comme ci-dessus ¢(j) = (h,o), et considérons la
restriction de ¢ & R% . Nous notons « un élément de 7' = (C*)" ', Quitte & réordonner
les x;, on peut supposer que pour x € R%

wolx) = (&, 2%, ..., x% 2% ... . .«

M — Sy

p TS —
oLt ) =

ou les s; sont distincts et s; # 0sié < r (si s, est nul, on ne sépare pas les occurrences

de %7 =1 et de z=°).

! ! lwy' = w. La conjugaison par (1,0) € G

fixe donc wu. Puisque @ est réel, p(j)po(z)p(j)" ' = po(x). Donc (h,1) commute

On a ouoc™ ! = wolu'wy ' = weu™
0 0
a u. Sir > 1, il en résulte que h appartient au parabolique propre de G de type
(ni,n2,...,Np, 1y, ...,ny) (un seul bloc médian si s, = 0). Puisque celui-ci est nor-
malisé par 'action de o, on voit que po(C*), et ¢(j) appartiennent & un parabolique
propre de “G. On en déduit donc que tous les caracteres x; sont de la forme (z/Z)P:
X 1
avec p; € ;2.

1 1

Soit alors z € C* et u = @g(z). Puisque 'u~! = !, 'argument précédent montre
que Ad(hwo)u~' = u~'. Supposons par exemple que p; = pa = --- = p,, les autres p;

étant différents. On peut supposer ¢g de la forme

(..., (=/2)P, . (z/2)P,000)
les occurrences de (z/Z)P! étant symétriques par rapport a "jz. Alors Ad(hwg) nor-
malise un parabolique de G qui s’étend en un parabolique de “G., et on en déduit de

nouveau que @ passe par un parabolique propre.

Vérifions la condition de parité sur les p;. Rappelons qu’avec la notation de Lan-
glands pour les caractéres complexes (Ch. 3) (E/E)p (p € LZ) est égal & (—1)P
pour z = —1, et que ¢(j) = (h,o0) opere sur T' par Ad(hwg). Soit u = @o(z) =
((z/Z)Pr,...,(2/Z)P"+1). On a vu que Ad(hwo)u = u; puisque ¢g est un caractere ré-
gulier, ceci implique maintenant que Ad(hwg)u = u pour tout v € T, donc hwgy € T';
écrivons h = vw, ' ot v € T. Alors ¢(j) = (vwy ', 0) et

0(52) = (vwy ', o) (vwy ', o) = (vwy Pwevtwewy ', 1)
= (=" 1)

on utilise de nouveau (4.3.5). Mais j2 = —1 et la remarque précédente implique
pi = 5 (mod 1). R

Enfin 1’égalité, vraie pour u € T :

(u, 1)(wal,o)(u_l, 1) = (u, 1)('[11(71'ur0’u'11161,cr) = (u2w0 1,0)

implique qu’a conjugaison prés (par T, donc sans changer ¢o) ¢(j) est de la forme
indiquée.
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La proposition suivante compleéte la description des parametres de Langlands
pour G.

Proposition 4.3.3. — Soit ¢ un paramétre de Langlands pour G dont l’image est conte-
nue dans le parabolique de type (1,n—1,1). Alors ¢ est a conjugaison preés de la forme

2 (x(2), (/27 (/D) x (D))
j— ((5‘ wo 52),0'), E1€9 = X(—l)

ot x est un caractére arbitraire de C* et les p; sont tous disjoints et appartiennent a
n
5 + Z.

Démonstration. En effet 'image de ¢p est contenue a conjugaison pres dans C* x
GL(n — 1,C) x C*, sur lequel o opere de fagon analogue a ’action précédente (sur
le bloc médian) et en permutant les deux facteurs C*. On est alors ramené au cas
précédent. Les détails sont laissés au lecteur.

On dira d’un parametre de Langlands ¢ qu'il est discret s’il est comme dans la
Proposition 4.3.2. Et on dira d’un parametre de Langlands qu’il est tempéré s’il est
borné. Remarquons que les parametres de Langlands tempérés sont

(1) les parametres discrets et

(2) les parametres de la Proposition 4.3.3 avec x unitaire.

4.4. Classification et parametres de Langlands

La classification de la série discrete de G a été rappelé au §4.1.2. On va en déduire :

Théoreme 4.4.1 (Langlands)

(1) A tout paramétre de Langlands o pour G est associé un ensemble fini II(p) de
représentations admissibles irréductibles de G.

(2) Les () correspondant a tous les paramétres (o conjugaison prés) sont dis-
joints, et leur réunion est le dual admissible de G.

Soit en effet ¢ un parametre discret (Proposition 4.3.2). Notons T le tore diagonal
U(1)"*! de G. Soit A le réseau des caracteres de T.; donc A = Z"*!; on peut
considérer (p1,...,Pn+1) comme un élément de %A. De plus 6 = (%, g—1,...,— %)
(¢f. (4.1.6)); toujours d’apres la Proposition 4.3.2, p € A + §g. D’apres le §4.1.2, on
peut lui associer une représentation de la série discrete.

Par ailleurs (p1,...,pny1) n'est défini qu’a l'ordre pres, done modulo le groupe de
Weyl W = 3,11 ; et deux choix d’ordre conjugués par Wy = ¥, définissent la méme
représentation. On associe donc dans ce cas a ¢ 'ensemble de (n + 1) représentations
correspondantes a l'orbite de W¢ (modulo conjugaison par Wi ). Cest le L-paquet

associé a .
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Si au contraire ¢ est comme dans la Proposition 4.3.3, il définit de méme une repré-
sentation 7 du groupe U(n—1) dont le parametre d’Harish-Chandra est (p1,...,pn_1).
Choisissons x (en le remplagant au besoin par x (%)~ !) de la forme

x(z) = 2%(%)? avec Re(a + 3) = 0.

Le groupe U(n — 1) x C* est le sous-groupe de Levi du parabolique minimal P
de G. On distingue alors deux cas :

(1) Si Re(a + 3) > 0, la représentation ind$(7 ® x) a un unique quotient irré-
ductible, son quotient de Langlands (section 4.1) J(7,x). On définit alors II(yp) =
{J(r. )}

(2) Supposons Re(a + ) = 0 : x est donc unitaire, ainsi que la représentation
induite. Celle-ci est en fait de longueur 1 ou 2 selon des résultats généraux de Knapp
et Zuckerman [65] et ses composantes sont de multiplicité 1. L’ensemble I1(y), de
cardinal 1 ou 2, est I’ensemble de ces composantes.

Remarque. Dans le cas 2, et si ind4(7 @ x) est réductible, elle se scinde en deux
représentations qui sont des limites de séries discretes et qui ont une description
analogue aux représentations de la série discrete (§4.1.2). Nous ne donnons pas de
description plus explicite de celles-ci, pour la raison suivante. Dans la section suivante,
nous calculons la valeur propre de l'opérateur de Casimir dans une représentation
induite contenant un K-type APpT ® A9p~ associé aux formes différentielles. Dans
le chapitre 8 nous vérifions pour les induites de caracteres unitaires que ces valeurs
propres vérifient trivialement les bornes de la Conjecture A(1). Par conséquent, pour
démontrer celle-ci, nous n’avons pas a nous soucier des induites de caracteres unitaires
ou de leurs sous-modules.

Décrivons maintenant les caracteres infinitésimaux des représentations obtenues.
Dans le cas des séries discretes le caractere infinitésimal, d’apres Harish-Chandra est
simplement A = (p1,...,pn+1) € C*" =2 a+t.

Considérons maintenant les représentations induites; soit x(z) = 2%(%2)”, avec
Re(ae + 3) = 0. Soit M = U(n — 1) x U(1) le groupe défini au §4.1.3 et o la re-
présentation induisante de M. Le caractere infinitésimal de o est alors

Ao = (pla-'wpn-—l»a_ﬁ)

et son plus haut poids

n—2 n—4 +n—
. P2 — e P
2 D2 5 I 1 5

Maz)\a*(ﬁu:(m— 241—/3)

ou on a ordonné les p; par p; > p2 > -+ > py,.
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A conjugaison prés par G, I'algebre de Lie a + t s’identifie aux matrices de la forme

X ++v-1Y
vV—1X3

V -1 Xn—l
-X+v-1Y

La valeur du caractére infinitésimal sur une telle matrice est alors
n—1
Ae(H) = V=1 p;X; +V=1(a = B)Y + sX
j=1

oll s = a + (. Pour la forme duale & la forme de Killing (4.0.1), on a alors

n—1

(4.4.1) A Ar) = 8"+ (a =) +2_p}.
=1

Remarquons que les parametres de Langlands discrets correspondent exactement
aux L-paquets contenant une représentation discrete (et dans ce cas toutes les repré-
sentations dans le L-paquet sont discrétes). De méme, les parametres de Langlands
tempérés correspondent exactement aux L-paquets contenant une représentation tem-
pérée (et dans ce cas toutes les représentations dans le L-paquet sont tempérées).

On peut maintenant poser la question de la fonctorialité. Un parametre de
Langlands ¢ : Wg — “G pour G induit un parametre de Langlands eicr 1 C —
GL(n + 1,C) pour GL(n + 1,C). Or les parametres de Langlands de C* dans
GL(n + 1,C) parametrent les représentations admissibles. On obtient donc une
application naturelle ¢ de l'ensemble des L-paquets de G dans P'ensemble des re-
présentations admissibles de GL(n + 1,C). Et le probleme de fonctorialité, ici de
changement de base, s’énonce comme suit.

Question (Fonctorialité). — L’application ¢ envoie-t-elle tout L-paquet contenant une
représentation automorphe vers une représentation automorphe de GL(n + 1,C) ?

Une réponse positive a cette question permettrait d’exploiter toute approximation
de la Conjecture de Ramanujan sur GL(n+ 1, C). Néanmoins, la réponse a la question
ci-dessus est fausse en général comme on peut facilement le déduire du Théoreme 6.5.1
(Ch. 6).

Malgré cela, on peut espérer que 'application ¢ envoie de nombreux L-paquets
automorphes de G sur des représentations automorphes de GL(n+1, C). On reviendra
sur cette question au chapitre 8.

Enfin, et bien que nous n’en ayons pas besoin, remarquons que ’on connait le dual
unitaire de G (cf. [68]). Premiérement tout L-paquet contenant une représentation
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unitaire n’est constitué que de représentations unitaires. On peut donc parler de L-
paquet unitaire. La description du dual unitaire de GG est difficile, nous utiliserons
au chapitre 6 la description qu’en font Knapp et Speh dans [64]. Il en résulte en
particulier que les L-paquets I, ol le parametre ¢ est

- tempéré, ou

. ) . — b
— contient la représentation .J, %,

s pour 0 < s <

a.bsf

ey - . . n— t
sont unitaires. Au contraire, si s > l@ 1

areprésentation .J,, , s n’est pas unitaire.
Nous donnons la description complete du dual unitaire de U(2,1) au §4.6.

4.5. K-types des représentations induites, action du Casimir

Soit ¢ un parametre de Langlands définissant une représentation induite, celle-ci

3 ar AT doaa () . N . el g . s

est donc paramétrée par les données (p;)j<n—1, @, (. Soit I, la représentation induite
et J, son quotient de Langlands. La représentation I, ne nous intéresse que si

Homy ({1,, APpL @ Ap_) = Hom (o, APpL @ Ap_) # 0.

D’apres le §4.1.1 il existe alors un entier £ € [0, min(p, q)] tel que

n—2 n—2
fo = (pl — g Pl 5 /5) (= (1 o pon—1.cx — 3))
soit de la forme
(1,...1,0...0,—1,---—1,a—10)
—— ~—_————
b termes a termes

et (a,b) de la forme (7, p), (m — 1,p), (m.p— 1) ou (w — 1,p — 1) avec
On a donc
oa—03=a—b.
En utilisant les identités
Do =+ (OUp=(p1,. . -pn-1,0—3))
et
(8K, 6Ky — (0, 0¢) = —n?
un calcul simple donne alors :
Proposition 4.5.1. - La représentation J, intervient dans le spectre des (p, q)-formes
st et seulement sil existe un entier k € [0, min(p, q)] tel que

(1) H1 = 0 = g—k — 17 Hg—k+1 = " = Hn—pthk—1 = 0 Hn—ptk = " = Hp—1 =
—leta—pF=p—q et dans ce cas

J (C)=—((n—p—q+2k)? — (a+ 3)?),
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ou bien
2)k<p—1,u1 = =pgk =1 pgrt1 = = fnpit = 0, fln—pihs1 =
c=pip1 =—1leta—pP=(p—q—1) et dans ce cas
Jo(C) = —((n—p—q+2k+1)* — (a+ B)?),
ou bien
(3) k < qg—1, M1 = " = Mg—k—1 = 1, Hg—k = " = Hn—pt+k-—1 — 0, Hn—pt+k =
o= pp 1 =—1leta—pF=(p—q+1) et dans ce cas

J (C)=—((n—p—q+2k+1)°>— (a+)?),

ou bien
(4) k<p-1,k<qg—1, = = fPg-k-1 =1, lgrp = -+ = fin_prk = 0,
Hn—pthtl =+ =pfn—1 = —1 et « — B = (p — q) et dans ce cas

J(C)=—((n—p—q+2k+2)°— (a+3)°).

4.6. Représentations de U(2,1)

Dans cette section, nous détaillons la classification des représentations de U(2, 1),
le cas dont nous aurons le plus besoin dans la suite. Dans cette section G = U(2,1).
Si x € Hom(M A,C*), il existe u, v € C* uniques vérifiant v — v € Z et un unique
entier r € Z tels que :
t_i6
N  gin _ luk )t gilu—v)0 ir (n+20)
e—teiﬂ

Nous noterons x = (u,v,r). *)

Cette fois 'ensemble des morphismes admissibles se scinde en deux familles (Pro-
positions 4.3.2 et 4.3.3).

(1) Les morphismes de la forme :
(2/2)" 1
p(z) = (2/%) et o(j) = -1 |.o
(2/2)° 1

avec a,b,c€ Zeta>b=>=c.

(3)La paramétrisation que 1’on adopte ici est légérement différente de celle des sections précédentes.
Nous adoptons en effet la paramétrisation de Rogawski dans [86] dont nous utiliserons les résultats
par la suite. Le lecteur constatera qu’il n’est néanmoins pas difficile de se raccrocher aux résultats
des sections précédentes.
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(2) Les morphismes de la forme :
Z¥zZY 1
I .
p(z) = (2) et @(j) = 1 o
e (-1
avec p € Z, u,v € C,u—v €Z, Re(u+v) 20etsiu+v=0alorsue % +7Z. @
Décrivons la correspondance de Langlands.
Premier cas : Le parametre ¢ est dans la premiere famille.
Premier sous-cas : a > b > c. Alors (nous adoptons ici les notations de [86]) :
_ + -

U, ={Dy, D},D_}
est le L-paquet discret (et donc wnitaire) constitué des représentations de la
série discrete ayant pour caractére infinitésimal

Xe = (@ —b,b—c,b).

Deuxieme sous-cas : a > b= c. Alors :
12
HS" - {Trgpv ﬂ-gp}

est le L-paquet tempéré (et donc wunitaire) composé des constituants irréduc-
tibles de l'induite unitaire du caractere

x;[ =(b—a,a—c,a).

On a numdéroté ces constituants de fagon a ce que 71'; soit un constituant de

l’induite unitaire du caractere

X, = (a—c,c—b,c).

Troisieme sous-cas : a = b > ¢. Alors :
oyl 2
I, = {r,, 7r¢}
est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) composé des constituants irréduc-

tibles de I'induite unitaire du caractere x, et numérotés de fagon a ce que Wé

soit un constituant de 'induite unitaire du caractere Xf;.
Quatrieme sous-cas : a = b = c¢. Alors :

II, = {iG(Xg&')}

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) constitué de I'induite unitaire (qui
est irréductible) du caractere x,,.

Deuzxiéme cas : Le parametre ¢ est dans la seconde famille.

@ Le cas ol u € Z est déja décrit dans (1).
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Premier sous-cas : u,v € Z et u < 0 < v. Alors I'induite unitaire du caractere

Xe = (u, v, 1)
a un unique quotient irréductible que 'on note J, (attention ce n’est pas tout
a fait la notation de [86]) et :

I, = {Jap}~
Ce L-paquet n’est pas tempéré et est unitaire si et seulement si u + v = 1.
Deuziéeme sous-cas : u,v € Z et v < 0 < u. Alors I'induite unitaire du carac-
tere x, a un unique quotient irréductible que 'on note J, et :

I, = {Jp}
Ce L-paquet n’est pas tempéré et est unitaire si et seulement si u+ v = 1.
Troisiéme sous-cas : u,v € Z et u,v > 0. Alors I'induite unitaire du caractere
X, @ un unique quotient irréductible que I'on note F,, et :

I, = {Fw}'

Ce L-paquet n’est pas tempéré et de dimension finie. (La représentation F,, est
triviale si et seulement si (u, v, u) = (1,1,0).)

Quatriéme sous-cas : (u,v) ¢ Z>. Alors I'induite unitaire du caractere X est
irréductible et :

I, = {ia(xe)}

Ce L-paquet est tempéré si et seulement si Re(u + v) = 0 et unitaire si et
seulement si (Re(u +v) = 0) ou (v = v et |u+v| < 2) ou (u — v impair et
|lu 4+ v] < 1).

Concluons cette section par la description d’une autre fonctorialité reliant d’une
part certaines représentations de U(1,1) et de GL(2,C) et d’autre part les représen-
tations de U(1,1) x U(1), et celles de U(2,1).

Les constructions du § 4.2 s’appliquent a U(1, 1) et définissent donc un groupe dual
LU(1,1) = GL(2,C) x Gal(C/R); on définit » U(1) = C* x Gal(C/R), o opére par
z— 2z 'ysi H=U(1,1) x U(1), 'H = (GL(2,C) x C*) x Gal(C/R) est défini par
I'action de o sur les deux composantes. De fagon évidente, on obtient alors les « formes
de Weil » des L-groupes, GL(2,C) x Wg et (GL(2,C) x C*) x Wg.

Pour chaque entier n, on peut alors former les morphismes injectifs qui suivent :

(4.6.1) On : GL(2,C) x Wi — GL(2,C),

dont la restriction a GL(2,C) est I'identité et la restriction au groupe de Weil Wx
est donnée par :

Bn(z) = ( (

et par ailleurs

(4.6.2) €n : (GL(2,C) x C*) x Wy —> GL(3,C) x Wg

) %—Fn

wjn

(5)%+n> xzsizeC* et B,()= (1 _1> X J;
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N

ou :
(1) la restriction de &, a GL(2,C) x C* est donnée par le morphisme :
GL(2,C) x C* — GL(3,0C)

a O b
ab
()2

o c 0 d

(2) la restriction de &, au groupe de Weil Wx est donnée par :
(z/2) " 1
&n(z) = 1 1 Xz sizeC" et &,(5) = 1 X j.
(z/2)ht -1

On vérifie facilement que ce sont bien des morphismes.

Chaque L-parametre Wy — £ U(1, 1) induit bien évidemment un morphisme Wx —
GL(2,C) x Wr qui composé avec 'un quelconque des morphismes (3, induit une re-
présentation semi-simple irréductible Wg — GL(2, C) et donc un L-parameétre pour le
groupe GL(2,C). La encore se pose la question de la fonctorialité : a4 une représenta-
tion automorphe de U(1, 1) correspond-il une représentation automorphe de GL(2,C)
via la correspondance induite par les morphismes (3,, 7

On a ainsi deux (si ’on oublie I'entier n) maniéres de relever des représentations
de U(1,1) au groupe GL(2,C) (la seconde étant le changement de base : simplement
la restriction & C* d’un parametre Wr — © U(1, 1)), les deux seront importantes dans
la suite.

De méme chaque L-parametre Wr — “(U(1,1) x U(1)) induit bien évidemment
un morphisme Wi — (GL(2,C) x C*) x Wgr qui composé avec I'un quelconque des
morphismes &, induit un morphisme Wr — GL(3,C) x Wr qui est un L-parametre
pour le groupe U(2,1). La encore se pose la question de la fonctorialité : a une repré-
sentation automorphe de U(1,1) x U(1) correspond-il une représentation automorphe
de U(2,1) via la correspondance induite par les morphismes &, 7

C’est faux en général, mais nous verrons au chapitre 8 que les deux types de fonc-
torialité que nous avons évoqués dans ce chapitre suffisent essentiecllement a décrire
tout le spectre automorphe de U(2,1).
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CHAPITRE 5

REPRESENTATIONS DE U(a,b) (a,b> 1)

Dans ce chapitre, nous décrivons le groupe dual de U(a,b) pour a,b > 1, puis
ses représentations cohomologiques. Pour celles-ci, nous décrivons explicitement les
données de Langlands, d’abord comme réalisations explicites par des quotients de
Langlands de représentations standard (§5.2) puis comme parameétres dans le groupe
dual (§5.3). Enfin, nous explicitons pour ce groupe le Théoréme de Vogan caractéri-
sant les représentations cohomologiques isolées dans le dual unitaire.

5.1. Groupe dual

La description du groupe dual a déja été donnée dans le chapitre 4, puisqu’il ne
dépend que de la forme intérieure quasi-déployée de GG, qui est la méme que pour le
groupe U(n — 1, 1) associé (on pose n = a + b). Ainsi

G = GL(n,C)
et IG = G x Gal(C/R), I’élément, non-trivial o € Gal(C/R) opérant par
(_1)n+1
g—wo'g twy' (g€ ), wo = 1
-1
1

Nous notons G = U(a,b) le groupe unitaire défini par la forme hermitienne de

1, O
0 -1, /)"

et K = U(a) x U(b) le sous-groupe compact maximal associé; soient go et &y leurs
algeébres de Lie réelles respectives. On a

. 0OY
go = Lie(G) = € @ po, po = {( ) Y € Mu,b((c)} :

matrice

tY 0
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Enfin po@C = C*®C = C**®C* = pt ®p~ le premier facteur étant ’espace tan-
gent holomorphe a origine &4 X = G/ K et le second ’espace tangent antiholomorphe.
Noter que go® C s’identifie naturellement a gl(n, C), que po®@C = {($ ¥ ) € gl(n,C)}
et qu’alors p* peut étre défini par Z = 0, la structure holomorphe sur py étant définie

par 'action adjointe de
—-10
= K.
L (V RNE

5.2. Représentations cohomologiques

D’apreés Vogan et Zuckerman [103], celles-ci sont associées aux algebres parabo-
liques f-stables.
Soit T' C G le tore diagonal compact,

iHy
to = Lie(T) = | H; € R
i1H,
Modulo Wi = 6, x G on peut supposer
Hy > - >Hy Hopr =2+ 2 Hy.
I1 sera commode de noter
X = (Hy,...H,) €R* et Y = (Huyy1,...,H,) € R

On associe a H 'algebre de Lie g = [+ u C g = go ® C donnée par

(5.2.1) (=g

u est la somme des espaces radiciels de (g, t)

5.2.2
( ) associés auz racines a telles que (o, H) > 0.

Rappelons quelques propriétés de la représentation A4 (§1.). Soit
uNp=unprounp-
R* =dim(unyp*), R=R* + R~
w=2p(unp) = somme des racines de u N p par rapport a t.
Proposition 5.2.1
(1) Aq contient, avec multiplicité 1, le K-type de plus haut poids p.
(2) On a
HPHR g+ R” (9,6 Aq) = Home (AP (1N p), C).
En particulier HENR™ o~ C, et la cohomologie n’intervient qu’en degrés supérieurs.
Pour (2) voir [103, Prop. 6.19].

Nous allons maintenant décrire la paramétrisation de A4 & ’aide de 'induction pa-
rabolique. (La construction de Vogan et Zuckerman est par induction cohomologique,
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cf. [103]). Nous aurons besoin des données combinatoires suivantes. Soit 7 le nombre
de valeurs distinctes des coordonnées H;, et soit

Zv>---> 2, (Z; eR)
ces valeurs. Alors

X=(Zl,...Zl,ZQ,...ZQ,...) Y:(Zl,...Zl,ZQ,...Zg,...)
S—— —— —_— ——

ai a2 by b

donc a = > aj, b=>"b;.
L’algebre [ C g est en fait réelle, = [p ® C avec

(523) [0 = Hu(aj, bJ)
J
Soit dj = inf(aj, b]) 20, ¢j = sup(aj,bj) — inf(aj,bj) =20, nj =a; + bj.

Remarque (cf. [101, Thm. A8]). — Pour obtenir toutes les représentations cohomolo-
giques unitaires, il suffit de considérer les sous-algebres g telles que le sous-groupe
connexe L C G d’algebre de Lie [y soit sans facteur compact non-abélien. On peut
donc supposer a; =1 (resp. b; = 1) si b; =0 (si a; = 0).

Nous allons associer a q un sous-groupe parabolique P = M AN de G, ainsi qu’une
représentation induisante de M A.
La composante déployée A est la composante neutre d’un tore maximal déployé

de L. On prend

A= H Aj, Aj C L;= U(aj,bj).
d;>0

Si0 < a; <bj, a; =Lie(A;) est donnée, dans [; = M(a; + bj, C), par

31

(5.2.4) a; = | t ,  a=aj.
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t1

tp

ty

ty
Soit M le centralisateur de A dans G. On a C"* = C* @ C?; on vérifie que si a; < b;
(5.2.4) M doit préserver le sous-espace C2% de C? déterminé par (5.2.4) ; de méme si
b; < aj. Sur ce sous-espace, Ml opere par le centralisateur de A; = (Rj)d-'i, d’ou un
facteur (C*)% ; sur l'orthogonal de @; C*%, M opere comme U(a — >"d;, b— " d;).
Donc
M= MA, A= (R*)>=%,

(5.2.6) M=TTUM® x Ula - X d; b — 32 dy).

On vérifie que M est bien le sous-groupe de Levi d’un parabolique (réel) de G.
Nous devons déterminer une représentation o ® v de M = MA. On a v € a*,
v =D, v;. Dans le cas (5.2.4) on pose pour T' = (t1,...1q;) € a; :

(5.2.7) vi(T)=(n; —Dt1 + -+ (n; + 1 = 2a;)t., (n; =a; +b;).
Dans le cas (5.2.5) on posera de méme :
(528) I/j (T) = (Tl,j — 1)t1 “+ .- —|— (’Il]‘ + 1 — 2b])fb)

On renvoie le lecteur & Vogan-Zuckerman {103, p. 82] pour la justification de ce
choix. (v est la demi-somme des racines de A dans une algebre d’Iwasawa de [.)

La représentation o de M appartient a la série discrete. On décrit donc son pa-
rameétre d’Harish-Chandra (cf. §4.1.2). Soit T'" la composante compacte d'un tore
maximal @-stable, contenant A, de L. On prendra de fagon naturelle

(5.2.9) Tt = HU(I)d_y‘ % HU(I)CJ,

les facteurs U(1)% sont plongés dans U(ay, b;) de fagcon & commuter & a; et les facteurs
U(1)% sont contenus dans U(a,) si a; > b; et dans U(b;) si a; < b;. Alors T est un
tore maximal de M.

En fait 77 est un tore maximal de C' = M N L = [, U(1)% x T, U(¢y).

Sur chaque facteur U(c;) (contenu dans U(a;j) si a; > b; ou dans U(b;) si a; < b;)
choisissons le systeme de racines positives naturel par rapport au tore diagonal :

A = {’lLk’u,fl | k< l7 U= (uk) c U(]_)('J} .
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Soit p. la demi-somme des racines positives dans %(AT+), Ap+ Cit* étant le réseau
des caracteres.

Alors :
(5.2.10) Le parameétre d’Harish-Chandra de o est égal a Ao = p. + p(u).

1l nous sera nécessaire de connaitre explicitement A, selon la paramétrisation (5.2.9)
de TF. On note un élément t € T+ selon (5.2.9) :

t = (vig, ujx) (k< dj,l <cj).

De méme si X € Lie(TT),

X = Vi, Uj)-

Lemme 5.2.2
00100 =, (52 50+ (15)
(2) pu(X) =32, 5 (32 2Vin + 22, Ust) otmy = —ny—- - —nja+nje+- - +n,.

L’assertion (1) résulte de la description précédente de p.; quant a (2) noter que
Le =1] j GL(n;, C) est le sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G¢ =
GL(n,C); L¢ opere sur u avec pour déterminant

2py = (det g1)™' (det g2)™2 - - - (det g,-)™";

la formule (2) s’en déduit par restriction.

Vérifions que A, est bien le paramctre d’Harish-Chandra pour une série discrete
de M (défini par (5.2.6)). Tout d’abord, A, est intégral sur [[; U4 < T+. Sur
Tt NU(a — > dj,b— > d;), variables u;;, on doit vérifier d’apres le §4.1.2 que les
coordonnées de A\, sont = %[
[2]). Enfin, on vérifie que A\, est régulier dans X *(7'") (par rapport aux racines de M ).

Soit P un sous-groupe parabolique de G de radical de Levi M A : P = MAN.

1]. Ceci résulte du Lemme (noter que ¢; = n;

Proposition 5.2.3 (Vogan-Zuckerman [103])

(1) La représentation unitairement induite
I(o,v) = indG(c ® e”)
N — r\O >
admet un unique quotient irréductible J(o, V).

(2) J(o,v) = A,
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5.3. Parametres des A, en dualité de Langlands
Rappelons que G = GL(n,C) x Gal(C/R), o opérant par
(_1)n+1

g — wotg_lw(j'], wy = 1
—1
1

Soit M le groupe de Levi associé a q : on vérifie facilement que

M = [J(C*)% x U(A, B)

oflA-a—Ed‘,',B:I)—Zdj;soitN A+ B, D=>"4d,.

Soit M = (C*)P x GL(N,C) x (C* ) cdG (plongement par blocs diagonaux). Alors
M est stable par action de wp, et “M = M x Gal(C/R) s’identifie naturellement, au
groupe dual de M.

D’apres Langlands [72], le parametre ¢ : W — LG associé a Ay est obtenu par
composition a partir de celui de o ® e”. Pour simplifier, nous ne décrivons que ¢,
ou W = C*.

La représentation o @ e” de M détermine un caractere de (C*)” | déduit de (5.2.7)
(ou (5.2.8)) et du Lemme 5.2.2. Rappelons que D = > d;; les variables de (C*)P
peuvent étre indexées par (j, k), k < d; (§5.3). Le caractére associé est donné par

m n+1—2k
(5.3.1) z=zj,— (2/Z2)2 (2Z2)7 2z
(Lemme 5.2.2). Par dualité de Langlands, la partie relative au facteur (C*)? x (C*)P
de M est alors :

n, +l 2k

. ((zm G

(2/2) "% (w)-"*“-‘)

(matrices diagonales; 'ordre des entrées j, k dans le second facteur doit étre inverse
de l'ordre du premier facteur, pour que ¢; soit compatible a 'action de wy).

Par ailleurs ¢ donne par restriction une représentation (discrete) de U(A, B), dont
le parametre de Langlands se déduit du parametre d’Harish-Chandra comme on 'a
expliqué dans le chapitre 4 pour U(n,1); toujours d’apres le Lemme 5.2.2, on en
déduit

5 : C* — GL(N,C)
_ ’Y,,'I+",I.+]‘721 .
z ((z/z) 2 ) (J=1,...r, Il <¢j).
On remarquera que N = n [2], que ¢; = n; 2] et qu'il résulte alors de 'expression de
: s e _ 9l =N — .o qui est nécessaire - que o définisse

m; que m; +c¢; +1—20 =N —1 [2], ce qui est nécessaire pour que o définisse une
série discrete pour U(A, B) (¢f. la Prop. 4.3.2 en rang 1).
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Récapitulons le résultat obtenu :

Proposition 5.3.1. — Le paramétre de Langlands de Aq :
Plwe - CcC* — M C é

est donné par

™, n j+1-2k

(2/2)F (z2)

mo; +(:J~ +1-—21
(z/2)7 >

nj+1—2k

(2/2) 7 (22) "5

(k’ < dj, l < Cj).

5.4. Représentations cohomologiques isolées

Dans ce paragraphe nous explicitons pour U(a,b) un théoréme de Vogan [101,
Théoreéme A10] caractérisant les représentations cohomologiques isolées.
Nous conservons les notations du § 5.2, donc :

Z1 > > Zy.

Nous ferons sur les données ’hypothese de non-dégénérescence expliquée dans la
Remarque suivant la Proposition 5.2.1, soit

(HO) aj:0:>bj:1, bj:():.yajzl.
Le facteur correspondant de L =[] U(ay, b;) est U(1). Notons

J1 < <Jt 0<t<r)
Zjl > > Z]‘t

les autres valeurs de j. Pour de tels j le facteur L; = U(ay,b;) est non compact.
Considérons 'hypothese suivante :
(H1) Si j = ji (1 <t) le rang semi-simple de L; est > 1 <= a;,b; > 2.

Supposons enfin que ¢t < r. Notons I = {j,7 + 1,...,j + k} un intervalle non vide
d’entiers contenu dans {1,...,r} —{j1,...,j¢}. Pour j € I on a donc {a;,b;} = {0,1}.
(H2)
Sit <r, aj (et doncb;) est constant sur tout intervalle I du complémentaire de {j;}.
Proposition 5.4.1 (Vogan [101]). — Supposons q associée aux données (aj,b;) vérifiant

(HO). Alors la représentation Aq est isolée dans le dual de § U(a,b) si et seulement
si (H1) et (H2) sont vérifiées.

Rappelons (§5.2) que la cohomologie de A4 n’apparait qu’en degrés > R = R(q).

Corollaire 5.4.2 (rg G = 2). — Si Ay n’est pas isolée, la cohomologie de Aq n’apparail
qu’en degrés i > a+ b — 2.
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Noter que si t = 0, (H2) veut dire que a; (et donc b;) est constant. Le cas ot t = 0
correspond & L = U(1)™; la représentation A, est alors une série discréte. Sous (HO)
la condition (H2) impliquerait alors que a; = 1 et b; = 0 (ou l'inverse), ce qui est
impossible puisque a,b > 0. Donc (H2) est violée si Aq est une série discrete : celles-ci
ne sont pas isolées.

Remarque. — Du point de vue de la théorie des représentations de G, ce résultat ne
peut étre amélioré. Considérons par exemple U(2,2). On peut choisir g de sorte que [
est I'algebre diagonale par blocs u(2, 1) x u(1). Elle viole (H1) donc A4 n’est pas isolée ;
sa cohomologie apparalt en degrés > R = 2. On trouve aisément de tels exemples en
dimensions supérieures.

Démontrons le Corollaire. Tout d’abord, un calcul simple donne

T t
R=ab— Y ajb;=ab— Y a't!
j=1

=1

ol on a écrit pour simplifier a’,b" = aj,, bj,.
Supposons que q viole (H1). Alors (a ’ordre pres) on peut supposer a! = 1, b* > 1.

Alors
iaibi < (Zai) (Zb‘) =(a—1)(b—b")
i=2

done

R>ab—b' — (a—1)(b—bb)
=b+(a—2b" =a+b—2

(a = 2 puisque rg G = 2).
Supposons que q viole (H2). Donc ¢t < r et j — a; prend les valeurs 1 et 0 (donc
b =0,1)sur {1,....n} — {ji}. Alors > a* <a—1, > b' <b—1 et dans ce cas

Rzab—(a—1)b—-1)=a+b—1>a+b—2.

II nous reste & déduire la Proposition 5.4.1 des résultats de Vogan. D’apres le
Théoreme A.10 de [101], A, est isolée si et seulement si g vérifie certaines conditions
(0)-(3). Ici (0) est notre hypothese (HO); (1) est automatiquement vérifiée si G =
U(a,b); (2) est (H1). Il nous reste & exprimer (3).

La construction-classification de Vogan-Zuckerman [103] pour les A4 est la sui-
vante. Tout d’abord on a Aq = R4(C) ou C est la représentation triviale de [ et le

o dim(une)
= Rq

foncteur R, est défini dans les références citées par [103]. Supposons

donné un systéme de racines positives A1 (g, t) pour (g,t) tel que les racines de u
solent positives. Alors, avec les notations usuelles :

Pg = Pu + 1.
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Le caracteére infinitésimal de Cy est p;; A = pg vérifie les hypotheses du Théoréme A.10
de [101] pour A™(g,t).

Soit IT € A* (g, t) 'ensemble des racines simples et II(l) le sous-ensemble formé des
racines simples de [. Alors la condition (3) de Vogan s’écrit :

(H2") (BY,2) = (B8Y,pg) # 1
pour toute racine (imaginaire) non compacte 3 € Il orthogonale a II(I).
Il s’agit d’expliciter (H2'). Rappelons (§5.2) que H = (X,Y’). Les valeurs des
coordonnées sont
Z1 >y > > 7,
et Zj1>Zj2>-">th

sont les valeurs de multiplicités > 1, donc > 4 d’aprés (H1). Ecrivons alors

(5.4.1) X=X1>Xo>--->Xo, > Z;, > -->Xo,> Zj, >--->X,);
~— ~—~—
ay a2

les X; apparaissant avec multiplicité 1 d’apres (HO) ; de méme

(5.4.2) Y=M>--->Ys > 25, >--->Ys, > Z;, >--->Y3).
~— ~—~—
bl (12

Enfin soit H' égal & H = (X,Y), réordonné de fagon positive :

(5.4.3) H =cH=(Z\>Zy> > Zj, >--> Zj, >->2Z),
~—~— ~—
n1 no

oes,.

La base At (g,t) est un ensemble de racines positives ¢ telles que {¢, H) > 0; o
Ienvoie sur un ensemble de racines telles que (e, H') > 0, que 'on prendra égal a
I’ensemble usuel puisque H’ est dominant. Alors

oll ={¢;=1(0,...,0,1,—-1,0,...),i=1,...n—1}
oll(l) = {e; | H] = HZ+1}7
et o envoie l'orthogonal de II(I) sur I’ensemble des racines e; telles que
(5.4.4) {iji+ 1}y C{l,....,n} —U'"_ I,

I; étant le support de Z;, dans I'expression de H’ (5.4.3).
Par ailleurs, le systéme de racines étant de type A,_1, 3¥Y = 8 si 8 € II et donc
(B, pg) = 1. La condition (H2') est donc équivalente &
(H2") Il n’y a pas de racine imaginaire non compacte dans I1 orthogonale a TI(I).
Soit donc ¢; vérifiant (5.4.4). Ceci implique donc que ¢ et i + 1 appartiennent a
une composante connexe de cardinal > 2 de {1,...,n} — UI;. Supposons par exemple
que a1 ou 5 > 1 et que oy + B1 = 2. Alors dans l'expression (5.4.3) 4,4 + 1 sont

deux indices associés a Z; > Z;11 > Z;,. Alors o~ 1e; est associée dans les expressions
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(5.4.1) et (5.4.2) & deux couples de la forme (X;, X,;11), (X;,Y;) ou (Y;,Y,;41) &
gauche de Z; . Dans le second cas, la racine de valeur X; — Y}, est non compacte.

Donc Z, et Z3 sont tous deux (par exemple) de la forme (X, X32); il en est de
méme pour Xp et X3, etc. Ceci veut dire que pour tout j < j; on a a; = 1 (ou
b; = 1), conformément & (H2). Le méme argument s’applique & toute composante
connexe, et il est clair que (H2) est en fait équivalente a (H2").
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CHAPITRE 6

CONSEQUENCES DES CONJECTURES D’ARTHUR

Dans deux articles fondamentaux, Arthur a donné une description conjecturale des
représentations des groupes réductifs qui peuvent apparaitre dans L?(I'\G) pour un
sous-groupe de congruence. Le but de ce chapitre est d’expliquer les conséquences de
ces conjectures pour la théorie spectrale des formes différentielles.

Les Conjectures d’Arthur reposent elles-mémes sur la construction hypothétique
de « paquets locaux » (cf. [3, §4]), familles finies de représentations de G jouissant
de propriétés de stabilité. Arthur lui-méme ne dit rien de la construction de ces « pa-
quets », sauf dans le cas des représentations cohomologiques [3, §5]. En particulier,
sa formulation ne précise pas quels « parametres » (§6.1) devraient apparaitre quand
G n’est pas quasi-déployé. Pour les groupes réels, ces paquets locaux sont a priori
construits par Adams, Barbasch et Vogan [1]. Mais la construction, qui repose sur la
géométrie algébrique, les singularités d’orbites et les faisceaux pervers, est tres difficile.

Pour des groupes de rang 1 assez simples tels que ceux qui nous intéressent, nous
avons préféré utiliser la théorie d’Arthur a minima. Une conséquence non ambigué de
celle-ci est la description d’une famille de caractéres infinitésimaux, les seuls possibles
pour les représentations apparaissant dans L?(I'\G). Pour les groupes de rang 1,
ces restrictions sur le caracteére infinitésimal imposent des limitations séveres aux
représentations.

6.1. Parameétres d’Arthur

Soit G un groupe réductif réel, nous noterons G = G(R), G le groupe dual (groupe
réductif complexe) connexe, “G = G x Gal(C/R) le groupe dual. (Pour les groupes
unitaires v. ch. 4; pour les groupes orthogonaux v. §3-4).

Définition 6.1.1. — Un parameétre d’Arthur pour G est un homomorphisme

(6.1.1) Y Wg x SL(2,C) — LG
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tel que

(i) Le diagramme

Wr La

o~

Gal(C/R)
est commutatif.
(ii) La restriction v|gp(2,c) est holomorphe (= algébrique).
(iii) L’image de ¢|w, est d’adhérence compacte.
On déduit de 9 un « parametre de Langlands »

0y : W — G

(6.1.2) o (w [w|1/? 0
wr— 1) | ‘
) 0 |u7|71/2

oll, pour w € W, |w| est la valeur absolue de 'image de w dans R* (Ch. 3).

Noter que ¢, ne définit pas toujours une représentation de G car il ne vérifie pas
nécessairement la condition (4.3.3) de la Définition du §4.3.

Soit go = Lie(G), g = go ® C, h une sous-algebre de Cartan de g. Rappelons que le
centre de 3 de U(g) s’identifie & S(h)W, W étant le groupe de Weyl W (g, ). On peut
vérifier alors que ¢, définit un caractere infinitésimal, i.e. un élément de h* /W (pour
tout choix de h). Nous le ferons explicitement pour les groupes qui nous intéressent.
Nous utiliserons alors la formulation tres faible suivante des Conjectures d’Arthur :

Conjecture 6.1.2. — Si une représentation irréductible m de G apparait (faiblement)
dans L*(T\G) pour un sous-groupe de congruence, son caractére infinitésimal A, est
associ€ a un parameétre d’Arthur @,,.

6.2. G=U(n,1)
Si G = U(n, 1) toute algébre de Cartan de g s’identifie & C"*!, de fagon unique
modulo action de &,,.1 = W. Les racines sont données par
(1, Xpy1) — xy —xy (1 #J).
Soit “G = GL(n + 1,C) x Gal(C/R).

Rappelons que “G a été construit dans ce cas au §4.2; I’élément non trivial o €
Gal(C/R) opere par

(_l)n

g— wo'g lwy!, wy =
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Soit
Y Wr x SL(2,C) — LG

un parametre d’Arthur, considérons sa restriction

Yo 1 (We = C*) x SL(2,C) — G = GL(n + 1,C).
D’apres la définition 6.1.1 (iii) ¥p est semi-simple et s’écrit donc :
(6.2.1) Yo = jéBl Tj @ X;
r; étant une représentation irréductible de degré n; (>_n; = n+ 1) de SL(2,C) et x;
un caractere de C*, unitaire d’apres (iii). Par ailleurs définissons 1§ par

PG (2,8) = 1o(z,8) (2 € C*,s e SL(2,C)).

La condition (i) implique que ¥J est équivalente a la duale ’l;o de v, soit
(6.2.2) {risx7y = {risx; '}
ol X°(2) = x(3).

Chaque bloc de (6.2.1) contribue une somme de caracteres a @y . , de la forme

cX

mi—1

(ZE) i

(6.2.3) Z — ® x;(2)-

1— nj

(22) "

Ecrivons, de la fagon usuelle,
x; =2"zZ% (p; —q; €Z, pj +q; € V—-1R).

Définissons (Pi,...Py4+1,Q1,...Qnt1), modulo l'action diagonale de &,
T(P,Q) = (TP, 7Q), par

n; + 1 — 2k n; + 1 — 2k
(6:24) (P Q) = (py + g+ ) k=L
Nous allons déduire de la Conjecture d’Arthur :
Lemme 6.2.1. — Selon l’identification naturelle avec C* 1 d’une sous-algébre de Car-

tan de g, le caractére infinitésimal de toute représentation de G associée a 1) est égal
a P eC ™ (modulo &,,41).

Soit en effet ¢y le parametre de Langlands, donné par ses blocs (6.2.4). Noter que
puisque o opere sur G par g — wolg lwy ', on a (cf. 6.2.3) :
{(F,Qi)} = {(-=Qi, — 1)}
oules (FP;,Q;) (1 =1,...n+ 1) sont les couples (P, Qj k).
Soit G* = U(a,b), ota+b=n+1et a—b =0 ou 1, la forme intérieure quasi-
déployée de G. D’apres la classification de Langlands (§4.3-4.4 pour U(n,1); [72]),
py définit toujours une famille finie de représentations de G*. (La condition (4.3.3)
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qui restreignait fortement les parametres pour G = U(n, 1) n’intervient pas ici, car
tous les paraboliques X P de “G* = LG proviennent de G*.) Par ailleurs G et G* ont
la méme complexification, et leurs sous-algebres de Cartan complexifiées s’identifient
donc canoniquement (modulo laction de &,,41). Il est alors implicite dans ’article
d’Arthur [3, §4], et il résulte explicitement de la description par Adams, Barbasch
et Vogan des paquets d’Arthur ([1] : voir en particulier Thm. 22.7, Cor. 19.16 et les
définitions précédant celui-ci) que le caractere infinitésimal d’une représentation de G
associée a Y est égal, modulo cette identification, a celui d’une représentation de G*
associ¢e par Langlands a ¢, . Nous calculons donc dans G*.

11 suffit alors de suivre les constructions de Langlands [72]. Soit “M c G* = LG
un sous-groupe de Levi minimal contenant I'image de .. Alors LM est le groupe
dual d’un sous-groupe de Levi cuspidal M* de G*, donc de la forme

M* = (C*)° x U(A, B)
ouA—B=a—-b=0oul,etn+1=N+2s, avec N = A+ B; si G* est défini par
la matrice J* du §4.2, M* s’écrit sous forme diagonale par blocs :

21

zr!
u € U(A, B).
D’apres des calculs analogues & ceux du §4.3 (et résultant de [72]), un parameétre

Y=y Wr — I‘M, minimal, se restreint alors a We € Wi en

n(2)

775(2)
(z/z)™

(z/z)*n
Ns (E)_l

m(z)~!

Les caractéres qui figurent dans cette expression sont ceux de (6.2.3) — pour tous
les blocs — et leurs exposants 2Pz? sont donc donnés par (6.2.4). Vu la condition
de minimalité, ©° définit une représentation de la série discréte de M* (modulo le
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centre) et on a donc comme au §4.3 : o € —N—}l + Z; le bloc central de ¢° définit une
représentation § de la série discrete de U(A, B) et les représentations associées de G*
sont des sous-quotients de

indS.(n@d® 1) =1
ol P* = M*N* est le parabolique associé et n ® § désigne
m(z1) - ns(zs)6(u), (z,u) € M~.
Une sous-algébre de Cartan (réelle) de M™* est donnée par

Z1

I
S
I

ho

(2, € C,0; e R))
Posons 1; = z% 7% (a; — b; € Z) pour ¢ = 1,...,s. Le calcul usuel du caractere
infinitésimal d’une induite donne

s s N
/\[(X) = Zaizi -+ Zbﬁi + \/—_1 Zaﬂj.
1=1

i=1 =1

En fonction des valeurs propres X; de X, ceci s’écrit
s s N
Al (X) = E a; X; — E biXiys + 5 a; Xopyj.
i=1 =1 j=1
Mais, revenant a I'expression de ¢, on voit que le parametre P associé est donné par
P=(a1,...,as,01,...,cn,—b1,...,—bs).

D’ou le Lemme.

Remarque. — Des calculs analogues s’appliquent aux groupes orthogonaux, et nous
les admettrons (Lemme 6.3.1, Lemme 6.4.1).

Considérons alors une représentation irréductible unitaire w de GG et son parametre
de Langlands ¢, : Wg — LG.
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Cas A. 7 est une série discrete ou une limite de série discreéte

Dans ce cas (¢f. Ch. 4) son caracteére infinitésimal est
1 n
P = (pl, .. ~pn+l)7 pi € §Z, P = 5 [1]

Alors 7 est toujours associée a un parametre d’Arthur tempéré : on prend r = n + 1,
r; triviale et

x; =zPEZ)7P j=1,...n+1,
Cas B. m est un quotient de Langlands J(o, x) ot o est une représentation de U(n—1)
et x un caractére de C* (cf. §4.3)

Ecrivons x = z*(2)”, o — B € Z.

Si la représentation J (o, x) est unitaire on sait que la donnée (o, x) doit étre hermi-
tienne [64]V). Le groupe de Weyl W (G, M) s’identifie a 7Z/27, opérant trivialement
sur Un — 1) et par 2+ 2z ' sur C*. Onaalors Y = x 'ouyx = w-x ! (w # 1)
soit : x unitaire ou X(z2) = x(2), i.e. : o+ F € iR ou «, 5 € R.

Le second cas (si « + 8 # 0) correspond aux représentations non tempérées.

Par ailleurs le caractere infinitésimal de o est représenté par P, € C*~ 1,

1 n
P, =(my,...my_1), m; € §Z, m; = o (1], mip1 > my.
Celui de J(o, x) est donné par
(6.2.5) P=(P,,«a,—03)

qui doit étre de la forme (6.2.4).

On en déduit donc que tous les coefficients P; de (6.2.4) doivent étre dans %Z, sauf
au plus deux.

Supposons alors que « ¢ %Z (&0 ¢ %Z) Il y a deux possibilités que nous exami-
nons maintenant.

La premiere possibilité est que

(6.2.6) a=pjet —F=pj avecj#j etn;=n; =1
Drapres (6.2.2) x; = zP/(Z)% apparait avec x; 7 =z~ ¥(Z) 7. Donc p;; = —q;, d’on

B =gqj et a4+ 8 =p;+q; €iR; x est alors unitaire.
La seconde possibilité est que

a=p;+
(6.2.7)

[ S

_./j:pj_

Alors «v + 3 = 1, contrairement & I’hypothese puisque o — 3 € Z. On en déduit :

(D Les auteurs remercient A. Knapp pour d’utiles explications concernant 1’état de la classification
des représentations unitaires irréductibles.
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Lemme 6.2.2. — Si J(o, x) est associée a un paramétre d’Arthur, x est unitaire ou de
la forme
2277, a,p e %Z.

Nous allons en fait démontrer un résultat bien plus précis. Rappelons (§4.5) que
nous ne nous intéressons qu’aux représentations o apparaissant dans A*p. D’apres le
g4.5,onaalorsoc =0, aveca+b<n—1, et

n

n n n n n
= (=, i —(b—1); =~ — = e — 1),
Po=(2 o= b= =+ 1)~ S et D=5+ (a— Do =T

b a
oll chacune des suites d’entiers séparés par «; » est une suite d’entiers consécutifs et
décroissants.
De plus, si J(o, x) rencontre A*p, on doit avoir, avec les notations précédentes :
a—b=a—0
(§4.5). Donc x est de la forme

(6.2.8) X(2) = (2/2)°7 (23)°

et U'on s’intéresse au cas ou J n’est pas tempérée, donc s € R — {0}.

Proposition 6.2.3. — On suppose que 0 = o4 et que x est de la forme (6.2.8) avec
s réel > 0. Alors J(o,x) est unitaire et associée a un paramétre d’Arthur si, et

seulement si :

n—(a+0b) n—(a+0b)
6.2.9 ,szi—k,ogkg[-i].
(6.2.9) 7 5
Nous ne démontrons que 'implication directe, la seule utilisée dans ces notes. Soit

S0 = E—T—%’j—b) On sait que le dual unitaire de G = U(n, 1) est complétement classifié.

Nous utilisons la description des résultats par Knapp [66, § 3] — voir aussi [68]. 11
en résulte que I(o, x) est irréductible et unitaire pour s € |0, so[ et que J(o, x) est
(irréductible) unitaire pour s = sg. Pour s > s la représentation n’est pas unitaire.
Si le caractere infinitésimal de J(s, x) provient d’'un parametre d’Arthur, nous devons
vérifier que s vérifie (6.2.9).

Nous revenons a la description du caractere infinitésimal P donnée avant le Lemune
6.2.2. On sait déja que «, 8 € $7Z, avec a = S[1].

Lemme 6.2.4. La relation (6.2.9) est équivalente a
n
B=—- (1]
a, / 5 (1]

En effet, puisque o — 3 = a — b et a, b sont entiers :

.9:%((1—0—/3)2%((x—ﬁ)wL/ﬁ:%(a—b)—!—; E%(a—i—b)—i—ﬁ [1]

n—(a+b
2

donc s = ) o a,B=3.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



72 CHAPITRE 6. CONSEQUENCES DES CONJECTURES D’ARTHUR

Nous démontrons donc que «, 3 = 5 si J(o, x) est associée a un parametre d’Ar-

thur. Pour ceci nous allons reformuler la paramétrisation des représentations du
groupe unitaire.

Les parametres de Langlands (§4.3) ou d’Arthur (§6.1) sont de la forme

w v La

Gal(C/R)

avec W = Wg (Langlands) ou Wg x SL(2,C) (Arthur). (On notera simplement S le
groupe SL(2,C). Dans le cas de Langlands, on désigne donc par v le parametre noté ¢
au §4.3). Le groupe W est de la forme WO II WP, on j s’envoie sur o € Gal(C/R); il
contient un élément, noté —1 € WP, tel que j2 = —1. Enfin, on notera z — z I'action
de j, par conjugaison, sur W0,
On suppose que G est un groupe unitaire de rang m; “G est décrit au §4.2. La

donnée de 1 se réduit aux données suivantes :
(Aa) o : Wo — G = GL(m, C)
(Ab) (i) = (g9,0), g € GL(m,C)
avec les restrictions suivantes :
(A1) (g,0)% = o(—1) soit :

gwolg lwyt = o(—1)
(A2) (g, )0 (2)(g,a) 1 = (%), soit :

gwolo(2) " twy g™t = Yo (Z) (2 € Wh).

Posant h = gwop, et en tenant compte de I'identité *w, = (—1)™T 1wy, les conditions
se réécrivent :
(A1) hth=t = (—1)m lyn(—1)
(A2) hto(2) th=t = o (Z) (2 € Wp).

Notons V' = C™ et soit V* 'espace dual, lui aussi identifié & C™ par la base duale.
On peut alors considérer g, h comme les données suivantes :
(Ba) 1y = représentation de Wy sur V.
(Bb) H = isomorphisme V* — V.

Soit H* : V* — V l'adjoint. Les contraintes sont alors :
(B1) Hys(2)H ' =o(z) (2 € Wp)
(B2) H(H*) ! = (=1)m lyg(—1).

Réciproquement, une donnée (B) détermine, apres choix d'une base de V, une
donnée (A).

Nous appliquons ceci & une donnée d’Arthur, avec m = n+ 1. Donc W = W x S';
la représentation 1y de Wy = C* x S est semi-simple, unitaire en restriction & C*.
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Les considérations du début du §6.2 s’appliquent. On supposera

Les coefficients P; de P € C"*! — ¢f. (6.2.4) — appartiennent a

(6.2.10) %Z,et (n — 1) d’entre eux sont = G[1].

Cette condition est vraie dans notre cas, ¢f. (6.2.5). La Proposition 6.2.3 sera donc
démontrée modulo le

Lemme 6.2.5. — Il n’existe pas de donnée (B) vérifiant (6.2.10), et telle que les deux
autres coefficients o, — 3 de P vérifient o, 3 = "T“ [1] et soient distincts.

(Remarquer que o« = —f correspond a s = 0, donnée permise pour une représen-
tation d’Arthur.)

Soient x; les caracteres apparaissant dans I'expression (6.2.1) de . Alors x; =
2PZ9 avec p € 3Z,p — q € Z et p+ q € iR. Donc x; = (2/Z)P7, p, € %Z.

Soit par ailleurs ¢, la représentation de Wgr déduite de ¢ et @2) sa restriction a
C*. On a donc sous apg, :

V=pVn
n
ou ) = 2P(Z)? décrit les caracteres de C*. Soit
=V
n’
ot iy décrit les caracteres tels que p ¢ § + Z. Par hypothese T' est de dimension 2.
Lemme 6.2.6. — T est stable par Wy = C* x S (pour la représentation 1)

En effet V se décompose canoniquement sous Wy en somme d’espaces isotypiques,
eux-mémes multiples de représentations x ® p ot x = (2/Z)P et p est une représen-
tation irréductible de S. Sous 999/), X ® p donne des caracteres d’exposants p’ = p +
=1+ (entier) ot r = dim p. Ils ont tous la méme parité (mod 1), d’olt le Lemme 6.2.6.

Soit T* C V* défini de fagon analogue. D’apres (Bl) H envoie T sur T™*, et c’est
alors un isomorphisme. Donc la donnée B définie par (T, vy, H) vérifie les conditions
(B); dans (B2) p(—1) est bien sir un endomorphisme de 7'. Il faut alors distinguer
deux cas :

Cas I. — T = x ® py ou ps est irréductible.
On peut considérer H : T'— T* comme une forme bilinéaire sur 7. D’apres (B1)
H est invariante par S, donc antisymétrique. D’apres (B2) on a donc :

—1=(=1)"Po(=1) = (=1)"x(=1)

ce qui implique que x = (2/2)? avec p = 2L [1]. Mais alors les exposants {p+3.p—3%
n
2

de ¢, apparaissant dans 7" appartiennent & 2 + Z, contradiction.
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Cas II. — T = x1 P x2, S opérant trivialement.

Dans ce cas x1 = (2/2)%, x2 = (2/2Z)” et donc x1 # x2 par hypotheése. Soient
(e, f) la base de T associée et e¢*, f* la base duale de T*. D’apres (B1) H : V* — V
s’éerit dans ces bases sous forme diagonale, H = (¢ ;). Alors H(H*)™! =1 d’ou (B2)
Po(—1) = (—=1)". Or ¢o(—1) = (=1)?*(= (-1)?) donc a = 3 = 5 [1].

Ceci acheve la démonstration du Lemme 6.2.5.

En combinant la Proposition 6.2.3, le calcul des représentations o apparaissant
dans AP? (§4.5) et le calcul des valeurs propres correspondantes (Prop.4.5.1), on en
déduit :

Corollaire 6.2.7. — Soit ™ une représentation unitaire irréductible de G telle que
Homyg (APpT @ Adp~,m) # 0 est associée a un paramétre d’Arthur. Alors la valeur
propre A de l'opérateur de Casimir dans H, vérifie :

A=[n—a—0b*—[n—a—0b— 2k

poura<p, b<q, (p—q)—(a—>b)e{-10,1} et 0 <k < [_____.'Hg*b)],

6.3. G =SO(n,1), n impair

Le groupe G n’est pas connexe : son sous-groupe compact maximal est K =
S(O(n) x {£1}) = O(n). Puisque les Conjectures d’Arthur ne s’appliquent a priori
qu’aux groupes algébriques (et que nous préférons éviter de considérer le groupe des
spineurs), nous considérons néanmoins, pour l'instant, G. Posons n = 2¢ — 1, de sorte
que ¢ est le rang absolu de G.

Pour n impair, le groupe dual G a pour composante neutre
(6.3.1) G =SO(n+1,C).

Par ailleurs, si ¢ est pair, G est forme intéricure de G* = SO(¢ — 1,¢ + 1); si
¢ est impair G est forme intérieure de G* = SO(4, {), le groupe G* étant toujours
quasi-déployé, et déployé dans le second cas. On en déduit que

(6.3.2) LG =80(n+1,C) x Gal(C/R) (produit direct), ¢ impair
(6.3.3) LG =S0(n+1,C) x Gal(C/R), ¢ pair.

Dans le second cas, I'action de o # 1 respecte un sous-groupe de Borel, par exemple
les matrices triangulaires supérieures dans SO(2m + 2,C) = SO(2m + 2, J) ou J est

la forme de matrice
0 1,
1, 0/

Elle doit aussi respecter un épinglage (voir §4.2).
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Supposons G défini par la forme de matrice

Le sous-groupe parabolique propre (minimal) de G s’écrit
P=MN
ol M C G stabilise la décomposition correspondante R"t! = R*~! @ R?; donc
M =S(O(n—-1) x O(1,1))

N

ou

(6.3.4) SO(1,1) = {(g 2—1) ’GGRX}

et

(6.3.5) O(1,1) = (SO(1,1),¢), == (1 1).

On pose

(6.3.6) A= {(a al) :a>0} c O(1,1) € M,
et

(6.3.7) M=°"MA

ot la composante neutre de M est °MY =2 SO(n — 1) et °M = ("M ¢, 1),

n = (_1 w1> € SO(1,1).

Si 7 est une représentation irréductible de °M et s € C soit
I(T, 8) = ind((;;MAN(T X (is & 1)

On utilise la classification de Langlands (c¢f. Ch. 4 pour U(n, 1), [72]). Pour n impair
G n’a pas de série discrete. Alors toute représentation admissible irréductible de G
est de la forme suivante :

(6.3.8) m est un sous-module de I(7,s);7 € oM, s € iR.
m est I'unique quotient irréductible J(7, s) de I(7, s)

(6.3.9) _
ou p € °M et Re(s) > 0.
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Dans le cas (6.3.8) on sait en fait que (7, s) est irréductible; sa restriction & GY
est en fait irréductible, cf. [65]. (?)

Par ailleurs, une sous-algebre de Cartan by de go est donnée par les matrices

—xy
Ty
(6.3.10) X = e (z; € R).
LTpo—1

Ty

—xy
Posons y; = vV—1 x; (i < ¢ —1), yo = x¢. Les coordonnées y donnent un isomor-
phisme
h=ho®C=C’
pour lequel les racines dans A(g, h) sont réelles. Le groupe de Weyl W est &, x
{1} {£1}¢71 étant le sous-groupe de {+1}¢, opérant diagonalement, défini par
Soit °h = C’ !, naturellement plongé dans h. C’est une algebre de Cartan pour
Om. Soit A, € %h* le caractere infinitésimal de 7, défini modulo &,_; x (+1)*~2. Celui
de I(7,s) est alors

(6.3.11) Ars = (\r,8) € C

Si J(1, s) est unitaire on a s € {R ou s € R (ceci n’étant possible que pour certaines
valeurs de 7).
Soit alors
Y Wr x SL(2,C) — L@
un parametre d’Arthur pour G, et considérons

Yo : C* x SL(2,C) — G c GL(2¢,C).

Le parametre (¢y)c- @ C* — G, étant semi-simple, est (& conjugaison pres)
d’image contenue dans le tore maximal T = {diag(x, ... ,:I;l,a:l'], ... ,xfl)} de G.
On peut donc écrire py = (M, ..., M, 771_17 ...,my ) ott les 1; sont des caracteres, de
la formes z" (%)%, Posons P’ = (Py,...,P) € h = C!. On vérifie aisément que P’
est uniquement défini modulo W. Noter que le parametre P € C? = C"*! associé a
oy C* — GL(n + 1,C) est (P', —P’). Si m est dans le paquet d’Arthur défini par v,
on a alors :

Lemme 6.3.1. — Le caractére infinitésimal de 7 est paramétré par P’.

(2)Nous n’utiliserons pas ce fait, sauf en notant dans tous les cas J(T,s) la représentation 7 pour
uniformiser les notations.
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On ladmettra (voir la démonstration du Lemme 6.2.1).

Nous supposons maintenant 7= donnée par (6.3.8) ou (6.3.9). Puisque 7 est une
représentation irréductible de °M, son caractére infinitésimal A\, est celui de sa res-
triction & ° M9 = SO(n — 1) ; on a alors, le tore maximal de SO(n — 1) étant paramétré
par (6.3.10) :

Ar =tz +p
p=U—-20—1,...,0)cC!
P = (H1seospbo—1), 1 € Ly py Z -+ 2 pe—1, flo—2 + pe—1 = 0
de sorte que A, vérifie :
Ar = (A1, .., A1)
(6.3.12)
N €EZy Ny > > X1, Ao+ A1 > 0.

Par ailleurs le caractere infinitésimal de 7 est paramétré par
(6.3.13) P = (A, s).

Or le parametre (P, —P’) associé a

¥ We x SL(2,C) — G — GL(n + 1,C)
vérifie les conditions du §6.2; on a :
(6.3.14) (P',—P') = (p; + 225y mod &,,1.

Nous allons utiliser ces relations pour démontrer :

Lemme 6.3.2. Si le caractére infinitésimal d’une représentation unitaire m = J(7, s)
est associé a un parameétre d’Arthur, s € iR ou s € Z.

La démonstration est un peu compliquée. Nous démontrons d’abord sous les mémes
hypotheses :
Lemme 6.3.3. — s € iR ou s € 7.

Supposons en effet s ¢ 1Z. D’apres (6.3.13) et (6.3.14),
(6.3.15) s=p+ % pour un p = p;, m =n,;.
Donc p ¢ %Z. Par ailleurs la représentation x ® r; de C* x SL(2,C), ou x = zP(Z)9,
apparait avec sa duale. Puisque p # 0, x # X = x . Si m > 1, (6.3.14) contient au
moins quatre coordonnées ¢ %Z, contrairement a (6.3.13). Donc m = 1. Enfin, on a
p+ g € iR (x est unitaire), p —q € Z donc p € %Z—l—?ﬁR. Orp=setseciRURcarw
est unitaire. Dol s € iRR.

Pour démontrer le Lemme 6.3.2, nous pouvons maintenant supposer que s € %—i—Z ;
nous allons dériver une contradiction. Noter que si s € % + 7Z, p € %Z; puisque
p+q € tRet p—q € Z on a p = —q. Par ailleurs I'argument précédent montre
toujours que m = 1.
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Supposons d’abord ¢ impair, de sorte (6.3.2) que
EG =S0(2¢,C) x Gal(C/R).
Vu comme représentation de C* x SL(2), on a
Y=xox '® ZX’i ® 1y,
x(2) = (2/3)7.
Pour tout i, on a de plus p; + % € Z, ou xi(z) = zPi(2)%, toujours d’apres
(6.3.13).
Soit j I'élément extérieur de Wi et ¢(j) = (z,0) € LG. Alors
(6.3.16) W(Z,9) = xp(z,9)r~t (2 € C*, g € SL(2)).
Notons 15 la partie de 1) dont la restriction ¢y est d’exposants fractionnaires :
Vp(z) = (x(2),x (). 1,..., 1),

On déduit facilement de (6.3.16), en considérant les classes d’isotypie de @ vue
comme représentation de degré 24, que

(6.3.17) V() =azyp(z)z .

En utilisant la forme explicite de G donnée apres (6.3.6), on peut écrire a conju-
gaison pres ¢y sous la forme

ol on a abrégé x(z) en x. L’équation (6.3.17) montre que x préserve la décomposition
isotypique associée de C?‘, donc s’éerit (z/,2”) ot ' € O(2), 2"/ € O(2¢ — 2) et
det(x") det(z”) = 1.

Alors I’équation (6.3.17) implique
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donz’ = (,* ") €0(2) —SO(2); u e C*. Mais alors (2/)® = 1, contrairement a la
condition
—1

P(5)? = ¢ (52) = P(—1) = 1

—1
(Carp€ 2Z, p ¢ Z donc x(—1) = —1.)
Le calcul est similaire mais plus compliqué si ¢ est pair. Dans ce cas G = SO(2¢, C),
LG =80(2¢,C) x Gal(C/R)
et nous devons plécisor l'action de o donnée par Ldnglands Avec le méme choix de
la forme quadratique ] G a pour sous-groupe de Borel B ses matrices triangulaires

supérieures ; 'action de o doit prosorvor G B le tore diagonal T ainsi qu’un épinglage
(§4.2), et étre non triviale. Sur T, on a alors

T
X

de sorte que o échange les deux dernieres racines ap_ 1 = x¢_1 .'1:171 et ay = xy_1xy du
diagramme de Dynkin. Un calcul simple montre que
o) =wgw ' (g€q)

Leq
01
10

1,y

est 'automorphisme cherché. Noter que w € O(J).
Considérons alors, comme pour ¢ impair, I’homomorphisme ¢y :

I

Gal(C/R)

e
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Quitte a conjuguer ¥y par un élément de 6’, on peut supposer que 5 (C*) C T,
puis que

X

Yy(z) =

=
~
—
v
~—
Il
I

(z,0)f(2)(x, (7)_l

=2 w Yp(2)w tz!

= Ps(2)r L.

Ceci implique comme dans le cas impair que x € O(2) x O(2f¢ — 2) et que sa
composante dans O(2) est de la forme ( =~"). Comme précédemment, ceci contredit
le fait que x(j?) = x(—1) = —1.

D’apres la classification du dual unitaire de GG, on déduit alors du Lemme 6.3.2 :

Proposition 6.3.4. Toute représentation unitaire w de G dont le caractére infinité-
simal est associé a un parametre d’Arthur est de la forme J(T,s) ot

(i) s € iR

ou

(ii) s € Z.

Pour 7 fixé, et dans le cas (ii), la longueur du parametre s € Z est bien sur controlée
par la description, connue, des séries complémentaires (voir par exemple [64] pour un
guide sur la littérature concernant les duaux unitaires). Si 7 = 1 (représentation
triviale), m, s est unitaire si |s| < ¢ — 1; pour les représentations d’Arthur, on a donc
s €iRou+s =1,2,....0 -1 = %, le point s = ¢ — 1 est la demi-somme des
racines p de N dans A, et correspond a la représentation triviale. La Conjecture 6.1.2
implique donc une conjecture de Burger et Sarnak [20, 19] :

Conjecture 6.3.5

(i) Si une représentation sphérique J(1,s) apparait dans L?(D\G) pour un sous-
groupe de congruence, s € iR ou s € {1,..., %}
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(i) En particulier les valeurs propres du laplacien associées vérifient
2
Az (252)
2
— (n—1 2 g _ —1
ou A = (-@2——) k2 k=1,..., 5L
La premiére valeur propre # 0 est donc \1 = n — 2.

La partie (ii) résulte de (i) et des calculs suivant le Théoréme 2.3.2.

6.4. G = S0O(n,1), n pair

On supposera n > 4. Les remarques du §3 sur la connexité restent exactes, ainsi
que la description du parabolique minimal. Par ailleurs G est un groupe de type Cp
ou £ = Z et son dual (connexe) est

2
G =Sp(0) = 5p(%)
le groupe symplectique de la forme alternée sur C?¢ de matrice

-1

<)
Il

1
On a dans G un tore maximal T formé des matrices

Ty

(6.4.1) T = .

et un sous-groupe de Borel B formé des matrices triangulaires supérieures de G. Enfin
LG = G x Gal(C/R).
Une représentation admissible irréductible 7w de G est de la forme suivante :
(6.4.2) 7 appartient a la série discrete.

(6.4.3) 7 est un sous-module de I(1,s), 7 € W, s € iR.
m = J(7,s) est 'unique quotient irréductible de I(7, s)

(6.4.4) -
ou T € %M et Re(s) > 0.
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Comme dans (6.3.10) une sous-algebre de Cartan by de go est donnée par les
matrices

—a
Ty

X = -1 (z; € R).
Ty—1

Ty
—xy
On a de nouveau hg @ C = C¥, le groupe de Weyl étant maintenant S, x {£1}¢ = W.
Soit ¢ : Wg x SL(2) — G un parameétre d’Arthur, et P € C?* le parametre
holomorphe associé (¢f. §6.3). Alors P = (P, —P’) ou P’ € C? est bien défini modulo
l’action de W. Donc P’ définit naturellement un élément de §*, et on peut vérifier :

Lemme 6.4.1. P’ est le caractére infinitésimal de la représentation associée & oy .

La démonstration est laissée au lecteur (¢f. Lemme 6.2.1).
Par ailleurs “m 2 so(n — 1), I'algebre de Lie “m s’identifie & C*~! < C* et A\, vérifie

Ar = pr —p

(6.4.5) p=C—30-2 .1
(6.4.6) e = (1, oo flo—1), i €2y i1 =+ = pp—1 = 0.

On a donc
(6.4.7) Ar=(Ni) NNESH+Z, Ay > > A1 > 0.

Le caractere infinitésimal de I(7, s) est alors
(6.4.8) Ar = (Ar, ).
Lemme 6.4.2. — Si le caractére infinitésimal d 'une représentation unitaire m = J(1, s)

est associé a un parameéetre d’Arthur, s € iR ou s € % + Z.

Tout d’abord, le Lemme 6.3.3 s’applique et montre que s € 7R ou s € %Z Suppo-
sons alors s = p € Z, s # 0. Comme apres le Lemme 6.3.3, ¢ : C* xSL(2) — GL(2¢,C)
est de la forme

Y=x®x @ZXz ® r;
i

ol x(z) = (2/z)P. Les exposants holomorphes P; apparaissant dans » . x; @ r; doivent
étre dans £ + Z d’apres (6.4.8) et (6.4.7). On peut considérer comme dans le §6.3 la
partie de ¢ d’exposants P entiers :

Pe(2) = (X)X 12 1) et u(?) = @ Ye()a!
ot (j) = (z,0) € G x Gal(C/R).
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Revenant au choix (6.4.1) de T on peut supposer

X X

Alors z préserve la décomposition correspondante C2¢ = C2? @ C22 et s’écrit z =
(a/,z"), 2’ € SL(2,C), 2" € Sp(f — 1,C). La relation z¢.(z)x~ ' = 9.(Z) implique
¥ =(,%), —ab=1, d’'ott 2’? = —1 contrairement & x(j2) = x(=1) = 1.

Comme précédemment, on en déduit :
Proposition 6.4.3. — Toute représentation unitaire m de G dont le caractére infini-
tésimal est associé a un paramétre d’Arthur est de la série discréte, ou égale a un
sous-module de I(1,s) ou a J(7,s) avec

(i) s € R

(ii) s € 1 + Z.

Pour les représentations sphériques, on a alors :
bl

Conjecture 6.4.4 (Burger-Sarnak)
(i) Si une représentation J(1,s) (s € R, s # 0) apparait dans L*(C\G), alors
+se {1, 251}
(1) En particulier les valeurs propres du laplacien associ€es vérifient
2
n—1
2= (=)
n—1 2 n—1 2 n—2
ou \ = (—2—) — (T —k:) k=0,1,... 5=,

La premiére valeur propre # 0 est Ay = n — 2. 3

6.5. Existence des représentations exceptionnelles

Comme nous ’avons rappelé les Conjectures 6.3.5 et 6.4.4 sont dues a Burger et
Sarnak (c¢f. [20]). Il montrent de plus que si G est un groupe algébrique sur QQ obtenu
par restriction des scalaires a partir d’'un groupe orthogonal sur un corps de nombres
et tel que G" = SO(n, 1), les valeurs propres

n—1 2—k2
5 y
1 n—1 _ [7L—l

pour k = 5=, ... 15 5 ] apparaissent dans le spectre automorphe de G. Ce
qui montre que les Conjectures 6.3.5 et 6.4.4 sont optimales.

() Pour n > 2! Cest l; pour n = 2.
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Le Corollaire 6.2.7 et les Conjectures d’Arthur impliquent une conjecture beaucoup
plus forte que la Conjecture A pour tout groupe G tel que G™ = SU(n,1). Nous
pensons que cette conjecture est optimale dans le méme sens que la conjecture de
Burger et Sarnak est optimale. La grande différence est que nous considérons cette
fois tout le spectre automorphe et non seulement le spectre sphérique. Bien que nous
ne sachions pas montrer que cette conjecture est optimale, nous pouvons montrer le
résultat suivant.

Théoréme 6.5.1. Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction des sca-
laires a partir d’un groupe unitaire sur un corps de nombres et tel que G*° =~ SU(n, 1).
Soient a,p, q,k des entiers vérifiant

-0<a<pqg<ny

p—qge{-1,0,1};

o<k [252],
Alors, le dual automorphe éAut de G contient une représentation unitaire irréductible
7w de G telle que Homg (APpt @ A9p~, 1) # 0 et dont la valeur propre de l’opérateur
de Casimir dans Hx est égale a

(n —2a)? — (n — 2a — 2k)>.

Démonstration. Nous conservons les notations du §2. On suppose que 0 = g,
et que x est de la forme (6.2.8) avec s = 312‘21;2’“ La Proposition 4.5.1 implique que

Hompg (APpt @ Adp—, J(o, X)) # 0.

D’apres [90, Theorem 7.7] la représentation .J(o, x) apparait discretement comme
sous-représentation de L2(H\G) pour H = S(U(a + k) x U(n — a — k,1)).

Puisque G provient (par restriction des scalaires) d’un groupe unitaire sur un corps
de nombres, il contient un Q-sous-groupe algébrique H tel que H" = S(U(a + k) x
U(n —a—k,1)). Un théoréme de Burger, Li et Sarnak [19] affirme que si p € fIAut et
si 7 est une représentation de G faiblement contenue dans 'induite (unitaire) de p de
HaG,alorsn € G Aut- La représentation triviale 1y de H appartient bien évidemment
a E[Aut et induite de H 4 G de 1y est L?(H\G). La représentation J (o, x) appartient

~

donc a Gaug-

Remarquons que d’apres les Propositions 6.3.4 et 6.4.3, les Conjectures d’Arthur
impliquent la Conjecture A pour tout groupe G vérifiant G*® = SO(n, 1). On peut
de méme facilement déduire des Propositions 6.3.4 et 6.4.3 et des Conjectures d’Ar-
thur, une généralisation de la Conjecture A. Cette conjecture n’est certainement pas
optimale. Un (fastidieux) exercice d’algebre linéaire permettrait strement d’obtenir
un résultat optimal.
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CHAPITRE 7

THEOREME DE LUO-RUDNICK-SARNAK

Dans ce chapitre nous démontrons la légere généralisation suivante d’un théoreme
de Luo, Rudnick et Sarnak [75].

Théoreme 7.0.1 (Approximation de Ramanujan). — Soit F' un corps de nombres et A
son anneau des adéles. Soit n un entier > 2 et m1 = ®,m, une représentation auto-
morphe cuspidale de GL(n,A). Alors, en chaque place archimédienne v la représen-
tation m, est un quotient de Langlands

Ty = J((Tl,vv DR 07‘,’11)7

ot les oj, sont comme dans les Théoremes 3.1.1 et 3.1.2 et tels que pour tout

7=1...,r,
1 1
| Re(tjo)l < 2 n24+1

Remarquons que depuis "annonce de nos résultats dans [10] W. Miiller nous a
informé qu’il a, conjointement avec B. Speh, lui aussi étendu le résultat de Luo,
Rudnick et Sarnak aux représentations non ramifiées.

Fixons un corps de nombres F'; A son anneau des adeles et n un entier > 2.

7.1. Fonction L de Rankin-Selberg

Dans cette section nous faisons quelques rappels concernant la théorie de Rankin-
Selberg. De la méme maniere que 'on a associé & une représentation automorphe
une fonction L, la théorie de Rankin-Selberg associe une fonction L (dite de Rankin-
Selberg) a toute paire de représentations irréductibles unitaires cuspidales 7 = ®,7,
et 7 = ®,m, de GL,(A) et GL,/(A) respectivement. Cette fonction L est encore
donnée par un produit eulérien

L(s,m xn') = HL(S, Ty X )
v

ou v décrit I’ensemble des places de F'.
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Nous allons commencer par décrire les facteurs locaux L(s, m, X 7,) lorsque v est une
place finie, puis lorsque v est une place archimédienne ; enfin nous nous intéresserons
a la fonction L globale.

Fixons v une place de F'. Dans les trois prochaines sous-sections nous nous intéres-
sons aux facteurs locaux, pour simplifier les notations on notera F' = I, et m = m,.
Pour l'instant F' est donc un corps local de caractéristique zéro.

Si 7 est une représentation admissible irréductible de GL,, (F'), nous notons 7 la
représentation contragrédiente que 'on peut réaliser dans le méme espace que 7 par
Paction 7(g) = 7(‘g™1).

Soient m;, 4 = 1,...,r, des représentations admissibles irréductibles des groupes res-
pectifs GL,,, (F). Alors 7 = m ®- - - @7, est une représentation admissible irréductible
de

M(F) = GL,,,(F) x --- x GL,,,. (F).
Pour s = (s1,...,,) € C" soit m;[s;] la représentation de GL,,, (F') définie par
mi[si](g) = |det [*'mi(g9), g € GLy, (F).

Nous notons
1§, 5) = ind ) (mi[s1] @ -+ @ m [0
P'induite unitaire.

Remarquons que Shalika a démontré que la composante locale d’une représenta-
tion automorphe cuspidale de GL,,(A) est générique [95]. Et Jacquet et Shalika [60]
ont montré que toute représentation irréductible unitaire générique = de GL,,(F') est
équivalente & unc représentation induite (et non seulement & un quotient)

T = [IC;(UE)’

ou P est un sous-groupe parabolique standard de type (n1,...,n,) de GL,, s € C"
et o est une représentation de carré intégrable de Mp(F'), le sous-groupe de Levi de P
sur le corps local F (1),

Dans les trois sous-sections suivantes nous décrivons les facteurs locaux de la fonc-
tion L de Rankin-Selberg lorsque F' est non-archimédien, ou bien égal a R ou a C.

7.1.1. F non-archimédien. — Comme nous ’avons rappelé, toute représentation
irréductible unitaire générique m de GL, (F') est isomorphe & une représentation in-
duite

(7.1.1) 7= If(0,s),

ol P est défini par une partition (ny,na,...,n,) avec ni41 < 7, 8 = (51,...,5.) € C”
et 0 = ®;0; ou chaque o; est une représentation de la série discrete de GL,, (F).

(D est la seule propriété des représentations génériques que nous utiliserons, le lecteur non familier
peut donc accepter comme « boite noire » le fait que toute représentation m comme ci-dessus est

obtenue comme induite, résultat qui découle de [95] et [60].
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Soit 7 (resp. ') une représentation irréductible unitaire générique de GL,, (F)
(resp. GL,/(F)). On définit le facteur local de Rankin-Selberg pour la paire (7, n’)
par récurrence. Tout d’abord, L(s,mx 7’) = L(s, 7’ x 7). Si 7 est comme dans (7.1.1),

(7.1.2) L(s,mx7') = HL(S + 84,04 X 7).

1=1

Il reste a définir les facteurs L pour des représentations de la série discrete. De
la méme maniere que les représentations de la série discrete forment les blocs pour
construire toutes les représentations unitaires génériques du groupe linéaire, ce sont
les représentations supercuspidales qui forment les blocs élémentaires permettant de
construire toutes les représentations de la série discréte. Rappelons done qu’une repré-
sentation p de GL4(F) est dite supercuspidale si elle n’apparait comme sous-quotient
d’aucune représentation induite d’un sous-groupe parabolique propre. Les représenta-
tions supercuspidales sont donc exactement les représentations qui ne sont pas acces-
sibles par le procédé d’induction. Les représentations supercuspidales peuvent aussi
étre caractérisées par le fait que leurs coefficients matriciels sont a support compact
modulo le centre de G. On renvoie & [12] pour plus de détails sur les représentations
supercuspidales.

Soit maintenant ¢ une représentation de carré intégrable de GL,,(F). D’apres
Bernstein et Zelevinski [12], il existe un diviseur d|m, un sous-groupe parabolique
standard P de type (d,...,d) de GL,,(F), et une représentation p de GL4(F') super-
cuspidale, irréductible et unitaire tels que o soit I'unique quotient irréductible de la
représentation induite ind%(p) @ - @ p,.), ot r = m/d et p; = p[j — (r +1)/2]. On
désigne cette représentation par o = A(r, p).

Soit donc o = A(r, p) (resp. o’ = A(r’, p’)) une représentation de la série discréte
de GL,, (F) (resp. GL,/ (F)), avec m < m’. On pose alors :

r—+r

(7.1.3) L(s,o0 x o) = H L(s + — 4 p X p').
j=1

La description des facteurs L de Rankin-Selberg est donc réduite au cas de deux
représentations supercuspidales. Soient p; et ps deux représentations supercuspidales
de respectivement GLg, (F) et GLyg, (F). Lorsque p2 n’est pas un twist de py, i.e. 8’il
n’existe pas de nombre complexe t € C tel que pa = pi[t], en particulier lorsque
ki # ka2, on pose L(s,p1 X p2) = 1. On pose enfin

L(s,p1 x pi[t]) = L(s +t,p1 x p1)

(714) — (1 . q—a(n‘,—+—s))—17
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ou alk; est I'ordre du groupe cyclique des caractéres non ramifiés xy = |det |“ tels que
P1® X = p1. Sio; =A(r, pi), (7.1.3) et (7.1.4) impliquent

L(s+2Re(s;), 03 x &;) = [ [ L(s + 2Re(s;) + i — j, p x p)
j=1

— H(l _ q—ai(s+2Re(.-s.,',)—i—r,;-—j))—17
J=1

ou a; est l'ordre du groupe cyclique des caracteres non ramifiés x tels que p; ® x est
isomorphe & p;. On en déduit que si m = Ig (0, s) est une représentation irréductible
unitaire de la série principale de GL,(F") et si ¢ est un indice tel que Re(s;) > 0, il
existe un facteur de la fonction L(s, 7 X 7) ayant un pole en s = —2 Re(s;).

7.1.2. F = R. — Soit 7 (resp. 7’) une représentation irréductible unitaire de
GL,(R) (resp. GL,/ (R)). On définit les facteurs locaux réels de la fonction L de
Rankin-Selberg attachée a la paire de représentation (7w, 7’) & partir des représenta-
tions semisimples ¢ et ¢’ du groupe de Weil Wx de degrés respectifs n et n’ associées
par la correspondance de Langlands locale aux représentations 7 et 7’.

Nous avons déja décrit les facteurs L associés a une représentation semisimple du
groupe de Weil Wgr. Remarquons que le produit tensoriel ¢ ® ¢’ définit une représen-
tation semisimple du groupe de Weil Wg de degré nn’. On définit alors :

(7.1.5) L(s,mxn')=L(s, 0 ®¢).

Supposons que la représentation 7 est isomorphe au quotient de Langlands
J(o1,...,0)oules o; sont comme dans le Théoreme 3.1.1. D’apres le Théoreme 3.4.3
on déduit de I'unitarité de m que pour chaque entier j € [1,7]

— soit ¢; est imaginaire pure,

- soit Re(t;) > 0 et il existe k # j tel que ny = n;, I = l; (ceux-ci pouvant étre
égaux & un entier comme a l'un des signes + ou —) et t; = —j.

En utilisant la description des facteurs L donnée par la Proposition 3.3.3, on déduit

de (7.1.5) que L(s,m x 7) est un produit de facteurs Gamma de la forme

li — 1 1+ L
4(27T)—23—2ti+2tg—max(lul_y)F(S +t; —t; + l_22—3|_)1"(8 +ti —t; + %)
ou

li li
4(27()_25_lir(8 +t; —t; + §)F<S —+ tj —t; + 5)

ou

AL . I“(S +ti—t;+Eiy ),

2
ol g;; € {0,1} avec €;; = €; +e; mod 2, 1 < ¢,j < r et les g; correspondent aux
signes dans la Proposition 3.3.3. Puisque 7 est unitaire on déduit de ces formules que
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pour tout indice ¢ < r tel que Re(t;) # 0, le L-facteur local L{s, 7 X 7) contient un
facteur Gamma du type

2 Re(t;
I(s +2Re(t;))  ou r(if—ge—(_))
Puisque la fonction Gamma T'(s) n’a pas de zéro, on conclut que L(s, 7™ x 7’) a son
premier pole en s = 2max|Re(t;)|. Rappelons enfin que le Théoréme 3.4.3 implique
que Re(t;) < % puisque 7 est générique.

7.1.3. FF = C. — Le cas F' = C se traite de la méme maniere que le cas F' = R.
Soit 7 une représentation irréductible unitaire de GL,,(C) isomorphe au quotient de
Langlands J(o1,...,0,), ou les o; sont comme dans le Théoreme 3.1.2. Comme dans

le cas réel, le fait que 7 est unitaire et générique se traduit par le fait que la partie réelle
de chaque t; est strictement inférieure a % et que pour chaque i tel que Re(¢;) # 0 il
existe k # i tel que pr — g = p; — qi et t; = —1g.

Le groupe de Weil est cette fois égal a C* et les facteurs locaux de la fonction L de
Rankin-Selberg se définissent comme dans le cas réel. On obtient en particulier que

i DO L ok Lt e 1 i — Qi — Pi — Qi
Lis,nxm) = [[ 2em)~ = = F(s-i—ti—tj%—lpz g — P qf')
- 2
4,j=1
Comme dans le cas réel, on en déduit que si 7 est unitaire, le facteur L : L(s, ™ X 7),
contient pour tout indice ¢ tel que Re(t;) # 0 la fonction

(s + 2 Re(t;))

comme facteur. Puisque la fonction Gamma I'(s) n’a pas de zéro, on conclut que
L(s,m x ') a son premier pole en s = 2max|Re(;)|.

7.1.4. La fonction L globale. — Les sous-sections précédentes permettent de
définir au moins formellement la fonction L de Rankin-Selberg globale d’une paire de
représentations unitaires cuspidales automorphes 7 = ®,m, et 7’ = ®, 7, de GL,(A)
et GL,(A), ou A est I’anneau des adeéles d’un corps de nombre F'. La fonction L de
Rankin-Selberg est définie par le produit eulérien :

(7.1.6) L(s,mx7') =[] L(s,m x 7),
v

ou v décrit I'ensemble des places de F'.

Comme pour la fonction zéta de Riemann l'intérét de cette fonction dans 1’étude
des représentations automorphes provient de ce qu’elle définit une vraie fonction ana-
lytique lorsque s est dans un demi-plan et que cette fonction se prolonge méromor-
phiquement au plan complexe tout entier et vérifie une équation fonctionnelle. Il est
devenu récemment possible de démontrer toutes ces propriétés, ainsi que d’autres, de
la fonction L de Rankin-Selberg en adoptant le point de vue naturel des représen-
tations intégrales développé par Jacquet, Shalika, Piatetski-Shapiro ([56], [61]) et,
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plus récemment, Cogdell et Piatetski-Shapiro [29]. C’est le point de vue que nous
adoptons ici. Soulignons néanmoins que les résultats que nous utiliserons pouvaient
étre obtenus en combinant les méthodes de Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro [56],
Shahidi [93], [94], [92] et Moeglin et Waldspurger [78]. Cette derniere approche est
celle utilisée par Miiller et Speh.

On résume les propriétés de la fonction L de Rankin-Selberg dont nous aurons
besoin dans le théoreme suivant.

Théoreme 7.1.1. — Chaque produit (7.1.6) est convergent lorsque la partie réelle de s
est suffisamment grande. Ces produits définissent des fonctions holomorphes de s qui
se prolongent méromorphiquement au plan complexe tout entier. Les fonctions ainsi
obtenues, et toujours notées L(s,m x ©'), ont les propriétés suivantes :

(1) Chaque fonction L(s,m x w') reste bornée dans les bandes verticales (loin de
ses poles).

(2) Elles satisfont a l’équation fonctionnelle

L(s,m x7') =¢e(s,m x #')L(1 — s, x '),
ou le facteur € est une fonction entiére de s de la forme
e(s,mxn')=W(m xa')( }}J/’@N(w x 7))z,

ot D est le discriminant du corps de nombre F', W (w x7") est un nombre complexe
de module 1, et N(m x ©’) un nombre entier.

(3) Sin' <n, la fonction L(s,m x ©') est enticre.

(4) Sin' = n, la fonction L(s, 7 x 7') a au plus des pdles simples qui interviennent
st et seulement si m = 7' [io] avec o réel, et qui dans ce cas sont s = —io et s = 1 —io.

Il n’est pas question de donner une preuve complete de ce résultat ici, une récente
prépublication de Cogdell et Piatetski-Shapiro [29] contient la preuve compléte de ce
Théoreme. Afin d’en faciliter la reconstitution, nous donnons les grandes idées de la
preuve lorsque n = 1/, le cas qui nous intéressera par la suite.

Soient donc (7w, Vi) et (7', Vy) deux représentations cuspidales unitaires de
GL,,(A). Soient w = ®w, et w’ = @w), leurs caracteéres centraux. Fixons ¢ = @, un
caractere additif continu non trivial de A qui soit trivial sur F et o € V et ¢’ € Vi
deux formes cuspidales.

Commencons par démontrer la convergence de la fonction L(s, 7w xn’) définie comme
produit eulérien.

Soit S un ensemble fini de places de F', contenant toutes les places a l'infini et tel
que pour toute place v ¢ S on ait m, et 7, non ramifiées, i.e. ayant un vecteur fixe
sous l'action du compact maximal.

Pour les places v ¢ S, pour lesquelles 7, et 7, sont donc non ramifiées, on vérifie
que

L(s,m, x 7l)) = det(I — q, *A,, ® A,r;y)f1
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ou A, et Aw;, sont les parametres de Satake associés a m, et w, et dont les valeurs

propres sont toutes de valeur absolue inféricure a qi/ 2, Done, c¢f. [58] pour plus de
détails, la fonction L partielle

Lo(s,m x7') = H L(s,m, x ) = H det(I — gy " Ar, @ Anr )™}
v S vgs
est absolument convergente pour Re(s) > 0. On en déduit la méme chose pour la
fonction L globale.

Il nous faut maintenant démontrer les propriétés analytiques de cette fonction.
Comme dans le cas classique de la fonction zéta de Riemann, il va s’agir de représenter
la fonction L de Rankin-Selberg par une intégrale. C’est 1a qu’interviennent des séries
d’Eisenstein. Commengons donc par décrire ces séries d’Eisenstein.

Pour construire ces séries d’Eisenstein on peut suivre [58]. Dans GL,, soit P, le
sous-groupe stabilisant le vecteur (0,...,0,1). On a P,\ GL, = F™ — {0}. Si on
désigne par S(A) l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A", alors chaque
® ¢ S(A) définie une fonction lisse sur GL,, (A), invariante & gauche sous P, (A), par
g+— ®((0,...,0,1)g) = ®(e,9g). Considérons la fonction

F(g, ®; ) = | det(g)[* / B(aeng)la|™w(a)w' (a)d" a.

*

Si P, = Z, P, est le sous-groupe parabolique de GL,, associé a la partition (n — 1,1)
alors on prouve [58] que l'on peut former les séries d’Eisenstein

E(g, ®;5) = Z F(vg, ®;s).
yE P! (F)\ GL,, (F)
Si 'on remplace dans cette somme la fonction F' par sa définition et que 'on permute
le signe somme et 'intégrale, on obtient que ces séries convergent absolument dans le
demi-plan Re(s) > 1 [58] et que

E(g, ®;s) = |det(g)]* / O%(a, g)la|™ w(a)w'(a)d*a

F*\A

qui est essentiellement 'expression de la série d’Eisenstein comme transformée de
Mellin de la série Théta
Opla,g) = > P(aly),
fe Fn
ol au-dessus on a noté O%(a,g) = Oa(a,g) — (0). En appliquant la transformdée de
Poisson & g, on obtient [58, Section 4] :

Proposition 7.1.2. — La série d’Eisenstein FE(g,®;s) admet un prolongement méro-
morphe a tout le plan C avec au plus des poles simples en s = —io, 1 —ioc quand ww’
définit un caractére non ramifié de la forme w(a)w'(a) = |a|™?. Comme fonction de g
elle est lisse et a croissance lente et comme fonction de s elle reste bornée dans les
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bandes wverticales (loin des pdles possibles), uniformément pour g dans un compact.
Elle vérifie de plus une équation fonctionnelle.

Pour chaque paire de formes cuspidales ¢ € V. et ¢ € Vo on peut considérer
I'intégrale

I(s;0,¢", @) = / ©(9)¥9'(9)E(g, ®; s)dg.
J Z,(8) GL,.(F)\ GL,. (1)

Celle-ci est bien définie puisque les formes cuspidales sont rapidement décroissantes.
Elle définit donc une fonction méromorphe de s, bornée dans les bandes verticales loin
des poles et elle vérifie ’équation fonctionnelle

I(si0.¢, @) = I(1 — 53,5, D),

provenant de I’équation fonctionnelle de la série d'Eisenstein, ot ¢(g) = ¢((g?)~1) et
de méme pour ¢'.

Ces intégrales sont des fonctions entieres sauf si w(a)w’(a) = |a|"? est non ramifié.
Dans ce cas, les résidus de cette intégrale en s = —io et s = 1 — {0 définissent des
dualités invariantes entre 7 et 7'[—io] ou de maniere équivalente entre 7 et 7'[io].
Ainsi un résidu ne peut étre non nul que si 7 = 7[io] et réciproquement, on peut dans
ce cas trouver ¢, ¢’ et ® tel que ce résidu ne soit pas nul.

Pour relier nos intégrales aux produits eulériens, on remplace ¢ et ¢’ par leur
décomposition en séries de Fourier qui est dans ce cas de la forme

wlg) = > Wo(v9)-
YENL(F)\P, (F)

ol W, est la fonction de Whittaker sur GL,,(A) associée a ¢ définie par ¢ :
W,(g) = / p(ng)y(n)dn,
JNL(F)\N..(A)

1 étant un caractere non dégénéré de N, (F)\N,(A) (¢f. [29]). En développant I'in-
tégrale, on obtient :

[(sip,, @) = / W ()W (9)®(eng)| det(g)|*dg
J N, (A)\ GL,, (A)

=: U(s; W, W, , D).

Cette dernicre expression converge pour Re(s) > 0 par une estimée de jauge de
Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro, ¢f. [29].

Pour arriver a une expression sous la forme d’un produit Eulérien, on suppose que
@, © et ® se décomposent en produit tensoriels via 7 = ®m,, 7’ = @7, et S(A") =
®S(F}') de telle maniere que on ait W, (g) = [, W, (g0), Wer(g9) =TT, W (90) et
®(g) =[], Pu(gs). Alors,

W (s W, W, @) = [[ Wols: W, Wy, @),
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W5 Wi, Wi @) = [ W, (90)Wopr (90) @0 (engo)| det(ge) *dgo,
Ny (F,)\ GL,, (Fy)

qui converge lorsque Re(s) > 0 d’apreés des estimées de jauges locales de Jacquet,
Shalika et Piatetski-Shapiro, cf. [29].

Nous allons maintenant pouvoir démontrer que la fonction L globale de Rankin-
Selberg peut étre prolongée méromorphiquement au plan complexe tout entier. Jac-
quet et Shalika [61] montrent que pour un choix approprié de ¢ € Vi, ¢’ € Vo et
b € S(A™) on a

det(f — Gy, "Ar, @ Awf,)—l = W, (s; W, W«p;,a ®,).
On obtient alors :

I(s;0,¢",®) = (H U, (s We,, Wer, <I>U)) LY%(s,m x ')
veS

B (H W, (55 W, , W ,q> )

L(s,my x 7!,

)L(s mx )

veS
= ( H eu(8sWe,, Wy, <I>U)) L(s,mx 7).
vES
Chaque fonction e, (s; W, , Wy, ®,) est entiere. Pour les places non-archimédiennes
cela découle du Théoréme 2.7 de [566] et pour les places archimédiennes cela découle du
Théoreme 1.2 (et de son Corollaire) de [29]. On en déduit que la fonction L(s, 7 x 7')
admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe.

Attaquons-nous maintenant a l’équation fonctionnelle. Partons de 1’équation fonc-
tionnelle de I'intégrale globale :

I(" @7307@)_](1_8901 (D)

Comme plus haut, pour un choix approprié de ¢, ¢’ et @,

o ®) = ((T] enssWor Wi ) ) Lo )

veES
alors que d’un autre coté
I - 55,3, ® (Hev(l siWa,, Wa @))L(l—s,%x%’).
veS

Mais d’aprés le Théoreme 2.7 de [56] (pour les places non-archimédiennes) et le Théo-
reme 5.1 de [61] (pour les places archimédiennes), pour chaque place v € S on a

ey(1 — 55 W@,,,W@g,,@q}) = (ww:’(_l))n_ (s, my X W, hu)ey (53 Wy, , W, @),

ou le facteur epsilon est décrit explicitement dans les références ci-dessus et w,/ est
le caractere central de la représentation .
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En combinant tout cela, on obtient

—1 -~
L(Saﬂ- X T‘-/) = ( H (w’ﬂ':,('l))n 5(87771) X ﬂ{mdh))) L(]- — S5, X Tl'/).
vES
Le produit intervenant ci-dessus est classiquement noté (s, m x 7’) (il est bien str
indépendant de ). Sa valeur est aisément calculable a I’aide des références citées plus
haut.

Nous admettrons que la fonction L reste bornée dans les bandes verticales, propriété
démontrée dans [29]. Concluons cette section par ’étude des poles de la fonction L.
Ceux-ci sont évidemment reliés aux poles de l'intégrale globale I(s; @, @', ®). On a
montré que pour un choix approprié de ¢, ¢’ et ®,

/ /
I(s;p, 0", @) = ( I I eu(s; We,, W, (D,,))L(s,w x 7).
veS
D’un autre coté, pour tout sg € C et pour tout v il existe un choix local W,,, W/ et
®, tel que e,(sg; W, W), ®,) # 0. Pour les places v archimédiennes c’est démontré
dans (29, Théoreme 1.2 et son Corollaire]. Pour les places v non-archimédiennes cela
découle de [56, Théoreme 2.7] qui décrit chaque facteur L local comme générateur de
I’idéal fractionnaire engendré par les intégrales locales correspondantes. Ceci implique

I'existence d’un ensemble fini de fonctions W, ;, Wl’, ; et @, ; telles que

v,10

L(S7 Ty X 71'11) = Z lIl(S; Wn,v',, W, q)vvi)

autrement dit
1= E e(s; Wy i, I/V,é’i, Dy ).
[

’
v,10

D’ott I'on conclut que pour tout sg € C 'un des e(sq; Wi, ®, ;) doit étre non
nul.
On déduit des cas locaux que pour chaque sg € C, il existe des fonctions globales
p, ¢ et @ telles que
I(s0; 0,9, P) £0
L(S(), ™ X 7T/) ’
Les poles de la fonction globale L(s, 7 x 7’) sont donc exactement ceux de la famille
d’intégrales globales {I(s; @, ¢, ®)}, out ¢, ¢’ et ® varient. Et I’étude de ces fonctions

permet de conclure la démonstration du Théoreme 7.1.1.

7.2. Démonstration du Théoreme 7.0.1

Soit F un corps de nombres de degré d d’anneau des entiers O = Op. Nous noterons
U = Up son groupe des unités et D = Dy /g son discriminant. Enfin soit A 'anneau
des adeles de F'. Pour n un entier > 2, soit # = ®7, une représentation automorphe
cuspidale de GL(n, A) que I'on normalise de fagon a ce qu’elle ait un caractere central
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unitaire. Rappelons que la décomposition m = ®m, est donnée par un Théoreme
de Flath [41], c’est d’ailleurs en fait un produit tensoriel restreint dans le sens que
pour presque toute place v de F', la représentation m, de GL,(F,) est non ramifiée
i.e. admet un vecteur GL,, (O, )-invariant.

La fonction L standard, L(s, ), associée a m (cf. §3.3) est de la forme :

L(s,m) = H L(s,m,).

Chaque L(s,m,) est le facteur d’Euler local (¢f. §3.3). Puisque 7 est cuspidale, en
chaque place archimédienne v de F', on a rappelé que la représentation 7, de GL(n, F,)
est générique et s’obtient comme une induite pleine :

Ty = J(Ul,vv cee ’Ur,v)a

ol chaque o ,, est comme dans les Théoremes 3.1.1 et 3.1.2. Le facteur L local L(s, m,)
est calculé dans les Propositions 3.3.3 et 3.3.4.
Sous ces notations, la Conjecture de Ramanujan généralisée pour m et pour les
places archimédiennes postule que :
Re(t;,,) = 0 pour tout j.
Jacquet et Shalika [58, 57], en utilisant la généricité de 7, ont montré que :
1
(7.2.1) |Re(tj0)] < 3
Remarquons encore une fois (avec [24]) que cela découle de la classification de Vogan
du dual unitaire de GL(n) (¢f. Théoreme 3.4.3).

La preuve du Théoreme 7.0.1 repose en grande partie sur la théorie de Rankin-
Selberg dont on a rappelé les principaux résultats dans la section précédente. Soit w
comme ci-dessus et 7 la représentation contragrédiente de . Soit S un ensemble fini
de places de F'.

Si x est un caractére unitaire de A™ /F* soit

L(s, (m@x) x 7) = [] L(s, (s @ x0) X T0).
vgS
On peut aussi former la fonction L totale
L{s,(m® x) X 7)

qui jouit des propriétés données par le Théoréme 7.1.1. On en déduit que L° est
holomorphe dans tout le plan complexe (sauf peut-étre en s = 0,1 si 7 ® x X 7, et
donc pour tout x en un point au plus, d’abscisse 0 ou 1) car

I] Z(s. (o @ x) x ) !

veS
est holomorphe.

Comme dans [75] la démonstration du Théoréme 7.0.1 va reposer sur le théoréme
suivant qui est le résultat principal de [75] :
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Théoreme 7.2.1. — Soit 3 un réel > 1 — T’ il existe alors un ensemble infini X de
caractéres x de A* /F* tels que :

(1) xo =1 (veSs)
(2) L%(8, (r ® x) x 7) # 0.

Idée de la démonstration. — Supposons pour simplifier /' = Q et S = {oo}. Un
caractere de Dirichlet primitif xy de A*/Q* vérifie le point 1. si et seulement s’il
est pair. Considérons donc un tel caractere et supposons en outre son conducteur ¢
premier. On peut vérifier que

W{(r®x) x7) =W(r xT)x(N(r x 7)) (%) ,

ol G, désigne la somme de Gauss associée a x. La fonction L*>(s, (7 ® x) X 7) est
donnée par un produit eulérien, c’est donc une série de Dirichlet de la forme :

m=1

La démonstration du Théoreme 7.2.1 découle de la proposition suivante.

Proposition 7.2.2. — Soit 3 un réel > 1 — On a :

n.2+1
2

DD Aat (2 n@x)xw)>>,,51QgQ

QREIS2Q x(q)

ot q est premier et x est un caractére de Dirichlet comme ci-dessus de conducteur q.

La démonstration de cette Proposition consiste a appliquer a la série de Dirichlet
(7.2.2) un traitement de théorie analytique des nombres classique en s’appuyant sur
le fait que ’on connalit son équation fonctionnelle, d’apres le Théoreme 7.1.1.

Nous nous intéressons ici au comportement de la série L*(s, (7 ® x) x 7) dans
la bande critique 0 < Re(s) < 1. Il nous faut tout d’abord obtenir une expression
maniable de cette série, ce qui n’est pas immédiat puisque nous sommes en dehors de
la zone d’absolue convergence. 1l existe néanmoins une méthode standard pour obtenir
une telle expression : la méthode dite de « I’équation fonctionnelle approchée », cf. [38]
ou [48]. Cette méthode repose sur la connaissance de I’équation fonctionnelle et la
translation d’intégrales de chemin. Elle permet d’obtenir I’expression suivante, lorsque
0<pB<l:

L(B3,(mr®x) x ) Z X (M)A xz(m) XUm) Az (m) o, (m)

- 3
mkF Y
m=>=1

W(m x 7)x(N(m x 7)) Aexcw(m) _ Gy " mY
* (q"* N(m x 7))P nz>:l m!1=8 (m)<\/6> VQ(CI"U\](WX%))7
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o1 Y > 1 est un parametre et Vi (x), Vao(x) sont des fonctions tests lisses vérifiant

(7.2.3) Vi(z), Va(z) = Oa(z™") quand z — +o0,
7.2.3
Vi(z) =1+ Oa(x?), Va(z) < 1+2'777F7%, quand z — 0,
avec By < 1 et pour tout A > 0 et tout € > 0.

On peut maintenant moyenner 1’équation fonctionnelle approchée sur ’ensemble
des caracteres de Dirichlet primitifs pairs et de conducteurs premiers g € [@, 2Q)]. La

S > LB (rex) x7)

Q<L2Q X

se décompose alors en une somme de deux termes : Ty 4+ T, correspondant aux deux

somine

termes de D’équation fonctionnelle approchée. En utilisant I'orthogonalité des carac-
teres on montre que

— q—1 1-8+
= > oY),
Q<qgs2Q

Le terme T3 fait quant a lui intervenir les moments suivants des sommes de Gauss :

T'L2
(7.2.4) Moo (m) = 2 x pyxom) (52 )
X Vi
Cette somme est nulle si g|m et sinon égale

q—;l{Klnz (r1q) + Kl (=5 @)} — (—1)™

our=mN(r x7) (mod q) et Kl,2(r; ¢) est la somme de Kloosterman généralisée

2im(eytaototw o)
Kl,2(r;q) = E e a

z1z2...x,2=r (mod q)

Comine conséquence de sa démonstration de la derniere Conjecture de Weil, Deligne
n2-1 .
[80] majore cette dernieére somme par <,, ¢~ 2 . On obtient donc :

n241

M,2(m) <, ¢ 2

A T’aide de cette majoration, des inégalités By < 1, B > 0 et de la majoration (7.2.3)

de V5, on obtient :
n241

T, < Q=Y 7.

Donc :

- 1 n241
TaT= Y L 0@y 0@ Y ),

Q<gs2Q

n241

ce qui implique la Proposition 7.2.2 (et donc le Théoréme 7.2.1) en prenant Y =Q = .

Montrons maintenant que le Théoréme 7.2.1 implique le Théoréeme 7.0.1.
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Fixons dorénavant v une place archimédienne de F' et prenons S = {v}. D’apres le
Théoreme 7.2.1, on peut choisir x € X et tel que L(s, (7 ® x) x 7) soit une fonction
entiere. Puisque y, = 1,

(7.2.5) L(s, (1 ®x) x 7) = L(s, 70 x ) L5 (s, (1 & x) ¥ 7).

Supposons que sg, Re(sg) > 0, soit un pole de L(s,m, X 7, ). Alors sy doit étre un
zéro de L7 (s, (r @ x) x 7). Donc la fonction L(s, 7, x 7,) doit étre holomorphe dans
le demi-plan Re(s) > 1 — ﬁ

Supposons d’abord que v est une place réelle. On écrit m, = J(o1,4,...,0,4).
Fixons un entier 1 < ¢ < r. Puisque 7, est unitaire, on a vu que 'on peut supposer
que Re(t;,) < 0. En utilisant les calculs des facteurs L locaux rappelés a la section
précédente, on en déduit que L(s,m, x 7,) contient comme facteur I'(s + 2 Re(t;,,,))
ou F(%) et que les autres facteurs n'ont pas de zéros. On en déduit que
—2Re(t;») > 0 est un pole de ce facteur L et donc d’apres le paragraphe précédent
que |Re(t; )| = —Re(ti) < f — ﬁ

Supposons maintenant que v est une place complexe et m, = J(T14,.--,Tnw)-
Comme dans le cas réel, on peut choisir ¢; ,, de partie réelle strictement négative. Le
facteur local de la fonction L de Rankin-Selberg contient le facteur I'(s 4+ 2 Re(¢; ,,)).
L’argument précédent s’applique de la méme maniere pour conclure que la aussi

| Re(tin)]| < % - M—QL;I Ce qui acheve la démonstration du Théoreéme 7.0.1.

7.3. Application : le théoréme de Selberg

Le Théoreme 7.0.1 implique immeédiatement le théoreme suivant.
Théoreme 7.3.1 (Selberg). Le groupe SL(2) g vérifie la Conjecture A~ (0).

Démonstration. Une représentation du groupe SL(2,R) qui intervient non trivia-
lement dans la formule de Matsushima étendue (Théoréme 1.0.2) pour un quotient
I'\H, ou I" est un sous-groupe de congruence de SL(2), coincide avec la composante a
la place infinie d'une représentation automorphe du groupe Q-algébrique SL(2).

Les représentations du groupe SL(2,R) sont bien connues et s’étendent en des re-
présentations du groupe GL(2,R) (c’est assez facile de le déduire du §3.1). Il en est
de méme des représentations automorphes (cf. Labesse-Schwermer [70]) nous appli-
querons donc le Théoreme 7.0.1 au groupe SL(2).

Le spectre du laplacien sur les fonctions d'un quotient T\H est constitué d’'une par-
tie continue 11 +oo[ et d’une partie discréte qu’il nous faut controler. Via la formule
de Matsushima étendue la partie discréte du spectre correspond aux représentations
automorphes cuspidales. Puisqu’a une représentation tempérée de SL(2,R), il cor-
respond (toujours via la formule de Matsushima) un espace de fonctions propres du
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laplacien de valeur propre > %, il ne nous reste qu’a considérer les représentations de
la série complémentaire

e = indy ' (|z)*)
ou B = {(g o )} et s € [0, %[ Mais d’apres le Théoreme 7.0.1, si une représentation
automorphe de SL(2) a pour composante & l'infini 74 alors s < % — ﬁ = %. Autre-
ment dit la représentation m, est uniformément (par rapport au choix du groupe I')
isolée de la représentation triviale. Ce qui conclut la démonstration du Théoreme 7.3.1.

La démonstration ci-dessus donne ’estimée €(SL(2),0) = % qui est moins bonne
que estimée originale de Selberg égal a % Il y a néanmoins deux grands avantages a
la méthode ci-dessus 1) elle est valable sur n’importe quel corps de nombres 2) elle est
valable pour tous les groupes GL(n). Et cette méthode intervient effectivement dans
la démonstration récente par Kim et Sarnak de l'estimée ¢(SL(2),0) = % — (6—71)2

Grace a la correspondance de Jacquet-Langlands [55] entre les représentations au-
tomorphes du groupe des unités d’une algebre de quaternions et celles du groupe
SL(2), le Théoreme 7.3.1 (é¢tendu & un corps de nombre quelconque) permet de vé-
rifier la Conjecture A~ (0) pour tout groupe G comme dans la Conjecture A avec G
localement isomorphe au groupe SL(2,R) ou SL(2, C). Puisqu’'un groupe G de partie
non compacte G"® =~ SO(n, 1) contient un sous-groupe rationnel H de partie non
compacte H" ~ SO(2,1) ou SO(3,1) (c¢f. [20] et [26]), le principe de restriction de
Burger et Sarnak (§2.3) permet alors de vérifier la Conjecture A~ (0) pour tous les
groupes G tels que G"¢ soit localement isomorphe au groupe SO(n, 1).
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CHAPITRE 8

DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On est maintenant amené a démontrer le Théoreme 1 annoncé dans I'Introduction.
Rappelons son énoncé :

Théoréme 1. —— Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q tel que
G soit isomorphe au groupe SU(2,1). Alors, pour tout sous-groupe de congruence I'
dans G,

9

84
25°

N\ Xe) > o

et AND\Xq) >
Rappelons avant d’en donner une démonstration complete que ce résultat est es-
sentiellement contenu dans l’article [50] de Harris et Li.

8.1. Description du groupe G

Soit GG un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q modulo son centre tel
que G™° soit isomorphe au groupe U(2,1). Remarquons que ’on préfere considérer le
groupe U(2, 1) plutét que le groupe SU(2, 1) pour des raisons techniques; il est néan-
moins bien évident que cela ne change pas ’énoncé du Théoréme 1 puisque 'espace
symétrique associé est le méme (pour un argument plus précis voir [26]).

Alors, il existe un entier d > 1 tel que

(8.1.1) G(R) = U(2,1) x U(3)4~ L.

Décrivons comment construire un tel groupe G. Soit F' un corps de nombres to-
talement réel de degré d, et soit K une extension quadratique totalement imaginaire
de F. On notera x — T la conjugaison de K par rapport a F'. Fixons un plongement
réel o1 de F et une extension 71 de oy en un plongement complexe de K. Soit V = K3
équipé d’une forme hermitienne h ; on suppose h de signature (2, 1) en o; (c’est-a-dire
relativement au plongement 71) et définie positive en tous les autres plongements réels
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de F. On notera ® € GL3(K) la matrice (hermitienne) de h, on a alors *® = &. Soit
G = Ug le groupe des transformations unitaires de V' :

G ={g € GL3(K) | go'g = ®}.

On considere le groupe G comme un groupe Q-algébrique par restriction des scalaires
[106] de F a Q. Alors le groupe G(R) est un groupe de Lie semi-simple connexe et
vérifie (8.1.1).

Il existe une autre construction de groupes vérifiant (8.1.1).

Soit D une algebre semi-simple de dimension 9 sur K. Soit « une involution de D.
On dit de la paire (D, «) qu’elle est de seconde espéce si I'involution « est de seconde
espece i.e., o est un anti-automorphisme de D dont la restriction a K est o. Si D est
une algebre simple de centre K, on peut définir le groupe algébrique sur F

U(F) ={g€ D" | a(g)g = 1}.

Supposons de plus qu’a toutes les places réelles v sauf (exactement) une, le groupe
U(F) est compact isomorphe a U(3). Alors le groupe Q-algébrique G, obtenu a partir
de U(F') par restriction des scalaires de F' a Q vérifie (8.1.1). Réciproquement, tout
groupe G algébrique sur QQ, dont les points réels forment un groupe de Lie semi-simple
connexe vérifiant G(R) = SU(2,1) x SU(3)4~! s’obtient par la construction rappelée
ci-dessus (en prenant le groupe dérivé), cf. [84].

Remarquons que si D = M3(K), alors a(g) = ®'gP ! pour une certaine forme
hermitienne ® (voir [84]). La construction ci-dessus contient donc comme cas parti-
culier la premiere construction décrite plus haut. On distinguera d’ailleurs deux cas
dans la construction ci-dessus, le cas ot D = M3(K) et le cas ou D # M3(K).

8.2. D= A[{;(I()

Dans cette section nous supposons que G est obtenu par une construction décrite
dans la section précédente avec comme algebre D = M3(K). Nous conservons les
notations de la section précédente. Nous démontrons le Théoreme 1 dans ce cas.

Le groupe G(R) est isomorphe & U(2, 1) x U(3)?~! ; une représentation qui intervient
non trivialement dans la formule de Matsushima étendue (Théoreéme 1.0.2) pour un
quotient I'\ X, ot I' est un sous-groupe de congruence de G, est de la forme

(8.2.1) cRl®- @1,

oll o est une représentation unitaire du groupe (réel) U(2,1). De plus elle coincide
avec le produit tensoriel des composantes aux places infinies d’une représentation
automorphe du groupe F-algébrique U(F’).

Noter qu’alors, plus simplement, o apparait dans L?(I'"\ U(2,1)) ou IV se déduit
de facon évidente de T'. On dira que I « est un sous-groupe de congruence de G"¢ =
U(2,1) ».
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Les représentations du groupe U(2,1) sont completement décrites au §4.6. Soit
d’abord une représentation tempérée o de U(2,1). S’il correspond a la représentation
c®1®- - ®1 un espace de fonctions A-propres (resp. de 1-formes A-propres), pour
le laplacien de Hodge, via la formule de Matsushima, alors A > 4 (resp. A > 1)
(¢f. Théoréme 4.1.1). 1l nous suffit donc de considérer les représentations (8.2.1) avec
o non tempérée (et unitaire). Dans la classification du §4.6 une telle représentation
est associde & un parametre ¢ correspondant & un triplet (w, v, u) ou p € Z, u,v € C,
u—v € Z, Re(u+v) 2 0etsiut+v=0alorsu € % + Z. De plus d’apres la description
des K-types du §4.5, la représentation 0 ® 1 ® - - - ® 1 intervient non trivialement, via

la formule de Matsushima, dans la description du spectre sur les fonctions (resp. sur
les 1-formes) seulement si u — v = 0 (resp. © — v = £3). Finalement puisque seules

les représentations unitaires et de dimension infinie sont a considérer, il nous reste a
étudier le cas oul o est 'unique quotient irréductible de I'induite unitaire du caractere

X = (u, v, 1),

ou le triplet (u, v, ) est astreint a vérifier I'une des alternatives suivantes (§4.6), la

valeur propre du Casimir étant calculée par (4.1.9).

(1) (u,v, 1) = (2,—1,—1), et alors (8.2.1) intervient dans le spectre sur les formes
différenticlles de bi-degré (1,0), pour la valeur propre 0;

(2) (u,v, ) = (—1,2,1), et alors (8.2.1) intervient dans le spectre sur les formes
différentielles de bi-degré (0, 1), pour la valeur propre 0;

(3) (u,v, ) = (5,5.0) pour un nombre réel s € ]0,2[, et alors (8.2.1) intervient
dans le spectre sur les fonctions, pour la valeur propre 4 — s2 ;

(4) (wov,p) = (252,552, —1) pour un nombre réel s € ]0, 1], et alors (8.2.1) in-
tervient dans le spectre sur les formes différentielles de bi-degré (1,0), pour la valeur
propre 1 — s2;

(5) (u,v,p) = (552. %52, 1) pour un nombre réel s € |0, 1[, et alors (8.2.1) intervient
dans le spectre sur les formes différentielles de bi-degré (0, 1), pour la valeur propre
1— 52

Il nous reste a démontrer que si o intervient dans la représentation réguliere
L?(I'\G™) pour un certain sous-groupe de congruence I' de G' et si o est du type
(3), (4) ou (5) ci-dessus alors s < 4/5.

Mais si o intervient dans la représentation réguliere L?(I'\G™°) pour un certain
sous-groupe de congruence I' de GG alors il existe une représentation unitaire auto-
morphe cuspidale 7 = ®m, de U(Afr) telle que

Ry infinieTy = 0 X l1®---®1.
Seule la place infinie v ou 7, = o nous intéressera, pour simplifier nous la noterons
v = oo. D’apres le Théoreme 13.3.3 de [86] et en tenant compte du fait que mo n'est

pas tempérée,
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— ou bien il correspond a la représentation m une représentation automorphe cuspi-
dale IT de GL(3) sur le corps K telle que Il soit obtenue par la fonctorialité décrite
au §4.4 (« changement de base »);

— ou bien il existe une représentation automorphe p de U(1,1) x U(1) sur le corps
K telle que 7o soit obtenue a partir de p,, par la fonctorialité induite par &, pour
un certain entier n (cf. §4.6).

Dans le premier cas, la fonctorialité associe & un parametre ¢ : Wr — GL3(C) x Wg
un morphisme ¢« — GL3(C) admissible pour GL3(C). A ce dernier morphisme
est associdée une représentation admissible de GL3(C). Lorsque le parametre ¢ cor-
respond au triplet (u,v,pu), d’apres le Théoréeme 3.2.2, la représentation de GL3(C)
correspondant au parametre pc- est J(x1, X2, x3) ol x1(z) = 22", x2(z) = 2Hz7#
et x3(z) = z7 Yz~ ". Remarquons tout d’abord que si le parametre ¢ correspond a la
représentation triviale, i.e. si (u, v, ) = (1,1,0), alors la représentation obtenue par
fonctorialité est la représentation triviale. La représentation automorphe cuspidale I1
de GL(3) obtenue par fonctorialité a partir de 7 vérifie le Théoréme de Luo, Rudnick
et Sarnak. Donc si 7o est de la forme (8.2.1), avec o du type (3), (4) ou (5) ci-dessus,
le Théoreme 7.0.1 appliqué a x; implique que le nombre réel s doit vérifier § < % — 11—07
i.e. s <4/5.

Dans le deuxieme cas, il existe un entier n et un parametre

7 Wg — (GL2(C) x GL,(C)) % Wg

correspondant soit a une représentation automorphe de U(1,1) x U(1) soit & une
représentation unitaire de dimension un et tel que le parametre ¢ = &, on corresponde
au triplet (u,v, ). On identifie les parametres 7 possibles & ’aide de la Proposition
4.3.3. Un tel parametre 7 associe a un élément z € C*|

o= (7))

ol «v et 8 sont deux nombres réels tels que « — 3 € Z, a+ 5 =2 0 et si a+ F = 0,
a — 3 € 27Z. On a alors
(u,v,p) = (@ + 2 +n,8—3%—n,pn).

D’abord si la représentation du groupe U(1, 1) x U(1) correspondant au parametre 7
est unitaire de dimension 1, alors «, 3 € % +Z et a+ =1, donc o — 3 est paire. Or
u—v=«oa—0534+1+2n, et puisque u — v = 0, 3 ou —3, on doit avoir u et v entiers,
cas que l'on a exclu.

Puis, si la représentation du groupe U(1,1) x U(1) correspondant au parametre
7 est la composante a l'infinie d’une représentation automorphe, le Théoreme de
Selberg (dans le cas F' = Q) et de Gelbart-Jacquet [42] (F arbitraire) implique que
s=u+v=a+3<1 ),

(On a remarqué que le Théoreme de Luo, Rudnick et Sarnak implique lui aussi une majoration
sur s : s < <. Celle-ci nous suffit pour démontrer le Théoréme 1.
X 10
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Dans tous les cas le nombre s est inférieur ou égal a %. Et le Théoreme 1 est

démontré.

8.3. D # M;3(K)

Dans cette section nous supposons que G est obtenu par la construction décrite
dans la premiére section avec une algebre D # Ms (K). Nous conservons les notations
de la premiere section. Nous démontrons le Théoreme 1 dans ce cas.

Comme dans la section précédente, le groupe G(R) est isomorphe & U(2,1) x
U(3)4~!, une représentation qui intervient non trivialement dans la formule de Mat-
sushima d’un quotient '\ X, ou I' est un sous-groupe de congruence de G, est de la

forme
(8.3.1) oR1I®- - ®1,
oll o est une représentation unitaire du groupe (réel) G"¢ = U(2,1). De plus elle

coincide avec le produit tensoriel des représentations aux places infinies d’une repré-
sentation automorphe du groupe F-algébrique U(F).

Nous passons en revue, comme dans le §8.2, les possibilités (1)—(5).

Il nous reste a démontrer que si o intervient dans la représentation réguliere
L2(T\G™ ) et est du type (3), (4) ou (5) ci-dessus alors s < 4/5.

Mais, comme dans la section précédente, si o intervient dans L?(T'\G"°) il existe
alors une représentation unitaire automorphe cuspidale 7 = ®m, du groupe F-
algébrique U(F') telle que pour une certaine place a I'infini noo = 0. Le groupe U(F)
est, dans cette section, une forme intérieure du groupe unitaire quasi-déployé associé
a 'algebre M3(F"). Le Théoreme 14.6.3 et la Proposition 14.6.2 de [86] établissent
une bijection entre les représentations automorphes (en fait plus exactement les
L-paquets ce qui revient au méme pour les représentations que 'on considere) de
U(F') et certaines représentations automorphes de sa forme quasi-déployée. On est
donc ramené au cas ou D = M3(F'), cas que 'on a traité dans la section précédente.
Le Théoreme 1 est donc démontré.

8.4. Une Conjecture de changement de base

Nous commengons par énoncer un affaiblissement des résultats de Rogawski [86]
qui synthétise en un seul énoncé les deux cas traités dans les sections précédentes.
Pour cela nous conservons les notations de la premiére section. Pour simplifier les
énoncés nous dirons d’une représentation de GL(n,C) qu’elle est automorphe (cuspi-
dale) il existe un corps de nombre K, une représentation automorphe (cuspidale)
IT de GL(n,Ag) et une place archimédienne complexe v de K telle que I, = 7. Ce
qui compte pour nous est qu'une représentation automorphe cuspidale de GL(n, C)
doit donc vérifier les conclusions du Théoréme de Luo, Rudnick et Sarnak (Ch. 7).
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Rappelons que plus généralement la Conjecture de Ramanujan généralisée en les places
archimédiennes (complexes) s’énonce de la fagon suivante.

Conjecture de Ramanujan généralisée. - Soit ™ une représentation automorphe cus-
pidale de GL(n,C). Alors m est une représentation induite

I((T],...,O',,,):J(Ul,....O'n,),

ou les oj sont comme dans le Théoréme 3.1.2 et tels que pour tout j = 1,...,n, t;
soit tmaginaire pur.

Soit GG un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que G"¢ soit isomorphe
au groupe U(2,1). Remarquons que toute représentation 7 de G(IR) se restreint en
unc représentation, que 1’on notera 7, du groupe U(2,1).

Le théoreme qui suit est une synthese des particularisations de résultats de Ro-
gawski, voir les chapitres 13 et 14 de [86], que nous avons utilisés dans les deux
sections précédentes. Commencgons par remarquer que le groupe de Galois Gal(C/R)
agit sur les L-parametres de GL(n + 1,C) via

son action naturelle sur le grou[LdiWcil complexe W¢ et,

son action sur GL(n + 1,C) = U(n, 1), ¢f. la description du groupe dual donnée
au chapitre 4.
Un L-parametre est donc laissé stable par cette action s’il provient d’un L-parametre
(non nécessairement admissible) pour le groupe U(n, 1). On déduit de tout ceci une
action sur les représentation admissibles de GL(n+1, C). Une représentation invariante

sera dite o-stable (nous notons généralement o le générateur du groupe de Galois).

Théoreme 8.4.1 (Rogawski). Soit m une représentation irréductible de dimension
mnfinie appartenant a (A;Aut,. Alors, la représentation 11 de GL(3,C) obtenue par chan-
gement de base (§4.4) a partir de w; est une représentation unitaire obtenue comme
induite

in(lgl‘(:;’c)(.](ﬂ 1) @@ J(Tons b)),

ou
(1) P est le sous-groupe parabolique de GL(3,C) associé a la partition 3 = r +
T
(2) chaque r; = a;b; avec a;,b; € N;
(3) 7; est une représentation automorphe cuspidale o-stable de GL(a;,C) ;
(4) J(7,b;) désigne la représentation de GL(r;,C) associée, comme au § 3.4.4.

Démonstration. Montrons que le Théoreme 8.4.1 se déduit des chapitres 13 et 14
de [86]. Le Théoreme 14.6.3 et la Proposition 14.6.2 de [86] permettent, comme dans
la section précédente, de ramener la démonstration aux cas ou G est obtenue par
restriction des scalaires a partir d’'un groupe unitaire associé a une algebre D =
M;(F). Dans ce cas la représentation 7 est la représentation de U(2, 1) obtenue en la
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place archimédienne correspondante. Pour les besoins de la démonstration notons
une représentation automorphe du groupe unitaire U(Ap) telle que 7o = 71 (00 00
désigne toujours la place archimédienne en laquelle le groupe unitaire est U(2,1)). On
peut de plus supposer que 7 intervient discrétement dans L2(U(F)\ U(Ax)). Puisque 7
est de dimension infinie, les Théorémes 13.3.3 et 13.3.5 de [86] distinguent trois cas :

(1) La représentation 7 est stable, et alors il existe une représentation automorphe
cuspidale TT de GL(3, A ) telle que I, vue comme représentation de GL(3, C), soit
obtenue a partir de o, par changement de base, comme au §4.4. Dans ce cas on peut
prendre m =b; =1,y = a1 =3 et 11 = [l.

(2) La représentation m est endoscopique du premier type, et alors il existe une re-
présentation automorphe cuspidale p de U(1,1) x U(1) (vu comme groupe algébrique
sur I") telle que mo, s’obtienne par fonctorialité a partir de poo, comme au §4.6. D’apres
le changement de base pour U(1,1) [86, Proposition 11.4.1], il correspond & la repré-
sentation automorphe p une représentation automorphe cuspidale p de GL(2, Ak ) x
GL(1,Afk) telle que ps, vue comme représentation de GL(2,C) x GL(1, C), soit ob-
tenue a partir de poo par changement de base. Dans ce cas la représentation o, est
associée & un parametre p : Wr — GL(3, C) x Wg obtenue comme &,, o7 pour un cer-
tain entier n et un certain parametre n : Wg — (GL(2, C)xGL(1, C)) x Wg. Autrement
dit, la représentation de GL(3,C) obtenue a partir de 7o, par changement de base,
est associée & un parametre ¢ : C* — GL(3,C) x C* égal a la composée &, o7 (pour
un certain entier n) ou 7 : C* — (GL(2,C) x GL(1,C)) x C* est un L-parametre
associé a une représentation automorphe cuspidale de GL(2,C) x GL(1,C). Il lui
correspond alors une représentation automorphe cuspidale 71 (resp. 2) de GL(2,C)
(resp. GL(1,C)). La représentation 71 est bien évidemment obtenue par changement
de base non standard a partir d’une représentation de U(1,1) et la représentation 7o
est obtenue par changement de base (standard) a partir d’une représentation de U(1).
Dans ce cas on peut donc prendre m = 2, ry = a; =2, 7o = 1.

(3) La représentation 7 est endoscopique du deuxieme type, et alors il existe une
représentation automorphe de dimension un p de U(1,1) x U(1) (vu comme groupe
algébrique sur I) telle que 7o, s’obtienne par fonctorialité a partir de po, comme
décrit au §4.6. Mais, dans ce cas, Rogawski montre que po s’obtient, par fonctorialité,
a partir d'une représentation de U(1) x U(1) x U(1). On est dans la configuration
m=3,1r =19 =1r3 =1.

De maniere général on s’attend, voir par exemple [50] pour un énoncé légerement
plus faible, a ce que la conjecture suivante soit vérifiée.

Conjecture de changement de base. Soit G un groupe algébrique simple et connexe
sur Q tel que G soit isomorphe au groupe U(p,q). Soit ™ une représentation ap-
partenant a éAm, et w1 la restriction de @ au groupe U(p, q). Alors, la représentation
de GL(p + q,C) obtenue par changement de base (§4.4) a partir de w1 a le méme
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caractére infinitésimal qu’une représentation unitaire obtenue comme induite
indZ"PHO (I (1,01) @ - @ T (T, b)),

ou

(1) P est le sous-groupe parabolique de GL(p + q,C) associé a la partition p + q =
L+ Tm s

(2) chaque r; = a;b; avec a;,b; € N;

(3) i est une représentation automorphe cuspidale o-stable de GL(a;, C) ; et,

(4) J(7i,b;) désigne la représentation de GL(r;, C) associée, comme au § 3.4.4.

Comme il a déja été remarqué par Harris et Li, la Conjecture de changement de
base implique la Conjecture A~ pour les groupes du type U(n, 1). Nous montrons plus
généralement le théoreme suivant.

Théoreme 8.4.2. — Soit G un groupe comme dans la Conjecture de changement de
base et vérifiant les conclusions de celle-ci. Il existe alors un réel strictement positif
e = e(p,q) > 0 tel que pour tout sous-groupe de congruence I' dans G et pour tout
entier i,

N (T\Xe) > e.

Démonstration. — D’apres le Théoreme 1.0.2 il s’agit de montrer que toute repré-
sentation cohomologique de U(p, ¢) est isolée de 'ensemble des représentations (non-
cohomologiques) de U(p, ¢) appartenant au dual automorphe. (Rappelons que nous
avons vérifié au chapitre 5 que les représentations cohomologiques de degrés suffi-
samment petit sont isolées dans tout le dual unitaire et donc a fortiori dans le dual
automorphe).

Fixons donc 7p une représentation cohomologique de U(p, ¢) dont nous supposerons
qu’elle appartient au dual automorphe. D’apres la Conjecture de changement de base,
il lui correspond alors une représentation unitaire Iy de GL(p + g, C) obtenue comme
induite

ill(lgll(p‘Hl‘(C)(J(Tl, ()1) XK@ J(Tnm bm))a

telle que chaque 7; soit une représentation automorphe cuspidale o-stable de
GL(a;,C). Rappelons que le caractére infinitésimal d’une représentation de GL(n, C)
est un élément de C™ x C". Puisque my est cohomologique et les b; entiers, le calcul
du caractere infinitésimal de Iy (¢f. §3.4.4) implique que le caractere infinitésimal de
chaque 7; est un vecteur régulier (p',q') de (—;—Z)‘“ X (%Z)“’ (i.e., pi # pj et q;. # qi
pour k #1).

Lemme 8.4.3. — Soient a un entier > 1 et 7 une représentation automorphe cuspi-
dale o-stable de GL(a,C). Supposons que le caractére infinitésimal de T est un élément
régulier (p,q) de (3Z)* x (3Z)*. Alors, T est isolée parmi les représentations auto-
morphes cuspidales et o-stables de GL(a,C).
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Démonstration. — Puisque le caractere infinitésimal de 7 est a coordonnées dans %Z,
il découle du Théoreme 3.4.3, que la représentation 7 est obtenue comme induite de

(Sp(d1,m1),...,Sp(dr,ms)),

avec a = mj+- - -+m, et chaque 6, = 2P*Z%  pp —qr € Z et Re(pr +qx) = 0. Puisque
le caractere infinitésimal (p, g) est demi-entier, on a en fait pr = —qx € %—Z. Comme
par ailleurs la représentation 7 est cuspidale, on peut lui appliquer le Théoreme 7.0.2.
On en déduit que m; = --- =m, = 1 et donc que r = a.

La topologie du dual unitaire de GL(a, C) coincide avec la topologie évidente sur les
parameétres de Langlands, c¢f. [102]. Soit 7/ une représentation proche de 7, cuspidale,
associée aux caracteres 7y, ...,7n, de C*. On a alors, quitte a réordonner les ng, nx =
0, (2Z")% . Les caracteres ny vérifient {n.(2)} = {n.(Z)~'} par o-stabilité. Il y a donc
deux possibilités :

Si i (2) = m(Z) "', sk = 0.
— Supposons que M (z) = nx(Z) L. Alors

Pk + Sk = P1 — Si
—Pk + Sk = —pr — Si.

Ce qui est impossible puisque py # p;.
D’ou le Lemme 8.4.3.

Revenons a la démonstration du Théoréme et considérons une suite {m;} de repré-
sentations appartenant au dual automorphe du groupe U(p, g) et convergeant vers la
représentation mg. Soit {II;} la suite des représentations unitaires de GL(p + ¢, C) as-
sociées aux 7; par la Conjecture de changement de base. Puisqu’il n’y a qu’un nombre
fini de types combinatoires (P, b;) comme dans la Conjecture de changement de base,
nous pouvons, quitte & extraire une sous-suite de I1;, supposer chaque représentation
II; de la forme

ind ) O (T (] b)) @ © T(7L 1)),
ou chaque 7! est une représentation automorphe cuspidale o-stable de GL(a}, C),
avec P’ associé a la décomposition a}b] + - - - + albl, = p + q. L’application qui a une
représentation unitaire associe son caractere infinitésimal est continue. La suite des
caracteéres infinitésimaux des II; converge donc vers le caractére infinitésimal de Il
(égal, modulo S,14 x &,44, au caractere infinitésimal de la représentation triviale,
soit deux fois le vecteur

( p+qg—1 1—-—p—
5 ey 5
Le calcul du caractere infinitésimal de II; implique alors immédiatement que quitte a

1) e ).

extraire une sous-suite de la suite des II;, nous pouvons supposer que chaque suite {7}}

converge vers une représentation automorphe cuspidale o-stable de GL(a}, C) dont le
I . Lz . , . 7 ’

caractere infinitésimal est un vecteur régulier de (1Z)% x (1Z)%. Le Lemme 8.4.3
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implique alors que la suite {II;} stationne a partir d’un certain rang. Selon la Conjec-
ture de changement de base, la suite des caracteres infinitésimaux des représentations
7m; doit donc également stationner a partir d’un certain rang. Puisque par ailleurs la
suite des m; converge vers mg, la suite {m } est elle-méme nécessairement stationnaire
a partir d'un certain rang. Ce qui conclut la démonstration du Théoreme 8.4.2.

Remarquons que la conclusion du Théoreme 8.4.2 pourrait également étre déduite
des Conjectures d’Arthur telles que décrites dans [4].
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CHAPITRE 9

DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Le but de ce chapitre est la démonstration du Théoreme 2. Celle-ci repose sur
I’étude de la décroissance a ’infini des fonctions sphériques et sur le Théoreme de
Burger et Sarnak déja mentionné au chapitre 2.

Nous commengons ce chapitre par des généralités sur les fonctions sphériques. Puis,
et bien que notre méthode fonctionne pour tous les groupes de rang 1, nous nous
spécialisons au groupe U(n, 1) dont 'on décrit précisément les fonctions sphériques et
leur comportement a l'infini.

On peut alors démontrer le Théoreme 2 dans le cas du groupe U(n, 1), laissant au
lecteur le soin de vérifier que la démonstration est identique dans le cas du groupe
O(n,1).

Fixons pour l'instant un groupe G algébrique simple et connexe sur Q ; pour simpli-
fier nous notons également G = G la partie non compacte (semi-simple) des points
réels de G. Notons alors K un sous-groupe compact maximal de G et X = G/K
I’espace symétrique associé.

9.1. Fonctions radiales, coefficients matriciels et fonctions sphériques

Soit (7, V;) une représentation irréductible de K. On appelle fonction 7-radiale
toute fonction
F:G — End(V;)

vérifiant la condition de double K-équivariance suivante :
(9.1.1) F(k1gk2) = 7(k1)F(g)7(k2)

pour tous g € G et k1, ks € K.
Soit 7 une représentation continue de G dans un espace de Hilbert (H,(.,.)). On
appelle coefficient matriciel de 7 toute fonction G — C de la forme

Cyp? 2 gV <7T(g)’l),1)/>,

o1 v,v" € H. Le lemme suivant est facile & vérifier.
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Lemme 9.1.1. — Soit v/ € H.

(1) L’application v — ¢y est équivariante par rapport a la m-action de G sur H
et a l’action réguliére a droite R de G sur les fonctions de G dans C.

(2) Siwv est dans le sous-espace H*® des vecteurs C'™°, alors ¢, € C*(G).

(3) L’application v — ¢, de H® — C®(G) est équivariante par rapport auz
actions de U(g), lalgébre enveloppante universelle sur C de l’algébre de Lie de G,
induites par ™ et R.

Si la représentation 7 a un caractere infinitésimal, alors il découle du Lemme ci-
dessus que tout coefficient matriciel ¢, ./, avec v vecteur lisse, est une fonction dans
C°° (@) fonction propre pour 'opérateur R(C) (ou ’on note toujours C' le casimir
de G).

Dorénavant soit 7 une représentation admissible de G. Si v et v’ sont deux vecteurs
K-finis de D’espace de la représentation m, le coeflicient matriciel ¢, est analytique
(réel) et se transforme finiment sous les actions a droite et a gauche de K.

On associe a 7, I'idéal I, du centre Z(g) de 'algebre enveloppante, défini par

I, = {Z € Z(g) | ©(Z) = 0}.
Il découle alors du Lemme 9.1.1 que
(9.1.2) R(Z)cyw =0 (Zel).

Rappelons, cf. [66] par exemple, le résultat classique que chaque idéal I, comme
ci-dessus est cofini dans l'algebre Z(g). Enfin remarquons que si 7 a un caractere
infinitésimal, idéal I, est de codimension 1. Dans ce cas, (9.1.2) est un systeme
d’équations propres.

Supposons que T est un K-type de la représentation 7. Soient 'inclusion

iy Ve — H
et la projection

prt H — V..
Alors, la fonction F' : G — End(V;) définie par
(9.1.3) F(g) = prom(g)oir

est 7-radiale. De plus, si v et v’ sont deux vecteurs dans V;, le coefficient ¢, . de 7
s’écrit :
Cor(9) = (F(g)v, ).
On dira d’une fonction ® 7-radiale et de classe C>°, qu’elle est T-sphérique sur G si
(1) ®(e) =1d, et si
(2) ® vérifie le systeme d’équations propres
R(Z)® =0,

ou Z décrit un idéal I de codimension 1 dans Z(g).
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Remarquons que toute fonction 7-sphérique est en fait analytique (réelle). On notera
A(G, ) l'espace des fonctions 7-sphériques, et A(G, 7, 1) le sous-ensemble de celle
vérifiant le 2. pour un idéal I spécifié.

Si 7 est un K-type d’une représentation admissible 7 de G admettant un caractere
infinitésimal, la fonction radiale F' du (9.1.3) est en fait 7-sphérique et appartient plus
précisément a A(G, T, I).

Les fonctions sphériques vérifient un systeme d’équations différentielles d’apres le
deuxiéme point de la définition ci-dessus. Ce systeme d’équation différentielles a été
étudié et résolu par Harish-Chandra, cf. [21], [66].

Nous nous intéressons en fait & l'asymptotique des fonctions sphériques ® €
A(G, 1). D’apres la décomposition de Cartan

(9.1.4) G=KATK

il suffit de comprendre ®(a) lorsque a tend vers l'infini dans A+. Ici A+ désigne la
cloture de A+ = exp(al), ol af est une chambre de Weyl positive (ouverte) dans ag.
Remarquons que la restriction d’une fonction 7-sphérique & A+ prend ses valeurs
dans
EM .= {L € End(V;) | L = 7(m)L7r(m)~! pour tout m € M};

ou M désigne le centralisateur de A dans K.

9.2. Fonctions sphériques du groupe U(n, 1)

Puisque la démonstration du Théoréme 2 est similaire (en fait plus simple) dans le
cas hyperbolique réel nous nous contentons de traiter le cas hyperbolique complexe.
Dorénavant nous supposons donc que G = U(n, 1) et K = U(n+1)NG = U(n) x U(1).

Dans ce cas, la paire (G, K) est une paire de Gelfand et ’algebre C.(G, K, 7, 7) des
fonctions continues T-radiales de support compact sur GG pour le produit de convolu-
tion :

(F+G)(x) = /F(g z)H(g) dq—/F(g VH (xg™ ")

est une algebre commutative. Cette propriété va nous permettre de caractériser plus
facilement les fonctions sphériques et de les classifier. Mais d’abord commencons par
décrire les différents K-types possibles.

Puisque tout élément de K peut s’écrire comme :

k= (gg), U eU(n), veU(l),

K agit sur pg = C" par Ad(k)X = v 'UX et cette action préserve la structure
complexe J. On a donc la décomposition en K-modules suivante :

p=piDp_etpl =Py =p.
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Comme au chapitre 4, nous notons :

(9.2.1) Tpq = AP Ad, ®ATAdT = APAd ® A7 Ad.
C’est une représentation de K réductible qui se décompose en irréductibles de la facon
suivante :
min(p,q) ,
(9.2.2) Tpa = keao Tp—k,q—k-

Remarquons que via la formule de Matsushima, la représentation 7, ; correspond aux
formes de type (p,q) et la représentation T[,)’ 4 correspond aux formes primitives de
type (p,q), i.e. les formes de type (p,q) qui ne peuvent s’écrire comme un produit
avec la forme de Kaehler.

Dorénavant soit 7 une représentation de K appartenant a ’ensemble des TI’W. Soit,
(7, H) une représentation irréductible de G telle que

(1) 7 € L*(T\G);

(2) T C MK et

(3) w(C) ==\

I1 découle de la formule de réciprocité de Frobenius le fait suivant.

Fait. — La multiplicité de 7 dans 7 est égale a 1.

~

Notons V(7) le sous-espace de la représentation 7 dans Vig. On a V(1) = C” et

on introduit
E, = End(V(7)).

Une fonction ® 7-radiale de classe C°° est 7-sphérique sur G si et sculement si

(1) ®(e) =1d, et

(2) @ est une fonction propre pour la convolution par C.(G, K, 7,7), i.e. il existe
un (unique) caractere Ap de C.(G, K,7,7) tel que, pour toute F € C.(G, K, 7,7),
Fsxd=>0+F = \g(F)D.

Nous noterons (G, K, 7,7) I'ensemble des fonctions 7-sphériques sur G.
A P’aide de la décomposition G = K AN on définit la fonction A sur G par :
h(kan) =t

et par k le projecteur sur K. Alors la représentation 7, s agit sur (Hys)x =
L?(K, M, o) par
Tos (1) f (k) = o= CFOMB f k(2 k)
pour tout x € G et k € K.
Soit o une représentation irréductible de M apparaissant dans 7 ce que nous

notons : o € M (7). Désignons par P] le générateur de '’espace de dimension 1

Homg (Ho,s s Vr)
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(=2 Homg (L?(K, M, o), V, pour tout s € C) défini par :

PI(f) =1/ jfnl; /K (k) f (k)dk.

Posons JI = (PI)*, i.e. JI est le générateur de 'espace de dimension 1

Hom g (Vr, Ho s ) (=2 Hompe (V7 L*(K,M,0)))

;. |dimT . -1
e =\ 5ol p, o fr() e},

ou P, désigne la projection orthogonale de V; sur le sous-espace de ¢ dans V;. Pour
o € M(71) et s € C, on a vu que 'application

défini par

Py 59— Fyomss(g)oJg

définit une fonction 7-radiale sur G.

Proposition 9.2.1 (Classification des fonctions sphériques). — Soit 7 = 7'1/,, q- Pour tout
o € M(T) et s € C, la fonction ®]  est T-sphérique. Elle admet la représentation

sutvante :

dim 7

o7 (v) /K e~ TPRET R (k) o Py oo T(k(z ™ k).

dim o

En particulier, ®7 , est holomorphe en la variable s. Enfin,

0,8

(G K, 7,7) = {®] | o€ M(r), A& C/{+1}}.

(Cf. Wallach [104], pour une démonstration.)

D’aprées la décomposition de Cartan G = K AT K et I’équation (9.1.1), une applica-
tion 7-radiale F' est completement déterminée par sa restriction & AT, De plus Fj4+
a son image contenue dans

EM .= {T € E, |T = 7(m)TT(m)~" pour tout m € M};

ou M désigne toujours le centralisateur de A dans K. Dans la suite, nous étudions les
fonctions sphériques le long de A. Rappelons donc la décomposition en irréductibles
de la restriction de 7 = T;,) g &M :

(923) (T;;,q)ll\l =0pqPOp-1,qPOpg—1DOp-1,4-1

(avec les conventions du §4.1.1 : certains facteurs disparaissent dans les cas « non
génériques »).
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9.3. L’équation différentielle radiale

Soit 0 = 0y g avec 0 < p+qg < n—1.Soit 7 € K telle que o € ]/VT(T) (génériquement

bl / / !’ ’
7 est I'une des 7, o, 7)1 1 45 That1s Tptl.g41)- LOSONS

dim 7
F(g) =

~ dimo ,/K em TEMMIR T (k(gk)) o Py o 7(kV)dk,
I’'adjoint de ‘I’Q’S(g“l) pour le produit scalaire de V.. Dans cette section nous calculons
la restriction de R(C)F (ou C désigne toujours le casimir) & A en fonction de F4+.
Nous allons suivre [104, pp. 279-282] (c’est pour cette raison que nous sommes passés
a l'adjoint).

Posons d’abord :

frlg) = e” MR 2 (k(gk)) o Py o T(k) 1.
Alors

dim 7

Flo) = Gt [ Ao et REOIFG) = T [ (RECI1).

dim o

D’un autre coté, fr(g) = fe(gk)7(k) L Puisque (R(C) f.)(gk) = (R(Ad(k)C) fr(g))7(k),
on obtient que R(C)fr(g) = (R(C)fe)(gk)T(k)~1. 11 suffit donc de calculer R(C) fe.
Soit f = fe.

Notons 6 l'involution de Cartan correspondant a la décomposition g = p @ € de
l'algebre de Lie g et B la forme de Killing de g, cf. (4.0.1). Soit n = g, + g2a la
décomposition en espaces de racines. La dimension de g, est 2n — 2 et celle de ga,
est 1. Soit donc Xy,..., X2,p—2, X2,—1 une base de n telle que X, ..., X5, o soient
dans g, Xo2,-1 soit dans gon et B(X;,0X;) = —0;;. Alors [X,,0X;] = —H, pour
i=1,...,2n — 2 et [X25-1,0X2,-1] = —2Hy. Rappelons que B(Hy, Hp) = 1. Enfin
soit Uy, ..., U, une base de p telle que B(U;,U;) = —d,;. Alors :

C=-=> XibX;,—> 0X;X;—> U?+ Hj.

Soit Cy = > U?. Remarquons que si m est dans M, alors Ad(m)Cy = Cy. Par
définition de f, f(gn) = f(g) pour n dans N. Puisque X,0X;, = —Hy + 60X, X, pour
1<i<2n—2 et Xo,,10X9,1 = —2Hg + 0X5,,_1X2,_1, on obtient que

R(C)f =2nR(Ho)f — R(Co)f + R(HG)f.

D’un autre coté,

™m 2

(RCo)F)9) = 3 T F (9 )=

=1
™m

— Z €_(§+n)h(9)7'(ﬁ(g))7'(Ui)QP(,—

=1

_ €~(§+n)h(g)7-(&(g))7'(co)Ptf'
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Mais 7(Cy) agit par multiplication par un scalaire sur chaque sous-espace M-
irréductible de V. Donc 7(Co) P, = Ao Ps.

Puis,
d .
a;f(getHU)n:o
d —(5+n)(h
= a(e (E+n) (7 (g)+t))|t:07—(_]i(g))Pa
= —(5+n)f(9)

Et donc : R(H2)f(g) = (5 +n)?f(g). On obtient finalement la formule :
R(C)f = =2n(E+n)f+ (3 +n)’f — Ao f.

R(Ho) f(g)

Et donc :
(9.3.1) R(CYF(g) = (3° —n? — X\s)F(g).
Si p : G — End(V;) est une fonction 7-radiale de classe C'*°, on peut montrer,

[104, formule (4) p. 282], que :

dyo(ar)
dt
+ Qu(t)p(ar) — pla)T(Co),

ol de I'expression de @ donnée dans [104] nous ne retiendrons que la décroissance

(9.3.2) (R(C)Yp)(ar) = ddip—t(;t) + (2 coth(2t) + 2(n — 1) coth(t))

exponentielle (pour ¢ — +o00) vers 0.

Proposition 9.3.1 (Equation différentielle radiale). — Pour simplifier notons F(t) =
F(as). Alors pour t > 0,

(9.3.3)  F"(t) + (2coth(2t) + 2(n — 1) coth(¢))F'(t) + Q1 (1) F(t) = (32 — n?)F(t).
Démonstration. La Proposition découle des équations (9.3.1) et (9.3.2) en remar-

quant que
F(a)7(Co) = Ao F(ay).

9.4. Comportement asymptotique

Nous conservons les notations de la section précédente. Notamment nous notons
toujours F'(¢) la fonction de la Proposition 9.3.1. Puisque la fonction Q,(t) tend
exponentiellement vite vers 0 lorsque ¢ tend vers 'infini, I'équation différentielle (9.3.3)
est exponentiellement asymptote (lorsque ¢ tend vers 0) a ’équation différentielle :

(9.4.1) F"(t) + 2nF'(t) + (n* — 8*)F(t) = 0.

Un théoreme classique nous assure alors que les solutions des équations différentielles
(9.3.3) et (9.4.1) sont asymptotes lorsque t tend vers I'infini.
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Plus précisément on obtient la proposition suivante (1) :

Proposition 9.4.1 (Asymptotique des fonctions sphériques). — Soit F'(t) ['adjoint de
@7 (a; ') agissant sur Uespace de Hilbert V;. Si s est dans C avec n > Re(s) = € > 0,
alors il existe un réel § > 0 indépendant de s et de € et une constante C. ne dépendant
que de € tels que :

e F(t) — e Py By (3) — e (k") By (—3)" Pyr(k*) 1| < Cee™t,

ot k* est un élément de K centralisant A et tel que k*a,(k*) ' =a_; et

BT(Z)Z/ e~ (DM k(7)) dm.

(Ici N est le radical unipotent du parabolique opposé a P.)

Démonstration. Soit A(t) = (sinht¢)2(®=D(sinh2t). Posons G(t) = A(t)'/2F(t)
pour t > 0. L’équation (9.3.3) se réécerit :
(9.4.2) —G"(t) + Q)G (t) = —5°G(t),

ou Q(t) est une fonction qui décroit exponentiellement vite vers 0 lorsque ¢ tend vers
Pinfini. Plus précisément (cf. [104]) si T est un réel strictement positif, il existe une
constante C; ne dépendant que de T telle que [|Q(t)|| < Cie™" (¢ = T). Donc, étant
donné un réel § strictement compris entre 0 et 1, il existe une constante C5 telle que
pour tout u > T :

00 A
(9.4.3) / QL + t)dt < Cre".

Les Lemmes A.8.2.12 et A.8.2.17 de 'appendice de [104] impliquent alors que si
Re(s) = € > 0, il existe une constante C, ne dépendant que de € et deux endomor-
phismes A, et As de V- tels que :

(0.4.4) |G(t) — € Ay — e Ag| < Cue™.
Puisque A(t)1/2 est exponentiellement asymptotique & e¢™!, pour conclure la démons-

tration il reste & déterminer A; et As. Encore une fois nous suivons [104, pp. 283-285]
pour cela. Puisque Re(s) > 0, d’apres (9.4.4), on a :

e"F(t) — e Ayl = 0.

lim
t— 400

Or,

dim 7

F(t) =
() dim o

Les calculs de [104, p. 284] (et en particulier I'expression (14)), montrent alors que si
n > Re(s) > 0,

/ e~ Stmh(ak) (g (auk)) o Py o 7(k1)dE.
JK

lim e E(t) = P, B.(3).

t—-toc

(D ei comme dans d’autres formules, on espere que le lecteur saura distinguer n (€ N) et n (élément

unipotent).
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Le calcul de Az se fait de méme (c¢f. [104]) et acheve la démonstration de la Proposi-
tion.

Remarque. — Les fonctions B, ont été étudiées par Schiffmann [89] (cf. aussi [104]).
Elles sont explicites. Les seules propriétés dont nous aurons besoin sont :

(1) pour n > Re(s) > 0, B,(s) # 0 et,

(2) les fonctions B, sont continues (en fait analytiques).

La Proposition 9.4.1 n’est en fait qu’'un cas particulier d’un résultat plus général
de Langlands, cf. [72, 21].
Corollaire 9.4.2. Soient T = T;’q et v un vecteur dans V. Soit € un réel strictement
positif. Il existe une constante Ce ne dépendant que de € et de T et un réel 6 > 0
indépendant de ¢ tels que : pour tout o € M (),

(1) si s est un réel dans [e,n],
(@7 (e v 0y, = Br(8) 1P () I3, e o (J[off3, el im0,
(2) si s est un réel dans )0, ],
(@7 (e Mo, vy, < Cclfof|f, e

O la notation o. signifie que les constantes dans le o ne dépendent que de .

Démonstration. Cela découle de la Proposition ci-dessus pour le point 1 et de
la démonstration de la Proposition ci-dessus pour le point 2, en remarquant que
F(t) = F(a;) est égal a 'adjoint de <I>;’S(e*‘H) pour le produit scalaire de V.

Rappelons que si 7 = Téyq, I’ensemble M (1) contient, génériquement, quatre re-
présentations. Si 0 = 04, est 'une de ces représentations et s un nombre complexe,

(9.4.5) To.s(C) = —((n — (a+b))? — s?)1d.

Soit D(G, K, 7) Valgébre des opérateurs différentiels invariants a gauche sur l’espace
C>®(G, K, 1) des fonctions C*> f: G — V, telles que
f(xk) = f(2)7 (k).
Alors l'algebre D(G,K,7) est engendrée par les opérateurs 99*, 9*0, 99 et
979 cf [83]. Elle contient notamment le laplacien de Hodge-de Rham : A =
(O+3)(0*+d )+ (0" + )0 +d).
Et Videntité (9.4.5) implique que la fonction sphérique ®

T aqq 160 ¢
-.s associée au K-type 7
de m, s vérifie :

AD] = ((n— (a+b)? —s*)d] .
Notons

7/
PPU(s,x) = DY o(),
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pour o, € M (’TII)’q). On peut vérifier la caractérisation suivante des fonctions
sphériques.

Théoréme 9.4.3. — Soit ® une fonction 7, ,-radiale normalisée, i.e. ®(e) = Id.

a
(1) ® = D2Y(s,.) si et seulement si AD = {(n — (p+ q))* — s*}P, 9*® = 0 et

(2) @ = @09 (s,.) si et seulement si AP = {(n—(p+q—1))> = 5*}P, 9P =0 et
Je=0;

(3) @ = @07 | (s,.) si et seulement si AP = {(n — (p+q— 1)) —s°}®, 9*® =0
et 0P =0;

(4) @ = @09, (s,.) si et seulement si A® = {(n— (p+q—2))* —5°}®, 0P =0
et 0P = 0.

9.5. Démonstration du Théoréme 2

Soit G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que G"¢ soit isomorphe
au groupe SU(n,1). Soit H un Q-sous-groupe de G tel que H™® soit isomorphe au
groupe SU(n/, 1) (n’ < n). Nous supposerons que le groupe (réel) H est stable par
une involution de Cartan de G (plongement standard). Quitte a conjuguer H dans G,
on peut donc supposer que Ky C Kg et Ag = A= Ag.

Nous allons maintenant démontrer le Théoreme 2. Mais commencons par introduire
les définitions suivantes.

Soient € un réel positif et (p, g) un couple d’entiers. Notons Hg(p’Q) I’hypothese sur
le groupe G suivante :

si A est dans le (p, q)-spectre automorphe de G, alors soit
MA=m—-@+a +k)>=(n—(p+q) +k—1i)?
aveck=0,...,p+qeti=0,....,n— (p+q) + k,
2)A=(n—(p+aq)° -

Hs(p,q) .

Les Conjectures d’Arthur prévoient (c¢f. Ch. 6) que ’hypothese H(()p’q) est vraie pour
tout couple d’entiers (p, q) tel que p+ q < n — 1 (le Corollaire 6.2.7 est plus précis).
Les hypotheses HP? sont donc des approximations aux Conjectures d’Arthur pour
les groupes unitaires.

Le but de cette section est la démonstration du théoréeme suivant :

Théoreme 9.5.1 (Relevement des Conjectures d’Arthur). — Soient n et n’ deuz entiers
tels que n > n’ > 1. Soient H C G deuz groupes algébriques définis sur Q tels que :
Hr = SU(n/,1) et G™© =2 SU(n, 1), avec H™ C G"° plongement standard. Supposons
les hypotheses HP'D wérifiées pour le groupe H et pour tout couple d’entiers (p,q) tel
quep+q < k <n’—1. Alors, les hypothéses Hr(f’_’zl)ura sont vraies pour G et pour tout

couple d’entiers (p,q) tel que p+ q < k.
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Le Théoréme 2 est un corollaire immédiat du Théoréme 9.5.1. La démonstration
de ce dernier va essentiellement reposer sur un théoréme de Burger et Sarnak [20]
dont nous proposons la démonstration suivante (empruntée a [27]).

Variation sur un théme de Burger et Sarnak. — Si § € G(Q), la double classe
6T = Ts opere de la fagon suivante sur L?(I'\G). Si

(9.5.1) rer =[] rss,

alors

(9.5.2) (Ts)(9) =D _ f(6ig) (9€G).

Soit deg(Ts) le degré de Ty, égal au cardinal de I'\I'6T". Nous appellerons opérateur
de Hecke une combinaison linéaire finie a coefficients entiers > 0 de Ty ; son degré est
alors défini par additivité. Il n’est pas difficile de montrer (cf. [20], [27]) que T est
un opérateur borné dans L?(I'\G), de norme

175 = deg(75).

Si T est un opérateur de Hecke, soit T = deg(T)~'T l'opérateur normalisé associé.
Notons L?(I'\G)* T'orthogonal de I'espace des fonctions constantes. Le théoréme
suivant qui renforce une proposition de Burger et Sarnak est dii & Clozel et Ullmo [27].

Théoréme 9.5.2. — Il existe un opérateur de Hecke autoadjoint T tel que Tf = f pour
[ constante sur T\G et ||T\ 2r\ay2 || < 1.

La norme est la norme forte d’opérateur :

(9.5.3) ITAIl < T Leveye - I f € LP(T\G)™

La démonstration s’esquisse comme suit. Fixons une place g telle que G soit déployé
sur Qg, que G soit défini sur Z,, et que I'intersection du sous-groupe compact-ouvert
Ky, de G(Ay) définissant le sous-groupe de congruence I', avec G(Q,) soit réduite au
sous-groupe hyperspécial G(Z,).

A I’exception du cas spécial (sans intérét pour nous) ot G est obtenu par restriction
des scalaires (pour une extension finie F' de Q) de SL(2)/F, le groupe G(Q,) est de
rang > 2 et a donc la propriété (T') de Kazhdan. La représentation triviale est donc
isolée dans le dual unitaire de G(Qq). Clozel et Ullmo en déduisent [27] le lemme
suivant.

Lemme 9.5.3. — Il existe une fonction ¢ sur G(Q), bi-G(Z,)-invariante, positive, a
coefficients entiers et auto-adjointe (p(g) = p(g~')) et une constante C < 1 tels que
(9.5.4) In(@)ll < C deg(p)

—

sime G(Qg) est différente de la représentation triviale.
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Remarquons que si G est obtenu par restriction des scalaires (pour une extension
finie F' de Q) de SL(2)/F, le Lemme 9.5.3 reste vrai si I'on considére la composante
g-adique d’une représentation automorphe de G, puisque 'on dispose d’une approxi-
mation de la Conjecture de Ramanujan.

Complétons alors la démonstration du Théoreme 9.5.2. Ecrivons

(9.5.5) L*(I\G) = Ca® LA(T\G)*

ou C désigne l'espace des constantes; L?(I'\G) est une représentation de G. Le
groupe G est obtenu par restriction des scalaires (pour une extension finie ' de Q)
d’un groupe absolument quasi-simple G°/F. Sous nos hypotheses, la place g est dé-
composée dans F et
_ 0
G(Qg) = [T (),
v|gq
chaque facteur étant isomorphe a G"I'(Qq) o1 G¢ est le groupe déployé simplement
connexe de méme systéme de racines que G°. Soit v une place fixée au-dessus de q.

Ecrivons K; = K, K" (K, C G°(F,)) et soit T, = G(Q) N K. Alors,
(9.5.6) L, = L*(GQ\G°(A})/K")

(notations évidentes) est une représentation de Gx G°(F,), et L*(I'\G) est I'espace des
K ,-invariants dans £, (noter que le Théoreme d’approximation forte [84] s’applique).
Par approximation forte, L2(I\G)1+ = (£;5)%» ot L} est I'orthogonal de I’espace des
constantes.

La théorie des séries d’Eisenstein donne une décomposition

(9.5.7) L,=C® |  m(m,)m,dp(m,)
JGO(F,)
que nous n’expliciterons pas, mais ou 'intégrale porte sur 'espace des représentations

——
automorphes non triviales dans G°(F). L’opérateur T associé a la fonction ¢ déduite
du Lemme 9.5.3 opere alors sur L5 décomposé selon (9.5.7) par

(9.5.8) T=deg(T)® [ m(m)m(@)dp(m,);
JGO(F,)

olt 7, () est un scalaire de norme < C'deg(T"). D’ou le Théoreme 9.5.2.
Lemme 9.5.4 (Burger-Sarnak [20]). — Soit f € Co(I'\G). Alors (a une constante

strictement positive de normalisation prés) :

)\('m,)

' - . 1 - (m) — (m)
9.5.9 / g)f(gh)dg = lim — E / f(n;"hy) f(n; " hih)dhy,
( ) Jr\a Flg)f(gh) m—too dM L= JAm\ g ’ i

ot les Az(-m) sont des sous-groupes de congruences de H, d = deg(T), nf"”) € G(Q), et
la limite est uniforme sur les compacts de H .
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Idée de la démonstration. — Soit f € Co(T\G), et fO(z) = fF\G f(g)dg (Vx) (mesure

normalisée) le « terme constant » de f. Le Théoreme 9.5.2 implique que " f—f°
dans L2. 1l n’est alors pas difficile de montrer ([20]) que T" f(x) — f°(z) Vz € T\G,
la convergence étant uniforme sur les compacts. Par dualité on a donc :

f(9)fgh)dg = lim (T (), R)
NG
R(g) = f(9)f(gh)

et p est la mesure positive (normalisée) sur I'\G définie par

(4, F) = / F(h)dh.
JraHEN\H

-
T™F(g E:F6W”

On écrit

L’ensemble des 6](-7”) se décompose en une réunion disjointe de (I' N H)-orbites :
)
{8} jeram = || D™ (0 H)
i=1
ou chaque ngm) € Comm(T"). Soit
A ={heTnH |Tn™h="Tn"}
Le groupe Agm) est un sous-groupe de congruence de H. Et,

A(m)

m (m)
(T (), F) = WZAMHhhm

Le Lemme s’en déduit en prenant F' = R.

Le Lemme 9.5.4 implique immeédiatement le principe de restriction de Burger et
Sarnak [20] que nous avons rappelé au § 2.3 (Théoreme 2.3.1).

Démonstration du Théoréme 9.5.1. — Nous supposons les hypotheses H(p 9)
vérifiées pour H et pour tout couple d’entiers (p,q) tel que p + ¢ < k. Fixons un
couple d’entiers (p, q) tel que p+ ¢ < k. Nous allons montrer que ’hypothese H, T(Lp Zl) ‘e
est vérifiée pour le groupe G. Supposons d’abord G anisotrope.

Soit donc A € ]0, (n—(p+q))?[ dans le (p, q)-spectre automorphe de G. Soit 7 = 7 .
D’apres la formule de Matsushima, il existe une représentation o = o4 € M (1) et
un nombre réel strictement positif s telle que :

(1) le quotient de Langlands J,, s de la représentation 7, s appartient a @Aut ;

(2) A= (n— (a+b)? - 52
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Nous noterons dorénavant = = J, s (remarquons que les coefficients de 7 sont des
coefficients de 7, ).
La restriction de la représentation m a H se décompose en somme directe :

D
(9.5.10) 7r|H=/A My@Hodp(o),
H

ou p est une mesure positive sur le dual unitaire H de H et M, la représentation
triviale de dimension m(o) ott o — m(o) € {1,2,...,00} est une fonction borélienne.

Remarquons tout d’abord que le principe de restriction de Burger et Sarnak (Théo-
réme 2.3.1) implique que :

(9.5.11) support u C ITIAut.

Rappelons maintenant que V> C H,. Soit 7/ un Kpy-type apparaissant dans 7.
Fixons v € V,». La décomposition (9.5.10) implique la décomposition suivante :

(9.5.12) (m(a)v,v) = /A<a(a,)1),,,1),,)du(a),
H
ou v, € Hys m()
(9.5.12) la mesure p ne charge que les représentations o € H Aut contenant le K-
type 7’.
Nous allons appliquer le Corollaire 9.4.2 a H. Le Corollaire 9.4.2 donne pour chaque
o€ ﬁAut contenant le Ky-type 7’ et pour tout vecteur v, € Vyr,

et a est un élément de Ay . Remarquons que dans la décomposition

= Br/(n' — .7‘)”710”2?,6*]1 + OS(GH(”,+6)L)

< Cellvg “%/,_/ e (et

(9.5.13) <0'(67tH)'U0'7'Uo’>VT/ {

pour ¢ € [0, +o00], la constante implicite dans le o, ainsi que C¢, étant uniformes.

La premiere ligne de (9.5.13) correspond aux représentations irréductibles de H
(indexés par j = 0,1, ..., k) vérifiant la condition 1. de HY (a+b< k<n —1);
la seconde ligne correspond aux autres, vérifiant 2.

Considérons alors l'expression de (m(e*)v,v)y, donnée par (9.5.12). Commen-
¢ons par remarquer que

(9.5.14) lollz,, = / lowll?. duo).
JH

Selon le type de la représentation de H dans le support de p, chaque coefficient (dans
I'intégrale) s’exprime selon (9.5.13); d’apres 'uniformité de C. et des termes o. et
(9.5.14), on a l'expression :
k.
(m(e v, v) = Z Cj-e 7+ O (e ™) (t € [0, +o0)
§=0
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avec les mémes propriétés des constantes implicites dans O ; mais toujours d’apres le
Corollaire 9.4.2 (cette fois appliqué au groupe G) ceci est en fait de la forme

C-e” = L ole (9 (¢ € [0, +00]),

ou C est une constante non nulle.

Nous nous retrouvons alors avec deux possibilités :

(1) soit il existe un entier j dans [0, k] tel que s = n — j,

(2) soit s<n—n'+e.
En remplacant la valeur de s dans I'expression de A, on obtient le Théoréme i.e. que
la propriété H,,(f:‘il),_ks

Si G n’est pas anisotrope, il faut aussi tenir compte du spectre continu, mais alors
G est de rang 1 sur Q (G(R) = SU(n, 1) est de rang 1) et la théorie de Langlands
donne une décomposition

L*(T\G) = L (P\G) ® L§,a(T\G),

disc

est vérifide.

2

ou toutes les représentations de Li ;(I'\G) sont unitairement induites a partir du

parabolique minimal donc tempérées [79]. Sur une représentation (irréductible) tem-
pérée, la valeur propre A\(C) vérifie Hép 9 done HP?. Enfin, on vérifie aussitot que
le spectre (continu) de C' dans LZ ;(I'\G) est 'adhérence de cet ensemble de valeurs

propres (d’ailleurs fermé comme on le déduit aisément de la décomposition spectrale).

Remarque. — Sous 'hypothese H,, /4. (¢ < 1), une valeur propre du laplacien A
apparaissant dans le (p, g)-spectre avec p+ g < n’ — 1 est entiere ou vérifie I'inégalité :

A>(n—n"+1)?—(n—-n"+)2?>0.

La Conjecture A~ (k) est en particulier vérifiée pour tout k < n'.
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CHAPITRE 10

DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Dans ce chapitre G est un groupe anisotrope sur QQ obtenu par restriction des
scalaires & partir d’'un groupe spécial unitaire Gg sur un corps totalement réel F.
Alors G(R) est un produit de groupes SU(p, q), le produit portant sur les plongements
réels de F'. Nous supposerons que

G(R) = SU(n,1) x SU(n + 1)4 %

Notre but est de démontrer les Conjectures A~ (0) et A~ (1) dans ce cas. Rappelons
(§8.1) qu’en général un groupe unitaire provient d’une involution sur une algebre
simple centrale. Si celle-ci est une algebre de matrices, on obtient simplement les
groupes unitaires « usuels » des formes hermitiennes. Ce cas est traité dans le §10.1.

Quand G est un groupe « exotique » (associé a une algeébre simple centrale qui
n’est pas une algebre de matrices), des principes généraux impliquent que le spectre
des O-formes et des 1-formes devrait étre plus restreint que dans le cas précédent,
impliquant a fortiori les résultats cherchés. Mais ceci — qui repose sur des exemples
de la fonctorialité de Langlands — n’est pas si facile & démontrer. Nous obtenons le
résultat cherché (Théoréme 3 de I'introduction, avec parfois de meilleures constantes
spectrales) sous I'hypothese que le rang absolu de G (c¢’est (n + 1) dans la description
précédente) n’est pas une puissance de 2. Pour ceci nous sommes amends & reprendre
et a préciser les démonstrations de [26] qui démontraient la Conjecture 7 pour de tels
groupes.

Nous pensons que 'hypothese sur le rang peut étre évitée, mais cela impose de
renforcer significativement les résultats de [26].

10.1. Vrais groupes unitaires

Soient F' un corps totalement réel de degré d, F/F une extension quadratique
totalement imaginaire et A une forme hermitienne sur £m+1,

Pour toute place archimédienne v de F, E/F définit une extension quadratique
E ® F,/F, isomorphe a C/R et h définit donc une forme hermitienne h, sur C*+1.
On suppose que les signatures sont (n,1) en vy et n en vg,...v,.

Le groupe G est le groupe spécial unitaire, défini sur F, SU(E"T! h) et G est le
groupe G « vu comme Q-groupe ».
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Dans ce cas le Théoreme 3 résulte des chapitres 8 et 9. On a en fait :

Théoréme 10.1.1. — Soit G un vrai groupe unitaire, tel gue G** = SU(n, 1), n > 2.
(1) La plus petite valeur propre positive du laplacien sur les fonctions vérifie :
)\? >2n—1
(2) La plus petite valeur propre sur les 1-formes vérifie :
2 11
1
Démonstration. — Considérons d’abord les fonctions. On applique le Théoreme 9.5.1

avec n/ = 2. D’apres le Théoréme 1 (Ch. 8) on a alors (notations (9.5.1)) e = 2. Alors
le Théoréeme 9.5.1 donne
A=n?*—(n—-14)? i=0,...n—1
oud>n?—(n—2+¢e)?=21p- 35
On vérifie aisément que (pour A # 0) la borne inférieure obtenue est donnée par
=1, A=2n—1.
Si on considere les 1-formes, on obtient de méme, avec toujours € = % (Ch.8) :

A=n-14+kZ?-n—-1+k—-0? k=0,1,i=0,...,n—1

our>(n—1)2%—(n— g)Q = %n— %

Dans ce cas la borne inférieure est donnée par la seconde estimée.

10.2. Groupes exotiques : réductions

En général, un groupe algébrique G sur Q tel que G(R) =2 SU(n, 1) x SU(n)?~! est
obtenu de la fagon suivante (cf. [84]).

On fixe comme auparavant un corps totalement réel F', une extension quadratique
totalement imaginaire E de F'.

Soit o le générateur de Gal(E/F).

Soit B une algebre simple sur E, dont le centre est E, et de rang réduit (n+1) : donc
B®g Q = M, 1(Q). On suppose donnée sur B une involution de seconde espece «
(cf. §8.1). Alors (notations du § précédent)

G(Q) = Gr(F) ={g€ B* : ga(g) = 1}.

Comme on ’a dit dans I'introduction, nous utiliserons librement dans ce paragraphe
les notions relatives aux formes automorphes sur les groupes adéliques, ainsi que les
résultats de [26].

Commencons par reformuler la définition générale des groupes unitaires. Une al-
gebre simple centrale B sur E s’écrit B = M, (D) ou D est une algébre a division
de rang réduit d sur E. Le rang absolu du groupe unitaire associé (n + 1 avec nos
notations usuelles) est rd. Notons * une involution de seconde espece sur D. Il y a
alors une notion naturelle de modules de rang » sur D (isomorphes & D"); pour V
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un tel module Endp (V) = M, (D). On peut définir des formes hermitiennes h sur V
(& valeurs dans D) relatives a 'involution x [84]. Alors le groupe G peut étre défini
de fagon naturelle par

G(Q) = Gp(F) = SU(V, h).

Comme on I’a vu dans l'introduction, nous supposons pour les groupes exotiques
(i.e., sid > 1, ce que 'on supposera désormais) que le rang rd n’est pas une puissance
de 2. On a tout d’abord si r > 1 :

Proposition 10.2.1. — Supposons r > 3 (par exemple r impair). Alors les estimées du
Théoreme 10.1.1 restent vraies pour G.

Ceci résulte des arguments de [26, §1.3]. On peut supposer donnée une base or-
thonormale de D" pour h. Celle-ci s’écrit alors

h(z,y) = Zl’ffz%
i=1

ouz = (z1,...2,) et y = (y1,...yr) € D", fi € D et f; = f*. La Proposition 1.3
de [26] montre que, sans changer G (& isomorphisme prés) on peut supposer que
les f; commutent. Ils sont contenus alors dans un sous-corps totalement réel maximal
Ly C D, stable par l'involution (Lg est de degré d sur F'). Le corps ELyg = L C D
est alors totalement imaginaire, quadratique sur Ly. L’argument donné dans [26,
p. 303-304] montre alors que G contient un sous-groupe H sur Q tel que avec H(Q) =
Hyp,(Lo); ici Hy, est un groupe unitaire ordinaire sur Lo, de rang r, dont la forme
hermitienne est de matrice (f1,... f).

Soient v une place archimédienne de F' et ws, ... wq les places (réelles) de Lo éten-
dant v. Si on note (p, q) les signatures associées, on vérifie aisément que

Pv = prﬂ qv = un),"
[ i

On en déduit que Hp,, (Lo®R) = H(R) est isomorphe & SU(1,r—1)xSU(r)V "L o N =
d[F : Q]. Puisque c’est un groupe unitaire standard (et r > 3) il contient un groupe
analogue de type SU(2, 1) x SU(3)N~!. Enfin, la construction précédente montre que le
plongement H — G, apres « complexification » (extension des scalaires & E) provient
d’'un plongement GL(r, L)(C GL(r, D) déduit du plongement de L dans D comme
sous-corps maximal. On en déduit aisément que le sous-groupe SU(1,7—1) C SU(n, 1)
est donné par le plongement usuel. Il en est de méme pour SU(2, 1), et les arguments
du chapitre 9 s’appliquent.

Nous sommes maintenant réduits a considérer le cas o » = 1 ou 2 et d n’est pas
une puissance de 2. L’existence d’une base orthogonale montre alors que G contient
un sous-groupe de la forme

H =SU(D,*)={x €D :zxx* =1}.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



130 CHAPITRE 10. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

L’argument déja utilisé, relatif aux signatures, montre que l'on peut trouver H de
type (d — 1,1) en une place de F. Soit ¢ un diviseur premier impair de d. On a alors
démontré dans [26] le fait suivant (§1.3). Il existe une extension L de F, totalement
réelle, de degré d/¢, une algebre a division A sur L = Lo ® E de degré ¢, munie
d’une involution de seconde espéce (relativement & L/Lg) toujours notée *, et telle
que le groupe SU(A, *) - un groupe sur Ly — se plonge dans H = SU(D, ). Comme
précédemment, on vérific aisément que

Hi(R) =SU(/ —1,1) x SU)N !

ou N = (d/€)[F : Q] se plonge dans G(R) comme sous-groupe unitaire standard. (On
a noté H; le Q-groupe déduit de SU(A, x)). D’apres le chapitre 9, on est ramené au
cas ou r = 1 et d est premier impair.

10.3. Controéle du spectre pour les groupes exotiques de rang premier

Nous supposons maintenant que G provient d’une algebre a division, de degré pre-
mier impair ¢, sur E ou FE/F est quadratique et totalement imaginaire. Comme on
I’a annoncé dans l'introduction & ce chapitre, on va obtenir dans ce cas des estimées
particulicrement fortes. (Ce phénomene est bien connu; pour un analogue cohomolo-
gique voir [25]). Comme on va le voir, on se trouve dans la situation optimiste du § 8.4
ou le changement de base est connu. De plus les représentations de GL(¢, C) obtenus
par changement de base sont plus séverement restreintes que dans le cas du § 8.4.

Supposons que G(R) 22 SU(n, 1) x SU(n + 1)1, Rappelons (Ch. 4, §5) ) que les
représentations de U(n, 1) sont tempérées ou de la forme J(7, x) = quotient de

J(1,x) = in(lﬁéﬁf{)xcx W NT ® X
o1 x(z) = z%(2)” (z € C*). On veut borner les séries complémentaires, pour lesquelles
a+ peR.

Théoréme 10.3.1. Si J(1,x) apparait dans L*(I\G) pour un sous-groupe de
congruence, et st o + 3 € R,
1

o+ 3
24+ 17

1
2 T2

Pour démontrer ceci nous utilisons les méthodes de [26]. Comme dans cet article,
nous désignons maintenant par GG le groupe de similitudes unitaires défini par (D, *) :

G1(F) = G(Q) = {d € D :dd* € F*},

ou GGy est un F-groupe.

(17 est noté o au Ch. 4. Dans ce chapitre o désigne la conjugaison complexe. . .
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On a alors [26, §2.1] G1(£) = Gg(Q) = D* x E*. Le groupe G(F) est donc
déduit de D> x E* par restriction des scalaires (2).

Soient A = R} € G = G(R) (inclusion centrale). On a de méme Ag, = R} C
Ge(R).

Si f € C(G(A)) et p € C°(GE(A)) on considere la trace de f dans la représen-
tation r sur L?(A¢G(Q)\G(A)) = Ag. De méme on consideére la trace de ¢ dans la
représentation R sur L?(Aq,Ge(Q)\Ge(A)) = Ac,,.

Supposons f et ¢ associées, i.e., leurs intégrales orbitales (locales) se correspondent
en toutes les places, ¢f. [26, Déf. 2.7]. Soit I, 'opérateur d’entrelacement de R associé¢
a la conjugaison galoisienne de G (F) par rapport a G1(F). Alors |26, (2.17)] :

trace(r(f)) = trace(R(yp)1ls).

Si 7 décrit les représentations de G(A) — avec leurs multiplicités — dans A¢,, ceci

s’écrit

(10.3.1) Z trace w(f) = Z trace(II(p)1,).
s 11

D’apres un résultat de [5] et [100] (démontré par Harris et Taylor dans [51, Ch. VI])
il n’y a pas de multiplicités dans la somme de droite; celle ci ne porte que sur les
représentations I1 telles que IT = IToo. Les deux sommes convergent absolument pour
des fonctions lisses.

Afin de poursuivre nous devons avoir un meilleur contréole sur les représentations
IT de (10.3.1) ainsi que sur les fonctions associées f et ¢ (aux places archimédiennes).

Pour toute place v de F', G{(E® F,) = C* x GL(¢,C). Noter qu’en une place réelle
on a

Gi(F,) 2GU( —1,1)(R) = (R* x U(¢ —1,1)(R)) / £ 1.

On peut essenticllement négliger la composante centrale dans les arguments locaux
qui suivent (elle n’était introduite que pour simplifier la démonstration de (10.3.1),
cf. [26]). Considérons alors U(¥ — 1,1) € GL(¢,C), ou U(¥) c GL(¢,C), aux places
réelles, et remplagons G'g par D*. (Notation provisoire : G C G¢ désigne U(¢—1,1) C
GL(¢,C). On néglige les arguments, plus faciles, portant sur les autres places réelles.)

Lemme 10.3.2. -~ Soit v est une place réelle de F', w la place complexe de E associée.
Si I intervient dans (10.3.1) 11, est générique ou est un caractere abélien.

Il résulte en effet de [51, Thm. VI.1.1] que II,, coincide avec la composante locale
d’une représentation IT' apparaissant dans le spectre discret de GL(¢, Ag). Puisque ¢
est premier, il y a d’aprés Moeglin-Waldspurger deux possibilités [78] : II" appartient
= I, est générique. Ou bien II' est un carac-

aux formes cuspidales, et donc II),

tere abdlien de GL(¢, Ag). Rappelons qu'une représentation (unitaire) générique de

(2)Le lecteur ne perdra rien & supposer que F = Q.
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GL(n,C) n’est autre qu’une représentations unitairement induite (i.e., égale & Vin-
duite totale) & partir de caractéres (non nécessairement unitaires) du sous-groupe de
Borel : c¢’est une série principale irréductible.

Considérons une représentation 7w apparaissant dans (10.3.1). D’apres le classifi-
cation de Langlands (Ch.4) il y a deux cas possibles, Dans le premier cas, m est de
la forme J(7,x) (ou 7 est une composante d’'une représentation I(7, x) avec x uni-
taire si celle-ci est réductible). La représentation I(7,x) est elle-méme déduite d’un
parametre de Langlands

We =C* — GL((,C)
20— ((2/2)P, .. (2)2)P-2, 29Z°, 2P ()" )

avec p; € Z, p; distincts.

Cette donnée définit & son tour une représentation de la série principale pour
GL(¢,C) (Ch. 3). En général (si a+ 3 € iR) cette représentation n’est pas irréductible.

Notons Ic (7, x) la représentations de GL(¢, C) ainsi définie (série principale, peut-
étre réductible). Si o est la conjugaison complexe de GL(¢, C) par rapport a U(£—1, 1),
on vérifie que I¢ est o-invariante : ¢ = Ic oo (3). Mieux, d’apres [23] il existe un
opérateur d’entrelacement A, : I¢c — I¢ entrelagant I¢ et I¢ oo, et uniquement défini
au signe pres si A2 = 1 (on le définit d’abord pour x unitaire, puis par prolongement
analytique pour tout x.)

Dans le second cas m est une représentation de la série discrete de G, associée
(§4.3) a
(10.3.2) z— ((z/2)P", ..., (2/Z)P¢)
ou p; € Z, p; distincts. Alors (10.3.2) définit de méme un parametre de Langlands
pour GL(¢,C), donc une représentation ¢ qui appartient a la série principale unitaire.
Elle est o-invariante, d’ou A, comme ci-dessous.

Rappelons (§4.4) que 'on associe au parametre (10.3.2) £ représentations de G de
la série discrete, qui forment un L-paquet. On le notera I1; m¢ est donc déduite du
L-paquet. On pose

trace II(f) = Z trace 7'(f).

Théoréme 10.3.3. —— Soit f € C°(G) une fonction K-finie. Il existe alors une fonc-
tion K finie p € C°(Ge) telle que :

(i) Si w est une représentation de la série principale de G, ou si m = 1l est un
L-paquet de représentations de la série discrete, et e est la représentation o-stable
de G¢ associée,

(10.3.3) trace w(f) = trace (mc(@)As).

(3)Dans un groupe de Grothendieck convenable si I¢ est réductible...
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(i1) Si e est une représentation de la série principale de G¢ qui ne provient pas
de G (i.e. de w discréte ou de I(T, X)),

trace(mc(p)As) =0

si e est o-stable.

De plus, f et p sont associées au sens de [26].

Ceci résulte du travail de Delorme [31] et de 'argument de [5, Ch. 1, §7].

Noter que dans les identités précédentes, A, doit étre choisi convenablement ; par
ailleurs les identités sont vraies pour les séries principales (unitaires) complétes — sans
les réduire — et alors par prolongement analytique pour toutes les séries principales
(généralisées) completes quels que soient leurs parametres.

Corollaire 10.3.4. — Si wc est une série principale o-stable pour Ge, trace(mc(p)As)
est nul ou de la forme > trace(m;(f)), les m; étant des représentations (peut-étre non
unitaires) de G en mombre fini.

Ceci résulte du Théoreme, (i).

On aura besoin d’étendre ces identités au cas des caracteres abéliens de G¢, suppo-
sés o-stables. Soit € un tel caractére ; on 'écrit par abus de langage e(g) = e(det g) ou e
est un caractere de C*. Il est o-stable sie = zPZ? avec p = —q € %Z. Sip € Z, e «pro-
vient de G » (ou de &g), i.e. est associé naturellement au caractere g : g — det(g)P
de G. Sinon, on dira que € ne provient pas de G.

Lemme 10.3.5. Soit f, ¢ comme dans le Théoréme 10.3.3. Alors
(i) Sie provient de e,
(trace g, f) = n{trace €, p), n = £1.

(ii) Sie me provient de G,
(trace €, ) = 0.

Nous esquissons seulement 'argument. Pour (ii) noter que si 7 et ¢ sont associées
il résulte aisément de (10.3.3) que 0, o N = O, O, et O,. (sur U(1) et C*) étant les
caracteres centraux et NV : Z(G¢) = C* — Z(G) = U(1) étant donnée par z — z/Z.

En particulier si ¢ est une série principale généralisée provenant de G, 0,.(z) est
de la forme (z/Z)P pour p entier.

Si € ne provient pas de (G, son caracteére central, égal & £, n’a pas cette propriété
puisque ¢ est impair. Or d’apres un théoréme bien connu, € peut s’écrire comme somme

T T
. GL(¢,C
e = E mmdBC( )Xi = E n;1;
i=1 i=1

ou les x; sont des caracteres du groupe de Borel, que ’on peut supposer en situation
positive au sens de Langlands (Ch. 3), et les n; sont des entiers relatifs. Une telle

alternée

décomposition est alors unique. Les induites et € ont le méme caractere central.
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On peut choisir la conjugaison complexe o, modulo conjugaison dans G(C), telle
qu’elle laisse B invariant (Ch. 4). Noter que € est o-stable et que (en prenant A, = 1
dans I'espace de ) (trace €, ¢) = (trace &, p x As). Il résulte de 'unicité de la décom-
position que o fixe les I; ou les échange deux a deux sans point fixe. Alors

’
r

(trace €, p) = Z nin;(trace I;, o x A’)

i=1

ou les 7; sont des signes, et la somme ne porte que sur les I; qui sont o-stables. Si
le caractere central ne provient pas de G, la somme de droite est nulle, q.e.d. La
partie (i) est démontrée dans [23, Ch. 3].

Revenons alors a ’égalité (10.3.1); v désigne toujours la place archimédienne dis-
tinguée de F'. Notons simplement g, l'algebre de lie du groupe réel G4 (F,) et soit
3 le centre de son algebre enveloppante (complexe). Soit 3¢ 'objet analogue pour
G1(E®F,). Donc 3¢ = 3® 3 et il y a une application norme naturelle N : 3¢ — 3®3
[26, §4.2]. Si w est un caractere infinitésimal, w : 3 — C pour G1(F,) on en déduit
un caractere 2 = w o N pour 3¢. On dira que w et 2 sont associés.

D’apres un résultat fondamental d’Arthur (¢f. [26, p. 320]) on peut séparer dans
(10.3.1) les contributions des caracteres infinitésimaux : ’égalité reste vraie, w étant
fixé, quand 7 décrit les représentations telles que w(m,) = w et II celles vérifiant
w(Il,) = Q. Si les fonctions f et o sont fixées en les places différentes de v (K-
finies aux places archimédiennes), les sommes portent alors sur un nombre fini de
représentations.

Choisissons alors une représentation m, de G;(F,) apparaissant dans (10.1) et
séparons l'identité selon les représentations de G (F,) et G1(E ® F,) :

(10.3.4) trace m,(fy) Z trace ' (f") + Z trace p,(h) Z trace p'(f")
™ PP P

= Z tr‘dCO(H“,(L’Qw)AU) Z tI'FLCC(Hw ((p«m)[{'sy).

L., ™

Dans le membre de gauche, > porte sur les représentations telles que 7, soit
la représentation fixée ;p, parcourt toutes les autres représentations de G1(F,) ; pour
chacune, Zp est défini de méme. A droite, IT,, décrit les représentations de G (E®QF, ),
et 'on a décomposé I, (dans I’espace de II) en un produit tensoriel A, et I*.

Fixons 7° telle que (7?), = m,. Alors m° a des vecteurs fixes par un sous-groupe
compact Ky C G1(Ap ) = G(Ag,r); pour Ky assez petit, la fonction caractéristique
fr de Ky admet une fonction ¢ associée (cf. [26, §2.5]). (On peut choisir les fonctions
for aux places archimédiennes # v égales & des caracteres des représentations 79 ).
Alors f¥ =@, . fu admet une fonction associée v, et la partie de (10.3.4) relative
a m, est de la forme c trace m,(f,) ol ¢ est une constante > 0.
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D’apres le Lemme 10.3.2, le Corollaire 10.3.4 et le Lemme 10.3.5, le membre de
droite s’écrit
(10.3.5) Z c(oy)trace o, (fy)

ol o, parcourt un ensemble fini de représentations irréductibles de G+ (F},). L’égalité :

(10.3.6) c trace m, (fy) + Z c(py)trace w°(fY) = Z c(oy) trace oy, (fv),

po R, Ov
qui porte sur un ensemble fini de représentations, montre alors qu’il existe o, égale
a Ty

Dans le membre de droite, o, était associée a une représentation I1,, par le Corol-
laire 10.3.4 ou le Lemme 10.3.5. Dans le second cas o, = £¢ est un caractere abélien.
Dans le premier, o, est 'une des composantes d’une série principale, ou appartient a
la série discrete (Thm. 10.3.3).

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoreme 10.3.1. Supposons que mw, =
J(7, x) comme représentation de U(¢ — 1,1). Donc m, est associée par le Cor. 10.3.4
a une représentation générique I, qui apparait dans les formes automorphes sur
D*(Ag); d’apres le théoreme d’Harris et Taylor déja cité, IT,, est la composante
locale d’une représentation cuspidale de GL(¢, Ag). Puisque la trace tordue de II,,
évaluée sur une fonction ¢,, provenant de GG, est non-nulle, I1,, = m¢ doit étre 'une
des représentations décrites dans le Théoreme 10.3.3.

Le cas des représentations m¢ « provenant des séries discretes » est exclu car 'iden-
tité de caracteres impliquerait que m, serait une série discrete. Donc II,, provient
d’une représentation I (o, x). Ecrivons

I, = indj- O ((z/2)P, . (z/2)P-1, 2927, 2P (2) 7).
(Les données p, «, 3 ne sont pas nécessairement, pour 'instant, celles de m,). Le
Théoreme 7.0.1 implique alors :
a+ 0
=
De plus IT,, est irréductible, et

trace I, (ppAy) = Z trace m;(fu)

<5 mvr <3
T2 241 2

oll la somme porte sur les composantes éventuelles de la représentation I(7/, x’) asso-
ciée a I, .

Il en résulte que J(7, x) est I'une de ces composantes. Mais la condition |+ 8] < 3
implique que I(7/, x") est irréductible, sauf peut-étre si o + 3 = 0. (Voir les résultats
de Knapp cités dans le §6.2. Pour a + 8 = 0, on peut avoir réductibilité des séries
principales unitaires, cf. §4.4).

Sia+ 3 # 0, on voit donc que I(7/,x’) est irréductible et égale a J(, x), d’ou le
Théoreme.
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Remarque. — On a donc démontré que toute représentation non-tempérée et non-
abélienne de G(R) qui apparait dans les formes automorphes est une série principale.
En particulier les modules de Vogan-Zuckerman de degré primitif #£ 0, d = £ — 1
n’apparaissent pas. Si I' est un sous-groupe de congruences de GG, on voit donc :

Théoréme 10.3.6. — Si I' C G(Q) est un sous-groupe de congruences et X =
T\ SU(¢ —1,1)/Ks, X n’a pas de cohomologie primitive en degrés 0 < i < £ — 1.

Ce résultat était démontré de fagon assez différente dans [25].

10.4. Démonstration du Théoréme 3

Si G n’est pas un vrai groupe unitaire, on suppose n + 1 # 2¢. On utilise les
réductions du §2; en particulier on peut supposer que G contient un sous-groupe H
de rang premier impair ¢ du type considéré dans le §3. (On an+ 1 = d ou 2d, et ¢
est un diviseur premier de d). On utilise le Théoréme 9.5.1 avec n’ = ¢ — 1.

Considérons d’abord le cas des fonctions. Pour le « petit groupe » H, la minoration

8(0,0) est ici, avec les notations du §3, c¢f. aussi Prop.4.5.1 :

A=n?—(a+B3)?*>U—-1)? -1, soite=1

puisque |a + 8| < 1 (Thm. 10.3.1).

(La seule autre valeur propre possible est nulle). D’apres 9.5.1 on a donc pour G
I’hypothese H,(LO_‘?B, 41+ Ceci correspond dans la définition de H. 5(0’0) aux valeurs propres
entieres ou a 9 , ) 9

Azn —(n—n"+1)"=2n{—-2)— (¢ —2)~.

Si ¢ = 3 c’est I'inégalité cherchée A > 2n — 1.

En général on a, en posant r = ¢ — 2,

o2nr — r?

>2n—1
=

sin > "erl. Orn+1>¢=r+2 doncn>=r+1.

Considérons le cas des 1-formes. D’apres la Prop. 4.5.1 et le Théoreme 10.3.1, les
valeurs propres du laplacien sur H vérifiant I'estimée tempérée H(gp 9 ou I'une des
inégalités

A=(1-2P2—(a+B)?*=2(1-27*-1
A=(1—-12=(a+B)?*=(1—-1)7°-1.

La premiére minoration est donc toujours vérifiée; puisque n’ = | — 1, H vé-
rifie Hl(l’o) ou (0.1) (¢ = 1). Le Théoréme 9.5.1 donne alors pour G '« hypotheése »
H,,(ll;'?l),ff @1 soit, pour les valeurs propres exceptionnelles (les autres ont déja été

minorées dans le §10.2),

A>n—-12-n-n"4+1)2%=n-1)7%—(n—r)?

2
>

soit,
(10.4.1) A=2(r—1Dn—r?+1

avecr = f — 2.
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On veut montrer que A > %n — -é—é Ceci ne résulte pas de (10.4.1) si £ = 3, mais
dans ce cas on peut appliquer I'argument du §10.1 (H est un groupe U(2,1)...). Si
¢ = 5, I'inégalité cherchée résulte de (10.4.1) si

36 6 6
—gz(T—g)(TJF—

6
2(r — —5—)n2r2 5).
Orn+1>=r+2, d011(:2n>7'—|—2>'r'—|——g-.
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HOMOLOGIE DES VARIETES
HYPERBOLIQUES






CHAPITRE 11

L’ESPACE HYPERBOLIQUE COMPLEXE

Ce court chapitre est une breve introduction a 1’espace hyperbolique complexe, on
peut 'omettre il n’est pas essentiel pour la suite. Il peut néanmoins étre utile & la
compréhension des géométries plus compliquées que nous étudions dans les chapitres
suivants. (Pour plus de détails sur ’espace hyperbolique complexe, se reporter au livre
de Goldman [46] ou & Varticle [40].)

11.1. Modele de ’hyperboloide et modele projectif

Soit C™! Despace vectoriel complexe de dimension n + 1 (sur C) constitué des
(n+ 1)-uplets Z = (Z1,...,Zns1) € C*M! et équipé de la forme hermitienne :

(Z W) =Z Wi+ + ZoWy — Zy i d Wy

Soit U(n, 1) le groupe des automorphismes (unitaires) de C™!. L’équation (Z, Z) = —1
définit une hypersurface réelle H dans C™!. Le groupe U(n, 1) agit transitivement
sur H. D’un autre coté, le groupe S! = {e?} agit librement sur H par Z + €?Z; on
appelle espace hyperbolique complexe de dimension n la base HZ du fibré principal H
avec pour groupe S!'. Notons 7 lapplication canonique de H dans HZg. Dans la suite
on désignera par Py le point de H au-dessous de (0,...,0,1) € H i.e.

Py =m(0,...,0,1).

L’action de G := SU(n,1) = {4 € U(n,1) | det A = 1} sur HE est transitive; le
groupe d’isotropie du point Py est K := S(U(n) x U(1)). On a alors 'identification
suivante :

H¢ = G/K.

Un vecteur Z € C™! est dit négatif (resp. nul, positif) si le produit hermitien
(Z,Z) est négatif (resp. nul, positif). L’espace hyperbolique complexe H s’identifie
au sous-espace de P(C™1) constitué des droites négatives dans C™!. L’'image PU (n, 1)
de U(n,1) dans PGL(C™") est le groupe des biholomorphismes de HZ.
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11.2. Modele de la boule
Soit C* = M,, 1(C) I'espace vectoriel complexe de dimension n munit du produit
hermitien standard
{z,w)) = "Wz = 211 + -+ + 2,0,

et soit U(n) son groupe (compact) d’automorphismes unitaires. On peut identifier Hg
avec la boule unité

B" ={z€C"|{(z,2)) =2z <1}

par le plongement biholomophe suivant :

cn — P(C™)
Z1
21
—
> Zn
" 1

Plongement qui envoie l'origine de C™ sur le point Py. Dans la suite nous travaillerons
dans chacun de ces modeles; les z minuscules indiqueront que 'on se place dans le
modele de la boule et les Z majuscules que 'on se place dans le modeéle projectif.

Soit g € G, nous notons
_[(ADb
9= \¢cd

ot A € My n(C), b,tc e C™ ¢t d € C. L’action de g sur H est donnée par :
gz = (Az + b)(cz +d)7 1,

pour tout z € Hg.

11.3. Structure kaehlérienne

Dans cette section, nous équipons 'espace Hg d’une structure kaehlérienne. Rap-
pelons qu’une structure kaehlérienne sur une variété est équivalente a une structure
complexe J et une structure symplectique w compatible dans le sens que w est une
(1, 1)-forme positive par rapport a J.

La structure complexe sur Hg est induite, de manieére équivalente, par celle de
P(C™') ou par celle de C™.

Soit Z un élément non nul de C™!. L’espace tangent & 7(Z) € H peut étre identifié
a

Z+ ={W|{(Z,W) = 0}.
Cet espace est identifié avec I'espace (AZ)+ par multiplication par A € C*. Plus
généralement, il est souvent commode d’autoriser un vecteur quelconque W € C™! a
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représenter un vecteur tangent & Z, en le projetant sur Z. En tenant compte du fait
que Z n’est déterminé qu’a un multiple scalaire pres, on définit
W — W.2)Z s (WZ)Z>

g2(W,W) = D28
(2, ZY(W, W) = (Z, W )(W, Z)
—(z.z)

On obtient ainsi une métrique g sur Hg qui est hermitienne par rapport a J. Dans le
modele de la boule, en appliquant les formules ci-dessus & Z = (*z,1) et W = (d'z,0),
on trouve que la métrique sur Hg est donnée par :

ds? = tr[(I — 2'2) " 'dz(1 — tzz)“dtz]
_ (1 =37, zZ) (O, dzdzy) + (30, Zidz) (D, z:dZ;)
(1- Zz ziZ;)? .

On peut maintenant montrer que Hg est une variété kaehlérienne. Ce qui revient

a montrer que si 'on définit une 2-forme w sur Hg par la formule
w(X,Y) = g(X,JY),

on obtient une 2-forme fermée. On rappelle que J désigne la structure complexe, elle
peut se voir comme ’application de 'espace tangent en un point donné dans lui-méme
par multiplication par v/—1. Pour montrer que w est fermée on introduit

(11.3.1) D, =1-"zz
(11.3.2) ®,, = 90log D,,.
Un calcul simple montre que

w=v—-19,.

En particulier la forme w est fermée et Hg est une variété kéhlérienne.

11.4. Courbure

Muni de sa métrique kahlérienne, ’espace H est un espace symétrique. Soient go
et € les algebres de Lie de G et K. Soit pg le supplémentaire orthogonal de £, dans
go par rapport & la forme de Killing. Etant donné z € M,, 1(C), nous notons

0z
o= ()
Alors po = {£(2) | z € M,,1(C)}. Nous identifions po avec l'espace tangent To(HZ) a
HE en 0.
Pour z € M, 1(C), soit 7, la courbe 7, = (expt&(z))0. L’'image de £(z) dans

To(HZ) est le vecteur tangent 79 & 7 en t = 0. Sous cette identification, la métrique
riemannienne est décrite par :

90(£(2), §(w)) = Re('w2).
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De plus d’apres [67, Théoréme 3.2 chapitre XIJ, pour X,Y,U € p on a :
(11.4.1) R(X,Y)U = —[[X,Y], U],
ol R(.,.) est le tenseur de courbure de H.

Enfin, concluons cette section en remarquant que si X,Y € C™! sont deux éléments
non nuls, la distance d entre les points qu’ils représentent dans Hg est donnée par :

_ XYY X)
(XX Y)Y

En particulier dans le modele de la boule la distance d d'un point z € Hg a 0 est

(cosh d)?

donnée par :

(11.4.2) (coshd)? = — =

11.5. Volume des boules

Déterminons enfin comment varie le volume d’une boule géodésique de rayon p en

fonction de p. Au point ¥(0,...,0,7) € B la forme de Kaehler
n—1 1 1
w = \/—1 (Z mdzj /\dEj + (1—_7)261,2” /\d—Z-n).
j=1

La forme volume vaut donc :

%w" = (\/?T)"(—l_—:mdzl ANdZy A - Ndz, N dZ,
- _iz)nﬂ (\/? ) dzi AdZ A A dzg A dzy
= a—_—QTZdelAdyl/M--/\da:n/\dyn
= (Tzir—j;l)_n%drdo'

ol do désigne la forme volume sur la sphere unité r = 1.
Puisque la distance euclidienne 7 est reliée & la distance hyperbolique p par

r = tanh (g) ,

le volume d’une boule de rayon p est donnée par
2nr2n—1

vol(B 2/ —————drdo
( (p)) tanh~!(r)<p (1 - r2)n+1
P
= 2"02n_1/ (sinh R)*"~!(cosh R)dR
0

2"02n—1, . ; 2"02n—1
= =27 (sinh p)?" ~ T
2n 2n

(oll 02,1 = 27" /n! est le volume euclidien de la sphere unité S*"~! c C™).

ASTERISQUE 303



11.5. VOLUME DES BOULES 145

Dans le chapitre suivant nous nous intéressons plus généralement aux espaces sy-
métriques associés au groupe SU(p, ¢) et a leurs sous-espaces totalement géodésiques.
Notons que le cas de ’espace hyperbolique complexe est particulierement important
pour nous, et peut servir de guide pour la compréhension de ce qui suit.
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CHAPITRE 12

ESPACES SYMETRIQUES ASSOCIES
AUX GROUPES UNITAIRES

12.1. Préliminaires

Soient p > ¢ deux entiers strictement positifs. Dans ce chapitre nous notons
G = SU(p,q), K = GNnU(p) x U(q) = S(U(p) x U(q)) et Dy, = G/K, l'espace sy-
métrique associé. Remarquons que D,, ; s’identifie a ’espace hyperbolique complexe.
Nous réalisons plus généralement D, , comme un domaine complexe borné

Dpsq = {Z € Mp,q(c) ] tZZ < Iq}

Nous noterons généralement D = D,, ,, & moins que le contexte ne soit pas clair. Etant

- (e)

ou A€ M, ,(C), Be M,,C),Ce My,(C)et De My,(C). L'action de g sur D est
donnée par

donné g € G, on écrit

gZ = (AZ + B)(CZ +D)™', ZeD, geqa.

Le groupe G agit transitivement sur D et le groupe d’isotropie de 0 est K. Sur D, on
a une métrique kaehlérienne définie par

tr((I, — Z2Z) " ‘dz(I, — "ZZ) 'd'Z).

L’espace D équipé de la métrique riemannienne correspondante est un espace symé-
trique hermitien.

Soit go (resp. &y) 'algeébre de Lie de G (resp. K). Soit pg le supplémentaire ortho-
gonal de £y dans g par rapport a la forme de Killing. Les algebres de Lie go et £ ainsi
que la forme de Killing ont été décrites au chapitre 4 dans le cas ¢ = 1. Rappelons
que si, pour Z € M, ,(C), nous notons

62 = (go).
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alors pg = {€(Z) | Z € M, 4(C)}. La forme de Killing induit sur py le produit scalaire
Re(tr(ZtW)), ot Re désigne la partie réelle d’'un nombre complexe.

Nous identifions pg avec I’espace tangent To(D) & D en 0. Pour Z € M, ,(C), soit 7
la courbe 7 = (expt£(Z))0. L’image de £(Z) dans Ty(D) est le vecteur tangent 79 a
la courbe 7, en t = 0. Sous cette identification, la métrique riemannienne g de D est
induite par la forme de Killing :

90(&(2),E(W)) = Re(tr(Z'W)).

12.2. Sous-espaces totalement géodésiques

Siv e C” oun =p+ q, nous décomposons v en

v ,
vz( +),U+ECP, v_ e CY.

vV_

A B
Soit g = (C’ D) € G et Z € D, on introduit les facteurs d’automorphie :

g, Z2)=CZ + D,
(g, 2)=A—(g2)C.

L’action de g sur D peut alors prendre la forme suivante :

(7))o oen

Dans la suite, n = p+ g et Q est la forme hermitienne sur C™ de matrice (elle aussi
I, O
notée : P .
Q) ( 0 _Iq>
Soit V un sous-espace complexe de C™ positif par rapport & Q. On associe a un tel
espace un sous-groupe Gy de GG et une sous-variété Dy de D définis par :

(12.2.1)

Gy = {g € G| g laisse invariant le sous-espace V'},
Dy ={Z e€D|Zvy =v_ pour tout v € V}.

Lemme 12.2.1. La sous-variété Dy et le sous-groupe Gy ont les propriétés sui-
vantes.

(1) Pour tout g € G, gDy = Dgyv .

(2) Le groupe Gy agit transitivement sur Dy .

(3) La sous-variété Dy est un sous-espace symétrique totalement géodésique de
dimension complexe (p — r)q, ou r = dimc V. En tant qu’espace symétrique Dy est
tsomorphe a Dp_r 4.
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Démonstration. — 1l découle facilement des définitions que

DV:{Z6D|%Q(f

) = 0, pour tout v € V}.
q

Alors si g € G, Z € Dy et v € V, on vérifie facilement que

_ Z e Z - Z\ .
0="2Q = "5'gQyg =tq0Q (77 ) itg. 2).
Iy I I,
t—t— Z ot gZ . . . ) 3 7
Donc "7'gQg ;)= quQ T = 0 et le premier point est démontré.
q q

Puis, il découle du Théoreme de Witt et du premier point que ’on peut supposer
V = C". Dans ce cas,

Dy — {(3/) | W € M,_,.,(C), WW < L,}
et

GV:{(32>eG|heU@—nq%ueU@ﬁ.

Et les points 2. et 3. du Lemme 12.2.1 s’en déduisent facilement.

Soit ey, ..., e, la base standard de C". Fixons un entier 1 < r < p et soit V le sous-
espace engendré par e,_,41,...,€p. Nous étudions maintenant la fonction distance
d(Z,Dy) d’un élément Z € D a Dy,. Etant donné Z € D, nous décomposons Z en

Z
Z =
( Zs ) ’
olu Z1 € Mp_, 4(C) et Zy € M, 4(C). Le sous-espace Dy est alors donné par
DV:{ZGDIZQZO}

Un élément g € Gy s’écrit comme matrice par blocs

A 0 By

g = 0 u O

C, 0D,

Notons D; l'espace
Dy ={W € My_,,(C) | 'WW < I,}.
Le groupe G'v agit transitivement sur D; par :
gW = (A\W + B1)(C:1W + Dy) ', g€ Gy, W € D;.

L’action de Gy sur D s’écrit :

_ 92,

12.2.2 7 — :
( ) g (uZzJ(g, z)-!

),gEGv,ZED.
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D’apres (12.2.2), il existe un élément g € Gy tel que gZ = Z’' avec Z; = 0. La
métrique riemannienne de D étant G-invariante, d(Z,Dy) = d(Z',Dy) = d(0,2’). Tl
nous suffit donc d’étudier la fonction distance d(0,Z) de 0 a Z.

Lemme 12.2.2. — Soit Z € D, d = d(0,2Z) et m le rang de Z'Z. Alors,

(1) sim =1, cosh®d = (det(I, — ZZ))~?,
(2) et en général,

1
5;ed < (det(I, — Z2Z))~! < eV™,

Démonstration. — 11 existe un unique Y € M, ,(C) vérifiant
(12.2.3) exp(&(Y))0 = Z.
La courbe exp(t£(Y))0, 0 < t < 1, est une géodésique joignant 0 a Z. On a donc
d? = tr(Y'Y).
Soit A (resp. B) une matrice hermitienne positive vérifiant
A? = Y'Y (resp. B> ='YY).
Il découle des définitions que

2k
cosh A Yo (2f+1),Y)

2k
> o (2f+1),tY cosh B

exp(§(Y)) = (
Puisque A?*Y = Y B?*  on déduit de I'expression ci-dessus et de (12.2.3) que Z'Z =
tanh?(A) et donc que :

I, +VZ'Z

12.2.4 A= P 22
( ) € 0.~ 77

I1 découle facilement du fait que A est de rang m que

d < tr(A) < vmd.

Puisque ZZ < I,,, le calcul du déterminant (12.2.4) implique le point (2) du Lemme.
Sim =1, d=tr(A) et le point (1) découle encore de (12.2.4).

Lemme 12.2.3. — Soient hy = (I, —*Z17Z,)7 " et hy = (I, —'ZZ)"t. Alors,

hgz = (g, 2)hz"(g. Z), pour tout g € G,
hez = (9, Z)hz" (g, Z), pour tout g € Gy .
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Démonstration. — Soit Iz = (I, —'ZZ). On a :
¢ Z ¢ t e (2 t: Ty
lz=—-(2 1)@\, )=-(21)9Q9( , ) =9, 2)lzi(9, 2)-
P q

Puisque hz = lgl, on obtient la premiére propriété annoncée. Mais hy = h ( Zl) et
0
pour tout g € Gy, j(g,2Z) = j (g, (ZO1 )), d’ou la seconde propriété annoncée.

Pour Z € D, on introduit les fonctions A et B sur D définies par
A=det(l, —'Z7)

(12.2.5) P

B = det(Iq — ZIZI)-

La fonction B est obtenue en restreignant la fonction A & Dy, puis en 'étendant a D
tout entier de facon constante dans la direction de Zs.

Lemme 12.2.4. — La fonction B/A est Gy -invariante.

Démonstration. — Cela découle immédiatement du Lemme 12.2.3.

Nous pouvons maintenant estimer la fonction d(Z, Dy ).

Proposition 12.2.5. —— Soient Z € D et m le rang de la matrice 75175,

(1) Sim =1, (coshd(Z,Dyv))? = B/A.
(2) En général, on a :

qm B > 2d(Z,Dv) et e2Vmd(Z,Dv) 5 E

A = ’ = A
Démonstration. — Les fonctions B/A et d(.,Dy) sont toutes deux Gy-invariantes.
On a vu, c¢f. (12.2.2), que lon pouvait se ramener & ce que Z; = 0 et donc

d(Z,Dy) = d(0,Z3). Mais alors, B/A = (det(I, — Z»'Z5))"'. Et la Proposition
découle du Lemme 12.2.2.

Nous aurons également besoin dans la suite des expressions suivantes.
Lemme 12.2.6. — On a [’égalité
B — _
1= det{I,. + Zs(I, —'ZZ)" "2y}

et l'inégalité

-1 = tr o1t B\
L (2ol - 27 2 > =)
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Démonstration. — Remarquons d’abord que
1, -2, =1, - 'ZZ +'Z22,
= (I, — 'ZZ)'/? {Iq (I, —ZZ) V22, 7,(1, — tz7)—1/2} (I, - 'ZZ)"/2.

On en déduit que

B — — —
- = det {Iq (I, — 2 2)" 22,71, — tZZ)_l/Q}
=det{I, + Zx(I, - 'ZZ)"""Z>} .
Ce qui démontre la premiere partie du Lemme. Remarquons maintenant que la matrice

Zy(1,—'Z Z)~11Z, est positive. Notons A, .. ., A, ses valeurs propres (réelles positives).
Alors,

(I+M)+--+ 0+ A)

> {(1+ A1) ... (1+ A7
= det {1, + Z(I, — '2Z) "Mz} /"

B 1/r
@)
Remarquons qu’a l'aide de la théorie générale des espaces symétriques (cf. [52],

[67]), on peut montrer que les seuls sous-espaces totalement géodésiques de ’espace
hyperbolique complexe Hg = D, sont soit des sous-espaces Dy comme ci-dessus,

1.~ —
L+ =tr(Z2(ly —'22)"2y) =
T

soit des sous-variétés totalement géodésiques totalement réelles. On ne s’occupera ici
que des premiers. En ce qui concerne les espaces symétriques D,, 4, il existe en général
d’autres sous-espaces totalement géodésiques holomorphes que ceux considérés ci-
dessus.

12.3. Croissance du volume

Examinons maintenant les champs de Jacobi émanant de Dy .(Une référence géné-
rale pour les champs de Jacobi est [87].)

Lemme 12.3.1. — Soient Z € Dy, Tz(Dv) Vespace tangent a Dy en Z et Tz(Dy )™+ le
supplémentaire orthogonal de Tz(Dy) dans Tz (D). Soit Y un vecteur dans Tz(Dy )=+
avec gz(Y,Y) = 1. Alors,
(1) les espaces Tz (Dy) et Tz(Dyv)t sont invariants sous lapplication R(.,Y)Y,
(2) il existe A\ = A2 = -+ = N\ =0, I = max{r,q} tels que
X421,
Xi =0, si ¢ > min{r, q},
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— Vopérateur R(.,Y)Y|r,(p,) a pour valeurs propres

—AL LA AL A, AL A
~—_————
2(p—1) 2(p—) 2(p—)

— lopérateur R(.,Y)Y|r, (p, )+ @ pour valeurs propres
(i =A% (A% 1<i<r, 1<j<q
Démonstration. D’apres (12.2.2), on peut supposer que Z = 0 et Y = &( ).

D’apres [67, Theorem 3.2, Chap. XI], étant donné X € Ty(D), le tenseur de courbure
est donné par :

(12.3.1) R(X, Y)Y = —[[X,Y],Y].

Si X = «f( 1(\)’) € To(Dy), un calcul simple donne alors
_NtA

(12.3.2) R(X,Y)Y =¢ < N(fWM) .

Si maintenant X = £(9) € To(Dy )+, un autre calcul simple & I’aide de (12.3.1) donne

0
(12.3.3) R(X, Y)Y =¢ (—LtMM +2M'LM — Mt]\_IL) '

11 découle de (12.3.2) et (12.3.3) que les espaces To(Dy) et To(Dy )t sont invariants
sous application R(.,Y)Y. Remarquons que l'on peut toujours supposer que M est
de la forme

(/A ... O
: o sir > q,
0 ... XA
0
A1 . 0
M= : .o sir =g,
0 ... XAg
Al ... O
: .0 sir <gq,
L 0 ... A\

avec Ay = -+ = XN =2 0,1 = max{r, ¢} et \; = 0si¢ > min{r, ¢}. Puisque A\?+- - -+-\? =
tr(M!M) = go(Y,Y) = 1, le deuxiéme point du Lemme 12.3.1 découle alors des
formules (12.3.2) et (12.3.3).

Soit 7 une géodésique perpendiculaire & Dy . Nous pouvons maintenant étudier les
champs de Jacobi le long de 7. Soit 7 = 74, ou t est la longueur d’arc de Dy & 74 et
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Y = 7y. Dans la suite nous décrivons les champs de Jacobi X = X (¢) le long de 7
vérifiant

(12.3.4) X(0) € T,,(Dy) et Vy X € Ty, (Dy)™ .
L’équation de Jacobi est donnée par
VZ X + R(X,7)% = 0.

D’apres le Lemme 12.3.1, les valeurs propres de R(., Y)Y sont négatives. Soit X €
T,,(Dy) un vecteur propre de R(.,Y)Y pour la valeur propre —\? (A > 0). Soit X;
le transport parallele de X le long de 7. On peut vérifier que

(12.3.5) X(t) = (cosh A\t) X,

est un champ de Jacobi le long de T vérifiant (12.3.4). Soit Lo € Ty, (Dyv )+ un vecteur
propre de R(.,Y)Y pour la valeur propre —A? (A > 0). Soit L, le transport parallele
de Lg le long de 7. On peut vérifier que

(sinh At)L; si A #0,
12.3. L(t) =
(12.3.6) ) { tL, sinon

est un champ de Jacobi le long de 7 vérifiant (12.3.4). L’espace des champs de Jacobi
vérifiant (12.3.4) a pour dimension 2pg. Cet espace est engendré par les champs de
Jacobi construits ci-dessus.

L’espace D — Dy se décompose en un produit :
F % ]0, +oo[
ou F est I’hypersurface de D constituée des points a distance 1 de Dy et ou nous
identifions un point (W, t) € F x |0, 4oo[ avec le point Z € D a distance ¢t de Dy et
tel que la géodésique passant par Z et W soit perpendiculaire a Dy .

Si S est un sous-ensemble mesurable de F, nous noterons w(t,S) le volume de
{Z e FxA{t}| Z, € S}. D’apres (12.2.2), w(t,S) = w(t,gS) pour tout g € Gy. On
peut donc voir w(t, S), pour chaque ¢, comme une mesure invariante sur Dy . Il existe
alors une fonction f(t) telle que w(¢,S) = f(t) vol(.S).

Lemme 12.3.2. — 1l existe une constante c telle que :

(1) sir=1,
w(t, S) = cvol(S)(sinh 2¢)(sinh )24~ (cosh )2(P~1),

(2) en général,
w(t,S) < cvol(S)(1 + tpq)€2(P+Q—1)\/mt)7

ot m = min{r, q}.
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Démonstration. — Si l'on écrit w(t, S) = f(¢) vol(S), il nous faut estimer f(t), par
exemple en la comparant a la constante f(1). Soit s une courbe dans F. On note z,
le point (zs,1), x'zs) la courbe & s fixé et 2\ la courbe a ¢ fixé. Les courbes wfs) sont
des géodésiques et :'Ugt) est un champ de Jacobi le long de cette géodésique qui vérifie
(12.3.4). Mais d’apres le Lemme 12.3.1 et (12.3.5), (12.3.6), 'espace Ty, (F) admet un
base orthonormée réelle

X1y s Xo(par) Xo(por)t1s - s Xa(por)s o v v s X2(p—r)g>
Yi,...,Yorq1
et il existe des réels
A =2 N 20, I =max{r, q}

vérifiant :

(1) M4+ A =1,

(2) A, = 0 pour tout ¢ > min{r, g},

(3) au point (zs,t),

cosh A\t

X == ... = X _ _ -

1 Xu 1Xatp-nll = i 5

: cosh \,t

”XZ(PAT)(qfl)HH == “XQ(p—T)ql! = cosh ): ’

(4) au point (x,t), 'ensemble des [|Y;|| pour 1 < j < 2rqg — 1 (comptées avec
multiplicités) coincide, a une permutation pres, avec I'ensemble des a;; pour 1 < ¢ < r,
1<j<qgetdesbjpourl <i<r,1<j<qget(¢,7)#(1,1) tels que

sinh(A\; + A;)t . sinh [A; — A\t .

ai; = 4 sinh(X\; + A;) 7 siAi A 70, et by; = ¢ sinh |\, — A’ SLA 7 A

t, si Ay + )\} =0, t, si\; = /\7
On en déduit alors facilement que

sinh 2¢ sinh2(@—1Y 2(p—1)
f(t):f(l)sfn t sinh t cosh t sir—1

sinh 2 sinh2@=1 1 cosh?2®—1 1

et en général qu’il existe une constante c telle que

@) < (1 + 2Py e2@ra-1)vmt,

ou m = min{r, g}.

Remarquons que la fonction B/A est plus naturelle que la fonction distance
d(., Dy ). Dans la suite nous reprenons ’étude du volume & l'aide de la fonction B/A.
Notons d’abord que si g € G et Z € D,

d(9Z) = U(g,Z)dZj(g, Z)"".

On sait que
det(l(g, Z)) = det(j(g,2)) .
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Donc si 'on pose

P 4
{dz}y = [ 1] d2:;dZ;;
i=1j=1

et sige G,

{dgZ} = | det(j(g, 2))|>P+9{dZ}.
Puis d’apres le Lemme 12.2.3,

AlgZ) = |det(j(g, 2))| 2 A(Z).

La forme volume invariante dvp de D s’écrit donc
(12.3.7) dvp = (V—1)P1IA-PHI 47}

Si (Zol) € Dy, soit Iz, la fibre au-dessus de ce point dans le fibré D — Dy . On a
donc :
., ={Z e D| Z, fixé}.
Soit g € Gy 'élément
Iy —20Z0)° 2 0 Iy — Z21721)" V22,
9= 0 I, 0
~(I, —~Z,2,)"Y?Z, 0 (1, —Z,2,)"1/?

Alors g envoie Fz, isométriquement sur Fp, et

AN 0
9 ZQ - Z2([q —t71Z1)71/2 ’

Sur Fp, l'élément de volume est (/—1)"7det(I, — tZQEQ)_(r+q){dZ2}, I’élément de
volume sur Iz, est donc

dvp = (V—=1)"9A"" ( ){dZQ}

D’otu il découle que

B\
(12.3.8) dvp = (Z) dup, dvp,
oll dup, = (v/—1)P~map=(rta=—) {47} est la forme volume invariante sur Dy .
Lemme 12.3.3. — On a les formules d’intégration :
pq P
‘ I'(s+1)
1 A{dZ} =
1) (/D tdz} ( ) HF(s—I—q+7

dés que Re(s) > —1; et

@ [ (8) e () TR e

=1

dés que Re(s) >p+q— 1.
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Démonstration. — On introduit tout d’abord f(s,p,q) = [, A°{dZ}. On déduit de
(12.3.8), avec r = 1, la relation de récurrence
f(57p7 Q) = f(S + 1’p - 17Q)f(s7 17 Q)
Mais,
o) = [l e ) dndz - duydz,
z:]2<1

i

2 )q/ 2 2 2 21\
=\ (T —(Jz1|” + [y " + -+ 2™ + |yql™))’
(V—l ¥ (w2 |y |2) <1 ? a
. dmldyl .. dquyq

(27T 1
- i, 4o
- (2m)T(s + 1)
(V=) (s + g+ 1)
Alors le premier point du Lemme 12.3.3 découle d’une simple récurrence.
Concernant le deuxiéme point, il découle de (12.3.8) que 'intégrale vaut

A s+r—p
/ <§> dvpdup,, .
Fv\D

Puisque A/B et dvp sont Gy-invariant, I'intégrale

A ) s+r—p
- dvp
Jh. (3

est indépendante de Z;. En Z; = 0, sa valeur est

/ det(Iq — tZQ?Q)S_p_q{dZQ},
D2

des que Re(s) > —1.

ol Dy = {Z2 | 2325 < 1,}. Le deuxiéme point du Lemme 12.3.3 découle donc
directement du premier point.

12.4. Fonction distance a I’hypersurface

Soit F' la fonction distance géodésique a la sous-variété Dy . La fonction Z — F(Z)
est bien évidemment lisse pour Z € D — Dy. Nous notons V2F le hessien de F.
Rappelons que le hessien d'une fonction C? F de D dans R est la seconde dérivée
covariante V2F de F, i.e.

V2F(X,Y)=X(YF) - (VxY)F,

pour n’importe quels champs de vecteurs X, Y sur D et ou V est la connexion de
Levi-Civita induite par la structure riemannienne de D. Le hessien V2 définit donc
un tenseur symétrique de type (0,2). Nous appelons valeurs propres du hessien les
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fonctions qui & chaque point de D associent les valeurs propres de la matrice associée
dans n’importe quelle base orthonormée de 'espace tangent a D au point x.

Proposition 12.4.1. — Notons {7v;(Z)}1<i<2pq les valeurs propres du hessien V2F. Si
Z € D, m = min{r,q} et | = max{r,q}, il existe alors \1 = Ay = -+ = N = 0 tels
que
A+ + A =1,
— X; = 0, pour tout i > m,
— quitte a réordonner les v;(Z),

’yl(Z) == )\1 tanh()\lF(Z)), . ,"yz(p_r)(Z) = /\1 tanh()\lF(Z)),

72(p—'r)(qu)+1(Z) = )\q tanh()\qF(Z)), ey ’}/Q(ph,,.)q(Z) = )\q tanh(/\qF(Z)),

et les v(Z) pour 2(p —r)g + 1 < k < 2pq, sont (4 permutations prés) les nombres
ngj et myj, pour 1 <i<r, 1< j<gq, tels que

e — (Ai + Aj) coth((Ni + X;)F(Z)) siAi+X; #0
B 1/F(Z) stAi+XA; =0

et
[Ai — Ajlcoth(|Ai — Xj|F(Z)) si N # A
my; = 1/F(Z) si \j = Aj et (i,7) # (1,1),
0 si(i,j)=(1,1).
Démonstration. — Soit toujours 7 une géodésique perpendiculaire a Dy avec 7 = 74

ou t est la longueur d’arc de Dy a 7¢. Soit Y = 7. D’apres le Lemme 12.3.1, il existe
donc

—lréels A\ = Ay == N =0 telsque A2 +---+ A2 = 1et A\, = 0, pour tout
2 >m;

un champ de bases orthonormées le long de 7 :
{ea: fig, fij | 1< a<2p—r)get 1 <i,j<2rq}

tel que pour tout entier 1 < 3 < ¢ et pour tout entier 2(3—1)(p—7r)+1 < o < 28(p—r)
le vecteur e, (0) € T, (D) et soit un vecteur (—)\%)-propre de R(.,Y)Y et que pour
toute paire d’entiers 1 < i,j < 2rq le vecteur f;;(0) (resp. f],(0)) € Ty (D)" et soit
un vecteur (—(\; + A;)?)-propre (resp. (—(X\; — A;)?)-propre de R(.,Y)Y.
Nous supposerons de plus (ce que ’on peut bien évidemment faire) que le vecteur Y
est égal au vecteur fi ;(0).

Alors d’apres (12.3.5) et pour tout couple d’entiers (3, ) vérifiant 1 < 8 < ¢ et
20— 1)(p—r)+1<a<28(p—r), les champs de vecteurs :

(12.4.1) Vo (t) = cosh(Agt)eq(t)
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sont des champs de Jacobi le long de 7 vérifiant (12.3.4). Puis, d’apres (12.3.6) et pour
tout couple d’entiers (i, j) vérifiant 1 <7< ret 1< j < q, les champs de vecteurs :

[ sinh((N; + Xj)t) fi;(£), siAi+A; #0
(12.4.2) w; j(t) = {tf,-,j(t), / J Sin 4 )\; Zo,

et

, _ [sinh(|Ai = N[ fi (@), si A #£ A
(12.4.3) w; (1) = {tf{,j(t), si \i = Ay,

sont des champs de Jacobi le long de 7 vérifiant (12.3.4). De plus, nous avons vu
que les champs de vecteurs (12.4.1), (12.4.2) et (12.4.3) forment une base orthogonale
de l'espace des champs de Jacobi le long de 7 vérifiant (12.3.4). La formule de la
variation seconde [87] nous dit alors que le Hessien VZ¢(= V2F) se diagonalise dans

la base {eq }1<a<2q(p—r) I{fi,j, fi,j}1<i<r- Et plus précisément permet de calculer par
1<y<q
exemple

2
V() e ea) = 55 L)

ousi7vadex:=T19 € Dy &y := Tyy), 7° désigne la géodésique minimisante joignant
Dy au point exp,(seq) et L(7%) sa longueur. Or, si a est un entier compris entre
2(B—1)(p—r)+1et 28(p—r) pour un certain entier 1 < 8 < ¢, le champ de vecteur
Vo = Vo/sinh(Agt(y)) est un champ de Jacobi le long de 7, perpendiculaire & 7 et
vérifiant : 0, (t(y)) = ea(t(y)) et (12.3.4). La formule de la variation seconde implique
alors :

V2(y) (ear €a) = (VUa (t(y)), Dalt(y))),
sinh(Agt(y))
P cosh(Agt(y))

De la méme manieére, si (4,7) est un couple d’entiers vérifiant 1 <i<retl<j <gq,

on obtient :
cosh({X; + A;)t(y))

V2 (fia fia) = 4 T A SR+ gty SN T A0
l/t(y), si\ = A,
et
o eosh(h - AE)
V2t , Sy [A\; /\Jl Sinh(|)\i — /\jlt(y)) , S\ # Aj
Wi fig) = 1/t(y), sih =\ et (4,5) # (1,1),
0. si (i) = (1,1).

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 12.4.1.

La variété D est, en plus de sa structure riemannienne, naturellement équipée d’une
structure complexe J : T*D — T™*D induite par la multiplication par v/—1 sur p. Nous
avons équipé D d’une métrique hermitienne kaehlérienne. On associe naturellement &
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cette derniere la 2-forme réelle (7.e. qui est de bidegré (1,1) et a des coefficients réels
dans des coordonnés réelles)

—V—=100logdet(I, —"ZZ).

On peut voir cette derniere comme 'opposée de la partie imaginaire de la métrique her-
mitienne de D. Remarquons que ce jonglage entre métrique et 2-forme différentielle est
tout d’abord réversible et, de maniere générale applicable & tout 2-tenseur covariant
hermitien, i.e. tout tenseur localement de la forme >°, 5 Hopdz*dz® ott Hap = H ga.
Comme d’habitude on confond la métrique avec la forme différentielle dans les énon-
cés. Ainsi par exemple, si f est une fonction a valeurs réelles, l’asaertlon « DOf est
définie positive » signifie réellement que « le tenseur hermitien > dz*dzP
\/;—1 O0f est définie positif ».

Soit f une fonction réelle sur la variété complexe D ; on définit sa forme de Leuv:

Lf par :

a,B dz“az/’

o =0
Lf_Q;aZ pp ﬁdz dzP,
qui est juste le tenseur hermitien associé & /—1 99.f. Nous appelons valeurs propres de
la forme de Levi Lf les valeurs propres de la matrice hermitienne associée au tenseur
L f dans une base orthonormée.
Rappelons le lien bien connu entre la forme de Levi de f et son hessien sur une
variété kaehlérienne.

Lemme 12.4.2. — Soit f une fonction réelle sur une variété kaechlérienne et soit Xo =
L(X — V/=1JX) un vecteur de bidegré (1,0). Alors,

LF(Xo, Xo) = 3 (V2 F(X, X) + V2f(JX, X))

Revenons maintenant a notre fonction « distance a Dy », la fonction F'. Il est facile
de vérifier que lorsque r ou q est égale a 1 (i.e. m = 1) le hessien de F' se diagonalise
dans une base J-invariante. On déduit alors du Lemme 12.4.2 que les valeurs propres
de la forme de Levi de F' sont

— si 7 = 1, les valeurs propres : coth(2F(Z)) avec multiplicité 1, tanh F'(Z) avec
multiplicité p— 1, coth F'(Z) avec multiplicité ¢ —1 et 0 avec multiplicité (p—1)(g—1);

si ¢ = 1, les valeurs propres : coth(2F(Z)) avec multiplicité 1, tanh F'(Z) avec
multiplicité p — r, coth F(Z) avec multiplicité » — 1.

Les valeurs propres de la forme de Levi de F sont, lorsque F(Z) tend vers I'infini,
plus proches les unes des autres que celles du hessien de F'. Ceci sera important pour
nous dans la suite, I'importance de cette propriété pour I’étude du spectre et de la
cohomologie L? a été mise en évidence pour la premiére fois dans [37] et les mémes
raisons fondent son importance pour nous.
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Lorsque m > 1, on I’a vu la « bonne » fonction tenant compte de la structure
complexe de Dy n’est plus la fonction F' mais la fonction B/A (ou plutét log (B/A)).
Dans la suite nous aurons besoin de connaitre les valeurs propres de sa forme de
Levi.

Proposition 12.4.3. — Les valeurs propres de la forme de Levi de log (B/A) au point
Z € D sont la valeur propre 1 avec multiplicité qr et chacune des valeurs propres
de (Iy — "Z17,)"Y?Z2Z5(I; — (Z1)'Z1)"Y/? avec multiplicité p — r. En particulier, la
valeur propre nulle intervient avec multiplicité (p — r)(¢ —m) ou m < min{q,r} est
le rang de la matrice Zs.

Démonstration. — Nous ordonnons les coordonnées de Z € D par Zii,..., 214,
o1y ey Logy e y Zpls ..., Zpg. Alors, au point Z, la matrice des coefficients de la
métrique kaehlérienne est la matrice

(Iq - 7Z)—1 o
(12.4.4) (I, — ZtZ)~1,

(Iq - @Z)_l
et son inverse est
(Iq - tZZ) o
(12.4.5) . I, — 2'7),
(Iq - @Z)

ou étant donné X = (z;;) € M,(C), nous notons X la matrice (xij1q) € Mpe(C).
Calculons maintenant la matrice de v/—1 839 log (B/A). Remarquons tout d’abord
que

v —1801log (%) =+v—1801log B — V/—180log A.

La fonction £ est Gy-invariante, d’apres (12.2.2) il nous suffit donc de déterminer la

matrice de v/—1 00 log (%) aux points Z tels que Z; = 0. Il est bien connu [67] que
—log A (resp. — log B) est un potentiel pour la métrique kaehlérienne de D (resp. Dy).
Autrement dit —v/—1 99 log A s’identifie & la métrique de Kaehler de D et sa matrice
est donc (12.4.4); et —/—1039log B s’identifie & la métrique de Kaehler de Dy et sa
matrice en Z; = 0 est donc [(,_,),. La matrice

(Iq - @2)1/2
(12.4.6) (I, — ZtZ)\/2,
(I, —Z2)\?

est hermitienne et de carré la matrice (12.4.5), elle réalise donc un changement de
base de la base donnée par les coordonnées canonique vers une base orthonormée pour
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la métrique. La matrice de /—10901log (B/A) dans cette nouvelle base et en Z; = 0

est donc -
Z225

722
Iyr
Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 12.4.3.

Concluons cette section par un corollaire dont nous aurons besoin dans la suite du
texte.

Corollaire 12.4.4. — Les valeurs propres de la forme de Levi de log (B/A) au point
Z € D sont toutes positives, inférieures (ou égales) a 1, et parmi celles-ci au moins
p+ gr — r tendent vers 1 lorsque %(Z) tend vers linfini.

Démonstration. — On peut encore se ramener au cas Z; = 0. Le Corollaire 12.4.4
découle alors facilement de la Proposition 12.4.3, puisque lorsque %(Z) tend vers

Uinfini, det(I, — 'Z2Z>) tend vers 0 et donc la plus grande valeur propre de 7525
tend vers 1.

12.5. Séries de Poincaré

Soit ¢ une forme différentielle de degré | sur D. Nous notons ||| (resp. ||¢]lo) la
norme ponctuelle induite par la métrique g (resp. la métrique euclidienne).

Lemme 12.5.1. — On a les inégalités suivantes :
1Bllo = [lo]l = A'llollo,
ou A =det(l, —Z2).
Démonstration. — La forme de Kaehler de D, s’écrit
k= tr((I, — Z2)"*dzZ(I, — Z2)'d'Z).
Il est donc immédiat que
tr(dZd'Z) < k < A% tr(dZd'Z).

Le Lemme 12.5.1 découle trivialement de ces dernieres inégalités.
Corollaire 12.5.2. — Soit ¢ une forme différentielle Gy -invariante de degré l. Suppo-
sons que chaque coefficient de 01 N --- A 0, avec

01,...,0,€{dZ;i;,dZ;; |1 <i<pl<j<q},
soit borné en (Z()z) Il existe alors deux constantes Cy, Cy > 0 telles que

l
¢z el = (%)
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Démonstration. — D’apres (12.2.2), il suffit de le vérifier en (£, ). Mais en (2, ),
B =1 et le Corollaire 12.5.2 découle alors du Lemme 12.5.1.

Soit I' € G un sous-groupe discret sans torsion de type fini. Alors M = I'\D est
une variété complexe hermitienne compléte orientée de dimension (complexe) pg. Une
telle variété sera appelée G-variété et, lorsque q = 1, variété hyperboligue complexe.
Soit 'y = T'N Gy, et soit Cy = T'y\Dy. On obtient alors le diagramme commutatif
suivant :

Dy ——D

[,

Cy = Tv\Dy ——T\D = M
ou application i est induite par 'inclusion de Dy dans D. En général, le groupe 'y
est réduit a l'identité. Dans la suite nous supposons que Cy est de volume fini (plus
loin nous supposerons méme que Cy est compacte). Soit My = 'y \D. Remarquons

que la fibration naturelle
D — DV

T Z1
Z —
induit une fibration, nous notons également 7 : My = I'yv\D — I'y\Dy = Cy.

La Proposition 3 de [76] (ou le Lemme principal de [7]) implique(nt) le lemme
suivant.

Lemme 12.5.3. — 1l existe une suite {I'y,} de sous-groupes d’indices finis dans T,
décroissante pour linclusion, telle que
Ty = () TmetTy=T.
meN
Si de plus T' est un sous-groupe de congruence, on peut choisir les I'y, de congruence.

Le Lemme 12.5.3 implique que lorsque I' est de type fini, la variété M admet
une suite croissante {M,,} de revétements finis telle que la suite {M,,} converge
uniformément sur tout compact vers la variété My (il suffit de poser M,, = I';,\D).
Nous appelons une telle suite de revétements finis, une tour d’effeuillage autour de Cy, .
Dans la suite, nous supposons que M possede une telle tour et notons I, le groupe
fondamental de M,,.

Nous allons travailler tout au long de cette partie avec des formes différentielles
sur D, My ou M,,. Il sera plus commode de considérer toutes ces formes différentielles
comme définies sur D et invariantes sous 'action des groupes {e}, I'v ou Ty,. Etant
donné un entier mg, un élément v € I';,, et une forme différentielle w sur M, (avec
m € NU {oo}, m > my), nous pourrons notamment parler de la forme différentielle
Yrw.

Concluons ce chapitre par I’étude promise des séries de Poincaré.
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Soient Z;,Z, € D, t € R, t > 0. On introduit :

(12.5.1) v(Z1, 22, t) == {vy € T | d(Z1,7Z2) < t}],
et
(12.5.2) N(Z.t) == {y € Tv\I'[ d(vZ, Dv) < t}].

Lemme 12.5.4. — Il existe une constante c¢1(Z) > 0 (qui dépend de T") telle que pour
tout t > 0 on ait :

rt41
N(Z,t) < c1(Z) (1 4 12P9)2(pra=Dvmt gi

J0

De plus on peut choisir c1(Z) de maniére a ce qu’elle soit bornée sur les compacts
de D.

Démonstration. —— Soit € un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 et suffi-
samment petit pour que

B(Z,e)N B(yZ,¢e) # & = v = e,

ou B(Z,¢e) désigne la boule de rayon £ autour du point Z et e désigne 1’élément neutre
du groupe I'. Dans la suite étant donnée une sous-variété V de D, nous noterons
B(V,r) 'ensemble des points de D a distance plus petite que r» de V. On a alors :

N(Z,t) < {] € DVl [v(B(Z,¢)) € B(Dy,t + &)}l

Mais, d’apres (12.2.2), si v € T" vérifie que v(B(Z,¢)) C B(Dy,e) quitte a translater ~y
par un élément de I'y, on peut supposer que v(B(Z,¢)) C B(S, e), ou S est un domaine
fondamental mesurable pour ’action de I'y sur Dy . On déduit alors du Lemme 12.3.2 :

vol(B(S,t+ ¢))

N(Z,t) <
(Z,1) vol(B(Z,¢€))
tte
c )
S SR oS 1 4 $2P0)p2(pra— 1)Vt gy
vol(B(P, ¢)) /0 1+ )6 ¢

Ce qui acheve la démonstration du Lemme 12.5.4.

Remarquons que pour r = p, la démonstration du Lemme 12.5.4 permet d’estimer
v(Zy, Z2,t) uniformément par rapport a Z,. On obtient, en effet, que pour tout Z, € D
et pour t > 0,

'f’+1 - P
(12.5.3) v(Zy, Za,t) < e1(Z1) / (1 + t2P9)e2pra=bVvat gy,
JO

On en déduit la proposition suivante.
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Proposition 12.5.5. — Soit K un compact de D. Il existe une constante co(K) (qui
dépend de T') telle que pour tout point Z1 € K, tout point Zs € D et t > 0, on ait :

1 1
S <o (14 (144

~yel
d(Z1,vZ2)<t

pour tout s > 0.

Démonstration. — D’apres (12.5.3), il existe une constante c¢; (K) telle que
dv(Zy, Za,t) < ¢y (K)(1 + (t + 1)%P9)e2Pra-DVatgg

pour tout Z7 € K, Z € D et t > 0. On a donc :

t
Z e~ (2(p+a—1)/q+s5)d(Z1,22) =/ e_(2(”+q”1)\/§+25_2)tdv(Z1,Zz,t)

yel 0

d(Z1,vZ2)<t t
_ cl(K)/ (14 (¢ + 1)2P9)e—tay,
0
Et la Proposition 12.5.5 découle d’un calcul simple et d’approximations grossieres.

De maniere analogue on démontre la proposition suivante.

Proposition 12.5.6. — Soit ¢ une forme différentielle I'y -invariante de degré | sur D.
Si |||l < c(A/B)PHIUVTEE oy — min{r, g} pour un réel strictement positif & > 0,

alors la série
D> e
Iyv\Il'

converge uniformément sur les compacts de D.

Démonstration. — Commengons par remarquer que la norme ||v*¢|| au point Z est
égale a la norme ||¢|| au point vZ. D’apres ’hypothese faite sur la norme de ¢,

Sl <e S (gm

) (p+q—1)v/m+e

FV\F ry\I
< —2((p+q—1)V/m+e)d(vZ,Dv)
< yio Z e p+q e)d(y V)
Ly \I'

d’apres la Proposition 12.2.5. On conclut alors facilement comme pour la Proposi-
tion 12.5.5.
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CHAPITRE 13

CONSTRUCTION DE LA FORME DUALE

13.1. Formes singuliéres de Bott et Chern

Soit X une variété complexe de dimension complexe m et EZ — X un fibré vectoriel
holomorphe de rang q. Supposons fixée une section holomorphe v : X — FE telle que

(1) 'ensemble X, = {x € X | v(z) = 0} des zéros de v soit non singulier de
codimension ¢, et

(2) la section nulle de X dans E lui soit transverse.
Soit Cy(F) la forme de Chern maximale associée & une structure hermitienne fixée
sur E. Dans [16], Bott et Chern montrent :

Proposition 13.1.1. — 1l existe une forme différentielle T de type (¢ — 1,q — 1) sur
X — X, et a valeurs réelles telle que

90T = Cy(E).

La construction de 7 que I’on va rappeler ci-dessous est explicite, remarquons que 7
doit nécessairement avoir des singularités le long de X,. Il est bien connu [67] que
lorsque X est compacte Cy(E) représente la classe de cohomologie duale & la classe
d’homologie [X,]. Nous verrons que dans le cas non compact (celui qui nous intéresse
dans la suite) cette dualité subsiste en un sens plus faible.

Rappelons le formalisme de Bott et Chern. En un point z € X, soient E, et T, res-
pectivement la fibre de E au-dessus de « et la fibre de ’espace cotangent holomorphe
T au-dessus de z. On a alors les fibrés A?? — X ou

APE = APUE, © Ey) @ AT o T,).

Notons AP? I'espace des sections C*° de AP?. Une connexion affine sur E est définie
par la donnée de deux opérateurs

. A 10 110 5. A 10 A 10
0 A()o - AlOv 0 Aoo I A()l

d=0+0
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vérifiant _
d(a +b) =da+db, a,bc A}

d(fa) = df ® a+ fda, f e AJ.

Une connexion affine d est dite de type (1,0) si d(a) = 0 pour toute section holomorphe
a. Toute connexion affine définit bien évidemment de maniere unique des opérateurs

0: APl — A’(’fH)S, 0:APT — Af‘(75+1)
d=0+0
vérifiant les propriétés usuelles.
Soit e = (eq,...,eq) un champ de base local. Alors,
(13.1.1) de = ew = (e1,...,eq)(wij)d*e = eQ = (e1,...,eq) (i),

oll w, €2 sont respectivement les matrices de connexion et de courbure.
Il découle de (13.1.1) que

(13.1.2) Q=dw+wAw.

Remarquons que les éléments de chaque fibre sont vus comme des vecteurs co-
lonnes. La g-iéme forme de Chern de la connexion affine est la forme différentielle

(%)q det 2.

Fixons maintenant une structure hermitienne sur F, ¢.e. un produit scalaire her-
mitien (.,.), sur chaque fibre F, (x € X) qui soit C* en z. Etant donné un champ
de base local e = (eq, ..., e4), notons

(1313) H = (hz‘j), hl‘j = <(3i7€j>-
La structure hermitienne définit une unique connexion de type (1, 0) pour laquelle
on a . _ L
w=H 0H et Q=90(H "0H).

Afin de construire 7 on se fixe une section holomorphe v du fibré E. Soient alors

a:dvd'ﬁ:aexﬂ

€1
K=—eQH "e=—(e1...e)QH ' | : | =K e Al}
Eq
Yk = —TYp = VodF T KR ¢ Kgq—l,q—l’ 1 <k <gq,

sk = (dv)a"F T KI7F € Kg?q_l, 1<k<g,

wy = (leq_k S Kgg, 0<k<uqg,
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et

st = 0] 51, yi = vl yn, wi, = o] 7wy
sk = sk, + kypdloglv]?, 1 <k <y,
up = wj, + ks dlog [vf?, 0 <k <gq,
x = (det H)™2e; .. . e,,
ol |v| est la norme de v.
Lemme 13.1.2. — On a les formules de récurrence :
kE—1
13.1.4 oy, = —sfl — ————5}_1,
( ) Yk Sk q—k+1 Sk—1
(13.1.5) sy, = uy + k.
i B S — e —— —1-
k ¥ g—k+1 el
Démonstration. — Décomposons tout d’abord dv et d?v dans la direction de v et de

son supplémentaire orthogonal :
dv=0v+p3, 6ecA, geAll,
d’v = |v[*(pv +7), ¢ €AY, yve AL,
6 = dlog|v|?>, ¢+ ¢ =0.
Par récurrence, on obtient
aF =k 4 (k- 1)b 2 (008 +T08) + (k — 1)2ah 20168,
K™% = K{™" + (g — k) (07 + o7) K~
+ (g = K 2 K16 + (g — k= D)7}
o = 3B.
D’otu 'on déduit que
sk = —kOyy + (g — k)voByak KT+

L — k
W = VDV«
a—k ° !

K2 Kigp+ (g — k — 1)v7}

+ kB(—0Ty + D7)k TR 4

k? 7.k —k
kvﬁb’ﬂal“le :

Puisque dK = 0 et d?v € AlY,

k-1 (k—1)2
Our = —sp — ——— Jul?s1 1 — =7 |l 2
e = —sp = g s — S o0 log o
D’ou il découle I’égalité (13.1.4). De méme, on a
1 = k(k —1) =
———(Osp, — = ———wg_1 + ——5_10log |v|?.
|v|2( Sk = Wk) q—k:—i—lwlc 1+q—k+18k 19log o]

Ce qui implique (13.1.5) et conclut la démonstration du Lemme 13.1.2.
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Remarquons qu’il découle de la démonstration du Lemme 13.1.2 que
(13.1.6) s =0 et ug =0.

On peut maintenant définir la forme singuliére 7 par :

q—1
= 1\k g—1 l —1— 4
(13.1.7) erxX = QZ( 1) (k;_1> (k+ +q—1)yk

k=1
g—1 1
e 0r (7)) s o,
k=1

ouc= (—1)q2/2“1q!(27r)q. On introduit également les formes singuliéres ¢, 1 < k < ¢,
et 1 définies par :

(13.1.8) XX = Sk, 1 <k <gq
et
q
(13.1.9) = (~1)F (Z) V.
k=1
Proposition 13.1.3. — Sur X — X, les formes 7 et 1) sont lisses (non singulieres) et

vérifient O = 1) et Op = Cy(E).
Démonstration. — On sait que

A(xx) = 9(xx) = 0.

L’identité &7 = 1 sur X — X, découle donc de (13.1.4), (13.1.6) et (13.1.9).
L’équation (13.1.5) implique alors

ézq:(q)’f (Z) s) = —K1.

k=1
Puisque Cy(F) = (5=) det (),
K7 = (—1)7/2!(27)7Cy(E)XX-
Et I'identité 0y = Cy(E) sur X — X, s’en déduit.

La signification géométrique de la forme différentielle 1) est contenue dans la pro-
position suivante.

Proposition 13.1.4. — Soient T, C X un voisinage tubulaire de rayon € autour de X,
et n une (m — q,m — q)-forme sur X. Alors,

lim w/\n————/ n.
=0 Jar, X,
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Démonstration. — Ce résultat est local, on peut donc supposer que X = C™, E =
C™ x C?7 — X est le fibré produit et que v(Z1,...,2Zy) = (Z1,...,2Z4). Supposons
maintenant que dans ces coordonnées la structure hermitienne soit donnée par la
matrice H = (h;;). Choisissons un champ local de bases orthonormées (e1, ..., eq).
D’apres la construction ci-dessus, la forme différentielle 1 a un pole d’ordre 2¢g — 1 le
long de X, qui apparait dans le terme 1),. Exprimons la section v dans notre champ

de base locale : .
v="> frex
A=1

dv = (dfy)ex+ > > (wafi)ex

A=1 A=1j=1

et il découle de (13.1.8) que la forme 1, est égale a

— ! e
(_1)—q2/2+1+qi]_1_)'2_(df A Adfy) (_1))‘“1? df /\.../\d? /\.../\dfq>
@mya(fyza ! (; S g

plus des termes d’ordres inférieurs. Il s’ensuit que
lim g Am = (—-1)1+q/ n
e—0 X,
et donc que

lim/ w/\n:(—l)qlim/ zﬂq/\n:~/ 7.
=0 Jor, =0 Jar. X

13.2. Construction de la forme duale

On revient aux notations du chapitre précédent, soit ey, ..., e, la base standard
de C*, n =p+gq. Etant donné un entier 1 < r < p, soit V' un sous-espace positif de
dimension r pour la forme hermitienne @ et Dy et Gy comme au chapitre précédent.
Soit encore I' un sous-groupe discret et sans torsion de G et I'y = I'M Gy . On suppose
de plus :

(1) I'\D compacte, et

(2) T'v\Dy compacte.

Comme au chapitre précédent, il sera plus commode dans la suite de supposer que
le sous-espace V est le sous-espace engendré par e,_,1,...,€p. Le groupe Gy agit
sur D x M, ar :

w©e 9(z, M) = (g2,"(g,2) " M"u).
En quotientant par le groupe I'y, on obtient un fibré vectoriel Ey = D X, M, (C)
au-dessus de I'y/\D. Ce fibré est naturellement muni de deux métriques hermitiennes,
a savoir : —
<M1 s M2>Z = tr(tMthMg)

et _ ~
<J\417 M2>E = tr(tMthMg),
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ou hy et le sont les matrices du Lemme 12.2.3. D’apres ce dernier, la métrique (.,.)%
est G-invariante et la métrique (.,.)z est Gy -invariante. Dans cette section nous ne
nous servirons que de la métrique (.,.)~. Enfin, le fibré Ey nous arrive équipé d’'une
section holomorphe canonique v : Ty \D — Ey

v(Z) = (Z,'Z5).

Il est clair que T'y\Dy = {Z € T\D | v(Z) = 0}. On peut donc appliquer les résultats
de la section précédente.

On verra My, (C) comme M, (M,(C)). Etant donné une matrice carrée A € M,(C),
nous notons Al"l la matrice carrée diagonale par bloc constituée de r fois le bloc A.
Alors la métrique hermitienne (.,.)7, de la fibre au-dessus de Z, est donnée par la
matrice hermitienne définie positive H = h[ZT] par rapport au repere mobile standard
e = (e1,...,e,), ot chaque e; est un vecteur (ei;, €z, - - ., €4; ). Un calcul facile montre :

dﬁz = Ezwl + twl/]\iz, wp = dtZ7(1q — tZ?)Ml.
[r]
1

Soit w = w;j . On choisit maintenant une connexion métrique telle que de = ew. La

forme de courbure est alors donnée par
Q=0 Q =—dzU,-2'2)'dZ1, - '2Z)".
Lemme 13.2.1. — Si g est un élément de G, on a :
g wi ="%(9. 2) w9, Z) + (9. 2) "' d'i(9, Z)
et
9" ="(g9, 2)" 'Y (g, 2).
Démonstration. — Rappelons que
I, = '2Z = (9. 2) (I, = "(92)92)i (9, Z).
En différentiant cette égalité, on obtient :
~d'2Z = d'j(9. )1, ~ "(92)92)j(9. Z) — jlg. 2)'d(92)"9Z (9. Z),
puis
d(92)97 ='i(9,2)" d'2Z}(9.2) " +'i(9.2)" d'i(9. 2)Ly — "(92)97),
et donc
d'(92)9Z(1,—" (92)9Z) " ="i(9, 2) ' d'ZZ(1,~"Z2Z)"""j(9. Z) +"i(9. Z2) " d'i(g, Z).

Ce qui démontre la premiere identité annoncée par le Lemme 13.2.1. La deuxieme
identité s’obtient alors en différenciant la premiere et en utilisant que €, = dw;, +
Wi A\ wi.
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Dans la suite, pour simplifier les notations, notons
€11 --- €q1
E =
€lr - .. €gr
Dans le repere mobile standard, on a :
v = tr (EtZQ)
dv = tr (Ed'ZZ(I, —'ZZ)""'Zy + Ed'Z,) ,
=tr (Bd'Z(1, — Z'Z)"'dZ'E) ,
|v|2—tr( (I, —'ZZ)"'"Z,).
Les formes 7, g et 1 de la section précédente sont bien définies par les formules

(13.1.7), (13.1.8) et (13.3.4). Pour se rappeler dans la suite que ces formes sont obte-
nues en considérant le produit hermitien {.,.)~ dans la fibre, nous préférons les noter

T, sz et {/:
Proposition 13.2.2. — Les formes {/;k et 1Z sont Gy -invariantes.

Démonstration. — Notons v(E, Z), dv(E, Z), K(E,Z) et x(E, Z) les fonctions v, dv,
K et x dont on pointe la dépendance en les variables E et Z. D’apres (12.2.2) et le
Lemme 12.2.3, il est clair que, si g € Gy,
v(E,9Z) = v('ul%(9, Z2)"", Z)

et

X(E,g9Z) = |detj(g,Z)|”"x(E, Z).
Puis il découle du Lemme 13.2.1 que

dv(E,gZ) = dv(*uE%(g,2)" ", Z)
et

K(E.gZ) = K('"uE'%(9,2)" ", Z).

v| est Gy-invariant, d’apres la formule pour sj, donnée dans la section pré-

Puisque
cédente et les identités ci-dessus, on obtient :
sk(E,92) = s;("uB'%(9.2)7", Z)

= |detul?¥| det j(g, Z)| " s}(E, Z)

= |det j(g, 2)|"* si(E, Z);
et donc

9" Yr = Ui

pour tout g € Gy . Puisque par définition, zZ est une combinaison linéaire de {/;k, la
Proposition 13.2.2 est démontrée.
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Rappelons maintenant que, d’apres le Lemme 12.2.6,

B —
Z == det{[r + ZQ(Iq - tZZ)AltZQ}.

La matrice Z(I, —tZZ) "7, est positive (au sens large), notons A1, ..., A\, ses valeurs
propres (réelles et positives). Remarquons que |v|? = tr(Z2(I, — 'ZZ)7112Z5) = A\ +
-+ A,. On en déduit que

a- o a0 =I0 - M=t -3 A =1 o
1=1 =1

i=1
autrement dit

C .
(13.2.1) 5 S lv|?, C=DB-A.

De plus, la fonction (C/B)/|v|? tend vers 1 lorsque v tend vers 0.
D’apres la Proposition 13.2.2, pour calculer les normes de v, et ¢ on peut supposer
que Z; = 0. Il découle alors du Lemme 12.5.1 et de (13.2.1) que

”lZ ” . B k—1/2 B r+rqt+k—1
i c A
ce qui implique que

_ B rqg—1/2 B r+2rq—1
(13.22) wi<(g) (%)

ou dans les deux dernicres expressions, le signe < signifie que 'on a une inégalité <
a une constante positive pres.

Etant donné un nombre complexe s, soit hg (t) la fonction définie par

hs(t) = — /foo 7 %(x — 1) tdx (Re(s) > qr).

On vérifie facilement les identités suivantes :
(1) RL(t) =t=5(t — 7)1 et
(2) hs(r) = —r?*T(s — qr)T'(gr)/T(s).
On peut maintenant définir la forme différentielle ws par

(13.2.3) ws = (h (r =+ [v] w)

h()

D’apres expression de kY,

Slo)?ratd|v| A O+ hy(r + |v|2)d1/7} .

Ws

T est clair que les formes [v|279= ¢y A dlv| (k < rg—1) sont lisses (non singulieres) et
d’apres (13.1.6), la forme |v]29Ld|v| A 9y, e%t elle aussi, lisse. Par construction di
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est lisse aussi. On en déduit donc que la forme ws est bien lisse (non singuliere). De
plus, il découle du Lemme 12.2.6 et de (13.2.2) que

) r+q+2rq+1—r‘1 Re(s)

(13.2.4) loull < (5

D’apres la Proposition 13.2.2; la forme wg est Gy -invariante. On peut montrer que
la forme wy, pour Re(s) > 0, peut se voir comme la forme duale & I'yy\ Dy dans T'y \D.
Nous allons préciser un peu ce résultat.

Soit d’abord p une k-forme harmonique sur Cy := I'yy\ Dy . On note *g 'opérateur *
de Hodge de la variété Cy relativement & sa métrique riemannienne. La forme 7* (xou)
est alors une (2(p — r)q — k)-forme fermée sur D. On va en fait construire la forme
duale (dans un sens L?) a la forme 7* (*qpu).

Afin de décrire ce que cela signifie, considérons une forme lisse quelconque ¢ sur
T'v\D de degré k. Supposons que

(13.2.5) Il < (%)N

pour un certain entier N. Remarquons que la condition (13.2.5) est vérifiée par tout
forme bornée pour N = 0. D’apres (13.2.4) et le Lemme 12.3.3, U'intégrale

/ (we AT (r010)) A
Cyv\D

est absolument convergente pour Re(s) > 0, la constante ne dépendant que de N.

Théoreme 13.2.3. — Soit ¢ une forme fermée, lisse, de degré k sur I'yv\D et vérifiant
la condition (13.2.5). Alors,

[ wonmane= [ Gowne (Re(s) > 0)
Cv\D Cv

Démonstration. — La variété Cy est une variété riemannienne compléte. Soit zg un
point fixe de Cy . Pout t > 0, soit B; la boule fermée de centre xg et de rayon t. Soit
OB, son bord et vol(0B;) son volume par rapport a la métrique induite. Il est clair
que

/ vol(9B¢)dt = vol(Cy) < oo.

0

D’ou il découle que

(13.2.6) tlim vol(0By) = 0.

Etant donné deux réels strictement positifs ¢, € > 0 et un réel I > 0, soit N(t,¢,1) le

sous-ensemble de I'y\D constitué des projetés des points Z = ( 2 ) tels que

(1) (Zol) € By,
(2) [o(2)] =&,
(3) la distance, d(Z,Dy) de Z a Dy est inférieure ou égale a [.
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La condition (13.2.5) assure la convergence absolue de 'intégrale et donc que
(13.2.7) / (ws AT (%)) N p = 11m lim (ws AT (x0p)) N .
Tv\D o0 F0 N (te D)
Il est clair que
ON(t,e,l) = F. UF UFy,
ol
Fe={Z e N(t,&,1) | [v(2)] = €},
Fi={ZeN(tel)|dZDy) =1},
Fo={Z e N(tel)| (%) € 0B}
Remarquons maintenant que
—ha(r + o)

(ws AT (%)) Np =d ( ha(r)

(@ Ao A6 )
Le Théoreme de Stokes implique donc :

/N(t EJ)(ws AT (kop)) N = — /fl M%w AT (op) A ¢

_/ sz/\w F(xop) N @
F.

hs(r)
B h(r—|—|v|)) o (
L%—jﬁrr~vA “(xoi) A 6.

Notons I, I. et Iy les trois intégrales du membre de droite de 'égalité ci-dessus.
D’apres (13.2.2), on peut supposer que
_ B\ 1/2 AN\Y
e+ o Am o nel < (2) (5)

avec a > 0. Puis, d’apreés le Lemme 12.3.2, il existe une constante b > 0 telle que
vol(Fi) < e’ vol(B,). Enfin, il découle de la Proposition 12.2.5 que A/B < e~ 24(Z.Dv),
On obtient donc que

I < vol(By)eb=29),
Puisque a > 0, il en découle que
(13.2.8) lim I; = 0.

l—o0

La démonstration de la Proposition 13.1.4 implique

(13.2.9) lim I, = —/ (o) N .
e—0 B,

Afin d’estimer |I5|, nous commengcons par intégrer le long de la fibre. Soit n la forme
volume de 9B;. D’apres (12.3.8), ||n Advr|| = (A/B)° pour une certaine constante c.
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Puisque Re(s) > 0, il découle de (13.2.2) et de la démonstration du Lemme 12.3.3
que
(13.2.10) |15 < vol(dB,).
Finalement, il découle facilement de (13.2.6)-(13.2.10) que
/ (ws AT*(x0p)) A p = lim / (ko) N p = (*xop) A ¢.
Jry\D t—oo

B Joy
Nous notons :
(13.2.11) Q(s) = ws AT (xopt),
que 'on appellera forme « duale » associée a u dans My .

Dans le cas de 'espace hyperbolique complexe nous aurons besoin de nous assurer
que la forme Q(s) peut-étre choisie 0 et 9 fermée. C’est 'objet de la section suivante.

13.3. Précisions dans le cas hyperbolique complexe

Dans la section précédente, on a construit un fibré vectoriel Ey au-dessus de My =
I'v\D. On a de plus équipé ce fibré de deux métriques hermitiennes (.,.) et (.,.)™.
La classe de Chern du fibré Ey est un élément ¢ € H?"(My) dual au cycle Cy
dans My (au sens de la premiere section). Etant donné un repére mobile holomorphe
local e = (eq,...,e,), soient
H = (hij), hij = <6i,6]'> et H = (hij), h7] = <6i,€j>N.
Chaque structure hermitienne détermine de maniére unique une connexion de type
(1,0), dont les formes de connexion et de courbure sont, d’apres la premiere section,
données par :
w=H19H et Q=09(H '0H),
O=H '0H et Q=0(H '0H).
Nous supposons dorénavant ¢ = 1 (autrement dit que D est ’espace hyperbolique

complexe de dimension p). Les formes de connexions et de courbures pour ces deux
métriques évaluées au point ( £, ) sont donc :

{w: (0)1, o {w {—(B/A)0(B/A)} I,

Q = (8dlog B)I, Q (88 log A)I,..

I est connu (cf. [47]) que les 2r-formes

(-—V;Tl) det ) et (Vz_l) det ©

™

représentent toutes deux la classe de Chern ¢ € H?"(My ).
En suivant la méthode de Bott et Chern rappelée dans la premiere section, Tong
et Wang [98] construisent deux formes v et 1 sur My — Cy telles que
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(1) on a :

Dy = (\/—2:;—1—>r<1etﬂ et O = (—\/;—TYdetQ,
(2) et en cohomologie :
] =c—[F] et O] =c—I[F]

En suivant Tong et Wang, on remarque que si

B\"
a, =1— (] — 1—4_> et C,. = v—1(02m)"

alors
r—1r—1—t
(13.3.1) @ (rop) AN — apm* (ko) NP = —— Z Z (—1)rHirAtL
Cr t=0 A=0

' (tiA) (%)HM, *(xop) A (A) (98 1log A)' 1 (88 log B)"

est une forme non singuliére.

Pour pouvoir former la série théta de cette forme nous voulons obtenir une forme
O-fermée cohomologue a cette dernieére multipliée par un poids (A/B)”. Comme dans
[98] on introduit la forme suivante :

(13.3.2)  é(s) = %ﬁn*(*om A+ [Z (AP/B (—1)A (t —:— A) ]Tr*(*o,l,) A

( 1)77157‘215{( )f+>\ r (A/B)S—HJr)\—lvr
— = t+X) s+t+A—1—r

T (ko) A O (A/B) (0D1log A)'~1 (9D 1log B)"~".

La forme ¢(s) est O-fermée et sa 9-dérivée dans My — C'y s’étend de maniere lisse
aMy.Ona:

(13.3.3) 0¢(s) = ——1—{(—/—1@#*(*0“) A (00 1log A)"

C
A=1

r—1r—1—t¢t st+t+A—1—r
—1)" 1)\t r (A/B) "
+( 1)22( D (t+)\>s+t+)\—1—r

t=1 A=0

T (xop) A OO (A/B) (0D1og A)' 1 (0dlog B)" ! }

La démonstration de la Proposition 12.4.3 implique le lemme suivant.
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Lemme 13.3.1. — La norme ||00log A|| est constante et |00 log B|| est bornée par une
constante. En particulier, on a :

B AN Re(s)—rt 2=5m=r
o)1 ool < ()
Proposition 13.3.2. — Soit 11 une k-forme fermée et bornée sur My . Alors pour

Re(s) > 2r + g, la forme n A O¢(s) est intégrable sur My, et

/ 0 ABg(s) = r(s) / 0 A vop
My JCv

avec
—1)"r!
Kk(s) = (1) .
s(s—=1)---(s—r)
Démonstration. — On note toujours F; 'image de F; dans My . Sur My — Cy,

n A Op(s) = d{n A ¢(s)}. La formule de Stokes implique donc :

/Mvﬁ/\3¢(5)2 llﬂ% {/f(R)Tl/\QS(S)—/f(r)ﬁ/\fﬁ(s)}.

R—+oc0

Or sur Cv, (%) = 1 donc 1’égalité (13.3.2) et la propriété 2 de v et 1/7 impliquent :

39)

1 " .
r—0 . }'(,) s ; s _ A .
(—=1)7r!
P , /\ )
s(s—1)---(s—r) Jp nAkop
I reste donc a montrer que limpg_. 4 fj—‘(l{) n A ¢(s) = 0. Mais pour Re(s) >

2r + % + e (¢ > 0) d’apres la Proposition 12.2.5 et le Lemme 13.3.1, en un point de
F(R) on a:

[ A d(s)|| < e 2@,
On conclut alors grace au Lemme 12.5.4.

On définit donc :

(13.3.4) w(e) = SN0 =g,

7!
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On peut montrer (cf. [98]) qu’a un cobord prés dans la formule de C,.d¢(s) donnée
par (13.3.3), on peut remplacer la double somme par

r—lr—1-—t
. r A/B)sTt+A—r . _ I _
SO Z(—l)t+>‘+1(t+/\> %A—_Tw (%0 )A (0D 1og A" (8D log B)"~tH!
t=1 A=0
r—1lr—1-—t
. L r A B s+t+A—7r . _ o .
+(-1) (—1)tA (t—{—A) -%-)_'_/\—_TTF (xop) A (O 1log A)t (90 1og B) .
t=1 A=0

On obtient ainsi une forme cohomologue & W(s) :

—1)s(s — ci(s — r r s—A
(13.3.5) s) — D8 012, (s =) D> = (t+A) —‘“(AS/.?)A
rh A=0 ‘

T (xop) A (0D log A)" (D log B)*,

qui reste 9 et 9 fermée. Dans la suite nous appellerons () la forme « duale » associée
a pu dans My .

Concluons cette section en remarquant qu’il est également possible de construire
une famille de formes duales 9 et O fermées dans le cas général des espaces symétriques
associés au groupe SU(p, g). Esquissons cette construction. Revenons aux notations
de la section précédente. Notons ¥, ¥, ... (resp. ’IZ, zZ, ...) les formes construites en
suivant la premiére section et pour la métrique hermitienne (.,.) (resp. {.,.)™). Il est
facile de vérifier que :

(13.3.6) &= — i (Z) (%) ’ D

k=1
En développant la formule (13.3.6), on obtient :

(13.3.7) o = [zq: (j) (—1) (B/A)j]z/)

j=1
q—1

-2 ((1) g‘f (") o) (crmt).

Ce qui nous conduit & définir la forme dépendant d’un parametre s € C :

(13.3.8) ®(s) = MG(E) _ [Z (q) (#1)-7M]C(E)

s+4q =\ s+q—17J

" g ( <Z> (: (q ; k) (_l)l%)ﬁ («€/B)" ).

Pour Re(s) = 0, la forme ®(s) est lisse sur D et 9 et 0 fermée. Nous montrons
finalement :
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Proposition 13.3.3. — Soit n une (q(p — 1), q(p — 1))-forme 8 et & fermée sur T'y\D

de norme bornée. Alors, pour Re(s) > 1,

/ B(s) A = r(s) 0,
r'v\D I'v\Dyv

. q —1)7
ol r(s) = siq - 2= () s(+q1j'

J

Démonstration. — Soit
N (A/B)Sﬂ,:[ 5 (q) B -(A/B)Sﬂ—f],
vls) = v = | 2 ) V|

j=1

=1

) (/s w).

D’apres (13.3.7) on a 9v(s) = ®(s) sur D ~ Dy. Soit T'(r) le voisinage tubulaire de

rayon r de Dy dans D. On a :

/ d(s) An= lim / P(s) An— / P(s)An| .
Ty \D "'E‘jgo JoT(r) JOT(e)

Mais |[v2(s) A || < (A/B)R) et, d’aprés la Proposition 12.2.5, pour Re(s) > 1,

lim P(s) An=0.
rtee Jor(r)

Enfin, d’apres la démonstration de la Proposition 13.3.2,

lim/ P(s) A= —r(s) UB
e—0 OT (<) I'v\Dy

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 13.3.3.

On pourrait 1a encore former une série de Poincaré et obtenir une famille de formes
duales Q(s) O et 0 fermées méme dans le cas de I'espace symétrique associé au groupe

SU(p, q).

13.4. Tours de revétements finis

Nous conservons les notations des sections précédentes. Nous supposons de plus la
variété M compacte. D’apres la Proposition 12.5.6 et le Lemme 13.3.1, pour Re(s) > 1

la série

(13.4.1) W= > 5Q(s)

YED VT,
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converge uniformément sur tout compact de D et définit une (2pg — k)-forme fermée
sur M,,. Le statut de « forme duale » de €2(s) implique que pour toute k-forme fermée 7
sur M,, on a :

/ w"An= Q(s)/\n:/ *opL A 7).
My, My JCyv

On obtient donc le théoréme suivant.

Théoreme 13.4.1. - Soit ¢ un cycle de dimension k dans Cy . Soit u la k-forme har-
monique sur Cy dont U'étoile de Hodge est duale a c. Alors pour Re(s) > 1, les formes
wi* sur M,, forment une famille de formes fermées duales au cycle ¢ dans M,,.

Soit A = dd 4+ d6, ou J est 'adjoint de d, 'opérateur laplacien que ’on étend en un
opérateur, toujours noté A, agissant sur I'espace L2Q?P9~F(D) des (2pq — k)-formes
de carré intégrable sur D de facon essentiellement auto-adjointe. Alors le Théoreme
spectral s’applique et il existe une famille spectrale {Py | A € [0, +oc[} associde a A.

Notons Py (x, y) le noyau de Schwartz de Py. On a A = fOJroo AdPy. A toute fonction
I € Cu(]0, +00[), on associe 'opérateur

+oo
ray = [ rovars,
0
Le laplacien est un opérateur elliptique. Soit w € L?Q?"~?(D). On a :
A(f(A)w) = F(A)w
ou F est la fonction qui & a associe z f(x). D’apres le Théoréme de régularité sur les

opérateurs elliptiques, la forme f(A)w est lisse. De plus, pour tout x € D, il existe
une constante C'(x, f, D) telle que :

|f(D)wl(z) < Cx, f, D)l|wllL2(p)-
En particulier, ’application
L2£22p(]4k7 (D) N L2§23:quk(p)
w —  f(A)w(x)
est continue. D’apres le Théoreme de Riesz, il existe donc f(A)(x,.) € L2Q?P9=F(D)
tel que
f(Aw(zx) = / F (A (e, y)w(y)dy.
Jp
De plus, pour tout compact K de D, [, [1f(A)(x,y)||*dedy < [, C(x, f,D)*dx.
Donc f(A)(.,.) € L (D x D). Or
(By + A (D) (2, y) = 2F(A) (. y)
et U'opérateur A, + A, est elliptique. Le Théoréme de régularité elliptique implique
donc que f(A)(x,y) est une fonction C™ en x et y.
Sur les variétés M,, et My, nous notons le laplacien respectivement A, et Ay ; de
méme nous notons respectivement P{" et Py les familles spectrales associées. Si I'on
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désigne, de maniere cohérente avec les notations précédentes, le noyau de la chaleur

sur les (2pq — k)-formes de D par e~ (x,y), il est connu [36] que pour tout 7" > 0,

il existe une constante o > 0 et une constante Cr (dépendante de T') telles que :
(13.4.2) le™ 2 (z,y)] < Cre—d@w)?®/t

pour tout ¢t € ]0, 7.

Lemme 13.4.2. — Pourt > 0 fizé, la série

D e B (@)

yel’

converge uniformément pour x € D et y dans un compact vers une fonction bornée.

Démonstration. — Soit K un compact de D et soit ¢t un réel strictement positif.
D’apres le Lemme 12.5.4, il existe une constante ¢ (K) telle que

“R41
viz,y, R) == |{y €T |d(x,vy) < R}| < ¢1(K) (1 4 u?r?)2Pra-DVau gy,
0

pour tout z € D et y € K.
Soient C' = Cy et 3 = «/t. Alors, d’apres Vinégalité (13.4.2), pour z € D et y € K,
on a :

Yo et aaml<o Yo ety

~yel ~yeD
d(z,yy)<R d(z,yy)<R

R .
< C(/ (5137'2(11/(1177.7/77“))
Jo

. R .
< C([(’"H"'Zu(;z:, Y, )5+ 28 / 7'(3"/37‘2V(;17, Y, 7')(1/1')
Jo

Rt
< Cer(K) ((ﬁﬁR2 / (1 4 u?P9)2Pra=DVau gy,
Jo

R . r41 ) )
+ 24 / re P / (1+ '11,2”(’)(’2("*"_l)ﬁ“dud?) .
Jo

Jo
Le Lemme découle de ces inégalités en faisant tendre R vers linfini et du fait que la
variété M est compacte.

On obtient alors que pour tout ¢t > 0,

et y) = Z (7)) e "2 (2, y)

yel,,
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Et la convergence est absolue et uniforme pour z, y dans un compact. En particu-
lier, le noyau de la chaleur e *®m (x,y) est I',,-invariant. De plus, puisque d’apres le
Lemme 12.5.3, N,y =Ty et T',41 C Ty, on en déduit que si ¢ > 0 est fixé,

e = (z,y) = lim e A (xy)

m——+0o0
uniformément pour x et y dans un compact de D.

Le lemme suivant est une conséquence du Théoreme d’approximation de Weiers-
trass.

Lemme 13.4.3 (cf. [35]). — Soit f € Co([0,+c]). Alors [ peut-étre uniformément ap-
prochée sur [0, +oo[ par une combinaison linéaire finie d’exponentielles e, t > 0.

Démonstration. — On se restreint d’abord & Vintervalle ]0, +o0o[ et on effectue le
changement de variable y = e~ *. Soit g(y) = f(x). Alors g € Cy(]0, 1]).
Soit € > 0, le Théoreme d’approximation de Weierstrass donne un polynome proche

de g :
n
lg(y) = > azy’| < e/2.
j=0
Puisque g(0) = 0, on a |ag| < /2. Ainsi |g(y) — 257, a;y’| < e. Le changement de

variable inverse de y & x implique que |f(x) — Z;L:1 aje™ T < e.

Comme Donnelly dans [36], montrons que ce lemme implique que :
f(Aoo)(aa 7/) = lim f(Am,) (.%', y)7
m— —+ oo

pour tout f € Cy([0, +o0[) et uniformément pour z, y dans un compact.

Soit f € Cy([0, +oc[). Soit € > 0. Posons g(x) = f(x)e” pour x € [0, +oc[. Bien star
g G C'o([() +o0[). D’apres le Lemme 13.4.3, il existe une suite g;(x) de polynomos en
e~ qui approche uniformément g(x). Alors pour z, y € D et m € N, on a :

|f(Asc) (@ y) — [(Am) (2. y)| < Ay + Az + A3
ou

Ay = | f(Aso) (@, y) = (g(Doc)e™ ) (x,y)],
Ay = [(gi(Ax)e =) (@, y) — (gi(Am)e™ 2 (@, )|
et Az = |(gl(A'n A,,,)( ) ( m)(:r?y)l'

Le Théoreéme spectral pour A, implique que ¢;(As) converge fortement vers
9(As) (ie. gi(Ax )w — g(As)w pour tout w € L2Q?P1-k(My)). Les noyaux de
Schwartz g;(As)e™ 2> (x,y) convergent donc dans L2 vers g(As)e 2> (z,y)
f(As)(x,y). Et le Théoreme de régularité elliptique implique que 'on peut choisir [
suffisamment grand pour que A; < ¢/3.
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Notons maintenant {f}:;>o une base orthonormée de L?9Q2?P9~*(M,,,) constituée
de formes propres pour A,, et {A\"};>0 la suite des valeurs propres (comptées avec
multiplicité) associées. Alors :

h(An) Zh AP (@) @ (),

pour toute fonction continue A a support compact dans Ry. Donc :

Az < (sup lg(A) — gt (A)]) Ze”m @)L ()l

< (sup lg(A) — g (M) wr n(w,2)\/tr(e= 2 (y, )
(d apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz)
< Ko(sgp lg(A) = g: (M)

ou K est une constante indépendante de m que ’on obtient grace a l'estimée (13.4.2)
comme dans la preuve du Lemme 13.4.2 (on renvoie a [35] pour plus de détails). Ainsi,
on peut choisir [ suffisamment grand de maniére & ce que Az < /3 pour tout m.
Fixons maintenant [ de maniere a ce que A; + Az < /3. D’apres le Lemme 12.5.3
et le Lemme 13.4.2, on a Ay < ¢/3 pour m suffisamment grand.
En conclusion, comme Donnelly dans [36], on a montré que :

f(Ax)(z,y) = lim  f(An)(z,y),
T — —+ 00
pour tout f € Cp([0, +o0[) et uniformément pour z, y dans un compact.

Lemme 13.4.4. — Pour tout f € Co([0,4+0[), la suite f(An)(z,y) converge vers
J(Ax) (z,y) uniformément pour x et y dans un compact. Et l'expression

[f(Am)(x,y)) — f(Ax)(x,y)]

est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x € D et y dans un compact.

Démonstration. En effet, pour tout z, y € Dett > 0,0n a:
e A% (ry) —e Bl < S e @)l
yeT,, —T'v

Puisque N, I, = Ty, le Lemme 13.4.4 pour la fonction f(.) = e~ * découle du

Lemme 13.4.2. On conclut la preuve (comme ci-dessus ou dans [36]) & l'aide du
Lemme 13.4.3.

‘flArn(.

Remarquons que, puisque e ,.) est T'),-bi-invariant, il en est de méme pour

F(Am)(, o).

Proposition 13.4.5. — Soient f € Cy([0,+o0[) et s € C, Re(s) > 1. Alors, la suite
F(AL)WT converge vers f(Ax)Us) uniformément sur les compacts.
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Démonstration. — Soit s € C, Re(s) > 1. Si F,, est un domaine fondamental pour
l'action de T';,, sur D, on a :

fAR)W () = /M w (@) A *f(Ap)(x, . )dx

_ /M ( S 'y"Q(S)(;I?)) A s f(A) (. Yda

yeLy\I,
= Z /}_ Y Qs)(2) A *f(A) () )dx

YET VAT, © 7

= Z ./]__”’ Q(s)(x) A xf(A)(x, . )dx

~ET Y\, Y
(car f(A,,)(.,.) est I'),-bi-invariant)
= / Q(s)(x) A xf(Ay)(x,.)dz.

My

On obtient donc sur D :

AW = FADR)) = [ Qs)@) A f( Ao s

My

— / Q(s)(x) A xf(Ax)(x,.)dx
J My

= /M Q(s) (@) Ax(f(AR)(x,.) — f(As)(z,.))dx.
J Ay
De plus d’apres le Lemme 13.4.4, I'expression

[f(An) (2, y) — f(As) (2, y)]
est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x € My et y dans un com-
pact. Puisque la forme €(s) est dans L', le Théoréme de convergence dominée et le
Lemme 13.4.4 impliquent que pour tout réel € > 0 et pour tout compact K, il existe
un entier mg tel que pour tout m = myg, les applications f(A,,)w? et f(A)Q(s)
sont e-proches sur K. Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 13.4.5.
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CHAPITRE 14

COHOMOLOGIE L? REDUITE

Nous conservons dans ce chapitre les notations des chapitres précédents. Soient
donc toujours G = SU(p.q) (p = q), D D'espace symétrique associé, Dy le sous-
espace totalement géodésique de D associé a un sous-espace vectoriel de dimension
(complexe) r de CP9 Gy le sous-groupe de G préservant Dy et 'y un sous-groupe
discret sans torsion et cocompact dans G'y. Nous notons Cy = I'v\Dy et My =
I'v\D. Dans la suite, H*(My), HY(My) et HE(My) désignent respectivement le
groupe de cohomologie a support compact de degré k de My, le groupe de cohomologie
L? réduite de degré k de My et I'espace des k-formes harmoniques L? de My . Le but
de ce chapitre est la démonstration du théoreme suivant.

Théoréeme 14.0.6. - Pour tout entier, k < p+qr—r, on a les isomorphismes naturels
suvants :

Hkv'Zq'r’(Cv) o Hf‘(]\/jv) _:;) Hg(]\/[\/) = Hé(]\/[\/)

Si de plus, ¢ = 1, l'espace HY (M) = HE(My) est de dimension infinie et l’application
naturelle (HP~"(Cy) 2)HP(My) — H§(My) est injective.

La démonstration pour ¢ = 1 annoncée dans [10] reposait sur une proposition de
Donnelly et Fefferman. La démonstration de cette derniere telle qu’esquissée dans
[37] est fausse comme nous 'ont signalés Gilles Carron et Nader Yeganefar & qui nous
devons également la référence [82] qui nous permet dans ce chapitre de démontrer
completement le Théoréme 14.0.6. Remarquons néanmoins que le résultat principal
de [82] repose encore sur un énoncé (complétement démontré cette fois) tiré de [37].
Remarquons enfin que le cas ¢ = 1 peut maintenant étre déduit d’un résultat de
Yeganefar [105].

Commencons par des rappels sur la cohomologie L?.
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14.1. Rappels sur la cohomologie L2

Soit M une variété complexe hermitienne complete. Nous notons C§°(AFT* M)
(resp. L2(A*T* M), etc.) I'ensemble des k-formes lisses & support compact (resp. de
carré intégrable, etc.) dans M. De méme nous notons C§°(A**T*M) (resp.
L?(A®*T*M), etc.) 'ensemble des formes lisse de bidegré (a,b) a support com-
pact (resp. de carré intégrable, etc.) dans M.

Commencons par oublier la structure complexe de M et par ne voir M que comine

une variété riemannienne compléte. Le k-ieme espace de cohomologie L? (réduite)
de M est défini par

2
HE(M) = {a € L2(A*T*M) | da = 0} /dCo (AT M) .

Un autre espace trés proche souvent considéré est lespace de cohomologie L2
non réduite, qui, en degré k, est le quotient de {« € L?(A*T*M) | da = 0} par
{da | a € L>(A*~'T*M), da € L?}, sans prendre d’adhérence. En général, cohomo-
logies L? réduite et non réduite sont différentes. 11 y a néanmoins égalité en degré k
lorsque 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien A sur les formes différentielles
de degré k. Dans la suite, « cohomologie L? » voudra dire « cohomologie L? réduite ».

Il y a une interprétation de la cohomologie L? en termes de formes harmoniques.
En effet, notons H5 'espace des k-formes harmoniques L? de M :

HE(M) = {a € LA(A*T*M) | do = 6 = 0}

ol ¢ est 'opérateur défini initialement sur les formes lisses 4 support compact comme
I'adjoint de d. Comme M est complete, Hi(M) est aussi le noyau L? du laplacien
A = dé + dd. Un fait important est la décomposition de Hodge-de Rham-Kodaira
[47] :

L2(ART*M) = HE(M) @ dCgE (AF—1T*M) & 6O (AFH1T* M),
et de plus,

{a € L2(A*T*M) | da = 0} = HE(M) & dOZ° (AF—1T*M).

On en déduit que
HE(M) = HE(M).

Les résultats précédents admettent bien entendu des analogues complexes. Rappe-
lons qu’une variété complexe hermitienne est dite compléte si la variété riemannienne
sous-jacente est complete. En remplagant le complexe de de Rham (K™, d) défini par

K* = {a e L*(A*T*M) | da € L?}
par le complexe de Dolbeault (A*,d) défini par A* = GA%? on
A®Y = {o € L*(A"PT*M) | Oa € L?},
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on définit les groupes de cohomologie L? de bidegré (a,b). Autrement dit,

2

= = L
HQ"J’(]\/I) ={ac€ LZ(AG’bT*]V[) | Da = 0} /OCE (Aa-b=1T* M)

Il y a l& encore une interprétation de la cohomologie L? en termes de formes harmo-
niques. Malis cette fois on utilise le laplacien complexe . Notons Hg’b Pespace des
formes harmoniques L? de bidegré (a,b) de M :

HEP(M) = {a € L2(A“PT*M) | da = 8 a = 0},

~ _* ’ 7’ .. . . . ~
ou d est 'opérateur défini initialement sur les formes lisses a support compact comme
l’adjoint de 9. Comme M est complete, H3 est aussi le noyau L? du laplacien complexe
— —k— N
O =089 + 0 0. La encore :

L2(A®PT* M) = HEP (M) @ dC (AP=1T*M) @& 8" C5° (Awb+1T* M),

et de plus,
{o € L2(A’T*M) | do = 0} = HSP (M) @ DO (Aa-b=1T*M).

On en déduit que
HSP (M) = HSP (M),
Rappelons [47] que lorsque M est une variété kaechlérienne, le laplacien de Hodge-

de Rham A est égal a deux fois le laplacien complexe [J. On déduit donc des rappels
ci-dessus la proposition suivante.

Proposition 14.1.1. — Soit M une variété kaehlérienne.
(1) Sans autre hypothése, on a pour tout k une décomposition orthogonale
: a,b 2/aby 2 b,a
HE(M) = @ Hy"(M), Hy (M) = Hy"(M).
a+b=k
(2) Si de plus M est compléte, il y a des isomorphismes canoniques

Hy(M)= @ Hy"(M). Hy"(M) = Hy"(M).
a+b=

14.2. Théorie de Hodge des variétés kaehlériennes faiblement pseudo-
convexes

Les variétés kaehlériennes completes que nous considérerons seront faiblement pseu-
doconvexes. Rappelons qu’une variété complexe X est dite faiblement pseudoconveze
s’il existe une fonction d’exhaustion psh 1 de classe C° sur X (1.

(I Rappelons qu'une fonction ¥ est dite psh (pluri-sous-harmonique) si sa forme de Levi est semi-
positive et est dite exhaustive si 1(z) tend vers +oo quand z tend vers 'infini suivant le filtre des
complémentaires de parties compactes de X.
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En particulier la fonction ¢¥/(2Z) = log % (Z) (Z € D) qui descend sur My fait de My,
une variété kaehlérienne faiblement convexe. Le Corollaire 12.4.4 montre de plus que
cette derniere variété a un certain nombre de directions strictement pseudoconvexes.

Nous allons dans cette section décrire un théoreme de décomposition de Hodge pour
des variétés kaehlériennes faiblement pseudoconvexes ayant justement « suffisamment
de directions strictement pseudoconvexes ». Suivant [2], une variété complexe X sera
dite absolument l-convexe si X possede une fonction d’exhaustion psh v qui est for-
tement [-convexe sur le complémentaire X ~ K d’une partie compacte, i.e. telle que
la forme de Levi de ¥ a au moins n — [ + 1 valeurs propres positives en tout point de
X N K,oun=dim¢X.

Remarquons immédiatement que d’apres le Corollaire 12.4.4, la variété My, est en
fait absolument ((p —r)(¢ — 1) + 1)-convexe.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de décomposition de Hodge pour

les variétés absolument [-convexe. Ce résultat est dii & Ohsawa; dans [33] Demailly
en donne une démonstration simplifi¢e.

Théoreme 14.2.1. — Soit X une variété kaehlérienne et n = dime X . On suppose que
X est absolument l-convexe. Alors, en des degrés convenables, il y a décomposition et
symétrie de Hodge :

HY(X)

1%

@ [{(Lta()()7 Ha,,b(X) o~ [_[b,a()()7 kE>n+ l,
a+b=k

HMX)= @ HSYX), HO(X) = HYY(X), k<n—1,
a+b=k
tous ces groupes étant de dimension finie. (HF(X) et H**(X) désignent ici les groupes
de cohomologie a support compact.) De plus, on a un isomorphisme de Lefschetz
(induit par la multiplication par une puissance convenable de la forme de Kaehler)

HOY(X) —5 H" """ %X), a+b<n—1L.

Grace au Théoréme 14.2.1 (et a la Proposition 14.1.1) la démonstration du Théo-
réeme 14.0.6 se réduit a I'étude des groupes H®*(My) et Hy"(My). Clest ce que
permet un théoréme d’Ohsawa et Takegoshi que nous décrivons dans la section sui-
vante. Cette référence nous a été fourni par Nader Yeganefar, nous ’en remercions.

14.3. Un théoréme d’Ohsawa et Takegoshi

Dans [82, Theorem 4.1], Ohsawa et Takegoshi démontrent le théoréme suivant.

Théoréme 14.3.1. — Soit X une variété kaehlérienne complete, n = dimec X et | un
entier naturel. Supposons qu’il existe une fonction d’exhaustion C> ¢ : X — R
vérifiant les conditions suivantes.
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1) Soient v4 = - -+ = vn les valeurs propres de la forme de Levi de . Alors,
v

i =1 i inf _ =1.
clli“oo XSE)%; n et CEI—POO Xy, Tt
(2) La limite lorsque c tend vers Uinfini, de Uinfimum de la plus petite valeur propre
de 00y — 80y Oy sur X ~ X, est supérieure ou égale d —ﬁ.

Dans les condition ci-dessus X, = {x € X | ¥(z) < c}.
Alors, dim H$*(X) < oo et

H*(X) =~ H}Y(X), poura+b=n-+L.

Remarquons que beaucoup de constantes dans ’énoncé ci-dessus sont arbitraires.
Quitte & remplacer la fonction v par x +— A~2(\x), on peut par exemple changer le
8 de la condition (2) par n’importe constante positive. La condition (2) sera donc (en
particulier) garantie dés que les valeurs propres de la forme de Levi de 1 seront toutes
positives ou nulles (autrement dit ¢ psh) et que la norme de di sera uniformément
majorée.

L’hypothese importante dans ’énoncé du Théoreme 14.3.1 est bien évidemment
la condition (1). A Paide de celle-ci, la démonstration du Théoreme 14.3.1 repose de
maniere essentielle sur une proposition de Donnelly et Fefferman que nous décrivons
maintenant.

Soit M une variété complexe hermitienne complete de dimension complexe n. No-
tons J : T* M ®C — T™*M ®C la structure presque complexe de M. Comme d’habitude
laction de J s’étend en une action sur les formes différentielles sur M et J¢ = i b,
pour ¢ de type (a,b).

Supposons que F' soit une fonction réelle de classe C? sur M. Comme dans les
autres chapitres nous notons dF et V2F respectivement la différentielle extérieure
de F' et le hessien de F'. Le hessien définit une transformation linéaire symétrique
V2F :T*M — T*M.

Soit S : T*M — T*M une transformation linéaire symétrique de valeurs propres
réelles vi,...,7v,. On dit que S est compatible avec J si, pour chaque vecteur propre
v;, de valeur propre 7v;, de 5, il existe un indice i* tel que v;x = Jv; soit aussi un
vecteur propre, de valeur propre associée ~y;«. Soient i, ..., t, les nombres obtenus
en moyennant y; et ;+ pour ¢ = 1,...,2n. Autrement dit, p; = (v1 + v1-)/2, et si
V1= F# Vg, alors pa = (v2 + 2+ )/2, et ainsi de suite...

Si ¢ est une forme différentielle sur M, nous notons |¢| la norme ponctuelle de ¢
et ||¢|I7. = [, |#* la norme L? globale.

Proposition 14.3.2. — Soit ¢ une forme différentielle dans C§°(A®PT*X). Soit F une
fonction réelle C? sur le support de ¢ et telle que la transformation linéaire VF
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soit symétrique et compatible avec J avec pour valeurs propres réelles v1,...,Yon. Si
|dF| < 1, alors :

(ol + 166l el > [ [37 pi = (a+ b max(uo)] 16
ou [y, U, . - -, fhy SOt les nombres obtenus en moyennant v; et vy, pouri=1,...,2n.

Remarquons que Donnelly et Fefferman énoncent une version a bord de cette pro-
position pour une forme différentielle ¢ générale de degré k (et non de bidegré (a,b)).
Nous ne savons pas si cette généralisation est vraie, si c’était le cas un argument clas-
sique de suite exacte a la Cheeger permettrait de donner une démonstration directe
du Théoreme 14.0.6. Néanmoins comme nous l'ont signalé Gilles Carron et Nader
Yeganefar la démonstration suggérée par Donnelly et Fefferman utilise que la compo-
sante de type (a, b) d’une forme différentielle de degré k = a + b vérifiant la condition
absolue au bord vérifie elle aussi cette condition, ce qui est faux en général.

La vertu essentielle de la Proposition 14.3.2 est de contréler le spectre essentiel de
My, .

Soit ¢ la fonction réelle sur D définie par

w(2) =105 (%)

(nous pourrions également considérer ¥(Z) = d(Z, Dy ) si min{r,q} = 1). D’apres le
Lemme 12.4.2 et le Corollaire 12.4.4, le hessien V2 de ¢ est compatible avec J et
les valeurs propres moyennées ui(Z), ..., u,(Z) vérifient qu’il existe une constante
co > 0 telle que pour tout Z tel que ¥(Z) > cg,

(14.3.1) ZMZ) = (a+b)max(u:(2)) = 1/10,

pour a+b < p+gr —r.

Remarquons que la fonction ¢ est Gy -invariante et descend donc en une fonction
sur My = Ty \D. Dans la suite, X = My et X, ={Z € X | ¥(Z) < ¢} pour tout réel
c>0.

Lemme 14.3.3. — Pour tout bidegré (a,b) tel que a+b < p+qr —r, le spectre essentiel
du laplacien sur les formes de bidegré (a,b) est isolé de 0.

Démonstration. — 1l est bien connu que le spectre essentiel du laplacien ne dépend
que de la géométrie a I'infini. Or, la Proposition 14.3.2 et 'inégalité (14.3.1) impliquent
que si w est une forme différentielle de bidegré (a,b), a +b < p + qr — r, & support
dans X, alors :

e+ lwliallwlia > [ [37 pi = kmax(u)] ol

1
> Sl
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Le spectre du laplacien a l'infini (et donc le spectre essentiel) est donc isolé de 0. Le
Lemme 14.3.3 est démontré.

Le Lemme 14.3.3 est ’étape essentielle dans la démonstration du Théoréme 14.3.1.
I1 est naturel de se demander si dans I’énoncé du Théoréeme 14.0.6 ou du Lemme 14.3.3
le nombre p + gr — r est optimal. En général on ne sait pas répondre a cette question.
Peut-étre la formule de Plancherel pour les espaces symétriques pseuso-riemannien
G/ H peut-elle apporter une réponse. Remarquons néanmoins le lemme suivant.

Lemme 14.3.4. — Si q = 1, le spectre essentiel du laplacien sur les formes de bidegré
(a,b) avec a + b = p est encore isolé de 0.

Démonstration. — C’est évident puisque, le laplacien complexe commutant aux opé-
rateurs 0 et 5*, son spectre sur les formes de bidegré (a, b) est contenu dans la réunion
du spectre du laplacien sur les formes de bidegré (a,b — 1), du spectre du laplacien
sur les formes de bidegré (a,b+ 1) et (éventuellement) de la valeur propre 0. Mais par
dualité de Hodge le spectre du laplacien sur les formes de bidegré (a,b + 1) coincide
avec le spectre du laplacien sur les formes de bidegré (b,a — 1). Le Lemme 14.3.4
découle donc du Lemme 14.3.3.

14.4. Démonstration du Théoréme 14.0.6

Commencons par appliquer le Théoreme 14.3.1 a la variété My en utilisant la
fonction d’exhaustion ¢(Z) = log £(Z). D’aprés le Corollaire 12.4.4 la condition
(1) du Théoreme 14.3.1 est vérifiée pour I = (p — r)(q¢ — 1) + 1, par ailleurs les
valeurs propres de la forme de Levi de v sont toutes positives (ou nulles) et la norme
de la différentielle de 1) est uniformément bornée, d’apreés la remarque suivant le
Théoreme 14.3.1 celui-ci s’applique donc a My . On en déduit que pour tout bidegré
(a,b) tel que a +b = pg+ (p — r)(g — 1) + 1, le groupe Hg’b(Mv) est de dimension
finie et

Hy*(My) 2= H*"(My).
On déduit alors du Théoreme 14.2.1 et de la Proposition 14.1.1 que
HY(My) = H*(My)
pour tout k = pg + (p — r)(q¢ — 1) + 1. Puis par dualité, il découle que I'application
naturelle
HE(My) — Hy (My)
est un isomorphisme pour tout entier £k < p+ gr —r — 1.

On sait par ailleurs que H¥(My) est (en tout degré k) isomorphe & HE(My ) et
puisque My est homéomorphe au produit Cy x R, la formule de Kiinneth implique
que —2qr ~

H*27(Cy) = HE (My),

pour tout degré k. La premieére partie du Théoréme 14.0.6 est donc démontrée.
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Supposons maintenant ¢ = 1. On a toujours 'isomorphisme HY(My ) = HL(My).
Le groupe HE(My) (p est ici la dimension réelle moitié de My ) ne dépend que de la
structure conforme de My . Il est donc facile de vérifier que Pespace Hg (My) est de
dimension infinie et que Papplication naturelle HP(My ) — HY(My ) est injective.
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CHAPITRE 15

DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 4, 5 ET 8

Comme l'indique le titre, le but de ce chapitre est la démonstration des Théoremes
4, 5 et 8. Néanmoins nous ne parlerons pas de 'espace hyperbolique réel i.e. du cas
ou G est un groupe algébrique du type SO(n,1). Dans ce cas le Théoréme 4 est en
effet plus facile & démontrer et est de toute fagon complétement traité dans [8].

15.1. Démonstration du Théoréme 4

Nous conservons les notations des chapitres précédents. Le but de cette section
est la démonstration du théoreme suivant qui a l'aide du Lemme 12.5.3 implique
immédiatement le Théoréeme 4.

Théoréme 15.1.1. — Soit M = I'\D une variété compacte localement symétrique mo-
delée sur l'espace symétrique D associé au groupe semi-simple G = SU(p, q). Suppo-
sons que l’espace D contienne un sous-espace Dy tel que la variété Cy = I'yv\Dy,
avec I'y =T NGy, soit compacte. Soit k un entier > 2pqg —p — qr +r, ou €gal a p si
q = 1. Supposons l’hypotheése suivante vérifice :

(H) M admet une tour d’effeuillage autour de Cy dont la premiére valeur propre
non nulle du laplacien sur les (2pq — k)-formes fermées est uniformément minorée.

Alors, il existe un revétement fini M de M tel que
(1) Uimmersion de Cyv dans M se reléve en un plongement de Cy dans JT/./\,
(2) Uapplication induite :
Hi(Cv) — Hip(M)
est injective.

De plus pour tout entier N et tout cycle ¢ dans Hi(Cyv ), il existe un revétement fini
Mpy de M contenant N préimages de i(c) linéairement indépendantes dans Hi(My).

Notons {M,,} la tour d’effeuillage fournie par I'hypothese (H).
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Remarquons immédiatement que le point (1) du Théoreme 15.1.1 se démontre de
la méme maniere que le Théoreme 1 de [7].

Fixons maintenant un cycle ¢ non nul dans Hy (Cy/ ). Soit u la forme harmonique sur
CYy telle que *ou soit duale a ¢ dans Cy . Dans la suite nous conservons les notations
des chapitres précédents.

Fait 1. — Soit s € C, Re(s) > 1. Alors, la suite PJ*w” converge uniformément sur
tout compact de D vers P (s).

En effet, soit A un réel strictement positif tel que la premiere valeur propre non
nulle du laplacien sur les (2pg — k)-formes fermées de M, (resp. M) soit strictement
supérieure & A (un tel A existe d’apres ’hypothese (H)). On introduit la fonction
ha € Co([0,400]) qui vaut 1 sur I'intervalle [0, 3], 0 sur l'intervalle [A, +oo[ et qui
décroit lindairement sur (3, A]. Puisque :

(1) la seule valeur propre du laplacien sur les (2pq — k)-formes fermées de M,,
(resp. M) est strictement inférieure & A est 0,

(2) l'espace des formes fermées est fermé, et

(3) les formes w™ et §2(s) sont fermées,
on a :
h(A)wit = Pltwl® et h(Ax)QU(s) = PgeQ(s).
Or, d’aprés la Proposition 13.5.5 et pour s € C, Re(s) > 1, la suite haw?* converge
vers h£2(s) uniformément sur les compacts. Ce qui conclut la démonstration du Fait 1.

Fait 2. — Soit s € C, Re(s) > 1. Alors, la forme harmonique P§°€2(s) est non nulle
(et ne dépend pas de s).

En effet, la forme (s) représente une classe de cohomologie dans HZ2P9=* (M)
(avec les notations du chapitre précédent). Plus précisément, d’apres le Théoreme
13.2.3, cette classe est indépendante de s et correspond, via la dualité de Poincaré
H?Pa=k(My) = Hip(V) = Hi(Cy), au cycle ¢ dans Cy. Elle est donc non nulle.
D’apres le Théoreme 14.0.6 et puisque k > 2pg — p — qr + r, on a les isomorphismes
naturels H2P9=F(My,) = H;pq—k(Mv) ':V ngq_k’(i\l‘/), le projeté harmonique L2,
P§Q)(s), dans H2P?F est donc non nul (et ne dépend pas de s). Remarquons que
lorsque ¢ = 1 et k = p, application naturelle H?(My ) — HEY(My) = HE(My) est
encore injective et donc, la encore, Py©Q(s) # 0.

On peut maintenant démontrer la premiere partie du Théoreme 15.1.1.

Par la dualité de Poincaré et le Théoréeme de Hodge-de Rham, l'application
Hy(Cy) — Hy(M,,) correspond a l'application p +— Pj'w
harmoniques sur Cy vers les (2pg — k)-formes harmoniques sur M,,. Mais, d’apres

m

™ allant des k-formes

le Fait 1, cette derniere converge simplement vers ’application, injective d’apres le
. . 2 —k PN .
Fait 2, des k-formes harmoniques sur Cy vers H3P" " (My ) qui & p associe PgeQ(s).

Or Hi(Cy) est de dimension finie donc la convergence est uniforme et pour m grand,
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l’application Hy(Cyv) — Hi(M,,) est injective. Comme M,,, est un revétement fini
de M, la premiere partie du Théoréme 15.1.1 est démontrée.

Pour montrer la deuxieme partie du Théoreme 15.1.1, nous allons d’abord déduire
des faits précédents un autre corollaire.

Proposition 15.1.2. — On se place sous {’hypothése (H). Soit s € C, Re(s) > 1. Sup-
posons k > 2pq —p —qr +r (ouk = p siq=1). Si POWO # 0, il existe un entier
m = 0 et un élément v € T tels que les formes harmoniques PJtwl* et v* P"wl* soient
linéairement indépendantes.

Démonstration. — Nous montrons d’abord par ’absurde qu’il existe un entier m > 0
tel que la forme PJ"w!* ne soit pas invariante sous l'action de I'. Soit m un entier > 0.
Supposons que la forme Pj*w?* soit invariante sous ’action de T". Alors

pp q 0 s ’

Pl = [ : T Pwi™

Or [I" : T,,,] tend vers l'infini avec m, donc P"w™ tend vers 0 avec m ce qui contredit
9 0 s

les Faits 1 et 2. 1l existe donc un entier m > 0 et un élément v € I' tels que les formes

m
S

SoogRrWr = Y g (R = PYwl £ 0,
geT\I geT,, \I'

Fytw et v* Pj'w!* soient distinctes. Puisque

les formes Pj"wi® et v* Pj"w* sont en fait nécessairement linéairement indépendantes.
Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 15.1.2.

A laide de la Proposition 15.1.2, nous pouvons maintenant conclure la démonstra-
tion du Théoreme 15.1.1.

Soit k> 2pg —p —qr + 17 (ou k = p si g =1). Soit p une k-forme harmonique sur
C'v. Nous allons montrer par récurrence sur N > 1 qu’il existe un revétement fini My
de M et N formes harmoniques de degré 2pg — k sur M linéairement indépendantes.
Le Théoreme 15.1.1 en découle immeédiatement.

Supposons qu’il existe un tel revétement My pour un certain N > 1. Notons
w1, ...,wn les N formes harmoniques indépendantes. On peut supposer que la forme
wi est la forme harmonique associée a p (qui est une forme harmonique sur une
préimage de Cy dans My ). La Proposition 15.1.2 implique qu’il existe un revétement
fini Mn4+1 de My, une forme harmonique @, sur M1 et un élément v € m; My tels
que les formes harmoniques @y et v*@; soient linéairement indépendantes. Supposons
qu’il existe N + 1 réels ag, a1, ..., an tels que

oy + ()(1’7*@1 + aows + - -+ anywy = 0.
Alors en moyennant par 73 My 41\71 My, on obtient :

(o + ag)wy + [miMpy : mi Myt |{aows + - + anvwn} = 0.
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L’hypothése de récurrence implique donc :
g+ oy =y =---=any = 0.

Et puisque les formes harmoniques &y et v*@; sont linéairement indépendantes, on
obtient finalement que :

g = (¥ = 0.
Enfin puisque le revétement de M1 sur M est fini, on peut le supposer galoisien, la

forme v*@; est alors définie sur My 11. Ce qui achéve la récurrence et la démonstration
du Théoreme 15.1.1.

Remarquons que d’apres la section 13.3 et la démonstration du Théoreme 15.1.1,
lorsque ¢ = 1, on peut remplacer 'hypothese (H) par 'hypothese suivante plus faible :

(H’) M admet une tour d’effeuillage autour de Cy dont la premiere valeur propre
non nulle du laplacien sur les (2pg — k)-formes 9 et O fermées est uniformément
minorée.

C’est cette hypothese que nous nous attacherons a vérifier dans la démonstration du
Théoréme 5. Mais avant de passer a la démonstration de celui-ci, on fait un petit
aparté concernant les variétés arithmétiques.

15.2. Variétés arithmétiques

En général, la classe des variétés arithmétiques est plus large que celle des variétés
de congruences auxquelles les résultats de la premiere partie s’appliquent.

Un sous-groupe discret I' de SU(p, q) est dit arithmétique s’il existe un groupe
Q-algébrique G C GLx(R) pour un certain entier naturel N et un homomorphisme
continue et surjectif p : G — SU(p, q) tels que :

(1) le noyau de p soit un sous-groupe compact de G ;

(2) 'image par p de G N GLy(Z) soit commensurable avec I', i.e. I'intersection
I'Np(GNGLy(Z)) est d’indice fini dans T et dans p(G N GLN(Z)).

Etant donné un sous-groupe arithmétique de T" de SU(p, q), on appelle sous-groupe
principal de congruence de T’ tout sous-groupe de la forme :

I'(m) =T N p(GNker(GLy(Z) — GLN(Z/mZ))),

pour un certain entier naturel m. Plus généralement, on appelle sous-groupe de
congruence de T’ (1) tout sous-groupe de I' contenant un sous-groupe principal de
congruence. Remarquons qu’'un sous-groupe de congruence d’un groupe arithmétique
donné T' n’est en général pas un sous-groupe de congruence de SU(p, q). Ceci n’est
vrai que lorsque I' est déja un sous-groupe de congruence de SU(p, q).

(M 1.a terminologie est dangereuse, voir la remarque qui suit.
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Enfin, on appelle variété arithmétique tout quotient de l’espace D par un sous-
groupe arithmétique sans torsion I'" de SU(p, ¢). Remarquons qu’une telle variété est de
volume fini. Les revétements fini d’une variété arithmétique obtenues a 1’aide de sous-
groupes de congruence (au sens ci-dessus) seront appelés revétements de congruence.

Il existe des variétés hyperboliques complexes de volume fini non arithmétiques
pour n = 1,2 et 3, construites par Mostow (cf. [80]). La question de ’existence
de variétés hyperboliques complexes non arithmétiques pour n > 4 reste ouverte.
Pour g > 1, toute variété localement symétrique de volume fini modelée sur D est
arithmétique d’apres le célebre Théoreme d’arithméticité de Margulis. En revanche, la
question de savoir si tous les sous-groupes arithmétiques sont de congruence est encore
ouverte. (La question est, maintenant, essentiellement réduite au cas des groupes
« exotiques » du chapitre 10. Pour une discussion détaillée voir Prasad [85].)

Rappelons maintenant qu’il existe effectivement des variétés arithmétiques quo-
tients de ’espace D associé au groupe SU(p, ¢). Soit K un corps de nombre totalement
réel de degré m sur Q, soit O son anneau des entiers et soit ¥ = {o1,...,0,} len-
semble des plongements de K dans R. Soit K’ = K(y/—1). On étend chaque o € &
en un plongement de K’ dans C laissant /—1 fixe. Soit

h(Zl, ce ey 2, z’n+l) - (11|Z] '2 + -+ (lp|Zp|2 - aP+1|ZP+1|2 - ap+qlzp+q|2

une forme hermitienne diagonale avec a; € K. Supposons que “*h a pour signa-
ture (p, q) et que “*h est définie positive pour ¢ = 2,3, ..., m. Le sous-groupe I'(h) de
SL,+1(O(yv/—1)) préservant h s’identifie & un sous-groupe de SU(p, ¢). SiI' < SU(p, q)
est un sous-groupe commensurable & I'(h), alors I est un groupe arithmétique (on ob-
tient le morphisme p et le groupe G a l'aide d’une restriction des scalaires de K & Q
appliquée a la structure K-algébrique de SU(p, ¢) donnée par la forme hermitienne h).
On appelle un tel groupe : groupe arithmétique standard (bien que cette appellation
ne le soit pas elle méme). Quitte a passer a un sous-groupe d’indice fini et grace & un
lemme classique de Selberg, on peut supposer I' sans torsion, il agit alors librement
sur D et 'espace quotient est une variété arithmétique standard. Les variétés arith-
métiques sont toutes compactes sauf celles qui sont standard et telles que K = Q et h
représente zéro sur Q; dans ce cas elles sont de volume fini.

Remarquons que notre Théoréme 5 est non vide en vertu du théoréme suivant.

Théoreme 15.2.1 (Kazhdan [62], Shimura [96] et Borel-Wallach [15])

Soit M une variété hyperbolique complexe (donc associée au groupe SU(n, 1)) arith-
métique standard et soit N un entier naturel quelconque. Alors, M admet un revéte-
ment (fini) de congruence avec un premier nombre de Betti > N.

Autrement dit, si F' est une variété hyperbolique complexe arithmétique standard
compacte de dimension (réelle) d, quitte & passer & un revétement fini, on peut sup-
poser que Hy_1(F") est non nul (et méme de rang arbitrairement grand).
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Montrons par ailleurs :

Proposition 15.2.2. — Soit M = I'\D une variété arithmétique (resp. de congruence).
Supposons que D contienne un sous-espace Dy tel que la variété Cy = T'y\Dy,
avec I'y = I' N Gy, soit compacte. Alors, la variété Cy est arithmétique (resp. de
congruence).

Démonstration. — Le groupe I' est arithmétique, notons p et G comme dans la défi-
nition d’un groupe arithmétique. Soit H la composante connexe de ’élément neutre
du groupe :

p-l(Gv) C G C GLy(R).

Le groupe H est réductif et connexe, il est donc égal a la composante connexe de
I’élément neutre de sa cloture de Zariski. De plus, le sous-groupe H N GLy(Z) est un
réseau cocompact dans H car :

(1) p(H NGLN(Z)) = p(G N GLx (Z)) N Gy,
(2) le groupe p(G N GLN(Z)) est commensurable avec T,
(3) le groupe I'y =T' N Gy est cocompact dans Gy, et
(4) le noyau de p est compact.

Notons H’ Padhérence de Zariski de H N GLx(Z) dans GLy(R). La composante
connexe de ’élément neutre (H')o de H' est contenue dans H et, d’aprés le Théoreme
de densité de Borel, elle se surjecte sur H/K ou K désigne un compact distingué
maximal de H.

Fait. Le groupe H’ est Q-algébrique.

En effet, soit I; 'ensemble des polynoémes de degré < d s’annulant sur H'. Puisque
H N GLN(Z) est Zariski-dense dans H’, un polynéome P de degré < d est dans I
si et seulement si P(h) = 0 pour tout h € H N GLy(Z). On voit maintenant ces
équations comme un systeme d’équations homogenes linéaires, une équation pour
chaque h € HNGLy(Z), ou les inconnues sont les r coefficients de P et les coefficients
de I’équation linéaire sont dans Z. Puisqu’il y a r inconnus, on peut trouver r équations
telles que les équations représentent le systeme. Mais le noyau d’une matrice r x r
A coefficients dans Z C @Q, vue comme transformation linéaire de R", a une base
constituée de vecteurs dans Q”. Donc I4 a une base constituée d’éléments a coefficients
dans Q et, puisque c’est vrai pour tout d, on obtient bien que H' est défini sur Q.

Finalement, la variété F est commensurable au quotient K'\H’/(H' N GLxN(Z)),
c’est donc une variété arithmétique. Enfin si I' = G(Q) N Ky pour un certain sous-
groupe compact-ouvert Ky C G(Ay), I'v = H'(Q) N Ky, la variété F' est donc de
congruence lorsque I" est un sous-groupe de congruence. Ce qui conclut la démonstra-
tion de la Proposition 15.2.2.
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Remarquons que la démonstration ci-dessus montre en fait que toute sous-variété
localement symétrique d’une variété localement symétrique arithmétique est arithmé-
tique. Ce fait est sans doute bien connu mais nous n’avons pas trouvé de référence
dans la littérature.

Rappelons que les variétés arithmétiques forment en général une classe plus grande
de variétés que les variétés de congruence. Ainsi, il existe des surfaces hyperboliques
arithmétiques dont la premiere valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions
est arbitrairement petite. De tels exemples peuvent par exemple étre obtenus en consi-
dérant un sous-groupe d’indice fini de SL(2,Z) se surjectant sur Z et I’ensemble des
ses sous-groupes de quotient fini. Néanmoins, une fois une variété arithmétique fixé
on s’attend a ce que l'ensemble de ses revétements de congruence soit soumis aux
mémes genres de phénomenes que 'ensemble des variétés de congruence. Illustrons
par exemple ce principe vague par la conséquence suivante de la démonstration de la
« Conjecture 7 » (cf. §2.1).

Théoréme 15.2.3. — Soit M une variété arithmétique. Alors, la premiére valeur propre
non nulle du laplacien sur les fonctions, reste uniformément minorée dans les revé-
tements de congruence de M.

Démonstration. — Lorsque M est de congruence c’est le Théoreme 2.1.1. Pour passer
au cas arithmétique général, on utilise un résultat de Brooks [17] qui montre que la
propriété d’avoir une tour de revétements fini {M,,} de M ayant la propriété d’avoir
une premiere valeur propre non nulle sur le spectre du laplacien sur les fonctions
uniformément minorée est une propriété combinatoire dans le sens qu’elle ne dépend
que de la suite des graphes de Schreier des quotients 7y M,,, /71 M pour un systéeme de
générateur fini et fixé de w3 M. Mais m1 M est commensurable au groupe fondamental
d’une variété de congruence, et la combinatoire de la tour {M,,} se comporte done
de la méme maniere que la combinatoire d’une tour de variétés de congruence. D’ou
l'on déduit le Théoreme 15.2.3.

Remarquons que si dans le cas des variétés de congruence les Conjectures d’Ar-
thur prévoient des valeurs explicites pour la minoration du spectre, on ne peut en
espérer autant dans le cas des variétés arithmétiques puisque, comme on 1’a rappelé
au-dessus, il se peut que la variété arithmétique M avec laquelle on démarre ait déja
une premiere valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions arbitrairement
petite. Le Théoreme 15.2.3 n’est donc pas un corollaire immédiat du Théoréme 2.1.1.
On ne sait d’ailleurs pas si le Théoreme 3 qui traite des 1-formes différentielles peut
s’étendre (sans minoration explicite) au cas des variétés arithmétiques. Cette question
nous parait intéressante. Reformulons-la de la maniere suivante :

Question. — La Conjecture A~ implique-t-elle que pour toute variété hyperbolique
réelle ou complexe arithmétique M de dimension (réelle d) et pour tout entier naturel
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i < % — 1, il existe une constante strictement positive (M, i) telle que pour tout

revétement de congruence M’ de M,
N{(M') = e(M,i) ?

Nous allons maintenant pouvoir passer a la démonstration du Théoreme 5. Celle-ci
repose sur la vérification de I’hypotheése (H’) qui nécessite quelques rappels sur les
variétés kaehlériennes que nous détaillons dans la section suivante.

15.3. Rappels sur les variétés kaehlériennes

Dans cette section M est une variété kaehlérienne compacte. Nous avons déja rap-
pelé que le laplacien usuel et le laplacien complexe coincident (& une constante mul-
tiplicative pres). Dans cette section nous allons utiliser le laplacien complexe :

0= —V—1{00A — OAD + OAD — ADD},

ou A est U'opérateur adjoint a 'opérateur L de multiplication par la forme de Kaehler.
Plus précisément sur une variété complexe de dimension n, munie d’une métrique

hermitienne
n

d82 = Z gagdzad?@,
a,B=1

olt I'on note (g*°) I'inverse (ga,3) ! de la matrice (ga,3). Soit
_1 X —
Y= 37 Z@al...a,,ﬁl,,_ﬁqdz LA A dzPe.
p:q:
Alors

(15.3.1)  Ap =

1 , _
(»—1Dl(g— 1) D V16" Gaas aps.p,d2 A AdE

c’est-a-dire,

(A‘P)az..-apﬁ'z--ﬂq = Z \Z _1.‘]ﬂa@aﬂazma,ﬁz.-ﬂq
w,3

= (_1)17—1 Z \Y% —1 gﬁa(paag..4(11,[362..,[3,1-

a,B3

En particulier si ¢ est une forme de degré j,
(15.3.2) —~LAp+ ALp = (n—j)p.

Un calcul simple montre alors que le laplacien [J commute a L. Enfin, remarquons
que si w est une forme 0 et J fermée, on a :

(15.3.3) Ow = 80V —1 Aw.
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Proposition 15.3.1. — Soit M une variété kaehlerienne compacte de dimension com-
plexe n. Notons X\ la premiére valeur propre non nulle du laplacien sur les 1-formes
de M. Alors, la premiére valeur propre non nulle du laplacien sur les 3-formes O et
B fermées de M est > A.

Démonstration. — Soit A la premiere valeur propre non nulle du laplacien sur les 1-
formes de M. Soit 3 une 3-forme p-propre, 9 et 0 fermée de M. On peut décomposer
I’'espace des 3-formes sur M comme somme orthogonale de

{La | a est une 1-forme sur M}
et de son supplémentaire orthogonal. Quitte & prendre des suites, on peut donc écrire :
8= La®t .

Si La = 0, la forme v est orthogonale & 'image de L restreinte aux 1-formes et donc
par dualité, on obtient que A3 = 0. Et donc p = 0 puisque 3 est 9 et J fermée. Enfin,
si u # 0, puisque le laplacien préserve la décomposition orthogonale ci-dessus, on
obtient que u est une valeur propre du laplacien sur les 1-formes, avec comme forme
propre : «. Donc si g # 0, on a nécessairement p > A. Ce qui conclut la démonstration
de la Proposition 15.3.1.

A laide du Théoreme 3, la Proposition 15.3.1 va nous permettre de vérifier I'hy-
potheése (H’) dans certains cas intéressants et de démontrer le Théoréme 5.

Concluons cette section de rappels sur les variétés kaehlériennes par un cas parti-
culier élémentaire de la décomposition de Lefschetz.

Proposition 15.3.2. — Soit M wune variété kdhlerienne de dimension complexe n.
Alors, Uapplication L* pour 1 < k < n est injective des 1-formes sur les (2k + 1)-
formes et envoie les formes harmoniques sur des formes harmoniques.

Démonstration. La premiere partie est bien connue [47]. De plus, le laplacien O
commute a L et la Proposition 15.3.2 est démontrée.

Soit
vb; (M) = sup{bi(ﬂ) : M est un revétement fini de M},
ol i est un entier naturel inférieur & la dimension de la variété M et b;(M) désigne
le i-eme nombre de Betti de M. On appelle vb;(M) le i-éme nombre de Betti virtuel
de M. On déduit de la Proposition 15.3.2 et du Théoreme 15.2.1 le corollaire suivant.

Corollaire 15.3.3. — Les wariétés hyperboliques complexes standard ont tous leurs
nombres de Betti virtuels infinis.

Le Théoreme 5 permet de décrire comment certaines classes non triviales en homo-
logie apparaissent géométriquement. Il est maintenant temps de passer a la démons-
tration proprement dite du Théoreme 5.
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15.4. Démonstration du Théoréme 5

Soient M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence de dimension
d + 2 et F une sous-variété complexe compacte connexe totalement géodésique de
dimension d et immergée dans M. On peut supposer, en concervant les notations des
chapitres précédents, que M =T\D, F =T'y\Dy ou 'y =T'NGy.

D’apres le Théoreme 15.1.1 pour conclure il nous faut construire une tour d’ef-
feuillage autour de F' vérifiant I’hypothese (H’) pour £ = d — 1. La variété M est de
congruence, donc d’apres la Proposition 15.2.2, la variété F' aussi. Et il existe deux
groupes Q-algébriques H et GG, avec H un Q-sous-groupe de G, G(R) C GL N (R) (pour
un certain entier N) et un morphisme continue a noyau compact p : G — SU(n, 1)
tels que : I'image par p de G N GLN(Z) (resp. H N GLy(Z)) soit T’ (resp. I'y). On
introduit par récurrence, la suite de sous-groupes d’indices finis dans I" :

I'n=_"
et pour tout m > 1,

F'rn == p(p;l (an(H N GLN(Z)))) N 1_"m,—lv

ol pm, est la projection de GLx(Z) sur GLyx(Z/mZ). Notons M,,, = I',,\D. La suite
de revétements finis {M,,} de M est une tour d’effeuillage autour de F dans M ;
cette tour est, de plus, constituée de revétements de congruences. Mais, d’apres le
Théoreme 3 et la Proposition 15.3.1, la premiere valeur propre non nulle du laplacien
sur les 3-formes 9 et 9 fermées sur M,, est uniformément (par rapport a m) minorée.
En particulier, I’hypothese (H’) est vérifiée pour cette tour d’effeuillage et pour k =
d— 1. Le Théoreme 15.1.1 permet donc de conclure la démonstration du Théoreme 5.

Le Théoreme 5 permet la construction de 3-classes d’homologie non triviales a
partir du Théoréme 15.2.1 de la manicre suivante. Si M est une variété hyperbo-
lique complexe arithmétique standard et de congruence définie par une forme her-
mitienne h & n variables (comme au §15.2), on obtient une sous-variété (immergée)
F holomorphe totalement géodésique de codimension (complexe) 1 (qui est donc de
congruence) en restreignant la forme h & un (n — 1)-plan. Quitte & passer a un re-
vétement de congruence de M (et donc de F'), on peut supposer que Ho, 3(F') est
non trivial, d’apres le Théoreme 15.2.1. Alors, le Théoreme 5 permet de relever cette
classe d’homologie dans F' en une classe d’homologie non triviale dans un revétement
fini de M.

Bien str, par définition des groupes H, (ShO (), le Corollaire 1 découle immédiate-
ment du Théoreme 5. Enfin, en remplacant le Théoreme 3 par le Corollaire 5.4.2, la
démonstration du Théoréme 5 s’étend au groupe SU(p, ¢). On en déduit le théoreme
suivant qui implique immédiatement le Théoreme 8.

Théoréme 15.4.1. — Soit M = T\D wune variété compacte localement symétrique
de congruence modelée sur lespace symétrique D associé aw groupe semi-simple
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G =SU(p,q), avec p = q = 2. Supposons que l’espace D contienne un sous-espace
Dy tel que la variété Cy = I'v\Dy, avec I'v = T'N Gy, soit compacte. Soit k un
entier > 2pqg —p — q + 1. Alors, il existe un revétement fini M de M tel que

(1) lUimmersion de Cv dans M se reléve en un plongement de Cy dans 1/\2,
(2) Uapplication induite :
Hi(Cv) — Hp(M)
est injective.
De plus, pour tout entier N et tout cycle ¢ dans Hy(Cv), il existe un revétement fini
Mpy de M contenant N préimages de i(c) linéairement indépendantes dans Hy(Mpy).
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