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SPECTRE AUTOMORPHE DES VARIÉTÉS 
HYPERBOLIQUES ET APPLICATIONS TOPOLOGIQUES 

Nicolas Bergeron, Laurent Clozel 

Résumé. — Ce texte comporte deux parties. Dans la première nous étudions le spectre 
automorphe des variétés hyperboliques. Nous montrons en particulier un théorème « à 
la Selberg » sur la première valeur propre du laplacien sur les formes différentielles 
des variétés hyperboliques complexes de congruence. Notre démonstration passe par la 
théorie des représentations ; à ce titre nous tentons de faire un effort de vulgarisation 
de la théorie moderne des formes automorphes à l'attention d'éventuels lecteurs géo
mètres. Dans la deuxième partie du texte nous appliquons les résultats de la première 
partie à l'étude de la topologie des variétés hyperboliques complexes ; nous obtenons 
en particulier un théorème de relèvement de classes de cohomologie. La motivation 
principale de ce travail est donnée par les conjectures d'Arthur : celles-ci impliquent 
des restrictions très fortes sur le spectre des variétés arithmétiques qui à leur tour im
pliquent des propriétés conjecturales sur la géométrie des variétés hyperboliques. Ce 
texte fournit, outre des énoncés précis, la preuve de formes affaiblies de ces conjectures 
dans des cas particuliers. 

Abstract (Automorphic spectrum of hyperbolic manifolds and topological applications) 
This book is made of two parts. The first is concerned with the differential form 

spectrum of congruence hyperbolic manifolds. We prove Selberg type theorems on 
the first eigenvalue of the laplacian on differential forms. The method of proof is 
representation-theoretic; we hope the different chapters may as well serve as an in
troduction to the modern theory of automorphic forms and its application to spectral 
questions. The second part of the book is of a more differential geometric flavor; 
a new kind of lifting of cohomology classes is proved. The main motivation of this 
work is given by Arthur's conjectures; these conjectures implies strong restrictions 
on the spectrum of arithmetic manifolds which, in turn, imply conjectural properties 
on the geometry of hyperbolic manifolds. Together with precise statements of these 
conjectures, this text gives proofs of weak forms of them in some particular cases. 
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INTRODUCTION 

Un programme conjectural 
Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q tel que le groupe 

G (M) des points réels soit le produit (avec intersection finie) d'un groupe compact et 
d'un groupe réel non compact presque simple. Nous noterons ce dernier groupe Gnc 
(ne signifie ici non compact). Dans cette introduction (comme dans la majeure partie 
du texte) nous supposons Gnc isomorphe au groupe SO(n, 1) (resp. SU(n, 1)). 

L'espace symétrique associé au groupe G (plus précisément au groupe G (M)) est 
alors l'espace hyperbolique réel (resp. complexe) de dimension réelle (resp. complexe) 
n, nous le noterons XG, do sa dimension réelle et nous supposerons la métrique 
normalisée de façon à ce que les courbures sectionnelles réelles soient comprises entre 
—4 et —1 ( — 1 pour les espaces hyperboliques réels associés aux groupes SO(n, 1) et 
—4 pour le plan hyperbolique réel associé au groupe SU(1, 1)). Posons d = 1 dans le 
cas réel, d = 2 dans le cas complexe (on a donc de = dri) et PG = DC~^D. 

Soit Kf un sous-groupe compact-ouvert de G(Af) (où Af désigne l'anneau des 
adèles finis sur Q) tel que le groupe T = G(Q) Pi Kf soit sans torsion. Un tel groupe 
r est appelé sous-groupe de congruence (sans torsion) de G ^\ On appellera variété 
hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence tout quotient de l'espace hyperbo
lique réel (resp. complexe) XG par un sous-groupe de congruence (sans torsion) F de 
G comme ci-dessus. 

D'après un théorème de Borel et Harish-Chandra [14], une variété hyperbolique 
réelle (resp. complexe) de congruence est toujours de volume fini et est compacte si 
et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q. 

En 1965, Selberg [91] a démontré que si T est un sous-groupe de congruence du 
Q-groupe SL(2), alors la première valeur propre non nulle Ai du laplacien sur les 

(•̂ Lorsque G est défini sur Z, on peut préférer considérer les sous-groupes T de G(Z) sans torsion et 
contenant un sous-groupe de la forme ker(G(Z) —• G(Z/7VZ)) pour un certain entier N ^ 1. 



xii INTRODUCTION 

fonctions L2 de T\TL2 est supérieure ou égale à 3/16 Il conjecture de plus que \ \ ^ \ , 
la valeur \ apparaissant d'ailleurs dans le spectre L2 d'un quotient T7Í2 pour un 
certain groupe de congruence Y. 

Après des travaux de Selberg [91], Jacquet et Langlands [55], Gelbart et Jac
quet [42], Sarnak [88], Elstrodt, Grunewald et Mennicke [39], Cogdell, Li, Piatetski-
Shapiro et Sarnak [28] et Burger et Sarnak [20], le second auteur a récemment étendu, 
dans [26], le théorème de Selberg à toutes les variétés hyperboliques de congruence : si 
G est un groupe Q-algébrique comme ci-dessus et T un sous-groupe de congruence de 
G, alors la première valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions L2 de R/XG 
est minorée par une constante strictement positive ne dépendant que de la dimension 
réelle de de XQ (« Conjecture r »). 

Le but de ce volume est d'étudier, surtout dans le cadre des variétés hyperbo
liques, l'extension possible de ce résultat aux formes différentielles, et les profondes 
conséquences géométriques qui en découlent. Le fait que l'on se restreigne aux espaces 
hyperboliques réels et complexes sera motivé au chapitre 3 où l'on mentionnera des 
résultats concernant d'autres espaces symétriques. Il est d'ailleurs intéressant de noter 
que le rang supérieur, ^ 2, joue encore un rôle spécial dans l'étude du spectre sur les 
formes différentielles (et non seulement sur celui sur les fonctions) ; on explicitera ce 
phénomène sur les groupes unitaires U(p, q). Revenons maintenant à notre groupe G. 
Dans notre étude nous sommes guidés par la conjecture suivante, qui généralise la 
Conjecture de Selberg. 

Conjecture A. — Soit G un groupe Q-algébrique comme ci-dessus. 

(1) Si Gnc = SO(2n, 1), alors pour tout entier naturel i ^ n, 

X\(T\XG) ^ max(2n - 2i - 2, 1/4) > 0. 

(2) Si Gnc = SO(2n +1,1), alors pour tout entier naturel i ^ n — 1, 

\[(T\XG) > 2n - 2i - 1 > 0. 

(3) Si Gnc = SU(n, 1), alors pour tout entier naturel i ^ n, 

X\(T\XG) ^ max(4(n - i - 1), 1) > 0. 

Ici X\ désigne la première valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur les formes 
différentielles de degré i et T est un sous-groupe de congruence quelconque de G. 

La Conjecture A, qui implique en particulier la Conjecture de Selberg, est de nature 
arithmétique et sûrement très difficile, la prédiction que les constantes explicites de 
minoration du spectre sont toujours des demi-entiers est une « conjecture de pureté » 
qui renvoie au théorème de pureté de Deligne. On peut relaxer un peu cette conjecture 
en un énoncé plus géométrique. 
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UN PROGRAMME CONJECTURAL xiii 

Conjecture A~. — Soit G comme dans la Conjecture A. Alors, pour tout entier naturel 
i ^ ~- — 1 il existe une constante strictement poaitwe s(G, i) telle que pour tout sous-
groupe de congruence F dans G, 

\\(T\XG) > e(G,i). 

Soit i un entier naturel et G un groupe Q-algébrique comme dans la Conjecture A. 
On dira que la Conjecture A~ (i) est vérifiée par G s'il existe une constante strictement 
positive e(G,i) telle que pour tout sous-groupe de congruence F de G, 

\\(T\XG) > e(G,i), 

où X\ désigne encore la première valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur 
les formes différentielles de degré i. 

La solution mentionnée ci-dessus de la Conjecture r peut donc s'énoncer de la 
façon suivante : la Conjecture A~ (0) est vérifiée par tout groupe G comme dans la 
Conjecture A. 

La Conjecture A- pour les groupes G tels que Gnc = SU(n, 1) implique qu'il 
existe une constante strictement positive e(G) telle que la première valeur propre du 
laplacien de Hodge sur l'ensemble des formes différentielles (de tous les degrés) sur 
T\XG, pour n'importe quel sous-groupe de congruence T de G, soit supérieure ou 
égale à s (G). 

Cette propriété est fausse pour les groupes G tels que Gnc = SO(n, 1) lorsque 
n est impair. En effet, lorsque Gnc = SO(2n + 1,1), \™(F\XG), la première valeur 
propre non nulle du laplacien de Hodge sur les formes différentielles de degré n, peut 
être rendue arbitrairement petite quitte à changer de sous-groupe de congruence F 
de G. Néanmoins si l'on se restreint au spectre des n-formes différentielles fermées 
la Conjecture A- implique encore une minoration uniforme du spectre sur les n-
formes différentielles. On verra que cette propriété est utile géométriquement. Etant 
donné un entier naturel i et un groupe G comme dans la Conjecture A, on dira 
que la Conjecture A~[=0(i) est vérifiée par G s'il existe une constante strictement 
positive e{G,i) telle que la première valeur propre du laplacien de Hodge sur les 
formes différentielles fermées de degré i soit ^ s(G,i). 

Toute la première partie du texte sera motivée par la double Conjecture A, A"-. 
La deuxième partie est quant à elle motivée par une seconde conjecture de na
ture topologique/géométrique. Cette conjecture concerne l'homologie des variétés hy
perboliques réelles ou complexes de congruence. Précisons que tous les groupes de 
(co-)homologie que nous considérerons dans cet article seront à coefficients rationnels. 

Conjecture B. — Soit M une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence 
de dimension m. Soit F une sous-variété réelle (resp. complexe) compacte connexe 
totalement géodésique immergée dans M. Alors, il existe un revêtement fini de 
congruence M de M tel que : 
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xiv INTRODUCTION 

(1) l'immersion de F dans M se relève en un plongement de F dans M', 
(2) l'application induite : 

HP(F) HP(M) 

est injective pour tout entier p ^ m/2. 

Nous dirons qu'une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence de 
dimension réelle m vérifie la Conjecture B(z) pour un certain entier i ^ m/2, si pour 
toute sous-variété réelle (resp. complexe) compacte connexe totalement géodésique 
immergée dans M, il existe un revêtement fini de congruence M de M tel que : 

(1) l'immersion de F dans M se relève en un plongement de F dans M, 

(2) l'application induite : 

Hi(F)—*Hi (M) 

est injective. 
La Conjecture B est à comparer avec les propriétés de Lefschetz pour les variétés 

hyperboliques complexes de congruence mises en évidence par Oda [81], Harris et Li 
[50] et Venkataramana [99]. Ces propriétés s'énoncent plus facilement dans le langage 
d'Harris, Li et Venkataramana que l'on rappelle ci-dessous. 

Soient H G G deux groupes algébriques sur Q comme plus haut. Supposons de 
plus H et G anisotropes sur Q et du même type, orthogonal ou unitaire. L'inclusion 
H C G induit un plongement totalement géodésique naturel XH —* XG entre les 
espaces symétriques associés. 

Soit Kf un sous-groupe compact-ouvert de G (A/) tel que le groupe Y = G(Q) HKf 
soit sans torsion. Désignons par Y H l'intersection de Y avec H(JQ). On obtient alors 
une application lisse : 

j=j(T) : rH\XH T\XG 

pour chaque sous-groupe de congruence sans torsion de G(Q). Celle-ci induit une 
application naturelle 

(0.0.1) j . : H,(TH\XH) — H,(T\XG). 

Remarquons que si g est un élément quelconque de G(Q), on peut translater l'immer
sion j en une application lisse 

jg =jg(T) : (Hng-'Tg^XH —> T\XG. 

On appelle application de restriction virtuelle, l'application 

(0.0.2) H*(Y\XG)-^ H H+ttHng-'Yg^Xn) 
geG(Q) 

induite en cohomologie par la famille d'applications (jg)geG(Q)-
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UN PROGRAMME CONJECTURAL xv 

On s'intéresse aux applications (0.0.1) et (0.0.2) virtuellement en un deuxième 
sens : à revêtements fini (de congruence) près. Soient donc f c T deux sous-groupes 
de congruence sans torsion de G(Q). Alors le revêtement fini (de variétés compactes) 

T'\XG T\XG 

induit, en homologie, une application surjective 

(0.0.3) H4r'\xG) — H„(r\xG) 

et, en cohomologie, une application injective 

(0.0.4) H*(T\XG) — H*(r'\XG). 

On obtient ainsi un système projectif (resp. inductif ) de groupes d'homologie (resp. de 
cohomologie) indexé par les sous-groupes de congruence de G(Q). On désigne par 
H*(Sh° G) la limite projective du système (0.0.3) et par i7*(Sh° G) la limite inductive 
du système (0.0.4) (2\ En passant à la limite, lorsque F varie, dans (0.0.1) et (0.0.2), 
on obtient les applications naturelles : 

i/*(Sh° H) —• #*(Sh°G) 

et 
H*(Sh°G)—> JJ H*(Sh°H). 

geG(Q) 
Rappelons que les théorèmes de Lefschetz permettent d'étudier la topologie d'une 

variété projective complexe par récurrence, en la coupant par un hyperplan de l'espace 
projectif. Un yoga semblable, mais moins fort, existe pour les variétés hyperboliques 
complexes de congruence. Il a été dégagé par Harris et Li [50] et prouvé par Venka-
taramana [99] : si H C G sont deux groupes comme ci-dessus de type unitaire alors 
l'application naturelle 

W(Sh°G) —> Yl #*(Sh°iJ) 
geG(Q) 

est injective pour tout entier naturel i ^ du/2. 
La Conjecture B ci-dessus implique une conjecture plus faible renforçant le yoga 

de type Lefschetz : 

Conjecture B~. — Soient H C G comme plus haut. Alors pour tout entier i > de/2, 
l'application naturelle 

i^(Sh° H) > Ht(Sh°G) 

est injective. 

(2)La notation Sh° G renvoie à l'existence d'un espace topologique dont la cohomologie de Cech 
coïncide avec la limite inductive du système (0.0.4). Lorsque le groupe G est unitaire, cet espace est 
la variété de Shimura connexe associée à G. 
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xvi INTRODUCTION 

Remarquons que par dualité, la Conjecture B implique que l'application naturelle 
de restriction 

iT(Sh° G) —> Hl(Sh°H) 
est surjective. 

Dans la deuxième partie de cet article, nous relions la Conjecture B à la Conjec
ture A- énoncée plus haut. Les résultats de la première partie concernant la Conjec
ture A vont nous permettre de démontrer des résultats partiels concernant la Conjec
ture B. Avant de passer à la description de nos résultats, remarquons que d'autres 
propriétés de type Lefschetz sont conjecturées et étudiées par le premier auteur dans 
[9], ces propriétés sont elles aussi liées à la Conjecture A-. 

Enfin soulignons que la plupart des méthodes développées dans cet article devraient 
se généraliser aux groupes algébriques semi-simples généraux. En ce qui concerne les 
résultats spectraux, on l'a dit, le cas que nous considérons est le plus intéressant. 
Néanmoins ceci n'est plus vrai en ce qui concerne les résultats topologiques. A la 
fin du texte nous décrivons d'ailleurs un théorème de la veine de la Conjecture B 
mais pour les variétés de congruence associées aux groupes unitaires U(p, q). C'est 
un premier résultat, le premier auteur espère revenir à l'étude de ces variétés dans 
un autre texte, en explicitant la combinatoire (plus riche) des propriétés du type 
Lefschetz auxquelles on doit s'attendre. 

Description des résultats 

On l'a rappelé, le second auteur a récemment démontré la Conjecture A-(0) pour 
tout groupe G comme dans la Conjecture A. Même la seule Conjecture A~(l) semble 
difficile. Il est naturel de commencer à étudier celle-ci sur de petits groupes. Le groupe 
SL(2) est trop petit : la Conjecture A-(1) découle trivialement de la Conjecture A~ (0) 
(la Conjecture A_(z) n'est d'ailleurs formulée ci-dessus que pour i ^ 4p - 1 égal à 0 
dans notre cas). Le plus petit groupe pour lequel la Conjecture A_(l) ne découle 
pas trivialement de A~~(0) est le groupe spécial unitaire en 3 variables SU(2, 1). C'est 
donc sur ce groupe que porte une bonne partie de notre étude. Nous démontrons 
notamment : 

Théorème 1. — Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec Gnc = SU(2,1), 
alors la Conjecture A~~ est vraie pour G, avec e{G, 0) = | | et e(G, 1) = 9/25 (3). 

En fait ce résultat est essentiellement contenu dans l'article [50] de Harris et Li. On 
en donne ici une preuve complète. Celle-ci repose sur la théorie des représentations, 
on profite de cette occasion pour détailler les liens entre le spectre du laplacien de 

(3)Dans [10] on a annoncé à tort que e(G,0) = 3 est optimal, nous verrons qu'en fait la valeur propre 3 
n'intervient pas dans le spectre automorphe de G. Ceci explique également que la Conjecture A ci-
dessus est plus forte que celle figurant dans [10]. 
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DESCRIPTION DES RÉSULTATS xvii 

Hodge sur les espaces localement symétriques et la théorie des représentations des 
groupes semi-simples. 

Le chapitre 1 rappelle ainsi la formule de Matsushima telle que nous en aurons 
besoin, on en donne une preuve complète afin de faciliter la lecture. On rappelle 
également dans cette section les définitions de base de théorie des représentations que 
nous utiliserons dans le texte. 

Le chapitre 2 aborde l'étude du spectre du laplacien sur les quotients arithmétiques 
via la théorie des représentations. On rappelle beaucoup de résultats de base de théorie 
des représentations. La démonstration de la Conjecture r y est esquissée. Enfin on 
montre que l'extension naïve de la Conjecture A à des groupes plus généraux est 
fausse. Il serait d'ailleurs intéressant de dégager une conjecture générale pour tous les 
espaces localement symétriques. 

Le chapitre 3 est quant à lui consacré à la théorie des représentations de GL(n). 
On se contente le plus souvent de citer les résultats dont nous aurons besoin, on a 
néanmoins fait un effort pour rendre les résultats maniables à un lecteur prêt à les 
adopter comme « boîte noire ». 

Le chapitre 4 est l'analogue du chapitre précédent pour le groupe U(n, 1), il est 
néanmoins beaucoup plus détaillé, le groupe U(n, 1) jouant le rôle principal dans le 
texte. Un certain nombre de résultats classiques rappelés ici sont superflus pour la 
suite, on a néanmoins tenu à inclure une description détaillée de ceux-ci afin de pouvoir 
utiliser ce texte dans des travaux ultérieurs. On espère que l'effort fait de collecter ici 
des résultats épars dans la littérature pourra également être utile par ailleurs. 

Le chapitre 5 généralise certains points du chapitre précédent aux groupes unitaires 
plus généraux. Il est bien connu qu'en rang supérieur la propriété (T) de Kazhdan 
assure l'existence d'un trou spectral pour le laplacien sur les fonctions sur les variétés 
localement symétriques. Dans ce chapitre nous montrons que pour les groupes uni
taires SU(p, q) dès que p ^ q ^ 2 (donc dès que le rang est supérieur ou égal à 2) 
un phénomène analogue apparaît dans l'étude du spectre du laplacien sur les formes 
différentielles de suffisamment petit degré. Nous déduisons ce Théorème d'un résultat 
plus général, à paraître (bien que datant du début des années 90), de Vogan. Ce ré
sultat illustre également le rôle spécial joué par les groupes U(n, 1) et 0(n, 1) dans ces 
questions. Groupes pour lesquels on ne peut espérer d'isolation spectrale structurelle 
mais pour lesquels il faut étudier le spectre automorphe. 

Motivé par le chapitre précédent, le chapitre 6 est consacré à la description du 
yoga d'Arthur pour les groupes U(n, 1) et 0(n, 1). Nous précisons notre interpréta
tion des Conjectures d'Arthur pour ces deux groupes, ce qui permet de conforter la 
Conjecture A. 
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La suite de la première partie du texte vise à démontrer le Théorème 1 et les 
résultats que nous décrivons ci-dessous. Le Théorème 1 découle des travaux de Ro-
gawski permettant de réduire l'étude du spectre automorphe de U(2, 1) au spectre 
automorphe de GL(3) par changement de base. Il reste alors à contrôler le spectre 
automorphe de GL(n). La conjecture standard dans ce cas est la Conjecture de Ra-
manujan. On a besoin d'une approximation de celle-ci. Une telle approximation nous 
est fournie par un théorème de Luo, Rudnick et Sarnak. On a en fait besoin d'une 
généralisation de celui-ci. La démonstration de cette généralisation fait l'objet du 
chapitre 7. 

On peut alors dans le chapitre 8 donner une démonstration complète du Théo
rème 1. Nous profitons également de ce chapitre pour revenir sur la Conjecture de 
changement de base faite par Harris et Li dans [50], que l'on étend légèrement et 
que l'on compare aux Conjectures d'Arthur. Nous nous servons de cette conjecture 
dans la deuxième partie du texte pour étendre la Conjecture B à d'autres groupes 
semi-simples. 

Pour chaque réel strictement positif s, notons AP l'hypothèse spectrale suivante sur 
le groupe G. 

A?: 
si À est dans le p — spectre automorphe de G, alors : 
1. soit À = (pc — k)2 — (pc — i)2 avec k = 0, . . . ,p et i = k, . . . , [PG], 
2. soit A > (pG - p)2 - e2. 

Nous expliquerons que les Conjectures d'Arthur semblent prévoir que, pour un groupe 
G comme ci-dessus, chaque hypothèse AQ est vraie pour p ^ [PG\- Les hypothèses A^ 
sont donc des approximations aux Conjectures d'Arthur pour le groupe G, lorsque e 
est suffisamment petit, ces approximations sont en général plus précises que la Conjec
ture A-. Le but du chapitre 9 est la démonstration du théorème suivant qui permet 
de relever les approximations aux Conjectures d'Arthur. 

Théorème 2. — Soient H a G deux groupes Q-algébriques comme dans la Conjec
ture B. Supposons que H vérifie l'hypothèse A^ pour un certain réel e > 0 et pour 
tout entier naturel p ^ [PH]-

Alors le groupe G vérifie les hypothèses A^G_pH+£ pour tout entier naturel p ^ [PH]-

A l'aide des Théorèmes 1 et 2 et de l'analyse de certains groupes unitaires spéciaux 
(comme ceux intervenant dans la preuve de la Conjecture r) nous montrons dans le 
chapitre 10 le théorème suivant. 

Théorème 3. — Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec Gnc = SU(n, 1) 
(et quelques conditions techniques supplémentaires si n + 1 est une puissance de 2), 
alors les Conjectures ̂ 4~~(0) et A~ {X) sont vérifiées par G, avec e(G.0) = 2n — 1 et 
e(GA) = lOn-11 

25 
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Ceci conclut la première partie, partie spectrale, du texte. Dans la deuxième partie 
nous nous intéressons à l'homologie des variétés de congruence. Le résultat principal 
est le théorème suivant. 

Théorème 4. — La Conjecture A~ implique la Conjecture B. 
Plus précisément, soit G un groupe comme dans la Conjecture A et i un entier 

naturel ^ dG/2. Si la Conjecture A^=0(i) est vérifiée par G, alors quel que soit T 
sous-groupe de congruence sans torsion de G, la variété T\XG vérifie la Conjec
ture B(dc — i) • 

Nous ne prouverons le Théorème 4 que pour Gnc = SU(n, 1). Le cas où Gnc = 
SO(n, 1), similaire, est plus simple et complètement traité dans [8]. Remarquons néan
moins que puisque la Conjecture A^=0(l) est démontrée, le Théorème 4 implique le 
célèbre Théorème de Millson selon lequel toute variété hyperbolique (réelle) arith
métique standard (autrement dit provenant d'un groupe orthogonal sur un corps de 
nombres, cf. § 15.2) admet un revêtement fini dont le premier nombre de Betti est non 
nul. 

Nous démontrons en fait un résultat plus général que le Théorème 4, voir chapitre 15 
Théorème 15.1.1. Pour cela, après un premier chapitre consacré à l'espace hyperbo
lique complexe principal objet de cette partie, nous consacrons un long chapitre aux 
espaces symétriques associés aux groupes unitaires, nous suivons pour l'essentiel les 
articles de Tong et Wang cités dans la bibliographie. C'est également en suivant les 
travaux de Tong et Wang que nous construisons dans le chapitre 13 la forme duale 
aux sous-variétés totalement géodésiques que nous considérons dans le texte. 

Allié au Théorème 3, le Théorème 4 nous permet en fin de deuxième partie de 
démontrer le théorème suivant qui est la première avancée significative vers la Conjec
ture B. 

Théorème 5. — Soit M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence 
de dimension d + 2. Soit F une sous-variété complexe compacte connexe totalement 
géodésique de dimension d et immergée dans M. Alors, il existe un revêtement fini 
M de M tel que : 

(1) Vimmersion de F dans M se relève en un plongement de F dans M, 
(2) Vapplication induite : 

Hd-i(F) > Hd-i{M) 

est injective. 

De plus, pour tout entier N et tout cycle c dans Hd-i(F), il existe un revêtement 
fini MN de M contenant N relevés de c linéairement indépendants dans Hd-i(Mjsr). 

On en déduit alors facilement le corollaire suivant. 
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Corollaire 6. — Soient H c G deux groupes comme dans la Conjecture B . Supposons 
que 

J i J n c ^ S U ( n - l , l ) 
[Gnc 9* SU(n, 1), 

alors l'application naturelle 

H2n_3(Sh° H) —> tf2n_3(Sh° G) 

est injective. 
Remarquons que la démonstration des théorèmes ci-dessus repose de manière es

sentielle sur l'étude de la cohomologie L2 de quotients V = T\X, où X est l'espace 
hyperbolique complexe de dimension complexe n et Y un groupe discret préservant 
un sous-espace totalement géodésique de X et agissant cocompactement sur celui-ci. 
Un cas particulier de ce que nous démontrons au chapitre 14 est le théorème suivant. 

Théorème 7. — Pour tout entier k < n, il existe un isomorphisme naturel : 

nki2){V) -^Hkc(V). 

De plus, Vespace H™2) est de dimension infinie. 

Le théorème que nous démontrons est plus général ; il repose de manière essentielle 
sur un théorème de Ohsawa et Tanigushi. 

Les démonstrations des Théorèmes 4 et 5 occupent le chapitre 15. Bon nombre 
des techniques développées dans cette deuxième partie s'étendent à des espaces symé
triques plus généraux. Grâce aux résultats spectraux obtenus au chapitre 5 concernant 
les groupes unitaires U(p, g), nous démontrons également dans ce chapitre le théorème 
suivant. 

Théorème 8. — Soient p^ q^r trois entiers naturels vérifiant p ^ q ^ 2 etp^r. Soient 
Hy G deux groupes algébriques sur Q tels que 

- H soit un Q-sous-groupe de G, 
~~ Hnc ^ SU(p-r,q), 
- Gnc ^ SU(p,g). 

Alors, l'application naturelle 

Hi(Sh°H) —> Hi(Sh° G) 

est injective pour tout entier i > 2pq — p — q + 1. 

Il serait évidemment intéressant de formuler une conjecture générale suivant le 
principe de la Conjecture B mais pour tout groupe semi-simple. La combinatoire 
devrait être plus compliquée. Dans un article en préparation le premier des deux 
auteurs étudie ce problème en portant une attention particulière au cas des groupes 
unitaires et orthogonaux. 
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SPECTRE DES VARIÉTÉS 
HYPERBOLIQUES 





CHAPITRE 1 

THÉORÈME DE MATSUSHIMA 

Soit X un espace symétrique simplement connexe de courbure négative sans fac
teurs euclidiens et soit G un groupe de Lie semi-simple réel connexe agissant transitive
ment sur X par isométries. Nous supposons que l'application de G vers la composante 
connexe de l'identité du groupe des isométries de X est un revêtement fini. Dans la 
suite nous supposons que la métrique riemannienne de X est identique à celle induite 
par la forme de Killing de G. Nous notons K le groupe d'isotropie dans G d'un point 
fixé p de X. Puisque X est de courbure négative, le groupe G est de centre fini et sans 
facteur compact. Notons go l'algèbre de Lie de G et go — £o © Po la décomposition 
de Cartan associée au choix du compact maximal K. Nous adoptons la convention 
classique de noter avec un indice 0 les algèbres de Lie réelles et si ïo est une algèbre 
de Lie réelle, nous notons i l'algèbre de Lie complexe i — lo <S) C 

Soit r un sous-groupe discret de G tel que F\X soit compact. Soit QP(T\X;C) 
l'espace des p-formes différentielles UJ sur X invariantes par Y i.e. 

UJ(X; v\, . . . , vp) = u)(~{X] 7^i, . . . , ~/vp) pour tout 7 G T. 

Notons 7T : G —+ G/K = X la projection canonique. Soit UJ = TT*UJ. La forme UJ est 
une p-forme sur G, ce que nous notons UJ G Çlp(G\ C). Pour tout g G C, la translation 
à gauche par g~1 fournit un isomorphisme canonique de Tg(G) vers go = Te(G) et 
donc une identification 

(1.0.1) np(G; C) = Hom(Ap(g), C°°(G; C)). 

La forme UJ provient d'une forme UJ sur G/K invariante sous l'action (à gauche de T) 
et via l'identification (1.0.1) appartient à : 

Cp(9, K; C°°(r\G; C)) := Hom*(A"(p), C°°(r\G; C)), 

où K agit sur p = g/t via la représentation adjointe et sur C°°(r\G;C) via la re
présentation régulière à droite. Réciproquement, il n'est pas difficile de voir qu'à un 
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élément de Cp(g, K] C°°(F\G; C)) correspond une p-forme sur G provenant d'une p-
forme sur G/K et invariante sous l'action de T. Nous résumons tout ceci dans la 
proposition suivante qui semble avoir été pour la première fois constatée par Gelfand 
et Fomin [43] puis précisée par Matsushima [77]. 

Proposition 1.0.1. — L'application eu t—>• u o TT induit un isomorphisme de complexes 
gradués de fT(r\X;C) sur C*(g, K; C°°(F\G; C)). 

Notons A le laplacien de Hodge sur les formes différentielles sur X (pour sa struc
ture riemannienne). Soit LU une p-forme sur X telle que AUJ = XUJ pour un certain 
À G M. D'après la Proposition 1.0.1, il correspond à uo un élément (que nous notons 
toujours a;) dans Cp(g, K\ C°°{F\G; C)). 

D'un autre côté, il est bien connu (cf. [44]) que la représentation régulière droite 
dans L2(F\G) se décompose en : 

(1-0.2) L2(F\G) = 0 m(7T , r )^ , 
ned 

somme discrète de sous-espaces G-invariants irréductibles, indexée par le dual unitaire 
G de G, et où chaque ra(7r, F) est fini. Rappelons que le dual unitaire de G désigne 
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles unitaires de G, 
cet ensemble est naturellement muni d'une topologie, nous en rappelons les principales 
propriétés au chapitre suivant (§2.2). 

On voit ainsi se dessiner une correspondance entre certaines représentations de G 
et l'espace des formes différentielles À-propres pour le laplacien. Avant de donner un 
énoncé précis, rappelons que V opérateur de Casimir est 

c= ] T xs.x's 

1 < S < N 
où (Xs) est une base de g et (X's) la base duale de g par rapport à la forme de Killing. 

La (très) légère modification du Théorème de Matsushima [77] dont nous aurons 
besoin s'énonce alors : 

Théorème 1.0.2. — Soit Epx l'espace des p-formes différentielles sur F\X, X-propres 
pour le laplacien de X. Alors : 

dim(££) = M m ( 7 r ' F ) dim(Homx(App, Hn)), 

TT(C) = -A 

la somme étant finie. 

Dans [15] Borel et Wallach redémontrent et étendent le Théorème de Matsushima. 
C'est une référence de base pour toute la première partie du volume. Nous tentons 
néanmoins d'y renvoyer le lecteur au minimum. 

Remarquons que le Théorème 1.0.2 permet de réduire la Conjecture A - à un théo
rème de théorie des représentations. Plus précisément, le Théorème 1.0.2 implique 
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immédiatement le corollaire suivant. C'est sous cette forme que nous appliquerons le 
Théorème 1.0.2 pour démontrer le Théorème 1 (Ch. 8) ou pour ramener la Conjec
ture A aux Conjectures d'Arthur (Ch. 6). 

Corollaire 1.0.3. — Soient e un réel strictement positif et p un entier naturel. Suppo
sons que pour toute représentation n apparaissant dans L2(T\G) et dont un K-type 
est isomorphe à une sous-représentation de App; on a soit —TT(C) > e, soit 7R(C) = 0. 
Alors, 

\\{T\X) > e. 

Avant de démontrer le Théorème 1.0.2, revenons sur l'opérateur de Casimir. 

1.1. Sur l'opérateur de Casimir 
L'espace p est le supplémentaire orthogonal de ï dans g par rapport à la forme 

de Killing B. Soit {ATU} (resp. {Xt}) une base orthonormale de p (resp. î) pour la 
forme B (resp. —B). Alors : 

<? = £ ^ - £ * ? . 

Soit T une représentation unitaire de G dans un Hilbert 7ï. Un vecteur cp G TC est 
dit lisse ou C°° si la fonction g ^ T(g)tp est C°°. Soit H00 le sous-espace des vecteurs 
lisses de Ti. 

Si X G g et Lp G 7i°° nous posons : 

T(X)<p = d 
dt 

T(exp(tX)W 
\t=0 

Alors : 

T ( C ) :=^2T(xuf-J2nxt)2. 

Remarquons que si la représentation T est irréductible, alors T(C) est scalaire. 
Cela découle du Lemme de Schur et du fait que C est dans le centre de l'algèbre 
enveloppante de g. 

Le lemme suivant, dû à Kuga (cf. [15]), fait le lien entre le laplacien et l'opérateur 
de Casimir. 

Lemme 1.1.1. — Via l'application de la Proposition 1.0.1, lesp-formes X-propres pour 
le laplacien surT\X correspondent aux éléments LU de Cp(g, K\ C°°(T\G)) tels que 

R{Ç)u) = -XUJ, 

où R est la représentation régulière droite de G dans C°° (T\G). 
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Démonstration. — Soient rju les 1-formes invariantes à gauche sur G telles que 

r,U{Xv)=6l. 

Soit 

UJ e Cp(Ql K; C°°(r\G)) = HomK(ApP, C°°(r\G)) 

telle que (vue comme forme différentielle) LU vérifie Au; = Au;. 
Nous notons nu la forme différentielle r]Ul A • • • A r]Up associée à un multi-indice (ici 

d'ordre p) U = (ui, . . . , up). Les r\u associées aux multi-indices d'ordre p forment une 
base de Cp(g, K\ C°° (T\G)). Décomposons la forme eu selon cette base : 

LU = y^^LUi/T]11. 
U 

Il vient immédiatement : 

(dxj)u - E 
1 < 2 < K+1 

{ - l y ^ R i x ^ u u ^ ) w y ( i ) 

où U est un multi-indice d'ordre p + 1 et U(i) est obtenu en enlevant aux éléments 
de U la z-ième coordonnée (les termes en crochets de Lie dans la différentielle sont 
nuls car g = î 0 p avec [p, p] C p). 

Puisque, par ailleurs, la métrique riemannienne sur X est induite par la forme de 
Killing B sur p, on a : 

(LU, LO > = 
M 

u T\G 
LÛJJLO'JJ. 

Un calcul simple implique alors le fait suivant. 

Fait. — L'adjoint de d est l'opérateur d donné par : 

{du)u = y^^R(Xv)*cj{v}uU 
V 

où U est cette fois de cardinal p — 1 et où R(XV)* est l'adjoint de R(XV) (agissant 
sur C°°( r \G) muni de la norme L2) Le. R{XV)* = -R(XV). 

Alors : 

(ddij)u = -y^R(Xv)(dij){v}uU 
V 

= - ^R{XV)(R{XV)LÜU -J2(-iyR(XUi)üj{v}uU{t)) 
v i 

= - ^R(XV)2LÜU + ^2{-iyR{Xv)R{XUi)Lü{v}oU(l) 
V v л 
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et 
(ddu)u = - ^ ( - l ) * - 1 ^ ^ ) ^ ) ^ ) 

i 
= M ( 1 ) ^ ( - î y - i R i X u ^ R i X ^ u w u u w . 

Mais, 
R(XV)R(XUJ - R(XUi)R(Xv) = R([Xv,XUi}) e R(t) 

agit trivialement sur u> qui est une forme différentielle sur X. Donc : 

AOJ = - (^2R{Xv)2^)u) 
V 

= -R(C)LJ, 

car, là encore, R(X) agit trivialement sur LU si X G £. Nous avons donc vérifié qu'à 
travers la correspondance de la Proposition 1.0.1, les formes propres pour le laplacien 
correspondent à des formes propres pour l'action de R(C), les valeurs propres étant 
de signes opposés. 

1.2. Démonstration du Théorème 1.0.2 

Soit Ep l'espace des p-formes différentielles sur R/X EP À-propres pour le laplacien 
de Hodge. Le laplacien étant un opérateur elliptique, l'espace Ep est de dimension 
finie et constitué de formes lisses. Il découle de plus de la décomposition L2 donnée 
par (1.0.2), que : 

(1.2.1) El = ©m(7r,r)HomK(ApP,^)A, 

Ep étant vu comme un espace de formes L2, et l'indice À désignant le sous-espace 
sur lequel C opère par —À. Puisque C appartient au centre de l'algèbre enveloppante 
de g, cet espace n'est non nul que si TT(C) = —À. 

Par conséquent dim(i^) est donnée par la formule du Théorème 1.0.2, et la somme 
est finie. On a en fait canoniquement : 

Epx = 0 Hom(7r,iv2(r\G)) 0HomK(App,^), 
7T : TT(C) = -X 

où toutes les formes (a priori L2) dans cette somme sont C°° puisque R(C), l'opérateur 
induit par C dans l'espace des p-formes sur X = G/K, est elliptique. 

1.3. Représentations admissibles et spectre automorphe 

Plutôt que les représentations irréductibles unitaires de G intervenant dans 
L2(r\G), le Théorème 1.0.2 fait intervenir les (g, i^)-modules d'Harish-Chandra 
qui leurs sont naturellement associés. Rappelons qu'un (g, K)-module est un espace 
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vectoriel complexe V muni de représentations de g et K, soumises aux trois conditions 
suivantes. 

(1) L'action de K sur V est localement finie, i.e. tout vecteur v G V appartient à 
un sous-espace i^-invariant V\ C V de dimension finie, et la représentation de K dans 
V\ est lisse. 

(2) La différentielle de l'action de K (qui est bien définie d'après 1) est égale à la 
restriction à î de l'action de g. 

(3) Si X G g, k G K et v G V, alors k • (X • v) = (Ad(k)X) • (k • v). 
Soit (7T, 7ïn) une représentation continue de G dans un espace de Hilbert. Rappelons 

que l'espace Ti^ des vecteurs lisses de TT est un sous-espace dense de Ti^ invariant sous 
Faction de G, et qu'il existe une action naturelle de g sur 7i^°. Posons, par ailleurs, 

H% = {v G HooK | dim<7r(if)v> < -foc}, 

où (TT(K)V) désigne le sous-espace engendré par tous les vecteurs de la forme n(k)v, 
avec k G K. C'est l'espace des vecteurs K-finis de TT. D'après Harish-Chandra [49], 
HKn est stable sous l'action de K et l'espace des vecteurs i^-finis de TT est un (g, K)-
module appelé module de Harish-Chandra de TT. 

Le dual unitaire d'un groupe semi-simple G est un objet en général très difficile à 
déterminer. Il n'est connu que pour un petit nombre de groupes. Il est plus facile de 
« classifier » une classe plus large de représentations : les représentations admissibles. 
Une représentation TT de G dans un espace de Hilbert Ti ^ est admissible si TT(K) opère 
par opérateurs unitaires et si chaque représentation irréductible r de K n'intervient 
qu'avec une multiplicité finie (peut-être nulle) dans la restriction TT\K de TT à K. Un 
théorème de Harish-Chandra [49] (voir aussi [66]) affirme que toute représentation 
irréductible unitaire (TT^TL^) de G est admissible. Comprendre le dual admissible d'un 
groupe G sera suffisant pour attaquer la Conjecture A- suivant la méthode fournie 
par le Corollaire 1.0.3. Etant donnés une représentation admissible TT du groupe G et 
un entier i. nous notons ^ 

C\TT) =Hom^(A*p,Hf). 
La description de la différentielle d donnée en 1.1 - qui ne nécessite que la struc
ture de (g, i^)-module - fait de C%{TT) un complexe dont la cohomologie est notée 
H1 (g, K ; HK,). 

On a vu dans les sections précédentes qu'à une représentation TT C L (T\G) 
telle que C%(TT) / 0 on peut associer une forme différentielle de degré i sur T\X. 
Celle-ci s'obtient de la manière suivante. Soit ip : 7ï^ —» C°°(r\G) l'application 
G-équivariante induite par l'inclusion TT C L2(r\G). Fixons une application K-
équivariante non nulle LU : Alp —» TL^ (dans C1(TT)). La forme différentielle associée 
Lu^p est définie par 

LJv(g.X) = <р(ш(\))(д) (A e Л*р, g G G). 

Attention : la représentation 7r n'a pas de raison d'être unitaire. 
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1.3. REPRÉSENTATIONS ADMISSIBLES ET SPECTRE AUTOMORPHE 9 

Remarquons que le Théorème 1.0.2 implique que si TT(C) = 0, la forme UJ^ est har
monique de degré i et contribue donc à la cohomologie de degré i de T\X. On dira 
d'une représentation irréductible unitaire de G qu'elle est cohomologique de degré i si 
Hz(g, K; TC^) ̂  0. Par des arguments ressemblant au calcul du § 1 ceci équivaut à 

(1) tt(C) = 0, et 
(2) C^tt) / 0 . 

(Cf. Borel-Wallach [15].) 
Nous y revenons dans le cas particulier du groupe SU(n, 1) au chapitre suivant. 

Pour calculer TT(C) il suffit de savoir calculer le caractère infinitésimal de n. Notons 
U(g) l'algèbre enveloppante sur C de l'algèbre de Lie g et Z(g) son centre. Rappelons 
que l'on dit de la représentation (TÏ.TL^) qu'elle admet un caractère infinitésimal x 
si x est un homomorphisme Z(g) —> C tel que n(z) = x(z)id pour tout z G Z(g). 
C'est en particulier toujours le cas si (TÏ^H,^) est irréductible et admissible. 

Si f) est une sous-algèbre de Cartan de l'algèbre de Lie complexe g, l'homomor-
phisme d'Harish-Chandra 7, cf. [66], réalise un isomorphisme d'algèbre de Z(g) sur la 
sous-algèbre de U(ï)) constituée des éléments fixés par le groupe de Weyl W = W(ty, g). 
Il correspond donc à chaque forme linéaire A dans \)' un caractère de Z(g) : 

(1.3.1) XA(z) = A(7(z)) pour z e Z(g), 

où l'on a étendu A en un homomorphisme d'algèbre de U(t)). 
Le morphisme xa vérifie XwA = Xa pour tout w G W et réciproquement, si XA' — 

XA alors A' = wA pour un élément w E W (voir [66, Proposition 8.21]). 
On montre de plus, cf. [66, Proposition 8.21], que tout homomorphisme de Z(g) 

dans C est de la forme XA-> comme dans (1.3.1), pour un certain A dans \)'. Si TT 
admet un caractère infinitésimal x — Xa, on dira, par abus de notation, que TT a 
pour caractère infinitésimal A ; dans ce cas A n'est déterminé que modulo l'action du 
groupe de Weyl W. 

Nous avons donc ramené l'étude du spectre des quotients T\X à celle de la dé
composition en irréductibles des représentations L2(T\G) de G (et au calcul de leurs 
caractères infinitésimaux). Comme annoncé dans l'Introduction nous n'allons consi
dérer que des sous-groupes F de congruence. 

Supposons maintenant le groupe réel G égal au groupe des points réels G (M.) d'un 
groupe algébrique (toujours noté) G connexe et presque simple sur Q. Nous adoptons 
la même notation, G, pour désigner le groupe algébrique et le groupe réel. Le contexte 
permettra d'éviter toute confusion. 

On appelle sous-groupe de congruence de G tout sous-groupe F = G(Q) il Kf de 
G où Kf est un sous-groupe compact-ouvert du groupe G(Af) sur les adèles finis. 
Remarquons que si G est défini sur Z, un sous-groupe F de G(Z) qui contient un 
sous-groupe de la forme 

FN - ker(G(Z) —> G(Z/7VZ)), 
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pour un certain entier TV ^ 1 est un sous-groupe de congruence. Le groupe F agit 
alors proprement sur X (via la projection de T dans G) et d'après un théorème de 
Borel et Harish-Chandra [14] le quotient F\X est de volume fini. De plus, ce quotient 
est compact si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q. 

Notons toujours G le dual unitaire de G que l'on munit de la topologie de Fell. 
Nous rappelons la définition et les propriétés standard de la topologie de Fell au § 2.2. 
Suivant Burger et Sarnak [20], on appelle spectre de T\G — où T est un sous-groupe 
de congruence de G - l'ensemble des représentations irréductibles unitaires TT E G 
apparaissant (faiblement si G est isotrope sur Q) dans la représentation régulière de 
G dans L2(T\G) : 

(1.3.2) cr(r\G(R)) = {TT <E GQR) | TT OC L2(r\G)}, 

où le symbole oc désigne l'inclusion faible. Rappelons également la définition du dual 
automorphe GAut de G donnée dans [20] : 

(1.3.3) GAut= U o-(T\G). 
Tcong 

L'adhérence dans (1.3.3) est prise par rapport à la topologie de Fell. D'après le Théo
rème 1.0.2 les Conjectures A~(z) se ramènent à l'étude des spectres (1.3.2) et en fait 
comme nous le verrons au chapitre 2 de tout le dual automorphe (1.3.3). Il va s'agir 
de déterminer si chaque représentation cohomologique TT de degré i est isolée ou non 
dans la réunion {TT} U GAut- Nous détaillons cette approche dans le chapitre suivant. 

Concluons ce premier chapitre en remarquant que l'hypothèse de compacité sur le 
quotient T\X n'est pas réellement nécessaire. Il suffit en général de considérer des 
formes différentielles de carré integrable, cf. [15]. On parlera alors de spectre L2. 
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CHAPITRE 2 

SPECTRE DU LAPLACIEN SUR LES QUOTIENTS 
ARITHMÉTIQUES 

Dans ce chapitre nous exposons les extensions plausibles, aux groupes réductifs 
généraux et aux formes différentielles, de la Conjecture de Selberg relative aux valeurs 
propres du laplacien opérant sur les courbes modulaires. 

Rappelons d'abord la Conjecture de Selberg. Soit R(1) = SL(2,Z), et T c T(l) un 
sous-groupe de congruence, i.e., un sous-groupe contenant, pour quelque N ^ 1, le 
sous-groupe 

me 

г(ло = а о 
с Ъ 

= 1 О 
О 1 mod N) 

de r( l ) . Alors T opère sur le demi-plan de Poincaré 7ï = {z G C | Imz > 0} ; soit A 
le laplacien invariant (positif) sur 7i. Alors L2(T\7ï) se décompose, selon la théorie 
spectrale, en sous-espaces propres de A. Le spectre discret de A est formé des valeurs 
propres {0, (An)n^i} où les XN > 0 sont associés aux formes paraboliques - cf. Iwaniec 
[54, p. 76]. 

Conjecture 2.0.1 (Selberg). — XN ^ \. 

Quelques remarques. Il est facile de calculer le spectre (continu !) de A dans L2ÇH) : 

il est égal à [̂ , +oo[. La conjecture est donc que le spectre pour les formes paraboliques 
est contenu dans le spectre limite (les surfaces T (N)\H convergent sur les compacts 
vers l'espace 7ï). Par ailleurs l'estimée Àn ^ \ est en général fausse si T C T(l) est un 
sous-groupe, même arithmétique, qui n'est pas de congruence (cf. par exemple [17]). 

Rappelons la minoration connue à la suite des travaux de Kim, Shahidi et Sarnak : 

Théorème 2.0.2 ([63]). — XN > 1/4 - (7/64)2. 

Dans la suite de ce mémoire nous considérons un groupe simple G défini sur Q. 
Soit G(R)° la composante neutre de G (M) : c'est un produit de groupes semi-simples 
réels. On supposera par commodité que 

G(R)° = U x G1 
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où U est compact et GNC est un groupe simple réel non compact. Soit K un sous-
groupe compact maximal de GNC et X = Gnc / K . Soit T C G(Q) un sous-groupe de 
congruence. L'analogue de F\H est alors le quotient F\X = F\GNC/K. (F c G(Q) se 
plonge naturellement dans U x Gnc, donc dans GNC ; son image dans GNC est discrète 
car U est compact). 

Soit A2^ — AT00(F\X) l'espace des formes différentielles lisses de degré i sur R\X. 
On sait d'après le chapitre 1 que 

^ ( r V O ~ Hom^00(Aip,C00(r\X)). 
Supposons d'abord G anisotrope, z.e., F\X compact. On dispose alors sur A7^ du 

laplacien de Hodge (positif) A* (que l'on notera A, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté), 
identifié à l'opérateur de Casimir (Ch. 1). On peut le considérer comme un opérateur 
non borné sur l'espace Ai2 des formes L2. Son noyau est composé des formes harmo
niques. C'est essentiellement ce cas qui nous intéressera dans la partie géométrique 
du volume. 

En général (si T\X n'est pas compact), A définit encore un opérateur auto-adjoint 
dans -¿4(2)' dont le noyau est donné par les formes harmoniques [15], mais qui va 
posséder un spectre continu. Rappelons que l'espace des T~i^2) ^es f°rmes harmoniques 
est de dimension finie et a fortiori fermé. 

Question 2.0.3. — Fixons G/Q; et i G [0,dimAT]. Si Y parcourt Vensemble des sous-
groupes de congruence de G(Q), existe-t-il une minoration uniforme e(G,i) > 0 du 
spectre de A* dans l'orthogonal de 7ï^(F\X) ? 

Dans le cas cocompact, on cherche donc une minoration uniforme 

(2.0.1) A ̂  e(G,i) 

sur les valeurs propres / 0 de A1. En général on veut que le spectre de A2 dans 
(̂ (2))~L so^ con^enu dans [e(G, z), +oo[. 

2.1. Le cas des fonctions 

Nous considérons d'abord le cas où i = 0 ; on s'intéresse donc au spectre du laplacien 
sur l'espace LQ(F\X) des fonctions d'intégrale nulle sur T\X, F étant un groupe de 
congruence. Si G — SL(2), une minoration est donnée par le Théorème 2.0.2 (Selberg 
avait déjà obtenu la minoration XN ^ JQ). Noter que dans ce cas A a aussi un spectre 
continu, mais l'on sait (inconditionnellement) que celui ci est contenu dans [^,oo[ : 
cf. [54, p. 112]. 

Pour des groupes plus généraux, nous nous contenterons en général d'obtenir des 
résultats qualitatifs, sans préciser la borne s. Ceci suffit pour les applications géomé
triques. Néanmoins, il est important de remarquer que les Conjectures d'Arthur sur 
le spectre automorphe permettent (convenablement interprétées...) d'obtenir pour G 
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donné les valeurs optimales (conjecturales) des bornes inférieures e(G1i). Nous al
lons les préciser, dans les chapitres suivants, pour les groupes associés aux variétés 
hyperboliques réelles et complexes. 

Revenons à un groupe G arbitraire. Pour i = 0, on peut répondre positivement à la 
Question 2.0.3 en toute généralité. Soit Y un groupe de congruence, et soit L2)(Y\X) 

l'espace des fonctions d'intégrale nulle, i.e., l'orthogonal de 7i^(Y\X) = C. 

Théorème 2.1.1. — Fixons G/Q. // existe alors e — s (G) > 0 tel que le spectre de A 
dans LQ(F\X), pour tout sous-groupe de congruence Y relatif à G, soit contenu dans 
[e, +oc[. 

Nous allons esquisser la démonstration [26], puisque les outils de celle-ci seront 
utilisés plus loin pour les formes de degré supérieur. Notons LQ(T\G) l'espace des 
fonctions L2 d'intégrale nulle sur F\G. C'est une représentation de G (Ch. 1) ; un 
argument évident montre qu'elle ne contient aucun sous-espace isomorphe à la repré
sentation triviale. 

L'action triviale de G sur les constantes correspond à la valeur propre À = 0 de A. 
Nous voulons montrer qu'il existe un voisinage fixe (|À| < e) de 0 ne rencontrant 
pas le spectre de A - même pour F variable. Nous allons traduire ceci en termes de 
représentations unitaires de G ; cela nécessite quelques préliminaires. 

2.2. Théorie des représentations 

Soit G un groupe de Lie connexe. On note G l'ensemble des classes d'équivalence de 
représentations irréductibles unitaires de G. Rappelons que G est muni d'une topologie 
naturelle, la topologie de Fell. Soit TT G G une représentation d'espace H. Si v e H, le 
coefficient associé est la fonction sur G : 

(2.2.1) cv(g) = (gv,v) (g e G). 

Soit ft C G un sous-ensemble compact, v\, . . . Vd G Tí, e > 0. On note V(fl, Vi, e) 
l'ensemble des p G G telles qu'il existe . . . Wd G Ttp vérifiant 

(2.2.2) \cWz(g) - cVi(g)\ <e (gen). 

On obtient ainsi une base de voisinages de TT ; celle-ci définit la topologie sur G. 
Cette topologie n'est pas séparée : par exemple si G = SL(2,R) et si s G [0, | [ et 
s —> h, la limite de la représentation irréductible 

7VS =ind^(|x|S) 

oui? = {(o x*1 )} c G et l'induction est l'induction unitaire, est formée de la re
présentation triviale C et des deux séries discrètes ¿2, 8-2 ([^1]). Elle est néanmoins 
séparable (tout point a une base dénombrable de voisinages) de sorte que nous pour
rons nous limiter, dans les arguments de convergence, à considérer des suites. 

Par ailleurs, on peut décrire la topologie de G à l'aide d'un seul coefficient : 
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14 CHAPITRE 2. SPECTRE DU LAPLACIEN SUR LES QUOTIENTS ARITHMÉTIQUES 

Proposition 2.2.1. — Soit (7rn)n^i, TT G G. Alors TTN —* TT si et seulement si un coeffi
cient non nul cu de TT (u G Tin) est limite uniforme sur tout compact de coefficients 
cUri (v>n G HNRI ) . 

Voir Dixmier [34, Prop. 18.1.5]. 
Dans le reste de ce paragraphe on suppose G simple et non compact. Soit K un sous-

groupe compact maximal. Soit Gs le sous-ensemble de G formé des représentations 
sphériques, z.e., ayant un vecteur 7̂  0 fixé par K. On sait que celui-ci est alors unique 
à un scalaire près [66]. 

Le lemme suivant résulte trivialement de la définition du dual : 

Lemme 2.2.2. — Gs est ouvert dans G. 

Noter que le contre-exemple ci-dessus, montrant que G n'est pas séparé, montre 
aussi que Gs n'est pas fermé. 

Puisque G est muni d'une topologie, il est muni d'une structure borélienne. On 
sait que G est borélien standard, c'est-à-dire isomorphe à [0, 1] muni de la structure 
borélienne usuelle [34, 4.6.1]. 

Nous devrons utiliser la décomposition selon G de représentations unitaires réduc
tibles de G. Celle-ci utilise la notion d'intégrale hilbertienne, pour laquelle on renvoie 
le lecteur à [34, A 69] et à [106]. Dans notre cas, G est « de type I » au sens de la 
théorie des représentations [34] et nous n'avons besoin que d'un cas très simple. 

Toutes les représentations de G, sauf la représentation triviale, se réalisent dans 
un espace fixe Tí de dimension dénombrable ; les opérateurs 7r(g) (TT G G) sont alors 
fonctions mesurables de TT pour tout g. Posons, pour TT = 1G (la représentation triviale) 
TL^ = C, et Ti^ — Ti pour les autres représentations de G. 

Si fi est une mesure positive sur G, la représentation 

p = 
G 

7ín dfjL^Tï) 

(sur l'espace des fonctions mesurables (p : G —>• Tí 0 C telles que (p(TT) G Tï^ et que 
f ||(/2(7r)||2<2/i(7r) < 00) se définit de façon évidente. On définit de même 

(2.2.3) p = / MnêHn d//(7r) 
JG 

où MN est un espace vectoriel de dimension m(7r) G {1,2,...,00} sur lequel G agit 
trivialement et TT 1—» ra(7r) est une fonction borélienne. 
Théorème 2.2.3. — Soit p une représentation unitaire de G sur un espace de Hubert TL. 

(i) 77 existe une fonction borélienne TT 1—» m(7r), G —» {1,2,. . . , 00} et une mesure 
positive \i sur G telles que 

(2.2.4) P — M^HK dpL(Tr). 
JG 
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(ii) Si p admet deux représentations (2.2.4), associées à (m, p) et (m'^p'), les 
mesures p et p' sont équivalentes et les fonctions m et m' égales p.p. (pour p ou p'). 

Pour les démonstrations, on renvoie à Dixmier [34, 8.6.5, 8.6.6]. 
Si (p, TC) est donnée et décomposée selon (2.2.4), le support de p est le support de p, 

contenu dans G. Si p, p' sont deux représentations, on dit que p est faiblement contenue 
dans p1 si Supp(p) C Supp(p/). (En particulier si n G Supp(p) est irréductible, TT 
est faiblement contenue dans p.) Pour les applications, il est important d'avoir une 
caractérisation intrinsèque de cette relation. 

Théorème 2.2.4. — Soient p^p' deux représentations unitaires de G. Les deux proprié
tés suivantes sont équivalentes : 

(i) p' est faiblement contenue dans p 
(ii) Tout coefficient c de p' est limite, uniformément sur tout compact, d'une suite 

de combinaisons linéaires positives de coefficients de p. 

Nous aurons besoin de deux résultats supplémentaires. 
Le premier est une propriété de continuité de la restriction. Soit H C G un sous-

groupe semi-simple. 

Lemme 2.2.5. — Soit 7rn G G et supposons que 7rn —• 1G- Soit Sn C H le support de 
7rn|̂  . Alors 1H appartient à l'adhérence de UnSn. 

Ceci se déduit aisément de [34, 3.4.2]. 
Le second est un théorème de Howe et Moore [53]. 

Théorème 2.2.6. — Supposons G simple, non compact et connexe. Si n est une repré
sentation irréductible non triviale de G, les coefficients de rr tendent vers 0 à l'infini. 

2.3. Principe de restriction et démonstration du Théorème 2.1.1 

La démonstration du Théorème 2.1.1 repose sur une méthode introduite par Burger 
et Sarnak qui permet de démontrer, pour un groupe G, une propriété telle que le 
Théorème 2.1.1 par réduction à un sous-groupe plus petit pour lequel le Théorème 
est déjà connu. 

Comme dans tout ce chapitre G est un groupe défini sur Q, nous le supposerons de 
plus simple (comme Q-groupe) dans ce paragraphe. Soit G le dual du groupe réel G 
(= G(R)), au sens du § 2.2. On suppose que G n'est pas compact. Si F C G(Q) est un 
sous-groupe de congruence, on peut considérer dans G le support de la représentation 
L2(r\G). On note GAut la clôture dans G de la réunion des supports de L2(r\G) 
quand F parcourt tous les sous-groupes de congruence de G(Q). Noter que GAut 
dépend donc de la Q-forme de G. 

Soit H C G un sous-groupe, défini sur Q, et semi-simple. Les mêmes notions 
s'appliquent alors à H. 
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Par ailleurs, si TT est une représentation irréductible de G, on peut la restreindre 
à H. Selon le Théorème 2.1.1, le support de TT\H dans H est bien défini. Burger et 
Sarnak [20] démontrent le théorème suivant : 

Théorème 2.3.1 (Burger, Sarnak). Soient TT G GAut et r G H. Si r appartient au 
support de TT\H, T G HAut-

Nous renvoyons à [20] pour la démonstration. Une variante de celle-ci (permettant 
de contrôler le laplacien sur les formes différentielles plutôt que sur les fonctions) sera 
expliquée dans le chapitre 9. 

Pour démontrer le Théorème 2.1.1, nous commençons par le reformuler en termes 
de théorie des représentations. 

Théorème 2.3.2. — (Hypothèses du Théorème 2.1.1) Il existe un voisinage V de la 
représentation triviale dans G tel que, pour tout sous-groupe de congruence T, le 
support de LQ(T\X) soit disjoint de V. 

Puisque la représentation triviale 1q de G n'apparaît pas dans L2)(T\X), ceci équi
vaut par définition de GAut à : 

(2.3.1) 1G est isolée dans GAut-

Les assertions des Théorèmes 2.1.1 et 2.3.2 sont équivalentes. Vérifions-le en sup
posant pour simplifier que G est anisotrope. D'après le Lemme 2.2.2, le dual sphérique 
GS est ouvert dans G. Considérons, dans LQ(T\G) = (§)7R'H7R (somme directe hilber-
tienne de représentations irréductibles), la partie sphérique LQ S — (£)NEG ^7R* ^E 
Théorème 2.3.2 est donc équivalent au fait que les supports de LQ S (pour F variable) 
soient séparés de la représentation triviale. 

Soit P = M AN un sous-groupe parabolique minimal de G. Une représentation 
sphérique de G est isomorphe à l'unique sous-quotient sphérique TT d'une induite 

p = indp(l 0 e ^ l ) 

où v appartient au dual complexe de ao =hie(A). Si TT est unitaire, v doit être hermi-
tien, i.e. : v — —wv pour un w dans le groupe de Weyl W(G, A). 

Si TT est sphérique et appartient à L§(r\G), il découle du chapitre 1 que le sous-
espace TTK est un sous-espace de LQ(T\X) correspondant à une fonction propre du 
laplacien, u;, et la valeur propre associée À de eu est égale à celle de l'opérateur de 
Casimir, qui opère par (5, ô) — (i/, z/), ô G (XQ étant la demi-somme des racines de A 
dans TV (cf. calcul du caractère infinitésimal [66, Prop. 8.2.2]). 

Ecrivons v = vr + \/ 1 avec vr, Vi G cIQ. Alors 

(2.3.2) vr — —wuri vi = wvi 

donc ur et vi sont orthogonaux et 

(2.3.3) {8,6) - {и, v) = (S, S) + (Vi, Vi) - (yr, vr). 
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A conjugaison près par W, on peut supposer vr contenu dans la chambre de Weyl 
aiguë et fermée contenant 5. Si TT est unitaire on sait alors que 5 — vr est dans la 
chambre de Weyl fermée obtuse associée [15, IV, 5.2]. 

Par ailleurs la topologie de Gs déduite de celle de G coïncide avec la restriction 
aux paramètres u hermitiens de la topologie de a*. D'après le Théorème 2.3.2, on a 
donc ||5 — v\\ — ||S — ur\\ + ||^z|| ^ £i où £\ > 0 est déterminé par G. Pour vr proche 
de 5, vr est régulier et (2.3.2) implique w — — 1 soit v\ = 0. Il existe donc > 0 tel 
que \\ô — vr\\ ^ 62- Enfin, les propriétés de convexité des chambres de Weyl impliquent 
alors que 

{vr,Vr) ^ (5,(5) - e 
où e est déterminé par e2- On en déduit d'après (2.3.3) : 

(2.3.4) A = ((5,(5) - (v,v) ^ e. 

Réciproquement, (2.3.4) implique que la représentation triviale est isolée de LQ S 
car À = 0 pour la représentation triviale. 

Enfin, si G n'est pas anisotrope, un argument similaire s'applique à la partie conti
nue de L2(F\G). 

La démonstration du Théorème 2.3.2 va reposer sur la méthode de Burger-Sarnak. 
Nous utilisons la forme (2.3.1) du Théorème. Supposons donné un sous-groupe simple 
H de G tel que H(— H(R)) soit non compact et que le Théorème soit vrai pour H. 
Si celui-ci est faux pour G, on peut trouver une suite TTN G G*Aut {^n ¥ 1G) telle que 
7TN —» 1G- D'après le Lemme 2.2.5, 1H appartient à l'adhérence de (Jn Supp(7rn|f/). Si 
1H est isolée dans iÏAut? le Théorème 2.2.3 implique que 1H est contenue discrètement 
dans ^nÏH pour n ^> 0. Ceci est impossible d'après le Théorème 2.2.6 si H (M) n'est 
pas compact. 

Nous devons enfin trouver - dans tout groupe Q-simple G - un sous-groupe H pour 
lequel le Théorème soit déjà connu (et H (M.) non compact). 

Nous renvoyons le lecteur à [26], puisque cette partie de l'argument n'a rien à voir 
avec les questions abordées dans ce volume. 

Le Théorème 2.1.1 a la conséquence suivante. Soit G anisotrope sur Q tel que 
G(R)° = Gnc x U (comme au début de ce chapitre) avec Gnc simple non compact 
et U compact. Avec la terminologie de l'introduction : 

Théorème 2.3.3. — La Conjecture A^=0(l) est vérifiée pour G. 

Ecrivons en effet, F étant un sous-groupe de congruence : 

L2(r\Gnc) = C 0 0 ^ = C © L20(F\Gnc) 

où les représentations TT sont irréductibles non triviales. Soit V l'espace des vecteurs in
finis d'une représentation TT et considérons le complexe calculant la (g, i^)-cohomologie 
de TT (Ch. 1) : 

(2.3.5) > C\TT) = Homx(A'p, V) —> C'+1{TT) —• • - - . 
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Si le rang de Gnc est > 1, on sait d'après un théorème de Zuckerman et Borel-
Wallach [15, Cor. V.3.4], que H1(g,K, V) = {0} si TT n'est pas triviale. Il en est de 
même si TT est triviale car Hom^(p, C) = {0}, et ceci pour tout Gnc. 

La suite (2.3.5) est donc exacte en i = 1 ; puisque le laplacien opère par l'opérateur 
de Casimir, dont les valeurs propres sur A0 = L2(T\Gnc/K) sont minorées hors les 
constantes, on en déduit que les valeurs propres de A sur A¿=0 sont minorées. 

Si Gnc est de rang 1 (donc localement isomorphe à SU(n, 1) ou SO(n, 1)), ceci 
reste vrai en dehors des représentations TT telles que H1 (g, K^V) 7̂  0. Mais celles-ci 
représentent exactement les formes harmoniques, pour lesquelles Aa = 0. 

2.4. Représentations non isolées et contre-exemples à A~ 

Les derniers paragraphes de ce chapitre sont destinés à mettre en valeur le rôle 
particulier des groupes SU(n, 1) et SO(n, 1) relativement à ces questions. Nous voulons 
tout d'abord expliquer que la Conjecture A~ (1) ne peut être vraie en général. 

Considérons un groupe G anisotrope tel que Gnc est simple. Soit /HÎ(Y\X) l'espace 
des i-formes harmoniques. D'après le chapitre 1, 7ïL(Y\X) se décompose en sous-
espaces relatifs aux représentations irréductibles TT de G telles que : 

(i) TT C L2(F\G) 
(ii) Hom^(A*p,U(7r)) / 0 
(iii) L'opérateur de Casimir opère trivialement sur V(TT). 

Rappelons (Ch. 1) que (ii) et (iii) sont équivalents à 
(iv) H\g,K-V{ir)) ^ 0 . 
Soit TT G G une représentation contenue dans L2(r\G), et vérifiant (iv). Supposons 

de plus que TT n'est pas isolée dans G. Soit donc nn G G une suite tendant vers TT. 
La condition (ii) est alors vérifiée par rrn pour n >̂ 0, par un analogue évident du 
Lemme 2.2.2. Par ailleurs, si p G G, l'opérateur de Casimir G opère par un scalaire 
p(C) sur les vecteurs G°° de p (§1.1). On vérifie alors que p(G) est une fonction 
continue de p pour la topologie de G [11]. Pour TTn —> TT on a donc TTTI(C) —» TT(C) = 0 ; 
si de plus la suite (7rn) est non stationnaire, TTn(C) doit être non nul pour n >̂ 0 car 
l'ensemble des représentations unitaires TT vérifiant (ii)-(iii) (iv) est fini. On a donc : 

Théorème 2.4.1. — Soient Y C G un sous-groupe de congruence, TT une représentation 
de G vérifiant (i iii) et TTU —> TT dans G, avec {rTn) non stationnaire. Si les représen
tations TTn appartiennent à G^ut, la Conjecture A~ (i) est en défaut pour les degrés i 
tels que Hi(g1 K; V(TT)) / 0. 

Pour un groupe donné, l'étude de A~ (i) se divise donc en deux questions : 

Problème 2.4.2. — Décrire les représentations isolées dans G parmi les représentations 
cohomologiques. 

ASTÉRISQUE 303 



2.4. REPRÉSENTATIONS NON ISOLÉES ET CONTRE-EXEMPLES À A~ 19 

Problème 2.4.3. — Pour G/Q donné, soit TT G G une représentation cohomologique 
non triviale et non isolée. La représentation TT est-elle isolée dans GAut U {^} ? 

Il existe une classe simple de représentations pour lesquelles les deux questions ont 
une solution négative. 

Rappelons qu'une représentation irréductible de G appartient à la série discrète si 
ses coefficients (§ 2.3) sont de carré integrable. D'après Harish-Chandra, G a une série 
discrète si, et seulement si, G contient un sous-groupe de Cartan compact [66]. Parmi 
nos groupes « hyperboliques », SU(n, 1) a toujours une série discrète et SO(n, 1) a 
une série discrète si et seulement si n est pair - ainsi, SO(2, 1) ^ SL(2,R) a une série 
discrète alors que SO(3, 1) ~ SL(2, C) n'en a pas désigne l'isomorphisme local). 

Rappelons qu'un sous-groupe parabolique P = M0AN de G est cuspidal si M0 
contient un sous-groupe de Cartan compact (donc, possède une série discrète). Une 
représentation TT appartient à la série discrète si, et seulement si, elle apparaît comme 
sous-module discret dans L2(G). Plus généralement, TT G G est tempérée si elle vérifie 
les conditions équivalentes qui suivent : 

(2.4.1) TT appartient au support de L2(G) 

(2.4.2) TT est un sous-module de indp=Mo^7v (0 O ev o 1) où P est cuspidal, 
ô G M0 appartient à la série discrète, et v G ia* est unitaire. 

Supposons que G n'a pas de série discrète, et soit Pf C G un parabolique tel que 
A soit de dimension minimale. Alors Pf est nécessairement cuspidal; si Pf — Mf A//, 
Mf est uniquement déterminé à conjugaison près dans G. On dit que Pf est un 
parabolique fondamental. 

Théorème 2.4.4 (Borel-Wallach). — Soit TT G G une représentation tempérée et sup
posons que H* (g, V(TT)) ^ 0. Alors 

(i) TT est un sous-module de indp^ (ô 0 e° 0 1), S G M0 étant une représentation de 
la série discrète. 

(h) La cohomologie de TT est concentrée dans Vintervalle [q — e, q + e] où q = 
±dimm(G/K) et e = 1/2 (rgG-igK). 

En fait la représentation induite de (i) n'est cohomologique que pour un nombre 
fini de représentations S, explicitement décrites [15, Thm. 5.1]. On vérifie que q dz e 
est entier [15, p. 98] ; tous les degrés contenus dans [q — e, q + e] apparaissent dans 
H*(Q,K; V) où V est l'espace des vecteurs X-finis de l'induite totale donnée par (i). 
Noter que si G a une série discrète, le Théorème reste vrai avec Pf = G - les seules 
représentations cohomologiques tempérées sont dans la série discrète. 

Nous allons déduire de ce théorème : 

Théorème 2.4.5. — Soit G arbitraire, et supposons que G nJa pas de série discrète. 
Alors la propriété A(i) est en défaut pour i G [q — e, q + e]. 
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Soit en effet TT une représentation vérifiant les conditions du Théorème 2.4.4 (i) 
et telle que Hl(g, K,V(TT)) ^ 0. Alors TT est tempérée et appartient donc au « dual 
automorphe » Gp̂ ut- Si 7rn —> TT, TTN TT, et TTU apparaît dans la décomposition 
(continue si G est isotrope) de L2(Tn\G) pour un groupe de congruence, la valeur 
propre associée Yn de C vérifie Yn —» 0, et apparaît dans le spectre (peut-être continu) 
du laplacien Ui. 

La démonstration a utilisé le théorème suivant : 

Théorème 2.4.6. — Toute représentation tempérée TT G G est limite de représentations 
TTti apparaissant (discrètement) dans L2(Tn\G). 

(Si TT G G, tempérée, n'est pas dans la série discrète, il en résulte aussitôt que TT = 
l i m ^ , TTN TT, TTN C L2(Tn\G).) Il y a plusieurs démonstrations du Théorème 2.4.6. 
Supposons d'abord G anisotrope, donc les quotients T\G compacts. Si Tn C Fo est une 
famille de sous-groupes distingués (en fait Tn+i distingué dans Tn) d'intersection {1}, 
le théorème est dû à Delorme [32] ; on sait même que la suite des mesures spectrales 
(sur G) des L2(Tn\G), pondérées par [r0 : Tn], tend vers celle de L2(G). 

Une autre approche du théorème est due à Burger, Li et Sarnak [19]. Cet article ne 
donne pas la démonstration, qui est exposée dans [22]. Pour G isotrope, elle implique 
que TT est limite de représentations dans le support de L2(Tn\G). 

Enfin, le fait que TT est limite de représentations TTN apparaissant discrètement 
dans L2(Tn\G) résulte de la démonstration donnée dans [22]. Nous expliquons l'ar
gument supplémentaire au lecteur familier avec les méthodes adéliques, en suppo
sant G simplement connexe comme dans [22] : choisissons une place finie p, et rem
plaçons G = G(R) par Goo,P - G(R) x G(QP). Alors [22, § 3], le Théorème 2.4.6 reste 
vrai, en remplaçant G par Ĝ -̂ oo,p et les rn par des sous-groupes ^-arithmétiques pour 
S = {oo,p}. Si on remplace TT G G par TT (g) TTP OÙ TTP G G(QP) est supercuspidale, on 
voit que TT <g> TTP est limite de représentations « automorphes » TT^ (g) TT^. Mais alors 
TTPN̂  = TTP pour tout n ^> 0, et cette représentation ne peut apparaître que dans le 
spectre discret. 

Exemple 2.4.6. — Si G = SO(n, 1) avec n impair = 2m H- 1, on a q = n/2 = m + | , 
e = ^; et la cohomologie de TT apparaît en degrés {m, m + 1}. 

Terminons en remarquant que le Théorème 2.4.5 est relié, par le théorème de 
Lück [T4], au calcul des invariants de Novikov-Shubin de l'espace G/K (Lohoué et 
Mehdi [73]). 

2.5. Perspectives : contraintes locales et contraintes automorphes 

Nous revenons aux deux Problèmes (2.4.2 et 2.4.3) énoncés dans la section précé
dente et nous allons décrire, en utilisant toute la force de la théorie des représentations, 
deux cas opposés où ils peuvent être résolus, amenant à une solution satisfaisante du 
problème A~(i). 
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Le Problème 2.4.2 a en fait été complètement résolu par Vogan, dans un article 
longtemps clandestin [101]. Sa solution est difficile, et nous n'exposerons les résultats 
que dans les cas qui nous intéressent. Le Problème 2.4.3 est encore plus profond : l'un 
des buts de ces notes est d'expliquer comment, pour les groupes associés aux espaces 
hyperboliques, sa solution est implicitement donnée par les Conjectures d'Arthur. 

Commençons par le groupe G = SU(n, 1). Le sous-groupe compact maximal est 
K = U(n). La décomposition de Cartan est gQ = ÏQ © po avec po = Cn. On a 
P = Po <8> C = Cn 0 Cn, le premier facteur s'identifiant à l'espace tangent holomorphe 
eno=l-K à kX = G/K et le second à l'espace tangent antiholomorphe. Donc : 

(2.5.1) Az(p) ^ 0 Ap(Cn)(g)A9(Cn). 
p+q=i 

Le groupe K opère sur po par u • X = det (u)~1uX (u E X G Cn). Il préserve la 
décomposition (2.5.1). 

On sait que les représentations Ap(Cn) sont irréductibles sous K ; chaque facteur 
de (2.5.1) contient alors une unique représentation irréductible contenant le vecteur 
ep0eq, ep et eq étant respectivement un vecteur de plus haut poids de Ap et Aq (sous 
un tore maximal de K). Notons-la rpq. On a alors : 

Théorème 2.5.1 (Kumaresan, Vogan-Zuckerman [103], Krajlevic [68]) 
(i) Pour tous p, q tels que p + q ^ n il existe une unique représentation unitaire 

irréductible Vpq de G telle que 
(a) UomK(rpqj VPQ) ^ 0. 
(b) L'opérateur de Casimir opère trivialement surVpq. 

(ii) Aucune représentation Vpq n'est isolée dans G. 

(iii) Les VPQ constituent toutes les représentations unitaires cohomologiques de G. 

Noter que d'après (a), (b), 
Hp+«(g, K, VPQ) = HomK(A^p, VPQ) ^ 0. 

D'après [103] on sait en fait que les autres représentations de Ap+qp n'interviennent 
pas dans VPQ, et que rpq apparaît avec multiplicité 1. En particulier 

(2.5.2) H^{Q,K-Vpq) É*C. 

Par ailleurs (2.5.1) implique une décomposition de Hodge sur la cohomologie [15, 
II, §4] et : 

(2.5.3) H^(Q,K;Vpq)^C 

et plus précisément 

(2.5.4) HP+r<*+r(0,K;Vpq)=C (r = 0,. .. n - p - q), 

les autres composantes de Hodge de i^*(g, K; VPQ) étant nulles [103, Prop. 3.6]. 
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Il est clair que ces résultats ne laissent aucun espoir quant au Problème local 2.4.2. 
En revanche nous allons voir (Ch. 6) que le Problème global 2.4.3 devrait admettre une 
solution positive, d'après les Conjectures d'Arthur (Conjecture A de l'introduction). 
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CHAPITRE 3 

REPRÉSENTATIONS DE GL(n) 

3.1. Classification de Langlands 
La classification de Langlands pour G — GL(n, R) décrit toutes les représentations 

admissibles de G à équivalence infinitésimale près. Nous notons K — O(n) le sous-
groupe compact maximal de G. 

Une représentation admissible irréductible (p, V) admet un caractère central i.e. un 
homomorphisme cup : R* —> C* tel que 

p(tln) = up(t) Idv, 

pour tout t G M*. 
Soit SL±(m,IR) le sous-groupe des éléments g de GL(m, R) tels que | det(g)\ = 1. On 

va d'abord décrire certaines représentations irréductibles de SL±(m, M) pour m = 1 
et m — 2. Pour m = 1 il n'y a que deux représentations, toutes les deux de dimension 
un ; on note la représentation triviale 1 et sgn l'autre. Pour m = 2, les représentations 
qui nous intéressent sont celles qui sont dans la « série discrète » et que nous notons 
D\ pour l G N*. Pour / ^ 1, la représentation D\ est induite de SL(2,R) : 

(3.1.1) A=ind^2(J)R)(Z>+). 

Où la représentation D+ est donnée par l'action de SL(2, R) sur l'espace des fonctions 
analytiques / sur le demi-plan de Poincaré de norme 

1 /2 

11/11 = ( / / i / ^ i v ^ W ) 

finie, l'action d'un élément g — (a d) étant donnée par 

(3.1-2) Dt{g)f{z) = (bz + <*)-<'+»/ ( ^ ) • 

Les représentations D\ de SL=b(2,R) sont irréductibles et unitaires (cf. [66], [71]) (1). 

(̂ Le caractère infinitésimal de Di est Ip où p(J = 1, voir [66, Problème 2 p. 276]. 
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Chaque représentation de G est construite à partir de « blocs élémentaires » : les 
représentations de GL(1,R) et de GL(2,R) que l'on obtient en tensorisant les repré
sentations de SL^ ci-dessus par un morphisme a f—» |deta|^ du groupe des matrices 
scalaires strictement positives de taille 1 ou 2 vers C*. Ci-dessous, nous notons ||R la 
valeur absolue ordinaire et i G C. On obtient donc les « blocs élémentaires » suivant : 

(3.1.3) 1 ® I-IR 
sgn<g)|.|k 

> pour GL(1,R), 

(3.1.4) £>z <8> |det(.)|R pour GL(2,R). 

À chaque partition de n en somme de 1 et de 2, notée (ni, . . . , nr), on associe le 
sous-groupe diagonal par blocs 

M = MA = GL(m,R) x • • • x GL(nr, R) 

de G, où comme d'habitude A désigne le sous-groupe des matrices diagonales positives 
dans le centre de M et M est un produit de groupes {±1} ou SL±(2, R). Pour chaque 
entier j compris entre 1 et r, soit Oj une représentation de GL(nj, R) de la forme 
(3.1.3) ou (3.1.4) suivant que n3; = 1 ou 2 ; nous noterons tj le nombre complexe t 
correspondant. Alors (ai,. . ., ar) définit, par produit tensoriel, une représentation du 
sous-groupe diagonal par blocs MA que l'on peut étendre en une représentation du 
sous-groupe parabolique correspondant P = M AU (constitué des matrices triangu
laires supérieures par blocs) par l'identité sur U (les matrices strictement triangulaires 
supérieures par blocs). Nous notons alors : 

(3.1.5) /(ai, • • • , (Tr) = ind^(cri ,...,£>), 

où ind désigne l'induction unitaire (cf. [66]). 
Les sous-algèbres de Cartan de g = g[(n,C) s'identifient à C™, de façon unique à 

l'action près du groupe de Weyl ©n. D'après [66, Proposition 8.22], la représentation 
définit par (3.1.5) admet alors un caractère infinitésimal 

(3.1.6) (Affl,..,Affr)eCn, 

où Xcrj est égal à tj lorsque rij — 1 et est égal au couple (tj + lj/2,tj — lj/2) lorsque 
rij = 2. 

Le théorème qui suit résulte des travaux de Langlands [72] et de la thèse de Speh 
(cf. aussi [65]). 

Théorème 3.1.1 (Classification de Langlands pour GL(n, R)). — Soit G = GL(n, R). 
(1) Si les paramètres tj de (a i , . . . , ar) vérifient 

(3.1.7) n'1 Reti > n2_1 Ret2 > • • • > n'1 Reir, 

alors /(ai , . . . , ar) a un unique quotient irréductible, son quotient de Langlands, que 
nous notons «/(ai,. . . , ar). 

(2) Toute représentation admissible irréductible de G est infinitésimalement équi
valente à une représentation J(ai, . . . , ar). 
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(3) Deux représentations J(cr\, . . . , o~r) et J(cri, . • . , o~fr,) sont infinitésimalement 
équivalentes si et seulement si r — r' et il existe une permutation j(i) de {1, . . . , r} 
telle que a[ — Oj(i) pour 1 ^ i ^ r. 

On peut de la même manière classifier les représentations irréductibles admissibles 
de GL(n, C). Dans la suite de cette section, nous notons G = GL(n, C) et K — U(n) 
un sous-groupe compact maximal. 

Rappelons que tout caractère (non nécessairement unitaire) de C* s'écrit z \—» zp~zq 
où q G C et p — q G Z. Le caractère est unitaire si, et seulement si, Ke(p-\-q) = 0. Po
sons ti = Pi+qi. Pour tout j = 1, . . . , n, soit un caractère de C*. Alors (ai, . . . , an) 
définit, par produit tensoriel, une représentation de dimension un du sous-groupe des 
matrices diagonales de G, que l'on étend, par l'identité, en une représentation de di
mension un du sous-groupe B des matrices triangulaires supérieures dans G. On pose 
alors : 

(3.1.8) J(<7i, . . . , <7n) = indg(<7i, . . . , <7n), 

où l'induction ci-dessus est unitaire. 
Une sous-algèbre de Cartan de g = Lie(GL(n, C))<g>C = g((n, C) X£j[(n, C) s'identifie 

à Cn x Cn, de façon unique modulo &n x @n. D'après [66, Proposition 8.22], la 
représentation définie par (3.1.8) admet alors un caractère infinitésimal 

(3.1.9) (pi, . . . lPn) X (qu . . . , qn) G CN X Cn. 

Théorème 3.1.2 (Classification de Langlands pour GL(n, C)). — So¿¿ G = GL(n, C). 
(1) Si les paramètres tj de (<TI, . . . , an) vérifient 

(3.1.10) Retí ^ Re¿2 ^ • • • ^ Rein, 

a/ors /(cri,. . . , crn) a im unique quotient irréductible, son quotient de Langlands, gi¿e 
noi¿s notons J(o~i, • • . , crn). 

(2) Toute représentation irréductible admissible de G est infinitésimalement équi
valente à une représentation J(<TI, . . . , o~n). 

(3) Deux représentations J(cri,. . ., an) et J(cr/lJ. . . , afn) sont infinitésimalement 
équivalentes si et seulement s'il existe une permutation de { l , . . . ,n} telle que 
ai ~ (Jj(i) Pour 1 ̂  ¿ ̂  n. 

Nous renvoyons au livre de Knapp [66] pour une démonstration de ces Théorèmes. 

3.2. Correspondance de Langlands locale 

Le groupe de Weil de R, noté Wm, est l'extension de C* par Z/2Z (le groupe de 
Galois de C sur R) : 

Wm = C*UjC*, 
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où j2 = —1 et jcj~1 — c. Dans cette section nous décrivons la correspondance de 
Langlands locale pour GL(n,R) i.e. une bijection entre l'ensemble des classes d'équi
valence de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wu et l'ensemble 
des classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,3R). On 
va donc s'intéresser aux représentations semi-simples du groupe de Weil de IR. 

Il existe une suite exacte naturelle 

1 —> U —>WR u M* > 1 

donnée par 

z i > \z\c = zz (z G C*) 

3 - i , 

et dont le noyau est {z G C* : |z| = 1} . Si |z| = 1, on a z = w/w = w(jwj~1)~1 
qui est égal au commutateur [w,j] — wjw~1j~1. Donc U s'identifie au groupe dérivé 
de WR. 

Par conséquent, les caractères abéliens de Wu sont de la forme w H-• x(u(w)) ou X 
est un caractère de M*. Les représentations de dimension un sont donc paramétrées 
par un signe et un paramètre complexe t comme ci-dessous : 

/o n n (+>*) : y (z) = 1*1« et VO') = +1» 
1 ' ' j ( - i ) : ^ ) = | ^ et yJ(j) = - l -

Considérons maintenant une représentation irréductible r de WR sur un espace 1/, 
de degré ^ 2. Alors r^* est complètement réductible, donc somme directe de carac
tères. Si x est un caractère de C*, soit 

V(x) = {v eV : z.v = x(z)v}. 

Puisque jzj~x = ~z (z G C*), la somme directe U(x) ® (̂x°~)> ou X̂ Ĉ ) — xĈ )? est 
stable par WR. Par conséquent, il existe au plus un couple de caractères {x, Xe7} dans 
la décomposition de V. 

Si X = X°\ d'après le paragraphe au-dessus de (3.2.1) x s'étend en un caractère 
abélien x' de WR. Alors r (8) (x ' )1 eŝ  une représentation irréductible de WR, triviale 
sur C*, donc représentation de WR/C* = { ± 1 } . Elle est donc de dimension 1, et r est 
un caractère, décrit dans (3.2.1). 

Si x 7̂  Xa? s°it v G V(x)- Alors r(j)v G V(xa) donc v et r(j)v sont indépendants. 
Alors, l'espace (v,r(j)v) est stable par WR = (j,C*). Donc r est de dimension 2, 
donnée dans cette base par les matrices 

z X(z) 
x (12)-

, z G C*, j 
1 

x ( - i ) ' 

C'est la représentation de WR induite à partir du caractère x de C*. Nous avons donc 
obtenu que les classes d'équivalence de représentations irréductibles de dimension > 1 
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if : WR —* GL(2,C) sont classifiées par les paires (/,£) avec / un entier ^ 1 et t dans 
C; à chaque paire (/,£) correspond la classe d'équivalence du morphisme suivant : 

(3.2.2) ( M ) : 

(p(rei9) = 
r2teU0 

r2te-iW 

et 

<fU) = 1 

( - 1) 

Soit maintenant f une représentation complexe semi-simple de dimension n de 
W]&. La liste des dimensions des composantes irréductibles de f donne une partition 
de n comme somme de 1 et de 2 que l'on note (ni,. . . , nr). Soit <fj la composante 
irréductible de f correspondante à l'entier rij. A fj on peut associer une représentation 
Gj de GL(nJ-,R) de la manière suivante : 

(3.2.3) 

(+,£) dans (3.2.1) i > 1 (g) |.|^ dans (3.1.3), 

(-,£) dans (3.2.1) i > sgn(g)|.|^ dans (3.1.3), 

(l,t) dans (3.2.2) i > Di ® |det(.)|^ dans (3.1.4). 

De cette façon, on associe à la représentation if un r-uplet (cri, . . . , o~r). De plus, quitte 
à permuter les Gj, on peut supposer que (3.1.7) est vérifiée. Le Théorème 3.1.1 permet 
donc de définir l'application : 

(3.2.4) (f i—> PR(<P) = J(<Ji,... ,crr) 

et implique le : 

Théorème 3.2.1 (Correspondance de Langlands locale pour GL(n, M)) 
L'application (3.2.4) définit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence 

de représentations complexes semi-simples de dimension n de WR et l'ensemble des 
classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,M). 

Remarquons de plus que la classification de Langlands implique l'équivalence des 
trois assertions suivantes : 

(1) le paramètre f est tempéré, i.e. est borné; 
(2) Re(ti) = • • • = Re(tr) - 0; 
(3) la représentation pu(<f) est tempérée. 

Dans la suite nous décrivons l'analogue du Théorème 3.2.1 pour GL(n, C). Le 
groupe de Weil de C, noté Wç, est donné par Wc = C*. 

Une représentation semi-simple de dimension n de Wc, X-> es^ donc donnée par n 
(quasi-) caractères (X1 ..........Xn) où Xi(z) = zPi (z)qi • Comme plus haut posons ti = Pi+qi. 
Quitte à permuter les Xi, on peut supposer que (3.1.10) est vérifiée. Le Théorème 3.1.2 
permet donc de définir l'application : 

(3.2.5) x 1—> Pc(x) = J{X\, • • • >Xn) 
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et implique le : 

Théorème 3.2.2 (Correspondance de Langlands locale pour GL(n, C)) 
L'application (3.2.5) définit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence 

de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wc et l'ensemble des 
classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,C). 

Enfin, remarquons que là encore la classification de Langlands implique que les 
trois assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) le paramètre x eŝ  tempéré, i.e. borné; 
(2) Re(*i) = ••• = Re(*n) = 0 ; 
(3) la représentation pc(x) eŝ  tempérée. 

3.3. Un peu de fonctions L 

3.3.1. Caractères de Dirichlet et adèles. — Pour simplifier nous commençons 
par quelques rappels sur ces notions en se plaçant sur le corps Q, mais tous ces 
résultats admettent un analogue dans le cas d'un corps de nombres quelconque. 

Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Soit xo un caractère du groupe multiplicatif 
fini (Z/nZ)*, i.e. un morphisme de groupe à valeurs dans le cercle unité. On appelle 
caractère de Dirichlet de module n toute application x obtenue à partir d'un caractère 
Xo comme ci-dessus par l'extension à Z : 

X{à) = 
0 si (a, ri) ф 1, 
Xo(a mod n) si (a, n) = 1. 

Nous dirons de plus que x eŝ  primitif de conducteur n si x ne provient pas par 
composition d'un caractère de (Z/<iZ)* où d divise n. 

Dans la suite nous allons ramener en partie l'étude du spectre des formes diffé
rentielles des variétés hyperboliques complexe arithmétiques à l'étude du spectre des 
formes différentielles des revêtements de congruence de 

SL(n,Z)\SL(n,lR)/SO(n). 

Ce lien est prédit par la fonctorialité de Langlands, dont nous décrirons quelques cas 
particuliers dans les prochains chapitres. 

Nous voulons donc étudier les formes différentielles sur l'espace symétrique 

X = SL(n,R)/SO(rc) 

invariantes par rapport à un sous-groupe de congruence de SL(n,Z) et ce simulta
nément pour différents sous-groupes de congruence. Rappelons qu'un sous-groupe de 
congruence de SL(n,Z) est un sous-groupe de SL(n,Z) qui contient un sous-groupe 
TN — {M G SL(n,Z) | M = In (mod N)}, pour un certain entier TV > 1. A chaque 
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inclusion r ' c r de sous-groupes de congruence correspond une projection de revête
ment r ' \ X —• F\X. Puisque le nombre de classes d'idéaux de Q est 1, le théorème 
qui suit montre que la limite projective de ce système, lim projrT\X, est égale à 

SL(n, Q)\ SL(n, A)/ SO(n, M), 

où A est l'anneau des adèles de Q. Ainsi l'introduction des adèles permet de trans
former l'étude du spectre des quotients de congruence de X en l'étude d'un certain 
espace de fonctions sur un espace de classes à droite et à gauche du groupe SL(n, A). 

Dans la suite nous notons F un corps de nombres et A son anneau des adèles. Soit 
S = Soc U Sf l'ensemble des places de F, réunion des places archimédiennes et des 
places finies de F. Si v G S, nous notons Fv la complétion de F en la place v ; si v 
est non-archimédienne, nous notons ov l'anneau des entiers de Fv. Nous notons Af 
l'anneau des adèles finis et F00 le produit de toutes les complétions archimédiennes 
de F. Nous supposerons une certaine familiarité avec la définition de l'anneau des 
adèles, sa topologie, et le fait que F C A est un sous-groupe discret, avec un quotient 
A/F compact. 

Théorème 3.3.1 (Théorème d'approximation forte). — Soit F un corps de nombres. 
(1) SL(n, Foo) SL(n, F) est dense dans SL(n,A). 
(2) Soit Ko un sous-groupe compact ouvert de GL(n,Aj). Supposons que l'image 

de Ko dans A^ par le déterminant soit Ylvgs °v- Alors le cardinal de 

GL(n, F) GL(n, Foo)\ GL(n, A)/K0 

est égal au nombre de classes d'idéaux de F. 

Dans le premier chapitre nous avons ramené l'étude du spectre des formes diffé
rentielles sur les quotients F\X à l'étude de certaines représentations irréductibles 
unitaires du groupe SL(n,M), celles apparaissant dans le spectre automorphe. Les 
adèles permettent de voir chacune de ces représentations comme la « représentation à 
l'infini » d'un seul et même groupe, le groupe SL(n, A). Il sera en fait plus commode 
de considérer le groupe GL(n, A). 

Nous dirons d'une représentation unitaire irréductible de GL(n,A) qu'elle est au
tomorphe si elle apparaît comme sous-représentation de la représentation régulière 
droite dans L2(GL(n, F)\GL(n, A)). Remarquons qu'en général une représentation 
automorphe n'apparaît pas discrètement, ce problème peut être évité en ne considé
rant que des représentations cuspidales pour la définition desquelles nous renvoyons 
à [18]. 

On appelle caractère de Hecke un caractère continu \ de A* /F*. Si v est une place 
non-archimédienne de F, on dit que \ est non ramifié en v si Xv, la composée de x et 
de l'inclusion naturelle Fv A, est triviale sur o*. Dans le cas contraire on dit que 
X est ramifié en t;. Il est facile de vérifier qu'un caractère de Hecke est non ramifié 
en presque toutes les places. Lorsque F = Q, il découle de la description de A*/Q* 
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que les caractères de Hecke correspondent aux caractères primitifs de Dirichlet de la 
façon suivante. 

Proposition 3.3.2 
(1) Supposons que F = Q et que x est un caractère de A*/F*. Il existe alors un 

unique caractère xi d'ordre fini de A*/i^* et un unique nombre imaginaire pur À tel 
que x(x) = xi(x)\x\x. 

(2) Supposons que F = Q et que x est un caractère d'ordre fini de A*/F*. 17 existe 
alors un entier N dont les diviseurs premiers sont exactement les places finies de Q en 
lesquelles x est ramifié, et un caractère primitif de Dirichlet xo modulo N tel que si p 
est un nombre premier ne divisant pas N, alors Xo(p) — Xp{p)- Cette correspondance 
X ^ Xo est une bijection entre les caractères d'ordre fini de A*/i^* et les caractères 
primitifs de Dirichlet. 

3.3.2. Fonctions L. — Soit F un corps de nombre et A son anneau des adèles. La 
théorie de Langlands veut associer à chaque représentation automorphe de GL(n, A) 
une fonction L donnée comme produit eulérien de facteurs L élémentaires, un pour 
chaque place de F. D'après un théorème de Jacquet-Langlands [55] et Flath [41], toute 
représentation irréductible admissible de GL(n, A) est un « produit tensoriel restreint » 
TT = ®TTV de représentations de Gh(n, Fv) où v décrit les places de F (y compris les 
places archimédiennes). D'après Godement-Jacquet [45] on peut associer à TT une 
fonction 

L(TT,S) = Jjz,(7rv, S). 
v 

Pour v finie, L(TTV,S) est un facteur eulérien du type usuel. Pour v infinie, c'est 
un produit de fonctions F. (Godement-Jacquet considéraient les TT cuspidales, le cas 
général est traité par Jacquet [59].) 

En fait, on peut associer à TT une famille de fonctions L, associées à des choix de 
vecteurs dans l'espace de la représentation et à des fonctions auxiliaires. Nous aurons 
besoin de considérer la fonction L ayant à toutes les places le bon facteur prédit par 
la fonctorialité de Langlands [69]. Ceci est obtenu par Jacquet [59]. Pour les places 
archimédiennes, d'après le § 3.3, la représentation TTV est associée à une représentation 
de degré n de Wc ou WR. Il suffit donc de d'écrire les facteurs locaux associées à 
celle-ci, et ceux-ci sont donnés par les propositions suivantes. 

Proposition 3.3.3 (Facteurs Loo pour GL(n, R)). — Soit TT = PR(<P) une représentation 
de GL(n,R). Le facteur L^, L(TT,S) = L(cp,s) est le produit des L(cpj,s) où les cpj 
sont les composantes irréductibles de (p. Et si (p est irréductible, on a : 

L{y,s) = 
7r-(*+*)/2r((s + t)/2) sup est donnée par (+,£) dans (3.2.1), 
7r~^+t+1)/2r((s + t + l)/2) sup est donnée par (-,£) dans (3.2.1), 
2(2TT)-^s+t+l/2^T (s + t + l/2) sup est donnée par (l,t) dans (3.2.2). 
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Proposition 3.3.4 (Facteurs L^ pour GL(n, C)). — Soit TT = pc(x) une représentation 
de GL(n,C). Le facteur L^, L(TT,S) = L(x-, s) est Ie produit des L(xj?s) ou ^es Xj 
sont les caractères composant x- Et s^ X es^ un caractère du type x(z) — zp(z)q, on a : 

L(X, s) = 2(27r)-(s+max(^))r (s + max(p, q)) . 

3.4. Dual unitaire 

3.4.1. Représentations de Speh. — Soit F un corps égal à R ou C. Soit r un 
entier égal à 1 si F = C et égal à 1 ou 2 si F = R. Soit S une représentation de la 
série discrète unitaire de GL(r, F). Ceci équivaut à ce que 

- S(z) = zp(z)q avec R e ( ^ ) = 0 si F = C, 
- 5 = 1 (g) |.|J£ ou sgng)|.|^ avec dans les deux cas Re(t) = 0 si F = R et r = 1 et, 
- 5 = Di g> | det(.)!!,> si F = R et r = 2. 

Soit n = mr un multiple de r. On note 5|.|s (5 G C) la représentation de GL(r, F) 
donnée par 0(g) | det(g) \SF. Considérons la représentation de GL(n, F) unitairement 
induite à partir de 

(5|.|(m-1)/2,5|.|(m~3)/2,... , <5|.|(1_m)/2). 

D'après les Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2, elle admet un unique quotient de Langlands. On 
le note Sp((5, m). 

Théorème 3.4.1 (Speh [97]). — La représentation Sp(<5, m) est unitaire. 

3.4.2. Séries complémentaires. — Si V : n = n\ + • • • H- nr (n̂  > 0) est une 
partition de n, on note P le parabolique associé, formé des matrices triangulaires 
supérieures par blocs. Son sous-groupe de Levi est M = GL(ni, F) x • • • x GL(nr, F). 
Si ixi est une représentation irréductible de GL(n^,F), on note (de façon cohérente 
avec les notations de la première section) (TTI, . . . , 7rr) la représentation de P obtenue 
par extension triviale à P de la représentation tensorielle TT\ g) • • • (g) ixr de Al". 

Soit Sp(£, m) une représentation de Speh pour GL(n, F), n = mr. Dans GL(2n, F), 

(Sp(<J,m)|.r,Sp((ï,m)|.|/3) 

définit une représentation du sous-groupe parabolique associé à la décomposition 2n = 
n + n. 

Théorème 3.4.2 (Vogan [102]). — Pour 0 < a < la représentation de GL(2n, F) 
unitairement induite à partir de 

(Sp(ô,m)\r,Sp(S,m)\.\-a) 
est irréductible et unitaire. 

Soit V(ô, m, a) la représentation ainsi définie. 
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3.4.3. Classification 

Théorème 3.4.3 (Vogan [102]) 
(1) Soit 7T une représentation unitaire de GL(n,F). Alors, il existe une partition 

n = miri + • • • + msrs + 2(ms+irs_|_i + • • • + ms+trs+t); des représentations Si de la 
série discrète de GL(n, F) (i = 1, . . . , s) et des réels 0 < oli < ^ (ï = s + 1 , .. . ,s + tj 
tels que 7r soit équivalente à l'induite unitaire de 

(Sp(5i, rai),. . ., Sp(cTs, ms), V(Ss+1,ms+i, as+i), . . . , V(5s+t,ms+u as+t)). 

(2) Cette expression est unique, aux permutations près des (ôi,rrii) (i ^ s) et des 
{ôj,mj,OLj) (j > s). 

Le Théorème ci-dessus implique que si les tj sont les paramètres complexes, comme 
dans (3.1.7) ou (3.1.10), d'une représentation unitaire de GL(n, F) alors : 

(3.4.1) {ÏJ} = {-**}. 

Enfin, remarquons que le Théorème de classification de Vogan permet (cf. [24]) de 
redémontrer que pour une représentation unitaire générique (ce qui est le cas de toute 
représentation automorphe cuspidale) les tj comme ci-dessus vérifient : 

(3.4.2) |Re(^) |<I . 

3.4.4. Retour sur les représentations de Speh. — Il est intéressant de noter 
que la construction de Speh est assez générale dans le sens qu'elle ne nécessite pas 
réellement que ô soit une représentation de la série discrète. 

Plaçons nous, pour simplifier, sur le corps C. Soit a un entier ^ 1 et r une 
représentation (unitaire) de GL(a, C). Enfin soit n — ab un multiple de a. Comme au-
dessus notons r\.\s (s G C) la représentation de GL(a, C) donnée par r(g)\ det(<?)|^. 
On introduit alors la représentation de GL(n, C) unitairement induite à partir 
de 

(3.4.3) (r|.|(6-1)/2, T|.|<6-3)/2, . . . , r|.p-6)/2). 

D'après les Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2, elle admet un unique quotient de Langlands, on 
le note 

J(r, b). 

Ces représentations, nous le verrons, jouent (conjecturalement au moins) le rôle 
de pavés élémentaires dans la description du spectre automorphe. Concluons ce cha
pitre par le calcul du caractère infinitésimal d'une telle représentation. 
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Supposons que le caractère infinitésimal de la représentation r soit 
(A, M) = ((Ai,..., AA), (/ii,..., fia)) É C X C 

toujours dans la paramétrisation d'Harish-Chandra, cf. § 1.3. Alors, d'après [66, Pro
position 8.22], le caractère infinitésimal de J(r, b) est 

(3.4.4) A + 6 - 1 
2 

X + 6 - 3 
2 

,A + 1 - 6 
2 

u + 
6 - 1 

2 
u + 

1 - 6 
2 

(vecteur de C" x Cn). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 





CHAPITRE 4 

REPRÉSENTATIONS DE U(n, 1) 

Soit G = U(n, 1) le sous-groupe de GL(n + 1,C) laissant invariante la forme her-
mitienne : 

ki|2 + --- + kn|2-kn+i|2-

Soit K = U(n + 1) H G = U(n) x U(l). L'algèbre de Lie g0 de G est : 

go = {M G M(n, C) | MI n,1 + /„,iM = 0}, 

où 
In A — 

/„ о 
О - 1 , 

L'algèbre de Lie ÎQ de K est : 

«o = 
A 0 * 
0 iO 

| 0 e K, *A +A = 0 

La décomposition de Cartan correspondante est : 

go = t0 e po, 

où 

Po = 
0 zN 
*z 0 

z G Mn,i(C) 

Cette décomposition est orthogonale relativement à la forme de Killing 

(4.0.1) B(X,Y) = 1 
2 

TT(XY) 

sur go- Pour cette normalisation de la forme de Killing les courbures sectionnelles de 
l'espace symétrique associé (l'espace hyperbolique complexe) sont comprises entre —4 
et — 1, cf. deuxième partie. 

Soit Ad la représentation adjointe de G. Puisque tout élément de K peut s'écrire 

k = 
U 0N 
0 v , 

U e U(n), v G U(l) 
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le groupe K agit sur p0 = Cn par Ao\{k)X = UXv \ et cette action préserve la 
structure complexe naturelle sur po- On en déduit donc la décomposition 

(4.0.2) p = po g) C = p+ 0 p_ avec p± ^ p^ ^ pT, 

comme i^-modules. Pour 0 $J r ^ 2n, soit 

rr := Ar(Ad+ ® Ad_) ^ Ar(Ad®Âd) 

la représentation de K sur Arp = Ar(p+ ® p_). Il est bien connu [15] (décomposition 
de Hodge) que chaque représentation rr se décompose en 

7~r — ^B.OI 
p+q — r 

où 
TPï9 := ApÂd g) Aq Ad 

est la représentation de K sur Ap,qp = App_ (g) A9p+. Via la formule de Matsushima, 
la décomposition de Lefschetz de la cohomologie d'une variété hyperbolique complexe 
découle de la décomposition de la représentation TP:Q en irréductibles. D'après [15], 
on obtient : 

miri(p,q) 
(4-0.3) rp,9= 0 r'p_Kq_k, 

k=0 
où pour chaque couple d'entiers positifs de somme i + j ^ n, r[- est une repré
sentation irréductible. 

4.1. Classification de Langlands 

Commençons par quelques notations. Soit 

(4.1.1) H0 = 
0 0 1 
0 0n_i 0 
1 0 0 

e po-

Alors ao := Mî o est un sous-espace de Cartan (i.e. abélien maximal) dans po? et le 
sous-groupe de Lie correspondant de G est paramétré par les éléments : 

a+ : = expfti^n) = 
cosh t 0 sinh tN 

0 Jn_i 0 
sinh t 0 cosh t, 

ont eR. 
Soit a G aj définie par a(tHQ) = t. Alors i?(go,cio) ~ {=to, =L2oi} est un système 

restreint de racines de (go, do) avec un sous-système positif i?+(go, ao) = {a, 2a}. On 
utilisera dorénavant l'identification : 

a* C, 

sa i > s. 
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Soient no = (filo)a © (ôo)2a la somme des espaces propres des racines strictement 
positives, TV le sous-groupe de Lie de G correspondant et p la demi-somme des racines 
dans i?+(go, ao), comptées avec multiplicités. Alors p = na (dim (go)a = 2(n — 1) et 
dim (go)2» — !)• Soit Af le centralisateur de A dans X. Alors : 

M = 
ew 0 0 
0 U 0 
0 0 eié? 

Nous notons P = M AN le sous-groupe parabolique (minimal) usuel de G. Étant 
donnés c r G M e t s G C = a*, l'application : 

(cr g) es g) l)(matn) = esta(m) 

définit une représentation de P dans Va. Nous notons TIV^ V induite unitaire de cette 
représentation z.e. l'action de G sur l'espace 

H<r,s = L2(G,MAN,a(g) es g) 1) 

:= {f : G • K | f(xmatn) = e~^V(m)"1/ f (x) et /,K G L2(K)} 

par translation à gauche : ^^^(g)f'(h) = f(g~1h). Remarquons que, comme K-
module, chaque l~ia,s est isomorphe (pour tout s) à l'espace L2(K,M,a) des fonc
tions / de carré intégrable sur K telles que f(km) = a(rn~1)f(k). 

Puisque go et ÉQ ont même rang n, le groupe G admet une série discrète de représen
tations i.e. des représentations irréductibles unitaires dont les coefficients matriciels 
sont dans L2. 

4.1.1. Représentations induites de P. — Dans cette sous-section nous revenons 
sur les représentations induites de P pour déterminer leurs iiT-types. 

Puisque Tia.s est L2(K,M,a), vue comme i^-module, le théorème de réciprocité 
de Frobenius nous dit que 

Homx(7Ycr5s, VT'v G) = HOIÏIM (Va, VTi ) pour tout s G C. 

On doit donc comprendre comment la représentation r'p q se restreint à M. Ceci est 
classique, nous suivons ici l'article [83] de Pedon. 

Soit v)o (resp. to) la sous-algèbre de Cartan de ÎQ (resp. trio) constituée des éléments 
diagonaux. Pour chaque entier 1 ^ i ^ n + 1, soit Si la forme linéaire sur t) définie 
par £^(diag(/ii, . . . , ft,n_j_i)) = hi. Nous conservons les mêmes notations pour leurs 
restrictions à t. Les racines pour les paires (6, f)) et (m, t) sont, respectivement, 

I 0 G R et C/ G U(n - 1) 

(4.1.2) 
RK := R(t, f}) = {Si - Sj-.\ 1 < i + j < n}, 

RM ••= R(m, t) = {el - Ej | 2 s$ i ^ j < n}, 

et les systèmes positifs correspondants (pour l'ordre lexicographique) sont : 

(4.1.3) 
RK = i£i ~£j\i^i<j^ n}, 
R+, = {et -e3: | 2 < i < j < n}. 
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Les poids de la représentation adjointe Ad de K sont les si — en+i, avec comme 
vecteur de poids correspondant e?; pour 1 ^ 2 ^ n. On en déduit que les plus hauts 
poids des représentations irréductibles ApAd et Aq Ad de K sont, respectivement, 

/̂ Aï'Ad ~ 
a 

M 

k=n — p-\-1 
Sk + pe n+1 et fl\q Ad = 

q 
E 
k=l 

. £k — q£n+i-

D'où il découle, à l'aide de [15, Lemme 4.9, Chapitre VI], que le plus haut poids de 
r'pq est : 

(4.1.4) PT' = 
r p. n 

a 
E 
k — \ 

E k-
n 

E 
k=n—p+1 

£fc + (i? — g,)̂ ri + l-

D'après [6, Théorème 4.4], on a génériquement ^ 

\Tp,q)\M — ® ^p-l^ © ^,9-1 © CTp-l,g-l, 

où chaque aa¿ est une représentation irréductible de M de plus haut poids 

(4.1.5) µ 0 a,b = 
a — b 

2 [ei + en+i) + 
6+i 
E 

k = j + 1 
E K = 

ri 
E 

k — ri — a+1 

(̂ Ce qui signifie que l'on demande que cra h = 0 si min(a, b) < 0 ou si max(a, 6) > n — 1. 
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Ek. 

4.1.2. Série discrète. — Revenons maintenant sur les représentations de la série 
discrète. 

Comme à la section précédente, soit f)o C îç> C 0o la sous-algèbre de Cartan consti
tuée des matrices diagonales. Avec les notations ci-dessus, 

RG := R(Q, í}) = - £ j | U ^ j ^ n + 1}, 

alors que i?x et i?^ sont respectivement définis en (4.1.2) et (4.1.3). Le groupe de 
Weyl WG (resp. WK) est le groupe des permutations de n+1 (resp. ri) éléments. Il y a 
donc n + 1 sous-systèmes positifs de RG qni sont compatibles avec R^. On choisit 

R% = {£i-£j | 1 < i < j ^ n + 1}. 

On obtient alors chaque système positif compatible de la façon suivante. Soit sp la 
réflexion relative à la racine /3, on pose 

Wj = 
71 

n 
Â-=1 + 1 

ö€k-£n+l pour chaque 0 ^ j ^ n — 1, et i¿;ri = Id . 
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Alors WK\WG = {WKWJ I 0 ^ j ^ n} et les n -h 1 sous-systèmes positifs de RG 
compatibles avec RK sont exactement les WJ.RQ, avec 0 ^ j ^ n. Les sommes de 
racines positives sont : 

ri-\-l 
(4.1.6) 25G = M n + 2 - 2k)ek, 

k=l 
n 

(4.1.7) 2SK = ]P(n + 1 - 2k)ek. 
k = l 

Un résultat classique d'Harish-Chandra, cf. [66, Théorèmes 9.20 et 12.21] par 
exemple, affirme que les représentations de la série discrète de G sont, à équiva
lence près, uniquement déterminées par leur paramètre d'Harish-Chandra Wj\, où 
À G (Î^QY est tel que À H- 6Q est intégral (z.e., s'intègre en un caractère du tore dia
gonal) et ÎÏ)Q est la chambre de Weyl positives dans zï)o correspondant à RQ. NOUS 
notons 7TWj.A la représentation de la série discrète correspondante. 

Toujours d'après le [66, Théorème 9.20], la restriction à K de la représentation 
TÏW.JX contient avec multiplicité un la représentation de plus haut poids 

(4.1.8) WjX + WJÔG - 2ÔK. 

De plus, tout plus haut poids d'un if-type de TT.W/\, est de la forme 

WjX + WJÔG — 25K + M n^a, 

a E R C+1 
ou les n(y sont des entiers ^ 0. 

Le fait suivant fait partie du "folklore" mais n'est à notre connaissance pas facile à 
trouver explicitement écrit dans la littérature. Dans notre cas le fait suivant peut-être 
vérifié à la main, la démonstration que l'on propose, valable en toute généralité, est 
tirée de la thèse de Pedon (2). 
Fait. -- Les représentations irWjsG sont exactement les représentations de la série 
discrète de G qui contiennent un i^-type intervenant comme sous-représentation de 
la représentation rr de K pour un certain entier 0 ^ r ^ n. De plus r doit alors être 
égal à n. 

En effet, soit 7ïWj\ une représentation de la série discrète de G. Puisque À + 5G 
est intégral et dans la chambre de Weyl positive (H)Q )', on a À + 5G = "}2AER+ rnaa 
avec chaque raa G N*. D'un autre côté, on a par définition, ^2aeR+ a = 25G- Donc, 
Xf := À — 5G = X̂ aGi?+(mce — appartient au réseau positif engendré par RQ. 

Rappelons que tout plus haut poids d'un i^-type de TVW)\ est de la forme Wj\' + 
WJ25G — 25K + ]CCGK+ N&CY, où les na sont des entiers ^ 0. 

^ 'On remercie R. Parthasarathy et P.-Y. Gaillard de nous avoir envoyé des démonstrations différentes 
de ce fait. 
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Considérons maintenant la représentation rr pour un certain entier 0 ^ r $J n. 
Puisque p se décompose en sous-espaces de racines ga de dimension 1, les poids de rr 
sont toutes les sommes possibles de p racines distinctes non compactes a G RG \ RK • 
En particulier JJLJ = ^Q£^-,.R+)^R+ a = wj^G — 25K n'apparaît que comme plus 
haut poids d'une sous-représentation de rn, et tous les autres plus hauts poids de rp 
appartiennent à fij — ^qG/?+ kaa, où les ka sont des entiers ^ 0. 

Il découle de tout ceci que nWj\ et rr n'ont pas de K-type en commun, sauf lorsque 
À = 5G et r = n. 

Si l'on note rIJLj la représentation irréductible de K de plus haut poids 

fij = iv j 25 G — 25 K • 

Celle-ci intervient à la fois comme K-type minimal de 7rWjsG et comme sous-
représentation de la représentation rn de K. 

Concluons cette sous-section, en remarquant qu'un calcul simple montre que 

P i = 
j 

E 
k = l 

ek -
a 

E 
k=j+: 

-k + (n - 2j)en+i 

et donc que 
Tfij = Tn-jij Pour 0 ^ j ^n. 

Enfin, mentionnons simplement qu'on peut définir, par passage aux paramètres 
singuliers à partir de la construction d'Harish-Chandra, des limites non dégénérées 
de série discrète (Knapp [66], Knapp-Zuckerman [65]). Ce sont des représentations 
unitaires tempérées de G. 

4.1.3. Caractères infinitésimaux et action du Casimir. — Commençons par 
remarquer que [66, Théorème 9.20] affirme qu'une représentation TTWJA dans la sé
rie discrète de G admet un caractère infinitésimal égal à A (dans la paramétrisation 
d'Harish-Chandra rappelée au premier chapitre). En particulier, les TTWJ$G sont exac
tement les représentations de la série discrète de G qui ont un caractère infinitésimal 
trivial. On a donc : 

^WJSG(C) = 0, 

où C désigne le Casimir. 
La formule de Plancherel, démontrée par Harish-Chandra, spécialisée dans le cas 

du groupe G implique que le laplacien de Hodge-de Rham n'a pas de valeurs propres 
discrètes autre que la valeur propre 0 (avec multiplicité infinie) sur les formes diffé
rentielles de degré n, cf. [83]. On peut en particulier en déduire que le seul degré où 
le groupe de cohomologie L2 réduite de XG est non trivial est le degré n. Ce théo
rème peut aussi se démontrer à l'aide de méthodes purement géométriques comme 
celles développées dans le chapitre 14 de la deuxième partie, cette approche est due à 
Donnelly et Fefferman. 
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Nous allons maintenant déterminer les caractères infinitésimaux des représenta
tions induites du paraboliques P = MAN. Soit t la sous-algèbre de Cartan de m 
constituée des matrices diagonales. D'après [66, Proposition 8.22], si a admet un ca
ractère infinitésimal A la représentation TTA,S admet un caractère infinitésimal égal 
à 

K + s 
par rapport à la sous-algèbre de Cartan a ® t. 

Soit ¡xa le plus haut poids de a et 25M — X^=2(n + 2 — 2k)sk la somme des racines 
dans RM. Alors A^ = fia + 5M • 

Le Lemme 12.28 de [66] implique que 

n^siC) = «A^ + s, Aa + s) - (5G, 5G)) Id, 

où (., .) est le produit scalaire induit par la forme de Killing B définie en (4.0.1). Un 
calcul facile montre alors que 

^s(C) = -(n2 -s2 - (tia, fi* + 25A/)) Id. 

En particulier, à l'aide de (4.1.5), on obtient : 

(4.1.9) ir„p,qAC) = -{(n-p-q)2 ~s2)là. 

Remarquons (voir [83] pour plus de détails) qu'à l'aide de la formule de Plancherel 
pour G, on peut alors démontrer le théorème classique suivant. 

Théorème 4.1.1. — Si pour 0 ^ p-hq ^ 2n, on désigne par spec(AP;Ç) le spectre L2 du 
laplacien de Hodge-de Rham sur les formes différentielles de type (p,q) sur l'espace 
hyperbolique complexe de dimension n. Alors, 

spec(Ap?i7) = [(n — p — q)2, +oo[ si p + q 7̂  n, 
{0} U [1, +oo[ si p + q = n. 

À l'aide des deux familles de représentations de G que l'on a décrite ci-dessus, on 
peut décrire toutes les représentations admissibles de G. On montre plus précisément 
{cf. [66]) : 

Théorème 4.1.2 (Langlands, Knapp et Zuckerman). — Soit a une représentation irré
ductible de M et soit s un nombre complexe de partie réelle > 0. Alors la représenta
tion induite 7Ta s admet un unique quotient irréductible, son quotient de Langlands : 

J a.s. 
Chaque représentation irréductible admissible de G est soit une représentation de 

la série discrète de G, soit une limite non dégénérée de série discrète, soit une induite 
7VcriS où s G iWL (et Vinduite est irréductible), soit une représentation de la forme JaiS 

comme ci-dessus. Et ces représentations sont deux à deux non équivalentes. 
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4.2. Groupe dual 
Dans cette section nous expliquons la construction du groupe dual de Langlands 

associé à G. 
Tout d'abord, le groupe Gx^C obtenu à partir de G par extension des scalaires à C 

n'est autre que GL(n+l, C). Son groupe dual est le groupe complexe G = GL(n+l, C), 
nous le notons aussi L((7/C). (Pour les motivations de cette définition voir [72] ; voir 
aussi le cas des groupes orthogonaux, chapitre 6.) 

Le groupe dual LG = L(G/R) du groupe réel G est un produit semi-direct G x 
Gal(C/R) ; G est le groupe GL(n + 1,C), Gal(C/R) opère par automorphismes holo-
morphes (= algébriques) et la construction tient compte de la structure de G comme 
groupe réel. 

Nous considérons d'abord un groupe différent, le groupe H = U(p +1,p) (n — 2p 
pair) ou H = U(p +1, p + 1) (n = 2p + 1 impair). Le groupe réel H est quasi-déployé, 
c'est-à-dire qu'il existe un sous-groupe de Borel B C H xK C = GL(n + 1,C) défini 
sur R. Si par exemple n est impair, la matrice 

J = 

1 

1 
-1 

- 1 

définissant la forme hennitienne est semblable à la matrice J* n'ayant que des 1 sur 
l'anti-diagonale. Le groupe H = U( J) est donc isomorphe à 

U(J*) = {g e GL(n + i , c ) I fgJ*g = ./*}. 

La conjugaison complexe associée est 

r : g\ > Jj-g~xj* ; 

J* étant antidiagonale, r laisse globalement invariante le sous-groupe de Borel B C 
GL(n + 1,C) formé des matrices triangulaires supérieures. Même argument pour n 
pair (avec la même matrice J*). 

Soit R{H x r C, T) l'ensemble des racines positives de GL(n + 1, C) définies par B, 
et A l'ensemble des racines simples; T = (C*)n+1 est le tore maximal diagonal. La 
conjugaison complexe r opère sur R et A par rcx{t) = a{rt), (t E T). Si {cvi, . . . , an} 
sont les racines simples, r opère par (ai, . . . , c\7l) >—» (cx^1, . . . , c^1)-

Puisque î "x]RC = GfxIRC, le groupe H est toujours GL(n + 1, C). On fait opérer 
la conjugaison complexe a G Gal(C/R) de façon holomorphe, sur H, de la façon 
suivante : 
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(a) a laisse globalement invariants T, B, où T est le tore diagonal, B est le sous-
groupe de Borei des matrices triangulaires supérieures. 

(b) Soient R, A définis comme ci-dessus mais relativement à T. Alors a opère par 
l'action précédente sur R, A. 

La condition suivante est plus délicate. Choisissons un épinglage de B, c'est-à-
dire un choix de matrices nilpotentes dans Mn+i(C) = Lie(C) associées aux racines 
simples. On choisira 

X1 = 

О 1 
О 

О, 

х2 = 

о 
О 1 

о 

о 

ХП — 

о 

О 1 
о 

Alors 
(d) a préserve (globalement) {Ai, . . . , Xn}. 

On peut vérifier (cf. Borel [13]) que a est uniquement défini par le choix des Xi. 
Pour notre choix, a est alors de la forme suivante : 

Lemme 4.2.1. — Pour q G G = GL(n + 1,C), 

o-{g) = wog 1wid \ OÙ WQ = 

(-1)" 

1 
- 1 

1 

Noter que 

(4.2.1) wl = (-1)-. 

Revenons enfin à G. Le groupe G est forme intérieure de H, z.e., la conjugaison 
complexe G G de G(C) = GL(n + 1, C) définie par G est conjuguée à r — a H- (Si Ji,n 
est la matrice de la forme hermitienne définissant G, la première est g \—> Ji,n*p~1Ji,n 
et la seconde est g \—> Jtg~1J.) Par définition (Langlands [72], Borel [13]), le groupe 
dual LG s'identifie à LH = GL(n + 1,C) xi Gal(C/lR) où a opère comme dans le 
Lemme 4.2.1. 

Nous aurons besoin de quelques notions simples relatives aux groupes duaux. No
tons que LG est par construction un groupe réductif complexe (non connexe). Un 
sous-groupe parabolique LP de LG est un sous-groupe P x Gal(C/R) où P c G est 
un sous-groupe parabolique. Il revient au même de dire que c'est le normalisâteur 
dans LG de P où P c G est un sous-groupe parabolique globalement invariant par a. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



44 CHAPITRE 4. REPRÉSENTATIONS DE U(n, 1) 

Rappelons qu'un sous-groupe parabolique P de G est conjugué à un unique para
bolique standard, i.e., contenant B. Il en résulte qu'un sous-groupe parabolique LP 
est conjugué à un unique parabolique contenant LB = B x Gal(C/R). 

Enfin soit PQ un sous-groupe parabolique de G (donc défini sur R). Alors P = 
Pn XM C est un sous-groupe parabolique de GL(n + 1,C) défini sur R. La classe de 
conjugaison de P, en particulier, est définie sur R. On en déduit [13] qu'on associe à 
P un unique sous-groupe parabolique standard LP contenant LB. Pour notre groupe 
G = U(n, 1) on vérifie alors : 

Lemme 4.2.2. — Les paraboliques standard LP DL B provenant de G sont : 

(1) Le groupe dual LG. 
(2) Le normalisâteur de P = C* x GL(n — 1,C) x C* x TV (où N est le radical 

unipotent). 

Dans (2) P est l'ensemble des matrices triangulaires supérieures par blocs de la 
taille indiquée. Un parabolique LP provient de G si le parabolique standard associé 
a cette propriété. Le Lemme se déduit de Borel [13, §3]. Langlands appelle de tels 
paraboliques « pertinents » (relevant). 

4.3. Paramètres de Langlands 
Un paramètre de Langlands pour G est un homomorphisme de groupes p : Wi 

LG tel que 

Le morphisme p rend commutatif le diagramme 

(4.3.1) 
Wr 0 LG 

Gal(C/R) 

(4.3.2) L'image <p(Wc) = f(C*) CG = GL(n + 1, C) 
est formée d'éléments semi-simples. 

(4.3.3) Si LP C LG est un parabolique contenant </?(WR), 
LP provient de G. 

Noter que (4.3.2) est équivalent à 

(4.3.4) <P\wc Wc > GL(n + 1,C) est semi-simple. 

On identifie deux paramètres conjugués par G. 
Nous allons décrire tous les paramètres de Langlands pour G. Il sera utile d'abord 

d'expliciter le changement de base dans cette situation. 
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Soit cp : WR —» LG un paramètre de Langlands. Alors p donne par restriction un 
paramètre cpo : Wc = C* —> G = GL(n + 1,C) qui définit donc (chapitre 3) une 
représentation de GL(n -f- 1,C). 

Lemme 4.3.1. Sz <£>o : Wc ~~̂  C provient par restriction d'un paramètre pour G. 

(1) La représentation (po de C* es£ isomorphe à z ^ <po(z) = Vo(^)-1-
(2) La représentation TÏQ de GL(n + 1,C) associée est isomorphe à sa conjuguée 

TTO ° O~G7 où a G est la conjugaison complexe définie par G. 

Démonstration. — La propriété 2. se déduit de 1. Rappelons que O~G et G H sont 
conjugués, H étant la forme intérieure décrite dans la section précédente. Mais H a 
un sous-groupe de Borel, défini par 

BH = {g e B = BGL{n+1^C) I lgJ^g = J*} 

(section 4.2). Son tore maximal s'identifie à 

{z = (zi, . . . , zn+i) G C* | zi~zn+1 = z2~zn = • • • = 1 (et zp+1 = 1 si n = 2p + 1)}. 

et la conjugaison complexe sur le tore maximal T = (C*)n+1 de B est donnée par 
(21, ... , zn+i) 1—» (̂ ~+l5 • • • , ^î"1)- Si <£>o = Xi®* * -®Xn+i vérifie 1., on peut réordonner 
les caractères de sorte que Xn+i(z) = X i 7 • • • ? Xi(z) = Xn+ip)-1- Alors 7To = 
TTO 0 Par transport de structure. 

La propriété 1. résulte d'un calcul simple. Ecrivons p(j) — (h,a) G G x {a}. La 
définition de LG comme produit semi-direct donne 

(h,a)"1 = (wothvjQ1,a); 

on utilise les identités 

(4.3.5) lwQ = (-l)nw0 =wô1. 

Alors, 

^C*) = vUzj'1) = (HVW~1^o"lft"1' !) 
comme il résulte de l'expression du produit semi-direct et des égalités précédentes. 
D'où le point 1. 

Proposition 4.3.2. — Soit (p une paramètre de Langlands dont l'image n'est contenue 
dans aucun parabolique propre de LG. Alors p est à conjugaison près de la forme 

zi —> ((z/z)ppi...,(z/z)p^) 

oùpi,... ,pn+i G § + Z, px ^ pj ; 

J — K_1 = (-l)nw0,v). 
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Démonstration. — Soit ip0 = cp\C*. On peut supposer que ipo(C*) C T. D'après le 
premier point du Lemme 4.3.1 on peut supposer 

<A)0) = (Xi0), • • • ,Xn+i(z)) 

où Xn+2-i{z) — Xi(z)~l• Notons comme ci-dessus ip(j) = {h,a), et considérons la 
restriction de ip0 à W^_. Nous notons u un élément de T — (C*)ri+1. Quitte à réordonner 
les Xi ? on peut supposer que pour x G R+ 

(^o(^) = (xSl ,xSl, . . . ,XS2,.TS2, . . . . . . . xSl', x~Sl', . . . ,x~Sl) =: 16 

où les Si sont distincts et Si ^ 0 si i < r (si sr est nul, on ne sépare pas les occurrences 
de xSr = 1 et de x~Sr). 

On a aua~x — wotu~1WQ1 = WOU^1WQ1 — u. La conjugaison par (l,<r) G LG 
fixe donc u. Puisque x est réel, Lp(j)(po(x)(p(j)~l = tpo(x). Donc (h, 1) commute 
à u. Si r > 1, il en résulte que h appartient au parabolique propre de G de type 
(ni, 77,2, • • • , nr, nr, . . . , ni) (un seul bloc médian si sr = 0). Puisque celui-ci est nor
malisé par l'action de cr, on voit que (^o(C*), et p(j) appartiennent à un parabolique 
propre de LG. On en déduit donc que tous les caractères \ï sont de la forme (z/z)Pi 
avec pi G ^Z. 

Soit alors z G C* et u = (^0(2:). Puisque tu-1 = u-1 l'argument précédent montre 
que Adf^hwo) u11 = u~l. Supposons par exemple que pi = P2 — ' ' ' = Pr, les autres p1 
étant différents. On peut supposer (p0 de la forme 

(...,{z/zr\..., (z/zr\...) 

les occurrences de (z/z)Pl étant symétriques par rapport à zkrf2-- Alors Ad(hwo) nor
malise un parabolique de G qui s'étend en un parabolique de LG, et on en déduit de 
nouveau que cp passe par un parabolique propre. 

Vérifions la condition de parité sur les pi. Rappelons qu'avec la notation de Lan
glands pour les caractères complexes (Ch. 3) (z/z)p (p G ^Z) est égal à ( — l)2p 
pour z — —1, et que <p(j) = {h, a) opère sur T par Ad(hwo). Soit u = (fo(z) = 
((z/z)Pl, . . . , (z/~z)Pn+1 ). On a vu que Aà(hwo)u = u ; puisque cpo est un caractère ré
gulier, ceci implique maintenant que Ad(hwo)u = u pour tout u G T, donc hwo G T ; 
écrivons h — vw^1 où v G T. Alors ip(j) = (vw^1, a) et 

PU2) = (VW0 1,°)(VWQ 1 i*7) = (VW0 1W0VTW0W0 \ 1) 

= ( ( - i ) M ) 

on utilise de nouveau (4.3.5). Mais j2 = —1 et la remarque précédente implique 
Pi = f (mod 1). 

Enfin l'égalité, vraie pour u G T : 

(u, lX^Q-1, cr)(xx_1, 1) = (u, 1)(WQ1W0UWQ1 , a) = (U2WQ1,CT) 

implique qu'à conjugaison près (par T, donc sans changer epo) p(j) est de la forme 
indiquée. 
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La proposition suivante complète la description des paramètres de Langlands 
pour G. 

Proposition 4.3.3. — Soit p un paramètre de Langlands pour G dont l'image est conte
nue dans le parabolique de type (1, n — 1, 1). Alors p est à conjugaison près de la forme 

Z (*(*), (Z/Z)*, . . • , (Z/ZY-\xiz)-1) 

3 1 > ((£L W° £2 £i^2 = x ( - l ) 

où x est un caractère arbitraire de C* et les pi sont tous disjoints et appartiennent à 
f + z . 

Démonstration. — En effet l'image de po est contenue à conjugaison près dans C* x 
GL(n — 1,C) x C*, sur lequel a opère de façon analogue à l'action précédente (sur 
le bloc médian) et en permutant les deux facteurs C*. On est alors ramené au cas 
précédent. Les détails sont laissés au lecteur. 

On dira d'un paramètre de Langlands p qu'il est discret s'il est comme dans la 
Proposition 4.3.2. Et on dira d'un paramètre de Langlands qu'il est tempéré s'il est 
borné. Remarquons que les paramètres de Langlands tempérés sont 

(1) les paramètres discrets et 
(2) les paramètres de la Proposition 4.3.3 avec x unitaire. 

4.4. Classification et paramètres de Langlands 

La classification de la série discrète de G a été rappelé au § 4.1.2. On va en déduire : 

Théorème 4.4.1 (Langlands) 
(1) A tout paramètre de Langlands p pour G est associé un ensemble fini Tl(p) de 

représentations admissibles irréductibles de G. 
(2) Les H(ip) correspondant à tous les paramètres (à conjugaison près) sont dis

joints, et leur réunion est le dual admissible de G. 

Soit en effet p un paramètre discret (Proposition 4.3.2). Notons Tc le tore diagonal 
U(l)n+1 de G. Soit A le réseau des caractères de Tc ; donc A = Zn+1 ; on peut 
considérer (pl5 . . . ,pn+i) comme un élément de ^A. De plus ÔQ — (§, § — 1, •••, — ̂ ) 
(cf. (4.1.6)) ; toujours d'après la Proposition 4.3.2, p G A + SG- D'après le §4.1.2, on 
peut lui associer une représentation de la série discrète. 

Par ailleurs (pi, . . . ,pn+i) n'est défini qu'à l'ordre près, donc modulo le groupe de 
Weyl WQ = 5]n+i 5 et deux choix d'ordre conjugués par WK = MN définissent la même 
représentation. On associe donc dans ce cas à p l'ensemble de (n -f 1) représentations 
correspondantes à l'orbite de WG (modulo conjugaison par WK)- C'est le L-paquet 
associé à p. 
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Si au contraire (f est comme dans la Proposition 4.3.3, il définit de même une repré
sentation r du groupe U(n—1) dont le paramètre d'Harish-Chandra est (pi, . . . ,pn_i). 
Choisissons x (en Ie remplaçant au besoin par x(X)-1) de la forme 

X{z) = ^ ( I ) ^ avec Re(a + (3) ̂  0. 

Le groupe U(n — 1) x C* est le sous-groupe de Levi du parabolique minimal P 
de G. On distingue alors deux cas : 

(1) Si Re(cv + (3) > 0, la représentation indp(r 0 x) a un unique quotient irré
ductible, son quotient de Langlands (section 4.1) J(r , x). On définit alors IT(<¿?) = 
{J(r,x)}. 

(2) Supposons Re(« + (3) — 0 : x est donc unitaire, ainsi que la représentation 
induite. Celle-ci est en fait de longueur 1 ou 2 selon des résultats généraux de Knapp 
et Zuckerman [65] et ses composantes sont de multiplicité 1. L'ensemble 11(99), de 
cardinal 1 ou 2, est l'ensemble de ces composantes. 

Remarque. — Dans le cas 2, et si indp(r (g> x) est réductible, elle se scinde en deux 
représentations qui sont des limites de séries discrètes et qui ont une description 
analogue aux représentations de la série discrète (§4.1.2). Nous ne donnons pas de 
description plus explicite de celles-ci, pour la raison suivante. Dans la section suivante, 
nous calculons la valeur propre de l'opérateur de Casimir dans une représentation 
induite contenant un K-type App+ (g) Aqp~ associé aux formes différentielles. Dans 
le chapitre 8 nous vérifions pour les induites de caractères unitaires que ces valeurs 
propres vérifient trivialement les bornes de la Conjecture A(l). Par conséquent, pour 
démontrer celle-ci, nous n'avons pas à nous soucier des induites de caractères unitaires 
ou de leurs sous-modules. 

Décrivons maintenant les caractères infinitésimaux des représentations obtenues. 
Dans le cas des séries discrètes le caractère infinitésimal, d'après Harish-Chandra est 
simplement À = (pi, . . . ,pn+i) G Cn = a + t. 

Considérons maintenant les représentations induites; soit x(z) = za{z)^, avec 
Re(a + P) ^ 0 . Soit M = U(n - 1) x U(l) le groupe défini au §4.1.3 et a la re
présentation induisante de M. Le caractère infinitésimal de a est alors 

Xa = (pi, . . . ,pn_i ,a - (3) 

et son plus haut poids 

( n - 2 n - 4 7? - 2 \ 
Ha = K - à M = [Pi 2—lP2 2—' * ' ' lPn~l H 2—' a ~ ) 

où on a ordonné les p¿ par pi > P2 > ' • • > Pn-
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À conjugaison près par G, l'algèbre de Lie a -f- t s'identifie aux matrices de la forme 

H = 

X + V-1 Y 
V -1 X 1 

V~ 1 XN - 1 
-X + yf^lY 

La valeur du caractère infinitésimal sur une telle matrice est alors 

n-l 
Xn(H) = V^ï ^PJXJ + y/=ï(a - P)Y + sX 

J=I 

où s = a + /3. Pour la forme duale à la forme de Killing (4.0.1), on a alors 
n-l 

(4.4.1) (ÀTT, A )̂ - s2 + (a - /?)2 + 2 ^ p2. 

Remarquons que les paramètres de Langlands discrets correspondent exactement 
aux L-paquets contenant une représentation discrète (et dans ce cas toutes les repré
sentations dans le L-paquet sont discrètes). De même, les paramètres de Langlands 
tempérés correspondent exactement aux L-paquets contenant une représentation tem
pérée (et dans ce cas toutes les représentations dans le L-paquet sont tempérées). 

On peut maintenant poser la question de la fonctorialité. Un paramètre de 
Langlands p : WR —» LG pour G induit un paramètre de Langlands p\c* - C* —» 
GL(n + 1,C) pour GL(n + 1,C). Or les paramètres de Langlands de C* dans 
GL(n -f- 1,C) paramétrent les représentations admissibles. On obtient donc une 
application naturelle </> de l'ensemble des L-paquets de G dans l'ensemble des re
présentations admissibles de GL(n + 1,C). Et le problème de fonctorialité, ici de 
changement de base, s'énonce comme suit. 

Question (Fonctorialité). — L'application 0 envoie-t-elle tout L-paquet contenant une 
représentation automorphe vers une représentation automorphe de GL(n + 1, C) ? 

Une réponse positive à cette question permettrait d'exploiter toute approximation 
de la Conjecture de Ramanujan sur GL(n + 1, C). Néanmoins, la réponse à la question 
ci-dessus est fausse en général comme on peut facilement le déduire du Théorème 6.5.1 
(Ch. 6). 

Malgré cela, on peut espérer que l'application (j) envoie de nombreux L-paquets 
automorphes de G sur des représentations automorphes de GL(n +1, C). On reviendra 
sur cette question au chapitre 8. 

Enfin, et bien que nous n'en ayons pas besoin, remarquons que l'on connaît le dual 
unitaire de G (cf. [68]). Premièrement tout L-paquet contenant une représentation 
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unitaire n'est constitué que de représentations unitaires. On peut donc parler de L-
paquet unitaire. La description du dual unitaire de G est difficile, nous utiliserons 
au chapitre 6 la description qu'en font Knapp et Speh dans [64]. Il en résulte en 
particulier que les L-paquets il^ où le paramètre tp est 

tempéré, ou 
- contient la représentation J(Ta h^s pour 0 < s ^ 7l-(^+b) ^ 

sont unitaires. Au contraire, si s > n~(̂ +b) ? ja représentation J(Ja b^s n'est pas unitaire. 
Nous donnons la description complète du dual unitaire de U(2, 1) au §4.6. 

4.5. iY-types des représentations induites, action du Casimir 

Soit (f un paramètre de Langlands définissant une représentation induite, celle-ci 
est donc paramétrée par les données (p7-)^n_i, a, /3. Soit 1^ la représentation induite 
et Jv son quotient de Langlands. La représentation 1^ ne nous intéresse que si 

HomK(^, App+ (g) A9p_) = HomM((j, App+ 0 A9p_) / 0. 

D'après le §4.1.1 il existe alors un entier k G [0, min(p, q)} tel que 

U0 = Pi ~ 
n-2 

2 Pn-l + 
n - 2 

2 a- P (= Ol, • • • ,/in-l,« - P)) 

soit de la forme 
1 , . . .1 ,0 . . .0 , -1 , l , a - 6 ) 

6 termes a termes 
et (a, b) de la forme (TT, p), (TT — 1, p), (7r, p — 1) ou (TT — 1, /? — 1) avec 

(TT,P) = (p - k,q- k). 

On a donc 
et — /3 = a — b. 

En utilisant les identités 

p<r = /Ji + ÔK (où p = (pi, . . .pn_i,a - /3)) 

et 
V W K ) - = -n2 

un calcul simple donne alors : 

Proposition 4.5.1. -— La représentation J^ intervient dans le spectre des (p, q)-formes 
si et seulement s'il existe un entier k G [0, min(p, q)] tel que 

(1) /il = • • • = flq-k — 1; l^q-k + l — ' • • = Hn-p+k-l — 0, (Xn-p+k = ' ' • = Mn-1 = 
— 1 et a — P = p — q et dans ce cas 

•UO = -((n-p-q + 2k)2 - (a + B)2), 
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ou bien 
(2) к ^ p — 1, fli = • • • = \lq-h = 1; Hq-k+l = ' ' • = Цп-р+к = O, /¿n_p_|_/c_|_i = 

• • • = A¿n-i = —1 e ia — ß = (p — q — 1) e¿ dans ce cas 

MC) = - ((n - P - Q + 2& + l)2 - (а + ß)2), 

cm òzen 
(3) к ^ q — 1, /iL = • • • = fjjq_k_1 = 1; û -zc = • • • = pn_p+fc_i = 07 /хп-р+к = 

• • • = fiji—i = I et a — ß = (p — q + 1) et dans ce cas 

Mc) = -((n - p - q + 2fc + l)2 - (a + /3)2), 

ou bien 
(4) fe ^ p - 1, fe ^ g - 1, /il = • • • = Hq-k-l = 1, Mq-fc = • • • = Mn-p+fc = 0, 

{jLn-p+k+i = • • • = /in-i = — 1 et a — ß = (p — q) et dans ce cas 
MC) = -((n - P - g + 2Ä: + 2)2 - (a + /3)2). 

4.6. Représentations de U(2, 1) 

Dans cette section, nous détaillons la classification des représentations de U(2, 1), 
le cas dont nous aurons le plus besoin dans la suite. Dans cette section G = U(2, 1). 
Si x £ Hom(Af A , C*), il existe n, v G C* uniques vérifiant n — v G Z et un unique 
entier r G Z tels que : 

X 
ée%e 

e(r) 
e-1 ew 

= e{u + v)tei{u-v)6eir{r, + 26) _ 

Nous noterons x — iuivir)- ^ 
Cette fois l'ensemble des morphismes admissibles se scinde en deux familles (Pro

positions 4.3.2 et 4.3.3). 

(1) Les morphismes de la forme : 

<p(z) = 
(z/z)a 

(z/z-)h 
(z/z)c 

et tp(j) = 
1 

-1 
1 

, a 

avec a, b. c G Z et a ^ b ̂  c. 

(3)La paramétrisation que l'on adopte ici est légèrement différente de celle des sections précédentes. 
Nous adoptons en effet la paramétrisation de Rogawski dans [86] dont nous utiliserons les résultats 
par la suite. Le lecteur constatera qu'il n'est néanmoins pas difficile de se raccrocher aux résultats 
des sections précédentes. 
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avec \i G Z, u, v G C, u — v G Z, Re(n -f v) ^ 0 et si u + = 0 alors M G | + Z. ^ 
Décrivons la correspondance de Langlands. 
Premier cas : Le paramètre p est dans la première famille. 

Premier sous-cas : a > b > c. Alors (nous adoptons ici les notations de [86]) : 

nv = {DV,D+,D-} 

est le L-paquet discret (et donc unitaire) constitué des représentations de la 
série discrète ayant pour caractère infinitésimal 

Xip = (a — b,b — c, b). 

Deuxième sous-cas : a > b = c. Alors : 

(2) Les morphismes de la forme : 

cp(z) = 
zuzv 

~z . 1 
z-vz~u 

et p(j) = 
1 

1 
{-l)u~v 

-0 

N = {7T ,̂ 7T2} 

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) composé des constituants irréduc
tibles de l'induite unitaire du caractère 

X% = (b - a, a - c, a). 

On a numéroté ces constituants de façon à ce que Np soit un constituant de 
l'induite unitaire du caractère 

X~ = (a - c, c - b, c). 

Troisième sous-cas : a = b > c. Alors : 

N = {ic(x^)} 

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) composé des constituants irréduc
tibles de l'induite unitaire du caractère x~ et numérotés de façon à ce que TT^ 
soit un constituant de l'induite unitaire du caractère xj-

Quatrième sous-cas : a — b — c. Alors : 

N = {ic(x^)} 

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) constitué de l'induite unitaire (qui 
est irréductible) du caractère Xy 

Deuxième cas : Le paramètre p est dans la seconde famille. 

(4)Le cas où u E Z est déjà décrit dans (1). 
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Premier sous-cas : w, v G Z et w ^ 0 < v. Alors l'induite unitaire du caractère 
X<p = (U,V,/J,) 

a un unique quotient irréductible que l'on note Jp (attention ce n'est pas tout 
à fait la notation de [86]) et : 

Uv = {.Jv}. 

Ce L-paquet n'est pas tempéré et est unitaire si et seulement si u + v = 1. 
Deuxième sous-cas : u, v G Z et v ^ 0 < u. Alors l'induite unitaire du carac

tère x<p a un unique quotient irréductible que l'on note Jp et : 

nv = {Jv}. 

Ce L-paquet n'est pas tempéré et est unitaire si et seulement si u + v — 1. 
Troisième sous-cas : u, v G Z et u, v > 0. Alors l'induite unitaire du caractère 

Xip a un unique quotient irréductible que l'on note Fa et : 

Uv = {Fv}. 

Ce L-paquet n'est pas tempéré et de dimension finie. (La représentation Fa est 
triviale si et seulement si (u^v^/x) = (1, 1,0).) 

Quatrième sous-cas : (u, v) E Z2. Alors l'induite unitaire du caractère Fx > est 
irréductible et : 

IXp = {iG(x<p)}-
Ce L-paquet est tempéré si et seulement si ~Re(u -h v) = 0 et unitaire si et 
seulement si (Re(u H- v) = 0) ou (u = v et \u + v\ < 2) ou (u — v impair et 
\u + v\ < 1). 

Concluons cette section par la description d'une autre fonctorialité reliant d'une 
part certaines représentations de U(l, 1) et de GL(2,C) et d'autre part les représen
tations de U(l, 1) x U(l), et celles de U(2, 1). 

Les constructions du § 4.2 s'appliquent à U(l, 1) et définissent donc un groupe dual 
LU(1,1) = GL(2,C) x Gal(C/M) ; on définit L U(l) = C* x. Gal(C/M), a opère par 
z z'1 ; si H = U(l, 1) x U(l), LH = (GL(2,C) x C*) x Gal(C/R) est défini par 
l'action de a sur les deux composantes. De façon évidente, on obtient alors les « formes 
de Weil » des L-groupes, GL(2,C) x Wm et (GL(2,C) x C*) x WR. 

Pour chaque entier n, on peut alors former les morphismes injectifs qui suivent : 

(4.6.1) /3n : GL(2, C) x WR —> GL(2, C), 

dont la restriction à GL(2,C) est l'identité et la restriction au groupe de Weil WR 
est donnée par : 

Pn(z) = ~z J 
1 + n 

z_ 
1 + n x z si z G C* et Pn{j) = 1 

- 1 x j ; 

et par ailleurs 
(4.6.2) Çn : (GL(2, C) x C*) x WR —> GL(3, C) x WR 
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ou : 
(1) la restriction de £n à GL(2,C) x C* est donnée par le morphisme : 

GL(2,C) x C* —> GL(3,C) 

a 
c d j 

, a 
a \J b 
0 a 0 
c 0 dt 

(2) la restriction de £n au groupe de Weil WR est donnée par : 

En (z) = 
(z/z)-1/2+n 

1 
z/z 1/2+n 

x z si z G C* et in{j) 
1 

1 
- 1 , 

x j . 

On vérifie facilement que ce sont bien des morphismes. 
Chaque L-paramètre WR —• L U(l, 1) induit bien évidemment un morphisme WR —• 

GL(2,C) x Wf qui composé avec l'un quelconque des morphismes /3n induit une re
présentation semi-simple irréductible WR —> GL(2, C) et donc un L-paramètre pour le 
groupe GL(2,C). Là encore se pose la question de la fonctorialité : à une représenta
tion automorphe de U(l, 1) correspond-il une représentation automorphe de GL(2, C) 
via la correspondance induite par les morphismes (3n ? 

On a ainsi deux (si Ton oublie l'entier n) manières de relever des représentations 
de U(l, 1) au groupe GL(2, C) (la seconde étant le changement de base : simplement 
la restriction à C* d'un paramètre WR —> jLU(l, 1)), les deux seront importantes dans 
la suite. 

De même chaque L-paramètre WR —• ̂ (U(l,l) x U(l)) induit bien évidemment 
un morphisme WR —• (GL(2,C) x C*) x WR qui composé avec l'un quelconque des 
morphismes £n induit un morphisme WR —> GL(3,C) x WR qui est un L-paramètre 
pour le groupe U(2, 1). Là encore se pose la question de la fonctorialité : à une repré
sentation automorphe de U(l, 1) x U(l) correspond-il une représentation automorphe 
de U(2, 1) via la correspondance induite par les morphismes £n ? 

C'est faux en général, mais nous verrons au chapitre 8 que les deux types de fonc
torialité que nous avons évoqués dans ce chapitre suffisent essentiellement à décrire 
tout le spectre automorphe de U(2,1). 
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R E P R É S E N T A T I O N S D E U(a,b) (a,b > 1) 

Dans ce chapitre, nous décrivons le groupe dual de U(a, b) pour a, b > 1, puis 
ses représentations cohomologiques. Pour celles-ci, nous décrivons explicitement les 
données de Langlands, d'abord comme réalisations explicites par des quotients de 
Langlands de représentations standard (§5.2) puis comme paramètres dans le groupe 
dual (§5.3). Enfin, nous explicitons pour ce groupe le Théorème de Vogan caractéri
sant les représentations cohomologiques isolées dans le dual unitaire. 

5.1. Groupe dual 

La description du groupe dual a déjà été donnée dans le chapitre 4, puisqu'il ne 
dépend que de la forme intérieure quasi-déployée de G, qui est la même que pour le 
groupe U(n — 1,1) associé (on pose n = a + 6). Ainsi 

G = GL(n,C) 

et LG = G x Gal(C/]R), l'élément non-trivial a G Gal(C/R) opérant par 

g\ >w0tg 1w0 1 (g G G), Wo = 

1 

(-1) n+1 

1 
- 1 

Nous notons G = U(a, b) le groupe unitaire défini par la forme hermitienne de 
matrice 

la 0 
0 -u 

et K = U(a) x U(6) le sous-groupe compact maximal associé ; soient go et Èo leurs 
algèbres de Lie réelles respectives. On a 

go = Lie(G) = É0 epo, Po = 
0 Y 

*У о Y G MA>B(C) 
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Enfin p0®C = Cab®C ^ Cab®Cab = p+0p~ le premier facteur étant l'espace tan
gent holomorphe à l'origine à X = G/K et le second l'espace tangent antiholomorphe. 
Noter que 0o&C s'identifie naturellement à QÏ(n, C), que po<S)C = { ( ^ Q" ) G gt(n, C)} 
et qu'alors p+ peut être défini par Z = 0, la structure holomorphe sur po étant définie 
par l'action adjointe de 

L = v/-l 0 
0 1 e. K. 

5.2. Représentations cohomologiques 

D'après Vogan et Zuckerman [103], celles-ci sont associées aux algèbres parabo
liques ^-stables. 

Soit T C G le tore diagonal compact, 

to - Lie(T) = 
iH1 

i Hn 
Hi e u 

Module- WK — &A x © 6 on peut supposer 

H1 > ..... > Ha., H a + 1 > ....... > Hn. 

Il sera commode de noter 

X = (Hu...Ha) e UA et r = (Ha+1,...,Hn) G RB. 

On associe à i î l 'algèbre de Lie q = [ + u C g = g o ® C donnée par 

(5.2.1) l = gH 

(5.2.2) u est la somme des espaces radiciels de (g, t) 
associés aux racines ex telles que (a. H) > 0. 

Rappelons quelques propriétés de la représentation Aq (§1.)- Soit 

u n p = u n p + © u n p " 
R± = dim(u H p±), R = R+ +R~ 

jji = 2p(u fi p) = somme des racines de u Pi p par rapport à t. 

Proposition 5.2.1 
(1) Aq contient, avec multiplicité 1, le K-type de plus haut poids jx. 
(2) On a 

HP+R+,Q+R- (gj Î;AQ)^ Homtne(A2p0 H p), C). 

En particulier HR+,R = C, et la cohomologie n'intervient qu'en degrés supérieurs. 
Pour (2) voir [103, Prop. 6.19]. 

Nous allons maintenant décrire la paramétrisation de Aq à l'aide de l'induction pa
rabolique. (La construction de Vogan et Zuckerman est par induction cohomologique, 
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cf. [103]). Nous aurons besoin des données combinatoires suivantes. Soit r le nombre 
de valeurs distinctes des coordonnées Hi, et soit 

Z1> •••> Zr (Zj G M) 

ces valeurs. Alors 

x = (Zi, . Z\j z2, ^ . z2,. . . ) y = (Zi, . Zi, Z2, • Z2,. . ) 
ai a2 61 62 

donc a = ^2 ajb — ^2 bj; • 
L'algèbre ( C 0 est en fait réelle, = [0 <8> C avec 

(5.2.3) [ 0 = n u ( a ^ ) -

Soit dj = inf(aj, 6̂ ) ^ 0, CJ = sup(aj7 6j) — mî(AJ, bj) ^ 0, RIJ — aj + b̂ -. 

Remarque (cf. [101, Thm. A8]). — Pour obtenir toutes les représentations cohomolo-
giques unitaires, il suffit de considérer les sous-algèbres q telles que le sous-groupe 
connexe L C G d'algèbre de Lie lo soit sans facteur compact non-abélien. On peut 
donc supposer aj = 1 (resp. bj = 1) si bj — 0 (si aj = 0). 

Nous allons associer à q un sous-groupe parabolique P = MAN de G, ainsi qu'une 
représentation induisante de MA. 

La composante déployée A est la composante neutre d'un tore maximal déployé 
de L. On prend 

A = I I A^ A3 c LJ ~ Uiajibj). 
DJ>0 

Si 0 < aj ^ bj, aj — Lie (A,) est donnée, dans lj = M(aj -h òj,C), par 

(5.2.4) a1 = 

О 
ti 

О 
ta 

ti 

ta 
О 

о 

а = a,j. 
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Si 0 < bj ^ CLj 

(5.2.5) aj = 

0 

tl 

t1 
0 

¿1 
0 

t1 
0 

b = bj. 

Soit M le centralisateur de A dans G. On a Cn = Ca 0 C ; on vérifie que si CLJ ^ bj 
(5.2.4) M doit préserver le sous-espace C2aj de Ca déterminé par (5.2.4) ; de même si 
bj ^ dj. Sur ce sous-espace, M opère par le centralisateur de Aj = (M^)^', d'où un 
facteur (C*)dj' ; sur l'orthogonal de (J)^ C2dj, M opère comme U(a — JZ^j, b — ^dj). 

Donc 
M = MA, A 9* (R* )^d' , 

(5.2.6) M ^ п 
з 

U(l)d' х и ( а - Е ^ о - Е ^ ) -

On vérifie que M est bien le sous-groupe de Levi d'un parabolique (réel) de G. 
Nous devons déterminer une représentation a 0 v de M = MA. On a v G a*, 

v — @ . Vj. Dans le cas (5.2.4) on pose pour T — (ti, . . . taj) G aj : 

(5.2.7) vj(T) = (n3 - l)ti H h (n3 + 1 - 2aJ)£aj (n, = a, -h bj). 

Dans le cas (5.2.5) on posera de même : 

(5.2.8) Vj (T) = (n3 - 1) t1 + • • • + (n3 + 1 - 2b3)tbj. 

On renvoie le lecteur à Vogan-Zuckerman [103, p. 82] pour la justification de ce 
choix, (v est la demi-somme des racines de A dans une algèbre d'Iwasawa de L) 

La représentation a de M appartient à la série discrète. On décrit donc son pa
ramètre d'Harish-Chandra (cf. §4.1.2). Soit T+ la composante compacte d'un tore 
maximal ^-stable, contenant A, de L. On prendra de façon naturelle 

(5.2.9) T+ = J Ju ( l )d ' x I I 1 1 ^ ) ^ ' 
3 3 

les facteurs \J(l)dj sont plongés dans U(aj, bj) de façon à commuter à aj et les facteurs 
XJ(l)Cj sont contenus dans U(a3) si aj > b3 et dans U(bj) si aj < bj. Alors T+ est un 
tore maximal de M. 

En fait T+ est un tore maximal de C = M n L = JJj U(l)^ x f]^ U(ci). 
Sur chaque facteur \J(cj) (contenu dans U(aJ) si a3 > bj ou dans \J(bl) si aj < bi) 

choisissons le système de racines positives naturel par rapport au tore diagonal : 

A = {uku^1 \k < /, u = (uk) G U(l)Cj } . 
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Soit Pc la demi-somme des racines positives dans ^(AT+), AT+ C it* étant le réseau 
des caractères. 

Alors : 

(5.2.10) Le paramètre d'Harish-Chandra de a est égal à \a = pc + p(u). 

Il nous sera nécessaire de connaître explicitement Àcr selon la paramétrisation (5.2.9) 
de T+. On note un élément t G T+ selon (5.2.9) : 

t = (vtk,ujk) (k ^ djj ^ Cj). 

De même si X G Lie(T+), 

X = (Vjk,Uji). 

Lemme 5.2.2 

(1) Pc(x) = M (£V1) Uj-1 + • • • + ( ^ ) u j c ^ . , 
(2) pupO = Ej ^ Éfe2^fc + JZi uji) oùuij = -m n^-i+n^+H hnr. 

L'assertion (1) résulte de la description précédente de pc ; quant à (2) noter que 
Le = Ylj GL(nJ, C) est le sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de Gc = 
GL(n, C) ; Le opère sur u avec pour déterminant 

2pu = ( d e t ^ r ^ d e t ^ r 2 •••(detgr)m'-, 

la formule (2) s'en déduit par restriction. 
Vérifions que ACT est bien le paramètre d'Harish-Chandra pour une série discrète 

de M (défini par (5.2.6)). Tout d'abord, Xa est intégral sur YljU(l)dj C T+. Sur 
T+ Pi U(a — E dj, b — ^2dj), variables i^/, on doit vérifier d'après le §4.1.2 que les 
coordonnées de Xa sont = a+h 2^ d)~1 [1]. Ceci résulte du Lemme (noter que Cj = Uj 
[2]). Enfin, on vérifie que Xa est régulier dans X*(T+) (par rapport aux racines de M). 

Soit P un sous-groupe parabolique de G de radical de Levi MA : P — AI AN. 

Proposition 5.2.3 (Vogan-Zuckerman [103]) 

(1) La représentation unitairement induite 

I(cr,v) = indp(cr (g) e") 

admet un unique quotient irréductible J(cr, u). 
(2) J(a,u)^= Aq. 
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5.3. Paramètres des Aq en dualité de Langlands 
Rappelons que LG — GL(n, C) x Gal(C/IR), a opérant par 

g i > w0tg 1w0 \ w0 1 
1 

Soit M le groupe de Levi associé à q : on vérifie facilement que 

M ^ J|(CX)^' x U(A,B) 

où A = a - E dj, B = b - E d3: ; soit TV - A + B, D = E 
Soit M = (C*)D x GL(iV, C) x (C*)D C G (plongement par blocs diagonaux). Alors 

M est stable par l'action de WQ, et LM = M x Gal(C/R) s'identifie naturellement au 
groupe dual de M. 

D'après Langlands [72], le paramètre (p : WR —» LG associé à Aq est obtenu par 
composition à partir de celui de a 0 eu. Pour simplifier, nous ne décrivons que <P|wv 
oùWc=C*. 

La représentation a Ç§ eu de M détermine un caractère de (C*)1 ,̂ déduit de (5.2.7) 
(ou (5.2.8)) et du Lemme 5.2.2. Rappelons que D = ^2dj ; les variables de (C*)7^ 
peuvent être indexées par (j, k), k ^ dj (§ 5.3). Le caractère associé est donné par 

(5.3.1) z = zjk ^ Z Z {zltf^izzy1^-

(Lemme 5.2.2). Par dualité de Langlands, la partie relative au facteur (C*)D x (C*)D 
de M est alors : 

J 

(-l)n+1 

1 

<pi : z 
z/z)^(zz) n • + 1 — 2 A: 

2 
z/z) z (zz) 71.;+ 1 -'2k 

2 
(matrices diagonales ; l'ordre des entrées j , k dans le second facteur doit être inverse 
de l'ordre du premier facteur, pour que (FI soit compatible à l'action de WO). 

Par ailleurs a donne par restriction une représentation (discrète) de U(̂ 4, B), dont 
le paramètre de Langlands se déduit du paramètre d'Harish-Chandra comme on l'a 
expliqué dans le chapitre 4 pour U(r¿, 1) ; toujours d'après le Lemme 5.2.2, on en 
déduit 

if 2 : С* > GL(7V,C) 

z (z/z) m +1 n+1 -2 2 (j = 1 ...... r, 1 < cj) 

On remarquera que N = n [2], que c3 = n3 [2] et qu'il résulte alors de l'expression de 
rrij que m1 + c j + 1 — 21 = N — 1 [2], ce qui est nécessaire pour que y? 2 définisse une 
série discrète pour U(A B) (cf. la Prop. 4.3.2 en rang 1). 
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Récapitulons le résultat obtenu : 

Proposition 5.3.1. — Le paramètre de Langlands de Aq : 

cp{Wc :C* >MCZG 

est donné par 

z 
(z/z) 2J (zz)~ ni+l — 2k 

2 
(z/z) mrj +c„- +1 — 21 

2 
(z Iz) 2J (zzY 

rij+l — 2k 
2 

(k ^ dj, l ^ Cj). 

5.4. Représentations cohomologiques isolées 

Dans ce paragraphe nous explicitons pour U(a,6) un théorème de Vogan [101, 
Théorème A10] caractérisant les représentations cohomologiques isolées. 

Nous conservons les notations du § 5.2, donc : 

Zi > • • • > Zr. 

Nous ferons sur les données l'hypothèse de non-dégénérescence expliquée dans la 
Remarque suivant la Proposition 5.2.1, soit 

(HO) dj = 0 bj = 1 , bj: = 0 => dj = 1. 

Le facteur correspondant de L = nU(aj , bj) est U(l). Notons 

h < - • • < jt (o < t < r) 
Zji > • • • > Zjt 

les autres valeurs de j . Pour de tels j le facteur Lj = TJ (a j,bj) est non compact. 
Considérons l'hypothèse suivante : 

(Hl) Si j = ji (i ^ t) le rang semi-simple de Lj est > 1 aj5 bj ^ 2. 

Supposons enfin que t < r. Notons I — {j, j + 1, . . . , j' + /c} un intervalle non vide 
d'entiers contenu dans {1, . . . , r} — {ji, . . . , jt}. Pour j G J on a donc {o ,̂ 6̂ } = {0, 1}. 
(H2) 
Sit < r, ctj (et doncbj) est constant sur tout intervalle I du complémentaire de {jt}-

Proposition 5.4.1 (Vogan [101]). — Supposons q associée aux données (aJ7 bj) vérifiant 
(HO). Alors la représentation Aq est isolée dans le dual de § U(a, b) si et seulement 
si (Hl) et (H2) sont vérifiées. 

Rappelons (§5.2) que la cohomologie de Aq n'apparaît qu'en degrés ^ R — i?(q). 

Corollaire 5.4.2 (rgG ^ 2). — Si Aq n'est pas isolée, la cohomologie de Aq n'apparaît 
qu 'en degrés i ^ a + b — 2. 
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Noter que si £ = 0, (H2) veut dire que a3 (et donc b3) est constant. Le cas où t = 0 
correspond à L = U(l)n ; la représentation 4̂q est alors une série discrète. Sous (HO) 
la condition (H2) impliquerait alors que a3 = 1 et b3; = 0 (ou l'inverse), ce qui est 
impossible puisque a, b > 0. Donc (H2) est violée si Aq est une série discrète : celles-ci 
ne sont pas isolées. 

Remarque. — Du point de vue de la théorie des représentations de G, ce résultat ne 
peut être amélioré. Considérons par exemple U(2, 2). On peut choisir q de sorte que [ 
est l'algèbre diagonale par blocs u(2, l)xu(l) . Elle viole (Hl) donc Aq n'est pas isolée ; 
sa cohomologie apparaît en degrés ^ R = 2. On trouve aisément de tels exemples en 
dimensions supérieures. 

Démontrons le Corollaire. Tout d'abord, un calcul simple donne 
r t 

R = ab — cijbj = ab — a%b% 
3=1 i = l 

où on a écrit pour simplifier a1, b1 = a3i, b3i. 
Supposons que q viole (Hl). Alors (à l'ordre près) on peut supposer a1 — 1, b1 ^ 1. 

Alors 
t 

] T a V < ( 5 > 0 ( 5 > ) = ( a - l ) ( 6 - 6 1 ) 
1 = 2 

donc 
R^ ab-bx - (a - l)(b - b1) 

= 6 + (a - 2)61 ^ a + b - 2 
(a ^ 2 puisque rg G ^ 2). 

Supposons que q viole (H2). Donc t < r et j i—» a7 prend les valeurs 1 et 0 (donc 
6j = 0, 1) sur {1, . . ., n} — {jt}- Alors ^2 a1 ^ a — 1, ^ ^b— 1 et dans ce cas 

R^ ab - (a - 1)(6 - l ) = a + 6 - l > a + 6 - 2 . 

Il nous reste à déduire la Proposition 5.4.1 des résultats de Vogan. D'après le 
Théorème A. 10 de [101], Aq est isolée si et seulement si q vérifie certaines conditions 
(0)-(3). Ici (0) est notre hypothèse (H0) ; (1) est automatiquement vérifiée si G = 
U(a, b) ; (2) est (Hl). Il nous reste à exprimer (3). 

La construction-classification de Vogan-Zuckerman [103] pour les Aq est la sui
vante. Tout d'abord on a Aq = Rq(C) où C est la représentation triviale de [ et le 
foncteur Rq — j^im(une) est défini dans les références citées par [103]. Supposons 
donné un système de racines positives A+(£j,t) pour (g,t) tel que les racines de u 
soient positives. Alors, avec les notations usuelles : 

PQ = Pu + Pi-
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Le caractère infinitésimal de C[ est p\ ; À = pg vérifie les hypothèses du Théorème A. 10 
de [101] pour A+(g, t). 

Soit il C A+(g, t) l'ensemble des racines simples et 11(4) le sous-ensemble formé des 
racines simples de 1. Alors la condition (3) de Vogan s'écrit : 

(H2') (/3\\) = (f3\Pg) ? 1 

pour toute racine (imaginaire) non compacte /3 G II orthogonale à Iï(f). 
Il s'agit d'expliciter (H2/). Rappelons (§5.2) que H — (X,Y). Les valeurs des 

coordonnées sont 
Zi > Z2 > • - • > ZR 

et Z3l > Z32 > • • • > Zjt 

sont les valeurs de multiplicités > 1, donc ^ 4 d'après (Hl). Ecrivons alors 
(5.4.1) X = (X1 > X2 > • • • > Xai > Z31 > • • • > Xa2 > Z32 > • • • > I a ) ; 

ai 02 
les X{ apparaissant avec multiplicité 1 d'après (HO) ; de même 

(5.4.2) Y = (Y! > • • • > Yfr > Z^ > • • > Yp2 > Z^ > • • • > Yp). 

bi b2 
Enfin soit H' égal à H = (X,Y), réordonné de façon positive : 

(5.4.3) H' = crH = (Zi > Z2 > • • - > Z31 > • • • > Z32 > • • • > Zr), 
ni 712 

o- e en. 
La base A+(g,t) est un ensemble de racines positives s telles que (s, H) > 0 ; a 

l'envoie sur un ensemble de racines telles que (s, H') ^ 0, que l'on prendra égal à 
l'ensemble usuel puisque Hf est dominant. Alors 

an = {el = (0, . . ., 0, 1, - 1 , 0,. . . ), i == 1,. . . n - 1} 
<Tn(l) = {ei\H< = H<+1}, 

et o~ envoie l'orthogonal de II([) sur l'ensemble des racines Si telles que 

(5.4.4) { M + l } c { l , . . , n } - u U , 
Ii étant le support de Z3,t dans l'expression de H' (5.4.3). 

Par ailleurs, le système de racines étant de type An_i, /3V = ¡3 si (3 G il et donc 
(Pv, pg) — 1. La condition (H2') est donc équivalente à 

(H27/) // n'y a pas de racine imaginaire non compacte dans il orthogonale à il (i). 

Soit donc Si vérifiant (5.4.4). Ceci implique donc que i et i H- 1 appartiennent à 
une composante connexe de cardinal ^ 2 de {1,. . ., n} — Uli. Supposons par exemple 
que a\ ou (3\ > 1 et que ai + (3\ ^ 2. Alors dans l'expression (5.4.3) i,i + 1 sont 
deux indices associés à Zi > Zi+i > Z3l. Alors o~~16i est associée dans les expressions 
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(5.4.1) et (5.4.2) à deux couples de la forme (JQ,X^+i), (Xj,Yjf) ou (Y3,Y3+\) à 
gauche de Z3x. Dans le second cas, la racine de valeur Xj — Y3> est non compacte. 

Donc Z\ et Z2 sont tous deux (par exemple) de la forme (Xi,X2) ; il en est de 
même pour X2 et X3, etc. Ceci veut dire que pour tout j < j \ on a a3: = 1 (ou 
bj = 1), conformément à (H2). Le même argument s'applique à toute composante 
connexe, et il est clair que (H2) est en fait équivalente à (H2//). 
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CHAPITRE 6 

CONSÉQUENCES DES CONJECTURES D'ARTHUR 

Dans deux articles fondamentaux, Arthur a donné une description conjecturale des 
représentations des groupes réductifs qui peuvent apparaître dans L2(T\G) pour un 
sous-groupe de congruence. Le but de ce chapitre est d'expliquer les conséquences de 
ces conjectures pour la théorie spectrale des formes différentielles. 

Les Conjectures d'Arthur reposent elles-mêmes sur la construction hypothétique 
de « paquets locaux » (cf. [3, §4]), familles finies de représentations de G jouissant 
de propriétés de stabilité. Arthur lui-même ne dit rien de la construction de ces « pa
quets », sauf dans le cas des représentations cohomologiques [3, §5]. En particulier, 
sa formulation ne précise pas quels « paramètres » (§6.1) devraient apparaître quand 
G n'est pas quasi-déployé. Pour les groupes réels, ces paquets locaux sont a priori 
construits par Adams, Barbasch et Vogan [1]. Mais la construction, qui repose sur la 
géométrie algébrique, les singularités d'orbites et les faisceaux pervers, est très difficile. 

Pour des groupes de rang 1 assez simples tels que ceux qui nous intéressent, nous 
avons préféré utiliser la théorie d'Arthur a minima. Une conséquence non ambiguë de 
celle-ci est la description d'une famille de caractères infinitésimaux, les seuls possibles 
pour les représentations apparaissant dans L2(T\G). Pour les groupes de rang 1, 
ces restrictions sur le caractère infinitésimal imposent des limitations sévères aux 
représentations. 

6.1. Paramètres d'Arthur 

Soit G un groupe réductif réel, nous noterons G = G(R), G le groupe dual (groupe 
réductif complexe) connexe, LG = G x Gal(C/IR) le groupe dual. (Pour les groupes 
unitaires v. ch. 4 ; pour les groupes orthogonaux v. §3-4). 

Définition 6.1.1. — Un paramètre d'Arthur pour G est un homomorphisme 

(6.1.1) : WR x SL(2, C) > LG 



66 CHAPITRE 6. CONSEQUENCES DES CONJECTURES D'ARTHUR 

tel que 
(i) Le diagramme 

WR * LG 

Gal(C/M) 

est commutatif. 
(ii) La restriction ^ISL(2,C) egt holomorphe (= algébrique). 
(iii) L'image de ifi\wR es"t d'adhérence compacte. 

On déduit de ip un « paramètre de Langlands » 

Ov - : W1 LG 

(6.1.2) 
w i > ф w1 

H 1 ^ 
0 

0 
w -1/2 

où, pour w G WM, \w\ est la valeur absolue de l'image de w dans 1RX (Ch. 3). 
Noter que tp^ ne définit pas toujours une représentation de G car il ne vérifie pas 

nécessairement la condition (4.3.3) de la Définition du §4.3. 
Soit Qo — Lie(G), g — go <S> C, r) une sous-algèbre de Cartan de g. Rappelons que le 

centre de 3 de U(g) s'identifie à S(t))w, W étant le groupe de Weyl W(g, fj). On peut 
vérifier alors que ip^ définit un caractère infinitésimal, i.e. un élément de t)* /W (pour 
tout choix de r)). Nous le ferons explicitement pour les groupes qui nous intéressent. 
Nous utiliserons alors la formulation très faible suivante des Conjectures d'Arthur : 

Conjecture 6.1.2. — Si une représentation irréductible n de G apparaît (faiblement) 
dans L2(T\G) pour un sous-groupe de congruence, son caractère infinitésimal Xn est 
associé à un paramètre d'Arthur <p^. 

6.2. G = U(n, 1) 

Si G = U(n, 1) toute algèbre de Cartan de g s'identifie à C™+1, de façon unique 
modulo l'action de <5n+i = W. Les racines sont données par 

Ol, . . .xn+i) 1 > хг - Xj (i ф j). 
Soit LG = GL(n + 1, C) x Gal(C/R). 
Rappelons que LG a été construit dans ce cas au §4.2 ; l'élément non trivial a G 

Gal(C/R) opère par 

9 wo*g 1w0 , Wo = 

( - 1 Г 

- 1 
1 
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Soit 

ifi : W]& x SL(2,C) > LG 

un paramètre d'Arthur, considérons sa restriction 

^0 : (Wc - Cx) x SL(2,C) —-> G = GL(n + 1,C). 

D'après la définition 6.1.1 (iii) ipo est semi-simple et s'écrit donc : 
(6.2.1) wo = 

r 

i = 1 
r3 (g) Xj 

Tj étant une représentation irréductible de degré rij (Y2 rij — n + 1) de SL(2, C) et Xj 
un caractère de Cx, unitaire d'après (iii). Par ailleurs définissons ĝ" Par 

^(z, s) = Mz, s) (z e Cx, s G SL(2, C)). 

La condition (i) implique que ip^ est équivalente à la duale ipo de ipo, soit 

(6-2.2) {ri,xj} = {ri,x71} 

où xa{z) = X(z)-
Chaque bloc de (6.2.1) contribue une somme de caractères à ^ l̂cX > de â form^ 

(6.2.3) z 
(zz) 

N3-X 2 

(zz) N3-X 
2 

<8>Xj(z). 

Écrivons, de la façon usuelle, 

X3 = zp*z* (pj - q3 e Z, Pj + Qj G y/=ÏR). 

Définissons (Pi, . . . Pn+i, Qi, . . . Qn+i)5 modulo l'action diagonale de <5n_|_i : 
r(P,Q) - (TP,TQ), par 

(6.2.4) (Pj,k,Qj,k) = PJ + 
n7- + 1 - 2fc 

2 
>0i + 

+ 1 - 2k 
2 

, /c — 1, . . . , Th j . 

Nous allons déduire de la Conjecture d'Arthur : 

Lemme 6.2.1. — Selon l'identification naturelle avec Cn+1 d'une sous-algèbre de Car-
tan de g, le caractère infinitésimal de toute représentation de G associée à ip est égal 
à P e Cn+1 (modulo Sn+i). 

Soit en effet cp^p le paramètre de Langlands, donné par ses blocs (6.2.4). Noter que 
puisque a opère sur G par g 1—» WQ1 g~1w^1, on a (cf. 6.2.3) : 

{{PuQi)} = {(-Qi,-Pi)} 
où les (Pi, Qi) (i = 1,. . . n + 1) sont les couples (Pj,k, Qj,k)> 

Soit G* = U(a, b), où a + 6 = n + 1 et a — 6 = 0 ou 1, la forme intérieure quasi-
déployée de G. D'après la classification de Langlands (§4.3-4.4 pour U(n, 1) ; [72]), 
Lp^p définit toujours une famille finie de représentations de G*. (La condition (4.3.3) 
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qui restreignait fortement les paramètres pour G = U(n, 1) n'intervient pas ici, car 
tous les paraboliques LP de LG* = LG proviennent de G*.) Par ailleurs G et G* ont 
la même complexification, et leurs sous-algèbres de Cartan complexifiées s'identifient 
donc canoniquement (modulo l'action de <3n_|_i). Il est alors implicite dans l'article 
d'Arthur [3, §4], et il résulte explicitement de la description par Adams, Barbasch 
et Vogan des paquets d'Arthur ([1] : voir en particulier Thm. 22.7, Cor. 19.16 et les 
définitions précédant celui-ci) que le caractère infinitésimal d'une représentation de G 
associée à ijj est égal, modulo cette identification, à celui d'une représentation de G* 
associée par Langlands à (p^. Nous calculons donc dans G*. 

Il suffit alors de suivre les constructions de Langlands [72]. Soit L M C LG* = LG 
un sous-groupe de Levi minimal contenant l'image de <p^. Alors LM est le groupe 
dual d'un sous-groupe de Levi cuspidal M* de G*, donc de la forme 

M* ^ (Cx)s x XJ(A,B) 

où A — B = a — b — 0 ou 1, et n + 1 = + 2s, avec N = A + B ; si G* est défini par 
la matrice J* du §4.2, M* s'écrit sous forme diagonale par blocs : 

M* 

z1 

Zn 
u 

z"1 
/6s 

-r1 

u G XJ(A,B). 
D'après des calculs analogues à ceux du §4.3 (et résultant de [72]), un paramètre 

cp = ip^ : Wr —> LM, minimal, se restreint alors à Wc C Wr en 

Lp0 :z 

rçi(z) 

Vs(z) 
{z/z)™1 

(z/z)ŒN 
Vs(z) 1 

771(2) 1 
Les caractères qui figurent dans cette expression sont ceux de (6.2.3) - pour tous 

les blocs - et leurs exposants zpzq sont donc donnés par (6.2.4). Vu la condition 
de minimalité, tp° définit une représentation de la série discrète de M* (modulo le 
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centre) et on a donc comme au § 4.3 : cij £ N^ + Z ; le bloc central de cp° définit une 
représentation 6 de la série discrète de U(A, B) et les représentations associées de G* 
sont des sous-quotients de 

indpl (77 ® <ï (g) 11) =: / 

où P* = M*7V* est le parabolique associé et 77 <g> ô désigne 

Vi(zi) m -Vs(zs)S(u), (z,u) e M*. 

Une sous-algèbre de Cartan (réelle) de M* est donnée par 

1)0 = X = 

Z\ 

Zs 
V^ï Oí 

V^T eN 
-ZS 

-ZI 

(zi G C, 6j G R.) 
Posons r\i — zai'zb% (ai — bt G Z) pour 2 = 1, . . ., «s. Le calcul usuel du caractère 

infinitésimal d'une induite donne 
s s N 

Xi(X) = ^2аггг + ^2btZi + \ / - ï У^Щ^э-
i=l i=l j=l 

En fonction des valeurs propres Xi de X, ceci s'écrit 
s s N 

Xi(X) = ^ diXi - ^ biXi+3 + ^ ajX2r+j-
i=l i = 1 j = l 

Mais, revenant à l'expression de tp°, on voit que le paramètre P associé est donné par 

P = (ai, . . . , aSi ai, . . . , aN, -bi, . . . , —65). 

D'où le Lemme. 

Remarque. — Des calculs analogues s'appliquent aux groupes orthogonaux, et nous 
les admettrons (Lemme 6.3.1, Lemme 6.4.1). 

Considérons alors une représentation irréductible unitaire TT de G et son paramètre 
de Langlands ipn : WR —• LG. 
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Cas A. 7T est une série discrète ou une limite de série discrète 
Dans ce cas (cf. Ch. 4) son caractère infinitésimal est 

P = (pi,.. .pn+i), Pt G -Z, pl = - [1] 

Alors 7r est toujours associée à un paramètre d'Arthur tempéré : on prend r = n + 1, 
Tj triviale et 

Xj =z^(z)-pJ j = l , . . . n + l ; 

Cas B. n est un quotient de Langlands J(o~, x) ou °~ eŝ  une représentation de U(n— 1) 
et x un caractère de Cx (cf. §4.3) 

Écrivons x = z°-{z)^, a — (3 G Z. 
Si la représentation J(cr, x) eŝ  unitaire on sait que la donnée (a, x) doit être hermi-

tienne [64]^^. Le groupe de Weyl W(G,M) s'identifie à Z/2Z, opérant trivialement 
sur U(n — 1) et par z h-> ~z~x sur Cx. On a alors x — X~x ou x = w • x-1 (w ^ 1) 
soit : x unitaire ou x(z) = x(z)i ^-e- : a + /3 € R ou ct,/3 G M. 

Le second cas (si a -f /5 7̂  0) correspond aux représentations non tempérées. 
Par ailleurs le caractère infinitésimal de a est représenté par Pa G Cn_1, 

Pa = K , . . . mn_i), m, G 1/2 -Z, m* = n/2 [1], m2+i > m». 

Celui de J(cr, x) eŝ  donné par 

(6.2.5) P = (P^a , - /?) 

qui doit être de la forme (6.2.4). 
On en déduit donc que tous les coefficients Pi de (6.2.4) doivent être dans ^Z, sauf 

au plus deux. 
Supposons alors que a ^ | Z (<̂> (3 ^ ^Z). Il y a deux possibilités que nous exami

nons maintenant. 
La première possibilité est que 

(6.2.6) a = pj et — /3 = pj' avec j 7̂  jr et rij = ny = 1. 

D'après (6.2.2) Xj — (̂ )9j apparaît avec x j ^ = z~9j(^)_Pi. Donc p3> = —^, d'où 
/3 = qj et a + /5 = pj + G iR ; x es^ alors unitaire. 

La seconde possibilité est que 

(6.2.7) <x=Pj + h 

-ß = Pi-h-

Alors a + /3 = 1, contrairement à l'hypothèse puisque et — (3 G Z. On en déduit : 

(-̂ Les auteurs remercient A. Knapp pour d'utiles explications concernant l'état de la classification 
des représentations unitaires irréductibles. 
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Lemme 6.2.2. — Si J(cr, x) est associée à un paramètre d'Arthur, x eŝ  unitaire ou de 
la forme 

zaz0, a,/3 G |Z . 

Nous allons en fait démontrer un résultat bien plus précis. Rappelons (§4.5) que 
nous ne nous intéressons qu'aux représentations a apparaissant dans À*p. D'après le 
§ 4.5, on a alors cr — o~a,b avec a + 6^n— 1, et 

Prr = n 
2 

n 
2 

(6-1) n 
2 

(6+1), n 
2 

(a + i); 
n 
2 

+ ( a - l ) , n 
2 

b a 
où chacune des suites d'entiers séparés par « ; » est une suite d'entiers consécutifs et 
décroissants. 

De plus, si J(cr, x) rencontre A*p, on doit avoir, avec les notations précédentes : 

a — b — CÏ — (3 

(§4.5). Donc x est de la forme 

(6.2.8) x(z) = (z/z)^(zzy 

et l'on s'intéresse au cas où J n'est pas tempérée, donc s G M. — {0}. 

Proposition 6.2.3. — On suppose que a = oa\y et que x est de la forme (6.2.8) avec 
s réel > 0. Alors J(<r, x) es^ unitaire et associée à un paramètre d7Arthur si, et 
seulement si : 

(6.2.9) s = 
n — (a + b) 

2 
- k, 0 $C k <C n — (a + b) 

2 
Nous ne démontrons que l'implication directe, la seule utilisée dans ces notes. Soit 

so = n~(̂ +ò) m On sait que le dual unitaire de G — U(n, 1) est complètement classine. 
Nous utilisons la description des résultats par Knapp [66, § 3] - voir aussi [68]. Il 
en résulte que /(cr, x) eŝ  irréductible et unitaire pour s G ]0,so[ et que J(cr, x) es^ 
(irréductible) unitaire pour s = sçy. Pour s > sç> la représentation n'est pas unitaire. 
Si le caractère infinitésimal de J(s, x) provient d'un paramètre d'Arthur, nous devons 
vérifier que s vérifie (6.2.9). 

Nous revenons à la description du caractère infinitésimal P donnée avant le Lemme 
6.2.2. On sait déjà que a, ¡3 G ^Z, avec cx = /3[1]. 

Lemme 6.2.4. — La relation (6.2.9) est équivalente à 

QL, (3 = n 
2 

[ 1 ] 

En effet, puisque a — (3 = a — b et a, ò sont entiers : 

s = 
1 
2 

(a + /?) = 
1 
2 > - P) + P = 1 

2 {a-b)+(3 = 
1 
2 

(a + b)+f3 [1] 

donc 5 = n-{a + b) ^a^=n^ 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



72 CHAPITRE 6. CONSÉQUENCES DES CONJECTURES D'ARTHUR 

Nous démontrons donc que OL, [3 = Ç si J(cr, x) est associée à un paramètre d'Ar
thur. Pour ceci nous allons reformuler la paramétrisation des représentations du 
groupe unitaire. 

Les paramètres de Langlands (§4.3) ou d'Arthur (§6 .1) sont de la forme 

w 
V 

LG 

Gal(C/R) 

avec W = WÏÏL (Langlands) ou WR X SL(2,C) (Arthur). (On notera simplement S le 
groupe SL(2, C). Dans le cas de Langlands, on désigne donc par ip le paramètre noté <p 
au § 4.3). Le groupe W est de la forme W° II W°j, où j s'envoie sur a G Gal(C/M) ; il 
contient un élément, noté —1 G W°, tel que j2 = — 1 . Enfin, on notera z i—» ~z l'action 
de j , par conjugaison, sur W°. 

On suppose que G est un groupe unitaire de rang m; LG est décrit au §4.2. La 
donnée de ip se réduit aux données suivantes : 
(Aa) ipo : W0 -> G = GL(m, C) 
(Ab) VC7') = (0><r)5 # G GL(m, C) 
avec les restrictions suivantes : 
(Al) {g, a)2 = ^o(- l ) soit : 

gw0tg~1WQ1 = ^o(- l ) 
(A2) (^,ct)'0o(^)(p,ct)"1 = ^o(^), «oit : 

gwo^ oiz^ w^ g-1 = ipo(z) (z G W0). 

Posant /i = g?i;o, et en tenant compte de l'identité tw0 = ( — l)rn+1wo, les conditions 
se réécrivent : 
(Al) h1 h'1 = ( - l )m+Vo(-l) 
(A2) h^oiz)-1^1 = Mz) (z G W0). 

Notons V = Cm et soit V* l'espace dual, lui aussi identifié à Cm par la base duale. 
On peut alors considérer yb®, h comme les données suivantes : 
(Ba) ipo — représentation de WQ sur V. 
(Bb) H — isomorphisme V* —> V. 

Soit H* : V* —> y l'adjoint. Les contraintes sont alors : 
(Bl) H^(z)H~1 = Mz) (z G W0) 
(B2) HiH*)-1 = (- l)m+Vo(-l)-

Réciproquement, une donnée (B) détermine, après choix d'une base de V, une 
donnée (A). 

Nous appliquons ceci à une donnée d'Arthur, avec m = n + 1. Donc W = Wu x S ; 
la représentation ip0 de WQ = Cx x S est semi-simple, unitaire en restriction à Cx. 
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Les considérations du début du §6.2 s'appliquent. On supposera 

(6.2.10) Les coefficients Pi de P G Cn+1 — cf. (6.2.4) — appartiennent à 
7>Z,et (n — 1) d'entre eux sont = f [1]. 

Cette condition est vraie dans notre cas, cf. (6.2.5). La Proposition 6.2.3 sera donc 
démontrée modulo le 

Lemme 6.2.5. — // n'existe pas de donnée (B) vérifiant (6.2.10), et telle que les deux 
autres coefficients a, —(3 de P vérifient a, ¡3 = n+1/2 [1] et soient distincts. 

(Remarquer que a = —¡3 correspond à s = 0, donnée permise pour une représen
tation d'Arthur.) 

Soient Xj les caractères apparaissant dans l'expression (6.2.1) de Î/JQ. Alors Xj — 
zp^q, avec p G |Z , p — qeZ et p + qe ÏR. Donc Xj = (z/z)Pj, Pj G \*L. 

Soit par ailleurs (p^ la représentation de WR déduite de ip et pP^ sa restriction à 
Cx. On a donc sous pP> : 

V = ®V(T1) 

V 
où n — zp(z)q décrit les caractères de Cx. Soit 

T = ® V (N1) 

n' 
où n' décrit les caractères tels que p ^ ^ + Z. Par hypothèse T est de dimension 2. 

Lemme 6.2.6. — T est stable par WQ — Cx x S (pour la représentation ipo) 

En effet V se décompose canoniquement sous WQ en somme d'espaces isotypiques, 
eux-mêmes multiples de représentations x ® P ou X = (z/z)p et p est une représen
tation irréductible de S. Sous (£>° , x & P donne des caractères d'exposants p' — p + 
2-=̂L + (entier) où r = dimp. Ils ont tous la même parité (mod 1), d'où le Lemme 6.2.6. 

Soit T* C V* défini de façon analogue. D'après (Bl) H envoie T sur T*, et c'est 
alors un isomorphisme. Donc la donnée B définie par (T, tpo, H) vérifie les conditions 
(B) ; dans (B2) ipo(-l) est bien sûr un endomorphisme de T. Il faut alors distinguer 
deux cas : 

Cas L — T = x ® P2 où p2 est irréductible. 
On peut considérer H : T —• T* comme une forme bilinéaire sur T. D'après (Bl) 

H est invariante par S, donc antisymétrique. D'après (B2) on a donc : 

- i = ( - i r ^ 0 ( - i ) = ( - i ) "x ( - i ) 

ce qui implique que x = (z/z)p avec p = n+1/2 [1]. Mais alors les exposants {p+\,p—\} 
de cp^ apparaissant dans T appartiennent à ^ + Z, contradiction. 
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Cas IL — T = xi ® X2, S opérant trivialement. 
Dans ce cas xi — (z/z)ai X2 = (z/z)^ et donc xi 7̂  Xi par hypothèse. Soient 

(e, / ) la base de T associée et e*, /* la base duale de T*. D'après (Bl) H : V"* —» V" 
s'écrit dans ces bases sous forme diagonale, JFaT = (a 6). Alors H (H)* = 1 d'où (B2) 
^o(- l) = (- 1)n Or ^o(-l) = ("l)2tt(= (-l)2/?) donc a = (3 = f [1]. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 6.2.5. 
En combinant la Proposition 6.2.3, le calcul des représentations a apparaissant 

dans Apq (§4.5) et le calcul des valeurs propres correspondantes (Prop. 4.5.1), on en 
déduit : 

Corollaire 6.2.7. — Soit TT une représentation unitaire irréductible de G telle que 
Hom^(App+ 0 A9p~,7r) ^ 0 est associée à un paramètre d'Arthur. Alors la valeur 
propre X de l'opérateur de Casimir dans Tï^ vérifie : 

X=[n ~ a - b}2 -[n - a - b - 2k]2, 

pour a ^ p, b < q, (p - q) - (a - b) G {-1, 0, 1} et 0 < k < [ILLÎ£±£1] . 

6.3. G = SO(n, 1), n impair 

Le groupe G n'est pas connexe : son sous-groupe compact maximal est K = 
S(0(n) x {±1}) = O(n). Puisque les Conjectures d'Arthur ne s'appliquent a priori 
qu'aux groupes algébriques (et que nous préférons éviter de considérer le groupe des 
spineurs), nous considérons néanmoins, pour l'instant, G. Posons n = 2£ — 1, de sorte 
que £ est le rang absolu de G. 

Pour n impair, le groupe dual LG a pour composante neutre 

(6.3.1) G = SO(n + 1,C). 

Par ailleurs, si £ est pair, G est forme intérieure de G* = SO(£ — 1,£ -f- 1); si 
£ est impair G est forme intérieure de G* = SO(£,£), le groupe G* étant toujours 
quasi-déployé, et déployé dans le second cas. On en déduit que 

(6.3.2) LG = SO(n + 1,C) x Gal(C/M) (produit direct), £ impair 

(6.3.3) LG = SO(n + 1, C) x Gal(C/R), £ pair. 

Dans le second cas, l'action de a ^ 1 respecte un sous-groupe de Borel, par exemple 
les matrices triangulaires supérieures dans SO(2m + 2, C) = SO(2m + 2, J) où J est 
la forme de matrice 

O le 
le О 

Elle doit aussi respecter un épinglage (voir §4.2). 
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Supposons G défini par la forme de matrice 

J = 

ln-l 

1 
1 

Le sous-groupe parabolique propre (minimal) de G s'écrit 

P = MN 

où M C G stabilise la décomposition correspondante Rn+1 = W1 1 0 R2 ; donc 

M = S(0(n - 1) x 0(1,1)) 

où 

(6.3.4) SO(l,l) = a 0 
0 a'1 

, a G Rx 

et 

(6.3.5) 0 ( l , l ) = (SO(l, l),e>, e = 
1 

1 

On pose 

(6.3.6) A = a 
a"1. : a > 0 C 0(1,1) C M, 

et 

(6.3.7) M = °MA 

où la composante neutre de °M est °M° ^ SO(n - 1) et °M = (°M°, e , n ), 

7̂ = - 1 
- 1 G SO(l,l). 

Si r est une représentation irréductible de °M et s G C soit 

/(r, S) = indoMAN(r (8) es 0 1). 

On utilise la classification de Langlands (cf. Ch. 4 pour U(n, 1), [72]). Pour n impair 
G n'a pas de série discrète. Alors toute représentation admissible irréductible de G 
est de la forme suivante : 

(6.3.8) 7T est un sous-module de I(r, «s): r G °M, s G zR. 

7T est l'unique quotient irréductible J(r, s) de /(r, «s) 
(6.3.9) 

où p G °M et Re(s) > 0. 
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Dans le cas (6.3.8) on sait en fait que /(r, s) est irréductible ; sa restriction à G0 
est en fait irréductible, cf. [65]. ^ 

Par ailleurs, une sous-algèbre de Cartan rjo de go est donnée par les matrices 

(6.3.10) X 

Xi 
- x1 

X£-l 
X£-l 

Xf 
-xi 

{pa G M). 

Posons yi = \/— 1 Xi (i ^ £ — 1), ^ = x .̂ Les coordonnées y donnent un isomor-
phisme 

() = [)o®C = C£ 

pour lequel les racines dans A(g, ï}) sont réelles. Le groupe de Weyl W est &£ x 
{±1}£_1, {=bl}^_1 étant le sous-groupe de {±1}^, opérant diagonalement, défini par 
USl = 1. 

Soit °ï) = C£_1, naturellement plongé dans f). C'est une algèbre de Cartan pour 
°m. Soit Àr G °f)* le caractère infinitésimal de r, défini modulo Cl-1x (±1)^~2. Celui 
de /(r, s) est alors 

(6.3.11) ÀTJS = (Ar,s) G C*. 

Si J"(T, S) est unitaire on a 5 G ï№> ou s G M. (ceci n'étant possible que pour certaines 
valeurs de r). 

Soit alors 
V> : Wu x SL(2,C) • LG 

un paramètre d'Arthur pour G, et considérons 

^0 : Cx x SL(2,C) > G C GL(2£,C). 

Le paramètre (</ty)|c* : C* ^ G, étant semi-simple, est (à conjugaison près) 
d'image contenue dans le tore maximal T = { diag (xi, . . .xn, x1 . . . , ir̂ f1)} de G. 
On peut donc écrire <p>^ = (771, . . . , 77/, rjf1, . . . , rĵ 1) où les r]i sont des caractères, de 
la formes zPi(z)Qi. Posons P' = (Pi,. . . , P/) G i) = C1. On vérifie aisément que P' 
est uniquement défini modulo W. Noter que le paramètre P G C21 = Cn+1 associé à 
cp^ : C* —> GL(n -h 1, C) est (P', — P')- Si 7r est dans le paquet d'Arthur défini par ip, 
on a alors : 

Lemme 6.3.1. — Le caractère infinitésimal de TT est paramétré par P'. 

(2)Nous n'utiliserons pas ce fait, sauf en notant dans tous les cas J(r, s) la représentation 7r pour 
uniformiser les notations. 
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On l'admettra (voir la démonstration du Lemme 6.2.1). 
Nous supposons maintenant TT donnée par (6.3.8) ou (6.3.9). Puisque r est une 

représentation irréductible de °M, son caractère infinitésimal Àr est celui de sa res
triction à °M° — SO(n— 1) ; on a alors, le tore maximal de SO(n— 1) étant paramétré 
par (6.3.10) : 

Ar = [iT + p 

P = (e-2,e- i , . . . ,o) G c*-1 

fJLT = (/il, . . . ,/JLJE-I), /il G Z, /il ^ • • • ^ /i£-l,/i£-2 + fJ>e-i ^ 0 

de sorte que Àr vérifie : 

(6.3.12) 
AT — (Ai,..., Xe-i) 
Xl G Z, Ai > • • • > A^_i, Â _2 + Xe-! > 0. 

Par ailleurs le caractère infinitésimal de TT est paramétré par 

(6.3.13) P ' = (AT,s). 

Or le paramètre (P', — P') associé à 

^ : Wc x SL(2, C) —> G —> GL(n + 1, C) 

vérifie les conditions du § 6.2 ; on a : 

(6.3.14) (P', -P ' ) = (p, + nj+^"2fc) mod en+i. 

Nous allons utiliser ces relations pour démontrer : 

Lemme 6.3.2. — Si le caractère infinitésimal d'une représentation unitaire TT = J(T, s) 
est associé à un paramètre d'Arthur, s G zR ou s G Z. 

La démonstration est un peu compliquée. Nous démontrons d'abord sous les mêmes 
hypothèses : 

Lemme 6.3.3. — s G zR ou s G |Z . 

Supposons en effet s g |Z . D'après (6.3.13) et (6.3.14), 

(6.3.15) s = p + m+i~2fc pour un p = m = rij. 

Donc p ^ |Z . Par ailleurs la représentation x ® rj de Cx x SL(2, C), où x — zp(z)q, 
apparaît avec sa duale. Puisque p / 0, x / X = X-1 • Si m > 1, (6.3.14) contient au 
moins quatre coordonnées ^ ^Z, contrairement à (6.3.13). Donc m = 1. Enfin, on a 
p -(- q G zR (x est unitaire), p — g G Z donc p G ^Z + zR. Or p = s et «s G zR U R car n 
est unitaire. D'où s G zR. 

Pour démontrer le Lemme 6.3.2, nous pouvons maintenant supposer que s G \ +Z ; 
nous allons dériver une contradiction. Noter que si s G | + Z , p G ^Z ; puisque 
p -\- q G zR et p — g G Z on a p = —q. Par ailleurs l'argument précédent montre 
toujours que m — 1. 
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Supposons d'abord £ impair, de sorte (6.3.2) que 

LG = SO(2£,C) x Gal(C/R). 

Vu comme représentation de Cx x SL(2), on a 

0 = x ® x ^ V x ^ n , 
i 

X(z) = (z/zr. 

Pour tout z, on a de plus pi + N'2F1 G Z, où Xi(z) — zPi(z)qi, toujours d'après 
(6.3.13). 

Soit j l'élément extérieur de WR et Wj = (x,a) G L C Alors 

(6.3.16) i/,(z,g) =x^(z,g)x-1 (z G CX , g € SL(2)). 

Notons ïpf la. partie de -0 dont la restriction p>^ est d'exposants fractionnaires : 
4>f(z) = (X(^),x-1(^,i, . . . , i) . 

On déduit facilement de (6.3.16), en considérant les classes d'isotypie de 0 vue 
comme représentation de degré 2£, que 

(6.3.17) ipf{z) = xipf{z)x~ 

En utilisant la forme explicite de G donnée après (6.3.6), on peut écrire à conju
gaison près ipf sous la forme 

z 

X 
1 

1 

1 
x'1 

x' 

où on a abrégé x(z) en X- L'équation (6.3.17) montre que x préserve la décomposition 
isotypique associée de C2 ,̂ donc s'écrit (x',x") où x' G 0(2), x" G 0(2£ — 2) et 
det(x')detOr") = 1. 

Alors l'équation (6.3.17) implique 

X 
x"1 

{х'Г1 = x-1 
X, 
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d'où x' = (u u 1 ) G 0(2) - SO(2) ; u G Cx. Mais alors (x')2 = 1, contrairement à la 
condition 

iïUf = ^U2) = ^ ( - i ) = 

- 1 
1 

1 

1 
- 1 

(Car p G |Z , p i Z donc x ( - l ) = -1.) 
Le calcul est similaire mais plus compliqué si £ est pair. Dans ce cas G = SO(2£, C), 

LG = SO(2£X) x Gal(C/R) 
et nous devons préciser l'action de a donnée par Langlands. Avec le même choix de 
la forme quadratique J G à pour sous-groupe de Borel B ses matrices triangulaires 
supérieures ; l'action de a doit préserver G, J3, le tore diagonal T ainsi qu'un épinglage 
(§4.2), et être non triviale. Sur T, on a alors 

a : 

X\ 

x£ 
X £ 

x1-1 

x1 

x£ 
X£ 

X£-l 

x-1 

de sorte que a échange les deux dernières racines OL£-\ — xg-\ x£ 1 et cxg — X£-iX£ du 
diagramme de Dynkin. Un calcul simple montre que 

°{o) = w 9 w~1 (9 £ G) 

w — 

U-i 
0 1 
1 0 

est l'automorphisme cherché. Noter que w G O(J). 
Considérons alors, comme pour £ impair, l'homomorphisme ipf : 

WR > LG 

Gal(C/M) 
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Quitte à conjuguer ipf par un élément de G, on peut supposer que 0/(Cx) C T, 
puis que 

ipf(z) = 

X 
1 

1 
x-1 

avec la notation précédente. Soit = (x,a). Alors 

il>f(z) = 

x'1 
1 

1 
X 

= (x,<j)i/jf(z)(x,a) 1 

— x w ipf(z)w xx 1 

= x %l)f(z)x~1. 

Ceci implique comme dans le cas impair que x G 0(2) x 0(2£ — 2) et que sa 
composante dans 0(2) est de la forme ( z~l ). Comme précédemment, ceci contredit 
le fait que x(f) = x(~l) = ~1-

D'après la classification du dual unitaire de G, on déduit alors du Lemme 6.3.2 : 

Proposition 6.3.4. — Toute représentation unitaire TT de G dont le caractère infinité
simal est associé à un paramètre d'Arthur est de la forme J(T, S) OÙ 

(i) s eiU 
ou 
(ii) s G Z. 

Pour T fixé, et dans le cas (ii), la longueur du paramètre s G Z est bien sûr contrôlée 
par la description, connue, des séries complémentaires (voir par exemple [64] pour un 
guide sur la littérature concernant les duaux unitaires). Si r = 1 (représentation 
triviale), 7TTiS est unitaire si |s| ^ £ — 1 ; pour les représentations d'Arthur, on a donc 
s G zIR ou ± 5 = 1, 2,. . ., c — 1 = n-2 ; le point s = £ — 1 est la demi-somme des 
racines p de N dans A, et correspond à la représentation triviale. La Conjecture 6.1.2 
implique donc une conjecture de Burger et Sarnak [20, 19] : 

Conjecture 6.3.5 
(i) Si une représentation sphérique J(l , s) apparaît dans L2(T\G) pour un sous-

groupe de congruence, s G i№ ou s G {1, . . .,n-1/2) 
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(ii) En particulier les valeurs propres du laplacien associées vérifient 

A ̂  n-l 
2 

.2 

OU À = n-l 
2 

2 -k2, k = 1,... 
ra-l 

2 

La première valeur propre ^ 0 es£ donc Ai = n — 2. 

La partie (ii) résulte de (i) et des calculs suivant le Théorème 2.3.2. 

6.4. G = SO(rc,l), n pair 

On supposera n ^ 4. Les remarques du § 3 sur la connexité restent exactes, ainsi 
que la description du parabolique minimal. Par ailleurs G est un groupe de type Ci 
où £ — T£ et son dual (connexe) est 

a = sP(f) = 5P(f ) , 

le groupe symplectique de la forme alternée sur C2£ de matrice 

J = i 
i 

Vi 
On a dans G un tore maximal T formé des matrices 

(6.4.1) x = 

x1 

Xi 
X£ 

X-1 

et un sous-groupe de Borel B formé des matrices triangulaires supérieures de G. Enfin 

LG = G x Gal(C/R). 

Une représentation admissible irréductible n de G est de la forme suivante : 

(6.4.2) 7T appartient à la série discrète. 

(6.4.3) 7T est un sous-module de J(r, s), r G °M, s G zR. 

(6.4.4) 
7T = J(r, s) est Tunique quotient irréductible de /(r, 5) 

où r G ®M et Re(s) > 0. 
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Comme dans (6.3.10) une sous-algèbre de Cartan f)o de go est donnée par les 
matrices 

X = 

— X\ 
Xi 

— Хол 
X£-l 

0 
X£ 

— X£ 

(Xi G M). 

On a de nouveau f)o <8> C = C£, le groupe de Weyl étant maintenant &# tx {=tl}€ = VK. 
Soit yb : WK x SL(2) —> LG un paramètre d'Arthur, et P G C2I le paramètre 

holomorphe associé (cf. § 6.3). Alors P = ( P ' , — P ' ) où P ' G est bien défini modulo 
l'action de W. Donc P1 définit naturellement un élément de fj*, et on peut vérifier : 

hemme 6.4.1. P' est le caractère infinitésimal de la représentation associée à p^. 

La démonstration est laissée au lecteur (cf. Lemme 6.2.1). 
Par ailleurs °m = 50 (n — 1), l'algèbre de Lie °m s'identifie à C£~1 C C£ et XT vérifie 

XT = LIT - p 
(6.4.5) p = ( £ _ | ^ _ | _ . 7 i ) 

(6.4.6) /iT = (//1,... fii ez, MI ^ • • • ̂  w - i ^ 0. 

On a donc 

(6.4.7) AT = (A,), Ai e \ + Z, Ai > • • • > A _̂i > 0. 

Le caractère infinitésimal de /(r, s) est alors 

(6.4.8) A7 = (Ar,s). 

Lemme 6.4.2. — £z /e caractère infinitésimal d'une représentation unitaire TT = J(r, 5) 
es£ associé à un paramètre d'Arthur, s G ¿1 ou s £ \ + Z. 

Tout d'abord, le Lemme 6.3.3 s'applique et montre que 5 G ¿1 ou s G èZ. Suppo-
sons alors s — p G Z, s 7̂  0. Comme après le Lemme 6.3.3, (CX x SL(2) —» GL(2^, C) 
est de la forme 

^ = x e x x e V x z ^ r 2 
г 

où x(z) = (z/z)p- Les exposants holomorphes Pj apparaissant dans Xi®ri doivent 
être dans | + Z d'après (6.4.8) et (6.4.7). On peut considérer comme dans le §6.3 la 
partie de vb d'exposants P entiers : 

^e(z) = (X(Z),X~1{Z), 1) et lpe(z) = X VJe(z)x~1 

où V(j) = (x, a) G G x Gal(C/R). 
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Revenant au choix (6.4.1) de T on peut supposer 

^e(z) = 

X 
î 

1 
V-1 

Ve(z) = 

x-1 
î 

1 
x) 

Alors x préserve la décomposition correspondante C2i = C2 © C2£ 2 et s'écrit x = 
(x',x"), x1 G SL(2,C), x" G Sp(7 - 1,C). La relation x^e(z)x~x = ifje(z) implique 
x' — (a 6), — ab = 1, d'où x/2 = —1 contrairement à x(j2) = x(~~1) — 1-

Comme précédemment, on en déduit : 

Proposition 6.4.3. — Toute représentation unitaire ix de G dont le caractère infini
tésimal est associé à un paramètre d'Arthur est de la série discrète, ou égale à un 
sous-module de 7(r, s) ou à J(r, s) avec 

(i) s eiR 

(ii) s G \ + Z. 

Pour les représentations sphériques, on a alors : 

Conjecture 6.4.4 (Burger-Sarnak) 
(i) Si une représentation J(l ,s) (s G R, s ^ 0) apparaît dans L2(T\G), alors 

±s G i 2 ' 
n-l 

2 
(ii) En particulier les valeurs propres du laplacien associées vérifient 

A ̂  n-l 
2 

2 

ou A = 
n-l 

2 
^ 2 n-l 

2 - k 2 k = 0,1, . . n-2 
2 ' 

La première valeur propre ^ 0 est Ai = n — 2. (3) 

6.5. Existence des représentations exceptionnelles 

Comme nous l'avons rappelé les Conjectures 6.3.5 et 6.4.4 sont dues à Burger et 
Sarnak (cf. [20]). Il montrent de plus que si G est un groupe algébrique sur Q obtenu 
par restriction des scalaires à partir d'un groupe orthogonal sur un corps de nombres 
et tel que Gnc = SO(n, 1), les valeurs propres 

n — 1 
2 

2 
-k2 

pour k = IL2~̂ , • • • J IL^~ ~ \Ik2^\ aPParaissent dans le spectre automorphe de G. Ce 
qui montre que les Conjectures 6.3.5 et 6.4.4 sont optimales. 

(3)Pour n > 2 ! C'est \ pour n = 2. 
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Le Corollaire 6.2.7 et les Conjectures d'Arthur impliquent une conjecture beaucoup 
plus forte que la Conjecture A pour tout groupe G tel que Gnc = SU(n, 1). Nous 
pensons que cette conjecture est optimale dans le même sens que la conjecture de 
Burger et Sarnak est optimale. La grande différence est que nous considérons cette 
fois tout le spectre automorphe et non seulement le spectre sphérique. Bien que nous 
ne sachions pas montrer que cette conjecture est optimale, nous pouvons montrer le 
résultat suivant. 

Théorème 6.5.1. — Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction des sca
laires à partir d'un groupe unitaire sur un corps de nombres et tel que Gnc = SU(n, 1). 
Soient a,p,qyk des entiers vérifiant 

- 0 ^ a ^ p, q ^ n ; 
- p-qe {-1,0,1}; 
- 0 < k ^ f1n-2a-]. 

Alors, le dual automorphe G^ut de G contient une représentation unitaire irréductible 
H de G telle que Homj^(App+ (g) A9p_,7r) ^ 0 et dont la valeur propre de l'opérateur 
de Casimir dans TCn est égale à 

{n - 2a)2 - (n - 2a - 2k)2. 

Démonstration. — Nous conservons les notations du § 2. On suppose que a = aa^ 
et que \ est de la forme (6.2.8) avec s = T1~2̂ ~2/c. La Proposition 4.5.1 implique que 
Homx(A^p+ (g) A«p", J(<j,x)) ^ 0. 

D'après [90, Theorem 7.7] la représentation J(a, \ ) apparaît discrètement comme 
sous-représentation de L2 (H\G) pour H = S(XJ(a + k) x JJ(n — a — k,l)). 

Puisque G provient (par restriction des scalaires) d'un groupe unitaire sur un corps 
de nombres, il contient un Q-sous-groupe algébrique H tel que Hnc = S(XJ(a + k) x 
U(n — a — k, 1)). Un théorème de Burger, Li et Sarnak [19] affirme que si p G î Aut et 
si 7T est une représentation de G faiblement contenue dans l'induite (unitaire) de p de 
H h G, alors 7r G Ĉ Aut- La représentation triviale 1H de H appartient bien évidemment 
à î Aut et l'induite de H à G de 1H est L2(H\G). La représentation J(<r, x) appartient 
donc à Ĉ Aut-

Remarquons que d'après les Propositions 6.3.4 et 6.4.3, les Conjectures d'Arthur 
impliquent la Conjecture A pour tout groupe G vérifiant Gnc = SO(n, 1). On peut 
de même facilement déduire des Propositions 6.3.4 et 6.4.3 et des Conjectures d'Ar
thur, une généralisation de la Conjecture A. Cette conjecture n'est certainement pas 
optimale. Un (fastidieux) exercice d'algèbre linéaire permettrait sûrement d'obtenir 
un résultat optimal. 
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CHAPITRE 7 

THÉORÈME DE LUO-RUDNICK-SARNAK 

Dans ce chapitre nous démontrons la légère généralisation suivante d'un théorème 
de Luo, Rudnick et Sarnak [75]. 

Théorème 7.0.1 (Approximation de Ramanujan). — Soit F un corps de nombres et A 
son anneau des adèles. Soit n un entier ^ 2 et TT — (&VTTv une représentation auto
morphe cuspidale de GL(n,A). Alors, en chaque place archimédienne v la représen
tation 7TV est un quotient de Langlands 

7TV = J(o~iyV, . . . , GTriV), 

où les aJjV sont comme dans les Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2 et tels que pour tout 
j = 1, • • • ,r, 

|Re(t^) | ^ . 1 
2 

1 
n2 -h 1 

Remarquons que depuis l'annonce de nos résultats dans [10] W. Millier nous a 
informé qu'il a, conjointement avec B. Speh, lui aussi étendu le résultat de Luo, 
Rudnick et Sarnak aux représentations non ramifiées. 

Fixons un corps de nombres F', A son anneau des adèles et n un entier ^ 2. 

7.1. Fonction L de Rankin-Selberg 
Dans cette section nous faisons quelques rappels concernant la théorie de Rankin-

Selberg. De la même manière que l'on a associé à une représentation automorphe 
une fonction L, la théorie de Rankin-Selberg associe une fonction L (dite de Rankin-
Selberg) à toute paire de représentations irréductibles unitaires cuspidales n = <g>vnv 
et 7r/ = ^v^v de GLN(A) et GLN/(A) respectivement. Cette fonction L est encore 
donnée par un produit eulérien 

L(S, TT X TT') = Y[ L(s, Kv X n'v) 
v 

où v décrit l'ensemble des places de F. 
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Nous allons commencer par décrire les facteurs locaux L(s, TTV XTT'V) lorsque v est une 
place finie, puis lorsque v est une place archimédienne ; enfin nous nous intéresserons 
à la fonction L globale. 

Fixons v une place de F. Dans les trois prochaines sous-sections nous nous intéres
sons aux facteurs locaux, pour simplifier les notations on notera F = Fv et TT = TTV. 
Pour l'instant F est donc un corps local de caractéristique zéro. 

Si TT est une représentation admissible irréductible de GLn(jF), nous notons TT la 
représentation contragrédiente que l'on peut réaliser dans le même espace que TT par 
l'action TV (g) = 7r(£g_1). 

Soient 7r2, i = 1, . . . , r, des représentations admissibles irréductibles des groupes res
pectifs GLni(F). Alors TT = TX\ 0 • • • (g>7rr est une représentation admissible irréductible 
de 

M (F) = GLni(F) x • • - x GLnr(F). 
Pour s — (si, . . . , sr) G Cr soit TTi[si] la représentation de GLn. (i7") définie par 

m\8i]{g) = | det |s'7r,;(5), g G GLm(F). 

Nous notons 
Ip(K,s) = indp((^(7Ti[si] 0 • • • (g) 7Tr[sr]) 

l'induite unitaire. 
Remarquons que Shalika a démontré que la composante locale d'une représenta

tion automorphe cuspidale de GLn(A) est générique [95]. Et Jacquet et Shalika [60] 
ont montré que toute représentation irréductible unitaire générique TT de Ghn(F) est 
équivalente à une représentation induite (et non seulement à un quotient) 

TT = /^((7, S), 

où P est un sous-groupe parabolique standard de type (ni, . . . , nr) de GLn, s G Cr 
et cr est une représentation de carré integrable de Mp(F), le sous-groupe de Levi de P 
sur le corps local F 

Dans les trois sous-sections suivantes nous décrivons les facteurs locaux de la fonc
tion L de Rankin-Selberg lorsque F est non-archimédien, ou bien égal à M ou à C. 

7.1.1. F non-archimédien. — Comme nous l'avons rappelé, toute représentation 
irréductible unitaire générique TT de Ghn(F) est isomorphe à une représentation in
duite 

(7.1.1) 7T^l£(<7,5), 

où P est défini par une partition (ni, r¿2, • • • , nr) avec n^i ^ nz, s = (s±,. .. , sr) G Cr 
et a — Ç§i<Ji où chaque o~i est une représentation de la série discrète de GLn.¿(ir'). 

(1)C'est la seule propriété des représentations génériques que nous utiliserons, le lecteur non familier 
peut donc accepter comme « boîte noire » le fait que toute représentation TT comme ci-dessus est 
obtenue comme induite, résultat qui découle de [95] et [60]. 
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Soit 7r (resp. 7ïf) une représentation irréductible unitaire générique de Ghn(F) 
(resp. GL,n'(F)). On définit le facteur local de Rankin-Selberg pour la paire (7r, 7T7) 
par récurrence. Tout d'abord, L(s, rr x TT') = Z/(s, ir' x TT). Si 7r est comme dans (7.1.1), 

r 
(7.1.2) L(s, rr x 7rr) = Y\ L(s + 0"¿ x TT'). 

2=1 

Il reste à définir les facteurs L pour des représentations de la série discrète. De 
la même manière que les représentations de la série discrète forment les blocs pour 
construire toutes les représentations unitaires génériques du groupe linéaire, ce sont 
les représentations supercuspidales qui forment les blocs élémentaires permettant de 
construire toutes les représentations de la série discrète. Rappelons donc qu'une repré
sentation p de Ghd(F) est dite supercuspidale si elle n'apparaît comme sous-quotient 
d'aucune représentation induite d'un sous-groupe parabolique propre. Les représenta
tions supercuspidales sont donc exactement les représentations qui ne sont pas acces
sibles par le procédé d'induction. Les représentations supercuspidales peuvent aussi 
être caractérisées par le fait que leurs coefficients matriciels sont à support compact 
modulo le centre de G. On renvoie à [12] pour plus de détails sur les représentations 
supercuspidales. 

Soit maintenant a une représentation de carré integrable de GLm(-F). D'après 
Bernstein et Zelevinski [12], il existe un diviseur d\m, un sous-groupe parabolique 
standard P de type (d, . . . , d) de GLm(.F), et une représentation p de Ghd(F) super
cuspidale, irréductible et unitaire tels que a soit l'unique quotient irréductible de la 
représentation induite indp(pi 0 ••• (8)^), où r = m/d et pj = p[j — (r + l)/2]. On 
désigne cette représentation par a — A(r, p). 

Soit donc a = A(r, p) (resp. a' = A(r/,/o/)) une représentation de la série discrète 
de GLm(F) (resp. GLm/(i71)), avec m ^ m!. On pose alors : 

(7.1.3) r 
L(s,a x a') = YlL 

7 = 1 

S + 
r + r' 

2 
- i, P x P 

La description des facteurs L de Rankin-Selberg est donc réduite au cas de deux 
représentations supercuspidales. Soient pi et p2 deux représentations supercuspidales 
de respectivement GL/Cl (F) et GL^2(i?). Lorsque p2 n'est pas un twist de pi, Le. s'il 
n'existe pas de nombre complexe t G C tel que P2 = Pi[£], en particulier lorsque 
k\ 7̂  fc2, on pose L(s. pi x p2) = 1. On pose enfin 

(7.1.4) 
L(s, pi x pi [t]) = L(s + t, pi px рг) 

= (1 - ç - " ^ ) ) - 1 , 
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où a\ki est Tordre du groupe cyclique des caractères non ramifiés x — I det \u tels que 
px 0 x — Pi- Si cr̂  = A(ri,pi), (7.1.3) et (7.1.4) impliquent 

fi 
L(s + 2Re(si),o-i x cr*) = j J L(s + 2 Re(^) ri +n-j,pxp) 

3 = 1 
x1 
n (l _ ^-ai(s+2Re(si)+ri-j))-lî 

i = 1 
où ai est l'ordre du groupe cyclique des caractères non ramifiés x tels que Pi X est 
isomorphe à pi. On en déduit que si TT = 7p(cr, s) est une représentation irréductible 
unitaire de la série principale de G~LN(F) et si i est un indice tel que Re(s^) > 0, il 
existe un facteur de la fonction L(s, TT x TT) ayant un pôle en s = —2Re(s^). 

7.1.2. F = R. — Soit TT (resp. TT') une représentation irréductible unitaire de 
GLn(R) (resp. GLn/(R)). On définit les facteurs locaux réels de la fonction L de 
Rankin-Selberg attachée à la paire de représentation (TT.TT') à partir des représenta
tions semisimples p> et p>' du groupe de Weil WR de degrés respectifs n et n' associées 
par la correspondance de Langlands locale aux représentations TT et TT' . 

Nous avons déjà décrit les facteurs L associés à une représentation semisimple du 
groupe de Weil Wj&. Remarquons que le produit tensoriel p) (g) p>' définit une représen
tation semisimple du groupe de Weil Wr de degré nn'. On définit alors : 

(7.1.5) L(s, TT x TT') = L(s, p> (g) <//). 

Supposons que la représentation TT est isomorphe au quotient de Langlands 
J(o"i, . . ., crr) où les o~j sont comme dans le Théorème 3.1.1. D'après le Théorème 3.4.3 
on déduit de l'unitarité de TT que pour chaque entier j G [l,r] 

- soit tj est imaginaire pure, 
- soit Re(tj) > 0 et il existe k ^ j tel que nk = rij, lk = lj (ceux-ci pouvant être 

égaux à un entier comme à l'un des signes + ou — ) et tj = —ïfc. 
En utilisant la description des facteurs L donnée par la Proposition 3.3.3, on déduit 

de (7.1.5) que L(S,TT X TT) est un produit de facteurs Gamma de la forme 

4(271")_— 2ti+2tj -max(I{,lJ ) p S + ti - tj + 
\h-U\ 

2 
r s + U - tj -h 

li -\- lj 
2 

ou 
4(27r)-2s-^r S + ti — tj + l1 

2 
B s + tj — ti + 

l1 
2 

ou 

TT 
s + tj-tj+ejj 

2 r S ~\~ ti tj ~\~ £-i:j 
2 

où Sij G {0,1} avec Sij = Si + Sj mod 2, 1 < i, j ; < r et les ^ correspondent aux 
signes dans la Proposition 3.3.3. Puisque TT est unitaire on déduit de ces formules que 
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pour tout indice i ^ r tel que Re(t^) ^ 0, le L-facteur local L(s, TT x TT) contient un 
facteur Gamma du type 

r(> + 2Re(£,)) ou r s + 2Re(í¿)' 
2 

Puisque la fonction Gamma T(s) n'a pas de zéro, on conclut que L(s,7r X TT') a son 
premier pôle en s — 2 max | Re(^)|. Rappelons enfin que le Théorème 3.4.3 implique 
que Re(ti) < \ puisque TT est générique. 

7.1.3. F = C. — Le cas F — C se traite de la même manière que le cas F = M. 
Soit TT une représentation irréductible unitaire de GLn(C) isomorphe au quotient de 
Langlands J(<TI, . . . , crn), où les Gj sont comme dans le Théorème 3.1.2. Comme dans 
le cas réel, le fait que TT est unitaire et générique se traduit par le fait que la partie réelle 
de chaque ti est strictement inférieure à ^ et que pour chaque i tel que Re(t^) ^ 0 il 
existe k ^ i tel que Pk — Qk = Pi — Qi et ti = — 

Le groupe de Weil est cette fois égal à C* et les facteurs locaux de la fonction L de 
Rankin-Selberg se définissent comme dans le cas réel. On obtient en particulier que 

Lis. TT x TT) = 
n 

n 
x1. 1=1 

2(2TT)" 
s+t,--t7-+|Pi~g^pJ~ '̂ 

2 r s + U — tj + \Pi -Qi~ Pi ~ Qi 
2 

Comme dans le cas réel, on en déduit que si TT est unitaire, le facteur L : L(s, TT x TT), 
contient pour tout indice i tel que Re(^) ^ 0 la fonction 

rO + 2Re(t,)) 

comme facteur. Puisque la fonction Gamma T(s) n'a pas de zéro, on conclut que 
L(s: n x TT') a son premier pôle en s — 2 max | Re(t^)|. 

7.1.4. La fonction L globale. Les sous-sections précédentes permettent de 
définir au moins formellement la fonction L de Rankin-Selberg globale d'une paire de 
représentations unitaires cuspidales automorphes TT = ®VTTV et TT' = <S)VTT'V de GLn(A) 
et GLTl/(A), où A est l'anneau des adèles d'un corps de nombre F. La fonction L de 
Rankin-Selberg est définie par le produit eulérien : 

(7.1.6) L(S,TT x TT') = Y[L(S,TTV X ir'J, 

V 
où v décrit l'ensemble des places de F. 

Comme pour la fonction zêta de Riemann l'intérêt de cette fonction dans l'étude 
des représentations automorphes provient de ce qu'elle définit une vraie fonction ana
lytique lorsque s est dans un demi-plan et que cette fonction se prolonge méromor-
phiquement au plan complexe tout entier et vérifie une équation fonctionnelle. Il est 
devenu récemment possible de démontrer toutes ces propriétés, ainsi que d'autres, de 
la fonction L de Rankin-Selberg en adoptant le point de vue naturel des représen
tations intégrales développé par Jacquet, Shalika, Piatetski-Shapiro ([56], [61]) et, 
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plus récemment, Cogdell et Piatetski-Shapiro [29]. C'est le point de vue que nous 
adoptons ici. Soulignons néanmoins que les résultats que nous utiliserons pouvaient 
être obtenus en combinant les méthodes de Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro [56], 
Shahidi [93], [94], [92] et Moeglin et Waldspurger [78]. Cette dernière approche est 
celle utilisée par Millier et Speh. 

On résume les propriétés de la fonction L de Rankin-Selberg dont nous aurons 
besoin dans le théorème suivant. 

Théorème 7.1.1. — Chaque produit (7.1.6) est convergent lorsque la partie réelle de s 
est suffisamment grande. Ces produits définissent des fonctions holomorphes de s qui 
se prolongent méromorphiquement au plan complexe tout entier. Les fonctions ainsi 
obtenues, et toujours notées L(s,7r X irr), ont les propriétés suivantes : 

(1) Chaque fonction L(s, n x rr7) reste bornée dans les bandes verticales (loin de 
ses pôles). 

(2) Elles satisfont à l'équation fonctionnelle 

71 X Ti') = e(s, 7T X 7Tf)L{l - S,7T X 7T7), 

où le facteur e est une fonction entière de s de la forme 

e(s,7T x TI') = W(TT X 7xF)(D^n/QN(7T x 7T/))i-5, 

où Dp/Q est le discriminant du corps de nombre F, W(TT XTT') est un nombre complexe 
de module 1, et N(TT X TT7) un nombre entier. 

(3) Si nr < n, la fonction L(S,TT X TT7) est entière. 
(4) Si n' = n, la fonction L(s, rr X rr7) a au plus des pôles simples qui interviennent 

si et seulement si TT = 7Tf[ia] avec a réel, et qui dans ce cas sont s = —ia et s = 1 — ia. 

Il n'est pas question de donner une preuve complète de ce résultat ici, une récente 
prépublication de Cogdell et Piatetski-Shapiro [29] contient la preuve complète de ce 
Théorème. Afin d'en faciliter la reconstitution, nous donnons les grandes idées de la 
preuve lorsque n = n7, le cas qui nous intéressera par la suite. 

Soient donc (TT.V^) et (rr7,^/) deux représentations cuspidales unitaires de 
GLn(A). Soient UJ ~ OW&LJV et uo' = leurs caractères centraux. Fixons yb = &ipv un 
caractère additif continu non trivial de A qui soit trivial sur F et ip G VN et tpf G V^' 
deux formes cuspidales. 

Commençons par démontrer la convergence de la fonction L(s, TVXTT') définie comme 
produit eulérien. 

Soit S un ensemble fini de places de F, contenant toutes les places à l'infini et tel 
que pour toute place v ^ S on ait TTV et ix'v non ramifiées, i.e. ayant un vecteur fixe 
sous l'action du compact maximal. 

Pour les places v £ S, pour lesquelles TTV et ir'v sont donc non ramifiées, on vérifie 
que 

L(S,TTV x O = det(J - q~sA7Vv 0 A^J'1 
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où Anv et Anf sont les paramètres de Satake associés à nv et Nb et dont les valeurs 
propres sont toutes de valeur absolue inférieure à qj . Donc, cf. [58] pour plus de 
détails, la fonction L partielle 

LS(S,TT x TT') = Y[ L(S,TTV x n'v) = Yl det(J - q~3A^v 0 A^J'1 

v£S v(£S 
est absolument convergente pour Re(s) >̂ 0. On en déduit la même chose pour la 
fonction L globale. 

Il nous faut maintenant démontrer les propriétés analytiques de cette fonction. 
Comme dans le cas classique de la fonction zêta de Riemann, il va s'agir de représenter 
la fonction L de Rankin-Selberg par une intégrale. C'est là qu'interviennent des séries 
d'Eisenstein. Commençons donc par décrire ces séries d'Eisenstein. 

Pour construire ces séries d'Eisenstein on peut suivre [58]. Dans GLn soit Pn le 
sous-groupe stabilisant le vecteur (0, . . . ,0, 1). On a Pn\GLn = Fn — {0}. Si on 
désigne par S (A) l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur An, alors chaque 
<̂> G «S(A) définie une fonction lisse sur GLn(A), invariante à gauche sous Pn(A), par 
g i—• 3>((0, . . . , 0, l)g) — &(eng). Considérons la fonction 

F(g, 0, s) = | det(g)\s f &(aeng)\a\nau(a)u'(a)d*a. 
JA* 

SI F., == ZriPri est le sous-groupe parabolique de GLn associé à la partition (n — 1, 1) 
alors on prouve [58] que l'on peut former les séries d'Eisenstein 

E(g,$;s) = F(ig^;s). 
7GPR;(F)\GLN(F) 

Si l'on remplace dans cette somme la fonction F par sa définition et que l'on permute 
le signe somme et l'intégrale, on obtient que ces séries convergent absolument dans le 
demi-plan Re(s) > 1 [58] et que 

E(g,$;s) = \ det(g)\s f 0^(a, g)\a\nsu;(a)uj'\a)oTa 
7F*\A* 

qui est essentiellement l'expression de la série d'Eisenstein comme transformée de 
Mellin de la série Thêta 

Оф(а,д) = 
A 6 F 

où au-dessus on a noté @&(a,g) — Q<$>(a,g) — <È(0). En appliquant la transformée de 
Poisson à B<j>, on obtient [58, Section 4] : 

Proposition 7.1.2. — La série d'Eisenstein E(g,tf>;s) admet un prolongement méro-
morphe à tout le plan C avec au plus des pôles simples en s — —ia, 1 — io~ quand UJLO' 
définit un caractère non ramifié de la forme u;(a)a/(a) — |a|mcr. Comme fonction de g 
elle est lisse et à croissance lente et comme fonction de s elle reste bornée dans les 
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bandes verticales (loin des pôles possibles), uniformément pour g dans un compact. 
Elle vérifie de plus une équation fonctionnelle. 

Pour chaque paire de formes cuspidales p> G Vn et p' G Vn' on peut considérer 
l'intégrale 

I(s; if, p?\ *) = / p>(g)pf(g)E(g, $; s)dg. 
JzRI(A) GLn(F)\ GLn(A) 

Celle-ci est bien définie puisque les formes cuspidales sont rapidement décroissantes. 
Elle définit donc une fonction méromorphe de s, bornée dans les bandes verticales loin 
des pôles et elle vérifie l'équation fonctionnelle 

I(s; ip, (//, *) = 1(1 - s; (p, $), 

provenant de l'équation fonctionnelle de la série d'Eisenstein, où <p(g) = cp((gt)~1) et 
de même pour p)'. 

Ces intégrales sont des fonctions entières sauf si u(a)uj,(a) = \a\q,n(T est non ramifié. 
Dans ce cas, les résidus de cette intégrale en s = — ia et s — 1 — ia définissent des 
dualités invariantes entre rr et irf[—ia] ou de manière équivalente entre TT et lrf{ia]. 
Ainsi un résidu ne peut être non nul que si TT = ir[ia] et réciproquement, on peut dans 
ce cas trouver p1 p)' et <3> tel que ce résidu ne soit pas nul. 

Pour relier nos intégrales aux produits eulériens, on remplace cp et <pr par leur 
décomposition en séries de Fourier qui est dans ce cas de la forme 

v (g) = y . 
~teN„(F)\P„.(F) 

W z (Vg). 

où Wip est la fonction de Whittaker sur GLn(A) associée à p? définie par ip : 

wz (g) = 
Nri(F)\N.N(A) 

(p(ng)îp(n)dn, 

ip étant un caractère non dégénéré de NTl(F)\N7l(A) (cf. [29]). En développant l'in
tégrale, on obtient : 

I(s;y,(p',<&) = 
iV7,(A)\GLr,.(A) 

W^(g)W^(g)<S>(eng)\àet(g)\sdg 

= : Ф s:W,„,Win>,<&). 
Cette dernière expression converge pour Re(5) >̂ 0 par une estimée de jauge de 
Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro, cf. [29]. 

Pour arriver à une expression sous la forme d'un produit Eulérien, on suppose que 
c/?, p' et <ï> se décomposent en produit tensoriels via TT = 0TI\M TT' = §§TT'V et S(AN) = 
®S(F£) de telle manière que l'on ait W^g) = Uv W<PÀ9V), W^(g) = ]JV ^vÌ9v) et 
Ф (g) = Tlv®v(gv)- Alors, 

Ф«(в;И^„,ИО,Ф„), п Ф«(в;И^„,ИО,Ф„), 
V 
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où 

ev(s: Wuo,,, W^r ,Ф„) = 
Nn(Fv)\GLn(Fv) 

Wcfv (gv)W^v (gv)®v(engv)\ det(gv)|sdgv, 

qui converge lorsque Re(s) >̂ 0 d'après des estimées de jauges locales de Jacquet, 
Shalika et Piatetski-Shapiro, cf. [29]. 

Nous allons maintenant pouvoir démontrer que la fonction L globale de Rankin-
Selberg peut être prolongée méromorphiquement au plan complexe tout entier. Jac
quet et Shalika [61] montrent que pour un choix approprié de (f G Vn, p)' G Vn' et 
$ G 5(An) on a 

det(J - q~sAnv 0 Wuo,W^rФ„)=ev(s: Wuo,,, W^r ,Ф„) 
On obtient alors : 

I{s;<p,(p',Ф) = n 
"vGS 

ev(s: Wuo,,, W^r ,Ф„) L5(S,TT x TT') 

n 
ves 

ev(s: Wuo,,, W^r ,Ф„) 
L[S, 7T7, X 7r',) 

L(s, TT x TT') 

n 
•ves 

ev(s: Wuo,,, W^r ,Ф„) L(s, TT x TT7). 

Chaque fonction ev(s; W(Pv, W^< , <3>v) est entière. Pour les places non-archimédiennes 
cela découle du Théorème 2.7 de [56] et pour les places archimédiennes cela découle du 
Théorème 1.2 (et de son Corollaire) de [29]. On en déduit que la fonction L(s, n x TT') 
admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe. 

Attaquons-nous maintenant à l'équation fonctionnelle. Partons de l'équation fonc
tionnelle de l'intégrale globale : 

I(s; p>, (p;, $) = 1(1 - s; & $, $). 

Comme plus haut, pour un choix approprié de p)' et <£, 

I{s;<p,(p',Ф) = n 
vGS 

ev(s;W^v,W^,^v) L(s, TT x TT') 

alors que d'un autre côté 

/(1 - s:(p,<p',&) = u 
v 6 S 

ev(l - s ; ^ , ^ ; , ^ ) L(l — S, 7T x TT'). 

Mais d'après le Théorème 2.7 de [56] (pour les places non-archimédiennes) et le Théo
rème 5.1 de [61] (pour les places archimédiennes), pour chaque place v G S on a 

ev(l - s\W$v,W(p>v,$v) = (^(- l ))71"1 e(s,7rv x n„,iljv)ev(s]WiPv,W<p>v,$v), 

où le facteur epsilon est décrit explicitement dans les références ci-dessus et un' est 
le caractère central de la représentation jrfv. 
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En combinant tout cela, on obtient 

L(s, TT x TT') = n 
ves 

[u^;(-l)) n-1 £{S,-KV x TTfv,ybv) L(L — S, TT X 7T j . 

Le produit intervenant ci-dessus est classiquement noté e(s,7r x TT7) (il est bien sûr 
indépendant de ip). Sa valeur est aisément calculable à l'aide des références citées plus 
haut. 

Nous admettrons que la fonction L reste bornée dans les bandes verticales, propriété 
démontrée dans [29]. Concluons cette section par l'étude des pôles de la fonction L. 
Ceux-ci sont évidemment reliés aux pôles de l'intégrale globale /(s; (/?, (̂ 7, 0. On a 
montré que pour un choix approprié de p>, p)' et <I>, 

I(s0:(p,ip'<S>) n 
V 6 S 

ev(s: Wuo,,, W^r ,Ф„) L(s, TT x TT ) . 

D'un autre côté, pour tout so G C et pour tout v il existe un choix local Wv, W'v et 
&v tel que ev(so',Wv,Wl,$>v) 7̂  0. Pour les places v archimédiennes c'est démontré 
dans [29, Théorème 1.2 et son Corollaire]. Pour les places v non-archimédiennes cela 
découle de [56, Théorème 2.7] qui décrit chaque facteur L local comme générateur de 
l'idéal fractionnaire engendré par les intégrales locales correspondantes. Ceci implique 
l'existence d'un ensemble fini de fonctions Wv^, Wv i et $>vl telles que 

L(s, 7TV X < ) = ^ Wuo,,, W Wuo,,, WWViU 
i 

autrement dit 
1 = Y^e(s;Wv,i,W^i,*v,i). 

i 
D'où l'on conclut que pour tout so G C l'un des e(so;WVii, W'v i5^^5i) doit être non 
nul. 

On déduit des cas locaux que pour chaque so G C, il existe des fonctions globales 
v + v' et <I> telles que 

I(s0:(p,ip'<S>) 
L(sn, TT x TT7) 

= 9 

Les pôles de la fonction globale L(S,TT X TT7) sont donc exactement ceux de la famille 
d'intégrales globales {I(s; p>, p>', où (p, p)' et <Ê> varient. Et l'étude de ces fonctions 
permet de conclure la démonstration du Théorème 7.1.1. 

7.2. Démonstration du Théorème 7.0.1 

Soit F un corps de nombres de degré d d'anneau des entiers O — Op. Nous noterons 
JJ — JJF son groupe des unités et D — DF/Q son discriminant. Enfin soit A l'anneau 
des adèles de F. Pour n un entier > 2, soit TT = <S>TTV une représentation automorphe 
cuspidale de GL(n, A) que l'on normalise de façon à ce qu'elle ait un caractère central 
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unitaire. Rappelons que la décomposition TT = <g>7rv est donnée par un Théorème 
de Flath [41], c'est d'ailleurs en fait un produit tensoriel restreint dans le sens que 
pour presque toute place v de F, la représentation TTV de Ghn(Fv) est non ramifiée 
i.e. admet un vecteur GLn((9^)-invariant. 

La fonction L standard, L(s, TT), associée à TT (cf. § 3.3) est de la forme : 

L(S,TT) = JJl/(s, TTv). 
V 

Chaque L(S,TTV) est le facteur d'Euler local (cf. §3.3). Puisque TT est cuspidale, en 
chaque place archimédienne Î; de F, on a rappelé que la représentation TTV de GL(n, Fv) 
est générique et s'obtient comme une induite pleine : 

TTV = J(o~iiV, . . . , 0~r,v), 

où chaque o~jiV est comme dans les Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2. Le facteur L local Z/(s, TTV) 
est calculé dans les Propositions 3.3.3 et 3.3.4. 

Sous ces notations, la Conjecture de Ramanujan généralisée pour TT et pour les 
places archimédiennes postule que : 

~Re(tJjV) — 0 pour tout j . 

Jacquet et Shalika [58, 57], en utilisant la généricité de rr, ont montré que : 

(7.2.1) |Re(i^) | < I . 

Remarquons encore une fois (avec [24]) que cela découle de la classification de Vogan 
du dual unitaire de GL(n) (cf. Théorème 3.4.3). 

La preuve du Théorème 7.0.1 repose en grande partie sur la théorie de Rankin-
Selberg dont on a rappelé les principaux résultats dans la section précédente. Soit TT 
comme ci-dessus et n la représentation contragrediente de TT. Soit S un ensemble fini 
de places de F. 

Si x est un caractère unitaire de Ax/Fx soit 

Ls(s, (TT (g) x) x TT) = YL(s, (TT (g) x) x 5r) 
v<£S 

On peut aussi former la fonction L totale 
L(s, (TT (g) x) x 5r) 

qui jouit des propriétés données par le Théorème 7.1.1. On en déduit que LS est 
holomorphe dans tout le plan complexe (sauf peut-être en 5 = 0, 1 si 7r g) x = 7r, et 
donc pour tout x en un point au plus, d'abscisse 0 ou 1) car 

n L(s, (7TV 0 Xv) X TTv) 
ves 

est holomorphe. 
Comme dans [75] la démonstration du Théorème 7.0.1 va reposer sur le théorème 

suivant qui est le résultat principal de [75] : 
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Théorème 7.2.1. — Soit ¡3 un réel > 1 — nz + \, il existe alors un ensemble infini X de 
caractères \ de Ax /Fx tels que : 

(1) Xv = 1 (v € S) 
(2) Ls((3,(ir®x) x TT) ^ 0 . 

Idée de la démonstration. — Supposons pour simplifier F = Q et S = {oc}. Un 
caractère de Dirichlet primitif x de Ax/Qx vérifie le point 1. si et seulement s'il 
est pair. Considérons donc un tel caractère et supposons en outre son conducteur q 
premier. On peut vérifier que 

W((TT (g) x) x 7r) = W(TT X TT)X(N(TT X TT)) 
Gx 
vg 

n2 

où Gx désigne la somme de Gauss associée à x- La fonction L°°(s, (TT (g) x) x n) es^ 
donnée par un produit eulérien, c'est donc une série de Dirichlet de la forme : 

(7.2.2) L°°(s, (TT (g) y) x TT) = M 

m > 1 

y(m)A7rX^(m) 
ms 

La démonstration du Théorème 7.2.1 découle de la proposition suivante. 

Proposition 7.2.2. — Soit /3 un réel > 1 — n22f 1. On a : 

E E 
Q<ö<2Q vio4) 

L°°(/3, (TT®X) x TT) »W)/3 
Q2 

logQ' 

où q est premier et x est un caractère de Dirichlet comme ci-dessus de conducteur q. 

La démonstration de cette Proposition consiste à appliquer à la série de Dirichlet 
(7.2.2) un traitement de théorie analytique des nombres classique en s'appuyant sur 
le fait que l'on connaît son équation fonctionnelle, d'après le Théorème 7.1.1. 

Nous nous intéressons ici au comportement de la série L°°(s, (TT (g) x) x r̂) dans 
la bande critique 0 < Re(s) < 1. Il nous faut tout d'abord obtenir une expression 
maniable de cette série, ce qui n'est pas immédiat puisque nous sommes en dehors de 
la zone d'absolue convergence. Il existe néanmoins une méthode standard pour obtenir 
une telle expression : la méthode dite de « l'équation fonctionnelle approchée », cf. [38] 
ou [48]. Cette méthode repose sur la connaissance de l'équation fonctionnelle et la 
translation d'intégrales de chemin. Elle permet d'obtenir l'expression suivante, lorsque 
0 < (3 < 1 : 

L(3, (TT (g) v) X TT) = E 
m > 1 

L(s, (TT (g) x) x(m) 
m? 

Vx m 
Y 

W(TT X 7r)x(iV(7r x TT) 
(qn2N(n x ï))/3 

M 

m > 1 

Кхп(гп) 
m1-41 X[m) 

Gx 
v a9 

n2 
V2 mY 

qn2N(ir x n) 
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où Y ^ 1 est un paramètre et Vi(x), V^x) sont des fonctions tests lisses vérifiant 

(7.2.3) 
Vi(x), V2(x) = OA{X A) quand x > -f-oo, 

V1(x) = 1 + OA{XA), V2(X) « e l + x1-^-^-^ quand x > 0, 

avec /3Q < 1 et pour tout A ^ 0 et tout £ > 0. 
On peut maintenant moyenner l'équation fonctionnelle approchée sur l'ensemble 

des caractères de Dirichlet primitifs pairs et de conducteurs premiers q G [Q, 2Q]. La 
somme 

£ 
Q^q^2Q 

M 

X 
L°°(ß, (тг®х) x тг) 

se décompose alors en une somme de deux termes : T\ + T2 correspondant aux deux 
termes de l'équation fonctionnelle approchée. En utilisant l'orthogonalité des carac
tères on montre que 

Ti = E 
Q^q^2Q 

q-1 

2 
+ 0(QY (-B + e) 

Le terme T2 fait quant à lui intervenir les moments suivants des sommes de Gauss : 

(7.2.4) Mn2 (m) = E 
x 

XUV(7T X 7T))X{rn) 
G, 

Va 

n2 

Cette somme est nulle si q\m et sinon égale 

q~l 
2 

{KL2(r :o)+KL2(-r ;o)}-(- iy n2 

où r E mN(7T x 7r) (mod q) et Kln2(r; g) est la somme de Kloosterman généralisée 

KL.(r;o) = E 
xi 12 • • -xri'2 =r (mod q) 

e 
2»7r(a:i+x2 + --- + a:Tt2) 

Comme conséquence de sa démonstration de la dernière Conjecture de Weil, Deligne 
[30] majore cette dernière somme par <^n q 2 . On obtient donc : 

Mn2 (m) <t:n q n2 + l 2 
À l'aide de cette majoration, des inégalités (3Q < 1, (3 > 0 et de la majoration (7.2.3) 
de V2, on obtient : 

T2 <C QH 
n2 + l 2 Y - B 

Donc : 
T1+T2 = E 

Q<Cg<C2Q 

q-1 

2 
f 0(Qy1-/J+e) + 0(Q1+ 

TÎ2 + 1 2 Y (-3) 

ce qui implique la Proposition 7.2.2 (et donc le Théorème 7.2.1) en prenant Y — Q r.2 + l 2 

Montrons maintenant que le Théorème 7.2.1 implique le Théorème 7.0.1. 
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Fixons dorénavant v une place archimédienne de F et prenons S = {v}. D'après le 
Théorème 7.2.1, on peut choisir x G X et tel que L(s, (rr g> x) X TT) S°Ù une fonction 
entière. Puisque \ r = 1, 

(7.2.5) L(s, (rr (g x) X TT) = L(s, TTV X 7ri;)L^(s, (TT (g) x) X TT)-

Supposons que so, Re(so) > 0, soit un pôle de L(s,nv x 7^). Alors s® doit être un 
zéro de Ls (s, (rr (g) x) x 7?). Donc la fonction L(s, nv x nv) doit être holomorphe dans 
le demi-plan Re(s) ^ 1 -- 772̂ 7 • 

Supposons d'abord que v est une place réelle. On écrit TTV = J{o~\,v, • • • , 0>,i>)-
Fixons un entier 1 ^ 2 ̂  r. Puisque 7r„ est unitaire, on a vu que l'on peut supposer 
que Re(t;vy) < 0. En utilisant les calculs des facteurs L locaux rappelés à la section 
précédente, on en déduit que L(s,7rv x nv) contient comme facteur T(s -f 2Re(tï/i;)) 
ou r(5+2 K^ti-"^ ) et que les autres facteurs n'ont pas de zéros. On en déduit que 
— 2Re(^,?j) > 0 est un pôle de ce facteur L et donc d'après le paragraphe précédent 
que | Re(tM;)| = - Re(/,.r) < \ - 1/n2+1 

Supposons maintenant que v est une place complexe et TYv = J(o-\A), . . . , ari^v). 
Comme dans le cas réel, on peut choisir tliV de partie réelle strictement négative. Le 
facteur local de la fonction L de Rankin-Selberg contient le facteur T(s -f- 2Re(t^)). 
L'argument précédent s'applique de la même manière pour conclure que là aussi 
I Re(£i,v)| < \ ~~ n21+1 • Ce qui achève la démonstration du Théorème 7.0.1. 

7.3. Application : le théorème de Selberg 
Le Théorème 7.0.1 implique immédiatement le théorème suivant. 

Théorème 7.3.1 (Selberg). — Le groupe SL(2)jq vérifie la Conjecture A~ (0). 

Démonstration. Une représentation du groupe SL(2,R) qui intervient non trivia
lement dans la formule de Matsushima étendue (Théorème 1.0.2) pour un quotient 
r \H, où r est un sous-groupe de congruence de SL(2), coïncide avec la composante à 
la place infinie d'une représentation automorphe du groupe Q-algébrique SL(2). 

Les représentations du groupe SL(2,R) sont bien connues et s'étendent en des re
présentations du groupe GL(2,R) (c'est assez facile de le déduire du §3.1). Il en est 
de même des représentations automorphes (cf. Labesse-Schwermer [70]) nous appli
querons donc le Théorème 7.0.1 au groupe SL(2). 

Le spectre du laplacien sur les fonctions d'un quotient r \ H est constitué d'une par
tie continue [j, +oo[ et d'une partie discrète qu'il nous faut contrôler. Via la formule 
de Matsushima étendue la partie discrète du spectre correspond aux représentations 
automorphes cuspidales. Puisqu'à une représentation tempérée de SL(2,R), il cor
respond (toujours via la formule de Matsushima) un espace de fonctions propres du 
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laplacien de valeur propre > 14, il ne nous reste qu'à considérer les représentations de 
la série complémentaire 

TTS =ind|L(2'R)(|o:r) 
où B = {(Q x-i ) } et s G [0, | [ . Mais d'après le Théorème 7.0.1, si une représentation 
automorphe de SL(2) a pour composante à l'infini TTS alors s ^ ^ — 2z + i = îTr Autre
ment dit la représentation TTS est uniformément (par rapport au choix du groupe Y) 
isolée de la représentation triviale. Ce qui conclut la démonstration du Théorème 7.3.1. 

La démonstration ci-dessus donne l'estimée e(SL(2),0) = ^ qui est moins bonne 
que l'estimée originale de Selberg égal à JQ. Il y a néanmoins deux grands avantages à 
la méthode ci-dessus 1) elle est valable sur n'importe quel corps de nombres 2) elle est 
valable pour tous les groupes GL(n). Et cette méthode intervient effectivement dans 
la démonstration récente par Kim et Sarnak de l'estimée e(SL(2),0) = \ — (^) . 

Grâce à la correspondance de Jacquet-Langlands [55] entre les représentations au
tomorphes du groupe des unités d'une algèbre de quaternions et celles du groupe 
SL(2), le Théorème 7.3.1 (étendu à un corps de nombre quelconque) permet de vé
rifier la Conjecture A~ (0) pour tout groupe G comme dans la Conjecture A avec G 
localement isomorphe au groupe SL(2,IR) ou SL(2,C). Puisqu'un groupe G de partie 
non compacte Gnc ~ SO(n, 1) contient un sous-groupe rationnel H de partie non 
compacte Hnc « SO(2, 1) ou SO(3, 1) (cf. [20] et [26]), le principe de restriction de 
Burger et Sarnak (§2.3) permet alors de vérifier la Conjecture A~ (0) pour tous les 
groupes G tels que Gnc soit localement isomorphe au groupe SO(n, 1). 
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CHAPITRE 8 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1 

On est maintenant amené à démontrer le Théorème 1 annoncé dans l'Introduction. 
Rappelons son énoncé : 

Théorème 1. — Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q tel que 
Gnc soit isomorphe au groupe SU(2, 1). Alors, pour tout sous-groupe de congruence T 
dans G, 

A?(r\XG) > 
84 
25 

et A}(r\XG) > 
9 

25 
Rappelons avant d'en donner une démonstration complète que ce résultat est es

sentiellement contenu dans l'article [50] de Harris et Li. 

8.1. Description du groupe G 

Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q modulo son centre tel 
que Gnc soit isomorphe au groupe U(2, 1). Remarquons que l'on préfère considérer le 
groupe U(2, 1) plutôt que le groupe SU(2, 1) pour des raisons techniques ; il est néan
moins bien évident que cela ne change pas l'énoncé du Théorème 1 puisque l'espace 
symétrique associé est le même (pour un argument plus précis voir [26]). 

Alors, il existe un entier d ^ 1 tel que 

(8.1.1) G (M) = U(2,1) x U(3)d_1. 

Décrivons comment construire un tel groupe G. Soit F un corps de nombres to
talement réel de degré d, et soit K une extension quadratique totalement imaginaire 
de F. On notera x i—» x la conjugaison de K par rapport à F. Fixons un plongement 
réel o~\ de F et une extension T\ de o~\ en un plongement complexe de K. Soit V — K3 
équipé d'une forme hermitienne h ; on suppose h de signature (2, 1) en cri (c'est-à-dire 
relativement au plongement T\ ) et définie positive en tous les autres plongements réels 
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de F. On notera <I> <G Ghs(K) la matrice (hermitierme) de h, on a alors 0 = 0 Soit 
G = U0 le groupe des transformations unitaires de V : 

G = {g(=GL3(K) \g&g = Q}. 

On considère le groupe G comme un groupe Q-algébrique par restriction des scalaires 
[106] de F à Q. Alors le groupe G (M) est un groupe de Lie semi-simple connexe et 
vérifie (8.1.1). 

Il existe une autre construction de groupes vérifiant (8.1.1). 
Soit D une algèbre semi-simple de dimension 9 sur K. Soit a une involution de D. 

On dit de la paire (D. ex) qu'elle est de seconde espèce si l'involution cv est de seconde 
espèce i.e., a est un anti-automorphisme de D dont la restriction à K est cr. Si D est 
une algèbre simple de centre K, on peut définir le groupe algébrique sur F 

U(F) = {<;€£>* \a(g)g = l}. 

Supposons de plus qu'à toutes les places réelles v sauf (exactement) une, le groupe 
U(F) est compact isomorphe à U(3). Alors le groupe Q-algébrique G, obtenu à partir 
de U(.F) par restriction des scalaires de F à Q vérifie (8.1.1). Réciproquement, tout 
groupe G algébrique sur Q, dont les points réels forment un groupe de Lie semi-simple 
connexe vérifiant G(M) = SU(2, 1) x SU(3)d_1 s'obtient par la construction rappelée 
ci-dessus (en prenant le groupe dérivé), cf. [84]. 

Remarquons que si D = Ms(K), alors c\(g) — ^l~g^~l pour une certaine forme 
hermitierme <I> (voir [84]). La construction ci-dessus contient donc comme cas parti
culier la première construction décrite plus haut. On distinguera d'ailleurs deux cas 
dans la construction ci-dessus, le cas où D = M%(K) et le cas où D ^ M-s(K). 

8.2. D = M3(K) 

Dans cette section nous supposons que G est obtenu par une construction décrite 
dans la section précédente avec comme algèbre D = M^(K). Nous conservons les 
notations de la section précédente. Nous démontrons le Théorème 1 dans ce cas. 

Le groupe G(R) est isomorphe à U(2, l)xU(3)d_1 ; une représentation qui intervient 
non trivialement dans la formule de Matsushima étendue (Théorème 1.0.2) pour un 
quotient r \ X c , où T est un sous-groupe de congruence de G, est de la forme 

(8.2.1) cr 0 1 (g) • • • (g) 1, 

où cr est une représentation unitaire du groupe (réel) U(2, 1). De plus elle coïncide 
avec le produit tensoriel des composantes aux places infinies d'une représentation 
automorphe du groupe F-algébrique U(F). 

Noter qu'alors, plus simplement, a apparaît dans L2(Tf\U(2, 1)) où Tf se déduit 
de façon évidente de T. On dira que r; « est un sous-groupe de congruence de Gnc — 
U(2, 1) ». 
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Les représentations du groupe U(2, 1) sont complètement décrites au §4.6. Soit 
d'abord une représentation tempérée a de U(2, 1). S'il correspond à la représentation 
cr g) 1 g) ••• Cg 1 un espace de fonctions A-propres (resp. de 1-formes A-propres), pour 
le laplacien de Hodge, via la formule de Matsushima, alors A ^ 4 (resp. A ^ 1) 
(cf. Théorème 4.1.1). Il nous suffit donc de considérer les représentations (8.2.1) avec 
a non tempérée (et unitaire). Dans la classification du §4.6 une telle représentation 
est associée à un paramètre p correspondant à un triplet (u, v, p) où p G Z, u, v G C, 
u — v G Z, Ke(u + v) ^ 0 et si u + v = 0 alors u G § + Z. De plus d'après la description 
des K-types du § 4.5, la représentation a (g 1 (g • • • g) 1 intervient non trivialement, via 
la formule de Matsushima, dans la description du spectre sur les fonctions (resp. sur 
les 1-formes) seulement si u — v = 0 (resp. u — v = ±3). Finalement puisque seules 
les représentations unitaires et de dimension infinie sont à considérer, il nous reste à 
étudier le cas où a est l'unique quotient irréductible de l'induite unitaire du caractère 

Xv? = (n,?;,/i), 

où le triplet (u,v,p) est astreint à vérifier l'une des alternatives suivantes (§4.6), la 
valeur propre du Casimir étant calculée par (4.1.9). 

(1) (upv.p) — (2, —1, —1), et alors (8.2.1) intervient dans le spectre sur les formes 
différentielles de bi-degré (1,0), pour la valeur propre 0; 

(2) (upu.p) = ( — 1,2,1), et alors (8.2.1) intervient dans le spectre sur les formes 
différentielles de bi-degré (0, 1), pour la valeur propre 0 ; 

(3) (u,v,p) = ( | , | , 0 ) pour un nombre réel s G ]0,2[, et alors (8.2.1) intervient 
dans le spectre sur les fonctions, pour la valeur propre 4 — s2 ; 

(4) (U,V,ii) = (^^,^^,—1) pour un nombre réel s G ]0, 1[, et alors (8.2.1) in
tervient dans le spectre sur les formes différentielles de bi-degré (1,0), pour la valeur 
propre 1 — s2 ; 

(5) (u, i;, p) — (^^, "̂2 ,̂ 1) pour un nombre réel s G ]0, 1[, et alors (8.2.1) intervient 
dans le spectre sur les formes différentielles de bi-degré (0, 1), pour la valeur propre 

Il nous reste à démontrer que si a intervient dans la représentation régulière 
L2(r\Gnc) pour un certain sous-groupe de congruence r de G et si a est du type 
(3), (4) ou (5) ci-dessus alors s ^ 4/5. 

Mais si a intervient dans la représentation régulière L2(r\Gnc) pour un certain 
sous-groupe de congruence r de G alors il existe une représentation unitaire auto-
morphe cuspidale TT = <S>TTV de U(Ajp) telle que 

<8>v infinie ;̂ = O- (g 1 (g) • • • 0 1. 

Seule la place infinie v où TTv = a nous intéressera, pour simplifier nous la noterons 
v = oo. D'après le Théorème 13.3.3 de [86] et en tenant compte du fait que TT^ n'est 
pas tempérée, 
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— ou bien il correspond à la représentation TT une représentation automorphe cuspi
dale n de GL(3) sur le corps K telle que II^ soit obtenue par la fonctorialité décrite 
au § 4.4 (« changement de base ») ; 

- ou bien il existe une représentation automorphe p de U(l, 1) x U(l) sur le corps 
K telle que TTOO soit obtenue à partir de poo par la fonctorialité induite par £n pour 
un certain entier n (cf. §4.6). 

Dans le premier cas, la fonctorialité associe à un paramètre ip : Wu —> GL3(C) x Wu 
un morphisme cp\C* —» GL3(C) admissible pour GL3(C). A ce dernier morphisme 
est associée une représentation admissible de GL3(C). Lorsque le paramètre p) cor
respond au triplet (U,V,JJL), d'après le Théorème 3.2.2, la représentation de GL3(C) 
correspondant au paramètre <p\c* est J(xi>X27X3) ou Xi(z) — zuzv, X^(z) — z^z~~^ 
et Xs(z) — z~vz~u. Remarquons tout d'abord que si le paramètre (p correspond à la 
représentation triviale, i.e. si (u,v,p) — (1, 1,0), alors la représentation obtenue par 
fonctorialité est la représentation triviale. La représentation automorphe cuspidale II 
de GL(3) obtenue par fonctorialité à partir de TT vérifie le Théorème de Luo, Rudnick 
et Sarnak. Donc si TTOO est de la forme (8.2.1), avec a du type (3), (4) ou (5) ci-dessus, 
le Théorème 7.0.1 appliqué à xi implique que le nombre réel s doit vérifier | ^ \~~ JQI 
i.e. s < 4/5. 

Dans le deuxième cas, il existe un entier n et un paramètre 

r] : WR > (GL2(C) x GLi(C)) x WR 

correspondant soit à une représentation automorphe de U(l,l) x U(l) soit à une 
représentation unitaire de dimension un et tel que le paramètre p) = £n°?7 corresponde 
au triplet (u,v,fi). On identifie les paramètres r\ possibles à l'aide de la Proposition 
4.3.3. Un tel paramètre ri associe à un élément z G C*, 

ïi(z) = 
zazP 

z-^z~Q 
' z 
.z 

N 

où OL et /3 sont deux nombres réels tels que a — /3 € Z, a + / 3 ^ 0 et si û; + ^ = 0, 
a — ¡3 G 2Z. On a alors 

(u, v, p) = (a + ^ + n, (3 — \ — n, p). 

D'abord si la représentation du groupe U(l, l)xU(l) correspondant au paramètre 77 
est unitaire de dimension 1, alors a, /3 G ̂ + Z et a + /3=1 , donc oc — (3 est paire. Or 
u — v — a — (3-\-\-\- 2n, et puisque u — v — 0, 3 ou —3, on doit avoir u et v entiers, 
cas que l'on a exclu. 

Puis, si la représentation du groupe U(l,l) x U(l) correspondant au paramètre 
rj est la composante à l'infinie d'une représentation automorphe, le Théorème de 
Selberg (dans le cas F = Q) et de Gelbart-Jacquet [42] (F arbitraire) implique que 
s = u + v = a + {3^ \(1). 

(̂ On a remarqué que le Théorème de Luo, Rudnick et Sarnak implique lui aussi une majoration 
sur s : s ^ ^ . Celle -ci nous suffit pour démontrer le Théorème 1. 
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Dans tous les cas le nombre s est inférieur ou égal à | . Et le Théorème 1 est 
démontré. 

8.3. D ^ M3(K) 

Dans cette section nous supposons que G est obtenu par la construction décrite 
dans la première section avec une algèbre D ^ Ms(K). Nous conservons les notations 
de la première section. Nous démontrons le Théorème 1 dans ce cas. 

Comme dans la section précédente, le groupe G (M) est isomorphe à U ( 2 , 1 ) x 
U(3)D_1, une représentation qui intervient non trivialement dans la formule de Mat-
sushima d'un quotient T\XG, OÙ F est un sous-groupe de congruence de G, est de la 
forme 

(8.3.1) a g) 1 g) • g) 1, 

où a est une représentation unitaire du groupe (réel) Gnc = U(2, 1). De plus elle 
coïncide avec le produit tensoriel des représentations aux places infinies d'une repré
sentation automorphe du groupe F-algébrique U(F). 

Nous passons en revue, comme dans le §8.2, les possibilités ( l ) - (5) . 
Il nous reste à démontrer que si a intervient dans la représentation régulière 

L2(T\Gnc) et est du type (3), (4) ou (5) ci-dessus alors s ^ 4 / 5 . 
Mais, comme dans la section précédente, si a intervient dans L2(F\Gnc) il existe 

alors une représentation unitaire automorphe cuspidale TT = <g>7rv du groupe F-
algébrique U(JF) telle que pour une certaine place à l'infini TT^ = a. Le groupe XJ(F) 
est, dans cette section, une forme intérieure du groupe unitaire quasi-déployé associé 
à l'algèbre Ms(F). Le Théorème 14.6.3 et la Proposition 14.6.2 de [86] établissent 
une bijection entre les représentations automorphes (en fait plus exactement les 
.L-paquets ce qui revient au même pour les représentations que l'on considère) de 
U(F) et certaines représentations automorphes de sa forme quasi-déployée. On est 
donc ramené au cas où D = M^(F), cas que l'on a traité dans la section précédente. 
Le Théorème 1 est donc démontré. 

8.4. Une Conjecture de changement de base 

Nous commençons par énoncer un affaiblissement des résultats de Rogawski [86] 
qui synthétise en un seul énoncé les deux cas traités dans les sections précédentes. 
Pour cela nous conservons les notations de la première section. Pour simplifier les 
énoncés nous dirons d'une représentation de GL(n, C) qu'elle est automorphe (cuspi
dale) s'il existe un corps de nombre K, une représentation automorphe (cuspidale) 
II de GL(n,A^) et une place archimédienne complexe v de K telle que Hv = TT. Ce 
qui compte pour nous est qu'une représentation automorphe cuspidale de GL(n,C) 
doit donc vérifier les conclusions du Théorème de Luo, Rudnick et Sarnak (Ch. 7). 
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Rappelons que plus généralement la Conjecture de Ramanujan généralisée en les places 
archimédiennes (complexes) s'énonce de la façon suivante. 

Conjecture de Ramanujan généralisée. Soit TT une représentation autom,orphe cus-
pidale de GL(n,C). Alors TT est une représentation induite 

/(cri, . . . , crn) = J(<Ji, . . . , <rn), 

où les G3 sont comme dans le Théorème 3.1.2 et tels que pour tout j = 1, . . . ,n7 t3 
soit imaginaire pur. 

Soit G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que Gnc soit isomorphe 
au groupe U(2, 1). Remarquons que toute représentation TT de G (M) se restreint en 
une représentation, que l'on notera TTI, du groupe U(2, 1). 

Le théorème qui suit est une synthèse des particularisations de résultats de Ro-
gawski, voir les chapitres 13 et 14 de [86], que nous avons utilisés dans les deux 
sections précédentes. Commençons par remarquer que le groupe de Galois Gal(C/M) 
agit sur les L-paramètres de GL(n + 1, C) via 

son action naturelle sur le groupe de Weil complexe Wc et, 
son action sur GL(n + 1,C) = U(n, 1), cf. la description du groupe dual donnée 

au chapitre 4. 
Un L-paramètre est donc laissé stable par cette action s'il provient d'un L-paramètre 
(non nécessairement admissible) pour le groupe U(n, 1). On déduit de tout ceci une 
action sur les représentation admissibles de GL(n+l, C). Une représentation invariante 
sera dite cr-stable (nous notons généralement a le générateur du groupe de Galois). 

Théorème 8.4.1 (Rogawski). Soit TT une représentation irréductible de dimension 
infinie appartenant à G\ut- Alors, la représentation II de GL(3, C) obtenue par chan
gement de base ($4-4) a partir de TT\ est une représentation unitaire obtenue comme 
induite 

indpL(3'C)(J(ri, &i) ® • • • <g> J(rm, 6m)), 
où 

(1) P est le sous-groupe parabolique de GL(3, C) associé à la partition 3 = r\ + 
\-rm ; 

(2) chaque ri = a{bl avec a2. bt G N ; 
(3) Ti est une représentation automorphe cuspidale a-stable de GL(Û^,C) ; 

(4) J(r2,62) désigne la représentation de GL(r^,C) associée, comme au §3.4-4-

Démonstration. Montrons que le Théorème 8.4.1 se déduit des chapitres 13 et 14 
de [86]. Le Théorème 14.6.3 et la Proposition 14.6.2 de [86] permettent, comme dans 
la section précédente, de ramener la démonstration aux cas où G est obtenue par 
restriction des scalaires à partir d'un groupe unitaire associé à une algèbre D — 
Mz(F). Dans ce cas la représentation TT\ est la représentation de U(2, 1) obtenue en la 
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place archimédienne correspondante. Pour les besoins de la démonstration notons rr 
une représentation automorphe du groupe unitaire U(Ai?) telle que TT0 = TT\ (où 00 
désigne toujours la place archimédienne en laquelle le groupe unitaire est U(2, 1)). On 
peut de plus supposer que 7r intervient discrètement dans L2(U\F)\ U(AJp)). Puisque n 
est de dimension infinie, les Théorèmes 13.3.3 et 13.3.5 de [86] distinguent trois cas : 

(1) La représentation n est stable, et alors il existe une représentation automorphe 
cuspidale II de GL(3, AK) telle que ïi^, vue comme représentation de GL(3,C), soit 
obtenue à partir de TT^ par changement de base, comme au § 4.4. Dans ce cas on peut 
prendre m = b\ = 1, r\ = a\ = 3 et T\ = Il ̂  . 

(2) La représentation n est endoscopique du premier type, et alors il existe une re
présentation automorphe cuspidale p de U(l, 1) x U(l) (vu comme groupe algébrique 
sur F) telle que TT^ s'obtienne par fonctorialité à partir de poo, comme au § 4.6. D'après 
le changement de base pour U(l, 1) [86, Proposition 11.4.1], il correspond à la repré
sentation automorphe p une représentation automorphe cuspidale p de GL(2,A^) x 
GL(l,Ax) telle que poo, vue comme représentation de GL(2, C) x GL(1,C), soit ob
tenue à partir de p^ par changement de base. Dans ce cas la représentation T0 est 
associée à un paramètre p :Wr —• GL(3, C) x Wr obtenue comme £,nOTl pour un cer
tain entier n et un certain paramètre 77 : WR —» (GL(2, C) x GL(1, C)) x WR. Autrement 
dit, la représentation de GL(3, C) obtenue à partir de TTQO par changement de base, 
est associée à un paramètre ip : C* —* GL(3, C) x C* égal à la composée £n o 77 (pour 
un certain entier n) où 77 : C* —• (GL(2,C) x GL(1,C)) x C* est un L-paramètre 
associé à une représentation automorphe cuspidale de GL(2,C) x GL(1,C). Il lui 
correspond alors une représentation automorphe cuspidale T\ (resp. r2) de GL(2, C) 
(resp. GL(1,C)). La représentation T\ est bien évidemment obtenue par changement 
de base non standard à partir d'une représentation de U(l, 1) et la représentation r2 
est obtenue par changement de base (standard) à partir d'une représentation de U(l). 
Dans ce cas on peut donc prendre m = 2, 7*1 = a\ = 2, r2 = 1. 

(3) La représentation TT est endoscopique du deuxième type, et alors il existe une 
représentation automorphe de dimension un p de U(l,l) x U(l) (vu comme groupe 
algébrique sur F) telle que T0 s'obtienne par fonctorialité à partir de p^, comme 
décrit au § 4.6. Mais, dans ce cas, Rogawski montre que p0 s'obtient, par fonctorialité, 
à partir d'une représentation de U(l) x U(l) x U(l). On est dans la configuration 
m = 3, /'1 = r-2 = / 3 = 1. 

De manière général on s'attend, voir par exemple [50] pour un énoncé légèrement 
plus faible, à ce que la conjecture suivante soit vérifiée. 

Conjecture de changement de base. — Soit G un groupe algébrique simple et connexe 
sur Q tel que GNC soit isomorphe au groupe U(p, q). Soit n une représentation ap
partenant à GAUÏ et 7Ti la restriction de TT au groupe U(p,q). Alors, la représentation 
de GL(p + q,C) obtenue par changement de base ($4-4) à partir de ni a le même 
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caractère infinitésimal qu'une représentation unitaire obtenue comme induite 

ind°L(p+9'C)(J(n, h) <g> • • • ® J{rm, bm)), 

OÙ 

(1) P est le sous-groupe parabolique de GL(p + q, C) associé à la partition p + q = 
ri H h rm ; 

(2) chaque ri — aibi avec a;, 6̂  G N ; 
(3) Ti est une représentation automorphe cuspidale a-stable de GL(a^,C) ; et, 
(4) J(ri,bi) désigne la représentation de GL(r^C) associée, comme au §3.4-4-

Comme il a déjà été remarqué par Harris et Li, la Conjecture de changement de 
base implique la Conjecture A- pour les groupes du type U(n, 1). Nous montrons plus 
généralement le théorème suivant. 

Théorème 8.4.2. — Soit G un groupe comme dans la Conjecture de changement de 
base et vérifiant les conclusions de celle-ci. Il existe alors un réel strictement positif 
e — e(p1q) > 0 tel que pour tout sous-groupe de congruence T dans G et pour tout 
entier i, 

AÏ(r\XG) ^ e. 

Démonstration. — D'après le Théorème 1.0.2 il s'agit de montrer que toute repré
sentation cohomologique de U(p, q) est isolée de l'ensemble des représentations (non-
cohomologiques) de U(p, q) appartenant au dual automorphe. (Rappelons que nous 
avons vérifié au chapitre 5 que les représentations cohomologiques de degrés suffi
samment petit sont isolées dans tout le dual unitaire et donc a fortiori dans le dual 
automorphe). 

Fixons donc 7To une représentation cohomologique de U(p, q) dont nous supposerons 
qu'elle appartient au dual automorphe. D'après la Conjecture de changement de base, 
il lui correspond alors une représentation unitaire IIo de GL(p + q, C) obtenue comme 
induite 

ind°L(P+9'C)(J(7ï, bi) (g) • • • ® J(Tm, bm)), 
telle que chaque ri soit une représentation automorphe cuspidale a-stable de 
GL(a^,C). Rappelons que le caractère infinitésimal d'une représentation de GL(n,C) 
est un élément de Cn x Cn. Puisque TYQ est cohomologique et les bt entiers, le calcul 
du caractère infinitésimal de IIo (cf. §3.4.4) implique que le caractère infinitésimal de 
chaque r2 est un vecteur régulier (p1^1) de (^Z)a* x (^Z)a': (i.e., p\ ^ p\ et q\ ^ q\ 
pour k # /). 

Lemme 8.4.3. — Soient a un entier ^ 1 et r une représentation automorphe cuspi
dale a-stable de GL(a, C). Supposons que le caractère infinitésimal de r est un élément 
régulier (p,q) de (|Z)a x (|Z)a. Alors, r est isolée parmi les représentations auto
morphes cuspidales et a-stables de GL(a,C). 
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Démonstration. — Puisque le caractère infinitésimal de r est à coordonnées dans ^Z, 
il découle du Théorème 3.4.3, que la représentation r est obtenue comme induite de 

(Sp(5i,rai), . . . , Sp(5r,rar)), 

avec a = m\ + • • • + mr et chaque Sk = zPkzQk, Pk~Qk G Z et He(pk + qk) = 0. Puisque 
le caractère infinitésimal (p, q) est demi-entier, on a en fait pk = —qk £ ^Z. Comme 
par ailleurs la représentation r est cuspidale, on peut lui appliquer le Théorème 7.0.2. 
On en déduit que m,\ — • • • = mr — 1 et donc que r = a. 

La topologie du dual unitaire de GL(a, C) coïncide avec la topologie évidente sur les 
paramètres de Langlands, cf. [102]. Soit r' une représentation proche de r, cuspidale, 
associée aux caractères 771, . . . , r\a de C*. On a alors, quitte à réordonner les rjk, r\k — 
ôk(zz~k)Sk. Les caractères r]k vérifient {rjk(z)} = {Vk(z)~1} par cr-stabilité. Il y a donc 
deux possibilités : 

- Si rjk(z) = rjkiz)-1, sk = 0. 
- Supposons que rjk(z) = r]k(z)~1. Alors 

Pk + sk = Pi - si 

~Pk + sk = ~Pi - si. 

Ce qui est impossible puisque pk 7^ Pi-

D'où le Lemme 8.4.3. 

Revenons à la démonstration du Théorème et considérons une suite {rri} de repré
sentations appartenant au dual automorphe du groupe U(p, q) et convergeant vers la 
représentation 7ro- Soit {LE/} la suite des représentations unitaires de GL(jp + g, C) as
sociées aux Tri par la Conjecture de changement de base. Puisqu'il n'y a qu'un nombre 
fini de types combinatoires (P, 6̂ ) comme dans la Conjecture de changement de base, 
nous pouvons, quitte à extraire une sous-suite de 11/, supposer chaque représentation 
11/ de la forme 

m d ^ ^ ^ U i r i X ) ( p + q c p (J ® • • • ® Ari K)), 
où chaque r\ est une représentation automorphe cuspidale cr-stable de GL(a^,C), 
avec P' associé à la décomposition a^b^ + • • • + afsbfs = p + q. L'application qui à une 
représentation unitaire associe son caractère infinitésimal est continue. La suite des 
caractères infinitésimaux des 11/ converge donc vers le caractère infinitésimal de Ilo 
(égal, modulo ©P+Q x Gp+q au caractère infinitésimal de la représentation triviale, 
soit deux fois le vecteur 

P + Q - 1 
2 

1 -p - q 
2 

г- (ГР+ЯЛ 

Le calcul du caractère infinitésimal de 11/ implique alors immédiatement que quitte à 
extraire une sous-suite de la suite des 11/, nous pouvons supposer que chaque suite {rj} 
converge vers une représentation automorphe cuspidale a-stable de GL(a^, C) dont le 
caractère infinitésimal est un vecteur régulier de (|Z)a^ x (^Z)a^. Le Lemme 8.4.3 
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implique alors que la suite {II/} stationne à partir d'un certain rang. Selon la Conjec
ture de changement de base, la suite des caractères infinitésimaux des représentations 
ni doit donc également stationner à partir d'un certain rang. Puisque par ailleurs la 
suite des TTI converge vers 7TQ, la suite {ni} est elle-même nécessairement stationnaire 
à partir d'un certain rang. Ce qui conclut la démonstration du Théorème 8.4.2. 

Remarquons que la conclusion du Théorème 8.4.2 pourrait également être déduite 
des Conjectures d'Arthur telles que décrites dans [4]. 
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CHAPITRE 9 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2 

Le but de ce chapitre est la démonstration du Théorème 2. Celle-ci repose sur 
l'étude de la décroissance à l'infini des fonctions sphériques et sur le Théorème de 
Burger et Sarnak déjà mentionné au chapitre 2. 

Nous commençons ce chapitre par des généralités sur les fonctions sphériques. Puis, 
et bien que notre méthode fonctionne pour tous les groupes de rang 1, nous nous 
spécialisons au groupe U(n, 1) dont l'on décrit précisément les fonctions sphériques et 
leur comportement à l'infini. 

On peut alors démontrer le Théorème 2 dans le cas du groupe U(n, 1), laissant au 
lecteur le soin de vérifier que la démonstration est identique dans le cas du groupe 
0(n, 1). 

Fixons pour l'instant un groupe G algébrique simple et connexe sur Q ; pour simpli
fier nous notons également G — Gnc la partie non compacte (semi-simple) des points 
réels de G. Notons alors K un sous-groupe compact maximal de G et X = G/K 
l'espace symétrique associé. 

9.1. Fonctions radiales, coefficients matriciels et fonctions sphériques 

Soit (r, VT) une représentation irréductible de K. On appelle fonction r-radiale 
toute fonction 

F : G > End(K) 
vérifiant la condition de double i^-équivariance suivante : 

(9.1.1) F(kl9k2) = T(k1)F(g)r{k2) 

pour tous g G G et fei, k2 G K. 
Soit 7T une représentation continue de G dans un espace de Hilbert (?-£,(.,.)). On 

appelle coefficient matriciel de TT toute fonction G —> C de la forme 

cv,v' • 9 1 > {n(9)v,v'), 

où v1 v' G 7i. Le lemme suivant est facile à vérifier. 
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Lemme 9.1.1. — Soit vr G TL. 
(1) L'application v H-> CVjV> est équivariante par rapport à la TI-action de G sur Ti 

et à l'action régulière à droite R de G sur les fonctions de G dans C. 
(2) Si v est dans le sous-espace Ti.00 des vecteurs C°°, alors cv^v' G C°°(G). 
(3) L'application v i—> cv^v> de 7ï°° —» C°°(G) est équivariante par rapport aux 

actions de U(g), l'algèbre enveloppante universelle sur C de l'algèbre de Lie de G, 
induites par TT et R. 

Si la représentation TT a un caractère infinitésimal, alors il découle du Lemme ci-
dessus que tout coefficient matriciel cViV', avec v vecteur lisse, est une fonction dans 
C°°(G) fonction propre pour l'opérateur R(C) (où l'on note toujours C le casimir 
de G). 

Dorénavant soit TT une représentation admissible de G. Si v et v' sont deux vecteurs 
X-finis de l'espace de la représentation TT, le coefficient matriciel cv,v> est analytique 
(réel) et se transforme finiment sous les actions à droite et à gauche de K. 

On associe à 7r, l'idéal IN du centre Z(Q) de l'algèbre enveloppante, défini par 

In = {Ze Z(g) | TT(Z) = 0}. 

Il découle alors du Lemme 9.1.1 que 

(9.1.2) R(Z)cyiVf=0 (Zel). 

Rappelons, cf. [66] par exemple, le résultat classique que chaque idéal 1^ comme 
ci-dessus est cofini dans l'algèbre Z(g). Enfin remarquons que si TT a un caractère 
infinitésimal, l'idéal 1^ est de codimension 1. Dans ce cas, (9.1.2) est un système 
d'équations propres. 

Supposons que r est un K-type de la représentation TT. Soient l'inclusion 

iT : VT c >n 

et la projection 
pT:H—± VT. 

Alors, la fonction F : G —+ End(Ur) définie par 

(9.1.3) F (g) = pT o TT{9) o iT 

est r-radiale. De plus, si v et v' sont deux vecteurs dans VT, le coefficient cv^ de TT 
s'écrit : 

cViv'(g) = (F(g)v,v'). 
On dira d'une fonction <Ê> r-radiale et de classe C°°, qu'elle est r-sphérique sur G si 
(1) $(e) = Id, et si 
(2) 3> vérifie le système d'équations propres 

R (Z) 0 = 0. 

où Z décrit un idéal / de codimension 1 dans Z (g). 
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Remarquons que toute fonction r-sphérique est en fait analytique (réelle). On notera 
^4(G, r) l'espace des fonctions r-sphériques, et v4(G, r, /) le sous-ensemble de celle 
vérifiant le 2. pour un idéal / spécifié. 

Si r est un K-type d'une représentation admissible n de G admettant un caractère 
infinitésimal, la fonction radiale F du (9.1.3) est en fait r-sphérique et appartient plus 
précisément à A(G, r, In) 

Les fonctions sphériques vérifient un système d'équations différentielles d'après le 
deuxième point de la définition ci-dessus. Ce système d'équation différentielles a été 
étudié et résolu par Harish-Chandra, cf. [21], [66]. 

Nous nous intéressons en fait à l'asymptotique des fonctions sphériques 4> G 
*4(G, r). D'après la décomposition de Cartan 

(9.1.4) G = KÂ+K 

il suffit de comprendre $(a) lorsque a tend vers l'infini dans A+. Ici A+ désigne la 
clôture de A+ — exp(a(J"), où a0+ est une chambre de Weyl positive (ouverte) dans an. 

Remarquons que la restriction d'une fonction r-sphérique à A+ prend ses valeurs 
dans 

EM : = {L e End(K) | L = r(m)Lr(m)-'1 pour tout m G M}; 

où M désigne le centralisateur de A dans K. 

9.2. Fonctions sphériques du groupe U(n, 1) 

Puisque la démonstration du Théorème 2 est similaire (en fait plus simple) dans le 
cas hyperbolique réel nous nous contentons de traiter le cas hyperbolique complexe. 
Dorénavant nous supposons donc que G = U(n, 1) et K = U(n+l)nG = U(n) xU(l). 

Dans ce cas, la paire (G, K) est une paire de Gelfand et l'algèbre GC(G, K r, r) des 
fonctions continues r-radiales de support compact sur G pour le produit de convolu-
tion : 

(F*G)(x) = f F{g-1x)H(g)dg= f F(g)H(xg~1) 
JG JG 

est une algèbre commutative. Cette propriété va nous permettre de caractériser plus 
facilement les fonctions sphériques et de les classifier. Mais d'abord commençons par 
décrire les différents K-types possibles. 

Puisque tout élément de K peut s'écrire comme : 

k = 
U 0 
0 v 

U G U(n), v e U(l), 

K agit sur p0 = Cn par Ad(k)X — v 1UX et cette action préserve la structure 
complexe J. On a donc la décomposition en X-modules suivante : 

p = p+0p_ et p*± ^ p ^ ^ p T . 
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Comme au chapitre 4, nous notons : 

(9.2.1) rPiq := Ap Ad+ 0Â9 Ad*_ = ApÂd (g> A9 Ad . 

C'est une représentation de K réductible qui se décompose en irréductibles de la façon 
suivante : 

min(p,g) 
(9-2-2) Tp^q = 0 Tp-k,q-k-

k=0 
Remarquons que via la formule de Matsushima, la représentation TPj<? correspond aux 
formes de type (p, q) et la représentation rpq correspond aux formes primitives de 
type (p, g), i-e. les formes de type (p,q) qui ne peuvent s'écrire comme un produit 
avec la forme de Kaehler. 

Dorénavant soit r une représentation de K appartenant à l'ensemble des r'p q. Soit 
(TT, H) une représentation irréductible de G telle que 

(1) 7rCL2(r\G); 
(2) r C TÏ\K et 
(3) TT(C) = —A. 
Il découle de la formule de réciprocité de Frobenius le fait suivant. 

Fait. — La multiplicité de r dans TT\K est égale à 1. 

Notons V(T) le sous-espace de la représentation r dans V\K- On a V(r) = CN et 
on introduit 

ET = End(V(r)). 
Une fonction <I> r-radiale de classe C°° est r-sphérique sur G si et seulement si 
(1) $(e) = Id, et 
(2) $ est une fonction propre pour la convolution par GC(G, if, r, r), i.e. il existe 

un (unique) caractère \<p de GC(G, if, r, r) tel que, pour toute F G GC(G, if, r, r), 
F * $ = $ * F = À<Ï>(F)<£. 

Nous noterons E(G, if, r, r) l'ensemble des fonctions r-sphériques sur G. 

A l'aide de la décomposition G = KAN on définit la fonction h sur G par : 

h(katn) = t 

et par k le projecteur sur if. Alors la représentation TTAIS agit sur (7ia,s)\K — 

L2(K,M,a) par 
7Ta,s(x)f(k) = e" ApÂd (g> gk) f{k{x-lk)) 

pour tout a; G G et /c G if. 
Soit cr une représentation irréductible de M apparaissant dans T\K ce que nous 

notons : a G M(r). Désignons par PI le générateur de l'espace de dimension 1 

Homx(K,s,K) 
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UomK(L2(K, M, a), VT pour tout s e C) défini par : 

Paif) •= dim r 
dim a K 

r(k)f(k)dk. 

Posons J0 = (P^)*, i.e. J£ est le générateur de l'espace de dimension 1 

Horn*(Vr, n^s){= HomK(^r, L2(K, M, a))) 

défini par 

VE = dim r 
dim a ̂ ° { r ( . ) " U 

où P0 désigne la projection orthogonale de sur le sous-espace de a dans VT. Pour 
a G M(r) et s G C, on a vu que l'application 

C s : 5 H - , p ; o V s ( f f ) o j ; 

définit une fonction r-radiale sur G. 

Proposition 9.2.1 (Classification des fonctions sphériques). — Soit r — T' - Pour tout 
a G M(r) et s G C; la fonction <1>J s est r-sphérique. Elle admet la représentation 
suivante : 

O x+1 (x) = 
dim r 
dim G K 

e 

En particulier, <1>̂  s est holomorphe en la variable s. Enfin, 

V(G,K,T,T) - {$^s | a e M(T), A G C/{±1}}. 

(Cf. Wallach [104], pour une démonstration.) 
D'après la décomposition de Cartan G = KA+K et l'équation (9.1.1), une applica

tion r-radiale F est complètement déterminée par sa restriction à A+. De plus F^+ 
a son image contenue dans 

E™ := {T G ET | T = r(m)Tr(m)-1 pour tout m G M}: 

où M désigne toujours le centralisateur de A dans K. Dans la suite, nous étudions les 
fonctions sphériques le long de A . Rappelons donc la décomposition en irréductibles 
de la restriction de r = r'pq à M : 

(9.2.3) (Tp,g)|M = °~p,q © ^-1,9 ® ̂ ,9-1 ® p-1 q-1 

(avec les conventions du §4.1.1 : certains facteurs disparaissent dans les cas « non 
génériques »). 
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9.3. L'équation différentielle radiale 

Soit G — ap^q avec 0 $J p-\-q ^ n — 1. Soit r G K telle que G G M(T) (génériquement 
r est Tune des r'pq, r'p+lq, rpq+1, rp+lq+1). Posons 

F(g) = 
dim r 
dim G K 

e-(s+n)h{gk) r(k(gk)) o Pa o T(k-1) dk, 

l'adjoint de Or (g-1) pour le produit scalaire de VT. Dans cette section nous calculons 
la restriction de R(C)F (où C désigne toujours le Casimir) à A+ en fonction de ^,4+. 
Nous allons suivre [104, pp. 279-282] (c'est pour cette raison que nous sommes passés 
à l'adjoint). 

Posons d'abord : 

fk(g) = e-^+n>^r(k( gk)) o Pa o r(fc)_i. 

Alors 

F(g) = 
dim r 

dim G K 
fk(g)dk et R(C)F(g) = 

dim r 
dim G K 

(R(C)fk)(g). 

D'un autre coté, fk(g) = fe(gk)r(k)~\Puisque (R(C)fe)(gk) = (R{Ad(k)C)Mg))r(k), 
on obtient que R(C)fk(g) = (R(C)fe)(gk)r(k)-1. Il suffit donc de calculer R(C)fe. 
Soit / = fe. 

Notons 0 l'involution de Cartan correspondant à la décomposition g = p 0 £ de 
l'algèbre de Lie g et B la forme de Killing de g, cf. (4.0.1). Soit n = gŒ -h g2« la 
décomposition en espaces de racines. La dimension de ga est 2n — 2 et celle de g2a 
est 1. Soit donc X \, . . . , Â n—2 ? Â ri— 1 une base de n telle que ATl7 . . . , X 271—2 soient 
dans 0Q,, X2ri-i soit dans g2o: et B(Xi, OXj) = —Sij. Alors [Xi,0Xî\ = —HQ pour 
i = 1, . . . , 2n — 2 et [X2n-i, 0X2n-i] = —2H0. Rappelons que B(H0, H0) = 1. Enfin 
soit C/i,.. ., Ur une base de p telle que B(Ui, Uj) — —Sij- Alors : 

c = - XiOXi - OXjXj — H2W -+ H02. 

Soit CQ = ^2U?. Remarquons que si m est dans Af, alors Ad(m)Co = CQ. Par 
définition de / , f(gn) — f(g) pour n dans N. Puisque XiOXi — —HQ + OXiXi pour 
1 < i ^ 2n — 2 et X2n-i#AT2n-i - —2H0 + #X2n-iA^n-i, on obtient que 

R(C)f = 2nR(H0)f - R(C0)f + R{H$)f. 

D'un autre côté, 
rn (j'2 

(R(Co)f)(g) = 2Zd^^getUt^=° 
i=l 
m 

= J2e-^n)h{g)T(k(g))T{Ui)2Pa 
i=i 

= e"^n)hi9)r{k(g))r(Co)Pa^ 
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Mais T(CO) agit par multiplication par un scalaire sur chaque sous-espace M-
irréductible de VT. Donc r(Co)P(T = XaPcr-

Puis, 

R(H0)f(g) = jtf{getH»)\t=0 

= ^e~rS+n)(h(9)+t%=or{k{g))Pa 

= -(s + n)f(g). 

Et donc : R(HQ)f(g) = (s + n)2f(g). On obtient finalement la formule : 

R(C)f = -2n(s + n)f + (s + n)2f - Xaf. 

Et donc : 

(9.3.1) R{C)F(g) = (s2 -n2- Aff)F(fl). 

Si (p : G —» End(V^) est une fonction r-radiale de classe C7°°, on peut montrer, 
[104, formule (4) p. 282], que : 

(9.3.2) (R(C)<p)(at) = d2 v(at) + (2coth(2t) + 2(n - i ) C o t h ( * ) ) ^ ^ 
atz at 

+ Q1(t)cp(at) - (p(at)r(C0), 
où de l'expression de Q\ donnée dans [104] nous ne retiendrons que la décroissance 
exponentielle (pour t —• +oo) vers 0. 

Proposition 9.3.1 (Équation différentielle radiale). — Pour simplifier notons F{t) — 
F (at). Alors pour t > 0, 

(9.3.3) F"{t) + (2coth(2*) + 2(n - 1) coth^))^^) -f Qi(t)F(t) = (s2 - n2)F(t). 

Démonstration. — La Proposition découle des équations (9.3.1) et (9.3.2) en remar
quant que 

F(at)r(C0) = XaF(at). 

9.4. Comportement asymptotique 
Nous conservons les notations de la section précédente. Notamment nous notons 

toujours F(t) la fonction de la Proposition 9.3.1. Puisque la fonction Qi(t) tend 
exponentiellement vite vers 0 lorsque t tend vers l'infini, l'équation différentielle (9.3.3) 
est exponentiellement asymptote (lorsque t tend vers 0) à l'équation différentielle : 

(9.4.1) F"(t) + 2nF'(t) + (n2 - s2)F(t) = 0. 

Un théorème classique nous assure alors que les solutions des équations différentielles 
(9.3.3) et (9.4.1) sont asymptotes lorsque t tend vers l'infini. 
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Plus précisément on obtient la proposition suivante ^ : 

Proposition 9.4.1 (Asymptotique des fonctions sphériques). — Soit F(t) l'adjoint de 
<I>̂  s(a^1) agissant sur l'espace de Hilbert VT. Si s est dans C avec n > Re(s) ^ £ > 0, 
alors il existe un réel ô > 0 indépendant de s et de £ et une constante C£ ne dépendant 
que de £ tels que : 

\\entF(t) -e^PaBT{s) - e^1 r(k*)BT{-^yP(JT(k*)-1\\ ^ CEe~ô\ 

où k* est un élément de K centralisant A et tel que /c*at(A:*)_1 = a-t et 

BT(z) = 
N 

е-{г1+2)Н(п)т(к(п))-г(1п. 

(Ici N est le radical unipotent du parabolique opposé à P.) 

Démonstration. — Soit A(t) = (sinht)2^'1^(sinh2t). Posons G{t) = A(t)x/2F(t) 
pour t > 0. L'équation (9.3.3) se réécrit : 

(9.4.2) -G"(t) + Q{t)G{t) = -s2G(t), 

où Q(t) est une fonction qui décroît exponentiellement vite vers 0 lorsque t tend vers 
l'infini. Plus précisément (cf. [104]) si T est un réel strictement positif, il existe une 
constante Ci ne dépendant que de T telle que ||Q(£)|| ^ C^e"1 (t ^ T). Donc, étant 
donné un réel ô strictement compris entre 0 et 1, il existe une constante C2 telle que 
pour tout u > T : 

(9.4.3) 
•+00 

u 
\\Q(t)\\(l + t)dt < C2e~ôu. 

Les Lemmes A.8.2.12 et A.8.2.17 de l'appendice de [104] impliquent alors que si 
Re(s) ^ £ > 0, il existe une constante Ce ne dépendant que de £ et deux endomor-
phismes A\ et A2 de VT tels que : 
(9.4.4) \\G(t) - eëtAl - e~Tst A2\\ < C£e-6t. 

Puisque A(t)ljf2 est exponentiellement asymptotique à ent, pour conclure la démons
tration il reste à déterminer A\ et A2. Encore une fois nous suivons [104, pp. 283-285] 
pour cela. Puisque Re(s) > 0, d'après (9.4.4), on a : 

lim 
t—> + oo 

\entF(t) - estAi|| = 0. 

Or, 
F(t) = dim T 

dim a K 
e-^s+n)Hatk)r(k(atk)) oPao T(k~l)dk. 

Les calculs de [104, p. 284] (et en particulier l'expression (14)), montrent alors que si 
n > Re(s) > 0, 

lim e^ri-s)tF(t) = PaBT(t). 

(^Ici comme dans d'autres formules, on espère que le lecteur saura distinguer n (G N) et n (élément 
unipotent). 
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Le calcul de A2 se fait de même (cf. [104]) et achève la démonstration de la Proposi
tion. 

Remarque. — Les fonctions BT ont été étudiées par Schiffmann [89] (cf. aussi [104]). 
Elles sont explicites. Les seules propriétés dont nous aurons besoin sont : 

(1) pour n > Re(s) > 0, BT(s) ^ 0 et, 
(2) les fonctions BT sont continues (en fait analytiques). 

La Proposition 9.4.1 n'est en fait qu'un cas particulier d'un résultat plus général 
de Langlands, cf. [72, 21]. 

Corollaire 9.4.2. — Soient r = rrpq et v un vecteur dans VT. Soit e un réel strictement 
positif. Il existe une constante C£ ne dépendant que de e et de r et un réel ó > 0 
indépendant de s tels que : pour tout a G M(r), 

(1) si s est un réel dans [e, n]; 

{^8{e-tH)v,v)Vr = BT(s)\\PAv)\\2vTe(~n+s)t {<S>l,s{e-tHCe\\v+ o^ C e \ \ v v f y ^ " ^ ^ ) -

(2) si s est un réel dans ]0,e]; 

{<S>l,s{e-tH)v,v)v, < Ce\\v\\l¿-n+£*. 

Où la notation o£ signifie que les constantes dans le o ne dépendent que de e. 

Démonstration. — Cela découle de la Proposition ci-dessus pour le point 1 et de 
la démonstration de la Proposition ci-dessus pour le point 2, en remarquant que 
F(t) — F(at) est égal à l'adjoint de ^ s(e~tH) pour le produit scalaire de VT. 

Rappelons que si r = r' , l'ensemble M(r) contient, génériquement, quatre re
présentations. Si a = aa:t> est l'une de ces représentations et s un nombre complexe, 
on a : 

(9.4.5) 7TCTjS(C) = -((n - (a + b))2 - s2) là . 

Soit D(G, K, r) l'algèbre des opérateurs différentiels invariants à gauche sur l'espace 
C°°(G, K, r) des fonctions C°° f : G VT telles que 

f(xk) = f(x)r(k). 

Alors l'algèbre D(G, K, r) est engendrée par les opérateurs 99*, 9*9, 99* et 
9 9 cf. [83]. Elle contient notamment le laplacien de Hodge-de Rham : A = 
(d + d) (d^Ta) + (d^ + d")(d + d). 

Et l'identité (9.4.5) implique que la fonction sphérique <1>̂  s associée au if-type r 
de iX(jiS vérifie : 

^ s = {{n-{a + b)f-s2)^s. 

Notons 

{<S>l,s{e-tH)v,v)v, < Ce\\v 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



120 CHAPITRE 9. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2 

pour cra^ G M(rpq). On peut vérifier la caractérisation suivante des fonctions 
sphériques. 

Théorème 9.4.3. — Soit <Ê> une fonction r'pq-radiale normalisée, i.e. ^(e) = Id. 
(1) <$> = ^p\q(s, .) si et seulement si A<£ = {(n — (p + q))2 - s2}<§, <9*<£ = 0 et 

d* $ = 0; 
(2) o = ®p'lUq(s,.) si et seulement si A<£ = {(n — (p + q - l))2 - s2}<$, d& = 0 et 

5* $ = 0; 
(3) <$> = ^p[g_1(s, .) si et seulement si A$ = {(n - (p + q - l))2 - s2}<£, <9*<1> = 0 

et â<ï> = 0 ; 
(4) o = $p^1)g_i(s, .) 5z et seulement si A<£ = {(n — (p + g - 2))2 - s2}$; 9$ = 0 

et d<P = 0. 

9.5. Démonstration du Théorème 2 
Soit G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que Gnc soit isomorphe 

au groupe SU(n, 1). Soit H un Q-sous-groupe de G tel que Hnc soit isomorphe au 
groupe SU (TT/, 1) (nf < n). Nous supposerons que le groupe (réel) H est stable par 
une involution de Cartan de G (plongement standard). Quitte à conjuguer H dans G, 
on peut donc supposer que K u C KG et AH = A — AG-

Nous allons maintenant démontrer le Théorème 2. Mais commençons par introduire 
les définitions suivantes. 

Soient e un réel positif et (p, q) un couple d'entiers. Notons HeP,q^ l'hypothèse sur 
le groupe G suivante : 

H (p, q) = 

si À est dans le (p, g)-spectre automorphe de G, alors soit 
(1) A = (n - {p -h q) + k)2 - (n - (p + q) + k - i)2 
avec k = 0, . . . ,p + q et i = 0,. . ., n — (p -f q) + k, 

(2) A ^ (ra — (p + ç))2 — e2. 

Les Conjectures d'Arthur prévoient (cf. Ch. 6) que l'hypothèse H^p,q) est vraie pour 
tout couple d'entiers (p, q) tel que p -f g ^ n — 1 (le Corollaire 6.2.7 est plus précis). 
Les hypothèses H(p,q) sont donc des approximations aux Conjectures d'Arthur pour 
les groupes unitaires. 

Le but de cette section est la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 9.5.1 (Relèvement des Conjectures d'Arthur). — Soient n et n' deux entiers 
tels que n ^ n' ^ 1. Soient H C G deux groupes algébriques définis sur Q tels que : 
Hnc g* sU(n/, 1) et Gnc ^ SU(n, 1), avec i7nc C Gnc plongement standard. Supposons 
les hypothèses HeP,q^ vérifiées pour le groupe H et pour tout couple d'entiers (p1 q) tel 
que p + q^k^ n' — l. Alors, les hypothèses H^_f^r+£ sont vraies pour G et pour tout 
couple d'entiers (p, q) tel que p -f q ^ k. 
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Le Théorème 2 est un corollaire immédiat du Théorème 9.5.1. La démonstration 
de ce dernier va essentiellement reposer sur un théorème de Burger et Sarnak [20] 
dont nous proposons la démonstration suivante (empruntée à [27]). 

Variation sur un thème de Burger et Sarnak. — Si ô G G(Q), la double classe 
TÔT = T<5 opère de la façon suivante sur L2(T\G). Si 

(9.5.1) T5r = ]Jr5z, 
i 

alors 

(9.5.2) (Ts)(g) =J2f(¿i9) (9 € G). 
i 

Soit deg(T<5) le degré de T$, égal au cardinal de r\r5T. Nous appellerons opérateur 
de Hecke une combinaison linéaire finie à coefficients entiers ^ 0 de T§ ; son degré est 
alors défini par additivité. Il n'est pas difficile de montrer {cf. [20], [27]) que T§ est 
un opérateur borné dans L2(T\G), de norme 

\\TS\\ = deg(Tô). 

Si T est un opérateur de Hecke, soit T = deg(T)_1T l'opérateur normalisé associé. 
Notons L2(T\G)-L l'orthogonal de l'espace des fonctions constantes. Le théorème 

suivant qui renforce une proposition de Burger et Sarnak est dû à Clozel et Ullmo [27]. 

Théorème 9.5.2. — 77 existe un opérateur de Hecke autoadjoint T tel que Tf — f pour 
f constante sur Y\G et \\T\L2(r\G^± || < 1. 

La norme est la norme forte d'opérateur : 

(9.5.3) \\f/|| < ||TÍL2(rW II • 11/11, / e L2(T\G)^. 

La démonstration s'esquisse comme suit. Fixons une place q telle que G soit déployé 
sur Qg, que G soit défini sur Zg, et que l'intersection du sous-groupe compact-ouvert 
Kf, de G(Af) définissant le sous-groupe de congruence T, avec G(QQ) soit réduite au 
sous-groupe hyperspécial G(Zg). 

A l'exception du cas spécial (sans intérêt pour nous) où G est obtenu par restriction 
des scalaires (pour une extension finie F de Q) de SL(2)/-F, le groupe G(Q)Q) est de 
rang ^ 2 et a donc la propriété (T) de Kazhdan. La représentation triviale est donc 
isolée dans le dual unitaire de G(QQ). Clozel et Ullmo en déduisent [27] le lemme 
suivant. 

Lemme 9.5.3. — 77 existe une fonction LÇ sur G(QQ), bi-G(ZQ)-invariante, positive, à 
coefficients entiers et auto-adjointe (<p(g) = ^(g-1)) et une constante C < 1 tels que 

(9.5.4) ||7r(<p)|| ^Cdeg(^) 

si 7T G G(Qg) est différente de la représentation triviale. 
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Remarquons que si G est obtenu par restriction des scalaires (pour une extension 
finie F de Q) de SL(2)/jP, le Lemme 9.5.3 reste vrai si Ton considère la composante 
g-adique d'une représentation automorphe de G, puisque l'on dispose d'une approxi
mation de la Conjecture de Ramanujan. 

Complétons alors la démonstration du Théorème 9.5.2. Ecrivons 

(9.5.5) L2(F\G) = C e L2(T\G)± 

où C désigne l'espace des constantes; L2(T\G) est une représentation de G. Le 
groupe G est obtenu par restriction des scalaires (pour une extension finie F de Q) 
d'un groupe absolument quasi-simple G0/F. Sous nos hypothèses, la place q est dé
composée dans F et 

G(Qq) = l[G0(Fv), 
v\q 

chaque facteur étant isomorphe à Gd(Qq) où Gd est le groupe déployé simplement 
connexe de même système de racines que G0. Soit v une place fixée au-dessus de q. 
Écrivons Kf = KVKV (Kv C G°(FV)) et soit Tv = G(Q) n Kv. Alors, 

(9.5.6) Cv = L2(G(Q)\G°(AVF)/KV) 

(notations évidentes) est une représentation de GxG°(Fv), et L2(T\G) est l'espace des 
i^-invariants dans Cv (noter que le Théorème d'approximation forte [84] s'applique). 
Par approximation forte, L2(F\G)± = (£^)Kv où C„ est l'orthogonal de l'espace des 
constantes. 

La théorie des séries d'Eisenstein donne une décomposition 

(9.5.7) Cv = C ® / rn(7Yv)iïvdiJ1(Tvv) 

que nous n'expliciterons pas, mais où l'intégrale porte sur l'espace des représentations 
automorphes non triviales dans G°(FV). L'opérateur T associé à la fonction ip déduite 
du Lemme 9.5.3 opère alors sur C^fv décomposé selon (9.5.7) par 

(9.5.8) T = deg(T)0 I m(7vv)7rv(ip)dfi(7rv); 
JG°(FT,)rir. 

où 7Tv{ip) est un scalaire de norme ^ C deg(T). D'où le Théorème 9.5.2. 

Lemme 9.5.4 (Burger-Sarnak [20]). — Soit f G Co(T\G). Alors (à une constante 
strictement positive de normalisation près) : 

A<m> 
(9.5.9) f f(g)Kgh)dg= lim - L £ / f {g\^ hx) f gek {g^ h^dh,, 

Jr\G m^ + oo dm ^ JA\m)\H 

où les Â m̂  sont des sous-groupes de congruences de H, d — deg(T)7 77̂™̂  G G(Q)7 et 
la limite est uniforme sur les compacts de H. 
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Idée de la démonstration. — Soit / G CQ(T\G), et f°(x) = fr^G f(g)dg (Va;) (mesure 
normalisée) le « terme constant » de / . Le Théorème 9.5.2 implique que Tnf —» f° 
dans L2. Il n'est alors pas difficile de montrer ([20]) que fnf(x) -+ f°(x) Vx G T\G, 
la convergence étant uniforme sur les compacts. Par dualité on a donc : 

/ f{g)lWdg= lim (Tm(v),R) 
Jr\G m->CX> 

ou 
R(g) = f(g)f(gh) 

et fjb est la mesure positive (normalisée) sur T\G définie par 

(dsu, f) = 
(rnH)\H 

F(h)dh. 

On écrit 

TmF(g) = 
m 
E 

i = 0 

E (0 (m) g) 

L'ensemble des 0(m) se décompose en une réunion disjointe de (r n i7)-orbites : 

{àj ïj=i,...,d™ — 
A(rn) 
u 
i=l 

T1 (12) (R n H) 

où chaque n(m) G Comm(r). Soit 

A,(m) = {hern H\ Trj^h = r^(m)}. 

Le groupe Â m̂  est un sous-groupe de congruence de H. Et, 

(T-(/i),F) = 1 
drri 

(m) 
E 
¿=1 (0 (m) g) 

F(/4m)fc)d/i. 

Le Lemme s'en déduit en prenant F = R. 
Le Lemme 9.5.4 implique immédiatement le principe de restriction de Burger et 

Sarnak [20] que nous avons rappelé au §2.3 (Théorème 2.3.1). 

Démonstration du Théorème 9.5.1. — Nous supposons les hypothèses HeP,q^ 
vérifiées pour H et pour tout couple d'entiers (p, q) tel que p + q ^ k. Fixons un 
couple d'entiers (p, q) tel que p + q ^ k. Nous allons montrer que l'hypothèse Hm^,,£ 
est vérifiée pour le groupe G. Supposons d'abord G anisotrope. 

Soit donc À G ]0, (n — (p-\-q))2[ dans le (p, g)-spectre automorphe de G. Soit r = rpq. 
D'après la formule de Matsushima, il existe une représentation a = aa,b £ M(r) et 
un nombre réel strictement positif s telle que : 

(1) le quotient de Langlands Ja,s de la représentation TXa,s appartient à GAut ; 
(2) À = ( n - ( a + 6))2-s2. 
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Nous noterons dorénavant TT = JAS (remarquons que les coefficients de TT sont des 
coefficients de 7rff)S). 

La restriction de la représentation TT à if se décompose en somme directe : 

(9.5.10) 7vlH= r 
J H 

Maênad/n(a), 

où \i est une mesure positive sur le dual unitaire H de H et Ma la représentation 
triviale de dimension m(cr) où J ^ m(a) G { 1 , 2 , . . . , 00} est une fonction borélienne. 

Remarquons tout d'abord que le principe de restriction de Burger et Sarnak (Théo
rème 2.3.1) implique que : 

(9.5.11) support ¡1 C HAut-

Rappelons maintenant que Vr C TL^. Soit r' un i^- type apparaissant dans r\H. 
Fixons v G VT'. La décomposition (9.5.10) implique la décomposition suivante : 

(9.5.12) (ir(a)v,v) = 
a 

a (Maênad/ du(a), 

où va G Tïf™^ et a est un élément de AH- Remarquons que dans la décomposition 
(9.5.12) la mesure /J ne charge que les représentations a G î Aut contenant le KH~ 

type r'. 
Nous allons appliquer le Corollaire 9.4.2 à H. Le Corollaire 9.4.2 donne pour chaque 

a G î Aut contenant le i\/f-type r' et pour tout vecteur va G VT', 

(9.5.13) K e - ' ^ K , ^ ) ^ , 
= Вт.{п' - j)\\va\\v ,e~Jt + Os(e-<" +S)t) 
<Се\Ы\Ьт, e-(n'-e)t 

pour t G [0, +00[, la constante implicite dans le o£, ainsi que C£, étant uniformes. 
La première ligne de (9.5.13) correspond aux représentations irréductibles de H 

(indexés par j = 0, 1, . . . , k) vérifiant la condition 1. de H£a,b^ (a + b $J k ^ nf — 1) ; 
la seconde ligne correspond aux autres, vérifiant 2. 

Considérons alors l'expression de (7r(e~tH)v, v)vT, donnée par (9.5.12). Commen
çons par remarquer que 

(9.5.14) \\v\\2Vf = f \\V(T\\l,diJL(<T). 
J11 

Selon le type de la représentation de H dans le support de jjl, chaque coefficient (dans 
l'intégrale) s'exprime selon (9.5.13) ; d'après l'uniformité de C£ et des termes o£ et 
(9.5.14), on a l'expression : 

k 
(7r(e-tH)v,v) = ^Cj -e-jt + 0£(e-(n,-£)t) (t G [0,+oo[) 

j=0 
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avec les mêmes propriétés des constantes implicites dans Oe ; mais toujours d'après le 
Corollaire 9.4.2 (cette fois appliqué au groupe G) ceci est en fait de la forme 

C • e"(n-s)t + o(e-(n~s)t) (t e [0, +oo[), 

où C est une constante non nulle. 
Nous nous retrouvons alors avec deux possibilités : 
(1) soit il existe un entier j dans [0, k] tel que s = n — j , 
(2) soit s ^ n — nf -h s. 

En remplaçant la valeur de s dans l'expression de À, on obtient le Théorème i.e. que 
la propriété H^_q^/+£ est vérifiée. 

Si G n'est pas anisotrope, il faut aussi tenir compte du spectre continu, mais alors 
G est de rang 1 sur Q (G(M) = SU(n, 1) est de rang 1) et la théorie de Langlands 
donne une décomposition 

L2(r\G) = L%sc(r\G) © Lfnd(r\G), 

où toutes les représentations de Lfnd(T\G) sont unitairement induites à partir du 
parabolique minimal donc tempérées [79]. Sur une représentation (irréductible) tem
pérée, la valeur propre A(C) vérifie H^p'q) donc H^q). Enfin, on vérifie aussitôt que 
le spectre (continu) de C dans Lfnd(T\G) est l'adhérence de cet ensemble de valeurs 
propres (d'ailleurs fermé comme on le déduit aisément de la décomposition spectrale). 

Remarque. — Sous l'hypothèse i7n_n/+£ (e < 1), une valeur propre du laplacien À 
apparaissant dans le (p, g)-spectre avec p-\-q $J nf — 1 est entière ou vérifie l'inégalité : 

A ^ (n - ri + l)2 - (n - n' + s)2 > 0. 

La Conjecture A~ (k) est en particulier vérifiée pour tout k < n'. 
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3 

Dans ce chapitre G est un groupe anisotrope sur Q obtenu par restriction des 
scalaires à partir d'un groupe spécial unitaire GF sur un corps totalement réel F. 
Alors G(R) est un produit de groupes SU(p, q), le produit portant sur les plongements 
réels de F. Nous supposerons que 

G(R) ^ SU(n, 1) x SU(n + l)**-1. 

Notre but est de démontrer les Conjectures A~~(0) et A-(1) dans ce cas. Rappelons 
(§8.1) qu'en général un groupe unitaire provient d'une involution sur une algèbre 
simple centrale. Si celle-ci est une algèbre de matrices, on obtient simplement les 
groupes unitaires « usuels » des formes hermitiennes. Ce cas est traité dans le § 10.1. 

Quand G est un groupe « exotique » (associé à une algèbre simple centrale qui 
n'est pas une algèbre de matrices), des principes généraux impliquent que le spectre 
des 0-formes et des 1-formes devrait être plus restreint que dans le cas précédent, 
impliquant a fortiori les résultats cherchés. Mais ceci — qui repose sur des exemples 
de la fonctorialité de Langlands - n'est pas si facile à démontrer. Nous obtenons le 
résultat cherché (Théorème 3 de l'introduction, avec parfois de meilleures constantes 
spectrales) sous l'hypothèse que le rang absolu de G (c'est (n + 1) dans la description 
précédente) n'est pas une puissance de 2. Pour ceci nous sommes amenés à reprendre 
et à préciser les démonstrations de [26] qui démontraient la Conjecture r pour de tels 
groupes. 

Nous pensons que l'hypothèse sur le rang peut être évitée, mais cela impose de 
renforcer significativement les résultats de [26]. 

10.1. Vrais groupes unitaires 

Soient F un corps totalement réel de degré d, E/F une extension quadratique 
totalement imaginaire et h une forme hermitienne sur En+1. 

Pour toute place archimédienne v de F', E/F définit une extension quadratique 
E (g) Fv/Fv isomorphe à C/R et h définit donc une forme hermitienne hv sur Cn+1. 
On suppose que les signatures sont (n, 1) en v\ et n en V2,... Vd. 

Le groupe Gp est le groupe spécial unitaire, défini sur F, SU(-En+1, h) et G est le 
groupe GF « vu comme Q-groupe ». 
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Dans ce cas le Théorème 3 résulte des chapitres 8 et 9. On a en fait : 

Théorème 10.1.1. — Soit G un vrai groupe unitaire, tel que Gnc = SU(n, 1), n ^ 2. 

(1) La plus petite valeur propre positive du laplacien sur les fonctions vérifie : 

A? > 2n - 1 

(2) La plus petite valeur propre sur les 1-formes vérifie : 

y 1 > 2 
5 n — 

11 
25 

Démonstration. — Considérons d'abord les fonctions. On applique le Théorème 9.5.1 
avec nf = 2. D'après le Théorème 1 (Ch. 8) on a alors (notations (9.5.1)) e = | . Alors 
le Théorème 9.5.1 donne 

A = n2 — (n — i)2, i — 0,. . . n — 1 

ou A ^ n 2 - ( n - 2 + e ) 2 - f n - | . 
On vérifie aisément que (pour A ^ 0) la borne inférieure obtenue est donnée par 

i = 1, A = 2n - 1. 
Si on considère les 1-formes, on obtient de même, avec toujours e = | (Ch. 8) : 

A = (n - 1 -f- k)2 - (n - 1 + k - i)2 k = 0,1, i = 0,. .., n - 1 

ou A ^ ( n - l ) 2 - ( n - f ) 2 = f n - i i . 
Dans ce cas la borne inférieure est donnée par la seconde estimée. 

10.2. Groupes exotiques : réductions 
En général, un groupe algébrique G sur Q tel que G(R) = SU(n, 1) x SU(n)d_1 est 

obtenu de la façon suivante (cf. [84]). 
On fixe comme auparavant un corps totalement réel F, une extension quadratique 

totalement imaginaire E de F. 
Soit a le générateur de Gal(E/F). 
Soit B une algèbre simple sur E, dont le centre est E, et de rang réduit (n + 1) : donc 

B &E Q — Mn+i(Q). On suppose donnée sur B une involution de seconde espèce a 
(cf. §8.1). Alors (notations du § précédent) 

G(Q) = GF(F) = {g e B* : ga(g) = 1}. 

Comme on l'a dit dans l'introduction, nous utiliserons librement dans ce paragraphe 
les notions relatives aux formes automorphes sur les groupes adéliques, ainsi que les 
résultats de [26]. 

Commençons par reformuler la définition générale des groupes unitaires. Une al
gèbre simple centrale B sur E s'écrit B — Mr(D) où D est une algèbre à division 
de rang réduit d sur E. Le rang absolu du groupe unitaire associé (n + 1 avec nos 
notations usuelles) est rd. Notons * une involution de seconde espèce sur D. Il y a 
alors une notion naturelle de modules de rang r sur D (isomorphes à Dr) ; pour V 
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un tel module End£>(l/) = Mr{D). On peut définir des formes hermitiennes h sur V 
(à valeurs dans D) relatives à l'involution * [84]. Alors le groupe G peut être défini 
de façon naturelle par 

G{Q) = Gp{F) =SXJ(V,h). 

Comme on l'a vu dans l'introduction, nous supposons pour les groupes exotiques 
(ie., si d > 1, ce que l'on supposera désormais) que le rang rd n'est pas une puissance 
de 2. On a tout d'abord si r > 1 : 

Proposition 10.2.1. — Supposons r ^ 3 {par exemple r impair). Alors les estimées du 
Théorème 10.1.1 restent vraies pour G. 

Ceci résulte des arguments de [26, § 1.3]. On peut supposer donnée une base or
thonormale de Dr pour h. Celle-ci s'écrit alors 

r 
h(x,y) = )^x*fjXj 

1=1 
où x = (xi,. . .xr) et y — (yi,. . .yr) G Dr, fi G D et fi = /*. La Proposition 1.3 
de [26] montre que, sans changer G (à isomorphisme près) on peut supposer que 
les fi commutent. Ils sont contenus alors dans un sous-corps totalement réel maximal 
Lo C D, stable par l'involution (Lo est de degré d sur F). Le corps ELo = L C D 
est alors totalement imaginaire, quadratique sur LQ. L'argument donné dans [26, 
p. 303-304] montre alors que G contient un sous-groupe H sur Q tel que avec H{Q) = 
HL0{LQ) ; ici HL0 est un groupe unitaire ordinaire sur L0, de rang r, dont la forme 
hermitienne est de matrice (/i, . . . fr). 

Soient v une place archimédienne de F et w\, . . . Wd les places (réelles) de Lo éten
dant v. Si on note (p, q) les signatures associées, on vérifie aisément que 

Pv ^ ^ Pwi •) Çv ^ ^ Qwi • 
i г 

On en déduit que HLO ( L 0 « ) = H (M) est isomorphe à SU(1, r -1) x SU^)^-1 où TV = 
d[F : Q]. Puisque c'est un groupe unitaire standard (et r ^ 3) il contient un groupe 
analogue de type SU(2, 1) x SU^)^-1. Enfin, la construction précédente montre que le 
plongement H c—» G, après « complexification » (extension des scalaires à E) provient 
d'un plongement GL(r, L)(c GL(r, D) déduit du plongement de L dans D comme 
sous-corps maximal. On en déduit aisément que le sous-groupe SU(1, r — 1) C SU(n, 1) 
est donné par le plongement usuel. Il en est de même pour SU(2, 1), et les arguments 
du chapitre 9 s'appliquent. 

Nous sommes maintenant réduits à considérer le cas où r = 1 ou 2 et d n'est pas 
une puissance de 2. L'existence d'une base orthogonale montre alors que G contient 
un sous-groupe de la forme 

H = SU(£>, *) = {x G D : xx* = 1}. 
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L'argument déjà utilisé, relatif aux signatures, montre que l'on peut trouver H de 
type (d — 1, 1) en une place de F. Soit £ un diviseur premier impair de d. On a alors 
démontré dans [26] le fait suivant (§ 1.3). Il existe une extension LQ de F, totalement 
réelle, de degré d/£y une algèbre à division A sur L = L 0 0 E de degré £, munie 
d'une involution de seconde espèce (relativement à L/Lo) toujours notée *, et telle 
que le groupe SU(A, *) un groupe sur Lo se plonge dans H = SU(Z), *). Comme 
précédemment, on vérifie aisément que 

HxÇR) = su(e - 1, 1) x S U ^ ) ^ - 1 

où TV = (d/£)[F : Q] se plonge dans G(M) comme sous-groupe unitaire standard. (On 
a noté H\ le Q-groupe déduit de SU (A, *)). D'après le chapitre 9, on est ramené au 
cas où r = 1 et d est premier impair. 

10.3. Contrôle du spectre pour les groupes exotiques de rang premier 
Nous supposons maintenant que G provient d'une algèbre à division, de degré pre

mier impair l. sur E où E/F est quadratique et totalement imaginaire. Comme on 
l'a annoncé dans l'introduction à ce chapitre, on va obtenir dans ce cas des estimées 
particulièrement fortes. (Ce phénomène est bien connu; pour un analogue cohomolo-
gique voir [25]). Comme on va le voir, on se trouve dans la situation optimiste du § 8.4 
où le changement de base est connu. De plus les représentations de GL(£, C) obtenus 
par changement de base sont plus sévèrement restreintes que dans le cas du § 8.4. 

Supposons que G(R) ^ SU(n, 1) x SU(n + l ) ^ 1 . Rappelons (Ch. 4, § 5) ^ que les 
représentations de U(n, 1) sont tempérées ou de la forme J(r, x) — quotient de 

J(r, x) = i n d u j ^ ^ c x xNr 0 X 

où x(z) — z^i^z)^ (z G Cx ). On veut borner les séries complémentaires, pour lesquelles 

a + B e R. 
Théorème 10.3.1. — Si J(r, x) apparaît dans L2(T\G) pour un sous-groupe de 
conqruence. et si a + B G M, 

a + fi 
2 

< 1 
2 

1 
e2 + 1 

Pour démontrer ceci nous utilisons les méthodes de [26]. Comme dans cet article, 
nous désignons maintenant par G le groupe de similitudes unitaires défini par (D, *) : 

Gi(F) - G(Q) = {d G D : dd* G F x } , 

où G\ est un F-groupe. 

(^r est noté a au Ch. 4. Dans ce chapitre cr désigne la conjugaison complexe. . . 
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On a alors [26, §2.1] G1(E) = GE(Q) = Dx x Ex. Le groupe G^E) est donc 
déduit de Dx x Ex par restriction des scalaires (2). 

Soient AG = M* C G = G (M) (inclusion centrale). On a de même AGE = R* C 
G E (R). 

Si / G C£°(G(A)) et </? G C^°(GE(A)) on considère la trace de / dans la représen
tation r sur L2(AcG(Q)\G(A)) = ^4^. De même on considère la trace de (p dans la 
représentation R sur L2 (AG E G E (Q)\G E (A)) = AGE-

Supposons f et cp associées, i.e., leurs intégrales orbitales (locales) se correspondent 
en toutes les places, cf. [26, Déf. 2.7]. Soit Ia l'opérateur d'entrelacement de R associé 
à la conjugaison galoisienne de G±(E) par rapport à G±(F). Alors [26, (2.17)] : 

trace(r(/)) = trace(i?((^)/cr). 

Si 7Г décrit les représentations de G(A) avec leurs multiplicités - dans AGE •> СЕС* 
s'écrit 
(10.3.1) ^ trace тг(/) = ^ trace(n((p)/fT). 

7Г П 
D'après un résultat de [5] et [100] (démontré par Harris et Taylor dans [51, Ch. VI]) 

il n'y a pas de multiplicités dans la somme de droite ; celle ci ne porte que sur les 
représentations П telles que П = Пост. Les deux sommes convergent absolument pour 
des fonctions lisses. 

Afin de poursuivre nous devons avoir un meilleur contrôle sur les représentations 
П de (10.3.1) ainsi que sur les fonctions associées f et cp (aux places archimédiennes). 

Pour toute place v de F, G\(E®FV) = Cx x GL(£, C). Noter qu'en une place réelle 
on a 

Gi(i^) ^ GU(£-1,1)(M) = (Mx x U(£- 1,1)(M)) / ± 1. 
On peut essentiellement négliger la composante centrale dans les arguments locaux 
qui suivent (elle n'était introduite que pour simplifier la démonstration de (10.3.1), 
cf. [26]). Considérons alors XJ(£ - 1, 1) С GL(^C), ou XJ(£) С GL(^C), aux places 
réelles, et remplaçons GE par Dx. (Notation provisoire : G С Gc désigne U(£ — 1, 1) С 
G~L(£, C). On néglige les arguments, plus faciles, portant sur les autres places réelles.) 

Lemme 10.3.2. •—- Soit v est une place réelle de F, w la place complexe de E associée. 
Si П intervient dans (10.3.1) Iiw est générique ou est un caractère abélien. 

Il résulte en effet de [51, Thm. VI. 1.1] que TT coïncide avec la composante locale 
d'une représentation П' apparaissant dans le spectre discret de GL(£, A#). Puisque £ 
est premier, il y a d'après Mceglin-Waldspurger deux possibilités [78] : П7 appartient 
aux formes cuspidales, et donc 11^ = TT est générique. Ou bien IT est un carac
tère abélien de GL(£, A#). Rappelons qu'une représentation (unitaire) générique de 

(2̂ Le lecteur ne perdra rien à supposer que F — Q. 
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GL(n, C) n'est autre qu'une représentations unitairement induite (z.e., égale à l'in
duite totale) à partir de caractères (non nécessairement unitaires) du sous-groupe de 
Borel : c'est une série principale irréductible. 

Considérons une représentation TT apparaissant dans (10.3.1). D'après le classifi
cation de Langlands (Ch. 4) il y a deux cas possibles, Dans le premier cas, TT est de 
la forme J(r, \ ) (ou n eŝ  une composante d'une représentation /(r, x) avec x uni
taire si celle-ci est réductible). La représentation /(r, x) esl elle-même déduite d'un 
paramètre de Langlands 

Wc = Cx —> GL{£,C) 
z i > ((z/z)Pl,...(z/z)Pe-2, zazP, z-p(z)-a) 

avec pi G Z, pt distincts. 
Cette donnée définit à son tour une représentation de la série principale pour 

GL(^, C) (Ch. 3). En général (si a, + ¡3 ^ i№) cette représentation n'est pas irréductible. 
Notons IC(T,X) la représentations de GL(£, C) ainsi définie (série principale, peut-

être réductible). Si a est la conjugaison complexe de GL(€, C) par rapport à U(£ — 1, 1), 
on vérifie que le est cr-invariante : le — le ° o~ ^ • Mieux, d'après [23] il existe un 
opérateur d'entrelacement Aa : le —» le entrelaçant le et le ° <x, et uniquement défini 
au signe près si A?a = 1 (on le définit d'abord pour x unitaire, puis par prolongement 
analytique pour tout X-) 

Dans le second cas TT est une représentation de la série discrète de G, associée 
(§4.3) à 

(10.3.2) z ^ Uz/z)"\...,{z/z)>") 

où pi G Z, pi distincts. Alors (10.3.2) définit de même un paramètre de Langlands 
pour GL(£, C), donc une représentation ne qui appartient à la série principale unitaire. 
Elle est cr-invariante, d'où Aa comme ci-dessous. 

Rappelons (§4.4) que l'on associe au paramètre (10.3.2) £ représentations de G de 
la série discrète, qui forment un L-paquet. On le notera II ; ne est donc déduite du 
L-paquet. On pose 

trace II(/) = ^2 trace n(f). 
Tr'en 

Théorème 10.3.3. — Soit f G C£°(G) une fonction K-finie. Il existe alors une fonc
tion K finie cp G C^°(Ge) telle que : 

(i) Si n est une représentation de la série principale de G, ou si n = II est un 
L-paquet de représentations de la série discrète, et ne est la représentation a-stable 
de Ge associée, 

(10.3.3) trace n(f) = trace (ne(^f)Aa). 

(3)Dans un groupe de Grothendieck convenable si le est réductible... 

ASTÉRISQUE 303 



10.3. CONTRÔLE DU SPECTRE POUR LES GROUPES EXOTIQUES 133 

(ii) Si ne est une représentation de la série principale de G<c qui ne provient pas 
de G {i.e. de n discrète ou de 7(r, x))? 

trace(7rc(^)^4o-) = 0 
si ne est a-stable. 

De plus, f et (f sont associées au sens de [26]. 

Ceci résulte du travail de Delorme [31] et de l'argument de [5, Ch. 1, § 7]. 
Noter que dans les identités précédentes, Aa doit être choisi convenablement ; par 

ailleurs les identités sont vraies pour les séries principales (unitaires) complètes - sans 
les réduire - et alors par prolongement analytique pour toutes les séries principales 
(généralisées) complètes quels que soient leurs paramètres. 

Corollaire 103A. — Si TTC est une série principale a-stable pour Gc, trace(7Tc(̂ )v40-) 
est nul ou de la forme M1 trace(7r?;(/)); les TTI étant des représentations {peut-être non 
unitaires) de G en nombre fini. 

Ceci résulte du Théorème, (i). 
On aura besoin d'étendre ces identités au cas des caractères abéliens de Gc, suppo

sés a-stables. Soit e un tel caractère ; on l'écrit par abus de langage e(g) = e(det g) où s 
est un caractère de Cx. Il est a-stable si e = zpzq avec p = —q G ^Z. Si p G Z, e « pro
vient de G » (ou de So), i.e. est associé naturellement au caractère £o : g H-» det(g)p 
de G. Sinon, on dira que e ne provient pas de G. 

Lemme 10.3.5. — Soit f, (p comme dans le Théorème 10.3.3. Alors 

(i) Si e provient de e®, 

(trace sç>y f) = 77 (trace £,</?), 77 = ±1. 

(ii) Si e ne provient de G\ 
(trace e, ip) — 0. 

Nous esquissons seulement l'argument. Pour (ii) noter que si n et TTC sont associées 
il résulte aisément de (10.3.3) que 0n o N ~ 0nc, 0^ et 0nc (sur U(l) et Cx) étant les 
caractères centraux et iV : Z(Gc) = Cx —• Z(G) = U(l) étant donnée par z 1—» z/z. 

En particulier si TTC est une série principale généralisée provenant de G, 6nc(z) est 
de la forme (z/z)p pour p entier. 

Si e ne provient pas de G, son caractère central, égal à el, n'a pas cette propriété 
puisque £ est impair. Or d'après un théorème bien connu, e peut s'écrire comme somme 
alternée 

£ = y^n,ind^(£,C)Xz = y^rgli 
I=i 1=1 

où les XI sont des caractères du groupe de Borel, que l'on peut supposer en situation 
positive au sens de Langlands (Ch. 3), et les rii sont des entiers relatifs. Une telle 
décomposition est alors unique. Les induites et e ont le même caractère central. 
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On peut choisir la conjugaison complexe a, modulo conjugaison dans G(C), telle 
qu'elle laisse Bc invariant (Ch. 4). Noter que s est cr-stable et que (en prenant Aa = 1 
dans l'espace de e) (trace e, p)) — (trace e, p) x Aa). Il résulte de l'unicité de la décom
position que G fixe les Ii ou les échange deux à deux sans point fixe. Alors 

r' 
(trace £, cp) = *y ^ riiTji(trace Itlp> x A^) 

i=l 

où les rji sont des signes, et la somme ne porte que sur les Ii qui sont cr-stables. Si 
le caractère central ne provient pas de G, la somme de droite est nulle, q.e.d. La 
partie (i) est démontrée dans [23, Ch. 3]. 

Revenons alors à l'égalité (10.3.1) ; v désigne toujours la place archimédienne dis
tinguée de F. Notons simplement gv l'algèbre de lie du groupe réel G\(FV) et soit 
3 le centre de son algèbre enveloppante (complexe). Soit 3c l'objet analogue pour 
G\(E 0 FV). Donc 3c — 3&3 et il y a une application norme naturelle N : 3c ~* 3 ^ 3 
[26, §4.2]. Si UJ est un caractère infinitésimal, u : 3 —* C pour G\(FV) on en déduit 
un caractère Çl = UJ o N pour 3c- On dira que UJ et il sont associés. 

D'après un résultat fondamental d'Arthur (cf. [26, p. 320]) on peut séparer dans 
(10.3.1) les contributions des caractères infinitésimaux : l'égalité reste vraie, UJ étant 
fixé, quand TT décrit les représentations telles que UJ(HV) = UJ et II celles vérifiant 
uj(Uv) = r2. Si les fonctions fv et p>v sont fixées en les places différentes de v (in
finies aux places archimédiennes), les sommes portent alors sur un nombre fini de 
représentations. 

Choisissons alors une représentation TTV de G\(FV) apparaissant dans (10.1) et 
séparons l'identité selon les représentations de G\(FV) et G\(E (g) FV) : 

(10.3.4) trace TT„(/„) ^ trace nv(fv) + ^ trace pv(h) ^ trace pv(fv) 
TV p,;̂ 7T(; p 

= ] T tr^ce(Uw(<pw)Aa)J2 trace(n^ (ipw)I™). 
Uw n 

Dans le membre de gauche, Y2n porte sur les représentations telles que nv soit 
la représentation fixée \pv parcourt toutes les autres représentations de G\(FV) ; pour 
chacune, Mp est défini de même. A droite, II ̂  décrit les représentations de G\(E<&FV), 
et l'on a décomposé Ia (dans l'espace de II) en un produit tensoriel Aa et I™. 

Fixons 7T° telle que (n°)v = nv. Alors TÏ° a des vecteurs fixes par un sous-groupe 
compact Kf C G\(Apj) = G(Aqj) ; pour Kf assez petit, la fonction caractéristique 
/ / de Kf admet une fonction cp f associée (cf. [26, § 2.5]). (On peut choisir les fonctions 
fvf aux places archimédiennes # v égales à des caractères des représentations TT°,). 
Alors fv — &)U9Lv fu admet une fonction associée (pv, et la partie de (10.3.4) relative 
à 7TV est de la forme c trace 7rv(fv) où c est une constante > 0. 
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D'après le Lemme 10.3.2, le Corollaire 10.3.4 et le Lemme 10.3.5, le membre de 
droite s'écrit 
(10.3.5) E 

a b 
c(av)tYSLce crv(fv) 

où o~v parcourt un ensemble fini de représentations irréductibles de G\(FV). L'égalité : 

(10.3.6) c trace nv(fv) + ^] c(p^)trace nv(fv) = c(o~v) trace crv(fv), 
Pv^v a v 

qui porte sur un ensemble fini de représentations, montre alors qu'il existe o~v égale 
à TTV . 

Dans le membre de droite, o~v était associée à une représentation 11^ par le Corol
laire 10.3.4 ou le Lemme 10.3.5. Dans le second cas av — £o est un caractère abélien. 
Dans le premier, av est l'une des composantes d'une série principale, ou appartient à 
la série discrète (Thm. 10.3.3). 

Nous pouvons maintenant démontrer le Théorème 10.3.1. Supposons que nv = 
J(T, X) comme représentation de JJ(£ — 1, 1). Donc nv est associée par le Cor. 10.3.4 
à une représentation générique Tlw qui apparaît dans les formes automorphes sur 
Dx (AE) ; d'après le théorème d'Harris et Taylor déjà cité, 11^ est la composante 
locale d'une représentation cuspidale de GL(£, AE). Puisque la trace tordue de 11^ 
évaluée sur une fonction cpw provenant de Gv est non-nulle, 11^ = ne doit être l'une 
des représentations décrites dans le Théorème 10.3.3. 

Le cas des représentations ne « provenant des séries discrètes » est exclu car l'iden
tité de caractères impliquerait que nv serait une série discrète. Donc II^ provient 
d'une représentation I(a, x)- Ecrivons 

nw = ind°^ 'C)((z/*r , . . . (zlzf"-\ zaz0, z-P(z)-a). 

(Les données p, et, ¡3 ne sont pas nécessairement, pour l'instant, celles de nv). Le 
Théorème 7.0.1 implique alors : 

a + (3 
2 

1 

2 
1 

P + 1 
< 

1 

2 
De plus 11^ est irréductible, et 

trace Uw(cpwAa) = E trace nt(fv) 

où la somme porte sur les composantes éventuelles de la représentation I(r'', x') asso
ciée à lly;. 

Il en résulte que J(r, x) esl l'une de ces composantes. Mais la condition |a + /3| < \ 
implique que I(rf, x') esl irréductible, sauf peut-être si et + (3 = 0. (Voir les résultats 
de Knapp cités dans le §6.2. Pour a + (3 — 0, on peut avoir réductibilité des séries 
principales unitaires, cf. §4.4). 

Si et + (3 0, on voit donc que I(r', x*) eŝ  irréductible et égale à J(r, x), d'où le 
Théorème. 
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Remarque. — On a donc démontré que toute représentation non-tempérée et non-
abélienne de G(R) qui apparaît dans les formes automorphes est une série principale. 
En particulier les modules de Vogan-Zuckerman de degré primitif ^ 0, d = £ — 1 
n'apparaissent pas. Si Y est un sous-groupe de congruences de G, on voit donc : 

Théorème 10.3.6. — Si F C G(Q) est un sous-groupe de congruences et X — 
F\SU(^ — 1, Vj/Koo, X n'a pas de cohomologie primitive en degrés 0 < i < £ — 1. 

Ce résultat était démontré de façon assez différente dans [25]. 

10.4. Démonstration du Théorème 3 

Si G n'est pas un vrai groupe unitaire, on suppose n + 1 ^ 2e. On utilise les 
réductions du § 2 ; en particulier on peut supposer que G contient un sous-groupe H 
de rang premier impair £ du type considéré dans le § 3. (On a n + 1 = d ou 2<i, et £ 
est un diviseur premier de d). On utilise le Théorème 9.5.1 avec n' — £ — 1. 

Considérons d'abord le cas des fonctions. Pour le « petit groupe » H, la minoration 
He°^ est ici, avec les notations du §3, cf. aussi Prop. 4.5.1 : 

A = n'2 - (a -h (3)2 ^ {£ - l)2 - 1, soit e=l 

puisque \a + /3\<l (Thm. 10.3.1). 
(La seule autre valeur propre possible est nulle). D'après 9.5.1 on a donc pour G 

l'hypothèse H^^'+i- Ceci correspond dans la définition de i/J0,0̂  aux valeurs propres 
entières ou à 

A ^ n2 - (n - nf + l)2 = 2n(£ ~2) - (£- 2)2. 
Si £ = 3 c'est l'inégalité cherchée A ^ 2n — 1. 
En général on a, en posant r = £ — 2, 

2nr - r2 > 2n - 1 
si n > r+1/2 Orn + l ^ ^ = r + 2, donc n ^ r + 1. 

Considérons le cas des 1-formes. D'après la Prop. 4.5.1 et le Théorème 10.3.1, les 
valeurs propres du laplacien sur H vérifiant l'estimée tempérée HQP^ OU l'une des 
inégalités 0 . 0 

A - (/ - 2)2 - {a + f3)2 > (l - 2)2 - 1 
A= ( / _ i ) 2 _ ( a + /3)2 ^ ( / _ 1 ) 2 _ 1 , 

La première minoration est donc toujours vérifiée; puisque n' — l — 1, i î vé
rifie j£f(1'°) ou (0jl) (£ — 1). Le Théorème 9.5.1 donne alors pour G 1'« hypothèse » 
Hn^°n'+i 0̂1̂  son% pour les valeurs propres exceptionnelles (les autres ont déjà été 
minorées dans le § 10.2), 

A ^ (n - l)2 - (n - ni + l)2 = (n - l)2 - (n - r)2 

soit 

(10.4.1) A ^ 2(r - l)n - r2 + 1 

avec r = £ — 2. 
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On veut montrer que À > 1/5 11/25 . Ceci ne résulte pas de (10.4.1) si £ = 3, mais 
dans ce cas on peut appliquer l'argument du § 10.1 (H est un groupe U(2, 1 )...). Si 
£ ^ 5, l'inégalité cherchée résulte de (10.4.1) si 

2(r - 6 
5 

n ^ r — 36 
25 = r -

6 
5 

(r -h 6 
5 

Orn + l ^ r + 2, donc 2 n ^ r + 2>r+|5/5. 
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PARTIE II 

HOMOLOGIE DES VARIÉTÉS 
HYPERBOLIQUES 





CHAPITRE 11 

L'ESPACE HYPERBOLIQUE COMPLEXE 

Ce court chapitre est une brève introduction à l'espace hyperbolique complexe, on 
peut l'omettre il n'est pas essentiel pour la suite. Il peut néanmoins être utile à la 
compréhension des géométries plus compliquées que nous étudions dans les chapitres 
suivants. (Pour plus de détails sur l'espace hyperbolique complexe, se reporter au livre 
de Goldman [46] ou à l'article [40].) 

11.1. Modèle de l'hyperboloïde et modèle projectif 

Soit C71'1 l'espace vectoriel complexe de dimension n + 1 (sur C) constitué des 
(n + l)-uplets Z — (Zi,.. ., Zn+i) G Cn+1 et équipé de la forme hermitienne : 

<Z, W) = ZjVi + • • • + ZnWn - Zn+lWn+1. 

Soit U(n, 1) le groupe des automorphismes (unitaires) de C72'1. L'équation (Z, Z) — — 1 
définit une hypersurface réelle H dans C71'1. Le groupe U(n, 1) agit transitivement 
sur H. D'un autre coté, le groupe S1 = {et0} agit librement sur H par Z \—» e%eZ ; on 
appelle espace hyperbolique complexe de dimension n la base Hg du flbré principal H 
avec pour groupe S1. Notons TT l'application canonique de H dans Mg. Dans la suite 
on désignera par Pn le point de Mg au-dessous de (0,. . ., 0, 1) G H i.e. 

P0 =TT(0,.. . ,0,1). 

L'action de G := SU(n, 1) = {A G U(n, 1) | det A = 1} sur Hg est transitive; le 
groupe d'isotropie du point PQ est K := 5(U(n) x U(l)). On a alors l'identification 
suivante : 

Hg - G/K. 

Un vecteur Z G C71'1 est dit négatif (resp. nul, positif) si le produit hermitien 
(Z,Z) est négatif (resp. nul, positif). L'espace hyperbolique complexe Hg s'identifie 
au sous-espace de P(Cn'1) constitué des droites négatives dans C71'1. L'image PU(n, 1) 
de U(n, 1) dans PGL^77'1) est le groupe des biholomorphismes de Hg. 
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11.2. Modèle de la boule 

Soit C72 = A4n,i(C) l'espace vectoriel complexe de dimension n munit du produit 
hermitien standard 

((z, w)) = fwz = z1w1 + • • • + znwn 

et soit U(n) son groupe (compact) d'automorphismes unitaires. On peut identifier Mg 
avec la boule unité 

Bn = {z G Cn | ((z,z)) = lzz < 1} 

par le plongement biholomophe suivant : 

Cn pre™'1) 

z1 

zn 

'zi 

ZJI 

1 

Plongement qui envoie l'origine de Cn sur le point PQ. Dans la suite nous travaillerons 
dans chacun de ces modèles ; les z minuscules indiqueront que l'on se place dans le 
modèle de la boule et les Z majuscules que l'on se place dans le modèle projectif. 

Soit g G G, nous notons 

g = 
A b' 

с d 
où A € A1n,n(C), 6, tc G Cn et d G C. L'action de g sur Mg est donnée par : 

gz = (Az + b)(cz + d)-1, 

pour tout z G Mg. 

11.3. Structure kaehlérienne 

Dans cette section, nous équipons l'espace Hg d'une structure kaehlérienne. Rap
pelons qu'une structure kaehlérienne sur une variété est équivalente à une structure 
complexe J et une structure symplectique UJ compatible dans le sens que UJ est une 
(1, l)-forme positive par rapport à J. 

La structure complexe sur Hïï̂  est induite, de manière équivalente, par celle de 
P(Cn'1) ou par celle de Cn. 

Soit Z un élément non nul de C71'1. L'espace tangent à TT(Z) G Hg peut être identifié 
à 

z1- — {W | (Z,W) - 0}. 
Cet espace est identifié avec l'espace (AZ)X par multiplication par À G C*. Plus 
généralement, il est souvent commode d'autoriser un vecteur quelconque W G Cn,x à 
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représenter un vecteur tangent à Z, en le projetant sur Z^. En tenant compte du fait 
que Z n'est déterminé qu'à un multiple scalaire près, on définit 

9z(W,W) = 
(W - (W,Z)Z 

(Z,Z) 
W - (W,Z)Z\ 

IZ.7A 
-(z, Z) 

(Z, Z) {W, W) - (Z, W) {W, Z) 
-{z, zy 

On obtient ainsi une métrique g sur Hg qui est hermitienne par rapport à J. Dans le 
modèle de la boule, en appliquant les formules ci-dessus k Z — (£z, 1) et W — (d1 0), 
on trouve que la métrique sur Hg est donnée par : 

ds2 = tr[(J - zHyxdz(\ - Hz)~xéz\ 

(1 - yjv ZiZi)(Y\, dzidzi) + (}• Zidzi)Çy. Zidzi) 
(l-JZiZiZi)* 

On peut maintenant montrer que Hg est une variété kaehlérienne. Ce qui revient 
à montrer que si l'on définit une 2-forme UJ sur Hg par la formule 

u(X,Y)= g (X,JY), 
on obtient une 2-forme fermée. On rappelle que J désigne la structure complexe, elle 
peut se voir comme l'application de l'espace tangent en un point donné dans lui-même 
par multiplication par yj—l. Pour montrer que uo est fermée on introduit 

(11.3.1) Dn = l - lzz 

(11.3.2) $n = ddlogDn. 

Un calcul simple montre que 

En particulier la forme u> est fermée et Hg est une variété kâhlérienne. 

11.4. Courbure 

Muni de sa métrique kâhlérienne, l'espace Hg est un espace symétrique. Soient go 
et îo les algèbres de Lie de G et K. Soit po le supplémentaire orthogonal de ffo dans 
Qo par rapport à la forme de Killing. Etant donné z E A1n,i((C), nous notons 

LU = V - l $ n . 

E (z) = 
0 z 
lz0 

Alors po = {Ç(z) \ z <E M.n,i(Ç)}. Nous identifions p0 avec l'espace tangent Tb(HIg) à 
Hg en 0. 

Pour z e Mn,\(C), soit rt la courbe Tt = (exp ££(z))0. L'image de £(z) dans 
2o(Hg) est le vecteur tangent f0 à Tt en t — 0. Sous cette identification, la métrique 
riemannienne est décrite par : 

go(£(z),£(w)) ^ReCwz). 
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De plus d'après [67, Théorème 3.2 chapitre XI], pour AT, Y, U G p on a : 

(11.4.1) R{X,Y)U = -[[X,Y],U], 

où R(. .) est le tenseur de courbure de Hg. 
Enfin, concluons cette section en remarquant que si X, Y G C™'1 sont deux éléments 

non nuls, la distance d entre les points qu'ils représentent dans Hnc. est donnée par : 

(coshd)2 = (X,Y)(Y,X) 
(X,X)(YY) 

En particulier dans le modèle de la boulé la distance d d'un point z G Hg à 0 est 
donnée par : 

(11.4.2) (coshd)2 = 1 

Un 
= 

1 

1 — zzz 

11.5. Volume des boules 

Déterminons enfin comment varie le volume d'une boule géodésique de rayon p en 
fonction de p. Au point *(0,. . ., 0, r) € Bn la forme de Kaehler 

Lu = V - l 
, n-l 
M 

i = 1 

1 
1 - r2 

dzj A dzj + 1 
1 - r2)2 

dzn A dzn 

La forme volume vaut donc : 
1 
ni 

W1 -1 - 1 n 1 
(! _r2)n + l 

dz\ A ûtei A • • • A A dzn 

2<n 
(! _r2)n + l 

- 1 
2 

etei A d^i A • • • A dzn A c/zn 

2n 
(1 _ r2\n+l 

cfcci A c?2/i A • • • A dxn A <%n 

onJn-1 
(1 _ r2\r2) n+l drda 

où dcr désigne la forme volume sur la sphère unité r = 1. 
Puisque la distance euclidienne r est reliée à la distance hyperbolique p par 

r = tanh P 
2 

le volume d'une boule de rayon p est donnée par 

vol(B(p)) = 
tanh 1(r)^p 

2^271—1 

f 1 _ r2An+l -drda 

271 ̂ _ 02n-l 
P 

/0 
(sinhÄ^-^coshÄjdÄ 

2nCT2n-l 
2n 

;sinhp)2n 2nCT2n-l 
2n 

.e2np 

(où cr2n-i = 27rn/n! est le volume euclidien de la sphère unité §2N 1 C Cn). 
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Dans le chapitre suivant nous nous intéressons plus généralement aux espaces sy
métriques associés au groupe SU(p, q) et à leurs sous-espaces totalement géodésiques. 
Notons que le cas de l'espace hyperbolique complexe est particulièrement important 
pour nous, et peut servir de guide pour la compréhension de ce qui suit. 
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CHAPITRE 12 

ESPACES SYMÉTRIQUES ASSOCIÉS 
AUX GROUPES UNITAIRES 

12.1. Préliminaires 

Soient p ^ q deux entiers strictement positifs. Dans ce chapitre nous notons 
G = SU(p,g), K = G n U(p) x U(<?) = 5(U(p) x U(<?)) et Vp,q = G/K, l'espace sy
métrique associé. Remarquons que T>n,i s'identifie à l'espace hyperbolique complexe. 
Nous réalisons plus généralement T>P:Q comme un domaine complexe borné 

Vp>q = {Ze MP,,(C) | "ZZ < Ig}. 

Nous noterons généralement T> = T>P:Q, à moins que le contexte ne soit pas clair. Etant 
donné g E G, on écrit 

9 = 
A B 
C D 

où A G MP,P(C), B G MM(C), C G MQiP(C) et D e Mq,q(C). L'action de g sur V est 
donnée par 

gZ = (AZ + B)(CZ + D)'1, Z G T>, g e G. 

Le groupe G agit transitivement sur P et le groupe d'isotropie de 0 est K. Sur T>, on 
a une métrique kaehlérienne définie par 

tr((Jp - Z*Z)-xdZ{Iq - fZZyxdrZ). 

L'espace T> équipé de la métrique riemannienne correspondante est un espace symé
trique hermitien. 

Soit go (resp. ÏQ) l'algèbre de Lie de G (resp. K). Soit po le supplémentaire ortho
gonal de £o dans go par rapport à la forme de Killing. Les algèbres de Lie go et ÏQ ainsi 
que la forme de Killing ont été décrites au chapitre 4 dans le cas q — 1. Rappelons 
que si, pour Z G MPiQ((C), nous notons 

E (Z) = 
0 z 
*Z 0 
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alors po = {€(Z) I Z E Mp^q(C)}. La forme de Killing induit sur po le produit scalaire 
He(tr(ZLW)), où Re désigne la partie réelle d'un nombre complexe. 

Nous identifions po avec l'espace tangent TqÇD) à T> en 0. Pour Z G MPiQ(C), soit rt 

la courbe rt = (exp££(Z))0. L'image de Ç(Z) dans T0(î>) est le vecteur tangent fo à 
la courbe rt en t = 0. Sous cette identification, la métrique riemannienne g de T> est 
induite par la forme de Killing : 

gotë(Z),Ç(W)) =Re(tr(ZtW)). 

12.2. Sous-espaces totalement géodésiques 
Si v G Cn, où n = p + q, nous décomposons v en 

v = v+ 
v -

u + E Cp , V- E cp . 

Soit g = A B 
C D 

e G et Z e P, on introduit les facteurs d'automorphie : 

(12.2.1) 

v ( 1 , Z) = 1(9, Z) 0 
0 i(g, Z) 

j(g, Z) = CZ + D, 

l(g, Z) = A- (gZ)C. 

L'action de g sur T> peut alors prendre la forme suivante : 

9 
Z 

lx = 
gz 
l1 

j(g,Z), Z€T>. 

Dans la suite, n = p + q et Q est la forme hermitienne sur C n de matrice (elle aussi 

notée Q) : IP 0 
0 -Iq 

Soit V un sous-espace complexe de C n positif par rapport à Q. On associe à un tel 
espace un sous-groupe Gy de G et une sous-variété T)y de T) définis par : 

Gv — {g G | g laisse invariant le sous-espace V}, 

T)v = {Z G T> | fZv+ = v- pour tout v G V}. 

Lemme 12.2.1. — La sous-variété T>y et le sous-groupe Gy ont les propriétés sui
vantes. 

(1) Pour tout g G G, gT>y = L)gy. 
(2) Le groupe Gy agit transitivement sur T>y. 
(3) La sous-variété T>y est un sous-espace symétrique totalement géodésique de 

dimension complexe (p — r)q, où r — dimc V. En tant qu'espace symétrique T>y est 
isomorphe àT>p-r^q. 
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Démonstration. — Il découle facilement des définitions que 

Dv = Z G D | *vQ Z 
In 

= 0, pour tout v G V 

Alors si g € G, Z G T>v et v G V, on vérifie facilement que 

0 = lvQ 
Z 

Ln = 'v'gQg z 
L1 

= lgvQ gz 
V 

j(g,z). 

Donc tvtgQg 
Z 

L1 = lgvQ gz 
L1 

= 0 et le premier point est démontré. 

Puis, il découle du Théorème de Witt et du premier point que Ton peut supposer 
V = Cr. Dans ce cas, 

Dv = 0 
W 

W G Mp_r,9(C)3 *WW < Iq 

et 
Gv = u 0 

0 h 
G G | h€U(p-r ,g ) , ue\J(r) 

Et les points 2. et 3. du Lemme 12.2.1 s'en déduisent facilement. 
Soit ei, . . . , en la base standard de Cn. Fixons un entier 1 $J r < p et soit 1/ le sous-

espace engendré par ep_r+i, . . . , ep. Nous étudions maintenant la fonction distance 
d(Z,T>v) d'un élément Z G P à XV- Etant donné Z G P, nous décomposons Z en 

Z = Zi 
z2 

où Zi G Mp_r^(C) et Z2 G Mrjq(C). Le sous-espace T>y est alors donné par 

Vv = {Z G V | Z2 = 0}. 

Un élément g G GV s'écrit comme matrice par blocs 

9 = 
Аг О Вх 
О и О 

Ci 0 £>i 

Notons T>i l'espace 
V\ = {W G Mp^q(C) | lWW < IQ}. 

Le groupe Gy agit transitivement sur T>\ par : 

#W = (AXW + BOCCiW + Di)"1, g G Gv, W G X>i. 

L'action de Gv sur P s'écrit : 

(12.2.2) gZ = 9Z1 
uZ2j(g,Z)-1 , g G Gv, Z e T). 
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D'après (12.2.2), il existe un élément g G Gv tel que gZ = Zf avec Z'x = 0 . La 
métrique riemannienne de T> étant G-invariante, d(Z, T>v) = d(Z',T>v) = d(0,Z'). Il 
nous suffit donc d'étudier la fonction distance c/(0, Z) de 0 à Z. 

Lemme 12.2.2. — Soit Z G T>, d = d(0, Z) et m le rang de Z^Z. Alors, 

(1) si m = 1, cosh2 d = (det(Jp - Z^Z))"1, 
(2) et en général, 

1 
2m 

ed < (det(/D - Z^))'1 < e^d. 

Démonstration. — Il existe un unique Y G Mp,q(C) vérifiant 

(12.2.3) exp(^(y))0 = Z. 

La courbe exp(££(y))0, 0 ^ t ^ 1, est une géodésique joignant 0 à Z. On a donc 

d2 = tr(r*F). 

Soit A (resp. J5) une matrice hermitienne positive vérifiant 

A2 = YlY (resp. B2 = lYY). 

Il découle des définitions que 

exp(£(lO) = 
cosh A 

Eoo 
k=0 2/c+l) ty 

<k=0 
A2K 
L12+1 Y 

cosh 

Puisque A2kY = YB2k, on déduit de l'expression ci-dessus et de (12.2.3) que Z^Z = 
tanh2 (A) et donc que : 

(12.2.4) eA = !„ + v z*z 
(/P-Z*Z)V2-

Il découle facilement du fait que A est de rang m que 

d < tr(A) ^ y/md. 

Puisque Z^Z < 7P, le calcul du déterminant (12.2.4) implique le point (2) du Lemme. 
Si m = 1, d — tr(v4) et le point (1) découle encore de {12.2A). 

Lemme 12.2.3. — Soient hz = (Iq - lZ{Zx)-x et hz = {Iq - lZ~Zyx. Alors, 

hgz = j(g, Z)hztj(g, Z), pour tout g e G, 

hgz = j(g, Z)hztj(g, Z), pour tout g G Gy. 
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1 + r™1 tr [z2(Iq - *ZZ t Z2 > 

Démonstration. — Soit lz = (Iq — lZZ). On a : 

lz = -CZ Iq)Q Z 
l1 = -(ZZ Iqy9Qg Z 

l2 = j(9,4)lgZ3{g,*)' 

Puisque hz — lz1 , on obtient la première propriété annoncée. Mais hz = h/ z\(z1) et 

pour tout g G GV, j{g, Z) = j {g, ( z^ )), d'où la seconde propriété annoncée. 

Pour Z G T>, on introduit les fonctions A et B sur T> définies par 

(12.2.5) 
A = det(Iq - lZZ) 

B = det(Iq -tZ1Z1). 

La fonction B est obtenue en restreignant la fonction A à T>v •> puis en l'étendant à T) 
tout entier de façon constante dans la direction de Z2. 

Lemme 12.2.4. — La fonction B/A est G v-invariante. 

Démonstration. — Cela découle immédiatement du Lemme 12.2.3. 

Nous pouvons maintenant estimer la fonction d(Z, T>v)-

Proposition 12.2.5. — Soient Z G D et m le rang de la matrice Z2lZ2 • 

(1) Sim = l, (coshd(Z,XV))2 = B/A. 
(2) En général, on a : 

4m B 
A 

^ e 2d(Z,T>v) et e' /md{Z,T>v) 
B 
A 

Démonstration. — Les fonctions B/A et d(.7Dv) sont toutes deux G v-invariantes. 
On a vu, cf. (12.2.2), que l'on pouvait se ramener à ce que Z\ = 0 et donc 
d(Z,T>v) = d(0,Z2). Mais alors, B/A = (det(Iq - Z2tZ2))~1. Et la Proposition 
découle du Lemme 12.2.2. 

Nous aurons également besoin dans la suite des expressions suivantes. 

Lemme 12.2.6. — On a Végalité 
B 
A 

= det{Ir + Z2(Iq - 'ZZ)-1^} 

et Vinégalité 

B 

A 

l/r 
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Démonstration. — Remarquons d'abord que 

Iq — lZ\Z\ — Iq — lZZ + lZ2Z2 

= (Iq-'ZZy/2 Iq + (Iq - tZZ)-^ZtZ2Z2(Iq ~ ZZZ\ -1/2 Iq - lZZ) ,V2 

On en déduit que 

B 
A 

= det Iq + (Iq - tZZ)-1'2tZ2Z2(Iq - 'ZZ)-1/2 

= det {Ir + Z2(Iq - 'ZZ)-1^ 

Ce qui démontre la première partie du Lemme. Remarquons maintenant que la matrice 
Z2(Iq — tZZ)~ltZ2 est positive. Notons Ai,.. ., Àr ses valeurs propres (réelles positives). 
Alors, 

1 + 1 
r [Z2{Iq - *ZZ)~"Z2) = 

(1 + Ai) + --- + (1 + Ar) 

r 
> {(l + Ai). . . ( l + Ar)}1/r 

= det {Ir + Z2(Iq - tZ'Z)-ltZ2}1/r 

B 
r 

l/r 

Remarquons qu'à l'aide de la théorie générale des espaces symétriques (cf. [52], 
[67]), on peut montrer que les seuls sous-espaces totalement géodésiques de l'espace 
hyperbolique complexe Hg = V>ri,\ sont soit des sous-espaces T>v comme ci-dessus, 
soit des sous-variétés totalement géodésiques totalement réelles. On ne s'occupera ici 
que des premiers. En ce qui concerne les espaces symétriques Dp^q, il existe en général 
d'autres sous-espaces totalement géodésiques holomorphes que ceux considérés ci-
dessus. 

12.3. Croissance du volume 

Examinons maintenant les champs de Jacobi émanant de IV-(Une référence géné
rale pour les champs de Jacobi est [87].) 

Lemme 123.1. — Soient Z G T)y, Tz(T>y) l'espace tangent àDy en Z et TzÇDy)1- le 
supplémentaire orthogonal de Tz(Dy) dans TZ(T>). Soit Y un vecteur dans TzÇDy)± 
avec gz(Y,Y) = 1. Alors, 

(1) les espaces Tz{Dy) et Tz^Uy)1- sont invariants sous l'application R(.,Y)Y, 
(2) il existe Ai ^ À2 ^ • • • ^ \i ^ 0, Z = max{r, q} tels que 

- A2 + .-- + A2 = l, 
- Xi = 0, si i > min{r, q}, 
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l'opérateur R(., Y)Y\Tz(x>v) a pour valeurs propres 

— A]_, . . . , —Al5 — A2, • • • , — A2, • • • , — Ag, . . . , — Ag, 

2(p - r) 2(p - r) 2(p - r) 

- l'opérateur R(., Y)Y\Tz^T>v^± a pour valeurs propres 

-(A, - A,)2, -(A, + A,)2, 1 < i < r, l^j^q. 

Démonstration. — D'après (12.2.2), on peut supposer que Z = 0 et F = ( ( ^ ) . 
D'après [67, Theorem 3.2, Chap. XI], étant donné X G TQ(D), le tenseur de courbure 
est donné par : 

(12.3.1) R(X,Y)Y =-[[X,Y],Y]. 

Si X = £( ^ ) G To(T*v), un calcul simple donne alors 

(12.3.2) R(X,Y)Y = Ç 
-NlMM^ 

0 

Si maintenant X = £( £ ) G TQ(T>V)J~, un autre calcul simple à l'aide de (12.3.1) donne 

(12.3.3) R(X, Y)Y = Ç 0 
—LlMM + 2MlLM - M1 ML 

Il découle de (12.3.2) et (12.3.3) que les espaces TQÇDV) et TQ(T>V)± sont invariants 
sous l'application R(.,Y)Y. Remarquons que l'on peut toujours supposer que M est 
de la forme 

M = 

'Ai 0 

0 a1 
0 

si r > g, 

Ai 0 

0 z1 
si r = q, 

Ai 0 

0 
0 Ar 

si r < q, 

avec Ai ^ • • • ^ A/ ^ 0, / = max{r, q} et Â  = 0 si i > min{r, q}. Puisque X\ + • • -+A2 = 
tr(MtM) = go(Y,Y) — 1, le deuxième point du Lemme 12.3.1 découle alors des 
formules (12.3.2) et (12.3.3). 

Soit r une géodésique perpendiculaire à Py. Nous pouvons maintenant étudier les 
champs de Jacobi le long de r. Soit r — rtl où t est la longueur d'arc de T>y à rt et 
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Y = fo. Dans la suite nous décrivons les champs de Jacobi X = X(t) le long de T 
vérifiant 

(12.3.4) X(0) E TT0{VV) et VYX e ^ ( P y ) 1 . 

L'équation de Jacobi est donnée par 

VÏtX + R(X,TT)Tt=0. 

D'après le Lemme 12.3.1, les valeurs propres de R(.Y)Y sont négatives. Soit Xo G 
TTO(DV) un vecteur propre de R(.,Y) Y pour la valeur propre —À2 (À ^ 0). Soit Xt 
le transport parallèle de X0 le long de T. On peut vérifier que 

(12.3.5) X(t) = (coshXt)Xt 

est un champ de Jacobi le long de r vérifiant (12.3.4). Soit Lo G TTO(T>v)A~ un vecteur 
propre de R(.,Y) Y pour la valeur propre —À2 (A ̂  0). Soit LT le transport parallèle 
de LQ le long de T. On peut vérifier que 

(12.3.6) L(t) = 
(sinh At)L¿ si A 0, 

tLt sinon 

est un champ de Jacobi le long de r vérifiant (12.3.4). L'espace des champs de Jacobi 
vérifiant (12.3.4) a pour dimension 2pq. Cet espace est engendré par les champs de 
Jacobi construits ci-dessus. 

L'espace T> — Vy se décompose en un produit : 

T x ]0,+oo[ 

où T est l'hypersurface de T> constituée des points à distance 1 de T>y et où nous 
identifions un point (W, t) G T x ]0, +oc[ avec le point Z G T> k distance t de T>y et 
tel que la géodésique passant par Z et W soit perpendiculaire à XV. 

Si S est un sous-ensemble mesurable de JF, nous noterons cu(t, S) le volume de 
{Z G T x {t} | Zi G S}. D'après (12.2.2), u(t,S) = u{t,gS) pour tout g G Gy. On 
peut donc voir u;(t, 5), pour chaque t, comme une mesure invariante sur Dy. Il existe 
alors une fonction f(t) telle que cj(t, S) = /(t) vol(S). 

Lemme 12.3.2. — // existe une constante c telle que : 

(1) si r = 1, 

u(t,S) = cvol(S')(sinh2t)(sinht)2(9-1)(cosht)2(p-1), 

(2) en général, 
u(t,S) ^ cvol(5)(l +tpq)e2{p+q-1)^it\ 

où m = min{r, q}. 
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Démonstration. — Si l'on écrit u(t,S) = /(£) vol(.S), il nous faut estimer /(t), par 
exemple en la comparant à la constante /(1). Soit xs une courbe dans T. On note x\ 
le point (xs, t), x^ la courbe à s fixé et xP la courbe à t fixé. Les courbes x^ sont 
des géodésiques et xP est un champ de Jacobi le long de cette géodésique qui vérifie 
(12.3.4). Mais d'après le Lemme 12.3.1 et (12.3.5), (12.3.6), l'espace TXs(F) admet un 
base orthonormée réelle 

•^lî ' - - J ^2(p~r)-> ^2(p-r) + l> • • • 5 ^ Q ( p - r ) ? 7 ^2{p-r)qi 

11, . . . , Y2rq-1 
et il existe des réels 

Ai ^ • • • ̂  À/ ^ 0, Z = max{r, g} 
vérifiant : 

(1) A? + --- + A(2 = l, 
(2) Xi = 0 pour tout i > min{r, g}, 
(3) au point (xs,£), 

||Xi|| = • •. = ||X2(p_r)|| 
cosh X\t 
cosh Ai 

|^2(p-r)(g-l) + l|| — • • • — \\X2(p-r)q\ 
COSh Xqt 
COSh Xq 

(4) au point (xSlt), l'ensemble des ||Yj|| pour 1 ^ j ^ 2rq — 1 (comptées avec 
multiplicités) coïncide, à une permutation près, avec l'ensemble des aij pour 1 ^ i ^ r, 
1 ^ J ^ Q et des b^ pour 1 ̂  i < r, 1 ^ j' ^ q et (z, j) 7̂  (1, 1) tels que 

aij — 
sinh(À^ + Xj)t 
sinh(À^ + Xj) 

si Yi + Xj 7̂  0, 

si Yi + À7 = 0, 
et bij — 

sinh \Xi — Xj\t 
sinh I Xi — Xj I 

t1 

si A2 ^ Xj, 

si — Xj. 
On en déduit alors facilement que 

/ ( * ) = / ( ! ) 
sinh 2tsinh2(<?-1) tcosh2^-^ t 
sinh2sinh2(9-1) lcosh2^-^ 1 

si r = 1 

et en général qu'il existe une constante c telle que 
f(t) <: C(l + t2pqr)e2(p+g-l)v^*j 

où m = min{r, g}. 

Remarquons que la fonction B/A est plus naturelle que la fonction distance 
d(., T>v). Dans la suite nous reprenons l'étude du volume à l'aide de la fonction B/A. 

Notons d'abord que si g G G et Z G D, 

d(gZ) = l(g,Z)dZj(g,Zr1. 

On sait que 
det(l(g,Z))=det(j(g,Z))-1. 
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Donc si Ton pose 

{dZ} = 
P 

n 
i=l 

a 
n 
.7 = 1 

dZ^ j dZ\ j 

et si g G G, 
{dgZ} =\det(j(g,Z))\-2^{dZ}. 

Puis d'après le Lemme 12.2.3, 

A(ffZ) = |detO'(ff,^))|-2A(Z). 

La forme volume invariante dv-jy de T> s'écrit donc 

(12.3.7) dw = (V^Ï)pqA-(p+qï{dZ}. 
Si (ZQ) G XV, soit Fz1 la fibre au-dessus de ce point dans le fibre T> —* XV- On a 
donc : 

FZL — {Z G T> | Zi fixé}. 
Soit g G Gv l'élément 

/7 
' ( V r - Z i ^ ) - 1 ^ o 

0 Jr 
- ( J . - ^ Z x ) - 1 / * ^ 0 

— {Ip-r — Z\*Z\) XI2Z\ 
0 

-(J.-^Zx Z1) -1/2 
Alors g envoie FZ isométriquement sur FQ, et 

9 
Z! 
¿2, 

= 0 
z2(/g-^z1z1)-1/2. 

Sur F0, l'élément de volume est (v^ï)r<* det(Jg - tZ2Z2)"(r+9){dZ2}, l'élément de 
volume sur FZ est donc 

di;F = (y/=ï)rqA-r B 
A 

pn 
{dZ2\. 

D'où il découle que 

(12.3.8) dvx) = 
B 
A 

p — r 
dvx>vdvp, 

où öVpv — (V — 1 )̂ p r^95 (p+q+r^{dZi} est la forme volume invariante sur XV. 

Lemme 12.33. — On a les formules d1 intégration : 

(i) 
D 

A8{dZ\ = 
2TT 

- 1 

p pq 
n 

i = p 

T(s + i) 
r(s + g + z) 

dès gne Re(s) > —1 ; et 

(2) 
rv\T> 

A 
B 

S 
dvx> = 

2TT 

- 1 

pn r 
n 
1=1 

Tis — p — q + i) 
Vis — p + i) 

vol(IV\XV), 

dès gue Re(s) > p + g — 1. 
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Démonstration. — On introduit tout d'abord f(s,p,q) — Sd As{dZ}. On déduit de 
(12.3.8), avec r = 1, la relation de récurrence 

f (s, p , q) = f (s + 1 , p - 1 , q) f (s, 1 , q). 

Mais, 

f(s, l,q) = f (1 - (\Zl | 2 + • • • + \zq^))adzxdzx • • • dzqdzq 

t)stq-ldt 
2 
-1 

pn 

£i(l*il2+lî/il2Ki 
(l-( |x1|2 + |2/1|2 + ..- + K|2 + |^|2))s 

• dx\dy\ •• • dxqdyq 

(2 =)q 
- 1 «r « 

1 

0 
(1 - t)stq-ldt 

(27r)«r(s + l) 
- l )« r ( s + g + 1 

dès que Re(s) > — 1. 

Alors le premier point du Lemme 12.3.3 découle d'une simple récurrence. 
Concernant le deuxième point, il découle de (12.3.8) que l'intégrale vaut 

r _1vb 

A 
B 

s+r—p 
dvpdvx>x 

Puisque A/B et dvp sont GV-invariant, l'intégrale 

FZl 
A 
B 

s-\-r—p 
dvp 

est indépendante de Zi. En Z^ = 0, sa valeur est 

'v3 
det(J, - tZ2Z2)s-P-i{dZ2}, 

où X>2 = {Z2 | ^Z2Z2 < Iq}. Le deuxième point du Lemme 12.3.3 découle donc 
directement du premier point. 

12.4. Fonction distance à Phypersurface 
Soit F la fonction distance géodésique à la sous-variété T>y. La fonction Z i—• F(Z) 

est bien évidemment lisse pour Z G X> — XV- Nous notons V2.F le hessien de F. 
Rappelons que le hessien d'une fonction C2 F de T> dans IR est la seconde dérivée 
covariante V2F de F, i.e. 

V2F(X, F) = X(YF) - (VXY)F, 

pour n'importe quels champs de vecteurs X, Y sur D et où V est la connexion de 
Levi-Cività induite par la structure riemannienne de T>. Le hessien V2F définit donc 
un tenseur symétrique de type (0,2). Nous appelons valeurs propres du hessien les 
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fonctions qui à chaque point de T> associent les valeurs propres de la matrice associée 
dans n'importe quelle base orthonormée de l'espace tangent à T> au point x. 

Proposition 12.4.1. — Notons {^fi(Z)}i^i^2pq les valeurs propres du hessien V2F. Si 
Z G T>, m = min{r, q} et l = max{r,g}, il existe alors Ai ^ A2 ^ • • • ^ Xi ^ 0 tels 
que 

_ Af + .-. + Af = 1, 
- Xi = 0, pour tout i > m, 
- quitte à réordonner les 7 (̂Z)7 

71 (Z) = Ai tanh(AiF(Z)),. . . , 72(p_r)(Z) = Ai tanh(AiF(Z)), 
y 

72(p-r)(q-i)+i(Z) = Ag tanh(AgF(Z)),... ,72(p_r)g(Z) = Xq tanh(AgF(Z)), 

et Zes 7/c(Z) pour 2(p — r)g + 1 ^ A; ^ 2pç, sont (a permutations près) les nombres 
riij et rriij, pour 1 ̂  i ^ r, 1 $C jî ^ q, tels que 

= f (Ai + Aj) coth((A, + AJ)F(Z)) sz A» + A, ^ 0 
n''J ~ \ 1/F(Z) sz A, + Xj; = 0 

et 
f |A. - AjlcothdAi - AJ|F(Z)) sz A, ^ A, 

mi,j = { 1/F(Z) si Az = A, et (2, j) ï (1,1), 
[O SZ (z,j) = (1,1). 

Démonstration. — Soit toujours r une géodésique perpendiculaire à T>y avec r = rt 
où t est la longueur d'arc de Dy à rt. Soit K = f. D'après le Lemme 12.3.1, il existe 
donc 

- / réels Ai ^ A2 ^ • • • ^ A/ ^ 0 tels que A2 + • • • + A2 = 1 et Az = 0, pour tout 
2 > m ; 

- un champ de bases orthonormées le long de r : 

{e«, AjJi:J \l^a^2 (p-r) q et l^ ij ^ 2rq} 

tel que pour tout entier 1 < j3 ^ q et pour tout entier 2(f3— l)(p—+ l ^ a ^ 2/3(p—r) 
le vecteur ea(0) G TTQ(D) et soit un vecteur ( —A^)-propre de i?(.,y)r" et que pour 
toute paire d'entiers 1 ^ i,j ^ 2rg le vecteur fij(0) (resp. /¡¿(0)) £ Fr0(^>)± et soit 
un vecteur ( — (Xl + Aj)2)-propre (resp. ( — (Az — AJ)2)-propre de R(.,Y)Y. 

Nous supposerons de plus (ce que l'on peut bien évidemment faire) que le vecteur Y 
est égal au vecteur /{ i(0). 

Alors d'après (12.3.5) et pour tout couple d'entiers ((3,a) vérifiant 1 ^ ¡3 ^ q et 
2(f3 — l)(p — r) + 1 ^ a ^ 2j3(p — r), les champs de vecteurs : 

(12.4.1) va(t) = cosh(Xpt)ea(t) 
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sont des champs de Jacobi le long de r vérifiant (12.3.4). Puis, d'après (12.3.6) et pour 
tout couple d'entiers (i, j) vérifiant 1 ̂  i ^ r et 1 ̂  j ^ q, les champs de vecteurs : 

(12.4.2) wr k (t) = SÌnh((A, + \j)t)fij(t), si Xi + Xj; ^ 0 
tfi,j{t), si Xi + Xj = 0, 

et 

(12.4.3) wr,1 k (t) = sinhflAi - А,-|*)Л,-(*), si А* ф Xj 

sont des champs de Jacobi le long de r vérifiant (12.3.4). De plus, nous avons vu 
que les champs de vecteurs (12.4.1), (12.4.2) et (12.4.3) forment une base orthogonale 
de l'espace des champs de Jacobi le long de r vérifiant (12.3.4). La formule de la 
variation seconde [87] nous dit alors que le Hessien V2£(= \/2F) se diagonalise dans 
la base {ea}i<a<2q(p-r) ^{fiji fij}î^i^r- Et plus précisément permet de calculer par 

1 < j < a exemple 

V2t(y)(ea, ea) = 
d2 

ds2 \s=0 
L (a)s. 

où si T va de x := ro G T>y à y :— T ^ ) , TS désigne la géodésique minimisante joignant 
TV au point expy(seot) et L{rs) sa longueur. Or, si a est un entier compris entre 
2(f3 — l)(p — r) + 1 et 2/3(p — r) pour un certain entier 1 ̂  (3 ^ g, le champ de vecteur 
y a = va/sinh.(Xj3t(y)) est un champ de Jacobi le long de r, perpendiculaire à r et 
vérifiant : va(t(y)) = ea(t(y)) et (12.3.4). La formule de la variation seconde implique 
alors : 

V2t(y)(ea:ea) = ( V ^ ( % ) ) , ^ ( % ) ) ) , 

= Yikj 
smh(Xf3t(y)) 
cosh(Xpt(y)) 

De la même manière, si (i, j) est un couple d'entiers vérifiant 1 ̂  i ^ r et 1 $ j $ <j <q. 
on obtient : 

^2t(y) (fij, fij) = 
(Ai + A7) cosh((Ai + Xj)t(y)) 

sinh((Ai + Xj)t(y)) 
si Ai + Xj. ^ 0 

(Ai + A7) si Â  — A7, 
et 

V2t (y) (filj, flJ) = 
\Xi — Xj coshdA, — Xn \ t(v)) 

3inh(|A2 - X0\t(y))' si À* 7̂  Â  

(Ai + A7) si Ai = Ai et (i, i) ^ (1,1), 
0, si (i,j) = (1,1). 

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 12.4.1. 
La variété T> est, en plus de sa structure riemannienne, naturellement équipée d'une 

structure complexe J : T*D —• T*P induite par la multiplication par \/—ï sur p. Nous 
avons équipé T> d'une métrique hermitienne kaehlérienne. On associe naturellement à 
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cette dernière la 2-forme réelle (i.e. qui est de bidegré (1,1) et a des coefficients réels 
dans des coordonnés réelles) 

- V ^ ^ â l o g d e t ^ - *ZZ). 

On peut voir cette dernière comme l'opposée de la partie imaginaire de la métrique her-
mitienne de T>. Remarquons que ce jonglage entre métrique et 2-forme différentielle est 
tout d'abord réversible et, de manière générale applicable à tout 2-tenseur covariant 
hermitien, i.e. tout tenseur localement de la forme M0 p H^pdz^dz^3 où H^p = H'pa. 
Comme d'habitude on confond la métrique avec la forme différentielle dans les énon
cés. Ainsi par exemple, si / est une fonction à valeurs réelles, l'assertion « ddf est 
définie positive » signifie réellement que « le tenseur hermitien ^ a p dza&z0 dzadz^ 
associé à v̂ rT ddf est définie positif ». 

Soit / une fonction réelle sur la variété complexe T> ; on définit sa forme de Levi 
Lf par : 

L / = 2 V Ô f Rdzcxd-z(3, 
J ^ dz^dz? 

qui est juste le tenseur hermitien associé à a/—1 ddf. Nous appelons valeurs propres de 
la forme de Levi Lf les valeurs propres de la matrice hermitienne associée au tenseur 
Lf dans une base orthonormée. 

Rappelons le lien bien connu entre la forme de Levi de / et son hessien sur une 
variété kaehlérienne. 

Lemme 12.4.2. — Soit f une fonction réelle sur une variété kaehlérienne et soit XQ = 
\(X — yj— 1 JX) un vecteur de bidegré (1,0). Alors, 

Lf(X0, X0) = \ (V2f(X, X) + V2f(JX, JX)) . 

Revenons maintenant à notre fonction « distance à T>y », la fonction F. Il est facile 
de vérifier que lorsque r ou q est égale à 1 (i. e. m = 1) le hessien de F se diagonalise 
dans une base J-invariante. On déduit alors du Lemme 12.4.2 que les valeurs propres 
de la forme de Levi de F sont 

- si r = 1, les valeurs propres : coth(2F(Z)) avec multiplicité 1, tanhF(Z) avec 
multiplicité p— 1, cothF(Z) avec multiplicité q — 1 et 0 avec multiplicité (p— l)(q— 1) ; 

- si q — 1, les valeurs propres : coth(2F(Z)) avec multiplicité 1, tanhF(Z) avec 
multiplicité p — r, cothF(Z) avec multiplicité r — 1. 

Les valeurs propres de la forme de Levi de F sont, lorsque F(Z) tend vers l'infini, 
plus proches les unes des autres que celles du hessien de F. Ceci sera important pour 
nous dans la suite, l'importance de cette propriété pour l'étude du spectre et de la 
cohomologie L2 a été mise en évidence pour la première fois dans [37] et les mêmes 
raisons fondent son importance pour nous. 
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Lorsque m > 1, on l'a vu la « bonne » fonction tenant compte de la structure 
complexe de XV n'est plus la fonction F mais la fonction B/A (ou plutôt log (B/A)). 
Dans la suite nous aurons besoin de connaître les valeurs propres de sa forme de 
Levi. 

Proposition 12.4.3. — Les valeurs propres de la forme de Levi de log (B/A) au point 
Z G T> sont la valeur propre 1 avec multiplicité qr et chacune des valeurs propres 
de (Iq — fZiZ\)~1/2€Z2Z2(Iq — (Z \yZi)~~1 /2 avec multiplicité p — r. En particulier, la 
valeur propre nulle intervient avec multiplicité (p — r)(q — m) où m ^ min{g, r} est 
le rang de la matrice Z2. 

Démonstration. — Nous ordonnons les coordonnées de Z G X> par Z\\,.. . ,Z\q, 
Z<i\,. . . , Z2q^ , Zpi,.. ., Zvq. Alors, au point Z, la matrice des coefficients de la 
métrique kaehlérienne est la matrice 

(12.4.4) 
{i.-tzzy1 

(iq-*zz)-i 

(ip-z*z)-\ 

et son inverse est 

(12.4.5) 
'Jq - ^Z) 

{i.-tzzy) 

(Ip - Z*Z), 

où étant donné X = (xij) G MP(C), nous notons X la matrice (xijlq) G Mpq(C). 
Calculons maintenant la matrice de \J — 1 dd log (B/A). Remarquons tout d'abord 

que 

-1 dd log B 
A = V-lddlogB - V-lddlogA. 

La fonction ^ est GV-invariante, d'après (12.2.2) il nous suffit donc de déterminer la 
matrice de V-1 dd log (^) aux points Z tels que Z\ = 0 . Il est bien connu [67] que 
— log A (resp. — log B) est un potentiel pour la métrique kaehlérienne de T> (resp. XV)-
Autrement dit -v1 dd log A s'identifie à la métrique de Kaehler de X> et sa matrice 
est donc (12.4.4) ; et V-1 dd log B s'identifie à la métrique de Kaehler de XV et sa 
matrice en Z\ — 0 est donc Lp_r\q. La matrice 

(12.4.6) 
{i.-tzzy1/2 

(I.-tZZ)1/2, 

(ip-z*zy/2, 

est hermitienne et de carré la matrice (12.4.5), elle réalise donc un changement de 
base de la base donnée par les coordonnées canonique vers une base orthonormée pour 
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la métrique. La matrice de y/— 1 dd log (B/A) dans cette nouvelle base et en Z\ = 0 
est donc 

Z2 Z2 

'Z2 Z2 
Iqr 

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 12.4.3. 
Concluons cette section par un corollaire dont nous aurons besoin dans la suite du 

texte. 

Corollaire 12.4.4. — Les valeurs propres de la forme de Levi de log (B/A) au point 
Z G T> sont toutes positives, inférieures (ou égales) à 1, et parmi celles-ci au moins 
p + qr — r tendent vers 1 lorsque ̂ (Z) tend vers Vinfini. 

Démonstration. — On peut encore se ramener au cas Z\ = 0. Le Corollaire 12 A A 
découle alors facilement de la Proposition 12.4.3, puisque lorsque ^(Z) tend vers 
l'infini, det(Lq — lZ<2Z<2) tend vers 0 et donc la plus grande valeur propre de ^Z^Z^ 
tend vers 1. 

12.5. Séries de Poincaré 

Soit (j) une forme différentielle de degré / sur T>. Nous notons \\4>\\ (resp. ||0||o) la 
norme ponctuelle induite par la métrique g (resp. la métrique euclidienne). 

Lemme 12.5.1. — On a les inégalités suivantes : 

IHIoSHI^II^IHIo, 
où A = det(Iq - *ZZ). 

Démonstration. — La forme de Kaehler de X>, s'écrit 

K = tr((Jp - Z*ZyxdZ{Iq - fZZy1dfZ). 

Il est donc immédiat que 

tv{dZdFZ) ^ K < A~2tT(dZdfZ). 

Le Lemme 12.5.1 découle trivialement de ces dernières inégalités. 

Corollaire 12.5.2. — Soit (j) une forme différentielle Gv-invariante de degré l. Suppo
sons que chaque coefficient de 0\ A • • • A 61, avec 

01, . . . , 0i e {dZl3,d~Zl3 I 1 ^ i ^ p 1 < j < q}, 

soit borné en ( j?2 ) • ̂  ex^e alors deux constantes C\, Ci > 0 telles que 

Ci > U\\ > c2 A 
B 

l 
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Démonstration. — D'après (12.2.2), il suffit de le vérifier en (z2)- Mais en (J^2), 
B = 1 et le Corollaire 12.5.2 découle alors du Lemme 12.5.1. 

Soit r C G un sous-groupe discret sans torsion de type fini. Alors M = F\D est 
une variété complexe hermitienne complète orientée de dimension (complexe) pq. Une 
telle variété sera appelée G-variété et, lorsque q = 1, variété hyperbolique complexe. 
Soit IV = r n Gy•> et soit Cy — Fy\Dy. On obtient alors le diagramme commutatif 
suivant : 

Vv C >V 

Cv = Ty\Vv —^ F\V = M 
où l'application i est induite par l'inclusion de Dy dans T>. En général, le groupe Ty 
est réduit à l'identité. Dans la suite nous supposons que Cy est de volume fini (plus 
loin nous supposerons même que Cy est compacte). Soit My = Fy\D. Remarquons 
que la fibration naturelle 

7Г : 
V —• Vv 
z Zi 

о 
induit une fibration, nous notons également TT : My — Ty\D —-> Ty\Dy = Cy. 

La Proposition 3 de [76] (ou le Lemme principal de [7]) implique(nt) le lemme 
suivant. 

Lemme 12.5.3. — // existe une suite {rm} de sous-groupes d'indices finis dans F, 
décroissante pour l'inclusion, telle que 

Fv = p | Tm et T0 = T. 
mGN 

Si de plus F est un sous-groupe de congruence, on peut choisir les Fm de congruence. 

Le Lemme 12.5.3 implique que lorsque F est de type fini, la variété M admet 
une suite croissante {Mm} de revêtements finis telle que la suite {Mm} converge 
uniformément sur tout compact vers la variété My (il suffit de poser Afm = Tm\P). 
Nous appelons une telle suite de revêtements finis, une tour d'effeuillage autour de Cy. 
Dans la suite, nous supposons que M possède une telle tour et notons rm le groupe 
fondamental de Afm. 

Nous allons travailler tout au long de cette partie avec des formes différentielles 
sur X>, My ou Mm. Il sera plus commode de considérer toutes ces formes différentielles 
comme définies sur T) et invariantes sous l'action des groupes {e}, F y ou Tm. Etant 
donné un entier mo, un élément 7 G Tmo et une forme différentielle UJ sur Mm (avec 
m G NU {00}, m ^ mo), nous pourrons notamment parler de la forme différentielle 
7*0;. 

Concluons ce chapitre par l'étude promise des séries de Poincaré. 
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Soient Zi, Z2 e V, t e R, t > 0. On introduit : 

(12.5.1) v(Zx, Z2,t) := |{7 6 T | d(ZulZ2) ^ t}\, 

et 

(12.5.2) N(Z,t) := ]{7 € Tv\r | d(7Z,XV) < t)). 

Lemme 12.5.4. — Il existe une constante c\(Z) > 0 (qui dépend de T) telle que pour 
tout t > 0 on ait : 

Ce qui achève la démonstration du Lemme 12.5.4. 

Remarquons que pour r = p, la démonstration du Lemme 12.5.4 permet d'estimer 
v(Z\, Z<i, t) uniformément par rapport à Z<i- On obtient, en effet, que pour tout Z^ G T> 
et pour t > 0, 

N(Z,t) <ci(Z) 
P+1 

0 
(1 + *2p9)e2(p+*-1)v''™tdi. 

De p/t¿s on pei¿¿ choisir c\(Z) de manière à ce qu'elle soit bornée sur les compacts 
de V. 

Démonstration. -— Soit s un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 et suffi
samment petit pour que 

B(Z, e) H B(7Z, e) + 0 => 7 = e, 

où B(Z; e) désigne la boule de rayon e autour du point Z et e désigne l'élément neutre 
du groupe T. Dans la suite étant donnée une sous-variété V de T>, nous noterons 
jB(V,r) l'ensemble des points de D à distance plus petite que r de V. On a alors : 

N(Z,t) si |{[7] £ IV \ r I l(B(Z,e)) C B (2V,Í + ÉT)}|. 

Mais, d'après (12.2.2), si 7 G T vérifie que ~/(B(Z, s)) C B(T>y, s) quitte à translater 7 
par un élément de IV, on peut supposer que j(B(Z, e)) C ^(.S, s), où 5* est un domaine 
fondamental mesurable pour l'action de Ty sur Dy. On déduit alors du Lemme 12.3.2 : 

N(Z,t) ^ VO\(B(S,t + £)) 
vo\(B(Z,e)) 

< c 
vol(S(P,e)) 

•t+e 

0 
(1 +t2pg)e2(p+Q-1)^íít. 

(12.5.3) 1/(^1,^2,*) ^ Ci(Zi) 
•£+1 

0 
fl +í2p9)e2(p+9_1)^ídí. 

On en déduit la proposition suivante. 
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Proposition 12.5.5. — Soit K un compact de V>. Il existe une constante c<z(K) (qui 
dépend de T) telle que pour tout point Z\ G K, tout point Z<2 G T> et t ^ 0, on ait : 

E 
7^r 

d(Z1:jZ2)^t 

e-(2(p+g-l + s)d(Zi,Z2) < C2 (K) 14 1 
5 14 

1 
s2pq 

pour tout S > 0. 

Démonstration. — D'après (12.5.3), il existe une constante c\(K) telle que 

dis (Zll Z2l t) < ci(K)(l 4 (t + l j ^ j e 2 ^ - 1 ) ^ ^ , 

pour tout Z\ G K, Z2 E T> et t > 0. On a donc : 

E E-(2(p-hq-l)y/q+s)d(ZltZ12) = 

7er 
d(Z1,1Z2)^t 

a 
0 

e-(2(p+g-l)v/g+2s-2)t( dv(Zu Z2, t) 

= a(K) 
t 

to 
(l + ( H l ) 2 p V s t & 

Et la Proposition 12.5.5 découle d'un calcul simple et d'approximations grossières. 

De manière analogue on démontre la proposition suivante. 

Proposition 12.5.6. — Soit (j) une forme différentielle TV-invariante de degré l sur V. 
Si \\4>\\ ^ c(A/B)^p+q~1>*^™'+£, m = min{r, q} pour un réel strictement positif e > 0, 
alors la série 

E 
r v \ r 

y* lu 

converge uniformément sur les compacts de T>. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que la norme | | 7 *0| | au point Z est 
égale à la norme \\<f>\\ au point 7 Z . D'après l'hypothèse faite sur la norme de 0, 

E 
rv\r 

||c- p|| < = E 
rv\r 

A 
B 

(lZ) 
(p+q—l)\frn-\-e 

< C 

4m E 
rv\r 

e -2{{p+q-l)y/¥Fi+e)d{1Z,T>v) 

d'après la Proposition 12.2.5. On conclut alors facilement comme pour la Proposi
tion 12.5.5. 
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CHAPITRE 13 

CONSTRUCTION DE LA FORME DUALE 

13.1. Formes singulières de Bott et Chern 

Soit X une variété complexe de dimension complexe m et E —• X un fibre vectoriel 
holomorphe de rang q. Supposons fixée une section holomorphe v : X —• E telle que 

(1) l'ensemble Xv — {x G X | v (x) = 0} des zéros de v soit non singulier de 
codimension g, et 

(2) la section nulle de X dans E lui soit transverse. 
Soit Cq(E) la forme de Chern maximale associée à une structure hermitienne fixée 
sur E. Dans [16], Bott et Chern montrent : 

Proposition 13.1.1. — // existe une forme différentielle r de type (q — 1, q — 1) sur 
X — Xv et à valeurs réelles telle que 

ddr = Cq(E). 

La construction de r que l'on va rappeler ci-dessous est explicite, remarquons que r 
doit nécessairement avoir des singularités le long de Xv. Il est bien connu [67] que 
lorsque X est compacte Cq(E) représente la classe de cohomologie duale à la classe 
d'homologie [Xv]. Nous verrons que dans le cas non compact (celui qui nous intéresse 
dans la suite) cette dualité subsiste en un sens plus faible. 

Rappelons le formalisme de Bott et Chern. En un point x G X, soient Ex et T* res
pectivement la fibre de E au-dessus de x et la fibre de l'espace cotangent holomorphe 
T* au-dessus de x. On a alors les fibres A™ —> X, où 

A™ = A™(EX ®ÊX)® Ars(Tx* 0 T*). 

Notons A£| l'espace des sections C°° de A£f. Une connexion affine sur E est définie 
par la donnée de deux opérateurs 

fi . A io , A io Ô . A10 Tio 

d = d + d 
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vérifiant _ 
d(a + 6) = da + db, a, 6 G Aj£ 

d{fa) = df®a + fda, f G A™. 

Une connexion affine d est dite de type (1,0) si 9(a) = 0 pour toute section holomorphe 
a. Toute connexion affine définit bien évidemment de manière unique des opérateurs 

f) • AP<? > Apqqq T) - Apq > Apq 

d = <9 + d 

vérifiant les propriétés usuelles. 
Soit e = (ei , . . . . eg) un champ de base local. Alors, 

(13.1.1) de = eu = (ex, . . ., eq)(ujij)d2e = efi = (ei, . . . , eg)(fi^), 

où a;, Q sont respectivement les matrices de connexion et de courbure. 
Il découle de (13.1.1) que 

(13.1.2) fi = dcj + u A eu. 

Remarquons que les éléments de chaque fibre sont vus comme des vecteurs co
lonnes. La q-ième forme de Chern de la connexion affine est la forme différentielle 
( ^ ) ' d e t n . 

Fixons maintenant une structure hermitienne sur E, i.e. un produit scalaire her-
mitien (., .)x sur chaque fibre Ex (x G X) qui soit C°° en x. Étant donné un champ 
de base local e = (ei,.. ., eq), notons 

(13.1.3) H = (hij), htj = {el,ej). 

La structure hermitienne définit une unique connexion de type (1,0) pour laquelle 
on a . _ 

LU = H dH et Q = d{H~ldH). 

Afin de construire r on se fixe une section holomorphe v du fibre E. Soient alors 

a = dvdv = â G À{\ 

K = -eQ,H-ltê = -(ei . . . e^QH'1 
'ei 

ei 

= К G Л 

Vk = -yk = vva^KO-x G A« Aqq g-1 1 < k < q, 
sk = (vdv)^-1 K"~k G E Aqq g-1 1 < /c < q, 

wk = akKq-k G Â«,qq 0 < fc < g, 
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et s'k = \v\ 2ksk, y'k = \v\ 2kyk, w'k = \v\ 2kwk 
4 = 4 + ky'kdlog|u|2, 1 < l ^ k ̂ q, 
uk = w'k + ks'kdlog \v\2, 0 ^ k ^ q, 
X= {àetH)-1'2e1...eq, 

où \v\ est la norme de v. 

Lemme 13.1.2. — On a les formules de récurrence : 

(13.1.4) dy'k = -4 -
k-1 

q-k + 1 sk-li 

(13.1.5) ds'k = uk -+ k 
q-k + l Uk-l-

Démonstration. — Décomposons tout d'abord dv et d2v dans la direction de v et de 
son supplémentaire orthogonal : 

dv = 9v + p, e e A?g, ß e A\%, 

d2v=\v\2{4>v + 1), <£eÀ°°, 7 GÀI0,, 

e = dlog\v\2, 0 + ^ = 0. 

Par récurrence, on obtient 

ak~l = ak~l + (k- l)ak-2(vep + v9(3) + (k - l)2ak-2vv99, 

Kq~k = K\~k + (q - k)(vj + v-f)Kqx-k-1 

+ (q- k)vvKl~k-2 {-Kx4> +(q-k- 1)77} , 

ai = 0j3. 

D'où l'on déduit que 

sk = -k9yk + (q- k-)vvS^oik-YKrk~\ 
1 

q — k 
•wk — vva![K^ q-k — 2 

{-Krf + (q- k - 1 ) 7 7 } 

+ kvv(-op-y + eM)oL\'xKi~k~x + 
k2 

q — k 
\v\2yk-id\og\v\2. 

Puisque dK = 0 et d2v G A^, 

dyk = -sk k- 1 
q-k + 1 

\v\2sk-i -
(k-1)2 

q-k + V 
\v\2yk-id\og\v\2. 

D'où il découle l'égalité (13.1.4). De même, on a 

1 
M2 

(dsk - wh) = 
k 

q-fc + 1 q-k + 1 
fc(fc - 1) 
a - fc 4- 1 

5fc-i<91og |i;|2. 

Ce qui implique (13.1.5) et conclut la démonstration du Lemme 13.1.2. 
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Remarquons qu'il découle de la démonstration du Lemme 13.1.2 que 

(13.1.6) sfq =0 et uq = 0. 

On peut maintenant définir la forme singulière r par : 

(13.1.7) crxx = -q 
q-l 

M 
fc=i 

- 1) Q - l 
k-1 

1 
к 

1 
q-l Vk 

- q 
9-1 

M 
i = 1 

(-1)* 9 - 1 
fc - 1 

k\2yk-id\og\v\2. 

où c = ( — l)q2/2 1q\(2n)q. On introduit également les formes singulières ipk, 1 ̂  k ^ q, 
et tp définies par : 

(13.1.8) ci>kxx = s'k, l^k^q 

et 

(13.1.9) v1 = 
A 
£ < 
k=l 

-l)k Q 
k \v\2yk-i 

Proposition 13.1.3. — Sur X — Xv, les formes r et ip sont lisses (non singulières) et 
vérifient dr = ip et dip — Cq(E). 

Démonstration. — On sait que 

9(xx) = d(xx) = 0. 

L'identité dr = ip sur X - Xv découle donc de (13.1.4), (13.1.6) et (13.1.9). 
L'équation (13.1.5) implique alors 

d 
Q 
*2 

E 
i = 1 

(-i)fc q 
к 

(s1 = - K q. 

Puisque Cq(E) = (£)q det(Q^), 

tf* = (-l)^/2g!(2^)9C(j(jB)x^ 

Et l'identité dip = Cq{E) sur X — Xv s'en déduit. 
La signification géométrique de la forme différentielle ip est contenue dans la pro

position suivante. 

Proposition 13.1.4. — Soient T£ C X un voisinage tubulaire de rayon e autour de Xv 
et r] une (m — g, m — q)-forme sur X. Alors, 

lim 
£^0 dT£ 

ip A 7] — — 
X1 

V1 
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Démonstration. — Ce résultat est local, on peut donc supposer que X = Cm, E — 
Cm x C9 —» X est le fibre produit et que v(Zi, . . . , Zm) = (Z\, . . . , Zq). Supposons 
maintenant que dans ces coordonnées la structure hermitienne soit donnée par la 
matrice H = (hij). Choisissons un champ local de bases orthonormées (ei,...,eg). 
D'après la construction ci-dessus, la forme différentielle v a un pôle d'ordre 2g — 1 le 
long de Xv qui apparaît dans le terme i/;q. Exprimons la section v dans notre champ 
de base locale : 

v — 
q 

£ , fxex 
A=l 

dv — 
q 

E 
A=l 

{dfx)ex + 
q 

E 
A=l 

q 
: E 
1 3 = 1 

\v\2yk-id\o 

et il découle de (13.1.8) que la forme ipq est égale à 

(_!)-« /2+1 + 9. (9 -1) ! 
(2tt) q (f)2+. 

(dfi A • • • A dfq) £ 
A 

(-l)X-1fxdf1A--- Ad fx A-- -Ad fq 

plus des termes d'ordres inférieurs. Il s'ensuit que 

lim 
1 - m 

\^q A 77= (~l)1 + q 
x1 

77 

et donc que 

lim 
1 - m dT£ 

ib A 77 = (-l)q lim 
e->0 AX1 

A 77 = -
X 

n1 

13.2. Construction de la forme duale 

On revient aux notations du chapitre précédent, soit ei,. . . , en la base standard 
de Cn, n — p + q. Étant donné un entier 1 ^ r < p, soit V un sous-espace positif de 
dimension r pour la forme hermitienne Q et T>y et G y comme au chapitre précédent. 
Soit encore V un sous-groupe discret et sans torsion de G et Ty = TP\Gy. On suppose 
de plus : 

(1) r\22 compacte, et 
(2) Ty\Dy compacte. 
Comme au chapitre précédent, il sera plus commode dans la suite de supposer que 

le sous-espace V est le sous-espace engendré par ep_r+i,. . ., ep. Le groupe Gy agit 
sur V x MQr(C) par : 

g(z,M) = (gz,tj(9,*r1Mtu). 
En quotientant par le groupe IV, on obtient un fibre vectoriel Ey = T> Xr> Mqr(C) 
au-dessus de Ty\D. Ce fibre est naturellement muni de deux métriques hermitiennes, 
à savoir : 

(MUM2)Z = tv(tM1hzM2) 

^ (MuM2)z = ^MJizM2), 
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où hz et hz sont les matrices du Lemme 12.2.3. D'après ce dernier, la métrique (.,..) z 
est G-invariante et la métrique (., .) z est GV-invariante. Dans cette section nous ne 
nous servirons que de la métrique (., .)~. Enfin, le fibre Ey nous arrive équipé d'une 
section holomorphe canonique v : Ty\T> —» Ey 

v(Z) = (Z,*Z2). 

Il est clair que Ty\Vy = {Z G T\D \ v(Z) = 0}. On peut donc appliquer les résultats 
de la section précédente. 

On verra Mqr(C) comme Mr(Mq(C)). Étant donné une matrice carrée A G Mq(C), 
nous notons A^ la matrice carrée diagonale par bloc constituée de r fois le bloc A. 
Alors la métrique hermitienne (.,.)£, de la fibre au-dessus de Z, est donnée par la 
matrice hermitienne définie positive H — h% par rapport au repère mobile standard 
e = (ei, . . . , er), où chaque est un vecteur (en, e2i^ . . . , eqi). Un calcul facile montre : 

dhz = hZ0Ji + ^ihz, &i = dlZ~Z(Iq - lZ~Zy^. 

Soit u = u[ . On choisit maintenant une connexion métrique telle que de = eu. La 
forme de courbure est alors donnée par 

fi = ft[[\ fii = -dlZ[Iv - ~ztz)-ld~z(iq - tz~z)-1. 

Lemme 13.2.1. — Si g est un élément de G, on a : 

g*^ = <j(g, ZyWjig, Z) + 4j(<7, Z^éjig, Z) 

et 
9*Çli=tj{g,Z)-Wj(g,Z). 

Démonstration. — Rappelons que 

/, - lZZ = 'jÇg, Z)(Ig - \gZ)g~Z)l^Z). 

En différentiant cette égalité, on obtient : 

-êZZ = éj(g, Z)(Iq - \gZ)g^)j(g7Z) - j(g, Zf d(gZfJZj(g, Z), 

puis 

d\gZ)g~Z = j(g.Z=)-1 Z)-1 ^ZZj^ZT1 + ^(g, Z)-^j{g, Z){Iq - '(gZ)^), 

et donc 

d^gZ^il .-tigZ)^)-1 =tj(g,Zr1dt ZZ(Iq-tZZr ltj(g,Z) + tj(g,Z)-1dtj(g,Z). 

Ce qui démontre la première identité annoncée par le Lemme 13.2.1. La deuxième 
identité s'obtient alors en différenciant la première et en utilisant que fii = dui + 
U\ f\U\. 
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Dans la suite, pour simplifier les notations, notons 

E 
en ex1 

eir exp1 
Dans le repère mobile standard, on a : 

v = tr (ELZ2) , 
dv = tr (EcFZZilç - *ZZ)-AtZ2 + EéZ2) , 
üf = tr (E<FZ{IP - Z ^ - M Z * ^ ) , 

№ 2 tr (z2 (iq-tzzy lfz2). 

Les formes r, ipk et ip de la section précédente sont bien définies par les formules 
(13.1.7), (13.1.8) et (13.3.4). Pour se rappeler dans la suite que ces formes sont obte
nues en considérant le produit hermitien (.,.)~ dans la fibre, nous préférons les noter 
r, ipk et ip. 

Proposition 13.2.2. — Les formes ipk et tp sont G v -invariantes. 

Démonstration. — Notons v(E, Z), dv{E, Z), K{E, Z) et x(^> Z) les fonctions v, dv, 
K et x dont on pointe la dépendance en les variables E et Z. D'après (12.2.2) et le 
Lemme 12.2.3, il est clair que, si g G Gy, 

v(E,gZ) = v(tuEtj(g,Z)-\Z) 

et 
X(E,gZ) = \detj(g,Z)\-rX(E,Z). 

Puis il découle du Lemme 13.2.1 que 

dv(E,gZ) = dv(tuEtj(g,Z)-\Z) 

et 
K(E,gZ) = K CuE'j ig^r^Z). 

Puisque \v\ est Gy-invariant, d'après la formule pour srk donnée dans la section pré
cédente et les identités ci-dessus, on obtient : 

s'k(E,gZ) =s'k(tuEtj(g,Z)-\Z) 

= \detu\2"\detj(g,Z)\~2rs'k(E,Z) 

= \detj(g,Z)\-2rs'k(E,Z); 

et donc 

g*ipk = ïpk 
pour tout g G Gy. Puisque par définition, ip est une combinaison linéaire de tpk, la 
Proposition 13.2.2 est démontrée. 
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Rappelons maintenant que, d'après le Lemme 12.2.6, 

^ = det{/r + Z2(Iq - 'ZZy^Zz}. 

La matrice Z2(Iq — tZZyltZ2 est positive (au sens large), notons Ai, . . . , Ar ses valeurs 
propres (réelles et positives). Remarquons que \v\2 = tr(Z2(Iq — fZZ)~ltZ2) — Ai + 
• • • H- Ar. On en déduit que 

A 
В 

r r r 
- = TT(1 + A;)"1 > H(l - A,) > 1 - Ai = 1 -

¿=1 2=1 2=1 

IH2, 

autrement dit 

(13.2.1) %- < |u|2, C = B-A. 
B 

De plus, la fonction (C/B)/\v\2 tend vers 1 lorsque v tend vers 0. 
D'après la Proposition 13.2.2, pour calculer les normes de ipk et ^ on peut supposer 

que Z\ — 0. Il découle alors du Lemme 12.5.1 et de (13.2.1) que 

||v|| 
B 
c 

k-1/2 B 
A 

r+rq+k—l 

ce qui implique que 

(13.2.2) ||v|| 
B 
c 

rq-1/2 B 
A, 

r-\-2rq— 1 

où dans les deux dernières expressions, le signe -< signifie que l'on a une inégalité ^ 
à une constante positive près. 

Etant donné un nombre complexe s, soit hs(t) la fonction définie par 

hs(t) = -
-OO 

x s(x — r)qr 1dx (Re(s) > qr). 

On vérifie facilement les identités suivantes : 

(1) h'a{t) =t-s(t-r)qr-\ et 
(2) hs(r) = -rqr-sT(s - qr)T(qr)/T(s). 

On peut maintenant définir la forme différentielle LJS par 

(13.2.3) W 1 = 
- 1 

hs(r 
d ha{r + \v\2)i) 

D'après l'expression de h's, 

w1 = - 1 
hs(r) 

Il est clair que les formes \v\2rq VK Ad\v\ (k < rq — 1) sont lisses (non singulières) et 
d'après (13.1.6), la forme \v\2rq~1d\v\ A i/jrq est, elle aussi, lisse. Par construction dijj 

2(r + Ivl2)-3^2^-^^] A ^ + hs(r + \v\2)di¡> 
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est lisse aussi. On en déduit donc que la forme LJS est bien lisse (non singulière). De 
plus, il découle du Lemme 12.2.6 et de (13.2.2) que 

(13.2.4) 11̂ 5 II 
B 
A 

r + q+2rq+l-r~1 Re(s) 

D'après la Proposition 13.2.2, la forme us est GV-invariante. On peut montrer que 
la forme uSl pour Re(s) >̂ 0, peut se voir comme la forme duale à Ty\Dy dans Ty\T>. 
Nous allons préciser un peu ce résultat. 

Soit d'abord ii une k-forme harmonique sur Cy := IV\£V- On note *o l'opérateur * 
de Hodge de la variété Cy relativement à sa métrique riemannienne. La forme 7r*(*0/i) 
est alors une (2(p — r)q — A;)-forme fermée sur T>. On va en fait construire la forme 
duale (dans un sens L2) à la forme 7T*(*OA0-

Afin de décrire ce que cela signifie, considérons une forme lisse quelconque f) sur 
Ty\T> de degré k. Supposons que 

(13.2.5) || v || A 
B 

N 

pour un certain entier N. Remarquons que la condition (13.2.5) est vérifiée par tout 
forme bornée pour N = 0. D'après (13.2.4) et le Lemme 12.3.3, l'intégrale 

frv\T> 
(UJS A7T*(*o/x)) A(j) 

est absolument convergente pour Re(s) >̂ 0, la constante ne dépendant que de N. 

Théorème 13.2.3. — Soit <fi une forme fermée, lisse, de degré k sur Ty\D et vérifiant 
la condition (13.2.5). Alors, 

VV\T> 
(us A7T*(*0/i)) A</> = 

x12 
(*oA0 A (j) (Re(s) » 0). 

Démonstration. — La variété Cy est une variété riemannienne complète. Soit XQ un 
point fixe de Cy. Pout t > 0, soit Bt la boule fermée de centre x0 et de rayon t. Soit 
dBt son bord et vol(dBt) son volume par rapport à la métrique induite. Il est clair 
que 

oo 

0 
vo\(dBt)dt = vol(CV) < oc. 

D'où il découle que 

(13.2.6) lim 
0 - m 

vol(dBt) = 0. 

Étant donné deux réels strictement positifs t, e > 0 et un réel / >̂ 0, soit N(t,e,l) le 
sous-ensemble de Ty\V constitué des projetés des points Z = ( f̂  ) ê̂ s (lue 

( i ) ( ^ ) e B t > 
(2) \v{Z)\>e, 
(3) la distance, d(Z, T*y) de Z à Dy est inférieure ou égale à Z. 
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La condition (13.2.5) assure la convergence absolue de l'intégrale et donc que 

(13.2.7) / (us A tt*(*oaO) a <\> = lim lim / w2 (vs A 7T*(*0/i)) A <j>. 
Jtv\T> JN(t,s,l) 

Il est clair que 
6W(£, s, V) = Te U Ti U JFa, 

où 

TE — {Z G JV(*,e,Z) | |v(Z)| =e} , 
J7* = {Z e N(t,e,l) | d(Z,Pv) = 0 . 
^ = {ZGJV(t,e,/) | ( ^ ) e95f} . 

Remarquons maintenant que 

(ua A tt*(*oM)) A = d { ^ k s ^ y \ ^ A ^*(*0M)) A ^ . 

Le Théorème de Stokes implique donc : 

N(t,E,l) 
(üüs Лтг*Оо/х)) Аф = -

Fi 

hs(r+\v\2) 
hs(r) 

ф Л 7T*(*o/l) Л 0 

Fx 
hs(r+\v\2) 

hs(r) 
•ф Л 7T*(*o/¿) Л ф 

Fx 

hs(r + \v\2) 
hs(r) -гр А 7Г (*oA¿J Л 0. 

Notons //, IE et Iq les trois intégrales du membre de droite de l'égalité ci-dessus 
D'après (13.2.2), on peut supposer que 

~ / R\ Tq~1l2 / A ~ 
\\hs(r+\v\2)^A7r*(*0fi)A<P\\^ l-S c) \B, 

avec a » 0. Puis, d'après le Lemme 12.3.2, il existe une constante b > 0 telle que 
vol(J^/) -< eblvol{Bt). Enfin, il découle de la Proposition 12.2.5 que A/B -< e-2d(z,T>v)^ 
On obtient donc que 

Il -< vol(Bt)e(b-2aïl. 

Puisque a >̂ 0, il en découle que 

(13.2.8) lim Ii = 0. 
I—>oo 

La démonstration de la Proposition 13.1.4 implique 

(13.2.9) \iml£ = - (*o/i)A0. 
£~*° JBt 

Afin d'estimer \Id\i nous commençons par intégrer le long de la fibre. Soit r\ la forme 
volume de dBt. D'après (12.3.8), IJ77 A dvp\\ >- (A/B)c pour une certaine constante c. 
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13.3. PRÉCISIONS DANS LE CAS HYPERBOLIQUE COMPLEXE 177 

Puisque Re(s) >̂ 0, il découle de (13.2.2) et de la démonstration du Lemme 12.3.3 
que 

(13.2.10) \Id\ -< vol(dBt). 

Finalement, il découle facilement de (13.2.6)-(13.2.10) que 

/ (LJS A TT*(*0AO) A (j) = lim / (*0/i)A<^= / (*o/-0 A (p. 
Jrv\T> t^^JBt JCv 

Nous notons : 

(13.2.11) Q(s) = us A 7T*(*0/i), 

que l'on appellera forme « duale » associée à /i dans My. 
Dans le cas de l'espace hyperbolique complexe nous aurons besoin de nous assurer 

que la forme fl(s) peut-être choisie d et d fermée. C'est l'objet de la section suivante. 

13.3. Précisions dans le cas hyperbolique complexe 

Dans la section précédente, on a construit un fibre vectoriel Ey au-dessus de My = 
Ty\T>. On a de plus équipé ce fibre de deux métriques hermitiennes (.,.) et (.,.)~. 

La classe de Chern du fibre Ey est un élément c G H2r(My) dual au cycle Cy 
dans My (au sens de la première section). Étant donné un repère mobile holomorphe 
local e — (ei,. . . , er), soient 

H = (hij), hij = (ei,ej) et H = (hij), hxj = (ei,ei7-)~. 

Chaque structure hermitienne détermine de manière unique une connexion de type 
(1,0), dont les formes de connexion et de courbure sont, d'après la première section, 
données par : 

UJ = Il XÔH et Q = d (H~1dH), 

u = H~1dH et Q = d( H"1dH). 

Nous supposons dorénavant q = 1 (autrement dit que T> est l'espace hyperbolique 
complexe de dimension p). Les formes de connexions et de courbures pour ces deux 
métriques évaluées au point { §2) sont donc : 

u = (0)Ir 
Q = (ddlog B)Ir et 

u = {-(B/A)d(B/A)}Ir 
Q = (ddlog A)Ir. 

Il est connu (cf. [47]) que les 2r-formes 

v - 1 
2TT 

det Q, et - 1 
2TT 

r 
det Q 

représentent toutes deux la classe de Chern c G H2r(My). 
En suivant la méthode de Bott et Chern rappelée dans la première section, Tong 

et Wang [98] construisent deux formes if et if sur My — Cy telles que 
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(1) on a : 

dip ч/-1 
2tt 

r 
det iì et дф = V-1 

2vr 

r 
det fi, 

(2) et en cohomologie : 

d[i/;] = c - [F] et d[ip\ = c — [F]. 
En suivant Tong et Wang, on remarque que si 

ar = 1 — 1 -
B 
A 

r 
et Cr = V-l(27r)r 

alors 

(13.3.1) TT*(*OM) A ̂  - ar7r*(*o/x) A ip = -
1 

C1 
r-1r—1—t 
E 
t=0 

E 
A=0 

2yk-id\ X+Y+1 

r 
t + A 

A 
B 

t+A-l-r 
\v\2yk-id\oA\ 5 (ddlogAy-^ddlogB)7-* r - 1 

est une forme non singulière. 
Pour pouvoir former la série thêta de cette forme nous voulons obtenir une forme 

(9-fermée cohomologue à cette dernière multipliée par un poids (A/B)s. Comme dans 
[98] on introduit la forme suivante : 

(13.3.2) <Ks) = 
IA/BY 

s 
7T*(*oAi) A ^ T 

r 
Y, 

' A = l 

(A/B)s-X 
s- X 

(-1)A 
r 

* + A 7T*(*oAi) A V 

V1 \r — 1 
C1 

r-1 
E 
¿=1 

r-1 -t 
E 
A=0 

\v\2yk-id r 
1 > 5X° 

( A / S ) ' s+t+A—1—r 
\v\2yk-id\og\v\2. 

Tr*(*OM) A (A /5 ) (ddîog A)'-1 (aaiog By-K 

La forme O(s) est d-fermée et sa <9-dérivée dans My — Cy s'étend de manière lisse 
k My. On a : 

(13.3.3) d</>(s) = 
1 (A/BY 

s 
7T*(*0/i) A (ddlog AY 

E 
A = l 

(-i)A 
r 

t + À, 
04/i?)*-A-

s - A 
TT*(*OM) A (ddlogB)7" 

+ (-l)'r 
r-1 

t = l 

L r-l-t 
E 
A = 0 

\v\2yk-id r 
t + A 

( A / S ) -s+t+A-l-r 

s + t + A y - l - r 

7T*(*0/i) Add(A/B) (ddlogAy - ^ddlogBy-1 

La démonstration de la Proposition 12.4.3 implique le lemme suivant. 
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Lemme 13.3.1. — La norme \\ddlog A\\ est constante et \\ddlogB\\ est bornée par une 
constante. En particulier, on a : 

\\d<K*)\U №0011 A 
B 

Ke(S)-r+2p~lr-k 

Proposition 13.3.2. — Soit r¡ une k-forme fermée et bornée sur My. Alors pour 
Re(s) > 2r + T|; la forme r\ A d<f>(s) est integrable sur My, et 

MS 
Î] A d(j)(s) = K(S) 

X2 
V A *oM 

avec 

v (s) = (-l)rr! 
s (s — 1) • • • (s — r) 

Démonstration. — On note toujours Tt l'image de Tt dans My. Sur My — Cy, 
n A df>(s) — d{rj A (p(s)}. La formule de Stokes implique donc : 

Mv 
r/ A dois) = lim 

I < + 1 E2SE 
77 A <f>(s) -

R 5R1 
rj A <fi(s) 

Or sur Cy, (4) = 1 donc l'égalité (13.3.2) et la propriété 2 de ip et ip impliquent : 

lim 
r—>u T (r) 

rj A <f)(s) = -
1 
s 

r M 

A=l 

1 52° 

r 
¿ + A 

s - A .F 
77 A *0/i 

(-l)rr! 
s(s — 1) • • • (s — ry F 

77 A *0/i. 

Il reste donc à montrer que lim^-^+oo Jjr^R\ V A 0(s) = 0. Mais pour Re(s) > 
2r + | + e (s > 0) d' après la Proposition 12.2.5 et le Lemme 13.3.1, en un point de 
^F(R) on a : 

\\v*<f>(s)\\ -< e -2(p+e)i? 

On conclut alors grâce au Lemme 12.5.4. 

On définit donc : 

(13.3.4) W (v) = (-l)rs(s - 1) • - • (s - r). 
r ! 

d(j)(s). 
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On peut montrer (cf. [98]) qu'à un cobord près dans la formule de Crd<f>(s) donnée 
par (13.3.3), on peut remplacer la double somme par 

(-l)r 
r — 1 r 

" E 
t=l 

-1-t 
E 
A=0 

(- ) t + 12 r 
t + x1 

{A/B)S+T+X~R 

s + £ + A - r 
7r*(*0/x) A(<9<9 log A)*-r (00 log S)r-t+1 

+ ( - l ) r 
r-1r—l-t 
E E 
t=l A=0 

(-1)'+A r 
* + Ay 

(A/B)5+t+A-r 

s + £ + A - r 
Tr* (*0/i) A (dd log A)* (<9<9 log BJ-K 

On obtient ainsi une forme cohomologue à ^(s) : 

(13.3.5) Q(s) = 
(-l)rs(s - 1) - • • (s - r) 

Crr\ 

r 
E 1 
A=0 

-i)A r 
J + A, 

(A/B)S-X 

s - A 

7T*(*0/i) A (aaiog A)r-A(aaiogs)A, 

qui reste d et 9 fermée. Dans la suite nous appellerons fl(s) la forme « duale » associée 
à ¡1 dans My. 

Concluons cette section en remarquant qu'il est également possible de construire 
une famille de formes duales d et d fermées dans le cas général des espaces symétriques 
associés au groupe SU(p, q). Esquissons cette construction. Revenons aux notations 
de la section précédente. Notons ipk, ip, . . . (resp. ip, xp, . . . ) les formes construites en 
suivant la première section et pour la métrique hermitienne (., .) (resp. (., .)~). Il est 
facile de vérifier que : 

(13.3.6) if = if -
Q 

M 
k=l 

Q 
A 

C 
A, 

C1 
5W1 

En développant la formule (13.3.6), on obtient : 

(13.3.7) ip = 
Q 

E 
i = 1 

12 
3, 

(-1)J (B/A)J 4 

9-1 
E 
C=l 

AC 
k, 

q — k 
E 
i=i 

q~k' 
l 

{-l)l(B/A)l+k {{C/B)ki,k) . 

Ce qui nous conduit à définir la forme dépendant d'un paramètre s G C : 

(13.3.8) <$>(s) = 
(A/B)s+* 

s + q 
•C{E) -

a1 
E 

jk 
C 

(122) (A/B)s+i-i 

s + q- j 
C(E) 

+ 
Q-l 
E 
k=l 

Q 
k 

q — k 
I E 
i = 1 

q — k 
l (-1)' 

(A/B)s+('-l~k 

s + q — l — k 
d{{c/B)Kiik) 

Pour Re(s) > 0, la forme O (s) est lisse sur V et d et d fermée. Nous montrons 
finalement : 
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Proposition 13.3.3. — Soit 77 une (q(p — l),q(p — 1))-forme d et d fermée sur Yv\D 
de norme bornée. Alors, pour Re(s) >̂ 1, 

frv\T> 
3>(s) A 77 = K(S) 

rv\zv 
77. 

où K(S) = 1 
s+q 

M122 q1 
l1 

f-lV 
s+q-j' 

Démonstration. — Soit 

w (S) = 
A/B)s+q 

s + q 
tl>-

Q 

E 
i = 1 

21 
q 

(1a3a) • (A/BY+v-i' 

S + q - j 
4 

+ 
9-1 

fc=l 

<7 
1q 

q — k 
E 
¿=1 

q — 
l (-1)'-

(i4/J3)*+9-'-fe' 
s q — l — h 

(C/B) k ^k 

D'après (13.3.7) on a dtp(s) = 3>(s) sur P \ Dy. Soit T(r) le voisinage tubulaire de 
rayon r de IV dans T>. On a : 

T 12 D 
<Ê>(s) A 77 = lim 

r—> + oo 9T(r) 
VK5) A 77 — 

Ô>T(£) 
^(5) A 77 

Mais 11-0(5) A 77H (A/B)116^ et, d'après la Proposition 12.2.5, pour Re(s) » 1, 

lim 
r—> + oo ^ ÔT(r) 

0(s) A 77 = 0. 

Enfin, d'après la démonstration de la Proposition 13.3.2, 

lim 
£^0 ( dT{e) 

IJJ(S) At] — —K(S) 
rv\zv 

77. 

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 13.3.3. 

On pourrait là encore former une série de Poincaré et obtenir une famille de formes 
duales Q(s) d et d fermées même dans le cas de l'espace symétrique associé au groupe 
SU(p,9). 

13.4. Tours de revêtements finis 

Nous conservons les notations des sections précédentes. Nous supposons de plus la 
variété M compacte. D'après la Proposition 12.5.6 et le Lemme 13.3.1, pour Re(s) >̂ 1 
la série 

(13.4.1) us — 
M 

7€rv-\rm 
VO (S) 
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converge uniformément sur tout compact de T> et définit une (2pq — /c)-forme fermée 
sur Mm- Le statut de « forme duale » de Q(s) implique que pour toute &-forme fermée 77 
sur Mm on a : 

/ UJ™AÎ]= Q(s) A 77 — / *OA¿AT7. 
JM^ J MV JCV 

On obtient donc le théorème suivant. 

Théorème 13.4.1. — Soit c un cycle de dimension k dans Cy • Soit \i la k-forme har
monique sur Cy dont rétoile de Hodge est duale à c. Alors pourüe(s) >̂ 1, les formes 
LU™ sur Mm forment une famille de formes fermées duales au cycle c dans Mm • 

Soit A = 5d-{-dô, où S est l'adjoint de <i, l'opérateur laplacien que l'on étend en un 
opérateur, toujours noté A, agissant sur l'espace L2Q2pq~k(D) des (2pq — /c)-formes 
de carré integrable sur D de façon essentiellement auto-adjointe. Alors le Théorème 
spectral s'applique et il existe une famille spectrale {P\ | À G [0,+oo[} associée à A . 

Notons P\(x, y) le noyau de Schwartz de P\. On a A = JQ°° AGLPA- À toute fonction 
/ G CQ([0, +oo[), on associe l'opérateur 

f ( A) = 
•» + oo 

0 
f(X)dPx. 

Le laplacien est un opérateur elliptique. Soit u G L202n P(D). On a : 

A( / (AM = F(A)w 

où F est la fonction qui à x associe xf(x). D'après le Théorème de régularité sur les 
opérateurs elliptiques, la forme f(A)oj est lisse. De plus, pour tout x E D, il existe 
une constante C{x, f,D) telle que : 

\f(A)cu\(x) se C(x,f,V)\\u;\\L3(v). 

En particulier, l'application 

L2Çl2™-k(V) > L2fl2xPi-k(T>) 
Lu —. f(A)üj(x) 

est continue. D'après le Théorème de Riesz, il existe donc /(A)(x, .) G L2n2pq~k{D) 
tel que 

f(A)uj(x) = / f(A)(x,y)cu(y)dy. 

De plus, pour tout compact K de X>, fKxT> \\f( A) (x, y)\\2dxdy ^ fK C(x, /, D)2dx. 
Donc f(A)(.,.)€Llc(VxV). Or 

(Ax + Ay)f(A)(x,y) = 2F(A)(x,y) 

et l'opérateur Ax H- A^ est elliptique. Le Théorème de régularité elliptique implique 
donc que /(A)(x, y) est une fonction C°° en x et y. 

Sur les variétés Mni et .Mv, nous notons le laplacien respectivement Am et Aoo ; de 
même nous notons respectivement P™ et P£° les familles spectrales associées. Si l'on 

ASTÉRISQUE 303 



13.4. TOURS DE REVÊTEMENTS FINIS 183 

désigne, de manière cohérente avec les notations précédentes, le noyau de la chaleur 
sur les (2pq — &)-formes de T> par e~tA(x,y), il est connu [36] que pour tout T > 0, 
il existe une constante a > 0 et une constante CT (dépendante de T) telles que : 

(13.4.2) \e-tA(x,y)\ ^Cre cTe-^x^2/\ 

pour tout t G ]0,T]. 

Lemme 13.4.2. — Pour t > 0 fixé, la série 

E 
s 6 5 

\e-tA(x,7y)\ 

converge uniformément pour x G T> et y dans un compact vers une fonction bornée. 

Démonstration. — Soit K un compact de D et soit t un réel strictement positif. 
D'après le Lemme 12.5.4, il existe une constante c\{K) telle que 

pR+i 
v(x,y,R) : = | {7 G T \ d(x,-yy) ^ R}\ ^ a(K) / (1 + u2pq)e2^p+q-1)^qudu 

Jo 
pour tout x G D et y G X. 

Soient C = Ct et (3 = a/t. Alors, d'après l'inégalité (13.4.2), pour x G T> et y G X, 
on a : 

E 
'У er 

d(x,-yy)^.R 

|e-tA(x,7y)KC E 
7tl 
d(x,-yy)^.R 

e-ßd(x^y)2 

^ C\ 
R 

0 
e~ßr> dis(x, y, r) 

^ C\ 51cax12 •;(x,y,r)]§+2ß 
R 

'0 
(7,)*e-*A 

v(x, 7/, r)dr 

^ Cco(K) e 
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-PR2 R+i 

'0 
(1 + u2pq)e^p+q-1)^iUdu 

+ 2(3 
R 

<0 
RE-0V r+1 

'0 
(1 + 12z s t i ^ e ^ + v - V ^ d u d r 

Le Lemme découle de ces inégalités en faisant tendre R vers l'infini et du fait que la 
variété M est compacte. 

On obtient alors que pour tout t > 0, 

v(x,y,R) : = E 
7erm 

(7,)*e-*A(x,y) 

v(x,y,R) : = M 
7€IV 

(7,)*e-*A(x,y) 
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Et la convergence est absolue et uniforme pour x, y dans un compact. En particu
lier, le noyau de la chaleur e~tArn (x, y) est rm-invariant. De plus, puisque d'après le 
Lemme 12.5.3, nmTm = IV et Tm+i c Tm, on en déduit que si t > 0 est fixé, 

e~tA~ (x, y) = lim e~tArn (x, y) 
m—> + oo 

uniformément pour x et y dans un compact de T>. 
Le lemme suivant est une conséquence du Théorème d'approximation de Weiers-

trass. 
Lemme 13.4.3 (cf. [35]). — Soit f G Cn([0, +oo[). Alors f peut-être uniformément ap
prochée sur [0, +oo[ par une combinaison linéaire finie d'exponentielles e~tx, t > 0. 

Démonstration. — On se restreint d'abord à l'intervalle ]0, +oo[ et on effectue le 
changement de variable y = e~x. Soit g(y) — f{x). Alors g G Co(]0, 1[). 

Soit e > 0, le Théorème d'approximation de Weierstrass donne un polynôme proche 
de g : 

n 
\g(y)-J2ajy J\ < £ / 2-

Puisque g(0) = 0, on a |ao| < s/2. Ainsi \g(y) — 2Zj=i ajVJ\ < E- Le changement de 
variable inverse de y à x implique que \f(x) — X ĵ=i aJe~JX\ ^ £-

Comme Donnelly dans [36], montrons que ce lemme implique que : 

f(AOQ)(x,y) = lim f(Arn)(x,y), 
m—y-\-oo 

pour tout / G CO([0, +OO[) et uniformément pour x, y dans un compact. 
Soit / G Co([0, +oc[). Soit e > 0. Posons g(x) — f(x)ex pour x G [0, +oo[. Bien sûr 

g G Co([0,+oo[). D'après le Lemme 13.4.3, il existe une suite gi(x) de polynômes en 
e~x qui approche uniformément g(x). Alors pour x, y G T> et m G N, on a : 

|/(A00)(x,y) - f(Am)(x,y)\ < A, +A2 + A3 

où 

A1 = \f(AooKx,y) - (№(Aoo)e-A-)(x,y)|, 
A2 = |((7;(Aoo)e-A-)(x,y) - (9l(Am)e-A-)(x,y)\ 

et A3 = \(gi(Am)e-*'»)(x,y) - f(Am)(x,y)\. 

Le Théorème spectral pour Aoo implique que gi(Aoo) converge fortement vers 
g(A00) (Le. ^(Aoo)tj —> g(A00)LU pour tout LU G L2Q2pq~k(My)). Les noyaux de 
Schwartz gi(A00)e~A^ (x,y) convergent donc dans L2oc vers g(A00)e~Aoc(x,y) = 
f(AOG)(x1 y). Et le Théorème de régularité elliptique implique que l'on peut choisir / 
suffisamment grand pour que Ai ^ e/3. 
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Notons maintenant {/2m}î o une base orthonormée de L2fl2pq~k (Mm) constituée 
de formes propres pour Am et {A^}^o la suite des valeurs propres (comptées avec 
multiplicité) associées. Alors : 

h(Am) = E 
x 

, М А П / Г И ® / Г ( У ) . 

pour toute fonction continue h à support compact dans R+. Donc : 

A3 ^ (sup \g(X) - 9l(\)\) xJ2e~Xr\fr(x)\\fr(y)\ 
AeM+ ^ 

^ (sup \g(X) - gi(X)\) x v/tr(e-A-(x,x))v/tr(e-A"(y,y)) 

(d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz) 

^K0(sup|^(A)-^(A)|) 
A 

où K0 est une constante indépendante de m que l'on obtient grâce à l'estimée (13.4.2) 
comme dans la preuve du Lemme 13.4.2 (on renvoie à [35] pour plus de détails). Ainsi, 
on peut choisir l suffisamment grand de manière à ce que A3 $J s/3 pour tout m. 

Fixons maintenant / de manière à ce que Ai -f A3 ^ s/3. D'après le Lemme 12.5.3 
et le Lemme 13.4.2, on a A2 ^ s/3 pour m suffisamment grand. 

En conclusion, comme Donnelly dans [36], on a montré que : 
f(AQO)(x,y) = lim f(Am)(x,y), 

rn—> + oo 
pour tout / G Co([0, +oo[) et uniformément pour x, y dans un compact. 

Lemme 13.4.4. — Pour tout f G Co([0,+oo[)7 la suite f(Arn)(x,y) converge vers 
f(A00)(x,y) uniformément pour x et y dans un compact. Et l'expression 

\f{Arri)(x,y)) — f(A00)(x,y)\ 

est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x ê D et y dans un compact. 

Démonstration. — En effet, pour tout X, y E P et t > 0, on a : 

\e-tA~(x,y)-e-tA™(x,y)\ < ] T |e^A(x, >yy)\. 
7errn-rv 

Puisque nmrm = IV, le Lemme 13.4.4 pour la fonction /(.) = e~l- découle du 
Lemme 13.4.2. On conclut la preuve (comme ci-dessus ou dans [36]) à l'aide du 
Lemme 13.4.3. 

Remarquons que, puisque e~tArn(., .) est rm-bi-invariant, il en est de même pour 
/(Am)(.,.). 

Proposition 13.4.5. — Soient f G C0([0,+oo[) et s G C7 Re(s) >̂ 1. Alors, la suite 
/(Am)a;™ converge vers f(Aoc)Q(s) uniformément sur les compacts. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



186 CHAPITRE 13. CONSTRUCTION DE LA FORME DUALE 

Démonstration. — Soit s G C, Re(s) >̂ 1. Si J-m est un domaine fondamental pour 
Faction de Tm sur X>, on a : 

/(Am)Wr(0 = 
A/.m 

uj™(x)A*f(Am)(x,.)dx 

A/.m 
E 

7^»1dx2 = 
7*fi(s)(a:) A*f(Am)(x,.) dx 

E 
ierv\r„, 7^»2 

7*H(s)(ar) A*f(Am)(x,.) dx 

E 
7Grv\rm 7^»1dx2 

n(s)(x)A*f(Am)(x,.) dx 

(car /(Am)(., .) est rm-bi-invariant) 

A/v 
fî(s)(x) A*/(Am)(x,.)cte-

On obtient donc sur T> : 

/(AmKm(-)-/(Aoo)fi(*)(.) = 
A/vz12 

Q(s)(x) A*/(Am)(.x,.)^dx 

A/v 
n(s)(x) A */(Aoo)(x, .)<*z dx 

A/v 
fî(s)Or) A *(/(Am)(x, .) - /(Aoo)^,(x...) dx 

De plus d'après le Lemme 13.4.4, l'expression 

|/(Am)(x,y) -/(A00)(x,y)| 

est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x G My et ?/ dans un com
pact. Puisque la forme Q(s) est dans L1, le Théorème de convergence dominée et le 
Lemme 13.4.4 impliquent que pour tout réel s > 0 et pour tout compact K, il existe 
un entier mo tel que pour tout m ^ mo, les applications /(Am)u;™ et /(Aoo)f2(s) 
sont e-proches sur K. Ce qui achève la démonstration de la Proposition 13.4.5. 
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CHAPITRE 14 

COHOMOLOGIE L2 RÉDUITE 

Nous conservons dans ce chapitre les notations des chapitres précédents. Soient 
donc toujours G — SU(p, q) (p ^ g), T> l'espace symétrique associé, Vy le sous-
espace totalement géodésique de T> associé à un sous-espace vectoriel de dimension 
(complexe) r de Cp+(?, Gy le sous-groupe de G préservant T>y et Y y un sous-groupe 
discret sans torsion et cocompact dans Gy. Nous notons Cy — Yy\Dy et My = 
YV\T>. Dans la suite, Hk(Mv), H%(MV) et 71% (My) désignent respectivement le 
groupe de cohomologie à support compact de degré k de My, le groupe de cohomologie 
L2 réduite de degré k de My et l'espace des /c-formes harmoniques L2 de My. Le but 
de ce chapitre est la démonstration du théorème suivant. 

Théorème 14.0.6. — Pour tout entier, k < p-\-qr — r, on a les isomorphismes naturels 
suivants : 

Hk-2qr(Cv) ^ Hk(Mv) Hk(Mv) ^ U\{MV). 

Si de plus, q = 1, Vespace H^ÇMy) = Tï^My) est de dimension infinie et l'application 
naturelle (Hp~r(Cy) ^)HP(MV) H%(MV) est injective. 

La démonstration pour q = 1 annoncée dans [10] reposait sur une proposition de 
Donnelly et Fefferman. La démonstration de cette dernière telle qu'esquissée dans 
[37] est fausse comme nous l'ont signalés Gilles Carron et Nader Yeganefar à qui nous 
devons également la référence [82] qui nous permet dans ce chapitre de démontrer 
complètement le Théorème 14.0.6. Remarquons néanmoins que le résultat principal 
de [82] repose encore sur un énoncé (complètement démontré cette fois) tiré de [37]. 
Remarquons enfin que le cas q = 1 peut maintenant être déduit d'un résultat de 
Yeganefar [105]. 

Commençons par des rappels sur la cohomologie L2. 
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14.1. Rappels sur la cohomologie L2 

Soit M une variété complexe hermitienne complète. Nous notons CQ° (AkT* M) 
(resp. L2(AkT* M), etc.) l'ensemble des /c-formes lisses à support compact (resp. de 
carré integrable, etc.) dans M . De même nous notons CQ0(Aa,6T*M) (resp. 
L2 (AaibT* M), etc.) l'ensemble des formes lisse de bidegré (a, b) à support com
pact (resp. de carré integrable, etc.) dans M. 

Commençons par oublier la structure complexe de M et par ne voir M que comme 
une variété riemannienne complète. Le /c-ième espace de cohomologie L2 (réduite) 
de M est défini par 

Hk(M) = {a G L2(AfcT*M) | da = 0}/dC$°{Ak-1T*M)L . 

Un autre espace très proche souvent considéré est l'espace de cohomologie L2 
non réduite, qui, en degré /c, est le quotient de {a G L2(AkT* M) | da — 0} par 
{da | a G L2(Ak~xT* M), da G L2}, sans prendre d'adhérence. En général, cohomo-
logies L2 réduite et non réduite sont différentes. Il y a néanmoins égalité en degré k 
lorsque 0 n'est pas dans le spectre essentiel du laplacien A sur les formes différentielles 
de degré k. Dans la suite, « cohomologie L2 » voudra dire « cohomologie L2 réduite ». 

Il y a une interprétation de la cohomologie L2 en termes de formes harmoniques. 
En effet, notons 7ik l'espace des /c-formes harmoniques L2 de M : 

Uk2(M) = {ae L2(AkT*M) \da = Sa = 0} 

où S est l'opérateur défini initialement sur les formes lisses à support compact comme 
l'adjoint de d. Comme M est complète, H2 (M) est aussi le noyau L2 du laplacien 
A = dô + ôd. Un fait important est la décomposition de Hodge-de Rham-Kodaira 
[47]: 

L2(AkT*M) = H%{M) 0 dC^iA^T -M) e ÔC°°(Ak+lT*M), 

et de plus, 

{a G L2(AfcT*M) | da = 0} = U\(M) 0 dC§°(Ak~lT*M). 

On en déduit que 
Hk(M) ^ U\{M). 

Les résultats précédents admettent bien entendu des analogues complexes. Rappe
lons qu'une variété complexe hermitienne est dite complète si la variété riemannienne 
sous-jacente est complète. En remplaçant le complexe de de Rham (K*,d) défini par 

Kk = {ae L2{AkT*M) | da G L2} 

par le complexe de Dolbeault (A*,d) défini par A* = 0^4a'b où 

Aa>b = {a G L2(Aa,bT*M) | da G L2}, 
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on définit les groupes de cohomologie L2 de bidegré (a, 6). Autrement dit, 
_ _ £2 

H^b(M) = {a G L2(Aa'5T*M) | dot = 0}/'dC£°•(Aa>b~1T*M) . 
Il y a là encore une interprétation de la cohomologie L2 en termes de formes harmo
niques. Mais cette fois on utilise le laplacien complexe • . Notons ri0,,b l'espace des 
formes harmoniques L2 de bidegré (a, b) de M : 

H^\M) = {a G L2(Aa'6T*M) | dot = d'à = 0}, 

où d est l'opérateur défini initialement sur les formes lisses à support compact comme 
l'adjoint de d. Comme M est complète, Ti^ eŝ  aussi le noyau L2 du laplacien complexe 
• = dd + d d. Là encore : 

L2(Aa,6T*M) = H%b(M) (&dC°°(Aaib-lT*M) © F c ^ A ^ + ^ M ) , 

et de plus, 

{a G L2(Aa'6T*M) | da = 0} = H^b (M) 0 d C ^ A ^ - ^ M ) . 

On en déduit que 
H^b{M) ^H^b{M). 

Rappelons [47] que lorsque M est une variété kaehlérienne, le laplacien de Hodge-
de Rham A est égal à deux fois le laplacien complexe • . On déduit donc des rappels 
ci-dessus la proposition suivante. 

Proposition 14.1.1. — Soit M une variété kaehlérienne. 
(1) Sans autre hypothèse, on a pour tout k une décomposition orthogonale 

H%(M)= 0 H%b(M), Ha/(M) =Hb2>a(M). 
a + b=k 

(2) Si de plus M est complète, il y a des isomorphismes canoniques 

H%(M) ^ 0 H^b{M), H^b(M) = Hb'a(M). 
a+ 6= A: 

14.2. Théorie de Hodge des variétés kaehlériennes faiblement pseudo
convexes 

Les variétés kaehlériennes complètes que nous considérerons seront faiblement pseu
doconvexes. Rappelons qu'une variété complexe X est dite faiblement pseudoconvexe 
s'il existe une fonction d'exhaustion psh ip de classe C°° sur X (1). 

(x)Rappelons qu'une fonction ip est dite psh (pluri-sous-harmonique) si sa forme de Levi est semi-
positive et est dite exhaustive si ip(z) tend vers +oo quand z tend vers l'infini suivant le filtre des 
complémentaires de parties compactes de X. 
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En particulier la fonction ip(Z) = log ^(Z) (Z G T>) qui descend sur My fait de My 
une variété kaehlérienne faiblement convexe. Le Corollaire 12 A A montre de plus que 
cette dernière variété a un certain nombre de directions strictement pseudoconvexes. 

Nous allons dans cette section décrire un théorème de décomposition de Hodge pour 
des variétés kaehlériennes faiblement pseudoconvexes ayant justement « suffisamment 
de directions strictement pseudoconvexes ». Suivant [2], une variété complexe X sera 
dite absolument l-convexe si X possède une fonction d'exhaustion psh tp qui est for
tement /-convexe sur le complémentaire X \ K d'une partie compacte, i.e. telle que 
la forme de Levi de tp a au moins n — / + 1 valeurs propres positives en tout point de 
X \ K. où n = dimc X. 

Remarquons immédiatement que d'après le Corollaire 12.4.4, la variété My est en 
fait absolument ((p — r)(q — 1) + 1)-convexe. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de décomposition de Hodge pour 
les variétés absolument /-convexe. Ce résultat est dû à Ohsawa; dans [33] Demailly 
en donne une démonstration simplifiée. 

Théorème 14.2.1. — Soit X une variété kaehlérienne et n — dimc X. On suppose que 
X est absolument l-convexe. Alors, en des degrés convenables, il y a décomposition et 
symétrie de Hodge : 

Hk(X)^ 0 Ha>b(X), H^b(X) ^ Hb'a(X), k^n + l, 
a-\-b=k 

Hkc{X) 9* 0 H^"(X), HPb{X) Hbc'a(X), k^n-l, 
a-\-b—k 

tous ces groupes étant de dimension finie. (Hk(X) et H^,b(X) désignent ici les groupes 
de cohomologie à support compact.) De plus, on a un isomorphisme de Lefschetz 
(induit par la multiplication par une puissance convenable de la forme de Kaehler) 

H^b(X) Hri~b^-a{X), a + b < ^ n - L 

Grâce au Théorème 14.2.1 (et à la Proposition 14.1.1) la démonstration du Théo
rème 14.0.6 se réduit à l'étude des groupes H^b(My) et H^iMy). C'est ce que 
permet un théorème d'Ohsawa et Takegoshi que nous décrivons dans la section sui
vante. Cette référence nous a été fourni par Nader Yeganefar, nous l'en remercions. 

14.3. Un théorème d'Ohsawa et Takegoshi 

Dans [82, Theorem 4.1], Ohsawa et Takegoshi démontrent le théorème suivant. 

Théorème 14.3.1. — Soit X une variété kaehlérienne complète, n = dimc X et l un 
entier naturel. Supposons qu'il existe une fonction d'exhaustion C°° v : X —> M. 
vérifiant les conditions suivantes. 
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(1) Soient 7i ^ • • • ^ 7n les valeurs propres de la forme de Levi de ip. Alors, 

lim sup 7i = 1 et lim inf 7n_/+i = 1. 
c^ + oo X \ X . c—> + oo X\X(. 

(2) La limite lorsque c tend vers l'infini, de Vinfimum de la plus petite valeur propre 
de ddtp — Sd^dip sur X \ Xc est supérieure ou égale à —J^Q^-

Dans les condition ci-dessus Xc = {x G X \ îp(x) < c}. 
Alors, dim H^b(X) < oc et 

Ha*(X)<=* H£h{X), pour a + b^n + l. 

Remarquons que beaucoup de constantes dans l'énoncé ci-dessus sont arbitraires. 
Quitte à remplacer la fonction ip par x i—> \~2Î/J(\X), on peut par exemple changer le 
8 de la condition (2) par n'importe constante positive. La condition (2) sera donc (en 
particulier) garantie dès que les valeurs propres de la forme de Levi de if> seront toutes 
positives ou nulles (autrement dit ip psh) et que la norme de dip sera uniformément 
majorée. 

L'hypothèse importante dans l'énoncé du Théorème 14.3.1 est bien évidemment 
la condition (1). A l'aide de celle-ci, la démonstration du Théorème 14.3.1 repose de 
manière essentielle sur une proposition de Donnelly et Fefferman que nous décrivons 
maintenant. 

Soit M une variété complexe hermitienne complète de dimension complexe n. No
tons J : T*M(g)C —> T*M(g>C la structure presque complexe de M. Comme d'habitude 
l'action de J s'étend en une action sur les formes différentielles sur M et J<f> = ia~h<f>, 
pour (j) de type (a, b). 

Supposons que F soit une fonction réelle de classe C2 sur M. Comme dans les 
autres chapitres nous notons dF et \?2F respectivement la différentielle extérieure 
de F et le hessien de F. Le hessien définit une transformation linéaire symétrique 
V2F : T*M -> T*M. 

Soit S : T*M —• T*M une transformation linéaire symétrique de valeurs propres 
réelles 71,. . ., 7n. On dit que S est compatible avec J si, pour chaque vecteur propre 
Vi, de valeur propre 7¿, de S, il existe un indice i* tel que v* — Jvi soit aussi un 
vecteur propre, de valeur propre associée 7¿*. Soient nll. . . ,//n les nombres obtenus 
en moyennant 7̂  et 7Z* pour i = 1,. . . , 2n. Autrement dit, ¡i\ — (71 + 7i*)/2, et si 
vi* 7̂  V2-> alors i±2 — (72 + 72*)/2, et ainsi de suite... 

Si (j) est une forme différentielle sur M, nous notons \<f>\ la norme ponctuelle de <f> 
et 11011̂ 2 = JM |0|2 la norme L2 globale. 

Proposition 14.3.2. — Soit (j) une forme différentielle dans CQ°(Aa'bT*A). Soit F une 
fonction réelle C2 sur le support de (j) et telle que la transformation linéaire VF 
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soit symétrique et compatible avec J avec pour valeurs propres réelles 71, . . . , 72™ - Si 
\dF\ ^ 1, alors : 

[Ш\Ь2 + \\5ф\\Ь2]\\ф\\^ > 
M 

fi i — (a H- ò) max(/i¿) 
4 i 

\Ф\, 

où u1 \i<2, . . . , /in sont les nombres obtenus en moyennant 7̂  et 7̂ * ; pour i = 1, . . . , 2n. 

Remarquons que Donnelly et Fefïerman énoncent une version à bord de cette pro
position pour une forme différentielle <ft générale de degré k (et non de bidegré (a, b)). 
Nous ne savons pas si cette généralisation est vraie, si c'était le cas un argument clas
sique de suite exacte à la Cheeger permettrait de donner une démonstration directe 
du Théorème 14.0.6. Néanmoins comme nous l'ont signalé Gilles Carron et Nader 
Yeganefar la démonstration suggérée par Donnelly et Fefferman utilise que la compo
sante de type (a, b) d'une forme différentielle de degré k = a + b vérifiant la condition 
absolue au bord vérifie elle aussi cette condition, ce qui est faux en général. 

La vertu essentielle de la Proposition 14.3.2 est de contrôler le spectre essentiel de 
My. 

Soit ijj la fonction réelle sur T> définie par 

Ф(г) = log в 
A 

(nous pourrions également considérer îp(Z) = d(Z,T)y) si min{r, q} = 1). D'après le 
Lemme 12.4.2 et le Corollaire 12.4.4, le hessien V2ip de i\) est compatible avec J et 
les valeurs propres moyennées fjb\(Z), . . . , /jbn(Z) vérifient qu'il existe une constante 
CQ > 0 telle que pour tout Z tel que ip(Z) > CQ, 

(14.3.1) E 
г 

\ßi(Z) - (a + b)max(/¿¿(Z)) ^ 1/10, 

pour a + b<pJrqr — r. 
Remarquons que la fonction ip est GV-invariante et descend donc en une fonction 

sur My — Ty\T>. Dans la suite, X = My et Xc = {Z E X \ ip(Z) < c} pour tout réel 
c > 0 . 

Lemme 14.3.3. — Pour tout bidegré (a, b) tel que a-\-b<p + qr —r, le spectre essentiel 
du laplacien sur les formes de bidegré (a, b) est isolé de 0. 

Démonstration. — Il est bien connu que le spectre essentiel du laplacien ne dépend 
que de la géométrie à l'infini. Or, la Proposition 14.3.2 et l'inégalité (14.3.1) impliquent 
que si u est une forme différentielle de bidegré (a, 6), a + b < p + qr — r, à support 
dans XCn alors : 

[||do;||2+ ||ÍO;||2]||Ü;||2 ^ 
X1 

E ¡ii — к max(/¿¿) M 2 

> 1 
1С 

Ы\1 
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Le spectre du laplacien à l'infini (et donc le spectre essentiel) est donc isolé de 0. Le 
Lemme 14.3.3 est démontré. 

Le Lemme 14.3.3 est l'étape essentielle dans la démonstration du Théorème 14.3.1. 
Il est naturel de se demander si dans l'énoncé du Théorème 14.0.6 ou du Lemme 14.3.3 
le nombre p-\- qr — r est optimal. En général on ne sait pas répondre à cette question. 
Peut-être la formule de Plancherel pour les espaces symétriques pseuso-riemannien 
G/H peut-elle apporter une réponse. Remarquons néanmoins le lemme suivant. 

Lemme 14.3.4. — Si q = 1, le spectre essentiel du laplacien sur les formes de bidegré 
(a, b) avec a + b = p est encore isolé de 0. 

Démonstration. — C'est évident puisque, le laplacien complexe commutant aux opé
rateurs d et d , son spectre sur les formes de bidegré (a, b) est contenu dans la réunion 
du spectre du laplacien sur les formes de bidegré (a, b — 1), du spectre du laplacien 
sur les formes de bidegré (a, 6+1) et (éventuellement) de la valeur propre 0. Mais par 
dualité de Hodge le spectre du laplacien sur les formes de bidegré (a, b + 1) coïncide 
avec le spectre du laplacien sur les formes de bidegré (ò, a — 1). Le Lemme 14.3.4 
découle donc du Lemme 14.3.3. 

14.4. Démonstration du Théorème 14.0.6 
Commençons par appliquer le Théorème 14.3.1 à la variété My en utilisant la 

fonction d'exhaustion ifj(Z) = log^(Z). D'après le Corollaire 12.4.4 la condition 
(1) du Théorème 14.3.1 est vérifiée pour l — (p — r)(q — 1) + 1, par ailleurs les 
valeurs propres de la forme de Levi de ip sont toutes positives (ou nulles) et la norme 
de la différentielle de ip est uniformément bornée, d'après la remarque suivant le 
Théorème 14.3.1 celui-ci s'applique donc à My. On en déduit que pour tout bidegré 
(a, b) tel que a + b ^ pq + (p — r)(q — 1) + 1, le groupe H%'b(My) est de dimension 

fime 6t H^b{Mv) ~ Ha*{Mv). 

On déduit alors du Théorème 14.2.1 et de la Proposition 14.1.1 que 

H^(My) ^ Hk(Mv) 

pour tout k > pq + (p — r)(q — 1) 1. Puis par dualité, il découle que l'application 
naturelle 

Hk(Mv)—^Hk (Mv) 
est un isomorphisme pour tout entier k ^ p -\- qr — r — 1. 

On sait par ailleurs que Hk(My) est (en tout degré k) isomorphe à TCk(My) et 
puisque My est homéomorphe au produit Cy x IR9r, la formule de Kûnneth implique 

qUe Hk-2qr(Cv) ~ Hk(Mv), 
pour tout degré k. La première partie du Théorème 14.0.6 est donc démontrée. 
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Supposons maintenant q = 1. On a toujours l'isomorphisme H^iMy) = 7i^(My). 
Le groupe Tî^iMy) (p est ici la dimension réelle moitié de My) ne dépend que de la 
structure conforme de My. Il est donc facile de vérifier que l'espace H^(My) est de 
dimension infinie et que l'application naturelle Hp(My) —• H^My) est injective. 
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CHAPITRE 15 

DÉMONSTRATIONS DES THÉORÈMES 4, 5 ET 8 

Comme l'indique le titre, le but de ce chapitre est la démonstration des Théorèmes 
4, 5 et 8. Néanmoins nous ne parlerons pas de l'espace hyperbolique réel i.e. du cas 
où G est un groupe algébrique du type SO(n, 1). Dans ce cas le Théorème 4 est en 
effet plus facile à démontrer et est de toute façon complètement traité dans [8]. 

15.1. Démonstration du Théorème 4 

Nous conservons les notations des chapitres précédents. Le but de cette section 
est la démonstration du théorème suivant qui à l'aide du Lemme 12.5.3 implique 
immédiatement le Théorème 4. 

Théorème 15.1.1. — Soit M = T\T> une variété compacte localement symétrique mo
delée sur l'espace symétrique V associé au groupe semi-simple G = SXJ(p,q). Suppo
sons que l'espace T> contienne un sous-espace Dy tel que la variété Cv = Ty\Dy, 
avec Ty = Tn Gy, soit compacte. Soit k un entier > 2pq — p — qr + r, ou égal à p si 
q = 1. Supposons l'hypothèse suivante vérifiée : 

(H) M admet une tour d'effeuillage autour de Cy dont la première valeur propre 
non nulle du laplacien sur les (2pq — k)-formes fermées est uniformément minorée. 
Alors, il existe un revêtement fini M de M tel que 

(I) l'immersion de Cy dans M se relève en un plongement de Cy dans M, 
(2) l'application induite : 

Hk(Cy) —> Hk(M) 

est injective. 
De plus pour tout entier N et tout cycle c dans Hk(Cy), il existe un revêtement fini 

Mjy de M contenant N préimages de i(c) linéairement indépendantes dans Hk(Mj\f). 

Notons {Mm} la tour d'effeuillage fournie par l'hypothèse (H). 
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Remarquons immédiatement que le point (1) du Théorème 15.1.1 se démontre de 
la même manière que le Théorème 1 de [7]. 

Fixons maintenant un cycle c non nul dans Hk(Cy). Soit n la forme harmonique sur 
Cy telle que *oM soit duale à c dans Cy. Dans la suite nous conservons les notations 
des chapitres précédents. 

Fait 1. — Soit s G C, Re(s) >̂ 1. Alors, la suite P^uu™ converge uniformément sur 
tout compact de T> vers PQ°Q(S). 

En effet, soit À un réel strictement positif tel que la première valeur propre non 
nulle du laplacien sur les (2pq — /c)-formes fermées de Mm (resp. M^) soit strictement 
supérieure à À (un tel À existe d'après l'hypothèse (H)). On introduit la fonction 
h\ G Co([0,+oo[) qui vaut 1 sur l'intervalle [ 0 , ^ ] , 0 sur l'intervalle [À, -foo[ et qui 
décroît linéairement sur [|-, A]. Puisque : 

(1) la seule valeur propre du laplacien sur les (2pq — /c)-formes fermées de Mm 
(resp. Mqo) est strictement inférieure à A est 0, 

(2) l'espace des formes fermées est fermé, et 
(3) les formes LO™ et Q(s) sont fermées, 

on a : 
/i(AmVr = -P0m r̂ et h(A^)n(s) = P0°°îî(s). 

Or, d'après la Proposition 13.5.5 et pour s G C, Re(s) >̂ 1, la suite hxou™ converge 
vers h\Q(s) uniformément sur les compacts. Ce qui conclut la démonstration du Fait 1. 

Fait2. — Soit s G C, Re(s) >̂ 1. Alors, la forme harmonique PQ°0(S) est non nulle 
(et ne dépend pas de s). 

En effet, la forme Q(s) représente une classe de cohomologie dans H2PQ~K(My) 
(avec les notations du chapitre précédent). Plus précisément, d'après le Théorème 
13.2.3, cette classe est indépendante de s et correspond, via la dualité de Poincaré 
H2pq~k(Mv) ^ HK(V) = Hk(Cy), au cycle C dans Cy. Elle est donc non nulle. 
D'après le Théorème 14.0.6 et puisque k > 2pq — p — qr + r, on a les isomorphismes 
naturels H2pq~k(Mv) 9é HLVQ~K (My) ^ n22pq~k (Mv), le projeté harmonique L2, 
PQ°Q(S), dans ri^q^k est donc non nul (et ne dépend pas de s). Remarquons que 
lorsque q = 1 et k = p, l'application naturelle HP(MV) -> HP(MV) 9É HV2(MV) est 
encore injective et donc, là encore, PQ°Q(S) 7̂  0. 

On peut maintenant démontrer la première partie du Théorème 15.1.1. 

Par la dualité de Poincaré et le Théorème de Hodge-de Rham, l'application 
Hk(Cy) —» Hk(Mrn) correspond à l'application \i 1—> PÇ^LU™ allant des /c-formes 
harmoniques sur Cy vers les (2pq — /c)-formes harmoniques sur Mm. Mais, d'après 
le Fait 1, cette dernière converge simplement vers l'application, injective d'après le 
Fait 2, des /c-formes harmoniques sur Cy vers ri^q~k(My) qui à ¡1 associe PQ°Q(S). 

Or Hk(Cy) est de dimension finie donc la convergence est uniforme et pour m grand, 
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l'application Hk(Cy) —• Hk(^m) est injective. Comme ilfm est un revêtement fini 
de M, la première partie du Théorème 15.1.1 est démontrée. 

Pour montrer la deuxième partie du Théorème 15.1.1, nous allons d'abord déduire 
des faits précédents un autre corollaire. 

Proposition 15.1.2. — On se place sous l'hypothèse (H). Soit s G C, Re(s) >̂ 1. Sup
posons k > 2pq — p — qr + r (ou k = p si q = 1). Si PQUJ® ^ 0, il existe un entier 
m ^ 0 et un élément 7 G T tels que les formes harmoniques P^ou™ et ^(*P™UJ™ soient 
linéairement indépendantes. 

Démonstration. — Nous montrons d'abord par l'absurde qu'il existe un entier m ^ 0 
tel que la forme P™UJ™ ne soit pas invariante sous l'action de F. Soit m un entier ^ 0. 
Supposons que la forme PQ^UJ™ soit invariante sous l'action de T. Alors, 

P°u£ = [r : rm]P0"^s"\ 

Or [T : rm] tend vers l'infini avec m, donc PQ^UJ™ tend vers 0 avec m ce qui contredit 
les Faits 1 et 2. Il existe donc un entier m > 0 et un élément 7 G T tels que les formes 
P™UJ™ et ^PQ1^™ soient distinctes. Puisque 

E 

serm\r 

* ryrn m 
9 1 0 us — 

E 
serm\r 

5*(7*p0m^r) = n W o , 

les formes P™u™ et 7*P^UJJ1 sont en fait nécessairement linéairement indépendantes. 
Ce qui achève la démonstration de la Proposition 15.1.2. 

À l'aide de la Proposition 15.1.2, nous pouvons maintenant conclure la démonstra
tion du Théorème 15.1.1. 

Soit k > 2pq — p — qr ~h r (ou k = p si q = 1). Soit ¡1 une k-forme harmonique sur 
Cv • Nous allons montrer par récurrence sur N ^ 1 qu'il existe un revêtement fini Mjy 
de M et N formes harmoniques de degré 2pq — k sur Mjy linéairement indépendantes. 
Le Théorème 15.1.1 en découle immédiatement. 

Supposons qu'il existe un tel revêtement MN pour un certain N ^ 1. Notons 
u;i, . . . , LUN les N formes harmoniques indépendantes. On peut supposer que la forme 
u>i est la forme harmonique associée à /x (qui est une forme harmonique sur une 
préimage de Cy dans Mjy). La Proposition 15.1.2 implique qu'il existe un revêtement 
fini M^+i de Myy, une forme harmonique cDi sur M^+i et un élément 7 G TÏIMN tels 
que les formes harmoniques cDi et 7*cDi soient linéairement indépendantes. Supposons 
qu'il existe N + 1 réels ao, c*i,..., ajy tels que 

a0u)i + «17*0)1 + OL2UJ2 + • • • + CÏN^N = 0. 

Alors en moyennant par 7TIMJV+I\7TI MJV, on obtient : 

(«i + a2)u;i + [TTIMN : niMN+1]{a2uj2 + • • • + CVNCJN} = 0. 
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L'hypothèse de récurrence implique donc : 

CÏQ + = (y 2 = • • • = Oi]sj = 0. 

Et puisque les formes harmoniques uj\ et 7*cDi sont linéairement indépendantes, on 
obtient finalement que : 

&o — OL\ — 0. 
Enfin puisque le revêtement de M^+i sur M est fini, on peut le supposer galoisien, la 
forme 7*Ù3I est alors définie sur MN+I- Ce qui achève la récurrence et la démonstration 
du Théorème 15.1.1. 

Remarquons que d'après la section 13.3 et la démonstration du Théorème 15.1.1, 
lorsque q = 1, on peut remplacer l'hypothèse (H) par l'hypothèse suivante plus faible : 

(H') M admet une tour d'effeuillage autour de Cy dont la première valeur propre 
non nulle du laplacien sur les (2pq — /c)-formes d et d fermées est uniformément 
minorée. 
C'est cette hypothèse que nous nous attacherons à vérifier dans la démonstration du 
Théorème 5. Mais avant de passer à la démonstration de celui-ci, on fait un petit 
aparté concernant les variétés arithmétiques. 

15.2. Variétés arithmétiques 

En général, la classe des variétés arithmétiques est plus large que celle des variétés 
de congruences auxquelles les résultats de la première partie s'appliquent. 

Un sous-groupe discret T de SU(p, q) est dit arithmétique s'il existe un groupe 
Q-algébrique G C GLAT(IR) pour un certain entier naturel TV et un homomorphisme 
continue et surjectif p : G —• SU(p, q) tels que : 

(1) le noyau de p soit un sous-groupe compact de G ; 
(2) l'image par p de G D GLTV(Z) soit commensurable avec T, i.e. l'intersection 

T n p(G n GLiv(Z)) est d'indice fini dans T et dans p(G DGLN(Z)). 
Etant donné un sous-groupe arithmétique de F de SU(p, q), on appelle sous-groupe 

principal de congruence de T tout sous-groupe de la forme : 

r(m) = r H p{G H ker(GLAr(Z) > GLjv(Z/mZ))), 

pour un certain entier naturel m. Plus généralement, on appelle sous-groupe de 
congruence de F ^ tout sous-groupe de F contenant un sous-groupe principal de 
congruence. Remarquons qu'un sous-groupe de congruence d'un groupe arithmétique 
donné F n'est en général pas un sous-groupe de congruence de SU(p, q). Ceci n'est 
vrai que lorsque F est déjà un sous-groupe de congruence de SU(p, q). 

(^La terminologie est dangereuse, voir la remarque qui suit. 
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Enfin, on appelle variété arithmétique tout quotient de l'espace T> par un sous-
groupe arithmétique sans torsion F de SU(p, q). Remarquons qu'une telle variété est de 
volume fini. Les revêtements fini d'une variété arithmétique obtenues à l'aide de sous-
groupes de congruence (au sens ci-dessus) seront appelés revêtements de congruence. 

Il existe des variétés hyperboliques complexes de volume fini non arithmétiques 
pour n = 1,2 et 3, construites par Mostow (cf. [80]). La question de l'existence 
de variétés hyperboliques complexes non arithmétiques pour n ^ 4 reste ouverte. 
Pour q > 1, toute variété localement symétrique de volume fini modelée sur T> est 
arithmétique d'après le célèbre Théorème d'arithméticité de Margulis. En revanche, la 
question de savoir si tous les sous-groupes arithmétiques sont de congruence est encore 
ouverte. (La question est, maintenant, essentiellement réduite au cas des groupes 
« exotiques » du chapitre 10. Pour une discussion détaillée voir Prasad [85].) 

Rappelons maintenant qu'il existe effectivement des variétés arithmétiques quo
tients de l'espace T> associé au groupe SU(p, q). Soit K un corps de nombre totalement 
réel de degré m sur Q, soit O son anneau des entiers et soit S = {ai,. . ., crm} l'en
semble des plongements de K dans R. Soit K' — K(y/—1 ). On étend chaque a G I] 
en un plongement de K' dans C laissant fixe. Soit 

h(zi, . . . , zn, zn+i) = ai\z\ |2 + • • • + av\zp\2 — ap+i \zv+i |2 — • • • — ap+q\zp+q\2 

une forme hermitienne diagonale avec aj G K. Supposons que aih a pour signa
ture (p, q) et que a%h est définie positive pour i = 2, 3, . . ., m. Le sous-groupe F (h) de 
SLn+i((9(\/-T )) préservant h s'identifie à un sous-groupe de SU(p, q). Si F < SU(p, q) 
est un sous-groupe commensurable à F (h), alors F est un groupe arithmétique (on ob
tient le morphisme p et le groupe G à l'aide d'une restriction des scalaires de K à Q 
appliquée à la structure X-algébrique de SU(p, q) donnée par la forme hermitienne h). 
On appelle un tel groupe : groupe arithmétique standard (bien que cette appellation 
ne le soit pas elle même). Quitte à passer à un sous-groupe d'indice fini et grâce à un 
lemme classique de Selberg, on peut supposer F sans torsion, il agit alors librement 
sur T> et l'espace quotient est une variété arithmétique standard. Les variétés arith
métiques sont toutes compactes sauf celles qui sont standard et telles que K = Q et h 
représente zéro sur Q ; dans ce cas elles sont de volume fini. 

Remarquons que notre Théorème 5 est non vide en vertu du théorème suivant. 

Théorème 15.2.1 (Kazhdan [62], Shimura [96] et Borel-Wallach [15]) 
Soit M une variété hyperbolique complexe (donc associée au groupe SU(n, 1)) arith

métique standard et soit N un entier naturel quelconque. Alors, M admet un revête
ment (fini) de congruence avec un premier nombre de Betti ^ N. 

Autrement dit, si F est une variété hyperbolique complexe arithmétique standard 
compacte de dimension (réelle) d, quitte à passer à un revêtement fini, on peut sup
poser que Hd-i(F) est non nul (et même de rang arbitrairement grand). 
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Montrons par ailleurs : 

Proposition 15.2.2. — Soit M = T\T> une variété arithmétique (resp. de congruence). 
Supposons que T> contienne un sous-espace Dy tel que la variété Cy = Yy\Dy, 
avec Ty — r D Gy, soit compacte. Alors, la variété Cy est arithmétique (resp. de 
congruence). 

Démonstration. — Le groupe Y est arithmétique, notons p et G comme dans la défi
nition d'un groupe arithmétique. Soit H la composante connexe de l'élément neutre 
du groupe : 

p-1(GV) C G C GLJV(IR). 

Le groupe H est réductif et connexe, il est donc égal à la composante connexe de 
l'élément neutre de sa clôture de Zariski. De plus, le sous-groupe H n GL_/v(Z) est un 
réseau cocompact dans H car : 

(1) p(H H GLAT(Z)) = p(G n GLAT(Z)) H Gy, 
(2) le groupe p(G n GLJV(Z)) est commensurable avec T, 
(3) le groupe IV = Tn Gy est cocompact dans Gy, et 
(4) le noyau de p est compact. 

Notons H' l'adhérence de Zariski de H n GLJV(Z) dans GLA/(M). La composante 
connexe de l'élément neutre (Hf)o de H' est contenue dans H et, d'après le Théorème 
de densité de Borel, elle se surjecte sur H/K où K désigne un compact distingué 
maximal de H. 

Fait. — Le groupe H' est Q-algébrique. 

En effet, soit Id l'ensemble des polynômes de degré ^ d s'annulant sur H'. Puisque 
H H GLAT(Z) est Zariski-dense dans H', un polynôme P de degré ^ d est dans Id 
si et seulement si P(h) = 0 pour tout h C H D GL^(Z). On voit maintenant ces 
équations comme un système d'équations homogènes linéaires, une équation pour 
chaque h G H HGLAA(Z), OÙ les inconnues sont les r coefficients de P et les coefficients 
de l'équation linéaire sont dans Z. Puisqu'il y a r inconnus, on peut trouver r équations 
telles que les équations représentent le système. Mais le noyau d'une matrice r x r 
à coefficients dans Z C Q, vue comme transformation linéaire de MR, a une base 
constituée de vecteurs dans Qr. Donc Id a une base constituée d'éléments à coefficients 
dans Q et, puisque c'est vrai pour tout d, on obtient bien que H' est défini sur Q. 

Finalement, la variété F est commensurable au quotient Kf\Hf/(Hf D GLJV(Z)), 
c'est donc une variété arithmétique. Enfin si T = G(Q) n Kf pour un certain sous-
groupe compact-ouvert Kf c G ( A / ) , Ty = HF(Q) n Kf, la variété F est donc de 
congruence lorsque T est un sous-groupe de congruence. Ce qui conclut la démonstra
tion de la Proposition 15.2.2. 
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Remarquons que la démonstration ci-dessus montre en fait que toute sous-variété 
localement symétrique d'une variété localement symétrique arithmétique est arithmé
tique. Ce fait est sans doute bien connu mais nous n'avons pas trouvé de référence 
dans la littérature. 

Rappelons que les variétés arithmétiques forment en général une classe plus grande 
de variétés que les variétés de congruence. Ainsi, il existe des surfaces hyperboliques 
arithmétiques dont la première valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions 
est arbitrairement petite. De tels exemples peuvent par exemple être obtenus en consi
dérant un sous-groupe d'indice fini de SL(2,Z) se surjectant sur Z et l'ensemble des 
ses sous-groupes de quotient fini. Néanmoins, une fois une variété arithmétique fixé 
on s'attend à ce que l'ensemble de ses revêtements de congruence soit soumis aux 
mêmes genres de phénomènes que l'ensemble des variétés de congruence. Illustrons 
par exemple ce principe vague par la conséquence suivante de la démonstration de la 
« Conjecture r » (cf. § 2.1). 

Théorème 15.2.3. — Soit M une variété arithmétique. Alors, la première valeur propre 
non nulle du laplacien sur les fonctions, reste uniformément minorée dans les revê
tements de congruence de M. 

Démonstration. — Lorsque M est de congruence c'est le Théorème 2.1.1. Pour passer 
au cas arithmétique général, on utilise un résultat de Brooks [17] qui montre que la 
propriété d'avoir une tour de revêtements fini {Mm} de M ayant la propriété d'avoir 
une première valeur propre non nulle sur le spectre du laplacien sur les fonctions 
uniformément minorée est une propriété combinatoire dans le sens qu'elle ne dépend 
que de la suite des graphes de Schreier des quotients TViMm/niM pour un système de 
générateur fini et fixé de TY\M. Mais TTIM est commensurable au groupe fondamental 
d'une variété de congruence, et la combinatoire de la tour {Mm} se comporte donc 
de la même manière que la combinatoire d'une tour de variétés de congruence. D'où 
l'on déduit le Théorème 15.2.3. 

Remarquons que si dans le cas des variétés de congruence les Conjectures d'Ar
thur prévoient des valeurs explicites pour la minoration du spectre, on ne peut en 
espérer autant dans le cas des variétés arithmétiques puisque, comme on l'a rappelé 
au-dessus, il se peut que la variété arithmétique M avec laquelle on démarre ait déjà 
une première valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions arbitrairement 
petite. Le Théorème 15.2.3 n'est donc pas un corollaire immédiat du Théorème 2.1.1. 
On ne sait d'ailleurs pas si le Théorème 3 qui traite des 1-formes différentielles peut 
s'étendre (sans minoration explicite) au cas des variétés arithmétiques. Cette question 
nous paraît intéressante. Reformulons-la de la manière suivante : 

Question. — La Conjecture A- implique-t-elle que pour toute variété hyperbolique 
réelle ou complexe arithmétique M de dimension (réelle d) et pour tout entier naturel 
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i ^ T[ — 1, il existe une constante strictement positive e(M,i) telle que pour tout 
revêtement de congruence M' de M, 

Aï (M') ^ e(M,i) ? 

Nous allons maintenant pouvoir passer à la démonstration du Théorème 5. Celle-ci 
repose sur la vérification de l'hypothèse (H') qui nécessite quelques rappels sur les 
variétés kaehlériennes que nous détaillons dans la section suivante. 

15.3. Rappels sur les variétés kaehlériennes 

Dans cette section M est une variété kaehlérienne compacte. Nous avons déjà rap
pelé que le laplacien usuel et le laplacien complexe coïncident (à une constante mul
tiplicative près). Dans cette section nous allons utiliser le laplacien complexe : 

• = - v ^ î (ddA - dAd + dAd - Add}, 

où A est l'opérateur adjoint à l'opérateur L de multiplication par la forme de Kaehler. 
Plus précisément sur une variété complexe de dimension n, munie d'une métrique 
hermitienne 

n 
ds2 = ^2 g^dz^dz^3, 

a, (3=1 
où l'on note (<7°̂ ) l'inverse (ga,p)~1 de la matrice (ga,p). Soit 

w = 1 
v\q\ E /—ï-g lfaf3a2...app2 dzai A • • • A dz@q. 

Alors 

(15.3.1) Aip = 1 
{p-ï)\ (q - 1)1 E /—ï-g lfaf3a2...app2.../3q dza2 A • • • A dzP*, 

c'est-à-dire, 

(A</?)a2...ap/32...̂  = E 

a,0 
/—ï-g lfaf3a2...app2.../3q 

= ("1)P-1 E 
a,(3=1 

/—ï-g 15+ZA lfaf3a2...app2.../3q 

En particulier si cp est une forme de degré j , 

(15.3.2) -LAip + AL(/? = (n- j)ip. 

Un calcul simple montre alors que le laplacien • commute à L. Enfin, remarquons 
que si u est une forme d et d fermée, on a : 

(15.3.3) Uu = dd vv-1ÏAu. 
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Proposition 15.3.1. — Soit M une variété kaehlerienne compacte de dimension com
plexe n. Notons À la première valeur propre non nulle du laplacien sur les 1-formes 
de M. Alors, la première valeur propre non nulle du laplacien sur les 3-formes d et 
d fermées de M est > À. 

Démonstration. — Soit À la première valeur propre non nulle du laplacien sur les 1-
formes de M. Soit /3 une 3-forme /^-propre, d et d fermée de M. On peut décomposer 
l'espace des 3-formes sur M comme somme orthogonale de 

{La | a est une 1-forme sur M} 

et de son supplémentaire orthogonal. Quitte à prendre des suites, on peut donc écrire : 

ß = La фх 7. 

Si La = 0, la forme 7 est orthogonale à l'image de L restreinte aux 1-formes et donc 
par dualité, on obtient que Af3 = 0. Et donc /LL = 0 puisque P est d et d fermée. Enfin, 
si ¡1 # 0, puisque le laplacien préserve la décomposition orthogonale ci-dessus, on 
obtient que \i est une valeur propre du laplacien sur les 1-formes, avec comme forme 
propre : a. Donc si /i ^ 0, on a nécessairement \i ^ À. Ce qui conclut la démonstration 
de la Proposition 15.3.1. 

A l'aide du Théorème 3, la Proposition 15.3.1 va nous permettre de vérifier l'hy
pothèse (H') dans certains cas intéressants et de démontrer le Théorème 5. 

Concluons cette section de rappels sur les variétés kaehlériennes par un cas parti
culier élémentaire de la décomposition de Lefschetz. 

Proposition 15.3.2. — Soit M une variété kàhlerienne de dimension complexe n. 
Alors, Vapplication Lk pour 1 ^ k < n est injective des 1-formes sur les (2k + 1)-
formes et envoie les formes harmoniques sur des formes harmoniques. 

Démonstration. — La première partie est bien connue [47]. De plus, le laplacien • 
commute à L et la Proposition 15.3.2 est démontrée. 

Soit 
vbi(M) = sup{bi(M) : M est un revêtement fini de Af}, 

où i est un entier naturel inférieur à la dimension de la variété M et bi(M) désigne 
le i-ème nombre de Betti de M. On appelle vbi(M) le i-ème nombre de Betti virtuel 
de M. On déduit de la Proposition 15.3.2 et du Théorème 15.2.1 le corollaire suivant. 

Corollaire 15.3.3. — Les variétés hyperboliques complexes standard ont tous leurs 
nombres de Betti virtuels infinis. 

Le Théorème 5 permet de décrire comment certaines classes non triviales en homo-
logie apparaissent géométriquement. Il est maintenant temps de passer à la démons
tration proprement dite du Théorème 5. 
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15.4. Démonstration du Théorème 5 

Soient M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence de dimension 
d + 2 et F une sous-variété complexe compacte connexe totalement géodésique de 
dimension d et immergée dans M. On peut supposer, en concervant les notations des 
chapitres précédents, que M = r\Z>, F — Ty\Dy où IV — T Pi Gy. 

D'après le Théorème 15.1.1 pour conclure il nous faut construire une tour d'ef
feuillage autour de F vérifiant l'hypothèse (H') pour k = d — 1. La variété M est de 
congruence, donc d'après la Proposition 15.2.2, la variété F aussi. Et il existe deux 
groupes Q-algébriques H et G, avec H un Q-sous-groupe de G, G (M) C GL_/v(R) (pour 
un certain entier N) et un morphisme continue à noyau compact p : G —» SU(n, 1) 
tels que : l'image par p de G D GLJV(Z) (resp. H n GLTV(Z)) soit Y (resp. IV). On 
introduit par récurrence, la suite de sous-groupes d'indices finis dans Y : 

r0 = r 

et pour tout m ^ 1, 

rm = p{p^{pm{H H GL,v(Z)))) H rm_i, 

où pra est la projection de GLJV(Z) sur GL]v(Z/mZ). Notons Mm = Tm\P. La suite 
de revêtements finis {M"m} de M est une tour d'effeuillage autour de F dans M ; 
cette tour est, de plus, constituée de revêtements de congruences. Mais, d'après le 
Théorème 3 et la Proposition 15.3.1, la première valeur propre non nulle du laplacien 
sur les 3-formes d et d fermées sur 7kfm est uniformément (par rapport à m) minorée. 
En particulier, l'hypothèse (Hf) est vérifiée pour cette tour d'effeuillage et pour k — 
d—1. Le Théorème 15.1.1 permet donc de conclure la démonstration du Théorème 5. 

Le Théorème 5 permet la construction de 3-classes d'homologie non triviales à 
partir du Théorème 15.2.1 de la manière suivante. Si M est une variété hyperbo
lique complexe arithmétique standard et de congruence définie par une forme her-
mitienne h k n variables (comme au § 15.2), on obtient une sous-variété (immergée) 
F holomorphe totalement géodésique de codimension (complexe) 1 (qui est donc de 
congruence) en restreignant la forme h à un (n — l)-plan. Quitte à passer à un re
vêtement de congruence de M (et donc de F), on peut supposer que H2ns(F) est 
non trivial, d'après le Théorème 15.2.1. Alors, le Théorème 5 permet de relever cette 
classe d'homologie dans F en une classe d'homologie non triviale dans un revêtement 
fini de M. 

Bien sûr, par définition des groupes i^*(Sh° G), le Corollaire 1 découle immédiate
ment du Théorème 5. Enfin, en remplaçant le Théorème 3 par le Corollaire 5.4.2, la 
démonstration du Théorème 5 s'étend au groupe SU(p, q). On en déduit le théorème 
suivant qui implique immédiatement le Théorème 8. 

Théorème 15.4.1. — Soit M = Y\D une variété compacte localement symétrique 
de congruence modelée sur Vespace symétrique T> associé au groupe semi-simple 

ASTÉRISQUE 303 



15.4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 5 205 

G = SU(p, q), avec p ^ q ^ 2. Supposons que l'espace T> contienne un sous-espace 
V>v tel que la variété Cy — Yy\Dy, avec Y y = Y Pi Gy, soit compacte. Soit k un 
entier > 2pq — p — q + 1. Alors, il existe un revêtement fini M de M tel que 

(1) l'immersion de Cy dans M se relève en un plongement de Cy dans M, 
(2) Vapplication induite : 

Hk(Cy) > HK(M) 

est injective. 
De plus, pour tout entier N et tout cycle c dans Hk(Cy), il existe un revêtement fini 

MN de M contenant N préimages de i(c) linéairement indépendantes dans HK (MN)-
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