
Astérisque

LAURENT FARGUES

ELENA MANTOVAN
Variétés de Shimura, espaces de Rapoport-Zink et
correspondances de Langlands locales

Astérisque, tome 291 (2004)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_2004__291__R1_0>

© Société mathématique de France, 2004, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_2004__291__R1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ASTÉRISQUE 291 

VARIETES DE SHIMURA, 
ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 

ET CORRESPONDANCES 
DE LANGLANDS LOCALES 

Laurent Fargues 
Elena Mantovan 

Société Mathématique de France 2004 
Publié avec le concours du Centre National de la Recherche Scientifique 



L. Fargues 

U M R C.N.R.S. 8628, Université Paris S u d / C N R S , Bâtiment 425, 91405 Orsay. 
E-mail : l a u r e n t . f arguesOmath. u -psud . f r 

E. Mantovan 

Department of Mat hématies, 970 Evans Hall 3840, University of California, 
Berkeley, C A 94720-3840, U.S.A. 
E-mail : mantovanOmath. b e r k e l e y . edu 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11G18, H F x x , 14G35,14L05,14G22. 

Mots clefs. — Variétés de Shimura, groupes p-divisibles, espaces de Rapoport-Zink, 
correspondances de Langlands, cohomologie étale des espaces rigides. 



VARIÉTÉS DE SHIMURA, 
ESPACES DE RAPOPORT-ZINK 

ET CORRESPONDANCES DE LANGLANDS LOCALES 

Laurent Fargues, Elena Mantovan 

Résumé. — Ce volume contient deux articles. Tous deux traitent de généralisations 
des résultats de Michael Harris et Richard Taylor sur la cohomologie des variétés de 
Shimura de type P.E.L. de signature ( l , n — 1) ainsi que celle des espaces de Lubin-
Tate. Ils reposent sur les travaux de Robert Kottwitz concernant ces mêmes variétés 
en signature quelconque, ainsi que ceux de Michael Rapoport et Thomas Zink sur 
les espaces de modules de groupes p-divisibles associés, espaces qui généralisent les 
espaces de Lubin-Tate ainsi que ceux de Drinfeld. 
Dans le premier article il est démontré que la cohomologie étale £-adique de certains 
de ces espaces de modules de groupes p-divisibles « supersinguliers » réalise des cor­
respondances de Langlands locales. Pour cela l'auteur y établit une formule reliant 
la cohomologie de ces espaces à celle de la partie « supersingulière » d'une variété de 
Shimura. Il démontre ensuite que la partie supercuspidale de la cohomologie de ces 
variétés est entièrement contenue dans celle de la partie « supersingulière » . 
Le second article relie la cohomologie d'une strate de Newton de la variété de Shimura, 
par exemple la strate « supersingulière » , à la cohomologie des espaces de modules 
locaux de groupes p-divisibles associés et à la cohomologie de variétés globales en 
caractéristique positive appelées variétés d'Igusa qui généralisent les courbes d'Igusa 
associées aux courbes modulaires. 
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Abstract (Shimura varieties, Rapoport-Zink spaces and local Langlands correspon-
dences) 

This volume contains two articles. Both deal with gêneralizations of Michael Har-
ris' and Richard Taylor's work on the cohomology of R E . L . type Shimura varieties 
of signature (1, n — 1) and on the cohomology of Lubin-Tate spaces. They are based 
on the work of Robert Kottwitz on those varieties in the gênerai signature case, and 
on the work of Michael Rapoport and Thomas Zink on moduli spaces of p-divisible 
groups generalizing the one of Lubin-Tate and Drinfeld. 
In the first article it is proved that the ^-adique étale cohomology of some of those "su-
persingular" moduli spaces of p-divisible groups realizes some cases of local Langlands 
correspondences. For this the author establishes a formula linking the cohomology of 
those spaces to the one of the "supersingular" locus of a Shimura variety. Then he 
proves that the supercuspidal part of the cohomology of those varieties is completely 
contained in the one of the "supersingular" locus. 
The second article links the cohomology of a Newton stratum of the Shimura vari­
ety, for example the "supersingular" stratum, to the cohomology of the attached local 
moduli space of p-divisible groups and to the cohomology of some global varieties in 
positive characteristic named Igusa varieties that generalize the classical Igusa curves 
attached to modular curves. 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

Les deux articles de ce volume trouvent leurs origines les plus récentes dans les 
travaux de Kottwitz ([2]), Rapoport-Zink ([3]) et Harris-Taylor ([1]). 

L'idée est la suivante pour le groupe G L 2 / Q - Soit 

f = J2<*nqn£Sk(ro(N)) 

une forme modulaire holomorphe cuspidale de poids k ^ 2, propre pour les opéra­
teurs de Hecke hors N et primitive. La forme f[z)dzkl2 définit une classe dans la 
cohomologie de de Rham à coefficients de la courbe modulaire Xo(N) (isomorphisme 
d'Eichler-Shimura). Appliquant les théorèmes de comparaison entre théories cohomo-
logiques on en déduit une classe de cohomologie dans la cohomologie étale ^-adique 
à coefficients de XQ(N). Celle-ci est propre pour les opérateurs de Hecke hors N et 
définit une représentation galoisienne 

pf : Gal(Q|Q) —> GL 2 (Q^) 

telle que V p \ NI pf soit non-ramifiée en p et 

tr(FrobP;/9/) = ap 

où Frobp désigne une substitution de Probenius en p. Une démonstration de cette 
égalité consiste à appliquer une formule des traces de Lefschetz à la réduction modulo p 

de modèles entiers lisses de Xo{N) sur ZP puis à la comparer à la formule des traces 
de Selberg. 

A / est associée une forme automorphe 4> G ï-?cusp ( G L 2 ( Q ) \ G L 2 ( A Q ) / 1 < O ( - A / " ) ) dont 
les itérés par les opérateurs de Hecke en toutes les places engendrent une représentation 
automorphe 

n = (g) <g)p Up 

où l'égalité de traces ci-dessus signifie que V p f NI, la représentation Up de G L 2 ( Q P ) 
est associée à P/\DP

 y i a l a correspondance de Langlands non-ramifiée (les valeurs 
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propres de Hecke correspondent à celle de Probenius) où Dp C Gal(Q|Q) désigne un 
groupe de décomposition en p. En fait, \/p \ £, (pf\Dp)Frohp'ss et Up se correspondent 
via la correspondance de Langlands locale pour G L 2 ( Q P ) . 

La question que l'on se pose est alors de comprendre géométriquement pourquoi 
Pf\DP

 n e dépend que de Iip. On aimerait trouver une réalisation géométrique de la 
correspondance Up i - > Pf\Dp dans des espaces de cohomologie « locaux » , analogues 
en p des Xo(N), qui soit compatible à la correspondance globale II i—• p . 

C'est le cas lorsque par exemple Up est supercuspidale (Le. (pf\n ) s s e s t irréduc­
tible) puisqu'alors Up <g> (pf\DP) est réalisé dans la cohomologie étale de la tour rigide 
analytique p-adique obtenue en considérant les points se spécialisant en un point su­
persingulier (la tour de Lubin-Tate pour G L 2 ) . En effet, sur le complété formel le long 
du lieu ordinaire des modèles entiers réguliers sur Zp des courbes X(N) définis par 
des structures de niveau de Drinfeld, il y a une suite exacte 

0 — • E\p°°]0 —> E\p°°] E\p°°]ét —> 0 

où E désigne la courbe elliptique ordinaire universelle et E\p°°]0 ainsi que E\p°°]et 

sont de hauteur 1. Lorsque pn\N la structure de niveau de Drinfeld 

r, : ( p ~ " Z / Z ) 2 — . E\pn] 

définit alors un scindage de ce complété formel indexé par des sous-groupes M = 
77 _ 1 (E\pn}°) C (p~nZ/Z)2 facteur direct de rang 1. Cela démontre, modulo les pro­
blèmes liés aux pointes, que la différence entre la cohomologie de X(N) et celle de 

sa partie supersingulière est induite en p à partir du sous-groupe de Borel [ * * ) (le 

stabilisateur de la composante indexée par M — (p~nZ/Z) 0 (0)) et ne contribue donc 
pas à la partie supercuspidale. 

D'après un théorème de Serre-Tate la tour de Lubin-Tate ne dépend pas des objets 
globaux Xo(N) puisqu'elle ne dépend que de la loi de groupe formel associée à une 
courbe elliptique supersingulière sur F p . 

C'est cette approche généralisée à des espaces de modules en dimension supérieure 
qui est utilisée dans [1] pour démontrer la correspondance de Langlands locale pour 
les groupes linéaires sur un corps p-adique. 

Pour cela Harris et Taylor utilisent des cas particuliers des variétés de Shimura 
définies par Kottwitz ([2]), celles associées à des groupes unitaires donnés par des 
algèbres à division sur un corps C M . de signature (1, n — 1) x (n, 0) x • • • x (n, 0) 
à l'infini. Dans les deux articles de ce volume des cas de signature quelconque sont 
étudiés. Les variétés de Shimura étudiées sont alors des espaces de modules de varié­
tés abéliennes munies d'une polarisation, d'une action d'une algèbre à division sur un 
corps C M . F , et de structures de niveau, le tout assujetti à des conditions de compa­
tibilité et une condition liée à la signature du groupe unitaire à l'infini. Cette dernière 
spécifie que la structure de Hodge polarisée munie d'une action de F associée est dans 
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une composante connexe fixée de l'espace de modules des variations de structures de 
Hodge associé. En effet, si $ désigne un type C M . de F , cet espace de modules est 
du type 

i i 
(p«x,<fcr)€N» 

U(p^qa)/U(pa)xU(q(7) 

où la composante indexée par (pa, qa)ae<s> spécifie la classe d'isomorphisme de l'algèbre 
de Lie vue comme F ®Q C ~ u c $ C ' m o c m l e . 

Fixons un nombre premier p. La difficulté consiste maintenant à traduire cette 
condition topologique en une purement algébrique afin de définir de « bons » modèles 
entiers de ces espaces de modules sur l'anneau des entiers d'une extension de degré 
fini de Qp. C'est ce que fait Kottwitz dans [2] lorsque le groupe p-adique associé au 
groupe unitaire est « non-ramifié » (i.e. a bonne réduction comme groupe réductif sur 
Q p ) et la structure de niveau en p est minimale (N A p — 1 dans le cas des courbes 
modulaires Xo(N)). La condition algébrique équivalente de la condition topologique 
ci-dessus consiste alors à fixer le polygone de Hodge arithmétique avec structures 
additionelles. 

Dans le cas particulier étudié par Harris et Taylor, utilisant la notion de structure 
de niveau de Drinfeld, on peut définir de tels modèles entiers en tout niveau en p. 
Cela n'est pas connu en général et est une des difficultés que doivent surmonter les 
deux articles de ce volume. 

La réduction modulo p des variétés de Shimura étudiées dans ce volume possède 
une stratification généralisant celle des courbes modulaires donnée par le lieu ordinaire 
et le lieu supersingulier. Si A est une variété abélienne sur ¥ p définie sur F p r , les 
valuations p-adiques des valeurs propres (avec multiplicité) de l 'endomorphisme de 
Probenius Frob^r-, Ai ^ ••• ^ Àfc, renormalisées en \\/r ^ ••• ^ A^/r (les pentes 
du Probenius cristallin) varient dans un ensemble fini en restriction aux variétés de 
Shimura étudiées sur F p , et définissent une stratification localement fermée de ces 
variétés appelée stratification de Newton (pour XQ{N) le lieu ordinaire correspond à 
1 ^ 0 et le lieu supersingulier à 1/2 ^ 1/2) . Il existe de plus un ordre sur l'ensemble de 
tels systèmes de valuations tel que l'union des strates dont le système de valuations est 
plus grande qu'un donné est Zariski fermé. Cet ensemble possède de plus un éléments 
minimal associé à la strate ouverte (en général ce n'est pas la strate ordinaire qui 
peut être vide) et un maximal associé à la strate dite basique (ce qui est équivalent à 
supersingulier lorsque le groupe dérivé du groupe unitaire est simple sur QP). 

Cet ensemble ordonné est intimement lié au choix de la signature à l'infini. 
Dans le cas de [1] il est isomorphe à l'ensemble n > n — 1 ^ • • • ^ 1 (pour 

un entier fc, 1 ^ k ^ n, la seule pente non nulle est 1/fc) et la strate basique est de 
dimension 0. En général cet ensemble est beaucoup plus compliqué et la strate basique 
est de dimension strictement positive, ce qui est le cas des deux articles de ce volume. 
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Dans [1] les espaces de modules locaux étudiés sont les points se spécialisant en 
un point supersingulier (la strate de dimension 0) , la tour de Lubin-Tate. En général 
les espaces de modules locaux étudiés ici sont ceux définis par Rapoport et Zink ([3]) 
par déformations par quasi-isogénies d'un groupe p-divisible constant. 

Le premier article de ce volume donne une généralisation de [1] en reliant la coho-
mologie des espaces de modules locaux de [3] « supersinguliers » à la cohomologie de la 
partie des espaces de modules globaux de Shimura-Kottwitz ([2]) ayant une réduction 
« supersingulière » (basique plutôt) via l'uniformisation p-adique de ce morceau de la 
variété de Shimura démontrée dans [3]. Les méthodes utilisées sont celles de l'analyse 
rigide p-adique. Puis, l'auteur démontre que l'on peut séparer la cohomologie globale 
de la partie supersingulière du reste si l 'on se restreint aux représentations supercuspi-
dales en p. La méthode utilisée dans [1] (semblable à celle expliquée pour les courbes 
modulaires) ne s'applique pas ici et il s'agit d'une des plus grosses difficultés à sur­
monter. Cela lui permet de démontrer que certains espaces de cohomologie locaux 
réalisent des correspondances de Langlands locales. Cette dernière partie utilise des 
résultats d'analyse harmonique associés à la formule des traces d'Arthur. 

Le second article généralise [1] en commençant par définir des variétés d'Igusa 
généralisées. Contrairement aux variétés de [1] celles-ci ne sont pas définies sur toute 
la strate. L'auteur relie ensuite la cohomologie des espaces de modules locaux de [3] 
non forcément supersinguliers à la cohomologie de la strate de Newton associée dans 
la variété de Shimura et à la cohomologie de la variété d'Igusa. La méthode utilisée 
est celle des cycles évanescents Sadiques. L'introduction des variétés d'Igusa provient 
de ce que les strates non-supersingulières ne sont pas entièrement uniformisées par 
les espaces de [3]. L'une des difficultés majeures est liée à ce qu'il n'y a pas vraiment 
d'uniformisation de la strate par le produit (espace de Rapoport-Zink) x (variété 
d'Igusa), il faut procéder à des troncatures et des torsions par Probenius afin d'obtenir 
des uniformisations partielles. 

En restriction à la partie supersingulière la première partie du premier article 
et le second donnent le même résultat par deux méthodes différentes (rigide ana­
lytique/cycles évanescents). Cela se déduit de l'invariance des cycles évanescents par 
complétion formelle. 

Références 

[1] M. HARRIS & R . TAYLOR - The geometry and cohomology of some simple Shimura 
varieties, Annals of Mathematics Studies, vol. 151, Princeton University Press, Princeton, 
NJ, 2001. 

[2] R .E . KOTTWITZ - « Points on some Shimura varieties over finite fields », J. Amer. Math. 
Soc 5 (1992), no. 2, p. 373-444. 

[3] M. RAPOPORT & T H . ZINK - Period spaces for p-divisible groups, Annals of Mathematics 
Studies, no. 141, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1996. 

ASTÉRISQUE 291 



Astérisque 
2 9 1 , 2004, p. 1-199 

COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES 
DE GROUPES p-DIVISIBLES ET CORRESPONDANCES 

DE LANGLANDS LOCALES 

par 

Laurent Fargues 

Résumé. — Dans cet article on démontre que la partie supercuspidale de la co­
homologie de certains espaces de Rapoport-Zink de type E.L. et P.E.L. non-ramifiés 
associés à des groupes ]>divisibles supersinguliers réalisent des correspondances de 
Langlands locales. Pour cela on démontre d'abord que l'on peut relier, via une suite 
spectrale de type Hochschild-Serre, la cohomologie de ces espaces à celle du tube 
rigide au dessus de la partie supersingulière de certaines variétés de Shimura de type 
P.E.L.. On montre ensuite que la partie supercuspidale en une place finie non-ramifiée 
de la cohomologie de la variété de Shimura est égale à celle de sa strate basique, en 
d'autres termes la cohomologie des strates non-supersingulières est induite parabo­
lique, du moins du point de vue des caractères. 

Abstract (Cohomology of moduli spaces of p-divisible groups and local Langlands correspon-
dences) 

In this article we prove that the supercuspidal part of the cohomology of some 
E.L. and P.E.L. type unramified Rapoport-Zink spaces realizes local Langlands corre-
spondences. For this we first prove a relation between the cohomology of those spaces 
and the one of the p-adic rigid tube over the supersingular locus of some P.E.L. type 
Shimura varieties. This relation is an Hochschild-Serre type spectral séquence. Then 
we prove that, at a finite unramified place, the supercuspidal part of the cohomology 
of the Shimura variety is equal to the one of the supersingular locus, that is to say 
the cohomology of non-supersingular stratum is parabolicaly induced, at least from 
the character point of view. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 14G35, 14L05, HFxx , 14G22. 
Mots clefs. — Variétés de Shimura, groupes p-divisibles, espaces de Rapoport-Zink, correspondances 
de Langlands, cohomologie étale des espaces rigides. 
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2 L. FARGUES 

I N T R O D U C T I O N 

Motivation générale 

Dans l'article [56] Langlands a prédit l'existence d'un lien entre les motifs de Gro-
thendieck définis sur des corps de nombres et certaines représentations automorphes 
des groupes linéaires. Pour certaines formes modulaires un cas particulier bien connu 
de cette correspondance est réalisé dans la cohomologie des courbes modulaires. Plus 
généralement, soit G un groupe réductif défini sur Q possédant une donnée de Shimura 
(G, X). Langlands a donné une description conjecturale du motif découpé par une re­
présentation automorphe II de G dans la variété de Shimura Sh(G, X) en fonction du 
L-paramètre (conjectural) de II ([56]). 

Dans ce texte, nous démontrons des analogues locaux de cette conjecture en des 
places non-archimédiennes. Qu'entendons nous par analogue local? En la place ar-
chimédienne de Q l 'objet local équivalent naturel de la variété de Shimura Sh(G, X) 
est l'espace symétrique hermitien X uniformisant la variété analytique Sh(G, X ) ( C ) , 
tandis que les objets associés aux représentations automorphes de G sont les représen­
tations irréductibles du groupe de Lie G ( R ) au sens d'Harish-Chandra. Les travaux de 
Schmid étudient ainsi la contribution des séries discrète de G (M.) dans la cohomologie 
L2 de X (l 'analogue local de l'identification de l'action du groupe de Galois moti-
vique consisterait dans ce cas à déterminer une structure de Hodge sur ces espaces 
de cohomologie) . Les analogues non-archimédiens en un premier p de Q de l'espace 
symétrique X sont les espaces rigides p-adiques de Rapoport-Zink ([68]) uniformisant 
certains ouverts rigides des variétés de Shimura Sh(G, X) (ils ne sont pas définis pour 
tous les couples (G, X)). 

Espaces de Rapoport -Zink 

Pour comprendre la définition des espaces de Rapoport-Zink rappelons que la plu­
part des variétés de Shimura devraient se décrire comme des espaces de modules de 
motifs. L'espace X s'interprète ainsi comme la contrepartie locale archimédienne de ce 
point de vue puisque c'est un espace de modules de structures de Hodge. Supposons 
que les variétés Sh(G, X) s'interprètent comme espaces de modules de variétés abé-
liennes. Les espaces de Rapoport-Zink sont alors la contrepartie p-adique de ce point 
de vue : ce sont des espaces de modules de groupes p-divisibles munis de structures 
de niveaux. 

Contrairement à X les espaces de Rapoport-Zink ne sont pas simplement connexes ; 
il s'agit d'une tour d'espaces rigides {MK)K indexée par les sous groupes compacts 
ouverts de G ( Q P ) telle que si K' est un sous groupe compact ouvert de K, le mor-
phisme de transition M.K' —> M-K est un revêtement étale. Cette tour est munie 
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d'une action de G(QP). Un deuxième groupe algébrique p-adique entre en jeux, une 
forme intérieure d'un sous groupe de Levi de la forme intérieure quasi-déployée de 
Gqp. On le note Celui-ci agit sur chaque espace MK de manière compatible aux 
morphismes de transition. Le troisième groupe entrant en jeu est le groupe de Weil 
WE d'une extension de degré fini de QP. 

Esquisse des résultats 

Considérons la cohomologie étale Sadique a support compact au sens de Berkovich 
des Ai u pour un £ ^ » , 

H-(MK,Qe) 
Lorsque K varie celle ci est munie d'une action lisse de G(QP) x Jb x WE> 

Les résultats principaux de ce texte concernent des espaces de Rapoport-Zink pour 
lesquels le groupe Jb est une forme intérieure de GQP . Ce sont ceux qui uniformisent les 
strates super singulières des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées définies 
dans [46]. Le premier résultat concerne le cas où G(QP) = G L n ( F ) pour une extension 
F\QP non ramifiée, et J& = DX où D est une algèbre à division sur F . Soit JL la 
correspondance de Jacquet-Langlands qui associe à une représentation irréductible 
de DX une représentation de la série discrète de G L n ( F ) . Soit p une représentation 
de Jb telle que JL(p) soit supercuspidale. Soit TT une représentation supercuspidale 
de G ( Q P ) . D'après la correspondance de Langlands locale ([34]) , à TT est associé un 
certain L-paramètre ip. Nous démontrons que p (g) TT intervient virtuellement dans la 
somme alternée de la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink si et seulement si 
7r = JL(p) . Nous démontrons qu'alors la représentation galoisienne découpée par p®7r 
s'exprime simplement en fonction du L-paramètre ip. 

Nous démontrons le même type de résultat lorsque G(QP) = Jb = G L n ( F ) , la 
correspondance de Jacquet-Langlands étant alors l'identité. 

Nous démontrons également le premier cas de loi de réciprocité non abélienne locale 
construite géométriquement et associée à des groupes autres que des formes intérieures 
des groupes linéaires. Plus précisément, il s'agit du cas où Jb = G(QP) = GU(3) est 
le groupe de similitudes unitaires non ramifié en trois variables. Contrairement au cas 
précédents, les L-paquets de représentations de GU(3) ne sont pas tous de cardinal 1. 
Le résultat est alors du même type que précédemment après sommation sur un tel 
L-paquet. 

Conjectures de Kottwitz 

Kottwitz a formulé une conjecture concernant la contribution d'une représentation 
« discrète » de G(QP) x Jb dans les espaces de cohomologie H*(AAK, Qe) ainsi que de la 
représentation galoisienne associée ([65] et [32]). Il s'est basé pour cela sur la descrip­
tion conjecturale donnée par Langlands du motif, et en particulier de la représentation 
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galoisienne dans la cohomologie Sadique, associé à une représentation automorphe de 
G dans la variété de Shimura Sh(G, X ) , ainsi que sur la formule conjecturale d'Arthur 
pour la multiplicité d'une représentation automorphe dans un A-paquet discret de G. 
Les résultats de ce texte sont des cas particuliers de ces conjectures. 

Énoncés précis 

Les résultats principaux sont les suivants : 

Théorème (théorèmes III.8.1.4 et III.8.1.5). — Soit (V, F, b, /i) une donnée locale de 
Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.1). Soit E C Qp le 
corps reflex associé. Soient AiK = A4K(b, ji) les espaces de Rapoport-Zink associés 
(1.2.3.1). 

(1) Supposons le groupe réductif Jb anisotrope modulo son centre, c1 est-à-dire Jb = 
Dx pour une algèbre à division D sur F d'invariant calculé en fonction de \i. Notons 
JL la correspondance de J acquêt-Langlands. Soit ir une représentation irréductible de 
Jb telle que JL(TT) soit supercuspidale. L'égalité suivante est vérifiée dans le groupe de 
Grothendieck G r o t h ( G ( Q p ) x WE) 

V ( - i y \ l i m H o m J b ( H Ï ( M K S C p ,Q j ) ,TT) 
i L K Jcusp 

= ±[JL(TT)] <8> [rv oae(3L(7r))lE] \.f^^/2 

où ai la correspondance de Langlands locale « absolue » l-adique pour le groupe linéaire 
(A.7.1) et r M la représentation du L-groupe associé (A.7.2) sur E. 

(2) Supposons le groupe réductif Jb égal à G = G L n . Soit n une représentation 
irréductible supercuspidale de Jb. Il y a une égalité dans G r o t h ( G ( Q p ) x WE) 

^ ( - l ) 4 ! i m H o m J b ( ^ ( ^ K g Cp,<S),7r)l = ±[ir] ® [r^oat(ir)\E] | . | £ T P T * T / 2 

Dans cet énoncé, la donnée de Rapoport-Zink locale est l'analogue non-archimédien 
local d'une donnée de Shimura. 

Théorème (théorème III.8.2.2). — Soit (F, *, V, (•,•), 6, ji) une donnée locale de 
type P.E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.2). Supposons [ F : Q p ] / 2 impair et 
àimpiV) = 3. Soit E C Qp le corps reflex associé. Soient M,K = A4k(b,n) les 
espaces de Rapoport-Zink associés (1.2.3.2). Soit Î/J : Wqp —» LG une classe de 
conjugaison de L-paramètres vérifiant : im(ip) n'est pas contenue dans LB pour un 
sous groupe de Borel B de G. Soit I I (^) le L-paquet supercuspidal de représentations 
de G(QP) associé (C.J^.2). Rappelons que Jb = G(QP) = GU(3). L'égalité suivante 
est vérifiée dans G r o t h ( G ( Q p ) x WE) 

Y, [ h m H o m J b ( F - ( ^ K ê C p , Q ^ ) , 7 r ) ] c u s =± ]T [7r ]® [ r M o^ | l V l s ] | . | E T P ^ / 4 
Tren(^) K c u s p Trenwo 

En particulier, si II (^) est stable la conjecture de Kottwitz ^[65, 32]) est vérifiée. 
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Quelques rappels sur la méthode de Harris,Taylor et Boyer 

Rapide historique. — Lubin et Tate avaient déjà considéré (mais formulé différem­
ment bien sûr) le cas particulier G = G L i pour lequel les espaces Ai sont de dimension 
0, et donné ainsi une construction géométrique de la loi de réciprocité locale d'Artin. 
Deligne, Drinfeld ([20], [21] par exemple) et Langlands se sont intéressés à des pro­
blèmes de modules plus généraux. Carayol a ensuite formulé dans [11] des conjectures 
concernant les espaces de déformation de Lubin-Tate de dimension supérieure. Ces 
conjectures ont été démontrées dans le cas des corps locaux de caractéristique p par 
Boyer ([8]). Harris et Taylor on alors démontré la conjecture de Langlands locale pour 
les groupes linéaires sur des extensions de degré fini de Qp en utilisant cette approche 
([34]), puisque dans leur cas la représentation est la représentation standard du 
groupe linéaire. 

Quelques points de [34]. — Pour comprendre la tactique utilisée pour démon­
trer nos théorèmes il nous faut rappeler brièvement certains points de ([34]). Harris 
et Taylor considèrent des espaces de déformation de C^-modules divisibles de di­
mension 1 et de hauteur g, munis d'une structure de Drinfeld de niveau m, et notés 
Spf(RF,g,m) (ce sont des schémas formels). Avec les notations du théorème III.8.1.4 
énoncé précédemment, cela correspond à un choix particulier du cocaractère p. Les 
espaces A4K associés sont alors une union disjointe infinie des fibres génériques au 
sens des espaces analytiques des Spf(RF^G^RN). Leur résultat est énoncé en termes 
de cycles évanescents Sadiques au sens de Berkovich, cependant les résultats de la 
section 5.9 de cet article permettent de faire le lien avec la cohomologie à support 
compact des espaces analytiques MK> Avec nos notations, ils démontrent que si p est 
une représentation de Jb telle que JL(p) est supercuspidale alors, 

[RomJb(H-c(MK ê Cp,QÙ,p)] = [JL(p)] <8> [ry(JL(p))] 

où re(JL(p)) est une représentation ^-adique de W > . Ils montrent alors que la corres­
pondance définie sur les représentations supercuspidales 

TT i — • n(7r) 

est une correspondance de Langlands locale tordue par un caractère non ramifié. Leur 
démonstration utilise certaines variétés de Shimura, dites « simples » , possédant de 
bon modèles entiers en tout niveau. Elles paramétrent des variétés abéliennes A munies 
de structures additionnelles (polarisation, action d'une algèbre) et de structures de 
niveau définies en p en utilisant la théorie des structures de niveau de Drinfeld. 

L'un des points clef est que celles-ci sont stratifiées par la classe d'isogénie du 
groupe p-divisible universel i4[p°°]. La strate minimale, ou strate supersingulière, est 
de dimension 0, et le complété formel de la variété de Shimura le long de cette strate 
est uniformisé par une union disjointe de Spf{RF,g,m)' Un point clef de [34] remarqué 
par Boyer dans [8] dans le cadre des D-modules elliptiques et transposé par Harris 
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et Taylor dans le cadre des groupes p-divisibles, est que la cohomologie des autres 
strates est induite parabolique en p, c'est-à-dire comme représentation de G(QP). Cela 
est une conséquence du fait qu'en restriction aux autres strates le groupe p-divisible 
universel (pas -A[p°°], mais un déduit de celui-ci) est une extension d'un groupe étale 
par un groupe du même type que celui associé à la strate super singulière. Utilisant 
que les déformations de tels groupes p-di visibles s'expriment simplement en termes 
des déformations de leur partie connexe, l'astuce de Boyer s'en déduit facilement. Une 
fois l'astuce de Boyer démontrée on peut facilement relier la partie supercuspidale en p 
de la cohomologie de la variété de Shimura à celle des espaces Spf(RF,g,mYn-> ce qui 
est la première étape de la récurrence de [34]. 

L'approche utilisée 

Dans [32] M. Harris esquisse un programme visant à généraliser l 'approche de [34]. 
Certains points de ce texte sont inspirés de ce programme. Nous utilisons une approche 
similaire à celle de [34] basée sur les travaux de Kottwitz sur les variétés de Shimura 
de type P.E.L. ([51]) et ceux de Rapoport et Zink sur l'uniformisation p-adique de 
ces variétés ([68]). Les principaux points de [34] ne se transposant pas dans ce cadre 
général et les solutions que nous y avons apportées sont les suivants : 

• Contrairement aux variétés « simples » de [34], on ne sait construire en général 
de bon modèles entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées de [51] 
qu'en niveau maximal (compact hyperspécial, ou parahorique) en p. Cela est lié au fait 
qu'on ne sait pas définir de notion de structure de niveau de Drinfeld sur les groupes 
p-divisibles de dimension plus grande que un. L'alternative consiste à travailler au 
niveau des espaces rigides dès que l'on n'est plus en niveau maximal, et par exemple à 
définir le tube au-dessus d'une strate comme étant l'image réciproque par l'application 
de changement de niveau vers un niveau maximal du tube rigide au-dessus de la strate 
considérée. 

• Du point de vue des cycles évanescents, le lien entre la cohomologie des espaces 
de Rapoport-Zink et celle de la strate supersingulière via l'uniformisation p-adique 
est quasi-immédiat dans [34]. En effet, la fibre spéciale des espaces MK de [34] est 
de dimension 0. Le lien entre les deux est donc un « problème de combinatoire » . 
Le problème dans notre cadre est que non seulement nous travaillons d'un point de 
vue rigide, mais en général l'uniformisation de [68] n'est pas une simple réécriture 
du théorème de Serre-Tate; il y a des familles de déformations par quasi-isogénie 
« continues horizontales » (c'est-à-dire non discrètes sur un espace de paramètres de 
dimension 0) des groupes p-divisibles que nous considérons. Pour y remédier, nous 
démontrons dans la partie II l'existence d'une suite spectrale de type Hochschild-
Serre liée à l'uniformisation p-adique rigide qui relie la cohomologie des A4K & celle 
de la strate supersingulière. 
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• L'astuce de Boyer n'admet pas de généralisation immédiate. Soit par exemple X 
un groupe p-divisible sur la clôture algébrique d'un corps fini possédant deux pentes 
Ai, À2 avec 0 < Ai < A2 < 1, et une filtration 

0 — • XX2 —> X — XXl — 0 

où X\1, resp. X\21 est isoclin de pente Ai, resp. A2. Les déformations de X ne se 
décrivent pas simplement à partir de celles de X\2 et de X\1 comme c'était le cas 
lorsque X\x était étale. 

La résolution de ce problème est à l'origine de la partie la plus originale de ce 
texte, la partie III. Dans [32] M. Harris propose de démontrer que la cohomologie des 
strates non basiques est induite parabolique en p en utilisant une formule des traces de 
Lefschetz en géométrie rigide. Malheureusement, à part en dimension 1 ( [38, 73]) une 
telle formule des traces est loin d'exister (il faudrait comprendre les termes associés 
aux points fixes dans le bord des compactifications de Huber au sens des espaces 
adiques). La solution que nous apportons à ce problème est la suivante : utilisant 
les travaux de Pujiwara ([25]) nous démontrons une formule des traces de Lefschetz 
pour la cohomologie des tubes rigides au-dessus des strates des variétés de Shimura 
que nous considérons. La méthode consiste alors à comparer cette formule des traces 
« p-adique » à la formule des traces de Lefschetz archimédienne topologique associée à 
l'uniformisation complexe des variétés de Shimura. Utilisant la conjugaison stable en 
une place auxiliaire différente de p pour séparer les classes de conjugaison elliptiques 
régulières des non-elliptiques en p, on montre le résultat. Les techniques utilisées au 
passage sont très diverses : théorie des types, cycles évanescents rigides... 

• Reste la partie purement automorphe du programme : comparaison de la formule 
des traces d'Arthur pour les groupes unitaires de signature quelconque à l'infini. Nous 
utilisons pour cela des résultats de Harris et Labesse ([33]) généralisant ceux de Clozel 
en signature (1, n — 1) ([14]). Ces résultats sont assujettis à certaines conditions sur les 
groupes unitaires. Ce sont ces conditions qui imposent les restrictions sur dans le 
théorème 8.1.4 et 8.1.5. Pour les résultats concernant (7(3) nous utilisons les résultats 
de Rogawski ([69]). 

Une meilleur connaissance de la stabilisation de la formule des traces pour les 
groupes unitaires permettrait sûrement d'obtenir des résultats complets sur U(n) 
avec n quelconque. 

• La partie représentation galoisienne, c'est-à-dire la détermination de r M o ip est 
achevée en déterminant la restriction à un groupe de décomposition des représen­
tations galoisiennes globales découpées par certaines représentations automorphes 
dans les variétés de Shimura associées aux groupes unitaires. Nous utilisons pour 
cela l'existence (résultats de Harris et Labesse, résultats de Rogawski sur (7(3)) d'un 
changement de base quadratique stable pour de telles représentations automorphes, 
la détermination par Kottwitz de cette représentation en presque toutes les places 
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non ramifiées ainsi que l'un des résultats principaux de [34] généralisant le théorème 
principal de Clozel dans [14]. 

Bien qu'en annexe, ce résultat peut être considéré en soi même comme un résultat 
indépendant. 

Description des différentes parties 

Premier chapitre. — Dans le premier chapitre nous rappelons et explicitons les 
définitions de base concernant les variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées 
de [51]. 

Chapitre 2. — Le début du chapitre 2 contient les définitions et propriétés de base 
concernant les espaces de Rapoport-Zink non ramifiés sans structure de niveau (en 
tant que schémas formels). 

La section 2.4 contient le premier résultat, le théorème 2.4.13. Il s'agit d'une amé­
lioration du théorème de finitude de 2.18 de [68]. Nous montrons que « Jb\A4(b, p) » 
est quasi-compact (pour tout (6, / i ) ) , ou encore que sous l 'action de Jb il n'y a qu'un 
nombre fini d'orbites de composantes irréductibles dans la fibre spéciale de M.(b,n). 
Le demi-plan supérieur de Drinfeld possède une décomposition cellulaire indexée par 
l 'immeuble de Bruhat-Tits de PGLn. Comme dans [61] nous donnons une description 
des points sur ¥ p de AA(b,n) comme un sous ensemble de l 'immeuble de G sur Q™r 

(section 2.4.1 et 2.4.2). Le théorème 2.4.13 s'interprète alors comme un théorème de 
finitude sur cet immeuble. Il nous permettra plus loin d'obtenir des théorèmes de fini­
tude concernant la cohomologie à support compact des Ai(b, / / ) comme J^-modules. 

La section 2.5 contient les définitions et propriétés de base concernant les espaces 
M-K(b,p) (structures de niveau, action sur ces structures). 

Dans ce texte nous travaillons avec deux théories différentes pour les variétés ri­
gides et leur cohomologie étale ^-adique à support compact : la théorie des espaces 
analytiques de Berkovich et celle des espaces adiques de Huber. La première est la 
version surconvergente de la seconde : le topos étale analytique coïncide avec le topos 
étale adique sur convergent. Les raisons pour lesquelles nous n'avons pas fixé une des 
deux théories sont multiples : 

• Le théorème de lissité de l'action sur la cohomologie ^-adique à support compact 
est formulé dans le cadre de la théorie de Berkovich. La démonstration de ce théorème 
n'étant pas publiée ([2]), nous en avons mis une démonstration dans la section 4.1. 

• Les propriétés des cycles évanescents analytiques de Berkovich sont clairement 
exposées dans les deux articles [3] et [5]. Les propriétés des cycles évanescents adiques 
de Huber sont plus dispersées. 
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• Cependant, les théorèmes de finitude de Huber sont plus généraux (il a par 
exemple une définition des faisceaux constructibles). Nous utilisons notamment les 
théorèmes de finitude de [36]. 

Nous avons donc mis en annexe D quelques propriétés de base qui nous l'espérons 
permettront au lecteur de passer aisément d'une théorie à l'autre. 

La définition et les propriétés de base (lissité des actions par exemple) de la coho­
mologie ^-adique des espaces de Rapoport-Zink sont données dans la section 4.4. Le 
lemme 4.4.12, la proposition 4.4.13 et le corollaire 4.4.14 constituent les trois théo­
rèmes de finitude concernant l'action de J& sur ces espaces de cohomologie. 

Chapitre 3. — Le troisième chapitre contient des rappels et des précisions sur 
les résultats principaux de [68] concernant l'uniformisation des variétés de Shimura 
de type P.E.L.. Pour paramétrer les strates de ces variétés nous utilisons l'ensemble 
B(G,fi) de Kottwitz ([52]) des classes d'isomorphismes d'isocristaux munis de struc­
tures additionnelles vérifiant le théorème de Mazur généralisé ([66]) sur la position 
relative des polygones de Hodge et Newton (le polygone de Hodge étant fixé par p 
via la condition de Kottwitz) . Nous donnons la description explicite de ces ensembles 
(ainsi que des groupes Jb associés) dans le cas de G L n dans la section 2.1. 

On retiendra une propriété importante de l'application d'uniformisation rigide 
énoncée dans ce chapitre : c'est un isomorphisme local (3.2.9). Cependant (remarque 
3.2.4), à part dans le cas de la strate basique, les ouverts rigides uniformisés sont 
beaucoup plus petit que les tubes au-dessus des strates (c'est déjà clair dans le cas 
des variétés de [34], où l'uniformisation de Rapoport-Zink uniformise des complétés 
formels de la strate //-ordinaire, ouverte dans la fibre spéciale, le long de sous schémas 
de dimension 0 de cette fibre spéciale). C'est l'un des problèmes principaux qu'il faut 
surmonter pour comprendre la contribution des strates non basiques et qui est étudié 
dans l'article d'Elena Mantovan. 

Chapitre 4. — D'après la formule de Matsushima, la cohomologie de nos variétés de 
Shimura s'exprime en termes de représentations automorphes du groupe de similitudes 
unitaires G. Une des idées qui est au cœur de cet texte est que le facteur en p (après 
restriction de la représentation galoisienne à un groupe de décomposition en p, c'est-
à-dire comme comme représentation de G(QP) x WEU OÙ EU est le complété en p du 
corps reflex) de certains morceaux de la cohomologie des variétés de Shimura que nous 
considérons ne devraient dépendre que de la cohomologie des objets locaux en p que 
sont les espaces rigides de Rapoport-Zink. 

Dans [34] cela est une conséquence du théorème de comparaison de Berkovich entre 
cycles évanescents algébriques et analytiques rigides (comparaison entre le site étale 
et étale formel d'un schéma hensélien). Comme expliqué auparavant, nous utilisons 
une approche différente. Nous démontrons l'existence d'une suite spectrale de type 
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Hochschild-Serre reliant la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink à celle des tubes 
qu'ils uniformisent p-adiquement. M. Harris avait déjà démontré l'existence d'une telle 
suite spectrale dans le cas du demi-plan supérieur de Drinfeld ([30]). Il utilisait pour 
cela la décomposition cellulaire du demi-plan et des résultats de Berkovich sur les 
« G-modules discrets » (non publiés). Une telle décomposition n'existe pas en général. 
Notre méthode est différente et s'applique à tous les cas d'uniformisation connus (et 
conjecturaux, cf. [32] conjecture 4.2.). 

La principale difficulté dans l'établissement d'une telle suite spectrale provient des 
coefficients Sadiques. En effet, les espaces M.K ne sont pas quasicompacts et en 
général 

HXMK&I) ï \imHl{MK,Z/n) 
71 

à cause des problèmes d'interversion de limite inductive (sur le support compact des 
sections) et de limite projective (sur les coefficients). Nous contournons ce problème 
en nous inspirant de l'article [36]. Nous utilisons le foncteur dérivé R7r* de la section 
4.1 (ainsi que ses versions équi variant es) introduit par Ekedahl dans [22] qui envoi des 
faisceaux Sadiques sur des complexes de faisceaux de Z^-modules. Grâce au lemme 
4.1.4 nous pouvons alors travailler avec les foncteur s dérivés des sections à support 
compact (noté T\) dans la catégorie dérivée de tels faisceaux de Z^-modules, éliminant 
ainsi les problèmes de faisceaux Sadiques. Cela permet de démontrer le théorème 
général 4.5.1. Le théorème principal 4.5.12 s'en déduit. 

L'application fondamentale est la formule de Matsushima p-adique calculant la co­
homologie de la strate basique en fonction de la cohomologie des espaces de Rapoport -
Zink basiques (ceux qui interviennent dans les résultats principaux de cet article) et 
des représentations automorphes d'une forme intérieure 1^ de G (corollaire 4.6.3) : il 
y a une égalité dans le groupe de Grothendieck G r o t h ( G ( A / ) x WEV) 

Y, [ i j m E x t j ^ (Hi{MKp ® C p , Q ^ ) ( A r ) , n p ) ] ® [IP] 
i,j KP 

n ~ = P ^ E ^ 1 ^ l i m ^ ( S h K ( G , X ) ^ s i q u e , ^ n ) 
i K 

où T ( J ^ ) désigne l'ensemble des représentations automorphes de et 1^ vérifie 
J * ( A ? ) = G ( A ' ) , 7*(Q P ) = Jb-

C'est la comparaison géométrique entre cette formule de Matsushima p-adique et 
celle archimédienne couplée à la comparaison analytique entre la formule des traces 
d'Arthur de G et sa forme intérieure 1^ qui permettra de démontrer les résultats 
principaux du chapitre 8. 

Chapitre 5. — Le but des chapitres 5,6 et 7 est de démontrer l'analogue de l'as­
tuce de Boyer en comparant deux formules des traces : l'une p-adique, c'est-à-dire 
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utilisant l'uniformisation p-adique, l'autre topologique utilisant l'uniformisation ar-
chimédienne par l'espace symétrique hermitien X (un cas particulier de la formule 
des traces d'Arthur telle qu'elle est reformulée dans [26]). 

Dans le chapitre 5 nous démontrons la formule p-adique (théorème 5.12.5). Plu­
sieurs points sont au cœur de cette formule : le théorème de Fujiwara, le fait que 
la fibre des cycles évanescents algébriques ne dépend que du complété formel en ce 
point... nous renvoyons à l 'introduction de ce chapitre pour plus de détails. 

Pour démontrer une telle formule nous utilisons la formule des traces de Lefschetz 
modulo p, et plus particulièrement le théorème de Fujiwara ([25]). Pour cela nous uti­
lisons les cycles évanescents analytiques rigides de Berkovich. Cependant nos variétés 
de Shimura et les correspondances de Hecke associées ne possèdent pas de bon m o ­
dèles entiers en tout niveau en p. L'idée consiste alors à spécialiser (au sens de [25]) 
l'image directe sur la fibre générique vers un niveau maximal des correspondances 
de Hecke en tant que correspondances cohomologiques. Les correspondances cohomo-
logiques agissent sur la cohomologie, cependant nous avons besoin de vérifier que la 
suite spectrale des cycles évanescents est équivariante vis à vis de ces deux opérations : 
image directe propre et spécialisation. C'est une des raisons pour laquelle nous déve­
loppons un formalisme de spécialisation des correspondances cohomologiques rigides 
dans l'esprit de [25] et montrons que celui-ci est compatible à l'image directe et à 
l 'isomorphisme de Berkovich. 

Le théorème 5.12.5 est alors une application de ce formalisme couplé au théorème 
de Fujiwara ([25]). 

Cependant un point technique doit être soulevé : même en niveau compact hyper-
spécial Co seules les correspondances de Hecke à support dans CQ possèdent un bon 
modèle entier (pour appliquer le théorème de Fujiwara une des deux applications 
de projections de la correspondance doit être quasi-finie). Nous voudrions a priori 
appliquer notre formule des traces en mettant en p un pseudo-coefficient d'une repré­
sentation supercuspidale. Cela n'est donc pas possible. L'alternative consiste à utiliser 
la théorie des types de Bushnell et Kutzko. En effet, si ( J, À) est un type supercuspidal 
l ' idempotent associé e\ est à support dans J et donc dans un sous groupe compact hy-
perspécial. Le problème est presque résolu à la remarque suivante près : e\ ne permet 
pas de séparer les représentations supercuspidales dans une même classe d'équivalence 
inertielle. A tous les types supercuspidaux connus est associé un couple ( J , À) où J est 
un sous groupe compact modulo le centre de G(QP) contenant J et À une extension 
de À à J . On remarque alors que l'on peut séparer toutes les supercuspidales par les 
fonctions e\ * ôg où g G J (annexe B ) . Il suffit donc de faire agir l 'automorphisme 
associé h g £ J sur nos modèles entiers. Remarquant que pour les groupes G(QP) 
avec lesquels nous travaillons tous les groupes J sont contenus dans le normalisateur 
d'un sous groupe parahorique de G(QP) on vérifie que l'on peut s'en sortir (5.11.4) 
en utilisant les modèles entiers définis en niveau parahorique de [68]. 
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Chapitre 6. — Dans ce chapitre nous redémontrons un cas très particulier de la for­
mule des traces topologique d'Arthur telle qu'elle est reformulée dans [26] (théorème 
6.4.1). En effet, en supposant la variété de Shimura compacte et la correspondance de 
Hecke à support dans les éléments réguliers en une place finie la formule prend une 
forme très simple. 

Bien que cette formule puisse se déduire de [26], la lecture de [26] (plutôt technique) 
ne la laisse pas du tout transparaître (les auteurs de [26] s'intéressent surtout aux 
points fixes dans le bord) . C'est pourquoi nous avons inclus sa démonstration. 

Nous vérifions de plus en utilisant la théorie de Hodge p-adique (théorème 6.3.2) 
que si l 'on disposait d'une formule des traces en géométrie rigide de la forme une 
somme sur des points fixes locaux naïfs + des termes de Lefschetz au bord (au sens 
des compactifications de Huber des espaces adiques, cf. [38] et [73]), la distribution 
somme sur les points fixes naïfs associée à des strates non basiques est à support dans 
des éléments non-elliptiques réguliers ce qui ramènerait la démonstration de l'astuce 
de Boyer à montrer que la distribution associée aux termes au bord est « induite » 
en p. 

Chapitre 7. — Il contient le théorème principal de la partie III (et l'un des princi­
paux de cet article), l'équivalent de l'astuce de Boyer : le théorème 7.2.1. 

La démonstration consiste à comparer les deux formules des traces : topologique 
et p-adique. La formule des traces topologique 6.4.1 pour la trace d'une fonction 
/ dans l'algèbre de Hecke globale est une combinaison linéaire d'intégrales orbitales 
01(fp) x 01(fv) où 7 G G ( Q ) . La formule p-adique 5.12.5 est une combinaison linéaire 
de termes de la forme a 7 ( / p ) x 01(fp) où 7 est une classe de conjugaison dans un 
groupe I^(Q) qui se transfert (via l'action sur la cohomologie ^-adique hors p d'une 
variété abélienne) en un élément de G ( A j ) et permet de définir 01(fp). Quant à la 
distribution fp 1—• a7(fp) il s'agit d'une certaine trace sur la cohomologie étale d'un 
espace rigide de déformation (par isomorphismes) de groupes p-divisibles. On suppose 
qu'en une place hors p / est à support dans les éléments réguliers. Toutes les classes 
de conjugaison 7 précédentes sont alors régulières. 

Si fp est dans l'algèbre de Hecke d'un type supercuspidal, dans la formule des 
traces archimédienne seules des classes de conjugaison elliptiques en p contribuent de 
façon non nulle. Choisissons une place auxiliaire w de Q différente de p. Égalant les 
deux formules des traces et faisant varier les fonctions test en w on en déduit que 
si la classe d'isogénie <£> ainsi que 7 € JT^(Q) contribuent de façon non nulle alors 7 

est conjugué dans G(Qw) à un élément de G(Q) elliptique dans G(QP). Regardons 
alors 7 comme un élément de I^(QP) C Jb (où b est déduit de (f)). La forme intérieure 
quasidéployée de Jb est le centralisateur du morphisme des pentes M (b) au sens de 
[47], une forme intérieure d'un sous groupe de Levi de Gqp. Le transfert de 7 vers 
cette forme intérieure est donc un élément de M(b)(Qp) stablement conjugué à un 
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élément elliptique de G(QP). Cela n'est donc possible que si M(b) = GQP, c 'est-à-
dire si (j) intervient dans la strate basique. On en déduit donc que seuls ces termes 
interviennent. Appliquant de nouveau la formule des traces p-adique (cette fois ci à 
la strate basique) on obtient le résultat. 

Chapitre 8. — Il contient la démonstration des résultats annoncés au début de 
cette introduction en utilisant la formule de Matsushima p-adique de la partie II, le 
théorème 7.2.1 du III et les résultats de l'annexe A. 

La lecture de ce mémoire est essentiellement indépendante de celle de [34]. On 
trouvera dans [29] une approche des résultats de [34] similaire à celle utilisée ici. J'ai 
également essayé de rendre la lecture de ce texte la plus indépendante possible de [68] 
en rappelant et explicitant les définitions et constructions de [68] dans le cas étudié. 
J'espère que cela rendra le texte accessible aux non-spécialistes. 

Je tiens à remercier Michael Harris pour son soutien et son aide précieuse durant 
l 'élaboration de ce travail. 
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C H A P I T R E 1 

V A R I É T É S D E S H I M U R A D E T Y P E P.E.L. N O N R A M I F I É E S 

1.1. Donnée de Shimura de type P.E.L. 

Soit V = (B, *, V, (•,•), h) une donnée de Shimura de type P.E.L. ([51]). Plus 
précisément : 

• B est une algèbre simple sur un corps de nombres F 
• * est une involution positive sur B : V6 G B, tr(66*) ^ 0 
• (V, (•,•)) est un 5 -module hermitien où (•,•): V x V —> Q est symplectique 
• h : C —> E n d J e ( F ) R est un morphisme d'algèbres à involutions où End J e (F ) est 

muni de l 'adjonction par rapport à la forme symplectique (., •) et C de la conjugaison 
complexe. Nous supposons de plus que (., h(i)*) est un produit scalaire. 

Notons 

G = {g € GLB(V) | gg* = c(g) € Q* } 

le groupe des similitudes unitaires défini sur Q associé. Le facteur de similitude c 
définit un caractère c : G —> G m . Notons G\ — ker(c) le groupe unitaire associé. 

Le morphisme h définit une Q-structure de Hodge polarisée munie d'une action 
de B. Cette structure de Hodge munie de structures additionnelles est un point dans 
la variation de structures de Hodge associée aux variétés de Shimura que nous allons 
utiliser. 

Nous noterons X la classe de G(M)-conjugaison de h : C x —• G R . Rappelons que X 
s'identifie à l'espace symétrique hermitien G(M.)/KQO où ifoo, un sous groupe compact 
maximal modulo le centre de G ( R ) , est le centralisateur de h dans le groupe de Lie 
G ( R ) . 

A u morphisme h on peut associer le cocaractère 

fih : C X — G C 

(ou plutôt sa classe de conjugaison) définissant la filtration de Hodge sur Vc — Vo 0 V\ 
où ph(z) — z sur V\ et ph = l sur Vo. Dans toute la suite nous suivrons la convention 
homologique de Kottwitz, c'est-à-dire l'inverse de [16]. Cela signifie que dans l'in­
terprétation modulaire des variétés de Shimura que nous considérerons la structure 
de Hodge définie par h sera celle sur l 'homologie de degré 1 des variétés abéliennes 
considérées. 

Nous noterons Q la clôture algébrique de Q dans C. Soit E le corps reflex associé 
à P . Le corps E est le corps de définition de la classe de conjugaison de /i, 

£? = Q[tr c (6 ;V 0 ) | b G B] c Q 

Contrairement à F , qui est un corps « abstrait » , il s'agit d'un corps plongé dans C. 

ASTÉRISQUE 291 



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 15 

1.1.1. Le cas ( A ) . — La condition de positivité sur * implique que F est soit un 
corps C M . soit un corps totalement réel. 

Supposons que F est un corps C M . , ce que nous appellerons le cas (A). Dans 
ce cas-là l'involution * restreinte à F induit la conjugaison complexe sur F. Fixons 
$ C Hom(F, C) un type C M . de F. Il existe alors des signatures ( p r , 9 r ) r € ^ telles 
que pT -f qT = n soit indépendant de r dans $ et 

GI/R C± Y[ U(pT,qT) 

De plus 
G c ^ J] G L n ( C ) x C x 

le dernier facteur représentant le facteur de similitude d'un élément de G ( C ) . Avec 
ces notations, 

h(z)=Y[dia,g{z,...,z,z,...,z) et fi(z) = JJ d i a g ( ^ , . . . , z, 1 , . . . , 1) x (z) 

On a la relation n = [B : F ] 1 / 2 rgBV. 
Le corps E peut alors se décrire à partir de ces données. Le groupe de Galois 

GoZ(Q|Q) agit en effet naturellement sur les 3>-uplets de couples d'entiers ( a r , bT)Te$ 
de la façon suivante : 

V a e GaZ(Q|Q) <j.(aT, bT)re<p = (a'T, b'T)re<s> 

où 

V r e * (a'T,b'T) = 1 K - 1 t ' K - 1 t ) S i < T ~ ; r e * 
{(bC(7-ir,aca-iT) si o~ 1r £ $ 

La lettre c désignant la conjugaison complexe. Le groupe Gal(Q\E) est alors le sta­
bilisateur de (Pr^Qr)re^ pour cette action. 

Exemple 1.1.1. — Notons F® le corps reflex de (F, $ ) défini par l'égalité 

Gcd(Q\F*) = {re Gal(Q\Q) | r $ = $ } 

Supposons qu'il existe ro € $ tel que qTo ^ 0 et V r ^ ro (pr,qr) = 0 ) . Supposons 
de plus que pTQ ^ n/2. Le corps E est alors le composé F^TO(F). C'est par exemple le 
cas de l'article [14] dans lequel (pTo^Qro) = (1> ̂  — ! ) • Par contre dans [34], (pTQ ,qro) = 
( l , n — 1) tandis que V r ^ ro (PT,QT) = ( 0 , n ) . On a encore dans dans ce cas-là 
F = F % ( F ) . 

Notons F + le sous-corps totalement réel maximal de F . Afin de simplifier les no­
tations nous supposerons désormais dans toute la suite que F est de la forme F+/C 
où JC\Q est une extension quadratique imaginaire et que le type C M . $ est induit à 
partir d'un type C M . de /C. Le corps reflex de (F, $ ) est alors /C. Par exemple, sous 
cette hypothèse, dans l'exemple précédent F = r o ( F ) ce qui est le cas de [34]. 
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1.1.2. Le cas ( C ) . — Considérons maintenant le cas où F est un corps totalement 
réel. Sur F l 'involution * est triviale. Dans ce cas-là, G\ est soit une forme d'un 
produit de groupes symplectiques, soit une forme de produits de groupes orthogonaux 
suivant que B^ est un produit d'algèbres M 2 n ( R ) ou M n ( M ) (cas (C) et (D) de [51] 
respectivement). Nous ne considérerons que le premier cas. Alors, 

G 1 / K c S p 2 n ( M ) 
r:F<->-R 

où S p 2 n = {g € G L 2 n | tgJg = J}, J = ^ j 

supposer (quitte à conjuguer) que 

. Avec ces notations on peut 

<•+*>- n (:;-;"-) - M- n (tr 

1.1.3. Variétés de Shimura sur E. — A la donnée V est associée une tour 
( S h x ) K , pour des sous-groupes compacts ouverts K de G(Af) suffisamment petits, 
de variétés quasi-projectives lisses sur E classifiant les quadruplets (A, À, L, fj) où : 

• A est un schéma abélien à isogénie près 
• À est une polarisation Q x - h o m o g è n e de A. Cette dernière condition signifie que 

pour toute fonction a définie sur le schéma de base du schéma abélien, à valeurs 
dans Q x et constante sur chaque composante connexe, À est considérée comme étant 
équivalente à aX. 

• L : B —> End(A)<Q est un morphisme d'algèbres tel que * corresponde à l'invo­
lution de Rosati associée à À. Cela signifie que si f désigne l'involution de Rosati 
V6 G B, 6(6*) = t{by. Une condition équivalente est de dire que À induit un mor­
phisme de variétés abéliennes munies d'une action de B par quasi-isogénies entre 
(A,t) et (AVo*) . 

• 77 : V (g) Af —• Hi(A,Af)[K] est un isomorphisme de B (g) A / - m o d u l e s sym­
plectiques définissant une structure de niveau K sur le module de Tate de A. Cet 
isomorphisme est défini à une constante de A ^ près puisqu'il faut fixer un isomor­
phisme A / ( l ) x ~ A £ . 

• La condition suivante est vérifiée (condition de Kottwitz) : 

V6 G B det(6; Lie(A)) = det(6; V0). 

Cette condition est l'analogue algébrique de la condition topologique : V / i ' G X, hf 

est conjugué à h. Sur C elle revient à fixer une composante connexe dans l'espace des 
structures de Hodge munies d'une action d'un corps C M . en fixant la signature. 
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Exemple 1.1.2. — Plaçons nous dans le cas (A) de la section 1.1.1. L'action de F sur 
Lie(-A) permet de décomposer 

L i e ( A ) Q = 0 ^Lie(A)r 

rGHom(F,Q) 

où F agit sur Lie(A)T via r . La condition de Kottwitz se récrit alors dans ce cadre 
sous la forme (en utilisant le lemme 1.6.1. de [34] par exemple) : 

V r G $ Lie(A)r est localement libre de rang pr[B : F ] 1 / 2 

et Lie(^4) c r est localement libre de rang qr[B : F]1/2 

Exemple 1.1.3. — Dans le cas (A) lorsque B = F est une extension quadratique 
imaginaire de Q, * est la conjugaison complexe, V = F 3 , V X , 7 G F 3 ( X , Y ) = 
t r F / Q ( / ? ' X * J F ) où (3 G F , /?* = - / ? et 

/ 0 0 1 \ 
J= 0 1 0 

\ioo/ 
avec comme morphisme h défini par h(z) = diag(z, z, z), la variété de Shimura associée 
est la variété modulaire de Picard et l'espace X est union disjointe de deux boules 
ouvertes unité dans C 2 . 

Exemple 1.1.4. — Dans le cas (A) lorsque B est une algèbre à division sur F et que 
la signature est de la forme (1, n — 1) x (0, n) x • * • x (0, n) on retrouve les variétés de 
Shimura utilisées dans [34]. 

Exemple 1.1.5. — Dans le cas (C) avec B = F = Q , V = Q 2 N , ( . , . ) est un produit 
symplectique non-dégénéré sur V on retrouve les variétés modulaires de Siegel. 

Dans le cas (C) lorsque 2n = 2, B = F , V = F 2 , (•, •) est un produit symplectique 
non-dégénéré on retrouve les variétés modulaires de Hilbert (telles qu'elles sont définies 
« classiquement » les variétés modulaires de Hilbert sont plutôt les variétés de Shimura 
connexes associées). Le groupe associé est G = {g G G L 2 ( F ) | det(#) G Q X } . 

Remarque 1.1.6. — Si v est une place de Q en laquelle G/QV est non-ramifié et K de 
la forme KVKV avec Kv hyperspécial alors dans la définition modulaire de §h.KVKV on 
peut remplacer « à isogénie près » par « à isogénie première à p près » quitte à mettre 
des structures de niveau hors v uniquement. C'est ce que l 'on fait classiquement 
pour les courbes modulaires pour lesquelles on s'intéresse à des courbes elliptiques à 
isomorphisme près, G L 2 / Q étant non-ramifié en toutes les places finies. 

La tour de variétés {S\IK)K est munie d'une action de G ( A / ) par action des opé­
rateurs de Hecke sur la structure de niveau rj. 
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La variété de Shimura S h ^ n'est pas en général associée à la donnée de Shimura 
(G, X). On a en fait la décomposition suivante définie sur E ([51] section 8) : 

S h K = U S h * ( G " , X ) 
fcer^G) 

où G' parcourt des formes intérieures de G isomorphes à G partout localement, et où 
S h x ( G ' , X) désigne le modèle canonique sur E de la variété de Shimura associée à la 
donnée de Shimura (G ' , X). Plus précisément, si x G Shfc:(C) est associé à (^4, À, 77), 
x appartient à la composante indexée par la classe du G-torseur localement trivial 

/S0ra B -mod.symp.( V > # 1 ( A Q ) ) 

et G' est le groupe des similitudes unitaires associé au 5 -module symplectique 
Hi(A,Q). 

On remarque ([51] chapitre 7) que dans le cas (C) et dans le cas (A) avec n pair, G 
vérifie le principe de Hasse, c'est-à-dire que ker 1 (Q , G) est réduit à un seul élément. 
Dans ces deux cas les variétés S h ^ sont donc des variétés de Shimura associées à la 
donnée de Shimura (G, X). Il est également démontré dans la section 7 de [51] que 
dans le cas (A) avec n impair l'application ker x (Q , ZQ) —• k e r 1 ( Q , G) est surjective. 
Dans ce cas, tous les groupes G' sont donc en fait isomorphes à G, et les variétés Sh#-
sont donc une union finie de copies d'un modèle canonique de la variété de Shimura 
associée à la donnée ( G , X ) ([16, 60]). 

1.1.4. Uniformisation complexe. — Le modèle canonique Sh(G, X) vérifie 

S M G , X ) ( C ) G(Q)\ (X x G(Af)/K) 

Le lien entre cette uniformisation complexe et la description modulaire précédente est 
le suivant. Soit x = (A, À, L,rj) G S h ^ ( C ) que l'on suppose, pour simplifier, dans 
la composante indexée par la classe du G-torseur trivial dans k e r 1 ( Q , G ) . Fixons 
donc un isomorphisme de J5-modules symplectiques V ~ H\(A,Q). Celui-ci induit 
un isomorphisme canonique V 0 A / ~ Hi(A,Af) qui comparé à la structure de 
niveau K, fj : V (8) A / ~ Hi(A,Af)[K], fournit une structure de niveau K : V (g) 
Af ~ V 0 A / [ i f ] , c'est-à-dire un élément de G(Af)/K. Quant à l 'isomorphisme V0 
K ~ Hi(A,R) il induit une R-structure de Hodge polarisée de poids ( (—1,0) , (0, —1)) 
munie d'une action de B 0 R sur V 0 R par image réciproque de celle sur Hi(A, R ) . 
D 'où un morphisme hx : S —• G ( R ) qui, grâce à la condition de Kottwitz (dans 
le cas (A) cela revient à fixer l'action du corps C M . sur Hi(A,C)/Fii_1iïi(A,C)), 
est conjugué dans G ( R ) à l'élément h fournit par la donnée de Shimura et donne 
donc un élément de X. On obtient donc pour chaque isomorphisme de ^-modules 
symplectiques V ^ Hi(A,Q) un élément de X x G(Af)/K qui une fois passé à la 
classe dans G(Q)\(X x G(Af)/K) ne dépend plus de ce choix d'isomorphisme. On 
vérifie que cela donne bien une bijection au niveau des points en utilisant l'équivalence 
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(de Riemann) de catégories A i—> Hi (A, Q ) entre Q-structures de Hodge polarisées de 
poids ( (—1,0) , (0, —1)) et variétés abéliennes polarisées sur C à isogénie près. 

Cet argument démontre qu'il existe une bijection entre les deux ensembles ci-dessus 
mais ne démontre pas qu'il s'agit d'un isomorphisme de variétés analytiques complexes 
entre S h x ( G , X ) a n et G ( Q ) \ (X x G(Af)/K). Voici des arguments qui permettent de 
montrer que c'est le cas : 

• Tout d 'abord l'espace X admet l'interprétation modulaire suivante : il représente 
le foncteur défini sur la catégorie des espaces analytiques complexes lisses qui à un 
espace analytique X associe les (T, F i l _ 1 ( J x ; 0 O x ) , ^ , t, p) où 

- (J7, F i l - 1 ( ^ r c (8) Ox)) est une variation de R-structures de Hodge de poids 
( (—1,0) , (0, —1)). Cela signifie que T est un R-système local, Y'A~x{T<c^O%) un 
sous fibre holomorphe du fibre complexe associé à T qui définit en chaque point 
x € X une R-structure de Hodge {Tx<> F i l - 1 ^ , ^ ) (la condition de transversalité 
de Grifiiths est vide ici) 

- t, : B ®R -* End((^ 7 ,Fir 1 ( .F c ® Ox))) est une action de B ® R sur la 
variation précédente 

- ip : T (8) T —> R ( — l ) est une polarisation de la variation précédente telle 
que l'involution de Rosati associée induise * sur B via t 

- Pour tout x G X l'action de B<g)R sur J x . x / F i l - 1 ^ , ^ satisfait la condition 
de Kottwitz 

- p : V_ (8) R ——» T est une rigidification, c'est-à-dire un isomorphisme de 
R-systèmes locaux compatible à l'action de B 0 R, à i\) et (•, •) 

En effet, une telle variation de structure de Hodge sur X donne une application X 3 
x p*hx où hx : S —• GU^x, LXlîpx) (G(7=groupe de similitudes unitaires) désigne 
le morphisme définissant la structure de Hodge munies de ses structures additionnelles 
sur Tx. La condition de Kottwitz implique que p*hx est conjugué à h et défini donc 
un élément de X. D 'où une application X —» X. 

Celle-ci est holomorphe car la structure complexe sur X est celle induite par le 
plongement des périodes X <-+ X = G(C)/P^ h (C) {P^h est le sous-groupe parabolique 
de G c associé à /j>h) et l 'application des périodes hx i—> p*Hhx € X est holomorphe. 

• Le second argument consiste à remarquer que Shfc:(G, X)c est un schéma lisse 
sur C comme il résulte de la théorie de la déformation des schémas abéliens en carac­
téristique 0 (celle de Grothendieck) et du fait qu'étant en caractéristique 0 le module 
de Tate des schémas abéliens est étale en tous les premiers de Q et que donc il n'y a 
pas d'obstruction à déformer les structures de niveau. 

• Définissons une application holomorphe 

S : S M C ) —> G(Q)\ (X x G(Af)/K) 

Notons (Aj À, L,rf) le quadruplet universel au-dessus de S h ^ ( G , X)ç et n : A —> 
S h x ( G , X)c- Soit U un ouvert de S h x ( G , X ) a n au-dessus duquel le système local 
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^ji^anQ e s^. t r j v i a i et fixons un isomorphisme de B-modules symplectiques p : V —> 
(Jî 1 7rJ n Q)|^ / (ce qui est possible puisque l'on est dans la composante de Shx indexée 
par la classe triviale dans ker 1 (Q , G ) ) . D'après la définition modulaire de X donnée 
précédemment, la variation de structure de Hodge ( ( J R 1 7 r J n R ) ^ , {R^n^O^Y) munie 
de ses structures additionnelles fournies par À et t couplée à la rigidification p^ donne 
un morphisme U —> X. Quant à fj elle définit via p un morphisme U —• G(Af)/K, 
d'où un morphisme 

U—>X xG(Af)/K 

Remarquons maintenant qu'après passage au quotient par G(Q) à gauche ces applica­
tions se recollent pour des U et des choix de rigidifications p différents puisque l'action 
de la monodromie sur i J ^ + Q se fait à travers G(Q) (utiliser également que dans la 
définition d'une structure de niveau K l 'action de la monodromie sur le module de 
Tate se fait à travers K). 

• Le morphisme S ainsi construit est holomorphe bijectif au niveau des points. Il 
reste donc à voir qu'il est biholomorphe. Il suffit de voir que l'application tangente 
est bijective ce qui résulte de la description de l'espace tangent à SIÏK en un point à 
valeurs dans C en termes de théorie de la déformation de Grothendieck des schémas 
abéliens et de celle de l'espace tangent à X (en termes de la théorie de la déformation 
de Kodaira-Spencer). 

On pourra également consulter la section 4.4 de [15] ainsi que [27]. 

1 .1.5. Systèmes locaux. — Soit £ un nombre premier différent de p. Fixons une 
fois pour toute un isomorphisme t : Qe C. Soit p une représentation algébrique 
complexe de G. Le morphisme p définit alors via t un Q^-système local étale équiva-
riant CP sur la tour ( S h x ) J R : C G ( A / ) -

La variété SYÏK est munie d'un pro-revêtement étale (Sh^/ —• S h x ) K ' < K de 
groupe K. Composant l'application de projection K —> G(Qe) avec la représen­
tation p : G(Qi) G(Qe) GL(Vcp) on obtient une représentation continue 
K —» GL(Vcp). Le système local Cp est celui associé à cette représentation. 

Le morphisme p définit également un fibre holomorphe plat d'espace total 

G ( Q ) \ ( X x Vp x G(Af)/K) —+ G ( Q ) \ (X x G{Af)/K)) = ShK(G,X)(C) 

Notons CP le système local complexe associé sur Shfc:(C). Si x G S h x ( G , X)(C) le 
groupe fondamental topologique 7RI(Sh/r(C),a;) s'identifie à un sous groupe arith­
métique T de G ( Q ) et CP est associé à la représentation T <—> G ( Q ) GL (Vp) . 
Considérons le système local topologique de Q^-espaces vectoriels CP associé via t. 
Il existe alors une extension de degré finie L de Qe et un système local topologique 
de 0z,-espaces vectoriels M tel que CP = M ®e>L ( c e l a résulte de l'arithméticité 
des groupes fondamentaux Y précédents). Alors, dans la catégorie des faisceaux toplo-
giques, M = lim ^M/VJ^M et en fait le système local ^-adique CP est de la forme 
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Cp = ( A / " n ) n G N 0 Q ^ O Ù 

(M/wlM)n€* = Wn)TeN 
où a n désigne le pull-back du site étale vers le site analytique. Le théorème de com­
paraison entre cohomologie analytique et étale pour les coefficients de torsion montre 
alors que la cohomologie de S h / ^ C ) à coefficients dans Cp twistée par t est isomorphe 
à celle de Cp. 

Nous écrirons donc dans la suite Cp pour Cp. 

Exemple 1.1.7. — Soit p la représentation standard de G sur V (l 'espace de la don­
née V). Alors, si 7r : A —> S h x ( G , X) désigne le schéma abélien universel 

Cp= ( i ^ Q , ) V ( l ) 

En général Cp est facteur direct dans des images directes de produits A x • • • x A —» 
ShK(G,X). 

1.2. Modèles entiers 

1 .2 .1 . Hypothèse de non ramification. — Fixons un plongement v : Q <—> Qp et 
notons Ev le complété de E correspondant. Soit 0 g un Z ( p ) ordre dans B stable par * 
et tel que O^fgiZp soit un ordre maximal dans Bqp. Nous supposerons (cf. [51]) : 

• BQP est un produit d'algèbres de matrices sur des extensions non ramifiées de 
Q p , c'est-à-dire : B est déployée en toutes les places de F divisant p et F est non 
ramifié en toutes les places de F divisant p 

• Afin de s'assurer que Gqp est quasidéployé nous supposerons qu'il existe un réseau 
autodual Ao dans Vqp 

Sous ces hypothèses le groupe Gqp est non ramifié. 

1.2.2. Modèles . — Sous les hypothèses précédentes Kottwitz construit dans [51] 
une tour (SKP)KP de variétés quasiprojectives lisses sur OEU indexée par des sous-
groupes compacts ouverts suffisamment petits Kp C G (A^) . Cette tour est munie 
d'une action de G (A^) . Le schéma SKP est défini comme l'espace de modules des 
quadruplets (A, À, L, r}p) où : 

• A est un schéma abélien défini à une isogénie première à p près 
• À est une polarisation première à p et Z ^ homogène. Cela signifie que si a est 

une fonction définie sur le schéma de base sur lequel est défini A, à valeurs dans 
et localement constante, alors À est considérée comme étant équivalente à aX. 

• t '. OB —* End(A) (g) Z ( p ) est un morphisme d'algèbres transformant l'involution * 
sur en l'involution de Rosati associée à À sur End(^4) (g) Z ( p ) 

• rf : V<g> A y —• Hi(A, AP^)[KP] est un isomorphisme de B(8) A^ -modules symplec-
tiques définissant une structure de niveau Kp au sens de la définition 2.5.5 de [51]. 
Cet isomorphisme est pris à un élément de A ? x près. 
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• La condition de Kottwitz est vérifiée : il y a une égalité de fonctions polynomiales 
en b e B det(6; Lie(A)) - det(6; V0). 

Le groupe G ( A ^ ) opère sur la tour (SKP)KP par action sur rf. 
Soit A 0 C VQP un réseau autodual. Soit Co = StabG(Q p)(Ao) le sous-groupe compact 

hyperspécial associé. Il y a alors des isomorphismes compatibles pour Kp variant 

SKP ®OEU — • ShcoKP ®£7 EV 

déduits du lemme 7.2 de [51]. Ces isomorphismes dépendent du choix de Ao et sont 
G(APc )-équi variant s. 

Les systèmes locaux équivariants Cp définis précédemment sont en fait dé­
finis sur ces modèles entiers. Cela découle de ce que si Kp = KiKiv alors le 
pro-revêtement (ShCoK,KeP —> ShCoKeKeP)KF<\KE s'étend en le pro-revêtement 
(SKfK£P —> SKgKtv)K'<KR 

1.2.3. Structure de G(QP) : notations 

1.2.3.1. Cas (A). — On se place dans le cadre de la section 1.1.1. Tout élément r G <Ê> 
fournit un plongement v o r : F c-> Qp. 

Cas (AL). — Supposons p décomposé dans /C. Soient (wi)iei les places de F divi­
sant p associées à tous ces plongement s lorsque r parcourt L'algèbre semi-simple 
BQP est de la forme Ui (Md(FWi) x Md(Fwc)°w) puisque * induit un isomorphisme 
Md(Fm) ^ Md(Fwc). On a alors, 

GQp=l[GLn(FWi)xQx 

iei 

où G L n (FWi ) désigne la restriction des scalaires de FWi à Qp de G L n . 
L'équivalence de Morita permet de supposer qu'en chaque place Wi on est dans le 

cas suivant : BQP = FWi x FWi, OBQP = 0 F w . x 0 F w . , ( x , y ) * = (y,x), VQp =Vi® V^ v, 
(x0<p, x'^ip') = (p'(x) — ip(xf), un réseau autodual étant alors de la forme Ao = A ® A v 

où A est un réseau de Vi. 

Cas (AU). — Supposons p inerte dans /C. Nous noterons alors (WJ)J^J les places de 
F divisant p. Les extensions FWj \QP sont alors non-raminées de degré pair et 

GQp=G(l[GU(FWj;n)) 
jeJ 

où GU(FWj ; n) est la forme intérieure quasidéployée du groupe des similitudes uni­
taires en n variables sur FWj vu comme groupe sur Qp (plus précisément, il s'agit 
du sous-groupe de la restriction des scalaires de FWj à Qp du groupe des similitudes 
unitaires sur FWj ayant un facteur de similitude dans Q * ) et où le G devant le produit 
signifie que l 'on prend le sous-groupe du produit formé des uplets ayant même facteur 
de similitude. 
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L'équivalence de Morita permet alors de se ramener en chaque place Wj au cas 
suivant : BQp = FWj1 l 'involution * est égale à cr^FW3:®P^2 où a est le Probenius 
de l'extension non-ramifiée FWj\Qp, OBQP = ®FWJ, dans une base convenable de Vj 
identifié à F£. : 

V X , F e i ^ (X,Y)=trFwj/Qp(atX'JY) 

où a G F*, est tel que a* = —a, 

J - i 0 M 
~ Un/2 o ; si n est pair et 

/ 0 0 / ( n _ i ) / 2 \ 

J= 0 1 0 
\ / ( n - l ) / 2 0 0 / 

si n est impair. 
Un réseau autodual dans le cas où n est pair est alors donné par Ao = A^ 1) 0 A^2^ où 

A^ 1 ) , A^ 2) sont deux s o u s - O F W . -modules totalement isotropes tels que l 'accouplement 

A(i) x A ® ^ Z p soit parfait. 
Dans le cas où n est impair, on peut prendre comme réseau autodual Ao = A^ 1) 0 

OFW. .£ 0 A^ 2) où A^ 1) et A^ 2) sont comme précédemment et (e,e) = 0. 

Cas (C). — Soient (wj)jej les places de F divisant p. Comme dans le cas (AU) Gqp 

est isomorphe à un sous-groupe d'un produit indexé par J de groupes de similitudes 
symplectiques en 2 n-variables. 
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C H A P I T R E 2 

E S P A C E S D E R A P O P O R T - Z I N K 

2 .1 . Isocristaux munis de structures additionnelles : le cas de GLN 

Nous donnons ici une description explicite pour le groupe linéaire de la classification 
des isocristaux munis de structures additionnelles donnée par Kottwitz dans [47] et 
[52]. Étant donné que nous avons essentiellement en vue comme application de cet 
article le cas de GLN nous n'avons pas inclu les autres cas. 

Oublions momentanément les notations globales du chapitre précédent. Soit F\QP 

une extension non ramifiée de degré d. Soit G — R e s ^ / Q p ( G L n ) . Le groupe algébrique 
G se déploie sur F en 

G/F = J J G L n / F 

où le groupe F = Gal(F\Qp) = Z/dZ opère par permutations cycliques sur les facteurs 
en translatant par un élément de Z/dZ. Un tore maximal de G défini sur Qp est 
T = ( F x ) n . Un tore déployé maximal est A = ( Q * ) n ^ ( F x ) n = T. Le groupe de 
Weyl absolu est W = (&n)d. 

Définition 2.1.1. — Le corps L est le complété de l'extension maximale non ramifiée 
de Qp. L'automorphisme a est le Probenius de l'extension L\QP. 

Définition 2.1.2. — On appelle isocristal un L-espace vectoriel de dimension finie N 
muni d'une application bijective a-linéaire (p : N —» N. 

On appelle F-isocristal un L-espace vectoriel N muni d'une application bijective 
cr d-linéaire </? : N —• N (ad est le Probenius géométrique de l'extension L\F). 

Rappelons également que deux éléments &i,&2 G G(L) sont dits cr-conjugués s'il 
existe un g dans G(L) tel que b\ = gb2g~a. Rappelons alors la définition 

Définition 2.1.3 ([47]). — L'ensemble B(G) désigne l'ensemble des classes de o-

conjugaison dans G(L). 

L'ensemble B(G) classifie les isocristaux munis d'une action de F. A la classe de a-
conjugaison de b est associée la classe d'isomorphisme de l'isocristal muni d'une action 
de F , (Fn ®Q p L, 6® Il est bien connu que la catégorie des isocristaux munis d'une 
action de F est équivalente à la catégorie des F-isocristaux, ce qui se traduit dans le 
langage de Kottwitz par le lemme de Shapiro B(G) ~ B(GLN/F) ([47]). Rappelons 
que dans cette correspondance si (AT, çp) est muni d'une action de F alors on lui associe 
le F-isocristal ( iV r , ipd) où r : F <^-> L est fixé et Nr = {n G N \ M x G F x.n = r(x)n}. 

Un élément b G B(G) est donné par les pentes du F-isocristal associé 

A 1 = ^ > . . . > A r = ^ 
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où di A hi = 1, et des multiplicités rai,... , m r vérifiant Ylimihi = n - Le point de 
Newton associé ([47]) est 

, 6 = ( ^ , . . . , ^ , . . . , ^ , . . . , ^ ) e X . 0 4 ) Q = Qn 

> v ' * v ' 
m\h\ mrhr 

(le dénominateur d provient du fait que les pentes d'un F-isocristal sont d fois les 
pentes de l'isocristal muni d'une action de F associé). Le centralisateur du morphisme 
des pentes est le sous-groupe de Levi 

M 6 = R e s F / Q p ( G L m i / l l ) x • • • x R e s F / Q p ( G L m r / l r ) 

et b provient d'une classe basique de où l'on rappelle qu'une classe basique est 
une classe possédant une unique pente. Rappelons que l 'on note J& le groupe des auto-
morphismes de l'isocristal muni de ses structures additionnelles. Dans le cas présent, 
la structure additionnelle consiste en l'action de F. Le groupe J& est donc le groupe 
des automorphismes du F-isocristal associé : 

Jb = R e s F / Q p ( G L m i ( £ > A l ) ) x • • • x R e s F / Q p ( G L m r ( £ > A r ) ) 

où D\/F est une algèbre centrale simple sur F d'invariant À. 
Le groupe dérivé GDER étant simplement connexe, X*{Z{G)R) — X*(D)r = B{D) 

où D = G/GDER et Z{G) désigne le centre du L-groupe connexe. Or, le déterminant 
induit un isomorphisme de groupes det : G/GDER R e s F / Q p G m , et donc B(D) = 
Z. On identifiera donc X*(Z(G)R) à Z . L'application de Kottwitz n définie dans la 
section 6 de [49] {cf. également le théorème 1.15 de [66]) est alors 

k:B(G) — > Z = X * ( Z ( G ) r ) 

b i—• v p (det (6 ) ) 

et est telle que 
r 

« (6) = ^2 
1=1 

qui est la dimension de l'isocristal ou encore le point terminal du polygone de Newton. 
2 .1 .1 . Polygone de H o d g e . — Soit maintenant un cocaractère \x : ^m/q^ —> 
G É t a n t donné un élément de B{G), à chaque représentation linéaiio de G est 
associé un isocristal filtré, la filtration étant définie par /x. Dans [66] et [52] est défini 
un sous-ensemble B(G,/jl) C B{G) en termes de théorie des groupes réductifs. Cette 
ensemble s'interprète comme une version tannakienne de l'inégalité de Mazur sur les 
polygones de Hodge et Newton au sens où étant donné un élément de B{G), à chaque 
représentation linéaire de G est associé un isocristal filtré, la filtration étant définie 
par /x. L'élément de B{G) est dans B{G,JA) si et seulement si tous ces isocristaux 
filtrés sont tels que le polygone de Newton associé soit au-dessus de celui de Hodge 
et aient mêmes points terminaux. 
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Le cocaractère /i est défini sur F et définit un élément de 

X*(T)/W ~ {(Xij)iez/dZ,l^j^n | Xij e Z , V i V j < f Xij > X y / } 

sur lequel le groupe de Galois T opère via G • {x%j) = (xi-ij)ij. Nous supposerons fi 
minuscule donné, avec les notations ci-dessus, par p = (fJ>ij)ij où V i /iij = 1 pour 
1 ^ j ^ cti et = 0 si j > ai, les a* étant des entiers compris entre 1 et n. 
Le groupe de Galois F = Z/dZ agit par permutation sur (ûi)iez/dz> e ^ le corps de 
définition de la classe de conjugaison de JJL a pour groupe de Galois le stabilisateur de 
(ai)i€Z/dz E Nz/dZ dans V = Z/dZ. 

Le L-groupe connexe de G est donné par 

LGO = Q = Y[ G L n ( C ) 
Z/dZ 

et le L-groupe par LG = G xi Z / d Z où Z / d Z agit par permutation cyclique des 
composantes. A u cocaractère \x de G, Kottwitz associe un caractère du centre du L-
groupe connexe Z(G) défini par /xi = M|#(g)r € Z ([52] section 6.1), et donné avec 
nos notations par 

Pi = ^ at 
ieZ/dZ 

le point terminal du polygone de Hodge. De même ([52] section 6.1), Kottwitz définit 
//2 par 

X * ( T ) r ® Q ~ X * ( , 4 ) Q = Q n 

Jl\fr ® 1 ' • 

Avec les notations précédentes 

V2 = 2 (i, — ,i,o,...,o) 
iez/dz 

Kottwitz définit dans la section 6 de [52] le sous ensemble S ( G , / / ) de B(G) formé 
des classes de a-conjugaison vérifiant le théorème de Mazur sur la position relative 
des polygones de Newton et de Hodge tel qu'il généralisé dans [66]. D'après ce qui 
précède, dans notre cas particulier cet ensemble possède la description suivante (après 
avoir multiplié l'inégalité Newt(6) < /i2 par d) 

B(G,p) = {be B[G) | Newt(ft) ^ p2 e X*(A)Q et «(&) = m} 

— | ( A i , . . . , A i , . . . , A r , . . . , A r ) ^ Siez /dzQ-? ' j 'h ^' ' * ' ' ^ 
m\h\ mrhr ai 

et tels que £ [ = i midi = Y,iez/dzai\ 

où < désigne l'ordre usuel sur la chambre de Weyl positive (section 2.1 de [66]). 
L'inégalité s'interprète comme « le polygone de Newton est au-dessus du polygone de 
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Hodge » , et l'égalité comme « les points terminaux des polygones de Newton et de 
Hodge sont égaux » . 

Rappelons qu'en effet, à une suite 

( z . ) i < i < n e X*(A)Q/W = {(yi)i e Qn | V i Vi > yi+x] 

on associe un polygone convexe à pentes rationnelles constantes sur les segments 
entiers [z,i + l ] 0 ^ i < n — 1 défini par 

k 

P ( 0 ) = 0 et V l ^ f c ^ n P(k) = ^ z n + i _ r 

r = l 

Dans la description donnée ci-dessus de B(G, /x) (i.e. après multiplication par d des 
inégalités) les pentes du polygone de Hodge sont donc entières et les polygones de 
Newton possibles sont tous les polygones convexes à pentes rationnelles P vérifiant 
P ( 0 ) = 0, P à même point terminal que celui de Hodge, est au-dessus de celui-ci et 
a des points de rupture à coordonnées entières. Cette description permet de calculer 
« graphiquement » l'ensemble B(G,fï) pour un fi donné. 

Exemple 2.1.4. — Lorsque F = Q p , et b G B(G), b G B(G,fi) si et seulement si 
l'isocristal filtré (L n , f c r , /i) vérifie la condition usuelle : le polygone de Hodge est en 
dessous du polygone de Newton et ils ont mêmes points terminaux. 

Pour un élément de B(G), la condition d'appartenance à J5(G, fi) généralise donc 
la condition sur les polygones de Newton et Hodge de l'isocristal filtré associé qui 
tient compte des structures additionnelles. 

Exemple 2.1.5. — Dans le cas de signature (1, n — 1) x (0, n) x • • • x (0, n) étudié dans 
[34] les différents polygones possibles sont les suivants (Hodge est en trait plein) 

dimension 
A 

1 

. hauteur 

On remarque en particulier que les polygones sont totalement ordonnés et qu'il n'y 
a que deux pentes dont l'une est toujours étale et l'autre « de dimension 1 » . Cette 
dernière propriété justifie l'adjectif « simple » associé aux variétés de Shimura utilisées 
dans [34]. 

Voici cependant un exemple de signature (1 ,4) x (2 ,3) x (0, 5) x • • • x (0 ,5) qui 
montre qu'en général la situation est beaucoup plus compliquée (nous n'avons pas 
dessiné tous les polygones de Newton) 
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Le lecteur effrayé par une pente 2 associée un groupe ]>divisible remarquera que les 
pentes de la classe d'isogénie associée sont les pentes du polygone ci-dessus divisées 
par d. 

2.1 .2 . Classe basique dans B(G,n). — Il existe une unique classe basique dans 
B(G, / / ) . Notons la bo. Avec les notations précédentes celle-ci est donnée par l'unique 
pente 

A = - a>i 
n ^—' 

ieZ/dZ 
Si la pente À est égale à r / s , où r A s = 1, alors la multiplicité de la pente est n / s , et 
l 'on a 

Jbo = Res /?/Q p GL a (D\ ) 

2.2 . Donnée locale de Rapoport -Zink 

2 .2 .1 . Donnée de type E.L. non ramifiée simple. — Une donnée de type E.L. 
non ramifiée simple (F, V, 6, /x) consiste en la donnée 

• d'une extension finie non ramifiée F de Qp 

• d'un F-espace vectoriel de dimension finie V 
• d'une classe de a-conjugaison b G B(G) où G = ResF/qpGL(V) 
• d'une classe de conjugaison de cocaractère minuscule /x : ^mq^ GQ^ du type 

de celles de la section 2.1. 

On suppose que ces données sont reliées entre elles par la relation 

b€B(G,fi) 

Notons Ip = HomQ p (F , Q p ) et n = d im^ V. Le cocaractère \x est alors donné par des 
couples d'entiers 

(Pr,qr)relF 

vérifiant p T + qT = n (dans les notations de la section 2.1, ces couples d'entiers sont 
les (ai,n- ai)ieZ/dz). 
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Le corps reflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison 
de [i. Le groupe Gal(Qp\Qp) opère par permutation sur i > et Gal(Qp\E) est alors le 
stabilisateur dans Gal(Qp\Qp) de (pr^Qr)-

2.2 .2 . Donnée de type P.E.L. unitaire non ramifiée simple. — Une donnée 

de type P.E.L. unitaire non ramifiée simple (F, *, V, (•, •), 6, p) consiste en la donnée 

• d'une extension finie non ramifiée F de Qp munie d'une involution non triviale * 
• d'un F-espace vectoriel de dimension finie V 
• d'un produit hermitien symplectique (•, •) : V x V Qp qui est tel qu'il existe 

un réseau autodual dans V pour ce produit symplectique 
• si G désigne le groupe des similitudes unitaires associé, d'une classe de a-

conjugaison b G B(G) 
• d'une classe de conjugaison de cocaractère minuscule p : G m Q ^ —• GQ^ 

On suppose que ces données sont reliées entre elles par la relation 

c o p(z) = z 

où c désigne le facteur de similitude, et 

be B(G,p) 

La donnée d'un tel p est équivalente à la donnée de couples d'entiers 

(pr, qr) T EIF 

vérifiant pr + qr = n et (pT*,qr*) = (QT,PT)- Le corps reflex associé se décrit comme 
précédemment. 

2.2 .3 . Donnée de type P.E.L. symplectique non ramifiée simple. — Elle 
consiste en la donnée (F, V, (•,•), 6,/x) vérifiant des conditions analogues à celles du 
cas unitaire. Le groupe G est alors le groupe des similitudes symplectiques. 

2.3 . Espaces de Rapoport -Zink associés 

Nous récrivons la définition 3.21 de [68] dans nos cas non ramifiés. On remar­
quera en particulier la similarité avec la définition modulaire de l'espace symétrique 
X donnée dans la section 1.1.4 (que nous avons volontairement formulée avec une 
rigidification p afin de la rapprocher de celle des espaces de Rapoport -Zink) . En fait 
l'analogue de la définition de X en p serait plutôt la définition qui suit à laquelle 
on aurait appliqué le foncteur algèbre de Lie de l'extension vectorielle universelle qui 
à un groupe p-divisible associe un module localement libre filtré (cf. les espaces de 
périodes de [68]). 

Notons Ë = Q™r le complété de l'extension maximale non ramifiée de E. Nous 
noterons k ~ ¥p le corps résiduel de E. 
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2 .3 .1 . Cas E.L . non ramifié 

Définition 2.3.1. — Soit (F, V, 6, p) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple. 
Soit X un groupe p-divisible sur k muni d'une action de OF et d'isocristal covariant 
muni de son action de F isomorphe à (VL,&<T) (l'existence d'un tel X résulte de 
résultats récents de Kottwitz et Rapoport ([53]). Nous noterons Ai(b,/i)/Spf(0^) 
l'espace de Rapoport-Zink associé. C'est l'espace de modules de groupes p-divisibles 
munis d'une action de OF, X défini sur une base S sur laquelle p est localement 
nilpotent, munis d'une quasi-isogénie compatible à l'action de OF 

p : X x ^ ( S mod p) —> Xmod p 

et vérifiant la condition : si 

L i e ( X ) = 0 L i e ( X ) r 

TEIF 

est la décomposition de L i e ( X ) suivant l'action de OF alors, V T G I F L i e ( X ) T est 

localement libre de rang pr. 

Le schéma formel Ai(b, p) est localement formellement de type fini sur Spf(0^) 
ce qui signifie que localement Ai(b, p) est de la forme 

Spf(0È(Tu .. .,Tn)[[Xu Xm]]/I) 

pour un idéal / . 
Il résulte de la théorie de Grothendieck-Messing que jti(b,p) est formellement 

lisse sur Spf(0^). A u dessus d'un point point fermé x de sa fibre spéciale cela se 
traduit de la façon suivante : le complété formel Ai(b,p)s'identifie à l'espace de 
déformations par isomorphismes du groupe p-divisible X £ m v m u n i de son action de 
OF ( X u n i v désignant le groupe p-divisible universel sur M(b,fi)), et il résulte de la 
théorie de Grothendieck Messing que cet espace de déformations est isomorphe au 
complété formel d'une certaine grassmannienne (les fameux modèles locaux de [68] 
(définition 3.27)) en un point : 

M{b^)/{x] ~ Spf {Oë[[Xu. .. , X E T P T , J ] ) 

Plus précisément, si E(Xuniv) désigne l'extension vectorielle universelle de X u n l v 

([59]) il y a une suite exacte de Oj^-modules localement libres 

0 —-+ L i e ( X u n i v D ) v —> L i e £ ( X u n i v ) — • L i e ( X u n i v ) —-> 0 

et L i e £ 7 ( A ' u n i v ) = 0 r : F _ ô ; L i e E(Xuniv)T. Cette suite exacte est somme directe de 
suites 

0 — • L i e ( X u n i v D ) ^ — ^ L i e £ ( X u n i v ) T — • L i e ( X u n i v ) r — * 0 

loc. libre de rg. qT loc. libre de rg. p T 
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La théorie de la déformation de Grothendieck-Messing fournit un isomorphisme 

K/s P / ( e > Ë ) ) ^ 0 L i e ( X ^ ) T ® L i e ( X - ^ ) T 

Cet isomorphisme est donné par la connexion de Gauss-Manin (il s'agit d'une classe 
de Kodaira-Spencer généralisée) 

V : LieE(X^) - » LieE(X^) ®0jCi ^ / S p / ( o É ) 

où V = ® r V r et les suites exactes ci-dessus. Ici V est induit par un isomorphisme 

/ : p r ^ F ( X u n i v ) pilÊ(XunW) 

où 
A 2 C > M x S p f { O Ë ) M 

'Vt\ P r 2 

M M 

désigne le voisinage infinitésimal d'ordre 2 de la diagonale dans Ai x M, et / est 
l'unique isomorphisme tel que pr| L i e ( X u n i v D ) v et pr^ L i e ( X u n i v D ) v diffèrent par des 
exponentielles au sens de Messing. Alors, V ( m ) = L i e ( / ) ( 1 (g) m) — m <g> 1. 

2.3 .2 . Cas P.E.L. unitaire non ramifié 

Définition 2.3.2. — Soit G un groupe p-divisible. On appelle polarisation de G un 
isomorphisme À : G GD avec son dual de Cartier GD tel que À v = —À. 

Définition 2.3.3. — Soit (F, *, V, (., •), 6, /i) une donnée locale de type P.E.L. unitaire 
non ramifiée. Nous noterons Ai(b,p)/Spf(0^) l'espace de Rapoport-Zink associé. 
Soit (X, À) un groupe p-divisible sur k muni d'une action de O F , d'une polarisation 
principale À tel que l'isocristal polarisé de (X, À) muni de son action de F s'identifie 
à (V, ba, (•, •)) (une fois de plus l'existence d'un tel (X, À) devrait résulter de travaux 
récents de Rapoport et Kottwitz) . Alors, le schéma formel Ai(b, fi) classifie les groupes 
p-divisibles principalement polarisés (X,\') munis d'une action de OF, tels que via 
cette action l'involution de Rosati sur OF soit donnée par l'involution *, et munis 
d'une quasi-isogénie compatible à l'action de OF 

p : X —> X mod p 

telle que via p À et À' différent, localement sur la base, d'une constante dans Q £ . On 
snnnose âe. nlns O I I R si 

L i e ( X ) = 0 L i e ( X ) r 

désigne la décomposition de L i e ( X ) sous l'action de OF alors 

V r L i e ( X ) r est localement libre de rang pT 
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Comme précédemment, M(b, / / ) est formellement lisse sur Spf(0%). Son complété 
formel en un point fermé de sa fibre spécial est le spectre formel d'une algèbre de séries 
formelles en \ YlreiF

 P t ^ t v a r i a r j l e s . 
Plus précisément, l'algèbre de Lie de l'extension vectorielle universelle de X u n i v D 

s'identifie au dual de celle de X u n i v (tordu par Z p ( l ) = Lie E(Gm) si l 'on tient compte 
de la structure de F-cristal)([7]). La polarisation A : X u n i v x u n W D fournit donc 
un produit symplectique parfait 

( . , . ) : L i e £ ( X u n i v ) x L i e £ ( X u n i v ) — • O A 

tel que L i e ( X u n i v D ) v C LieE(XunW) soit totalement isotrope (A doit envoyer la fil-
tration de Hodge de X u n i v sur celle de X u n i v D ) et (condition d'être hermitien) 

V T , T ' LieE(Xuniv)T x L i e F ( X u n i v ) r , est nul si r ' ^ r * et parfait sinon 

La polarisation A (ou si l 'on préfère (•,•)) induit des isomorphismes 

L i e ( X u n i v ) r L i e ( X u n i v D ) r * 

Et alors, 

0Lie(Xuniv)r ® L i e ( X u n i v D ) r ~ 0 L i e ( X u n i v ) r ® L i e ( X u n i v ) r * 
r r 

qui est muni d'une involution # via ( 0 T # R <S> y r * ) # = 0 T 2 / T 0 # T * et alors, 

(QlM/sPf(oÈ)Y ^ ( 0 L i e ( X ^ ) r ® L i e ( X ^ ) T ^ # = I d 

r 

~ 0 L i e ( X u n i v ) r <g> L i e ( X u n i v ) T . 
reA 

où A est un système de représentants de {Id, * } \ Hom(F, Qp). 

2.3 .3 . Cas P.E.L. symplectique. — Etant donnée une donnée locale symplec­
tique non ramifiée simple on peut définir de la même façon que dans le cas unitaire 
l'espace de Rapoport-Zink associé. Nous le noterons A4(6, /i). 

Comme précédemment il y a un isomorphisme fournit par la connexion de Gauss-
Manin 

( n W ( 0 J v ® S y m 2 Lie(*univ)^ 
r 

et l'espace est donc de rang [F : Qp]n(n + l ) / 2 . 

2.3 .4 . Description générale de l'espace tangent. — Soit 

G = {g e GLQ^OF (LieE(Xumv)) | g*g e G m dans le cas (AL) ou symplectique} 

et 

H = {9 € G | < / ( L i e ( D D ) v ) = L i e ( G D ) v } 
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Le schéma formel en groupes G est un groupe réductif au-dessus de A4 Zariski-
localement isomorphe à un modèle entier réductif de G (G est non-ramifié). Il y a 
alors un isomorphisme 

- ( ^ / S p / ( o È ) ) V ^ L i e ( ô ) / L i e ^ ) 

et donc r g ( O ^ ) = 2(p, p) où p désigne la demi-somme des racines positives. 
Cet isomorphisme est donné par la connexion de Gauss-Manin équivariante : 

LieE(Xuniv) est un G-torseur pour la topologie de Zariski et l 'isomorphisme de 
Messing pr2E(Xuniv) prlE(Xumv) induit un isomorphisme de G-torseurs 
p r £ L i e £ ( X u n i v ) pr^ LieE(XunW) et donc 

V e T ( M M e ( G ) ^ n ^ / S p f ( O Ë ) ) 

qui définit l 'isomorphisme ci-dessus. 

2.3 .5 . Décomposit ion d'une donnée globale non ramifiée en produits de 
données locales simples. — Revenons aux notations globales du chapitre 1.1. La 
donnée globale V couplée au plongement v fournit une donnée Vqp = (B 0 Q p , V (g) 
Q p , (•, •), jjLq^) OÙ / /QJ est obtenu à partir de p, grâce à v. 

Cas (AL). — Utilisant l'équivalence de Morita on en déduit pour tout i dans / (avec 
les notations de la section 1.2.3) une donnée de type E.L. non ramifiée simple (sans 
sa classe de a-conjugaison) : (FWi, Vi, pi). Nous noterons Ei son corps reflex. Les deux 
corps suivants sont égaux 

Ev = Y[Ei 
iei 

Les signatures locales se déduisent des globales : les signatures associées à la donnée 
indexée par i £ I sont les ( p r , qT) lorsque r parcourt les r G $ tels que le plongement 
v o r restreint à F induise la place Wi. Remarquons maintenant que 

B(GQp,i*ô;) = Y[B(GLn(FWi),&) 
iei 

et que donc la donnée de b = G B(Gqp, PQ^) fournit des données locales 
(Fi, Vi, bi, p^ pour tout i. 

Cas (AU) et (C). — Comme précédemment la donnée se scinde en un produit de 
données locales de type P.E.L. indexées par J et B(GQP, PQ^) se scinde en un produit. 

Définition 2.3.4. — Pour un b G B(Gqp,PQ^) nous noterons (Dqp,b) la donnée locale 
de Rapoport-Zink (B ® Q p , V ® Q p , (•, •), 6, p-^) qui se décompose en un produit de 
données simples comme ci-dessus. 
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2.3 .6 . Espace de Rapoport -Zink associé à (Vqp,b). — Soit donc b G 

B(Gqp,fiQ-)> Celui-ci fournit une donnée de Rapoport-Zink locale de type R E . L . 
( D Q P , 6 ) ([68] 3 . 1 7 ) à laquelle est associé un espace espace de Rapoport-Zink 
M(VQp,b) sur Spf{0È) où È = ([68] définition 3 . 2 1 ) . Rappelons brièvement 
que c'est un espace de modules de groupes p-divisibles principalement polarisés, 
munis d'une action de OB <8> Z p , vérifiant la condition de Kottwitz (associée à /Xqj) , 

rigidifiés via une quasi-isogénie avec un groupe p-divisible fixé sur k dont l'isocristal 
muni de structures additionnelles est fixé par b (le tout vérifiant des conditions de 
compatibilité). 

Remarque 2.3.5. — En général Xi (T>qp, b) n'est pas un schéma formel p-adique comme 
c'est le cas pour les espaces de Drinfeld (en fait c'est le cas si et seulement si l'ensemble 
B(GQp, fiq^) est réduit a un seul élément qui est donc basique). 

2.3 .7 . Décomposit ion de l'espace associé à (T>Qp,b) en produit d'espaces 
simples de type E.L. et P.E.L. 

2.3.7.1. Cas (AL). — Soit X u n i v le groupep-divisible universel sur M(VQp, b). L'ac­
tion de OB <S> Z p sur X u m v , la polarisation À et * permettent de décomposer X u n i v 

en 
j^univ = 0 (X z

u n i v 0 J ^ u n i v ) 
tel 

Utilisant le fait que OB<8>Zp est un ordre maximal, on peut appliquer une « équivalence 
de Morita » à chaque terme pour obtenir que l'espace de Rapoport-Zink associé à 
(VQP , b) se décompose de la façon suivante 

M(VQp,b) = l[M(bi^i) x Q p

x / Z * 
iei 

Remarque 2.3.6. — Cette décomposition en produit d'espaces plus simples par équi­
valence de Morita est un des points clef de tout ce qui suit. Par exemple, elle permet 
dans [34] et [63] de ramener l'étude d'espaces de modules associés à des groupes p-
divisibles de dimension supérieur à 1 à celle de groupes p-divisibles de dimension 1 
(avec les notations de [34] on associe au groupe p-divisible w4[p°°] le groupe £*4[p°°] 
de dimension 1, où e est un idempotent de O s (g) Z p ) . 

Exemple 2.3.7. — Supposons que pour un % G / , \ii soit tel qu'il existe un ro G IF 

tel que V r ^ ro, Pi,T — 0. Alors, le schéma formel M.(bi,pi) est l'espace de modules 
des Orpw -modules p-divisibles X (au sens de [34]) sur un schéma S sur lequel p est 
localement nilpotent munis d'une rigidification avec un Orpw -module ^-divisible sur 
Fp de F isocristal associé à bi et vérifiant 

L i e ( X ) est un O^-module libre de rang piiTQ 
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Exemple 2.3.8. — Avec les notations précédentes, si pi = 1 pour un i appartenant à J, 
alors B(GLn(FWi,fjbi)) est réduit à un seul élément bi qui est associé à un isocristal 
étale et 

M(bi^i)=GLn(FWi)/C0 

comme espace discret (c'est-à-dire union disjointe de copies de Spf(0%)). 

Exemple 2.3.9. — Avec les notations de l'exemple 2.3.7 si Pi,ro = 1 et bi est ba­
sique, M(bi,fii) paramétrise des déformations par quasi-isogénies de (9^° -modules 
p-divisibles de dimension 1 et de hauteur n. 

M(bi9 Pi) ~ Spf(0Ë[[Tu . . . , T n _ ! ] ] ) x Z 

l'espace de Lubin-Tate sur lequel opère = D*/n. 

2.3.7.2. Cas (AU). — Commençons par remarquer que si Ai(b,p) désigne un espace 
de Rapoport-Zink de type P.E.L. unitaire non ramifié simple, celui ci est muni d'un 
morphisme (3 : M(b, p) —> Q * / Z * mesurant le « défaut » de la polarisation du groupe 
p-divisible universel à coïncider avec celle définie par (., •) sur V. Comme précédem­
ment, X u m v se décompose en une somme indexée par J de groupes p-divisibles et 
l 'on a l'égalité 

M(VQp,b)=[[[M(bj,H)) [[M(bj,H) 

est l'ouvert fermé défini par l'égalité : V j , j ' G J , (3j = fly. 

2.3.7.3. Cas (C). — Comme ci-dessus, il y a une décomposition : 

M(vQp,b)=(n^(^Mi))1 

2.3 .8 . Continuité de l'action de Jb» — Nous notons dans cette section Ai un 
espace de Rapoport-Zink associé à une donnée locale simple ou bien à une donnée 
globale. 

Le schéma formel Ai est muni d'une action à gauche de Jb via 

VgéJbV(X,p)éM g-(X,p) = (X,pog-1) 

Lorsque Ai = Ai (DQP , /XQ - ) , cette action se fait composante par composante dans 
les décompositions en produits précédentes (on remarquera par exemple que dans le 
cas ( A L ) , Jb = Ilz Jbi et dans le cas (AU) Jb C YljeJ Jbj)-

Définition 2.3.10. — Soit X un schéma formel muni d'une action d'un groupe lo­
calement compact totalement discontinu H. Nous dirons que H agit continûment 
sur X si et seulement si tout ouvert quasi-compact U de X est stabilisé par un 
voisinage de l'identité dans H, et si Tu C Ou est un idéal de définition de Ou, 
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V J V G N il existe un sous-groupe compact ouvert Kjy C H suffisamment petit tel que 
VgeKN, g* : Ou/Xff Ou/Xff est l'identité. 

Proposition 2.3.11. — Le groupe Jb opère continûment sur M. 

Démonstration. — On vérifie aisément que l'assertion ci-dessus est équivalente à la 
suivante : si S est un schéma quasicompact sur lequel p est nilpotent et ( X , p) G Ai(S), 
il existe un voisinage de l'identité dans Jb tel que pour g dans un tel voisinage, 
(X,pog)~(X,p). 

Notons End(X) l'anneau des endomorphismes du groupe p-divisible X muni de ses 
structures additionnelles (la polarisation À et l 'action i) sur ¥ p . L'anneau End(X) est 
un Zp-module libre de type fini. De plus, ViV > 0, Id+pN End(X) est un sous-groupe 
compact ouvert de Jb et lorsque N varie cette famille de sous-groupes forme une base 
de voisinages de l'identité dans Jb. Considérons la quasi-isogénie sur S = S mod p 

po(Id+pN(u x 1)) op-1 = Id+pNp(u x G End(X xsS)Q 

Le schéma S étant quasi-compact et p nilpotent sur S, par rigidité des quasi-isogénies 

G E n d ( X ) , 3 N , pNp(u x l)p~x se relève en un endomorphisme de X/S 

Mais l'algèbre End(X) est un Z p - m o d u l e de type fini. On peut donc trouver un tel N 
uniformément pour tous les éléments u de End(X) . C'est-à-dire, 

3\/u G E n d ( X ) , pNp(u x se relève en un endomorphisme de X 

Nous noterons (pNp(ux l ) p _ 1 ) ^ c e relèvement. Comme End(X) est un anneau p-adique, 

Id+p(pNp(u x 1 ) / 9 _ 1 F G A u t ( X ) 

On en déduit que Vw G End(X) , Id +pN+1p(u x l ) p - 1 se relève en un automorphisme 
de X , ce qui montre que 

(X,p)~(ld+pN+1u)-(X,p) • 

Remarque 2.3.12. — Bien sûr, cette démonstration s'applique à un espace de 
Rapoport-Zink général tel qu'il est défini dans [68]. 

2 .3 .9 . La tour d'espaces rigides. — Nous noterons dans cette section M. un 
espace de Rapoport-Zink associé à une donnée globale non ramifiée V ou bien un 
espace de Rapoport-Zink associé à une donnée locale non ramifiée simple. Si Ai est 
associé à une donnée globale T> nous noterons V pour V (8) QP, B pour B <S> Qp et OB 
pour OB <S) Z p . Si Ai est associé à une donnée locale nous noterons OB pour OF- On 
fixe un réseau autodual Ao dans V. Le corps E C Qp désignera soit Ev dans le cas 
d'un espace associé à une donnée globale, soit le corps reflex de la donné locale dans 
le cas d'un espace associé à une donnée locale. 
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Définition 2.3.13. — MAN désigne la fibre générique de M sur È au sens des espaces 
analytiques de Berkovich ([5]). On notera À 4 n g la fibre générique de M. au sens des 
espaces rigides ou adiques ([35]) . 

2.3.9.1. Trivialité du torseur des périodes. — Si K\E est une extension de degré 
fini, à x G A 4 a n ( K ) = M(OK) est associé un groupe p-divisible X = X £ m v sur OK 
d'isocristal filtré ( V l , 6 ® a, 7 T i ( x ) ) o ù TT\ : . M A N —> ^ * a d est la première composante 
du morphisme des périodes ([68]) . Le module de Tate rationnel de X, VP(X) est 
une représentation cristalline de GK = Gal(K\K) munie d'une action de B et d'un 

produit symplectique 5-hermitien VP(X) x VP(X) - ^ - l Q p ( l ) dans lequel TP(X) est 
un reseau autodual. On a alors VP(X) ~ (Fi l 0 Hom(Vi,, £ c r i s ) ) ^ = I d où VK est filtré 
par TTI(X) et J3Cris (g)/, K de façon usuelle, et VL = HomGAL^K^(Vp(X),BCR{S) sur 

lequel ba provient du Frobenius cristallin (p sur jB c ri S et TTI (x) de la filtration de BCRIS 

(cf. [23]). On s'intéresse à la variation du torseur des périodes le long de A 4 a n : 

M™(È) 3 X ^ I s o m B - m o d . s y m p . ( ^ ( ^ n i V ) ^ ) 

qui est un G-torseur non vide grâce à la rigidification p qui fournit un point de ce 
torseur sur BCRIS. D'après [68] dans le cas qui nous intéresse ( G d e r est simplement 
connexe) et plus généralement grâce à [75] et aux travaux de Colmez et Fontaine, 

Théorème 2.3.14. — Le torseur des périodes est constant, trivial sur jCi(E). 

Remarque 2.3.15. — Dans le cas non ramifié auquel nous nous intéressons on peut 
démontrer cela de façon encore plus directe de la façon suivante : VP(X) et V sont iso­
morphes comme B-modules et contiennent tous deux un réseau autodual TP(X) et A q . 

Donc d'après le lemme 7 .2 de [52] ils sont isomorphes comme modules symplectiques. 

Remarque 2.3.16. — Plus précisément on a le résultat suivant : si p : Gm/Q^ —> G ^ 
et b G B (G) sont tels que (/x, b) soit faiblement admissible, la classe de cohomologie 
de ce G-torseur est 

K(b) - / i i G ff^Qp, G) ~ 7T0(Z(G)r)D c X*(Z(Gf) 

où K : B(G) —» X*(Z(G)T) est l'application de Kottwitz et p\ = V>\z(G)R' ^ n P a r ^ c u _ 

lier, si b G B(G, /i), n(b) — p\ et la classe du G-torseur est triviale. 

2.3.9.2. Structures de niveau. — Au groupe p-divisible universel X u m v j M. est associé 
un groupe p-divisible rigide 

( X u n i v ) a n = l i m X u n i v [ n ] a n 

où X u n i v [ n ] a n / A ^ a n est étale fini de degré p n f c * W . Le faisceau Tp(Xuniv) := 
(X[n]an)ne^ est donc un Z p - faisceau analytique étale localement constant sur 
des revêtements étales finis, muni d'une action de OB et (dans le cas P.E.L.) d'une 
polarisation 

T p ( X u n i v ) x Tp(XunÏY) —+ Z p ( l ) 
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où Z p ( l ) est le Zp-faisceau analytique ( / i p ™ ) n G N . Cet accouplement de faisceaux est 
parfait au sens où il induit un isomorphisme 

Tp(XunW)v -^-> T p ( X u n i v ) ( - l ) 

D'après la trivialité du torseur des périodes V x G A ^ a n ( F ) il existe un isomorphisme 
de OB-modules symplectiques 

Ao ^ T p ( X x
u n i v ) 

Si K C Co = Aut(Ao) est un sous-groupe compact ouvert, on peut donc parler de 
structure de niveau K sur Tp(Xumv) au sens usuel que nous rappelons : 

Définition 2.3.17. — Soit Y —> Aian un espace analytique. Fixons un x G Y(E) dans 
chaque composante connexe de Y. Une structure de niveau K sur Tp(Xuniv) au-dessus 
de Y est un isomorphisme V x de OB-modules symplectiques 

V : Ao ^ Tp(Xrv) 
tel que via rj l 'action de 7 r a n ( Y , x ) se fasse à travers K agissant sur Ao- Un 77 étant 
considéré modulo composition par un élément de K. On notera rj sa classe. 

Bien sûr cette définition ne dépend pas du choix des x G A4(E). Une définition 
équivalente est la suivante : 

La classe d'isomorphisme de Tp(Xumv) comme Co-torseur étale est donnée par un 
élément de 

H1(Y,C0) :=UmH1(Y,C0®Z/pnZ) 

Dire qu'un système local est trivial équivaut à dire que cette classe est un cobord. De 
la même façon, une trivialisation modulo K d'un élément de 

Z1 ( y , Co) = lim Z1 (F, Co ® Z/pnZ) 

est un élément g G C°(Y, C 0 ) modulo C°(Y, K) tel que 

c = cobord (g) modulo K 

Dit d'une autre façon, rj : A 0 -—• Tp(XunïV)[K] est donné par une famille compatible 

V n : A o / p n A 0 X [ n ] a n [K] 

où V n 3 {Ui}i un recouvrement étale de Y et des isomorphismes 

(r]n)i:Kolpn^^X[n)^i 

tels que sur UinUn, 

fanW.™, o (^7* e K(Ut n Uj) = r - w ^ ) 

Définition 2.3.18 ([68]). — L'espace analytique MK classifie les structures de niveau 
K sur Tp(XunW). Nous noterons MT^ les espaces adiques correspondants. 
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Remarque 2.3.19'. — Bien sûr une définition « expéditive » de j d K est 

MK = K \ I s o ( A 0 / p n A 0 , T p ( X u n i v ) ® Z / p n Z ) n > 0 

où le second membre est vu comme faisceau étale sur . M a n , Co agit sur I so (A 0 , Tp(Xuniv)) 
via son action sur Ao, Iso signifie isomorphismes compatibles aux structures addi­
tionnelles et n > 0 signifie Id + p n E n d ( A 0 ) C K. 

Pour K C Co compact ouvert on définit ainsi une tour (MK)K d'espaces analy­
tiques sur E au-dessus de Man munis de morphismes de transition étales finis pour 
K cKf 

RK,K> : MK> — > MK 

d'oubli de la structure de niveau tels que T1K,K' est galoisien de groupe K/K' si 
K'<K. 

2.3.9.3. Action se G(QP) sur les structures de niveau. — La tour {M.K)KCG{<Qp) est 
munie d'une action de G(QP) décrite dans le chapitre 5 de [68] par action de ce groupe 
sur la structure de niveau. Rappelons que cela signifie que pour K C Co et g e G(QP) 
tels que g~xKg C Co il y a un isomorphisme 

g : M K M g - i K g 

Ces isomorphismes se composant de façon naturelle lorsque K et g varient. L'action 
« horizontale » de Jb sur .A/fa n = Mc0 s'étend à M.K et commute à l 'action « verticale » 
de G(QP). 

Détaillons la construction de cette action de G(QP) décrite rapidement dans [68]. 
Soient K C Co et g G G(QP) tels que g~xKg C Co. On veut définir un isomorphisme 
g : M.K M-g-^Kg- Si Y est un espace rigide quasi-compact sur E, un élément de 
MT£(Y) est donné par un (X,p) G M(S) et un rj tel que (X,p,rj) G 7 W ^ g ( 5 r i g ) où 
S/Spf(Og) est un schéma formel admissible de fibre générique Y et 

ry : A 0 ^ Tp{X^) [K] 

Étant donné que g~xKg C Co, le réseau g • A 0 est stable par l 'action de K et donc 
r](g • Ao) est stable par l'action du TTI de Y sur Tp(Xrig). Il définit donc un groupe 

p-divisible rigide X' muni d'une quasi-isogénie X —> Xf telle que via la composée 

<p : Ao 0 Q p ~ 7 / 0 1 ) VP(X) ~ f* ) VP(X') 

on ait p - ^ T p p f ' ) ) = g • A 0 . 
Le groupe X' est de la forme XTlg/U où U est un groupe rigide plat fini sur STlg et / 

est de la forme pnq où q : X r i g - » Xrië/Urig et n e Z. D'après la version relative de 
la théorie de Raynaud, après un éclatement formel admissible 5 — ^ 5 , U se prolonge 
en un groupe plat fini U/S. Posons 

X' = (XxsS)/Û 
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et / : X xs S —• X' la quasi-isogénie pnq, où q : X x s S -» X x S/U, qui prolonge / 
sur S. Munissons X' de la rigidification 

p:Xxk~S p X 1 ) x 5 ^ X 1 > l ' x S 

ce qui nous donne un (X,p) G M(S). Quant à la structure de niveau rj sur TP(X), 

au sens où le diagramme suivant commute : 

n & 1 

g • Ao ^ • VP(X) 

9 

Ao ^ TP(X') c > 
La fibre générique de S est Y et alors (W,j5>, rj) G A ^ ^ - i ^ ( ^ ) que l 'on pose comme 
étant égal à g • ( X , p, 77). 

Remarque 2.3.20. — Rappelons également ([68]) que si x G Man(M) pour M\Ë une 
extension de degré fini, il n'est pas nécessaire d'effectuer un éclatement formel admis­
sible pour prolonger notre isogénie sur OM (il suffit de prendre l'adhérence schéma­
tique du groupe plat fini précédent dans -X"[7rfe], k » 0) ce qui simplifie la description 
de l 'action de G(QP) sur les points MK(E). 

Exemple 2.3.21. — Avec les notations globales précédentes, dans le cas (AL), si Si 
K = YlieI K{ x Kt où Kt est un sous-groupe compact ouvert de Z £ , 

MK(b,p) = \{MKi(bi^i) x QZ/Kt 

Ar- T 

où Q * /Kt est l'espace de modules des structures de niveau Kt sur le module de Tate 
Zp(l). 

Exemple 2.3.22. — Avec les notations de l'exemple précédent et en se plaçant dans le 
cadre de l 'exemple 2.3.8 (cas étale) : 

MKi(bi^i) = G(Qp)/Ki 

De plus, Jbi = G(QP) qui agit à gauche sur cet ensemble et G(QP) agit à droite via 
les correspondances de Hecke ensemblistes classiques. 

Ce dernier exemple conforte bien l'idée que la tour d'espaces de Rapoport-Zink est 
un épaississement rigide de l'immeuble de Bruhat-Tits dans le cas non-étale. 
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2.3 .10 . Quelques propriétés des espaces de Rapoport -Zink rigides 

Lemme 2.3.23. — Le schéma formel M est séparé sur Spf(0^). 

Démonstration. — Il s'agit de montrer que le sous-schéma formel localement fermé 

M c > M x M 

est une immersion fermée. Soit ( X u m v , p u m v ) le groupe p-divisible universel muni de 
sa rigidification p u m v . Considérons les deux projections 

_P1 
M x M \ M 

P2 

L'immersion A est alors défini comme étant le lieu défini par 

pl(Xuniv,punW) ~ p * ( X u n i v , p u n i v ) 

ce qui est équivalent à dire que la quasi-isogénie 

a = p*lP
unW o (p5p u n i v ) _ 1 : p*2XunW —> plXunW 

est un isomorphisme ou encore que a ainsi que a 1 sont des isogénies. D'après la 
proposition 2.9 de [68] il s'agit d'une condition fermée. • 

Rappelons que le morphisme des périodes ([68] chapitre 5) est le morphisme rigide 
analytique TT\ : Aian —* . F a d défini à partir de l'isomorphisme de la proposition 2.3.26 
et de la filtration donnée par l'algèbre de Lie de l'extension vectorielle universelle où 
JFjç C G/Pfj, est un ouvert analytique dans l'espace homogène. 

Lemme 2.3.24. — Pour tout K, l'espace analytique MK est lisse de bord vide. Le 
morphisme des périodes TT\ : Man . F a d est étale. Traduit dans le langage des espaces 
adiques : Vespace adique Jwjç est lisse et partiellement propre et le morphisme TT\ est 
partiellement propre. 

Démonstration. — Montrons les assertions sur les espaces adiques qui sont équiva­
lentes à celles sur les espaces analytiques. D'après le lemme précédent, A ^ r i g est séparé. 
Pour voir qu'il est partiellement propre il suffit donc de constater que les compo ­
santes irréductibles de sa fibre spéciale M sont propres ([68] proposition 2.32). Les 
morphismes 1 1 ^ c 0 ' MT^ MTlg étant finis il en est donc de même pour les M*^. 

On sait déjà que le morphisme des pentes est étale au sens des espaces adiques (pro­
position 5.17 de [68]). Les espaces adiques ^* a d et Mrig étant partiellement propres, 
le morphisme ni est partiellement propre • 

Remarque 2.3.25. — Ces propriétés peuvent également se déduire de l'existence de 
l'uniformisation de variétés de Shimura par les AAK-
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2 .3 .11 . Platitude de l'isocristal convergent associé au cristal de Dieudonné 

Soit Ai un espace de Rapoport-Zink associé à une donnée locale simple. Soit X u n i v 

le groupe p-divisible universel muni de ses structures additionnelles. 

Proposition 2.3.26. — Il y a des isomorphismes Jb-équivariants compatibles aux struc­
tures additionnelles de F-isocristaux 

Lie ( £ ( X u n i v ) ) r i g ~ [Lie ( £ ( X u n i v ) ) r i g ] V = ° ®oÈ C^rië 

( [Lie ( £ ( X u n i v ) ) r i g ] V ~ ° , F ) ~ (V (g) L, b ® a) 

Démonstration. — C'est une conséquence de l'existence de la rigidification 

p-.Xx^M —+Xuniv Xj^M 

où Ai désigne la fibre spéciale réduite de Ai, et de la fonctorialité de la construction de 
Berthelot qui à un F-cristal associe un F-isocristal convergent (elle-même conséquence 
de la remarque de Dwork que les relèvements de Probenius agrandissent le rayon de 
convergence). 

Rappelons brièvement comment cela fonctionne. Soient les F-cristaux munis de 
structure additionnelles sur (Ai/Spf(G^))crig 

£i = D ( X ) S2 = B(XunW xMM) 

Soit 
$ : M —• AtM 

un relèvement de Probenius (Ai étant formellement lisse un tel relèvement existe). 
Soit Spf(A) C .M un ouvert affine et I C A son plus grand idéal de définition. 

Alors, 

Spf(A)^ = (J Max(A(Ç)) 

où A(In/p) C est le complété p-adique de la sous-A[l /p]-algèbre engendrée 
par les fn/p avec f G I, une i f -algèbre de Tate. 

Max(A(Ç)) = {x G Spf(A)^ | V / G I\f(x)\ ^ \ ^ } 

Notons Bn — A (In/p). Il y a des inclusions £? n +i C Bn. 
L'algèbre Bn possède un modèle entier An qui est une O^-algèbre topologiquement 

de type fini munie d'un morphisme A —» An. De plus, An/pAn, une fc-algèbre de type 
fini, vérifie 

(An/IAn)red = (An/pAn)red 

Par rigidité des quasi-isogénies p induit une quasi-isogénie entre X (g)^ (An/pAn) et 
X u n i v ®A (An/pAn). L'idéal pAn étant muni de puissances divisées on en déduit un 
isomorphisme 

L i e ( £ ( X u n i v ) 0 A An) [1/p] ~ D ( X ) <8>W ( Î E ) An [1/p] 
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D'où l 'isomorphisme L i e ( F ( X u m v ) ) r i g ~V® C^rig P a r recollement. Ceci est la pro­
position 5.15 de [68]. Néanmoins cet argument ne démontre pas que cet isomorphisme 
est compatible) à V . 

Pour le voir, considérons V i ( A ) le complété p-adique de l'enveloppe à puissances 
divisées de / dans A . Soient 

M1 = D ( X ) = S h W ( R ) ^ M2 = £ 2 , V l ( A T - » A / I 

(évaluation des cristaux sur des pro-P.D. épaississement). Le module M\ est muni de 
F cr-linéaire, V a~x-linéaire, M2 de F ^-linéaire et V -linéaire. La quasi-isogénie p 
induit un isomorphisme 

M l ®W(k) VM)[VP] = ^ l , P J ( > i r - A / / [ l / p ] ^ ^VjiAf^A/I = M2[l/p] 

compatible à F , V et V . Il y a un morphisme 

V,(A) [1/p] — B\ 

E aif\ 
h] ir] l > E 

i 
ai fi1 

où —•> 0 p-adiquement et fi G I. Il induit un isomorphisme 

/ i : M i ® S i T ( M a x ( S i ) , L i e ( F ( X u n i v ) ) r i g ) 

compatible à F , V et V . D'après Dwork les relèvements de Probenius agrandissent les 
rayon de convergence, ce qui se traduit ici par $ : Bn —» S n + i puisque <£(/) C Ip + {p). 
On peut alors construire des isomorphismes 

/„ : Mx ® Bn r ( M a x ( B n ) , L i e ( £ ( X u n i v ) ) r i s ) 

en posant 

f„ = ±-Fno(<ï>n*f1)oVn 

P71 

Les fn sont compatibles entre eux et définissent un isomorphisme compatible à F, V 
et V 

Mi <8> O s p / ( A ) - . ^ L i e ( F ( X u n i v ) ) g p / ( A ) r i g • 

Remarque 2.3.27. — Bien que non-présent dans la proposition 5.15 de [68] on trouve 
ce type d'argument en théorie de Cartier dans la section 5.21. 

Remarque 2.3.28. — La proposition précédente montre donc que, comme dans le cas 
complexe {cf. la description modulaire de l'espace symétrique X de la section 1.1.4) 
p définit une rigidification des sections horizontales de la cohomologie de de Rham. 
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2.4. U n théorème de finitude pour l'action de 

Dans cette section nous oublions les notations globales précédentes et considérons 
des espaces associés à des données locales simples (2.2.1,2.2.2). 

Définition 2.4.1. — On posera comme précédemment L = W(k)q. L'automorphisme 
a désignera toujours un Probenius de l'extension non ramifiée L\QP. Le cristal associé 
à un groupe p-divisible est son cristal de Dieudonné covariant ( M , V) où V est une 
application o~x-linéaire, le Verschiebung, ou bien ( M , F) avec F cr-linéaire (on remar­
quera que dans la théorie de Dieudonné covariante le Probenius du groupe p-divisible 
induit le Verschiebung du module de Dieudonné et réciproquement!) . 

Bien que dans notre situation L = E nous préférons distinguer les notations puisque 
le rôle de ces deux corps est totalement différent. 

2 .4 .1 . Description de A4(b, fi)(k) en termes de cristaux. — Soit donc une 
donnée locale de type E.L. ou P.E.L. non ramifiée simple. 

Considérons l'isocristal (V<8)Q L, ba) muni de son action de F et, dans le cas P.E.L., 
de sa polarisation 

(;.):VLxVL—+Qp(l) 

Un élément de M(b,p)(k) s'identifie alors à un cristal M dans ( V L , 6 C T - 1 ) stable 
par l 'action de Op tel que M comme C^-réseau soit autodual à une constante de 
QP près (c'est-à-dire 3k E Z M v = pkM) et tel qu'on ait une égalité de fonctions 
polynomiales : 

\fbeOF det(6; M/VM) = det(6; V0) 

Dit autrement, la dernière condition s'exprime en disant que le polygone de Hodge 
arithmétique « avec structures additionnelles » est fixé égal à \i. Détaillons les différents 
cas : 

2.4.1.1. Cas (AL). — Reprenons les notations de 2.1. Posons N = VL, V = ba~l. 
Décomposons N sous l'action de F 

N= 0 N(i) 
ieZ/dZ 

où 

N(i) = {n£N\VxeFx-n = cr*(x)n} 

Supposons /i donné par des ( a ^ ) i € Z / d Z , 1 ^ ai ^ n (qui sont les pr dans les notations 
de 2.2.1). Un élément de M(k) est donné par un OF (g> 0/ , -réseau M C N tel que 
pM C VM C M , et si M = 0 i € Z / d Z M(i) où 

M(i) = {m e M | Va; € Of x.m = oi{x)m} 

ASTÉRISQUE 291 



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 4 5 

alors, l'inclusion VM(i) C M(i + 1) induit une décomposition 

M/VM= 0 M(i)/VM(i-l) 
ieZ/dZ 

où M(i)/VM(i — 1) est un fc-espace vectoriel sur lequel le corps résiduel de F agit 
via le Probenius géométrique à la puissance i. La condition de Kottwitz s'écrit alors 
avec ces notations 

d î m r M ( i ) / V r A f ( t - l ) = a< 

2.^.1.2. Cas (AU). — Notons encore (TV, V ) l'isocristal (VL, ho). Le produit symplec­
tique sur V induit une polarisation (•,•): N x N —> Q p ( l ) . Si N = (&iez/2dz - ^ W e s t 

la décomposition de N sous l'action de F comme dans le cas (AL) où Z / 2 c K = (a) = 
Gal(F\Qp), la condition d'être un F-module hermitien : 

VbeF (bv,v') = (v,b*v') 

s'exprime en disant que 

\/i ̂  j + d, (N(ï), N(j)) = 0 et le produit (•,.) est parfait sur N(i) x N(i + d) 

Un élément de M.(b, p)(k) est alors donné par un OF®OL-réseau M = ©^ E ^/2dz ^ W 
tel que pM C F M C M , M est autodual à un élément de Q * près et 

V O^i^d dim-^(M{i)/VM(i - 1)) = a. 

où les ai sont des entiers fixés par p. 

24.1.3. Cas (C). — L'isocristal (N,V) est polarisé via ( . , . ) : N x N -> Q p ( l ) . 
Comme précédemment il y a une décomposition N = ®iei/dz De P m s > 7^ j , 
(JV(i), JV(j)> = 0 et (•,.) est parfait sur N(i) x N(i). 

Un élément de Ai(b,p)(k) est alors donné par un OF <8> O^-réseau M = 
0 i e Z / d Z M ( i ) tel que p M C VM C M , qui est autodual à un élément de Q * 
près et tel que 

V0 < i < d dimk{M(i)/VM(i - 1)) = n 

24.14. Action de Jb- — Avec les notations précédentes, le groupe Jb admet la des­
cription suivante 

Jh = {g € Aut(JV, V) | V n , n ' (gn,gnf) = c(g)(n,ri)} 

Pour un élément g de Jb vu comme un élément de G(L), l 'action de g sur M.{k) est, 
en termes de cristaux M , l'application M g - M. 

2.4 .2 . Lien avec Pimmeuble de G. — Donnons une autre description de M(k) 
dans l'esprit de la section 4 de ([61]) qui le fait apparaître comme un sous-ensemble 
de l 'immeuble de G sur L : 

M{b,p){k) = {ge G(L)/K I Kg~1bgaK = Kp(p)K} 
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où K = G(W(k)) est un sous-groupe borné hyperspécial. On vérifie cette égalité en 
utilisant le lemme 7.4 de [51]. Le lien avec la définition en termes de cristaux est 
le suivant : soit M C VL un cristal, M G M(k), de stabilisateur K dans G(L). A 
g G G(L)/K est associé le réseaux g • M. Lorsque g vérifie la condition ci-dessus, g • M 
est bien un cristal de polygone de Hodge associé à p. Dans cette description, go G Jb 
opère de la façon suivante : 

gK i — • gogK 

Remarque 2.4.2. — Contrairement au cas des espaces de Drinfeld, en général le sous-
ensemble de l 'immeuble de G sur L défini précédemment ne provient pas d'un sous-
ensemble de l 'immeuble défini sur Qp (rappelons que si M — ^iç-i/diMi est un cristal 
associé à un points sur k de l'espace de Drinfeld et si i est un indice critique (IIM^ = 
VMi) alors M% n défini un sommet de l'immeuble sur Qp). 

2.4 .3 . Orbites de Jb dans Ai(k). — On note ( X , p) les éléments de Ai(k) où X 
désigne un groupe p-divisible sur k muni de son action de Op et, dans le cas unitaire 
ou symplectique, de sa polarisation principale. La quasi-isogénie p : X —» X désigne 
la rigidification avec le groupe p-divisible X défini sur k. 

Lemme2.4.3. — Deux éléments ( X i , p i ) , (X2 , P2) € Ai(k) sont dans la même Jb-
orbite si et seulement si X\ ~ X2 comme groupes p-divisibles munis de structures 
additionnelles. 

Démonstration. — Soit g G Jb tel que ( X i , p i ) ~ (X2,P2 0 9~1)- Alors, X\ ~ X2. 
Réciproquement, supposons qu'il y ait un isomorphisme de groupes p-divisibles munis 
de structures additionnelles 

f : X l - ^ X 2 

Considérons la quasi-isogénie g = p^1 o f~l o p2 : X —> X. Par définition g G Jb- Le 
diagramme suivant commute 

Pi 
A > A i 

g-1 f 
P2 

ce qui montre que (X\, p\) ~ (X2lp2 o g l). • 

2.4 .4 . Act ion sur les composantes irréductibles 

2.4.4.I. Rappels sur les modules de Dieudonné spéciaux et minimaux de Manin 

La référence de cette sous-section est le chapitre III de l'article [57]. Tous les 
modules de Dieudonné considérés sont définis sur F p . 

Soient m et n deux entiers positifs premiers entre eux. Posons h = m + n et 
À = m / ( m + n). Soit D\ une algèbre à division d'invariant À sur QP et ODX son ordre 
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maximal. Soit II une uniformisante de ODX telle que HH = p. On note ODX C ODX 

l 'ordre égal à W(¥PH)[UM,UN}. 

Définition 2.4.4. — On note 

Mm,n = 0 D x ®W(Fph) W(Fp~) 

muni de V = I I m (g) a'1 et F = IF 1 (g) a. On note 

M m , n = W(¥P)[F, F ] / ( F m - Vn) = 0 D x ®W(Fph) W(¥p) 

Alors, E n d ( M m 5 n ) = ODX, E n d ( M m ; n ) = ODX, les deux modules M m , n et M m , n 

sont isogénes, iso-simples de pente À. 

Définition 2.4.5. — Un module de Dieudonné M est minimal s'il est isomorphe à une 
somme directe de modules M m j n . Il est spécial s'il est somme directe de modules 
isoclins de pentes À; = mi/(rrii + ni) avec rrii A rii = 1 et tels que F171* Mi = VniMi. 

Théorème 2.4.6 (Manin). — Soit M un module de Dieudonné. Il existe un plus grand 
sous-module spécial MQ contenu dans M. De plus, l'indice de Mo dans M est borné 
par une constante ne dépendant que du polygone de Newton de M[l/p]. 

La démonstration de ce théorème est donnée dans le chapitre III de [57]. On re­
marquera cependant que la démonstration du lemme 9 de [77] redonne la seconde 
partie du lemme de façon beaucoup plus simple. 

Remarque 2.4.7. — Il existe également une notion de module divisible par ses pentes 
([77]) plus générale qui consiste à supprimer la condition mi An* — 1 dans la définition 
d'un module spécial. Ces deux notions différent puisqu'un module est divisible par ses 
pentes ssi il est défini sur une extension de degré fini de ¥ p tendis que tout module 
spécial est défini sur un corps fini qui ne dépend que de son polygone de Newton. 

Contrairement aux modules spéciaux, à polygone de Newton fixé, il y a une infinité 
de classes d'isomorphismes de modules divisibles par leurs pentes. 

Lemme 2.4.8. — Soit M un module isoclin de pente À. Notons 

E = M[l/p}Frn=yn = H o m ( M m , n , M ) [ l / p ] = H o m ( M m , n , M)[l/p] 

Celui-ci est muni d'une structure de D\-module à droite de rang la multiplicité de À. 
Alors, les classes d'isomorphismes de quasi-isogénies entre les modules minimaux et 
M sont en bijection avec les sous-Or>x-modules de E qui sont des Zp-réseaux. À la 
quasi-isogénie p : M'[l/p] —> M[l/p] avec M' minimal on associe 

p* : H o m ( A f m , n , M ' ) H o m ( A f m , n , M [ l / p ] ) = E 

Les classes de quasi-isogénies entre modules spéciaux et M sont en bijection avec les 
sous-ODx-modules de E qui sont des Zp-réseaux. A p : M'[l/p] —> M[l/p] avec M' 
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normal on associe 

p{M'b - V ) = p* H o m ( M m , n , M) C E 

Démonstration. — Facile. • 

Proposition 2.4.9. — Il y a un nombre fini de classes d'isomorphismes de modules 
spéciaux de polygone de Newton donné. 

Démonstration. — On peut supposer M isoclin. Alors, si M' est le sous-0£> A-module 
de M [1/p]Frn=v n engendré par le Oz) A -module M F m = y n , d'après le lemme 3.8 de [57] 

n m + n M / c M c M , 

et la classe d'isomorphisme de M' comme ODX-module est fixée (il est libre de rang 
fixé par le polygone de Newton) . Or, pour un entier r, les s o u s - O D X / ^ O D X - m o d u l e s 
de ( 0 D A / n m + n 0 D A ) r sont en nombre fini. • 

Exemple2.4.10. — Dans le cas iso-simple ce nombre est |Pic(Oz>A)|. 

Proposition 2.4.11. — Pour tout polygone de Newton (3 il existe une constant N((3) 
telle que pour tout module de Dieudonné de polygone (3 il existe une isogénie p entre 
le module simple de polygone p et M telle que pN^p etpN^p~1 soient des isogénies. 

Démonstration. — D'après le théorème 2.4.6 on peut supposer M spécial. Dans la 
démonstration précédente la construction du module Mf à partir du module M et les 
inclusions n m + n M ' C M C M' permettent alors de conclure. • 

2.4-4-2' Action sur les composantes 

Définition 2.4.12. — Si Ai désigne un espace de Rapoport-Zink, nous noterons Ai la 
fibre spéciale de Ai c'est à dire le sous-schéma réduit défini sur k. 

Rappelons ([68]) que les composantes irréductibles de Ai sont des variétés pro-
jectives sur k et que A4 étant localement de type fini, une composante irréductible 
n'intersecte qu'un nombre fini d'autres composantes. Le groupe Jb permute ces com­
posantes. A part dans le cas du demi-plan de Drinfeld et de l'espace de Lubin-Tate 
où l'on possède des descriptions explicites, la combinatoire de ces composantes irré­
ductibles munies de l 'action de Jb reste à comprendre en général. 

Théorème 2.4.13. — Soit Ai un espace de Rapoport-Zink de type E.L ou P.E.L. non 
ramifié simple ou encore associé à une donnée globale non ramifiée. Il y a un nombre 
fini d'orbites de composantes irréductibles de Ai sous l'action de Jb. 

Du point de vue de l 'immeuble de G sur L ce théorème est un théorème de finitude 
pour l 'action de Jb sur l'immeuble qui généralise la proposition 2.18 de [68]. 
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D'après les remarques du début, un ouvert quasicompact de M. intersecte un 
nombre fini de composantes irréductibles et réciproquement une union finie de com­
posantes irréductibles est quasicompact e. Le théorème est donc équivalent à l 'énoncé : 
il existe un ouvert quasicompact U de M tel que M. = Jb-U. 

On vérifie en utilisant la section 2.3.7 que l'on peut se ramener au cas des espaces 
associés à une donnée locale non ramifiée simple. Nous supposerons donc que M. est 
de ce type là. Commençons par rappeler le 

Critère de quasicompacité 2.4.14 (corollaire 2.31 de [68]). — Un ouvert U de M est 
quasicompact ssi 3M G M(k) 3N G N 

U(k) C {M' G M{k),pNM C M' C p~NM} 

de façon équivalente : 3N, la quasi-isogénie universelle pumv soit telle que sur U 
pNpumv E £ PIV^UNIV^-I s o i e n i isogénies. Ainsi, les ensembles quasi-compacts cor­
respondent aux sous ensembles bornés de Vimmeuble de G sur L. 

Le théorème 2.4.13 se reformule donc en : il existe un domaine fondamental de 
l 'action de Jb sur M(k) qui est borné comme sous-ensemble de l 'immeuble. 

La démonstration consiste maintenant à exhiber un nombre fini d'orbites dans 
M.(k) (ou, dans le cas unitaire et symplectique, dans un ensemble plus gros : confère 
les définitions suivant 2.4.17) sous l'action de Jb vérifiant : il existe une constante c 
telle que tout point de M.(k) soit à distance inférieure à c d'un point d'une de ces 
orbites. 

Etant donné qu'il n'y a qu'un nombre fini de polygones de Hodge possibles pour un 
groupe p-divisible muni de structures additionnelles isogène à X, l 'énoncé précédent 
est équivalent au même énoncé sans la condition de Kottwitz sur le polygone de Hodge 
arithmétique dans la définition de A4(k). Nous ignorerons donc cette condition. Cela 
signifie que nous allons démontrer le théorème annoncé non pas sur l'espace Ai mais 
sur l'espace plus gros défini de façon analogue, sans la condition de Kottwitz sur le 
polygone de Hodge. Nous noterons encore M cet espace. Le lemme 2.4.3 est bien sûr 
encore valable pour cet espace. 

Expliquons tout d 'abord comment démontrer le théorème dans le cas (AL) lorsque 
F = Qp> c'est à dire lorsqu'il n'y a pas de structures additionnelles. 

Soit Yo/k un groupe p-divisible minimal muni d'une isogénie : / o : X —• YQ. Soit 
O la Jb-orbite de ( F 0 , / o ) dans M(k). Soit maintenant ( X , p ) G M(k). Appliquons 
la proposition 2.4.11 à X : soit Y/k un groupe p-divisible minimal et / : X —• Y 
une quasi-isogénie telle que pN^f et pN(P) f~l soient des isogénies (où /3 désigne 
le polygone de Newton de X) . Considérons le point (Y, f o p) G M.(k). Il est clair 
que ce point est à distance inférieure à N((3) de (X,p). De plus, d'après le lemme 
2.4.3 (F, / o p) G O. On en déduit donc le théorème lorsqu'il n'y a pas de structures 
additionnelles. 

S O C I É T É M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2004 



5 0 L. FARGUES 

Démontrons maintenant le cas (AL) en général, c'est à dire lorsque l'on ajoute 
l'action de OF> 

Lemme 2.4.15. — Soient Xi,X2 deux groupes p-divisibles minimaux munis d'une ac­
tion de OF isogènes comme groupes munsi d'une action de OF- H existe alors un 
isomorphisme Op-équivaraint X\ X 2 . 

Démonstration. — Tout groupe p-divisible minimal étant somme directe de groupes 
isoclins, et l 'action de OF respectant nécessairement cette décomposition (puisque si 
Y et Y' sont isoclins de pentes différentes Hom(Y, Y') = 0 ) , on peut supposer X\ et 
X2 isoclins de pente À fixée. La catégorie des groupes p-divisibles minimaux isoclins 
de pentes À est équivalante à celle des ODX ® Z p Op-modules de type fini sans torsion. 

Il s'agit donc de démontrer que deux tels ODX ® Z P 0 F -modules E\,E2 tels que 
Ei[l/p] ~ E2[l/p] comme D\ ® q p F -modules sont isomorphes. Mais l'extensions 
F\QP étant non-ramifiée il existe un entier r et un nombre rationnel À' tels que 
ODX ®zP ®F — Mr(Of

Dxf) où OD'X, désigne l'ordre maximal d'une algèbre à division 
d'invariant À' sur F. Tout OD' -module est libre de rang celui du D é m o d u l e associé. 
L'équivalence de Morita permet donc de conclure. • 

Proposition 2.4.16. — Soit (3 un polygone de Newton. Il existe une constante N(fi) telle 
que pour tout groupe p-divisible Y muni d'une action de OF de polygone de Newton 
(3 il existe une quasi-isogénie p entre l'unique groupe p-divisible minimal muni d'une 
action de OF de polygone de Newton (3 (s'il en existe!) et Y telle que pN^p et 
pN(P)p-i soient des isogénies. 

Démonstration. — Il suffit de voir que les deux constructions utilisées dans la démons­
tration de la proposition 2.4.11 (le sous-module spécial maximal et le ODX-module 
engendré par un ODX-module) sont compatibles à l 'action de OF ce qui est immé­
diat. • 

En utilisant ce lemme et cette proposition la démonstration du cas (AL) est ana­
logue au cas déjà démontré lorsque F = Qp : il suffit de remplacer groupe p-divisible 
par groupe p-divisible muni d'une action de OF-

Passons maintenant au cas (AU) . Commençons avant par une définition. 

Définition 2.4.17. — Soit S un schéma et X un groupe p-divisible sur S. Soit N un 
entier. On appelle polarisation p^-quasi-principale une polarisation À : X —> X telle 
que pN\~x soit une isogénie. 

Une polarisation p°-quasi-principale est donc une polarisation principale. 

Définition 2.4.18. — Soit N un entier. On définit le schéma formel M.^PN^ sur 
Spf(Ofi) comme étant l'espace de modules des groupes p-divisibles X sur un schéma 
sur lequel p est localement nilpotent, munis d'une action de OF, d'une polarisation 
pN-quasi-principale À, et d'une rigidification p : X —> X qui est une quasi-isogénie 
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compatible à l 'action de OF et qui transforme À en un multiple rationnel de la 
polarisation sur X . On ne suppose pas la condition de Kottwitz vérifiée. 

Il est implicite dans cette définition que M^N^ est représentable, ce qui se déduit 
du théorème 2.16 de [68] comme dans le théorème 3.25 de [68]. Cependant, nous 
n'utiliserons que l'ensemble Ai(pN)(k). Le schéma formel Ai(pN) est muni d'une action 
de Jb définie de façon analogue à celle sur Ai. Il y a une immersion J^-équivariante 
Ai = Ai(pO) M ( p N y 

Nous allons démontrer l'existence d'un entier N et d'un nombre fini de J^-orbites 
Oi,...,Or dans Ai^pN^(k) vérifiant : il existe une constante c telle que tout élément 
de Ai(k) est à distance inférieure à c d'une des orbite Oi,..., Or. Cela démontrera 
le théorème dans le cas (AU). 

Lemme 2.4.19. — Dans l'énoncé de la proposition 2.4-16, supposons de plus Y muni 
d'une polarisation principale A compatible à l'action de OF au sens où l'involution de 
Rosati induit l'involution * sur OF- R existe alors un entier M ne dépendant que de (3 
tel que le groupe p-divisible minimal donné par la proposition 2.4-16 soit muni d'une 
polarisation pM-quasi-principale X' compatible à l'action de OF et à l'isogénie p. 

Démonstration. — On vérifie en effet que l 'on peut prendre M = 2N((3). • 

Passons maintenant à un analogue faible du lemme 2.4.15. 

Lemme2.4.20. — Soit N un entier. R n'y a qu'un nombre fini de classes d'isomor-
phismes de groupes p-divisibles minimaux Y sur k munis d'une action de OF, d'une 
polarisation pN-quasi-principale compatible à l'action de OF et isogènes avec leurs 
structures additionnelles à un même X fixé. 

Démonstration. — Soient (Xi)i les pentes de X qui sont donc symétriques par rapport 
à 1/2. Soit l 'anneau A = Y[i^DXI- H e s ^ muni d'une involution échangeant les 
facteurs associés à A* et 1 — A .̂ A tout Y comme dans l'énoncé du lemme on peut 
associer un A (8) 0 F - m o d u l e hermitien de type fini sans torsion. Le résultat est alors 
une conséquence du lemme qui suit dans lequel il faut mettre OF 0 A pour A et # (8) * 
pour *. • 

Lemme 2.4.21. — Soit A une ^-algèbre qui est un Zp-module libre de rang fini, * une 
involution de A, et B l'anneau Aqp muni de * ® 1. Soit 71 une classe d'isomorphismes 
de A-modules qui sont des Zp modules libres de type fini. Si M G TZ, et (•, •) : MxM —• 
Zp est un produit symplectique hermitien relativement à parfait sur le Qp-espace 
vectoriel Mqp, nous noterons M v C Mqp le réseau dual. Soit N E N. R existe un 
nombre fini de classes d'isomorphismes de tels A-modules symplectiques hermitiens 
( M , (.,•)) tels que la classe d'isomorphisme de M soit 1Z et M C M v C p~NM. 
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Démonstration. — Soit n un entier vérifiant n ^ AN + 2. Soit M un A-module dont 
la classe d'isomorphisme est 1Z. Il existe un nombre fini de structures de A/pnA-
module symplectique hermitien sur M/pnM. Montrons que si (•,•)! et (•^•)2 sont 
deux structures symplectiques hermitiennes sur M vérifiant 

V x , y G M ( x , y ) i = (x,y)2 \pn] 

alors il existe un isomorphisme ( M , (•, — ( M , (•, 0)2) , ce qui conclura. Soient donc 
deux tels produits (•,•)! et (•, •)2- Nous devons montrer l'existence d'un g G G L ^ ( M ) 
tel que 

\/x,y G M (gx1gy}2 = (gx,gy)x 

sachant que, relativement à (•, »)i et (•, . ) 2 , M v C p~NM. Il existe u G EndA Q p [Mqp) 
vérifiant 

V x , y G Mqp (X, y ) 2 = (u(x),y)i 

Notons * l 'adjonction par rapport à (•,•)! sur E I K U Q ( M Q p ) . Désormais tous les 
réseaux duaux seront pris par rapport à (•,•)!• On a l'égalité u* = u et 

V x , y G M (u(x),y) = (x,y) \pn] = > ( u - I d ) ( À f ) C pnMv C pn~NM 

Cherchons un a G E n d ^ ( M ) tel que 

V x , y G M <(Id + ^ / 2 ' + 1 a ) ( x ) , (Id + p [ n / 2 ^ 1 a ) ( y ) ) 2 = (x, y)x [ p n + 1 ] 

Un petit calcul montre que si a est solution de 

u-ld 
et + a = r / 9 1 , , 

et vérifie a* ( M ) C M , a conviendra. Or, 

(u - Id)(A<) C pn'NM T / - 1
X " ( M ) C p » - [ n / 2 ] - i - J V M c p î - i - ^ M 

5^ ( M ) c p f — M 

la dernière inclusion résultant de 

V u e E n d ^ ( M ) v * ( M ) C p~N M 

car V x 6 M « * ( » ) € M v C p~NM (l'appliquer à v = p - K 2 ] + i + J V ( ^ j f t , ) ) . 

Donc , comme n > 4iV + 3, [n/2] - 1 - 2N ^ 1 ce qui implique (le 1 étant là pour 
le cas p = 2) que 

1 [ / u - I d \ / « - I d V ^ J 

a = 2 ( ^ I ^ j + lpTOr) e E n d ^ M ) 
convient. De plus, I d + p [ n / 2 ^ + 1 a G G L A ( M ) . 

Quitte à modifier (•, »)2 par cet automorphisme on peut maintenant supposer que 
(x,y)i = (x,y)2 [ p n + 1 ] et rappliquer la méthode de résolution par récurrence pour 
obtenir une suite d'éléments de GLB{V) convergeant vers un g tel que (#., g.)2 = (., . ) i 
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(étant donné que le g construit précédemment appartient à I d + p ' n / / 2 ' + 1 E n d ^ ( M ) , la 
convergence est assurée). • 

Appliquons maintenant le lemme 2.4.3 (encore valable pour M^PN^). On obtient 
donc l'existence d'un nombre fini de J^-orbites dans M.(PN^(k) tel que tout point soit 
à distance inférieure à c d'une telle orbite. 

Le cas (C) se traite de la façon analogue au cas précédent en utilisant le lemme 
2.4.21. • 
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C H A P I T R E 3 

U N I F O R M I S A T I O N D E S V A R I É T É S D E S H I M U R A 
D E T Y P E P.E.L. 

L'uniformisation des variétés de Shimura se décompose en plusieurs étapes : 

• stratification de la fibre spéciale selon la classe d'isogénie du groupe p-divisible 
muni de structures additionnelles 

• raffinement d'une strate en classes d'isogénies </> de variétés abéliennes munies de 
structures additionnelles 

• classes d'isomorphismes dans une classe d'isogénie : 

- en p grâce à l'espace MKP 

- hors p « tout est étale » et il s'agit d'une description de réseaux munis de 
structures de niveau c'est-à-dire d'éléments de G ( A ^ ) / K p 

Certaines de ces étapes apparaissent dans le comptage des points des variétés de 
Shimura sur les corps finis. 

3.0 .5 . Stratification par la classe d'isogénie du groupe p-divisible. — Re­
prenons les notations globales du premier chapitre. 

Soit SKP = SKP XOe„ k oùk désigne ici le corps résiduel de EV. Soit A/S le schéma 
abélien universel. 

Grâce au théorème de spécialisation des cristaux de Grothendieck généralisé dans 
[66] le schéma S est stratifiée par le polygone de Newton du cristal muni de structures 
additionnelles i ? 1 / c r i s * ^ - Plus précisément, si b e B(Gqp,jjLq^) 

S(b) = {x£ S(k) | ( # i , C r i s ( A , W(k)Q), F) ~ (Vqp ® W(k)Q, b ® a)} 

(l 'isomorphisme étant pris au sens des isocristaux munis de structures additionnelles). 
L'ensemble S(b) est l'ensemble des points géométriques sous-jacents à un sous-schéma 
localement fermé réduit de S encore noté S(b). On a la stratification 

S= II S(b) 
6€B(GQ j,,Aiq^) 

et si P est un polygone fixé LlNewt(6)^p S(b) est fermé dans S. 
Deux strates se distinguent particulièrement : 

• la strate basique qui est fermée et est associée à la classe basique de B(GQP , MQ^")-
Son polygone de Newton est maximal 

• la strate /i-ordinaire associée à l'image via B(T) —> B(Gqp) de p^fr £ B(T) 

(T est un tore maximal de Gqp) de polygone de Newton minimal dans B(Gqp,/IQ^). 

Elle est ouverte et dense dans S ([74]) 
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Rappelons enfin que l'on conjecture en général que S(b) ^ 0 <^ b G B(G,p) (la 
conjecture est pour l'implication de la droite vers la gauche, l 'implication de la gauche 
vers la droite étant la généralisation du théorème de Mazur) . Nous montrerons de 
tout façon plus tard que la strate basique est non vide, ce qui est suffisant pour les 
applications que nous avons en vue. 

3.1 . Uniformisation de Rapoport -Zink 

Fixons un point base x G S(k). Le théorème de Serre Tate permet d'uniformiser S 

« verticalement » au-dessus de x c'est-à-dire sur un voisinage formel de x : 

S£xy ^ : {déformations par isomorphismes du groupe p-divisible muni de structures 

additionnelles Ac [p°° ] } -
Nous voulons uniformiser une plus grande partie de la strate qu'un point, c'est pour­
quoi on déforme le groupe p-divisible non plus par isomorphismes mais par quasi-
isogénies grâce à l'espace Ai (Dqp , b). 

Soit (j> la classe d'isogénie du triplet (.4a., À, t) et 

I * - A u t ( 4 * , A , 0 

un groupe réductif sur Q. Notons b G B(GQp,p,^) la classe associée à (j) et M = 

M(Vqp, b) l 'espace de Rapoport-Zink associé. A <j> est alors associé un ensemble S((j)) 
de sous-schémas fermés projectifs de S(b)-^ (cf. le théorème 6.23 de [68] pour la défi­
nition de S((j)) où cet ensemble est noté T ) tel que 

(J A(k) = {ye S(b)(k) | la classe d'isogénie de (Ay, A, L) G </>} 

Aes(cf>) 
Le théorème 6.23 de [68] affirme alors qu'il y a un isomorphisme de schémas formels 

sur Spf(0Ê) : 

e : J * ( Q ) \ (M X G(aç)/**) (sKP ®OE oÉ)%w 

où l'application d'uniformisation est définie en tordant le triplet (Ax,\ 0 par une 
déformation par quasi-isogénie de ( 4 x [ p ° ° ] , A, t) et en tordant la structure de niveau 
If par un élément de G(AP,)/KP. L'action de J^(Q) sur M se fait à travers Jb par 
action de I^(Q) par quasi-isogénies sur ( 4 x [ p ° ° ] , A, t) ce qui donne une injection 

i+(Q) -̂ Jb 

et sur G(AP
C) via l 'action d'un élément de J^(Q) sur le module de Tate Hi(Ax, A^) 

ce qui donne une injection 

I*(Q) — G(Ap
f) 

Lorsque Kp varie les différents isomorphismes d'uniformisation sont compatibles 
et commutent à l 'action de G(APj) (et donc aux correspondances de Hecke hors p) en 
un sens évident. 
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3 .1 .1 . Quelques propriétés de l ' isomorphisme d'uniformisation. — Soit 
(Vi)iei u n ensemble de représentants des orbites de I^(Q) dans G{AVf) / Kp, c'est-à-
dire 

G ( A 5 ) / / ^ = U ^ ( Q ) - y i 

i<El 

Pour tout i E I notons = Stabj*(Q) yi que l 'on verra comme un sous-groupe de 
L'isomorphisme d'uniformisation se récrit alors : 

M ^ \ M ^ { S K r > ® 0 Ê ) r s w 

Définition 3.1.1. — Appelons C l'ensemble des sous-groupes r C Jb de la forme 
I+(Q) H {Jb x Kp) pour Kp C G(Ap

f) tel qu'il existe un g G GiA^gK^g'1 soit 
suffisamment petit. 

Les groupes T e C sont exactement les groupes qui interviennent dans les mor-
phismes d'uniformisation ci-dessus lorsque Kp et {yi)i varient. 

Lemme 3.1.2. — Les éléments de C vérifient : 

• Tout élément Y dans C est discret sans torsion dans Jb. 
• V T i , r 2 G C r 2 et T 2 sont commensurables. 
. V A C Jb fini il existe T G C tel queTnA = 0. 

Démonstration. — Le fait que T soit discret et sans torsion est démontré lors de la 
démonstration du théorème 6.23 de [68]. La commensurabilité résulte de la commen-
surabilité des Kp C G(APc) compacts ouverts. Quant à la dernière propriété, c'est 
une conséquence du fait que si £ ^ p, i ^ ( Q ) G(Qe) et G(Qe) est séparé au sens où 
pour tout sous-ensemble fini A de G(Qe) il existe un sous-groupe ouvert de G(Qi) ne 
rencontrant pas A. • 

Rappelons également : 

Proposition 3.1.3 ([68]). — Pour tout ouvert quasicompact U dans Ai, pour tout 
groupe T dans C, Vensemble { 7 G T \ U • 7 D U ^ 0 } est fini, et Y N { I d } n'a pas de 
point fixe dans Ai. 

Le groupe Y agit donc en quelque sorte de façon proprement discontinue et sans 
points fixes sur Ai, comme c'est le cas pour les groupes arithmétiques uniformisant 
les points complexes des variétés de Shimura et agissant sur les domaines symétriques 
hermitiens X = G ( R ) / # o o . 

Corollaire 3.1.4. — Tout ouvert quasicompact U dans M. est isomorphe au complété 
formel d'une variété quasi-projective sur le long d'un sous-schéma fermé de sa 
fibre spéciale. 
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Démonstration. — D'après la proposition précédente et le lemme 3.1.2 il existe Y eC 
tel que Vg G Y U • 7 C\U = 0. On peut insérer Y dans des (Yi)iei uniformisant S. 
Considérons alors le composé 

U — M — T\M rAM — S ? 5 _ 

qui induit une immersion ouverte de U dans S% . L'ouvert U étant quasicompact, la 
fibre spéciale de l'ouvert de S%,AS image par ce composé ne rencontre qu'un nombre 

_ /S(<P) 

fini d'éléments de S((f)). Cet ouvert s'identifie donc au complété formel de S le long 
d'un ouvert d'une union finie d'éléments de 5 ( 0 ) , Le. un ouvert d'un fermé de S. Le 
schéma S étant quasiprojectif on en déduit le résultat. • 

Corollaire 3.1.5. — Pour tout Y élément de C le morphisme Ai —> Y\Ai est étale 
(i.e. adique et formellement étale) et le morphisme d'uniformisation est étale. 

Démonstration. — Il faut montrer que le morphisme Ai —• Y\Ai est adique puisqu'il 
est clairement formellement étale. Il suffit de montrer que ce morphisme est adique en 
restriction à tout ouvert quasicompact de Ai. Soit U un ouvert quasicompact de Ai. 
Choisissons un sous groupe F C T tel que Y' G C et V 7 G Yf \ { I d } 7 • U fl U = 0 . 

Décomposons l'application U —+ Ai/Y en 

I J J U M ^ Ai/Y' Ai/Y 

Si l 'on choisit T' C T tel que Y soit de la forme J* (Q) D (Jb x K*>) et F de la forme 
I*(Q) H Kpf pour Kpf C Kp, on a un diagramme commutatif 

M/Yft >(SK*')% /S(4>) 

M/Y< >(SKp)^§w 

L'application de droite étant étale on en déduit que 7r l'est. Le morphisme poj étant 
une immersion ouverte cela conclu la démonstration. • 

Lemme3.1.6. — L'inclusion J^(A^) C G(AP
C) est un homéomorphisme sur son 

image. 

Démonstration. — L'existence d'un isomorphisme de B <8> A^-modules symplectiques 
77 : V<S> — > Hi(Ax,Alf) implique que la Z p structure sur G (A^) est la même que 
celle induite sur i^(A^). • 

Lemme 3.1.7. — Pour tout élément Y dans C, le groupe Y est cocompact dans I^(QP). 
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Démonstration. — Cela résulte du fait que le groupe réductif est anisotrope mo­
dulo son centre, J^(R) est compact modulo son centre et que d'après le lemme pré­
cédent si K est un sous groupe compact ouvert de J& x G(APc) alors K n J ^ ( A / ) est 
compact ouvert dans I^(Af). • 

3.1 .2 . Le cas de la strate basique. — Supposons dans cette section que b = bo 
est la classe basique de B(Gqp, Pq^). D'après [68](6.34) on a alors : 

• L'ensemble {(p \ b((p) = bo} est fini 
. b((p) = 6 0 , I 4 , est une forme intérieure de G 
• I*(®p) = h, V£ ï P, / * (Q*) = G(QE) et donc I*(Af) = Jb x G(Ap

f) (comme 
groupes topologiques d'après 3.1.6) 

• i"^(R) est la forme intérieure compacte modulo le centre de G (M) 
• Le lemme 3.1.7 implique alors que VT G C T est cocompact dans Jb 

Dans le cas (A) et (C) de [51] que nous considérons on a en fait mieux : 

Proposition 3.1.8 ([51,68]). — Le nombre de classes d'isogénie (p intervenant dans la 
strate basique est égal a | ker x (Q , G ) \ . De plus, pour toutes ces classes d'isogénie <p les 
groupes I& sont isomorphes sur Q et il existe des isomorphismes compatibles avec les 
isomorphismes I^(Af) ~ Jb x G(AP). 

Démonstration. — Il résulte du lemme 6.28 de [68] que les classes d'isogénie de la 
strate basique sur un corps fini ¥pr sont associées à un même triplet ( 70 ,7 , S) de [51]. 
Le reste de la proposition se déduit de [51]. • 

Corollaire 3.1.9. — On a alors une uniformisation de la strate basique 

Il / 0 ( Q ) \ (M X G ( A * ) / t f * ) (SKP)%(bo) 

k e r ^ G ) 

où I^(Q)\G{AP
F)/KP est fini. 

3.2. Uniformisation rigide 

Revenons au cas d'un b quelconque. 

Lemme 3.2.1. — Pour tout T dans C il y a un isomorphisme 
w / w \ an 

r \ M a n (r\M) 

Démonstration. — Si Uest un ouvert quasicompact de M, soit r ' < T, Tf G C choisi 
tel que V 7 ' G T \ { I d } 7 ' • UH U = 0 et tel que le morphisme T'\M T\M soit étale 
fini galoisien de groupe T/T'. Notons p' : M —> Tf\M, p : M —» T\M les projections 
et V=p-1(p(U))=U7erU-7. 

ASTÉRISQUE 291 



HOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 59 

Étant donné que V est d'indice fini dans T, pf(V) est quasicompact. Le morphisme 
p'(V) —> p(U) est galoisien de groupe Y/Y' ce qui implique que 

p(U)an = {Y/Yf)\pf(V)an 

De plus, p'(V) = Y'\V au sens où p'(V) est le schéma formel recollé des (7 • £ / ) 7 e r le 
long des 7 1 -Unj'j2 U pour 7 1 , 7 2 G T et 7 ' G T'. Donc p ' ( V ) a n est l'espace analytique 
recollé des domaines analytiques fermés 7 • C/ a n le long des fermés analytiques 7 1 • Uan D 
7 ' 7 2 • C / a n . Cela implique que T V ( l O a n = ^ a n - A ^ final, 

p([/)an = (Y/Y')\p'(v)an = (r/r,)\(r,\yan) = r\yan 

Écrivant Ai comme union croissante de tels U on obtient le résultat. • 

Soit maintenant 0 une classe d'isogénie comme dans la section 3.1 et 5 ( 0 ) la famille 
de sous-schémas fermés de 5^ associée. Notons S^p le complété p-adique du schéma 
SRP X Q E ®Ë e t ^OOKP l'espace analytique sur E associée à la variété algébrique 
ShcnKp ® E . Il y a une immersion 

/ oA \an c Q U a n 

{oKp) > ànKPCo 

qui est un domaine analytique fermé égal à tout S h ^ p ^ lorsque 5 est propre. 
Le morphisme de spécialisation 

sp : (S£P)™ —> SKv 

est défini sur ce domaine analytique. Si le schéma 5 n'est pas propre les points de 
Sh^pco x ( ^ ? ) a n s e spécialisent sur le bord de la fibre spéciale d'une compactification 
de 5 . Dit en d'autres termes, les points géométriques de ( 5 ^ p ) a n sont les points géomé­
triques x de S h ^ p ^ où la variété abélienne Ax muni de ses structures additionnelles 
a bonne réduction. 

Définition 3.2.2. — Nous noterons 

sh£*,(*) = ((s*p);gw] 
an 

la fibre générique du schéma formel complété de 5 le long de 5 ( 0 ) . 

C'est le tube au-dessus de 5 ( 0 ) au sens suivant : V Z G 5 ( 0 ) ( 5 A
z ) a n — s p _ 1 ( Z ) 

est un domaine analytique ouvert dans ( 5 A ) a n . L'espace analytique S h a ^ K P ( 0 ) est 
alors l'espace analytique recollé des ouverts s p _ 1 ( Z ) , Z G 5 ( 0 ) le long des s p _ 1 ( Z i ) D 
s p _ 1 ( Z 2 ) , Z i , Z 2 G 5 ( 0 ) . On a donc que S h a

7
n

o K P ( 0 ) est l'ouvert analytique de ( 5 A ) a n 

union des s p _ 1 ( Z ) , Z G 5 ( 0 ) . 

Remarque 3.2.3. — En fait, on a mieux car les Z G 5 ( 0 ) sont des variétés projectives 
et on en déduit que S h a ^ K P ( 0 ) n'est pas seulement ouvert dans ( 5 A ) a n mais aussi 
dans S h ^ ? ^ P . 
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Remarque 3.2.4. — À part pour la strate basique, 

I I S h ^ ^ Ç s p " 1 ^ ) ) 

Par exemple, un point de s p _ 1 ( S ' ( 6 ) ) se spécialisant sur le point générique d'une com­
posante irréductible de S(b) n'appartient pas au membre de gauche pour b différent 
de la classe basique. 

Définition 3.2.5. — Si Kp C Co, K = KPKP nous noterons 

shH0) = n ^ P , K ( S h g ^ ) ) 
un ouvert analytique de (Sh^)^ 1 1 . 

On a alors le théorème suivant combiné de l'uniformisation formelle et du lemme 
3.2.1 : 

Théorème 3.2.6 ([68]). — Pour K = KPKP variant il y a un isomorphisme de tours 
d'espaces analytiques sur E munies d'une action de G(Af) = G(QP) x G(APc) 

J*(Q)\ (MKP X G{A?F)/K*) ^ Sh£(0) 

Corollaire 3.2.7. — Pour tout KP, MKv est un espace analytique quasi-algébrique f[3, 

2 ] ; . 

Corollaire 3.2.8. — Pour tout F dans C le morphisme AiK —» T\MK est un isomor­
phisme local d'espace analytiques. 

Démonstration. — Soit x G M3,11. D'après le corollaire précédent, x possède une base 
de voisinages formée de domaines amnoïdes. De plus, si sp(x) G Z une composante 
irréductible de M, s p _ 1 ( Z ) est un voisinage de x vérifiant 

{7 G T | 7 • s p _ 1 ( Z ) n s p _ 1 ( Z ) } est fini 

x possède donc une base de voisinages afRnoïdes B tels que \/V G /?, l'ensemble 
{7 ET \ 7 - V C)V ^ 0} soit fini. Rappelons également que T \ { I d } n'a pas de points 
fixes dans M&n. 

Soit donc V G B fixé et 

{7i,...,7d} = { 7 e r \ { i d } \ 1 . V n v ^ 0 } 

Alors, 
V i € { l , . . . , d } p | Wnji-W = 0 

weB wcv 

car x n'est pas un point fixe de 7». Par compacité des WeB, 

V i , 3 W i 6 B , Winji.Wi = 0 

Alors, W = HiLi Wi est un domaine affmoïde voisinage de x vérifiant V7 G T \ { I d } , 
Wr\j'W' = 0etw'^ r\Man. • 
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Corollaire 3.2.9. — Le morphisme d'uniformisation MKP X G(APC)/KP —> Sh^pKP((f)) 
est un isomorphisme local. 

Remarque 3.2.10. — Si / : X —> Y est un morphisme étale d'espaces analytiques de 
Berkovich, / est un isomorphisme local si et seulement si V x G X le morphisme induit 
entre les complété des corps résiduels, / * : / C ( / ( x ) ) —• /C(x), est un isomorphisme. Les 
revêtements étales qui sont des isomorphismes locaux correspondent aux revêtements 
de l'espace topologique \Y\. Ceux-ci sont classifiés par un quotient du groupe fon­
damental étale de Y, TT^ÇY) = 7ri(|Fj). Le morphisme d'uniformisation correspond 
donc à des morphismes 7 r J o p ( S h ^ , x ) - » T pour x variant et T G C. Par opposition à 
7Ti° p les revêtements MK' MK sont classifiés par le groupe fondamental algébrique 
Trf 8 , cf. [42]. 
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C H A P I T R E 4 

U N E S U I T E S P E C T R A L E D E H O C H S C H I L D - S E R R E P O U R 
L ' U N I F O R M I S A T I O N D E R A P O P O R T - Z I N K 

4 .1 . Cohomologie étale ^-adique des espaces analytiques rigides 

Dans cette section nous donnons des démonstration des résultats non publiés de 
[2] en suivant [36]. 

La théorie utilisée ici est celle de la cohomologie à support compact des espaces 
de Berkovich. Il s'agit de la « bonne » théorie cohomologique pour les espaces rigides 
partiellement propres c'est-à-dire qui sont « surconvergents » (cf. appendice D.2) . 

4 .1 .1 . Propriétés générales. — Soit k un corps value complet et X un fc-espace 
analytique Hausdorff (i.e. \X\ est séparé). Soit A un anneau de valuation discrète 
complet d'idéal maximal m et de caractéristique résiduelle £ ^ p où p = char(k°/k00). 

Définition 4.1.1. — Un A . faisceau ou encore un faisceau A-adique sur Xét est un 
système projectif ( . 7 r

n )n€N de faisceaux en A-modules sur Xét vérifiant V n m 7 1 ^ = 0. 
Nous noterons A . — fèc/Xêt la catégorie associée. On définit de même A . — mod la 
catégorie des A. -modules . On notera également A — ^ s c / x é t l a catégorie des faisceaux 
de A-modules. 

A . — Fscjxét est une catégorie abélienne A-linéaire possédant suffisamment d'in-
jectifs. 

Il y a un foncteur exact à gauche 

7r* : A . — J$c/Xét — • A - ^ s c / X é t 

{Fn)n 1 > l i m ^ n 

Si (.?>i)n G A . — fàc/Xét et X n'est pas compact il n'est pas raisonnable de poser 
TC(X, ( .F n )n) comme étant égal à l i m J T c ( X , T n ) car si (sn)n G lïmTC(X, J7^ il se 
peut que l'adhérence de U n s u p p ( s n ) ne soit pas compact. Nous adopterons donc la 
définition suivante : 

Définition 4.1.2. — Soit le foncteur 

T, : A - J É s c / X e t — • Ab 

F^TC(X,F) 

Alors, on posera rc = T\ o 7r*. On a donc 

TC(X, (Fr^n) = {(sn)n G \SmY(X,J:
n) | U n s u p p ( s n ) est c ompact } . 

On posera 
H?(X, ( . F B ) N ) = Rp(Tc(X, - ) ) ( ( . F „ ) „ ) 
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Ainsi, si X est compact T C ( X , ( J r
n ) n ) = lim^ J ^ ) . 

Lemme 4.1.3. — Soit T un faisceau abélien sur Xét- Si V x G X, Tx est un 
Gal(K(x)s\K,(x))-module acyclique et si F\\X\ e s t u n faisceau mou, T est Tc 

acyclique. 

Démonstration. — Il suffit de considérer le morphisme de sites / : Xét —> \X\. La 
première hypothèse montre que V_p > 0, RPf^F) = 0 car ses fibres en tous les points 
de \X\ sont nulles (cf. [1], 4.2.4). La suite spectrale de Leray associée dégénère donc en 
H^XétiJ7) — H%(\X\,F\x\) m a i s \X\ est localement paracompact donc étant 
mou il est rc(|X|, — )-acyclique. • 

L'intérêt du lemme qui suit est qu'il permet de calculer la cohomologie à support 
compact d'un faisceau A-adique comme l 'hypercohomologie à support compact d'un 
complexe de faisceaux de A-modules. 

Lemme 4.1.4. — RTC = WT\ o RTT*. 

Démonstration. — En suivant la preuve du i) du lemme 2.3 de [36] on voit qu'il suffit 
de montrer que si V n , In est un injectif de A / m n — ^ s c / x é t , alors Yl^L0^k est T\ 
acyclique. Pour cela nous allons appliquer le lemme 4.1.3. 

e x (i[ik)x ^ (n(ifc)*)dlsc 

k 

comme Gai(JC(x)s|/C(^))-module galoisien discret, où si M est un module galoisien 
M d l s c désigne sa partie discrète. Or, si (Mk)keK sont des Gal(K{x)s |/C(x))-modules 
discrets 

Hq(Gal(K(x)s\K(x)), (il^)^) ~ \[Hq(Gal(K(x)s\K(x)),Mk) 

k k 

Zk étant injectif comme faisceau de A / m n - m o d u l e s , V x , Tk,x est un Gal(K(x)s\K(x))-
module galoisien acyclique ([1], 4.2.5). On en déduit donc que (YlkZk)x en est égale­
ment un. De plus, (rifĉ fc)||x| e s t m o u c a r A e s t flasque et |X| est localement para-
compact . • 
Lemme4.1.5. — Soit U ( X ) un ensemble d'ouverts de X tels que MU G U ( X ) , U est 
compact, VC / i , [ / 2 G V(X), 3U3 G V(X), Ui U U2 C U3 et \Juev(x) U = X. On a 
alors, 

Tc(X,(Fn)n)= lim limr c (C / ,JT n ) 

Démonstration. — Cela résulte de ce que tout compact de X est contenu dans un 
élément de U ( X ) et réciproquement. • 

Nous choisirons généralement U(X) = {ouverts U de X , U est compact } ou bien 
U(X) = {ouverts distingués de X} où rappelons 
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Définition 4.1.6 ([2]). — Un ouvert U de X est distingué s'il peut s'écrire U = V\ \ V2 

où Vi et V2 sont des domaines analytiques compacts. 

Rappelons la remarque importante suivante de Huber (dans le cadre des espaces 
adiques) : 

Remarque 4.1.7. — Si j : U X est un ouvert, en général l 'application natu­
relle HP(U, ( . F n ) n ) —> H£(X, ( j ! ^ r

n ) n ) n'est pas bijective. Cela est dû au fait que 
j ne possède pas nécessairement de bonnes propriétés de finitude. Déjà dans le 
cas algébrique, pour X —• Y un morphisme de type fini, pour montrer que 
( R / i ) ( ( . 7 r

n ) n ) = ( R / i ^ 7
n ) n pour (Fnjn constructible il faut utiliser les propriétés 

de finitude de f\ : f\ (constructible) est constructible. Par exemple, en général 
HP(Fad,Qe) ^ HgfîjiQe) {cf. [36], exemple 2.7) où . F a d désigne un espace de 
périodes p-adiques dans la grassmannienne T ([68]). 

Comme dans le lemme 2.3 de [36] on a une factorisation R r c = lim o Ind(Rp) o 
Rcr de laquelle on déduit : 

Proposition 4.1.8. — Pour tout (^ - " n )n € A # — Jsc/xét etp G N il y a des suites exactes : 

0 — • lim W ^ f l , ^ ) - . ^ ^ ) ^ lim \ïmHP(X,Tn) —> 0 
UeV(X) n ueu(x) n 

Corollaire 4.1.9 

a) SiVnVp VU G V(X) Hv(U,Fn) est un A / m n - m o d u l e de type fini 

WpeN HP(X,(Fn)n)^ lim lïm HP(U,Tn) 
uev(x)neN 

b) V p > 2 d i m p 0 + afe(fc) + l V (Tn)n G A . - J=sc/Xét H*{X, CFn)n) = 0 et sous 
l'hypothèse du a) cela est vrai pour tout p > 2 d i m ( X ) + cde(k) 

Exemple 4.1.10. — Si X = B£ est la boule ouverte de dimension n, V(X) = {BJJ(0, e) | 
0 < e < 1 } les hypothèses du a) sont vérifiées pour Z^ = (Z/£nZ)n et 

~ ~ [ 0 si » ^ 2n 
fl?(B2,Z*) = lim H m f l J ( B 2 ( 0 , e ) , Z / r Z ) = < / ^ 

E ^ I T ^ N s i p = 2n 

4 .1 .2 . Cohomologie Sadique des espaces analytiques quasi-algébriques 

Les hypothèses faites ici : X quasi algébrique et T localement constant ne sont là 
que pour pallier l'existence d'une théorie des faisceaux constructibles pour les espaces 
analytiques comme c'est le cas pour les espaces adiques ([35, 36]). 

Définition 4.1.11 ([3,2]). — X est quasi-algébrique si Va; G X, 3 V i , . . . , V ^ des do­
maines affinoïdes tels que x G fïiLî » UlLi ^ e s t u n v°i s m ag e de x et tout Vi 
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est quasi-étale au-dessus d'un domaine affinoïde de l'espace analytique associé à un 
schéma de type fini sur k. 

Remarque 4.1.12. — D'après [2] cela implique que l'on peut trouver des Vi qui sont 
eux mêmes des domaines affmoïdes dans l'espace analytique associé à un schéma de 
type fini. 

Remarque 4.1.13. — Tout espace analytique lisse sur k est quasi-algébrique. 

Définition 4.1.14. — Le faisceau A-adique (.F n)n G A . — fèc/xét est localement 
constant si 

V m ) n Tm <8> A / m n Tn 

et V n , / n est localement constant fini sur Xét comme A / m n - m o d u l e . 

Lemme 4.1.15. — Soit X quasi-algébrique et U un ouvert distingué de X ou un do­
maine analytique compact. Pour tout T G A / m n — J-sc/xét localement constant fini, 
\/p G N, HPÇU^J7) est un A /m 7 1 -module de type fini. 

Démonstration. — Si U est un domaine compact c'est le corollaire 5.6 de [3]. Si 
U = V\ \ V2 est un ouvert où V\ et V2 sont des domaines compacts cela résulte de la 
suite exacte longue de cohomologie 

—±HP{U,T) —>Hp(yuF) —>Hp(V1nV2,F) —> 

et de l'assertion pour un domaine compact. • 

Corollaire 4.1.16. — Si X est quasi-algébrique et (Fn)n est localement constant 

H*(X,(Fn)n) = hm lim Hp{U,Fn) 
U distingué n£N 

En particulier si X est compact HP(X, ( .F n )n) = lim ^ HP(X, Tn). 

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du corollaire 4.1.9. • 

Proposition 4.1.17. — Supposons cd^(k) < + 0 0 . Soit U un ouvert distingué ou un 
domaine compact d'un espace quasi-algébrique X et T localement constant sur X. 
Alors \/p G N, {H^{U^Tn))n est AR m-adique et lim N iJJ(J7, J ^ ) est un A-module 
de type fini. 

Démonstration. — H^U.Ti) étant de type fini, la première partie de la proposition 
entraîne la seconde. 

Pour tout n, soit Cm(Tn) la résolution de Godement de Tn associée aux points de 
|X| (si x G |X| il y a un morphisme de sites i x : Spec()C(x)s)ét —> Spec(K,(x))ét —> 
Xét et C°(G) = nxix*ixG)- En utilisant le lemme 4.1.3 on vérifie que c'est une 
résolution TC(U, —) acyclique de T. Cette résolution est scindée sur chaque fibre. 
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Étant donné que V'n Tn est localement constant, pour tout n C'^n) est A / m n plat 
et 

Vra ^ n C * ( J F m ) 0 A / m n C # ( J F n ) 

Si ra ^ n considérons la résolution périodique D* de A / m n dans la catégorie des 
A / m m - m o d u l e s (et faisceaux) (w\ est une uniformisante de A) 

• A / m m — A / m m — - • A / m m — A / m m — • 0 

Pour tout entier p appliquons la formule de projection ([1] 5.3.9) : 

Cp(Tm) ® A / m m D' = Cp(Fm) ® A / m " ~ C{JFn) 

R T C ( C ( . F T O ) ® A / M M £>•) ~ Tc(U,Cp(Fn)) 

et 

R T C ( C / , C p ( ^ m ) ) ® A / m > » D' = TC(U, Cp(Fm)) ® £>' 
n ^m—n 

= • rc(c/, c^m)) —^ rc(c/, c*(rm)) ——> rc(u, c*(rm)) 
^lrc([/,cvm))->o 

On en déduit donc que 

rc(u,cp(fm))/mzrc(u,cp(Tm)) rc(u,c*(rn)) 
et que TC(U, Cp(Jr

m)) est un A / m m - m o d u l e plat (par récurrence sur m ^ n par 
exemple). 

L'espace X étant quasi-algébrique et U compact , dim(C7) < + o c et donc pour 
d > 2dim(l7) -hcd £ (k) r^dTc(U, C*{Tn)) calcule H*C{U, Tn) qui est un A / m n - m o d u l e 
de type fini. On peut alors appliquer le lemme 12-14 de [24] pour conclure. • 

Définition 4.1.18. — Soit L le corps des fractions de A. Un faisceau L-adique est un 
faisceau A-adique modulo m-torsion. On notera pour f G A , - ^sc J7® L le faisceau 
L-adique associé et on posera HP(X, T 0 L ) = HP(X, T) 0 L. 

Un faisceau L-adique localement constant est un faisceau L-adique de la forme 
T' 0 L avec T localement constant. 

Corollaire 4.1.19. — Soit X quasi-algébrique muni d'une action continue ([3] sec­
tion 6) d'un groupe G tel que G possède un pro-p sous-groupe ouvert. Soit T un 
faisceau L-adique localement constant muni d'une action de G compatible à celle sur 
X. Alors, H%(X,F) est un G-module lisse. 

Démonstration. — Si T — G 0 L avec Q — (Gn)n localement constant, 

Hp{X,F) = lim [iïmHp(U,Çn)\ 0 L 
U distingué n 
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Soit donc s G H^X^J7). Il existe U distingué tel que 

s G im (H*(U, G) 0 L —• JT£(X, g) ® l ) 

Si t / = Vi \ V2 où Vi et V2 sont des domaines compacts, par continuité de l'action 
3K C G un sous-groupe ouvert tel que V# G K, g - Vi = V\,g • V2 = V2 et donc 
g-U = U. D'après [3] 7.7, V n , HP(U,gn) est un K-module lisse. Étant un A / m n -
module de type fini c'est un K-module discret. Le groupe K agit donc continûment 
sur le A-module de type fini lim^ H%(U,Fn). Si K' C K est un sous-pro-p-groupe 
ouvert, un sous-groupe ouvert K" de Kf s'envoie sur un pro-^ groupe et agit donc 
trivialement. Donc, \/ g G K", g • s = s. • 

On montre de même : 

Corollaire 4.1.20. — Sous les mêmes hypothèses Gal(k\k) agit continûment sur l'es­
pace HP(X <S> A;, J 7 ) au sens où HP(X (g) k,F) est une union croissante de Gal(k\k)-
modules de dimension finie continus. 

4 .2 . Cohomologie ^-adique équivariante des espaces analytiques rigides 

Nous adoptons les notations de la section 4.1 sur la cohomologie ^-adique des 
espaces analytiques. Soit k un corps value complet non archimédien comme précé­
demment. 

Définition 4.2.1. — Nous dirons qu'un fc-espace analytique est de dimension finie sur k 
si d i m ( X ) + cde(k) < +00. 

Tout ce dont nous aurons besoin sur la cohomologie étale ^-adique équivariante se 
trouve dans la démonstration de la proposition qui suit. Le lecteur familier avec [40] 
retrouvera certaines des propriétés bien connues de la cohomologie équivariante dans 
un topos. Le principal point ici est l 'introduction des coefficients Sadiques. 

Proposition 4.2.2. — Soit X un espace analytique de dimension finie surk muni d'une 
action d'un groupe G à gauche. Soit (Ui)iç.i un recouvrement ouvert localement fini 
de X stable par l'action de G et soit T G A . — J-sc/xét muni d'une action de G 
compatible à celle sur X. Il existe alors un complexe borné (X*) de faisceaux de A -
modules sur Xét, muni d'une action de G (compatible à celle sur X) comme complexe 
de faisceaux, et un complexe double 

Cp'«= 0 Tc(U(a),lq) 
aCl 

H = - P + i 
où U(a) = Di€a Ui, où Cp,q —> Cp,q+1 est induit par Tq —» Xq+1, qui est muni d'une 
action de G via les morphismes 

VgeG 5 ! : Tc(U{a),Tq) — Tc(g • U{a),lq) 
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tel que la suite spectrale G-équivariante associée à la filtration par les ligne soit 

Epq = Cpq E\q = 0 Hq{U(a),F) => Hp+q(X,T) 

\a\ = -p+l 

où l'action sur H^q(X, J7) est celle induite par l'action de G sur J7. 

Démonstration. — Par définition une action de G sur T est la donnée de morphismes 

V < ? € G g * T ^ T 

se composant de façon naturelle : V#ijg<z G G OLg2og^oigx = c t g i 9 2 et vérifiant ae = Id. 
De tels morphismes sont nécessairement des isomorphismes et ag-i : ( ô f _ 1 ) * ^ r —» T 
est l'adjoint de l'inverse de ag via l'égalité (g~lYT = g*?". 

Si U est un ouvert de X et g un élément de G, le morphisme g\ : MTC(U,F) —» 
MTc(g-U, J7) est défini de la façon suivante : ag-i définit par adjonction un morphisme 
de faisceaux u : T —» ( ^ _ 1 ) * ^ r et g\ est le composé 

RT C(£7, T) M r c W > RT c ( t f , GT1)*^) ^ Mrc(<? • C/, .F) 

Si X* est un complexe d'injectifs dans A — ^ s c / x é t représentant R7r*(.F), l 'action de 
G sur .T7 induit une action de G sur R7r*(,F) dans £ > + ( X é t , A) et donc une action sur 
le complexe 1* à homotopie près au sens où V g G G, on a un morphisme de complexes 
(3g : g*Xm —» X* tel que (3gig2 soit homotope à (392 o g\f$gi. Pour avoir une vraie action 
nous allons nous placer dans une catégorie dérivée équivariante. 

Définition 4.2.3. — Si Y" est un espace analytique muni d'une action de G, nous no­
terons A . — G — ̂ s c / y é t , resp. A — G — ̂ s c / y é t la catégorie des faisceaux A-adiques, 
resp. de A-modules sur Yét munis d'une action de G compatible à celle sur Y. Nous 
noterons D(Yét, A . — G ) , Z>(lét, A — G) les catégories dérivées associées. 

Les catégories A . — G — J s c / y é t et A — G — ^ s c / y é t sont des catégories abéliennes A-
linéaires. Lorsque l'action de G sur Y est triviale elles coïncident avec A. [G] — ^*sc/y é t , 
resp. A [G] — .Fsc /y é t , les catégories de faisceaux de A[G]-modules. 

Définition 4.2.4. — Notons 

L. : A . - G - ^ s c / y é t
 c — • A . - J s c / y é t 

t : A - G - fèc/Yét
 c — • A - J s c / y é t 

les plongement s canoniques, et 

7T* : A . - G - fsc/Yét — • A - G — . ^ c / y é t 

(^n)n 1 • hmJTn 

Lemme 4.2.5. — Les catégories A # — G — J^c/y^ et A — G — ̂ s c / y é t possèdent suffisam­
ment d'injectifs, les fondeurs i. et t sont exactes et envoient suffisamment d'injectifs 
sur des injectifs. 
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Démonstration. — Les foncteurs tm et i possèdent un adjoint à droite : 

g — I n d ? Q= Y[g*Ç 
geG 

Soit alors W un objet de A .—G—Jsc /y é t (resp. de A — G— ^ s c / y é t ) . Si t(H) ^ X oui est 
un injectif (resp. LJH c-> X), on a une injection H I n d f (X) et le membre de droite 
est un injectif puisque I n d f possède un adjoint à gauche. On en déduit que nos deux 
catégories possèdent suffisamment d'injectifs. De plus ^(Indf (X)) (resp. £ # ( Ind f (X))) 
est un injectif et donc tout objet de l'une de nos deux catégories se plonge dans un 
injectif d'image un objet injectif par t (resp. £ . ) , d'où la seconde assertion. • 

Lemme 4.2.6. — On a une égalité 

L o Mjr* = R7T* o im 

Démonstration. — Cela résulte de l'égalité i o TT* — 7r* o tm, du lemme précédent et de 
l 'exactitude de t. • 

Appliquons maintenant cela à T G A . — G — J-sc/xét ' tÇ^fr^J7) = Rn+t.^). Il 
existe donc un complexe d'injectifs X* dans A — J^c/xét où Xq — 0 pour q <C 0 et X* 
est muni d'une action de G tel que J* ~ R7r*(J r) comme objets de la catégorie dérivée 
munis d'une action de G. Rappelons que R r c = Rr? 0R71-* (lemme 4.1.4) et que donc 
la cohomologie du complexe de A[G]-modules Tc(X,Xm) calcule Hm(Xét,^F) muni de 
son action de G. L'espace analytique X étant de dimension finie sur k, H™(X, T) = 0 
pour n ^> 0 et donc, quitte à remplacer X* par r^X* pour d ^> 0 on peut supposer 
que le complexe X* est borné. 

Lemme 4.2.7. — Si f : U —• X est étale, la cohomologie du complexe r c(C / ,X* L r ) calcule 
H*(U, T\u)- C'est en particulier le cas si U est un ouvert de X. 

Démonstration. — Nous noterons 

/ * : A . - J*c/Xét — • A . - ^ s c / y é t 

(Qn)n 1 • {f*Gn)n 

qui est exact et possède un adjoint à gauche ((Qn))n • {f\Qn)n- L'égalité 7r* o / * = 
/ * o 7r* implique donc R7r* O / * = / * o R7r*. • 

Nous pouvons maintenant appliquer S G A I V , XVII 6.2.10 pour obtenir des résolu­
tions simpliciales : 

V . < 0 Jm,q = 0 e a l e £ 2 * — Xq 

et Cl 
H = - H - l 
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où ea : U(a) <-* X. Ces résolutions simpliciales sont celles associées au couple de 
foncteurs adjoints : 

Uuf): ( I l ^ ) é t - + * é t 

° ù 3 : Uiei Ui —> X (cf. [39] 1.5 par exemple). Le complexe double J # * est muni d'une 
action de G : si 

JP<1 = 0 JP« aCl 
|a| = - p + l 

l 'action de G se décompose sur les composantes en des morphismes 

V < ? € G g * j ™ ^ j ™ 

Le complexe double 

c™ = r,(x,j™) = 0 r,(u(a),i?u{a)) 
\a\ = -p+l 

convient alors car d'après le lemme 4.2.7 on a 

Eï9= 0 m{U(a),Fma)) 
M = - P + I 

On peut montrer (nous n'aurons pas besoin de cette proposition) en utilisant des 
résolutions par des faisceaux discrets comme dans [31] : 

Proposition 4.2.8. — Sous les mêmes hypothèses que précédemment, supposons de plus 
X quasi-algébrique, T localement constant, MiUi est un ouvert distingué et l'action 
de G sur X est continue. On peut alors trouver un complexe double comme précédem­
ment : 

CP>9 = (T) C p , q 

aCl 
H = - P + i 

tel que V a Cp,q soit un StabciU(a))-module lisse. 

4 .3 . Lien avec la suite spectrale de Rapoport -Zink ([66]) 

Supposons que la valuation de k est discrète. Soit y un schéma formel propre sur 
Spf(k°) dont la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux 

ys = ljYi 
i 

comme diviseurs de Cartier. Il y a alors un recouvrement yan = ( J i s p ~ 1 ( l ^ ) et une 
suite spectrale de cohomologie de Cech à support compact associée comme dans la 
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section précédente. Cette suite spectrale est la même que celle associée à la résolution 
du lemme 2.5 de [68] via l'isomorphisme 

ar*arRï& ~ R 6 j r ! J * 

où désigne les cycles proches, R 6 les cycles proches rigides analytiques de Berko-
vich, 

ar : ]J Yi* n ' * ' 0
 Yir —* y -

i\<"-<ir 

e t > : JJ s P - 1 ( y i ) n - - . n s p - 1 ( y < f . ) — > y ™ 
ii<---<ir 

Cette suite spectrale est équivariante lorsqu'un groupe agit en permutant les Yi, ce 
qui est par exemple le cas pour les espaces de Drinfeld. 

L'étape suivante dans [67] qui consiste à utiliser le calcul des cycles évanescents 
modérés de SGA7 consiste en rigide à calculer la cohomologie de « couronnes généra­
lisées » . 

4.4 . Cohomologie de MK 

Reprenons les mêmes conventions sur Ai que celles énoncées au début de la section 
2.3.9. 

4 .4 .1 . Lissité de l'action de — Le corollaire suivant est une conséquence de 
la proposition 2.3.11 et du lemme 8.4 de [3] : 

Corollaire 4.4.1. — Le groupe Jb agit continûment sur A4 K-

Définition 4.4.2. — Nous noterons H*(AiK <g)^ Cp,Qe) la cohomologie à support 
compact ^-adique de l'espace analytique A4K ® Cp (cf. 4.1). 

Remarque 4.4.3. — Le lecteur de désirant pas lire la section 4.1 pourra prendre comme 
définition de Hm

c(AiK ® # C p , Q*) 

U m l h n ê Ê C p ,Z /r*Z) ® 
U n 

où U parcourt les ouverts relativement compacts de MK-

Cet espace de cohomologie est muni d'une action de Jb x WE de la façon suivante : 
l 'action de Jb est celle induite par l'action sur AAK, l 'action du groupe d'inertie de 
Gai(E\E) est celle induite par action sur les coefficients C p , quant à l 'action d'un 
Frobenius a de WE elle est induite par la donnée de descente de Rapoport-Zink ([68]) 
a : AiK —• Ai^x . La cohomologie de Ai^ ®Ë ^P s'identifie en effet à celle de 
A^K ®È ^P Y M 1 X & A4K ® Cp —* Ai^ ® Cp. Lorsque la classe b est décent (cela 
signifie qu'il existe un entier s tel que (ba)s = (si/b)(p)o~s où Vb est le morphisme 
des pentes, cf. [68]), ce que l'on peut toujours supposer puisque cela ne change pas 
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l'espace de Rapoport-Zink, une puissance suffisamment grande as de la donnée de 
descente a définit une donnée de descente vers l'extension non-ramifiée de degré s de 
E tordue par un élément de Jb (lorsqu'il y a une seule pente r/s il s'agit de l'égalité 
classique Fs = p r c r s , l'élément de J& étant ici p). On en déduit qu'un Frobenius a 
agit de façon inversible sur ces espaces de cohomologie. Étant donné que la donnée de 
descente commute à l'action de J5, H*(A4K <g>£ C P , Q ^ ) est donc muni d'une action 
de Jb x WE> De plus, lorsque le niveau K varie, le système des H*(MK 0 C p , Qe) est 
muni d'une action de G(QP) x Jb x WE-

Remarque 4.4.4. — La donnée de descente a n'étant pas effective, il s'agit vraiment 
d'une action de WE et non d'une action de Gal(E\E). On remarquera en particulier 
qu'en général l 'action d'un Probenius de WE ne stabilise pas de sous-espace vectoriel 
de dimension finie (cf. la section suivante et en particulier la remarque 4.4.11). 

Définition 4.4.5. — Afin d'alléger les notations nous noterons désormais 

Hl(MK,Qe) :=Hï(MK®Cp 

H*C(MK,QÏ) : = H'(MK ® Cp,Qe) ® QJ? 

Lemme4.4.6. — Il y a un isomorphisme H'(MK,Qe) — H'(MR^ (g) C P , Q ^ ) où le 
second membre désigne la cohomologie étale à support compact £-adique des espaces 
adiques ([36]). 

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme 2.3.24 et du théorème 1.5 de 
[36]. • 

Combinant le théorème 4.1.19 ainsi que le corollaire 4.1.20 avec les corollaires 4.4.1 
et 3.2.7 on obtient : 

Corollaire 4.4.7. — Pour tout K, H*(MK,Qe) est un Jb x Ws-module lisse pour Fac­
tion de Jb et continu pour Vaction de l'inertie IE-

Exemple 4.4.8. — Plaçons nous dans le cas d'une donnée locale étale (exemple 2.3.22). 
Alors, 

H^(MK(b,(j,),Qe) = i ° S 1 < ? ^ ( 

\C?(G(QP)/K) siq = i 

et donc, l i m ^ H°(M(b,/x),Qe) = C™(G(QP)) où l'action de Jb = G(QP) se fait par 
la représentation régulière gauche et celle de G(QP) par la représentation régulière 
droite. L'action de WE est l'action triviale. 
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4 .4 .2 . U n lemme d'induction. — Soit A = H o m z ( X * ( G ) Q P , Z ) . Le groupe Jb 
étant une forme intérieure d'un sous-groupe de Levi Mb de G, tout x £ X*(G)QP se 
restreint à Mb et se transfert à Jb en un x G X * ( J b ) Q P . Notons 

4 = f| ker|x| 

X € * * ( G ) Q p 

OÙ 

IXl : Jb —•+ £ 

s '—• ^p(xO*0) 

Il y a une application ([68] 3.52) 

ujb • MQP) — • A 

x '—• [x ^ ÂfaO] 

Il y a également une application n2 : .M —• A J& équivariante. Le morphisme # 2 est 
essentiellement la hauteur de la rigidification p ([68] 3.52). Notons A ' C A l'image de 
7T2 sur laquelle Jb agit avec un nombre fini d'orbites. 

Définition 4.4.9. — Pour tout i élément de A ' notons M$ = 7f^" 1(i) 

On a donc 

MK = U M% 

décomposition de laquelle on déduit : 

Lemme 4.4.10. — Il y a un isomorphisme 

HXMK,Qi)* ( ± ) c - Ind^ , H'(M%,®e) 

OÙ 

4 = Q ker(|x|) 
X€X*(G)o„ 

L'intérêt de ce lemme est que lorsque b est une classe basique J\' = J\ a un centre 
compact . 

Remarque 4.4.11. — L'isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de J^-modules. 
En fait, le groupe G(QP) agit sur A . De même, il y a une action de WE sur A 
triviale sur l'inertie de WE et associée au fait que la donnée de descente de Rapoport -
Zink transformant la rigidification p en p composée avec le Probenius, elle change sa 
hauteur. Il y a alors un isomorphisme de Jb x G(QP) x WE-modules 

lïmH'c(MK,®p) ~ 0 c - I n d £ 6 X G ( Q p ) x V V E ) 1 ljmH'c(M$ 
K ieA/JbxG(Qp)xWE

 K 
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où ( Jb x G(QP) x WE)1 est le sous-groupe de Jb x G(QP) x WE agissant trivialement 
sur A . 

Rappelons que la catégorie abélienne des représentations lisses d'un groupe p-adique 
contient suffisamment d'injectifs et de projectifs. Ceci est une conséquence de l'exis­
tence d'adjoints à gauche (l 'induction compacte) et à droite (l 'induction) à la restric­
tion à un sous groupe fermé. 

Lemme 4.4.12. — Soit b une classe basique. Si r désigne le rang semi-simple de Jb, 
pour une représentation lisse n de Jb, pour i > r 

EXt}b_lisse(H-(MK,®e),n) = 0 

Démonstration 

Exti . „sse(c - Ind : > Hi(M^,Qe),n) = E x t V H s s e ( ^ ( A 4 ( ° ) , Q , ) ) 7 r ) 

Notons J® = Ç)xex*(M) ^ e r ( x ) ^ e s ^ u n groupe algébrique sur QP à centre fini. 
J®(QP) < Jl et J^ /J^(Q P ) est un groupe compact ce qui implique que si p i , p 2 sont 
deux représentations lisses de Jl, 

Extji-li»eO>l.P2) * Extî
Jo.LISSE(/91,P2)^1/-/T° 

Dans [72], il est construit pour toute représentation lisse d'un groupe algébrique H 
sur Q p ayant un caractère central x s u r ^ a composante connexe neutre du centre, 
une résolution projective dans la catégorie des représentations lisses ayant x comme 
caractère central sur de longueur inférieure à r. D 'où le résultat. • 

4 .4 .3 . Finitude 

Proposition 4.4.13. — Quel que soit 6 G A le j£-module Hq(M^\ Qt) est de type fini. 
De même H%(MK,Qe) est un Jb-module de type fini. 

Démonstration. — On vérifie en utilisant le théorème 2.4.13 qu'il y a un nombre 
fini d'orbites de composantes irréductibles de sous l'action de J^. Si Z i , . . . , Zt 

sont des représentants de ces orbites, soit U = Z f n U • • • U Z f n le tube au-dessus 
des Z i , un ouvert analytique dans A 4 a n . Notons encore U pour YÏ^CQ{U) C M.K-

Le corollaire 3.1.4 implique que U s'identifie à un tube au-dessus d'un fermé dans 
l'espace analytique associé à une variété algébrique propre sur 0%. Il résulte alors du 
théorème 3.3 (ii) de [36] que 

d i m g 7 ( f l | ( ^ Q ? ) ) < + o o 
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Soit K C Jl le stabilisateur de U. C'est un sous-groupe compact ouvert. Considérons 
le recouvrement (g • U)g-eJi/K de M$ • Il lui est associé une suite spectrale de coho­
mologie de Cech à support compact (IL4.2.2) concentrée en p ^ 0, dim(Sh) ^ q ^ 0 : 

ET = 0 m{U(a)^)^H^(MfMi) 
âCJi/K 
H = - p + i 

où U(a) = f)geag - U. Cette suite spectrale est Jl-équivariante où 

M g G Jl g, : Hq(U(a),Qt) ^ Hq(g • U(a),Q£) 

Si a C Jl/K notons Ka — Ç^-^gKg"1. Les espaces Hq(U(a),Qi) sont des Ka-
modules lisses puisque Ka agit continûment sur U(a) d'après le corollaire 4.4.1. Ré ­
crivons Epq sous la forme suivante : 

E™= 0 c - I n d £ 
[â}eJl\(Jl/K)-»+1 

Montrons maintenant que 

# { [ 5 ] G J*\ {JllKyp+l | U(a) * 0 } < +oo 

Pour cela, remarquons que si A est une union finie de composantes irréductibles de 
M^5\ {g G Jl | g - A fi A ^ 0 } est compact et que donc 

Q = {g e Jl \ g - U (1U ^ 0} 

est compact et contient K. Si [a] = [(#0> • • • iV-p)] € ̂ AW/̂ O P + 1 e s ^ tel Q u e 

U(a) ^ 0 alors, Mi ^ j g~1gj G if\f£ qui est fini. Modulo l 'action de Jl à gauche 
sur les (— p + l) -uplets on peut supposer que g-p E K et donc Migï G i f \f2 qui est 
fini. D 'où la finitude de l'ensemble. 

On conclu donc que Epq est une somme finie d'induites compactes de représenta­
tions de dimension finie et est donc une représentation de type fini de J^. D'après 
[19] la catégorie des J^-modules lisses est localement noethérienne (i.e. tout objet 
de type fini est noethérien). On en déduit que HP+q(M^ô\ Qt) possède une filtration 
finie FpHp+q(jti^, Q^) à quotients de type fini et est donc lui même de type fini. • 

Corollaire 4.4.14. — Pour toute représentation admissible n de Jb, pour tous K,p,q 

d i m ^ E x t ^ . ^ (h«(JCIK,QÎ),*) < 

Démonstration. — C'est une conséquence de la proposition précédente et du lemme 
qui suit. • 

Lemme 4.4.15. — Soit H un groupe p-adique réductif, ni une représentation lisse de 
type fini de H et TT2 une représentation admissible. Alors, 

Mi d i m ( E x t ^ _ l i s s e ( 7 n , 7 r 2 ) ) < oo 
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Démonstration. — 7Ti étant de type fini il existe une surjection 

a : @ c - I n d g . p{ — » m 
iei 

où / est fini, les Ki sont des sous-groupes compacts ouverts et les pi de dimension 
finie. La représentation de droite étant elle même de type fini, ker(a) est de type 
fini (locale noethérianité de la catégorie des représentations lisses de H ([19])) et 
on peut rappliquer le processus pour construire ainsi par récurrence une résolution 
projective P* —• 7Ti de 7Ti telle que V q Pq soit une représentation de type finie de H. 
On conclut aussitôt puisque si p est de type fini et 7T2 admissible alors H o m # (p, 7 ^ ) est 
de dimension finie. En effet, un morphisme H équivariant de p dans 7T2 est déterminé 
par l'image d'un nombre fini de vecteurs de p engendrant p. Or une telle famille finie 
de vecteurs est contenue dans pv pour un sous-groupe compact ouvert V et donc 
d'image dans T:\ qui est de dimension finie. • 

Remarque 4.4.16. — Dans [72] ce lemme est démontré d'une autre façon mais en 
supposant de plus que 7Ti est admissible. Cette restriction est donc inutile. 

Corollaire 4.4.17. — Soit b la classe basique. Supposons Jb anisotrope modulo son 
centre. Alors, 

V<5 e A V<? dim^HÏ(M%\We) < +™ 

Remarque 4.4.18. — Supposons la classe b basique. On ne peut espérer mieux que la 
proposition 4.4.13 dans le cas où Jb n'est pas anisotrope modulo son centre. En effet, 
on pourrait penser que H*(Ai^\Qi) est un J^-module de longueur finie. Mais cela 
est faux comme le montre l'exemple étale (exemple 4.4.8). 

4 .5 . U n e suite spectrale de Hochschild-Serre pour l'uniformisation 
de Rapoport -Zink 

4 .5 .1 . Suite spectrale pour l'action d'un groupe discret. — Soit X un espace 
analytique de dimension finie sur fc, T un groupe discret agissant sur X de telle manière 
que \/x G X, 3 U un voisinage de x tel que V 7 G T \ { I d } , 7 U DU = 0 . Le faisceau 
T\X sur le grand site étale de k est alors représentable par un espace analytique 
obtenu par recollement de tels ouverts (utiliser [1] 1.3.2,1.3.3). 

Soit une extension de degré fini L\Qe, V un L-espace vectoriel de dimension finie et 
p : T —> GL(VP) une représentation continue pour T muni de la topologie profinie et 
GL(V^) de la topologie ^-adique. Le morphisme p : X —• T\X étant un isomorphisme 
local il est associé à p un faisceau étale L-adique localement constant Tp sur r \ X : si 
M C Vp est un C^-réseau stable par T, V n pn : Y —> G L ( M / t u £ M ) se factorise par 
un sous-groupe d'indice fini r n < T et Tp = (F^n ®oL L o u Fn est trivial sur Tn\X 
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(qui est étale fini au-dessus de associé à la représentation 

7rî° p(r\A:) — rn\r G L ( M / ^ M ) 

Théorème 4.5.1 

(1) Soit T un faisceau L-adique étale sur T\X. Il y a une suite spectrale de type 
cohomologique convergente 

E™ = E x t r
p {H-"{X, p*F), 1 ) = • (T\X, F)* 

(2) Il y a une suite spectrale convergente 

E™ = E x t * (H-i(X,L),p) => H-^\T\X,^pr 

Démonstration. — Commençons par remarquer que 2) se déduit de 1) . En effet, il 
y a un isomorphisme de T-faisceaux p*Jr

p ~ V_p où V_p désigne le faisceau constant 
muni de l 'action de T via p. Donc, H~q(X,p*Jr) ~ H~q(X, L)®p comme T-modules. 
Si M et iV sont deux L[r]-modules il y a une formule d'adjonction (puisque L est un 
corps) E x t £ ( M ® p,N) ~ E x t £ ( M , p (g) N). Cela montre donc que 1) implique 2). 

Passons donc maintenant à la démonstration de 1) . Celle ci consiste à écrire un 
complexe de cohomologie de Cech à support compact dont la cohomologie calcule 
la cohomologie à support compact de X à coefficients dans p^J7 dans la catégorie 
dérivée bornée des complexes de L[r]-modules, et à identifier l'image par le foncteur 
R H o m r ( « , l ) de cet objet avec le dual d'un complexe de cohomologie de Cech à 
support compact dont la cohomologie est la cohomologie à support compact de T\X 
à coefficients dans T. 

Soit (Ui)iei un recouvrement ouvert de X par des ouverts vérifiant 

yi^jU.^U e t V 7 e r \ { I d } Ui"ynUi = 0 

Nous travaillerons parfois directement avec des faisceaux L-adiques et des fais­
ceaux de L-modules pour ne pas alourdir les notations. Le lecteur effrayé pourra 
travailler avec des faisceaux O^-adiques comme précédemment et tensoriser par L 
dès qu'il verra un H*. Soit Ç E 0 L » ~ 3~sc/(Y\x)ét J~ — Q % L. Considérons 
Rn*Ç G D + ( ( r \ X ) é t , OL) et soit J* un complexe de faisceaux de L-modules injectifs 
représentant (Rn+G) ® L. Tronquons X* de telle manière que si l 'on note encore J* le 
tronqué, la cohomologie du complexe T\(T\X,1*) calcule H*(T\X, T). Le morphisme 
p étant étale, p*l* est un complexe de L-modules injectifs qui est muni d'une action 
de T. De plus, d'après la démonstration du lemme 4.2.7 

P*(RTT*£) =R7f . (p ' \F) 

où rappelons que n est l'équivalent T-équivariant de ix. Donc, la cohomologie du com­
plexe T\(X,p*T*) muni de l'action de Y déduite de celle sur p*T* calcule H^X^p*?) 
comme T-module. 
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Considérons le complexe double de cohomologie de Cech à support compact (cf. la 
démonstration de 4.2.2) associé à p*T* et au recouvrement (Ui • 7 ) i e / , 7 G r de X : 

Cp'q= 0 T,(U(a),p*l") 
aClxF 

H = - p + i 

où U (a) = 7 ^ G a (7i -7 . Le groupe T opère sur C" via les morphismes 

V 7 e r Fl(U(a),p"clq) - ^ ^ ( l / f r - a ) , ! 9 ) 

où pour un 7 l 'application a \-> 7 • a est définie grâce à l 'hypothèse Mi ^ j Ui ^ Uj. 
On a alors l 'isomorphisme de T-module 

i J n ( T o t e C " ) ~ Hn(X,p*f) 

Posons pour un entier p 

Vv = {a C / x T | |a| = -p + 1 } 

sur lequel F agit à gauche via la seconde composante. Remarquons maintenant que 

C™= 0 c-Ind[ Fi(U(a),p*lq) 
aer\vp 

Il résulte de cette identité que T o t e C , # est un complexe de projectifs dans la catégorie 
des L[R] -modules et que donc, si F désigne le foncteur contravariant exact à gauche 
H o m r ( - , 1), 

R n F ( T o t e C " ) ~ H-n(F(Tot®C")) 

où M n F désigne l 'hypercohomologie de F. Quant à la seconde suite spectrale d'hy-
percohomologie elle donne : 

Ev
2

q = RpF(H-q(Tot®C")) R p + 9 F ( T o t e C # # ) 

or, on sait déjà que 

RpF(Hq(Toi®C")) = E x t r
p (H-q(X, L ) , l ) 

Il reste donc à montrer que Hn(F(Tot®C")) ~ H™(F\X, T). 
Le complexe F(Tot®C*°) est le complexe simple associé au complexe double 

H o m r ( C # # , 1). Montrons que H o m r ( C # , , l ) est isomorphe au dual du complexe 
double de cohomologie de Cech à support compact associé à X* et au recouvrement 
(p(Ui))iei de r \ X qui calcule Hl(F\X,Jc), ce qui conclura. Notons Cp un ensemble 
de représentants de Vv modulo F. D'après la loi réciprocité de Probenius pour les 
induites compactes 

H o m r ( C ™ , l ) = ( 0 R , ( t f ( a ) , P * Z * ) ) * 
aecp 

ASTÉRISQUE 291 



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 7 9 

C'est le complexe double associé au complexe de complexes cosimpliciaux dual du 
complexe de complexes simpliciaux associé aux applications 

V a G C p + i V/? G Cp / a , £ : r,(tf(a),p*I*) — r, (£/(/?), p*X«) 

où / a , / 3 = 7! s'il existe 7 G T 7 - a C / 3 e t / a j i g = 0 sinon. Le complexe de cohomologie 
de Cech à support compact associé à X9 et (p(£/f))iei est 

BP,Q = 

0 r , ( r | p ( ^ ) ^ ) 
/3C/ ie/3 

\0\=-p+l 

On vérifie en utilisant que Vi V 7 G T \ { I d } 7 -UiDUi = 0 que si 

£ :Cp — { / ? C l | | / ? | = - p + l } 

{(*o, 7o) , . . . , ( i - P , 7 - P ) } 1—» {*o, • • •, i-P} 
alors, 

v / s c / n ^ ) = 11 

et que donc 

= 0 r,{P{u{a))aq) 
aeCp 

OT P\u(a) : U(a) p(U(a)) et donc 

r , ( P ( ^ ( a ) ) , 2 « ) ^ r l ( C r ( a ) , p * I ' ) 

d'où l 'isomorphisme 
H o m r ( C * ' # , l ) ~ 

(on vérifie facilement, par exemple au niveau des complexes simpliciaux, que les ap­
plications de bord sont les mêmes) • 

Remarque 4.5.2 (Indépendance du choix du recouvrement). — La suite spectrale cons­
truite dans le théorème précédent semble a priori dépendre du choix d'un recouvre­
ment (Ui)iei de X vérifiant V i G I V 7 G T \ { I d } Ui D 7 • Ui = 0 . Si U désigne un 
tel recouvrement notons Epq(U) la suite spectrale associée. Si U et V sont deux tels 
recouvrements on peut toujours trouver un troisième recouvrement W plus fin que U 
et W vérifiant ces hypothèses. Si de plus V est plus fin que U il a un isomorphisme 
de suites spectrales (pour r ^ 2) 

EPq(U)^->EPq(V) 

associé (il s'agit d'un morphisme naturel défini au niveau des complexes de coho­
mologie de Cech à support compact qui induit un isomorphisme puisque c'est le cas 
au niveau des Epq). Ces isomorphismes se composent de façon naturel. On a donc 
un système inductif de suites spectrales (EPq(JA))u où U parcourt des recouvrements 
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vérifiant les hypothèses ci-dessus et où U ^ V si V est plus fin que U. Les mor-
phismes de transition sont des isomorphismes et si l 'on veut une définition canonique 
ne dépendant pas du choix d'un recouvrement on peut poser 

EPq = limEPq(U) 
u 

Remarque 4.5.3. — La suite spectrale est naturelle en X , T,p au sens suivant : si 
X ' , T' , p' vérifient les mêmes hypothèses que X , T, p et si 

f:x—+x', g.r-^r' 
où / est étale fini et g un morphisme de groupe sont tels que 

V 7 e r V * G X f{l • x) = g(<y) • f(x) 

et 

p = p; o g 

alors, il y a un morphisme induit : / : X/T —> X'/V qui induit un morphisme f Tp> —> 
Tp qui induit un morphisme * / , : # ~ ( p + < ? ) ( X ' / r ' , J y ) * - * H~{p+q\x/T, Tp)\ 

Il y a alors un morphisme de suite spectrales EPq(X' ,T', p') —• EP>q(X,T,p) qui 
induit sur la limite * / j et tel que le morphisme sur les EPq soit le morphisme 

Extp(H-q(X\L),pf) — E x t / ( ^ ( X , L ) , p ) 

qui se déduit des deux applications f\ : HP(X, L) —> HP(X', L) et p' —• p par foncto-
rialité des Ext. 

Ces morphismes de suites spectrales se composent naturellement au sens où l 'ap­
plication ( X , r ,p) i—• EPq est un foncteur de la catégorie des triplets vérifiant les 
hypothèses ci-dessus et munis de morphismes du type de ceux ci-dessus dans la caté­
gorie des suites spectrales. 

Nous utiliserons en fait la variante suivante du théorème précédent : 

Théorème 4.5.4. — Sous les hypothèses précédentes, il y a une suite spectrale 
Gal(k\k)-équivariante 

Epq = Extp
r(H-q(x ê k f ) ,p) => H~(p+q\r\x § f c %rpy 

Démonstration. — Reprenons les notations de la démonstration du théorème précé­
dent. Appliquons la démonstration de ce théorème au recouvrement (Ui (g) de 
X §> k et au complexes de faisceaux obtenus à partir de 1* par pull-back vers X k. 

L'équivariance de la suite spectrale obtenue ne pose alors pas de problème. • 

Les remarques 4.5.2 et 4.5.3 s'appliquent bien sûr également au théorème 4.5.4. 
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Variantes 4.5.5 

• A u lieu de nous placer dans le cadre des coefficients ^-adiques considérons des F^-
coefficients. La démonstration précédente s'adapte aussitôt (et est même plus simple 
puisqu'on n'a pas besoin d'utiliser la machinerie du foncteur R7r*) pour montrer l'exis­
tence d'une suite spectrale du même type. Le point clef étant de remarquer que si M 
est un F^-espace vectoriel alors c-Ind^ M est un T-module projectif, comme c'était le 
cas pour les L coefficients. 

• Par contre, si l 'on prend comme coefficients un anneau artinien local R de corps 
résiduel de caractéristique £ la démonstration ne s'adapte pas en général. Cependant 
supposons R Gorenstein (ce qui est par exemple le cas si R = OL/IZ>™OL avec L|Q^ 
de degré fini et m G N) . Alors, avec les notations de la démonstration, pour le système 
local de i?-modules T sur (X /R ) é t on peut trouver une résolution flasque X* de T 
telle que V a le i ï -module T\(U(a),p*XQ) soit projectif et donc le i?[R ] -module induit 
compact soit projectif. En effet, utilisant des résolutions de Godement, si pour x un 
point de T\X on note ix : Spec(K(x)s)ét —• Spec{K{x))ét —> (r\X )ét , il suffit de 
vérifier que si l 'on se fixe pour tout x un i î -module injectif MX alors pour tout a le 
i î -module 

r}(u(a),p*(l[ix.Mxj) = R , ( p ( t f ( a ) ) , J J ix*Mx) 

* xep{u{a)) 
est projectif. Or, écrivant U (a) comme union croissante d'ouverts relativement com­
pacts, ce dernier module s'écrit comme limite inductive de modules de la forme 

R ( V , HiX*MX) = ]JMX 

xev xev 

avec V un ouvert relativement compact dans p(U(a)). Ce dernier module est injectif, 
puisque les MX le sont, donc projectif, puisque R est Gorenstein. Une limite inductive 
de modules projectifs dont les applications de transition sont facteur direct, étant 
projective on en conclut que dans ce cas il y a une suite spectrale : 

E™ = E x t £ [ r ] ( # - « ( * êk %P) H - ^ q \ r \ x êk %fPy 
où M * = Hom j R(M, R) (R étant Gorenstein de dimension 0, R est dualisant). 

Remarque 4.5.6. — Supposons X lisse sur k. Si l 'on considère comme coefficients un 
corps de caractéristique £ la suite spectrale obtenue est égale, via la dualité de Poin-
caré, à la suite spectrale obtenue pour les groupes de cohomologie en écrivant la suite 
spectrale de foncteurs composés associée à l'égalité T(T\X,F) = T(X,p*J7)T. Cepen­
dant dans le cas de la seconde variante ci-dessus ces deux suites ne sont pas forcément 
égales. Pour les coefficients ^-adiques, la cohomologie sans support et donc la dualité 
de Poincaré n'ayant pas de sens en général, il n'y a pas de telle interprétation. 
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4 .5 .2 . La suite spectrale de Hochschild-Serre 

4-5.2.1. Spéculations. — L'idée de l'existence d'une suite spectrale telle qu'elle est 
énoncée dans le théorème qui suit est due à Michael Harris ([30]). Dans [30] M. Harris 
démontre l'existence de cette suite spectrale dans le cas de l'espace de Drinfeld uni­
formisant des variétés de Shimura différentes des nôtres. Néanmoins la démonstration 
que nous allons donner s'applique à n'importe quel type d'uniformisation. 

Reprenons les notations globales du premier chapitre. Soit donc b € -B(GQ P , / X QJ) 
et (f) une classe d'isogénie associée à b. 

Définition 4.5.7. — G* ( A / ) = Jb x G(Ap
f) 

Il y a donc une inclusion J ^ ( A / ) G ^ ( A / ) via l'action d'un automorphisme de 0 
sur l 'homologie cristalline en p et ^-adique pour £ ̂  p. Il y a alors des isomorphismes 
lorsque K = KPKP varie 

(MKP x G(Ap
f)/Kp) (MKP x I+{Q)\G*{AF)/K») /Jb 

[x,yKp]^[x,lt'(®)yKp} 

où, contrairement au membre de gauche, Jb agit à droite sur MKP dans le membre 
de droite. Récrivons donc l'isomorphisme d'uniformisation rigide sous la forme 

(MKP x I*(Q)\G*(AF)/K") M ^ Sh%(4>) 

De ce point de vue là, l'uniformisation de Rapoport-Zink est une uniformisation p-
adique. Pour simplifier supposons que p = 1. Supposons l'existence d'une suite spec­
trale du type Hochschild-Serre associée au quotient p-adique précédent : 

E™ = E x t £ . l i s s e (h-«(MKP x I+{Q)\G*(AF)/K*tt, l ) = » tf-^(Sh^),Q^ 

Alors, 

H!(MKP x I+(Q)\G*(AF)/K*,QÙ = H*{MKP,QÙ®QÏ[I+(Q:)\G*{Af)/K*] 

comme J^-module. Et donc, 

= E x t £ _ l i s s e ( i I « ( A ^ p , ^ ) , ^ 

où Af est un espace de « formes automorphes sur G^ » de type 1 à l'infini. 
Le théorème qui suit donne une démonstration de ces spéculations. La démonstra­

tion que nous donnons est valable dans un cadre beaucoup plus général que celui des 
variétés de Shimura que nous considérons (par exemple dans le cadre de la conjec­
ture 4.2 de [32]). Elle est différente de celle de [30] qui ne se généralise pas au cadre 
général. 
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4.5.2.2. La suite spectrale. — Rappelons que nous notons 

H-C{MK,Q£) = H-C(MK ® CP,Q£) ® Qe. 

Fixons b G B(Gqp, p,Q^) et (j> une classe d'isogénie dans la strate indexée par b {cf. le 
chapitre 3) . Nous allons définir un espace de formes automorphes sur G ^ ( A j ) . 

Définition 4.5.8 

A+ = {f: G<t>{Af) -+Vp\f est G * ( A / ) - l i s s e à droite et 

V 7 € I * ( Q ) / ( 7 - ) = P ( 7 ) • / ( • ) } 

Pour 7 G i ^ ( Q ) , p ( 7 ) signifie que 7 est vu comme un élément de G(Q^) via J^(Q) 
G(Q^) ^ G ( Q j ) . Via l 'isomorphisme fixé C on a 

A+ = {f: G<j>{Af) -+Vp\f est lisse et V 7 e I+(Q) / ( 7 . ) = p ( 7 ) • / ( . ) } 

où ici p ( 7 ) est défini via J^(Q) i ^ ( C ) ^ G ( C ) . L'espace Af est celui des « formes 
automorphes sur G^ » de type p à l'infini. Il est muni d'une action lisse de G^{Af) 
par translations à droite. 

Si Kp c G ( A ^ ) C G^{Af) nous noterons (.AjJ)*^ l'espace des formes invariantes 
par Kp Le. de niveau contenu dans Kp. 

Remarque 4.5.9. — Soit A{I^)P l'espace des formes automorphes usuelles sur 1^ se 
transformant via p\i<t>(R) à l'infini. Il y a alors un isomorphisme 

A* c lnd%^ A(I% 

où Ind désigne l'induite lisse. 

Soit N = d i m ( . M a n ) = dim(Sh). Soit K = KVKP un niveau. 

Définition 4.5.10. — Posons 

H-(Sh%U),£p) = H2
c
N-'(Sh%(<t>) ê £„,£*)*(-N) 

Il s'agit du dual de Poincaré algébrique. 

Remarque 4.5.11. — Cette définition est complètement formelle puisqu'à part pour la 
strate basique, ces espaces de cohomologie sont de dimension infinie. Néanmoins, dans 
le cas de la strate basique, ces groupes peuvent s'interpréter comme l'aboutissement 
d'une suite spectrale des cycles évanescents Sadique (II.5.9.4) 

Théorème 4.5.12. — Il y a un système compatible de suites spectrales G{Af) x WEV-

équivariant 

E?(KPK*) = E x t J 6 . l i s s e (H™-*(MKp,Qe)m C^)*") = * # p + 9 
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Quelques remarques s'imposent avant la démonstration : G(Af) = G(QP) x G(AP
C) 

et V g G G(QP) il y a un morphisme 

H2
C

N-\Mg-1Kp9,Qe) H2
C

N-Q(MKp,Qe) 

qui induit par fonctorialité des Ext un morphisme EPq(KpKp) -> EPq{g-1KpgKp). 
Dire que la suite spectrale est G(Qp)-équivariante signifie que ce morphisme est le 

morphisme associé au niveau des groupes Epq à un morphisme de suites spectrales 

EPq(KvKp) — EPq(g Kt)gKp) 

qui induit dans la limite le morphisme usuel 

HP+i(ShK(<f>),£;n) — + H?+i(Shg-lKg(<t>),£™) 

Cela signifie également que ces morphismes de suites spectrales se composent de façon 
naturelle. De même, G(AP) opère sur Af et donc induit un morphisme pour g G 
G(A?F) 

(Af) KP 
> 

qui induit le morphisme EPQ(K) —> EPq(Kpg~lKpg). La G(A^)-équivariance est alors 
prise au même sens que pour G(QP). Quant à l 'action de WEV elle se fait sur chaque 
EPq(K) et ne pose pas de problème d'interprétation. 

Reste à expliquer ce que l 'on appelle système compatible. Soient donc Kp C Kp et 
Kpf C Kp. La compatibilité signifie qu'il y a un morphisme de suites spectrales 

EPq [K'pKp') — EPq(KpKp) 

qui est induit au niveau des termes EPq par les morphismes J^-équivariants 

(TIKP,KP)\ : HQ(MK<,Qe) 

et l'inclusion 

KP c ^ (Atr' 
couplés à la fonctorialité de Ext. Bien sûr, ces morphismes de transition sont compa­
tibles à l 'action de G ( A / ) x WEV-

Démonstration. — Prenons les notations suivantes pour l'uniformisation rigide : 

6 :J* (Q)\ ( M K P X G{AP)/KP) ^ Shf?(*) 
Soient (yi)iei des éléments de G(AP,)/KP vérifiant 

G(AP
F)/KP = n 

tel 
J*(0) • y* 

et notons pour tout i dans J I\ = Stsbj<t>^(yi). Nous verrons les groupes I\ comme 
des sous-groupes de Jb via le plongement I^(Q) Jb- A un tel choix est associé un 
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isomorphisme 

S ( W ) . : U rA^^ ^ (MKp x G(Ap
f)/K») 

iei 
Notons pi :Ti —• GL(VP) le morphisme continu (pour I\ muni de la topologie profinie 
et Vp la topologie f-adique) défini par le composé 

r , J*{Q) G(Q*) GL(F P ) 

Lemme 4.5.13 

= 11^ 
où J 7 ^ es£ Ze système local associé à pi (cf. le début de la section ^.5.1). 

Démonstration. — Il suffit de regarder ce que donne une variation du niveau Kp à 
droite sur la décomposition de gauche. • 

Nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants : 

Lemme 4.5.14. — Soit i £ I. Soient n\ une représentation lisse de Jb et 7r 2 une re­
présentation de Ti 

E x f J b . l i s s e ( 7 T 1 , I n d £ 7T2) ^ Extf.(TTi, 7T2) 

où les induites Ind sont des induites lisses. 

Démonstration. — Cela résulte de la réciprocité de Probenius usuelle pour les groupes 
p-adiques et de ce que Ti étant discret, Extrviisse = Extrv • 

Lemme4.5.15. — Soient 7r et (pi)iei des représentations lisses de Jb. Il y a un iso­
morphisme canonique 

N ^ V i i s s e ^ P O - Ext J b _i i S S e (TT, ( I l i G / P 0 l l S S e ) 
tel 

où pi)hsse est la partie lisse de la représentation produit. 

Démonstration. — Soit P . - » 7r une résolution projective de n dans la catégorie des 
Jb-modules lisses. 

N E x t iU- (^ Pi) = N ^ H o m j ^ P . , * ) ) 

i£l i£l 

= f P ' ( j j H o m j 6 ( P . , f t ) ) 

tel 

= fP(Hom J b (P . ,JI P i)) 

or H o m j b ( P . , pi) = H o m j b ( P # , (Yliei Pi)hsse) c a r p* étant l i s s e l 'image d'un mor­
phisme de Jfc-module de P . vers Y\iPi e s ^ contenue dans (YiiPi)hsse- D 'où le résul­
tat. • 
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Pour i G / nous considérons la suite spectrale du théorème 4.5.4 (rappelons qu'a 
fin de ne pas alourdir les notations on ne note pas les extensions des scalaires à C p ) : 

E™(i) = E x t * (H:"(MKp,Qe),Pi) =* H~^p+q\Ti\M,TPi)* 

Le produit de ces suites spectrales est une suite spectrale convergente 

n 
iei 

Ep
2
q(i) => 

i€l 
{MlTi,KP^KPy 

L'aboutissement de cette suite spectrale se récrit 

UHc(P+q) 

iei 

(MTi Kv.T*, „ „ * —> jj-(p+q) (U 
tel 

II 
iei 

J Pi,KP J 

E(yi)i)= 
n H-(P+i) ( > ( Q ) \ (MKP X G(AP

F)/KP),Cpy 

e, n ( S h H < ^ ) * = Hp+q+2N(Sh£(</>), CP)(N) 

Quant aux premiers termes, grâce au lemme 4.5.14 

Vz e / Vp,q Extl(H-q(MKp,Qe),Pi) ~ ExtpP
b_VlsjH-q(MKp,®t),In4<> Pi) 

et donc grâce au lemme 4.5.15 

n 
iei 

E?(i) E x t ^ l i s s e (H^(MKPM ( I L * ) W 

L'ingrédient suivant est le lemme 

Lemme 4.5.16. — Il y a un isomorphisme de Jb-modules 

c<i«).: ( I I I n d r W 
tel 

lisse 
= (A^p)kp 

Démonstration. — Définissons C(^)i- Soit (fi)iei £ Yli^^Fi Pi- On a donc, Vi G / , 
fi'- Jb^ Vp et est tel que V 7 G T* ^(7.) = ^ ( 7 ) • fi(.). Définissons / = C(yi)i((fi)i) 
(Afp) s'identifie aux fonctions de JbxG(Ap

e)/Kp à valeurs dans Vp se transformant 
via p par l 'action à gauche de I*(Q). Soit (a, b) G Jb x G(Ap

f)/Kp. 3 H G / 3 7 G 
I^(Q) b = 7 • yi. Posons alors 

/ ( a , 6 ) = p ( 7 ) - / i ( 7 _ 1 a ) 

/ ( a , b) est bien défini car si b = 7' • 3/2 où 7' G i ^ ( Q ) alors 7' *7 G Ti et donc 

p{ï) • /i(V a)) = p(i) • Mtfih-1") 
= Pin')pi(i 1 7 ) / i ( 7 1à) = p(l)h(l 1a) 

Par définition de / , V 7 G I^(Q) /(7«) = p(l) • / (• )• La lissité de / est claire quant 
à l 'action de G(AP

C) puisqu'elle est invariante par Kv\ quant à la lissité vis à vis de 
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l 'action de elle résulte de l'existence d'un sous-groupe compact ouvert C dans 
vérifiant V c G C V i G / / . ( . c ) = / * ( . ) . 

Définissons l'inverse de Ç{yi)i. Si / G Ô )*̂ , / : Jb x G(AP)/KP -* Vp, pour un i 
dans J et a dans posons 

fi(à) = ffaVi) 

f (fi)i e s ^ bien l'inverse de Cfa*)»-

On obtient donc au final une suite spectrale W^-équivariante 

Ep
2
q((yi)iei) = Extllis^(H-q(MKp,Wi), (At)KP) = > ff2Ar+*+'(Sh£(</>), Cfi)(N) 

où EPq((yi)i) et l'aboutissement ne dépendent pas du choix (yi)i mais où les autres 
termes en dépendent a priori. 

La suite spectrale annoncée s'obtient en translatant verticalement cette suite spec­
trale de 2N et en la tordant par Qe(—N). 

Montrons qu'en fait cette suite spectrale est indépendante du choix des {yi)% au 
sens suivant : 

Lemme 4.5.17. — Supposons choisis des (y'j)jej, y'^ G G(Af)/Kp tels que 

G(Af)/Kp = ]]LI*(Q)-y'j 

Il y alors un isomorphisme naturel de suites spectrales EPq((yi)i) —» EPq{{y'^)j) indui­
sant Videntité sur EPq et Vaboutissement : 

Epq((î/i)ie/) = E x t l : h s s e ( H - " ( M K p , Qt), (Af)KP) = > H-^iSh^UYCë)* 

Id Id 

* £ W , W ) = E x t X-Hsse ( H c q (.MKp,Qe), (A*)KP) = > tf-^(Sh-(4>), Ctf 

La naturalité étant prise au sens où si Von fait un troisième choix (yf^)k comme ci-
dessus le morphisme de suites spectrales EPq((yi)i) —> EPq((y%)k) est le composé de 
EFdyù) - EFMfr) et E?^) - E™{{x'l)k) 

Démonstration. — Quitte à réindexer on peut supposer que J = I et que V i G / , 
Vi £ I^(Q) * Vi- Fixons pour tout i dans I un 7; dans I^(Q) vérifiant y'i = li • yi- On 
a donc 

Vi G / r j = S t a b j , ( Q ) y\ = 7 * ^ 7 " 1 

On définit comme précédemment p\. Notons pour tout i dans I EPq(i)' la suite 
spectrale associée à (MKp, Pi)-

Considérons l'isomorphisme de suites spectrales associé au morphisme de triplets 
(X,T,p) —• ( X ' , r ' , p ' ) par la remarque 4.5.3 où X = X' = MKP, le morphisme 
X —> X' est l 'action de 7* G J?,, T = I\, = 1^ et le morphisme de groupes r —• Y' 
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est la conjugaison par 7 i , et le morphisme p —> p' o int - i est la conjugaison par 
p(ji). A un tel choix de ( 7 ^ est donc associé un isomorphisme de suites spectrales 

E™(i) HP+^T^MK,,^) 

a ( 7 i ) i - -

ÉPI (i)' œ+HT'AMK., T-, ) 

Le morphisme o j ( 7 i ) i induit au niveau des termes E^9 un morphisme 

ExtP
RI(H«(MKp,Qe),Pi) —> Ext£ , ( t f « ( .M X P ,Q , ) ,PD 

qui se décrit en utilisant la fonctorialité de Ext. 
Le produit de ces isomorphismes de suites spectrales induit un isomorphisme de 

suites spectrales convergentes 

11^(0 ^ Ext -> 11^(0 ^ Ext 

Rappelons qu'au choix des yi on a associé deux isomorphismes 

11 (̂0 ^ Ext; 6. l i s s e(ff^(MxP,QF), K) ) 
i£l 

et 

n H7(p+q>(Ti\Airc-, Tr,,)* H7{p+q>(Sh^(é)Xn)* 

On a fait de même pour (y[)i. On en déduit l'existence de l 'isomorphisme de suites 
spectrales annoncé. 

Afin de montrer que ce morphisme induit bien l'identité sur les termes associés à 
r = 2 il faut montrer le lemme suivant 

Lemme 4.5.18. — Les diagrammes suivants commutent : 

I L ^ ( 0 

Vxtl^E(HC-«(MKp,®e)AAt)KP) 

I L * T ( 0 ' 
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IL HT9 r,;\M,jF„, 

Ili7t! ^ 

IL Ic^iT'AM,^) 

HP+"(I<f(Q)\(MKP x G(Ap
f)/Kv),G*£p) 

Démonstration. — Pour le deuxième diagramme c'est clair puisque le diagramme 
suivant commute : 

IL TA M 

TL'v* 

IL Ti\M 

I*(®)\(MKP X G{A?F)/K>) 

Quant au premier cela se ramène aisément (il suffit de suivre les différents isomor-
phismes) à montrer que le diagramme suivant commute : 

I n d ^ pi 

(At)KP 

C(*{)i 
I n d j ^ 

Ai 

où Ai : Ind^.pi I n d ^ p• est induit par (mt9i,p^i)) : (T^pi) -> (r^p-). La 
commutâtivité est laissée au lecteur. • 

Remarquons que l'isomorphisme de suites spectrales ainsi construit dépend du 
choix des ji qui ne sont pas uniques. Néanmoins, si l 'on fait un autre choix de ji 
l 'isomorphisme de suites spectrales induit encore l'identité sur le premier terme de 
la suite spectrale. Or deux morphismes de suites spectrales coïncidant sur les termes 
EPq coïncident. L'isomorphisme ne dépend donc pas du choix des 7^. 
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Finalement il reste à vérifier la naturalité des morphismes de suites spectrales 
construits mais cela est clair par le même argument que précédemment puisque sur 
les termes EPq tous donnent l'identité. Cela finit la démonstration de l'indépendance 
des du choix des yi. • 

Afin d'avoir une définition intrinsèque ne dépendant pas du choix des {y%)i nous 
poserons 

EPq = lim ElHlyAi) 

(Vi)i 
où les isomorphismes de transition sont les isomorphismes construits dans le lemme 
4.5.17. Il résulte également de ce lemme qu'il y a un isomorphisme canonique 

E? ^ ExtJb.lisSe(H-«(MKp,®e), {At)K ) 

Reste à vérifier l'équivariance de la suite spectrale. 
Nous allons faire varier le groupe K — KPKP, c'est pourquoi nous préciserons les 

notations précédentes en notant 

EF(K,yi) 
la suite spectrale notée auparavant EPq(i), 

EPq(K, (yi)i) 

la suite spectrale construite précédemment associée à des (y,)* vérifiant 

G(Ap

f)/Kp = II l<p(Q)-yi 

et 
Epq(K) = \im EPq(K, (yAi) 

(Vi)i 

Commençons par la G(Q p ) -équivariance . Soit g G G(QP) et (yi)iei- Puisque l'action, 
de G(QP) commute à celle de pour tout i dans I g~x induit un isomorphisme de 
triplets (4.5.3) 

(Mg-iKpg,Tupi) (MKp,Fi,Pi) 

d'où d'après la remarque 4.5.3 un isomorphisme de suites spectrales 

Epq{Kv,Vi) ^ E^ig-'K^yi) 

qui induit le morphisme annoncé sur les termes EPq, c'est-à-dire le transposé du 
morphisme 

H-q(Mg-.Kpg,Qe) H-q{MKp,Qe) 

Prenant le produit de ces morphismes lorsque i varie on obtient un isomorphisme 

E?(K, (W)<) ^ Ep

r

q{g-lKpgKp, ( w ) i ) 
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Si de plus on fait un autre choix de (2/^)2, le diagramme suivant est commutatif 

EFlKAyùi) E?'(g-1Kpgia',(yi)i) 

E?*(K, (y')i) E™{g-iKpgKp,(y'i)i) 

où les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.5.17. En effet, ce 
diagramme de suites spectrales commute au niveau des termes Epq, il commute donc. 
On en déduit en prenant la limite sur tous les (yi)i un isomorphisme 

E?(K) ^ EPq(g-lKp9Kp) 

Passons à la G(A^)-équivariance. Soit donc g G G(AP) et {yi)i comme précédem­
ment. L'élément g induit un isomorphisme 

a : G(AP)/KP ^ G(Ap
f)/(g~1Kpg) 

xKp ' * xgig-iKPg) 

qui commute à l 'action de J * ( Q ) et donc, comme (y%)i est tel que 

G(APf)/Kp = u 
i€l in®) • vi 

on a 

G(Ap)/(g-lKpg) = II 
iei 

iH®)Myi) 

Remarquons que pour i e I r z = Stabj<p(Q)yi = Stabj0(Q) a(yi). Il y a donc des 
égalités 

EPq(K,yi) = Epq{Kpg-lKpg,a{yi)) 

Prenant le produit sur i on obtient l'égalité 

E™(KPKP, (y,)*) = Epq{Kpg-lKpg, (a(yi))t) 

Pour montrer que ce morphisme induit bien l'application attendue sur les termes EPq 

il faut montrer le lemme suivant dont la démonstration ne pose aucun problème 

Lemme 4.5.19. — Le diagramme suivant commute 

K v S(î/i)i 
I n d ^ pi 

g-'K^g C(a(î/»))i ILe/ I n d £ pi 

où Vapplication verticale de gauche est induite par la translation d'une fonction de 
Af par g. 
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Si maintenant {y'i)i est un autre choix, le diagramme suivant commute 

E™{K, (yi)i) • EPq(Kpg~1Kpg, (<*(»<))<) 

E™{K, (yDi) • Ep
r«{Kpg-lKpg, (afoj))*) 

où les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.5.17. En effet, 
il résulte de la commutativité du diagramme précédent que ce diagramme commute 
au niveau des termes Epq'. Il commute donc. Passant à la limite on obtient donc un 
isomorphisme 

E™{K) Ep"{Kpg-lKpg) 

Passons maintenant à la compatibilité lorsque K varie. Soit donc K'p C Kp un 
sous-groupe compact ouvert et K' = Kf

pKp. Soit (yi)i comme précédemment. Il y a 
alors pour tout i dans I un morphisme de triplets 

(MKp,Ti,pi) —• (MKp,Ti,pi) 

qui induit un morphisme de suites spectrales 

EP"(K,yi)^EP"(K',yi) 

Prenant le produit des ces morphismes on obtient un morphisme de suites spectrales 

EP9(K, (yi)i) —• EPq(K', {yi)i) 

dont il est clair qu'il induit bien le morphisme attendu au niveau des termes Epq et 
qu'il est compatible aux isomorphismes du lemme 4.5.17 lorsque l'on fait varier (y%)i. 

Soit maintenant Kp/ C Kp un sous-groupe compact ouvert et K' = KpKpl. La 
projection 

pr : G(AP)/KP —• G(AP)/Kpf 

est compatible à l 'action à gauche de J^(Q) . Soit (yi)i tel que 

G(Ap)/Kp = l[l*(Q)-yi 

et (XJ)J des éléments de G(AP)/Kp/ vérifiant 

G(Ap)/Kpf = l[lHQ)^j 

jeJ 

et V j G J , 3i G i", p r (x j ) = y*. Pour j e J notons G / l'élément vérifiant 
pr(xj) = yp(j). Pour tout j G J , Tj C R ^ - j d 'où un morphisme de triplets 

(MKP,TJ,PJ) — > ( M K p ^ m i p m ) 

qui induit un morphisme de suites spectrales 

EP*(K,y0U))^E™(K',yj) 
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On obtient donc en assemblant ces morphismes un morphisme de suites spectrales 

EE9(K. (Vi)i) —• ES*(K\ (x,),) 

Il résulte du lemme suivant, dont la démonstration ne pose pas de problème, que ce 
morphisme est bien le morphisme attendu au niveau des termes EPq. 

Lemme 4.5.20. — Le diagramme suivant commute 

(Af) KP C(î/i). 
I n d £ pi 

(Af) Ind£. P j 

où les morphismes de gauches sont induits par les égalités R e s r ^ ( ^ p ^ = Pj. 

Si maintenant (y'j)j et (x'j)j sont comme ci-dessus, il y a un diagramme commutatif 

EPI [K, (yi)i) EPI 

(K, (y')i) E&lK'Ax'Ai) 

où les application verticales sont celles construites dans le lemme 4.5.17. En effet, c'est 
déjà le cas au niveau des termes Epq. On en déduit un morphisme 

EPq(K) —• E™(K') 

Les actions de G(QP) et de G(AP) ainsi construites commutent et se composent 
naturellement puisque c'est la cas au niveau des termes EPq. De même, ces actions 
commutent aux morphismes de changement de niveau construits ci-dessus. • 

Corollaire 4.5.21. — Il y a une suite spectrale G(Af) x WEu-équivariante 

lim E x t J , i s s e 

K 
(H2

c
N-*(MKp,®t)(N),(At)KP) ^ l i m i F + « ( S h M , £ - ) 

1<T 

4 .5 .3 . Le cas des coefficients de torsion. — Soit L\Qi de degré fini et m G N. 
Soit p une représentation d'un sous groupe compact de G(Qe) dans un OL/W^OL-

module libre de rang fini (par exemple obtenue à partir d'un réseau stable dans l'espace 
d'une représentation p du type de celles considérées dans les sections précédentes). 
Soit CP le système local associé. Utilisant la seconde variante 4.5.5 on obtient alors des 
suites spectrales du type précédent où l'on définit HP+Q(Sh^1 (</>), £ ^ n ) comme dual 
(de Pontryagin) de la cohomologie à support compact de Sh^ 1 (</>). 
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4 . 6 . Application à la strate basique : 
« une formule de Matsushima p-adique » 

Soit b = bo la classe basique de B(Gqp, MQ̂ ")- Supposons S(bo) 0 (ce que nous 
montrerons plus tard). 

Si la classe d'isogénie (j) induit la classe bo, soit 1^ la forme intérieure de G associée. 
Le groupe réductif 1^ étant anisotrope modulo son centre, le C-espace vectoriel 
est l'espace des formes automorphes sur 1^ de type à l'infini çl où 

(J : c _ > i<t>{C) = G ( C ) GL(V) 

au sens où 
^ = H o m / * ( R ) ( ^ , M ( / ^ ) ) 

Nous noterons encore p — p'. 
Supposons maintenant p irréductible et soit A(I^) l'ensemble des représentations 

automorphes de 1^ (ce n'est pas l'ensemble des classes d'isomorphismes : on tient 
compte des multiplicités). 

Le groupe de Lie i ^ ( R ) étant anisotrope modulo son centre, pour un sous groupe 
compact ouvert Kp de G (A^) 

neA(i+) 

ffi I L ® ( I F ) * * 

Il y a alors un isomorphisme pour tous p et q 

^ x t J b - l i s s e (Hl(MK,),(A*f) ^ e 
ne.A(i*) 

rioo=p 

E x t j \ i s s e (H}(MKv),np®(IP)*P 

où H«(MKp) = H*(MKp,Q~e). En effet, H«(MKp) étant un J 6 -module de type fini 
(4.4.13), les Ext se calculent par des résolutions de H%(MKp) dont chaque terme est 
une somme finie de termes du type c - Ind^ o n où Ko compact ouvert et n de dimension 
finie. Or, 

H o m j 6 ( c - I n d £ o TT, {A*)KP) ~ H o m * 0 K (A*)"") = Hom* 0 (7r , (A*)"^) 

où Ki C Ko est compact ouvert tel que TT(KI) = {là}. L'espace (Af)KlKP est de 
dimension finie (admissibilité de l'espace des formes automorphes) et donc 

# { n G A(I+) \U00 = p U^K" jt ( 0 ) } < +oo 

On en déduit que le calcul des Ext ne fait intervenir qu'un nombre fini de II d'où le 
résultat. 

On en déduit alors en utilisant le lemme 1.4.4.12 ainsi que la proposition 1.4.4.13 
(cf. [ 3 4 ] pour la définition du groupe de Grothendieck généralisé G r o t h ( G ( A / ) x 
WEv)} : 

ASTÉRISQUE 291 



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 9 5 

Corollaire 4.6.1. — Il y a une égalité dans G r o t h ( G ( A / ) x WEV) 

J2 [ l i m E x t j 6 . l i s s e (wc(MKp ® CPM)(N),Up)] ® [IF] 

nut=P = [umiT(Sh^(^) ® C p , £ * n ) ] 
i 

La décomposition 

S h ^ = U S h K ( G ' , X ) a n 

ker^QjG) 
induit une décomposition 

s p - 1 ( 5 ( 6 0 ) ) = ] J S h ^ n ( G ' , X ) n s p - 1 ( 5 ( 6 0 ) ) 
ker1 (Q,G) 

où S h ^ ( G ' , X ) n s p - ^ ^ t o ) ) est un ouvert de ShK(G,X)an. 

Définition 4.6.2. — Dans la décomposition précédente nous noterons 

S h K ( G ' , X ) ^ I Q U E = s p - 1 ^ ) n ShK(G',xrn 

Rappelons (section 3.1.2) que dans le cas que nous considérons les groupes G 7 sont 
tous isomorphes à G, d'où un isomorphisme des modèles canoniques sur le corps reflex 
E{G,X) : 

ShK(G,X) ^ S h K ( G ' , X ) 

Les points géométriques dans E de S h x ( G , X) D s p _ 1 ( 6 o ) se décrivent comme étant 
associés à des triplets (A, À, L) dont l'isocristal associé est basique. L'isomorphisme 
ci-dessus induit donc un isomorphisme d'ouverts analytiques 

Shfc:(G, X)basique • S h ^ ( G ' , X)basique 

Donc, dans G r o t h ( G ( A / ) x WE) on a : 

[H-c{Sv-\bQ),C™)\ = Iker^Q.G)! • [H'c(ShK(G,X)basique,C™)] 

Étant donné (3.1.2) que tous les groupes 1^ sont isomorphes et qu'il y a | k e r x ( Q , G)| 
classes (j) dans la strate basique, en sommant l'égalité du corollaire précédent sur tous 
les <j> intervenant dans la strate basique et en divisant par | ker x (Q , G)| on obtient le 
corollaire suivant : 

Corollaire 4.6.3. — Choisissons la classe d'isogénie (j) intervenant dans la strate ba­
sique. Il y a une égalité dans G r o t h ( G ( A / ) x WEV) ' 

Ç [ l i m E x t j 6 . l i s s e (Hi(MKp ® Cp,®t)(N),TLp)] ® [IF] 
ij KP 

n^p = ^ ( - l ) ^ h m ^ ( S h K ( G , X ) ^ s i q u e ® C P , ^ n ) J 
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4.7 . Lien avec les variétés d'Igusa 

Dans [34] M. Harris et R.Taylor utilisent des généralisations des variétés d'Igusa 
associées aux courbes modulaires. Dans [58] Elena Mantovan a généralisé cette ap­
proche aux variétés de Shimura de type P.E.L. étudiées ci-dessus dans le cas où p est 
décomposé dans le corps quadratique imaginaire KL et F = K c'est-à-dire F + = Q. 

Le point de départ est la remarque 3.2.4 qui montre que pour les strates non-
basiques l'uniformisation de Rapoport-Zink est insuffisante pour calculer la coho­
mologie d'une strate en fonction de la cohomologie de l'espace de Rapoport-Zink et 
d'autres objets. Comme le montre le théorème 4.5.12 on n'arrive qu'à calculer la coho­
mologie du tube S h a n ( 0 ) (qui est d'ailleurs de dimension infinie). On aimerais sommer 
des égalités obtenues dans le groupe de Grothendieck à partir du théorème 4.5.12 pour 
toutes les classe d'isogénies <j> dans une même strate. Cependant cela n'a pas de sens 
puisqu'il y a une infinité de classes d'isogénies dans les strates non-basiques. 

L'idée de [58] est d'utiliser un espace de paramètres pour l'uniformisation qui coupe 
chaque classe d'isogénie transversalement dans une même strate. Un tel espace de 
paramètres est fourni par les travaux de Oort. Si b € B(Gqp, Pq^) Mantovan considère 
la feuille centrale Cb qui au niveau des points est l'ensemble des x G S(b)(k) tels que 
si Ac[p°° ] = X 0 Xw désigne le groupe p-divisible associé (cf. 2.3.7) alors le groupe 
p-divisible X est minimal au sens de Manin. Alors, Cb est fermé dans S(b). Dans le 
cas de [34] cette feuille centrale est égale à toute la strate S(b). Elle définit alors une 
tour de variétés au-dessus de Cb indexée par des sous-groupes compacts ouverts de 
Jb et munie d'une action de Jb x G(AP) qui paramétrise certaines trivialisations des 
troncatures du groupe p-divisible universel au-dessus de C*,. Avec nos notations on a 
alors 

Lemme 4.7.1. — Il y a une bijection compatible à Vaction de Jb x G(AP) entre les 

points sur k de la variété d'Igusa en niveau Kv et 

TJ J* (Q)\ ( j b / K p x G(A*f)/Kp) 

associé à b 

Démonstration. — Regardons les points de la variété d'Igusa au-dessus d'un 
même <j>. Les points de la variété de Shimura associée sont en bijection avec 
I * ( Q ) \ [MQZ) x G(AP

F)/K*>y D'après le lemme 2.4.15 et le lemme 2.4.3 l'image 

réciproque par l 'application M(k) -> I * ( Q ) \ (iït(k) x G(Ap
f)/K*} des éléments de 

Cb(k) forme une J^-orbite. On a donc une bijection 

Cb(k) ~ 7*(Q)\ (jb/K0 x G(Ap
f)/Kp) 

où Ko, les unités dans un ordre maximal d'une algèbre à division sur Q p , est le groupe 
des automorphisme d'un cristal du type de ceux du lemme 2.4.15. 
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Le résultat s'en déduit en ajoutant les trivialisation des groupes p-divisibles tron­
qués (ce qui revient à trivialiser les M/pnM où M est le cristal associé). • 

Corollaire 4.7.2. — Si b est la classe basique la variété d'Igusa associée est un en­
semble fini, isomorphe à une union finie de variétés de Shimura associées à . 

Mantovan relie la cohomologie de la strate à certains groupes de torsion de Jb-
modules lisses à coefficients dans la cohomologie de l'espace de Rapoport-Zink et 
dans celle de la variété d'Igusa via une suite spectrale. 

D'après le corollaire précédent, dans le cas basique la cohomologie de la variété 
d'Igusa s'exprime en termes de formes automorphes sur Modulo l'interprétation 
des groupes de torsion comme des groupes d'extension cela permet de faire le lien 
avec la formule de Matsushima p-adique de la section 4.6. 

Plus généralement, la cohomologie de la variété d'Igusa devrait vérifier une pro­
priété du type : pour (pp (g) <pp G C^°(Jb x G (A^)) telle que ipp est « suffisamment 
tordue » 

trfap ® if; Igusa) = £ £ v o l ( J * ( Q ) 7 \ J 6 | 7 x G ( A * ) 7 ) 0 7 ( V p ) 0 7 ( ^ ) 

associé à b 

où le terme « suffisamment tordu » est là pour pouvoir appliquer la formule de Fujiwara 
(théorème 5.2.1) et impliquerait que la somme ci-dessus ainsi que les volumes associés 
sont finis. Il resterait ensuite à utiliser les techniques endoscopiques afin de relier 
cette formule des traces à celle pour G (transfert de Jb vers sa forme intérieure quasi-
déployée, le sous-groupe de Levi M(b) appelé centralisateur du morphisme des pentes, 
puis vers GQP). 
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C H A P I T R E 5 

F O R M U L E D E L E F S C H E T Z S U R L A F I B R E S P É C I A L E 

Le but de ce chapitre est d'établir la formule des traces 5.12.5 pour la trace de 
certaines fonctions dans l'algèbre de Hecke globale fois un élément du groupe de Weil 
local WEV sur la cohomologie des strates des variétés de Shimura de type P.E.L. non 
ramifiées en p. 

L'un des points clef qui nous permettra d'utiliser cette formule est que les termes 
intervenant dedans s'expriment comme un produit de la trace d'une fonction de l'al­
gèbre de Hecke en p sur un espace de cohomologie fois une intégrale orbitale hors p. 
Cette factorisation des termes locaux dans la formule des traces de Lefschetz est une 
conséquence des trois résultats suivants : 

• Le théorème de Fujiwara 5.2.1 qui sous certaines conditions permet d'écrire ces 
termes locaux comme la trace de certaines fonctions sur la fibre des cycles évanescents. 

• Le théorème de comparaison de Berkovich qui montre que cette fibre ne dépend 
que du complété formel de la variété de Shimura en un point fixe. 

• Le théorème de Serre-Tate (ou plus généralement l'uniformisation de Rapoport -
Zink) qui montre que ce complété formel ne dépend que de la classe d'isomorphisme 
du groupe p-divisible en un point fixe et qui permet donc de mettre en facteur la 
trace de notre fonction dans l'algèbre de Hecke en p sur un espace de déformation de 
groupes p-divisibles. 

Pour appliquer ces trois résultats nous avons besoin de spécialiser les correspon­
dances de Hecke sur la fibre spéciale de modèles entiers de nos variétés de Shimura. 
Malheureusement, à part en niveau parahorique en p, on ne dispose pas de bon mo­
dèles entiers de ces variétés. L'idée consiste alors à considérer le spécialisé au sens 
de [25] de l'image directe sur la fibre générique vers un niveau parahorique d'une 
correspondance de Hecke. Cependant, nous avons ensuite besoin de montrer que les 
termes locaux obtenus ne dépendent finalement que de la situation originelle sur la 
fibre générique. Afin de faire la lien avec la seconde partie nous avons également 
besoin d'exprimer nos résultats sous forme analytique rigide. C'est pourquoi nous dé­
veloppons un formalisme de spécialisation des correspondances cohomologiques d'un 
point de vue analytique rigide et montrons que l'isomorphisme de Berkovich ([5]) est 
compatible à ce formalisme. 

5.1 . Rappels sur les correspondances cohomologiques 

Ce qui suit est principalement tiré des articles [28], [64] et [25]. 
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5 .1 .1 . Définition. — Soit S le spectre d'un corps. Considérons un diagramme de 
schémas sur S 

C 

y x1 x x2 V 2 

X\ X2 

où pi et P2 désignent les deux projections de X\ x X2 sur X\ et X2. 

Nous supposerons toujours dans la suite que c est propre. 

Définition5.1.1. — Si {Ti,T2) e Db
c(XUQ~t) x Db

c(X2,QÛ) on note 

Ç o h c ( ^ i ^ 2 ) = i f o m ( c î ^ i , 4 ^ 2 ) e Db
c(C, ' c 

le faisceau des correspondances cohomologiques à support dans C. 
Nous noterons 

C o h c ( ^ i , ^ 2 ) = H°(a Cohçlfr.fr)) = H o m ^ f ! , ^ ) 

Lorsque C — X\ x X2 on notera Coh, resp. Coh pour C o h c , resp. C o h c 

Rappelons que la formule d'induction implique qu'il y a un isomorphisme cano­
nique : 

c ! C o h ( ^ i , F?) Coh c fTy, T<x) 

L'adjonction c*c ! —• Id donne une flèche d'oubli du support 

c * C o ^ ^ i , ^ 2 ) — > Cohf^ i ^ 9 ) 

et par application de H°(Xi x I 2 , - ) : 

Cohc{TuT2) — • C o h ( ^ i , ^ 2 ) 

5.1 .2 . Seconde définition. -— La formule de Kiïnneth pour Hom ([18]) implique 
qu'il existe un isomorphisme canonique en T\ et Ti : 

DT\ —> Ç o h ^ i , J^) 

où JD 7̂ = Hom(^ r , X j ) , i^x désignant le faisceau dualisant sur X. 

5.1 .3 . Exemples 

• Si Ax X Xs X désigne la diagonale de X x X , on a 

CohAxCJ7!, JTI) H o m ( J i , J 2 ) 

En particulier, pour tout T on notera A la correspondance cohomologique sur T 

associée à Id G H o m ^ , .T7). 
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• Plus généralement, si / : X2 —• X\ et C = Vf C X\ x X2 désigne le graphe de / 
alors 

C o h c C F i , ^ ) - H o m ( / * ^ 2 , F i ) 

• A un cycle C C X x X est associé une correspondance cohomologique de dans 
c2Qe(-d)[2d] pour un d G Z (c / . [28]) 

• Soit X0/Fq et JF G D+(X 0,07). Notons X = X0 x¥q ¥q. Soit Pr : X0 -> X 0 

l 'endomorphisme de Frobenius relatif à ¥ q . Il y a un isomorphisme canonique 

Pr* T -^->> T 

d'où une correspondance sur T à support dans le graphe de Pr. Par extension des 
scalaires cette correspondance donne une correspondance appelée correspondance de 
Frobenius sur T = p r * ^ où pr x : X0 Xwq ¥q —• X0. Elle est donnée par 

(Pr x I d ) * ^ — • ~T 

5 .1 .4 . I m a g e d i r e c t e . — Considérons un diagramme commutatif 

C 

X! x 2 

D 

Y! Y2 

On peut alors définir ([28]) un morphisme 

/ : E O H C ( ^ i , ^2) — ç o h D ( / i ! ^ i , / 2 . ^ 2 ) 

qui induit un morphisme image directe 

C o h c C F i , ^ ) —> C o h D ( / i , 5 i , / 2 . ^ 2 ) 

noté U H f*u. 

Remarque5.1.2. — Supposons Yi = Xi, Y2 = X2 et D = X\ x X2. On retrouve alors 
le morphisme d'oubli du support. 

Lorsque Y\ = Y2 = D = S on obtient l 'action d'une correspondance cohomologique 
sur la cohomologie. Plus précisément, il s'agit d'un morphisme 

C o h c C F i , ^ ) — * H o m D ^ ( i 2 T c ( X i , ^ i ) , / Î R ( X 2 , - F 2 ) ) -

et l 'on notera u h-> U* le morphisme associé dans ce cas-là. 
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5.1 .5 . U n cas particulier. — Supposons c\ propre. Dans ce cas-là, le morphisme 
du cas précédent associé à l'action d'une correspondance cohomologique se factorise 
par RTc{X2,Jr

2) —• RT (X2,Jr2) et possède une description simple. 
Soit en effet u : c\T\ —• c2T2. Par adjonction, la donnée d'un tel u équivaut à celle 

de u : c2\c\T\ —> ?2- Le morphisme est alors défini par le composé 

RY^X^T^) RTciCcl^) Rrc{X2,c2!C*1f1) R T c ^ u > > ? RTc(X2,f2) 

où la première application est définie car c\ est propre. 
Le fait que c\ propre implique que la correspondance cohomologique agit sur la 

cohomologie à support compact se comprend mieux du point de vue de la section 
5.1.7. 

5.1.6 . Restriction. — Soient V\ C X\ et V2 C X2 deux sous-schémas localement 
fermés. Supposons que c ^ 1 ^ ) C c f 1 ( V i ) , d 'où une « sous-correspondance» de c 

c-i(V2)Mi^LVlXv2 

Soit donc u G C o h c ( ^ i , T2) et u : c2\c\T\ —>• T2 le morphisme associé par adjonction. 
Considérons la ligne suivante 

CyA*(F^yJ = C2\ ( ( C l ^ O l c - 1 ^ ) ) (c2\clTl)\V2 ^ ^2\V2 

où l'isomorphisme du milieu est un isomorphisme de changement de base. Elle dé­
finit par adjonction une correspondance restreinte. On en déduit un morphisme de 
restriction 

C o h c ( ^ i , ^ 2 ) —> C o h c - i ( V 2 ) ( ^ i | V l , J^iva) 
Lorsque X\ = X2, V\ = V2 nous dirons que V\ est stable par c. 

5.1 .7 . Extension par zéro. — Supposons c\ propre. Supposons nous donné des 
compactifications ji : X\ ^ X±, J2 1 X 2 ^ X 2 ainsi qu'une compactification 
j : C C de C compatible aux deux précédentes, au sens où il y a un diagramme 
commutatif 

C < - >C 

( ë i , c 2 ) = c 

I i x l 2
r " ' J*)XlxX~2 

II existe alors un isomorphisme canonique ([25] lemme 1.3.1) 

j * Ç o h c ( ^ i , T 2 ) - ^ Ç o h ^ O ' i i J 7 ! , ^ ! ^ ) 

qui induit un isomorphisme 

C o h c ^ i , ^ 2 ) C o h ^ ( i i ! J = i , ^ ^ 2 ) 
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noté u t—> j\u et qui se décrit ainsi : Mu G C o h c ( ^ i , u : c\T\ —• c2T2> Le 
mornhisme ci étant Dronre il existe un mornhisme 

" l* .7 l !^l • i lCÎFi 

défini par adjonction. 
Alors, 

j\u : ci —• Jic^i • 3\c2F2 —> c2 J2\^2 
où le dernier morphisme est défini par adjonction. 

L'extension par zéro est compatible aux images directes au sens où « j\f*u = 
7j\u ». 

En particulier, l 'action de u sur la cohomologie à support compact s'interprète 
comme l'action de j\u : le diagramme suivant commute 

i ? r c ( X i , ^1) 

l 

- > i t T c ( X 2 , J S ) 

(j\u)* _ j f 
ETiXuJuF!) - ^ - ^ RT(X2J2lF2) 

5.1.8 . Accouplement des correspondances cohomologiques. — Nous suppo­
serons désormais que X\—X2—X. Considérons un diagramme cartésien 

E = C x x D 

X xsX 

Le. E est le support intersection de C et D. 
Il y a alors un morphisme ([28] paragraphe 4) d'accouplement des correspondances 

cohomologiques 

Ç o h c ( ^ i , ^ 2 ) E Ç o h z ^ ^ i ) K e 

qui induit une forme bilinéaire 

C o h c ( ^ i , ^ 2 ) ® C o h D ( ^ 2 , . F i ) —*H°(E,KE) 

u®v 1—> (u,v) 
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5.1.9 . Termes locaux de Lefschetz. — Il y a un isomorphisme 

H°(E,KE) -—• 0 H°(I3,K0) 

et si j3 e 7r0(JS), dim/3 = 0, alors K^ = Q~£et donc H°(/3, Kp) Q j . On note alors 
(u,v)j3 G l'image de (u,v) par les deux applications ci-dessus. 

Ces termes locaux sont invariants par localisation étale. Cependant, en général, ils 
ne dépendent pas que de la fibre des faisceaux en des points fixes. 

5.1 .10 . Formule de Lefschetz Grothendieck Verdier. — Elle dit simplement 
que l 'accouplement des correspondances cohomologiques est compatible aux images 
directes propres. 

Plus précisément, étant donné un diagramme commutatif dont les faces supérieures 
et inférieures sont cartésiennes 

Ci E 

XxX< D b 

/ = / i x h C < E' 

Y xY < D' 

où / i et / 2 sont propres. Alors, le diagramme suivant commute 

C o h c ^ i , ^ 2 ) ® C o h D ( ^ 2 , ^ i ) > H°(E,KE) 

/ l * <8> / 2 * K 

soit 

C o h C ' ( / i . . F i , / 2 * ^ 2 ) ® C o h D , ( / 2 * ^ 2 , fuFi) > H°(Ef, KE>) 

{f*u,f*v) = b*(u,v) 

En particulier, si X est propre sur 5 , si (u,v) G C o h c C ^ i , T 2 ) x Coh J o (^ r
2 ,T\) et 

si dim E = 0 alors, 

G Hom{RT(XuT1),RT(X2,J:2)) et v . G Hom(#r(X 2,F 2),#r(Xi, J i ) ) 
et 

tr(v* o it*) = 
/ 3 e 7 r 0 ( £ ; ) 

lu,v)0 

Supposons de plus que T\ = F"2 = T et que v = A la correspondance diagonale. 
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Définition 5.1.3. — Nous noterons 

Fix(c) = C xxxx A x 

et si f3 G 7To(Fix(c)), dim /3 = 0 (j3 est un point fixe isolé) 

Loc^(u) = (u,A)p eQ~£ 

Ainsi, lorsque tous les points fixes sont isolés 

tT(u,KT(X,J:))= ^2 Locp(u) 
/3G7T0(Fix(c)) 

5 .1 .11 . Termes locaux naïfs. — Soit u G C o h c ( F , J7) et soit (3 G 7To (Fix(c) ) , 
dim/3 = 0. Soit x = ci((3) = c2((3) £ X et supposons c2 quasi-fini au voisinage de x. 

Le morphisme u : c\T —> c^T induit par adjonction u : c2\c\T —» F , et c2 étant 
quasi-fini au voisinage de x 

(c 2 !CiF) x ~ e 
yec2 (x) 

D'où un morphisme Tx = (cl^p «—> faicl^x qui composé avec ux donne un endo-
morphisme 

up G E n d ( F x ) 

Définition 5.1.4. — On pose 

L o c . n a ï f / 3 = tr(up) G Qe 

5 .1 .12 . Interprétation des termes locaux naïfs c o m m e de vrais termes lo­
caux. — Bien que Locp(u) soit invariant par localisation étale, il ne dépend pas que 
de la limite FCl(p) en général L0C/3 ^ Loc.naïf/3. 

Dans [64] il est démontré que si (3 vérifie les hypothèses précédentes et que c\ est 
propre alors le calcul de \iOQ,p(u) se ramène à la situation suivante : j : X \ {x} <—> X 
est stable par c. Et qu'alors, 

Locp(u) = Locp(j\j*u) -h Loc.naïf/3 (u) 

Le premier terme dans le membre de droite s'interprétant donc comme un terme 
d'erreur par rapport au terme local naïf. Le calcul de Loc p(u) se ramène donc au cas 
où la fibre du faisceau est nulle. 

5 .1 .13 . Exemples 

• Si X est lisse, T localement constant et l'intersection en /? de C et A est transverse 

L o c ^ t i ) = Loc.naïf/3 (^) 
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• Si X est lisse, si u est la correspondance sur le faisceau constant associée à un 
cycle, si (3 est isolé, l 'application classe de cycle transformant le produit d'intersection 
des cycles en cup-produit, 

Locpiu) = (C.A)p 

5.1 .14 . U n l e m m e sur les termes locaux naïfs. — Ce lemme nous servira plus 
tard dans la démonstration du théorème 5.12.5. 

Lemme 5.1.5. — Soit 

( c i , c 2 ) 
C )XxX 

i ( d i , d 2 ) ^ 
L> ->Y x Y 

un morphisme de correspondances où les Ci,di(i = 1,2) sont finis et où f et f sont 
étales finis. Supposons que dim F ix (D) = 0, et que 

VG Vv G CohD(Ç) \//3 G Fix(£>) Locp(v) = Loc .naï f^^) 

Alors, d i m F i x ( C ) = 0, et 

V f Vw G C o h c ( f ) V/? ' G F ix (C) L o c ^ u ) = Loc.naïf>(u) 

Démonstration. — L'assertion dim Fix (C) = 0 résulte du fait que / ' envoie les points 
fixes de C sur ceux de D et de la fmitude des fibres de / ' . 

Quant à la seconde assertion elle résulte facilement de l'invariance par localisation 
étale des termes locaux de Lefschetz appliquée à f+J7 muni de la correspondance 
cohomologique f*u et de la définition des termes locaux naïfs. • 

5.2 . Le théorème de Fujiwara 

Le théorème qui suit, démontré par Fujiwara dans [25], avait été conjecturé par 
Deligne. Des résultats partiels avaient été obtenus par Zink ([76]) et Pink ([64]). 

Théorème 5.2.1. — Soit 
( C l , C 2 ) 

Oo • A O 

une correspondance définie sur ¥q. Soit k\¥q et notons X = XQ X p g k, C = CQ x^q k 
et Fr la correspondance de Frobenius sur XQ étendue à X. 

Supposons C2 quasi-fini et notons 

V/3 G C d(J3) = [k(J3) : fc(c2(/3))]insep. • l o n g ( O c - 1 ( c 2 ( / 3 ) ) > / 3 ) 

Alors, y N G N V/? 6 F i x ( C • F r ^ ) , qN > d((3) (5 est un points fixe isolé et 

V f Vw G C o h c .pr /v (J 7 ,F ) Loc^(w) = Loc.naïf^(w) 
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5.3 . Spécialisation des correspondances cohomologiques algébriques 

Soit S = Spec(0) un trait de point générique rj et de point fermé s. Nous noterons 
A un anneau de coefficients de torsion première à p ou bien Qe. 

Nous noterons (ou souvent, afin de na pas alourdir les notations, R\I>) le 
foncteur des cycles proches. De même, pour un morphisme / au-dessus de S nous 
noterons / « s a fibre spéciale étendue à s et fv sa fibre générique (mais souvent, lorsqu'il 
n'y a pas d'ambiguïté, nous noterons / pour fj et f^). 

5 .3 .1 . Règles de calculs sur les cycles évanescents 

5.3.1.1. Image directe. — Soit / : X -^Y au-dessus de 5 . Il y a alors un morphisme 
naturel ([17] 2.1.7.) 

R * / * — / * R * 

qui est un isomorphisme lorsque / est propre. Ce morphisme est bien sûr compatible 
à la composition : 

R * ( ( / 5 ) . ) 

( / f f ) . R * : 

R*(/*<?*) >f*R*(9*) 

— — / * # * R * 

est un diagramme commutatif. 

5.3.1.2. Image inverse. — Pour / : X —> Y il y également un morphisme naturel 
([17] 2.1.7.) 

/ * R # —> R # / * 

qui est un isomorphisme lorsque / est lisse. Comme ci-dessus ce morphisme est com­
patible à la composition vis à vis de l'égalité (fg)* = g*f*-

5.3.1.3. Compatibilité au changement de base 

Lemme 5.3.1. — Soit 

X'-t—tY' 

g' a i f i 
un diagramme sur S. Pour F G £> + (y ' , A) considérons le morphisme de changement 
de base 

f 9*F > 9*f F 
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Le diagramme suivant commute : 

/*fl.R*(.F) 
a(Rtf(.F)) 

J 5 : / ' * R * ( ^ ) 

f*m(g*F) 

R * ( / * S . . F ) 
R * ( a ( ^ ) ) 

5 : R * ( / ' ^ ) 

où les applications verticales sont déduites des fonctorialités précédentes par image 
directe et image inverse. 

Démonstration. — Elle ne pose aucun problème. • 

5.3 .2 . Spécialisation. — Considérons un diagramme au-dessus de S : 

C 
ci 

X 

C2 

x2 

où comme d'habitude c : C —>• X\ x X2 est propre. 
Fujiwara a défini dans [25] un morphisme de spécialisation des correspondances 

cohomologiques 

C o h ^ C F x , ^ ) — C o h ^ C R * ^ ) , ^ ^ ) ) 

La définition de ce morphisme utilise l'existence de l'isomorphisme TV&D ~ DRty qui 
se transpose mal au cadre de la géométrie rigide. Afin d'avoir une description qui se 
transporte dans le cadre de la géométrie rigide nous allons décrire le morphisme de 
spécialisation dans un cadre plus restreint. Nous ferons pour cela l 'hypothèse suivante : 

Hypothèse : C\ et c2 sont propres. 

Soit donc u G C o h c T ? ( f i ,F2), u : c\nT\ —> c2r]T2. Le morphisme c2 étant propre il 
lui est associé u : c^cX^Tx —» T2. D 'où 

RtftKtx) : R ^ w ( c 2 r / * c L f 1 ) — • R ^ w ( ^ 2 ) 

Appliquant les diverses fonctorialités de R\I> et la propreté de c2 on obtient alors la 
ligne suivante : 

C2S.CURVviFl) — • CW.RtfïKcVFi) < R*î f (c2î . C Î s ^i) RtfwCfi») 

qui fournit par adjonction un uj G C o h c T ( R * ^ ( ^ i ) , R * ^ ^ ) ) dont on peut vérifier 
qu'il coïncide avec celui défini par Fujiwara (nous n'utiliserons pas ce fait par la suite). 
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La proposition qui suit est démontrée par Fujiwara (proposition 1.6.1 de [25]). 
Néanmoins nous aurons besoin de démontrer son analogue pour les correspondances 
rigides. Sa démonstration ne s'adaptant pas dans le cadre rigide, nous donnons une 
démonstration (sous nos hypothèses plus restrictives) qui n'utilise pas la dualité D et 
le fait que R\I> commute à cette dualité. 

Remarque 5.3.2. — Si X désigne un schéma formel sur S de la forme X/y où X est 
un schéma séparé de type fini sur S, et V un sous schéma ouvert de sa fibre spéciale 
alors, il résulte de l'isomorphisme de comparaison de Berkovich, de la commutation 
des cycles évanescents algébriques à la dualité et de l'égalité Dj* = j*D pour une im­
mersion ouverte j que si T désigne un faisceau étale constructible de torsion première 
à p sur Xét, il y a un isomorphisme 

D R O d ̂ a

x

n

a n ) ^ R e ^ ( ^ n

a n ) ) 
(on utilise également la commutation de D au foncteur T i - > Tan, cf. [4]). Néanmoins, 
cet isomorphisme dépend à priori du choix de la réalisation de X comme le complété 
formel d'un X le long d'un V et n'est donc pas formulé de façon intrinsèque. De plus 
cette commutation entre R 6 ^ et D est fausse en général lorsque X n'est plus adique 
sur S. Elle est par exemple déjà fausse pour X = Spf(k°[[Ti,..., Tn]]) et T égal au 
faisceau constant. 

Remarque 5.3.3. — Comme l'a fait remarquer A. Genestier à l'auteur l'hypothèse c\ 
et C2 propres faite ci-dessus est inutile pour définir simplement la spécialisation Uj. 
En effet, pour tout morphisme de schémas de type fini sur 5 , / , il y a toujours une 
application f\R^rf —> R^rç/i (elle est duale via D à l'application R ^ / * —> f+R^jj 
mais peut se définir sans faire appel à la dualité, uniquement grâce au théorème 
de changement de base propre). Un u £ C o h c T 7 ( f î , définit par adjonction un 
morphisme u : C2r)\c\ JF\ —» T2> Le spécialisé Uj se définit alors via la ligne suivante 

c 2 3 ! c ï 3 R * w ( ^ i ) — C 2 J I R * Î J ( C Î ^ I ) — R ^ ( c 2 5 ! c ^ i ) R ^ ( ^ 2 ) 

Cependant, pour montrer les propriétés comme la compatibilité aux images directes 
propres nous utiliserons l'hypothèse de propreté sur c\ et C2 et préférerons voir l 'ap­
plication du milieu dans le diagramme ci-dessus comme associée à l'inverse de l 'ap­
plication naturelle R\E^C2s* —> C2s*R^r7-

Proposition 5.3.4. — Soit un diagramme sur S 

ci 

X i 

h 

Yi 

di D 

C2 

d2 

X2 

Y2 
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où / i , / 2 , C i , C2, d i , d>2 sont propres. Alors, le diagramme suivant commute : 

CohctfuF*) • C o h c , ( R ^ ( ^ i ) , R ^ ( ^ 2 ) ) 

f?7* C o h D r ( / H . R * ç ( ^ i ) , fe.R*^)) 

Cohc, {hv^h-n*^) - > Cah D j (Rtf , j ( / i ) | . .F i ) , R % ( / 2 ^ ^ " 2 ) 

Démonstration. — Soit u € Cohc„(.Fi, ^ 2 ) - Appliquons le lemme 5.3.1 au losange 
de gauche et au morphisme de changement de base d\f\* —> /»c*. On obtient un 
diagramme commutatif 

d î / i , R * ( 7 i ) -> / icîR¥(.Fi) 

d î R ¥ ( / u . f t ) 
1>] / : R * ( ^ O 

R * ( d f / i . ^ i ) - > r * ( / ; ^ x ) 
Considérons maintenant le diagramme 

d a . d [ / i . R * ( ^ i ) -> « W ^ R ^ - F l ) = = / 2 . C 2 . d t R * ( ^ i ) / 2 . M ( / 2 ) 

d 2 . d ï R * ( / i . ^ " i ) d 2 . I> d 2 . / : R * ( c ï ^ i ) = / 2 . c 2 . R * ( c ï ^ i ) 

d 2 . R * ( d î / i . ^ i ) •+da .R*( / : c î^ i ) / 2 . R * ( c 2 . c î . F i ) 

R * ( d 2 . d î / i , ^ i ) -> R * ( d 2 , / : ^ ^ 1 ) = R * ( / 2 . c 2 . ^ i ) — • R * ( / 2 . ^ 2 ) 

Le carré en haut à gauche est obtenu en appliquant d 2* à V. Il commute donc 
L'application a est égale à / 2 *R^'(û) (où ù : ci*c\T\ —* L'application f3 est 
définie à partir de a de telle manière que le triangle supérieur commute. 

L'autre triangle (ou plutôt trapèze) et tous les autres rectangles dans le diagramme 
commutent car ils sont tous associés à des cas de fonctorialité par image directe ou 
inverse des cycles évanescents (cf. 5.3.1). 

On en déduit donc que le grand rectangle extérieur commute. 
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Le résultat s'en déduit car en parcourant la ligne du haut on obtient l'image directe 
de la correspondance spécialisée tandis qu'en joignant les deux sommets du haut en 
passant par les trois autres cotés on obtient la spécialisation de l'image directe. • 

Corollaire 5.3.5. — Si X\ et X2 sont propres sur S alors la suite spectrale des cycles 
évanescents est équivariante pour Vaction de Ug sur le terme initial et de u sur l'abou­
tissement : le diagramme suivant commute 

RT(Xrs, RVrfiFi)) RT{X^ Ti) 

(Us)* 

RT(X2s, R ^ ( f 2 ) ) # r ( X 2 ^ , j r 2 ) 

5 .4. Cycles évanescents analytiques rigides 

5 .4 .1 . Rappels . — Soit X un schéma formel localement formellement de type fini 
sur Spf(0) de fibre générique X a n et de fibre spéciale Xs. 

Il y a un isomorphisme de sites : 

{Xs)ét y 3tét 

Si de plus U/X est étale, C / a n / X a n est quasi-étale. On a donc un diagramme de sites 

/*y \ -y- J V van M V -yan 

Rappelons (même si nous ne l'utiliserons pas dans la suite) que X a !L é t — 3£" t
s et que 

//* : XfJ1 —> é t est pleinement fidèle d'image essentielle les faisceaux surconvergents 

sur 3$. 

Berkovich pose alors ([3, 5]) 

6 = i/./x* : ( X a n ) é t — ( X s ) é t 

Si 77 désigne le complété de rj il y a également un foncteur 

&rf : ( X a n ) é t —-* ( £ a n § ^ ) é t — • (Xj)ét 

obtenu grâce à l'extension des scalaires de 77 à rj. 
Soit A un anneau local artinien de torsion première à p. Nous considérerons 

R 9 ^ : D + ( £ a n , A) —-> D+(Xj, A) 

R0^(^*) est muni d'une action de Gal(r]\rj) compatible à celle sur Xj-
Rappelons le théorème de Berkovich 
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Théorème 5.4.1 ([5]). — Soit X/S un schéma de type fini et Y G Xs un sous-schéma 
localement fermé de sa fibre spéciale. Pour tout faisceau étale abélien constructible T 
de torsion première à p, pour tout entier q il existe un isomorphisme canonique : 

R q ^ ) \ Y ^ RqQn(f/Y) 

où T /y désigne la restriction de ^ran sur X*n au domaine analytique ( X / y ) a n <—> X a n . 

Rappelons comment est construit ce morphisme. Commençons par construire un 
morphisme 

% ( ^ ) | r —> % ( ^ / y ) 
Le faisceau ^rf{^)\Y est le faisceau associé au préfaisceau qui à un U/Yg étale associe 
liHJp-^X^) o u l a limite inductive est prise selon les diagrammes V suivants 

U • V 

étale 

^ c >Xj >X 

Qrfif/Y) e s t I e faisceau qui à U/YQ étale associe T ( t / a n , J7™) où C//X/Y est l'unique 
relèvement étale de U et U^/X™ est quasi-étale (rappelons que si A X a n est 
quasi-étale et £ est un faisceau sur X| t

n , r(Aét,p*G) = T(Aq-ét, fi*G))-
Soit donc maintenant T> un diagramme comme précédemment et s G T(V^, .F) . Le 

diagramme V et la propriété de relèvement unique des morphismes étales via à vis 
des immersions nilpotentes implique qu'il existe un unique morphisme 

U >V/Y 

X/Y 

d'où un morphisme 

T(vn,Tn) r e s t n c t l o n • r(râ,D - 2 - r(c/an,rn) 
L'image de s par ce composé est l'image par le morphisme que l 'on voulait décrire au 
niveau des préfaisceaux. Il induit le morphisme cherché au niveau des faisceaux. 

Si a : Yg °-> Xj et 0 : (X/YYn C (X^)™ il y a donc un morphisme 

a 9* 
d'où un morphisme 

a*R^ —• RS^8* 

Et le théorème de Berkovich implique qu'il s'agit d'un isomorphisme dans la catégorie 
dérivée £ ) + ( X T , A ) . 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 2004 



1 1 2 L. FARGUES 

5.4 .2 . Comparaison avec les cycles évanescents adiques. — A un schéma 
formel X/S séparé localement formellement de type fini est associé un espace adique 
XTlg noté d(X) par Huber (cf. l 'appendice D ) . Celui ci est muni d'un morphisme de 
spécialisation À : X —• Xs. Ce morphisme induit un morphisme de topos 

( X n g ) é t — • Xét 

Avec les notations précédentes, les faisceaux étales abéliens sur X r i g s'identifient aux 
faisceaux sur le site quasi-étale de X a n et ce morphisme de sites n'est rien d'autre que le 
morphisme v défini précédemment. Huber définit alors les cycles évanescents adiques 
(cf. par exemple [37] 3.12) pour un faisceau T sur ( £ r l g ) é t comme étant Wk*T. Du 
point de vue analytique, les cycles évanescents adiques ne sont donc rien d'autre que 
les Ris+J7. 

Les cycles évanescents adiques et analytiques coïncident au sens où l 'on a avec les 
identifications précédentes entre le site quasi-étale analytique et le site étale adique 
l'égalité 

VJF G £ > + ( £ a n , A) R G ( ^ ) - R\*(p,*f) 

Il suffit pour cela de montrer que K(i/*/x*) = Ri/* o p*. Or, il résulte par exemple du 
théorème 3.3 de [3] que /i* envoi les faisceaux mous sur des faisceaux z/*-acycliques, 
d 'où le résultat. 

Nous n'utiliserons que le point de vue des cycles évanescents de Berkovich, mais 
faisons remarquer au lecteur que Huber possède des théorèmes de comparaison et de 
finitude plus généraux que ceux déduits du théorème de comparaison de Berkovich 
(proposition 3.11 et proposition 3.15 de [37]). 

5 .4 .3 . Fonctorialité de R 9 ^ et de l ' isomorphisme de comparaison 

5.4-3.1. Image directe. — Soit / : X —» 2) un morphisme de schémas formels for­
mellement de type fini sur S. Il y a alors un isomorphisme naturel ([5], corollaire 2.3 
( « ) ) 

R © ^ / ^ n — • /s*R©rç 

D'où en particulier une suite spectrale des cycles évanescents pour tout X : 

i î r ( X j , Re^(jF)) ~ Rr(x*n ® %T) 

Lemme 5.4.2. — Soit f : X —• Y un morphisme de schémas de type fini sur S. Soient 
W0 C Ys et Wi C Xs deux sous-schémas fermés tels que W\veà C / _ 1 (Wo)red- Le 
morphisme f induit donc un morphisme f : X/wY —» Y/w0- Soit T € (Xv, A). 
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Il y a alors un diagramme commutatif 

R* Ï Ï(/^W • R®* ((/an).^/^) 

( / 5 , R % ( ^ ) V0 > Â.RO f (f/Wl) 
Démonstration. — Le diagramme s'insère dans le grand diagramme suivant dont on 
doit montrer qu'il est commutatif 

R < M / ^ ) I V Y 0
 A ~ > R E Ç ( U p ô / w , o ) R Q ( a ) ~ > ( ( / ^ ) K y / 1 V o ) M ) 

R 9 ( / 3 ) 

R e , ( / r ( ^ ) ) 

( / Î . R * Ç ( J 0 ) | W O - i - » - ( / ^ J . ( R % ( J 0 | W L ) / ^ R O ç ( ^ / W i ) a n ) 

où a est induit par l 'isomorphisme de changement de base associé au diagramme de 
sites (corollaire 7 . 5 . 3 de [1]) 

y an y 
77,ét * ^vr/,ét 

17},ét > XV& 

/3 et 7 sont des applications de changement de base associées à des restrictions, A et 
B sont induites par l 'isomorphisme de Berkovich, et les deux applications verticales 
restantes sont induites par la fonctorialité de R\I/, resp. R 0 , vis à vis de l'image directe. 

Soient a : WQ Y et b : (X/W-LY™ X*N. On doit vérifier que deux applications 
naturelles 

a*R9rfRfr,* \ Rfs*RGrfb* 

coïncident. Or, b étant une quasi-immersion, 6* envoie les faisceaux mous sur des 
faisceaux mous qui sont eux mêmes 9 ^ acycliques. De plus, 6 ^ envoie les faisceaux 
mous sur des faisceaux flasques (proposition 2.2 de [5]). Donc, 

R(fs*Qrfb*) = Rfs*RQrjb* 

Il est également clair que R(a*^rjî^) = a^K^^Rf^. On vérifie alors aussitôt que 
les deux applications naturelles sont induites par dérivation des deux applications 
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naturelles 

dont on doit donc montrer qu'elles sont égales. Il faut donc montrer que le diagramme 
commute sans foncteurs dérivés et pour un faisceau T. Il suffit pour cela de démontrer 
que le diagramme commute au niveau des préfaisceaux définissant les cycles évanes-
cents. Soit donc U/Wos étale et s G r(C7, ̂ rK/̂ Ŵo)- Cette section est donnée par 
un germe de diagramme 

u >v 

étale 

W0sc >Yj< >y 

et une section 

t e r i 4 , / „ , f ) = r ( V r , , h ^ ) = r /^rtfc , .n = r r v v k ^ 

La section image de s par les trois application horizontales du haut est une section 
t' G r (Wo5î©^( / ? n (^ r a ^an )) qm s e décrit ainsi : comme dans le 5.4.1 il y a des 
diagrammes 

11 > V / w « 

Y/Wo 

et ffan • VjS,. 

V^an 
*/W0 

Il y a donc un morphisme £ : ( / a n ) _ 1 ( [ / a n ) —> ( / a n ) 1(VffiQ). La section t donne une 

s e c t i o n s de r ( ( / a n ) " 1 ( l 7 a n ) , J ) par les applications 

r { f - \ v ) î , ^ ^ n f - H v ) p , j ^ ) ^ r « r ) - H v i ï 0 ) , r ) 

-^Lr((faa)-1(u'a),^m) 

or, on a l'égalité 

r ( ( / a n ) - 1 ( £ - n ) , O = r(uan, /r^ri- )) 
l 'image de cette section ii par l'application de spécialisation 

r ( £ / a n , / r ( ^ | a „ ) )—•r(tf ,e ç ( /H .re.o )) 
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est if. De plus, T i f / J j ^ J ^ ^ J = n f ^ U ) , ^ ^ ^ ) ) , et il y a des 
diagrammes 

Ui = (f\w,)-Hu) rHv) 

Wls X 

étale 

X/w, 

/ - 1 (V /«r. 

Par définition de l'application de commutation naturelle des cycles évanescents ana­
lytiques à l'image directe, l 'image de t' par l'application verticale de droite dans le 
grand diagramme est l'image de u par la composée 

r / a n r 1 uan , J F ~ —» i w , , . m _ » rrcr,. fan tf7£. _ 

où la dernière application est l'application de spécialisation associée aux deux dia­
grammes ci-dessus. Cela donne une description de l'image de t en parcourant le grand 
diagramme par le haut puis par l'application verticale de droite. 

Décrivons l'image de t de l'autre manière. L'image de t par l'application verticale 
de gauche composée avec l'application 7 dans le grand diagramme est donnée par son 
image par la composée composée 

T( f - V V k -P) —> T(Ui. = F(U. ( k , ™ ^ ^ ( J F W ) 

où l'application du milieu est l'application de spécialisation associée au diagramme 
de gauche ci-dessus. Par définition de l'isomorphisme de Berkovich, l 'image de t, par 
le second chemin, dans T(t / , (̂ )*e^a£an )) = T(UU ) ) est l'image de t 

\J^/w1
 1 / W i 

par la composée 

1 \J >L(J [ V ) ; — > L ( U I , y )—muuVrfrs^ )) 
, A / W l 

où la dernière application est l'application de spécialisation. 
Le fait que ces deux descriptions donnent la même image est alors clair une fois 

que l 'on mes bout à bout les différents morphismes décrits. • 

Corollaire 5.4.3. — Dans le lemme précédent, supposons Y = S et f propre. Il y a 
alors un morphisme Galois équivariant de suite spectrale des cycles évanescents 

HP Y- m\b-T\ ^ TJP+Q Y- T\ 

W{Wr-s, RiVifF) = > HP+i((X/Wl)an ® % F™) 
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5.4-3.2. Image inverse. — Soit / : X —• 2). Il y a alors un morphisme naturel 

/ * R 6 — • R 6 / * 

défini par adjonction grâce à l'isomorphisme / * R © / * ~ R © / * / * et l'application d'ad­
jonction Id — > / * / * • 

Ce morphisme se décrit ainsi au niveau de la cohomologie : une section de f^^Q^J7 

est donnée étale localement par un U/Xj étale, un diagramme 

U >Xs 

f 

V >%s 

où V/%)s est étale et une section t G i ï " 9 ( F a n , ^ ? a n ) . Le diagramme se relève en 

[/an y Xan 

f 

T/an y 2 ) a n 

et l 'image réciproque de t par l'application verticale de gauche donne un élément de 
^ ( f / " 1 , Z*^ 7 ) , ce qui conclut la description de notre morphisme. 

Lemme 5.4.4. — Plaçons nous dans le cadre du lemme 5.4-2. Il y a alors un dia­
gramme commutatif 

(f*R9*( > f _ * R A J f ^ ï 

R^(rT)lWl >Re^(/an*p>o)) 
où les deux applications verticales sont celles associées à la fonctorialité de R\I/ et R 0 
pour f*. 
Démonstration. — Le diagramme s'insère dans le diagramme suivant 

(f*R^(T))[m _ (fWi)* R* ï ï(JF) 1 W o - ^ _ > ( / j ) * R 0 ? î ( j r / W i ) 

RW*r f T~ )iT 1/ — > R f W f * F \ „ , 1 = = = = = RB^r P 1 1 * F / W „ 

où A est induit par l'isomorphisme de Berkovich et B est l 'isomorphisme de Berkovich. 
On doit montrer que deux morphismes 

(f*Rwn(F))w - ROn (fan (F /w ) 
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coïncident. Soient a : W\ <-> Xs et b : (Y/Wo)àïl <^-> Y*n. On a donc deux morphismes 

g*/*Rv^ ^ R 6 / * & * 

Rappelons que R 6 = (ifo/*) o /x*. Se donner deux tels morphismes équivaut donc par 
adjonction à se donner deux morphismes 

v*a*f*R9 \n*f*b* 
Ce qui revient à se donner deux morphismes 

i/*a*f*9 \ / i * / * 6 * 

ou encore deux morphismes 

a * / * ^ \ 6 / * 6 * 

On s'est donc ramené à vérifier la commutativité du diagramme dans le cas où il n'y a 
plus de foncteurs dérivés, ce qui est facile en utilisant la définition de l 'isomorphisme 
de Berkovich. • 

5.4-3.3. Compatibilité au changement de base. — Propriété identique au cas algé­
brique. 

5.5 . Correspondances cohomologiques analytiques rigides 

A désigne un anneau de coefficients de torsion première à p. 

5 .5 .1 . Définition. — Soit 

c 
C l 

Xi 

C2 

x2 

un diagramme d'espaces analytiques de Berkovich sur 77, et ( F i , ^ ) € D+(X±,A) x 
D+(X2,A). 

Définition 5.5.1. — C o h c ( F i , T2) = Hom(c2*cïF*i, T2) 

5.5 .2 . Restriction à un domaine analytique. — Soient U\ C Xi, U2 C X2 deux 
domaines analytiques localement fermés tels que C2~l{U2) C c^l{U\). Considérons la 
correspondance 

ci 

Ui 

C'2 

u2 
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Soit u G C o h c ^ i , ^ ) - Considérons le diagramme 

C2\U2)^^C 

C2 

^x2 u2 

duquel il résulte un isomorphisme de changement de base a*C2* c2*b*. 
La restriction de u est alors définie par la composition suivante 

res(u) : d2^{Tx\ux) = c2Jf c\Tx oTc2^c\T\ au a*T2 — F2\u2 

res(ii) G C o h ^ i ^ ^ ^ ^ j f / ^ ^ i c / a ) e ^ cela définit un morphisme 

C o h c C T 7 ! , ^ ) — • C o h ^ i ^ j ^ i i ^ , J^ic/a) 

5 .5 .3 . I m a g e d i r e c t e . — Soit un diagramme d'espaces analytiques 

fi 

ci 

di 

s C 2 

/' x2 

D d2 

et soit u G C o h c ^ i , T2\ On définit f*u de la façon suivante 

f*u : d2 * d î / i * . F i — • d2^c\T\ = f2*c2*c\T\ 
Î2*u 

où la première application est déduite du morphisme de changement de base associé 
au losange de gauche. On a donc une application : 

COHCGFI , ^ 2 ) — C O H D ( / I . ^ I , / 2 . ^ 2 ) 

D'où en particulier une action sur la cohomologie 

C o h c ^ i , ^ 2 ) — • llom(RY{Xx,T{),RY{X2,T2)) 

qui est définie ainsi 

u* : RTiXu^) M ^ C , ^ ) -2L-> RY^c^clK) y RY(X2,T2) 

Ces images directes sont compatibles à la restriction en un sens facile à définir. 
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5.5 .4 . Analytification d'une correspondance algébrique. — Soit 

c J c h c ^ X i x X 2 

une correspondance algébrique avec c\ propre. Soit u G C o h c ( ^ i , F2) une correspon­
dance cohomologique algébrique où ( J 7 ! , ^ ) G D^(Xi,A) x £>+(X2,A). Il lui est 
associé un morphisme u : C2*c\T\ —> La correspondance analytifiée ix a n est alors 
définie ainsi 

„,an . .an _an* /ran _an/.* qr \an , ^ / _ „* nz \an ^ ^an 
u : c 2 5 ( c c 1 = c 2 l | ( ( c 1 > i ) < ( C 2 * c 1 > i j • y- 2 

où l'isomorphisme du milieu des l'isomorphisme de changement de base du corollaire 
7 . 5 . 3 de [1]. D 'où un morphisme 

C o h c ^ i , T*) — > C o h c a n ^ , ^ ) 

On vérifie facilement que ce morphisme d'analytification est compatible aux images 
directes propres. 

5.6. Spécialisation des correspondances cohomologiques 
analytiques rigides 

5 .6 .1 . Définition. — Soit 

Xi 3t2 

un diagramme de schémas formels localement formellement de type fini sur 5 , c 'est-
à-dire une correspondance formelle. Soit u G Coh<ran (.T7!, F2). La correspondance spé­
cialisée Us est définie ainsi : 

Us : c2*c*1RQTf(Jri) — • c 2 . R 0 ï f ( c î J i ) < - ^ - R e ^ . c j f i ) R 6 ( ^ > R 6 ^ 2 ) 

où l'on a utilisé les diverses fonctorialités de R O . Cela définit un morphisme 

C o h e a n ^ , ^ ) — • C o h c ^ R O ^ O ^ e ^ ) ) 

5.6 .2 . Compatibil ité à l ' image directe. — Considérons la proposition 5 . 3 . 4 dans 
le cadre rigide en ne faisant aucune hypothèse de propreté sur les morphismes. Sa dé­
monstration s'adapte alors automatiquement au cas rigide en changeant f en O et en 
remarquant que toutes les hypothèses de propreté sont inutiles puisque © , contraire­
ment à \£, commute toujours aux images directes (il faut bien sûr utiliser les différentes 
fonctorialités établies pour R © ^ pour adapter la démonstration). 

On en déduit donc la compatibilité entre image directe quelconque et spécialisation 
dans le cas analytique rigide. 
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5.7. Compatibilité entre les spécialisations algébriques et 
analytiques rigides 

Soit une correspondance algébrique sur S 

C 
(ci,c 2) I l X l o 

où l'on suppose que c\ et c2 sont propres. Soient V\ C X\s et V2 C X2s deux sous-
schémas fermés de leur fibre spéciale. Supposons 

CÎHV2) c CÏHVI) 

d'où une correspondance sur s 

GTA Vo) — , v, x Vo 

et une correspondance formelle 

(ci,c 2) Xi x X2 

OÙ C - C/c-i(v2)) *1 = Xl/Vi> ^2 = X2/V2. 

Proposition5.7.1. — Soient (^1,^2) e D^(Xi,A) x £>+(X 2,A). Le diagramme sui­
vant commute 

Coh c (fi,F2) 
spécialisation ^ , . T , _ v _ t , _ s n 

analytification restriction 

Cohc r(jrfn,jran) Coh - i n , x(R* f f(^i)iv,, R ' M ^ W J 

restriction 

Coha-an (.Fi / v < , Fo /Vo ) 
spécialisation C o h c ^ R e ^ ! , V l ), Re^JPW )) 

Démonstration. — Soit u G Colley (Fi,.?^) et notons u : c2*c\T\ —> T2 le mor­
phisme associé par adjonction. La démonstration consiste à appliquer la compatibilité 
de l'isomorphisme de comparaison avec les deux cas de fonctorialité pour les cycles 
évanescents. 

Appliquons le lemme 5.4.4 à T\ et au carré 

C 

ci Cl 

Vxt >Xx 
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On obtient alors un diagramme 

c i * ( R * ( ^ ) | V l ) ( c B ) * R e ( ^ / V l ) 

V 

R * ( c î ^ i ) 1 C a - i ( V a ) — • R e ( ( 2 n * * i / V l ) 

Considérons maintenant le diagramme suivant 

4 . c i * ( R * ( ^ i ) | V l ) ^ ( c ^ R O ^ / v O 

c 2 . R * ( c ï ^ i ) | c - 1 ( V 2 ) y c 2 3 . R e ( ( c f n ) * ^ 1 / V l ) 

( c 2 . R * ( c ï ^ i ) ) | V 2 c 2 3 . R 6 ( ( c î ^ i ) / V l ) 

R * ( c 2 . c î ^ i ) | v a > R 6 ( ^ Î ( c î ^ i ) / V l ) 

R 6 ( c 2 . c * J P - 1 / v . 2 J ^ R e ( ^ 2 / V 2 ) 

où le deuxième rectangle commute grâce au lemme 5.4.2. 
Le résultat s'en déduit, car les deux éléments de C o h c a n ( R 8 ( J r

1 / V l ) , R © ( ^ r 2 / v 2 ) ) 
associés se déduisent de ce diagramme en le parcourant du sommet en haut à droite 
vers l'élément en bas à droite des deux façons possibles en suivant les bords du dia­
gramme. • 

5.8. R é s u m é des différentes fonctorialités 

Supposons nous donné un morphisme de correspondances sur S 

( c i , c 2 ) 
C-

f 
D 

(di,d2) 

4 l i X l 2 

I h x h 

Soient W\ c Yi , W2 C Y 2 deux fermés de la fibre spéciale tels que d2
 1 ( W 2 ) C dx

 1 (Wi). 
Soient Vt = f~1(Wi), i = 1,2 et supposons que c j 1 ^ ) C c j " 1 ( V i ) . 
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Soient € = C/c-i(V2),Xi = X/Vi, i = 1,2. Soient D = Z ^ - i ^ , ? ) ; = y i / W r . , 
i = 1,2. Il y a donc un morphisme de correspondances formelles 

C — t e l x ï 2 

f 
D Z 1 X / 2 

( d i , d 2 ) 
2h x 2 ) 2 

Qui induit un morphisme de correspondances analytiques. 
Soient (Pi,^) £ -D*(-Xi , A) x £ > + ( X 2 , A ) . Supposons que c i , c 2 , d i , d 2 , / i , / 2 sont 

propres. Le diagramme suivant est alors commutatif. 

C o h c T ( R ^ i , R ^ 2 ) 
restriction 

-j-iso. de Berkovich 
C o h c T ( R O j r 1 / V i , R e j F 2 / V 2 ) 

spécialisation (A) spécialisation 

Cohc, (J 7! , ^ 2 ) r ^ S H C o h £ a „ ( j r 1 / V i , F 2 / v , 2 ) 
J s* 

+ commutation de 
l'image directe à R0 

/an * 

/ „ . C o h D x ( R ¥ / i . . F 1 , R * / 2 , J F 2 ) - { § ) - • C o h a , T ( R e / i . ^ i / W l , R 0 / 2 . T x / m ) 

spécialisation spécialisation 

C o h D 7 7 ( / i * ^ r i , / 2 * ^ 7
2 ) ( g ) — > Coh2 )an( / l s | t ^ 1 / v y ,f2*Jri/W.2) 

où 
• (2) = /s* + commutation de l'image directe propre à R\l> 
• (B) — restriction + isomorphisme de Berkovich 
• ( g ) = analytification + restriction 
• ( B ) = analytification + restriction 

5.9. Des coefficients de torsion aux coefficients #-adique 

Oublions dans cette section les notations précédentes et reprenons les notations 
de la section 4.1 ; en particulier k est un corps value complet, A un anneau de va-
luation discrète complet dont nous noterons K\ le corps des fractions. Soit X un 
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A;-espace analytique ou bien un espace adique sur Spa(fc, k°). En général les groupes 
de cohomologie étale A-adique 

H-(X,A) 

ne sont pas définis : il n'y a aucune définition intrinsèque qui fasse que ces groupes 
vérifient de bonnes propriétés. Nous allons voir cependant que dans certains cas, 
lorsque certaines propriétés de finitude sont satisfaites, on peut donner une définition 
ad-hoc des H9(X,A) satisfaisante. 

Définition 5.9.1. — Soit q G N. Soit T — (Trï)n G A . — ^ s c / x é t - Supposons que 
(Hq(X, ^ n ) ) n e N soit un système A .R . A-adique de type fini. On posera alors 

Hq(X,F) = \\mHq(X,Fn) 
n€N 

un A-module de type fini. 

Cette définition est justifiée par la proposition suivante : 

Proposition 5.9.2. — Supposons X lisse sur k (ou sur Spa(/c,fc°) dans le cas adique) 
de dimension pure d. Soit T = (.77

n)n G A . — Fsc/xét localement constant. Soit T le 
système local dual. Supposons que V q G N les systèmes 

(Hq(X g %Fnj) et (Hq(X g %, (f)n)) 

sont A.R. A-adiques de type fini et que l'application 

Hq(X g %T) —> lim Hq(X g %,Tn) 
nGN 

est un isomorphisme. 
Il y a alors un isomorphisme canonique de dualité de Poincaré 

(Hq(X,F) 0 A KAy H2d-q(X,f)(d) <g>A KA 

Démonstration. — Nous allons appliquer le formalisme de Ekedahl [22] dont nous 

utiliserons librement les notations. Soit / : X (g) k —> M(k) (resp. Spa(fc,A; ) dans le 
cas adique). Il y a alors un foncteur (section 5 de [22]) 

Rfi : D(T - A) —> D(S - A) 

où T est le topos Xét et S le topos ponctuel M (k^ (resp. Spa(k,k ) é t ) vérifiant 

(cf. par exemple la fin de l'énoncé du (iii) du théorème 6.3 de [22]) 

V n G N A / m n <g>A (R/.JF) = RTC(X g %Fn) G D+((X g f ) é t , A / m n ) 

(Ce foncteur est à distinguer du foncteur R r c ( X , —) introduit dans la section 4.1) Le 
topos ponctuel S vérifie les hypothèses du paragraphe 7 de [22]. R/i est de dimension 
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cohomologique finie (Rzf\ s'annule en dimension supérieure à 2d pour les coefficients 
de torsion ([35] 5.3.8, [1] 5.3.11). Donc, d'après les hypothèses faites 

RfiT e Db
c(S - A) 

D'après le théorème 7.1 de [22] il y a une équivalence de catégories 

RTT* 

Db
c(S - A) < = • Db

type fini(A-mod) 
L 7 T * 

où 7r* est le foncteur lim, 7r* le foncteur M i—> ( M 0 A / m n ) n G N , et R7r* et L7r* sont 
quasi-inverses l'un de l'autre. Donc, 

Rf\F ~ L7r*(E7r*R/!^) 
L \ 

A / m n <g)A R ^ R / i ) 

~ f R r c ( x ê I , ^ n ) ) 

Soit M* = R7r*(R/!^ r). La suite spectrale 

E% = I V * ([WC{X ® %Tn)neN) = » Hi+j(M*) 

vérifie E^-7 = 0 si i •=£• 0 car par hypothèse le système (H£(X- (g) fc,^7
n))n€N est A .R . 

A-adique. Donc , 

Hj(M*)~\\mWc(X,Fn) 

Comme dans le paragraphe 6 de [22], utilisant les propriétés de finitude de la dimen­
sion cohomologique de / i , on peut définir / ! A G D(T - A ) . Il résulte du théorème de 
dualité de Poincaré pour les coefficients de torsion (théorème 7.3.1 de [1] dans le cas 
analytique et théorème 7.5.3 de [35] dans le cas adique) que / ! A ~ A(d)[2d]. En effet, 
le morphisme trace pour les coefficients de torsion R / i / * (— ) (d ) [2d ] —> (—) s'étend na­
turellement en une application de foncteurs de Db(S — A) dans Db(S — A) qui définit 
par adjonction un morphisme f*(-)(d)[2d] -> / ! ( - ) dans Db(T — A ) . Ce morphisme 

L 

est un isomorphisme puisqu'après application du foncteur conservatif — (8) A / m on 
obtient l 'isomorphisme dans le cas de torsion (grâce au 6.3. (iii) de [22]). La dualité 
de Verdier A-adique (isomorphisme 6.1 de [22]) donne alors un isomorphisme 

R H o m ( R / , ^ , A . ) ~ R H o m ( ^ r , A.(d)[2d]) 

Le premier terme s'identifie via l'équivalence de catégories ci-dessus à 

R H o m A ( M * , A ) 

quant au second à 
R/ . (^ (d ) [2c f l ) 
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qui, comme précédemment pour Rfi, est égal à 

(Rr(x,rn))n€N 

Grâce à l 'hypothèse que V j , (H^(X, Tn))n est un système A .R . A-adique de type fini, 
si 

N* = Rir*Rf*F(d)[2d\ 

alors 

V j Hj(Nm) = \SmH2d+j(X,F)(d) 

On obtient (toujours grâce à l'équivalence du théorème 7.1 de [22]) donc 

R H o m A ( M # , A ) ~ N* 

dans la catégorie dérivée bornée des complexes de A-modules à cohomologie de type 
fini. Si W est un A-module de type fini, 

*i /TT7" a \ (Hom A (Wtorsion,^A /A) si i = 1 

[0 si i ^ 2 

La suite spectrale 

E*2
j = Ext\{H~j{M*),A) Hi+j{N') 

dégénère donc en des suites exactes pour tout i 

Q H o m A ( i J c
2 d - i + 1 ( ^ A )torsion,^A /A) — H\x,ï)(d) 

— • H o m A ( i f ^ - ^ ( x , j r ) , A) — • 0 

qui donne le résultat voulu après tensorisation par KA puisque le terme de gauche est 
de torsion. • 

Remarque 5.9.3. — Il est sous entendu que les isomorphismes ci-dessus sont Galois 
équivariants. 

Proposition 5.9.4. — Les hypothèses de la proposition précédente sont vérifiées lorsque 
X et T sont de la forme suivante : 

• Il existe un schéma séparé de type fini Y/k°, un faisceau étale algébrique construc­
tible G sur Yv et un ouvert U de la fibre spéciale de Y, Y xko k°/k°°, tels que X 
s'identifie à la fibre générique au sens des espaces adiques du complété formel de X 
le long de U 

(Y/uf* C ( Y „ ) r i g 

et J7 s'identifie à la restriction de ÇTlg à cet ouvert (et X est lisse et T est localement 
constant). 
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• Il existe un schéma séparé de type fini Y/k°, un faisceau étale algébrique construc­
tible G sur Yrj et, dans le cas analytique, un fermé propre V de la fibre spéciale de Y 
tels que X s'identifie au tube au-dessus de V dans ( Y ^ ) a n , (Y/y)an, et T s'identifie 
à la restriction de Gan> Dans le cas adique mêmes conditions mais V est seulement 
supposé fermé. 

Soit de plus X le schéma formel X/u dans le premier cas et X/y dans le second. Soit 
( R 0 ^ ( . 7 r

n ) ) n € N le système de faisceaux des cycles proches analytiques rigides. Alors, 

(R%(.FB)) neI>S(£ ï,A) 
la catégorie dérivée bornée à cohomologie constructible 2-colimite des catégories 
(Dç(Xs, A/mn))neN, et il y a une suite spectrale des cycles évanescents convergente 
de A-modules de type fini 

Epq = Hp(Xs, (R%(.Fn))n) = lim J^« (Xâ ,Re^( .F n ) ) Hp+q(X g %T) 

Démonstration. — Commençons par les assertions sur les cycles évanescents. Le fait 
que V n R © ^ ( J r

n ) G Db
c(Xs, A / m n ) résulte du théorème de comparaison de Berkovich 

et du théorème de constructibilité de Deligne ([18]) pour les cycles évanescents algé­
briques. La formule de Kunneth pour les cycles évanescents algébriques (appendice 
de [41]) couplée au théorème de comparaison de Berkovich montre que 

Vn R O ^ + i ) ® A / m n ~ R % C F N ) 

(et cet isomorphisme est canonique). On en déduit que 

(Reïï(Fn))neDb
c(Xs,A) 

Il résulte également de [18] et de l'annulation des TC^rf pour i grand que (RQrf(Pn))n 
est un système A .R . A-adique (utiliser le lemme 12.5 de [24] ou bien [43] 5.3.1). Le 
théorème de finitude de la cohomologie étale des faisceaux constructibles sur un corps 
de [18] couplé au théorème 5.3.1 de [43] montre alors que M p V<? le A. -module 

( ^ ( X J , R 9 | ( ^ n ) ) ) n e N 

est A .R . A-adique. Pour tout n il y a une suite spectrale des cycles évanescents 

Epq(n) = HP(Xs,RO^-F»)) = » Hp+q{X ® %Tn) 

On obtient donc une suite spectrale convergente dans la catégorie des A. -modules 

E™ = (E™(n))neN (HP+«(X g k,Tn)) 
nGN 

Les premiers termes EPq sont dans la catégorie des A. -modules A .R . A-adiques de 
type fini. Cette catégorie est une sous-catégorie abélienne pleine stable par extension 
de celle des A. -modules ([43] théorème 5.2.3 et proposition 5.2.4). Le fait qu'elle soit 
abélienne implique que V p M q V r ^ 2 (EPq(n))ne^ est A .R . A-adique de type fini. 
L'aboutissement (Hp+q(X 0 k',Tn))n€N est alors muni d'une filtration finie dont les 
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gradués sont A .R . A-adique de type fini. La stabilité par extensions de la catégorie des 
A. -modules A .R . A-adiques montre donc que cet aboutissement est A .R . A-adique. 
Considérons maintenant le foncteur lim qui va de la catégorie des A. -modules dans 
celle des A-modules. En restriction à la catégorie des A. -modules A .R . A-adiques de 
type fini il est exact d'image des A-modules de type fini. Appliquant ce foncteur exact 
à la suite spectrale (E2

q (n))ne^ on obtient donc une suite spectrale convergente de 
A-modules de type fini 

Ev
2
q = Hp(Xj, ( R % ( . F n ) ) n ) = lim H*+q(Xs, R 6 ^ n ) ) lim H*+*{X § %,Tû) 

nGN n€N 

ce qui termine la démonstration de la partie cycles évanescents de la proposition. 
Passons maintenant à la première partie. Dans tous les cas, on a déjà vérifié l 'hypo­

thèse concernant (Hq(X (g) fc, Fn))nem de la proposition 5.9.2. Reste donc les assertions 
concernant la cohomologie à support compact. Elles résultent dans le cas des espaces 
adiques du théorème 3.1 de [36] pour l'espace adique associé au complété formel le 
long de l'ouvert U et du théorème 3.3 de [36] dans le cas de l'espace adique associé 
au complété formel le long du fermé V. Dans le cas où V est propre, l 'énoncé pour 
l'espace analytique de Berkovich associé au complété formel le long V est une consé­
quence du fait que V propre implique que l'espace adique est partiellement propre, et 
que donc sa cohomologie à support compact coïncide avec celle de l'espace analytique 
associé (proposition 1.5 de [36]). • 

Définition 5.9.5. — Soit C ^c-±^ X\ x X2 une correspondance d'espaces analytiques 
où ci et c2 sont finis. Soient J7i,J7

2eA9— fèc/Xét. On note C o h c ^ i , T < £ ) les corres­
pondances cohomologiques à support dans C que l'on définit comme étant égal à l'en­
semble des systèmes compatibles de correspondances dans YlneN C o h c ( ( ^ r i ) n , (J 72)n)-

Comme précédemment, une correspondance cohomologique agit sur la cohomologie 
A-adique lorsque celle ci est bien définie par simple passage à la limite. De plus, dans 
le cas de la fibre générique d'un schéma formel, une correspondance spécialisée (égale 
par définition au système des correspondances spécialisées) sur les cycles proches 
analytiques rigides fournit une suite spectrale des cycles proches équivariante comme 
précédemment. Cela se déduit par passage à la limite projective des suites spectrales 
obtenues dans le cas de torsion grâce à la proposition précédente. 

Remarque5.9.6. — Soit (ci,c2) : C —> X\ x X2 une correspondance analytique où 
ci et c2 sont étales finis. Via la dualité de Poincaré de la proposition 5.9.2, l 'action 
d'une correspondance cohomologique A-adique sur la cohomologie à support compact 
doit être définie comme étant l'action de la correspondance duale si l 'on veut que 
l 'isomorphisme de Poincaré soit équivariant. 

Application 5.9.7. — La représentation locale fondamentale de [34] s'exprime comme 
le dual de Poincaré de la cohomologie £-adique à support compact des espaces de 
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Lubin- Tate (la contragédiente convenablement twistée à la Tate du point de vue de la 
théorie des représentations). 

Désormais nous utiliserons librement des cycles évanescents Sadiques sans forcé­
ment citer la proposition 5.9.4. Cette proposition contient tous les éléments nécessaires 
(et même plus) pour justifier le passage des coefficients de torsion aux coefficients 1-
adiques lorsque cela sera nécessaire. 

5.10. Formule des traces générale 

Théorème 5.10.1. — Soit D ^dl^ y± x Y2 une correspondance sur S où D,Yi et Y2 

sont propres sur S. 

Soit C ( c - ^ 2 ) X i x X2 une correspondance sur 77, où C\ et c2 sont finis. 
Soit un morphisme de correspondances sur rj : 

C • Xx x X2 

/ ' / l X / 2 

Drj > Ylrj x Y2r) 

où fi, f2 sont étales finis. 
Soient V\ C Yis,V2 C Y2s deux fermés vérifiant c Ç 1 ^ ) C d j~ 1 (Vi ) . Soient U\ = 

( / 1
a n ) - 1 ( s p - 1 ( F i ) ) , C / 2 = ( / 2 a n ) " 1 ( s P ~ 1 ( ^ 2 ) ) les ouverts de X a n , X f n associés. Suppo­

sons cln~\U2) C C F ^ I ) . 
Soient T\,T2 deux Qe-faisceaux lisses sur X\, resp. X2. Soit u G C o h c ( ^ I , ^ 2 ) -

Soit v = (f*u)s G C o h ( R ^ ( / i * ^ r i ) , R ^ ( / 2 * ^ r 2 ) ) la spécialisation de Vimage directe 
de u. Il y a alors un morphisme de suites spectrales des cycles évanescents commutant 
à Vaction de Gal(fj\rj) : 

H* (Vu, Rq^rj{j1*^1)) = = > Hv+« fa S %7i) 

HP (Va, Rq^{h^2)) jjp+i (u2 § % J 2 ) 

où la cohomologie l-adique des ouverts rigides U\,U2 est définie comme étant la Poin-
caré duale de la cohomologie à support compact et où 

uan : H*(U* 
Kcl V a n - 1 m„i 

Hi((f&L\-1(TT«} 6à 77. r*.T, ï 

H"[Uo 00 77. Co*d .A i > ïl [Uo 00 77,^9 
où u : C 2 * c t F i —• JF2 es< associé à u par adjonction. 
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Démonstration. — Pour i = 1,2 complétons le diagramme 

Xi 

Y 4 } Y 

en un diagramme 

Xfi > I 

Yi >K, 

où Xf est un schéma de type fini sur S et Xf/Yi est fini. En particulier, Xf est propre 
sur S. Soit le diagramme : 

X° xYl D xY2 X$ * 

C 

3 X i XYlv Dr, XY2vX2 

Et, comme ci-dessus, soit C ° un modèle de type fini de C sur S et fini au-dessus 
de Xi D Xy2 X®. Ce dernier schéma étant propre sur S, C° est propre sur S 

(cependant, et c'est la un point important qui nous a poussé à développer notre 
formalisme des correspondances cohomologiques dans la catégorie dérivée, on ne peut 
pas forcément trouver de modèle C° tel que C°/X® et C 0 / ^ soient finis). 

On a donc étendu la correspondance C —• X\ x X2 sur rj en une correspondance 
C ° —• X® x X® sur S. On a également étendu le morphisme de correspondances / en 
un morphisme de correspondances sur S. Tous les morphismes étendus sont propres. 

Remarquons maintenant que l'hypothèse c™"1 (f™'1 (U2)) C d?'1 (ff1 (ui)) 

implique, grâce à la surjectivité du morphisme de spécialisation, qu'il en est de même 
sur la fibre spéciale (au niveau des schémas réduits ce qui est suffisant pour nos besoins 
cohomologiques étales) pour les fermés V\ et V2 : c^ s

1 ( / 2 ~ 1 (V2))red C c^l{f^{Vi))ved. 

Le théorème résulte donc de la compatibilité des différentes fonctorialités pour les 
cycles évanescents démontrée dans les sections précédentes. • 

Nous supposerons désormais que k(s) est le corps fini ¥ q . Nous noterons rjnr le 
complété de l'extension maximale non ramifiée de r/, a G Gal(rjnr\rj) ~ Gal(s\s) le 
Frobenius géométrique et C Gal(rj\r)) le groupe de Weil. Si r G Wv nous noterons 
V(T) l'entier vérifiant r ^ n r = av(r\ 

Soit U un espace analytique sur rjnr. Pour tout r G il y a un isomorphisme 
canonique 

U (gUnr 77 ~ UV" 7 ®nnr 77 
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Si U est un domaine analytique dans un espace analytique de la forme X 0 r]nr pour 
un espace analytique X sur 77, [ / ^ ( T ) ) est le domaine analytique de X 0 ^ r ? n r dont 
les points rigides naïfs (ceux du spectre maximal) sont l'image par av^ de ceux de U. 

De l'isomorphisme ci-dessus on déduit un morphisme (qui n'est pas au-dessus de rj) 
d'espaces analytiques pour tout r 

U 6à„nr n Td xr rr(^ ( T )) a ....9 

Si maintenant T est un faisceau sur Xét (où U C X 0 ^ r / n r ) , (Id xrypc^PoùJ7 

désigne le pull-back de T à X 0 77. On en déduit pour tout r dans un isomorphisme 

# 9 g^nr ^ , 7 ) -^U F 9 (U g^nr ^, 

Supposons de plus qu'il existe un schéma formel 2) sur 5 , un morphisme / : X —• 2 ) a n 

et un point fermé y G 2)s tels que U = f~1(sp~1(y)). Alors, si v(r) ^ 0 

C / ( ^ M ) = / - i ( S p - i ( E V ^ ) ( y ) ) ) 

où Pr désigne la correspondance de Frobenius, et on en déduit donc un isomorphisme 
lorsque v(r) ^ 0 

H" (f-Hsp-^Fr^iy))) ® , - r %?) - ^ U ( / - ^ s p - ^ î / ) ) ® „ ~ ^ , 7 ) 

Théorème 5.10.2. — Plaçons nous dans le cadre du théorème précédent lorsque X\ = 
X2 = X,Y1=Y2 = Y, F1=F2=F,V1 = V2 = V et U1 = U2 = U. Il y a donc un 
diagramme au-dessus de n : 

( c i , c 2 ) 
C — > X x X 

f f x f 

Dr) y Yq X 

Supposons de plus que d2s est fini. Il existe alors un entier N ne dépendant que du 
degré de d2s tel que Mu G Cohcv,(J 7), V r G Wv tel que v(r) ^ N 

tT(uXTiKT(Xrf,T)) = Yl t r ^ x r ^ r ^ - H s p - 1 ^ ^ ) ) ) ^ ^ ^ ) ) 
yeDs(k) 

FTv^ (d1(y))=d2(y) 

et 

tr (u x r;RT(U 0 ^ , - 0 ) = Yl t r {u x T'RT ( / " " ' ( sp - 1 ^^)) ) § % ̂ )) 
î/GD^fc) 
d2(2/)€V 

Frv<T>(di(y))=d2(î/) 
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où l'action de u x r dans le membre de droite est le composé des morphismes 

OT(/an-1(sp-1(H:,'(T) di(y))) § %T) HT ( / " ^ ( « P - 1 ( * ( » ) ) ) ® % ? ) 

d2(y) 

R r ^ , a „ - l ( s p _ 1 ( j / ) ) g ~ ^ _ C 2 ^ fir ( / a n - l ( s p - l ( d 2 ( 2 / ) ) ) ^ 

Démonstration. — Les cycles évanescents Rtyjjif*?7) sont munis d'une structure de 
faisceau de Weil et donc d'une correspondance de Probenius associée à r : 

F r v ( r ) * R * ( / . .F) r * R ^ ( / * ^ ) — > R ^ ( / * . F ) 

Cette correspondance commute aux correspondances cohomologiques spécialisées 
puisque ces dernières sont définies sur 5. On peut donc appliquer le théorème de 
Fujiwara ( 5 . 2 . 1 ) à la correspondance cohomologique spécialisée composée avec la 
correspondance de Probenius ci-dessus associée à r . 

Plus précisément, dans le premier cas on applique Fujiwara à tout Xs. Dans le 
second cas, d'après le théorème précédent, la trace sur la cohomologie de U est égale 
à celle sur la cohomologie des cycles évanescents sur V , on applique donc le théorème 
de Fujiwara à V. 

La fibre des cycles évanescents en un point fixe s'identifie à la cohomologie du 
tube au-dessus de ce point fermé. Le calcul des termes locaux naïfs s'effectue alors en 
utilisant les deux fonctorialités de l'isomorphisme de comparaison de Berkovich 5 . 4 . 2 
et 5 . 4 . 4 ainsi que la compatibilité de cet isomorphisme à l'action de Galois. • 

5 .11 . Modèles des variétés de Shimura et des espaces de Rapoport -Zink 
en niveau parahorique 

Nous avons introduit dans le premier chapitre des modèles entiers de nos espaces en 
niveau compact hyperspécial. Nous aurons néanmoins besoin, pour des raisons tech­
niques liées à la théorie des types, des modèles définis dans [68] en niveau parahorique 
en p. Ces modèles ne nous servirons que comme intermédiaires de démonstration. Nous 
ne rappellerons donc pas leur définition. Nous reprenons les notations globales de la 
première partie. V désignera donc une donnée de type P.E.L. non ramifiée. 

5 .11 .1 . Sous-groupes parahoriques et leurs normalisâteurs. — Soit C une 
multichaîne polarisée de réseaux dans VQ P ([68] définition 3 . 1 4 ) . 

Notons 
Kc = {geG(qp) | V A e £ < ? - A = A } 

le sous-groupe parahorique associé. Le normalisateur dans G(QP) de Kc est alors 
défini par 

Nc = {g € G(QP) \VAe£g.Ae£} 
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Si C = ( A i ) i e z est uniforme au sens où i \-> [Ai : Ai+i ] est constant alors 

Nc = {ge G ( Q P ) | 3 j G Z g • A, = A i + i } 

Nous n'aurons besoin dans la suite que de ce cas-là et nous supposerons donc que 
toutes nos multichaînes sont uniformes. 

Exemple 5.11.1. — Plaçons nous dans le cas (A) lorsque p est décomposé dans K. Par 
équivalence de Morita, la donnée d'une telle multichaîne C est alors équivalente à la 
donnée pour tout i dans / d'une multichaîne Ci dans F™.. Pour un i fixé la donnée 
d'une telle multichaîne est alors équivalente (modulo l'action de G L n ( - F V i ) ) à la donnée 
d'un entier d divisant n. Une chaîne associée à d est alors de la forme 

C (e i , . . . , e n ) C • • • C {w{
 1 ~- — 1 C tu^ 1 A 0 C . . . 

A o A f c 

et le groupe Kc se décrit ainsi par blocs de taille d x d : 

' ( GLd(GFvi) ... Md(oFvi)y 

\wFviMd(0Fvi) ... GLd(0Fvi)J 4 

quant à Ne, c'est le groupe engendré par Kc et l'élément suivant 

/o 

V 

o 
0 

Id 0 

5 . 1 1 . 2 . V a r i é t é s d e S h i m u r a . — Dans [68], chapitre 6, il est défini des modèles 
entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. que nous considérons sur EV en niveau 
parahorique, les S h ^ ^ p - Nous noterons SKCKP ces modèles entiers. Lorsque Kp varie 
ils forment une tour de variétés quasiprojectives sur Spec(OEu) munie d'une action 
de G{Ap

f). 

Exemple 5.11.2. — Soit A 0 un réseau autodual dans VQP de stabilisateur Co dans 
G(QP). Supposons que C soit la plus petite multichaîne contenant A 0 . Alors, Kc = Co 
est compact hyperspécial et SKCKP est le modèle entier défini précédemment en niveau 
hyperspécial. 

Si C contient un réseau autodual Ao alors, Kc C Co et il y a un morphisme de 
tours : 

(SKCKP)KP • (SCOKP)KP 

étendant celui défini sur la fibre générique. 

Remarque 5.11.3. — En général ce morphisme n'est pas fini ! 
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On ne supposera pas que C contient un réseau autodual, ce qui nous permettra, par 
exemple, d'inclure parmi les Kc des sous-groupes compacts maximaux des groupes 
de similitudes unitaires non hyperspéciaux. 

5.11 .3 . Espaces de Rapoport -Zink. — A b G B(GQP,/XQJ) est associé un espace 
de Rapoport-Zink 

McCDQp,b)/Spf(0Eb„) 

muni d'une action de Jb ([68] définition 3.21). Comme précédemment (2.3.7), cet 
espace se scinde en produit d'espaces de Rapoport-Zink associés à des données simples. 

Si Kp C Kc, il y a une tour d'espaces rigides M.KP au-dessus de hA9^ = M.KC Q u i 
coïncide avec celle définie auparavant lorsque Kp C Kc H Co-

5.11 .4 . Extension de l'action du normalisateur d'un parahorique aux m o ­
dèles entiers 

5.11.4-1. Variétés de Shimura. — L'action de G(QP) sur la tour (Sh^)/*: permet de 
définir un morphisme de groupes trivial sur Kc 

Nc—+Aut(ShKcKP) 

Le but de cette section est d'étendre ces automorphismes aux modèles entiers ci-
dessus, c'est-à-dire définir un morphisme 

Nc — • A u t ( S ^ i o > ) 

redonnant celui d'avant sur la fibre générique et commutant à l 'action de G ( A ^ ) . 

Soit donc g G Ne- Soit T un schéma sur Spec(OEU)- Un élément de SKCKP(T) 
est donné par un triplet (A, À, rf) où A est une £-multichaîne de variétés abéliennes 
sur T , À une polarisation de cette multichaîne et rf une structure de niveau hors p, 
le tout vérifiant certaines conditions ([68] chapitre 6) . 

Posons g • (A, \,rp) = (AF, \',rf) G SKCKP(T) OÙ avec les notations du chapitre 6 
de [68] : 

V A G C A'A = AG.\ muni de son action de OB 

V A I , A 2 G C Ai C A 2 p ' A l M = Pg-Aug-A2 

Posons pour tout a dans BX normalisant l'ordre OB ® %(P) 

0'a = 6 a 

Définissons \' . On doit définir pour tout A G £ une quasi-isogénie 

^A : ^A * (^Av ) 

telle que 

(p'AV,A)VoX'A:A'A^(A'Af 
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soit une polarisation de A'K . Posons À A comme étant égal à la quasi-isogénie composée 

A'A = AG.A 

VA 

(A<?-A)v) 

( P ( O - A ) V , Q . A V ) 
( V A v ) V = U ' A v ) V 

Alors, 

(PAV,A)V ° A a = (pp.Av,p.A) V o ( p ( 5 . A ) v , ^ . A v ) V o A ^ . A 

= ( P ( p A ) v , p A v ° Pg-Avtg-A ) ° VA 

P(g-A)V,g.A 

qui est donc bien une polarisation. Il reste à vérifier que À' : A —> AF est bien un 
morphisme de multichaînes, mais cela ne pose pas de problème. 

Le morphisme ainsi défini vérifie bien les propriétés voulues. 

5.11.4-2. Espaces de Rapoport-Zink. — Posons Mc = Mc(Vqp,b). On définit 
comme ci-dessus pour les variétés de Shimura un morphisme 

Nc Aut(Mc) 

trivial sur Kc, commutant à l'action de et à la donnée de descente de Rapoport -
Zink, et étendant le morphisme défini sur la fibre générique. 

Sa définition est similaire à celle ci-dessus en remplaçant variétés abéliennes par 
groupes p-divisibles. 

5 .11 .5 . Uniformisation. — Soit <\> une classe d'isogénie comme dans la première 
partie. Comme dans la première partie, il y a des isomorphismes de tours lorsque Kp 

varie ([68] théorème 6.23) 

/ 0 ( Q ) \ (Me x G(AP)/KP) ^ (SKcKP ® 0 È u ) ^ s w 

compatibles à la donnée de descente de Rapoport-Zink et commutant à l'action de 
Ne définie ci-dessus sur les deux membres. 

5.12 . La formule des traces pour la cohomologie des strates d'une variété 
de Shimura de type P.E.L. 

Soit V une donnée globale de type P.E.L. non ramifiée en p. Fixons une multi-
chaîne polarisée C dans V Q p . Soient Kc le groupe parahorique associé et Ne son 
normalisateur. 

5 .12 .1 . Act ion de Galois sur les domaines analytiques de MKp. — Soit 
Kv C Kc un sous-groupe compact ouvert. Rappelons que les espaces analytiques 
MKp sont définis sur Ë = Q™\ Soit 

a: MK„ — • M V 

la donnée de descente de Rapoport-Zink. Soit U C MKV
 u n domaine analytique. 

L'image a(U) C M$P
 e s ^ u n d ° m a m e analytique et si pr : M$P ~* MKP désigne la 
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projection, pr(a(U)) est un domaine analytique dans M,KP Que nous noterons U^a\ 
Il y a alors un morphisme (qui n'est pas défini au-dessus de E) 

U —> U{ot) 

D'où un morphisme V r G WE tel que v(r) ^ 0 

Hq [U^V{T)) ® CpMi) — Hq (U g C P , Q * ) 

(lorsque la cohomologie Sadique de U est bien définie ce qui est par exemple le cas 
si U est le tube au-dessus d'un sous-schéma localement fermé quasicompact de Ai, 
grâce à 3 .1 .4 et 5.9.4). 

5.12 .2 . Tubes et leur cohomologie. — Ai c(k) est muni d'une action d'un Fro-
benius grâce à a. Lorsque Kc = CQ cette action coïncide avec celle décrite dans [61] 
lorsqu'on voit Ai c{k) comme sous-ensemble de l 'immeuble de G sur L. Nous noterons 

$:Mr(k)^Mr(k) 

ce Frobenius. Ainsi, avec les notations précédentes, si sp désigne le morphisme de 
spécialisation associé à Me 

s p - 1 ( * 2 / ) = s p - 1 ( î / ) ( a ) 

Les morphismes de changement de niveau commutant à la donnée de descente on en 
déduit que 

i # K, ( s p _ 1 ( * • y)) = K , ( s p - H w ) ) w 

Définition 5.12.1. — \/y G Mc(k) VKp c KC) 

MKM = ^KIK . ( s p - 1 ^ ) ) 

un ouvert analytique de bord vide dans MKP (qui est un revêtement étale fini du 
disque ouvert Ai c0{y) lorsque Kc C CQ). 

On définit alors Hq (Ai Kp{y) ® C P , Q ^ ) comme le dual de Poincaré de la cohomo­
logie à support compact . C'est un Q^-espace vectoriel de dimension finie muni d'une 
action lisse de S t a b j b ( y ) x IEv (Stsbjb(y) est un sous groupe compact ouvert de J&), 
Kc agissant quant à lui sur la limite lorsque Kp varie dans Kc-

Soit donc maintenant fp G H(G(QP)) de la forme ff
p * Sz où supp(/p) C Kc et 

z £ Ne, T £ WEV vérifiant v{r) ^ 0 et 7 G Jb- Supposons que y G Aic(k) vérifie 

zj^W - y = y 

Il y a alors des morphismes bien défini pour Kp variant 

H'(MKJy),®e) 
Z* o *y* o T* 

H'(MKJv),Qt) 
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qui composés avec l 'action de / ' permettent de définir 

tr (fp x 7 x r ; [H'(M(y),Q£)]) e Qe 

5 .12 .3 . Le théorème 

Définition 5.12.2. — Soit b G B(GQP, MQ^")- Pour K = KPKP avec Kp C Co, notons 

Sh r i ? '^ b C Sh r * g le tube au sens des espaces adiques au-dessus du fermé 

u 
b' ÇLB(GQP ,MQ—) 

Newton(6 )^Newton(6) 

S(b') 

lorsque Kp = Co, et son image réciproque par les morphismes de changement de 
niveau sinon. 

Définition 5.12.3. — Nous noterons 

[ # - ( S h r i ^ b , £ , ) ] = ^ ( - ^ ^ h m i / ^ S h ^ ^ 6 , ^ ) ] G G r o t h ( G ( A / ) x WEu) 
K 

qui est bien défini d'après la proposition 5.9.4 et coïncide avec la même définition en 
remplaçant adique par analytique lorsque SK est propre ou bien lorsque b est la classe 
basique. 

Il résulte alors de la proposition 5.9.4 que 

Proposition 5.12.4. — Si b = bo la classe basique, il y a un isomorphisme canonique 

H'(SK^b°,£p) H'(Sh%(b0),£p) 

où le membre de gauche est celui définit ci-dessus et celui de droite celui défini formel­
lement dans la seconde partie comme dual de Poincaré algébrique de la cohomologie 
à support compact du tube au-dessus du fermé propre S(bo). 

Ces espaces de cohomologie coïncident pour b quelconque dès que les modèles en­
tiers des variétés de Shimura sont propres. 

Théorème 5.12.5. — Supposons les variétés de Shimura SK propres sur 0 E v . Soit b G 
B{G,v), fP € H(G(QP)) de la forme f'p * ôz où s u p p ( / p ) C Kc et z G J V £ . Soit 

K C G(AP) un compact ouvert. Il existe alors un entier positif N tel que 

V / p G H(G(AP
F)) telle que s u p p ( / p ) C K, V r G WE tel que v(r) ^ N 

tr (fP®fpxr; [ t f - ( S h r i ^ f e , £ , ) ] ) 

E 
é Newt(6(</>))^Newt(6) 

E 
{ 7 } G { J * ( Q ) } 

E 
[î,]e/^(Q)\Fix(2X7X*»<T);X^c(fc)) 

vol (l*(Q)v\I*(AP
F)) trp(7) t r ( / p x 7 x r ; {H-(M(y),®e)\) W ) 

o ô J * ( Q ) y = Stab j ; . ( Q ) ( i , ) . 
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Démonstration. — Nous renvoyons à la section 6.1 pour des rappels sur le lien entre 
action des correspondances de Hecke sur la cohomologie et action des fonctions dans 
l'algèbre de Hecke. Toute fonction fp G H(G(Af)) telle que s u p p ( / p ) G K se décom­
pose en combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d'ensembles de la forme 
KpgpKp où Kp est un sous-groupe compact ouvert et où KpgpKp C K. Quitte à 
raffiner une telle décomposition on peut de plus supposer les Kp suffisamment petit. 
On peut donc supposer fp = VÇÀ^KP^lKpgpKp avec Kp suffisamment petit (on suppose 
fixé une fois pour toutes des mesures de Haar sur G (A^) et G(QP)) On peut également 
supposer que f'p = vollKp) 1KP9PKP OÙ KP c Kc et gpeKc. 

Considérons le diagramme suivant de correspondances de Hecke : 

'{9PKpgp
 1nKp) (gPKP(gP)-inKP) 

S h x p K P ( S j ^ (gPKP(gP)-1DKP))v ShKpKP 

(SkcKp)ti {SkcKp)t) 

où la correspondance du bas est définie sur OEV- Tordons ces correspondances par 
l 'isomorphisme associé à z. Et appliquons donc le théorème 5.10.2 à ce diagramme. 

Mais pour obtenir l 'énoncé annoncé il faut tout d'abord remarquer la chose sui­
vante : lorsque Kp diminue et gp est tel que KpgpKp C K le degré des correspondances 
de Hecke associées [Kp : Kp f i gpKpgp~1] ne reste pas borné. On ne peut donc pas 
appliquer directement le théorème de Fujiwara si l 'on veut obtenir la borne uniforme 
V(T) ^ N annoncée lorsque s u p p ( / p ) C K. Néanmoins, fixons un sous-groupe com­
pact ouvert suffisamment petit K' tel que K'.K.K' = K et restreignons nous aux Kp 

contenus dans K'. Pour un tel Kp et gp tel que KpgpKp C K, il y a un morphisme 
de correspondances de Hecke sur k 

S KPHgPKPgP-1 ^ S Kp * S Kp 

SK'DgPK'gP-1 > S K' X SK' 

Et on peut appliquer le lemme 5.1.5 à ces correspondances étendues à k puis tor­
dues par Frobenius. Maintenant, le degré de la correspondance du bas est donné par 
[K' : K' H gPK'gp-1]. Or, K'\K/K' est fini et gp G K. On en déduit que ce degré 
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reste borné. Et on peut donc appliquer le théorème de Fujiwara sous la forme du 
théorème 5.10.2 uniformément lorsque s u p p ( / p ) reste dans K. 

Pour tout b' G B(Gqp, MQ^")> S(bf)(k) est une union disjointe selon les classes d'iso-
génie </> de sous-ensembles S((f))(k) stables par les correspondances de Hecke. Les points 
fixes de z x F r v ( r ) xJïecke(Kp gp Kp) sont donc une union disjointe de points fixes as­
sociés aux différentes classes </>, d'où la première somme dans la formule annoncée. 

De plus, 

S(cf>)(k) ^ I+(Q)\ (Mc(k) x G(AP)/KP) 

où Fr agit via [$ x Id], les correspondances de Hecke de façon usuelle et z via [z x Id]. 
Appliquant le lemme 5.3 de [61] on obtient 

Fix ( F r ^ xKpgpKp x z; S(<f>)(k)) 

u 
i-v\Gii<p o n 

lt(Q)\ Fix ( $ v ( r ) x zxr,Mr(k)) x Fix (7 x KpqpKp) 

Fibrons cet ensemble de points fixes par les éléments de 

(Q)\Fîx (V ( R ) x z x r,Mc(k)) 

Le cardinal de la fibre associée à la classe de y est 

vol (l*(Q)y\I*(Ap)) O ^ n 

De plus, en tout point (3 de la fibre en [y], 

S/« ~ Mr u 

Et les revêtements rigides associés sont donnés par l'uniformisation rigide des variétés 
de Shimura. On en déduit que le terme local associé dans le théorème 5.10.2 en un tel 
point fi est 

tr UP x 7 x r ; [H9(M(y),Qi)\) t r p ( 7 ) 
où le terme tr ^(7) provient du fait que restreint aux tubes ci-dessus est le faisceau 
constant Vp. • 

Remarque 5.12.6. — Dans la formule précédente, lorsque K,V(T) et z sont fixés, indé­
pendamment de fp le nombre de classes d'isogénie </> et de classes de conjugaison {7} 

contribuant de façon non nulle est fini. Pour le voir, posons fp = 1^ et écrivons K 
comme une union disjointe d'un nombre fini de classes doubles 

K = 
aGA 

Kpa„Kp 

pour un sous groupe compact ouvert Kp de G(AP). Appliquons la méthode de la 
démonstration à chacune des correspondances associée à ces doubles classes pour 
compter le nombre de points fixes des correspondances associées (pas la trace des 
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correspondances cohomologiques). On obtient une formule comme dans la démons­
tration du théorème, sans les traces des correspondances cohomologiques. La finitude 
du nombre de points fixes implique alors qu'il existe un nombre fini de (</>, { 7 } ) tels 
que 

Fix ( $ v ( r ) xzx T,Mc(k)) ^ 0 

et 0 7 ( 1 ^ ) 7^ 0. Ce dernier point étant équivalent à dire que la classe de G(AP
C)-

conjugaison de 7 rencontre le compact K. L'assertion s'en déduit. 
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C H A P I T R E 6 

F O R M U L E D E L E F S C H E T Z S U R L A F I B R E G É N É R I Q U E 

Dans ce chapitre, nous redémontrons un cas particulier très simple de la formule 
d'Arthur pour la trace des correspondances Hecke sur la cohomologie d'intersection 
des variétés de Shimura, telle qu'elle est réinterprétée topologiquement dans [26]. En 
faisant une hypothèse simple (la correspondance de Hecke est à support dans les élé­
ments réguliers en une place), on s'aperçoit que tous les points fixes sont des points 
C M . . Si l 'on se restreint aux variétés de Shimura de type P.E.L. considérées dans la 
première section, nous montrons ( 6 . 3 . 2 ) que si un tel point fixe se spécialise sur la 
strate indexée par un b G B(GQP,A*QJ) alors la classe de conjugaison 7 dans G ( Q ) 
associée à ce point fixe est conjuguée dans G(QP) à un élément du centralisateur du 
morphisme des pentes (un sous-groupe de Levi de G(QP)). En particulier, si 7 ne se 
spécialise pas sur la strate basique, 7 n'est pas elliptique. Bien que nous n'utiliserons 
pas ce fait dans la suite nous avons inclus le théorème 6 . 3 . 2 car il fournit une mo­
tivation pour l 'énoncé « la cohomologie des strates non basiques est induite en p » 
(théorème 7 . 2 . 1 ) . En effet, si l 'on disposait d'une formule des traces rigides pour la 
trace d'un opérateur de Hecke sur la cohomologie à support compact du tube rigide 
sur la strate basique faisant intervenir une somme sur des points fixes naïfs + des 
termes au bord, cela montrerait que la distribution somme sur les points fixes naïfs 
associée aux strates non basiques est à support dans les éléments non elliptiques. 

6 .1 . Généralités sur les points fixes sur la fibre générique 

Soit (Shx) Jft:cG(A /) une variété de Shimura associée à une donnée de Shimura 
( G , X) (nous supposons que ( G , X ) vérifie la condition ( 2 . 1 . 2 * ) de [60] afin de ne pas 
avoir de problème avec le centre de G , condition vérifiée par les variétés de type P.E.L. 
étudiées précédemment). La variété algébrique Shx est définie sur le corps reflex 
associé E et les correspondances de Hecke également. La correspondance associée à 
KgK où g G G ( A / ) et K est un sous-groupe compact ouvert de G ( A / ) est : 

S h g K g - i n K ï ShKng-iKg 

ShK ShK 

où avec les notations de la section 5 .1 c\ = n o g et C2 — n. 

Lemme 6,1.1. — Toute fonction f G H(G(Af)) est combinaison linéaire de fonctions 
caractéristiques 1K9K telles que la correspondance de Hecke associée soit un cycle 
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dans SYÏK x S h ^ ; 

S h K n g K g - i c — • ShK x ShK 

Démonstration. — Si i f i , if2 sont deux sous-groupes compacts ouverts de G(Af) 
contenus dans un même sous-groupe compact ouvert suffisamment petit alors 

Sh.K1nK2
 c — • Sh/Ci x Shi<:2 

Il suffit donc de montrer que / est combinaison linéaire de fonctions IKÇK OÙ i f et 
gKg~x sont suffisamment petits. Or, / est combinaison linéaire de fonctions 1KGK 
avec i f aussi petit que l 'on veut et i f g i f C s u p p ( / ) (=> g G s u p p ( / ) ) . Or, s u p p ( / ) 
étant compact lorsque i f « tend » vers { 1 } , uniformément pour g G s u p p ( / ) , g Kg-1 

« tend » vers le groupe { 1 } . • 

Étant donné que nous nous intéressons à la trace d'une telle fonction / dans la 
cohomologie de variétés de Shimura, ce lemme justifie que nous ne nous restreignions 
qu'à de telles correspondances de Hecke. 

Hypothèse 6.1.2. — Nous supposerons dans ce chapitre que les correspondances de 
Hecke sont toutes définies par des cycles. 

De telles correspondances sont donc définies par un cycle lisse de SYÏK X S h ^ . 
Si de plus p est fixé comme dans 1.1.5, la double classe KgK définit une corres­

pondance cohomologique sur Cp à support dans ce cycle : 

c2^p = Cp = g*Cp > Cp = c^Cp 

Une fois fixée une mesure de Haar sur G?(A/ ) cela définit des morphismes de Q^-
algèbres compatibles pour i f variant : 

W ( G ( A / ) , i f ) — + C o h ( £ p , £ p ) 

où H(G(Af),K) = C™(G{Af)//K) désigne l'algèbre de Hecke et où — ± — i K K 

vo l ( i f ) 

s'envoie sur la correspondance cohomologique précédente. Alors si 

Tr : W ( G ( A / ) , i f ) —> E n d ( # - ( S h K , Cp)) 

/ — / f(g)p(g)dg 
JG(Af) 

où p désigne l 'action de G ( A / ) sur la cohomologie, le diagramme suivant commute 

W ( G ( A / ) , i f ) • C o h ( £ p , Cp) 

E n d ( t f - ( S h K , £ „ ) ) 

où l'application verticale de droite est définie par l'action d'une correspondance co ­
homologique sur la cohomologie (5.1). 
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Nous allons tout d 'abord nous intéresser à la sous-variété des points fixes de cette 
correspondance : 

bixlKaK = A f l ShKnaKn-l red 

où A désigne la diagonale de S h ^ . Pour cela, nous allons décrire ses points complexes : 

Fix(KgK)(C) = A ( C ) H S h K n ^ - i ( C ) = {x G S h K n g K g - i ( C ) | U(x) = U(g • x)} 

Utilisons l'uniformisation complexe (cf. 1.1.4 dans le cas des variétés de type P.E.L. 
considérées précédemment) 

ShK(C) = G(Q)\(XxG(Af)/K) 

Dans laquelle G(Q) opère librement sur X x G(Af)/K (car K est suffisamment petit 
et la condition 2.6.2* de [60] est supposée vérifiée). On utilisera également le fait que 
la projection 

p : X x G(Af)/K — G(Q)\(X x G(Af)/K) 

est un isomorphisme analytique local : tout (x, yK) G X x G(Af)/K est tel qu'il existe 
Q voisinage de x dans X tel que p : Qx {yK} —• p(Q x {yK}) soit un isomorphisme 
analytique. 

La correspondance de Hecke associée à KgK s'écrit alors avec ces notations : 

fayigKg-inK)] 

[x, yK] [x, ygK] 

et 

Fix(KgK)(C) - {[x^igKg-1 HK)} \ [x,yK] = [x,ygK]} 

que l 'on peut voir, par hypothèse, comme un sous-ensemble de Shj^(C) : 

F Ï X ( K 9 K ) ( C ) = i[*,yK)] I [x,vK] = [x,vgK]} 

Or, 

[x,yK] = [x ,ygK] 3 7 G G ( Q ) 7 • x = x et *yyK = ygK 

3 7 G G(Q) n ygKy~l 7 • x = x 

étant fixés un tel 7 est unique (action libre de G(Q) sur X x G(Af)/K) et est 
semi-simple compact dans G ( R ) car 7 G S t a b G ( R ) ( x ) . De plus, si 7 ' G G ( Q ) , alors 

f 7 ' ^ = ^ K ^ J ( 7 / 7 7 / " 1 ) 7 / - a ? = 7 / -a? 
\ 7 • = ^ I f | ( 7 / 7 7 / _ 1 ) 7 / i / i ^ = 7 ^ ^ 

Et donc 7 r 7 7 / - 1 est l'unique élément de G(Q) vérifiant les égalités de droite. 
On a donc démontré : 
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Lemme 6.1.3. — Il y a une partition naturelle 

Fix(KgK)(C) = U Fix(KgK)(C){7] 

{ 7 } € { G ( Q ) } 3 3 

7 compact dans G(R) 

où {G(Q)}SS désigne les classes de conjugaison semi-simples de G ( Q ) et 

Fix(KgK)(C){^} = {[x,yK] | 3 7 G { 7 } 7 • x = x et ^yK = ygK} 

Remarque 6.1.4. — On aurait également pu déduire cette décomposition du lemme 
5.3 de [61] comme dans la démonstration de la formule des traces sur la fibre spéciale 
(théorème 5.12.5). 

Lemme 6.1.5. — Si la classe de conjugaison { 7 } est associée à un point fixe de 
KgK alors { 7 } est associé à tout point de la composante connexe de ce point dans 
Fix(KgK)(C). On a donc une partition 

n0(Fix(KgK)(C)) = ] J n0(Fix(KgK)(C))M 

{ 7 } € { G ( Q ) } S 9 

7 compact dans G (M) 

Démonstration. — Il suffit de démontrer que tout [x, yK] G Fix(KgK)(C){7y possède 
un voisinage U dans Sh j f t : (C) tel que U D Fix(KgK)(C) C Fix(KgK)(C){l} ce qui 
montrera que l'application Fix(KgK)(C) 3 [x,yK] »->> { 7 } est localement constante 
donc constante sur chaque composante connexe. 

Fixons [x, yK] dans Fix(KgK)(C) tel que 7 • x = x et ^yK = ygK où 7 G G ( Q ) . 
Si Q est un voisinage compact de x dans X , 

{g G G ( R ) | g • n n Q ^ 0 } 

est un compact de G (M) (écrire X sous la forme G(R)/KOQ). Si de plus fi est petit 
la projection p induit un isomorphisme Q x yK ^+ p(ÇÎ x {yK}) c S h x ( C ) où 
p(Q x {yK}) est un voisinage de [x,yK] dans S h x ( C ) . 

Fixons un Q vérifiant les deux conditions ci-dessus : fi est compact et petit. Si 
(x',yK) G fi x {yK} est tel que [x',yK] = p(x\yK) G Fix(KgK)(C) alors soit 
7 ' G G ( Q ) l'unique élément tel que 

f i-x'=x' 
\ y • yK = ygK 

On a donc, 7 ' • fi n fi ^ 0 et 7 ' G ygKy'1 H G ( Q ) . 
Par discrétude de G ( Q ) dans G (A) , 

A n = { 7 , / G G ( Q ) | 7 " • fi n fi ^ 0 et 7 " G ygKy~1} 

est fini. Or, lorsque fi parcourt des ensembles vérifiant les conditions ci-dessus, 

Ç]An = {i} 
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Et donc, quitte à rétrécir on peut supposer qu'il contient un seul élément. On pose 
alors = p(QxyK). • 

Proposition 6.1.6. — Tout élément de 7To(Fix(KgK)(C))^y est une composante 
connexe d'une sous-variété de type Hodge associée à G 7 où G 7 désigne le centralisa­
teur de 7. 

Démonstration. — Soit [x, yK] G Fix(KgK)(C){7} où 7 • x = x et 7 • yK = ygK. Le 
point x correspond à un morphisme hx : S —» G / R , et 

7 . x = x hx : S — • (G 7 )R 

Le couple ( G 7 , fox) définit alors une variété de Shimura de domaine hermitien associé 

Y = G°7(R)/CGo(R)(hx)^X 

Posons K' = yKy~l D G 7 ( A / ) . Le morphisme ( G 7 , / i x ) - > ( G , h x ) induit alors un 
morphisme analytique 

9 : Sh*v(G°,fc x )(C) — S h * ( G , X ) ( C ) 

[ x i , ^ ^ ] 1 — • [xi,j/iî/iir] 

qui est un revêtement fini au-dessus de son image. De plus, 

[x,yK] G imfa) , et imfa) C Fix(KgK)(C){7} 

Considérons maintenant le lemme suivant 

Lemme 6.1.7. — Soient x e X et go e G (M) tels que go • x = x. Alors, 

{x' eX\g0-x' =x'} = {g-x\g€ CG{R)(g0)} 

- CG(M)(go)/(CGiR)(go) n K^) 

Démonstration. — Soit K^ = S t a b ^ j ^ x ) . Soit 

0 = tep 
une décomposition de Cartan de Lie (G(R) ) où ï = Lie(i^oo). L'application 

exp : p —> X 
Z .—• e x p ( Z ) • Koo 

0 1—> x 

est un difféomorphisme. 
Si x' = e x p ^ K o o G X où Z G p, 

go-x' = x' (po e x p ( Z ) ^ 1 ) -Koo = e x p ( Z ) • K^ 
V v ' 

exp(Ad(0O)(Z)) 
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car go G ifoo- De plus, g0 G ifoo => Ad(#o)(p) C p et donc, Ad(go)(Z) € p et l'égalité 
e x p ( A d ( # o ) ^ o o = exp (Z ) - i f oo implique A d (go) 0 0 = Y, qui implique elle même 
que #o commute à e x p ( Z ) . Donc : 

{x' G X | g0 • x' = x'} = {g • x \ g G CG(R)(g0)} 

= CG(M) (go)/(CG(R) (go) n i foo) • 

Appliquons ce lemme à x et go = 7- On trouve que l'ensemble des points fixes de 7 

dans X est Y. Le résultat s'en déduit. • 

Corollaire 6.1.8. — F i x ( i f g i f ) est lisse sur E (en particulier ses composantes 
connexes sont irréductibles). 

Exemple 6.1.9. — Dans la décomposition 

7T 0 (F ix ( i fg i f ) (C ) ) = I] 7 T 0 ( F i x ( i f g i f ) ( C ) ) { 7 } 

{7}e{G(Q)}ss 

m Les classes de conjugaison elliptiques correspondent aux composantes de points 
fixes compactes. 

• Les classes de conjugaison régulières correspondent aux points fixes isolés (et elles 
sont automatiquement elliptiques dès qu'un tel point fixe existe). 

Remarquons également que lorsque G D E R est simplement connexe, une classe de 
conjugaison semi-simple régulière 7 dans G (M.) est compacte si et seulement si elle est 
elliptique. En effet, G étant associé à une donnée de Shimura, G(R) est une forme 
intérieure de sa forme compacte et possède dont un tore maximal anisotrope modulo 
le centre T sur R. Donc, si 7 est compact 7 appartient à un conjugué de T dans G (R) , 
mais 7 étant régulier et G D E R simplement connexe C G ( 7 . ) R est un tore maximal qui 
est donc un conjugué de T . 

6.2. Points fixes isolés 

L'idée sous-jacente à cette section est que tout vecteur tangent dans l'espace tan­
gent en un point fixe qui est fixe infinitésimalement donne lieu à une géodésique dans 
l'espace hermitien X qui est formée de points fixes, et que donc en tout point fixe 
isolé l'intersection entre la correspondance de Hecke et la diagonale est transverse. 

Les points fixes isolés correspondent comme on l'a vu aux points fixes associés à 
des classes de conjugaison { 7 } où 7 est régulier c'est-à-dire G ^ est un tore (qui est 
automatiquement elliptique si un tel point existe). On a donc en particulier : 

Lemme 6.2.1. — Les points fixes isolés sont des points CM. de S h ^ . 

Nous aurons besoin du lemme suivant pour appliquer une formule des traces de 
Lefschetz. 
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Lemme 6.2.2. — Si £ G S h x ( C ) est un point fixe isolé de KgK alors, en Ç, A et 
Sh.gKg-iNK <—• S h x x Shx s'intersectent transversalement. 

Démonstration. — Soit 

£ G Fix(if gif ) ( C ) { 7 } , C = y / i f ] , 7 • ^ = ^ et = ygif 

Soit fi voisinage de x dans X tel que p : fi x {gif} p( f i x {gif}) soit un isomor­
phisme et Fix(ifgif)(C) f lp ( f i x yK) = {£}. 

On a alors que p : fi x {y{gKg~1 DK)} p( f i x {y{gKg-1 nif)}) C S h ^ - i n K . 
L'inclusion S h ^ ^ - i n K S h ^ x S h ^ s'identifie alors dans la carte locale fi x {gif} 
fi à : 

fi —> fi x fi 

x' i — • ( a ; ' , 7 • a / ) 

Et A à 

0 — y fi x fi 

x ' i — > ( x ' , x ' ) 

Les intersections sont donc transverses si et seulement si d(^)x : TXQ —• T^fi ne 
possède pas la valeur propre + 1 . Si ifoo = S t a b G ( M ) ( ^ ) 5 9 = £©P est une décomposition 
de Cartan de Lie (G(E) ) telle que Q — Lie(ifoo) alors, 

Txn d { n ) x >Txn 

A d ( 7 ) | P 

>P 

où 7 G ifoo- L'espace propre associé à la valeur propre + 1 s'identifie donc à 

Lie (C G ( R ) ( 7 ) )np 

Mais C G ( 7 ) ° étant un tore tel que CG(R)(7)° C i foo, Lie(Cc(R)(7)) C 6 et donc 

Lie (C G ( R ) ( 7 ) )np = 0 • 

On déduit également de la démonstration précédente : 

Corollaire 6.2.3. — Si Ç £ Fix(ifgif ) ( C ) { 7 } est isolé alors 

Lefz(KgK,;Cp)=tr(p(7)) 

ASTÉRISQUE 291 



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 147 

6.3 . Le cas des variétés de Shimura de type P.E.L. 

6 .3 .1 . U n l e m m e sur la conjugaison stable 

Lemme 6.3.1. — Soit G/QP un groupe réductif tel que GDET soit simplement connexe. 
Soit 7 G G(QP) régulier stablement conjugué à un élément de M(QP) où M est le 
Levi d'un parabolique propre défini sur Qp. Alors, 7 est conjugué dans G(QP) à un 
élément de M(QP). 

Démonstration. — Supposons que 7 soit stablement conjugué à 7 ' G M(QP) : 

l'=£n9~1 oùg<EG{%) 

Les éléments 7 et 7 ' étant réguliers, et G d e r simplement connexe, les centralisateurs 
C G ( 7 ) , resp. CG ( 7 ; ) J sont des tores maximaux sur Qp : T , resp. X". 

L'application définie sur Qp 

ïntg :T ^ T ' 

est en fait un isomorphisme sur Qp (les centralisateurs de deux éléments stablement 
conjugués sont formes intérieures l'un de l'autre via cette application, mais étant 
abéliens le cocycle intérieur est trivial : il s'agit de ca = intgg-a où gg~a G T ) . Elle 
induit donc un isomorphisme 

mtg:Td-^(T')d 

(où l'indice d signifie le sous-tore déployé maximal). 
Rappelons maintenant que si T est un tore maximal de G sur QP, un sous-groupe 

de Levi d'un sous-groupe parabolique défini sur Qp minimal parmi ceux contenant T 
est Cc(Td) (cf. Borel, Algebraic groups) (par exemple, T est elliptique si et seulement 
si Td C Z Q si et seulement si T n'est contenu dans aucun parabolique propre) . 

Dans notre cas l 'isomorphisme int 5 : Td —> {Tf)d implique que CG({T')d) = 
gCc(Td)g~1 et que donc 7 et 7 ' sont dans deux paraboliques définis sur Qp conju­
gués dans G(QP). Mais (Borel, Algebraic groups) deux paraboliques définis sur QP 

conjugués sur Qp le sont déjà sur Qp. • 

6.3 .2 . Plaçons nous maintenant dans le cadre des variétés de Shimura de type P.E.L. 
non ramifiées propres étudiées dans le premier chapitre. 

Théorème 6.3.2. — Soit £ G Fix(KgK)(C){7y un point fixe isolé. Le point £ appartient 
donc à Sh.K(E). Supposons que £ se spécialise sur un point de la strate S(b) où 
b G D(GQP,PQ^). Alors, 7 est conjugué dans G(QP) à un élément de M(b)(Qp), le 
centralisateur du morphisme des pentes. 

Démonstration. — Soit (A, À, t) le triplet associé à £ sur une extension de degré fini 
du corps reflex. A est une variété abélienne C M . . Avec les notations précédentes 
pour l'uniformisation complexe on peut supposer que £ = [x, yK] où 7 • x = x et 
7 • yK = ygK. La relation 7 • x = x implique que 7 induit un automorphisme de 
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la Q structure de Hodge polarisée munie de l'action de B associée à (.A, et que 
donc, 7 induit un automorphisme du triplet (A, À, t) sur une extension de degré fini 
du corps reflex. Nous noterons / cet automorphisme. Rappelons qu'à l'uniformisation 
complexe est associée un choix d'isomorphisme de 5-modules symplectiques : 

V ^ H U A , Q ) 

Il y a alors un diagramme commutatif 

V = Hn(A, Q) 

1 r 
V — HKA.O 

Rappelons que l'on note EV le complété en une place v divisant p du corps réflexe. Il 
y a un isomorphisme canonique 

Hà(A,Q)®Qp^ --Hl t(A,®P) 
où le second membre est une représentation cristalline du groupe de Galois absolu 
d'une extension de degré fini de EV que nous noterons K. On a donc un diagramme 
commutatif 

V ® Q p - ^ ---- - > H l t ( A K , Q P ) 

7 ® 1 / * 
V®Qp-^-+Hlt(AK,Qp) 

Notons D c r is le foncteur de Fontaine entre la catégorie des représentations cristal­
lines du groupe de Galois absolu de K et celle des isocristaux filtrés admissibles. 
DCTiS(Hlt(AK?Qp)) s'identifie comme isocristal muni de structures additionnelles à la 
cohomologie cristalline de la réduction mod p du triplet (A, À, i). Dans cette identi­
fication, / agit sur cet isocristal par un élément de Fixons un isomorphisme de 
L-modules symplectiques munis d'une action de B (L = W(¥P)Q) : 

F(Hlt(AK,Qp))~(V®Qp)®L 

Il y a donc un diagramme commutatif 

DcHs(V ® Qp) — = - > DCTis(Hlt(AK,Qp)) — = - > (V ® Q p ) <g> L 

£>cris(7® 1) F(f*) g 

DCïis{V ® Q p ) — = - > Dcris(Hlt(AK, Q p ) ) — = - > (V ® Qp) ® L 

dans lequel g £ Jb-

Trivialisons maintenant le torseur des périodes ; c'est-à-dire étendons les scalaires 
à B<IR. Il y a un isomorphisme canonique 

(V ® Qp) ® BDR £>Cris(^ ® Qp) ®L BDR 
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d'où au final un diagramme commutatif 

Vqp (g) BdR ~ ) (VQp (g) L) <g> BdR 

7 0 

% 0 B<m ~ > ( % <g> L) <g> £<m 

Duquel on déduit que 7 est stablement conjugué dans G(L) à un élément de J*,. 
Rappelons maintenant que dans le cas que nous considérons (Gqp quasidéployé) 

la classe de cr-conjugaison b provient d'une classe de M(b)(L) encore notée 6, et que 
Jb = {g G M(b)(L) | gba = bag}. Rappelons également que l 'on peut supposer b 
« décent » (cf. [68]) au sens où pour un s G N, (ba)s = (s.Ub)(p)crs. Dans tous ce qui 
précède on peut alors remplacer L par Qps l'extension non ramifiée de degré s de Qp. 
La relation b~xgb = ga dans M(b)(Qps) montre que la classe de conjugaison de g dans 
M(b)(Qps) est définie sur Qp et que donc, d'après [46] (pour les groupes avec lesquels 
nous travaillons M(b)der est simplement connexe), la classe de conjugaison de g dans 
M(b)(Qp~) contient un élément de M(b)(Qp). 

On déduit donc au final que 7 est stablement conjugué dans G(QP) à un élément 
de M(b)(Qp). On conclut alors grâce au lemme 6.3.1. • 

Remarque 6.3.3. — Dans la dernière partie de la démonstration, nous n'avons fait 
qu'expliquer l'existence du transfert des classes de conjugaison stables de Jb vers celles 
de sa forme intérieure quasi-déployée M (b). Par exemple, lorsque Jb est le groupe 
des unités d'une algèbre à division Dx, ce transfert est le transfert des classes de 
conjugaison de Dx vers les classes de conjugaison elliptiques de G L n . 

6 .4 . F o r m u l e d e L e f s c h e t z 

Théorème 6.4.1. — Soit Sh(G, X) une variété de Shimura compacte. Soit f = ®vfv G 
H(G(Af)) telle qu'il existe une place finie v telle que s u p p ( / v ) C G(Qv)Teg. Alors, 

tr ( / ; [H'{Sh,£p)]) = £ v o l ( G ( Q ) 7 \ G ( A / ) 7 ) t r p ( 7 ) C77(/) 
{ 7 } € { G ( Q ) } 

7 régulier 
g elliptique dans G(M) 

Démonstration. — On peut supposer que / est de la forme vo^K^ 1-KgK où 
K = f ] v ^ v et KvgvKv C G(Qv)reg- Appliquons la formule des traces de Lef­
schetz à la correspondance de Hecke associée. Soit 7 G G(Q) elliptique dans G (M). 
Fix(KgK)(C){yy ^ 0 => 7 est régulier. En effet, une relation du type jyK — ygK 
implique que ^yyvKv = yvgvKv qui implique que y~l^yv € KvgvKv C G ( Q v ) r e g . Tous 
les points fixes sont donc isolés et la somme dans la formule annoncée provient de la 

S O C I É T É M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2004 



1 5 0 L. FARGUES 

décomposition 

Fix(KgK)(C) = Fix(KgK)(C)7 

{ 7 } € { G ( Q ) } 
régulier 

7 elliptique dans G(R) 

Reste donc à montrer que 

£ Leîz(KgK,Cp) = v o l ( G ( Q ) 7 \ G ( A / ) 7 ) t r p ( 7 ) 0 7 ( / ) 
teFix(KgK)(C){Y} 

On sait (corollaire 6.2.3) que Leîç(KgK, £ p ) est constant sur F i x ( i f g i f ) ( C ) { 7 } et vaut 
tr p(7). Il faut donc calculer #Fix(KgK)(C){7}. L'élément 7 étant régulier, Fix(7; X) 
est réduit à un seul élément. On en déduit que F'\x(KgK)(C){7} est en bijection avec 

G(Q)7\{yK | y'i-yy G i f g i f } 

qui est de cardinal v o l ( G ( Q ) 7 \ G ( A / ) 7 ) 07(f). • 

Remarque 6.4.2. — Cette formule se déduit de [26] en remarquant grâce au théorème 
5.2 de [26] que la somme des caractères des séries discrètes de G ( R ) ayant même 
caractère infinitésimal que p évaluée en un 7 régulier est t rp (7 ) . 

Remarque 6.4.3. — Lorsque le support de / reste dans un compact fixé de G ( A / ) , 
les classes { 7 } intervenant dans la formule ci-dessus varient dans un ensemble fini 
ne dépendant que de ce compact. Cela peut se voir de deux façons : la première en 
utilisant la proposition 8.2 de [48] qui implique qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes 
de G(A)-conjugaison contenant un élément de G ( Q ) et rencontrant un compact de 
G ( A ) fixé (ce qui est le cas ici puisque nos classes sont elliptiques à l'infini) ; la 
deuxième de la même manière que dans la remarque (5.12.6). 
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C H A P I T R E 7 

C O N T R I B U T I O N D E L A C O H O M O L O G I E 
D E L A S T R A T E B A S I Q U E 

7.1. Caractérisation des éléments de G r o t h ( G ( A / ) ) x WEV par leurs traces 

7 .1 .1 . U n lemme d'algèbre linéaire. — Soit K un corps et V un i f -espace 
vectoriel de dimension finie. Soient u G End(V r ) et v G GL(V). Le but du lemme qui 
suit est de montrer que si l 'on connaît tr(uvN) pour 7V grand alors on connaît tr(u). 

Pour cela on s'inspire de la formule classique : si P(T) = det(Id— Tv) alors si 
F(T) = T,N>otT(vN+1)TN> F e s t u n e fraction rationnelle et F(T)dT = - d l o g P . 
Ainsi, puisque v est inversible 

Re S o o (F (T )dT) = v^P'1) = dim(V) = tr(Id) 

Lemme 7.1.1. — Soit 

F(T) = ^ tv(uvN^) TN G K[[T}} 

La série formelle F est une fraction rationnelle de degré —1 et 

Resoo (F(T)dT) =tv(u) 

Démonstration. — On peut supposer K algébriquement clos de caractéristique 0. Soit 
v = vs + vn la décomposition de v en parties semi-simples et nilpotentes. Supposons 
le lemme démontré pour v semi-simple. On a alors 

F(T) = E E (Nt *)tr MM™"") t N 

N^O k=0 ^ ' 

= 15 E (^WtW* 1-*)^ 
k=0 N+l^k V / 

= E t r (^ + 1 ) T N + d E E (^Wifr™-*)^ 
N^O k=l N^k-1 ^ ' 

V s, ' 
T k - 1 d k 

*' dT 
(Fk(T)) 

où 

F K ( T ) = E tv(uvk
nv7

kv^)TN 

Le terme de gauche est une fraction rationnelles par application du cas semi-simple à 
u et vs, quant au terme de droite cela résulte du fait que pour tout 1 ^ k < n, Fk(T) 
est une fraction rationnelle par application du cas semi-simple à uv*v~k et vs. La série 
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formelle F est donc une fraction rationnelle. De plus, par hypothèse, d e g i ^ = — 1 et 

donc deg ^ ^ ^ ( T F f c ( T ) ) J ^ — k — 1. Cela implique que 

/rpk-l Jk \ 

Mn^ ( T F f c ( T ) ) ) ^ 
et est donc de résidu nul en l'infini. La cas semi-simple implique donc les autres cas. 

Reste à démontrer le lemme dans le cas où v est semi-simple. Soit donc v semi-
simple. Pour tout w G GL(V) 

triuiw^vw)^1) = tv{uw-lvN+lw) = t r ^ m / T 1 ) ^ 1 ) 

et tj:(wuw~l) = tr(u). On peut donc supposer que V = Kn et que la matrice de v dans 
la base canonique de Kn est la matrice diagonale d i a g ( A i , . . . , À n ) (où V i À» ^ 0) . 
Notons (a>ij)ij la matrice de u. Alors, 

+oo n 
F(T) = J2 J 2a i iX r i tN 

N=0 i=l 

= E a u l - \ i T 
i=l 

or A» ^ 0 = > Resœ ( "* dT j = 1. D 'où le résultat. • 

\ 1 — Ail ) 

Remarque 7.1.2. — L'intérêt de ce lemme est que si P est un polynôme alors 

ReSooP(T)dr = 0 
Ainsi, si l 'on modifie la série définissant F(T) dans le lemme précédent par un nombre 
fini de termes on peut encore retrouver la trace de u. 

7.1 .2 . Séparation des représentations sphériques par les traces de fonctions 
à support dans les éléments réguliers 

Proposition 7.1.3. — Soit H/Qp un groupe réductif non ramifié tel que H(QP) —> 

# a d ( Q p ) soit surjectif. Soit 

E 
w€lrr(ff(Qp)) 

o J d € GrothfJTfQJ) ® C 

(i.e. ctn e C et V Kp C H(QP) compact ouvert #{K \ a(ir) ^ 0 et irK*> ^ ( 0 ) } < oo) 
SiVfp£ H(H(QP)) telle que s u p p ( / p ) C H(Qp)reg on a 

E 
7T 

a-rr tr 7T( f„) — 0 

Alors, V 7r sphérique a(7r) = 0. 
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Démonstration. — Ce résultat est essentiellement contenu dans [54] dont nous utili­
serons librement les notations. 

Commençons par remarquer que dans [54], si le paramètre t est régulier alors la 
fonction élémentaire ft est à support dans les éléments réguliers de H(QP). D'après 
la proposition 5 de [54] on a en prenant fp = ft avec t régulier : 

^2 an tr 7r(/ t) = 0 
7r sous-quotient 

d'une série principale 
non ramifiée 

i.e. on peut séparer les sous-quotients des séries principales non ramifiées des autres 
éléments de Irr(ff(Q p ) ) . 

Remarquant que les éléments réguliers t engendrent le groupe de type fini 
A(QP)/AÇZp), la proposition 7 de [54] couplée à l'indépendance linéaire des carac­
tères (ici l'indépendance linéaire des caractères non ramifiés À à valeurs dans C* 
du groupe des points dans Qp d'un tore déployé maximal) permet de séparer les 
7r sous-quotients de séries principales non ramifiées associées à des À, À' tels que 
\/w G W Xw ^ X' (on utilise le fait que A(QP)/A(ZP) étant de type fini il suffit 
d'écrire la proposition 7 de [54] pour un nombre fini de ft avec t régulier et donc 
qu'il existe un sous-groupe compact ouvert Kp de H(QP) tel que pour ce nombre fini 
de paramètres t, ft G C£°(H(QP)//Kp) ce qui ramène les combinaisons linéaires de 
traces considérées à un nombre fini). 

La proposition 8 (cf. également la remarque qui la suit) permet à À (modulo l'action 
de W) fixé de séparer dans les sous-quotients irréductibles de la série principale non 
ramifiée le sous-quotient sphérique des autres sous-quotients. D'où le résultat. • 

7.1.3. Le théorème. — Soit G un groupe de similitudes unitaires sur Q comme 
dans le premier chapitre dont nous reprenons les notations. 

Définition 7.1.4. — Pour A G Groth(G(A /) x WE„), A = EnGirr(G( A / ) ) [ n ] ® k ( n ) ] 
nous noterons 

A — 
ĉusp — E Il€lrr(G(A/)) 

IIp supercuspidale 

[n] ® MIL)] 

Théorème 7.1.5. — Soit A G G r o t h ( G ( A / ) x WEv ) tel que pour tout type supercuspidal 
(J, À) de G(QP), Vg G J le sous-groupe compact modulo le centre associé, V / p G 
H(G(APf)) telle qu'il existe w ^ p vérifiant supp(fw) C G(Qw)reg il existe un N EN 
tel que V r G WEV vérifiant v(r) ^ N si f = (e\ * 69) 0 fp on ait 

tr(f x T:A) = 0 

Alors, 

ĉusp — 0 
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Démonstration. — Fixons a G WEV tel que v(o~) = 1. Considérons la distribution sur 
G ( A / ) 

/ — > ^ t r l / x r ^ 1 ; ^ 

qui est à valeurs dans C ( T ) d'après le lemme 7.1.1. Appliquant l'application linéaire 

Resoo : C ( T ) — • C 

à cette distribution on déduit du lemme 7.1.1 et de la remarque qui le suit que dans 
l 'énoncé du théorème on peut prendre n'importe quel r G WEV indépendamment 
de P. 

Fixons 7To une représentation supercupsidale de G ( Q P ) et ( J, À) un type associé. 
Notons 

A = [n]®WN)] 
n e I r r (G(A / ) ) 

où [p(U)] G G r o t h ( ^ ) . Fixons r G WEU, fixons p G W ( G ( A * ) ) , p = ®v^pfP 

vérifiant 3w ^ p s\xpp(fw) C G(QW)REG et considérons la distribution sur G ( Q P ) 

fP h - t r ( / p (g) P x r ; A ) = £ ( £ t r ( / * ; I P ) tr (r ; t r w ( / p ) 
7rGlrr(G(Qp)) ^ n e I r r (G(A / ) ) ' 

Il résulte de la définition de G r o t h ( G ( A / ) x WEU) que pour tout sous-groupe compact 
ouvert KP de G ( Q P ) 

#{TT I nKp ^ (0) et an ^ 0 } < + o o 

Si X p est tel que e x G H(G(QP)//KP) alors V # G J VTT 7r(e A * = 7r(eA)7r(#) et 

donc, 

# { T T I 7r(e A * ^ 0 et ^ 0 } < + o o 

Il existe donc un ensemble fini non-vide E de caractères non ramifiés de G ( Q P ) vérifiant 

V x , x' £ E x ï X' TTO ® X & TT-O <8> X 7 

et 

X] a^o<8>X t r 7ro0x ( e A * = 0 

or, t r ^ ^ e A * ^ ) = x(d) t r 7 r 0 ( e A * ^ ) et t r ^ e A * ^ ) ^ 0 (lemme B.1.2). On en déduit 

V# G J ] T x ( # ) = 0 

Rappelons (annexe B) que 7To (8) X 9̂  ® x ' ^ X| j 7̂  x j j e t donc par indépendance 
linéaire des caractères 

ano = 0 
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Fixons maintenant l lo G I r r ( G ( A / ) ) vérifiant IIop — 7TQ. Fixons toujours r G WEU-
Soit w une place de Q en laquelle G(QW) est non ramifié de type adjoint et Uow 

sphérique. Fixons f p w G H(G(Apw)). Il résulte de l'égalité a^Q = 0 que l 'on a la 
relation 

V / , G « ( G ( Q J ) suMfw) C G(Qw)Teg 

E ( E tr n p«( /^)tr(r ;p(n ) ) ] tr i r ( / t I , ) = 0 
7r<Elrr(G(Q™)) ^ n€lrr(G(A/)) ' 

np~7To 
On déduit donc du lemme 7.1.3 que 

V / ^ G W ( G ( A f ) ) V r G E tr n P^(/^)tr(r;p(n)) = 0 
neIrr(G(A/)) 

n p ~ n o P 

Fixons un niveau tel que {HPW)KP%" ^ (0) . Alors, si 

X = { I F » e I r r ( G ( A 7 0 ) | (Ww)KPm ± (0) et Kilo,,, ® n0,w ® I F " 0 ) ^ (0 ) } 

# X < + o o . Les représentations semi-simples de WEV de dimension finie sur C sont 
équivalentes aux représentations semi-simples de dimension finie sur C de la C-algèbre 

R = \\mC[WEJGal(ËV\Ev)W} 

Il résulte alors de l 'indépendance linéaire des caractères que les traces des éléments 
de 

ft(G(Af)//i^) ® c R 
permettent de séparer les 

IF™®p(n0,p®u0,w®ww), upw e x 
On en déduit donc que 

[p(n0)] = o • 

7.2. Contribution de la cohomologie de la strate basique 

Soit V une donnée de type P.E.L. non ramifiée en p (cf. le premier chapitre), et S h ^ 
les variétés de Shimura associées, que nous supposerons compactes. Nous supposerons 
pour cela que D = E n d s ( V ) est une algèbre à division. Nous supposerons de plus 
qu'en toutes les places finies de F, D est soit déployée soit une algèbre à division. Nous 
supposerons également que l'on est dans le cas (A ) , c'est-à-dire dans le cas unitaire. 
Rappelons que le que le corps C M . F est de la forme F + / C où /C|Q est une extension 
quadratique imaginaire. 

Rappelons également que l'on note 

G(QP)=G(Y[U(n;FWjj) 
3€J 

lorsque p est inerte dans /C. 
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Le facteur de droite n'étant pas tout à fait un produit, ses représentations ne se 
décrivent pas immédiatement à partir des représentations de chaque facteur. Afin de 
ne pas trop alourdir les notations nous supposerons donc dans ce chapitre que lorsque 
p est inerte dans K l'ensemble J de cardinal 1, ce qui est suffisant pour les applications 
que nous avons en vue. 

Théorème 7.2.1 

(1) Supposons p décomposé dans K,, alors 

" H m f f * ( S h t f , £ p ) l = \\imH-(Sh%(b0),£p) 
- ~ T 7 J cusp L > cusp 

dans G r o t h ( G ( A / ) x WEu). 
(2) Supposons p inerte dans K et Vensemble J de cardinal 1. Supposons démontré 

Vexistence d'une application de changement de base quadratique local en p pour les 
groupes unitaires non ramifiés (ce qui est le cas pour [7(3) , C.3) et Vexistence de 
types pour les représentations supercuspidales des groupes unitaires non ramifiés en 
p (cf. B.3.2) (c'est le cas pour [7(3) lorsque p^2, cf. B.3.1, cf. également la section 
7.2.1 où cette hypothèse est enlevée). On a alors l'égalité 

l\mH-(ShK,£p)T = [ l i m i 7 - ( S h ^ n ( 6 0 ) , £ p ) l 

~K J\WEujcp,cusp L17 -I 
~K -I \WEuicp,cusp 

où si A = E n e i r r C G ^ ) ) ! 1 1 ] ® [*(n)] € G r o t h ( G ( A / ) x WEv) on note 

K*»= E Pl®["(n)] 
n p supercuspidale 

3 v décomposée dans K. UV supercusp. 

Démonstration. — La démonstration consiste à comparer deux formules des traces, 
l'une sur la fibre générique, l'autre sur la fibre spéciale. 

Nous donnons la démonstration dans le cas où p est inerte dans K qui est a priori 
la cas le plus compliqué. 

Commençons par rappeler quelques notations. Notons J = {j}. Fixons une repré­
sentation supercuspidale 7r 0 de G(QP) ~ GU(n;FWj). Soit (À, JQ) un type associé à 
la classe d'équivalence inertielle de 7To. Notons Jo le sous-groupe compact modulo le 
centre associé {cf. l 'annexe B ) ) , et A l'extension de À à Jo vérifiant 

GU(n;Fw)~ 
7To ^ c-Ind 7

 3 A 

Soit e\ l ' idempotent de l'algèbre de Hecke associé défini par 

0 si g £ Jo 
e\(g) = { d imA . 

.MJ)Xxi9) s i g e J o 
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Posons fp = e\ * ôg pour un g E Jo- Soient fp E H(G(Ap
f)) et r E WEUKP- NOUS 

supposerons que fp = ®v^p fv telle qu'en une place v décomposée dans /C fv soit un 
pseudo-coefficient supercuspidal. Posons f = / p (g) fp. 

Commençons par établir la formule des traces sur la fibre générique. Plus précisé­
ment, on cherche une expression pour 

t r ( / x r ; [H'(Sh,CP)]) 

Si la représentation II E I r r ( G ( A / ) ) est telle que II intervienne dans [Hm(Sh, Cp)], la 
non nullité de t r ( / ; II) implique que JJP est supercuspidale, qu'il existe un caractère 
non ramifié x de G ( Q P ) tel que Up ~ TTQ <8> X e t qu'en une place v décomposée dans 
/C I I V est supercuspidale. 

Il résulte donc de l'annexe A que : 

t r ( / x r ; [ £ T - ( S h , £ p ) ] ) 

E t r n ( / ) tr (r ;r M _o5, (BC(n p ) ) | £ ;J .r d i m S h / 2 ) 
n€lrr(G(A/)) 
npe[7ro,G(Qp)] 

3n'eT(G)P n=n'f 

où mu est la multiplicité d'une II ' E T(G)P vérifiant II ~ n'y et BC désigne le 
changement de base local (qui existe par hypothèse en la place Wj). 

On dispose seulement d'une formule des traces pour la trace d'une fonction de 
l'algèbre de Hecke (théorème 6.4.1), mais pas pour f x T. C'est pourquoi nous avons 
besoin du lemme suivant : 

Lemme 7.2.2. — Pour tout r E WEUJCp il existe une fonction 

/ ; e e A * f t ( G ( Q ) ) * e A c W ( G ( Q ) ) 

telle que Vx caractère non ramifié de G(QP) on ait 

t r ( / ; ; 7 T 0 <8> x) = t r ( / p ; TT0 ® x) tr ( r ; o ^(TTQ <8> x ) M " d i m S h / 2 ) 

Démonstration. — Notons XQ^(G(QP)) le groupe des caractères non ramifiés de 
G(QP) à valeurs dans Qt*. Le groupe XQ^(G(QP)) s'identifie aux points à valeurs 
dans Qe d'une variété algébrique de type fini sur Qi (plus précisément un tore) . De 
plus, soit le groupe fini 

r = {x e ; % ( G ( Q P ) ) | iT0 ® x - M 

Les fonctions régulières sur le tore quotient par T s'identifient à l'algèbre de Hecke du 
type A de G ( Q P ) (annexe B.1.2). 

Considérons maintenant la fonction 

F: Xô-(G(Qp))-Ql 

X • t r ( / p ; 7T0 ® x) tr(r ; r M o ^(TTQ ® x)|E„U ' ) 
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Étant donné que G a est défini au niveau des classes d'isomorphisme de représentations, 
F est invariante par T et descend donc en une fonction sur XQ^(G(QP))/T. Montrons 
que cette fonction est régulière. 

Soit x élément de XQ^(G(QP)). Le caractère B C ( x ) obtenu par changement 
de base quadratique est un caractère non ramifié de GLN(FWJ) x Q * . Notons 
B C ( x ) = ( x ' ° det) ® x"- L'application x B C ( x ) est régulière (on peut la décrire 
explicitement). On a alors, 

K ® x)(fP) = no(fp) X (detg ) 

duquel on déduit 

t r ( / p ; TTO (8) x ) = t r ( / p ; 7r 0 ) .x(#) 

De plus, avec les notations de l'annexe A 

<ri(no 0 X ° det) = cr/(7T0) 0 cr^(x) 

où cr^(x) WFV. —> Qe* est associé à x par la théorie du corps de classe local, et 

^ ( B C ( T T 0 ® x ) ) = ^ ( B C ( T T O ) <8> ( ( x ' o det) <g> x " ) ) = ^ ( B C ( t t 0 ) ) <8> <n(x') ® dix") 
Utilisant le fait que l'extension EU\QP est non ramifiée on en déduit 

R,,- o ^ ( t t o ® X)(r) = (RM5- o 5 / ( 7 r 0 ) ( R ) ) x ' ( p ) - " ( T ) V ( p ) - , ' ( T ) 

où p est un entier associé à / /QJ . La fonction F est donc une fonction régulière. D'après 

l'annexe B.1.2 il existe donc f£ G H(X,G(QP)) vérifiant 

V X e . % ( G ( Q P ) ) F ( X ) = t r w o 0 x ( / ; ) • 

Remarque 7.2.3. — On peut aussi utiliser le théorème de Paley-Wiener scalaire ([6]) 
pour obtenir l'existence d'une fonction f£ G H(G(QP)) vérifiant 

VTT € I r r ( G ( Q P ) ) t r ^ / J ) = t r w ( / „ ) tr (r ; o 5 , ( 7 r ) | E J . | - D I M S H / 2 ) 

Cependant nous aurons besoin par la suite de l'annulation des intégrales orbitales 
de sur les éléments réguliers non elliptiques. Pour la fonction f£ du lemme ci-
dessus ce sera une conséquence facile de l'appartenance de f£ à l'algèbre de Hecke 
d'un type supercuspidal. Si l 'on veut utiliser le théorème de Paley-Wiener scalaire et 
non le lemme ci-dessus, cela est une conséquence du théorème A - (b ) de [44]. 

Posons fT = fp® fp qui dépend donc de r . Il résulte du lemme que l'on a l'égalité 

t r ( / T ; [H'(Sh, CP)\) = t r ( / x r ; [H'(Sh, £„)]) 

Supposons maintenant qu'en une place w de Q, fw soit à support dans les éléments 
réguliers de G(QW) (on suppose / décomposée en un produit <8>vfv)- H résulte de 
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l'égalité précédente ainsi que du théorème 6.4.1 que : 

tr ( / x r ; {H'(Sh, £ „ ) ] ) = £ v o l ( G ( Q ) 7 \ G ( A ) 7 ) tr p ( 7 ) 0 7 ( / ; ) 0 7 ( / * ) 
{ 7 }e{G(Q)} 

7 régulier 
7 elliptique dans G(M) 

Remarquons maintenant qu'étant donné que f£ est dans l'algèbre de Hecke associée 
à un type supercuspidal, pour tout élément 7 de G(QP) semi-simple régulier non 
elliptique 01(fp) = 0. D 'où la formule 

tr ( / x r ; \H'(Sh,£P)}) = £ v o l ( G ( Q ) 7 \ G ( A ) 7 ) t r p ( 7 ) 0 , ( / ; ) 0 7 ( / p ) 
{ 7 }€{G(Q)} 

7 régulier 
7 elliptique dans G(R) et G(QP) 

Passons maintenant à la formule des traces sur la fibre spéciale. 
Soit donc fp comme précédemment fixée définitivement. Soit K C G{AP) un com­

pact. Il résulte du théorème 5.12.5 appliqué à toute la variété de Shimura qu'il existe 
un entier N tel que V r G WEVKP, V(T) > N, V / p G H(G(Ap

f)) s u p p ( / p ) C K 

tr ( / x r ; [ f f - ( S h , £ , ) ] ) = E E W . r W) 

{7>€{J*(Q)} 
où ^(F),{Y},T — 0 sauf pour un nombre fini de (</>, { 7 } ) (ce nombre fini tendant vers 
l'infini lorsque K grossi et v(r) varient). Nous choisirons de plus N suffisamment 
grand de tel façon que le théorème 5.12.5 s'applique également à la strate basique. 

On a donc l'égalité 

tr ( / x r; [iT(Shan(M, £,)]) = E E W . r <W) 
4>M<i>)=BO {I'}E{I+(Q)} 

Remarquons que si la classe d'isogénie 0 n'est pas basique et 7 G J^(Q) alors l'image 
de 7 dans I^(QP) est dans une forme intérieure d'un Levi propre de G ( Q P ) , J^. 

Nous pouvons maintenant comparer les formules des traces sur la fibre générique 
et sur la fibre spéciale. 

Fixons un compact K dans G ( A j ) . Soit v± ^ p une place de Q décomposée dans 
/C. Supposons le compact K de la forme K V L x K V L . Soit fp comme précédemment 
et fp'Vl G H(G(Ap

f'V1)) telle que s u p p ( / p ' V l ) C K V L , et en une place / est à support 
dans les éléments réguliers. Soit r G WEUJCP tel que v(r) ^ N où N est associé à K 

comme précédemment. On note f£ la fonction associée à r et / p , et fT = fp ® /p. 

Désormais, r et / V l sont fixés. Alors, la comparaison des deux formules des traces 
fournit 

V / V l S U p p ( / V l ) C K V 1 E a{l}°Mvi) = E E ^ , { 7 } ° 7 ( / « i ) 
{7}€{G(Q)} {7}€{J*(Q)} 

7 régulier 
7 elliptique dans G(R) et G(QP) 
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où l'on a posé 

a { 7 } = v o l ( G ( Q ) 7 \ G ( A ) 7 ) t r p ( 7 ) 0 7 ( ( / T D 

et /?0, { 7 } = ^</>,{7},r 0-y(fp,Vl) qui dépendent de / V l et r . 
Regroupons les termes par classes de conjugaison dans G(QVl) : on obtient 

E ( E ^ { 7 > - E / w ) ) = 0 
{7 , }€{G (Q w l ) } , eg V { 7 }€{G(Q)} * , {7}€l*(Q) ' 

7 régulier -y^y 
7 elliptique dans G(R) et G(QP) 

7 ~ 7 ' 

où, étant donné que s u p p ( / V l ) reste dans le compact KVl, la somme porte sur un 
nombre fini de classes de conjugaisons semi-simples régulières dans G(QVl ) intersec-
tant le compact KVl (cf. les remarques 5.12.6 et 6.4.3). 

Etant donné que ces classes de conjugaison sont fermées, disjointes et en nombre 
fini on peut les séparer par des éléments fVl G H(G(QVl)) vérifiant s u p p ( / V l ) C KVl. 

On obtient donc que V ^ ' G G(QVl) semi-simple régulier 

E a w = E 
{7>€{G(Q)} * ,{7 }€ /*(Q) 

7 régulier <y 
7 elliptique dans G(R) et G(QP) 

Remarquons maintenant que si 0 est non basique et 7 1 G I^(Q) régulier, 7 1 ne peut 
être conjugué dans G(QVl) à un élément 72 de G(Q) elliptique dans G(QP). En effet, 
71 vu comme élément de Jb se transfert en un élément 7^ de M (b) (le centralisateur 
du morphisme des pentes) la forme intérieure quasi-déployée de Jb (Pexplicitation de 
l'existence de ce transfert est faite à la fin du théorème III.6.3.2). L'élément 72 serait 
alors stablement conjugué à un élément j[ d'un Levi propre de G(QP) ce qui d'après 
le lemme 6.3.1 est incompatible avec le fait que 72 est elliptique régulier. 

On en déduit donc : 

E ^ . { 7 } = 0 

<f> non basique 
{ 7K { / * (Q) } 

On peut maintenant appliquer de nouveau le théorème 5.12.5 à la strate basique pour 
obtenir que V / V l , s u p p ( / V l ) C KVl 

tr ( / x r ; [ f f - ( S h , £ p ) ] ) - tr ( / x r ; [ f f - ( S h a n ( 6 0 ) , Cp)]) 

Nous pouvons maintenant faire varier fVl et r tels que s u p p ( / V l ) C KVl et v(r) ^ N. 
On peut alors appliquer le théorème 7.1.5 pour conclure. • 

Remarque 7.2.4. — Dans le théorème précédent, dans le second cas, lorsque G est un 
groupe de similitudes unitaires en trois variables la restriction de WEV à WEUKP est 
inutile. C'est une conséquence du théorème A.7.8. 
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7.2 .1 . Principes d'une démonstration n'utilisant pas la théorie des types 

Voici une méthode permettant d'enlever l 'hypothèse d'existence de types supercus-
pidaux dans le théorème précédent et est donc un premier pas vers la démonstration 
sans restriction du théorème précédent pour pour tous les groupes unitaires U (n) avec 
n quelconque. 

La méthode consiste à utiliser la proposition 2.1 de [13] reliant traces et traces 
compactes sur un groupe réductif p-adique. Avec les notations de [13], si / est une 
fonction dans l'algèbre de Hecke de G(QP) et n une représentation irréductible de 
G(QP) alors t r 7 r ( / ) s'exprime comme une combinaison linéaire indexée par une suite 

—p 
de paraboliques standards P de GQP des traces de / 1 M ( Q p ) c

 s u r I e module de Jacquet 
associé à n et P , où : 

• / est une combinaison linéaire finie de fonctions de la forme f9 = f(g»g~1) 
—P — 

• f désigne le terme constant de / comme fonction sur un sous-groupe de Levi 
associé à P 

• M ( Q P ) C désigne les éléments compacts de M ( Q P ) , un sous-groupe de Levi associé 
à P , c'est-à-dire les éléments semi-simples réguliers contenus dans un sous-groupe 
compact modulo le centre de M(QP). 

—p 
En particulier, si / est un pseudo-coefficient supercuspidal / est une combinaison 
linéaire de termes constants de / le long de paraboliques P9 et est donc nul pour 
P 7̂  Gqp. On en déduit que pour un tel / et toute représentation irréductible 7r, 
t r 7 r ( / ) = tr 7 r ( / l<3 ! (Q p ) c ) . Cela démontre l'existence de coefficients supercuspidaux à 
support dans les éléments compacts. 

Or pour les groupes avec lesquels nous travaillons tout élément compact est dans 
le normalisateur d'un sous-groupe parahorique. En particulier si / est à support dans 
les éléments compacts on peut écrire / comme combinaison linéaire de fonctions de 
la forme / o * Sg où / o est à support dans un parahorique Kc (avec les notations de la 
section 5.11) pour une multichaîne C et g E Ne le normalisateur de Kc (les C variant 
dans la combinaison linéaire). Or les distributions avec lesquelles nous travaillons sont 
invariantes par conjugaison en p. On peut alors se ramener à évaluer la trace de notre 
fonction sur la fibre spéciale comme une combinaison linéaire de traces fonctions à 
support dans le même normalisateur d'un parahorique en p. 

La formule des traces sur la fibre spéciale (théorème 5.12.5) s'applique à chacun des 
termes de cette combinaison linéaire. On vérifie que cela est suffisant pour appliquer 
la méthode de la démonstration précédente. 
7.2 .2 . Conjecture générale. — La cohomologie de la variété de Shimura est une 
somme indexée par B(GQp, fi-^) de la cohomologie des strates associées. Plus géné­
ralement, on conjecture que si n G I r r ( G ( A / ) ) est telle que n intervienne de fa­
çon non nulle dans la cohomologie de la strate indexée par b G B(GQP, PQ^) (dans 
G r o t h ( G ( A / ) x W E U ) ) alors la classe d'équivalence inertielle de Iip est associée à 
une représentation supercuspidale d'un sous-groupe de Levi contenu dans M (6) , le 
centralisateur du morphisme des pentes. C'est le cas dans [34]. 
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C H A P I T R E 8 

A P P L I C A T I O N À L A C O H O M O L O G I E D E S E S P A C E S 
D E R A P O P O R T - Z I N K D E T Y P E E.L. E T P.E.L. 

Nous démontrons dans ce chapitre les principaux résultats de ce livre, à savoir 
les conjectures de Kottwitz ([65] conjecture 5.1, [32] conjecture 5.3) pour la partie 
supercuspidale de la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink basiques suivants : 

• Les espaces de type E.L. non ramifiés pour lesquels le groupe Jb est anisotrope 
modulo le centre ou bien égal à G (théorèmes 8.1.4 et 8.1.5) (la restriction sur Ji 
provient du fait que cette hypothèse simplifie la comparaison des formules des traces) 

• Pour les espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe unitaire U(3) 
sur des extensions de degré impaires de Q p , p ^ 2, nous les démontrons pour les 
représentations supercuspidales stables. Nous démontrons des résultats plus faibles 
pour les autres représentations supercuspidales. (théorème 8.2.2) 

• De même pour U(n) en supposant certains faits connus concernant l'analyse 
harmonique sur les groupes unitaires locaux et globaux en n variables. 

Avec le cas des espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe U(3) nous 
donnons ainsi le premier exemple de loi de réciprocité locale non abélienne construite 
géométriquement et associée à des groupes autres que des formes intérieures du groupe 
linéaire. 

8 .1 . Espaces de type E.L. non ramifiés 

8 .1 .1 . Construction de données globales à partir de données locales 

8.1.1.1. Le résultat de Clozel. — Commençons par rappeler les résultats de la seconde 
section de [14] qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille 
de formes intérieures locales d'un groupe unitaire presque-partout localement triviale 
provienne d'un groupe unitaire global. Ces conditions sont déduites du formalisme 
développé par Kottwitz pour étudier la cohomologie galoisienne des groupes réductifs 
sur les corps de nombres. 

Soit donc F un corps C M . de sous corps totalement réel maximal F+. Supposons 
nous donnée une famille (Uv)v, où v parcourt les places de P + , de groupes unitaires en 
n variables sur F + (nous entendons par là que Uv est une forme intérieure du groupe 
JJ(n)F+ où U(n)/F+ est le groupe unitaire quasi-dépolyé en n variables associé à 
l'extension quadratique P | P + ) . Soit $ un type C M . de F. Lorsque v parcourt les 
places infinies de P + les groupes Uv sont donnés par des couples d'entiers ( p r , qT)re^ 
tels que si r induit v alors 

Uv ~ U(pT,qT) 
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Si v est une place de F + décomposée dans F , Uv est du type GLa(D) où a\n et D/F+ 
est une algèbre à division d'invariant r/(n/a) avec r An/a = 1. Avec les notations 
de (2.3) de [14], lorsque n est pair, l'invariant local associé dans — Z/riL est 
va mod n. Dans ce cas, la composante en v de l'invariant global associé est donc 
ra mod 2. Qui est non nul si et seulement si a est impair (puisque a impaire implique 
r impair). 

Si v est une place finie de F + inerte dans F , si n est impaire, il y a un unique groupe 
unitaire en n variables sur F + , le groupe unitaire quasi-déployé. Le groupe Uv est donc 
ce groupe. Si n est pair, il y en a deux : la forme quasidéployée et l'autre (suivant 
que le discriminant de la forme hermitienne définissant le groupe est une norme de 
l'extension quadratique ou non) . Dans ce cas-là, il y a donc deux possibilités pour Uv. 

Les résultats de la section 2 de [14] s'énoncent ainsi : 

Proposition 8.1.1. — Supposons que pour presque tout v, Uv est quasi-déployé. 
Si n est impair, il existe un groupe unitaire U/F+ tel que V v UF+ ~ Uv. 
Si n est pair, notons A le cardinal de Vensemble des places finies déployées de F+ 

telles que Uv soit de la forme GLa(D) avec a impair, notons B le cardinal des places 
finies inertes de F+ telles que Uv soit non quasi-déployé. Il existe un groupe unitaire 
U/F+ tel que Vv UF+ ~ Uv ssi 

TE<Ï> 

Dans tous les cas, U est le groupe unitaire associé à (23, * ) où B/F est une algèbre 
simple et * une involution de seconde espèce. 

8.1.1.2. Un lemme 

^ [ F + :Q] + ^TpT = A + B mod 2 

Lemme 8.1.2. — Soit F'\QP une extension de degré fini. Il existe un corps de nombres 

totalement réel F0 tel que p soit inerte dans F0 et F® ~ F'. 

Démonstration. — Écrivons pour cela F' = Qp(a) avec P G Q P [ X ] le polynôme 
minimal de a. On peut choisir a tel que P soit unitaire à coefficients dans Zp. Notons 
d le degré de P. Alors, le lemme de Krasner montre que pour Q G ZP[X] suffisamment 
proche de P , Q est irréductible et une racine de Q engendre Ff. 

Par densité de Z dans Z p le lemme se ramène alors à montrer que pour tout p o ­
lynôme Q G Z[X] de degré d, pour tout voisinage p-adique de Q dans les polynômes 
à coefficients entiers de degré d il existe un polynôme dont toutes les racines soient 
réelles. Le fait que dans dans l'extension construite à partir d'une racine d'un tel poly­
nôme p reste inerte est conséquence du fait que ce polynôme de Z[X] reste irréductible 
d a n s Q p [ X ] . 

Soit E — R[X]d le R-espace vectoriel des polynômes de degré inférieure ou égal 
à d. Pour tout entier N, pN - Z[X]d est un réseau de E. Considérons l 'isomorphisme 
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de M-espaces vectoriels 

(f : E — • R d + 1 

R^>(R(o),.:.,R(d)) 
Le groupe ip(pN •'Z[X]d) est un réseau de Rd+1. Et l 'on veut montrer que 
(p(Q + pN - Z[X]d) intersecte l'ensemble {xo < 0, x\ > 0, #2 < 0 , . . . } . Or on 
montre aisément que pour tout réseau A et tout x G R d + 1 , x -\- A intersecte un tel 
ensemble. • 

8.1.1.3. Construction d'une donnée de type P.E.L. globale à partir d'une donnée de 
Rapoport-Zink locale de type E.L. non ramifiée simple. — Soit (Ff, V, / / ) une 
donnée de type E.L. non ramifiée simple (1.2.2.1) sans sa classe de cr-conjugaison. 
Nous notons n = d i rnp^V 7 ) . Soit F + un corps de nombres totalement réel dans 
lequel p est inerte et tel que ~ F' (lemme 8.1.2). Nous fixons définitivement un 
isomorphisme F+ F'. Soit K un corps quadratique imaginaire dans lequel p est 
décomposé. Notons F le corps C M . F+K. Notons p = v\vl la décomposition de p 
dans F. Fixons un plongement v : Q c—> Qp (où, rappelons le, Q C C ) . Définissons le 
type C M . de F de la façon suivante : 

$ = {r e Hom(F, Q ) | v o r : F c — • induit vi} 

Rappelons que le cocaractère / / est donné par des couples d'entiers 

(Pr > 0r)r6Hom Q p (F',Qj) ' 

Pour r G 3>, r induit un plongement v o r : F Qp qui via l 'isomorphisme FVl ~ F' 
(induit par l 'isomorphisme F+ ~ Ff) induit un plongement a(r) G H o m Q p ( F ' , Qp). 
Nous noterons (pT,qr) = (Pa(r)^a(r))' 

Construisons un système (Uv)v comme dans le 8.1.1.1. Pour toute place v de F + 

divisant l'infini, il existe un unique r G $ tel que r induise v. Posons alors 

Uv = U(pr,qT) 

Posons également 
Up = GLn(F') 

Choisissons une place finie w de F + différente de p, décomposée dans F , et po ­
sons Uw comme étant égal au groupe des unités d'une algèbre à division sur F + . 
Posons pour toute place finie w' de F + décomposée dans F , différente de p et 
Uw> = G L n ( F + , ) . Si n est impair, faisons un choix quelconque (presque partout 
quasi-déployé) de groupes unitaires Uw» en les places w" de F + inertes dans F. Si n 
est pair, on peut toujours choisir le nombre de Uw» non quasi-déployés de tel manière 
que l'équation de la proposition 8.1.1 soit satisfaite. 

A ce choix de groupes locaux, la proposition 8.1.1 associe un couple ( S , *) où B est 
une algèbre simple sur F et * une involution de seconde espèce sur B. 
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Étant donné qu'en la place w, B est une algèbre à division, B est une algèbre à 
division. Posons 

B = B o p p 

qui est donc muni de l'involution *. D'après le lemme 2.8 de [51], l'ensemble des 
b G J 5 * = 1 (g) R tels que le produit symétrique (x,y)b = trBR/^>(xby*) sur J5R X 2?R 
soit positif est un cône ouvert non vide. Par un argument de densité, cet ensemble 
rencontre donc l'ensemble Bx fl B*=1. On en déduit qu'il existe un b G Bx tel que 
6* = b et tel que l'involution # définie sur B par 

VxeB x#=bx*b~1 

est une involution positive de seconde espèce. Fixons un tel b et notons # l'involution 
associée. Soit (3 G F tel que /?# = —(3. Posons V = B vu comme 22-module à gauche. 
Considérons le produit (•, •) défini sur V x V par 

V x , y G F (x, t/) = t r ^ / Q ^ - 1 / ? ^ ) 

C'est un produit symplectique qui fait de V un (B, # ) - m o d u l e hermitien. De plus, 

V a G B = EndB{V) V x , y GV (a(x),y) = ( xa ,y ) 
= tr B/qixab^pyiï) 

= tTs/Qixb^Pibab-^y*) 
= tiB/Q(xb-1p(y(bab-1)#)#) 

v v ' 

= (x,a*(y)) <** 
On en déduit donc que B = E n d # ( V ) muni de l 'adjonction associée à (•, •) est égal au 
couple (B, * ) . Soit G le groupe des similitudes unitaires associé à (B, # , V, (•, •)) et G\ 
le groupe unitaire. Le groupe G\ est donc le groupe unitaire associé à (B, * ) . Étant 
donné qu'à l'infini les signatures (pT,qr) sont fixées, il existe une unique classe de 
G\ (M)-conjugaison h de morphisme d'algèbre à involution de (C, c) dans (23, *) telle 
que le produit (•, h(i)») soit défini positif. Fixons un tel h : C —• E n d £ ( V ) . Et posons 

V={B,#,V, (.,.),h) 

qui est une donnée de type P.E.L. au sens du chapitre I. 
D'après le choix fait pour $ et les (pT,Qr) en fonction des (p'T,q'T) on en déduit la 

proposition suivante : 

Proposition 8.1.3. — Étant donnée une donnée locale de type E.L. non ramifiée 
simple sur une extension de Qp, il existe une donnée globale de type P.E.L. 
V = (B, # , F, (•,•), h), un plongement v : Q Q p tel que via v, V induise 
(i.e. après équivalence de Morita, cf. 1.2.3.5) la donnée locale. On peut de plus 
supposer que EndsiV) est une algèbre à division qui est en toutes les places finies 
soit déployée, soit une algèbre à division. On peut également supposer le corps CM. 
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F de la forme F+/C où K est un corps quadratique imaginaire et où p est inerte dans 
F+ et décomposé dans K. 

8.1 .2 . Le théorème principal. — Si H est un groupe réductif p-adique, si V est un 
i ï -module lisse, on peut définir le sous 17-module VCUSp de F , la partie supercuspidale, 
en utilisant par exemple le centre de Bernstein : 

^cusp — e ' V 

où e parcourt les idempotents du centre de Bernstein de H associés aux classes d'équi­
valences inertielles des représentations supercuspidales de H. 

Théorème 8.1.4. — Soit (V, F, 6, p) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. 
non ramifiée simple basique. Soit E C QP le corps reflex associé. Supposons le groupe 
réductif Jb anisotrope modulo son centre, c'est-à-dire Jb = Dx pour une algèbre à 
division D sur F d'invariant calculé en fonction de \i. Notons JL la correspondance 
de J acquêt-Langlands. Soit n une représentation irréductible de Jb telle que JL(7r) soit 
supercuspidale. Il y a une égalité dans le groupe de Grothendieck G r o t h ( G ( Q p ) x WE) 

^ ( - l ) » + E R P R G R R ^ H O M J 6 ( F F I ( ^ g C p j Q ^ ^ ) 
cusp 

= [JL(TT)] ® [r„ O ât(JL(K))\E] |.|2r Pr«r /2 

où an la correspondance de Langlands locale « absolue » £-adique pour le groupe linéaire 
(A.1.1), r^ la représentation du L-groupe associé (A. 7.2) sur E et (pT,qr) la signature 
locale associée à l'espace de Rapoport-Zink. 

Rappelons avec les notations du 1.2.1 que la classe de conjugaison de fi est donnée 
par des entiers («i)iez/dz (les (pT,qr) ci-dessus), et que Jb est anisotrope ssi 

( E «) A n = 1 

Alors, Jb = Dx où l'invariant local de D est ^ ai G 
Il peut également arriver, lorsque n\ ^ «i, que Jb soit égal à G(QP). Cela ne veut 

pas dire que les groupe p-divisibles associés sont étales (ce qui est la cas si et seulement 
si V i ai = 0 ) , car le groupe Jb tient compte de l'action de F. Dans ce cas-là, la 
correspondance de Jacquet-Langlands est l'identité et on a le théorème suivant : 

Théorème 8.1.5. — Soit (V, F, 6, p) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. 
non ramifiée simple basique. Soit E C QP le corps reflex associé. Supposons le groupe 
réductif Jb égal à G = G L n . Soit 7r une représentation irréductible supercuspidale de 
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Jft. Il y a une égalité dans G r o t h ( G ( Q p ) x WE) 

V ( - l ) < + S r P r « T \irnnomJb(Hi(MK®CP,®e),ir) 
. L Ty J c u s p 

= M<8> [r M o5^(7r ) | £ ; ] | . | E T P T W 2 

Voici la démonstration des deux théorèmes ci-dessus : 

Démonstration. — Soit V une donnée de type P.E.L. globale induisant la donnée 
locale, comme dans la proposition 8.1.3. Soit Sh la variété de Shimura associée. Le 
groupe G(QP) est GLn(Fv) x Q * (où Fv est le corps local noté F dans les énoncés). 
Notons Ai(b,/j,) l 'espace de Rapoport-Zink local associé à la donnée locale. L'espace 
de Rapoport-Zink associé à P en p et à la classe basique b G B(Gqp, A^QJ) e s ^ donc 

^ ( % , è ) = j M ( ^ ) x Q p
x / z ; 

D'après les résultats de l'appendice A , dans le groupe de Grothendieck G r o t h ( G ( A / ) x 
WEV), si 

[H-(Sh,£P)] = ( - l ) d i m S h Iker^Q.G)! E 
n e I r r ( G ( A F ) ) 

[H] ® [Re^m 

la représentation semi-simple [R£iPtfJb(l¥)] est non nulle si et seulement si il existe 
II G T{G)P telle que II ' ~ I I / . De plus, pour une telle II G T(G)P, contribuant à 
[if*(Sh, £ p ) ] c u s p , Le. telle que Up soit supercuspidale, 

\Rt,PA^f)) = mn[r„ o àe(Up)} \.\-^/2 

où rn-n désigne la multiplicité de II dans l'espace des formes automorphes sur G. On 
obtient donc l'égalité suivante 

[#- (Sh ,£ p ) ] c u s p - ( - l ) dimSh Iker^G) ! E 
UeT(G)p 

rip supercuspidale 
p/]®[r„o?/(np)]|.rdimSh/2 

Soit (p une classe d'isogénie intervenant dans la strate basique et le groupe réductif 
associé. Rappelons que I^(R) est la forme compacte modulo le centre de G (M), que 
I^iQp) = JbxQp et que I*(AP

F) = G(AP
F). 

Le corollaire 4.6.3 couplé au théorème 7.2.1 montre que l 'on a l'égalité suivante : 

[H'(Sh.,£p)}casp 

= |ker 1(Q ,G)| E 
ri€T(j*) 

Iln supercuspidale 

[ l i m H o m J t x Q p X (H'c(MK{VQp,b),®e),nP)}cusP®[TLP} \-fmSh 
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Si llp = 7Ti (g) x où 7Ti est une représentation irréductible de Jb et x u n caractère de 
Q*, il y a un isomorphisme 

lim H o m J B x Q x ( # ' ( M K ( D Q P , 6), We), np) = lim H o m J b ( i f - ( A 4 * ( 6 , AO, Q j ) , TTI) ® x 

comme représentation de C?(Q P ) = G L n ( . F ) x Q * . 
Fixons p = 1. Il existe une représentation automorphe II de telle que np = 

7r ® 1 et IIoo = 1 ([12]). Utilisons le théorème A.4.1 appliqué aux groupes formes 
intérieurs 1^ et G. On obtient alors le résultat en égalant les deux expressions ci-
dessus pour [ i f*(Sh, £ p ) ] c u s p et en prenant la partie IIj- isotypique (après avoir divisé 
par | k e r 1 ( Q , G)|mn, où ran désigne la multiplicité de II dans l'espace des formes 
automorphes sur qui est égale à celle de TXoo ® J L ( I I p ) (g) 11^ dans l'espace des 
formes automorphes sur G pour une représentation de la série discrète 7Too ayant de 
la cohomologie dans p, d'après A.4.1) . • 

8.2. Espaces de type P.E.L. non ramifiés 

8 .2 .1 . Construction de données globales à partir de données locales 

Soit F'\QP une extension non ramifiée de degré pair. On veut trouver un corps de 
nombres totalement réel F + et un corps quadratique imaginaire /C|Q dans lesquels p 
est inerte, tels que F+ et Kp soient linéairement disjointes (c'est-à-dire p reste inerte 
dans F+1C) et tels que F' = F+Klv. Cela est possible si et seulement si [Ff : Qp] 
n'est pas un multiple de 4 (utiliser le lemme 8.1.2). De la même manière que pour la 
proposition 8.1.3 on montre alors la proposition suivante : 

Proposition 8.2.1. — Étant donnée une donnée locale de type P.E.L. non ramifiée 
simple sur une extension de Qp de degré qui n'est pas un multiple de 4 ; il existe 
une donnée globale de type P.E.L. V = (B, # , V, (•, •), h), un plongement v : Q Qp 

tel que via v, V induise la donnée locale. On peut de plus supposer que E n d s ( F ) est 
une algèbre à division qui est en toutes les places finies soit déployée, soit une algèbre 
à division. On peut également supposer le corps CM. F de la forme F+/C où K, est 
un corps quadratique imaginaire. 

8.2 .2 . Le théorème principal pour GU(S) 

Théorème 8.2.2. — Soit (F, *, V, (•, •),&,//) une donnée locale de type P.E.L. non ra­
mifiée simple basique. Supposons [F : Qp]/2 impair et d i m ^ ^ ) = 3. Soit E C Qp le 
corps reflex associé. 

(1) Soit : Wqp —> LG une classe de conjugaison de L-paramètre vérifiant : 
im(^ ) n'est pas contenue dans LB pour un sous groupe de Borel B de G. Soit I I (^) 
le L-paquet supercuspidal de représentations de G(QP) associé (C.4-2). Rappelons que 
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Jb = G(QP) = GU(3). Il y a une égalité dans G r o t h ( G ( Q P ) x WE) : 

Y" [ l i m H o m J b (H'C(MK § C P , Q ^ ) , 7 r ) 1 

= ( - I ) e - m t / 2 E w®K°^] irE^ r 9 T / 4 

En particulier, si I I (^ ) est stable la conjecture de Kottwitz est vérifiée. 
(2) Soit £ un caractère du groupe endoscopique H de U(3) (appendice C) et S t# (£) 

/a représentation de Steinberg associée. Soit I I (St# (£ ) ) = { 7 r 2 ( £ ) , 7 r s ( £ ) } L-paquet 
transfert endoscopique àU(3) (C.6). Soit II = { 7 r 2 , 7 r s } un L-paquet de représentations 
de G(QP) tel que nfu^ = TT 2 (£)?^[7(3) = 7 1 - 5(O- ^ N es£ associé un L-paramètre 
ip : WQP X S L 2 ( C ) -> L G . JZ y a une égalité dans G r o t h ( G ( Q P ) x WE) : 

[ l i m H o m j , (H*C{MK § C P , Q ^ ) , T T S ) ] 

limExt}b_hsse(H-c(MK ê C P , Q ^ ) , T T 2 ) 

= ( - 1 ) ^ ^ / V l ® k o é W l | .| -E T Pr«r /4 

(3) X im caractère de G(QP) et Stc(X) Â représentation de Steinberg associée. 
Il y a une égalité dans Gro th (G(Q) x W E ) : 

[ E x t } 6 . l i s s e (H'C(MK ® C P , Q ; ) , S t G ( X ) ) ] c u s p = 0 

Démonstration. — Soit V une donnée globale de type P.E.L. induisant la donnée 
locale comme dans la proposition 8.2.1. Soit Sh la variété de Shimura associée. Il y 
a un isomorphisme d'espaces analytiques M(Uqp,b) ~ «M(6, / / ) . Soit <f> une classe 
d'isogénie intervenant dans la classe basique. 

Dans les trois cas de l 'énoncé, pour chacun des L-paquets locaux en p, II (dans le 
troisième cas {StG(X)} est un L-paquet, cf. page 174 de [69]), on peut trouver une 
représentation irréductible de G(AP, I P , telle que 

VTTP G N Trivoc mp <8> I P G T ( 7 < ^ ) T V i v 0 0 

En effet, il suffit de choisir une représentation np G II, de la globaliser ([12]) (dans 
le troisième cas cela est une conséquence du fait que Stc(X) e s ^ de carré intégrable). 
Alors, les L-paquets globaux de représentations de G étant stables (c'est une consé­
quence du fait que EndsiV) est une algèbre à division, [69] théorème 14.6.3) tous les 
éléments d'un même L-paquet apparaissent avec la même multiplicité dans le spectre 
discret de G (multiplicité qui est 1). On peut également supposer qu'en une place v 
décomposée dans /C, TLV est supercuspidale. 

On peut appliquer la seconde partie du théorème 7.2.1. Utilisons également le 
théorème A.7.8. Le résultat s'en déduit comme dans la démonstration du théorème 
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8.1.4 en prenant la partie IP-isotypique dans les deux expressions différentes pour 
[iiP(Sh, Q^)]cusP en termes de représentations automorphes de G et J^, et en utilisant 
le fait que si deux représentations automorphes de G, resp. 1^, sont isomorphes hors 
p elle sont dans le même L-paquet global et que donc leur composante en p sont dans 
le même L-paquet local ([69]) (et en utilisant également le fait énoncé ci-dessus que la 
multiplicité est constante pour tous les éléments d'un même L-paquet global). • 

8.2 .3 . Spéculations. — Le théorème précédent ne donne une démonstration de la 
conjecture de Kottwitz que dans le cas des représentations supercuspidales n telles 
que {TT} soit un L-paquet, c'est-à-dire telles que le changement de base de 7r soit une 
représentation supercuspidale de GLs(F) xKx.La, raison de « l'échec » de la méthode 
dans le cas des autres représentations supercuspidales de G(Q) est que quelque soit 
la globalisation d'une représentation locale en une représentation globale de G, le 
L-paquet global obtenu (il faudrait plutôt parler de A-paquet) est stable et donc les 
multiplicités de chaque élément sont égales. On obtient donc dans tous les cas dans les 
membres de gauche du théorème 8.2.2 une somme sur tous les éléments du L-paquet 
local qui ne permet pas de séparer chaque terme. 

Voila une stratégie permettant d'attaquer la conjecture de Kottwitz dans les autres 
cas : il faudrait travailler avec des groupes unitaires G qui ne sont plus associés à une 
algèbre à division mais à Ms(F). En effet, dans ce cas-là le spectre discret de G est 
beaucoup plus riche que dans le cas précédent. Par exemple, avec les notations de 
C.4.2 si p est une représentation supercuspidale stable de H(QP), si H(p) désigne 
le L-paquet associé de U(3) celui ci est de cardinal 2. On peut globaliser p en une 
représentation de l'analogue global du groupe endoscopique local H ([69]) dont le 
changement de base à GL2 est cuspidale, puis considérer le transfert endoscopique 
global de cette représentation à U{3). Notons II le L-paquet global obtenu. Avec les 
notations de [69], II G I I e ( G ) . En p, le L-paquet local associé à II est le L-paquet local 
II(p) . De plus, les multiplicités de chaque élément de ce L-paquet global dans le spectre 
discret de G sont calculées dans [69] {cf. également [70]). Ces multiplicités ne sont pas 
constantes. On peut ainsi espérer obtenir suffisamment de relations pour isoler chaque 
facteur dans les sommes des membres de gauche du théorème 8.2.2. Cependant, pour 
l'algèbre à division Ms{F) les variétés de Shimura associées ne sont pas en général 
compactes. Pour avoir des variétés de Shimura compactes, il faut imposer que le 
groupe unitaire à l'infini possède un facteur simple compacte (c'est-à-dire 3 r pT — 0 
ou qT = 0) . Cela implique que la variété de Shimura est propre sur la fibre générique. 
Il resterait à vérifier que c'est également le cas pour les modèles entiers (un exercice 
en théorie des modèles de Néron). 
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A P P E N D I C E A 

R É S U L T A T S C O N C E R N A N T LES R E P R É S E N T A T I O N S 
A U T O M O R P H E S D E S G R O U P E S U N I T A I R E S , 

L E U R C O H O M O L O G I E 
E T LES R E P R É S E N T A T I O N S G A L O I S I E N N E S A S S O C I É E S 

A . l . Hypothèses générales 

Soit V = ( B , *, V, (•, •), h) une donnée de type P.E.L. globale comme dans le premier 
chapitre. 

Nous supposerons dans cet appendice que que End J e (F ) est une algèbre à division 
D sur le corps C M . F . Les variétés de Shimura associées sont donc propres. Cela 
implique également que toutes les représentations automorphes des groupes unitaires 
associés sont globalement stables au sens où les groupes endoscopiques globaux s'an­
nulent ([50]). Nous supposons de plus que le corps F est de la forme F + / C où JC\Q est 
une extension quadratique imaginaire. Nous ferons également l 'hypothèse qu'en toute 
place v de F, l'algèbre simple Dv est soit déployée soit une algèbre à division. 

Soit $ un type C M . de F . Rappelons que 

G ! ( K ) ^ J ] £ / ( p T , g r ) 

où pT + qT = n et que 

G ( C ) ~ ] j G L n ( C ) x C x 

Rappelons que p est une représentation algébrique irréductible de dimension finie de 
Gc et que nous notons également p sa restriction à G (M). 

Si v est une place finie de F divisant un premier p de Q décomposé dans /C, le 
groupe GLn(Fv) est un facteur de G(QP). Si II est une représentation automorphe de 
G on peut donc définir Uv comme représentation irréductible de GLn(Fv). 

Le groupe G étant anisotrope modulo son centre, l'espace des formes automorphes 
sur G de caractère central fixé est décomposé discrètement ; il n'y a pas de spectre 
continu. Si II est une représentation automorphe de G on peut donc définir sa multipli­
cité comme étant la multiplicité de la classe d'isomorphisme de II dans le (^oo, Koo) x 
G ( A / ) - m o d u l e admissible des formes automorphes se transformant selon le caractère 
central de II. Nous noterons ran cette multiplicité. 
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A . 2 . Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur la pureté de la 
cohomologie des représentations automorphes 

Certains des résultats énoncés ci-dessous sont démontrés par Clozel dans [14] (on 
pourra également consulter le corollaire VI.2.7 de [34]). Ils sont démontrés dans le cas 
de signature quelconque par Harris et Labesse dans [33] (cf. également [63]). 

Définition A.2.1. — Nous noterons T{G)P l'ensemble des représentations automorphes 
II de G vérifiant que I I ^ a de la cohomologie dans p. 

Bien que son énoncé ne le fasse pas apparaître, la démonstration du résultat qui 
suit utilise la cohomologie des variétés de Shimura de type P.E.L., et notamment 
les résultats de Kottwitz sur la cohomologie en une place de bonne réduction ([50]), 
couplés aux estimations connues sur les valeurs propres des composantes locales des 
représentations automorphes unitaires cuspidales de G L n (c'est-à-dire les estimations 
connues concernant la conjecture de Ramanujan). Plus précisément, si II est une 
représentation automorphe de G intervenant dans la cohomologie de la variété de 
Shimura associée, le lien démontré par Kottwitz entre les valeurs propres de Probenius 
en une place de bonne réduction (qui vérifient certaines conditions grâce au théorème 
de pureté de Deligne) et les paramètres de Hecke associés permettent de démontrer 
que le motif (tout du moins sa réalisation ^-adique, De Rham) découpé par Uf dans 
la variété de Shimura est pure de poids dim Sh. 

Théorème A.2.2. — Soit U G T{G)P telle qu'il existe un premier p de Q décomposé 
dans /C et une place finie v de F divisant p vérifiant : Uv soit dans la série discrète. 
Alors, 

I 1 si i = pTqT = dim Sh dim / T ( 0 o o , K o o ; n o o ® p ) = { ^ T Ï T H T 

10 sinon 

De plus, Tloo appartient au L-paquet de la série discrète de G(M) formé des repré­
sentations de la série discrète de G (M) ayant de la cohomologie dans p. Ce L-paquet 
est exactement la fibre du changement de base vers G(C) en l'unique représentation 
tempérée de G(C) ayant de la cohomologie dans p. Son cardinal est égal à d i m r M où 
r M est la représentation du L-groupe de G associée à JJL ([56])(cf. A.l.S). 

Théorème A.2.3. — Sous les hypothèses du théorème précédent, supposons de plus que 
Tly soit supercuspidale. Alors, pour toute représentation n'^ de G (M) dans le L-paquet 
de la série discrète ci-dessus Uf = 7 ^ (g) Uf G T(G)P. De plus, les multiplicités mu, 
muf de n et U' sont égales. 
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A . 3 . Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur le changement de base 
quadratique stable 

Nous énonçons ici un théorème de Harris et Labesse démontré dans [33]. Le cas de 
signature (1, n — 1) est démontré par Clozel dans [14] (dans le V L 2 de [34] le résultat 
de Clozel est expliqué en détails, il y est également expliqué comment passer du cas 
des groupes unitaires au cas des groupes de similitudes unitaires). Les morphismes de 
L-groupes associés aux fonctorialités de Langlands que démontrent ce théorème sont 
exposés dans la démonstration du théorème A.7.2. 

Soit p un premier de Q décomposé dans /C, p = WQWQ. Supposons l'algèbre à 
division D = E n d ^ V ) déployée en p. Si (vi)iej désigne un ensemble de représentants 
des classes de places v divisant p modulo l'action de c, 

G(Qp) = l[GLn(FVi)xQx 

iei 
et si 7r = (®i7Ti) ® X e s t u n e représentation irréductible de G(QP) on peut définir le 
changement de base quadratique de n comme étant 

BC(ir) = (<8>i€/7Ti ® 7r,c) ® ( x ® X " 1 ) 

Lorsque D n'est plus déployée en p on peut encore définir un changement de base 
quadratique stable en composant le changement de base qui vient d'être décrit avec 
la correspondance de Jacquet-Langlands locale. 

Si maintenant p un premier de Q en lequel GQP est non ramifié, si n est une 
représentation sphérique de G(QP) on peut alors définir le changement de base non 
ramifié de 7r comme représentation de 

ITGMî xrj/c* 
v\p w\p 

où v parcourt des places de F et w de /C. Dans le cas où p est décomposé dans K on 
retrouve le cas précédent restreint aux représentations sphériques. Dans le cas où p 
n'est pas décomposé dans /C, si BC(n) = (® v 7r£) ® Xw, on a les relations 

\/v 7TV JTvC 

Le théorème qui suit énonce l'existence d'un changement de base quadratique stable 
pour des représentation automorphes de G vers celles d'un groupe linéaire. Le mot 
stable signifie que l 'on a composé un changement de base quadratique avec une cor­
respondance de Jacquet-Langlands. 

Théorème A.3.1. — Soit U G T(G)P telle qu'il existe un premier p décomposé dans /C 
et une place v de F~*~ divisant p telle que Uv soit supercuspidale. Il existe alors une 
représentation automorphe cuspidale H' de G L n ( A j ? ) ainsi qu'un caractère de Hecke 
X de Aj£ vérifiant 

• X = Xn| A £ 
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• Si ïlp est non ramifiée alors ( I I 7 (g) x)p est le changement de base non ramifié 
de Up 

• est de la forme 

® 
T£<P 

où (g)T7rf
T est l'unique représentation tempérée de G i ( C ) ayant de la cohomologie dans 

PI C M C ) - ^ piws, 

XOO — P\£X 

où C x C G(C) désigne l'inclusion du facteur de similitude. 
. n' ~ n , c 

• Si p est décomposé dans K alors 

(n'®x)P = BC(np) 

comme représentation de (ReSi?/QGL n x R e s ^ i Q G M ) ( Q P ) . 

• Xn ' iA? = X/X c 

Par multiplicité un forte, une telle représentation automorphe D 7 est unique. 

A . 4 . Résultats de Harris et Labesse sur la comparaison entre la formule 
des traces pour deux groupes unitaires formes intérieures 

Soit v une place finie de F vérifiant v ^ vc. Soient G\ et G2 deux groupes unitaires 
comme ci-dessus, formes intérieurs l'un de l'autre tels que G i ( A p = G2{Aj). Nous 
notons JL le transfert local des représentations supercuspidales de G\v et G2v vers 
les représentations de leur forme intérieur quasidéployée : GLn(Fv). 

Théorème A.4.1. — Soit Tl\ G T(G\)P telle que JL(Hiv) soit supercuspidale. Alors, 
pour toute représentation de G2 ( R ) faisant partie du L-paquet de la série discrète 
ayant de la cohomologie dans p, il existe une H2 G T(G2)P telle que 

• n 2 o o = TToo 

. m ~ n? 
De plus, pour une telle U2 

JL(U2v) = JL(Ulv) 

et les multiplicités de Hi et H2 sont égales. 

On déduit en particulier de ce théorème, du théorème A.2.2 et de la formule de 
Matushima que si 111 est comme dans l'énoncé, la multiplicité de ïiij dans la coho­
mologie de la variété de Shimura associée est 

multiplicité(IIi) x d imr^ 

Nous verrons en fait dans le théorème A.7.2 que le facteur d imr^ est la dimension 
d'une représentation galoisienne telle que la représentation galoisienne décomposée 
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par JJij dans la cohomologie est multiplicité(IIi)-fois cette représentation. Dans le 
cas de la signature ( l , n — 1) ce théorème de divisibilité est démontré par Taylor en 
utilisant la théorie de Hodge-Tate p-adique (à l'origine dans une lettre de Taylor à 
Clozel, cet argument est esquissé dans [30] page 102 ; pour plus de détails, cf. [34] 
et notamment le lemme 1.2.2 et la proposition VII. 1.8). Dans le cas général, nous 
déduirons ce résultat du cas de signature ( l , n — 1) (théorème A.7 .2) . 

A . 5 . Résultats de Clozel, Harris, Kottwitz et Taylor 
sur les représentations galoisiennes 

Voici une partie de l 'énoncé du théorème VIL 1.9 de [34] qui généralise le théorème 
principal de [14]. 

Théorème A.5.1. — Soit U une représentation automorphe cuspidale de G L n ( A j p ) sa­
tisfaisant les hypothèses suivantes : 

. n~nc 

• IIoo a même caractère infinitésimal que P|Gi(C) 

Il existe alors une représentation continue 

Re(U) : Gal(F\F) —> G L n ( Q ^ ) 

vérifiant 

• En toute place v de F ne divisant pas £ la restriction de i ^ ( I I ) à WFV 

est ae(Hy) (g) | . | ( 1 - n ) / 2 où G a désigne la correspondance de Langlands locale pour 

G L n ( F v ) . 
• En toute place v où Re(Ii) est non ramifiée, les valeurs propres de Frobenius sont 

algébriques pures de poids n — 1 

A . 6 . Résultat de Kottwitz sur les représentations galoisiennes obtenues 
dans la cohomologie des variétés de Shimura en une place 

de bonne réduction 

Dans l'article [50] Kottwitz démontre qu'en presque toutes les places de bonne 
réduction, la correspondance de Langlands locale non ramifiée est réalisée dans la 
cohomologie des variétés de Shimura que nous considérons. Ce résultat est le corollaire 
des nombreux travaux de Kottwitz sur la stabilisation de la formule des traces ainsi 
que de ses travaux sur le comptage des points des variétés de Shimura sur les corps 
finis ([51]). Nous renvoyons le lecteur au théorème 1 de [50] (et au nombreux travaux 
antérieurs de Kottwitz) pour l'énoncé. Le théorème A.7.2 est une généralisation de ce 
théorème à d'autres places. 
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A . 7 . Application aux représentations galoisiennes obtenues dans la 
cohomologie des variétés de Shimura de type P.E.L. 

de signature quelconque 

Nous montrons que la représentation galoisienne associée à une représentation au­
tomorphe d'un groupe unitaire associé à une algèbre à division dans une variété de 
Shimura de signature quelconque est bien celle prédite dans [56], du moins en une 
place décomposée ou bien en d'autres places sous certaines hypothèses. 

A . 7 . 1 . Correspondance de Langlands locale pour G L n revisitée. — Soit 
F\QP une extension de degré fini. Soit 

a£:A£(n,F)---<^G£(n,F) 

la correspondance de Langlands locale pour G L n ( F ) ^-adique, au sens où des deux co ­
tés les représentations sont à valeurs dans des Q^-espaces vectoriels et où nous prenons 
comme définition de Qi(n,F) : l'ensemble des classes d'isomorphisme de représenta­
tions p : WF —> G L n ( Q ^ ) Probenius semi-simples. L'ensemble Ae(n,F) est défini de 
la même façon que pour des coefficients complexes en remplaçant formellement C 
par Q*. 

Considérons le groupe H = R e S i ? / Q p ( G L n / i ? ) , et 

L j i=( n G M Ô W ) x wQp 
TEIF 

son L-groupe £-adique où Ip = HomQ p (F , Qp) sur lequel Gal(Qp\Qp) agit par com­
position. 

Le lemme de Shapiro 

H\Wqp, LH°) ~ H1 (WF,GLn(&)) 

implique alors l'existence d'une bijection 

7r i — • ae(7r) 

entre Ae(n,F) et l'ensemble des classes de morphismes continus de Wqp dans LH 
induisant l'identité après projection sur Wqp, tels que l'image du Probenius de F 
dans LH° soit semi-simple, et où deux tels morphismes sont dans la même classe si 
et seulement si ils sont conjugués par un élément de LH°. La correspondance a est 
la correspondance de Langlands locale « absolue » , c'est-à-dire sur Q p . 

A . 7 . 2 . Le morphisme local. — Nous explicitons la définition de [56] dans 
notre cas. 

Soit H comme précédemment et 

M : Gm/Qp~ — H/Wp 
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un cocaractère. Soit E C Qp le corps de définition de la classe de conjugaison de \i. 

H— ~ n 
T G / F 

G L n Q T 

et si via cet isomorphisme ji = (fjLT)r£iF où V r / i r G Z n / 6 n ~ X * ( G L n ) / c o n j u g a i s o n , 
Ga/(Q P |£') est le stabilisateur de (/JLT)T dans G al (QP\QP). 

Exemple A.7.1. — Si TO G / F est fixé et V r ^ ro /x r = 0, p r o ^ 0 alors E = FT°. 

JJ, définit un poids dominant fi de L H ° dont la classe de conjugaison est invariante 
par Gal(Qp~\E). 

Supposons fi minuscule donné par des entiers ( p r ) r e / F î 0 ^ p T ^ n, c'est-à-dire 

P = ]^[ Pr et fJLr = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) 

r ^ 

A /i est associé la représentation irréductible de dimension finie de LH° de plus haut 
poids ( 1 , . . . , 1) — fi (et non /2, à cause de la convention homologique de Kottwitz 
qui identifie /i au caractère définissant la filtration de Hodge sur le Hi et non le H1). 

Étendons cette représentation en une représentation de LHE en posant que l'action 
de WE sur l'espace de plus haut poids est triviale. 

Plus explicitement 

rU I L IJO — <8> (Â»r 
où St désigne la représentation standard. Pour un élément a G WE 

(1 X cr) • (®TVT) = ®TVa-iT 

(cette expression est bien définie car si cr G WE,pa-1r — Pr)-
Si 7r G Ae(n, F) on peut donc définir 

r,. O0v(7r)ip G Gûidrmr... E) 

Si plus généralement H = ]JieI R e s F i / Q p ( G L n j p J pour des corps locaux p-adiques 
Fi, si fi = Y\i Pi est un cocaractère de -HQJ, si Ei est le corps reflex de la composante ^ 
alors, le corps reflex de //, encore noté E, vérifie E = \\i Ei. De plus, la représentation 

du L-groupe de H est encore définie et 

r„ = CR) 
iei 

i i • I w. 

Ainsi, si n = 0 ^ est un représentation irréductible de H(QP), la représentation 
cre(jr) : Wqp —> LH est définie et l 'on a l'égalité 

ru °(TM\E = <2> (r>; oat{iri)\Ei). 
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A . 7 . 3 . Le théorème. — Nous supposerons maintenant que le type C M . $ est 
induit à partir d'un type C M . de /C, c'est-à-dire qu'il existe un TQ G Hom(/C, C) tel 
que $ = { r E Hom(F , C ) | T\JC = Î O } . Soit \x le cocaractère de G Q associé à la donnée 
de Shimura. Rappelons que le cocaractère [i est donné par un uplet ( p T j <ZT)T€<Ï> OÙ 
pr + qT = n. Nous reprenons les notations du chapitre I. 

Rappelons la formule de Matsushima qui décompose la cohomologie de De Rham 
de la variété de Shimura en représentations irréductibles de G ( A / ) : 

Mi KmHi(ShK,Cp)= 0 d i m F * ( 0 o o , i f o o ; n o o ® p ) . 11/ 

L'action de G ( A / ) x Gal(Q\E) sur cette cohomologie permet quant à elle de décom­
poser la cohomologie étale ^-adique en 

V z l i m ^ ( S h K , £ p ) = 0 IT ® i ^ ( I ï ' ) 
K n , €lrr(G(A/)) 

où iî£ (Et/) est une représentation continue de Gai(Q\E). De la formule de Mat­
sushima on déduit que 

3i RiPjn') + o 3 n G T(G) P % ~ n' 

Du théorème A.2.3, on déduit que si II G T{G)P et si en une place v décomposée de 
F , Ilv est supercuspidale 

# w ( n / ) = 0 s i ^ d imSh 

et 

d i m i ^ X f h ( n / ) = m n d i m r M 

où m n désigne la multiplicité de II. Nous poserons ( II / ) ] comme étant la repré­
sentation galoisienne semi-simplifiée de la représentation précédente. 

Théorème AJ.2. — Soit II G T(G)P, soit [R£iPifJL(Ilf)] la représentation semi-simple 
de Gal(Q\E) associée à 11/ en degré moitié dans la cohomologie de la variété de 
Shimura de type P.E.L. associée à fi. Supposons qu'en une place finie v de F divi­
sant un premier de Q décomposé dans K, Uv soit supercuspidale. Soit p un premier 
de Q décomposé dans K. Notons G(QP) = l\ieI GLn(FVi) x Q * et Jlp = (g>vIIv <g> x-
Rappelons qu'un plongement u de Q dans Qp est fixé, et qu'on note fiq^ = Yliei ̂  ^e 

cocaractère de Shimura local associé. Il y alors une égalité 

[Rt,pA^f)]\WBv = [ r ^ o ô ^ E ^ p n 0 |.|-dùnSh/2 

comme représentation semi-simple de WE„ • 

De plus, si pour i dans I, Ei désigne le corps reflex de fii, Ev = Y\{ Ei et 

\Rpp,u(Uf) \\wE„ O 
iei 

[r^\Eu°^i(^Vi)\EU] » ^ ( X ) J V l-l er prqr/2 
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Démonstration. — La deuxième formule est une conséquence immédiate de la pre­
mière. 

Commençons par quelques préliminaires de L-groupes « Sadiques » (étant donné 
que nous ne disposons que de systèmes compatibles de représentations galoisiennes et 
pas de représentation du groupe de Weil global, nous ne pouvons travailler directement 
avec des L-groupes complexes). Soit le L-groupe Sadique de G 

L° = ( Il GLn(Qe) x Q / ) * GoZ(QIQ) 

où Ver G GaZ(Q|Q) a • ( ( # T ) T , Z) = ((hr)T,z') avec 

V r G $ K = go-1 si G 

wt(gco-1r)-1w-1 Si (T XT & Q> 

où 

W = ( ( -1)* ( J i ) n _ j + i ) ^ 

et 

z — z n d e t ( # r ) 

L'élément u> a été choisi de manière à ce qu'il envoie l'image par l 'automorphisme g i—> 
T 0 ~ 1 de l'épinglage standard de G L n sur l'épinglage standard. Soit maintenant H = 
(ReSi?/QGL n ) x R e s ^ / Q G m . Le groupe réductif Res/c/QGx étant une forme intérieure 
de H il y a un isomorphisme de L-groupes 

L (Res/ç/QG/c) LH ~ ( JJ GLn(Q£) x C x x C x ) x GaZ(Q|Q) 

auquel est associé la correspondance de Jacquet-Langlands. Il y a également un mor­
phisme de L-groupes 

LG —> L (Resjc/QGA 

{(9r)r,z)xa\—> ({gr)r,wt(gT
1)crw 1 , z , z U r e ^ d e t g T ) X(J 

auquel est associé le changement de base quadratique. Le composé des deux mor­
phismes ci-dessus est associé au changement de base stable de la section A . 3 . 

Rappelons que E désigne le corps reflex de /J,. Ce corps ne contient pas forcément 
le corps reflex de (F, $ ) . Comme dans la section précédente dans le cas local, au 
cocaractère /i est associé une représentation r M de LGE vérifiant 

^ ^ G O = 0 (A S t )* 0 ^ _ 1 
r G $ 
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et 
VT 

VaeGal(Q\E) r„(<r)((g)t/T ® z) = (g) (g) ' ( A ^ " 1 ) ^ ^ ) ® 2 

T£<£> r € ^ > T 6 $ 
a _ 1 T € $ V ( T " L T 0--1T£<Ï> 

Remarque AJ3. — Le morphisme r M est bien défini : on doit vérifier l'égalité pour 
tout g et a 

r^y^gy^a)'1 = r^g*) 

Cela ne pose pas de problème au niveau des composantes du produit tensoriel indexées 
par des r E $ vérifiant a~xr 6 Cependant, si c r _ 1 r ^ <3>, il faut remarquer qu'étant 
donné que a stabilise la classe de conjugaison /i , q c a - i T — PT, et que si g est un 
endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n alors pour tout i, d e t ( # ) - 1 • 
A i

9 = t(An-ig). 

Rappelons que F® désigne le corps reflex de (F, 3>). Dans notre cas F® = TO(/C) 
pour un plongement TQ de K dans C. Nous allons nous intéresser au corps composé 
EF®. On peut définir une représentation de LHEF* de la façon suivante : 

L R ~ ( II GLn{Wi) X n GLn(Wi) X ^ X ÔT) X Gal(Q|Q) 
T€<Ê> TEC<Ï> 

Posons 

r U = (g) ( A s t ) * <g>1 ® (st)_1 ®1 

et V a 6 G a f ( Q | £ F * ) 

rî»((gK<8>A) = 0«»-»T® A 
Et remarquons maintenant que le diagramme suivant commute 

LGEF* > L{Resic/®G)c)EF* — — > LHEF* 

' A * | £ 7 F * \ L ^ r' 

G L d l m ( P M ) ( Q « ) 

où la première application horizontale est l'application associée au changement de 
base et la seconde à la correspondance de Jacquet-Langlands décrites auparavant. 

Notons maintenant R\ = [ # ^ ^ ( 1 1 / ) ] la représentation de Gai(Q\E) associée à 
11/ dans la cohomologie de la variété de Shimura. Soit (II ' , x) le changement de base 
stable de II associé à II grâce au théorème A.3 .1 . Soit R' la représentation Sadique de 
Gal(F\F) associée à II ' par le théorème A.5.1. Il résulte du théorème A.3.1 que x est 
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un caractère de Hecke algébrique. On peut donc également lui associer un caractère £-
adique x' : Gal(K,\K) —» Q^*. Faisons maintenant la remarque fondamentale suivante 
qui résulte de l'égalité qr = n — pT : 

a : = ^ ^ p r ( n — 1) — ̂ ^PrÇr = 0 rnod 2 

A l'entier a / 2 est associé le caractère cyclotomique ^-adique tordu a/2-fois (qui est le 
caractère Galoisien ^-adique associé au caractère de Hecke algébrique ||.||â 2) ; nous 
noterons (—) (—)(a/2) la torsion par ce caractère. Le couple (Rf,x') fournit (par 
le lemme de Shapiro) un morphisme 

R'2 : G a Z ( Q | Q ) —-> LH 

Posons 

R2 = (r'n ° R2\EF*) 
mu 

comme représentation de Gai(Q\EF®). 

Montrons que R2\Gai(Q\EF*) ~ ^ c e ^ c o n c m r a l a démonstration d'après les 
propriétés de R' énoncées dans le théorème A.5.1 , la forme du changement de base 
local en un p décomposé, la définition de r^, le choix de a et qu'étant donné que p est 
décomposé dans /C, (EF®)V = Ev. 

Pour montrer que R2\Gai(Q\EF*) ~ ^ suffit d'après le théorème de densité de 
Tchebotarev de montrer que pour presque toutes les places v de EF®, R2\w <*> = 

R\\w * • Restreignons nous aux places v divisant des premiers po de Q tels que 
ïlPo soit non ramifiée. L'égalité ci-dessus résulte alors de la commutâtivité du dia­
gramme global ci-dessus restreint à W^EF^)V

 e ^ du théorème de Kottwitz calculant la 
représentation galoisiennes non ramifiée en une place de bonne réduction ([50]). • 

Corollaire AJ.4. — Soit vo une place de F fixée. Soit v un plongement de Q dans Qp 

tel que si r G $ vérifie v o r : F ^ Qp n'induise pas vo alors pT = 0 (autrement dit, 
la donnée de Shimura locale associée est étale hors VQ). Alors, Ev = E(fiVQ) et 

[Ri,pA^f)]\wEu=rnu[rPvo o a,(UVQ)]E{Pvo)} ® <TI(X)\EV \ . \ ~ ^ P R 9 R / 2 

Remarque A. 7.5. — Les représentations Sadiques des groupes de Weil locaux consi­
dérées ci-dessus sont semi-simples et pas seulement Probenius semi-simples : on a 
semi-simplifié la monodromie de ces représentations. Ainsi, par exemple si p est une 
représentation galoisienne locale 

[p (g) sp(r)] = r[p] 

Cependant le théorème ci-dessus devrait être encore vrai sans semi-simplification de 
la monodromie, c'est-à-dire il devrait y avoir un isomorphisme comme représentations 
du groupe de Weil-Deligne. 
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Nous allons maintenant nous intéresser à la restriction de la représentation galoi­
sienne obtenue dans la cohomologie de la variété de Shimura en une place non dé­
composée. Soit donc p un premier de Q inerte non-ramifié dans K. Avec les notations 
du I, il y a une décomposition 

G(QP) = G(l[U(n9FWjj) 
jeJ 

Si II est une représentation automorphe de G satisfaisant les hypothèses du théorème 
A.3 .1 , le changement de base stable global BC(Jl) consiste en une représentation 
automorphe II 7 de G L n / F et un caractère de Hecke x de Aj£. La composante en p de 
n' (8) x est donc une représentation du groupe p-adique 

Y[GLn(FWj)xJC^ 

jeJ 

de la forme 

BC(U)P = (n' 0 x)p = ® *i ® XP 

jeJ 

où V j G J , TTJ ~ ïïj. Dans la démonstration du théorème précédent, l'égalité 
^2\Gai(Q\EF*) = ^ i m p l i < l u e alors le théorème suivant : 
Théorème AJ.6. — Plaçons nous dans le cadre du théorème précédent en supposant 
cette fois ci que p est inerte dans K. Il y a une égalité pour toute U G T(G)P : 

[Re,pA^f)]\wiEvKp) = [ r ^ o *i(BC(n)p)\E„KP]MB ® |.|-DIMSH/2 

et si BC(U)P = <S>jeJ^j ® X> 

[Ri,P,v^f)]\wiEvKp)] = mu®(rMi)|^x:p ° M ^ J ) \ E U K P ® <TI(X)\EUKP 

Remarque A J.7. — Dans le cas d'un groupe unitaire en 3-variables les travaux de 
Rogawski ([69] et appendice C.3) montrent que dans le théorème précédent BC(U)p 
ne dépend que de Iip et que donc la représentation galoisienne découpée par lif 
restreinte à un groupe de décomposition en p ne dépend que de Uf. 

Nous allons préciser ce théorème dans le cas de d'un groupe unitaire en trois va­
riables. 

Théorème A J.8. — Supposons n = 3 et G(QP) = GU{3) le groupe non ramifié en 
trois variables. Soit U G T(G)P. Supposons Up supercuspidale ou bien une représen­
tation de Steinberg de G(QP). Soit i\) : WQP —• LGU(3) le L-paramètre local associé 
(cf. l'appendice C; dans le cas de la représentation notée 7rs(£) dans Vappendice C 
ou de la représentation de Steinberg, le L-paramètre n'est pas trivial sur le facteur 
5 L 2 ( C ) ; dans ce cas on note if; la restriction à Wqp de ce L-paramètre). Supposons 
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qu'en une place finie de Q décomposée dans JC, U est supercuspidale. Il y a a alors 
une égalité 

[Ri,pAm\wBv = K°<P\wEJ |.rdimSh/2 

Démonstration. — Notons (II' , x) le changement de base stable de II (A.3) et R! 
la représentation ^-adique de Gal(F\F) associée à II' par le théorème A.5.1. Étant 
donné que ft ' ~ I I / C , R' ~ R!c (utilisant qu'en une place finie de F, R! réalise la cor­
respondance de Langlands locale on en déduit que cet isomorphisme est vrai en toute 
les places finies de F et qu'il est donc vérifié par le théorème de densité de Tche-
botarev) . La représentation II étant supercuspidale en une place finie décomposée, 
II' est supercuspidale en une place finie, et donc la restriction de R! à un groupe de 
décomposition en cette place est irréductible (il s'agit d'une propriété de la correspon­
dance de Langlands locale). La représentation R! est donc irréductible. Comme dans 
le lemme 15.1.2 de [69], il existe un signe c(Rf) G { i l } obstruction à ce que Rf se 
relève en un L-paramètre Gal(Q\F+) —> LG\. Montrons que c(R') = 1. Le caractère 
det ( i^ ) est le caractère ^-adique associé au caractère central de II' (puisque cela est 
vérifié en toutes les places finies d'après une propriété standard de la correspondance 
de Langlands locale). Comme dans le lemme 15.1.2 de [69], c(Rr) = 1 si et seulement 
si ce caractère central est trivial sur ( F + ) X \ A £ + , ce qui est le cas d'après la dernière 
propriété du théorème A.3. Il existe donc une unique extension de R'', 

<p' : GaZ(Q|F+) — • LG\ 

où G\ est vu comme groupe sur F + . D 'où un L-paramètre 

<p" : Gal(Q\Q) — LG\ 

où cette fois ci G\ est un groupe sur Q. Le caractère algébrique x fournit un caractère 
^-adique x ' Q u î couplé à <p" nous donne un L-paramètre 

(p : Gal(Q\Q) — • LG 

L'application de changement de base locale de Rogawski est injective ([69] théorème 
13.2.1). On montre de même que si GU(3) désigne le groupe de similitudes unitaires 
p-adique non ramifiée 3 variables, si <p : Wqp —> LGU(3) est un L-paramètre, (f\wK 

détermine ip de façon unique, où K est l'extension quadratique non ramifiée de Qp. 
On en déduit en particulier que 

V\wqp = V> 
et qu'en toutes les places v où II est non ramifiée, (f\wQv

 e s ^ associé à Uv via la 
correspondance de Langlands locale non ramifiée. 

Considérons maintenant r^oip. Comme dans la démonstration précédente, d'après 
le théorème de Kottwitz (A.6) , [r M o (p] est égal à [Re^pÇUf)] | . | - d i m S h / 2

 e n presque 
toutes les places où II est non ramifiée. D'où le résultat d'après le théorème de densité 
de Tchebotarev. • 
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A P P E N D I C E B 

R É S U L T A T S C O N C E R N A N T LES T Y P E S A S S O C I É S A U X 
R E P R É S E N T A T I O N S D E S G R O U P E S p - A D I Q U E S 

B . l . Quelques propriétés générales des types associés aux 
représentations supercuspidales des groupes p -adiques ( [10 ] ) 

Soit F un corps local et G les points à valeurs dans F d'un groupe réductif sur F. 
Soit 7r une représentation supercuspidale de G. Notons $ = [7r, G] sa classe d'équiva­
lence inertielle. 

Nous ferons l 'hypothèse suivante : 

Hypothèse B.l.l. — Il existe un s type ( J, À), un sous-groupe compact ouvert modulo 
le centre de G, J tel que J = J fl G1, et une extension À de À à J tels que 

7r ~ c-Ind ~ À 

Soient maintenant Xi>X2 deux caractères non ramifiés de G. 

Fait B.l.l. — On a l'équivalence 

TT 0 Xl ^ 7T 0 X2 Xi|j = X2\J 

En effet, l 'implication de la droite vers la gauche résulte de l 'isomorphisme 

(c-Ind~ 7r) (g) x — c - Ind j (TT ®X\j)-

Dans l'autre sens, si TT 0 x i — 0 X2, alors (n 0 Xi)\J — (TT 0 X2)|j or, pour i = 1, 2 

il résulte de la proposition 5.6 de [10] que (n 0 Xi)\j = ^ ® ^ étant irréductible 

de dimension finie, on en déduit en utilisant le caractère de À que X\\j~ X2\j-

Notons Xc(G) le groupe des caractères non ramifiés de G. Le groupe Xc(G) s'iden­
tifie aux points d'un tore algébrique sur C. 

FaitB.1.2. — Soit T = {x G Xc(G) \ TT 0 x — n}, un sous-groupe fini de Xc(G). 
L'algèbre de Hecke du type, H(\G) est isomorphe à l'algèbre des fonctions régulières 
sur la composante connexe du centre de Bernstein indexée par s. L'algèbre H(X,G) 
s'identifie donc aux fonctions régulières sur le tore complexe Xç(G)/T. 

Notons e\ G Ti(G) l ' idempotent associé à À et H{\ G) = e\*H(G)*e\. Pour toute 
représentation TT' dans la classe d'équivalence s, l'espace ^'(ex)^' est un H{\,G)-
module sur lequel 7i(À, G) opère par un caractère qui correspond au point associé 
a 7 r . 
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L'application suivante est alors un isomorphisme 

H(X,G)^C[XC(G)/T] 

f [[x] ~ trK9x(f)] 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme B. 1.2. — On a Vinégalité 

V # G J tr7T(ex*Sg)^0 

Démonstration. — Commençons par remarquer que 

tTn(ex * 6g) = tririex * Sg * ex) où e\*6g*e\e H(\, G) 

On vérifie de plus que 

V% <E XC(G) tTn®x(e\ * ôg) = x(g) ^(ex * Sg) 

et donc, tr7r(eA * ôg) = 0 <=ï la fonction régulière associée à e\ * ôg * e\ est nulle 
e\* Sg * e\ = 0 (grâce à l'isomorphisme ci-dessus). 

Or, 

( e A * ôg * e\) * Sg-i = ex * * e A * ( J ^ - i ) = ex * e A f f 

Étant donné que À s'étend en À et que g G J , X9 ~ À et donc eA<? = e A . D 'où 

( e A * Sg * e A ) * <L-i = e A * e A = e A 7̂  0 e A * ^ * e A ^ 0 • 

B . 2 . Types pour GL, 'n 

Rappelons l'un des théorèmes principaux de [9] 

ThéorèmeB.2.1 ([9]). — Pour G = GLn, l'hypothèse B.l.l de la section précédente 
est vérifiée. 

Nous remarquerons de plus que tous les groupes J obtenus sont contenus dans des 
normalisateurs de groupes parahoriques dans G L n (cela est valable pour n'importe 
quel sous-groupe compact modulo le centre de G L n et résulte de la classification des 
sous-groupes compacts maximaux de P G L n ) . 

B . 3 . Types pour les groupes unitaires non ramifiés 

B . 3 . 1 . Le groupe unitaire en trois variables. — Dans [62] le théorème suivant 
est démontré : 

Théorème B.3.1. — Supposons p différent de 2 . Toutes les représentations supercus­
pidales du groupe unitaire quasi-déployé U(3) sur un corps local p-adique possèdent 
un type vérifiant Vhypothèse B.l.l. 
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Nous utiliserons des types pour les groupes de similitudes unitaires non ramifiés. 
Bien que le théorème précédent soit démontré dans le cas des groupes unitaires, on 
peut l'étendre aux groupes de similitude unitaires en utilisant la section C.7 

B . 3 . 2 . L e g r o u p e u n i t a i r e g é n é r a l . — Dans l'article [45], Ju-Lee Kim construit 
des types vérifiant l 'hypothèse B . l . l pour des représentations supercuspidales des 
groupes unitaires non ramifiés. Elle conjecture qu'elle obtient ainsi toutes les repré­
sentation supercuspidales de ces groupes. Ses résultats s'étendent aux groupes de 
similitudes unitaires (bien que cela n'est pas été publié). 
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A P P E N D I C E C 

R É S U L T A T S D E R O G A W S K I S U R U(3) 

Nous rassemblons dans cette annexe les résultats de [69] que nous utilisons. La 
lecture des articles [70] et [71] est également utile. 

C l . Notations 

Soit F\Fo une extension quadratique de corps locaux p-adiques. Soit G = U(3) le 
groupe unitaire en trois variables quasidéployé vu comme groupe sur Fo. 

Soit H = U(2) x U(l) l'unique groupe endoscopique elliptique de G. Il est donc 
muni d'un morphisme de L-groupes LH —» LG décrit dans le chapitre 4.6 et 4.7 de 
[69]. 

Soit C = U(l) x U(l) x U(l) l'unique groupe endoscopique elliptique de H. 
Les groupes C et H sont les deux groupes endoscopiques associés à G (plus géné­

ralement, les groupes endoscopiques associés aux groupes unitaires U (n) sont décrits 
dans la partie 1.2 de [70]). 

C .2 . Transfert endoscopique local 

C . 2 . 1 . D e C k H. — Dans le chapitre 11 de [69], l'existence du transfert endosco­
pique des représentations admissibles irréductibles de C vers celles de H est énoncé 
(les démonstrations étant identiques à celles de [55]). Il s'agit d'une application in-
jective 

n(C) — u(H) 
9 p{6) 

où n(C) désigne les représentation irréductibles de C(Fo) ( i e . les caractères 6 = 
0i(S>#2®#3 de U(l)xU (1) x U (1)) et U(H) les L-paquets de représentations admissibles 
irréductibles irréductibles de H(QP). 

C.2 .2 . D e H k G. — Dans le chapitre 13 de [69], l'existence du transfert local 

U(H) —> n(G) 
p — n(P) 

est démontré, où II (G) désigne l'ensemble des L-paquets associés à G(FQ). 
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C.3. Changement de base local 

Dans le chapitre 13.2 de [69], Rogawski démontre l'existence d'une application de 
changement de base quadratique 

BC : U(G) —• n ( G L n / F ) = .4(3, F) 

compatible avec le changement de base global de l'annexe A. Son image est consti­
tuée de représentations de G L ( 3 , F ) , TT vérifiant TT ~ 7rc et C J ^ X = 1 où c désigne 
l'automorphisme non trivial de F\Fo et LU^ le caractère central de 7r. 

C.4. Classification des L-paquets supercuspidaux de G 

Dans la section 12-2 de [69], i l est donné une description détaillée des L-paquets 
de représentations de G(Fo). Nous rappelons cette classification dans le cas des repré­
sentations supercuspidales qui est le seul cas que nous considérons. 

C.4.1. L-paquets supercuspidaux pour H (proposition 11.1.1 de [69]) 

Définition C.4.1. — Un L-paquet de représentations de H contient une représentation 
supercuspidale si et seulement si ce L-paquet est formé de représentations supercus­
pidales (ce fait est faux en général). Nous appellerons un tel L-paquet un L-paquet 
super cuspidal. 

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de H se scindent en deux en­
sembles : 

• Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les {p} où p est 
une représentation supercuspidale de H telle que le changement de base quadratique 
BC(p) soit une représentation supercuspidale de G L 2 ( i ? ) x Fx. 

• Si 0 est un caractère de C de la forme 0\ (g) 62 <8> 0\ où 0\ ^ 62, le L-paquet 
transfert endoscopique p(0) est supercuspidal de cardinal 2. Lorsque 0 parcourt les 
caractères de C du type précédent on obtient ainsi tous les L-paquets supercuspidaux 
de G de cardinal plus grand que 1. Un L-paquet supercuspidal I I est de la forme p(0) 
si et seulement si JBC(I I ) n'est par supercuspidale (JBC(II) est alors un quotient d'une 
série principale de G L 2 ( F ) x F x calculée en fonction de 0). 

C.4.2. L-paquets supercuspidaux pour G 

Définition C.4.2. — Un L-paquet de représentations de G est appelé un L-paquet su­

percuspidal s'il est constitué de représentations supercuspidales. 

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de G se scindent en trois sous 
ensembles : 
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• Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les I I = {n} 
où 7r est une représentation supercuspidale telle que BC(n) soit une représentation 
supercuspidale de Ghs(E). 

• Les L-paquets de cardinal 2. Ils sont construits de la façon suivante : soit p un L-
paquet supercuspidal de cardinal 1 de H. Alors, le transfert endoscopique II(p) est un 
L-paquet supercuspidal de cardinal 2 de G. Un L-paquet supercuspidal I I est de cette 
forme si et seulement si BC{U) est une représentation de GL3(F) dont le support 
supercuspidal est une représentation du sous groupe de Levi GL2(F) x GLi (F ) . 

• Les L-paquets de cardinal 4. Ils sont construits ainsi : Soit p = p{6) un L-paquet 
supercuspidal de cardinal 2 de H tel que si 6 = 6\ (g) 62 ® #3 alors 61,62,6s sont deux 
à deux distincts. Le L-paquet obtenu par transfert de H à G de p, noté II(p) est alors 
de cardinal 4. Un L-paquet supercupsidal I I de G est de ce type-là si et seulement si 
BC(TV) est un sous-quotient d'une série principale de GLs(F). 

C . 5 . Correspondance de Langlands locale pour les L-paquets 
supercuspidaux de G 

Dans le chapitre 15 de [69], i l est expliqué comment construire une correspon­
dance de Langlands locale pour les L-paquets supercuspidaux de G à partir de la 
correspondance de Langlands locale pour GLs(F), et la classification précédente. 

Rappelons cette correspondance : 

• L'application B C : II(G) —» A(3,F) induit une bijection entre les L-paquets 
supercuspidaux de cardinal 1 et les représentations supercuspidales 7r' de GL,s(F) 
vérifiant 7r' ~ 7r/c (où c est l'automorphisme non trivial de F\Fo) et w^^p* = 1. 
Si {n} G II(G) est un tel L-paquet, si (p : Wp —• GLs(C) est le paramètre de 
Langlands associé à BC(TT) (une représentation irréductible de dimension 3), ip défini 
un morphisme de L-groupe WF —> L G F = GLs(C) x WF qui possède une unique 
extension en un L-morphisme WF0 —> L G . Cela établit une bijection entre les L-
paquets supercuspidaux de cardinal 1 de G et les classes de LG°-conjugaison cp de 
L-morphismes de WF0 dans L G telles que ¥>\WFQ soit irréductible. 

• On établit de même une correspondance de Langlands locale pour les L-paquets 
supercuspidaux de H de cardinal 1. Alors, si I I = II(p) est un L-paquet supercuspidal 
de cardinal 2 de G, si (p : WF0 —* L H est le paramètre de Langlands associé à p, 
le paramètre associé à I I est celui composé WF0 —> L H —» L G . Cela établit une 
bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 2 et les classes de L G°-
conjugaison de L-morphismes (p : WF0 —> L G telles que im(<p) ne soit pas contenue 
dans L B , où B est un sous-groupe de Borel de G, et telles que ip\wF soit somme de 
deux représentations irréductibles. 

• La correspondance de Langlands locale pour G se déduit de la théorie du corps 
de classe local. Si I I = II(p(0)) est un L-paquet supercuspidal de cardinal 4 de G, où 
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6 est un caractère de G, si ip : WF0 —* L C est le paramètre associé à 0, on associe à 
I I le paramètre composé WF0 —• L C —• L i 7 —> L G . Cela définit une bijection entre 
les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 4 et les classes de LG°-conjugaison de 
L-morphismes (p : WF0 —• L G telles que im(y?) ne soit pas contenue dans L B , où B 
est un sous-groupe Borel de G, et telles que (p\wFo

 s°it somme de trois caractères. 

I l y donc une bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G et les classes 
de LG°-conjugaison de L-morphismes (p : WF0 —• L G telles que im((p) ne soit pas 
contenue dans L B pour un sous-groupe de Borel B de G. L'application de changement 
de base se lit au niveau des L-paramètres comme l'application de restriction (p \—» 

<P\WF-

C.6. Classification des représentations supercuspidales de G 

Comme nous l'avons vu, les représentations supercuspidales de H sont toutes 
membres d'un L-paquet supercuspidal. Cela est faux pour G. I l existe une famille 
de représentations supercuspidales de G, ( T T * t o u t e s membres de L-paquets de 
cardinal 2 qui ne sont pas supercuspidaux. 

Ces représentations supercuspidales se construisent ainsi : soit £ un caractère de H. 
A £ est associé la représentation de Steinberg Stjj(£) de H définie comme constituante 
d'une série principale réductible de H (l'autre constituant étant £, cf. [69] 12.1). L'en­
semble {Stij(£)} est un L-paquet stable de carré integrable de représentations de H. 
Considérons le L-paquet de représentations de G, n(Stjy(0)> transfert endoscopique 
de {St i j (0}- C'est un L-paquet de cardinal 2 noté 

n ( s t H ( 0 ) = { ^ ( 0 , ^ ( 0 } 

où 7rs(£) est une représentation supercuspidale et 7r2(£) une représentation de carré 
integrable. Alors, 

FaitC.6.1. — Les représentations supercuspidales de G sont soit membres d'un L -
paquet supercuspidal soit de la forme 7rs(£) pour une unique représentation de dimen­
sion 1 de H, £. 

C.7. Passage de U(3) à GU(3) 

Soit G = GU(3) un groupe de similitudes unitaires non ramifié en 3 variables 
défini sur Qp et Gi C G le groupe unitaire noyau du facteur de similitude. Soit K\QP 

l'extension quadratique non ramifiée. I l y a une inclusion K X ^ ZQ. 

Lemme C.7.1. — On a l'égalité suivante 

G(Q p) = G i ( Q p ) K x 
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Démonstration. — Étant donné que G est non ramifié i l y a une décomposition d'Iwa-
sawa G(QP) = C'A(QP)-N(QP), où C est compact, A est un tore déployé maximal et 
N unipotent. Donc, vp(c(G(Qp))) = vp(c(A(Qp))). Avec les notations de l'appendice 
D, A(QP) = {diag^rz,*- 1 * 2 ) | t e Qï x G Q*} et c = x2. Donc, vp{c(G(Qp))) = 2Z. 

De plus, NK/Qp(K
x) = p2LZx et donc c(G(Qp)) C NK/Qp{Kx). D'où le résultat 

puisque c\Kx = NK/Qp. • 

Corollaire C.7.2. — Il y a une bijection entre les représentations irréductibles de 
G(Qp) et l>es couples (TT, X) o u n est u n e représentation irréductible du groupe 
unitaire Gi(QP) et x un caractère de Kx tel que U^R* — X-

Corollaire C.7.3. — La description des représentations supercuspidales de G(QP) est 
identique à celle de Gi(Qp). En particulier, il y a une paramétrisation des paquets 
supercuspidaux de G(QP) par des L-paramètres tp : Wqp —> LG tels que im(/0) n'est 
pas contenu dans LB pour un sous groupe de Borel B de G. 
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A P P E N D I C E D 

E S P A C E S A D I Q U E S E T E S P A C E S A N A L Y T I Q U E S 

La théorie des espaces analytiques de Berkovich est la version surconvergente de la 
théorie rigide « classique » ou bien de celle des espaces adiques de Huber. 

D . l . Différents espaces 

Soit k un corps value complet muni d'une valuation de rang 1. 

Rappelons qu'il y a un foncteur pleinement fidèle ([1] 1.6.1) 

X H—• S{X) 

de la catégorie des espaces analytiques de Berkovich Hausdorff {i.e. \X\ est séparé) 
dans la catégorie des variétés rigides quasiséparées. 

Si A est une algèbre affinoïde, s (M (A)) = Spm(*4). 
Rappelons également ([35] 1.1.11) qu'il y a une équivalence de catégorie 

Y .—* r(Y) 

entre la catégorie des variétés rigides quasiséparées Y sur k et la catégorie des espaces 
adiques quasiséparés localement de type fini sur Spa(fc, k°). Nous noterons 

X h—> X r i g 

la composée X »—• r(s(X)) qui est pleinement fidèle. 
Rappelons la proposition suivante 

FaitD. 1.1 ([35] 8.3.3). — L'image essentielle de I H Xrig est formée de la caté­
gorie des espaces adiques quasiséparés localement de type fini tendus (« taut ») sur 
Spa(fc,fc°). 

La condition d'être tendu portant uniquement sur l'espace topologie de l'espace 
adique ([35] 5.1.2). 

Supposons maintenant la valuation de k discrète. 
A X un schéma formel localement formellement de type fini sur Spf(k°) est associé 

un fc-espace analytique paracompact X a n . I l est muni d'un morphisme de spécialisation 

sp : X a n —• X 

Si Y C Xs est un sous-schéma localement fermé de la fibre spéciale de X on a un 
isomorphisme canonique 

( £ A K ) a „ ^ s p - l ( r ) 

où sp _ 1 (F) est un domaine analytique localement fermé dans X a n . 
Si Y est ouvert, sp-^F) est fermé (Y = D(f) s p " 1 ^ ) = { | / | = 1}. 
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Si Y est fermé, s p " 1 ^ ) est ouvert (Y = V(f) =» s p " 1 ^ ) = { | / | < 1}. 

A X est également associé fonctoriellement un espace adique t(X). t étant défini 
localement par t(Spf(A)) = Spa(A A). On peut alors considérer l'espace adique 

d(X) = t(X)a 

l'ouvert de t(X) formé des points analytiques i.e. des valuations ayant un support non 
ouvert. Si / est un idéal de définition de A, 

d(Spf{A))=Sj>*(A,A)^V(I) 

On a alors un morphisme de spécialisation d'espaces annelés 

(d(X),Od{x))(X,Ox) 

l'application au niveau des espaces topologiques étant celle qui associe à un point x G 
d(X) le support d'une spécialisation de x dans t(X) formée d'un point non analytique. 

Si X/Spf(k°) est adique c'est la bonne définition de la fibre générique de X au 
sens des espaces adiques. 

Dans le cas général 
d(X) = t(X) N V(ir) C d(X) 

est un espace adique ouvert dans d(X) muni du morphisme de spécialisation obtenu 
par restriction de À : 

A : d{X) —• X 

C'est la bonne définition de la fibre générique au sens de Berthelot et on a des iso-
morphismes canoniques commutant aux morphismes de spécialisation 

( X a n ) r i g ~ d(X) 

Nous noterons donc d(X) = Xe. 
Si maintenant Y C Xs et un sous-schéma fermé, À - 1 (F) C 3£rig est un ensemble 

fermé constructible et on a un isomorphisme canonique 

( 3 e ; y ) r i ^ ( A - l ( r ) ) ° 

(l'intérieur de À (Y)). Ainsi ( 3 t / V ) r l g s'identifie à un ouvert de X r i g qui est l'ouvert 

s p - l ( y ) r i g 

Si y C X est ouvert, ^ R I G C X r i g est l'ouvert A" 1 (y ) . 

ExempleD.l.l. — Si X = Spf(k°(X1,...,Xn))i X a n = B n la boule fermée analy­
tique, X r i g = B n la boule fermée adique (qui est ouverte dans A n ) . Si Y = V(0), 
3£yy = Spf(k°lXi,..., XnJ), s p _ 1 ( y ) = B n la boule ouverte analytique obtenue par 
recollement d'une union croissante de boules fermées (ce n'est pas l'intérieur de la 
boule fermée analytique pour la topologie de Berkovich!). 

A - 1 (y) = {\Xi\ < 1} C B n un fermé (ce n'est pas un espace adique, c'est un 
espace pseudo-adique) et (3£/ y )

r i g est la boule ouverte adique obtenue comme union 
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croissante des boules ouvertes de rayon strictement inférieur à 1. À 1(Y) \ Â 1(Y)° 
est constitué de valuations de rang ^ 2 qui ne sont pas dans l'espace de Berkovich. 

On remarquera que la stratification associée à un fermé Y C Xs de la fibre spéciale 
est plus compliquée dans le cas de l'espace adique : 

• La stratification de j£ a n associée est sp _ 1 (F) C Xan où s p _ 1 ( y ) est un domaine 
analytique ouvert et Xan \ s p _ 1 ( y ) est un domaine analytique fermé. Les deux strates 
sont donc des espaces analytiques 

• La stratification de £ n g associée est 

X-^Y)0 C\-1(Y)GXan 

où À 1(Y) est un espace pseudo-adique (i.e. un germe d'espace adique) et le complé­
mentaire est un espace adique ouvert dans £ n g . 

D.2. Différents morphismes étales 

Si j : B n ^ A n désigne l'inclusion de la boule fermée dans l'espace affine, j est une 
immersion ouverte au sens des espaces adiques et est donc étale. L'espace adique B n 

est lisse sur Spa(fc, A:0). Cependant, j n'est pas étale au sens des espaces analytiques 
car <9(Bn/An) 7̂  0. Ainsi, B n n'est pas lisse comme espace analytique sur k. 

Rappelons : 

Définition D.2.1 ([3]). — Soit / : X —> Y un morphisme d'espace analytique. / est 
quasi-étale si tout point x G X possède un voisinage qui est un domaine analytique 
fermé étale au-dessus de Y. 

Fait D.2.1 ([3] 2.3, resp. [35] 3.5.1). — Si X —> y est un morphisme de schémas for­
mels, Xan -> yan est quasi-étale et XTig -> ^ r i g est étale. 

Par exemple, si X t-> y est une immersion ouverte, donc étale, elle induit une 
inclusion d'un domaine analytique fermé Xan dans y a n qui n'est pas étale mais quasi-
étale. Par contre elle induit une immersion ouverte d'espaces adiques. 

Le lien entre les deux notions est le suivant : 

FaitD.2.2 ([35] 8.3.4). — Si f : X —> Y est quasi-étale, f est étale si et seulement si 
frig : Xrig —> Y" r i g est partiellement propre si et seulement si V x G X 3 U voisinage 
de x et V voisinaqe de f(x) tels que f : U —* V soit étale fini. 

Rappelons qu'un morphisme d'espaces adiques est partiellement propre s'il vérifie 
un critère valuatif de propreté (et est localement de type fini) et qu'un morphisme est 
propre si et seulement si il est partiellement propre et quasicompact. 

Ainsi, un domaine analytique ouvert induit une immersion ouverte d'espace adique 
qui est partiellement propre et à un ouvert analytique d'un espace analytique de bord 

ASTÉRISQUE 291 



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 195 

vide sur k est du point de vue adique partiellement propre (c'est en particulier le cas 
d'un ouvert analytique de l'espace analytique associé à un schéma) 

Les deux exemples typique d'espace partiellement propre sont les suivants : 

FaitD.2.3. — Si X/k est un schéma localement de type fini, X r i g/Spa(/c, k°) est par­
tiellement propre. 

FaitD.2.4. — Si X/Spf(k°) est un schéma formel localement formellement de type 
fini séparé, 

Xs propre = > X r i g partiellement propre 

Lorsque X est adique sur k°, il s'agit même d'une équivalence. 

Exemple D.2.2. — Le tube au-dessus d'un fermé propre de la fibre spéciale d'un 
schéma formel est partiellement propre. 

Du point de vue des espaces adiques de Huber 

FaitD.2.5. — Soit f : X —> F un morphisme d'espaces analytiques. /rig est partielle­
ment propre si et seulement si d(X/Y) = 0. 

Si / : X —» F, un point x G X n'appartient pas à d(X/Y) si et seulement si i l 
existe deux voisinages affinoïdes U C U' de x et un voisinage affinoïde V de f(x) 
tels que U CCy [/' au sens où i l existe un entier n et une immersion Zariski-fermée 
au-dessus de V 

Ufi >B n (0 , l ) x V 

V 

telle que l'image de U soit contenue dans B n(0,e) x V pour un e < 1. 
Un morphisme / : X —» Y est partiellement propre si et seulement si X est 

surconvergent comme faisceau au-dessus de Y. Ainsi, si X est un espace analytique 
les ouverts de X correspondent aux ouverts de XTlg surconvergents c'est-à-dire stables 
par spécialisation au niveau de l'espace adique. 
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Abstract. — In this paper, we study the local geometry at a prime p of a certain 
class of (PEL) type Shimura varieties. We begin by studying the Newton polygon 
stratification of the special fiber of a Shimura variety with good reduction at p. 
Each stratum can be described in terms of the products of the reduced fiber of the 
corresponding Rapoport-Zink space with some smooth varieties (we call the Igusa 
varieties), and of the action on them of a certain p-adic group T a , which depends 
on the stratum. (The definition of the Igusa varieties in this context is based upon 
a result of Zink on the slope filtration of a Barsotti-Tate group and on the notion 
of Oort's foliation.) In particular, we show that it is possible to compute the étale 
cohomology with compact supports of the Newton polygon strata, in terms of the 
étale cohomology with compact supports of the Igusa varieties and the Rapoport-
Zink spaces, and of the group homology of T a . Further more, we are able to extend 
Zariski locally the above constructions to characteristic zero and obtain an analogous 
description for the étale cohomology of the Shimura varieties in both the cases of 
good and bad reduction at p. As a result of this analysis, we obtain a description 
of the -̂adic cohomology of the Shimura varieties, in terms of the -̂adic cohomology 
with compact supports of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces. 
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Résumé (Sur certaines variétés de Shimura associées à des groupes unitaires) 
Dans cet article, nous étudions la géométrie locale, en un nombre premier p, d'une 

certaine classe de variétés de Shimura de type PEL. Nous commençons par étudier la 
stratification par le polygone de Newton de la fibre spéciale des variétés de Shimura 
ayant bonne réduction en p. Chaque strate peut être décrite en termes de produits des 
fibres réduites des espaces de Rapoport-Zink correspondants avec certaines variétés 
lisses, les variétés d'Igusa, et de l'action sur ces objets d'un certain groupe p-adique 
T a , qui dépend de la strate. Nous montrons en particulier qu'il est possible de calculer 
la cohomologie étale à support compact des strates du polygone de Newton, en termes 
de la cohomologie étale à support compact des variétés d'Igusa et des espaces de 
Rapoport-Zink, et de l'homologie des groupes de T a . De plus, nous parvenons à 
étendre localement (au sens de la topologie de Zariski) les constructions précédentes 
à la caractéristique nulle et à obtenir une description analogue de la cohomologie étale 
des variétés de Shimura, dans les cas de bonne comme de mauvaise réduction en p. 
Comme conséquence de cette étude, nous obtenons une description de la cohomologie 
-̂adique des variétés de Shimura, en termes de la cohomologie ̂ -adique à support 

compact des variétés d'Igusa et des espaces de Rapoport-Zink. 

1. Introduction 

In this paper, we study a certain class of (PEL) type Shimura varieties. These 
varieties arise as moduli spaces of polarized abelian varieties, endowed with an action 
of a division algebra and a level structure. Their £-adic cohomology is the object of a 
conjecture of Langlands. 

In [27] Rapoport and Zink introduce local analogues of the Shimura varieties, 
which are (PEL) type moduli spaces for Barsotti-Tate groups, in the category of rigid 
analytic spaces. These spaces can be used to give rigid analytic uniformizations of 
isogeny classes of abelian varieties inside the corresponding Shimura varieties. In [26] 
Rapoport reports a conjecture of Kottwitz for the ^-adic cohomology groups with 
compact supports of the Rapoport-Zink spaces. This conjecture is "heuristically com­
patible" (in the sense of the p-adic uniformization given in [27]) with the corresponding 
global conjecture on Shimura varieties. 

In [14] Harris and Taylor prove the local Langlands conjecture by studying a partic­
ular class of (PEL) type Shimura varieties. In their work, they analyse the reduction 
mod p of the Shimura varieties via the notion of Igusa varieties. These varieties arise 
as finite étale covers of the locus, inside the reduction of the Shimura varieties with no 
level structure at p, where the Barsotti-Tate group associated to the abelian variety 
lies in a fixed isomorphism class. Their analysis strongly relies on the fact that, for 
the class of Shimura varieties they consider, the pertinent Barsotti-Tate groups are 
one dimensional, and thus Drinfeld's theory of elliptic modules applies. 

For general (PEL) type Shimura varieties such an assumption on the dimension 
of the Barsotti-Tate groups which control the deformation of the abelian varieties 
does not hold. On the other hand, it might be possible to describe the geometry 
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and the cohomology of general (PEL) type Shimura varieties by combining together 
Harris-Taylor's and Rapoport-Zink's techniques. We consider the Newton polygon 
stratification of the reduction of the Shimura varieties, which is defined by the loci 
where the Barsotti-Tate group associated to the abelian variety lies in a fixed isogeny 
class. The idea is to analyse each Newton polygon stratum along two main "di­
rections": one corresponding to deforming the abelian varieties without altering the 
isomorphism class of the associated Barsotti-Tate group, the other corresponding to 
varying the abelian varieties inside one isogeny class. 

In this paper, we carry out this plan for a simple class of (PEL) type Shimura 
varieties and, as a result, we obtain a description of the ^-adic cohomology groups 
of the Shimura varieties, in terms of the ^-adic cohomology with compact supports 
groups of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces, in the appropriate 
Grothendieck group, for any prime number I ^ p. 

More precisely, the class of (PEL) type Shimura varieties we are interested in arises 
as the class of moduli spaces of polarized abelian varieties endowed with the action of 
a division algebra and with a level structure associated to the data (E, B, *, V, (., •)) 
where: 

• E is an imaginary quadratic extension of Q in which the prime p splits (we write 
(p) = u-uc); 

• B is a central division algebra over E of dimension h2 which splits at u; 
• * is a positive involution of the second kind on B; 
• V — B viewed as a S-module; 
• (•,•): V x V —* Q is a non degenerate alternating *-hermitian pairing. 
We denote by G the algebraic group over Q of the automorphisms of V which 

preserves (•, •) up to scalar multiple, and by G\ the algebraic subgroup of G of the 
automorphisms which preserves (•,•), ie. 0 —•» G\ —> G —• G m —• 0. Finally, we also 
assume 

G1№) = U(q,h-q), 
for some integer q, 1 < q ^ h — 1. 

We remark that when q = 1 the above class of Shimura varieties is a subclass of 
the one studied by Harris and Taylor in [14] (namely, the case when the totally real 
part of the ground field is trivial). 

For any sufficiently small open compact subgroup U C G(A°°), we call the Shimura 
variety of level U the smooth projective scheme X\j over Spec E, of dimension q(h — q), 
which arises as the moduli space of polarized abelian varieties endowed with a com­
patible action of B and with a structure of level U, classified up to isogeny (see [22]). 

Our goal is to study the virtual representation of the group G(A°°) x Wqp: 

H(X,Qt) = ^ ( - î y i i m t f j ^ xE (Ê?r,Qe). 

We obtain the following theorem. 
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Theorem 1 (Main Theorem). — There is an equality of virtual representations of the 
group G(A°°) x WQp: 

H(X,Qeft = 
a.,k,i,' 

( - l ) f e + ^ l i m E x 4 a . s m o o t h [Hi{Mi%MD)\ H{(Ja,Qe)) 

where: 
• D = q(h — q) is the dimension of the Shimura varieties; 
• the action ofZ* on H(X,Z/£rZ) is defined via the embedding 

Z* c Q* x (£°P)x = G(QP) c G(A°°); 

• a varies among all the Jyewton polygons of height fi and dimension q; 
• for each a, Ta is a p-adic group of the form Ta = Yl{ GLri(Di) for some finite 

dimensional division algebras Di/Qp; 
. HJ

c(JaiQe) are representations ofTa x G(A°°'P) x (Q*/Z*) x (WQp/IQp) associ­
ated to the H-adic cohomology with compact support groups of the Igusa varieties, for 
all <? > 0: 

• H£(Aia

s

v , Qe) are the £-adic cohomology with compact supports groups of the 
rigid analytic Rapoport-Zink space of level Vp, for all k ^ 0 and any open compact 
subgroup Vp C G(QP)/Qp ; as the level Vp varies, they form a direct limit of represen­
tations ofTa x WQp, endowed with an action of G(QP)/Qp . 

In the following, we outline in more detail the content of this paper. 
In [22] Kottwitz proves that the Shimura varieties without level structure at p, 

i. e. associated to a subgroup U of the form 

U = UP(0) = UpxZ$ xO*op, 

admit smooth integral models over SpecC^ (OEU = We denote by X = XUP[Q) 
the reduction XJJP{Q) Xs p ecZ p SpecFp of a Shimura variety with no level structure at p 
and by A the universal abelian variety over X. It follows from the definition of the 
moduli space and Serre-Tate's theorem that the deformation theory of the abelian 
variety A over X is controlled by a Barsotti-Tate group of height h and dimension q 
over X , which we denote by G/X (G C *4[p°°l). 

In [24] Oort studies the Newton polygon stratification of a moduli space of abelian 
varieties in positive characteristic. This is a stratification by locally closed subschemes 
which are defined in terms of the Newton polygons of the Barsotti-Tate groups asso­
ciated to the abelian varieties. (Newton polygons associated to Barsotti-Tate groups 
were first introduced and studied by Grothendieck in [13] and Katz in [19]). For 

—(a) 
any Newton polygon a of dimension q and height /i, the associated stratum X is 
the locus where the Barsotti-Tate group Q has constant Newton polygon equal to a, 
Le. constant isogeny class. 

The first step towards the main theorem is to notice that the decomposition of X 
—(a) 

as the disjoint union of the open Newton polygon strata X induces an equality of 
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virtual representations of the group G(A°°) x Wqp: 

£ ( - l ) \ f T ( X , Q £ ) = £ ( - l ) * l P p r , Q * ) = £ £ ( - l ) ^ ( X ( a ) , Q < ) . 
2^0 I^O A jf>0 

Thus, we may restrict ourself to study each Newton polygon stratum separately. 
Since we are assuming q ^ 1, to each isogeny class of Barsotti-Tate groups of dimension 
q and height h correspond possibly many distinct isomorphism classes. It is a result of 
Oort that, for any given Barsotti-Tate group H over F p , with Newton polygon equal 
to a, the set of geometric points x of X such that Qx ~ H is a closed subset of 
—(a) — —(a) — 
X x Fp. Moreover, the corresponding reduced subscheme of X x ¥p is a smooth 
scheme over SpecFp, which is called the leaf associated to H and is denoted by C#. 

In this work, we focus our attention on a distinguished leaf Ca = inside each 
Newton polygon stratum, which we call the central leaf, and define the Igusa varieties 
as covering spaces of the central leaf Ca. Before introducing the definition of Igusa 
variety, we recall a result of Zink (see [29]). This result extends the classical result 
in Dieudonne's theory of p-divisible groups which states that any p-divisible group 
defined over a perfect field is isogenous to a completely slope divisible one, i.e. to a 
direct product of isoclinic slope divisible p-divisible groups. In [29] Zink shows that 
over a regular scheme of characteristic p any p-divisible group with constant Newton 
polygon of slopes Ai > A2 > • • • > Afc is isogenous to a p-divisible group Q which 
admits a filtration (called the slope filtration) 

0 = Go C Gi C • • • c gk = g 
whose factors Q% = Qi/Gi-i are isoclinic slope divisible p-divisible groups of slope A .̂ 
In particular, it follows from Zink's work that the Barsotti-Tate group Q over Ca 

admits a slope filtration (see remark 2.14). 

Definition 2. — For any positive integer m, we define the Igusa variety of level m, 
Jot m, over Ca to be the universal space for the existence of isomorphisms 

iL : Е'[р™1 — <Лрт1 
which extend etale locally to any higher level m' > m (we denote by E z the isoclinic 
piece of E a of slope A*, for each i). 

The notion of Igusa varieties was first introduced by Igusa in [16] in the theory 
of elliptic curves and used to describe the reduction at a bad prime p of modular 
curves (see [20]). In [14], Harris and Taylor introduce and study a higher dimensional 
analogue of the Igusa curves which they use to describe the reduction at a bad prime p 
of Shimura varieties. We remark that, both in the classical theory of modular curves 
and in the case of the Shimura varieties considered by Harris and Taylor in [14], the 
Igusa varieties are finite etale covers of the whole open Newton polygon stratum, and 
not of the central leaf. This is because, in the case when Q is one dimensional, there 
is a unique leaf inside each open Newton polygon stratum, namely the whole stratum 
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itself. We prove that, for any integer m > 0, the morphism Ja,m —* Ca is finite, 
etale and Galois. (The definition of the Igusa varieties can be easily given over other 

—(a) — 
leaves of X x F p , namely over any leaf associated to a completely slope divisible 
p-divisible group.) 

As mentioned, our idea is to study the Newton polygon stratum along two "di­
rections": one corresponding to deforming the abelian varieties without altering the 
isomorphism class of the associated Barsotti-Tate group, the other to varying the 
Barsotti-Tate group (and the associated abelian variety) inside its isogeny class. The 
first one is related to the leaves of Oort's foliation (and thus to the Igusa varieties), 
the latter corresponds to the Rapoport-Zink spaces. 

Following the work of Rapoport and Zink ([27]), to the Barsotti-Tate group S a we 
associate a formal scheme Ma — Mxa over Z£ r = W(FP), which is formally locally 
of finite type. It arises as a moduli space for Barsotti-Tate groups H/S together with 
a quasi-isogeny /3 : E a x S —> H x S over the reduction modulo p S of 5, classified 
up to isomorphisms of Barsotti-Tate group H/S (S is a scheme over Z£ r on which p 
is locally nilpotent). We call A4A the Rapoport-Zink space with no level structure, 
associated to a. For any pair of positive integers (n, d), we denote by MJ^d the closed 
formal subscheme of Ala over which pn(3 is an isogeny with kernel contained in T,a \pd], 
and by Ail' its reduced fiber over F D . For any set of positive integers ra, n, d, with m ^ d, and all integers N ^ d/5B 
(where 5 G Q and B € N are two numbers which depend on the Newton polygon a), 
we define some morphisms TTN : J a > m x S p e c f p ~M^d —> x F p . (The definition of 
the map TTN is based on the observation that the iterated action of Frobenius on a 
Barsotti-Tate group makes the slope filtration more and more split.) When n = d = 0, 
the morphism 7r̂ ° is simply the structure morphism q m : Ja,m —* Ca ^ ^ x 

(the space A^°'° is just a point, namely the point corresponding to the pair (S a , id) 
——77, ? d —-— 

over F p ) . We prove that the morphisms 7TN • J<x,m xs PecF p X x ^p a r e 

finite, and surjective on geometric points for ra, n, d sufficiently large. Moreover, they 
are compatible with the projections among the Igusa varieties and with the inclusions 
among the Rapoport-Zink spaces, and also 7TJV+I = (Fr B x l ) ^ , for all 7V (we denote 
by Fr the absolute Frobenius on X). Further more, there is a natural way of defining 
a Galois action on the Igusa varieties and on the Rapoport-Zink spaces, which is 
compatible under the morphisms TTN with the Galois action on the Newton polygon 
strata. One may hope to also endow the system of covers Ja,m xsPecF p of X x ^P 
with an action of the group Ta of quasi-isogenies of E a over F p , leaving the morphisms 
7TJV invariant (such an action exists for example on geometric points). From the 
definitions we have an action of subgroup T a = Aut(£ a) of Ta on the tower of Igusa 
varieties, and a natural action of Ta on the space A4a- We show that the diagonal 
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action of Ta on the system of covers Ja.mXspecFp^a^ extends to an action of a certain 
submonoid Ta C Sa C Ta which leaves the morphisms TTN invariant. Moreover, the 
action of Sa on the systems of covers J a , m Xs p e cF p induces an action on the 
étale cohomology with compact supports groups, and this action extends uniquely to 
a smooth action of the entire group Ta. As a result of the analysis of the action of 
Ta on the cohomology groups, we prove the existence of a spectral sequence of Galois 
representations 

0 T o 4 r № 0 №(Ma,z/rz),H{(ja,z/rz)) H?(x(a) x f P ) z / r z ) , 
i+j+k=n 

where H^J^Z/tZ) = lim Wc(Ja,m,Z/rZ). 
As we let the level structure away irom p vary, the action 01 G(A w ' ^ j on the bhimura 

varieties with no level structure at p preserves the above constructions. Therefore, the 
above spectral sequences give rise to an equality of representations of G(A°°'P) x WQP 

2 lim T < ( T t t ) (HÏ(Ma,Qe),Hi(JaiUPi®e)) = lim H?(X${0) x F P > Q*). 
i+j+k=n UP UP 

We are left to study the case of Shimura varieties with level structure at p. Our 
idea is to extend the above construction to characteristic zero and to compare the 
Shimura varieties with level structure to the product of some smooth lifts of the Igusa 
varieties with the Rapoport-Zink spaces of the same level. More precisely, we are 
interested in studying the associated vanishing cycles sheaves as we can then use 
them to compute the ^-adic cohomology of these spaces in characteristic zero in terms 
of the cohomology of their reduction in positive characteristic. 

We denote by X (resp. £ a ) the formal completion of X along Xx¥p (resp. Ca xF p ) , 
and by Ja,m the finite étale cover of <£a corresponding to Jaim/Ca. We denote by 3?^ 
over £ n g the rigid analytic space associated to the Shimura variety with structure of 
level M at p and by A 4 " g

M over M*^ the Rapoport-Zink space of level M . 
For m ^ d + 1 , we construct some morphisms 

7TN(t) I (Ja9m X S p f 2 n r M^D) (t) — X(t), 

such that (irN(t))
red o (1 x FrNB) = nN, for all N ̂  (d + t)/6B, which are compatible 

with the projections among the lifts of the Igusa varieties and with the inclusions 
among the Rapoport-Zink spaces, and which extend Zariski locally to the formal 
schemes in characteristic zero. (For any formal scheme y over Spf Z^ r , we write y(i) 
for the subscheme defined by the t-th power of an ideal of definition X of y, p G T.) 
For m > d + 1 + M , we prove that for any affine open V of Ja,m

 x s P f z n r ^aid there 
exists a formally smooth morphism 7Ty over V lifting 7rjv(£)|v(t) with the property 
that 

~rig XXriS,7Tv V
TÌg ~ A/fr ig x MaS,pr2\V 

VTÌg. 
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The existence of the morphisms 7rjv(£), and of the corresponding local liftings to 
characteristic zero, enable us to compare the vanishing cycles sheaves (in the sense 
of Berkovich's [3] and [4]) of the Shimura varieties and of the Rapoport-Zink spaces 
when level structure at p is considered. More precisely, as the level at p varies, we 
obtain a system of compatible equalities of representations of G(A°° , P) x WQ 

£ (_!)<+*+*+* l i m T o 4 ( T a ) 

i,j,k,q UP 
(Hk

c{MaMì Д * Ф „ Ш ) , HÌ(Ja,UP,Qe)) 

= £ ( - l ) n + 9 l i m H?{X$(M) x F p > jy*„(Q*)), 
n , Q UP 

It is easy to see that, as a varies among the Newton polygons of dimension q and 
height h, the right hand side computes the £-adic cohomology groups of the Shimura 
variety of level M . It is more subtle to realise that the cohomology groups of the special 
fibers of the Rapoport-Zink spaces, with coefficients in the vanishing cycles sheaves, 
compute not the cohomology of the Rapoport-Zink spaces but its contragredient dual, 
up to Tate twist. 

As the level M varies, the above equalities piece together in the statement of the 
main theorem. 

Acknowledgements. — The author will like to thank R. Taylor suggesting the topic 
of this paper, and for his inestimable help with all the phases of its realization. She 
is also very grateful to B. Conrad, J. de Jong, L. Fargues, T. Graber and F. Oort for 
many enlightening mathematical discussions and for carefully reading early drafts of 
this paper. 

2. Preliminaries 

In this section, we shall introduce the definitions and results which are the starting 
point of our work. In particular, we shall define the class of (PEL) type Shimura vari­
eties we study. These are some smooth projective varieties defined over an imaginary 
quadratic extension of Q, which arise as moduli spaces of polarized abelian varieties 
and which admit smooth integral models at p, in the cases when no level structure 
at p is considered. (We shall follow the definitions given by Harris and Taylor in [14]). 

In section 2.2, we shall focus our attention on the reduction in positive characteristic 
of the Shimura varieties with no level structure at p and introduce in this context the 
Newton polygon stratification. This stratification was defined by Grothendieck in [13] 
and extensively studied by Oort in the general context of moduli spaces of abelian 
varieties (see [24]). Inside each Newton polygon stratum, we shall distinguish some 
smooth closed subschemes which are defined by fixing the isomorphism class of the 
p-divisible group associated to the abelian variety. These are the leaves of Oort's 
foliation (see [23]). We shall also point out a certain isomorphism class of p-divisible 
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groups for any given Newton polygon, whose corresponding leaf (the central leaf) will 
play an important role in our analysis. 

Prom the theory of Barsotti-Tate groups, we shall recall the definition of some 
(PEL) type moduli spaces introduced by Rapoport and Zink (in [27]) and also the 
notion of slope filtration. The slope filtration of a Barsotti-Tate group over a perfect 
field of characteristic p was first studied by Grothendieck (see [19]). Here, we shall 
recall some recent results of Zink which study the case of a Barsotti-Tate group over 
a smooth scheme of characteristic p (see [29]). We shall also introduce the notion 
of level structure on a Barsotti-Tate group, as a specification of Katz's and Mazur's 
notion of full set of sections on finite flat group schemes (see [20]). 

Finally, we shall recall some results of Berkovich on the theory of vanishing cycles 
in the context of rigid-analytic spaces associated to some special formal schemes (see 
[3] and [4]). 

2.1. Shimura varieties. — In this section we shall introduce the simple unitary 
group Shimura varieties which are studied in this paper. This class is a sub-class of 
the Shimura varieties introduced by Kottwitz in [21] and contains a sub-class of the 
class studied by Harris and Taylor in [14] (see section 2.1.8). 

We shall follow the exposition and notations of Chapter IV in [14]. 

2.1.1. Let E be an imaginary quadratic extension of Q in which the prime p splits. 
We denote by c the complex conjugation in Gal(2£/Q) and by u, uc the two primes of 
E above p. 

Let B over E be a division algebra of dimension h2 such that: 
• E is the center of B ; 
• B splits at u\ 
• there is a positive involution of the second kind * on B . 
(We recall that an involution on B , * : B —> B O P , is said of the second kind if 
= zc for all z E E, and is positive if tTB/q(xx*) > 0 for all x € B X . ) 
The above conditions on B imply that B U = B (S>E E U is isomorphic to MN(QP). 

We fix such an isomorphism B U ~ MN(QP) and denote by OBU the maximal order 
of B U corresponding to M n ( Z p ) C M n ( Q p ) . Then, there is a a unique maximal Z( p)-
order OB in B which is stable under the involution * and such that ( O B ) U = OBU> 
We also define e G OBU to be the idempotent element which maps, under the above 
isomorphism, to the matrix with entries equal to 1 in position (1,1) and 0 every where 
else. 

2.1.2. Let V denote the B 0 # o p-module underlying B and choose a non-degenerate 
*-hermitian alternating pairing (•, •) on V. This choice defines an involution of the 
second kind # on B O P by 

((b1®b2)x,y) = (x, (bl®bf)y) 

for all x, y G V, bi G B and b2 G £ o p . 
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Let us denote by q (0 ^ q ^ h) the positive integer such that the pairing (., •) on 
V ®Q R has invariant (q,h- q). We assume q ^ 0, / i . This is equivalent to assuming 
that the corresponding class of Shimura varieties has bad reduction at p. 

2.1.3. Let G be the algebraic group over Q (resp. A°°) defined by 

G(R) = {(Kg) eRxx (B°» ® R)x \ gg* = A } , 

for any Q-algebra (resp. A°°-algebra) R. 
There is a distinguished normal subgroup G\ of G, namely the subgroup of the 

automorphisms of V which preserves the pairing (•,•), i.e. 

0 —• G\ —> G —> Gm —• 0, 

where the morphism v : G —» G m is defined by (A, a) i—> A. Then, 

dm-U^h-q). 

Let A°° denote the finite adels of Q. We observe that G(A°°) naturally decomposes 
as G(A°°'P) x G(QP). Moreover, since (p) = u- uc in E, we can identify 

£op ®QQp = B°J>xB°u

p

c, 

and thus any ( A , # ) G G(QP) can be written uniquely as (A, #i , #2) G Q p x £ ° p x 
with (gigf,g2gf) = (A, A) . There is a natural isomorphism 

(Q p )x X ( B ° P ) X — > G ( Q P ) 

which is defined by (A,#i) H-+ (A, #1 , A(<7I) X ) . 

Let us recall the following definitions about abelian schemes (see [14J, Lemma 
IV. 1.1, p. 93, and Section IV.4, p. 112). 

Let S be a ^-scheme and A/S an abelian scheme of dimension h2. Suppose that 
there is a morphism i : B c—> End(A) ®z Q. Then Lie(A) is a locally free O^-module 
of rank h2 with an action of B and it decomposes as 

Lie(A) = Lie4"{A) 0 Lie"(A), 

where Lie + (A) (resp. Lie" (A)) is the module Lie(A)<g>os®EOs and the map E —• O5 
is the natural map (resp. the complex conjugate of the natural map). Both Lie + (A) 
and Lie" (A) are locally free O^-modules. 

Definition 2.1. — We call the pair (A, i) compatible if Lie + (A) has rank qh. 

Suppose now that S is a OEU-scheme, A an abelian scheme over S and i : OB 
End(A) ®z Z(p). 

Definition 2.2. — We call the pair (A,i) compatible if Lie(A) ®zp<g>oE ®EU is locally 
free of rank qh. 
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We remark that, if p is locally nilpotent on 5, then the pair (A, i) is compatible 
if and only if the Barsotti-Tate group G = sA[u°°] is a g-dimensional Barsotti-Tate 
group, (e £ OBU is the idempotent defined in section 2.1.1). In fact, in this case, we 
can identify Lie(A[ ,u 0 0]) = Lie(A) ®zp®oE ®EU as OBU-modules, and thus we have 
Lie(G) = £Lie(-A[tA°°]) as OEU = Zp-modules. It follows that saying that the pair 
(A, i) is compatible is equivalent to say that Lie(G) is locally free of rank q, since we 
also have the equalities 

0 B u ® Z p Lie(G) = 0 B u ®z p eUe(A[u°°}) = Ue{A[u°°]) = Lie(A). 

On the other hand, saying that Lie(G) is a locally free Zp-module of rank q is equiv­
alent to saying that the Barsotti-Tate group G has dimension q. 

It follows from the fact that A/S has dimension h2 that A[it°°] has height h2 (half 
the height of A[p°°]) and thus that G has height h. 

2.1.5. Let U be an open compact subgroup of G(A°°). We shall define a functor Xu 
on the category of pairs (5,s), where S is a connected locally noetherian E-scheme and 
s is a geometric point on 5, to sets. We define Xu(S, s) to be the set of equivalence 
classes of quadruples (A,\,i,~p) where: 

• A is an abelian scheme over S of dimension h2; 
• A : A —> Ay is a polarization; 
• % : B ^ End(A) 0z Q such that (A, i) is compatible and A o i(b*) = i(b)v o A for 

all be B; 
• ~p is a 7Ti(5, s)-invariant [/-orbit of isomorphisms of B ®Q A°°-modules 

/x : V (g)Q A°° —• VAS which takes the pairing (•, •) on V ®Q A°° to a (A°°)x-scalar 
multiple of the A-Weil pairing. 

Two quadruples (A,\,i,ji) and (A\ A', i', Ji') are equivalent if there exists an 
isogeny /3 : A —* A' which takes A to a Q x-multiple of A', i to i' and JI to ~p' (see [22], 
p. 390). 

If sf is a second geometric point on S then XJJ{S, s) is canonically in bijection with 
XJJ(S, sf) (see [22], p. 391). Therefore Xu can be viewed as a functor on the category 
of connected locally noetherian ^-schemes to sets. Moreover, we can extend Xu on 
the category of locally noetherian E'-schemes by setting Xu(S) = Y\i Xu(Si) for any 
S = \JiSi with Si connected for all i. 

2.1.6. We say that an open compact subgroup U of G(A°°) is sufficiently small if 
there exists a prime x in Q such that the projection of U in G(QX) contains no 
elements of finite order other than 1. If U is sufficiently small then the functor Xu 
on the category of locally noetherian ^-schemes to sets is represented by a smooth 
projective scheme Xu/E (see [22], p. 391). 

If V C U then there is a natural finite étale morphism Xy -» Xu and if V is 
normal in U this map is Galois with Galois group U/V. 
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2.1.7. Moreover, there is a natural action of the group G ( A ° ° ) on the system of 
Shimura varieties defined by composition on the right with the isomorphism ji : V 0Q 
A ° ° —• VAS. More precisely, for any g G G ( A ° ° ) and any open compact sufficiently 
small subgroup U of G ( A ° ° ) , there exists a natural finite étale morphism 

g : XJJ — > Xg-iUg 

defined by setting (A, À, i, /1) 1—> (A, A, i, jig). 

2.1.8. We remark that when q = 1 the class of Shimura varieties we have introduced 
is a sub-class of the class of Shimura varieties studied by Harris and Taylor in [14] 
(and thus the geometry and the cohomology of these Shimura varieties is already 
known). More precisely, for q = 1, we recover the sub-class corresponding to the case 
when the totally real extension of Q inside the ground field is trivial. 

2.1.9. Let Up be a sufficiently small open compact subgroup of G ( A ° ° , P ) (i.e. there 
exists a prime x ^ p in Q such that the projection of Up in G(QX) contains no elements 
of finite order other than 1). For any non-negative integer m we define 

UP(m) = Up x Z£ x ker ( (O f î o P )
x —+ ( O f î o P / ^ ) x ) . 

It is a sufficiently small open compact subgroup of G ( A ° ° ) . 

We call X t / P ( m ) a Shimura variety with structure of level m a t w (or with no level 
structure at u if m = 0). 

2.1.10. The Shimura varieties with no level structure at u admit smooth integral 
models over SpecO^ (see [22], chapter 5, pp. 389-392). For completeness, we recall 
Kottwitz's construction in this context. 

We define a functor XJJP on the category of pairs (5, s), where S is a connected 
locally noetherian (9£u-schemes and s is a geometric point on 5, to sets. We set 
Xup{Sy s) to be the set of equivalence classes of quadruples (A, A, i,~p>p) where: 

• A is an abelian scheme over S of dimension h?\ 
• A : A —• Ay is a prime-to-p polarization; 
• i : OB End(A) Z( p) such that (A, i) is compatible and A o ¿(6*) = i (6) v o A 

for all b e OB; 

• is a 7Ti (5, s)-invariant C/p-orbit of isomorphisms of B <S>Q A°°'p-modules 
H*> : V <8>q A°°'P - > VpAs which takes the pairing (.,.) on V <8>Q A ° ° ' p to a ( A ° ° ' P ) X -

scalar multiple of the A-Weil pairing (we denote by VPAS the Tate space of As away 
from p). 

Two quadruples (A, A, z,/F) and (A', A', i\ (JP)') are equivalent if there exists a 
prime-to-p isogeny /3 : A —> A' which takes A to a -multiple of A', i to i' and JI 
to (J?)'. 

As in 2.1.5 Xj7p(S, s) is canonically independent on s. We denote again by %UP the 
induced functor on the category of connected locally noetherian OEU-schemes. We 
also extend XUP to all locally noetherian 0£u-schemes as in 2.1.5. 
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The functor XUP on the category of locally noetherian OEU -schemes to sets is 
represented by a projective scheme XUP over OEU and there is a canonical isomorphism 

X[/p xspecoE u Specif = XUP(fi) Xspec£ Spec £"w 

(see [14], p. 113). 

Proposition 2.3. — Let Up be a sufficiently small open compact subgroup of G(A°°' P). 
Let x be a closed point of XUP XOEU ^(U)™, associated to a quadruple (A, A, i,~pP). 

The formal completion (XUP XOEU ö ^ n r ) i is the universal formal deformation space 

of the Barsotti-Tate group G = eA[u°°]/k(uYc = ¥p, thus 

(XUP x 0 g )£ ~ Spf W(¥P)[[TU ... ,Tq{h_q)]}. 

Proo/. — By definition, the completion (Xt/P x C?pnr)x i s the formal deformation 
•u 

space for deforming (A, A,i). By Serre-Tate Theorem, this is the same as deforming 
(A[p°°], A, i ) , and since A : —• ^4[(uc)°°] is an isomorphism, this is also the same 
as deforming (A[u°°],i). Finally, we observe that deforming the O^-module 
is equivalent to deforming the ZP = SOBU-module G = eA[u°°}. 

Since the Barsotti-Tate group G has dimension q and height /i, its formal defor­
mation space is isomorphic to Spf W(Fp)[[Ti,. . . ,Tq(h-q)]] ( s ee [17]). • 
Corollary 2.4. — For any sufficiently small open compact subgroup Up of G(A°°>P), 
the Shimura variety XUP is a smooth projective scheme over O E U -

2.1.11. If VP C UP then there is a natural finite étale morphism XyP - » XUP which 
is compatible with the map XyV{o) - » XUP(O) defined in 2.1.5. Moreover, if Vp is 
normal in Up then the map is Galois with Galois group Up/Vp (see [14], Lemma 
IV.4.1, part (6)). 

There is a natural action of the group G(A°°'P) on the integral models of the 
Shimura varieties, which is compatible with the action we previously defined on the 
Shimura varieties. More precisely, for any g G G(A°°,P) and any open compact suffi­
ciently small subgroup Up of G(A°° , P), there exists a natural finite étale morphism 

g : XUP —• Xg-iupg 

defined by setting (A, A, i,JJ) i-> (A, A, i,JIg), and whose restriction to the generic 
fibers is the morphism 

g : XUP(O) — • Xg-iUP(0)gi 

we defined in section 2.1.7. 

2.1.12. We remark that the above action of G(A°° , P) on the integral models of the 
Shimura varieties extends to an action of G(Â°°,P) x Q£ c G(A°°), also compatible 
with the previously defined action on the generic fibers. 
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In fact, let g G Q* and Up be an open compact sufficiently small subgroup of 
G(A°°'P). Then, we have g^U^g = Up(0). Let us assume valp(g) ^ 0 and define 
a morphism 

X ry-

by setting ( A , A,i , /I) i-> ( A / A [ ( w c ) _ v a l p ^ ] , A',i',/Z'), where the structures on the 
abelian variety A/A[(ix c)~ valp(s)] are induced by the ones on A via the isogeny g : 
A - » A/A[{uc)-™1^}, i.e. 

• A' is the unique prime-to-p polarization such that gy o A7 o g = p~ valp(#)A; 
• for all b G OB, we have g~x o i'{b) o g = i(b) G End(A) x z Z( p)j 
. /7' = JTog. 

Let us choose v £ OE such that val n(f) = 0 and valuc(^) = — valp(g). Then 
the isogeny v : A —• A gives rise to an equivalence between the quadruples 
(A/A[(uc)-valp^],A',*',^) and (A,A,i,JTov). It follows that the morphism 
# : XUP —• X[/P is indeed an isomorphism and also that on the generic fibers it 
restricts to the morphism 

g : XUP(O) —• Xg-iUP(0)g, 

defined in section 2.1.7. 

2.1.13. Let us reinterpret some of the above definitions and results in terms of the 
cohomology of the Shimura varieties. 

Let £ be a prime number, £ ^ p, and consider the constant abelian torsion etale 
sheaf Z/£rZ, for any integer r ^ 1. 

For any level U C G(A°°), we consider the etale cohomology of the Shimura vari­
eties over Eu with coefficients in Z / r Z , H^Xu xE (££ r ) a c , Z / r Z ) , for any integer 
2 ^ 0 . They form an A-R £-adic system, we write 

HUXu xE (E™r,®e) = ììmHÌt(Xu xE (E?r,Z/rz) ®ze Qe. 

For any U' C C/, the natural morphisms X\j> -* Xu give rise to some morphisms 

HUXu Xe (Ê™r,Qe) — HUiXv xE (Ê™r,®e). 

The groups H\t{Xu x E (EuT)ac, Qe), together with the above morphisms, form an 
inductive system. For all i > 0, we write 

ITiXtQi) = firn Hlt(Xu xE ( K T C , Q * ) . 
u 

For any g G G(A°°), the morphisms g : Xu —> Xg-iUg also give rise to some 
morphism among the f-adic cohomology groups of the Shimura varieties, and moreover 
the induced morphisms piece together in an isomorphism of the direct limit (Q )̂. 
These isomorphisms define an action of G(A°°) on the groups Hl(X, Qi), for all 
and moreover it is easy to see that this action commutes with the natural action of 
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the Weil group WEU = WQP ( E U = Q p ) . Further more, the Hl(X,Q£) are admissible 
representations of the product WQP X G(A°°). 

In the following, we are interested in studying the virtual representation of 
W9P x G(A~) 

H-(X,Qi) = ^2(-l)iHi(X,Ql). 
i 

We will also work with torsion coefficients and, for any integer r ^ 1, consider the 
Z/RZ-representations of WQP x G(A°°) 

i T ( X , Z / R Z ) = lim HUXu XE ( ^ r ) a c , Z / R Z ) , 
u 

for all i ^ 0. Let us remark that these representations are smooth, but not a priori 
admissible. 

2.2. Newton polygon stratification. — In [24] Oort studies a stratification on 
the reduction in characteristic p > 0 of a moduli space of abelian varieties. This 
stratification is called the Newton polygon stratification and is defined in terms of the 
Newton polygons of the Barsotti-Tate groups associated to the p-torsion of the abelian 
varieties. In particular, each Newton polygon stratum is characterized by the prop­
erty that the Barsotti-Tate group over it has constant Newton polygon, i.e. constant 
isogeny class. When Barsotti-Tate groups considered have dimension greater than 
one, to each isogeny class correspond many isomorphism classes. In [23], Oort de­
fines some closed subvarieties inside each Newton polygon stratum, which are the 
loci where the Barsotti-Tate groups associated to the abelian varieties have constant 
isomorphism class. We refer to these varieties as the leaves of Oort's foliation. 

In this section we shall recall the definitions of the Newton polygon stratification 
and of the leaves, in the context of the Shimura varieties introduced in 2.1. Moreover, 
we shall give an alternative proof of the fact that the leaves are closed and smooth 
subvarieties of the Newton polygon strata. 

2.2.1. Let UP be as in 2.1.10 and denote by X the reduction XJJP XspecOEu Spec k(u), 
where k(u) is the residue field of OEu (k(u) = F p ) . 

Let A be the universal abelian variety over X. It follows from the definition of the 
moduli space that there is a natural action of OB on A and therefore an action of 
0 B u on w4[p°°]. Let e £ OBU be the idempotent element defined in 2.1.1 and write 
Q = eA\p°°].g is a Barsotti-Tate group of height h and dimension q over X (see 
section 2.1.4). For any point x of X we denote by a(x) the Newton polygon of Qx. 

Proposition 2.5 (see [24], section 2.3, p. 387). — Let a be a Newton polygon of height h 
and dimension q. The set of the points x of X such that a(x) ^ a (i.e. such that no 
point of a(x) is strictly below a) is a closed subset of X. 
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We denote by X the corresponding reduced subscheme of X and call it the closed 
Newton polygon stratum determined by a. 

We also define the open Newton polygon stratum X^ = X^ — \Jp<aX^K 

2.2.2. The following definition of a leaf is due to Oort, who also proved that the 
leaves are closed smooth subvarieties of the Newton polygon strata (see [23]). Here, 
we provide an alternative proof of these facts in our context. More precisely, we now 
show that the leaves are locally closed smooth subvarieties of the Newton polygon 
strata. Later, in proposition 4.7, we will prove that the leaves are indeed closed. We 
thank A. Vasiu for suggesting to us the proof of proposition 2.7. 

Lemma 2.6. — Let H be a Barsotti-Tate group defined over a finite extension ko of¥p. 
Let X be a scheme over ¥p D ko and G/X a Barsotti-Tate group. 

Then, the set 

CH = {x e X I Gx xk{x) k{xTc ~ H xko k(x)ac} 

is a constructible subset of X. 
Moreover, if we further assume that X = Xo xko¥p, for some ko-scheme Xo, and 

G is the pullback of a Barsotti-Tate group over Xo, then the set CH is a constructible 
subset of Xo. 

Proof. — In [28], Zink proves that, for any positive integer TV, the functor YN = YH,N, 
defined as 

YN(T/X) = {isomorphisms ÇT\p
N] ^ HT\p

N]}, 

is represented by a scheme or hmte type over X. 
Thus, in particular, CH,N = im(Yjv —> X) is a constructible subset of X, 

CH,N = {xeX\ Gx\p
N] x k{xfc ~ H\pN] x fc(x)ac}. 

Moreover, Zink also proves that, for any algebraically closed field K/WP, there exists 
a positive integer NK such that 

CH,N(K) = CHÌNK(K) = {xe X{K) \Gx~HxK}, 

for all N ^ NK. 
In particular, for K = ¥p and TVo = Nf , we have that for all N ^ N0 

CH,N(¥P) = CH,NO(¥P) = {xe X(¥P) \Gx~Hx ¥p). 

Since the subsets CH,N are constructible, the above equalities imply that CH,N = 
CH,N0, for all N ^ No, and thus 

CH = {x e X I Gx x k(x)ac ~Hx k(x)ac} = CH,N0 

and is a constructible subset of X. 
Finally, in order to show that the subscheme CH is a constructible subset of X 0 , it 

suffices to observe that the set of closed points of CH is stabilized by the action of the 
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Galois group Gal(Fp//co) (which follows from the fact that the Barsotti-Tate groups 
Go and H are defined over Xo/ko and ko, respectively). • 

Proposition 2.7. — Let H be a Barsotti-Tate group over a finite extension ko/¥p, of 
—(a) 

height h and dimension q. We denote by a the Newton polygon of H, by X the 
associated open Newton polygon stratum and by Q the universal Barsotti-Tate group 
over X 

—(a) 
Then there exists a unique reduced locally closed subscheme CH of X x ko such 

that for any geometric point x G X x ko we have Gx ~ H if and only if x G CH • 
Moreover, the scheme CH is smooth. 

Proof. — By the previous lemma, we know that the set CH = {xe X{a) xk0\Gxx k(x)ac ~ H x k{x)*c} 

is constructible. Thus, it remains to prove that the set CH is locally closed (in which 
case it inherits a unique structure of reduced locally closed subscheme), and moreover 

—(a) 
that, as a subscheme of X x ko, CH is smooth. 

Let us fix an algebraically closed field Q/Fp with transcendence degree of the con-
tinuum (thus all the point of X can be viewed as Q-points). 

Since C = CH x Q is constructible, C is a finite union of locally closed sets Ci with 
irreducible closure. Moreover, for each closed point x of G, the ring _ and the 
restriction of Q over it are independent of x. For simplicity, we denote this ring by A 
and its Barsotti-Tate group by G/A. For any prime ideal V of A (necessarily closed), 
we choose a morphism fj> : A —• Q with ker f-p = V (such a morphism exists since Q 
has degree of the continuum). We denote by J the intersection of all primes V of A 
such that f-p*G — H. 

Let xo be a smooth closed point of G, i.e. xo is in the closure of only one G ,̂ say 
Go, and it is a smooth point of Go- Let /0 denote the ideal in 0 ^ x Q x q defining 
Oc0 x0- Then, a prime ideal V of contains IQ if and only if it contains /0? 
or equivalently if and only if f-p*G ^ H. As Go is by definition reduced we have 

# = nVDlor. 

It follows that, under an isomorphism (<5, ) ~ (G, A), the ideal IQ corresponds 
to the ideal J. In particular, the ring A/ J is formally smooth and a prime ideal V of 
A contains J if and only if f-p*G ~ H. 

Now let x G Ci — Cj be a closed point such that x G Cj (the closure 01 Cj). Let 
V1 be the prime ideal of C ^ X Q x defining Cj and let J x be the ideal of 0^xQ which 
corresponds to J under an isomorphism (0,0^ n ) — (G, A). Since V is a prime 
in G we have V'A D J-r. Thus, for anv other prime V D V\ we have VA D and 
so A *Q ~ H, i.e. V G G. Hence, there exists a neighbourhood Ux of x in X such 
that Ux fi Cj is contained in G. We conclude that for any point x in G, there exists 
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a neighbourhood Ux in X such that Ux fl C = C. Thus C is a locally closed subset 
— (a) 

of X, and by definition is contained in X (thus, it is also a locally closed subset of 

Moreover, if x is any point of C and / C 0^xn x is the ideal defining (7, then (as C 
is reduced) I A is the intersection of the prime ideals of 0^xQ which contain / , i.e. the 
intersection of prime ideals V such that f-p*G ~ H. Thus, under an isomorphism 
(G, C^xfi ~ ^ A c o r r e s P o n ( i s to J and we see that C is formally smooth at 
x and hence smooth. • 

2.2.3. We remark that both the definition of the Newton polygon stratification and 
the definition of Oort's foliation of the Newton polygon strata are independent of 
the level structure away from p. Thus, as the level Up of the structure away from p 
varies, the corresponding morphisms among the reductions of the Shimura varieties 
preserve the Newton polygon stratification and also Oort's foliation. Analogously, the 
action of the group G(A°° , P) on the Shimura varieties with no level structure at p also 
respects the Newton polygon strata and the leaves inside them. We thus obtain, by 
restriction, an action of the group G(A°°,P) on the Newton polygon strata (resp. on 
the leaves) via finite etale morphisms (see section 2.1.11). 

2.3. Some distinguished Barsotti-Tate groups. — In this section we shall de­
fine a distinguished p-divisible group E A over F P , for each Newton polygon a of 
dimension q and height h. The associated leaf Ca = C%a inside the corresponding 

—(a) 
Newton polygon stratum X is called the central leaf and it will play an important 
role in our work. In this section, we shall also discuss some of the properties of the 
group of the quasi-selfisogenies of E A (for all a). 
2.3.1. We start by recalling the definition of a certain simple isoclinic p-divisible 
group EA over F P , for any given slope A e Q ( O ^ A ^ l ) . The definition of EA is 
introduced by de Jong and Oort in [18] (Paragraph 5.3, p. 227). 

Let A be a rational number, 0 ^ A ^ 1 and write A = n/(m + n) (with n,m 
relatively prime). We describe the p-divisible group HA over F P by its covariant 
Dieudonne module M(E\). This is the free Zp-module with basis eo, e i , . . . , e m + n _ i 
on which the actions of F and V are given by F(ei) = ê +n and V(e{) = e^+m for 
all i (for any non-negative integer j we write ej = p^ei if j = i + £(m + n) with 
O ^ f ^ r a + n — 1 and £ ^ 0). The p-divisible group DA has height m + n and is 
isoclinic of slope A. 

We denote by t the endomorphism of M ( E A ) (and also the corresponding isogeny 
on EA) which maps to e$+i for all i. It is an isogeny of degree p and £ m + n = p. 

Proposition 2.8 (see [18], Lemma 5.4, p. 227). — We choose r, s G Z such that rm + 
sn = 1. For every algebraically closed field k of characteristic p we have 

End((Ex)k) = W(¥prn+n)[t] 
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where xt — tas~r(x) for all x 6 W(¥pm+n) (we denote by a the Frobenius map). The 
ring End ((1!,\)k) is a non-commutative discrete valuation ring with uniformizert and 
valuation define by logpdeg(-) 

We write 0\ = W(¥pm+n)[t] and DA = 0\[l/p].D\ is a central simple algebra over 
Q p of rank (n + m) 2 and invariant A, and 0\ is a maximal order inside D\. 

2.3.2. For convenience, we also recall de Jong's and Oort's Isogeny theorem. This 
result illustrates one of the properties which make isoclinic p-divisible groups easier 
to understand than general p-divisible groups. 

Theorem 2.9 (see [18], Corollary 2.17, p. 217-218). — Let A be a noetherian complete 
local domain with algebraically closed residue field k, normal and with field of frac­
tions K of characteristic p. Let G be an isoclinic p-divisible group over Spec A 

Then there exists a p-divisible group Go over Spec k and an isogeny over A 

Go x spec it Spec A —• G. 

2.3.3. An isoclinic p-divisible group G of slope A is called slope divisible if there 
exists an integer b > 0 such that p~XbFb is an isogeny, or equivalently an isomorphism 
between G and G < A 

It follows from the definition that the p-divisible groups T,\ are slope divisible, for 
all A. 

2.3.4- L et. a be a Newton polygon of dimension q and height h, and denote by 
Ai > A2 > • • • > Afc its slopes. For each z, we denote by the multiplicity of the 
slope Xi in a and define the Barsotti-Tate groups 

E^ = E®r* and E a = 0 ^ . 

Thus, for all 2, are slope divisible isoclinic p-divisible groups of slope A; defined 
over F p , and T,a is a p-divisible group over ¥p with Newton polygon equal to a. 
Moreover, the p-divisible group El

a may be identified with the isoclinic pieces of E a 

(see section 2.4). 

2.3.5. For every algebraically closed field k of characteristic p we have 

(End f c(EQ) 0 Z p Q P ) X = ]jGLri (DXi) 

We write Ta for the group of the quasi-selfisogenies of EQ, , i. e. Ta = Yli G L r i (D\i), 
and r a for the group of the automorphism of E A , i.e. Ta = Y\i G L r i (0\i) (T a C Ta). 

2.3.6. We now fix a Newton polygon a of dimension q and height h (and write 
E = E A ) . In the following, we analyse in more detail the group T = Ta and, in 
particular, we introduce a certain submonoid S = S& of T, where S D T = Ta. (The 
role of the submonoid S will be explained in section 3.4.) 
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Let p G T. For any i = 1 , . . . , k we denote by pi : E* —> E* the quasi-selfisogeny of 
E* induced by p and define: 

£i = ^i(p) = e(pf) = min{ra G Z | pmpi is an isogeny} 

and 

f% = fi(p) = /(P») = max{m G Z | (pmpi) 1 is an isogeny} 

We also write e = e(p) = max^ei(p) and / = j(p) — min^/^p). It follows from 
the definitions that e and / are respectively the minimal and maximal integers such 
that pep and (pf p)~x are isogenies. 

It is easy to see that if p~x is an isogeny then fi,ei are respectively the maximal 
and the minimal integers such that 

E V ^ C k e r ^ J c E V 4 ] -

In particular, e{ ̂  fi for all i. 

Definition 2.10. — We define S C T to be the subgroup 

S = {p G T I p 1 is an isogeny, e* < / ¿ - 1 , 1 < i ^ k}. 

2.3.7. For alH = 1 , . . . , k, we denote by t\ G E I K ^ E A J the uniformizer we defined in 
section 2.3, and write r» = tfri € End(E* = E ^ r i ) . We define fr to be the isogeny of 
E — (B^E2 

fr = e 4 7f, 

where the ai denote the numerators of the slopes A; (written in minimal form), for 
all i. Equivalently, fr is the unique isogeny which fits in the following commutative 
diagram (see section 2.3.7) 

E 

£ ( p ) < 77
 E -

where we may identify E and E^ p \ via z/, since the Barsotti-Tate group E is defined 
over F p . 

2.3.8. If B = lcm(fei,... where the bi are the denominators of the rational 
numbers A; (written in minimal form), then it follows from the definition of the 
morphism fr that f r B = (&ipXiB and, in particular, that frB is in the center of T (for 
all i, XiB G Z). 

Lemma 2.11. — Maintaining the above notations. 
The set S is a submonoid of T and has the properties that the quasi-selfisogenies 

p"x,b~B G S and also that T = (S,p,bB). 
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Proof. — To see that 5 is a submonoid of T, it suffices to remark that 

ei(up) ^ ei(p) + ei(u) and fi(wp) ^ fi(p) + /¿(0;), 

which follow easily for the definitions. 
It is also clear from the definition of S that ir~B G S. In fact, we have 

dip-1) = 1 - fi-iip-1) and e,(fr- B) = KB > fi-i(fr~B) = \i-\B, 

for all i = 2 , . . . , k. 

We now show that 1 = \o,p, lr ). 
For any O G T , there exists m G Z>n such that pmp~1 is an isogeny, ie . such that 

p = pmu) with a; 1 an isogeny (a; = p mp). Moreover, for any isogeny p we have 

ei(pnp) = e»(p) - n and fi{pnp) = /<(p) - n, 

and thus p satisfies the conditions ei(p) ^ for all 1 < i ^ fc, if and only if pnp 
does for some integer n. 

Then, it suffices to prove that for any isogeny p there exists a positive integer m 
such that f r m S p satisfies the above inequalities. This fact follows directly from the 
following inequalities: 

e , ( fr m B p) ^ ei(p) + mXiB and / i - i ( f r m B p ) > fi-^p) + mA.- iB , 

where A; < A^_i, for all i = 2 , . . . , k. 

2.4. Slope fi l trat ion. — Dieudonne's classification of p-divisible groups implies 
that any p-divisible group defined over a perfect field is isogenous to a direct product 
of slope divisible isoclinic p-divisible groups. In [29] Zink investigates what remains 
true if the perfect field is replaced by a ring of characteristic p. In particular, Zink 
shows that over a regular scheme of characteristic p any p-divisible group is isogenous 
to a p-divisible group which admits a filtration by p-divisible subgroups which factors 
are slope divisible isoclinic p-divisible groups ordered with the decreasing order of the 
slopes. 

In this section we shall recall some of the definitions and results from [29]. For 
completeness, let us mention that this result over a smooth curve was previously 
established by Katz in [19], and also that, more recently, it was extended by Oort 
and Zink to the case over a normal scheme (see [25]). 

2.4-1. Let H be a p-divisible group over a scheme 5 of characteristic p and A G Q. 
We say that H is slope divisible with respect to A if there are positive integers a, b such 
that A = a/b and the quasi-isogeny p~aFb : H —> ) is an isogeny. If H isoclinic 
and slope divisible of slope A then the above isogeny is in fact an isomorphism. 

Theorem 2.12 (see [29], Theorem 7, p. 9). — Let S be a regular scheme over ¥p. Let 
H be a p-divisible group over S with constant Newton polygon. We denote by 
Ai > A2 > • • • > Xk the slopes of H. 
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Then there is a p-divisible group G over S which is isogenous to H, and which has 
a filtration by closed immersions of p-divisible groups: 

0 = Go C Gi C • • • C Gk = G 

such that for each i the factor Gi/Gi-i is isoclinic of slope Xi and Gi is slope divisible 
with respect to Xi. 

We say a p-divisible group with the properties described for G completely slope 
divisible and call its filtration the slope filtration. 

We remark that any isogeny among two p-divisible groups endowed with slope 
nitrations respects the filt rat ions. 

In fact, suppose </> : G —> H is an isogeny among p-divisible group endowed with 
a slope filtration over a reduced scheme S of characteristic p. When k = 1, the 
statement is trivial, so we may assume k ^ 2. Moreover, using induction on k, it 
suffices to prove the statement for k — 2. 

First, we assume S — Specif and we consider the morphism 

fa : Gi c—• G —• H —» H2. 

By Dieudonne's theory, there is no non zero morphism between two isoclinic Barsotti-
Tate groups with different slopes (see [29], p. 13). Thus, the morphism fa is identically 
zero, or equivalently the isogeny (j) maps G\ to Hi. 

For obtaining the same result in the general case, it suffices to remark that the 
above considerations imply that ((j)i)x vanishes for any point x in S. Thus, the 
morphism fa over S is zero. 

Finally, we remark that from the existence of an isogeny if; such that faj) = pd, for 
some d, we deduce that the induced morphisms fa are isogenics, for all i. 

2.4-2. We conclude this section with the following two remarks which will play a key 
role in our definition of Igusa varieties (see section3). 

Remark 2.13 (see [25]). — Let G be a Barsotti-Tate group over a field K of positive 
characteristic p. Then, G is completely slope divisible if and only if G L is 
completely slope divisible, for some L D K. 

Remark 2.14 (see [29], proof of Theorem 7, p. 15). — Let Q be a Barsotti-Tate group 
over a connected regular scheme S over ¥p. Let 77 be the generic point of S and assume 
that Qrj is completely slope divisible (i.e. admits a slope filtration as in theorem 2.12). 

Then, the Barsotti-Tate group Q over S is also completely slope divisible. 

2.5. Rapoport-Zink spaces. — In [27] Rapoport and Zink formulate moduli 
problems of (PEL) type for Barsotti-Tate groups, associated to any decent Barsotti-
Tate group over a perfect field k of characteristic p. They prove that the corresponding 
moduli spaces exist in the category of rigid analytic spaces over the fraction field of 
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the Witt vectors of k and, in the cases when the moduli problems impose no level 
structures, they admit integral models in the category of formal schemes over W(k). 

In this section we shall recall their constructions together with some of the main 
results in the case which is our interest. 

2.5.1. Let X be a decent Barsotti-Tate group over a perfect field k of characteristic p. 
(We recall that a Barsotti-Tate group is called decent if it arises by base change from 
a Barsotti-Tate defined over a perfect field.) To X we associate a functor M = Mx 
on the category of schemes S over W = W(k) such that p is locally nilpotent on S to 
sets. For such a scheme S, we denote by S the closed subscheme defined by the sheaf 
of ideals pOs, and we view it as a scheme over Spec A;. 

We define M(S) to be the set of equivalence classes of pairs (H, /3) where: 

• H is a Barsotti-Tate group over S\ 
• /3 : Xg —> Hi? is a quasi-isogeny. 

Two pairs (iJ, ¡3) and (H', (3f) are equivalent if the quasi-isogeny (3fo/3 1 : —> 
lifts to an isomorphism between H and H' over S. 

Theorem 2.15 (see [27], Theorem 2.16, p. 54). — The functor M is represented by a 
formal scheme over Spf W, which is formally locally of finite type. 

For any other Barsotti-Tate group X' and isogeny 0 : X' —• X, there is a canonical 
isomorphism between the corresponding Rapoport-Zink spaces 

0* : .Mx —> Mx' 

(Я,/?) — ( Я , / ? о 0 ) -
2.5.2. For any pair of positive integers n, d, we denote by Mn,d the subfunctor of 
M defined by the condition that pn/3 is an isogeny and its kernel is contained inside 
X\pd] (or equivalently, both pn/3 and pd~nfi~x are isogenics). The functor Mn'd is 
represented by the p-adic completion of a scheme of finite type over Spf W and can 
be identified to a closed formal subscheme of A i , of finite type over Spf W. Moreover, 
it follows from the definitions that, in the sense of Zariski sheaves, we have 

M = lim Mn'd. 
n,d 

We call the spaces Mn,d the truncated Rapoport-Zink spaces. (Let us remark 
that the truncated Rapoport-Zink spaces we use are not exactly the ones introduced 
in [27], paragraph 2.22, p. 58. For any pair of positive integers n, d, Rapoport and 
Zink consider the closed subfunctor M.n,d of M. defined by the condition that pnf3 
is an isogeny of degree less than or equal to pd. Thus, there are natural inclusions 
MnA C Mn>d C Mn.dh.) 

We observe that, for any other Barsotti-Tate group X' and isogeny <j> : X r —• X, 
the corresponding isomorphism 0* : A4x —> Mx' does not preserve the truncated 
Rapoport-Zink spaces (nor the open subspaces we define below). 
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2.5.3. For any pair of positive integers n, d, we define: 

Un>d = {te Mn4 I 3 v c M open, teVc Mn4}. 

It follows from the fact that M is formally locally of finite type that the Un,d form 
an open cover of A4, i. e. 

M = Un,dUn>d, 
where the Un,d are open formal subschemes of M, of finite type over Spf W. 

2.5.4- Let us assume from now on that the field k is algebraically closed and write K 
for the fraction field of W. We denote by A4TLG the rigid analytic space associated to 
the formal scheme M. In [27] Rapoport and Zink introduce a tower of rigid analytic 
coverings of AiTlg over Spmif. We now recall their construction (see [27], paragraph 
5.34, pp. 254-256). 

We first recall the following result. 

Proposition 2.16 (see [27], Proposition 5.17, p. 237). — The rigid analytic space Mr[g 

over Spm K is smooth. 

Let x G M R I G ( L ) be represented by the pair (H,/3) G M(OL). The p-adic Tate 
modules TP(H), for the points x G A4 r i g , piece together in a locally constant Zp-sheaf 
for the etale topology on A4TLG. We denote this sheaf by T. Namely, for all integers 
n ^ 0, Tp(H) <g>Zp/pn is the generic fiber of the finite flat group scheme H\pn], which 
is etale. 

For any open compact subgroup U C GL n (Z p ) , we define to be the finite etale 
covering of Mrig parametrizing the classes modulo U of trivializations of T/MTlg, 

a : T —> Z£ (mod U). 

We remark that if 

U = U{M) = {Ae GL n (Z p ) I A EE l n (mod pM)} 

the space AAr^M^ parametrizes the classes of trivializations of the generic fiber of the 
pM-torsion of the universal Barsotti-Tate group over Ai. 

2.5.5. If U' C U, then there is a natural morphism M.^ —> A4T^G. More generally, 
for any two subgroups U',U, an element g G GL n (Q p ) such that g^U'g C U gives 
rise to a moronism 

g:M$-^M&. 

2.5.6. Let T denote the group of quasi-selfisogenies of X over k and a the Frobenius 
automorphism of W (we also denote by a its extension to K and the Frobenius 
automorphism of k). 

There is a natural action of the group 

GLn(Qp) x T x Frob z 
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on the system of Rapoport-Zink spaces, where the action of GL n (Q p ) x T is linear 
and the action of Frob z is a-semilinear. 

2.5.7. We first define the action of T on the formal scheme M defined by 

(ff,/?) —(ff , /? op), P G T 

(see [27], section 2.33, p. 64). We remark that, for any other Barsotti-Tate group X' 
and isogeny 0, the isomorphism 0* : Mx Mxf commutes with the action of the 
group of the quasi-selfisogenies, where we identify Tx with T%' via the isomorphism 
p i—• for all p G Tx. 

The action of T on M. induces an action of T on , M r i g , which extends canonically 
to an action of T on the covers .M£}g, for all level U C GL n (Z p ) . In fact, for any 
level U, let us denote a point t G A^^} g(L), for some extension L of K , by a triple 
(if,/?, [a]), where H is a Barsotti-Tate group defined over the ring of integers O L 
o f L , / 3 : X —> H XQl k a quasi-isogeny, and [a] the [/-orbit of an isomorphism 
a : TP(H) - » ZJ. Then, for any p G T, we define 

о : M\T —> Mi, 
(#,/?, [<*])>—(#,/3 op, [a]). 

It is clear that the above action of T on the system of the Rapoport-Zink spaces 
commutes with the previously defined action of GL n (Q p ) . 

2.5.8. We now introduce the cr-semilinear action of Frobenius. Let us recall that 
defining a cr-semilinear automorphism of the formal scheme A4 is equivalent to defining 
an isomorphism of formal schemes over W 

Frob:A4 — > M { p \ 

where Ai^ denotes the pullback under a of M. 
If we identify the space M.^ with the Rapoport-Zink space associated to the 

Barsotti-Tate group /k, then we can describe the morphism Frob in terms of its 
universal property. The morphism Frob is defined by 

(H,ß)^(H,ßoF-1), 

where F : X —• is the Frobenius morphism of the Barsotti-Tate group X (see 
[27], section 3.48, pp. 100-101). 

We observe that Frob is indeed an isomorphism, since we can define its inverse by 
setting: 

(G,p)^(G,poF). 

Moreover, it is easy to see that this action commutes with the action of T. In fact, 
for anv quasi-selfisogeny p G T, the equality F o p = o F implies 

Frob op = p(p) o Frob : M —• M(p). 
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Finally, we remark that the automorphism Frob of M. gives rise to an automorphism 
of MT1S, which is also a-semilinear and which extends canonically to cr-semilinear 
automorphisms of the covers MT^g, for all level U C GL n (Z p ) . If we denote a point 
on M\\g by a triple (H, 3, \a\) as before, then, for all level U, we define 

Frob : MT¿g —• ( X r j g ) ( p )  

(H,ß9 [a]) i—> ( # , / 3oF _ 1 , [ a ] ) . 

It is clear that the action of Frob on the system of the Rapoport-Zink spaces Mr^g 

commutes with the previously defined action of GL n (Q p ) , and thus gives rise to an 
action of the group GL n (Q p ) x T x Frob z. 

2.5.9. Let us remark that, if we restrict our attention to the reduced fiber M. of M. 
over k, then the action of T x Frob z extends to an action of the product 

T x Frob z x FrN, 

where Fr is also a cr-semilinear endomorphism of At, namely the relative Frobenius. 
As before, we describe Fr as a fc-linear morphism 

Fr:M —>MiP\ 

—(p\ (p) 
where M is the pullback under a : k —> k of M. If we identify the space M with 
the reduced fiber of the Rapoport-Zink space associated to the Barsotti-Tate group 
X^/k, then the morphism Fr is defined by setting 

(Н,в)*-^(Н<г\№), 

where and /?W : X * ' HW are the pullbacks under a of H and /3 : X H, 
respectively. 

We observe that indeed the relative Frobenius Fr commutes with the action of 
T x Frob z. For anv P G T„, 

(ßp)<P> =ßV>p<*\ 

and also 
(ßFj1)™ = ß^iF-1)^ = ß^F-' 

where Fx and FX(P) are the Frobenius morphism on X and , respectively. 

2.5.10. We now focus our attention of the Rapoport-Zink space Ma = A^E a over 
W(F P ) , associated to the Barsotti-Tate E a / F p , for any given Newton polygon a of 
dimension q and height h (see section 2.3.4). 

Let Ta be the group of the quasi-selfisogenies of E a / F p . In section 2.5.7 and 2.5.8, 
we defined the action of Ta x Frob z on M Q . It follows from the definition that this 
action does not preserve the truncated Rapoport-Zink spaces MJ^d C Ma. In the 
following, we analyze how this action moves the truncated Rapoport-Zink spaces. 
(We remark that, in particular, the action of the subgroup T = Aut(E a ) preserves 
the truncated Rapoport-Zink spaces.) 
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2.5.11. Let p ETa and write e = e(p) and / = f(p) (see section 2.3.6). It is not hard 
to see that if (if,/?) G MnA then (if,/?p) G Mn+e>d+e~f. In fact, it follows from the 
definitions that both pn+e(3p = (pn(3)(pep) and pd~*~n(fip)-1 = (p* p)'1 (pd~n 0~l) 
are isogenies. 

Thus, for each p G Ta and any pair of integers n, d, the action of Ta on Af a give 
rise to morphisms 

p : M%d — • A C + M + e _ / 

such that for any positive integers n', d', with n' > n and > d, 

•n+e.d+e—/ -n.d 

where we denote by the natural inclusion of M%d in Af™',d'. 
Moreover, the restrictions of the above morphisms associated to p G Ta give rise 

to morphisms 

. y n , d y jjn+e,d+e-f 

which are open embeddings of formal schemes over W(¥p). 
On the other hand, from the equality p = FV = VF we deduce that, for all positive 

integers n, d, 

FVob : A C —+ ( A £ + 1 ' d + 1 ) w = ( A C T + ' + \ 

and also that 
Prob : UN'D —• (^n+i,d+ij(p)B 

In fact, if pn/? and p d nß 1 are isogenies, then pn+1ßF 1 = pnßpF 1 and 
pd~nFß~1 are also an isogenies. 

2.5.12. Let us now consider the reduced fibers Aia and of Aia and MJ^d 

respectively, for all n, d. Then, Aia and Ai^ are reduced schemes over ¥p (the 
latter of finite type over F p , for all n, d), and there is an action of T x Probz x PrN 

o n M Q . From the above discussion, we already know how the action of T x Frob z 

moves the spaces 
In fact , let us now remark that the action of Fr respects the truncated 

Rapoport-Zink spaces. 
In fact, if a quasi-isogeny /? : £ —* H is such that pn/3 with kernel contained in 

£[p d], then the same holds for the quasi-isogeny /3^ : T,^ —> H^p\ Equivalently, for 
all positive integers n, d, the relative Frobenius morphism maps the scheme to 
J la Let us also remark that the action of V on the reduced fiber of the truncated 
Rapoport-Zink spaces is particularly simple. More precisely, for any n, d the subgroup 

C T of the automorphisms of T,a which induce the identity on E a \p
d] acts trivially 

on • Indeed, for any 7 G Td and any (H,(3) G M™' , there exists 7 G Aut(H) 
such that (pn(3) 0 7 = 7 0 (pn/3), thus the pair (3) is equivalent to the pair (H,/3oj). 
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2.5.13. We observe that, depending of the choice of the Barsotti-Tate group E a F p in 
its isogeny class, there is another natural isomorphism frob between Ma and Ma\ 
namely the isomorphism defined as 

frob : Ma —+ 

( f f , / ? ) . — o i / " 1 ) , 

where v \ —> EcT̂  is the natural identification over Fp (see section 2.3.7). 
Differently from Frob, the action of frob preserves the truncated Rapoport-Zink 

spaces M^d (and thus also the open U^,d) inside but is not compatible with 
the action of Ta. In fact, for any p £ Ta, we have 

o p(p) o v = fr op o f r - 1 , 

which is equivalent to 

p ( p ) o frob - frob o(fr op o f r - 1 ) : Ma —> M{p). 

On the other hand, since fcB is in the center of T, the same equality shows that 
the morphism frob s does commute with the action of T. 

Finally, it follows from the definitions that 

Frob = frobofr - 1 , 

since the equality v o fr = F implies that 

(3oF~l = / 3 o f r - 1 o i / - 1 , 

for any Barsotti-Tate group H and any quasi-isogeny /3 : E a —> H. 

2.5.14- We reinterpret the above definitions in terms of the £-adic cohomology 
with compact supports of the Rapoport-Zink rigid analytic spaces associated to the 
Barsotti-Tate group E a . 

Let £ be a prime, £ ^ p, and consider the constant abelian torsion etale sheaf 
Z/£rZ, for some integer r ^ 1. For any open compact subgroup U of GL n (Z p ) and 
any integer i ^ 0, we consider the i-th etale cohomology group with compact supports 
of the rigid analytic space M1^ with coefficients in Z/£rZ, 

Hl

c{M$g xKKac,Z/£rZ). 

For any [/' C [/, the natural projection M^g —> M1^ give rise to a morphism 
between the corresponding cohomology groups and therefore the cohomology groups 
of the Rapoport-Zink spaces piece together in a direct limit 

lim Hl

c(M^g xK Kac,Z/£rZ). 
u 

We remark that, since the open subgroups U(M) (for all integers M ^ 0) form a 
cofinal system of compact opens of GL n (Z p ) , the above limit can be also computed 
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as a direct limit over the open subgroups U of the form U = U(M), for some positive 
integer M , i.e. 

lim Hi(M*g x K £ a c , Z / R Z ) = lim Hl

c(M^g

{M) x K £ a c , Z / r z ) . 

The action of GL n (Q p ) x T a x Probz on the system of Rapoport-Zink spaces gives 
rise an action of the GL n (Q p ) x TA x Frob z on étale cohomology groups, which nat­
urally extends to an action of GL n (Q p ) x TA x W Q p , where WQP is the Weil group of 
Q p {K = Q™). 

Proposition 2.17. — For all integers i^ 0, the Z/£rZ-representation 

lim Hl

c(M
r^ x K £ a c , Z / R Z ) 

o/GL n (Q p ) x TA is smooth. 

Proof. — Let us write W = l im^ #*(.M£g xK Kac,Z/£rZ). Then, it follows from 
the definitions that, for any open subgroup U of GL n (Q p ) , we have 

(Wf = #*(Al r J g x K £ a c , Z / f Z). 

Moreover, let us consider the opens V = Un,d C Ma (for all integers n, d ^ 0), which 
form a cover of opens of finite type of M. Then, for any level U, the associated 
open cover of (whose opens V^ l g are the pullbacks under the natural projection 
M>ug —> A4TLG of the rigid analytic spaces associated to the opens Vof A4A) is also 
formed of opens of finite type and we have 

Hl

c(M%g xK K a c , Z / R Z ) = lim HiOtf* xK K*c,Z/£rZ), 

a direct limit of finite modules. Finally, we remark that the action of the subgroup 
T a C TA on H{ preserves the subspaces i/*(V^ l g X x K a c , Z / f Z ) , for all opens V and 
all levels C7, and thus 

(#<)tfxr' = Hl

c(vHlg xK £ a c , Z / R Z ) R ' , 

for any level U and any open compact subgroup f C T a . • 

Maintaining the notations introduced in the above proof, for any integer i ^ 0 and 
open compact subgroup U C GL n (Q p ) , we defined the z-th ^-adic cohomology group 
of M r j g as 

Hi(M*g xK Kac,Qe) = lim (Um#*(V£ig xK £ a c , Z / R Z ) ® Z , Q£). 

As the level U varies, the £-adic cohomology groups of the Rapoport-Zink spaces 
form a direct system, endowed with an action of GL n (Q p ) x TA. Further more, the 
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corresponding £-adic representations of GL n (Q p ) x T a 

\IMHI(Mr^xKKac,qe) 
u 

are smooth. (This fact is a direct consequence of the definition.) 

2.6. Full set of sections. — In [9] Drinfeld introduces the notion of full level 
structure in the context of his theory of elliptic modules. In [20] Katz and Mazur 
develop this notion in the context of finite locally free commutative group-schemes. 

In this section we shall recall the definition and some basic properties of their 
notion of a full set of sections of a finite flat scheme of finite presentation. 

2.6.1. Let 5 be a scheme and Z a finite flat 5-scheme of finite presentation and rank 
N > 1 (or equivalently Z is finite locally free over 5 of rank N > 1). For every affine 
5-scheme Spec P, the P-scheme ZR = Z XS Spec P is of the form Spec B where B is 
an R-algebra which is as an P-module locally free of rank N. Any / G B defines an P-
linear endomorphism of B . We denote by Norm(/) its determinant and by det(T — / ) 
its characteristic polynomial, which is a monic polynomial in R[T] of degree N. 

Definition 2.18 (see [20], section 1.8.2, p. 33). — A set of N points (not necessarily dis­
tinct) Pi,... ,PN G Z(S) is a full set of sections of Z/S if either of the following 
equivalent conditions is satisfied: 

(1) for every affine 5-scheme Specie and for every / G B = H0(ZR,O) we have 
det(T - / ) = Yl?=i(T - №)) in R[T\; 

(2) for every affine 5-scheme SpecP and for every / G B = H0(ZR,O) we have 
Norm(/) = n i l i f(Pi) in R-

2.6.2. If Z is a finite etale 5-scheme of rank N the above conditions are equivalent 
to the following ones: 

(1) the morphism \ \ i 5 —> Z defined by the AT-sections P i , . . . , PN is an isomor­
phism of 5-scheme; 

(2) for every geometric point Spec k —> 5 the N points (Pi)k G Z(k) are all distinct 
(see [20], Lemma 1.8.3, pp.33-34). 

Proposition 2.19 (see [20], Proposition 1.9.1, p. 38). — Let Z be a finite flat 5-scheme 
of finite presentation and rank N > 1. Let P i , . . . ,P/v G Z(S) (not necessarily dis­
tinct). 

Then there exists a unique closed subscheme W of S which is universal for the 
relation "P i , . . . , PN is a full set of sections of Z/S", i.e. such that for any S-scheme 
T the induced points P\,T, • • •, PN,T £ Z(T) are a full set of sections for ZT/T if and 
only if the structure morphism T - » 5 factors through W. 
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2.6.3. Suppose now that Z is a finite flat 5-group scheme of finite presentation and 
rank N > 1 and let A be a finite abelian abstract group of order N (e.g. Z is the 
p m - tors ion of a Barsotti-Tate group over S of height h and A = (Z/p171)11). 

Definition 2.20 (see [20], section 1.10.5, p. 44). — A group morphism (j) : A —• Z(S) is 
an ^4-generator of Z/S i f the set of N points {0(a) | a G A} is a full set of sections of 
Z/S. 

I t follows directly from proposition 2.19 that the functor on 5-schemes to sets which 
maps T/S to the sets of ^-generators of ZT/T is represented by a closed subscheme 
W(A, Z/S) of Z x s • • • x 5 Z. In particular, W(A, Z/S) is finite over S. 

Moreover, i f Z, ZF are two isomorphic finite flat 5-group schemes of finite presen­
tation and rank N > 1 then W(A, Z) ~ W(A, Z ' ) . 

We remark that there is a natural action of the group Aut(A) on the 5-scheme 
W(A, Z / S ) , namely the one defined by <j> <\> o g, for any g G Aut(A). 

2.7. Vanishing cycles. — In [3] and [4] Berkovich constructs and studies the 
vanishing cycles functor from the category of etale sheaves on the generic fiber X^ 
of a formal scheme X to the category of etale sheaves on the closed fiber X s of X, 
when the formal scheme X is locally finitely presented over the ring of integers W of 
a non archimedean field K wi th residue field k. In this case, the generic fiber X^ is an 
analytic space over K and the closed fiber X s is a scheme over k. Berkovich proves 
that for each pair of formal schemes X, y over W there exists an ideal of definition X of 
y such that, i f two morphisms <p, ip : y —• X coincide modulo X, then the morphisms 
between the vanishing cycles sheaves induced by (p and ip coincide. 

In this section we shall recall the definition of the functor that associates to a formal 
scheme X locally finitely presented over W a K-analytic space X^, together wi th the 
definition and some of the relevant properties of the vanishing cycles functor. Finally, 
we shall focus on the construction and properties of the vanishing cycles of Z / ^ r Z , for 
a prime number I ^ p and an integer r > 1 (see [14], pp. 46-47). 

2.7.1. We now describe the functor from the category of formal schemes locally 
finitely presented over W to the category of if-analytic spaces which associates to 
a formal scheme X its generic fiber X^ over K. 

I f X = Spf A where A is topologically finitely presented over W, then X^ = Spm A K 
where A K = A ®w K is naturally a strictly if-affinoid algebra. 

We define the reduction map n : X^ —• Xs by sending a seminorm | • \ x on A K to 
the prime ideal ker | • \ x of Ak = A ®w k. I f y is a open subset of X s then 7r~1(y) is a 
closed analytic domain of Xv and in particular, when y is a open formal subscheme, 
we have /ir~1(y) = yv. 

2.7.2. Let X be a formal scheme locally finitely presented over W, we recall the 
following two facts. 
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Proposition 2.21 (see [3], Lemma 2.1, pp. 542-543, and Proposition 2.3, p. 543) 
(1) The correspondence y »—• ys induces an equivalence between the category of 

étale formal schemes over X and the category of étale schemes over Xs. 
(2) / / (f) : y —> X is an étale morphism of formal schemes, then the induced mor­

phism (frrj : y —> X between the generic fibers is quasi-étale. 

2.7.3. For simplicity, we suppose the field K separably closed. The functor ys H-> yv, 
which we obtain by composing the functors ys i—• y and y »—> y^, induces a left 
exact functor ^ v from the category of étale sheaves over Xv to the category of étale 
sheaves over X s (we recall that any sheaf on the étale site of X^ extend uniquely to a 
sheaf on the quasi-étale site of X ^ ) . ^ is called the vanishing cycles functor of X, and 
we denote by Rq^r] its right derived functors on the category of étale abelian sheaf 
on X^. 

Proposition 2.22 (see [3], Corollary 4.5, p. 549 and Corollary 5.4, p. 555; and [4], Corol­
lary 2.5, p. 373 and Theorem 3.1, p. 374) 

Let X be a formal scheme locally finitely represented over W and T an étale abelian 
sheaf on Xv. 

(1) For any étale morphism y —> X, Rq^ri(J::)\ys ~ Rq^fri(J7\yri), for all q^ 0. 
(2) For any morphism tp : Z —• X of formal schemes locally finitely represented 

over W, we have 
Rr*r,(ir<Pr,*F) * R9<Pe*(R*9r,(F)). 

(3) If X is a smooth formal scheme and n is relatively prime to chaik, then 
9v(Z/nZ)Xfl = (Z/nZ)Xs and RqVv(Z/nZ)Xr, = 0forq^l. 

(4) For any subscheme y C Xs, we denote by Xj^ the formal completion ofX along 
y and by F^y the pullback of T over (Xj^ )^ then (Xj^^is canonically isomorphic to 
7T~1(y). If T is constructible with torsion orders prime to charfc, then there are 
canonical isomorphisms 

R r (F)y =Rqw (Fy) 

for all q ^ 0. 
(5) / / X is locally of finite type and all the irreducible components ofXs are proper, 

then there is a spectral sequence 
E™ = Hr(Xs,Ri*n(F)) =* Hr+i(Xn,F). 

2.7.4- Let T be a scheme of finite type over W and T be an étale abelian torsion 
sheaf on %j. Suppose X and X7 are schemes of finite type over T, and let y C X s 

and y' C X's be subschemes. Then, any morphism of formal schemes <p : X'jy, —> X A ^ 
over T A induces some morphisms of sheaves on y's 

Мч>,Г) • vi Ä 9 *„№xJ ) \y . — » Rq*n№XL)y>„: 
for all integer q ^ 0. 
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Proposition 2.23 (see [4], Theorem 4.1, p. 382). — Let T be an abelian étale con­
structible sheaf on with torsion orders prime to charfc. 

Given the schemes X = X'/y, and X' = XAy over TA, there exists an ideal of 
definition X' of X' such that for any pair of morphisms ip, <\> : X' —+ X over TA that 
coincide modulo X', we have 

Un (o, f =-01,(0,-F) 

for all q ^ 0. 

Further more, let / : y1 —• y. Then, any finite etale formal scheme q : Z —> X ^ , , 
with degree relatively prime to the torsion orders of F , and any morphism cp : Z —> 
XAy such that <ps = f o q s induce a morphism 

0 <P,J4 _ 1 

deg(g) 
ot:/*Ä*W„(J-|XJ|y. ->Я**„(>|Х;)|у; 

where Tr : ? s * i ^ ( F / z ) = fcttffl^FjxJIy. -> R?*T,(F\x'v)\y'a is the trace map. 
By closely following the argument in [4], one can prove the following mild general­

ization of proposition 2.23. 

Proposition 2.24. — Maintaining the notations of proposition 2.23. Given T, J 7 , X = 
DCj-yt and — DC ŷ over TA, there exists an ideal of definition X1 of X' such that for 
any finite etale formal scheme q : Z —> X' and any pair of morphisms cp,(j) : Z —> X 
over T A that coincide modulo X', we have 

T r o q ^ ^ J F ) = TVoq s ^(( / ) ,F) 

for all 0, where Tr : q s * i ^ ^ ( F / z ) = qa*q*8RqVr,(F/x') Rq^v(^/x') is the 
trace map. 

In particular, if there exists a morphism f : X's = yf —> Xs = y such that <p3 = 
<t>s — f ° qs and deg(q) is relatively prime to the torsion orders of T, then 

9(<p,F> = V [O.J-

for all q ^ 0. 

Proof — Let us first remark that it suffices to find such an ideal T' separately for 
each since all the sheaves are constructible and equal to zero for q ^ 1 + 2 dim(XT ?). 

For any étale morphism Us —» X s (resp. U's —• X' s, V s —• Zs), we denote by U —• X 
(resp. W —» X 7, V —> Z) the corresponding étale morphism of formal schemes under 
the equivalence of category stated in proposition 2.21. 

Our first step is to remark that there exists a finite étale covering {ua : Us,a —• X s } 
such that the canonical morphisms 

©вив!я«(г4,,.Р) — > Д Д Ф„(T /r) 

is surjective. For any Us = Us^ —> 3ta, we write U's — f*Us and Vs = Qt^i- Then, the 
two morphisms (p,(f) : Z —> X extend to two morphisms from V to ZV, and V —• W is 
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a finite étale morphism wi th degree equal to deg(q). Moreover, in order to prove the 

statement, i t is sufficient to show that the associated morphisms ip*, : ^(JA^^J7) —» 

Jf«(V„,.F) satisfy the condition Tro^* = Tro0*, where Tr : J T ^ V ^ J 7 ) -> H^U^f) 

denote the trace map. Further more, we can assume U = Spf(A), W = Spf(2?) and 

V = Spf(C). 

Let a (resp. b) be the maximal ideal of definition of A (resp. B). We observe that 

bC is an ideal of definition of C. For any 0 < r < 1, we set 

U(r) = {xeUr}\\f(x)\>r\/fea}, 

and analogously define U'(r) C and V ^ r ) C V„. Then, the U(r) (resp. £/'(r), V(r)) 

are some affinoid domains which exhaust (resp. V^). For each r, the morphisms 

0 : V —> and q : V Ur induce some morphisms y? r ,0 r : V ( r ) —• C/(r) and 

tfr • V'(r) —• f7'(r). Moreover, i t follows from Lemma 6.3.12 in [2], that there exists r 

such that the canonical morphism j : Hq(U^,^F) —» Hq(U,(r),Jr) is an injection. We 

fix such a number r, 0 < r < 1, and consider the following commutative diagram. 

НЦЫп, Г) _ [ H*(Vn, F) l ï ) H*(UL,f) 

нци(г), я ; H4v(r), я —1-Ц H4U'(r),F) 

By Theorem 7.1 in [3], there exists e G &{U(r)) such that tp* = </>* on Hq(U{r),T) 
i f d(yv, 0r) < £• Moreover, without loss of generality we may assume that e is defined 

by triple (U(r),{fi},{U}), for some elements fa € A and some U > 0, 1 ^ i ^ m, 

i e . d((pr,(f)r) < e i f m a x y e v ( r ) K ^ r / i ~~ ^ ^ , for all z. Then, the ideal of 

definition b n , for any n ^ 1 such that rn ^ ^ (for all i ) , possesses the property that, 

for any pair of morphisms (pr,(f>r • V ( r ) —• £/(r) which coincide modulo b n , one has 

d(ipr,4>r) < e (see Lemma 8.4 in [3]). 

I t follows that for 3 = bn we have (p* = <j>* and thus also Trcxp* = Tro</>*. Since 

the morphism j is injective, we deduce that Tro<p* = Tr o0*. • 

Finally, let us remark that i f the morphism ^^{(p^J7) is an isomorphism then such 

is also the induced morphism Q^^J7) on the vanishing cycles sheaves over y' (one 

can define its inverse as deg(g)
 q^rj(Z/£rZ 

2.7.5. Let £ be a prime number, £ ^ p, and r ^ 1 some integer. We recall the 

following result on the vanishing cycles Rq^rj(Z/£rZ). 

Lemma 2.25 (see [14], Lemma II.5.6, p. 47). — Suppose that R is a complete noethe-

rian local W-algebra. The natural map 

Rq^rj(Z/£rZ)SPIR — i F t t ^ Z / r Z J s p f fl[[rlf...,Tr]] 

is an isomorphism. 
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The above lemma can be reformulated as follows 

Proposition2.26. — Let X,y be two formal schemes, locally finitely represented 
over W, and n : y —> X be a smooth morphism. 

Then the map: 

^(7r ,Z / rZ) : 7 r * i ^ ( Z / r Z ) X 7 7 — Rq*v(Z/rZ)yv 

is an isomorphism. 

Proof — It suffices to check that ^(n^Z/^Z) induces an isomorphism on fibers. 
Thus, let y be a point of ys and consider the map 

^,Z/rZ)y : ( i i « * , ( Z / f Z ) x , U y ) — (J2"* , (Z / f Z ) y , ) „ 

It follows from part 5 of proposition 2.22 that 

{BWn{Z/Cl.)Xn)<v) = IWv{Z/n)oiMy) 

and 

(R"%(Z/£rZ)yri)y = R«%(Z/erZ)o^y. 

To say that the morphism TT is smooth at the point y is equivalent to say that there 
exists an isomorphism Oy y ~ OQ n^[[Tl,...,Tr]], compatible with the morphism 
7T* : Oy- —> Oy y . Therefore the previous lemma suffices to conclude. • 

3. Igusa varieties 

In [14] Harris and Taylor introduce natural analogues of the Igusa curves in the 
theory of elliptic modular curves and call them Igusa varieties. These form towers 
of finite étale coverings of the open Newton polygon strata in the reduction of the 
Shimura variety. 

In this section we shall define some varieties we shall also call Igusa varieties which 
are the natural generalization of the ones introduced in [14]. These form a tower of 
finite étale coverings not of an open Newton polygon stratum but only of the central 
leaf inside it. (In the case considered by Harris and Taylor in [14], i.e. when the 
dimension of the pertinent Barsotti-Tate group is one, there is a unique leaf inside 
each open Newton polygon stratum, which is the stratum itself.) 

3.1. The general case. — We shall recall the general construction underlying the 
notion of Igusa variety which was introduced by Harris and Taylor in the context of 
[14] (see section I I I . l , pp. 70-71). 
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3.1.1. Let X be a p-divisible groups denned over ¥p (e.g. X = EA, 0 ^ A ^ 1, as in 
section 2.3). 

The functor on Fp-schemes to groups which maps S to Aut(X[p m ] /5) is represented 
by a scheme Aut(X[pm]) of finite type over SpecFp (for all m). If mi ^ m 2 then there 
is a natural map Aut(X[p m i ]) -> Aut(X[p m 2 ]) . 

For each m we define Aut 1 (X[p m ]) to be the intersection of the scheme theoretic 
images of Aut(X[p m ]) in Aut(X[pm]) over all m' ^ m. Then the scheme theoretic 
image of Aut^X^™ 1]) in Aut(X[p m 2 ]) for mi > m 2 is in fact Aut^Xfc™2]). 

3.1.2. Suppose now that S is a reduced Fp-scheme and H a p-divisible group over S. 
We now consider the functor on 5-schemes to sets which maps T/S to the set of 
isomorphisms over T jm • X[p m ] x S p e c | ; T —» H\pm] XsT. This functor is represented 
by a scheme X m ( X , H/S) of finite type over S. 

We define Ym (X, H/S) to be the intersection of the scheme theoretic images of 

Xm,(X,H/S)—>Xm(X,H/S) 

over m' ^ m and write J m (X,H/S) = Ym(X, H/S)Ted. We denote the universal 
isomorphism over J m (X, H/S) by 

Г™ : X[p m ] — Я[р т ] . 

It follows from the definitions that there is a natural action of the group of automor­
phism of X/Fp on the schemes J m (X, H/S), for all ra, which is defined via composition 
on the right of the restrictions to the pm-torsion with the universal isomorphism j ^ l v . 

3.2. Igusa varieties over the central leaves. — We maintain the notations 
established in sections 2.1, 2.2 and 2.3. Inside each open Newton polygon stratum of 
the reduction in characteristic p of the Shimura variety, we consider the central leaf 
and define the Igusa varieties as covering spaces of the central leaves. 

3.2.1. Let UP be a sufficiently small open compact subgroup of G(A°°' P). We denote 
by X the Shimura variety X[/ P ( 0 ) over Specif, and write X = XJJP. Then, X — 
X XsPecOEu SpecEu. We denote by X the reduction X XspecO^ Spec k(it), where 
k(u) is the residue field of OEu (k(u) = ¥p). 

Let a be a Newton polygon of height h and dimension q and E a be the Barsotti-
—(a) 

Tate group over ¥p defined in section 2.3.4. We denote by X the open Newton 
polygon stratum inside X associated to a and by Ca the central leaf inside X , 
i.e. the leaf associated to E a . We define the Igusa varieties as covering spaces of the 
central leaves Ca (for all a) as follows. 
3.2.2. We briefly recall the notation introduced in 2.3.4. Let Ai > A2 > • • • > Afc be 
the slopes of the Newton polygon a. For each i, we denote by Ti the multiplicity of 
the slope A* in a. We define E* = E 2

a = E® r i and E = E a = ©*E^. 
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Lemma 3.1. — Aut 1(E*[pm]) is finite over¥p and 

Aut 1 ( S > m ] ) r e d ~ GL r i (OxJpmOXi) 

Proof. — The same proof of Lemma I I I . 1.5 of [14] (pp. 70-71) applies to this lemma 
using the result in Proposition 2.8. • 

We also see that 

J m (E\E7SpecF p ) = Aut 1 ( E i | p m ] ) r e d * G L n (OxJpmOXi). 

In fact if S is any reduced scheme over Spec ¥p then 
\ red 

J m (£*,£7SpecF p ) x S p e c f p S) 
c((GLri (0Xi/p™0Xi))sYed 

= (GLri (OxJp™(DXi))s 

(see [14], section I I I . l , pp. 70-71). 
—№ 

3.2.3. Let us consider the central leaf C = C a , i.e. the leaf of X associated to the 
Barsotti-Tate E = E a . 

We focus our attention on the Barsotti-Tate group Q = over the central 
leaf C ' = Ca- We denote by Cr the irreducible components of C, by rj = rjr the generic 
point of Cr and by rj = fjr the associated geometric point (for all r). 

It follows from the definition of C that Grf — E x k(rj) and thus, in particular, that 
Qrf is completely slope divisible (for any rj = fjr). We deduce, by remark 2.13, that 
the Barsotti-Tate groups QVr are completely slope divisible, and also, by remark 2.14, 
that G/Cr is complete slope divisible, for all r. Thus the same it is true for Q over C 
(by definition C = U r C r , but indeed C = ]Jr C r , since it is smooth). 

We denote by (0) C Q\ C • • • C Gk = Q the slope filtration of G over C and by Gl 

the subquotients Gi/Gi-i (i = 1 , . . . , fc). The Gl are slope divisible isoclinic Barsotti-
Tate group of slope Ai, and for all geometric points x G C we have Gl

x — (This 
follows from the fact that, for any geometric point x of C, Gx — E and any isogeny 
between Barsotti-Tate groups endowed with slope nitrations respects the nitrations.) 
Definition 3.2. — For each positive integer m we define the Igusa variety of level m 

Jm = Jm(Pi,Gi/C x F p ) x C x f p J m (E 2 ,G2 /C x Fp) xCxfp • • • J m (E f c ,Gk /C x Fp) 

and denote by jm
n™ : E l [p m ] —>• 5 z [p m ] the universal isomorphisms over J m . 

If m' ^ m then there is a natural surjection q m ' , m : Jm' -» Jm over C x¥p. The 
Igusa varieties J m together with the morphisms qm',m form a projective system of 
schemes over C x¥p. Moreover, there is a natural action of the group T on the tower 
of Igusa varieties, which is defined by composition on the left. If we write Tm — 
Y\i GLri (0Xi/p

mOXi) then the action of T on J m factors via the natural projection 
r -» r m . 
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Proposition 3.3. — The Igusa variety J m over C x F p is finite etale and Galois with 
Galois group Tm. 

Proof. — It is sufficient to show that for any closed point x of C x F p the following 

two conditions hold 

• the group T m acts faithfully and transitively on the points of ( J m )^ ; 

. if y is a point of (Jm)x
 t n e n (Jm)y — (C x F p)£; 

or equivalently that J m xc f SpecO* = ~ ( r m ) s 0 A _ . 
p O X. IT p , X f CxFp, x 

Following the argument of Proposition I I I . 1.7 in [14] (pp. 73-74) in order to con­
clude it suffices to prove the following lemma. • 
Lemma 3.4. — Maintaining the notations as above. For any closed point x in C x F p 

and for all i 

& xcxr , SpecO£ x F p i X * E< x C x F p S p e c O ^ , . 

Proof. — By the Isogeny Theorem of de Jong and Oort (theorem 2.9), and the fact 
that over ¥p any two Barsotti-Tate groups with equal Newton polygons are isogenous, 
there exists an isogeny 

V : E* x C x F p S p e c ^ x F p X 0* x C x F p S p e c 0 £ x F p X 

over Spec(9^xp ^. We choose an integer d > 0 such that the kernel of the isogeny -0 

is contained in the pd-torsion subgroup. 

Let A^j ' f be the reduced fiber of the Rapoport-Zink space M^f and denote by H 

the universal Barsotti-Tate group over M^f. We consider the subset 

Y = {te jQt | Ht x k(tfc ~ E* x k{tfc}. 

It follows from lemma 2.6 that Y is a constructible subset of M^f. We now show 
that Y is finite. In fact, if t G Y, then Tit x /c(£)ac ~ E* x k(t)ac and thus there exists 
an isogeny </>t G End(E* x k(t)ac) = Endf (E*) with kernel contained in E 2[p d] such 
that 

t = (Ht,0t)^(Xi,<Pt). 

Thus the map which takes t to 0$ defines a bijection between F and the set 

Endp^E') n / E n d ^ C E ' ) " 1 / A u t F p ( E i ) ~ M n ( O A < ) np d M r i ( O ^ ) " 1 / G L N ( 0 A i ) • 

Since the set of matrixes 

/ T a i \ 

\ 0 T a - i / 

where a\ ^ a 2 ^ • • • ̂  a r i ^ 0 are integers such that ai ^ d for all i , and Xij G 0A* are 
such that Xij = 0 for i < j and valp(x^,j) ^ aj for z > j , is a system of representatives ASTÉRISQUE 291 
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of the coset space M r i (0Xi) HpdMri (Ox,)'1 / GLri ( 0 A i ) , this set (and therefore Y) 
is finite. It follows that there is a reduced finite subscheme Y of M£i such that, for 
any geometric point t of M^i , t G Y if and only if Ht — £*. 

By the universal property of the Rapoport-Zink space M^f, we have that the pair 
(Q% xCxfp SpecO^^ x,tp) defines a morphism of schemes 

и : Spec0£. 
xFp, x —> M£ 

Moreover, if we denote by 77 the generic point of Spec 0*1 = , then u(rj) € Y and 
O X Jr p j X 

thus, since Y is finite and 0^x^ x a domain, the map u has to factor via a (closed) 

point in Y. • 

Corollary 3.5. — The Igusa varieties are smooth schemes over SpecFp. 

Proof. — It follows directly from propositions 2.7, and 3.3. • 

3.2.4- We remark that the definition of the Igusa varieties can be easily given over 

—(a) — 
any leaf of X x¥p which is associated to a completely slope divisible Barsotti-Tate 
group, and moreover the result of proposition 3.3 also holds for those Igusa varieties. 
3 .3 . The action of G ( A ° ° , P ) on the Igusa varieties. — We defined the Igusa 
varieties as covering spaces of the central leaf of an open Newton polygon stratum 
inside the reduction of a Shimura variety with no level structure at p. In this section, 
we shall investigates how the Igusa varieties vary as the level structure away from p 
on the Shimura variety varies. 
3.3.1. Let a be a Newton polygon of dimension q and height h. For any open compact 
(sufficiently small) subgroup UP of G ( A ° ° ' P ) and any positive integer m, we denote 
by 

J\JP ,m ~ Ja,UP,m 

the Igusa variety of level m over the central leaf CUP — C^JJP of the open Newton 

polygon stratum X U P inside the reduction of a Shimura variety with no level structure 

at p and structure of level UP away from p, XUP(O). 
For all open compact subgroup VP C UP, the natural projections between the 

Shimura varieties 1 ^ ( 0 ) —• XUP (oy preserve both the Newton polygon stratifica-
—( a) —( a) 

tion and Oort's foliation. Equivalently, they induces some morphisms X Y P —> X U P 

between the open Newton polygon strata and 
qyp,up Cyp — > CUP 

between the corresponding central leaves. Moreover, these morphisms are finite and 
etale (see section 2.1.10). 
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It follows from the definition of the Igusa varieties that, for any level m, the mor­
phisms qyp,up ' CyP —• CUP give rise to some finite etale morphisms between the 
corresponding Igusa varieties of level m, 

QVP,UP ' JvP,m • JuP,m, 

such that q m ' , m o qyP,up = <\VP,UP ° Q.m',m, for any integers m! ^ m and for any open 
compact subgroups Vp C Up of G(A°°'P). 

In fact, for all levels Vp,m, let us denote a point x on the Igusa variety Jyp,m by a 
(4 + fc)-tuple (A, A, /J; jm,i, • • •, jm,k), where (A, A, i , /1) is the quadruple associated 
to the point qm(x) G CyP and • 5?[pm] —• G*[pm] (for all i = 1 , . . . , k) are the 
isomorphisms defining the Igusa structures on the isoclinic subquotients Gl of the 
Barsotti-Tate group G = e-Afi/00]. Then, the morphisms qypyup • Jyp.m —• ^t/p,m are 
defined by 

(A, A, Z, /X; jm,li • • • ijm,k) 1 • ( ^ >̂ ¿5 Jm,lj • • • i3m,k)-> 

where the V^-orbit /Z of ̂  determines a unique £/p-orbit (which we still denote by ~p). 

3.3.2. Analogously, for any g G G(A°°'P), the corresponding morphisms between the 
reductions of the Shimura varieties 

g : XUP —• Xg-iupg 

(see section 2.1.11) preserve the Newton polygon stratification and Oort's foliation, 
and induce some morphisms between Igusa varieties of the same level m, 

9 : JuP,m • Jg-1UPg,mi 

for all m ^ 0 and Up C G(A°°'P), which commutes with the projections q m ' , m and 
qyp,up- The morphisms g : Jup,m —* Jg-

1upg,m are defined by 

(A, A,2,/J; j m , l , . . . Jm,k) 1 > (A, A,2,/iO#; j m ? 1 , . . .Jm,k), 

where C/p-orbit ~p of fi determines a unique ^ _ 1C/ p^-orbit of /¿0 g, which we denote by 
/Zol?. 

3.4. The groups acting on the Igusa varieties. — In this section we investigates 
which abstract groups naturally act on the tower of Igusa varieties. More precisely, 
we shall show that there is a natural action of the submonoid 

Qp

x x S a x ProbN x PrN 

of Qp x Ta x Probz x Pr z on the Igusa varieties, where the action of Q* x S is linear 
and the actions of Frob and Pr are <7-semilinear (c/. section 2.5). We also prove that 
this action commutes with the previously defined action of G(A°°'P) on the Igusa 
varieties. 

Let us remark that the action of the monoid S = Sa C T = Ta (see definition 
2.10) on the Igusa varieties J m / G x ¥p extends the action of the group V = Ta, and 
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also that the action of Q* on the Igusa varieties is compatible with the action of 
Qp C G(QP) on the Shimura varieties (see section 2.1.12). 

3.4-1- Let (g, p, 1,1) e Q* x S x ProbN x FrN and write a = et(p) and = ft{p), for 
all i (see section 2.3.6), and e = e\. We also assume that — valp(g) ^ e. 

For any positive integer m, such that m ^ e, we shall define a morphism 

i,9i Pi 1? 1) * Jrri * Jm—ei' 

We recall that defining such a morphism (#,p, 1,1) on J m is equivalent to give 
a (4 + fc)-tuple (6, \',i',JX',jm-eii,... , j m -e , fc) over J m which represents a point of 

Let (*4, A, z,p, ji,... ,jk) be the universal object over J m , we write ¿7 = £«A[M°°] 

and denote by Q% its isoclinic subquotients. 
Since p e 5, then p - 1 is a well define isogeny and E[p^] C ker(p~x) C E[p e i] C 

E[p e]. We consider the following commutative diagram: 

V* 4 3 yi*rwm-el ° P%

 > ^ f » m _ e l C > 

* ^ 1 ^(ker(pri)) P J ^(kerOT 1)) 

E* < 3 ft£i|pm-e] Mi(/»i2*[pm-e]) c • 0* 

ker(p" 1) C > E*[p™] > ^ [ p m ] i ^i,(ker(p" 1)) 

where pi : E* - » E* is the quasi-isogeny induced by p on the isoclinic subquotients 
and ji o pi is defined as the isomorphism induced by ji on the quotients, for each i — 
1 , . . . , k. (The inclusion p i E z [ p m - e ] C E*[pm] follows from the inclusion ker(p~*) C 
E*[pei] c E 2[p e].) It is clear that since the isomorphism ji are extendable to any 
higher level ra', the same holds for the isomorphisms ji o pi. 

For simplicity, we now write Kp = ji(ker(p~ 1)) C Q%. 

Remark 3.6. — If p £ S, then there exists a unique subgroup JCP of Q such that the 
corresponding subgroups inside the isoclinic subquotients of Q are the Kl

p (for all i). 
Moreover, we have G\pfk] C K,p C G\pei}-

Let us argue by induction on If k — 1, then Kp = K}p and thus there is nothing 
to prove. 

If k > 1, we denote by K,'p the corresponding subgroup of Q' — G/G1, then Gf\p^k] C 
K!p C £'[p 6 2]. We define Kp = pr'\ G'fr*2]'1^) + i\(K\), i.e. Kp is the unique 
subgroup which fits the following commutative diagram with exact rows. (We remark 
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that we use the inequality ^ fx to deduce that ^ 1 [ p 6 2 ] C K}p.) 

o — > g 1 \ p e 2 \ — > G \ P C 2 ] — > g ' \ p e 2 ] — s - o 

o — • e V 2 ] > K • ic'P • o 

P P 
0 > K\ > Kp • K'p > 0 

I t is clear from the definition that Q\pfk] C Kp C G\pei], and thus we conclude. 

3.4-2. We define the morphism 

(¿7) Pi 1? 1) • * Jm—e 

to be associated to the (4 + fc)-tuple (A/(fcp), A',z' ,/l ' , . . . , fm-eik) where: 

(1) (A/(Kip), A', i',~p!) is the quadruple induced by the universal quadruple on J m 

via the projection A —> A/(Klp), where (/C )̂ c ^4[p"" v a l p ^] is a finite flat subgroup 
associated to JCP C £[pe] C £ [ p ~ v a 1 ^ ] ; 

(2) i ^ _ e ? i denotes the isomorphism ji o ^ : E*[p m - e ] -> (^V^p) [P m _ e ] -

The subgroup (JCP) C *A[pe] is defined as 

( O B . ® Z P ACP) © (0B„ ®z p ACP)
X c ^ t r * ^ ] ® A[(uc)-™lpig)], 

and the structures on A/(KP) are the ones induced by the structures on A. More 
precisely, the polarization A7 on A/(JCP) is induced by p~ v a l p^)A : .4 —• Av, and the 
level structure is defined as 

V ® A°°' p V M — > V^CA/f/C,)). 

3.4-3. It follows from the definition that for any m ^ m' ^ e 

q m - e , m ' - e ° ( ^ ^ M ) = P> 1, 1) ° Qm.m' j 

and that that the above definitions give rise to an action the submonoid 

{(9,P) G QP

X x S | -valp(<7) ̂  e i ( ^ ) } C Q p

x x 5 

on the system of Igusa varieties. 
We claim that the above action extends to an action of the monoid Q* x S. To 

prove it, it suffices to show that the element 1) G Qp x S acts invertibly on 
the Igusa varieties. More precisely, we claim that the element (p~1

11) acts on Jm as 
the element vc G Ex C G(Q) C G(A°°'P), for any v G Ex such that val u(v) = 1, 
valuc(v) = 0 and v = 1 mod (?/ c)m. 

In fact, the pertinent subgroup /Ci C Q\p] is simply (0) and ((0)) = A[uc] C *4[p]. 
Thus, the multiplication vc : A ^ A gives rise to an isomorphism ^4/((0)) ~ A, and 
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under this identification the polarization À' is simply À, the level structure ~p' = vc o /j, 

and the isomorphisms F M J I = vc o J M , I = J M , I -

3.4-4- We remark that the above argument also shows that the action of Q* on 
the Igusa varieties is compatible, under the projections q m ' , m , with the action of 
Qp C 6?(QP) on the reductions of the Shimura varieties (see section 2.1.12). 

3.4-5. Let us now define the action of Pr. As in section 2.5.9, we define the a-
semilinear action of Pr on the Igusa varieties as a linear morphisms 

Fr • / y j(P) 

where jffl are the pullbacks under the Probenius a : ¥p —• ¥p of the Igusa varieties 
Jm/Fp, for all m. 

Let us denote by the pullback of the central leaf C under a. Then, can 
be identified with the leaf C S ( P ) , and JM ^ with the Igusa variety of level m over C E ( P ) . 

Under the above identifications, the relative Probenius on the central leaf 

Pr : C —• Cip) 

is defined by setting 

A = (A,A,i,/Z) i • = (A^\\(P\№\JI^), 

where A ^ denotes the pullbacks of A under cr, endowed with the structures induced 
from the ones of A . 

If G denotes the Barsotti-Tate group associated to an abelian varieties A, then 
G^ is the Barsotti-Tate group associated to A ^ and, for all I 

(G{p)Y = (G*)^. 

Then, for any level m, the relative Probenius on the Igusa variety of level m 

Pr • JM * ^M) 

is defined by setting 

(A, JM,L, - - - J JM,K) 1 • (A^, JM^I, . . • , JM]K)> 

and its action commutes with the action of the monoid Q£ x S on the Igusa varieties, 
I.e. 

0 , o ( ^ F T I J I ) ) ( p ) = J ( p ) o b > P > M ) ( p ) , 
for all {G,P)eQp

< x S. 

3.4-6. We define the action of Prob on the Igusa varieties, as an analogue of the 
action of Prob on the Rapoport-Zink spaces (see section 2.5.8). As before, we define 
the cr-linear action of Prob as a linear morphism 

Prob : J M » J M - I , 

for all m ^ 0. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2004 



2 4 4 E . M A N T O V A N 

Let us consider the following diagram: 

E* < > E*[p m ] — > ̂ [ p m ] c > gi 

Jm,i 
F F 

"ST "V* >U 
£2 (p) < ^ (P) [ p ^ - i ] — ~ _ i > (p) [ p ™ - 1 ] 0 > gi (P) 

The isomorphisms jm-ijF'1 are simply the restriction of the isomorphism 
to the p m _ 1 - t o r s i o n . Moreover, the subgroups Gl[F] = .;m,i(£2[^1) naturally piece 
together as the subquotients of the finite flat subgroup G[F]. 

Furthermore, we have Q[F] C G\p] and A[F] = (G[F]) C A\p). Thus, analogously 
to the above definition of the action of Q* x 5, we set the action of the element 
( p _ 1 , 1 , Frob, 1) to be defined by the morphism associated to the (6 + fc)-tuple 

( ^ . A W . i W , ^ , ^ , . . . , ^ ) , 

or equivalently ( p - 1 , 1 , Frob, 1) = q m , m - i o Fr. 

I t follows that the action of Frob on the Igusa varieties is defined as 

Frob = (p, 1,1,1) o q m , m _ i o F r , 

i.e. by the morphism associated to the (6 + fc)-tuple 

(A^,A« iW,p(p) o ( « T M > • • • ,i£l1>fc), 
where v G F x is an element such that val u(i>) = 1, va l u c(v) = 0 and v = 1 mod ( w c ) m 

(see section 3.4.3). 
I t is clear that the action of Frob commutes wi th the previously defined action of 

Q* x S x Fr N , and therefore there is an action of the monoid 

Q p

x x S x Frob N x Fr N 

on the system of Igusa varieties. Moreover, i t is easy to see that this action commutes 
wi th the previously defined action of G(A°° ' P ) . 

3.4.7. Let us remark that, as in section 2.5.13, depending of the choice of the Barsotti-
Tate group E / F p in its isogeny class, there is a natural isomorphism between J m and 
J$ (for any m ^ 0), which arise from the fact that the Barsotti-Tate group £ is 
defined over F p , namely 

frob : Jm — j£> 

(AJM,I) 1 • (Ajm,t 0 ^ i ) , 

where i / m , i denotes the restriction to £*[pm] of the identification 1/ : E ~ E ^ (see 
section 2.3.7). 
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As in the case of the Rapoport-Zink space, the action of frob is invertible (and thus 
defines an effective descent datum on the Igusa varieties), but does not commute with 
the action of Ta (though frob 5 does, see section 2.3.8). 

Proposition 3.7. — Maintaining the above notations. We remark that e(p _ 1 ) = 1 and 
we write a = e(fr~B) = \\B. 

(1) If m ^ 1, the element (p" 1 ,?" 1 ,1,1) G Q* x S x ProbN x FrN acts on Jm as 

V ° qm,m-l, 

where v G Ex C G(Q) C G(A°°'P) is an element such that valM(v) = 1, valuc(v) = 0 
and v = 1 mod (uc)m. 

(2) If ra ^ a, the element f r _ j B G S acts on Jm as 

(pB, 1,1,1) o q m , m _ a o frob-* o FY*, 

where Fr : J m —> jffl denotes the ¥p-linear relative Frobenius on the Igusa variety. 
(3) Ifm^B (and thus m ^ a since a = \\B ^ B), we have 

FrobB = qm-a,m-B ° frob 5 o fr~B . 

Proof 

Part (1). — Let us consider the diagram in section 3.4, when p^1 = p. The induced 
isomorphisms ji op are simply the restrictions of ji on the pm _ 1-torsions. Moreover, 
(G\p\) = A[u] C A\p] and thus the multiplication v : A —• A gives rise to the necessary 
identifications. 

Part (2).— We shall prove the element (p~~B, f r - B , 1,1) acts as qm,m-a ° 
f r o b - B o FrB. Let us consider the commutative diagram of Figure 1. 

By definition of f r B = @>iT*iB G S, we have that z/BofrB = FB on E, or equivalently 
that 

(isi)Borl

XiB=FB 

on £% for all i. In particular, it follows that ker(FB) = ker(r^iB) as subgroups of £% 
for all i. 

Thus, maintaining the notations as in section 3.4, /Q r _ B = Gl[FB], and /Cfr-s = 
i.e. there exists an isomorphism between £//CFR-B and G^pB\ compatible with 

the projection G —> £///CFR-B and FB : G —• .̂ Moreover, the isomorphisms 
jmti o fr~B can be identified with the restrictions of the isomorphisms ov^ti 

over the pm -°-torsion subgroups (we denote by v5

 { the restriction of [y%)B to the 
pm-torsion subgroups). 

Finally, we also have that (G[FB\) = A[FB] C A\pB] and thus, the Frobenius 
morphism FB : A —> A^p ) gives rise to an isomorphism A/(G[FB]) ~ A^p ), which 
is compatible with the structures induced on the two quotients by the one on A. 
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FB B 
> E* ( p B ) i 5 E* ( p ) [ p m ] 

(vl)B î \ 
rXiB \ 

u L ^m-a i \ 

^ b m ] > № j r - * b m ~ 1 ^ ( p B ) [ p m " a ] / 
^ r P / 

G' » G'/tCl-s I 

FB B 

Qi > gi(PB) i } gi(P )[ pm i] 

Figure 1 

Par£ — The equality follows from part (2) and the equality 

FYob* = (pB, 1,1,1) o q m , m _ f î o FY* . • 
3.5. The cohomology of the Igusa varieties. — In this section, we shall rein­
terpret some of the above results in terms of the cohomology with compact supports 
of the Igusa varieties. 

We shall observe that the cohomology groups of the Igusa varieties naturally form a 
direct limit, under the morphism corresponding to the projections q m ' , m and qyp,c/p, 
and also that the action of G(A°° , P) x Q* x Sx ProbN on the system of Igusa varieties 
give rise to an action on the direct limit of the cohomology groups, which extends to 
an action of the group G(A°°'P) x Q* x T x Probz. 

Thus, the cohomology groups of the Igusa varieties are representations of the group 
G(A°°'P) x Q* x T x Probz, or equivalently of G(A°°'P) x Q* x T x WQP, where the 
action of the Weil group is unramified. 

3.5.1. Let I be a prime number, £ ̂  p, and r ^ 1 an integer. 
For any integer i ^ 0, we consider the i-th étale cohomology groups with compact 

supports of the Igusa varieties Jup,m over F p , with coefficient in Z/£rZ, 

ff*(Jc,P,m,Z/RZ), 
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for any positive integer m and any open compact subgroup Up C G(A°°' P). 
The finite étale morphisms 

qra',m • JuP,m' > JuP,m and qyp,UP : JvP,m • JlJP,m, 

for ail positive integers m' ^ m and all open compact subgroups Vp C Up of G(A°°ip), 
induces some morphisms between the cohomology groups 

( q m / , m ) . : Hl

c(JUP,m,Z/RZ) —• I T ^ J U P ^ , Z/£rZ), 

and 

(qVP,Up)* : F F * ( J ^ P , m , Z / R Z ) —+ ff*(Jvp,m,Z/RZ). 

It is easy to see that the ^-th cohomology groups of the Igusa varieties, together 
with the above morphisms, form an inductive system and we refer to the direct limit 

# * ( J , Z / R Z ) = lim Hi(jUP,m,z/erz), 
m,UP 

as the i-th cohomology group of the Igusa varieties, with Z/^rZ-coefficients. 

3.5.2. Let us now consider the action of G(A°°'P) x Q p

x x S x ProbN x FrN on the 
system of Igusa varieties (see sections 3.4 and 3.3). It induces an action of G(A°°,P) x 
5 x ProbN x PrN on the direct limit of the cohomology groups, if£(J, Z/£ r Z), and 
moreover the action of Fr is trivial. 

In fact, for any (g,p) € Q* x 5, the morphism (g,p) : Jup,m —• Jup,m-e induces a 
morphism 

(<?,p)* : Hi(JUP,m-e,Z/RZ) — ff*(J^Pim,Z/RZ), 
for any integer m ^ e (where e = e(p)) and any open compact subgroup f/ p. 

Moreover, since (#, p)oq m / ? m = q m /_ e ) m _ e o(#, p) and (#, p)oqyP?t /p = qvptup°(g, p), 
the morphisms (#, p)* give rise to an endomorphism of the direct limit. 

Analogously, for every g £ G(A°°'P), the morphism g : JJJP,™ —> Jg-
1upg,m induces 

a morphism 

g* : Wc(JUP^Z/£rZ) —+ Hl

c(Jg-1UPg^Z/£rZ), 

for any positive integer m > 0 and any open compact subgroup Up, and, since g o 

qvp,c/p = Q g - 1 ^ ^ - 1 ^ ° 0 a n d 0 ° Qm',m = Qm'.m ° 0, the morphisms give rise to 

an automorphism of the direct limit. 
Similarly, the cr-semilinear morphisms Frob, Fr : J m —• J m gives rise to an action 

on the étale cohomology groups, and moreover, since Frob and Fr commute with the 
projections q m ' , m and qyp,c/p, it induces an action on the groups Hl

c(J, Z/£rZ). 
We remark that the above action of Fr on the étale cohomology groups is trivial, 

since Fr : J m —» J m is the absolute Frobenius. 

Remark3.8. — The action of G(A°°'P) x Q* x S x FrobN on Wc(J,Z/erZ) can be 
extended to an action of the group G(A°°>P) x Q* x T x Frob z (S C T). 
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Indeed, since T = f r B ) , in order to prove that the action of S extends to an 
action of T it suffices to observe that the elements p~1,ir~B G S act invertibly, or 
equivalently that the actions of (p~B,ir~B) G Q* x S are invertible. Since 
the action of on the Igusa varieties is given by the morphism v o q m ) T n _ i , 
where v G Ex C G(Q) acts isomorphically, the induced action on the cohomology 
groups becomes invertible once one passes to the direct limit. On the other hand, the 
element (p~B, fr~B) acts on the Igusa varieties as q m ? m _ a o f r o b ~ B oFrB, and thus the 
induced action on the direct limit H^(J, Z/£rZ) is invertible. (Since the action of frob 
on the Igusa varieties is invertible, such is also the induced action on the cohomology 
groups. On the other hand, we already remarked that the action of Fr on the étale 
cohomology groups is trivial and, therefore, in particular invertible.) 

The same argument proves that to the action of Frob on H^(J, Z/£rZ) is invertible, 
since Frob = q m , m _ i o Fr. 

In the following, we shall refer to the cohomology groups with compact supports of 
the Igusa varieties with coefficients in Z/£rZ as a representation of G(A°°'P) x Q* x 
T x WQP, where the action of the Weil group is unramified (i.e. it factors through the 
projection WQP - » crz) and the action of a on the above spaces is defined to be equal 
to the action of Frob - 1 . 

Remark 3.9. — Let Up c G(A°°'P) be an open compact subgroup. For any integer 
q ^ 0, the Z/rZ-representation of T x WQp 

Hq

c(JUP,Z/£rZ) = lim Hq(JUP,m,Z/£rZ) 
m 

is admissible. 

In fact, for any integer m ^ 1, let Tm C T be the subgroup of automorphisms of 
E which restrict to the identity on E[p m ] . As m vary, they form a cofinal system of 
compact open subgroups of T and we have 

Hq(JUP, Z/£rZ)vm =Hq(JUP,rnyZ/£rZ)1 

which is finite. (The latter equality follows from the existence of a trace map on 
cohomology and the fact that the morphisms q m ' , m are finite étale, of ^-prime degree.) 

Let us remark that, on the other hand, the Z/^rZ-representations H%(J,Z/£rZ) of 
G(A°°>P) x Q£ x T x WQP are smooth, but not a priori admissible (cf. section 2.1.13). 

For all integers q ^ 0, we define the ^-adic cohomology groups of the Igusa varieties 

Hq(J,Q£)= lim l\mHq(JUP,m,Z/£rZ) ®ZeQ£. 
UP,m r 

It follows from the definition and remark 3.8 that they are ^-adic representations of 
G(A°°'P) xQp x T x WQP and, moreover, are admissible. 
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4. A system of covers of the Newton polygon strata 
—(a) 

In this section we shall study the geometry of the open Newton polygon strata X 
For each Newton polygon a, we shall consider the product of the Igusa varieties J m 

over the central leaf C = Ca with the reduced fiber A^f1' of the truncated Rapoport-
Zink space Mn,d = M™,d (see section 2.5.10). For any positive integers ra, n, d, such 
that m ^ d, we shall construct some morphisms 

7TN : Jm XSpecFp A*"'* > X 

for all positive integers N sufficiently large. (In the special case of n = d = N = 0, 
M. ' is just a point and the morphisms 7To are simply the morphisms 

qm : Jm — > C x F p ^ X(a) x F p , 

for all m ^ 0.) 
We shall show that the morphisms 7TN are finite and surjective on geometric points 

for ra,n, d ^> 0. As m,n,d,N vary, the morphisms TTN commute with the natural 
projections between Igusa varieties and the inclusions between the Rapoport-Zink 
spaces, and also 7nv+i = (FrB x l ) O7Tjv, for all (Pr denotes the Probenius morphism 

—(a) 
of X over F p and B the positive integer we defined in section 2.3.8, which depends 
only on a). 
4.1. The action of Frobenius on the slope filtration. — The definition of the 
morphisms TTN is based of the following key observation regarding the action of the 
powers of Probenius on the slope filtration of a Barsotti-Tate group. 

4.1.1. If G be a Barsotti-Tate group over a scheme S in characteristic p we denote 
by G^ its twist by Probenius and by F : G —• G^ the Probenius map. 

Lemma 4.1. — Let G be a Barsotti-Tate group over a scheme S in characteristic p. 
Assume that G has constant Newton polygon a with slopes X\ > • • • > and for 
each i denote by bi the denominator of X{ (written in minimal form). We also write 
B = lcm(6i , . . . , bk) and 6 = min(Ai - A 2 , . . . , Xk-i - A*). 

Suppose also that G has a slope filtration 

(0)cG1C"'CGk = G 

over S as in theorem 2.12, and denote by G% the corresponding subquotients. 
Then, for any integer n > 0 ; there is a canonical isomorphism: 

G^\pnSB]~f[Gi(pnB)\pnSB}. 
1=1 

Proof — We prove the lemma by induction on the length k of the slope filtration of 
G. The case k = 1 is trivial as G = G\ = G1. 
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For k ^ 2 we write H = Gh,G' = Gk-i, A = A& and A' = Afc_i. As G is completely 
slope divisible, the quasi-isogeny p~XBFB is in fact an isogeny of G, H and G'. In 
particular, it is an isomorphism of H, since H is isoclinic of slope A. 

We consider the following commutative diagram 

0 • G' • G • H • 0 

P-XB FB P-XB FB P-\B FB 

0 > G'(P B) > G(pB>> • H(pB) > 0. 

where the rows are exact and the vertical maps are isogenics. Since the last verti­
cal morphism H —> H(p ) is an isomorphism, it follows by the snake lemma that 
G'\p-XBFB] = G\p~XBFB}. 

As G' is slope divisible with respect to A' we can factor the isogeny p~XBFB on G' 
as p~XBFB = p(x'~x)B o p ~ x ' B F B . Thus G']p-XBFB] D G'[p( A '~ A ) B ] and we have 

F f , ( V - A ) B ] „ ^ b ( V - A ) g ] G ^ G ( P B } 

W J ~ G'[p( A ' - A ) B ] G'[p( A '~ A ) j B] G ' [ p - A S F S ] ~ 

where the composite map is a section of the natural projection 

G(pB)[p(A'-A)B] _ ^ ij(PB)[p(A ,-A)B] „ 

We conclude that 

G{pB)\p{x'-x)B] ~ G / ( p B ) [ p ( V _ A ) J 3 ] x H^B)\p^~x)B] 

and therefore by inductive hypothesis (as A' — A ̂  8) 

G^\p5B]^f[GiipB)\pSB}. 
i=l 

Since the above argument holds also if we replace B by nB (for any integer n > 0), 
we obtain the stated result. • 

Corollary 2.14 allow us to apply the previous theorem to the Barsotti-Tate group 
G = sA\p°°] over the central leaf G. 

Corollary 4.2. — Maintaining the notations of section 3, we denote by G the Barsotti-
Tate group eA\p°°] over the central leaf C. Let d be a positive integer. 

Then, for any integer N such that N ^ d/SB, there is a canonical isomorphism 

g^B)\pd)^f[gi(pNB)\pd}. 
i=i 
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4.2. The morphisms 7TN. — We denote by M™^ over SpecFp the reduced fibers 
of the truncated Rapoport-Zink spaces associated to the Barsotti-Tate group £ (see 
section 2.5.10). For all set of indexes (m,n, d) G Z | 0 , such that m > we shall 
introduce a system of maps 

7TN : Jm XSPECFP — * ^ X 

indexed by the positive integers N ^ d/SB. 
—(a) 

^.£.jf. By the universal property of X to define such a map is equivalent to define 
a quadruple ( A , A, z, ~p) over JJYI Xgpecjp hA such that the Newton polygon of the 
Barsotti-Tate group £T4[P°°] is constant and equal to a. 

We denote by (A, A, i, ~p) over J m x S p e c f M™' the pullback of the universal quadru­
ple over Jm/C and by ( W / 3 u m v ) the pullback of the universal pair over A^™*. Over 

xSpecFp ^ n w e a ^ S 0 n a v e the data of the universal isomorphisms 

jZ7 ••^¥п]^Я'¥п\ 

which, by corollary 4.2, induce an isomorphism 

wiv=Ф(^Т)ЙВ) : S ( P " B V ] — п ^ ( р Л , В ) и - o{pNB)\pd\ 
7. 

for any N ^ d/SB. 
By the definition of the space Mn,d, the kernel of the isogeny pn/3umv : £ - » H' is 

contained in £[p d], and thus ker(p n /? u n i v )^" B ) C E^NB^\pd]. 
We set 

K = KN = j ^ n i v ( k e r ( p n / 3 u n i v ) ^ B ) ) c g{pNB)\p% 

We also write K.U = ( O B ) U ®zp K, C A^NB\u% and C A^NB^[(uc)d] for the 
annihilator of Ku C A^pNB^[ud] under the A-Weil pairing. 

We set 

{K)=Ku®Ki(zA{pNB)\pd} 

and define the morphism TTN to be determined by the quadruple which is the quotient 
of the universal quadruple (A, A,z,/I) via the isogeny 

A(PNB) _ ^ A(PNB)//r\ 
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It is clear that the abelian variety A^PNB>} / (K) inherits the structure of A^PNB\ 
More precisely, the induced polarization on A^P Vv*Q *s defined as the unique po­
larization pdX which fits the following commutative diagram 

pd\(pNB) 
A(PNB)— >A(P»B)V 

^ ) / ( ^ ^ ( y ) / { K > ) v , 

and the induced level structure away from p is defined as 

V^AOO,P J ^ l ^ V ( A ^ ) v~n(vcrd+n , V P I A ^ B ) } _^ VP{A(P

NB)/(JC)), 

where v G Ex is an element such that valu(v) = 1, valuc (v) = 0 and v = 1 mod (uc)m. 

4-2.2. We remark that the above constructions and definitions hold for any finite 
flat pd-torsion subgroup /C of the Barsotti-Tate group associated to an abelian variety 
endowed with a polarization, an action of OB and a level structure away from p. 

4-2.3. We observe that in the case n = d = 0, the space M°'° is just a point (namely, 
the point corresponding to the pair (£, id) over ¥p) and the morphism 7To on the Igusa 
variety Jm is simply the structure morphism 

qm : Jm —• C x Fp • X{a) x F p , 

for any ra > 0. 

4-2.4- Let us denote by Fr the Frobenius morphism of X over F p , i.e. the Fp-linear 
morphism defined by 

(A,X,i,Ji)^(A^,X^,&\i2^), 

and by G the Frobenius of F p . 

Proposition 4.3. — Let m ^ m, n ^ n',d ^ d',N ^ N* be some positive integers and 
Up a level away from p. 

Let (gp,gp) G G(A°°*) x Q p

x c G(A°°), (p,Frob r,Fr s) G 5 x FrobN x FrN, and 
write e = e(p) and / = / (p) . 

(1) Ifm^d and N ^ d/8B, then on Jm' Xfp M™^ 

7TN ° (qm',m X 1) = 7T;v. 

(2) If d', N ^ d'/SB and d' — d > (nf — n)h, then on Jm xs PecF p 

7TNo(lx Q*) =7TN. 
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(3) Ifm^d and N > d/SB, then on J m x S p e c f p Mn'd 

7rN, = (Fr(N'-N)BXl)0 7TN. 

(4) Ifm^d and N ^ d/SB, then on Jup,m *fp M.n,d 

KM o ((gp,gp) x 1) = ((gp,gp) x 1) OTTAT. 

(5) Ifm^d + 2e — f and N > (d + 2e - f)/SB, then on J m xSpec¥p 

7vN o ( (p ,Frob r ,F r s ) x (p ,Frob r ,Fr s ) ) = (Fr s x < r r + s ) o TTN. 

Proof 

Part (1). — I t is straight forward that the definition of TTN (i.e. the définition 

of the isomorphism j™™) that the morphism 7TAT, as m varies, depends only 

on the restrictions the isomorphisms j^Y o v e r the p d-torsion, for all i. Thus, 

7TAT 0 (qm',m X 1) = 7T/V-

Part (2). — Proving that TTN o (1 x Q D

D , ) = 7TJV is equivalent to proving that the 

definition of the abelian variety A/{K) and its structures, associated to 7TJV, is inde­

pendent on n, d. 

Let us denote by Kn,d (resp. /C n , d ) the subgroup of Ç(p ) associated to the 

morphism nN on J m x S p e c f p M™4 (resp. on J m x S p e c f p M™ A ) . 

I t suffices to consider the two cases (n' , d') = (n, d+ 1) and (n',df) = (n + 1, d + 1). 

Let us first consider the case (n',d') = (n, d + 1). The definition of ) C N , D = /C does 

not depend on d, but the definition of (K) does. In particular, we have 

(K?.'d)J- = uc(IO.'d+1)±. 

Thus, the isogeny vc : 

A(p»») _> A ( P « " ) (Where we choose an element v G Ex such 

that valu(v) = 1, valuc(v) = 0 and v = 1 mod ( i x c ) m ) induces an isomorphism 
4<* 4(K.n>d+1)~Ap i¡(Kn'd) 

Moreover, the following diagrams commute: 

pd+lx(p
NB) 

A(p"a) т+ Л(Р""У У (A* >V . -.-,> (А* >У 

АУР ) ~ АУР ) VA / АУР K V ~ , АУР ) \ V 

ОС^+Ц ()Cn>d) \(lCn>d)J ^,\(K.n'd+r 

рй+1Х 
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where (vc)v = v, and 

// 7,—n/?.c\-d+n A(VNB) 

Î ; - " ^ ) " ^ 1 ^ ^ VC ~ j 

>i A(VNB) 

Equivalently, the isomorphism 

/jrn,d+l\ — /Гп,<(\ 

gives rise to an equivalence between the two corresponding quadruples. 
Let us now consider the case (n*,d!) = (n + 1, d+ 1). By definition of 7T/v, we have 

that 
JCn>d = p ( / C n + M + 1 ) , 

and also 
K % D = u ( / C £ + 1 ' d + 1 ) and (JC^)1- = ( / C 2 + 1 ' d + 1 ) x . 

Thus, the multiplication by v on A^pNB^ gives rise to an isomorphism between 

A(P
NB) A(P

NB) 

which indeed gives rise to an equivalence between the two corresponding quadruples 
(by an argument completely similar to the previous one). 

Part (3). — The equality irN, = (Fr{N'~N)B X1)TTN follows from the fact that 

^ v = o r v ) ( p C ^ ) B 

Part (4)- — By the very definition of the action of G(A°°'P) on the Igusa varieties, 
we have that 7To O (gp x 1) — (gp x 1) o TTQ on Jt/P,m, f ° r any level Up, m. 

It suffices to remark that, for all gp G G(A°°'P), we have gp o Pr = Frog* on 
to deduce from part (3) that irjsr o (gp x 1) = (gp x 1) o on Jup,m x^ M*' , for all 
Up,m^d and N ^ d/SB. 

Analogously, the equality TTN ° (gP x 1) = (gp x 1) o 7T/v, for any gp G Q*, follows 
easily from the definitions and the observations in section 3.4.3. 

Part (5). — Let p G S (i.e. (1, p, 1,1) G 5 x FrobN x PrN), then the action of p G 5 

on the spaces J m x S p e c | ^ Mn> is defined by the morphism 

pXp'.Jm XSpecfp M —• Jm-e ><SpecFp . M 

ASTÉRISQUE 291 



ON CERTAIN UNITARY GROUP SHIMURA VARIETIES 255 

Let us denote by K,p the unique subgroup of Q such that !Op ~ ji(ker(pi *)), for all i 
(i.e. the morphism p on the Igusa varieties is associated to the Barsotti-Tate group 
Q/K.p). 

In order to conclude that 7TJV o ((p, 1,1) x (p, 1,1)) = 7T/v, it is enough to observe 
that 

{jp)N{ker{fip) ) - J w ( k e r ( / 9 _ 1 ) ( P N B ) ) - K ^ B ) C 

and that the induced structures on the quotient abelian variety are the same. 
Let us now consider the action of the element Prob = (1, Prob, 1) G S x FrobN x PrN. 

We remark that both TTN ° (Prob x Prob) and (1 x cr) o TTN are cr-semilinear, and thus 
it suffices to compare the associated linear morphism (which can be done in terms of 
the universal property of X a ) . 

Indeed, it suffices to observe that the following diagram commutes, where H and H 
denote respectively the Barsotti-Tate groups associated to the morphisms (1 x cr) O7TJV 
and 7T/v o (Prob x Prob). 

f P N / 3 F _ 1 .(P) \ 

Pnf3\ E ( ^ B + 1 ) < ) ^ B + 1 ) ^ - a ] A ^ g ( p ^ + 1 ) ^ - a j ( >g(pNB+1) j 

\ V T . I 1 / 

E (p"*) < } E ( p ^ ) | p m ] ^ L _ ^ g(pNB)frm] C > g (p"*) 
Finally, the equality 7TAT ° (Fr x Fr) = (Fr x a) OTTN is obvious. • 

4 .3 . The morphism I I on Fp-points. — In this section, we shall focus our atten-
_ —( a) tion on the fibers of the morphisms TTN over the Fp-points of X 

Let us first establish some notations. It follows from the definitions that we have 

X(a\fp) = {(A,\,i,~p)/¥p I a(eA[u°°]) = a}/ ~, 

where the abelian varieties A are considered up to prime-to-p isogenics, 

J(F P) = lim J m (F p ) = {(B, \,i,p]j)/¥p | j : % —• sB[u°°] isomorphism } / ~, 
m 

where the abelian varieties B are also considered up to prime-to-p isogenies, and 

M(¥p) = \imMn>d(¥p) = {(#',/?) | /? : Epp —• fl7 quasi-isogeny } / ~, 
n,d 

where the Barsotti-Tate groups Hf are considered up to isomorphisms. 
fa\ _ _ 

We observe that the spaces X (¥p) and Ai(¥p) are naturally endowed with the 
discrete topology and J(¥p) with the inverse limit topology. 
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4-3.1. Let us remark that the action of the group T of the quasi-selflsogenies of 
on M (resp. the action of the monoid S c T o n the Igusa varieties J m , for all m) 
gives rise to a continuous action on Ai(¥p) (resp. on J(¥p)). These two actions are 
defined as 

p:M(¥P) — M(¥P) 

(#',/?) ^ ( t f ' , / 3 p ) , 

for any jOGT, and 

p : J(F P) —> J{¥p) 

{B,\i,p;j) — (5 / ( jker (p- 1 ) ) ,A , , ^7I , ; ip ) , 

for any pG S, where the Igusa structure on the abelian variety B/{j ker(p - 1)) is 
defined by the following commutative diagram 

P" 1 j 

Zjp — C y ^ 
p j p j k e r ^ " 1 ) ( jke^p" 1 )) 

the polarization A' is defined as the polarization induced by the polarization peXon B 
(where e = ei(p)) and the level structure ~p! is induced by the level structure (vc)~ep 
on B (for v G Ex is such that valu(v) = 1 and valuc(t>) = 0.). 

It is easy to see that the action of S on J(¥p) extends to a continuous action of T 
(S C T). In fact, the above definition extends directly to all the quasi-isogenies whose 
inverse is an isogeny, and moreover the action of p~x G S is invertible. (Indeed, the 
element p~x G S acts as 

(B, A,¿,/1, j) (B/B[u],\',ï,-pïJp) ~ (B.X.i.viv^fiJvp-1), 

where the above equivalence is induced by the multiplication v : B —» B.) 

4-3.2. Let (y, z) G J(¥p) x .M(F P), and y m G JmQFp) be the image of y under the pro­
jection J(¥p) —• Jm(Fp)). Let n, d be two positive integers such that z G A / f n ' d (F p ) . 
Then, for any m ^ d and TV ^ we define the point FY _ i V j B 7T/v(ym, z) G 

( a) _ 
X (F p ). It follows from proposition 4.3 that this point does not depend on the 
choice of the integers m, n, d, N. Thus, we can define a map 

n : J(Fp) x M(¥P) —> X ( a ) (Fp ) , 

(y, z) — P r _ i V B 7r^(2/m, *) G X ( a ) (Fp), 

for any set of integers ra,n, d, iV such that m ^ of, N > and (ym,z) £ 
Jm(Fp) x X n ' d ( F p ) . 
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The morphism I I can be also described as follows. Let y = (B,\,i,~ß',j;H',ß) G 
J(Fp) x Ai(¥p), and choose two positive integers n, d such that pnß and pd~nß~1 are 
two isogenics. We define the abelian variety A as 

Spp — ^ C > B 

Pnß I 
+ eB[u°°) c B 

H jker(pnß) (jker(pnß)) 

H A 

where the subgroup (j ker(pnß)) of B is defined as 

(0Bu ® Z p j ker(pnß)) © (0BU ® Z p j ker(p"/3))x c B[ud] 0 B[(uc)d}. 

Then, the point H(y) G X (¥p) is the class of the abelian variety A endowed with 
a polarization, a öß-action and a level structure away from p induced by the ones 
of B. More precisely, the polarization pdX of A is the unique prime-to-p polarization 
which fits the following commutative diagram 

pDX 
B >BW 

B/(jkei(pnß)) ) (B/(jkei(p"ß))y 

and the level structure of A is defined as 

y 0 A°°' p Vp(B) V n ^ C ) ) VP(B) — . F p(B/0-ker(p n/?))). 

It follows from the definition that the morphism I I is continuous and invariant 
under the action of T on J(¥p) x M(¥p), since the TTN are invariant under the action 
of the submonoid S C T. 

Proposition 4.4. — Let x be a point of X (F p ). Then, the fiber U~1(x) is a free 
principal homogeneous space for the continuous action ofT. 

Proof. — Let us remark that the action of T on J{¥p) x M(¥p) gives rise to an action 
of T on the fiber n _ 1(a;), since I I o (p x p) = I I , for all p G T. Moreover, since the 
action of T on J(¥p) x M(¥p) is continuous thus is the action of T on U~1(x). 

Let us denote by (A, XA^A^PA) a quadruple associated to x and by = £:̂ 4[̂ °°] 
the corresponding Barsotti-Tate group. 

We articulate the proof in three steps. 
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(1) If (S ,XB^B, 'PB : > J'IH'IP') is a 7-tuple associated to an element y G n _ 1 ( x ) , 
then the Barsotti-Tate group H' is isomorphic to H, or equivalently 

(B,\B,iB,~PB'J,H'>PF) ~ (B,\B,IB,'PB'J>HIP)> 

where /3 = 5/3'for any isomorphism 5 : Hf —> H. 
(2) Any 7-tuple (£?, A#, iB , / ! ^ ; jf, ii",/?), associated to an element G n - 1 ( x ) , is 

equivalent to a 7-tuple of the form 

(A/<7ker(pn)8)*),A,i,7Z;7,ff,/?), 

where n, d are any two integers such that pnf3 and pd~nf3~1 are two isogenics, (pn(3)* : 
i f —• E^ denotes the unique isogeny such that pn/3 o (pn/3)* = (pn(3)* opn(3 = 
7 G Aut( i f ) , 7 : —> H/jker(pn(3)* is the isomorphism induced by 7, and the 
structures of j4/(7ker(pn/?)*) are induced by the ones of A. 

(3) To any 7-tuple of the form (A/{y ker(pn/?)*), 7, i f , ¡3) one can associate a quasi-
isogeny /? : Ej^ —> i J in the same equivalent class of /?, and the so defined map between 
U~1(x) and QIso(£jp , i f ) is indeed an homeomorphism of T-spaces. (In particular, 
n _ 1 ( x ) is a free principal homogeneous space for the continuous action of T since 
QIso(EF is.) 

Step (1). — It follows from the definition of I I that the isomorphism j : E ^ —> G 
induces an isomorphism between the quotients H' —• H. 

Step (2). — Let us choose a prime-to-p isogeny 

ip : B/(j(kevpn(3)) — A 

which gives rise to an equivalence between the corresponding two quadruple associated 
to the point x = n(y), and consider the commutative diagram of Figure 2, where 7 
is the unique automorphism of H which makes the diagram commute. 

It follows from the commutativity of the diagram that there exists an isogeny 

—• A/(jker(pnf3)*} 

which fits in the diagram and also that I{J has degree prime to p (since the restriction 
of i\) to G give rise to an isomorphism between the pertinent Barsotti-Tate groups). 

The isogeny ip gives rise to an equivalence of 7-tuples 

(B,\B,iB>TiB\3\HiP) ~ (A/( 7ker(p n/?)*),A ,,z,7I ,;7,^/?), 

where A' is the polarization on the quotient A -» A/{y ker(pn/3)*) induced by the pD\A 
and ~p! is the level structure induced by p~dvn(vc)d~n~pA = vn~d(vc)~nJlA (where 
v G Ex is an element such that valu(v) = 1 and valuc(v) = 0). 
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S >GC > B 

/ E 3 G r ^ B \ 
f lker(pn/3) > j(ker(pn/3)) (j(ker(pn/?)) \ 

/pnp\ <P\G V \ 

p d # • C • A pd 

\ / H 7 H c A / 
\ lker(pn/3)* * 7(ker(pn/î)*) (7 ker(p n/?)*)/ 

E : >GC > B 
J 

FIGURE 2 

Step (S). — We now consider the following commutative diagram. 

pd 

A^^A^fkeT(pnpy) » A / A ^ f ^ ^ A 

H » H/jker(pnf3)* » H/H\pd] ==5f H 

It exists a unique quasi-isogeny ¡3 : E|^ —• i7 in the same equivalent class of /3, 

which fits in the diagram {i.e. in the diagram /? = 7/?). 
In order to show that the map 

f:n-\x) ^ Q I s o ( £ F p , t f ) 

(.4/(7 ker(p"/3)* ), A', i, Jt; 7, ff, /3) 0 

is a bijection, it suffices to construct its inverse. 
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We define the map 

3:QIso(£,tf) —• I T 1 (a;) 

(A/{ker(pnpy),\',i,JJ?;T,Hj), 

for some integers n, d ^ 0 such that pn(3 and pd~nf3~x are isogenics. 
We check that the definition of g((3) does not depend on the choice of the integers 

n, d. It suffices to consider the two cases when we replace n, d by n, d + 1 and by 
n + l , d + 1. 

Let us denote by (p /3)* and 5 the two isogenics such that (p /3)*{pn(3) = 
(pnJ3)(pn(3)* = pd and (fyn/3 = pn/35 = pd+1. Then, we have p(pnJ3)*(pn/3) = 
(pnf3)p{pn/?)* = p d + 1 , or equivalently S = p{pnf3)*. Thus, the multiplication by p on 
H gives rise to an isomorphism 

H/jkevS ~ H/jker(pn(3y, 

i.e. pickerS) = jker(pnJ3y C # [p d ] . It follows that 

(0Bu ®zp 7 k e r < ^ = (0Bu ®zp 7 k e r ( ^ ) * ) ± c A[(uc)% 

and therefore tinker 5) = (/yker(pn(3y) C A\pd], i.e. the multiplication v : A —• A 
gives rise to an isomorphism 

A/( 7ker£) ~ ^/( 7ker(p n/?)*). 

It is easy to check that, under the above identification, the induced structures on 
the quotients abelian varieties agree. 

Let us suppose now that pn/3 and pd~nf3~x are isogenics, then also pn+1(3 and 
p(d+i)-(n-i)p-i a r e isogenic L e ^ (pn/J)* be the isogeny such that (pn(3)*(pn(3) = 
(pnJ3)(pnJ3)* = pd, then (pnpy{pn+lJ3) = (p n + 1£)(p n/3)* = pdJrl. 

Let us write /Q = (0Bu ®z p 7ker(pn/3))J- c A[(ucy] for i = d, d + 1, then 

Ka = ucK,d+i, 

and therefore the multiplication vc : A —> A gives rise to an isomorphism 

A/(7kev(pnpy)d+1 ~ A/{iker(pnpy)d. 

Again, it is easy to check that, under the above identification, the induced struc­
tures on the quotients abelian varieties agree. 

The same diagram we used to define the quasi-isogeny /3 shows that the maps / 
and g are inverse of each others. Moreover, it is a direct consequence of the definitions 
that the morphisms f,g are continuous, i.e. homeomorphisms. 

Finally, in order to prove that the bijection / is compatible with the action of 
the group T, we consider the following diagram, for any p e T. (Without loss of 
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generality, we may assume that both (3p and p - 1 are isogenies.) 

A ^^^keT0y) » A/(ker(^py^ A 

H » H/ ker(/?)* » H/ ker(/?p)* -£ 

E > E 
P 

The eommutativity of the diagram implies that the quasi-isogeny associated to the 
image of (A/(ker(pn/3)*), A', i, p'; 1, iJ, (3) via p maps to the quasi-isogeny ftp. • 

Let us remark that it follows from the above proposition that H~1(x) is not empty, 
for any x G X (F p). In fact, for any x G X (F p), the associated Barsotti-Tate 
group over F p has Newton polygon equal to a = a(E), and any two Barsotti-Tate 
groups over a perfect field of characteristic p with the same Newton polygon are 
isogenous. 

Moreover, under the identification I I _ 1 ( x ) ~ QIso(Epp, H), the natural map 
n _ 1 ( x ) - » Ai(¥p) corresponds to the projection 

QIso(Epp, ff) — » Aut(iJ)\ QIso(Epp,H). 

4-3.4- Let us also remark that it follows from proposition 3.3 that, for any integer 
m > 0, the projection 

<loo,m ' J(¥p) » Jm(Fp) 

is surjective and the action of T = Aut(E|; ) c T on J(F P) is such that 

Jm(Fp) ~ J(Fp)/T m , 

where T m C T is the subgroup of the automorphisms of which induce the identity 
on the pm-torsion subgroup. 

4-3.5. Finally, we remark that all the above results remain true is in place of ¥p we 
consider any algebraically closed field k over F p . 

4-3.6. The following results are implied by the previous analysis of the fibers of I I . 

Proposition 4.5. — For any positive integers m, n, d, N such that m ^ d and N ^ 
d/SB, the morphism 7TN - Jm xs PecF p Mn'd —> X^ x F p is quasi-finite. 
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—(<*) — 
Proof. — Let x be a point of X x F p , defined over an algebraically closed field fc, 
and denote by H the corresponding Barsotti-Tate group. We claim that 7r^1(x) is 
finite. 

It follows from the equality I I = Yv~NB TTN and the surjectivity of the projection 
Q.oo,m that 

Wjfix) = (qoo.m X l K l I - 1 ^ - " * * ) n J(k) X Mn'\k)), 
where we can identify 

U-1{Fr~NBx) n J(fc) x Mn>d(k) ~ QIso (E , t f ( p ~" B ) ) n ' d = Q I n ' d , 

the subset of quasi-isogenies /3 such that pn/3 and pd~nP~1 are isogenics. Moreover, 
under the above identification, the projection TT^1(X) —• Ain,d(k) corresponds to the 
projection 

QI».d Aut(J?( p" J V B))\ Q F ' d . 

We claim that the quotient Aut ( i f ( p J V B ^ ) \ Q I n ' d is finite. In fact, if we choose 
an element ¡3$ G QI, then under the corresponding isomorphism T ~ QI (which is 
defined by p H-> Pop), the subset Q I n , d corresponds to a compact subset K of T and 
the quotient Aut (# to~ N B ) ) \ Q I n ' d to the quotient ft Aut ( f f (p""*)) /?^ 1 ^ . 

Since fa Aut(H(p ^PQ1 is an open subgroup of T, the quotient 

/3bAut (^" W B ) ) J 8 0 -
1 \A-

is indeed finite. 
It remains to prove that the image under qoo,m x 1 of the coset Aut(H^p ))/? 

is finite, for any p G Qln,d. Equivalently, it suffices to know that there is an open 
subgroup R of Aut(H^p )) such that the image of RP is constant. Indeed, the sub­
group A\it(H^p )yn+d Q f t n e automorphisms of H^p ) which induce the identity 
over the p m + d - torsion subgroup has such property. • 

Proposition 4.6. — If the positive integers m, n, d, N are sufficiently large (m^ d and 
N ^ d/SB), the morphism 7TN is surjective on geometric points. 

ra\ — 
Proof — Since the scheme X x ¥p is of finite type over ¥p, it suffices to show that 
for any geometric point x of X x¥p there exist some integers m,n,d,N ^ 0 (m ^ d 

and N > d/SB) such that the set 

njffr) = {(y,t) G Jm x S p e c f p Mn,d | nN(y,t) = x} 

is not empty. Let us recall that 

TT^(X) = ( q o o , m x l)(U-\Fr-NBx) n J(k) x Mn>d(k)), 

and that, for all x' G X^a\k), the fibers n~ 1 (x / ) are not empty. Since M(k) = 
lim JM

n'd(k), it follows that the set nZ^ix) is also not empty. • 
>n,d JV 
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4.4. The leaves are closed. — Prom the fact that the morphisms TTN are quasi 
finite we can deduce that the leafs are closed subschemes of the Newton polygon 
strata. (We recall that the following result is originally due to Oort, see [23].) 

Proposition 4.7. — For any Barsotti-Tate group H/¥p the corresponding leaf CH is a 
(a\ — 

closed smooth subscheme of X x¥p. 

Proof. — By proposition 2.7, we already know that the leaves are smooth locally 
—(a) — 

closed subschemes of X x¥p. We now show that they are also closed, by showing 
that all the leaves have the same dimension and that if a given leaf CH is not closed, 
then there exists a Barsotti-Tate group Hf/¥p, not isomorphic to i f , such that CH D 
CH1 (which implies that CHI C CH — CH since CH1 H CH = 0). These two facts 
are clearly in contradiction, therefore we conclude that all the leaves of X x¥p are 
closed. 

Let H be any Barsotti-Tate group defined over ¥p with Newton polygon equal 
to a, and choose an isogeny 7 : £ - » H. We also choose a positive integer d such that 
pd^-i j s a n i S O g e n y t 

Let N be an integer such that N > d/SB and define H' = and (3 = 
7 ( p - i V B ) . Then, the pair (H',/3) defines a point t G M°,d(¥p). 

Let ra ^ d and consider the morphism 
/ = 7TN o (1 x t) : Jm —• XM X Fp. 

It follows from the definition that, for every point y G J m , we have 

{rG)y = &pNB)/>C0)y * £^ B Vker/^~ B > ~ H ' ^ = H. 
—(a) — 

Thus, the morphism / factors through the leaf CH C X x¥p. Moreover, / : 
Jm —* CH is quasi-finite and surjective. 

In particular, we deduce that the dimension of CH is equal to the dimension of J m , 
or equivalently to the dimension of the central leaf C = CA. 

Let us now suppose that there is a leaf CH which is not a closed subspace of 
—(a) — — 
X x F P . Then, there exists a Barsotti-Tate group H'/¥p (Hf not isomorphic to 
H) such that CH> H CH is not empty (e.g. for any closed point x = (Ax, \x,ix,jLx) G 
CH — CH the Barsotti-Tate group Hf = Qx satisfies the above assumption). We claim 
that CH> C CH. 

Let x be a point of CH1 H C H - Then there exists a point y G CH which specializes 
to x, or equivalently (by Serre-Tate's Theorem) there exists a local domain R/¥p, with 
residue field k(x) and fraction field k(y), and a morphism px : Specie —• X x¥p 

associated the data of the quadruple (Ax, \x,ix,Jix) and a deformation G/R of the 
Barsotti-Tate group H'such that Gk(y) — H. 

Then, for any other point z — (Az, \z,iz,~pz) G CH>, let us choose an isomorphism 
(a\ 

Qz ~ H' and define pz : Spec R —• X x F P to be the morphism associated the 
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data of the quadruple (Az, \z,iz,~pz) and the Barsotti-Tate group G/R, viewed as a 
deformation of Qz via the chosen isomorphism Qz ~ Hf. Then, the generic point 77 of 
Speci? give rise to a point t G CH which specialises to z, and thus CH' C CH- • 

It follows from the fact that the central leaf is closed that the morphisms are 
proper. 

Proposition 4.8. — For any positive integers m,n,d,N such that m ^ d and N ^ 
d/5B, the morphism TTN : Jm xsPecF p -M™^ —» x ¥p is proper. 

Proof. — By the Valuative Criterium of Properness (see [15], Theorem 4.7, p. 101) it 
suffices to show that: 

• if R is a complete discrete valuation ring over F p , K its fraction field and rj : 
Specif —> Specie the morphism corresponding to the natural inclusion of R in K, 
then for any pair of morphisms (F, / ) such that 7TJV O F = / o 77 there exists a map 
0 : Specie —> J m x g p e c p p .M™' such that the following diagram commutes. 

p n ^ 
Specie • J m x S p e c f p X ' 

...>t 

V .<$>•"" TTJV 

S p e c i l — x F p 

A morphism / : Specie —> X x ¥p corresponds to a quadruple (A, A, z,p) 
defined over R, and a morphism F = ( F i , ^ ) corresponds to a (6 + fc)-tuple 
(B, \\i\jjf;jmii,... Jmy, H', 0) defined over K. The equality for} = nN o F 
implies that the quadruple { A K ^ K ^ K ^ K ) LS equivalent to the quotient of the 
quadruple (5, A', p')^^ via the projection B < ? N B ) - » B<PNwhere 
K = jiv(kerp n/3)^ ). Indeed, we may substitute the quadruple associated to / so 
that its generic fiber is isomorphic to the quotient of the quadruple corresponding to 
B(PNB). 

Finally, defining a morphism (j) such that the above diagram commutes is equivalent 
to defining an integral model (B,\\i^Jl']jrn,i,--',jm,k\H',P) over R of the (6 + fc)-
tuple (2?, A', i'\~p!',jm,i, • • • 5im,fc; H',/3), with the property that there exists a prime-
to-p isogeny between A and B& ^/{K) (where /C = jN(kerpn/3)(p )), compatible 
with the given structures on the abelian varieties. In particular, this property implies 
the existence of an isomorphism between the quotient G/K of G = eB[u°°] and 
H = eA[u°°] over R. 

Let us consider the isogeny 

^ . B(PNB) _ ^ B ^ / ( K ) a AK, 
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then pdip~1 : A K —* B^pNB^ is also an isogeny, of degree a power of p, with kernel con­
tained in the pd-torsion subgroup. If we consider the subgroup J 7 C H\pd] which is the 
closure of ker(pd,0|/f) C H\pd]K in H\pd], then the quotient A / ( J 7 ) , endowed with the 
induced structures, has generic fiber equivalent to the quadruple (B, A', if,~p!)(j)NB\ 

This fact implies the existence of a quadruple (B, A', if,~p'), defined over i?, whose 
generic fiber is equivalent to (B,\f ,i',~p!) and such that (B, A', i ' , ~p!)(<p ) is equivalent 
to the quadruple associated to A/(J7). In fact, the quadruple associated to the abelian 
variety A j (J7) over R defines a morphism g : Speci? —> X x F p such that g o rj = 
(FrNB x l ) o ( q m 0 F 1 ) . Since the morphism Fr x l on X^ x ¥p is finite, there exists 
a morphism g' : Spec R —> X x F p such that g' o 77 = ( q m 0 F 1 ) , or equivalently a 
quadruple (5, A ' ,^ , / ! ' ) , defined over i?, with the above properties. 

We remark that, since the abelian variety B is isogenous to A , the Barsotti-Tate 
group G = sB[u°°} has constant Newton polygon equal to a and thus the quadruple 
(B, A', i*,~p')/R defines a morphism 

01 :Spec#—>X { a ) x F p 

such that 01 o 77 = q m o F\. 
Moreover, since the map 01 o 77 = q m o Fi factors through the central leaf C x F p c 

—(a) — —(a) — 
X x Fp, which is a closed subscheme of X x F p , we deduce that the morphism 
0i also factors through the C x F p . 

Finally, from the equality 01 o 77 = q m o F\, where q m : J m C x F p is finite, we 
deduce that the morphism 01 can be lifted to a morphism 

0i : Spec R —• J m 

(i.e. such that q m o 0X =01) with the property that 0i o 77 = F i . Equivalently, the 
quadruple (B, A', if,j?)/R can be extended to a (4 + A;)-tuple 

(B,X',i' » № 5 Jm,l 5 • • • 5 Jm,fc 

whose generic fiber is (B, A', i\~p';jm,i, • •., jm,fe). 
Let us now consider the isogeny 

ф : В ( Р " В ) — А, 

whose generic fiber is ip, and define JC = ker(^ f|^ (piVB )) c G^pNB^\pd]. 
Then, the isogeny 

Ел — - VRHZHK) 

defines a morphism 0 2 : Specie —> M™' such that 02 ° V = F2. 
Therefore, the morphism 0 = (0i, 02) makes the above diagram commute. • 

Corollary 4.9. — For any positive integers ra, n, d, iV sttcft that d and N ^ d/5B, 
the morphism TTN • Jm xs PecF p Mn'd ~~> X^ x F p is finite. 
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Proof. — It follows from propositions 4.5 and 4.8, together with the general fact that 
a morphism is finite if it is proper and quasi finite. • 

5. Group action on cohomology 

In this section we shall show that the action of S on the systems of covers J m x S p e c f 

A4n,d induces an action on the corresponding étale cohomology with compact sup­
ports, which extends to an action of T. Moreover, we shall see that via such an action 
of T it is possible to recover the cohomology with compact supports of X from the 
cohomology with compact supports of the spaces J m x S p e c F A4n' . More precisely, 

we shall prove that for any abelian torsion étale sheaf C on X x¥p (with torsion 
orders prime to p), there exists a spectral sequence involving the group homology of 
T and the étale cohomology with compact supports of the covers J m XspecFp M*' , 
with coefficients in the pull back of C, which converges to the étale cohomology with 

—(a) 
compact supports of X , with coefficient in C. 

We are especially grateful to J. de Jong for his help in finding correct statements 
and proofs of the following results. 
5.1. The cohomology of étale sheaves with the action of a group. — In 
the following, we shall introduce some general results regarding the cohomology with 
compact supports of an abelian torsion étale sheaf, endowed with the action of an 
abstract p-adic group which acts trivially on the scheme. 

5.1.1. We first recall some notations and results from the theory of representations 
of a p-adic group over Z/£rZ, for a prime number £ ̂  p and an integer r ^ 1 (see [5] 
for a survey of the theory over C). 

Let G be a p-adic group (e.g. G = T). Thus, G is a topological group such that the 
unit element has a basis of open neighborhoods consisting of open compact subgroups 
K of G. Further more, there exists an open compact subgroup Ko of G which is a 
pro-p-group, i. e. for any open subgroup K' C Ko the index [Ko : K] is a power of p. 
In the following, any time we consider a open compact subgroup of G we always mean 
a open compact subgroup contained in Ko. (In the case of G = T, one can choose 
KQ = Ti ) . Finally, let us choose a left invariant Haar measure p on G, with coefficients 
in Z/£rZ, such that p(Ko) = 1, i.e. for any open compact subgroup K C Ko, we set 
p(K) = [Ko : K)-\ 

We define the Hecke algebra of G with coefficients in Z/£rZ, Hr(G), to be the space 
of locally constant compactly supported functions on G with values in Z/£rZ. Then 
Hr(G) has a natural structure of algebra without a unit on Z/£rZ. Let / G W r(G), 
then there exist an open compact subgroup K of G, finitely many elements gi G G 
and constants c* G Z/£rZ such that / = ^ZiCiXGIK, where we denote by xc the 
characteristic function of G, for any open compact subset G of G. 

ASTÉRISQUE 291 



ON CERTAIN UNITARY GROUP SHIMURA VARIETIES 267 

Let V be a representation of G, with coefficients in Z / -£ R Z. We say that V is 
smooth if V = l i m V K , where K varies among the open compact subgroups of G 
and VK denotes the submodule of the K-invariant elements of V. If V is a smooth 
representation of G, with coefficient in Z / T " Z , then there is a natural action of Hr(G) 
on V. (If we write / = J2iciXgiK £ Hr{G) and v G for some open compact 
subgroup K of G, then / • v = p{K) (k9iV.) 

5.1.2. We say that a Wr(G)-module V is non degenerate if the natural map 

Hr(G) ®Hr{G) V —• V 

is an epimorphism. Any G-smooth representation V is non degenerate as Hr(G)-
module. 

In general, for any Wr(G)-module V, the above morphism gives rise to an isomor­
phism 

Wr(G) <g>W r ( G ) V - ^ U lim V, 

where K varies among the open compact subgroups of G and = fjL(K)~1XK-
In fact, for any / G Hr(G) there exists an open compact subgroup K such that 
/ = f&K = e^/, which implies that the image of Hr(G) ®nR{G) V m.V is exactly 
l im^ eK • V. Moreover, suppose fi <S> Vi is an element in the kernel of the map, 
and choose K an open compact subgroup such that fi = fiCK = ^KS% for all i, then 
J2i fi®Vi — ex <S> ^2i fi-Vi. Saying that the image is zero is equivalent to saying that 
(]C» /* * vi) = 0> which implies that eK ®J2ifi'vi = 0. 

It follows, in particular, that Hr(G) is a flat Wr(G)-module (for all K, the functors 
V CKV are exact and the direct limit functor is also exact). 
5.1.3. For any smooth representation V of G, we denote by VQ the module of the 
coinvariants of V, then 

VG =г Л ®HR(G) V, 

where A = Z / £ R Z is the trivial representation of G (thus the action of / = Yli ciXgiK € 
Hr(G) on 1 € A is denned as / • 1 = / i ( i O E i a)). In fact, let us consider the natural 
morphism V - » VQ, V I-> [V]. For any / = J2iciXgiK € Hr{G) and v G the 
equality fv = p(K) J2i ci9iv implies that [fv] = p{K){s^ji Ci)[v). We deduce that the 
morphism V - » VQ gives rise to a morphism A ®nR{G) V VG> which is obviously 
surjective. Indeed, it is an isomorphism. Let 1 ® v G A <g>nR(G) V D e a n element 
in the kernel of the above map, then there exist finitely many gi G G and V{ G V 
such that v = ~ l)vi- Let K be an open compact subgroup of G such that 
Vi G VK, for all i. Then JJL(K)V = YliiXgiK — XK)VI, and thus 1 ® p{K)v = 0. Since 
p(if) G ( Z / T Z ) X , it follows that 1 <g> v = 0. 
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5.1.4. Let W be a Z/TZ-module, we denote by c-Indf1 }(W0 = C£°(G, the space 
of locally constant functions G —> W with compact supports. Then, 

c-Indf1 }(W0 ~ W r(G) ® Z / /r Z W. 

(The natural morphism of G-representations Hr(G) <S>z/erz W —> c-Ind^}(W), which 
sends any element / ® w to the map g ^ f(g~x)w, is indeed an isomorphism.) 

It follows that c-Ind^j. is an exact functor. (It is clearly left exact and, from the 
above equality, it is also right exact.) 

We deduce from the above isomorphisms that, for any Z/£rZ-module W, we have 
c-Ind^}(W)G? — W. Moreover, the G-representation c-Ind^^W) is acyclic for the 
coinvariant functor. In fact, let us consider the two functors W 1—• c-Ind^}(W) and 
V • VG- Since c-Ind^Q is exact, in order to compute the derived functors of 
()<3 oc-Ind^jQ as the composition of the derived functors of ()G and c-lnd^j.0, it is 
enough to check that, for any free Z/^rZ-module L, c-Ind^j. (L) is a flat 7ir (G)-module 
(and indeed c-Ind^^L) ~ Hr(G)<S>z/erzL is flat, since Hr(G) is a flat Wr(G)-module). 
Since Ocfoc-Ind^j. () is simply the identity on the category of Z/^rZ-modules, it follows 
that all the higher derived functors of ()G vanish on the image of c-Ind{\}(). 

5.1.5. We denote by G — 2lb(X) the category of abelian £r-torsion étale sheaves over 
X , together with an action of G which is trivial on X. 

Definition 5.1. — We say that a sheaf T G G — 2lb(X) is smooth if 

j r = l i m ^ K , 
K 

where K varies among the open compact subgroups of G and TK G G — 2lb(X) is the 
subsheaf of the if-invariants section of T. 

We denote by G — 6m2lb(X) the full subcategory of G — 2lb(X) whose objects are 
the smooth objects of G — %b(X). 

5.1.6. We write G — 2lb for the category of abelian £r-torsion groups, together with 
an action of G, and G — ©m2lb for the full subcategory of G — 2lb whose objects are 
smooth for the action of G. 

Then, the functors of étale cohomology with compact supports on X on 2lb(X) 
give rise to some functors 

Hl

c(X, - ) : G - 6m2lb(X) —+ G - 6mS№. 

In fact, for any sheaf F G G — 6m2lb(X), we have 

E%X,T) = Hi(X,\\mTK) = limHi(X,FK), 
~K K 

and the action of K on H%

C(X,TK} is trivial, for all open compact subgroups K. 
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5.1.7. Let us denote by Hr(G) — TioD(X) the category of sheaf of Hr(G)-modules 
over X. Then, there is a natural inclusion 

G - SmSlbpO <—> Hr(G) - Wlod(X). 

In fact, let T,Q G G - 6m2lb(X) and <f> : J 7 -+ G- For any etale open U of X , 
F(U)iG{U) are two smooth representations of G and 0(J7) a morphism compatible 
with the action of G, thus f(U), Q(U) are also two 7ir(G)-modules and the morphism 
(f)(U) a morphism of 7Yr(G)-modules. 

5.1.8. We remark that, if T is a smooth G-sheaf, then the sheaf G(.F), which is 
defined as 

C{T){U) = {f:U — I W ^ I / (* ) € ^ x V x } , 
for any etale open [7 of X , is not a smooth sheaf, but it is naturally an object of 
Hr(G)—9Jlod(X). For any open compact subgroup K of G, it follows from the equality 
e^fx = (eK^x that e ^ G ^ ) = G(ex^ r), and indeed C(F) ^ l im^ G(ei<-.F). 

5.2.P. Let us consider the derived functor 
A®nR(G) 0 : D-(X,Hr(G)-fmo1>) —> D-(X,Hr(G)-WloX)). 

If A. is a flat resolution of A, then A (g);̂ * ^ K. ~ A. ®HR{G) ( s e e [1]> proposition 
4.1.7, p. 73). We remark that it is possible to choose a flat resolution of A such that 
all the modules A» are of the form L ®z/erz Hr(G), for some free Z/^ rZ-module L . 
Let us also remark that, for any T G 7Yr(G) — 5DToO and x G X , we have 

( A ® T £ ( G ) -7% = A ® £ r ( G ) ^ . 

Theorem 5.2. — Let K. G D-(X,Hr(G) - Wlod), then 

A ®w r ( G ) *Vi(/C.) ~ i*Vi(A ® ^ r ( G ) /C.) 

Proof. — In [7] (Section 4.9.1, pp. 95-96), this statement is proved under some condi­
tions on the ground algebra which are not satisfied by Hr(G). Nevertheless the same 
argument works. 

Deligne's first remark is that we can assume without loss of generality that / is 
proper. In fact, for any / , we have Rf\ = Rf*j\, for some open embedding j and 
some proper map / . Since taking the tensor product commutes with the extension 
by zero, it suffices to prove the statement for / . 

Given any complex of sheaves of Wr(G)-modules /C., we can replace /C. by the com­
plex of its truncated Godement resolutions, which has the property of being acyclic 
for the functor Rf*. 

Let L be a free Z/£rZ-module and consider the Wr(G)-module L ®z/erz Hr(G). 
Let us first assume L of finite type. Then 

L ® Z / J R Z Hr(G) ®Hr(G) Rf*(Km) ~ Rf*(L ®z/irZ Hr(G) ®Wr(G) K) 
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In fact, for any Wr(G)-module V, we have 

L ®z/trz Hr(G) <g>HR(G) y - L ®z/erz Hme^-V ~ l\meK(L ®Z/^Z V). 
K K 

Since L is free of finite type over Z / ^ R Z and the functor i?/* commutes with direct 
limits and finite direct sums, it suffices to check that Rf*{eKK>.) — ei<Rf*(£.)• 
Such an equality follows from the observations of section 5.1.8 (which apply since 
the sheaves of the complex /C. are all of the form G(.F), for some sheaf T of Hr(G)-
modules). In particular 

Rf*{L ®z/£rZ nr{G) ®HR(G) K.) ~ /*(L ® z / € r Z Hr(G) ®HR{G) K.). 

By passing to the direct limit, one shows that the same holds for any free Z / ^ R Z -

module L . 
We now consider a flat resolution A. of the Wr(G)-module A, such that all the 

modules A$ are of the form L ®z/erz W r(G), for some free Z/^RZ-module L . Then 

i?V*(A ® £ r ( G ) K.) ~ R*U{K. ®HR{G) IC.) ^ /*(A. ® W r ( G ) £ . ) 

^ A. ® H R ( G ) /* ( /C. ) ~ A ® £ ( G ) iT/*(£.) . • 

5.1.10. We are interested in applying the above theorem to the following case. 

Definition 5.3. — We say that an object T £ G - 6mStb(X) has property V if 

Tx ~ c - I n d f 1 } ( L x ) , 

for any geometric point x in X and some abelian ^r-torsion group L x . 

Let T be an object in G — 6m2lb(X), which has property V, and consider the 
complex Hm{G^T) := A ®^"( G ) F> Then, it follows from the acyclicity of the stalks 
of T that 

V J IO for¿=¿0. 

Corollary 5.4. — Let T be an object in G - 6m2lb(X) which has property V. Then 
there is a spectral sequence 

E™ = HP{G,H*(X,F)) =• Hl+"{X,TG). 

Proof. — By applying theorem 5.2 to the sheaf J 7 , we obtain a quasi-isomorphism of 
complexes 

A ®«'(G) R%№) - R9MA ®Wr(G) ?) - R9MA ®Wr(G) 
On one hand, the homology of the complex R* fii^^^J7) is simply H^(X, TG)- On 
the other hand, the homology of A <8> r̂(G) R* f\(T) is computed by the two spectral 
sequences associated to the double complex. In particular, the spectral sequence 
E$'q = Hp(G, H*(X, J7)) abuts to it. • 
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5.2. The étale sheaf T. — We now return to the study of the Newton polygon 
stratum X , for some polygon a. Let C be an abelian torsion étale sheaf over 

/a\ 
X x F p , with torsion orders prime to p. Let m,n, d (m ^ d) be some positive 

integers. In section 4.2, for any integer N ^ d/SB, we constructed a morphism 

7Tjv : J m xspecFp ^ —• -X" x F p . We now consider the restrictions TTN of the 

morphisms TTN to the open J m x$pecf U™^ in J m XspecFp -M™^ (The need for 
substituting the morphism TTN with its restriction on the open » / m Xspecfc U is 
purely technical. It corresponds to the fact that the description of A4 as the union 
of an increasing sequence of opens, namely the f/ n ' , is the appropriate one to be 
considered when computing the cohomology with compact supports.) 

( a) _ 
For each m, n, d (m ^ d), we define the abelian étale sheaf over X x F p 

-pnd = {FrNB x l ) . ( i f f ) | ( A f f ) . ( ] ^ B x l ) l ( / ; ) ) 

for some index N sufficiently large (e.g. any N ^ d/SB). We shall see that the 
definition of T^d does not depend on N. We shall also prove that the sheaves T^d 

form a direct system and thus, to the abelian torsion étale sheaf C over X x F p , 
—(a) — 

we may associate the abelian étale sheaf over X x F p : 
T= lim J ^ d , 

m,n,d 
together with a natural morphism T —> C. 

We shall show that the action of S on the covering spaces J m x S p e c jp A^ n ' induces 
an action on the sheaf T (trivial on X x F p ) , which extends to a smooth action 
of the group T D S with the property of leaving invariant the morphism T —• C. 
Moreover, we shall prove that, if the sheaf C is endowed with an action of WQP , which 

is compatible with the action of Frobenius 1 x a on X x F p , then the action of 

FrobN on the J m xSpecf M™' enable us to define an action of WQP on the sheaf T, 
—(a) — 

also compatible with the action of Frobenius 1 x a on X x F p , which commutes 
with the morphism T —> C and with the action of T on T. 

—(a) — 

Finally, for any point x in X x F p , we shall prove that 

Tx = ^ ( n - 1 ^ ) , ^ ) ~ cJndf 1 } (£ x ) . 
ra\ 

In particular, for all £, the associated sheaf T G T — &mWo(X ) has property V 
(see definition 5.3). 
5.2.1. We start by showing that it is possible to define a sheaf T as as above. 
Proposition 5.5. — Let C be an abelian sheaf over X , with torsion orders relatively 
prime to p. For any m,n,d (m ^ d), we define 

F£ = (FvNB xl)*(irN),(nNr(FvNB xl),(C), 
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for some integer N ^ d/SB. 

(1) The sheaves Tl^d are independent on the integers N. 
(2) The sheaves form a direct system under the morphisms 

( < k > x i r -.Kf^K? and ( l x C i ) ! : ^ ^ ^ , 

for all integers ra/ ^ ra, d! — d ^ (nf — n)h ^ 0. 
(3) T/iere exzste a natural morphism q : —> £. 

Proof 

Part (1). — Let ra, n, d be some positive integers such that ra ^ d. For any integers 

iV7 ^ iV > d/SB, we have an equality of morphisms on J m x £/ n ' : 

TT^, = -N)Bx\)o*N. 

Thus, (^0! = (Fr^N'-N)B xl)\(irN)i and (TT^)* = ( T r * ) * ^ " ' - " * * x l ) * . 
In particular, it follows that 

T^d = (Fr"'- 8 x l ) * ^ ) ! ^ ' ) * ^ ' 5 xl)i(£) 

= ( F r " ' 5 x l ) * ( F V ( J V ' - ^ B x l ) , ^ ) ! ^ ) ^ ^ ' - ^ xl)*(FrN'B xl),(£) 

~ ( F r " 5 x ! ) • (**) , x !),(£) 

(since Fr is a purely inseparable finite morphism, there are canonical isomorphisms 
1 - Fr* Fr\ ~ Fr\ Fr*). 

Part (2). — From the equality TTN o q m / m = TTN (for all m' ^ ra) and the existence of 
a canonical morphism q* : V —> q\q*T>, for any etale sheaf V and any finite morphism 
q, we deduce the existence of a morphism 

(Qm:m X 1)* : Fl'd —> 71?. 

In fact, from the equality TTN O ( q m / ? m x 1) = TTN we deduce that (TTN)} O (qm> > m)! = 

(^"m/d)' a n d (Qm'.m)* ° (^v)* = (^m^)*- Thus, there is a morphism 

F% = (Fr J V Ö xl)*(7rJ V) !(7rA f)*(Fr J V ß xl),(£) 

—> ( F r N B x ^ ^ T T A T ^ q ^ ^ ^ q m ' ^ ) * ^ ) ^ ^ 5 xl),(£) 

= (F r" B х ! ) * ^ ) , ^ ) * ^ 0 xl),(£) = 

Analogously, from the equality 7rm

,d o ( l x d , ) = 7TN (for any N ^ d!/SB) and 
the existence of a canonical morphism ¿1 : —> T>, for any etale sheaf T> and any 
open embedding i , we deduce the existence of a morphism 

(lxCd

d,),:Fïd^Fl'd-

It is straight forward that these morphism respect the required commutativity rules 
and thus that the sheaves form a direct limit. 
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Part (S). — For any positive integers m, n, d, N (ra, iV ^ d), there is a natural 
morphism 

(**)! : r£ = (FrNB x l ) * ^ ) ! ^ ) * ^ 5 xl),(£) 

—• (F r^ 5 xl)*(FrNB xl),(£) - £. 

It is clear that the morphism (TTN)\ does not dependent on the integer N. We 
define ci = [ j 1

: J L ] (KN)\- Then, it is straight forward that the morphisms ç on J 7 ^ 

commutes with the morphisms ( q m / , m x 1)* and (1 x i^d

d,)\, and thus give rise to a 
morphism ç\ : J 7 —> C. • 

It follows from the above proposition that, to any abelian torsion sheaf C over 
X x F p , with torsion orders prime to p, we can associate a sheaf 

T = lim J ^ d , 

together with a morphism T ^ C. 

( a) _ 

Proposition 5.6. — Let C be an abelian étale torsion sheaf over X x F p (with torsion 
order prime to p), and consider the associated étale sheaf J 7 —• C. 

The action of the monoid S on the systems of covering spaces J m Xgpecp 
induces an action of S on the étale sheaf J 7 , which extends to a smooth action of the 
group T on J 7 . 

The morphism T —> C is invariant under the action ofT. 

Proof. — Let p G S and write e = e(p) and / = /(p), then, for all m ^ d + 2e — f and 
N ^ (d + e — f)/SB, the morphism p x p : J m x g p e c ^ M.n'd —• Jm-e x 7 ^ ( n + e ' d + e ^ 
restricts to a morphism 

p: JmXU • J m _ e X U 

such that 7Tiv ° p = KN, since 7T;v(p xp) = 7rjv. 
Let us also remind that on the Rapoport-Zink space M the action of p is invertible. 

In particular, there are morphisms 

p'1 : TP'''1' • Tjn'-f,d'+e-f 

such that p - 1 o p = i and p o p - 1 = 
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We consider the following diagram (where we right s = e — /). 

Jm X V"*'^' J m _ e X 

/ 1 x p - 1 1 x p " 1 \ 

1 X M JmXÛnid — ^ J m _ e x C T ' d j l x i 

V l x p l x p / 

/ ^ n v 1 >̂  ^ 

TTiV I JmxU > Jm-e x U 

* ( a ) x F p — — X(A) x F p 

We define the action of p on the direct system of sheaves 

p = (1 x p" 1 )! o (p x 1)* : ^ { ' " - ( « - ^ — 

as follows (where we write / = ¥iNB x l on 1 ^ x F p ) 

К+-'Г(е~" = (Fr x l ) * ^ ! ^ ) * ^ 

—• r^NHP x l),(p x iy{irN)'ti(L) 
= Г(тглг)!(1 x г),(р x 1),(р x 1)*(1 x г)*(7г*)7!(£) 
= ГГтглЛГо x l i . i l x x ¿ r i ó x 1Г(тглг)* ЛбО 

= r(ñN),(p x i),(i x p),{i x p-lW x P ~ T ( I x p-xY{p x 1Г(*„ГМС) 
—> Г(*дг)|(р X 1),(1 X p),(l X p)*(p X 1)*(*Дг)*/|(Г) 
= Г(*Аг)!(рХр),(рХрГ(7ГЛ ГГ/!(£) 

= Г 7ГЛГ ! 7ГЛГГП iL) 
It follows from the definition that, for all p G S, the morphisms p commute with the 

structure morphisms of the direct limit (qx 1)* and (1 xi)\, and also that TTN\°P = !• 
Therefore, the above construction gives rise to an action of S on T, under which the 
morphism T —> C is invariant. 

Since T = (S,p, f r 5 ) , the action of S on T extends to an action of T if the elements 
p~1,fr~B e S act invertibly on T. The element p~l € S acts isomorphically on the 
space M and on J m via the morphism ^ ( ^ c ) - 1 o q m / m , for some element v G Ex such 
that va\u(v) = 1, valuc(v) = 0 and v = 1 mod ( w c ) m . Thus, the induced action on 
the sheaves T^id becomes invertible once one passes to the direct limit J 7 . On the 
other hand, the element f r - 5 G S also acts isomorphically on the space M and on 
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Jm we have h~B = (vc)~B o q m > m _ a o f r o b - 5 oFrB, where Fr is the relative Frobenius 
morphism on the Igusa varieties over ¥p (a purely inseparable finite morphism). We 
can therefore deduce that the induced action of fr~B on T is also invertible. 

Finally, in order to prove that the action of T on J 7 is smooth, it suffices to check 
that for any m, n, d (m ^ d) the action of Tm on the sheaf is trivial, which 
follows from the fact that the action of Ym on the space J m x S p e c F - M.n,d is trivial 
(see section 2.5.12 and proposition 3.3). • 

5.2.2. We are interested in the case when the sheaf C is naturally endowed with 
an action of the Weil group WQP, which is compatible with the action of Wqp on 

X x F p , e.g. C the pullback over X x ¥p of a sheaf over X or some vanishing 
cycle sheaf. 

—(a) — 
Definition 5.7. — We say that a sheaf C on X x¥p has an action of Wqp, compatible 
with the action of Wqp on X x¥p if, for all r G Wqp, there are some isomorphisms 
(1 x r)*C ~ £, where r denotes the image of r in az C Gal(F p/F p), such that 
r or' = T'T. 

Proposition 5.8. — Maintaining the notations of proposition 5.6. Let us further as­
sume that the étale sheaf C is endowed with an action of the Weil group Wqp. 

Then, there is an induced action of Wqp on the étale sheaf T, which commutes 
with the action ofT on T and with the morphism J 7 —> C. 

Proof — Let us consider the action of Frob on the covering spaces J m

 xsPecF ^ f 1 ^ . 
From the equality 7T/v ° (Frob x Frob) = (1 x a) o 7Tjv, we deduce that 

(FrNB xl)*(7T iV)!(Frob x Frob)!(Frob x Frob)*(7r;v)*(FrNB xl),(£) 

= (1 x a)i(FrNB xiy(7rN)i{7rN)*{FrNB x l ) , ( l x <r)*(£). 

Let us also recall that the action of Frob on the Rapoport-Zink space is invertible. 
In particular, we have 

Frob" 1 :Un'4' —+Tjn''d'+1, 

where Frob - 1 o Frob = i and Frob o Frob - 1 = i. 
Let r G Wqp and assume for the moment that r = crr, for some r > 0. We define 

the action of r on the system of sheaves !Fm

,d as 

r o (1 x Frob - r)!(FYob r x l ) * : (1 x or)* J=%i~r 

- ^ ( l x ar)*(FrNB xl)*(7r i > r) !(H:ob r x FVobr).(FYobr x FYob r)*(^ i v)*(Fr i V j B x l ) , ^ ) 

= (1 x <r r)*(l x (Tr)\(FrNB xl)*(7T i V)!(7rN)*(Fr i V B x l ) , ( l x a r)*(£) 

~ ( l x a 7 ( l x a p № d ^ , d . 
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Thus, the action of r on !Fm

id satisfies the equality 

c o r = TOÇ, : ( l x r ) ^ - > £ . 

The compatibility of the action of Prob with the morphisms q m ' , m x 1 and 1 x i™ld

d, 

and with the action of S on the spaces J m x^pecfp M™'** implies that the above action 

of r on the étale sheaves !F!^d gives rise to an action of r on the direct limit T, 

(1 x r ) * f - > f , which commutes with the action of T on T and with the projection 

Moreover, since the action of Frob on the Rapoport-Zink space M, is invertible and 
on the Igusa varieties J m is defined by the morphisms Frob = q m ,m- i ° Pr (where Fr 
is a purely inseparable morphism), we deduce that the action of r on T is invertible, 
and thus we can extend the above action to an action of WQP on T. • 

5.2.3. We now focus our attention of the stalk Tx of the sheaf T, at a point x of  
ra\ — 

X x F p . It follows from the fact that the morphisms 7TJV are finite that 

Tx= lim ((Fr j V B xl)*(7r i V ) ! (7r w )*(Fr i V B xl) ! (£)) x 

m,n,d 

= lim ( ( 7 r A r ) ! (7T J V )*(Fr J v s xl) ! (£)) F r i V B ( x )  

= lim J J ((nNy(FrNBxl)l(£))y 

m>n>d<irN(y)FrNB{x) 
= lim r j (O^'XVWKM 

™>>n,d<kN(y)=FrNB(x) 
= lim J ] ( (F r " 5 x l ) ! ( £ ) ) p r N B ( x ) 

™>n,d7rN(y)=FrNB(x) 

= lim n (C)x. 
rn>n'd<kN{y)=FrNB(x) 

Under the above identification, the morphisms 
(qm',m X 1) '• (^m^x y (J7m'' 

is defined as 

(V',m X l ) * (s) y = S(qm/ mxl)(i/), 

for all y G Jm' x C/ n ' d and the morphisms 

( l x ¿ U ) i : ( ^ W ( ^ ) x 

as 

(lxC?d<)i(*)v = 
•г т T7N>" Sy I I У e Jm X U , 

0 otherwise, 

for all y E Jm x TT , d . 
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The projection çt : (J^d)x £x is defined as 

[ J m • J l 1 **(y)=ÏY»*(x) 

ÎOT y e JmxU . 
Finally, the action of T on ^ is defined as 

p{s)y = sp{y), 

for ail p G T, s G Tx, y G J m x C/n'd and ra, n, d > 0. 

—(a) — 
Proposition 5.9. — Let £ 6e an abelian torsion étale sheaf on X x F p , with torsion 

ra\ _ 
orders prime to p, and x a geometric point of X x F p . We denote by T the sheaf 

on X x F p associated to C, T' —» C. 

Then, 

fx = C™(Il-l(x),Cx) 

as representations ofT (see section 4.3 for the definition ofU~1(x)). 
Proof. — We use the identification 

Tx = lim Y[ (C)x. 
™>n>d>kN(y)=FrNB{x) 

Then, there is a natural isomorphism of T-modules 

e:Tx—^C^{U-\x),Cx) 

defined by 
0(s)(y) = *(q o 0 t mxi)(y) (3m » 0), 

for all y G I T " 1 ^ ) . 
In fact, let s G Tx and y — (2/1,2/2) £ U~1(x) C J(k) x M(k). Then, there exist 

two integers n, d ^ 0 such that 2/2 € Un,d(k). Then, for any ra ^ d and TV ̂  d/ôB, 

*N(qoc,m x 1)(») = FV J V B n(y) = FrNB(x). 

Further more, if ra, n, d are sufficiently large (e.g. such that s G is the image of 

an element of (Fm

4)x), then $( q o o > m Xi)(y) G Cx. 
It is also clear that the value S(qoo>mxi)(j,) € is independent on the choice of the 

integers ra, n, d, iV (since, for all ra/ > ra, qoo,m = Qm',™ 0 qoo,m')-
In order to prove that the map Q(s) is indeed an element of (U~l(x), Cx) (for 

any s G .Fx), it remains to prove that it has compact support and is invariant under 
the action of an open subgroup of T. 

Let s G Tx and denote by ra, n, d (ra ^ d) some positive integers such that s 
arises as the image of an element in (Tm

,d)x. Then, it follows from the definition 
that the support of 0(s) is contained in I I - 1 (x) fl J(k) x AT™' (&), which is compact, 
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and thus is itself compact. Moreover, the function 0(s) factors through the quotient 
(QOO,M x l ) I I _ 1 ( x ) and in particular takes non zero values only on the set 

(QOO,M x l X i r ^ x ) n J(k) x JF'd{k)) C (QOC,M x l)ir\x), 

which is finite (see the proof of proposition 4.5). Therefore, for all p G r m ,we have 

G(s)p = 0(s)op = G(s). 

It also follows directly from the definitions that the the map © is injective. To 
prove that 6 is surjective, it suffices to show that for any / G C^°(II _ 1(x), Cx) 
there exist some positive integers m, n, d such that the support of / is contained in 
U~1(x) n J(k) x ~Mn' (k) (which is equivalent to say that / has compact support) 
and / factors via the quotients (QOO,M 

x l)U.-l(x) C Jm(k) x M(k) (and in fact, it 
is enough to choose m such that T m is contained in the open subgroup of T which 
fixes / ) . 

Finally, the map © is a morphism of T-modules, because, for all s G Tx and 
y G U~1(x)1 we have 

0(s)p(y) = e(s)p(y) = «(q o o, r oxl)P(Y) = *P(qoo,mXl)(Y) = P . ( * ) V • 

Corollary 5.10. — Maintaining the above notations. For any geometric point x G 
—(a) — 
X x F p , there is a non canonical isomorphism of T-representations 

Tx ~ c-Ind{^}(!/*). 

In particular, the sheaf T/X x ¥p has property V (see definition 5.3). 

Proof. — By proposition 4.4, there exists a non canonical isomorphism I I - 1 (x) ^ T 
and thus 

Tx = C^(U-\x),Cx) ~ C™(T,CX) = c-Indf 1 } (L x ) . • 

5.3. The cohomology of the Newton polygon strata. — We shall now apply 

the results of section 5.1 to the case when G = T, X = X x¥p and T is the sheaf 
( a) _ 

defined in section 5.2, attached to an abelian torsion étale sheaf C over X x F p . 
Corollary 5.4 may be applied to obtain the following result. 

Theorem 5.11. — Let C be a torsion abelian étale sheaf over X x F p (with torsion 
orders prime to p), endowed with an action of the Weil group WQp . Then, there is a 
spectral sequence 

E™ = HP(T, lim H*(Jm x S p e c f p ZT' d , (*„)•£)) H^(X(a) x ¥P,C), 
m,n,d 

which is compatible with the action of the Weil group Wqp. 
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Proof. — Let us consider the the abelian torsion étale sheaf over X x ¥ p 

f= l im F%d = l im (FV i V j B xl )*(7r i V ) ! (7r i v)*(Pr i V j B xl)!(£) . 
m,n,d m,n,d 

Then, corollary 5.4 applied to the case we are considering implies the existence of 

a spectral sequence 

Hp(T,H«(X(a) x F p , JO) =* H?(X(a) x ¥P,FT). 

Let us focus on the terms of the above spectral sequence. I t follows from the 

definition of the sheaf T and from the fact that the morphisms TTN are finite that 

Hq

c{X{a) x Fp,JT) = H«(X{a) x Fp, l im T^d) 
m,n,d 

= l im H*(X(a) x¥p,F%d) 
m,n,d 

= lim H*(X(a) x F p , ( P r J V B x l ) * ( 7 r J v ) ! ( 7 r j v r ( F r A r B x l ) ! ( £ ) ) 
m,n,d 

= l im H«(X{a) x¥p,(nNU-kN)*(C)) 
m,n,d 

= l im m(JmxSpecfpÛ
n'd, (*„)*(£)), 

m,n,d 

where the above identifications are compatible wi th the action of the group T x Wqp 

(see propositions 5.6 and 5.8). 

On the other hand, the morphism T —» C gives rise to a morphism TT —> £ which 

is also compatible wi th the action of Wqp. Indeed, the morphism TT —» £ is bijective, 

since such are the induced maps on stalks [TT)X — {TX)T —> £>x, for all x G X x F p 

(this fact follows from corollary 5.10). • 

5 . 4 . Using K u n n e t h formula. — In the following, we use Kunneth formula for 

étale cohomology wi th compact supports to rewrite the result of the previous theorem 

in terms of the cohomology groups of the Igusa varieties and the Rapoport-Zink spaces, 

separately. 

5.4-1- Let us first establish some general results relative the tensor product of smooth 

representations wi th coefficients in Z/£rZ of a p-adic group G. 

Let M , N be two smooth Z/£rZ-representations of G. Then, the Z/^ r Z-module 

M <8>z/erz N m naturally endowed wi th an action of G, namely g(v <g>w)=gv<g> gw. 

(Indeed, for all i ^ 0, the Z/£ rZ-modules T o r ^ r Z ( M , N) also have a natural smooth 

action of G.) 

We remark that the Hr (G)-module associated to M <S>z/erz N is not the module 

M ®nR{G) N. On the other hand, there is a natural isomorphism 

Mop ®nR(G) N ~ A ®HR{G) (M 0 z / r z AT), 
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where M o p denotes the right W r(G)-modules associated to the right Z/£ rZ-represen-
tation of G which underlying Z/£ rZ-module is M and the right action of G is defined 
as m - g = g~1m1 for all g G G and m G M. Indeed, let us consider the natural 
epimorphism 

M ® z / / r Z N — • M o p ®Hr(G) N. 
For any m G M , n G N, g G G and open compact subgroup K of G, we have 
XgK(m 0 n) = ii(K)gm <S> gn e M <S>z/rz N. and also 

m 0 n = #ra - ̂ n = fj,(K)~1xgKgm® n = p(K)~1xgK(gm ® ra) 

= gm® ^(K^XgKn = gm®gne Mop ®Hr(G) N. 

Thus, the above morphism induces a morphism between A ®nr(G) (M ®z/irz N) 
and M o p ®nr(G) N. Such a morphism is clearly surjective and indeed is also injective. 

Proposition 5.12. — Let M . , i V . fee two complexes, bounded from above, of smooth 
Z/£rZ-representations of G, then 

A ®Wr(G) ( M - ® Z / V z - M . ° P 

Proof. — First, we replace the complex N. wi th its Cartan-Eilenberg resolution P.. 
Since any smooth representation of G admits a resolution by protectives of the form 
L <8>z/£rz W r (G) , for some free Z/^ r Z-module L , we can assume without loss of gen­
erality that P. = L . <S>z/£rz Hr(G). 

We remark that, i f L is a free Z/^ rZ-module, then P = L <S>z/erz W r (G) is a flat 
Z/^ rZ-module, and thus 

M. (g^/Vz ^ ~ M. ®z/irZ ( L . <8>Z/*rZ Hr{G)) ~ (M, <8>Z/*rZ L . ) ® z / € r Z W r (G)) , 

where the latter is a complex of acyclic objects for the functor h®Hr{G) 0 ( s e e section 
5.1.4). Therefore, 

A ®nr(G) ( M - ®z/**-z £ . ®z /£ -z Hr{G)) ~ A ®?ir(G) (Af. <8>z/*rZ L . ® Z / * r Z Hr(G)) 

^ M . o p ® W r ( G ) ( L . ® z / / r Z « r ( G ) ) 

- Af . o p ® ^ r ( G ) ( L . ® z / ^ z Hr(G)). • 

5.^.#. We apply the above proposition to the study of the cohomology of the open 
Newton polygon strata. To avoid ambiguities, let us reintroduce in our notation the 
datum of the level Up C G(A°°' P ) of the Shimura variety we are studying. In the 

—(a) 
following, XUP denotes the Newton polygon stratum associated to a Newton polygon 
a, and Jm,up denotes the Igusa varieties of level m over the central leaf of XUP . 

For all i ^ 0, we write 
Hl

c(JUP,Z/rZ) = l im i ^ ( J t / P , m , Z / r Z ) 
m 

for the cohomology groups wi th coefficients in Z/£rZ of the Igusa varieties of level 
(7P, viewed as a module endowed wi th an action of T x [WqP/IP) (see section 3.5). 
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We also write 

HÎ(M, G) = l im Hi(Ûn'\ G{Un,d) 
n,d 

for the cohomology groups wi th coefficients in an abelian torsion sheaf G (with torsion 

orders relatively prime to p) of the reduction of the Rapoport-Zink space without level 

structure. I f the sheaf G is endowed wi th an action of the Weil group, we view the 

above cohomology groups as modules endowed wi th an action of T x Wq (see section 

2.5.14), where the action of T on the cohomology groups arises from the opposite 

action of T on M. 

Finally, we denote by pr : J m x U —> M. the projection to the second factor of 

the product. 

Theorem 5.13. — Let Up be a sufficiently small open compact subgroup of G(A°°,P), 

r ) 1 an integer, C (resp. G) an étale sheaf of Z/£rZ-modules over X x ¥ p 

(resp. M), endowed with an action of the Weil group. 

Suppose that, for any m,n,d (m ^ d), there exist an integer N ^ d/ÔB and an 

isomorphism of étale sheaves over J m x Un,d 

7T%£ ~pr*G 

invariant under the action of the Weil group, and also that, as m, n , d vary, these 

isomorphisms are compatible under the natural transition maps. 

Then, there is a spectral sequence of'Z/lvrL-modules, compatible with the actions of 

Weil group, 

0 Tbj^A^{HZ(M,g),Hl(jUP,z/rz))^HFiQft2 xfp,c). 
t+s=q 

—(a) — 
Proof — Let us consider the abelian torsion étale sheaf T over X x F p associated 

to the sheaf C (see section 5.2). We also write f : X^P x ¥ p —> F p , gm • Jm,up —> F p 

and hn'd : JJn,d —• ¥p for the structure morphisms. Then, as we remarked in the proof 

of theorem 5.11, i t follows from the definition of T (and the equality R'TTNI — KNI) 

that 
R'fi(f)~ l im Rm(grnxhN^{^NC). 

m,n,d 

Since 7T%£ — pr*G, one can use Kunneth formula for étale cohomology wi th com­

pact support to obtain 

fim R%{gm x hn>d)i(7r*N£) - l im R0gml(Z/tZ) (g)L # R*h^d(G) 
m,n,d m,n,d 

~ l im R'gm,(Z/£rZ) <g>L* l im R*K'd(g). 
m n,d 
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Thus, by proposition 5.12, we have 

A ®uR(T) R'M?) ^ A ®HT(T) (lim R'K'd(Q) ®L' lim i?*sr m ! (Z/rZ)) 
n,d m 

~ (lim R*K'd(Q))op ®HAT) lim #'5™ i (Z / fZ ) . 
n,d m 

Finally, by theorem 5.2 be conclude that there is a quasi-isomorphism 

#•/!(£) ~ R'MA ®%r{T) T) ~ (lim # X ' d ( 0 ) ) o p ®£* ( T ) (lim R*gmi(Z/£rZ)), 
n,d m 

or equivalently that there exists a spectral sequence 

0 т о г * г ( т ) ( # л л 1 е ) , я < ( ^ , 2 / г г ) ) н?*{х% x w p , c ) . 
t+s=q 

The compatibility of the above spectral sequence with the actions of the Weil group 
follows from the fact that all the above quasi-isomorphisms commute with the action 
of the Weil group. • 

The following description of the cohomology groups of the open Newton polygon 
strata is a special case of the theorem above. 

Theorem 5.14. — Let Up be a sufficiently small open compact subgroup of G(A°°>P), 
and r > 1 an integer. 

Then, there is a spectral sequence of Z/£rZ-modules, endowed with an unramified 
action of Weil group, 

ф т о г ^ г ( г ) ( я с ' ( л < , 2 / г г ) , f l ^ ( ^ , z / r z ) ) = • д г + ' Т О X F p , z / r z ) . 

Proof. — The corollary follows directly from theorem 5.13, applied to the sheaves 
C = Z / r Z and g = Z / r Z . • 

6. Formally lifting to characteristic zero 

In this section we shall investigate the possibility of lifting the constructions of 
sections 3 and 4 to characteristic zero. 

First, we shall lift the varieties over SpecFp (resp. SpecFp) to formal schemes over 
Spf Z p (resp. Spf Z£ r, where Z£ r = W(¥p)). The truncated Rapoport-Zink spaces 
M.N,D are by their very definition the reduced fibers of the formal schemes M.N'D over 
SpfZp. The open Newton polygon stratum X and the central leaf C also have 
natural lifts to formal schemes over SpfZp, namely the formal completions along 
them of the Shimura variety X over Spec O E U - We shall write X^ and € for the lifts 

—(a) 
of X and C respectively. 

For the Igusa varieties J m over F p , a natural choice of lifts J m over Spf Zp

T are their 
images under the equivalence between the category of finite etale covers of C x F p 
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and the category of finite etale covers of <£ x Spf Z£ r. Thus, the varieties Jm are by 
definition equipped with morphisms qm • Jm - » £ x Spf ZP

R which lift the morphism 
Qm • Jm —• C x Spec F p . In this section we shall investigate the possibility of extending 
the morphisms TTN on the formal schemes Jm x s p f z n r Mn,d, for all positive integers 
m, n, d, N (m > d and AT > d/SB). 

Let us remark that for the purpose of all the following constructions, it suffices 
to assume that Jo is any formally smooth formal scheme over Spf Z£ r which reduces 
modulo p to Jo = C x F p (not necessarily <£ x Z£ r), and Jm —• Jb are the finite etale 
covers corresponding to Jm Jo-

6.1. From Fp-schemes to formal Z^-schemes. — The goal of this section is 
to introduce some formal schemes over SpfZ^ r whose reduced fibers are naturally 
identified with the schemes over ¥p we studied in sections 3 and 4. We shall maintain 
the notations established in section 3.2. 

6.1.1. By definition, X (resp. C) is a locally closed subscheme of the reduction 
X of the Shimura variety X over Spec OEU (and under our assumptions OEU = Z p ) . 
We define X (resp. X ^ A \ <£) to be the formal completion of X along X (resp. X A , 
C ) . Then X (resp. X ^ A \ <£) is a formal scheme over Spf ZP with reduced fiber X 
(resp. X ^ A \ C ) . Moreover, there are natural inclusions <£ ^ X^ ^ X which lay 
above C ^ X ( A ) X. 

We observe that since X is a smooth variety over Spec OEU the formal schemes X, 
X^ and £ are formally smooth over Spf Z p . 

6.1.2. By a result of Grothendieck (see [12], Exp.I, 8.4), there is an equivalence 
between the category of finite etale covers of C x ¥p and the category of the finite 
etale covers of <£ x Z^ r . For any m ^ 0, we define the formal scheme Jm over <£ x Z£ r 

to be the image of J m / C x ¥p under the equivalence of categories. Then Jm is 
characterised by the following properties: 

(1) Jm is finite etale and Galois over <£ x Z£ r with Galois group T m ; 
(2) the reduce fiber of Jm is J m and (g f

m ) r e d = Qm, where qm - Jm —> £ x Z£ r is 
the structure morphism. 

It also follows from the above equivalence of categories that there exist unique 
morphisms 

Qm' ,m • Jm' ^ Jm 

such that ( < 2 V n ' , m ) r e d = qm',m and qm' = <2Vn ° Qm',m, for all m! ^ m. 
Moreover, by Artin's Approximation Theorem, the formal schemes Jm have the 

following universal property (for all m). 
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Remark 6.1. — For any formal Z^-scheme S and any two morphisms / : S —> <£ 
and fm : STed —> J m such that q m o fm = / r e d there exists a unique morphism 
fm'-S^Jm SUCh that qm° fm= f and ( / m ) r e d = /m-

In the next sections, we shall use extensively some results of Grothendieck in 
the theory of deformations of Barsotti-Tate groups. For conveniency we report them 
here below. 

Theorem 6.2 (See [17], Theorem 4.4, pp. 171-177, Corollary 4.7, pp. 178-179) 
Let i : S ^ S' be a nil-immersion of schemes, where Sr is affine. 
Suppose G is a trunctated Barsotti-Tate group over S of length n. Then 
(1) There exists a truncated Barsotti-Tate group G' over S' of length n such that 

i*(Gf) = G. 
(2) If there exists a Barsotti-Tate group H over S such that G = H(n) (where 

H(n) denotes the n-th truncate of H), then for any deformation G' over S' of G 
there exists a deformation H' over Sf of H such that G' = Hf (n). 

(3) For any r ^n, the natural map 

Def(G,z) —>Def(G(r),i), 

which maps a deformation Gf/Sf of G to its r-th truncate G'{r), is a surjection. 
(4) Let N be an integer ^ 1. Suppose that the nil-immersion i is defined by an 

ideal X such that X2 = (0) and pN G T. Then the map in part (3) is a bisection for 
alln^r^ N. 

(5) Under the assumption of parts (2) and (4), the map 

Def(H,i) —>Dei(H(r),i) 

which maps a deformation Hf/Sf of H to its r-th truncate H'{r), is a bisection for 
all r^ N. 

Let us remark that parts (4) and (5) of the above theorem hold also without 
assuming that the scheme S' is affine. 

6.2. The morphisms 7TJV(£). — We now investigate the problem of lifting the 
morphism 7T/v : Jm xsPecF p Mn,d —> to a morphism over Spf Z^ r , i.e. to a 
morphism Jm x S p f 2 n r Mn,d —> Xspf z p Spf Z£ r, for any positive integers m,n, d, N 
(m ^ d and N > d/SB). 

We shall show that, for any positive integer t such that m ^ d + t/2 and N > 
(d+t/2)/5B, it is possible to define a morphism 7TJV(£) on the subscheme of J m

 x s p f z n r 

M.n'd cut by the t-th power of the maximal ideal of definition T (p G X), such that 

(7rjv(*))red o (1 x F r ) " 5 = 7TJV, 
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where Fr = frob 1 o Fr on ~A4n,dand also 

7rjv(t)*ftb[t/21] - H'\plt/% 

where H and Ti! denote the universal Barsotti-Tate groups over X^ x Spf Z£ r and 
Mn>d, respectively. (For any positive integer t, we denote by [t/2] the minimal integer 
greater than or equal to t/2.) Moreover, the morphisms 7TJV(£) are compatible with 
the projections qm',m x 1 and with the inclusions 1 x i^,d

d,. 

6.2.1. Let t be a positive integer and y a formal scheme over Spf Z£ r. We denote 
by y(t) the closed subscheme of y which is defined by the t-th power of its maximal 
ideal of definition X (X D (p)) and regard y(t) as a scheme over SpecZ^1"/^) = 
SpecZpr(t). For any t' > t, we denote by itit* the natural inclusion y(t) ^ y(t'). 
For any morphism / : y± —» y2 between formal schemes over Z^ r , we denote by 
f(t) : yi(t) —> the restriction of / to ^ i ( t ) , viewed as a morphism between 
Z£r(£)-schemes. 

6.2.2. For any slope A = A i , . . . , A^, we fix a Barsotti-Tate group EA over Zp such 
that EA Xs Pfz p SpecFp ~ E A . We define 

E' = E® r i and E = E a = ®iE\ 

for all i = 1 , . . . , k. Thus, we have E z Xs pfz p SpecFp ~ E* and E Xs pfz p SpecFp ~ E. 

Proposition 6.3. — Maintaining the same notations as in section 3.2.3. Let t be a 
positive integer and set TUQ = [t/2] (i.e. mo = min{ra G Z | m ^ t/2}). For all 
i = 1 , . . . , k, there exists a unique deformation Q% of Ql over Jm0(t) such that 

• for all ra > mo, there is an isomorphism jm,i : E z [p m ] —» £/z[pm] over Jm{t) 
which lifts j™j v ; 

• for any ra' ^ ra > rao, the isomorphism 2m',% ' E 2 [p m ] ~ £/2[pm ] restricts on the 
pm-torsions to the pullback of jm,i-

Proof — As a direct consequence of part (5) of theorem 6.2 (when N = ra), we know 
that for any ra ^ t/2 there exists a unique deformation Qm over Jm(t) of Gl such that 
Gm\pm] is the deformation of £*[pm] defined as (£*[pm], Om"*) - 1 ) -

It also follows from the uniqueness of construction that, for any ra ^ rao, Gm over 
Jm (t) can be identified to the pullback of the Barsotti-Tate group Q% = Gm0 / J m o (t). 
Moreover, under these identifications, we obtain a compatible system of isomorphisms 

Jm,i ' £ ¿ [p m ] —> £ > m ] 

defined over Jm(t), for all m ^ t/2, which has the stated properties. 
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6.2.3. We remark that the Barsotti-Tate group Q% may be also interpreted as a de­
formation of the group Ql ̂  ) via the isomorphism 

{p-XiBFB)~r : £*^rB) —> g\ 

We write Ql(prB) = Ql when viewed as a deformation of the Barsotti-Tate group 
gi(prB) (for each z = l,...,fe). 

Corollary 6.4. — Maintaining the notations of proposition 6.3. Let t be a positive 
integer and set mo = [t/2]. 

For all positive integers r such that rSB ^ t/2, there exists a unique deformation 
§(prB) ofg(PrB>> over Jmo(t) such that 

о ( р Г В ) ь г а в ] - П ^ ( р Г В ) [ р г а в ] -
г=1 

Proof. — In lemma 4.1 we proved the existence of a canonical isomorphism 

о ( р Г В ) ь > г А В ] ^ п е < ( р Г В ) [ р Г А В ] . 
г=1 

over the central leaf C x¥p (and therefore also over J m o ) . 

Thus, the finite flat group scheme UiGi(p" }\prSB] 
over JmQ (t) can be viewed as 

a deformation of gWBy>\prSB] c g^B). 
It follows from part (5) of theorem 6.2 that, if rSB ^ t/2, then the above defor­

mation of g(pr }\prSB] determines a unique deformation g^ ) of the Barsotti-Tate 
group ff(PRB) over Jmo(t)' • 

O.^ . We remark that the previous corollary can be reformulated as follows. 

Corollary 6.5. — Let m,t be two positive integers and assume m ^ t/2. To any choice 
of a Barsotti-Tate group E as in 6.2.2, we can associate some liftings of powers of 
the Frobenius morphism on the Igusa variety Jm over ¥p, i.e. some o~NB-semilinear 
morphisms 

FYob*-5 : Jm(t) — Jm-NB(t), 

for all integers N ^ t/25B, which reduces to the morphisms Frob on Jm over ¥p. 

Proof — Let us recall that the a-semilinear morphism Prob : Jm —• Jm-i is defined 

as the map associated to the linear morphism Prob : J m —> J^-i which maps (A, jm,i) 

to (AM,j£llti). 

Let us denote by J$ the pullback of J m under the Frobenius on Z£ r. Then, 
defining a cr^^-semilinear morphism ¥vohNB : Jm{t) —• Jm-NB(t), which reduces to 
Frob^ 5 over J m , is equivalent to defining a linear morphism 

Jm{t) > Jm-NB^f)) 
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which reduces to the morphism Frob^ 5 : Jm —• J^-NB ( w e remark that J$ reduces 
to the scheme jffl over F p ) . 

By the universal property of the formal Igusa varieties (see remark 6.1), defining 
a morphism Jm J^_N , which reduces to the NB-th power of the Probenius 
morphism on the Igusa varieties over F p , is equivalent to defining a deformation of 
the Barsotti-Tate group Q^p ) / J m over Jm. 

We define the morphism Frob^ 5 on Jm (t) to be the lifting of the morphism YrohNB 

on Jm associated to the deformation Q(p ^ of the Barsotti-Tate group g<* ) defined 
in corollary 6.4 (which depends on a choice of the Barsotti-Tate group E as in 6.2.2). 

• 

6.2.5. Let us focus our attention on the morphism Fr = f rob - 1 oFroiuM. We remark 
that, although Fr does not commutes with the action of T on At, its £?-th power does 
(see section 2.5.13). 

Proposition 6.6. — Let t be a positive integer. For any integers m, n, d such that m ^ 
d + t/2, there exist some morphisms 

7rN(t) : (Jm x S p f 2 ? r Mn>d)(t) —> (I<a» x Spf Z^)( t ) , 

for all N ^ (d + t/2)/SB, with the following properties: 
. 7TN(1) O (1 X Fr)NB = 7TN, 
• 7rN(l) o (p x p) = TTn(1), for all peS, 
. nN(t)*H\p№}~H'\pW% 
. 7TN(t)(t-l)=7TN(t-l), 
• 7TN(t) O (qm',m X l)(t) = 7TN(t), for all w! ^ 771. 

. 7rN(t) o (1 x i„/)(t) = 7rN(t), for all d-d' ^n-n' ^ 0. 

Proof. — Let us start by constructing some morphisms 

7Tiv(l) : Jm x S p e c F p Mn,d —> x F p 

such that 7TJV(1) o (1 x F r ) ^ 5 = 7r;v, for any set of positive integers m, n, d, AT with 
m ^ d + 1/2 (i.e. m ^ d + 1) and N ^ (d+ I)/SB. 

We consider the commutative diagram of Figure 3, where we use the notations of 
section 4.2 and also write K = JN(VN ker(pn/3)) and v = (BiP~XiBFB, the B-th power 
of the natural identification between E and E^p^ over F p . We define 

7TN(1) I Jm XSpecfp ~> ^ X ®P 

to be the morphism associated to the abelian variety A endowed with the structures 
induced from the ones of B. It follows from the definition that 

M l ) 0 (1 X &)NB = *N, 
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vN (ker(p"/?)) • K 

E ( P N B ) g(pNB)c • £(p"B) 

E 

F I G U R E 3 

and also that the morphisms 7r/v(l) are compatible wi th the projections q m ' , m x 1 

and the inclusions 1 x i™ £ . 
Finally, we remark that the isomorphism 

i„:Z<*"B)\vd+1]^G<»'"'W1] 

induces an isomorphism on the quotients H'\p] ~H\p] = 7TN(1)[M]*H\P\. 

We claim that the morphisms 7TN(1) are invariant under the action of S C T. In 

fact, since the morphism Fr commutes wi th the action of T on M. and TTN is invariant 

under the action of 5, the equality TTN = TCN(1) O (1 x Fr)NB implies that for all p G S 

TTn(1) o (1 x Fr)NB = TTn(1) o(pxp)o(lx Fr)NB. 

Since all the schemes we are considering are reduced, we deduce that 7Tiv(l) = 7rAr(l)o 

(P x p). 
We now construct the morphisms 

nN(t) : (Jm x S p f ¿ n r Mn'd)(t) —> (X^ x Spf Z » ) ( t ) 

as extensions of the morphisms 7TJV(1), when m ^ d + t /2 and N ^ (d + t/2)/SB. 

By the universal property of X^ x Spf Z£ r , defining a morphism 7r;v(t) is equivalent 

to defining a deformation over (Jm x g p f g n r , M n ' d ) ( t ) of the Barsotti-Tate group H, or 

also (by part (5) of theorem 6.2) to defining a deformation over {Jm x g p f ^ n r Mn'd){t) 

of the truncated Barsotti-Tate group W[p'*/21]. 
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For ail i = 1 , . . . , /c, the isomorphisms jm.i - £*[pm] - » £*[pm] o v e r Jm{t) give rise 

to an isomorphism 

3N •. s [ p d + [ t / 2 ] ] — • £ ( p " B v + [ t / 2 1 ] ~ j j ê * ^ B ) [ p d + [ * / 2 ] ] , 

which induces an isomorphism on the quotients 

% : W'[P [ ' / 2 1 1 * « b [ t / 2 ] ] = ^ ( l ) * W b l t / 2 , l -

We define 7rjsf(t) to be the morphism associated to the deformation W[p'*/21] of the 

truncated Barsotti-Tate group H\pW21] defined as (H'\p[t/% 3'N1)-

I t is therefore tautological that H'\p[t/2]] ~ H\p[t/2]] = nN(t)*H\plt/% and more­

over i t is a direct consequence of the definition that the morphisms 7T;v(£) com­

mute wi th the projections (qm',m x and the inclusions (1 x i " ^ and that 

7TN(t)(t-l)=7TN(t-l). ' ' • 

Proposition 6.7. — Let t, ra, n , d, AT fee some positive integer such that m ^ d + t/2 

andN^ (d + t/2)/SB. 

The morphism 

id X 7T/V it) : ( J m X S p f 2 ? r M n ' d ) ( t ) —-> (Jm X g p f ^ r £<a> X Spf J%)(t) 

is étale. 

Proof. — Let y = ( 2 / 1 , 2 / 2 ) be a geometric point of J m x M.n,d and x = 7TN(t)(y) G 

X ( Q ) x F p . 
We need to prove the morphism 

( i d : 0 5 . M > Y I S 2 ? r 0 £ ( Œ ) X 2 „ > ' — > Ojmm § 2 „ 0 £ , , W / 2 * , 

where a and T denote the maximal ideal of definitions of the respective algebras, is 

an isomorphism. 

Let us denote by B (resp. A) the abelian variety associated to the point y\ (resp. x ) , 

and by G (resp. H) the corresponding Barsotti-Tate group £B[u°°] (resp. ^ [ w 0 0 ] ) . We 

also write j m , i : £ z [ p m ] —» G 2 [ p m ] for the isomorphisms associated to y\ (i = 1 , . . . , k) 

and /3 : £ —> iiT for the quasi-isogeny associated to 3/2-

We recall that the complete local rings ^ ( a ) x £ n r x

 a n ( ^ ®M,y2

 a r e ky definition 

the deformation rings of the Barsotti-Tate groups H and H', respectively. We denote 

by H and Hf the corresponding universal objects. 

We now choose an isomorphism j : £ —* G^p ) which extends the isomorphism 

®i jm, i between the p m - tors ion subgroups. Then j induces an isomorphism j ' between 
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H and H', i.e. 

0 > ker(pN(3) > D > H' > 0 

®>ijm,i j f 

0 > • G ^ B ) — ^ # > 0. 

By the very definition of the morphism 7TJV(£)> over Ojmiyi (g)£nr O^^/X1 there 

exists an isomorphism 7rjv(t)*'W[P^2'] — W'fp '*^] , which reduces modulo X to j | ^ [ t / 2 ] j , 
and moreover (by part (5) of theorem 6.2) such an isomorphism extends to an iso­
morphism 7rjv(t)*W ~ H\ which reduces modulo X to j ' . This fact is equivalent to 
saying that the morphism (id(g>7r/v(£))* is an isomorphism. • 

6.3. T h e morph i sms 7T/v[£, V ] . — I n this section, we shall discuss the possibility 
of extending the morphisms 7T/v(£) on the formal schemes Jm x S p f z n r Mn,d. 

We shall prove that the morphism 7TJV(£) may be extended Zariski locally to a mor­
phism over Spf Z£ r , i.e. for any open affine V C Jm x Un>d the morphism 7TN(t)\v(t) 
lifts to a morphism on V. 

Proposition 6.8. — Let ra, n, d, TV, t be some positive integers such that ra ^ d + t/2 
andN^ (d + t/2)/6B. 

For any affine open V of Jm x Un>d C Jm

 x s P f z n r • M n , d > there exists a morphism 

fl"jv[£> V] : V —> x Z £ r 

suc/i tta* 7rjv[*, VI( t ) = TTJVWiv^) and also irN[t, V]*H\p^] ^ W | p [ t / 2 1 ] . 

Proof. — Let us recall that over (Jm x s p f z n r • /^n' c0(^) there exists an isomorphism 

nN(tyH\p^~H'\pW% 

Under such an identification, the finite flat group scheme W[p[*/21] over Jm x A ^ n ' d 

gives rise to a deformation of the group H\p^^]/(Jm x s p f z n r Mn,d)(t). 
Moreover, i t follows from part (2) of theorem 6.2 that over any open affine V of 

Jm x s p f z n r - M n ' d > there exists a deformation H/V of the Barsotti-Tate group H/V(t) 

such t h a t P H \ p ^ ] ~ H'\pW% 
We define 7r/v[£, V] on V to be the lifting of the morphism 7T/v(£)|y(t) associated to 

the Barsotti-Tate group H/V. • 

Proposition 6.9. — Maintaining the notations as above, we assume t > 1. Then, the 
morphism 7T/v[£, V] : V —* x Z£ r formally smooth. 

Proof. — Let y = ( 2 / 1 , 2 / 2 ) be a geometric point of V and x = 7TJV[£, ^ ] ( 2 / ) = ^N(t)(y) € 
X(a) x F p . 
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In order to conclude, i t suffices to prove the morphism 

id ® nN[t,V]* : <D$miVl 0 ^ a ) x h l t x — 0$TV = Ojm,yi § i ? r 0 ^ y 2 

is an isomorphism. I n fact, we may then deduce that the morphism 7TJV[£, V] is smooth 
at the point y from the smoothness of the formal scheme Jm/Z™ (see section 6.1.2). 

Prom the equality 7TJV[£, V](t) = 7T/v(£)|v(t), we deduce that 

(id § irN[t,v])*{t) = (idmN(t)y 

and therefore, in particular, is an isomorphism (see proposition 6.7). For t > 1, 
this suffices to deduce that (id ® 7rw[£, V])* is a n isomorphism, since the complete 
local rings Ojmyi ®g n r ®x(a)xznrx a n ( * ®v>y a r e ^ o t ' 1 P o w e r s e r i e s r m g s over an 
algebraically closed field, of the same dimension. (Indeed, i t is a general fact that, 
if A, B are two power series ring over an algebraically closed field fc, of the same 
dimension, and </> : A—> B a, morphism of k-algebras, such that the morphism induced 
modulo the squares of the maximal ideals of definitions of A and A/a2 —•> B/b2, 
is an isomorphisms, then (j) is also an isomorphism.) • 

6.4. T h e morph i sms 2/w — ^ n this section, for any integers n, d > 0 and N ^ 1, 
we shall associate to a point y G «/(F p) a compatible system of points G t7^ r l(Zp r) 
and some morphisms y^ : Un,d —» X^ x Z£ r , which canonically lift the morphisms 
7TJV(1) o (ym, id) and such that yjv(t) = 7TJV(£) o (ym, id) over Un>d(t), for all £ > 0. We 
maintain the notations introduced in section 4.3. 

6.4-1- Let y G «/(F p) be a point associated to a quintuple (Z?, A, i, /Z; j ) , and write 
G = Thus j : £p p —• G is an isomorphism. 

To the point y G J(¥p), we associated a compatible system of morphisms 

: Spf Z% — J"m, 

for all ra ^ 0. Each ^ is defined by the data of the point y m = qoo,m(2/) £ Jm(F p ) 
and the deformation G = (T,,j)/ZpT of the Barsotti-Tate group G/¥p. 

For any integers n , d ^ 0, we define the morphisms 

£iv : UnA — » £ ( a ) x SpfZ£ r 

for all JV ^ 1, as follows. For any ra > d + 1, we consider the morphisms 

2Mr(l) = 7Tiv(l) o (2/m, id) : ! 7 n , d — • J m x F p [ T ' d —> X(a) x F p . 

We remark that the morphisms 5/iv(l) do not depend on the choice of the integer 
ra ^ d + 1. I f denotes the universal object over ?7 n ' d and W the universal 

(<*) — 
Barsotti-Tate group over X x F p , then i t follows from the definitions that the 
isomorphism j : Efp —> G give rise to an isomorphism 

j:H'x t T ' d ~ = ( j / m , id)*7nv(l)*W. 
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Thus, to extend the morphism 7TJV(1) O (ym,id) to a morphism from Un'd to X^ x 
SpfZp r , i t suffices to define a deformation H over Un,d of the Barsotti-Tate group 
H/TJn,d. We set H = and denote the corresponding morphism by y^. 

The following properties of the morphisms yN are direct consequences of the defi­
nition. 

Proposition 6.10. — Maintaining the above notations. Let n , d be two positive integers 
and y G J(Fp). 

Then, for all N ^ 1, the morphisms yx : Un,d —• X^ x Z£ r satisfy the conditions 
(1) over Un>d we have y*NH ~ W; 
(2) /or any integers t ^ 1, m ^ d +1/2 and N ^ (d + t/2)/6B, over Un'd(t) we 

have yN(t) = irN(t) o (y m , id)(£) ; 
(3) /or any p G T , over C/ n , d we ftave yN°P = PVN-

Finally, let us remark that the same argument we used in the proof of proposition 
6.7 shows the following fact. 

Proposition 6.11. — Let n,d be two positive integers and y G J(¥p). Then, for all 
N ^ 1, the morphisms yN : Un>d -> X^ x Z£ r are etale. 

7. Shimura varieties with level structure at p 

I n this section we shall focus our attention to the study of Shimura varieties wi th 
level structure at p. Our goal is to compare the rigid analytic spaces associated to 
the Shimura varieties wi th level structure at p to the the Rapoport-Zink spaces wi th 
level structure. 

In order to do i t , we shall first define some integral models for the Shimura vari­
eties and the Rapoport-Zink spaces, as formal schemes over X and A f , respectively. 
These integral models naturally form a system, as the level varies, and they are 
endowed wi th an action of a certain submonoid G L ^ ( Q P ) + C GL/ l (Q p ) (such that 
(GLh(Qp)+,pIh) = GLfc(Q p) and p-Hh G G L / l ( Q p ) + ) , which is compatible wi th the 
action of the group GL/ l (Q p ) on the corresponding rigid analytic spaces. 

For any integer m, n, d, t > 0, we shall consider the morphisms 

7rN(t) : (Jm x S p f 2 „ r Mn'd)(t) — (X<a> x Z£)(t) 

(for all N) and the projections pr(t) : (Jm

 x s p f z n r Mn,d)(t) —> M(t), and compare 
the two towers of covering spaces over (Jm x s p f z n r Af n '^)(£) which are obtained as the 
pullbacks of the Shimura varieties (via 7TJV(£)) and of the Rapoport-Zink spaces (via 
pr(t)), wi th level structure at p. In particular, we shall prove that, for all level M ^ 
t / 2 , the corresponding two spaces over (Jm

 x s p f z n r Mn,d)(i) are indeed isomorphic 
and that these isomorphisms are compatible wi th the action of G L / l ( Q p ) + on the two 
sides. 
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Moreover, for any open affine V of Jm x S p f g n r Mn,d and any level M < t/2, we 
shall consider the morphisms TTN% V] : V —> x Z£ r and pry : V ^ M, which 
reduce over Zp

T(t) to the restrictions of 7TJV(£) and pr(£) on V(£), respectively. We shall 
prove that the two covering spaces of VTlg, which are obtained as the pullbacks of the 
Shimura variety wi th structure of level M at p and of the Rapoport-Zink space of the 
same level, are also isomorphic and that, as in the previous case, these isomorphisms 
are compatible wi th the action of G L / l ( Q p ) + . 

As a consequence of these two facts, we shall deduce that the pullbacks of the 
vanishing cycles of the Shimura varieties wi th level structure at p are isomorphic to 
the pullbacks of the vanishing cycles of the corresponding Rapoport-Zink spaces, and 
that such isomorphisms are compatible wi th the group actions. 

7 .1 . Integral models for Shimura varieties with level structure at p 

I n [20] Katz and Mazur develop Drinfeld's notion of full level structure for elliptic 
modules into the notion of full set of sections and ^-generators for finite flat group 
schemes, where A is a finite abstract group. 

I n this section, we shall use their work to define some integral models for the 
Shimura varieties wi th level structure at p. 

7.1.1. We first introduce some notations. Let A = (Qp/Zp)h be the abstract p-
divisible group of height h and denote by ^4[pM] its p M - tors ion subgroup (then 
A\pM] ~ (Z/pMZ)h). 

Let us consider the group of the quasi-isogenies of A, GLfc(Qp), and define 

G L f c ( Q p ) + = {ge GLh(Qp) | g-1 G Mh(Zp)}. 

Then GLh(Qp)+ is a submonoid of GLh(Qp) such that ( G L ^ ( Q p ) + , p I ^ ) = G L ^ ( Q P ) 
and p-Hh e GLh(Qp)+. 

For any g G G L / l ( Q p ) + , we denote by A [ g - 1 ] the kernel of the isogeny g~x : 
A -» A, by e = e(g) the minimal integer such that ^4[# - 1 ] C A\pe] and write d(g) = 
l ° g p ( # ^ b - 1 ] ) (thus d{g) ^ e(g)h). The morphism g~x induces an inclusion of groups 

Л[рМ- е ] ^ А\рм]1А[д-1} 

I f g G GLfr(Zp), then ^4[<?_1] = (0), e(g) = d(g) = 0, and the corresponding 
inclusion A [ p M ] ^ A [ p M ] is simply the automorphism of ^4[pM] induced by restriction 
from g~x : A —> A. I n particular, i f g~x = Ih mod ( p M ) , this inclusion is just the 
identity. 

7.1.2. For any positive integer M , we define X M over X to be the scheme 

XM = W(A\pM},H\pM]/X), 

where H/X is the Barsotti-Tate group £^4[M°°] associated to the universal abelian 

variety A over X . We recall that the scheme W(A\pM],H\pM]/X) is the universal 
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space for the existence of a set of >l[pM]-generators { P i , . . . , P ^ } of H\pM]/X and 
is endowed wi th a natural action of the group of automorphisms of -A[p M ] , namely 
GLfc (Z /p M Z) (notations as in section 2 . 6 . 3 ) . 

For any M ^ 0, we regard the scheme X M as endowed wi th the action of the group 
GLh(Zp), via the projection GLh(Zp) -» GLh(Z/pMZ). 

Proposition 7.1. — Let M be a positive integer. 

( 1 ) The scheme XM is finite over X/ Spec 0 E u , and we have 

XM x Spec oEu Spec E U — XM X Spec E Spec E U . 

( 2 ) For any M' ^ M, there is a natural morphism 4>M',M : XM' —> XM over 
X which is induced by the map pM ~M : H\pM ] - » H\pM] (or equivalently by the 
inclusion H\pM] ^ H\pM )), and we have 

<t>M',M x l E u = (M',M x 1EU, 

where IM1,M • XM' —• XM is the natural projection. 
( 3 ) For any g G G L / l ( Z p ) and any M' ^ M, we have 

g ° 0M',M = <\>M>№ ° Q-

Moreover, the restriction of the action of G L / l ( Z p ) on XM to the generic fiber 
XM x Spec E Spec E U coincides with the restriction to G L / l ( Z p ) of the action of G(QP) 
the Shimura varieties XM> 

Proof 

Part (1). — The fact that XM is finite over X follows from the more general fact 
that W(A, Z/S) is finite over S, for any finite abstract group A and finite flat group 
scheme Z/S (see section 2 . 6 . 3 ) . 

We observe that the E'u-scheme XM X QEU E U is the universal space for the existence 
of a set of (Z/p M Z) n -generators on H\pM] over X *oEu E U = X xE E U , i.e. 

X M *OEU Eu = W{A\pMlH\pM)/X x E E U ) . 

Since p is invertible in E U , the group scheme H\pM] is etale over X xE E U . Thus 
the datum of a set of (Z/p M Z) n -generators of H\pM] is equivalent to the datum of 
an isomorphism 

(z/P

Mz)n

x — • H\pM], 

defined over XM X O E U EU by setting a = ( 0 , . . . , 1 , . . . , 0 ) »-> Pi, for i = 1 , . . . , n (see 

section 2 . 6 . 2 ) . 
We conclude that XM XOEU E U = XM X E E U over X xE E U , since they are defined 

by equivalent universal properties. 
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Part(2). — I f the morphism 4>M',M exists, then i t follows directly the definitions 
that its generic fiber over Eu agrees the natural projection between Shimura varieties. 
Moreover, by the defining universal properties, proving the existence of the morphism 
<t>M',M is equivalent to showing that, if { P i , . . . , Pn} is the universal set of 

generators of H\pM'\ over XM>, then { p M ' ~ M P i , . . . ,pM'-MPn} is a set of (Z/pMZ)n-
generators of H\pM] over X M ' . We postpone the proof of this fact to lemma 7.2. 

Part (3). — I t follows directly from the definitions. • 

Lemma 7.2. — Let M be a positive integer and H a Barsotti-Tate group of height h 
over a scheme S. 

Suppose that P i , . . . , P h € # [ p M + 1 ] ( S ) form a set of (Z/pM+1Z)n-generators of 
# [ p M + 1 ] . Then {pPu ... ,pPh} is a set of (Z/pMZ)n-generators ofH\pM]/S. 

Proof. — For any affine S-scheme SpecP, we write B' = H0(H\pM+1]R,O) and 
B = H0(H\pM]R,O). The morphism p : # [ p M + 1 ] -» H\pM] induces a morphism of 
P-algebras p* : B B' such that B' is a locally free B-module of rank ph. Thus, for 
any g e B,we have d e t B / / j R ( T - p*(g)) = (detB/R(T - g))p 

The points P i , . . . , P , , G H\pM+1](S) form a set of ( Z / p M + 1 Z ) ^-generators of 
# [ p M + 1 ] . Thus, for any / G P' , we have 

i j t t T - V = I I T - / ( $ > P , ) . 
(ai)€(Z/pA* + i ) f c *=1 

In particular, for any g G P, we have 
h 

deUT-p*(g)) = T - p * ( s ) ( X > ^ ) 
(ai)£(Z/pM+1)h *=1 

h 

(ai)e(Z/pM+1)h i = 1 

= ( I I T-g(j2wPJ)P . 

h ph 

Then (detB/R(T - g))p = (jlMe(z/pM^ T-g (j2i=i o>%pPif) , which implies 

h 
detR(T-g)= H T-gfecwP^. • 

(ai)e(z/pM)h <=i 

7.1.3. In order to extend the above action of G L ^ ( Z P ) on the integral models of the 
Shimura varieties to an action of GL/ l (Q p ) 4 " , we need to introduce some other integral 
models over O E U -
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Let g G G L / l ( Q p ) + , we write e = e(g) and d = d(g). Let M be a positive integer, 
M ^ e. We consider the space X m and denote by om : ^4 [p M ] —» W [ p M ] ( X m ) the 
universal A [pM]-generator over Xm-

We define X m ^ / X m to be the universal space for the existence of a finite flat 
subgroup £ C W[p e ] , of order d, such that 

am O 4 ^ " 1 ] ) C £(XM,g), 

and the induced morphisms on the subquotients 

4 M " E ] — {HI£)\pM-e){XM,g) 
is a A[p M - e ] -genera tor . 

Proposition 7.3. — Maintaining the above notations. 

( 1 ) The scheme <j>M,G • Xm,s X m exists and is proper. Moreover, 

X m ) 5 XsPecC>£;u S p e c i f = X M XsPec£ S p e c i f 

and 0m, 5 x l E u = 1 X m x l E u • 
( 2 ) For any M' ^ M , t/iere is a natural morphism 4>M',M,g ' X m ' , 5 —• X m , 5 over 

X , which is induced by the inclusion H\pM) «̂ -> H\pM ] , and we have 

<t>M,g ° <t>M',M,9 ~ $Mf,g ° <\>M>,M 

and thus also §M',M,9 X = ^M',M X 1 # U . 
(3) Tftere is a natural proper morphism 

g : Xm,^ Xm—e 

sucft # o (j)M',M,9 ~ 4*M',M ° <7> /or any M ' ^ M and = l ^ u . 
(4) For any 7 G G L ^ ( Z P ) ; tftere is a natural identification 

Xm,^ — Xm,^7 

over X m a^d, under such identification, we have 

<t>M,91 = 7 ° 4>M,9' 

( 5 ) For any positive integer r ^ M , tfte morphism 

4>M,p-nh '• y<M,p-nh —• 

is an isomorphism and /m,m- t = _P _ r I/i ° ^ _ r i h • 

Proo/ 

Part (%). — I t follows from the general theory of Hilbert Spaces and from proposition 
2 . 1 9 that the scheme Xm,^ exists and is proper over Xm - Moreover, the remark of 
section 2.6 .2 implies that the generic fiber of Xm,# can be identified wi th X M XE E U . 

Part (2). — The statement follows from lemma 7.2, using the same argument of part 
( 2 ) of proposition 7 . 1 . 
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Part (3). — Let A be the universal abelian variety over %M,g and consider the sub­
group (£) C A\p% associated to £ C Hip6]. We define the morphism 

9 • ^M,g *^M—e 

to be associated to the quintuple (A/(£), A', i',~p!\ oJM_e) where there structures on 
the abelian varieties A/(£) are induced by the ones on A via the isogeny A —> A/(£): 

• A' is the polarization induced by p e A; 
• %' is the B-action induce by i\ 
• \J is the level structure induced by /x o ve, for v G i £ x such that val^t ; ) = 0 and 

val nc(v) = 1; 
. a ' M _ e : ^ [ p M " e ] -+ ( W / f ) [ p M - E ] ( X M , P ) denotes the A[p M " e ]-generator induced 

by aM on the p M _ e - t o r s i o n subgroup of the Barsotti-Tate group H/£ = eA/(£)[u°°]. 
I t follows from the definition that the morphisms g commute wi th the projec­

tions among integral models of the Shimura varieties of different levels and that 
their restrictions to the generic fibers agree wi th the previously defined action of 
G L / l ( Q p ) + C G L / l ( Q p ) on the Shimura varieties. 

I t remains to prove that the morphisms g : %M,g —* ̂ M - e are proper. By the 
Valuative Criterium of Properness (see [15], Theorem 4.7, p. 101) i t suffices to show 
that: 

• i f R is a complete discrete valuation ring over F P , K its fraction field and rj : 
Specif —> Specie the morphism corresponding to the natural inclusion of R in K, 
then for any pair of morphisms (F, f) such that g o F = for] there exists a map 
4> : Spec R —> X M , ( , such that the following diagram commutes. 

Spec K — — — > X M , 0 

Spec R —> X M - e 

Let (A, A, z,/J; E C H\pe], O M ) (where H = eA[u°°]) be the sixtuple defined over K, 
associated to the morphism F, and ( B , A', i\ ~p!\b'M-e) the quintuple over R, associ­
ated to / . Then, the equality g o F = f o rj implies that there is an equivalence of 
quintuple 

(B,\',i',1i!;b'M-e)K - (A/(E),\',i',jL;a'M_e). 
We fix an isogeny ij) : B K —> A/(E), giving rise to the above equivalence (then, ip 
induces an isomorphism S B K — H/E). 

Let us now consider the projection q : A -» A/(E). Since E C H\pe], i t follows 
that there exists an isogeny q1 : A/(E) -» A such that q o qf = pe. 

Let us write F = /i/j~1(kerq/) c B K \ P € ] and T = F c B\pe] its Zariski closure. 
Then, T is a finite flat subgroup of the abelian variety B and the quotient B/T, 
together wi th the appropriate induced structures, defines an integral model over R 
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for the quadruple (A, A,i,~p). Moreover, the finite flat subgroup £ = e(B\pe]/J7)[ue] 
restricts over K to the subgroup E. Finally, i t follows from proposition 2.19 that i t 
is possible to define an A\pM]-generator 6 M of e(B/Jr)\pM] over R, compatible wi th 

ам-
for the quadruple (A, A,¿,/7). Moreover, the finite flat subgroup £ = e(B\pe]/J7)[ue] 

restricts over K to the subgroup E. Finally, i t follows from proposition 2.19 that i t 

is possible to define an A\pM]-generator &m of e(B/Jr)\pM] over R, compatible wi th 

The morphism </>, associated to the abelian variety BjT together wi th the finite 

flat subgroup £ and the A \pM]-generator &m, has the required property. 

PART (4). — Let 7 G GLH{ZP). Then, for any g G G L ^ ( Q P ) + , # 7 G G L h ( Q p ) + and 

moreover A[<7 - 1] = A [ ( # 7 ) - 1 ] (thus also E(G) = E(G^Y) and D(G) = D(G/Y)). 

Now, suppose £ is a subgroup of H\pe] such that aM (A [p - 1 ] ) = AM(A[(G^)~1]) C £ 

and denote by 

a'M-e : ̂ b M - e ] — (H/S)\pM-e}(XM,g) 

the morphism of groups induced by AM via G. Then, AF

M_E o 7 is the morphism 

induced by AM via # 7 . I t follows, in particular, that A!M_E is a A[p M - e ] -genera tor of 

[H/£)\pM~e] i f and only i f AF

M_E o 7 is one. Thus, we may identify Xm,<, — X m , ^ 

and under this identification we have <F>M,G-Y = 7 0 0m,# • 

Par£ — Let r be an integer, 0 < R ^ M. Then p " r I / l G G L / l ( Q p ) + and we have 

e ^ - 7 ! ^ ) = r and d ( p _ r I / l ) = r / i . Let £ be the universal finite flat subgroup of H over 

^ M , P - R I H ' By definition, £ C W[p r] and has order r / i , z.e. the same order of H\pr]. 

Therefore £ = H\pr]. (This equality of subgroup implies that the morphism (J)M,P-RIH 

is a closed embedding.) Moreover, i t follows from lemma 7.2 that the subgroup 

H \ P T ] / X M has all the required universal properties. We therefore conclude that the 

morphism (J>M,P-RIH is a n isomorphism. 

Finally, the equality /m,m—r = P~R^H
 0 4>M,P-RIH

 L S a direct consequence of the 
equality £ = H\p~r]. • 

7.1.4- In the following we wi l l refer to the data of the morphisms G : %M,G —> X m - o 

for G G GL/ i (Qp) + , as the action of G L / l ( Q p ) + on the integral models of the Shimura 

varieties. 

We remark that the above action of G L / l ( Q p ) + preserves the Newton polygon 

stratification of the special fibers. 

7.1.5. For all M ^ 0 and G G G L ^ ( Q P ) + ( M ^ E = e(g)), we denote by (PM,9 ' 
%M,G —> XM (resp. IPM - XM X) the formal scheme over X associated to Xm,^ —* 

X m (resp. X m —» X ) , and by <PM',M,9 : %MF,G ~* %M,G (resp. <PM',M - XM> —> # m 

and # : XM,G —> 3£M-e) the morphism induced by <\>M',M>9 (resp. 4>M',M and #), for 

any M ' > M . 
7 . 2 . Integral models for Rapoport-Zink spaces with level structure 

I n the following we define some formal schemes over M, which are the analogues 

of the formal schemes XM^/X, such that the associated rigid-analytic spaces are the 

covering spaces A ^ ^ f / 7 W r i g by defined Rapoport and Zink (see section 2.5). 
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7.2.1. Let us recall that Zariski locally the Rapoport-Zink space M is defined as the 
p-adic completion of the a closed subscheme U of a Grassmannian variety associated 
to the algebra of functions of for some positive integer d. 

For any such scheme U/Z™, let us denote by H' the universal Barsotti-Tate group 
over U. For any integer M ^ 0, we define 

UM = W{A\pM\,H'\pM\IU) 

and denote by 5M '• UM —> U the natural morphism and by 6M • -A[p M ] —> H'\pM] 
the universal A\pM]-generator over UM-

Moreover, for any g e G L ^ ( Q P ) + and M ^ e = e(g), we define U M ^ / U M to be 
the universal space for the existence of a finite flat subgroup £' C W [ p c ] , of order 
d = d(g), such that 

M ^ f c r 1 ] ) c e'(uMt9), 

and the induced morphisms on the subquotients 

A\pM~e] — {H'/£')\pM-e\{XM,g) 

is a v4[pM - e]-generator. We denote by SM^ • ̂ M,g —> U the natural morphism. 
As the p-adic completion of U varies among an open cover of M, the p-adic com­

pletions of the spaces UM,G (resp. UM) describe a formal scheme SM^ • MM^ —> M 
(resp. 6M M M —• M ) , for all M , a . I t follows from the construction that all the 
formal schemes M.M,G and M M are formally locally of finite type over Z£ r . 

I t is also a direct consequence of the definitions that the above spaces naturally 
form a system, i.e. there are some morphisms SM' ,M,g • MM' ,g —• M-M,G and O*M',M • 
MM1 ~* MM, associated to the inclusions Hf\pM] H'\pM ] , which satisfy the 
obvious commutativity laws. 

7.2.2. For any positive integers n, d, we denote by A < M ^ a n d the pullbacks 
over Ain,d C M of the spaces .MM , ^ and M M respectively, for all o, M. 

Then, for any nf ^ n and d' — d ^ (n ' — n)ft, the inclusions i = i^d, : Ain,d 

MN',D' naturally give rise to some morphisms 

lM,g = (V,d')Af,<7 1 MM,g > M M G 

and 

IM — \ln\d,)M ' M M — • MM' , 

and the restriction of the morphisms <5M',M and 5M',M,9 to some morphisms 

£71,d * A™,d k jTl.d 
SM>,M,g : J^M' * M-M 

and 
£71,d kj7l,d kj7l,d 
°M',M,g

 : JVlM',g * J {M,g-
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Proposition 7.4. — Maintaining the above notations. 

(1) The formal schemes 5 M • M M —• M (resp. SM,G ' MM,g ~• MM) are finite 
(resp. proper). 

Moreover, there are natural identifications 

(MM,gfe = (MMyis = M^, 

which are compatible with the natural projections. 
(2) For any M ^ 0, there is an action o / G L ^ ( Z p ) on MM, which is compatible 

with the action o / G L ^ ( Z p ) C GL/ l (Q p ) on the corresponding rigid analytic space, and 
commutes with the projections 5M\M, for any m! ^ M. 

(3) For any M ^ e(g) — e, there exist some proper morphisms 

9 ' MM,9 — • MM-e 

which are compatible, under the above identifications, with the action o / G L / l ( Q p ) + C 
GL^(Qp) on the rigid analytic Rapoport-Zink spaces. 

(4) For any 7 G G L ^ ( Z P ) , there is a natural identification MM,g — MM,^ over 
MM, and, under such identification, we have 5M^ = 7 0 6M,g-

(5) For any positive inter r < M, the morphism 5M,P-nh

 : MM,P-nh —> M M is 
an isomorphism and 5M,M-T — P~r^h 0 ^M~p-nh • 

(6) There exist some a-linear automorphisms 

Frob : M M — • M M and Frob : MM,9 — • MM,g 

such that 5M 0 Frob = Prob O5M, ^ M , 5

 0 Prob = Prob o5M,g and g o Prob = Prob og. 
(7) For any p G T , there exist some automorphisms 

p : MM — • MM and p : MM,g —y MM,g 

which define an action of T on the integral models of the Rapoport-Zink spaces com­
patible with the action ofT on the corresponding rigid analytic spaces. 

Moreover, for any p G T, we have 5M 0 P = P 0 5M, 5M,g

 0 P = P 0 5M,g and 
g°P = P°g. 

Proof 

Part (1). — The same arguments of propositions 7.1 and 7.3 apply but, in order 
to deduce the above identifications among the corresponding rigid analytic spaces, 
one should also check that the construction of the space Isom(X, Y)/S, for X, Y two 
finite flat group schemes over 5, commutes wi th analytification (and this is proved in 
[6],Theorem 3.5.6, p.61). 

Part (2). — Let M be a positive integer and 7 G G L / l ( Z p ) . We first define, for all 
n, d, some morphisms 

7 • MM —>MM . 
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Let (H, ¡3 : E —• W ; O M ) be the universal triple over (where W denotes the 

restriction of H to the locus p = 0). Then, we define 7 N , D to be the morphism 

associated to the triple 

( W , (3 : E — > H ; a M ° 7\A[P

M])' 

I t follows from the definition that the morphisms 7 N ' D commutes wi th the inclusions 

2 M , and thus give rise to a morphism ^ : M M MM- Moreover, i t is easy to see that 

the morphisms 7 define an action of GL( Zp) on the M M wi th the required properties. 

Part (3). — As in part (2), we first define, for all n, d, some morphisms 

9 : MM,9 — • ^ M _ e • 

Let (H, (3 : E —> C W[p e],aM) be the universal quadruple over (where 

denotes the restriction of H to the locus p = 0). Then, we define # to be the 

morphism associated to the triple 

( H / f . / í o p ^ E — > W / £ ; a ' A f _ e ) 

where £ denotes the restriction of £ to the locus p = 0, pg : H -» H/£ the natural 

projection and a'M_e the induced A[p M _ e ] -genera tor of (H/£)\pM~e]. 

I t follows from the definition that the morphisms g commutes wi th the inclusions 

tM,g and iM-e, and thus give rise to a morphism g : MM,g —+ M-M-e-

The same argument we used to prove part (3) of proposition 7.3 shows here that 

the morphism g we have defined is proper. I t is also an easy consequence of the 

definition that the above morphism is compatible wi th the previously defined action 

of G L / l ( Q p ) + C GLfc(Qp) on the rigid analytic Rapoport-Zink spaces. 

Parts (4) and (5). — The same arguments used to prove parts (4) and (5) of propo­

sition 7.3 apply here. 

Part (6). — Let us identify M M = MM,IH and define the cr-linear morphism on 

MM,g, for all M , g (M > e(#)). We use the universal property of MM,g to define 

Prob to be the morphism 

(H, /3; a M , E) ^(H,(3o F " 1 ; a M , E). 

I t is clear that the morphism Frob as all the required properties. 

Part (7). — As in part (6), we identify M M = MM,IH and define, for any p G T, some 

automorphisms p of MM,g, for all M , g (M ^ e(g)). We set p to be the automorphism 

of MM,g defined by 

( i f , /?; a M , E) i—> ( i f , (3 o p ; a M , E). 

Again, i t is a direct consequence of the definition that the above morphisms define an 

action of T wi th the required properties. • 

7.2.3. We refer to the data of the morphisms g : MM,g —• MM-C for g G G L ^ ( Q P ) + , 
as the action of G L ^ ( Q P ) + on the integral models of the Rapoport-Zink spaces. 
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7 . 3 . Comparing the spaces 3£M,^ X and MM,g* — The goal of this section 

is to compare, for any Newton polygon a of dimension q and height h, the spaces 

%M,g x and MjM,g (for any g G G L ^ ( Q P ) + and integer M ^ e(g)), in terms of the 

associated covers over (Jm x S p f 2 n r Mn,d)(t) (for all t > 0) and over any afBne open 

VofJm x S p f g ? r Mn>d. 

I n the first case, we shall consider the morphisms 

*N(t) : (Jm x S p f 2 ? r Mn>d)(t) —* l ( f l » x Z ; r C l x Z£ r , 

for N ^ (d + t/2)/SB, and the projection onto the second factor 

pr(t) : ( J m x S p f 2 „ r M n - d ) ( * ) — M 

and we shall compare the two systems of spaces 7TJV(£)*(£M,0 x Z£ r ) and pr(t)*M.M,g 
over ( J m x S p f ^ ? r Mn4)(t), as M vary. 

In the second case, for any affine open V of x g p f 2 n r M.N'D, we shall consider 

the morphism 

7rN[t, V] : V — • £ M x Z£ r C £ x Z£ r , 

for N ^ (d + t/2)/SB, and the projection 

p r y = pr |y : V —> M, 

and compare the spaces 7T/v[£, V]*(3tM,^ x Z£ r ) and pry MM,g over V . 

We shall prove that, in both cases, when [t/2] ̂  M, the pullbacks of I M , 9 X Z£ r 

and A < M , 3 we consider are indeed isomorphic. 

7.3.1. Let a be a Newton polygon of dimension q and height h, and m, n, d be some 

positive integers. Let g G G L / l ( Q p ) + and M ^ e = e(g) and assume m — d ^ M. For 

any positive integers £, iV such that m - d ^ [ ¿ / 2 ] ^ M and TV > (d + t/2)/SB, we 

consider the spaces 

7TJV(*)*(£M,0 x Z£ r ) = I M , 5 x Zp r xXxz™,7rN(t)[M] i*?™ x s P fznr Mn,d)(t) 

and 

pr(t)*MM,g = MM,g ><M,pr(t) (Jm X

SpfZ™ MU'd)(t). 

We also denote respectively by fM,g(t) and gM,g(t) the natural projections to 

(Jm x g p f ^ n r .M n , d ) (£ ) . (Let us remark that the morphisms gM,g(t) are the restrictions 

of some morphisms defined over Spf Z£ r , namely gM,g • pr*M.M,g —> Jm x

S p f g n r A ^ n , d , 

but this is not true for the morphisms /M,^ (^ )0 

Proposition 7.5. — Maintaining the notations as above. 

There exist some isomorphisms 

£N(t)[M,g] : 7rN(t)*(XM,g x Z£ r ) — pr(*)*JW M , P , 
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such that gM,g(t) ° %N(t)[M,g] = /m,^(0? which are compatible with the actions of 
GLfc(Q p ) + on the two systems of spaces. 

Proof. — Let us first consider the case g — lh- We write XM,IH = XM and MM,IH = 
MM-

We recall that, for any S-scheme T, we have W(A,Z/S)T = W(A,ZT/T) (see 
section 2.6.3). Thus, i t follows from the definitions that 

*N(ty(XM x % r ) = W((Z/pMZ)N,HN\pM}/(JM x S p f 2 ? r Mn>d){t)) 

and 

w{tYMM = w{{z/pMz)n,n'\pM}/{jm x S p f g ? r Mn'd)(t)), 

where HN = 7TN(t)*H, and H and H! are the universal Barsotti-Tate group over 
X x ZpT and the Rapoport-Zink space MN,D, respectively. 

We recall that, for any two finite flat group schemes Z, Z' over a scheme S, we 
have W(A,Z/S) ~ W{A,Z'/S) i f Z ~ Z' (see section 2.6.3). Therefore, in order 
to conclude, i t suffices to show that there exists an isomorphism of finite flat group 
schemes over (Jm xSp{%nr Mn,d)(t) 

nN\pM] — H'\pM}. 

Indeed, such an isomorphism exists by the very definition of the morphisms 7r^(t), 
since we assumed [t/2] ^ M. The corresponding isomorphism 

£N(t)[M] = t;N(t)[M,lh] : 7rN(t)*(XM x Z£ r ) -^pr(t)*MM 

has the required properties. 
Let g £ GLfc (Q p ) + . The above isomorphism £/v(£)[M, 1^], together wi th the iso­

morphism of finite flat group schemes HN[PM] ~> H'\pM], enables us to identify the 
schemes 7Ttv(£)*(£m,C, x Z£ r ) and pr(t)*M.M,g, as spaces defined by the same univer­
sal property. Moreover, i t is clear that these identifications are compatible wi th the 
action of G L / l ( Q p ) + . • 

7.3.2. Let V be an affine open of Jm x Un,d. We proved (see proposition 6.8) that, 
for any positive integers t,N such that ra ^ d +1 /2 and AT ̂  (d + t/2)/6B, there 
exists a morphism 7T/v[£, V] on V which restricts to nN(t)\v(t) o n V(i). Thus, i f we 
consider the spaces 

7TN[t,V]*(XM,g X Z£ r ) = XM,g X Z™ X ^ n r ^ [ M j t j V ] ^ 

and 

pryMM,g = MM,9 *M,prv V, 

then over V( t ) we have 

(7rN[t,V]*(XM,G x Z J r ) ) | V ( t ) = ( T T ^ W ^ X M ^ x Z £ r ) ) | V ( t ) 
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and 

(prvMM,g)\V(t) = (pr(t)*MM,g)\V(t)' 
We investigate the possibility of extending the restrictions over V(t) of the isomor­

phisms %N(t)[M,g] to an isomorphism over V. 

Proposition 7.6. — Maintaining the notations as above. For any affine open V of 
Jm x Un,d, there exists an isomorphism of formal schemes over V 

ZN[t,V)[M,g] : irN{t,V}*(XM,9 x Z£ r ) —> pr*vMM,9 

which extends the isomorphism £N(t)[M,g]\v(t) and № compatible with the actions of 
G L / l ( Q p ) + on the two systems of spaces. 

Proof. — The statement follows directly from the definitions of the morphisms 
KN\P,V} and %N(t)[M,g], In fact, to extend the isomorphism %N(t)[M,g]\v(t) to an 
isomorphism over V, compatible wi th the action of G L / l ( Q p ) + , i t suffices to extend 
the isomorphism over V(t) 

nN(trn\pM) —> U'\pM) 

to an isomorphism over V between the p M - tors ion subgroups of the Barsotti-Tate 
group 7rjv[£, V]*H/V and H'/V. Such an isomorphism exists by the very definition of 
7TJV[£, V] and the assumption [t/2] ^ M. • 

7.3.3. Finally, let us recall that, in section 6.4, for all n, d, we introduced some 
morphisms 

yN : Un>d — • X ( a ) x Spf Z£ r c X x Spf 

associated to a point y G Joo(¥p), for all N ^ 1, such that over Un,d we have = 
7TN(t) o (y^,id)(£), for all t ^ 1 and ra, AT sufficiently large, and also y*NH ~ W . 
Arguing as in the proofs of propositions 7.5 and 7.6, we conclude that there exist 
some isomorphisms over Un'd 

ZV,N[M,g] : TN{XM,9 x 7%) — U%?G, 

which extends the isomorphism (ym,\d)(t)*£]y(t)[M,g] from 2/JV(£)*C£M,S x Z£ r ) = 
( 2 / m , id)(t)*7r i V(t)*(XM ,p x Z « ) to d / m , i d ) ( f ) > ( t ) * W M ) f l = (*), and which are 
compatible wi th the action of G L ^ ( Q P ) + . 

7.4. T h e vanishing cycles sheaves on Shimura varieties. — We shall now 
use Berkovich's theory of vanishing cycles for rigid analytic spaces to prove that 
the vanishing cycles sheaves Rq^fr](Z/£rZ) on a Shimura variety wi th level structure 
at p and the vanishing cycles sheaves Rq^r)(Z/£rZ) on the Rapoport-Zink space of 
the same level are isomorphic once pulled back over the covering spaces J m x TT' . 
Moreover, such isomorphisms between the vanishing cycles sheaves are compatible 
wi th the action of the Weil group and G L ^ ( Q P ) + . 
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7.4-1. Let I be a prime number, I ^ p. We fix an integer r > 1, a level M > 0 and 

g G GLfc(Qp)4" (where M ^ e = e(#)), and study the vanishing cycles of the constant 

etale sheaf Z/£rZ on the Shimura variety £ M , 5 -

7.4-2. Let m, n, d be some positive integers, ra > d - j - M . We choose a finite cover V 

of affine opens V of J m x C/ n , d , and write V M , 9 for the pullback of J m x f / ] ^ over V , 

for all V G V. 

Let J denote an ideal of definition of J m x U^d

g, and choose a positive integer 

t = £ M , r , v ^ 2 M such that, for all W = Vi f l V 2 for some V i , V 2 G V (possibly 

Vi = V 2 ) , the ideals T^w satisfy the property in the statement of proposition 2.24 for 

X' = W M , 5 and X = XM,g x Z£ r respectively. 

Let ra' ^ ra such that ra' ^ d + t /2 and choose iV ^ (d + t/2)/6B. For each V G V, 

we write V ^ (resp. VM/ ,M,<?) for the pullback of ,7 m / x Un,d (resp. ,7 m / x ¡ 7 ^ ) over V . 

Then, for each V G V, V M / , M , 5 —• VM,<? is finite etale wi th degree equal to [ J m / : J m ] , 

which is a p-power (and thus, in particular, relatively prime to £). For simplicity, we 

write ivy = 7TJV[£, V m / ] , £y = £AT[£, V m / ] [ M , # ] and lfN = TTn(1). 

For any V G V, we use the isomorphism £y to identify the spaces Vm/,M,p and 

7Ty(XM,g x %pr) and write 

TZV • V M / ,M ,p — • 3£M,C/ x Zp1" 

for the pullback of the morphism ny : Vm' X x Z™, under the projection XM,g x 

Z£ r - » X x Z£ r . 

We remark that the morphism (7Ty)s : Vmr —• X factors as 7f/v 0 (qm',m x 

and thus the morphism (voy)s factors via the projection Vm',M,g —• V i e . 

( W ) s = ^iV 0 (qm,m' X l ) | y M ^ , 

where : J M x —> I M ) 5 X F p denotes the pullback of the morphism WN. 

We deduce that the morphism voy gives rise to a morphism of objects in the derived 

category of etale sheaves over VM,g 

Oy ^ т ^ 1 П 1 { Х м д ^ х \ у и д — R % { z / n / { J m X U ^ g ) r ì ) W M g 

(see proposition 2.24). 

Proposition 7.7. — The morphisms Oy, for V E V, piece together in an isomorphism 

between the vanishing cycles sheaves over J m x UMJ9 

e = eM,g : w*Nmn(z/rz/(XMgx2„%) M , ( z / f z / ( J m X < ) j , 

Moreover, the isomorphisms OM,Ç are compatible with the morphisms induced by 

changes of level and by the action o / G L / l ( Q p ) + on the Shimura varieties XM,Ç x Z£ r 

and on the spaces J m x U^d

g, respectively. 
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Proof. — First, we prove that the morphisms 9y, V G V, give rise to a global mor­

phism between the above vanishing cycles sheaves over J m x U^d

g. 

Indeed, for each W = V\ f l V2, V\,Vi G V, we consider the restriction to Wm' ,M,g of 

the two morphism wyi, i — 1,2. By definition, we have ( f lV i ) |w m / ( 0 = {^v2)\wm,{^) 

which implies that we also have (^7vi)|wm/ M (t) = (vov2)\wrn, M g(t)- I t follows from 

proposition 2.24 and from our choice of the integer t that the induced morphisms 

QVI\WM G = l j 2) between the vanishing cycles sheaves agree. 

Moreover, since for all F G V the morphisms my are formally smooth (because 

such are the morphism 7Ty), i t follows from proposition 2.26 that the corresponding 

morphisms between the vanishing cycles of Z / ^ r Z over the special fiber VM',M,g of 

Vm',M,g are isomorphisms and thus such are also the morphisms By. 

Finally, the compatibility of the 6M,g wi th the morphisms associated to changes 

of level and the action of G L ^ ( Q P ) + follows from the corresponding property of the 

isomorphisms £y, for all V. • 

Corollary 7.8. — Let p : J m x U^d

g —• MM,9 be the natural projection. 

There exists an isomorphism of objects in the derived category of étale sheaves over 
j YTN'D 

Jm X U M,g 
C = CM,S : w * N m v ( z / r z / { X M ^ % ) — • p*sR%(Z/tZ/MMtJ, 

which is compatible with the morphisms induced by changes of level and by the action 

of GLh ( Q p ) + on the Shimura varieties and the Rapoport-Zink spaces, respectively. 

Proof. — Since the formal Igusa varieties are formally smooth over Z£ r , i t follows 

from proposition 2.26 that the morphism p gives rise to an isomorphism between the 

vanishing cycles 

p;R9v(z/rz/M„ttn) ^ №n(z/rz/(JmXUn,dg)n). 

I t is also clear from the definitions that such isomorphisms is compatible with 
the morphisms induced by changes of level and by the action of G L / l ( Q p ) + on the 
Rapoport-Zink spaces MM,g and on the J m x U7^ g, respectively. 

Thus, proposition 7.7 implies the existence of an isomorphism as in the statement. 
• 

Under some further assumptions on the integer t ^ 0, i t is possible to describe the 
stalks of the isomorphisms Ç in terms of the morphisms yN (see section 6.4). 

7.4-3. Let us assume that the affine opens V e V are of the form V = V1 x V 2 , 

where V2 varies in an open cover U of UN,D. Then, for any V2 G U, we write VM,9 f ° r 

the pullback of V over 
UMdg -» Un'd)- W e a l s ° 

assume that the integer t we chose 

is sufficiently large such that, for any open V2 G U and any two morphisms from 

^M,g t° ^M,g x Z£ r , which coincide modulo the t-th power of the maximal ideal, the 

induced morphisms between the vanishing cycles of Z / ^ r Z agree. 
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Let y G J ( F P ) and N ^ d/SB. We denote by 

W : ^M ,p — • £M,<? x Z£ r 

the pullback under XM,9 x Z ^ X x Z£ r of the morphism yN : Un>d -> 3E x Z£ r , 

composed wi th the isomorphism ^ , j v [ A f , ^ ] _ 1 : C/"^ ~ y^(XM,g x Z£ r ) (see section 

7.3.3). 

Proposition 7.9. — Maintaining the above notations and assumptions. Let (ym,z) be 

a geometric closed point of Jm x U^g. 

The morphisms 

C(ym,z) : ™NR®v(Z/£rZ/(XM,gxZ™)\yrn,z) • PsR^rj(Z/irZ/MMg7j){yrn^z) 

agree with the morphisms 

TPn(yN,Z/rZ)z : ^ s ^ ( Z / r Z / ( X M s x 2 „ r ) ) z — R%(Z/£rZ/MMt9v)z, 

when we choose y G J ( F P ) such that qoo,m(y) = Vm (and thus yN{z) = WN(ym,z) 

and p(ym,z) = z). 

Proof. — Let us choose V = V1 x V2 G V such that ym G V1 and (ym, z) G VM,9-

Then, over V2, we have 

KN[t,V] o ( 2 / * , id) = ^iv|y2 

modulo the t - th power of the maximal ideal of definition of Un,d. Since pr o (ym, id) = 

id on Un,d, we conclude. • 

We remark that the above description of the stalks of the morphism £ provides 

an alternative proof of the fact that the isomorphisms 9y piece together, as V varies 

in V. 

7.4-4- We now focus our attention on the action of the inertia group I v on the van­

ishing cycles sheaves w%R^v(Z/£rZ/(XMgX^nF) ) ~ pimr](Z/£rZ/{MMg)^). In par­

ticular, we are interested in the possibility of extending its action to an action of the 

Weil group WQP D I p . 

Let us remark that i t is a direct consequence of the definitions that the action of 

the inertia group I p on these vanishing cycles sheaves commutes wi th the isomor­

phisms £M,S and wi th the morphisms induced by changes of level and by the action of 

G L f c ( Q P ) + . We are interested in defining an action of WQP wi th the same property. 

Remark 7.10. — Maintaining the above notations. 

(1) Let us consider the natural identification 

i 2 ¥ „ ( Z / r z / ( X M i 8 x 2 „ ) t | ) = R%(Z/rZ/{XM^) 

over XM,Ç x F P . Then, the action of I p on the left hand side is simply the restriction 

to Ip of the action of WQP on the right hand side. 
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Moreover, the action of the Weil group on the right hand side is compatible wi th 
the morphisms induced by changes of level and by the action of G L ^ ( Q P ) + on the 
Shimura varieties. 

(2) The action of I P on the vanishing cycles R^r)(Z/£rZ^MM g ) ) over MM,g nat­

urally extends to an action of Wqp , which is compatible wi th the morphisms induced 

by changes of level and by the action of G L ^ ( Q P ) + on the Rapoport-Zink spaces. 

Indeed, the first statement is obvious. (To conclude the compatibility between the 

action of WQP and the morphisms induced by changes of level and by the action of 

G L ^ ( Q P ) + , i t suffices to recall that both the projections XM' ,g X —• XM,g x %p

r, for 

M' ^ M , and the action of G L / l ( Q p ) + on the Shimura varieties XM,g x Z™ arise from 

morphisms defined over Z P C Z ^ , and thus the corresponding induced morphisms on 

the vanishing cycles sheaves Rfy^Z/£rZj(xMg) ) over I M ) 5 X F p commute wi th the 

action of WQP.) 

As for the second statement, the possibility of extending the action of I P on the 

vanishing cycles sheaves to an action of WQP , which is compatible wi th the morphisms 

induced by changes of level and by the action of G L ^ ( Q P ) + , follows from the existence 

of a descent datum for the Rapoport-Zink spaces MM,g/^p

T, which commutes wi th 

natural projections and wi th the action of G L ^ ( Q P ) + , namely the cr-linear automor­

phism Prob of MM,g (see part (6) of proposition 7.4). 

7.4-5. Let us remark that the actions of Wqp on the above vanishing cycles sheaves 

give rise to an action of Wqp on their pullbacks over J m x U^fg. 

I n fact, let r G Wqp and define r = r ( r ) to be the integer such that the image of r 

in the absolute Galois group of F p is r = ar(^r\ Then, the actions of r G Wqp on the 

above vanishing cycles sheaves are defined by some isomorphisms 

( i x ^ r m ^ ï i n l { X M ^ n ) ~ №v{ZICZKX„jv) 

over XM,g x F p and 

(Frobrrmv(z/rz/iMM_g)n) ~ m v ( z / r z / { M M i g ) n ) 

over MM,9-
Let us assume ra^d + 2 - K / 2 + M and N ^ (d + 1 +1/2 + M)/5B, and consider 

the morphism 

Prob x Prob : Jm x Tf^g — • J m _ i x Tfj£tl'
d+1. 

Then, we have WN ° (Frob x Prob) = (1 x cr) o WN and p o (Prob x Prob) = Prob op. 

Thus, for r = r ( r ) ^ 0 , the above isomorphisms on the vanishing cycles sheaves 

over XM,g x F p and MM,g give rise to some isomorphisms on the pullbacks over 
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Jm x U M , 9 , namely 

Wn(T) : (FroV x Frobrr^NR%(yrZ/{XM<g)n) 

~ ^ ( 1 x aryR%(Z/rZ/iXMg)t)) ~m*NR%(Z/rZ/{XMg)7i) 

and 

T(r) : (R:obr x F V o b r ) * r ^ , ( Z / r Z / ( A / l M j 9 ) T ) ) 

* r ( F V o b r ) * i ? * , ( Z / r Z / ( M M ] 9 ) J ~ / J * , ( Z / r Z / ( A < M i 8 ) i i ) . 

Proposition 7.11. — Maintaining the above notations. Let r G Wqp such that r = 

r ( r ) ^ 0. Tfte isomorphism 

: : rö^Ä*4(Z/rZ ^ r Ä * 4 ( z / r z / ( A < M i e ) j 

satisfy the equality C o VJ*N{T) = p*(r) o (Prob r x Prob r)*(C). 

Proof — First, let us remark that we already know that the statements holds for any 

r G I p , i.e. when r ( r ) = 0. Thus, it suffices to check that the statement for a single 

element a G WQP such that r(a) = 1, (i.e. for a lift a of the Frobenius element cr), 

Let V = VM*g = ^ i J * „ ( Z / r Z / ( 3 e A f t f l ) t i ) ~ fm^Z/rZ/^M^). We need to 

show that the two morphisms 

m*N(a),p*(a) : (Frob x Frob)*D — • V 

agree. 
By the universal property of X M , ^ 5 the descent datum on X M , ^ X Z™ is equivalent 

to the datum of a prime-to-p isogency 

cr : (1 x cr)**4 — • A, 

where A is the universal abelian variety over (XM,#)S X F p , such that a induces 

isomorphisms (1 x a)*H ~ H and (1 x o~)*£ ~ £, where W and 5 (£ C C *4) are 

respectively the universal Barsotti-Tate group and flat subgroup over J£M a x Z„r. 
Analogously, the descent datum on M.M,g is equivalent to the datum of an isomor­

phism 

a : Frob* H' —• H\ 

where Hf is the universal Barsotti-Tate group over M.M,g, which restricts to an iso­

morphism Frob* £ ' ~ £ ' on the subgroup £1 C Hf. 

Moreover, the identification between the vanishing cycle sheaves 

w ^ Ä * 4 ( Z / r Z / ( 3 E M i e ) J ~ p-R%(Z/trZ/(MM,a) J 

arises from the isomorphism 

H\pM}=p*H'\pM]^K*vH\pM}, 

over the affine opens Vm' of Jm> x U^d

g, V £ V. 
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Thus, the two actions of 5 G WQP on the vanishing cycles can be interpreted as 

arising from the descent data 

w^(a) : ^ ( 1 x ayn\pM] —* m*vH\pM] 

and 

p*(a) : p*Frob* H'\pM) —-> p*H'\pM\. 

On J m x we have 

^ ( 1 x cr)* = (Frob x Frob)*^v , 

p* Frob* = (Frob x Frob)*p*, 

and also, under the identification H\pM] = p*H'\pM] ~ m*NH\pM], 

m*N(a)s = p*(&)a : ( ^ o b x Frob)*tf [ p M ] —> H[pM}. 

Therefore, the isomorphism 

w*N(a)-x op*(5) : p*Frob* H']pM] — m*v(l x a )*W[p M ] 

can be viewed as an isomorphism between two deformations of the group scheme 

(Frob x Frob)*iJ[p M ] , which reduces to the identity on the special fiber. I t follows 

that i t gives rise to an identification of the two deformations, and thus, equivalently, 

that the morphism m*N(jj)~
l o p*(5) on the vanishing cycle sheaves is simply the 

identity. • 

7.4-6. We now investigate the action of T on the vanishing cycles sheaves we studied. 

From the equality 7f/v ° (p x p) — 7f/v, for any p G 5, we deduce that WN O (p x p) — 

WN and thus m*N ~ (p x p)* o tû^. I t follows that there is a natural action of 5 on 

the vanishing cycles sheaves m*N Rty ^(Z/£rZ x g n r ) ), i.e. for any p e S there is 

an isomorphism 

p : (p x P ) * ^ i J * , ( Z / r Z / ( l M i e x 2 ; r ) i i ) ^ ^ J » , ( Z / f Z / ( j B X ^ ) , 

such that (P1P2Y = P2PÎ1 f ° r a n y £ 5. 

Clearly, the above action of S commutes wi th the action of I p x G L ^ ( Q P ) + , and 

indeed i t commutes also wi th the action of WQ , since the action of p G S on the 

schemes J M x Un^g commutes wi th the morphism Frob x Frob. 

On the other hand, from the equality p o (p x p) = p o p, for any p G 5, we deduce 
that there is an isomorphism 

(P x prrR^n^/^/(MM,g)ll) * rp*RVr,(z/trZ/(MMl9)J-

Moreover, since the action of the monoid S C T on the reduced fibers of the Rapoport-

Zink spaces extends to an action of the group T on the Rapoport-Zink spaces over 

ZpT (see part (7) of proposition 7.4), there are also some isomorphisms 

p*R%(z/rz/(MMg)ri) ~ mv(z/rz/{M„it)ti). 
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Thus, by composing the above two isomorphisms, we define an action of S on the 
vanishing cycles p* Rtyv(Z/£rZ/(MM>g) ), i.e. for any p £ S we define an isomorphism 

p : (p x pyrRVvWrZKMH,,),) * P*R*r,(Z/rZ/{MM,g)ri), 

such that (P1P2)* = f ° r a n y Pi?P2 € S. 

Proposition 7.12. — Maintaining the above notations. Let p £ S C T. The isomor­
phisms 

C : w*N№v(Z/tZ/{XM,g)v) — ?R*„{Z/rZKMtt^) 

satisfy the equality ( o p = p o (p x p)*(£). 

Proof. — Clearly, i t suffices to check that the above equality on the stalks of the 
geometric points of J m x Un^g. Without loss of generality we may assume that our 
choice of the integer t is compatible wi th the properties stated in section 7.4.3, and 
thus we can apply the description of the stalks of the isomorphism £, we gave in 
proposition 7.9. 

Let p £ S and (?/m, z) be a geometric point of J m x U^g. We need to prove that 
the following diagram commutes, for all q > 0. 

j R 9 # ^ ( Z / r Z / ( £ ) )) = BWr,{Z/rZ/iXMit))) 

^(pVrniPz) 

R^n{Z/rZ/(MMg)r)pz ei > R^(Z/rZ/{MMg)n)z 

Let y £ J(¥p) be a point such that qoo,m(y) = ym- Then, p(y) £ J ( F P ) and 
qoo,m(P2/) = P2/m- By proposition 7.9, we know that C(ym,*) = ^(m, Z/£rZ)z and 
C(pym,pz) — ^rjipyNi^/^^pz- Thus, the commutativity of the above diagram follows 
from the equality yN°P = PVrnooN ( m the diagram we denote by p z the morphism 
^(p,Z/tZ)z). • 

7.^. 7. The results of this section on the vanishing cycles sheaves of the Shimura vari­
eties and of the Rapoport-Zink spaces can be summarised in the following proposition. 

In the following, we write = {r £ Wqp | r ( r ) ^ 0} . Thus, Wqp = ( W j ,5 ) , 
for some 5 £ WQ^ such that r (5) = 1 (see section 7.4.5). 

Theorem 7.13. — With the above notations. There exist some quasi-isomorphisms of 
complexes in the derived category of abelian torsion etale sheaves over J m x Un,d 

w*N№vR(<pM4>M,g)*(Z/trZ/(xM,g) J - P * M ^ ( ¿ M ¿ M I 9 ) * ( 2 / « / ( M M I S ) J , 

compatible with the actions ofWqp x S x GL^(Qp) + and the changes of level M,g. 
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Proof. — In propositions 7.7, 7.11 and 7.12, we proved that the quasi-isomorphisms 

C s over JmXUMi9 

w%R%(Z/rZ/(XM^) ~ FK9v(Z/rZ/(MM9g)fi), 

have the required properties. By applying the derived functor associated to the 

(proper) projections J m x U^g —> J m x f / n ' , we obtain the quasi-isomorphisms 

in the statement (after using the proper base change theorem and part (2) of propo­

sition 2.22). • 

8. T h e cohomology of Shimura varieties 

In this last section, we shall compute the ^-adic cohomology of the Shimura vari­

eties as a (virtual) representation of G(A°°) x Wqp {£ ^ p), in terms of the ^-adic 

cohomologies of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces. 

More precisely, we shall apply theorem 5.13 to the complex of A-R ^-adic étale 

sheaves 

C = ( B * » 7 f l ( ^ M ^ M , p ) . ( Z / r Z / ( 3 t M f f l ) J ( 3 r ( a ) x F p ) r 

—(a) — 
over X x F p , for each Newton polygon a, to relate the cohomology groups wi th 

compact supports of the Newton polygon strata to the cohomology of the Igusa va­

rieties and of the Rapoport-Zink space, in the case of level structure at p. As the 

Newton polygon stratum varies in the stratification of the reduction of the Shimura 

varieties and the level (both at p and away from p) changes, the above descriptions 

combine into a formula which computes the cohomology of the Shimura varieties, in 

terms of the cohomologies of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces. 

We choose to formulate the main result of this section (Theorem 8.11) as an equal­

ity of virtual £-adic representations of G(A°°) x WQ , even though what we really prove 

is a stronger version of this result which regards the corresponding Z^-representations 

and can be formulated as the existence of quasi-isomorphisms in the derived cate­

gory of A-R £-adic systems, compatible wi th the action of G(A°°) x Wqp. Indeed, 

we prove more, as we prove the existence of such quasi-isomorphisms for f r -torsion 

coefficients, for all r > 1 (which translates in a result regarding the corresponding 

Z /£ r Z- represent at ions). 

On the other hand, since the cohomology groups of Shimura varieties both wi th 

Z/^RZ-coefficients and wi th Z^-coefficients are not a priori admissible representations 

of G(A°°) x Wqp1 the above two results in the derived categories can not be stated 

as equalities in the appropriate Grothendieck groups, which is why we prefer to state 

the theorem for ^-adic coefficients. 

8.1. T h e Newton polygon decomposition. — We shall start by explaining how 

it is possible to compute the ^-adic cohomology of the Shimura varieties in terms of 
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the cohomology of the Newton polygon strata of their special fibers, wi th coefficients 

in the ^-adic vanishing cycles sheaves. 

8.1.1. We recall that our final goal is to study the virtual ((^-representation of 

G ( A - ) x WQp 

H*(X,Qi) = ^(-l)iHi{X,Qi), 
i 

where 

H*(X,Qt) = lunH^Xu xE (E™r,Qe), 
u 

and U varies among the sufficiently small open compact subgroups of G?(A°°). (In 

the following we shall consistently use the upper index • to denote the corresponding 

alternating sum of representations inside the appropriate Grothendieck group.) 

Let us also observe that if we restrict our attention to the open compact subgroups 

of G(A°°) of the form 

U = Up(M) = Up x Z£ x ker(C>£op — • (OBOP/uM)x), 

for some integer M ^ 0 and some sufficiently small open compact subgroup Up C 

G(A°° ' P ) , then we compute 

H-(X,Qefr = l im H¡t(XUP(M) xE ( £ £ R ) A C , Q ¿ ) . 
UP.M 

8.1.2. I n the following we restrict our attention to such levels U = UP(M), and relay 

on the theory of vanishing cycles to express the cohomology of the Shimura varieties 

in terms of the the cohomology of the special fibers of their integral models. 

Let r > 1. For any level UP(M), we consider the integral models of the Shimura 

varieties XUP,M = XUP,M,IH- Then, there exist quasi-isomorphisms 

i U P M : BT(Xu xE (E™Yc,Z/n) ~ KT(XUP,M x¥p F p , M , ( Z / f Z / ( X [ 7 P M ) r j ) ) , 

such that g* oiup,M = iup,M ° g*, for all g G G L / l ( Z p ) and p-1!^ °ijjp,M = iup,M-i ° 

p-%, for A O l ! 

Further more, for any g G G L ^ ( Q P ) + and M ^ e = e(#), let us consider the integral 

models Xup,M,G, together wi th the projections (t>up,M,g : ̂ Up,M,g —» XUP,M and the 

morphisms g : Xzjp,M,G —> Xjjv,M-e- They give rise to quasi-isomorphisms 

4>*UP,M,9

 : R ^ ( X U P , M x¥p¥p,mn(z/rz/(XuPM)ri)) 

~ Rr(XUP,M<g x F p F ^ M ^ Z / r Z / ^ , ^ , ) , ) ) , 

and to some morphisms 

g* : RT(XUP,M-e xWpWp,RH>v(Z/erZ/{XuPM)ri)) 

— i?r(Xc;p,M, a x F p F p , i ? * 7 ) ( Z / r Z / ( X [ / P , M , g ) J ) , 
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such that ((l>ïjp^M_eig o g*) o i U P f M = iUP,M-e ° for ail g G GLh(Qp)+ and M ^ 

e = e(g). We deduce that the morphisms (\>\fp 1

M_e g°9* define a quasi-action (i.e. an 

action via quasi-isomorphisms) of GL/ l (Q p ) on the direct l imit , as M varies, of the 

complexes R T ( X U P , M ><FP ¥P,R1№rj(Z/£rZ/(xUp M )r , ) ) - ^ is also clear that this quasi-

action extends the previously defined action of (GL/ l (Z p ) ,p I / l ) C G L / l ( Q p ) . 

On the other hand, as the integer r varies, the above complexes form an A-R ^-adic 

system, also endowed wi th a quasi-action of GL/ l (Q p ) , as the level M varies. We us 

denote by 

H^RTÇXU^M x F p F p , i î ^ ( Z * / ( x „ P i M ) f i ) ) ) 

the z-th cohomology group of the A-R ^-adic complex. Then, for all i, the Q^-vector 

spaces 

l im H ^ R T Q I U ^ M x F p F p , R*r>(Zi/{xUP,M),))) Qe 
UP,M 

are admissible representations of G ( A ° ° ) x W Q p , and there is an equality in the 

Grothendieck group of virtual ^-adic representations of G ( A ° ° ) x Wqp 

H-(X,Qe)
Zï = Hm ff-(iîT(Xt/piMXFpFp,iî^(ZV(X^>M)J))®z,Q^ 

UP,M 

We remark that as virtual representations of G ( A ° ° ' P ) x Q p

x x (GL/ l (Z p ) ,p I / l ) x 

W Q P C G ( A ~ ) x ^ Q p 

l im / / - ( M X X ^ M x F p Fp, i ^ ( Z , / ( X [ / p m ) t ? ) ) ) (8)Z£ Q£ 

UP,M 

= l im ^ ( X ^ , M x F p F p , i 2 # ^ ( Z / / ( X U P I M ) J ) ) ® z 4 Q / . 
UP,M 

8.1.3. We now consider the Newton polygon stratification of the reductions modulo 

p of the integral models XUP,M,Q °f the Shimura varieties. For any level ( 7 P , M , 

the stratification gives rise to a sequence of exact triangles in the derived category 

computing the cohomology of the special fibers of the Shimura varieties in terms of 

the cohomology wi th compact supports of the corresponding Newton polygon strata 

(see [11], Theorem 1.8.7(3), pp. 9 1 - 9 4 ) . Since both the morphisms corresponding to 

changes of level and the action of G ( A ° ° ' P ) x Q p

x x G L / l ( Q p ) + x WQP preserve the 

Newton polygon stratification of the special fibers, the corresponding exact triangles 

in the derived category are compatible under the morphisms <j>ijp,M,g-> 9* ( f ° r a n y 

g G G L ^ ( Q P ) + ) and the group action. 

We deduce that, for all Newton polygons a, the morphisms 0^p^,g ° 9* define a 

quasi-action of GL^(Q P ) on the direct l imit (as the level M varies) of the complexes 

RTc(X
(ulM x F p ¥p,R%(Z/rZ/{XuPtM)ri)^ J , 

and also of the corresponding complexes of A-R ^-adic systems 

RTciX^pM x¥p F p , № 7 7 ( Z ^ / ( x c / P ) M ) r ? ) | Y ( / « ) m ) -
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Thus, we obtain the following decomposition of the cohomology of Shimura varieties. 

Proposition 8.1. — There is an equality of virtual Qe-representations o /G(A°°) x WQP 

H-{X,®if* = Yl l i S H-(RTc(X{ulM x¥p F p , i № , ( Z * / ( x „ p ; „ ) f l ) | X ( « > )) ®Zi Ql 
a UP,M U M 

where Up varies among the sufficiently small open compact subgroup of G(A°° ' P ) 
and M among the positive integers. 

We remark that as virtual representations of G(A°° ' P ) x Q p

x x (GL/ l (Z p ) , p I / l ) x 
WQP C G ( A - ) x WQP 

lim H-(RTe(X)£lMxVpFp,R%(Zt/{XuPi„)v)&a) ))®zeQe 
UP,M U P ' M 

= lim Щ{Х{и1м x F p F p , i r * 4 ( Z / / ( s ü P i M ) W « ) ) Ше Qe-
UP,M U , M 

8.1.4' We now focus our attention on the cohomology groups 

H\RTc{X\jlM x F p F p , Ä « 4 ( Z / / ( X l 7 I , i M ) 4 ) | X ( % ) )) 

and use theorems 5.13 and 7.13 to relate them to the cohomology of the Igusa varieties 

and of the Rapoport-Zink spaces of the same level. 

First, we recall some notations. For all i ^ 0, we write 

H&JcU^Z/Cl) = limHÌ(JA,UP,M,Z/rZ) 
m 

for the cohomology groups wi th coefficients in Z / £ r Z of the Igusa varieties of level Up 

and Newton polygon a, viewed as a module endowed wi th an action of Ta x Wqp (we 

recall that the action of the Weil group is unramified). 

We also write Ma,M,g (and Ma,M = MAIM,ih) for the formal Rapoport-Zink 

space, of level M , g (M ^ e(g)) and Newton polygon a, and {U^M,g}n,d for our usual 

choice of an open cover of Ma,M,9' Thus, for any abelian torsion etale sheaf T (with 

torsion orders prime to p), we have 

Щ{МаМ,а,Г) = l i m ^ ( C C i s , % n , d ) Г J 1^ OÍ,M,g п,.п. 

We view the above cohomology groups as representations of TA x WQP, where the 
action of TA is the one induced by the opposite of the action of TA we considered so 
far (see section 2.5.14). 

Theorem 8.2. — Let a be a Newton polygon of dimension q and height h. For any 
sufficiently small open compact subgroup Up C G(A°°,P), and any integers M ^ 0 and 
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r ^ 1, there are some isomorphisms of Z/£rZ-representations of GLh{Zp) x Wqp 

^ ( i ? r c ( j W a , M , ^ ( Z / r Z / ( A 4 a M ) r 7 ) ) ® £ r ( T ) RTc(Ja,UP,Z/£rZ)) 

— Hl(R^c(X^p\M x F p F p , M r , ( Z / f Z / ( 3 t ^ M ) J | I ( a ) ^ ) ) , 

/or a/Z i > 0. 
-As £/ie Zeve/s UP,M vary, the above representations are endowed with an action of 

G(A°°) x WQp, and the two actions on the direct limit representations are compatible 
under the above isomorphisms. 

Moreover, the above isomorphisms are compatible with the natural projections as 
the integer r ^ 1 varies. 

Proof — The equality WN ° (1 x Fr)NB = TTJV, together wi th the fact that Fr is purely 
inseparable and finite, implies that, for any abelian etale sheaf C over XK 'xFp (with 
torsion orders relatively prime to p), we have 

*N\**C~1?N\{\ x&)?B(lx&)NB*W*NC~WNiW*NC. 

Thus, in all the constructions of section 5, we can replace TTN wi th Wry. 
Let g £ G L h ( Q p ) + ( M > e(#), a n d consider the complex of torsion abelian sheaves 

С = R4/„(R(<PM<fiM.aUZ/erZ/(r.. ч ) ) 

over X x ¥p. Then, theorems 5.13 and 7.13 (together wi th Berkovich's comparison 
theorem which allows us to identify classical vanishing cycles wi th rigid analytic van­
ishing cycles) imply the existence of quasi-isomorphisms, compatible wi th the action 
of WQp 

ЯГс(Ма,тг,ЩОмОм,дЫ^/^/(Мм,9)п)) ®Hr(T) Ä T c ( J a , № , Z / r Z ) 

~ А Г С ( Х $ ( 0 ) x F p , Ä * 4 Ä ( V A f ^ , s ) 4 Z / r Z / ( 3 £ M I I ) J ) | ^ a , ( o ) X F j > ) . 

By part (2) of proposition 2.22, we can rewrite the above quasi-isomorphisms as 

RTC(MMTG, R^v(Z/£rZ/MMv)) ® £ r ( T ) RTC(JUP,Z/erZ) 

~ RTC{X\ji,M,g x F p , Ä * „ ( Z / r Z / 3 E M J W c « ) x i )• 

These quasi-isomorphisms commute wi th the action of G L / l ( Z p ) on the two hand 

side when g — 1^, and also wi th the maps induced by the projections £M,£ 5 (j>Up,M,g, 
and by the morphisms associated to the elements g G G L ^ ( Q P ) + . 

In particular, when g = I h l the above quasi-isomorphisms give rise to the isomor­

phisms of Z/£ rZ-representations of G L / l ( Z p ) x WQ in the statement. 

Further more, we deduce that the morphisms (6M,g xl)*~1og* define a quasi-action 

of GLfc(Qp) on the direct l imit (as M varies) of the complexes 

я г с ( л * м , 9 , я * ч ( г / г г / Л 4 м 1 1 ) ) ® £ ( т ) RTC(Juv,z/rz), 
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which is compatible under the above isomorphisms wi th the quasi-action of the right 

hand side. Thus, we conclude. • 

8.1.5. We remark that, for all level UP,M, there are GLh(Zv) x WQp-equivariant 

spectral sequences 

® s + t + q = p , T o ^ ( T a ) ( ^ ( A T a , M , i f * , ( Z / f Z)), Hs

c(Ja,UP,Z/rZ)) 

which abut the representations 

i / n ( ^ r c ( ^ , M , ^ ( Z / r Z / ( M a M ) r 7 ) ) ® £ r ( T ) RTc(Ja,UP,Z/£rZ)), 

for all n — p - f p' > 0. 

As UP,M vary, the Z/rZ-modules 

l im ®8+t+q=p> T o r ^ r ( T a ) ( t f < C M ^ 
UP M 

are naturally endowed wi th an action of G(A°° ' P ) x Q p

x x (GL/ l (Z p ) , p I / l ) x WQP. 

Moreover, this action induces an action on the l imit of convergence which simply is 

the restriction to G(A°°>P) x Q * x (GLh(Zp),pIh) x WQp of the action of G(A°°) x WQp. 

8.2. T h e cohomology of the Rapoport-Zink spaces. — In this section, we shall 

study the cohomology of the Rapoport-Zink more closely. In particular, we have two 

goals in mind. On one hand, we want to relate the cohomology of the rigid analytic 

Rapoport-Zink spaces to the cohomology of their special fibers, wi th coefficients in the 

vanishing cycles sheaves, as i t appears in theorem 8.2. On the other hand, there is the 

proof of the admissibility of the representations associated to the cohomology groups 

of the Igusa varieties and the Rapoport-Zink spaces, which we prove in lemma 8.9. 

(The admissibility of these representations is an obvious prerequisite for describing 

our final result as an equality of virtual representations.) 

We are very grateful to L . Fargues for explaining to us the results of this section 

and correcting an early mistake. 

8.2.1. Let a be a Newton polygon of dimension q and height h. We denote by A4a 

the Rapoport-Zink space (without level structure) associated to the Barsotti-Tate 

group X)(a) and, for any positive integer M , we write MV^M for the Rapoport-Zink 

rigid analytic space of level M over Mv^g. 

8.2.2. We start by considering the case of cohomology wi th £ r-torsion coefficients, 

for any r > 1. We recall that the j - t h cohomology group of the Rapoport-Zink 

spaces associated to the Newton polygon a is defined to be the representation of 

Ta x G U ( Q P ) x WQp 

ff^(MOJZ/fZ) = l im Hi{M% xKK,Z/FZ) 

M 

(see section 2.5), where the action of Ta is the one induced by the left action of Ta 

on MT^M (for all M) (see [26], Remark 1.3(i), p.425). 
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On the other hand, because of theorem 8.2, we are induced to consider the Z / ^ r Z -

representations of TA x (GL^(Z p ) ,p I / l ) x Wqp 

Hi(Ma x F p F p , ^ ^ ( Z / r Z ) ) = l im Hi(MaM x F p F p , i ^ ( Z / r Z ) ) , 
M 

for all j , q > 0. 

The goal of this section is to understand the relation between the cohomology 

groups of the rigid analytic Rapoport-Zink spaces and these modules. 

More precisely, we shall establish a link between the Wqp-representations 

T o r £ r ( T a ) {Hi CM A, M XFP fP, J F t t ^ z / r z ) ) , n ) 

and 

E x t ^ . s m o o t h ( i î * ( ^ ^ M xKK,Z/rZ),U) 

for any smooth Z/£ rZ-representation I I of T a , and all levels M. (The above derived 
functors are computed in the category of smooth Z/^ rZ-representations of TA x WQ ) . 

8.2.3. Let us fix the level M of the formal Rapoport-Zink space A4A,M = AiA,M,ih, 

which we now simply denote by M., and write { U N , D = U^M)^ f ° r the usual open 

cover of Ai. 

By proposition 4.6, there exist some positive integers m, n, d such that the mor-

phism TTN ' Jm X f p U —> X x Fp is surjective on geometric points, for some 

N > d/SB. Equivalently, there exist some integers n, d such that the reduced fiber 

of the Rapoport-Zink space Ai is covered by the opens p{7, as p varies in T and 

U = U ' . Indeed, since the maximal open compact subgroup T C T stabilizes the 

open E7, i t suffices to let p vary among a set of representatives of the cosets in T/T. 

For any positive integer s, we set 

(T/T)3/1 = {t= ( p 0 r , . . . , PsT) e ( T / r ) 5 + 1 1 PiT ± PjT Vi^j} 

and for any t = ( p 0 r , . . . , psT) G ( T / r ) ^ + 1 , we write tU = p0U D • • • D psU and 

jtu > tU A4 for the natural inclusion. 

Let T be an abelian étale torsion sheaf over Ai, wi th torsion orders prime to p. 

For any integer s ^ 0, we define an abelian étale torsion sheaf over Ai 

CS(U,T) — ®te(T/YY+13tu\{J:r\tu)' 

Moreover, let t G ( T / T ) ^ + 1 , s ^ 1, and write t* = ( p 0 r , . . . , pÏT,..., psT) G 
( T / r ) ^ , for all i = 0, . . . , s . Then, the natural inclusions tU C t%U give rise to 

some morphisms 

jtu\(^\tu) —y jtwii^u)^ 

and analogously, for any p G T , the inclusion pU C Ai gives rise to a morphism 

3pU\(F\Pu)—•J7-
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These maps induce some morphisms CsfJJ^J7) —> C3-i(U, F ) and C Q ( U , F ) —» T such 
that the corresponding complex of sheaves over M 

• Ca(U,F) — • • -C0(U,F) 

is exact (we adopt the same alternating sign convention of the usual Cech complex). 
Equivalently, there is a quasi-isomorphism in the derived category of abelian torsion 
sheaves over M between the complex C9(U, J7) and the sheaf J 7 . 

8.2.4- us now focus our attention of the action of the group T on M.. This 
action gives rise to an action of T on the cohomology groups H Z

C { M . ^ J 7 ) and 
H*(M,CA(U,F)), for all i and s. 

Moreover, for all z, s ^ 0, we can identify 

Hi(M,Cs(U,?)) = ®t€(T/Ty^Hi

c{tU,T), 

where the action of T can be interpreted, on the right hand side, as arising from the 
isomorphisms 

7 : tU —> jtU, 

which are induced by restriction from the action of 7 on X , for all 7 G T (if t = 
(poI\ . . . , psT) G {T/T)s+\ we write 7 t = ( 7 p 0 r , . . . , 7 p a r ) ) . 

For any s ^ 0, let t G ( T / T ) ^ + 1 , t = ( p 0 r , . . .,ppT). I f s ^ 1, we write e = et = 
[(Po V i , • • •, P~lPs)] e T \ ( T / r ) ^ and U£ = UH p^piU n • • • n 1paU. I f 5 = 0, we 
write T \ ( T / r ) ^ = {e} and LV = U. 

Then, the action of po G T gives rise to some isomorphisms 

wc(tu,f)~Hi(uE,n 

for all z, and thus to an identification of T-representations 

(Bte(T/r)s+iHi(tU,F) = e £ e r \ ( T / r ) ^ c-Indfc(Hi(uE,^)), 

where T£ = T N eiVe^1 PI • • • FL ^ r ^ " 1 is an open compact subgroup of T , for any 
e = [ ( e i , . . . , es)] G r \ ( T / r ) £ and s ^ 0 (for 8 = 0, we write IV = T). 

£.£.5. Let 8 ^ 1 , and for each e = [ ( £ 1 , . . . G T \ ( T / r ) ^ consider the open 
[ / e c M . We claim that the set 

{ £ e r \ ( T / r ^ | c / e ^ 0 } 

is finite, and empty for s sufficiently large. In fact, for any p G T , the set C7 D pU = 0 
unless p G T d j d , z.e. unless both pdp and p d p _ 1 are isogenies. (This fact follows from 
the equalities pdp = (pd-np-1)(pn(3p) and pdp~1 = ( ^ " " p " 1 / ? - 1 ) ^ / ? ) , for some 
(3 G U H p£/.) Thus, i f {7 e / 0 , then £ G r \ ( T d ' d / I % . Since T D > D C T is compact, 
the set TD'D/T is finite and moreover ( T d ' d / r ) £ = 0 i f s > # ( T d ' d / r ) . 

I t follows that the complex C ^ U ^ J 7 ) is bounded (indeed CA(U, J 7 ) = 0 i f s > 
# ( T d ' d / r ) ) , and thus the above considerations give rise to the following proposition. 
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Proposition 8.3. — Let T be an object in the derived category of abelian £r-torsion 

sheaves over A4. 

Then, there is a spectral sequence of Z/£rZ-representations ofTx WQP 

EÎ'* = © s e r \ ( T / r ) ; c-Ind£ Ht{Ue,T) H*c

+t(M,F). 

In particular, if T is a constructible sheaf, the representations Hj? (M., J7) are 

smooth of finite type for the action of T, for all k ^ 0. 

Proof — The above spectral sequence arises from the quasi-isomorphism in the de­
rived category 

R*TC(M,F) RTC(M,C.(U,T)) ~ e £ G r \ ( T / r ) ^ c-Ind£ RTc(Ue,F). 

For T a constructible sheaf, the cohomology groups H*(U£,J
r) are finite, for all 

e, t ^ 0. Moreover, the set T \ ( T / r ) ^ is finite, for any s ^ 0, and thus the representa­

tions ©eer \(T /r)^ c-Indp e H^Ue^T) are smooth of finite type for the action of T . I t 

follows from the fact that the category of smooth representations of finite type of T is 

noetherian and closed under extensions (see [8]) that the representations H^M.,?) 

are also smooth of finite type. • 

Lemma 8.4. — Let A denote Z/£rZ (for some r > 1) or Qe, and denote by A ( T Q ) the 

Hecke algebra of Ta with coefficients in A. 

Let M be a finite smooth ^-representation of K x GLh(Zp) x WQp, for K C T a 

open compact subgroup, and denote by M v its dual. 

For any admissible K-representation I I of T x Wqp, and any integer j ^ 0, there 

exists an isomorphism 

Ext^mooth (c-Ind£ M\ II) ~ T o r i ( T ) (c-Ind£ M, I I ) , 

equivariant for the action of WQP . 

Moreover, the above modules are finite and vanish for j sufficiently large. 

Proof. — The vanishing of the modules E x t ^ _ s m o o t h (c-Ind^ M v , I I ) for j sufficiently 

large (e.g. j greater than the rank of T ) is proved in [10] (lemma 4.3.12, pp. 69-70). 

On the other hand, i f F . —> IT is a projective resolution of I I , then one can use such 

resolution to compute both 

Tornr(T) (c-lndjr Af, n ) = Hj(c-lnd£ M ®A(T) F ) 

and 
ExtT-smooth (cJnd£ M v , n ) = ^ ( H o m T . s m o o t h ( c - I n d ^ M v , F ) ) . 

Thus, in order to conclude, i t suffices to prove that for any smooth projective 

representation F , there exists an isomorphism 

c-Ind£ M <8>A ( R ) F ~ H o m T . s m o o t h ( c - I n d ^ M v , F ) , 

equivariant for the action of G L ^ ( Z P ) x WQ , and that the above modules are finite. 
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By Frobenius reciprocity, we have a canonical isomorphism 

Hom T_ s m o oth(c-Ind£ M v , F) ~ Hom X- Smooth(M v , F \ K ) , 

where we denote by F\K the restriction of the T-representation F to the compact 
subgroup K C T . Moreover, since the if-representation M is smooth and finite, 
there exists an open compact normal subgroup K' C K such that M = MK (and 
thus also M v = (My)K'). We deduce that 

H o m K . s m o o t h ( M v , F | K ) ~ Hom K -smooth (M v ,F K ' ) , 

which is indeed finite since the representation F is admissible. 
Further more, we can rewrite 

H o m T _ s m o o t h ( c - I n d £ M v , F) ~ H o m A ( M v , F)K ~ ( M o p ® z / t r z F)K 

and, analogously, 

c-Ind£ M <8>A(T) F ~ ( M o p ® A 

For any A-representation V of K, the morphism ex > V V gives rise to an isomor­
phism VK~VK. • 

I t is a direct consequence of the above lemma that, for any smooth Z/£rZ-
representations V of T of finite type and any admissible representations I I , the 
modules Tor^ ^ (V, I I ) are finite. (In fact, any smooth representation of finite type 
V admits a resolution by representations of the form 0 ^ / c~^n^Ki Mi, for some open 
compact subgroups Ki C T, some finite free Z/^ rZ-modules M^, endowed wi th an 
action of Ki, and some finite set I.) 

Moreover, i t also follows from lemma 4.3.12 in [10] that the above modules vanish 
for j sufficiently large. 

I n particular, one can combine the above lemma and proposition 8.3 to obtain the 
following corollary. 

Corollary 8.5. — Let J 7 be a constructible sheaves over M. and I I be an admissible 
Z/£rZ-representations ofTx Wqp. 

There is an equality of virtual Z/£rZ-representations ofWqp. 

Tor-Hr(T) (H'(M,Nn) = Y, ToYHr{T) (c - Ind^ H-C(U£,F),II). 
eer\(T/r)^ 

8.2.6. Let us remark that, in particular, the above corollary applies to the case of 
T = Rq^r](Z/£rZ), for any q ^ 0. (The complex of vanishing cycles sheaves of the 
integral model M is indeed bounded and constructible since, locally on M, they can 
be identified to the vanishing cycles sheaves of some schemes of finite type.) 

Further more, in the case of the complex T — R^^Z/£rZ), we obtain the following 
result. (We reintroduce the level M in our notations.) 
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Corollary 8.6. — Let I I be an admissible Z/£rZ-representations ofTx Wqp. 

There is an equality of virtual Z/£rZ-representations of (GL/ l (Z p ) , p I / l ) x Wqp C 

G U ( Q P ) x WQp 

l im T o r ^ r ( T ) ( f f - ( Â Î M , « # * t , ( Z / r Z ) ) , n ) 
M 

= T o r ^ r ( T ) (c-Indf e ff*(t^,M, i î # * „ ( Z / r Z ) ) , n ) . 

Proof — I t suffices to remark that the quasi-isomorphisms in the derived category 

RmTc(MM, m^Z/tZ)) ~ 0 £ Gr\(T/r)^ c-Indf £ R-Tc{U£M,R*v{Z/tZ)) 

are equivariant under the action of G L ^ ( Z P ) and the morphisms p - 1 ! ^ , as M varies. 

• 

Since we are interested in applying the above corollary to the case of I I equal to the 

cohomology of the Igusa varieties, let us recall that the representations of T x Wqp 

associated to the cohomology of the Igusa varieties of level Up (for any sufficiently 

small open compact subgroup Up of G(A°° ' P )) are indeed admissible (see remark 3.9). 

8.2.7. We now focus our attention on the cohomology groups 

RTiiUs.R^rjiZ/rZ)), 

for all integer j , q > 0 and any e G T \ ( T / r ) ^ , for some s ^ 0, as representations of 

T£ x GLfc(Z p) x Wqp. We recall that T£ C T is an open compact subgroup and U£ 

an open subscheme, of finite type, of the reduction M. of the formal Rapoport-Zink 

space M = Ma,M,g-

For all e, we denote by Uf the closure of the open U£ C M. Then, the complement 

Uf — U£ is also a closed subscheme of M. In particular, both Uf and Uf — U£ proper 

schemes. 

For any object T in the derived category of abelian torsion étale sheaves, the 

inclusion U£ C Uf gives rise to an exact triangle 

RTC(U£,T) > RT(Uf^) 

RT(U?-U£,F) 

and in particular, for T = R^T1(Z/£rZ), part (2) of proposition 2.22 implies that there 

is an exact triangle 

nrc{ue, m^z/rz)) ^ ^ ( s p - 1 ^ 1 xKK,z/erz) 

^ ^ ^ ^ ^ ^ 
RTisp-'iUf - U£) xK K,Z/rZ) 
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where sp : M™g

M = (Ma,M)v M — (Ma,M)s denotes the reduction map (see 

section 2.7.1). 

Let us recall that the rigid analytic spaces sp~1Uf and s p ~ 1 ( ^ 1 — U£) = s p - 1 ^ 1 — 

sp~1U£ are by definition some open subspaces of AiTlg = . A 4 " g

M , and therefore in 

particular they are smooth. Thus, Poincaré duality implies that 

fl^sp"1^1 xKK,Z/£rZ(D)) ~ H ^ - ^ s p - 1 ^ 1 x K Z , Z / r Z ) v , 

and 

tf^sp-1^1 - Ue) xKK,Z/rZ(D)) -H^-^sp-^U? - Ue) xKK,Z/tZy, 

where D = q(h — q) the dimension of the Rapoport-Zink spaces and M v denotes the 

dual of M , for any Z / rZ -modu le M. 

8.2.8. The cohomology wi th compact supports of the rigid analytic space A4Tlg can 

be described in terms of the above cohomology wi th compact supports of the opens 

s p " 1 ^ 1 . Indeed, in [10] (section 4.3, pp.67 - 72) Fargues proves the analogue of 

proposition 8.3 for the cohomology wi th compact support of the rigid analytic space 

M.rig. I n his result, the role of the open U = U™' C M is played by any V C . M R I G , 

such that A i r l g = U P € T pV, for V either an open subset or a closed analytic domain 

(e.g. V = sp-1Uc\sp-1U). 

In particular, there is an equality of virtual Z/^ rZ-representations of Wqp 

E x t ^ . s m o o t h {Hl{M^ XK~K,Z/rZ(D)lII) 

= ExtT-smooth (C-Indl Hl(Ve XKK, Z/tZ(D)), I I ) , 
eer\(T/r)^ 

for any admissible Z/£ rZ-representation I I of T x WQP. 

8.2.9. Let us now reintroduce the level at p, M , in our notations and consider how 

the previous construction behaves, as M varies, under the action of G L ^ ( Q P ) . 

Let Vb be an open subset or a closed analytic domain of the Rapoport-Zink space 

wi th no level structure such that = U p G T pVo- We denote by VM the 

pullback of Vb under the projection MT$ -> M^, for all M ^ 1. Then, MT$ = 

U p e T PVM and the action of GL/ l (Q p ) on the system of rigid analytic Rapoport-Zink 

spaces preserves such decompositions. 

We deduce that, for any admissible Z/£ rZ-representation I I of T x Wqp, there is 

an equality of virtual Z/^ rZ-representations of GL^(Q P ) x Wqp 

l im E x t ^ s m o o t h ( l / - ( A < g xKK,Z/erZ(D)),U) 
M 

= £ Hm E x t ^ _ s m o o t h (c-Ind?£ H * ( V £ Ì M x ^ , Z/£rZ(D)), I I ) . 
£er\(T/r)^ Af 
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Finally, we remark that the analogous results also hold for the £-adic cohomology 

groups. More precisely, in [10] Fargues proves that, for all M > 0, there is a spectral 

sequence of Q^-representations of T x Wqp 

Es/ = © e e r \ ( r / r ) ; c-Ind£ Hl{VeMMD)) H^\M^,Qe(D)), 

and thus the equality of virtual ((^-representations of GL/ l (Q p ) x Wqp 

l im E x t ^ _ s m o o t h {HXM% xKK,Qe(D)), I I ) 
M 

- ^ l im E x t ^ . s m o o t h (c-Ind£ HZ(V£tM xKK, n ) , 
eer\(T/r)^ M 

for any admissible Z/^ rZ-representation I I of T x Wqp. (We recall that the £-

adic cohomology groups of the Rapoport-Zink spaces are defined as the smooth Q^-

representations of Ta x Wqp 

HJAM2%,Qe) = iim(lìmHÌ((U2;d

M)^ xK xK,Z/tZ) ®Zt Qe), 
n,d r 

for all j ^ 0 and any level M ^ 0.) 

Theorem 8.7. — Let I I be an admissible Z/£rZ-representation ofTx Wqp. 

Then, there is an equality of virtual Z/£rZ-representations of (GL/ l (Z p ) , p I / l ) x 

WQp c G M Q P ) x WQp 

l im T o r ^ r ( T ) (H'c(MM,R^v(Z/rZ)),U) 
M 

= l im E x t ^ . s m o o t h (H'C(M^ xKK,Z/£rZ(D)),U), 
M 

where D = q(h — q) the dimension of the Rapoport-Zink space A4. 

Proof. — Combining lemma 8.4 and corollary 8.6 wi th the equalities corresponding 

to the exact triangles in section 8.2.7 and Poincaré duality, we obtain (for all M ^ 0) 

Tor'Hr(T) (H'c(MM,R'Vv(Z/rZ)),n) 

= J2 TOTHAT) ( c " I n d £ H'c (Us, R'*n(Z/erZ)), I I ) 
£ er\(r/r)« 

= J2 ( T o r ' n A T ) ( c " I n d £ ^ ' ( s p - 1 ^ 1 xKK, Z/£rZ),II) 
£ €r \(T /r)« 

- T o r ^ ( T ) (c-Ind£ H'isp-^U? - U£) xKK,Z/rZ),YS)) 
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= V J ( T o r ^ r ( T ) (c-Indf e H^sp^Uf xKK,Z/rZ(D)y,U) 
eer\(T/r)« 

- T o r ^ ( T ) (o-Indf, ^ ( s p " 1 ^ - Ue) xKK,Z/rZ(D))v,U)) 

= V J ( E x t ^ . s m o o t h (c-Indf e H'isp^Uf xKK,Z/£rZ(D)),n) 
£€r\(T/r)J 

- E x t ^ . s m o o t h (c-Ind£ H'c(sp-l(Uf - U£) xKK,Z/tZ(D)),II)). 

Let us consider the open V = sp~1Ucl (resp. the closed analytic domain V = sp~1U£). 
Then, for all e E T\(T/T)S^ s ^ 0, we have V£ = sp^Uf (resp. V£ = s p " 1 ^ ) . I t 
follows that there are equalities of virtual Z/£rZ-representations of GL/ l (Q p ) x Wqp 

l im E x t ^ . s m o o t h (H'c (Mri* xKK, Z/fZ{D)), I I ) 
M 

= hm £ E x t ^ _ s m o o t h (c-Ind£ H^sp^U? x K K,Z/£rZ(D)), I I ) 
A* e€r\(T/r)^ 

= hm £ E x t ^ . s m o o t h (c-Indj^ H'c(sp-lU£ xKK,Z/tZ(D)),n). 
m £ e r \ ( T / r ) ^ 

Further more, the open inclusions sp~ 1(t/^ 1 — C/£) = s p - 1 ^ 1 — sp _ 1 C/ £ s p - 1 ^ 1 

give rise to the equalities 

J J - C S P - 1 ^ 1 - Ue) xKK,Z/CZ(D)),IL) 

= H^sp^Uf xKK, Z/£rZ(D)),n) - H^ap^Ue xKK, Z/£rZ(D)), I I ) . 

Substituting the terms on the right hand side of our formula, accordingly wi th the 
last three equalities, we deduce the equality in the statement. • 

8.2.10. Finally, i t is possible to improve theorem 8.7, by considering the integral 
models Ma,M,gi f ° r a ^ 9 ^ G L ^ ( Q P ) + . 

Let us consider the Z/£rZ-modules 

HN(RTC(MM5 R^r)(Z/£rZ)) ® £ r ( T ) n ) 

for any admissible representation I I of T x Wqp and n ^ 0. For all n ^ 0, the direct 
limits 

l im ^(RTciMM.R^rtiZ/rZ)) ®nR{T) N ) 
M 

are naturally endowed wi th an action of (GL/ l (Z p ) ,p I / l ) x Wqp, and also wi th the 
morphisms induced by the maps 

6*M*og* : i ? r c ( A T M - e , ^ ( Z / r Z ) ) —+ i ? r c ( A 4 M , R V ^ Z / r z ) ) , 

for all # G G L / l ( Q p ) + and M ^ e = e(g). 
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By corollary 8.6, we can write 

l im H-(Rrc(MaM,R*v(Z/£rZ)) ®nr(T) n ) 
M 

= l im T o r ^ r ( T ) ( F - ( A ? a , M , i ? # ^ ( Z / r Z ) ) , n ) 
M 

as vir tual Z/rZ-representations of (GLH(Zp),plh) x Wqp C GLh(Qp) x Wqp. 

Then, Theorem 90 implies that there in an equality of virtual Z/£ rZ-representa-

tions of (GLH(Zp),plh) x WQP 

l im H9{BTc(MatM, m^Z/rZ)) ®kr(T) n) 
M 

= l im E x t ^ . s m o o t h (H'c(M
lie xKK, Z / f Z ( - D ) ) , n ) , 

M 

where the virtual representation on the right hand side is the restriction to the sub­

group (GLH(Zp),pIh) x Wqp of a representation of GL^(Q P ) x WQP. 

Proposition 8.8. — Let H be an admissible Z/£RZ-representation ofTx Wqp. 

The morphisms induced by the maps o g*, g e G L / l ( Q p ) + , on the modules 

l im Hn{RYc(MM,R^^/n)) ®nr(T) n)> 
M 

define an action of GL^(Q P ) which extends the action of (GL/ l (Z p ) , p I / l ) c GLh(Qp) 

and commutes with the action of Wqp. 

Moreover, there is an equality of virtual Z/£RZ-representations of GL/ l (Q p ) x Wqp 

l im H*(Rrc(MaM,R®ri(Z/£rZ)) ®nr(T) n) 
M 

= l im E x t ^ . s m o o t h (H'C{M^ xK K,Z/rZ(D)),U). 
M 

Proof — First, let us remark that the equalities in theorem 8.7 arise from some 

quasi-isomorphisms 

HTcCMM^R^niZ/rZ)) ® £ r ( T ) n 

~ ^ H o m T . s m o o t h (RTc(M
rï* xKK, Z/£RZ(D)), I I ) 

which are compatible not only wi th the action of (GL/ l (Z p ) ,p I / l ) x W Q p , but also wi th 

the morphisms associated to the elements g e G L / l ( Q p ) + , as M varies. 

As the level M varies, the action of GLh(Qp) on the complex on the right hand 

side give rise to an action on the cohomology groups 

l im /T(#HomT-smooth (RTc(M
rig xKK,Z/£RZ(D)),Il)) 

M 

l im E x t ^ s m o o t h (H'(M"e xKK, Z/tZ(D)), I I ) . 
M 
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I t follows, in particular, that the morphisms induced on the complex on the left 
hand side by the maps o g*, g £ G L ^ ( Q P ) + , are quasi-isomorphisms and that, 
for all n ^ 0, there is an isomorphisms of Z/tZ representations of GL/ l (Q p ) x Wqp 

l im Hn(RTc(MM, i f t t ^ Z / T Z ) ) ®nr(r) n ) 
M 

= l im Hn(RRomT.smooth (RTc(Mrig xK K, Z / r Z ( L > ) ) , I I ) ) . • 
M 

8.3. A n equa l i ty i n the Gro thend ieck g roup . — In the following, we shall 
apply combine the results of the previous sections in a formula describing the ^-adic 
cohomology of the Shimura varieties, in terms of the £-adic cohomology of the Igusa 
varieties and the Rapoport-Zink spaces, as virtual representations. 

8.3.1. First, we recall the notations for the £-adic-cohomology groups of the Igusa 
varieties. 

For any level away from p, UP and any Newton polygons a, of dimension q and 
height / i , we define, for all integer j ^ 0, 

Hi{Jatu*,Qt) = H m ( l i m ^ ' ( J a , [ / p , m x F p xF p ,Z/£ r Z) ®Ze Qt) 
m r 

as an admissible representation of Ta x Wqp, and 

Hi(Ja,Qi) = ]faHi(JatUp,Qi) 
UP 

as an admissible Q^-representation of Ta x G(A°° ' P ) x Q* x Wqp. 

Lemma 8.9. — Let a be a Newton polygon, of dimension q and height h. For all 
positive integers d,e,f, the t-adic representations of G(A°°) x Wqp 

!im E x 4 a . s m o o t h ( F c

e ( M ^ M xKK,®e),Hi(Ja,Q>e)) 
UP,M 

= l im (lim E x 4 a . s m o o t h ( i f | ( A ^ i g

M xKK,Z/tZ),Hi(Ja,UP,Z/erZ))) ®Ze Qe. 
UP,M r 

Moreover, they are admissible and vanish for d,e,f sufficiently large. 

Proof. — I t follows from the definitions that i t is enough to show that, for all level 
Up,M, 

E x 4 Q „ s m o o t h ( ^ c

e ( A ^ ^ M xK K,Qe), H>{Jtt,Qe)) 

= l im Ex4aH^h(H^M^M xKK, Z / r Z ) , H>( J a , Z / f Z ) ) ®z € Qe, 
r 

and that they are finite dimensional vector spaces, which vanish for d, e, / sufficiently 
large. 

Let us fix a level UP,M. We choose an closed analytic domain VQ C MR^G

0 as in 
section 8.2.9, and denote by VM its pullback under the projection MT^M —> A 4 " g

0 . 
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The equalities in section 8.2.9 reduce the proof of lemma to showing that for all 

e 6 r \ ( T a / r ) £ , s > 0, 

E x % . s m o o t h (c-Ind£ H'(Ve,M xKK,Qt),H'c{JatUP,Qt)) 

= l i m ( E x t ^ . s m o o t h (c-Ind£ H'c{yeM xKK,Z/tZ),H'c(Ja>UP,Z/£rZ))) ®Ze Qe, 
r 

or equivalently, up to Tate twist, that 

T o r ^ ( T a ) (c-Indj^ H ' ( V £ , M xKK,Qe),H'C(Ja,UP,qe)) 

= lua(Tov'nATa) (c-Ind£ H'(Ve,M xKK,Z/CZ),H'c{Ja,UP,Z/rZ))) ®%l Qe, 
r 

where we write H(Ta) for the Hecke algebra of Ta wi th coefficients in Qe. (The 

equivalence between the two equalities follows from Poincaré duality and lemma 8.4.) 

Since the €-adic cohomology groups Hc(V£IM,Qe) are finite dimensional, for all 

i ^ 0, there exists an open compact normal subgroup Ke C Te which acts on them 

trivially. Indeed, we can choose K£ such that is acts trivially on the representations 

i J * ( V e , M , Z / r Z ) , for all i ^ 0 and r ^ 1. 

Let me be a positive integer such that Ym,£ C K£ c T£ (we remark that m£ exists 

since the subgroups T m , m ^ 0, form a basis of open subgroups of Ta). Then, proving 

the previous equality of virtual Q^-representations of Wqp is equivalent to proving that 

T o r « ( r e / * e ) (H-{V£,M XKK,Qe),HZ(JatUPime1Qi)) 

= l i m ( T o r ^ r ( r e / K £ ) (Hm(VeM xKK,Z/rZ),HZ(JaiUPtme,Z/rz))) ®ze Qe. 
r 

which follows from the next lemma. • 

Lemma 8.10. — Let G be an abstract finite group of order a power of p, and write 

H(G) = Qe[G] and Hr{G) = Z/£rZ[G], for olirai. 

Let (Mr)r^i and (Nr)r^i be two A-R H-adic systems, such that £rMr = 0 = £rNr, 

which are endowed with an action of G. We write M = l im Mr and N = l im Nr. 

Then, for all i ^ 0, we have 

T o 4 ( G ) ( M ® z , Qi, N ®Ze Qe) = l _ i m T o r ^ r ( G ) ( M r , Nr) ®%£ Qe. 
r 

Proof — Let us remark that without loss of generality we may replace Mr (resp. Nr) 

by M/IT = M ® z , Z / r Z (resp. N/C = N (g)Z, Z / T Z ) , for all r ^ 1, since the two 

modules differ by a torsion module of bounded order. Thus, i t suffices to prove that, 

for all i ^ 0, 

T o 4 ( G ) ( M <8>z, Qi, N <8>z, Qi) = h m T o 4 r ( G ) ( M / r , N/C) <8>z4 Qi-
r 
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Let us remark that the modules Torl

Hr^(M/£r, N/£r) clearly satisfy the M-L 
condition and thus the functors 

N . — T o 4 r ( G ) ( M / r , N/e) ®Ze Qe, 

for i ^ 0, form a 5-functor from the category of finitely generated Z^-modules, endowed 
wi th an action of G, to the category of finite dimensional Q^-vector spaces. 

Moreover, i t is easy to see that, as a S-functor, i t is effaceable (e.g. any finitely 
generated Z^-module, endowed wi th an action of G, admits an epimorphism from a 
module of the form I n d ^ } ( Z £ ) = Z ^ ' G ' , for some integer r ^ 0, which is acyclic for 
the above ^-functor). 

For any finitely generated Z^-module TV, endowed wi th an action of G, let N 
Tor* G (M, N) be the derived functors of N i-> ( M o p ® z , N)G, for i > 0. 

Then, we can identify 

T o 4 ( G ) ( M ® z , Qe, N ®Ze Qi) = Tor* G (M, N) ®ze Qe, 

and deduce the existence of a natural morphisms of ^-functors 

T o 4 ( G ) ( M <8>z, N ®Zt Qe) —+ l i m T o r ^ r ( G ) ( M / r , N/£r) ®Zi Qe. 
r 

Then, in order to conclude i t suffices to remark that the above morphism is indeed 
an isomorphism for i = 0. • 

We have finally completed all the steps necessary to obtain the following description 
of the ^-adic cohomology of the Shimura varieties. 

Theorem 8.11. — There is an equality of virtual representations of the group G(A°°) x 

Y > l ) * t f ' ( X , Q , f p x 

t 
= Y, ( - l ) d + e + / l j m E x 4 Q . s m o o t h ( t f ^ ^ 

where d, e, / are positive integers and a varies among the Newton polygons of dimen­
sion q and height h. 

Proof. — This follows from proposition 8.1, theorem 8.2, proposition 8.8 and lemma 
8.9. • 

We conclude by remarking that theorem 8.11 is compatible wi th corollary 4.5.1 
in [10]. 
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