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VARIETES DE SHIMURA,
ESPACES DE RAPOPORT-ZINK
ET CORRESPONDANCES DE LANGLANDS LOCALES

Laurent Fargues, Elena Mantovan

Résumé. — Ce volume contient deux articles. Tous deux traitent de généralisations
des résultats de Michael Harris et Richard Taylor sur la cohomologie des variétés de
Shimura de type P.E.L. de signature (1,n — 1) ainsi que celle des espaces de Lubin-
Tate. Ils reposent sur les travaux de Robert Kottwitz concernant ces mémes variétés
en signature quelconque, ainsi que ceux de Michael Rapoport et Thomas Zink sur
les espaces de modules de groupes p-divisibles associés, espaces qui généralisent les
espaces de Lubin-Tate ainsi que ceux de Drinfeld.

Dans le premier article il est démontré que la cohomologie étale f-adique de certains
de ces espaces de modules de groupes p-divisibles « supersinguliers » réalise des cor-
respondances de Langlands locales. Pour cela lauteur y établit une formule reliant
la cohomologie de ces espaces a celle de la partie « supersinguliére » d’une variété de
Shimura. Il démontre ensuite que la partie supercuspidale de la cohomologie de ces
variétés est entiérement contenue dans celle de la partie « supersinguliére ».

Le second article relie la cohomologie d’une strate de Newton de la variété de Shimura,
par exemple la strate « supersinguliére », & la cohomologie des espaces de modules
locaux de groupes p-divisibles associés et a la cohomologie de variétés globales en
caractéristique positive appelées variétés d’Igusa qui généralisent les courbes d’Igusa
associées aux courbes modulaires.

© Astérisque 291, SMF 2004
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Abstract (Shimura varieties, Rapoport-Zink spaces and local Langlands correspon-
dences)

This volume contains two articles. Both deal with generalizations of Michael Har-
ris” and Richard Taylor’s work on the cohomology of P.E.L. type Shimura varieties
of signature (1,n — 1) and on the cohomology of Lubin-Tate spaces. They are based
on the work of Robert Kottwitz on those varieties in the general signature case, and
on the work of Michael Rapoport and Thomas Zink on moduli spaces of p-divisible
groups generalizing the one of Lubin-Tate and Drinfeld.

In the first article it is proved that the £-adique étale cohomology of some of those “su-
persingular” moduli spaces of p-divisible groups realizes some cases of local Langlands
correspondences. For this the author establishes a formula linking the cohomology of
those spaces to the one of the “supersingular” locus of a Shimura variety. Then he
proves that the supercuspidal part of the cohomology of those varieties is completely
contained in the one of the “supersingular” locus.

The second article links the cohomology of a Newton stratum of the Shimura vari-
ety, for example the “supersingular” stratum, to the cohomology of the attached local
moduli space of p-divisible groups and to the cohomology of some global varieties in
positive characteristic named Igusa varieties that generalize the classical Igusa curves
attached to modular curves.
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INTRODUCTION GENERALE

Les deux articles de ce volume trouvent leurs origines les plus récentes dans les
travaux de Kottwitz ([2]), Rapoport-Zink ([3]) et Harris-Taylor ([1]).
L’idée est la suivante pour le groupe GLj,q. Soit

=Y ang" € Sp(To(N))

n21
une forme modulaire holomorphe cuspidale de poids k£ > 2, propre pour les opéra-
teurs de Hecke hors N et primitive. La forme f(z)dz*/? définit une classe dans la
cohomologie de de Rham & coefficients de la courbe modulaire Xo(N) (isomorphisme
d’Eichler-Shimura). Appliquant les théorémes de comparaison entre théories cohomo-
logiques on en déduit une classe de cohomologie dans la cohomologie étale £-adique
a coefficients de Xo(N). Celle-ci est propre pour les opérateurs de Hecke hors N et
définit une représentation galoisienne

ps : Gal(Q|Q) — GL2(Q)
telle que Vp t NI ps soit non-ramifiée en p et
tr(Froby; ps) = ap

ou Frob, désigne une substitution de Frobenius en p. Une démonstration de cette
égalité consiste & appliquer une formule des traces de Lefschetz & la réduction modulo p
de modeles entiers lisses de Xo(IN) sur Z, puis & la comparer & la formule des traces
de Selberg.

A f est associée une forme automorphe ¢ € Lgusp (GL2(Q)\GL2(Agq)/Ko(N)) dont

les itérés par les opérateurs de Hecke en toutes les places engendrent une représentation
automorphe

D=1 ®Q,,
ou I'égalité de traces ci-dessus signifie que Vp { NI, la représentation II,, de GL2(Q,)
est associée & pyp, via la correspondance de Langlands non-ramifiée (les valeurs



x INTRODUCTION GENERALE

propres de Hecke correspondent & celle de Frobenius) ou D, C Gal(Q|Q) désigne un
groupe de décomposition en p. En fait, Vp { £, (py Dp)}_'*“’b"‘SS et II, se correspondent
via la correspondance de Langlands locale pour GL2(Q,).

La question que ’on se pose est alors de comprendre géométriquement pourquoi
ps\p, ne dépend que de II,. On aimerait trouver une réalisation géométrique de la
correspondance II, — psp, dans des espaces de cohomologie « locaux », analogues
en p des Xo(N), qui soit compatible & la correspondance globale I — p.

C’est le cas lorsque par exemple II,, est supercuspidale (i.e. (pf|p,)™ est irréduc-
tible) puisqu’alors II, ® (pf|p,) est réalisé dans la cohomologie étale de la tour rigide
analytique p-adique obtenue en considérant les points se spécialisant en un point su-
persingulier (la tour de Lubin-Tate pour GL3). En effet, sur le complété formel le long
du lieu ordinaire des modeles entiers réguliers sur Z, des courbes X (IN) définis par
des structures de niveau de Drinfeld, il y a une suite exacte

0 —> E[poo]O N E[poo] SN Eh)oolét — 50

ol E désigne la courbe elliptique ordinaire universelle et E[p™]° ainsi que E[p>]®
sont de hauteur 1. Lorsque p™|N la structure de niveau de Drinfeld

n: (p"2/2)" — E[p"]

définit alors un scindage de ce complété formel indexé par des sous-groupes M =
n~t (E[p™°) c (p~"z/ 7)? facteur direct de rang 1. Cela démontre, modulo les pro-
blémes liés aux pointes, que la différence entre la cohomologie de X (N) et celle de

sa partie supersinguliére est induite en p & partir du sous-groupe de Borel (; :) (le

stabilisateur de la composante indexée par M = (p~"Z/Z) & (0)) et ne contribue donc
pas a la partie supercuspidale.

D’apres un théoréme de Serre-Tate la tour de Lubin-Tate ne dépend pas des objets
globaux Xy (V) puisqu’elle ne dépend que de la loi de groupe formel associée & une
courbe elliptique supersingulieére sur F),.

C’est cette approche généralisée a des espaces de modules en dimension supérieure
qui est utilisée dans [1] pour démontrer la correspondance de Langlands locale pour
les groupes linéaires sur un corps p-adique.

Pour cela Harris et Taylor utilisent des cas particuliers des variétés de Shimura
définies par Kottwitz ([2]), celles associées & des groupes unitaires donnés par des
algebres & division sur un corps C.M. de signature (1,n — 1) x (n,0) x -+ x (n,0)
a l'infini. Dans les deux articles de ce volume des cas de signature quelconque sont
étudiés. Les variétés de Shimura étudiées sont alors des espaces de modules de varié-
tés abéliennes munies d’une polarisation, d’une action d’une algebre a division sur un
corps C.M. F, et de structures de niveau, le tout assujetti & des conditions de compa-
tibilité et une condition liée & la signature du groupe unitaire a I'infini. Cette derniere
spécifie que la structure de Hodge polarisée munie d’une action de F' associée est dans
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INTRODUCTION GENERALE xi

une composante connexe fixée de 1’espace de modules des variations de structures de
Hodge associé. En effet, si & désigne un type C.M. de F, cet espace de modules est
du type

H U(ps;40)/U(ps) x U(Qa)

(o »‘IG)EN(P
Pot+qo=n

ot1 la composante indexée par (p,, ¢ )oca spécifie la classe d’isomorphisme de ’algébre
de Lie vue comme F ®q C =[]} .¢ C-module.

Fixons un nombre premier p. La difficulté consiste maintenant a traduire cette
condition topologique en une purement algébrique afin de définir de « bons » modeles
entiers de ces espaces de modules sur I’anneau des entiers d’une extension de degré
fini de Q. C’est ce que fait Kottwitz dans [2] lorsque le groupe p-adique associé au
groupe unitaire est « non-ramifié » (i.e. a bonne réduction comme groupe réductif sur
Qp) et la structure de niveau en p est minimale (N A p = 1 dans le cas des courbes
modulaires Xo(NV)). La condition algébrique équivalente de la condition topologique
ci-dessus consiste ‘alors a fixer le polygone de Hodge arithmétique avec structures
additionelles.

Dans le cas particulier étudié par Harris et Taylor, utilisant la notion de structure
de niveau de Drinfeld, on peut définir de tels modeles entiers en tout niveau en p.
Cela n’est pas connu en général et est une des difficultés que doivent surmonter les
deux articles de ce volume.

La réduction modulo p des variétés de Shimura étudiées dans ce volume possede
une stratification généralisant celle des courbes modulaires donnée par le lieu ordinaire
et le lieu supersingulier. Si A est une variété abélienne sur F, définie sur Fyr, les
valuations p-adiques des valeurs propres (avec multiplicité) de ’endomorphisme de
Frobenius Frobyr, A\ > --+ > Ak, renormalisées en A;/r > --- > A\¢/r (les pentes
du Frobenius cristallin) varient dans un ensemble fini en restriction aux variétés de
Shimura étudiées sur ]F_p, et définissent une stratification localement fermée de ces
variétés appelée stratification de Newton (pour Xo(N) le lieu ordinaire correspond a
1 > 0 et le lieu supersingulier & 1/2 > 1/2). Il existe de plus un ordre sur ’ensemble de
tels systemes de valuations tel que I'union des strates dont le systéme de valuations est
plus grande qu’un donné est Zariski fermé. Cet ensemble possede de plus un éléments
minimal associé & la strate ouverte (en général ce n’est pas la strate ordinaire qui
peut étre vide) et un maximal associé & la strate dite basique (ce qui est équivalent a
supersingulier lorsque le groupe dérivé du groupe unitaire est simple sur Q).

Cet ensemble ordonné est intimement 1ié au choix de la signature a linfini.

Dans le cas de [1] il est isomorphe & l'ensemble n > n—1 > --- > 1 (pour
un entier k, 1 < k < n, la seule pente non nulle est 1/k) et la strate basique est de
dimension 0. En général cet ensemble est beaucoup plus compliqué et la strate basique
est de dimension strictement positive, ce qui est le cas des deux articles de ce volume.
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xii INTRODUCTION GENERALE

Dans [1] les espaces de modules locaux étudiés sont les points se spécialisant en
un point supersingulier (la strate de dimension 0), la tour de Lubin-Tate. En général
les espaces de modules locaux étudiés ici sont ceux définis par Rapoport et Zink ([3])
par déformations par quasi-isogénies d’un groupe p-divisible constant.

Le premier article de ce volume donne une généralisation de [1] en reliant la coho-
mologie des espaces de modules locaux de [3] « supersinguliers » & la cohomologie de la
partie des espaces de modules globaux de Shimura-Kottwitz ([2]) ayant une réduction
« supersinguliére » (basique plut6t) via 'uniformisation p-adique de ce morceau de la
variété de Shimura démontrée dans [3]. Les méthodes utilisées sont celles de Panalyse
rigide p-adique. Puis, ’auteur démontre que I’on peut séparer la cohomologie globale
de la partie supersinguliére du reste si ’on se restreint aux représentations supercuspi-
dales en p. La méthode utilisée dans [1] (semblable & celle expliquée pour les courbes
modulaires) ne s’applique pas ici et il s’agit d’une des plus grosses difficultés 3 sur-
monter. Cela lui permet de démontrer que certains espaces de cohomologie locaux
réalisent des correspondances de Langlands locales. Cette derniére partie utilise des
résultats d’analyse harmonique associés & la formule des traces d’Arthur.

Le second article généralise [1] en commencant par définir des variétés d’Igusa
généralisées. Contrairement aux variétés de [1] celles-ci ne sont pas définies sur toute
la strate. L’auteur relie ensuite la cohomologie des espaces de modules locaux de [3]
non forcément supersinguliers & la cohomologie de la strate de Newton associée dans
la variété de Shimura et a la cohomologie de la variété d’Igusa. La méthode utilisée
est celle des cycles évanescents ¢-adiques. L’introduction des variétés d’Igusa provient
de ce que les strates non-supersinguliéres ne sont pas entiérement uniformisées par
les espaces de [3]. L’une des difficultés majeures est liée & ce qu'il n’y a pas vraiment
d’uniformisation de la strate par le produit (espace de Rapoport-Zink) x (variété
d’Igusa), il faut procéder & des troncatures et des torsions par Frobenius afin d’obtenir
des uniformisations partielles.

En restriction & la partie supersinguliére la premiére partie du premier article
et le second donnent le méme résultat par deux méthodes différentes (rigide ana-
lytique/cycles évanescents). Cela se déduit de l'invariance des cycles évanescents par
complétion formelle.
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COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES
DE GROUPES p-DIVISIBLES ET CORRESPONDANCES
DE LANGLANDS LOCALES

par

Laurent Fargues

Résumé. —  Dans cet article on démontre que la partie supercuspidale de la co-
homologie de certains espaces de Rapoport-Zink de type E.L. et P.E.L. non-ramifiés
associés & des groupes p-divisibles supersinguliers réalisent des correspondances de
Langlands locales. Pour cela on démontre d’abord que ’on peut relier, via une suite
spectrale de type Hochschild-Serre, la cohomologie de ces espaces & celle du tube
rigide au dessus de la partie supersinguliére de certaines variétés de Shimura de type
P.E.L.. On montre ensuite que la partie supercuspidale en une place finie non-ramifiée
de la cohomologie de la variété de Shimura est égale a celle de sa strate basique, en
d’autres termes la cohomologie des strates non-supersinguli¢res est induite parabo-
lique, du moins du point de vue des caractéres.

Abstract (Cohomology of moduli spaces of p-divisible groups and local Langlands correspon-
dences)

In this article we prove that the supercuspidal part of the cohomology of some
E.L. and P.E.L. type unramified Rapoport-Zink spaces realizes local Langlands corre-
spondences. For this we first prove a relation between the cohomology of those spaces
and the one of the p-adic rigid tube over the supersingular locus of some P.E.L. type
Shimura varieties. This relation is an Hochschild-Serre type spectral sequence. Then
we prove that, at a finite unramified place, the supercuspidal part of the cohomology
of the Shimura variety is equal to the one of the supersingular locus, that is to say
the cohomology of non-supersingular stratum is parabolicaly induced, at least from
the character point of view.

Classification mathématique par sujets (2000). — 14G35, 14105, 11Fxx, 14G22.
Mots clefs. — Variétés de Shimura, groupes p-divisibles, espaces de Rapoport-Zink, correspondances
de Langlands, cohomologie étale des espaces rigides.
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2 L. FARGUES

INTRODUCTION

Motivation générale

Dans P’article [56] Langlands a prédit 1’existence d’un lien entre les motifs de Gro-
thendieck définis sur des corps de nombres et certaines représentations automorphes
des groupes linéaires. Pour certaines formes modulaires un cas particulier bien connu
de cette correspondance est réalisé dans la cohomologie des courbes modulaires. Plus
généralement, soit G un groupe réductif défini sur Q possédant une donnée de Shimura
(G, X). Langlands a donné une description conjecturale du motif découpé par une re-
présentation automorphe II de G dans la variété de Shimura Sh(G, X) en fonction du
L-parameétre (conjectural) de II ([56]).

Dans ce texte, nous démontrons des analogues locaux de cette conjecture en des
places non-archimédiennes. Qu’entendons nous par analogue local? En la place ar-
chimédienne de Q I'objet local équivalent naturel de la variété de Shimura Sh(G, X)
est I’espace symétrique hermitien X uniformisant la variété analytique Sh(G, X)(C),
tandis que les objets associés aux représentations automorphes de G sont les représen-
tations irréductibles du groupe de Lie G(R) au sens d’Harish-Chandra. Les travaux de
Schmid étudient ainsi la contribution des séries discréte de G(R) dans la cohomologie
L? de X (lanalogue local de lidentification de l'action du groupe de Galois moti-
vique consisterait dans ce cas & déterminer une structure de Hodge sur ces espaces
de cohomologie). Les analogues non-archimédiens en un premier p de Q de I’espace
symétrique X sont les espaces rigides p-adiques de Rapoport-Zink ([68]) uniformisant
certains ouverts rigides des variétés de Shimura Sh(G, X) (ils ne sont pas définis pour
tous les couples (G, X)).

Espaces de Rapoport-Zink

Pour comprendre la définition des espaces de Rapoport-Zink rappelons que la plu-
part des variétés de Shimura devraient se décrire comme des espaces de modules de
motifs. L’espace X s’interprete ainsi comme la contrepartie locale archimédienne de ce
point de vue puisque c’est un espace de modules de structures de Hodge. Supposons
que les variétés Sh(G, X) s’interprétent comme espaces de modules de variétés abé-
liennes. Les espaces de Rapoport-Zink sont alors la contrepartie p-adique de ce point
de vue : ce sont des espaces de modules de groupes p-divisibles munis de structures
de niveaux.

Contrairement & X les espaces de Rapoport-Zink ne sont pas simplement connexes ;
il s’agit d’une tour d’espaces rigides (M Kk )k indexée par les sous groupes compacts
ouverts de G(Q,) telle que si K’ est un sous groupe compact ouvert de K, le mor-
phisme de transition M K — M K est un revétement étale. Cette tour est munie
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COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 3

d’une action de G(Qp). Un deuxiéme groupe algébrique p-adique entre en jeux, une
forme intérieure d’un sous groupe de Levi de la forme intérieure quasi-déployée de
Ggq,- On le note J,. Celui-ci agit sur chaque espace M de manitre compatible aux
morphismes de transition. Le troisitme groupe entrant en jeu est le groupe de Weil
Wg d’une extension de degré fini de Q.

Esquisse des résultats

Considérons la cohomologie étale £-adique & support compact au sens de Berkovich

des Mg pour un £ # p,
H(Mk,Qq)
Lorsque K varie celle ci est munie d’une action lisse de G(Qp) X Jp x Wg.

Les résultats principaux de ce texte concernent des espaces de Rapoport-Zink pour
lesquels le groupe Jp est une forme intérieure de G, . Ce sont ceux qui uniformisent les
strates supersingulieres des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées définies
dans [46]. Le premier résultat concerne le cas ou G(Qp) = GL, (F') pour une extension
F|Qp non ramifiée, et J, = D* ol D est une algebre & division sur F. Soit JL la
correspondance de Jacquet-Langlands qui associe & une représentation irréductible
de D* une représentation de la série discréte de GL,(F’). Soit p une représentation
de Jp telle que JL(p) soit supercuspidale. Soit m une représentation supercuspidale
de G(Qp). D’apres la correspondance de Langlands locale ([34]), & 7 est associé un
certain L-parametre 1. Nous démontrons que p ® 7 intervient virtuellement dans la
somme alternée de la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink si et seulement si
# = JL(p). Nous démontrons qu’alors la représentation galoisienne découpée par pQ®
s’exprime simplement en fonction du L-parametre .

Nous démontrons le méme type de résultat lorsque G(Qp) = Jp = GL,(F), la
correspondance de Jacquet-Langlands étant alors I'identité.

Nous démontrons également le premier cas de loi de réciprocité non abélienne locale
construite géométriquement et associée & des groupes autres que des formes intérieures
des groupes linéaires. Plus précisément, il s’agit du cas o Jp, = G(Qp) = GU(3) est
le groupe de similitudes unitaires non ramifié en trois variables. Contrairement au cas
précédents, les L-paquets de représentations de GU(3) ne sont pas tous de cardinal 1.
Le résultat est alors du méme type que précédemment aprés sommation sur un tel
L-paquet.

Conjectures de Kottwitz

Kottwitz a formulé une conjecture concernant la contribution d’une représentation
«discréte » de G(Qp) % Jp dans les espaces de cohomologie H? (/\;l %, Q) ainsi que de la
représentation galoisienne associée ([65] et [32]). Il s’est basé pour cela sur la descrip-
tion conjecturale donnée par Langlands du motif, et en particulier de la représentation
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4 L. FARGUES

galoisienne dans la cohomologie ¢-adique, associé & une représentation automorphe de
G dans la variété de Shimura Sh(G, X), ainsi que sur la formule conjecturale d’Arthur
pour la multiplicité d’une représentation automorphe dans un A-paquet discret de G.
Les résultats de ce texte sont des cas particuliers de ces conjectures.

Enoncés précis
Les résultats principaux sont les suivants :

Théoréme (théoréemes I11.8.1.4 et I11.8.1.5). — Soit (V, F,b,u) une donnée locale de
Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.1). Soit E C Q, le
corps reflex associé. Soient Mg =M k(b, 1) les espaces de Rapoport-Zink associés
(1.2.3.1).

(1) Supposons le groupe réductif J, anisotrope modulo son centre, c’est-a-dire Jp =
D> pour une algébre & division D sur F' d’invariant calculé en fonction de p. Notons
JL la correspondance de Jacquet-Langlands. Soit m une représentation irréductible de
Jp telle que JL(7) soit supercuspidale. L’égalité suivante est vérifiée dans le groupe de
Grothendieck Groth(G(Qp) X Wg)

S (=1 tim Hom,, (Hi (M & C,, Qo), w)]

i K

= +[L(n)] ® [ry 0 Ge(IL(m)) ] 5770012

ot 0y la correspondance de Langlands locale « absolue » £-adique pour le groupe linéaire
(A.7.1) et r, la représentation du L-groupe associé (A.7.2) sur E.
(2) Supposons le groupe réductif Jy égal ¢ G = GL,,. Soit m une représentation
irréductible supercuspidale de Jy. Il y a une égalité dans Groth(G(Qp) x WEg)
> (-1 [h_r)nHomJb(H};(MK ® Cp,@),w)] = +[n] ® [y 0 Fe(m) ] || 7 Prar/2
3 K cusp
Dans cet énoncé, la donnée de Rapoport-Zink locale est ’analogue non-archimédien
local d’une donnée de Shimura.

Théoreme (théoréme I11.8.2.2). — Soit (F,*,V,(e,e),b,u) une donnée locale de
type P.E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.2). Supposons [F:Qp)/2 impair et
dimp(V)=3. Soit E C @ le corps reflex associé. Soient Mg = /\;(k(b, u) les
espaces de Rapoport-Zink associés (1.2.3.2). Soit ¢ : Wo, — LG une classe de
conjugaison de L-paramétres vérifiant : im(v) n'est pas contenue dans LB pour un
sous groupe de Borel B de G. Soit II(v)) le L-paquet supercuspidal de représentations
de G(Qp) associé (C.4.2). Rappelons que J, = G(Qp) = GU(3). L’égalité suivante
est vérifiée dans Groth(G(Qp) x Wg)

> [timHomy, (H:(Mk 8Co,Q0m)] =% Y [nl@lruopiws] |- 7o/
nell(y) K cusp mell(y)

En particulier, si TI(1)) est stable la conjecture de Kottwitz (|65, 32]) est vérifiée.
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COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 5

Quelques rappels sur la méthode de Harris,Taylor et Boyer

Rapide historique. — Lubin et Tate avaient déja considéré (mais formulé différem-
ment bien siir) le cas particulier G = GL; pour lequel les espaces M sont de dimension
0, et donné ainsi une construction géométrique de la loi de réciprocité locale d’Artin.
Deligne, Drinfeld ([20], [21] par exemple) et Langlands se sont intéressés & des pro-
blémes de modules plus généraux. Carayol a ensuite formulé dans [11] des conjectures
concernant les espaces de déformation de Lubin-Tate de dimension supérieure. Ces
conjectures ont été démontrées dans le cas des corps locaux de caractéristique p par
Boyer ([8]). Harris et Taylor on alors démontré la conjecture de Langlands locale pour
les groupes linéaires sur des extensions de degré fini de Q,, en utilisant cette approche
([34]), puisque dans leur cas la représentation 7, est la représentation standard du
groupe linéaire.

Quelques points de [34]. — Pour comprendre la tactique utilisée pour démon-
trer nos théoremes il nous faut rappeler brievement certains points de ([34]). Harris
et Taylor considerent des espaces de déformation de Op-modules divisibles de di-
mension 1 et de hauteur g, munis d’une structure de Drinfeld de niveau m, et notés
Spf(Rr,g,m) (ce sont des schémas formels). Avec les notations du théoréme II1.8.1.4
énoncé précédemment, cela correspond a un choix particulier du cocaractére y. Les
espaces M associés sont alors une union disjointe infinie des fibres génériques au
sens des espaces analytiques des Spf(Rp,g,m). Leur résultat est énoncé en termes
de cycles évanescents ¢-adiques au sens de Berkovich, cependant les résultats de la
section 5.9 de cet article permettent de faire le lien avec la cohomologie & support
compact des espaces analytiques M. Avec nos notations, ils démontrent que si p est
une représentation de J, telle que JL(p) est supercuspidale alors,

[Hom,, (H: (Mx & Cp, Qo) p)] = [TL(p)] ® [re(JL(p))]

ou 7¢(JL(p)) est une représentation ¢-adique de Wr. Ils montrent alors que la corres-
pondance définie sur les représentations supercuspidales

T — 1¢(T)

est une correspondance de Langlands locale tordue par un caractére non ramifié. Leur
démonstration utilise certaines variétés de Shimura, dites « simples », possédant de
bon modeles entiers en tout niveau. Elles paramétrent des variétés abéliennes A munies
de structures additionnelles (polarisation, action d’une algebre) et de structures de
niveau définies en p en utilisant la théorie des structures de niveau de Drinfeld.

L’un des points clef est que celles-ci sont stratifiées par la classe d’isogénie du
groupe p-divisible universel A[p*]. La strate minimale, ou strate supersinguliére, est
de dimension 0, et le complété formel de la variété de Shimura le long de cette strate
est uniformisé par une union disjointe de Spf(Rp,g,m ). Un point clef de [34] remarqué
par Boyer dans [8] dans le cadre des D-modules elliptiques et transposé par Harris
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6 L. FARGUES

et Taylor dans le cadre des groupes p-divisibles, est que la cohomologie des autres
strates est induite parabolique en p, c’est-a-dire comme représentation de G(Qp). Cela
est une conséquence du fait qu’en restriction aux autres strates le groupe p-divisible
universel (pas A[p®], mais un déduit de celui-ci) est une extension d’un groupe étale
par un groupe du méme type que celui associé a la strate supersinguliere. Utilisant
que les déformations de tels groupes p-divisibles s’expriment simplement en termes
des déformations de leur partie connexe, I’astuce de Boyer s’en déduit facilement. Une
fois ’astuce de Boyer démontrée on peut facilement relier la partie supercuspidale en p
de la cohomologie de la variété de Shimura & celle des espaces Spf(Rr,g,m)?", ce qui
est la premiére étape de la récurrence de [34].

L’approche utilisée

Dans [32] M. Harris esquisse un programme visant & généraliser 'approche de [34].
Certains points de ce texte sont inspirés de ce programme. Nous utilisons une approche
similaire & celle de [34] basée sur les travaux de Kottwitz sur les variétés de Shimura
de type P.E.L. ([51]) et ceux de Rapoport et Zink sur I'uniformisation p-adique de
ces variétés ([68]). Les principaux points de [34] ne se transposant pas dans ce cadre
général et les solutions que nous y avons apportées sont les suivants :

« Contrairement aux variétés « simples » de [34], on ne sait construire en général
de bon modeles entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées de [51]
qu’en niveau maximal (compact hyperspécial, ou parahorique) en p. Cela est lié au fait
qu’on ne sait pas définir de notion de structure de niveau de Drinfeld sur les groupes
p-divisibles de dimension plus grande que un. L’alternative consiste a travailler au
niveau des espaces rigides dés que 1'on n’est plus en niveau maximal, et par exemple &
définir le tube au-dessus d’une strate comme étant I'image réciproque par ’application
de changement de niveau vers un niveau maximal du tube rigide au-dessus de la strate
considérée.

« Du point de vue des cycles évanescents, le lien entre la cohomologie des espaces
de Rapoport-Zink et celle de la strate supersinguliére via 'uniformisation p-adique
est quasi-immédiat dans [34]. En effet, la fibre spéciale des espaces M de [34] est
de dimension 0. Le lien entre les deux est donc un « probleme de combinatoire ».
Le probléme dans notre cadre est que non seulement nous travaillons d’un point de
vue rigide, mais en général 'uniformisation de [68] n’est pas une simple réécriture
du théoréme de Serre-Tate; il y a des familles de déformations par quasi-isogénie
« continues horizontales » (c’est-a-dire non discretes sur un espace de parametres de
dimension 0) des groupes p-divisibles que nous considérons. Pour y remédier, nous
démontrons dans la partie II I'existence d’une suite spectrale de type Hochschild-
Serre liée & P'uniformisation p-adique rigide qui relie la cohomologie des Mg A celle
de la strate supersinguliere.
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COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 7

. L’astuce de Boyer n’admet pas de généralisation immédiate. Soit par exemple X
un groupe p-divisible sur la cloture algébrique d’un corps fini possédant deux pentes
A1, A2 avec 0 < A1 < A3 < 1, et une filtration

0— Xy, X — X\, —0

ou X),, resp. Xy,, est isoclin de pente A;, resp. A2. Les déformations de X ne se
décrivent pas simplement a partir de celles de X, et de X, comme c’était le cas
lorsque X, était étale.

La résolution de ce probléme est & lorigine de la partie la plus originale de ce
texte, la partie III. Dans [32] M. Harris propose de démontrer que la cohomologie des
strates non basiques est induite parabolique en p en utilisant une formule des traces de
Lefschetz en géométrie rigide. Malheureusement, & part en dimension 1 ([38, 73]) une
telle formule des traces est loin d’exister (il faudrait comprendre les termes associés
aux points fixes dans le bord des compactifications de Huber au sens des espaces
adiques). La solution que nous apportons & ce probléme est la suivante : utilisant
les travaux de Fujiwara ([25]) nous démontrons une formule des traces de Lefschetz
pour la cohomologie des tubes rigides au-dessus des strates des variétés de Shimura
que nous considérons. La méthode consiste alors a comparer cette formule des traces
« p-adique » & la formule des traces de Lefschetz archimédienne topologique associée &
l'uniformisation complexe des variétés de Shimura. Utilisant la conjugaison stable en
une place auxiliaire différente de p pour séparer les classes de conjugaison elliptiques
réguliéres des non-elliptiques en p, on montre le résultat. Les techniques utilisées au
passage sont tres diverses : théorie des types, cycles évanescents rigides...

« Reste la partie purement automorphe du programme : comparaison de la formule
des traces d’Arthur pour les groupes unitaires de signature quelconque & I'infini. Nous
utilisons pour cela des résultats de Harris et Labesse ([33]) généralisant ceux de Clozel
en signature (1,n—1) ([14]). Ces résultats sont assujettis & certaines conditions sur les
groupes unitaires. Ce sont ces conditions qui imposent les restrictions sur J, dans le
théoreme 8.1.4 et 8.1.5. Pour les résultats concernant U(3) nous utilisons les résultats
de Rogawski ([69]).

Une meilleur connaissance de la stabilisation de la formule des traces pour les
groupes unitaires permettrait surement d’obtenir des résultats complets sur U(n)
avec n quelconque.

« La partie représentation galoisienne, c’est-a-dire la détermination de 7, o 9 est
achevée en déterminant la restriction & un groupe de décomposition des représen-
tations galoisiennes globales découpées par certaines représentations automorphes
dans les variétés de Shimura associées aux groupes unitaires. Nous utilisons pour
cela l'existence (résultats de Harris et Labesse, résultats de Rogawski sur U(3)) d’un
changement de base quadratique stable pour de telles représentations automorphes,
la détermination par Kottwitz de cette représentation en presque toutes les places
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8 L. FARGUES

non ramifiées ainsi que 1'un des résultats principaux de [34] généralisant le théoréme
principal de Clozel dans [14].

Bien qu’en annexe, ce résultat peut étre considéré en soi méme comme un résultat
indépendant.

Description des différentes parties

Premier chapitre. — Dans le premier chapitre nous rappelons et explicitons les
définitions de base concernant les variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées
de [51].

Chapitre 2. — Le début du chapitre 2 contient les définitions et propriétés de base
concernant les espaces de Rapoport-Zink non ramifiés sans structure de niveau (en
tant que schémas formels).

La section 2.4 contient le premier résultat, le théoreme 2.4.13. 1l s’agit d’une amé-
lioration du théoréme de finitude de 2.18 de [68]. Nous montrons que « J,\ M (b, 1) »
est quasi-compact (pour tout (b, 1)), ou encore que sous 'action de J, il n’y a qu’un
nombre fini d’orbites de composantes irréductibles dans la fibre spéciale de /\;l(b, ).
Le demi-plan supérieur de Drinfeld possede une décomposition cellulaire indexée par
I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL,,. Comme dans [61] nous donnons une description
des points sur F, de M (b, 1) comme un sous ensemble de 'immeuble de G sur @;}\’"
(section 2.4.1 et 2.4.2). Le théoreéme 2.4.13 s’interpréte alors comme un théoréme de
finitude sur cet immeuble. Il nous permettra plus loin d’obtenir des théorémes de fini-
tude concernant la cohomologie & support compact des M(b, u) comme Jp-modules.

La section 2.5 contient les définitions et propriétés de base concernant les espaces
Mg (b, ) (structures de niveau, action sur ces structures).

Dans ce texte nous travaillons avec deux théories différentes pour les variétés ri-
gides et leur cohomologie étale ¢-adique & support compact : la théorie des espaces
analytiques de Berkovich et celle des espaces adiques de Huber. La premiere est la
version surconvergente de la seconde : le topos étale analytique coincide avec le topos
étale adique surconvergent. Les raisons pour lesquelles nous n’avons pas fixé une des
deux théories sont multiples :

« Le théoréme de lissité de l’action sur la cohomologie ¢-adique a support compact
est formulé dans le cadre de la théorie de Berkovich. La démonstration de ce théoréme
n’étant pas publiée ([2]), nous en avons mis une démonstration dans la section 4.1.

« Les propriétés des cycles évanescents analytiques de Berkovich sont clairement
exposées dans les deux articles [3] et [5]. Les propriétés des cycles évanescents adiques
de Huber sont plus dispersées.
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COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 9

. Cependant, les théorémes de finitude de Huber sont plus généraux (il a par
exemple une définition des faisceaux constructibles). Nous utilisons notamment les
théorémes de finitude de [36].

Nous avons donc mis en annexe D quelques propriétés de base qui nous ’espérons
permettront au lecteur de passer aisément d’une théorie a Pautre.

La définition et les propriétés de base (lissité des actions par exemple) de la coho-
mologie ¢-adique des espaces de Rapoport-Zink sont données dans la section 4.4. Le
lemme 4.4.12, la proposition 4.4.13 et le corollaire 4.4.14 constituent les trois théo-
rémes de finitude concernant I’action de J sur ces espaces de cohomologie.

Chapitre 3. — Le troisieme chapitre contient des rappels et des précisions sur
les résultats principaux de [68] concernant 1'uniformisation des variétés de Shimura
de type P.E.L.. Pour paramétrer les strates de ces variétés nous utilisons ’ensemble
B(G, ) de Kottwitz ([52]) des classes d’isomorphismes d’isocristaux munis de struc-
tures additionnelles vérifiant le théoréme de Mazur généralisé ([66]) sur la position
relative des polygones de Hodge et Newton (le polygone de Hodge étant fixé par u
via la condition de Kottwitz). Nous donnons la description explicite de ces ensembles
(ainsi que des groupes J;, associés) dans le cas de GL,, dans la section 2.1.

On retiendra une propriété importante de l'application d’uniformisation rigide
énoncée dans ce chapitre : c’est un isomorphisme local (3.2.9). Cependant (remarque
3.2.4), a part dans le cas de la strate basique, les ouverts rigides uniformisés sont
beaucoup plus petit que les tubes au-dessus des strates (c’est déja clair dans le cas
des variétés de [34], ol 'uniformisation de Rapoport-Zink uniformise des complétés
formels de la strate u-ordinaire, ouverte dans la fibre spéciale, le long de sous schémas
de dimension 0 de cette fibre spéciale). C’est I'un des problémes principaux qu’il faut
surmonter pour comprendre la contribution des strates non basiques et qui est étudié
dans ’article d’Elena Mantovan.

Chapitre 4. — D’apres la formule de Matsushima, la cohomologie de nos variétés de
Shimura s’exprime en termes de représentations automorphes du groupe de similitudes
unitaires G. Une des idées qui est au coeur de cet texte est que le facteur en p (apres
restriction de la représentation galoisienne a un groupe de décomposition en p, c’est-
a-dire comme comme représentation de G(Q,) x Wg, ou E, est le complété en p du
corps reflex) de certains morceaux de la cohomologie des variétés de Shimura que nous
considérons ne devraient dépendre que de la cohomologie des objets locaux en p que
sont les espaces rigides de Rapoport-Zink.

Dans [34] cela est une conséquence du théoréme de comparaison de Berkovich entre
cycles évanescents algébriques et analytiques rigides (comparaison entre le site étale
et étale formel d’un schéma hensélien). Comme expliqué auparavant, nous utilisons
une approche différente. Nous démontrons ’existence d’une suite spectrale de type
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Hochschild-Serre reliant la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink & celle des tubes
qu'ils uniformisent p-adiquement. M. Harris avait déja démontré I’existence d’une telle
suite spectrale dans le cas du demi-plan supérieur de Drinfeld ([30]). Il utilisait pour
cela la décomposition cellulaire du demi-plan et des résultats de Berkovich sur les
« G-modules discrets » (non publiés). Une telle décomposition n’existe pas en général.
Notre méthode est différente et s’applique & tous les cas d’uniformisation connus (et
conjecturaux, cf. [32] conjecture 4.2.).

La principale difficulté dans ’établissement d’une telle suite spectrale provient des
coefficients ¢-adiques. En effet, les espaces Mg ne sont pas quasicompacts et en
général

H3 (M, Z¢) # lim HY (M, Z/€"Z)
n

a cause des problémes d’interversion de limite inductive (sur le support compact des
sections) et de limite projective (sur les coefficients). Nous contournons ce probléme
en nous inspirant de l’article [36]. Nous utilisons le foncteur dérivé R, de la section
4.1 (ainsi que ses versions équivariantes) introduit par Ekedahl dans [22] qui envoi des
faisceaux ¢-adiques sur des complexes de faisceaux de Zg-modules. Grace au lemme
4.1.4 nous pouvons alors travailler avec les foncteurs dérivés des sections a support
compact (noté I't) dans la catégorie dérivée de tels faisceaux de Z,-modules, éliminant
ainsi les problémes de faisceaux f-adiques. Cela permet de démontrer le théoreme
général 4.5.1. Le théoréme principal 4.5.12 s’en déduit.

L’application fondamentale est la formule de Matsushima p-adique calculant la co-
homologie de la strate basique en fonction de la cohomologie des espaces de Rapoport-
Zink basiques (ceux qui interviennent dans les résultats principaux de cet article) et
des représentations automorphes d’une forme intérieure I¢ de G (corollaire 4.6.3) : il
y a une égalité dans le groupe de Grothendieck Groth(G(Ay) x Wg,)

S~ [lim Ext), e (B (M, ® €5, Q)(N), 1L, ) | @ (117

i,J Kp

NeT(I%) il i n an

e p = 3" (=1)! [tim (S (G, X)uiquer £57)]
i K

ott T(I?) désigne I’ensemble des représentations automorphes de I?, et I? vérifie
I¢(A’}) = G(A’;), I9(Qy) = Jp.

C’est la comparaison géométrique entre cette formule de Matsushima p-adique et
celle archimédienne couplée & la comparaison analytique entre la formule des traces
d’Arthur de G et sa forme intérieure I qui permettra de démontrer les résultats
principaux du chapitre 8.

Chapitre 5. — Le but des chapitres 5,6 et 7 est de démontrer 1’analogue de I’as-
tuce de Boyer en comparant deux formules des traces : 'une p-adique, c’est-a-dire
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utilisant 'uniformisation p-adique, 'autre topologique utilisant 1'uniformisation ar-
chimédienne par ’espace symétrique hermitien X (un cas particulier de la formule
des traces d’Arthur telle qu’elle est reformulée dans [26]).

Dans le chapitre 5 nous démontrons la formule p-adique (théoréme 5.12.5). Plu-
sieurs points sont au cceur de cette formule : le théoreme de Fujiwara, le fait que
la fibre des cycles évanescents algébriques ne dépend que du complété formel en ce
point... nous renvoyons a 'introduction de ce chapitre pour plus de détails.

Pour démontrer une telle formule nous utilisons la formule des traces de Lefschetz
modulo p, et plus particulierement le théoréme de Fujiwara ([25]). Pour cela nous uti-
lisons les cycles évanescents analytiques rigides de Berkovich. Cependant nos variétés
de Shimura et les correspondances de Hecke associées ne posseédent pas de bon mo-
deles entiers en tout niveau en p. L’idée consiste alors & spécialiser (au sens de [25])
I’image directe sur la fibre générique vers un niveau maximal des correspondances
de Hecke en tant que correspondances cohomologiques. Les correspondances cohomo-
logiques agissent sur la cohomologie, cependant nous avons besoin de vérifier que la
suite spectrale des cycles évanescents est équivariante vis & vis de ces deux opérations :
image directe propre et spécialisation. C’est une des raisons pour laquelle nous déve-
loppons un formalisme de spécialisation des correspondances cohomologiques rigides
dans Desprit de [25] et montrons que celui-ci est compatible & I'image directe et a
I’isomorphisme de Berkovich.

Le théoreme 5.12.5 est alors une application de ce formalisme couplé au théoréme
de Fujiwara ([25]).

Cependant un point technique doit étre soulevé : méme en niveau compact hyper-
spécial Cy seules les correspondances de Hecke & support dans Cy posseédent un bon
modele entier (pour appliquer le théoréeme de Fujiwara une des deux applications
de projections de la correspondance doit étre quasi-finie). Nous voudrions a priori
appliquer notre formule des traces en mettant en p un pseudo-coefficient d’une repré-
sentation supercuspidale. Cela n’est donc pas possible. L’alternative consiste a utiliser
la théorie des types de Bushnell et Kutzko. En effet, si (J, A) est un type supercuspidal
I'idempotent associé ey, est a support dans J et donc dans un sous groupe compact hy-
perspécial. Le probleme est presque résolu a la remarque suivante pres : ey ne permet
pas de séparer les représentations supercuspidales dans une méme classe d’équivalence
inertielle. A tous les types supercuspidaux connus est associé un couple (j , X) o J est
un sous groupe compact modulo le centre de G(Q)) contenant J et X une extension
de A a J.On remarque alors que l'on peut séparer toutes les supercuspidales par les
fonctions ey * §; ol g € J (annexe B). 1l suffit donc de faire agir ’automorphisme
associé a g € J sur nos modeles entiers. Remarquant que pour les groupes G(Qp)
avec lesquels nous travaillons tous les groupes J sont contenus dans le normalisateur
d’un sous groupe parahorique de G(Q,) on vérifie que I'on peut s’en sortir (5.11.4)
en utilisant les modeles entiers définis en niveau parahorique de [68].
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Chapitre 6. — Dans ce chapitre nous redémontrons un cas tres particulier de la for-
mule des traces topologique d’Arthur telle qu’elle est reformulée dans [26] (théoréme
6.4.1). En effet, en supposant la variété de Shimura compacte et la correspondance de
Hecke & support dans les éléments réguliers en une place finie la formule prend une
forme trés simple.

Bien que cette formule puisse se déduire de [26], 1a lecture de [26] (plutot technique)
ne la laisse pas du tout transparaitre (les auteurs de [26] s’intéressent surtout aux
points fixes dans le bord). C’est pourquoi nous avons inclus sa démonstration.

Nous vérifions de plus en utilisant la théorie de Hodge p-adique (théoréme 6.3.2)
que si 'on disposait d’une formule des traces en géométrie rigide de la forme une
somme sur des points fixes locaux naifs + des termes de Lefschetz au bord (au sens
des compactifications de Huber des espaces adiques, cf. [38] et [73]), la distribution
somme sur les points fixes naifs associée a des strates non basiques est a support dans
des éléments non-elliptiques réguliers ce qui ramenerait la démonstration de 1’astuce
de Boyer & montrer que la distribution associée aux termes au bord est « induite »
en p.

Chapitre 7. — Il contient le théoréme principal de la partie III (et 'un des princi-
paux de cet article), ’équivalent de P’astuce de Boyer : le théoreme 7.2.1.

La démonstration consiste & comparer les deux formules des traces : topologique
et p-adique. La formule des traces topologique 6.4.1 pour la trace d’une fonction
f dans Palgebre de Hecke globale est une combinaison linéaire d’intégrales orbitales
O, (fp)xO,(fP) oy € G(Q). La formule p-adique 5.12.5 est une combinaison linéaire
de termes de la forme a,(fp) x O,(fP) ou 7 est une classe de conjugaison dans un
groupe I%(Q) qui se transfert (via 'action sur la cohomologie ¢-adique hors p d’une
variété abélienne) en un élément de G(A’;) et permet de définir O, (f?). Quant a la
distribution f, — a(fp) il s’agit d’une certaine trace sur la cohomologie étale d’un
espace rigide de déformation (par isomorphismes) de groupes p-divisibles. On suppose
qu’en une place hors p f est & support dans les éléments réguliers. Toutes les classes
de conjugaison vy précédentes sont alors régulieres.

Si fp est dans lalgébre de Hecke d’un type supercuspidal, dans la formule des
traces archimédienne seules des classes de conjugaison elliptiques en p contribuent de
facon non nulle. Choisissons une place auxiliaire w de Q différente de p. Egalant les
deux formules des traces et faisant varier les fonctions test en w on en déduit que
si la classe d’isogénie ¢ ainsi que v € I%(Q) contribuent de fagon non nulle alors
est conjugué dans G(Q,) & un élément de G(Q) elliptique dans G(Q,). Regardons
alors y comme un élément de I¢(Q,) C Jp (ou b est déduit de ¢). La forme intérieure
quasidéployée de J, est le centralisateur du morphisme des pentes M (b) au sens de
[47], une forme intérieure d’un sous groupe de Levi de Gq,. Le transfert de vy vers
cette forme intérieure est donc un élément de M (b)(Q,) stablement conjugué a un
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élément elliptique de G(Qp). Cela n’est donc possible que si M(b) = Gg,, c’est-a-
dire si ¢ intervient dans la strate basique. On en déduit donc que seuls ces termes
interviennent. Appliquant de nouveau la formule des traces p-adique (cette fois ci a
la strate basique) on obtient le résultat.

Chapitre 8. — Il contient la démonstration des résultats annoncés au début de
cette introduction en utilisant la formule de Matsushima p-adique de la partie II, le
théoréme 7.2.1 du III et les résultats de ’annexe A.

La lecture de ce mémoire est essentiellement indépendante de celle de [34]. On
trouvera dans [29] une approche des résultats de [34] similaire & celle utilisée ici. J’ai
également essayé de rendre la lecture de ce texte la plus indépendante possible de [68]
en rappelant et explicitant les définitions et constructions de [68] dans le cas étudié.
J’espére que cela rendra le texte accessible aux non-spécialistes.

Je tiens & remercier Michael Harris pour son soutien et son aide précieuse durant
I’élaboration de ce travail.
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CHAPITRE 1
VARIETES DE SHIMURA DE TYPE P.E.L. NON RAMIFIEES

1.1. Donnée de Shimura de type P.E.L.

Soit D = (B, *,V, (e,s),h) une donnée de Shimura de type P.E.L. ([51]). Plus
précisément :

« B est une algebre simple sur un corps de nombres F'

« * est une involution positive sur B : Vb € B, tr(bb*) > 0

o (V,{e,s)) est un B-module hermitien ol (s,s) : V x V — Q est symplectique

e h: C — Endp(V)r est un morphisme d’algébres & involutions ot Endg (V) est
muni de adjonction par rapport & la forme symplectique (s, o) et C de la conjugaison
complexe. Nous supposons de plus que (s, h(i)e) est un produit scalaire.

Notons
G ={g€GLp(V) | 99" = c(g9) € Q"}

le groupe des similitudes unitaires défini sur Q associé. Le facteur de similitude ¢
définit un caractere ¢ : G — G,,. Notons G; = ker(c) le groupe unitaire associé.

Le morphisme h définit une Q-structure de Hodge polarisée munie d’une action
de B. Cette structure de Hodge munie de structures additionnelles est un point dans
la variation de structures de Hodge associée aux variétés de Shimura que nous allons
utiliser.

Nous noterons X la classe de G(R)-conjugaison de h : C* — Gg. Rappelons que X
s’identifie & I’espace symétrique hermitien G(R)/ Ko oll Koo, un sous groupe compact
maximal modulo le centre de G(R), est le centralisateur de h dans le groupe de Lie
G(R).

Au morphisme h on peut associer le cocaracteére
un : C* — G¢

(ou plutot sa classe de conjugaison) définissant la filtration de Hodge sur Ve = Vo @ V1
ol up(z) = z sur V; et up = 1 sur V. Dans toute la suite nous suivrons la convention
homologique de Kottwitz, c’est-a-dire I'inverse de [16]. Cela signifie que dans l'in-
terprétation modulaire des variétés de Shimura que nous considérerons la structure
de Hodge définie par h sera celle sur ’homologie de degré 1 des variétés abéliennes
considérées.

Nous noterons Q la cloture algébrique de Q dans C. Soit E le corps reflex associé
a D. Le corps E est le corps de définition de la classe de conjugaison de u,

E = Qltrc(b; Vo) |be B cQ

Contrairement & F', qui est un corps « abstrait », il s’agit d’un corps plongé dans C.

ASTERISQUE 291



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 15

1.1.1. Le cas (A). — La condition de positivité sur * implique que F' est soit un
corps C.M. soit un corps totalement réel.

Supposons que F est un corps C.M., ce que nous appellerons le cas (A). Dans
ce cas-1a l'involution * restreinte & F' induit la conjugaison complexe sur F'. Fixons
® C Hom(F,C) un type C.M. de F. 1l existe alors des signatures (pr,q-)rco telles
que pr + g- = n soit indépendant de 7 dans ® et

Gl/IR = H U(pr,qr)
T€ED
De plus
¢~ [] GLa(C) x C*
TED
le dernier facteur représentant le facteur de similitude d’un élément de G(C). Avec
ces notations,

h(z) = Hdlag . ,z Z,...,2) et p(z) = Hdlag(z ,1,...,1) x (2)

TER pr q- Ted pr qr

On a la relation n = [B : F]'/2 rggV.

Le corps F peut alors se décrire a partir de ces données. Le groupe de Galois
Gal(Q|Q) agit en effet naturellement sur les ®-uplets de couples d’entiers (ar, b )rca
de la fagon suivante :

Vo e Gal(QlQ) o.(ar,br)ree = (a7,b7)rca

ou

Vred (a,b!

T VT

) _ (ao-—l.,—,bo-—l.,-) sicTlre ®

(bco—l‘rva'ca—lT) si o~ lr ¢ o
La lettre c désignant la conjugaison complexe. Le groupe Gal(Q|E) est alors le sta-
bilisateur de (p, ¢r)ree pour cette action.

Exemple 1.1.1. — Notons F? le corps reflex de (F, ®) défini par I'égalité
Gal@Q|F?) = {r € Gal(Q|Q) | 7@ = &}

Supposons qu'il existe 7o € ® tel que g, # 0 et V7 # 19 (pr,q-) = (n,0). Supposons
de plus que p,, # n/2. Le corps E est alors le composé F'®7y(F). C’est par exemple le
cas de Darticle [14] dans lequel (pr,, gr,) = (1,n—1). Par contre dans [34], (pry, qr,) =
(1,n — 1) tandis que V7 # 70 (pr,q-) = (0,n). On a encore dans dans ce cas-la
E = F®ry(F).

Notons F'* le sous-corps totalement réel maximal de F. Afin de simplifier les no-
tations nous supposerons désormais dans toute la suite que F' est de la forme FTKX
ou K|Q est une extension quadratique imaginaire et que le type C.M. ® est induit &
partir d’un type C.M. de K. Le corps reflex de (F, ®) est alors K. Par exemple, sous
cette hypothese, dans ’exemple précédent E = 7o(F') ce qui est le cas de [34].

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



16 L. FARGUES

1.1.2. Le cas (C). — Considérons maintenant le cas ou F est un corps totalement
réel. Sur F linvolution * est triviale. Dans ce cas-la, G; est soit une forme d’un
produit de groupes symplectiques, soit une forme de produits de groupes orthogonaux
suivant que Bg est un produit d’algebres Ma,(R) ou M, (H) (cas (C) et (D) de [51]
respectivement). Nous ne considérerons que le premier cas. Alors,

Gur~ ] Spu.(®)
T F—R

0 -1,

ol Sp,, = {9 € GLg, | tgJg = J}, JZ(I 0

supposer (quitte & conjuguer) que
al, —bl, zI, 0
t =
(bfn aIn) « w@= 11 (0 1,,)

1.1.3. Variétés de Shimura sur E. — A la donnée D est associée une tour
(Shg )k, pour des sous-groupes compacts ouverts K de G(Ay) suffisamment petits,
de variétés quasi-projectives lisses sur F classifiant les quadruplets (A, A, ¢,7) ou :

). Avec ces notations on peut

ha+ib) = []

T:F—R

« A est un schéma abélien & isogénie pres

« A est une polarisation Q*-homogeéne de A. Cette derniére condition signifie que
pour toute fonction a définie sur le schéma de base du schéma abélien, a valeurs
dans Q* et constante sur chaque composante connexe, A est considérée comme étant
équivalente a a.

« t: B — End(A)g est un morphisme d’algebres tel que * corresponde a I'invo-
lution de Rosati associée & A. Cela signifie que si 1 désigne I'involution de Rosati
Vb e B, «(b*) = «(b)!. Une condition équivalente est de dire que A induit un mor-
phisme de variétés abéliennes munies d’une action de B par quasi-isogénies entre
(A,e) et (AY,L0%).

en: V®Ay — Hi(A Af)K] est un isomorphisme de B ® Ay-modules sym-
plectiques définissant une structure de niveau K sur le module de Tate de A. Cet
isomorphisme est défini & une constante de A;f preés puisqu’il faut fixer un isomor-
phisme Af(1)* ~ A%.

« La condition suivante est vérifiée (condition de Kottwitz) :

Vbe B det(b;Lie(A)) = det(b; Vo).
Cette condition est I’analogue algébrique de la condition topologique : VA’ € X, b’

est conjugué & h. Sur C elle revient & fixer une composante connexe dans 1’espace des
structures de Hodge munies d’une action d’un corps C.M. en fixant la signature.
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Exemple 1.1.2. — Plagons nous dans le cas (A) de la section 1.1.1. L’action de F' sur
Lie(A) permet de décomposer

Lie(A)g= €P Lie(4),
TE€Hom(F,Q)

ou F agit sur Lie(A), via 7. La condition de Kottwitz se récrit alors dans ce cadre
sous la forme (en utilisant le lemme 1.6.1. de [34] par exemple) :

V7 e ® Lie(A), est localement libre de rang p,[B : F]*/?
et Lie(A).r est localement libre de rang g, [B : F]'/?

Exemple 1.1.3. — Dans le cas (A) lorsque B = F est une extension quadratique
imaginaire de Q, * est la conjugaison complexe, V = F3 VX,Y € F3? (X,)Y) =
tI‘F/Q(,BtX*JY) ou ﬁ € F, ,B* = —/8 et

001
J=1010
100

avec comme morphisme h défini par h(z) = diag(z, Z, 2), la variété de Shimura associée
est la variété modulaire de Picard et I’espace X est union disjointe de deux boules
ouvertes unité dans C2.

Exemple 1.1.4. — Dans le cas (A) lorsque B est une algébre 4 division sur F et que
la signature est de la forme (1,7 —1) x (0,n) X -+ - x (0,n) on retrouve les variétés de
Shimura utilisées dans [34].

Exemple 1.1.5. — Dans le cas (C) avec B = F = Q, V = Q?", (.,.) est un produit
symplectique non-dégénéré sur V on retrouve les variétés modulaires de Siegel.

Dans le cas (C) lorsque 2n =2, B=F, V = F2 (s, ) est un produit symplectique
non-dégénéré on retrouve les variétés modulaires de Hilbert (telles qu’elles sont définies
« classiquement » les variétés modulaires de Hilbert sont plutot les variétés de Shimura,
connexes associées). Le groupe associé est G = {g € GLz(F) | det(g) € Q*}.

Remarque 1.1.6. — Si v est une place de Q en laquelle G/, est non-ramifié et K de
la forme K, K" avec K, hyperspécial alors dans la définition modulaire de Shg, kv on
peut remplacer « & isogénie pres » par « & isogénie premiére a p prés » quitte 4 mettre
des structures de niveau hors v uniquement. C’est ce que l'on fait classiquement
pour les courbes modulaires pour lesquelles on s’intéresse & des courbes elliptiques 3
isomorphisme pres, GLy/q étant non-ramifié en toutes les places finies.

La tour de variétés (Shx )k est munie d’une action de G(Ay) par action des opé-
rateurs de Hecke sur la structure de niveau 7.
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La variété de Shimura Shg n’est pas en général associée a la donnée de Shimura
(G,X). On a en fait la décomposition suivante définie sur E ([51] section 8) :

Shk =[] Shx(G,X)
ker'(Q,G)

ou G’ parcourt des formes intérieures de G isomorphes &4 G partout localement, et ou
Shk (G', X) désigne le modele canonique sur E de la variété de Shimura associée & la
donnée de Shimura (G, X). Plus précisément, si z € Shg (C) est associé & (4, A, ¢,7),
x appartient & la composante indexée par la classe du G-torseur localement trivial

IsomB-mod.symp. (Va H, (A’ Q))

et G’ est le groupe des similitudes unitaires associé au B-module symplectique
H 1 (Aa Q)

On remarque ([51] chapitre 7) que dans le cas (C) et dans le cas (A) avec n pair, G
vérifie le principe de Hasse, ¢’est-a-dire que ker’ (Q, G) est réduit & un seul élément.
Dans ces deux cas les variétés Shx sont donc des variétés de Shimura associées a la
donnée de Shimura (G, X). Il est également démontré dans la section 7 de [51] que
dans le cas (A) avec n impair ’application ker'(Q, Zg) — ker'(Q, G) est surjective.
Dans ce cas, tous les groupes G’ sont donc en fait isomorphes & G, et les variétés Shg
sont donc une union finie de copies d’un modele canonique de la variété de Shimura
associée & la donnée (G, X) ([16, 60]).

1.1.4. Uniformisation complexe. — Le modele canonique Sh(G, X) vérifie
Shk (G, X)(C) ~ GQ)\ (X x G(Ay)/K)

Le lien entre cette uniformisation complexe et la description modulaire précédente est
le suivant. Soit z = (A, \,¢,7) € Shg(C) que 'on suppose, pour simplifier, dans
la composante indexée par la classe du G-torseur trivial dans ker! (Q,G). Fixons
donc un isomorphisme de B-modules symplectiques V ~ H;(A,Q). Celui-ci induit
un isomorphisme canonique V ® Ay ~ H;(A,Ay) qui comparé a la structure de
niveau K, 77 : V ® Ay ~ Hy(A, Ay)[K], fournit une structure de niveau K : V ®
Af >~V ®Af[K], c’est-a-dire un élément de G(Ay)/K. Quant & 'isomorphisme V ®
R ~ H;(A,R) il induit une R-structure de Hodge polarisée de poids ((—1,0), (0, 1))
munie d’une action de B ® R sur V ® R par image réciproque de celle sur H; (4, R).
D’ott un morphisme h; : S — G(R) qui, grace & la condition de Kottwitz (dans
le cas (A) cela revient & fixer Paction du corps C.M. sur Hy(A,C)/Fil™' H;(4,C)),
est conjugué dans G(R) & Pélément h fournit par la donnée de Shimura et donne
donc un élément de X. On obtient donc pour chaque isomorphisme de B-modules
symplectiques V ~ H;(A,Q) un élément de X x G(Ay)/K qui une fois passé a la
classe dans G(Q)\(X x G(Ay¢)/K) ne dépend plus de ce choix d’isomorphisme. On
vérifie que cela donne bien une bijection au niveau des points en utilisant ’équivalence
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(de Riemann) de catégories A — H;(A, Q) entre Q-structures de Hodge polarisées de
poids ((—1,0), (0, —1)) et variétés abéliennes polarisées sur C & isogénie pres.

Cet argument démontre qu’il existe une bijection entre les deux ensembles ci-dessus
mais ne démontre pas qu’il s’agit d’un isomorphisme de variétés analytiques complexes
entre Shi (G, X)** et G(Q)\ (X x G(Ay)/K). Voici des arguments qui permettent de
montrer que c’est le cas :

« Tout d’abord ’espace X admet l'interprétation modulaire suivante : il représente
le foncteur défini sur la catégorie des espaces analytiques complexes lisses qui & un
espace analytique X associe les (F, Fil ! (Fc ® Ox), 9,1, p) ot

— (F,Fil™! (Fc ® Ox)) est une variation de R-structures de Hodge de poids
((~1,0), (0, —1)). Cela signifie que F est un R-systéme local, Fil™!(Fc ® Ox) un
sous fibré holomorphe du fibré complexe associé a F qui définit en chaque point
z € X une R-structure de Hodge (F,, Fil™'F¢ ) (la condition de transversalité
de Griffiths est vide ici)

~1: B®R — End((F,Fil"}(Fc ® Ox))) est une action de B ® R sur la
variation précédente

-9 : FQ®F — R(—1) est une polarisation de la variation précédente telle
que l'involution de Rosati associée induise * sur B via ¢

— Pour tout z € X I'action de B®R sur F¢,;/ Fil_lfc,z satisfait la condition
de Kottwitz

—p: V®R =5 F est une rigidification, c’est-a-dire un isomorphisme de
R-systemes locaux compatible & action de BQR, & 1) et (e, )

En effet, une telle variation de structure de Hodge sur X donne une application X >
T p*hg olt hy 1 S — QU (Fy, Ly, z) (GU=groupe de similitudes unitaires) désigne
le morphisme définissant la structure de Hodge munies de ses structures additionnelles
sur F,. La condition de Kottwitz implique que p*h, est conjugué a h et défini donc
un élément de X. D’out une application X — X.

Celle-ci est holomorphe car la structure complexe sur X est celle induite par le
plongement des périodes X < X = G(C)/P,, (C) (P, est le sous-groupe parabolique
de G associé & uy) et I'application des périodes hy — p*un, € X est holomorphe.

« Le second argument consiste & remarquer que Shg (G, X)c est un schéma lisse
sur C comme il résulte de la théorie de la déformation des schémas abéliens en carac-
téristique 0 (celle de Grothendieck) et du fait qu’étant en caractéristique 0 le module
de Tate des schémas abéliens est étale en tous les premiers de Q et que donc il n’y a
pas d’obstruction & déformer les structures de niveau.

« Définissons une application holomorphe

= : Shk (C) — G(Q)\ (X x G(Ay)/K)

Notons (A, A, ¢,7) le quadruplet universel au-dessus de Shx(G,X)c et 7 : A —
Shk (G, X)c. Soit U un ouvert de Shg(G,X)>" au-dessus duquel le systéme local
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R72"Q est trivial et fixons un isomorphisme de B-modules symplectiques p: V —
(Rlﬂ‘an)'\@ (ce qui est possible puisque 'on est dans la composante de Shy indexée
par la classe triviale dans ker' (Q, G)). D’apreés la définition modulaire de X donnée
précédemment, la variation de structure de Hodge ((R'72°R)Y;, (R'72*O%)V) munie
de ses structures additionnelles fournies par A et ¢ couplée a la rigidification pgr donne
un morphisme U — X. Quant & 7 elle définit via p un morphisme U — G(Ay)/K,
d’olt un morphisme
U— X x G(A f) / K

Remarquons maintenant qu’aprés passage au quotient par G(Q) & gauche ces applica-
tions se recollent pour des U et des choix de rigidifications p différents puisque ’action
de la monodromie sur R!7,Q se fait & travers G(Q) (utiliser également que dans la
définition d’une structure de niveau K l’action de la monodromie sur le module de
Tate se fait a travers K).

« Le morphisme = ainsi construit est holomorphe bijectif au niveau des points. Il
reste donc & voir qu’il est biholomorphe. Il suffit de voir que I'application tangente
est bijective ce qui résulte de la description de ’espace tangent & Shx en un point &
valeurs dans C en termes de théorie de la déformation de Grothendieck des schémas
abéliens et de celle de ’espace tangent & X (en termes de la théorie de la déformation
de Kodaira-Spencer).

On pourra également consulter la section 4.4 de [15] ainsi que [27].

1.1.5. Systémes locaux. — Soit £ un nombre premier différent de p. Fixons une
fois pour toute un isomorphisme ¢ : Q; — C. Soit p une représentation algébrique
complexe de G. Le morphisme p définit alors via ¢ un Q,-systéme local étale équiva-
riant £, sur la tour (Shk)kca(a;)-

La variété Shx est munie d’un pro-revétement étale (Shxr — Shg)k'qx de
groupe K. Composant I'application de projection K — G(Q) avec la représen-
tation p : G(Q) — G(Qp) N GL(V.,) on obtient une représentation continue
K — GL(V.,). Le systeme local £, est celui associé & cette représentation.

Le morphisme p définit également un fibré holomorphe plat d’espace total

GQ\ (X xV, x G(Af)/K) — GQ)\ (X x G(Ay)/K)) = Shk (G, X)(C)

Notons Ep le systéme local complexe associé sur Shg(C). Si z € Shg(G,X)(C) le
groupe fondamental topologique 7;(Shg(C),z) s’identifie & un sous groupe arith-
métique I' de G(Q) et Zp est associé & la représentation I' — G(Q) - GL(V,).
Considérons le systéme local topologique de Qg-espaces vectoriels L , associé via ¢.
Il existe alors une extension de degré finie L de QQ; et un systeme local topologique
de Op-espaces vectoriels M tel que Z,ﬁ = M ®p, Q¢ (cela résulte de arithméticité
des groupes fondamentaux I' précédents). Alors, dans la catégorie des faisceaux toplo-
giques, M = hé_nn eN M/w}PM et en fait le systéme local £-adique £, est de la forme
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Ly = (Nn)nen ® Q¢ o
(M/@LM)nen = (Nn)ren
ou 2" désigne le pull-back du site étale vers le site analytique. Le théoréme de com-
paraison entre cohomologie analytique et étale pour les coefficients de torsion montre
alors que la cohomologie de Shx (C) a coefficients dans Ep twistée par ¢ est isomorphe
a celle de £,.
Nous écrirons donc dans la suite £, pour Ep.

Exemple 1.1.7. — Soit p la représentation standard de G sur V (l’espace de la don-
née D). Alors, si 7 : A — Shg (G, X) désigne le schéma abélien universel

L, = (R'mQe)" (1)

En général L, est facteur direct dans des images directes de produits A x --- X A —
Shk (G, X).

1.2. Modéles entiers

1.2.1. Hypothése de non ramification. — Fixons un plongement v : Q — Q,, et
notons E, le complété de E correspondant. Soit Op un Z,) ordre dans B stable par *
et tel que Op ® Zj, soit un ordre maximal dans Bg,. Nous supposerons (cf. [51]) :

+ Bg, est un produit d’algebres de matrices sur des extensions non ramifiées de
Qp, c’est-a-dire : B est déployée en toutes les places de F' divisant p et F' est non
ramifié en toutes les places de F' divisant p

« Afin de s’assurer que G, est quasidéployé nous supposerons qu'il existe un réseau
autodual A¢ dans Vg,

Sous ces hypotheses le groupe Gg, est non ramifié.

1.2.2. Modeéles. — Sous les hypothéses précédentes Kottwitz construit dans [51]
une tour (Sk»r)k» de variétés quasiprojectives lisses sur O, indexée par des sous-
groupes compacts ouverts suffisamment petits KP C G(A’}). Cette tour est munie
d’une action de G(A’f’). Le schéma Sk» est défini comme 1’espace de modules des
quadruplets (A, A, ¢,7P) ou :

« A est un schéma abélien défini & une isogénie premiére & p pres

« A est une polarisation premiere a p et ZE;) homogene. Cela signifie que si « est
une fonction définie sur le schéma de base sur lequel est défini A, & valeurs dans Z(’; )
et localement constante, alors A est considérée comme étant équivalente a aA.

+ t: Op — End(A) ® Zy) est un morphisme d’algebres transformant Iinvolution x
sur Op en l'involution de Rosati associée & A sur End(A) ® Z,)

« P V®AL — Hy(A, A})[K?] est un isomorphisme de B® A’;-modules symplec-
tiques définissant une structure de niveau K? au sens de la définition 2.5.5 de [51].
Cet isomorphisme est pris & un élément de A’;X pres.
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« La condition de Kottwitz est vérifiée : il y a une égalité de fonctions polynomiales
en b € B det(b;Lie(A)) = det(b; Vo).

Le groupe G(A%) opere sur la tour (Sk»)k» par action sur 7P.

Soit Ag C Vg, un réseau autodual. Soit Cy = Stabg(q,)(Ao) le sous-groupe compact
hyperspécial associé. Il y a alors des isomorphismes compatibles pour K? variant

Sk» R0pg, E, = She,kr @ Ey

déduits du lemme 7.2 de [51]. Ces isomorphismes dépendent du choix de Ag et sont
G(A%)-équivariants.

Les systémes locaux équivariants £, définis précédemment sont en fait dé-
finis sur ces modeles entiers. Cela découle de ce que si KP = K,K*% alors le
pro-revétement (She k't — Sheok, ke )k’<ar, s'étend en le pro-revétement
(Skrker — SKgKeP)K’qu'

1.2.3. Structure de G(Q,) : notations

1.2.3.1. Cas (A). — On se place dans le cadre de la section 1.1.1. Tout élément 7 € &
fournit un plongement vo7: F — @.

Cas (AL). — Supposons p décomposé dans K. Soient (w;)icr les places de F divi-
sant p associées a tous ces plongements lorsque 7 parcourt ®. L’algebre semi-simple
Bg, est de la forme [], (Ma(F.,) x Mg(F,¢)°PP) puisque * induit un isomorphisme
Mqa(Fy,) = Ma(Fye). On a alors,

Gg, = [[ GLn(Fu.) x Q)
iel
ot GL, (F,) désigne la restriction des scalaires de F,, & Q, de GLy,.

L’équivalence de Morita permet de supposer qu’en chaque place w; on est dans le
cas suivant : Bg, = Fy, X Fy,, OBQP = Og,, XOf,,, (z,9)* = (y,2), Vg, = Vi VY,
(x®p, 2’ ®¢") = ¢'(x)— ('), un réseau autodual étant alors de la forme Ag = AGAY
ou A est un réseau de V.

Cas (AU). — Supposons p inerte dans K. Nous noterons alors (w;);es les places de
F divisant p. Les extensions F),;|Q, sont alors non-ramifiées de degré pair et

G, = G( [] GUFu,im))
jeJ

olt GU(Fy,;;n) est la forme intérieure quasidéployée du groupe des similitudes uni-
taires en n variables sur F,,, vu comme groupe sur Q, (plus précisément, il s’agit
du sous-groupe de la restriction des scalaires de F,; & Q, du groupe des similitudes
unitaires sur F,; ayant un facteur de similitude dans Q,’) et ol le G devant le produit
signifie que 1’on prend le sous-groupe du produit formé des uplets ayant méme facteur
de similitude.
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L’équivalence de Morita permet alors de se ramener en chaque place w; au cas
suivant : Bg, = Fy,, involution  est égale & oFwi*®l/2 o4 o est le Frobenius
de P'extension non-ramifiée Fy,; |Qp, (9}301D = Oij, dans une base convenable de V;
identifié a Fy. :

VX,Y € Fy, (X,Y) = tI'ij/Qp(OttX*JY)

ol a € F. est tel que a* = —a,

. 0 In/2
J—(In/2 0 )

si n est pair et

0 0lpm-1y2
J= 0 1 0
In-120 0

si n est impair.
Un réseau autodual dans le cas o1 n est pair est alors donné par Ag = AV HA®P ou
AW A®) sont deux SOUS—Oij -modules totalement isotropes tels que ’accouplement

AD x A® & Z, soit parfait.
Dans le cas oll n est impair, on peut prendre comme réseau autodual Ao = A @

OF,, € ® A ot A et A®) sont comme précédemment et (e,e) = 0.

Cas (C). — Soient (w;);es les places de F' divisant p. Comme dans le cas (AU) Gq,
est isomorphe & un sous-groupe d’un produit indexé par J de groupes de similitudes
symplectiques en 2n-variables.
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CHAPITRE 2
ESPACES DE RAPOPORT-ZINK

2.1. lsocristaux munis de structures additionnelles : le cas de GL,,

Nous donnons ici une description explicite pour le groupe linéaire de la classification
des isocristaux munis de structures additionnelles donnée par Kottwitz dans [47] et
[52]. Etant donné que nous avons essentiellement en vue comme application de cet
article le cas de GL,, nous n’avons pas inclu les autres cas.

Oublions momentanément les notations globales du chapitre précédent. Soit F'|Q,
une extension non ramifiée de degré d. Soit G = Resr/q, (GL»). Le groupe algébrique
G se déploie sur F' en

Gir= [] GLur
i€Z/dZ
ot le groupe I' = Gal(F|Q,) = Z/dZ opére par permutations cycliques sur les facteurs
en translatant par un élément de Z/dZ. Un tore maximal de G défini sur Q, est
T = (F*)™. Un tore déployé maximal est A = (Q;)" — (F*)" = T. Le groupe de
Weyl absolu est W = (&,,).

Définition 2.1.1. — Le corps L est le complété de 'extension maximale non ramifiée
de Qp. L’automorphisme o est le Frobenius de 'extension L|Q,.

Définition 2.1.2. — On appelle isocristal un L-espace vectoriel de dimension finie N
muni d’une application bijective o-linéaire p : N — N.

On appelle F-isocristal un L-espace vectoriel N muni d’une application bijective
o%-linéaire ¢ : N — N (0¢ est le Frobenius géométrique de I’extension L|F).

Rappelons également que deux éléments by,be € G(L) sont dits o-conjugués s’il
existe un g dans G(L) tel que by = gbag~?. Rappelons alors la définition

Définition 2.1.3 ([47]). — L’ensemble B(G) désigne l'ensemble des classes de o-
conjugaison dans G(L).

L’ensemble B(G) classifie les isocristaux munis d’une action de F'. A la classe de o-
conjugaison de b est associée la classe d’isomorphisme de I'isocristal muni d’une action
de F, (F"®q, L,b®0). Il est bien connu que la catégorie des isocristaux munis d’une
action de F' est équivalente & la catégorie des F-isocristaux, ce qui se traduit dans le
langage de Kottwitz par le lemme de Shapiro B(G) ~ B(GL,,r) ([47]). Rappelons
que dans cette correspondance si (IV, ¢) est muni d’une action de F' alors on lui associe
le F-isocristal (N, o) ot 7: F < Lest fixéet N, = {n € N |Vz € F z.n = 7(x)n}.

Un élément b € B(G) est donné par les pentes du F-isocristal associé
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ol d; A h; = 1, et des multiplicités m,,...,m, vérifiant ), m;h; = n. Le point de
Newton associé ([47]) est
A1 A1 Ar Ar
=(—=, i, =, =, — «(A)o =Q"
1473 (¥d7 ’dj ,\d, ’dJ)EX( )Q Q
7n‘l;l m:rhr

(le dénominateur d provient du fait que les pentes d’un F-isocristal sont d fois les
pentes de l'isocristal muni d’une action de F' associé). Le centralisateur du morphisme
des pentes v est le sous-groupe de Levi

Mb = ReSF/Qp(GLmlhl) X e X ReSF/Qp(GLmrh,«)

et b provient d’une classe basique de M, ou 'on rappelle qu’une classe basique est
une classe possédant une unique pente. Rappelons que ’on note J, le groupe des auto-
morphismes de 'isocristal muni de ses structures additionnelles. Dans le cas présent,
la structure additionnelle consiste en ’action de F'. Le groupe J, est donc le groupe
des automorphismes du F-isocristal associé :

Jb = Resp/q, (GLm, (D)) x - -+ x Resp/q, (GLm,(Da,))

ou D, /F est une algebre centrale simple sur F' d’invariant .

Le groupe dérivé G4 étant simplement connexe, X*(Z(G)T) = X.(D)r = B (D)
ol D = G/G%r et Z(G) désigne le centre du L-groupe connexe. Or, le déterminant
induit un isomorphisme de groupes det : G/G" — Resp/q,Gm, et donc B(D) =
Z. On identifiera donc X*(Z (@)I‘) & Z. L'application de Kottwitz « définie dans la
section 6 de [49] (cf. également le théoréme 1.15 de [66]) est alors

k:B(G) — Z = X*(Z(G)")
b — vp(det(b))

et est telle que

T
k(b) = Z m;d;
i=1
qui est la dimension de I’isocristal ou encore le point terminal du polygone de Newton.

2.1.1. Polygone de Hodge. — Soit maintenant un cocaractere u : G, o

G /o Etant donné un élément de B(G), & chaque représentation linéaiic de G est
associé un isocristal filtré, la filtration étant définie par u. Dans [66] et [52] est défini
un sous-ensemble B(G, u) C B(G) en termes de théorie des groupes réductifs. Cette
ensemble s’interpréte comme une version tannakienne de I'inégalité de Mazur sur les
polygones de Hodge et Newton au sens ou étant donné un élément de B(G), & chaque
représentation linéaire de G est associé un isocristal filtré, la filtration étant définie
par p. L’élément de B(G) est dans B(G, u) si et seulement si tous ces isocristaux
filtrés sont tels que le polygone de Newton associé soit au-dessus de celui de Hodge
et aient mémes points terminaux.
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Le cocaractere p est défini sur F' et définit un élément de
Xu(T)/W =~ {(%5)icz/daz,1<j<n | Ti5 €L, ViIVG <J' @iy 2 @ijr}

sur lequel le groupe de Galois I' opére via o - (zi;) = (2i—15)s,;. Nous supposerons f
minuscule donné, avec les notations ci-dessus, par u = (us5)i,; out Vi py; = 1 pour
1<j<a;etpu; =0sij > a les a; étant des entiers compris entre 1 et n.
Le groupe de Galois I' = Z/dZ agit par permutation sur (a;)icz/az, et le corps de
définition de la classe de conjugaison de y a pour groupe de Galois le stabilisateur de
(ai)icz/az € N/ dans T = Z/dZ.
Le L-groupe connexe de G est donné par
LG =G = [] GL.(C)
Z/dZ.
et le L-groupe par LG = G x Z/dZ ou Z/dZ agit par permutation cyclique des
composantes. Au cocaractere y de G, Kottwitz associe un caractére du centre du L-
groupe connexe Z (@) défini par p; = ﬁl z@r €L ([52] section 6.1), et donné avec
nos notations par
M1 = Z Qa;

i€Z/dZ
le point terminal du polygone de Hodge. De méme ([52] section 6.1), Kottwitz définit
p2 par
X(Tr®Q~ X.(A)g =Q"
Bipr ® 1+ pa
Avec les notations précédentes

1
“223.2 1,...,1,0,...,0)
i€z/dZ .

Kottwitz définit dans la section 6 de [52] le sous ensemble B(G, ) de B(G) formé
des classes de o-conjugaison vérifiant le théoréeme de Mazur sur la position relative
des polygones de Newton et de Hodge tel qu’il généralisé dans [66]. D’apres ce qui
précéde, dans notre cas particulier cet ensemble posséde la description suivante (aprés
avoir multiplié I'inégalité Newt(b) < uq par d)

B(G,p) = {b € B(G) | Newt(b) < uz € X.(A)g et x(b) = pu1}
_ {()\1,...,Al,...,)\,,...,)\r) < Yiezjaz(L - 1,0,...,0)
N e’ S——— N——

miha mphy ai
T
et tels que Y ;_; mid; = ZiEZ/dZ ai}

ol < désigne 'ordre usuel sur la chambre de Weyl positive (section 2.1 de [66]).
L’inégalité s’interpréte comme « le polygone de Newton est au-dessus du polygone de
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Hodge », et I’égalité comme « les points terminaux des polygones de Newton et de
Hodge sont égaux ».
Rappelons qu’en effet, a une suite

(Ti)1<ign € Xu(A)o/W = {(1:): € Q" |Viyi > yit1}

on associe un polygone convexe & pentes rationnelles constantes sur les segments
entiers [4,7 + 1] 0 <4 < n — 1 défini par

k
P0)=0 et VI<k<n P(k)=) Tnyi-,
r=1

Dans la description donnée ci-dessus de B(G, i) (i.e. aprés multiplication par d des
inégalités) les pentes du polygone de Hodge sont donc entiéres et les polygones de
Newton possibles sont tous les polygones convexes & pentes rationnelles P vérifiant
P(0) = 0, P & méme point terminal que celui de Hodge, est au-dessus de celui-ci et
a des points de rupture a coordonnées entieres. Cette description permet de calculer
« graphiquement » I’ensemble B(G, ) pour un p donné.

Exemple 2.1.4. — Lorsque F = Qp, et b € B(G), b € B(G, ) si et seulement si
'isocristal filtré (L™, bo, u) vérifie la condition usuelle : le polygone de Hodge est en
dessous du polygone de Newton et ils ont mémes points terminaux.

Pour un élément de B(G), la condition d’appartenance & B(G, 1) généralise donc
la condition sur les polygones de Newton et Hodge de I’isocristal filtré associé qui
tient compte des structures additionnelles.

Exemple 2.1.5. — Dans le cas de signature (1,n—1) x (0,n) X - - - x (0,n) étudié dans
[34] les différents polygones possibles sont les suivants (Hodge est en trait plein)

dimension
A
1
e
A : :
- - : : :
== .= e A ..........> hauteur
0 n—1 n

On remarque en particulier que les polygones sont totalement ordonnés et qu’il n’y
a que deux pentes dont 'une est toujours étale et 'autre « de dimension 1 ». Cette
derniére propriété justifie I’adjectif « simple » associé aux variétés de Shimura utilisées
dans [34].

Voici cependant un exemple de signature (1,4) x (2,3) x (0,5) x --- x (0,5) qui
montre qu’en général la situation est beaucoup plus compliquée (nous n’avons pas
dessiné tous les polygones de Newton)
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Le lecteur effrayé par une pente 2 associée un groupe p-divisible remarquera que les
pentes de la classe d’isogénie associée sont les pentes du polygone ci-dessus divisées
par d.

2.1.2. Classe basique dans B(G, ). — 1l existe une unique classe basique dans
B(G, p). Notons la bg. Avec les notations précédentes celle-ci est donnée par 'unique

pente
1
/\‘—';i Z a;
1€ZL/dZL

Si la pente A est égale & /s, ou r A s = 1, alors la multiplicité de la pente est n/s, et
l’on a
Jbo = ReSF/QpGL%(D)‘)

2.2. Donnée locale de Rapoport-Zink

2.2.1. Donnée de type E.L. non ramifiée simple. — Une donnée de type E.L.
non ramifiée simple (F,V,b, u) consiste en la donnée

« d’une extension finie non ramifiée F' de Q,

« d’'un F-espace vectoriel de dimension finie V'

« d’une classe de o-conjugaison b € B(G) ou G = Resp/q,GL(V)

. d’une classe de conjugaison de cocaractére minuscule  : Gm@; — G@; du type
de celles de la section 2.1.

On suppose que ces données sont reliées entre elles par la relation

be B(G,u)
Notons Ir = Homg, (F,Q,) et n = dimp V. Le cocaractére  est alors donné par des
couples d’entiers

(pr, qT)TEIF
vérifiant p, + ¢ = n (dans les notations de la section 2.1, ces couples d’entiers sont
les (a;,n — ai)ieZ/dZ)'
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Le corps reflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison
de p. Le groupe Gal(Q,|Q,) opére par permutation sur Ir et Gal(Q,|E) est alors le
stabilisateur dans Gal(Q,|Q,) de (pr,q-).

2.2.2. Donnée de type P.E.L. unitaire non ramifiée simple. — Une donnée
de type P.E.L. unitaire non ramifiée simple (F,*,V, (s, ), b, u) consiste en la donnée

« d’une extension finie non ramifiée F' de Q, munie d’une involution non triviale *

« d’'un F-espace vectoriel de dimension finie V'

« d’un produit hermitien symplectique (s,+) : V x V — Q,, qui est tel qu'il existe
un réseau autodual dans V pour ce produit symplectique

« si G désigne le groupe des similitudes unitaires associé, d’'une classe de o-
conjugaison b € B(G)

« d’une classe de conjugaison de cocaractere minuscule y : Gm@ — G@;

On suppose que ces données sont reliées entre elles par la relation
cou(z)==z2

ol ¢ désigne le facteur de similitude, et
b€ B(G,pu)

La donnée d’un tel u est équivalente a la donnée de couples d’entiers

(pT?qT)TEIF

vérifiant pr + ¢ = n et (Pr«, gr«) = (¢r,pr). Le corps reflex associé se décrit comme
précédemment.

2.2.3. Donnée de type P.E.L. symplectique non ramifiée simple. — Elle
consiste en la donnée (F,V, (s,s),b, u) vérifiant des conditions analogues & celles du
cas unitaire. Le groupe G est alors le groupe des similitudes symplectiques.

2.3. Espaces de Rapoport-Zink associés

Nous récrivons la définition 3.21 de [68] dans nos cas non ramifiés. On remar-
quera en particulier la similarité avec la définition modulaire de ’espace symétrique
X donnée dans la section 1.1.4 (que nous avons volontairement formulée avec une
rigidification p afin de la rapprocher de celle des espaces de Rapoport-Zink). En fait
Panalogue de la définition de X en p serait plutot la définition qui suit & laquelle
on aurait appliqué le foncteur algebre de Lie de I’extension vectorielle universelle qui
& un groupe p-divisible associe un module localement libre filtré (cf. les espaces de
périodes de [68]).

Notons E = @;’}\T le complété de I’extension maximale non ramifiée de E. Nous
noterons k ~ I, le corps résiduel de E.
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2.3.1. Cas E.L. non ramifié

Définition 2.3.1. — Soit (F, V, b, 1) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple.
Soit X un groupe p-divisible sur ¥ muni d’une action de O et d’isocristal covariant
muni de son action de F' isomorphe & (Vi,bo) (Uexistence d'un tel X résulte de
résultats récents de Kottwitz et Rapoport ([53]). Nous noterons M(b, 1)/Spf (Og)
I’espace de Rapoport-Zink associé. C’est ’espace de modules de groupes p-divisibles
munis d’une action de O, X défini sur une base S sur laquelle p est localement
nilpotent, munis d’une quasi-isogénie compatible & ’action de O

p: X xz (5 mod p) — Xmod p
et vérifiant la condition : si
Lie(X) = @D Lie(X),
T€lF

est la décomposition de Lie(X) suivant 'action de OF alors, V7 € Ir Lie(X), est
localement libre de rang p,.

Le schéma formel M(b, 1) est localement formellement de type fini sur Spf (Og)
ce qui signifie que localement M (b, 1) est de la forme

Spf(Op(Ty,...,Tn)[[X1,..., Xn]]/I)

pour un idéal I.

Il résulte de la théorie de Grothendieck-Messing que M(b, ) est formellement
lisse sur Spf(Op). Au dessus d’un point point fermé x de sa fibre spéciale cela se
traduit de la fagon suivante : le complété formel M(b, ,u)A/ (o} s’identifie & I’espace de
déformations par isomorphismes du groupe p-divisible X ™Vmuni de son action de
OF (X" désignant le groupe p-divisible universel sur M(b, u)), et il résulte de la
théorie de Grothendieck Messing que cet espace de déformations est isomorphe au
complété formel d’une certaine grassmannienne (les fameux modeles locaux de [68]
(définition 3.27)) en un point :

M(b, H)A/{z} ~ Spf (OE‘[[Xla . ~-,X2,prqr]])

Plus précisément, si F(X""V) désigne I'extension vectorielle universelle de X U0
([59]) il y a une suite exacte de O y-modules localement libres

0 — Lie(X"vP)V —; Lie E(X ") — Lie(X ") — 0

et Lie E(X"V) = @, Fog, Lie E(X'niv)_ . Cette suite exacte est somme directe de
suites

0 — Lie(X"™'DP)Y ., Lie E(X"™"), — Lie(X"™"), —0
——— e N e’

loc. libre de rg. g- loc. libre de rg. p,
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La théorie de la déformation de Grothendieck-Messing fournit un isomorphisme

\%

1 ~ : univ : univ D

(Ussprion) — ELEX™™), ® Lie(x™"P),
T

Cet isomorphisme est donné par la connexion de Gauss-Manin (il s’agit d’une classe

de Kodaira-Spencer généralisée)

V : Lie B(X"™") — Lie E(X"™) ®0o,, Qh/smoé)

ou V = @,V et les suites exactes ci-dessus. Ici V est induit par un isomorphisme

f: pr; A(Xuniv) ol pr’{ A(Xuniv)

A —— M xsps(05) M

v v

M

désigne le voisinage infinitésimal d’ordre 2 de la diagonale dans M x M et f est
'unique isomorphisme tel que pr} Lie( X VP)V et prj Lie(XUVP)V different par des
exponentielles au sens de Messing. Alors, V(m) = Lie(f)(1®m) —m® 1.

2.3.2. Cas P.E.L. unitaire non ramifié

Définition 2.3.2. — Soit G un groupe p-divisible. On appelle polarisation de G' un
isomorphisme X : G —— GP avec son dual de Cartier GP tel que AV = —\.

Définition 2.3.3. — Soit (F,*,V, (e, e),b, u) une donnée locale de type P.E.L. unitaire
non ramifiée. Nous noterons M (b, 11)/Sp f(Op) Vespace de Rapoport-Zink associé.
Soit (X, ) un groupe p-divisible sur £ muni d’une action de O, d’une polarisation
principale A tel que l'isocristal polarisé de (X, \) muni de son action de F' s’identifie
a (V,bo, (s,)) (une fois de plus I'existence d’un tel (X, \) devrait résulter de travaux
récents de Rapoport et Kottwitz). Alors, le schéma formel M(b, ) classifie les groupes
p-divisibles principalement polarisés (X, \’) munis d’une action de O, tels que via
cette action l'involution de Rosati sur Of soit donnée par l'involution *, et munis
d’une quasi-isogénie compatible a I’action de O

p: X — X mod p

telle que via p A et \" différent, localement sur la base, d’une constante dans Q.. On
suppose de plus que si

Lie(X) = P Lie(X)-
TElR
désigne la décomposition de Lie(X') sous l'action de OF alors

V7 Lie(X), est localement libre de rang p,
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Comme précédemment, M (b, 1) est formellement lisse sur Spf(O ). Son complété
formel en un point fermé de sa fibre spécial est le spectre formel d’une algébre de séries
formelles en 137 ., prg, variables.

Plus précisément, 1’algébre de Lie de 1’extension vectorielle universelle de X univD
s’identifie au dual de celle de X"V (tordu par Z,(1) = Lie E(G,,) si 'on tient compte
de la structure de F-cristal)([7]). La polarisation X : Xu%V -~ XunivD fournit donc
un produit symplectique parfait

(e,) : Lie E(X"™") x Lie E(X"™") — O

tel que Lie(X"ivP)V C Lie E(X""V) soit totalement isotrope (A doit envoyer la fil-
tration de Hodge de X "™V sur celle de X"*VD) et (condition d’étre hermitien)

V7,7 Lie E(X""Y), x Lie E(X"™"),, est nul si 7/ # 7 * et parfait sinon
La polarisation A (ou si l’on préfére (s, +)) induit des isomorphismes
Lie(XuniV).,- AN Lie(XunivD)T*
Et alors,
@ Lie(Xuniv)T ® Lie(XunivD)T ~ @ Lie(XuniV)T ® Lie(Xuniv)T*
T T
qui est muni d’une involution # via (B,Zr ® Yre)* = By, ® T,« et alors,
\ . . #=Id
1 ~ : univ : univ
(QM/smoE)) — (@Lle(X ) ® Lie(X )T*)
T
~ @D Lie(X™"),  Lie(X"™"),.
TEA
ol A est un systéme de représentants de {Id, x}\ Hom(F, Q,).
2.3.3. Cas P.E.L. symplectique. — Etant donnée une donnée locale symplec-
tique non ramifiée simple on peut définir de la méme facon que dans le cas unitaire
l’espace de Rapoport-Zink associé. Nous le noterons M (b, p).

Comme précédemment il y a un isomorphisme fournit par la connexion de Gauss-
Manin

\2
1 ~ 271 univ
(QM/Spf(OE)) — @Sym Lie(X"™),
et I’espace est donc de rang [F : Qp|n(n +1)/2.

2.3.4. Description générale de I’espace tangent. — Soit
G={ge GLo ,g0r (Lie E(X"™)) | g*g € G, dans le cas (AL) ou symplectique}

et
P, ={g € G| g(Lie(DP)V) = Lie(GP)V}
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Le schéma formel en groupes G est un groupe réductif au-dessus de M Zariski-
localement isomorphe & un modele entier réductif de G (G est non-ramifié). Il y a
alors un isomorphisme
\% ~ ~
1 ~ . .
(Q L/ $p8(0s )) ., Lie(G)/ Lie(P,)
et donc rg(Q}Q) = 2(p, p) ol p désigne la demi-somme des racines positives.
Cet isomorphisme est donné par la connexion de Gauss-Manin équivariante :
Lie E(XU"V) est un G-torseur pour la topologie de Zariski et 'isomorphisme de
Messing pr3E(XU"V) — priE(X"") induit un isomorphisme de G-torseurs
prj Lie E(X""V) =5 pr} Lie E(X"™V) et donc

V € T(M, Lie(®) ® Uy 5,000,))

qui définit ’isomorphisme ci-dessus.

2.3.5. Décomposition d’une donnée globale non ramifiée en produits de
données locales simples. — Revenons aux notations globales du chapitre 1.1. La
donnée globale D couplée au plongement v fournit une donnée Do, = (B® Q,, V ®
Qp; (o5 0, u@) oll fig~ est obtenu & partir de p gréce & v.

Cas (AL). — Utilisant I’équivalence de Morita on en déduit pour tout ¢ dans I (avec
les notations de la section 1.2.3) une donnée de type E.L. non ramifiée simple (sans

sa classe de o-conjugaison) : (F,, Vi, u;). Nous noterons E; son corps reflex. Les deux
corps suivants sont égaux
E, =]]E:

iel
Les signatures locales se déduisent des globales : les signatures associées a la donnée

indexée par i € I sont les (p,, ¢-) lorsque T parcourt les 7 € ® tels que le plongement
v o 7 restreint a I induise la place w;. Remarquons maintenant que

B(Gy,, ug;) = [ [ B(GLn(Fu,), m:)
el

et que donc la donnée de b = [[,b; € B(GQP,;L@) fournit des données locales
(-F!iv ‘/rivb‘lh l"Ll) pour tout :.

Cas (AU) et (C). — Comme précédemment la donnée se scinde en un produit de
données locales de type P.E.L. indexées par J et B(Gg,, p@) se scinde en un produit.

Définition 2.3.4. — Pour un b € B(Gq,, 1ig;) nous noterons (Dg,,b) la donnée locale
de Rapoport-Zink (B ® Qp, V ® Qp, (s, ), b, ,u@) qui se décompose en un produit de
données simples comme ci-dessus.
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2.3.6. Espace de Rapoport-Zink associé a (Dg,,b). — Soit donc b €
B(Gq,, u@). Celui-ci fournit une donnée de Rapoport-Zink locale de type P.E.L.
(Dq,,b) ([68] 3.17) & laquelle est associé un espace espace de Rapoport-Zink
M(Dq,,b) sur Spf(Op) ou E = Er ([68] définition 3.21). Rappelons brievement
que c’est un espace de modules de groupes p-divisibles principalement polarisés,
munis d’une action de Op ® Z,, vérifiant la condition de Kottwitz (associée a ,u@),
rigidifiés via une quasi-isogénie avec un groupe p-divisible fixé sur k dont Iisocristal
muni de structures additionnelles est fixé par b (le tout vérifiant des conditions de
compatibilité).

Remarque 2.3.5. — En général M (Dq,, b) n’est pas un schéma formel p-adique comme
c’est le cas pour les espaces de Drinfeld (en fait c’est le cas si et seulement si ’ensemble
B(GQp,u@) est réduit a un seul élément qui est donc basique).

2.3.7. Décomposition de I’espace associé a (Dg,,b) en produit d’espaces
simples de type E.L. et P.E.L.

2.8.7.1. Cas (AL). — Soit X"V le groupe p-divisible universel sur M(DQP, b). L’ac-
tion de Op ® Z, sur X"V, la polarisation \ et * permettent de décomposer X"V
en

Xuniv _ X univ @ X univ

@( i i)

Utilisant le fait que Op®Zj, est un ordre maximal, on peut appliquer une « équivalence
de Morita » a chaque terme pour obtenir que ’espace de Rapoport-Zink associé a
(Dq,,b) se décompose de la fagon suivante

M(Dq,,b) = [[ M(bs, ) x Q) /2
i€l
Remarque 2.3.6. — Cette décomposition en produit d’espaces plus simples par équi-
valence de Morita est un des points clef de tout ce qui suit. Par exemple, elle permet
dans [34] et [63] de ramener 1’étude d’espaces de modules associés & des groupes p-
divisibles de dimension supérieur & 1 & celle de groupes p-divisibles de dimension 1
(avec les notations de [34] on associe au groupe p-divisible A[p®] le groupe A[p]
de dimension 1, ol € est un idempotent de O ® Zy).

Exemple 2.3.7. — Supposons que pour un ¢ € I, u; soit tel qu’il existe un 79 € Ip,,
tel que V1 # 79, p;,» = 0. Alors, le schéma formel .A;I(bi, i) est Pespace de modules
des O -modules p-divisibles X (au sens de [34]) sur un schéma S sur lequel p est
localement nilpotent munis d’une rigidification avec un O?w,» -module p-divisible sur

]F_p de F isocristal associé a b; et vérifiant

Lie(X) est un Og-module libre de rang p; -,
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Exemple 2.3.8. — Avec les notations précédentes, si u; = 1 pour un ¢ appartenant a I,
alors B(GLy,(Fy,, p:)) est réduit & un seul élément b; qui est associé a un isocristal
étale et

M(bs, pi) = GLy(Fu, )/ Co

comme espace discret (c’est-a-dire union disjointe de copies de Spf(Oj)).

Exemple 2.3.9. — Avec les notations de Pexemple 2.3.7 si p; -, = 1 et b; est ba-
sique, M(bi, pi) paramétrise des déformations par quasi-isogénies de Op -modules
p-divisibles de dimension 1 et de hauteur n.

M(bs, ) =~ SpF(O[[T1, ..., Tuoi]]) X Z

I’espace de Lubin-Tate sur lequel opére Jp, = D;(/n.

2.8.7.2. Cas (AU). — Commencons par remarquer que si M(b, 1) désigne un espace
de Rapoport-Zink de type P.E.L. unitaire non ramifié simple, celui ci est muni d’un
morphisme 3 : M (b, u) — Q) /Z; mesurant le « défaut » de la polarisation du groupe
p-divisible universel & coincider avec celle définie par (s,s) sur V. Comme précédem-
ment, X"V se décompose en une somme indexée par J de groupes p-divisibles et
l’on a I’égalité
1
M(Dg,,b) = (H M(bj,uj)) — [T M), 1)
jeJ jeJ

est Pouvert fermé défini par 1'égalité : Vj,j’ € J, B; = B;.

2.8.7.3. Cas (C). — Comme ci-dessus, il y a une décomposition :
v o 1
M(Dq,,b) = (H M(bj,ﬂj))
jeJ
2.3.8. Continuité de ’action de J,. — Nous notons dans cette section M un

espace de Rapoport-Zink associé a une donnée locale simple ou bien a une donnée
globale.
Le schéma formel M est muni d’une action a gauche de J, via

Vgey V(X,p) €M g-(X,p)=(X,pog™")

Lorsque M = M(DQP, ,u@), cette action se fait composante par composante dans
les décompositions en produits précédentes (on remarquera par exemple que dans le
cas (AL), Jp = []; Jb, et dans le cas (AU) Jp C [[;c5 Jb;)-

Définition 2.3.10. — Soit X un schéma formel muni d’une action d’un groupe lo-
calement compact totalement discontinu H. Nous dirons que H agit continiment
sur X si et seulement si tout ouvert quasi-compact U de X est stabilisé par un
voisinage de l'identité dans H, et si Zy C Oy est un idéal de définition de Oy,
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VN € N il existe un sous-groupe compact ouvert K C H suffisamment petit tel que
Vg€ Kn, g*: OU/I{}' — OU/I{}] est I'identité.

Proposition 2.3.11. — Le groupe J, opére continiment sur M.

Démonstration. — On vérifie aisément que P’assertion ci-dessus est équivalente & la
suivante : si S est un schéma quasicompact sur lequel p est nilpotent et (X, p) € ./\;i(S ),
il existe un voisinage de l'identité dans J, tel que pour g dans un tel voisinage,
(X,pog) ~(X,p).

Notons End(X) P’anneau des endomorphismes du groupe p-divisible X muni de ses
structures additionnelles (la polarisation A et 'action ¢) sur F,. L’anneau End(X) est
un Z,-module libre de type fini. De plus, VN > 0, Id +p” End(X) est un sous-groupe
compact ouvert de J, et lorsque IV varie cette famille de sous-groupes forme une base
de voisinages de I'identité dans Jy. Considérons la quasi-isogénie sur S = S mod p

po(Id+pN(ux1))op™t =Id+pNp(u x 1)p~! € End(X x5 9)g
Le schéma S étant quasi-compact et p nilpotent sur S, par rigidité des quasi-isogénies
Yu € End(X), 3N, p"p(u x 1)p~! se releve en un endomorphisme de X/S

Mais l’algebre End(X) est un Z,-module de type fini. On peut donc trouver un tel N
uniformément pour tous les éléments u de End(X). C’est-a-dire,

3N, Vu e End(X), pNp(u x 1)p~! se reléve en un endomorphisme de X
Nous noterons (p" p(ux1)p~!) ce relevement. Comme End(X) est un anneau p-adique,
Id +p(p" p(u x 1)p™'J€ Aut(X)

On en déduit que Vu € End(X), Id +pV+1p(u x 1)p~! se reléve en un automorphisme
de X, ce qui montre que

(X, p) = (Id+p" ) - (X, p) o

Remarque 2.3.12. — Bien siir, cette démonstration s’applique & un espace de
Rapoport-Zink général tel qu’il est défini dans [68].

2.3.9. La tour d’espaces rigides. — Nous noterons dans cette section M un
espace de Rapoport-Zink associé & une donnée globale non ramifiée D ou bien un
espace de Rapoport-Zink associé & une donnée locale non ramifiée simple. Si M est
associé a une donnée globale D nous noterons V pour V ® Q,, B pour BQ Q, et Op
pour Op ® Zy. Si M est associé & une donnée locale nous noterons Qg pour Op. On
fixe un réseau autodual Ao dans V. Le corps E C Q, désignera soit E, dans le cas
d’un espace associé & une donnée globale, soit le corps reflex de la donné locale dans
le cas d’un espace associé & une donnée locale.
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Définition 2.3.13. — Men désigne la fibre générique de M sur E au sens des espaces
analytiques de Berkovich ([5]). On notera M™& la fibre générique de M au sens des
espaces rigides ou adiques ([35]).

2.8.9.1. Trivialité du torseur des périodes. — Si K|E est une extension de degré
fini, & z € M*®(K) = M(Ok) est associé un groupe p-divisible X = X sur O
d’isocristal filtré (Vy,,b ® o, %1 (x)) ont #; : M3 — Fad est la premiére composante
du morphisme des périodes ([68]). Le module de Tate rationnel de X, V,(X) est
une représentation cristalline de Gx = Gal(K|K) munie d’une action de B et d’un
produit symplectique B-hermitien V,(X) x V,(X) L) Qp(1) dans lequel Tp(X) est
un réseau autodual. On a alors V,(X) =~ (Fil0 Hom(Vy, Beris))¥=14 ou Vi est filtré
par 71(z) et Beis ®r K de fagon usuelle, et Vi, = HomGal(fI K)(VP(X ), Beris) sur
lequel bo provient du Frobenius cristallin ¢ sur Be,is et 71(x) de la filtration de Beyis
(¢f. [23]). On s’intéresse & la variation du torseur des périodes le long de M>" :

M (E) 5 & —> T50mp mod symp. (Vp (X2Y), V)

qui est un G-torseur non vide grace a la rigidification p qui fournit un point de ce
torseur sur Bes. D’aprés [68] dans le cas qui nous intéresse (G4°* est simplement
connexe) et plus généralement grice & [75] et aux travaux de Colmez et Fontaine,

Théoréme 2.3.14. — Le torseur des périodes est constant, trivial sur M(E)

Remarque 2.3.15. — Dans le cas non ramifié auquel nous nous intéressons on peut
démontrer cela de facon encore plus directe de la fagon suivante : V,,(X) et V sont iso-
morphes comme B-modules et contiennent tous deux un réseau autodual T, (X) et Ao.
Donc d’apres le lemme 7.2 de [52] ils sont isomorphes comme modules symplectiques.

Remarque 2.3.16. — Plus précisément on a le résultat suivant : si u: G, /o G Yom
et b € B(G) sont tels que (u,b) soit faiblement admissible, la classe de cohomologie
de ce G-torseur est

K(b) — w1 € HY(Qp, G) = mo(Z(G)F)P ¢ X*(Z(G)Y)
ol k : B(G) — X*(Z(G)F) est Vapplication de Kottwitz ety = ﬁlz(a)p. En particu-
lier, si b € B(G, p), k(b) = u1 et la classe du G-torseur est triviale.

2.8.9.2. Structures de niveau. — Au groupe p-divisible universel X"V / M est associé
un groupe p-divisible rigide

(Xumv)an - mXumv[n]an
ol X'V[n]2n /M2 est étale fini de degré p™M(®). Le faisceau Tp(X"™V) :=
(X[n]*)nen est donc un Zp-faisceau analytique étale localement constant sur
des revétements étales finis, muni d’une action de Op et (dans le cas P.E.L.) d’une

polarisation
T, (X™Y) x Tp(X"%) — Z,(1)
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ol Zy(1) est le Zy-faisceau analytique (ppn )nen. Cet accouplement de faisceaux est
parfait au sens ou il induit un isomorphisme

Tp(Xuniv)V AN Tp(Xuniv)(_l)
D’apres la trivialité du torseur des périodes Vz € Man (E) il existe un isomorphisme
de Op-modules symplectiques
Ao = TH(X7™)

Si K C Cy = Aut(Ag) est un sous-groupe compact ouvert, on peut donc parler de
structure de niveau K sur Tp,(X"™V) au sens usuel que nous rappelons :

%]

Définition 2.3.17. — Soit ¥ — M=® un espace analytique. Fixons un z € Y (E) dans
chaque composante connexe de Y. Une structure de niveau K sur Tp,(X"™") au-dessus
de Y est un isomorphisme Vx de Op-modules symplectiques

7 Ro <5 Tp(X3)

tel que via n Paction de 73" (Y, z) se fasse a travers K agissant sur Ag. Un 7 étant
considéré modulo composition par un élément de K. On notera 7 sa classe.

Bien siir cette définition ne dépend pas du choix des = € M(E') Une définition
équivalente est la suivante :
La classe d’isomorphisme de T,(X ") comme Co-torseur étale est donnée par un
élément de
H'(Y,Co) :=lim H'(Y,Co ® Z/p"Z)
Dire qu’un systéme local est trivial équivaut a dire que cette classe est un cobord. De
la méme fagon, une trivialisation modulo K d’un élément de

ZNY,Co) = liLnZ] (Y,Co®Z/p"Z)
est un élément g € C°(Y, Cy) modulo CO(Y, K) tel que
¢ = cobord(g) modulo K

Dit d’une autre fagon, n: Ag — Tp,(X""V)[K] est donné par une famille compatible

Nt Ao/ Ao — X[n]** K]
ou Vn 3{U;}; un recouvrement étale de Y et des isomorphismes

()i : Do/P™ Mo —— X [n]fF,
tels que sur U; N Uj,

(Mn)i|vinu; © (Wn)rulinuj € K(U;nUj) = KmoUint;)

Définition 2.3.18 ([68]). — L’espace analytique M classifie les structures de niveau
K sur Tp(X""V). Nous noterons M}g les espaces adiques correspondants.
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Remarque 2.3.19. — Bien sir une définition « expéditive » de M est
Mg = K\Iso(Ao/p" Ao, Tp(X"™) @ Z/p"Z) n >0

o1 le second membre est vu comme faisceau étale sur M®®, Cy agit sur Iso(Ag, T, (Xuniv))
via son action sur Ag, Iso signifie isomorphismes compatibles aux structures addi-
tionnelles et n > 0 signifie Id +p™End(A¢) C K.

Pour K C Cy compact ouvert on définit ainsi une tour (./\;( k)i d’espaces analy-
tiques sur F au-dessus de M?" munis de morphismes de transition étales finis pour
KcK'

g,k : Mg — Mg
d’oubli de la structure de niveau tels que Ilx x/ est galoisien de groupe K/K' si
K' «<K.

2.3.9.3. Action se G(Q,) sur les structures de niveau. — La tour (Mx) KCG(Q,) €st
munie d’une action de G(Q,) décrite dans le chapitre 5 de [68] par action de ce groupe
sur la structure de niveau. Rappelons que cela signifie que pour K C Cy et g € G(Qp)
tels que g71Kg C Cp il y a un isomorphisme

g N M K ‘~—> M g——l Kg
Ces isomorphismes se composant de fagon naturelle lorsque K et g varient. L’action
«horizontale » de Jp sur M?" = M, s’étend & M i et commute 3 ’action « verticale »
de G(Qp).

Détaillons la construction de cette action de G(Qp) décrite rapidement dans [68].
Soient K C Cj et g € G(Qy) tels que g7 Kg C Cp. On veut définir un isomorphisme
g: Mg "M g-1Kg- S1 Y est un espace rigide quasi-compact sur F, un élément de
MEE(Y) est donné par un (X, p) € M(S) et un 7 tel que (X, p,7) € MLE(S™E) ol
S/Spf(Op) est un schéma formel admissible de fibre générique Y et

n: Ao — Tp(X"8) (K]
Etant donné que 9 1Kg C Cy, le réseau g - Ag est stable par I'action de K et donc
n(g - Ao) est stable par 'action du 7m; de Y sur T,(X™€). Il définit donc un groupe
p-divisible rigide X’ muni d’une quasi-isogénie X L, x telle que via la composée

~ Rl ~ f,
o hooQ, —1EL vx) =Ty xn

on ait ™1 (TH(X")) = g - Ao.

Le groupe X' est de la forme X ™8 /U o1 U est un groupe rigide plat fini sur S et f
est de la forme p"q oll ¢ : X™& — X8 /U8 et n € Z. D’apres la version relative de
la théorie de Raynaud, apres un éclatement formel admissible S-S , U se prolonge
en un groupe plat fini U / S. Posons

X' = (X x5 8)/U
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et JTLX xg 8 — )A(i’ la quasi-isogénie p"q, ou ¢ : X xsg —-» X x §/[7, qui prolonge f
sur S. Munissons X’ de la rigidification

H:XxkE—Bﬂeng?ﬁ—Lf’xg
ce qui nous donne un (X, ) € M(S). Quant & la structure de niveau 7 sur T,(X),
n=mnog
au sens ou le diagramme suivant commute :

®1
g+ Ao 1 » Vp(X)

| l

Ao — T, (') —— V,(X')

La fibre générique de S est Y et alors (W,ﬁ,ﬁ) € Mg—l kg(Y) que I'on pose comme
étant égal & g - (X, p, 7).

Remarque 2.3.20. — Rappelons également ([68]) que si z € M?*(M) pour M|E une
extension de degré fini, il n’est pas nécessaire d’effectuer un éclatement formel admis-
sible pour prolonger notre isogénie sur Oy (il suffit de prendre I’adhérence schéma-
tique du groupe plat fini précédent dans X [7*], k >> 0) ce qui simplifie la description

de I'action de G(Q,) sur les points Mg (E).

Exemple 2.3.21. — Avec les notations globales précédentes, dans le cas (AL), si Si
K = [];c; Ki x Kt ot K est un sous-groupe compact ouvert de Z,

Mg (b, p) = [ M, (b, i) x Q) /K
iel
ou Qz’,‘ /K est I’espace de modules des structures de niveau K; sur le module de Tate
Zp(1).

Exemple 2.3.22. — Avec les notations de I’exemple précédent et en se placant dans le
cadre de I’exemple 2.3.8 (cas étale) :

MKi(bivlJ‘i) = G(QP)/K%

De plus, J,, = G(Qp) qui agit & gauche sur cet ensemble et G(Q,) agit & droite via
les correspondances de Hecke ensemblistes classiques.

Ce dernier exemple conforte bien I'idée que la tour d’espaces de Rapoport-Zink est
un épaississement rigide de I'immeuble de Bruhat-Tits dans le cas non-étale.
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2.3.10. Quelques propriétés des espaces de Rapoport-Zink rigides
Lemme 2.3.23. — Le schéma formel M est séparé sur Sp f(Og).

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que le sous-schéma formel localement fermé
v A . y
M—— MxM

est une immersion fermée. Soit (X", pUniv) le groupe p-divisible universel muni de
sa rigidification p*. Considérons les deux projections

Mx M A
p2
L’immersion A est alors défini comme étant le lieu défini par
PI (Xuniv’ puniv) ~ p;(Xuniv’ puniv)
ce qui est équivalent a dire que la quasi-isogénie
a = pruniv o (p;puniv -1 . p;Xuniv N pIX\miv

est un isomorphisme ou encore que « ainsi que o~! sont des isogénies. D’apres la,
proposition 2.9 de [68] il s’agit d’une condition fermée. O

Rappelons que le morphisme des périodes ([68] chapitre 5) est le morphisme rigide
analytique 7, : M2 — F2d défini & partir de 'isomorphisme de la proposition 2.3.26
et de la filtration donnée par I’algebre de Lie de I’extension vectorielle universelle ou
F 7&) C G/P, est un ouvert analytique dans I’espace homogene.

Lemme 2.3.24. — Pour tout K, l’espace analytique Mg est lisse de bord vide. Le
morphisme des périodes %y : M@ — F24 est étale. Traduit dans le langage des espaces
adiques : l’espace adique ./\;lr;{g est lisse et partiellement propre et le morphisme 71 est
partiellement propre.

Démonstration. — Montrons les assertions sur les espaces adiques qui sont équiva-
lentes a celles sur les espaces analytiques. D’apres le lemme précédent, Mg est séparé.
Pour voir qu’il est partiellement propre il suffit donc de constater que les compo-
santes irréductibles de sa fibre spéciale M sont propres ([68] proposition 2.32). Les
morphismes Ix,c, : M5E — M€ étant finis il en est donc de méme pour les M5E,

On sait déja que le morphisme des pentes est étale au sens des espaces adiques (pro-
position 5.17 de [68]). Les espaces adiques Fod et Mri& gtant partiellement propres,

le morphisme 7; est partiellement propre O

Remarque 2.3.25. — Ces propriétés peuvent également se déduire de l’existence de
Puniformisation de variétés de Shimura par les Mg.
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2.3.11. Platitude de ’isocristal convergent associé au cristal de Dieudonné

Soit M un espace de Rapoport-Zink associé & une donnée locale simple. Soit X “?iv
le groupe p-divisible universel muni de ses structures additionnelles.

Proposition 2.3.26. — Il y a des isomorphismes Jy-équivariants compatibles aux struc-
tures additionnelles de F-isocristaux

o Ti onrig]V
Lie (B(X*))™ =~ [Lie (B(X"™))™ | ®0, O gyus

. ivy ) Fig V=0
([Lie (BxX™")™] ", F) ~ V& Lboo)
Démonstration. — C’est une conséquence de I'existence de la rigidification
p:Xx;m———»X“"i" XM—M—

ou M désigne la fibre spéciale réduite de M, et de la fonctorialité de la construction de
Berthelot qui & un F-cristal associe un F-isocristal convergent (elle-méme conséquence
de la remarque de Dwork que les relevements de Frobenius agrandissent le rayon de
convergence).

Rappelons briévement comment cela fonctionne. Soient les F-cristaux munis de
structure additionnelles sur (M/Spf(Oy))_ ...

E1=D(X) & =D(X"™ x o M)
Soit
& M — MO
un relévement de Frobenius (M étant formellement lisse un tel relévement existe).
Soit Spf(A) C M un ouvert affine et I C A son plus grand idéal de définition.

Alors,
. I
Spf(A)"E = Max| A{ —
U(a()
ol A(I™/p) C A[1/p] est le complété p-adique de la sous-A[1/p]-algébre engendrée
par les f/p avec f € I, une K-algebre de Tate.

Max(A<%>) = {z € Spf(A)E |V f e I|f(z) < |n|*/"}

Notons B, = A (I"/p). Il y a des inclusions Bp4+; C By,

L’algeébre B,, posséde un modele entier A,, qui est une Ok-algebre topologiquement
de type fini munie d’un morphisme A — A,. De plus, A, /pA,, une k-algebre de type
fini, vérifie

(A"/IA")red = (A”/pA'n)red
Par rigidité des quasi-isogénies p induit une quasi-isogénie entre X ®3 (An/pAn) et
XUV @ 4 (A, /pAy). L'idéal pA, étant muni de puissances divisées on en déduit un
isomorphisme

Lie(B(X"™") ®4 An) [1/p] = D(X) @4y z) An [1/]
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D’out I'isomorphisme Lie(E(X"™V))"& ~ V ® O ., par recollement. Ceci est la pro-
position 5.15 de [68]. Néanmoins cet argument ne démontre pas que cet isomorphisme
est compatible) & V.
Pour le voir, considérons Dy(A) le complété p-adique de 'enveloppe & puissances
divisées de I dans A. Soient
My =D(X) =& @yt M2=Ep,ay—asr

(évaluation des cristaux sur des pro-P.D. épaississement). Le module M; est muni de
F o-linéaire, V o~ 1-linéaire, My de F ®-linéaire et V ®~1-linéaire. La quasi-isogénie p
induit un isomorphisme

M @y ) Dr(A)[1/p] = E1pr(ay—ay1[1/D) = Expy(ay—ayr = Ma[1/p]
compatible a F', V et V. Il y a un morphisme

Di(A4) [1/p] — B
Zaifllil] R G . Zai% Z_:'_

ou a; I'!—’ 0 p-adiquement et f; € I. Il induit un isomorphisme
1|—00

f1: My ® By = T (Max(By), Lie(E(X"™"))"8)

compatible & F', V et V. D’apres Dwork les relevements de Frobenius agrandissent les
rayon de convergence, ce qui se traduit ici par ® : B, — B, puisque ®(I) C I +(p).
On peut alors construire des isomorphismes

fn i My ® B, = T (Max(By), Lie(E(X"""))"8)
en posant
1
Jo= ZF" o (@™ fi) oV

Les f, sont compatibles entre eux et définissent un isomorphisme compatible a F,V
et V

M, ® Ospf(A)rig SN Lie(E(X“"iV))fgpf(A),ig O
Remarque 2.3.27. — Bien que non-présent dans la proposition 5.15 de [68] on trouve

ce type d’argument en théorie de Cartier dans la section 5.21.

Remarque 2.3.28. — La proposition précédente montre donc que, comme dans le cas
complexe (cf. la description modulaire de ’espace symétrique X de la section 1.1.4)
p définit une rigidification des sections horizontales de la cohomologie de de Rham.
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2.4. Un théoréme de finitude pour ’action de J,

Dans cette section nous oublions les notations globales précédentes et considérons
des espaces associés & des données locales simples (2.2.1,2.2.2).

Définition 2.4.1. — On posera comme précédemment L = W(E)Q. L’automorphisme
o désignera toujours un Frobenius de I’extension non ramifiée L|Q,. Le cristal associé
& un groupe p-divisible est son cristal de Dieudonné covariant (M, V) ou V est une
application o~ 1-linéaire, le Verschiebung, ou bien (M, F) avec F o-linéaire (on remar-
quera que dans la théorie de Dieudonné covariante le Frobenius du groupe p-divisible
induit le Verschiebung du module de Dieudonné et réciproquement!).

Bien que dans notre situation L = E nous préférons distinguer les notations puisque
le role de ces deux corps est totalement différent.

2.4.1. Description de M (b, u)(k) en termes de cristaux. — Soit donc une
donnée locale de type E.L. ou P.E.L. non ramifiée simple.

Considérons 'isocristal (V ®q, L, bo) muni de son action de F’ et, dans le cas P.E.L.,
de sa polarisation

<¢, o) : VL X VL —_— Qp(l)
Un élément de M(b, u)(k) s’identifie alors & un cristal M dans (V,bo~!) stable
par l’action de OF tel que M comme Op-réseau soit autodual & une constante de
Q, pres (c'est-a-dire Ik € Z M V = pFM) et tel qu’on ait une égalité de fonctions
polynomiales :
Vbe O det(b; M/VM) = det(b; Vp)

Dit autrement, la derniére condition s’exprime en disant que le polygone de Hodge
arithmétique « avec structures additionnelles » est fixé égal & u. Détaillons les différents
cas :

2.4.1.1. Cas (AL). — Reprenons les notations de 2.1. Posons N = Vi, V = bo~1.
Décomposons N sous l'action de F'

N= P NG
i€L/dZ
ou
N@)={ne N |Vz € Fz-n=o0o'(z)n}

Supposons p donné par des (a;)icz/qz, 1 < a; < n (qui sont les pr dans les notations
de 2.2.1). Un élément de M(k) est donné par un O ® Op-réseau M C N tel que
PM CVM C M, et si M = @;cz,/42 M(i) o1

M@)={m e M |Vz € O z.m = o'(z)m}
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alors, l'inclusion VM (i) C M (i + 1) induit une décomposition

M/VM = @ M()/VM(@i-1)
i€Z/dZ
ot M(i)/VM (i — 1) est un k-espace vectoriel sur lequel le corps résiduel de F' agit
via le Frobenius géométrique & la puissance i. La condition de Kottwitz s’écrit alors
avec ces notations

dimgz M(2)/VM (i — 1) = a;
2.4.1.2. Cas (AU). — Notons encore (N, V) I'isocristal (Vz,, bo). Le produit symplec-
tique sur V' induit une polarisation (e, +) : N x N — Qp(1). Si N = ;7,247 N (¢) est
la décomposition de N sous 'action de F' comme dans le cas (AL) ou Z/2dZ = (o) =
Gal(F|Qy), la condition d’étre un F-module hermitien :
Vbe F (bv,v') = (v,b*')
s’exprime en disant que
Vi#j+d, (N(),N(j)) =0 et le produit (e, ) est parfait sur N(¢) x N(i + d)
Un élément de M (b, 1) (k) est alors donné par un Op @Oy -réseau M = Dicz/2az M (7)
tel que pM C VM C M, M est autodual & un élément de Q, prés et
VO<i<d dimg(M(@)/VM(@i—1)) =a;
ou les a; sont des entiers fixés par pu.
2.4.1.8. Cas (C). — L’isocristal (N, V) est polarisé via (s,¢) : N x N — Qp(1).
Comme précédemment il y a une décomposition N = P, , saz N (). De plus, Vi # j,
(N(%),N(j)) =0 et {e,0) est parfait sur N(i) x N(3).
Un élément de M(b,u)(k) est alors donné par un Op ® Op-réseau M =

. M(i) tel que pM C VM C M, qui est autodual & un élément de QX
icZ/dZ P
pres et tel que

VO<i<d dimg(M(@i)/VM(@i—1))=n

2.4.1.4. Action de J,. — Avec les notations précédentes, le groupe J, admet la des-
cription suivante

Jy = {g € Aut(N,V) | Vn,n’ (gn,gn’) = c(g)(n,n')}
Pour un élément g de J, vu comme un élément de G(L), 'action de g sur M(k) est,

en termes de cristaux M, Papplication M +— g - M.

2.4.2. Lien avec I'immeuble de G. — Donnons une autre description de M (k)
dans Pesprit de la section 4 de ([61]) qui le fait apparaitre comme un sous-ensemble
de 'immeuble de G sur L :

M(b,p)(k) = {g € G(L)/K | Kg~'bg° K = Kp(p)K}
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ot K = G(W(k)) est un sous-groupe borné hyperspécial. On vérifie cette égalité en
utilisant le lemme 7.4 de [51]. Le lien avec la définition en termes de cristaux est
le suivant : soit M C Vi un cristal, M € M(k), de stabilisateur K dans G(L). A
g € G(L)/K est associé le réseaux g- M. Lorsque g vérifie la condition ci-dessus, g- M
est bien un cristal de polygone de Hodge associé a p. Dans cette description, go € Jp
opere de la fagon suivante :

9K — gogK

Remarque 2.4.2. — Contrairement au cas des espaces de Drinfeld, en général le sous-
ensemble de I'immeuble de G sur L défini précédemment ne provient pas d’un sous-
ensemble de I'immeuble défini sur Q, (rappelons que si M = @®;cz/q4zM; est un cristal
associé & un points sur k de I’espace de Drinfeld et si ¢ est un indice critique (IIM; =
VM;) alors MY '™ défini un sommet de immeuble sur Q,).

2.4.3. Orbites de J, dans M(k). — On note (X, p) les éléments de M(k) ot X
désigne un groupe p-divisible sur k& muni de son action de OF et, dans le cas unitaire
ou symplectique, de sa polarisation principale. La quasi-isogénie p : X — X désigne
la rigidification avec le groupe p-divisible X défini sur k.

Lemme 2.4.3. — Deuz éléments (X1, p1), (X2,p2) € M(E) sont dans la méme Jy-
orbite si et seulement si X; ~ Xo comme groupes p-divisibles munis de structures
additionnelles.

Démonstration. — Soit g € J, tel que (X1,p1) ~ (X2,p2 0 g71). Alors, X1 ~ X,.
Réciproquement, supposons qu’il y ait un isomorphisme de groupes p-divisibles munis
de structures additionnelles

f: X1 X,
Considérons la quasi-isogénie g = pl"1 o f~1o ps : X — X. Par définition g € J,. Le
diagramme suivant commute

XLXI

g‘ll Jf
X 25 X,

ce qui montre que (X1, p1) ~ (X2,p20971). o

2.4.4. Action sur les composantes irréductibles

2.4.4.1. Rappels sur les modules de Dieudonné spéciaur et minimaux de Manin

La référence de cette sous-section est le chapitre III de Darticle [57]. Tous les
modules de Dieudonné considérés sont définis sur F,.

Soient m et n deux entiers positifs premiers entre eux. Posons h = m + n et
A =m/(m + n). Soit Dy une algebre a division d’invariant A sur Q, et Op, son ordre
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maximal. Soit II une uniformisante de Op, telle que [I* = p. On note 613A C Op,
Pordre égal & W(]Fp;.)[IIm, 1.

Définition 2.4.4. — On note
Mm,n = Op; Ow(F,x) W (F,)
munide V=I"®c ! et F =II"®c. On note
M = W(E,)[F, V]/(F™ = V") = Op, @w,,) W (F,)

Alors, End(My, ) = Op,, End(ﬁ/[vm,n) = (5Dm les deux modules My, , et J’\‘/Iim‘n
sont isogénes, iso-simples de pente .

Définition 2.4.5. — Un module de Dieudonné M est minimal s’il est isomorphe & une
somme directe de modules M, . Il est spécial s’il est somme directe de modules
isoclins de pentes \; = m;/(m; + n;) avec m; An; =1 et tels que F™ M; = V™ M;.

Théoréme 2.4.6 (Manin). — Soit M un module de Dieudonné. Il existe un plus grand
sous-module spécial My contenu dans M. De plus, l'indice de My dans M est borné
par une constante ne dépendant que du polygone de Newton de M[1/p].

La démonstration de ce théoréeme est donnée dans le chapitre III de [57]. On re-
marquera cependant que la démonstration du lemme 9 de [77] redonne la seconde
partie du lemme de fagon beaucoup plus simple.

Remarque 2.4.7. — 1l existe également une notion de module divisible par ses pentes
([77]) plus générale qui consiste a supprimer la condition m; An; = 1 dans la définition
d’un module spécial. Ces deux notions différent puisqu’un module est divisible par ses
pentes ssi il est défini sur une extension de degré fini de F, tendis que tout module
spécial est défini sur un corps fini qui ne dépend que de son polygone de Newton.

Contrairement aux modules spéciaux, a polygone de Newton fixé, il y a une infinité
de classes d’isomorphismes de modules divisibles par leurs pentes.

Lemme 2.4.8. — Soit M un module isoclin de pente A. Notons
E = M[1/p]""="" = Hom(M, n, M)[1/p] = Hom(Mp, ., M)[1/p]

Celui-ci est muni d’une structure de Dy-module & droite de rang la multiplicité de .
Alors, les classes d’isomorphismes de quasi-isogénies entre les modules minimauz et
M sont en bijection avec les sous-Op, -modules de E qui sont des Zp-réseaut. Ala
quasi-isogénie p : M'[1/p] — M[1/p] avec M' minimal on associe

px : Hom(M, 1, M') — Hom(Mp, n, M[1/p]) = E

Les classes de quasi-isogénies entre modules speczauzv et M sont en bijection avec les
sous-Op, -modules de E qui sont des Zy-réseauz. A p: M'[1/p] —» M[1/p] avec M’
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normal on associe
p(M'Fm:Vn) = P« Hom(Mm,n, M')CE
Démonstration. — Facile. O

Proposition 2.4.9. — Il y a un nombre fini de classes d’isomorphismes de modules
spéciaux de polygone de Newton donné.

Démonstration. — On peut supposer M isoclin. Alors, si M’ est le sous-Op, -module
de M[1/p]F"=""engendré par le Op,-module MF"=V" d’apreés le lemme 3.8 de [57]

nmmt"M cMcM

et la classe d’isomorphisme de M’ comme Op,-module est fixée (il est libre de rang
fixé par le polygone de Newton). Or, pour un entier , les sous-Op, /II"Op, -modules
de (Op, /II™*"Op, )" sont en nombre fini. O

Exemple 2.4.10. — Dans le cas iso-simple ce nombre est [Pic(Op, ).

Proposition 2.4.11. — Pour tout polygone de Newton ( il existe une constant N(()
telle que pour tout module de Dieudonné de polygone 3 il existe une isogénie p entre
le module simple de polygone 8 et M telle que p™ P p et pV B p=1 soient des isogénies.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2.4.6 on peut supposer M spécial. Dans la
démonstration précédente la construction du module M’ 3 partir du module M et les
inclusions II™*" M’ c¢ M C M’ permettent alors de conclure. a

2.4.4.2. Action sur les composantes

Définition 2.4.12. — Si M désigne un espace de Rapoport-Zink, nous noterons M la
fibre spéciale de M c’est a dire le sous-schéma réduit défini sur %.

Rappelons ([68]) que les composantes irréductibles de M sont des variétés pro-
jectives sur k et que M étant localement de type fini, une composante irréductible
n’intersecte qu’un nombre fini d’autres composantes. Le groupe J, permute ces com-
posantes. A part dans le cas du demi-plan de Drinfeld et de ’espace de Lubin-Tate
ou 'on possede des descriptions explicites, la combinatoire de ces composantes irré-
ductibles munies de ’action de J, reste & comprendre en général.

Théoréme 2.4.13. — Soit M un espace de Rapoport-Zink de type E.L ou P.E.L. non
ramifié simple ou encore associé a une donnée globale non ramifiée. Il y a un nombre
fini d’orbites de composantes irréductibles de M sous Uaction de J.

Du point de vue de I'immeuble de G sur L ce théoreme est un théoreme de finitude
pour ’action de J, sur 'immeuble qui généralise la proposition 2.18 de [68].
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D’apres les remarques du début, un ouvert quasicompact de M intersecte un
nombre fini de composantes irréductibles et réciproquement une union finie de com-
posantes irréductibles est quasicompacte. Le théoréme est donc équivalent a I’énoncé :
il existe un ouvert quasicompact U de M tel que M = J,.U.

On vérifie en utilisant la section 2.3.7 que P’on peut se ramener au cas des espaces
associés & une donnée locale non ramifiée simple. Nous supposerons donc que M est
de ce type la. Commengons par rappeler le

Critére de quasicompacité 2.4.14 (corollaire 2.31 de [68]). — Un ouvert U de M est
quasicompact ssi 3IM € M(k) IN € N

UE) c {M' e M&),p"M c M’ c p~N M}

de fagon équivalente : AN, la quasi-isogénie universelle p*™V soit telle que sur U

pV ptniv et plV (puriV) =1 soient des isogénies. Ainsi, les ensembles quasi-compacts cor-
respondent auz sous ensembles bornés de l'immeuble de G sur L.

Le théoreme 2.4.13 se reformule donc en : il existe un domaine fondamental de
I’action de J, sur M(E) qui est borné comme sous-ensemble de I'immeuble.

La démonstration consiste maintenant & exhiber un nombre fini d’orbites dans
M(k) (ou, dans le cas unitaire et symplectique, dans un ensemble plus gros : confere
les définitions suivant 2.4.17) sous 'action de J, vérifiant : il existe une constante ¢
telle que tout point de M(k) soit & distance inférieure & ¢ d’un point d’une de ces
orbites.

Etant donné qu’il n’y a qu’un nombre fini de polygones de Hodge possibles pour un
groupe p-divisible muni de structures additionnelles isogene a X, I’énoncé précédent
est équivalent au méme énoncé sans la condition de Kottwitz sur le polygone de Hodge
arithmétique dans la définition de M(E) Nous ignorerons donc cette condition. Cela
signifie que nous allons démontrer le théoréme annoncé non pas sur I’espace M mais
sur ’espace plus gros défini de fagon analogue, sans la condition de Kottwitz sur le
polygone de Hodge. Nous noterons encore M cet espace. Le lemme 2.4.3 est bien sir
encore valable pour cet espace.

Expliquons tout d’abord comment démontrer le théoréme dans le cas (AL) lorsque
F = Qp, c’est & dire lorsqu'’il n’y a pas de structures additionnelles.

Soit Yy/k un groupe p-divisible minimal muni d’une isogénie : fo : X — Yp. Soit
O la Jy-orbite de (Yp, fo) dans M(E). Soit maintenant (X, p) € M(k). Appliquons
la proposition 2.4.11 & X : soit Y/k un groupe p-divisible minimal et f : X — Y
une quasi-isogénie telle que p™V(® f et pNB) f=1 soient des isogénies (olt B désigne
le polygone de Newton de X). Considérons le point (Y, f o p) € M(k). Il est clair
que ce point est a distance inférieure & N(5) de (X, p). De plus, d’apres le lemme
243 (Y,fop) € O. On en déduit donc le théoréme lorsqu’il n’y a pas de structures
additionnelles.
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Démontrons maintenant le cas (AL) en général, c’est & dire lorsque l'on ajoute
P’action de Op.

Lemme 2.4.15. — Soient X1, X5 deux groupes p-divisibles minimaux munis d’une ac-
tion de OF isogénes comme groupes munsi d’une action de Op. Il existe alors un
isomorphisme Op-équivaraint X; — X,.

Démonstration. — Tout groupe p-divisible minimal étant somme directe de groupes
isoclins, et 1'action de O respectant nécessairement cette décomposition (puisque si
Y et Y’ sont isoclins de pentes différentes Hom(Y,Y’) = 0), on peut supposer X; et
X5 isoclins de pente A fixée. La catégorie des groupes p-divisibles minimaux isoclins
de pentes \ est équivalante & celle des Op, ®z, Or-modules de type fini sans torsion.

Il s’agit donc de démontrer que deux tels Op, ®z, Or-modules E1, E> tels que
Eq[1/p] ~ E3[1/p] comme Dy ®q, F-modules sont isomorphes. Mais 1’extensions
F|Q, étant non-ramifiée il existe un entier r et un nombre rationnel A tels que
Op, ®z, Of ~ MT(ObA,) ou OD;, désigne 'ordre maximal d’une algebre & division
d’invariant X’ sur F. Tout O D/A,-module est libre de rang celui du D),-module associé.
L’équivalence de Morita permet donc de conclure. O

Proposition 2.4.16. — Soit 8 un polygone de Newton. Il existe une constante N(3) telle
que pour tout groupe p-divisible Y muni d’une action de O de polygone de Newton
B il existe une quasi-isogénie p entre l'unique groupe p-divisible minimal muni d’une
action de Of de polygone de Newton B (s’il en existe!) et Y telle que pNBp et
pN B p=1 sojent des isogénies.

Démonstration. — 1l suffit de voir que les deux constructions utilisées dans la démons-
tration de la proposition 2.4.11 (le sous-module spécial maximal et le Op,-module
engendré par un Op,-module) sont compatibles & P’action de Of ce qui est immé-
diat. O

En utilisant ce lemme et cette proposition la démonstration du cas (AL) est ana-
logue au cas déja démontré lorsque F' = Q,, : il suffit de remplacer groupe p-divisible
par groupe p-divisible muni d’une action de OF.

Passons maintenant au cas (AU). Commencons avant par une définition.
Définition 2.4.17. — Soit S un schéma et X un groupe p-divisible sur S. Soit N un

entier. On appelle polarisation p"-quasi-principale une polarisation A : X — X telle
que pV A\~1 soit une isogénie.

Une polarisation p®-quasi-principale est donc une polarisation principale.

Définition 2.4.18. — Soit N un entier. On définit le schéma formel M(pN) sur
Spf(Oy) comme étant l'espace de modules des groupes p-divisibles X sur un schéma
sur lequel p est localement nilpotent, munis d’une action de O, d’une polarisation
pN-quasi-principale A, et d’une rigidification p : X — X qui est une quasi-isogénie
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compatible & action de Op et qui transforme A en un multiple rationnel de la
polarisation sur X. On ne suppose pas la condition de Kottwitz vérifiée.

11 est implicite dans cette définition que M(pw) est représentable, ce qui se déduit
du théoréme 2.16 de [68] comme dans le théoréeme 3.25 de [68]. Cependant, nous
n’utiliserons que I’ensemble M(pN) (k). Le schéma formel M(pN) est muni d’une action
de J, définie de fagon analogue & celle sur M. 1 y a une immersion Jy-équivariante
.A;t = M(pO) — M(pN).

Nous allons démontrer I'existence d’un entier N et d’un nombre fini de Jp-orbites
(51, ceny (5,~ dans M(pw)(ﬁ) vérifiant : il existe une constante c telle que tout élément
de M(k) est & distance inférieure & ¢ d’une des orbite Oy,..., O,. Cela démontrera
le théoréeme dans le cas (AU).

Lemme 2.4.19. — Dans l’énoncé de la proposition 2.4.16, supposons de plus Y muni
d’une polarisation principale A compatible d l’action de OF au sens ou linvolution de
Rosati induit 'involution * sur Op. Il existe alors un entier M ne dépendant que de (3
tel que le groupe p-divisible minimal donné par la proposition 2.4.16 soit muni d’une
polarisation p™ -quasi-principale X' compatible a Uaction de Op et a lisogénie p.

Démonstration. — On vérifie en effet que I'on peut prendre M = 2N (). O
Passons maintenant & un analogue faible du lemme 2.4.15.

Lemme 2.4.20. — Soit N un entier. Il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isomor-
phismes de groupes p-divisibles minimauz Y sur k munis d’une action de Op, d’une
polarisation p" -quasi-principale compatible & laction de OF et isogénes avec leurs
structures additionnelles ¢ un méme X fixé.

Démonstration. — Soient (\;); les pentes de X qui sont donc symétriques par rapport
a 1/2. Soit 'anneau A = [[;Op,, . Il est muni d’une involution # échangeant les
facteurs associés a \; et 1 — ;. A tout Y comme dans 1’énoncé du lemme on peut
associer un A ® Op-module hermitien de type fini sans torsion. Le résultat est alors
une conséquence du lemme qui suit dans lequel il faut mettre O ® A pour A et # ® *
pour . Od

Lemme 2.4.21. — Soit A une Zp-algebre qui est un Z,-module libre de rang fini, * une
involution de A, et B l'anneau Ag, muni de *x®1. Soit R une classe d’isomorphismes
de A-modules qui sont des Z,, modules libres de type fini. SiM € R, et (o,0) : M XM —
Z, est un produit symplectique hermitien relativement d #, parfait sur le Qp-espace
vectoriel Mg,, nous noterons MY C Mg, le réseau dual. Soit N € N. Il existe un
nombre fini de classes d’isomorphismes de tels A-modules symplectiques hermitiens
(M, (s, +)) tels que la classe d’isomorphisme de M soit R et M C MV C p~N M.
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Démonstration. — Soit n un entier vérifiant n > 4N + 2. Soit M un A-module dont
la classe d’isomorphisme est R. Il existe un nombre fini de structures de A/p™A-
module symplectique hermitien sur M/p™M. Montrons que si (s,)1 €t (s, )2 sont
deux structures symplectiques hermitiennes sur M vérifiant

Vo,ye M (z,yh = (z,9)2 [p"]
alors il existe un isomorphisme (M, (s, ¢)1) =~ (M, (s, «)2), ce qui conclura. Soient donc
deux tels produits (e, )1 €t (s, ¢)2. Nous devons montrer ’existence d'un g € GL4(M)
tel que

Vaz,ye M (gx,gy)2 = (92, 9y
sachant que, relativement & (s, «)1 €t (o, s)2, MY C p~V M. Il existe u € End,, (Mg,)
vérifiant

Vz,y € Mg, (x,y)2 = (u(z),yh
Notons * I’adjonction par rapport a (s,s)1 sur Enda,, (Mg,). Désormais tous les
réseaux duaux seront pris par rapport & (s,+)1. On a ’égalité u* = u et

Va,y € M (u(z),y) = (z,y) [p"] = (u—1d)(M) C p"M" Cp"""M
Cherchons un o € End4 (M) tel que
Va,y € M ((1d+p/AHa)(z), (1d +p™HHa)(y))2 = (z,y)1 [p"H)

Un petit calcul montre que si « est solution de
. u—Id
a t+oa= IW
et vérifie o*(M) C M, o conviendra. Or,
u—1Id

. n—N
(u—1Id)(A;) CPp"" "M = <p[n/2]+1

) (M) c pn—[n/2]—1—NM C p%-l—NM
u—1Id \* 2_1-2N
=>(p["/2]+1> (M) C p2 M
la derniére inclusion résultant de
Vv € Enda(M) v*(M)Ccp ™M
car Vo € M v*(z) € MV C p~N M (appliquer & v = p~[*/2+1+N (z—){,‘ﬁ%i—l))
Donc, comme n > 4N + 3, [n/2] — 1 — 2N > 1 ce qui implique (le 1 étant 1a pour

le cas p = 2) que
1 u—1d u—1Id \"
2 [(p["“]“) " (p[”/zl“) ] € Enda(M)

convient. De plus, Id +pl*/2+1a € GLA(M).

Quitte & modifier (s, )2 par cet automorphisme on peut maintenant supposer que
(z,y)1 = (z,y)2 [p"*!] et rappliquer la méthode de résolution par récurrence pour
obtenir une suite d’éléments de GLp(V') convergeant vers un g tel que (gs, gs)2 = (o, )1
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(étant donné que le g construit précédemment appartient a Id +-p*/2+! End 4 (M), la
convergence est assurée). ]

Appliquons maintenant le lemme 2.4.3 (encore valable pour M(pN)). On obtient
donc lexistence d’un nombre fini de J,-orbites dans M ,~)(k) tel que tout point soit
a distance inférieure a ¢ d’une telle orbite.

Le cas (C) se traite de la fagon analogue au cas précédent en utilisant le lemme
2.4.21. O
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CHAPITRE 3

UNIFORMISATION DES VARIETES DE SHIMURA
DE TYPE P.E.L.

L’uniformisation des variétés de Shimura se décompose en plusieurs étapes :

. stratification de la fibre spéciale selon la classe d’isogénie du groupe p-divisible
muni de structures additionnelles
« raffinement d’une strate en classes d’isogénies ¢ de variétés abéliennes munies de
structures additionnelles
« classes d’isomorphismes dans une classe d’isogénie :
— en p gréce & 'espace M K,
— hors p « tout est étale » et il s’agit d’une description de réseaux munis de
structures de niveau c’est-a-dire d’éléments de G(A%)/ K,
Certaines de ces étapes apparaissent dans le comptage des points des variétés de
Shimura sur les corps finis.

3.0.5. Stratification par la classe d’isogénie du groupe p-divisible. — Re-
prenons les notations globales du premier chapitre.

Soit Sx» = Skr X0 g, k ot k désigne ici le corps résiduel de E, . Soit A/ S le schéma
abélien universel.

Grace au théoréme de spécialisation des cristaux de Grothendieck généralisé dans
[66] le schéma S est stratifiée par le polygone de Newton du cristal muni de structures
additionnelles R! ferisx O 4. Plus précisément, si b € B(Gg,, ,u@)

—g(b) = {-T € g(E) ' (Hl,cris(sz W(E)Q)»F) = (VQp ® W(E)Q’b® 0)}

(Pisomorphisme étant pris au sens des isocristaux munis de structures additionnelles).
L’ensemble S(b) est I’ensemble des points géométriques sous-jacents & un sous-schéma,
localement fermé réduit de S encore noté S(b). On a la stratification

S= JI S

be B(GQp »“W)

et si P est un polygone fixé [ [xoui(s)>p S(b) est fermé dans S.
Deux strates se distinguent particulierement :

« la strate basique qui est fermée et est associée a la classe basique de B(Gq,, ,u@).
Son polygone de Newton est maximal

« la strate p-ordinaire associée & I'image via B(T') — B(Gq,) de fijzr € B(T)
(T est un tore maximal de Gg,) de polygone de Newton minimal dans B(Gy,, ug;)-
Elle est ouverte et dense dans S ([74])
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Rappelons enfin que 'on conjecture en général que S(b) # @ < b € B(G,p) (la
conjecture est pour I'implication de la droite vers la gauche, I'implication de la gauche
vers la droite étant la généralisation du théoréme de Mazur). Nous montrerons de
tout facon plus tard que la strate basique est non vide, ce qui est suffisant pour les
applications que nous avons en vue.

3.1. Uniformisation de Rapoport-Zink

Fixons un point base 2 € S(k). Le théoréme de Serre Tate permet d’uniformiser S
« verticalement » au-dessus de x c’est-a-dire sur un voisinage formel de z :

S?z} ~ : {déformations par isomorphismes du groupe p-divisible muni de structures
additionnelles A;[p>°]}.

Nous voulons uniformiser une plus grande partie de la strate qu’un point, c’est pour-
quoi on déforme le groupe p-divisible non plus par isomorphismes mais par quasi-
isogénies grace a ’espace M(DQP, b).

Soit ¢ la classe d’isogénie du triplet (A, A, ¢) et

I? = Aut(Ag, \0)
un groupe réductif sur Q. Notons b € B(Ggq,, u@) la classe associée a ¢ et M =

M(D@p, b) 'espace de Rapoport-Zink associé. A ¢ est alors associé un ensemble S (#)
de sous-schémas fermés projectifs de S(b)z (cf. le théoréme 6.23 de [68] pour la défi-
nition de S(¢) ou cet ensemble est noté 7') tel que

U A(k) = {y € S(b)(k) | la classe d’isogénie de (Ay, A, ¢) € ¢}
A€S(9)
Le théoréme 6.23 de [68] affirme alors qu’il y a un isomorphisme de schémas formels
sur Spf(Op) :
0 : I*(@)\ (M x G(A})/K?) > (Sk» ®05 Op) 54,

ot lapplication d’uniformisation est définie en tordant le triplet (Ag, A,¢) par une
déformation par quasi-isogénie de (Az[p™], A, ¢) et en tordant la structure de niveau
7P par un élément de G(A%)/KP. L'action de I ¢(Q) sur M se fait & travers J, par
action de I?(Q) par quasi-isogénies sur (A;[p™], A, ¢) ce qui donne une injection
I%(Q) — J
et sur G(A%) via l'action d'un élément de I ¢(Q) sur le module de Tate Hy (A, A%)
ce qui donne une injection
1?(Q) — G(A%)
Lorsque KP varie les différents isomorphismes d’uniformisation sont compatibles

et commutent a l'action de G (A’}) (et donc aux correspondances de Hecke hors p) en
un sens évident.
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3.1.1. Quelques propriétés de l’isomorphisme d’uniformisation. — Soit
(yi)ier un ensemble de représentants des orbites de I%(Q) dans G(A’;) /KP, c’est-a-
dire
car)/k? = [[1*@ - w
il

Pour tout ¢ € I notons I'; = Stab;s(q) ¥ que 'on verra comme un sous-groupe de Jp.
L’isomorphisme d’uniformisation se récrit alors :

[ITAM = (Sk» @ Op)

i€l

/5(#)

Définition 3.1.1. — Appelons C ’ensemble des sous-groupes I' C J, de la forme
I?(Q@) N (Jo x KP) pour K? C G(A%) tel qu'il existe un g € G(A%),gKPg™" soit
suffisamment petit.

Les groupes I' € C sont exactement les groupes I'; qui interviennent dans les mor-
phismes d’uniformisation ci-dessus lorsque K? et (y;); varient.

Lemme 3.1.2. — Les éléments de C vérifient :

o Tout élément I' dans C est discret sans torsion dans Jy.
« VI'1,T'2 € C T'g et I'y sont commensurables.
e VYAC Jp finiil existe' € C tel que TN A = 2.

Démonstration. — Le fait que I soit discret et sans torsion est démontré lors de la
démonstration du théoréme 6.23 de [68]. La commensurabilité résulte de la commen-
surabilité des K? C G(A?) compacts ouverts. Quant a la derniére propriété, c’est
une conséquence du fait que si £ # p, I?(Q) — G(Qy) et G(Qy) est séparé au sens ot
pour tout sous-ensemble fini A de G(Qy) il existe un sous-groupe ouvert de G(Q;) ne
rencontrant pas A. O

Rappelons également :

Proposition 3.1.3 ([68]). — Pour tout ouvert quasicompact U dans M, pour tout
groupe I' dans C, Uensemble {y € T | U -yNU # B} est fini, et I' \ {Id} n’a pas de
point fize dans M.

Le groupe I' agit donc en quelque sorte de fagon proprement discontinue et sans
points fixes sur M, comme c’est le cas pour les groupes arithmétiques uniformisant
les points complexes des variétés de Shimura et agissant sur les domaines symétriques
hermitiens X = G(R)/Ko.

Corollaire 3.1.4. — Tout ouvert quasicompact U dans M est isomorphe au complété
formel d’une variété quasi-projective sur Oy le long d’un sous-schéma fermé de sa
fibre spéciale.
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Démonstration. — D’apres la proposition précédente et le lemme 3.1.2 il existe I' € C
tel que Vg e ' U-yNU = &. On peut insérer I' dans des (I';);es uniformisant S.
Considérons alors le composé

U M—T\M— [[T:\M = 5,

/5(#)
iel
qui induit une immersion ouverte de U dans S ;\S’ @)’ L’ouvert U étant quasicompact, la
fibre spéciale de 'ouvert de S”, .. image par ce composé ne rencontre qu’un nombre

N /5(¢)
fini d’éléments de S(¢#). Cet ouvert s’identifie donc au complété formel de S le long

d’un ouvert d’une union finie d’éléments de S (¢), i.e. un ouvert d'un fermé de S. Le
schéma S étant quasiprojectif on en déduit le résultat. O

Corollaire 3.1.5. — Pour tout T' élément de C le morphisme M — T\M est étale
(i.e. adique et formellement étale) et le morphisme d’uniformisation est étale.

Démonstration. — 11 faut montrer que le morphisme M- F\M est adique puisqu’il
est clairement formellement étale. I suffit de montrer que ce morphisme est adique en
restriction & tout ouvert quasicompact de M. Soit U un ouvert quasicompact de M.
Choisissons un sous groupe IV C T'tel que IV € Cet Vy e IV N\ {Id} v-UNU = @.
Décomposons l'application U — M /T en

U <L M2 Ay T ST

Si I’on choisit IV C T tel que T soit de la forme I¢(Q) N (J, x KP) et I de la forme
I¢(Q) N K?' pour K?' C KP, on a un diagramme commutatif

M/T —— (Skr))54)
|
M/F - —> (SKP)7§(¢)

L’application de droite étant étale on en déduit que 7 l’est. Le morphisme p o j étant
une immersion ouverte cela conclu la démonstration. O

Lemme 3.1.6. — L’inclusion I?(A%) C G(A%) est un homéomorphisme sur son
image.

Démonstration. — L’existence d’un isomorphisme de B ® A’}—modules symplectiques

~

n:V®A% — Hi(A, A}) implique que la ZP structure sur G(A%) est la méme que
celle induite sur I?(A%). O

Lemme 3.1.7. — Pour tout élément T’ dans C, le groupe ' est cocompact dans I%(Qy).
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Démonstration. — Cela résulte du fait que le groupe réductif I¢ est anisotrope mo-
dulo son centre, I?(R) est compact modulo son centre et que d’aprés le lemme pré-
cédent si K est un sous groupe compact ouvert de J, x G(A%) alors K NI ¢(Ay) est
compact ouvert dans I®(Ay). O

3.1.2. Le cas de la strate basique. — Supposons dans cette section que b = by
est la classe basique de B(Gq,, ug;)- D’aprés [68](6.34) on a alors :

« L’ensemble {¢ | b(¢) = bo} est fini

« V¢ b(¢) = by, I? est une forme intérieure de G

« I7(Qp) = Jb, V€ # p, I?(Qe) = G(Q¢) et donc I?(Af) = Jp x G(A%) (comme
groupes topologiques d’aprés 3.1.6)

« I?(R) est la forme intérieure compacte modulo le centre de G(R)

« Le lemme 3.1.7 implique alors que VI' € C T est cocompact dans Jj

Dans le cas (A) et (C) de [51] que nous considérons on a en fait mieux :

Proposition 3.1.8 ([51, 68]). — Le nombre de classes d’isogénie ¢ intervenant dans la
strate basique est égal a | ker'(Q, G)|. De plus, pour toutes ces classes d’isogénie ¢ les
groupes I® sont isomorphes sur Q et il existe des isomorphismes compatibles avec les
isomorphismes I®(A ) ~ Jy x G(A%).

Démonstration. — 1l résulte du lemme 6.28 de [68] que les classes d’isogénie de la
strate basique sur un corps fini F,~ sont associées & un méme triplet (yo,,d) de [51].
Le reste de la proposition se déduit de [51]. O
Corollaire 3.1.9. — On a alors une uniformisation de la strate basique
v ~ A
[T P@\(MxGAR/K?) = (Sks))500)
ker! (Q,G)

ot I*(Q)\G(A%)/KP? est fini.

3.2. Uniformisation rigide

Revenons au cas d'un b quelconque.
Lemme 3.2.1. — Pour tout I' dans C il y a un isomorphisme
o ~ o\ an
P\ = (T\ M)

Démonstration. — Si Uest un ouvert quasicompact de M, soit IV < T, IV € C choisi
tel que V' € I/~ {Id} v/-UNU = & et tel que le morphisme ["\ M — '\ M soit étale
fini galoisien de groupe I'/T”. Notons p’ : M1 \J\;l DM — F\M les projections
et V.=p"1(p(U)) = UyerU - 7.
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Etant donné que I est d’indice fini dans T, p/(V) est quasicompact. Le morphisme
P (V) — p(U) est galoisien de groupe I'/T" ce qui implique que

p(U)* = (T/T)\p' (V)™

De plus, p/(V) =I"\V au sens o p/(V') est le schéma formel recollé des (- U)qer le
long des 71 -UN~y'7y2-U pour 71,72 € T' et 4’ € I'. Donc p’(V)2" est 'espace analytique
recollé des domaines analytiques fermés v-U?" le long des fermés analytiques v; -U?*N
v'42 - U2, Cela implique que IV\p/(V)?" = V2, Au final,

p(U)* = (T/T')\p' (V)™ = (T/T")\([I'\V*") =T\V**
Ecrivant M comme union croissante de tels U on obtient le résultat. O

Soit maintenant ¢ une classe d’isogénie comme dans la section 3.1 et S (¢) la famille
de sous-schémas fermés de _5'_75 associée. Notons Sg, le complété p-adique du schéma
Skr Xog (?1:3 et She, i» I'espace analytique sur E associée a la variété algébrique
Sho,x» ® E. Il y a une immersion

(Sk»)™™ — Shighg,

qui est un domaine analytique fermé égal a tout Shi,o, lorsque S est propre.
Le morphisme de spécialisation

sp i (Sk»)™ — Sko

est défini sur ce domaine analytique. Si le schéma S n’est pas propre les points de
Shir o, \ (Sk»)" se spécialisent sur le bord de la fibre spéciale d’une compactification
de S. Dit en d’autres termes, les points géométriques de (S%,)>* sont les points géomé-
triques x de Sh?}‘pco ou la variété abélienne A, muni de ses structures additionnelles
a bonne réduction.

Définition 3.2.2. — Nous noterons
Sh&%h kr (8) = ((Sk)504))

la fibre générique du schéma formel complété de S le long de §(¢)

Cest le tube au-dessus de S(¢) au sens suivant : VZ € S(¢) (.5';\2)am =sp~1(2)
est un domaine analytique ouvert dans ($")*". L’espace analytique Shg) x»(#) est
alors I’espace analytique recollé des ouverts sp~1(Z), Z € S (¢) le long des sp~1(Z1) N
sp~1(Z2), Z1,%5 € 8(¢). On a donc que Shg; kv (@) est 'ouvert analytique de (S7)2»
union des sp~1(Z), Z € 5(¢).

Remarque 3.2.3. — En fait, on a mieux car les Z € §(¢) sont des variétés projectives
et on en déduit que Shg; k»(¢4) n’est pas seulement ouvert dans (S")*" mais aussi
dans Shg, ey
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Remarque 3.2.4. — A part pour la strate basique,
IT sb&is(¢) S s (S0)
#,b(¢)=b

Par exemple, un point de sp~!(S(b)) se spécialisant sur le point générique d’une com-
posante irréductible de S(b) n’appartient pas au membre de gauche pour b différent
de la classe basique.

Définition 3.2.5. — Si K, C Cp, K = K,KP? nous noterons
Sh?(‘p) = HE';KP,K(ShZ*[:,Kv (#)
un ouvert analytique de (Shk)3".

On a alors le théoréme suivant combiné de 'uniformisation formelle et du lemme
3.2.1:

Théoreme 3.2.6 ([68]). — Pour K = K,K? variant il y a un isomorphisme de tours
d’espaces analytiques sur E munies d’une action de G(Af) = G(Qp) X G(A%)

~

@)\ (M, x G(A})/K?) = Shi2 (9)

Corollaire 3.2.7. — Pour tout K, M K, est un espace analytique quasi-algébrique ([3,
2]).

Corollaire 3.2.8. — Pour tout I' dans C le morphisme M K — 1"\/\;1 K est un isomor-
phisme local d’espace analytiques.

Démonstration. — Soit z € M?". D’aprés le corollaire précédent, z posséde une base
de voisinages formée de domaines affinoides. De plus, si sp(z) € Z une composante
irréductible de M, sp™1(Z) est un voisinage de z vérifiant

{yeT |vy-sp~}(Z)Nsp~}(Z)} est fini

x posseéde donc une base de voisinages affinoides B tels que VV € B, I’ensemble
{vy€T|v-VNV # &} soit fini. Rappelons également que I \ {Id} n’a pas de points
fixes dans M22,

Soit donc V' € B fixé et

My ya ={yeT~{ld} |y - VNV # 2}

Alors,
Vie{l,...,d} (| Wnyu-W=2
wWeBwWcCV
car x n’est pas un point fixe de 7;. Par compacité des W € B,
Vi,3aW; e B, W,nvW; =0

Alors, W' = ﬂf=1 W; est un domaine affinoide voisinage de z vérifiant V~y € I' \ {Id},
W' Ny-W =@ et W < I\ M®», O
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Corollaire 3.2.9. — Le morphisme d’uniformisation M K, XG(A%)/K? — Shi k»(4)
est un isomorphisme local.

Remarque 3.2.10. — Si f : X — Y est un morphisme étale d’espaces analytiques de
Berkovich, f est un isomorphisme local si et seulement si V& € X le morphisme induit
entre les complété des corps résiduels, f* : K(f(x)) — K(z), est un isomorphisme. Les
revétements étales qui sont des isomorphismes locaux correspondent aux revétements
de espace topologique |Y|. Ceux-ci sont classifiés par un quotient du groupe fon-
damental étale de Y, 7{°?(Y) = m1(|Y]). Le morphisme d’uniformisation correspond
donc & des morphismes 7r{°p(8£1§?,i) — T pour T variant et I € C. Par opposition a

7r§°p les revétements M g — M sont classifiés par le groupe fondamental algébrique
alg
™, cf [42].
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CHAPITRE 4

UNE SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE POUR
L’UNIFORMISATION DE RAPOPORT-ZINK

4.1. Cohomologie étale /-adique des espaces analytiques rigides

Dans cette section nous donnons des démonstration des résultats non publiés de
[2] en suivant [36].

La théorie utilisée ici est celle de la cohomologie a support compact des espaces
de Berkovich. Il s’agit de la « bonne » théorie cohomologique pour les espaces rigides
partiellement propres c’est-a-dire qui sont « surconvergents » (cf. appendice D.2).

4.1.1. Propriétés générales. — Soit k un corps valué complet et X un k-espace
analytique Hausdorff (i.e. | X| est séparé). Soit A un anneau de valuation discréte
complet d’idéal maximal m et de caractéristique résiduelle £ # p ot p = char(k®/k%).

Définition 4.1.1. — Un A, faisceau ou encore un faisceau A-adique sur Xg; est un
systéme projectif (F,)nen de faisceaux en A-modules sur X¢; vérifiant Vn m™F, = 0.
Nous noterons A, — Fsc,xe la catégorie associée. On définit de méme A, — mod la
catégorie des A,-modules. On notera également A — Fsc, xe la catégorie des faisceaux
de A-modules.

A, — Fsc/xe est une catégorie abélienne A-linéaire possédant suffisamment d’in-
jectifs.
Il y a un foncteur exact & gauche

et Ay — Fscyx,, — A — Fscyx,,
(]:n)n L !Ln]:n

Si (Fn)n € Ao — Fsc/x,, et X n’est pas compact il n’est pas raisonnable de poser
Le(X, (Fn)n) comme étant égal & imT'c(X,Fy,) car si (sn)n € imI'o(X, Fy) il se
peut que ’adhérence de U, supp(s,) ne soit pas compact. Nous adopterons donc la
définition suivante :

Définition 4.1.2. — Soit le foncteur
I:A—-Fsc/x,, — Ab
Fr—T(X,F)
Alors, on posera I'c =T'y o 7,. On a donc
Le(X, (Fa)n) = {(sn)n € ImI'(X, Fy) | U, supp(sy,) est compact}.

On posera

HZ(X, (Fn)n) = BP(Te(X, =))((Fn)n)
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Ainsi, si X est compact I'c(X, (Fn)n) = lim (X, F).

Lemme 4.1.3. — Soit F un faisceau abélien sur Xe. St Vo € X, Fp est un
Gal(K(x)*|K(z))-module acyclique et si .7-'||X| est un faisceau mou, F est I'.
acyclique.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le morphisme de sites f : Xg — |X|. La
premiére hypothése montre que Vp > 0, RP f,(F) = 0 car ses fibres en tous les points
de | X| sont nulles (cf. [1], 4.2.4). La suite spectrale de Leray associée dégéneére donc en
H?(Xg, F) ~ HE(|X|, Fix|) mais |X| est localement paracompact donc .7-'” x| étant
mou il est I'c(| X, —)-acyclique.

L’intérét du lemme qui suit est qu'’il permet de calculer la cohomologie a support
compact d’un faisceau A-adique comme I’hypercohomologie & support compact d’un
complexe de faisceaux de A-modules.

Lemme 4.1.4. — RI'. = RI'y o Rm,.

Démonstration. — En suivant la preuve du i) du lemme 2.3 de [36] on voit qu’il suffit
de montrer que si Vn, Z, est un injectif de A/m"™ — Fsc/x,,, alors [[p—o Ty est I'
acyclique. Pour cela nous allons appliquer le lemme 4.1.3.

Ve e X (sz)w ~ (H(_’[k)z)disc
k

comme Gal(K(z)*|K(z))-module galoisien discret, o si M est un module galoisien
Mdisc désigne sa partie discréte. Or, si (Mg)rek sont des Gal(K(z)*|K(z))-modules
discrets

H(Gal(K(z)' K (a)) (IkIMk)d‘“) =[] #(Gal(x(a)IK(@). 3

Tj, étant injectif comme faisceau de A/m™-modules, Vz, Zj,  est un Gal(K(z)*|K(x))-
module galoisien acyclique ([1], 4.2.5). On en déduit donc que (J], Zx), en est égale-
ment un. De plus, (], Ik)“ x| €st mou car il est flasque et |X| est localement para-
compact. O

Lemme 4.1.5. — Soit U(X) un ensemble d’ouverts de X tels que VU € U(X), U est
compact, VU,,Us € U(X), 3Us € U(X), Uy UUz C U3 et UUGU(X)U =X.Ona
alors,
Fc(Xv (‘Fn)n) = ll_I)Il liLnFc(U, fn)
UeU(X) n
Démonstration. — Cela résulte de ce que tout compact de X est contenu dans un
élément de U(X) et réciproquement. O

Nous choisirons généralement U(X) = {ouverts U de X, U est compact} ou bien
U(X) = {ouverts distingués de X} ou rappelons
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Définition 4.1.6 ([2]). — Un ouvert U de X est distingué s’il peut s’écrire U = V] \ V;
ou V; et V, sont des domaines analytiques compacts.

Rappelons la remarque importante suivante de Huber (dans le cadre des espaces
adiques) :

Remarque 4.1.7. — Si j : U — X est un ouvert, en général Papplication natu-
relle HP(U, (Fn)n) — HEP(X, (jiFn)n) n'est pas bijective. Cela est dit au fait que
J ne possede pas nécessairement de bonnes propriétés de finitude. Déja dans le

cas algébrique, pour X Jy un morphisme de type fini, pour montrer que
RM((Fr)n) = (RfiF)n pour (Fn)n constructible il faut utiliser les propriétés
de finitude de fi : fi(constructible) est constructible. Par exemple, en général
HP(F2d Q) # Hg’(ﬁ,j;Qg) (cf. [36], exemple 2.7) ou Fad désigne un espace de
périodes p-adiques dans la grassmannienne F ([68]).

Comme dans le lemme 2.3 de [36] on a une factorisation RT'; = lim x)° Ind(Rp) o
Ro de laquelle on déduit :

Proposition 4.1.8. — Pour tout (Fp)n € A,—T5¢/x,, et p € N il y a des suites exactes :

0— lim lim'H? (X, F,) — HE(X,(Fn)a) — lim lim HP(X, F,) — 0
Uel(X) n UeU(X) n

Corollaire 4.1.9

a) SiVnVp VU e U(X) HP(U,F,) est un A/m™-module de type fini
VpeN HP(X,(Fn)n) — lim lim HZ(U, Fn)
UEU(X) neN
b) Vp > 2dim(X) + cde(k) +1 V (Fn)n € As — Foc/x,, HP(X,(Fpn)n) =0 et sous
Uhypothése du a) cela est vrai pour tout p > 2dim(X) + cde(k)

Exemple 4.1.10. — Si X = ]ﬁg est la boule ouverte de dimension n, U(X) = {lﬁg (0,¢) |
0 < € < 1} les hypothéses du a) sont vérifiées pour Z; = (Z/¢"Z),, et

. ~ o sy
HP(B}, Z¢) = lim lim HP(B}(0,¢),Z/("Z) = sip#2n
emineN Ze sip=2n

4.1.2. Cohomologie /-adique des espaces analytiques quasi-algébriques

Les hypotheéses faites ici : X quasi algébrique et F localement constant ne sont 1a
que pour pallier I'existence d’une théorie des faisceaux constructibles pour les espaces
analytiques comme c’est le cas pour les espaces adiques ([35, 36]).

Définition 4.1.11 ([3,2]). — X est quasi-algébrique si Vz € X, 3V1,...,V, des do-
maines affinoides tels que z € N, Vi, U;-; Vi est un voisinage de z et tout V;
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est quasi-étale au-dessus d’un domaine affinoide de I'espace analytique associé a un
schéma, de type fini sur k.

Remarque 4.1.12. — D’apreés [2] cela implique que 1'on peut trouver des V; qui sont
eux mémes des domaines affinoides dans 1’espace analytique associé a un schéma de
type fini.

Remarque 4.1.13. — Tout espace analytique lisse sur k est quasi-algébrique.

Définition 4.1.14. — Le faisceau A-adique (F,), € A, — F5c/x,, est localement
constant si

Vm>n Fn®A/m® = F,

et Vn, F, est localement constant fini sur X¢ comme A/m™module.

Lemme 4.1.15. — Soit X quasi-algébrique et U un ouvert distingué de X ou un do-
maine analytique compact. Pour tout F € A/m™ — Fsc/x,, localement constant fini,
VpeN, HP(U,F) est un A/m™-module de type fini.

Démonstration. — Si U est un domaine compact c’est le corollaire 5.6 de [3]. Si
U = Vi N\ V5 est un ouvert ou V; et V5 sont des domaines compacts cela résulte de la
suite exacte longue de cohomologie

— H?(U,F) — HP(V},F) — HP(Vi NV, F) —

et de I'assertion pour un domaine compact. O

Corollaire 4.1.16. — Si X est quasi-algébrique et (Fyp)n est localement constant

HE(X,(Fn)n) = lim  lim HZ(U,Fy)
U distingué neN

En particulier si X est compact HP(X, (Fn)n) = lim _HP(X,Fp).
Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du corollaire 4.1.9. O

Proposition 4.1.17. — Supposons cde(k) < +oo. Soit U un ouvert distingué ou un
domaine compact d’un espace quasi-algébriqgue X et F localement constant sur X.
AlorsVp € N, (H?(U, F.))rn est AR m-adique et lim H?P(U, Fy) est un A-module
de type fini.

Démonstration. — HP(U,F;) étant de type fini, la premiére partie de la proposition
entraine la seconde.

Pour tout n, soit C*(F,,) la résolution de Godement de F,, associée aux points de
|X| (si z € |X| il y a un morphisme de sites i, : Spec(K(z)*)ss — Spec(K(z))sr —
X et C°(G) = 1, éz«i3G). En utilisant le lemme 4.1.3 on vérifie que c’est une
résolution I';(U, —) acyclique de F. Cette résolution est scindée sur chaque fibre.
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Etant donné que Vn F, est localement constant, pour tout n. C*(F,,) est A/m™ plat
et
Vm>=n C*(Fn)®A/m™ = C*(Fn)
Si m > n considérons la résolution périodique D* de A/m™ dans la catégorie des
A/m™-modules (et faisceaux)(wwy est une uniformisante de A)

n m—n n

o — A/m™ @A A/m™ “A A/m™ “A A/m™ — 0

Pour tout entier p appliquons la formule de projection ([1] 5.3.9) :
L
CP(Fm) ®pjmm D* = CP(Fm) ® A/m"™ =~ CP(Fy)
L
= R'T(C?(Fm) ®pjmm D*) = Tc(U, CP(Fn))
et

L L
R*T(U, C?(Fm)) ®n/mm D* =Te(U,C?(Fm)) ® D*

S Tu(U, CP(F i) A T (U, CP(Fn)) S To(U, CP(Fm)

A T (U, CP(Frm)) — 0
On en déduit donc que
Le(U, CP(Fm))/@rTc(U, CP(Fm)) = T(U,CP(Fn))

et que ['(U,CP(F,)) est un A/m™-module plat (par récurrence sur m > n par
exemple).

L’espace X étant quasi-algébrique et U compact, dim(U) < +oo et donc pour
d > 2dim(U) +cde(k) 7<al'c(U,C*(Fy)) calcule H2 (U, F,) qui est un A/m™-module
de type fini. On peut alors appliquer le lemme 12-14 de [24] pour conclure. O

Définition 4.1.18. — Soit L le corps des fractions de A. Un faisceau L-adique est un
faisceau A-adique modulo m-torsion. On notera pour F € A, — Fs¢  F ® L le faisceau
L-adique associé et on posera HP(X, F ® L) = H?(X,F)® L.

Un faisceau L-adique localement constant est un faisceau L-adique de la forme
F ® L avec F localement constant.

Corollaire 4.1.19. — Soit X quasi-algébrique muni d’une action continue ([3] sec-
tion 6) d’un groupe G tel que G posséde un pro-p sous-groupe ouvert. Soit F un
faisceau L-adique localement constant muni d’une action de G compatible d celle sur
X. Alors, H?(X,F) est un G-module lisse.

Démonstration. — Si F = G ® L avec G = (G, )n localement constant,

HP(X,F)= lim |limHP?(U,G,)|®L
— —c

U distingué n

ASTERISQUE 291



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 67

Soit donc s € HP(X, F). Il existe U distingué tel que
s €im (Hf(U, 6)® L — HP(X,0)® L)

SiU =V, NV, ouV; et V; sont des domaines compacts, par continuité de ’action
3K C G un sous-groupe ouvert tel que Vg € K, g-V; = Vi,9- Vo = V5, et donc
g-U =U. Daprés [3] 7.7, Vn, HP(U,G,) est un K-module lisse. Etant un A/m™-
module de type fini c’est un K-module discret. Le groupe K agit donc contintiment
sur le A-module de type fini llnn HP(U,F,). Si K' C K est un sous-pro-p-groupe
ouvert, un sous-groupe ouvert K" de K’ s’envoie sur un pro-£ groupe et agit donc
trivialement. Donc, Vg € K", g-s =s. a

On montre de méme :

Corollaire 4.1.20. — Sous les mémes hypothéses Gal(k|k) agit continiment sur l’es-

pace HP(X ® k ,F) au sens ot HP(X ® k,F) est une union croissante de Gal(k|k)-
modules de dimension finie continus.

4.2. Cohomologie /-adique équivariante des espaces analytiques rigides

Nous adoptons les notations de la section 4.1 sur la cohomologie ¢-adique des
espaces analytiques. Soit £ un corps valué complet non archimédien comme précé-
demment.

Définition 4.2.1. — Nous dirons qu’un k-espace analytique est de dimension finie sur k&
si dim(X) + cde(k) < +o0.

Tout ce dont nous aurons besoin sur la cohomologie étale £-adique équivariante se
trouve dans la démonstration de la proposition qui suit. Le lecteur familier avec [40]
retrouvera certaines des propriétés bien connues de la cohomologie équivariante dans
un topos. Le principal point ici est I'introduction des coefficients £-adiques.

Proposition 4.2.2. — Soit X un espace analytique de dimension finie sur k muni d’une
action d’un groupe G a gauche. Soit (U;)icr un recouvrement ouvert localement fini
de X stable par Uaction de G et soit F € A, — Fsc/x,, muni d'une action de G
compatible a celle sur X. Il existe alors un complexe borné (I*) de faisceauz de A-
modules sur X g, muni d’une action de G (compatible a celle sur X ) comme complexe
de faisceauz, et un complexe double

cri= P T(U(a),19
aCl
la|=—p+1

0t U(a) = Nica Ui, 0t CP7 — CPItL est induit par T9 — T+, qui est muni d’une
action de G via les morphismes

VgeG g :T(U(a),I?) — Tc(g9-U(a),I9)
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tel que la suite spectrale G-équivariante associée d la filtration par les ligne soit

Ef=cr EVM= P HI(U(a),F)= H'Y(X,F)

aCl
|o|=—p+1

ot Vaction sur HPY9(X,F) est celle induite par l’action de G sur F.

Démonstration. — Par définition une action de G sur F est la donnée de morphismes
e
VgeG ¢goF — F

se composant de fagon naturelle: Vg1;92 € G ag,095ay, = ag,4, et vérifiant o = Id.
De tels morphismes sont nécessairement des isomorphismes et ag-1 : (g )V F > F
est I'adjoint de l'inverse de o, via I'égalité (g71)*F = g.F.

Si U est un ouvert de X et g un élément de G, le morphisme g : RI'.(U, F) —
RIc(g-U, F) est défini de la fagon suivante : ay-1 définit par adjonction un morphisme
de faisceaux u : F — (g7 1).F et g1 est le composé

RT.(u)

RT(U, F) RLc(U, (97")+F) = RTc(g - U, F)

Si Z* est un complexe d’injectifs dans A — Fsc,x,, représentant R, (F), Paction de
G sur F induit une action de G sur Rm,(F) dans D* (X, A) et donc une action sur
le complexe Z* & homotopie pres au sens o Vg € G, on a un morphisme de complexes
Bg : g*I* — I* tel que Py, 4, soit homotope & By, o g30,, . Pour avoir une vraie action
nous allons nous placer dans une catégorie dérivée équivariante.

Définition 4.2.3. — Si Y est un espace analytique muni d’une action de G, nous no-
terons A, — G — Fsc,y,,, resp. A — G — Fscyy,, la catégorie des faisceaux A-adiques,
resp. de A-modules sur Y munis d’une action de G compatible & celle sur Y. Nous
noterons D(Yg, A, — G), D(Yz, A — G) les catégories dérivées associées.

Les catégories A, — G — Fsc/y,, et A—G — Fscy,, sont des catégories abéliennes A-
linéaires. Lorsque I'action de G sur Y est triviale elles coincident avec A,[G] — Fsc/y,,,
resp. A[G] — Fscy,,, les catégories de faisceaux de A[G]-modules.

Définition 4.2.4. — Notons
te: Ay — G = Fscyy,, — A, — Fscyy,,
t:A -G —Fcyy,, — A—TFscyy,,
les plongements canoniques, et
et Ao — G — Fcy,, — A — G — Fscyy,,
(Fa)n — lim F,

Lemme 4.2.5. — Les catégories A, — G —Fscy,, et A—G—Fscyy,, possédent suffisam-
ment d’injectifs, les foncteurs 1, et v sont exactes et envoient suffisamment d’injectifs
sur des injectifs.
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Démonstration. — Les foncteurs ¢, et ¢ possédent un adjoint & droite :
¢r—MIndf g =[] g'¢
9€G

Soit alors H un objet de A,—G—F3c,y,, (resp. de A—G—Fsc,y,,). Sit(H) — Zou T est
un injectif (resp. t,H — I), on a une injection H — Ind? (Z) et le membre de droite
est un injectif puisque Ind? posséde un adjoint & gauche. On en déduit que nos deux
catégories possédent suffisamment d’injectifs. De plus ¢(Ind{ (Z)) (resp. ¢, (Ind¥ (Z)))
est un injectif et donc tout objet de 'une de nos deux catégories se plonge dans un
injectif d’image un objet injectif par ¢ (resp. ¢,), d’olt la seconde assertion. O

Lemme 4.2.6. — On a une égalité

toR7T, =Rm, 04,

Démonstration. — Cela résulte de 1’égalité ¢ o T, = 7, 0 t,, du lemme précédent et de
Pexactitude de ¢. O

Appliquons maintenant cela & F € A, — G — Fsc/x,, : tRTF) = Ry (F). 1l
existe donc un complexe d’injectifs Z7* dans A — Fsc/x,, ou Z? = 0 pour ¢ < 0 et Z*
est muni d’une action de G tel que Z* ~ R, (F) comme objets de la catégorie dérivée
munis d’une action de G. Rappelons que RI'. = RI'y o R, (lemme 4.1.4) et que donc
la cohomologie du complexe de A[G]-modules I'.(X,Z°*) calcule H*(Xg;, F) muni de
son action de G. L’espace analytique X étant de dimension finie sur k, H}(X,F) =0
pour n > 0 et donc, quitte & remplacer Z* par 7¢4Z* pour d > 0 on peut supposer
que le complexe Z* est borné.

Lemme 4.2.7. — Sif : U — X est étale, la cohomologie du compleze I'.(U, Il'U) calcule
H(U,Fly). C’est en particulier le cas si U est un ouvert de X .

Démonstration. — Nous noterons

A —-./"'-SC/X“ — A, _RC/Yét

(gn)n i (f*g'n)n
qui est exact et posséde un adjoint & gauche ((Gn))n — (f1Gn)n. L’égalité m, o f* =
f* o, implique donc R7ry o f* = f* o Rm,. O

Nous pouvons maintenant appliquer SGA IV, XVII 6.2.10 pour obtenir des résolu-
tions simpliciales :

Ve<0 J= P eaerI? — I

aClI
|a|=—e+1

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



70 L. FARGUES

ol ey : U(a) — X. Ces résolutions simpliciales sont celles associées au couple de

foncteurs adjoints :
)+ (119, — %
el

ot j : [I;c; Ui = X (cf. [39] 1.5 par exemple). Le complexe double J** est muni d’une

action de G : si
JPe = @ Jpa

al=—p+1

I’action de G se décompose sur les comll)olsantes en des morphismes
VgeG g*JPd — JB1
Le complexe double
CP9 =T(X,JP9) EB Ty(U(), Ty o)

Ial~—p+1

convient alors car d’aprés le lemme 4.2.7 on a
Ef= @ H(U() Fuw) O

aCl
la|l=-p+1

On peut montrer (nous n’aurons pas besoin de cette proposition) en utilisant des

résolutions par des faisceaux discrets comme dans [31] :

Proposition 4.2.8. — Sous les mémes hypothéses que précédemment, supposons de plus
X quasi-algébrique, F localement constant, Vi U; est un ouvert distingué et l’action
de G sur X est continue. On peut alors trouver un complexe double comme précédem-

P9 = @ cpa

aClI
|a|=—p+1
tel que Va CP? soit un Stabg(U(a))-module lisse.

ment :

4.3. Lien avec la suite spectrale de Rapoport-Zink ([66])

Supposons que la valuation de k est discréte. Soit ) un schéma formel propre sur
Spf(k°) dont la fibre spéciale est un diviseur & croisements normaux

=Uy,.

comme diviseurs de Cartier. Il y a alors un recouvrement Y** = |J,sp~!(Y;) et une
suite spectrale de cohomologie de Cech & support compact associée comme dans la
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section précédente. Cette suite spectrale est la méme que celle associée a la résolution
du lemme 2.5 de [68] via I'isomorphisme

arva.RY ~ ROj

ou RW¥ désigne les cycles proches, RO les cycles proches rigides analytiques de Berko-
vich,
Qr @ H Y'iln"'n}/ir_’ys
i1 <o <
etjr: [ spT'(M)n---nspNY,) — Y
11 <<ty

Cette suite spectrale est équivariante lorsqu’un groupe agit en permutant les Y;, ce
qui est par exemple le cas pour les espaces de Drinfeld.

L’étape suivante dans [67] qui consiste & utiliser le calcul des cycles évanescents
modérés de SGAT consiste en rigide a calculer la cohomologie de « couronnes généra-
lisées ».

4.4. Cohomologie de M K

Reprenons les mémes conventions sur M que celles énoncées au début de la section
2.3.9.

4.4.1. Lissité de D’action de J,. — Le corollaire suivant est une conséquence de
la proposition 2.3.11 et du lemme 8.4 de [3] :

Corollaire 4.4.1. — Le groupe Jp agit continiiment sur Mk.

Définition 4.4.2. — Nous noterons H? (M Kk ® # Cp,Q¢) la cohomologie & support
compact f-adique de V'espace analytique Mg ® Cp (cf. 4.1).

Remarque 4.4.3. — Le lecteur de désirant pas lire la section 4.1 pourra prendre comme
définition de H2 (Mg ®j Cp, Qp)
lim lim H} (U ®  Cp, Z/£"Z) ® Qq
U n

ot U parcourt les ouverts relativement compacts de M.

Cet espace de cohomologie est muni d’une action de J, x Wg de la facon suivante :
l'action de Jp est celle induite par l'action sur Mk, Daction du groupe d’inertie de
Gal(E|E) est celle induite par action sur les coefficients Cp, quant a l'action d’un
Frobenius o de W elle est induite par la donnée de descente de Rapoport-Zink ([68])
a: Mg — ./\;tf,?). La cohomologie de ./\;Igg) ®p C, sidentifie en effet & celle de
My ®p Cpvialxo: Mg®Cp — Mﬁ? ® C,. Lorsque la classe b est decent (cela
signifie qu’il existe un entier s tel que (bo)® = (sv})(p)o® ou vp est le morphisme
des pentes, cf. [68]), ce que l’on peut toujours supposer puisque cela ne change pas
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I’espace de Rapoport-Zink, une puissance suffisamment grande o® de la donnée de
descente o définit une donnée de descente vers ’extension non-ramifiée de degré s de
E tordue par un élément de J, (lorsqu’il y a une seule pente r/s il s’agit de 1'égalité
classique F'* = p"o®, I’élément de Jj étant ici p). On en déduit qu'un Frobenius o
agit de facon inversible sur ces espaces de cohomologie. Etant donné que la donnée de
descente commute a Paction de J, HS (/\;( Kk ®p Cp,Q¢) est donc muni d’une action
de Jp x Wg. De plus, lorsque le niveau K varie, le systéeme des H; (./\;i kK ®Cp,Qy) est
muni d’une action de G(Qp) X Jp x Wg.

Remarque 4.4.4. — La donnée de descente o n’étant pas effective, il s’agit vraiment
d’une action de Wg et non d’une action de Gal(E|E). On remarquera en particulier
qu’en général 'action d’un Frobenius de Wg ne stabilise pas de sous-espace vectoriel
de dimension finie (¢f. la section suivante et en particulier la remarque 4.4.11).

Définition 4.4.5. — Afin d’alléger les notations nous noterons désormais

H}(Mk, Q) := H(Mxk ® Cp, Qe)
H (Mg, Q) == H;(Mxk ® Cp,Qr) ® Qe

Lemme 4.4.6. — Il y a un isomorphisme H: (Mg, Qq) ~ HI(M5E ® Cp, Qp) ot le
second membre désigne la cohomologie étale d support compact £-adique des espaces
adiques ([36]).

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 2.3.24 et du théoreme 1.5 de
[36]. a

Combinant le théoreme 4.1.19 ainsi que le corollaire 4.1.20 avec les corollaires 4.4.1
et 3.2.7 on obtient :

Corollaire 4.4.7. — Pour tout K, H? (M k,Qe) est un Jp x Wg-module lisse pour l’ac-
tion de Jy et continu pour l’action de linertie Ig.

Exemple 4.4.8. — Plagons nous dans le cas d’une donnée locale étale (exemple 2.3.22).
Alors,

e — 0 sig#0
HI (Mg (b, 1), Qe) = {CSO(G(QP)/K) sig=0

et donc, lim HO(M(b, 1), Qr) = C(G(Q,)) ot 'action de Jp = G(Qp) se fait par
la représentation réguliere gauche et celle de G(Qp) par la représentation réguliere
droite. L’action de Wg est ’action triviale.
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4.4.2. Un lemme d’induction. — Soit A = Homgz(X*(G)q,,Z). Le groupe J,
étant une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi My de G, tout x € X*(G)q, se
restreint & Mp et se transfert & J, en un x¥ € X*(Jp)q,. Notons

= () kerlx]

XEX*(G)op

Ix|:Jo — Z
z — vp(X(2))
Il y a une application ([68] 3.52)
wy,  Jb(Qp) — A
z— [x — X(z)]
Il y a également une application 75 : M= A Jy équivariante. Le morphisme 75 est

essentiellement la hauteur de la rigidification p ([68] 3.52). Notons A’ C A I'image de
ita sur laquelle J, agit avec un nombre fini d’orbites.

Définition 4.4.9. — Pour tout i élément de A’ notons /\;lg? = 75 1(4)

On a donc
My = T[ M9
1EA/
décomposition de laquelle on déduit :

Lemme 4.4.10. — 1l y a un isomorphisme
H (M, Q)= D elndgt, HI(ME, Q)
IEA' /Ty
ou

B'= [ ker(xl)

XEX*(G)op

L’intérét de ce lemme est que lorsque b est une classe basique Jl}' = J} a un centre
compact.

Remarque 4.4.11. — L’isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de Jp-modules.
En fait, le groupe G(Q,) agit sur A. De méme, il y a une action de Wg sur A
triviale sur I'inertie de Wg et associée au fait que la donnée de descente de Rapoport-
Zink transformant la rigidification p en p composée avec le Frobenius, elle change sa
hauteur. Il y a alors un isomorphisme de J, x G(Qp) x Wg-modules

lim H3 (M, Qp) = D cIndfs, . (o) xwey m HE (M, Qo)
K IEA/ToXG(Qp) x W K
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ol (Jo X G(Qp) X WE)! est le sous-groupe de J, x G(Q,) x Wg agissant trivialement
sur A.

Rappelons que la catégorie abélienne des représentations lisses d’un groupe p-adique
contient suffisamment d’injectifs et de projectifs. Ceci est une conséquence de I’exis-
tence d’adjoints & gauche (I’induction compacte) et & droite (I’induction) a la restric-
tion & un sous groupe fermé.

Lemme 4.4.12. — Soit b une classe basique. Si r désigne le rang semi-simple de Jp,
pour une représentation lisse w de Jp, pouri > r

EXt.]ib—lisse(Hc. (MK, QZ): 7!') =0
Démonstration

Ext?, jisse(c-TndJy HI (M@, Q) ) = Extipy jioe (HI (M, Qe), m)

-lisse(

Notons JP = ﬂxe X*(M) ker(x) qui est un groupe algébrique sur Q, & centre fini.
J2(Qp) < J} et JL/JP(Qp) est un groupe compact ce qui implique que si p1, p2 sont
deux représentations lisses de Jbl,
, . Ji/ g0
EXt.z],}-lisse(phpz) = EthIg-lisse (pl’ Pz) o/
Dans [72], il est construit pour toute représentation lisse d’un groupe algébrique H
sur Q, ayant un caractére central x sur Z%, la composante connexe neutre du centre,

une résolution projective dans la catégorie des représentations lisses ayant x comme
caractere central sur Z% de longueur inférieure & 7. D’olt le résultat. O

4.4.3. Finitude

Proposition 4.4.13. — Quel que soit § € A le J} -module Hg(/\itﬁ‘?, Q) est de type fini.
De méme HI(M,Qg) est un Jy-module de type fini.

Démonstration. — On vérifie en utilisant le théoréeme 2.4.13 qu’il y a un nombre
fini d’orbites de composantes irréductibles de MO sous Paction de JE.Si Zy,..., 2,
sont des représentants de ces orbites, soit U = Z" U --- U Z2" le tube au-dessus
des Z;, un ouvert analytique dans M@, Notons encore U pour HI_{}CO U) c Mk.
Le corollaire 3.1.4 implique que U s’identifie & un tube au-dessus d’un fermé dans
'espace analytique associé & une variété algébrique propre sur Oy. Il résulte alors du
théoréme 3.3 (ii) de [36] que

dimg; (HI(U, Q) < +00
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Soit K C J}} le stabilisateur de U. C’est un sous-groupe compact ouvert. Considérons
le recouvrement (g - U)ge¢ 5K de /\;igg). 11 lui est associé une suite spectrale de coho-
mologie de Cech & support compact (I1.4.2.2) concentrée en p < 0, dim(Sh) > ¢ >0 :
“ (0
EP'= @ HIU(),Q) = HIY (M, Q)

acJi/K
la|=—p+1

ot U(a) = (geq 9 - U- Cette suite spectrale est J;-équivariante olt
VgeJd, g:HIU(a), Q) Hi(g-U(e), Q)

Si @ C J}/K notons K, = o gKg~1. Les espaces HI(U(a),Qg) sont des K-
modules lisses puisque K, agit contintiment sur U(«) d’aprés le corollaire 4.4.1. Ré-
crivons EP? sous la forme suivante :

EP = D oInd HI(U(a), Q)
[@esi\(J¢/K)"*
Montrons maintenant que
#{(@ € B\ (B/K) " | Ul) # &} < +oo
Pour cela, remarquons que si A est une union finie de composantes irréductibles de
ﬂ(é), {g€ J!|g-ANA+# 2} est compact et que donc

Q={ge J; |g-UNU # &}

est compact et contient K. Si [o] = [(go,...,7_,)] € Jp\ (J,}/K)_ﬁ1 est tel que
U(a) # @ alors, Vi # j g7 'g; € K\Q qui est fini. Modulo P’action de J} & gauche
sur les (—p + 1)-uplets on peut supposer que g_, € K et donc Vi g; € K\Q qui est
fini. D’ou la finitude de I’ensemble.

On conclu donc que EP? est une somme finie d’induites compactes de représenta-
tions de dimension finie et est donc une représentation de type fini de J}. D’apres
[19] la catégorie des J!-modules lisses est localement noethérienne (i.e. tout objet
de type fini est noethérien). On en déduit que HP+4(M®) Q,) possede une filtration
finie FP HPt4 (./\;l(‘s) ,Q¢) & quotients de type fini et est donc lui méme de type fini. O

Corollaire 4.4.14. — Pour toute représentation admissible © de Jy, pour tous K,p,q

dlm@ EXt};-lisse (Hg(MKv @)7 7T) < 400

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition précédente et du lemme
qui suit. O
Lemme 4.4.15. — Soit H un groupe p-adique réductif, w1 une représentation lisse de

type fini de H et mo une représentation admissible. Alors,

Vi dim(Extjy i (71, T2)) < 00
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Démonstration. — m; étant de type fini il existe une surjection
a: @c-lnd}% pi —» M
iel

ou I est fini, les K; sont des sous-groupes compacts ouverts et les p; de dimension
finie. La représentation de droite étant elle méme de type fini, ker(a) est de type
fini (locale noethérianité de la catégorie des représentations lisses de H ([19])) et
on peut rappliquer le processus pour construire ainsi par récurrence une résolution
projective P* — 71 de m; telle que V ¢ P? soit une représentation de type finie de H.
On conclut aussitot puisque si p est de type fini et 73 admissible alors Hom g (p, m2) est
de dimension finie. En effet, un morphisme H équivariant de p dans 72 est déterminé
par I'image d’un nombre fini de vecteurs de p engendrant p. Or une telle famille finie
de vecteurs est contenue dans p¥ pour un sous-groupe compact ouvert V et donc
d’image dans 73 qui est de dimension finie. O

Remarque 4.4.16. — Dans [72] ce lemme est démontré d’une autre fagon mais en
supposant de plus que m; est admissible. Cette restriction est donc inutile.

Corollaire 4.4.17. — Soit b la classe basique. Supposons Jp anisotrope modulo son
centre. Alors,

Ve AVq dimg HI(M,Qe) < +oo

Remarque 4.4.18. — Supposons la classe b basique. On ne peut espérer mieux que la
proposition 4.4.13 dans le cas ou J n’est pas anisotrope modulo son centre. En effet,
on pourrait penser que H; (./\;tgg) ,Qp¢) est un Ji-module de longueur finie. Mais cela
est faux comme le montre ’exemple étale (exemple 4.4.8).

4.5. Une suite spectrale de Hochschild-Serre pour 1’uniformisation
de Rapoport-Zink

4.5.1. Suite spectrale pour ’action d’un groupe discret. — Soit X un espace
analytique de dimension finie sur k, I" un groupe discret agissant sur X de telle maniere
que Yz € X, 3U un voisinage de z tel que Vy € '\ {Id}, v-UNU = @. Le faisceau
I'\X sur le grand site étale de k est alors représentable par un espace analytique
obtenu par recollement de tels ouverts (utiliser [1] 1.3.2,1.3.3).

Soit une extension de degré fini L|Qy, V un L-espace vectoriel de dimension finie et
p: ' = GL(V,) une représentation continue pour I' muni de la topologie profinie et
GL(V,) de la topologie ¢-adique. Le morphisme p : X — I'\ X étant un isomorphisme
local il est associé & p un faisceau étale L-adique localement constant F, sur I'\ X : si
M C V, est un Op-réseau stable par ', Vn pp, : ' — GL(M/w?} M) se factorise par
un sous-groupe d’indice fini ', AT et F, = (Fp)n ®o, L oit Fy, est trivial sur T'p\ X
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(qui est étale fini au-dessus de I'\ X) associé a la représentation
P (M\X) — T\ 22 GL(M/w} M)

Théoréme 4.5.1

(1) Soit F un faisceau L-adigque étale sur T\X. Il y a une suite spectrale de type
cohomologique convergente

E}! = Extf (H;4(X,p"F),1) = H; ®+I(I\ X, F)*
(2) Il y a une suite spectrale convergente

E%? = Ext? (H;"(X, L),ﬁ) —_— Hc_(”*"I)(F\X, F,)*

Démonstration. — Commengons par remarquer que 2) se déduit de 1). En effet, il
y a un isomorphisme de I-faisceaux p*F, ~ V, ot V, désigne le faisceau constant
muni de I’action de I via p. Donc, H; 4(X,p*F) ~ H;9(X, L) ® p comme I'-modules.
Si M et N sont deux L[I']-modules il y a une formule d’adjonction (puisque L est un
corps) Ext?(M ® p, N) ~ Ext}.(M, p ® N). Cela montre donc que 1) implique 2).

Passons donc maintenant & la démonstration de 1). Celle ci consiste & écrire un
complexe de cohomologie de Cech & support compact dont la cohomologie calcule
la cohomologie & support compact de X & coefficients dans p*F dans la catégorie
dérivée bornée des complexes de L[I']-modules, et & identifier 'image par le foncteur
R Homr(s,1) de cet objet avec le dual d’un complexe de cohomologie de Cech &
support compact dont la cohomologie est la cohomologie & support compact de I'\ X
a coefficients dans F.

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de X par des ouverts vérifiant

VitjU #UjetVy e~ {Id} Ui -yNU;=o

Nous travaillerons parfois directement avec des faisceaux L-adiques et des fais-
ceaux de L-modules pour ne pas alourdir les notations. Le lecteur effrayé pourra
travailler avec des faisceaux (Op-adiques comme précédemment et tensoriser par L
des qu'il verra un H;. Soit G € Or, — Fsc;(r\x),, tel que F = G ® L. Considérons
R7G € DF((I'\ X )¢, OL) et soit Z* un complexe de faisceaux de L-modules injectifs
représentant (Rm.G) ® L. Tronquons Z* de telle maniére que si I’'on note encore Z° le
tronqué, la cohomologie du complexe I'i(T'\ X, Z*) calcule H2(I'\ X, F). Le morphisme
p étant étale, p*7° est un complexe de L-modules injectifs qui est muni d’une action
de I'. De plus, d’apres la démonstration du lemme 4.2.7

p*(Rm,G) = R7.(p* F)

ou rappelons que 7 est ’équivalent I'-équivariant de . Donc, la cohomologie du com-
plexe I')(X, p*Z*) muni de 'action de I" déduite de celle sur p*Z* calcule H? (X, p*F)
comme I'-module.
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Considérons le complexe double de cohomologie de Cech & support compact (cf. la
démonstration de 4.2.2) associé & p*Z* et au recouvrement (U; - 7)ier,ver de X :

= @ U@,
aCIxI’
|a|=—p+1

olt U(a) = (\(s,4)ca Ui - 7- Le groupe I opere sur C** via les morphismes

Vyel DyU(a),p*T%) L5 TW(U(y - ), 19
ol pour un v P’application o +— = - a est définie grice a I’hypothese Vi # j U; # Uj.
On a alors "isomorphisme de I'-module
H™(Tot®C**) ~ H™(X,p*F)
Posons pour un entier p
Pp={aCIxT|la|=-p+1}
sur lequel I" agit & gauche via la seconde composante. Remarquons maintenant que
Cr= P clInd; TW(U(a),p*T%)
acl\Pp

Il résulte de cette identité que Tot®C** est un complexe de projectifs dans la catégorie
des L[I'l-modules et que donc, si F' désigne le foncteur contravariant exact & gauche
Homr(—, 1),

R™F(Tot®C**) ~ H™"(F(Tot®C"*))
ou R™F désigne I’hypercohomologie de F. Quant & la seconde suite spectrale d’hy-
percohomologie elle donne :

EY? = RPF(H™9(Tot®C**)) = RPHIF(Tot®C**)
or, on sait déja que
RPF(HY(Tot®C**)) = Ext (HC_‘I(X, L), 1)

Il reste donc & montrer que H"(F(Tot®C**)) ~ H*T\ X, F).

Le complexe F(Tot®C**) est le complexe simple associé au complexe double
Homp(C**,1). Montrons que Homp(C**,1) est isomorphe au dual du complexe
double de cohomologie de Cech & support compact associé & Z° et au recouvrement
(p(U;))ier de T\ X qui calcule H:(T'\ X, F), ce qui conclura. Notons C, un ensemble
de représentants de P, modulo I'. D’aprés la loi réciprocité de Frobenius pour les
induites compactes

Homp(CP9,1) = ( P F!(U(a),p*fq))*
a€Cp
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C’est le complexe double associé au complexe de complexes cosimpliciaux dual du
complexe de complexes simpliciaux associé aux applications

Va€Cpr1VBEC, fap:I(U(a),p*I?) — IN(U(B),p"17)
ou fopg=msilexistey €T v-a C B et fo,s3 =0 sinon. Le complexe de cohomologie
de Cech & support compact associé & Z* et (p(U;))icr est

Bri= @ n((pw),17)

BcI ieB
|Bl==p+1

On vérifie en utilisant que ViVy € I'\ {Id} v-U;NU; = @ que si

§£:6, —{BcI||fl=-p+1}
{(i0,70); -+ (i—p, ¥=p)} — {i0; .., i-p}
alors,
vecr (W)= [] pU()

i€l a€Cyp
£(a)=p

et que donc

B = @ T(p(U (), 7%

a€lCyp
oI Pu(a) : U(a) = p(U(a)) et donc
Ly(p(U(a)), %) — T\(U(a),p"I")
d’ou I'isomorphisme
Homp(C**,1) ~ B**

(on vérifie facilement, par exemple au niveau des complexes simpliciaux, que les ap-
plications de bord sont les mémes) O

Remarque 4.5.2 (Indépendance du choix du recouvrement). — La suite spectrale cons-
truite dans le théoréme précédent semble a priori dépendre du choix d’un recouvre-
ment (U;)ier de X vérifiant Vi € IVy e I' N\ {Id} U;n~v-U; = &. Si U désigne un
tel recouvrement notons EP?(U/) la suite spectrale associée. Si U et V sont deux tels
recouvrements on peut toujours trouver un troisieme recouvrement W plus fin que U
et W vérifiant ces hypotheses. Si de plus-V est plus fin que I/ il a un isomorphisme
de suites spectrales (pour r > 2)

EP*(U) —— E24(V)

associé (il s’agit d’'un morphisme naturel défini au niveau des complexes de coho-
mologie de Cech & support compact qui induit un isomorphisme puisque c’est le cas
au niveau des EF?). Ces isomorphismes se composent de fagon naturel. On a donc
un systéme inductif de suites spectrales (E??(U))y ou U parcourt des recouvrements
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vérifiant les hypotheses ci-dessus et ou U < V si V est plus fin que U. Les mor-
phismes de transition sont des isomorphismes et si ’on veut une définition canonique
ne dépendant pas du choix d’un recouvrement on peut poser

Ep1 = lim E7(U)
u

Remarque 4.5.3. — La suite spectrale est naturelle en X,I', p au sens suivant : si
X', IV, p' vérifient les mémes hypothéses que X, T, p et si

f:X—X, g:T —1I
ol f est étale fini et g un morphisme de groupe sont tels que

VyelVzeX f(y-z)=90)- f(z)
et
p=pog
alors, il y a un morphisme induit : f : X/T' — X’/T qui induit un morphisme ?*.7:,,/ —
F, qui induit un morphisme tf, : Hc_(p+Q)(X'/1"’,]:p/)* — H;®Y(x/T, F,)*.
Il y a alors un morphisme de suite spectrales EFY(X' TV, p) — EP9(X,T, p) qui
induit sur la limite ¢ f, et tel que le morphisme sur les E5? soit le morphisme

Extf(H;9(X', L), ) — ExtP(H;9(X,L),p
T c T c

qui se déduit des deux applications fi : H?(X,L) — H?(X',L) et ' — p par foncto-
rialité des Ext.

Ces morphismes de suites spectrales se composent naturellement au sens ou 1’ap-
plication (X,T',p) — EP? est un foncteur de la catégorie des triplets vérifiant les
hypotheses ci-dessus et munis de morphismes du type de ceux ci-dessus dans la caté-
gorie des suites spectrales.

Nous utiliserons en fait la variante suivante du théoreme précédent :

Théoréme 4.5.4. — Sous les hypothéses précédentes, il y a une suite spectrale
Gal(k|k)-équivariante

E?? = Ext?(H79(X & k), p) = H;PTO(T\X & k, Fp)*

Démonstration. — Reprenons les notations de la démonstration du théoréme précé-
dent. Appliquons la démonstration de ce théoréme au recouvrement (U; ® k)ier de

X ® k et au complexes de faisceaux obtenus & partir de Z* par pull-back vers X ®, k.
L’équivariance de la suite spectrale obtenue ne pose alors pas de probleme. O

Les remarques 4.5.2 et 4.5.3 s’appliquent bien siir également au théoréeme 4.5.4.
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Variantes 4.5.5

« Au lieu de nous placer dans le cadre des coefficients ¢-adiques considérons des Fy-
coefficients. La démonstration précédente s’adapte aussitdt (et est méme plus simple
puisqu’on n’a pas besoin d’utiliser la machinerie du foncteur R, ) pour montrer l’exis-
tence d’une suite spectrale du méme type. Le point clef étant de remarquer que si M
est un Fy-espace vectoriel alors c—Indl; M est un I'~module projectif, comme c’était le
cas pour les L coefficients. ”

« Par contre, si ’on prend comme coefficients un anneau artinien local R de corps
résiduel de caractéristique £ la démonstration ne s’adapte pas en général. Cependant
supposons R Gorenstein (ce qui est par exemple le cas si R = Op/w]OL avec L|Q,
de degré fini et m € N). Alors, avec les notations de la démonstration, pour le systéme
local de R-modules F sur (X/T')¢ on peut trouver une résolution flasque Z* de F
telle que V o le R-module I'i(U(ex), p*Z?) soit projectif et donc le R[I']-module induit
compact soit projectif. En effet, utilisant des résolutions de Godement, si pour z un
point de I'\ X on note i, : Spec(K(z)*)ss — Spec(K(z))sr — (I\X)et, il suffit de
vérifier que si 'on se fixe pour tout £ un R-module injectif M, alors pour tout « le
R-module

0(U(@),p* ([JizeMo)) =T (pU(@), [[  iaeMa)

zep(U(a))

est projectif. Or, écrivant U(a) comme union croissante d’ouverts relativement com-
pacts, ce dernier module s’écrit comme limite inductive de modules de la forme

z€V zeV
avec V un ouvert relativement compact dans p(U(a)). Ce dernier module est injectif,
puisque les M, le sont, donc projectif, puisque R est Gorenstein. Une limite inductive
de modules projectifs dont les applications de transition sont facteur direct, étant
projective on en conclut que dans ce cas il y a une suite spectrale :

B2 = Extlyp, (H;U(X & k), p) = Hy T (T\X & £, F,)"
ou M* = Homp(M, R) (R étant Gorenstein de dimension 0, R est dualisant).

Remarque 4.5.6. — Supposons X lisse sur k. Si I’on considére comme coefficients un
corps de caractéristique £ la suite spectrale obtenue est égale, via la dualité de Poin-
caré, a la suite spectrale obtenue pour les groupes de cohomologie en écrivant la suite
spectrale de foncteurs composés associée a I’égalité I'(I'\ X, F) = I'(X, p* F)*. Cepen-
dant dans le cas de la seconde variante ci-dessus ces deux suites ne sont pas forcément
égales. Pour les coefficients ¢-adiques, la cohomologie sans support et donc la dualité
de Poincaré n’ayant pas de sens en général, il n’y a pas de telle interprétation.
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4.5.2. La suite spectrale de Hochschild-Serre

4.5.2.1. Spéculations. — L’idée de 'existence d’une suite spectrale telle qu’elle est
énoncée dans le théoréme qui suit est due & Michael Harris ([30]). Dans [30] M. Harris
démontre ’existence de cette suite spectrale dans le cas de I’espace de Drinfeld uni-
formisant des variétés de Shimura différentes des nétres. Néanmoins la démonstration
que nous allons donner s’applique & n’importe quel type d’uniformisation.

Reprenons les notations globales du premier chapitre. Soit donc b € B(Gq,, “‘QT)
et ¢ une classe d’isogénie associée a b.

Définition 4.5.7. — G*(Ag) = Jy x G(A})

Il y a donc une inclusion I?(Af) — G?(Ay) via l'action d’un automorphisme de ¢
sur ’homologie cristalline en p et ¢-adique pour £ # p. Il y a alors des isomorphismes
lorsque K = K,K? varie

~

(Q)\ (MK,, x G(A’})/K”) = (MK,, x I"’(Q)\G"’(Af)/K”) /b
[z, yKP] — [z, I?(Q)yK?]

ol, contrairement au membre de gauche, J, agit & droite sur Mg, dans le membre
de droite. Récrivons donc I'isomorphisme d’uniformisation rigide sous la forme

(Mu, x I*@\G*(A7)/KP) [ Jy > S (6)

De ce point de vue la, 'uniformisation de Rapoport-Zink est une uniformisation p-
adique. Pour simplifier supposons que p = 1. Supposons l’existence d’une suite spec-
trale du type Hochschild-Serre associée au quotient p-adique précédent :

ER? = Bxt}, e (H9(Mic, x I*(Q\G(A7)/ K7, Q). 1) = HZ 0+ (3B (6), Qo)"
Alors,

HI(Mx, x I*(Q\G*(A)/K?, Q) = HE(Mux,, Q) ® Qall*(Q\G*(A7)/K)
comme J,-module. Et donc,

B = Bt} e (HE (W, @), Hom(I? (@\G(A1), 00 )

-~

(AD)K?

ol .A‘f est un espace de « formes automorphes sur G » de type 1 & l'infini.

Le théoréme qui suit donne une démonstration de ces spéculations. La démonstra-
tion que nous donnons est valable dans un cadre beaucoup plus général que celui des
variétés de Shimura que nous considérons (par exemple dans le cadre de la conjec-
ture 4.2 de [32]). Elle est différente de celle de [30] qui ne se généralise pas au cadre
général.
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4.5.2.2. La suite spectrale. — Rappelons que nous notons
H (Mg, Qo) = H(Mk ® Cp,Qe) ® Q-
Fixons b€ B (GQP,/,L@) et ¢ une classe d’isogénie dans la strate indexée par b (cf. le
chapitre 3). Nous allons définir un espace de formes automorphes sur G®(Ay).
Définition 4.5.8
Aﬁ ={f:G%(A;) = V, | f est G®(A)-lisse & droite et
Vy e I%(Q) f(ve) =p(v)- f(4)}

Pour vy € I%(Q), p(7) signifie que 7y est vu comme un élément de G(Q;) via I*(Q) —
G(Q¢) — G(Qp). Via 'isomorphisme fixé Q; — C on a

AL ={f:G?(Af) =V, | festlisse et Yy € I?(Q) f(ve) = p(7) - f(+)}

ol ici p(7) est défini via I*(Q) — I?(C) — G(C). L’espace A% est celui des « formes
automorphes sur G® » de type p & Dinfini. Il est muni d’une action lisse de G®(Ay)
par translations a droite.

Si K? C G(A%) G?(Ay) nous noterons (.A;’f)Kp I'espace des formes invariantes
par KP i.e. de niveau contenu dans KP.

Remarque 4.5.9. — Soit A(I ¢),, 'espace des formes automorphes usuelles sur I se
transformant via fjs(g) & U'infini. Il y a alors un isomorphisme

G*(Aj)
AP ~ Ind”,(Aff) A(I%),

ol Ind désigne l'induite lisse.
Soit N = dim(M?") = dim(Sh). Soit K = K,K? un niveau.
Définition 4.5.10. — Posons
H*(Shi¢(¢), £,) = HZN™*(Shi? (¢) ® Cp, L5)*(~N)
Il s’agit du dual de Poincaré algébrique.

Remarque 4.5.11. — Cette définition est completement formelle puisqu’a part pour la
strate basique, ces espaces de cohomologie sont de dimension infinie. Néanmoins, dans
le cas de la strate basique, ces groupes peuvent s’interpréter comme ’aboutissement
d’une suite spectrale des cycles évanescents ¢-adique (I1.5.9.4)

Théoréme 4.5.12. — Il y a un systéme compatible de suites spectrales G(Af) x Wg, -
équivariant

5 (KpKP) = Ext . (H2Y 1M, Qe)(N), (AD)K") = HP*9(Sh2, 0 (9), £37)
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Quelques remarques s’imposent avant la démonstration : G(Ay) = G(Qp) x G(A¥)
et Vg Vg € G(Qp) il y a un morphisme

-1
HEV =90, e Q0) L H2N-9( M, )

qui induit par fonctorialité des Ext un morphisme E5?(K,KP?) — E5?(g ' K,gKP).
Dire que la suite spectrale est G(Qp)-équivariante signifie que ce morphisme est le
morphisme associé au niveau des groupes E5? 3 un morphisme de suites spectrales

EPY(K,KP) — EP1(g'K,gKP)
qui induit dans la limite le morphisme usuel
HP*9(Shk (¢), L") — HPT9(Shy-1x4(0), L5")

Cela signifie également que ces morphismes de suites spectrales se composent de fagon
naturelle. De méme, G(A’}) opeére sur .Aff et donc induit un morphisme pour g €
G (A’})
K? -t
(A" — (Ag)s Ko

qui induit le morphisme E}?(K) — E5?(K,g~'K”g). La G(A%)-équivariance est alors
prise au méme sens que pour G(Qp). Quant & I'action de Wg, elle se fait sur chaque
E%(K) et ne pose pas de probleme d’interprétation.

Reste & expliquer ce que ’on appelle systéme compatible. Soient donc K. ;', C Kp et
KP' c KP. La compatibilité signifie qu’il y a un morphisme de suites spectrales

E?I(K,K?') — EP(K,KP)
qui est induit au niveau des termes E? par les morphismes J,-équivariants
Tk, k2 )1 : HE (M, Qo) — HI( Mk, Qe)
et 'inclusion
(AD)K" — (ADK”

couplés & la fonctorialité de Ext. Bien siir, ces morphismes de transition sont compa-
tibles & l’action de G(A¢) x WE,.

Démonstration. — Prenons les notations suivantes pour 1'uniformisation rigide :
0 : I°(Q)\ (Mx, x G(A})/K?) < Shi(#)
Soient (y;)ics des éléments de G(A’}) /KP vérifiant

G(AR)/K? = [[I°(@ v
il
et notons pour tout ¢ dans I I'; = Stabys(q) (yi). Nous verrons les groupes I'; comme
des sous-groupes de J, via le plongement I%(Q) — J,. A un tel choix est associé un
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isomorphisme
Zo: : [IT\Mx, = @)\ (M, x G(AZ)/KP)

iel
Notons p; : I'; — GL(V),) le morphisme continu (pour I'; muni de la topologie profinie
et V, la topologie £-adique) défini par le composé

Is — I%(Q) — G(Qe) £ GL(V))
Lemme 4.5.13

Ez‘yi)i(e*ﬁp) = ]_I]: i
il

ou Fp,, est le systéme local associé d p; (cf. le début de la section 4.5.1).

Démonstration. — 11 suffit de regarder ce que donne une variation du niveau K? a
droite sur la décomposition de gauche. O

Nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 4.5.14. — Soit i € 1. Soient m une représentation lisse de Jp et w2 une re-
présentation de I';
EXt.Jb-lisse("Th Indg’; ma) ~ Extp (71, m2)

ot les induites Ind sont des induites lisses.

Démonstration. — Cela résulte de la réciprocité de Frobenius usuelle pour les groupes
p-adiques et de ce que I'; étant discret, Extr;.lisse = Extr;. O
Lemme 4.5.15. — Soient 7 et (p;)ic; des représentations lisses de Jp. Il y a un iso-

morphisme canonique
° lisse
H EXtJb-lisse(ﬂ" Pi) = EXtJb-liSSG (77, (Hie[ Pi) ' )
i€l
ou (T, p:)'isse est la partie lisse de la représentation produit.

Démonstration. — Soit P, —» m une résolution projective de 7 dans la catégorie des
Jp-modules lisses.

HEXt.Z-lisse(ﬂ" pl) = H HP(HOmJb (Pﬂpi))
i€l el
= HP ( H Homy, (P., pi))
el
~ HP(HomJ,,(P., II p,-))
el
or Homy, (P,, [1;¢; pi) = Homy, (P., ([T;¢; pi)"i°) car P, étant lisse. I'image d’un mor-
phisme de Jy-module de P, vers [], p; est contenue dans (J], pi)lisse. D’ou le résul-
tat. O
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Pour ¢ € I nous considérons la suite spectrale du théoréme 4.5.4 (rappelons qu’a
fin de ne pas alourdir les notations on ne note pas les extensions des scalaires & Cy) :

BE9() = Bxt, (H7"(Mx,, Qo) pi) = HZ 0+ (CAM, F,)°
Le produit de ces suites spectrales est une suite spectrale convergente

H qu(i) = H Hc_(p+q) (M/PLK”’ }-ﬁi,xp)*
iel i€l
L’aboutissement de cette suite spectrale se récrit
HHc—(p+q) M/Fz Kﬂ’v Pi, KP)* o Hc_(p+q) (HM/PLKP’ Hj:ﬁi,Kp)
i€l il iel
(E i i)* _ v *
——t, g0t (12(@)\ (M, x G(AD)/K?) ;)
O, 70+ (ShP(9), L) = HPH2N (Shi2(9), £,) (V)
Quant aux premiers termes, grace au lemme 4.5.14
V’L (S I Vp, q Eth—Ii (Hc_q(MKyy@)a Pz) jod Eti‘Z-lisse(HC_q(MKp’@)’ Indgl: pz)
et donc grace au lemme 4.5.15
. —ar Yy A li
Hqu('l’) = Ethb—lisse (Hc q(MKp’Qf)’ (Hz pi) lsse)
il

L’ingrédient suivant est le lemme

Lemme 4.5.16. — 1l y a un isomorphisme de Jy-modules
lisse
Cwor: (TTmdf o) = (ADF
el

Démonstration. — Définissons ((y,),. Soit (fi)ier € [[;Indg. pi. On a done, Vi € I,
fi:Jo =V, et est tel que Voy € T'; fi(ve) = ps(y) - fi(s). Définissons f = (), ((fi):) :
(A%p) K gidentifie aux fonctions de JoxG(A%)/KP & valeurs dans V,, se transformant
via p par l'action & gauche de I%(Q). Soit (a,b) € Jp x G(A?)/K”. el dye
I?(Q) b= -y;. Posons alors
f(a,b) = p() - fi(v"a)
f(a,b) est bien défini car si b=+"-y; ou v/ € I?(Q) alors 4"~y €T et donc
p() - fi(Y " @) = o) fil(F 7 )
= p(V)ps(v' "N i a) = p(1) fi(v " a)

Par définition de f, Vv € I?(Q) f(v.) = p(v) - f(+). La lissité de f est claire quant
a l'action de G(A ) puisqu’elle est invariante par KP, quant a la lissité vis & vis de
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l’action de J, elle résulte de l'existence d’un sous-groupe compact ouvert C' dans Jp
vérifiant Ve € CVi € I fi(ec) = fi(o).
¥4
Définissons l'inverse de (y,),. Si f € (Af:)K , f i Jdp X G(A’f’)/KP — Vj,, pour un %
dans I et a dans J, posons
fi(a) = f(a,y:)
f = (fi): est bien I'inverse de ((y,), O

On obtient donc au final une suite spectrale Wg,-équivariante
B} ((yi)ier) = Ext}, e (H, 1M, Q), (A9)X") = HPN*PHI(Sh32 (9), L5)(N)

ol E¥¥((yi):) et Paboutissement ne dépendent pas du choix (y;); mais ol les autres
termes en dépendent a priori.

La suite spectrale annoncée s’obtient en translatant verticalement cette suite spec-
trale de 2N et en la tordant par Qg(—N).

Montrons qu’en fait cette suite spectrale est indépendante du choix des (y;); au
sens suivant :

Lemme 4.5.17. — Supposons choisis des (y;)jes, y; € G(Af)/KP tels que
G(Ap)/K? =] I*(@ -y
JjeJ
Il y alors un isomorphisme naturel de suites spectrales EP?((y:);) — ER((y;);) indui-
sant l'identité sur E5? et Uaboutissement :

EY((yi)ier) = Bxt} oo (H79(Mk,, Qu), (A2)K") == H; P+ (Sh32(¢), £;)*

N i

qu((y;)jeJ) = EXtﬂ-lisse(H;q(MKp7@)7 (‘AZ&)KP) = H;—(p+q) (Sh?(r'l((:b)v ['/3)*

La naturalité étant prise au sens ou si 'on fait un troisiéme choizx (yj)x comme ci-
dessus le morphisme de suites spectrales ER?((y;)i) — EPI((y))x) est le composé de

EP((yi)i) — EPU((45);) et EPU((¥5);) — EP((zK)x)

Démonstration. — Quitte a réindexer on peut supposer que J = I et que Vi € I,
y, € I*(Q) - y;. Fixons pour tout i dans I un -; dans I?(Q) vérifiant y, = 7; - y;. On
a donc
Viel F; = Stab1¢(Q) y; = %Pi’)’i_l

On définit comme précédemment p;. Notons pour tout 7 dans I EP?(7)’ la suite
spectrale associée & (Mg, T, pf).

Considérons ’isomorphisme de suites spectrales associé au morphisme de triplets
(X,I,p) — (X', IV,p') par la remarque 4.5.3 ol X = X' = MK,,» le morphisme
X — X' est 'action de v; € Jp, [’ =T;, I =T, et le morphisme de groupes I' — I"
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est la conjugaison par vy; 1 et le morphisme p — p o int,r-l est la conjugaison par
p(7i)- A un tel choix de (v;); est donc associé un isomorphisme de suites spectrales

EPY(i) == HPT(T;\Mk,, Fp,)

a(n)il: '_Vl

EPI(i) == HP*(T)\Mk,, F;.)
Le morphisme o.,), induit au niveau des termes E5? un morphisme
EXt{"‘i (Hg(MKp’ @)7 pi) B Etig (Hg(MKp’ @)7 P;)

qui se décrit en utilisant la fonctorialité de Ext.
Le produit de ces isomorphismes de suites spectrales induit un isomorphisme de
suites spectrales convergentes

I1ErG) — [T ERGY
i€l i€l
Rappelons qu’au choix des y; on a associé deux isomorphismes
. ~ v b K?
H qu(’l/) - EXt.i-lisse(Hg(MKp’Qe)’ (‘Aﬁ) )
i€l
et
[]HZ 09 (0\Mg,, Fo)* = HZ 9 (Sh32(6), L)
i€l
On a fait de méme pour (y;);. On en déduit l'existence de I'isomorphisme de suites
spectrales annoncé.

Afin de montrer que ce morphisme induit bien ’identité sur les termes associés a
r = 2 il faut montrer le lemme suivant

Lemme 4.5.18. — Les diagrammes suivants commutent :
I 22°(9)
Ext ] oo (He 9(Mk,, Qe), (42)%7)
IT; B2 o)’
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[T, H2*4(TA\M, Fp,)

\

[T vir |~ HPH(I*(Q)\(Mx, x G(A)/K?),0"L,)

/

I H: (”+")(F’\M Fa)

Démonstration. — Pour le deuxiéme diagramme c’est clair puisque le diagramme

suivant commute :

ILv I*(Q)\(Mk, x G(A%)/K?)

Hi Fi\M

~

~

[1; Tj\M

Quant au premier cela se rameéne aisément (il suffit de suivre les différents isomor-
phismes) & montrer que le diagramme suivant commute :

[T, Ind{ p;
('Af)&)Kp Hi Ai
Hi Ind# P;

ot A; : Ind{, pi = Ind{, p} est induit par (intg,,p(7:)) : (Ti,0) — (T% p). La
commutativité est laissée au lecteur. |

Remarquons que l'isomorphisme de suites spectrales ainsi construit dépend du
choix des v; qui ne sont pas uniques. Néanmoins, si ’on fait un autre choix de ~;
I’isomorphisme de suites spectrales induit encore l'identité sur le premier terme de
la suite spectrale. Or deux morphismes de suites spectrales coincidant sur les termes
E%? coincident. L’isomorphisme ne dépend donc pas du choix des +;.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



20 L. FARGUES

Finalement il reste & vérifier la naturalité des morphismes de suites spectrales
construits mais cela est clair par le méme argument que précédemment puisque sur
les termes E%? tous donnent l'identité. Cela finit la démonstration de I'indépendance
des du choix des y;. O

Afin d’avoir une définition intrinséque ne dépendant pas du choix des (y;); nous
poserons
EF? = lim EP?((y:)q)
(yi)s
ol les isomorphismes de transition sont les isomorphismes construits dans le lemme
4.5.17. 1l résulte également de ce lemme qu’il y a un isomorphisme canonique

qu — EXtJb-lisse(Hc_q(MKp’@)’ (Af;)Kp)

Reste a vérifier ’équivariance de la suite spectrale.
Nous allons faire varier le groupe K = K,KP, c’est pourquoi nous préciserons les
notations précédentes en notant

E 'rI‘7 4 (K ) y’t)
la suite spectrale notée auparavant EP9I(3),
EX(K, (yi)i)

la suite spectrale construite précédemment associée & des (y;); vérifiant

G(A%)/K? =] I°(@) - v

i€l

et

EP(K) = lim EP(K, (v:):)

(yi)i
Commencons par la G(Q,)-équivariance. Soit g € G(Qp) et (y;)ier. Puisque I'action.

de G(Qp) commute a celle de J,, pour tout ¢ dans I g~! induit un isomorphisme de
triplets (4.5.3)

(Mg-15, g, i, pi) = (Mk,,Ti, pi)
d’out d’apres la remarque 4.5.3 un isomorphisme de suites spectrales
Efq(Kp,yi) - Efq(g—leg, Yi)

qui induit le morphisme annoncé sur les termes E}?, c’est-a-dire le transposé du
morphisme

—q v a (g_l)! —q v ram

H;9(Mg-1k,4,Qe) ——— H; Y (Mk,, Q)

Prenant le produit de ces morphismes lorsque i varie on obtient un isomorphisme

EPU(K, (yi)i) — EPY(g ' KpgK?, (y:):)
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Si de plus on fait un autre choix de (y;);, le diagramme suivant est commutatif

EPU(K, (yi)i) —— EPU(g™ KpgKP, (y:)s)
EPU(K, (y1)i) —— BP9~ KpgK®, (y)):)
ol les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.5.17. En effet, ce

diagramme de suites spectrales commute au niveau des termes E5?, il commute donc.
On en déduit en prenant la limite sur tous les (y;); un isomorphisme

EP(K) - EF(g™ KpgKP)
Passons & la G(A%)-équivariance. Soit donc g € G(A%) et (yi); comme précédem-
ment. L’élément g induit un isomorphisme
a: G(A%)/KP = G(A})/(g7' KPg)
zK? — zg(g~' KPg)

qui commute & P'action de I?(Q) et donc, comme (y;); est tel que

G(A%)/K? =[] I*(Q) - vs

i€l

ona

G(A%)/(97' KPg) = [ I?(Q).a(w:)

i€l
Remarquons que pour i € I I'; = Stabys(q)y: = Stabje(g)a(y:). Il y a donc des
égalités
EY(K,y:) = EP(Kpg ' K9, (yi))
Prenant le produit sur ¢ on obtient I’égalité
EPI(K,KP, (y:)i) = EPY(Kpg " KPg, ((y:))i)
Pour montrer que ce morphisme induit bien Papplication attendue sur les termes E5?
il faut montrer le lemme suivant dont la démonstration ne pose aucun probléme

Lemme 4.5.19. — Le diagramme suivant commute

Clya)s
(AD)K" ——— T];c; Ind}? p;

~

- C i))i
(Ag)g "K"g M Hiel Indr Pi

ot lapplication verticale de gauche est induite par la translation d’une fonction de
Af,’ par g.
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Si maintenant (y;); est un autre choix, le diagramme suivant commute

EPU(K, (yi);) ——— EPU(Kpg ™ KPg, (a(us)):)
EPU(K, (y))i) ——— EPU(Kpg ' K*g, (a(y})):)
ou les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.5.17. En effet,
il résulte de la commutativité du diagramme précédent que ce diagramme commute
au niveau des termes E%?. Il commute donc. Passant & la limite on obtient donc un
isomorphisme
EPI(K) — EFY(K,g ' KPg)
Passons maintenant & la compatibilité lorsque K varie. Soit donc K, C K, un

sous-groupe compact ouvert et K’ = K KP. Soit (y;); comme précédemment. Il y a
alors pour tout ¢ dans I un morphisme de triplets

(MK;,,Fi,pi) — (Mk,, T, ps)
qui induit un morphisme de suites spectrales
Efq(Kv yl) I Efq(Klv yl)
Prenant le produit des ces morphismes on obtient un morphisme de suites spectrales
EPU(K, (yi)i) — EPY(K', (yi)i)
dont il est clair qu’il induit bien le morphisme attendu au niveau des termes E5? et
qu'’il est compatible aux isomorphismes du lemme 4.5.17 lorsque l'on fait varier (y;);.
Soit maintenant K?' C KP un sous-groupe compact ouvert et K’ = K,K?'. La
projection
pr: G(A%})/K? — G(A%)/K?
est compatible & I’action & gauche de I¢(Q). Soit (y;); tel que
G(An/K? =T]1*Q v
i€l
et (z;); des éléments de G(A%)/K?' vérifiant
GAR/K? = [[I*(@ - =;
je€J
et Vj € J, 3i € I, pr(z;) = y;. Pour j € J notons B(j) € I I'élément vérifiant
pr(z;) = ya(;)- Pour tout j € J, I'; C I'g(;) d’olt un morphisme de triplets
(Mk,,Tj,p) — (Mk,,Ts(), P8())
qui induit un morphisme de suites spectrales

EP(K,yp()) — E7I(K',y;)
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On obtient donc en assemblant ces morphismes un morphisme de suites spectrales
EPU(K, (yi)i) — EPU(K', (25);)

Il résulte du lemme suivant, dont la démonstration ne pose pas de probléme, que ce
morphisme est bien le morphisme attendu au niveau des termes E5?.

Lemme 4.5.20. — Le diagramme suivant commute

C i)i
S [

l

J
HjeJ Indr‘; Pj

(A"

|

’ CZ:‘ i
(AZ&)K” L

ot les morphismes de gauches sont induits par les égalités Res?fa o PBG) = Pi-

Si maintenant (y;); et (z}); sont comme ci-dessus, il y a un diagramme commutatif

EPI(K, (yi)i) — EPI(K', (z5);)

EPI(K, (yi)i) — BPU(K', (25);)

ou les application verticales sont celles construites dans le lemme 4.5.17. En effet, c’est
déja le cas au niveau des termes E5?. On en déduit un morphisme

EPY(K) — EP(K')

Les actions de G(Qp) et de G(A%) ainsi construites commutent et se composent
naturellement puisque c’est la cas au niveau des termes E5?. De méme, ces actions
commutent aux morphismes de changement de niveau construits ci-dessus. O

Corollaire 4.5.21. — Il y a une suite spectrale G(Ay) x Wg, -équivariante

B} = tim Ext ., (HZV~(Muc,, Q)(V), (ADX") = lim HP*9(Sh32 (4), £37)
K K

4.5.3. Le cas des coefficients de torsion. — Soit L|Q, de degré fini et m € N.
Soit p une représentation d’un sous groupe compact de G(Q;) dans un O /w™Op-
module libre de rang fini (par exemple obtenue & partir d’un réseau stable dans I’espace
d’une représentation p du type de celles considérées dans les sections précédentes).
Soit £, le systéme local associé. Utilisant la seconde variante 4.5.5 on obtient alors des
suites spectrales du type précédent out Pon définit Hp+q(Sh‘}}‘(¢),£;“) comme dual
(de Pontryagin) de la cohomologie & support compact de Shif (¢).
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6. Application a la strate basique :
« une formule de Matsushima p-adique »

Soit b = bg la classe basique de B(Gq,, u@;). Supposons S(by) # @ (ce que nous
montrerons plus tard).

Si la classe d’isogénie ¢ induit la classe b, soit I¢ la forme intérieure de G associée.
Le groupe réductif 7% étant anisotrope modulo son centre, le C-espace vectoriel .A;f
est 1'espace des formes automorphes sur 1% de type & l'infini 5’ ou

g I9(R) — I#(C) = G(C) -2~ GL(V)
au sens ou
A? = Homysr) (¢, A(I?))
Nous noterons encore p = p'.
Supposons maintenant p irréductible et soit A(I?) ’ensemble des représentations
automorphes de I® (ce n’est pas ’ensemble des classes d’isomorphismes : on tient
compte des multiplicités).

Le groupe de Lie I?(R) étant anisotrope modulo son centre, pour un sous groupe
compact ouvert K? de G(A%)

AN = P 1, e @)*
e A(I%)

0o =p

Il y a alors un isomorphisme pour tous p et ¢

Ext J’: lisse (Hg(M K,), ( A"’ K”) GB Ext? Jo-lisse (H}}(/\Z KP),H,,) ® (Hp)m
e A(I%)
Heo=p
ou Hg(MKp) = Hg(/\;lxp,@). En effet, Hg(MK,,) étant un Jy-module de type fini
(4.4.13), les Ext se calculent par des résolutions de HI(M k,) dont chaque terme est

une somme finie de termes du type c-IndﬁO 7 ou K compact ouvert et m de dimension
finie. Or,

HOIan (C_IndJKbo T, (AZ&)KP) = HOHIKO (ﬂ', (Aﬁ)Kp) = HomKo (7‘" (A;’?)KIKP)

ou K; C Kj est compact ouvert tel que w(K;) = {Id}. L’espace (A;‘,’)KIKP est de
dimension finie (admissibilité de 1’espace des formes automorphes) et donc

#{Il € A(I®) | TIoo = p TTF1 K" £ (0)} < 400

On en déduit que le calcul des Ext ne fait intervenir qu’un nombre fini de II d’ou le
résultat.

On en déduit alors en utilisant le lemme 1.4.4.12 ainsi que la proposition 1.4.4.13
(cf. [34] pour la définition du groupe de Grothendieck généralisé Groth(G(Ay) x
Wg,)) :

ASTERISQUE 291



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 95

Corollaire 4.6.1. — Il y a une égalité dans Groth(G(Ayf) x Wg,) :

S~ [l Bt e (HZ (M, ® Cp, Q(V), I ) | @ (11

ivj KP

ey = (-1 [ B (Sh32(6) @ €, 237
i K

La décomposition
shig = [[ shx(@,X)™"
ker!(Q,G)
induit une décomposition

sp ' (S(ho)) = ] ShR(G,X)Nnsp~(S(bo))
ker' (Q,G)

ot Sh(G’, X) Nsp~1(S(bo)) est un ouvert de Shg (G, X)>".

Définition 4.6.2. — Dans la décomposition précédente nous noterons
ShK(G/’ X)%Zsique = sp_l (bo) N ShK(G,’ X)a.n

Rappelons (section 3.1.2) que dans le cas que nous considérons les groupes G’ sont
tous isomorphes & GG, d’olt un isomorphisme des modeles canoniques sur le corps reflex
EG,X):

Shx (G, X) = Shg (G, X)
Les points géométriques dans E de Shx (G, X) Nsp~!(by) se décrivent comme étant
associés & des triplets (A4, A,¢) dont l'isocristal associé est basique. L’isomorphisme
ci-dessus induit donc un isomorphisme d’ouverts analytiques

ShK (Ga X)basique L’ ShK(Gla X)ba.sique
Donc, dans Groth(G(Af) x Wg) on a :
[H:(sp™* (bo), £3™)] = | ker' (Q, G)| - [H: (Shk (G, X )basique, £37)]

Etant donné (3.1.2) que tous les groupes I¢ sont isomorphes et qu'il y a | ker'(Q, G)|
classes ¢ dans la strate basique, en sommant 1’égalité du corollaire précédent sur tous
les ¢ intervenant dans la strate basique et en divisant par |ker'(Q, G)| on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 4.6.3. — Choisissons la classe d’isogénie ¢ intervenant dans la strate ba-
sique. Il y a une égalité dans Groth(G(Ayf) x Wg,) :

> ()" lim Ext, e (HE (Mg, ® o Q)(V), 1L, )| @ IP]

i, Ky
MEA(I?) i 13 ) an > an
Ho=p =3 (=1)" [lim H¥(Shi (G, X)3msique & Cps £37)]

i K
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4.7. Lien avec les variétés d’Igusa

Dans [34] M. Harris et R.Taylor utilisent des généralisations des variétés d’Igusa
associées aux courbes modulaires. Dans [58] Elena Mantovan a généralisé cette ap-
proche aux variétés de Shimura de type P.E.L. étudiées ci-dessus dans le cas ou p est
décomposé dans le corps quadratique imaginaire K et F' = K c’est-a-dire F'+ = Q.

Le point de départ est la remarque 3.2.4 qui montre que pour les strates non-
basiques 'uniformisation de Rapoport-Zink est insuffisante pour calculer la coho-
mologie d’une strate en fonction de la cohomologie de ’espace de Rapoport-Zink et
d’autres objets. Comme le montre le théoréme 4.5.12 on n’arrive qu’a calculer la coho-
mologie du tube Sh**(¢) (qui est d’ailleurs de dimension infinie). On aimerais sommer
des égalités obtenues dans le groupe de Grothendieck & partir du théoréme 4.5.12 pour
toutes les classe d’isogénies ¢ dans une méme strate. Cependant cela n’a pas de sens
puisqu’il y a une infinité de classes d’isogénies dans les strates non-basiques.

L’idée de [58] est d’utiliser un espace de parameétres pour 'uniformisation qui coupe
chaque classe d’isogénie transversalement dans une méme strate. Un tel espace de
parametres est fourni par les travaux de Oort. Si b € B(Gq,, p,@) Mantovan considere
la feuille centrale Cj qui au niveau des points est I’ensemble des = € S(b)(k) tels que
si Az[p>°] = X & XV désigne le groupe p-divisible associé (cf. 2.3.7) alors le groupe
p-divisible X est minimal au sens de Manin. Alors, C} est fermé dans S(b). Dans le
cas de [34] cette feuille centrale est égale A toute la strate S(b). Elle définit alors une
tour de variétés au-dessus de Cp indexée par des sous-groupes compacts ouverts de
J» et munie d’une action de J, x G (A’}) qui paramétrise certaines trivialisations des
troncatures du groupe p-divisible universel au-dessus de Cp. Avec nos notations on a
alors

Lemme 4.7.1. — Il y a une bijection compatible a Uaction de Jy X G(A’]",) entre les
points sur k de la variété d’Iqusa en niveau K, et

[I @\ (%/K, x GAa})/K?)
¢

associé a b

Démonstration. — Regardons les points de la variété d’Igusa au-dessus d’un
méme ¢. Les points de la variété de Shimura associée sont en bijection avec

I¢(Q)\ (./\;i(E) X G(A’})/Kp). D’aprés le lemme 2.4.15 et le lemme 2.4.3 I'image
réciproque par Papplication M(k) — I*(Q)\ (./\;i(E) x G(A%)/K ”) des éléments de
Cb(E) forme une Jp-orbite. On a donc une bijection

Co(R) = I @)\ (/Ko x G(A})/K?)

ou Ky, les unités dans un ordre maximal d’une algebre & division sur @, est le groupe
des automorphisme d’un cristal du type de ceux du lemme 2.4.15.
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Le résultat s’en déduit en ajoutant les trivialisation des groupes p-divisibles tron-
qués (ce qui revient & trivialiser les M/p™M ou M est le cristal associé). a

Corollaire 4.7.2. — Si b est la classe basique la variété d’Igusa associée est un en-
semble fini, isomorphe & une union finie de variétés de Shimura associées a I®.

Mantovan relie la cohomologie de la strate & certains groupes de torsion de Jj-
modules lisses & coefficients dans la cohomologie de I’espace de Rapoport-Zink et
dans celle de la variété d’Igusa via une suite spectrale.

D’apres le corollaire précédent, dans le cas basique la cohomologie de la variété
d’Igusa s’exprime en termes de formes automorphes sur I¢. Modulo l'interprétation
des groupes de torsion comme des groupes d’extension cela permet de faire le lien
avec la formule de Matsushima p-adique de la section 4.6.

Plus généralement, la cohomologie de la variété d’Igusa devrait vérifier une pro-
priété du type : pour ¢, ® P € C(Jp X G(A’})) telle que ¢, est « suffisamment
tordue »

oy @ Pilgusa) = 3. 3 volI*(@)s\Jby X G(AR),) Oy(0)O5(¢")
¢ b{'vel"’(Q)}

associe a
ol le terme « suffisamment tordu » est 1a pour pouvoir appliquer la formule de Fujiwara
(théoreme 5.2.1) et impliquerait que la somme ci-dessus ainsi que les volumes associés
sont finis. Il resterait ensuite & utiliser les techniques endoscopiques afin de relier
cette formule des traces & celle pour G (transfert de J, vers sa forme intérieure quasi-
déployée, le sous-groupe de Levi M (b) appelé centralisateur du morphisme des pentes,
puis vers Gq,, ).
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CHAPITRE 5
FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE SPECIALE

Le but de ce chapitre est d’établir la formule des traces 5.12.5 pour la trace de
certaines fonctions dans ’algébre de Hecke globale fois un élément du groupe de Weil
local Wg, sur la cohomologie des strates des variétés de Shimura de type P.E.L. non
ramifiées en p.

L’un des points clef qui nous permettra d’utiliser cette formule est que les termes
intervenant dedans s’expriment comme un produit de la trace d’une fonction de lal-
gebre de Hecke en p sur un espace de cohomologie fois une intégrale orbitale hors p.
Cette factorisation des termes locaux dans la formule des traces de Lefschetz est une
conséquence des trois résultats suivants :

« Le théoréme de Fujiwara 5.2.1 qui sous certaines conditions permet d’écrire ces
termes locaux comme la trace de certaines fonctions sur la fibre des cycles évanescents.

« Le théoréme de comparaison de Berkovich qui montre que cette fibre ne dépend
que du complété formel de la variété de Shimura en un point fixe.

« Le théoréme de Serre-Tate (ou plus généralement 'uniformisation de Rapoport-
Zink) qui montre que ce complété formel ne dépend que de la classe d’isomorphisme
du groupe p-divisible en un point fixe et qui permet donc de mettre en facteur la
trace de notre fonction dans I’algebre de Hecke en p sur un espace de déformation de
groupes p-divisibles.

Pour appliquer ces trois résultats nous avons besoin de spécialiser les correspon-
dances de Hecke sur la fibre spéciale de modeles entiers de nos variétés de Shimura.
Malheureusement, & part en niveau parahorique en p, on ne dispose pas de bon mo-
deles entiers de ces variétés. L’idée consiste alors a considérer le spécialisé au sens
de [25] de 'image directe sur la fibre générique vers un niveau parahorique d’une
correspondance de Hecke. Cependant, nous avons ensuite besoin de montrer que les
termes locaux obtenus ne dépendent finalement que de la situation originelle sur la
fibre générique. Afin de faire la lien avec la seconde partie nous avons également
besoin d’exprimer nos résultats sous forme analytique rigide. C’est pourquoi nous dé-
veloppons un formalisme de spécialisation des correspondances cohomologiques d’un
point de vue analytique rigide et montrons que I'isomorphisme de Berkovich ([5]) est
compatible a ce formalisme.

5.1. Rappels sur les correspondances cohomologiques

Ce qui suit est principalement tiré des articles [28], [64] et [25].
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5.1.1. Définition. — Soit S le spectre d’un corps. Considérons un diagramme de
schémas sur S

ol p; et po désignent les deux projections de X; x X sur X; et Xo.
Nous supposerons toujours dans la suite que c est propre.

Définition 5.1.1. — Si (Fy, F») € D%(X1,Q;) x D%(X2,Q;) on note
Coh(F1, F2) = Hom(c F1, e F2) € DY(C,Qe)

le faisceau des correspondances cohomologiques & support dans C.
Nous noterons

Cohg(Fi1, F2) = H°(C, Coh (Fi1, F2)) = Hom(c} Fi, chFa)
Lorsque C = X; x X3 on notera Coh, resp. Coh pour Coh, resp. Coh¢

Rappelons que la formule d’induction implique qu’il y a un isomorphisme cano-
nique :
c'Coh(Fy, F2) — Cohy(Fi, F2)
L’adjonction c,c' — Id donne une fleche d’oubli du support
cxCohg (F1, F2) — Coh(Fi, F2)
et par application de H(X; x Xa,—) :
Coh¢ (F1, F2) — Coh(Fy, Fa)
5.1.2. Seconde définition. — La formule de Kiinneth pour Hom ([18]) implique
qu’il existe un isomorphisme canonique en F; et F3 :
DF; ® F, = Coh(F,F2)
ou DF = Hom(F, Kx), Kx désignant le faisceau dualisant sur X.
5.1.3. Exemples
e Si Ax — X xg X désigne la diagonale de X x X, on a
Coha  (F1, F2) — Hom(Fy, Fa)

En particulier, pour tout F on notera A la correspondance cohomologique sur F
associée & Id € Hom(F, F).
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« Plus généralement, si f: Xo — X; et C =T’y C X; x X, désigne le graphe de f
alors
COhc(]'-l,]:z) ~ Hom(f*]:z,fl)

« A un cycle C C X x X est associé une correspondance cohomologique de Q, dans
c5Qe(—d)[2d] pour un d € Z (cf. [28])
« Soit Xo/F, et F € D*(Xo,Q;). Notons X = Xo xr, Fg. Soit Fr : Xo — Xo
I’endomorphisme de Frobenius relatif a F,. Il y a un isomorphisme canonique
Fr*F = F
d’o1 une correspondance sur F & support dans le graphe de Fr. Par extension des

scalaires cette correspondance donne une correspondance appelée correspondance de
Frobenius sur F = priF ou pr; : Xo xp, Fg — Xo. Elle est donnée par

(FrxId)*F — F

5.1.4. Image directe. — Considérons un diagramme commutatif

c

Y Y2
On peut alors définir ([28]) un morphisme
fiCoh(F1, Fo) — Cohp(fuF1, foxTF2)
qui induit un morphisme image directe
Cohg(F1, F2) — Cohp(fuFi, foxF2)
noté u +— f,u.

Remarque 5.1.2. — Supposons Y; = X,Y2 = X3 et D = X; x X3. On retrouve alors
le morphisme d’oubli du support.

Lorsque Y; = Y2 = D = S on obtient ’action d’une correspondance cohomologique
sur la cohomologie. Plus précisément, il s’agit d’un morphisme

Coh(F1, F2) — Hompy g (RTe(X1, F1), RT (X2, 7))

et ’on notera u — u, le morphisme associé dans ce cas-la.
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5.1.5. Un cas particulier. — Supposons c¢; propre. Dans ce cas-1a, le morphisme
du cas précédent associé a I’action d’une correspondance cohomologique se factorise
par RI'.(X3, F2) — RI'(X2, F2) et posséde une description simple.

Soit en effet u : cfF; — c,Fo. Par adjonction, la donnée d’un tel u équivaut a celle
de U : ca1c; F1 — Fo. Le morphisme u, est alors défini par le composé

ci ~ RT.(X2,u
RTc(Xy, F1) — RTc(C, ¢} F1) > RT (X2, caici F1) FLXaT)

ou la premiere application est définie car c; est propre.

Le fait que c¢; propre implique que la correspondance cohomologique agit sur la
cohomologie & support compact se comprend mieux du point de vue de la section
5.1.7.

RI (X2, F2)

5.1.6. Restriction. — Soient V; C X; et Vo C X3 deux sous-schémas localement
fermés. Supposons que c; ' (V) C ¢;*(V1), d’ol1 une « sous-correspondance » de ¢

/ /
02—1(1/2) M, Vi x Vs

Soit donc u € Coh¢(F1, F2) et @ : carcy F1 — Fo le morphisme associé par adjonction.
Considérons la ligne suivante

* * ~ * ﬁvz
ey (Fijvs) = ¢ ((01f1)|c;1(v2)) = (eaci Fr)v, — Fap,

ol l'isomorphisme du milieu est un isomorphisme de changement de base. Elle dé-
finit par adjonction une correspondance restreinte. On en déduit un morphisme de
restriction

COhc(}-l,]'_z) — COhc;I(Vz)(]:l!Vl"FmVZ)
Lorsque X1 = X2, V4 = V2 nous dirons que V; est stable par c.
5.1.7. Extension par zéro. — Supposons ¢; propre. Supposons nous donné des
compactifications j; : X; — Xi, j2 : X2 — X, ainsi qu'une compactification

j:C — C de C compatible aux deux précédentes, au sens ol il y a un diagramme
commutatif

C ;)j C
lc J(a@) =c
PP REELLIS N o
Il existe alors un isomorphisme canonique ([25] lemme 1.3.1)
JxCohe (F1, F2) = Cohg(jitF1, jarF)

qui induit un isomorphisme

Cohg(Fy, Fo) — Cohg(juFi, jaFz)
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noté u — jiu et qui se décrit ainsi : Yu € Coheo(F1,F2), u : cjF1 — 0’2.7-'2. Le
morphisme c; étant propre il existe un morphisme

e juF1 — gt

défini par adjonction.
Alors,

h(uw
Jru et jnFr — iR M JicyFo — G5 jarFa

ol le dernier morphisme est défini par adjonction.

L’extension par zéro est compatible aux images directes au sens ou « jif,u =

7* Jru ».
En particulier, 'action de u sur la cohomologie & support compact s’interpréete

comme ’action de jiu : le diagramme suivant commute

RT (X1, F1) —=— RT(Xa, F2)

| |
(Jru)«

RT(X1, juF1) —— RT(Xz, jaF2)

5.1.8. Accouplement des correspondances cohomologiques. — Nous suppo-
serons désormais que X; = X2 = X. Considérons un diagramme cartésien

E=C><XD

PR

c e D
\ /
d
XXsX

i.e. E est le support intersection de C et D.
Il y a alors un morphisme ([28] paragraphe 4) d’accouplement des correspondances

cohomologiques

Coh(F1, F2) K Cohp(F2, F1) — Kg
qui induit -une forme bilinéaire

Cohc(fhfz) ® COhD(J:2,f1) — HO(E, KE)
U@V — (u,v)
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5.1.9. Termes locaux de Lefschetz. — Il y a un isomorphisme
HO(E,Kp) =~ €@ H(5,Kp)
BEmo(E)

et si B € mo(E), dim B8 = 0, alors K = Q; et donc H°(3, K3) — Q. On note alors
(u,v)g € Qq 'image de (u,v) par les deux applications ci-dessus.

Ces termes locaux sont invariants par localisation étale. Cependant, en général, ils
ne dépendent pas que de la fibre des faisceaux en des points fixes.

5.1.10. Formule de Lefschetz Grothendieck Verdier. — Elle dit simplement
que 'accouplement des correspondances cohomologiques est compatible aux images
directes propres.

Plus précisément, étant donné un diagramme commutatif dont les faces supérieures

et inférieures sont cartésiennes
/ |
(b

C
XXX+D
leleb/C'(—— 7E’

YXxY+———————D

ou fi et fo sont propres. Alors, le diagramme suivant commute

Cohc(}-l, ]:2) ® COhD(fz, .7:1) _ HO(E, KE)

\\,fl* X f2* b*J,

Cohcr (f1+F1, foxF2) ® Cohp (faxFa, f1+F1) — HO(E', Kg/)
soit
<f*u'7 f*'U> = b*(“v ’U)

En particulier, si X est propre sur S, si (u,v) € Cohg(Fi, F2) x Cohp(Fa, F1) et
si dim F = 0 alors,

ux € Hom(RT'(X1,F1), RT'(X2, F2)) et v. € Hom(RT'(Xg, F2), RT'(X1, F1))

et
tr(vaow) = Y (u,v)g

BEmo(E)
Supposons de plus que F; = Fy = F et que v = A la correspondance diagonale.
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Définition 5.1.3. — Nous noterons
Fix(c) = C xxxx Ax

et si B € mp(Fix(c)), dim B3 = 0 (B est un point fixe isolé)
Locg(u) = (u, A)g € Q¢

Ainsi, lorsque tous les points fixes sont isolés

tr(u, RI(X, F)) = Z Locg(u)
Bemo(Fix(c))
5.1.11. Termes locaux naifs. — Soit u € Coh¢(F,F) et soit § € mp(Fix(c)),

dim 8 = 0. Soit z = ¢1(8) = c2(8) € X et supposons cz quasi-fini au voisinage de z.
Le morphisme u : ¢} F — c,F induit par adjonction @ : caic}F — F, et cp étant
quasi-fini au voisinage de z

(caciFla> P (15
yee; ' (z)
D’ott un morphisme F; = (c{F)g < (caic;iF)z qui composé avec U, donne un endo-
morphisme
ug € End(F;)
Définition 5.1.4. — On pose
Loc.naifg(u) = tr(ug) € Qe
5.1.12. Interprétation des termes locaux naifs comme de vrais termes lo-

caux. — Bien que Locg(u) soit invariant par localisation étale, il ne dépend pas que
de la limite F., (g) i.e. en général Locg # Loc.naifg.

Dans [64] il est démontré que si  vérifie les hypotheses précédentes et que c; est
propre alors le calcul de Locg(u) se rameéne & la situation suivante : j : X \ {z} — X
est stable par c. Et qu’alors,

Locg(u) = Locg(jij*u) + Loc.naifg (u)

Le premier terme dans le membre de droite s’interprétant donc comme un terme
d’erreur par rapport au terme local naif. Le calcul de Locg(u) se raméne donc au cas
ou la fibre du faisceau est nulle.

5.1.13. Exemples

« Si X est lisse, F localement constant et I'intersection en 8 de C et A est transverse

Locg(u) = Loc.naifg(u)
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« Si X est lisse, si u est la correspondance sur le faisceau constant associée & un
cycle, si 3 est isolé, 'application classe de cycle transformant le produit d’intersection
des cycles en cup-produit,

Locg(u) = (C.A)g

5.1.14. Un lemme sur les termes locaux naifs. — Ce lemme nous servira plus
tard dans la démonstration du théoréme 5.12.5.

Lemme 5.1.5. — Soit

c1,c
(eves) oo

f lfxf
pland) >y

un morphisme de correspondances ou les ¢;,d;(i = 1,2) sont finis et ot f' et f sont
étales finis. Supposons que dim Fix(D) = 0, et que

VG Vv e Cohp(G) Vp € Fix(D) Locg(v) = Loc.naifg(v)
Alors, dimFix(C) =0, et
VF Vu € Cohe(F) VP € Fix(C) Locg(u) = Loc.naifs(u)
Démonstration. — L’assertion dim Fix(C) = 0 résulte du fait que f’ envoie les points
fixes de C sur ceux de D et de la finitude des fibres de f.
Quant a la seconde assertion elle résulte facilement de I’invariance par localisation

étale des termes locaux de Lefschetz appliquée & f.F muni de la correspondance
cohomologique f.u et de la définition des termes locaux naifs. O

5.2. Le théoreme de Fujiwara

Le théoréme qui suit, démontré par Fujiwara dans [25], avait été conjecturé par
Deligne. Des résultats partiels avaient été obtenus par Zink ([76]) et Pink ([64]).

Théoréme 5.2.1. — Soit
¢, e
Ch (_1_2_)_, Xo

une correspondance définie sur Fq. Soit k|F, et notons X = X, xf, k, C = Co xp, k
et Fr la correspondance de Frobenius sur Xq étendue a X.
Supposons co quasi-fini et notons

VBeC d(B)=[k(B):k(c2(B))linsep. -long((?cz-l(m(ﬁ))’ﬁ)
Alors, VN € N V3 € Fix(C - Ft"), ¢ > d(8) = [ est un points fize isolé et
VFVu € Cohg.pn (F,F) Locg(u) = Loc.naifg(u)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



106 L. FARGUES

5.3. Spécialisation des correspondances cohomologiques algébriques

Soit S = Spec(O) un trait de point générique 7 et de point fermé s. Nous noterons
A un anneau de coefficients de torsion premiére & p ou bien Q.

Nous noterons R¥5; (ou souvent, afin de na pas alourdir les notations, R¥) le
foncteur des cycles proches. De méme, pour un morphisme f au-dessus de S nous
noterons f5 sa fibre spéciale étendue & 5 et f, sa fibre générique (mais souvent, lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité, nous noterons f pour fs et fy).

5.3.1. Reégles de calculs sur les cycles évanescents

5.8.1.1. Image directe. — Soit f : X — Y au-dessus de S. Il y a alors un morphisme
naturel ([17] 2.1.7.)

RYf, — f.RU

qui est un isomorphisme lorsque f est propre. Ce morphisme est bien siir compatible
a la composition :

R¥((fg)+) == R¥(f.g.) — fLR¥(g.)
(fg)-R¥ f+9«R¥

est un diagramme commutatif.

5.8.1.2. Image inverse. — Pour f : X — Y il y également un morphisme naturel
(7] 2.1.7)

f*R¥ — RY f*
qui est un isomorphisme lorsque f est lisse. Comme ci-dessus ce morphisme est com-
patible & la composition vis & vis de 1'égalité (fg)* = g* f*.
5.8.1.8. Compatibilité au changement de base
Lemme 5.3.1. — Soit
fl

X =y’

o ,

X—Y

un diagramme sur S. Pour F € DT (Y, A) considérons le morphisme de changement
de base

rro.F 2L g r
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Le diagramme suivant commute :

frarur) 2B, o g )

T |

[ R¥(g.F) g RY(f*F)
RU(f*g.F) M RY(g, ™ F)

ou les applications verticales sont déduites des fonctorialités précédentes par image
directe et image inverse.

Démonstration. — Elle ne pose aucun probleme. O
5.3.2. Spécialisation. — Considérons un diagramme au-dessus de S :
C
N
X1 X5

ou comme d’habitude ¢: C — X; x X3 est propre.
Fujiwara a défini dans [25] un morphisme de spécialisation des correspondances
cohomologiques

COhCT, (fl , .772) — COhcg(R\I/ﬁ(]ﬁ ), R‘I’ﬁ(fz))

La définition de ce morphisme utilise 1’existence de 'isomorphisme R¥ D ~ DRV qui
se transpose mal au cadre de la géométrie rigide. Afin d’avoir une description qui se
transporte dans le cadre de la géométrie rigide nous allons décrire le morphisme de
spécialisation dans un cadre plus restreint. Nous ferons pour cela I’hypothése suivante :

Hypothése : ¢, et cg sont propres.

Soit donc u € Cohg, (F1,F2), u: cinF1 — 0!277‘7:2' Le morphisme ¢z étant propre il
lui est associé u : ConxCipF1 — Fa. D'olt

R¥5(u) : RUs(consciyF1) — RUz(F)

Appliquant les diverses fonctorialités de R¥ et la propreté de c; on obtient alors la
ligne suivante :

R¥5(w)

c25. CisRUA(F1) — cos RU(c}5F1) —— RUz(cosacisF1) RU7(F2)

qui fournit par adjonction un uz € Cohe, (R¥7(F1), R¥5(F2)) dont on peut vérifier
qu'il coincide avec celui défini par Fujiwara (nous n’utiliserons pas ce fait par la suite).
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La proposition qui suit est démontrée par Fujiwara (proposition 1.6.1 de [25]).
Néanmoins nous aurons besoin de démontrer son analogue pour les correspondances
rigides. Sa démonstration ne s’adaptant pas dans le cadre rigide, nous donnons une
démonstration (sous nos hypothéses plus restrictives) qui n’utilise pas la dualité D et
le fait que R¥ commute & cette dualité.

Remarque 5.3.2. — Si X désigne un schéma formel sur S de la forme X sv ou X est
un schéma séparé de type fini sur S, et V un sous schéma ouvert de sa fibre spéciale
alors, il résulte de I'isomorphisme de comparaison de Berkovich, de la commutation
des cycles évanescents algébriques a la dualité et de 1’égalité Dj* = j*D pour une im-
mersion ouverte j que si F désigne un faisceau étale constructible de torsion premiere
a p sur Xgt, il y a un isomorphisme

DReﬁ(cﬂa}?&n ) >~ Reﬁ(D(.ﬁ?an ))

(on utilise également la commutation de D au foncteur F — F2", cf. [4]). Néanmoins,
cet isomorphisme dépend & priori du choix de la réalisation de X comme le complété
formel d’un X le long d’un V et n’est donc pas formulé de fagon intrinseque. De plus
cette commutation entre ROz et D est fausse en général lorsque X n’est plus adique
sur S. Elle est par exemple déja fausse pour X = Spf(k°[[T1,...,T,]]) et F égal au
faisceau constant.

Remargque 5.3.3. — Comme I’a fait remarquer A. Genestier a I’auteur I’hypotheése c;
et ¢y propres faite ci-dessus est inutile pour définir simplement la spécialisation uz.
En effet, pour tout morphisme de schémas de type fini sur S, f, il y a toujours une
application fiR¥5 — RW¥5f (elle est duale via D a P’application RUzf, — f.R¥5z
mais peut se définir sans faire appel & la dualité, uniquement grace au théoreme
de changement de base propre). Un u € Cohg, (F1,F2) définit par adjonction un
morphisme 4 : czn;c{nfl — F3. Le spécialisé uz se définit alors via la ligne suivante
* * R\I’ﬁ(ﬂ)
cos1CisRY7(F1) — coaR¥z(ci5F1) — R¥z(comcisF1) ———— R¥qz(F2)

Cependant, pour montrer les propriétés comme la compatibilité aux images directes
propres nous utiliserons ’hypothése de propreté sur c; et cp et préférerons voir I’ap-
plication du milieu dans le diagramme ci-dessus comme associée a I'inverse de ’ap-
plication naturelle R¥zcos. — cos« R¥7.

Proposition 5.3.4. — Soit un diagramme sur S

C1 o Co
- J f,\ 5

o |n

D

| o
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ot f1, fa,c1,c2,d1,da sont propres. Alors, le diagramme suivant commute :
Cohc, (F1, F2) ——— Cohc, (R¥7(F1), RU7(F2))
Jox
Fos Cohp,(f15+R¥5(F1), f2s:R¥7(F2))

~

COhD" (fln*fl, f277*-7:2) —_— COhDE(R\I’-ﬁ(fln*]:l), R\Ifﬁ(fzn*fz)

Démonstration. — Soit u € Cohc, (F1,F2). Appliquons le lemme 5.3.1 au losange
de gauche et au morphisme de changement de base dj fi. — fici. On obtient un
diagramme commutatif

di f1.RY¥(F1)

]

diRY(f1.F1) @ [LRY¥(c1F1)

l ]

RY(d] f1.F1) R¥(fic1F1)

ficiR¥(F1)

Considérons maintenant le diagramme

dz*d;fl*R\I’(]'-l) _— dz*fLC’{R\I/(Fl) B f2*02*CIR\I/(.7'—1) i) fz*R\I’(]'-z)

[ 1
! 1
dondiRY(f1.F1) dos fIRY(¢1F1) == fancasRU(c1F1)

A~ 4

~

12

~ ~

d
d2*R\I’(d’{f1*]‘-1) -_— dz*R\I’(f;C;]:l) fz*R\IJ(CQ*CIfl)

y
NI ~ ~

RW(dQ*dIfl*fl) _—) qu(d2*fici‘j:1) _— R\I’(fZ*CZ*CI]'-l) —_— R‘I’(f2*f2)

Le carré en haut & gauche est obtenu en appliquant ds. & D. Il commute donc.
L’application a est égale & fo.R¥(%) (ol U : couciF1 — F2). L’application 3 est
définie & partir de a de telle maniére que le triangle supérieur commute.

L’autre triangle (ou plut6t trapeze) et tous les autres rectangles dans le diagramme
commutent car ils sont tous associés & des cas de fonctorialité par image directe ou
inverse des cycles évanescents (cf. 5.3.1).

On en déduit donc que le grand rectangle extérieur commute.
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Le résultat s’en déduit car en parcourant la ligne du haut on obtient 'image directe
de la correspondance spécialisée tandis qu’en joignant les deux sommets du haut en
passant par les trois autres cotés on obtient la spécialisation de 'image directe. O

Corollaire 5.3.5. — Si X, et X2 sont propres sur S alors la suite spectrale des cycles
€vanescents est équivariante pour l’action de uz sur le terme initial et de u sur l’abou-
tissement : le diagramme suivant commute

RT(X13, RUz(F1)) —— RT(X17, F1)

(UE) * j lﬂ*

RT(X25, RU5(F2)) —— RT(Xom, F2)

5.4. Cycles évanescents analytiques rigides

5.4.1. Rappels. — Soit X un schéma formel localement formellement de type fini
sur Spf(O) de fibre générique X" et de fibre spéciale X,.
Il y a un isomorphisme de sites :

(Xs)er — Xa
Si de plus U/X est étale, U /X?" est quasi-étale. On a donc un diagramme de sites

(Xs)et = Xer —— a—ét £, X&

Rappelons (méme si nous ne 'utiliserons pas dans la suite) que Xle %;g et que

pr X — x;& & €st pleinement fidéle d’image essentielle les faisceaux surconvergents

rig
sur X.°.

Berkovich pose alors ([3, 5])

—_—~— e~

O =v,pu* (X)) — (Xs)et

Si % désigne le complété de 77 il y a également un foncteur

———
—~— —~—

O : (X20)ey — (%20 ® N)ar — (Xs)as

obtenu grace a l'extension des scalaires de n a 7.
Soit A un anneau local artinien de torsion premiére & p. Nous considérerons

RO; : DT (X*", A) — D* (X5, A)

RO#(F) est muni d’une action de Gal(7j|n) compatible a celle sur Xs.
Rappelons le théoréeme de Berkovich
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Théoréme 5.4.1 ([5]). — Soit X/S un schéma de type fini et Y C X un sous-schéma
localement fermé de sa fibre spéciale. Pour tout faisceau étale abélien constructible F
de torsion premiére a p, pour tout entier q il existe un isomorphisme canonique :

RYW3(F)y — R'07(F)y)
ouF /v désigne la restriction de F*" sur X7" au domaine analytique ()? /y)a“ — X7".

Rappelons comment est construit ce morphisme. Commencgons par construire un
morphisme

Ya(Fy — O7(F)v)
Le faisceau ¥5(F)|y est le faisceau associé au préfaisceau qui & un U/ Y5 étale associe
lim F(Vy) ot la limite inductive est prise selon les diagrammes D suivants

U———V

‘[ létale

Y:— Xs—X

—=an

@ﬁ(]? /v ) est le faisceau qui & U/ Y5 étale associe LU=, F" ouU/X /vy est 'unique
relévement étale de U et U an/X%m est quasi-étale (rappelons que si A -2 X2 est
quasi-étale et G est un faisceau sur X2, I'(Ag, p*G) = I'(Ag—st, #*G)).

Soit donc maintenant D un diagramme comme précédemment et s € I'(V;), F). Le
diagramme D et la propriété de relevement unique des morphismes étales via & vis
des immersions nilpotentes implique qu’il existe un unique morphisme

~ a =
U—Vyy
Xy
d’olt un morphisme
TV, ?an) restriction r (‘7/&; ?an) a* r ((7&" 7__an)
b b b
L’image de s par ce composé est I'image par le morphisme que ’on voulait décrire au

niveau des préfaisceaux. Il induit le morphisme cherché au niveau des faisceaux.
Sia:Ys;— Xzet f:(X,y)* C (X,)* il y a donc un morphisme

a* ¥y — 056"
d’out un morphisme
a*R\IJW — R@ﬁﬁ*

Et le théoreme de Berkovich implique qu’il s’agit d’un isomorphisme dans la catégorie
dérivée DT (Xz, A).
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5.4.2. Comparaison avec les cycles évanescents adiques. — A un schéma
formel X/S séparé localement formellement de type fini est associé un espace adique
X™i& noté J(}f) par Huber (cf. Pappendice D). Celui ci est muni d’un morphisme de
spécialisation PR Xs. Ce morphisme induit un morphisme de topos

(X™8)gy — Xa

Avec les notations précédentes, les faisceaux étales abéliens sur X ™€ s’identifient aux
faisceaux sur le site quasi-étale de X®" et ce morphisme de sites n’est rien d’autre que le
morphisme v défini précédemment. Huber définit alors les cycles évanescents adiques
(cf. par exemple [37] 3.12) pour un faisceau F sur (X"8)¢; comme étant R F. Du
point de vue analytique, les cycles évanescents adiques ne sont donc rien d’autre que
les Ry, F.

Les cycles évanescents adiques et analytiques coincident au sens ou 1'on a avec les
identifications précédentes entre le site quasi-étale analytique et le site étale adique
Pégalité

VF € DY (%*,A) RO(F) = R\, (u*F)

11 suffit pour cela de montrer que R(v,p*) = Ry, o p*. Or, il résulte par exemple du
théoréme 3.3 de [3] que u* envoi les faisceaux mous sur des faisceaux v,-acycliques,
d’ou le résultat.

Nous n’utiliserons que le point de vue des cycles évanescents de Berkovich, mais
faisons remarquer au lecteur que Huber posséde des théorémes de comparaison et de
finitude plus généraux que ceux déduits du théoréme de comparaison de Berkovich
(proposition 3.11 et proposition 3.15 de [37]).

5.4.3. Fonctorialité de ROz et de I’isomorphisme de comparaison

5.4.3.1. Image directe. — Soit f : X — ) un morphisme de schémas formels for-
mellement de type fini sur S. Il y a alors un isomorphisme naturel ([5], corollaire 2.3

(ii))
R@ﬁ fn _N—’ f?*R@ﬁ

D’ou en particulier une suite spectrale des cycles évanescents pour tout X :

RT(%5,RO5(F)) ~ RT(X* & 7, F)

Lemme 5.4.2. — Soit f : X — Y un morphisme de schémas de type fini sur S. Soient
Wo C Ys et Wi C X, deux sous-schémas fermes tels que Wireda C ™ (Wo),ed Le
morphisme f induit donc un morphisme f X Wy — Y/W0 Soit F € DY (Xn, A).
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1l y a alors un diagramme commutatif
R(fo F)wo — ROz (P Fw, )
(fRY5%(F))\wy — Fs:RO57 (-7?/W1)

Démonstration. — Le diagramme s’insere dans le grand diagramme suivant dont on
doit montrer qu’il est commutatif
A~ RO(a) =~ an
RY (e F)iwo ———— RO((Fe ) r,) ——— RO (F32F), 5, o )

lRe(ﬁ)
ron (707, )

\L l

(foeR¥5(F)) i, —— (friw,)» (R¥5(F)w;) —2= F.ROy (]-'aﬂ o )

[(X/w

ol « est induit par I'isomorphisme de changement de base associé au diagramme de
sites (corollaire 7.5.3 de [1])

Xant _) X" &t

L

Yod — Yoe
0 et 7 sont des applications de changement de base associées & des restrictions, A et
B sont induites par I'isomorphisme de Berkovich, et les deux applications verticales
restantes sont induites par la fonctorialité de RW, resp. RO, vis & vis de 'image directe.

Soient a: Wy — Y et b: ()? ywy)*" — X3". On doit vérifier que deux applications
naturelles

a*R¥5R fr. — Rfs.ROzb*
coincident. Or, b étant une quasi-immersion, b* envoie les faisceaux mous sur des

faisceaux mous qui sont eux mémes Oz acycliques. De plus, O7 envoie les faisceaux
mous sur des faisceaux flasques (proposition 2.2 de [5]). Donc,

R(fg* eﬁb* ) = ng* Reﬁb*

Il est également clair que R(a*¥5fpe) = a*RUzRf,.. On vérifie alors aussitét que
les deux applications naturelles sont induites par dérivation des deux applications
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naturelles
a* \I/ﬁfn* _—>) fg* e;,—b*

dont on doit donc montrer qu’elles sont égales. Il faut donc montrer que le diagramme
commute sans foncteurs dérivés et pour un faisceau F. Il suffit pour cela de démontrer
que le diagramme commute au niveau des préfaisceaux définissant les cycles évanes-
cents. Soit donc U/Wys étale et s € T'(U, Ux(fneF)|w,)- Cette section est donnée par
un germe de diagramme

——_._.__)

U
Wos

<

étale

(_._

Y

~l

et une section

te F(Vﬁa .717*—]:) = F(Vﬁ, fﬁ*—f) = F(fﬁ_l(vﬁ)7.-7.—-) = F(f_l(v)ﬁv f)

La section image de s par les trois application horizontales du haut est une section
t' € T'(Wos, O7(f2"(F2,. )) qui se décrit ainsi : comme dans le 5.4.1 il y a des

X7,
diagrammes
0—— Vw, et Jm—— Vi,
Y)w, Yiw

Il y a donc un morphisme ¢ : (f**)~1(U*") — (fa“)‘l(f/\'/av‘;,o). La section ¢ donne une
section u de T'((f2°)~1(U), F"") par les applications
L(f~ (V) F) — DUV F) — T (V) F )
—=— T((f*) 71 T™), F)
or, on a ’égalité
L((f*) 7 (T*), F™") = DO, o (F R )
X7,

l’image de cette section u par I’application de spécialisation

-~

T, f2r(F2,, ) — LU, O5(f2(F2,. ))
IX/W1 IX/WI
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est t. De plus, T (U, fs.On(F?% ) = T(fiw, (), 05(F% 1)) et il y a des
1

(X /wy)2m (X,
diagrammes
Ur = (fiw) "' (U) —— f71(V) U, —— 7 (V)wm
l létale l /
Wis C » X5 C > X ),(\'/‘/V1

Par définition de 'application de commutation naturelle des cycles évanescents ana-
lytiques & l'image directe, I'image de t' par 'application verticale de droite dans le
grand diagramme est 'image de u par la composée
D((f) " (O*), F*) — DO F™) — DU, 05 R (FRy )
1

ou la derniére application est I’application de spécialisation associée aux deux dia-
grammes ci-dessus. Cela donne une description de 'image de ¢ en parcourant le grand
diagramme par le haut puis par 'application verticale de droite.

Décrivons I'image de t de 'autre maniére. L’image de ¢ par ’application verticale
de gauche composée avec I’application v dans le grand diagramme est donnée par son
image par la composée composée

L(f7 (V) F) — DU, U(F)) = DU, (Fs1w:)+ ¥7(F)jw)

ou l'application du milieu est I’application de spécialisation associée au diagramme
de gauche ci-dessus. Par définition de 'isomorphisme de Berkovich, I'image de t, par

le second chemin, dans I'(U, (fg)*Gﬁ(}'al‘m )) = LUy, 05(F?2,. )) est 'image de t
’X/Wl lX/Wl

par la composée

L(f~ V), F) — D (V)™ F") — (U, F") — I(Uy, On(F %5, )

ol la derniére application est 'application de spécialisation.
Le fait que ces deux descriptions donnent la méme image est alors clair une fois
que ’on mes bout & bout les différents morphismes décrits. O

Corollaire 5.4.3. — Dans le lemme précédent, supposons Y = S et f propre. Il y a
alors un morphisme Galois équivariant de suite spectrale des cycles évanescents

HP (X5, R1UGF) =————=s HP*4(X;, F)

N—

HP(Wis, R1U5F) == HPT((X,w,)™ & 7, Fo")
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5.4.8.2. Image inverse. — Soit f: X — 2). Il y a alors un morphisme naturel
f*RO — ROf*

défini par adjonction grace & I'isomorphisme f,ROf* ~ ROf, f* et 'application d’ad-
jonction Id — f, f*.

Ce morphisme se décrit ainsi au niveau de la cohomologie : une section de f*R10zF
est donnée étale localement par un U/X5 étale, un diagramme

U— X5
| b
V— s
ou V/9s est étale et une section t € H ‘1(17*‘“, F2n). Le diagramme se reléve en
{fan — xan
| b
‘7&]1 —_ gjan

et I'image réciproque de t par I’application verticale de gauche donne un élément de
He(U?", f*F), ce qui conclut la description de notre morphisme.

Lemme 5.4.4. — Placons nous dans le cadre du lemme 5.4.2. Il y a alors un dia-
gramme commutatif

(f*"RE7(F)) w, ——— FrRO5(F/ws,)

l J

RU5(F*F)iw, —— ROy (£ (Fyw,))

ot les deux applications verticales sont celles associées a la fonctorialité de RY et RO
pour f*.

Démonstration. — Le diagramme s’insére dans le diagramme suivant
* * A ~ —~ » ~
(f"RYF(F))w, == (fiw)* (RY5(F)wo) — (F)"RO(F/w,)
RV J; F B~ rey. —_— Fanx (T
7" Fw, —2 s ROG(FF ) ==—=ROy (£ (Fyw,))

ol A est induit par I'isomorphisme de Berkovich et B est I’isomorphisme de Berkovich.
On doit montrer que deux morphismes

(FRY(F))w, =3 ROy (F=* (Fyw,))
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coincident. Soient a : W7 — X, et b: (17/W0 )** = Y*". On a donc deux morphismes
a*f*RY —— RO f*b*
Rappelons que RO = (Rv,) o u*. Se donner deux tels morphismes équivaut donc par
adjonction & se donner deux morphismes
via* f*RY 3 p* f*p*
Ce qui revient & se donner deux morphismes
vrar U T3 P
ou encore deux morphismes
01U = o b
On s’est donc ramené a vérifier la commutativité du diagramme dans le casouiln’y a
plus de foncteurs dérivés, ce qui est facile en utilisant la définition de ’isomorphisme

de Berkovich. O
5.4.8.8. Compatibilité au changement de base. — Propriété identique au cas algé-
brique.

5.5. Correspondances cohomologiques analytiques rigides

A désigne un anneau de coefficients de torsion premiere a p.

5.5.1. Définition. — Soit
VN
X X,

un diagramme d’espaces analytiques de Berkovich sur 7, et (Fi, F2) € D+(X 1,A)
D' (X,,A).

Définition 5.5.1. — Cohc¢(F1,F2) = Hom(coxci Fi1, F2)

5.5.2. Restriction a un domaine analytique. — Soient U; C X3,U; C X2 deux
domaines analytiques localement fermés tels que c;*(Us) C ¢y} (Us). Considérons la
correspondance

;1 (U2)

‘CI/X’Q‘

Uy Us
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Soit u € Coh¢(F1, F2). Considérons le diagramme

& (Uy) oo

UQC_g'_)X2

duquel il résulte un isomorphisme de changement de base a*co. — ch,b*.
La restriction de u est alors définie par la composition suivante

*
res(u) : o, Cf (Fiju, ) =Co,b*ci F1 —— a”cauci Fu UACEN LY Falv,
res(u) € COhcz—l(Uz)(f1|U1,]:2|U2) et cela définit un morphisme

Cohc(]:l, .7:2) —_— COhC;l(%)(]:'”U1 s f2|U2)

5.5.3. Image directe. — Soit un diagramme d’espaces analytiques

C

X1 f X2

fly d/D%Yfz
1 2

et soit u € Cohg(F1,F2). On définit f,u de la fagon suivante

* * U
fau i dowd] f1oF1 — dos ficiF1 = foscosci Fu LN JorF2

ou la premiere application est déduite du morphisme de changement de base associé
au losange de gauche. On a donc une application :

Cohc (Fi1, F2) — Cohp(fisFi, faxF2)
D’ol en particulier une action sur la cohomologie
COhc(}-l,]:z) — Hom(RF(Xl,fl),RF(Xz,fz))

qui est définie ainsi

W : RT(X1, F1) —1 RT(C, ¢t F1) —— RT(Xa, g Fi) —— RT(Xa, F2)

Ces images directes sont compatibles & la restriction en un sens facile & définir.
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5.5.4. Analytification d’une correspondance algébrique. — Soit

(Cl, C2)
—_

C X1XX2

une correspondance algébrique avec c; propre. Soit u € Cohec(F;, F2) une correspon-
dance cohomologique algébrique ol (Fi,F2) € DF(X1,A) x D¥(X2,A). 11 lui est
associé un morphisme % : ca«cjF1 — Fa. La correspondance analytifiée u®" est alors
définie ainsi
~ ~ran
ut RN = G F)T < (cancfF)T —— FRT
ol 'isomorphisme du milieu des I'isomorphisme de changement de base du corollaire
7.5.3 de [1]. D’olt un morphisme
COhc(]:h}-z) i COhCan( fm,fzan)

On vérifie facilement que ce morphisme d’analytification est compatible aux images
directes propres.

5.6. Spécialisation des correspondances cohomologiques
analytiques rigides

VN

%1 x?

5.6.1. Définition. — Soit

un diagramme de schémas formels localement formellement de type fini sur S, c’est-
a-dire une correspondance formelle. Soit u € Cohgan (F7, F2). La correspondance spé-
cialisée us est définie ainsi :

~ RO
Us 022 CROR(F1) — cauRO(cIF1) <~ RO7(conc Fi) @)

RO5(F2)
ol 'on a utilisé les diverses fonctorialités de RO. Cela définit un morphisme

Cohgan (.7:1 s .7'-2) — Coh%(R@ﬁ(}] ), R@ﬁ(]:z))

5.6.2. Compatibilité a ’'image directe. — Considérons la proposition 5.3.4 dans
le cadre rigide en ne faisant aucune hypothese de propreté sur les morphismes. Sa dé-
monstration s’adapte alors automatiquement au cas rigide en changeant ¥ en © et en
remarquant que toutes les hypothéses de propreté sont inutiles puisque ©, contraire-
ment & ¥, commute toujours aux images directes (il faut bien s@r utiliser les différentes
fonctorialités établies pour ROz pour adapter la démonstration).

On en déduit donc la compatibilité entre image directe quelconque et spécialisation
dans le cas analytique rigide.
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5.7. Compatibilité entre les spécialisations algébriques et
analytiques rigides

Soit une correspondance algébrique sur S

(c1,¢2)
_—

o X1 x Xa

ou ’on suppose que c; et ¢z sont propres. Soient V; C Xi5 et Vo C X5, deux sous-
schémas fermés de leur fibre spéciale. Supposons

cz'(Va) Cerl (W)
d’ou une correspondance sur s
J /
c,c
02_1(‘/2) ( 1 2) ‘/1 ><V2
et une correspondance formelle

ou€ = é\V/C:QTI(V2)7 X = 5(\1/‘/1, Xy = E/VT

Proposition 5.7.1. — Soient (F1,F2) € D} (X1,A) x Df (Xa,A). Le diagramme sui-
vant commute

Cohg, (Fy, Fp) —RECRISation v o (RU(F,), REn(F2))
analytification restrlction
Cohggn (F7, F57) Coh -1 y,) (R¥7(F1)vs, R¥7(F2) v;)
reStrI:tion ~
spécialisation

Cohean (F1 vy, Fayvs) Cohe, (RO5(F1/v,), RO5(F2/v;,))

Démonstration. — Soit u € Cohg, (F1,F2) et notons & : co«ciF1 — F2 le mor-
phisme associé par adjonction. La démonstration consiste & appliquer la compatibilité
de l'isomorphisme de comparaison avec les deux cas de fonctorialité pour les cycles

évanescents.
Appliquons le lemme 5.4.4 & F; et au carré

Cz_l(Vz) —C

cgl lcl

i C—————)Xl
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On obtient alors un diagramme

" (RY(F1) ;) — (é15)*RO(Fi vy

RY(C1F1) 21 (vy) — RO((@)* Fa vy

Considérons maintenant le diagramme suivant

¢hoc)” (RE(F1)v,) —— ¢, (@3)"RO(Fi 1)

| !

D RY(F1) 03 (1) —— G RO((E)* F1yv,)

~ ~

(Cz,.gl:{,\I’(C){]:'l))|V2 E2§*R@ ((c/){:?:\.l)/vl)

2~

~ ~

R\I/(Cz*cffl)wz e} RO (E%:(C/’{ﬁ)/vl)

\ v RO (ﬂT£g" )

RO (c2uciF1 )y, ) ———— RO(Fa ;)

ou le deuxieme rectangle commute grace au lemme 5.4.2.

Le résultat s’en déduit, car les deux éléments de Cohgan (R@(j:\l Vi) R@(i’; /Va))
associés se déduisent de ce diagramme en le parcourant du sommet en haut & droite
vers I’élément en bas a droite des deux fagons possibles en suivant les bords du dia-
gramme. O

5.8. Résumé des différentes fonctorialités

Supposons nous donné un morphisme de correspondances sur S

C ——-——>(CI’62) X1 x Xa

f'l \lfl X f2
(di1,d2)
D——Y1 xY,

Soient W1 C Y1, W, C Y3 deux fermés de la fibre spéciale tels que d3 1 (W2) C dl_l(Wl).
Soient V; = f7'(W;), i = 1,2 et supposons que c; *(V2) C ¢;*(V4).
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Soient € = C/c,;l(vz)’xi = Xyv;» it = 1,2. Solent D = D )y-1y,7,Di = Yiyw,»
t=1,2. Il y a donc un morphisme de correspondances formelles

¢1,C
C—I—E))xl X Xq

Pl |Pxa
(dl,d2)

Qui induit un morphisme de correspondances analytiques.
Soient (F1,Fa) € D} (X1, A) x DF (X2, A). Supposons que ci, ¢, dy,dz, fi, f2 sont
propres. Le diagramme suivant est alors commutatif.

restriction N COth? (R 95—'\1/‘/1 ’ R@j—‘;/vz)

he (R¥ \
Cohc, (R¥F1, RUF3) +iso. de Berkovich

spécialisation CA) . spécialisation

— — fE*
Cohg, (F1, F2) 4@* Cohgen (F1 v, F2/v) + commutation de

I'image directe & R©®

-~
an
*

~
N

fax| Cohpy (R f1.F1, RY fo. ) —— Cohgp,(ROJ1+F1 w,, ROTouF1 1)

spécialisation spécialisation

~+

Cohp, (f1xF1, forF2) —(D)— Cohpan (FiuF1 jw,, FoxF1 jw,)

ou

. @ = fs« + commutation de 'image directe propre & R¥
= restriction + isomorphisme de Berkovich

.
. @ analytification + restriction

= analytification + restriction

5.9. Des coeflicients de torsion aux coeflicients (-adique

Oublions dans cette section les notations précédentes et reprenons les notations
de la section 4.1; en particulier k¥ est un corps valué complet, A un anneau de va-
luation discréte complet dont nous noterons K le corps des fractions. Soit X un
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k-espace analytique ou bien un espace adique sur Spa(k, k°). En général les groupes
de cohomologie étale A-adique

H*(X,A)
ne sont pas définis : il n’y a aucune définition intrinseque qui fasse que ces groupes
vérifient de bonnes propriétés. Nous allons voir cependant que dans certains cas,

lorsque certaines propriétés de finitude sont satisfaites, on peut donner une définition
ad-hoc des H*(X, A) satisfaisante.

Définition 5.9.1. — Soit ¢ € N. Soit F = (Fp)n € A, — Fsc/x,,. Supposons que
(HY(X, Fn))nen soit un systéme A.R. A-adique de type fini. On posera alors
HY(X,F) = lim HY(X, Fy)
neN

un A-module de type fini.
Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 5.9.2. — Supposons X lisse sur k (ou sur Spa(k,k°) dans le cas adique)
de dimension pure d. Soit F = (Fn)n € A, — J5¢/x,, localement constant. Soit Fle
systéme local dual. Supposons que Vq € N les systémes

(Hg(x 8F, ]—'n)) et (H"(X &F, (£)n))

neN neN

sont A.R. A-adiques de type fini et que lapplication
neN

est un isomorphisme.
Il y a alors un isomorphisme canonique de dualité de Poincaré

(HY(X,F)®@p Kp)" =5 H?2~9(X, F)(d) @ Ka

Démonstration. — Nous allons appliquer le formalisme de Ekedahl [22] dont nous

~ = = =~ =0
utiliserons librement les notations. Soit f : X ® k — M(k) (resp. Spa(k, k ) dans le
cas adique). Il y a alors un foncteur (section 5 de [22])

Rfi: D(T —A) — D(S - A)
— =y =~ 20
ou 7 est le topos X¢; et S le topos ponctuel M (k) (resp. Spa(k,k )4 ) vérifiant
ét
(cf. par exemple la fin de I’énoncé du (iii) du théoréme 6.3 de [22])
L ~2 ~ 2
VneN A/m™®p (RAF) =RIO(X @k, Fn) € DY ((X ® k)gs, A/m™)

(Ce foncteur est & distinguer du foncteur RI'¢(X, —) introduit dans la section 4.1) Le
topos ponctuel S vérifie les hypothéses du paragraphe 7 de [22]. Rf est de dimension
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cohomologique finie (R!fi s’annule en dimension supérieure & 2d pour les coefficients
de torsion ([35] 5.3.8, [1] 5.3.11). Donc, d’apres les hypotheses faites

RAF € D5(S - A)
D’apres le théoréme 7.1 de [22] il y a une équivalence de catégories

R,
ch)('s - A) (]L—* D:ype ﬁni(A'mOd)
T

ol m, est le foncteur lim, 7* le foncteur M +— (M ® A/m™)nen, et R, et Lo sont
quasi-inverses ’'un de I'autre. Donc,

RfAIF ~ La* (Rm.RAF)
_ (A/m" ®a R R fg}')

neN

~ (]RI‘C(X & F, f,,)) .

Soit M* = Rm,(RfiF). La suite spectrale
By = Rim, ((HA(X B %, Fuuen) = H*I (M)

vérifie EY = 0 si i # 0 car par hypothése le systéme (HZ(X ® k, Fn))nen est A.R.
A-adique. Donc,
H?(M*) ~ lim HJ(X, Fn)
neN

Comme dans le paragraphe 6 de [22], utilisant les propriétés de finitude de la dimen-
sion cohomologique de fi, on peut définir f'A € D(7 — A). Il résulte du théoreme de
dualité de Poincaré pour les coefficients de torsion (théoréme 7.3.1 de [1] dans le cas
analytique et théoréme 7.5.3 de [35] dans le cas adique) que f'A ~ A(d)[2d). En effet,
le morphisme trace pour les coefficients de torsion R fi f*(—)(d)[2d] — (—) s’étend na-
turellement en une application de foncteurs de D®(S — A) dans D°(S — A) qui définit
par adjonction un morphisme f*(—)(d)[2d] — f'(~) dans D*(7 — A). Ce morphisme
est un isomorphisme puisqu’aprés application du foncteur conservatif — &) A/m on
obtient I’isomorphisme dans le cas de torsion (grace au 6.3. (iii) de [22]). La dualité
de Verdier A-adique (isomorphisme 6.1 de [22]) donne alors un isomorphisme

RHom(RfiF,A,) ~ RHom(F, A,(d)[2d)])
Le premier terme s’identifie via I’équivalence de catégories ci-dessus a
R Homp (M*, A)

quant au second a
Rf(F(d)[2d])
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qui, comme précédemment pour R fi, est égal a
(RL(X, Fn))nen

Grace & ’hypothése que V5, (H’ (X, F,))n est un systéeme A.R. A-adique de type fini,
si

N°* = Rm,Rf.F(d)[2d]
alors

Vj HY(N*) = lim H*™(X, F)(d)
neN
On obtient (toujours grace & ’équivalence du théoréme 7.1 de [22]) donc

RHomp(M*,A) ~ N*

dans la catégorie dérivée bornée des complexes de A-modules & cohomologie de type
fini. Si W est un A-module de type fini,

HomA(Wtorsion, KA/A) sii=1

Ext (W,A) =
ats ) {0 sii>2

La suite spectrale
EY = Exti (H™I(M*),A) = H*(N*)
dégénére donc en des suites exactes pour tout ¢
0 — Homp (H24™ "1 (X, A)sorsion, Ka/A) — HY (X, F)(d)
— Homy (H* (X, F),A) — 0

qui donne le résultat voulu apres tensorisation par K puisque le terme de gauche est

de torsion. O
Remarque 5.9.3. — 11 est sous entendu que les isomorphismes ci-dessus sont Galois
équivariants.

Proposition 5.9.4. — Les hypothéses de la proposition précédente sont vérifiées lorsque

X et F sont de la forme suivante :

« Il existe un schéma séparé de type fini Y/k®, un faisceau étale algébrique construc-
tible G sur'Y, et un ouvert U de la fibre spéciale de Y, Y Xyo k°/k%, tels que X
s’identifie d la fibre générique au sens des espaces adiques du complété formel de X
le long de U

(Yyu)'® C (¥,)"

et F s’identifie a la restriction de G''® ¢ cet ouvert (et X est lisse et F est localement
constant).
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« Il existe un schéma séparé de type fini Y/kO, un faisceau étale algébrique construc-
tible G sur'Yy, et, dans le cas analytique, un fermé propre V de la fibre spéciale de Y
tels que X s’identifie au tube au-dessus de V' dans (Y;)*", (17/‘/)&“, et F s’identifie
a la restriction de G**. Dans le cas adigue mémes conditions mais V est seulement
supposé fermé.

Soit de plus X le schéma formel X /U dans le premier cas et X /v dans le second. Soit
(RO7(Fn))nen le systéme de faisceaux des cycles proches analytiques rigides. Alors,

(RO7(Fu))n € De(%s, A)

la catégorie dérivée bornée a cohomologie constructible 2-colimite des catégories
(D5(%5, A/m™))nen, et il y a une suite spectrale des cycles évanescents convergente
de A-modules de type fini

EZ? = HP (X5, (RO7(Fp))n) = lim HP*9(%X5,RO5(F,)) = HPY(X B %, F)
neN

Démonstration. — Commengons par les assertions sur les cycles évanescents. Le fait
que Vn ROy(F,) € D5(Xs, A/m™) résulte du théoréme de comparaison de Berkovich
et du théoréme de constructibilité de Deligne ([18]) pour les cycles évanescents algé-
briques. La formule de Kunneth pour les cycles évanescents algébriques (appendice
de [41]) couplée au théoréme de comparaison de Berkovich montre que

L
Vn R@ﬁ(fn_;.l) ® A/m" >~ R@ﬁ(]:n)
(et cet isomorphisme est canonique). On en déduit que
(RO7(Fn))n € De(Xs, A)

Tl résulte également de [18] et de Pannulation des R*¥5 pour i grand que (RO7(F»))x
est un systéme A.R. A-adique (utiliser le lemme 12.5 de [24] ou bien [43] 5.3.1). Le
théoréme de finitude de la cohomologie étale des faisceaux constructibles sur un corps
de [18] couplé au théoréme 5.3.1 de [43] montre alors que Vp Vg le A,-module

(H? (X5, RO%(Fn)))neN
est A.R. A-adique. Pour tout n il y a une suite spectrale des cycles évanescents
ER(n) = HP (X5, ROy(Fn)) => HPI(X & &, Fr)
On obtient donc une suite spectrale convergente dans la catégorie des A,-modules
B = (BY()nen = (HH(X 8, Fn))

Les premiers termes E5? sont dans la catégorie des A,-modules A.R. A-adiques de
type fini. Cette catégorie est une sous—catégofie abélienne pleine stable par extension
de celle des A,-modules ([43] théoréme 5.2.3 et proposition 5.2.4). Le fait qu’elle soit
abélienne implique que Vp Vg\ Vr > 2 (EP!(n))pen est A.R. A-adique de type fini.
L’aboutissement (HPt9(X ® k, F,,))nen est alors muni d’une filtration finie dont les
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gradués sont A.R. A-adique de type fini. La stabilité par extensions de la catégorie des
A,-modules A.R. A-adiques montre donc que cet aboutissement est A.R. A-adique.
Considérons maintenant le foncteur lﬂl qui va de la catégorie des A,-modules dans
celle des A-modules. En restriction & la catégorie des A,-modules A.R. A-adiques de
type fini il est exact d’image des A-modules de type fini. Appliquant ce foncteur exact
a la suite spectrale (E5?(n))nen on obtient donc une suite spectrale convergente de
A-modules de type fini

BEY = HP (%5, (RO(F,))n) = lim HP*(%5,RO5(F,)) = lim HP¥I(X & F, F)
neN neN

ce qui termine la démonstration de la partie cycles évanescents de la proposition.

Passons maintenant a la premieére partie. Dans tous les cas, on a déja vérifié I'hypo-
these concernant (H9(X QF, F}.))nen de la proposition 5.9.2. Reste donc les assertions
concernant la cohomologie & support compact. Elles résultent dans le cas des espaces
adiques du théoréme 3.1 de [36] pour 'espace adique associé au complété formel le
long de 'ouvert U et du théoréme 3.3 de [36] dans le cas de ’espace adique associé
au complété formel le long du fermé V. Dans le cas ou V est propre, I’énoncé pour
I’espace analytique de Berkovich associé au complété formel le long V' est une consé-
quence du fait que V propre implique que ’espace adique est partiellement propre, et
que donc sa cohomologie a support compact coincide avec celle de 1’espace analytique

associé (proposition 1.5 de [36]). O
Définition 5.9.5. — Soit C (ercg) X3 x X2 une correspondance d’espaces analytiques

ol ¢ et cz sont finis. Soient F1, F2 € A, — Fsc/x,,. On note Cohc(Fy, F2) les corres-
pondances cohomologiques a support dans C' que ’on définit comme étant égal a 1’en-
semble des systémes compatibles de correspondances dans [],,.ny Cohc ((F1)n, (F2)n)-

Comme précédemment, une correspondance cohomologique agit sur la cohomologie
A-adique lorsque celle ci est bien définie par simple passage a la limite. De plus, dans
le cas de la fibre générique d’un schéma formel, une correspondance spécialisée (égale
par définition au systéme des correspondances spécialisées) sur les cycles proches
analytiques rigides fournit une suite spectrale des cycles proches équivariante comme
précédemment. Cela se déduit par passage & la limite projective des suites spectrales
obtenues dans le cas de torsion grace a la proposition précédente.

Remarque 5.9.6. — Soit (c1,c2) : C — X; x X3 une correspondance analytique ol
c1 et cz sont étales finis. Via la dualité de Poincaré de la proposition 5.9.2, I'action
d’une correspondance cohomologique A-adique sur la cohomologie & support compact
doit étre définie comme étant P’action de la correspondance duale si 'on veut que
l’isomorphisme de Poincaré soit équivariant.

Application 5.9.7. — La représentation locale fondamentale de [34] s’exprime comme

\

le dual de Poincaré de la cohomologie (-adique & support compact des espaces de
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Lubin-Tate (la contragédiente convenablement twistée a la Tate du point de vue de la
théorie des représentations).

Désormais nous utiliserons librement des cycles évanescents ¢-adiques sans forcé-
ment citer la proposition 5.9.4. Cette proposition contient tous les éléments nécessaires
(et méme plus) pour justifier le passage des coefficients de torsion aux coefficients ¢-
adiques lorsque cela sera nécessaire.

5.10. Formule des traces générale

Théoréme 5.10.1. — Soit D (%) Y1 x Yy une correspondance sur S ou D,Y; et Ys

sont propres sur S.
. (clyCQ) \ .
Soit C "=’ X; x X3 une correspondance sur 1, ot c; et ca sont finis.
Soit un morphisme de correspondances sur n :

C—)Xl XXQ

f'l ‘[fl X fa

D, —— Y1y X Yo

ou f1, fo sont étales finis.

Soient Vi C Yi,, Vo C Yo, deux fermés vérifiant d;l(Vg) - dl_l(Vl). Sotent Uy =
(&) L(sp~1(W1)), Uz = (f2*)~1(sp~1(V2)) les ouverts de X3, X3 associés. Suppo-
sons "1 (Uz) C &1 (7).

Soient Fy,Fy deur Qq-faisceauz lisses sur Xy, resp. Xa. Soit u € Cohg(Fy,Fa).
Soit v = (fru)s € Coh(R¥5(f1.F1), RUz(f2+F2)) la spécialisation de ’image directe
de u. Il y a alors un morphisme de suites spectrales des cycles évanescents commutant
& Vaction de Gal(7|n) :

H? (Viz, R9¥5(f1.F1)) == HPH9 (U1 ® %,-Tl)

v{ 11/1‘“

HP (Vas, ROUs(foF2)) == H?*9 (U3 87,72

ot la cohomologie £-adique des ouverts rigides Uy, Uz est définie comme étant la Poin-
caré duale de la cohomologie a support compact et o

. ~ o~ — (c?n)rc;n—l(uz) . 1 —~ o~ —_—
W H (U @0, F1) —————— H' (") 7 (U2) ® 1,1 F1)

any ) o~ — Hi(u ) ~a —
ﬁ—)——ﬁ Hl(Uz ® 7, Cz*c’{}-l) & Hz(Uz ® ﬁ,fz)

0U U : CoxCiF1 — F2 est associ€ & u par adjonction.
1
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Démonstration. — Pour ¢ = 1,2 complétons le diagramme

X;

|

)/i (_> }fin
en un diagramme

| ]

Y;<—)Y;’I]

olt X? est un schéma de type fini sur S et X?/Y; est fini. En particulier, X? est propre
sur S. Soit le diagramme :

c

|

X? xy, D Xy, X+ X1 Xv,,, Dy Xy, X2

Et, comme ci-dessus, soit C° un modele de type fini de C sur S et fini au-dessus
de X? xy, D Xy, X3. Ce dernier schéma étant propre sur S, C° est propre sur S
(cependant, et c’est la un point important qui nous a poussé & développer notre
formalisme des correspondances cohomologiques dans la catégorie dérivée, on ne peut
pas forcément trouver de modele C? tel que C°/ XY et C°/ XY soient finis).

On a donc étendu la correspondance C — X; X X5 sur 1 en une correspondance
C% — X9 x X9 sur S. On a également étendu le morphisme de correspondances f en
un morphisme de correspondances sur S. Tous les morphismes étendus sont propres.

Remarquons maintenant que I’hypothése c3"~'(f2"~1(Up)) c & !(f2»~1(Uy))
implique, grace a la surjectivité du morphisme de spécialisation, qu’il en est de méme
sur la fibre spéciale (au niveau des schémas réduits ce qui est suffisant pour nos besoins
cohomologiques étales) pour les fermés V; et V5 : 02_81( fz_sl (V2))red C cfsl( fl—sl(Vl)),ed.

Le théoreme résulte donc de la compatibilité des différentes fonctorialités pour les
cycles évanescents démontrée dans les sections précédentes. O

Nous supposerons désormais que k(s) est le corps fini F,. Nous noterons n™" le
complété de ’extension maximale non ramifiée de n, o € Gal(n™"|n) ~ Gal(3|s) le
Frobenius géométrique et W,, C Gal(7|n) le groupe de Weil. Si 7 € W,, nous noterons
(1) Dentier vérifiant 7, = (7).

Soit U un espace analytique sur ™. Pour tout 7 € W, il y a un isomorphisme
canonique

~ =~ ur)y A~ o~
(U ®nnr ﬁ) jad U(a ( )) ®nnr ﬁ
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Si U est un domaine analytique dans un espace analytique de la forme X ® 5™ pour
un espace analytique X sur 7, U©@"™) est le domaine analytique de X @,, n™" dont
les points rigides naifs (ceux du spectre maximal) sont I’image par ¢¥(") de ceux de U.

De l'isomorphisme ci-dessus on déduit un morphisme (qui n’est pas au-dessus de ﬁ)
d’espaces analytiques pour tout 7

~ Idxt
——h

U @nnr n U(Uv(‘r)) @nnr /ﬁ\

Si maintenant F est un faisceau sur X¢; (ot U C X ®;, ™), (Id x7)*F ~ F ou F
désigne le pull-back de F & X ® % On en déduit pour tout 7 dans Wy, un isomorphisme

H (U &y 7,F) T H (U 8yor 7, F)

Supposons de plus qu’il existe un schéma formel 9) sur S, un morphisme f : X — 22"
et un point fermé y € Y5 tels que U = f~1(sp~*(y)). Alors, si v(r) >0

U = £ spm (B (1))

ou Fr désigne la correspondance de Frobenius, et on en déduit donc un isomorphisme
lorsque v(7) > 0

HY (f‘l(Sp‘l(Fr”(T)(y))) Bnrr 1, J_f) T, He (f “(sp~1(y)) Byer 7, f)

Théoreme 5.10.2. — Placons nous dans le cadre du théoréme précédent lorsque X1 =
Xo=XY1=Yo=Y FA=F=F,V=VWW=VelU =U;=U. Il y a donc un
diagramme au-dessus de n :

C1,C
C%XXX

f'l . 1f x f
D, ————-——)(dln’ 20) Y, x Y,

Supposons de plus que dog est fini. Il existe alors un entier N ne dépendant que du
degré de dgs tel que Vu € Cohg, (F),YT € W), tel que v(1) =2 N

tr (u x 7; R[(X7, F)) = Z tr (u x 7; RT (fa“_l(sp“l(dg(y))) 7, ?))
y€Ds(k)
Fr*(™ (d1 (y)) =dz ()
et
tr (u x 7; RT(U & %,J_f‘“‘)) = Y (u x 7; RT (fa"—l(sp‘l(dz(y))) ® %J—f))
y€Dz(k)
d2(y)eV

Fr¥() (d1 (y))=d2(v)
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ot laction de u x 7 dans le membre de droite est le composé des morphismes

RT(f*=(sp~1 ("™ dy (y))) & 7, F) ——— R (=1 (sp~1(da (1)) & 7, F
N e’

d2(y)
S R (577 607 0) B 5,F) -2 B (520 (07 (a0) 8 7,F)

Démonstration. — Les cycles évanescents R¥5(f,F) sont munis d’une structure de
faisceau de Weil et donc d’une correspondance de Frobenius associée & 7 :

B RE(f,F) = 7*RYU(f,.F) — RY(f,F)

Cette correspondance commute aux correspondances cohomologiques spécialisées
puisque ces derniéres sont définies sur s. On peut donc appliquer le théoréme de
Fujiwara (5.2.1) & la correspondance cohomologique spécialisée composée avec la
correspondance de Frobenius ci-dessus associée a 7.

Plus précisément, dans le premier cas on applique Fujiwara a tout X;. Dans le
second cas, d’apres le théoreme précédent, la trace sur la cohomologie de U est égale
a celle sur la cohomologie des cycles évanescents sur V, on applique donc le théoréme
de Fujiwara a V.

La fibre des cycles évanescents en un point fixe s’identifie & la cohomologie du
tube au-dessus de ce point fermé. Le calcul des termes locaux naifs s’effectue alors en
utilisant les deux fonctorialités de I'isomorphisme de comparaison de Berkovich 5.4.2
et 5.4.4 ainsi que la compatibilité de cet isomorphisme & I’action de Galois. O

5.11. Modeles des variétés de Shimura et des espaces de Rapoport-Zink
en niveau parahorique

Nous avons introduit dans le premier chapitre des modeles entiers de nos espaces en
niveau compact hyperspécial. Nous aurons néanmoins besoin, pour des raisons tech-
niques liées a la théorie des types, des modeles définis dans [68] en niveau parahorique
en p. Ces modeles ne nous servirons que comme intermédiaires de démonstration. Nous
ne rappellerons donc pas leur définition. Nous reprenons les notations globales de la
premiere partie. D désignera donc une donnée de type P.E.L. non ramifiée.

5.11.1. Sous-groupes parahoriques et leurs normalisateurs. — Soit £ une
multichaine polarisée de réseaux dans Vg, ([68] définition 3.14).
Notons

Ke={9€G(Q)|VAeLg- A=A}

le sous-groupe parahorique associé. Le normalisateur dans G(Q,) de K est alors
défini par
Ne={9g€GQp) |VAeLg-Ae L}
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Si £ = (A;)iez est uniforme au sens ot 7 — [A; : A;11] est constant alors
Ne={9€G(Qp)|Fj€Zg-Ai =Ai1j}

Nous n’aurons besoin dans la suite que de ce cas-1a et nous supposerons donc que
toutes nos multichaines sont uniformes.

Exemple 5.11.1. — Plagons nous dans le cas (A) lorsque p est décomposé dans K. Par

équivalence de Morita, la donnée d’une telle multichaine £ est alors équivalente a la

donnée pour tout 7 dans I d’une multichaine £; dans F}}. Pour un i fixé la donnée

d’une telle multichaine est alors équivalente (modulo ’action de GL,, (F,,)) & la donnée

d’un entier d divisant n. Une chaine associée & d est alors de la forme

e C (61,... ,6n> Cc---C <w;ﬂ1‘€1,.. .,w;jekd,ekd+1,.. .,6n> cC.--C w;jAo C...
N—— i i i

~ v

Ao 1§'k
et le groupe K se décrit ainsi par blocs de taille d x d :
GL4(OFr,,) ... Ma(Or,,)
K, = :
WF,, Md(OFvi) e GLd(OF,,i)

quant a N, c’est le groupe engendré par K, et I’élément suivant

0 w;ul I
Id . 0

0 :

I 0

5.11.2. Variétés de Shimura. — Dans [68], chapitre 6, il est défini des modeles
entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. que nous considérons sur E, en niveau
parahorique, les Shk . x». Nous noterons Sk . x» ces modeles entiers. Lorsque K? varie
ils forment une tour de variétés quasiprojectives sur Spec(Og,) munie d’une action

de G(AP).

Exemple 5.11.2. — Soit Ao un réseau autodual dans Vg, de stabilisateur Cop dans
G(Qp). Supposons que L soit la plus petite multichaine contenant Ag. Alors, K; = Cp
est compact hyperspécial et Sk, k» est le modele entier défini précédemment en niveau
hyperspécial.

Si £ contient un réseau autodual Ag alors, K, C Cp et il y a un morphisme de
tours :

(Sk.k?)kr — (Scokr)Kr
étendant celui défini sur la fibre générique.

Remarque 5.11.3. — En général ce morphisme n’est pas fini!
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On ne supposera pas que L contient un réseau autodual, ce qui nous permettra, par
exemple, d’inclure parmi les K, des sous-groupes compacts maximaux des groupes
de similitudes unitaires non hyperspéciaux.

5.11.3. Espaces de Rapoport-Zink. — A b€ B(GQP,N@) est associé un espace
de Rapoport-Zink
M (Dq,,b)/SPF(Ogs,)
muni d'une action de J, ([68] définition 3.21). Comme précédemment (2.3.7), cet
espace se scinde en produit d’espaces de Rapoport-Zink associés &4 des données simples.
Si K, C K, il y a une tour d’espaces rigides M K, au-dessus de y o= Mgk . qui
coincide avec celle définie auparavant lorsque K, C Kz N Cp.

5.11.4. Extension de P’action du normalisateur d’un parahorique aux mo-
déles entiers

5.11.4.1. Variétés de Shimura. — L’action de G(Qp) sur la tour (Shg)x permet de
définir un morphisme de groupes trivial sur K.

Nz —> Aut(Shk, x»)

Le but de cette section est d’étendre ces automorphismes aux modeéles entiers ci-
dessus, c’est-a-dire définir un morphisme

Ng — Aut(Sk,.k»)
redonnant celui d’avant sur la fibre générique et commutant & l’action de G(A%).

Soit donc g € Ng. Soit T un schéma sur Spec(Og,). Un élément de Sk, k»(T)
est donné par un triplet (A4, A\, nP) ol A est une L-multichaine de variétés abéliennes
sur T, A une polarisation de cette multichaine et 7P une structure de niveau hors p,
le tout vérifiant certaines conditions ([68] chapitre 6).

Posons g - (A, \,nP) = (A', N, nP) € Sk, k»(T) ou avec les notations du chapitre 6
de [68] :

VA e L A) = Ay, munide son action de Op

VAL, Ay € L Ay C Az py,py = Pghrghs
Posons pour tout a dans B* normalisant 'ordre Op ® Zp,
0, =0,
Définissons A’. On doit définir pour tout A € £ une quasi-isogénie
Xy Ay — (Ap)
telle que
(Phv,a) "o Xy s 4) — (A7)
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soit une polarisation de A),. Posons A, comme étant égal & la quasi-isogénie composée

v (pg-ayv,gav)Y

Mg
Ap = Agn —— (Agay) (Agav)” = (Ahv)"
Alors,

(Phv,a)” © Ma = (Pgav,g-0)" 0 (P(ga)y g-av)” © Ag-a

v
= (p(g'A)vyg'Av ° pg«AV,g-A) 0 ’\!JA
P(g-A)VY ,g-A
qui est donc bien une polarisation. Il reste & vérifier que A’ : A — A’ est bien un

morphisme de multichaines, mais cela ne pose pas de probléme.
Le morphisme ainsi défini vérifie bien les propriétés voulues.

5.11.4.2. Espaces de Rapoport-Zink. — Posons My = M c£(Dg,,b). On définit
comme ci-dessus pour les variétés de Shimura un morphisme

N — Aut(M)

trivial sur K., commutant a 'action de J, et & la donnée de descente de Rapoport-
Zink, et étendant le morphisme défini sur la fibre générique.

Sa définition est similaire & celle ci-dessus en remplagant variétés abéliennes par
groupes p-divisibles.

5.11.5. Uniformisation. — Soit ¢ une classe d’isogénie comme dans la premiere
partie. Comme dans la premieére partie, il y a des isomorphismes de tours lorsque K?
varie ([68] théoréme 6.23)

I¢(Q)\ (MC X G(A’})/Kp) AN (SKCKP ® OEV)?g(qS)

compatibles & la donnée de descente de Rapoport-Zink et commutant & P’action de
N, définie ci-dessus sur les deux membres.

5.12. La formule des traces pour la cohomologie des strates d’une variété
de Shimura de type P.E.L.

Soit D une donnée globale de type P.E.L. non ramifiée en p. Fixons une multi-
chaine polarisée £ dans Vg,. Soient K le groupe parahorique associé et N son
normalisateur.

5.12.1. Action de Galois sur les domaines analytiques de M K, — Soit
K, C K un sous-groupe compact ouvert. Rappelons que les espaces analytiques
M K, sont définis sur E= Qp". Soit

(67 M K, -—_— Mggz
la donnée de descente de Rapoport-Zink. Soit U C M K, un domaine analytique.
L’image a(U) C /‘;’32 est un domaine analytique et si pr : Mﬁ;’g — M K, désigne la

ASTERISQUE 291



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 135

projection, pr(a(U)) est un domaine analytique dans M K, que nous noterons U (),
Il y a alors un morphisme (qui n’est pas défini au-dessus de E)

U—U®

D’oti un morphisme V7 € Wg tel que v(7) >0
HY (U(av(r>) ® Cp,Qe) N & (U B Cp, Q)

(lorsque la cohomologie ¢-adique de U est bien définie ce qui est par exemple le cas
si U est le tube au-dessus d’un sous-schéma localement fermé quasicompact de M,
grace a 3.1.4 et 5.9.4).

5.12.2. Tubes et leur cohomologie. — M (k) est muni d’une action d’un Fro-
benius gréce & a. Lorsque K = Cj cette action coincide avec celle décrite dans [61]
lorsqu’on voit M (k) comme sous-ensemble de I'immeuble de G sur L. Nous noterons

o . M[;(E) — M[;(E)
ce Frobenius. Ainsi, avec les notations précédentes, si sp désigne le morphisme de
spécialisation associé & M

sp~!(®y) =sp ' (y)@

Les morphismes de changement de niveau commutant & la donnée de descente on en
déduit que

Ml i, (5p7(@ ) = g, (507 (%)
Définition 5.12.1. — Vy € M(k) VK, C K,
Mg, (y) =TI ., (sp~* (1))

un ouvert analytique de bord vide dans M K, (qui est un revétement étale fini du
disque ouvert Mg, (y) lorsque K. C Cp).

On définit alors H9(Mk, (y) ® Cp, Q) comme le dual de Poincaré de la cohomo-
logie a support compact. C’est un Q-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action lisse de Stab, (y) x Ig, (Staby,(y) est un sous groupe compact ouvert de J;),
K agissant quant a lui sur la limite lorsque K, varie dans K.

Soit donc maintenant f, € H(G(Qp)) de la forme f, * 5. ou supp(f,) C K. et
z € Ng, T € Wg, vérifiant v(7) > 0 et v € Jp. Supposons que y € M c (k) vérifie

270"y =y
Il y a alors des morphismes bien défini pour K, variant

Z*O’)’*OT*

H.(MKp(y)aQE) H.(MKp(y)’Ql)
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qui composés avec l'action de f,, permettent de définir
tr (fp x v x 73 [H*(M(), Q)]) € Qe

5.12.3. Le théoréme
Définition 5.12.2. — Soit b € B(Gq,, ;). Pour K = K,K? avec K, C Cp, notons
Shi&>b  ShPE le tube au sens des espaces adiques au-dessus du fermé
U 5
b'€B(Go, igy)
Newton(b')>Newton(b)

lorsque K, = Cp, et son image réciproque par les morphismes de changement de
niveau sinon.

Définition 5.12.3. — Nous noterons
[H*(Sh™&>%, £,)] = Y (1) [lim H*(Sh}#>°, L,)] € Groth(G(As) x Wag,)
K

i
qui est bien défini d’aprés la proposition 5.9.4 et coincide avec la méme définition en
remplagant adique par analytique lorsque Sk est propre ou bien lorsque b est la classe
basique.

Il résulte alors de la proposition 5.9.4 que
Proposition 5.12.4. — Si b = by la classe basique, il y a un isomorphisme canonique
H* (Shi#>", £,) = H*(Shi¢ (bo), £,)

ot le membre de gauche est celui définit ci-dessus et celui de droite celui défini formel-
lement dans la seconde partie comme dual de Poincaré algébrique de la cohomologie
a support compact du tube au-dessus du fermé propre S(bo).

Ces espaces de cohomologie coincident pour b quelconque dés que les modeles en-
tiers des variétés de Shimura sont propres.

Théoréme 5.12.5. — Supposons les variétés de Shimura Sk propres sur Og, . Soit b €
B(G,u), f, € H(G(Qp)) de la forme f, * 6, ot supp(f,) C K. et z € N¢. Soit
KcC G(A?) un compact ouvert. Il existe alors un entier positif N tel que
Y fP € H(G(A%)) telle que supp(fP) C K,V7eWg tel quev(r) > N
tr (fp ® fP x 75 [H*(Sh"82%, £,)])

=2 2 2

) @ s V(7). AA T
Newt(b(¢)¢;>Newt(b) {e{I*(Q)}  [y)eI?(Q)\ Fix(zxyx®¥(") ;M. (k))

vol (I (@, \I(AR)) trp(r) tr (fpx 7 x 7 5 [H (M), Q0))) O5(f7)
ou I¢(Q)y = Stab;s g (y).
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Démonstration. — Nous renvoyons a la section 6.1 pour des rappels sur le lien entre
action des correspondances de Hecke sur la cohomologie et action des fonctions dans
lalgebre de Hecke. Toute fonction fP € H(G(Ay)) telle que supp(f?) C K se décom-
pose en combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles de la forme
KPgPKP ou KP est un sous-groupe compact ouvert et ou KPgPKP C K. Quitte &
raffiner une telle décomposition on peut de plus supposer les K? suffisamment petit.
On peut donc supposer fP = Val(lWSI krgrkr avec K? suffisamment petit (on suppose
fixé une fois pour toutes des mesures de Haar sur G (A‘}) et G(Qp)) On peut également
supposer que f; = Vo—l(lKlepngp ou K, C Kp et g, € K.
Considérons le diagramme suivant de correspondances de Hecke :

Sh (g, Kpg510K,) (7 KP(gP)~1NKP)

ShK Kp SK,; (g?KP(gP)~ anp) ShK,,KP

T

SKpr)’ﬂ SK[;KP)n

ou la correspondance du bas est définie sur Og,. Tordons ces correspondances par
I’'isomorphisme associé a z. Et appliquons donc le théoreme 5.10.2 & ce diagramme.

Mais pour obtenir 1’énoncé annoncé il faut tout d’abord remarquer la chose sui-
vante : lorsque KP diminue et g est tel que KPgP KP C Kle degré des correspondances
de Hecke associées [KP : KP N g? KPgP~!] ne reste pas borné. On ne peut donc pas
appliquer directement le théoréeme de Fujiwara si I’on veut obtenir la borne uniforme
v(T) = N annoncée lorsque supp(fP) C K. Néanmoins, fixons un sous-groupe com-
pact ouvert suffisamment petit K’ tel que K'.K.K' = K et restreignons nous aux K?
contenus dans K’. Pour un tel K? et gP tel que KPgPKP C K , il y a un morphisme
de correspondances de Hecke sur &

Skragrkrgr-1 — Sk» X Skv

l l

gklnng/gp—l —_— §K’ X gK/
Et on peut appliquer le lemme 5.1.5 & ces correspondances étendues & k puis tor-

dues par Frobenius. Maintenant, le degré de la correspondance du bas est donné par
[K': K'NgPK'gP71]. Or, K'\K/K' est fini et g € K. On en déduit que ce degré
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reste borné. Et on peut donc appliquer le théoréeme de Fujiwara sous la forme du
théoréme 5.10.2 uniformément lorsque supp(f?) reste dans K.
Pour tout &’ € B(Gq,, ,u@;), S(b')(k) est une union disjointe selon les classes d’iso-

génie ¢ de sous-ensembles S () (k) stables par les correspondances de Hecke. Les points

fixes de z x Fr¥(") xHecke(KPgP K?) sont donc une union disjointe de points fixes as-

sociés aux différentes classes ¢, d’ou la premiére somme dans la formule annoncée.
De plus,

8(9)(k) ~ 1@\ (Mc(F) x G(A%)/K?)
ou Fr agit via [® x Id], les correspondances de Hecke de fagon usuelle et z via [z x Id).
Appliquant le lemme 5.3 de [61] on obtient

Fix (Fr*™) x K?gPK” x 2 8(9)(F))
= I 12@\Fix (2" x 2z x % Mc(R)) x Fix (y x KPgPK?)

{rte{1*(@}
Fibrons cet ensemble de points fixes par les éléments de

I#(Q)\ Fix (<1>v<f> X 2 X 7 Mc(E))
Le cardinal de la fibre associée a la classe de y est
vol (I2(Q,\I$(A%)) O4(47)
De plus, en tout point 3 de la fibre en [y],
g/ B8 & M[:/ y
Et les revétements rigides associés sont donnés par 'uniformisation rigide des variétés
de Shimura. On en déduit que le terme local associé dans le théoréme 5.10.2 en un tel
point 3 est

tr(fp x v x 1 3 [H'(M(y),Qe)]) trp(v)

ou le terme tr p(7) provient du fait que L3" restreint aux tubes ci-dessus est le faisceau
constant V. a

Remarque 5.12.6. — Dans la formule précédente, lorsque K ,u(T) et z sont fixés, indé-
pendamment de fP le nombre de classes d’isogénie ¢ et de classes de conjugaison {7}
contribuant de fagon non nulle est fini. Pour le voir, posons f? = 13 et écrivons K
comme une union disjointe d’un nombre fini de classes doubles
K =[] K*g.K?
acA
pour un sous groupe compact ouvert K? de G(A’}). Appliquons la méthode de la

N

démonstration & chacune des correspondances associée a ces doubles classes pour
compter le nombre de points fixes des correspondances associées (pas la trace des
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correspondances cohomologiques). On obtient une formule comme dans la démons-
tration du théoréme, sans les traces des correspondances cohomologiques. La finitude
du nombre de points fixes implique alors qu'il existe un nombre fini de (¢, {v}) tels
que

Fix (8" x 2 x v; M (k) # @
et O,(1%) # 0. Ce dernier point étant équivalent & dire que la classe de G(A’;)-

conjugaison de ~ rencontre le compact K. L’assertion s’en déduit.
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CHAPITRE 6
FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE GENERIQUE

Dans ce chapitre, nous redémontrons un cas particulier trés simple de la formule
d’Arthur pour la trace des correspondances Hecke sur la cohomologie d’intersection
des variétés de Shimura, telle qu’elle est réinterprétée topologiquement dans [26]. En
faisant une hypothése simple (la correspondance de Hecke est & support dans les élé-
ments réguliers en une place), on s’apercoit que tous les points fixes sont des points
C.M.. Si 'on se restreint aux variétés de Shimura de type P.E.L. considérées dans la
premiére section, nous montrons (6.3.2) que si un tel point fixe se spécialise sur la
strate indexée par un b € B(GQP,;J,@) alors la classe de conjugaison v dans G(Q)
associée & ce point fixe est conjuguée dans G(Qp) & un élément du centralisateur du
morphisme des pentes (un sous-groupe de Levi de G(Qp)). En particulier, si v ne se
spécialise pas sur la strate basique, v n’est pas elliptique. Bien que nous n’utiliserons
pas ce fait dans la suite nous avons inclus le théoréme 6.3.2 car il fournit une mo-
tivation pour 1’énoncé « la cohomologie des strates non basiques est induite en p »
(théoréme 7.2.1). En effet, si Pon disposait d’une formule des traces rigides pour la
trace d’un opérateur de Hecke sur la cohomologie a support compact du tube rigide
sur la strate basique faisant intervenir une somme sur des points fixes naifs + des
termes au bord, cela montrerait que la distribution somme sur les points fixes naifs
associée aux strates non basiques est & support dans les éléments non elliptiques.

6.1. Généralités sur les points fixes sur la fibre générique

Soit (Shk)kca(a,) une variété de Shimura associée & une donnée de Shimura
(G, X) (nous supposons que (G, X) vérifie la condition (2.1.2*) de [60] afin de ne pas
avoir de probléme avec le centre de G, condition vérifiée par les variétés de type P.E.L.
étudiées précédemment). La variété algébrique Shg est définie sur le corps reflex
associé F et les correspondances de Hecke également. La correspondance associée a
KgK ou g € G(Ay) et K est un sous-groupe compact ouvert de G(Ay) est :

Sthg—an —g——) ShKng—lKg
Y K
ShK ShK

ou avec les notations de la section 5.1 ¢c; =ITog et co =11

Lemme 6.1.1. — Toute fonction f € H(G(Ayf)) est combinaison linéaire de fonctions
caractéristiques 1k k- telles que la correspondance de Hecke associée soit un cycle
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dans ShK X ShK J
ShKngKg‘l — ShK X ShK

Démonstration. — Si K1, K, sont deux sous-groupes compacts ouverts de G(Ayf)
contenus dans un méme sous-groupe compact ouvert suffisamment petit alors
ShK]_ﬂKz — ShK1 X ShK2

11 suffit donc de montrer que f est combinaison linéaire de fonctions 1x4x ou K et
gKg~! sont suffisamment petits. Or, f est combinaison linéaire de fonctions 1xgx
avec K aussi petit que 'on veut et KgK C supp(f) (= g € supp(f)). Or, supp(f)
étant compact lorsque K « tend » vers {1}, uniformément pour g € supp(f), gKg~!
« tend » vers le groupe {1}. O

Etant donné que nous nous intéressons a la trace d’une telle fonction f dans la
cohomologie de variétés de Shimura, ce lemme justifie que nous ne nous restreignions
qu’a de telles correspondances de Hecke.

Hypothese 6.1.2. — Nous supposerons dans ce chapitre que les correspondances de
Hecke sont toutes définies par des cycles.

De telles correspondances sont donc définies par un cycle lisse de Shx x Shg.
Si de plus p est fixé comme dans 1.1.5, la double classe KgK définit une corres-
pondance cohomologique sur £, a support dans ce cycle :

&Ly =g 'L, = g*L, — L, = ¢{L,
Une fois fixée une mesure de Haar sur G(Ay) cela définit des morphismes de Q-
algebres compatibles pour K variant :
H(G(Af), K) — Coh(L,, L))
ou H(G(Ay),K) = CX(G(Ay)/K) désigne l'algebre de Hecke et ou
s’envoie sur la correspondance cohomologique précédente. Alors si

m:H(G(Ay), K) — End(H*(Shg, £,))

1
—_—1
vol(K) KoK

fr— / f(g)r(g)dg
G(Af)
ou p désigne l'action de G(Ay) sur la cohomologie, le diagramme suivant commute
H(G(Ay), K) » Coh(L,, L))
T

End(H*(Shx, £,))

ol ’application verticale de droite est définie par ’action d’une correspondance co-
homologique sur la cohomologie (5.1).
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Nous allons tout d’abord nous intéresser a la sous-variété des points fixes de cette
correspondance :

FlX(KgK) = (A n ShKﬂgKg"l )red
ou A désigne la diagonale de Sh . Pour cela, nous allons décrire ses points complexes :

Fix(KgK)(C) = A(C) N Shkngrg-1(C) = {2 € Shkngrg-1(C) | I(z) = II(g - 2)}

Utilisons "uniformisation complexe (c¢f. 1.1.4 dans le cas des variétés de type P.E.L.
considérées précédemment)

Shk (C) = GQ\(X x G(Ay)/K)

Dans laquelle G(Q) opére librement sur X x G(Ay)/K (car K est suffisamment petit
et la condition 2.6.2* de [60] est supposée vérifiée). On utilisera également le fait que
la projection

p: X x G(Ag)/K — G@Q\(X x G(A7)/K)

est un isomorphisme analytique local : tout (z,yK) € X xG(Ay)/K est tel qu'il existe
€2 voisinage de x dans X tel que p: 2 x {yK} — p(Q x {yK}) soit un isomorphisme
analytique.

La correspondance de Hecke associée a K gK s’écrit alors avec ces notations :

[z,y(9Kg™' N K))

[z, yK] [z, ygK]
et
Fix(KgK)(C) = {[z,y(¢Kg" N K)] | [z,yK] = [z,ygK]}
que ’on peut voir, par hypothése, comme un sous-ensemble de Shg (C) :
Fix(KgK)(C) = {[z,yK)] | [z,yK] = [z, ygK]}
Or,
[z,yK] = [z,ygK] <= 7€ G(Q) v -z == et yyK = ygK
=37 GQ)NygKy™ ' vz =2

x,yK étant fixés un tel v est unique (action libre de G(Q) sur X x G(Ay)/K) et est
semi-simple compact dans G(R) car y € Stabg(g) (). De plus, si v € G(Q), alors

v T=1z T = e
S =1\ 1 '
v-yK =ygK YY" )yK =~'ygK

Et donc v'yy’ ~! est Punique élément de G(Q) vérifiant les égalités de droite.
On a donc démontré :
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Lemme 6.1.3. — Il y a une partition naturelle

Fix(KgK)(C) = II Fix(KgK)(C){y}

{1}e{G(Q@}ss
~ compact dans G(R)

ot {G(Q)}ss désigne les classes de conjugaison semi-simples de G(Q) et
Fix(KgK)(C){yy = {[z,yK] |37 € {7} 7 -z == et 7yK = ygK}

Remarque 6.1.4. — On aurait également pu déduire cette décomposition du lemme
5.3 de [61] comme dans la démonstration de la formule des traces sur la fibre spéciale
(théoréme 5.12.5).

Lemme 6.1.5. — Si la classe de conjugaison {v} est associée ¢ un point fize de
KgK alors {7} est associé & tout point de la composante connexe de ce point dans
Fix(KgK)(C). On a donc une partition

moFix(Kgk)©) = [ moFix(KgK)(©))my

{1}e{G(@}ss
~v compact dans G(R)

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que tout [z, yK] € Fix(KgK)(C),} possede
un voisinage U dans Shi(C) tel que U N Fix(KgK)(C) C Fix(KgK)(C)(,} ce qui
montrera que 'application Fix(KgK)(C) > [z,yK] — {7} est localement constante
donc constante sur chaque composante connexe.

Fixons [z, yK] dans Fix(KgK)(C) tel que v -z =z et yyK = ygK ou v € G(Q).
Si Q est un voisinage compact de z dans X,
{9€eGR) |g-QNQ # o}

est un compact de G(R) (écrire X sous la forme G(R)/K). Si de plus Q est petit
la projection p induit un isomorphisme 2 x yK —— p(Q x {yK}) C Shg(C) ou
p(Q x {yK}) est un voisinage de [z, yK] dans Shg (C).

Fixons un 2 vérifiant les deux conditions ci-dessus : §2 est compact et petit. Si
(@', yK) € Q x {yK} est tel que [z/,yK] = p(¢',yK) € Fix(KgK)(C) alors soit
~' € G(Q) 'unique élément tel que

vz =2
{7’ yK =ygK
Onadonc, v - QN # 2 et v € ygKy 1 NG(Q).
Par discrétude de G(Q) dans G(A),
Ao={1"€G@Q |7 Q2N #D et v € ygKy '}
est fini. Or, lorsque 2 parcourt des ensembles vérifiant les conditions ci-dessus,

ﬂAQ = {7}
Q
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Et donc, quitte & rétrécir 2 on peut supposer qu'’il contient un seul élément. On pose
alors U = p(Q x yK). a

Proposition 6.1.6. — Tout élément de mo(Fix(KgK)(C))(,} est une composante
conneze d’une sous-variété de type Hodge associée a Gg ot G désigne le centralisa-
teur de ~y.

Démonstration. — Soit [z,yK] € Fix(KgK)(C)(,y ouy-z ==z et v-yK = ygK. Le
point z correspond & un morphisme h; : S — G g, et

'y‘x=a:<=>hw:S—>(Gg)R
Le couple (Gg, h;) définit alors une variété de Shimura de domaine hermitien associé
Y = GY(R)/Caym)(ha) — X

Posons K’ = yKy~' N GY(Ay). Le morphisme (GY,hs) — (G, h;) induit alors un
morphisme analytique

q : Shg/(GY, hs)(C) — Shk (G, X)(C)
[xlv le/] — [mla leyK]
qui est un revétement fini au-dessus de son image. De plus,
[z,yK] € im(q), et im(q) C Fix(KgK)(C)(y
Considérons maintenant le lemme suivant

Lemme 6.1.7. — Soient z € X et go € G(R) tels que go - x = x. Alors,
{z'€X|go-a'=a'} ={g-z|g€Com(90)}
=~ Cam)(90)/(Com)(90) N Koo)
Démonstration. — Soit Ko, = Stabgg)(z). Soit
g=tep
une décomposition de Cartan de Lie(G(R)) ol &€ = Lie(K ). L’application
exp:p — X
Z — exp(Z) - Koo
O—=

est un difféomorphisme.
Siz' =exp(Z)Keo € X o1 Z € p,

go- ' =’ <= (goexp(2)gy ) Koo = exp(Z) - Koo
N—————

exp(Ad(g0)(Z))
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car go € Koo- De plus, go € Koo = Ad(go)(p) C p et donc, Ad(go)(Z) € p et I'égalité
exp(Ad(go)(Z2)) Koo = exp(Z)- Koo implique Ad(go)(Y) =Y, qui implique elle méme
que go commute & exp(Z). Donc :

{£'eX|go-2’ =2} ={g-z|g€Comlgo)}

= Cg(r)(90)/(Caw)(90) N Koo) O
Appliquons ce lemme & x et gg = . On trouve que ’ensemble des points fixes de
dans X est Y. Le résultat s’en déduit. O

Corollaire 6.1.8. — Fix(KgK) est lisse sur E (en particulier ses composantes
connezes sont irréductibles).

Exemple 6.1.9. — Dans la décomposition
mEx(KgK)C) = [ mExEK)(©)p
{7}€{G(Q)}ss

« Les classes de conjugaison elliptiques correspondent aux composantes de points
fixes compactes.

« Les classes de conjugaison régulieres correspondent aux points fixes isolés (et elles
sont automatiquement elliptiques dés qu’un tel point fixe existe).

Remarquons également que lorsque G9°* est simplement connexe, une classe de
conjugaison semi-simple réguliére v dans G(R) est compacte si et seulement si elle est
elliptique. En effet, G étant associé & une donnée de Shimura, G(R) est une forme
intérieure de sa forme compacte et posseéde dont un tore maximal anisotrope modulo
le centre T sur R. Donc, si 7y est compact « appartient & un conjugué de T' dans G(R),
mais v étant régulier et G9°* simplement connexe Cg(y)r est un tore maximal qui
est donc un conjugué de T'.

6.2. Points fixes isolés

L’idée sous-jacente & cette section est que tout vecteur tangent dans l’espace tan-
gent en un point fixe qui est fixe infinitésimalement donne lieu & une géodésique dans
I’espace hermitien X qui est formée de points fixes, et que donc en tout point fixe
isolé l'intersection entre la correspondance de Hecke et la diagonale est transverse.

Les points fixes isolés correspondent comme on I’a vu aux points fixes associés &
des classes de conjugaison {v} ol 7y est régulier c’est-a-dire Gg est un tore (qui est
automatiquement elliptique si un tel point existe). On a donc en particulier :

Lemme 6.2.1. — Les points fizes isolés sont des points C.M. de Shi.

Nous aurons besoin du lemme suivant pour appliquer une formule des traces de
Lefschetz.
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Lemme 6.2.2. — Si ¢ € Shi(C) est un point fize isolé de KgK alors, en &, A et
Shgkg-1nx — Shk x Shg s’intersectent transversalement.

Démonstration. — Soit
¢ € Fix(KgK)(C)(yy, € = [2,yK], v -z =1z et 7yK = ygK

Soit Q voisinage de = dans X tel que p: Q x {yK} — p(2 x {yK}) soit un isomor-
phisme et Fix(KgK)(C) Np(Q x yK) = {¢}.

Onaalorsquep: 2 x {y(gKg 'NK)} = p(Qx {y(gKg ' NK)}) C Shyxg-1nk-
L’inclusion Shygg-1nx “— Shg X Shg s’identifie alors dans la carte locale Q x {yK} ~
Qa:

Q— Qx9N

' — (2,7 2")
Et A 3

N—OxN

m'|——>(a:',x’)

Les intersections sont donc transverses si et seulement si d(7)g : Tz — T30 ne
possede pas la valeur propre +1. Si Ko, = Stabg(r)(z), g = €®p est une décomposition
de Cartan de Lie(G(R)) telle que g = Lie(K ) alors,

d(Y)e
ro-20, rq

_l Ad() l—
p— 2% )

ol v € K. L’espace propre associé & la valeur propre +1 s’identifie donc &
Lie(Com) (7)) NP
Mais Cg(7)° étant un tore tel que Cgr)(7)? C Koo, Lie(Caw) (7)) C ¢ et donc
Lie(Cam) (7)) Np=0 a
On déduit également de la démonstration précédente :
Corollaire 6.2.3. — Si & € Fix(KgK)(C)y,; est isolé alors

Lefe(KgK, Lp) = tr(p(7))
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6.3. Le cas des variétés de Shimura de type P.E.L.

6.3.1. Un lemme sur la conjugaison stable

Lemme 6.3.1. — Soit G/Q, un groupe réductif tel que G4°* soit simplement conneze.
Soit v € G(Qp) régulier stablement conjugué d un élément de M(Qp) ot M est le
Levi d’un parabolique propre défini sur Qp. Alors, v est conjugué dans G(Qp) & un
élément de M(Qy).

Démonstration. — Supposons que 7y soit stablement conjugué & v' € M(Qy) :
Y =gv97" ol g € G(@y)
Les éléments v et 7/ étant réguliers, et G9° simplement connexe, les centralisateurs

Cg(7), resp. Cg(Y'), sont des tores maximaux sur Q, : T', resp. T".
L’application définie sur @
intg : T —T'
est en fait un isomorphisme sur Q, (les centralisateurs de deux éléments stablement
conjugués sont formes intérieures I'un de l'autre via cette application, mais étant

abéliens le cocycle intérieur est trivial : il s’agit de c; = intyg-- ot gg~7 € T). Elle
induit donc un isomorphisme

intg : Ty = (T/)d
(ol lindice d signifie le sous-tore déployé maximal).

Rappelons maintenant que si T' est un tore maximal de G sur Q,, un sous-groupe
de Levi d’un sous-groupe parabolique défini sur Q, minimal parmi ceux contenant T'
est Cq(Ty) (cf. Borel, Algebraic groups) (par exemple, T est elliptique si et seulement
si Ty C Zg si et seulement si T' n’est contenu dans aucun parabolique propre).

Dans notre cas lisomorphisme int, : Ty — (7”)4 implique que Cg((T")q) =
9Cc(T4)g~! et que donc v et 7' sont dans deux paraboliques définis sur Qp conju-
gués dans G(Q,). Mais (Borel, Algebraic groups) deux paraboliques définis sur Q,
conjugués sur Q,, le sont déji sur Q,. O

6.3.2. Placons nous maintenant dans le cadre des variétés de Shimura de type P.E.L.
non ramifiées propres étudiées dans le premier chapitre.

Théoréme 6.3.2. — Soit £ € Fix(KgK)(C)(,} un point fize isolé. Le point & appartient
donc a Shi(FE). Supposons que & se spécialise sur un point de la strate S(b) ou
b € B(Gq,,ug;)- Alors, v est conjugué dans G(Qp) a un élément de M(b)(Qp), le
centralisateur du morphisme des pentes.

Démonstration. — Soit (4, A, ¢) le triplet associé a £ sur une extension de degré fini
du corps reflex. A est une variété abélienne C.M.. Avec les notations précédentes
pour I'uniformisation complexe on peut supposer que { = [z,yK] ou v -2 = x et
v-yK = ygK. La relation v - x = x implique que  induit un automorphisme de
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la Q structure de Hodge polarisée munie de l’action de B associée & (4, \,t) et que
donc, « induit un automorphisme du triplet (A, A, ¢) sur une extension de degré fini
du corps reflex. Nous noterons f cet automorphisme. Rappelons qu’a I'uniformisation
complexe est associée un choix d’isomorphisme de B-modules symplectiques :

V = Hp(4,Q)
Il y a alors un diagramme commutatif

V —— HL(A,Q)

|
V —— Hi(4,Q)

Rappelons que 1'on note E, le complété en une place v divisant p du corps réflexe. Il
y a un isomorphisme canonique

H]13 (Aa Q) ® QP _N—) Hé}t(Av QP)
ol le second membre est une représentation cristalline du groupe de Galois absolu
d’une extension de degré fini de F, que nous noterons K. On a donc un diagramme

commutatif
|4 ® Qp — Hc}t,(AKv Qp)

78 1l |

V ®Q, —— HL(Ak,Q,)
Notons Dg;s le foncteur de Fontaine entre la catégorie des représentations cristal-
lines du groupe de Galois absolu de K et celle des isocristaux filtrés admissibles.
D,is(H, ét (Ak,Qp)) s’identifie comme isocristal muni de structures additionnelles a la
cohomologie cristalline de la réduction mod p du triplet (A, A,¢). Dans cette identi-
fication, f agit sur cet isocristal par un élément de J,. Fixons un isomorphisme de
L-modules symplectiques munis d’une action de B (L = W (F,)q) :

F(He(AK,Qp)) = (VO Q) ® L

Il y a donc un diagramme commutatif

Dexis(V ® Qp) —— Deris(Hk (Ak, Qp)) —— (V@ Qp) ® L

Deris(y ® l)l JF (F) lg

Dcris(V &® Qp) _’:—J—) Dcris(Hélt,(AKa Qp)) —2—> (V ® QP) ®L

dans lequel g € Jp.
Trivialisons maintenant le torseur des périodes; c’est-a-dire étendons les scalaires
a Bgg. Il y a un isomorphisme canonique

(V ® Qp) ® BdR — Dcris(V ® Qp) L BdR
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d’ol au final un diagramme commutatif

Vo, ® Bar —— (Vi, ® L) ® Bar

’y®1l Jg@l

Vo, ® Bar ——— (Vo, ® L) ® Bur

Dugquel on déduit que v est stablement conjugué dans G(L) & un élément de Jp.

Rappelons maintenant que dans le cas que nous considérons (G, quasidéployé)
la classe de o-conjugaison b provient d’une classe de M (b)(L) encore notée b, et que
Jo = {9 € M(b)(L) | gbc = bog}. Rappelons également que 'on peut supposer b
« decent » (cf. [68]) au sens ou pour un s € N, (bo)® = (s.vp)(p)o°. Dans tous ce qui
précede on peut alors remplacer L par Qps 'extension non ramifiée de degré s de Q.
La relation b~!gb = g° dans M (b)(Q,-) montre que la classe de conjugaison de g dans
M (b)(Qp-) est définie sur Q, et que donc, d’apres [46] (pour les groupes avec lesquels
nous travaillons M (b)9°" est simplement connexe), la classe de conjugaison de g dans
M (b)(Q,) contient un élément de M (b)(Qp).

On déduit donc au final que <y est stablement conjugué dans G(Q,) & un élément
de M (b)(Qp). On conclut alors grace au lemme 6.3.1. d

Remarque 6.3.3. — Dans la derniére partie de la démonstration, nous n’avons fait
qu’expliquer I'existence du transfert des classes de conjugaison stables de J, vers celles
de sa forme intérieure quasi-déployée M (b). Par exemple, lorsque Jp est le groupe
des unités d’une algeébre a division D*, ce transfert est le transfert des classes de
conjugaison de D* vers les classes de conjugaison elliptiques de GL,,.

6.4. Formule de Lefschetz

Théoreme 6.4.1. — Soit Sh(G, X) une variété de Shimura compacte. Soit f = ®,f, €
H(G(Ay)) telle qu’il existe une place finie v telle que supp(fy) C G(Qu)reg- Alors,

tr (f; [H®(Sh, £,)]) = > VolG(Q\G(Ag)y) trp(y) Oy(f)
{1}e{G@}
~ régulier
g elliptique dans G(R)

Démonstration. — On peut supposer que f est de la forme ;(;lel Kgk Ol
K = 1], K, et KyguK, C G(Qy)reg- Appliquons la formule des traces de Lef-
schetz & la correspondance de Hecke associée. Soit v € G(Q) elliptique dans G(R).
Fix(KgK)(C)(y} # @ = v est régulier. En effet, une relation du type yyK = ygK
implique que vy, K, = y¥»9, K, qui implique que y; vy, € Kygu Ky C G(Qy)reg. Tous
les points fixes sont donc isolés et la somme dans la formule annoncée provient de la
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décomposition

Fix(KgK)(C) = [l Fix(xgK)(C),
(e}
¥ elliptiqfe dans G(R)

Reste donc a montrer que

> Lefe(KgK, £,) = vol(G(Q),\G(Ay)y) trp(7) Os(f)
E€Fix(KgK)(C)¢qy
On sait (corollaire 6.2.3) que Lefe (KgK, L,) est constant sur Fix(K gK)(C)y, et vaut
tr p(7). Il faut donc calculer #Fix(KgK)(C)(,}. L’élément v étant régulier, Fix(v; X)
est réduit & un seul élément. On en déduit que Fix(KgK)(C)(,} est en bijection avec

G(Q-\{yK | y~'vy € KgK}
qui est de cardinal vol(G(Q),\G(Af)y) O4(f). a

Remarque 6.4.2. — Cette formule se déduit de [26] en remarquant grace au théoreme
5.2 de [26] que la somme des caractéres des séries discretes de G(R) ayant méme
caractére infinitésimal que p évaluée en un v régulier est tr p(7y).

Remarque 6.4.3. — Lorsque le support de f reste dans un compact fixé de G(Ay),
les classes {v} intervenant dans la formule ci-dessus varient dans un ensemble fini
ne dépendant que de ce compact. Cela peut se voir de deux fagons : la premiere en
utilisant la proposition 8.2 de [48] qui implique qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes
de G(A)-conjugaison contenant un élément de G(Q) et rencontrant un compact de
G(A) fixé (ce qui est le cas ici puisque nos classes sont elliptiques & l'infini); la
deuxiéme de la méme maniére que dans la remarque (5.12.6).
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CHAPITRE 7

CONTRIBUTION DE LA COHOMOLOGIE
DE LA STRATE BASIQUE

7.1. Caractérisation des éléments de Groth(G(Ay)) x Wg, par leurs traces

7.1.1. Un lemme d’algébre linéaire. — Soit K un corps et V un K-espace
vectoriel de dimension finie. Soient v € End(V) et v € GL(V). Le but du lemme qui
suit est de montrer que si I’on connait tr(uv™) pour N grand alors on connait tr(u).

Pour cela on s’inspire de la formule classique : si P(T) = det(Id —Tv) alors si
F(T) = Y nsotr(wN )TN, F est une fraction rationnelle et F(T)dT = —dlog P.
Ainsi, puisque v est inversible

Resoo (F(T)dT) = voo(P_l) = dim(V) = tr(1d)
Lemme 7.1.1. — Soit

F(T) =Y tr(w™*") TN € K[[T]

La série formelle F' est une fraction rationnelle de degré —1 et
Resoo (F(T)dT) = tr(u)

Démonstration. — On peut supposer K algébriquement clos de caractéristique 0. Soit
v = Vs + vn, la décomposition de v en parties semi-simples et nilpotentes. Supposons
le lemme démontré pour v semi-simple. On a alors

N+1
Z Z (N+ )tr u'u'“'uN+1 k)TN

N>0 k=0
dim V'
_ Z Z ( ) r (uvkoN 1Ry TN
k=0 N+1>k
N>0
dim V
= Ztr( NN 4 Z Z ( ) r (wokoY t1-F) TN
N>0 k=1 N>k-1

k=1 gk
T—\—ﬁk'(Fk(T))

Fo(T) = Z tr(uvkv; RN )TN
N>0
Le terme de gauche est une fraction rationnelles par application du cas semi-simple &
u et v, quant au terme de droite cela résulte du fait que pour tout 1 < k < n, Fy(T)

est une fraction rationnelle par application du cas semi-simple & uvfv;* et v,. La série
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formelle F' est donc une fraction rationnelle. De plus, par hypothese, deg Fy = —1 et

k
donc deg (E('ifl?(TFk(T))) < —k — 1. Cela implique que

k—1 k
dog (T S (TAUT)) < -2

et est donc de résidu nul en l'infini. La cas semi-simple implique donc les autres cas.
Reste & démontrer le lemme dans le cas oli v est semi-simple. Soit donc v semi-
simple. Pour tout w € GL(V)

tr(u(w ow)V ) = tr(uw oM Flw) = tr((wuw =N )

et tr(wuw™!) = tr(u). On peut donc supposer que V = K™ et que la matrice de v dans
la base canonique de K™ est la matrice diagonale diag(A;,...,A,) (ou Vi A; # 0).
Notons (a;;);,; la matrice de u. Alors,

1|

M; fmg

i )\N+ltN
4

- ’L1/
~ 1= 1-A\T
Ai . .
or \; # 0 = Resy T n TdT = 1. D’ou le résultat. O
Remarque 7.1.2. — L’intérét de ce lemme est que si P est un polynéme alors

ResoP(T)dT =0

Ainsi, si ’on modifie la série définissant F'(T') dans le lemme précédent par un nombre
fini de termes on peut encore retrouver la trace de u.

7.1.2. Séparation des représentations sphériques par les traces de fonctions
a support dans les éléments réguliers

Proposition 7.1.3. — Soit H/Q, un groupe réductif non ramifié tel que H(Q,) —
H,4(Qp) soit surjectif. Soit

Y aq(r] € Groth(H(Q,)) ® C

w€lrr(H(Qp))

(i.e. ar € C etV K, C H(Q,) compact ouvert #{m | a(r) # 0 et 7%» # (0)} < c0)
SiV f, € H(H(Qp)) telle que supp(fp) C H(Qp)reg 0N a

Za,rtr w(fp) =0

Alors, ¥ m sphérique a(m) =0.
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Démonstration. — Ce résultat est essentiellement contenu dans [54] dont nous utili-
serons librement les notations.

Commencons par remarquer que dans [54], si le paramétre ¢ est régulier alors la
fonction élémentaire f; est & support dans les éléments réguliers de H(Q,). D’apres
la proposition 5 de [54] on a en prenant f, = f; avec t régulier :

Z ar tr 7(ft) =0

7 sous-quotient
d’une série principale
non ramifiée

i.e. on peut séparer les sous-quotients des séries principales non ramifiées des autres
éléments de Irr(H(Qp)).

Remarquant que les éléments réguliers ¢ engendrent le groupe de type fini
A(Qp)/A(Zy), la proposition 7 de [54] couplée & I'indépendance linéaire des carac-
téres (ici I'indépendance linéaire des caractéres non ramifiés A & valeurs dans C*
du groupe des points dans Q, d’un tore déployé maximal) permet de séparer les
m sous-quotients de séries principales non ramifiées associées a4 des A, N tels que
Vwe W A* # X (on utilise le fait que A(Qp)/A(Z,) étant de type fini il suffit
d’écrire la proposition 7 de [54] pour un nombre fini de f; avec ¢ régulier et donc
qu'il existe un sous-groupe compact ouvert K, de H(Q,) tel que pour ce nombre fini
de parametres t, f; € C°(H(Qp)//Kp) ce qui raméne les combinaisons linéaires de
traces considérées & un nombre fini).

La proposition 8 (cf. également la remarque qui la suit) permet & A (modulo I’action
de W) fixé de séparer dans les sous-quotients irréductibles de la série principale non
ramifiée le sous-quotient sphérique des autres sous-quotients. D’oti le résultat. O

7.1.3. Le théoréme. — Soit G un groupe de similitudes unitaires sur Q comme
dans le premier chapitre dont nous reprenons les notations.

Définition 7.1.4. — Pour A € Groth(G(Ayf) x Wg,), A = ZHGI“(G(Af))[H] ® [o(11)]
nous noterons
Acusp = Z [H] ® [U(H)]
Melr(G(Ay))
I1, supercuspidale

Théoréeme 7.1.5. — Soit A € Groth(G(Af)xWg,) tel que pour tout type supercuspidal
(J,A) de G(Qp), Yg € J le sous-groupe compact modulo le centre associé, V fP €
H(G(AY)) telle qu’il existe w # p vérifiant supp(fuw) C G(Qu)reg il existe un N € N
tel que VT € Wg, vérifiant v(T) > N si f = (ex * 0g) @ fP on ait

tr(f x7;A) =0

Alors,
Acusp =0
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Démonstration. — Fixons o0 € Wg, tel que v(o) = 1. Considérons la distribution sur
G(Ay)
f— Z tr(f x roV L ATV
N>0
qui est & valeurs dans C(T) d’aprés le lemme 7.1.1. Appliquant application linéaire

Resy : C(T) — C

a cette distribution on déduit du lemme 7.1.1 et de la remarque qui le suit que dans
I’énoncé du théoreme on peut prendre n’importe quel 7 € Wg, indépendamment
de fP.

Fixons 7y une représentation supercupsidale de G(Q,) et (J,A) un type associé.
Notons

A=), e
Ilelrr(G(Ay))

ou [p(Il)] € Groth(WE,). Fixons 7 € Wg,, fixons f? € H(G(A%)), fP = @4, fr
vérifiant 3w # p supp(fuw) C G(Qu)reg €t considérons la distribution sur G(Qp)

for—tlfy® P xmA) = 3 ( Y () tr(T;p(H))> tr2(/,)
welrr(G(Qp)) HGIrr(g(Af))

[\ ]
~~

Qg

Il résulte de la définition de Groth(G(A ) x WEg, ) que pour tout sous-groupe compact
ouvert K, de G(Qp)
#{m | 7E» £ (0) et ar #0} < +o0

Si K, est tel que ey € H(G(Q,)//K,) alors Vg € JVr m(ex % 8,) = m(ex)(g) et
donc,
#{m | m(ex*dy) #0et ar #0} < 00

Il existe donc un ensemble fini non-vide E de caractéres non ramifiés de G(Q,) vérifiant
VXX €E x#X =m0 ®@x#m®X

et

Z Aro@x tTmo@x (€ * 0g) =0
XEE

OF, trmo@y (€x*0g) = X(9g) tTr, (ex*dg) €t trry(ex*dg) # 0 (lemme B.1.2). On en déduit
Vge J Z aroex X(9) =0
XEE
Rappelons (annexe B) que mo ® x 2 1 @ X' & X7 # x? et donc par indépendance
linéaire des caracteres

ar, =0
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Fixons maintenant Ily € Irr(G(Ay)) vérifiant Ilg, ~ 7. Fixons toujours 7 € W, .
Soit w une place de Q en laquelle G(Q,,) est non ramifié de type adjoint et e
sphérique. Fixons fP* € H(G(A%")). Il résulte de I'égalité ar, = 0 que l'on a la
relation

Y fu € H(G(@Qu)) SupB(fu) C G(Qu)res
S (X umerutim) nh) =0

n€lrr(G(Quw)) “TEIr(G(Af))
p~mo
On déduit donc du lemme 7.1.3 que
VP € H(G(AFY)) VT € W, > trmw(fP) tr(r; p(IT) =0
elrr(G(Ay))
Mo ~Tlg

Fixons un niveau K?¥ tel que (II§* )K" # (0). Alors, si
X = {II"” € Ire(G(AS)) | (TP) 5™ # (0) et p(Ilo,p @ Mo, @ TIP) # (0)}

#X < +o00. Les représentations semi-simples de Wg, de dimension finie sur C sont
équivalentes aux représentations semi-simples de dimension finie sur C de la C-algebre
R =1lim C[Wg,/Gal(E,|E,)"]

ieN
Il résulte alors de I'indépendance linéaire des caractéres que les traces des éléments
de
H(G(AT")//KP*) @c R

permettent de séparer les
I @ p(Ilp,p ® g, @ IIP*) , IIPY € X

On en déduit donc que
[p(I)] =0 .

7.2. Contribution de la cohomologie de la strate basique

Soit D une donnée de type P.E.L. non ramifiée en p (cf. le premier chapitre), et Shx
les variétés de Shimura associées, que nous supposerons compactes. Nous supposerons
pour cela que D = Endg (V) est une algébre & division. Nous supposerons de plus
qu’en toutes les places finies de F', D est soit déployée soit une algebre & division. Nous
supposerons également que l'on est dans le cas (A), c’est-a-dire dans le cas unitaire.
Rappelons que le que le corps C.M. F est de la forme F*K ou K|Q est une extension
quadratique imaginaire.

Rappelons également que ’on note

G(@) =G(T[UM: Fu))
jed
lorsque p est inerte dans K.
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Le facteur de droite n’étant pas tout & fait un produit, ses représentations ne se
décrivent pas immédiatement & partir des représentations de chaque facteur. Afin de
ne pas trop alourdir les notations nous supposerons donc dans ce chapitre que lorsque
p est inerte dans K ’ensemble J de cardinal 1, ce qui est suffisant pour les applications
que nous avons en vue.

Théoréme 7.2.1

(1) Supposons p décomposé dans K, alors

[h%)n H*(Shg, L,,)] = [h?m H*(Sh2 (bo), E,,)] -
dans Groth(G(Ay) x Wg,).

(2) Supposons p inerte dans K et ’ensemble J de cardinal 1. Supposons démontré
Uexistence d’une application de changement de base quadratique local en p pour les
groupes unitaires mon ramifiés (ce qui est le cas pour U(3), C.8) et lexistence de
types pour les représentations supercuspidales des groupes unitaires non ramifiés en
p (cf. B.3.2) (c’est le cas pour U(3) lorsque p # 2, cf. B.3.1, cf. également la section
7.2.1 ot cette hypothése est enlevée). On a alors l’égalité

~ ~

[li%)nH'(ShK,E,,)] - [%H’(Sh?}‘(bo),ﬁp)]l

|WEe, xp,cusp Wg, x,,cusp

ou si A =3 nerrc(a,) ] ® [0(ID)] € Groth(G(Af) X WE,) on note

cusp = > M ® [e(ID)]

II, supercuspidale
Jv décomposée dans K II, supercusp.
Démonstration. — La démonstration consiste & comparer deux formules des traces,
I'une sur la fibre générique, I’autre sur la fibre spéciale.

Nous donnons la démonstration dans le cas ol p est inerte dans K qui est a priori
la cas le plus compliqué.

Commencons par rappeler quelques notations. Notons J = {j}. Fixons une repré-
sentation supercuspidale my de G(Qp) =~ GU (n; Fy,;). Soit (A, Jo) un type associé a
la classe d’équivalence inertielle de 7. Notons Jo le sous-groupe compact modulo le
centre associé (cf. Pannexe B)), et A extension de A & Jo vérifiant

G WHw, ) T
o :c—Ind~U(nF ’)/\
Jo

Soit e I'idempotent de 1’algébre de Hecke associé défini par

0 sigé¢ Jo
ex(g) =< dim X\ .
voi(J) XA (9) stg € Jo

ASTERISQUE 291



COHOMOLOGIE DES ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES 157

Posons f, = ex * §; pour un g € Jo. Soient f? € 'H(G(A’})) et 7 € Wg,x,. Nous
supposerons que fP = @, 4p fv telle qu’en une place v décomposée dans K f, soit un
pseudo-coeflicient supercuspidal. Posons f = f, ® fP.

Commencons par établir la formule des traces sur la fibre générique. Plus précisé-
ment, on cherche une expression pour

tr(f x 75 [H*(Sh, £,)])

Si la représentation II € Irr(G(Ay)) est telle que II intervienne dans [H*(Sh, £,)], la
non nullité de tr(f;II) implique que II, est supercuspidale, qu'’il existe un caractére
non ramifié x de G(Qp) tel que II, ~ my ® x et qu’en une place v décomposée dans
K II, est supercuspidale.

Il résulte donc de 'annexe A que :

tr(f x 75 [H*(Sh, £,)])

= Y mntn(f) (i 0 5:(BOM,))s, L™ 2)
Melrr(G(Ay))
11, €[m0,G(Qp)]
I eT(G), N=IT}

ott my est la multiplicité d’'une II' € 7(G), vérifiant II ~ II; et BC désigne le
changement de base local (qui existe par hypothese en la place w;).

On dispose seulement d’une formule des traces pour la trace d’une fonction de
lalgebre de Hecke (théoréme 6.4.1), mais pas pour f x 7. C’est pourquoi nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 7.2.2. — Pour tout T € Wg,x, il existe une fonction

fy € exx H(G(Q)) *ex C H(G(Q))

telle que V x caractére non ramifié de G(Qp) on ait
tr(f75m0 ® X) = tr(fp; mo ® X) tr (T; g © Ge(mo ® )|~ Sh/2)

Démonstration. — Notons Xg(G(Qp)) le groupe des caractéres non ramifiés de
G(Qp) a valeurs dans @X. Le groupe X@(G(QP)) s’'identifie aux points & valeurs
dans Q; d’une variété algébrique de type fini sur Q, (plus précisément un tore). De
plus, soit le groupe fini

I'={x € Xg,;(G(Qp)) | Mo ® x = mo}

Les fonctions réguliéres sur le tore quotient par I' s’identifient & 1’algebre de Hecke du
type A de G(Qp) (annexe B.1.2).
Considérons maintenant la fonction
F: Xg(G(@)) — Q

X = t2(f3 M0 ® X) 41(T5 g © Fe(mo ® X) 5, |-| 7 S/2)
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Etant donné que o est défini au niveau des classes d’isomorphisme de représentations,
F' est invariante par I et descend donc en une fonction sur Xg;(G(Qp))/T". Montrons
que cette fonction est réguliere.

Soit x €élément de XgG(G(Qp)). Le caractéere BC(x) obtenu par changement
de base quadratique est un caractére non ramifié de GLn(Fu;) x Q. Notons
BC(x) = (x’ o det) ® x”. L’application x — BC(x) est réguliere (on peut la décrire
explicitement). On a alors,

(mo ® X)(fp) = mo(fp) Xx(det g)
duquel on déduit
tr(fp; mo ® X) = tr(fp; m0)-x(9)
De plus, avec les notations de I’annexe A
o¢(mo ® x o det) = oy(mo) ® ge(X)
ot o¢(x) : Wp,, — @X est associé & x par la théorie du corps de classe local, et
0¢(BC(mo ® x)) = 0¢(BC(mo) ® ((x' o det) ® x")) = e(BC(mo)) ® ae(x') ® oe(x")
Utilisant le fait que ’extension E, |Q, est non ramifiée on en déduit
Tiige: © Fe(m0 ® X)(7) = (g © Ge(mo)(1))x' (p)~*Px" () (7
ol p est un entier associé a Hig;- La fonction F est donc une fonction réguliere. D’apres
Pannexe B.1.2 il existe donc f; € H(A, G(Qp)) vérifiant
Vx € Xg(G(Q) F(x) = trroax(f7) O

Remarque 7.2.3. — On peut aussi utiliser le théoréme de Paley-Wiener scalaire ([6])
pour obtenir 'existence d’une fonction f; € H(G(Qy)) vérifiant

V1 € In(G(Qp)) tra(fy) = trn(fy) t0(7i g 0 Ge(m)ip, ||~ 52)

Cependant nous aurons besoin par la suite de I'annulation des intégrales orbitales
de }?; sur les éléments réguliers non elliptiques. Pour la fonction ﬁ du lemme ci-
dessus ce sera une conséquence facile de ’appartenance de f;‘,’ a l'algebre de Hecke
d’un type supercuspidal. Si I’on veut utiliser le théoreme de Paley-Wiener scalaire et
non le lemme ci-dessus, cela est une conséquence du théoreme A-(b) de [44].

Posons f" = f; ® fP qui dépend donc de 7. Il résulte du lemme que ’on a ’égalité
tr(f75 (H*(Sh, £,)]) = tr(f x 73 [H*(Sh, £,)))

Supposons maintenant qu’en une place w de Q, f,, soit & support dans les éléments
réguliers de G(Q,,) (on suppose f décomposée en un produit ®,f,). Il résulte de
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I’égalité précédente ainsi que du théoréme 6.4.1 que :

tr(f x 7 [H*(Sh, L)) = D vol(G(Q),\G(A),) tr p(v) O5(f5) O (f7)
{rte{G@)}
~ régulier
~ elliptique dans G(R)
Remarquons maintenant qu’étant donné que fA';I est dans I’algebre de Hecke associée
a un type supercuspidal, pour tout élément v de G(Q,) semi-simple régulier non

elliptique O, (f,) = 0. D’ la formule

tr(fx i [H(Sh L)) = Y vol(G(Q),\G(A),) trp(v) O4(f;) O5(f7)
{7te{G@}
7 régulier
~ elliptique dans G(R) et G(Qp)

Passons maintenant a la formule des traces sur la fibre spécialg.

Soit donc f, comme précédemment fixée définitivement. Soit K C G(A’;) un com-
pact. Il résulte du théoreme 5.12.5 appliqué a toute la variété de Shimura qu’il existe
un entier N tel que V7 € Wg,x,, v() > N, V fP € H(G(A%)) supp(f?) C K

tr(f x5 [HShLLI) =D Y Ag e O4(fP)
¢ {te{? (@}
olt Ay (y},r = 0 ~sauf pour un nombre fini de (¢, {y}) (ce nombre fini tendant vers

Pinfini lorsque K grossi et v(7) varient). Nous choisirons de plus N suffisamment
grand de tel fagon que le théoréme 5.12.5 s’applique également a la strate basique.
On a donc 'égalité

tr(f X HSE 00, L) = Do D Asgarr Or(P)
¢,b(¢)=bo {v}€{I¢(Q)}
Remarquons que si la classe d’isogénie ¢ n’est pas basique et v € I?(Q) alors 'image
de v dans I¢(Q,) est dans une forme intérieure d'un Levi propre de G(Q,), J.

Nous pouvons maintenant comparer les formules des traces sur la fibre générique
et sur la fibre spéciale.

Fixons un compact K dans G(A’}). Soit v; # p une place de Q décomposée dans
K. Supposons le compact K de la forme IN{UI x Kv'. Soit fp comme précédemment
et fPU1 ¢ 'H(G(A’;’”‘)) telle que supp(fP*!) C K", et en une place f est & support
dans les éléments réguliers. Soit 7 € Wk, , tel que v(r) > N ol N est associé a K
comme précédemment. On note f;} la fonction associée & T et fp, et fT = ﬁ, ® fr.
Désormais, 7 et f¥* sont fixés. Alors, la comparaison des deux formules des traces
fournit

Vf'vl SuPp(fv1) C ‘va E a{'y}o’y(fvx) = _S_ E : :845,{'7}0’7(.fv1)
eG@) s (v)elI*@)
~ régulier

v elliptique dans G(R) et G(Qp)
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ou 'on a posé

(5} = vol(G(Q)4\G(A),) tr p(y) O5((F)™)
et By (1} = Ag,{v},r Oy(fP*1) qui dépendent de f** et 7.
Regroupons les termes par classes de conjugaison dans G(Q,,) : on obtient

> ( Yoo am— D, ﬁas,{v}) Oy (fu) =0

{7 }€{G(Qu;)}ree {rte{c@} ¢.{7}€I1?(Q)
~ régulier N~y
~ elliptique dans G(R) et G(Qp)
v~y

ou, étant donné que supp(f,,) reste dans le compact IN(,,I, la somme porte sur un
nombre fini de classes de conjugaisons semi-simples régulieres dans G(Q,, ) intersec-
tant le compact K,, (cf. les remarques 5.12.6 et 6.4.3).
Etant donné que ces classes de conjugaison sont fermées, disjointes et en nombre
fini on peut les séparer par des éléments f,, € H(G(Qy,)) vérifiant supp(f,,) C K, .
On obtient donc que V4’ € G(Q,, ) semi-simple régulier

Yo am= D Bun

{r}e{G@} #.{7}eI*(Q)
~ régulier vy
v elliptique dans G(R) et G(Qp)
¥~y

Remarquons maintenant que si ¢ est non basique et v; € I?(Q) régulier, v, ne peut
étre conjugué dans G(Q,,) & un élément vy, de G(Q) elliptique dans G(Q,). En effet,
~v1 vu comme élément de J, se transfert en un élément v; de M (b) (le centralisateur
du morphisme des pentes) la forme intérieure quasi-déployée de J, (I’explicitation de
Vexistence de ce transfert est faite & la fin du théoreme I11.6.3.2). L’élément v, serait
alors stablement conjugué & un élément v; d’un Levi propre de G(Q,) ce qui d’apres
le lemme 6.3.1 est incompatible avec le fait que 7, est elliptique régulier.
On en déduit donc :
Z By, iy =0

¢ non basique

{r}e{r*@}
On peut maintenant appliquer de nouveau le théoréme 5.12.5 a la strate basique pour
obtenir que V f,,, supp(fy,) C Ky,

tr (f x 75 [H*(Sh, £,)]) = tr (f x 7; [H*(Sh*(bo), £,)])

Nous pouvons maintenant faire varier f** et 7 tels que supp(f**) C K" et v(r) > N.
On peut alors appliquer le théoréme 7.1.5 pour conclure. O

Remarque 7.2.4. — Dans le théoreéme précédent, dans le second cas, lorsque G est un
groupe de similitudes unitaires en trois variables la restriction de Wg, & Wg, x, est
inutile. C’est une conséquence du théoréme A.7.8.
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7.2.1. Principes d’une démonstration n’utilisant pas la théorie des types

Voici une méthode permettant d’enlever ’hypothése d’existence de types supercus-
pidaux dans le théoréme précédent et est donc un premier pas vers la démonstration
sans restriction du théoréme précédent pour pour tous les groupes unitaires U(n) avec
n quelconque.

La méthode consiste & utiliser la proposition 2.1 de [13] reliant traces et traces
compactes sur un groupe réductif p-adique. Avec les notations de [13], si f est une
fonction dans l’algébre de Hecke de G(Qp) et 7 une représentation irréductible de
G(Qyp) alors try(f) s’exprime comme une combinaison linéaire indexée par une suite
de paraboliques standards P de Gg, des traces de TPI M(Qp). Sur le module de Jacquet
associé a w et P, ou :

« f est une combinaison linéaire finie de fonctions de la forme f9 = f(geg™!)

. ?P désigne le terme constant de f comme fonction sur un sous-groupe de Levi
associé a P

o M(Qp). désigne les éléments compacts de M (Q,), un sous-groupe de Levi associé
a P, c’est-a-dire les éléments semi-simples réguliers contenus dans un sous-groupe
compact modulo le centre de M(Qy).

En particulier, si f est un pseudo-coefficient supercuspidal TP est une combinaison
linéaire de termes constants de f le long de paraboliques P9 et est donc nul pour
P # Gg,. On en déduit que pour un tel f et toute représentation irréductible m,
trr(f) = trz(fle(q,).)- Cela démontre 'existence de coefficients supercuspidaux a
support dans les éléments compacts.

Or pour les groupes avec lesquels nous travaillons tout élément compact est dans
le normalisateur d’un sous-groupe parahorique. En particulier si f est & support dans
les éléments compacts on peut écrire f comme combinaison linéaire de fonctions de
la forme fo * d4 ol fo est & support dans un parahorique K, (avec les notations de la
section 5.11) pour une multichaine £ et g € N le normalisateur de K. (les £ variant
dans la combinaison linéaire). Or les distributions avec lesquelles nous travaillons sont
invariantes par conjugaison en p. On peut alors se ramener a évaluer la trace de notre
fonction sur la fibre spéciale comme une combinaison linéaire de traces fonctions a
support dans le méme normalisateur d’un parahorique en p.

La formule des traces sur la fibre spéciale (théoréme 5.12.5) s’applique & chacun des
termes de cette combinaison linéaire. On vérifie que cela est suffisant pour appliquer
la méthode de la démonstration précédente.

7.2.2. Conjecture générale. — La cohomologie de la variété de Shimura est une
somme indexée par B(Gg,, ,u@) de la cohomologie des strates associées. Plus géné-
ralement, on conjecture que si II € Irr(G(Ay)) est telle que II intervienne de fa-
¢on non nulle dans la cohomologie de la strate indexée par b € B(Gq,, ;LQT)) (dans
Groth(G(Ays) x Wg,)) alors la classe d’équivalence inertielle de II, est associée &
une représentation supercuspidale d’un sous-groupe de Levi contenu dans M (b), le
centralisateur du morphisme des pentes. C’est le cas dans [34].
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CHAPITRE 8

APPLICATION A LA COHOMOLOGIE DES ESPACES
DE RAPOPORT-ZINK DE TYPE E.L. ET P.E.L.

Nous démontrons dans ce chapitre les principaux résultats de ce livre, & savoir
les conjectures de Kottwitz ([65] conjecture 5.1, [32] conjecture 5.3) pour la partie
supercuspidale de la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink basiques suivants :

« Les espaces de type E.L. non ramifiés pour lesquels le groupe J, est anisotrope
modulo le centre ou bien égal & G (théorémes 8.1.4 et 8.1.5) (la restriction sur Jp
provient du fait que cette hypothése simplifie la comparaison des formules des traces)

« Pour les espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe unitaire U (3)
sur des extensions de degré impaires de Qp, p # 2, nous les démontrons pour les
représentations supercuspidales stables. Nous démontrons des résultats plus faibles
pour les autres représentations supercuspidales. (théoréme 8.2.2)

« De méme pour U(n) en supposant certains faits connus concernant 1’analyse
harmonique sur les groupes unitaires locaux et globaux en n variables.

Avec le cas des espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe U(3) nous
donnons ainsi le premier exemple de loi de réciprocité locale non abélienne construite
géométriquement et associée & des groupes autres que des formes intérieures du groupe
linéaire.

8.1. Espaces de type E.L. non ramifiés

8.1.1. Construction de données globales a partir de données locales

8.1.1.1. Le résultat de Clozel. — Commencons par rappeler les résultats de la seconde
section de [14] qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille
de formes intérieures locales d’un groupe unitaire presque-partout localement triviale
provienne d’un groupe unitaire global. Ces conditions sont déduites du formalisme
développé par Kottwitz pour étudier la cohomologie galoisienne des groupes réductifs
sur les corps de nombres.

Soit donc F un corps C.M. de sous corps totalement réel maximal F'*. Supposons
nous donnée une famille (U, ),, ol v parcourt les places de F'*, de groupes unitaires en
n variables sur F,S (nous entendons par 13 que U, est une forme intérieure du groupe
U(n)p+ ot U(n)/F* est le groupe unitaire quasi-dépolyé en n variables associé a
I'extension quadratique F|F*). Soit ® un type C.M. de F. Lorsque v parcourt les
places infinies de F'* les groupes U, sont donnés par des couples d’entiers (p-, ¢ )reca
tels que si 7 induit v alors

Uy ~ U(p7'7 q-r)
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Si v est une place de F* décomposée dans F', U, est du type GL, (D) ot a|n et D/F,}
est une algeébre & division d’invariant r/(n/a) avec r A n/a = 1. Avec les notations
de (2.3) de [14], lorsque n est pair, l'invariant local associé dans u2 ~ Z/nZ est
ra mod n. Dans ce cas, la composante en v de l'invariant global associé est donc
ra mod 2. Qui est non nul si et seulement si a est impair (puisque a impaire implique
r impair).

Si v est une place finie de F'* inerte dans F, si n est impaire, il y a un unique groupe
unitaire en n variables sur F}, le groupe unitaire quasi-déployé. Le groupe U, est donc
ce groupe. Si n est pair, il y en a deux : la forme quasidéployée et Pautre (suivant
que le discriminant de la forme hermitienne définissant le groupe est une norme de
I’extension quadratique ou non). Dans ce cas-13, il y a donc deux possibilités pour U,.

Les résultats de la section 2 de [14] s’énoncent ainsi :

Proposition 8.1.1. — Supposons que pour presque tout v, U, est quasi-déployé.

Si n est impair, il existe un groupe unitaire U/F* tel que Vv Ups = Usy.

Sin est pair, notons A le cardinal de l’ensemble des places finies déployées de F'*
telles que U, soit de la forme GL4(D) avec a impair, notons B le cardinal des places
finies inertes de Ft telles que U, soit non quasi-déployé. Il existe un groupe unitaire
U/F* tel queVv Upy ~U, ssi

n
S[FT:Ql+ > pr=A+ B mod?2
2
TED
Dans tous les cas, U est le groupe unitaire associé a (B, *) ot B/F' est une algébre
simple et * une involution de seconde espéce.

8.1.1.2. Un lemme

Lemme 8.1.2. — Soit F'|Q, une extension de degré fini. Il existe un corps de nombres
totalement réel F° tel que p soit inerte dans F° et F) ~ F.

Démonstration. — Ecrivons pour cela F' = Q,(a) avec P € Q,[X] le polynéme
minimal de a.. On peut choisir « tel que P soit unitaire & coefficients dans Z,. Notons
d le degré de P. Alors, le lemme de Krasner montre que pour @) € Z,[X| suffisamment
proche de P, @ est irréductible et une racine de Q engendre F’.

Par densité de Z dans Z, le lemme se rameéne alors a montrer que pour tout po-
lynéme @ € Z[X] de degré d, pour tout voisinage p-adique de @ dans les polynémes
& coefficients entiers de degré d il existe un polynéme dont toutes les racines soient
réelles. Le fait que dans dans I’extension construite a partir d’une racine d’un tel poly-
néme p reste inerte est conséquence du fait que ce polynéme de Z[X] reste irréductible
dans Q,[X].

Soit E = R[X]4 le R-espace vectoriel des polynémes de degré inférieure ou égal
4 d. Pour tout entier N, pVV - Z[X], est un réseau de E. Considérons 'isomorphisme
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de R-espaces vectoriels
¢ : E — R
R — (R(0),...,R(d))

Le groupe ¢(pN - Z[X]s) est un réseau de R+, Et l'on veut montrer que
©(Q +p"N -Z[X]4) intersecte I'ensemble {zo < 0,z; > 0,25 < 0,...}. Or on
montre aisément que pour tout réseau A et tout x € R%*! x 4+ A intersecte un tel
ensemble. O

8.1.1.8. Construction d’une donnée de type P.E.L. globale d partir d’une donnée de
Rapoport-Zink locale de type E.L. non ramifiée simple. — Soit (F',V' ¥/, u') une
donnée de type E.L. non ramifiée simple (1.2.2.1) sans sa classe de o-conjugaison.
Nous notons n = dimg/(V’). Soit F* un corps de nombres totalement réel dans
lequel p est inerte et tel que F,f ~ F' (lemme 8.1.2). Nous fixons définitivement un
isomorphisme FI;" —— F’. Soit K un corps quadratique imaginaire dans lequel p est
décomposé. Notons F' le corps C.M. FTK. Notons p = v;v§ la décomposition de p
dans F. Fixons un plongement v : Q < Q, (ot, rappelons le, Q C C). Définissons le
type C.M. @ de F de la facon suivante :

® = {r € Hom(F,Q) | vo7: F — Q, induit v}

Rappelons que le cocaractere u’ est donné par des couples d’entiers

/ /
(p7-7 q-r)'rEHome (F',@;) ’

Pour 7 € ®, 7 induit un plongement vor7: F — (Tp qui via I'isomorphisme F,, ~ F’
(induit par I'isomorphisme F;f ~ F’) induit un plongement a(7) € Homg, (F’ ,Qp)-
Nous noterons (pr,¢r) = (Py(r)> da(r))-

Construisons un systéme (U, ), comme dans le 8.1.1.1. Pour toute place v de F'*
divisant ’infini, il existe un unique 7 € ® tel que 7 induise v. Posons alors

U, = U(pr, q-r)

Posons également
Up = GL,(F")

Choisissons une place finie w de F'* différente de p, décomposée dans F', et po-
sons U, comme étant égal au groupe des unités d’une algébre & division sur Fj.
Posons pour toute place finie w’ de F* décomposée dans F, différente de p et w,
Uy = GL,(F}'). Si n est impair, faisons un choix quelconque (presque partout
quasi-déployé) de groupes unitaires U, en les places w” de F'* inertes dans F. Sin
est pair, on peut toujours choisir le nombre de U,,» non quasi-déployés de tel maniere
que ’équation de la proposition 8.1.1 soit satisfaite.

A ce choix de groupes locaux, la proposition 8.1.1 associe un couple (B, *) ou B est
une algebre simple sur F' et * une involution de seconde espeéce sur B.
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Etant donné qu’en la place w, B est une algebre 3 division, B est une algébre &
division. Posons

B = BoPP

qui est donc muni de l'involution *. D’aprés le lemme 2.8 de [51], ’ensemble des
b € B! @ R tels que le produit symétrique (z,y)s = trp, /r(zby*) sur Br x Br
soit positif est un cone ouvert non vide. Par un argument de densité, cet ensemble
rencontre donc I’ensemble BX N B*=1. On en déduit qu’il existe un b € B* tel que
b* = b et tel que l'involution # définie sur B par

Vz e B z# =bz*b !

est une involution positive de seconde espece. Fixons un tel b et notons # l'involution
associée. Soit 8 € F tel que # = —3. Posons V = B vu comme B-module & gauche.
Considérons le produit (., ) défini sur V' x V par

Ve,yeV (z,y)= trB/Q(xb’l,By#)
C’est un produit symplectique qui fait de V' un (B, #)-module hermitien. De plus,
Vae B=Endg(V)Vz,yeV (a(z),y) = (za,y)
= trB/Q(wab_lﬂy#)
= trpq(zb~ ' A(bab)y#)
= trpq(zb™ " B(y (bab™")*)#)
———

= (z,a"(y)) @

On en déduit donc que B = Endp (V') muni de 'adjonction associée & (s, +) est égal au
couple (B, *). Soit G le groupe des similitudes unitaires associé a (B, #,V, (s,+)) et G1
le groupe unitaire. Le groupe G est donc le groupe unitaire associé a (B, *). Etant
donné qu’a linfini les signatures (p,,q-) sont fixées, il existe une unique classe de
G1(R)-conjugaison h de morphisme d’algébre & involution de (C,c) dans (B, *) telle
que le produit (e, h(%).) soit défini positif. Fixons un tel h : C — Endp(V). Et posons

D= (Bv #,V, <'7'>7h)

qui est une donnée de type P.E.L. au sens du chapitre I.
D’apres le choix fait pour ® et les (p;,q-) en fonction des (p/,¢.) on en déduit la
proposition suivante :

Proposition 8.1.3. — Etant donnée une donnée locale de type E.L. non ramifiée
simple sur une extension de Qp, il existe une donnée globale de type P.E.L.
D = (B,#,V,{(s,s),h), un plongement v : Q — Q, tel que via v, D induise
(i.e. aprés équivalence de Morita, cf. 1.2.8.5) la donnée locale. On peut de plus
supposer que Endg (V) est une algébre & division qui est en toutes les places finies
soit déployée, soit une algébre a division. On peut également supposer le corps C.M.
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F de la forme FTK ot K est un corps quadratique imaginaire et ot p est inerte dans
F* et décomposé dans K.

8.1.2. Le théoréme principal. — Si H est un groupe réductif p-adique, si V' est un
H-module lisse, on peut définir le sous H-module Vs, de V, la partie supercuspidale,
en utilisant par exemple le centre de Bernstein :

%usp:@e'v

ou e parcourt les idempotents du centre de Bernstein de H associés aux classes d’équi-
valences inertielles des représentations supercuspidales de H.

Théoréeme 8.1.4. — Soit (V, F,b, u) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L.
non ramifiée simple basique. Soit E C Q, le corps reflex associé. Supposons le groupe
réductif J, anisotrope modulo son centre, c’est-a-dire J, = D> pour une algébre d
division D sur F d’invariant calculé en fonction de p. Notons JL la correspondance
de Jacquet-Langlands. Soit m une représentation irréductible de Jy telle que JL(m) soit
supercuspidale. Il y a une égalité dans le groupe de Grothendieck Groth(G(Q,) x WEg)

(=)= 2o lim Hom, (Hi (M & Cy, Q). m)|

K cusp

= [JL(m)] ® [rp 0 Go(JL(m))g] |.|Z7 P/

%

ou g la correspondance de Langlands locale « absolue » £-adique pour le groupe linéaire
(A.7.1), v, la représentation du L-groupe associé (A.7.2) sur E et (pr,q-) la signature
locale associée a l’espace de Rapoport-Zink.

Rappelons avec les notations du 1.2.1 que la classe de conjugaison de p est donnée
par des entiers (a;)icz/qz (les (pr,qr) ci-dessus), et que Jp est anisotrope ssi

( Z ai)/\nzl

i€Z/dL

Alors, J, = D* ou linvariant local de D est % Y ai € Q/Z.

Il peut également arriver, lorsque n| Y, a;, que Jy soit égal & G(Q,). Cela ne veut
pas dire que les groupe p-divisibles associés sont étales (ce qui est la cas si et seulement
si Vi a; = 0), car le groupe J, tient compte de l'action de F'. Dans ce cas-la, la
correspondance de Jacquet-Langlands est I’identité et on a le théoreme suivant :

Théoréme 8.1.5. — Soit (V, F,b, u) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L.
non ramifiée simple basique. Soit E C Q, le corps reflex associé. Supposons le groupe
réductif Jp égal @ G = GL,,. Soit ™ une représentation irréductible supercuspidale de
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Jo. Il y a une égalité dans Groth(G(Qp) x Wg)

Z(_l)i+z,1’f¢1-r [MHomJb(Hz(MK @ Cpa@)aﬂ')]

- K cusp

K3
=[] ® [ru o Ge(m) 5] |./=-Pre/?
Voici la démonstration des deux théorémes ci-dessus :

Démonstration. — Soit D une donnée de type P.E.L. globale induisant la donnée
locale, comme dans la proposition 8.1.3. Soit Sh la variété de Shimura associée. Le
groupe G(Qp) est GL,(F,) x Q) (ou F, est le corps local noté F' dans les énoncés).
Notons /\;I(b, 1) Vespace de Rapoport-Zink local associé & la donnée locale. L’espace
de Rapoport-Zink associé & D en p et a la classe basique b € B (GvaH@) est donc

M(Dq,,b) = M(b, 1) x Q /2

D’apres les résultats de 'appendice A, dans le groupe de Grothendieck Groth(G(A ) x
Wg,), si

[H*(Sh, £,)] = (=)™ [ker (Q,G)] Y~ [ ® [Re,p,u(ID)]
Ielrr(G(Ay))

la représentation semi-simple [Rg , ,(II')] est non nulle si et seulement si il existe
IT € T(G), telle que II' >~ II;. De plus, pour une telle II € 7(G),, contribuant &
[H*(Sh, L,)]cusp, i-e. telle que II, soit supercuspidale,

[Re,p,u(TIf)] = mn[ry o G(TLp)] |.|~dimSh/2

ou my désigne la multiplicité de II dans I’espace des formes automorphes sur G. On
obtient donc 1’égalité suivante

[H* (S, £))ewsp = (D™ [ker (@ G)| 3 (ML) ® [y 0 5(1L,)] | | Sw/2
Me7T(G),
IT,, supercuspidale
Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I¢ le groupe réductif
associé. Rappelons que I?(R) est la forme compacte modulo le centre de G(R), que
I9(Qp) = Jb x Q) et que I?(A%) = G(A%).
Le corollaire 4.6.3 couplé au théoréme 7.2.1 montre que I’on a 1’égalité suivante :

[H*(Sh, Ep)]cusp

= 'kerl (Q’G)l Z [h_r)n HombeQ;f (H;(MK(DQWb)a@)anp)]cusp®[np] HdimSh
ner (1) X

oo =P
I1, supercuspidale
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Si I, = 7 ® x ol 7 est une représentation irréductible de J, et x un caractere de
> i1y a un isomorphisme

li_r>nHombeQ,’,‘ (H;(MK(DQ;:’ b), Qe), HP) = li_r,,nHomJb (H;(MK(b’ 1), Qe),m1) ® X

K K
comme représentation de G(Qp) = GLn(F) x Q;.

Fixons p = 1. Il existe une représentation automorphe II de I telle que Io, =
mQ®1 et IIoo = 1 ([12]). Utilisons le théoréme A.4.1 appliqué aux groupes formes
intérieurs I¢ et G. On obtient alors le résultat en égalant les deux expressions ci-
dessus pour [H*(Sh, £,)]cusp €t en prenant la partie H’}-isotypique (apres avoir divisé
par |ker'(Q,G)|m, ot my désigne la multiplicité de IT dans l'espace des formes
automorphes sur I? qui est égale a celle de Too ® JL(II,) ® H’f’ dans D’espace des
formes automorphes sur G pour une représentation de la série discréte m, ayant de
la cohomologie dans p, d’aprés A.4.1). O

8.2. Espaces de type P.E.L. non ramifiés

8.2.1. Construction de données globales a partir de données locales

Soit F'|Q, une extension non ramifiée de degré pair. On veut trouver un corps de
nombres totalement réel F'* et un corps quadratique imaginaire K|Q dans lesquels p
est inerte, tels que F; et K, soient linéairement disjointes (c’est-a-dire p reste inerte
dans F*K) et tels que F' = FFK,. Cela est possible si et seulement si [F' : Qp]
n’est pas un multiple de 4 (utiliser le lemme 8.1.2). De la méme maniére que pour la
proposition 8.1.3 on montre alors la proposition suivante :

Proposition 8.2.1. — Etant donnée une donnée locale de type P.E.L. non ramifiée
simple sur une extension de Qp, de degré qui n’est pas un multiple de 4, il eriste
une donnée globale de type P.E.L. D = (B,#,V, (s,s),h), un plongement v:Q — Q,
tel que via v, D induise la donnée locale. On peut de plus supposer que Endg(V') est
une algébre a division qui est en toutes les places finies soit déployée, soit une algébre
d division. On peut également supposer le corps C.M. F de la forme FTK ou K est
un corps quadratique imaginaire.

8.2.2. Le théoréme principal pour GU(3)
Théoréme 8.2.2. — Soit (F,*,V, (s, 4),b, u) une donnée locale de type P.E.L. non ra-
mifiée simple basique. Supposons [F : Qp/2 impair et dimp(V) = 3. Soit E C Qp le
corps reflex associé.

(1) Soit o : Wo, — LG une classe de conjugaison de L-paramétre vérifiant :
im(v) n’est pas contenue dans LB pour un sous groupe de Borel B de G. Soit I1(¢))
le L-paquet supercuspidal de représentations de G(Qp) associé (C.4.2). Rappelons que
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Jy = G(Qp) = GU(3). Il y a une égalité dans Groth(G(Qp) x Wg) :

> [tim Homy, (H:(Mk & C,,Q0), ) |

rel(y) K cusp

— (.__1)21-1’7‘11-/2 Z [ﬂ-] ® ['I'“ o¢|WE] |.‘_21—PT¢IT/4
mEI(v)

En particulier, si II(y) est stable la conjecture de Kottwitz est vérifiée.

(2) Soit & un caractére du groupe endoscopique H de U(3) (appendice C) et Sty (£)
la représentation de Steinberg associée. Soit TI(Stg (€)) = {n2(&),m°(€)} le L-paquet
transfert endoscopique a U(3) (C.6). Soit 1 = {n?, 7%} un L-paquet de représentations
de G(Qp) tel que 1r|2U(3) = 7r2(§),7r|SU(3) = 7%(€). A II est associé un L-paramétre
Y : Wy, x SL2(C) — LG. Il y a une égalité dans Groth(G(Q,) x Wg) :

[li?n}HomJb (HC’(MK ® Cp)@;)’ﬂ-s) ]

cusp

+ [ BxtS, oo (2 (M & €5, Q0), 7))
K

cusp
= (~DE- P 2] [ty | 7E e
(3) Soit x un caractére de G(Qp) et Stg(x) la représentation de Steinberg associée.
Il y a une égalité dans Groth(G(Q) x Wg) :
[EXt.Jb—lisse (H;(MK @ (CP’ @)7 StG(X))] c =0

usp

Démonstration. — Soit D une donnée globale de type P.E.L. induisant la donnée
locale comme dans la proposition 8.2.1. Soit Sh la variété de Shimura associée. Il y
a un isomorphisme d’espaces analytiques M(DQp,b) ~ M(b, ). Soit ¢ une classe
d’isogénie intervenant dans la classe basique.

Dans les trois cas de I’énoncé, pour chacun des L-paquets locaux en p, II (dans le
troisieme cas {Stg(x)} est un L-paquet, cf. page 174 de [69]), on peut trouver une
représentation irréductible de G (A’;), IT?, telle que

Vrp €1 Trive, ®@mp @ IP € T (1) vy,

En effet, il suffit de choisir une représentation m, € II, de la globaliser ([12]) (dans
le troisieme cas cela est une conséquence du fait que Stg(x) est de carré intégrable).
Alors, les L-paquets globaux de représentations de G étant stables (c’est une consé-
quence du fait que Endg(V') est une algebre & division, [69] théoréme 14.6.3) tous les
éléments d’'un méme L-paquet apparaissent avec la méme multiplicité dans le spectre
discret de G (multiplicité qui est 1). On peut également supposer qu’en une place v
décomposée dans /C, II, est supercuspidale.

On peut appliquer la seconde partie du théoréeme 7.2.1. Utilisons également le
théoreme A.7.8. Le résultat s’en déduit comme dans la démonstration du théoréme
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8.1.4 en prenant la partie IIP-isotypique dans les deux expressions différentes pour
[H* (Sh,@)]cusp en termes de représentations automorphes de G et I?, et en utilisant
le fait que si deux représentations automorphes de G, resp. I%, sont isomorphes hors
p elle sont dans le méme L-paquet global et que donc leur composante en p sont dans
le méme L-paquet local ([69])(et en utilisant également le fait énoncé ci-dessus que la
multiplicité est constante pour tous les éléments d’'un méme L-paquet global). O

8.2.3. Spéculations. — Le théoréme précédent ne donne une démonstration de la
conjecture de Kottwitz que dans le cas des représentations supercuspidales 7 telles
que {7} soit un L-paquet, c’est-a-dire telles que le changement de base de 7 soit une
représentation supercuspidale de GL3(F') x K *. La raison de «1’échec » de la méthode
dans le cas des autres représentations supercuspidales de G(Q) est que quelque soit
la globalisation d’une représentation locale en une représentation globale de G, le
L-paquet global obtenu (il faudrait plutot parler de A-paquet) est stable et donc les
multiplicités de chaque élément sont égales. On obtient donc dans tous les cas dans les
membres de gauche du théoréme 8.2.2 une somme sur tous les éléments du L-paquet
local qui ne permet pas de séparer chaque terme.

Voila une stratégie permettant d’attaquer la conjecture de Kottwitz dans les autres
cas : il faudrait travailler avec des groupes unitaires G qui ne sont plus associés a une
algebre a division mais & M3(F). En effet, dans ce cas-1a le spectre discret de G est
beaucoup plus riche que dans le cas précédent. Par exemple, avec les notations de
C.4.2 si p est une représentation supercuspidale stable de H(Qp), si II(p) désigne
le L-paquet associé de U(3) celui ci est de cardinal 2. On peut globaliser p en une
représentation de 'analogue global du groupe endoscopique local H ([69]) dont le
changement de base & GL2 est cuspidale, puis considérer le transfert endoscopique
global de cette représentation & U(3). Notons II le L-paquet global obtenu. Avec les
notations de [69], IT € II.(G). En p, le L-paquet local associé a II est le L-paquet local
II(p). De plus, les multiplicités de chaque élément de ce L-paquet global dans le spectre
discret de G sont calculées dans [69] (cf. également [70]). Ces multiplicités ne sont pas
constantes. On peut ainsi espérer obtenir suffisamment de relations pour isoler chaque
facteur dans les sommes des membres de gauche du théoreme 8.2.2. Cependant, pour
lalgebre & division M3(F') les variétés de Shimura associées ne sont pas en général
compactes. Pour avoir des variétés de Shimura compactes, il faut imposer que le
groupe unitaire & 'infini posséde un facteur simple compacte (c’est-a-dire 37 p, =0
ou g; = 0). Cela implique que la variété de Shimura est propre sur la fibre générique.
Il resterait & vérifier que c’est également le cas pour les modeles entiers (un exercice
en théorie des modeles de Néron).
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APPENDICE A

RESULTATS CONCERNANT LES REPRESENTATIONS
AUTOMORPHES DES GROUPES UNITAIRES,
LEUR COHOMOLOGIE
ET LES REPRESENTATIONS GALOISIENNES ASSOCIEES

A.1. Hypothéses générales

Soit D = (B, *, V, (s, ), h) une donnée de type P.E.L. globale comme dans le premier
chapitre.

Nous supposerons dans cet appendice que que Endg (V') est une algebre & division
D sur le corps C.M. F'. Les variétés de Shimura associées sont donc propres. Cela
implique également que toutes les représentations automorphes des groupes unitaires
associés sont globalement stables au sens ou les groupes endoscopiques globaux s’an-
nulent ([50]). Nous supposons de plus que le corps F' est de la forme FTK ou K|Q est
une extension quadratique imaginaire. Nous ferons également I’hypothése qu’en toute
place v de F', 'algebre simple D, est soit déployée soit une algebre a division.

Soit ® un type C.M. de F. Rappelons que

Gi(R)~ [[Uprrar)

TED
ou pr + g =n et que

G(C) ~ [ L. (C) x C*
ood

Rappelons que p est une représentation algébrique irréductible de dimension finie de
Gc et que nous notons également p sa restriction & G(R).

Si v est une place finie de F' divisant un premier p de Q décomposé dans K, le
groupe GL, (F,) est un facteur de G(Q,). Si II est une représentation automorphe de
G on peut donc définir II, comme représentation irréductible de GL,,(F,).

Le groupe G étant anisotrope modulo son centre, 1’espace des formes automorphes
sur G de caractere central fixé est décomposé discretement; il n’y a pas de spectre
continu. Si IT est une représentation automorphe de G on peut donc définir sa multipli-
cité comme étant la multiplicité de la classe d’isomorphisme de IT dans le (goo, Koo) X
G(Ay)-module admissible des formes automorphes se transformant selon le caractére
central de II. Nous noterons my cette multiplicité.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



172 L. FARGUES

A.2. Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur la pureté de la
cohomologie des représentations automorphes

Certains des résultats énoncés ci-dessous sont démontrés par Clozel dans [14] (on
pourra également consulter le corollaire VI.2.7 de [34]). Ils sont démontrés dans le cas
de signature quelconque par Harris et Labesse dans [33] (cf. également [63]).

Définition A.2.1. — Nous noterons 7 (G), ’ensemble des représentations automorphes
II de G vérifiant que I, a de la cohomologie dans p.

Bien que son énoncé ne le fasse pas apparaitre, la démonstration du résultat qui
suit utilise la cohomologie des variétés de Shimura de type P.E.L., et notamment
les résultats de Kottwitz sur la cohomologie en une place de bonne réduction ([50]),
couplés aux estimations connues sur les valeurs propres des composantes locales des
représentations automorphes unitaires cuspidales de GL,, (c’est-a-dire les estimations
connues concernant la conjecture de Ramanujan). Plus précisément, si II est une
représentation automorphe de G intervenant dans la cohomologie de la variété de
Shimura associée, le lien démontré par Kottwitz entre les valeurs propres de Frobenius
en une place de bonne réduction (qui vérifient certaines conditions grace au théoreme
de pureté de Deligne) et les parametres de Hecke associés permettent de démontrer
que le motif (tout du moins sa réalisation ¢-adique, De Rham) découpé par II; dans
la variété de Shimura est pure de poids dim Sh.

Théoréme A.2.2. — Soit I € T(G), telle qu’il existe un premier p de Q décomposé
dans K et une place finie v de F divisant p vérifiant : IL, soit dans la série discréte.
Alors,

1 sii=)  prqg- =dimSh

dimHi(gomKoo;Hoo@p):{ .
0 sinon

De plus, Tl appartient au L-paquet de la série discréte de G(R) formé des repré-
sentations de la série discréte de G(R) ayant de la cohomologie dans p. Ce L-paquet
est exactement la fibre du changement de base vers G(C) en l'unique représentation
tempérée de G(C) ayant de la cohomologie dans p. Son cardinal est égal ¢ dimr, oi
ry est la représentation du L-groupe de G associée a p ([56])(cf. A.7.3).

Théoréme A.2.3. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, supposons de plus que
I, soit supercuspidale. Alors, pour toute représentation nl, de G(R) dans le L-paquet
de la série discréte ci-dessus II' = wl  ® Iy € T(G),. De plus, les multiplicités mr,
m de Il et II' sont égales.
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A.3. Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur le changement de base
quadratique stable

Nous énongons ici un théoréme de Harris et Labesse démontré dans [33]. Le cas de
signature (1,n — 1) est démontré par Clozel dans [14] (dans le VI.2 de [34] le résultat
de Clozel est expliqué en détails, il y est également expliqué comment passer du cas
des groupes unitaires au cas des groupes de similitudes unitaires). Les morphismes de
L-groupes associés aux fonctorialités de Langlands que démontrent ce théoréme sont
exposés dans la démonstration du théoréeme A.7.2.

Soit p un premier de Q décomposé dans K, p = wow§. Supposons 'algébre &
division D = Endp (V') déployée en p. Si (v;);c1 désigne un ensemble de représentants
des classes de places v divisant p modulo ’action de c,

G(Qp) = H GLn(Fy,) x Q)
iel
et si 7 = (®;m;) ® x est une représentation irréductible de G(Q,) on peut définir le
changement de base quadratique de m comme étant

BC(7) = (Qicrm; @ 7) @ (x @ X 1)

Lorsque D n’est plus déployée en p on peut encore définir un changement de base
quadratique stable en composant le changement de base qui vient d’étre décrit avec
la correspondance de Jacquet-Langlands locale.

Si maintenant p un premier de Q en lequel Gg, est non ramifié, si 7 est une
représentation sphérique de G(Q,) on peut alors définir le changement de base non
ramifié de 7 comme représentation de

[TcLa(F) x [ KX

vlp w|p
ol v parcourt des places de F' et w de K. Dans le cas ou p est décomposé dans K on
retrouve le cas précédent restreint aux représentations sphériques. Dans le cas ol p
n’est pas décomposé dans K, si BC(m) = (®,7),) ® Xw, on a les relations

Vo 7~
Le théoréme qui suit énonce I’existence d’un changement de base quadratique stable
pour des représentation automorphes de G vers celles d’un groupe linéaire. Le mot

stable signifie que ’on a composé un changement de base quadratique avec une cor-
respondance de Jacquet-Langlands.

Théoréme A.3.1. — Soit Il € T(G), telle qu’il existe un premier p décomposé dans K
et une place v de F* divisant p telle que II, soit supercuspidale. Il existe alors une
représentation automorphe cuspidale II' de GL,,(AF) ainsi qu'un caractére de Hecke
x de Ag vérifiant

* X = Xmag
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o Si I, est non ramifiée alors (I' ® x), est le changement de base non ramifié
de II,
o I est de la forme
R
T€D
ou @, est l'unique représentation tempérée de G1(C) ayant de la cohomologie dans
pic.(c)- De plus,
Xoo = pﬁzlx
ot C* C G(C) désigne linclusion du facteur de similitude.
oI ~1I1'°
o Sip est décomposé dans K alors
(I' ® x)p = BC(II,)
comme représentation de (Resp/gGLn X ReskigGm)(Qp).
« Xjax = X/X°

Par multiplicité un forte, une telle représentation automorphe II’ est unique.

A.4. Résultats de Harris et Labesse sur la comparaison entre la formule
des traces pour deux groupes unitaires formes intérieures

Soit v une place finie de F' vérifiant v # v°. Soient G et G2 deux groupes unitaires
comme ci-dessus, formes intérieurs I'un de l'autre tels que G1(A}) = G2(A}). Nous
notons JL le transfert local des représentations supercuspidales de Gy, et Ga, vers
les représentations de leur forme intérieur quasidéployée : GLy, (F}).

Théoréeme A.4.1. — Soit II; € T(G1), telle que JL(IIy,) soit supercuspidale. Alors,
pour toute représentation moo de G2(R) faisant partie du L-paquet de la série discréte
ayant de la cohomologie dans p, il existe une Iz € T(G2), telle que

o oo = Moo
o IIY ~ 11
De plus, pour une telle Il
JL(Igy) = JL(M0)
et les multiplicités de I1; et II; sont égales.
On déduit en particulier de ce théoréme, du théoréeme A.2.2 et de la formule de

Matushima que si IT; est comme dans I’énoncé, la multiplicité de II; ; dans la coho-
mologie de la variété de Shimura associée est

multiplicité(Il;) x dimr,

Nous verrons en fait dans le théoréeme A.7.2 que le facteur dimr, est la dimension
d’une représentation galoisienne telle que la représentation galoisienne décomposée
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par II; s dans la cohomologie est multiplicité(II;)-fois cette représentation. Dans le
cas de la signature (1,n — 1) ce théoréme de divisibilité est démontré par Taylor en
utilisant la théorie de Hodge-Tate p-adique (& 1'origine dans une lettre de Taylor &
Clozel, cet argument est esquissé dans [30] page 102; pour plus de détails, cf. [34]
et notamment le lemme 1.2.2 et la proposition VIL.1.8). Dans le cas général, nous
déduirons ce résultat du cas de signature (1,n — 1) (théoréme A.7.2).

A.5. Résultats de Clozel, Harris, Kottwitz et Taylor
sur les représentations galoisiennes

Voici une partie de 1'énoncé du théoréme VII.1.9 de [34] qui généralise le théoréme
principal de [14].

Théoréeme A.5.1. — Soit II une représentation automorphe cuspidale de GL,(AF) sa-
tisfaisant les hypothéses sutvantes :
. fI ~ II¢

o lIoc @ méme caractere infinitésimal que p|c, (c)
Il existe alors une représentation continue
R,(1) : Gal(F]F) — GLn(@)
vérifiant
o En toute place v de F ne divisant pas ¢ la restriction de Re(II) ¢ Wg,
est ap(IY) ® |.|0=™)/2 o1 oy désigne la correspondance de Langlands locale pour
GL, (Fy).

« En toute place v ot Ry(I1) est non ramifiée, les valeurs propres de Frobenius sont
algébriques pures de poids n — 1

A.6. Résultat de Kottwitz sur les représentations galoisiennes obtenues
dans la cohomologie des variétés de Shimura en une place
de bonne réduction

Dans Particle [50] Kottwitz démontre qu’en presque toutes les places de bonne
réduction, la correspondance de Langlands locale non ramifiée est réalisée dans la
cohomologie des variétés de Shimura que nous considérons. Ce résultat est le corollaire
des nombreux travaux de Kottwitz sur la stabilisation de la formule des traces ainsi
que de ses travaux sur le comptage des points des variétés de Shimura sur les corps
finis ([51]). Nous renvoyons le lecteur au théoréme 1 de [50] (et au nombreux travaux
antérieurs de Kottwitz) pour 1’énoncé. Le théoréme A.7.2 est une généralisation de ce
théoréme a d’autres places.
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A.7. Application aux représentations galoisiennes obtenues dans la
cohomologie des variétés de Shimura de type P.E.L.
de signature quelconque

Nous montrons que la représentation galoisienne associée & une représentation au-
tomorphe d’un groupe unitaire associé & une algebre & division dans une variété de
Shimura de signature quelconque est bien celle prédite dans [56], du moins en une
place décomposée ou bien en d’autres places sous certaines hypotheses.

A.7.1. Correspondance de Langlands locale pour GL, revisitée. — Soit
F|Qp une extension de degré fini. Soit

o : Ae(n, F) = Ge(n, F)

la correspondance de Langlands locale pour GL,, (F') ¢-adique, au sens ol des deux co-
tés les représentations sont & valeurs dans des Q-espaces vectoriels et o1 nous prenons
comme définition de G(n, F') : 'ensemble des classes d’isomorphisme de représenta-
tions p : Wg — GL,(Qg) Frobenius semi-simples. L’ensemble Ay(n, F) est défini de
la méme fagon que pour des coefficients complexes en remplacant formellement C
par Q.

Considérons le groupe H = Resr/q, (GLy, F), €t

H = ([T 6La@0) x W,

TEIFR
son L-groupe ¢-adique ot Ir = Homg, (F,Qp) sur lequel Gal(Q,|Qy) agit par com-
position.

Le lemme de Shapiro
H'(Wg,, “H®) ~ H'(Wp, GLn(Q¢))
implique alors ’existence d’une bijection
™ — og(m)

entre Ag(n, F') et I'ensemble des classes de morphismes continus de Wq, dans “H
induisant I'identité aprés projection sur Wg,, tels que I'image du Frobenius de F'
dans L H? soit semi-simple, et ot deux tels morphismes sont dans la méme classe si
et seulement si ils sont conjugués par un élément de ©HC. La correspondance & est
la correspondance de Langlands locale « absolue », c’est-a-dire sur Q.

A.7.2. Le morphisme 7, local. — Nous explicitons la définition de [56] dans
notre cas.
Soit H comme précédemment et

I Gm/@ - H/(Tp
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un cocaractere. Soit E C Q, le corps de définition de la classe de conjugaison de p.
Hg =~ [] GLg
T€lp

et si via cet isomorphisme p = (fr)rer OUVT pr € Z" /6™ ~ X, (GL,)/conjugaison,
Gal(Q,|E) est le stabilisateur de (u,), dans Gal(Q,|Q,).

Exemple A.7.1. — Sitg € Ip est fixé et VT #7179 pr =0, piry, # 0 alors E = F0,

u définit un poids dominant 2 de ©H? dont la classe de conjugaison est invariante
par Gal(Q,|E).
Supposons p minuscule donné par des entiers (p;)rery, 0 < pr < n, c’est-a-dire

u—];[uT et ur =(1,...,1,0,...,0)
pr
A [i est associé la représentation irréductible de dimension finie de LH? de plus haut
poids (1,...,1) — iz (et non f, & cause de la convention homologique de Kottwitz
qui identifie p au caractére définissant la filtration de Hodge sur le H; et non le H!).
Etendons cette représentation en une représentation r,, de L Hg, en posant que I’action
de W sur l'espace de plus haut poids est triviale.
Plus explicitement

ruyeme = @ (Ast)’

T€lF
ou St désigne la représentation standard. Pour un élément o € Wg
(1 X U) : (®Tv7') = QrUs-17
(cette expression est bien définie car si 0 € Wg,p,-1, = pr).

Si m € Ay(n, F) on peut donc définir

ru o ae(m) e € Ge(dimry, E)

Si plus généralement H = [];.; Resp, /@,(GLnF,) pour des corps locaux p-adiques
F;, sip =[], s est un cocaractere de H@;, si F; est le corps reflex de la composante y;
alors, le corps reflex de u, encore noté E, vérifie E = [], E;. De plus, la représentation
r, du L-groupe de H est encore définie et

ru = Q)T
i€l
Ainsi, si 7 = ®;m; est un représentation irréductible de H(Q,), la représentation

Ge(m) : W, — LH est définie et 'on a I'égalité

ru o &(m)ie = Q) (s 0 Felm)m,) 1
i€l
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A.7.3. Le théoréme. — Nous supposerons maintenant que le type C.M. & est
induit & partir d’'un type C.M. de K, c’est-a-dire qu'’il existe un 79 € Hom(K, C) tel
que ® = {r € Hom(F,C) | 7 = 70}. Soit p le cocaractére de G associé a la donnée
de Shimura. Rappelons que le cocaractére p est donné par un uplet (pr,gr)ree OU
pr + g = n. Nous reprenons les notations du chapitre I.

Rappelons la formule de Matsushima qui décompose la cohomologie de De Rham
de la variété de Shimura en représentations irréductibles de G(Ay) :

Vi lmHShk,L,)= €D dimH (goo, Koo oo ® p) - TIg
K HeT(G),
L’action de G(As) x Gal(Q|E) sur cette cohomologie permet quant  elle de décom-
poser la cohomologie étale ¢-adique en
Vi limH'(Shg,L,)= € TR, 1)
K I’ elrr(G(Af))

ou R o.u(Ilf) est une représentation continue de Gal(Q|E). De la formule de Mat-
sushima on déduit que

iRy, (') #0= 3N e T(G), Iy ~II

Du théoreme A.2.3, on déduit que si IT € T(G), et si en une place v décomposée de
F, 11, est supercuspidale

R; , () = 0sii# dimSh

et
. im$S .
dim R?,‘;,‘fﬂ h(I14) = mp dimr,
olt myy désigne la multiplicité de IT. Nous poserons [R; , ,(Il)] comme étant la repré-

sentation galoisienne semi-simplifiée de la représentation précédente.

Théoréme A.7.2. — Soit I1 € T(G),, soit (R, .(Ilf)] la représentation semi-simple
de Gal(Q|E) associde a I; en degré moitié dans la cohomologie de la variété de
Shimura de type P.E.L. associée 4 u. Supposons qu’en une place finie v de F divi-
sant un premier de Q décomposé dans K, II, soit supercuspidale. Soit p un premier
de Q décomposé dans K. Notons G(Qp) = [;c; GLn(Fy,) x Q) et I, = @,11, ® x.
Rappelons qu’un plongement v de Q dans @ est fizé, et qu’on note rg, = [Licspi le
cocaractére de Shimura local associé. Il y alors une égalité
[Re,pu ()W, = [Pz © Fe(TLp) 5, 1™ @ || 745/

comme représentation semi-simple de Wg,, .

De plus, si pour i dans I, E; désigne le corps reflex de pi, E, =[], E; et

(Repu (M) jw, = mn @Qru, e, 052y, 5] ® 0e (X)), | |72 prar/?
iel
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Démonstration. — La deuxiéme formule est une conséquence immédiate de la pre-
miére.

Commengons par quelques préliminaires de L-groupes « f-adiques » (étant donné
que nous ne disposons que de systemes compatibles de représentations galoisiennes et
pas de représentation du groupe de Weil global, nous ne pouvons travailler directement
avec des L-groupes complexes). Soit le L-groupe ¢-adique de G

Ley — ( H GL,(Q;) x @x) x Gal(Q|Q)

TED

ouVo € Gal(Q|Q) o - ((9-)r,2) = ((hr)r,2") avec

Wred h, =9 sioc”lred
W (Ggoo-1,) " tw™! sioTir ¢ @

ol
w = ((=1)""8;n—j+1)i;
et
2=z H det(g-)

TED
o lr¢gd

L’élément w a été choisi de maniére a ce qu’il envoie 'image par ’automorphisme g —
tg~1 de I’épinglage standard de GL,, sur I’épinglage standard. Soit maintenant H =
(Resp/@GLy) X Resx /qGm. Le groupe réductif Resx,oGx €étant une forme intérieure
de H il y a un isomorphisme de L-groupes

L (Resx/oGx) — LH ~ ( T GL.@2) x C* x (C") x Gal(QQ)
T€lF
auquel est associé la correspondance de Jacquet-Langlands. Il y a également un mor-
phisme de L-groupes
LG — L (Resx/oGk)
((gT)T,z) NOoF— ((gT)T,wt(g:l)CTw—l,z’ Zl—L-ecp detgr) Xo
auquel est associé le changement de base quadratique. Le composé des deux mor-
phismes ci-dessus est associé au changement de base stable de la section A.3.
Rappelons que E désigne le corps reflex de u. Ce corps ne contient pas forcément

le corps reflex de (F,®). Comme dans la section précédente dans le cas local, au
cocaracteére u est associé une représentation 7, de LGp vérifiant

P GO =®(/\St) ® (St)™

TED
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et
pr
Vo € Gal(Q|E) r#(a)(®v,-®z) ® ® t(/\w_l)(vw—lf)@)z
T€D TED
U_1T€<I> oTlr g1lrg¢d
Remarque A.7.3. — Le morphisme r,, est bien défini : on doit vérifier I’égalité pour
tout g et o

-1
ru(0)ru(g)ru(o)™ =ru(g”)

Cela ne pose pas de probléme au niveau des composantes du produit tensoriel indexées

par des T € ® vérifiant 0717 € ®. Cependant, si 0~17 ¢ ®, il faut remarquer qu’étant

donné que o stabilise la classe de conjugaison y, g¢..-1, = pr, €t que si g est un

endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n alors pour tout i, det(g)~!

Ng=4{N\""g).

Rappelons que F'® désigne le corps reflex de (F,®). Dans notre cas F® = 7(K)
pour un plongement 79 de K dans C. Nous allons nous intéresser au corps composé
EF?®. On peut définir une représentation r, de LHgre de la facon suivante :

vH = (] GLa@o) x [] GLa(@) x Q" x Q") x Gal@Q)
TED TECD
Posons
Pr *
rhLHo = (3;) (/\St) @;1@(&)—1 ®1

TE TEC

et Vo € Gal(Q|EF?)
’ 0')(®'U7- ®)\) = ®va-17 ® A
T€ED TED

Et remarquons maintenant que le diagramme suivant commute

LGEFQ —_— ReS)C/QG)C EF® ~——> HEF‘}

GLdim(r,) (@)

ou la premiére application horizontale est ’application associée au changement de
base et la seconde a la correspondance de Jacquet-Langlands décrites auparavant.

Notons maintenant R; = [Ry,p,.(II5)] la représentation de Gal(Q|E) associée &
I1; dans la cohomologie de la variété de Shimura. Soit (I', x) le changement de base
stable de II associé & II grace au théoréme A.3.1. Soit R’ la représentation ¢-adique de
Gal(F|F) associée & II’ par le théoréme A.5.1. Il résulte du théoréme A.3.1 que x est
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un caractére de Hecke algébrique. On peut donc également lui associer un caractére ¢-
adique x’ : Gal(K|K) — Q¢ " . Faisons maintenant la remarque fondamentale suivante
qui résulte de ’égalité ¢, =n — p; :

a:= Zp,-(n— 1) - Ep.,.qf =0 mod 2
TED TED
A Dentier a/2 est associé le caractére cyclotomique ¢-adique tordu a/2-fois (qui est le
caractére Galoisien £-adique associé au caractére de Hecke algébrique ||.|[%/2) ; nous
noterons (—) — (—)(a/2) la torsion par ce caracteére. Le couple (R’,x’) fournit (par
le lemme de Shapiro) un morphisme

Ry: Gal(@Q) — “H

Posons
m
Ry = (TL © RIZIEF‘I’) ) (g)
comme représentation de Gal(Q|EF?).

Montrons que R2|Gal(@| EF®) = Ry ce qui conclura la démonstration d’apres les
propriétés de R’ énoncées dans le théoréme A.5.1, la forme du changement de base
local en un p décomposé, la définition de TL, le choix de a et qu’étant donné que p est
décomposé dans K, (EF?®), = E,.

Pour montrer que Ry gqu g ere) = F1 il suffit d’apres le théoreme de densité de
Tchebotarev de montrer que pour presque toutes les places v de EF®, Rle(EF‘I’)U =
Rl[W(EF'»)U' Restreignons nous aux places v divisant des premiers pg de Q tels que
II,, soit non ramifiée. L’égalité ci-dessus résulte alors de la commutativité du dia-
gramme global ci-dessus restreint &8 W gps), et du théoreme de Kottwitz calculant la
représentation galoisiennes non ramifiée en une place de bonne réduction ([50]). O

Corollaire A.7.4. — Soit vy une place de F fizée. Soit v un plongement de Q dans Q,
tel que si T € ® vérifie vorT : F «— Q, n’induise pas vy alors p, = 0 (autrement dit,
la donnée de Shimura locale associée est étale hors vg). Alors, E, = E(fty,) €t

[Respu ()]s, = My, ©Fe(Mug) | Bluay)] ® 060 5, |-~ 27 P78/2

Remarque A.7.5. — Les représentations f-adiques des groupes de Weil locaux consi-
dérées ci-dessus sont semi-simples et pas seulement Frobenius semi-simples : on a
semi-simplifié la monodromie de ces représentations. Ainsi, par exemple si p est une
représentation galoisienne locale

[p ®sp(r)] = r[p]

Cependant le théoréme ci-dessus devrait étre encore vrai sans semi-simplification de
la monodromie, c’est-a-dire il devrait y avoir un isomorphisme comme représentations
du groupe de Weil-Deligne.
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Nous allons maintenant nous intéresser & la restriction de la représentation galoi-
sienne obtenue dans la cohomologie de la variété de Shimura en une place non dé-
composée. Soit donc p un premier de Q inerte non-ramifié dans K. Avec les notations
du I, il y a une décomposition

G(@) =G(JJU® Fu)))
jeJ
Si IT est une représentation automorphe de G satisfaisant les hypotheéses du théoréme
A.3.1, le changement de base stable global BC(II) consiste en une représentation
automorphe II' de GL,,/r et un caractére de Hecke x de AZ. La composante en p de
I’ ® x est donc une représentation du groupe p-adique

[1 GLn(Fu,) x K
jeJ
de la forme
BO(M), = (' ® X)y = Q™ ® xp
JjeJ
ou Vj € J, m; ~ 7;. Dans la démonstration du théoréme précédent, 1’égalité
R2|Ga,((—m EF®) = R, implique alors le théoréme suivant :

Théoréme A.7.6. — Placons nous dans le cadre du théoréme précédent en supposant
cette fois ci que p est inerte dans K. Il y a une égalité pour toute Il € T(G), :

[Re,p,u(nf)]IW(E,,»cp) = [r#@,‘ 0 G¢(BC(I)p) B, xc,]™™ ® ||~ dim Sh/2
et si BC(IT), = ®jegm; ® X,

[Rep (U)W, ) = M1 Q)T ) Bk, ©Fe(T5) 1B,k © 06(X))5, 1,
jeJ
Remarque A.7.7. — Dans le cas d’un groupe unitaire en 3-variables les travaux de
Rogawski ([69] et appendice C.3) montrent que dans le théoréme précédent BC (II)?7
ne dépend que de II, et que donc la représentation galoisienne découpée par Ilf
restreinte a un groupe de décomposition en p ne dépend que de II;.

Nous allons préciser ce théoreme dans le cas de d’un groupe unitaire en trois va-
riables.

Théoréme A.7.8. — Supposons n = 3 et G(Qp) = GU(3) le groupe non ramifié en
trois variables. Soit II € T(G),. Supposons II, supercuspidale ou bien une représen-
tation de Steinberg de G(Qyp). Soit ¢ : Wo, — LGU(3) le L-paramétre local associé
(cf. Vappendice C; dans le cas de la représentation notée n°(€) dans lappendice C
ou de la représentation de Steinberg, le L-paramétre n’est pas trivial sur le facteur
SLy(C); dans ce cas on note ¥ la restriction @ Wy, de ce L-paramétre). Supposons
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qu’en une place finie de Q décomposée dans K, Il est supercuspidale. Il y a a alors
une égalité

(Bt w(Tp Y, = [ 0w, ) L1742

Démonstration. — Notons (II, x) le changement de base stable de II (A.3) et R’
la représentation (-adique de Gal(F|F) associée & II' par le théoréme A.5.1. Etant
donné que IT" ~ IT'°, R’ ~ R'® (utilisant qu’en une place finie de F, R’ réalise la cor-
respondance de Langlands locale on en déduit que cet isomorphisme est vrai en toute
les places finies de F' et qu'il est donc vérifié par le théoreme de densité de Tche-
botarev). La représentation IT étant supercuspidale en une place finie décomposée,
I’ est supercuspidale en une place finie, et donc la restriction de R’ & un groupe de
décomposition en cette place est irréductible (il s’agit d’une propriété de la correspon-
dance de Langlands locale). La représentation R’ est donc irréductible. Comme dans
le lemme 15.1.2 de [69], il existe un signe ¢(R') € {£1} obstruction & ce que R’ se
releve en un L-paramétre Gal(Q|Ft) — LG;. Montrons que c(R’) = 1. Le caracteére
det(R’) est le caractere £-adique associé au caractére central de IT' (puisque cela est
vérifié en toutes les places finies d’apres une propriété standard de la correspondance
de Langlands locale). Comme dans le lemme 15.1.2 de [69], ¢(R') = 1 si et seulement
si ce caractére central est trivial sur (F*)*\ AL, , ce qui est le cas d’apreés la derniere
propriété du théoréme A.3. Il existe donc une unique extension de R/,

¢ Gal(Q|FT) — LG,y
ot G est vu comme groupe sur F*. D’oll un L-parameétre
¢’ : Gal(QQ) — LGy

ou cette fois ci G est un groupe sur Q. Le caractere algébrique x fournit un caractére
£-adique X’ qui couplé & ¢” nous donne un L-parameétre

v Gal@IQ) — G
L’application de changement de base locale de Rogawski est injective ([69] théoréme
13.2.1). On montre de méme que si GU(3) désigne le groupe de similitudes unitaires
p-adique non ramifiée 3 variables, si ¢ : Wo, — “GU(3) est un L-parametre, @,
détermine ¢ de fagon unique, ou K est I'extension quadratique non ramifiée de Q.
On en déduit en particulier que

Plwe, =¥

et quen toutes les places v ol II est non ramifiée, ), est associé a II, via la
correspondance de Langlands locale non ramifiée.

Considérons maintenant 7, o ¢. Comme dans la démonstration précédente, d’apres
le théoréme de Kottwitz (A.6), [r, o ¢] est égal & [Ry,, ,(I15)] |.|~4™SP/2 en presque
toutes les places ou II est non ramifiée. D’oui le résultat d’apres le théoréme de densité
de Tchebotarev. O
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APPENDICE B

RESULTATS CONCERNANT LES TYPES ASSOCIES AUX
REPRESENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

B.1. Quelques propriétés générales des types associés aux
représentations supercuspidales des groupes p-adiques ([10])

Soit F' un corps local et G les points & valeurs dans F' d’un groupe réductif sur F'.
Soit 7 une représentation supercuspidale de G. Notons s = [m, G] sa classe d’équiva-
lence inertielle.

Nous ferons ’hypothése suivante :

Hypothése B.1.1. — 1l existe un s type (J, A), un sous-groupe compact ouvert modulo
le centre de G, J tel que J = Jn G1, et une extension Xde A a J tels que

T c—Ind(Jg A
Soient maintenant X1, x2 deux caractéres non ramifiés de G.

Fait B.1.1. — On a Uéquivalence
TRX1 =T RX2 < X117 = Xg|F
En effet, 'implication de la droite vers la gauche résulte de I'isomorphisme
(c-Inng T) QX ~ C—Ind?(w ® X|j)-
Dans l'autre sens, si 7 @ x1 ~ 7 ® X2, alors (7 ® xl)lj ~(r® Xz)lj or, pour ¢ = 1,2

il résulte de la proposition 5.6 de [10] que (7 ® xi) 7 = A® X5 X étant irréductible

de dimension finie, on en déduit en utilisant le caractere de A que x, 17 = X5

Notons X¢(G) le groupe des caractéres non ramifiés de G. Le groupe X¢(G) s’iden-
tifie aux points d’un tore algébrique sur C.

Fait B.1.2. — Soit ' = {x € Xc(G) | # ® x ~ 7}, un sous-groupe fini de Xc(G).
L’algébre de Hecke du type, H(\, G) est isomorphe d lalgébre des fonctions réguliéres
sur la composante connezxe du centre de Bernstein indexée par s. L’algébre H(\, G)
s’identifie donc aux fonctions réguliéres sur le tore compleze Xc(G)/T.

Notons ey € H(G) I'idempotent associé & A et H(A, G) = ex*H(G) *ex. Pour toute
représentation 7’ dans la classe d’équivalence s, ’espace 7'(ey ).V est un H(A, G)-
module sur lequel H (A, G) opére par un caractére qui correspond au point associé
N
an.
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L’application suivante est alors un isomorphisme
H(X, G) — C[Xc(G)/T]
fr— [bd = traex(f)]

Nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme B.1.2. — On a linégalité
VgeJ trp(exxd,)#0
Démonstration. — Commengons par remarquer que
trr(ex xdg) =trp(ex *0g kex) ol ey*dgxex € H(AG)
On vérifie de plus que

Vx € Xc(G)  trrex(ea xdg) = x(g) trr(ex *dy)
et donc, try(ex * 64) = 0 <= la fonction réguliére associée a ey * §, * ey est nulle <=
ex x g x ey = 0 (grace a l'isomorphisme ci-dessus).
Or,
(ex x8g xex) ¥ 0g—1 = ex * (0g x ex * 0g-1) = ex * ex
Etant donné que A s’étend en X et que g € j, A9 ~ )\ et donc eys = e). D’ou

(exxdgxex)*0g-1 =exxex=ex#0=>ex*dg*xexr#0 O

B.2. Types pour GL,

Rappelons 'un des théorémes principaux de [9]

Théoréme B.2.1 ([9]). — Pour G = GL,,, ’hypothése B.1.1 de la section précédente
est vérifiée.

Nous remarquerons de plus que tous les groupes J obtenus sont contenus dans des
normalisateurs de groupes parahoriques dans GL,, (cela est valable pour n’importe
quel sous-groupe compact modulo le centre de GL,, et résulte de la classification des
sous-groupes compacts maximaux de PGL,,).

B.3. Types pour les groupes unitaires non ramifiés

B.3.1. Le groupe unitaire en trois variables. — Dans [62] le théoréme suivant
est démontré :

Théoréme B.3.1. — Supposons p différent de 2. Toutes les représentations supercus-
pidales du groupe unitaire quasi-déployé U(3) sur un corps local p-adique possédent
un type vérifiant ’hypothése B.1.1.
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Nous utiliserons des types pour les groupes de similitudes unitaires non ramifiés.
Bien que le théoréme précédent soit démontré dans le cas des groupes unitaires, on
peut I’étendre aux groupes de similitude unitaires en utilisant la section C.7

B.3.2. Le groupe unitaire général. — Dans larticle [45], Ju-Lee Kim construit
des types vérifiant I’hypothése B.1.1 pour des représentations supercuspidales des
groupes unitaires non ramifiés. Elle conjecture qu’elle obtient ainsi toutes les repré-
sentation supercuspidales de ces groupes. Ses résultats s’étendent aux groupes de
similitudes unitaires (bien que cela n’est pas été publié).
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APPENDICE C
RESULTATS DE ROGAWSKI SUR U(3)

Nous rassemblons dans cette annexe les résultats de [69] que nous utilisons. La
lecture des articles [70] et [71] est également utile.

C.1. Notations

Soit F'|Fp une extension quadratique de corps locaux p-adiques. Soit G = U(3) le
groupe unitaire en trois variables quasidéployé vu comme groupe sur Fp.

Soit H = U(2) x U(1) 'unique groupe endoscopique elliptique de G. Il est donc
muni d’un morphisme de L-groupes “H — LG décrit dans le chapitre 4.6 et 4.7 de
(69].

Soit C = U(1) x U(1) x U(1) I'unique groupe endoscopique elliptique de H.

Les groupes C et H sont les deux groupes endoscopiques associés & G (plus géné-
ralement, les groupes endoscopiques associés aux groupes unitaires U(n) sont décrits
dans la partie 1.2 de [70]).

C.2. Transfert endoscopique local

C.2.1. De C a H. — Dans le chapitre 11 de [69], ’existence du transfert endosco-
pique des représentations admissibles irréductibles de C vers celles de H est énoncé
(les démonstrations étant identiques & celles de [55]). Il s’agit d’une application in-
jective
II(C) — II(H)
6 — p(6)
ou II(C) désigne les représentation irréductibles de C(Fp) (i.e. les caracteres =

01®0,®03 de U(1)xU(1)xU(1)) et II(H) les L-paquets de représentations admissibles
irréductibles irréductibles de H(Qj).

C.2.2. De H a G. — Dans le chapitre 13 de [69], ’existence du transfert local

II(H) — II(G)
p+— I(p)

est démontré, ou II(G) désigne ’ensemble des L-paquets associés & G(Fp).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



188 L. FARGUES

C.3. Changement de base local

Dans le chapitre 13.2 de [69], Rogawski démontre 1’existence d’une application de
changement de base quadratique

BC : II(G) — I(GL,,r) = A3, F)

compatible avec le changement de base global de Pannexe A. Son image est consti-
tuée de représentations de GL(3, F), m vérifiant 7 ~ 7° et Weipx = 1 ot ¢ désigne
Pautomorphisme non trivial de F|Fy et w, le caractére central de 7.

C.4. Classification des L-paquets supercuspidaux de G

Dans la section 12-2 de [69], il est donné une description détaillée des L-paquets
de représentations de G(Fp). Nous rappelons cette classification dans le cas des repré-
sentations supercuspidales qui est le seul cas que nous considérons.

C.4.1. L-paquets supercuspidaux pour H (proposition 11.1.1 de [69])

Définition C.4.1. — Un L-paquet de représentations de H contient une représentation
supercuspidale si et seulement si ce L-paquet est formé de représentations supercus-
pidales (ce fait est faux en général). Nous appellerons un tel L-paquet un L-paquet
supercuspidal.

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de H se scindent en deux en-
sembles :

« Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les {p} ol p est
une représentation supercuspidale de H telle que le changement de base quadratique
BC(p) soit une représentation supercuspidale de GLa(F) x F'*.

« Si 0 est un caractére de C de la forme 6; ® 62 ® 6, ou 6; # 02, le L-paquet
transfert endoscopique p(#) est supercuspidal de cardinal 2. Lorsque 6 parcourt les
caracteres de C du type précédent on obtient ainsi tous les L-paquets supercuspidaux
de G de cardinal plus grand que 1. Un L-paquet supercuspidal IT est de la forme p(6)
si et seulement si BC(IT) n’est par supercuspidale (BC(II) est alors un quotient d’une
série principale de GLo(F) x F* calculée en fonction de 6).

C.4.2. L-paquets supercuspidaux pour G

Définition C.4.2. — Un L-paquet de représentations de G est appelé un L-paquet su-
percuspidal s’il est constitué de représentations supercuspidales.

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de G se scindent en trois sous
ensembles :
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« Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les Il = {m}
ol 7 est une représentation supercuspidale telle que BC(r) soit une représentation
supercuspidale de GL3(FE).

« Les L-paquets de cardinal 2. IIs sont construits de la fagon suivante : soit p un L-
paquet supercuspidal de cardinal 1 de H. Alors, le transfert endoscopique II(p) est un
L-paquet supercuspidal de cardinal 2 de G. Un L-paquet supercuspidal II est de cette
forme si et seulement si BC(II) est une représentation de GL3(F') dont le support
supercuspidal est une représentation du sous groupe de Levi GLo(F') x GL1 (F).

« Les L-paquets de cardinal 4. IIs sont construits ainsi : Soit p = p(f) un L-paquet
supercuspidal de cardinal 2 de H tel que si 8 = 8; ® 0 ® 03 alors 04, 62,03 sont deux
3 deux distincts. Le L-paquet obtenu par transfert de H & G de p, noté II{p) est alors
de cardinal 4. Un L-paquet supercupsidal II de G est de ce type-1a si et seulement si
BC(II) est un sous-quotient d'une série principale de GL3(F').

C.5. Correspondance de Langlands locale pour les L-paquets
supercuspidaux de G

Dans le chapitre 15 de [69], il est expliqué comment construire une correspon-
dance de Langlands locale pour les L-paquets supercuspidaux de G & partir de la
correspondance de Langlands locale pour GL3(F'), et la classification précédente.

Rappelons cette correspondance :

« L’application BC : H(G) — A(3, F) induit une bijection entre les L-paquets
supercuspidaux de cardinal 1 et les représentations supercuspidales ' de GL3(F)
vérifiant #' >~ 7'® (ol ¢ est 'automorphisme non trivial de F|Fo) et w,, = 1
Si {r} € II(G) est un tel L-paquet, si ¢ : Wr — GL3(C) est le parametre de
Langlands associé 4 BC(m) (une représentation irréductible de dimension 3), ¢ défini
un morphisme de L-groupe Wr — LGp = GL3(C) x Wr qui posséde une unique
extension en un L-morphisme Wg, — ©G. Cela établit une bijection entre les L-
paquets supercuspidaux de cardinal 1 de G et les classes de ©GP-conjugaison ¢ de
L-morphismes de Wr, dans LG telles que ©|wg, soit irréductible.

« On établit de méme une correspondance de Langlands locale pour les L-paquets
supercuspidaux de H de cardinal 1. Alors, si IT = II(p) est un L-paquet supercuspidal
de cardinal 2 de G, si ¢ : W, — LH est le paramétre de Langlands associé & p,
le parametre associé a II est celui composé Wg, — L — L@. Cela établit une
bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 2 et les classes de LGO-
conjugaison de L-morphismes ¢ : Wr, — LG telles que im(y) ne soit pas contenue
dans LB, ou B est un sous-groupe de Borel de G, et telles que Y|wy soit somme de
deux représentations irréductibles.

. La correspondance de Langlands locale pour C se déduit de la théorie du corps
de classe local. Si II = II{(p(0)) est un L-paquet supercuspidal de cardinal 4 de G, ou
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6 est un caractére de C, si ¢ : Wg, — LC est le paramétre associé a , on associe &
II le parameétre composé Wg, — YC — LYH — LG. Cela définit une bijection entre
les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 4 et les classes de LGP-conjugaison de
L-morphismes ¢ : Wg, — LG telles que im(p) ne soit pas contenue dans “B, ou B
est un sous-groupe Borel de G, et telles que P|wy, SOIt somme de trois caracteéres.

Il y donc une bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G et les classes
de LGV-conjugaison de L-morphismes ¢ : Wg, — LG telles que im(ip) ne soit pas
contenue dans £ B pour un sous-groupe de Borel B de G. L’application de changement
de base se lit au niveau des L-parameétres comme Papplication de restriction ¢ —

P\Wg-

C.6. Classification des représentations supercuspidales de G

Comme nous 'avons vu, les représentations supercuspidales de H sont toutes
membres d’un L-paquet supercuspidal. Cela est faux pour G. 1l existe une famille
de représentations supercuspidales de G, (7%(£))¢, toutes membres de L-paquets de
cardinal 2 qui ne sont pas supercuspidaux.

Ces représentations supercuspidales se construisent ainsi : soit £ un caractere de H.
A £ est associé la représentation de Steinberg Sty (§) de H définie comme constituante
d’une série principale réductible de H (I’autre constituant étant £, ¢f. [69] 12.1). L’en-
semble {Sty(£)} est un L-paquet stable de carré intégrable de représentations de H.
Considérons le L-paquet de représentations de G, II(Sty(£)), transfert endoscopique
de {Stg(£)}. C'est un L-paquet de cardinal 2 noté

I(Sta(€)) = {m*(€), 7*(€)}

ot m(£) est une représentation supercuspidale et 72(¢) une représentation de carré
intégrable. Alors,

Fait C.6.1. — Les représentations supercuspidales de G sont soit membres d’un L-
paquet supercuspidal soit de la forme 7% (€) pour une unique représentation de dimen-
sion 1 de H, &.

C.7. Passage de U(3) & GU(3)

Soit G = GU(3) un groupe de similitudes unitaires non ramifié en 3 variables
défini sur Q, et G1 C G le groupe unitaire noyau du facteur de similitude. Soit K|Q,
Pextension quadratique non ramifiée. Il y a une inclusion K* < Zg.

Lemme C.7.1. — On a l’égalité suivante

G(Qp) = Gl(Qp)KX
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Démonstration. — Etant donné que G est non ramifié il y a une décomposition d’Iwa-
sawa G(Qp) = C- A(Q,) - N(Q,), ot C est compact, A est un tore déployé maximal et
N unipotent. Donc, vp(c(G(Qp))) = vp(c(A(Qp))). Avec les notations de appendice
D, A(Qp) = {diag(t,z,t7'z%) | t € Q) = € Q)} et ¢ = z”. Donc, vp(c(G(Qp))) = 2Z.

De plus, Ng/q,(K*) = pzzZ;,< et donc ¢(G(Qp)) C Nk/q,(K*). D'ol le résultat
puisque ¢jxx = Nk/q,- O

Corollaire C.7.2. — Il y a une bijection entre les représentations irréductibles de
G(Qp) et les couples (m,x) ot 7 est une représentation irréductible du groupe
unitaire G1(Qp) et x un caractére de K> tel que wyxx = X.

Corollaire C.7.3. — La description des représentations supercuspidales de G(Qp) est
identique & celle de G1(Qp). En particulier, il y a une paramétrisation des paquets
supercuspidaur de G(Qp) par des L-parameétres o : Wo, — LG tels que im(v)) n'est
pas contenu dans ©B pour un sous groupe de Borel B de G.
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APPENDICE D
ESPACES ADIQUES ET ESPACES ANALYTIQUES

La théorie des espaces analytiques de Berkovich est la version surconvergente de la
théorie rigide « classique » ou bien de celle des espaces adiques de Huber.

D.1. Différents espaces
Soit &£ un corps valué complet muni d’une valuation de rang 1.
Rappelons qu’il y a un foncteur pleinement fidele ({1] 1.6.1)
X — s(X)
de la catégorie des espaces analytiques de Berkovich Hausdorff (i.e. | X| est séparé)
dans la catégorie des variétés rigides quasiséparées.
Si A est une algebre affinoide, s(M(A)) = Spm(A).
Rappelons également ([35] 1.1.11) qu'il y a une équivalence de catégorie
Y —r()
entre la catégorie des variétés rigides quasiséparées Y sur k et la catégorie des espaces
adiques quasiséparés localement de type fini sur Spa(k, £°). Nous noterons
X — Xrig

la composée X +— r(s(X)) qui est pleinement fidéle.
Rappelons la proposition suivante

Fait D.1.1 ([35] 8.3.3). — L’image essentielle de X — X"& est formée de la caté-
gorie des espaces adiques quasiséparés localement de type fini tendus (« taut ») sur
Spa(k, k).

La condition d’étre tendu portant uniquement sur I'espace topologie de 'espace
adique ([35] 5.1.2).

Supposons maintenant la valuation de k discrete.
A X un schéma formel localement formellement de type fini sur Spf(k°) est associé
un k-espace analytique paracompact X2". Il est muni d’un morphisme de spécialisation

sp:X* — X
SiY C X, est un sous-schéma localement fermé de la fibre spéciale de X on a un
isomorphisme canonique
(F0y )™ = sp1(Y)
ol sp~1(Y) est un domaine analytique localement fermé dans X2°.
Si'Y est ouvert, sp~1(Y) est fermé (Y = D(f) = sp~1(Y) = {|f| = 1}.
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Si Y est fermé, sp~1(Y) est ouvert (Y = V(f) = sp~1(Y) = {|f] < 1}.

A X est également associé fonctoriellement un espace adique ¢(X%). t étant défini
localement par t(Spf(A)) = Spa(4, A). On peut alors considérer 1’espace adique

d(X) = t(X)a

Pouvert de ¢(X) formé des points analytiques i.e. des valuations ayant un support non
ouvert. Si I est un idéal de définition de A,

d(Spf(A)) = Spa(4, A) N\ V(I)

On a alors un morphisme de spécialisation d’espaces annelés

(d(X), Oq(xy) 2, (X,0%)

I’application au niveau des espaces topologiques étant celle qui associe & un point z €
d(%) le support d’une spécialisation de z dans t(X) formée d’un point non analytique.

Si X/Spf(k°) est adique c’est la bonne définition de la fibre générique de X au
sens des espaces adiques.

Dans le cas général

d(%) = t(%) \ V(r) C d(X)

est un espace adique ouvert dans d(X) muni du morphisme de spécialisation obtenu
par restriction de A :
C’est la bonne définition de la fibre générique au sens de Berthelot et on a des iso-
morphismes canoniques commutant aux morphismes de spécialisation

(278 o~ d(X)
Nous noterons donc J(%) = Xtie,

Si maintenant Y C X, et un sous-schéma fermé, A~1(Y) C X™& est un ensemble
fermé constructible et on a un isomorphisme canonique

(X)y)E ~ AH(Y))°

(intérieur de X‘l(Y)). Ainsi (%?Y)rig g’identifie & un ouvert de X™& qui est 'ouvert
sp~ 1 (Y)rig .
Si Y C X est ouvert, Y'& C XTi€ est Pouvert )\_1(Y).

Exemple D.1.1. — Si X = Spf(k°(Xy,...,X,)), ¥*® = B" la boule fermée analy-
tique, X™& = B" la boule fermée adique (qui est ouverte dans A™). Si Y = V(0),
x;\y = Spf(k°[X1,...,Xn]), sp~2(Y) = B" la boule ouverte analytique obtenue par
recollement d’une union croissante de boules fermées (ce n’est pas lintérieur de la
boule fermée analytique pour la topologie de Berkovich!).

X“l(Y) = {|X;| < 1} C B™ un fermé (ce n’est pas un espace adique, c’est un
espace pseudo-adique) et (f{?y)rig est la boule ouverte adique obtenue comme union
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croissante des boules ouvertes de rayon strictement inférieur a 1. A=1(Y) ~ A~1(Y)°
est constitué de valuations de rang > 2 qui ne sont pas dans I’espace de Berkovich.

On remarquera que la stratification associée 4 un fermé Y C X, de la fibre spéciale
est plus compliquée dans le cas de espace adique :

. La stratification de X" associée est sp~}(Y) C X" ol sp~}(Y) est un domaine
analytique ouvert et X \.sp~!(Y') est un domaine analytique fermé. Les deux strates
sont donc des espaces analytiques

« La stratification de X™& associée est

ATHY) CcATYY) 2
oll X_I(Y) est un espace pseudo-adique (i.e. un germe d’espace adique) et le complé-
mentaire est un espace adique ouvert dans ¥,

D.2. Différents morphismes étales

Si j: B™ — A"™ désigne I'inclusion de la boule fermée dans I'espace affine, j est une
immersion ouverte au sens des espaces adiques et est donc étale. L’espace adique B™
est lisse sur Spa(k, k°). Cependant, j n’est pas étale au sens des espaces analytiques
car O(B™/A™) # @. Ainsi, B n’est pas lisse comme espace analytique sur k.

Rappelons :

Définition D.2.1 ({3]). — Soit f : X — Y un morphisme d’espace analytique. f est
quasi-étale si tout point £ € X posséde un voisinage qui est un domaine analytique
fermé étale au-dessus de Y.

Fait D.2.1 ([3] 2.3, resp. [35)3.5.1). — Si X — ) est un morphisme de schémas for-
mels, X230 — Y20 est quasi-étale et XT& — VU8 est étale.

Par exemple, si X < ) est une immersion ouverte, donc étale, elle induit une
inclusion d’un domaine analytique fermé X" dans Y2" qui n’est pas étale mais quasi-
étale. Par contre elle induit une immersion ouverte d’espaces adiques.

Le lien entre les deux notions est le suivant :

Fait D.2.2 ([35] 83.4). — Si f: X — Y est quasi-étale, f est étale si et seulement si
frie . Xvie , Y& est partiellement propre si et seulement si Vz € X 3U wvoisinage
de x et V wvoisinage de f(z) tels que f: U — V soit étale fini.

Rappelons qu’un morphisme d’espaces adiques est partiellement propre s’il vérifie
un critere valuatif de propreté (et est localement de type fini) et qu’un morphisme est
propre si et seulement si il est partiellement propre et quasicompact.

Ainsi, un domaine analytique ouvert induit une immersion ouverte d’espace adique
qui est partiellement propre et & un ouvert analytique d’un espace analytique de bord
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vide sur k& est du point de vue adique partiellement propre (c’est en particulier le cas
d’un ouvert analytique de ’espace analytique associé & un schéma)

Les deux exemples typique d’espace partiellement propre sont les suivants :

Fait D.2.3. — Si X/k est un schéma localement de type fini, X*'8 /Spa(k, k) est par-
tiellement propre.

Fait D.2.4. — Si X/Spf(k°) est un schéma formel localement formellement de type
fini séparé,
X, propre = X" partiellement propre

Lorsque X est adique sur k°, il s’agit méme d’une équivalence.

Exemple D.2.2. — Le tube au-dessus d’un fermé propre de la fibre spéciale d’un
schéma formel est partiellement propre.

Du point de vue des espaces adiques de Huber

Fait D.2.5. — Soit f : X — Y un morphisme d’espaces analytiques. f*'8 est partielle-
ment propre si et seulement si O(X/Y) = .

Sif: X — Y, un point x € X n’appartient pas & 9(X/Y) si et seulement si il
existe deux voisinages affinoides U C U’ de z et un voisinage affinoide V' de f(x)
tels que U CCy U’ au sens ol il existe un entier n et une immersion Zariski-fermée
au-dessus de V'

U'~—sB"0,1) xV

T

v
telle que 'image de U soit contenue dans B™(0,¢) X V pour un ¢ < 1.

Un morphisme f : X — Y est partiellement propre si et seulement si X est
surconvergent comme faisceau au-dessus de Y. Ainsi, si X est un espace analytique
les ouverts de X correspondent aux ouverts de X™& surconvergents c’est-a-dire stables
par spécialisation au niveau de ’espace adique.
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ON CERTAIN UNITARY GROUP SHIMURA VARIETIES
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Abstract. — In this paper, we study the local geometry at a prime p of a certain
class of (PEL) type Shimura varieties. We begin by studying the Newton polygon
stratification of the special fiber of a Shimura variety with good reduction at p.
Each stratum can be described in terms of the products of the reduced fiber of the
corresponding Rapoport-Zink space with some smooth varieties (we call the Igusa
varieties), and of the action on them of a certain p-adic group Ty, which depends
on the stratum. (The definition of the Igusa varieties in this context is based upon
a result of Zink on the slope filtration of a Barsotti-Tate group and on the notion
of Oort’s foliation.) In particular, we show that it is possible to compute the étale
cohomology with compact supports of the Newton polygon strata, in terms of the
étale cohomology with compact supports of the Igusa varieties and the Rapoport-
Zink spaces, and of the group homology of Ty,. Further more, we are able to extend
Zariski locally the above constructions to characteristic zero and obtain an analogous
description for the étale cohomology of the Shimura varieties in both the cases of
good and bad reduction at p. As a result of this analysis, we obtain a description
of the ¢-adic cohomology of the Shimura varieties, in terms of the £-adic cohomology
with compact supports of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces.
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Résumé (Sur certaines variétés de Shimura associées a des groupes unitaires)

Dans cet article, nous étudions la géométrie locale, en un nombre premier p, d’une
certaine classe de variétés de Shimura de type PEL. Nous commencons par étudier la
stratification par le polygone de Newton de la fibre spéciale des variétés de Shimura
ayant bonne réduction en p. Chaque strate peut étre décrite en termes de produits des
fibres réduites des espaces de Rapoport-Zink correspondants avec certaines variétés
lisses, les variétés d’Igusa, et de I’action sur ces objets d’un certain groupe p-adique
To, qui dépend de la strate. Nous montrons en particulier qu’il est possible de calculer
la cohomologie étale & support compact des strates du polygone de Newton, en termes

N

de la cohomologie étale & support compact des variétés d’Igusa et des espaces de
Rapoport-Zink, et de I’homologie des groupes de T,. De plus, nous parvenons a
étendre localement (au sens de la topologie de Zariski) les constructions précédentes
4 la caractéristique nulle et & obtenir une description analogue de la cohomologie étale
des variétés de Shimura, dans les cas de bonne comme de mauvaise réduction en p.
Comme conséquence de cette étude, nous obtenons une description de la cohomologie
¢-adique des variétés de Shimura, en termes de la cohomologie ¢-adique & support
compact des variétés d’Igusa et des espaces de Rapoport-Zink.

1. Introduction

In this paper, we study a certain class of (PEL) type Shimura varieties. These
varieties arise as moduli spaces of polarized abelian varieties, endowed with an action
of a division algebra and a level structure. Their ¢-adic cohomology is the object of a
conjecture of Langlands.

In [27] Rapoport and Zink introduce local analogues of the Shimura varieties,
which are (PEL) type moduli spaces for Barsotti-Tate groups, in the category of rigid
analytic spaces. These spaces can be used to give rigid analytic uniformizations of
isogeny classes of abelian varieties inside the corresponding Shimura varieties. In [26]
Rapoport reports a conjecture of Kottwitz for the f-adic cohomology groups with
compact supports of the Rapoport-Zink spaces. This conjecture is “heuristically com-
patible” (in the sense of the p-adic uniformization given in [27]) with the corresponding
global conjecture on Shimura varieties.

In [14] Harris and Taylor prove the local Langlands conjecture by studying a partic-
ular class of (PEL) type Shimura varieties. In their work, they analyse the reduction
mod p of the Shimura varieties via the notion of Igusa varieties. These varieties arise
as finite étale covers of the locus, inside the reduction of the Shimura varieties with no
level structure at p, where the Barsotti-Tate group associated to the abelian variety
lies in a fixed isomorphism class. Their analysis strongly relies on the fact that, for
the class of Shimura varieties they consider, the pertinent Barsotti-Tate groups are
one dimensional, and thus Drinfeld’s theory of elliptic modules applies.

For general (PEL) type Shimura varieties such an assumption on the dimension
of the Barsotti-Tate groups which control the deformation of the abelian varieties
does not hold. On the other hand, it might be possible to describe the geometry
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and the cohomology of general (PEL) type Shimura varieties by combining together
Harris-Taylor’s and Rapoport-Zink’s techniques. We consider the Newton polygon
stratification of the reduction of the Shimura varieties, which is defined by the loci
where the Barsotti-Tate group associated to the abelian variety lies in a fixed isogeny
class. The idea is to analyse each Newton polygon stratum along two main “di-
rections”: one corresponding to deforming the abelian varieties without altering the
isomorphism class of the associated Barsotti-Tate group, the other corresponding to
varying the abelian varieties inside one isogeny class.

In this paper, we carry out this plan for a simple class of (PEL) type Shimura
varieties and, as a result, we obtain a description of the /-adic cohomology groups
of the Shimura varieties, in terms of the f-adic cohomology with compact supports
groups of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces, in the appropriate
Grothendieck group, for any prime number £ # p.

More precisely, the class of (PEL) type Shimura varieties we are interested in arises
as the class of moduli spaces of polarized abelian varieties endowed with the action of
a division algebra and with a level structure associated to the data (E, B,*,V, (s,s))
where:

« E is an imaginary quadratic extension of Q in which the prime p splits (we write
(p) = u-u);

. B is a central division algebra over E of dimension h? which splits at u;

« * is a positive involution of the second kind on B;

« V = B viewed as a B-module;

o {0y0) : V XV — Q is a non degenerate alternating *-hermitian pairing.

We denote by G the algebraic group over Q of the automorphisms of V' which
preserves (s, o) up to scalar multiple, and by G the algebraic subgroup of G of the
automorphisms which preserves (., ), i.e. 0 > G; — G — G,, — 0. Finally, we also
assume

G1(R) =U(g, h —q),
for some integer q, 1 < g < h—1.

We remark that when ¢ = 1 the above class of Shimura varieties is a subclass of
the one studied by Harris and Taylor in [14] (namely, the case when the totally real
part of the ground field is trivial).

For any sufficiently small open compact subgroup U C G(A*), we call the Shimura
variety of level U the smooth projective scheme Xy over Spec E, of dimension ¢(h — q),
which arises as the moduli space of polarized abelian varieties endowed with a com-
patible action of B and with a structure of level U, classified up to isogeny (see {22]).

Our goal is to study the virtual representation of the group G(A*) x Wg,:

H(X,Q¢) = Y (~1)"lim Hi(Xu ¥ (B5)™, Qo).
i20 U

We obtain the following theorem.
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Theorem 1 (Main Theorem). — There is an equality of virtual representations of the
group G(A>) x Wo, :

H(X,Q)% = Y (<1 bmExth, oo (HAMES, ,Qu(D)), B (Jas Q)
a,k,i,j Vo

where:

e D =q(h —q) is the dimension of the Shimura varieties;
« the action of Z;} on H(X,Z/{"Z) is defined via the embedding
Zy C Qp x (BP)* = G(Qp) C G(A™);

« a varies among all the Newton polygons of height h and dimension g;

o for each o, T, is a p-adic group of the form T, = [], GL,,(D;) for some finite
dimensional division algebras D;/Qp;

o« H](Jo,Qe) are representations of To x G(A®P) x (Q) /Z)) x (Wy, /Ig,) associ-
ated to the £-adic cohomology with compact support groups of the Igusa varieties, for
all § 2 0;

. Hf(Ming,Qg) are the £-adic cohomology with compact supports groups of the
rigid analytic Rapoport-Zink space of level Vy, for all k 2 0 and any open compact
subgroup Vp, C G(Qp)/Qy; as the level V,, varies, they form a direct limit of represen-
tations of To x Wy, endowed with an action of G(Q,)/Qy -

In the following, we outline in more detail the content of this paper.
In [22] Kottwitz proves that the Shimura varieties without level structure at p,
i.e. associated to a subgroup U of the form

U=UP00) =U? xZ; x O

BZP 1

admit smooth integral models over Spec Og, (Og, = Z,). We denote by X = —XU,)(O)
the reduction Xy» () Xspecz, SpecFp of a Shimura variety with no level structure at p
and by A the universal abelian variety over X. It follows from the definition of the
moduli space and Serre-Tate’s theorem that the deformation theory of the abelian
variety A over X is controlled by a Barsotti-Tate group of height A and dimension g
over X, which we denote by G/X (G C A[p™]).

In {24] Oort studies the Newton polygon stratification of a moduli space of abelian
varieties in positive characteristic. This is a stratification by locally closed subschemes
which are defined in terms of the Newton polygons of the Barsotti-Tate groups asso-
ciated to the abelian varieties. (Newton polygons associated to Barsotti-Tate groups
were first introduced and studied by Grothendieck in [13] and Katz in [19]). For
any Newton polygon « of dimension ¢ and height A, the associated stratum Y(a) is
the locus where the Barsotti-Tate group G has constant Newton polygon equal to a,
i.e. constant isogeny class.

The first step towards the main theorem is to notice that the decomposition of X
as the disjoint union of the open Newton polygon strata Y(Q) induces an equality of
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virtual representations of the group G(A*) x Wg,:

S(CDHUX, Qo) = (D)X, Q) = Y D (1Y EIX ™, Q).
i20 i20 o j20
Thus, we may restrict ourself to study each Newton polygon stratum separately.
Since we are assuming ¢ > 1, to each isogeny class of Barsotti-Tate groups of dimension
g and height h correspond possibly many distinct isomorphism classes. It is a result of
Oort that, for any given Barsotti-Tate group H over Fp, with Newton polygon equal
to «, the set of geometric points z of Y(Q) such that G, ~ H is a closed subset of
Y(Q) X Fp. Moreover, the corresponding reduced subscheme of —X(a) X Fp is a smooth
scheme over Spec Fp, which is called the leaf associated to H and is denoted by Cy.
In this work, we focus our attention on a distinguished leaf C, = Cy;_ inside each
Newton polygon stratum, which we call the central leaf, and define the Igusa varieties
as covering spaces of the central leaf C,. Before introducing the definition of Igusa
variety, we recall a result of Zink (see [29]). This result extends the classical result
in Dieudonné’s theory of p-divisible groups which states that any p-divisible group
defined over a perfect field is isogenous to a completely slope divisible one, i.e. to a
direct product of isoclinic slgpe divisible p-divisible groups. In [29] Zink shows that
over a regular scheme of characteristic p any p-divisible group with constant Newton
polygon of slopes Ay > A2 > .-+ > Ay is isogenous to a p-divisible group G which
admits a filtration (called the slope filtration)

0=GCGrC---CGr=6G

whose factors G = G;/G;_1 are isoclinic slope divisible p-divisible groups of slope \;.
In particular, it follows from Zink’s work that the Barsotti-Tate group G over C,
admits a slope filtration (see remark 2.14).

Definition 2. — For any positive integer m, we define the Igusa variety of level m,
Ja,m, over C, to be the universal space for the existence of isomorphisms

I E P — gi[P’"]
which extend étale locally to any higher level m’ > m (we denote by ¥? the isoclinic
piece of £ of slope \;, for each 7).

The notion of Igusa varieties was first introduced by Igusa in [16] in the theory
of elliptic curves and used to describe the reduction at a bad prime p of modular
curves (see [20]). In [14], Harris and Taylor introduce and study a higher dimensional
analogue of the Igusa curves which they use to describe the reduction at a bad prime p
of Shimura varieties. We remark that, both in the classical theory of modular curves
and in the case of the Shimura varieties considered by Harris and Taylor in [14], the
Igusa varieties are finite étale covers of the whole open Newton polygon stratum, and
not of the central leaf. This is because, in the case when G is one dimensional, there
is a unique leaf inside each open Newton polygon stratum, namely the whole stratum
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itself. We prove that, for any integer m > 0, the morphism J, ,, — C, is finite,
étale and Galois. (The definition of the Igusa varieties can be easily given over other

leaves of Y(Q) X E,, namely over any leaf associated to a completely slope divisible
p-divisible group.)

As mentioned, our idea is to study the Newton polygon stratum along two “di-
rections™: one corresponding to deforming the abelian varieties without altering the
isomorphism class of the associated Barsotti-Tate group, the other to varying the
Barsotti-Tate group (and the associated abelian variety) inside its isogeny class. The
first one is related to the leaves of Oort’s foliation (and thus to the Igusa varieties),
the latter corresponds to the Rapoport-Zink spaces.

Following the work of Rapoport and Zink ([27]), to the Barsotti-Tate group 3, we
associate a formal scheme M, = My over igr = W(F,), which is formally locally
of finite type. It arises as a moduli space for Barsotti-Tate groups H/S together with
a quasi-isogeny § : Zq x 8 — H x S over the reduction modulo p S of S, classified
up to isomorphisms of Barsotti-Tate group H/S (S is a scheme over Z;r on which p
is locally nilpotent). We call M, the Rapoport-Zink space with no level structure,
associated to a. For any pair of positive integers (n, d), we denote by M™9 the closed
formal subscheme of M, over which p™3 is an isogeny with kernel contained in X, [p9],

and by M~? its reduced fiber over F,.

For any set of positive integers m,n,d, with m > d, and all integers N > d/éB
(where § € Q and B € N are two numbers which depend on the Newton polygon «),
we define some morphisms 7y : Jo,m XSpecF, m’d — Y(Q) X Fp. (The definition of
the map 7y is based on the observation that the iterated action of Frobenius on a
Barsotti-Tate group makes the slope filtration more and more split.) Whenn =d =0,
the morphism 7%° is simply the structure morphism qn, : Jom — Co — X & F,
(the space ﬂ?f’ is just a point, namely the point corresponding to the pair (3,,id)
over Fp). We prove that the morphisms ny : Jo.m X $pecF, m’d — 7(0‘) X Fp are
finite, and surjective on geometric points for m, n, d sufficiently large. Moreover, they
are compatible with the projections among the Igusa varieties and with the inclusions
among the Rapoport-Zink spaces, and also nyy1 = (FrB x 1)y, for all N (we denote
by Fr the absolute Frobenius on X). Further more, there is a natural way of defining
a Galois action on the Igusa varieties and on the Rapoport-Zink spaces, which is
compatible under the morphisms 7n with the Galois action on the Newton polygon
strata.

One may hope to also endow the system of covers Ja,m XgpecF, m’d of X x F,
with an action of the group T,, of quasi-isogenies of ¥, over Fp, leaving the morphisms
7wy invariant (such an action exists for example on geometric points). From the
definitions we have an action of subgroup 'y, = Aut(Z,,) of T, on the tower of Igusa
varieties, and a natural action of T, on the space M,. We show that the diagonal
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action of I, on the system of covers J m X SpecF, M_Z’d extends to an action of a certain
submonoid I', € S, C T, which leaves the morphisms 7y invariant. Moreover, the
action of S, on the systems of covers Ja,m Xg,ecF, ./VZ’d induces an action on the
étale cohomology with compact supports groups, and this action extends uniquely to
a smooth action of the entire group T,. As a result of the analysis of the action of
T, on the cohomology groups, we prove the existence of a spectral sequence of Galois
representations

(@)

P Torl, (r,) (H¥(Ma,Z/0Z), H(Jo, 2/ L)) = HXNX™ x Fp, Z/0°Z),

i+j+k=n
where H](Jo, Z/0'Z) = lim  HI(Jom, Z/L"L).

As we let the level structure away from p vary, the action of G(A*?) on the Shimura
varieties with no level structure at p preserves the above constructions. Therefore, the
above spectral sequences give rise to an equality of representations of G(A*?) x W,

Z lim TOI'%—[(T,,) (Hf(ma,Qz),Hg(Ja,Up,Qe)) = lim HZL(YSQ(O) x Fp, Qo).
i+j+k=n UP ur

We are left to study the case of Shimura varieties with level structure at p. Our
idea is to extend the above construction to characteristic zero and to compare the
Shimura varieties with level structure to the product of some smooth lifts of the Igusa
varieties with the Rapoport-Zink spaces of the same level. More precisely, we are
interested in studying the associated vanishing cycles sheaves as we can then use
them to compute the ¢-adic cohomology of these spaces in characteristic zero in terms
of the cohomology of their reduction in positive characteristic.

We denote by X (resp. €,) the formal completion of X along X xF, (resp. C, xFy),
and by Ju,m the finite étale cover of €, corresponding to Jy ,n/Cs. We denote by Zf?,,g
over X8 the rigid analytic space associated to the Shimura variety with structure of
level M at p and by M;i:‘;M over M:i€ the Rapoport-Zink space of level M.

For m > d + t, we construct some morphisms

N (8) : (Tam Xeprag M) (8) — X(2),

such that (7 (t))™ o (1 x FrVB) = 7y, for all N > (d+t)/6B, which are compatible
with the projections among the lifts of the Igusa varieties and with the inclusions
among the Rapoport-Zink spaces, and which extend Zariski locally to the formal
schemes in characteristic zero. (For any formal scheme ) over Spf 22‘, we write Y(t)
for the subscheme defined by the ¢-th power of an ideal of definition Z of Y, p € T.)
For m > d+t+ M, we prove that for any affine open V' of Jo m Xspfigr Mg’d there
exists a formally smooth morphism 7y over V' lifting 7n(t)|v () with the property
that

rig . rig rig . rig
xM Xxrig, Ve o~ Mot,M nggypszv Ve,
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The existence of the morphisms 7y (t), and of the corresponding local liftings to
characteristic zero, enable us to compare the vanishing cycles sheaves (in the sense
of Berkovich’s [3] and [4]) of the Shimura varieties and of the Rapoport-Zink spaces
when level structure at p is considered. More precisely, as the level at p varies, we
obtain a system of compatible equalities of representations of G(A*?) x W,

D (=1 lim Toryy ) (HE (Ma,n, RO(Qe)), H (Ja,ur, Qe))
6.4,k,q ur
= > (=)™ lim B2 (X X Fp, R (Q0)),
n,q Ur

It is easy to see that, as «a varies among the Newton polygons of dimension ¢ and
height h, the right hand side computes the f-adic cohomology groups of the Shimura
variety of level M. It is more subtle to realise that the cohomology groups of the special
fibers of the Rapoport-Zink spaces, with coefficients in the vanishing cycles sheaves,
compute not the cohomology of the Rapoport-Zink spaces but its contragredient dual,
up to Tate twist.

As the level M varies, the above equalities piece together in the statement of the
main theorem.

Acknowledgements. — The author will like to thank R. Taylor suggesting the topic
of this paper, and for his inestimable help with all the phases of its realization. She
is also very grateful to B. Conrad, J. de Jong, L. Fargues, T. Graber and F. Qort for
many enlightening mathematical discussions and for carefully reading early drafts of
this paper.

2. Preliminaries

In this section, we shall introduce the definitions and results which are the starting
point of our work. In particular, we shall define the class of (PEL) type Shimura vari-
eties we study. These are some smooth projective varieties defined over an imaginary
quadratic extension of @@, which arise as moduli spaces of polarized abelian varieties
and which admit smooth integral models at p, in the cases when no level structure
at p is considered. (We shall follow the definitions given by Harris and Taylor in [14]).

In section 2.2, we shall focus our attention on the reduction in positive characteristic
of the Shimura varieties with no level structure at p and introduce in this context the
Newton polygon stratification. This stratification was defined by Grothendieck in [13]
and extensively studied by Oort in the general context of moduli spaces of abelian
varieties (see [24]). Inside each Newton polygon stratum, we shall distinguish some
smooth closed subschemes which are defined by fixing the isomorphism class of the
p-divisible group associated to the abelian variety. These are the leaves of Oort’s
foliation (see [23]). We shall also point out a certain isomorphism class of p-divisible
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groups for any given Newton polygon, whose corresponding leaf (the central leaf) will
play an important role in our analysis.

From the theory of Barsotti-Tate groups, we shall recall the definition of some
(PEL) type moduli spaces introduced by Rapoport and Zink (in [27]) and also the
notion of slope filtration. The slope filtration of a Barsotti-Tate group over a perfect
field of characteristic p was first studied by Grothendieck (see [19]). Here, we shall
recall some recent results of Zink which study the case of a Barsotti-Tate group over
a smooth scheme of characteristic p (see [29]). We shall also introduce the notion
of level structure on a Barsotti-Tate group, as a specification of Katz’s and Mazur’s
notion of full set of sections on finite flat group schemes (see [20]).

Finally, we shall recall some results of Berkovich on the theory of vanishing cycles

in the context of rigid-analytic spaces associated to some special formal schemes (see
[3] and [4]).

2.1. Shimura varieties. — In this section we shall introduce the simple unitary
group Shimura varieties which are studied in this paper. This class is a sub-class of
the Shimura varieties introduced by Kottwitz in [21] and contains a sub-class of the
class studied by Harris and Taylor in [14] (see section 2.1.8).

We shall follow the exposition and notations of Chapter IV in [14].

2.1.1. Let E be an imaginary quadratic extension of Q@ in which the prime p splits.
We denote by ¢ the complex conjugation in Gal(E/Q) and by u, u° the two primes of
E above p.

Let B over E be a division algebra of dimension A2 such that:

« F is the center of B;
« B splits at u;
« there is a positive involution of the second kind * on B.

(We recall that an involution on B, % : B — B°P, is said of the second kind if
z* = z° for all 2z € E, and is positive if trg g(zz*) > 0 for all z € BX.)

The above conditions on B imply that B, = B ®g E, is isomorphic to M,(Q,).
We fix such an isomorphism B, ~ M,(Q,) and denote by Op, the maximal order
of By corresponding to Mn(Zy) C M,(Q,). Then, there is a a unique maximal Z -
order Op in B which is stable under the involution * and such that (Og), = Og,.
We also define € € Op,, to be the idempotent element which maps, under the above
isomorphism, to the matrix with entries equal to 1 in position (1, 1) and 0 every where
else.

2.1.2. Let V denote the B ® B°P-module underlying B and choose a non-degenerate
*-hermitian alternating pairing (s,s) on V. This choice defines an involution of the
second kind # on B°P by

(b1 ® bo)z, y) = (x, (b} ® bF )y)
forall z,y € V, by € B and by € B°P.
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Let us denote by q (0 < g < h) the positive integer such that the pairing (s, ) on
V ®¢ R has invariant (g, h — ¢). We assume ¢ # 0, h. This is equivalent to assuming
that the corresponding class of Shimura varieties has bad reduction at p.

2.1.8. Let G be the algebraic group over Q (resp. A*) defined by
G(R) = {(\,9) € R* x (B® ® R)* | gg% = A},

for any Q-algebra (resp. A®-algebra) R.
There is a distinguished normal subgroup G; of G, namely the subgroup of the
automorphisms of V' which preserves the pairing (s, ), i.e.

0—G —G—G,, —0,
where the morphism v : G — G,, is defined by (A, g) — A. Then,
G1(R) = U(g,h — q).

Let A>™ denote the finite adels of Q. We observe that G(A°) naturally decomposes
as G(A™P) x G(Qp). Moreover, since (p) =« -u° in F, we can identify

BOp ®Q Qp = sz X ng,

and thus any (), g) € G(Q,) can be written uniquely as (A, g1, g2) € Qp X BSP x B2
with (g g# , g2 g}#) = (A, A). There is a natural isomorphism

(Qp)™ x (ByP)* — G(Qp)
which is defined by (A, g1) — (\, g1, A(g¥)~1).

2.1.4. Let us recall the following definitions about abelian schemes (see [14], Lemma
IV.1.1, p. 93, and Section IV .4, p.112).

Let S be a E-scheme and A/S an abelian scheme of dimension h?. Suppose that
there is a morphism i : B < End(A) ®z Q. Then Lie(A) is a locally free Og-module
of rank h? with an action of B and it decomposes as

Lie(A) = Liet (A4) ® Lie™ (4),

where Lie™ (A) (resp. Lie™ (A)) is the module Lie(A) ®oser Os and the map E — Og
is the natural map (resp. the complex conjugate of the natural map). Both Liet(A)
and Lie™ (A) are locally free Og-modules.

Definition 2.1. — We call the pair (A, i) compatible if Liet(4) has rank gh.

Suppose now that S is a Og, -scheme, A an abelian scheme over S and i : O —
End(A) X7z Z(p).

Definition 2.2. — We call the pair (4, ) compatible if Lie(4) ®z g0 OF, is locally
free of rank gh.
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We remark that, if p is locally nilpotent on S, then the pair (A4,4) is compatible
if and only if the Barsotti-Tate group G = ¢A[u®°] is a g-dimensional Barsotti-Tate
group, (e € Op, is the idempotent defined in section 2.1.1). In fact, in this case, we
can identify Lie(A[u™]) = Lie(A) ®z,00x Or, as Op,-modules, and thus we have
Lie(G) = eLie(A[u™]) as O, = Zp-modules. It follows that saying that the pair
(A, ) is compatible is equivalent to say that Lie(G) is locally free of rank ¢, since we
also have the equalities

Op, ®z, Lie(G) = Op, ®z, € Lie(A[u™]) = Lie(A[u™]) = Lie(A).

On the other hand, saying that Lie(G) is a locally free Z,-module of rank ¢ is equiv-
alent to saying that the Barsotti-Tate group G has dimension q.

It follows from the fact that A/S has dimension h? that A[u*°] has height A? (half
the height of A[p*]) and thus that G has height h.

2.1.5. Let U be an open compact subgroup of G(A*°). We shall define a functor Xy
on the category of pairs (S, s}, where S is a connected locally noetherian E-scheme and
s is a geometric point on S, to sets. We define Xy (S, s) to be the set of equivalence
classes of quadruples (A4, A, i, T) where:

« A is an abelian scheme over S of dimension A?;

« M: A — AV is a polarization;

« t: B — End(A) ®z Q such that (A4,1) is compatible and Ao i(b*) = i(b)Y o X for
all b € B;

« L is a m(S,s)-invariant U-orbit of isomorphisms of B ®g A®-modules
p:V®gA>® — VA, which takes the pairing (s,¢) on V ®g A® to a (A®)*-scalar
multiple of the A-Weil pairing.

Two quadruples (A, X\, 4, ) and (A, X ,#, ') are equivalent if there exists an
isogeny 3 : A — A’ which takes A to a Q*-multiple of X, ¢ to ¢’ and Tz to &’ (see [22],
p. 390).

If ¢’ is a second geometric point on S then Xy (S, s) is canonically in bijection with
Xu(S,s') (see [22], p.391). Therefore Xy can be viewed as a functor on the category
of connected locally noetherian E-schemes to sets. Moreover, we can extend Xy on
the category of locally noetherian E-schemes by setting Xy (S) = [, Xu(S;) for any
S =11, S: with S; connected for all i.

2.1.6. We say that an open compact subgroup U of G(A*) is sufficiently small if
there exists a prime z in Q such that the projection of U in G(Q.) contains no
elements of finite order other than 1. If U is sufficiently small then the functor Xy
on the category of locally noetherian E-schemes to sets is represented by a smooth
projective scheme Xy /FE (see [22], p.391).

If V C U then there is a natural finite étale morphism Xy — Xy and if V is
normal in U this map is Galois with Galois group U/V.
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2.1.7. Moreover, there is a natural action of the group G(A*>) on the system of
Shimura varieties defined by composition on the right with the isomorphism p : V ®¢g
A — V A,. More precisely, for any g € G(A*) and any open compact sufficiently
small subgroup U of G(A®), there exists a natural finite étale morphism

g: Xy — Xg-1yg
defined by setting (A, A, ¢, 7) — (4, \,4,g).

2.1.8. We remark that when ¢ = 1 the class of Shimura varieties we have introduced
is a sub-class of the class of Shimura varieties studied by Harris and Taylor in [14]
(and thus the geometry and the cohomology of these Shimura varieties is already
known). More precisely, for ¢ = 1, we recover the sub-class corresponding to the case
when the totally real extension of Q inside the ground field is trivial.

2.1.9. Let UP be a sufficiently small open compact subgroup of G(A*?) (i.e. there
exists a prime x # p in Q such that the projection of U? in G(Q) contains no elements
of finite order other than 1). For any non-negative integer m we define

Up(m) = UP x Z; x ker ((OBEP)X —_— ((’)sz/um)x) .

It is a sufficiently small open compact subgroup of G(A*).
We call Xy»(m) a Shimura variety with structure of level m at u (or with no level
structure at u if m = 0).

2.1.10. The Shimura varieties with no level structure at u admit smooth integral
models over Spec O, (see [22], chapter 5, pp. 389-392). For completeness, we recall
Kottwitz’s construction in this context.

We define a functor Xy» on the category of pairs (S, s), where S is a connected
locally noetherian Qg -schemes and s is a geometric point on S, to sets. We set
Xu=# (S, s) to be the set of equivalence classes of quadruples (A4, A, i, 7?) where:

« A is an abelian scheme over S of dimension h?;

e A: A — AV is a prime-to-p polarization;

« i: Op — End(A4) ®z Zy) such that (A, 1) is compatible and Ao (b*) = i(b)¥ o A
for all b € Op;

o TP is a m(S,s)-invariant UP-orbit of isomorphisms of B ®g A*P-modules
WPV ®g A®P — VP A, which takes the pairing (s,+) on V ®g A®? to a (A*P)*-
scalar multiple of the A\-Weil pairing (we denote by VP A, the Tate space of A, away
from p).

Two quadruples (A, A, i, @") and (A, X,#, ()') are equivalent if there exists a
prime-to-p isogeny 8 : A — A’ which takes A to a Z(Xp ,-multiple of N,itoi and
to (7).

Asin 2.1.5 Xy» (S, s) is canonically independent on s. We denote again by Xy» the
induced functor on the category of connected locally noetherian Og, -schemes. We
also extend Xy» to all locally noetherian Og, -schemes as in 2.1.5.
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The functor Xy» on the category of locally noetherian Og, -schemes to sets is
represented by a projective scheme Xy» over O, and there is a canonical isomorphism

xUP X Spec Okg,, SPeC Eu = XUP(O) XSpec E SPeC Eu

(see [14], p.113).

Proposition 2.3. — Let UP be a sufficiently small open compact subgroup of G(A*P).
Let = be a closed point of Xur Xop, k(u)*, associated to a quadruple (A, ), i, iP).
The formal completion (Xyr X0z, O Em);\ 1s the universal formal deformation space

of the Barsotti-Tate group G = eA[u™]/k(u)* = Fp, thus
(XUp X OE.E,)Q ~ Spf W(Fp)[[Tl, e 7Tq(h—q)]]'

Proof. — By definition, the completion (Xy» X Og,.); is the formal deformation

space for deforming (A, A,7). By Serre-Tate Theorem, this is the same as deforming
(A[p®™], A, i), and since A : A[u®] — A[(u°)*] is an isomorphism, this is also the same
as deforming (A[u®°],7). Finally, we observe that deforming the Op -module A[u™]
is equivalent to deforming the Z, = eOp,-module G = e A[u™].

Since the Barsotti-Tate group G has dimension ¢ and height h, its formal defor-
mation space is isomorphic to Spf W (F,)[[T1, . .., Tyh-q)]] (see [17]). |

Corollary 2.4. — For any sufficiently small open compact subgroup UP of G(A>P),
the Shimura variety Xy 18 a smooth projective scheme over O, .

2.1.11. If VP C UP then there is a natural finite étale morphism Xy» — Xyr which
is compatible with the map Xy»@) — Xy»(o) defined in 2.1.5. Moreover, if V? is
normal in UP then the map is Galois with Galois group UP/V? (see [14], Lemma
IV.4.1, part (6)).

There is a natural action of the group G(A®?) on the integral models of the
Shimura varieties, which is compatible with the action we previously defined on the
Shimura varieties. More precisely, for any g € G(A®P) and any open compact suffi-
ciently small subgroup UP of G(A™?), there exists a natural finite étale morphism

g: Xyr — Xg-1yr4
defined by setting (A4, A, 1,) — (4, \,4,7ig), and whose restriction to the generic
fibers is the morphism
g: Xyr) — Xg-1ur(0)gs
we defined in section 2.1.7.

2.1.12. We remark that the above action of G(A°P) on the integral models of the
Shimura varieties extends to an action of G(A*>P) x Q) C G(A*), also compatible
with the previously defined action on the generic fibers.
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In fact, let g € Q; and UP be an open compact sufficiently small subgroup of
G(A>?). Then, we have g~'UP(0)g = UP(0). Let us assume val,(g) < 0 and define
a morphism

g:Xgr — Xy»
by setting (A, \,i,7) +— (A/A[(u¢)~ V2], N i’ &), where the structures on the
abelian variety A/A[(u¢)~ *1#(9)] are induced by the ones on A via the isogeny g :
A - AJA[(u)~ V21 (9)], e,

« X is the unique prime-to-p polarization such that g¥ o X o g = p~ Valr(9) )

. for all b € Op, we have g~ ! 04/(b) 0 g = i(b) € End(A) xz Zpy;

<@ =7og.

Let us choose v € Op such that val,(v) = 0 and val,-(v) = —val,(g). Then
the isogeny v : A — A gives rise to an equivalence between the quadruples
(A/A[(ue)~ v D] N i' @) and (A, N,i,mow). It follows that the morphism
g : Xur — Xypyr is indeed an isomorphism and also that on the generic fibers it
restricts to the morphism

g : Xuro) — Xg-1ur(0)g>
defined in section 2.1.7.

2.1.13. Let us reinterpret some of the above definitions and results in terms of the
cohomology of the Shimura varieties.

Let £ be a prime number, £ # p, and consider the constant abelian torsion étale
sheaf Z/€"Z, for any integer r > 1.

For any level U C G(A*°), we consider the étale cohomology of the Shimura vari-
eties over E,, with coefficients in Z/¢"Z, H:,(Xu Xg (Epr)ac, 7,/47Z), for any integer
1 2 0. They form an A-R f-adic system, we write

H (Xu xp (E2)*, Q) = lim H, (Xu xp (E2F)*, Z/0Z) ®z, Qe

For any U’ C U, the natural morphisms Xy — Xy give rise to some morphisms
Hy(Xu x g (E37)*, Qo) — Hy(Xv xe (BF7)*, Qo).

The groups H,(Xvu Xg (E{}r)“, Qr), together with the above morphisms, form an

inductive system. For all ¢ > 0, we write
HY(X, Q) = lim H(Xu x e (Ey)™, Q).
U

For any g € G(A*), the morphisms g : Xy — Xg-1y, also give rise to some
morphism among the £-adic cohomology groups of the Shimura varieties, and moreover
the induced morphisms piece together in an isomorphism of the direct limit H*(X, Q).
These isomorphisms define an action of G(A*®) on the groups H:(X,Qy), for all i,
and moreover it is easy to see that this action commutes with the natural action of
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the Weil group Wg, = W, (E. = Qp). Further more, the H {(X,Qy) are admissible
representations of the product Wg, x G(A™).

In the following, we are interested in studying the virtual representation of
WQp X G(Aoo)

H*(X,Q¢) = Z(—l)"H"(X, Q).

We will also work with torsion coefficients and, for any integer r > 1, consider the
Z./{" Z-representations of Wg, x G(A*)

HY(X,2/0°2) = lim Hy(Xu x5 (E3)*°,2/0°2),
U
for all 4 > 0. Let us remark that these representations are smooth, but not a prior:
admissible.

2.2. Newton polygon stratification. — In [24] Oort studies a stratification on
the reduction in characteristic p > 0 of a moduli space of abelian varieties. This
stratification is called the Newton polygon stratification and is defined in terms of the
Newton polygons of the Barsotti-Tate groups associated to the p-torsion of the abelian
varieties. In particular, each Newton polygon stratum is characterized by the prop-
erty that the Barsotti-Tate group over it has constant Newton polygon, i.e. constant
isogeny class. When Barsotti-Tate groups considered have dimension greater than
one, to each isogeny class correspond many isomorphism classes. In [23], Oort de-
fines some closed subvarieties inside each Newton polygon stratum, which are the
loci where the Barsotti-Tate groups associated to the abelian varieties have constant
isomorphism class. We refer to these varieties as the leaves of Oort’s foliation.

In this section we shall recall the definitions of the Newton polygon stratification
and of the leaves, in the context of the Shimura varieties introduced in 2.1. Moreover,
we shall give an alternative proof of the fact that the leaves are closed and smooth
subvarieties of the Newton polygon strata.

2.2.1. Let UP be as in 2.1.10 and denote by X the reduction Xy» Xspec o &, Spec k(u),
where k(u) is the residue field of Og, (k(u) =Fp).

Let A be the universal abelian variety over X. It follows from the definition of the
moduli space that there is a natural action of Og on A and therefore an action of
Op, on A[p™®]. Let ¢ € Op, be the idempotent element defined in 2.1.1 and write
G = eA[p>®].G is a Barsotti-Tate group of height h and dimension g over X (see
section 2.1.4). For any point x of X we denote by a(z) the Newton polygon of G,.

Proposition 2.5 (see [24], section 2.3, p.387). — Let o be a Newton polygon of height h

and dimension q. The set of the points x of X such that a(z) < « (i.e. such that no
point of a(x) is strictly below ) is a closed subset of X.
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We denote by y[a] the corresponding reduced subscheme of X and call it the closed
Newton polygon stratum determined by a.

We also define the open Newton polygon stratum X = x Ug<a—f[ﬁ].

2.2.2. The following definition of a leaf is due to Oort, who also proved that the
leaves are closed smooth subvarieties of the Newton polygon strata (see [23]). Here,
we provide an alternative proof of these facts in our context. More precisely, we now
show that the leaves are locally closed smooth subvarieties of the Newton polygon
strata. Later, in proposition 4.7, we will prove that the leaves are indeed closed. We
thank A. Vasiu for suggesting to us the proof of proposition 2.7.

Lemma 2.6. — Let H be a Barsotti- Tate group defined over a finite extension ko of Fp.
Let X be a scheme over Fp D ko and G/X a Barsotti-Tate group.
Then, the set
Ch ={z € X | Gz Xp) k(2)*° ~ H xy, k(z)*}

18 a constructible subset of X.

Moreover, if we further assume that X = Xg X, Fp, for some ko-scheme Xy, and
G is the pullback of a Barsotti-Tate group over Xg, then the set Cy is a constructible
subset of X.

Proof. — In [28], Zink proves that, for any positive integer N, the functor Yy = Yy n,
defined as
Yn(T/X) = {isomorphisms Gr[p"] ~ Hr[p"]},
is represented by a scheme of finite type over X.
Thus, in particular, Cy y = im(Yny — X) is a constructible subset of X,

Cyn ={x € X | G.[p"] x k(z)*> ~ H[p"] x k(z)*}.

Moreover, Zink also proves that, for any algebraically closed field K/F,, there exists
a positive integer Ng such that

Cun(K) = Cune (K) ={z € X(K) | G. ~ H x K},

for all N > Ng.
In particular, for K = F, and No = Ng,, we have that for all N > No

Cun(F,) = Cun,(Fp) ={z € X(F,) | G, ~ H xFp}.

Since the subsets Cy y are constructible, the above equalities imply that Cyg ny =
Cu Ny, for all N > Ny, and thus

Ch ={z € X |Gy x k(z)* ~ H x k(z)*} = Cr.n,

and is a constructible subset of X.
Finally, in order to show that the subscheme Cy is a constructible subset of Xy, it
suffices to observe that the set of closed points of Cy is stabilized by the action of the
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Galois group Gal(F,/ko) (which follows from the fact that the Barsotti-Tate groups
Go and H are defined over Xo/ko and ko, respectively). O

Proposition 2.7. — Let H be a Barsotti-Tate group over a finite extension ko/Fp, of

height h and dimension q. We denote by a the Newton polygon of H, by 7(0) the
associated open Newton polygon stratum and by G the universal Barsotti-Tate group
over X,
Then there exists a unique reduced locally closed subscheme Cr of 7(0) X ko such
that for any geometric point x € X x ko we have G, ~ H if and only if x € Cg.
Moreover, the scheme Cy is smooth.

Proof. — By the previous lemma, we know that the set
Cu = {2 € X x ko | Go x k(2)* ~ H x k(z)*}

is constructible. Thus, it remains to prove that the set Cg is locally closed (in which
case it inherits a unique structure of reduced locally closed subscheme), and moreover

that, as a subscheme of X ko, Cw is smooth.
Let us fix an algebraically closed field 2 /Fp with transcendence degree of the con-

tinuum (thus all the point of X can be viewed as Q-points).

Since C = Cg x € is constructible, C is a finite union of locally closed sets C; with
irreducible closure. Moreover, for each closed point z of C, the ring O% XXz and the
restriction of G over it are independent of z. For simplicity, we denote this ring by A
and its Barsotti-Tate group by G/A. For any prime ideal P of A (necessarily closed),
we choose a morphism fp : A — Q with ker fp = P (such a morphism exists since {2
has degree of the continuum). We denote by J the intersection of all primes P of A
such that fp.G ~ H.

Let zo be a smooth closed point of C, i.e. 2y is in the closure of only one C;, say
Cop, and it is a smooth point of Cy. Let Ip denote the ideal in O, ¢ o defining
Ocy,zo- Then, a prime ideal P of (’)" X920 contains I0 if and only if it contains Io,

or equivalently if and only if fp .G ~ H As C) is by definition reduced we have
IO =Np>1,P.

It follows that, under an isomorphism (G, 0% a.c,) = (G, A), the ideal I§ corresponds
to the ideal J. In particular, the ring A/J is formally smooth and a prime ideal P of
A contains J if and only if fp.G ~ H.

Now let 2 € C; — C; be a closed point such that z € C; (the closure of C;). Let
P’ be the prime ideal of O, q, , defining C; and let J, be the ideal of O%X QO which
corresponds to J under an isomorphism (G, 0% a, ,) = (G, A). Since P’ is a prime
in C we have P'* O J,. Thus, for any other prime P D P’, we have P" O J, and
so fpr G ~ H, i.e. P € C. Hence, there exists a neighbourhood U, of z in X such

that U, N FJ is contained in C. We conclude that for any point = in C, there exists
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a neighbourhood U, in X such that U, N C = C. Thus C is a locally closed subset
of X, and by definition is contained in 7(0‘) (thus, it is also a locally closed subset of
x (@ ).

Moreover, if z is any point of C and I C Oy, q ,, is the ideal defining C, then (as C
isreduced) I is the intersection of the prime ideals of 0% Q0 which contain I, i.e. the
intersection of prime ideals P such that fp.G ~ H. Thus, under an isomorphism
(G, (’)%)< Q,I) ~ (G, A), I corresponds to J and we see that C is formally smooth at
z and hence smooth. 0
2.2.3. We remark that both the definition of the Newton polygon stratification and
the definition of Oort’s foliation of the Newton polygon strata are independent of
the level structure away from p. Thus, as the level UP of the structure away from p
varies, the corresponding morphisms among the reductions of the Shimura varieties
preserve the Newton polygon stratification and also Oort’s foliation. Analogously, the
action of the group G(A°?) on the Shimura varieties with no level structure at p also
respects the Newton polygon strata and the leaves inside them. We thus obtain, by
restriction, an action of the group G(A*?) on the Newton polygon strata (resp. on
the leaves) via finite étale morphisms (see section 2.1.11).

2.3. Some distinguished Barsotti-Tate groups. — In this section we shall de-
fine a distinguished p-divisible group 3, over F,, for each Newton polygon a of
dimension ¢ and height h. The associated leaf C, = Cx_ inside the corresponding
Newton polygon stratum Y(a) is called the central leaf and it will play an important
role in our work. In this section, we shall also discuss some of the properties of the
group of the quasi-selfisogenies of ¥, (for all o).

2.3.1. We start by recalling the definition of a certain simple isoclinic p-divisible
group X over F,, for any given slope A € Q (0 < A < 1). The definition of 3 is
introduced by de Jong and Oort in [18] (Paragraph 5.3, p. 227).

Let A be a rational number, 0 € A € 1 and write A = n/(m +n) (with n,m
relatively prime). We describe the p-divisible group X over F, by its covariant
Dieudonné module M (Xy). This is the free Z,-module with basis eg,e1,...,€mtn_1
on which the actions of F' and V are given by F(e;) = e;4n and V(e;) = e;4m for
all i (for any non-negative integer j we write e; = pe; if j = i + £(m + n) with
0<it<m+n—1and{ > 0). The p-divisible group X, has height m + n and is
isoclinic of slope A.

We denote by t the endomorphism of M (X)) (and also the corresponding isogeny
on X)) which maps e; to e;+1 for all i. It is an isogeny of degree p and t™*" = p.

Proposition 2.8 (see [18], Lemma 5.4, p.227). — We choose r,s € Z such that rm +
sn = 1. For every algebraically closed field k of characteristic p we have

End (1)) = W (Fpmen)l1]
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where xt = to*~"(x) for all x € W(Fpm+n) (we denote by o the Frobenius map). The
ring End ((X),) s a non-commutative discrete valuation ring with uniformizer t and
valuation define by log, deg(-)

We write Oy = W (Fpm+n)[t] and Dy = Ox[1/p]. Dy is a central simple algebra over
Q, of rank (n +m)? and invariant A, and O} is a maximal order inside D).

2.3.2. For convenience, we also recall de Jong’s and Oort’s Isogeny theorem. This
result illustrates one of the properties which make isoclinic p-divisible groups easier
to understand than general p-divisible groups.

Theorem 2.9 (see [18], Corollary 2.17, p.217-218). — Let A be a noetherian complete

local domain with algebraically closed residue field k, normal and with field of frac-

tions K of characteristic p. Let G be an isoclinic p-divisible group over Spec A.
Then there exists a p-divisible group Gy over Speck and an isogeny over A

G() xSpeCk SpecA — G.

2.8.8. An isoclinic p-divisible group G of slope A is called slope divisible if there
exists an integer b > 0 such that p~** F® is an isogeny, or equivalently an isomorphism
between G and G®").

It follows from the definition that the p-divisible groups X are slope divisible, for
all .

2.3.4. Let o be a Newton polygon of dimension ¢ and height A, and denote by
A1 > Az > --- > )i its slopes. For each i, we denote by r; the multiplicity of the
slope A; in « and define the Barsotti-Tate groups

T, =z and Vo = ®: 2.

Thus, for all 4, 3¢, are slope divisible isoclinic p-divisible groups of slope \; defined
over Fp, and X, is a p-divisible group over F, with Newton polygon equal to c.
Moreover, the p-divisible group X% may be identified with the isoclinic pieces of
(see section 2.4).

2.3.5. For every algebraically closed field k of characteristic p we have

(Endk(Za) ®z, @p)* = [ GLx, (Dx,)-

We write Ty, for the group of the quasi-selfisogenies of ¥, i.e. To = ], GL,, (Da,),
and T',, for the group of the automorphism of X4, i.e. Ty = [, GL,, (O),) (To C T4).

2.3.6. We now fix a Newton polygon a of dimension ¢ and height h (and write
Y = 34). In the following, we analyse in more detail the group T = T, and, in
particular, we introduce a certain submonoid S = S, of T, where S D I' =T,. (The
role of the submonoid S will be explained in section 3.4.)
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Let p € T. For any i = 1,...,k we denote by p; : £* — ¢ the quasi-selfisogeny of
%¢ induced by p and define:
ei = ei(p) = e(p;) = min{m € Z | p™p; is an isogeny}
and
fi=filp) = f(p:) = max{m € Z | (p™p;)"! is an isogeny}.

We also write e = e(p) = max;e;(p) and f = f(p) = min; fi(p). It follows from
the definitions that e and f are respectively the minimal and maximal integers such
that p°p and (pfp)~! are isogenies.

It is easy to see that if p~! is an isogeny then f;, e; are respectively the maximal
and the minimal integers such that

ip’i] C ker(p; ') € T¢p®].

In particular, e; > f; for all 7.

Definition 2.10. — We define S C T to be the subgroup
S={peT|p!isanisogeny, e; < fi—1, 1 <i < k}.

2.3.7. Foralli=1,...,k, we denote by t; € End(Xy,) the uniformizer we defined in
section 2.3, and write 7; = t¥™ € End(X¢ = Ei”). We define fr to be the isogeny of
T =5

fr = @7,
where the a; denote the numerators of the slopes A; (written in minimal form), for
all i. Equivalently, fr is the unique isogeny which fits in the following commutative

diagram (see section 2.3.7)

$(@) <— .

where we may identify ¥ and Z(®)| via v, since the Barsotti-Tate group ¥ is defined
over F,,.

2.8.8. If B = lem(by,...,b), where the b; are the denominators of the rational
numbers X; (written in minimal form), then it follows from the definition of the
morphism fr that P = @®;p™ P and, in particular, that fr® is in the center of T (for
all i, \;B € Z).

Lemma 2.11. — Maintaining the above notations.
The set S is a submonoid of T and has the properties that the quasi-selfisogenies
p~ 1, fr % € S and also that T = (S, p, fr?).

ASTERISQUE 291



ON CERTAIN UNITARY GROUP SHIMURA VARIETIES 221

Proof. — To see that S is a submonoid of T, it suffices to remark that

ei(wp) < ei(p) + ei(w) and fi(wp) > filp) + filw),

which follow easily for the definitions.
It is also clear from the definition of S that p—!, fr~B € S. In fact, we have

es(p N =1=fi_1(p™?) and e;(fr"B) = B > fi_i(fr™B) = A1 B,

foralli=2,... k.

We now show that T = (S, p, fr?).

For any p € T, there exists m € Zx¢ such that p™p~! is an isogeny, i.e. such that
p = p™w with w™! an isogeny (w = p~™p). Moreover, for any isogeny p we have

ei(p"p) = ei(p) — n and fi(p"p) = fi(p) — 7,
and thus p satisfies the conditions e;(p) = fi—1(p), for all 1 < ¢ < k, if and only if p™p
does for some integer n.
Then, it suffices to prove that for any isogeny p there exists a positive integer m
such that fr™B p satisfies the above inequalities. This fact follows directly from the
following inequalities:

es(fi™ p) < ei(p) + mAB and fi_1(f™P p) > fi—1(p) + mAi_1B,
where \; < A\;_q, foralli=2,... k. O

2.4. Slope filtration. — Dieudonné’s classification of p-divisible groups implies
that any p-divisible group defined over a perfect field is isogenous to a direct product
of slope divisible isoclinic p-divisible groups. In [29] Zink investigates what remains
true if the perfect field is replaced by a ring of characteristic p. In particular, Zink
shows that over a regular scheme of characteristic p any p-divisible group is isogenous
to a p-divisible group which admits a filtration by p-divisible subgroups which factors
are slope divisible isoclinic p-divisible groups ordered with the decreasing order of the
slopes.

In this section we shall recall some of the definitions and results from [29]. For
completeness, let us mention that this result over a smooth curve was previously
established by Katz in [19], and also that, more recently, it was extended by Qort
and Zink to the case over a normal scheme (see [25]).

2.4.1. Let H be a p-divisible group over a scheme S of characteristic p and A € Q.
We say that H is slope divisible with respect to A if there are positive integers a, b such
that A = a/b and the quasi-isogeny p~°F® : H — H ®") is an isogeny. If H isoclinic
and slope divisible of slope A then the above isogeny is in fact an isomorphism.

Theorem 2.12 (see [29], Theorem 7,p.9). — Let S be a regular scheme over Fy,. Let
H be a p-divisible group over S with constant Newton polygon. We denote by
A1 > Ag > - -- > A the slopes of H.
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Then there is a p-divisible group G over S which is isogenous to H, and which has
a filtration by closed immersions of p-divisible groups:

0=GoCcGyC---CGr=G

such that for each i the factor G;/G;_; is isoclinic of slope A; and G; is slope divisible
with respect to ;.

We say a p-divisible group with the properties described for G completely slope
divisible and call its filtration the slope filtration.

We remark that any isogeny among two p-divisible groups endowed with slope
filtrations respects the filtrations.

In fact, suppose ¢ : G — H is an isogeny among p-divisible group endowed with
a slope filtration over a reduced scheme S of characteristic p. When k£ = 1, the
statement is trivial, so we may assume k > 2. Moreover, using induction on k, it
suffices to prove the statement for k = 2.

First, we assume S = Spec K and we consider the morphism

¢1:G1°—’G—)H—»HQ.

By Dieudonné’s theory, there is no non zero morphism between two isoclinic Barsotti-
Tate groups with different slopes (see [29], p. 13). Thus, the morphism ¢, is identically
zero, or equivalently the isogeny ¢ maps G; to Hj.

For obtaining the same result in the general case, it suffices to remark that the
above considerations imply that (¢;), vanishes for any point z in S. Thus, the
morphism ¢, over S is zero.

Finally, we remark that from the existence of an isogeny v such that ¢y = p?, for
some d, we deduce that the induced morphisms ¢; are isogenies, for all 3.

2.4.2. We conclude this section with the following two remarks which will play a key
role in our definition of Igusa varieties (see section3).

Remark 2.13 (see [25]). — Let G be a Barsotti-Tate group over a field K of positive
characteristic p. Then, G is completely slope divisible if and only if G xx L is
completely slope divisible, for some L D K.

Remark 2.14 (see [29], proof of Theorem 7, p.15). — Let G be a Barsotti-Tate group

over a connected regular scheme S over F,,. Let 7 be the generic point of S and assume

that G, is completely slope divisible (i.e. admits a slope filtration as in theorem 2.12).
Then, the Barsotti-Tate group G over S is also completely slope divisible.

2.5. Rapoport-Zink spaces. — In [27] Rapoport and Zink formulate moduli
problems of (PEL) type for Barsotti-Tate groups, associated to any decent Barsotti-
Tate group over a perfect field k of characteristic p. They prove that the corresponding
moduli spaces exist in the category of rigid analytic spaces over the fraction field of
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the Witt vectors of k£ and, in the cases when the moduli problems impose no level
structures, they admit integral models in the category of formal schemes over W (k).

In this section we shall recall their constructions together with some of the main
results in the case which is our interest.

2.5.1. Let X be a decent Barsotti-Tate group over a perfect field & of characteristic p.
(We recall that a Barsotti-Tate group is called decent if it arises by base change from
a Barsotti-Tate defined over a perfect field.) To X we associate a functor M = Mx
on the category of schemes S over W = W (k) such that p is locally nilpotent on S to
sets. For such a scheme S, we denote by S the closed subscheme defined by the sheaf
of ideals pOg, and we view it as a scheme over Speck.

We define M(S) to be the set of equivalence classes of pairs (H, 3) where:

« H is a Barsotti-Tate group over S;

 B:Xg — Hg is a quasi-isogeny.

Two pairs (H, ) and (H', #') are equivalent if the quasi-isogeny 3'o8~! : Hz — H’§
lifts to an isomorphism between H and H' over S.

Theorem 2.15 (see [27], Theorem 2.16, p.54). — The functor M is represented by a
formal scheme over Spf W, which is formally locally of finite type.

For any other Barsotti-Tate group X’ and isogeny ¢ : X’ — X there is a canonical
isomorphism between the corresponding Rapoport-Zink spaces

¢" : Mx — My
(H,B) — (H,B 0 ¢).

2.5.2. For any pair of positive integers n,d, we denote by M™? the subfunctor of
M defined by the condition that p™f3 is an isogeny and its kernel is contained inside
X[p?] (or equivalently, both p"3 and p?~"3~! are isogenies). The functor M™¢ is
represented by the p-adic completion of a scheme of finite type over Spf W and can
be identified to a closed formal subscheme of M, of finite type over Spf W. Moreover,
it follows from the definitions that, in the sense of Zariski sheaves, we have
= lim M™4,
M um M

We call the spaces M™? the truncated Rapoport-Zink spaces. (Let us remark
that the truncated Rapoport-Zink spaces we use are not exactly the ones introduced
in [27], paragraph 2.22, p.58. For any pair of positive integers n,d, Rapoport and
Zink consider the closed subfunctor M, 4 of M defined by the condition that p"f
is an isogeny of degree less than or equal to p?. Thus, there are natural inclusions
Mg C M™C My, an.)

We observe that, for any other Barsotti-Tate group X’ and isogeny ¢ : X' — X,
the corresponding isomorphism ¢* : Mx — Myx does not preserve the truncated
Rapoport-Zink spaces (nor the open subspaces we define below).
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2.5.8. For any pair of positive integers n, d, we define:
Ut ={te M™¥ |3V C Mopen, teV c M™%},

It follows from the fact that M is formally locally of finite type that the U™% form
an open cover of M, i.e.

M= Un,aU n’d,
where the U™? are open formal subschemes of M, of finite type over Spf W.

2.5.4. Let us assume from now on that the field k is algebraically closed and write K
for the fraction field of W. We denote by M™% the rigid analytic space associated to
the formal scheme M. In [27] Rapoport and Zink introduce a tower of rigid analytic
coverings of M€ over Spm K. We now recall their construction (see [27], paragraph
5.34, pp. 254-256).

We first recall the following result.

Proposition 2.16 (see [27], Proposition 5.17, p.237). — The rigid analytic space M8
over Spm K is smooth.

Let z € M'&(L) be represented by the pair (H,8) € M(Or). The p-adic Tate
modules T,,(H), for the points z € M™&_ piece together in a locally constant Z,-sheaf
for the étale topology on M™8, We denote this sheaf by 7. Namely, for all integers
n 20, T,(H) ® Z,/p™ is the generic fiber of the finite flat group scheme H{p"], which
is étale.

For any open compact subgroup U C GL,(Z,), we define M{}g to be the finite étale
covering of M€ parametrizing the classes modulo U of trivializations of 7/ M™8,

a:T —Z; (modU).
We remark that if
U=U(M)={A€ GLy(Z,) | A= 1,(mod p™)}
the space ME% M) parametrizes the classes of trivializations of the generic fiber of the
pM-torsion of the universal Barsotti-Tate group over M.

2.5.5. If U’ Cc U, then there is a natural morphism M;ﬁ - Mgg. More generally,
for any two subgroups U’,U, an element g € GL,(Q,) such that g~ 'U’g C U gives
rise to a morphism
g: MpE — MEE.
2.5.6. Let T denote the group of quasi-selfisogenies of X over k£ and ¢ the Frobenius
automorphism of W (we also denote by o its extension to K and the Frobenius
automorphism of k).
There is a natural action of the group

GL,(Q,) x T x Frob”
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on the system of Rapoport-Zink spaces, where the action of GL,(Qp) x T is linear
and the action of Frob? is o-semilinear.

2.5.7. We first define the action of T' on the formal scheme M defined by

(H,B8) — (H,B0p), peT

(see [27], section 2.33, p.64). We remark that, for any other Barsotti-Tate group X’
and isogeny ¢, the isomorphism ¢* : Mx — Mx commutes with the action of the
group of the quasi-selfisogenies, where we identify Tx with Tx- via the isomorphism
p— ¢ tpg, for all p € Tk.

The action of T on M induces an action of T on M€, which extends canonically
to an action of T on the covers Mf}g, for all level U C GLn(Zp). In fact, for any
level U, let us denote a point ¢t € M;}g(L), for some extension L of K, by a triple
(H, B, ]e]), where H is a Barsotti-Tate group defined over the ring of integers Oy,
of L, 8 : X — H X, k a quasi-isogeny, and [a] the U-orbit of an isomorphism
a: Tp(H) — Zy. Then, for any p € T, we define

p: MI(‘Jig SN Mll”}g
(H,8,[o]) — (H,B0 p,[a]).
It is clear that the above action of T on the system of the Rapoport-Zink spaces
ME commutes with the previously defined action of GL,(Q,).

2.5.8. We now introduce the o-semilinear action of Frobenius. Let us recall that
defining a o-semilinear automorphism of the formal scheme M is equivalent to defining
an isomorphism of formal schemes over W

Frob : M — M®),

where M(®) denotes the pullback under o of M.

If we identify the space M(P) with the Rapoport-Zink space associated to the
Barsotti-Tate group X(® /k, then we can describe the morphism Frob in terms of its
universal property. The morphism Frob is defined by

(H,B) — (H,fo F7),

where F : X — X®) is the Frobenius morphism of the Barsotti-Tate group X (see
[27], section 3.48, pp.100-101).

We observe that Frob is indeed an isomorphism, since we can define its inverse by
setting

(G,p) — (G,po F).

Moreover, it is easy to see that this action commutes with the action of 7'. In fact,
for any quasi-selfisogeny p € T, the equality F o p = p(®) o F implies

Frobop = p® o Frob: M — M®),
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Finally, we remark that the automorphism Frob of M gives rise to an automorphism
of M™&_ which is also o-semilinear and which extends canonically to o-semilinear
automorphisms of the covers M, for all level U C GL,(Z,). If we denote a point
on M by a triple (H, 3, [a]) as before, then, for all level U, we define

Frob : MpE — (MpE)®)
(H,8,la]) — (H,80 F~, [a]).

It is clear that the action of Frob on the system of the Rapoport-Zink spaces Mgg
commutes with the previously defined action of GL.(Q,), and thus gives rise to an
action of the group GL,(Q,) x T x FrobZ.

2.5.9. Let us remark that, if we restrict our attention to the reduced fiber M of M
over k, then the action of T' x Frob? extends to an action of the product

T x Frob% x FrN,

where Fr is also a o-semilinear endomorphism of M, namely the relative Frobenius.
As before, we describe Fr as a k-linear morphism

Fr: M — ﬂ(”),
where ﬂ(p) is the pullback under o : k — k of M. If we identify the space ﬂ(p) with

the reduced fiber of the Rapoport-Zink space associated to the Barsotti-Tate group
X(®) /k, then the morphism Fr is defined by setting

(H,B) — (H®, g®)),

where H® and g® . X® — H® are the pullbacks under ¢ of H and 8: X — H,
respectively.

We observe that indeed the relative Frobenius Fr commutes with the action of
T x FrobZ. For any p € T,

(ﬂp)(P) — [3(1’) p(p)’
and also
(5Fx_l)(p) = g(p)(px—l)(p) = ﬂ(P)FX—(;)’
where Fx and Fy¢) are the Frobenius morphism on X and X®), respectively.

2.5.10. We now focus our attention of the Rapoport-Zink space M, = Msx_ over
W (F,), associated to the Barsotti-Tate ©,/F,, for any given Newton polygon « of
dimension ¢q and height h (see section 2.3.4).

Let T, be the group of the quasi-selfisogenies of ¥, /Fp. In section 2.5.7 and 2.5.8,
we defined the action of T, X Frob? on M. It follows from the definition that this
action does not preserve the truncated Rapoport-Zink spaces Mg'd C My. In the
following, we analyze how this action moves the truncated Rapoport-Zink spaces.
(We remark that, in particular, the action of the subgroup I' = Aut(Z,) preserves
the truncated Rapoport-Zink spaces.)
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2.5.11. Let p € T, and write e = e(p) and f = f(p) (see section 2.3.6). It is not hard
to see that if (H,3) € M™ then (H, Bp) € M"tedte=f In fact, it follows from the
definitions that both p**¢8p = (p"8)(p°p) and p*~F~"(Bp)~" = (W o)~  (p*"67)
are isogenies.

Thus, for each p € T, and any pair of integers n, d, the action of T, on M, give
rise to morphisms

p: Mn,d N Mn+e,d+e—f
* [23 x
such that for any positive integers n’,d’, with n’ > n and d’ > d,

-n+te,dte—f _ -n,d
Zn'+e,d’+e—f o p - p o ln',d'
- . . . ’ 4
where we denote by zZ;dd, the natural inclusion of M4 in M7 4.
b
Moreover, the restrictions of the above morphisms associated to p € T, give rise
to morphisms

p: Un,d Un—i—e,d—{—e—f,

which are open embeddings of formal schemes over W (F,).
On the other hand, from the equality p = F'V = V F we deduce that, for all positive
integers n, d,
Frob : M™¢ — (MRFLALP) — (Aq(P)yntld+l
and also that
Frob : U™?% — (Unthd+h)®),

In fact, if p"B3 and p? "3~ ! are isogenies, then p"*t!BF~1 = p"@pF~! and
p? " FB~! are also an isogenies.

2.5.12. Let us now consider the reduced fibers M, and m’d of M, and Mg’d
respectively, for all n,d. Then, M, and MZ’d are reduced schemes over Fp (the
latter of finite type over Fp, for all n,d), and there is an action of T x Frob? x Fr
on M,. From the above discussion, we already know how the action of T' x Frob”
moves the spaces HZ’d, let us now remark that the action of Fr respects the truncated
Rapoport-Zink spaces.

In fact, if a quasi-isogeny 3 : ¥ — H is such that p™( with kernel contained in
Y[p?], then the same holds for the quasi-isogeny 3®) : ©(P) — H®) Equivalently, for
all positive integers n, d, the relative Frobenius morphism maps the scheme m’d to
mn,d(P)

o .

Let us also remark that the action of I' on the reduced fiber HZ"’ of the truncated
Rapoport-Zink spaces is particularly simple. More precisely, for any n, d the subgroup
T4 C T of the automorphisms of ¥, which induce the identity on ¥,[p?] acts trivially
on m’d. Indeed, for any v € 'y and any (H,() € X/I—n’d, there exists ¥ € Aut(H)
such that (p"B)oy = Fo (p™B3), thus the pair (H, 3) is equivalent to the pair (H, Bo+).
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2.5.13. We observe that, depending of the choice of the Barsotti-Tate group £,F, in
its isogeny class, there is another natural isomorphism frob between M, and M&p ),

namely the isomorphism defined as
frob : My — MP)
(H,B) — (H,Bov7Y),
where v : 5y — S is the natural identification over F, (see section 2.3.7).
Differently from Frob, the action of frob preserves the truncated Rapoport-Zink
spaces M7¢ (and thus also the open U™) inside M,, but is not compatible with
the action of T,,. In fact, for any p € T,,, we have

v lop® oy =fropofrt,
which is equivalent to
pP) o frob = frobo(frop o fr™1) : My — MP),

On the other hand, since fr? is in the center of T, the same equality shows that
the morphism frob®? does commute with the action of 7.
Finally, it follows from the definitions that

Frob = frobo fr™1,
since the equality v o fr = F' implies that
BoF 1=8ofr tor,
for any Barsotti-Tate group H and any quasi-isogeny 3 : ¥, — H.

2.5.14. We reinterpret the above definitions in terms of the f¢-adic cohomology
with compact supports of the Rapoport-Zink rigid analytic spaces associated to the
Barsotti-Tate group %,.

Let ¢ be a prime, £ # p, and consider the constant abelian torsion étale sheaf
Z/¢"Z, for some integer r > 1. For any open compact subgroup U of GL,(Z,) and
any integer 7 > 0, we consider the i-th étale cohomology group with compact supports
of the rigid analytic space M;}g with coefficients in Z/¢"Z,

HI(MEE x i K>, 2/077).

For any U’ C U, the natural projection Mj% — MJpE give rise to a morphism
between the corresponding cohomology groups and therefore the cohomology groups
of the Rapoport-Zink spaces piece together in a direct limit

lim Hi(MGE xx K™, Z/0°Z).
U

We remark that, since the open subgroups U(M) (for all integers M > 0) form a
cofinal system of compact opens of GL,(Z,), the above limit can be also computed
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as a direct limit over the open subgroups U of the form U = U(M), for some positive
integer M, i.e.
lim Hi(MyE xx K, 2/0'Z) = limp H(M3%,, xx K*,2/0°7).
U M
The action of GL,(Qp) X Tn X FrobZ on the system of Rapoport-Zink spaces gives

rise an action of the GL,{Q,) x T, X FrobZ on étale cohomology groups, which nat-
urally extends to an action of GL,(Qp) x To X Wg,,, where Wg, is the Weil group of

Qp (K = Q;r)-

Proposition 2.17. — For all integers i 2 0, the Z/€" Z-representation
lim H{(Mp® xx K, Z/0"Z)
U

of GL,(Qp) x Ty is smooth.

Proof. — Let us write H* = lim,; Hi{(MEE x g K2 Z/¢"Z). Then, it follows from
the definitions that, for any open subgroup U of GL,(Q;), we have

(HYY = H(MGE xx K*,Z/0'Z).
Moreover, let us consider the opens V = U™? C M,, (for all integers n,d > 0), which
form a cover of opens of finite type of M. Then, for any level U, the associated
open cover of Mp# (whose opens V[;* are the pullbacks under the natural projection
ME — M8 of the rigid analytic spaces associated to the opens Vof M,) is also
formed of opens of finite type and we have
HIME xx K, Z/0"Z) = lim Hi(V5® xx K*,2/0'7),
Ve
a direct limit of finite modules. Finally, we remark that the action of the subgroup
T'x C T, on H' preserves the subspaces H:(V[;'® x x K®,Z/{"Z), for all opens V and
all levels U, and thus
(Hi)UxI" — 122 HZ(V;g X K Rac,Z/érZ)F’,
v

for any level U and any open compact subgroup IV C T',. O

Maintaining the notations introduced in the above proof, for any integer ¢ > 0 and
open compact subgroup U < GL,,(Q,), we defined the i-th f-adic cohomology group
of M as

HAMEE xg K*,Qp) = lim (lim HA(V® xx K, 2/0°Z7) ®z, Qo).
V(;ig T
As the level U varies, the ¢-adic cohomology groups of the Rapoport-Zink spaces
form a direct system, endowed with an action of GL,(Q,) % T,. Further more, the
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corresponding ¢-adic representations of GL,(Q;) x T,

lim HA(MGE xx K*, Q)
U

are smooth. (This fact is a direct consequence of the definition.)

2.6. Full set of sections. — In [9] Drinfeld introduces the notion of full level
structure in the context of his theory of elliptic modules. In [20] Katz and Mazur
develop this notion in the context of finite locally free commutative group-schemes.

In this section we shall recall the definition and some basic properties of their
notion of a full set of sections of a finite flat scheme of finite presentation.

2.6.1. Let S be a scheme and Z a finite flat S-scheme of finite presentation and rank
N > 1 (or equivalently Z is finite locally free over S of rank N > 1). For every affine
S-scheme Spec R, the R-scheme Zr = Z x g Spec R is of the form Spec B where B is
an R-algebra which is as an R-module locally free of rank N. Any f € B defines an R-
linear endomorphism of B. We denote by Norm(f) its determinant and by det(T — f)
its characteristic polynomial, which is a monic polynomial in R[T] of degree N.

Definition 2.18 (see [20], section 1.8.2, p.33). — A set of N points (not necessarily dis-
tinct) Pi,..., Py € Z(S) is a full set of sections of Z/S if either of the following
equivalent conditions is satisfied:

(1) for every affine S-scheme Spec R and for every f € B = H%(Zg,O) we have
det(T = f) = [I:L, (T - £(Py)) in RIT];

(2) for every affine S-scheme Spec R and for every f € B = H°%(Zg,O) we have
Norm(f) = Hil f(P) in R.

2.6.2. If Z is a finite étale S-scheme of rank N the above conditions are equivalent
to the following ones:

(1) the morphism [[, S — Z defined by the N-sections Pi, ..., Py is an isomor-
phism of S-scheme;

(2) for every geometric point Spec k — S the N points (P;)x € Z(k) are all distinct
(see [20], Lemma 1.8.3, pp. 33-34).

Proposition 2.19 (see [20], Proposition 1.9.1, p.38). — Let Z be a finite flat S-scheme
of finite presentation and rank N > 1. Let P1,..., Py € Z(S) (not necessarily dis-

tinct).
Then there exists a unique closed subscheme W of S which is universal for the
relation “Pi1,. .., Pn is a full set of sections of Z/S7, i.e. such that for any S-scheme

T the induced points Py r,..., Py € Z(T) are a full set of sections for Zr /T if and
only if the structure morphism T — S factors through W.
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2.6.8. Suppose now that Z is a finite flat S-group scheme of finite presentation and
rank N > 1 and let A be a finite abelian abstract group of order N (e.g. Z is the
p™-torsion of a Barsotti-Tate group over S of height h and A = (Z/p™)").

Definition 2.20 (see [20], section 1.10.5, p.44). — A group morphism ¢ : A — Z(S5) is
an A-generator of Z/S if the set of N points {¢(a) | a € A} is a full set of sections of
Z/S.

It follows directly from proposition 2.19 that the functor on S-schemes to sets which
maps T/S to the sets of A-generators of Z /T is represented by a closed subscheme
W(A,Z/S) of Z xg--- xg Z. In particular, W(A, Z/S) is finite over S.

Moreover, if Z, Z' are two isomorphic finite flat S-group schemes of finite presen-
tation and rank N > 1 then W(A4,7Z) ~ W (A, Z’).

We remark that there is a natural action of the group Aut(A) on the S-scheme
W (A, Z/S), namely the one defined by ¢+ ¢ o g, for any g € Aut(A4).

2.7. Vanishing cycles. — In [3] and [4] Berkovich constructs and studies the
vanishing cycles functor from the category of étale sheaves on the generic fiber X,
of a formal scheme X to the category of étale sheaves on the closed fiber X of X,
when the formal scheme X is locally finitely presented over the ring of integers W of
a non archimedean field K with residue field . In this case, the generic fiber X, is an
analytic space over K and the closed fiber X, is a scheme over k. Berkovich proves
that for each pair of formal schemes X, Y over W there exists an ideal of definition Z of
Y such that, if two morphisms ¢, : J — X coincide modulo Z, then the morphisms
between the vanishing cycles sheaves induced by ¢ and ¥ coincide.

In this section we shall recall the definition of the functor that associates to a formal
scheme X locally finitely presented over W a K-analytic space X,,, together with the
definition and some of the relevant properties of the vanishing cycles functor. Finally,
we shall focus on the construction and properties of the vanishing cycles of Z/¢"Z, for
a prime number ¢ # p and an integer v > 1 (see [14], pp.46-47).

2.7.1. We now describe the functor from the category of formal schemes locally
finitely presented over W to the category of K-analytic spaces which associates to
a formal scheme X its generic fiber X, over K.

If X = Spf A where A is topologically finitely presented over W, then X,, = Spm Ag
where Ax = A ®w K is naturally a strictly K-affinoid algebra.

We define the reduction map 7 : X,, — X, by sending a seminorm | - |, on Ag to
the prime ideal ker | - |, of Ax = A®w k. If J is a open subset of X then 7~1())) is a
closed analytic domain of X, and in particular, when Y is a open formal subscheme,
we have 77 1(Y) = V).

2.7.2. Let X be a formal scheme locally finitely presented over W, we recall the
following two facts.
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Proposition 2.21 (see [3], Lemma 2.1, pp. 542-543, and Propeosition 2.3, p. 543)

(1) The correspondence ¥ — Y, induces an equivalence between the category of
étale formal schemes over X and the category of étale schemes over Xs.

(2) If ¢ : Y — X is an étale morphism of formal schemes, then the induced mor-
phism ¢, : Y — X between the generic fibers is quasi-étale.

2.7.3. For simplicity, we suppose the field K separably closed. The functor YV, — Vp,
which we obtain by composing the functors Vs — Y and Y — },, induces a left
exact functor ¥, from the category of étale sheaves over X,, to the category of étale
sheaves over X, (we recall that any sheaf on the étale site of X,, extend uniquely to a
sheaf on the quasi-étale site of X,,).¥,, is called the vanishing cycles functor of X, and
we denote by R4¥,, its right derived functors on the category of étale abelian sheaf
on X,.

Proposition 2.22 (see [3], Corollary 4.5, p. 549 and Corollary 5.4, p.555; and [4], Corol-
lary 2.5, p. 373 and Theorem 3.1, p.374)

Let X be a formal scheme locally finitely represented over W and F an étale abelian
sheaf on X,.

(1) For any étale morphism Y — X, R, (F)y, ~ RV, (F|y,), for all ¢ > 0.

(2) For any morphism ¢ : Z — X of formal schemes locally finitely represented
over W, we have

R (R 90 F) = R puu (R*U(F)).

(3) If X is a smooth formal scheme and n is relatively prime to chark, then
V. (Z/nZ)x, = (Z/nZ)x, and RIV,(Z/nZ)x, =0 forq > 1.

(4) For any subscheme Y C X, we denote by I)C(‘y the formal completion of X along
Y and by .7-"’,3, the pullback of F over (X{y))n, then (fX:l’\y),,is canonically isomorphic to
7~ YY). If F is constructible with torsion orders prime to chark, then there are
canonical isomorphisms

ROV, (F)jy = ROD,(Ffy)

for all ¢ 2 0.

(5) If X is locally of finite type and all the irreducible components of X are proper,
then there is a spectral sequence

EP? = HY(Xs, 19, (F)) => HEVI(Xy, F).
2.7.4. Let 7 be a scheme of finite type over W and F be an étale abelian torsion
sheaf on T,,. Suppose X and X’ are schemes of finite type over 7, and let Y C X,

and )’ C X, be subschemes. Then, any morphism of formal schemes ¢ : X’/’J\,, — f)C?y
over 77 induces some morphisms of sheaves on )’

Yo, F) = 05 (R, (Fixc, Dy, — BRIV (Fix; )|y,
for all integer q > 0.
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Proposition 2.23 (see [4}, Theorem 4.1, p.382). — Let F be an abelian étale con-
structible sheaf on T, with torsion orders prime to chark.

Given the schemes X = X’/’J\,, and X' = X?y over T", there exists an ideal of
definition I' of X' such that for any pair of morphisms o, ¢ : X' — X over T that
coincide modulo T', we have

Yn(p, F) = ¥n(d, F)
forall q 2 0.
Further more, let f : J' — ). Then, any finite étale formal scheme q : Z — f)C' 7

with degree relatively prime to the torsion orders of F, and any morphism ¢ : Z —
X;\y such that ¢s = f o q, induce a morphism

0(p, F) = " ()

where Tr : ¢ RIU,(F) z) = s s Ry (Fix, )|y, — R¥¥n(Fjx; )|y, is the trace map.
By closely following the argument in [4], one can prove the following mild general-
ization of proposition 2.23.

Tro QS*"Z’W(‘P’}-) 0%: f*Rq\I’ (-ﬁx )lys — RV (flx’)b}'

Proposition 2.24. — Maintaining the notations of proposition 2.23. GivenT, F, X =
I)C’/S\,, and X' = x?y over T, there exists an ideal of definition I' of X' such that for
any finite étale formal scheme q : Z — X' and any pair of morphisms v, ¢ : Z — X
over T" that coincide modulo I', we have

Troqsﬂ/)n(‘Pv ‘7:) = ’I‘rqu*wn(¢>}-)

for all ¢ > 0, where Tr : 4, . RIV,(F/z) = 4545 RIV,(F /%) — RIV,(F)x/) is the
trace map.

In particular, if there exists a morphism f: X, =Y — X, = Y such that ¢s =
¢s = f oqs and deg(q) is relatively prime to the torsion orders of F, then

0(p, F) = 0(¢, F)
forallq >0

Proof. — Let us first remark that it suffices to find such an ideal Z' separately for
each g, since all the sheaves are constructible and equal to zero for ¢ > 1+ 2 dim(%,).
For any étale morphism U, — X, (resp. U, — X, Vs — Z;), we denote by U — X
(resp. U’ — X', V — Z) the corresponding étale morphism of formal schemes under
the equivalence of category stated in proposition 2.21.
Our first step is to remark that there exists a finite étale covering {uq : Us,o — X5}
such that the canonical morphisms

Baus H(Uy, F) — RIV,(F)zx)

is surjective. For any Us = U, o — X5, we write U, = XU, and Vs = ¢*U,. Then, the
two morphisms ¢, ¢ : Z — X extend to two morphisms from V to U, and V->Uis
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a finite étale morphism with degree equal to deg(q). Moreover, in order to prove the
statement, it is sufficient to show that the associated morphisms ¢*, ¢* : H(U,, F) —
H4(Vy, F) satisfy the condition Trop* = Trog¢*, where Tr : H(Vy, F) — HY(Uy, F)
denote the trace map. Further more, we can assume U = Spf(A), Y’ = Spf(B) and
VY = Spf(C).

Let a (resp. b) be the maximal ideal of definition of A (resp. B). We observe that
bC is an ideal of definition of C. For any 0 < r < 1, we set

Ulry={z ety | |f(@)| 2TV €al},

and analogously define U’(r) C U, and V'(r) C V,,. Then, the U(r) (resp. U'(r), V(1))
are some affinoid domains which exhaust U, (resp. U,, V,). For each r, the morphisms
@, ¢:V - U and q : V — U induce some morphisms ¢, ¢, : V(r) — U(r) and
gr : V(r) — U'(r). Moreover, it follows from Lemma 6.3.12 in [2], that there exists r
such that the canonical morphism j : H(Uy,, F) — HI(U'(r), F) is an injection. We
fix such a number r, 0 < r < 1, and consider the following commutative diagram.

%)
Ho Uy, F) T HI(V,y, F) — s HIU!, F)

| & | [
HYU(r), F) ) HYV (), F) -2 H(U'(r), F)
or

By Theorem 7.1 in [3], there exists ¢ € G(U(r)) such that ¢} = ¢} on HY(U(r), F)
if d(¢r, ¢r) < &. Moreover, without loss of generality we may assume that ¢ is defined
by triple (U(r),{fi}, {t:}), for some elements f; € A and some ¢t; > 0, 1 < i < m,
i.e. d((pr,¢r) < e if maxer(T) (o fi — ¢ f)(W)| < t;, for all &. Then, the ideal of
definition b™, for any n > 1 such that ™ < ¢; (for all ¢), possesses the property that,
for any pair of morphisms ¢,, ¢, : V(r) — U(r) which coincide modulo b", one has
d(pr, ¢r) < € (see Lemma 8.4 in [3]).

It follows that for J = b™ we have ¢} = ¢} and thus also Trop) = Trog¢}. Since
the morphism j is injective, we deduce that Trop* = Trog¢*. O

Finally, let us remark that if the morphism (¢, F) is an isomorphism then such
is also the induced morphism 6(y, F) on the vanishing cycles sheaves over )’ (one
can define its inverse as Wl(q) Tr oty (i, F) "t 0d).

2.7.5. Let £ be a prime number, £ # p, and r > 1 some integer. We recall the
following result on the vanishing cycles R7¥,(Z/{"Z).

Lemma 2.25 (see [14], Lemma IL5.6, p.47). — Suppose that R is a complete noethe-
rian local W -algebra. The natural map

R, (Z/€ Z)spt r — RTYy(Z/€ Z)spt R([T1,...,T, )]

is an isomorphism.
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The above lemma can be reformulated as follows

Proposition 2.26. — Let X,Y be two formal schemes, locally finitely represented
over W, and 7 : Y — X be a smooth morphism.
Then the map:

Yu(m, LU D) : 7* ROV (L0 T)x, —> ROT,(Z/0 L)y,

is an isomorphism.

Proof. — Tt suffices to check that ¢,(m,Z/¢"Z) induces an isomorphism on fibers.
Thus, let y be a point of Vs and consider the map

Un(m, Z/C L)y : (RYY(Z/CLYx, )niy) — (ROYH(Z/C L)y, )y
It follows from part 5 of proposition 2.22 that

(Rq\Ijﬂ(Z/ETZ)xn)fr(y) = Rq\I’n(Z/ETZ)O’\

X, 7(y)
and
(BRI, (Z/€T)y,), = B, (Z/E D)oy .

To say that the morphism 7 is smooth at the point y is equivalent to say that there
exists an isomorphism O3, ~ Oy W(y)[[Tl, ..., T;]], compatible with the morphism
™ Of a(y) O:/)\i,y' Therefore the previous lemma suffices to conclude. O

3. Igusa varieties

In [14] Harris and Taylor introduce natural analogues of the Igusa curves in the
theory of elliptic modular curves and call them Igusa varieties. These form towers
of finite étale coverings of the open Newton polygon strata in the reduction of the
Shimura variety.

In this section we shall define some varieties we shall also call Igusa varieties which
are the natural generalization of the ones introduced in [14]. These form a tower of
finite étale coverings not of an open Newton polygon stratum but only of the central
leaf inside it. (In the case considered by Harris and Taylor in [14], i.e. when the
dimension of the pertinent Barsotti-Tate group is one, there is a unique leaf inside
each open Newton polygon stratum, which is the stratum itself.)

3.1. The general case. — We shall recall the general construction underlying the
notion of Igusa variety which was introduced by Harris and Taylor in the context of
[14] (see section IIL.1, pp.70-71).
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3.1.1. Let X be a p-divisible groups defined over Fp (eg. X=2%),0< A< 1,asin
section 2.3).

The functor on F,-schemes to groups which maps S to Aut(X[p™]/S) is represented
by a scheme Aut(X[p™]) of finite type over SpecF,, (for all m). If m; > mo then there
is a natural map Aut(X[p™]) — Aut(X[p™2]).

For each m we define Aut'(X[p™]) to be the intersection of the scheme theoretic
images of Aut(X[p™]) in Aut(X[p™]) over all m’ > m. Then the scheme theoretic
image of Aut!(X[p™]) in Aut(X[p™2]) for m; > mg is in fact Aut'(X[p™2]).

3.1.2. Suppose now that S is a reduced Fp-scheme and H a p-divisible group over S.
We now consider the functor on S-schemes to sets which maps 7/S to the set of
isomorphisms over T’ jm : X[p™] X g5, T — H[p™] xsT. This functor is represented
by a scheme X,,,(X, H/S) of finite type over S.

We define Y, (X, H/S) to be the intersection of the scheme theoretic images of

Xm/(X,H/S) — Xn(X, H/S)

over m' > m and write J,,(X,H/S) = Y (X,H/S)™. We denote the universal
isomorphism over J,,(X, H/S) by

jan X[p™] — Hp™.

It follows from the definitions that there is a natural action of the group of automor-
phism of X/F,, on the schemes J,,,(X, H/S), for all m, which is defined via composition
on the right of the restrictions to the p™-torsion with the universal isomorphism juniv,

3.2. Igusa varieties over the central leaves. — We maintain the notations
established in sections 2.1, 2.2 and 2.3. Inside each open Newton polygon stratum of
the reduction in characteristic p of the Shimura variety, we consider the central leaf
and define the Igusa varieties as covering spaces of the central leaves.

3.2.1. Let U? be a sufficiently small open compact subgroup of G(A>?). We denote
by X the Shimura variety Xy»(g) over Spec E,, and write X = Xy». Then, X =
X XgpecO, Spec E,. We denote by X the reduction X Xgpecop, Speck(u), where
k(u) is the residue field of Og, (k(u) =Fp).

Let a be a Newton polygon of height h and dimension g and £, be the Barsotti-
Tate group over F, defined in section 2.3.4. We denote by Y(Q) the open Newton
polygon stratum inside X associated to a and by C, the central leaf inside 7(‘1),
i.e. the leaf associated to ¥,. We define the Igusa varieties as covering spaces of the
central leaves C,, (for all a) as follows.

3.2.2. We briefly recall the notation introduced in 2.3.4. Let A1 > Aa > -+ > Mg be
the slopes of the Newton polygon a. For each i, we denote by r; the multiplicity of
the slope A; in . We define ¥f = ¥}, = £ and ¥ = £, = &; 5%,
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Lemma 3.1. — Aut'(Xi[p™)) is finite over F, and
Autl (Ei [pm])red =~ GLTi (O/\z /pmo)\i)

Proof. — The same proof of Lemma I11.1.5 of [14] (pp. 70-71) applies to this lemma
using the result in Proposition 2.8. O

We also see that
Jom (S, 5/ SpecF,) = Aut® (Zp™])"* = GL, (05, /5™03,).

In fact if S is any reduced scheme over Spec Fp then
. . . , _ red
Im (24, 21/8) = (Jm (2%, %/ SpecF,) X SpecF, S)

~ ((GLﬂ (OAi/pmo)\i))S)red
= (GLH (O)w' /pmoki))s
(see [14], section II1.1, pp. 70-71).

3.2.8. Let us consider the central leaf C' = C,, i.e. the leaf of Y(a) associated to the
Barsotti-Tate ¥ = X,.

We focus our attention on the Barsotti-Tate group G = eA[u*] over the central
leaf C = C,. We denote by C, the irreducible components of C, by = n, the generic
point of C; and by 7 = 7, the associated geometric point (for all 7).

It follows from the definition of C that G5 ~ ¥ x k(7) and thus, in particular, that
Gy is completely slope divisible (for any 77 = 7,.). We deduce, by remark 2.13, that
the Barsotti-Tate groups G, are completely slope divisible, and also, by remark 2.14,
that G/C. is complete slope divisible, for all . Thus the same it is true for G over C
(by definition C' = U,C,, but indeed C =[], C,, since it is smooth).

We denote by (0) C G C -+ C Gx = G the slope filtration of G over C and by G*
the subquotients G;/G;—1 (i = 1,...,k). The G* are slope divisible isoclinic Barsotti-
Tate group of slope A;, and for all geometric points z € C we have G¢, ~ X*. (This
follows from the fact that, for any geometric point z of C, G, ~ ¥ and any isogeny
between Barsotti-Tate groups endowed with slope filtrations respects the filtrations.)

Definition 3.2. — For each positive integer m we define the Igusa variety of level m
Im = Jn(21,G1/C x Fp) X o5, Im(B2,G2/C X Fy) X o, =+ I (T G/ C X Fp)

and denote by jurlY : ¥[p™] — G*[p™] the universal isomorphisms over J,,.

If m’ > m then there is a natural surjection qm/ m : Jms — Jm over C X Fp. The
Igusa varieties J,, together with the morphisms g ,, form a projective system of
schemes over C' x Fp. Moreover, there is a natural action of the group I' on the tower
of Igusa varieties, which is defined by composition on the left. If we write '), =
I1, GLy, (Ox,/p™0Oy,) then the action of I' on J,, factors via the natural projection
' »T,,.
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Proposition 3.3. — The Igusa variety J,, over C x F, is finite étale and Galois with
Galois group T'py,.

Proof. — Tt is sufficient to show that for any closed point z of C' x F,, the following

two conditions hold

« the group I',,, acts faithfully and transitively on the points of (Jm)5;

. if y is a point of (J,,), then (Jm);\ ~ (C x Fp)
A

or equivalently that Jim X o, 5, Spec OCpr . (Fm)specog .
’ xFp, 2

Following the argument of Proposition III.1.7 in [14] (pp. 73-74) in order to con-
clude it suffices to prove the following lemma. 0

Lemma 3.4. — Maintaining the notations as above. For any closed point x in C x Fp
and for all

A

i _ ~ S _ A
g X CxF, Spec OCxF,,,m ~ 3] X OxF, Spec O

CxFp,z’
Proof. — By the Isogeny Theorem of de Jong and Oort (theorem 2.9), and the fact
that over Fp any two Barsotti-Tate groups with equal Newton polygons are isogenous,

there exists an isogeny

A

P Xt X oxF, Spec O —»G' X oxF, Spec OCpr,z

CxFp,
over Spec (’)ng . We choose an integer d > 0 such that the kernel of the isogeny 9
y 2l
is contained in the p?-torsion subgroup.
Let H%,d be the reduced fiber of the Rapoport-Zink space M%’f’ and denote by H

the universal Barsotti-Tate group over H%:i . We consider the subset
Y = {t € Mod | Hy x k(t)™ ~ i x k()*=}.

It follows from lemma 2.6 that Y is a constructible subset of ﬂ%’ii . We now show
that Y is finite. In fact, if t € Y, then H; x k(t)* ~ % x k(t)** and thus there exists
an isogeny ¢, € End(X* x k(t)**) = Endg (Z°) with kernel contained in * [p?] such
that

t = (Hs, Be) ~ (Z%, ¢n).
Thus the map which takes £ to ¢; defines a bijection between Y and the set

Endg (£%) N p? Endg (5)7!/ Autg (%) > My, (Ox,) Np™;, (Ox,) ™ / GLy, (Ox,)-

Since the set of matrixes
T
T* oy

0 T
where a; > a2 2 -+ > ar, > 0 are integers such that a; < dforall ¢, and z; ; € O, are
such that z; ; = 0 for i < j and valy(z; ;) < a; for i > j, is a system of representatives
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of the coset space My, (Oy,) NpM,, (Ox,) " / GL,, (Oy,), this set (and therefore Y)
is finite. It follows that there is a reduced finite subscheme Y of ﬂ%zd such that, for
any geometric point ¢ of —./\7%:1 ,t €Y if and only if H ~ X,

By the universal property of the Rapoport-Zink space M%’,-d , we have that the pair
(G* X oxF, Spec Oé’xfp,w’ 1) defines a morphism of schemes

—0,d
u : Spec Oé‘xf,,,z — M.
Moreover, if we denote by 7 the generic point of Spec (’)gxF . then u(n) € Y and
D
thus, since Y is finite and ngﬁ , @ domain, the map u has to factor via a (closed)
P
point in Y. O
Corollary 3.5. — The Igusa varieties are smooth schemes over SpecE,.
Proof. — It follows directly from propositions 2.7, and 3.3. ]

8.2.4. We remark that the definition of the Igusa varieties can be easily given over
any leaf of —X—(a) X Fp which is associated to a completely slope divisible Barsotti-Tate
group, and moreover the result of proposition 3.3 also holds for those Igusa varieties.

3.3. The action of G(A*P) on the Igusa varieties. — We defined the Igusa
varieties as covering spaces of the central leaf of an open Newton polygon stratum
inside the reduction of a Shimura variety with no level structure at p. In this section,
we shall investigates how the Igusa varieties vary as the level structure away from p
on the Shimura variety varies.

3.3.1. Let « be a Newton polygon of dimension q and height h. For any open compact
(sufficiently small) subgroup UP of G{A°?) and any positive integer m, we denote
by

JUP,m = Ja,UP,m
the Igusa variety of level m over the central leaf Cy» = C, y» of the open Newton

polygon stratum ngap) inside the reduction of a Shimura variety with no level structure
at p and structure of level UP away from p, YUP(O).

For all open compact subgroup VP C UP, the natural projections between the
Shimura varieties va(o) — YUP(O) preserve both the Newton polygon stratifica-

tion and Oort’s foliation. Equivalently, they induces some morphisms —ngxp) — Yglp)
between the open Newton polygon strata and

qve,ur : Cyr — Cyr

between the corresponding central leaves. Moreover, these morphisms are finite and
étale (see section 2.1.10).
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It follows from the definition of the Igusa varieties that, for any level m, the mor-
phisms qy» pye : Cy» — Cyr give rise to some finite étale morphisms between the
corresponding Igusa varieties of level m,

qvs,ur : Jvem — JUP,m7

such that qm/,m ©qQve,ur = Qve,Ur © Qm/,m, for any integers m’ > m and for any open
compact subgroups VP C UP of G(A>?).

In fact, for all levels VP, m, let us denote a point z on the Igusa variety Jy» n by a
(4 + k)-tuple (A, X\, 4,; Jm1, - - -y Jm.k), Where (A, A,4,T0) is the quadruple associated
to the point qm(z) € Cye and jm, : LHp™] — G'p™] (for all i = 1,...,k) are the
isomorphisms defining the Igusa structures on the isoclinic subquotients G* of the
Barsotti-Tate group G = e A[u*°]. Then, the morphisms qy» yr : Jvr,m — Jurm are
defined by

(Aa A, 1, 1 jm,h e yjm,k) — (A, A, i, [ jm,l, I ajm,k)a

where the VP-orbit 7 of 2 determines a unique UP-orbit (which we still denote by 7).

3.3.2. Analogously, for any g € G(A>?), the corresponding morphisms between the
reductions of the Shimura varieties
g . ;—X—Up —F Yg—IUpg
(see section 2.1.11) preserve the Newton polygon stratification and Oort’s foliation,
and induce some morphisms between Igusa varieties of the same level m,
g:Jur,m — Jg-1urg.ms
for all m > 0 and UP C G{A*P), which commutes with the projections g m and
qve,ur. The morphisms g : Jyr m — Jg-1urg,m are defined by
(A7 A’ iaﬁ;jm,la oo 7jm,k) — (A7 )‘,ir Ho g;jm,l, e ajm,k)a
where UP-orbit i of 1 determines a unique g~'UPg-orbit of i o g, which we denote by
nog.

3.4. The groups acting on the Igusa varieties. — In this section we investigates
which abstract groups naturally act on the tower of Igusa varieties. More precisely,
we shall show that there is a natural action of the submonoid

QX x Sq x Frob" x Fr™

of Q) X Tj, X Frob? x FrZ on the Igusa varieties, where the action of Qp x S is linear
and the actions of Frob and Fr are o-semilinear (cf. section 2.5). We also prove that
this action commutes with the previously defined action of G(A®P) on the Igusa
varieties.

Let us remark that the action of the monoid S = S, C T = T, (see definition
2.10) on the Igusa varieties J,,/C x F, extends the action of the group I' = T, and

ASTERISQUE 291



ON CERTAIN UNITARY GROUP SHIMURA VARIETIES 241

also that the action of Q7 on the Igusa varieties is compatible with the action of
Q, C G(Qp) on the Shimura varieties (see section 2.1.12).

3.4.1. Let (g,p,1,1) € Q) x S x Frob™ x Fr™ and write e; = e;(p) and f; = fi(p), for
all ¢ (see section 2.3.6), and e = e;. We also assume that —val,(g) > e.
For any positive integer m, such that m > e, we shall define a morphism

(gvp717 1) : J'm - Jm—el'

We recall that defining such a morphism (g, p,1,1) on J,, is equivalent to give
a (4 + k)-tuple (B, X,#, %, jm-e,1,-- -5 Jm—ek) Over J, which represents a point of
Im—e-

Let (A, A, 4,7, j1,. . ., jk) be the universal object over J,,, we write G = e A[u™)]
and denote by G its isoclinic subquotients.

Since p € S, then p~! is a well define isogeny and [p’i] C ker(p; ') C Z[p*] C
X[p°]. We consider the following commutative diagram:

. - Ji © P gt _ G
i (___—_) Si[pm—e 3 m—e) s
% b ey ier(r )
pflT T T

e p X "] —— Gi(p S ") ——— Gt

J | ]

ker(p; ') —— Zi[p™] —r GHlp™) ¢ ji(ker(p; "))

where p; : &' — Xt is the quasi-isogeny induced by p on the isoclinic subquotients
and 7; o p; is defined as the isomorphism induced by j; on the quotients, for each i =
1,...,k. (The inclusion p;Zp™¢] C £i[p™| follows from the inclusion ker(p; ') <
Yip%] C Xip?].) It is clear that since the isomorphism j; are extendable to any
higher level m/, the same holds for the isomorphisms j; o p;.

For simplicity, we now write K}, = j; (ker(p; e g

Remark 3.6. — If p € S, then there exists a unique subgroup K, of G such that the
corresponding subgroups inside the isoclinic subquotients of G are the IC; (for all 7).
Moreover, we have G[p/*] C K, C G[p®].

Let us argue by induction on k. If k = 1, then K, = IC}, and thus there is nothing
to prove.

If k£ > 1, we denote by IC;, the corresponding subgroup of G’ = G/G*, then G'[p*] C
K, C G'[p°]. We define K, = pr'| Q’[p”]_l(l(l;,) + i1(K}), i.e. K, is the unique
subgroup which fits the following commutative diagram with exact rows. (We remark
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that we use the inequality ez < f1 to deduce that G'[p®?] C K}.)

0—— ") — Glp*] — G| —0

]

00— Glp*?] + Ky 3 K, >0

0 > K} y Ko » K, >0

It is clear from the definition that G[p*] C X, C G[p®'], and thus we conclude.
3.4.2. We define the morphism

(97/), 1, 1) : Jm — ']m—e

to be associated to the (4 + k)-tuple (A/(K,), N, 4", T, jin_e 15+ - s Jm—e,k) Where:

(1) (A/(Kp), N, ') is the quadruple induced by the universal quadruple on Jy,
via the projection .4 — A/(K,), where (K,) C Alp~ *»(9)] is a finite flat subgroup
associated to K, C G[p°] C G[p~ V*»(9);

(2) jiy—es denotes the isomorphism j; 0 p; : S [p™~¢] — (G*/KL)[p™¢].

The subgroup (K,) C A[p?] is defined as

(OB, ®z, K,) ® (OB, ®z, K,)" C Au™ ] @ Al(u) ],

and the structures on A/(K,) are the ones induced by the structures on A. More
precisely, the polarization A on A/(K,) is induced by p~ valp(9) X : A — AV, and the
level structure is defined as

Ve A©r B vr A vr(A/(K,).

!

8.4.3. Tt follows from the definition that for any m > m' > e

Qm—e,m’—e © (gap7 ]-a 1) = (gypa ]-7 1) © Qm,m’,

and that that the above definitions give rise to an action the submonoid

{(g,0) € Q) x 8| —valp(g) > e1(p)} CQ) x S

on the system of Igusa varieties.

We claim that the above action extends to an action of the monoid Q;‘ x S. To
prove it, it suffices to show that the element (p~',1) € QX x S acts invertibly on
the Igusa varieties. More precisely, we claim that the element (p~1,1) acts on Jp, as
the element v¢ € EX C G(Q) C G(A®P), for any v € E* such that val,(v) = 1,
valye(v) =0 and v =1 mod (u®)™.

In fact, the pertinent subgroup K; C G[p] is simply (0) and ((0)) = A[u°] C Alp].
Thus, the multiplication v¢ : 4 — A gives rise to an isomorphism .4/{(0)) ~ A, and
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under this identification the polarization )\’ is simply ), the level structure &’ = v%o u
and the isomorphisms j;, ; = v° 0 jimi = jm.i-

3.4.4. We remark that the above argument also shows that the action of Q) on
the Igusa varieties is compatible, under the projections qm:m, with the action of
Q, € G(Qyp) on the reductions of the Shimura varieties (see section 2.1.12).

3.4.5. Let us now define the action of Fr. As in section 2.5.9, we define the o-
semilinear action of Fr on the Igusa varieties as a linear morphisms

Fr: Jm — JP),

where J are the pullbacks under the Frobenius o : F, — F, of the Igusa varieties
I /Fp, for all m.
Let us denote by C®) the pullback of the central leaf C under o. Then, C®) can
be identified with the leaf Csys), and *) with the Igusa variety of level m over Cys) .
Under the above identifications, the relative Frobenius on the central leaf

Fr:C —CW

is defined by setting
A= (A \i,7) — AP = (4P 2@ ;@) 7@)y
where A®) denotes the pullbacks of A under o, endowed with the structures induced
from the ones of A.
If G denotes the Barsotti-Tate group associated to an abelian varieties A, then

G®) is the Barsotti-Tate group associated to A® and, for all 4

(GP)Y = (GHYP,
Then, for any level m, the relative Frobenius on the Igusa variety of level m

Fr:J, — J®

is defined by setting

(A,jm,l, e ,jm,k) — (A(P),j”(:’)l, v ajr(yz:,)k)a

and its action commutes with the action of the monoid Q, xS on the Igusa varieties,
i.€.
(Go(g,0,1,1)) =P o(g,p1,1),
for all (g,p) € Q) x S.
3.4.6. We define the action of Frob on the Igusa varieties, as an analogue of the

action of Frob on the Rapoport-Zink spaces (see section 2.5.8). As before, we define

the o-linear action of Frob as a linear morphism
Frob : J,, — JP

m-—1>

forallm > 0.
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Let us consider the following diagram:

i e O3 [pm] "l’ 5 gi [pm] | GEEN gi

Jm,i
JF JF

¥i (p) +— i (@) [pm—1] J—2F_1_> Gi @ [pm-1) — Gi @
m,i

The isomorphisms j,,_; ;F~1 are simply the restriction of the isomorphism '7(5,)1'
to the p™ l-torsion. Moreover, the subgroups G![F] = jm :(X[F]) naturally piece
together as the subquotients of the finite flat subgroup G[F].

Furthermore, we have G[F] C G[p] and A[F] = (G[F]) C Alp]. Thus, analogously
to the above definition of the action of Q x S, we set the action of the element
(p~1,1,Frob, 1) to be defined by the morphism associated to the (6 + k)-tuple

(AP, )\(p),i(p),ﬁ(p),jr(:)_l’l, . ,jfi’)_l’k ,

or equivalently (p~!,1,Frob,1) = qmm-1 0 Fr.
It follows that the action of Frob on the Igusa varieties is defined as
Frob = (p7 15 17 1) O (Qm,m—1©° FT7
i.e. by the morphism associated to the (6 + k)-tuple

(A® A®) ) 7)o (Uc)_lyjfrf)—l,h e ajr(rf)—l,k )

where v € E* is an element such that val,(v) = 1, val,.(v) =0and v =1 mod (u®)™
(see section 3.4.3).

It is clear that the action of Frob commutes with the previously defined action of
Qy x 8 x FrY, and therefore there is an action of the monoid

Q, x S x Frob™ x FrM

on the system of Igusa varieties. Moreover, it is easy to see that this action commutes
with the previously defined action of G(A™P).

8.4.7. Let us remark that, as in section 2.5.13, depending of the choice of the Barsotti-
Tate group L/F, in its isogeny class, there is a natural isomorphism between J,, and
J® (for any m > 0), which arise from the fact that the Barsotti-Tate group ¥ is
defined over F,, namely

frob : Jp, — J®
(ijm,i) L (A,jm,'i © V;w,,l'i)’

where v, ; denotes the restriction to 2¢[p™] of the identification v : £ ~ Z(®) (see
section 2.3.7).
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As in the case of the Rapoport-Zink space, the action of frob is invertible {and thus
defines an effective descent datum on the Igusa varieties), but does not commute with
the action of T, (though frob® does, see section 2.3.8).

Proposition 3.7. — Maintaining the above notations. We remark that e(p™) =1 and
we write a = e(fr %) = A\ B.

(1) If m > 1, the element (p~',p71,1,1) € Q) x S x Frob™ x FrN acts on J,, as

VO qQm,m—1,

where v € EX C G(Q) C G(A®?) is an element such that val,(v) =1, val,(v) =0
and v =1 mod (u®)™.
(2) If m > a, the element fr ™8 € S acts on J,, as

(pBa 1, 17 1) S qm,m—a @ frob_B o FI'B,

where Fr : J,, — J,(,f ) denotes the Fp-linear relative Frobenius on the Igusa variety.
(3) If m = B (and thus m 2 a since a = M B < B), we have

Frob? = dm—a,m—B © frobB o fr =B

Proof

Part (1). — Let us consider the diagram in section 3.4, when p; ! = p. The induced
isomorphisms j; o p are simply the restrictions of j; on the p™~!-torsions. Moreover,
(Gp]) = Alu] C Alp] and thus the multiplication v : A — A gives rise to the necessary
identifications.

Part (2). — We shall prove the element (p~2, fr21,1) acts as Am,m—a ©
frob"Z o FrB. Let us consider the commutative diagram of Figure 1.

By definition of fr® = EBi'ri)"'B € 8, we have that vBofr® = FB on ¥, or equivalently
that

WE o rMB = FB

on X, for all 4. In particular, it follows that ker(FB) = ker(7*®) as subgroups of &,
for all 4.

Thus, maintaining the notations as in section 3.4, K} _, = G*[F Bj, and Ky =

G[F®], i.e. there exists an isomorphism between G/K,-s and G ®"), compatible with

the projection G — G/Ki-5 and FB : G — G®°). Moreover, the isomorphisms

Jmygofr~ B can be identified with the restrictions of the isomorphisms _](p ) o

over the p™~*-torsion subgroups (we denote by IJB the restriction of (v )B to the
p™-torsion subgroups).

Finally, we also have that (G[FP]) = A[FB] c A[p®] and thus, the Frobenius
morphism FB : A — A®®) gives rise to an isomorphism A/(G[FB]) ~ A®”) which
is compatible with the structures induced on the two quotients by the one on A.

1/
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B
we L ie?) > Ei(PB)[pm]
)P
“ TZ.)‘iB )
Tt
i Y Vrlrgz——ai B
SP™] oo > Bipm—9] ——— 5 (P)
Jmii jmiofr™B -7(5?
Gilp™] e » G s [p™e) = gi(PB)
gt ———» G'/Ki s
H B v g
Gt F > gi(PB) ¢ b gi(PB)mei]
FIGURE 1
Part (3). — The equality follows from part (2) and the equality
Frob® = (p?,1,1,1) 0 g m_p o Fr?. O
3.5. The cohomology of the Igusa varieties. — In this section, we shall rein-

terpret some of the above results in terms of the cohomology with compact supports
of the Igusa varieties.

We shall observe that the cohomology groups of the Igusa varieties naturally form a
direct limit, under the morphism corresponding to the projections qm/ m and qys e,
and also that the action of G(A®P) x Q) x S x Frob" on the system of Igusa varieties
give rise to an action on the direct limit of the cohomology groups, which extends to
an action of the group G(A*P) x Q x T x FrobZ.

Thus, the cohomology groups of the Igusa varieties are representations of the group
G(A®P) x Q) x T x Frob”, or equivalently of G(A*?) x Q) x T x Wy, where the
action of the Weil group is unramified.

3.5.1. Let £ be a prime number, £ # p, and r > 1 an integer.
For any integer ¢ > 0, we consider the i-th étale cohomology groups with compact
supports of the Igusa varieties Jy» , over Fp, with coefficient in Z/¢"Z,

Hg(JU",mv Z/ZTZ)’
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for any positive integer m and any open compact subgroup U? C G(A™P).
The finite étale morphisms

Qm’,m - JUpyml — JUp,m and qve,Ur ! JVP,m — JUp,m,

for all positive integers m’ > m and all open compact subgroups V? C UP of G(A®P),
induces some morphisms between the cohomology groups

(Am? m )« : Hz(JU"JmZ/eTZ) - Hi(JUP,m’aZ/ETZ)’

and
(ave,ue)s : H(Jup m, Z/ETZ) — HAJy»,m, Z/LL).
It is easy to see that the i-th cohomology groups of the Igusa varieties, together
with the above morphisms, form an inductive system and we refer to the direct limit

H{(J,Z/0'Z) = lim H{(Ju»,m,Z/{'T),

m,UP
as the i-th cohomology group of the Igusa varieties, with Z/¢"Z-coefficients.

3.5.2. Let us now consider the action of G(A®P) x QF x § x Frob™ x FrN on the
system of Igusa varieties (see sections 3.4 and 3.3). It induces an action of G(A™?) x
S x Frob™ x FrN on the direct limit of the cohomology groups, H:(J,Z/¢"Z), and
moreover the action of Fr is trivial.

In fact, for any (g, p) € Q) x S, the morphism (g, p) : Jur,m — Jur,m—e induces a
morphism

(9, 0)x : HA(Jyv m—e, Z/ETZ) — H:(Jyp,m,Z/€"Z),

for any integer m > e (where e = ¢(p)) and any open compact subgroup U?.

Moreover, since (g, £)0Qm’ ,m = Gm’—e,m—e°(g, p) and (g, p)oqve vr = qv»,uzo(g, p),
the morphisms (g, p). give rise to an endomorphism of the direct limit.

Analogously, for every g € G(A*?), the morphism g : Jyr m — Jy-1yrg . induces
a morphism

gt Hi(Jywom, L)L) — H(Jgruvgm: /07 Z),

for any positive integer m > 0 and any open compact subgroup U?, and, since g o
qQve,Ur = Qg-1yrg,g-1Urg © g 8Nd g 0 G/, ;m = Qm’,m © g, the morphisms g, give rise to
an automorphism of the direct limit.

Similarly, the o-semilinear morphisms Frob, Fr : J,,, — J,, gives rise to an action
on the étale cohomology groups, and moreover, since Frob and Fr commute with the
projections Q. and qy» ue, it induces an action on the groups Hi(J,Z/¢"Z).

We remark that the above action of Fr on the étale cohomology groups is trivial,
since Fr : J,, — J,, is the absolute Frobenius.

Remark 3.8. — The action of G(A>P) x Q x § x Frob™ on H:(J,Z/¢"Z) can be
extended to an action of the group G(A®P) x Q) x T x FrobZ (S c T).
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Indeed, since T' = (S, p, B ), in order to prove that the action of S extends to an
action of T it suffices to observe that the elements p~1, ™8 € S act invertibly, or
equivalently that the actions of (p~1,p~1), (p™B,fr %) € Q) x S are invertible. Since
the action of (p~!,p~") on the Igusa varieties is given by the morphism v o qu m-1,
where v € E* C G(Q) acts isomorphically, the induced action on the cohomology
groups becomes invertible once one passes to the direct limit. On the other hand, the
element (p~ 5, =8 ) acts on the Igusa varieties as qm,m_aofrob_B oFr® and thus the
induced action on the direct limit H:(J,Z/¢"Z) is invertible. (Since the action of frob
on the Igusa varieties is invertible, such is also the induced action on the cohomology
groups. On the other hand, we already remarked that the action of Fr on the étale
cohomology groups is trivial and, therefore, in particular invertible.)

The same argument proves that to the action of Frob on H:(J,Z/¢"Z) is invertible,
since Frob = qp m—1 0 Fr.

In the following, we shall refer to the cohomology groups with compact supports of
the Igusa varieties with coefficients in Z/¢"Z as a representation of G(A*P) x Q) x
T x Wy, , where the action of the Weil group is unramified (<.e. it factors through the
projection Wg, —» 0Z) and the action of ¢ on the above spaces is defined to be equal
to the action of Frob™!.

Remark 3.9. — Let UP? C G(A*?) be an open compact subgroup.For any integer
q 2 0, the Z/{"Z-representation of T' x Wg,

HE(Jy», Z/0L) = liny HY(Jy»,m, 2/ Z)

m

is admissible.

In fact, for any integer m > 1, let I'™ C T" be the subgroup of automorphisms of
Y. which restrict to the identity on X[p™]. As m vary, they form a cofinal system of
compact open subgroups of T' and we have

HY(Jye, Z) )" = H (Jye m, L/ Z),

which is finite. (The latter equality follows from the existence of a trace map on
cohomology and the fact that the morphisms gy, m are finite étale, of ¢-prime degree.)
Let us remark that, on the other hand, the Z/¢"Z-representations H3(J,Z/{"Z) of
G(A>P) x Q) x T x W, are smooth, but not a priori admissible (cf. section 2.1.13).
For all integers q > 0, we define the f-adic cohomology groups of the Igusa varieties

H(J,Qe) = lim lim HY(Jye m, Z/0'Z) ®z, Q.

Uupm r

It follows from the definition and remark 3.8 that they are f-adic representations of
G(A™P) x Q) x T x Wg, and, moreover, are admissible.
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4. A system of covers of the Newton polygon strata

In this section we shall study the geometry of the open Newton polygon strata Y(Q).
For each Newton polygon «, we shall consider the product of the Igusa varieties J,,
over the central leaf C' = C, with the reduced fiber _M_n’d of the truncated Rapoport-
Zink space M™% = M™4 (see section 2.5.10). For any positive integers m,n, d, such
that m > d, we shall construct some morphisms

“—d _(a) w
TN i Im Xgpeer, M — X7 X Ty,

for all positive integers N sufficiently large. (In the special case of n =d = N =0,
ﬂo’o is just a point and the morphisms 7y are simply the morphisms

Um & I —»Cxﬁp%f(a) x Fp,
for all m > 0.)

We shall show that the morphisms 7y are finite and surjective on geometric points
for m,n,d > 0. As m,n,d, N vary, the morphisms 7y commute with the natural
projections between Igusa varieties and the inclusions between the Rapoport-Zink
spaces, and also my41 = (Fr? x1)ony, for all N (Fr denotes the Frobenius morphism

of Y(Q) over [, and B the positive integer we defined in section 2.3.8, which depends
only on a).

4.1. The action of Frobenius on the slope filtration. — The definition of the
morphisms 7y is based of the following key observation regarding the action of the
powers of Frobenius on the slope filtration of a Barsotti-Tate group.

4.1.1. If G be a Barsotti-Tate group over a scheme S in characteristic p we denote
by G®) its twist by Frobenius and by F : G — G® the Frobenius map.

Lemma 4.1. — Let G be a Barsotti-Tate group over a scheme S in characteristic p.
Assume that G has constant Newton polygon o with slopes A\ > --- > A, and for
each i denote by b; the denominator of A; (written in minimal form). We also write
B =1lcm(b1,...,bk) and § = min(A; — Ag, ..., Ap—1 — Ak).

Suppose also that G has a slope filtration

0)CcGC---CGr=G

over S as in theorem 2.12, and denote by G* the corresponding subquotients.
Then, for any integer n > 0, there is a canonical isomorphism:

k
nB (B
G )I'pmSB] ~ HGz(p )[pnaB]_
=1

Proof. — We prove the lemma by induction on the length k& of the slope filtration of
G. The case k =1 is trivial as G = G; = GL.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



250 E. MANTOVAN

For k > 2 we write H = G*, G’ = Gx—1, A = Ay and X = A\x_1. As G is completely
slope divisible, the quasi-isogeny p~*ZF® is in fact an isogeny of G, H and G’. In
particular, it is an isomorphism of H, since H is isoclinic of slope A.

We consider the following commutative diagram

0 + G > G y H > 0

va—)\BFB JVP—ABFB lp—)\BFB

0 > /(%) » G®@®) - g®) —— 0.

where the rows are exact and the vertical maps are isogenies. Since the last verti-
cal morphism H — H *®) is an isomorphism, it follows by the snake lemma that
G/[p—/\BFB] — G[p_)‘BFB}.

As G’ is slope divisible with respect to X’ we can factor the isogeny p~*8F® on G’
as p*BFB = p(\'~NB o = NBEB_ Thys G/[p~*BFB] 5 ('[p* ~MB] and we have

Glp™ VB G G

o N ~ G®®)
G'[p¥—NB] G'[p™V—B] G'[p-*BFB|

H[p()\ —-/\)B] ~

where the composite map is a section of the natural projection
GP pX -NB| __,, @) [pN-NB] » gp*X~NB],

We conclude that

GP®) [pN =NB] o~ PP PN =NB| x %) [N ~N)B]

and therefore by inductive hypothesis (as A’ — A > §)
k B
G(pB)[péB] ~ H Gz’(P )h?&B]'
i=1

Since the above argument holds also if we replace B by nB (for any integer n > 0),
we obtain the stated result. a

Corollary 2.14 allow us to apply the previous theorem to the Barsotti-Tate group
G = £ A[p™] over the central leaf C.

Corollary 4.2. — Maintaining the notations of section 8, we denote by G the Barsotti-

Tate group e A[p™] over the central leaf C. Let d be a positive integer.
Then, for any integer N such that N = d/dB, there is a canonical isomorphism

k NB
g(pNB)[pd] ~ H gi(P )[pd]‘
=1
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4.2. The morphisms 7. — We denote by ﬁn’d over Spec Fp the reduced fibers
of the truncated Rapoport-Zink spaces associated to the Barsotti-Tate group X (see
section 2.5.10). For all set of indexes (m,n,d) € Z;O, such that m > d, we shall
introduce a system of maps

—mn,d (@) =
TN JIm XSpeck, M7 — X xFp,

indexed by the positive integers N > d/éB.

4.2.1. By the universal property of X—(a) to define such a map is equivalent to define
a quadruple (4, \,4,T) over J,, X SpecF, A" such that the Newton polygon of the
Barsotti-Tate group £ A[p™] is constant and equal to c.

We denote by (A, A, i, ) over J,, X SPGCFPW’d the pullback of the universal quadru-

ple over J,,,/C and by (H’, 3""1V) the pullback of the universal pair over A, Over
Jm X SpecF, M we also have the data of the universal isomorphisms

i 2 TP — G ™

which, by corollary 4.2, induce an isomorphism

-univ ~univ NB NB i (pNB NB
A = ()it =T — [1g I pt) = g ]
for any N > d/éB.
By the definition of the space M™?, the kernel of the isogeny p?8"™"V : & — H' is

contained in X[p?], and thus ker(p"ﬁ“"i")(pNB) C Z)(”NB)[pd].
We set

K= ’CN = jxrniv(ker(pnﬂuniv)(pNB)) C g(pNB)[pd].

We also write K, = (Og)y ®z, K C AP D [ud], and KF < AP"")[(uc)?] for the
annihilator of K, c A®" ") [u?] under the A\-Weil pairing.
We set

(Ky=K,dKt c A(PNB)[pd]

and define the morphism 7y to be determined by the quadruple which is the quotient
of the universal quadruple (A, A, i, ) via the isogeny

NB

AlP )——»A(”NB)/(IC).
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NB)‘

It is clear that the abelian variety A®" ~)/(K) inherits the structure of A®
More precisely, the induced polarization on A@™®) /{K) is defined as the unique po-

larization p%X which fits the following commutative diagram
pAE"?)
APNE) ————— 4GPV

T

AP 1) = (AP 111))

and the induced level structure away from p is defined as

#(pNB) NE ,U—n(,vc)—d-i-n NB NB
V @ AP V”(.A(” )) V”(.A(” )) — VP(A(P )/(;Q),

where v € E* is an element such that val, (v) = 1, valyc(v) = 0and v =1 mod (u®)™.

4.2.2. We remark that the above constructions and definitions hold for any finite
flat p?-torsion subgroup K of the Barsotti-Tate group associated to an abelian variety
endowed with a polarization, an action of Og and a level structure away from p.

4.2.8. We observe that in the case n = d = 0, the space HO’O is just a point (namely,
the point corresponding to the pair (Z,id) over Fp) and the morphism 7 on the Igusa
variety J,, is simply the structure morphism
Qm : JIm —>C’><Fp;>7(a) x Fp,
for any m > 0.
4.2.4. Let us denote by Fr the Frobenius morphism of 7(0) over I, i.e. the Fp-linear
morphism defined by
(Aa )\a ia ﬂ) — (A(P), )\(p), i(p),ﬁ(p))v
and by o the Frobenius of F,,.
Proposition 4.3. — Let m < m,n < n',d < d',N < N’ be some positive integers and
U? a level away from p.
Let (g7, gp) € G(A®P) x QX C G(A™), (p,Frob™,Fr*) € S x Frob™ x Fr", and
write e = e(p) and f = f(p).
(1) fm>d and N > d/6B, then on Jpy xg, M
TN © (Qm’,m X 1) =TN.
——n,d

(2) fm>d, N>d/éB andd —d > (n' —n)h, then on Jm Xg .5, M~

an o (1 x iZ}"id,) =7N.
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(3) Ifm>d and N > d/5B, then on Jum Xgpee5, M

TN = (Fr(Nl_N)B x1)omy.
(4) If m = d and N = d/dB, then on Jye m XF, Hn’d
v o ((g7,9p) X 1) = ((¢7,9p) X 1) o 7.

(5) If m>d+2e— f and N > (d+2e— f)/5B, then on Jp Xgpeeq, M
7n o ((p, Frob”, Fr*) x (p, Frob”, Fr*)) = (Fr* xa™+*) o my.

Proof

Part (1). — Tt is straight forward that the definition of wx (i.e. the definition
of the isomorphism ;%) that the morphism 7y, as m varies, depends only
on the restrictions the isomorphisms ]“““’ over the p?-torsion, for all i. Thus,
7N © {(Am/ym X 1) = 7N

Part (2). — Proving that mn o (1 x iz;‘,id,) = 7 is equivalent to proving that the
definition of the abelian variety A/(K) and its structures, associated to mp, is inde-
pendent on n,d.

Let us denote by KX™? (resp. IC"/ d') the subgroup of Q(P ") associated to the
morphism 7y on Jm Xgpe.F, MY (resp on Jm XgpecF, M d)

It suffices to consider the two cases (n/,d’) = (n,d+1) and (n/,d’) = (n+1,d+1).

Let us first consider the case (n/,d’) = (n,d + 1). The definition of K™¢ = K does
not depend on d, but the definition of () does. In particular, we have

(K:n d) (K'n d+1)

Thus, the isogeny v® : AP"?) — 4C™?) (where we choose an element v € E* such
that val,(v) = 1, val,e(v) = 0 and v =1 mod (u®)™) induces an isomorphism
AEYE) gematy o AGYT) fgemdy,
Moreover, the following diagrams commute:
pd+1A(pNB)

dy®"?)
G T 40" T (AGY P —— (AN

| ] ]
APYE)Y o~ AGYE) pdX  AGNE) (v NE)

~ (p v

pd-HX

NB)
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where (v°)Y = v, and

v—n(,vc)—d+n NE A(pNB)
) VAT —— v (T

U—n(vc)—d—l—l-n v° :T

NB)

V ®A>r SN VP(AP

NB)

Al
(Krd+1y )0

NB)

Vp(_A(p )y —— V”(

Equivalently, the isomorphism

Al Al
(ICrd+T) = (ICnedy
gives rise to an equivalence between the two corresponding quadruples.

Let us now consider the case (n’,d’) = (n+1,d+ 1). By definition of 7y, we have
that

p"?) PV E)

Krod = p(icrdty,
and also
Krd = (Kntld+1) and (Kmd)L = (rld+lyL
Thus, the multiplication by v on AP™) gives rise to an isomorphism between
AV Al
(KnHL.d+1y = (ICnid)

which indeed gives rise to an equivalence between the two corresponding quadruples
(by an argument completely similar to the previous one).

Part (3). — The equality 7wy = (Fr(N/—N)B x 1) follows from the fact that

p"F)

: : (N'—N)B
-univ __ ¢ ;univy(p )
N =N )( .

Part (4). — By the very definition of the action of G(A°*) on the Igusa varieties,
we have that mp o (gP x 1) = (gP x 1) o my on Jy» m, for any level UP,m.

It suffices to remark that, for all g? € G(A*?), we have gP o Fr = Frog? on 78);)
to deduce from part (3) that my o (gP x 1) = (gP x 1) oy on Jyr,m X5, H"’d, for all
UP,m>2dand N > d/iB.

Analogously, the equality 7y o (g, x 1) = (gp x 1) o 7y, for any g, € Q), follows
easily from the definitions and the observations in section 3.4.3.

Part (5). — Let p€ S (i.e. (1,p,1,1) € S x Frob™ x Fr'¥), then the action of p € S

" . .
on the spaces Jp, X SpecF, M 7" is defined by the morphism

——n,d —m+e,dt+e—f
pXPp: Jm XSpech M — Jm—e ><SpecFp M .
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Let us denote by K, the unique subgroup of G such that ICZ, ~ j;(ker(p; 1Y), for all 4
(4.e. the morphism p on the Igusa varieties is associated to the Barsotti-Tate group
G/K,).

In order to conclude that wx o ((p,1,1) X (p,1,1)) = 7y, it is enough to observe
that

N NB . NB NB
. NB jn(ker(8)®" ) jn(ker(8)®" ) G \@"")
(o (ker(3p) @7y = A CON ) et ) (2
(@) T X,
and that the induced structures on the quotient abelian variety are the same.
Let us now consider the action of the element Frob = (1, Frob, 1) € Sx Frob™ x FrN.

We remark that both my o (Frob x Frob) and (1 X o) o 7y are o-semilinear, and thus
it suffices to compare the associated linear morphism (which can be done in terms of

?

the universal property of Y(a)).
Indeed, it suffices to observe that the following diagram commutes, where H and H

denote respectively the Barsotti-Tate groups associated to the morphisms (1 x o)omy
and 7y o (Frob x Frob).

NB) 7

H! (P

(73 —1
LD bE -(p) T

pnﬂ E(PNB+1) — E(pNB+1)[pm—a] L) G(PNBH)[pm—“] C g(pNB+1)

P T

TN E) —— 2P [pm] o, g(PNE) [pm] ——— g"®)

H

Finally, the equality mn o (Fr x Fr) = (Fr X ¢) o wn is obvious. |

4.3. The morphism II on Fp-points. — In this section, we shall focus our atten-

tion on the fibers of the morphisms 7w over the F,-points of Y(a).
Let us first establish some notations. It follows from the definitions that we have

——(0‘) ey . —\ /T o0
X (Fp) = {(4,A,4,0)/Fp | a(eAlu™]) = a}/ ~,
where the abelian varieties A are considered up to prime-to-p isogenies,

J(F,) = li_I)nJm(Fp) ={(B,\ 4,1 5)/Fp | 5 : Y5, — €B[u™] isomorphism }/ ~,

where the abelian varieties B are also considered up to prime-to-p isogenies, and
M(F,) = li_r)nM"’d(Fp) ={(H,B)|8: YF, — H’ quasi-isogeny }/ ~,
n,d
where the Barsotti-Tate groups H' are considered up to isomorphisms.
We observe that the spaces y(a)(Fp) and M(F,) are naturally endowed with the

discrete topology and J(F,) with the inverse limit topology.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



256 E. MANTOVAN

4.3.1. Let us remark that the action of the group T of the quasi-selfisogenies of EF,,
on M (resp. the action of the monoid S C T on the Igusa varieties J,,, for all m)
gives rise to a continuous action on M(F,) (resp. on J(F,)). These two actions are

defined as
p: M(Fp) - M(Fp)
(H',8) — (H', Bp),
for any p € T, and
p: J(Fp) — J(Fp)
(B, i,15;5) — (B/(Gker(p™)), X, é', 7'; 3p),

for any p € S, where the Igusa structure on the abelian variety B/(j ker(p~!)) is
defined by the following commutative diagram

g, —— eBu®] ———— B

S |

” . €Blu>~] . B
e qker(ph) 7 (ker(p)’
the polarization X is defined as the polarization induced by the polarization p°A on B
(where e = e1(p)) and the level structure 7’ is induced by the level structure (v¢)—¢u
on B (for v € E* is such that val,(v) = 1 and val,.(v) = 0.).

It is easy to see that the action of S on J(F,) extends to a continuous action of T
(S C T). In fact, the above definition extends directly to all the quasi-isogenies whose

inverse is an isogeny, and moreover the action of p~! € S is invertible. (Indeed, the
element p~! € S acts as

(B, X4, 1, §) — (B/Blu], X', 7', |, jp) ~ (B, \, 4, v(v¢) "L, jup™),
where the above equivalence is induced by the multiplication v : B — B.)

4.3.2. Let (y,2) € J(Fp) x M(F,), and ym € Jmn(F,) be the image of y under the pro-
jection J(Fp) — Jm(Fp)). Let n,d be two positive integers such that z € M™4(F,).
Then, for any m > d and N > d/6B, we define the point Fr— VB 7N (Ym, 2) €

Y(Q)(Fp). It follows from proposition 4.3 that this point does not depend on the
choice of the integers m,n,d, N. Thus, we can define a map

: J(F,) x M(F,) — XV F,),
(4, 2) — Fr VB (g, 2) € X (F,),

for any set of integers m,n,d, N such that m > d, N > d/éB and (ym,2) €
I (Fp) x M™4(Fp).
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The morphism II can be also described as follows. Let y = (B, \,4,7;7; H', ) €
J(Fp) x M(F,), and choose two positive integers n, d such that p"3 and p?~"3~! are
two isogenies. We define the abelian variety A as

S§, —— eBlu™] ————

o) |

pe eBu™] . R
j ker(pn3) (j ker

|

H

o —w

—

p"B))

where the subgroup (j ker(p™3)) of B is defined as

(OB, ®z, jker(p"B)) ® (OB, ®z, jker(p"B))* C B[ud] ® B[(uc)4).

B

Then, the point II(y) € X (Fp) is the class of the abelian variety A endowed with
a polarization, a Op-action and a level structure away from p induced by the ones
of B. More precisely, the polarization p%X of A is the unique prime-to-p polarization
which fits the following commutative diagram

d)
B L » BY

L s ]

B/(jker(p™B)) —— (B/(j ker(p"B)))¥

and the level structure of A is defined as

v—n(vc)—d-l-n

VeAer H,yr(p) VP(B) — VP(B/(j ker(p"B)))-

4.8.3. It follows from the definition that the morphism II is continuous and invariant
under the action of T on J(F,) x M(F,), since the 7y are invariant under the action
of the submonoid S ¢ T'.

Proposition 4.4. — Let x be a point of Y(Q)(Fp). Then, the fiber II"1(x) is a free
principal homogeneous space for the continuous action of T.

Proof. — Let us remark that the action of T on J(F,) x M(F,) gives rise to an action
of T on the fiber II~1(z), since Il o (p x p) = II, for all p € T. Moreover, since the
action of T on J(F,) x M(F,) is continuous thus is the action of T on II(z).

Let us denote by (A, A4,i4,74) a quadruple associated to z and by H = eA[u*]
the corresponding Barsotti-Tate group.

We articulate the proof in three steps.
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(1) If (B, Ag,iB,Hg;Jj; H',3') is a T-tuple associated to an element y € II~1(x),
then the Barsotti-Tate group H' is isomorphic to H, or equivalently

(Ba)‘BaiB7ﬁB;j7HIaBI) ~ (B:ABaiB;ﬁB;j>Ha/3)a

where 8 = 64, for any isomorphism é§ : H' — H.
(2) Any 7-tuple (B, Ag,ig,fig;j, H, B), associated to an element y € II71(x), is
equivalent to a 7-tuple of the form

(A/(yker(p"B)*), A4, 157, H, B),

where n, d are any two integers such that p”8 and p?~"3~! are two isogenies, (p"3)* :
H — EE) denotes the unique isogeny such that p"8 o (p"B8)* = (p"B)* o p"B = p?,
v € Aut(H), 7 : f, > H /vker(p"B3)* is the isomorphism induced by <, and the
structures of A/(yker(p"f)*) are induced by the ones of A.

(3) To any 7-tuple of the form (A/(vyker(p™3)*},7, H, B) one can associate a quasi-
isogeny B : EF,, — H in the same equivalent class of 3, and the so defined map between
O (z) and Qlso(Xg,, H) is indeed an homeomorphism of T-spaces. (In particular,
I~%(zx) is a free principal homogeneous space for the continuous action of T since
Qlso(Zg,, H) is.)

Step (1). — It follows from the definition of II that the isomorphism j : EE, - G
induces an isomorphism between the quotients H' — H.

Step (2). — Let us choose a prime-to-p isogeny
¢ B/(j(kerp"B)) — A

which gives rise to an equivalence between the corresponding two quadruple associated
to the point z = II(y), and consider the commutative diagram of Figure 2, where v
is the unique automorphism of H which makes the diagram commute.

It follows from the commutativity of the diagram that there exists an isogeny

Y : B — Af{vker(p"B)*)

which fits in the diagram and also that ¢ has degree prime to p (since the restriction
of 1 to G give rise to an isomorphism between the pertinent Barsotti-Tate groups).
The isogeny v gives rise to an equivalence of 7-tuples

(Bv)‘BaiBaﬁB;j;Ha /6) ~ (A/<7ker(pn/3)*>’Alaiaﬁl;ﬁa H7 ﬁ)?

where )’ is the polarization on the quotient A — A/ (v ker(p"3)*) induced by the p?A4
and 77 is the level structure induced by p~%v™(v°)¢"m, = v 4(v°) "G, (where
v € E* is an element such that val,(v) = 1 and valye (v) = 0).
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b »G € > B

T N G c B
(p"B) " j(ker(pn ) " {j(ker(p"B))
| ‘
H 7 »H € > p?
H 2N H c . A
() " y(ker(p"B)*) " (vker(p"B)*)

e
T
b , » G € » B
J
FIGURE 2
Step (3). — We now consider the following commutative diagram.
p?

H

H —» H/vker(p"§)" ——» H/HIp]

It exists a unique quasi-isogeny B : EF,, — H in the same equivalent class of 3,

which fits in the diagram (i.e. in the diagram B= ~v8).
In order to show that the map

f
(A/(vker(p"B)"), N, i, 737, H, B) — B

is a bijection, it suffices to construct its inverse.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



260 E. MANTOVAN

We define the map
g: Qlso(%, H) — I Y(x)
B — (A/(ker(p"B)"), N, 1,731, H, B),

for some integers n,d > 0 such that p"ﬁ and pd_"ﬁ_l are isogenies.

We check that the definition of g(ﬁ) does not depend on the choice of the integers
n,d. It suffices to consider the two cases when we replace n,d by n,d + 1 and by
n+1,d+ 1.

Let us denote by (p "ﬂ)* and 4 the two isogenies such that (p ”B) (p"ﬁ)
@"B)(p"B)* = p* and 6p"B = p"F5 = p**l. Then, we have p(p"B)*(p"B)
(P"B)p(p"B)* = p®*1, or equivalently § = p(p ",8) . Thus, the multiplication by p on
H gives rise to an 1s0m0rphism

H/~vker§ ~ H/vker(p"B)*,
i.e. p(yker8) = yker(p"B)* C H[p?). It follows that
(OB, ®z, vker§)* = (OB, ®z, vker(p")")* C Al(w)],

and therefore u{yker8) = (yker(p"B)*) C Alp?, i.e. the multiplication v : A — A
gives rise to an isomorphism

A/{yker ) = A/(yker(p"B)*).

It is easy to check that, under the above identification, the induced structures on
the quotients abelian varieties agree.

Let us suppose now that p"3 and p®"B~! are isogenies, then also p"+13 and
p(‘“;l)—(":l)a“l are isogenies. Let @"B)* be the isogeny such that (p"B)*(p"B) =
(p"B)(p"B)* = p, then (p"B)*(p"*+1B) = (p"+'B)(p"B)* = p**1.

Let us write K; = (Op, ®z, 'yker(p"ﬂ))J‘ C A[(u®)?] for i = d,d + 1, then

Ka=uKgt1,
and therefore the multiplication v°: A — A gives rise to an isomorphism

A/ (yker(p"B)* a1 = A/ (vker(p"B)*)a.

Again, it is easy to check that, under the above identification, the induced struc-
tures on the quotients abelian varieties agree.

The same diagram we used to define the quasi-isogeny B\ shows that the maps f
and g are inverse of each others. Moreover, it is a direct consequence of the definitions
that the morphisms f, g are continuous, ¢.e. homeomorphisms.

Finally, in order to prove that the bijection f is compatible with the action of
the group T, we consider the following diagram, for any p € T. (Without loss of
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generality, we may assume that both Ep and p~! are isogenies.)

pd

T—» A/(kei(ﬁ)*) — A/(kefﬁp)ﬂ

- —

H — H/ker(8)* — H/ ker(Bp)* —

o~

Bp

o pX b
—_—
o1

The commutativity of the diagram implies that the quasi-isogeny associated to the
image of (A/{(ker(p"B)*), X,i,7'; 1, H, 3) via p maps to the quasi-isogeny 3p. O

Let us remark that it follows from the above proposition that I~ (z) is not empty,
for any z € Y(a)(Fp). In fact, for any z € Y(Q)(Fp), the associated Barsotti-Tate

group over F, has Newton polygon equal to o = «(X), and any two Barsotti-Tate
groups over a perfect field of characteristic p with the same Newton polygon are
isogenous.

Moreover, under the identification II7!(z) ~ QIso(Em—-p,H ), the natural map

I~*(z) - M(F,) corresponds to the projection
QIso(EFp, H) —» Aut(H)\ QISO(EFP, H).

4.3.4. Let us also remark that it follows from proposition 3.3 that, for any integer
m > 0, the projection

Joo,m - J(Fp) B Jm(FP)
is surjective and the action of I' = Aut(Zf ) C T on J (Fp) is such that

I (Fp) = J(Fp)/Trm,

where I';;, C T is the subgroup of the automorphisms of EF,, which induce the identity
on the p™-torsion subgroup.

4.3.5. Finally, we remark that all the above results remain true is in place of Fp we
consider any algebraically closed field k over Fp.

4.8.6. The following results are implied by the previous analysis of the fibers of II.

Proposition 4.5. — For any positive integers m,n,d, N such that m > d and N >
d/0B, the morphism TN : Jm XgpeoF, M 4L X x F, is quasi-finite.
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Proof. — Let z be a point of 7(0) X Fp, defined over an algebraically closed field k&,
and denote by H the corresponding Barsotti-Tate group. We claim that 7TX,1 (z) is
finite.

It follows from the equality IT = Fr =& 7 and the surjectivity of the projection
Qoo,m that

T3 (&) = (doo,m X DI F™NE 2) 0 I (k) x M™4(K)),
where we can identify
I (Fr VB 2) N J(k) x M™4(k) ~ Qlso(Z, H® " ymd = Qe

the subset of quasi-isogenies 3 such that p™f3 and p?~"3~! are isogenies. Moreover,
under the above identification, the projection 7' (z) — M™%(k) corresponds to the
projection

QI™? —» Aut(H® ")\ Q4.

We claim that the quotient Aut(H (”_NB))\ QI™¢ is finite. In fact, if we choose
an element By € QI, then under the corresponding isomorphism T' ~ QI (which is
defined by p — [op), the subset QI™? corresponds to a compact subset K of T and
the quotient Aut(H® "))\ QI™*¢ to the quotient S Aut(H® "~ “))g 1\ K.

Since G Aut(H (p_NB))ﬂO_ ! is an open subgroup of T', the quotient

Bo Aut(H® ") g\ K

is indeed finite.

It remains to prove that the image under qoom x 1 of the coset Aut(H® )8
is finite, for any 8 € QI"’d. Equivalently, it suffices to know that there is an open
subgroup R of Aut(H (p_NB)) such that the image of RS is constant. Indeed, the sub-
group Aut(H (vaB))m"“d of the automorphisms of H® " ") which induce the identity
over the p™*9-torsion subgroup has such property. O

—NB)

Proposition 4.6. — If the positive integers m,n,d, N are sufficiently large (m > d and
N = d/éB), the morphism mn 1is surjective on geometric points.

Proof. — Since the scheme X « F, is of finite type over Fp, it suffices to show that

for any geometric point x of Y(a) X Fp there exist some integers m,n,d,N 2 0 (m > d
and N 2 d/éB) such that the set

- —_—n,d
w3t (@) = {(U,) € T Xgpoer, M | 7 (y,t) = 2}
is not empty. Let us recall that
T3 (&) = (doo,m X DI H(FNE 2) N I (k) x M™M4(R)),

and that, for all =’ € Y(a)(k), the fibers II"1(z’) are not empty. Since M(k) =
lim M™4(k), it follows that the set 7' (z) is also not empty. O
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4.4. The leaves are closed. — From the fact that the morphisms 7 are quasi
finite we can deduce that the leafs are closed subschemes of the Newton polygon
strata. (We recall that the following result is originally due to Oort, see [23].)

Proposition 4.7. — For any Barsotti-Tate group H /Fp the corresponding leaf Cy is a

closed smooth subscheme of X x F,.

Proof. — By proposition 2.7, we already know that the leaves are smooth locally
closed subschemes of Y(a) X E,. We now show that they are also closed, by showing
that all the leaves have the same dimension and that if a given leaf Cg is not closed,
then there exists a Barsotti-Tate group H'/ Fp, not isomorphic to H, such that Cy D
Ch (which implies that Cgr € Cg — Cg since Cgr N Cyg = @). These two facts
are clearly in contradiction, therefore we conclude that all the leaves of X x F, are
closed.

Let H be any Barsotti-Tate group defined over Fp with Newton polygon equal
to a, and choose an isogeny « : ¥ — H. We also choose a positive integer d such that
p?y~! is an isogeny.

Let N be an integer such that N > d/éB and define H' = H®™") and 8 =
~®~"®). Then, the pair (H’, 3) defines a point ¢ € Ho’d(Fp).

Let m = d and consider the morphism

f=7mno(l xt):Jm—>7(a) x F,.
It follows from the definition that, for every point y € J,,,, we have

(f*G)y = (g(pNB)/,Cﬂ)y ~ 2O/ ker g7 o~ it

NB) _ H

Thus, the morphism f factors through the leaf Cy C 7(0‘) X Fp. Moreover, f :
Jm — Cpg is quasi-finite and surjective.

In particular, we deduce that the dimension of Cy is equal to the dimension of J,,,
or equivalently to the dimension of the central leaf C' = C,,.

Let us now suppose that there is a leaf Cy which is not a closed subspace of
X F,. Then, there exists a Barsotti-Tate group H'/F, (H' not isomorphic to
H) such that Cgr N Cy is not empty (e.g. for any closed point = = (Ag, Az, iz, f,) €
C'y — Cg the Barsotti-Tate group H' = G, satisfies the above assumption). We claim
that Cyr C C'_H.

Let = be a point of Cg» N Cy. Then there exists a point y € Cy which specializes
to z, or equivalently (by Serre-Tate’s Theorem) there exists a local domain R/F,, with

residue field k(z) and fraction field k(y), and a morphism p, : Spec R — X« F,
associated the data of the quadruple (A;, Az, %4, 7,) and a deformation G/R of the
Barsotti-Tate group H’, such that Gy, ~ H.

Then, for any other point z = (4., A;,4,,%,) € Chv, let us choose an isomorphism

G, ~ H' and define p, : SpecR — Y(a) X Fp to be the morphism associated the
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data of the quadruple (4., \;,i.,%,) and the Barsotti-Tate group G/R, viewed as a
deformation of G, via the chosen isomorphism G, ~ H’. Then, the generic point 7 of
Spec R give rise to a point t € Cy which specialises to z, and thus Cgy C Cg. O

It follows from the fact that the central leaf is closed that the morphisms 7y are
proper.

Proposition 4.8. — For any positive integers m,n,d, N such that m > d and N =
. ——mn,d d = .
d/éB, the morphism 7y : I X SpecF, M= X(a) x Fp, is proper.

Proof. — By the Valuative Criterium of Properness (see [15], Theorem 4.7, p.101) it
suffices to show that:

« if R is a complete discrete valuation ring over Fp, K its fraction field and 7 :
Spec K — Spec R the morphism corresponding to the natural inclusion of R in K,
then for any pair of morphisms (F, f) such that mxy o F' = f o7 there exists a map

¢ : Spec R — J,, X = M such that the following diagram commutes.
SpecF,

—n,d

Spec K £, Im XgpecE, M

Spec R —f———) 7(“) x T,

A morphism f : SpecR — X % F, corresponds to a quadruple (4,X,4,%)
defined over R, and a morphism F = (Fi,F;) corresponds to a (6 + k)-tuple
(BN, i\ &5 dmays---rjmi; H', B) defined over K. The equality fon = ayo F
implies that the quadruple (Ax,Ak,ik,fg) is equivalent to the quotient of the
quadruple (B, X,i’,ﬁ’)(PNB) via the projection B@"®) B(pNB)/(IC), where
K = jn(ker p“ﬁ)(pNB). Indeed, we may substitute the quadruple associated to f so
tha‘gv g)s generic fiber is isomorphic to the quotient of the quadruple corresponding to
B®™7),

Finally, defining a morphism ¢ such that the above diagram commutes is equivalent
to defining an integral model (E,X’,?,'ﬁ’;}m,l, ... ,‘/j\m‘k; f[’,B) over R of the (6 + k)-
tuple (B, X,%,%'; im1;---,Jmx; H', B), with the property that there exists a prime-
to-p isogeny between A and B®"") /(K) (where K = EN(ker p"ﬁ)(pNB)), compatible
with the given structures on the abelian varieties. In particular, this property implies
the existence of an isomorphism between the quotient G/ K of G = eB[u™] and
H = eA[u®™] over R.

Let us consider the isogeny

¥ : B®"®) s B 1(K) ~ A,
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then py~1: Ax — B (*"®) is also an isogeny, of degree a power of p, with kernel con-
tained in the p?-torsion subgroup. If we consider the subgroup F C H[p?] which is the
closure of ker(pdzl)!_Hl) C H[p%k in H[p%, then the quotient A/(F), endowed with the
induced structures, has generic fiber equivalent to the quadruple (B, X', , 77’ )(T’NB).

This fact implies the existence of a quadruple (E, :\\’,/i\' ,i'), defined over R, whose
generic fiber is equivalent to (B, X', #,7i’) and such that (§ , pY 7, ﬁ’)(pNB) is equivalent
to the quadruple associated to A/(F). In fact, the quadruple associated to the abelian
variety A/(F) over R defines a morphism g : Spec R — X x F, such that gon =
(FrVB x1) 0 (qm o F1). Since the morphism Fr x1 on X x F, is finite, there exists
a morphism g’ : SpecR — X « F, such that ¢’ on = (qm o Fi), or equivalently a
quadruple (ﬁ , N ,?,ﬁ’ ), defined over R, with the above properties.

We remark that, since the abelian variety Bis isogenous to A, the Barsotti-Tate
group G=¢eB [u*°] has constant Newton polygon equal to « and thus the quadruple
(E, PN )/ R defines a morphism

g1 : SpecR — —X(a) x Fp
such that g1 on = qm 0 F1.

Moreover, since the map g1 o9 = q,, o F; factors through the central leaf C x Fp -
X« F,, which is a closed subscheme of X « F,, we deduce that the morphism
g1 also factors through the C x F,.

Finally, from the equality g1 o = g, © F1, where qu, : Jm — C x F,, is finite, we
deduce that the morphism g; can be lifted to a morphism

¢1 :Spec R — Jp,
(i.e. such that q,, o ¢; = g1) with the property that ¢; o n = Fy. Equivalently, the
quadruple (B, X,4',77')/R can be extended to a (4 + k)-tuple
(Ba’)‘\/a?aﬁ/;.}:m,la v ’;m,k)/R
whose generic fiber is (B, N, %', T'; jm 1, - - - s Jm,k)-
Let us now consider the isogeny
v B A,

whose generic fiber is v, and define K = ker(¥ ane)) C a(pNB)[pd].
Then, the isogeny

Tr — Zr/iy'(K)
defines a morphism ¢5 : Spec R — ﬂn’d such that ¢z o n = Fi.
Therefore, the morphism ¢ = (¢1, ¢2) makes the above diagram commute. O

Corollary 4.9. — For any positive integers m,n,d, N such that m > d and N > d/éB,
the morphism TN : Jm XgpecF, ML X F, is finite.
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Proof. — Tt follows from propositions 4.5 and 4.8, together with the general fact that
a morphism is finite if it is proper and quasi finite. O

5. Group action on cochomology

In this section we shall show that the action of S on the systems of covers J,,, x SpecF,

= . . . . .

M induces an action on the corresponding étale cohomology with compact sup-

ports, which extends to an action of T'. Moreover, we shall see that via such an action

of T it is possible to recover the cohomology with compact supports of Y(Q) from the
. "4 .

cohomology with compact supports of the spaces J,, X SpecF, M. More precisely,

we shall prove that for any abelian torsion étale sheaf £ on Y(Q) X Fp (with torsion
orders prime to p), there exists a spectral sequence involving the group homology of
T and the étale cohomology with compact supports of the covers J,, X gpecF, ﬂn’d,
with coefficients in the pull back of £, which converges to the étale cohomology with
compact supports of Y(a), with coefficient in L.

We are especially grateful to J. de Jong for his help in finding correct statements
and proofs of the following results.

5.1. The cohomology of étale sheaves with the action of a group. — In
the following, we shall introduce some general results regarding the cohomology with
compact supports of an abelian torsion étale sheaf, endowed with the action of an
abstract p-adic group which acts trivially on the scheme.

5.1.1. 'We first recall some notations and results from the theory of representations
of a p-adic group over Z/{"Z, for a prime number ¢ # p and an integer r > 1 (see [5]
for a survey of the theory over C).

Let G be a p-adic group (e.g. G = T'). Thus, G is a topological group such that the
unit element has a basis of open neighborhoods consisting of open compact subgroups
K of G. Further more, there exists an open compact subgroup Ky of G which is a
pro-p-group, i.e. for any open subgroup K’ C Ky the index [Kj : K] is a power of p.
In the following, any time we consider a open compact subgroup of G we always mean
a open compact subgroup contained in Kjy. (In the case of G = T, one can choose
Ky =T'). Finally, let us choose a left invariant Haar measure y on G, with coefficients
in Z/¢"7Z, such that u(Ko) = 1, i.e. for any open compact subgroup K C Kj, we set
u(K) = [Ko: K]

We define the Hecke algebra of G with coefficients in Z/¢"Z, H,(G), to be the space
of locally constant compactly supported functions on G with values in Z/¢"Z. Then
H,(G) has a natural structure of algebra without a unit on Z/¢"Z. Let f € H.(G),
then there exist an open compact subgroup K of G, finitely many elements g; € G
and constants ¢; € Z/¢"Z such that f = ). ¢;xg,x, Where we denote by xc the
characteristic function of C, for any open compact subset C of G.
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Let V be a representation of G, with coefficients in Z/¢"Z. We say that V is
smooth if V' = lim X VX, where K varies among the open compact subgroups of G
and V¥ denotes the submodule of the K-invariant elements of V. If V is a smooth
representation of G, with coefficient in Z/£"Z, then there is a natural action of H,(G)
on V. (If we write f = 3, ciXg;x € Hr(G) and v € VK| for some open compact
subgroup K of G, then f-v = p(K) >, cigiv.)

5.1.2. We say that a ‘H,(G)-module V is non degenerate if the natural map
He(G) ®n, )V — V

is an epimorphism. Any G-smooth representation V is non degenerate as H,(G)-
module.

In general, for any H,.(G)-module V', the above morphism gives rise to an isomor-
phism

He(G) @, () V — limekV,
K

where K varies among the open compact subgroups of G and ex = u(K) 'xk.
In fact, for any f € H,(G) there exists an open compact subgroup K such that
f = fex = exf, which implies that the image of H,(G) @4, (¢) V in V is exactly
li_n)l K€K V. Moreover, suppose » . f; ® v; is an element in the kernel of the map,
and choose K an open compact subgroup such that f; = fiex = ex f; for all ¢, then
Y fi®ui =ex ®>, fi-v;. Saying that the image is zero is equivalent to saying that
(>2; fi - vi) = 0, which implies that ex ® 3, fi - v; = 0.

Tt follows, in particular, that H,.(G) is a flat H,.(G)-module (for all K, the functors
V i+ eV are exact and the direct limit functor is also exact).

5.1.3. For any smooth representation V of G, we denote by Vi the module of the
coinvariants of V', then

Ve ~AQy,. )V,

where A = Z/{"Z is the trivial representation of G (thus the actionof f =), cixg.x €
H,(G) on 1 € Ais defined as f-1 = u(K)(3, ¢;)). In fact, let us consider the natural
morphism V' — Vg, v+ [v]. For any f = Y, cixgx € Hr(G) and v € VX, the
equality fv = u(K) ", cigiv implies that [fv] = u(K)(3_, c:)[v]. We deduce that the
morphism V' — Vg gives rise to a morphism A ®;,(g) V — Vg, which is obviously
surjective. Indeed, it is an isomorphism. Let 1 ® v € A ®4,(g) V be an element
in the kernel of the above map, then there exist finitely many g; € G and v; € V
such that v = }~.(¢; — 1)v;. Let K be an open compact subgroup of G such that
v; € VE for all i. Then u(K)v =3",(xg;x — Xk )vi, and thus 1 ® u(K)v = 0. Since
u(K) € (Z/e7Z)*, it follows that 1 ® v = 0.
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5.1.4. Let W be a Z/¢"Z-module, we denote by c—Indﬁ}(W) = C°(G, W) the space
of locally constant functions G — W with compact supports. Then,

c—Ind{Gl}(W) ~ H(G) ®z/erz W.

(The natural morphism of G-representations H,(G) ®z/¢rz W — c-Ind?l} (W), which
sends any element f ® w to the map g — f(g~!)w, is indeed an isomorphism.)

It follows that c-Ind{Gl} is an exact functor. (It is clearly left exact and, from the
above equality, it is also right exact.)

We deduce from the above isomorphisms that, for any Z/¢"Z-module W, we have
c—Ind?l}(W)G ~ W. Moreover, the G-representation c—Ind?l}(W) is acyclic for the
coinvariant functor. In fact, let us consider the two functors W — c—Ind?l}(W) and
V +— V. Since c—Indﬁ}() is exact, in order to compute the derived functors of
(g o c—Ind{Gl}() as the composition of the derived functors of ()¢ and c—Ind?l}(), it is
enough to check that, for any free Z/¢"Z-module L, c—Ind?l} (L) is a flat H,(G)-module
(and indeed c—Ind?l}(L) ~ H,(G)®z,¢rz L is flat, since H,(G) is a flat H,-(G)-module).
Since ()Goc—Ind{Gl} () is simply the identity on the category of Z/¢" Z-modules, it follows
that all the higher derived functors of ()¢ vanish on the image of c—Ind?l}().

5.1.5. We denote by G — 2Ab(X) the category of abelian ¢"-torsion étale sheaves over

X, together with an action of G which is trivial on X.

Definition 5.1. — We say that a sheaf F € G — Ab(X) is smooth if
F =lim FX,

e

K
where K varies among the open compact subgroups of G and FX € G —2b(X) is the
subsheaf of the K-invariants section of F.

We denote by G — Gm2b(X) the full subcategory of G —Ab(X) whose objects are

the smooth objects of G — Ab(X).

5.1.6. We write G — b for the category of abelian ¢"-torsion groups, together with
an action of G, and G — &mAb for the full subcategory of G — Ab whose objects are
smooth for the action of G.

Then, the functors of étale cohomology with compact supports on X on 2b(X)
give rise to some functors

H{(X,-):G - &mAb(X) — G — SmAb.
In fact, for any sheaf 7 € G — &Gm2b(X), we have

HY(X,F) = H{(X,lim F¥) = lim H}(X, F¥),
K K

and the action of K on Hi(X,F K} is trivial, for all open compact subgroups K.
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5.1.7. Let us denote by H,(G) — Mod(X) the category of sheaf of H,(G)-modules
over X. Then, there is a natural inclusion

G — GmAB(X) — H,(G) — Mod(X).

In fact, let F,G € G — GmAb(X) and ¢ : F — G. For any étale open U of X,
F(U),G(U) are two smooth representations of G and ¢(U) a morphism compatible
with the action of G, thus F(U), G(U) are also two H,.(G)-modules and the morphism
#(U) a morphism of H,(G)-modules.

5.1.8. We remark that, if F is a smooth G-sheaf, then the sheaf C(F), which is
defined as

FIO)={f:U — [lex F= | f(z) € Fu Va},
for any étale open U of X, is not a smooth sheaf, but it is naturally an object of

H-(G)—IMo0(X ). For any open compact subgroup K of G, it follows from the equality
exFz = (exF)s that exC(F) = C(ex F), and indeed C(F) # lim . C(ex F).

5.1.9. Let us consider the derived functor
A®% (@ () : D™(X, He(G) — Mod) — D™ (X, Hn(G) — Mod).

If A, is a flat resolution of A, then A ®7L_[T(G) K. ~ A, ®,(c) K. (see [1], proposition
4.1.7, p.73). We remark that it is possible to choose a flat resolution of A such that
all the modules A; are of the form L ®y/¢rz H,(G), for some free Z/¢"Z-module L.
Let us also remark that, for any F € H,.(G) — Mod and = € X, we have

Theorem 5.2. — Let K, € D™ (X, H,(G) — Mod), then
A®f, @ R*A(K.) ~ R*fi(A ®F, & K.)

Proof. — In [7] (Section 4.9.1, pp. 95-96), this statement is proved under some condi-
tions on the ground algebra which are not satisfied by H,(G). Nevertheless the same
argument works.

Deligne’s first remark is that we can assume without loss of generality that f is
proper. In fact, for any f, we have Rfy = Rf,ji, for some open embedding j and
some proper map f. Since taking the tensor product commutes with the extension
by zero, it suffices to prove the statement for f.

Given any complex of sheaves of H,.(G)-modules K,, we can replace X, by the com-
plex of its truncated Godement resolutions, which has the property of being acyclic
for the functor Rf..

Let L be a free Z/¢"Z-module and consider the H,(G)-module L ®z/¢z H-(G).
Let us first assume L of finite type. Then

L ®z/er2 Hr (G) ®,(c) RF(K) ~ Rf(L ®z/erz Hr(G) 1,6y K.)
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In fact, for any H,(G)-module V, we have
L ®z/rz Mr(G) @1, (¢) V = L ®zyerz limexV =~ limex (L ®z/ez V).
K K
Since L is free of finite type over Z/¢"Z and the functor Rf. commutes with direct
limits and finite direct sums, it suffices to check that Rf.(exK.) ~ exRf.(K.).
Such an equality follows from the observations of section 5.1.8 (which apply since
the sheaves of the complex K, are all of the form C(F), for some sheaf F of H,(G)-
modules). In particular
Rfu(L ®z/6rz Hr(G) ®n,(c) K.) = fo(L ®z/erz Hr(G) ®3,.(c) K.)-

By passing to the direct limit, one shows that the same holds for any free Z/{"Z-
module L.
We now consider a flat resolution A, of the H,(G)-module A, such that all the
modules A; are of the form L ®z/,rz H-(G), for some free Z/¢"Z-module L. Then
R*f.(A®f ) K.) = R fo(Au ®1,(0) Ko) = fu(Be O3, (c) K)

~ A, ®,(q) fo(K.) 2 A®F, o) R fu(KL). O
5.1.10. We are interested in applying the above theorem to the following case.

Definition 5.3. — We say that an object F € G — Gm2b(X) has property P if
Fo C—Ind{Gl}(Lz),
for any geometric point z in X and some abelian £"-torsion group L.
Let F be an object in G — &Gm2Ab(X), which has property P, and consider the
complex H,(G,F) := A ®§‘{T @) F. Then, it follows from the acyclicity of the stalks

of F that
A®y, ¢ F fori=0,

Hz(Gvf)z{ .
0 for i £ 0.

Corollary 5.4. — Let F be an object in G — GmAb(X) which has property P. Then
there is a spectral sequence

EP? = H,(G, HY(X, F)) = HFY(X, Fo).

Proof. — By applying theorem 5.2 to the sheaf F, we obtain a quasi-isomorphism of
complexes

A®F () B A(F) = R (A ®F, () F) = R filA @) F)-

On one hand, the homology of the complex R® fi(A®, (¢)F) is simply HZ (X, Fg). On
the other hand, the homology of A ®,L;r ©) R* fi(F) is computed by the two spectral

sequences associated to the double complex. In particular, the spectral sequence
EPY = Hp(G, HY(X,F)) abuts to it. a
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5.2. The étale sheaf 7. — We now return to the study of the Newton polygon
stratum Y(a), for some polygon «. Let £ be an abelian torsion étale sheaf over
X % F,, with torsion orders prime to p. Let m,n,d (m > d) be some positive
integers. In section 4.2, for any integer N > d/éB, we constructed a morphism

—n,d

TN ¢ JIm X $pecF, M — _X(a) X Fp. We now consider the restrictions 7n of the
. d . ——n.,d

morphisms 7y to the open J,, XSpeck, U in Jm X SpecF, M™®. (The need for
S . 1 e .. =rd .

substituting the morphism 7y with its restriction on the open Jm Xspeck U T

purely technical. It corresponds to the fact that the description of M as the union

d . .
of an increasing sequence of opens, namely the U™, is the appropriate one to be
considered when computing the cohomology with compact supports.)

For each m,n,d (m > d), we define the abelian étale sheaf over X(a) x Fp,
Fl = (BN x1)* (dn ) (in ) (B E x1)(£),
for some index N sufficiently large (e.g. any N > d/6B). We shall see that the
definition of F7%¢ does not depend on N. We shall also prove that the sheaves F7¢
form a direct system and thus, to the abelian torsion étale sheaf £ over X(a) X Fp,
we may associate the abelian étale sheaf over X' x Fp:
F = lm Fne,

—

m,n,d
together with a natural morphism F — L.

—n,d
We shall show that the action of S on the covering spaces Jp, X SpecF, M7 induces

an action on the sheaf F (trivial on X % F,), which extends to a smooth action
of the group T' D S with the property of leaving invariant the morphism F — L.
Moreover, we shall prove that, if the sheaf £ is endowed with an action of Wg,, which

is compatible with the action of Frobenius 1 X ¢ on Y(Q) X Fp, then the action of
Frob" on the J,, X gpeck, M * enable us to define an action of Wq, on the sheaf F,

also compatible with the action of Frobenius 1 x ¢ on X x F,, which commutes
with the morphism F — £ and with the action of T' on F.

Finally, for any point x in X « F,, we shall prove that
Fr=CL(M(z), Ls) ~ ¢-Indfy (Lo).

In particular, for all £, the associated sheaf F € T — Gmﬁb(y(a)) has property P
(see definition 5.3).

5.2.1. We start by showing that it is possible to define a sheaf F as as above.

Proposition 5.5. — Let L be an abelian sheaf over Y(a), with torsion orders relatively
prime to p. For any m,n,d (m = d), we define

Fad = (BNF x1)* (en ) (o) (BVP x1)i(£0),
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for some integer N > d/§B.

(1) The sheaves FIu?¢ are independent on the integers N.
2) The sheaves Fv? form a direct system under the morphisms
m Y

(Amrm X 1)* : F? — Frotand  (Ix i) Fod — Foid
Jor all integers m’ 2 m,d' —d > (n’ —=n)h 2 0.
(3) There exists a natural morphism ¢ : F — L.
Proof

Part (1). — Let m,n,d be some positive integers such that m > d. For any integers
N’ 2 N > d/éB, we have an equality of morphisms on J,, x T

TN = (FI‘(NI_N)B Xl) OTN.

Thus, (rx+)1 = (FrY =MB x1),(xn )1 and (mn:)* = () (Fr =ME x1)*,

In particular, it follows that

Fod = (BB x1)* ey (e )= (BB x1)(£)

= (FrV'B x1)* (B =MB 5 1), (den 1 (7in ) * (B —MB 5 1) (BN B x1),(L)
= (B x1)* (fow ) (7w )* (B E x1)1(L)

(since Fr is a purely inseparable finite morphism, there are canonical isomorphisms

1~ F* Fry ~ Fr Fr*).

Part (2). — From the equality 7n 0Qm/ m = 7 (for all m’ > m) and the existence of
a canonical morphism ¢* : D — q¢* D, for any étale sheaf D and any finite morphism
g, we deduce the existence of a morphism

(Qmrm % 1)* 2 Fod — f;’,d.
In fact, from the equality 7 © (qm/,m X 1) = 7n we deduce that (7x )10 (qm/,m ) =
(&™) and (Qm,m)* o (7in)* = (AH)*. Thus, there is a morphism
Fal = (B x1)* (qn )y (e ) (B P x1),(£)
— (BB x1)* (7w )1 (@ m)1 (@mem)* () (FEN P x1)1(L)
= (FrVB x1)*(an ) (7in ) (FrV B x1),(£) = Frd.
Analogously, from the equality 7™ o (1 x iZ}'fd,) = 7ty (for any N > d'/4B) and

the existence of a canonical morphism 4 : 3*D — D, for any étale sheaf D and any
open embedding i, we deduce the existence of a morphism

. ’d I ’
(1 x iy Fut — Frot.

It is straight forward that these morphism respect the required commutativity rules
and thus that the sheaves F7,? form a direct limit.
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Part (8). — For any positive integers m,n,d, N (m, N > d), there is a natural
morphism

(Fn)r s Fd = (FeNE x1)* ()i (v ) * (B2 x1)(£)
— (BB x1)* (VB x 1) (L) ~ L.

It is clear that the morphism (#y)r does not dependent on the integer N. We
define ¢ = m(ﬁN)g. Then, it is straight forward that the morphisms ¢ on F7¢

commutes with the morphisms (qm/ m x 1)* and (1 x z'Z}"id,)!, and thus give rise to a
morphism ¢ : F — L. O

It follows from the above proposition that, to any abelian torsion sheaf L over

7(0) X Fp, with torsion orders prime to p, we can associate a sheaf

F = lim F4,
—
m,n,d
together with a morphism F — L.
Proposition 5.6. — Let L be an abelian étale torsion sheaf over X x Fp (with torsion

order prime to p), and consider the associated étale sheaf F — L.

The action of the monoid S on the systems of covering spaces J,, X $pecF, W'd
induces an action of S on the étale sheaf F, which extends to a smooth action of the
group T on F.

The morphism F — L is invariant under the action of T'.

Proof. — Let p € S and write e = e(p) and f = f(p), then, for all m > d+2e— f and
N = (d+ e~ f)/0B, the morphism p X p: Jp, X SpecF, M Im—e X Aredtest
restricts to a morphism

—=n,d

p.‘ I xT =—n+e,d+e—f
cJm

— Jp—e x U

such that 7y o p = 7y, since mx(p X p) = 7N.
Let us also remind that on the Rapoport-Zink space M the action of p is invertible.
In particular, there are morphisms

—1 ', d’

p— U — g fid e

such that p~lop=14and pop~! =i.
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We consider the following diagram (where we right s = e — f).

L px1 .-
Jm X grthd —— 5 g x prthd-e
—1
M —n,d
1x1 JIm X m—e X U 1x1
1xp
N T X . X Un+e,d+s
N

We define the action of p on the direct system of sheaves F7¢
p=(1xp o (px 1) Fpthd=temD —
as follows (where we write f = Fr™Z x1 on X x F,)
Frtld=le=1) _ (FNB  1)* (din ) (rn ) (BB x 1)(L)
— (@ )(p x Di(p x 1)*(Fn)* Ai(£)
= fH (N1 x @)i(p x h(p x 1)*(1 x 9)*(7n)" fi(£)
= fr(@n)(p x (1 x i)(1 x 8)*(p x 1)*(7n )" fi(L)
= PO x (1 x A1 x 501 x 5711 x 571 (5 x 1)* (o) Fi(£)
— fr(@N)(p x Ihi(L x ph(1 x p)*(p x 1)*(7n)" (L)
= f*(@n)(p x pP)(p x p)*(7n)" fi(£)
= frEn)(EN)* A(L) = Frd.

It follows from the definition that, for all p € S, the morphisms p commute with the
structure morphisms of the direct limit (gx 1)* and (1x i}y, and also that 7 10p = T 1.
Therefore, the above construction gives rise to an action of S on F, under which the
morphism F — £ is invariant.

Since T = (S, p, i 3, the action of S on F extends to an action of T if the elements
p~ 1, fr78 € S act invertibly on F. The element p~! € S acts isomorphically on the
space M and on J,, via the morphism v(v®) ™! 0 qm/,m, for some element v € E* such
that val,(v) = 1, valyc(v) = 0 and v =1 mod (u®)™. Thus, the induced action on

the sheaves F7¢ becomes invertible once one passes to the direct limit 7. On the
other hand, the element fr=B € S also acts isomorphically on the space M and on
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Jm we have fr ™8 = (v°) B oqmm—a ofrob™ P oFr?, where Fr is the relative Frobenius
morphism on the Igusa varieties over Fp (a purely inseparable finite morphism). We
can therefore deduce that the induced action of fr =2 on F is also invertible.

Finally, in order to prove that the action of T" on F is smooth, it suffices to check
that for any m,n,d (m > d) the action of I'™ on the sheaf F%¢ is trivial, which
follows from the fact that the action of I'™ on the space J,, X SpecF, Mn’d is trivial
(see section 2.5.12 and proposition 3.3). d

5.2.2. We are interested in the case when the sheaf £ is naturally endowed with
an action of the Weil group Wgq,, which is compatible with the action of Wg, on

X & F,, e.g. £ the pullback over X & F, of a sheaf over X or some vanishing
cycle sheaf.

Definition 5.7. — We say that a sheaf £ on 7(0‘) XFZ, has an action of Wg,, compatible

with the action of Wg, on 7((1) X Fp if, for all T € Wg,, there are some isomorphisms
(1 x T)*L ~ L, where T denotes the image of 7 in 0% C Gal(F,/F,), such that
Tor =77,

Proposition 5.8. — Maintaining the notations of proposition 5.6. Let us further as-
sume that the étale sheaf L is endowed with an action of the Weil group Wo, .

Then, there is an induced action of Wq, on the étale sheaf F, which commutes
with the action of T on F and with the morphism F — L.

. . . —mn,d
Proof. — Let us consider the action of Frob on the covering spaces J,, X SpecF, M.

From the equality 7 o (Frob x Frob) = (1 x o) o mx, we deduce that
(Fr™B x1)* (7 )1 (Frob x Frob)i(Frob x Frob)*(7x)*(FrV 8 x1),(£)
= (1 x o)(FrNB x1)* (an)i(7n ) (FrV B x1)1(1 x o)*(L).

Let us also recall that the action of Frob on the Rapoport-Zink space is invertible.
In particular, we have

Frob™ : U4 — U"l’d,H,
where Frob™! o Frob = i and Frobo Frob™! = .
Let 7 € Wg, and assume for the moment that 7 = o7, for some r > 0. We define
the action of 7 on the system of sheaves F7¢ as
70 (1 x Frob™")y(Frob” x1)* : (1 x ¢")* Fme "
— (1 x 0™)*(FrVB x1)* (75 )1(Frob” x Frob");(Frob” x Frob™)*(irx)* (Fr™ & x1),(£)
= (1 xo")*(1 x o"N(FrVB x1)* () (7n) BV E x1),(1 x o") (L)
~ (1x0™)*(1 x o™ WFy? o Frod,
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Thus, the action of 7 on f;‘%’d satisfies the equality
gqoT=Tog:(1 XT)*m’d — L.
The compatibility of the action of Frob with the morphisms g,/ m x 1 and 1 x iz;"id,

. . —-—n,d . . .
and with the action of S on the spaces J,, XSpecF, M implies that the above action

of 7 on the étale sheaves F'¢ gives rise to an action of 7 on the direct limit F,
(1 x 7)*F — F, which commutes with the action of T on F and with the projection
F — L.

Moreover, since the action of Frob on the Rapoport-Zink space M is invertible and
on the Igusa varieties J,,, is defined by the morphisms Frob = g m-1 © Fr (where Fr
is a purely inseparable morphism), we deduce that the action of 7 on F is invertible,
and thus we can extend the above action to an action of Wg, on F. a

5.2.8. We now focus our attention of the stalk F, of the sheaf F, at a point x of
7(-(0‘) X Fp. It follows from the fact that the morphisms 7n are finite that
Fe = lim ((FrNB x1)*(axh(En)* (FrV 5B Xl)!([,))z
m,n,d
= lim () () (BB X DH(L)) v

m,n,d

—m ] (G BV x10),

™74 iy (y) FrV B (z)

=lim [ (EYFx1)(0)

manad i (y)=FrN B (2)

= lim H ((FxNB x1)!(£))M3(z)
momd iy (y)=FeV P (2)

=lm ][ (O

Mo iy (y)=Fr P (z)

7 (y)

Under the above identification, the morphisms
(@i X 1)* 2 (Frehe — (Fi)a
is defined as
(Amr,m X 1)*(s)y = S(Ams,m X 1)(w)>
for all y € Jp % T and the morphisms
(A x i) : (FaDe — (Fa¥)e

as ,
sy fy€dn,xU ",

0  otherwise,

(1% Z'Z;‘,ial')!(s)y = {

forallyEmeU_n’d.
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The projection ¢ : (F%), — L, is defined as

1
a(s) = T T > s,
™ N (y)=FrVB(z)
for y € Jm % ﬁn’d.
Finally, the action of T on F is defined as

P(s)y = Sp(y)s
forallpeT,s€ Fy,y € Jn X T and m,n,d > 0.

Proposition 5.9. — Let L be an abelian torsion étale sheaf on X % F,, with torsion
orders prime to p, and x a geometric point of —X(a) X Fp. We denote by F the sheaf
on X x F, associated to L, F — L.
Then,
Fp=C(M Y (z), L)
as representations of T (see section 4.3 for the definition of II~1(x)).
Proof. — We use the identification
Fp = lim I ©-
momd iy (y)=FrN B (z)
Then, there is a natural isomorphism of T-modules
0 : F, — CX(IIY(z), L)
defined by
O(5)(¥) = 5o mxt)(® (Am>0),
for all y € I~ (z).

In fact, let s € F, and y = (y1,92) € O 1(z) C J(k) x M(k). Then, there exist
two integers n,d > 0 such that yo € U™%(k). Then, for any m > d and N > d/JB,

N (Qoo,m X 1)(y) = FrVBI(y) = FrV B ().

Further more, if m,n, d are sufficiently large (e.g. such that s € F; is the image of
an element of (Fx%),), then s(q .. x1)() € Lz

It is also clear that the value s(q_ .. x1)(y) € £« is independent on the choice of the
integers m, n,d, N (since, for all m’ > m, qoo,m = Gm’,m © Goo,m’)-

In order to prove that the map ©(s) is indeed an element of C°(II~1(z), £;) (for
any s € F), it remains to prove that it has compact support and is invariant under
the action of an open subgroup of T'.

Let s € F, and denote by m,n,d (m > d) some positive integers such that s
arises as the image of an element in (F%),. Then, it follows from the definition
that the support of ©(s) is contained in II71(z) N J(k) x W’d(k), which is compact,
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and thus is itself compact. Moreover, the function O(s) factors through the quotient
(Qoo,m X 1)II71(z) and in particular takes non zero values only on the set

(do0,m X DI (@) N T(k) x M™(K)) € (doom x DI (),
which is finite (see the proof of proposition 4.5). Therefore, for all p € I'"™,we have
O(s)? = O(s) o p = B(s).

It also follows directly from the definitions that the the map © is injective. To
prove that © is surjective, it suffices to show that for any f € C®(II~}(z),L,)
there exist some positive integers m,n,d such that the support of f is contained in
O-Yz) N J(k) x W’d(k) (which is equivalent to say that f has compact support)
and f factors via the quotients (qeo,m X 1)II71(z) C Jn(k) x M(k) (and in fact, it
is enough to choose m such that I'™ is contained in the open subgroup of I" which
fixes f).

Finally, the map © is a morphism of T-modules, because, for all s € F, and
y € II71(z), we have

B(5) (¥) = O(8)P(Y) = 5(que.m x 1)o(y) = So(ae.mx1)(y) = Px(S)y- |

Corollary 5.10. — Maintaining the above notations. For any geometric point © €

Y(a) X Fp, there is a non canonical isomorphism of T-representations
Fy c—Ind{:';}(L$).
In particular, the sheaf F /7(0) x F, has property P (see definition 5.3).

Proof. — By proposition 4.4, there exists a non canonical isomorphism II-!(z) ~ T
and thus

Fe = CO(M ™ (z), Ls) ~ CP(T, L) = c-Indf} (L) O

5.3. The cohomology of the Newton polygon strata. — We shall now apply
the results of section 5.1 to the case when G =T, X = X x F, and F is the sheaf

defined in section 5.2, attached to an abelian torsion étale sheaf £ over X x F,.
Corollary 5.4 may be applied to obtain the following result.

Theorem 5.11. — Let L be a torsion abelian étale sheaf over X x F,, (with torsion
orders prime to p), endowed with an action of the Weil group Wg,. Then, there is a
spectral sequence

d

R = Hy(T, lim HI(Jm Xspeer, U () L)) = HEHI(X x By, £),

m,n,d

which is compatible with the action of the Weil group Wg,, .
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Proof. — Let us consider the the abelian torsion étale sheaf over Y(a) X Fp
F=lim Fp?= lim (Fr"5 x1)* () (n)* (FYF x1)u(L).
m,n,d m,n,d

Then, corollary 5.4 applied to the case we are considering implies the existence of
a spectral sequence

H(T, HI(X” x F,, F)) = H' X x F,, Fr).
Let us focus on the terms of the above spectral sequence. It follows from the
definition of the sheaf F and from the fact that the morphisms 7y are finite that
HIX® xF,,F) = H(X x F,, lim F3%)
m,n,d
= lim HYX x F,, Frd)
= = PrYm
m,n,d
= lim HI(X® x By, (VB x1)* (in)i(in)" (BB x1)1(L))
m,n,d
= lim HE(X'™ x B, (i )i(n)* (£))
m,n,d
. =n,d . *
= h_II)l Hg(‘]m ><SpecfzJ U ’(ﬂ-N) (L))7
m,n,d
where the above identifications are compatible with the action of the group 7' x Wg,
(see propositions 5.6 and 5.8).
On the other hand, the morphism F — £ gives rise to a morphism Fr — £ which
is also compatible with the action of Wg,. Indeed, the morphism F7 — L is bijective,

since such are the induced maps on stalks (Fr); = (Fz)r — Ly, forallz € X F,
(this fact follows from corollary 5.10). O

5.4. Using Kiinneth formula. — In the following, we use Kiinneth formula for
étale cohomology with compact supports to rewrite the result of the previous theorem
in terms of the cohomology groups of the Igusa varieties and the Rapoport-Zink spaces,
separately.

5.4.1. Let us first establish some general results relative the tensor product of smooth
representations with coefficients in Z/¢"Z of a p-adic group G.

Let M, N be two smooth Z/{"Z-representations of G. Then, the Z/¢"Z-module
M ®z/¢rz N in naturally endowed with an action of G, namely g(v ® w) = gv ® gw.
(Indeed, for all i > 0, the Z/¢"Z-modules Tor}, Jerz(M, N) also have a natural smooth
action of G.)

We remark that the H,(G)-module associated to M ®z/¢z N is not the module
M ®4,(¢) N. On the other hand, there is a natural isomorphism

M @4, (c) N = A ®n, ¢y (M ®z/0rz N),
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where M°P denotes the right H,(G)-modules associated to the right Z/¢" Z-represen-
tation of G which underlying Z/¢"Z-module is M and the right action of G is defined
asm-g =g !m, for all g € G and m € M. Indeed, let us consider the natural
epimorphism

M ®z/0rz N — M ®4 gy N.
For any m € M, n € N, g € G and open compact subgroup K of G, we have
Xgr(m®n) = p(K)gm @ gn € M ®z,¢-z N. and also

m@n=gm-g®n=p(K) 'xgxgm ®n = u(K) ' xgx (gm @ n)
=gm® p(K) ' xgxkn = gm ® gn € M°P @4, (z) N.

Thus, the above morphism induces a morphism between A ®1;, gy (M ®z/¢rz N)
and M°P ®3,_(c) N. Such a morphism is clearly surjective and indeed is also injective.

Proposition 5.12. — Let M,, N, be two complexes, bounded from above, of smooth
Z./ ¢ Z-representations of G, then

A®E () (M, ®F )z N.) ~ MEP ®% o) N..

Proof. — First, we replace the complex N, with its Cartan-Eilenberg resolution P,.
Since any smooth representation of G admits a resolution by protectives of the form
L ®z/¢rz Hr(G), for some free Z/¢"Z-module L, we can assume without loss of gen-
erality that P, = L, ®z/4rz Hr(G).

We remark that, if L is a free Z/¢{"Z-module, then P = L ®z/,rz H-(G) is a flat
Z/¢"Z-module, and thus

M, ®£/.ZTZ N, =~ M, ®z/0rz (Lo ®z/rz Hr(G)) = (M. ®z/erz Lo) ®2z/0rz He(G)),
where the latter is a complex of acyclic objects for the functor A ®3, () () (see section
5.1.4). Therefore,

A®%, (@) (M, ®z/6rz, Ly ®2/62 Mr(G)) =~ A @1y, (Gy (M. @277, Le @202 Mr(G))
~ MP ®4,(q) (Le ®z/0mz Hr(G))
~ M ®%; () (Le ®z/evz Hr(G))- m
5.4.2. We apply the above proposition to the study of the cohomology of the open

Newton polygon strata. To avoid ambiguities, let us reintroduce in our notation the
datum of the level UP? C G(A®P) of the Shimura variety we are studying. In the
following, 3(_5;) denotes the Newton polygon stratum associated to a Newton polygon
o, and J, y» denotes the Igusa varieties of level m over the central leaf of 7{;’;’.

For all 7 > 0, we write

Hi(Jy», Z/€'Z) = lim Hi(Jys,m, L/ L)

for the cohomology groups with coefficients in Z/¢"Z of the Igusa varieties of level
UP, viewed as a module endowed with an action of T' x (Wg,/I,) (see section 3.5).
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We also write
Hi(M,G) = lim HXU™,Ggme)
n,d

for the cohomology groups with coefficients in an abelian torsion sheaf G (with torsion
orders relatively prime to p) of the reduction of the Rapoport-Zink space without level
structure. If the sheaf G is endowed with an action of the Weil group, we view the
above cohomology groups as modules endowed with an action of T'x Wg, (see section
2.5.14), where the action of T' on the cohomology groups arises from the opposite
action of T' on M.

Finally, we denote by 77 : J,,, X TS M the projection to the second factor of
the product.

Theorem 5.13. — Let UP be a sufficiently small open compact subgroup of G(A*P),
r > 1 an integer, L (resp. G) an étale sheaf of Z/€"Z-modules over X x Fp
(resp. M), endowed with an action of the Weil group.

Suppose that, for any m,n,d (m = d), there exist an integer N > d/éB and an
isomorphism of étale sheaves over J,, x U™

anL ~pr'G

invariant under the action of the Weil group, and also that, as m,n,d vary, these
isomorphisms are compatible under the natural transition maps.

Then, there is a spectral sequence of Z/€"Z-modules, compatible with the actions of
Weil group,

D To, oy (H:(M,G), H:(Jur, 2/€Z)) = HEH (XY, x By, L).

t+s=q

Proof. — Let us consider the abelian torsion étale sheaf F over X x F, associated
to the sheaf £ (see section 5.2). We also write f : X ) x F, = Fp, gt Jnue — Fp
—n,d — .
and k4 : U — F, for the structure morphisms. Then, as we remarked in the proof

of theorem 5.11, it follows from the definition of F (and the equality R*7n1 >~ 7in1)
that

R*fi(F) ~ lim R*(gm x K™ )(7NL).
m,n,d

Since 73, L ~ pr*G, one can use Kiinneth formula for étale cohomology with com-
pact support to obtain

lim R (gm x K™ (i} L) = lim R'gmi(Z/0Z) @ R K7(G)

m,n,d m,n,d

~ hm R*gm\(Z/07Z) @ lim R*h}"(G).
n, d
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Thus, by proposition 5.12, we have
A&l ) BAF) = A3 ) (lim BRP(G) @ lim Rgy (2/0°2)
~ (lim R*h74(G))° ®%; (1 lim 11m R gm1(Z/07Z).
n d
Finally, by theorem 5.2 be conclude that there is a quasmsornorphlsm
RUA(L) 2 B A O, ) F) = (im R0PH0)) OF, ) iy B gms(2/£72),
or equivalently that there exists a ’spectral sequence
@ Tork, o (H(M,G), H: (Jun, /D)) = HEV(X (5, x Fy, L).
t+s=q
The compatibility of the above spectral sequence with the actions of the Weil group
follows from the fact that all the above quasi-isomorphisms commute with the action
of the Weil group. O

The following description of the cohomology groups of the open Newton polygon
strata is a special case of the theorem above.

Theorem 5.14. — Let UP be a sufficiently small open compact subgroup of G(A>®P),
and r = 1 an integer.

Then, there is a spectral sequence of Z/€"Z-modules, endowed with an unramified
action of Weil group,

D Tork, ) (H: (M, 2/0Z), H:(Ju», 2/€°Z)) = HPY(X(, x Fy 2/0° ).

t+s=q
Proof. — The corollary follows directly from theorem 5.13, applied to the sheaves
L=Z/CZand G=Z/L. O

6. Formally lifting to characteristic zero

In this section we shall investigate the possibility of lifting the constructions of
sections 3 and 4 to characteristic zero.

First, we shall lift the varieties over SpecF, (resp. SpecF,) to formal schemes over
SpfZ, (resp. Spr , where Zg' = W(Fp)). The truncated Rapoport-Zink spaces

_M"’d are by their very definition the reduced fibers of the formal schemes M™? over
Spf Z,. The open Newton polygon stratum Y(Q) and the central leaf C also have
natural lifts to formal schemes over SpfZ,, namely the formal completions along
them of the Shimura variety X over Spec Og,. We shall write %) and € for the lifts
of X* and C respectively.

For the Igusa varieties J,,, over F, a natural choice of lifts 7;, over Spf Zgr are their
images under the equivalence between the category of finite étale covers of C' x Fp,
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and the category of finite étale covers of € x Spf Zgr. Thus, the varieties 7, are by
definition equipped with morphisms ¢, : Jn — € x Spf 2;,“ which lift the morphism
Qm : Jm — CxSpecF,,. In this section we shall investigate the possibility of extending
the morphisms 7y on the formal schemes 7, XSpfi;;r M4, for all positive integers
m,n,d,N (m 2 dand N > d/éB).

Let us remark that for the purpose of all the following constructions, it suffices
to assume that Jp is any formally smooth formal scheme over Spf Zgr which reduces
modulo p to Jp = C x F, (not necessarily € x igr), and J,, — Jo are the finite étale
covers corresponding to J, — Jo.

6.1. From F,-schemes to formal Zgr-schemes. — The goal of this section is
to introduce some formal schemes over Spf 2? whose reduced fibers are naturally
identified with the schemes over F,, we studied in sections 3 and 4. We shall maintain
the notations established in section 3.2.

6.1.1. By definition, Y(Q) (resp. C) is a locally closed subscheme of the reduction
X of the Shimura variety X over Spec Og, (and under our assumptions O, = Z,).
We define X (resp. (%), €) to be the formal completion of X along X (resp. _X_(a),

C). Then X (resp. X(®), €) is a formal scheme over SpfZ, with reduced fiber X
(resp. Y(Q), C). Moreover, there are natural inclusions ¢ — %X(®) < X which lay
above C — X® < X.

We observe that since X is a smooth variety over Spec O, the formal schemes X,
X(® and € are formally smooth over Spf Zy.

6.1.2. By a result of Grothendieck (see [12], Exp.1, 8.4), there is an equivalence
between the category of finite étale covers of C x F, and the category of the finite
étale covers of € x igr. For any m > 0, we define the formal scheme 7,, over € x Zgr
to be the image of J,,/C x F, under the equivalence of categories. Then 7, is
characterised by the following properties:

(1) T, is finite étale and Galois over € x 2;‘ with Galois group I'n;

(2) the reduce fiber of J,, is J,, and (gm)™® = qm, where g, : Jn — € X ig’ is
the structure morphism.

It also follows from the above equivalence of categories that there exist unique
morphisms

dm’,m * TImt — TIm

such that (gm: m)™d = Am/,m 04 gy = @m © ¢!, m, for all m’ = m.
Moreover, by Artin’s Approximation Theorem, the formal schemes 7,, have the
following universal property (for all m).
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Remark 6.1. — For any formal zg’-scheme S and any two morphisms f : § — €
and f,, : 84 — J,, such that q,, o f,, = f*¢ there exists a unique morphism
fm : 8 = Jim, such that gm o frn = f and (fn)7*d = Fp.

6.1.3. In the next sections, we shall use extensively some results of Grothendieck in
the theory of deformations of Barsotti-Tate groups. For conveniency we report them
here below.

Theorem 6.2 (See [17], Theorem 4.4, pp.171-177, Corollary 4.7, pp.178-179)
Leti: S — 8’ be a nil-immersion of schemes, where S’ is affine.
Suppose G is a trunctated Barsotti-Tate group over S of length n. Then

(1) There exists a truncated Barsotti-Tate group G' over S’ of length n such that
i*(G') =G.

(2) If there exists a Barsotti-Tate group H over S such that G = H(n) (where
H(n) denotes the n-th truncate of H), then for any deformation G' over S’ of G
there exists a deformation H' over S’ of H such that G' = H'(n).

(3) For any r < n, the natural map

Def(G, i) — Def(G(r),1),

which maps a deformation G'/S’ of G to its r-th truncate G'(r), is a surjection.

(4) Let N be an integer = 1. Suppose that the nil-immersion i is defined by an
ideal T such that I? = (0) and p¥ € I. Then the map in part (3) is a bijection for
alln>r>N.

(5) Under the assumption of parts (2) and (4), the map

Def(H, i) — Def(H(r), 1)

which maps a deformation H'/S' of H to its r-th truncate H'(r), is a bijection for
allr > N.

Let us remark that parts (4) and (5) of the above theorem hold also without
assuming that the scheme S’ is affine.

6.2. The morphisms 7n(t). — We now investigate the problem of lifting the
—n,d

morphism 7y : Jn XSpec, M7 - Y(O‘) to a morphism over Spf 72, je. to a

y4 ?
morphism 7, Xspfigr M x(@) X spt z,, SPE i;}', for any positive integers m,n,d, N
(m>dand N > d/dB).

We shall show that, for any positive integer ¢ such that m > d +¢/2 and N >
(d+t/2)/8B, it is possible to define a morphism 7 (t) on the subscheme of T xg ¢ e

M™4 cut by the t-th power of the maximal ideal of definition Z (p € Z), such that

(ﬂN(t))red o (1 X FI‘)NB = 7N,
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where Fr = frob™! o Fr on W'd, and also
m () Hplt/?) o M/ [pl/2],

where H and H’ denote the universal Barsotti-Tate groups over X(®) x Spf 2;“ and
M™4 respectively. (For any positive integer t, we denote by [¢/2] the minimal integer
greater than or equal to t/2.) Moreover, the morphisms =y (t) are compatible with
the projections g, » x 1 and with the inclusions 1 x iz;‘fd,.

6.2.1. Let t be a positive integer and Y a formal scheme over Spf i;}r. We denote
by V(t) the closed subscheme of J which is defined by the ¢-th power of its maximal
ideal of definition Z (Z O (p)) and regard Y(¢) as a scheme over Spec 2;’/ (p*) =
Spec igr(t). For any t' > ¢, we denote by 4;, the natural inclusion Y(t) — Y(t').
For any morphism f : V3 — ) between formal schemes over i;}r, we denote by
f(t) : Yi(t) — Ya(t) the restriction of f to )i(t), viewed as a morphism between

Zg* (t)-schemes.

6.2.2. For any slope A = Aq,..., \x, we fix a Barsotti-Tate group s A over Z, such
that X\ xsprz, SpecF, ~ X,. We define

D=5 and  T=%.=a&f,
foralli =1,...,k. Thus, we have 5 X spfz, SpecFy ~ Y and & Xsptz, SpecFp ~ 3.

Proposition 6.3. — Maintaining the same notations as in section 3.2.3. Let t be a
positive integer and set mo = [t/2] (i.e. mg = min{m € Z | m > t/2}). For all

i=1,...,k, there erists a unique deformation G* of G* over Jm,(t) such that

« for all m > mq, there is an isomorphism jm; : S p™] — Gip™| over Jm(t)
which lifts jum; o )
. for any m’ = m > my, the isomorphism jp; : SHp™ | ~ Gip™ ] restricts on the

p™-torsions to the pullback of /]\mz

Proof. — As a direct consequence of part (5) of theorem 6.2 (when N = m), we know
that for any m > t/2 there exists a unique deformation G, over Ji,(t) of G* such that
G [p™] is the deformation of G[p™] defined as (E¢[p™], (jamivy=1).

It also follows from the uniqueness of construction that, for any m > mg, (j'\:n over
Jom(t) can be identified to the pullback of the Barsotti-Tate group G' = @no [ Tmo (2).

Moreover, under these identifications, we obtain a compatible system of isomorphisms
Jmyi s B p™] — G'p™]

defined over J,,(t), for all m > t/2, which has the stated properties. O
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6.2.3. We remark that the Barsotti-Tate group Gi may be also interpreted as a de-
formation of the group G* ") via the isomorphism

(p—)\,-BFB)—r . gi (prB) N gz

We write @ ") = éi when viewed as a deformation of the Barsotti-Tate group
Gi®™®) (for each i =1,..., k).

Corollary 6.4. — Maintaining the notations of proposition 6.8. Let t be a positive
integer and set mo = [t/2].

For all positive integers r such that ré6B > t/2, there exists a unique deformation
GF™) of GE™) over Tme (t) such that

k
Q\(prB)[pr(sB] ~ H g\z (pTB)mrtsB]‘

=1

Proof. — In lemma 4.1 we proved the existence of a canonical isomorphism

k

g(p“?) r6B] ~ Gt (®"B)[,,r6B ’

P""] g [p™"]

over the central leaf C x F,, (and therefore also over Jy,,).
Thus, the finite flat group scheme [], Gi®™)[proB] over Jpm,(t) can be viewed as

a deformation of G (PTB)[p"SB] c g™,

It follows from part (5) of theorem 6.2 that, if 76 B > t/2, then the above defor-
mation of G (”TB)[pT‘SB ] determines a unique deformation G®™) of the Barsotti-Tate
group G®™*) over Tme (t)- a

6.2.4. We remark that the previous corollary can be reformulated as follows.

Corollary 6.5. — Let m,t be two positive integers and assume m = t/2. To any choice
of a Barsotti- Tate group S as in 6.2.2, we can associate some liftings of powers of
the Frobenius morphism on the Igusa variety J,, over Fp, i.e. some oNB
morphisms

-semilinear

FrObNB : Jm(t) — Jm—NB(t)a
for all integers N 2 t/26B, which reduces to the morphisms Frob™B on J,, over F,.

Proof. — Let us recall that the g-semilinear morphism Frob : J,, — Jy,—1 is defined
as the map associated to the linear morphism Frob : J,, — JT(,’: ) , which maps (A, jm,)

to (A(P),jff:)_l,i).
Let us denote by ,(,f’ ) the pullback of 7, under the Frobenius on Z;r. Then,

defining a o™V B-semilinear morphism Frob™? : 7,.(t) — J._n5(t), which reduces to

Frob™® over Jyn, is equivalent to defining a linear morphism
NB

Tm(t) — TE_ N5 (L),

ASTERISQUE 291



ON CERTAIN UNITARY GROUP SHIMURA VARIETIES 287

which reduces to the morphism Frob™? : J,, — J.f i _N B (we remark that Jm ®) reduces
to the scheme J& over Fp).

By the universal property of the formal Igusa varieties (see remark 6.1), defining
a morphism 7, — Jgf;), which reduces to the NB-th power of the Frobenius
morphism on the Igusa varieties over Fp, is equivalent to defining a deformation of
the Barsotti-Tate group g@”B) /JIm over Jp,.

We define the morphism Frob™ 2 on 7,,,(t) to be the lifting of the morphism Frob™ Z
on J,,, associated to the deformation é (") of the Barsotti-Tate group G ®™®) defined

in corollary 6.4 (which depends on a choice of the Barsotti-Tate group S as in 6.2.2).
O

6.2.5. Let us focus our attention on the morphism Fr = frob~! o Fr on M. We remark
that, although Fr does not commutes with the action of T' on M, its B-th power does
(see section 2.5.13).

Proposition 6.6. — Let t be a positive integer. For any integers m,n,d such that m >
d + /2, there exist some morphisms

TN () 2 (T Xgpezge M) — (B x SPEZR)(2),

for all N = (d 4+ t/2)/0B, with the following properties:

an(1) o (1 x Fr)NB = 1y,

an(1)o(px p)=nn(1), forallpe S,

,ITN(t)*rH[p[t/z]] Hl[p t/2]]

N (t)(t — 1) = nn(t - 1),

e TN () © (Gt X 1)(8) = T (2), for all m’ > m.

an(t) o (1 x i ) (t) = nn(t), for alld—d' >n~n' > 0.

Proof. — Let us start by constructing some morphisms.
7TN(1) : Jm XSpech ﬂn’d — 7((1) X Fp
such that 7 (1) o (1 x Fr)NB = qy, for any set of positive integers m,n,d, N with
>d+1/2(i.e m>2d+1)and N > (d+1)/6B.
We consider the commutative diagram of Figure 3, where we use the notations of
section 4.2 and also write K = jn (v ker(p”3)) and v = @;p~*BFB | the B-th power
of the natural identification between & and Z(® over Fy. We define

(@) =

——n,d —
an(1) : JIm XgpecF, M~ — X" xFp

to be the morphism associated to the abelian variety A endowed with the structures
induced from the ones of B. It follows from the definition that

v (1) o (1 x Fr)NB =y,
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v (ker(p") ——— K

4 in 4
2@ [pd] ——— g ) [p]
T@"?) gP"%) — g"?)
N
v
Y
pn'B ¥
e - @) T BE"?)
T TK - oK)

FIGURE 3

and also that the morphisms 7wy (1) are compatible with the projections g/ m X 1

! 1
and the inclusions 1 x i, &d .

Finally, we remark that the isomorphism
N Z(PNB)[pd'H] N g(PNB)[ptH-'l]

induces an isomorphism on the quotients H'[p] ~ Hp] = 7n (1)[M]*H[p].

We claim that the morphisms 7wy (1) are invariant under the action of S C T'. In
fact, since the morphism Fr commutes with the action of T on M and 7N is invariant
under the action of S, the equality 7y = 7x(1)o (1 x Fr)VB implies that for all p € S

(1) o (1 x Fr)NB = nn(1) o (p x p) o (1 x Fr)VB,

Since all the schemes we are considering are reduced, we deduce that 7x (1) = wn(1)o0

(p x p).
We now construct the morphisms

TN(E) + (T X gprzge MO (E) — (X x Spf Z7)(2)

as extensions of the morphisms 7n (1), when m > d+¢/2and N > (d+t/2)/éB.
By the universal property of ¥(®) x Spf ZyT, defining a morphism 7y (¢) is equivalent
to defining a deformation over (Jm Xgp¢7nr M™4)(t) of the Barsotti-Tate group H, or
P
also (by part (5) of theorem 6.2) to defining a deformation over (Jm Xg¢7nr M) (t)
D

of the truncated Barsotti-Tate group H[pl*/?].
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For all i = 1,...,k, the isomorphisms jn, ; : £:[p™] — Gi[p™] over T (t) give rise
to an isomorphism

k

-~ ~ -~ NB i NB

N S[pttlA) — gle V[pdHt/2} ~ I I GH 7T [patit/ 2
i=1

which induces an isomorphism on the quotients
Foo 3] o /2] = oy (1) HIp )

We define 7x(t) to be the morphism associated to the deformation ﬁ[p[t/ 2 of the
truncated Barsotti-Tate group H[p[t/?]] defined as (H'[plt/2)], 75 1).

It is therefore tautological that H’[plt/2)] ~ H[pl/2] = mn(t)*H[p!*/?]], and more-
over it is a direct consequence of the definition that the morphisms 7n(t) com-
mute with the projections (g’ m X 1)(t) and the inclusions (1 x iZ:;ldl)(t), and that
7I'N(t)(t—1)=7rN(t——1). |

Proposition 6.7. — Let t,m,n,d, N be some positive integer such that m > d + t/2
and N > (d+1t/2)/6B.
The morphism

id X (1) : (T Xgpge MPE) — (T Xgpzpe X x Spf Z2)(t)

is étale.

Proof. — Let y = (y1,y2) be a geometric point of J, X M and = = mn(t)(y) €
X x F,.
‘We need to prove the morphism
(d®nn(t)* : OF. . @ng, Og(a)ngﬁz/at — 07,1 nggr Oy /T,
where a and Z denote the maximal ideal of definitions of the respective algebras, is
an isomorphism.

Let us denote by B (resp. A) the abelian variety associated to the point y; (resp. x),
and by G (resp. H) the corresponding Barsotti-Tate group e Bju®™] (resp. e A[u™]). We
also write jm i : £*[p™] — G*[p™] for the isomorphisms associated to y1 (¢ =1,...,k)
and 3: % — H’ for the quasi-isogeny associated to ys.

; A
We recall that the complete local rings Ox(a)ngr’z

the deformation rings of the Barsotti-Tate groups H and H’, respectively. We denote
by H and H’ the corresponding universal objects.

We now choose an isomorphism j : % — G®"®) which extends the isomorphism
®; jm,; between the p™-torsion subgroups. Then j induces an isomorphism j’ between

and O}y, are by definition
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H and H', i.e.
0 —— ker(p™f3) >y PA y H' )
J@ijm,i lj lj’
0 > Kjp y G — H—— 0.

By the very definition of the morphism 7y (t), over Og,, 4, ®zn Opy,,/T" there

n ,
exists an isomorphism 7y (t)*H[pl/?]] ~ H'[plt/?]], which reduces modulo Z to jll (ple/21]>
and moreover (by part (5) of theorem 6.2) such an isomorphism extends to an iso-
morphism 7y (¢)*H ~ H’, which reduces modulo Z to j’. This fact is equivalent to
saying that the morphism (id ® 7y (t))* is an isomorphism. O

6.3. The morphisms 7y[t,V]. — In this section, we shall discuss the possibility
of extending the morphisms 7y (¢) on the formal schemes J,, X gpf Znr M,
P
We shall prove that the morphism 7y (t) may be extended Zariski locally to a mor-

phism over Spf 2;2 i.e. for any open affine V C J,,, x U™% the morphism v (v

lifts to a morphism on V.

Proposition 6.8. — Let m,n,d, N,t be some positive integers such that m > d + t/2
and N > (d+1t/2)/éB.
For any affine open V of Tm x U™ C T, X Spf 2ar M™?, there exists a morphism
mnlt, V]V — 2@ x Z;r
such that T [t, V](t) = nn(t)v () and also mn[t, VI*H[plt/2] ~ H/[plt/2].

Proof. — Let us recall that over (J,, X Spf 2y M™9)(t) there exists an isomorphism

7 (8)* H[plt/ 2] ~ H'[pl*/4].

Under such an identification, the finite flat group scheme H’[plt/?]] over J,, x M™?
gives rise to a deformation of the group H[pt/?)/(Jpm X gpf Znr M™A)().

Moreover, it follows from part (2) of theorem 6.2 that over any open affine V of
TIm X $pt e M™4 there exists a deformation H/V of the Barsotti-Tate group H/V (t)
such that H[plt/2l] ~ #'[plt/2].

We define mn[t, V] on V to be the lifting of the morphism 7 (t))v ;) associated to
the Barsotti-Tate group H/V. a

Proposition 6.9. — Maintaining the notations as above, we assumet > 1. Then, the
morphism mn[t, V] : V — X&) x Zy* is formally smooth.

Proof. — Let y = (31, y2) be a geometric point of V and x = wn[t, V](y) = nn (t)(y) €
—(a) =
X xF,.
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In order to conclude, it suffices to prove the morphism

. g * A AA A A — A,\ A
id® mnlt, 2 OJm,yl ®Zgr Ox(a)xi;;r,z - OV,y =0nu ®Zgr OMyyz

is an isomorphism. In fact, we may then deduce that the morphism 7y |[t, V] is smooth
at the point y from the smoothness of the formal scheme J,,/Z" (see section 6.1.2).
From the equality mn[t, V](t) = 7n(t)|v(r), we deduce that

(id ® nn[t, V])*(t) = ([d @nn (1))*

and therefore, in particular, is an isomorphism (see proposition 6.7). For ¢ > 1,
this suffices to deduce that (id ® 7n [t, V])* is an isomorphism, since the complete
local rings O% ®igr Og(“)xi"}r,z
algebraically closed field, of the same dimension. (Indeed, it is a general fact that,
if A,B are two power series ring over an algebraically closed field k, of the same
dimension, and ¢ : A — B a morphism of k-algebras, such that the morphism induced
modulo the squares of the maximal ideals of definitions of A and B, A/a®> — B/b?,
is an isomorphisms, then ¢ is also an isomorphism.) O

and Op, are both power series rings over an

6.4. The morphisms 7. — In this section, for any integers n,d >0 and N > 1,
we shall associate to a point y € J(F,) a compatible system of points y5 € Jm (Zgr)

and some morphisms gy : UM% — %(®) x i‘;’, which canonically lift the morphisms
7n (1) 0 (Ym,id) and such that 7x (t) = 7 (t) o (v2,,id) over U™4(t), for all t > 0. We
maintain the notations introduced in section 4.3.

6.4.1. Let y € J(F,) be a point associated to a quintuple (B, A, ,%; 7), and write
G = eB[u®™]. Thus j : ¥y, — G is an isomorphism.

To the point y € J (Fp), we associated a compatible. system of morphisms
yh : Spf 22’ Y/

for all m > 0. Each y), is defined by the data of the point ¥, = Qoo m(y) € Jm(Fp)
and the deformation G = (X, j)/Zy" of the Barsotti-Tate group G /Fp.
For any integers n,d > 0, we define the morphisms

Gn U™ — x(@) x Spf i;r

for all N > 1, as follows. For any m > d + 1, we consider the morphisms

—n,d

v(1) = 7v(1) © (g, id) : T — Ty x5 T — X x F,,
We remark that the morphisms 4x(1) do not depend on the choice of the integer
m > d+ 1. If (H’,3) denotes the universal object over U™? and H the universal

Barsotti-Tate group over X x F,, then it follows from the definitions that the
isomorphism j : EF,, — (G give rise to an isomorphism

1,

7 H x T~ H = (ym,id) 7y (1)H.
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Thus, to extend the morphism 7x (1) © (ym,id) to a morphism from U™? to %(*) x
Spf 2;', it suffices to define a deformation H over U™? of the Barsotti-Tate group
H /ﬁn’d. We set H = (H',7) and denote the corresponding morphism by 7.

The following properties of the morphisms % are direct consequences of the defi-

nition.

Proposition 6.10. — Maintaining the above notations. Let n,d be two positive integers
and y € J(Fp).

Then, for all N > 1, the morphisms §n : U™?* — %(®) x Zgr satisfy the conditions

(1) over U™? we have JiH ~ H';

(2) for any integerst > 1, m > d+1t/2 and N > (d +t/2)/3B, over U™%(t) we
have gn(t) = nn () o (v2,,id)(¢);

(3) for any p € T, over U™ we have jn o p = pyy-.

Finally, let us remark that the same argument we used in the proof of proposition
6.7 shows the following fact.

Proposition 6.11. — Let n,d be two positive integers and y € J(F,). Then, for all
N > 1, the morphisms Jn : U™ — %(® x Zy' are étale.

7. Shimura varieties with level structure at p

In this section we shall focus our attention to the study of Shimura varieties with
level structure at p. Our goal is to compare the rigid analytic spaces associated to
the Shimura varieties with level structure at p to the the Rapoport-Zink spaces with
level structure.

In order to do it, we shall first define some integral models for the Shimura vari-
eties and the Rapoport-Zink spaces, as formal schemes over X and M, respectively.
These integral models naturally form a system, as the level varies, and they are
endowed with an action of a certain submonoid GL,(Q,)T C GLA(Q,) (such that
(GLR(Qp)*, pln) = GLA(Q,) and p~ 1, € GLA(Qp)T), which is compatible with the
action of the group GLx(Q,) on the corresponding rigid analytic spaces.

For any integer m,n,d,t > 0, we shall consider the morphisms

WN(t) : (jm XSprgf Mn,d)(t) SN (x(a) x 2;r)(t)
(for all N) and the projections pr(t) : (Jm X gpf Znr M™4)(t) — M(t), and compare

the two towers of covering spaces over (Jn, X Spf Znr M”’d)(t) which are obtained as the
4

pullbacks of the Shimura varieties (via my(t)) and of the Rapoport-Zink spaces (via

pr(t)), with level structure at p. In particular, we shall prove that, for all level M <

t/2, the corresponding two spaces over (Jnm X Spt e M™%)(t) are indeed isomorphic

and that these isomorphisms are compatible with the action of GL,(Q,)" on the two

sides.
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Moreover, for any open affine V of 7, X g pf Znr M™® and any level M < t/2, we
P

shall consider the morphisms 7y[t,V]: V — X&) x 2;,“ and pry : V — M, which
reduce over igr (¢) to the restrictions of mn (t) and pr(t) on V'(¢), respectively. We shall
prove that the two covering spaces of V™8, which are obtained as the pullbacks of the
Shimura variety with structure of level M at p and of the Rapoport-Zink space of the
same level, are also isomorphic and that, as in the previous case, these isomorphisms
are compatible with the action of GLx(Q,)*.

As a consequence of these two facts, we shall deduce that the pullbacks of the
vanishing cycles of the Shimura varieties with level structure at p are isomorphic to
the pullbacks of the vanishing cycles of the corresponding Rapoport-Zink spaces, and
that such isomorphisms are compatible with the group actions.

7.1. Integral models for Shimura varieties with level structure at p

In [20] Katz and Mazur develop Drinfeld’s notion of full level structure for elliptic
modules into the notion of full set of sections and A-generators for finite flat group
schemes, where A is a finite abstract group.

In this section, we shall use their work to define some integral models for the
Shimura varieties with level structure at p.

7.1.1. We first introduce some notations. Let A = (Q,/Z,)" be the abstract p-
divisible group of height k and denote by A[pM] its p™-torsion subgroup (then

R
AlpM] ~ (Z/pMZ)").
Let us consider the group of the quasi-isogenies of A, GL»(Q,), and define

GLn(Qp)* = {9 € GLA(Qp) | g7 € Mi(Zp)}-
Then GLA(Qp)" is a submonoid of GLx(Qp) such that (GLA(Qp)™, pln) = GLA(Qp)
and p~I; € GLL(Qp)t.
For any g € GLr(Qp)", we denote by Alg~!] the kernel of the isogeny g~
A — A, by e = e(g) the minimal integer such that A[g~!] C A[p®] and write d(g) =
log,, (#Alg™']) (thus d(g) < e(g)h). The morphism g~ induces an inclusion of groups

AlpM =] — AlpM)/Alg7)-

If g € GLi(Z,), then Alg~!] = (0), e(g) = d(g) = 0, and the corresponding
inclusion A[p™] — A[p™] is simply the automorphism of A[p™] induced by restriction
~1: A — A. In particular, if g7! = I mod (p™), this inclusion is just the

1.

from g
identity.

7.1.2. For any positive integer M, we define Xp»s over X to be the scheme
Xar = W(Ap™], Hp™]/X),

where H/X is the Barsotti-Tate group £A4[u®] associated to the universal abelian
variety A over X. We recall that the scheme W (A[pM], H[pM]/X) is the universal
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space for the existence of a set of A[pM]-generators {Py,...,P,} of H[pM]/X and
is endowed with a natural action of the group of automorphisms of A[p™], namely
GLp(Z/pMZ) (notations as in section 2.6.3).

For any M > 0, we regard the scheme X, as endowed with the action of the group
GL#(Z,), via the projection GLx(Z,) - GLA(Z/pMZ).

Proposition 7.1. — Let M be a positive integer.
(1) The scheme Xz is finite over X/ Spec O, and we have

X Xspecop, Spec By = X XspecE Spec Ey.

(2) For any M' > M, there is a natural morphism ¢p pr @ Xper — Xpr over
X which is induced by the map p™ ~M : H[pM'| — H[pM] (or equivalently by the
inclusion H[p™] — H[p™']), and we have

om M X 1g, =fm m X 1g,,

where far a0 X — Xag is the natural projection.
(3) For any g € GLx(Z,) and any M’ > M, we have

go oM .M =PmM MOG.

Moreover, the restriction of the action of GLn(Z,) on X to the generic fiber
X Xspec E Spec By, coincides with the restriction to GLp(Zp) of the action of G(Qp)
the Shimura varieties X .

Proof

Part (1). — The fact that Xps is finite over X follows from the more general fact
that W (A, Z/8) is finite over S, for any finite abstract group A and finite flat group
scheme Z/S (see section 2.6.3).

We observe that the E,-scheme X X0, Ey is the universal space for the existence
of a set of (Z/pMZ)n—generators on H[p™] over X Xog, Eu=X xg By, ie.

I)CM XoEu Eu = W(A[pM],Hh?M]/X XE Eu)

Since p is invertible in E,,, the group scheme H[pM] is étale over X x g E,. Thus
the datum of a set of (Z/pMZ) "_generators of H[pM] is equivalent to the datum of
an isomorphism

defined over Xy X0, Ey by setting e; = (0,...,1,...,0)— P, fori=1,...,n (see
section 2.6.2).

We conclude that Xy x o, By = Xy X g Ey over X X g E,, since they are defined
by equivalent universal properties.
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Part(2). -—— If the morphism ¢pr ar exists, then it follows directly the definitions
that its generic fiber over E,, agrees the natural projection between Shimura varieties.
Moreover, by the defining universal properties, proving the existence of the morphism

7 n
&, M 18 equivalent to showing that, if { Py, ..., P,} is the universal set of (Z /pM Z) -
generators of H[pM'] over Xpr, then {p™ =M Py, ... ,pM' ~M P, } is a set of (Z/pMZ)"-
generators of H[p™] over Xas. We postpone the proof of this fact to lemma 7.2.

Part (3). — It follows directly from the definitions. O

Lemma 7.2. — Let M be a positive integer and H a Barsotti-Tate group of height h
over a scheme S.

Suppose that Pi,..., P, € HpM*'|(S) form a set of (Z/pM+'Z)" -generators of
H[pM*1]. Then {pPi,...,pPs} is a set of (Z/pMZ)"-generators of H[p™]/S.
Proof. — For any affine S-scheme Spec R, we write B’ = HC(H[pM*!]z,0) and
B = H°(H[pM]g,©). The morphism p : H[pM+!] - H[pM] induces a morphism of
R-algebras p* : B — B’ such that B’ is a locally free B-mod’}lle of rank p". Thus, for
any g € B, we have detp//r(T —p*(g)) = (detp/r(T — g))p

The points Pi,...,P, € H[pM+!|(S) form a set of (Z/pM“Z)h-generators of
H[pM*+1]. Thus, for any f € B/, we have

deer-f)= I T—f(gaia).

(a:)e(z/pM+1)"

In particular, for any ¢ € B, we have

h
det T-p@)= [ T-r@(Xan)
/ (a:)E(@/pM+1)" =1
h
= JI - g(pz ai})i)
(ar)E(@/pM+1)" =1
h ph
= ( H T—Q(Zaippi))
(a)€@/pM)" =1

h

n P
Then (detB/R(T - g))p = (H(ai)e(Z/PM)h T—g (E?zl aipPi)> , which implies

h
det(T—g)= ] T—g(;ama). O

(a)e(@/pM)"

7.1.3. In order to extend the above action of GLx(Z,) on the integral models of the
Shimura varieties to an action of GL;(Q,)™, we need to introduce some other integral
models over O, .
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Let g € GLA(Q,)", we write e = e(g) and d = d(g). Let M be a positive integer,
M > e. We consider the space X and denote by aps : Alp™] — H[p™](Xr) the
universal A[p™]-generator over X ;.

We define Xas,4/Xar to be the universal space for the existence of a finite flat
subgroup £ C H|[p®], of order d, such that

anm(Alg™")) € EXnrg),
and the induced morphisms on the subquotients
ApM¢] — (H/E)PM ) (s g)
is a A[pM—¢]-generator.
Proposition 7.3. — Maintaining the above notations.
(1) The scheme ¢pr,g : Xna,g — X exists and is proper. Moreover,
Xa,g XSpecOg, Spec By = Xy Xgpec B Spec By

and ¢prg X 1p, = 1x,, X 1E,.
(2) For any M' > M, there is a natural morphism ¢a arg @ X g — Xagg over
X, which is induced by the inclusion H[p™] — H[p™'], and we have

Mg © DM Mg = DM g © DM M

and thus also ¢n ag X 1E, = m X 1g, .
(3) There is a natural proper morphism

g:. xM,g — Xpr—e

such that g o ¢p pmg = dmmog, forany M 2 M and g x 1g, =g X 1g,.
(4) For any y € GLn(Zy), there is a natural identification

Xar,g = Xns,gy
over Xpr and, under such identification, we have
PM,gy =Y O PM,g-
(5) For any positive integer v < M, the morphism
OMp-r1, P XMp-rr, — X
is an isomorphism and fyrp—r =p "Ip 0 ¢>;Il’p_rﬂh.
Proof

Part (1). — Tt follows from the general theory of Hilbert Spaces and from proposition
2.19 that the scheme Xjs , exists and is proper over X3s. Moreover, the remark of
section 2.6.2 implies that the generic fiber of Xz 4 can be identified with X, xg E,,.

Part (2). — The statement follows from lemma 7.2, using the same argument of part
(2) of proposition 7.1.
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Part (3). — Let A be the universal abelian variety over Xz, and consider the sub-
group (£) C A[p], associated to & C H[p®]. We define the morphism

g: xM,g — Xp—e

to be associated to the quintuple (A/(E), N, 7’;a},_.) where there structures on
the abelian varieties .A/(€) are induced by the ones on 4 via the isogeny A — A/(€):

» X' is the polarization induced by p¢A;

. ' is the B-action induce by 1;

« 1/ is the level structure induced by p o v¢, for v € E* such that val,(v) = 0 and
valye(v) = 1;

e ahy  AlpPMe] = (H/E)[p™~°](Xn,4) denotes the A[p™—¢]-generator induced
by aps on the pM—¢-torsion subgroup of the Barsotti-Tate group H/€ = e A/{(E)[u].

It follows from the definition that the morphisms g commute with the projec-
tions among integral models of the Shimura varieties of different levels and that
their restrictions to the generic fibers agree with the previously defined action of
GLA(Qp)*T C GLA(Qp) on the Shimura varieties.

It remains to prove that the morphisms g : Xprg — Xar—. are proper. By the
Valuative Criterium of Properness (see [15], Theorem 4.7, p.101) it suffices to show
that:

. if R is a complete discrete valuation ring over F,, K its fraction field and 7 :
Spec K — Spec R the morphism corresponding to the natural inclusion of R in K,
then for any pair of morphisms (F, f) such that g o FF = f o5 there exists a map
¢ : Spec R — X 4 such that the following diagram commutes.

Spec K —F—) X,g

Spec R ————f——) M—e

Let (A, A4, 1; E C H[p%], an) (where H = e A[u®]) be the sixtuple defined over K,
associated to the morphism F, and (B, N,i,7';b' p—e) the quintuple over R, associ-
ated to f. Then, the equality g o FF = f o i implies that there is an equivalence of
quintuple

(BN, i' 76 p—e)x = (A/{E), N, 3", ah_.)-
We fix an isogeny v : By — A/(E), giving rise to the above equivalence (then, 1
induces an isomorphism eBx ~ H/E).

Let us now consider the projection ¢ : A - A/(E). Since E C H|[p%], it follows
that there exists an isogeny ¢’ : A/(E) — A such that g o ¢’ = p°.

Let us write F' = ¢~ (kerq’) C Bk[p°] and F = F C B[p®] its Zariski closure.
Then, F is a finite flat subgroup of the abelian variety B and the quotient B/F,
together with the appropriate induced structures, defines an integral model over R
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for the quadruple (A, A, 4,7). Moreover, the finite flat subgroup £ = (B[p°]/F)[uf]
restricts over K to the subgroup E. Finally, it follows from proposition 2.19 that it
is possible to define an A[p™]-generator bps of e(B/F)[pM] over R, compatible with
aps.

The morphism ¢, associated to the abelian variety B/F together with the finite
flat subgroup £ and the A[p™]-generator by, has the required property.

Part (4). — Let v € GLp(Z,). Then, for any g € GLa(Q,)", gy € GLA(Qp)* and
moreover Alg~!] = A[(gy)™!] (thus also e(g) = e(g) and d(g) = d(g)).

Now, suppose £ is a subgroup of H[p®] such that axr(Alg™1]) = am(Al(gy)7]) C €
and denote by

dpr—e : APM ] — (H/E)P™ /(X nrg)

the morphism of groups induced by ap via g. Then, a),_, o is the morphism
induced by ap via gv. It follows, in particular, that a),__ is a A[p™ ~¢]-generator of
(H/E)[p™~¢] if and only if a,_, o7 is one. Thus, we may identify Xasg ~ Xpr,gy
and under this identification we have ¢ar gy =70 dnr g

Part (5). — Let 7 be an integer, 0 < 7 < M. Then p~"I; € GL,(Q,)" and we have
e(p™"Iy) = r and d(p~"1) = rh. Let £ be the universal finite flat subgroup of H over
X p-r1,- By definition, £ C H[p"] and has order rh, i.e. the same order of H[p"].
Therefore £ = H[p"]. (This equality of subgroup implies that the morphism ¢y -1,
is a closed embedding.) Moreover, it follows from lemma 7.2 that the subgroup
H[p"]/Xpsr has all the required universal properties. We therefore conclude that the
morphism ¢z, p,—rp, is an isomorphism.

Finally, the equality fy am—r = p~"lIn © ¢prp-r1, IS a direct consequence of the
equality & = H[p~"]. O

7.1.4. 1In the following we will refer to the data of the morphisms g : Xas g — Xar—e,
for g € GL,(Q,)™, as the action of GLx(Q,)" on the integral models of the Shimura
varieties.

We remark that the above action of GLxp(Qp)* preserves the Newton polygon
stratification of the special fibers.

7.1.5. For all M > 0 and g € GLA(Q,)" (M > e = e(g)), we denote by ¢,y :
Xmg — X (resp. par : Xp — X) the formal scheme over X associated to Xpsq —
Xum (resp. Xpr — X), and by o mg @ Xmrg — Xnrg (xesp. omrm @ Xpr — Xy
and g : Xum,g — Xm—.) the morphism induced by ¢ur a,g (resp. da v and g), for
any M' > M.

7.2. Integral models for Rapoport-Zink spaces with level structure

In the following we define some formal schemes over M, which are the analogues
of the formal schemes X,s,4/%, such that the associated rigid-analytic spaces are the
covering spaces M}F/ M by defined Rapoport and Zink (see section 2.5).
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7.2.1. Let us recall that Zariski locally the Rapoport-Zink space M is defined as the
p-adic completion of the a closed subscheme U of a Grassmannian variety associated
to the algebra of functions of Z[p?], for some positive integer d.

For any such scheme U/ z;’, let us denote by H’ the universal Barsotti-Tate group
over U. For any integer M > 0, we define

Unr = W(A[p™), 1 [p™]/U)

and denote by dps : Ups — U the natural morphism and by by : Ap™] — H'[pM]
the universal A[p™]-generator over Uy.

Moreover, for any g € GLx(Q,)" and M > e = e(g), we define Ups,4/Unr to be
the universal space for the existence of a finite flat subgroup & C H’'[p€], of order
d = d(g), such that

bar(Alg™') € €' (Untg),

and the induced morphisms on the subquotients
ApM=e) — (H/ENPM ) (Xnr9)

is a A[p™—¢]-generator. We denote by a4 : Unm,g — U the natural morphism.

As the p-adic completion of U varies among an open cover of M, the p-adic com-
pletions of the spaces Upz,g (resp. Ups) describe a formal scheme 6ps,4 : Mar,g — M
(resp. Op : Mpyr — M), for all M,g. It follows from the construction that all the
formal schemes Mys o, and My, are formally locally of finite type over 2;,".

It is also a direct consequence of the definitions that the above spaces naturally
form a system, i.e. there are some morphisms dar/ a,g : Mur,g = Mar,g and dppr ar ¢
My — My, associated to the inclusions H'[pM] — H’[pM'], which satisfy the
obvious commutativity laws.

7.2.2. For any positive integers n,d, we denote by Mﬁ,}"ig and M'j,’,d the pullbacks
over M™% C M of the spaces M, and M respectively, for all g, M.

Then, for any n’ > n and d' — d > (n’ — n)h, the inclusions i = ’L'Z}fld, M
M naturally give rise to some morphisms

intg = (ina)mg - Mifly — Mgy
and
inr = (it )ar : My — Miy?,
and the restriction of the morphisms dp ar and u ar,4 to some morphisms
Syt v g+ Mt —> M3

and

n,d n,d d
51\/}’,M,g : Ml\/}’,g MK/}’Q'
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Proposition 7.4. — Maintaining the above notations.
(1) The formal schemes dpr : Mpg — M (resp. dp,g © Mur,g — Mug) are finite

(resp. proper).
Moreover, there are natural identifications

(Mar,g)"® = (M) = M3,

which are compatible with the natural projections.

(2) For any M > 0, there is an action of GLy(Zp) on My, which is compatible
with the action of GLr(Z,) C GL,(Qp) on the corresponding rigid analytic space, and
commutes with the projections Sy p, for anym’ = M.

(3) For any M > e(g) = e, there exist some proper morphisms

g: MM,g R MM—e

which are compatible, under the above identifications, with the action of GLp(Qp)* C
GLAL(Q,) on the rigid analytic Rapoport-Zink spaces.

(4) For any v € GLx(Z,), there is a natural identification Mag,g ~ Mg g Over
Mg, and, under such identification, we have Orr,gy =Y © Opr1,g.

(5) For any positive inter r < M, the morphism Spg p—r1, : Mpgp-r1, — Mur is
an isomorphism and dprp—r =p "Iy 0 5;41)})_,![’1.

(6) There exist some o-linear automorphisms

Frob : Mu — My and Frob: Marg — Murg

such that dpr o Frob = Frobodas, dar,4 0 Frob = Frobodar 4 and g o Frob = Frobog.
(7) For any p € T, there exist some automorphisms

pi My — Mprand p: Mprg — Mgy

which define an action of T on the integral models of the Rapoport-Zink spaces com-
patible with the action of T on the corresponding rigid analytic spaces.
Moreover, for any p € T, we have dpp0op = pody, dmgop = podyg and

gop=pog.
Proof

Part (1). — The same arguments of propositions 7.1 and 7.3 apply but, in order
to deduce the above identifications among the corresponding rigid analytic spaces,
one should also check that the construction of the space Isom(X,Y)/S, for X,Y two
finite flat group schemes over S, commutes with analytification (and this is proved in
[6],Theorem 3.5.6, p.61).

Part (2). — Let M be a positive integer and v € GLx(Z,). We first define, for all
n, d, some morphisms

d d
Y My — My
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Let (H,8 : ¥ — H;an) be the universal triple over M'ﬁd (where F{ denotes the
restriction of H to the locus p = 0). Then, we define v? to be the morphism
associated to the triple

(H,B: % — H;apm o japm))-

It follows from the definition that the morphisms ¢ commutes with the inclusions
ipm, and thus give rise to a morphism v : Mpy; — M. Moreover, it is easy to see that
the morphisms 7 define an action of GL( Z,) on the Mjs with the required properties.

Part (3). — As in part (2), we first define, for all n, d, some morphisms
g: M’ﬁdg — Mytte

Let (H,8: X — H;E C H[p®|,an) be the universal quadruple over Mﬁfg (where
H denotes the restriction of H to the locus p = 0). Then, we define g to be the
morphism associated to the triple

(H/E,Bopg: T — H/E aly_.)

where € denotes the restriction of £ to the locus p = 0, pg : H — H/& the natural
projection and af,_, the induced A[p™—¢]-generator of (H/&)[p™~¢].

It follows from the definition that the morphisms g commutes with the inclusions
im,g and ip—., and thus give rise to a morphism g : Mpsg — Mas_e.

The same argument we used to prove part (3) of proposition 7.3 shows here that
the morphism g we have defined is proper. It is also an easy consequence of the

definition that the above morphism is compatible with the previously defined action
of GLx(Qp)* C GLA(Q,) on the rigid analytic Rapoport-Zink spaces.

Parts (4) and (5). — The same arguments used to prove parts (4) and (5) of propo-
sition 7.3 apply here.

Part (6). — Let us identify My = Mg, and define the o-linear morphism on
Mas,g, for all M,g (M > e(g)). We use the universal property of M4 to define
Frob to be the morphism

(HMB;GM7E) L — (H:ﬁOF_l;aMaE)'
It is clear that the morphism Frob as all the required properties.
Part (7). — Asin part (6), we identify M s = M1, and define, for any p € T, some
automorphisms p of My 4, for all M, g (M > e(g)). We set p to be the automorphism
of Mps,q defined by

(H,ﬂ;aMaE) _ (H,IBOP;CLM’E)‘

Again, it is a direct consequence of the definition that the above morphisms define an
action of T with the required properties. O

7.2.3. We refer to the data of the morphisms g : Mas,g — Mp—e, for g € GLA(Qp) T,
as the action of GLx(Q,)" on the integral models of the Rapoport-Zink spaces.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



302 E. MANTOVAN

7.3. Comparing the spaces X, 22‘ and My .. — The goal of this section
is to compare, for any Newton polygon a of dimension ¢ and height h, the spaces
Xpg % ig' and My, (for any g € GL,(Q,)" and integer M > e(g)), in terms of the
associated covers over (Jm, X SptZpe M™4)(t) (for all ¢ > 0) and over any affine open

V of T Xgpsgme M,
I 4
In the first case, we shall consider the morphisms
. ~ n,d () , 7nr an
() : (Tm X Spf Ze M™E () — XY X LT C XX Ly,
for N > (d+t/2)/6B, and the projection onto the second factor
pr(t) : (Im X Spf Zar MM (t) — M,
and we shall compare the two systems of spaces 7y (£)*(Xp,g X igr) and pr(t)* Mg
over (Im X gpt e M™9)(t), as g, M vary.
p
In the second case, for any affine open V of 7, X gpf i M™? we shall consider
P
the morphism
anlt, V]V — X@ x Z87 ¢ % x 77,
for N > (d +t/2)/6B, and the projection
pry =pryy : V — M,

and compare the spaces T [t, V]*(Xar,q ¥ Z’p") and pri; M4 over V.
We shall prove that, in both cases, when [t/2] > M, the pullbacks of Xas x Z}'
and M4 we consider are indeed isomorphic.

7.8.1. Let a be a Newton polygon of dimension ¢ and height h, and m,n,d be some
positive integers. Let g € GLp(Qp)" and M > e = e(g) and assume m —d > M. For
any positive integers ¢, N such that m —d > [t/2] 2 M and N > (d+t/2)/6B, we
consider the spaces

TN () (Xm,g ¥ Z;r) = Xp,g X Z;r XxXZg',wN(t)[M] (Tm xSpfi}l;r Mmd)(t)
and

pr(t)*Man = MM79 XMspT(t) (jm XSpr‘;' Mn’d)(t)'

We also denote respectively by farg(t) and garg(t) the natural projections to
(Tm X Spf Zar M™4)(t). (Let us remark that the morphisms gas 4(t) are the restrictions

of some morphisms defined over Spf 222 namely garg : pr*Marg — Tm X Spf 7ar Mme,
P

but this is not true for the morphisms fas 4(t).)

Proposition 7.5. — Maintaining the notations as above.
There exist some isomorphisms

EN()IM, g] T (8)* (Ra,g X Z57) — pr(t)* Mg,
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such that gar,g(t) o n(t)[M,g] = fum,g(t), which are compatible with the actions of
GLA(Qp)* on the two systems of spaces.

Proof. — Let us first consider the case g = I,. We write Xpr1, = X and My g, =
M.

We recall that, for any S-scheme T, we have W (A, Z/S)r = W(A, Zr/T) (see
section 2.6.3). Thus, it follows from the definitions that

WN(t)*(,’fM X 2;1’) = W((Z/PMZ)n,ﬁN[pM]/(Jm XSpfigr Mn,d)(t))

and

pr(t) M = W((Z/pYZ)" 1 [PM]/(Tn Xspez5: MM (D)),

where Hy = nn(t)*H, and H and H' are the universal Barsotti-Tate group over
X x i;’ and the Rapoport-Zink space M™?, respectively.

We recall that, for any two finite flat group schemes Z, Z’ over a scheme S, we
have W(A,Z/S) ~ W(A,Z'/S) if Z ~ Z' (see section 2.6.3). Therefore, in order
to conclude, it suffices to show that there exists an isomorphism of finite flat group
schemes over (T, X Spf g M) (¢)

Hnlp") — H'[p™).

Indeed, such an isomorphism exists by the very definition of the morphisms 7y (t),
since we assumed [t/2] > M. The corresponding isomorphism

En()[M) = En (OIM, Ta) 7 (8) (X X Z57) — pr(t) M
has the required properties.
Let g € GLn(Qp)". The above isomorphism £y (¢)[M, 1;], together with the iso-
morphism of finite flat group schemes Hy[p™] — H’[p™], enables us to identify the
schemes mn (t)*(Xa,g X Z37) and pr(t)* My, g, as spaces defined by the same univer-

sal property. Moreover, it is clear that these identifications are compatible with the
action of GLp(Qp)". O

7.3.2. Let V be an affine open of J,, x U™9. We proved (see proposition 6.8) that,
for any positive integers ¢, N such that m > d+¢/2 and N > (d +t/2)/6B, there
exists a morphism 7y [t, V] on V which restricts to mn(t);v ) on V(¢). Thus, if we
consider the spaces

Nt V]*(xM‘g X Z}?r) =XM,g X Zgr xxxigr,wN[M,t,V] 4

and
priMug = Mumg X mpry V,

then over V(t) we have

(rnt, VI*(Earg X ZEN vy = (mn (€)* (Ea,g X ZE v
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and
(pry Mg v () = (r{t)* Mas,ghv s)-
We investigate the possibility of extending the restrictions over V(¢) of the isomor-
phisms £n(t)[M, g] to an isomorphism over V.

Proposition 7.6. — Maintaining the notations as above. For any affine open V of
TIm x U™, there exists an isomorphism of formal schemes over V

EN[t, VM, g] : wnt, V] (Xaag X Z27) — priyMu g

which extends the isomorphism &n(t)[M, gljv ) and is compatible with the actions of
GLA(Qp)* on the two systems of spaces.

Proof. — The statement follows directly from the definitions of the morphisms
7n[t,V] and £n(t)[M, g]. In fact, to extend the isomorphism &n(t)[M, gy () to an
isomorphism over V, compatible with the action of GLx(Qp)*, it suffices to extend
the isomorphism over V' (¢)

mn (t) Hp™] — H'p"]
to an isomorphism over V between the p-torsion subgroups of the Barsotti-Tate

group mn[t, V]*H/V and H'/V. Such an isomorphism exists by the very definition of
7n[t, V] and the assumption [t/2] > M. O

7.3.3. Finally, let us recall that, in section 6.4, for all n,d, we introduced some
morphisms

n : U™ — X(@ x SpfZ2* € % x Spf Z1F
associated to a point y € Joo(F,), for all N > 1, such that over U™ we have gy () =
7n(t) o (yh,id)(t), for all ¢ > 1 and m, N sufficiently large, and also yyH ~ H'
Arguing as in the proofs of propositions 7.5 and 7.6, we conclude that there exist
some isomorphisms over U™¢

~* Znor ,d
Eu.N[M, g]: Un(Xng X Z37) — Uyj'ys

which extends the isomorphism (ym,id)(¢)*én (£)[M, g] from G (E)*(En,e ¥ Zgr) =
(s ) () T ()" (Rt X Z27) 10 (s id)(£) D7(2) Mgy = U (£), and which are
compatible with the action of GL,(Q,)™.

7.4. The vanishing cycles sheaves on Shimura varieties. — We shall now
use Berkovich’s theory of vanishing cycles for rigid analytic spaces to prove that
the vanishing cycles sheaves R4V, (Z/¢"Z) on a Shimura variety with level structure
at p and the vanishing cycles sheaves R?¥,(Z/¢"Z) on the Rapoport-Zink space of

. ,d
the same level are isomorphic once pulled back over the covering spaces Jp, X [
Moreover, such isomorphisms between the vanishing cycles sheaves are compatible
with the action of the Weil group and GLx(Q,)*.
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7.4.1. Let £ be a prime number, £ # p. We fix an integer r > 1, a level M > 0 and
g € GLr(Qp)T (where M > e = e(g)), and study the vanishing cycles of the constant
étale sheaf Z/¢"Z on the Shimura variety Xps,g.

7.4.2. Let m,n,d be some positive integers, m > d + M. We choose a finite cover V
of affine opens V of J,, x U™?, and write Vi, g for the pullback of Jr, ¥ U}CI’Z over V,
forall Ve V.

Let 7 denote an ideal of definition of 7, X U}&’i, and choose a positive integer
t = tmyry = 2M such that, for all W = Vi NV, for some V1,V2 € V (possibly
Vi = V3), the ideals IltW satisfy the property in the statement of proposition 2.24 for
¥ =Wungand X=Xprg x i;‘r respectively.

Let m’ = m such that m’ > d+1/2 and choose N > (d+t/2)/6B. Foreach V €V,
we write Vp,s (resp. Vinr ar,4) for the pullback of Jr x U™? (resp. Jpms ¥ U;’/I’Z) over V.
Then, for each V € V, Viur a1,y — Vg is finite étale with degree equal to [Jms @ Ji),
which is a p-power (and thus, in particular, relatively prime to ¢). For simplicity, we
write 7y = wn[t, V], &v = Ent, Vi |[M, g] and Ty = 7 (1).

For any V € V, we use the isomorphism &y to identify the spaces Viur ar,g and
iy (Enm,g X 2‘;’) and write

wy VmgM,g - xM,g X Z;r

for the pullback of the morphism my : Vv — X X i;}r, under the projection Xas 4 X
2‘5’ - X X Zgr.

We remark that the morphism (my)s : Ve — X factors as T © (Qm/,m X 1)t7’
and thus the morphism (wy ), factors via the projection Vo am.g — Vrg, i-€.

(wV)s =TWN O (qm,m' X 1)|VM,g’
»d <~ = . —

where Wy : Jm X UX/[ ¢ — X g X Iy, denotes the pullback of the morphism 7.

We deduce that the morphism wy gives rise to a morphism of objects in the derived
category of étale sheaves over VM,Q

Oy : Wy RY,(Z/0T. ) Pars — RU(Z/0Z

/(% na.g xTm0 (Tm XU )) Vit

(see proposition 2.24).

Proposition 7.7. — The morphisms 8y, for V € V, piece together in an isomorphism
Ly —=n,d
between the vanishing cycles sheaves over Jm x Uy

0= 0ug: DNRUNL/O Ly, gy ) — BUNEID g ),

Moreover, the isomorphisms a4 are compatible with the morphisms induced by
changes of level and by the action of GLr(Qp)™ on the Shimura varieties Xy g X Zy*
and on the spaces Ty X U;’/I’i, respectively.
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Proof. — First, we prove that the morphisms 6y, V € V, give rise to a global mor-
phism between the above vanishing cycles sheaves over J,,, x UI'\L,,’:?.

Indeed, for each W = Vi NV, V1, V, € V, we consider the restriction to Wi, ar g of
the two morphism wy;, ¢ = 1,2. By definition, we have (7v, )yw, , (t) = (7v,)yw, , (t)
which implies that we also have (wv;)w,,, ,, (1) = (@w)w,, ,, (t). It follows from
proposition 2.24 and from our choice of the integer ¢ that the induced morphisms
OV Wars (i = 1, 2) between the vanishing cycles sheaves agree.

Moreover, since for all V € V the morphisms wy are formally smooth (because
such are the morphism 7y/), it follows from proposition 2.26 that the corresponding
morphisms between the vanishing cycles of Z/#"Z over the special fiber Va4 Of
Vin',M,g are isomorphisms and thus such are also the morphisms 6.

Finally, the compatibility of the 657, with the morphisms associated to changes
of level and the action of GL,(Q,)" follows from the corresponding property of the
isomorphisms &y, for all V. O

Corollary 7.8. — Let p : T X U;\L/ii; — Mg be the natural projection.
There exists an isomorphism of objects in the derived category of étale sheaves over
—n,d
Im X Upg g
C=Crmg: E}(VR‘I’TI(Z/”Z/@M&XZ?)") — p;R\If,,(Z/ETZ/MM’gn),

which is compatible with the morphisms induced by changes of level and by the action
of GLx(Qp,)™" on the Shimura varieties and the Rapoport-Zink spaces, respectively.

Proof. — Since the formal Igusa varieties are formally smooth over Z;", it follows
from proposition 2.26 that the morphism p gives rise to an isomorphism between the

vanishing cycles
P:R‘I’n(Z/ETZ/MM,g,,) = R‘I’n(Z/”Z/(Jm xU;;i),,)-

It is also clear from the definitions that such isomorphisms is compatible with
the morphisms induced by changes of level and by the action of GL,(Qp)* on the
Rapoport-Zink spaces My 4 and on the Jr, x UIT\L,I‘Z, respectively.

Thus, proposition 7.7 implies the existence of an isomorphism as in the statement.

O

Under some further assumptions on the integer ¢ > 0, it is possible to describe the
stalks of the isomorphisms ¢ in terms of the morphisms %n (see section 6.4).

7.4.3. Let us assume that the affine opens V € V are of the form V = V1 x V2,
where V2 varies in an open cover If of U™¢. Then, for any V? € U, we write Vﬁ,, 9 for
the pullback of V? over UJT\L/I’:; — U™%), We also assume that the integer ¢ we chose
is sufficiently large such that, for any open V2 € U and any two morphisms from
Vﬁ,ly g t0 Xarg X Z;,", which coincide modulo the t-th power of the maximal ideal, the
induced morphisms between the vanishing cycles of Z/¢"Z agree.
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Let y € J(Fp) and N > d/6B. We denote by
Un s U — Xpgg x I
the pullback under Xjps,g x 22r — X x 2‘;‘ of the morphism gy : U™¢ — X x 2;,“,
composed with the isomorphism &, n[M,g]™! : UJ'\}’Z ~ Yy (Xn,g X ZyT) (see section
7.3.3).
Proposition 7.9. — Maintaining the above notations and assumptions. Let (Y, z) be
. . —n,d

a geometric closed point of Jm x Uy .

The morphisms

Clym,2) 5*I‘VR‘I’ﬁ(Z/ETZ/(xM,g><z;;r)n)(ym,Z) - p:R‘I’n(Z/”Z/MM,g,,)(ym,z)

agree with the morphisms

wﬂ(ng Z/ZTZ)Z : g}k\i SR\IJW(Z/ETZ/(:{M!HX%:)")Z - R\IIU(Z/ZTZ/MM,gn)zy

when we choose y € J(Fp) such that Geom(y) = yYm (and thus gn(z) = ©N(Ym, 2)
and p(Ym, 2) = z).

Proof. — Let us choose V = V1 x V2 € V such that y € V! and (ym,2) € V.
Then, over V2, we have

Nt Vo (yp,id) = G jve
modulo the t-th power of the maximal ideal of definition of U™¢. Since pro (ym,id) =
id on U™4, we conclude. O

We remark that the above description of the stalks of the morphism { provides

an alternative proof of the fact that the isomorphisms 8y piece together, as V varies
in V.
7.4.4. We now focus our attention on the action of the inertia group I, on the van-
ishing cycles sheaves E?VR‘I’n(Z/”Z/(xM,gxi;r) )~ p:R\Iln(Z/ETZ/(MM,g)n). In par-
ticular, we are interested in the possibility of ex%ending its action to an action of the
Weil group Wo, D I,,.

Let us remark that it is a direct consequence of the definitions that the action of
the inertia group I, on these vanishing cycles sheaves commutes with the isomor-
phisms s,y and with the morphisms induced by changes of level and by the action of
GL»(Qp)*. We are interested in defining an action of Wg, with the same property.

Remark 7.10. — Maintaining the above notations.

(1) Let us consider the natural identification
R\I’W(Z/ETZ/(xM,gxigr)n) =RUW(Z/C L)z, ,),)

over X p,g X Fp. Then, the action of I, on the left hand side is simply the restriction
to I, of the action of Wg, on the right hand side.
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Moreover, the action of the Weil group on the right hand side is compatible with
the morphisms induced by changes of level and by the action of GLL(Qp)* on the
Shimura varieties.

(2) The action of I,, on the vanishing cycles R¥,, (Z/éTZ/(MMyg)n) over Mz, nat-
urally extends to an action of Wg,, which is compatible with the morphisms induced
by changes of level and by the action of GL,(Q,)* on the Rapoport-Zink spaces.

Indeed, the first statement is obvious. (To conclude the compatibility between the
action of Wg, and the morphisms induced by changes of level and by the action of
GLx(Qp)™, it suffices to recall that both the projections X Mg X 2? — Xpr,g X i;r, for
M’ > M, and the action of GL,(Q,)* on the Shimura varieties Xpz,4 X 2;“" arise from
morphisms defined over Z, C Zgr, and thus the corresponding induced morphisms on
the vanishing cycles sheaves R, (Z/{"Z/x M'g)n) over X up,q X Fp commute with the
action of Wy, .)

As for the second statement, the possibility of extending the action of I, on the
vanishing cycles sheaves to an action of Wy, , which is compatible with the morphisms
induced by changes of level and by the action of GL;(Q,)™, follows from the existence
of a descent datum for the Rapoport-Zink spaces My g/ 2;“, which commutes with
natural projections and with the action of GLy(Qp)™, namely the o-linear automor-
phism Frob of My 4 (see part (6) of proposition 7.4).

7.4.5. Let us remark that the actions of Wg, on the above vanishing cycles sheaves

give rise to an action of Wg, on their pullbacks over J,, x Uﬁ,}?g.

In fact, let 7 € Wgq, and define 7 = r(7) to be the integer such that the image of 7
in the absolute Galois group of F,, is 7 = o™(T). Then, the actions of 7 € Wg, on the
above vanishing cycles sheaves are defined by some isomorphisms

(1 X O’T)*R\IJW(Z/KTZ/(:{M’Q)W) =~ R\I',,(Z/KFZ/(xM,g)n)
over X_M,g X I_F_p and
(FI‘ObT)*R‘I/n(Z/ZrZ/(MM’g)n) ~ R\I/W(Z/KTZ/(MM’Q)")

over My q.
Let us assume m > d+2+t/2+ M and N > (d+1+¢/2+ M)/6B, and consider
the morphism
Frob x Frob : Ju x Uypy — Jm—1 X Upgg 1
Then, we have Ty o (Frob x Frob) = (1 X ¢) o Ty and p o (Frob x Frob) = Frob op.
Thus, for r = r(7) > 0, the above isomorphisms on the vanishing cycles sheaves
over Xp,g X Fp and My, give rise to some isomorphisms on the pullbacks over
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I X m‘fg, namely
@y (7) : (Frob” x Frob”) @y RYA(Z/0Z /(x4s,,), )
~ E?V(l X O'T)*R\IJW(Z/[FZ/(xM’g)n) ~ EFVR\IJU(Z/ETZ/(;{M’Q)T’)
and
p"(7) : (Frob” x Frob") 8" RV, (Z/€"Z )My, )
o ﬁ*(FI‘ObT)*R‘Il,,(Z/”Z/(MM,g)n) o~ R‘I’W(Z/”Z/(MM‘@,)W)-

Proposition 7.11. — Maintaining the above notations. Let 7 € Wq, such that r =
r(1) 2 0. The isomorphism

¢: —w_NR\IITI(Z/KTZ/(xM,g Xigr)n) — 5*R\Ijn(Z/ETZ/(N(M’E)n)
satisfy the equality oy (1) =P () o (Frob™ x Frob™)*(().

Proof. — First, let us remark that we already know that the statements holds for any
7 € Ip, i.e. when r(7) = 0. Thus, it suffices to check that the statement for a single
element & € Wy, such that r(G) = 1, (i.e. for a lift & of the Frobenius element o),
Let D =Dpg = E}‘VR\I’”(Z/W‘Z/(%M&%) o~ ﬁ*R\IJn(Z/ETZ/(MM’g)n). We need to
show that the two morphisms
wn(7),p"(G) : (Frob x Frob)*D — D

agree.
By the universal property of Xp,q, the descent datum on Xps,4 X Zy" is equivalent
to the datum of a prime-to-p isogency

o:(lxo)*A— A,

where A is the universal abelian variety over (Xas)s X Fp, such that o induces
isomorphisms (1 x 0)*H ~ H and (1 x 0)*€ ~ £, where H and £ (£ C H C A) are
respectively the universal Barsotti-Tate group and flat subgroup over Xz, X igr.

Analogously, the descent datum on My 4 is equivalent to the datum of an isomor-
phism

o:Frob*H — H,

where H’ is the universal Barsotti-Tate group over M g, which restricts to an iso-
morphism Frob* £ ~ £’ on the subgroup &’ C H'.

Moreover, the identification between the vanishing cycle sheaves

‘ﬁNR\I/n(Z/KTZ/(xng)n) ~ ﬁ*R‘I/n(Z/ETZ/(MM’g)W)
arises from the isomorphism
H[p"] = p*H'[p"] ~ =i H[p"],

over the affine opens Vs of Jpns X U}\L/[’i], Vevy.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



310 E. MANTOVAN

Thus, the two actions of & € Wg, on the vanishing cycles can be interpreted as
arising from the descent data

@y (o) : @y (1 x o) Hp™M] — wyHp"]
and
p*(0) : p* Frob” H'[pM] — p*H'[p].
On J,, % Uﬂ?g we have
Ty (1 x 0)* = (Frob x Frob)* @y,
p" Frob™ = (Frob x Frob)*p",
and also, under the identification H[p™] = p*H'[pM] ~ wyH[pM],
@ (0)s =9*(0)s : (Frob x Frob)*H[pM] — H[pM].
Therefore, the isomorphism
@y (6) 7" 0B"(3) : p* Frob” HpM] — i (1 x o) HIp"]

can be viewed as an isomorphism between two deformations of the group scheme
(Frob x Frob)* H[p™], which reduces to the identity on the special fiber. It follows
that it gives rise to an identification of the two deformations, and thus, equivalently,

that the morphism %} (5)~' o p*(G) on the vanishing cycle sheaves is simply the
identity. O
7.4.6. We now investigate the action of T" on the vanishing cycles sheaves we studied.

From the equality Ty o (p x p) = T, for any p € S, we deduce that Ty o (p X p) =
wn and thus @y ~ (p X p)* 0o @y It follows that there is a natural action of S on
the vanishing cycles sheaves ENR\I!n(Z/ETZ/(xM’g xi;f)n)’ i.e. for any p € S there is

an isomorphism
p:(px P)*E*NR\I/W(Z/”Z/@M‘E Xz;r)n) = ﬁ?qufn(Z/frZ/(xszgr)n)a

such that (p1p2)* = p3p3, for any p1,p2 € S.

Clearly, the above action of S commutes with the action of I, x GLx(Q,)*, and
indeed it commutes also with the action of Wg,, since the action of p € S on the
schemes Jp, X U’;,}(fg commutes with the morphism Frob x Frob.

On the other hand, from the equality po (p x p) = pop, for any p € S, we deduce
that there is an isomorphism

(p X p) P RYUNZ/O Ly pyy),) 20 P RYWZ/ O Ly (py),)-
Moreover, since the action of the monoid S C T on the reduced fibers of the Rapoport-

Zink spaces extends to an action of the group T on the Rapoport-Zink spaces over
Zy" (see part (7) of proposition 7.4), there are also some isomorphisms

P"RYY(L/CLy(pys,),) = RY(Z/C Ly ra,,),)
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Thus, by composing the above two isomorphisms, we define an action of S on the
vanishing cycles p*RY,(Z/€"Zam M'g)n)7 i.e. for any p € § we define an isomorphism

p:(px p) P RUNL/C LMy y),) 20 RYG(Z/CL (Mg p),)>

such that (p1p2)* = p5ps, for any p1,p2 € S.

Proposition 7.12. — Maintaining the above notations. Let p € S C T. The isomor-
phisms

CBNRYY(Z/ O Ly x4 y),) — 0 RYG(Z/ Ly (s p),)
satisfy the equality (o p=po (p x p)*({).

Proof. — Clearly, it suffices to check that the above equality on the stalks of the
geometric points of J,, X Uﬁ(fg. Without loss of generality we may assume that our
choice of the integer ¢ is compatible with the properties stated in section 7.4.3, and
thus we can apply the description of the stalks of the isomorphism (, we gave in
proposition 7.9.

Let p € S and (ym, z) be a geometric point of J,, x U;,}iig. We need to prove that
the following diagram commutes, for all ¢ > 0.

R, (Z/ZTZ/(%M,g)n ) ) = R, (Z/ZTZ/(XM,g)n D (ym2)
lc(pym ,pZ) J}(ym 12)
RV (Z/C Ly pyrp), ) pe ———s RIUY(Z/ 0Ly pro,,),)=

Let y € J(F,) be a point such that qeom(¥) = Ym- Then, p(y) € J(F,) and
Qoo,m{pPY) = pym. By proposition 7.9, we know that {(,,. .y = ¥n(Un,Z/l"Z), and
Cloympz) = Yn(PUn> L/l Z),,. Thus, the commutativity of the above diagram follows
from the equality Jn © p = PYmoo v (in the diagram we denote by p, the morphism

Un (0, Z/E7Z)z)- O

7.4.7. 'The results of this section on the vanishing cycles sheaves of the Shimura vari-
eties and of the Rapoport-Zink spaces can be summarised in the following proposition.

In the following, we write W&; = {7 € Wy, | r(7) = 0}. Thus, Wg, = <W6‘p,5),
for some & € Wy such that r(5) = 1 (see section 7.4.5).

Theorem 7.13. — With the above notations. There exist some quasi-isomorphisms of
complezes in the derived category of abelian torsion étale sheaves over J,, x U™?

E%R‘I’nR((pMSDM,y)*(Z/ZTZ/(XM,g)n) =~ E*R\IJTI‘R((SM&M:g)*(Z/ZTZ/(MMvQ)n )7

compatible with the actions of ng x S x GLp(Qp)" and the changes of level M, g.
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Proof. — In propositions 7.7, 7.11 and 7.12, we proved that the quasi-isomorphisms
(’s over J,, x m,g

ENR\I/W(Z/ETZ/(xM’g)") o~ E*RWW(Z/ETZ/(MM,Q)W),
have the required properties. By applying the derived functor associated to the
(proper) projections J,, x Uﬁ,}’g — Jm X Un’d, we obtain the quasi-isomorphisms

in the statement (after using the proper base change theorem and part (2) of propo-
sition 2.22). O

8. The cohomology of Shimura varieties

In this last section, we shall compute the £-adic cohomology of the Shimura vari-
eties as a (virtual) representation of G(A>) x Wq, (£ # p), in terms of the f-adic
cohomologies of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces.

More precisely, we shall apply theorem 5.13 to the complex of A-R f-adic étale
sheaves

L= (R\I’nR(SOMSOM,y)*(Z/ZTZ/(XM,'J),,)R(") xF,,)T

over Y(Q) X Fp, for each Newton polygon «, to relate the cohomology groups with
compact supports of the Newton polygon strata to the cohomology of the Igusa va-
rieties and of the Rapoport-Zink space, in the case of level structure at p. As the
Newton polygon stratum varies in the stratification of the reduction of the Shimura
varieties and the level (both at p and away from p) changes, the above descriptions
combine into a formula which computes the cohomology of the Shimura varieties, in
terms of the cohomologies of the Igusa varieties and of the Rapoport-Zink spaces.

We choose to formulate the main result of this section (Theorem 8.11) as an equal-
ity of virtual /-adic representations of G(A*) x W, , even though what we really prove
is a stronger version of this result which regards the corresponding Z,-representations
and can be formulated as the existence of quasi-isomorphisms in the derived cate-
gory of A-R f-adic systems, compatible with the action of G(A™) x Wg,. Indeed,
we prove more, as we prove the existence of such quasi-isomorphisms for £"-torsion
coefficients, for all » > 1 (which translates in a result regarding the corresponding
Z/¢" Z-representations).

On the other hand, since the cohomology groups of Shimura varieties both with
Z./ €7 Z-coefficients and with Z,-coefficients are not a priori admissible representations
of G(A>) x Wy, the above two results in the derived categories can not be stated
as equalities in the appropriate Grothendieck groups, which is why we prefer to state
the theorem for ¢-adic coefficients.

8.1. The Newton polygon decomposition. — We shall start by explaining how
it is possible to compute the f-adic cohomology of the Shimura varieties in terms of
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the cohomology of the Newton polygon strata of their special fibers, with coefficients
in the £-adic vanishing cycles sheaves.

8.1.1. We recall that our final goal is to study the virtual Q-representation of
G(Aoo) X WQp
H*(X,Q¢) = ) _(-1)'H'(X,Qu),

where
HY(X,Qp) = lim H}, (Xy xz (E37)™, Qo)
U

and U varies among the sufficiently small open compact subgroups of G(A*). (In
the following we shall consistently use the upper index e to denote the corresponding
alternating sum of representations inside the appropriate Grothendieck group.)

Let us also observe that if we restrict our attention to the open compact subgroups
of G(A*°) of the form

U =UP(M)=UP x ZX x ker(O}op — (Oper /uM)*),
for some integer M > 0 and some sufficiently small open compact subgroup U? C
G(A*P), then we compute
H*(X,Q0)% = lim H(Xusan xe (B}, Qo).
Ur,M

8.1.2. 1In the following we restrict our attention to such levels U = UP(M), and relay
on the theory of vanishing cycles to express the cohomology of the Shimura varieties
in terms of the the cohomology of the special fibers of their integral models.

Let r > 1. For any level UP(M), we consider the integral models of the Shimura
varieties Xye p = Xyr pm1,- Then, there exist quasi-isomorphisms

iUP’M : RF(XU XE (Egr)aC,Z/KTZ) ~ RF(YU}J’M X]F,, Fp, RWW(Z/ETZ/(:X:UP,M)W))’

such that g* oiyr pr = iye,m 0 g*, for all g € GLi(Z,) and p~'I} o iys,amr = fur,pr—10
p Iy, for M > 1.

Further more, for any g € GL,(Qp)" and M > e = e(g), let us consider the integral
models Xy» a4, together with the projections ¢yr ar,g : Xve ar,g — Xue,m and the
morphisms g : Xyr a1,y = Xur pm—-e. They give rise to quasi-isomorphisms

¢?JP,M,g : RF(YUmM X]Fp FP,R\IJn(Z/ZTZ/(xUp,M)”))

~ RF(—X_UP’Myg XFp Fp, R\I/n(Z/ZTZ/(xUp’Myg)")),

and to some morphisms

g* : RU(Xy» pr—e XF, Fy, R‘I’n(Z/erZ/(xUp,M)n))
_— RF(YUP,M,g XF, Fp, R\I/T,(Z/ZTZ/(xU,,‘M’g)n)),
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such that (qb*U;,lM_e’g 0 g*) o iye,m = tue,M—e© g, for all g € GLx(Qp)*" and M >
e = e(g). We deduce that the morphisms qb;};’lM_e’ 4 © 9" define a quasi-action (i.e. an
action via quasi-isomorphisms) of GL4(Q)) on the direct limit, as M varies, of the
complexes RT(Xye a X5, Fp, RU,(Z/0Z /(Xup.a)y)) 1618 also clear that this quasi-
action extends the previously defined action of (GLy(Z,), pln) C GLA(Qp).

On the other hand, as the integer r varies, the above complexes form an A-R Z-adic
system, also endowed with a quasi-action of GL,(Qjy), as the level M varies. We us
denote by

Hl(RF(YUIJ’M XF, Fp, R\IJU(ZZ/(XUP,M)U)))
the i-th cohomology group of the A-R f-adic complex. Then, for all ¢, the Qg-vector
spaces

im H(RT(Xue,m x5, Fp, R (Zey(x 10 1)) Oz Qe
UM

are admissible representations of G(A*) x Wy,, and there is an equality in the
Grothendieck group of virtual /-adic representations of G(A*) x Wy,
H'(X, QZ)Z; — ll_H)l H'(RF(—XU;J,M XF, Fp, R\IJTI(ZE/(xUP,M)n))) Rz, Qy.
Ur,M
We remark that as virtual representations of G(A®?) x QF x (GLn(Zp), pln) x
Wo, C G(A™) x W,

li_r_)n H'(RF(YU;»YM X]Fp Fp, R\Ijﬂ(Ze/(xUp,M)n))) ®Z¢ Ql
ur,.M

— h_r)n H'(YUP,M XF, FP,R'\II"(Z[/(XW,‘M)"))) Rz, Qy.
Ur,M

8.1.3. We now consider the Newton polygon stratification of the reductions modulo
p of the integral models Xy» ar,4 of the Shimura varieties. For any level UP, M, g,
the stratification gives rise to a sequence of exact triangles in the derived category
computing the cohomology of the special fibers of the Shimura varieties in terms of
the cohomology with compact supports of the corresponding Newton polygon strata
(see [11], Theorem 1.8.7(3), pp.91-94). Since both the morphisms corresponding to
changes of level and the action of G(A®") x Q) x GLx(Q,)* x Wg, preserve the
Newton polygon stratification of the special fibers, the corresponding exact triangles
in the derived category are compatible under the morphisms ¢, 5 4, 9* (for any
g € GLi(Q,)™) and the group action.

We deduce that, for all Newton polygons a, the morphisms ¢*U‘,,!1M, 4 © g* define a
quasi-action of GLx(Q,) on the direct limit (as the level M varies) of the complexes

_( ) bl T
RT (X 0 X5, Fpy RY4(Z/¢ Zj(xuw )n)ixcie) )
and also of the corresponding complexes of A-R f-adic systems
()

RFc(YUp,M XF, Fp’ R‘I’U(Ze/(xUP,M)")|Y§7P) M)‘
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Thus, we obtain the following decomposition of the cohomology of Shimura varieties.
Proposition 8.1. — There is an equality of virtual Qqg-representations of G(A%) x Wg,

. ZX : . ~'(a) o
H*(X,Qg)" = za:Ul_Il)ElM H*(RT (X v p XF, ]Fp,R\I’n(ZZ/(xUp,M)n)Iyylg,M)) ®z, Q¢
where UP varies among the sufficiently small open compact subgroup of G(A™P)
and M among the positive integers.

We remark that as virtual representations of G(A*P) x Q) x (GLn(Zy), pln) x

. . (@) =
h_II)l H (RFC(XUP,M XFp ]FP’R\IJW(ZZ/(XUP,M)WMYE}IP)YM)) ®z, Qe

Ur,M
: o 57(e) w ]
= lim H(Xy»,m ¥, Fp B Un(Ze/(xun a)0) 3ty ) B2 Qe
Ur,M ’
8.1.4. We now focus our attention on the cohomology groups

i < (a) w
HY(RT(Xyr pr %F, Fpy RUn(Ze ) (xup )0 izie) )

upr,.M

and use theorems 5.13 and 7.13 to relate them to the cohomology of the Igusa varieties
and of the Rapoport-Zink spaces of the same level.
First, we recall some notations. For all i > 0, we write

H{(Jo,ue, Z/0Z) = lim Hi(Jo,u»,m, Z/€"Z)
for the cohomology groups with coefficients in Z/£"Z of the Igusa varieties of level U?
and Newton polygon «, viewed as a module endowed with an action of T, x Wg, (we
recall that the action of the Weil group is unramified).

We also write Mq a1,y (and Ma,pr = Ma a1,) for the formal Rapoport-Zink
space, of level M, g (M = e(g)) and Newton polygon ¢, and {U:;\i/f g}n.d for our usual
choice of an open cover of Mg .. Thus, for any abelian torsion étale sheaf F (with
torsion orders prime to p), we have

yarwi . i —n,d
Hé(Ma,M,g,]:) = h_r,ch(Ua,M,g’f|ﬁ’;:‘Ilw)g)'
n,
We view the above cohomology groups as representations of T, X Wg,, where the

action of T, is the one induced by the opposite of the action of T,, we considered so
far (see section 2.5.14).

Theorem 8.2. — Let o be a Newton polygon of dimension q and height h. For any
sufficiently small open compact subgroup UP C G(A™P), and any integers M = 0 and
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T 2 1, there are some isomorphisms of Z/{" Z-representations of GLy(Zy) x Wo,

HYRTo(Ma,at, RUY(Z/ ULy Mo ae))) Oty 7y BU(Ja,up, Z/ETT))
= HZ(RFC(XSIP),M xr, Fp, R‘I’n(Z/”Z/(aeup,M)n)Iyg;;,M)),

foralli =2 0.

As the levels UP, M wvary, the above representations are endowed with an action of
G(A*®) x Wy, and the two actions on the direct limit representations are compatible
under the above isomorphisms.

Moreover, the above isomorphisms are compatible with the natural projections as
the integer r > 1 varies.

Proof. — The equality T o (1 x fr)N B = 7y, together with the fact that Fris purely
inseparable and finite, implies that, for any abelian étale sheaf £ over Y(a) X Fp (with
torsion orders relatively prime to p), we have

Fnii £ =2 T (1 x F)NB(1 x Fr)VNB 7% L ~ 7N T L.

Thus, in all the constructions of section 5, we can replace 7y with 7.
Let g € GLp(Q,)T (M > e(g), and consider the complex of torsion abelian sheaves

L = RU,(R(omom,o)e(Z/0 Ly 20 0),)

over f(a) X Fp. Then, theorems 5.13 and 7.13 (together with Berkovich’s comparison
theorem which allows us to identify classical vanishing cycles with rigid analytic van-
ishing cycles) imply the existence of quasi-isomorphisms, compatible with the action
of Wg,

RT (Mg, RY,R(6p0M,g)x(Z/ L) (Mg 5),) ®,,LiT(T) RY (Jo,ur, Z/4"Z)
<) W T
o~ RFC(XUP(O) X ]prR\I/nR((PMQOM,g)*(Z/e Z/(xM,g)n))jf(a) XFP)‘

UP(0)

By part (2) of proposition 2.22, we can rewrite the above quasi-isomorphisms as
RT o(Ms,g, RY((Z/ L g1y, ) ©Fy, 7y BT e(Jue, Z/€7Z)

—(a) = T
~ RLe(X a9 X By, RU(Z/0 Ly, ,)) 1320 5, )

These quasi-isomorphisms commute with the action of GLA(Z,) on the two hand
side when g = [, and also with the maps induced by the projections das,g, dvu», 1,9,
and by the morphisms associated to the elements g € GL(Qp)™.

In particular, when g = I, the above quasi-isomorphisms give rise to the isomor-
phisms of Z/£"Z-representations of GLx(Zy,) x Wg, in the statement.

Further more, we deduce that the morphisms (a7, X 1)*~!og* define a quasi-action
of GL;(Q,) on the direct limit (as M varies) of the complexes

RFc(mM,gv R‘I’n(Z/WZ/an)) ®7L1(T(T) RU(Jur, Z/0Z),
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which is compatible under the above isomorphisms with the quasi-action of the right
hand side. Thus, we conclude. [

8.1.5. We remark that, for all level UP, M, there are GLx(Z,) x Wg,-equivariant
spectral sequences

Drt+qmp TOTy gy (Hi(Ma,nr, RYUy(Z/0Z)), HE (Ja,ur, L/ L))
which abut the representations
H™(RT (Ma,pt, RUn(Z/ 0Ly (0 aa)y)) Oy BEe(Jave, Z/E7 L)),

foraln=p+p >0.
As UP, M vary, the Z/¢"Z-modules
lim  @sit4q=p' Tor%r(Ta)(Hg(ma,M, R, (Z/CZ)), H (Ja,ur, L/ Z))
UM
are naturally endowed with an action of G(A®P) x Q) x (GLx(Zp),pln) x Wo,.
Moreover, this action induces an action on the limit of convergence which simply is
the restriction to G(A*P) x QX x (GLx(Zy), pln) x Wg, of the action of G(A>) x Wy,

8.2. The cohomology of the Rapoport-Zink spaces. — In this section, we shall
study the cohomology of the Rapoport-Zink more closely. In particular, we have two
goals in mind. On one hand, we want to relate the cohomology of the rigid analytic
Rapoport-Zink spaces to the cohomology of their special fibers, with coefficients in the
vanishing cycles sheaves, as it appears in theorem 8.2. On the other hand, there is the
proof of the admissibility of the representations associated to the cohomology groups
of the Igusa varieties and the Rapoport-Zink spaces, which we prove in lemma 8.9.
(The admissibility of these representations is an obvious prerequisite for describing
our final result as an equality of virtual representations.)

We are very grateful to L. Fargues for explaining to us the results of this section
and correcting an early mistake.

8.2.1. Let o be a Newton polygon of dimension ¢ and height h. We denote by M,
the Rapoport-Zink space (without level structure) associated to the Barsotti-Tate
group X(® and, for any positive integer M, we write M;i,gM for the Rapoport-Zink
rigid analytic space of level M over M'&,

8.2.2. We start by considering the case of cohomology with £"-torsion coeflicients,
for any r > 1. We recall that the j-th cohomology group of the Rapoport-Zink
spaces associated to the Newton polygon « is defined to be the representation of
Ta X GLh(Qp) X VVQp

HI(Ma, Z/07Z) = lim HI(M3E, xx K, Z/0°Z)
M

(see section 2.5), where the action of Ty, is the one induced by the left action of T,
on M_%, (for all M) (see [26], Remark 1.3(i), p.425).
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On the other hand, because of theorem 8.2, we are induced to consider the Z/¢"Z-

representations of Ty x (GL#(Zp), pln) x Wo,
HI(My xv, Fp, R1U,(Z/'Z)) = lim HI(Ma,nr x¥, Fp, R1U,(Z/€7Z)),
M

for all 4,4 > 0.

The goal of this section is to understand the relation between the cohomology
groups of the rigid analytic Rapoport-Zink spaces and these modules.

More precisely, we shall establish a link between the Wg, -representations

Tor, (1) (HI(Ma,ur X¥, Fp, R1,(Z/¢"Z)), IT)
and
EXt;"a-smooth (Hé (Mg,gM XK T{-v Z/KTZL H)
for any smooth Z/¢"Z-representation II of T, and all levels M. (The above derived
functors are computed in the category of smooth Z/¢" Z-representations of T, x Wy, ).

8.2.3. Let us fix the level M of the formal Rapoport-Zink space My pr = Mo, M1,
which we now simply denote by M, and write {U™? = U;“I‘f,,}n,d for the usual open
cover of M. ’

By proposition 4.6, there exist some positive integers m,n,d such that the mor-
phism 7y : J XF, ﬁn’d — 7((1) X E, is surjective on geometric points, for some
N > d/§B. Equivalently, there exist some integers n,d such that the reduced fiber
of the Rapoport-Zink space M is covered by the opens pU, as p varies in T and
U=0"" Indeed, since the maximal open compact subgroup I' C T stabilizes the
open U, it suffices to let p vary among a set of representatives of the cosets in T'/T.

For any positive integer s, we set

(T/D)% = {t = (oo, .., psT) € (T/T)** | piT # ;T Vi # 5}

and for any t = (pol,...,ps[") € (T/F)‘;“, we write tU = poU N --- N pU and
jiv : tU — M for the natural inclusion.

Let F be an abelian étale torsion sheaf over M, with torsion orders prime to p.
For any integer s > 0, we define an abelian étale torsion sheaf over M

Co(U, F) = Sy (ryryyi o Fisv)-

Moreover, let t € (T/F);:rl, s > 1, and write t* = (pol",...,/i,...,psl") €
(T/F)‘;, for all i = 0,...,s. Then, the natural inclusions tU C U give rise to
some morphisms

Jw(Fru) — Jev(Flev),

and analogously, for any p € T, the inclusion pU C M gives rise to a morphism

ij!(]:|pU) — F.
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These maps induce some morphisms Cs(U, F) — Cs_1(U, F) and Co(U, F) — F such
that the corresponding complex of sheaves over M

s C(U, F) — -+ Co(U, F) — F — 0

is exact (we adopt the same alternating sign convention of the usual Cech complex).
Equivalently, there is a quasi-isomorphism in the derived category of abelian torsion
sheaves over M between the complex C, (U, F) and the sheaf F.

8.2.4. Let us now focus our attention of the action of the group T' on M. This
action gives rise to an action of T on the cohomology groups Hi(M,F) and
Hi(M,Cs(U, F)), for all ¢ and s.

Moreover, for all ¢, s > 0, we can identify
HZ(M,Cs(U, ]'-)) - GBtE(T/F):lei(tU’ f),

where the action of T can be interpreted, on the right hand side, as arising from the
isomorphisms

v tU — ytU,
which are induced by restriction from the action of v on M, for all v € T (if t =

(0T, psT) € (T/T)LH, we write 4t = (ypol', .. ., ypsD)).
For any s 2 0, let ¢t € (T/I“);“, t= (pgl",...,p,,l“) Ifs>2 1, wewritee =¢; =

(g p1, -, ps)] € TN(T/D)S and Ue = U N py ' prU N -+ N pytpsU. Tf s = 0, we
write T\(7'/T')), = {€} and Uz = U.
Then, the action of py € T gives rise to some isomorphisms

H(tU, F) = H{(U, F),
for all 7, and thus to an identification of T-representations
@te(T/r);HHZ(tUa F) = ®eer\(1/1)2, c-Indf, (HZ(Ue, F)),
where I'. =T'N 61F61_1 N---Nesle;! is an open compact subgroup of 7', for any
e=[(e1,...,85)] € I'\(T/T)% and s > 0 (for s = 0, we write [z =T").

8.2.5. Let s > 1, and for each ¢ = [(e1,...,¢5)] € I'\(T/T')% consider the open
U. C M. We claim that the set

{e e T\(T/T)%lUe # 2}

is finite, and empty for s sufficiently large. In fact, for any p € T', the set UNpU = @
unless p € T%%, i.e. unless both p?p and pp~! are isogenies. (This fact follows from
the equalities pp = (p?~"87!)(p"Bp) and plp~! = (p*~"p~171)(p"B), for some
B eUnpU.) Thus, if U. # @, then ¢ € T\(T**/T")%. Since T* C T is compact,
the set T%%/T is finite and moreover (Td’d/l"); =@ if s > #(T%4)T).

It follows that the complex C,(U,F) is bounded (indeed Cs(U,F) = 0 if s >
#(T%9/T)), and thus the above considerations give rise to the following proposition.
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Proposition 8.3. — Let F be an object in the derived category of abelian £ -torsion
sheaves over M.
Then, there is a spectral sequence of Z/{" Z-representations of T x W,

Ef’t = ®EEF\(T/F)‘; C—Ind’ll:s H(t:(Ug,f) = H;H_t(ﬂ’ ‘7:)

In particular, if F is a constructible sheaf, the representations HX(M,F) are
smooth of finite type for the action of T, for all k > 0.

Proof. — The above spectral sequence arises from the quasi-isomorphism in the de-
rived category

RT(M, F) = RT(M,C.(U, F)) = @cer\(r/rys, ¢-Indf, RT(Ue, F).

For F a constructible sheaf, the cohomology groups H:(U., F) are finite, for all
g,t 2 0. Moreover, the set I'\(T'/T"), is finite, for any s > 0, and thus the representa-
tions Qeer\(7/1)s, c—IndITE H!(U.,F) are smooth of finite type for the action of T'. It
follows from the fact that the category of smooth representations of finite type of T is
noetherian and closed under extensions (see [8]) that the representations H*(M, F)
are also smooth of finite type. |

Lemma 8.4. — Let A denote Z/¢"Z (for somer 2 1) or Qg, and denote by A(T,,) the
Hecke algebra of Ty, with coefficients in A.

Let M be a finite smooth A-representation of K x GLn(Zp) x Wy, for K C T a
open compact subgroup, and denote by MY its dual.

For any admissible A-representation II of T x Wq,, and any integer j > 0, there
erists an isomorphism

Ext]: omootn (c-Indf MY, TT) ~ Tor) 7 (c-Indf M, TI),
equivariant for the action of Wo,.

Moreover, the above modules are finite and vanish for j sufficiently large.

Proof. — The vanishing of the modules Ext?_}_smooth (c—Ind% MV, 1) for j sufficiently
large (e.g. j greater than the rank of T') is proved in [10] (lemma 4.3.12, pp.69-70).

On the other hand, if F, — II is a projective resolution of II, then one can use such
resolution to compute both

Toﬁ,,'ir - (c-Indk M, 1) = H(c-Indg M ®(r) F.)

and
Ext) oo (¢-Indg MY, IT) = H? (Hom7 smootn(c-Ind% MY, F)).
Thus, in order to conclude, it suffices to prove that for any smooth projective
representation F', there exists an isomorphism -

c—Ind% M @47y F ~ Homr_smooth (c—IndII; MY F),

equivariant for the action of GLx(Z,) X Wg,, and that the above modules are finite.
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By Frobenius reciprocity, we have a canonical isomorphism
Hom7 smooth (C'Indﬁ M\/’ F) = HomK-smooth(Mv7 -F|K)7

where we denote by F|x the restriction of the T-representation F' to the compact
subgroup K C T. Moreover, since the K-representation M is smooth and finite,
there exists an open compact normal subgroup K’ C K such that M = M¥ ' (and
thus also MY = (MY)X"). We deduce that

Hom g -smooth (MY, Fix) ~ Homg_smooth (MY, FK'),

which is indeed finite since the representation F' is admissible.
Further more, we can rewrite

Homr-smooth (c-Indi MY, F) =~ Homp (M"Y, F)X ~ (M @y /4ry F)X

and, analogously,
cIndy M ®pry F ~ (M @4 F)k.

For any A-representation V' of K, the morphism ey : V — V gives rise to an isomor-
phism Vg ~ VK. ]

It is a direct consequence of the above lemma that, for any smooth Z/¢"Z-
representations V of T of finite type and any admissible representations II, the
modules Tor;lr(T) (V,II) are finite. (In fact, any smooth representation of finite type
V' admits a resolution by representations of the form @,y c-Ind%i M;, for some open
compact subgroups K; C T, some finite free Z/¢"Z-modules M;, endowed with an
action of K;, and some finite set I.)

Moreover, it also follows from lemma 4.3.12 in [10] that the above modules vanish
for j sufficiently large.

In particular, one can combine the above lemma and proposition 8.3 to obtain the
following corollary.

Corollary 8.5. — Let F be a constructible sheaves over M and II be an admissible
Z/ € Z-representations of T x W, .
There is an equality of virtual Z/{"Z-representations of Wy, .

Torsy, (ry (HI (M, F),I) = Y Tor}, ( (c-Indf, H(Ue, F),1I).
e€T\(T/T)%,

8.2.6. Let us remark that, in particular, the above corollary applies to the case of
F = RV, (Z/C"Z), for any q > 0. (The complex of vanishing cycles sheaves of the
integral model M is indeed bounded and constructible since, locally on M, they can
be identified to the vanishing cycles sheaves of some schemes of finite type.)

Further more, in the case of the complex F = RV, (Z/{"Z), we obtain the following
result. (We reintroduce the level M in our notations.)
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Corollary 8.6. — Let I1 be an admissible Z/{" Z-representations of T x Wo,.
There is an equality of virtual Z/" Z-representations of (GLy(Zyp), pln) x Wo, C
GLh (QP) X WQP

limg Tors,, ) (H; (Mar, R*W,(2/€°2)),T1)
M

= Z lim Tor$y, 7y (c-Indf, H:(Uear, R*W,(Z/€7Z)),11).
eeI'\(T/T)% M

Proof. — It suffices to remark that the quasi-isomorphisms in the derived category
R'T (M, RY,(Z/0T)) ~ Beer\(T/T)2 c—Ind?E R°T(Ue,m, RY,(Z /LT L))

are equivariant under the action of GL;(Z,) and the morphisms p~'I}, as M varies.

d

Since we are interested in applying the above corollary to the case of II equal to the
cohomology of the Igusa varieties, let us recall that the representations of T' x Wg,
associated to the cohomology of the Igusa varieties of level UP (for any sufficiently
small open compact subgroup U? of G(A®?)) are indeed admissible (see remark 3.9).

8.2.7. We now focus our attention on the cohomology groups

RLY(Us, R, (2/02)),
for all integer j,q > 0 and any £ € I'\(T'/ 1");, for some s > 0, as representations of
I'e x GLn(Zp) x Wg,. We recall that I'. C T is an open compact subgroup and U
an open subscheme, of finite type, of the reduction M of the formal Rapoport-Zink
space M = Mg p,q-

For all €, we denote by US! the closure of the open U, C M. Then, the complement
U — U, is also a closed subscheme of M. In particular, both U and U, <l U, proper
schemes.

For any object F in the derived category of abelian torsion étale sheaves, the
inclusion U, C U gives rise to an exact triangle

RT (U, F) T(US, F)

\U /

9 - U, F)

and in particular, for F = RV, (Z/{"Z), part (2) of proposition 2.22 implies that there
is an exact triangle

RTo(Us, RY,(Z/0"Z)) —— RT(sp~ U xx K, 2/ Z)

T

RU(sp~ (U — U.) xx K, Z/"Z)
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where sp : MZFM = (Ma,m)n = M = (Mg, m)s denotes the reduction map (see
section 2.7.1).

Let us recall that the rigid analytic spaces sp~ U and sp~ 1 (US! - U,) = sp~1US' —
sp~1U. are by definition some open subspaces of M& = MigM, and therefore in
particular they are smooth. Thus, Poincaré duality implies that

Hi(sp U xx K,Z/0"7(D)) ~ H?P~9(sp~US xx K, Z/{"Z)",
and
Hi(sp~ (U — U.) xx K,Z/0'Z(D)) ~ H2P~9(sp~ (U — U.) xx K, Z/{"Z)",

where D = q(h — ¢) the dimension of the Rapoport-Zink spaces and MY denotes the
dual of M, for any Z/{"Z-module M.

8.2.8. The cohomology with compact supports of the rigid analytic space M™8 can
be described in terms of the above cohomology with compact supports of the opens
sp~lUS. Indeed, in [10] (section 4.3, pp.67 — 72) Fargues proves the analogue of
proposition 8.3 for the cohomology with compact support of the rigid analytic space
Mg In his result, the role of the open U = T« Mis played by any V C Mg,
such that M8 = U,er pV, for V either an open subset or a closed analytic domain
(e.9. V =sp U, sp~1U).
In particular, there is an equality of virtual Z/{"Z-representations of Wg,

EXt’:"—smooth (Hc. (Mrig XK ?’ Z/ETZ(D))a H)

= Y Ext oo (cIndf H (Ve xx K,Z/¢7Z(D)),10),
e€T\(T/T)%

for any admissible Z/{" Z-representation II of T' x Wg,.

8.2.9. Let us now reintroduce the level at p, M, in our notations and consider how
the previous construction behaves, as M varies, under the action of GLx(Q)).

Let V be an open subset or a closed analytic domain of the Rapoport-Zink space
with no level structure Mgig such that .Mgig = Uper pVo. We denote by Vis the
pullback of Vj under the projection M}f — My®, for all M > 1. Then, M}f =
Uper pVmr and the action of GLx(Q)) on the system of rigid analytic Rapoport-Zink
spaces preserves such decompositions.

We deduce that, for any admissible Z/{"Z-representation IT of T' x Wy, , there is
an equality of virtual Z/¢"Z-representations of GLx(Qjp) x Wo,

hi>n EXt’..T'—smooth (Hc. (Mlj\‘/fg XK —K—’ Z/ETZ(D))’ H)
M

= Z h_r)n EXta"-smooth (c']:nd,ll':E Hc. (VE,M XK Fa Z/ETZ(D))a H)
eer\(T/T)s, M
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Finally, we remark that the analogous results also hold for the f-adic cohomology
groups. More precisely, in [10] Fargues proves that, for all M > 0, there is a spectral
sequence of Qg-representations of T' x Wg,

Els’t = @EQF\(T/F); C'Indlifs Hz(v:s,M,QE(D)) = H:+t(M§\i/Ig’ Qf(D))’

and thus the equality of virtual Qg-representations of GLx(Qp) x Wy,

lim EXtT: mootn (HE (MRF X1 K, Qu(D)), TT)
M

= > lim Extygmeoun (cIndf, H (Ve xx K, Qe(D)),10),
eeI'\(T/T)% M

for any admissible Z/{"Z-representation IT of T x Wgq,. (We recall that the £-
adic cohomology groups of the Rapoport-Zink spaces are defined as the smooth Q-
representations of T, x Wg,

HI(ME,;, Q) = lim(lim HI (U578 xx K, Z/17Z) ®z, Qo)
nd T

for all § > 0 and any level M > 0.)
Theorem 8.7. — Let I1 be an admissible Z /¢ Z-representation of T x W, .

Then, there is an equality of virtual Z /€ Z-representations of (GLy(Zy), ply) X
VVQp C GLh(Qp) X WQp

lim Torsy, (py (H(Mas, R*U, (Z/€'2)), TT)
M

= lim Ext} oot (H (M3F xx K, Z/£7Z(D)),TN),
M

where D = q(h — q) the dimension of the Rapoport-Zink space M.

Proof. — Combining lemma 8.4 and corollary 8.6 with the equalities corresponding
to the exact triangles in section 8.2.7 and Poincaré duality, we obtain (for all M > 0)

Torsy, (1) (He(Mur, RV (Z/€7Z)), 1)
= Y Tors, ) (c-Indf, H (U, RV, (Z/€"Z)),11)

c€T\(T/T)%
- ¥ (Torr'HT(T) (c-Ind%, H*(sp~'US x i K, Z/0Z),T0)
c€D\(T/T)%,

— Tor}y, (1 (c-IndE, H*(sp™'(US - U.) xx K, Z/0Z), n))
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= Z (Tor;_lT(T) (C—Inda H:(sp™ U xg K,Z/0"Z(D))V, )
cer\(T/T)s

— Tor},, (1 (c—Indg:E H}(sp ' (U - Ue) xk K, Z/UZ(D)), H))

> (Exthamoon (¢Indk, H:(sp™'US xx K, 2/€2(D)), )
e€lT\(T/T)%

— Bt ymoorn (-Indf, H2(sp™ (U = Uz) x x K, Z/€Z(D)), ) ).

Let us consider the open V = sp~!U* (resp. the closed analytic domain V = sp~1U.).
Then, for all ¢ € T\(T/T)%, s > 0, we have V. = sp~'U¢' (resp. Vo = sp™'U¢). It
follows that there are equalities of virtual Z/¢"Z-representations of GL,(Qp) x Wo,
li_I)n EXtT_smooth (H(: (Mrig XK —K’ Z/ETZ(D))v H)
M
= h_n} Z EXt’..T'-smooth (C_Indgje Hc. (SpulUgl XK F’ Z/ETZ(D))? H)
M eer\(T/T)%
=lim > Exthmeem (c-Indl, H:(sp'Ue xk K,Z/€"Z(D)),1I).
M eeT\(T/T)%
Further more, the open inclusions sp~ (U — U,) = sp~ U — sp~ LU, < sp~ U
give rise to the equalities

H:(sp YUY — Ue) x g K, Z/€"Z(D)), M)
= H:(sp 'US xx K,Z/{"Z(D)), M) — H(sp~'U. xx K,Z/¢"Z(D)),1I).

Substituting the terms on the right hand side of our formula, accordingly with the
last three equalities, we deduce the equality in the statement. [}

8.2.10. Finally, it is possible to improve theorem 8.7, by considering the integral
models Mg, u,q, for all g € GL,(Q,)*.
Let us consider the Z/¢"Z-modules

H"(RT(M, RY,(Z/2)) ®F, (py TI)
for any admissible representation I of T' x Wg, and n > 0. For all n > 0, the direct
limits
lim H™(RTe(Mas, RUy(Z/€°2)) &y, () )
M

are naturally endowed with an action of (GLx(Z,),pln) x Wg,, and also with the
morphisms induced by the maps

8ria 09"t RUc(My—e, RV, (Z/C" L)) — RT (M, RU,(Z/0Z)),
for all g € GL,(Qp)* and M > e = e(g).
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By corollary 8.6, we can write
lim H*(RTo(Ma,u, RUn(Z/€7 L)) &7y 7y TT)
M
= lim Tor,, () (H (Ma,u, R*W,,(Z/€72)), 10)
M

as virtual Z/¢" Z-representations of (GLx(Zy), pln) x Wo, C GLA(Qp) x Wo,.
Then, Theorem 90 implies that there in an equality of virtual Z/¢"Z-representa-
tions of (GLn(Zy),pln) x W,

lim H*(RT (Mo, RY,(Z/07Z)) %,y 1)
M

= lim ExtT imootn (HS(M™ xx K, Z/¢"Z(-D)), 1),
M

where the virtual representation on the right hand side is the restriction to the sub-
group (GLx(Zy),pln) x Wy, of a representation of GLx(Qp) x Wo,.

Proposition 8.8. — Let II be an admissible Z/0" Z-representation of T x Wq,,.
The morphisms induced by the maps 5}‘\,1",; 0g*, g € GLa(Qp)*, on the modules

limy H™(RTo(Mur, R¥(Z/02)) &%, () ),
M

define an action of GLp(Qp) which extends the action of (GLp(Zp), pln) C GLA(Qy)
and commutes with the action of Wg,,.
Moreover, there is an equality of virtual Z/{" Z-representations of GLx(Qp) x Wy,

li_n')l H* (RFC (ma,Ma R\IIU(Z/ETZ)) ®%T(T) H)

M
= h_I_’Il ExtT_¢mooth (Hc. (Mrig XK F’ Z/ETZ(D)L H)
M
Proof. — First, let us remark that the equalities in theorem 8.7 arise from some

quasi-isomorphisms

RT(My, RUn(Z/0°Z)) @3, ¢y TT
~ RHomp-smooth (RT (M 8 x i K, Z/¢"Z(D)),1I)

which are compatible not only with the action of (GL4(Zy), pln) x Wo,, but also with
the morphisms associated to the elements g € GL,(Q,)", as M varies.

As the level M varies, the action of GLs(Qp) on the complex on the right hand
side give rise to an action on the cohomology groups

h—n>1 H.(R HomT-smooth (RFC(Mrig XK F, Z/ETZ(D))v H))

M
lii>n EXt’:f’—smooth (Hc. (Mrig XK F’ Z/ZTZ(D))’ H)
M
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It follows, in particular, that the morphisms induced on the complex on the left
hand side by the maps 5}*\4—’; o g*, g € GLx(Qp)™", are quasi-isomorphisms and that,
for all n > 0, there is an isomorphisms of Z/£"Z representations of GLx(Qp) x W,

limg H™(RT(Mar, RU(2/€'Z)) &%, () TD)

M
= %1 H"(RHom7r_smooth (RT (M8 xx K,Z/¢"Z(D)),1I)). O
8.3. An equality in the Grothendieck group. — In the following, we shall
apply combine the results of the previous sections in a formula describing the £-adic
cohomology of the Shimura varieties, in terms of the ¢-adic cohomology of the Igusa
varieties and the Rapoport-Zink spaces, as virtual representations.

8.3.1. First, we recall the notations for the f-adic-cohomology groups of the Igusa
varieties.

For any level away from p, UP and any Newton polygons «, of dimension ¢ and
height h, we define, for all integer 7 > 0,

HI(Ja,ur, Q) = lim(limg HZ(Jo,ue,m X5, XFp, Z/L'Z) @z, Qs)
as an admissible representation of T, x Wg,, and
HI(Jo, Q) = lim HI (Jo,u», Qe)
Us

as an admissible Q-representation of Ty, x G(A™P) x Qz’f x Wq,.

Lemma 8.9. — Let o be a Newton polygon, of dimension ¢ and height h. For all
positive integers d, e, f, the L-adic representations of G(A>) x Wg,

l_i_ILI Eth"a—smooth(Hg(M;i,gM XK?7 Ql)yHg(JaaQZ))

Ur,M
= 1_121 (ll_H_)l EXt’idFa—smooth(Hce(Mg,gM XK —I?a Z/KTZ)’ Hg (Ja,Up ) Z/KTZ))) ®z, Q.-
ur,M 7

Moreover, they are admissible and vanish for d,e, f sufficiently large.

Proof. — Tt follows from the definitions that it is enough to show that, for all level
UP, M,

Eth"a—smooth(Hce (MZ,EM XK F7 QZ)7 Hg (Ja; Qf))
= h_l’I}l ]Ebd’g’[,‘-smootlrx(IJ::e (Mg,gM XK —I?v Z/ETZ)’ Hg (JOH Z/ETZ)) Xz, Qe,
™
and that they are finite dimensional vector spaces, which vanish for d, e, f sufficiently
large.
Let us fix a level UP, M. We choose an closed analytic domain Vo C M % as in

section 8.2.9, and denote by V) its pullback under the projection MS?;M — foi’go.
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The equalities in section 8.2.9 reduce the proof of lemma to showing that for all
€€ F\(Ta/F);, 520,

EXta"a—smooth (C'Ind?: Hz: (‘/E,M XK 77 Qf)’ H;(Ja,Upa Qf))
= h_I,n(EXt’..Ta—smooth (C_Ind%“: HC.(V;‘,M XK ?a Z/ETZ)’ Hc.(Ja,U" ) Z/ETZ))) ®z, Qr,

T

or equivalently, up to Tate twist, that

Torky(1,) (C'Indf:‘: H*(Vem xk K,Q¢), Hy(Jo,ur, Qe))
= lim(Tor}y, (7, (c-Indf* H*(Vensr xx K, Z/C L), H: (Jaur, Z/ V7)) Rz, Qe

where we write H(T,) for the Hecke algebra of T, with coefficients in Q,. (The
equivalence between the two equalities follows from Poincaré duality and lemma 8.4.)

Since the ¢-adic cohomology groups HY(V: ar,Qe) are finite dimensional, for all
i = 0, there exists an open compact normal subgroup K. C I'. which acts on them
trivially. Indeed, we can choose K. such that is acts trivially on the representations
Hi(Vep,Z/7Z), for alli >0 and r > 1.

Let m. be a positive integer such that ' C K, C I’ (we remark that m, exists
since the subgroups I'™, m > 0, form a basis of open subgroups of T,,). Then, proving
the previous equality of virtual Q-representations of Wy, is equivalent to proving that

Tor;—[(FE/KE) (H.(‘/E,M XK Ea Qe)a H;(Ja,Up,m57Ql))
= li_I)n(Tor;'lr(l—‘s/Ka) (H.(‘/E,M X K F, Z/ETZ), HC'(JQ,Up,mE, Z/[TZ))) Rz, Qe.

which follows from the next lemma. O

Lemma 8.10. — Let G be an abstract finite group of order a power of p, and write
H(G) = Q¢[G] and H,(G) = Z/L"Z[G], for all T > 1.
Let (My)r>1 and (Ny)r>1 be two A-R £-adic systems, such that "M, =0={"N,,
which are endowed with an action of G. We write M = 1_ir_gr M, and N = li_n)lr N,.
Then, for all i > 0, we have

Torhy ¢y (M ®z, Q¢, N @z, Q¢) = lim Tory, () (My, N;) @z, Qe
T
Proof. — Let us remark that without loss of generality we may replace M, (resp. N;)
by M/¢" = M g, Z/{"Z (resp. N/&" = N ®z, Z/¢"Z), for all r > 1, since the two

modules differ by a torsion module of bounded order. Thus, it suffices to prove that,
for alli > 0,

Torky(y (M ®z, Qu, N ®z, Q) = lim Toryy () (M/€, N/€7) ®z, Qe
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Let us remark that the modules Tor%.tr(G)(M /€7, N/£") clearly satisfy the M-L
condition and thus the functors

N+— TOI"%%,(G)(M/ET, N/ @z, Qq,

for 1 > 0, form a é-functor from the category of finitely generated Z,-modules, endowed
with an action of G, to the category of finite dimensional Qg-vector spaces.

Moreover, it is easy to see that, as a §-functor, it is effaceable (e.g. any finitely
generated Z;-module, endowed with an action of G, admits an epimorphism from a
module of the form Ind%}(ZE) = Z;lGl, for some integer r > 0, which is acyclic for
the above é-functor).

For any finitely generated Zg,-module N, endowed with an action of G, let N —
Torly (M, N) be the derived functors of N s (M°P ®z, N)g, for i > 0.

Then, we can identify

TOI";—[(G)(M ®Zg Qfa N ®Ze Ql) = TOIJ:G(M: N) ®Ze Qf7
and deduce the existence of a natural morphisms of d-functors

Torjy (M ®z, Qe, N ®z, Qo) — lim Tory,, (o) (M/€7, N/€") @z, Q.

Then, in order to conclude it suffices to remark that the above morphism is indeed
an isomorphism for ¢ = 0. O

We have finally completed all the steps necessary to obtain the following description
of the ¢-adic cohomology of the Shimura varieties.

Theorem 8.11. — There is an equality of virtual representations of the group G(A>) x
We

P

SO(-1)HY (X, Q0%

t

= Z (_1)d+e+f lii)nEth"a-smooth(Hg(Mrai,gM XK Fa QE(D))’ Hg(‘]ou Ql))
a,de,f M

where d, e, f are positive integers and o varies among the Newton polygons of dimen-
sion g and height h.

Proof. — This follows from proposition 8.1, theorem 8.2, proposition 8.8 and lemma
8.9. O

We conclude by remarking that theorem 8.11 is compatible with corollary 4.5.1
in [10].
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