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INVOLUTIONS COMPLEXES 
ET VECTEURS SPHÉRIQUES ASSOCIÉS 

POUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS RÉELS 

Bernard Magneron 

Résumé. — Les représentations monomiales d'un groupe de Lie nilpotent G dans un 
espace de Hilbert, obtenues par induction à partir d'un caractère unitaire d'un sous-
groupe ont été bien étudiées ces dernières années. Par exemple par Grélaud, Corwin 
et Greenleaf, Fuji war a et Lipsman. 

La construction d'une représentation induite holomorphe à partir d'une sous-al
gèbre î de la complexifiée gc de l'algèbre de Lie g de G, subordonnée à une forme 
/ sur g* fournit un autre procédé pour obtenir des représentations unitaires qui gé
néralise le précédent. Ce procédé a été utilisé lorsque î est une polarisation positive 
par Auslander et Kostant en 1971, afin d'obtenir des représentations unitaires irré
ductibles pour les groupes de Lie résolubles généraux. Depuis lors, l'étude des cas où 
cette induction conduit à une représentation unitaire non irréductible ne semble pas 
avoir été abordée. 

Dans ce qui suit, une première tentative est faite pour combler cette lacune. En 
1985, un travail de Benoist sur la représentation monomiale obtenue à partir du ca
ractère trivial du sous-groupe des points fixes d'une involution de G avaient montré 
qu'il s'agissait là d'un bon exemple de départ pour étudier les représentations mo
nomiales plus générales. Reprenant la même démarche, on considère maintenant la 
représentation induite holomorphe (p, W) construite à partir de la forme nulle sur la 
sous-algèbre î des points fixes d'une involution de gc. 

Pour cela, on utilise les vecteurs « sphériques » ou vecteurs-distributions annulés par 
î, pour chaque représentation unitaire irréductible n de G associée à une G -orbite Q 
dans g* par la bijection de Kirillov. On constate qu'ils forment un sous-espace (Hoo) 
de dimension au plus 1. Ce résultat implique que p est sans multiplicité. On met en 
évidence un cône O de g* tel que l'équivalence Ü fl 0 ^ 0 dirn^"00)* = 1 
est vérifiée. Notons 0 l'intérieur de 0 dans le sous-espace (î D g)1-. On démontre 
alors l'équivalence H ̂  {0} 0 / 0 . 

© Astérisque 253, SMF 1999 



iv 

Abstract (Complex involutions and associated spherical vectors for real nilpotent Lie 
groups) 

Monomial representations of a nilpotent Lie group G have been studied successfully 
during the last few years by several people, including Grelaud, Corwin and Greenleaf, 
Fujiwara and Lipsman. They are constructed by induction, starting from a unitary 
character of a G-subgroup. 

Starting from a subalgebra t of the complexification gc of the Lie algebra g of 
G, and from a form / of g* such that /([£, £]) = {0}> one can also construct the 
associated holomorphically induced representation. This gives another way to obtain 
unitary representations for G. It generalizes the previous one, as can easily be seen. 

This construction was used by Auslander and Kostant in 1971, assuming that 
t is a so-called positive polarization. Their goal was to study irreducible unitary 
representations of general solvable groups. Since then, no attempts seems to have 
been made to use this method to consider non irreducible unitary representations. 

This work is a first attempt to fill in this gap. Benoist's study of the monomial 
representation associated to the trivial character of the fixed points subgroup for an 
involution of G, which was carried out in 1985, showed it was a good starting example 
for studying more general monomial representations. In the same way, we study here 
the holomorphically induced representation (p, H) associated to the trivial functional 
on the fixed points for an involution of gc, hoping it will give some insight of what 
might happen in more general instances. 

First, we consider the space (7^°°)* of "spherical", or £-annihilated, vectors for 
each irreducible unitary representation TT of G, associated to the G-orbit ft in g* by 
the Kirillov bijection. We prove that this space is of dimension at most one, and find a 
suitable cone 0 such that the equivalence ft n 0 ^ 0 dim(7^~°°)e = 1 holds. 
These results imply that p is always multiplicity free. We then prove the equivalence 
1-1 / {0} 0 # 0, where 0 is the interior of 0 in the subspace (fflg) of g*. 
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INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ÉTUDE 

Soient g une algèbre de Lie nilpotente réelle et G = exp g. 
Soient K un sous-groupe de Lie de G et x un caractère (unitaire) de K. Rappelons 

que la représentation monomiale associée à (K, x) qu'on désigne ici par 

(p(G,K,X),H(G,K,x)) 

agit dans l'espace 7i(G,K,x) formé par les (classes de) fonctions $ mesurables sur 
G telles que $(gh) = <&(g) x~1(h) pour tout g de G et tout h de K et qui sont 

telles que / \${g)\2 dg < oo et que l'action de p(G,K,x) de G sur H(G,K,x) 
JG/K 

est donnée par p(G,K,x)(g') & (9) = DIG (-1). 
Dans le cas où x = 1, on peut alors écrire simplement (p(G, K), W(G, K)) au lieu 

de (p(G, K,l), 1-L(G, AT, 1)). La représentation ainsi obtenue est dite quasi-régulière. 
On note C (resp. 71) l'action de g sur l'espace C°°(G) donnée pour X dans g et 

g dans G par 

C{X)*(g) = d/dt ̂ (exp-tX g)\t=Q, 

(resp. K(X)*(g) = d/dt (gexptX)^), 

ainsi que son prolongement naturel à U(g) obtenu par linéarité et composition. 
Étant donnée une sous-algèbre de Lie (complexe) ï de gc, nous nous intéressons 

aux objets associés suivants : 

1) Soit {TT^T-L^) une représentation unitaire irréductible de G, nous considérons 
l'espace {H'00)1 formé par les vecteurs-distributions de n qui sont annulés par ï. 

2) Nous considérons aussi la représentation induite holomorphe quasi-régulière 
de G associée à î qu'on désigne par (p(G, î),7i(G, ï)) ou plus simplement par (p,H). 
C'est une sous-représentation de p(G,exp({? fi g), 1) = p(G,exp(£ n g)). Son espace 
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1-i est le complété de l'espace des fonctions $ de G°°(G) qui sont des éléments de 
H(G,exp(t fl g)) et qui sont telles que K(t) $ = {()}• 

On peut alors se poser les questions suivantes : 
a) Peut-on déduire la dimension de l'espace (H-oo) des propriétés algébriques 

et géométriques de la G-orbite coadjointe associée à 7r par la bijection de Kirillov? 
b) Peut-on trouver une expression explicite des vecteurs-distributions annulés par 

î, sous la forme d'une intégrale, lorsque n se réalise par la construction de Kirillov à 
partir d'une polarisation de g ? 

c) Peut-on trouver des propriétés algébriques et géométriques de g* et de ! 
permettant d'affirmer que la représentation p n'est pas nulle ? 

D'autres questions naturelles se posent que nous n'avons pas abordées faute de 
temps : 

d) Peut-on mettre en évidence une expression explicite des coefficients associés 
aux vecteurs-distributions annulés par ï (formule de Kirillov) ? 

e) Peut-on désintégrer la représentation (p, W) et donner une formule de Plan-
cherel ? 

f) Peut-on utiliser la formule de Plancherel pour prouver la résolubilité de cer
tains opérateurs différentiels sur G/exp(t fl g) associés à ï ? 

Nous nous restreignons au cas particulier où ï est formée par les points fixes 
d'une involution a de gc. Une présentation de nos résultats se trouve dans les sous-
sections 1.1 et 1.2 et une synthèse dans la section 9. 

Dans le cas réel où {ï fl g)c = î, p est une représentation quasi-régulière de G 
dans L2 (G/ exp(£ Pi g)) associée à l'espace symétrique nilpotent G/ exp(£ Pi g). Des 
réponses satisfaisantes aux questions ci-dessus ont été alors fournies par Benoist dans 
sa thèse ([2] à [4]) et initialement, nous avons cherché à étendre ses résultats. En 
particulier dans ce travail, nous utilisons comme lui les vecteurs-distributions annulés 
par î (appelés dans ce cas vecteurs sphériques) pour obtenir des renseignements sur 
p, par exemple pour vérifier qu'elle est sans multiplicité. Ceci étant, le plus souvent 
ses méthodes ne se généralisent pas à notre étude, et le cas complexe apparaît comme 
beaucoup plus long à traiter que le cas réel. 

Les résultats de Benoist peuvent être considérés comme des illustrations de la 
théorie des représentations monomiales des groupes de Lie nilpotents, ou plus généra
lement des groupes de Lie résolubles exponentiels. Cette théorie, qui s'est développée 
activement durant ces dernières années a permis l'obtention, dans le cadre de la théo
rie des orbites, de descriptions de plus en plus précises de ces représentations et des 
concepts qui leur sont associés. Les résultats obtenus ont aussi permis de mettre en 
évidence des propriétés de résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur ces 
groupes et les espaces homogènes associés. Mentionnons, par exemple, les travaux de 
Grélaud ([13] et [14]), Corwin et Greenleaf [8], Fujiwara ([10] et [11]), Lipsman [20] 
et Benoist ([2] à [4]). 
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On peut se demander s'il n'existe pas une théorie concernant certaines (ou éven
tuellement toutes) les représentations induites holomorphes de ces groupes qui géné
raliserait la théorie des représentations monomiales. Dans ce contexte, notre travail 
apparaît comme une première tentative pour expliciter une telle théorie. Notons que 
jusqu'à maintenant, aucune recherche ne semble avoir été faite dans cette direction. 
Depuis la parution en 1971 du célèbre article de Auslander et Kostant [1], les tra
vaux concernant les représentations induites holomorphes (ou éventuellement harmo
niques) ont portés essentiellement sur les critères d'irréducibilité et de non nullité de 
ces représentations lorsqu'elles sont induites à partir de certaines polarisations com
plexes des groupes de Lie résolubles (voir, par exemple, les travaux de Rossi-Vergne 
[26], Fujiwara [9], Zaïcev [28], Penney [25]) et plus récemment pour des polarisa
tions faibles, ceux de Inoue [17]). Le cas où l'induction se fait à partir d'une sous-
algèbre complexe qui n'est pas une polarisation, ne semble pas avoir été abordé. 

Lorsque nous avons entamé cette étude, la connaissance des quelques exemples, 
mentionnés plus haut, de représentations induites holomorphes déjà étudiées était 
insuffisante pour nous permettre d'imaginer des réponses aux questions que nous 
nous posions. Il nous a donc fallu commencer par étudier d'autres cas particuliers. 
C'est pourquoi, avant d'aborder le présent travail, nous avons complètement traité le 
cas des représentations p obtenues à partir des paires symétriques {g,o~) telles que 
aâ — au. Les résultats ainsi obtenus ont été annoncés dans [22]. Certains d'entre eux 
sont présentés dans la sous-section 11.3 comme des corollaires de la présente théorie. 

Remerciements. — Je remercie vivement Yves Benoist dont les explications, au dé
but de l'élaboration de ce travail, m'ont été très utiles ainsi que Michèle Vergne 
qui a lu de façon critique et constructive un premier manuscrit, ce qui m'a conduit 
à énoncer certains résultats de façon plus concise et plus intrinsèque. Par ailleurs, 
Hidénori Fujiwara m'a expliqué plusieurs résultats concernant les représentations mo
nomiales des groupes de Lie nilpotents et a corrigé un grand nombre de coquilles de 
[23]. Jean-Yves Charbonnel et Michel Duflo ont attiré mon attention sur les résul
tats de l'appendice Al concernant les propriétés asymptotiques des fonctions semi-
algébriques. Jean-Marc Delort sur ceux de l'appendice A6 concernant certaines pro
priétés des distributions. Les remarques de Daniel Barsky m'ont aidé à mettre en évi
dence les résultats de l'appendice A4 que je ne parvenais pas à prouver. Enfin, j'ai re
pris presque mot pour mot des notes inédites de Jacques Helmstetter pour la démons
tration de la proposition A3.3 concernant une propriété de la formule de Campbell-
Hausdorff. Je les remercie pour leur aide. 
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SECTION 1 

RÉSUMÉ DES RÉSULTATS 

1.1. Notations et résultats principaux 
Désormais G désigne un groupe de Lie nilpotent (connexe), simplement connexe, 

d'élément neutre e, d'algèbre de Lie réelle g (de dimension finie) de dual g* . On note 
U(g) l'algèbre enveloppante complexifiée de g. 

On désigne par G le dual unitaire de G et par £ : G\g* -> G la bijection de 
Kirillov. 

Soit (n^lïn) une représentation (unitaire, fortement continue) de G. Les représen
tations de G et de U(g) associées à 7r dans l'espace des vecteurs C°° (resp. dans son 
antidual topologique, l'espace des vecteurs-distributions) sont notées (7r,%£°) (resp. 
(TT.TC00)). 

Désignons maintenant par ï une sous-algèbre (complexe ou réelle) de gc. On consi
dère (1) le sous-espace des vecteurs annulés par ï défini par 

7C°°)E = {beH;°°\7r(t)b={0}}-

On désigne désormais par a une involution de l'algèbre de Lie complexifiée gc de 
g. On a donc a € Aut(gc) avec a2 = Id. On suppose que ï = l(g) = Ker(cr — Id) 
est la sous-algèbre des points fixes de a dans gc. On dira que le couple (g, a) est une 
paire symétrique et que les éléments de (H~°°)e sont des vecteurs sphériques. Nous 
désignerons par P l'application polynomiale de ï dans g donnée par 

P(V) = 1/2 log(expF exp-V) 

en remarquant que pour V G !Dg, P(iV) = V. 

'̂ On notera que dans [25], th. 2, Penney utilise aussi un vecteur £-semi-invariant dans 1-L~00 , 
qu'il appelle vecteur de Frobenius, lorsque t est une polarisation positive totalement complexe d'une 
algèbre de Lie résoluble exponentielle et lorsque p est la représentation induite holomorphe associée 
à e. 
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A l dans g*, nous associons le polynôme réel sur ï donné par Pi(V) = £{P(V)). 
Nous définissons alors le cône convexe de g* 

0 = {£ G g*|V -> P£(V) est minoré sur t}> 
On a alors (voir plus loin le théorème 9.0.1) le 

Théorème 1. — Soit Q G G\$*, TT = £(ÎÎ) alors on a dimCH"00)* < 1 avec 
dimíTÍ"00)* = 1 <=> i î n 0 / 0 . 

On peut en déduire (voir le corollaire 9.0.2) que p est sans multiplicité. 
Soit F e e n g et £ e 0 , l a fonction t -> Pe(itV) = t£(V) est minorée sur R, ce 

qui entraîne £{V) = 0. On a donc 0 Ç (î fï g)-1. On note 0 l'intérieur de 0 dans 
(t H g)-1. On a alors (voir le théorème 10.2.8) le 

Théorème 2. — La représentation (p, H) est non nulle si et seulement si 0 est non 
vide. 

Les énoncés ci-dessus présentent l'avantage de ne faire intervenir que la structure 
de î et non pas celle de a. Ils sont donc susceptibles d'une généralisation au cas où î 
est une sous-algèbre quelconque non nécessairement formée par les points fixes d'une 
involution complexe. Par ailleurs, ils prennent une forme unique dans le cas où î est 
la sous-algèbre des points fixes de plusieurs involutions différentes. Ils sont cependant 
difficiles à appliquer en pratique, en particulier parce qu'ils font intervenir la formule 
de Campbell-HausdorfF dont l'utilisation est délicate. 

Il est pourtant possible de fournir des énoncés moins intrinsèques, puisqu'ils font 
intervenir la structure de cr, mais plus faciles à utiliser. La sous-section suivante 
contient, entre autres, de tels énoncés. 

1.2. Notations et résultats complémentaires 

Désormais, si m est une partie de gc, on définit pour q = 0,1 

mq = {X e m \ aX = (-l)q X}-

Si m est un sous-espace vectoriel réel, on conviendra d'écrire mc au lieu de (mc)q 
(et non pas de (mg)c). On a ainsi gc = ĝ  00Ï'-

Nous utiliserons souvent le fait que les idéaux des suites centrales ascendantes 
et descendantes de g ont des complexifiés qui sont caractéristiques dans gc et qui 
sont donc a-stables. L'involution a induit une nouvelle involution complexe sur le 
complexifié d'un quotient de g par un sous-espace de complexifié a-stable. La notation 
mq sera encore utilisée lorsque m est un sous-espace d'un tel complexifié. 

Dans la suite, D désignera toujours une algèbre de Lie munie d'une involution 
complexe telle que Î(X)) H- î(d) engendre Dc. Sauf mention expresse du contraire, il 
s'agira de la sous-algèbre engendrée par (t -h I) H g dans g, de telle sorte que Ï(Q) = î. 
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De même, e désignera la sous-algèbre de g engendrée par (flf + Df) fl D. Nous 
verrons (proposition 4.1.4) que c'est un idéal de D. 

On pose D — exp X> et E = exp e. 
On note 7 le projecteur de Dc sur t parallèlement à dc1 . On a 7 = —-— On 

définit îr = 7(3). C'est un sous-espace vectoriel rée/ de £. Du fait que î)c = î) 0 zD, 
ona ! = ^ + itr. On pose 9îe £r = ï) de telle sorte que ï) est la projection de ïr sur 
g parallèlement à ig. C'est un sous-espace vectoriel réel de D. 

Les objets e, 7, ïr et f) auront une grande importance dans toute la suite. Lorsque 
a est réelle, on a £r = ï) = ï fl g de telle sorte que l) jouera souvent dans le cas général 
le rôle que jouait î n g dans le cas réel. On définit le cône convexe 

0O = {£ e ï)-1 | P£(îr) est minoré } 

Nous montrerons plus loin qu'on a ©o = Onf)1 (proposition 8.2.4 et théorème 
9.0.5). On a alors (proposition 7.2.2 et théorème 9.0.1) le 

Théorème 1'. — Dans les hypothèses du théorème 1, on a 

dim(^-°°)e = 1 ^ f ] n 0 o / 0 <̂ > nne^0. 

Pour £ G 0O et V G îr, on a P£(V) = £ 
p>0 

adp îfte V fôra V) 
(P+1)! 

Pour £ G g , nous notons maintenant c(£) le noyau de la forme bilinéaire X, Y —> 
£([X,Y]) sur e. On pose 

n= P| Ker^ne(^) 
teO0 

et N = exp n. 
Nous verrons que n est un idéal de D et qu'on a n = n Ker£n c(£) (proposition 

10.1.2). Le résultat suivant complète le théorème 2. 

Théorème2'. — On a /es équivalences 
p non nulle <̂ => n = e0 0 ^ 0 . 

Nous nous proposons maintenant de fournir une expression explicite des éléments 
de (7C°°)* pour TTGG. 

Rappelons que d'après la théorie de Kirillov, si p est une polarisation (réelle) de 
g en £ G g* avec P = expp et si pour X G p, on pose x(expX) = etl^, alors on 
peut prouver que 

on a 
(p(G,P,x),ft(G,P,X)) et(Gl). 

On a alors (voir le théorème 9.0.4) 
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8 SECTION 1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS 

Théorème3. — Soit £eS. 
1) 77 existe des polarisations p de g en £ telles que î + (p fl D)c = Ve. 
2) Soit p une telle polarisation, x Ie caractère associé à £ sur P = exp p. 

Alors il existe une unique fonction de C°°(D) qui vérifie les propriétés suivantes : 

(C) «?(e) = l, £(*)"? = {0} et Kp£(gh) = X(h) K»(9) 
pour tout g de D et tout h de Pf)D. C'est Vexponentielle d'une fonction polynomiale 
sur D. 

3) Soit a un élément non nul de «-°°(G,P,x)*. Alors on a pour tout $ de 
U~{G,P,x) 

(I) o(*) = A I *(ft) K\(h) dh 
JD/{PC\D) 

où dh est une mesure D -invariante et À un scalaire complexe non nul bien déterminé. 

Considérons une paire symétrique (D, a) dans laquelle l'algèbre réelle t) est a priori, 
une algèbre de Lie quelconque. Soit î la sous-algèbre de ses points fixes, e l'idéal de D 
engendré par (flf + Df) D î) et 3(e) son centre. Nous dirons que (t>,cr) est (une paire 
symétrique) standard si les propriétés (P) ci-dessous sont vérifiées : 

(PI) Ve est engendrée par ï + t. 
(P2) e est de cran < 2. 
(P3) 3(e) = ci. 
(P4) e = ci © ((eÇ © e£) H e) . 

Dans le cas où la paire (D,<7) vérifie seulement la propriété (PI) ci-dessus, on 
démontre que l'ensemble J des idéaux ji de complexifiés a-stables de D, tels que 
(J>L)i,&) vérifie les propriétés (P2), (P3) et (P4) ci-dessus, contient e et est stable par 
intersection. On note j son plus petit élément. 

On démontre alors (voir la proposition 7.1.1 pour le 1) et le théorème 10.2.8 pour 
le 2)) le 

Théorème 4. — 1) On a 0 Ç jx . 
2) On a l'implication 0 ^ 0 j = eo -

1.3. Quelques exemples simples 

Nous vérifions maintenant certains des résultats précédents sur quelques exemples 
simples. Plus loin dans la section 11, nous présenterons des exemples plus élaborés. 

Exemple 1. Lorsque a est réelle, on a ! = ()C, = = ! n g et c = j = {0}-
D'après les remarques de la sous-section 1.1, on a donc 0O = 0 = f)"1. Le théorème 
1' redonne les résultats suivants de Benoist (voir [3]) : 

{n-°°Y # {0} dimCH"00)̂  = 1 <=ï il n bx ^ 0. 
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Soit p une polarisation de g en £ G f)±, la fonction ACJ sur D = H = exp ï) est la 
constante 1. Le théorème 3 donne pour a G H~°°(G, P,x)h et $ G n°°{G,P,x) 

o($) = A / ¥(/f) cm 
i///(PDif) 

qui est également une formule de Benoist. 
Par ailleurs, e = n = {0}- Le théorème 2' redonne le fait évident que p est toujours 

non nulle. 

Exemple 2. Supposons maintenant qu'on ait g = RX 0 RY ~ C (g est donc 
commutative), avec ï = C(X + iY) et gf = C(X - iY). On a ï)-1 = 0O = © = {O}-
On a donc (H-oo) = {0} pour toute représentation 7r de G ~ E2 sauf lorsque 7r est 
triviale. La vérification directe de ce fait est d'ailleurs évidente. 

On an = e = g£co — {0}- Le théorème 2' nous permet donc de retrouver le 
fait élémentaire que la seule fonction entière sur C de carré integrable est la fonction 
identiquement nulle. 

Exemple 3. Supposons enfin que g soit l'algèbre de Lie de base {X; Yo .. .Yn} 
(n > 0) ayant pour crochets non nuls : 

[x,n_i] = yfc, l<k<n, 

et a l'involution de gc, obtenue en posant î = C(X + ¿lo) et gf = 0 CŶ . 
0<fc<n 

On constate qu'on a V = g, e = © RYk et 7(3) = îr = R(X + iY0). D'où 
0<fc<n 

ï) = RX et f)-1 = X1-. Soit £ dans ^ tel que TT = Ç(G£). On a 
P,(x(X + zYb)) = £ 

p>0 

adp J I (XF0) 
(P+1)! 

= ¿(y0)« + /(Ki) 
2! 

x2 + . • • •+ 
£{Yn) 

(n + 1)! 
xn +1 

On voit que O0 est formé de l'union de {0} et du sous-ensemble des £ de X1-
tels que le plus grand m pour lequel on a £(Yrn) 7̂  0, est impair avec m — 2p + 1 et 
*(y2p+i) >0. 

En ce qui concerne p, deux cas peuvent se produire. Si n = 2m -h 1 (m > 0) 
est impair, la condition <£(Ï2m+i) > 0 entraîne que Pi est minoré sur £r et qu'on a 
^ G ©o • On a donc Ç\ Ker £1 = {0} et n = e0 = {0}- Le théorème 2' entraîne donc 

¿600 c 
que p est non nulle. 

Si maintenant, n = 2m est pair, on voit qu'on a £ G ©o (̂̂ 2m) = 0 puisqu'un 
polynôme à une variable x de degré impair 2m -h 1, n'est jamais minoré. On a donc 
Y2m G Ker̂  D e H 3(3) Ç n. Comme eo = {0}> on a n ^ e0 et le même théorème 
entraîne que p est nulle. 
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10 SECTION 1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS 

1.4. Lignes directrices 
Nous explicitons les lignes directrices des démonstrations utilisées pour prouver les 

résultats ci-dessus. 
Nous remarquons tout d'abord que le nombre a($) de la formule (I) du théorème 

3 ne dépend que de la restriction de $ à D. Nous sommes donc amenés (voir la sous-
section 3.3) à donner un sens à la notion de vecteur sphérique « concentrés sur D » 
et à noter %']D00{G,P,x) Ie sous-espace correspondant, dont a est un élément. 

Nous remarquons alors dans la section 3 que si p est une sous-algèbre de g subor
donnée à £ et telle que î + (p H t))c = t>€ et £(pc Ht) = {0}> il existe une unique 
fonction K% vérifiant les propriétés de covariance (C) du théorème 3 (voir le théorème 
3.1.2 et la formule (3.3.1)). C'est une exponentielle de fonction polynomiale. Dans le 
cas où p est une polarisation de g en £ qui vérifie ces propriétés, la formule (I) nous 
fournit alors formellement un élément de lï^00 (G, P, xf puisqu'on a 

p(t)a (Ф) = A / Kp¿(h) £(-6)Ф (h) dh 
JD/(PnD) 

= \ [ C{Ï)K\ (h) Ф(к) dh = {O}-
JD/(Pr\D) 

Or, on sait que les éléments de /H-00(G,P, x) correspondent dans des paramétri-
sations convenables à des distributions tempérées. Utilisant le fait, démontré dans 
l'appendice A2, que l'exponentielle d'une fonction polynomiale sur Rk est une distri
bution tempérée si et seulement si elle est bornée, nous en déduisons que l'intégrale 
(I), qui converge dans tous les cas pour les fonctions $ à support compact modulo 
P n D , fournit effectivement un vecteur sphérique si et seulement si la fonction K\ 
est bornée sur D (voir la proposition 3.3.1). 

En résumé, si £ et p vérifient les propriétés £ -h (p H Q)c = Qc et £{pc fl î) = {0}> 
on a dim'H^00(G,P,x)e < 1 et l'équivalence 

d i m ^ ¿ ° ° ( G , P , xf = 1 к* bornée sur D. 

C'est le résultat principal de cette section 3. 
Pour pouvoir préciser ces résultats, il est nécessaire de mettre en évidence certains 

objets associés à la paire (Q,(T), en particulier les idéaux e et j , et d'expliciter leurs 
propriétés. C'est ce qui est fait dans la section 4. On y met aussi en évidence certaines 
propriétés des paires symétriques standard. Ces résultats seront utiles dans la suite, 
car désormais beaucoup de raisonnements se feront sur D avec des éléments £ de D* 
tels que £(j) = {()}• 

Les trois sections suivantes sont en grande partie consacrées à la démonstration de 
l'équivalence (?C°°)* ^ {0} <=ï 0 n 0O ^ 0. 

Tout d'abord, dans la section 5, nous étudions les fonctions K\ dans le cas par
ticulier où £ e j-1 et où les polarisations p de g en £ sont e-admissibles et telles 
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que 

î + (p n df = î>c avec €(pc n e) = {0} 

(ce que nous appelons des a-polarisations dans la sous-section 5.1). Dans ces circons
tances particulières, ces fonctions peuvent être calculées explicitement et on constate 
que £ étant fixée, elles sont simultanément bornées sur D lorsque les p varient (pro
position 5.2.2 et corollaire 5.2.3). 

Nous considérons ensuite une orbite H de G dansg* avec TT = Ç(il) telle que 
{l-L'00)1 ^ {O}- Nous prouvons par récurrence dans la proposition 6.2.4 qu'on a 
alors il fl (ï) -h j)x / 0, que pour tout élément £ G il fl (ï) + j)1- il existe une o~-
polarisation p de g en £ telle que la fonction K% correspondante soit bornée et qu'on 
a H~°°(G, P, XF = H+OO (G,P, x)* • Utilisant le corollaire 5.2.3 déjà mentionné, on en 
déduit, ce qui est important pour la récurrence, que ces propriétés sont vérifiées pour 
toutes les a-polarisations. Ces résultats entraînent qu'on a dim(?̂ ~00)t = 1. 

On constate alors (corollaire 7.3.2) que pour des couples (£,p) tels que £ G (f) + j)1" 
et p est une a-polarisation de g en £, on a l'implication ac£ bornée => £ G ©o- En 
résumé, on a (7C°°)ê / {0} 0O / 0. 

La réciproque se démontre suivant le même schéma. Nous prouvons par récurrence 
l'inclusion ©o Ç j1- et pour £ G ©o, l'existence d'une a-polarisation p de g en £ 
(proposition 7.1.1). On constate (corollaire 7.3.2) que la fonction KP correspondante 
est bornée. Cette fonction fournit par la formule (I) un vecteur sphérique. On a donc 
bien î ] f i e o / 0 0^-°°)* / {0}-

Concernant ces résultats, la section 6 regroupe ceux d'entre eux qui sont obtenus 
par récurrence. Dans la sous-section 6.1, nous explicitons 8 situations possibles pour 
un couple (G, il) avec il G G\g*. Ces situations concernent le centre 3 de g, son 
centralisateur %2{g) et la restriction des éléments de il à 3. On constate (lemme 
6.1.3) que 3 de ces situations sont à éliminer lorsqu'on a ou bien (Hç^)è # {0} ou 
bien il fl ©0 / 0 ou bien lî(10 / 0 (nous n'avons pas prouvé à ce stade que 
ces conditions sont équivalentes). Les démonstrations par récurrence dans les autres 
situations se feront alors en se ramenant à un quotient ou à un idéal g' de g de 
dimension inférieure à celle de g. 

Dans la section 7, on calcule les restrictions de P et Pt à £r, on explicite les 
propriétés de ces restrictions et leurs conséquences. On caractérise les éléments £ de 
©o (proposition 7.3.1) et on en déduit (sous-section 7.4) des résultats concernant 
il fl ©o pour il G G\g*. 

C'est seulement dans la section 8 que la plupart des résultats concernant le cône 0 
sont démontrés. On y prouve en particulier (proposition 8.2.4), qu'on a ©0 = 0 fl f)-1 
puis par récurrence l'équivalence il fl ©o ^ 0 il n 0 ^ 0 (proposition 8.2.5). 

Tous les résultats, à l'exception du théorème 2' sont alors prouvés. 
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12 SECTION 1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS 

Pour prouver ce théorème 2', on utilise dans la section 10 le fait que 

p = Ind?p(A*). 
D 

Ceci a pour conséquence qu'on peut sans perte de généralité supposer G = D dans 
la démonstration. Nous montrons tout d'abord l'équivalence n = co 0 / 0 
(proposition 10.1.3). Nous remarquons alors (corollaire 9.0.2), en utilisant des résul
tats de Penney et de Bonnet concernant les représentations cycliques qu'on a une 
désintégration de la forme 

(p, H) = 
n E D 

(7T,̂ 7r)d/i(7T) 

avec £ (TT) fl 0 / 0 et ir(N) = {Id?^} ^-presque partout. On en déduit par 
intégration, qu'on a p(N) = {Id^} et lorsque p n'est pas nulle, N C exp(£ fl g). D'où 
n = e0. 

Pour montrer réciproquement que la condition n = eo entraîne que p n'est pas 
nulle, nous cherchons à construire une fonction non nulle de % lorsqu'elle est vérifiée. 
Pour £ G 0o, nous considérons les fonctions KI sur D qui vérifient les relations 

Kt(e) = l, C(t)nt = {0}> (K-U){)+i(t) + $)Kt = {0}, 

(voir la sous-section 5.3). On peut trouver un compact KL d'intérieur non vide de f)-1 
contenu dans ©o. Nous faisons une synthèse harmonique des KI pour les £ dans KL 
en posant 

0 (g) = 
x E R. 

nt (g-1) dl. 

On obtient bien ainsi un élément non nul de U. En particulier, on a 7Z(t) $ = 
{0} par dérivation sous le signe somme. Le fait que $ soit de carré intégrable sur 
D/ exp(î fl D) est un peu plus délicat à démontrer (voir les remarques de la sous-
section suivante). 

La condition n = eo est contraignante. Notre étude montre, en particulier, que si 
l'on choisit au hasard une paire symétrique (g, a) telle que a n'est pas réelle, il y a 
toute chance pour qu'elle soit associée à une représentation p nulle. La représentation 
p est pourtant fidèle dans de nombreux cas. Nous en fournissons des exemples variés 
dans la section 11 qui, contrairement aux exemples de la sous-section 1.3, auraient 
difficilement pu être mis en évidence sans la connaissance de nos résultats. Nous 
fournissons en particulier un exemple pour lequel ï est de cran 2 et le polynôme P 
de degré 4, et d'autres pour lesquels 0, e ou j ne sont pas des idéaux de g. 

Enfin, un appendice rassemble divers résultats techniques, le plus souvent élémen
taires, qui sont utilisés dans la suite. Ils sont énoncés avec démonstrations ou références 
et de façon indépendante du reste de l'exposé. 
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1.5. Points importants des démonstrations 
Nous énumérons et éventuellement commentons les points qui nous semblent les 

plus importants dans les démonstrations qui vont suivre. 

1) Le fait que si on a deux sous-algèbres pi et p2 de Ve, subordonnées aux 
formes l\ et £2 de D* et telles que pi + p2 = ÛC avec (£i - £2) (pi H p2) = {0}> alors 
il existe une unique fonction KP1sur D telle que^ 

< ; № = i, (£ + UI)(PI) < £ 2 = {o}, (n - it2)(p2) < t 2 = 0. 

(Voir le théorème 3.1.2). 

2) Le fait que l'exponentielle d'une fonction polynomiale est une distribution 
tempérée si et seulement si elle est bornée (appendice A2). Ce résultat n'est pro
bablement pas nouveau mais nous ne connaissons pas de référence le mentionnant. 
Nous le prouvons en utilisant les résultats de Hôrmander concernant les propriétés 
asymptotiques des fonctions semi-algébriques réelles de plusieurs variables (voir [16], 
Appendix A et notre appendice Al plus loin), qui sont eux-mêmes des conséquences du 
théorème des fonctions implicites pour les fonctions de plusieurs variables complexes 
et du théorème de Tarsky-Seidenberg en géométrie algébrique réelle. 

3) Le fait que l'idéal j de D ne dépende que de la structure de e et non pas de 
celle de d tout entier (voir le théorème 4.2.3). C'est un résultat purement algébrique. 

4) Le fait que parmi les 8 situations de (g,ft) mentionnées plus haut, certaines 
ne puissent pas se présenter dans les hypothèses qui nous concernent (voir le lemme 
6.1.3). En particulier l'élimination de la situation (6) de la proposition 6.1.1 lorsque 
(^(Q))* ^ {0} est une conséquence du fait que sur M2 ~ C, il n'existe pas de 
distribution T non nulle telle que zT = 0 et a/d T = 0. 

Les points 3) et 4) entraînent que dans les récurrences, lorsqu'on passe de g à un 
idéal ou à un quotient propre g' de dimension strictement inférieure à celle de g, les 
idéaux e et j de 0 ne peuvent «diminuer» que lorsque g' est un quotient et jamais 
lorsque c'est un idéal. Cette remarque est à l'origine de la démonstration de nombreux 
résultats. Par exemple (proposition 7.1.1), de l'inclusion G Ç j-1. 

5) L'apparition lorsqu'on observe les termes de degré au plus 1 en A et 1 en 
B dans les développements en série obtenus par la formule de Campbell-Hausdorff 
de ]- log exp(T + A) exp 2B exp(-T + A), de \ log exp(T - A) exp 2B exp(T -h A), 
DU de log exp A exp T exp B d'expressions impliquant les développements en série des 

(2)j'ai déjà utilisé dans le passé des fonctions «ĵ 1'̂ 2 de type gaussien, convenablement covariantes 
à gauche et à droite, dans un contexte assez voisin (voir [21]). Les fonctions utilisées maintenant 
sont des exponentielles polynomiales de degré pair arbitrairement grand. 
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14 SECTION 1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS 

fonctions analytiques classiques w{x) = ex - 1 
x 

zu-^x) = X 
ex - 1 x tanh x 

2 et 
x 

sinhx 
(voir l'appendice A3). 

On notera aussi (proposition A3.3) que si on exprime les termes d ordre 1 en A et 
1 en B de log exp A exp T exp B sous la forme 

S(p,q) [(adTyA,(ad-T)*B] 
p, q > 0 

alors pour tout k > 0, la matrice (s(p,q)) 
0<p,q<k 

est symétrique, définie positive. 

6) La démonstration de l'égalité ©o = © fl ï) (proposition 8.2.4). Cette égalité 
est, entre autres, une conséquence du résultat ci-dessous qui est probablement inédit 
(voir la proposition A4.3). 

Pour l'énoncer, nous considérons les suites de nombres réels (bn)n>o et (cn)n>o 
telles que x 

smx n>0 
bnx2n, xtan x 

2 = 
n>0 

Cfi X au voisinage de l'origine. 

Nous définissons l'endomorphisme 71 (resp.%) de R[xi.....xk] (resp. de l'idéal 
M1 [x± ... Xk] formé par les polynômes qui s'annulent à l'origine) et qui, à un polynôme 
P = 

p>0 
Pp (resp. P = 

p>0 
Pp) pour lequel les Pp sont des composantes homogènes 

de degré total p, associe le polynôme 

TiP = 
n>0 

(2n)!6„ P2n 

(resp. r2p = 
n>0 

(2n)\(cn-bn) P2n ). 

Alors 7i (resp. T2) laisse stable le cône convexe des polynômes de R[xi ...#*.] 
(resp. R1 [x± ...Xk]) qui sont minorés sur Rk . 

L'énoncé et la plus grande partie de la démonstration de ce résultat sont élémen
taires. Cependant, ici encore, nous utilisons les résultats de Hôrmander déjà mention
nés pour le point 2). 

7) Le fait que la fonction g —• / ^¿{g-1)^ explicitée dans la précédente sous-
JK 

section soit de carré integrable sur D/ exp(£ fl Q) . C'est la troisième et dernière consé
quence dans cet article des résultats de Hôrmander déjà utilisés pour les points 2) et 
6). 
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SECTION 2 

CONVENTIONS, NOTATIONS ET RAPPELS 
COMPLÉMENTAIRES 

Les notations et les résultats de cette section seront utilisés dans toute la suite. 

2.1. Conventions générales 
Lorsque m désigne un espace vectoriel réel de dimension finie, m* désigne son dual 

et mc son complexifîé. On ne distingue pas, en ce qui concerne les notations, une 
forme de m* de sa complexifiée. 

Lorsque m désigne un espace vectoriel topologique complexe, m* désigne son an-
tidual topologique. 

Lorsque m est un espace vectoriel complexe de dimension finie, on note rriR son 
réalifié. 

Pour g ou pour toute autre algèbre de Lie, on note {àj(9))0<j<n > â su*te centrale 
ascendante d'idéaux caractéristiques de g avec s(g) = {0}- On désigne par 3(9) = 
3 = a1^), le centre de g. 

Lorsque p est une sous-algèbre réelle de g subordonnée à l'élément £ de g*, on 
désigne par xi (ou Pms simplement par x) te caractère de P = expp donné par 
X(expX) = e^xK 

00 
Soit p(x) = apxp une série formelle à coefficients complexes et X et Y des 

p=0 
00 

éléments de gc. On convient d'écrire Ad^X • Y = J2ap (adX)p(y). On a ainsi 
p=0 Ad exp X e Aut5c et AdXp = (adXf. 

Dans toute la suite, w désigne la série formelle associée à la fonction analytique 
ex - 1 

x 
On a donc Ad wX • Y = 

p>0 

(adX)^.r 
(P+1)! 

On pose Gc = exp gc. 
Étant donné £ dans g*, on pose g{£) = {X G g \ £([X,g]) = {0}}-
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En général, on désigne un groupe de Lie et son algèbre de Lie par la même lettre 
respectivement en caractère latin majuscule et en caractère gothique minuscule. 

Etant donné un espace vectoriel réel de dimension finie, on désigne par T>(m) 
(resp. <S(m)) l'espace des fonctions C°° de support compact (resp. des fonctions 
C°° à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées) à valeurs dans C sur m. 
Dans ces conditions, V*(m) (resp. <S*(m)) désigne l'espace des distributions (resp. 
des distributions tempérées) considéré comme l'antidual topologique de V(m) (resp. 
<S(m)). 

Si maintenant m est un espace vectoriel norme (de dimension finie en ce qui nous 
concerne) et q est un élément de N* , on désigne par tn-j^1^}} l'espace des applica
tions continues t —> f(t) sur M, à valeurs dans m et qui peuvent s'écrire pour t réel 
suffisamment grand en module, sous la forme f(t) = Ak tk/q (avec Ak G m). 

— oo<fc<p 
On obtient ainsi le développement en série de Puiseux de l'élément / de nx{{£1//9}}-

On a f(t) = Aptp/q (1 + o(l)) lorsque \t\ oo. 
On note deg/ le degré de / , égal à —oc lorsque / est nulle pour \t\ assez grand 

et au plus grand entier p tel que Ap ^ 0 sinon. On désigne par m{£1//qr} le sous-
espace de m{{t1/q}} formé par les fonctions dont le développement en série de Puiseux 
ne possède qu'un nombre fini de termes non nuls. 

On note m+{{£1//g}} (resp. m+lf1^}) les sous-ensembles de mjĵ 1/9}} (resp. 
m{t1/q}) formés par les éléments de degré > 0 et ni-llt1^}} (resp. m-^1^}) 
les sous-espaces formés par les éléments de degré < 0. 

On convient de noter x — (xk .. .x\) un élément courant de Mfc (la lettre x sera 
aussi quelquefois utilisée pour désigner un élément de M). Lorsque m est un espace 
vectoriel, on désigne alors par m[x] l'espace des applications polynomiales sur Rfc à 
coefficients (et à valeurs) dans m. 

2.2. Espaces et sous-espaces homogènes nilpotents 

Dans cette sous-section, la lettre p désigne une sous-algèbre de codimension k dans 
g avec P = exp p. Les applications exponentielles permettent de munir G et P d'une 
structure naturelle de variété algébrique réelle, isomorphe à un espace affine. Nous 
dirons qu'une application 77 d'un espace vectoriel q de dimension k dans G est une 
paramétrisation algébrique de G/P par q si l'application Q,h —>• rj(Q) h de q x P 
dans G est un difféomorphisme, polynomial ainsi que son inverse et tel que 77(0) = e. 

Il est connu (utiliser par exemple [7], th. 1.2.12) que la bijection induite par rj 
entre q et G/P muni de sa structure différentielle naturelle, est un difféomorphisme 
qui fait correspondre une mesure G-invariante sur G/P à une mesure de Lebesgue 
sur q. 

Il existe des paramétrisation algébriques de G/P. Pour en construire un exemple, 
on définit {Xk .. .Xi} comme une base supplémentaire adaptée à p dans g si, pour 
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2.3. LES ESPACES T>*(G,P,X) ET ^"°°(G,P,x) 17 

tout entier j tel que 1 < j < k, gj = RY, 0 MX,_i 0 • • • 0 RXi 0 p est une sous-
algèbre de g et si on a gk = g- On vérifie alors, qu'étant donnée une telle base, 
l'application rj : Rk —y G, donnée par 

rj : x = (xk ... #i) —>• exp#fcXfc ... exp^iXi 

est une paramétrisation algébrique de G/P par Rk . Dans ce contexte, on écrira 
souvent expxX au lieu de expxkXk ... exp^iXi. Il est connu (voir, par exemple, 
[7]) qu'il existe toujours des bases supplémentaires adaptées à p dans g. 

De façon analogue, on dit que le sous-espace q de g est supplémentaire adapté à p 
dans g si l'application (Q,h) —> expQh de q x P dans G est un difféomorphisme, 
polynomial ainsi que son inverse. L'application 77 : Q —» expQ fournit alors une 
paramétrisation algébrique de G/P par q. On montre qu'il existe toujours de tels 
sous-espaces. On notera cependant que tous les sous-espaces supplémentaires à p 
dans g ne sont pas nécessairement adaptés. Par exemple, lorsque g est l'algèbre de 
Lie de Heisenberg de dimension 3, de crochet non nul [X, Y] = Z, le supplémentaire 
q = MX 0 R(Y + Z) à p = RY dans g ne lui est pas adapté. 

Les résultats ci-dessus restent valables si on remplace R par C, g par gc, G par 
Gc et si l'on suppose tous les espaces vectoriels et toutes les algèbres de Lie complexes. 

Supposons maintenant que g' soit une sous-algèbre de l'algèbre nilpotente g (avec 
G' = expg') et posons p' = p n g' avec P' = expp'. Alors, on vérifie qu'il existe une 
paramétrisation algébrique rj de G/P par q et un sous-espace vectoriel q' de q tels 
que rj(q') Ç G' et que = rj\ soit une paramétrisation algébrique de G'/P' par 

I q' 

2.3. Les espaces T>*(GyP,X) et n~°°{GyPyx) 
Revenant au cas réel, donnons-nous maintenant un caractère unitaire % de P et 

une paramétrisation algébrique rj de G/P par q. On a une bijection w de l'espace 
des fonctions $ sur G qui vérifient les relations de covariance 

*(gh) = *(g) xih-1) V# G G, Vft G P 

dans l'espace des fonctions sur q donnée par 

w$(Q) = ^OT](Q) V<2 G q. 

On définit les espaces S(G,P,x) = w-1(<S(q)) et V(G,P,x) = w"1^^))- On 
les munit de la topologie induite par S(q) (resp. V(q))- On vérifie que les espaces 
topologiques ainsi obtenus ne dépendent pas du choix de la paramétrisation 77. 

On pose W = W\T>(G,P,X) » ^ définit un isomorphisme d'espaces vectoriels topo
logiques entre V(G, P, x) et V(q). On ne le distingue pas, au niveau des notations, 
de son prolongement continu qui met en bijection T>*(G,P,x) et D*(q), S* (G, P, x) 
et <S*(q) ainsi que S(G,P,x) et <S(q). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



18 SECTION 2. RAPPELS COMPLÉMENTAIRES 

On voit que C définit une représentation de U(g) dans T>(G, P, \) > Qui se prolonge 
continûment en une représentation, toujours notée C de U(g) dans V*(G, P, \) Qui 
laisse stables S(G,P,x) et S*(G,P,x)-

On a la représentation 1/ de U{%) dans ^*(q) donnée par v = WCW~l. 
Il est bien connu (voir par exemple [8]) que lorsque p est une polarisation en £ de 

0*, on a 
H°°(G,P,X)=S(G,P,x) et H-00(G,P,x)=S*(G,P,x) 

et que la représentation p(G,P,x) de U(g) dans /H±00(G,P,x) coïncide avec C. 
Dans le contexte du dernier paragraphe de la sous-section précédente, on associe à 

7/ les objets w', W' et v' correspondants à w, W et v pour r?. 
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SECTION 3 

LES FONCTIONS K\ 
ET LES VECTEURS SPHÉRIQUES ASSOCIÉS 

3.1. Les fonctions Kp1, f2 

Notons tout d'abord qu'en tout point g du groupe de Lie (nilpotent) réel D = 
exp V, 1Z et C induisent des isomorphismes 7Zg et Cg entre dc et le complexifié de 
l'espace tangent à, D en g donnés par 

Kg{X) * = 1l{X)${g) (resp. Cg(X) $ = C{X)* (g)) 

pour $ e C°°(G). On a évidemment 

(3.1.1) Tlg{X) = Cg(-gX). 

Lemme 3.1.1. — Soient m\ et m2 des sous-algèbres de Lie (complexes) de dc telles 
que Ve — mi -h rri2 avec M\ — exp mi et M2 = exp m2 . Alors 

1) Ona Dc = MiM2.(1) 
2) Pour tout g de Dc, on a î)c = mi 4- g m2 . 
3) Pour tout g de D, on a Cg(mi) 4- 1Z9(m2) = Ug{xf) = Cg{ï>c). 

Démonstration. — Nous prouvons le lemme qui est évident lorsque mi Ç rri2 = T>c, 
par récurrence sur dimmi/(mi fl m2). Nous supposons donc mi ^ mi D tri2. Soient m' 
un idéal de codimension 1 de Ve qui contient m2, et Uo G m± tels que D€ = Q7o ® ni'. 
On pose rrii = mi D m'. On a mi = CUq © m'i. 

1) On a par récurrence 

Dc = exp CUo exp m' = exp Q70 exp mi exp m2 = Mi M2. 

2) Soient U et h les uniques éléments de CUo et de M' = exp m' tels que 
g = exp [/ • h. On a par récurrence m' = m'i + hm2. D'où 

3e = Q7o + exp U - m'i + exp U • /i • m2 = mi + # • m2. 

^̂ Ce résultat se trouve aussi dans [18] lemma 6.2. 
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3) D'après l'égalité (3.1.1) et le 2), on a bien 

4r(mi) + ng{m2) = £9(mi + g • m2) = £9(dc). 

• 

Théorème 3.1.2. — Soit D une algèbre de Lie nilpotente réelle. Soient pi et p2 deux 
sous-algèbres réelles de t>€, p\ = pi + i pi, p2 = p2 + * p2 ? î e£ €2 den# éléments de 
D* . On suppose que 

1) 4([Pi,Pi]) = {0} et 4([p2,p2]) = {0}-
2) xf=p\+pc2. 
3) (4-^)(Pïnp^) = {0>-

/Mors il existe une unique fonction K = KP1 sur D à valeurs complexes qui 
vérifie les propriétés ci-dessous : 

(i) K(e) = 1. (%%) (C + i£i) (pi) K = {0}- (iii) (%%%) (Il - i£2) (p2) K, = {0}-

C'est l'exponentielle d'une fonction polynomiale sur D . Son prolongement analytique 
Kc sur Dc est l'unique fonction telle que 

Kc(e) = 1 
(3.1.2) KC(expUigexpU2) = e"i№)+"a№) ^{g) 

Vg£Dc, VC7iGpï, vu2 e pc2. 

Démonstration. — a) Nous prouvons tout d'abord l'existence et l'unicité de la fonc
tion KC . D'après le 1) du lemme précédent, tout élément g de Dc peut se décomposer 
sous la forme exp U\ exp U2 avec U\ G p\ et U2 G p2. On a alors nécessairement 

/cc(o)=ei/l^1)+i/a^. 

Cela prouve l'unicité. Montrons que cette expression ne dépend pas de la forme de la 
décomposition ci-dessus. 

Soient U[ et U2 tels que expU[ expU2 = expf/i exp*72. On a 

exp-Ui exp U[ = exp U2 exp-U2 G exp(pj fl p2) 
D'où 4(log exp-Ux exp = £2(log exp U2 exp -L^) 

= l1(-U1 + U[)=e2(U2-UÏ) 

et № 1 ) + № 2 ) = W i ) + W2) . 
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Vérifions maintenant la formule (3.1.2), ce qui démontrera l'existence de K . Sup
posons qu'on ait g = exp Vi exp V2 , alors 

ttC(exp Ui g exp U2) = ftC(exp U\ exp V\ exp V2 exp C/b) 
gî i(log exp C/i exp Vi)+i ̂ 2(log exp V2 exp t/2) 

= eitl(Ul) ei/l(Vl) ê 2(V2) ê 2(c/2) 
= e"i("i) Kc (g)^ e^2№) 

comme prévu. 
Pour vérifier que KC est l'exponentielle d'une fonction polynomiale sur Dc, on se 

donne un sous-espace complexe p[ supplémentaire adapté à p\ PI p2 dans p\. On a 
une bijection polynomiale 

9 ~* (Ui =pi(p), £/2 =P2(tf)) 
de Dc dans p'x x p2 telle que # = expC/i exp£/2 • On a alors 

KC^ = ei£i(pi(g))+ii2(p2(g)) m 

D'où le résultat. 

b) On pose alors K — KC | . On voit que la fonction AC vérifie bien les formules 
(i) à (iii). Vérifions (iii) par exemple. Soit U G p2, on a pour g G D, du fait que KF 
est holomorphe 

TZ(U)K(9) = jT*C{9 «*P«0|t=0 - <W) «(») 
comme prévu. 

c) Il nous reste à vérifier l'unicité. Soit K' une deuxième fonction vérifiant les 
propriétés (i) à (iii). Comme K ne s'annule pas, on peut définir la fonction <È> = k-1 k' 
sur D. On a pour U G p2 

K(U) $ = K'1 K(U)K! - K(U)K K~2 K! = (i£2(U) -i£2(U)) * r V = 0. 

Donc TZ{pc2) $ = {()}• De même C(p\) $ = {0}- D'après le 3) du lemme 3.1.1, on 
a donc L(d) $ = {0}- Finalement <ï> = 1 et K' = AC. Le théorème est démontré. • 

3.2. Les fonctions ttj1'*2 et les sous-espaces X>*(D, P2, x )̂Pl̂ 1 

Les objets D, pi, p2, £\ et 2̂ sont de même nature et vérifient les mêmes propriétés 
que dans l'énoncé du théorème 3.1.2 mais on suppose de plus que la sous-algèbre p2 
est contenue dans d. On note \ti Ie caractère induit par £2 sur P2 = exp p2. On 
reprend les notations de la sous-section 2.3 et on pose 

V^(D,P2,xe2)pl>ei = {T € V^(D,P2,Xt2) | (£ -itx) (pi) T = {0}} 

S^(D,P2,Xi2)pl'il = {TeS^{D,P2,Xi2) I ( £ ( p i ) T = {<)}}• 
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Proposition 3.2.1. — On a £>*(£>, P2, x¿2)p1'̂  = C kp1. 

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on pose dans cette démonstration 
* = PÎ, / = ¿1, P = P2, P = P2, X = X*2 et * = Kp, p2 

Par définition, la fonction R est un élément de V*(D, P, x)*'̂  • H nous faut démon
trer qu'elle engendre cet espace. 

Soit l'isomorphisme T : T -> R'1 T de V*(D,P,x) sur £>*(£>, P) = £>*(£>, P,l). 
On vérifie que TV*(D,P,x)ÎJ = V*(D,P)^° = £>*(£, P)e comme dans le c) de 
la démonstration du théorème 3.1.2. Nous sommes donc ramenés à démontrer que 
l'espace V*(D,P)Î est formé par les fonctions constantes sur D. Tenant compte du 
fait que 1Z(pc) T>*(D, P) = {0}> il nous suffira d'utiliser le résultat suivant : 

Lemme 3.2.2. — Dans les hypothèses et avec les notations de la proposition, il existe 
une famille finie {U\ ... C/m} d'éléments de t et une famille finie {i/m+i... Up} d'élé
ments de pc telle que pour tout élément U de Dc, on puisse trouver des fonctions 
(fj)i<j<P de classe C°° sur D et à valeurs complexes pour lesquelles on ait pour 
tout g de D 

£9(U)= E fÁ9)Cg(Uj)+ Y, Siia) ng{Uj). 
1 <j <m m<j<p 

Preuve (du lemme). — D'après le 3) du lemme 3.1.1 en tout point g de D on peut 
trouver une famille {U( ... Ujhg} d'éléments de t et une autre {U^ +i • • • U^} d'élé
ments de pc de telle sorte que 

{Cg{U°)... Cg(U^g); 1lg{U°mg+l). ..ng(U«)} 

forme une base de £g(0c). Les éléments g' de D tels que 

{cg. (M) ...£g. (u^y, ng, (Cfte+1)... ng. (U«)} 

est une base de £g>(ï)c) forment un ouvert de Zariski de D qui contient g et qu'on 
note Og. On obtient ainsi un recouvrement U1 = (Og)geD de l'espace topologique 
(pré-)compact D muni de sa topologie de Zariski dont on peut extraire un sous-
recouvrement fini U = {Oi)i£i. 

Soit i e I. Pour tout g de 0{, on peut écrire de façon unique 

£e(tf)= E rii9)cs(U})+ E r;(g)Ka(ui) 
1 <j<ml ml <j<n 

où les fonctions à valeurs complexes /] sont polynomiales. 
Soient maintenant ((pi)iei une famille de fonctions de C°°(D) qui forme une par

tition de l'unité sur D relativement au recouvrement U. On a 

£3(U) = Y E <Pi(9) f}(9) C»Wj)+ Y, E <Pi(9) f}(9) KgVi)-
iEl l<j<ml i£l mx<j<n 
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En renumérotant convenablement les (card/) x (dimD) éléments Uj de 1 à p, on 
obtient une décomposition comme dans l'énoncé. • 

Le lemme entraîne alors qu'on a 

C(U)S= £ fjC(Ui)S 
1 <j<m 

pour tout S de £>*(£>, P) et tout U de î)c. En particulier £(ï>) S = {0} lorsque 
S G V*(D, Pf ce qui entraîne qu'on a V*(D, Pf = C1D , comme prévu. • 

3.3. Les sous-espaces n^°°{G,P,x) et «^°°(G,P,x)* 

Nous revenons au contexte de notre étude tel qu'il a été précisé dans la sous-
section 1.1. 

Soient p une polarisation de g en l de g*, P = exp p et X = X̂  • Reprenant 
les résultats et les notations de la sous-section 2.3, on a l'application de restriction 
surjective 

R: S(G,P,X) -»• S(D,P<lD,X\pnD). 
Notant R* l'application adjointe de R qui est injective, on pose par définition 

U-D°° (G, P, x) = R* (S* (D, P n D, x | pnD)) -

Nous dirons que les éléments de 7^°°(G, P, x) sont des vecteurs-distributions concen
trés sur D. 

Dans cette sous-section, on pose m = dimD/(D fl p). On a donc m < k = dimg/p. 
Supposons que la paramétrisation algébrique 77 de G/P par Mfc donnée dans la sous-
section 2.2 soit telle que 7/ = rj |Rm soit une paramétrisation algébrique de D/(PC\D) 
par Mm . On a alors l'équivalence 

a G «B°°(G,P,x) — wu G 5 (îBfc...œm+1) O 5*(HT). 
Dans la suite on pose 

n„°°(G, P,x)1 = H-°°(G, P, x)* n Up°°(G, P, x). 

Supposons maintenant qu'on ait ï + (p D D)c = c)c et (̂pc n t) = {0}- D'après le 
théorème 3.1.2, il existe une unique fonction 'p£™ sur D que désormais on note 
K% pour simplifier, et qui vérifie les propriétés 

(3.3.1) (i) «?(e) = 1, (ii) C(T) K\ = {0}, (iii) K*(gh) = *(/*) «Jfo) 

pour tout p de D et tout /1 de PnD. 
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On a alors la 
Proposition 3.3.1. — On suppose qu'on a î + (p H D)c = dc et £(pc n t) = {0}- Alors 
dim7^°°(G,P,x)e < 1 et 

dimTi^ÇG, P,x)* = 1 <̂=> la fonction K\ est bornée sur D. 
Soit a un élément non nul de Hoo (G, P, xf • ^n a 

(3.3.2) a($) = A 
D/(PHD) 

$(A) «î(h) dh 

pour toute fonction $ de H°°(G,P,x) • -fc* A es£ élément de C* e£ d/i wne mesure 
D -invariante sur D/(P C\ D). 

Remarque. — Nous montrerons plus loin (proposition 6.2.4) que pour TT dans G tel 
que (%~°°)e / {0} et Ct = £-1(7r), il existe un élément l de Q, et une polarisation p de 
g en £ telle que ï + (p fl D)c = Dc et (̂pc D £) = {0}- La fonction Kp correspondante 
sera donc bornée sur D et on aura dim7^°°(G, P, x)1 = 1-

Démonstration. — On voit que R* met en bijection 71^°°(G, P, x)€ ê  

5* (A P n D, X | pnD)e = S* (D, P n X | pnz/'0• 
Or, d'après la proposition 3.2.1, on a 

dimV*(D,PnD,X\pnD)l = l avec P*(£>,Pn A x i ^ ) ' = C< 
Par conséquent, on a l'équivalence 

dim<S*(Z3,Pn£>,X|pnD){ = l <i=> ^ €^(£>,PnD,X|FnIJ) 
Reprenons les notations de la fin de la sous-section 2.3 dans laquelle on remplace 

g' par X>. On a 

^ eS*(D,PnD,X\pnD) W^€«S*(q'). 

La fonction WK\ est l'exponentielle d'une fonction polynomiale sur q' ~ ]Rfc . 
D'après un résultat donné en appendice (voir le corollaire A2.2), elle est une distri
bution tempérée si et seulement si elle est bornée. Finalement 

/cf e S*(D,PC\D,x\pnD) <=> ACJ? bornée sur D. 

D'où la proposition. • 
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SECTION 4 

GÉOMÉTRIE DES OBJETS ASSOCIÉS 
À LA PAIRE SYMÉTRIQUE (g, a) 

Tous les résultats de cette section sont vérifiés pour des paires symétriques (g, a) 
quelconques. L'hypothèse que g est nilpotente n'est jamais utilisée. 

4.1. Propriétés des sous-algèbres D ET T 

Proposition 4.1.1. — 1) Les sous-algèbres d et e sont de complexifiées astables 
2) On a g/D = (g/a)! et 3/e = (3/c)0 • 

Démonstration. — 1) On utilise le lemme suivant qui est évident : 

Lemme 4.1.2. — Soit V = V° 0 V1 un espace vectoriel, somme directe des sous-
espaces V° et V1. Soit W, un sous-espace contenant Vq (q € Z2 = Z/2ZJ. On a 
alors 

w = w n (v° e v1) = (w n v°) 0 (w n y1) = vq 0 n v™+1). 

Dans la démonstration de la proposition, on pose 

D' = (t + i)ng et e' = (af + îf)nD. 

On a $'c = (Z)'c D gf) 0 £ d'après le lemme. Par conséquent, Î)/C est cr-stable et il 
en est de même du complexifié de la sous-algèbre d qui est engendrée par d'. Un 
raisonnement identique s'applique à e' et e. D'où le 1). 

2) La première égalité du 2) découle du fait que î Ç Dc et donc qu'on a (g/$)o = 
{()}• La seconde découle de même de l'inclusion flf C ec. • 

Dans cette section, nous convenons de poser 

ï>' = {X G D | 3Y G c tel que X + G t}-

Lemme 4.1.3. — On a î) = ï)' + c. 
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Démonstration. — Soit U dans Z). On sait qu'on a D — ï + e . Il existe donc des 
éléments X, Y de D et X',y' de e tels que X + iY G £ avec 

U = (X + iY) + (X'+iY'). 

On a nécessairement Y = —Y' G e. D'où U = X + X' avec X G ï)' et X' G e, comme 
prévu. • 

Proposition 4.1 A. — La sous-algèbre e est en fait un idéal de D. 

Démonstration. — Comme ec est engendrée par + flf, il suffit donc de vérifier 
que [ï)/,DÏ:] Ç ec pour démontrer que e est un idéal de V. Or, pour tout X dans ï)' 
avec Y dans e et X + z'F dans I, on a, 

[X, tf] Ç [X + ,T; of] + [.y, tf] Ç [«, tf] + [ec, ec] Ç + ec = ec 

comme prévu. • 

4.2. L'idéal j de D 
Notons J l'ensemble des idéaux ji de 0 de complexifiés a-stables et tels que d/ji 

soit une paire symétrique standard comme dans la sous-section 1.2 page 8. On a le 
résultat préliminaire suivant : 

Lemme 4.2.1. — Pour qu'une paire symétrique (ï),cr) soit telle que 

ec = (ei)c 0 ĈQ 0 ^o) (i>e. pour qu'elle vérifie la propriété (P4)), 

(il faut et) il suffit qu'on ait 

(Pi) e0 = {0}, {Pi') e1n(e^ + e|) = {0}-

Démonstration. — Dans cette démonstration, f désigne le sous-espace (ej + *o) H e. 
Il nous suffit de vérifier que les propriétés (P4) et (P4) entraînent qu'on a e = ei + f. 
D'après le lemme 4.1.2, f est de complexifié a-stable et on a fc = fo 0 ff. La 
propriété (P4') entraîne que fi = {0} et pour des raisons de dimensions, fR = f 0 R. 
Comme 

ec = e? (mod ec e? (mod fc), 

ori a «R = el,R (mod f + fl,R) = el,R (mod fi
D'où e = ei (mod f) et e = ei + f comme prévu. • 

Proposition 4.2.2. — L'ensemble J des idéaux )i de D de complexifié astable et 
tels que (fl/J*?*7) est une paire symétrique standard n'est pas vide. Il est stable par 
intersection. 

On note j le plus petit élément de J, il est contenu dans e. 
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Démonstration. — Comme J contient e, il est non vide. 
Soient Ui et U2 deux éléments de J qu'on peut sans perte de généralité supposer 

contenus dans e. On définit ji3 = )ix fl ji2 et pour p — 1,2,3 on pose dip = T>/UP 
et tip = c/jip . Pour vérifier que fy3 est standard dès que di et fy2 le sont, il suffit 
d'utiliser les équivalences : 

(P2) vérifiée < ^ [e, [e, e]] C jip 

(P3) vérifiée | X G e, [ I , e ] Ç j i p ^ I e (ef + )fp ) H e } 

(PO vérifiée (e£ + jfp ) n e Ç jip 

(PI') vérifiée e n (ef + £ ) n (eg + + j£ ) Ç ^ 
• 

Théorème4.2.3. — L'idéal j de D est le plus petit idéal de e de complexité a-
stable tel que 

(Q2) e/j est de cran au plus 2. 
(QS) 3(e/j) = (e/j)i • 
(Q4) e/) = (e/j)i 0 ((e/j)g= 0 (e/j)Ç) n (e/j). 

En particulier j ne dépend que de e et non pas de D tout entier. 

Démonstration. — Convenons qu'a priori, la lettre j désigne le plus petit idéal de e 
qui vérifie les propriétés de l'énoncé. Il nous faut montrer que c'est un idéal de D. 
Quitte à quotienter D par son plus grand idéal contenu dans j , qui est de complexifié 
<j-stable, nous sommes ramenés à démontrer que lorsque jc ne contient pas d'idéal 
non nul de dc, il est nécessairement nul ou ce qui revient au même que e vérifie 
les propriétés (P2), (P3), (P4) et (P^)- Pour cela, nous utiliserons plusieurs fois le 
résultat suivant : 

Lemme 4.2.4. — On suppose que jc ne contient pas d'idéal non nul de t)c. Soit m 
une partie de jc, stable par î, alors m = {0}-

Preuve (du lemme). — Dans cette démonstration, on note j ' le plus petit idéal de e€ 
qui contient m. On se propose de montrer que j ' est nécessairement un idéal de Dc 
contenu dans j€ ce qui, compte tenu des hypothèses, entraînera sa nullité et celle de 
m. 

On a Dc = ï -h ec, il nous suffit donc de vérifier que, pour U dans !,ona exp U • )' = 
)'. Pour cela, il suffit de remarquer que exp U • )' est un idéal de ec qui contient m. Par 
conséquent, exp U •)' D j ; et, finalement pour des raisons de dimension, exp U )' = )'. 
Comme prévu. • 

Prouvons maintenant le théorème dans nos hypothèses. 
On voit que [e, [e, e]] est un idéal de D de complexifié cr-stable contenu dans j . 

Dans nos hypothèses, il est donc réduit à 0 et e vérifie la condition (P2). 
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On a (̂c) Ç ci du fait que 3(e)o est ^-stable et contenu dans jc et donc réduit à 
0 d'après le lemme. 

Nous cherchons maintenant à en déduire qu'on a t\ Ç j(e) et (̂e) = ei. Pour cela, 
nous vérifions tout d'abord que [f)',ei] Ç ci. Soient X dans f)' et Y dans e tels que 
X + iY G î. On a bien 

[X, ci] Ç [X + <y, ei] + [-1 F, ei] Ç (ef + 3«c) n e Ç d. 

On en déduit que t\ est un idéal de D, en effet 

[Mi] = [ï)',ei] + [e,ei] Ç cx + $(e) = t±. 

L'idéal [e,ei] de D est contenu dans j d'après (Q3). Il est par conséquent réduit à 
zéro et e vérifie la condition (P3) comme prévu. 

Nous cherchons maintenant à montrer que eo = {0} (propriété (PI)) et que 

ei H (e£ + eÇ) = {0} (propriété (Pi'))-

Pour cela, on remarque tout d'abord que 3(c)c + ec0 est un idéal de Uc. En effet on a 

[*C,3(e)C + eÇ] Ç [l)3(e)c + e?] + [ec, ec] Ç 3(e)c + e£. 

Dans cette démonstration, nous posons m = [3(e)c + ZQ] De. D'après ce qui précède, 
c'est un idéal de D, de complexifîé a-stable puisqu'il contient t\. 

On a m = ei © m' avec 

m' = {X G e | 3Y G ei tel que X + iY G e£} 
7(m) = 7(m') = {U G e£ | 3X G e, 37 G d tels que *7 = X + *y G e£} 

Montrons qu'on a nécessairement m' Ç j . En effet, soit X G m' \ j et y G ci tels 
que X + iY G CQ . Si Y £ j , alors on a 

y (mod j) G (e/j)i n ((e/jtf + (e/j)c0 \ {0}-

Si y G j , alors X (mod j) G (e/j)0 \ {0}-
Dans les deux cas, on aboutit à une contradiction avec les hypothèses du théorème. 
De plus, 7(m') G jc puisque jc est stable par a. 
Par conséquent trio = 7(m') 0 ¿7(111') est une partie de jc, stable par î et donc 

nulle d'après le lemme. D'où 7(m) = {0}- On a alors e0 Ç 3fte7(m') = m' = {0} et 
ein(e£ + e!)={0}-

Finalement, e vérifie bien les propriétés (P4) et (P£). On a j = {0} et le théorème 
est démontré. • 
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4.3. Géométrie des paires symétriques standard 
Soit (t>,cr) une paire symétrique standard. Nous lui associons les espaces suivants : 

f(3) = f = tô + ^)ne 
i(ô) = i = ei = 3(e) 

Ш = К = {U € 11 ЗХ e ö, ЗУ € i tels que U = X + iY} 
1(0) = 1 = sfteÉs. 

A la fin de la sous-section, nous généraliserons ces définitions au cas où (Q,O~) est 
une paire symétrique quelconque. 

Proposition 4.3.1. — On suppose que (0,cr) est une paire symétrique standard. 
1) On a fq = {0} (q = 0,1), f = fÇeff, e = i0f et Z> = [0e. 
2) L'application 7 c?e /a sous-section 1.2 établit une bijection entre ï et îs 

d'une part et f e£ eo de l'autre. On a îr = îs 0 R et £ É = z £s 0 îr . 
3) i est un idéal de X>. 
4) [ est une sous-algèbre de d et d est la somme semi-directe de la sous-

algèbre ï et de l'idéal e. 
5) îr et îs sont des sous-algèbres (réelles) de î et îr est la somme semi-

directe de la sous-algèbre îs et de l'idéal e^R. Enfin j\i définit un isomorphisme 
d'algèbres entre l et îs. 

Démonstration. — 1) Les trois premières égalités sont des conséquences immédiates 
de la propriété (P4). Prouvons la quatrième. Pour des raisons de dimensions, on a 
fR = f 0 c0 . Par conséquent eR = i 0 i i 0 f 0 ê R = e 0 i i 0 ê R. 

Soit alors U dans V. On sait qu'on a U G î (mod ec). D'après ce qui précède, ceci 
permet d'écrire U e ÎR (mod e 0 i i). Par conséquent, il existe X dans e et F dans i 
tels que U + X + iY G î. On a alors U = (U + X) - X avec (U + X) G i et X G c. 
D'où 3 = l + z. 

Soit maintenant X dans (De. Soit F dans i Ç e tel que X + iY G t. On a 
X + iY € CQ et Y" € i fl f, donc F = 0, d'où lGe0 = {0}-

Finalement t) = [ 0 e, comme prévu. 
2) L'application 7| : ï -+ îs, associe à X dans I l'élément X + iY de £s avec 

F G i. Elle est visiblement bijective. 
On voit que 7| est une application linéaire réelle, injective puisque fi = {0}? de 

f dans eg . Elle est bijective, car on a dim f = 2 dimc c0 = dim R • On a aussi 

îr = 7(1 © i e f) = 7(0 © 7(f) = *• © e£R. 
Enfin, on a visiblement îs fMÎ8 — {0}- D'où 

î — îf -\~ i îf — îs © i îs © 0̂ ~ ^ © ^ * 
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3) C'est évident car i est le centre de l'idéal e de D. 
4) et 5) Il suffit de prouver simultanément que l et îs sont des sous-algèbres 

isomorphes par 7. 
Soient Xi et X2 dans l et Yi et Y2 dans i tels que 7(Xi) = X\ + iYi et 7(X2) = 

X2 + i>2 soient dans îs. On a 

[7(Xi),7(X2)] = [X, +iYuX2 +iY2] = [XuX2]+i{[X1,Y2] + \YUX2]}. 

Comme i est un idéal, on a [Xi, Y2] + [Yî,X2] G i. Ceci entraîne que [Xi,X2] G ï et 
[Xi + iYi, X2 + ïY2] G îs , comme prévu. • 

Nous supposons maintenant la paire (0,<r) quelconque. Dans cette sous-section p 
désigne la surjection naturelle de D sur D/j. Dans toute la suite, on définit 

i(5)=i = p-1(i(D/J)) 
t(0)=l = p-i (!(<>/))) 
f(0)=f-p-1(f(0/j)). 

et on pose îs = j(ï), / = expi et L = exp L 

Proposition 4.3.2. — Lorsque (0,cr) est standard, on a f) = 10 f. Dans /e cas général, 
on \) + j = l + f. 

Démonstration. — On peut supposer (U,<r) standard. On a alors 

7(i) = {0}, »e7(Q = l et fte7(f) = f, 

du fait qu'on a Ker7|̂  = {0} et 7(f) = eo • Finalement ï) = ï 0 f, comme prévu. • 

4.4. La dérivation j et l'application a 

Supposons tout d'abord la paire (D,cr) standard. On définit alors comme suit l'en-
domorphisme j de D = l 0 i 0 f : 

1) Lorsque X est dans i, jX est l'unique élément de i tel que X + ijX G £ 
(on a X + ijX = 7(X) G ïs). On a donc ¿(0 C i. 

2) Lorsque X est dans f, jX est l'unique élément de f tel que X -f ij'X G î 
(on a X -h zjX Geo). Ona donc j (f) = f avec j | o j | = — Id | . 

3) Lorsque X est dans i, jX = 0. On a donc 7(1) = {0}-

On remarque que pour X dans (, on a jX = ^ 7 ( 1 ) . Utilisant la proposition 
4.3.1, on vérifie sans peine la 

Proposition 4.4.1. — L'endomorphisme j est une dérivation de fl. 
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On définit a = — (Ici -l-î ) | ̂  et â = -(Id— Û') | . On voit que a (resp. â) est une 

bijection C-antilinéaire (resp. C-linéaire) de ( f, j | ) sur fo (resp. fo). De plus, ac 
et âc sont des projecteurs supplémentaires de fc. 

Lorsqu'on considère une paire symétrique (g, a) quelconque, j désignera désormais 
la dérivation de D/j et a la projection de f/j sur (f/j)o définies de façon similaire 
par quotient. 

4.5. Les formes ht, si et ht sur f/j 

Soit t dans j-1, l induit une forme linéaire sur D/j que dans cette sous-section, on 
note encore £. On définit la forme bilinéaire ht sur f/j par bi(X,Y) — £([X,Y]). 

Pour X, Y G f/j on a £([X H- ijX, Y + ijY]) = {0}> ce qui entraîne qu'on a 
E([X,jY]) = -é(\jX,Y}). 

On voit que la forme antisesquilinéaire U, V —2/1> -£([U,V]) sur (e/j)o induit sur 
(f/j, j), une forme sesquilinéaire ht donnée par 

ht(X, y) = ~i t{[*X, aY}) = s£{X, Y) - i be(X, Y) 

avec s£(X,Y)=£([XJY]). 
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SECTION 5 

CALCUL DES FONCTIONS Kpl DANS CERTAINS CAS. 
CONSÉQUENCES 

5.1. Idéaux r\£ de e. Polarisations c-admissibles et a-polarisâtions 
Pour £ dans g*, nous définissons la sous-algèbre rie — Ker£n z{£) de e. Nous 

posons Ni = expn^. Avec les notations de la sous-section 1.2, on a donc 

n = H n£. 
tee0 

Proposition 5.1.1. — Soit £ G j1". 
1) Le noyau de la forme hermitienne U —» i£([U, Û]) sur ZQ est égal à Z(£)Q . 
2) z{£) est un idéal de z de complexifié astable et on a 

e(*)c = ic + e(*tf + e"(ÔÇ. 
3) rit est un idéal de z. Lorsqu'on a Z(£)Q Ç (Ker^)c, cet idéal est de com

plexifié astable. 

Démonstration. — 1) Soit U € ZQ . Comme [eo,i + CQ] Ç j , on a 

W,%]) = {0} e([u,cc}) = {0} uet(t)c. 
D'où le résultat. 

2) Du fait que e/j est de cran < 2, z{£) est un idéal de e. 
Soit X = U0 + Ui G z(£) avec U0 G et Ui G cf, on a 

¿([̂ 0, eC]) = l([Uo, ef]) = l([X, eCie]) - {0}-
Par conséquent, Uo et Z7i sont dans z(£)c et e(̂ ) est de complexifié cr-stable. 

De même, soit X = V + U + Û G t{£) avec V G ic et U G ej. On a 

№ ec]) = l([U, $]) = l(X, eco) = {0}-
Donc C/ G e(l)o et le résultat. 

3) Du fait que e/j est de cran < 2, est nl un idéal de e. Lorsqu'on a de plus 
t(£)o Ç (Ker£)c, on a n̂ 0 = Z(£)Q et n(£) est de complexifié a-stable. • 
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Pour £ dans g* , nous dirons qu'une polarisation réelle p de g en £ est e-admissible 
si p n e est une polarisation de e en £ | . 

Nous dirons qu'une polarisation e-admissible est une a -polarisation de g en £ si 
elle vérifie les conditions supplémentaires suivantes : 

£(pc nt) = {0} et ec = e0c + (pn e)c. 

Remarquons que pour un sous-espace p de 0, la condition ec = eg + (p fl e)c 
entraîne qu'on a X)c = î + (p fl,D)C puisque Dc = î + ec. 

Proposition 5.1.2. — Soient ^ G j1 p une polarisation e-admissible de g en £. 
Les propriétés ci-dessous sont équivalentes : 

(i)cc = % + (pnef. 

Wpcne£ = e(*)£. 

Démonstration. — On remarque qu'on a (t/t(£))C — (e/e(£))g 0 (e/c(€))^. On en 
déduit que le sous-espace (*/*(£))$ est totalement isotrope maximal pour la forme 
symplectique sur (t/z(£))C induite par la forme X,Y —> £([X,Y]) sur ec. La 
proposition est alors une conséquence du fait que (p/t(£)) est également isotrope 
maximal. • 

5.2. Fonctions KP pour £ G y1- lorsque p est une a-polarisation 

Proposition 5.2.1. — Soient £ G j1 et p une a-polarisation de g en £. Alors la 
fonction Kp qui vérifie les relations (3.3.1) est telle que 

(5.2.1) ^(exp-X) = c-*(Ad~x.9m7w) POURXE I 

(5.2.2) K\{hg) = Kpg£(h) Kp(g) VA G L, Vp G D. 

Lorsque de plus g = exp Z est tel que £([Z,i]) = {0} (en particulier pour g e E), 
on a 

(5.2.3) KP(hg) = KP(h) Kp(g). 

Démonstration. — Comme j est un idéal de D avec £()) = {0}> on peut sans perte 
de généralité se restreindre au cas où g = D et où (d,a) est standard et supposer 
seulement que -£([p,p]) = {0}-

Posons K = KP pour simplifier et montrons qu'on a 

(5.2.4) n(exp-X g) = e-^(Ad^x.Sm7(X)) k(g). 

En prenant g = e dans cette formule, on en déduira la formule (5.2.1) puis en 
prenant h = exp— X la formule (5.2.2). 
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Pour cela, on considère la fonction t —>> Ф(£) = «(exp— tX g) sur E. Posons Y = 
jX = %m<y(X). On a C(X + iY) к = 0 avec C(X) «(exp -tXg) = ^Ф(*) et 

at 
CCY) «(exp —tX g) = «(exp — uY exp — ¿X g) \ 

du 1u=o 
= — « (exp — tX g exp(—ug 1 exp tX • У)) i 

au \ /lw=o 
= A e-iul (g-1) exptX-F) ф/̂ ч 

du l«=0 V ; 
= -i t{g-1 exptX . У) Ф(*) = - i g£(exptX - Y) Ф(£). 

D'où I + gl(y + ¿[X, У] + Ц [X, [X, У]] + •. • )] *W = о 

et *(t) = c ^ < ^ ê » m ê № [ № . . ) $(0). 

En prenant t = 1, il vient comme prévu, AC(exp — X g) = e~gi^Ad^x'Y^n(g) ce qui 
nous donne (5.2.4). 

Lorsque g = exp Z est tel que £([Z, i]) = {0} cette formule devient 

AC(exp-X^) = E-'(ADT*X.JX) k(g) 

du fait que AdzuX - jX est dans i et que £((g~1 — Id) • i) = {0}- On en déduit 
(5.2.3). • 

Proposition 5.2.2. — Soient £ dans j1- et p une a-polarisation de g en £. 
1) On a pc fi ZQ = t(£)o Ç nf et r\£ est de complexité astable. 
2) Les propriétés ci-dessous sont équivalentes : 

(i) La fonction ttj? est bornée sur D. 
(ii) Le polynôme V —> £(Adu7$teV • ^smV) est minoré sur îs et la forme 

hermitienne U —>• i£([U,Ù]) est positive sur ZQ . 

Remarque. — Il peut arriver qu'une forme £ de j1" soit telle que Z(£)Q Ç (Ker^)c 
et qu'elle vérifie les conditions du (ii) mais qu'il n'existe pas de a-polarisation de g 
en £. On en obtient un exemple lorsque g est commutatif, a réelle et £(ï) ^ {0}-

Par contre, nous verrons que l'existence d'une a-polarisation est assurée si en plus 
des conditions précédentes, on suppose £ dans ^ (voir le 3) de la proposition 7.3.1 
et le 2) de la proposition 7.1.1). 

Démonstration. — 1) La condition ec = ZQ -f (p n e)c entraîne qu'on a pc fl = 
Z(£)Q . De plus, comme £(pc D ZQ) - {0} on a 

pcne£ = e ( ^ ç n f . 

En particulier ( 3) de la proposition 5.1.1), nf est a -stable. 
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2) D'après la formule (5.2.3), on a 

K\* bornée sur D K*\L DORN^E ET K*\E DORN^E-

et d'après la formule (5.2.1) 

K\ I bornée V (̂Ad w dte V • V) minoré sur îs. 

Il nous reste à étudier K\\ .On peut donc supposer G — E puis ri£ = {0}- Dans 
ces hypothèses, on a dimi i < 1, e est une algèbre de Lie de Heisenberg de centre i, 
p est un idéal commutatif de c, eC est une sous-algèbre commutative de ec et on a 
ec = e£epc. 

On a donc une involution a1 de ec telle que (a1 — Id) D = {0} et (cr1 + Id) pc = 

{0}- On pose 71 = a1 -h Id 
2 et on définit la sous-algèbre 

i1 = {X G e | 3Y G p tel que X + iY G e£} = №e71(e). 
On voit que e est la somme semi-directe de la sous-algèbre l1 et de l'idéal p de e 

et qu'on a yx(X) = X + ijX pour X G I1. 
Utilisant la formule (5.2.1), on a alors pour tout X de ï1 et tout h de P 

KPe(expX h) = e-^(Ad^.iX) xW 

et puisque e est de cran < 2, 

£(Adt*X • jX) = ¿0'*) + \l([X,jX]) 

= t{jx) + i e([x + ijx,x- ijX]) = eux) + l- ^ p a y Ç T ) ] ) . 

On a une forme bilinéaire symétrique sur 71(É1) donnée par C/, V —» ¿¿([£7, V"]) 
qui est une restriction de la forme hermitienne U,V —» z l([U, V]) sur 

4 = у с п е х а 1 ) 
Lorsque eo ^ {0}, ces formes sont non dégénérées puisque m = {0} et elles ont la 
même signature. Elles sont simultanément (définies) positives si et seulement si la 

fonction X -» l(jX) + %-£{[X + ijX,X - ijX]) = £{jX) + ^€([71(-X'),7r(X)]) est 
minorée sur I1 ou encore si et seulement si «J (£7) est borné. • 

Les propriétés (ii) de la proposition ne dépendent pas du choix de la cr-polarisation 
p. Utilisant la proposition 3.3.1, on en déduit immédiatement le 

Corollaire 5.2.3. — Soient l dans j1", p et p1 deux a-polarisations de g en £. 

1) On a l'équivalence K%(D) bornée K\ (D) bornée. 
2) On a dim^~(G,P,X)' = dimtt^G.P1,*)*. 
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5.3. Les fonctions KI 
Remarquons qu'on a ec = ê  -h (ic + t%) et xF = î + (ic + ej) avec î H (ic + 

eo ) ^ )C • De Pms (iC + eo ) est une sous-algèbre de ec. Soit i dans j1-. En prenant 
pi = l p2 = (ic + eo ), £i = 0 et ¿2 = ^, on se trouve dans les hypothèses du théorème 

3.1.2. On a donc une fonction к( MC+eg 
0,£ sur D que l'on conviendra désormais d'écrire 

Ko. 
Dans ce qui suit, nous n'utiliserons les fonctions K£ que pour construire des élé

ments non nuls de H (voir le lemme 10.2.6), mais on peut imaginer qu'elles pourraient 
aussi être utiles dans d'autres circonstances, par exemple pour expliciter une formule 
de Plancherel pour la représentation p. 
Proposition 5.3.1. — On suppose j = {0}- Soient X dans l, Y dans f et Z dans i, 
on a 

«Лехр -Xexp-(Y + Z)) = e-H^x.jX) е-Щ1-Щ^e-u^+z) 
Démonstration. — On a, en utilisant la formule de Campbell-Hausdorff et le fait que 
e/j est de cran < 2 : 

Kt(exp—Y) = Ki(exp(—aY - ÔLY)) = Ki(exp—aYexp—âYexp—^[aY,âY]) 
= e-i£(âY) e-j/([«y,ay]) = e-iî(Y) e-%UY)-ïst(Y,Y)m 

Par ailleurs, on vérifie que comme pour la formule (5.2.3) on a 

«*(exp -Xexp -(Y + Z)) = «/(exp -X) /c/(exp —(Y + Z)) 

D'où /c/(exp -X exp -{Y + Z)) = e-^Ad^x-jX) ^(exp _Y) e~i£(z) 

et la proposition. • 
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SECTION 6 

RÉCURRENCES ET VECTEURS SPHÉRIQUES 

Dans toute la suite, on pose 

0O = {£ e \)^ | V -> £(Adzuiïe V SmV) est minoré sur tr}-

Nous verrons (propositions 7.2.2 et 8.2.4), qu'on a 0o Ç 0 et que pour £ G j-1 et 
V G tr, on a Pt(V) = £(Ad zuïïleV • >̂ra V) de telle sorte que la définition ci-dessus 
est en accord avec celle de la sous-section 1.2. 

6.1. Les différentes situations pour (g,cr, 1)) 
Le résultat ci-dessous sera utilisé dans la suite, lorsqu'on cherchera à mettre en 

évidence des propriétés par récurrence. 

Proposition 6.1.1. — Soit ft une G-orbite dans g*. Au moins une des situations ci-
dessous concernant g, 3 et %2{g) est vérifiées pour tous les £ de Q. Quand elle l'est 
pour un, elle l'est pour tous : 

(1) 0 = {o}-
(2) On a 3 = 3l - RZ, £(Z) ± 0, g = 32(g) et (i2(s)/s)q = {0} (q = 0,1)-
(S) ITÔ) ï {0}-
(4) On a un idéal non nul g"de g, de complexifié astable et qui est contenu 

dans 3 fi Ker £. 
(5) On a i = IJ. = RZ, £{Z) # 0, g ? 3, 32(g)0 = {0}, 32(g)i = 3 et 

(32(0)/3)o ï {0}-
(6) On a 3 = 3! = RZ, £(Z) ? 0, g 32(g) et (3(32(fl))/3) = {0} pour 

9 - 0 , 1 . 
(7) On a 3 = 3l = RZ, £(Z) ? 0 et 32(g)0 ? {O}-
(8) On a 3 = 3! = RZ, £{Z) # 0 et 3 ^ ? 3-
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Démonstration. — Si on n'est pas dans la situation (1), on peut supposer dim g > 0. 
Si, de plus, on n'est pas dans la situation (3), on peut supposer £($) = {0}- Or, 
(do + 3o ) & est de complexifié a-stable (proposition 4.1.1). Si, de plus, on n'est pas 
dans la situation (4), on peut supposer, ce que nous faisons désormais, que dim^ = 1 
avec 3 = 3i et £(%) ^ {0}- Trois cas peuvent alors se présenter : 

" (î2($)ll)q = {0} pour q = 0,1 (i.e. les (32(0)/3)̂  sont totalement com
plexes) . 

- (32(fl)/3)o Î {0}-
- (32(fl)/3)i * {0}-

Dans le premier cas, on a évidemment 3̂(32(̂ ))/3̂  = {0}- Dans ce cas, ou bien 

g = $2(g) et on se trouve dans la situation (2), ou bien g ̂  32(fi) et on se trouve dans 
la situation (6). 

Dans le second cas, ou bien 32($)o = {0} et on est soit dans la situation (5), soit 
dans la situation (8), ou bien 32(g)o ^ {0} et on est dans la situation (7). 

Dans le troisième cas, du fait que 3 = 31, 3 est inclus strictement dans 32(g)i, on 
est dans la situation (8). • 

Les remarques qui suivent concernent des résultats et des notations qui seront 
utilisés dans la suite dans certaines des situations de la proposition précédente. 

Situation (4) 
Dans cette situation, on note p, la projection canonique de g sur g' = g/g" . C'est 

un homomorphisme d'algèbres de Lie qui induit un homomorphisme de groupes de 
Lie (encore noté p) de G sur G' = expg' avec G' ~ G/G" où G" = expg". On voit 
que a induit sur g,c une involution a'. On associe à (gf,o-r) les mêmes objets que 
ceux que l'on avait associés à (g,a), avec les mêmes notations affectées d'un prime. 
On voit que g'^ = p(j£) (q = 0,1) et que p^Q') 2 )• 

Par ailleurs, p* établit une bijection entre g'* et gn± Ç g* . Son inverse est encore 
notée p. On a ft Ç gn±. On pose Cl' = pQ. 

On a p(g£) = p(g) p(£) pour tout g de G et tout £ de gn±. En particulier, Q' est 
une G'-orbite dans gf* . 

On se fixe £0 dans H, on se donne une polarisation de référence a priori quelconque 
p de g en 4- On voit que p' = p(p) est une polarisation de g' en £'0. On pose 
P(;> =expp(,> et x(0 =X*c> • 

On a alors une bijection unitaire de ri(G,P,x) sur ^(C, P', x') toujours notée 
p, telle que p p(G, P,x) (d) = p(G', P',x') (Pd) Pour tout 9 de G, et caractérisée par 
les relations (p$) (pg) = $(g) pour tout $ de %(G,P,x) et tout 9 de G. Elle se 
prolonge en une bijection de W~°°(G,P,x) sur ri~°°(G', P', x') de telle sorte que 

(6.1.1) P ?T°°(G, P, x? = ?T °°(G', P', X'f • 
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Situations (5), (6), (7) et (8) 
Dans ces situations, on a 3 = 31 = RZ. Quitte à multiplier Z par une constante 

convenable, on peut supposer t(Z) = 1 pour tous les t de ft. 

Lemme 6.1.2. — 1) Dans les situations (5) et (7) (resp. la situation (8)), on a un 
idéal g' et une sous-algèbre g" = {X,X',Z} de g avec X ^ {0}> X' ^ {0}? de telle 
sorte que pour q = 0 (resp. pour q = 1), on ait 

- X' € 32(0)£ (mod 3e) et X € gp+1 (mod fl'c) 
- Dans la situation (5), il existe un élément c de M* tel que X' + icZ G %2(g)C H 

îr. 
- Dans la situation (7), on a X' G 32(g)o-
- Dans la situation (8), on a X' G 32(fl)i \ 3 et X G l. 
- [X,X'] = Z. 
- g' = {Ueg\[U,X'} = OY 

On a alors g = RX 0 g' et [g,g] Ç g'. De plus, g' est de complexité astable et 
contient e. 

2) Dans la situation (6), on a 3(32(g))o = 3(32(g))C H îr ^ {0}-
3) Dans la situation (6), on a un idéal g' et des éléments X, Y, X' et Y' 

dans g, de telle sorte que 

-x + iYeK, x' + iY'e 3(32(s))o = ttfitif n K. 
- [X + iY,X' - iY'] = 2Z, [X + iY,X' + iY'} = 0, [X' + iY1,X' - iY'} = 0. 
- 9' = {Ueg\[U,X' + iY']=OY 

On a alors g = RX 0 RY 0 g', [g,g] Ç g' et g' est de complexifiée astable. 

Démonstration. — 1) Dans la situation (7), on choisit X' dans $2(g)o \ {0}- Dans la 
situation (8), on choisit X' dans 32(g)i \3- Dans la situation (5), on considère X' 
dans (l2{g)/î)Q \ {0}- Soit m l'image réciproque de RX' par la projection X' —>> X' 
de d2(&) sur 32(g)/3- C'est une sous-algèbre de dimension 2 et de complexifiée a-
stable. On a m/3 = (m/3)o, d'où mi =3 et m = 3 0 (ï fl m). On choisit alors X' dans 
(lnm)\ {0}- Par hypothèse, on a X' £ f(g)0, donc j(X') = X' + icZ G 32(g)c fl ïr 
avec C#0. 

Dans ces situations (5), (7) et (8), définissant g' comme dans l'énoncé, on voit 
que g' est de complexifiée a-stable, que c'est un hyperplan dans g qui est un idéal 
contenant [g,g]. De plus, g^ Ç g,c, d'où g' D d D e pour q = 0 et g' D e pour 
q = 1. Dans les deux cas, e Ç g'. Par ailleurs, g/g' = {g/g')q+i. Soit X e g\gf, on a, 
X G GP+1 (mod g,c). Dans la situation (8) où q = 1, on peut choisir X dans L En 
effet, g' contient e mais ne contient pas D. Comme D = 1 + e, g' ne contient pas L 
D'où ce résultat. 

Dans tous les cas, on a g = RX 0 g' avec [X, X']e R* Z. Quitte à multiplier X 
par un scalaire convenable, on peut supposer [X, X'] — Z. 
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2) D'après un résultat élémentaire donné en appendice, sur les suites centrales 
ascendantes d'idéaux d'une algèbre de Lie nilpotente (proposition A7.1), l'inégalité 
g # 32(g) entraîne 3(32(g)) / 3. Comme (32(g)/3)g est totalement complexe, les 
sous-algèbres 3̂(32(g))/3̂ o et 3(32(g))g sont aussi totalement complexes. De plus, 

3(32(s))o n'est Pas réduite à zéro, sinon on aurait 

3(32(fl))/3 = (3(32(0))/3)i = W avec 3(32(fl)) =3, 

ce qui entraînerait une contradiction. 
La sous-algèbre commutative de V, 

m= (3(32(fl))o+3(32(0))o)n0 

est de complexifiée cr-stable et non nulle. On a 3(32(g)) = 3 0 m. On en déduit que 
est totalement complexe. Montrons que cela entraîne que 3(32(g))0 = HXQ est égal 

à 7(m), ce qui nous donnera le 2). Pour cela, il suffit de vérifier que la multiplication 
par i laisse 7(m) stable. Soit U — y(V) avec V dans m. Comme m€ = m1 0 mf, 
il existe un élément V' de m tel que V + iV' Gmc . D'où y(iV) = j(Vf) et iU = 
7(V) G 7(m). Comme prévu. 

3)Soit 9={X€g\[X,}(è2(9))] = {0}}-
Comme 3(3 (g)) 7̂  3, on voit que g est une sous-algèbre propre de g, de complexifiée 
cr-stable. On constate que la forme bilinéaire X, Y —> £([X,Y]) sur g, met de façon 
naturelle les espaces vectoriels A = 3(32(g))/3 et g/g en dualité. On identifie alors 
g/g avec le dual A* de A . 

On voit que a induit une involution sur les espaces AC et A*C. Par hypothèse, 
les A^ pour q G Z2, sont totalement complexes et on a AC = AQ 0 Ac1 . Ils sont 
donc en fait totalement complexes maximaux et on a AC = AQ 0 AQ . Par ailleurs, 
du fait que 30 = {0}> on a A*C ~ (A^)1-. L'orthogonal d'un sous-espace totalement 
complexe maximal est totalement complexe maximal. On a donc A*C = AQC 0 4̂QC . 
Par conséquent, AQ et AQC sont en dualité. 

Comme ïr engendre linéairement ï, il existe donc des éléments X + iY G ïr et 
X' + iY' G 3(32(g))o tels que [X + iY,X' - iY'] = aZ avec a G C* . D'après le 2), 
on peut supposer a = 2, quitte à multiplier X' -f iY' par un scalaire convenable. 
Comme X -h iY G î et X' + iY' G 32(s)o , on a [X +X' + iY'] Ç 3̂  = {0}- De 
même, comme A" + iY' G 3(32(g))C, [X' + %Y\X' - iY'] = 0. 

On voit alors que g', tel qu'il est défini dans le 3) du lemme, est un idéal propre 
de g, de complexifié cr-stable, qui contient X',Y' et [g,g]. Les relations précédentes 
donnent 
(6.1.2) [X, X'] = [y, Y'] = Z [X, Y'] = [X', F] = 0 [Xr, y'] = 0. 
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Comme g' = {U G g \ [U, X'] = 0, [17, F'] = 0}, 
g' est de codimension 1 ou 2 dans g et il ne contient pas X et Y. Par ailleurs, 
X + g' et Y + g' sont linéairement indépendants dans g/g' puisque l'appartenance 
XX + /xF G g' entraîne qu'on a [AX + /zF, X'} = 0 et [AX + j/F, F'] = 0 avec 
A = fi = 0. Finalement g = MX 0 MF © g'. • 

Dans ces situations (5) à (8), on pose a' = cr\ . On associe à (g',0"') les mêmes 
objets que ceux qu'on avait associés à (g, a) en les affectant d'un prime. 

On pose s = dim g/g'. On a s — 1 dans les situations (5), (7) et (8) et s = 2 dans 
la situation (6). 

On se fixe £Q dans £1, avec £'0 = £o | ;. Quitte à remplacer £o par exp xX dans 
les situations (5) et (7) et £Q par expxX expyY £Q dans la situation (6), avec x et 
y convenables, on peut supposer dans ces situations qu'on a £Q(X') = 0 avec de plus 
£0(Y') = 0 dans la situation (6). On pose \ ^ = X^o • 

On se fixe une polarisation de référence pR de g' en ^ avec Pr = expp#. C'est 
aussi une polarisation de g en £0. On pose = dimg/pR. 

On note x' = (xk-s • • -#i) un élément courant de ]Rfe_s. On se donne une para-
métrisation algébrique r/ : x' -> r/Or') de G'/Pr par Efe_s . Dans la situation (6) 
(resp. les situations (5), (7) et (8)), l'application 77 : (x,y; x') -> expxX expyY rj' {x') 
(resp. 77 : (rr; x') -» exp#X //(a/) ) fournit une paramétrisation algébrique de G/Pr 
par Rk ~ M2 x Rk~2 (resp. M* ~ R x Efe_1 ). On pose X>(*} = X><*>(Rfc), £>'(*} = 
V(*\Rk~s) et <S(/)(*} =<S(*)(Mfc(_s)). 

Comme dans la sous-section 2.3 on associe à rf'^ la bijection Ur de l'espace des 
fonctions $ sur G^ qui vérifient la relation de covariance ${gh) = X^(/i)_1 $(g) 
pour g dans Gr et /i dans Pr sur l'espace des fonctions sur Rfc(-*) donnée par 

w'($) (xf) = $(V,(x')) 
w($)(x,y; x') = 3>(expxX exp y F rjf(xf)) dans la situation (6), 
w($) (x; x') = <È>(exp#X 7]'(xf)) dans les situations (5), (7) et (8), 

ainsi que la bijection associée W<'> de V*(G^'\P^\x(,)) sur P<'>» et la représen
tation Vr de U(g^) sur l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients polyno-
miaux sur Dxp donnée par 

, ( ' ) = ^ ) £ ( % ( ' H | 
IX>C) 

et son prolongement continu à D(i) . 
On pose 

p(/).,e<'> = |T G D(i)1 1 „(/) (¿(7)j r = {o}} 

et ^ ^ ^ ' ^ P ^ n ^ * . 
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On voit que 

(6.1.3) W<') H-00(G<'\PR,xi'))ti''> =S^*'ti'\ 

Par ailleurs, dans toutes ces situations, on a 

(6.1.4) l/(X) = - — , v{X') = -ix, u(Z)=i. 

Dans la situation (6) on a de plus, 

(6.1.5) v(Y') = -iy 

Vérifions par exemple la seconde égalité de (6.1.4). Soit T dans V, puisque IQ{X') = 
0, on a 

v{X')T (x,x') = C{X')T (expxX rj'(xf)) = ^-T(exp-tX' expxX rjUx')) | 
dt it=o 

= ^ T(expxX rj'(x') exp-t exp -xX • X'^j |^_o 

= | r (expxX !/(*') exp-i(X'-*Z))|t=o = | c-to |t=Q T(z,x') 

= —T(# , #'), 

comme prévu. 

Lemme 6.1.3. — Soit Q, une G-orbite dans g*, n = £(H). On suppose que Vune des 
hypothèses ci-dessous est vérifiée : 

1) (7C°°)'^{0}- 2) D n 0 o ^ 0 . 3) f î n 9 ^ 0 . 
Alors on se trouve nécessairement dans Vune des situations (1), (2), (4), (7) ou (8) 
de la proposition 6.1.1. 

Remarque. — Les hypothèses £ G j1" avec Pi(îr) minoré ne sont pas suffisantes 
pour écarter la situation (3). Pour cette raison, elles ne se prêtent pas aux raisonne
ments par récurrence qui seront faits dans la suite lorsqu'on suppose de plus £ G ï)"1. 
Cela explique partiellement l'importance du cône 0o dans les prochaines sections. 

L'hypothèse 0o Ç ^ sera ainsi utilisée pour prouver le point 2) a) dans la dé
monstration ci-dessous. 

Démonstration. — Dans la démonstration, £ désigne un élément quelconque de Çt. 
1) Nous montrons que dans les situations (3), (5) et (6), on a l'implication 

a G (7C°°)* a = 0. 
a) Dans la situation (3), donnons-nous U e $ et £ e Cl tels que £(U) ^ 0. Pour 

tout élément b de 7i~°°, on a 7r(U)b = i£(U) b. Par ailleurs, pour U dans t, on a 
7T(U) b = 0. D'où 6 = 0, comme prévu. 

b) Dans la situation (5), compte tenu de la formule (6.1.3), il suffît de montrer 
qu'on a V** = {()}• Soit T dans DM. On a en utilisant les formules (6.1.4), 

v{X' + icZ)T= -(ix + c) T = 0 avec c / 0. 
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D'où (x2 + c2) T = 0 et T = 0, comme prévu. 
c) Dans la situation (6), comme dans l'étude de la situation précédente, il nous 

suffit de vérifier qu'on a D*t = {0}- Pour cela, nous allons montrer qu'étant donné 
T dans V*, les conditions v{X - ïY) T = 0 et v'\X' - iY1) T = 0 sont suffisantes 
pour que T soit nul. Les opérateurs v(X) y v(X') et v(Y') ont déjà été calculés 
(formules (6.1.4) et (6.1.5)). En particulier, on a iu(Xf - ÏY')T = zT. Afin de 
calculer v{X — iY)T, nous explicitons maintenant v{Y). 

Pour cela on note tout d'abord, en utilisant la formule de Campbell-Hausdorff et 
le fait que g,g' Ç g', qu'on a 

exp— tY expxX expyY — expxX exp(y — t)Y exp trQr 
l<r<w' 

avec Qr € g'[x,y] (notations de la sous-section 2.1). 
Soit maintenant 5o dans X>(E2 ) et Si dans V'. On a 

(v(Y) (5o®5i))(x>I,; x') 
= (JC(Y)W(S0®S1)) (expxX expyY r]'(x')) 

d 
— —(w(S0 <8> Si) (exp-tY expxX expyYr)'{x')) \ dt 11=0 

= ^(w(So 0 Si) (expxX exp(y - t)Y exp.]T*rQr rj'(xf))\t=Q 

= Jt[S^y~t) w'Siiexp^Qr rj'i*'))]\t=0 

= -^S0(x,y)) Si(xf) + S0(x,y) (V(-Qi)Si (*'))• 

Comme Qi € g'[x, y], on a aussi une égalité de la forme 

( ^ ( - g i ) S i ) (X') = Yl zT*r' "'(Prr>)Sl (X') 
0<r<u, 0<r'<v 

où les Prr/ sont des éléments convenables de g'[V]. D'où 

- i i / (X-tr)(S„®Si) (z;x') = §-zS0(z) Si(ar') + ]£Vr'S0(z) i/(PPP.)5i (x'). 

Comme les v' (Prr/ ) sont des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux dans 
Rk~2 , on a finalement 

-1/2LU(X-iY) = ^-a/az+p(z,z,x',£7) 

où p est une expression polynomiale ne comprenant que des puissances de z, z, #m 
d 

et —adm (k - 2 > m > 1). 
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On utilise les mêmes notations que celles qui sont définies dans l'appendice A5. On 
note S la mesure de Dirac sur C. Pour p dans N, on note Ap le sous-espace de £>* 

dp6 formé par les distributions de la forme —— <g> S avec S G V* . On pose Ap = 0 Av dzp P'<p p 
et A = 0 Ap. 

Montrons qu'on aboutit à une contradiction si l'on suppose T non nul. Un résultat 
élémentaire sur la variable complexe et les distributions concentrées sur des sous-
espaces vectoriels (proposition A5.2) nous donne l'équivalence z T = 0 4=> T e A. 
Dans ces conditions (proposition A5.1), il existe de façon unique un élément p de N 
et un élément non nul S de £>'* tels que 

En conclusion, T G D* R 
zT = О 
дТ 
dz + p(z,z,x , д 

дх* 
•)Г = 0. 

T = dpS 
dzp 

®5 (mod^-1). 

On a donc 
dT 
Ôz = 

dp+16 
dz^1 

<£> S (mod Ap). Or, on voit facilement (proposition A5.3) 

que p(z,z,x', d 
dx' 

) T G Ap. Par conséquent, 
dp+16 
ÔZP+1 

0 5 G Ap, ce qui entraîne qu'on 
a S = 0 et la contradiction attendue. 

2) Nous vérifions que dans les situations (3), (5) et (6), on a ft fi O0 = 0. 
a) Prouvons qu'on ne peut pas être dans la situation (3) lorsque Q n 0o ^ 0. 

Il suffît de vérifier que £ G ©o =>• £(do) — {0}' ou encore, puisque 7(3) engendre 30 5 
que ¿(7(3)) = {0}- Soient X, Y G 3 tels que X + G 7(3). On a £{X) = 0 puisque 
£ G I)-1. Par ailleurs, la fonction £ —>> ^(Adtu^X • tY) = £(tY) doit être minorée. D'où 
£{Y) = 0 et ^(X + fy) = 0, comme prévu. 

b) Dans la situation (5) le polynôme V —>• (̂Ad w Re V • 3ra V) n'est jamais 
minoré sur îr. En effet, posant Vt — t (X7 + zcZ), on a 

£(Ad tu Se Vi • 3m Ft) = £{Ad tu £X' • teZ) = et 

qui n'est pas minoré lorsque t décrit M. 
c) On aboutit à la même conclusion dans la situation (6). Supposons donc £ dans 

©o. Nous posons pour t dans E, 

Vt = (X + iY) + it (X' + iY') = (X - tt") + i (Y + £X'). 

On obtient ainsi un élément de îr. On a en utilisant les relations (6.1.2) 

AdmtoeVt ^mVt = Adw(X - tY') • Y + t Adw(X - tY') • X' 

= Ad VJX • Y + I ([F, y'] + [X, X'] + 2X0 
£(Adw$te Vt^mVt) =£{AdwX-Y) + t 
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du fait que £{Z) = 1 et £(X') = 0. 
Lorsque t varie cette quantité n'est pas minorée. 

3) Nous vérifions enfin que dans les situations (3), (5) et (6), Pt(t) n'est pas 
minoré. 

a) Dans la situation (3), on se donne V dans fi °tel que ^(SeV) 7̂  0. Le 
polynôme t Pi (itV) = t £{^ke V) n'est pas minoré et on a £ g 0. 

b) Dans la situation (5), on voit que t —y Pt(tX' + itcZ) = tc£{Z) n'est pas 
minoré sur E. 

c) Dans la situation (6), on se donne un élément a de E et on considère le 
polynôme 

A : t -> Pi ̂ log(exp(aX 4- zaF) exp it{X' + iY'))) ÀEM-
On pose Va = P(aX + 2aF). On a Va = cxY -h Wa avec Wa G g'. On obtient, en 
utilisant le fait que [Y,X'] = 0 et [Va, X']= 0. 

A(t) =^r £^log(exp(aX + iaY) exp - ( a l - iaY) exp(aX - iaY) 

exp —t(Y' - iX') expt(Y' H- iX') exp- (a l - ia7))j 

=hi (log (exp 2* ^a exp(Ad expaX '2it x')) ) 

= 1/2i£̂ log(exp2fVra exp(2i*X' + 2ztaZ))j = £(Va + *X' -h ta Z). 

Choisissant a tel que £(X' + aZ) 7̂  0, on voit que A et Pi ne sont pas minorés 
et qu'on & £ $ @. • 

6.2. Une condition suffisante pour que les vecteurs sphériques soient con
centrés sur D 

Lemme 6.2.1. — On se place dans les situations (1) ou (2) de la proposition 6.1.1 
1) On a g = D = c avec j = {0} et ï = {O}- En particulier, g est de Heisenberg. 

On a ft H ^ = {h} avec £±(Z) = £{Z) et £i(f) = {O}-
2) Pour tout £ de ft, il existe une a -polarisation p de g en £. 

Démonstration. — 1) En effet, on a 

gc = 3?eg0ceg£ = gf + gf 

avec pour q = 0,1, [gq, gqc] Ç& = {0} et [ g ^ ] Ç sc (On a [ g ^ ] = ^ = RZ 
dès que dim g > 1). D'où g = D = c. Comme la paire (e, a) est standard, on a j = {0} 
et l = {O}- L'égalité (7 fl ï)-1 = {£1} est un résultat facile et classique concernant les 
orbites de la représentation coadjointe des groupes de Heisenberg. 
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2) Il suffit de prouver le résultat lorsque dim g > 1. On a alors f / {O}-
Choisissons une base orthogonale U\ = X\ + ijX±,..., Uk = Xk + ijXk de (f,,;) 

pour la forme hermitienne ht. Alors l'espace 0 RXP est lagrangien pour la forme 
i<p<k 

symplectique bt de f. De plus les (Xp, jXp)i<p<k forment une base de l'espace 
vectoriel réel f. On en déduit que p = RZ 0 RXP est une polarisation de e en 

i<P<k £ telle que Ec0 0 pc = ec. Les sous-espaces et 0 CXP sont lagrangiens pour 
i<P<k 

la forme symplectique b)r de f et ont pour somme f . Ils sont donc transverses. 
On a donc pc D ec0 = {0}- En particulier £(pc D ) = {0} et p est une o-
polarisation. • 

Lemme 6.2.2. — Soit £ dans (f) + j)± et p une sous-algèbre de Z> subordonnée à £ 
et telle que p fi e soit une polarisation de e en £\ . On a 

p = (p D ï) + (p fl e) avec pfle = i+(pnf). 

Démonstration. — La seconde égalité découle de l'inclusion i Ç p et du fait que 
e = i + f. 

Soient maintenant X dans i et Y dans e tels que X -h Y G p fl D. Pour démontrer 
la première égalité, il suffit de montrer qu'on a y G p D e. Pour cela il suffit de vérifier 
que l(\Y, p H e]) = l(\Y, p H f]) = {0}- Or i([X, f]) Ç £(f) = {0}- Donc 

£([Y, p n f]) = £([X -h F, p H f]) Ç l([p,p]) = {0} 

comme prévu. • 

Lemme 6.2.3. — Soit £ dans (ï) +))± et p une polarisation t-admissible de g en £. 
Pour tout h de L, on a Véquivalence 

£(pcnî) = {0} £(pcnhî) = {O}-

Démonstration. — Dans cette démonstration, nous associons à Pinvolution hoh~x 
les mêmes objets que ceux qu'on avait associés à a, avec les mêmes notations, en 
les affectant d'un prime. On a, pour q — 0,1, (g )̂' = h (g^). Cela entraîne que 
0' = hï> = 0, e' = e, i' = i, )' =),l' = i, e'c n t' = e{f, f = f et /|(f/.() = j|(f/j). 

Sans perte de généralité, on peut supposer que g = D, que j = j' = {0}> que p est 
une sous-algèbre de D telle que (̂[p,p]) = {0} et que p n e est une polarisation de e 
en ¿1 . C'est ce que nous faisons dans la suite. 

On a j' = hjh~l. En effet, pour X dans ï' = l, on a X + ij'X G t'r = hîr. D'où 
h~xX H- i h~1j'h(h~1X) G îr, ce qui donne le résultat. 

Nous établissons maintenant les égalités 

pc n ï = ([(p n Q 0 t]c n î) 0 (pc n e£) = (pc n!s)ei (pc n *,) 0 (pc n e£)-
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La première égalité découle du fait que ï = [t fl (ï 0 i)c] 0 eo et du fait que 
p n d = (p fl ï) 0 i 0 (p n f) (voir le lemme précédent). 

Montrons la deuxième égalité. Soit X G [(p fl ï) 0 i]c n ï. A priori, on a X = 
X1 +iX2 -Y2 +iYi avec XUX2 G Iflp et YUY2 G i. Or, 

x - (Xi + ijX1 - * (x2 + № ) G t n tc = {o}-
On a donc Fi = jX± et Xx -h tïï G p€ fl ts . De même, i (X2 + ïY2) €i(pcC\ ïs). On 
en déduit le résultat. 

Comme (̂eo ) = {0}> cela entraîne qu'on a £{pc fl t) = C£(pc fl ts). Or, on sait que 
£($le (pc D t8)) = £(p H [) = {0}- Comme 3m (pc fl 6S) = j (p n I), on a l'équivalence 

£(pcne) = {o}^^(i(pnO) ={0}« 

On en déduit que pour démontrer le lemme, il suffit de vérifier l'équivalence 

(6.2.1) l(j (p n o) = {0} i{f (p n o) = {0}-
Pour cela, on se donne X dans p D L Soit X0 l'élément de l tel que h = expXo-

On pose ht = exp£X0 et jt = htjh-t, de telle sorte que h\ — h, ji = j' et jo = j . 
On a 

^j tX = ^-(htjh-t) X = -̂ -(exp sX0 ht j h-t exp-sX0) X i 

= [X0,(^/i_t)X] - (htjh-t)[X0,X] = -[j*X0,X], 

du fait que jt est une dérivation. Comme (̂[i, X]) Ç (̂[p,p]) = {0}? on a donc 
lLe(jtX) = 0 et la fonction t -> £(jtX) est constante. D'où £(j'X) = £(jX) = 0, 
dt 
l'équivalence (6.2.1) et le lemme. • 
Proposition 6.2.4'. — Soit fl une G-orbite dans g*, TT = £(H). On suppose qu'on a 
(W-°°)V{0}» alors 

1) O N O Q N T H ) ) 1 / ^ . 
2) Soit £ G n fl (f) -h j)± alors il existe une a -polarisation p de g en £. 
3) Soit (£,p) comme dans le 2). La fonction K§ sur D associée qui est donnée 

par la formule (3.3.1) est bornée. 
4) Soit (£,p) comme dans le 2). On a 

n-00(G,P,x)î=n^00(G,P,x)^ 
5) On a dim(7C°°)ê = 1. 

Remarque. — Ce résultat montre donc que toutes les G-orbites fl dans g* telles 
que (/H °̂°)e 7̂  {0}> contiennent des éléments £ associés à des vecteurs sphériques 
concentrés sur D. Il peut paraître surprenant que dans notre démonstration, il faille 
choisir £ dans (f) + j)± pour trouver une telle forme, alors que la définition de ce sous-
espace n'est pas naturelle. Cependant cette hypothèse que nous avons déjà utilisée 
dans les énoncés et les démonstrations des deux lemmes précédents, nous semble de 
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plus nécessaire pour prouver la proposition dans la situation (7) de la proposition 
6.1.1. 

Démonstration. — Le 5) est une conséquence immédiate des résultats 1) à 4) et de 
la proposition 3.3.1. Nous prouvons donc ces propriétés 1) à 4). 

Supposons que pour £ donnée dans fl fl (f) -h j) -1, il existe une a-polarisation p de 
g en £ telle que le 3) et le 4) de la proposition soient vérifiés. Le 3) est alors également 
vérifiés pour toutes les a-polarisations p1 de g en £ d'après le corollaire 5.2.3. Du 
fait que dim('H~00)e = 1, on a aussi 

dim^-00^,^1,*1)* = dimft^CP1,*1)* = 1 
et le 4) est également vérifié. En conclusion, il nous suffit de démontrer les propriétés 
3) et le 4) pour une seule a-polarisation de g en £ pour être assuré qu'elles sont 
vérifiées pour toutes les a-polarisations des formes de ^ H ^ + j ) 1 . 

Ces propriétés sont vérifiées dans les situations (1) et (2) de la proposition 6.1.1 
d'après le lemme 6.2.1. Compte tenu du lemme 6.1.3, il nous suffit donc de les dé
montrer par récurrence sur dimg dans chacune des situations (4), (7) et (8). Nous 
utilisons les notations de la sous-section 6.1 pour chacune de ces situations. 

a) Situation (4). 1) La formule (6.1.1) nous donne l'équivalence 

n-°°(<?,P,X)« # {0} r ^ C P ' j T ' / {0}. 
Par récurrence, on a l'implication ri'00\G'\P'\x'f ^ {0} fl' H (*)' + j')1- / 0. 
Or, ft = p-1(ft') et p"1^ ' +)') 2 (&+)). D'où nn(ï}+j)-L/0. 

2) Par récurrence, il existe une a'-polarisation p' de g' en £' = p(£) et la 
polarisation p = p_1(p') de g en £ est une a -polarisation. 

3) et 4) Choisissons p' comme dans le 2). Par récurrence, K*, est bornée sur D' 
et rl~°°(G',P;\x!f' = ^^(G'jP' ,* ')*'- Comme p contient g", cela entraîne que 
K* est bornée et que ri'00(G, P,xf = KD°°(GI P>xf • 

b) Situation (7). On remarque qu'on a t' = £, )' — j et ï)' = ï) du fait des 
inclusions j Ç V Ç g'. 

Par hypothèse, il existe un élément non nul T de <S*'€. Comme £Q{X') = 0, on a 
u(X') T = -ixT = 0 d'après la formule (6.1.4). On en déduit que T = ôx®T' avec 
T' e S'***' \ {o}. 

1) On a donc H-oog/ {0} et par récurrence G'£0 fl (() + j)x / 0, ce 
qui entraîne qu'on a ^flffj+j)1 / 0. 

2) On peut choisir £0 = £ dans (ï) + j)x. Par récurrence, il existe une a'-
polarisation p de g' en = £| . Comme £([X,X']) ^ 0, p est aussi une cr-
polarisation de g en £ qui est de plus contenue dans g'. 

3) et 4) Comme on a £(§) = {0}> on a £(X') = 0 et on peut choisir £0 = £. 
Il nous suffit de prouver le fait que K\{D) est borné et l'égalité ri~°°{G,P,x)t — 
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'HD°°(G, P, x)1 dans le cas particulier où p est contenu dans gf. On peut alors choisir 
PR = P-

Nous reprenons les notations et les conventions de la sous-section 3.3. En particu
lier, on pose k = dimg/p et m = dimD/(p fl t>). Soit a G %~°°(G, P, %)* et T = Wa, 
nous avons vu que T est de la forme ôx 0 T' où T" est un élément non nul de 
<S'*>* = WlU"°°{Gl,P,xf - Par récurrence KP£ = KP£' est bornée sur D = D' et 

T' = ^ . , . .m+l )®5 avec SG<S*(E™). 

D'où T = ^fc_lv.^m+l)0 5 et a = W-1TeHD°°(G,P,x)î, 
comme prévu. 

c) Situation (8). Pour x dans M, on pose 

(Ta = exp — xX cr exp xX et a'x •=. ax\ t =• exp -xX cr' exp xX. 
On associe à (g,crx) et (g' ,^), les mêmes objets que ceux que l'on avait associés 
à (g,cr) et à (g' ,a') avec les mêmes notations, en les indiçant avec un x. On a par 
exemple, t'x = exp —xX ï'. 

On remarque qu'on a (gCq) x(t) = exp -xX (gcq) (t) e<.,) = e, )x'^ =j et f)'x + ) = 
V + i. 

En effet le fait que (gg)i^ — exp -xX (g^)^ est évident. On a alors txf>} = 
exp — xX e = e et j(t)x = j puisque e et j sont des idéaux de D et que X e d 
(théorème 4.2.3). De plus, utilisant la proposition 4.3.2 et le fait que X G i, on a 

ftL + J = t + f* = exp-xX (<' + f) = i' + f = + j. 
Soient x G E e£ p ime o~x -polarisation de g' en £', alors pour tout t réel, p est 

une a't-polarisation de g' en t! et une at-polarisation de g en t. 
Il suffit de prouver ce résultat pour t = 0 avec a = cr0. 
Comme £([X,X']) / 0, p est aussi une polarisation de g en i Par ailleurs, on a 

eaT = e*,o + (P n e*)C et comme e = zx et = tx0, on a ec = + (p H e)c. 
De plus, comme pc fl ̂  = p€ H ^ , on a £(pc nîx) = {0} et en utilisant le lemme 

6.2.3, £(pcnî) = {O}-
En résumé, p est une cr-polarisation de g en £ qui est contenue dans g1. 
Soit T dans 5*'*. l̂/ors (Wec les notations de la formule (A6.3)) la distribution 

T se désintègre sous la forme T = Tx dx, avec Tx G S'*^x. 
JR 

En effet, nous remarquons tout d'abord qu'étant donnés un élément Y de g'c, 
(fo G V(R) et (pi G X>', on a 

(6.2.2) i/(F)<^o0^i(x;x') = y?0(ar) ( '̂(exp -xX • Y) (pi)(x'). 

D'où i/(y) = ^(-x)p0^Ti/,(adpX«y). 
p 
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En particulier, v(Y) = i p(x; x'; -^—j) où p est une expression polynomiale en x, x' 

et ——p qui ne comprend pas l'opérateur —— (p est du premier ordre en -r—•> mais 
ox1 ôx ôx' 

ce fait est sans importance ici). 
Choisissons Y dans g' tel que X + ïY et. On a alors —v{X — iY) T = 0. D'où 

d 
dx 

T-p(x; x', d 
dx1 

)T = 0. 

Cela entraîne, d'après un résultat élémentaire rappelé en appendice (proposition 
A6.1) que T = / Txdx. 

JR 
Montrons maintenant que les Tx sont dans S'**x. Soient U dans ï1, </?o et (fi 

comme ci-dessus. On a, en utilisant la formule (6.2.2) 

(v(U)T,(p0®<p1)= [ (p0(x)(i/(exp-xX-fyT^tp!) dx = 0. 
JR 

Or, la fonction x -> (z/(exp— xX • U)Tx,ipi) est continue sur E puisque l'appli
cation x —> Tx de E dans «S'* l'est. En faisant varier <p0 puis (pi, on en déduit qu'on 
a r/(exp — xX - U) Tx = 0 pour tout x de E et le résultat. 

En particulier, la condition (7̂ ~°°)ç # {0} entraîne l'existence d'au moins un x 
pour lequel <S'*'*'* / {O}-

1) Par récurrence et en remplaçant a par a'x, on en déduit qu'on a 

G ^ n (|)' + j)t ^# 0. 
Soit g' dans G' tel que g'l'0 G (ï)' + j)1". Pour tout x' de E, on a expx'XV^o G 
W +))~L- On peut alors choisir x'0 tel que expx0X' g'£o(X) = 0. On voit que 
expx0X' g'£0 e H n ^ + j ) 1 ^ du fait que ï) = EX © ï)'. 

2) On choisit £0 = £ dans Q fl (ï) + j)1-. La condition S'*** / {0} entraîne par 
récurrence et en remplaçant a par a'x l'existence d'une ax -polarisation p de g' en 
£', dont nous savons qu'elle est aussi une a-polarisation de g en £ qui est contenue 
dans g'. 

3) et 4) Comme dans l'étude de la situation (7), il nous suffit de montrer ces 
résultats dans le cas particulier où p est contenu dans g'. 

Nous choisissons £$ = £, pR = p et rj de telle sorte qu'on ait rj(xm-i... x\) Ç D' 
et que V\Rrn_1 soit une paramétrisation algébrique de D'/P par Em_1 . Alors 

^IRXR—1 : ^'XM ...^î) -» expxX 7?(£m-l ...si), 

fournit une paramétrisation algébrique de D/P par E x Em_1. 

Soit a G U-°°{G,P,xY et Wa = T = Txdx avec Tx G S'*'*'-. Nous savons 
JR 

que pour tout x de E, p est une cr -̂polarisation de g' en £'. Par récurrence et en 
remplaçant a par cr̂ ., on en déduit que dans la formule T — j Txdx, les distributions 

JR 
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Tx sont de la forme Tx = S(Xk_1„.Xm) ® Sx avec Sx G S*(Rm 1). On en déduit 
immédiatement l'existence d'un élément S de «S* (R x IRm_1) donné par S — / Sx dx 

JR 
tel que T = 6{xh_lmm.Xm) ® S. 

On a bien a G rV^°{G, P, x)* et la fonction K% est bornée sur D d'après la 
proposition 3.3.1, comme prévu. • 
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SECTION 7 

PROPRIÉTÉS DU CÔNE O0 

7.1. Récurrences, cônes 0o et 0 et polarisations 
Proposition 7.1.1. — 1) On a 0O Ç j1- (resp. 0 Ç j1-). 

2) Soit £ G 0o (resp. £ G ®), alors il existe une a -polarisation de g en £. 

Remarque. — 1) Nous verrons plus loin (proposition 8.2.4) qu'on a 0o Ç 0. La 
première inclusion est donc en fait une conséquence de la deuxième. 

2) Lorsque £ G 0, la condition £(pc nt) = {0} est en fait automatiquement 
satisfaite pour une polarisation quelconque de g en £ (voir plus loin le 2) du lemme 
8.3.2). 

Démonstration. — On se donne £ G 0o (resp. £ G 0) et on cherche à prouver qu'on 
a £()) = {0}- D'après le lemme 6.1.3, il nous suffit de prouver la proposition dans 
les situations (1), (2), (4), (7) et (8) de la proposition 6.1.1 en utilisant pour chaque 
situation, les conventions et les notations de la sous-section 6.1. 

a) Situations (1) et (2). Cela résulte du lemme 6.2.1. 

b) Situations (4). Par récurrence sur la dimension de g, on a S'0 Ç j/J~ (resp. 
0' Ç j'-1). Du fait que la paire (ô'/j' = 0/p-i j a') es* standard, on déduit que 
P_1G') 2 h On a donc ¿0) Ç ^(P_10')) = ¿'0') = {0}- D'où 60 Ç jx (resp. 
e g j x ) . 

De plus par récurrence, il existe une a' -polarisation de g' en £' et p = p_1(p') 
fournit une a -polarisation de g en £. 

c) Situations (7) et (8). On a par récurrence t'e&oQ)' (resp. £' e& QT). 
Du fait que e Ç g', on a j ' = j d'où £(j) = i'tf) = {O}-

Par ailleurs, il existe une a -polarisation p de g1 en (1 qui est également une a-
polarisation de g en £ contenue dans g'. D'où le 2). • 
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7.2. Les restrictions à ïr des polynômes P et Pt 
Proposition 7.2.1. — On suppose la paire (0,o~) standard. 

1) Soient V dans îr et X dans ï) tels que V = X + ijX, alors on a P(V) = 
Ad ŵ SteV - 9m V = Ad wX • jX G e. Lorsque de plus V est dans ts, on a P(V) G i. 

2) Pour tout U = X + ijX de on a 

P(U) = 9m 17+ ip7,É7] = 9mî7 + i[Bet/,9m*7] 
(7.2.1) 4 2 

= jX + 1/2 -[XJX}. 

3) Soient V, W dans îr et X dans rj tels que V = X + ijX. l̂/ors on a 

P(logexp F exp W) = P(V) + Ad exp Be V • P(W) 
^?'2'2^ = Ad wx • jX + Ad exp X • P(W) 

4) A' £/ dans îr est tel que [5Re ¿7, i] = {0} (en particulier si U E CQ ) et si W 
est dans îs, on a 

(7.2.3) P(logexp*7expW0 = P(U) + P(W). 

Démonstration. — 1) Utilisant une expression donnée en appendice (voir le 4) de la 
proposition A3.1) et déduite de la formule de Campbell-Hausdorff, on peut voir que 
pour T G ï>c et A contenu dans un idéal de cran 2 de ï)c (en l'occurrence ec), on a 

i log exp(T + A) exp(-T + A) = Ad zuT • A. 

Choisissant T = Be V" = X et A = i9mV = ijX G ec, on obtient bien 

P(V) = ^: logexp(X + ijX) exp(-X + ijX) = Ad wX • jX. 2% 
2) Cela résulte du 1) et du fait que e est de cran 2. 

3) On a P(log exp V exp W) = ^- log exp V exp 2i P(W) exp - F. 
Utilisant une expression donnée en appendice (voir le 1) de la proposition A3.2) et 

déduite de la formule de Campbell-Hausdorff, on peut voir que pour T G ï)c et A et 
B contenus dans un même idéal de cran 2 de flc (en l'occurrence ec), on a 

i log exp(T + A) exp 2B exp(-T + A) = Ad wT • A + Ad exp T- P. 

Choisissant T = Be y = X et A = i 9m F = ijX et P = i P(W), on obtient bien 
(7.2.2). 

4) On remarque qu'on a Ad exp Be U • P(W) = P(W). On remplace V par 
{7 dans le 3), en utilisant le fait que P(W) G i. • 

ASTÉRISQUE 253 



7.3. LE CÔNE 0O ET LES VECTEURS SPHÉRIQUES 57 

Proposition 7.2.2. — On se donne £ dans j1- ainsi que V et W dans îr, on a alors 
les égalités 

1) P£(V) =£(Adu7^eV .QmV). 
2) Pi(logexpVexpW) = Pt{V) + P«xP-»av-t(W). 
3) Si U dans îr est tel que £([$teU,i]) = {0} (en particulier si U G ZQ ) et si 

W G îs, on a 
P*(logexptf expW) = P£(U) + P£(W). 

4) Soit g dans L, on a 

Pgl(V) = P,(log(exp(7 l o g ^ e x p F ) ) - P£(y log*?"1). 

Démonstration. — Le 1), le 2) et le 3) sont respectivement des conséquences du 1), 
du 3) et du 4) de la proposition précédente. 

On déduit le 4) du 2) en remplaçant W par V et V par 7 log#_1 de telle sorte 
que g~x = expfeF. • 

7.3. Le cône 0o et les vecteurs sphériques 

Proposition 7.3.1. — Soit £ G j"1, on a les équivalences 
1) Pt(K) minoré Pi(îs) minoré et i^(eo) minoré. 

2) Pi(tr) minoré 

V —>> £(Ad w 3te V • 9?m V) est minoré sur îs. 
La forme hermitienne U-ï i£([U,Û]) est 

positive sur ZQ. 
On a t(l)% Ç (Ker£)c. 

Lorsque ces conditions équivalentes sont vérifiées, l'idéal ri£ de c est de complexifié 
a -stable. 

Soit £ G g*, on a l'équivalence 

3) £e 60 

£e{\)+ 
V -> £(Ad w^teV - $sm V) est minoré sur ïs. 
La forme hermitienne U —> i£([U,Û]) est 

[positive sur ZQ. 

Démonstration. — Comme ona 0O Ç j1, on peut supposer g = d et j = {0} dans 
la démonstration ci-dessous. 

1) Cela découle du fait que ïr = logexp{îs expeg (proposition 4.3.1) et du 3) de 
la proposition 7.2.2. 
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2) On a d'après le 1) de la proposition 7.2.2 

Pt(t8) minoré <̂=> V -> £(Adw Be V • 9m V) est minoré sur îs. 

Par ailleurs, d'après la formule (7.2.1), on a Pt(U) = ^(9m U) + ^ ¿([17, ET]) pour 
[7 dans Cq • D'où 

P (̂eo) minoré => la forme hermitienne C7 —>• î ([L7, ¿7]) est positive sur CQ . 

Pour C7 G e(£)£, on a P£(U) = £(9ml7). D'où £(9m£7) = 0 lorsque P*(ïr) est 
minoré, puis en changeant U en iU, £(U) = 0, £(t(£)o) = {0} et l'implication 
« P (̂er)minoré ^(e(^) = {0} ». 

Pour montrer la réciproque 4= on peut sans perte de généralité supposer g = e. 
La condition *(£)$ Ç (Ker^)c entraîne d'après le 3) de la proposition 5.1.1 que ri£ est 
un idéal de c de complexifié a-stable qu'on peut, sans perte de généralité, supposer 
réduit à {0}- La forme U i£([U,Û]) est alors non dégénérée sur ejf, et on a 
l'équivalence 

(7.3.1) Pt(t^) minoré 
La forme hermitienne U —> i £([U, U]) est 
(définie) positive sur eg. 

On déduit alors cette réciproque du 1). 

3) Pour £ G (ï) + j)1" la condition t{£)$ Ç (Ker^)c est automatiquement 
satisfaite. On déduit alors le 3) du 2). • 

Corollaire 7.3.2. — Soient £ G (f) + j)± et p une a-polarisation de g en £. On a 
l'équivalence 

KP£(D) borné <=> £ G 0o-

Démonstration. — Cela est une conséquence du 3) de la proposition précédente et de 
la proposition 5.2.2. • 

Proposition 7.3.3. — Soit fl G G\g* et 7r = . Les propriétés ci-dessous sont 
équivalentes : 

(i) (7C°°)V{0}-
(%%) n n © o / 0 . 

Remarque. — 1) Ce résultat sera complété plus loin (théorème 9.0.1). 
2) Il peut arriver qu'on ait £ G j"1 avec Pi(tr) minoré et que CW ?̂̂ )É so^ 

réduit à zéro. On en obtient un exemple en choisissant g commutatif, a réelle et £ 
telle que £(ï) ^ {0}- D'après la proposition, la condition supplémentaire f G I)1 
assure cependant la non nullité de ce sous-espace. 
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Démonstration. — (i) — (ii). D'après la proposition 6.2.4, si (^~°°)* n'est pas 
réduit à zéro, on a fl D (f) + j)± ^ 0. Pour £ dans fl fl (ï) + j)-1, il existe une a-
polarisation de g en £ et la fonction correspondante K§ est bornée sur D. D'après le 
corollaire précédent, cela entraîne qu'on a £ G ©o-

(ii) (i). Réciproquement pour £ G 0o Ç (rj + j)"1, il existe une cr-polarisation 
de g en £ d'après la proposition 7.1.1. D'après le corollaire précédent la fonction 
K% correspondante est bornée sur D et d'après la proposition 3.3.1 on a (^~°°)e / 
{0}- • 

7.4. Le cône 0o et les (7-orbites dans g* 

Proposition 7.4.1. — 1) Soit £ £ j1- et g G D. On a l'équivalence 

Pt(ïr) minoré Pgi(îr) minoré. 

2) Le cône 0o est stable par L. 
Démonstration. — On peut supposer g = Xf et j = {0}-

1) Soit £ tel que Pi(lr) soit minoré. Il suffit de démontrer que pour tout g de 
E et pour tout g de L, on a Pgt{lr) minoré. 

Pour g G E et en utilisant le 1) de la proposition 7.3.1, on est successivement 
amené à montrer l'équivalence 

Pt(ls) minoré 4=^ Pgi(ts) minoré 

qui est évidente puisque P{18) G i et que l'action de E sur i est triviale, puis 
l'équivalence 

P (̂eg) minoré <̂=> Pgi(*o) minoré. 
Pour prouver ce dernier résultat, on peut supposer D = e. On peut supposer de 

plus ri£ = {0}? puisque lorsqu'une des deux propriétés ci-dessus est vérifiée, l'idéal 
t\£ = g^xvi = rig£ de e est de complexifié a-stable. 

On a alors en utilisant la proposition 7.3.1 et le fait que [U, Û] G 3(e) 

PI(ZQ) minoré 
La forme hermitienne 
U i£([U, Û]) Pgi{*o) minoré, 
est positive sur ZQ. 

Comme prévu. 
Enfin, le fait que Pgi{îr) est minoré pour tout g de L découle du 4) de la propo

sition 7.2.2 et du fait que exp(7log #_1) • expF décrit îr lorsque V décrit îr. 
2) D'après le 1), il suffit de vérifier que ï)-1 est L-stable. Comme on a \) — 10 f 

cela résulte du fait que i et f sont stables par I. • 

Proposition 7.4.2. — Soit fl une G-orbite dans g* telle que fl fl ©o ^ 0. On a 
ft n ©o = fl H f)-1 et fl fl ©o est une L-orbite. 
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Démonstration. — D'après le lemme précédent, ©o est stable par L. Il nous suffit 
donc de prouver que pour toute forme £ de Q, fl ©o et £\ de O Pi ï)-1, il existe un 
élément g de L tel que £\ = g£. 

D'après le lemme 6.1.3, il nous suffit de vérifier ce résultat dans les situations (1), 
(2), (4), (7) et (8) de la proposition 6.1.1. Nous utilisons dans chaque situation les 
notations et les conventions de la sous-section 6.1. 

1) Situations (1) et (2). Le résultat est évident du fait que i = {0} et que 
Ollï)1 est formé du seul élément £ = £\ (voir le 1) du lemme 6.2.1). 

2) Situation (4). Comme £ G g'l±, on a 

£ G Q n ©o < ^ £' G n' n &0. 
Par récurrence, il existe un élément g1 = p(g) de L' avec g G L, tel que g'£' = £[. 
On a alors g£ = £\. D'où le résultat. 

3) Situations (7) et (8). Comme £\ G il existe a priori un élément x de R, 
et un élément g' de G' tels que exp xX g' • £ = £\. 

Dans la situation (7), ona I ' G fflg Ç [), donc £(X') = £i(X') = 0. Cela entraîne 
que x — 0. 

Dans la situation (8), du fait que X est dans [, on a exp — xX • £\ G (f) + j)~L. 
Quitte à remplacer £\ par exp — xX - £\, on peut encore supposer x = 0. 

Dans les deux cas, on a alors g1 £ = £\ et par conséquent, g'£' = £[ . Par récurrence, 
on en déduit donc l'existence d'un élément h' de L1 tel que h'£' = £[. De plus, 
pour tout x' de E, on a expx'X' h! • £' = £[ puisque X' G 3(9'). Par ailleurs, 
exp x'X' h' • £ (X) = (X + x'Z). Il existe donc un unique élément x'0 dans R (nul 
dans la situation (8)) tel que exp x'0X' h' • ^ (X) = £\ (X). On pose h = exp x'0X' h'. 
On a h£ — £\ du fait que g = RX 0 g' et /i G L du fait qu'on a l ' E i dans la 
situation (7) et h = h' dans la situation (8). 

On a donc toujours £\ G L£ et le résultat. • 
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SECTION 8 

PROPRIÉTÉS DU CÔNE O 

8.1. Résultats supplémentaires concernant le polynôme P sur î 
Dans cette sous-section on suppose la paire (V,A) standard. 

Proposition 8.1.1. — Pour tout M de î, il existe un triplet unique (17, V, W) dans 
CQ x îs x îs tel que 

exp M = exp U exp iV exp W. 

Démonstration. — Comme la sous-algèbre réelle îr de î est la somme semi-directe 
de îs et de , on peut écrire a priori exp M = expU exp M' avec U G t$ et 
M' G îs 0 its. D'après le 5) de la proposition 4.3.1, j\i = (Id-Mj)|[ établit un 
isomorphisme d'algèbres de Lie entre ï et îs. Il existe donc un (unique) élément Mo 
de [c tel que M' = Mo 4- ijM0. On peut écrire exp Mo sous la forme exp iXo exp X'0 
avec Xo, X'Q 6 l, de façon unique. On a XQ = — log(expMo exp — Mo) et X'0 = 
log(exp— iXo exp Mo) (décomposition polaire). D'où 

exp M' = exp 7M0 = exp i 7X0 exp ̂ X'Q. 

Posant 7X0 = V et JXQ = W, on obtient exp M = exp U exp iV exp W comme 
prévu. • 

Proposition 8.1.2. — Soient V et W dans ïs et X Vêlement de i tel que V = 
X + ijX. On a 

P(log exp iV exp W) = X + Ad tan ^ • jX + Ad X• P(W). 
2 sin X 

Démonstration. — On a 
P(log exp iV exp W) = ^ \ogexp(iX - jX) exp2iP(W) exp(iX + jX) 

Utilisant une expression déduite de la formule de Campbell-Hausdorff et donnée 
en appendice (voir le 2) de la proposition A3.2), on peut voir que pour T dans Dc et 
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pour A et B contenus dans un même idéal commutatif de J)c (en l'occurrence ic), 
on a 

1 
2 

log exp(T - A) exp 2B exp(T + A) = T + Ad tanh 
T 
2 

A + Ad 
T 

sinhT 
J3. 

Choisissant T = iX, A = jX et B = iP(W), on obtient bien la formule de 
l'énoncé. • 

Proposition 8.1.3. — Soient X dans i, Y dans i et U dans z$ , on a 

1 
2i 

log (exp U exp(iX + iY) exp — U) = X 
2 + 

Y 

2 
+ 

3m (U - 1 
2 

[iX, C7] + 
p > 1 

a2p Ad(iX)^ • t/) -h 

i 
2 

po EN 
S(p, [Ad(iX)p • £7, Ad(-iX)9 • U] 

où les (a,2p)p>i sont les coefficients des x2p dans le développement de Taylor à l'ori
gine de la fonction analytique w~1(x) sur R de telle sorte que 

VJ (x) — X 
ex - 1 = 1 - x 

2 
+ 

P>i 
a2p x2p lorsque x ^ 0. 

et les (S(p, q) J 
p,q>o 

sont les coefficients des xp x'q dans le développement de Taylor 

de l'unique fonction analytique sur Mr telle que 

f(x,x') = zu-l(-x') - zu~x(-x) 
ex — ex 

lorsque x ^ x'. 

Pour tout k de N la matrice (S(p,q)) 
0<p,q<k 

est réelle, symétrique et définie 

positive. 
Démonstration. — Utilisant une expression déduite de la formule de Campbell-Haus-
dorff et donnée en appendice (voir la proposition A3.3), on peut voir que lorsque T 
est dans Dc et lorsque A et B sont chacun contenus dans un idéal commutatif de Ve 
(en l'occurrence CQ ® ic pour A et eo ® iC pour B), ces deux idéaux étant eux-mêmes 
contenus dans un idéal de cran 2 de Ve (en l'occurrence ec), on a 

log exp A exp T exp B = T + Ad w~xT • A + Ad w'1 {-T) • B 

+ 
P-Q > 0 

S(p,q) [Ad Tp • A, Ad(-T)q • B]. 

où les matrices (S (p, q) 
0<p,q<k 

vérifient les propriétés de l'énoncé. 

Choisissant A = U, B = —U et T = iX -h iY et notant que Y est dans le centre 
de U, on obtient bien la formule de l'énoncé. • 

Une synthèse des trois dernières propositions nous donne la 
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Proposition 8.1.4. — Soient M dans ï et (U, V, W) dans z$ x ïs x ïs de telle sorte 
que exp M = expU expiV expW (voir la proposition 8.1.1). Soit X Vêlement de l 
tel que V = X + ijX. Alors on a 

P(M) = P(logexpU expiV expW) 

= X + Ad tan $ • JX + Ad-A- -PIW) 
2 sm X 

+ 3m (tf - i [2iX, U] + Y^ a.2p Aà{2iX)2p • U) 
P>I 

+ \ E 5^> «) [Ad(2iX)P • «7, Ad(-2tX-)« • tf]. 
p,qEN 

X X 
Démonstration. — Posant Y = Ad tan — • jX + Ad ——— • P(W) G i. On remarque 

2 sin X 
qu'on a X G t et Y G i. 

Par ailleurs 

P(M) = 1/2i log(expJ7 exp2iP(logexpiF expW) exp-Û) 

= ^ log (exp *7 exp 2t (X + Ad tan ^ • + Ad X P(W)) exp -ù ) 
2i V 2 sinA. / 

La formule de l'énoncé est alors une conséquence immédiate de la proposition 
précédente. • 

8.2. Le cône © et les G-orbites dans g* 

On suppose la paire (ï), a) standard. Utilisant le 1) et le 2) de la proposition 7.2.2, 
on associe à £ G fl* et à W G îs les polynômes X —>• Ri(X) et X ^ QY (X) sur l 
donnés par 

Ri(X) = P£(X + ijX) = £(AdwX • jX) 

QY(X) = P£(logexp(X + ijX) expW) = £(Adu?X . jX + Ad exp X • P(W)). 

On voit que si Pi(ïr) est minoré, alors Ri(i) est minoré et l'application 

X,W->QY(X) 

est minorée sur ix îs. 
Désignons par X un élément courant de L On constate qu'on a QY € R[X] (resp. 

Ri G Rr[X] où EX[X] est l'idéal de R[X] formé par les éléments qui s'annulent 
à l'origine). Soit Kp[X] (p > 0) le sous-espace des polynômes homogènes de degré 
total p dans R[X]. 

Soient (bn)n>o et (cn)n>i les suites des coefficients de x2n dans les développements 
X X 

de Taylor à l'origine des fonctions analytiques — et x tan —. 
sina: 2 
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Soit 7i (resp. 7*2 ) l'endomorphisme diagonalisable de M[X] (resp. M1 [X] ) ayant 
pour noyau le sous-espace engendré par les monômes de degré total impair et tel que 
les I&2n[X] pour n > 0 (resp. n > 0) soient des sous-espaces propres de valeur propre 
(2n)\ bn (resp. (2n)! (cn - bn) ). On a le 

Lemme 8.2.1. — On suppose (î>,cr) standard. On se donne £ dans . Soient U e z$ , 
V, W e îs et X e i tel que V = X + ijX. On a 

P£(\ogexpU expiV expW) = A£(W,X) + B£{X) + C£(X, U) 

avec 

Ae(W,X) = T1QV(X) 
Bt(X) = t(X) + TiRi (X) 

d(X, U) = Y1 S&>«) \ e([Ad(2iX)p • U, Ad(-2iX)" - Û}) 

De même Re(X) = M 1/P l(AdX"-1 • jX) 

p, q 
+ 3m t(U - | [2iX,U] + J2a2p Ad(2iX)2p • U). 

Démonstration. — D'après la proposition 8.1.4 on a 

Pe(logexpU expiV expW) = 

l(X) + e(Ad tan ^ • jX + Ad X • P(W)) 
>• JL Sin yx. J 

+ $tm£(U - ]- [2iX,U] + ]Ta2p A^(2iXfP ' U) 
P>I 

+ \ E S(p,q)e([Ad(2iXr • U, Ad(-2iX)« • Û]). 
p N CN 

Par ailleurs Q f (X) = ]T - [^(AdX^1 -jX) + ^(AdXp • P(W))] + £{P(W)) 

P>iJ 
Les polynômes ^(AdXp_1 - jX) et ^(AdXp • P(W)) sont des éléments de №p[X], 

On a donc 

TiQf (X) = X > „ ^(AdX2"-1 • jX) + ^(AdX2n -P(W))) +b0£(P(W)). 
n>l 

P>1 
et T2Ri (X) - 2^(cn - 6n) ^AdX2""1 • jX), 

n>l 

de telle sorte que 
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TiQY (X) + T2Ri (X) = CnliAdX2"-1 • jX) + bn £{AdX2n • P{W)) 
n>l n>0 

= l( Ad tan X jX + Ad - r ^ - • P(WJ) V z sin X / 

D'où le résultat. • 

Lemme 8.2.2. — On suppose (t>,<r) standard. Soit £ G £eZ çne P^(tr) soi£ minoré 
alors 

a) W,X 7i minoré sur !s x [. 
b) X -4 T2 Rl (X) est minoré sur i. 
c) X, £7 -> Ci(X, U) est minoré sur ï x eC0 • 

Démonstration. — a) Soit un nombre réel m tel que P (̂Ér) > ffi. On peut démontrer 
de façon élémentaire (voir le 2) de la proposition A4.3) l'implication Q(ï) > m =$> 
TiQ(ï) > m pour tout Q de E[X]. Comme on a Qf {{) > m , on a bien A£(W, V) = 
T i Q f ( 0 > m . 

b) On peut démontrer de façon presqu'élémentaire (voir le 1) de la proposition 
A4.3) l'implication Q({) minoré =>> T2Q {l) minoré pour tout Q de I^fX]. Comme 
on a R£{\) > m, T^RtU) est bien minoré. 

c) Le fait que P*(tr) soit minoré entraîne d'après la proposition 5.1.1 et le 2) de la 
proposition 7.3.1, que le noyau Z(£)Q de la forme hermitienne positive U —» i£([U, Û]) 
est contenu dans (Ker^)€ et dans nf. En quotientant e par l'idéal n£, on en déduit 
facilement que pour tout ¡3 réel, la fonction 

i£([U,Û])+0$tme(U) 

est minorée sur eC0. 
Pour p G N, nous posons UP = Ad(2zX)p • U. On a UQ = U. On note k le plus 

grand élément tel que Uk ^ 0. 
Nous utilisons le fait que la matrice symétrique Sk = \S(p,q) ) est définie 

V / 0<p,q<k 

positive. On peut écrire Sk sous la forme 1A A avec A = (apq^ . On a Sk{p,q) = 

^ aspasq. Nous posons Vs — ^ aspUp pour 0 < s < k. Soit B = A'1 = 
0<s<k 0<p<k 
(PP(^ . On a US = ^ (3SP VP. Finalement, on obtient 

0<p<k 

C£(X,U) = ] T (^ ( [K,K] )+7^m^(K)) 
0<s<fc 
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où les 7s sont des nombres réels indépendants de X et dont la valeur précise est sans 
importance. Les fonctions V —>> (i/2 l([V, V}) + js'3m£(V)^j étant minorées sur 
pour tous les s, on a bien le c). • 

Lemme 8.2.3. — On suppose ($,cr) standard. Soit £ G tel que Pi{ïr) est minoré. 
On a Vimplication 

X -» Bt(X) = £(X) + T2Re (X) est minoré suri ¿ 6 0. 

Démonstration. — Cela résulte des deux derniers lemmes. • 

Proposition 8.2.4. — On a 0O = 0 H f)x . 

Démonstration. — On désigne par £ un élément de g*. D'après la proposition 7.1.1, 
on a £(j) = {0} dès qu'on a £ G 0 ou £ G 0o • Sans perte de généralité, on peut donc 
supposer j = {0} et g = D dans la démonstration. 

Dans ce contexte pour £ G ï)-1, on a l'équivalence 

Pt(ïr) minoré <̂=>> Pi($) minoré 

d'après la proposition 8.1.1 et les deux derniers lemmes. D'où la proposition. • 

Proposition 8.2.5. — Soit ft une orbite de G dans g* . 
1) Si £ G Qne, on a E£n@0 / 0 . 
2) On a ft n 0 ^ 0 ft n 0O ^ 0 . 
3) ft H 0 est contenu dans une orbite de D dans g* . 

Démonstration. — Le 2) est une conséquence immédiate du 1) et de la proposition 
précédente. Le 3) est une conséquence du 1) et du fait que ft D ©o est une L-orbite 
(proposition 7.4.2). Nous prouvons donc le 1). 

Pour un élément de g* le fait d'appartenir ou non à 0o ou à 0 ne dépend que 
de sa restriction à D. Sans perte de généralité, il nous suffit donc de nous restreindre 
au cas où g = V. Compte tenu des inclusions 0o Ç j1- et 0 Ç j1-, on peut de plus 
supposer la paire (3,<r) standard. 

D'après le lemme 6.1.3, il nous suffit de prouver ce résultat dans les situations 
(1), (2), (4), (7) et (8) de la proposition 6.1.1 en utilisant pour chaque situation les 
notations de la sous-section 6.1. 

On peut écarter la situation (7). En effet, si on se trouvait dans cette situation, on 
aurait simultanément c Ç D', X G e et X g d' ce qui aboutirait à une contradiction. 

1) Situations (1) et (2). Dans ces situations, on sait (voir le lemme 6.2.1) que 
l'orbite E£ est formée par les éléments À de e* tels que \{Z) = £{Z). L'élément £\ 
de ft tel que £i(f) = {0} est dans f)-1 et donc dans 0O. D'où le résultat. 

2) Situation (4). On a £ G ft n 0 £' G ft' H 0'. 
Par récurrence, il existe un élément g' = p(g) de E' (avec g G E) tel que g'£' G 0O. 

On a alors g£ G ©o • D'où le résultat. 
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3) Situation (8). Comme £' G 0 ' , il existe par récurrence un élément g1 de E = 
E' tel que g'£' G 0O. Pour tout réel x', on a expx'X'p' G E puisque X' G $i Ce. 
On a alors expx* Xf g' £' = g'£' G 0O Ç f),J- puisque X' est dans le centre de t>'. 
De plus, d'après le 1) du lemme 7.4.1 V -> PEXPX'X'g'i(V) est minoré sur ïr. Or 
expx'X' g'£ (X) = g'£(X) + x'. Prenant g = exp#0X' </ avec x'0 == — g'£(X), on a 
g £ E, g£{\)) = g£{RX 0 r/) = {0} et P^(ïr) est minoré. Par conséquent ^ G 0O. 
D'où la proposition. • 

8.3. Le cône 0 et les vecteurs sphériques 

Lemme 8.3.1. — Soient £ G U*, m et p deux sous-algèbres de V subordonnées à £ 
avec M = expm, P = expp et \ = Xi - On suppose de plus que p est une polarisation 
de Xf en £. Alors la correspondance $ —> .Fp,m$ donnée par 

fnm$ (h) = 
Jpi(PnM) 

$(hk)x(k) dk 

établit une surjection continue de <S(D,M, x) sur <S(D,P, x) Qui commute avec Vac-
tion de D sur ces sous-espaces. 

Démonstration. — Lorsque m est également une polarisation, il est bien connu (voir 
[19]) que Fp-m est une bijection appelée opérateur d'entrelacement canonique. Le 
lemme est une généralisation de ce résultat et sa démonstration est identique. • 

Lemme 8.3.2. — 1) Soit £ G j-1 tel que Pt(lr) est minoré, alors toute polarisation e-
admissible p de g en £ est telle que ec = eC0 + (p fl e)c 

2) Soit £ G 0 et p une polarisation de g en £, alors on a £(pc Ht) = {()}• 
3) Toute polarisation t-admissible de g en £ G 0 est une a -polarisation. 

Démonstration. — 1) D'après la proposition 5.1.2, il suffit de vérifier que p€ D eC0 = 
Z(£)Q OU de façon équivalente, que pc D eC0 Ç t(£)c. D'après le 2) de la formule 7.3.1, 
la forme hermitienne U -¥ i£([U,Û]) est positive sur eC0. Soit U G pc fl eC0. On a 
i£([U, Û]) = 0 ce qui entraîne du fait de la positivité, que U est dans le noyau de la 
forme hermitienne et d'après le 1) de la proposition 5.1.1, que U € e(/)o> comme 
prévu. 

2) Soit U G pc fl t. La fonction t -¥ PI(tU) = t£(%m U) est minorée sur E. On 
a donc £($smU) = 0. En changeant U en iU, on voit de même que £(dteU) = 0 et 
£{U) = 0. 

3) Cela est une conséquence du 1) et du 2). 

Proposition8.3.3. — Soit £ E Q. 
1) Pour une polarisation quelconque p de g en i, on a 

W-°°(G,P,X)* = «£°°<G,P,x)e avec dimTr^G.P,*)' = 1. 
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2) Soit p une polarisation de g en l telle que ï + (p Pi D)c = Dc alors il existe 
une unique fonction npt qui vérifie les propriétés (3.3.1). Cette fonction est bornée et 
les éléments de H-00(G, P, %)* sont de la forme (3.3.2). 

Démonstration. — 1) Pour une forme £ de g* , le fait d'appartenir à 0 ne dépend que 
de la restriction £\ de £ à D. La proposition 7.1.1 implique alors l'existence d'une a \ -
polarisation q de d en £ | . On pose Q = exp q. La fonction /cj correspondante est 

bornée d'après la proposition 5.2.2 et le 2) de la proposition 7.3.1. Soient dh (resp. dk) 
une mesure D -invariante sur D/Q (resp. une mesure Q-invariante sur Q/{P C\Q)). 
Posons pour $ G n°°(G,P,x) 

o(*) = / ( F 9(HK)X(K)DK) Kq£(h) dh. 
JD/Q VQ/(PnQ) J 

On voit que a est un élément non nul de ^^°°(G, P, xY 5 en utilisant le lemme 8.3.1. 
Cela prouve le 1) (compte tenu du 5) de la proposition 6.2.4). 

2) D'après le lemme précédent, on a £(pc fl ï) = {0} ce qui entraîne l'existence 
de la fonction K\. D'après le 1), on a dim/H^°°(G, P, x)* = 1- Cela entraîne d'après 
la proposition 3.3.1 que npt est bornée et le 2). • 
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SECTION 9 

SYNTHÈSE ET RÉSULTATS PRINCIPAUX 

Dans cette section, nous faisons une synthèse des résultats concernant les vecteurs 
sphériques, donnés dans les sections précédentes. 

Théorème 9.0.1. — Soit ft une orbite de G dans g*, 7r = EO . Les propriétés ci-
dessous sont équivalentes : 

Avant de démontrer le résultat suivant, nous remarquons qu'on voit facilement que 
la forme a = o(G, î) sur U°° = N°°(G, î) donnée par a($) = < a, $ > = $(e) définit 
un élément naturel de H-00 tel que 

Î) O E ( r ° ° ) ! . 
2) a est cyclique pour p (i.e. le sous-espace vectoriel engendré par p(G) a est 

dense dans V,~°°). 
On a alors le 

Corollaire9.0.2. — La représentation cyclique (p^H^a) est sans multiplicité. Plus 
précisément, on a une désintégration centrale de la forme, 

(i) (7*-°°) ' Ф {0}-
(ii) dim(W-°°)e = l . 

(iii) Q, n в ф 0 . 
M n n e0 Ф 0 . 

Démonstration. — Les équivalences (i) (ii), (i) (iv) et (iii) <==$> (iv) 
sont données respectivement par les propositions 6.2.4, 7.3.3 et 8.2.5. • 

(p,H,a) ~ / ( T T , ^ , ^ ) dfi(ir) 
JTTGÔ 

avec at G (74°°)* e£ £ ^TT) fi 0 = C1^) H 0O ̂  0 , p,-presque partout. 
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Démonstration. — Des résultats de Penney [24] et de Bonnet [5] nous permettent 
d'affirmer a priori, qu'on a une désintégration centrale canonique de la représentation 
(p,7i,a) comme ci-dessous : 

(p,H,a)= / (p7r,/H/07r,a7r)d̂ (7r) 
J G 

où ¡1 est la mesure de Plancherel, p ~ n(7r)7r est factorielle, quasi-équivalente à n. 
La fonction n sur G est la fonction multiplicité à valeurs dans N = N U {oo}- Le 
fait que a soit cyclique et qu'il soit dans (H~°°)t entraîne par désintégration que 
/x-presque-partout, les an sont aussi cycliques et qu'ils sont dans CHJW°°)C. On peut 
en déduire que 

n(7R) < dim^"00)* < 1, p,-presque-partout. 

On a donc bien HPn = Ht avec dim(^~°°)ê = 1 et £-1(7r) H 0O / 0 , /x-presque-
partout. • 

Proposition 9.0.3. — Soit £ G 0 . 

1) J7 existe des polarisations e-admissible de g en t. 
2) Toute polarisation e-admissible p de g en £ est telle que 

t+(pPiî>)€ = dc. 

Démonstration. — 1) Voir le 2) de la proposition 7.1.1. 

2) Voir le 3) du lemme 8.3.2 et les résultats de la sous-section 5.1 concernant les 
polarisations. • 

Théorème9.0.4. — Soit Çt une orbite de G dans g* et £ €QC\@. 
1) On a 7i~°°(G,P, xf - 7^°°(G,P,x)* pour toute polarisation p de g en 

£ avec dim^-°°(G, P, *)* = 1-
2) Soit p une polarisation de g en £ telle que ï H- (p fl V)c = Ve. Alors il 

existe une unique fonction K\ sur D qui vérifie les propriétés ci-dessous 

(i) «J(E) = 1, (ii) C(î) KP = {0}, (iii) Kp(gh) = X(h) Kp(g), 

pour tout g de D et tout h de P Pi D. Cette fonction est bornée. 
3) On choisit p comme dans le 2). Soit dh une mesure D-invariante sur 

D/(P D D). Soit a un élément non nul de HD°°(G, P, x)* • Alors il existe un scalaire 
complexe À non nul bien déterminé tel que 

a($) = À f $(h)Kp(h) dh 
JD/iPOD) lD/(Pr\D) 

pour toute fonction $ de 7^°°(G,P, x). 

Démonstration. — C'est une reformulation détaillée de la proposition 8.3.3. • 
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Théorème 9.0.5. — Soit 0, une orbite de G dans g* telle que ft fl 0 ^ 0. 
1) On a ft n 0o = H n f)"1 et ft fl 0o est une L-orbite non vide dans g* . 
2) Ct n 0 est contenu dans une orbite de D dans g* . 

Démonstration. — Voir les propositions 7.4.2 et 8.2.5. • 
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SECTION 10 

NON NULLITÉ DE LA REPRÉSENTATION p 

Dans ce qui suit, étant donné un sous-ensemble T de (t D g)-1, nous notons F 
son intérieur dans (t n $)± . 

10.1. Le cône 0 et l'idéal n de D 
Dans cette sous-section, nous cherchons à prouver l'équivalence n = co 0 ^ 

0. 
Nous posons 0i = {£ e ((t D g) + j)1" | P (̂£r) minoré }• 
On peut trouver des exemples pour lesquels on a 0 ^ ©i. Cependant, on a la 

Proposition 10.1.1. — On a 0 Ç Q1 et 0 = ©i. 

Démonstration. — On sait depuis la sous-section 1.1 que S Ç (t n g)1- et depuis la 
proposition 7.1.1 qu'on a 0 Ç jx. D'où 0 Ç ©i puisqu'on a l'implication Pt{î) 
minoré Pi(tr) minoré. 

Il nous reste à prouver l'inclusion ©i Ç ©. Si ©i n'est pas vide, on a j Ç t D g. 
Quitte à quotienter par j , il nous suffit donc de montrer cette inclusion pour les paires 
(D,a) standard. 

Dans ce contexte, soit £ dans ©i. Nous utilisons les notations et les résultats de la 
sous-section 8.2. Utilisant le lemme 8.2.3, nous nous proposons de montrer que Bt(\) 
est minoré ou de façon équivalente (voir plus loin le corollaire A 1.3), que pour tout 
élément / de l{t}, la fonction t -> Bt(f{t)) = £(f(t)) 4- T<iRt (/(*)) est minorée sur 
R. Comme on sait d'après le b) du lemme 8.2.2 que t —• T2 Re (f(t)) est minorée, cela 
est évident lorsque la fonction t —> £(f(t)) est minorée. Nous supposons désormais 
qu'elle ne l'est pas. Dans ces conditions, on peut écrire 

f{t) = X1tßl + --- + XptP* 



74 SECTION 10. NON NULLITÉ DE LA REPRÉSENTATION p 

où les X\ ... Xp sont des éléments non nuls de ï et les (3i < • • • < (3P sont des entiers 
avec (3P > 0 . On a un plus grand élément p" avec 1 < p" < p et s" = f3p» > 0 tel 
que £(XP") / 0 et un plus grand élément p' avec p" < p' < p et s' = /3p/ tel que 
Xpf g én g et donc tel que jXpi # 0. On a donc £(f(t)) = £{Xp»)ts" (l + o(l)) 
lorsque \t\ —>• oo. Pour prouver le résultat, il suffit de vérifier qu'il existe un entier s 
pair avec s > s' > s" et un réel M > 0 tels que T2Rt (/(*)) = M ts + o(ts). 

Pour cela nous introduisons dans cette démonstration pour q G N* , l'ensemble 
AqP des applications a de {1.. .q} dans {1.. .p}- Pour r G Z , nous notons Agr 
l'élément de i donné par 

Aqr = 
1 

q! 
a E Aqr ><2 <i = l Ba (i) = r 

Ad Xa(1) Ad Xa(2) . . . Ad Xa(g_!) • jXa(q). 

On pose s = Sup{r G Z | 3g G N tel que Aqr ^ 0}- Lorsque u parcourt M, on a 

Rt(uf(t)) = £[Adzuuf(t)-juf (t)) = 
r<s Aqr0 

£{Aqr)uq)tr. 

et Н/(/(*)) = 
r<s 

£{Ar) tr avec Ar = 
x E N 

Aqr. 

De même, T2R£ (uf(t)) = 
t < n nGN 

(2n)!(cn-fcn) ^2n,r)u2n) T. 

On voit que s est aussi le plus grand des entiers r tels que l'élément 
q E N 

Aqruq de 

i[u] n 'est pas identiquement nul. 

Dans cette démonstration on pose S(u) = 

q E N 

Aqsuq et pour £ dans g*, S£(u) = 

£(S(u)). On voit que Sl G E1 [u]. On a 

R£(uf(t)) = S£(u)ts + o(ts) 

et T2^ (tx/(t)) - T2S£ (u) ts + o(^). 

Le fait que Rl (I) et T2R£(l) sont minorés entraîne qu'on a S^(Î/) > 0 et T2 S£{u) > 
0 sur R (nous allons voir qu'en fait, on a 72*SV (w) > 0). 

Il est clair qu'on a s > s' > 1 puisque Ai,s> = j Xp> ^ 0. Montrons par l'absurde 
qu'en fait s > s'. Supposons qu'on ait s — s'. Comme £ est dans l'intérieur de ©i, 
il existe un élément £' de ©i tel que £'(jXp>) ^ 0. L'élément S£>(u) de R[u] a pour 
terme de plus bas degré £'(jXp>)u. Il existe donc un réel UQ tel que S£>(uo) < 0. On 
a alors Ri>(uof(t)) = S£'(uo)ts + o{ts ) qui n'est pas minoré lorsque \t\ -¥ oo, en 
contradiction avec le fait que Rp(l) — P£>(ts) est minoré. 

Nous nous proposons maintenant de montrer que S£ est un élément non identi
quement nul de R[u]. Comme S n'est pas identiquement nul, il suffit de montrer 
par l'absurde l'implication S(u) ^ 0 => S£(u) ^ 0. Soit donc un réel u0 tel qu'on 
ait simultanément S(UQ) ^ 0 et S£(UQ) = 0. Le fait que £ est dans l'intérieur de 
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01 entraîne l'existence d'un élément £' dans 0i tel que S£>{UQ) < 0. Ici encore, 
Rf (uo f(t)) n'est pas minoré lorsque \t\ —> oo et on a une contradiction. 

En résumé, on a s > s' avec s pair, S£ est un polynôme d'une variable, non 
identiquement nul et tel que S£(u) > 0 sur E. Une démonstration élémentaire donnée 
en appendice ( 3) de la proposition A4.3) permet d'en déduire que T2S£ (u) > 0 sur 
E. En particulier, posant M = T2 S£ (1), on a M > 0 avec s > sf. Finalement, on a 
Be(f(t)) — Mts + o(ts) qui est minoré. D'où la proposition. • 

Proposition 10.1.2. — 1) L'idéal n = f] n£ de e de la sous-section 5 est en fait un 
£ee0 

idéal de d de complexité a -stable et qui contient j . 
2) On a fi Ker^= ftng)+n. /e©i 

Remarque. — On pourrait aussi montrer qu'on a n = f~ï Ker^D e. 
/€0 

Démonstration. — 1) Le fait que j est contenu dans n, résulte de l'inclusion 0o Ç j1-
( 1) de la proposition 7.1.1). 

Pour £ e 0O, on a z(£)$ Ç eC0 Ç (Ker€)c. D 'après le 3) de la proposition 5.1.1, 
cela implique que les n£ sont de complexifies a-stables. Il en est donc de même de n. 
Pour démontrer que c'est de plus un idéal de D, il suffit de vérifier qu'il est stable par 
i. Cela découle du fait que 0o est stable par L (voir la proposition 7.4.2). 

2) Les faits que l'application V —>> P£(V) est minorée sur îs et que la forme 
hermitienne U i£([U, Û]) est positive sur eC0 ne dépendent que de la restriction de 
£ à i. On en déduit, en utilisant le 2) de la proposition 7.3.1, qu'on a 

£eQ1 ^+((en0) + i + e ( ^ ) ± ç 0 1 

ou encore, en utilisant le fait que z{£)c = ic + Z(£)Q + Z{£)Q (voir le 2) de la proposition 
5.1.1) que 

¿ 6 01 ^ i+[(tng) + t(£) j n 0O ^ 0 . 

On a donc 

P| Ker^De = 

/e0i 
H Ker^fie(^) = 

/€0i 
Pl Kev£nz(£) = n 

le&o 
et Q Ker^ = 

/€©i 
P) Ker^Dt + 

/€©i 
P Ker^fle = 

/€0i 
(î n g) + n. 

Proposition 10.1.3. — 1) Les deux propriétés ci-dessous sont équivalentes : 
(i) n = z0. 

(ii) 0 / 0 . 

2) Lorsque ces propriétés sont vérifiées, l'intérieur de 0Q dans ï)"1 n'est pas vide. 
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Démonstration. — 1) D'après la proposition 10.1.1 et le 2) de la proposition précé
dente, on a les équivalences 

0 / 0 0 ! ^ 0 4=4> nÇfflg. 

Lorsque n Ç t n g , o n a *o Ç j Ç n Ç *o • D'où 
nÇfflg <=> n = e0 

et le 1). 
2) Soit ^ G 0 Ç et Vi un voisinage de ^ contenu dans 0. D'après le 1) de 

la proposition 8.2.5, il existe un élément g de E Ç D tel que gt € 0o Ç ^ • H nous 
suffit de vérifier que gVt fl ^ Ç 0O. 

Ceci résulte de l'équivalence P (̂£r) minoré 4=^ P^(£r) minoré, valable pour 
£ E j1' et g € D, donnée dans la proposition 7.4.1. • 

10.2. Non nullité de p 
Dans les lemmes qui suivent, on suppose la paire (D, a) standard et on désigne par 

q un sous-espace supplémentaire adapté à (ÎDd) dans l avec k = dim q. On se fixe 
une norme euclidienne | |o de q et une norme | |i de f. 

Dans cette sous-section, nous cherchons à démontrer l'équivalence 0 ^ 0 
p non nulle (voir le théorème 10.2.8). Nous avons déjà annoncé dans la sous-section 
1.4 que lorsque 0 ^ 0 , la fonction 

0->*(0)= / Kiig-^di sur D 
JK 

où /C est une boule fermée de rayon non nul pour une norme euclidienne quelconque 
contenue dans 0o, fournira un élément non nul de W(D,t). D'où l'implication 0 ^ 
0 p non nulle. 

Ce résultat sera énoncé dans le lemme 10.2.6. Pour le prouver, il est nécessaire de 
vérifier que $ est de carré integrable sur D/exp(t fl D). Pour cela, nous verrons qu'il 
suffit de constater que lorsque £ varie, les fonctions X P¿(^{X)) et Y -> s¿(Y, Y) 
sont respectivement uniformément minorées sur q et sur f par des fonctions pi et 

if2 telles que les intégrales j e~<^1^ dX et Je-^2^ dY convergent. 
La seconde minoration sera facile à obtenir (voir le lemme 10.2.4 et le 2) du lemme 

10.2.5). Pour prouver la première, nous considérerons la fonction 
<p(r)= inf t(Po<y(X)). 
V̂ /€IC, \X\l=r V /V )} 

Les propriétés asymptotiques des fonctions algébriques de la variable réelle nous 
permettrons de prévoir qu'on a (p(r) = MrQ (l + o(l)) avec M G E et a € Q. La 
fonction (p étant minorée, on a les possibilités suivantes : 
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a) a < 0. 
b) a > 0 et M > 0. 

Les énoncés des lemmes 10.2.1 à 10.2.3 nous permettront de constater que la condi-
tion 0 ^ 0 entraîne que seule la possibilité b) est à retenir. On en déduira immé
diatement l'existence d'une fonction ipi convenable (voir le 1) du lemme 10.2.5). 

Par ailleurs, le dernier lemme 10.2.7 avant l'énoncé du théorème 10.2.8 permettra 

d'obtenir facilement l'implication réciproque p non nulle = ^ 0 ^ 0 . 

Lemme 10.2.1. — Soit f G l{{t}}-
1) // existe un couple unique d'éléments (<p_, <̂ +) tel que (f- G ï- {{t}} et 

ip+ Et i[t] et qu'on ait pour \t\ assez grand 

exp/(t) = exp</?_(£) exp<^+(£). 

2) // existe un couple d'éléments (/_, /+) tel que /_ G l- {{t}} et /+ G t q [t] 
et qu'on ait pour \t\ assez grand 

(10.2.1) exp/(£) = exp/_(£) exp/+(£) (mod exp(t fl $)). 

De plus, on a /+ / 0 dès que f G q+{{£}}-

Démonstration. — Le 1) s'obtient par récurrence sur le cran de L Le début du 2) 
se déduit du 1). Soit / G q {{t}} tel que /+ = 0. Alors / ne tend pas vers l'infini 
lorsque t —>• oo et donc / 0 q+{{£}}• D'où la fin du lemme. • 

Lemme 10.2.2. — L'application / — P 0 7 0 / de q{{£}} dans i{{t}} envoie q+{{£}} 
dans i+{{£}}• 

Démonstration. — Supposons / dans q {{£}}• Utilisant la décomposition (10.2.1) et 
la formule (7.2.2), il vient 

(10.2.2) 
P{lf{t)) =P(logexp7/_(*) exp7/+(*)) 

= P (7 / - (t) ) + Ad exp /_ (t) • P (7 /+ (t) ) 

Lorsque de plus / est dans q+{{£}}> on peut écrire 

jf+ (t)=A1t + A2t2 + >-- + Aptp 

avec p > 1 et Ap ^ 0. Notons m le (-module engendré par {Ai,A2,... ,AP} dans i 
et posons m0 = [(,m]. Du fait que ( est nilpotent, il existe un q tel que 1 < q < p et 
Aq 0 mo. Notons mi le (-sous-module mo 0 

l<i<p 
i±q 

RAi dans m. 

La formule (10.2.2) entraîne qu'on a 

P(7/(*)) =Aqf (modi_{{t}} + mi{{t}}) 

avec Aq g mi. Donc P o 7 o / e i+ {[t]}. D'où le lemme. 
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Lemme 10.2.3. — On suppose de plus 0 ^ 0 . Soit f dans q+{{¿}}> alors il existe 
un p de N* et un A non nul de i tels que P o 7 o / (t) = At2p (l + o(t)) pour \t\ 

assez grand. Pour tout £ de 0 , on a £{A) > 0. 

Remarque. — On déduit facilement du résultat précédent que 0 ^ 0 dès qu'on a 
e ^ ( f n 0 ) c . 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, on sait que 

P o 7 o / (t) = Atp' (l + o(l)) avec A G i \ {0} et p' > 0. 

Pour tout £ de U* on a donc P/(7 o / (t)) = £(A) tv> (l + o(l)) lorsque \t\ 00. 
On a donc £{A) > 0 dès que £ G 0 , du fait que Pi(tr) est minoré. De plus, on a 

£{A) t¿ 0 dès que £ G 0 . En effet, s'il existait un élément £ de 0 n A , il existerait 
dans tout voisinage de £ un élément £' de 0 avec £'{A) < 0 et P¿>(tr) non minoré. 
On aurait donc bien une contradiction. 

Pour la même raison, on voit que p1 = 2p est pair. • 

Lemme 10.2.4. — Soit £ G 0 = ©i. On a t(£)% = {0} et la forme hermitienne 
U -> i £([U, Ü]) est non dégénérée sur CQ . 

Démonstration. — D'après le 1) de la proposition 5.1.1, dire que la forme hermitienne 
de l'énoncé est dégénérée équivaut à dire qu'on a Z(£)Q 7̂  {0}- Raisonnons par l'ab-

surde et supposons qu'il existe un élément £ de 0 tel que t(£)o / {0}- La condition 
£ E S entraîne d'après le 2) de la proposition 7.3.1, qu'on a Z{£)Q Ç (Ker£)c. Par 
ailleurs, tout voisinage de £ dans (t fl Q)1- contient un élément de £' tel que 

( * - 0 ( i ) = № et (*-O(e(*)S)#{0}-

On a alors Z{£') = T(£) et e(¿')o 2 (Ker€/)C ce qui entraîne qu'on a £' 0 et 
la contradiction. • 

Lemme 10.2.5. — On suppose 0 ^ 0 . Soit K, une boule fermée de rayon non nul 
de t)1- pour une norme euclidienne, contenue dans ©o (voir le 2) de la proposition 
10.1.3). Alors, 

1) Il existe des constantes CQ de , bo de E et /3 de E?¡_ telles que, pour X 
assez grand dans q, on ait 

£(P o 7 (X)) > bo + co\X\$, V£ G ¡C. 

2) Il existe une constante c\ de Ê ¡_ telle que 

SE(Y,Y) > CL \Y\L 21 VF G f, W G K. 

ASTÉRISQUE 253 



10.2. NON NULLITÉ DE p 79 

Démonstration. — 1) Le résultat étant évident lorsque k = 0, nous supposons dé
sormais k > 0. Le sous-ensemble E de R x R x q x ï ) 1 - formé par les éléments 
(r,y,X,£) tels que r = X2 j/ = £(P o 7 (X)), X G q et £ G IC est semi-
algébrique. Puisque À; > 0, on a une fonction r —• y?(r) de R+ dans R donnée 
par 

tp(r) = inf {1/ | 3 (X, £) G q x Ï)X tel que (r, 2/, X, £) G f} 

inf £(Po7(X)). 
tetc, \x\0=r 

Pour des raisons de compacité, pour tout r de R+ , il existe un couple (Xr,£r) de 
qxl)1 tel que (r,ip(r),Xr,£r) G E. 

Utilisant un résultat classique (proposition Al.l), on en déduit qu'il existe un 
élément q de N* et des applications r —)> X(r) de q{{r«}} et r —» £{r) de ^{{r?}} 
telles que (r,(p(r),X(r),£(r)) G E. C'est-à-dire telles que ip{r) = £(r) [Fo7 (X(r))]. 
On a X(r) -> oo lorsque r -> oo, l'application r -> X(r) est donc en fait un élément 
de q+{{r«}}- D'après le lemme 10.2.3, il existe un p dans N* et un élément A non 
nul dans i tels que 

P o 7 (X(r)) — Ar~^ (l + o(l)) lorsque r -» oo-

Par ailleurs, comme r -> ^(r) est borné, on a £(r) = 4 (1 + o(l)) lorsque r -> oo-
D'où par passage à la limite £o £ JC. Par conséquent, 

<p(r) = 4(4) (r^ + o(l)) avec 4(4) > 0. 

Choisissant 0 < CQ < £Q (A), /3 = 2p 
Q 

et bo convenablement, on obtient l'inégalité 
du 1). 

2) On a inf 
^ef\{o}, ietc 

si(Y,Y) 
\y\ï = inf 

1*11=1, ieK 
si{Y,Y). 

D'après le lemme précédent, la forme hermitienne Y -+ si(Y,Y) = 2i£([aY, cxY}) 
sur (f,j) est non dégénérée. La fonction £,Y si(Y, Y) est continue et ne s'annule 
donc pas sur le compact /Cx{y| |y | i = l}. Son minimum c\ est strictement positif. 
D'où le résultat. • 

Dans le résultat suivant, on utilise la fonction KI et l'expression qu'on en a donnée 
dans la proposition 5.3.1. 

o 
Lemme 10.2.6. — On suppose 0 ^ 0 . Alors la fonction $ sur D donnée par O(g) = 

K 
Ki(g x)d£ est bien définie et c'est un élément non nul de H. 

Démonstration. — Il nous faut vérifier que : 

a) $ est bien définie sur D. 
b) R(t) O = {0}-
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c) 0 < 
£>/exp(*ng) 

\^(9)\2dg < 00-

Pour g fixé dans D et pour tout X de S, les fonctions £ —> K£(g 1) et £ —>• 
(£(X) K̂ ) G(-1) sont continues sur le compact /C. De plus, on a pour tout £ de /C, 
C(f)Kt = {<)}• On en déduit les propriétés a) puis, par dérivation sous le signe somme, 
b). 

Il nous reste à démontrer le c). Pour cela, on remarque que l'application 

i x f x q 3 (Z, F, X) —> exp(Z + Y) exp X £ D 

fournit une paramétrisation algébrique de D/ exp(t D g) par i x f x q. Posant 

t/>(Z,Y,X) = $(exp(Z + F) expX) 

et tl>t(Z,Y,X) = Kt(exp-X exp-(F + Z)) = e~"<z> e~p^x^ e~ 
S, (Y, Y) 

4 
il vient (voir la proposition 5.3.1), 

D/exp(êng) 
\*\2(0)dg = 

ixf X q 
\ip\2(Z,Y,X) dXdYdZ 

avec t/>(Z,Y,X) = 
K 

II>I(Z9Y,X) de. 

Posant Int = 
ixf xq K 

i/>t(Z,Y,X)d£ 2 dZ dY dX, nous devons vérifier qu'on a 

0 < Int < oo. 
Utilisant la formule de Parse val, il vient 

Int = 
fxq i /CÇi* 

e-ii(Z) e-PiMX))e- 4 difdz) dYdX 

— c 
fxq K 

e-2PeMX)) e-S~^di dYdX 

où c > 0 est une constante sans importance, qui ne dépend que du choix des mesures 
de Lebesgue. 

En utilisant le lemme 10.2.5, on obtient bien 

0 < Int < c 
K 

d£ 
f 

e-WUY dY 
q 
e-260-2co|X|£ dX < oo. 

Nous abandonnons désormais l'hypothèse que (3,cr) est standard. 

Lemme 10.2.7. — On suppose qu'on a g = X). Alors, on a p(N) = {Id^}-
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Démonstration. — D'après le corollaire 9.0.2, on a une désintégration centrale de la 
forme 

p ~ xEd_ 7rd//(7r) avec £_1(7r) PI 0o ^ 0 , /^-presque partout. 

Montrons que /i-presque partout, on a 7r(N) = ld^ ce qui entraînera le lemme. Choi
sissons £ dans £-1(7r) fl 0O, p une polarisation de g en £ et posons n = p(D,P,xt)-
Pour $ dans Hn, h dans N et g dans D , o n a 

{7r(h) *) (<?) = ^(h-1 g) = xeig-1 hg) i(g) = *(g) 

puisque Xi(N) = {1}- D'où le résultat attendu. • 

Théorème 10.2.8. — 1) Les propriétés ci-dessous sont équivalentes : 
(i) La représentation p n'est pas nulle. 

(ii) n = e0. 
(iii) 0 ^ 0 . 

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a ) = n = eo-
2) Pour que p soit fidèle, il faut et il suffit qu 'en plus des conditions précédentes, 

on ait fl 0(*n$) = {0}-
g€G 

G 
Démonstration. — 1) On a p ^ Ind f p(D,t). D'où l'équivalence 

D 
p non nulle p(D, î) non nulle. 

Sans perte de généralité, on pourra donc supposer g — V, dans la suite de la démons
tration du 1). 

L'équivalence (ii) ^ (iii) a déjà été démontrée dans la proposition 10.1.3. Il suffît 
de prouver l'implication (iii) => (i) dans l'hypothèse où j = eo = {0}- Elle est alors 
une conséquence immédiate du lemme 10.2.6. Prouvons qu'on a (i) (ii), ce qui 
achèvera la démonstration. 

D'après le lemme 10.2.7, pour tout $ de ri et tout g de D, la fonction h —y 
\$(gh)\2 est constante sur le sous-groupe exp(ÏC\g) N de D. Or, on a 

/ |*(p)|2 dg = f (f \*(gh)\2 dh) dg < oo-
JG/ exp(enfl) JG/ exp(eng)N Vexp(«nfl) AT/ exp(îf)Q) ' 
Lorsque 4> n'est pas nulle, l'intégrale ne peut converger que si on a N Ç exp(£ fl g) 

ou de façon équivalente que si on a n Ç t fl g. Dans cette éventualité, on a vu que 
j = n = eo comme prévu. 

2) C'est une conséquence d'un résultat élémentaire concernant les sous-représen
tations des représentations quasi-régulières qui est donné dans le 2) de la proposition 
A8.1. • 
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SECTION 11 

QUELQUES EXEMPLES 

Dans cette section, nous fournissons des exemples d'involutions complexes asso
ciées à des représentations p fidèles. Nous décrivons tout d'abord un des procédés de 
construction que nous avons utilisés pour les obtenir. 

11.1. Un procédé de construction 

Soit un entier r > 1. Supposons que (g(r_1\<j) soit une paire symétrique mu
nie d'une Z-graduation de la forme g(r_1) = ® 

Kq<r-1 
0(g). Cela signifie que les g^ 

sont nuls pour q<letq>r — 1, qu'ils sont de complexifies a-stables et qu'on 
a [g(q) Q 8(q+q') - 0n se propose de construire une nouvelle involution com
plexe (g(r\<j) possédant les mêmes propriétés, à condition de remplacer r — 1 par 
r. L'algèbre g^ = © 

Kq<r 
g(q) sera une extension centrale de £pr ^ par l'espace 

vectoriel g^ considéré comme algèbre de Lie commutative. En général, g(r) sera 
non nul. Pour cela, nous allons construire certains sous-espaces et certaines sous-
algèbres dont les complexifies sont, eux aussi, munis naturellement d'une involution. 
Celle-ci sera encore systématiquement notée a. 

Tout d'abord, on définit le sous-espace vectoriel g\r\ = ® 
s-\-t=r 

0(«)A0(t) de g{r 1} A 

g(r ^. Puis on considère le sous-espace vectoriel V(r) de g'^ qui est engendré par 
les éléments de la forme 

Xi A [X2, Xs]Q(r-i) + Xs A [Xi, X2]0(r-i) -f X2 A [X3, Xi]0(r-i) 

avec, pour i = 1,2,3, Xi G g(Si) de telle sorte que Si + s2 + S3 — r. 
On choisit ensuite un sous-espace vectoriel Vr de g' ̂ , de complexifié a-stable 

et qui contient V(r) (par exemple Vjy) lui-même). On définit tout d'abord g^ = 
g'(r)/V/r) puis FLW = 0 

l<q<r 
0(r). On peut alors munir g^ d'une unique structure 
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d'algèbre de Lie telle que pour X G 0(s) et F G $(t) > 

[X, Y] g(r) = 
[A",y]g(r-i) si s + t #r 
X A y mod V('r) si 8 + t = r. 

On voit que (g^r\cr) vérifie les conditions attendues. A partir d'une paire symé
trique (g^ = Q(I),(T) OÙ g^ est un espace vectoriel, considéré comme une algèbre 
de Lie commutative, on peut donc, par récurrence sur r et en utilisant le procédé 
précédent, construire un couple (g^r\a) de cran r arbitrairement grand. 

11.2. Exemples 
Nous donnons des exemples de paires symétriques (g, a) pour lesquels g est gra

duée. On fournit la base de g dont les éléments non indicés sont générateurs et de 
graduation 1 et dont les autres éléments sont indicés par leur graduation. Seuls les 
crochets non nuls sont explicités. L'involution a est caractérisée par la donnée de t 
et de gf. On utilise la définition de 0 donnée dans la sous-section 10.1. Dans tous 
les exemples sauf pour le premier, on a 0 / 0 ou de façon équivalente n = eo, avec 
de plus p| g(tDg) = {0}- D'après le théorème 10.2.8, la représentation p associée 

est alors fidèle. 

Un exemple pour lequel 0o = {0} 
Modification page 84 lignes -11-3 

Exemple 11.2.1. — On a un couple (g, a) où g est de cran 2 avec 

g = {X, y, U2, Z, T} et [X, Y] = [Z, T] = U2 de telle sorte que 
ï = {X + iZ,Y + iT) g^ = {X + iY, T, U2}-

On a alors g = 3, e = {X,y,T,L/2}> e£ = C(Y +»T), e0 = {0}, eC0 = g^, 
ts = m(x +iZ)®c{Y + tr), & = {z,y,T}, j = {y,r}. 

Comme j ^ eo, la représentation p est nulle d'après le (ii) du théorème 10.2.8. 
On notera que e est de cran 2, que j(e) = ei = {T, C/2}j que eo = {0} mais qu'on 

a ein(e? + e"Ç) = KT^{0}. 

Un exemple pour lequel ï n'est pas commutatif et pour lequel on a d°P = 4 

Exemple 11.2.2. — On a un couple (g,cr) où g est de cran 4 avec 

g = {X,Y,U,Z2,U2,V2,U3,V3,U4} avec 
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[X,Y] = Z2 [X,U] = U2 [X,U2] = Ua [X,U3] = U4 
[X,V2] = V3 

[Y, U] = V2 [Y, U2] = 2V3 [Y, V3] = U4 
[Z2,U] = -V3 [Z2,V2] = -U4 

et t = {X + iU,Y, Z2 - iV2} 

0? = {U,U2,V2,U3,V3,U4}-

On a alors e = i = gx, j = {0}, l = f) = {X,Y,Z2}, tn& = {Y} et s = 3 = i Oi. 
Les sous-algèbres l et t sont de Heisenberg, de centre respectif RZ2 et C(Z2 — iV2). 
On a P(-y{xX + yY + zZ2)) = P(J(XX + (z- XV 

2 
)Zi) avec 

P(7(xX + zZ2)) = ( 
x4 
24 

+ 
1 
2 

z2) U4 + x3 
6 

U3 - xzV3 + 
x2 

2 
U2 - zV2 + xU. 

Les éléments £ de ^ tels que £{U4) > 0 sont dans ©o. On a 

n = {0} et fi 9(^9) = {0y 
y E G 

Démonstration. — Les résultats sont en général de simples calculs. Nous en vérifions 
quelques uns. 

En utilisant la formule de Campbell-Hausdorff pour les groupes de Heisenberg et 
la formule (7.2.2), on a du fait que Y est un élément de ÎCÎQ, 

P(<y(xX + yY + zZ2)) = p(j(\ogexp(xX + yY + zZ))) 

= p(logexp7(zX + (z - y ) Z2) exp7(2/r)) 

= p(7(xX + (z-f xy/2) Z2 )) 

Pour vérifier que l'élément £ de f)-1 est dans ©o, il suffit donc de constater que 
x,z -» P(j(xX + zZ2)) est minoré sur E2 . Supposons qu'on ait £(]U±) > 0, alors 

P(^(xX + zZ2)) = ax4 + pi(x) + l3z2 + a/2B X -h bz 

avec a, /3 G KJ_ , a, 6 G R et pi G M3 [x]. Posant 21 = z + 7^ A/2B X il vient 

P(j(xX + zZ2)) = ax4 + p(a?) + 0zf + 6̂ 1 

avec p G R3 [x]. Sous cette forme, il est clair que Pi est minoré. 
On a n C Q Ker^ H e = {0} et 

let)1- £(u4)>o 

f)g(tng)= f]RgYÇ f] expxX • RY = {0}- • 

geG g£G хеш 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999 



86 SECTION 11. QUELQUES EXEMPLES 

Un exemple pour lequel D et t ne sont pas des idéaux de g 

Exemple 11.2.3. — On a un couple (g, a) où g est de cran 3 avec 

9 = {T,Y,X,U,U2,T2,Y2,T3} et 

[X, U] = U2 [T, Y2] = -[X,T2] = T3 

\Y,X] = -[T,U] = Y2 
[T,Y] = T2 

ainsi que t = {X + iU, Y, Y2} 

gf = {T + iY,U,U2,T2,T3}-

On a alors d = {Y,U,X,U2,Y2}, c = i = {U,U2}, j = {0}, l = f) = {X,Y,Y2}, 
tng = {Y,Y2}-

On a P(j(xX + yY + zY2)) = ^x2U2 + xU. 

Les éléments l de f)x tels que £(U2) > 0 sont dans 0O. On a n = {0} et f] g(tn 
g Eg 

9) = W-

Un exemple pour lequel Ec g eC1 et j n'est pas un idéal de g 

Exemple 11.2.4. — On a un couple (g, a) où g est de cran 4 avec 

g = {T, X, Y, X2, Y2,U2, W3,UA} avec 

[X, Y] = U2 [X2, Y] = [X, Y2] = W3 [X2,Y2} = U4 

[T,X]=X2 [T,Y] = Y2 [T,U2) = 2W3 [T,W3] = Ui 

et t={X + iY,X2+2iY2,W3} 

g? = {T,X + 2iY, X2 + iY2, U2, UA}-

On a alors 

* = e = {X,Y,X2,Y2,U2, W3,U4}, i = {U2,U4} + j, 
) = {W3}, \) = {X,Y,X2,Y2,W3), 

e£ = {X + iY,X2 + 2iY2}+f. 

On a g = KT ® e et e est un idéal de g. Pour U = z{X + iY) + w(X2 + 2ïY2) € eo 
avec z,w € C, on a 

i[U,U] = 2zzV2 + 3 {zw + zw) W3 + 4wwU4. 
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Soit £ G f)"1, on a £ G 0o dès que £(U2) > 0 et £(U±) > 0. On a alors 

n = e o = l n g = j = {^3} et f| g(ïDg) = {0}-
x G 

Un exemple pour lequel e ^ i et l ^ f f i g 

Exemple 11.2.5. — On a un couple (Qf,o~!) où g' = g est l'algèbre de Lie de l'exemple 
précédent et a' est associée à 

et 

e' = {Г + iWa, X + iY, X2 + iY2} 
в'? = {X - iY, X2 - iY2, U2, W3, {74}-

On a alors 
*' = g', e' = {X,Y,X2,Y2,U2,W3,Ut}, t>' = {T,X,Y,X2,Y2}> 

j ' = {0}, i' = {U2, W3, t/4}> e0c = e"[c = {X + iY, X2 + iY2}, 
l' = {T}, e'nfl' = {0}, fl' = r©e'. 

de telle sorte que ($',0"') est une paire symétrique standard. 
Pour U = z(X + iY) + w(X2 + ÏY2) G e0c avec z,w G C, on a 

^ 
2 [U U] — ^ ^2 + (ZÎD + zw) Ws -f £/4 . 

t2 t2 1 
£>e plus, P(fy(T)) = —U4 + tW3 et P(itj(T)) = —U4 + tT. Soit £ G f) , on a 

£ G 0O dès gue £(t/4) > 0 et £(U2) £(U4) - £(W3)2 >0. On a n= {O}-

11.3. Le cas des involutions complexes qui commutent à leur conjuguée 

Associons à a l'involution cr de / , donnée par â(X) = cr(X). Nous nous intéres
sons dans cette sous-section aux paires symétriques (g,cr) telles que ou = 00. Dans 
ce cas, il existe une involution r de g telle que rc = oô. Étant donnée une partie m 
de 0C, on convient dans cette sous-section de poser pour q G Z2, 

mq = {X G m I rcpO = (-l)q X}-

Avec les conventions de la sous-section 1.2, on vérifie qu'on a 

0e = (sS)c e (flï)c e (s1)^ e (01)? et fl=fl0 © B1 e 01 

avec 0° = 00, 0? = 0i_, (01)? = « et (g1)0 = (g1)^ e (01)?. 
On voit que (ï + f) D g = go 0 g1. La sous-algèbre e' engendrée par g1 est un 

idéal de g qui est de complexifié cr-<r-stable, puisqu'on a [g0,g1] Ç g1. On a e' Ç e 
puisque ec D {g1)^ = (fil1)̂  et e'De puisque 3 = g0 + • Finalement e' = e est un 
idéal de g qui coïncide avec la sous-algèbre engendrée par (e^ + eÇ) D e. 
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De plus, tr = go © (01 )o et = 0o © 01 • On pose 

ï>q ={ez*) ±\ie№û]) >o, vc /ee^} 
^ = € lzp | ¿¿([£/,17]) > 0, VC/ 6 6} 

rjJ-p = {/ e ^ | v u e e, tf([t/,tf]) = 0 =• t/ e e n 0 = 0O}-

Dans ce contexte, on a la 

Proposition 11.3.1. — On suppose ad = âa, alors 

1) 90 = t>ï = H1p . 

2) On a l'équivalence 0 ^ 0 H1P ^ 0 . 

Démonstration. — 1) Nous montrons tout d'abord qu'on a f)̂  = ï)p . Il s'agit de 
vérifier que pour tout £ de ï)q et pour tout C/ de £, on a z£([U, Û]) > 0. Or, £7 = 
U0 + t/i avec U0 G $ et Ui G (g1)^ = e£. Du fait que [U0,Û0 + Ûi] G ï)C, on 
déduit que i £([U0 + Ui, Û0 + Ui]) = i £([UU Ûi]) > 0. D'où le résultat. 

Rappelons maintenant qu'on a 0o Ç j1 d'après le 1) de la proposition 7.1.1. Pour 
la même raison, on a également f)̂  Ç j1-. Il suffit pour le voir de remplacer g par e. 

Pour prouver l'égalité 0O = ï)q , on peut donc sans perte de généralité supposer j 
réduit à zéro et g = 0 D'après la proposition 7.3.1, on a alors l'égalité 

0O = {£ G J)x | P£(ïs) minoré et i£([U, Û}) > 0, VU G e^}-

Comme £s = g0 avec i^(go) = {0}> on a bien 0O = ï)q et le 1). 

2) Nous commençons par prouver l'implication n = eo <= ï)"L'p^0. 
Soit t G f)±,p. Nous vérifions tout d'abord qu'on a t(£) = Co 0 ei = e° . Le fait que 

£ G ï)p entraîne qu'on a £ € j+ . Rappelons ( 2) de la proposition 5.1.1) que t(£)c est 
a-â-stable. On a 

^([eo,eo])Ç^([[e,e],[e,e]])Ç£(j)-{0}. 

Par ailleurs £([e°, e1]) Ç £{tl) = {O}-

A priori, on a donc e° Ç e(̂ ) avec t(£) = e° 0 e(^)1. 
Or, e(€)ljC = e(^)J'C 0 e(£)J'C. Le fait qu'on ait £ G ï)x'p entraîne e(£)J'C = {O}-

On a donc t(£)x = {0} et z{£) = e° comme prévu. 
Comme eo Ç Ker^ pour tout £ de f)p = 0o- Il vient alors 

n = e0© Q einKer*. 
fX? G 

Nous allons montrer que dans nos hypothèses f] t\ fl Ker£ = {0}> ce qui entraî-
£ G J 

nera n = eo et l'implication attendue. 
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Pour cela, il suffit de vérifier que le cône convexe f)±iP est ouvert dans t\ ~ h. 
Nous considérons donc la sphère unité Su de eC0 , relativement à une norme quelconque 
et (p l'application (continue) de f)-1 x eC0 dans E donnée par cp(£,U) = i£([U,Û]). 

Dire que l'élément £ de l)1- est dans l)±,p équivaut à dire qu'on a <p(£, Su) C R+ . 
Étant donné un tel £, nous cherchons à construire un ouvert O de f)-1 le contenant 
et tel que O Ç fj-L'p ou, de façon équivalente tel que (p(0, Su) C R+ . A tout élément 
X de Su, on peut associer un ouvert Ox de f)-1 contenant £ ainsi qu'un ouvert 
0'x de Su contenant X de telle sorte que (p(Ox,0'x) C E+. On peut extraire 
du recouvrement II Ofv de Su un sous-recouvrement fini II O'v . On voit que 

xeSu xce O = f) Oxi vérifie les conditions annoncées. D'où ce résultat. 
iei 

Nous montrons maintenant l'implication réciproque n = eo ï) 'p ^ 0 . 
Pour £ G ï)p , on a du fait de la positivité de la forme hermitienne U —> i£([U, Û]) 

sur eC0 , l'équivalence 

uet(£)% t([u,&\) = {0}-

Sans perte de généralité, on peut supposer n = eo = j = {O}- On a alors 

j E O0 = HP 
eWoC = {0}-

Pour des raisons de dimension, il existe donc une famille {£\ .. . £m} d'éléments de f}p~ 
telle que f] t(£i)n = {O}- Choisissons {Ai .. . Amj C El et posons £— m Yili. 

l<i<m l<i<.m 
On a £ G ï)p et e^)^ = f| e(^)o = {0}' Par conséquent, £ G ï)^ ^ 0 . Comme 

l<i<m 
prévu. 
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APPENDICE 

Al. Propriétés asymptotiques des fonctions algébriques réelles de plu
sieurs variables 

Les notions utilisées maintenant sont introduites par Hôrmander dans [16] (Ap-
pendix A). On pourra aussi consulter [12, Gorin]. On utilise les notations de la sous-
section 2.1 

Rappelons qu'un sous-ensemble d'un espace vectoriel réel est dit semi-algébrique 
s'il est une union finie d'intersections finies d'ensembles définis par une inégalité ou 
une équation polynomiale. 

On a le résultat suivant ([16], théorème A2.8) : 

Proposition Al. 1. — Soient m un espace vectoriel réel de dimension finie et E un 
sous-ensemble semi-algébrique de M x IR x m. Soit r —» ipo(r) la fonction de M dans 
M U {±00} donnée par 

a) lPo{r) — +00? s'il n'existe pas d'éléments (y,z) dans E x m tels qu'on ait 
(r,y,z) G S. 

b) Vo(r) = inf{î/ | 3z, (r,y,z) G <?)} sinon. 

On suppose que pour r assez grand, il existe un élément zo(r) de m de telle sorte 
qu'on ait (r,(po(r),z0(r)) G S. 

Alors, il existe un entier q de N*, une fonction r —> (p(r) de ^{{t1^}} égale à 
<fo(r) pour r assez grand et une application r —ï z(r) de tn{{£1//g}} de telle sorte 
qu'on ait (r,(f(r),z(r)) G S. 

Corollaire Al.2. — Soit (m, | |) un espace vectoriel euclidien réel, de dimension finie 
et R une fonction polynomiale réelle sur m. Pour r > 0, on pose cp(r) = inf R(x). 

\x\=r 
Alors, 

1) Il existe un q dans N* tel que ip G M{{r1//?}}-
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2) Si ip n'est pas identiquement nulle, il existe des éléments M de E* et p de 
Z de telle sorte qu'on ait 

(AL.L) ip(r) = M (rp/q + O(L)) ZORSGUE R —> oc-

Démonstration. — Le sous-ensemble 

£ = {(r,y,x) G E x E x m | r = \x\2, y = R (x) } 

est semi-algébrique dans E x E x m et on peut appliquer la proposition précédente 
dont les conditions sont vérifiées. Le premier terme du développement de Puiseux de 
(p est Mrp/q- • 

Soit m un espace vectoriel réel de dimension finie et R une fonction polynomiale 
réelle sur m. Le fait que R soit minorée sur toutes les droites affines ou même sur 
toutes les courbes polynomiales de m, n'est pas suffisant pour entraîner qu'elle est 
minorée sur m. On en obtient un contre-exemple lorsque m = E2 , en considérant 
la fonction R(x,y) = x2 yA + x y3 qui possède cette propriété et pour laquelle 
lim R(—t~2,t) = — oo. Cependant, on a le 
t—>oo 
Corollaire Al.3. — Pour qu'une fonction polynomiale réelle R sur m soit minorée, 
(il faut et) il suffit que pour tout élément f de m{t}-> la fonction R o / de E{£} soit 
minorée sur E. 

Démonstration. — Reprenons les résultats et les notations de la proposition et du 
corollaire précédents. On a (p(r) = Ro z{r). Notons z± l'élément de m{{£}} donné 
par zi(t) = z(tq). Pour |£| assez grand, on peut écrire z\(t) sous la forme ^ Ak tk . 

k<p 
Il nous suffit de vérifier que les hypothèses entraînent que R o z\ est minoré sur E. 

Le résultat est évident lorsque deg R o z\ < 0 . Nous supposons donc désormais 
degi? o z\ > 0. Notons S le degré total du polynôme R. On associe à z\ l'élément 
/i = ^2 Aktk de m{£}- On voit que R o fx et Ro z\ ont même terme de 

-p(S-l)<k<p 
plus haut degré. Les hypothèses entraînant que (R o f±) (E) est minoré, ce résultat 
implique qu'il en est de même de (R o z\) (E) comme prévu. • 

A2. Exponentielles de fonctions polynomiales et distributions tempérées 

Proposition A2.1. — Soit P un polynôme réel à k indéterminées {x\ .. .Xk) = x. On 
se donne une norme euclidienne \ \ sur Rk . Les conditions ci-dessous sont équiva
lentes : 

(i) Il existe un m de N tel que Vintégrale 
Rk 

C-P(x) 
(1 + Id2)™ 

dx converge. 

(ii) Il existe un £ de N tel que la fonction x —>• 
e-P(x) 

{l + \x\*y 
est bornée sur R . 
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(iii) La fonction x —» e~p^ est bornée sur Rk . 
(iv) Le polynôme x -> P{x) est minoré sur Rk . 
(v) La fonction x —> e~p^ est un élément de S* = S*(Rk). 

Démonstration. — (ii) (i) est évident. 
(i) (ii) Posons d°P = n (d° désigne ici le degré total). Lorsque n = 0, (i) 

et (ii) sont vérifiés. On peut donc supposer n > 0. Pour £ dans N, on pose 

Ft{x) = 
c- P (x) 

(1 + N2)' 

On a alors, pour 0 < s < k, des polynômes qls caractérisés par 

«6 = 1 
d*Ft 

dxs dxs-i... dx\ 
(*) = fa) FAx) 

(1 + N2)' 
On a 

dsFt 
dxsdxs-i...dx\ 

d 
dxs 

qi-Лх) e-pM 
(1 + \x\i)t+—1 

= (i + N2) dxs 
dxs -9Í-

dp 
dxs 

(x)-2(£ + s-l)xsqi_1(x) e-P(x) 
(l + \x\2)e+s 

On a donc, pour 1 < s < k, 

qi{x) = (1 + H2) dgt-г 
dxs - í í - l 

dP 
dxs 

(x)-2(£ + S-l)xsqes_1(x). 

Cette formule permet de montrer que q£s est une fonction polynomiale sur Rh et que 
d°q£s est majoré par s(n + 1). En effet, ce résultat est évident pour s = 0 et si cette 
majoration est vérifiée pour s — 1 > 0, on a par récurrence sur s 

d°qî <Sup d° M2 dql -1 
cfcrs 

d° \x\2qU dp 
axs 

d) Xg qES - 1 

< Sup((s - l)(n + 1) + 1, «(n + 1), (s - l)(n + 1) + l) = s(n + 1). 

L'entier m étant choisi de telle sorte que l'intégrale du (i) converge, on a pour 
i+ k > m, 

dkFe 
dxk •• • dxi (x) = 

qlk (x) 
(1 + \x\2)e+k-m 

Pm(^)j 

avec d°ql < k(n + 1), ce qui donne une majoration indépendante de £. On peut donc 

choisir £ suffisamment grand pour que la fonction qï(x) 
(1 + |x|2)*+*-m soit majorée 
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sur Rk par C > 0 . On a alors 
dkF£ 

dxk • • • dxi 
<CFm(x). 

Ceci entraîne que dkF£ 
dxk • • • dx\ est integrable et qu'on a 

F,(xi ...xu) = 
ak 

tk = -oo 

x1 

¿1 = — oo 

dFt 
dtk... dh 

dtk . • • dt\. 

On en déduit qu'on a Hî H^ < C H^mlli < oo et le (ii). 
(ii) (iv) Comme dans le corollaire Al.2 que l'on utilise, on pose pour r > 0, 

(p(r) = Inf P(x). Si (f n'est pas identiquement nulle, on a (p(r) = M (rp/q + o(l)) 
\x\=r 

lorsque r —> oo. On a une constante C telle que 
- P(x) < l ln(l -h |#|2) + C, VxGlfc, 
- (p(r) <€ln(l + r2) + C. 

D'où (-M)rP/«(1 + o(l)) < t ln(l + r2) + c pour r assez grand. Cette inégalité 
n'est possible que si M > 0 ou p < 0 . Cela entraîne que P est toujours minoré. 

(iv) (iii) =>• (ii) sont évidents. 
(v) 4=> (i) Cela est une conséquence immédiate du résultat classique suivant 

(voir [27], théorème VII du chapitre VII) : 
Soit ¡1 une mesure positive sur MFC , pour qu 'elle soit dans S* , il faut et il suffit 

qu'il existe un entier m tel que 
xt 

da(x) 
(1 -h \x\2)™ 

< oo. 

Corollaire A2.2. — L'exponentielle d'une fonction polynomiale réelle ou complexe sur 
Rh est une distribution tempérée si et seulement si elle est bornée. 

Démonstration. — La fonction s'écrit sous la forme x -> e1®^ e~p^ avec P, Q G 
M[x]. L'application T elQ T définit un isomorphisme de 5*. On est alors ramené 
à la proposition A2.1. • 

A3. Résultats concernant la formule de Campbell-Hausdorff 
Dans les trois propositions qui suivent, si E(A,T) (resp. E(A,B,T)) est une série 

formelle de Lie à coefficients dans Q d'indéterminées (A,T) (resp. d'indéterminées 
(A,B,T)) alors pour n > 0 (resp. n,m > 0), En(A,T) désigne la série formelle 
de Lie formée par les monômes de degré n en A de E(A,T) (resp. Enjrn(A,B,T) 
désigne la série formelle de Lie formée par les monômes de degré n en A et m en B 
de E(A,B,T)). On utilise les conventions de la sous-section 2.1. 
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Proposition A3.1. — On considère les séries formelles de Lie obtenues par la formule 
de Campbell-Hausdorff et données par 

1) E(A, T) = logexp(T -h A) exp —T alors 

E0(A,T) = 0 et Ei(A,T) = AdwT • A 

2) F (A, T) = log exp A exp T alors 

(F0 -h T) = T 4- Adzj-XT • A 

3) G(A,T) = log exp T exp ,4 alors 

(Go +G1)(A,T)=T + Adw-\-T) • A 

4) H (A, T) = \ log exp(T + A) exp(-T + A) alors pour p>0 

H2p(A,T)=0 et Hi(A,T) = AdzuT • A 

5) I(A, T) = ^ logexp(T - A) exp(T -h A) alors 

(/o+/i)(i,r) = T + Adtanh 
T 
2 

• A 

Démonstration. — Le 1) est démontré dans [6], ch. II, §6, n°5. 
Dans la suite de la démonstration, la notation F ~ F' utilisée pour deux séries 

formelles de Lie signifie qu'elles sont égales modulo l'idéal formé par les séries formelles 
de Lie dont les composantes contiennent au moins deux fois A. 

2) Utilisant le 1), on a logexp(T + kdw^T • A) exp-T ~ A. D'où le 
résultat. 

3) Découle du 2), en remarquant que G(A, T) = -F(-A, -T). 

4) Les H2p sont nuls du fait que H{—A,T) = —H(A,T). L'expression de H\ 
découle du 1). 

5) A priori, il existe une série formelle de Lie a dont toutes les composantes 
contiennent au moins une fois A et telle que 

logexp(T - A) exp(T + A) = 2 (T + a). 

On a donc logexp(-T + A) exp(T + a) exp(T + a) exp(-T - A) = 0 et en utilisant 
le 1) 

Ad^7(-T) • (A + a) + Ad wT • (-A + a) ~ 0 

Ad 
е-т-1 

-T • (A + a) + Ad eT - l 
T •(-A + a) - 0 . 
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L'application adT est injective dans l'algébre de Lie des series formelles de Lie, 
on a done 

- Ad(e"T - 1) • (A + a) + Ad(eT - 1) • (—A + a) ~ 0 

Ad(eT - e~T) • a - Ad(eT - 2 + e~T) • A ~ 0 

Ad(eT/2 + e"T/2)(eT/2 - e"T/2) • a - Ad(eT/2 - e~T/2)2 • A ~ 0 

et a ~ Ad 
eT/2 _ e-T/2 
eT/2 + e-T/2 

• A ~ Ad tanh 
T 
2 

• A. 

D'où le résultat. • 

Proposition A3.2. — On considère les séries formelles de Lie obtenues par la formule 
de Campbell-Hausdorff et données par 

1) J(A,B,T) = 1 
2 

log exp(T + A) exp 2B exp(—T + A) alors la condition 

p + q = 2n pour p, q G N entraîne JPiq(A, B,T) = 0 e£ on a 

p+qr<2 

Jp a (A, B, T) = Ad zuT • A + Ad exp T • i? 

2) #(A,£ ,T) = 1 
2 

log exp(T - A) exp 2£ exp(T -f A) a/ors 

(tfo,o + #i,o + ^o,i ) (A, B,T) = T + Ad tanh 
T 
2 

• A +Ad 
T 

sinhT 
B 

Démonstration. — Dans cette démonstration, la notation F ~ F' utilisée pour deux 
séries formelles de Lie signifie qu'elles sont égales modulo l'idéal formé par les séries 
formelles de Lie dont les composantes contiennent au moins deux fois une des variables 
A ou B. 

1) On a J(-A,-B,T) = -J(A,B,T). D'où JPA{A,B,T) = 0 pour p + q 
pair. 

En utilisant le 4) de la proposition précédente, il vient 

J(A,B,T) = 1 
2 

log(exp(T + A) exp(-T + A) exp(T - A) exp 2B exp(-T + A)) 

~ AdwT • A + AdexpT • B 

D'où le 1). 

2) On a en utilisant le 5) puis le 3) de la proposition précédente 

2 K(A, B, T) = log(exp(T - A) exp(T + A) exp-(T + A) exp 2Bexp(T + A)) 

~ log (exp 2(T + Ad tanh 
T 
2 

-A) exp 2 ( Ad exp-T- B)) 

K(A,B,T) + Ad tanh 
T 
2 

• A + Adn7-1(-2T) • Ad exp —T . 5 
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Or, on a 

tu-i(_2T) exp-T = -2T e~T 
e~2T - 1 

T 
sinhT 

d'où la proposition. 

Nous nous proposons maintenant d'étudier la série log exp A exp T exp B. Pour 
énoncer le résultat qui suit, on définit la fonction analytique sur E2 et donnée par 

F(u,x) = 
1 

1 
1 - e~x — u 

pour x ^ 0 et F(u, 0) = 0. 

Proposition A3.3. — On considère la série formelle de Lie obtenue par la formule de 
Campbell-Hausdorff et donnée par 

L(A, T, B) = log exp A exp T exp B 

alors on a 

(L0,o + £i,o + Lo,i)(A, r , 5) = T + Ad G7_1T • A + Ad w~x(-T) • 5 et 

(A3.1) Li,i(A,T, J5) = 
p,q > 0 

S(p, q) [Ad Tp • A, Ad(-T)9 • 5 ] . 

avec S(p, q) = 1 
p\ 

1 
q! 

Qp+q 
dxP dx,q 

£(0,0), i.e. £(£,£') = 
p,q>o 

S(p,q) xpx,q. Ici £ est la 

fonction analytique sur E2 telle que 
(A3.2) 

£(x,x') = 

VJ-H-X') -tu-l(-x) 
ex' — ex 

ex — x — 1 
(e* - l)2 

1 
2 

1 

o 

F(u,x) 
ex - 1 

F(w,ar') 
e31' - 1 

udu lorsque x1 / x, 

lorsque x' = x ^ 0, 

lorsque x' = x — 0. 

Powr tout A: G N, /a matrice symétrique Sk = (S(p,q)) 
0<p,q<k est réelle, symétrique 

et définie positive. 

Démonstration. — Dans le 1) de cette démonstration, nous utilisons tout d'abord une 
méthode directe que nous avions déjà présentée dans [23, pp. 95-97] pour prouver le 
fait que 

(A3.3) S(p,q)xpx,q = w-^-x^-w-H-x) 
ex' — ex 
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Une autre preuve de cette formule ainsi que le reste de la démonstration de la 
proposition seront alors données à partir de notes de J. Helmstetter dans les parties 
2) à 6). 

1) Dans cette démonstration, la notation F ~ F' utilisée pour deux séries for
melles de Lie signifie qu'elles sont égales modulo l'idéal formé par les séries formelles 
de Lie dont les composantes contiennent au moins deux fois A ou au moins deux fois 
B. 

Utilisant le 2) et le 3) de la proposition A3.1, il vient 

L(A, T, B) ~ logexp A exp(T + Ad w~x (-T) • B) 
^ASA>} ~ T + Ad w~x (-T)-B + Ad m'1 (T + Ad VJ~X (-T) • B) • A 

d'où l'on déduit l'expression de L0,o + £i,o + ^o,i • 
Pour calculer Li,i, nous remarquons maintenant que les monômes 

[Ad Tp • A, Ad(-T)q • B] pour p, q > 0 

forment une base de l'espace vectoriel des polynômes de Lie de degré 1 en A et 1 en 
B. Par conséquent, l'application Q-linéaire de l'espace vectoriel Q[[x,#']] des séries 
formelles à 2 variables dans l'espace vectoriel des séries formelles de Lie en A, B et 
T de degré 1 en A et 1 en B qui à g(x,x') = ^2,U{p,q) xpx'q fait correspondre 

G(A, T,B) = J2 U<P> «) tAd TP • A' Ad(-T)« • B] 

est une bijection. Étant données cp et ip dans Q[[x]], cette bijection fait correspondre 

G(Adip(T) • A,T,Ad^(-T) • B) à ip{x)\l>{x') g(x,x'). 

En particulier, elle fait correspondre 

LM(AdexpT- A,T,B) - L1A(A,T, Adexp(-T) • B) à (expx - expx') £(x,x') 

et [Adzu-\-T) • A,B] - [A, Ad zu^T - B] à zu~l{-x) - ^{-x'). 

Pour prouver la formule (A3.3), nous sommes donc ramenés à vérifier l'égalité 

(A3.5) Li,i(AdexpT- A,T,B) - Li,i(A,T, Adexp(-T) - B) 
= [Ad^-^-T) • A,B] - [A, Adw^T • B]. 

Posons M(T, A, B) = L{ Ad exp T • A, T, B) = log exp T exp A exp B 

On a —L(A, T, Ad exp(—T) • B) = - log exp A exp B exp T 

= log exp —T exp - 5 exp —A = M ( - T , - A ) . 

Prouver la formule (A3.5) revient donc à vérifier qu'on a 

Mi,!(T, A, B) + Mi,i(-T, B - A) = [Ad tu"1 (-T) • A, £?] - [A, Adzu^T • B]. 

Nous utiliserons pour cela le fait évident que L(A, T, B) + L(—B, —T, - A) = 0. 
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Nous cherchons alors à expliciter l'expression Mi,i(T, A,B) — Li,i(A,T,B). En 
utilisant la proposition A3.1, il vient 

M (T, A, B) = log(exp T exp B exp Ad exp-B • A) 
~ log(exp(T + Adw^i-T) • B) exp(A + [A, £])) 

~ T + kdw~l{-T) B + Aàw-l(-T- kàw~l(-T) B) A 
-h Ad^7_1(-T) • [A,B]. 

Utilisons maintenant la relation w 1 (—x) = x + w~1{x). Il vient : 

M(T,A,£) ~T + AdG7_1(-r) •£ + Adtu-^TH- Adcj-^-T) B) A 

+ [T + Ad w'1 (-T) • 5, A] -h Ad tu"1 (-T) • [A, B}. 

D'où compte tenu de (A3.4) 

M1A(T,A,B) = LM(A,T,£) - [A, Adw^i-T) • B] + Adm~1(-T) • [A,B]. 

Finalement 

Mi,i(T, A, S) + Mi,i( - T, - 5 , - A) 
= [Adtu^T • A, B] - [A, Adtu-^-T) • B] 

+ (Adtu-^-T)-Adtu^T) • [A, B] 
= [Adtu-^T • A, B] - [A, Adtu-^-T) • B] 

+ [[T,A],B] + [A,[T,B]] 
= [Ad w^i-T) - A, B} - [A, Ad w~xT • J5] 

comme prévu. 

2) Reprenons quelques conventions de notations et rappelons quelques résultats 
donnés par J. Helmstetter dans [15, pp. 173-174]. Le développement de Taylor 

F(u,x) = 
P>I 

1 
Pi FJu) xp 

de la fonction x —>> F(u, x) à l'origine nous conduit à définir les fonctions u —> Fp(u) 
qui sont des polynômes de degré p — 1 comme on le voit en considérant les égalités 

F(u,x) = 
q>l 

uq-x (l-e-x)q = 
9>1 

(u - I)*"1 (ex - l)q 

dont la première montre que le monôme dominant de Fp est p\up~l et le monôme 
constant (—l)p_1. En particulier on a Fi(u) = 1. Notons en passant qu'on peut 
prévoir l'apparition des nombres de Stirling s(p,q) dans l'expression explicite des Fp 
du fait de l'identité 

(l_c-*)« = 
p > 1 

(~l)p-q q! 
p! s(p, q) xp. 
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Par ailleurs, soient a, /3; qi ... </m des entiers positifs. On note À (a, 0; qi ... qm) le 
coefficient de x, x2 ...xm dans le développement de Taylor de la fonction analytique 

X\, #2 • • • 5 
>1 

0 
ua(u — l)pF(u,xi).. .F(u,xm) du. 

î.e. 

(A3.6) A(a,/?; tfi .. .qm) = 
i 

o 
ua(u - if *qi W 

qi ! 
Fm (u) 

qm ! du. 

Enfin, soit (ii,Z2...im) une suite d'entiers > 1 tels que ik ^ ik+i pour 1 < 
k < m, on note a(û, ¿2 • •. im) (resp. /3(ii, i2 .. • âm)) ^ nombre de montées (resp. de 
descentes) de la suite, i.e. le nombre de couples (û,û+i) tels que ^ < ¿¿+1 (resp. 
ik > ù+i ). On a évidemment m = a(ii,i2 ... *m) H- fi(ii,i2 ... im) + 1. 

Nous nous intéressons maintenant à la formule de Campbell-Hausdorff dans l'al
gèbre enveloppante de l'algèbre de Lie des séries formelles librement engendrée par les 
indéterminées non commutatives Ai ... An. A priori, on peut écrire de façon unique : 

log exp Ai exp A2 ... exp An 

(A3.7) 
m>0 

1<¿1 ...im <П 
ik^ik + i, 1<к<т qi---qm>0 

ß(h,Ql] ¿2,42; im,qm) АЦАЦ . . . А?im" 

puisque les monômes de droite sont linéairement indépendants et qu'ils engendrent 
cette algèbre enveloppante. 

On a alors le résultat suivant ([15, théorèmes (3) et (6)]) : 

M*l>01î *2,<?2; • • • ; imiQm) = X(cv(ii,i2 . . • im), P(h , h • -.im)', Ql • • -Cm). 

En particulier, le coefficient \A ne dépend que du nombre m, de la suite non or
donnée qi, #2 • • • Qm et du nombre de montées de la suite z'i, i2 ... im . Par exemple, 
dans le développement de log exp Ai exp A 2 exp A3, les deux monômes AjAiAj et 
A\A\A2 apparaissent avec le même coefficient À(l, 1; 1,2,3). 

3) La formule S{p,q)xpx,p = 
1 

0 

F(u,x) 
ex - 1 

F(u,x') 
ex' - 1 udu va apparaître 

maintenant comme un corollaire du 2). En effet, on s'intéresse aux termes de degré 1 
en A et B de log exp A exp T exp B qu'on écrit sous la forme 

p,q>0 
S(p,q) [AdTp • A, Ad(-T)q • B]. 

Décomposons par ailleurs les monômes de Lie en monômes associatifs (on remplace 
par exemple [A, [-T,B]] par ABT + TBA - ATB - BTA). Choisissant n = 3, 
Ai = A, A2 = T et A3 = B dans la décomposition (A3.7), on voit que S(p,q) est le 
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coefficient de TpABTq. On obtient donc 

S(p,q) = 

A(l, 2; p, q, 1,1) si P > 1 et ç > 1, 
A(l,l;p, 1,1) si p > l et g = 0, 
À(l,l;g, 1,1) si p = 0 et q > 1, 
A(1,0;1,1) si p = 0 et g = 0. 

La formule (A3.6) donne 

p,q >1 
A(l,2; p,q,l,l)xpxtq = 

i 

0 
u(u - l)2 F(u, x) F(u, x') Fx (u)2 du. 

ce qui, compte tenu du fait que F\(u) — 1 devient simplement : 

p,q >1 
5(p, q) xpx,q = 

p,q > 1 
A(l,2; p,9,l,l)sV« = 

•1 

0 
w(w - 1) F (u, x) F(u,x' a:') du. 

De même 

p > 1 
5(0,0)** = 

1 

0 
u(u — 1) F(u, x) du 

q > 1 
5(0,g)^ = 

-i 

o 
u(u — 1) F(u, x) du 

et 5(0,0) = 
i 

o 
udu = 

1 
2 

En observant que 

(A3.8) (u - 1) + 1 
F(ix,x) 

1 
ex - 1 

on obtient bien 

р,я>о 
S(p,0)a?V* -

(A3.9) i 
o 

F(u9x)F(u,x') u-l + 1 
F(u,x) u - 1 + 1 

F(u,x') udu 
•i 

0 
F(u,x) 
ex - 1 

F(u,x') 
ex' - 1 udu 

4) Un calcul élémentaire nous conduit à l'égalité 

I = 
i 

o 
F(u,x) 
ex - 1 

F(u,x') 
ex - 1 udu = w-H-x'^-w^-i (-x) 

ex< — ex 
En effet par décomposition en éléments simples par rapport à u, on a 

1 = 1 
ex> — ex 

•i 
o 

F(w,a?') 
1 - e~*' du — 

1 

o 
F(u,a;) 
1 - e~x 

du 
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Notant alors que 
î 

o 
F(u,x) du = x-> on obtient bien 

I = 
1 

ex — ex 
x' 

1 - e~x' 
x 

1 - e~x 
5) Afin de prouver la positivité de S, nous utilisons l'implication (ii) (i) 

dans le résultat suivant : 

LemmeA3.4. — Soit S = (^S(p,q)^ une matrice symétrique réelle d'ordre infini. 
Soient a, b G EU { ± 0 0 } avec a < b et ip une fonction continue > 0 sur ]a,b[ telle 

que pour tout n > 0 on ait 
.6 

a 
\u\n (p(u)du < oc. Les conditions ci-dessous sont 

équivalentes : 
(i) Les matrices d'ordre k+ 1, 5& = q)^j 

0<p,q<k 
sont définies positives 

pour tout k > 0. 
(ii) Il existe une suite (Gp)p^ de polynômes de degré p, de coefficient dominant 

strictement positif telle que 

(A3.10) S(p,q) = 
b 

a 
Gp(u)Gq(u) (p(u)du, Vp,q>0. 

Lorsque ces conditions sont vérifiées, la suite (Gp)p>o est unique. 

Preuve (du lemme). — (ii) (i). Soient 80, s i . . . Sk une suite de nombres réels non 
tous nuls, on a 

0<p,q<k 
S(p,q) SpSq = 

b 

a 0<p<k 
sp Gp(u) 

2 
ip(u)du > 0 

du fait que les Gp sont linéairement indépendants dans M[u]. 

(i) (ii). Fixons nous k > 0. Le procédé d'orthonormalisation de Schmidt permet 
de construire une unique base (PP)Pe[o,i...k] de Rk[u] formée par les polynômes de 
degré p à coefficients dominants > 0 telle que 

.6 

a 
PJu)Pq(u) ip(u)du — Spq (0 <p,q < k). 

Les polynômes Gq s'ils existent s'écrivent nécessairement sous la forme 

Gq = 
0<p<k 

Vpn Pp — 
0<p<q 

Vpq Pp 

puisque pour des raisons de degrés on a vpq = 0 dès que p > q. On a alors nécessai
rement vpp > 0 pour tous les p. On voit ainsi que l'existence des Gp est équivalente 
à celle d'une matrice Vu = (vpq)o<Piq<k triangulaire supérieure, à termes diago
naux > 0 et telle que tVkVk = Sk ou encore à celle d'une matrice [7* = Vfc_1 
triangulaire supérieure et à termes diagonaux > 0 telle que tUkSkUjc = Idfc. Les 

ASTÉRISQUE 253 



A4. POLYNÔMES MINORÉS ET DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE 103 

vecteurs colonnes de Uk s'obtiennent en utilisant une nouvelle fois le procédé d'or
thonormalisation de Schmidt appliqué cette fois-ci à la suite (Ê +1 )o<£<k des sous-
espaces de Rfe+1 munis de la structure euclidienne associée à la matrice Sk • • 

Achevons maintenant la démonstration de la proposition A3.3 en prouvant la stricte 
positivité de S. Dans l'énoncé du lemme, on choisit ip(u) = u, a = 0, b = 1 et les 

(Gp)p>o tels que 
p>0 

Gp(u) xp = F(u,x) 
ex - 1 

La formule (A3.9) entraîne alors qu'on a 

S(p,«) = 
>1 

0 
Gp{u) Gq(u) udu. De plus d'après la formule (A3.8), on a 

F(u,x) 
ex - 1 

= 1 + 
P>I 

(u-1) 
p\ 

Fp(u) xp. 

Par conséquent pour tous les p, on a d°Gp = d°Fp + 1 = p et les coefficients domi
nants des Gp comme ceux des Fp sont strictement positifs. L'implication (ii) (i) 
du lemme entraîne alors le résultat. • 

Remarque. — Définissons la suite (aa)c*€N de nombres rationnels telle que 

w-Ux) = X 
ex - 1 = 

oo 

<x=0 
aaxa au voisinage de 0. 

en rappelant que chaque aa est égal à al fois le aieme nombre de Bernoulli et qu'on 
a a2P+i = 0 dès que p > 1. En développant directement (A3.4), on obtient 

o<r<q 
(-l)r+1C rr+1 p+r+1 ap+r+1aq-r = S(p,q). 

ce qui montre la symétrie de l'expression de gauche et permet son calcul. 

A4. Développement en série de x tan x 
2 et de x 

sinx et polynômes minorés 

Dans cette sous-section, X désigne un élément courant d'un espace vectoriel réel ï 
de dimension finie et M[X] l'anneau des fonctions polynomiales sur l. Soient i,j G N, 
on note Rj [X] le sous-espace des polynômes homogènes de degré total j de M[X] et 
on considère l'idéal W [X] = 0 % [X]. 

j>i 
Les endomorphismes T de R*[X] pour lesquels les (Rj[X])j>i sont des sous-

espaces propres avec des valeurs propres positives, ne laissent pas nécessairement 
stable le cône des polynômes minorés sur I. Pour s'en convaincre, il suffit par exemple 
de remarquer que le polynôme P(x, y) = x2 -h 2xy2 -h y4 est > 0 donc minoré sur 
M2 tandis que Q(x,y) = x2 -h Sxy2 + y4 ne l'est pas puisque lim Q(—t2,i) = —oo. 

t—>-oo 
Cependant on a la 
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Proposition A4.1. — Soit (p une fonction mesurable > 0 presque-partout sur R et 

telle qu'il existe un i de N avec 
•oo 

— oo 
\u\J ip(u) du < oo pour j > i. 

1) On a un endomorphisme Tv de Rl [X] donné par 

%Q (X) = 
'OO 

— oo 
Q(uX) ip(u) du. 

Il est diagonalisable, les (Rj[X])j>i sont des sous-espaces propres de valeurs propres 
•oo 

— oo 
uJ (p(u) du. 

2) On suppose i = 0. Si le nombre réel m minore Q(ï), alors 

Tpm = m 
oo 

— oo 
(p(u) du 

minore T<pQ (V). 
3) On suppose i quelconque et l = R de dimension 1. Si Q est un polynôme 

non identiquement nul de R[u] tel que Q{u) > 0 pour tout u de R, alors il existe 
une constante m > 0 qui minore TpQ (R). 

4) On suppose i et ï quelconques. Si Q est minoré sur l, il en est de même de 
%Q. 

Remarque. — On peut remplacer les bornes d'intégration par des nombres a et b 
tels que —oo < a < b < oo. 

Démonstration. — Le 1) est évident. Dans le 2) on a alors 7^(Q — m) (X) > 0 pour 
tout X, comme intégrale d'une fonction positive. Le 3) découle du fait que u —ï Q(uv) 
est > 0 presque partout sur R. 

Nous prouvons maintenant le 4). D'après le corollaire Al.3, pour vérifier que T^Q 
est minoré, il suffit de prouver que pour toute fonction / de ( {i}, la fonction t —> 
%>Q (f(t)) est minorée sur R. 

Pour u et t réels tels que \t\ soit assez grand, on trouve que 

Q («/(*)) = 
s' <r<s 

qr(w) tr 

%Q (/(*)) = 
s' <r<s 

oo 

— oo 
qr(u) œ(u) du) tr. 

Où s' et s sont des éléments de Z et les qr des éléments convenables de R* [u]. 
Si u,t —ï Q (uf(t)) est identiquement nul, t -ï T^Q (/(£)) est nul et donc 

minoré. Sinon, on peut supposer que qs n'est pas identiquement nul. Comme t —» 
Q (uf(t)) est minoré pour tout «,ona qs(^) > 0 pour tout u réel et s — 2p est pair. 

On en déduit comme dans le 3), qu'on a A = •oo 

— oo 
qs(u) (p(u) du > 0. Finalement, 

TpQ (/(*)) = At2p (1 + o(t2p)) avec A > 0. Cette fonction est bien minorée. 
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La proposition et le 4) sont démontrés. • 

Lemme A4.2. — Soient (&n)n>o et (cn)n>i les suites des coefficients de x2n dans 
les développements de Taylor à l'origine des fonctions analytiques x 

sinx et x tan x 
2 

(i.e. x 
smx = 

n>0 

bnx2n et x tan x 
2 = 

n>l 
cnx2n). Alors 

1) (2n)\bn = 
oo 

— oo 
u2n (cosh7ra — 1) 

2sinh nu 
ndu pour n > 0 

et 2) (2n)!cn = oo 

— oo 
2n 

U 

COSh 7TU 
Sinh2 7TU 

ndu pour n > 1. 

Démonstration. — 1) On remarque que x 
sinh a; 

G S (M) et on calcule sa transformée 
de Fourier inverse 

g(u) = 
'OO 

— oo 
e uix X 

sinh X 
dx. 

Comme g est paire, on peut supposer u > 0. 
En calculant par la méthode des résidus l'expression 

lim 
n—ÏOO 

eluz z 
sinh z 

dz 

où Tn est le rectangle orienté correspondant aux droites x = — n, y = 0, x — n et 

y = {n + 1. 
2 

) 7T, on obtient 

#0) = 2TT 
n>0 

(-l)n+1n7re-n7m. 

Or 
n>0 

(-l)n e"n™ = 1 
1 + e~™ D'où par dérivation 

(A4.1) 9(u) = 
n2 

2 cosh2 if/2 

Par transformation de Fourier, on a donc 

x 
sinhx 

—ix 
sin(—ix) 

1 
2TT 

oo 

— oo 
e~iux g(u) du = 

OO 

— OO 
g — tu X 7T du 

4 cosh2 ITU 
2 

et 
n>0 

bn (-ix)2n = 
n>0 

oo 

— oo 
u2n 7T du 

4 cosh2 2 

(-^)2n 
(2n)! 

Ce qui par identification donne la formule de l'énoncé. 

2) La formule (A4.1) donne 

TT2 

2 cosh2 TTU 
2 

= 
oo 

— oo 
e iux X 

sinh a; 
dx 
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ce qui peut s écrire 

(tanh x 
2 )' = 1 

2 cosbi 2 
oo 

oo 
e iux U 

sinh 7m du. 

Par ailleurs tanh x 
2 = -i 

n>0 
CnCiaO2"-1 et 

(tanh a: 2 
)' = 

n>0 
(2n - 1) c„ (ia;)2"-2 

n>0 

(i, x) 2n-2 
(2n - 2)! 

•OO 

— OO 

u2n-l 
Sinh 7TU du. 

Ce qui par identification donne bien la formule 

en = 
i 

(2n - 1)! 
OO 

— OO 

u2n-l 
sinh nu du = 

1 
(2n)\ 

oo 

— oo 
u2n COsh 7TU 

sinh TTU 
ii du. 

Proposition A4.3. — Notons 7i (resp. T2) Vendomorphisme diagonalisable de R[X] 
(resp. R}*[X\) ayant pour noyau AH R2n+i [-̂ ] et tel que les №zn[X] pour n > 

n>0 0 (resp. n > 0) soient des sous-espaces propres de valeur propre (2n)\bn (resp. 
(2n) \ (cn - bn) ) alors 

1) Le cône des polynômes de M[X] (resp. de E1^]^ minorés sur i est stable 
par 7i (resp. par T2 )• 

2) Si Q G M[X] est minoré sur ï par le nombre réel m, alors TiQ est aussi 
minoré par m. 

3) On suppose i = M. de dimension 1. Si Q est un polynôme non identi
quement nul de M[u] (resp. Ê}~[u\) tel que Q(u) > 0 pour tout u de M. alors on a 
TiQ (u) > 0 (resp. T2Q (u) > 0) pour tout u de R. 

Démonstration. — La fonction u —> ipi (u) = 7r 
cosh nu — 1 
2 sinh nu 

est positive sur R et on 
a 

00 

—00 
\u\3 ipi(u) du < 00 

pour tout j de N. 
Utilisant le 1) de la proposition A4.1 et le lemme A4.2, on voit qu'on a 7i = TPl. 

Les propriétés de 7i sont alors une conséquence du 2) et du 3) de la proposition A4.1 

et du fait que 
00 

—00 
ipi (u) du = 1. 

De même (p2(u) = n COSh 7TU + 1 
2 sinh2 nu est positive et on a 

00 

—00 
\u\J (f2(y>) du < 00 dès 

que j > 2. 
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Le polynôme R : X -> R(X) = Q(X) + Q(-X) 
2 

est un élément minoré de R2 [X] 
et on a 72 Q = T<p2R. Les propriétés de 72 sont alors une conséquence du 3) et du 
4) de la proposition A4 .1. • 

A5. Variable complexe et distributions concentrées sur des sous-espaces 
vectoriels 

On se fixe k > 2 dans N. On identifie Rk avec C x Rh~2 . On associe à (x, y) 
dans R2 , z = x + iy dans C. On désigne par xf = (xk-2 • •x1 un élément courant 
de Rh~2 . On note S la mesure de Dirac dans C ~ R2 . On pose P(*}(Rfc) = D* et 
VM(Rk~2) = V'{*K 

Pour p et r dans N, on définit les sous-espaces vectoriels suivants de V* : 

Bpr(CxRk-2) = Bpr 

T \3Se V\ D/ T = 
QV 

dzP 
QV 

dzr 
S® S 

Ap(CxRk-2) = Ap = Bp0. 

On pose B = 
penN 

Bwr, Ar = 
p'<p 

^Apf et *A — 
peN 

<A.P — 

pen 
Av. 

Proposition A5.1. — On a B = (J) Bpr, A = Q)AP et Ap = (J) Ap<. En par-

p,r6N pGN p'<P 
ticulier, pour tout T de A\ {0}> il existe un unique élément S de P'* \ {0} et un 

unique élément p de N tels que T = 
dpô 
dzP 

0 5 (mod A?-1). 

Démonstration. — Nous prouvons l'égalité concernant B. Les résultats concernant 
A s'en déduisent immédiatement. Donnons-nous une famille (Tj)i<j<m d'éléments 
de la forme Tj = QPj 

dz P> 

0RJ 
Ôz ri 

S <8> Sj où les Sj sont des éléments de V* \ {0} et 

les couples (Pj,rj) sont des éléments de N , tous différents, puis une relation de 
dépendance linéaire XjTj = 0. Montrons que Ai = 0. Le même calcul nous 

1 <j <m 
donnerait Xj = 0 pour tous les j . Cela entraînera que les Tj forment un système 
libre et la proposition. Choisissons tp dans V de la forme <po ® <£i avec (po G P(E2 ) 
qui coïncide sur un voisinage de l'origine avec (—z)Pl {—z)ri, et (fi G V' telle que 
(Si,(pi) = 1. Alors, on a (^2\jTj,(p) = Xx =0, comme prévu. • 

On a zô = 0. La formule de Leibniz nous donne pour r > 1, 
QV 

dzr 
(zô) = z 

QV 

dzr 
6 + r 

gr-l 
dzr-1 

6 = 0. D'où 
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(A5.1) Z 
dr 
dzr S = —r 

QV-1 
dz^1 

ô et z 
QV 

dzr S = —r 
QV-1 

dzr-1 

Proposition A5.2. — Soit T e V* , on a zT = 0 ^ > T G A. 

Démonstration. — Montrons l'implication <=. Par linéarité, il suffit de prouver qu'on 
a zT = 0 dès que T est de la forme gp 

dzP 
S ® S avec S G V* , ce qui est évident. 

Montrons l'implication réciproque =>. L'égalité zT = 0 implique que le support 
de T est contenu dans le sous-espace vectoriel x = 0, y = 0. D'après un résultat 
classique ([27], théorème XXXVI, p.101), cela entraîne qu'on a T G B. Montrons 
qu'on aboutit à une contradiction si l'on suppose qu'on a T G B \ A. En effet, dans 
ce cas, il existe des éléments pGN, r > 1 et 5 G P ; * \ { 0 } tels que 

T = gp 
dzP 

gr 
dzr ô 0 S (mod 

p'GN, r'<r 
Spi y + 

p' <p 
Bp' ?r*) • 

Utilisant la formule (A5.1), il vient 

zT = -r gp 
dzP 

gr-l 
d^-1 

S ® S (mod 
p'GN, 0<r'<r-l 

Bp1 y ~\~ 
0<p'<p 

BpV_i) = 0. 

D'où 5 = 0 et une contradiction. Finalement, T e A, comme prévu. • 

Proposition A5.3. — On a zAp Ç Ap-i, z A = 0 et pour k — 2 > j > 1, x3, Ap Ç Ap 

et 
d 

dxj 
Ap ç Ap. 

Démonstration. — Ces inclusions sont évidentes. En particulier, la première découle 
de la première égalité (A5.1). • 

A6. Désintégration de certaines distributions tempérées 

Dans ce qui suit, on se fixe k dans N* . On note x' = (xk-i .. • Xi), x = (£,#') = 
(t,xk-i...xi), p' = (Pfc-i...pi) et p = (q,Pk-i--Pi) = (q,p') des éléments cou
rants de M*-1, Rk , Nfc_1 et N* . On munit Nfc de la relation d'ordre partiel 

p = (q,p~k-i.. .pi) < (q,Pk-i • • -PI) = p <==> q<q, Pi-i < Pk-i,- • • ,Pi < PI-
On désigne par Sfo (Rk ) = <S*0̂  le sous-espace des fonctions continues à croissance 
lente sur Rk . C'est-à-dire le C[x]-module pour la multiplication, engendré dans l'es
pace C(Rfc) des fonctions continues sur Rh , par le sous-espace Cb(Rh) des fonc
tions continues bornées. Étant donné p dans Nfc , on note S*p^(Rk) = S*p^, le sous-
espace vectoriel de <S* = S*(Rk) formé par les dérivées d'ordre r = (s,rk-i . .-n) 
d'éléments de <S*0) avec r < p. On a le résultat suivant ([27], th. VI, ch. VIII) 

5(V 
pGNfc 
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Les S fa sont des C[x] -modules pour la multiplication. Il suffit pour le voir de 

vérifier par récurrence sur q G N, qu'étant donné T = dq dp 
dt* dx'p' 

F dans Sfa, avec 
(q,p') <P et F dans S*0), on a tT G S fa. 

Cela est évident pour q = 0. Pour ç > 0, on obtient le résultat en utilisant la 
formule de Leibniz, qui nous donne 

t 
dq 
dtq = 

DT 
dtq 

t-q 
dq~1 

dt q-1 

Définissons maintenant le sous-espace <S*'S(MFC) = <S*,S — 
p/ENfc-i 

S*s,p') POUr tout 

s de N. On a évidemment S* = (J S*>s. 
s E N Pour s > 1, on a 

(A6.1) d 
dt 

S*'8-1 = <S*'S. 

En effet, l'inclusion S* Ç d 
dt 

<S*'S 1 est évidente. Pour démontrer l'inclusion inverse, 

il suffit par linéarité de remarquer que si l'élément T de S est de la forme T = 
dts dp' 
dts dx'P 

F avec F dans <S*'(0), on a T = d 
dt 

Qs-i gp 
dt8'1 dx'P 

F G 
d 
dt 

<S*'S_1. 

Par ailleurs, posant S'* = S*(R 1 ), il est connu que (voir [27], chap. IV, formule 
(IV. 5. 6)) 

(A6.2) mi d 
dt 

= lt®S'* ÇS*'°. 

Soit T dans S* , la notation 

(A6.3) T = 
2 

Ttdt 

signifie qu'on a une application continue t —ï Tt de R dans S'* muni de sa topologie 
forte telle que pour (p = (p0 <g) (fi G S avec (fo dans S(R) et ipi dans <S;, on ait 

(T, Y) = 
R 

y>o(*)(ït, Vi)*-

Tout élément T de <S*'° peut s'écrire sous la forme T = 
R 

Ttdt. Il suffit de le 

vérifier pour T = 
g(o,p')jr gp'p 
dx(°>p') dx'P' 

avec F dans Sfa et p' dans N 1 . Dans ce cas, 
pour tout t de IR, Ft : x' —ï F{t,x') est un élément de <S'*0) et l'application t —>• Ft 

est continue de R dans S'*. En prenant T£ = dp Ft 
dx'P' 

, on a bien T = Ttdt avec 
Ttes'*. 
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Le résultat qui suit pourrait être énoncé comme un corollaire de la théorie des 
fronts d'ondes. Comme nous ne considérons ici que des distributions tempérées, une 
vérification élémentaire nous paraît préférable. 

Proposition A6.1. — On utilise les notations et les conventions précédentes. Soit T 

dans <S* tel que d 
dt - P T = 0 où p = p(£,#', d 

dxf 
) est une expression polynomiale 

en t, x et 
d 

dx1 
qui ne comprend pas l'opérateur 

d 
dt 

alors nécessairement T e S*' 

et on peut donc écrire T sous la forme Ttdt. 

Démonstration. — Soit s le plus petit entier tel que T G S*,s. Montrons qu'on 
aboutit à une contradiction si on suppose s > 0. Comme S*,s est un C[x]-module et 

comme les d 
dx1 

laissent S*,s stable, on a p T G <S*'S. D'après l'égalité (A6.1), il existe 

S dans <S*'S 1 tel qu'on ait d 
dt 

S = pT. La formule (A6.2) entraîne alors qu'on a 

T -S e <S*'U. D'où T G <S*'s-i (IT ), en contradiction avec l'hypothèse de départ. • 

A7. Suites centrales ascendantes et centres 

Proposition A7A. — On suppose dim3 = 1. Pour qu'on ait g = 32(g), (il faut et) il 
suffit qu'on ait 3 = a(32(s)) . 

Démonstration. — Posons 3 = CZ et fixons-nous un élément £ de g* tel que £(Z) ^ 
0. Notons B la forme bilinéaire sur g donnée par X, Y —> £([X,Y]). Dans cette 
démonstration, on note g' l'orthogonal de 32(g) relativement à B. Nous supposons 
désormais qu'on a 3(32(g)) = 3. La forme bilinéaire induite par B sur 32(#)/3 est 
alors non dégénérée, on en déduit qu'on a 

0/3 = (fl73)e(32(0)/3) 

0 = fl'+32(0), 3 = fl'n32(fl)-

Montrons que, pour X dans g', on a l'implication [g,x]Ç 3 =$• X e 3. Pour cela, 
on remarque qu'on a 

[g,X] = [g'+è2(g),X} = [g',X]çd. 

On a donc X G %2{g) H g' = 3. 
Le théorème d'Engel et l'implication ci-dessus entraînent qu'on a g' = 3 puis qu'on 

a Q = 32(s) + &' = 32(0) • D'où la proposition. • 
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A8. Fidélité des sous-représentations des représentations monomiales 

Proposition A8.1. — 1) Soit P un sous-groupe fermé de G, (po^o) une sous-
représentation non nulle de la représentation quasi-régulière p(G, P, 1) = p(G, P) 
avec 

M = {geG\po(g) = ldno} et M' = Ç\gPg-\ 
gEG 

Alors, on a M — M'. En particulier, les sous-représentations non nulles de p(G, P) 
sont simultanément toutes fidèles et elles le sont si et seulement si M' = {e}-

2) Soit p une sous-algèbre de Lie de g avec P = expp, alors les sous-
représentations non nulles de p(G, P) sont fidèles si et seulement si 

m= f| <?P = {0}-
geG 

Remarque. — Si, dans le 1), on remplace p(G, P) par (G P, x) ou x est un caractère 
unitaire de P , on peut démontrer qu'on obtient 

M = G (Prïs^nx'Hi))»-1-
g£G 

Démonstration. — 1) Dans ce qui suit, $ désigne une fonction continue, non nulle 
de H0. 

On vérifie très facilement qu'on a M' Ç M. Afin d'établir l'inclusion inverse, nous 
montrons tout d'abord qu'on a M Ç F . On pose P' = M P. On note qu'on a 
P'/P ~ My (M n P) . Du fait que G est simplement connexe M/{M D P) possède 
une infinité d'éléments dès que M ^ M fl P . Or, on a 

G/P 
\H9)?dg = 

G/P' M/(MnP) 
\$(gh)\2dh) dg < oo-

Pour tout g de G, la fonction h -> $(gh) est constante sur M n P. Comme $ 
n'est pas nulle, l'intégrale ci-dessus ne peut converger que si l'on a M = M fl P . On 
a donc M Ç P. 

Comme M est distingué, on a bien M Ç M' puis M = M'. 
2) Le résultat est évident pour dimg = 0. Lorsque dimg > 0, toutes les repré

sentations fidèles sont non nulles. Comme P = expp, le 1) donne 

M = Q exp gp = exp( f] gp) = expm. 
geG geG 

D'où M = {e} 4=> m = {0} et le résultat. 
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