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INVOLUTIONS COMPLEXES
ET VECTEURS SPHERIQUES ASSOCIES
POUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS REELS

Bernard Magneron

Résumé. — Les représentations monomiales d’un groupe de Lie nilpotent G' dans un
espace de Hilbert, obtenues par induction & partir d’un caractére unitaire d’un sous-
groupe ont été bien étudiées ces derniéres années. Par exemple par Grélaud, Corwin
et Greenleaf, Fujiwara et Lipsman.

La construction d’une représentation induite holomorphe & partir d’une sous-al-
gébre t de la complexifiée g de I’algebre de Lie g de G, subordonnée & une forme
f sur g* fournit un autre procédé pour obtenir des représentations unitaires qui gé-
néralise le précédent. Ce procédé a été utilisé lorsque € est une polarisation positive
par Auslander et Kostant en 1971, afin d’obtenir des représentations unitaires irré-
ductibles pour les groupes de Lie résolubles généraux. Depuis lors, I’étude des cas ou
cette induction conduit & une représentation unitaire non irréductible ne semble pas
avoir été abordée.

Dans ce qui suit, une premiére tentative est faite pour combler cette lacune. En
1985, un travail de Benoist sur la représentation monomiale obtenue a partir du ca-
ractére trivial du sous-groupe des points fixes d’une involution de G avaient montré
qu’il s’agissait 14 d’'un bon exemple de départ pour étudier les représentations mo-
nomiales plus générales. Reprenant la méme démarche, on considére maintenant la
représentation induite holomorphe (p, H) construite a partir de la forme nulle sur la
sous-algébre £ des points fixes d’une involution de g®.

Pour cela, on utilise les vecteurs « sphériques » ou vecteurs-distributions annulés par
£, pour chaque représentation unitaire irréductible 7 de G associée & une G-orbite 2
dans g* par la bijection de Kirillov. On constate qu’ils forment un sous-espace (H, *)*
de dimension au plus 1. Ce résultat implique que p est sans multiplicité. On met en
évidence un cone © de g* tel que I’équivalence Q2N O # @ <= dim(H;*°) =1

o
est vérifiee. Notons © l'intérieur de © dans le sous-espace (¢£N g)L. On démontre
alors I’équivalence H # {0} <— © # 2.

© Astérisque 253, SMF 1999



Abstract (Complex involutions and associated spherical vectors for real nilpotent Lie
groups)

Monomial representations of a nilpotent Lie group G have been studied successfully
during the last few years by several people, including Grélaud, Corwin and Greenleaf,
Fujiwara and Lipsman. They are constructed by induction, starting from a unitary
character of a G-subgroup.

Starting from a subalgebra ¢ of the complexification g© of the Lie algebra g of
G, and from a form f of g* such that f([¢,€]) = {0}> one can also construct the
associated holomorphically induced representation. This gives another way to obtain
unitary representations for G. It generalizes the previous one, as can easily be seen.

This construction was used by Auslander and Kostant in 1971, assuming that
¢ is a so-called positive polarization. Their goal was to study irreducible unitary
representations of general solvable groups. Since then, no attempts seems to have
been made to use this method to consider non irreducible unitary representations.

This work is a first attempt to fill in this gap. Benoist’s study of the monomial
representation associated to the trivial character of the fixed points subgroup for an
involution of GG, which was carried out in 1985, showed it was a good starting example
for studying more general monomial representations. In the same way, we study here
the holomorphically induced representation (p, H) associated to the trivial functional
on the fixed points for an involution of g€, hoping it will give some insight of what
might happen in more general instances.

First, we consider the space (H, )% of “spherical”, or E-annihilated, vectors for
each irreducible unitary representation = of G, associated to the G-orbit  in g* by
the Kirillov bijection. We prove that this space is of dimension at most one, and find a
suitable cone © such that the equivalence QN O # @ <= dim(H,;>°)* =1 holds.
These results imply that p is always multiplicity free. We then prove the equivalence

H #£ {0} —= ) # &, where O is the interior of © in the subspace (£Ng)* of g*.
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INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ETUDE

Soient g une algébre de Lie nilpotente réelle et G =expg.
Soient K un sous-groupe de Lie de G et x un caractére (unitaire) de K . Rappelons
que la représentation monomiale associée & (K,x) qu’on désigne ici par

(p(G, K, x), H(G, K, X))
agit dans l’espace H(G, K, x) formé par les (classes de) fonctions & mesurables sur
G telles que ®(gh) = ®(g) x"'(h) pour tout g de G et tout h de K et qui sont
telles que / |®(g)|? dg < oo et que P’action de p(G, K,x) de G sur H(G, K, x)
G/K

est donnée par p(G, K, x)(g') ® (9) = ®(g' ' g).

Dans le cas oit x = 1, on peut alors écrire simplement (p(G, K), H(G, K)) au lieu
de (p(G,K,1), H(G, K,1)). La représentation ainsi obtenue est dite quasi-réguliére.

On note £ (resp. R) Paction de g sur I’espace C°°(G) donnée pour X dans g et
g dans G par

L(X)® (g9)

d
P ®(exp —tX g) o’

(resp. R(X)® (9)

d
5 29 exptX)| ),

ainsi que son prolongement naturel & I/(g) obtenu par linéarité et composition.
Etant donnée une sous-algébre de Lie (complexe) ¢ de g©, nous nous intéressons
aux objets associés suivants :

1) Soit (7, H.) une représentation unitaire irréductible de G, nous considérons
I'espace (H,>)* formé par les vecteurs-distributions de 7 qui sont annulés par &.

2) Nous considérons aussi la représentation induite holomorphe quasi-réguliére
de G associée & £ qu'on désigne par (p(G,€),H(G,¥)) ou plus simplement par (p,H).
C’est une sous-représentation de p(G,exp(¢N g),1) = p(G,exp(¢N g)). Son espace



2 INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ETUDE

‘H est le complété de ’espace des fonctions ® de C*°(G) qui sont des éléments de
H(G,exp(ENg)) et qui sont telles que R(€) @ = {0}
On peut alors se poser les questions suivantes :

a) Peut-on déduire la dimension de ’espace (H, des propriétés algébriques
et géométriques de la G-orbite coadjointe associée & m par la bijection de Kirillov ?

b) Peut-on trouver une expression explicite des vecteurs-distributions annulés par
€, sous la forme d’une intégrale, lorsque 7 se réalise par la construction de Kirillov &
partir d’une polarisation de g 7

c) Peut-on trouver des propriétés algébriques et géométriques de g* et de &
permettant d’affirmer que la représentation p n’est pas nulle?

OO)E

D’autres questions naturelles se posent que nous n’avons pas abordées faute de

temps :

d) Peut-on mettre en évidence une expression explicite des coefficients associés
aux vecteurs-distributions annulés par ¢ (formule de Kirillov) ?

e) Peut-on désintégrer la représentation (p,#) et donner une formule de Plan-
cherel 7

f) Peut-on utiliser la formule de Plancherel pour prouver la résolubilité de cer-
tains opérateurs différentiels sur G/ exp(¢Ng) associés & &7

Nous nous restreignons au cas particulier ou £ est formée par les points fixes
d’une involution o de g€. Une présentation de nos résultats se trouve dans les sous-
sections 1.1 et 1.2 et une synthése dans la section 9.

Dans le cas réel ou (EN g)C = €, p est une représentation quasi-réguliére de G
dans L? (G/exp(ENg)) associée a 'espace symétrique nilpotent G/ exp(t N g). Des
réponses satisfaisantes aux questions ci-dessus ont été alors fournies par Benoist dans
sa theése ([2] & [4]) et initialement, nous avons cherché & étendre ses résultats. En
particulier dans ce travail, nous utilisons comme lui les vecteurs-distributions annulés
par ¢ (appelés dans ce cas vecteurs sphériques) pour obtenir des renseignements sur
p, par exemple pour vérifier qu’elle est sans multiplicité. Ceci étant, le plus souvent
ses méthodes ne se généralisent pas a notre étude, et le cas complexe apparait comme
beaucoup plus long & traiter que le cas réel.

Les résultats de Benoist peuvent &tre considérés comme des illustrations de la
théorie des représentations monomiales des groupes de Lie nilpotents, ou plus généra-
lement des groupes de Lie résolubles exponentiels. Cette théorie, qui s’est développée
activement durant ces derniéres années a permis ’obtention, dans le cadre de la théo-
rie des orbites, de descriptions de plus en plus précises de ces représentations et des
concepts qui leur sont associés. Les résultats obtenus ont aussi permis de mettre en
évidence des propriétés de résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur ces
groupes et les espaces homogénes associés. Mentionnons, par exemple, les travaux de
Grélaud ([13] et [14]), Corwin et Greenleaf [8], Fujiwara ([10] et [11]), Lipsman [20]
et Benoist ([2] a [4]).
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INTRODUCTION. CONTEXTE DE NOTRE ETUDE 3

On peut se demander s’il n’existe pas une théorie concernant certaines (ou éven-
tuellement toutes) les représentations induites holomorphes de ces groupes qui géné-
raliserait la théorie des représentations monomiales. Dans ce contexte, notre travail
apparait comme une premiére tentative pour expliciter une telle théorie. Notons que
jusqu’a maintenant, aucune recherche ne semble avoir été faite dans cette direction.
Depuis la parution en 1971 du célébre article de Auslander et Kostant [1], les tra-
vaux concernant les représentations induites holomorphes (ou éventuellement harmo-
niques) ont portés essentiellement sur les critéres d’irréducibilité et de non nullité de
ces représentations lorsqu’elles sont induites & partir de certaines polarisations com-
plexes des groupes de Lie résolubles (voir, par exemple, les travaux de Rossi-Vergne
[26], Fujiwara [9], Zaicev [28], Penney [25]) et plus récemment pour des polarisa-
tions faibles, ceux de Inoue [17]). Le cas ou I'induction se fait & partir d’une sous-
algébre complexe qui n’est pas une polarisation, ne semble pas avoir été abordé.

Lorsque nous avons entamé cette étude, la connaissance des quelques exemples,
mentionnés plus haut, de représentations induites holomorphes déja étudiées était
insuffisante pour nous permettre d’imaginer des réponses aux questions que nous
nous posions. Il nous a donc fallu commencer par étudier d’autres cas particuliers.
C’est pourquoi, avant d’aborder le présent travail, nous avons complétement traité le
cas des représentations p obtenues & partir des paires symétriques (g,o) telles que
06 = o . Les résultats ainsi obtenus ont été annoncés dans [22]. Certains d’entre eux
sont présentés dans la sous-section 11.3 comme des corollaires de la présente théorie.

Remerciements. — Je remercie vivement Yves Benoist dont les explications, au dé-
but de I’élaboration de ce travail, m’ont été trés utiles ainsi que Michéle Vergne
qui a lu de fagon critique et constructive un premier manuscrit, ce qui m’a conduit
& énoncer certains résultats de fagon plus concise et plus intrinséque. Par ailleurs,
Hidénori Fujiwara m’a expliqué plusieurs résultats concernant les représentations mo-
nomiales des groupes de Lie nilpotents et a corrigé un grand nombre de coquilles de
[23]. Jean-Yves Charbonnel et Michel Duflo ont attiré mon attention sur les résul-
tats de I’appendice A1l concernant les propriétés asymptotiques des fonctions semi-
algébriques. Jean-Marc Delort sur ceux de l’appendice A6 concernant certaines pro-
priétés des distributions. Les remarques de Daniel Barsky m’ont aidé 4 mettre en évi-
dence les résultats de I’appendice A4 que je ne parvenais pas a prouver. Enfin, j’ai re-
pris presque mot pour mot des notes inédites de Jacques Helmstetter pour la démons-
tration de la proposition A3.3 concernant une propriété de la formule de Campbell-
Hausdorff. Je les remercie pour leur aide.
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SECTION 1

RESUME DES RESULTATS

1.1. Notations et résultats principaux

Désormais G désigne un groupe de Lie nilpotent (connexe), simplement connexe,
d’élément neutre e, d’algébre de Lie réelle g (de dimension finie) de dual g*. On note
U(g) Valgébre enveloppante complexifiée de g.

On désigne par G le dual unitaire de G et par £ G\g" — G la bijection de
Kirillov.

Soit (m,H,) une représentation (unitaire, fortement continue) de G. Les représen-
tations de G et de U(g) associées & m dans ’espace des vecteurs C™ (resp. dans son
antidual topologique, ’espace des vecteurs-distributions) sont notées (m, H3°) (resp.
(m, Hz™))-

Désignons maintenant par € une sous-algébre (complexe ou réelle) de g€. On consi-
dére 1 le sous-espace des vecteurs annulés par € défini par

(Hz®) ={be H;>|n(€)b={0}}

On désigne désormais par o une involution de l’algébre de Lie complexifiée g© de
g. On a donc ¢ € Aut(g®) avec 02 = Id. On suppose que ¢ = &(g) = Ker(o — Id)
est la sous-algebre des points fixes de o dans g€. On dira que le couple (g,0) est une
paire symétrique et que les éléments de (H°°)* sont des vecteurs sphériques. Nous
désignerons par P ’application polynomiale de ¢ dans g donnée par

1 _
PV) = % log(exp V exp —V)
7
en remarquant que pour V € ¢Ng, PGV)=V.
(M On notera que dans [25], th. 2, Penney utilise aussi un vecteur E-semi-invariant dans H, >,
qu’il appelle vecteur de Frobenius, lorsque € est une polarisation positive totalement complexe d’une

algébre de Lie résoluble exponentielle et lorsque p est la représentation induite holomorphe associée
aet.
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A ¢ dans g*, nous associons le polynome réel sur ¢ donné par Pp(V) = ¢ (P(V)) .
Nous définissons alors le cone convexe de g*

© = { € g*|V — Py(V) est minoré sur £}
On a alors (voir plus loin le théoréme 9.0.1) le
Théoréeme 1. — Soit € G\g*, © = £(Q) alors on a dim(H,;*®)® <1 avec
dim(H,®)f=1 <= QNO#£g2.

On peut en déduire (voir le corollaire 9.0.2) que p est sans multiplicité.
Soit V € tng et £ € O, la fonction t — P,(itV) = t£(V) est minorée sur R, ce

qui entraine £(V) = 0. On a donc © C (¢Ng)t. On note © lintérieur de © dans
(eNg)L. On a alors (voir le théoréme 10.2.8) le

o
Théoréme 2. — La représentation (p,H) est non nulle si et seulement si © est non
vide.

Les énoncés ci-dessus présentent ’avantage de ne faire intervenir que la structure
de E et non pas celle de o. Ils sont donc susceptibles d’une généralisation au cas ou &
est une sous-algébre quelconque non nécessairement formée par les points fixes d’une
involution complexe. Par ailleurs, ils prennent une forme unique dans le cas ou ¢ est
la sous-algébre des points fixes de plusieurs involutions différentes. Ils sont cependant
difficiles & appliquer en pratique, en particulier parce qu’ils font intervenir la formule
de Campbell-Hausdorff dont 'utilisation est délicate.

Il est pourtant possible de fournir des énoncés moins intrinséques, puisqu’ils font
intervenir la structure de o, mais plus faciles & utiliser. La sous-section suivante
contient, entre autres, de tels énoncés.

1.2. Notations et résultats complémentaires
Désormais, si m est une partie de g€, on définit pour ¢ = 0,1
mg={Xem|oX =(-1)?X}
Si m est un sous-espace vectoriel réel, on conviendra d’écrire m
(et non pas de (m,)®). On a ainsi g€ = g5 P g.

Nous utiliserons souvent le fait que les idéaux des suites centrales ascendantes
et descendantes de g ont des complexifiés qui sont caractéristiques dans g€ et qui
sont donc o-stables. L’involution ¢ induit une nouvelle involution complexe sur le
complexifié d’un quotient de g par un sous-espace de complexifié o -stable. La notation
m, sera encore utilisée lorsque m est un sous-espace d’un tel complexifié.

Dans la suite, 0 désignera toujours une algébre de Lie munie d’une involution

complexe telle que () + £(?) engendre 9. Sauf mention expresse du contraire, il
s’agira de la sous-algébre engendrée par (£+€) Ng dans g, de telle sorte que E(d) = .

C

¢ au lieu de (m®),

ASTERISQUE 253



1.2. NOTATIONS ET RESULTATS COMPLEMENTAIRES 7

De méme, e désignera la sous-algébre de g engendrée par (ZJ‘lC + O_‘f) N 0. Nous
verrons (proposition 4.1.4) que c’est un idéal de 0.

On pose D =expd et £ =expe.
Id+o

5 On
définit €, = v(0). C’est un sous-espace vectoriel réel de €. Du fait que C=v@io,
onat==¢t +it.. On pose RNet,. = b de telle sorte que § est la projection de &, sur
g parallélement & ig. C’est un sous-espace vectoriel réel de .

Les objets ¢, v, €. et h auront une grande importance dans toute la suite. Lorsque
o est réelle, on a &, = h = €N g de telle sorte que h jouera souvent dans le cas général
le role que jouait €N g dans le cas réel. On définit le cone convexe

©o = {£ € h* | Py(¥,) est minoré }

On note v le projecteur de 9 sur ¢ parallélement a 0(1:. Ona~y=

Nous montrerons plus loin qu'on a ©y = © N h* (proposition 8.2.4 et théoréme
9.0.5). On a alors (proposition 7.2.2 et théoréme 9.0.1) le

Théoréeme 1'. — Dans les hypothéses du théoréme 1, on a

dm(H;®) =1 <= QNG#9 <<= QNO#£02.

p Cx
Pour €O et VER,oma PFPi(V)=1¢ Zad ReV (SMmV)
750 (p+ 1)

Pour ¢ € g*, nous notons maintenant ¢(¢) le noyau de la forme bilinéaire X,Y —
¢([X,Y]) sur e. On pose
n= ﬂ Kerfne(¢)
J2Sh
et N =expn.
Nous verrons que n est un idéal de ? et qu’'on a n = lrge Ker N e(¢) (proposition

10.1.2). Le résultat suivant compléte le théoréme 2.

Théoréme 2'. — On a les équivalences o
p nonnulle <= n=¢ <= O#0o.

Nous nous proposons maintenant de fournir une expression explicite des éléments
de (H;*°)¥ pour 7€ G.

Rappelons que d’apreés la théorie de Kirillov, si p est une polarisation (réelle) de
gen £ € g* avec P =expp et si pour X € p, on pose x(expX) = e*X) " alors on
peut prouver que

on a

(p(G, P,x), H(G, P,x)) € &(GY).

On a alors (voir le théoréme 9.0.4)
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8 SECTION 1. RESUME DES RESULTATS

Théoréeme 3. — Soit L € ©.

1) I existe des polarisations p de g en € telles que €+ (pN0)C =C.

2) Soit p une telle polarisation, x le caractére associé ¢ £ sur P = expp.
Alors il existe une unique fonction fc'; de C*°(D) qui vérifie les propriétés suivantes :

(C) kp(e) =1,  L(®)ky ={0} et xj(gh) = x(h)~K}(9)
pour tout g de D et tout h de PN D. C’est l’exponentielle d’une fonction polynomiale
sur D.

3) Soit a un élément non nul de H~"°(G, P, x)t. Alors on a pour tout & de
H>(G, P,x)
(1) a(®) = A ®(h) k2 (h) dh
D/(PND)

ot dh est une mesure D -invariante et A un scalaire complexe non nul bien déterminé.

Considérons une paire symétrique (0,0) dans laquelle ’algébre réelle 0 est a priori,
une algébre de Lie quelconque. Soit € la sous-algebre de ses points fixes, e I'idéal de ?
engendré par (0% 4+ 9) N0 et 3(e) son centre. Nous dirons que (9,0) est (une paire
symétrique) standard si les propriétés (P) ci-dessous sont vérifiées :

(P1) o est engendrée par €+ E.
(P2) e est de cran < 2.

(P3) 3(e) =e. B

(P4) e=e1 ® ((eg @ef)N e) .

Dans le cas ou la paire (0,0) vérifie seulement la propriété (P1) ci-dessus, on
démontre que l’ensemble J des idéaux j; de complexifiés o-stables de 0, tels que
(0/ji, o) vérifie les propriétés (P2), (P3) et (P4) ci-dessus, contient e et est stable par
intersection. On note j son plus petit élément.

On démontre alors (voir la proposition 7.1.1 pour le 1) et le théoréme 10.2.8 pour
le 2)) le

Théoréeme 4. — 1) Ona © Cjt.
2) On a limplication © #Q = j=c¢p.

1.3. Quelques exemples simples

Nous vérifions maintenant certains des résultats précédents sur quelques exemples
simples. Plus loin dans la section 11, nous présenterons des exemples plus élaborés.

Exemple 1. Lorsque o est réelle, on a ¢ = h, h = o =tNget e =) = {0}
D’aprés les remarques de la sous-section 1.1, on a donc ©¢ = 0 = h+. Le théoréme
1’ redonne les résultats suivants de Benoist (voir [3]) :

H:®)W £{0} <= dimH;°)'=1 <= aQnht#o.
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Soit p unepdaristion deg en £ G f)+, lafondion Adsr D=H =epi) et la
ocondante 1. Lethéoréme 3donnepaur aG H~°°(G, P, x)h & $ G n°°{G,P,x)

o%) =A/ ¥/f) an
i//l(PDif)

qui e é@lement une formule de Benoid.

Par alleurs e = n = {0}- Lethéoreme 2' redonne le fait évident que p et toujours
non nulle

Exemple 2. Supposons maintenant qu'on ait g = RX 0 RY ~ C (g et donc
commutative), avec 1 = C(X + 1Y) @ of = C(X - iY). Onail=0 =© ={C}-
On adonc (H-00) = {0} pour toute représmtation ¥ de G ~ B2 sauf lorque 7 et
triviale La vérification direte de cefait e d'ailleurs évidente

Onan = e= g£co — {0}- Lethéoréme 2' nous pame donc de rerouve le
fait démentaire quela saule fondtion entiere ur C de carréintegrable e la fonction
identiquement nulle

Exemple 3. Supposons anfin que g soit I'dgébre de Lie de base {X; Yo ...Yn}
(n > 0) ayant pour crochets non nulis :
[x,n_i] = yfq I<k<n,

e a l'invaution de gc, dbtenueen posant 1= C(X +¢Jo) et gf = 0 CYA.
Ofcn
OnoondatequonaV =g, e= © RYkd 7(3) =1ir = R(X +iY0). Dau
Ofcn

)=RX & f}%, o ())((11 ?%»E dans ™ 48 ghefleg; O(GE). On a

0>0 (P+1)!
= YO+ /(g') X2+ .o ’(F?{+YB)!Xn +1

On voit que Q0 eg famé de l'union de {0} & du sousensamble des £ de X1-
tds quele plusgrand m pour lequd ona £(Yrn) 70 0, e impar alec m—2p+ 1 &
*(y2pH) >0.

En ce qui concarne p, deux cas peuvent & produire S n = 2m-h1l (m > 0)
e impair, la condition <€(|2mH) > 0 entraine que Pi et minaréaur § & quon a
NG Coe* Onadonc C\Ke £l = {0} & n =& = {(}- Le théorame 2' entraine donc

A0 C

que p et non nulle

9 maintenant, n = 2m e pair,on vat quona £G ©@  ~(*2m) = 0 puisgu'un
payndme a une varidble x de deyéimparr 2m- 1, n'ex jamais minaré On a donc
Y2m G Ke*" DeH 33 Cn. Caonme = {3}>nan” & & le ménethéréme
entraine que p et nulle
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