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Introduction

L’objet de ce livre est d’offrir un texte qui démontre quelques résultats récents ou
nouveaux de mécanique des fluides. Ce texte se veut autocontenu pour un étudiant
de maitrise n’ayant point fui I’Analyse. Le premier résultat est le théoréme de J.-M.
Delort sur I’existence d’une solution aux équations d’Euler en dimension deux pour une
donnée initiale du type nappe de tourbillon. Les autres résultats sont des théorémes
affirmant la persistance de la régularité du bord d'une poche de tourbillon. Le texte
est divisé en neuf chapitres dont nous allons briévement résumer le contenu.

Le premier chapitre est une description succinte des concepts de base liés aux équa-
tions d’Euler relatives a un fluide parfait incompressible. Tout d’abord, nous définissons
un tel fluide en lui imposant d’évoluer le long d’une géodésique du groupe des difféo-
morphismes préservant la mesure.

Ensuite, traduisant cette définition lagrangienne en langage eulérien, nous établis-
sons les équations d’Euler vérifiées par le champ des vitesses des particules du fluide.
Puis, les quantités importantes liées & ces équations (pression, tourbillon) sont intro-
duites. La loi fondamentale de Biot-Savart reliant un champ de vecteurs de divergence
nulle & son rotationnel est démontrée. Enfin, la spécificité de la dimension deux d’espace
est mise en évidence : c’est la conservation du tourbillon le long des lignes de flot du
champ de vecteurs solution. Ce premier chapitre se conclut sur une formulation faible
des équations d’Euler qui est spécifique & la dimension deux.

Le deuxiéme chapitre a pour but de présenter les bases de la théorie de Littlewood-
Paley. Dans un premier temps, quelques inégalités simples sur les fonctions dont la
transformée de Fourier est & support compact sont démontrées. Ensuite, nous construi-
sons une partition de 'unité associée & un recouvrement de l'espace R? par des cou-
ronnes dyadiques.

Puis, nous utilisons cette partition de I'unité pour caractériser les espaces de Sobolev
et de Holder. Une certaine place est accordée a 1'étude des cas limites d’espaces de
Holder, essentiellement la classe de Zygmund C!. Les chapitres 5 et 9 en illustreront la
nécessité.

Ensuite, nous présentons une version trés rudimentaire du calcul paradifférentiel.
Les résultats que nous démontrons ici seront abondamment utilisés dans toute la suite
du livre.

Enfin, comme premier exemple d’application de ces techniques, nous démontrons
quelques propriétés de la pression et de son champ de gradient.

Comme son nom l'indique, le troisi¢me chapitre est dévolu & ’étude de la loi de Biot-
Savart. Il s’agit de savoir en quoi une information sur le tourbillon peut se traduire sur
le champ de vecteurs de divergence nulle associé.
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Apres la présentation de quelques cas trés simples, nous étudions I'action des opéra-
teurs du type 9;8;A7" sur les espaces LP, c’est-a-dire que nous exposons le théoreme
d’interpolation de Marcinkiewicz en contrélant précisément les constantes en fonction
de p. Les chapitres 5 et 9 montreront que ceci n’est pas une coquetterie.

Ensuite, le probleme de I'action des opérateurs 9;0;A~! sur 1'espace des fonctions
bornées est abordé dans le cadre de la dimension deux. Nous étudions tout d’abord
en détail deux exemples. Le premier montre qu’'un champ de vecteurs de divergence
nulle dont le tourbillon est une fonction bornée & support compact peut ne pas étre
lipschitzien. Le second exemple suggere que ce probléme n’est pas sans relation avec la
régularité tangentielle par rapport & une courbe suffisamment réguliere.

Ce troisiéme chapitre se termine par la démonstration d’'une inégalité relative a
'action des opérateurs 9;0,A~! sur I'ensemble des fonctions bornées. Cette inégalité
sera a la base des démonstrations des théorémes de persistance de la régularité du bord
d’une poche de tourbillon exposées aux chapitre 5 et 9.

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution des équations d’Euler pour des
données initiales réguliéres, c’est-a-dire dans une classe de Holder C™ avec r strictement
supérieur & 1. Dans un premier temps, nous résolvons un probléme modele. Nous
démontrons également une condition nécessaire pour que le temps d’existence maximal
de la solution soit fini. Au passage, nous établissons une estimation de propagation de
la régularité holderienne pour les champs de vecteurs de divergence nulle, lipschitziens.

Nous revenons ensuite aux équations d’Euler en vérifiant qu’elles sont bien un cas
particulier du modele précédent. Nous concluons alors le chapitre en démontrant une
condition de non existence globale dans les cas suivants : le cas d’'une donnée initiale
péricdique, le cas ou le gradient de la vitesse appartient & L? et, enfin, celui ol le champ
de vecteurs est une perturbation d’énergie finie d’une solution stationnaire.

Le cinquiéme chapitre a pour objet I’étude des solutions & tourbillon borné en di-
mension deux d’espace. En premier lieu, nous démontrons le théoreme de Yudovich
d’existence globale pour des données a tourbillon borné. Bien qu’a priori non lischipt-
zien, le champ de vecteurs solution est quasi-lipschitzien. On démontre alors un raffine-
ment du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Un tel champ de vecteurs posséde un flot. La
régularité en espace de ce flot est exponentiellement décroissante en temps. On exhibe
ensuite un exemple montrant que le théoréeme de Yudovich est optimal.

Ensuite, nous présentons le probléme dit des poches de tourbillon. Puis, nous le
résolvons en démontrant un théoréme de persistance de la régularité tangentielle par
rapport & une famille de champs de vecteurs peu réguliers. La démonstration de ce
théoréme utilise le calcul paradifférentiel introduit dans le chapitre 2. Ce résultat doit
étre compris comme un théoréme de propagation de la régularité, jusqu’a un temps
quelconque, dans un systéme d’équations quasi-linéaires.

Le sixiéme chapitre est consacré au probléme dit des nappes de tourbillon. Apres
avoir présenté le probléme, nous énongons le théoréme de J.-M. Delort d’existence d’une
solution lorsque le tourbillon du champ de vecteurs de divergence nulle initial est une
mesure bornée de partie singuliére positive.

Ce probléme se réduit & un probléme de passage a la limite dans une intégrale grace
3 la formulation faible spécifique & la dimension deux établie a la fin du chapitre 1. La
démonstration se conclut au prix de quelques lemmes de théorie de I'intégration.
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INTRODUCTION

Le septieme chapitre est une digression sur le front d’onde. Aprés une présentation
élémentaire de ce concept de base de 'analyse microlocale, sont exposées les relations
étroites entre front d’onde, théorie de Littlewood-Paley et produit des distributions.
Ensuite, les concepts de front d’onde analytique et de front d’onde Gevrey sont in-
troduits. On démontre un résultat de type ”ellipticité microlocale” dans le cadre du
front d’onde analytique ou du front d’onde Gevrey pour des champ de vecteurs trés peu
réguliers. Ceci sera utilisé au chapitre suivant.

Le huitiéme chapitre expose un résultat de régularité analytique ou Gevrey en temps
sur le flot d’une solution pas trop singuliere du systéme d’Euler. L’idée essentielle
consiste & étudier I’action répétée, sur le gradient de la pression, de la dérivation le long
de lignes de flot. On déduit de cette étude une majoration du front d’onde analytique
(ou Gevrey) de la solution.

Le neuvieme et dernier chapitre revient sur 1’étude du probléme des poches de tour-
billon. On s’intéresse ici au cas ou le bord de la poche présente des singularités, par
exemple des coins ou des cusps. Les résultats, nouveaux, qui y sont démontrés, généra-
lisent ceux du chapitre 5 sur les poches de tourbillon & bord régulier. On démontre
que la régularité de la courbe persiste en dehors des points singuliers produits par ceux
existant & l'instant initial. Ce type de résultat montre que le systéme d’Euler rela-
tif & un fluide parfait incompressible, bien que non local, se comporte vis-a-vis de la
propagation des singularités, comme un systéme local.

Ce texte trouve sa source dans trois cours faits a I'Institut Nankai de Tian-Jin en
1991, a I’Ecole Polytechnique en 1992, et a I’Ecole Normale supérieure de Cachan en
1992-1993. Je tiens & remercier ici ces trois institutions. A ces diverses occasions, G.
Allain, N. Burq, B. Bidegaray, C. Cancelier, T. Colin, P. Gamblin, C. Guillopé, J. Hong,
G. Lebeau, L. Nedelec, X. Saint-Raymond, L. Robbiano et C.J. Xu ont manifesté pour
le sujet un intérét qui fit pour moi un puissant encouragement & la rédaction de ce
texte. Je leur exprime toute ma gratitude. Je remercie particulierement B. Bidegaray,
R. Danchin, T. Desjardins et P. Gamblin qui ont relu divers morceaux et versions
antérieures de ce texte et en ont extirpé force fautes.

Je remercie P. Gérard et D. Serre avec qui j’ai eu des discussions aussi amicales que
fructueuses a propos des résultats exposés ici.

Enfin, il est évident que nombre de résultats et techniques exposés dans ce texte
trouvent leur source dans les idées introduites en analyse non linéaire par J.-M. Bony
a la fin des années soixante-dix. J’ai eu avec lui de nombreuses, et 6 combien fécondes,
discussions a ce propos. Je lui exprime ma profonde reconnaissance.

Je voudrais conclure cette introduction en remerciant trés chaleureusement le rap-
porteur ; il m’a fait de nombreuses remarques et suggestions qui ont beaucoup amélioré
le texte initial.






Chapitre 1

Présentation des équations

1.1 Qu’est-ce-qu’un fluide parfait?

On cherche a décrire ’évolution d’un fluide parfait incompressible entre deux temps ¢y
et t;. Une particule de fluide située au point z & l'instant t, sera située au point 9, (z)
a l'instant t;. L’incompressibilité du fluide se traduit par le fait que I’application 1,
supposée étre un difféomorphisme, conserve la mesure, c’est-a-dire que son jacobien est
de déterminant 1.

Dans toute la suite, nous supposerons que le fluide est indéfiniment étendu dans
tout ’espace & d dimensions, d valant 2 ou 3. Ce choix provient d’une volonté de
simplification. En effet, on peut aussi formuler la mécanique des fluides sur un domaine
régulier (il faut alors introduire des conditions aux limites) ou encore sur une variété
compacte (la formulation est alors un peu plus délicate). Ici, nous devrons simplement,
en quelques endroits, prendre garde aux problémes a I’infini.

Nous allons maintenant préciser les espaces fonctionnels avec lesquels nous allons
modéliser un fluide parfait incompressible. Dans toute cette section, on se donne un
difféomorphisme 1; qui conserve le volume.

Définition 1.1.1 Nous désignerons par L l’espace des fonctions contindiment différen-
tiables de [to,t,] x R? dans R? telles que ¥(to) = Id et 9(t;) = 1y, telles qu’a chaque
instant t, la fonction ¢(t) soit un difféomorphisme de R? et enfin telles que dyb(t) soit
continue de [to, t,] dans L2.

Nous désignerons par L l’espace des fonctions de L telles qu’d tout instant t, le
difféomorphisme (t) préserve la mesure.

Une évolution, a priori possible, d’un fluide incompressible entre ’état & I’instant ¢,
et 'état décrit a l'instant ¢, par le difféomorphisme 1, est modélisée par une fonction 1)
de l'espace Ly.

Pour introduire un probléme variationnel, il convient de définir une fonctionnelle
dont les extrémales seront la clef du probléme. Nous allons ici introduire P’action.

Définition 1.1.2 On appellera action l’application A définie de L dans R, par

Aw) =3 [ [ 100(t,2)Pdsat.
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L’action est une forme quadratique. L’espace £ est inclus dans un espace affine. Le
calcul de la différentielle de I'action A est des plus élémentaires. On a

t
DAyh = /t ]R L O(t, ©)3,h(t, z)dtdz. (1.1)

L’idée est de définir un fluide parfait incompressible comme un fluide incompressible
évoluant suivant des extrémales de la fonctionnelle action A restreinte & 1'espace L.
Pour cela, il faut définir la notion d’accroissement infinitésimal sur cet espace Ly. Ce
dernier est une partie d'un espace affine. En s’inspirant de la définition usuelle de
I’espace tangent aux sous-variétés plongées dans un espace linéaire, on pose la définition
suivante.

Définition 1.1.3 On appellera accroissement infinitésimal en un point v de l’espace L,
la dérivée en 0 d’une quelconque fonction © continiment différentiable de [0, 1] dans L
telle que ©(0) = .

A cause de problémes de régularité, on ne peut décrire exactement ’ensemble des
accroissements infinitésimaux. De plus, tenter de trop s’appuyer sur l'intuition née de la
dimension finie doit étre réfréné par le fait que, toujours a cause de problémes de régu-
larité, on ne sait pas démontrer que 'ensemble Lq est localement homéomorphe a I’en-
semble des accroissements infinitésimaux tels que ’on vient de les définir. Cependant,
la proposition ci-aprés nous suffira. Etant donné un champ de vecteurs v = (v*,...,v%),
on posera

d
dive = Z vt

i=1
Proposition 1.1.1 Désignons par T [l’ensemble des champs de vecteurs T dont les
coefficients sont continiment différentiables sur [to,t,] x R?, tels que

T(to) =7(t1)) =0 et Vte [to,t], divr(t) =0.

Soit alors 6 un accroissement infinitésimal en un point ¢ de Lo ; il existe un champ
de vecteurs T de l’espace T tel que

8(t,z) = 7(t, (¢, z)).

Réciproquement, soient a une fonction indéfiniment différentiable a support compact
sur Uintervalle Jto, t1[ et T un champ de vecteurs de divergence nulle dont les composantes
appartiennent d l’espace S ; si

0(t,z) = a(t)T(¥(t, x)),
alors 0 est un accroissement infinitésimal au point .
La démonstration de cette proposition repose sur le treés facile lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Si w € C'(I x R%R?) et si 0 est une fonction appartenant a C*(I x
R% RY) et vérifiant 9,0(s,z) = w(s, (s, 1)), alors, pour tout s € I, d;det D0(s) =0
st et seulement si div w(s) = 0 pour tout s € I.
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Il suffit d’appliquer la formule de composition des différentielles. On a
0sD.0(s,z) = D,w(s.0(s, x))D.0(s, ).

D’ou il vient, a nouveau en appliquant la formule de composition des différentielles,

d
dydet D,6(s,z) = 5 det(D,6",...,8,D,8",...,D,8%.

j=1

En développant le déterminant, on obtient

d
9y det D,0(s,z) = 5 det(D,8",..., 8w D6, ..., D,6%.

k=1
D’ou enfin
0y det D.0(s, z) = divw(s, 0(s, z)) x det(D.8(s, z)),
et ainsi le lemme.

Revenons a la démonstration de la proposition. Soit 6 un accroissement infinitésimal
au point 1. Par définition, il existe une fonction © continiment différentiable de [0, 1]
dans L, telle que

0s9(5,t,T)js=0 = 0(t,z) et O(0,t,z) =y(t, ).

Comme pour tout s et tout ¢, (s, t) est un difféomorphisme, on peut définir un champ
de vecteurs 7(s,t,x) par

7(s,t,x) = 8,0(s,t,07(s,t,1)).
D’apres le lemme 1.1.1 ci-dessus, on a
V(s,t) € [0,1] X [to, t1] , divT(s,t) =0

Vu que 9,0(0,t,z) = 7(0,t,6(¢t,z)), on a le premier point de la proposition en posant
T(t,z) = 7(0,t, 7).
Le second point est trés facile. Il suffit de résoudre I’équation différentielle autonome

suivante :
9,6(s,t,z) a(t)r(t, (s, t, 7)),
{ 0(0,t, ) ¥(t, ).

On peut maintenant définir de maniére précise ce qu'est un fluide parfait incom-
pressible.

Définition 1.1.4 On dit qu'un fluide incompressible est parfait s’il évolue entre le
temps to et l’état i, au temps t, suivant un élément ¢ de Ly tel que, pour tout ac-
croissement infinitésimal @ au point ¢, on ait

DA(®) -8 =0.

La définition donnée ci-dessus peut étre formulée de maniére heuristique en disant
qu’un fluide parfait incompressible évolue suivant les extrémales de la fonctionnelle
action, qui est définie sur I’espace des courbes de difféomorphismes préservant la mesure.

9
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1.2 De Lagrange a Euler

Nous nous sommes intéressés précédemment & la description de ’évolution d'un fluide
incompressible par une courbe tracée sur ’espace des difféomorphismes préservant la
mesure; c’est le point de vue lagrangien. Une autre facon de décrire un fluide est
d’étudier le champ des vitesses des particules du fluide ; c’est le point de vue eulérien,
qui d’ailleurs nous occupera jusqu'a la fin de cet ouvrage. Lorsque les champs de
vecteurs et les difffomorphismes considérés sont assez réguliers, 1'équivalence entre les
deux points de vue, modulo une perte de régularité en temps, n’est rien d’autre que la
théorie élémentaire des équations différentielles ordinaires.

En effet, considérons un élément ¥ de Ly. On définit alors le champ des vitesses
suivant :

v(t, ) = Oyb(t, v~ (¢, ). (1.2)

D’apres le lemme 1.1.1, pour tout t € [to, ¢1], divv(t, ) = 0. Réciproquement, si v est
un champ de vecteurs suffisamment régulier, le théoréme de Cauchy-Lipschitz permet
de définir un flot ¢ par

¥(0, ) z. (1.3)

On peut maintenant établir les familiéres équations d’Euler.

{6t¢(tvz) = v(tﬂﬁ(t,x))

Théoréme 1.2.1 Soient ¢ une évolution d’un fluide parfait incompressible et v le
champ de vecteurs de divergence nulle associé da ¥ par .( 1.2). Il existe alors une distri-
bution tempérée p telle que, si l'on pose v-V = ¥4 v*0;, on ait

Ow+v-Vv=-Vp.
Supposons que 1 soit une évolution d’un fluide parfait incompressible. D’aprés la

définition 1.1.3, la proposition 1.1.1 et la relation (1.1), on a, pour tout a € C§°(Jto, t1])
et tout champ de vecteurs de divergence nulle 7 € C®([to, t1]; S(R?; RY)),

t
[ fos 0t 2000017t 0t 2)))dtdz = 0.
Or, d’apres (1.3), il vient
t1
[ [ovt st o)aatrt vt 2)dtdz = o.
to Rd
Une intégration par parties en ¢t assure
t1
t = 0.
L Jre 0wt vl ey vt 2))dsdz = 0
Etant donné que 8;(v(t, ¥(t,z)) = (8w + v - Vv)(¢,%(t,z)), et que 3(t) est un difféo-
morphisme préservant la mesure, il vient, pour tout a € C§°(]to,t1[) et tout champ de

vecteurs de divergence nulle 7,

/tn /Rd(atv + v - Vo)(t, z)a(t)7(t, z)dtdr = 0. (1.4)

10
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Comme v + v - Vv est une fonction continue du temps, on a, pour tout champ de
vecteurs 7 de divergence nulle et pour tout temps ¢

/Rd(a,v +v - Vo)(t,z)7(t,z)dz = 0. (1.5)

La premiére partie du théoréme va maintenant résulter de la proposition suivante,
qui est des plus classiques en théorie des distributions.

Proposition 1.2.1 Soit w un champ de vecteurs d coefficients distributions tempérées.
L’existence d’une distribution tempérée p telle que w = Vp équivaut d la nullité du
rotationnel de w, c’est-d-dire auz relations d;w* = Gu’.

La démonstration de cette proposition est un exercice de théorie des distributions.
Donnons-nous une fonction fo indéfiniment différentiable & support compact de la va-
riable réelle d’intégrale 1. Supposons que la dimension d vaille 1. On définit alors, pour
¢ € C°(R),

2@)@ = [_(+w) - ([ #w)dy)1o(®)) dy.

Il est clair que ®(9,¢) = ¢ et que ®(¢) est une fonction indéfiniment différentiable a
support compact. Mieux, I'application ® définie ci-dessus est une application linéaire
continue de S(R) dans lui-méme. En effet, si z < — A, avec A strictement positif, alors,

e@)@) < [ lowldy+| [ 8wy

[ Iow)idy.

Si —x est strictement positif, on a donc, pour tout entier N plus grand que 2,

o N+1 N+1
@(@)o) < [ (RReRE LW g, 2R C TR gy
En posant
Nn(9) = |18l + sup |(1+ [y)¥*'é(w)l,
yeR?
il vient
|z|¥|@(¢)(2)| < CNn(9)-
Or, comme

= (560~ ([ s6)a9) o)) du =0,

le méme raisonnement est valide pour z strictement positif. Le fait que

00

2:2(6) =9~ o [ o(4)dy

achéve la démonstration de la continuité de ® sur S(R).
Soit w une distribution tempérée sur R ; on définit alors p par

<pp>=—<w 09 >.
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Comme $ est une application linéaire continue de <S(R) dans lui-méme, p est une
distribution tempérée. De plus,

- <p,dx(p >
< w, $(dx<t)) >
= < W<Lt> >,

<dxp,<t>>

D'ou le résultat en dimension d = 1
Supposons maintenant le résultat vrai en dimension d < k — 1. Soit w un champ
de vecteurs a coefficients distributions tempérées sur R* vérifiant les hypothéses de la
proposition. Gréce a l'hypothése de récurrence, on définit alorsladistribution tempérée
T sur Rfc 1 par
< din6 >=< wxfo®0>

On peut alors définir la distribution tempérée sur Rfc par

<p,<t>>= - <w > + <7T,GD<p{yi)dy1 >,
—@
avec $o(<E)(X) = H<>(s £2,0 0 ¢ H suffit maintenant de vérifier que dip = tu*.
Tout d'abord,
<dlp4>> = < wl$di<k) > - <T, o d\<t>{Wdyi >
—@
= <wl(p> .
Siz>20na
<dip<f> = +<w \ > - <7 Pdi(>{yi)dyi >
-00
- <dim$k(<f>)> + <di7r, P <t>{y)dyi >
—@

D (yiyyi >

< Wdisk{<t>) > + <</o0r P<t>(Wyi >
—@
<W\(f>>
D'ou la proposition. On peut en déduire trivialement les deux corollaires suivants :

Corollaire 1.2.1 Soit w un champ de vecteurs a coefficients distributions tempérées
tel que, pour tout champ de vecteurs u de <S(Rd;Rd) de divergence nulle, on ait

< wu >= < wWux >= 0.
i
/I existe alors une distribution tempérée p telle quew = Vp.

Corollaire 1.2.2 Soit w un champ de vecteurs de divergence nulle sur R2 dont les
coefficients sont des distributions tempérées. |l existe une distribution tempérée f telle
que

wlEV1/=(-&r,<>11).
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