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Exposé III 

R E P R É S E N T A T I O N S p - A D I Q U E S S E M I - S T A B L E S 

par Jean-Marc Fontaine 

0. — Introduction 

0.1. — On garde les notations de l 'exposé précédent. En particulier, 

GK = G a l ( A / A ) . Nous notons k le corps résiduel de K, Ko le corps des 

fractions des vecteurs de Witt à coefficients dans A: et a le Frobenius absolu 

opérant sur k (par x i — • xp) et sur Ko par fonctorialité. 

Nous notons Rep(G/f ) la catégorie des représentations p—adiques (de 

GK), i.e. la catégorie dont les objets sont les Qp-espaces vectoriels de 

dimension finie munis d'une action linéaire et continue de GK et les flèches 

les applications Qp-linéaires qui commutent à l'action de GK-

Le but essentiel de cet exposé est d'introduire certaines sous-catégories 

pleines de Rep(GA-). Ces catégories sont stables par les opérations "usuelles" 

de l'algèbre linéaire, i.e. par sous-objet, quotient, somme directe, produit 

tensoriel, contragrédiente, et contiennent la représentation unité. Ce sont 

- la catégorie RepHT(GK) des représentations de Hodge-Tate, 

- la catégorie RepHT [GK) des représentations de de Rham, 

- la catégorie Rep . 
=-cris 

(GK des representations cristallines ou a bonne 

réduction, 

- la catégorie RepHT GK) des représentations semi-stables, 

- la catégorie Rep . i 
—pens 

(GK) des représentations potentiellement cris­

tallines, ou ayant potentiellement bonne réduction, 

- la catégorie RepHT GK) des représentations potentiellement semi-

stables. 

s. M. F. 
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J.-M. FONTAINE 

On a des "inclusions", représentées ici par des flèches 

Rep 
Si 

(GK) 

Rei 
cris 

(GK) 

Rep 
pcrts 

(GK) 

Rep 
-psi 

.(GK. = RepHTRepHTRepHT RepHTRepvReGk 

qui sont toutes strictes, sauf peut-être Rep .(GK) C Rep ( G A - ) ; en outre 
P o t •••• • 'CL i l 

les représentations cristallines sont celles qui sont à la fois semi-stables et ont 

potentiellement bonne réduction. 

0.2. — A chacune de ces catégories, on associe un foncteur additif, 

exact et fidèle, compatible avec le produit tensoriel, de cette catégorie dans 

une catégorie de structures algébriques convenables, tout à fait élémentaires, 

mais éventuellement un peu compliquées : soit V une représentation p-adique 

de dimension d; alors, 

- si V est de Hodge-Tate, il lui correspond un iïT-espace vectoriel 

gradué, DHT(V), de dimension d; 

- si V est de de Rham, un A-espace vectoriel filtré DdR(V), de 

dimension d; 

- si V est cristalline, DdR(V) est muni d'une K0-structure Dst(V) 

(notée aussi D_cris(V)) et d'un Frobenius <p (automorphisme a-semi-linéaire 

de Dst(V)), avec des relations de compatibilité, le tout formant ce que nous 

avons appelé dans [Fo79] un (^-module filtré faiblement admissible ; 

- si V est semi-stable, la situation est la même que dans le cas 

cristallin, à ceci près que l'on a en plus un opérateur de monodromie qui est 

un endomorphisme nilpotent iV de Dst(V), vérifiant Ncp = ptpN (et qui agit 

aussi bien sûr sur D_HT(V)) ; on a N = 0 si et seulement si V est cristalline; 

on obtient ainsi un (cp, AO-module filtré faiblement admissible ; 
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EXPOSE III : REPRESENTATIONS P-ADIQUES SEMI-STABLES 

- enfin si V est potentiellement semi-stable, et si pour simplifier on 

suppose k algébriquement clos, la situation est assez voisine : on a un KQ-

espace vectoriel D_VSI{V)^ de dimension d, muni, non seulement d'une action 

de (p et de iV, mais aussi d'une action linéaire de GK, discrète (i.e. à travers le 

groupe de Galois d'une extension finie galoisienne convenable de K contenue 

dans Jf), commutant à (p et à N et on a DDR(V) = (K ®K0 DPSI(V))GK. 

0.3. — L'un des intérêts de cette construction c'est que le foncteur DPST 

qui va de Rep (G/r) dans une catégorie de "(<£>, iV, G/^ -modules filtrés" est 

pleinement fidèle. Autrement dit, les propriétés de V se "lisent" sur DPST(V) ; 

même si les (^ , JV, G/^-modules filtrés sont des objets un peu lourds, ils sont 

beaucoup plus "concrets" que les représentations p-adiques. 

En outre, on a une description conjecturale de l'image essentielle du 

foncteur D.pSf> et on dispose de résultats partiels, qui fournissent des exemples 

hautement non triviaux de représentations p-adiques potentiellement semi-

stables. 

0.4. — Bien sûr, on s'attend à ce que la cohomologie étale p-adique 

fournisse des exemples de représentations p-adiques de tous les types con­

sidérés ci-dessus et que les différents foncteurs correspondent à des théorèmes 

de comparaison avec les autres cohomologies p-adiques que l'on peut con­

sidérer. Nous terminerons cet exposé (§ 6) , en énonçant des conjectures et 

en discutant des résultats (dûs aux efforts de Bloch, Faltings, Fontaine, Gab­

ber, Hyodo, Illusie, Kato, Messing, Raynaud, Tate, . . . ) dont nous avons eu 

connaissance. 

Dans l 'exposé VIII, on reviendra sur les questions liées à la cohomologie 

étale p-adique dans la situation "arithmétique", i.e. lorsque l'on s'intéresse 

aux extensions finies de Qp ou de Q. On discutera aussi des relations entre les 

cohomologies étales ^-adiques lorsque le nombre premier l varie. 

0.5. — Donnons maintenant une idée du contenu des cinq premiers 

paragraphes de cet exposé : 

0.5.1. — Le § 1 contient quelques rappels et compléments sur les 

catégories tannakiennes : Soient G un groupe (abstrait) et E un corps. Les 
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représentations liMmeaires de G de dimension finie forment une catégorie 

abélienne. On montre comment associer à une E'-algèbre B, munie d'une 

action de G, vérifiant des propriétés convenables, une sous-catégorie pleine de 

la catégorie des représentations ^-linéaires de G de dimension finie, stable par 

les opérations usuelles, la catégorie des représentations B-admissibles. 

On discute diverses variations sur ce thème dont nous aurons besoin dans 

la suite, principalement ce qui se passe lorsque l'on remplace B par un sous-

anneau et la possibilité, dans certains cas, de définir aussi la catégorie des 

représentations potentiellement B—admissibles. 

On montre aussi que, dans ce formalisme, on a une égalité, plus ou moins 

tautologique entre le degré de transcendance du corps engendré par 

certaines "périodes" et la dimension de certains groupes algébriques. 

0.5.2. — Dans le § 2, on donne quelques exemples de représentations 

jB-admissibles. 

0.5.3. — A partir du § 3, les notions introduites au § 1 sont utilisées dans 

la situation où G = GK etE = Qp. 

Pour la commodité du lecteur, on rappelle au § 3 la définition des 

représentations de Hodge-Tate (cf. [Se67] et [Ta67]) et de de Rham (cf. 

[Fo82a]) qui, avec les notations de [Exp.II], n° 1.5, correspondent à prendre 

3 = BJIT et B = BdR. 

0.5.4. — Au §4, on étudie les (<p, iV, C?A')-modules filtrés et leurs 

variantes. On regarde d'abord ces modules "sans filtration", ce qui permet 

de travailler dans des catégories qui ont de bonnes propriétés (elles sont 

abéliennes et même tannakiennes). 

On rajoute alors une filtration et on est amené à introduire la condition 

d'admissibilité faible qui exprime la dépendance souhaitée entre les actions de 

ip, N et G K d'une part et la filtration d'autre part et qui permet de récupérer 

de nouveau une catégorie abélienne (malheureusement, on ne sait prouver la 

stabilité par produit tensoriel que dans des cas particuliers). 

0.5.5. — Les représentations cristallines (cf. [Fo82a] et [Fo83]) sont 

celles qui sont Bcris-admissibles, tandis que les semi-stables sont celles qui 
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sont Bsi-admissibles (cf. [Exp.II], n° 2.3 et 3.1 pour la définition de Bcris et de 

Bst) ; elles sont introduites au § 5. On discute aussi à la fin de ce paragraphe 

les représentations potentiellement semi-stables (ce sont celles qui deviennent 

semi-stables après une extension finie du corps de base). 

1. — Représentations ^-admissibles 

Ce paragraphe contient essentiellement des variations sur le thème des 

catégories tannakiennes neutres (cf. [Sa72], [DM82] et [De90]), à deux nuances 

près : 

i) il faut penser au point de vue "inverse" du point de vue habituel, 

i.e. à celui qui consisterait, partant d'un groupe algébrique, à s'intéresser à 

la catégorie de ses représentations ; ou partant de l'algèbre affine d'un torseur 

pour un certain quotient de ce groupe algébrique, à s'intéresser au foncteur 

fibre qu'il définit ; 

ii) au lieu de partir d'une situation algébrique, on part d'un groupe 

abstrait G et d'un anneau B muni d'une action de G. 

La première nuance rend la situation plus concrète et la deuxième oblige à 

certaines précautions. Deux bonnes raisons pour donner des démonstrations 

complètes1, ce que nous avons essentiellement fait. Ceci étant les résultats qui 

vont suivre sont certainement bien connus des experts et leurs démonstrations 

ne présentent pas de difficulté. 

Rappelons ([DM82], Intr.), qu'une sous-catégorie strictement pleine 

d'une catégorie est une sous-catégorie pleine qui, si elle contient un objet, 

contient aussi tous les objets qui lui sont isomorphes. 

1.1. — Rappels sur les groupes algébriques affines 

Soient G un schéma en groupes affine sur un corps F et A son algèbre 

affine. 

1.1.1. — ([DM82], prop. 2.2) Se donner une représentation linéaire de G 

dans un espace vectoriel V sur F , i.e. un morphisme, défini sur F , de G dans 

1 modulo les courts rappels sur les groupes algébriques affines qui sont l'objet 

du n° 1.1. 
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G L y , (ou encore un morphisme des foncteurs en groupes qu'ils représentent), 

revient à se donner une structure de A-comodule sur F , i.e. une application 

F-linéaire 

A : V —>V®A 

telle que (en notant e : A —> F la co-unité et A : A —> A ® A le coproduit) 

(idy ® e)X : V —> V ® A —> V ® F = V soit l'identité sur V et que 

(idv ® A)A = (\® idA)\. 

Si R est une F-algèbre et si g : A —• R est un élément de G( i î ) , 

l'automorphisme du i î-module V ® R induit par g est l'application composée 

V®R 
\®idR 

V ® A® R 
idv®g®idR 

V iïRïï 1 
idv ®prod 

V®R . 

1.1.2. — ([DM82], prop. 2.20) Le groupe G admet une représentation 

linéaire fidèle de dimension finie V si et seulement s'il est algébrique, i.e. si A 

est une F-algèbre de type fini. S'il en est ainsi, si V est une telle représentation 

et si L désigne la représentation duale de de t (F) , toute représentation linéaire 

de G est isomorphe à un sous-quotient d'une somme directe de représentations 

de la forme V O V ® A® avec r, s G N. 

Dans toute la suite du paragraphe 1, G est un groupe (abstrait) 

et E est un corps. On choisit une sous-catégorie strictement pleine, que 

l'on note Rep(G) de la catégorie des représentations F-linéaires de dimension 

finie de G, stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel 

et dual, non triviale (i.e. contenant au moins une représentation de dimension 

non nulle). Pour fixer les idées, on peut penser soit au cas où Rep(G) est la 

catégorie de toutes les représentations F-linéaires de G de dimension finie, 

soit au cas où G et E sont munis d'une topologie et où l'on se restreint aux 

représentations de dimension finie qui sont continues. 

1.2. — La catégorie Rep(G) et ses sous-®-catégories 

1.2.1. — On renvoie à [De90] (§2) pour la définition de ce qu est une 

catégorie tannakienne sur un corps k. Rappelons seulement que c'est une 

catégorie abélienne fc-linéaire, munie d'un produit tensoriel, d'un objet-unité 
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et d'une dualité vérifiant des propriétés convenables. En particulier, si D\ et 

D2 sont deux objets de cette catégorie, on peut définir H o m f £ > i , D*?), le "hom 

interne" de D\ dans D2, comme étant D\®D2 (où D* désigne le dual de D\). 

Rappelons surtout que la catégorie Rep(G) est une catégorie tannakienne sur 

E. 

Rappelons aussi qu'un ®-foncteur entre deux catégories tannakiennes est 

un foncteur muni d'isomorphismes de "commutation au produit tensoriel" 

compatible aux contraintes d'associativité, de commutativité, et d'unité (op. 

cit. n° 2 . 7 ) ; qu'une (^-équivalence entre deux catégories tannakiennes sur 

k est un ®-foncteur /z-linéaire qui est une équivalence de catégories; qu'un 

foncteur fibre d'une catégorie tannakienne C sur k sur une extension k' de 

k est un (g)-foncteur fc-linéaire et exact de C dans la catégorie des fc'-espaces 

vectoriels de dimension finie (un tel foncteur est automatiquement fidèle) ; et 

qu'une catégorie tannakienne sur k est neutre si elle admet un foncteur fibre 

sur k. 

Dans cet exposé, si C est une catégorie tannakienne sur un corps, une 

sous—catégorie tannakienne de C est une sous-catégorie strictement pleine 

de C contenant un objet de dimension non nulle et stable par sous-objet, 

quotient, somme-directe, produit tensoriel et dual (elle l'est donc aussi par 

hom interne). 

1.2.2. — Pour tout objet V de Rep(G) de dimension non nulle, notons 

Pv :G —+ GLV(E) 

l'homomorphisme structural et G y l'enveloppe algébrique de l'image de py, 

i.e. le plus petit sous-groupe algébrique de G L y tel que py(G) C Gy(E). 

Son algèbre affine est le quotient de celle de G L y par l'idéal des fonctions / 

telles que f(py(g)) = 0, pour tout g E G. On note R e p ( G y ) la catégorie des 

représentations F-linéaires de dimension finie de G y . 

On note aussi Rep v (G) la plus petite sous-catégorie tannakienne de 

Rep(G) contenant V. 

1.2 .3 . PROPOSITION. — Avec les hypothèses et notations qui précèdent, le 

oncteur 

11 : Rep ( G v ) V Rep(G) , 
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qui, a la representation W, associe W muni de I action de G induite par py, 

induit une (^-équivalence entre Rep(Gy et Repu (G). 

(autrement dit, le foncteur iy - qui est visiblement un ®-foncteur E-

linéaire - est pleinement fidèle et son image essentielle est R e p y ( G ) ) . 

1.2,4. — Preuve : a) Montrons d'abord la pleine fidélité, i.e. que, si 

V\ et V2 sont deux représentations E'-linéaires de dimension finie de G y , la 

flèche 

HomGv (VUV2) HomG {Vi,V2) 
est surjective (l'injectivité est évidente). 

Si l'on pose W = V* ® V2, on voit que l'on est ramené à montrer que, si un 

élément w G W est fixe par G, alors il est fixe par G y. Si A désigne l'algèbre 

affine de G y , si 

A : W W ®EA 

est la structure de A-comodule sur W qui définit l'action de G y sur W (n 

1.1.1), et si (ei)iç.i est une base de W sur E, on peut écrire 

\(w) = i o 0 l 4 Y. 
iei 

e{ ® ai, avec les ai G A . 

Comme l'application naturelle de A dans l'anneau des fonctions sur G à 

valeurs dans E est injective, s'il existait ¿0 G I tel que a2o 7= 0 , il existerait 

g E G tel que a>i0(pv(g)) ^ 0 ; on aurait alors g(w) = (idw ® pv(g))(^(w)) = 

w + Ea,-(pv(flf)) • e,- ^ w. On doit donc avoir X(w) = w ® 1 et w est fixe par 

G, 

b) Montrons que l'image essentielle est Repy(G). Il résulte de 1.1.2 

que l'image essentielle de R e p ( G y ) est contenue dans Kepy(G) et que la seule 

chose à vérifier est que, si W est une représentation ^-linéaire de G y , et si 

W est un sous-E-espace vectoriel de W', pour que W soit stable par G y , il 

suffit qu'il soit stable par G. Ceci se démontre essentiellement comme le a). 

Il faut voir que si \(W) (JL W (g) A, alors W n'est pas stable par G. Mais 

alors, si (ei)içLT est une base de W contenant une base (ei) ie/ . de W (ici, J' 

est donc un sous-ensemble de / ) , et si w G W est tel que X(wf) £W'®A, 
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on a 

X(w') = T. 
iei 

?i <8> a» , 

avec a{0 ^ 0, pour un z'o convenable n'appartenant pas à V ; si l'on choisit 

g E G tel que cii0(pv(g)) ^ 0, on voit que g V ® A® R 

1.2.5. — Soit &aig l'enveloppe pro-algébrique de l'image de G (rela­

tivement à la catégorie de représentations choisies), i.e. la limite projective 

des G y , pour V parcourant les objets de Rep(G) . La proposition 1.2.3 per­

met, par passage à la limite, d'identifier Rep(G) à la catégorie Rep(Ga/p) des 

représentations F-linéaires de dimension finie du groupe pro-algébrique &aig 

[Dans le langage tannakien, c'est une catégorie tannakienne neutre (cf. par 

exemple [DM82], def. 2.19), munie du foncteur libre qui, à une représentation 

V de G associe l'espace vectoriel sous-jacent et le groupe Gaig s'identifie au 

groupe des ®-automorphismes de ce foncteur (op. cit., th. 2.11)]. En outre, on 

obtient une bijection entre les quotients de Gaig et les sous-catégories tannaki-

ennes de Rep(G) = Rep(Ga/^) en associant à un tel quotient H la catégorie 

Rep(H) de ses représentations linéaires de dimension finie. 

1.3. — Le foncteur DR 

1.3.1. — Nous appelons (E, G)-anneau la donnée d'un anneau com-

mutatif B muni d'une structure de F-algèbre et d'une action de G (i.e. d'un 

homomorphisme de G dans le groupe des F-automorphismes de l'anneau B). 

1.3.2. — Si B est un (E, G)-anneau, pour tout objet V de Rep(G) , on 

pose 

aB(v) = (B ®E Vf 

et, si F désigne la E-algèbre BG, on note 

aB(V) :B®FDB(V) B®EV 

l'application 5-linéaire déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion de 

DB(V) dans B®EV. 
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On peut considérer D_B comme un foncteur additif (et même F-linéaire) 

de Rep(G) dans la catégorie des F-modules et aB est une transformation 

naturelle. 

1.3.3. — Remarque : On peut, si l'on préfère, adopter un point de vue 

contravariant et noter D*B(V) le F-module des applications F-linéaires de V 

dans B qui commutent à l'action de G. On voit que, si V* désigne le dual de 

V, alors D%i{V) s'identifie à V ® A® R 

1.3.4. — Si Vi et V2 sont deux objets de Rep(G) , la structure d'anneau 

de B induit une application naturelle 

DB{Vl)®FDB(V2) — > DB{Vy ® Va) , 

(et le foncteur D_B vérifie les propriétés d'associativité, de commutativité et 

de compatibilité avec un objet-unité que l'on pense (cf. [DM82], conditions 

a), b ) , c) de la défmtion 1.8). 

Si V est un objet de Rep ( G ) , en appliquant ce qui précède à V et à sa 

duale y * , et en composant avec l'application naturelle de DB(V (g) V*) dans 

DB(E) = F, on obtient une application F-bilinéaire 

DB(V) x DB(V) 
> 

F 

que l'on peut interpréter comme une application F-linéaire de D_B(V*) dans 

le F-module (DR(V)Y dual de DB(V). 

1.4. — Anneaux G-réguliers 

1.4.1. — Soit B un (F , G)-anneau. Nous disons que B est G-régulier 

s'il est non nul et vérifie les trois conditions suivantes : 

- (G-Ri) l'anneau B est réduit, 

- (G • R2) pour tout objet V de Rep(G) , l'application aB(V) est 

injective, 

- (G • R3) tout élément b non nul de B tel que la F-droite engendrée 

par B est stable par G est inversible. 

Remarquons que (G-i?3) implique en particulier que F = BG est un corps. 
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1 .4 .2 . PROPOSITION. — Soit B un (E,G)-anneau G-régulier. Alors 

i) pour tout objet V de Rep(G) , on a 

âimFDB(V) < dimEV . 

ii) si d im/rDn(V) = dirn/rT, l'application a^iV) est un isomor­

phisme. 

1.4.3. — Preuve : Soient r la dimension de V et v\, v2,..., vr une base 

de V sur F , donc aussi de B®EV sur B (en identifiant v E V kl®v E B®V). 

Remarquons d'abord que l'injectivité de aB(V) implique que, si di , d2 , . . •, dr 

sont des éléments de D_B(V), linéairement indépendants sur F , et si 

di = YidijVj, avec les azj E B , 

alors le déterminant a de la matrice des a2j n'est pas nul. Si, dans KRB(B®V), 

on pose d = di A d2 A • • • A dr et v = V\ A v2 A • • • A vr, on a d = av et, pour 

tout g £ G, d = gd = ga • gv = ga • v(g) • où v est un caractère de G à 

valeurs dans E* ; d'où ga — v~x(g) • a, pour tout g E G et (G • # 3 ) implique 

que a est inversible dans B. 

L'assertion (ii) est alors claire. L'assertion (i) aussi car elle revient à vérifier 

que, si di , d 2 , . . . , dr sont des éléments de DB(V), linéairement indépendants 

sur F , alors ils engendrent D_B(V) comme F-espace vectoriel. Mais l'argument 

qui précède montre qu'ils forment une base du B-module libre B ® V. Pour 

tout d E HR(V), on peut donc écrire, de façon unique 

d = E 

l<z<r 

bidi avec les b{ E J5 . 

Pour tout g E G, on a alors, 

d = g(d) = Xg(bi) • aldi) = Zg(bi) • di , 

donc g(bi) = 6j- ; et les òz- sont bien dans F . 
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1.5. — Représentations B-admissibles 

1.5.1. DEFINITION. — Soit B un (E,G)-anneau, G-reguher. On dit qu un 

objet V de Rep(G) est B-admissible si as(V) est un isomorphisme (si 

F = BG, cela revient donc à dire que dim/r DB(V) = d im^ V). 

1.5.2. PROPOSITION. — La sous-catégorie pleine Repfî(G) de Rep(G) dont 

les objets sont ceux qui sont B-admissibles est une sous-catégorie tannakienne 

de Rep(G) ; la restriction de DB à cette catégorie est un foncteur fibre. 

Rappelons d'abord que la dernière assertion signifie que la restriction de 

D_B à cette catégorie est un foncteur exact, ^-linéaire, tel que, si V1 et V2 

sont des objets de R e p ^ ( G ) , l'application naturelle 

DBiVl®EV2)DBi dssf DBiVl®EV2) 

est un isomorphisme, compatible aux contraintes d associativite, commuta-

tivité et unité (il en résulte que ce foncteur est fidèle et que, si V est un 

objet de Rep ( G ) , l'application naturelle de DB(V*) dans (DB(V))* est un 

isomorphisme). 

1.5.3. — Preuve : La stabilité par somme directe est claire. Si 

0 — • V" > V —• V" v 0 

3ST une suite exacte de Rep(G) , on a une suite exacte de F-espaces vectoriels 

0 — DR (V)—> DB(V) —> DB(V") 

et des considérations sur les dimensions montrent que, si V est 5-admissible, 

il en est de même de V et de V" et la suite 

0 — • Db(V) ^DB(V) —» DB(V") —y 0 

est exacte. D ' o ù la stabilité par sous-objet et quotient et l'exactitude de D_B. 

Soient V\ et V2 des représentations ^-admissibles et soit Ai (resp. A2) 

la matrice dont les colonnes sont les composantes d'une base { d i } de Di = 
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DB(Vi) sur une base {vi} de V\ (resp. d'une base {d'-} de D2 = DB(V2) sur 

une base {v'j} de V2). Avec des conventions évidentes, les V{ ® vfj forment une 

base du 5 -module libre B ®E (Vi ®EV2) = (B ®EV\) ®B (B ®e V2). Le 

déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des di ® d'-

sur la base des vi®v'- est de t (Ai ) x det(^2) qui est inversible dans B puisque 

de t (Ai ) et àet(A2) le sont. On en déduit que l'application 

£ i , ( V i ) ® F j D B ( F 2 ) 
> 

DB(V1®EV2) 

est injective. Des considérations sur les dimensions impliquent alors que c'est 

un isomorphisme et que V\ ®E V2 est B-admissible. 

La stabilité par dualité résulte de la stabilité par produit tensoriel et de la 

stabilité par dualité pour les représentations de dimension 1 (qui, elle, n'est 

autre que la condition ( G - f l a ) ) . 

Les autres assertions sont immédiates. 

1.6. — Exemples d'anneaux G—réguliers 

1 .6 .1 . PROPOSITION. — Tout (E, G)-anneau qui est un corps est G régulier. 

1.6.2. — Preuve : La seule chose qui n'est pas évidente est que, si B 

est un (E, G)-anneau qui est un corps et si V est un objet de Rep(G) , alors 

l'application aB(V) est injective. 

Sinon, soit r le plus petit entier > 1 tel qu'il existe r éléments de DB(V) qui 

sont linéairement indépendants sur F = BG mais pas sur B\ choisissons des 

éléments d\,d2,... ,dr de DB(V) et des éléments non tous nuls &i, b2,..., br 

de B tels que les d{ soient linéairement indépendants sur F, mais T,bidi = 0 . 

La minimalité de r implique qu'aucun des bi n'est nul et, quitte à diviser par 

&i, on peut supposer b\ = 1. Pour tout g G G, on a donc 

E 
2<i<r 

(g(bi)-bi).di = Q , 

et la minimalité de r implique que, pour tout z, g(b{) = bi. On a donc b{ G F\ ce 

qui contredit l'indépendance linéaire des d{ sur F et aB(V) est bien injective. 

125 



J.-M. FONTAINE 

1 .6 .3 . PROPOSITION. — Si B est un (E,G)-anneau qui est un produit de 

corps, alors B est G-régulier si et seulement si F = BG est intègre. 

1.6.4. — Preuve : Il est clair que la condition est nécessaire. Montrons 

qu'elle est suffisante. On peut écrire B = Yi ^ A > où les B\ sont des corps. 
AGA 

Le groupe G opère sur l'ensemble A et g(B\) = Bg\ si g E G et À E A. 

Choisissons un élément Ào E A, notons H le stabilisateur de À0, et posons 

C = B\0. Soit B' l'algèbre des fonctions sur G à valeurs dans C qui sont 

H-équivariantes (sur laquelle G opère par (jf)(g) = / ( 5 7 ) , si 7 et g E G). 

On dispose d'un homomorphisme 

Ç:B—>B 

qui commute à l'action de G : c'est celui qui à b = (&A)AÉA associe la fonction 

Ç:B—>BÇ:B 

Le fait que BG soit intègre implique que G opère transitivement sur A (si 

e\ est l'idempotent primitif correspondant à À et si A' est une orbite de A 

sous l'action de G, e' = Y2 EA et e' — 1 sont des idempotents orthogonaux 
AGA; 

stables par G ) . On peut alors définir une application 

rj : B' — • B 

par rj(f) — (&A)AGA, avec b\ = g(f(g ) ) si g est un élément quelconque de G 

tel que g(Xo) = À. 

On vérifie que £ et rj sont des bijections inverses l'une de l'autre et nous 

utilisons £ pour identifier B h B'. Alors F = BG s'identifie à l'ensemble des 

fonctions constantes de G dans G qui sont i î -équi variant es, donc CH = F. 

Pour tout G-espace vectoriel M muni d'une action semi-linéaire de H, 

soit IndftM le J5-module des fonctions définies sur G à valeurs dans M qui 

sont iï"-équivariantes (sur lequel G opère par la même formule que pour B'). 

La proposition résulte alors de ce que, avec des notations évidentes, DB(V) 

s'identifie à D = DC(V), B ®E V s'identifie à IndG(C ®EV) et aB(V) 

s'identifie à 

Ind G 
H [ac(V)) : Ina •H (C®FD) —> Ind G 

H (C®EV) . 
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1.6.5. PROPOSITION. — Soit B un (E1, G)-anneau G-régulier et soit B' une 

sous-E-algèbre de B stable par G. On pose F = BG, F' = B'G on suppose 

que B' vérifie (G • R3) et que Vapplication naturelle 

F ®F> B' B 

est injective. Alors B est G-régulière et, si V est une représentation B -

admissible, elle est aussi B-admissible et Vapplication naturelle 

F®F' DB,{V) — » DB(V) 

est un isomorphisme. 

C'est évident. 

1.6 .6 . C O R O L L A I R E . — Soient B' un (E,G)-anneau intègre et B son corps 

des fractions. Si B' vérifie (G • # 3 ) et si B'G = BG, alors B' est G-régulier. 

1.7. — Anneaux G-reguhers, périodes et torseurs 

Soient B un (E, G)-anneau G-régulier et F — BG. 

1.7.1. — Soient V une représentation ^-admissible et D* = DB(V*) = 

D*B(V) = HomG(V,B). Nous disons que b G B est une période de V s'il 

existe v G V et d G D* tels que b = d(v). 

1.7.2. — Soit V une représentation 5-admissible. Il est clair que la 

catégorie Kepy(G) (qui s'identifie elle-même à R e p ( G y ) , cf. prop. 1 . 2 . 3 ) 

est une sous-catégorie de R e p ^ ( G ) , i.e. que tout objet de R e p y ( G ) est in­

admissible et nous notons By le sous-ensemble de B formé de toutes les 

périodes de toutes les représentations de Gy. Il est clair que By est stable 

par G. 

Si V\ et V2 sont des représentations inadmissibles et si bi (resp. b2) est 

une période de V\ (resp. V2), alors bi + b2 est une période de V\ © V2 et b\b2 

une période de V\ ® V2 ; par conséquent, By est une sous-F-algèbre de B. 

On voit que By est une (E1, G)-algèbre G-régulière, que les représentations 

By-admissibles sont exactement les objets de R e p y ( G ) et que D_By s'identifie 

à la restriction de DB à Rep (G ) = R e p ( G y ) . 

127 



J.-M. FONTAINE 

Posons Tb,v = SpecUy . C'est donc un schéma affine de type fini sur F , 

muni d'une action à droite du groupe G. 

Nous nous proposons de montrer que cette action est "algébrique", i.e. que 

cette action est induite par une action du groupe algébrique G y sur T b , v -

On a en fait un résultat plus précis : Notons 

Lu Rep (G) —> VectE 

le foncteur "oubli de l'action de G" et 

77 : R e p y ( G ) — • VectjT 

le foncteur "restriction de DB à R e p y ( G ) " . Ce sont des foncteurs fibres ( 1 . 5 . 2 ) . 

Notons Hom®(uj, n) (resp. Isom(8)(a;, 77)) le foncteur, sur la catégorie des F -

algèbres, des ®-homomorphismes (resp. ®-isomorphismes) de uj sur 77 (si R 

est une F-algèbre, un élément de H o m ® ( i J , w)(R) (resp. I s o m ^ f c j , r))(R)) est 

donc la donnée, pour chaque objet W de R e p ^ ( G ) , d'une application R-

linéaire (resp. d'un isomorphisme) 

u\y :W ®E R DB(W) ®FR, 

les applications uw commutant, en un sens évident, aux morphismes des 

catégories en présence, aux produits tensoriels et vérifiant u\E = idji (où 

1 E désigne E muni de l'action triviale de G et où l'on a identifié, de façon 

évidente 1 E ® E R et DBI [lE)®FRà>R). 

1.7 .3 . T H É O R È M E . — Conservons les hypotheses et les notations du n 

précédent et notons 

Pv :G—• G y ( F ) 

rhomomorphisme naturel. Alors, 

i) il existe une unique action à droite du groupe algébrique Ç:B—> 

G y ®E F sur JB,V 

T r v X Gy ,F > T # , y 

qui induit Vaction donnée de G (i.e., pour tout g E G, g agit sur TB y comme 

pvig)); 
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ii) muni de cette action TB,V ^ un Gy-torseur sur F qui représente 

le foncteur Hom®(a;, rf) ; en outre I s o m ® ( c i ; , rj) — • Hom®(a;, rj) est un iso­

morphisme. 

1.7.4. — Remarques 

i) Une fois l'assertion (i) vérifiée, tout devient algébrique : on peut 

voir D_B et D*B comme des foncteurs sur la catégorie Rep (G y ) définis par 

DB(W) = (W®EBV)G^ et D*B(W) = Konrv(W,Bv) . 

Le théorème n'est alors qu'une traduction "concrète", dans la situation 

envisagée ici de résultats bien connus. En particulier, le fait que Hom® (a;, rf) 

est égal à Isom® ( u ; , rj) et est un torseur est classique ([DM82], thm. 3.2) ; nous 

allons le retrouver ici, où ce qui nous intéresse vraiment est le fait que S p e c B y 

représente ce torseur. 

ii) Ce théorème implique que le groupe HB,V des (g)-automorphismes 

de rj s'identifie au groupe algébrique déduit de Gy,E par torsion par TB,V-

iii) Il implique aussi que la dimension de T ^ y , ou, ce qui revient au 

même, celle de By est égale à la dimension de Gy. Dans le cas où B est 

intègre, cela revient à dire que le degré de transcendance du corps des 

fractions de la sous—F—algèbre de B engendrée par les périodes de 

V est égale à la dimension de G y . 

1.7.5. — Preuve du théorème : il est clair que Gy,F est la clôture 

Zariskienne de l'image de G dans GLy^p. 

Posons r = dimEV, D = DB(V), notons /3+ la F-algèbre SymF(V®ED*); 

soit d un élément non nul de ArEV ® ArFD* identifé, de façon évidente à une 

droite du F-espace vectoriel SymrF(V ® D*) et soit B = B+[l/d\. On fait 

opérer GLy,F = GLy ®E F sur le F-espace vectoriel V ®E D* via l'action 

naturelle de G L y sur V et l'action triviale sur jD*. Cette action s'étend en une 

action sur B+ et sur B. Si l'on pose T# = Spec/5, on obtient un morphisme 

Jß x G L y F B—>B 

qui fait de T « un GLy-torseur sur F. 
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Montrons i) : L'unicité de l'action de G y F sur J B v résulte de la proposi­

tion 1.2.3. 

L'application des périodes induit une application F-linéaire 

V®D* Bc 

qui s étend en un homomorphisme v de F-algèbres de B dans By. 

Comme Rep(Gy) est la plus petite sous-catégorie strictement pleine d'elle-

même, qui est stable par sous-objet, quotient et somme directe, et contient 

les puissances tensorielles de V et l'inverse de la représentation déterminant 

de V (n° 1.1.2), By est engendré par les coefficients d'une matrice de passage 

d'une base de y à une base de D et par l'inverse du déterminant de cette 

matrice, et l'application v est surjective. 

Autrement dit, By s'identifie à un quotient de B. Comme l'action de G sur 

By est induite par son action sur B (via py et l'action de Gy C G L y sur /3), 

la proposition 1.2.3 montre que l'action de G sur By est bien algébrique. 

Montrons ii) : Soit u G Hom® (u; , rj)(R). Si W est un objet de Rep (G y ) de 

dimension d, et si (cij) est la matrice de l'application linéaire 

uw ' R ® W — • R®DB(W) 

relativement à des bases choisies de W et D_B(W)^ on voit que, par rapport 

aux bases correspondantes de L = det(W) et de DB(det(W)) = det(DB(W)), 

la matrice de UL est le scalaire det((czj)) ; si c' est le scalaire qui est la 

matrice de L* relativement aux bases duales, on voit que l'on doit avoir 

d • det((czj)) = 1, ce qui montre que de t ( ( c^ ) ) est inversible dans i?, donc 

que uw est un isomorphisme; par conséquent Isom®(6<A rj) — • Hom®(aA rj) 

est un isomorphisme. 

Si R est une F-algèbre, t : By — • R un élément de T B , V ( R ) i et W ui 

objet de Rep.7(G), on a une application a{t)w • 

R®EW->R®FBV ®EW=R®FBX/ -®FDB(W)^. R®FR®FDB [W)-+R®FDB(W), 

ou les flèches sont celles que 1 on imagine. On verme que ji(t) G Hom > , r / ) ( Ä ) 

et que l'on définit ainsi un morphisme li : 1B,V Hom® (cj, r}). 
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Construisons un morphisme dans l'autre sens. Si u E Horn® (u,T])(R), 

l'application 

u\/ : R CR) V — > R®DB(V) = R®D 

induit une application F-linéaire de V ® D* dans R qui s'étend en un 

homomorphisme de la F-algèbre B~*~ dans i?, et même en un morphisme 

t : B — • i?, grâce au fait que uy est un isomorphisme. Il nous faut voir 

que t se factorise à travers un homomorphisme t de By dans R, i.e. que son 

noyau contient l'idéal J noyau de la projection de B sur By ; il sera alors clair 

que ¡1 est un isomorphisme, l'application u i — • t induisant l'isomorphisme 

réciproque. 

Il est clair que l'on peut appliquer "la S-construction" à G L y et B i.e. 

que, pour toute représentation F-linéaire de dimension finie W de G L y , on 

peut poser 

DJW) = Ç:B—>B 
GL v 

et DUW) = Horn1 GL v (W,B) , 

que l'application naturelle 

yB{W) :B®FDB(W) ) B®EW 

est un isomorphisme, que D_B est un foncteur fibre de la catégorie R e p ( G L y ) 

des représentations F-linéaires de dimension finie dans celle des F-espaces 

vectoriels de dimension finie et que D&(W) ^D-BÇW*) s'identifie à (D&(W))*. 

Toute représentation linéaire W de G L y est munie d'une action du sous-

groupe G y de G L y et la projection de B sur By induit une application 

F-linéaire de D_5(W) dans DB(W). Mais on a un diagramme commutatif 

B®DJW) B®W 

B®DB(W) B® w 

où les flèches horizontales sont des isomorphismes, tandis que la flèche verticale 

de droite est surjective; la flèche verticale de gauche l'est donc aussi, ce qui 

131 



J.-M. FONTAINE 

implique, pour des raisons de dimension, que la flèche de Dn(W) dans DB(W) 

est un isomorphisme. 

Revenons alors a notre application t et montrons que si b G J alors 

t(b) — 0. Il est clair que b, tout comme n'importe quel élément de B, est 

une période pour G L y , i.e. qu'il existe une représentation linéaire W de G L y 

et des éléments w G W et d G D*3(W) tels que d(w) = b. En revanche, si d 

désigne l'image de d dans D*B(W), on a d(w) = 0. Donc w appartient au sous-

espace vectoriel W de W noyau de d qui est stable par G y . En particulier, 

l'application 

uw : R ® W R®DB{W) 

doit envoyer R ® W dans i? ® DB(W) ! en particulier, si l'on note encore d 

la forme i?-linéaire sur R® DB(W) déduite par extension des scalaires de d, 

on doit avoir d (uw(l®w)) = 0. 

Mais, l'application uw est l'application composée 

R®W —> R®B®W = R®B®DB(W) 

— > 
R®R®DB(W) > 

R®DB(W) R®DB(W) 

où la flèche du milieu est id ® t ® id. On voit que d(uw(l ® w)) — ¿(6), qui 

doit donc bien être nul. 

Il reste à prouver que TB,V est un torseur. Il suffit pour cela de vérifier que, 

pour toute F-algèbre R, si t, t' G TB,V(R), il existe un unique g G Gy(R) tel 

que t' = tg. Mais, pour toute représentation W de G y , n(t')w et fi{t)w sont 

des isomorphismes de R ® W sur R ® D_B(W) ; donc g doit agir sur R ® W 

comme p(t')w 0 {p{t)w)~l et cela définit bien un élément de G y ( i ? ) . 

1.7.6. — Rappelons que l'on a défini au n° 1.2.5 le schéma en groupes 

affine Gaig enveloppe pro-algébrique de G relativement à la catégorie Rep(G) . 

On définit de la même façon l'enveloppe pro-algébrique G B de G relativement 

à la catégorie R e p ^ ( G ) , qui s'identifie donc à un quotient de Gaig. 

Par passage à la limite, la proposition 1.2.3 montre que la catégorie 

R e p ( G # ) des représentations F-linéaires de dimension finie de GB s'identifie 

à la catégorie RepB(G) 

On voit que le sous-ensemble Baig de toutes les périodes pour toutes les 

représentations J3-admissibles est une sous-F-algèbre de S , stable par G. Si 
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l'on pose T B — Speci?^, le théorème 1.7.3 implique que l'action de G sur 

Baig est (pro-)algébrique, i.e. provient d'une action de Gjç, que l'action à 

droite de G # sur T B ainsi définie fait de ce schéma affine un G #-torseur sur 

F , qui représente le foncteur des ®-isomorphismes du foncteur fibre "oubli de 

l'action de G" (ou de G # si l'on préfère) sur le foncteur fibre "restriction de 

—B fqui est aussi le foncteur V i — • (Balg ®E V)G°). 

Pour toute représentation £?-admissible V , on a bien sûr D_B(V) = 

—Balg(y)i e ^ Baig est le plus petit anneau jouissant de cette propriété (de 

façon précise, pour qu'une sous-F-algèbre B' de B, stable par G, soit telle 

que DB,(V) = D_B(V), il faut et il suffit que B' contienne Baig). 

Enfin, on remarquera, que si V est une représentation F-linéaire de 

dimension finie de G, V est S-admissible si et seulement s'il existe une 

application F-linéaire injective G-équivariante de V dans Baig (alors que 

les anneaux que nous rencontrerons dans la suite fourniront des exemples 

de situation où une telle application existe sans que V soit pour autant in ­

admissible) ; lorsque la représentation V est simple, V est B-admissible si et 

seulement si Ç:B—>B 

1.8. — Représentations potentiellement 5-admissibles 

1.8.1. — Soit B un (F , G)-anneau. On se donne un ensemble non vide 

H de sous-groupes de G vérifiant i i i fi i /2 E TL si i i i , H2 G 7i. On pose 

F = lim.: iiidnenB H, 

et on suppose que, pour tout H E H, B est ii-régulier (ce qui implique que 

F est un corps). 

Pour tout obiet V de Rep(G) , on pose 

n S-[V) = lim .mdHen {B®EV)H , 

et on note 

a H 
B [V):B®F 

Tk H 
R 

(V) B®E v , 

l'application B-linéaire déduite par extension des scalaires de l'inclusion de 

D h 
h 

V) dans B ®E V. 

1.8.2. — Par passage à la limite, la proposition 1.4.2 implique : 

133 



J.-M. FONTAINE 

P R O P O S I T I O N . — Avec les hypothèses et notations qui précèdent, 

i) pour tout objet V de Rep(G) , on a à\mp DjnÇV) < dimjç V ; 

ii) si d i m / r D j b ( V ) — d im^V^ Vapplication ^(V) est un isomor­

phisme 

1.8.3- — On dit que V est (i?,7Y)-admissible, ou potentiellement in­

admissible relativement à 7Y, si oPq{V) est un isomorphisme. Par passage 

à la limite, la proposition 1.5.2 implique : 

PROPOSITION. — La sous-catégorie pleine R e p ^ ( G ) de Rep(G) dont les 

objets sont ceux qui sont potentiellement B-admissibles relativement à H, 

est une sous-catégorie tannakienne de Rep(G) ; la restriction de D^j à cette 

catégorie est un foncteur fibre. 

1.8.4. — Remarque : Conservons les notations et hypothèses qui 

précèdent; pour tout H E G notons Bh l'anneau des fonctions sur G à 

valeurs dans B qui sont iJ-équivariantes et posons 

BH = l i m . i n d h e n B h • 

On voit que le (£", G)-anneau B-j-t est G-régulier, que (B-h)g = F et que, 

pour tout objet V de Rep(G) , D^(V) s'identifie à DBN(V); en particulier, 

V est potentiellement JB-admissible relativement à Ti si et seulement si V est 

iJ-H-admissible. 

1.8.5. — Nous nous intéresserons particulièrement à cette situation 

lorsque G = Ga l (A/A") est le groupe de Galois d'une clôture séparable K 

d'un corps K et lorsque H est l'ensemble des sous-groupes fermés de G. Nous 

disons alors "potentiellement ^-admissible" au lieu de "potentiellement 

B-admissible relativement à 7ï", et nous écrivons ]DPB au lieu de m -

Soient L une extension finie de K contenue dans A , H = G a l ( A / L ) et 

FL = BH. Pour tout objet V de Rep(G) , on pose 

DB^V) = {B®EV)H , 

et on dit que V devient ^-admissible sur L si dim^r HB L(Y) = d im^ V. 
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Pour que V devienne B-admissible sur L, il faut et il suffit que V soit 

potentiellement 5-admissible et que l'on puisse trouver une base de DB°\V) 

sur F formée d'éléments de (B ® V)H. On a alors 

DPB°\V) = F®FLDB^V) et DBAV) = m \ v ) ) 
H 

. 

En particulier, pour qu'un objet V de Rep(G) soit potentiellement in­

admissible, il faut et il suffit qu'il existe une extension finie L de K contenue 

dans K sur laquelle V devienne £?-admissible. Si V devient S-admissible sur 

L, V devient a fortiori 5-admissible sur toute extension finie de L contenue 

dans A \ et alors DBr,(V) = Fu ®FL DB,L{V). 

1.8.6. — Gardons les hypothèses et notations du n précèdent. Soient 

L C L' des extensions finies de K contenues dans A , H = Gal(iïT/L), 

H' = G<i\(K/L'), FL = BH et Fv = BH'. Supposons l'extension L'/L 

galoisienne et soit J = Gal(L'/L) = H/H'. Le groupe fini J opère sur Fl', 

{Fl'Y — Fl et Fi'/Fi est une extension finie galoisienne de groupe de Galois 

un quotient J de J. Si J = J, i.e. si J opère fidèlement sur F^/, on voit 

que toute représentation de G qui devient B-admissible sur L' était déjà 

B-admissible sur L. 

En particulier, si B est une J\-algèbre, et si F = K, alors 

toute représentation potentiellement B-admissible est en fait in­

admissible. 

1.9. — Structures supplémentaires 

1.9.1. — Soit B un (F , G)-anneau G-régulier. Supposons B muni de 

"structures algébriques supplémentaires" (action de certains endomorphismes, 

donnée d'une filtration, d'une graduation, . . . ) compatibles avec l'action de G. 

Alors, pour tout objet V de Rep(G) , DB(V) "hérite" de ces structures 

supplémentaires. On peut alors considérer D_B comme un foncteur de R e p ^ ( G ) 

dans une certaine catégorie de F-espaces vectoriels équippés de structures 

supplémentaires. 

Nous verrons dans la suite de nombreux exemples de cette situation. En 

particulier, dans certains cas le foncteur obtenu sera pleinement fidèle et l'on 
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pourra reconstituer la representation V a partir de la seule connaissance de 

DB(V) (muni des structures en question). 

1.9.2. — Revenons à la situation envisagée dans le n° 1.8.5. On voit 

que G agit, de manière discrète, sur F et que, pour toute représentation V 

de G, le F-espace vectoriel DP

B\V) est muni d'une action semi-linéaire 

et discrète de G. Il y a alors lieu d'ajouter aux structures sur D^l(V) 

"héritées" de B cette action de G. 

2. — Exemples 

2 .1 . — Autour du théorème H1 (G, G L n ( i f ) ) = 1 : la clôture sepa­

rable d'un corps 

2.1 .1 . — Soient Ii un corps, Ii une cloture separable de i f et G = 

G a l ( i f / i f ) . Si E est un sous-corps de if , i f est un (F , G)-anneau G régulier 
q 

(prop. 1.6.1), le corps F = i f n'est autre que i f et les représentations E-

linéaires B-admissibles ne sont autre que les représentations de dimension 

finie discrètes, i.e. les représentations qui sont continues lorsque l'on munit G 

de la topologie de Krull et F de la topologie discrète. En outre Kaig = K-

2.1.2. — Dans la suite du n° 2.1, on suppose que i f est de caractéristique 

p > 0 et F est un corps fini ayant q = pf éléments. 

Notons a le Frobenius agissant sur K (via x i — • xq). Soit EIS ei 
•K.o- la. 

catégorie suivante : 

- les objets sont les if-espaces vectoriels D de dimension finie munis 

d'un Frobenius, i.e. d'une application 

cp : D—>D 

a-semi-linéaire, injective; 

- les morphismes sont les applications if-linéaires qui commutent à 

l'action de (p. 

C'est une catégorie abélienne F-linéaire. 

2.1.3. — Le Frobenius a sur K se prolonge de manière unique en un 
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automorphisme (p de K et l'action de (p commute à celle de G. Ceci nous 

permet de considérer D-jt comme un foncteur de la catégorie Rep£,(G) des 

représentations E-linéaires discrètes et de dimension finie de G dans Q m rét 
A , < 7 

Il est classique et facile à voir que DK induit une équivalence entre ces 

deux catégories (cf. par exemple, [Fo91], prop. 1.2.6), un foncteur quasi-

inverse étant obtenu en associant à tout objet D de $M/<- A â représentation 

(K®KD) 
= (K®KD) cp =1 

2.1.4. — La catégorie §MetK a est de manière naturelle une catégorie 

tannakienne (le produit tensoriel D\ (g) D2 de deux objets est le produit 

tensoriel des if-espaces vectoriels sous-jacents, avec <p(di ®d2) = <pdi ® (pd2) 

et DK est une (^-equivalence. 

2.2. — Un exemple stupide : l'anneau des fonctions sur G 

2.2.1. — Supposons que G soit un groupe topologique, E un corps 

topologique et Rep(G) la catégorie des représentations E-linéaires continues 

de dimension finie de G. 

Soit B = TCON(G, E) l'anneau des fonctions continues sur G à valeurs dans 

E. Le groupe G opère sur B (on a (gf)(h) = f(g~lh) si / G 5 , g, h G G) et 

B est un (E1,G)-anneau G-régulier (prop. 1.6.3). On a BG = E et tous les 

objets de Rep(G) sont B-admissibles. L'anneau Baig est le sous-anneau de 

B formé des fonctions / telles que le sous-E-espace vectoriel de B engendré 

par les g / , pour g G G, est de dimension finie. 

C'est un exemple stupide parce que le foncteur D_B est naturellement 

isomorphe à l'identité : soit e : B — • E l'application qui envoie / sur / ( 1 ) . 

Pour toute représentation V de G, le composé de e ® idy avec l'inclusion de 

DB(V) dans B ® V est une application E-linéaire 

Ey •DB(V) —• V , 

qui est un isomorphisme, fonctoriel en V et compatible avec le produit 

tensoriel. 

2.2.2. — C'est encore plus stupide si l'on remarque que l'on dispose 

d'une autre action de G sur B : à tout / G B et tout g G G, on peut 
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associer la fonction g Xd f définie par (g xd f)(h) = f(hg). Cette action 

commute à l'action de G donnée initialement, ce qui fait que pour toute 

représentation y de G, G opère de façon naturelle sur DB(V) = (B®V)G (on 

a gXd(Y,bi®Vi) = E(g x ^ ) ® ^ ) - On voit qu'alors, pour toute représentation 

V', ey commute à l'action de G. 

2.2.3. — Remarque : Soit Gaig l'enveloppe pro-algébrique de l'image 

de G relativement à Rep(G) (cf. n° 1.2.5). On voit que Ba\g s'identifie à 

l'algèbre affine de Gaig (sur laquelle G opère via l'homomorphisme naturel de 

G dans Gaia(E)). 

2.3. — Représentations unipotentes d'un groupe cyclique 

2.3 .1 . — Supposons que G soit cyclique d'ordre infini, E de car­

actéristique 0 et que Rep(G) soit la catégorie de toutes les représentations 

linéaires de dimension finie de G. Choisissons un générateur h de G. Soit 

B = E[X] l'anneau des polynômes en l'indéterminée X à coefficients dans 

E. Munissons la F-algèbre B de l'unique structure de (F , G)-anneau pour 

laquelle h(X) = X + 1. Alors B est G-régulier (cf. cor. 1.6.6) et BG = E. 

La sous-catégorie tannakienne R e p ^ ( G ) des représentations B-admissibles 

est la catégorie Rep^(G) des représentations unipotentes de G et on a 

Baig = B. L'enveloppe pro-algébrique de l'image de G dans la catégorie 

Rep^(G) s'identifie au groupe additif G a sur E et B k son algèbre affine. 

2.3.2. — Notons Nil(E) la catégorie des F-espaces vectoriels de 

dimension finie munie d'un endomorphisme N nilpotent. C'est de manière 

évident une catégorie tannakienne (le produit tensoriel de deux objets D\ et 

D2 est le produit tensoriel des espaces vectoriels sous-jacents, avec N(di ® 

d2) = dx®Nd2 + d2®Nd1). 

Si l'on désigne aussi par iV l'unique F-dérivation de B telle que N(X) = 1, 

N commute à l'action de G, ce qui fait que, pour toute représentation V de 

G, DB(V) devient un objet de Nil(E). 

On voit que DB induit une ^-équivalence entre la catégorie 
™2n 

(G) = 

R e p ( G a ) et la catégorie Nil(E). Un quasi-inverse s'obtient en associant à tout 
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obiet D de Nil(E) la représentation 

V(D) = (B®ED N=0 > 

2.3.3. — Pour tout sous-groupe H de G, B est iJ-régulier, ce qui nous 

permet de parler de la sous-catégorie tannakienne Rep^°*(G) = R e p ^ ( G ) 

de Rep (G) formée des représentations potentiellement J5-admissibles (rela­

tivement à l'ensemble 7i de tous les sous-groupes de G) : c'est la catégorie 

des représentations potentiellement unipotentes, i.e. des représentations pour 

lesquelles il existe un entier m > 0 tel que l'action de hm est unipotente. 

Pour toute représentation V de G, 22£°*(G) = D?g(G) est, de manière 

naturelle, un objet de la catégorie tannakienne Nil(E, G) des E-espaces vec­

toriels de dimension finie munis d'un endomorphisme nilpotent et d'une action 

finie de G commutant avec N. Le foncteur Dj^1 induit une (^-équivalence entre 

la catégorie Rep^ 0 *(G) des représentations de G potentiellement unipotentes 

et Nil(E.G), 

3. — Représentations de Hodge-Tate et de de Rham 

Dans toute la suite de cet exposé, K est un corps de caractéristique 0 , com­

plet pour une valuation discrète, à corps résiduel k parfait de caractéristique 

p > 0 . On note K une clôture algébrique de K et on pose G = Gal(K/K). 

On note Rep-. (G) ou Rep(G) la catégorie des représentations p— 

adiques de G, i.e. des représentations Q p-linéaires de G de dimension finie 

qui sont continues pour la topologie p-adique. 

3.1 . — Rappelons (n° 2.1) que K est un ( Q p , G)-anneau G-régulier et 

que les représentations p-adiques K-admissibles sont les représenta­

tions p—adiques discrètes, i.e. celles sur lesquelles G opère à travers le 

groupe de Galois d'une extension finie galoisienne de K contenue dans K (et, 

comme on l'a vu au n° 1.8.6, les représentations p-adiques potentiellement 

K-admissibles sont déjà K-admissibles). 

3.2. — Soit G le complété de K pour la topologie p-adique. C'est 

encore un ( Q p , G)-anneau qui est G-régulier puisque c'est un corps. Comme 
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C contient i f , les représentations potentiellement C-admissibles sont déjà 

C-admissibles. 

Le résultat suivant avait été conjecturé par Serre [Se67] et a été démontré 

par Sen ([Sen73], voir aussi [Sen80]) : 

P R O P O S I T I O N . — Pour qu'une représentation p-adique soit C-admissible, 

il faut et il suffit que l'image de l'inertie soit finie. 

3.3. — Remarques : i) Soient P le complété de l'extension maximale 

non ramifiée de K contenue dans K et P la fermeture algébrique de P dans C . 

On voit qu'une représentation p-adique V est C-admissible si et seulement 

si elle est P-admissible (et alors D_C{V) — D_-p(V) ; avec les notations du 

n° 1.7.6, Caig C P) ou encore si et seulement si elle est potentiellement P -

admissible ; en outre V est P-admissible si et seulement si elle est non ramifiée. 

ii) En fait, le résultat de Sen est plus général : on peut, dans l'énoncé 

de la proposition, remplacer le corps des coefficients E = Q p par n'importe 

quel sous-corps fermé de i f . 

En particulier, lorsque le corps résiduel de i f est algébriquement clos, si 

l'on applique ce résultat aux K-représentations de dimension 1, on trouve que 

tout sous-if-espace vectoriel de dimension 1 de C stable par GK est contenu 

dans i f . 

3.4. — Soient GradK la catégorie des if-espaces vectoriels munis d'une 

graduation indexée par Z et FilK la catégorie des if-espaces vectoriels munis 

d'une filtration décroissante, exhaustive et séparée, indexée par Z. 

La première est abélienne et la seconde n'est qu'additive, mais certains 

de ses morphismes sont plus gentils que d'autres, à savoir ceux qui sont 

strictement compatibles aux filtrations (i.e. les morphismes / : D\ —• D2 

tels que f(FiliDi) = f(D1) fi FiliD2, pour tout i G Z ) . Une suite de 

morphismes dans FilK est dite exacte si la suite d'applications i f -

linéaires sous-jacentes est exacte et si chaque morphisme est strictement 

compatible aux filtrations. 

Sur ces deux catégories, on a des notions de produit tensoriel et de dual, 

qui vérifient toutes les bonnes propriétés que l'on peut imaginer. Enfin, on 
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dispose d'un foncteur additif évident 

gr k 'LAK GradK , 

qui est K-linéaire, exact et fidèle, et "commute aux produits tensoriels et au 

dual. 

3.5. — On renvoie à [Exp. II], n° 2 .5 pour la définition du corps BdR 

et de l'anneau Bht> Rappelons (loc. cit.) que (BdR)G = (Bht)G = K et 

que, plus généralement, pour tout sous-groupe ouvert H de G, (BdR)H = 

(BHT)H = KH. 

3 . 6 . PROPOSITION. — Les ( Q 0 , G)-anneaux BdR et B u t sont G-réquliers. 

Preuve : C'est clair pour BdR puisque c'est un corps (prop. 1 . 6 . 1 ) . 

Soit t un élément non nul de Q p ( l ) ; alors Bht = C[t,t~l] est un sous-

anneau du corps Bht = C((t)). Comme Bht est G-régulier et comme 

(BHt)G = (BHt)G = K, il suffit (prop. 1 . 6 . 5 ) de vérifier la condition (G.i?3), 

i.e. que, si b est un élément non nul de Bht et r/ : G — • Q* est un caractère 

tel que gb = rj(g) • 6, pour tout g G G, alors b est inversible dans Bht- Si 

b = E6 i1 i avec les b{ G G , 

et si x désigne le caractère cyclotomique, on doit avoir 

gbi = (rix l)(g)'bi, pour tout i G Z et tout g G G , 

ce qui implique, d après la proposition 3 . 2 , que, pour tout i tel que b{ ^ 0 , 

la restriction de rjx~l au groupe d'inertie doit être d'ordre fini; on en déduit 

qu'il existe un et un seul i tel que b{ ^ 0 , et b est bien inversible. 

3.7. — Pour toute représentation p-adique F , on pose 

dht(v)=dBht (K®KD)(K®KD)(K G etDdR(V)=DBdR( V)=(BdR ®Qp V) G 
. 

On obtient ainsi des foncteurs additifs (et même Q„-linéaires) 

B-HT : Rep(G) 
> 

GradK Ri DdR:RMG) 
— > 

Fil K, 
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et 1 égalité gr AB^R) = BHT induit une inclusion naturelle 

SLK 
(K®KD) fg RHT(V) . 

On dit que V est de de Rham (resp. de Hodge-Tate) si V est I n ­

admissible (resp. B/zT-adimissible). On note Rep/ /T(G) (resp. KepdR(V)) la 

sous-catégorie pleine de Rep(G) dont les objets sont les représentations de 

Hodge-Tate (resp. de de Rham). 

3.8. — Compte-tenu du théorème 1.5.2, le résultat suivant est alors 

immédiat (voir aussi [Fo82a], § 1 et 3) : 

T H É O R È M E . — i) Si V est une représentations de de Rham, alors V est de 

Hodge-Tate ; Visomorphisme BDR®K DdR(V) —• BdR®Qp V est strictement 

compatible aux filtrations (i.e., pour tout i G 1, l'image de Fill(BdR ®K 

DdR{V)) est (FiïBiR) (K®KD) et DHT(V) syidentifie à gr (DdR(V)). 

ii) La catégorie R e p ^ T ( G ) (resp. R e p ^ ( G ) ) est une sous-categorie 

tannakienne de Rep(G) et la restriction de D_HT (resp. D_dR) à cette catégorie 

est une ®-foncteur exact et fidèle. 

La dernière assertion signifie en particulier que : 

i) si V\ et V2 sont de de Rham, V\ ® V2 l'est aussi et l'isomorphisme de 

if-espaces vectoriels D_dR(V\) ®K U_dR(V2) — • DdR(Vi ® V2) est strictement 

compatible aux filtrations ; 

ii) si V est de de Rham, la représentation duale V* l'est aussi et 

DdR(V*) s'identifie, en tant que A'-espace vectoriel filtré, au dual de DdR(V) ; 

iii) si 

0 —> V ' —>V —>vn — • Ü 

est une suite exacte courte de representations p-adiques et si V est de de 

Rham, V et V" le sont aussi et, dans la suite exacte courte 

0 —> DdR(V) — » üdR(V) DdR(V") — + 0 , 

les morphismes sont strictement compatibles aux filtrations. 
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3.9. — Remarques 

i) Le fait que BHT est G-régulier peut se voir directement : la 

condition (G-Ri) (BHT est réduit) est claire; la condition (G-R2) (injectivité 

de &B{V)) se démontre (cf. [Se67], § 2) comme dans le cas où l'anneau B est 

un corps (n° 1.6.2); pour (G • # 3 ) , on voit, comme au n° 3.6, que l'on est 

ramené à vérifier que l'image de l'inertie est finie dans toute représentation 

C-admissible de dimension 1, ce qui est plus facile que le cas général (cf. 

[Sen73] et [Sen80]). 

ii) Comme BHT et BdR sont des if-algèbres, toute représentation qui 

est potentiellement de Hodge-Tate (resp. de de Rham) est de Hodge-Tate 

(resp. de de Rham). 

iii) Il existe des représentations qui sont de Hodge-Tate sans être de de 

Rham. La différence entre ces deux types de représentations est bien comprise 

dans le cas "ordinaire" : voir [Exp.IV]. 

iv) Une représentation p-adique V de dimension 1 est de Hodge-Tate 

si et seulement si elle est de de Rham, ou encore si et seulement s'il existe 

i G Z et un sous-groupe ouvert J du groupe d'inertie tel que tout g G J opère 

sur V par multiplication par (K®K 

v) Avec les notations utilisées ci-dessus, on voit qu'une représentation 

p-adique V est i?#x-admissible si et seulement si elle est de Hodge-Tate, i.e. 

que (BnT)aig = (BHT)aig- On voit aussi qu'il existe un sous-anneau CHT de C 

tel que (BnT)aig = CHT[^ ^ - 1 ] ; °n prendra garde que l'inclusion CHT 3 Caig 

est stricte (i.e., il existe des représentations de Hodge-Tate qui en sont pas 

isomorphes à des sommes directes de tordues par des puissances du caractère 

cyclotomique de représentations C-admissibles). 

4. — Les (<p, iV, G r )-modules filtrés 

4 .1 . — Les (E, r ) - m o d u l e s 

4 .1 .1 . — Soient E un anneau commutatif et T un groupe (noté 

multiplicativement) opérant sur E (de façon compatible avec la structure 

d'anneau). 
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On appelle (1?, r ) -module la donnée d'un F-module M muni d'une action 

semi-linéaire de T. Autrement dit, notons E[F] la F-algèbre qui est le E-

module libre de base les 7 , pour 7 E T, la multiplication étant définie par 

( E a 7 7 ) • ( E & 7 7 ) = E ( S 7 l 7 2 = 7 a 7 l 7 i ( 6 7 2 ) ) • 7 . 

Alors un (E, r ) -modu le n'est rien d'autre qu'un £7[r]-module à gauche et ces 

modules forment une catégorie abélienne (lorsque T opère trivialement sur E, 

celle-ci n'est autre que celle des représentations ^-linéaires de T). 

4.1.2. — Dans cette catégorie, on a des notions de produit tensoriel 

et de hom interne (qui, en général, dépendent vraiment du couple (E,T), et 

pas seulement de l'anneau E[T]) : soient M et N deux (J51, r ) -modules , 

i) le E'-module sous-jacent au produit tensoriel M ®N est le produit 

tensoriel des l î-modules sous-jacents, l'action de T étant donnée par 

1{d ® d') = yd® 7<i', s i 7 G T, d e M, d'e N . 

ii) le .E-module sous-jacent à H o m ( M , N) est celui des applications 

2?-linéaires de M dans N, l'action de T étant donnée par 

(iri)(d) = iMy-Hd))).. S I 7 e T, 77 G Hom ( M , i V ) , deM. 

4.1.3. — Le produit tensoriel et le hom interne satisfont les propriétés 

"usuelles". En particulier, E, muni de l'action structurale de T, est un ob je t -

unité (i.e., pour tout (E,T)-module M , M <g> E ~ E ® M ~ M ) ; en 

outre, si M * = HomfM, E) est le contragrédient ou dual de M , alors 

Hom ( M , TV = M*®N. 

4.1.4. — Lorsque E est un corps, on note R e p £ , ( r ) la catégorie des 

(1?, r ) -modules dont le E'-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie. 

C'est une catégorie tannakienne E^-linéaire, qui n'est pas neutre en général. 

4.2. — Les ((p, A ,̂ G/v)-modules 

On note A"o le corps des fractions des vecteurs de Witt à coefficients 

dans le corps résiduel k de K. On se donne une extension galoisienne (pas 
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nécessairement finie) L de K contenue dans K ; on note kL son corps résiduel, 

L0 l'extension maximale non ramifiée de K0 contenue dans L et a le Frobenius 

absolu sur LQ (i.e. l'unique automorphisme continu induisant x i — • xp sur 

ki) ; on pose GL/K = Gsl(L/K) et GL = Gal(K/L). 

4.2.1 . — On appelle (<£>, AT, G ^ / ^ - m o d u l e la donnée d'un L0_espace 

vectoriel D muni 

i) d'une application injective, a-semi-linéaire 

ccp : D —• D , 

ii) d'un endomorphisme Lo~linéaire 

N : D—• D , 

m ) d'une action semi-linéaire de GL/K-

On impose entre ces données les relations de compatibilité suivantes : 

a) on a N(p = pcpN ; 

b) pour tout q G Gt ik, on a q<p = et gN = Ng. 

Les (y?, A7", G^ / /^ -modules forment, de manière évidente, une catégorie Qp-

linéaire. 

4.2.2. — On appelle dimension d'un (<p, AT, Gj^/^)-module la dimen­

sion du Lo-espace vectoriel sous-jacent. 

On dit qu'un ((p, N,GL/K)-module est discret si l'action de GL/K est 

discrète (i.e., si, pour tout d G D, {g G GL/K \ gd = d} est ouvert dans 

GL/K) 

On note Mod(y>, A^G/-,/fr-) la sous-catégorie pleine de la catégorie des 

(y>, AT, G /^ / f )-modules dont les objets sont les modules discrets de dimension 

finie. On voit que c'est une catégorie abélienne Qp-linéaire. 

Si D est un objet de cette catégorie, la fmitude de la dimension de D 

sur Lo et la relation N(p = p(pN impliquent que l'action de N sur D est 

nilpotente. 

4.2.3. — Remarque : Soient r0 le groupe engendré par deux éléments (p 

et U avec la relation Ucp = (pUp et YL/K le produit direct T0 x GL/K 5 celui-ci 

opère sur LQ (si r,s G Z, g G GL/K et À G L0, on a (Ur(ps,g)(\) = as(g\)). 
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On voit, avec les notations du n° 4.1.4, qu'en posant U = exp(iV), 

on peut identifier la catégorie Mod((^, N,Gt./K) a la sous-catégorie pleine 

de Rep^. (TL/K) dont les objets sont ceux sur lesquels l'action de U est 

unipotente et celle de GL/K est discrète. 

4.2.4. — La catégorie Mod(y?, JV,Gr/k-) est une sous-catégorie tan­

nakienne de Rep^ (TL/K)> Concrètement, Lo, sur lequel ip opère comme cr, 

N comme O et GL/K de façon naturelle est un objet-unité; si Di et D2 

sont deux ((p,N,Gr/K)-modn\es discrets, le Ln-espace vectoriel sous-iacent 

à Di ® D2 (resp. H o m f P i , D<>)) est Dx ®Lo D2 (resp. CLo(DuD2)) et, si 

di G Du d2 e D2, (K®KD)(K®KD)FD ( L > I , £ > 2 ) , alors 

(p(di<S)d2 )=(pdi ® c?d2, N(d1®d2)=Nd1®d2 + d1®Nd2, g(d1®d2) =gd1®gd2, 

tandis que 

(¥»7)(di)=¥> (K®KD)WXV ( i V i / ) ( d 1 ) = i V ( f / ( d 1 ) H (Nd1Ugr,)(d1)=g^ wv(K®KD) 

4.2.5. — Soient L' une extension galoisienne de A" contenant L, 

GL'/L = Gal(Lf/L) et / l ' / l le groupe d'inertie 

Si D est un (y?, AT, G£/A-)-module discret, D' = L'0 ®L0 L> a une structure 

naturelle de (<p, AT, G/-,//<-)-module discret : avec des notations évidentes, on a 

(p(X ® d) = aX® (pd, N(X ® d) = À (8) iVd, (/(À ® d) = gX® gd . 

On voit que Di—• D définit un <g)-foncteur de Mod((^, iV, GL/K) dans 

Mod(<^, iV,G£/ /A)- On vérifie facilement que ce foncteur est pleinement fidèle 

et induit une (^-équivalence entre Modf^,N%GLjK) et son image essentielle; 

et que cette dernière s'identifie à la sous-catégorie pleine de Modfy , AT, GLt/K) 

formée des D' sur lesquels ïv /L opère trivialement (un quasi-inverse est donné 

par (K®KD) (D, )Gl ' / l ) -

En particulier, si VIL est non ramifiée, le foncteur D i — • D' est une 

(^-équivalence. 

4.2.6. — Lorsque L = A', on a GL/K — 1, il n'y a Pas d'action de Galois, 

et on dit "(c?, AH-module relatif à IC (ou même "(c?, N)-module") au lieu 
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de u(<p,N,GL/K\ -module ; on remarque que cette notion ne depend que de 

k (et non de K). 

On s'intéresse particulièrement aux (<£>, N, G K) -modules, i.e. au cas où 

L = K. Soit Ii le groupe d'inertie de l'extension K/L. Un ( i p , N,GK)~ 

module semi-stable sur L est un (92, iV, C?A')-module discret sur lequel 

IL opère trivialement2. Le foncteur D 1—• D°L induit une (^-équivalence 

entre la catégorie des (9?, N, G K) -modules semi-stables sur L et celle des 

(<P,N,GL/K) -modules discrets. 

Comme l'action du groupe d'inertie IK sur un (y?, N, G/f)-module discret 

D de dimension finie, est discrète et linéaire, elle se factorise à travers un 

quotient fini; on en déduit qu'il existe une extension finie galoisienne L de 

K contenue dans K sur laquelle D est semi-stable. Autrement dit, en un 

sens naturel, la catégorie Mod(<p, N,Gk) s'identifie à la limite inductive des 

Mod((/?, N,Gr./k). pour L parcourant les extensions finies galoisiennes de K 

contenues dans K. 

4.2.7. — Un (92,G^/^)-module discret est un (<£>,TV,Gx/^-module 

discret sur lequel N = 0; les (<p, G^ / /^ -modules discrets de dimension finie 

forment une sous-catégorie tannakienne de celle des (92, iV, G^ /^ ) -modu les 

discrets de dimension finie. Lorsque L = K, on parle de (^-module relatif à 

K (ou tout simplement de (^-module). On dit qu'un (<£>, GA-)-module discret 

a bonne réduction sur L s'il est semi-stable sur L (et on a donc une ® -

équivalence entre (<£>, GA-)-modules discrets de dimension finie ayant bonne 

réduction sur L et (</?, GL/K)-modules discrets de dimension finie). 

4.3. — Modules filtrés 

On conserve les notations du n° précédent. 

4.3 .1 . — Si D est un ((p, iV, G^ /^ ) -modu le , l'action de TV (resp. GL/K) 

se prolonge par linéarité (resp. semi-linéarité) à DL = L®L0 D. On note DK 

le sous-A'-espace vectoriel de DL formé des éléments fixes par GL/K (qui est 

2 cette notion garde un sens lorsque l'on ne suppose plus l'extension L de K 

contenue dans K galoisienne. 
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donc muni d'une action naturelle de TV). 

Il résulte du théorème 90 de Hilbert que l'application naturelle de L®KDK 

dans DL est toujours injective et est bijective si et seulement si l'action de 

GL/K sur D est discrète (ce qui est bien sûr le cas si L/K est finie). 

4.3.2 . — Nous appelons (</?, TV, G£/A)-module filtré la donnée d'un 

(9?, TV, Gx/A-)-module D et d'une filtration (FilîDL)iez, indexée par Z , de DL 

par des sous-L-espaces vectoriels stables par GL/K, décroissante (FUÎ+1DL C 

FWDL), exhaustive {\jFiVDL = DL) et séparée (DFÎVDL = 0) . 

Cette filtration en induit une autre, (Fi^Dj^ieii sur DK- Lorsque l'action 

de GL/K est discrète, on a FÎPDL = L®K FU%DK ; autrement dit, la donnée 

d'une filtration stable par GL/K sur DL équivaut à la donnée d'une filtration 

sur DK-

4.3.3. — Les ((£>, TV, G£/A-)-modules filtrés forment une catégorie : un 

morphisme 

n : Di —>D2 

est un morphisme des (y>, TV, G^ / /x)-modules sous-jacents tel que, si l'on note 

VL :DuL —^D2,L 

l'application L-linéaire déduite de 77 par extension des scalaires de LQ à L, 

alors 77£< [FU'DUL) C FillD2r. 

On note MFLfK(cp, N) la catégorie des (y>, TV, G^//^ )-modules filtrés 

discrets de dimension finie (i.e. la sous-catégorie pleine de la précédente 

dont les objets sont ceux dont le (<£>, TV, Gx /A) -modu le sous-jacent est discret 

de dimension finie). 

Cette catégorie est additive et même Qp-linéaire, mais n'est pas abélienne. 

Elle a des noyaux et des conoyaux : le (92, TV, G^/A')-module sous-jacent 

au noyau (resp. conoyau) de 77 est le noyau D' (resp. le conoyau D") du 

morphisme des (<£>, TV, G £ / /^-modules sous-jacents; en particulier DFL (resp. 

D'I) est le noyau (resp. conoyau) de T\L et la filtration sur D'L (resp. DF[) est la 

filtration induite par celle de D\^L (resp. D2,L)- On voit que Coimrj — • I m 7 7 

est un isomorphisme si et seulement si TJL est strictement compatible aux 
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filtrations, i.e. si 

r¡(FiVD1%L) = ri{DUL)n FillD2,L, pour tout i G Z . 

En particulier, on a des notions naturelles de suite exacte courte, de 

sous-objet et de quotient. Si D est un objet de MFLjK((p, AT), si D' est un 

sous-objet de D dans la catégorie des (y>, N, G£ /# ) -modules et si D" = D/D', 

alors D' et D" ont une structure naturelle de (<£>, A7", G £ / /^ -modules filtrés : 

le L-espace vectoriel DFL = L ®L0 D' (resp. D"L — L ®£0 D") s'identifie à 

un sous-L-espace vectoriel (resp. un quotient) de DL et on le munit de la 

filtration induite par celle de DL- La suite 

0 — • D' —> D—• D" — + 0 

est exacte (i.e. D' est un noyau de D —D" et Z } " un conoyau de D' —> D). 

Toute suite exacte courte est "isomorphe" à une suite de ce type. 

4.3.4. — La catégorie MFLjK(ip< N) est munie d'un produit tensoriel 

et d'un hom interne : si D et D' sont deux objets de cette catégorie, le 

(<£>, AT, G£/A-) -module sous-jacent à D®D' (resp. Hojn(Z}, £) ' ) ) est le produit 

tensoriel (resp. le hom interne) des (92, AT, G^/^-)-modules sous-jacents; on a, 

bien sur, (D®D')L = DL ® L D'L (resp. (Hom(L> ,L> ' ) )L = CL(DL,D'L)) et 

Fiï(D®D')L = E 
i+j' = i 

Fil1 D L 2>FiV D'L, 

Fili(E.om(D,D'))T. = {ri:DL v D'L I t}(Fil>DL) C Fil*+3D'r, Vj € Z } . 

Ces notions vérifient les propriétés "usuelles" (se méfier cependant que 

l'on n'est pas dans une catégorie abélienne). En particulier Lo, vu comme un 

objet-unité dans la catégorie des (99, A7', G^//( ')-modules, porte une structure 

d'objet-unité dans MFLjK(ip, N) : il suffit de définir la filtration sur L ®£0 

Lq = L par 

FiVL = fi 

L si i < 0, 

0 si ¿ > 0. 

On peut également définir le contragrédient ou dual d'un (<P,N,GL/K)-

module filtré D comme étant D* = iom( D,L0). 
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4.4. — Modules filtres faiblement admissibles 

4 .4 .1 . — Soit D un objet de MFLtK(<p,N) de dimension 1 : 

i) si v est la valuation de LQ normalisée par v(p) = 1, si d est un 

élément non nul de D et si <pd = Àd, alors v(X) est indépendant du choix de 

d ; on le note (K®KD) 

ii) on note tjj(D) le plus grand z G Z tel que FillDi ^ 0. 

Soit D un (</?, TV, G^ / A ' ) -modu le filtré discret de dimension finie. Si r = 

d i m D , ArD est un facteur direct de la puissance tensorielle r-ième de Z? et a 

donc une structure naturelle d'objet de MFLj/(-(y?, N). On pose 

tN(D) = tN(A
rD) et tH(D) = tH(A

rD) 

Bien sur, le premier entier ne dépend que de 1 action de (p sur D tandis que 

le second ne dépend que de la filtration sur DK-

Si, pour tout a G Q, on note DA la partie de D de pente a pour l'action 

de (p (cf., par exemple, [Be75], p. 316), on a 

tiv(D) = E 
dfdf 

d i m L o Da) • Q 

tandis que 

(K®KD) E 
z'ez 

(dimA-gr'DA') • ¿ • 

Il en résulte que TN et tfj sont additives, i.e. si 

0 — • D' — • D —.£>" — • 0 

est une suite exacte courte de MF Il K 
(K®KD)² on a 

tN(D) = tN(D') + tN(D") et (K®KD) = tH(D') + tH(D") • 

4 . 4 . 2 . PROPOSITION. — Soit D un objet de MFLjK{y*N). Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 
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i) on a tfj(D) = tN(D) et, pour tout sous-objet D' de D, tH(D') < 

tN(D') : 

ii) on a t}j{D) = tN(D) et, pour tout quotient D" de D, tH{ D") > 

tN(D"). 

Preuve : Cela résulte immédiatement de ce que tjj et tjy sont additives. 

4.4.3. DEFINITION. — Un ((p,N, GL/K)-module filtré faiblement admissible 

est un ( cp, N, GL i K)-m°dule filtré discret de dimension finie qui vérifie les con­

ditions équivalentes de la proposition précédente. Nous notons MFf L/ K ((p,N) 

la sous-catégorie pleine de la catégorie de MF Lj K(<p, N) dont les objets sont 

ceux qui sont faiblement admissibles. 

4.4.4. PROPOSITION. — La catégorie MFf

L^K((p,N) est abélienne et le 

noyau (vesp. le conoyau) d'un morphisme dans cette catégorie coïncide avec le 

noyau fresp. le conoyau) de ce morphisme dans la catégorie des (<p,N\GL/K)~ 

modules filtrés. En outre 

i) le dual D* d'un (<p, iV \GL/K)~ m °dule filtré faiblement admissible 

est faiblement admissible ; 

ii) pour qu'un sous-objet D' fresp. un quotient D"), dans la catégorie 

des ((p, N,GL/K)~m°dules filtrés, d'un objet D de MF^K(cp, N) soit faible-

ment admissible, il faut et il suffit que tjj(D') = tj\f(Df) (vesp. que tff(D") = 

tN(D")); 

m) si 

o — > D' —y D (K®KD) —>0 

est une suite exacte de (< ,̂ iV, Gl/K)~m°dules filtrés discrets, et si deux d'entre 

eux sont faiblement admissibles, il en est de même du troisième. 

Il s'agit d'une généralisation de la proposition 4.2.1 de [Fo79], et la même 

démonstration, qui est très facile, s'applique. 

4.4.5. CONJECTURE. — Le produit tensoriel de deux ((c+p,N,GL/K)~m°dv>les 

filtrés faiblement admissibles est faiblement admissible. 
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S il en est ainsi, MFJ

L^K(}p, N) est une catégorie tannakienne. Cette con­

jecture est impliquée par la conjecture 5.6.9 (cf. infra qui dit essentiellement 

que tout objet de cette catégorie "provient d'une représentation galoisienne"). 

Dans le cas particulier où iV = 0 sur les deux modules considérés, cette conjec­

ture a été démontrée par Laffaille ([La80]) lorsque p est une uniformisante de 

L et par Faltings sans hypothèse sur L. Il est probable que la démonstration 

de Faltings s'étend au cas général. 

4.4.6. — Remarque : Si D est un (<£>, iV, Gy2/A')-module filtré discret 

de dimension finie, on peut définir le polygone de Newton PN(D) de D 

comme le polygone de Newton du F-iso-cristal sous-jacent et le polygone 

de Hodge PH(D) de D comme le polygone associé à la filtration de D/ , 

(cf., par exemple, [Fo79], n° 4.3). On peut montrer (même démonstration que 

la prop. 4.3.3 de op. cit.) que D est faiblement admissible si et seulement 

si d'une part PH(D) et PN(D) ont mêmes extrémités et d'autre part, pour 

sous-objet D' de D (dans la catégorie MFLfK(<p*N))% le polygone PH{D') 

est au-dessous de PN(D'). 

4.4.7. — Soit L' une extension galoisienne de K contenant L. 

Les constructions du n° 4.2.5 s'étendent sans difficulté : l'extension des 

scalaires définit un ®-foncteur de MFLjK((cp, N) dans MFL,jx(cp* N), qui 

induit une 0-équivalence entre MFL/K(cxp. N) et la sous-catégorie pleine de 

MFL,/K(CP, N) formée des D' sur lesquels le groupe d'inertie Ij^i/L opère triv­

ialement; l'image par ce foncteur d'un objet D de MFL/K(<p,N) est faible­

ment admissible si et seulement si D l'est déjà. 

4.4.8. — Lorsque L — K, on dit (^ , iV)-module filtré (relativement 

à K s'il y a risque de confusion) au lieu de (99, N, l ) -module filtré et on 

pose MFK{<p,N) = M£K/K(<p,N) et MFjK(<p,N) = MFf

K/K(<p,N); on 

appelle (<£>, iV)-modules filtrés faiblement admissibles (sous-entendu : 

relativement à K) les objets de cette dernière catégorie. 

De même, un (^-module filtré (relatif à K) est un (<£>, iV)-module filtré 

pour lequel N = 0. On note MFK(np) = MFK/K(cv) (resp. MFf

K(<p)) la 

sous-catégorie pleine de MF_K(<p, N) (resp. MFfK(<p, N)) dont les objets sont 
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ceux sur lequels N = 0. Les objets de MJrK(ip) sont les (^-modules filtrés 

faiblement admissibles3. 

On dit qu'un objet D de MFjK/K (ip,N) est semi-stable sur L4 si le 

{<ptN)~ module sous-jacent l'est. Lorsque N = 0, on dit aussi que D a bonne 

réduction sur L. 

4.4.9. PROPOSITION. — Supposons L/K finie. Soient D un objet de 

MFLjK(cp, N) et A l'objet de MFL((p< N) que Von obtient en oubliant l'action 

de GL/JÇ. Alors D est faiblement admissible si et seulement si A l'est. 

Preuve : Notons M la classe des objets M de MFL(<p, N), de dimen­

sion finie, tels que pour tout sous-objet M' de M , tff(D') < tw(Df). 

L'appartenance à M est stable par sous-objet et somme directe finie. 

Il est clair que la condition est suffisante. Montrer qu'elle est nécessaire 

revient à vérifier que si D est un objet de MF LjK(}p* N) tel que, pour 

tout sous-Lo-espace vectoriel D' de D stable par (p, N et GL/K-, ON A 

tti{D') < tjv(D'), alors la même propriété est vraie pour tout sous-Lo-espace 

vectoriel stable par (p et A7', mais peut-être pas par GL/K-

Sinon, soit D' un contre-exemple minimal (on a donc ttf^D') > tiv(D'), 

mais tout sous-objet propre de Df dans MFL(ip% N) appartient à M). 

Soit D'sat = E 

iecL/K 
g(D'). Il est clair que D'sat est stable par y?, N et GL/KJ 

d'où tn(Dfsat) < t]s[(D'sai). Soient gl5 g2,..., gr des éléments de GL/K tels que 

(Ksat = Z 
l<i<r 

9i (Df) et que l'entier r soit minimal. Soit D\ (resp. D2) le noyau 

(resp. la coimage), dans la catégorie MFL(<p< AQ, du morphisme naturel 

®i<i<r9iD') 
— > 

(Ksat 

On a une suite exacte courte 

0 —• Di V ®\<i<rgi i<r9iD') £ > 2 ^ 0 , 

3 la catégorie MFfK((p) est notée MFfK dans [Fo79], n° 4.1.4. 

4 cette notion garde un sens lorsque l'on ne suppose plus l'extension L de K 

contenue dans K galoisienne. 
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et on a tw(D2) = tN(D'sai), tandis que tjj(D2) < tH{D'sai), ce qui fait 

que tn{D2) < t?j(D2). D'autre part, pour 1 < i < r, notons D'1 le plus 

petit sous-objet de gi(D') (dans MFL((p,N)) contenant l'image de Di (via 

la projection de ®gj(D') sur gi(D')). La minimalité de r implique que 

D- ^ ff.(D') donc, puisque gi(D') ~ D7 (en tant qu'objet de MFL(<p,N))< 

que Di G A l ; on a donc ®D'{ e M et Di e M, d'où tH(D1) < tN(Di). Les 

propriétés d'additivité de tu et tN implique d'une part que tu{®gi{D')) = 

M - D i ) + < ^ ( £ > 2 ) < M A ) + tN(D2) = tN(®gi(D')) et d'autre part que 

tH(®9i(D')) = r-tH(Df) > r-tN(D') = tN(®gi(D')), d'où une contradiction. 

4.4.10. — Remarque : Soient P le complété de l'extension maximale 

non ramifiée KNR de K contenue dans K et P la fermeture algébrique de P 

dans le complété de K. Alors le corps des fractions Po de l'anneau des vecteurs 

de Witt à coefficients dans le corps résiduel k de K est aussi le complété de 

l'extension maximale non ramifiée A'o de A ô contenue dans K. 

Si D est un objet de MFj7fK(<p< N), D = Pq OKO D est muni, d'une 

manière évidente, d'une action de y?, N et Gk et D-p — P ®pQ D est muni 

d'une filtration. Si D est discret, on peut le récupérer à partir de D : c'est le 

sous-Ko -espace vectoriel de D formé des d qui sont fixés par un sous-groupe 

ouvert de Gk- La condition d'admissibilité faible peut se lire sur D aussi bien 

que sur D , et l'on obtient ainsi une (^-équivalence entre MF^^^(cp^N) et 

une catégorie convenable d'objets tels que D. Lorsque l'on se restreint aux 

objets pour lesquels N = 0, cela fourni une (^-équivalence entre MF^^K((p) 

et la catégorie notée MPFFK dans [Fo79], n° 7.3.4. 

5. — Représentations semi-stables et potentiellement semi-

stables 

Dans le cas particulier des représentations cristallines et potentiellement 

cristallines (qui correspondent du côté (</?, iV)-modules filtrés au cas où N = 0) 

la plupart des résultats de ce paragraphe sont contenus dans [Fo79]. Les 

démonstrations dans le cas général étudié ici sont souvent pratiquement 

identiques. Nous les reproduisons ici pour la commodité du lecteur. 
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Dans toute la suite, on pose G = GK. 

5.1. — Les foncteurs ]Dcris et D_si 

5.1.2. — On renvoie à [Exp.II] pour la définition des anneaux Bcr{s 

fn° 2.3) et Bst (n° 3.1). On choisit 

i) (cf. loc. cit., n° 3.2.2) une valuation v : K —» Q et on note N 

l'opérateur de monodromie sur Bst associé à v ; 

ii) (cf. loc. cit., n° 4.2) un prolongement G-équivariant log : K* —• K 

du logarithme usuel sur le groupe des unités de l'anneau des entiers de K et 

on note t : Bsi —• BdR le i?crî-5-plongement qui lui est associé. Sauf mention 

explicite du contraire, on utilise i pour identifier Bsi à une sous-£crî-5-algèbre 

de BdR. 

Rappelons que l'homomorphisme de if-algèbres, 

tk :K®K0 Bst BdR , 

déduit de i par extension des scalaires est injectif ([Exp.II], n° 4.2.4). 

Plus généralement, pour toute extension finie L de K contenue dans K, 

l'homomorphisme de L-algèbres IL : L®Lq Bst —» BdR déduit de £ par exten­

sion des scalaires est injectif (il suffit d'appliquer ce qui précède en remplaçant 

K par L). 

5.1.2. PROPOSITION. — i) On a (Bcris)G = (Bst)G = K0. 

ii) Les ( Q o , G)-anneaux Bcris et Bst sont G-réquliers. 

Preuve : Il est clair que A"0 C (Bcris)G C (Bst)G C (BdR)G et on sait 

([Exp.II], n° 1.5.7) que (BdR)G = K. L'égalité K0 = (Bcris)G = (Bst)G 

résulte de l'injectivité de LK. 

Comme BdR est G-régulier, cette injectivité, compte-tenu de la proposi­

tion 1.6.5, ramène la démonstration de (ii) à vérifier que, si b G Bcris (resp. 

Bsi) est un élément non-nul tel que la Qp-droite engendrée par b est stable 

par G, alors b est inversible, ce qui résulte du lemme suivant : 

5.1.3. L E M M E . — i) Le corps des fractions PQ de Vanneau des vecteurs de 

Witt à coefficients dans le corps résiduel k de K s'identifie à un sous-corps 

de Bcr{s. 
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ii) Soit t G Bcris un générateur de Z p ( l ) . Pour qu'un sous-P0-espace 

vectoriel A de dimension 1 de Bsi soit stable par G, il faut et il suffit qu'il 

existe i G Z tel que A = Pot* 

Preuve : Avec les notations utilisées dans [Exp.II], on voit que k s'identifie 

au corps résiduel de R; donc W(R) contient W(k) et le sous-anneau 

W(R)[l/p] de Bcris contient W(k)[l/p] = P0. 

Quitte à remplacer K par son composé avec Po, on peut pour prouver (ii) 

supposer le corps résiduel de K algébriquement clos, i.e. que Po = Ko (on a 

aussi Lo = Ko pour toute extension L de K contenue dans K). 

Soit b un générateur de A . Quitte à multiplier b par t~\ pour un entier i 

convenable, on peut supposer que b G B+dR et b 0 FillB+dR. Soit 6(b) l'image 

de b dans C. Le Ao~espace vectoriel 6( A ) engendré par 0(b) est de dimension 1 

et stable par G et il est donc contenu dans K (cf., par exemple, 3.3, remarque 

(ii)). L'action de G sur 0(A) se factorise donc à travers Ga l (L /A ' ) où L est 

une extension finie galoisienne convenable de A , donc une extension finie de 

Ko- Comme la restriction de 0 à A est injective, il en est de même de l'action 

de G sur A , donc aussi sur la sous-A'o-algèbre Po(b) de Bst. Mais alors Ko(b) 

doit être isomorphe à une extension de Ko contenue dans L et le fait que 

L ®Kn Bst (C BdR) soit intègre implique que b G A q . 

5.1.4. — Pour toute représentation p-adique V de G, on pose 

Vieris^ y)=ÜBcris1 V)=(Bcris ®Qp V)G et Dst(V)=DBJB) (V)=DBJB)gfg+ 

On dit que V est cristalline (resp. semi-stable) si V est J5crîS-admissible 

(resp. P5t~admissible). On note Rep (G) (resp. Rep^f (G) ) la sous-catégorie 

pleine de Rep(G) dont les objets sont les représentations cristallines (resp. 

semi-stables). C'est une sous-catégorie tannakienne de Rep(G) (prop. 1.5.2). 

5.1.5. — Soient k le corps résiduel de A , k et Po comme au n° 5.1.3, P 

le complété de l'extension maximale non ramifiée de K contenue dans A^, P 

la fermeture algébrique de P dans le complété G de K. Alors P est un corps 

complet pour une valuation discrète et P une clôture algébrique de P. Le 

groupe G a l ( P / P ) n'est autre que le groupe d'inertie IK de l'extension A / A . 
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En outre, les anneaux Bcris et Bsi relatifs à l'extension P/P s'identifient aux 

anneaux du même nom relatifs à K/K ([Exp.II], rem. (d) du n° 4.2.5). 

Si Gk = Gal(&/&), pour tout entier n > 1, H°(Gk,k) = k et 

H1(Gk,GLn(k)) est trivial; on en déduit facilement (cf., par exemple, [Se89], 

lemma, p . 111-33) que H°(Gk,P0) = Ko et Hlcont(Gk,GLn(Po)) est trivial. 

Autrement dit, pour tout P0~espace vectoriel de dimension finie A muni d'une 

action semi-linéaire et continue de G*., l'application naturelle 

Po ®K0 A gk > A 

est un isomorphisme. 

La proposition suivante en résulte : 

PROPOSITION. — Pour qu'une représentation p-adique V de GK soit 

cristalline fresp. semi-stable), il faut et il suffit que V le soit en tant que 

représentation du groupe d'inertie IK = G a l ( P / P ) . 

5.1.6. — Soit V une représentation p-adique de G. L'action de <p sur 

Bcris munit Dcris(V) d'une structure de y-module relatif à K (n° 4.2.7), 

tandis que celle de (p et de N sur Bst munit Dst(V) d'une structure de ( y , N)-

module relatif à K (n° 4.2.6). L'inclusion de Bcris dans Bst identifie DcrijV) 

au noyau de la multiplication par N dans DST(V). 

L'injectivité de l'application LK • K ®K0 Bsi —> BdR permet d'identifier 

DSÎ(V)K = K ®K0 DST(V) à un sous-A-espace vectoriel de DDR(V). On 

peut donc munir DSI(V)K de la filtration induite par celle de DDR(V), ce 

qui permet de considérer DST comme un foncteur de la catégorie Rep(G) 

dans MFK((p<N) (n° 4.4.8). De la même façon D_CRIS est un foncteur de la 

catégorie Rep(G) dans MFK(w) (et, pour toute représentation V, DCRIS(V) 

s'identifie au sous-objet de DST(V) dans MF_K(ip, N) qui est le noyau de N). 

5.1.7. — Si V est une représentation p-adique de G de dimension d, 

on a dimA-0 Dst(V) (resp. dim/^ DdR(V)) < d) et V est semi-stable (resp. de 

de Rham) si et seulement si l'on a l'égalité. Si V est semi-stable, on a donc 

D_ST{V)K = D_DR(V) et V est de de Rham. De la même manière, on voit que 

si V est cristalline, alors V est semi-stable, on a DST(V) = DCRIS(V) (avec 

N = 0) et Dcris(V)K = DDR(V). 
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Compte tenu du théorème 3.8, le résultat suivant est alors évident : 

T H É O R È M E . — On a les inclusions 

Rep 
cru 

(G)C Rep 
st 

[G) C Rep 
dR 

G) C Rep(G) 

ou chaque catégorie est une sous-categorie tannakienne de la suivante. En 

outre, 

i) si V\ et V2 sont deux représentations semi-stables fresp. cristal­

line), Visomorphisme naturel de Ko-espaces vectoriels D_st(V\)®KQD_st(V2) —• 

RM ® V2) {xeSV.Dcris{V1,) ®Ko Dcris{V2) -> Dcris(V1i ® V2)) induit un 

isomorphisme des objets de MFK(cp, N) (resp. MF K((p)) correspondants; 

ii) si V est une représentation semi-stable (vesp. cristalline), Viso­

morphisme naturel de K0-espaces vectoriels Dst(V*) —> (D_st(V))* induit un 

isomorphisme des objets de MF_K(ip,N) (vesp.MF((p)) correspondants; 

iii) si 

0 —+ V —• V — V" — • u 

est une suite exacte courte de representations p-adiques et si V est semi-

stable /resp. cristalline) la suite exacte courte de K^-espaces vectoriels 0 —» 

(V)=DBJB) Dst(V) - Dst(V") - 0 (resp. 0 —• Dcris(V) (V)=DBJB) 

RcrisiV") - 0) induit une suite exacte courte des objets de MFK(<p,N) 

(vesp. MEK((p)) correspondants. 

5.2. — L'influence du choix de la valuation et du logarithme 

5.2.1 . — La structure de ((p, N)-module filtré sur Bst dépend du choix 

d'une valuation sur K et de celui d'un logarithme sur K*. Soient v et vq deux 

valuations de K à valeurs dans Q, v0 étant la valuation telle que Vo(p) = 1, 

et log et log0 deux logarithmes sur K*, G-équivariant s, log0 étant tel que 

logo(p) = 0. 

La A'o-algèbre Bsi munie de l'action de G et de (p ne dépend pas des choix 

faits. L'action de N et le plongement de K®KQ Bsi dans BdR en dépendent : 

- Posons v(p) — a(e Q) et notons N (resp.iVo) l'opérateur de 

monodromie sur Bst associé à v (resp. vq). On a N — a • Nq. 
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- Posons log(p) = c(G K) et notons i (resp. ¿0) le plongement de 

K <S>K0 Bsi dans BdR induit par log (resp. log0). Notons encore NQ l'unique 

K ®KQ PCr25_dérivation de K ®K0 Bsi qui prolonge NQ. L'application 

v : K ®Kq Bsi • 
(V)=DBJB) 

qui envoie b sur E 
ddx0 

[cn/n\) - No(b), est un automorphisme de la K <S)K0 Bcris~ 

algèbre K (&K0 Bst qui commute à l'action de G. On vérifie facilement que 

¿ = ¿001/. On en déduit que si, pour tout r G Z, on pose 

Filr0{K®KoBst) = iôx(FilrBdR) et FiV(K®KoBst) = r\FiVBdR) , 

on a Filr(K®Ko Bst) = v-1(Filr0(K®KoBst)). 

5.2.2. — Si V est une représentation p-adique de G?, la structure de 

(y , AQ-module filtré sur Dst(V) dépend aussi du choix de la valuation et du 

logarithme, i.e. des éléments a G Q* et c G K définis ci-dessus. 

Si Do (resp. D) est le (y , iV)-module filtré Dsi(V) correspondant au choix 

de vo et log0 (resP- v et log), il est facile de décrire D à partir de Do : en tant 

que A-espace vectoriel, D s'identifie à D0 (et donc DK = K®K0 D s'identifie 

aussi à K ®K0 DQ) et, avec des conventions évidentes, 

- on a <p = (po et N = clNQ ; 

- si l'on note encore NQ l'endomorphisme du -espace vectoriel DK 

déduit de NQ par extension des scalaires et si l'on appelle v l'automorphisme 

t . 
n>0 

(cn/n!) • Nn de DK, pour tout r G Z, on a FilrDK = v'1 (Filr0DK). 

5.2.3. — Si V est comme ci-dessus, la structure de ( y , A ) - m o d u l e de 

D = Dst(V) ne fait par intervenir le choix de log et ne dépend donc que du 

choix de v. La classe d'isomorphisme de D comme ( y , iV)-module est 

indépendante de ce choix. En effet, pour tout n G Z, soit J 0 [ n ] la partie 

de D qui est la somme directe des parties de D de pente G [n,n + 1 [ (pour 

l'action de (p). On a 

D (V)=DBJB) 

si, avec des notations évidentes, / est l'endomorphisme du A^-espace vectoriel 

D qui est la multiplication par a n sur D[nj, on voit que / commute a (V)=DB 
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tandis que, comme N(D[n]) C £>[n_i], foN0 = Nof; l'application / est done 

un isomorphisme de Do sur D pour la structure de (cp) iV)-modules. 

En revanche, il est facile de voir que la classe d'isomorphisme de Dst(V) 

comme (<£>, iV)-module filtré dépend en général aussi bien du choix de la 

valuation que de celui du prolongement du logarithme usuel. 

5.2.4. — Soient V une représentation p-adique de G qui est de de 

Rham et DK le i f-espace vectoriel filtré DdR(V). Supposons V semi-stable. 

Le choix de v et de log permet de munir DK d'un opérateur de monodromie 

N : DK DK qui est K-linéaire nilpotent et d'une K0-structure D stable 

par N et munie d'un Frobenius (p. Si l'on change v et log, on voit que, 

avec des conventions évidentes, on aJV = aNo et, si v est l'automorphisme 

y 

n>0 
( c " /n ! ) • Nfî de DK, on a D = u(D()) et •p = V O (f0 O V . 

5.3. — Le foncteur V_st 

5.3.1. — L'anneau BST a une structure naturelle de (cp, N, G)-module 

filtré (la filtration sur (BSÌ)K — K ®K0 BST est celle qui est induite par 

l'inclusion IK de (BSÌ)K dans BdR)-

Si V est une représentation p-adique de G, Bsi ® Q P V est de manière 

naturelle un ((p, N, G)-module filtré : si b G Bst et v G V , on a N(b (g v) = 

Nb (g v, (p(b (g v) = (pb (g v, #(& (g) v) = gb ® gv pour tout g G G ; on a 

(Bst(g K)AT = (Bst)K ®Qp F et F*7»"(BA< (g y)A- = (FU^Bs^K) ® Q P V , pour 

tout i G Z. 

5.3.2. —Si D est un (y>, AQ-module filtré, le produit tensoriel Bst®D dans 

la catégorie des (99, A7")-modules filtrés est de façon naturelle un ((p,N,G)~ 

module filtré (on a g(b®d) = gb®d pour # G G, b G Bsi, d E D) et on peut 

définir 

(V)=DB = H o m ^ ^ - m o d .fil. [K0,Bst®D) 

(où i£o est vu comme Pobjet-unité de MFK(ap,N)). On voit que Vst(D) 

s'identifie au sous-Qp-espace vectoriel de Bst ®Ko D formé des v tels que 

Nv = 0, <pv = v et 1 (g i; G Fil°(Bst ®D)K. Il est stable par G. 

On peut considérer Vst comme un foncteur de la catégorie des (cp,N)-

modules filtrés dans celle des Qp[G]-modules. 
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5.3.3. — Disons qu'un (y , 7V)-module filtré D est admissible s'il 

existe une représentation semi-stable V et un isomorphisme de Dst(V) sur D. 

Notons MF^((p, N) la sous-catégorie pleine de MF_K(ip,N) dont les objets 

sont ceux qui sont admissibles. 

5.3.4. — Reprenons les notations du n° 5 . 1 . 5 . Si D est un (cp,N)-

module filtré relatif à K, A = Po ®K0 D a une structure naturelle de ( y , i V ) -

module filtré relatif à P . Compte-tenu du n° 5 . 1 . 5 , la proposition suivante est 

immédiate : 

PROPOSITION. — Soit D un ((p, N)-module filtré relatif à K de dimension 

finie. Alors D est admissible si et seulement si PQ ®K0 D Vest. 

5 . 3 . 5 . T H É O R È M E . — ï) Soit V une représentation p-adique semi-stable. 

L'isomorphisme naturel de Bsi-modules 

Bst »Ao Dst(V) Bst ® Q P V 

induit un isomorphisme des structures de (y , N)-modules filtrés sous-jacentes. 

ii) Comme sous-catégorie pleine de MF,A<P,N), MFar?(<p,N) est 

stable par facteur direct, somme directe, produit tensoriel, dual; c'est une 

catégorie tannakienne sur Qp. 

iiï) La restriction du foncteur Dst à la catégorie R e p ^ ( G ) est pleine­

ment fidèle et induit une ^-équivalence entre R e p ^ ( G ) et MF^((p, N) ; la 

restriction de V^si à MFa^((p, N) est un quasi-inverse. 

iv) Dans la catégorie MFaK (cp, N), tout morphisme est strictement 

compatible aux filtrations. 

Preuve : L'assertion (i) résulte facilement de l'assertion (z) du théorème 3 . 8 . 

Les autres assertions se déduisent facilement du fait que, si V est une 

représentations p-adique semi-stable et si D = Dst(V)^ alors V_st(D) 

s'identifie à V. Pour le voir, on utilise (ï) pour identifier le (y , iV, G ) -

module Bst ® D à Bsi ® V. Mais {BSI)N=o — Bcris ([exp.IIl, n° 3 . 2 . 3 ) , donc 

(Bst®D)N=0 = [Bst®V)N=0 = Brri*®V: on a aussi Bcris) LÛ=1 H. Fil°BdR = 
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cp ([Exp.II], th. 5.3.8) done 

Vst (D) = ({Bcris) tp=l ®V)n (Fil BdR ® V) = V . 

5.3.6. PROPOSITION. — Soit D un ((p,N)-module filtre de dimension finie. 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) D est admissible ; 

(ii) l'application naturelle 

ßü : Bsi 
(V)=DBJB) (D) _> B s t ®Ko D 

est un isomorphisme de (<P,N,G) -modules filtres. 

Preuve : (i) => (ii) car, si l'on identifie D à Dst(V), pour une 

représentation semi-stable V convenable, alors V_st(D) s'identifie à V et /3p 

est l'inverse de l'isomorphisme naturel de Bst (g) D_st(V) sur Bsi (g V (cf. th. 

ci-dessus). 

(a) = • ( i) car si l'on pose V = V_st(D), (3d induit, en prenant les éléments 

fixes par G, un isomorphisme de (<p, N, G)-modules de D_si(V) sur D. Mais 

alors, la dimension sur K0 de Dsi(V) est égale au rang du B ^ - m o d u l e libre 

Bst®QpV , c'est-à-dire à dimq V , donc V est semi-stable et D est admissible. 

5.3.7. — Il est parfois commode d'utiliser une description contravariante 

de cette équivalence de catégories. Si, pour toute représentation p-adique V 

de G, on pose D_li(V) = HOÏÏIQ p [(2](V,B s t ) , on voit que D*t(V) s'identifie à 

UstiV*); de même, si, pour tout (y>,7V)-module filtré D , on pose V_*si(D) = 

Hom^jvj-mod.fiiX-Dï-Bfit), ¥.*st(D) s'identifie à V_st(D*). En particulier, la 

restriction du foncteur D*st à R e p ^ ( G ) induit une anti-équivalence entre cette 

catégorie et MF"*bp, N) et la restriction de V*8i à MF°£(<p, N) est un quasi-

inverse. 

5.4. — A d m i s s i b i l i t é et admiss ibi l i té faible 

5.4.1. — Soit x GK —> Z* le caractère cyclotomique. 
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PROPOSITION. — i) Soit V une representation p-adique de G de dimension 

1. Les conditions suivantes sont éauivalentes : 

a) V est cristalline : 

b) V est semi-stable ; 

c) il existe i £ l tel que le groupe d'inertie 1% opère sur V via x% • 

ii) Soit D un (cp^N)-module filtré de dimension 1. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

a) D est admissible, 

b) D est faiblement admissible, 

c) on a tfj(D) = ttf(D). 

Preuve : Les propositions 5.1.5 et 5.3.4 ramènent la démonstration au cas 

où le corps résiduel k de K est algébriquement clos, ce que nous supposons 

dans la suite. L'assertion (i) résulte alors de la partie (ii) du lemme 5.1.3. 

Quant à l'assertion ( n ) , il est clair que (b) et (c) sont équivalents. D'après (z), 

si D est admissible, il existe i G Z tel que D ~ Dst(Qp(i)) = D_cris(Qp(i)). 

Si t est un élément non nul de Q p ( l ) , Dst(Qp(i)) est le A"o~espace vectoriel 

de dimension 1 engendré par d = t~l ® t1. On a (pd = p~ld, Nd = 0 et 

1 (8) d G Fil'1 - Fil-**1, donc tN(D) = tH(D) = -t", d'où (a) (c ) . Enfin, 

on vérifie facilement que, pour tout z G Z, tout (y , A r ) -module filtré D de 

dimension 1 vérifiant ^ A T ( D ) = tn(D) = — i est isomorphe à Dst(Qp(i)), d'où 

(c) = > (a). 

5.4.2. PROPOSITION. — i) Tout (y , N)-module filtre admissible est faible­

ment admissible. 

ii) Si D est un (tp,N)-m,odule filtré admissible, les sous-objets de L 

dans MF^((p, N) sont les sous-objet de D dans MF^((p, N) (autrement dit, 

les sous-(y, iV)-modules filtrés admissibles de D sont les sous-Ko -espaces 

vectoriels D' stables par (p et iV, avec D'K muni de la filtration induite, tels 

que (V)=DBJB)fhjk² 

Preuve : Montrons (z) : Soit D un (y , iV)-module filtré admissible. Il résulte 

facilement du théorème 5.3.5 que, pour tout entier r > 0, le ( y , iV)-module 
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filtré ArD est admissible. Si m est la dimension de D , l'admissibilité de A m D 

implique que tjj(D) = tpf(D). Si maintenant D' est un sous-(</?, AQ-module de 

D , de dimension r, alors A r D ' est une droite de A r D , stable par (p et N (en fait 

contenu dans le noyau de AT) ; si l'on munit D'K de la filtration induite par celle 

de DK, on &tH(A
rD') = tH(D') et tN(A

rD') = tN(D'). Posons j = tN(D') et 

supposons que tjj(D') > j . Soit A le ((p, A^)-module filtré de dimension 1 dont 

le (cp, Af)-module sous-jacent est ArD', avec FiPAK = AK et FiP+lAK = 0. 

L'identité sur A 7 1 ! ) ' induit un morphisme de (<p, AQ-modules filtrés admissibles 

A — • A r D . 

Celui-ci doit être strictement compatible aux filtrations (th. 5.3.5) et on doit 

donc avoir tjji D')=j. 

L'assertion (ii) résulte facilement du lemme élémentaire suivant déjà énoncé 

dans [Fo79] (lemme 4.5.3) : 

5.4.3. L E M M E . — Soient B un anneau commutatif et E un sous-corps de B. 

Soient V un E-espace vectoriel et X = B ® £ V . Soit X' un sous-B -module 

libre de rang fini r de X. Pour que X' soit rationnel sur E (i.e. pour que X' 

provienne par extension des scalaires d'un sous-E-espace vectoriel de V), il 

faut et il suffit que Ar

BX'', identifié à un sous-B-module libre de rang 1 de 

Ar

BX soit rationnel sur E. 

5.4.4. — Conjecture : Il me semble raisonnable de conjecturer 

que tout (<£>, A^-module filtré faiblement admissible est admissible, i.e. que 

MFax((p<N) = MFf

K((p<N). Lorsque AT = 0, on retrouve la conjecture que 

tout (^-module filtré faiblement admissible est admissible ([Fo79], n° 5.2.6, 

question 1). 

On dispose de résultats partiels en faveur de cette conjecture : soit D un 

(V)=DB -module filtré faiblement admissible. On sait que D est admissible en 

particulier dans chacun des cas suivants : 

i) D est "ordinaire" et ou bien le corps résiduel k est fini, ou bien 

K = Ko (cf. fExp.IVl), 

ii) K = K0, N = 0 et il existe i tel que FIÏDK = DK, Fili+VDK = 0 

([FL82]), 
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iii) \K : K<A < v - 1, N = 0 et il existe i tel que FÍVDK (V)=D 

Fili+2DK = 0 ([La80]). 

5.5. — Le cas des représentations cristallines 

5.5.1. — L'anneau Bcris est le noyau de l'opérateur N : Bsi —-• Bst et 

les représentations cristallines sont les représentations semi-stables V telles 

que N = 0 sur J2 s t (V) . En faisant N = 0, les résultats des n° 5.4 et 5.5 se 

transposent au cas particulier des représentations cristallines. 

C'est ainsi que l'anneau ^3cris est de manière naturelle un (y , G)-module 

filtré. De même, pour toute représentation p-adique V et tout y-module filtré 

Z), Bcris ®QP V et Bcris ®Ko D ont une structure naturelle de ( y , G)-modules 

filtres. 

On définit un foncteur V_cris de la catégorie des y-modules filtrés dans celle 

des Qp[G]-modules en posant, pour tout y-module filtré D 

V • 
— c r i s 

(D) = Hom^-mod .fil [K0,Bcris®D) = 

{v G Bsi <g) D I (fiv = v et 1 ® v e Fil0 (Bcris ® D)K} . 

Si D est un «^-module filtré, on peut le considérer comme un (<a, JV)-module 

filtré avec TV = 0 et V.-Ì-(D) = Vsi(D). 

5.5.2. — Disons qu'un y-module filtré D est admissible s'il est 

admissible en tant que (y , 7V)-module filtré avec N = 0. Cela équivaut à dire 

qu'il existe une représentation cristalline V et un isomorphisme de Dst(V) sur 

D. Notons MFax((p) ou MF!K la sous-catégorie pleine de MFK((p) dont les 

objets sont ceux qui sont admissibles. 

Il résulte du théorème 5.3.5 que 

i) si V est une représentation p-adique cristalline, l'isomorphisme 

naturel de Bcris-modules 

Bcris ®A'o D-cris (V) ¥ BCris (V)=D y 

induit un isomorphisme des structures de (y , G)-modules filtrés sous-

jacent es; 
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ii) que, comme sous-catégorie pleine de MFK((p), MFadk^((p) est stable 

par facteur direct, somme directe, produit tensoriel, dual; c'est une catégorie 

tannakienne sur Qp ; 

iii) que la restriction du foncteur D_cris à la catégorie Repc^(G) est 

pleinement fidèle et induit une (^-équivalence entre R e p c ^ ( G ) et MF^((p), 

la restriction de V_cris à MF^((p) étant un quasi-inverse; 

iv) que, dans la catégorie M F " / ( y ) , tout morphisme est strictement 

compatible aux filtrations. 

5.5.3. — De même, il résulte de la proposition 5.4.2 

i) que tout ^-module filtré admissible est faiblement admissible ; 

ii) que, si D est un (^-module filtré admissible, les sous-objets de D 

dans MFaft((p) sont les sous-objets de D dans MF •K M . 

5.6. — Représentations potentiellement semi—stables 

5.6 .1 . — Lorsque l'on remplace le corps K par une extension finie L 

de K contenue dans A", les notions et l'étude des représentations p-adiques 

de GK qui sont de de Rham, cristallines ou semi-stables se transposent aux 

représentations p-adiques de GL- Le corps BdR (resp. l'anneau Bcr{s, resp. 

Bst) relatif à l'extension K/L n'est autre que le corps BdR (resp. l'anneau 

Bcris, resp. Bst) relatif à l'extension K/K (cf. [Exp.II], n° 1.5.6 et le (d) du 

n° 4.2.5). En particulier, en appliquant 5.1.2 à l'extension L/K, on voit que 

(Bst)GL = Lo et que le (Qp, G^-anneau Bcris est G^-régulier. 

On peut donc appliquer les résultats du n° 1.8 en prenant pour Ti l'ensemble 

des sous-groupes ouverts de G. On dit qu'une représentation p-adique y de G 

est potentiellement semi-stable si elle est potentiellement J35*-admissible 

relativement à 7ï. On note Rep^ (G) la sous-catégorie pleine de Rep (G) 

dont les objets sont les représentations potentiellement semi-stables. C'est 

une sous-catégorie tannakienne de Rep 
dR 

(G). 

5.6.2. — Remarque : Je ne connais pas d'exemple de représentation 

p-adique F de G qui est de de Rham sans être potentiellement semi-stable 

(voir n° 6.2.2 ci-dessous). 
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5.6.3. — Soit L une extension finie de K contenue dans K. Toute 

représentation p-adique V de G définit par restriction, une représentation 

p-adique de GL et on peut définir 

Q.dR,L (V) = (BdR®Qv V)°L, D BJB)cv xvc (Bcris ®Qv V) LK 
et 

üsUL 
fV) = (Bst ®an V) GL 

L'inclusion naturelle de L®LQD_stL(V) dans DdR(V) permet de considérer 

DstL(V) comme un (y , 7V)-module filtré sur X, et DcrisL(V) s'identifie au 

y-module filtré sur L qui est le noyau de N agissant sur DstLAV). 

Lorsque l'extension L/K est galoisienne, le groupe GL/K opère sur la si­

tuation. Le A-espace vectoriel filtré D_dR(V) s'identifie à DdRL(V)GL^K et 

DstL(V) devient un (y , iV, G^/A ' ) -module filtré (n° 4.3.2). On peut con­

sidérer, de manière naturelle, D_st L comme un foncteur additif de Rep (G) 

dans MLL/K(<p,N). 

5.6.4. — Pour toute représentation p-adique V de G, on note D_psi(V) 

la limite inductive des D_si ^ ( V ) , pour L parcourant les extensions finies de 

K contenues dans K. On peut considérer D t comme un foncteur additif de 

Rep(G) dans la catégorie MF-^^K((p, N) des (y , iV, G)-modules discrets de 

dimension finie. 

Si V et L sont comme ci-dessus, o n a Dst,L (V) = L 
•psi 

(V)G^. 

5.6.5. — Soit L une extension finie galoisienne de K contenue dans K. 

Pour tout objet D de MFLjK(}p,N), le groupe G opère sur Bst ®Lq F> (on a 

g(b ®b) = gb® gd, si g G G, b G Bst et d G D) et 

¥-st,L (D) = {v G Bst ®Lo D Nv = 0, <pv = v et l®veFil°(Bst®D)L} 

est stable par G. On peut donc considérer V_si L comme un foncteur additif 

de MFL/K(cp<N) dans la catégorie des Q p [G]-modules. 

On dispose de même d'un foncteur additif de MF^jK(ip,N) dans la 

catégorie des Q p [G]-modules : si D est un objet de MF-j?,K((p,N)< G opère 

sur Bst ® â „ D et 

Vvst(D) = {v e Bai ®Yn D I Nv = 0, LOV = v et 1 ® v G Fil°\ Bst ® D)w] 
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est stable par G. 

5.6.6. — On dit qu'un objet D de MF-jy/K((f:N) est admissible 

s'il existe une représentation p-adique V potentiellement semi-stable et un 

isomorphisme de Dpsi(V) sur D. On note MF$/K(ViN) la sous-catégorie 

pleine de MF^jK(v>,N) dont les objets sont ceux qui sont admissibles. 

5.6.7. — L'énoncé suivant est une conséquence immédiate des résultats 

des n° 5.1, 5.3 et 5.4 : 

T H É O R È M E . — i) Si V est une représentation p-adique de G, on a 

dim-^ Dpst(V) < dimQp V avec l'égalité si et seulement si V est potentielle­

ment semi-stable ; 

ii) si V est une représentation p-adique potentiellement semi-stable, 

V est de de Rham et le K-espace vectoriel filtré D^niV) s'identifie à (-K"®#0 

Dpst(V))G. 

iii) si V est une représentation p-adique potentiellement semi-stable, 

Visomorphisme naturel de Bsi-modules 

Bst ®T<0 Dps (V) > BJB) V 

induit un isomorphisme des structures de (<£>,iV, G) -modules filtrés sous-

jacentes ; 

iv) comme sous-catégorie pleine de MF-^jK((p, N), MFj£jK(<p, N) est 

stable par facteur direct, somme directe, produit tensoriel, dual; c'est une 

catégorie tannakienne sur Qp ; 

v) la restriction du foncteur D_pst à la catégorie R e p ^ ( G ) est pleine­

ment fidèle et induit une ®-équivalence entre R e p ^ ( G ) et MFadK/K((p,N), 

la restriction de V_pst à MF^.JC((p, N) étant un quasi-inverse ; 

vi) tout (y?, TV, G)-module filtré admissible est faiblement admissible ; 

vii) si D est un ((p, N, G)-module filtré admissible, les sous-objets de D 

dans MF_^/K((p,N) sont les sous-objets de D dans M F L K / K Jy,N). 
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5.6.8. — Remarques : i) Soit L une extension finie de K contenue dans 

K. Disons qu'une représentation p-adique y de G est semi—stable sur L si 

dim£,0 DSTL(V) = dimQp V et notons Rep5/ L(G) la sous-catégorie pleine de 

Rep(G) formée des représentations semi-stables sur L. On voit que, si V est 

semi-stable sur L, V est semi-stable sur toute extension finie L' de L contenue 

dans K et que Rep (G) est la réunion des R e p ^ L(G) Pour L parcourant les 

extensions finies de K contenues dans A . 

ii) De même, si L/K est de plus galoisienne, disons qu'un objet D de 

MFLjK(ip,N) est admissible s'il existe un objet V de R e p ^ £ (G) et un 

isomorphisme de D_SIL(V) sur D. Notons MFaLd/K((p, N) la sous-catégorie 

pleine de MFL/K((p, N) dont les objets sont ceux qui sont admissibles. Alors 

MFaLd/K((p,N) est stable par produit tensoriel et se trouve être une sous-

catégorie stable par sous-objet et quotient de MF^K((p, N). La restriction 

de Dst,L a ^eP5* L ( ^ ) mcmit une (^-équivalence entre cette catégorie et 

MF?LiK(ip,N) et la restriction de YLst,L est un quasi-inverse. 

Si V est une représentation p-adique potentiellement semi-stable, V est 

semi-stable sur L si et seulement si DPST(V) est semi-stable sur L (cf. n° 4.2.6). 

Il s'identifie alors à A"0 ®L0 Sisi L(V). Le foncteur 

D l • K0 ® L 0 D 

induit une équivalence entre la catégorie MFaLd id^P* ^) et la sous-catégorie 

pleine de MF^^K(cp,N) formée des D tels qu'il existe une représentation 

p-adique V semi-stable sur L et un isomorphisme de DPST(V) sur D. 

iii) En remplaçant BSI par Bcris, on obtient la notion de représentation 

potentiellement cristalline : pour tout représentation p-adique V de G, on pose 

DCRISL(V) = (Bcris ® Q P V)GL si L est une extension finie de K contenue 

dans K et D ris(V) = \im .ind.DcrisL(V). On dit qu'une représentation 

p-adique V de GK a bonne réduction sur L (resp. est potentiellement 

cristalline si dimLo DCRISL(V) (resp. dim^o DPCRIS(V)) = dimQp V. Il revient 

au même de dire que V est une représentation semi-stable sur L (resp. 
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potentiellement semi-stable) telle que N = 0 sur DsiL(V) (resp. D_pst(V)). 

Pour qu'une représentation V soit potentiellement cristalline, il faut et il 

suffît qu'il existe L tel que V ait bonne réduction sur L. La sous-catégorie 

pleine Keppcris(G) de Rep(G) formée des représentations potentiellement 

cristallines est une sous-catégorie tannakienne ; le foncteur Dpcris induit une 

^-équivalence entre R e p ^ ^ ( G ) et la sous-catégorie pleine MF^^K(<p, N) 

de MF-^iK((p, N) formée des (9?, G)-modules filtrés admissibles (qui 

sont les (9?, N, G)-modules filtrés admissibles sur lesquels N = 0). Tout 

((p, G)-module filtré admissible est faiblement admissible. La restriction du 

foncteur V_ cris qui, à tout (9?, G)-module filtré D associe le sous-Qp[G]-

module de Bcris <S>j^0 D formé des d tels que <pd = d et dont l'image dans 

BdR ®7f0 D = BdR ®K ®-^o D)G est dans le Fil0, est un quasi-inverse. 

iv) On prendra garde (cf. n° 5 . 2 . 3 ) que, si V est une représentation 

p-adique potentiellement semi-stable, la structure de (99, AT, G)-module filtré 

sur D_psi{V) dépend, en général, du choix de la valuation v et du prolongement 

log du logarithme usuel. Il en est de même de sa classe d'isomorphisme, ce 

qui fait qu'il se pourrait que la catégorie MF^^K((p, N) aussi (voir toutefois, 

la conjecture ci-dessous). 

En revanche, il résulte facilement des considérations développées au n° 5 . 2 . 3 

que la classe d'isomorphisme de D t(V)9 en tant que (<p,N,G)-

module, est indépendante de ces choix. 

5 . 6 . 9 . C O N J E C T U R E . — On a MF^/K(<p*N) = MFLK/K(cj^N), autrement 

dit tout (ip,N, G)-module filtré faiblement admissible est admissible. 

La validité de cette conjecture équivaut à celle du n° 5 . 4 . 4 non seulement 

pour K mais pour toute extension finie L de K contenue dans K. 

6. — Applications à la cohomologie 

Nous ne donnons ici qu'un très bref aperçu. Outre les articles originaux, 

le lecteur souhaitant avoir une idée des techniques utilisées consultera avec 

profit l 'exposé [1190] 
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6.1. — Théorèmes de comparaison p-adique 

6.1.1. — Si X est une variété propre et lisse sur K, les groupes 

d'hypercohomologie (H'DLR(X))RN^M du complexe de de Rham ft'X/K ONT 

une structure naturelle de if-espaces vectoriels filtrés de dimension finie; 

tandis que les groupes de cohomologie étale p-adique (H^X-JT, Q P ) ) M Ç N (où 

XT = X®Kz H%{XY,qv) = qv ® l p l i m . p r o j ,neNHXt(X^2/pnl)) sont 

munis d'une action naturelle de G = Gal(K/K) qui en font des objets de 

Rep(G) . 

6.1.2. — Conjecturé dans [Fo82a], le résultat suivant a été prouvé par 

Faltings ([Fa89])5 : 

T H É O R È M E . — Pour tout m G N et toute variété propre et lisse X sur K, 

m peut définir un isomorphisme de BdR-espaces vectoriels, compatible avec 

]a filtration et Vaction de G, 

BDR ®K H m 
dR 

(X) ~ BdR ® Q P H ni 
et 

BJB)BJB) 

Autrement dit, la représentation p-adique H^AX-JT. Qv) est de de Rham et le 

K-espace vectoriel filtre et H^iX) s identifie a DdR( BJB)BJB)g,j 

En outre l'isomorphisme construit par Faltings est fonctoriel en X et en 

K; il commute aux cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de 

Poincaré. 

6.1.3. — L'isomorphisme ci-dessus induit un isomorphisme sur les 

gradués associés. Celui-ci s'énonce : 

T H É O R È M E . — Pour tout m G N et toute variété propre et lisse X sur K, 

on peut définir un isomorphisme de BHT -espaces vectoriels, compatible avec 

la araduation et Vaction de G, 

BHT ®K h Tí 
HO DEE (X) ~ BHT ® Q P H m 

d 
BJB)BJB) 

5 du moins dans le cas de bonne réduction. Il y a un point obscur dans 

la preuve de CdR et il n'est pas clair que la démonstration s'applique sans 

hypothèse restrictive. 
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(où Hft0àge(X) = © o < z < m ^ ï m l(X,QlXjK)). Autrement dit, la représentation 

p-adique H^AX-r?, Q p ) est de Hodge-Tate et le K-espace vectoriel gradué 

U m 
^Hodee 

(X) s'identifie à D_HT(. (X,QlXjK)) . 

Tout comme le précédent, cet isomorphisme est fonctoriel (en X et en 

A ) et commute aux cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de 

Poincaré. 

Conjecturé par Tate ([Se68]), ce résultat a été démontré dans de nombreux 

cas particuliers ([Ta67], Raynaud in [B08O], [Fo82b], [BK86], [FM87], [Hy88]) 

puis par Faltings ([Fa88])6. 

6.1.4. — Pour toute variété propre et lisse X sur A', appelions modèle 

entier de X ou modèle de X sur OK la donnée d'un schéma propre X sur 

l'anneau des entiers OK de K muni d'un isomorphisme de X ® K sur X. 

On dit que X a bonne réduction s'il existe un modèle entier X de X qui 

est lisse sur OK. Etant donné un tel modèle, on peut, pour tout m E N, 

considérer le A"0-espace vectoriel H™is(Xk) qui est le m-ième groupe de 

cohomologie cristalline de la fibre spéciale Xk = X®k. Il est muni d'une action 

semi-linéaire de (p et le théorème de comparaison entre cohomologie cristalline 

de Xk et cohomologie de de Rham de X ([Be74], [B078]) permet d'identifier 

A ®K0 H™is(Xk) à H™R(X) et munit donc H™ris(Xk) d'une structure de <p-

module filtré. Celle-ci est indépendante du choix du modèle lisse X de X sur 

OK ([GM87] ; autrement dit la A0-structure sur HmdR(X) qui est H™is(Xk) est 

indépendante du choix de X', ainsi que l'action de cp sur cette KQ-structure), 

ce qui nous permet, sans ambiguïté, de noter H™is(X) l 'objet de MFK(ip) 

obtenu. 

Conjecturé dans [Fo82a], démontré dans [FM87] lorsque K = A"0 et 

m < p — 1, le résultat suivant a été prouvé en toute généralité par Faltings 

([Fa89]) : 

T H É O R È M E . — Pour tout m G N et toute variété X propre et lisse sur K 

ayant bonne réduction, on peut définir un isomorphisme de Bcris-modules, 

compatibles avec l'action de (p, celle de G, et, lorsque l'on étend les scalaires 

6 voir la note précédente. 

172 



EXPOSÉ III : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES SEMI-STABLES 

à BdR, avec la filtration 

Bcris <8>K0 n cris (X) ~ Bcris (H^(X^,Qp (H^(X^,Qp 

Autrement dit, la représentation p-adique H^(X^-^QP) est cristalline et 

H™IS(X) s'identifie à Dcris(H^(X^,Qp)), ou encore le (p-module filtré 

H™RIS(X) est admissible et H%(XT,QP) s'identifie à Vcris(H™IS(X)). 

Ici encore, cet isomorphisme est fonctoriel (en X et en A^) et commute aux 

cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de Poincaré. Lorsque l'on 

étend les scalaires à BdR on retrouve l'isomorphisme du n° 6.1.2. 

6.1.5. — Disons qu'une variété X propre et lisse sur K a potentielle­

ment bonne réduction s'il existe une extension finie L de K telle que 

XL = l 0 l a bonne réduction. S'il en est ainsi, les résultats de Berthelot-

Ogus et Gillet-Messing rappelés ci-dessus nous permettent d'associer à X 

un (92,G)-module filtré H™RIS(X), discret et de dimension finie (si X est un 

modèle lisse de X®L sur l'anneau des entiers d'une extension finie galoisienne 

L de K contenue dans AT, le A'0-espace vectoriel sous-jacent à H™RIS(X) est 

Ko <S>L0 H™is(X ® o ù X ® & l est la fibre spéciale de X). Les propriétés 

de fonctorialité de l'isomorphisme du théorème précédent impliquent alors : 

T H É O R È M E . — Pour tout m £ N et toute variété X propre et lisse sur K 

ayant potentiellement bonne réduction, on peut définir un isomorphisme de 

Bcris-modules, compatible avec l'action de (p, celle de G, et, lorsque l'on étend 

les scalaires à BdR, avec la filtration, 

Bcris fkm ^pcris , A ) — BCris ®QPHTt(Xw,QP) . 

Autrement dit, la représentation p-adique H*£(X-jf,Qp) est potentiellement 

cristalline et H™ris(X) s'identifie à D is(H%(X-x, Qp)), ou encore le 

fdghmd -module filtré H™ris(X) est admissible et H%(X-rT,Qp) s'identifie à 

V 
J—vcris 

(H^(X^,Qp)), 

Comme les précédents, cet isomorphisme est fonctoriel et commute aux 

cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de Poincaré. 
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6.2. — La conjecture de monodromie p-adique 

6 . 2 . 1 . C O N J E C T U R E Ç_PSI. — Soient m £ N et X une variété algébrique 

propre et lisse sur K. Alors la représentation p-adique i ï^(A-^r, Qp) est 

potentiellement semi-stable. 

C'est l'analogue p-adique du "théorème de monodromie ^-adique" de 

Grothendieck qui dit que, si £ est un nombre premier ^ p, alors l'action de 

l'inertie sur H^(X-JT, QP) est quasi-unipotente, i.e., il existe un sous-groupe 

ouvert du sous-groupe d'inertie IK de G qui agit de façon unipotente sur 

(H^(X^,Qp)), cf. [Exp.I], [Exp.VIII]). 

6.2.2. — Supposons le corps résiduel k de K fini. Comme on l'a vu dans 

l 'exposé I, le théorème de monodromie Sadique résulte simplement dans ce 

cas de ce que l'action de l'inertie est quasi-unipotente sur toute représentation 

^-adique de G. Grâce à Faltings, on sait que H^(XJT^QP) est de de Rham 

et on peut se demander s'il est vrai que toute représentation de de Rham 

est potentiellement semi-stable. Dans cette direction, Hyodo (non publié) a 

prouvé que si 

0 (H^(X^,Qp)), V —t V" —+0 

est une suite exacte courte de représentations de de Rham et si V et V" sont 

potentiellement semi-stables, alors V l'est aussi. Autrement dit, si la question 

posée a une réponse positive, il suffit de le vérifier pour les représentations de 

de Rham qui sont simples. 

Il se peut même que le fait que toute représentation de de Rham soit 

potentiellement semi-stable soit vrai sans supposer le corps résiduel fini. Je 

n'ai aucune raison sérieuse d'y croire ni de n'y pas croire! 

6.2.3. — Encore grâce à Faltings, on voit que, si la conjecture Ç_PST 

est vraie, il existe sur le A'-espace vectoriel H™R(X-JT) = K ®K Hdk(X) une 

Ko-structure H™T(X) munie d'une structure de (y , TV, G)-module discret de 

dimension finie. Il est tentant de conjecturer l'existence d'une théorie 

de cohomologie ( H ^ S I ( X ) ) M E M à valeurs dans les ( y , N , G ) - m o d u l e s 

discrets de dimension finie et d'un isomorphisme de comparaison, 
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G—équivariant 

K dsfg = m 
psi 

(X)~ H m 
dE ̂ ,Qp)), 

induisant la structure de {<p, iV, G)-module filtré sur H™si(X), l'isomorphisme 

de Faltings entre DdR{H^{X^r^Qp)) et H™R(X) induisant un isomorphisme 

de {<p,N,G)-modules filtrés entre Dpai(H^(X^Qp)) et H™st{X) (et donc 

aussi un isomorphisme G-équivariant entre y^pst{H™t{X)) et H*£(X-jç, Qp)) . 

L'objet de la fin du n° 6.2 est de donner une forme plus précise à cette 

conjecture et de discuter des cas connus. 

6.2.4. — Rappelons ([Ka88a]) qu'un log-schéma est un triplet formé 

d'un schéma Y , d'un faisceau en monoïdes commutatifs 5 sur Yét et d'un 

morphisme de S sur le monoïde multiplicatif sous-jacent au faisceau struc­

tural, le tout assujetti à vérifier des propriétés convenables. 

A tout schéma X sur Spec OK, on peut associer un log-schéma X\OG : 

le schéma sous-jacent est X et le monoïde est le sous-monoïde du monoïde 

multiplicatif sous-jacent à Ox formé des sections qui deviennent inversible 

dès que l'on rend p inversible. On a une notion de morphismes log-lisses de 

log-schémas {loc. cit.). 

Disons qu'un schéma X propre et lisse sur K a bonne log—réduction s'il 

existe un modèle entier X de X tel que le morphisme structural 

X\og> (Spec 0K)\og 

soit log-lisse. 

S'il en est ainsi, soit X\og^ la fibre spéciale de X\og au sens des log-schémas 

(de façon précise, si X\og = (X,Sx,p), si Xk est la fibre spéciale de X et si 

i : Xk —> X est l'immersion fermée correspondante, X\ogik est Ie log-schéma 

associé au pré-log-schéma {Xk, i*S#, i*(p)), cf. {loc. cit.) pour la notion de 

pré-log-schéma et de log-schéma associé). 

Le morphisme de log-schémas X\ogjk —» (Spec Ojï)\ogik est log-lisse (remar­

quer que le schéma sous-jacent à (Spec Oji)\og^k est Spec A:) et on peut alors 

définir la cohomologie cristalline à pôles logarithmiques du (Spec 0A')log,fc~ 

schéma à coefficients dans A'0 (cf. [Exp. V] ) . Pour tout m G N, H™crisjog(X\ogik) 

est un ifo-espace vectoriel de dimension finie qui a une structure naturelle de 
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(<P,N) -module. On dispose en outre d'un isomorphisme de comparaison 

(H^(X^,)), H m 
cris,log (<*íog,fc) ^ = m 

dR 
(X= 

qui permet de munir H™IS iog(^iog , fc) d'une structure de ( y , iV)-module filtré 

sur K . Il nous permet aussi de voir H™- X (^iog,Ar) comme un sous-KQ-espace 

vectoriel de H m 
dti 

.(X). 

6.2.5. — Remarque : Disons que X , variété propre et lisse sur K, a 

réduction semi-stable s'il existe un modèle X de X sur OK qui est semi-

stable, i.e. qui est, localement pour la topologie étale, isomorphe à 

Spec OK \t\, to, • • . , ts QpQpQpQpvvbfhjffh 

où r < s sont des entiers et 7r est une uniformisante de OK- Dans ce 

cas, X\OR —> (Spec0A')ioK est log-lisse et les techniques de Hyodo et Kato 

s'appliquent. 

6.2.6. — Il est raisonnable de conjecturer que l'analogue du résultat de 

Gillet-Messing rappelé au n° 6.1.4 reste vrai : 

CONJECTURE. — Soit X une variété algébrique propre et lisse sur K ayant 

bonne log-réduction et soient X et X' deux modèles entiers \og-lisses de 

X. Vus comme sous-Ko-espaces vectoriels de Я m 
dR dsgfd H m 

cris, log r(-*Ìog,fc) = 

H m crzs,log v QpQpQp et cette identification est compatible avec Vaction de y et de 

N 

Lorsque cette conjecture est vérifiée, le (y , iV)-module filtré 

H rm 
crzs,log 

(̂ fiotr k) est indépendant du choix du modèle entier log-lisse et on 

le note H™(X). 

6.2.7. CONJECTURE. — Soient m G N; X une variété propre et lisse sur 

K ayant bonne log-réduction et X un modèle entier log-lisse de X. On peut 

définir un isomorphisme de Bst-modules, compatible avec Vaction de (p et de 

N, et, lorsque Von étend les scalaires à BdR, avec la filtration, 

QpQpQp H m 
cris, log ('flog,*:) = Bst <cd H m 

et 
QpQpQpQp 
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La véracité de cette conjecture pour tout modèle entier log-lisse X de X 

implique la conjecture précédente. On souhaite bien sûr, que l'isomorphisme 

obtenu lorsque l'on étend les scalaires à BdR soit celui construit par Faltings. 

Cela revient à dire que, lorsque l'on utilise l'isomorphisme de Faltings pour 

identifier H?R(X) à DdR( Hm ét(Xmét(XK,Qp))> HTAX) s'identifie, comme (<p,N)-

module, à (Bst ® Q P H^t(X^Qp))G. Autrement dit, la représentation 

i7^ (Aj - r , Qp) devrait être semi-stable et le (y>, iV)-module filtré 

H%(X) devrait s'identifier à D^H^XK^Qp)) (et par conséquent 

H?ÀXK,QP%) devrait s'identifier à vst№(x))). 
6.2.8. — Un tel isomorphisme a été construit par Kato ([Exp.VI]) lorsque 

la dimension de A est < (p — l ) / 2 , du moins lorsque le modèle X est semi-

stable. 

6 . 2 . 9 . C O N J E C T U R E . — Soit X une variété propre et lisse sur K. Il existe 

une extension finie L de K telle que Xl = X ® L a bonne log-réduction. 

Une forme plus forte de cette conjecture consisterait à demander que X 

soit potentiellement semi-stable, i.e. qu'il existe une extension finie L de K 

telle que Xl ait réduction semi-stable. C'est vrai si X est une courbe ou 

une variété abélienne (cf. [ S G A 7 ] ) . Outre le fait que cette forme est peut-être 

trop optimiste, elle ne paraît pas très maniable car, si X est un modèle entier 

semi-stable de Xl sur Ol et si V est une extension finie de L, X ® Oy n'est 

en général pas semi-stable sur Ol1 (mais (X ® 0 L ' ) i o g (SpecOL')\og est 

log-lisse). 

6.2.10. — Si X est un modèle entier de A x , log-lisse sur (Spec 0z,)iog7 

et si V est une extension finie de L, alors (X ® Ol')\O% est log-lisse sur 

(SpecO^Oiog et H™ISXOG((X ® 0L) iog , fc ) s'identifie au ((p, iV)-module filtré 

sur V déduit par extension des scalaires de H™IS]OG(X\OG^)- Ceci joint aux 

conjectures 6 . 2 . 6 (pour toute extension finie de K) et 6 . 2 . 9 doit permettre 

d'associer à toute variété algébrique X propre et lisse sur K et à tout entier m 

un (<£, JV, G)-module filtré i J ^ ( A ) , discret et de dimension finie (si L est une 

extension finie galoisienne de K telle que Xl a bonne log-réduction, le groupe 

Gt/k opère de façon naturelle sur H™(Xl) qui devient un (<P,N,GL/K)-
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module filtré et H™ST(X) est le (9?, TV, G)-module filtré déduit par extension 

des scalaires). 

En appliquant les discussions du n° 6 . 2 . 7 à une extension finie galoisienne 

L de K convenable, on voit donc que l'isomorphisme de Faltings devrait 

induire un isomorphisme de( cp iV, G ) -modules 

Bst ®K0 H m 
vst > 

{X) ~ BST ® Q „ {X) ~ BST ®Q„ 

autrement dit, la représentation H™T(X-jr, QP) devrait être poten­

tiellement semi-stable et H™T(X) devrait s'identifier à 

DPST(H%(XT,QP)) (ou encore le (^ ,7V,G ) -module filtré H£T(X) 

devrait être admissible et H^ÀX-TT, ©„) devrait s'identifier à 

V.t< (Tjm 
^pst (X))). 

6.2.11. — Remarque : Soient m G N et X une variété propre et lisse 

sur K. L'existence conjecturale du (y>, iV)-module filtré i î ™ t ( X ) , muni de 

l'identification de H^R(X) à ( Â O k o H ™ T ( X ) ) G K < implique, puisque l'action 

de N sur H^^X) est linéaire et commute à l'action de GK que N opère 

sur H™R(X). On voudrait pouvoir définir "directement" cet endomorphisme 

nilpotent du /^-espace vectoriel H™R(X) ; on devrait pouvoir y arriver eu 

utilisant des techniques rigides analytiques. On prendra garde toutefois que 

cet opérateur N dépend du choix d'une valuation v de K (cf. n° 5 . 2 . 4 ) . 

6.3. — Le cas des motifs 

6.3.1. — Il n'est pas dans notre intention de tenter de donner ici une 

définition de la catégorie des motifs (mixtes) sur K (cf. [De89], [Ja90] pour 

des commentaires généraux à ce sujet). 

A un tel motif mixte doit être associé (entre autres) sa réalisation p-adique 

HP(M) qui est un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action 

linéaire et continue de G K et sa réalisation de de Rham qui est un A^-espace 

vectoriel filtré de dimension finie. On s'attend 

i) à ce qu'il existe un isomorphisme de comparaison 

BdR ® HdR ( M ) ~ BdR ®QP HP(M) , 
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compatible à l'action de G et à la filtration, autrement dit à ce que HP(M) 

soit de de Rham et à ce que HdR(M) s'identifie à DdR(Hp(M)) ; 

ii) mieux, à ce qu'il existe une "réalisation" Hpst{M) de M dans 

la catégorie des (<£>, JV, GR^-modules filtrés discrets de dimension 

finie, le i f-espace vectoriel filtré H H ni M) s'identifiant à {X) ~ BST„ HPst(M)] GK7 

et un isomorphisme de comparaison 

Bst Hpst(M) ~ Bst ® Q P HP(M) , 

compatible avec toutes les structures, autrement dit à ce que la représentation 

HP(M) soit potentiellement semi-stable et à ce que Hpst(M) s'identifie 

à D t(Hp(M)) (donc à ce que Hpsi(M) soit admissible et à ce que Hp(M) 

s'identifie à Vpsi (M))). 

Ceci conduit en particulier à la notion de motif "potentiellement semi-

stable" (resp. "semi-stable", "ayant bonne réduction", "ayant potentiellement 

bonne réduction" sur K) : il s'agit d'un motif M tel que la représentation 

Hp(M) est potentiellement semi-stable (resp. semi-stable, cristalline, poten­

tiellement cristalline) (conjecturalement, tout motif est donc potentiellement 

semi-stable). On prendra garde que, si X est une variété propre et lisse sur K 

qui a bonne réduction (resp. potentiellement bonne réduction, réduction semi-

stable), alors le motif M = H*(X) a bonne réduction (resp. potentiellement 

bonne réduction, réduction semi-stable (au moins conjecturalement dans ce 

dernier cas)), mais qu'il devrait être facile de construire des exemples mon­

trant que la réciproque est fausse en général. 

6.3.2. — L'isomorphisme de comparaison pose déjà un problème pour un 

"motif pur". Quitte à faire une "torsion à la Tate", les différentes réalisations 

de ce motif M apparaissent chacune comme un morceau de la réalisation 

cohomologique correspondante d'une variété propre et lisse convenable X sur 

K. Par exemple, Hp(M) s'identifie à un facteur direct de la représentation 

p-adique H^X-JT, Qp) et HdR{M) s'identifie à un facteur direct de HDR(X). 

Grâce à Faltings, Hp(M) est donc de de Rham et la question est de 

savoir si, dans l'isomorphisme de comparaison de Faltings, DdR(HJM)) C 
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®Q ®Q ®Q ®QV ®QV ®Q ®Q ®Q ®Q est bien HdR(M). 

Lorsque le motif est défini "à la Grothendieck" cela résulte de la compati­

bilité de l'isomorphisme de Faltings aux applications cycles. Dans la pratique, 

ce n'est pas toujours le cas et on est conduit soit à prouver que le motif donné 

est bien obtenu à partir de correspondances, soit à trouver un argument di­

rect. Ces deux approches ont été menées à bien dans le cas du motif associé 

à une forme modulaire ([Sc90], Faltings, non publié, voir cependant [Fa87], 

[Fa92a] et [Fa92b]), 

Plus généralement, si l'on sait que H^X-j-?, Qp) est potentiellement 

semi-stable, si l'on sait définir Hpst(X) et un isomorphisme Hpst(X) ~ 

D_psi(H£t(Xj7, QP)), on voudrait savoir dire quel est le morceau du (</?, iV, G)-

module Hpst(X) qui est Dpsi(Hp(M)). Dans le cas d'un motif associé à une 

forme modulaire de niveau premier à p les techniques de Scholl et de Faltings 

dont on vient de parler permettent de le faire. Un travail récent de Faltings 

([Fa92b]) doit permettre de s'affranchir de cette restriction sur le niveau. 

6.3.3. — Dans le cas général, si l'on veut être précis, on manque 

d'une bonne définition de la catégorie des motifs mixtes sur K. Toutefois 

certains résultats de Faltings sur la cohomologie des variétés ouvertes et 

sur la cohomologie "à coefficients" ([Fa90], [Fa92a], [Fa92b]) fournissent des 

exemples de représentations p-adiques qui sont de de Rham (et probablement 

aussi potentiellement semi-stables) et qui devraient être associées à des motifs 

mixtes sur K, mais pas toujours à des motifs purs. 

Enfin, les 1-motifs de Deligne ([De74]) sur K forment une catégorie bien 

définie, qui devrait être une sous-catégorie pleine de la catégorie des mo­

tifs mixtes sur K. Pour un tel 1-motif M , on sait définir sa réalisation 

Hntti(M) (cf. [Exp.VII], [Fo93]) et on dispose de l'isomorphisme de compara­

ison souhaité entre Vpst (Hpst(M)) et HJM) ([Fo93]). 
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