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Introduction

Ce volume contient essentiellement la rédaction des exposés du séminaire
sur les périodes p—adiques organisé a 'LLH.E.S., a Bures—sur-Yvette, en 1988!
et je voudrais commencer par présenter mes plus plates excuses pour le délai
ridiculement long qui se sera écoulé entre ce séminaire et sa parution, délai
dont je suis en tres grande partie responsable.

Je renvoie a [3] et [5] pour un historique du sujet mais je voudrais faire
ici un bref historique du séminaire lui-méme, qui trouve son origine dans une
conjecture de Jannsen.

Soient K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discrete,
a corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0, Ky le corps des fractions
de P’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k et I une cloture

algébrique de K. J’avais conjecturé (cf. [2], conj. Cqr) P'existence, pour toute

1 Le programme de ce séminaire avait été le suivant :
1. (2/2/88) J.-M. Fontaine : Exposé introductif.
2. (16/2/88) J.-P. Wintenberger : Le corps des périodes p-adiques.
3. (23/2/88) B. Mazur : Monodromie p-adique pour les formes modulaires.
4. (1/3/88) J.-M. Fontaine : Représentations p-adiques semi-stables et monodromie.
5. (8/3/88) L. Illusie : Autour du théoréme de monodromie ¢-adique.
6. (15/3/88) B. Perrin—Riou : Représentations p-adiques ordinaires.
7. (22/3/88) J.-M. Fontaine : Décomposition de Hodge-Tate pour les 1-motifs.
8. (12/4/88) et 9. (19/4/88) L. Illusie : Variétés semi-stables ordinaires, d’aprés Hyodo.
10. (26/4/88) et 11. (3/5/88) K. Kato : On Fontaine’s “de Rham conjecture”.
12. (10/5/88) M. Raynaud : Réalisation de de Rham des 1-motifs.
13. (17/5/88) J.-P. Wintenberger : Variation de structures de Hodge p-adiques.
14. (17/5/88, a Orsay) J.-M. Fontaine : Représentations galoisiennes potentiellement semi-

stables.

S. M. F.
Astérisque 223** (1994) 3



INTRODUCTION

variété X projective et lisse sur K, d’un isomorphisme de comparaison entre
la cohomologie étale p-adique H{(X77,Qp) et la cohomologie de de Rham
H7(X/K), i.e. d’un isomorphisme canonique, fonctoriel et compatible avec

toutes les structures
Bir dQ, Hér?(XRf, Qp) ~ Bar QK H%(X/I() R

ou Byp est le “corps des périodes p-adiques”. J’avais conjecturé aussi que dans
le cas de bonne réduciton, on devait pouvoir faire mieux (conj. Cep;s), c’est—
a—dire récupérer la cohomologie étale p—adique a partir de la cohomologie
cristalline de la fibre spéciale — considérée comme un Ky—espace vectoriel D
muni d’un Frobenius et d’une filtration sur K ®f, D grace a la comparaison
avec la cohomologie de de Rham - et vice versa.

Apres des résultats partiels dus a divers auteurs, Faltings [1] prouvait les
conjectures C.r;s et Cy r2. Peu de temps auparavant, Jannsen [6], motivé par
ses recherches sur la cohomologie galoisienne des représentations ¢-adiques
associées aux variétés algébriques sur les corps de nombres, suggérait que, dans
le cas de mauvaise réduction, il devait exister des structures supplémentaires,
en particulier un opérateur de monodromie comme dans le cas f-adique.
Ceci m’amena a construire ’anneau B,; qui contient ’anneau B,,;s; utilisé
pour formuler C.,;s. La conjecture de Jannsen se reformule alors (conj. Cs;)
en affirmant l’existence, pour une variété X comme ci-dessus, lorsqu’elle a
“réduction semi-stable”, d’une cohomologie qui généralise la cohomologie
cristalline et d’un isomorphisme de comparaison entre cette cohomologie et la
cohomologie étale p—adique. En utilisant les théorémes de comparaison dans
le cas de bonne réduction et le théoreme de réduction semi-stable, je pus
prouver C; pour les variétés abéliennes (et méme pour les 1-motifs).

Ceci nous conduisit a mettre sur pieds un séminaire autour de Cyg, Ccris €t
Cs: et nous etimes la chance de voir le sujet se développer au fur et a mesure

que le séminaire avancait. En particulier,

- la conjecture Cy; fut confortée par les travaux de Mazur, Tate et

Teitelbaum [7] sur la représentation p-adique associée a une forme modulaire

2 Du moins dans le cas de bonne réduction. Il y a un point obscur dans la preuve de Cyp

et il n’est pas clair que la démonstration s’applique sans hypotheése restrictive.
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de poids > 2 dont le niveau est exactement divisible par p : on comprenait
comment cette représentation de dimension 2 pouvait étre irréductible, malgré
I’existence d’un opérateur de monodromie qui semblait décomposer 1’espace
de la représentation en somme directe de deux droites, on découvrait aussi
une interprétation galoisienne conjecturale du nouvel invariant qu’ils avaient

mis en évidence®;

— nous fiimes conduit, B. Mazur et moi, & conjecturer que les
représentations (-adiques de Gal(Q/Q) qui “proviennent de la géométrie
algébrique” sont exactement celles qui sont non ramifiées en dehors d’un nom-
bre fini de places et sont potentiellement semi-stables en p = ¢ (cf. [4] pour un
énoncé précis et pour une discussion de quelques travaux récents qui semblent

étayer cette conjecture);

— mais surtout, alors que nous venions d’expliquer, Luc Illusie et moi,
a Kazuya Kato qui se trouvait étre a Orsay, ce qu’était la conjecture Cy;, son
éleve, Osamu Hyodo, resté a Tokyo, lui écrivait pour lui dire comment, en
utilisant un “complexe de de Rham-Witt a poéles logarithmiques”, il pensait
pouvoir construire une cohomologie qui s’avéra étre celle que nous cherchions.
Des lors, on travailla dur, & Bures—Orsay et a Tokyo, et on aboutit aux
exposé V et VI du présent volume qui, sans démontrer C; en général, donnent

toutefois des résultats substantiels sur la question.

Voici maintenant un trés bref apergu du contenu de chacun des exposés
rédigés :

— Dans ’exposé I, Luc Illusie décrit quelques aspects, tournant autour

du théoréme de monodromie locale de Grothendieck, des analogues {-adiques

et analytiques complexes de certains des problémes qui sont abordés dans la

suite dans le cadre p—adique.

— Dans I'exposé II, on construit et on étudie quelques propriétés du
corps des périodes p-adiques Byp et de quelques—uns de ses sous-anneaux (en

particulier B;R, B.ris et Bg;). Dans un appendice, Pierre Colmez montre que

3 . . IS T . .
L’exposé de B. Mazur sur ce sujet n’a pas été rédigé. On ne sait toujours pas prouver

que la représentation associée a une telle forme modulaire est bien semi-stable.
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la cl6ture algébrique K de K est dense dans Bip.

— L’exposé III a pour but I’étude des représentations p—adiques de
Gal(K/K) : on introduit une hiérarchie entre ces représentations : cristallines
= semi-stables => potentiellement semi-stables => de Rham = Hodge-
Tate; on explique quel genre de structure algébrique est associé a une telle
représentation (par exemple, dans le cas semi-stable, on obtient ce qu’on
appelle un (p, NV)-module filtré); on montre que lorsque la représentation est

potentiellement semi-stable, elle est déterminée par cette structure.

— Dans l'exposé IV, Bernadette Perrin-Riou définit les représenta-
tions p-adiques ordinaires, montre qu’elles sont semi-stables et déterminent
les (¢, N)-modules filtrés auxquelles elles correspondent. Dans un appendice,
Luc Illusie explique les résultats de Bloch et Kato (cas de bonne réduction)
et de Hyodo (cas de réduction semi-stable) qui montrent que la cohomologie
étale p—adique d’une variété propre et lisse sur I “ayant réduction ordinaire”

est ordinaire.

— Dans l'exposé V, Osamu Hyodo et Kazuya Kato définissent la
cohomologie cristalline a poles logarithmiques. Ceci leur permet en particulier
d’associer a une variété propre et lisse X sur K munie d’un modeéle sur les
entiers a réduction semi-stable et a tout entier m > 0 un (¢, N)-module
filtré D qui dans le cas ou le modéele a bonne réduction n’est autre que le
m—ieme groupe de cohomologie cristalline de la fibre spéciale munie de la
filtration fournie par la comparaison entre cette cohomologie et la cohomologie

de de Rham de la fibre générique.

— Dans ’exposé VI, Kazuya Kato démontre la conjecture Cs; pour une
variété X comme ci-dessus lorsque sa dimension est < (p — 1)/2; autrement
dit, il montre que le module D ci-dessus détermine une représentation p-
adique semi-stable de Gal(I/K) (via la recette expliquée dans 1'exposé I1I)
et que celle—ci s’identifie & H (X7, Q,).

- Dans l'exposé VII, Michel Raynaud étudie les 1-motifs sur le
corps K. Il montre que, du point de vue rigide analytique, tout 1-motif est
canoniquement quasi-isomorphe & un 1-motif dont la variété semi-abélienne

sous—jacente a potentiellement bonne réduction. Ceci lui permet d’étudier la
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monodromie de ce 1-motif ainsi que ses réalisations ¢-adiques.

— L’exposé VIII donne une représentation unifiée de 1’étude des
représentations -adiques potentiellement semi-stables de Gal(K/K) (avec
¢ = ou # p). En particulier, on explique comment, lorsque le corps résiduel
est fini, on peut associer & une telle représentation une représentation du

groupe de Weil-Deligne de K, méme lorsque ¢ = p.

— Dans lexposé IX enfin, Jean—Pierre Wintenberger donne une ver-
sion relative du théoréme de comparaison entre cohomologie étale p—adique et
cohomologie de de Rham pour un schéma abélien, moyennant des hypotheses
assez générales. Sa construction utilise une version relative de ’anneau BJp

construit dans I’exposé II.
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Exposé I

AUTOUR DU THEOREME DE
MONODROMIE LOCALE

par Luc Illusie

0. Introduction.

Cet exposé ne contient aucun résultat original. On se borne a décrire
quelques aspects du théoréme de monodromie locale, qui, a des titres divers,
ont inspiré les constructions de Hyodo-Kato (exp. V) et Fontaine (exp. VIII).
On rappelle d’abord trés brievement, au n° 1, ’énoncé et les principaux
corollaires du théoréme de monodromie locale ¢-adique de Grothendieck, en
suivant de pres la présentation de Deligne dans (SGA 7 I) et [11, 1.7]. Aun®
2, on travaille sur C. On explique la démonstration géométrique de la variante
du théoréme de monodromie locale pour les espaces analytiques complexes,
puis I'on étudie en détail le cas de la réduction semi-stable. Pour S un disque
ouvert de centre 0 dans C et f : X — S un morphisme projectif d’espaces
analytiques complexes, lisse en dehors de 0, et ayant réduction semi-stable en
0 (2.1.1), 'unipotence de la monodromie T' de H*(X,,C) (t € S* =S — {0}))
a une interprétation classique en termes de la connesion de Gauss-Manin sur
la cohomologie de de Rham relative R*f,{2y. q. (o0 X* = f~1(S*)). On
rappelle plus précisément comment, d’apres Steenbrink, peuvent se calculer, a
Paide de complexes de de Rham a poles logarithmiques relatifs, le complexe des
cycles évanescents RU(C) et le logarithme N de T'. La théorie de Steenbrink
fournit de plus une structure de Hodge mixte H{, limite, en un certain sens,
pour t — 0, des structures de Hodge pures des H*(X;), et dont /N est un
endomorphisme nilpotent de type (—1,—1). On explique en 2.3 le principe
de la construction. Sur H§ on dispose alors, a priori, de deux filtrations :
la filtration par le poids (de la structure de Hodge mixte) et la filtration de
monodromie (déduite de V). Leur coincidence est le résultat le plus profond de

S.M.F.
Aslérisque  223** (1994) 9



L ILLUSIE

la théorie. On en donne quelques corollaires, dus a M. Saito [23], généralisant
notamment le théoreme local du cycle invariant ([2], [5]). Au n°® 3, on explique
certains analogues de la théorie précédente sur un trait S de caractéristique
résiduelle p > 0. Pour f : X — S propre et a réduction semi-stable (3.1.1),
et ¢ premier # p, on commence par résumer le calcul, di a Grothendieck
(SGA 7 1), complété par Rapoport-Zink [19], des cycles évanescents R'¥(Z,),
munis de I'action de la monodromie : un point important, prouvé dans [19],
est que l'inertie agit trivialement. On décrit ensuite l’analogue, construit par
Rapoport-Zink (loc. cit.), du complexe utilisé par Steenbrink dans [27], auquel
on a fait allusion plus haut. Cette construction donne naissance a une “suite
spectrale des poids” ((3.6.9), (3.8.2)), aboutissant & la cohomologie de la
fibre générique géométrique. La coincidence entre la filtration aboutissement
et la filtration de monodromie est ici conjecturale. On fait le point sur ce
qui est connu. On reformule également, sous une forme un peu plus précise,
certaines questions d’indépendance de ¢, déja soulevées par Serre-Tate [26].
La perversité du complexe RU(Q,), convenablement décalé, est en filigrane
dans toute cette étude. Elle découle du théoréeme d’Artin sur la dimension
cohomologique des schémas affines (SGA 4 XIV 3.1) et du fait (bien connu,
semble-t-il) que le foncteur R¥, commute & la dualité. Nous en donnons une
démonstration au n° 4, calquée sur celle des théoremes de finitude de Deligne
dans (SGA 4 1/2 Th. finitude).

Je suis heureux de remercier P. Deligne, J.-M. Fontaine, K. Kato, N. Katz
et M. Raynaud pour d’utiles discussions dans la préparation de cet exposé,
ainsi que M. Rapoport pour ses remarques sur une premieére version de ce
texte et sa suggestion d’inclure le complément (4.7). Je suis particulierement
reconnaissant a Q. Gabber de m’avoir communiqué la preuve de (4.2) et
signalé une erreur dans la démonstration initiale de (4.6). Mes remerciements
les plus chaleureux vont, enfin, a G. Laumon pour sa lecture minutieuse du
manuscrit final, ses nombreux commentaires, et son aide dans la mise au point
de la démonstration de (4.6).

10



EXPOSE I : AUTOUR DU THEOREME DE MONODROMIE LOCALE

Sommaire

1. Le théoréme de monodromie locale ¢-adique.
2. Réduction semi-stable et structure de Hodge limite .
2.1. La démonstration géométrique du théoreme de
monodromie locale.
2.2. Monodromie locale et connexion de Gauss-Manin .
2.3. Complexe de Steenbrink et structure de Hodge
limite.
2.4. Poids et monodromie .
3. Réduction semi-stable : cas de la caractéristique positive ou
mixte.

4. Appendice : cycles évanescents et dualité en cohomologie étale.

1. Le théoréme de monodromie locale /-adique.

1.1. On fixe, dans ce numéro, un anneau de valuation discrete hensélien
R, de corps des fractions I et de corps résiduel k. On note p ’exposant
caractéristique de k. On choisit une cloture algébrique K de K, on note R
le normalisé de R dans K, et k le corps résiduel de R (qui est une cloture
algébrique de k). On note I le groupe d’inertie, donné par la suite exacte

1—I— Gal(I{/K) — Gal(k/k) — 1.
Il s’insére dans une suite exacte canonique ([25] et [8, §2])

1-P—=157Z,)(1) -1,

ou P est un pro-p-groupe et Z (1) = HZe(l) est le groupe d’inertie
_ t#£p
modéré (Z,(1) = Jim = (k)). Soit £ un nombre premier # p. On note

te I — Ze(l)
le {-composant de ¢; le noyau de t, est un groupe profini d’ordre premier a £.
Une représentation (-adique de Gal(l{/L’) (ou plus généralement, d’un

groupe profini G) est un homomorphisme p : G — GL(V), ou V est un Q-
espace vectoriel de dimension finie (@, étant une cloture algébrique de Q;), tel

11



L. ILLUSIE

qu’il existe une extension finie E de @, contenue dans @, et une E-structure
VE sur V telles que p se factorise en un homomorphisme continu G — GL(VE)
(GL(Vg) étant muni de sa topologie naturelle de groupe de Lie f-adique).

Soit G = Gal(K/K). On dit qu'une représentation f-adique p de G
est quasi-unipotente s’il existe un sous-groupe ouvert I; de I tel que la
restriction de p a I; soit unipotente (i.e. telle que p(g) soit unipotent pour
tout ¢ € I;). Un résultat fondamental de Grothendieck affirme que cette
propriété est automatique des que k n’est pas trop gros :

THEOREME 1.2 (Grothendieck) [26, Appendice]. — On suppose qu’aucune
extension finie de k ne contient toutes les racines de l'unité d’ordre une
puissance de £. Alors toute représentation £-adique de G est quasi-unipotente.

1.3. Soit X un schéma séparé de type fini sur K. D’apres (SGA 4 XIV)
(resp. (SGA 4 1/2 Th. finitude)), les groupes de cohomologie H}(X+, Q)

(resp. H"(X%,Q;)) sont de dimension finie sur Q,. Le groupe de Galois G y
opere par transport de structure, d’ou une représentation f-adique

(1.3.1) p:G— GL(H) ,

ou H est 'un des groupes précédents.
THEOREME 1.4. — La représentation p (1.3.1) est quasi-unipotente.

Comme il est expliqué dans (SGA 71 1), Grothendieck a déduit ce résultat
d’une variante de 1.2 par un passage a la limite utilisant la méthode de
lissification de Néron (voir [3, 3.1 theorem 3 + 3.6 lemma 5]).

11 est plausible que la conclusion de 1.4 est encore vraie si I’on remplace le
faisceau constant @ sur X par un Q-faisceau “d’origine géométrique” (cf. [2,

6.2]).

1.5. Soit p : G — GL(V) une représentation quasi-unipotente. Il existe
alors un unique morphisme nilpotent

(1.5.1) N:V(1)—=V,

caractérisé par le fait que, si I; est un sous-groupe ouvert de I tel que la
restriction de p a I; soit unipotente, alors

(1.5.2) p(g) = exp(Nt,(g)) pourtout g € I .
L’unicité est en effet claire. Pour l'existence, il suffit d’observer que, le

noyau P, de t, étant un groupe profini d’ordre premier a ¢, I'image par p de
Py est finie (on peut supposer que p se factorise a travers GL(VEg) comme

12



EXPOSE I : AUTOUR DU THEOREME DE MONODROMIE LOCALE

ci-dessus; si L est un réseau de Vg stable par G, le noyau K de la fleche de
réduction GL(L) — GL(L/mgL) est un pro-£-groupe, donc K Np(Pg) = {1}).
Comme les éléments de p(P,NI;) sont unipotents, on a donc p(P,NI;) = {1}.
La restriction de p a I; se factorise donc a travers ty(I7), et, quitte a rapetisser
I, log p(te(g)) est défini pour g € I.

L’endomorphisme N s’appelle le logarithme de la partie unipotente
de la monodromie locale. Il résulte de la caractérisation (1.5.2) que
N : Qy(1) — End(V) est invariant par Galois : pour z € Q(1),z €V, g € G,
on a

(1.5.3) p(g)N(zz) = N(x(g)z-p(9)z) ,

ou x : G — Zj est le caractere cyclotomique. En particulier, si k est le corps

fini F, et F' € G releve le Frobenius géométrique (a +— a%) de Gal(k/k),
on a

N(zFz) =gFN(zz) ,

relation qu’on écrit parfois, par abus,
(1.5.4) NF =qFN .

Le couple (p, N) détermine alors une représentation du groupe de Weil-
Deligne 'W(K/K) [8, §8].

L’endomorphisme N permet de définir la filtration de monodromie
locale de V : c’est l'unique filtration finie croissante (séparée et exhaustive)
e C MV C MV C --- telle que NM;V(1) C M;_5V et que N* induise
un isomorphisme grMV (k) = gr™, V. Si l'on désigne par K.V (resp. I'V la

filtration noyau (resp. image) définie par

K.V = Ker N¥*1  (resp. I*V = ImN¥) ,

la filtration de monodromie est “produit de convolution” des filtrations K et
I:

(155) Mj = Ek—i:j Ii n I(k )

cf. [28, 2.3]. Nous examinerons, au n® 3, quelques problémes concernant ces
filtrations.
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2. Réduction semi-stable et structure de Hodge limite.

Dans tout ce numéro, nous travaillons exclusivement sur C.

2.1. La démonstration géométrique du théoréme de monodromie
locale.

2.1.1. Soit f : X — S un morphisme propre d’espaces analytiques
complexes. On suppose que S est un disque ouvert, et que f est lisse hors
de 0 € S. Comme la restriction de f & S* = S — {0} est un fibré localement
trivial au sens C'*°, le générateur positif de 7;(S*) induit, pour ¢ € S*, un
automorphisme de H*(Xy,Z), noté T} (ou T s’il n’y a pas de confusion a
craindre), et appelé automorphisme de monodromie locale (voir (SGA 7
XIV 1.1) pour les conventions de signes). Le théoréme de monodromie locale
affirme que cet automorphisme est quasi-unipotent. Plus précisément :

THEOREME 2.1.2. — Sous les hypothéses de 2.1.1, il existe un entier a > 1
tel que
(T* — 1)t | H*(X4,Z) = 0 pour tout i .

2.1.3. Plusieurs démonstrations ont été données de ce théoreme. Rappelons
brievement celle de Grothendieck (historiquement la premiére, & ma connais-
sance) (cf. (SGA 71 3.3)). Utilisant la résolution des singularités de Hironaka,
on peut supposer que X est lisse et que la fibre spéciale Xy est un diviseur
a croisements normaux (i.e. que f est donné, au voisinage d’un point de Xp,
par (21,...,2,) > 27 -+ 287, ou (21,...,%n) sont des coordonnées locales
sur X). Comme f est propre, on dispose de la suite spectrale des cycles
évanescents

(2.1.3.1) E! = HP(X,,R¥(Z)) = H*(X,,1) ,

qui est T-équivariante (cf. SGA 7 XIV (1.3.3.2))) (rappelons que les faisceaux
de cycles évanescents R1¥(Z) sur X, sont définis par

RIY(Z) = i*R%},7 ,

ou ¢ : Xo — X est l'inclusion, bd I'espace déduit de X* = X|S* par le
changement de base par un revétement universel S 5% et ] X - X
la fleche canonique). Il suffit donc de prouver qu’il existe un entier a > 1
tel que T*|R1V¥(Z) = Id pour tout g. Il suffit de prouver qu'’il existe un
tel entier localement sur Xy. On peut donc oter I’hypothése de propreté sur
f, et supposer que X est un voisinage ouvert de 0 dans C", et que f est
donné par (z1,...,2,) — 2{*--- 287, Alors Xy = Z:ﬂ e;D;, ou D; est le

14
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diviseur (z; = 0). Montrons que a = ppcm(e;) convient. Soit € X, et soit
I ={i € [1,r]|z € D;}. Il suffit de montrer que, si e = pgcd(e;,t € I), alors

T¢|R¥(Z), = Id

pour tout g. Quitte & remplacer z;, pour ¢ € I, par u;z;, ou u; est une
unité convenable, on peut supposer que f, au voisinage de z, est donné par

Z H z{*. Changeant les notations, on peut supposer que z =0 et I = [1,r].
i€l
Appliquant la définition des cycles évanescents, on trouve que

RY¥(Z)y = HI(F\,Z) ,
ou F est le sous-espace analytique de C*"x (Im u > 0) d’équation
Z{1 -z = exp(2miu)

la monodromie T agissant par u — u+ 1. Cet espace est réunion disjointe des
F; (0 € k < e—1) d’équations

zf" ---sz/r = (¥ exp(2 miu/e)

ou ¢ = exp(2mi/e), e} = e;/e. Il s’identifie (analytiquement) a (Z/eZ) x Fy, et
(homotopiquement) & (Z/eZ) x V, ou V est le tore défini par la suite exacte

1-V o (SHr—-8t—1

’

(i) — Iz,

la monodromie agissant par n — n + 1 sur le facteur Z/eZ. En particulier,
T¢ = Id sur H*(F,Z). On trouve plus précisément :

RYV(Z)o =12[Z/el)® HY(V,Z) ,
(2.1.3.2) HY(V,7) = A"HY(V,2Z)
HY(V,Z) = Coker(Z - Z" , 1+ (e!))

1
(T agissant par n +— n + 1 sur Z/eZ).
Par les théoremes de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie
classique, ainsi qu’entre groupe fondamental algébrique et groupe fondamental
classique, on déduit de 2.1.2 :

15
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COROLLAIRE 2.1.4. — Soit K le corps des fractions du hensélisé, en un point
fermé, d’une courbe lisse sur C (voire un corps de caractéristique nulle), et
soit X un schéma propre et lisse sur I{. Avec les notations de 1.1, il existe
alors un sous-groupe ouvert I, du groupe d’inertie I (~ Z"(1)) tel que l’on
ait, pour tout g € I, et tout 1,

(p(g) = V)P |H (X7,2¢) = 0

(ou p est la représentation de monodromie locale, cf. 1.3).

Ce résultat est a la fois moins général et plus précis que 1.4. Nous verrons
plus loin que l'exposant ¢ + 1 peut étre amélioré. Nous examinerons d’autre
part, au n° 3, les variantes de ceci en caractéristique mixte ou positive.

2.1.5. Soit S comme en 2.1.1, et soit f : X — S un morphisme d’espaces
analytiques, lisse hors de 0, et ayant réduction semi-stable en 0 (i.e. donné,
au voisinage de tout point de Xo, par (z1,--+,2,) — 21 - Zm, o0 (21, -+, 25)
sont des coordonnées locales sur X, X étant lisse). La fibre spéciale Y = X
est alors un diviseur a croisements normaux réduit. Supposons de plus que ce
diviseur soit globalement somme de diviseurs lisses Y; (1 < i < r) (se coupant
transversalement). On peut alors expliciter les faisceaux de cycles évanescents
RI¥(Z) globalement sur Y (et non plus seulement ponctuellement, comme en
(2.1.3.2)) : on a des isomorphismes canoniques :

() R¥(Z)=12
(2.1.5.1)  (ii) RIV(Z) = ATR'U(Z) (q>0)

(iii) R'W(Z) = Coker(Zy — ®i<i<rLy, , n— (n|¥i))(-1),
ou (—)(k) désigne le “twist a la Tate” habituel en théorie de Hodge,
(—) ® (2mi)kZ.

Il résulte immédiatement de (2.1.3.2) que les fleches naturelles Z —
R°¥(Z), ATR'¥(Z) — RIY(Z) sont des isomorphismes. Donnons la définition
de l'isomorphisme (iii). Notons j, : X — Y,, — X linclusion. On sait que
la classe cl(Yn,) € Hy (X,Z)(1) du diviseur Y;, fournit (par pureté) un
isomorphisme

(a) ZYm 5 lem*z(l) :

Sij: X —-Y =X*— X est I'inclusion et j : X" = X est la fleche définie en
(2.1.3.1), on a des fleches naturelles

(b) R'jm.Z(1) = R',.2(1) — R'j,2(1) .

16
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De (a) et (b) on déduit une fleche de faisceaux sur Y’

(c) P zv. - R'YD)) .

1<m<r

Il découle de (2.1.3.2) que (c) identifie (®Zy, )/Z & R'T(Z)(1) : clest
lisomorphisme (iii).

Pour ¢ > 1, on a AY(BZy,) = @ Zy, n.-ny;,- Le produit extérieur
1< <ig
gauche par v = (1,...,1) fournit une suite exacte

OﬂZyg@Znﬂ@ZYinyjm---q
ij

VA
@ ZY"ln"'nY‘q —
1< <ig

(2.1.5.2)

qui n’est autre que le complexe de Cech augmenté du recouvrement de Y par
les Y;. Si 'on note C- ce complexe (C° = ®Zy,), on a donc, d’apreés (2.1.5.1)

(ii) :
(2.1.5.3) RI¥(Z)(q) = Coker(C?™2 — C97!) = Ker(C? — C*') (¢ >1).

On peut encore interpréter ces formules de la fagon suivante. Les fleches
(a) ci-dessus donnent un isomorphisme

P zv. 5 R'2(1)

1<i<r

(dont (c) se déduit par composition avec R'j,Z(1) — R'¥(Z)(1)). On en
déduit, pour ¢ > 1, un isomorphisme

(2.1.5.4) Cc!' 5 RY5,2(q)

(avec la notation de (2.1.5.3)). Pour éviter des confusions, notons G plutot
que Z, le groupe fondamental de S*. Le complexe RW¥(Z) est sous-jacent & un
objet (noté encore R¥(Z)) de D*(Y,Z[G]), et 'on a

(2.1.5.5) RI(G,R¥(2)) = Rj,Z|Y .

En particulier, on a une suite spectrale

E! = H?(G,R¥(Z)) = R*j.(2)|Y ,
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qui fournit des suites exactes courtes
(2.1.5.6) 0— H'(G,R"'¥(Z)(q)) — R%.2(q)|Y —» H*(G,R?¥(Z)) = 0

(G étant de dimension cohomologique 1). Or les hypothéses sur f entrainent,
d’aprés (2.1.3.2), que G opére trivialement sur les faisceaux R'*¥(Z). On a
donc

H°(G,R%¥(2)) = R1¥(Z) ,

et un isomorphisme canonique

H'(G, R ¥(2))(q) = R ¥(Z)(q - 1)
(déduit de H'(G,Z) = H'(S*,Z) = Z(—1)). La suite (2.1.5.6) se récrit donc
(2.1.5.7) 0— R"'¥(Z)(¢—1) — RYj.Z(q)[Y — RIV(Z)(q) — 0

compte tenu de (2.1.5.4), c’est (& un signe prés peut-étre) la suite déduite
de (2.1.5.3). Cette interprétation est due a Rapoport-Zink [19], nous y
reviendrons au n° 3.6.

2.2. Monodromie locale et connexion de Gauss-Manin.

2.2.1. Soit f : X — S comme en 2.1.1. On suppose que X est lisse sur C,
et que la fibre spéciale Y = X est un diviseur a croisements normaux (non
nécessairement réduit). Pour tout g, le systéme local Rf,(C) = R1f.(Z)®C,
de fibre HI(X,,C) en t € S*, est le sous-faisceau des sections horizontales de
la connexion de Gauss-Manin V sur R7f,Qy. 5. (ot X* = X —Y). Comme
le montre Steenbrink dans [27], la géométrie de la situation permet d’exhiber
un “prolongement canonique” (au sens de Deligne-Manin, cf. [6]) de cette
connexion, et par suite de donner une autre description de la monodromie T
de HY(X,,C).

Notons wy = Qy(logY) le complexe de de Rham de X (sur C) a poles
logarithmiques le long de Y, et de méme wy = Qg(log0) celui de S a poles
logarithmiques le long de 0 ([6], [7]). Le Ox-module

(2.2.1.1) wk/s =wk/(Im f*:wh — wk)
(noté Q}(/S (logY) dans [27]) est localement libre de type fini (admet-
tant localement pour base dzi/z,...,dz./2;, dz;41,...,dz, avec la rela-

tion Xe;dz;/z; = 0, au voisinage d'un point de Y ou Y a pour équation
zi'---zf7 = 0 dans un systéme de coordonnées locales (z1,...,2,)). La
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différentielle de wy donne, par passage au quotient, une différentielle sur
Wy s = Awy /s €t I’on a une suite exacte de complexes

(2.2.1.2) 0— w}g ® w');/ls —wyx — wx/s 0,
(ot la fleche de gauche est a® b — f*a Ab). L’opérateur bord qui s’en déduit,
(2.2.1.3) V:Rf.wys = ws ® R fawy)s ,

prolonge la connexion de Gauss-Manin (cf. [N.M. Katz, The regularity theo-
rem in algebraic geometry, Actes Congres Int. Math. 1970, tome 1, 437-443,
Gauthier-Villars, 1971]). Steenbrink prouve le résultat suivant :

THEOREME 2.2.2 [27, 2.18, 2.20]. — (a) Les faisceauz RIf.wy, s sont
localement libres de type fini, de formation compatible d tout changement de
base; en particulier,

qu*%\’/s ®0os C{O} = Hq(Y, wY) )
ou l’on a posé
(2.2.2.1) Wy = Wxys ®og C{O} .
(b) Soit N le résidu en 0 de la connezion (2.2.1.3). Alors, si v est une

valeur propre de N, onaa € Q et0 < a < 1.

Le fibré vectoriel R f,wy /s muni de V (2.2.1.3), est donc le prolongement
canonique de RIf, (). /5% muni de la connexion de Gauss-Manin, au sens de

Deligne [6, II 5.4] (relativement au choix (II 5.3.1) de 7). D’aprés [6, II 1.17]
et [6, II 5.6], il en résulte :

COROLLAIRE 2.2.3. — (a) Les automorphismes de monodromie Ty de
H9(Xy,C) (t € S*) sont les fibres d’un automorphisme T du fibré R f.wy g,
dont la fibre en 0 est donnée par

To = exp(—2miN)

(avec N comme en 2.2.2(b)).
(b) Si l'on identifie H1(X,,C) et Rlfwy, s ®os Cioy (= HI(Y,wy)
d’aprés 2.2.2(a)) ¢ un méme espace vectoriel V, Ty et Ty sont conjugués dans

GL(V).

Compte tenu de 2.2.2 (b), cet énoncé établit a nouveau la quasi-unipotence
de Tt.
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2.2.4. D’apres Deligne ([6] ou [7]), le complexe wy, “calcule” Rj.C, i.e. on
a un isomorphisme

(2.2.4.0) wy — Rj,C (dans D(X,C)).

Steenbrink déduit 2.2.2 d’un résultat plus fin, selon lequel le complexe w;,
(2.2.2.1) calcule R¥(C) (dans D(Y,C)). Plus précisément, choisissons une
uniformisante t : S — C, un revétement universel p : K S*, et un
logarithme, i.e. une fonction log¢ sur S telle que exp(logt) = p*t. Steenbrink
construit un isomorphisme dans D(Y,C) (dépendant de ces choix)

(2.2.4.1) a; :wy — RY(C) .
L’homomorphisme de degré 1 déduit de la suite exacte (2.2.1.2)
wx/s = ws ® wx/s

donne, par composition avec le résidu en 0, Resg : w — €0}, un homomor-
phisme

(2.2.4.2) N :wy — wy

de D(Y,C). Steenbrink montre de plus (cf. 2.3.3) que automorphisme de
monodromie T' de R¥(C) correspond, par (2.2.4.1), a exp(—2niN). L’assertion
(a) de 2.2.2 découle de (2.2.4.1) et de l'isomorphisme H*(Y,R¥(C)) =
H*(X:,C), et, par un calcul explicite de N sur H*wj, la formule
T = exp(—2miN) entraine (b).

Pour la dépendance de (2.2.4.1) par rapport aux choix, voir [27, 4.24] (du
moins dans le cas ou Y est réduit).

Expliquons la définition de (2.2.4.1), en nous plagant, pour simplifier, dans
le cas oit Y est réduit. Notons i~! le foncteur image inverse par i : ¥ — X
pour les faisceaux abéliens. Il résulte de la définition de R¥(C) que 'on a

(a) RY(C) = i_lj*ﬂ'y. (dans D(Y,C))

(avec les notations de (2.1.3 .1)). Le complexe i~'wy (= i1y (logY))
s’identifie de fagon naturelle & un sous-complexe de i~!7, Q7 Plus générale-

ment, i'lj*Q']\—,. contient le sous-complexe i 'wy [logt] formé des sections

s’écrivant localement Y (., <, (logt)*wy, olt wy, est une section de wy. Steen-
brink montre que I'inclusion

(b) i~ lwy[logt] — i_lj*ﬂf\—,.
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et ’homomorphisme
(<) ilwy flog f] — wi

associant & Y ocp<,(logt)fwi la classe de wy dans wy sont des quasi-
isomorphismes (pour (c), voir la remarque suivant 2.3.2.5 ci-dessous).
L’isomorphisme (2.2.4.1) est défini par (b) et (c), compte tenu de (a).

Signalons l'interprétation suivante de ces isomorphismes, due a Navarro-
Aznar (communication personnelle). Le complexe i ~'wy[log t] est un module
différentiel gradué sur l’algebre différentielle graduée wg. On peut 1'écrire
comme un produit tensoriel

i~ twylog t] = i" (wxllog 1] ®u, wx).

Notons 7o : {0} — S et jo : S* — S les inclusions. Le wg-module différentiel
gradué iy 'w;[log t] est une résolution de C{o} (cas particulier de (c)), dont on
vérifie facilement qu’elle est acyclique pour le foncteur ®,,.. On a donc

L
i~ lwy(log ] = C{o} ®uy Wi -

Compte tenu de (a) et (b), et comme wy (resp. wg) calcule Rj,C (resp.
Rjo.C), on peut récrire cette formule (toujours dans le cas ou Y est réduit)
sous la forme plus frappante

L
(2.2.4.3) RY(C) = Cyp} ®rjo.c RjC,

qu’on peut considérer comme une sorte d’inversion de (2.1.5.5).
2.3. Complexe de Steenbrink et structure de Hodge limite.

2.3.1. Soit S comme en 2.1.1. On suppose, dans ce numéro, que f : X — S
est projectif, avec X lisse sur C, et que f est lisse hors de 0, de dimension
relative d, et a réduction semi-stable en 0, la fibre spéciale Y = X, étant
somme de diviseurs lisses Y;. L'un des résultats principaux de Steenbrink
([27], complété par [28]) est que R¥(Z) est sous-jacent & un complexe de
Hodge mixte cohomologique sur Y, (R¥(Z), (R¥(Q), W), (R¥(C),W, F)) au
sens de Deligne [10]. En particulier, les groupes de cohomologie H™(Y, R¥(Z))
sont munis de structures de Hodge mixtes naturelles. De plus, ’opérateur
de monodromie T est unipotent, et N := (—1/27¢)logT est un morphisme
de structures de Hodge mixtes H™(Y, R¥(Q)) — H™(Y,R¥(Q))(-1). Ces
résultats avaient été annoncés par Deligne dans (P. Deligne, Théorie de Hodge,
I, Actes, Cong. int. math., I, Gauthier-Villars (1971), 425-430). La théorie de
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Morihiko Saito [20], [21] en offre une meilleure formulation : R¥(Z)[d] est
sous-jacent a un module de Hodge mixte sur Y (en particulier, R¥(Q)[d] est
un faisceau pervers), dont NV est (au twist prés) un endomorphisme nilpotent.

2.3.2. Nous nous bornerons a esquisser la construction de Steenbrink [27]
d’un représentant de (R¥(C), W, F). Pour celle de (R¥(Q),W), qui n’est
pas traitée correctement dans [27], nous renvoyons a [28] (ou la construction
est inspirée de Rapoport-Zink [19]). On suppose choisis comme en 2.2.4, une
uniformisante ¢ et un logarithme logt. L’observation de base est la suivante
(cf. [27, 4.6] - qui, a la lettre, n’a pas de sens - - ) :

LEMME 2.3.2.1. — Sotent 1 : Y — X l'inclusion, et § = f*dt/t. La suite de
complezes

ity [-1] 2 iy 2 iy (1]

est exzacte, ainsi que la suite de faisceaux qui s’en déduit par application de

HA.

La vérification de la premiére assertion est immédiate (complexe de
Koszul). La seconde résulte du calcul standard des Hiwy = R75,.C (ol
J: X =Y — X est I'inclusion), cf. (2.1.5.5) et [7, 3.1.8].

La suite exacte de 2.3.2.1 définit un bicomplexe

.1 d' . d"' g .
M=(—i"wx[-1]] —iTwy — i wx[l] =),

de différentielle verticale d” déduite de 6, dont les colonnes sont acycliques.
Ce complexe est concentré dans la bande oblique 0 < i+ j<d+1=dimX
(et mal placé, car sur une diagonale i + j = n, pour 0 < n < d + 1,
toutes les composantes sont non nulles). Certains complexes déduits de M
par troncation sont particulierement intéressants. Nous noterons o<q, 0>q les
troncations naives, 7<q, 7>, les troncations canoniques (si L est un complexe,
0cal = (- = L* 5 0), 054l = (0 = L® — +--), T¢uL = (- — L%~ —
Ze — 0), 7>qL = (0 — L“/l_?" — L**! — ...)). Dans le cas d’un bicomplexe,
si t est une troncation, nous noterons "t (resp. t!) la troncation relative a la
différenticlle horizontale (resp. verticale). Posons

(2.3.2.2) M=ol M M=ol rhean[o.a)
(on [p. q] désigne le décalage pour les bicomplexes). Par exemple. sid = 1.\
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est le bicomplexe

- oo T

0—- 0 - wy—wk—0

i T i
0 -0 —wk— wk -0 « ligne de degré 0, en degré 0
i i

0 -0 — w}( —»wg(—»O

M’ le bicomplexe

- -

0 - O0— Zwy — 0| « ligne de degré 0, O en degré 0,

:
0 — A — 0
(=Cy)

! _

et M" le bicomplexe

0 - w%/B*> — 0
1

0 —» wi/B' — w% — 0|« ligne de degré 0, wk/B' en degré 0

1

(on a omis le i~! pour abréger). On a des homomorphismes naturels de

bicomplexes

(2.3.2.3) M - M",
induit par d” : M°® — M1, et

(2.3.2.4) M - wy ,

induit par T<qwy — wi .
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LEMME 2.3.2.5. — Les morphismes (2.3.2.3) et (2.3.2.4) induisent des quasi-
tsomorphismes sur les complezes simples associés.

En effet, les colonnes H{ _ sont acycliques d’aprés (2.3.2.1) et le calcul
direct des H9wy, (cf. [27, 1.14]).
On peut observer aussi que, pour les mémes raisons, l'inclusion M’ —
I

0 <oM induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés, et que

le complexe simple associé a 0'|<0M n’est autre que le complexe i~ lwy [log ]
considéré en 2.2.4 (b) et (c) : le fait que (c) soit un quasi-isomorphisme découle
donc de 2.3.2.5.

Le complexe wy est muni de la filtration par le poids 0 C Wywy C Wiwy C
-+« [7, 3.1.5], et I'on a une inclusion 7<,wy C Wywy. On sait [7, 3.1.8] que
I'identité de wy donne un quasi-isomorphisme de complexes filtrés

(2.3.2.6) (wx, 7<) = (wy,W.) .
On a donc, pour tout n, des quasi-isomorphismes
(2.3.2.6)' TonWy — Wx/T<no1wy = Wy /Wh_jwy .

Steenbrink considere le bicomplexe A = (AP?,d’,d") défini par

(2.3.2.7) APT = WRFIHL e ekl
[ ]
;
A: | (Wx/Wwy)[2]
T
(wyx/Wowx)[1] | « ligne de degré 0, wl /Wow en degré 0,

de différentielle d’ (resp. d”) induite par la différentielle extérieure (resp.
6p) : pour x € APY, d'z = (—1)9"!da (d = différenticlle extérieure), d"z =
(—=1)P@rz. Ses lignes sont reliées a celles de M" par les quasi-isomorphismes
(2.3.2.6)' : la g-itme ligne de A correspond & wy[q]/7<o(wix[q]) ~ wx[q]/(7<q
wy)lg] =~ (T>q+1wyx)[g]. Par construction, A est a support dans Y, et le
complexe simple sA associé & A est une autre “incarnation” de wi (donc

de R¥(C)) dans D(Y,C) : on a des isomorphismes canoniques de D(Y,C)

(2.3.2.8) RY(C) ~ wj ~sA .
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Noter que le bicomplexe A est concentré dans le triangle (p > 0, ¢ > 0,
p+q <d=dimY); par exemple, pour d = 1, A est le bicomplexe
w% /Wiwk

T

wh /Wowk — wk /Wow%k | « ligne de degré 0 .

Steenbrink définit comme suit les filtrations (W, F') sur le bicomplexe A. La
filtration (décroissante) F' est la filtration par le premier degré : FPA = ag‘;’A

(= A2P»). La filtration (croissante) W est donnée par
W, APY = Wagyppwht 7T /WowPtat!
La filtration W est une “filtration de monodromie” (voir 2.3.3). Observer que,

par (2.3.2.6), la q-iéme ligne de W, A correspond & 7<q4r(wiy[q])/T<o(wx[q]) =
(T<2q+rwx)al/ (T<qwx x)Ma] 2 T<qtr((T2q41wx)4g)) :

q W.A

0 r p

Les gradués associés se calculent aisément. Pour W, notant que gr’¥ A est
a différentielle d” nulle, et tenant compte de (2.2.4.0) et de la remarque
précédente, on trouve que gr'V A est cohomologiquement concentré sur la
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droite j — i = r, somme des R"t1%29;5 C placés en bidegré (r + ¢, q), et donc
que

(2.3.2.9) grisA= P RH'*25,Cl-r — 2] .
q>0

q+7r>0
Rappelons que, d’apres (2.1.5.4), on a aussi, si Y = U;<i<rY,
Rm]*c =@ CYil n---nY;,, »

somme étendue aux 1 < i; < --- < i, < h. En ce qui concerne F, Steenbrink
montre que l'on a

(2.3.2.10) grisA =wh[-p] .

I1 prouve plus précisément que 6, induit un morphisme de complexes wy —
A et que la suite de complexes

(2.3.2.11) 0— wy Ony g0 & q0 Y g
est exacte.

2.3.3. L’endomorphisme v de A, de bidegré (—1,1), égal & (—1)P+9+1 (pro-
jection canonique) sur AP?, commute a d’ et d”, donc induit un endomor-
phisme

(2.3.3.1) v:sA—sA.

Notant W (resp. F') la filtration de sA déduite de la filtration W (resp. F) de
A, ona
v(W,sA) C W,_asA , v(F"sA) C F" 'sA .

On vérifie de plus que, pour r > 0, »" induit un isomorphisme (de complexes)
(2.3.3.2) v igrVsA Do sA

de sorte que W est la filtration de monodromie de ». Steenbrink prouve
enfin que, par lisomorphisme (2.3.2.8), v correspond a I'endomorphisme

N = ResgV (2.2.4.2). En fait, on a les résultats plus précis suivants, qui
expriment essentiel de la théorie :
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THEOREME 2.3.4. — Sous les hypothéses de 2.3.1, avec t et logt choisis
comme en 2.3.2 :

(a) Le compleze RY(Z) € D(Y,Z) est sous-jacent d un compleze de
Hodge mizte cohomologigue (RY(Z), (R¥(Q), W), (R¥(C),W, F)) [10,8.1.6],
dont la composante (R¥(C),W,F) est isomorphe a (sA,W,F) dans la
catégorie dérivée bifiltrée DY F5(Y,C).

(b) L’endomorphisme T de R¥(C) est unipotent, et —(1/2ni)logT est
sous-jacent a un morphisme de complezes de Hodge miztes

N : R¥(Q) — R¥(Q)(-1),

dont la composante sur (RY(C),W, F') est donnée par v (2.3.3.1). Pour tout
r >0, N" induit un isomorphisme

N™:gr/ R¥(Q) = grl R¥(Q)(~1) .
(c) On a un isomorphisme canonique dans D(Y,C)

grp RY(C) ~ wi[-p] .

Rappelons que, comme f est propre et f|S* lisse, on a (SGA 7 XIV
(1.3.3.2)).
H*(Y,RUA) = H*(X ,A) = H*(X,,A)
pour tout point t € S* (ces identifications étant compatibles a I’action de la
monodromie T'). De 2.3.4, on déduit donc :

COROLLAIRE 2.3.5. — Sous les hypothéses de 2.3.4, pour tout n, H*(X ", Z)
est muni d’une structure de Hodge mizte, et l’endomorphisme (nilpotent)
N = (—1/27i)logT de H™(X",C) est un morphisme de structures de Hodge
miztes H"(Y*, Q) — H"(X-*,Q)(—l).

On peut considérer cette structure de Hodge mixte comme “limite” des
structures de Hodge pures des H"(X;,Z), s € S*, “quand s tend vers 0”. Elle
dépend des choix de (t,logt) (le réseau H "(Y*, Z) et la filtration par le poids
W sont fixes, mais la filtration F varie, cf. [27, 4.24] et [24]).

Par la théorie de Hodge mixte, la suite spectrale des poids

(2.3.6) wEP = HP*(Y, gt RU(Q)) = HP (X", Q)
dégénere en FE,, et la suite spectrale de Hodge

(2.3.7) rEP = HPY(Y,gr” RU(C)) = HPYY(X",C)
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dégénére en E;. Les filtrations aboutissements de (2.3.6) et (2.3.7) sont
respectivement la filtration par le poids W et la filtration de Hodge F de
H*(X™).

On peut expliciter les termes initiaux de ces suites spectrales. Tout d’abord,
la formule (2.3.2.9) se raffine en un isomorphisme de complexes de Hodge

(238) gr:VR‘I’(Q) = @ (ar+1+2q)*QY(r+l+2q)(—r - Q)[_"' - QQ]

q20
r+q¢2>0
ou
y(m) .— L[ Y, n---nY;_,
1<i1 < <im<h
et

am Y™ S Y

est la projection. En d’autres termes, gr'V R¥(Q) est le complexe simple
associé au complexe double, de différentielles d’ et d’ nulles
(2.3.8.1)

ad+1*Q

AN

a4+ Q ad+1+Q(—1)

a2,Q a3.Q(-1) ad+1+Q(—d + 1)
N N
al*Q GZ*Q(_]-) te ad*Q(‘d + 1) ad+1*Q(—d) )

le gr,. est la somme des termes sur la diagonale j—i =r; N : gr, — gr,_o(—1)
est donné par les fleches obliques identiques. Par suite, le terme initial de
(2.3.6) se récrit

(239) WEl—r,n+r — @ Hn—r—2q(y(r+1+2q)’Q)(_r _ q) .

q20
r+9>0

Il est pur de poids n + r. Les poids de H "(Y*) sont donc dans l’intervalle

[n — d,n + d]. On peut aussi décrire la différentielle d; de (2.3.6) : on a
dy = d| +d, ou d} (resp. d{) est une somme alternée d’homomorphismes
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de Gysin (resp. restriction) (cf. [19, 2.10] et [15]). Quant au terme initial de
(2.3.7), compte tenu de (2.3.2.10), il est donné par

(2.3.10) rEYY = HI(Y,w}) .
Par un argument de comptage, la dégénérescence en E; de (2.3.7) entraine

donc :

COROLLAIRE 2.3.11. — Pour tout (p,q), le faisceau qu*w’)’(/s est locale-
ment libre de type fini, et commute a tout changement de base. Si hP? désigne
son rang, on a

Pt = dimgrh, HPY9(X",C) = dim H9(X;, 9% ) = dim HY(Y,wb) (t€ S*) .

Le fait que NV soit un morphisme de structures de Hodge mixtes fournit
d’autre part une borne pour son exposant de nilpotence, meilleure que 2.1.4.

COROLLAIRE 2.3.12. — Posons
hn = sup{b—a | Vi € [a,b], h""" £ 0},
ou les hP? sont les nombres de Hodge considérés en 2.3.11. Alors

N-=+H"X" Q) =0.

Cela résulte en effet de ce qu’il existe une bigraduation H*(X ", C) = @H?4
telle que N(H??) C HP~1971 et &, dim H?P? = hP"~P, cf. [27, 3.2].
2.4. Poids et monodromie.

2.4.1. On reprend les hypotheses de 2.3.4. Le fait qu’on ait supposé f non
seulement propre, mais projectif, ne sert pas réellement dans la construction
de la structure de Hodge limite : il suffirait de supposer Y algébrisable. Par
contre, la projectivité de f intervient de maniére essentielle * (par le biais de
polarisations) dans la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 2.4.2. — Pour tout r > 0 et tout n, N* : HYX ,Q) —
H™(X",Q)(—r) induit un isomorphisme de structures de Hodge (pures)

N :g¥ H"(X',Q) S el H"(X',Q)(-r) .

! Voir cependant 2.4.7 (b)
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En d’autres termes, la filtration par le poids sur H" coincide avec la
filtration de monodromie (centrée en n), caractérisée par N(W,.) C W,_,
et N": gr,‘f;r S

Une preuve erronée de 2.4.2 est donnée par Steenbrink dans [27, 5.9]. Une
correction, également erronée, est apportée par El Zein dans [14]. A notre
connaissance, la seule démonstration publiée correcte est celle de Morihiko
Saito [20, 4.2.2]; & quelques détails de rédaction pres, celle-ci est reprise par
Guillen et Navarro Aznar [15]. Morihiko Saito signale (loc. cit.) que Deligne
lui a indiqué une autre démonstration de 2.4.2.

2.4.3. Indiquons seulement ou est la difficulté. D’apres 2.3.4 (b), N induit
un endomorphisme de la suite spectrale des poids (2.3.6), et, pour r > 0, N”
est un isomorphisme de WEI_T’"’LT sur wE]""". Comme wEy = wFEq, il
suffit donc de prouver que N” induit encore un isomorphisme de wE; """
sur wEJ"™". Mais N" n’est pas un automorphisme du terme E; : dans le
morphisme de complexes

d] dl

El—r—l,n+r El—r,n+r El—r+1,n+r
r—1,n+7r d; roa4r d r+l,n4r
E; ™ — Ep — BT ,

seule la fleche verticale médiane est un isomorphisme, celle de droite (resp.
gauche) n’est que surjective (resp. injective). Pour analyser E3, il est commode
(cf. (2.3.8.1)) de considérer E; comme le complexe simple &C, (= &C™")
associé au bicomplexe GBCZ (= EBC_i'j),

C. =acl,,
Clyy = H'(YUH¥20,Q)(=r — ),

(¢q>0,r+q>0)
(2.4.3.1)

avec les notations de (2.3.9), la différentielle d} : C! — C7_; (resp. df :
Clj — C'in) étant “de type Gysin” (resp. “Cech”). Comme N : C] = C]+1
(1—1> 0,5 > 0), la décomposition (2.4.3.1) s’interprete d’ailleurs comme
une décomposition primitive de 1'espace vectoriel gradué C sous 'opérateur
(nilpotent) N :

Cr+q =N"PCryaq, PCryag = Cg+2q ’

ot PC; est la partie primitive Ker N7*! c C;. L’ hypothese de prOJect1v1te sur
f permet de construire un opérateur de Lefschetz L : C; Il ir !, commutant
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a N et d, et un accouplement <,>: C x C — Q(—d) (d = dimY’), ayant
certaines propriétés de positivité, et pour lequel d, L, N sont (au signe pres)
des dérivations. M. Saito en déduit formellement que la cohomologie @H"(C)
du complexe (C,d = d’ + d"’) admet une décomposition primitive analogue a
(2.4.3.1), donc en particulier que N™ : H="(C) = H"(C).

Il prouve également, a partir de la, le théoréme de dégénérescence suivant
(23] :

THEOREME 2.4.4. — Sous les hypothéses de 2.3.4, la suite spectrale des
cycles évanescents

(2.4.4.1) E?* = HP(Y,R7¥(Q))=H?*1(X",Q) (= H"*9(X,;,Q),t € S*)

dégénére en E3, et la filtration aboutissement est définie par les noyauz des

itérés de N : F*~PH™(X" Q) = Ker N?+1,

A un renumérotage pres, cette suite spectrale coincide avec celle définie par
la filtration canonique 7<; de R¥(Q) :

(2.4.4.2) E;™"* = H'(Y,grfRY(Q)) = H*(Y,R*¥(Q)) = H"(X",Q) .

Il résulte aisément de 2.3.2.1 et (2.3.2.6) que le quasi-isomorphisme wij, — sA
déduit de (2.3.2.11) définit des quasi-isomorphismes filtrés

(wy, 7<) = (s4,78%) — (s4,K)

ol 72" (resp. K) est la filtration obtenue en appliquant 7<, (resp. Wyqq+1)

a la g-iéme ligne de A. Or on a
(2.4.4.3) K, A=KerN™t1:4 - A,

ce qui explique (mais ne démontre pas) la deuxiéme assertion de 2.4.4. Celle-ci
avait été vérifiée, antérieurement a [23], par Zucker [29].

Un cas particulier de 2.4.4 est le théoréme du cycle invariant (cf. [5] et
(2, 6.2.9]) :

COROLLAIRE 2.4.5. — Sous les hypothéses de 2.4.4, la suite
H™(Y,Q) % H"(X",Q) = H"(X",Q)

ot sp est le morphisme de spécialisation, est exacte pour tout n.

(La  fleche de  spécialisation  est 1’homomorphisme latéral
Ey® —» E™° € H™ de la suite spectrale (2.44.1).)
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Ezemple 2.4.6 : Si d = 1 (i.e. Y est une courbe), la suite spectrale
(2.4.4.1) se réduit a la suite exacte de spécialisation définie par le triangle

Q — R¥(Q) — RP(Q) (SGA 7 XIV 1.3),

(¥) 0=H'(Y,Q)—H' (X", Q) - (DR'¥(Q): ~H*(Y,Q)~H*(X",Q)—0
T€Y (2)

(Y(®) est I’ensemble des points doubles de Y, et R'¥(Q), ~ Q). Dans
des bases duales (8.),(6:)(x € Y®) de H (Y?,Q) ~ @RY(Q), et
HY(Y® Q)(-1) ~ @HL(Y,RY(Q))(-1), N = —(1/27i)(T = 1) est alors
donné par 6., — 8, (formule de Picard-Lefschetz (SGA 7 XIV 3.2.11)). Donc,
siV = ®R'¥(Q),, VYV = ®HL(Y,RY(Q))(-1), N : V — VV correspond &
une forme quadratique définie positive sur V. Par la suite spectrale des poids,

on a .
g HY(X™,Q) = Ker(V — H2(Y, Q))

g HY{(X",Q)(~1) = Coker(H(Y(), Q)(-1) - V) ,
et le fait que NV induise un isomorphisme de gry” sur gry¥ (—1) (2.4.2) vient de
ce que la restriction d’une forme définie positive a un sous-espace est encore
définie positive. Quant au théoréme du cycle invariant 2.4.5, il résulte de la
suite exacte (*) et de la factorisation de N en

H'(X',Q) —  oRY Q). &

v [on |

H'(X',Q)(-1) — oH(Y,Q)(-1) &

Pour des variations sur ceci, voir 'exposé de Grothendieck (SGA 7 IX §12),
et [16].

REMARQUES 2.4.7. (a) Par la théorie de M. Saito ([20], [21]), R¥(Q)[d] = F
est un faisceau pervers, autodual, et N : F' — F(—1) est un homomorphisme
nilpotent. La perversité de F résulte d’ailleurs de celle des grlV R¥(Q)[d],
conséquence de (2.3.8). De plus, la filtration W de sA est (& [d] preés) une
filtration de F' dans la catégorie des faisceaux pervers, et la propriété 2.3.4
(b) montre que c’est la filtration de monodromie associée a N. D’autre part,
la filtration K de sA définie par (2.4.4.3) est aussi (a [d] preés) une filtration
dans la catégorie des faisceaux pervers, de méme que la filtration I de sA
définie par le deuxieme degré, ou, ce qui revient au méme, par les images des
itérés de N :

2.4.7.1 I*sA = @ >, AP = Im N*¥ :sA — sA
qz
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(cela résulte de la perversité de gry, gry et gry gr!, via (2.3.8)). On a donc
K;sAld)=KerN**1: F - F | [I*sA[d]=Im N*: F - F
(noyaux et images dans la catégorie des faisceaux pervers), et
W=KxI,

avec la notation de [28, 2.3], cf. (1.5.5). Parallélement a la suite spectrale
(2.4.4.2), qui est associée a la filtration K, on peut considérer la suite spectrale

(2.4.7.2) EP"F = H™(Y,gr¥RY(Q)) = H"(X ', Q)
associée a la filtration I, ou
gt R¥(Q) = (k41 R5Q(k + 1))[1] -

Parallélement a 2.4.4, M. Saito [23] montre que (2.4.7.2) dégénére en E; et
que la filtration aboutissement est la filtration I* = Im N*. Il observe de plus
que, par I’autodualité de F, I et I{ se correspondent, ce qui permet de mettre
en dualité les suites spectrales (2.4.4.2) et (2.4.7.2).

(b) Les résultats énoncés dans ce numéro sous les hypotheses de 2.3.4
valent en fait sous des hypotheéses beaucoup plus générales (il suffit de supposer
f propre et X biméromorphiquement équivalent & une variété kahlérienne)

[23].

3. Réduction semi-stable : cas de la caractéristique positive ou
mixte.

3.1. On reprend les notations de 1.1. On pose S = Spec R, s = Speck,
§ = Speck, n = Spec K, 7] = Spec X, G = Gal(K /K). On suppose p > 1. On
désigne par A un anneau de torsion ou p est inversible, ou une extension finie
de Z, ou Qq, voire Q,. Soit f : X — S propre. La suite spectrale des cycles
évanescents (SGA 712.2.3 et XIII §3)

(3.1.1) EY = H(X5, RP¥(N)) = HV(X;,A)
est G-équivariante. Lorsqu’on sait calculer les faisceaux de cycles évanescents

R’ U(A), avec I’action de G dont ils sont munis, elle fournit des renseignements
sur la représentation de monodromie locale (cf. (1.3.1))

p:G— GL H*(X5,A) .
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Nous supposerons dans ce qui suit f semi-stable par quoi I’on entend que, lo-
calement pour la topologie étale, X est S-isomorphe & S[t1,...,t,]/(t1--t.—
7), ou m est une uniformisante de R. La fibre générique X, est alors lisse, X
est régulier, et la fibre spéciale Y = X est un diviseur a croisements normaux
dans X. Nous supposerons de plus que Y est (globalement) somme de diviseurs
lisses Y; (1 < i < h). On peut alors, comme en 2.1.5, calculer explicitement
les faisceaux R?¥(A). Avant d’énoncer les résultats, fixons quelques notations.
Considérons le diagramme commutatif

-

Y — X 5 — S5 — n
I [
y 4 ¥ X; au-dessusde ;3 __, § 7
R
Yy — X — X, s — S — n

ol 7] est le spectre de I'extension maximale non ramifiée de K, S (resp. ?)

le normalisé de S dans 7 (resp. 7), i, j sont les inclusions, et i (resp. 7), j

(resp. j) s’en déduisent par extension des scalaires a S (resp. S). Le complexe

RY(A) est défini par
(3.1.2) RU(A) = ©*Rj.A .

C’est un objet de D(Y X7, A), avec la notation de (SGA 7 XIII) (“catégorie
dérivée des A-modules sur Y munis d’une action de G compatible avec celle
sur Y7 ; cf. [11], [13] pour le cas ot A n’est pas de torsion). Par définition, on
a donc

(3.1.3) i*Rj.A = RT(G,RY(A)) , i*Rj,A = RT(I, RY(A)) .

D’autre part, pour E C [1, h], nous poserons Yg = n Y;, et noterons, comme
i€E

}/(m) — ]_I Y ,

card( E)=m

en (2.3.8)

et a, : Y™ =Y la projection.
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THEOREME 3.2. — (a) La conjecture de pureté de Grothendieck (SGA 51)
est vérifice pour les inclusions des Y; dans X : on a

R'a}A =0 pour i # 2,
et un isomorphisme canonique, donné par les classes desY; (SGA 4 1/2 Cycle)
R%2a\A = ajA(-1) .
(b) Pour tout ¢ > 1, on a des isomorphismes canoniques
*AIR'j,A = i*RYj A = ag. R"a\A = ag A(—q) .

(c) (i) On a R°¥(A) = A.
(ii) La fleche i*R'j,A — R'U(A) (déduite de (3.1.8)) induit un
isomorphisme
(®Ay, /A diagonal)(—1) S RYU(A) .

(iii) On a
ATR'W(A) S RYU(A)
pour tout ¢ > 1. Si C* désigne le compleze de Cech augmenté (acyclique)
défini par a, :7(1) -Y,
c =(0'—>A7—>61*A—)(_12*A—> —)(_Lq*A'—* )
(ot Ay est en degré —1), on a (pour q > 1)
RY¥U(A)(q) = Coker(C7™% — C971) = Ker(C? — CI*)

(comparer avec (2.1.5.3)). Les isomorphismes de (i), (i), (iii) sont des
tsomorphismes de G — A—faisceauz sur Y. En particulier, l'inertie I opére
trivialement sur R1U(A) pour tout q.

La derniere assertion de (c) entraine, via (3.1.1) :

COROLLAIRE 3.3. — Pour tout g € I, (p(g) — 1)"*! =0 sur H'(X;, A).

CoOROLLAIRE 3.4. — Soit X, un schéma propre et lisse sur n ayant
potentiellement réduction semi-stable (i.e. tel qu’il existe une extension finie
n' den telle que X,y admette un modéle propre et semi-stable sur le normalisé
S" de S dans 7). Alors, il existe un sous-groupe owvert I' de I tel que
(p(g) = 1)t =0 sur H(X;,A), pour tout g € I'.
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D’apres le théoreme de réduction semi-stable ([1], [12], [18]), '’hypotheése
de 3.4 est vérifiée si dim X = 1, et, si 'on est optimiste, on peut conjecturer
qu’elle I’est toujours.

3.5. Puisque I opere trivialement sur les RIU(A), a fortiori le sous-groupe
d’inertie sauvage P aussi (cf. 1.1), donc

(3.5.1) RIT,(A) = RUU(A) ,

ou RI¥,(A) est le faisceau de cycles évanescents modérés défini dans (SGA 7
I2.7), i.e. R1U,(A) = RI¥(A)P. Moyennant 3.2 (a) et (3.5.1), le calcul des
fibres géométriques des RI¥(A) est effectué dans (SGA 71 3.3), et il est aisé
d’en déduire, comme en 2.1.5, les assertions (b) et (c). La difficulté est de
prouver (a) et (3.5.1). C’est ce qui est fait par Rapoport-Zink [19], par une
méthode inspirée de celle utilisée par Deligne dans (SGA 4 1/2 Th. Finitude).
L’assertion 3.2 (a) découle également, du moins pour A = Q; et moyennant
quelques hypothéses supplémentaires sur S, du résultat de Thomason 4.18
dans [R.W. Thomason, Algebraic I-theory and étale cohomology, Ann. Sci.
ENS, 4éme série, t. 13 (1985), 437-552, et Erratum, Ann. Sci. ENS, 4éme série,
t. 22 (1989), 675-677]; voir aussi [R.W. Thomason, Absolute cohomological
purity, Bull. SMF 112 (1984), 397-406].

3.6. Rapoport et Zink (loc. cit.) construisent aussi, dans cette situation,
un analogue du complexe de Steenbrink (2.3.2.7) et de la suite spectrale des
poids (2.3.6).

Expliquons briévement leur construction. On supposera, pour simplifier,
k algébriquement clos (donc s = § = § dans le diagramme de 3.1, S = §,
X = X). Soit P, défini par la suite exacte (cf. 1.1)

15 P—1-52,1)—>1.

Comme P, est d’ordre premier a ¢ et que I, donc Py, opere trivialement sur
p q

les RT¥(A), on a

(3.6.1) RY(A) = RI'(P;, RY(A)) .

Cela permet de considérer R¥U(A) comme objet de D®(Y,A[Z,(1)]) (avec
opération triviale de Z,(1) sur ses faisceaux de cohomologie). Notons K un

complexe de A[Zy(1)]-modules sur Y, borné et a degrés > 0, représentant
RY(A). D’apres (3.1.3) et (3.6.1), on a

(3.6.2) i*Rj.A = RT(Z,(1), R¥(A)) |
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donc, si T désigne un générateur topologique de Z,(1), i*Rj. A est représenté
par

T-1
L=s(Kk —K),

T-1
le bicomplexe K —— K étant concentré sur les lignes de degré 0 et 1 (cf. [8,
10.7]). Notons
0: Ay — Ap(V)[1]
lopposée de la classe fondamentale du point fermé s dans S (SGA 4 1/2 Cycle
2.1), considérée comme élément de

Homp(y,a)(Ag, Ay(1)[1]) = H' (n, A(1)) = " RTj A1) -

(la derniére égalité provenant de ce que k a été supposé algébriquement
clos). C’est la classe des torseurs des racines ¢"-iemes d’une uniformisante
de R. En tant qu’élément de H'(I,A(1)) (ou I opére trivialement sur A(1)),
c’est donc le composé de la projection I — Z,(1), et de la fleche naturelle
Zy(1) = Z,(1)(k) = Zo(1)(I) = A(1) = A® Z,(1)(K). C’est aussi la classe
de l'extension de faisceaux sur 7 correspondant a la suite exacte triviale de
groupes abéliens
0—-AQ1)-A1)dA—-A—-D0

munis de 'opération triviale de Z,(1) sur les extrémes, et de I'opération de

Z,(1) sur le terme central donnée par g.(z,y) = (¢ + gy, y). Par fonctorialité,
0 fournit une fleche de D(Y, A)

(3.6.3) 0 :i*Rj,A — i* Rj, A(1)[1]

(analogue de celle définie par OA dans 2.3.2.1). On vérifie [19], & I'aide de la
description ci-dessus de 6, que (3.6.3) est représentée, au niveau des complexes,
par le morphisme de complexes simples associé au morphisme de complexes

doubles

T-1
K(1) — K(1)

T 1T

T-1
E — K

(dans la fleche verticale 1 @ T', T est considéré comme le morphisme Z, —
Z,(1), a — T*). Notons encore

0:L— L(1)[1]
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le morphisme (de complexes de A-modules sur Y') ainsi défini. On obtient
alors une suite exacte de complexes

(3.6.4) SN )| 5 ) Ay L TG 5

Comme T opére trivialement sur les H:K, on voit de plus que, pour tout
it € Z, la suite déduite de (3.6.4) par application de H?,

(3.6.5) e HTIL(-1) L WL S W L) - -

est exacte. C’est I'analogue de 2.3.2.1. On peut observer encore que (3.6.5)
s’obtient par recollement des suites exactes courtes

(3.6.6) 0— HYZ,(1),H''K) - H'L —» H(Z,(1),H'K) - 0,
analogues a (2.1.5.6), qui se récrivent
0 — R (A)(-1) - i*R'j,A - R'T(A) - 0
(cf. (2.1.5.7)); ces suites sont fournies par la suite spectrale
E}* = H(Z,(1),H°K) = H"*°L .
Notant M le bicomplexe défini par (3.6.4), on définit le bicomplexe
(3.6.7) A= (ol 75 M)0,1],

avec les notations de (2.3.2.2) (c’est I’analogue du M"). En d’autres termes,
A est le bicomplexe

(L] = (L@)2] = (L) =
0 1 j-1
(ou0,1,...,5 —1,... indiquent le numéro de la ligne). On construit, comme

en (2.3.2.5), un isomorphisme (dans D(Y, A[Z,(1)]))
(3.6.8) sAS L (= R¥(N)) .

A partir de 13, il est aisé de paraphraser, dans ce cadre, les définitions
données en 2.3.2 d’une filtration par le poids et d’un relevement de la
monodromie au niveau de A. Soit

(3.6.9) oc---CcW,ACW,,AC---CA
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la filtration (finie, croissante) de A telle que W, A soit obtenu en appliquant
T<r+q & la g-iéme ligne de A, et notons W.sA la filtration induite sur le
complexe simple associé. Il résulte de 3.2 (a) qu’on a, dans D(Y, A[Z,(1)])

(3.6.10) grVsA = gr'sB
ou B est le complexe double, a différentielles nulles,

ad+1*A
ad—l*A ad*A(—l)

al*A az*A(—l) ad+1*A(—d)

(d désignant la dimension de Y'), muni de la filtration W définie par la méme
formule que pour A (comparer avec (2.3.8.1)). Appelons suite spectrale des
poids la suite spectrale

(3.6.11) wEY = H¥(Y, gt RU(A)) = H*(X;,A)

-1

définie, grace a (3.6.8), par la filtration W de sA. D’apres (3.6.10), son terme
initial se récrit

(3612) WEl—r,n+r — @ Hn—r—2q(y(r+l+2q),A)(_T _ q) ,

q20
r+q>0

et il est encore possible de décrire, comme en (2.3.9), la différentielle d; comme
d} +d7, ou dj (resp. dy) est une somme alternée d’homomorphismes de Gysin
(resp. de restriction).

Rapoport et Zink montrent d’autre part que, si T' désigne le générateur
de Z4(—1) dual de T (i.e. tel que T ® T = 1), alors ’homomorphisme de
D(Y, AlZ,(1)]) )

(T-1)®T : R¥(A) —» R¥(A)(-1)
est réalisé, aprés passage aux complexes simples associés, par 1’homomor-
phisme de bicomplexes
v:A— A(-1)[-1,1]
donné par (—1)"*7+! fois la projection canonique de A sur Ai~17+1 En
particulier, (T — 1) ® T' est sous-jacent & un homomorphisme de la catégorie
dérivée filtrée envoyant W, dans W,_o(—1), et, pour r > 0, (T = 1) @ T)"
induit un isomorphisme

(3.6.13) (T-1)QT) : g RU(A) S gr” RU(A)(-r)
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(correspondant, via (3.6.10), a P’application 7" de gr’¥ B dans gr'” B). De
plus, comme on peut choisir K & degrés € [0,d], donc L a degrés € [0,d + 1],
on a

(3.6.14) (T-1)®@T)* =0: R¥(A) —» RU(A)(—d—1) .

3.7. Par les mémes considérations qu’en 2.4.7, la structure de complexe
filtré (*) sur R¥(Q;) définie en 3.6 & partir de (s4, W) peut se reconstituer
intrinséquement de la fagon suivante. La formule (3.6.10) montre que gr'¥s A[d]
(pour A = Q) est pervers. Le complexe R¥(Q,)[d] est donc pervers (%), et
la filtration W de R¥(Q,)[d] est une filtration par des sous-faisceaux pervers.
L’homomorphisme (T —1)®T : R¥(Q,)[d] — R¥(Q,)(—1)[d] envoie W, dans
W,._2(—1), et est nilpotent. L’homomorphisme

(3.7.1) N=1logT®T : R¥(Q,)[d] = R¥(Q¢)(—1)[d]

est donc défini, et ne dépend pas du choix de T. On a
N(W,) C W,_5(-1), N*' =0,

et, pour r > 0,

(3.7.2) N":grV RU(Q()[d] & gr R¥(Qe)(—r)[d] -

La filtration W est donc la filtration de monodromie du faisceau pervers
RY(Qy)[d] associée a I'opérateur N. La connaissance de cette filtration (dans
la catégorie des faisceaux pervers) suffit a définir la suite spectrale des poids
(3.6.11).

3.8. Reprenons les hypotheses de 3.1 : S hensélien, f propre et semi-stable
de dimension relative d, de fibre spéciale somme de diviseurs lisses (on ne
suppose plus k algébriquement clos). Le complexe R¥(Q¢)[d] (sur Y) est un
faisceau pervers, et I’lhomomorphisme N =logT ® T,

(38.1) N : RUQo)[d) — RY(Q)(-1)ld] ,

est défini, et commute & P'action de G = Gal(K/K). Il est nilpotent (N9+1 =
0), donc définit une filtration de monodromie W, caractérisée par N(W,) C

(!) ou, plus exactement, quasi-filtré, au sens de [20, 5.2.17]
(*) (cas particulier de 4.5)
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Wir_2(=1) et N" : gt 5 gt (—r) pour r > 0. On en déduit une “suite
spectrale des poids” (analogue a (3.6.11)),

(3.8.2) wEyY = HH(Y, g RU(Qe)) = H* (X7, Q) ,

équivariante sous G. De plus, I'isomorphisme gr'V R¥(Q,) = gr"V B de (3.6.10)
est fonctoriel (par rapport aux isomorphismes de traits strictement locaux),
donc le terme E; de (3.8.2) se récrit

—rntr n—r—2q/<(r+1+2
(3.8.3) wET™ = @ B T Qy)(—r - g),

q20
r+q>0

I'isomorphisme étant équivariant sous G. Enfin, N opére sur la suite spectrale
(3.8.2) (de fagon compatible a G), et, au niveau E;, induit, pour r > 0, un
isomorphisme

~

(3.8.4) N™: wET """ S wEP " (=r) .

Les résultats du cas complexe suggerent la conjecture suivante :

CONJECTURE 3.9. — Sous les hypothéses de 3.8 :
(a) La suite spectrale (3.8.2) dégénére en E,.
(b) Pour tout r > 0 et tout n, N" induit un isomorphisme (G-

équivariant)

r

N7 : gV H™(X5,Qe) = gl H" (X5, Qe)(-7)

ot la filtration W sur H*(X5,Qy) est la filtration aboutissement de (3.8.2).

Cette conjecture est appelée parfois conjecture de monodromie-poids.
Supposons k fini. Alors (a) est conséquence des conjectures de Weil [9] :
pour s > 2, la source et le but de d/ sont de poids différents, donc
d¥ = 0. Pour tout s > 1, wE;™"t" est pur de poids n + r, donc aussi
gt H* (X5, Q) = wEZ ™" = wE; """, La filtration W._,, de H™(X5, Q:)
est donc la filtration par le poids, au sens de [11, 1.7.5]. Soit M la
filtration de monodromie (centrée en 0) de H"(Xj;,Q,), caractérisée par
NM;(1) C M;_2 et Nt : grtM 5 grM (). La partie (b) équivaut donc a :

(b’) M. =W._,,i.e. (par I'unicité de la filtration par le poids (loc. cit.)),
grM est pur de poids i.
Compte tenu de (a), (b) équivaut aussi a :
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(b”) Pour tout r > 0 et tout n, N" induit un isomorphisme

E—T % ok ET' Y (i T'( r).

Sl S est le hensehse en un point fermé d’une courbe lisse sur un corps fini,
(b) est vérifiée d’apres Deligne [11,1.8.4] : H™(X;,Q¢) est en effet la fibre
en 7 d’un faisceau pur de poids n d’apres les conjectures de Weil. En inégale
caractéristique (k toujours supposé fini), Rapoport et Zink ont vérifié (b) pour
dimY < 2 [19, 2.12, 2.13]; le cas de dimension relative 1 est déja traité par
Grothendieck dans (SGA 7 IX 12.5), comme conséquence de la formule de
Picard-Lefschetz (modulo la vérification de quelques compatibilités, cf. [16])
(on peut aussi procéder comme Deligne dans (SGA 7 1 6)). On peut d’ailleurs
considérer (b”) comme une sorte de généralisation de la formule de Picard-
Lefschetz au cas semi-stable de dimension supérieure.

La démonstration de 2.4.4 donnée par M. Saito [23] est formelle a partir
du fait que N7 induit un isomorphisme de wE, ™"*" sur wE;"™" (et de
Iinterprétation de la suite spectrale des cycles évanescents comme provenant
(& une renumérotation pres) de la filtration de R¥ par les noyaux des itérés
de N). Dans la situation de 3.8, on dispose de la méme interprétation : cela
résulte de la réalisation de (T — 1) ® T au niveau du complexe de Rapoport-
Zink-Steenbrink expliquée en 3.6. Par suite, les arguments de Saito fournissent
le résultat suivant :

ProposITION 3.10. — Si X/S vérifie 3.9 (a) et (b), la suite spectrale des
cycles évanescents (3.1.1) (pour A = @),
Ey = H'(Xs, RP¥(Q)) = H'™V (X, Q) ,
dégénére en Ej3, et la filtration aboutissement est définie par les noyauz des
itérés de N : F"""H™(X;,Q) = Ker N"*1.
En particulier (“théoréme local du cycle invariant”) :

CoROLLAIRE 3.11. — Si X/S vérifie 3.9 (a) et (b), la suite
H™(X5,Q0) -2 H(X5,Qe) - H™ (X7, Q)

est exacte pour tout n.

(Comme en 2.4.5, sp désigne le morphisme de spécialisation, défini comme
homomorphisme latéral de (3.1.1), ou encore, plus simplement, comme
I’homomorphisme induit par Q, = R°¥(Q,) — RI(Qy)).

En égale caractéristique p, plus précisément si S est le hensélisé d’une
courbe lisse sur un corps de caractéristique p, de sorte qu’on dispose de 3.9
(a) et (b), une démonstration directe de 3.11 est donnée par Deligne dans [11,
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3.6] (sous des hypotheses d’ailleurs plus générales : X essentiellement lisse sur
k et X; lisse).

REMARQUES 3.12. (a) Comme en 2.4.7 (a), la filtration I du faisceau pervers
RY(Q,)[d] définie par I" = ImN" donne naissance a une suite spectrale

(3.12.1) 1EP" 7T = HY(X5,8r7R¥(Q)) = H™(X5,Qe) ,

ou

griRY(Qe) = (7341 R7.Qe(r + 1))[1] -
On prouve de méme que (3.12.1) dégénere en E, et définit sur I’aboutissement
la filtration I™ = ImN".

(b) La perversité de R¥(Q¢)[d] vaut plus généralement des que X est
plat, de dimension relative d, et génériquement lisse (cf. 4.5). On peut sans
doute prouver, sous ces seules hypothéses, que la monodromie de R¥(Qy) est
quasi-unipotente, et définir un logarithme N de sa partie unipotente. D’ou
une suite spectrale de type (3.8.2) et une conjecture généralisant 3.9.

Quand le corps résiduel de S est fini, la quasi-unipotence en question se
ramene au théoréme de Grothendieck 1.2. On a en effet, plus généralement,
le résultat suivant :

LEMME 3.12.2. — Soient S comme en 3.1, avec k fini, Y/s de type fini,
et L € DY x5 m,A), avec les notations de 3.1 et (SGA 7 XIII) (on peut
donc interpréter L comme un compleze de A-faisceauz surY, a cohomologie
constructible, muni d’une action de G = Gal(K /K) compatible avec celle de G
surY, a travers Gal(k/k)). Il existe alors un sous-groupe ouvert I; du groupe
d’inertie I et un entier N tel que, pour tout g € I, (9 — 1)V soit nul sur L.

Les détails de la vérification sont laissés au lecteur : on peut se ramener
successivement a supposer L concentré en un seul degré (troncation), puis lisse
(récurrence sur la dimension de Y'), puis Y spectre d’une extension finie de
k (prendre la “fibre” de L|Y en une orbite de Frobenius), puis Y = s (image
directe), auquel cas le théoréme de Grothendieck s’applique.

Quand S est le hensélisé en un point fermé d’une courbe lisse sur un corps
fini, on peut dire plus. Pour X séparé de type fini sur S, et I pervers pur sur
X, RU(K) est pervers (cf. 4.5), et mixte d’apres les résultats fondamentaux
de [2]. D’aprés 3.12.2, on peut définir la filtration de monodromie M. de
RY(K) (dans la catégorie des faisceaux pervers) : celle-ci coincide, d’apres
un théoreme de Gabber, avec la filtration par le poids (cf. [J.-L. Brylinski,
Cohomologie d’intersection et faisceaux pervers, Séminaire Bourbaki, 34e
année, 1981/82, n°® 585, Astérisque 92-93, 1982, 129-157, th. 3.2.9]). L’un des
ingrédients est la formule de Kiinneth pour R¥ (4.7). (NB. Dans (loc. cit.),
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p- 144,1. 9, 10, 13 et p. 148, 1. -4, il convient de remplacer le groupe d’inertie
I par le sous-groupe P, noyau de t; : I — Z4(1).)

3.13. Soient X, un schéma séparé et de type fini sur 7, et H I'un des groupes
de cohomologie H" (X3, Q,), H (X5, Q¢). On sait (1.4) que la représentation
de monodromie p : G — GL(H) est quasi-unipotente. Supposons que k est
le corps fini F, et soit F, € Gal(k/k) le “Frobenius géométrique”, z — 7.
Rappelons la question de Serre-Tate [26, Appendix, Problem 2] :

Question 3.13.1. Soit g un élément du groupe de Weil W(K/K) (i.e.
un élément de G d’image FJ* dans Gal(k/k), avec m € Z). Est-il vrai que
le polynome caractéristique det(1 — gt, H) € Qq[t] est a coefficients € Q,
indépendant de £ ? Sl en est ainsi, et si de plus X, est propre et lisse, et
H = H", est-il vrai que les inverses des racines de det(1 — gt, H) sont de
poids mw, avec 0 < w < 2n ?

Supposons que X, soit la fibre générique de X sur S satisfaisant aux
hypotheses de 3.8, et soit M la filtration de monodromie de H™(Xj, Q),
centrée en n (i.e. telle que N7 : gr,’:’ir 5 grM ). On peut raffiner la question
3.13.1 en la suivante :

Question 3.13.2. Soit g € W(K/K) d’image F, dans Gal(k/k). Est-il vrai
que det(1 — gt,gril, H™(X;,Qq)) € Q[t] est a coefficients € Z, indépendant
de £, et que tout inverse a d’une racine est de poids n+r ?

Ces deux questions ont des réponses positives si X est propre et lisse sur
S (grace a Deligne [9]), ou si dim X < 1, d’aprés le théoréme de réduction
semi-stable (SGA 7 IX 4.3), ou si X provient, par localisation, d’un schéma
propre sur une courbe lisse sur un corps fini, d’aprés Deligne [8, 9.8], [9] et
(11, 1.8.4]. En dehors de ces cas, elles restent ouvertes. Supposons que 3.9 (b)
soit vérifiée. Alors, pour tout plongement ¢ de @, dans C, tout g comme en
3.13.2 est de t-poids n+r, mais on ignore si det(1— gt, gr%r) est a coefficients
rationnels, cf. la discussion du probléme 3.2.2 p. 55 dans Katz [17].

4. Appendice : cycles évanescents et dualité en cohomologie étale.

Le résultat principal de cette section (4.2) est bien connu, mais ne figure
pas, semble-t-il, dans la littérature. La démonstration, décalquée de (SGA 4
1/2 Th. finitude §3), a été communiquée au rédacteur par O. Gabber. Une
variante en théorie de Hodge a été développée par M. Saito [22]. Elle raffine
des résultats de Brylinski [4]. Nous donnons également un complément de
méme nature (4.7), qui nous a été suggéré par M. Rapoport.

4.1. Soient (S,s,n,5,3,7,G) comme en 3.1. On désigne par A un anneau
commutatif noethérien, annulé par un entier inversible sur S. Pour X/S, on
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dispose du foncteur

RY, : D*(X,,A) - DY (X, xs1n,A)
M — ;*Rj*MF]
(o0 D(Xs xsm,A) désigne, comme dans (SGA 7 XIII) la catégorie dérivée des
faisceaux de A-modules sur Xz munis d’une action (continue) de G compatible
avec celle de G sur X;). Quand X est de type fini sur S, RV, envoie, d’apres
(SGA 4 1/2 Th. finitude § 3), D¢y s dans Dy, ou D,y ¢ désigne la sous-catégorie

pleine formée des complexes a cohomologie bornée, constructible et qui sont
de tor-dimension finie (cf. SGA 5 III).

THEOREME 4.2. — Soit X séparé et de type fini sur S et soit M €
Deif(Xy,A). La fléeche de Deyg(Xs xsn, A) définie en (4.3.6),
(%) R¥,(DM) — D(R¥,(M)) ,

est un isomorphisme (dans le membre de gauche (resp. droite), D(—) désigne
le foncteur RHom(—,a'A) a étant la projection sur n (resp. s Xsm ="1)).

(La méthode de (SGA 4 XVIII 3.1) permet de définir a' : D¥(n,A) —
Dt (X, x57,A), et plus généralement f': D¥ (Y, x,n,A) = DH(X, x5 n,A)
pour f: X — Y avec X et Y séparés de type fini sur S. D’aprés (SGA 4 1/2,
loc. cit.), D envoie D¢ dans Deyy.)

4.3. Définissons la fleche (x).

L
(a) Pour L, M, N dans D¢ s(X,,A) et u: L ® M — N, on a une
fleche associée

L
(4.3.1) RY(L) ® R¥Y(M) — RY(N) ,
déduite de la fleche canonique

(Ici, et dans la suite, on abrége R¥, en RV.)

L
En particulier, siu : M @ DM — a'A est accouplement canonique, (4.3.1)
donne un accouplement

(4.3.2) RU(M) ® RU(DM) — RU(a'A) ,
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d’ou une fleche
(4.3.3) RY(DM) — RHom(RYM, R\I!(a!A)) .

(b) Soient X et Y séparés de type fini sur S et f: X — Y un S-
morphisme. Pour K € D*(Y,, A) on a une fleche (cf. (SGA 7 XIII 1.3.9))

(4.3.4) RYU(f'K) — f'RU(K)

définie de 'une des maniéres équivalentes suivantes :

(i) On a un morphisme canonique (ou les R sont omis, pour abréger)
Fie(F3 ) = Jefa(F3Kq)

(provenant, par adjonction, de jjfv = fmj* et de j*j. — Id) Comme (par
changement de base pour fi), i*fi = fsi*, on en déduit une fleche

fiR¥Y(f'K) - RU(fif'K) ,
d’ou, en composant avec fif' — Id,
fiRY(f'K) —» RU(K) ,

d’ou finalement (4.3.4) se déduit par adjonction.
(ii) D’apres (SGA 4 XVIII (3.1.12.3)), on a

Jefi Ky = FI.05 ;
composant avec la “fleche de changement de base” (SGA 4 XVIII (3.1.14.2))
P f

on obtient (4.3.4). La vérification de 1’équivalence de (i) et (ii) est laissée en
exercice : utiliser le langage des catégories fibrées (ou cofibrées) de (SGA 4

XVII 2) (cf. aussi (SGA 5 III).)

(c) On a (trivialement)
(4.3.5) RU(A,) = As .
Appliquant (4.3.4) et (4.3.5) pour a : X — S, on trouve une fleche

RYU(a'A,) — a'A, ,
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d’oli, par composition avec (4.3.3), une fleche (de D¢ (X5 x5 1, A))
(4.3.6) RY(DM) — D(R¥(M))

pour M € D.4s(X,,A), qui est la fleche () annoncée.

Par construction, (4.3.6) est compatible aux images directes propres : pour
f: X — Y propre, on a f,¥ 5 ¥f, (SGA 7 XIII 2.1.7) et f.D 5 Df,
(dualité globale) SGA XVIII), et le carré qui s’en déduit

(4.3.6)
£, U(DM) —5 f,DUM

(4.3.7) ~ l ~ l
(4.3.6)
YDfM —— DVYfM

est commutatif (on a omis les R). La vérification est laissée au lecteur : comme
pour ’équivalence de (i) et (ii) ci-dessus, il est commode d’utiliser le langage
de (SGA 4 XVII 2).

Prouvons que (4.3.6) est un isomorphisme. La démonstration est
entierement parallele a celle de 'invariance des cycles évanescents par change-
ment de traits dans (SGA 4 1/2 Th. finitude 3.7). On peut supposer S stricte-
ment local. On procéde par récurrence sur dim X,. On suppose que (4.3.6) est
un isomorphisme pour dim X, < n. Pour dim X, = n, on se ramene a sup-
poser X projectif, et I’on note C le cone de (4.3.6). On vérifie les conditions
(A) et (B) de (loc. cit.), a savoir :

(A) le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de C est fini
(B) RT'(X,,C) = 0.

Pour (A), on procéde comme en (loc. cit.) : (4.3.6) commute au passage
aux invariants par un pro-p-groupe. Pour (B), on applique (4.3.7).

VARIANTE 4.4. — Si A est une extension finie de Z, ou Qg, la fleche analogue
a (4.3.6) (pour M € D8(X,,A)), définie par passage a la limite & partir des
fleches (4.3.6) (cf. [13]), est un isomorphisme. En particulier :

COROLLAIRE 4.5. — Soit A une extension finie de Qo. Si M € D%(X,,A)
est pervers, il en est de méme de RU(M) (en tant qu’objet de D%(Xs, A)), les
perversités considérées étant les perversités auto-duales [2,2.1.16 et §4].

D’apres [2, 4.4.2], le foncteur RV, est en effet t-exact & droite. L’isomor-
phisme (4.3.6) entraine donc qu’il est t-exact.

COROLLAIRE 4.6. — Soit A une extension finie de Q. Si K € D%(X,A) est
pervers, il en est de méme de R®(K)[—1] € D%(Xs, A¢), ot R®(K) est défini
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par le triangle distingué canonique (SGA 7 XIII 2.1.2)

(4.6.1) (i*K)s —» RU(j*K) —» R®(K) — .

Par définition, pour X € D?(X, A), “pervers” signifie relativement & la ¢-
structure obtenue par recollement (au sens de [2, 1.4.10]) de la t-structure ¢
associée a la perversité autoduale p; /o sur X, [2, 4.0] et de la t-structure ¢’
sur X, définie par (PDS"1,PD2-1) ot p= p1/2- Cette t-structure sur X est
donc définie par

K €?D3Y(X) <= (j*K € PD=71(X,) et i* K € PDS°(X,))
K €?D2°(X) < (j*K € PD27Y(X,) et 'K € PD2°(X,)) .

Par suite, si ¢ est la fonction de dimension rectifiée introduite par Artin

dans (SGA 4 XIV 2.2) relativement & X — S, i.e.
8(z) = dim {y} + deg .tr.k(z)/k(y)

pour z dans Xd’image y dans S, ou encore (loc. cit.)

5o dim {z} si{z}NX,#0
" \dim{z}+1 si{zg}nX, =0,

K € D%(X, A) est pervers si et seulement si, pour tout z € X, on a
HY*K =0 pour ¢ > —6(z) et H%,K = 0 pour ¢ < —6(x) .

Si X/S se déduit d’un schéma séparé de type fini Z sur une courbe lisse C
sur un corps par localisation en un point fermé de C, la perversité p,/, sur Z
induit celle considérée ici sur X.

Le corollaire 4.6 est di a Gabber. Ce n’est pas une conséquence immédiate
de 4.5. Noter que, si K est pervers, i* K[—1] ne 'est pas en général, comme le
montre déja le cas ou X = S et K = A,. Voici 'argument de Gabber (présenté
par Laumon).

(a) 11 est clair que le foncteur i, est t-exact. Il en est de méme des
foncteurs j, et ji de D%(X,,, A), munie de t', dans DX, A). Pour j,, comme
dans [2, 4.1.1], cela résulte aisément du théoréme d’Artin (SGA 4 XIV 3.1) via
le calcul des fibres (R%j,F); en x € X comme limite inductive de H1(V, F),
V parcourant les voisinages étales de z, et de la suite spectrale de Leray pour
Vi — V,. Le cas de j s’en déduit par dualité.
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(b) Grace a (a), le triangle distingué
gt - K — 0" K —
montre que
i*K[-1] € D (X,, A)
(i.e. PH™(:* K[—1]) = 0 pour n # 0, 1) et qu’on a une suite exacte de faisceaux
pervers sur X
0 — i, ,PH (i, K[-1]) — jij* K — K — i,PH' (i, K[-1]) = 0.

Comme RY(j*K[—1]) est pervers (4.5), on en déduit, par le triangle distingué
— (i*K[-1])s —» RE(j*K[~1]) — RO(K)[~1] — ,
que
(%) RO(K)[-1] € PDIHO(X 5, A)
et qu’on a une suite exacte de faisceaux pervers sur X
(x%) 00— PH Y (R®(K)[-1]) = PH°(i*K[-1])s —» R¥(j*K[-1])
— PHO(R®(K)[-1]) — PH' (i* K[-1])s — 0.
Il s’agit de prouver que
(#%) PH™YR®(K)[-1])=0.

On va établir (xxx*) par dévissage.

(c) Pour K pervers sur X, il existe une filtration (dans la catégorie des
faisceaux pervers sur X)
OCK'CK"CK

telle que K’ et I/ K" soient a support dans X (i.e. annulés par j*, ou encore
de la forme i,M pour M € D?(X,,A)), et K"/K' ~ j,j*K. Considérons
en effet le carré commutatif dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers

sur X :

K — 'K

I [

GE — juj*K

ou, par définition, ji,j* I est 'image de j;j* X dans j,j* K. Il suffit de prendre
pour K" I'image de j1j*K dans K, et pour K’ le noyau de K" — 5,7*K. On
est donc ramené a prouver (xxx) dans les deux cas suivants :
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(i) K est a support dans Xj,

(i) K =juj*K .
Cas (i). Alors i*K = i'K est pervers, en particulier PH°(:* K[-1])s = 0, donc
PH™Y(R®(K)[—1]) = 0 griace & (x*).
Cas (ii). Soit K = ji.L avec L pervers sur X, (pourt’). On a une suite exacte
de faisceaux pervers sur X

0—juLl —j.L—j.L/juL -0,
donc, d’aprés (*), on a une injection
PH™H(RO(juL)[-1]) = PH™H(R2(5,.L)[-1]) -
Il suffit donc de prouver que
PH™Y(R®(j.L)[-1]) = 0.
Par définition, il revient au méme de prouver que la fleche
PHO(i* 5, L[-1])s — PHO(RY(L[-1])) = 4.5 RE(L[-1])
est un monomorphisme de faisceaux pervers. On peut supposer S strictement

local. Soit I le groupe d’inertie. La fleche de D%(X, xs 71, A) (= D%(Xs, A[1]),
"¢" voulant dire a cohomologie constructible en tant que complexe de A-
modules),

i*7.(L[-1]) = RY(L[-1])

se récrit comme la fleche canonique associée a I — {1}
RI(I, RY(L[-1])) — R¥(L[-1]) .

Il suffit donc de montrer que, pour M € D%(X, A[I]), pervers en tant qu’objet
de D5%(X, A),

(1) RIO(I,M) —» M

induit une injection sur PH°. Soit P, comme en 3.6. Le foncteur I'(Pp, —)
(invariants sous Py) étant exact sur la catégorie des A[I]-faisceaux con-
structibles, pour E dans D%(X,,A[I]) et z € X,, on a HY:RT(P,,E) =
RT(Py, H%E) = T'(P,, H%*E), et similairement avec i} ; de plus, si C est le
cone de RI'(Py, E) — E, lessuites 0 — H9 R['(Py, E) — HYLE — HY,C —
0 (et similairement avec i\, ) sont exactes et scindées. Par suite, pour M pervers
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comme ci-dessus, R['(P;, M) et le cone C de RI'(P;, M) — M sont pervers,

et I’on a une suite exacte de faisceaux pervers
0 — RI'(Py,M)—-M—-C—0.

Comme
RI'(I,M) = RT(Z,(1), RT'(P,, M)) ,

on est donc ramené a montrer que pour N dans D%(X,, A[Z¢(1)]), pervers (en
tant que complexe de A-modules),

RT(Z,(1),N) —» N

induit une injection sur PH°. Si T, comme en 3.6, est un générateur
topologique de Z,(1), R['(Z,(1),N) est le complexe simple associé au com-
plexe double
T-1

N — N,
sur les lignes de degré 0 et 1, et (2) est la projection figurant dans la suite
exacte

T-1
0— N[-1]->s(N— N)—= N—-0.

La suite exacte de cohomologie perverse correspondante fournit l'injection
désirée. Ceci achéve la démonstration de 4.6.

Dans la méme veine que 4.2, on a le résultat suivant, qui m’a été signalé
par M. Rapoport :

THEOREME 4.7. — Soient X etY de type fini sur S. Pour L € Ds(X,, A),
M € Detf(Yy,A), la fleche de Ders((X XsY)s Xsm, A) définie ci-aprés,

L L
(4.7.1) R, (L) & RY,(M) — RU,(L @, M) ,

L L
est un isomorphisme (®; et ®, désignent des produits tensoriels externes
L
pri ® pr3).
Ce résultat, attribué a Gabber, figure dans un preprint de A. Beilinson
et J. Bernstein, A proof of Jantzen conjectures. Voir aussi [M. Schréter,
Diplomarbeit, Bonn, 1990).

On définit la fleche (4.7.1) comme déduite, par application de i*, de la
fleche de Kiinneth

— L - — L
Rj.L ®5 Rj.M — Rj.(L ®, M)
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définie par les inclusions j de X5, Y3, (X x Y); dans X5, Yz, (X x V)
respectivement.

Tout comme (4.3.6), (4.7.1) est compatible aux images directes propres :
pour f: X — X' g:Y — Y’ propres, et h = f Xsg, on a un carré commutatif

L (1) L

(4.7.2) (3)1 l (4)

L (2) L
V(f.L) ®s U(g. M) —— Thy(L &y M)

L ~
ou (1) est composé de l'isomorphisme de Kinneth f,U(L) ®s g.¥(M) =

h«(¥(L) ég U(M)) (SGA 4 XVII 5.4.3) et de (4.7.1), (2) est composé de
(4.7.1) (pour f.L et g.M) et de I'isomorphisme de Kiinneth, et (3) et (4) sont
définis par les isomorphismes canoniques (SGA 7 XIII 2.1.2) (comme dans
(4.3.7) on a abrégé RV, en RV et omis les R). La vérification est laissée en
exercice.

Prouvons que (4.7.1) est un isomorphisme. La démonstration est analogue &
celle de 4.2. On peut supposer S strictement local. On raisonne par récurrence
sur dim Z,, ot Z = X X gY . On suppose que (4.7.1) est un isomorphisme pour
dim Z, < n. Pour dim Z, = n, on se rameéne a supposer X et Y projectifs, et
I'on note C' le cone de (4.7.1). Il suffit de vérifier les conditions (A) et (B) :
(A) le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de C' est fini;
(B) RI'(Z;5,C) = 0.

La validité de (B) résulte de (4.7.2). Pour (A), on procede encore comme
dans (SGA 4 1/2 Th. finitude 3.7). On peut supposer X, (resp. Y;) dense
dans X (resp. Y). Sin =0, (A) est alors automatiquement satisfaite, on peut
donc supposer n > 0. Quitte a se localiser, on peut supposer qu’on dispose de
morphismes quasi-finis X LA ALY < A%, avec g+r = n. Supposons g > 0, et
notons f; : X — AL le composé de b et de pr; : AL — AL. Comme dans (loc.
cit.), introduisons le localisé strict S’ de A} en un point générique géométrique
s’ de A}, notons 7’ le point générique de S’, nj = Spec(k(7]) @x(n) k(n')) le
point générique du localisé strict de A% en s’, et 7' un point géométrique
au-dessus de 7}. On a alors un diagramme commutatif & carrés cartésiens, ou
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X' — §' est déduit de f; : X — AL par le changement de base S’ — Aj :

X;/ — X, — X,:’/ — X,:’/ — XTI_’,
1

Lor L

“ I A
[ A
s — S5 n — 7j

Notons I = Gal(7j/n) et I' = Gal(77’/n’) les groupes d’inertie de S et S’. On
a Gal(n}/n') = I, et, comme Deligne l'observe dans (loc. cit.), dans la suite

exacte
1-P—-I—>1-1,

P est un pro-p-groupe, car I’ — I induit un isomorphisme sur les quotients
modérés, une uniformisante de S étant une uniformisante de S’. Notons L’
I'image inverse de L sur X;,. Le diagramme () montre (cf. (loc. cit. 3.4)) que

(1) R‘I'n(L)S’ = R‘I’n’(L,)P s

ot (—=)F = RT(P,-) désigne le foncteur "invariants sous P”. Posons d’autre

part
Y’=YXSS,, Z'=X'XSIY,,

et notons M’ l'image inverse de M sur Yn," Par la compatibilité des cycles
évanescents aux changements de traits (loc. cit. 3.7), on a

(2) RY,(M)s = RUy(M') .

Enfin, du diagramme analogue a (x) relatif & Z’, on déduit que
L ! L P

(3) RY (L ®y M) = RYy (L' @y M')" .

Comme dim X,'7, < q et dim Y,;, < r, ’hypotheése de récurrence s’applique a
(X'/S8",Y'/S',L' M) : la fleche (4.7.1)

L L
(4) R¥y(L') ®s RUy(M') = Ry (L' @y M)
est un isomorphisme. D’aprés (2), P opére trivialement sur R¥,.(M’), donc

RV, (M') = RU,(M")" .
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Donc, appliquant a (4) le foncteur (—)¥, on obtient un isomorphisme

L ~ L
RY, (L") ®y RV, (M') S RY, (L' @ M')¥ .

Via (1), (2) et (3), celui-ci s’identifie & la fibre en s’ de (4.7.1). Par suite, le
cone C est cohomologiquement concentré sur I'image inverse, par le composé

(X xY);s 2xe, A? x A7 — A, de la réunion d’un nombre fini d’hyperplans
fermés de A? paralleles & pr;'(0). Comme ceci vaut pour toute projection
pri : A7 — Al et que (X,L) et (Y, M) jouent des roles symétriques, on
conclut que C est concentré sur l'image inverse par b X ¢ de la réunion d’un
nombre fini de points fermés de A? x A7, i.e. que le support de H*(C) est fini,
ce qui prouve (A) et achéve la démonstration de 4.7.

COROLLAIRE 4.8. — Sous les hypothéses de 4.7, supposons que RV, (L) =
RY, (L) ou RY,(M) = RV, (M), oi RY, ,(—) désigne le foncteur "cycles
évanescents modérés” (= RV, (—)P, ou P est linertie sauvage). Alors la
fléche analogue a (4.7.1)

L L
(4.8.1) RY, (L) ®s RY, (M) — RY, (L @, M)

est un isomorphisme. Si de plus, RV, = RV, , pour L et M c’est aussi le cas
L
pour L @, M.

Il suffit en effet d’appliquer le foncteur (—)¥ a (4.7.1).
En particulier, compte tenu de (3.5.1) :

COROLLAIRE 4.9. — St X ou Y a réduction semi-stable sur S, alors la
fléche naturelle

L
(4-9‘1) R\I’n,t(AXr,) s R\I’n,t(AYq)i - R‘I’n,i(A(XXsY)n)

est un isomorphisme.

REMARQUE 4.10. Si X et Y ont réduction semi-stable, les Ri‘Iln(A(Xxsy)n)
sont donc modérés. En général, X xg Y n’a plus réduction semi-stable.
Néanmoins, X xg Y est log-lisse sur S au sens de Kato (S muni de sa
log-structure canonique), cf. [K. Kato, Logarithmic structures of Fontaine-
Illusie, Algebraic Analysis, Geometry and Number Theory, The Johns Hopkins
University Press (1989), 191-224], et les exposés de Kato et Hyodo-Kato dans
ce séminaire. On peut espérer que le résultat de Rapoport-Zink (3.5.1) s’étend
au cas log-lisse.
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Exposé 11
LE CORPS DES PERIODES p-ADIQUES

par Jean—Marc Fontaine (avec un appendice par Pierre Colmez)

0. — Introduction
0.1. — Notations

Dans cet exposé, I{ est un corps, complet pour une valuation discrete,
a corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. On note W I’anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans k, I{y son corps des fractions, o le
Frobenius absolu opérant sur k, W et Iy. Si I est de caractéristique 0, on
pose e = [K : K.

On note IX une cléture séparable fixée de K et k son corps résiduel. On
pose G = Gal(K/K). On désigne par C le complété de K. On note O¢
(resp. Ok, Of) Panneau des entiers de C (resp. K, K).

0.2. — Le plan de ce texte est le suivant :

— Au§ 1, on rappelle la définition de I’anneau B(}LR et de son corps des
fractions Byg (le “corps des périodes p—adiques”) introduits dans [Fo82a], § 2.
L’exposition differe de op. cit. en ce sens que 'on donne une caractérisation
de B}, par une propriété universelle : cela nous ameéne & introduire (n® 1.1)
la notion d’épaississement pro-infinitésimal p—adique universel d’une algebre
séparée et complete pour la topologie p-adique et & montrer (n°® 1.2 et 1.3)
son existence des que le Frobenius est surjectif sur la réduction mod p.

On donne aussi (n° 1.4) une description de anneau quotient B}, /Fil>Bl,
a 'aide des O —différentielles de Kéhler de O=. Celle-ci joue un role essentiel

dans 'appendice. Elle est aussi utile pour donner une construction élémentaire

S.M. F.
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des périodes p—adiques des variétés abéliennes (Fontaine-Messing, travail non
publié, voir aussi ’exposé de Wintenberger, [Exp. IX], dans ce volume).

Au n° 1.5, on explique comment les anneaux filtrés B;R et Bgr se
construisent a partir de I’épaississement pro-infinitésimal universel p—adique
de O¢. On rappelle aussi la définition de 'anneau Byr des “périodes de

Hodge-Tate”, qui est le gradué associé a I’anneau filtré Byp.

— Au §2, on rappelle la définition des anneaux A..;s (souvent noté
WPP(R)), Bt .. et B, introduits dans [Fo83] et [FM87] : on définit ici B}

cris cris
comme solution d’un probléme universel : c’est ’anneau obtenu en rendant p
inversible dans le complété p—adique de 'épaississement a puissances divisées

universel de la W-algebre O¢.

— Au §3, on définit les anneaux B;"t et By a partir de B:‘ris et Beris
comme étant les anneaux obtenus en “agrandissant de fagon universelle le

domaine de définition du logarithme”.

— Au §4, on explique comment B,,;s se plonge dans By et comment
le choix d’un prolongement du logarithme p-adique usuel définit un plonge-

ment de B,; dans Byp.

— Dans le §5, on donne quelques compléments sur la structure de

Acris et Beris. On en déduit, en particulier, exactitude de la suite
0— Qp — Beris nB:j’-R — Beris — 0,

qui joue un rdle important dans les travaux de Bloch et Kato ([BK90]).

Enfin, dans appendice, Pierre Colmez montre que K est dense dans B;R
(cf. [C090]). Si’on définit inductivement O(I_\’:) pour r € N par (’)(I_?) = O et

(9%) = Ker((?%_l) — OF(X)Q;? r>1,

(r—1) @) )7
< / K

le théoreme de Colmez permet d’identifier Bjn au séparé complété de & pour
la topologie obtenue en prenant comme systéme fondamental de voisinages de

a € K les ensembles de la forme a + p™ 0(1_:) , pour m.r € N.
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1. — Epaississements pro—infinitésimaux universels
1.1. — Généralités
Soient A un anneau et V une A-algebre.

1.1.1. — Un A-épaississement pro—infinitésimal de V est un couple
(D,6) formé d’une A-algébre D et d’un homomorphisme surjectif de A-
algebres

0p=0:D—V

tel que, si Ip = I désigne le noyau de 6, alors D est séparé et complet pour
la topologie I-adique.
Les A—épaississements pro-infinitésimaux de V forment une catégorie : un

morphisme

a:Dy — Dy

est un homomorphisme des A-algebres sous—jacentes qui vérifie
0 D, = 7 D, oC .

Si cette catégorie admet un objet initial, celui—ci est unique a isomorphisme
unique pres et s’appelle le A-épaississement pro—infinitésimal universel
de V.

1.1.2. — Si D est un A—épaississement pro—infinitésimal de V et si Ip
est nilpotent, on dit que D est un A-épaississement infinitésimal de V;
si m est un entier tel que Ig”'l = 0, on dit que I’épaissement est d’ordre < m.

Pour tout m € N, les A—épaississements infinitésimaux d’ordre < m de
V forment une sous—catégorie pleine de celle des A—épaississements pro—
infinitésimaux. Si elle admet un objet initial, on I'appelle le A-épaississe-
ment infinitésimal universel d’ordre < m de V.

Bien siir, si le A—épaississement pro—infinitésimal universel D de V existe,
alors D/I*! est un A-épaississement infinitésimal universel d’ordre < m
de V.

1.1.3. — Soit p un idéal de A et supposons V séparé et complet

pour la topologie p-adique. On définit de maniere évidente la notion de
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A—épaississement pro—infinitésimal (resp. infinitésimal d’ordre < m)
formel p—adique de V et les objets universels éventuels correspondants. Ces
notions ne dépendent que de la topologie définie par les puissances de p, et
non de 'idéal p lui-méme.

Bien sir, si D est un A—épaississement pro—infinitésimal (resp. infinitésimal
d’ordre < m) formel p-adique universel de V et si n € N, D/p"D est
un (A/p™)-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal d’ordre < m)

universel de V/p"V.

1.2. — Existence d’épaississements pro—infinitésimaux formels

p—adiques universels

1.2.1. THEOREME. — Soient A un anneau et V une A-algébre séparée et
compléte pour la topologie p—adique. On suppose que, pour tout a € V, il existe
z,y €V tels que a = zP 4 py. Alors U'anneau V admet un A-épaississement

pro—infinitésimal formel p—adique universel.

Démonstration : Nous allons construire (n° 1.2.2) un A—épaississement pro—

infinitésimal formel p-adique A;,¢(V/A) de V et montrer (n° 1.2.3) que cet

anneau convient.

1.2.2. — Soient V = V/pV et Ry la limite projective du diagramme

V(_V(_V(_.(,___V(__.

les applications de transition étant 1’élévation a la puissance p.

Un élément z € Ry peut donc étre considéré comme une suite (Z,)neN
déléments de V vérifiant z +1 = Tn, pour tout n. Si, pour un tel z, on choisit,
pour tout n, un relevement z, de z, dans V, alors, pour tout m € N, la suite

des % , . converge pour n — +00 vers un élément (™) € V qui ne dépend

pas du choix des relevements. L’application
T (.’E(m))meN

définit une bijection de Ry sur 'ensemble des familles (z(™),,en d’éléments

de V vérifiant (z(m+1))P = (™) pour tout m ; et nous 'utilisons pour identifier
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Ry al’ensemble de telles familles. Si z = (.’I,'(m))mENa y= (y(m))meN € Ry, on
azy = (z(My™) cn et 24y = (20™) nen avec 2™ = limp, 4 oo(z(™MF™ +
y(mn) Yo"

Soit W(Ry ) l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans Ry. Pour

tout x € Ry, on note
[z] = (z,0,0,...,0,...) € W(Rv)

son représentant de Teichmiiller dans W(Ry).
On voit que Ry est un anneau parfait (i.e. le Frobenius z +—— z? est un

automorphisme) et que W(Ry ) est séparé et complet pour la topologie p-

adique.
On note
0:W(Ry) —V
I’application qui envoie (g, Z1,...,Zn,...) Sur Zp"x(n").

On vérifie que 0 est un homomorphisme surjectif d’anneaux. On note encore
0: Az W(Ry) —V

I’homomorphisme de A-algebres déduit par extension des scalaires.

Notons Ajr(V/A) le séparé complété de A ®z W(Ry) pour la topologie
définie par I'idéal engendré par p et le noyau de 0 (et encore 0 : Aips(V/A) —
V D’application induite).

Comme Ai 1 (V/A) et les Aing(V/A)/(Ker0)™*! sont séparés et complets
pour la topologie p-adique, A;,¢(V/A) a une structure de A—épaississement

pro—infinitésimal formel p-adique de V.

1.2.3. — 1l reste a vérifier que A;,;(V/A) est universel. Pour cela,
considérons un A-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique (D,6p)
de V. Prouver l'existence et 'unicité d’un morphisme de A-épaississements
pro-infinitésimaux formels p-adiques de A;,¢(V/A) dans D revient a vérifier

I'existence et 1'unicité d’'un homomorphisme continu d’anneaux p—adiques

a:W(Ry) — D
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tel que Opoa = 6.

Si Ip désigne le noyau de p et si Iy = Ip + pD, ’anneau D est séparé et
complet pour la topologie I},—~adique.

Soit £ € Ry. Pour tout m € N, choisissons un relevement &, dans D de

(™ € V. Comme &h+1 = &mmodIp, donc a fortiori mod I, la suite des

2" tend vers une limite p(z) dans D indépendante du choix des relévements.

On voit que 1’on doit avoir
a([z]) = p(z), pour tout = € Ry.

L’unicité de « est alors claire, car il faut

a((Zo, @1y ey Tyy...)) = Ep"p(xf;")

et D'existence résulte de ce que Dl'application « ainsi définie est bien un

homomorphisme continu qui commute aux applications 6.

1.2.4. — Remarques : Soient V comme dans le théoréeme et V = V/pV.

a) L’application évidente de Ry dans Ry est un isomorphisme.

b) On voit que le A—épaississement pro-infinitésimal formel p-adique
de V ne dépend que de V i.e. 'homomorphisme naturel de A;j,¢(V/A) dans
Aint(V/A) est un isomorphisme. La filtration naturelle de A;,¢(V/A) (par les
puissances de 1'idéal noyau de 6) en revanche dépend en général du choix du
relevement V de V.

c) Supposons que A soit une W-algebre (ou, rappelons-le, W =
W (k)). L’application de k dans Ry, qui a € associe (¢(™),,en, ot €™ désigne
I'image dans V du représentant de Teichmiiller dans W de e " permet
d’identifier £ & un sous-anneau de Ry. L’anncau W(Ry) devient une W-
algebre, 'application

0:W(Ry)—V
est W-linéaire et s’étend en une application A-linéaire

0:Aow W(Ry) —V,

ce qui fait que A, r(V/A) s’identifie au séparé complété de A@w W(Ry ) pour

la topologie définie par I'idéal engendré par p et le noyau de 6.
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d) Supposons que V soit tel que le noyau Ker f de ’endomorphisme
de Frobenius (élévation & la puissance p) soit un idéal de type fini et
soient x1,Ts,...,z, des éléments de Ry tels que les images des :1:5-1) dans
V engendrent Ker f. Si I désigne I'idéal de Ry engendré par les z;, on voit
que Ry est séparé et complet pour la topologie I-adique et que I est le noyau
de la projection naturelle de Ry7 sur \% (i.e. lapplication z — .7:(0)). En
particulier, pour tout corps parfait k contenue dans V,Ry = Ry s’identifie a
Ains(V/k).

e) On déduit facilement des remarques c) et d) que, si W est comme

ci-dessus, alors, lorsque Ker f est de type fini sur V et lorsque A = W (resp.

I’anneau des entiers d’une extension finie totalement ramifiée du corps des

fractions de W), Panneau A;,s(V/A) s’identifie &8 W (Ry) (resp. AQw W (Ry)).

f) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : de fagon précise,
soient A un quotient de W ou de Ok (avec W et O comme ci—dessus) par un
idéal non trivial, Y = Spec A, Yy, le petit site syntomique de Y (cf. [FM87],
I, n° 1) et Oy le faisceau structural (si U est un schéma syntomique sur Y,
on a donc Oy (U) = I'(U,Oyp)). Alors, pour tout m € N, on peut définir un
faisceau OY;; de A—algebres sur Yy,, muni d’un épimorphisme de faisceaux

de A-algebres

9 . O;’};inf — OY )
dont le noyau a sa puissance (m + 1)-iéme nulle et qui est universel pour ces
propriétés. En outre, si V' est une A-algebre, limite inductive de A-algebres
syntomiques, telle que 1’élévation a la puissance p soit surjective sur V/pV, le
A—épaissement infinitésimal universel d’ordre < m de V s’identifie & la limite
inductive des O, ((S), pour S parcourant les A-algébres syntomiques dont

V est la limite inductive.

1.3. — Le cas de anneau des entiers d’un corps local

Dans toute la suite de ce paragraphe, les hypotheéses et notations sont

celles du n° 0.1.

1.3.1. — Nous posons R = Rp,.. Si v est une valuation de I, et si 'on
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note encore v son unique prolongement a C, on obtient une valuation vy de

R en posant
0R((E™)men) = v(2®) |
Il est facile de voir que le corps des fractions de R est un corps complet

pour cette valuation, algébriquement clos et que R est I’anneau de ses entiers.

1.3.2. — Si K est de caractéristique p, I’application
¢ — 2©

définit un isomorphisme de R sur O¢ compatible avec la valuation.
En outre, A;,1(Oc/A) s’identifie & R, donc aussi & Oc¢, si A =k ou Ok et
aW(R) (ou W(Oc¢))si A=W.

1.3.3. — Dans toute la fin du §1, on suppose que K est de car-
actéristique 0.

S’il n’y a pas de risque de confusion, on écrit A;,r au lieu de Aj,1(Oc/Ok)
(qui s’identifie — cf. la remarque (¢) dun® 1.2.4 - a Wo, (R) := Ox@w W(R)).
Pour tout m € N, on note Fil™A;,r la puissance m-iéme du noyau de

0 : Ajnf — Oc et, pour tout m € N,

meo=ATH(Oc/OK) = At/ Fil™  Ajyy

inf

le O —épaississement infinitésimal formel p-adique universel d’ordre < m

de Oc.

1.4. — Epaississement du 1° ordre et différentielles de Kahler
1.4.1. — Fixons quelques notations : Pour tout groupe abélien I', on
note T,(T) le Z,~-module Hom(Q,/Z,,T) et on pose V,(I') = Q, ®z, T,(T').
Le Z,~-module Z,(1) = T,,(F*) est libre de rang 1; pour tout Z,-module M,
on pose M(1) =M »z, Z,(1).
1.4.2. — Notons 2 = Qég_/@ le module des différentielles de Kahler de
K=K

Op relatives a Oy
Rappelons ([Fo82b], thm. 1’) ¢ue € est un Oy module de p- torsion, p-

divisible. Soient Ky le corps des fractions de W(k), Dy, la différente de
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lextension K/Ko, ¢ = (6™))en un générateur de Z,(1) (autrement dit,
pour tout m € N, (e(m*1)P = £(m) et (1) est une racine primitive p-iéme de
l'unité dans K). Alors, si a est I'idéal fractionnaire de O inverse de I'idéal

engendré par (¢()) — 1) - Dy, g, on a une suite exacte
0—a(l) - K1) —Q—0

ot Papplication de I{(1) dans  est celle qui, & p~™a ® ¢, avec m € N et
a € O, associe

a- dlogs(m) =a- ds("‘)/e("‘) .

Ceci permet d’identifier Q & (I /a)(1) (= (C/a)(1), si a désigne I’adhérence
de a dans C), T,(R2) a a(1) et V,,(Q) a C(1).

1.4.3. PROPOSITION. — Soient (’)'IT le sous—anneau de O3 noyau de
d: 0 —Q,

Al ¢ le séparé complété de (9% pour la topologie p—adique et

0 Al s — Oc

Uapplication déduite, par passage auz séparés complétés, de linclusion de (9'7
dans O+. Alors Al ., muni de 0', est un Oy —€paississement infinitésimal
K inf>’ ’ P

universel du premier ordre de Oc¢.

Autrement dit, il existe un unique O x~homomorphisme 3 de I’anneau A} ;
construit au n® 1.3.3 dans A{ ;, tel que § = 6’ o B et cet homomorphisme est

un isomorphisme.

1.4.4. — Commencons par vérifier que A{ ; est bien un Og—épaississe-

ment infinitésimal du premier ordre de O¢ :

/

ing — Oc sont

LEMME. — Les applications d : O — Q et ' :

surjectives et le noyau de 6 est un idéal de carré nul qui s’identifie

T,(Q) = a(1).
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Preuve : Soient a,b € Of. Montrons qu'’il existe ¢ € O3 tel que dc = a-db:
choisissons des entiers r,s > 0 tels que p"da = p°db = 0, ainsi que
x € O solution de 2" +p’z =b;ona p"(1 +psa:”r+s'1)da: = db, d’ou
prdz = (1+psz? "~1)~1db=db et

a-db=pia-dr=d(p ax),

puisque d(p"a) = p"da = 0.

On a donc une suite exacte courte
0——-»(9'17—>Of—-—>9——»0.

Si, pour tout groupe abélien ' et pour tout n € N, on pose I';, = I'/p"T,
on obtient une autre suite exacte courte

0—»9,,"——»(9%”——»0—,

K.n 0

ui fait de OL. une Ok ,—algébre extension de O+ _ par un idéal de carré
! Kmn ’ g K,n p

nul identifié a €,». En passant a la limite sur n, on obtient alors la suite
exacte courte
0—T,(Q) — Al — Oc — 0.

1.4.5. LEMME. — Soient L une extension algébrique de K et B une Ok —

algébre, extension de O par un idéal J de carré nul. Alors la suite
1 1
0 -_— J —_ OL ®B QB/O]( b 4 QOL/OK -_— 0
est exacte.

Preuve : 11 s’agit de vérifier I'injectivité de I’application canonique de J dans
Or® Q}B/OK et il est clair que ’on peut supposer ’extension L/K finie.

Soit a un élément de Oy qui engendre Oy, en tant que Ok —algebre (un tel
élément existe, cf. [Se68], chap. III). Si P désigne le polynéme minimal de a
sur I, Oy, s’identifie au quotient O [X]/(P(X)). Soient @ un relevement de
a dans B et b= P(a) € J.
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Soit B = J @ Ok[X], vue comme une Og-algébre, extension (triviale)
de Ok[X] par l'idéal de carré nul J (vu comme un Og[X]-module via la
projection de O [X] sur Or). Alors B s’identifie au quotient de B par I'idéal
engendré par (—b, P(X)).

On a Ok[X] ® Ok /0, = J ® Ox[X]-dX et Or ® Q0 = J ® OrdX,
somme directe de J et du O7-module libre de rang 1 de base dX = 1® dX.

Enfin, O ® Q}B o €St le quotient de J @ OrdX par le sous—Or-module
M engendré par (—b, P'(a)dX). Comme P’(a) # 0 et comme Oy, est integre,
’homomorphisme de J dans (J & OrdX)/M est bien injectif.

1.4.6. — Fin de la preuve de la proposition 1.4.3. : Il reste a
démontrer que, si (S,0s) est un O —épaississement infinitésimal du premier

ordre de O¢, il existe un et un seul homomorphisme continu de Og—algebres
a: Al — S,

tel que ¢/ =050 .

Notons Dy (resp. Sy) I'image inverse de O par 6’ (resp. fs). Il est clair
qu’il suffit de vérifier qu’il existe un unique homomorphisme de Og—algebres
af : Dy — Sy tel que 8 = 05 0 a (ou on a encore désigné par fg et 6’

leurs restrictions a Sy et Dy).

Unicité : Si ay et o/f sont deux telles applications, on a
a} =af+6bofy,

ou ¢ est une Ok —dérivation de O dans I = ker fs; comme (2 est divisible et
I est séparé pour la topologie p—adique, on a 6 = 0.

/

Existence : Comme (’)% est dense dans A; ;,

donc a fortiori dans Dy, il

suffit de montrer ’existence d’une application
Y
o : O — Sy
telle que 65 o g soit I'identité sur OIIT'
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On a un diagramme commutatif :

0 — J — S — O — 0

I l l

0O — J — OT®Q}9,/OK — Q — 0

dont les lignes sont exactes grace au lemme précédent. On en déduit que
tout a € O a un unique relévement ag(a) € Sy tel que 1 ® dag(a) = 0
(dans O% ® qul /OK)' L’unicité de ce relevement implique que o est un
homomorphisme de O —-algebres.

1.4.7. — Remarque : Soit A = C(1) ® O = V,(Q?) & O, vu comme
Ok—algebre, extension triviale de O par un idéal de carré nul identifié a
Vp(2).

On voit que V,(£2) peut s’identifier au Of—module des w = (wn)neN, avec
wn € Q et pwpy1 = wy. Soit alors Ag le sous-anneau de A formé des (w,a)

tels que wo = da.

On a une suite exacte
0 —Tp(Q) — Ag — O — 0,

qui fait du séparé complété Ao de Ag pour la topologie p—adique un Og—
épaississement infinitésimal du premier ordre de O¢. On en déduit un homo-
morphisme de Al ., = A! ; dans Ao dont on voit tout de suite que c’est un
isomorphisme et qu’il identifie Dy et Ag. Ceci implique en particulier

i) que O ® QID,/OK s’identifie a V,(2) = C(1) (via la dérivation de
D¢ = Ay dans V,(2) qui envoie (w,a) sur w);

ii) que ’extension
0 — Vy(Q) — Dyl1/p] — K — 0

est scindée; en particulier, K s’identifie & un sous—corps de D¢[1/p], donc a
fortiori de A} ;[1/p].
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1.4.8. — Autres remarques : a) Les constructions ci-dessus s’étendent
a des situations plus générales (cf. [Exp. IX], § 1).
b) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser, moyennant quel-
ques précautions : par exemple, si X est un schéma syntomique sur Ok, a
fibre générique lisse et si X,,,_¢ désigne le petit site syntomique—étale de
X (cf. [FM87], un morphisme U — V de X-schémas est “syntomique-
étale” s’il est syntomique et s’il devient étale lorsque ’on rend p inversible),
alors les différentielles de Kahler relatives 0, x (par définition, I'(U,Q,x) =
I'(U, Qy/x ), pour tout schéma U syntomique-étale sur X ) forment un faisceau
de Ox—modules sur ce site. C’est un faisceau de p-torsion, p—divisible et la
différentiation
d:Ox — Qx
est un épimorphisme de faisceaux. Si 7 est une uniformisante de Ok, si 'on
note O le faisceau (de I'(X, O x )-algebres) qui est le noyau de d, si n € N, et
si A=TI(X,0x)/m"I'(X,Ox), alors le faisceau conoyau de la mutiplication
par 7" dans O’ est un A-épaississement infinitésimal du premier ordre du

faisceau conoyau de la multiplication par 7" dans Oyx.

1.5. — Les anneaux B;R, Byr, B;T et Byr

1.5.1. — Soit Aint,x = K Qo Aint = Ainfll/p]- L’application 6 :

Aijnt — Oc¢ s’étend de maniére unique en un homomorphisme de K—algebres
0: Ang,x — C

qui est surjectif. Son noyau Jy est un idéal principal maximal. Comme dans
[Fo82a)], n° 2.8, on note Bj, le séparé complété de Ajnr,x pour la topologie
Jx—adique.

1.5.2. L’anneau B;R est un anneau de valuation discrete, complet,
contenant Ajns g comme sous—anneau dense et dont 1'idéal maximal est
I'adhérence J - de Jx dans Ajus k. Son corps résiduel B;‘R /IK = Aint k[ IK
s'identifie & C. Pour tout entier m > 0, Bp/(Jx)™*! s’identifie & Atk =
K ®o, Al = A".[1/p], ou, rappelons-le, AT désigne le O —épaississement

infinitésimal formel p—adique universel d’ordre < m de O¢.
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1.5.3. — Ona
BIR = @Amf,lc .
Si, au lieu de munir chaque Af; ;- de la topologie discrete, on le munit de
la topologie induite par la topologie p-adique sur AT (topologie pour laquelle
Al est séparée et complet), la topologie limite projective ainsi obtenue sur

BJ’R est moins fine que sa topologie d’anneau de valuation discrete; nous

I’appelons la topologie canonique.

1.5.4. —  On dispose d’un plongement naturel v de Z,(1) dans le
groupe multiplicatif de Aiyr que ’on peut décrire de (au moins) deux manieres
différentes : soit € = (€n)nen (avec €, € O¢,e0 =1, €h | = €,) un élément

de Z,(1) :

i) si, pour tout n, a, est un relevement de ¢, dans Aj,s, la suite
aﬁn converge dans Aj,r vers un élément v(e) indépendant des choix des
relevements;;

ii) sil’on identifie Ajzr & Wo, (R) = Ox @w W(R), on peut identifier
€ a un élément de R (en posant (™) = g,) et I'on a v(e) = 1 ® [¢] (on

[e] = (e,0,...,0,...)).
Pour tout € € Z,(1), on a O(v(e)) =1 et la série

log(v(e)) = S (=)™ - (u(e) - 1) /n

n>1
converge dans 1’idéal maximal de B;R. L’application
e — log(v(€))

est un homomorphisme injectif et on ’utilise pour identifier Z,(1) & un
sous—groupe du groupe additif de BIR.

Dans [Fo82a], on démontre par un calcul explicite un peu pénible
(prop. 2.17) qu’un élément non nul de Z,(1) est une uniformisante de Bl ie.
n’est pas contenu dans le carré de 'idéal maximal de B;’R. Cela peut se voir
directement en remarquant que, si 'on utilise la description de A}, = Al ;

donnée au n° 1.4, alors le noyau de la projection de Ailnf’ i sur C s’identifie a
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Vo(Q) et 'image de £ dans V,(2) est (e, - den)nen qui est un générateur de

ce C—espace vectoriel de dimension 1.

1.5.5. — Rappelons enfin que ’'on définit Byr comme étant le corps des
fractions de B},. Comme n’importe quel corps muni d’une valuation discréte,
il est muni d’une filtration naturelle décroissante indexée par Z : si vgp désigne

la valuation de Byp normalisée par vgr(Bjp) =Z, 0on a
Fil™Bygr = {b € Byg|var(b) > m}, pour tout m € Z

(en particulier Fil’Byg = B;’R et Fil' Byg est son idéal maximal).
Rappelons que, pour tout m € N, on note Z,(m) la m—iéme puissance
tensorielle du Z,~module Z,(1) et Z,(—m) son dual; rappelons aussi que si
M est un Z,~module et si m € Z, on pose M(m) = M ®z, Z,(m).
Il résulte alors du n° précédent que, pour tout m € Z, gr™Bggr(=
Fil™Byr/Fil™t!Byg) s’identifie & C(m). Autrement dit, 'algébre graduée

associée a l'algeébre filtrée Byg s’identifie a 1’algebre
Byr = EBmezC'(m) = C[t,t—l]

anneau des polynomes de Laurent en ¢, si ¢t est n’importe quel élément non
nul de Z,(1) (ici HT signifie Hodge-Tate).

1.5.6. — La construction de Bggr est fonctorielle. De fagon précise,
donnons-nous deux corps K et L de caractéristique 0, complet pour une
valuation discrete, & corps résiduel parfait de caractéristique p, des clotures
algébriques K de K et L de L et un homomorphisme continu v : K — L
envoyant K sur un sous—corps fermé de L. Alors, avec des conventions

évidentes, v induit un homomorphisme continu
BdR(I/) : BdR(I&",T(:) — BdR(L,-E) ,

qui est “non ramifié”, au sens que l'image d’une uniformisante du premier
corps est une uniformisante du second, et qui, sur les corps résiduels, n’est
autre que le plongement du complété de K dans le complété de L induit par

v. Par conséquent Byr(v) est un isomorphisme si et seulement si v induit un
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isomorphisme du complété de I{ sur celui de L, ce qui équivaut a dire que
la fermeture algébrique de v(K') dans L est dense dans L, ou encore que v
induit un isomorphisme du corps résiduel de L sur celui de I{, ou encore que
le corps résiduel de L est algébrique sur celui de K.

En particulier, on ne change pas Byg si I’on remplace I{ par un sous—-corps
fermé de C contenant K pour lequel la valuation est encore discrete, ce que

~99

l’on peut traduire en disant que Byr “dépend de C mais non de K”.

1.5.7. — Par fonctorialité, G = Gal(K/K) opére continuement sur Bqp
(et P'action induite sur le gradué associé est I’action naturelle).

Sii€Z,7 €N et H est un sous—groupe ouvert de G, on a

T sii<0<it;

(Fil'Byr/Fil'Y 1 Byr)" = (Fil'Byg /Fu”deR)”:{ :
0  sinon;

cela est immédiat, par récurrence sur j, a partir de la description des
H"(H,C(s)) due a Tate ([Ta67], Thm. 1 et 2). En particulier, on a (Ai’ﬁf’]()H =

-—H . N . .
K, pour tout entier m > 1, et, par passage a la limite,
—=H
(Bhp)" = (Bur)" = (Bip)" = (Ban)" =K~ .
Il en résulte que B}'[IT, By, BIR et Byp sont en fait des K —algebres.

1.5.8. — Remarques : a) Bien str, B}'}T et Byt sont méme des C-

algebres; on sait par ailleurs qu’il existe une section
. +

de la projection 6 : B;R — C'; on peut vérifier qu’il n’est pas possible de
choisir s continue (pour la topologie p-adique sur C et la topologie canonique
sur B;‘R; il n’existe déja pas de section continue de C' sur Ailnf’]() et que l'on

ne peut pas non plus choisir s commutant a ’action de G.
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b) On renvoie & Faltings ([Fa89]) et & Wintenberger ([Exp. IX], §1)

pour une définition de Bygr dans un contexte plus général.

2. — Pd-épaississements universels : ’anneau B}
2.1. — Généralités
2.1.1. —  Rappelons que, si D est un anneau, un pd-idéal J de B

est un idéal muni de puissances divisées, i.e. d’une famille v = (Ym)meN~
d’applications de J dans lui-méme vérifiant les propriétés que 1’on obtient en
pensant que, “moralement” y,,(z) = z™/m! (cf. par exemple, [BO], § 3, pour
un énoncé précis et pour plus de détails sur les puissances divisées); il est

commode de poser vo(z) = 1, pour tout z € J.

2.1.2. — Soient A un anneau, p = (7) un idéal principal de A muni de
puissances divisées et V une A-algebre.

Un A-épaississement a puissances divisées p—adique de V', ou encore un A—
pd—épaississement mt—adique de V est la donnée d’un triplet formé d’une
A-algebre D, d’un homomorphisme surjectif de A-algebres § : D — V et
d’une structure y de pd-idéal sur le noyau de 6, compatible avec les puissances

divisées v* de p, i.e. telle que, si a € D vérifie ar € J, alors
Ym(amw) =a™ -k (7), pour tout m € N .

Les A—pd—épaississements m—adiques de V forment, de maniére évidente,
une catégorie. Si cette catégorie admet un objet initial, celui—ci est unique
a isomorphisme unique pres et s’appelle le A-pd-épaississement m7—adique
universel de V.

SiV est séparé et complet pour la topologie p—adique, un A-pd—épaississe-
ment formel r—adique de V est un A—pd-épaississement m—adique de V' qui
est séparé et complet pour la topologie p—adique. Ici encore, on a une notion
évidente d’objet universel.

Bien siir, si D est un A—pd—épaississement formel m—adique universel de V'
et sin € N, D/7"D est un (A/p™)-pd—épaississement m—adique universel de
V/m"V.
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2.2. — Existence de pd—épaississements formels p—adiques uni-
versels
2.2.1. THEOREME. — Soient A un anneau et V une A-algébre séparée et

compléte pour la topologie p—adique. On suppose que, pour tout a € V, il existe
z,y €V tels que a = zP+py. Alors anneau V admet un A—pd—épaississement

formel p—adique universel.
2.2.2. — Preuve : Soient Ry, W(Ry) et
0:AQ®Rz W(Rv) —V

comme au n° 1.2.2. Notons A..is(V/A) le séparé complété pour la topologie
p-adique de l'enveloppe a puissances divisées de A ®z W (Ry ), relativement
a l'idéal noyau de 6, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur

I'idéal engendré par p; notons encore
0:Ais(VIAN) —V

l’application induite.

11 est clair que A.ris(V/A) est un A—pd—épaississement formel p—-adique de
V et nous allons montrer qu’il est universel.

La démonstration est essentiellement la méme que dans le cas.pro—
infinitésimal. De fagon précise, soit (D,0p,7y) un autre A-pd—épaississement
formel p-adique de V. Prouver l’existence et 'unicité d’un morphisme de A-
pd—épaississements formels p-adiques de A..;s(V/A) dans D revient a vérifier

Pexistence et I'unicité d’'un homomorphisme continu d’anneaux p-adiques
a:W(Ry)— D

tel que p o @ = 6 (car un tel morphisme s’étend de facon unique en
un morphisme de A-algébres de A ®z W(Ry) dans D, puis en un pd-
homomorphisme continu de A.r;s(V/A) dans D).

Soit alors Jp le noyau de 0p. Si dy, do € D vérifient d; = d2 mod Jp, on

a d} = db modpJp. Il en résulte que, si * € Ry et si, pour tout m € N, on
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choisit un relévement &,, dans D de (™) € V| la suite des &2 tend vers une
limite p(z) dans D indépendante du choix des relevements. On voit que ’on
doit avoir

a([z]) = p(z), pour tout z € Ry .

L’unicité de « est alors claire, car il faut
(2o, &1, .. Tn,...)) = Zp"p(zl )
et D'existence résulte de ce que l'application « ainsi définie est bien un

homomorphisme continu qui commute aux applications 6.

2.2.3. — Remarques : a) Dans la suite, on note A..;s(V/A) le A-pd-

épaississement formel p—adique universel de V.

b) Cette construction est fonctorielle. En outre Ac;s(V/A) ne dépend
que de la réduction modulo p de V, ie. si V = V/pV, I’homomorphisme
évident A.ris(V/A) — Acris(V/A) est un isomorphisme.

¢) Dans le cas ou 'anneau A considéré ci-dessus est ’anneau W des
vecteurs de Witt a coeflicients dans le corps parfait k (resp. 'anneau Ok
des entiers d’une extension finie totalement ramifiée du corps des fractions de
W), on voit que Acris(V/A) s’identifie a 'enveloppe a puissances divisées de
W(Ryvy) (resp. Wo, (Rv) = Ox @w W(Ry)) relativement a I'idéal noyau de
0, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur 1’idéal engendré par
-

d) Si A = W, on écrit Acris(V) au lieu de Acris(V/W); c’est une
W-algebre et le Frobenius absolu x —— zP sur V induit par fonctorialité
un endomorphisme ¢ de I'anneau A..;s(V) = Acris(V); on voit que ¢ est
semi-linéaire par rapport au Frobenius absolu agissant sur W.

e) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : dans le cas ou
A =W, ceci est fait dans [FM87], part II.

2.3. — Les anneaux BY. et B,

cris

On reprend les notations du n° 1. On note

Acris = Acris(OC)
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le W—pd—épaississement formel p—adique universel de O¢ et
0:Acis — Oc
’homomorphisme canonique.

2.3.1. — On note Ky le corps des fractions de W et on pose
B;is = QP ®Zp Acris = Ko Qw Acris.

C’est donc une Kjp—algebre, sur laquelle opére le Frobenius ¢ (semi-
linéairement par rapport au Frobenius absolu o agissant sur Ky). Par fonc-
torialité, on a aussi une action linéaire de G = Gal(I{/K) qui commute &

I’action de ¢.

2.3.2. —  Si K est de caractéristique p, R = Rp,. s’identifie a O¢
(n°® 1.3.2), on a A.ris = W(R) = W(Oc¢) (car le noyau de la projection de
W(R) sur O¢ est le pd-idéal engendré par p) et B} .. = W(Oc)[1/p).

2.3.3. — Si K est de caractéristique 0, W(R) est un anneau integre et

le noyau de

0:W(R) — Oc¢

est un idéal principal (un élément (zg,21,...,Zn,...) du noyau de 6 est un
générateur si et seulement si x; est une unité). Si £ est un générateur de cet
idéal, A.;s (qui est 'anneau noté WPF(R) dans [Fo83]) s’identifie au séparé
complété pour la topologie p—adique de la sous-W (R)-algebre de W (R)[1/p]
engendrée par les 7, (£) = £™/m! et BY . = A.is[1/p)-

2.3.4. — Supposons encore I de caractéristique 0. On a vu au n°

2.4 comment on pouvait identifier Z,(1) & un sous-groupe additif de Bjp.

La méme construction [i.e. application ¢ = (e(™),en —— log(v(€)) on
v(e) = [e] € W(R) C Acris et log(v(e)) = 3 (=1)™*! - (v(e) — 1)"/n)]
n>1

permet d’identifier Z,(1) & un sous-groupe (et méme un sous—Z,-module)

du groupe additif de A.p;s. Si t est un générateur de Z,(1) C Acris, On pose
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Beris = B}, [1/t] (indépendant du choix de t). Comme t appartient au pd-
idéal de A.,;s qui est le noyau de 6, on a t? € pA.,;s (par un calcul plus précis,
on peut vérifier que tP~! € pA..;s) et on a aussi Beris = Acris[1/t].

On voit en outre que pt = pt. Ceci permet d’étendre le Frobenius a Beris

en posant pt~! = p~1¢7L

3. — L’anneau B,

Dans toute la suite de cet exposé, on conserve les hypotheses et notations
qui précedent ; en particulier, on suppose toujours K de caractéristique 0.

3.1. — Construction de Bs"; et By

3.1.1. — Pour tout groupe commutatif I', on pose V() =
Hom(Z[1/p],T'). Si l'on note I' multiplicativement, V{,)(I') s’identifie & 1’en-
semble des (2(™),en avec 2(™) € T vérifiant (z(**1D)P = 2(™). On a une suite

exacte

0 — Ty(T) — Vip(T) — T,

ou Tp(T') est le Z,-module Hom(Q,/Z,,T"). Si " est p-divisible, ’application
Vp)(I') — T est surjective; si de plus I' est sans p-torsion, cette application

est un isomorphisme.

3.1.2. —  Pour tout anneau V, soit V* le groupe de ses unités. Si
R** (resp. OgT) désigne le sous-groupe de R* (resp. OF) formé des unités

congrues a 1 modulo I'idéal maximal, on a des identifications naturelles

Ot =k x 0%, R* =% x R**, V,,)(0%) = R*, V,»(C*) = (Fr R)*,

ou F'r R désigne le corps des fractions de R. Si v est une valuation de C et si

vp est la valuation de Fr R qui lui est naturellement associée (cf. n°® 1.3.1),
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on a un diagramme commutatif

dont les lignes et les colonnes sont exactes.

3.1.3. — Pour tout y € R, on note [y] € W(R) (C Aeris C B};,) son
représentant de Teichmiiller.
Soit z = 1+ y € R**. Pour n > 0, [y]"/n € Acris, et la suite [y]"/n tend

p-adiquement vers 0. La série

=D/

n>0

converge donc vers un élément \(z) € B} ;.. L’application

cris®

\: RYY — BT

cris
est un homomorphisme injectif que ’on étend & R* en posant A(z) = 0, si
zek .
3.1.4. — Considérons les couples (S, Ag) ou S est une B} . —algebre et

cris

As: (Fr R)* — S

est un homomorphisme qui prolonge A. Avec une définition évidente pour les

fleches, ces couples forment une catégorie. Il est clair que celle-ci a un objet
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+

initial, unique & isomorphisme unique prés. On note BY; la B} . —algébre ainsi

obtenue et
A:(Fr R)* — B:}

I’homomorphisme correspondant.

3.1.5. — On a donc
B}, = Sym((Fr R)*) ®@sym(r*) Bihis -

+

En fait B}, est un anneau de polyndmes & une variable a coefficients dans B ;..

Plus précisément, comme B} est une Q-algébre et comme (Fr R)*/R* est
un Q-espace vectoriel de dimension un, si ’on choisit un élément b € (Fr R)*
+

cris

qui n’appartient pas a R*, ’homomorphisme de B . —algebres

B+ [X] _)B:;a

cris

qui envoie X sur A(b) est un isomorphisme. En outre, pour tout élément
z € (Fr R)*, il existe un entier r > 1 tel que I'on puisse écrire x” = b™a, avec

m¢€Zeta€ R*; on a alors

Mz) =771 AMz") =r"1 - (AMa) +m - A(D)) .

3.1.6. — On pose enfin
Bst = Bcris ®B:N,’ B; .

C’est donc un anneau de polyndmes en une variable a coeflicients dans B.r;s
et c’est aussi BJ;[1/1].
Grace & la propriété universelle qui définit BY, P'action de G s’étend de

maniere unique a B:‘t et a By;.
3.2. — Frobenius et monodromie

3.2.1. — Le Frobenius s’étend de maniére canonique a B;’; et Bg.
En effet, dans B} , on a ¢(\(z)) = p- A(x), pour tout € R*. On voit donc

cris?

qu’il y a une manieére et une seule d’étendre ¢ en un endomorphisme de B},
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de sorte que p(A(z)) = p- A(z), pour tout z € (Fr R)*. Bien siir, ¢ s’étend
aussi a Bg; et commute a 'action de G.

3.2.2. — On a des isomorphismes (Fr R)*/R* ~ C*/O¢ ~ F*/(’)%(:
Q) et I'application

k:Bu®q (K [0%) — Q%5

cris

qui envoie b ® Z sur b- d(A(z)) ou T est 'image de 2 € (Fr R)* est un
isomorphisme.

Choisissons une valuation v sur K, & valeurs dans @, et notons encore
v son prolongement & C. On peut considérer v comme le choix d’un isomor-
phisme

(Fr R)*/R*=C*/0t =K [0%~Q.

Par extension des scalaires, v fournit un isomorphisme
U: By ®q (K /0%) — By
donc une dérivation
N:=%0ok tod: By — By

que nous appelons 'opérateur de monodromie associé a v. C’est 1’'unique
B.ris—dérivation de By; a valeurs dans By, telle que N(A(b)) = vg(b) pour

tout b € (Fr R)* (ol vg est la valuation de Fr R associée & v).

3.2.3. — On voit que N commute a l'action de G et, comme p(A(b)) =
pA(b), pour tout b € (Fr R)*, que

Nop=ppoN .
En outre, on a des suites exactes courtes de Bj”-s—modules
+ + N +
0 Bcris Bst Bst 0 et
N

0 — Begis — By — By — 0
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3.2.4. — Remarque : Un choix naturel pour v est la valuation
vo normalisée par vo(p) = 1. Nous appelons “canonique” l'opérateur de

monodromie correspondant.

4. — Comparaisons
4.1. — Le plongement de B,.;; dans Byp

4.1.1. — Posons Wy, (R) = W(R)[1/p] = Ko @w W(R) et Wg(R) =
K @w W(R) = K ®k, Wg,(R). On a des inclusions naturelles W(R) C
Wk, (R) C Wg(R).

Choisissons, comme au n° 2.3.3, un générateur £ du noyau de 6 : W(R) —
Oc. Sim € 7 et si (a,),>m est une suite d’élément de Wy (R), la série

a Tl' converge dEI,IlS B,IR Vers un élérnent de FT:I’”BJR et tout élément
n ge,
n>m

de Fil™B,gr peut s’écrire (de maniére non unique) sous cette forme. Pour
qu'un tel élément n’appartienne pas a Fil™t!Byp, il faut et il suffit que
O(am) # 0 (ou 'on désigne encore par 6 : Wi (R) — C ’homomorphisme de
K-algebres déduit de § : W(R) — O¢ par extension des scalaires).

Par ailleurs, W(R) est séparé et complet pour la topologie é-adique et

s’identifie donc a un sous—anneau de Byp.

4.1.2. —  Si maintenant (a,),en est une suite d’éléments de W(R)

tendant p-adiquement vers 0, la série ) a,£"/n! converge dans A..;s et tout
n2>0

élément de A.,;; peut s’écrire (de maniere non unique) sous cette forme. On
voit que ’on peut choisir les a,, de fagon que, si a,, # 0 alors 6(a,) # 0.
On en déduit en particulier que ’application naturelle de A..;s; dans B;R

est injective.

4.1.3. —  De méme, si (a,)nen est une suite d’éléments de Wi, (R)

(resp. Wi (R)) tendant p-adiquement vers 0, la série Y a,&"/n! converge
n>0

dans B}, (resp. K ®y, B}.,) et tout élément de cet anneau peut s’écrire
(de maniere non unique) sous cette forme. Ici encore, on peut choisir les a,
de fagon que, si a, # 0 alors 6(a,) # 0. Il en résulte que les applications

naturelles A.,.;, — BY. — K QKo Bt. — BJ‘R sont injectives. Il en est

cris cris
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de méme des applications B.r;s — K ®, Beris — Bar que 'on en déduit
en rendant inversible un élément non nul de Z,(1).
Dans la suite nous utilisons ces injections pour identifier tous ces anneaux,

ainsi que W(R), a des sous-anneaux de Byp.

4.1.4. — Remarque : Dans [Fo82a], au lieu de B, on utili-
sait d’autres sous—anneaux de Byg, les anneaux notés B, et B. Rappelons
briévement comment on les construit : Notons ap 'idéal de R formé des
éléments z tels que vp(z) = vo(z(®) > 1 (ol vy est la valuation de C
telle que vo(p) = 1). Pour tout idéal a de R contenu dans g, on note S,
la sous-W(R)-algebre de Wi, (R) = W(R)[1/p] engendrée par les éléments
de la forme [z]/p, avec z € a, S, le séparé complété de S, pour la topolo-
gie p-adique et B, = S4[1/p]. Alors I'inclusion de S, dans Wi, (R) C B,
se prolonge par continuité en un plongement de S, donc aussi de B, dans
B},. On a BY C Bf si a’ C a et on note BT Dintersection des Bf. On a
Z,(1)=12,-t C BY et on pose B, = B}f[1/t] et B = B*[1/1t].

On vérifie facilement que §a3’ C Ais C §ap—1, donc que
0

cris

B;*(,], C B}, CBl_. et Bg CBeis C Bp-1 -
0

On voit aussi que ¢(Ss) = Su», @(BF) = B}, et ©(Bs) = Bar. En
particulier, on a BY = (| ¢*(Bf.,) et B= () ¢"(Beris)-

cris

neN neN
4.2. — Construction d’un plongement de B, dans Bggr
4.2.1. — Soit
log: 0% — K
le logarithme p—adique usuel (si a € (9% est de la forme a = [u] - a*, ol
[u] est le représentant de Teichmiiller d'un élément de k et o at € (9%4' =

0x-NOg*, log(a) = % (=1l @t - 1)),

On choisit un prolongement du logarithme a K, i.e. un homomor-
phisme

log:f*ﬁf,
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dont la restriction a O% est le logarithme p-adique usuel, commutant a

Paction de G = Gal(K/K).

Faire un tel choix revient a choisir un élément ¢ € I’ et a décider que
log(p) = c;

en effet, pour tout z € K7, il existe r, s € Z, avec r > 0 tels que z"[p® € (’)%,-
et on a alors
log(z) = r~(sc + log(a"/p%)) -
On voit aussi qu’il revient au méme de choisir un prolongement du
logarithme p-adique usuel a K ouacC*.
4.2.2. — Le choix que l'on vient de faire permet de définir un homo-

morphisme de B}, -algebres
+.pt +
(v B, — Blp.

D’apres la propriété universelle servant & définir B}, (n° 3.1.4), il suffit en

effet de définir un homomorphisme
/\dR H (F1 R)* E— B;R

prolongeant A.
Commencons par définir Agr(z) lorsque z € (Fr R)* vérifie z(®) ¢ K.
Comme B}, O K, [2]/2(®) € Bfy; comme 0([z]/z(®) =1, y = [z]/z(® -1

appartient a 1’idéal maximal de B;R et la série

log([a]/=®) = 3 (~1)"* 0=t -y

n>0
converge dans BJ'R et on pose
Aar(x) = log([x]/2'?) + log(z") .

Dans le cas général, remarquons que tout = € (Fr R)* peut s’écrire (de fagon

. T¥ .
non unique) sous la forme z = ab, avec a € R* et 1) € K ; si I’'on pose

/\dR(.”L‘) = /\((L) + )\dR(b) s
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on voit que le résultat obtenu est indépendant du choix de I’écriture de x sous

cette forme et que ’application Agp, ainsi définie, convient.

4.2.3. — Enrendant un élément non nul de Z,,(1) inversible, I'application

¢t induit un homomorphisme de B.,;;—algébres
1: B st — Bd R -

Par extension des scalaires, I’application ¢* (resp. ¢) induit un homomor-

phisme de (K ®p, B}, )-algebres (resp. (K ®k, Beris)-algebres)

cris

L',';— K Qp, B;."t — Byp(resp. iy : K @, Bsi — Byr) -

4.2.4. THEOREME. — Les applications
L-};— I QI B;I-t —s Byp et 1 KK 4 B, — Byr

sont injectives.
La preuve est I’objet du n® 4.3.

4.2.5. — Remarques : a) Dans la suite, nous utilisons les applications ¢
et ¢ pour identifier By, et K ® i, Bsi & des sous—anneaux de Bgr. On prendra
garde toutefois que cette identification dépend du choix de 1’application

log prolongeant le logarithme p-adique usuel.

b) On voit facilement que I'image de I @p, Bs; dans Byg est
indépendante du choix du logarithme. En particulier, lorsque e = 1,
Papplication ¢ dépend du choix du logarithme mais pas son image; en re-
vanche, I’action de ¢ sur cette image, déduite par transport de structure de

I’action de ¢ sur By, en dépend.

c¢) Pour l'application log, il y a un choix “naturel” consistant a choisir
log(p) = 0. Nous appelons Dapplication ¢ (resp. ¢y) correspondante le

plongement canonique de B, (resp. N @y, By) dans Byp.

d) Tout comune celle de Byp, les constructions de Be,;s et de By et

leurs plongements dans Byp sont fonctoriels. De facon précise, si I\, L. Ix.
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Letv: K — L sont comme au n° 1.5.6, v induit des homomorphismes

continus
Bcris(V) : ch’s(I{,F) — Bcris(Laf) et Bst(V) : Bst(I(a -]T) — Bst(va) )

compatibles avec l'action de ¢ et avec celle de N, du moins si ’on choisit
Iopérateur N associé & une valuation v sur L et & sa restriction a I.

Les morphismes B,.;s(v) et Bgr(v) commutent aux plongements naturels
de chaque B.,;s dans chaque Byp. Sil’on choisit un logarithme log sur K etsi
'on note ¢(K, K) (resp.t(L/L)) le plongement de By (K, K) dans Bar(K, K)
(resp. de By (L,L) dans Byp(L,L)) qui lui est associé (resp. associé au

prolongement 4 L~ de log), on a
((L,L) o By(v) = Byr(v) o (K, K) .
Les applications B..;s(v) et B, (v) sont injectives et By;(L, L) s’identifie &

Beris(L,L) ® p,an (1T Bst(IY, K). Ici encore B..is(v) et Bg(v) sont des
isomorphismes si et seulement si v induit un isomorphisme du complété de K
sur celui de L.

4.3. — Preuve du théoréme 4.2.4

4.3.1. —  Commengons par énoncer un lemme. Pour cela, choisissons
uo € R tel que uéo) = p. Alors [ug] —p € W(R) C B}y et 6([uo] — p) =0, ce
qui fait que la série

% - (uo] = p)"

log([wol/p) = Y (~1)"*"

n>1

converge dans B(}"R. Par ailleurs, l'inclusion de B..;; dans Bgp permet

d’identifier le corps des fractions F'r(B.ris) & un sous—corps de Byg.

LEMME. — L’élément u = log([uo]/p) € B n'appartient pas a Fr(Beris).

4.3.2. — Preuve du lemme : On voit que § = p—[uyg] est un générateur
du noyau de 6 : W(R) — Oc, donc que € et 3 = {/p sont dans Fil' Bf, et
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pas dans Fil2BJ,. Si (an)nen sont des éléments de Wy, (R) = W(R)[1/p), la

série Y. a,(" converge dans Bj,. Notons S = W(R)[S] le sous—anneau de
n>0

B}, formé des éléments qui peuvent s’écrire sous la forme 2on>0 @n " avec
les a, € W(R). Si, pour tout i € N, on pose Fil'!S = S N Fil'Byg, on voit

que Fil'S est 'idéal principal engendré par 3¢. En particulier, si on note
§': Fil'S — Oc¢

'application qui envoie B’ sur §(«), on a §*(Fil'S) = Oc.

Comme A..;s est le sous—anneau de BIR formé des ) a,&"/n! =
n>0

Y- (p*/n!) - anB™ avec les a, € W(R) tendant p-adiquement vers 0 (cf. n°
n>0

4.1.2), A¢ris CS. On a Fr(Bepis) = Fr(Acris) C Fr(S) et il suffit de vérifier
que, si a € S est non nul, alors au ¢ S.

Comme S est séparé pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que, si
r€Netsia €S —pS, alors phfau ¢ S. Si a € W(R) vérifie (a) € pOc,
alors a appartient a I'idéal de W(R) engendré par p et £ = p3, donc a € pS.
On en déduit que 'on peut trouver un entier ¢ > 0 et des b,, € W(R) tels que

6(b;) ¢ pOc et

a=p( 3 baB")+D bas".

0<n<1 n>i
Mais u = — ), 3" /n. Soit j un entier > r tel que p/ > 4. Si p"au € S, on

aurait o - (Y p?~18™/m) € S, donc « - ﬁpj/p € S + Fil?" Byp, donc
n>0

b3+ Ip € S+ Fil'tP’+1B,p .

On devrait donc avoir 017 (b;31+7" [p) =07+? (b; 377 ) /p€ 61+P’ (Fili+P’ §) =
O¢; mais §i+7’ (biﬁ””j /p)=0°(b;)/p & Oc, d’olt une contradiction.

4.3.3. — Montrons enfin le théoréme : Il suffit de prouver 'injectivité
de tg. II est clair qu’il existe ¥ € K @, Bs tel que K @k, By =

(K@, Beris)[U] et ¢ (w) = u. Il suffit donc de prouver que u est transcendant
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sur le corps des fractions Fr(K ®j, Beris) de I @ ¢, Beris (Vvu comme sous—
corps de Byg). Comme Fr(K @, Beris) est une extension finie de F'r(Beris),
il suffit de vérifier que u est transcendant sur F'r(Beris).

Sinon, soit cg +c1 X + - - - + c4—1 X% 1 + X¢ le polynéme minimal de u sur
Fr(Beris)-

Soit € = (e{™),en € R, avec €(® =1, 1) # 1 et t = log(v(e)) (cf. n°
1.5.4), de sorte que Z,(1) s’identifie au-sous-Z,-module libre de rang 1 de
Byr engendré par t. Soit Gy = Gal(I{/Ky). Il existe une application continue

n:Go — 1,

telle que, dans W, (R), g([wo]/p) = ([wo]/p) - [€]"9 pour tout g € Gy, et donc
que

gu=u+n(g)t.
Le corps F'r(B,ris) est stable par Gy et pour tout g € Gy,

g(co) + gler)(w+1(g)t) + - -+ + glca=1)(u + n(g))*~" + (u+n(g)t)* = 0.

L’unicité du polynéme minimal de u sur Fr(B..;s) implique que, pour tout
g € Gy, g(ci—1) +d-n(g)t = ca—1. Si ¢ = cq—1 + du, on a g(c) = ¢, d’ou
¢ € (Bar)® = Ky C Beris. On aurait donc u = d~!(c — cq—1) € Fr(Beris),

ce qui contredit le lemme 4.3.1.

5. — Quelques propriétés de B,

5.1. — Quelques idéaux de W(R)

5.1.1. — Pour tout sous-anneau A de Bgypr (en particulier, pour
A = W(R), Wi, (R), Wi (R), Acrisy Beris, B:rm), et tout r € Z, on pose

Fil"A = AN Fil"Byp. En particulier, on a Fil°4 = AN B;R et on note
6 : Fil> A — C la restriction de la projection de BIR sur C.

Si A est un sous—anneau de B, stable par ¢ et si » € Z, on pose
IMA = {a € A| p"(a) € Fil"A, pour tout n € N}. Si T4 = A (c’est
le cas, par exemple, si A = W(R), Wy, (R), Acris Ou Bj'ris) les II"1A, pour

r € N, forment une suite décroissante d’idéanx de A on pose aussi 1N A = T A.
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5.1.2. — On choisit ¢ = (e(™),en € R, tel que © = 1 et eV # 1,
et on pose t = log([c]). On a donc [¢] = (¢,0,0,...,0,...) € W(R)
tandis que Z,(1) s’identifie au-sous-Z,-module libre de rang 1 de A.p;s
engendré par t. On pose aussi 7. = [¢] — 1 € W(R). Le Frobenius est
bijectif sur W(R) et, pour tout z € W(R), on pose ' = p~!(z). On pose
E=1+[]+[E)P+ -+ )P L. On a donc 7. = 7l - €.

On note v la valuation de C normalisée par vo(p) = 1 et vg la valuation
de R définie par vr((z(™)nen) = vo(2(?). Pour tout € W(R), on note
Z € R sa réduction modulo p.

On vérifie facilement qu'un élément z € Fil'W(R) engendre cet idéal

principal de W(R) si et seulement si vp(Z) = 1. Cest le cas de &, car
)= ¥ (M)i=0etf=1+e&4e2+--+P1=(?-1)/(' = 1)
0<i<p-1
= (e—1)/(¢'—1) et v(é) = -vr(e=1)=((p-1)/p) - vr(e-1) =1
puisque vg(e — 1) = vo( 1 (5(") 1)) =p/(p-1).
5.1.3. PROPOSITION. — Pour tout r € N,

i) Vidéal MW (R) est lidéal principal engendré par 77 (en particu-
lier, I"NW (R) est la puissance r~iéme de IW(R));

i1) pour qu’un élément a € I"NW(R) engendre cet idéal, il faut et il
suffit que vg(a) =rp/(p — 1).

5.1.4. —  Commencons par le cas r = 1, qui consiste a préciser un

résultat de [Fo82a] (cf. démonstration du lemme 4.16) :
LEMME. — ) l'idéal IW (R) est principal, engendré par m, ;
it) pour qu’un élément a = (ag,ai,...,an,...) € IW(R) soit un
générateur de cet idéal, il faut et il suffit que vg(ag) = p/(p — 1) et on a
alors vp(a,) = p/(p — 1) pour tout n € N.

Démonstration : Commengons par rappeler (c’est le résutat de loc. cit.) que

sia = (ag,a1,...,an,...) € IW(R), alors vp(a,) > p/(p — 1), pour tout n

. . . . n
[Cela peut se voir ainsi : si 'on pose «,, = agl ), on a

— n ™o p™ m+1 p .
_E :p 'afl = &y ++p afn +p m+1+”"
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on est ramené a prouver que pour tout couple (r,m) € N x N, on &
vp(m) > p"™(1+p~t + -4+ p™"), ce qui se fait par récurrence sur les
couples (r,m) ordonnés lexicographiquement, en comparant les valuations des
termes dominants dans 3" p™ - " ; cette comparaison montre aussi que, si
vo(ap) = p/(p — 1), alors vp(am,) = vo(a®, ) = p/(p — 1), pour tout m].

Par ailleurs, on a 6(p™(7.)) = 0([]" = 1) = (6@)P" =1 =1—-1=0et
e € IW(R). Comme 7, = ¢ — 1 et vg(e — 1) = p/(p — 1), ce qui précede
implique que

IW(R) C (7.,p) .
Comme (Oc)N est sans p-torsion, si pxr € IW(R), alors z € IW(R); et le
lemme résulte de ce que W(R) est séparé et complet pour la topologie p-

adique.

5.1.5. — Prouvons la proposition 5.1.3 : Pour tout i € N, soient
griW(R) = Fil'W(R)/Fil'*'W(R) et ' la projection de Fil'W(R) sur
griW(R). Alors Fil'W(R) est I'idéal principal engendré par & et griW(R)
est un Oc-module libre de rang 1 engendré par 6%(£%) = 61(&)".

On a m. = 7.€, d’on,
o™ (me) =7l Lot hour tout n €N

Pour i > 1, 8(¢*(£)) = p et on a donc 6 (p™(7.)) = p™(eV) — 1) - 61(¢).
Montrons D’assertion i) : L’inclusion 77W(R) C IlW(R) est claire.
L’inclusion dans ’autre sens se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant
trivial. Supposons donc 7 > 1, et soit a € I"lW(R); on peut supposer
a = wl"1h, avec b € W(R). On doit avoir §"!(¢"(a)) = 0, pour tout n € N.
Mais
071 (0" (a))=0(" (1)) (6" (9" ()"~ =(p" (e = 1)) 16" (b)) -6 (€)™ .
Comme 6'(£)"~! est un générateur de gr"~ W (R) et comme p™ (1) — 1) # 0,
on doit avoir 8(¢™(b)) = 0, pour tout n; donc b € IW(R), et d’apres le lemme
précédent, il existe c € W(R) tel que b = m.c. On a bien a € W (R).
L’assertion i) résulte trivialement de ce que vr(7l) = r-vp(e — 1) =
rp/(p — 1) et de ce qu'un élément z € W (R) est une unité si et seulement si

z est une unité de R, i.e. si vp(Z) = 0.
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5.2. — Une description de A..;s

5.2.1. Pour tout entier n > 1, soit K, = K(c(™) et soit Ko = UK,.
Posons GO - Gal(T(/I(o), Ho - Gal(F/Koo), F() = G()/H() = Gal(I{oo/I{o),
Tior le sous—groupe de torsion de I'g et I' = T’y /T4, (qui est donc un groupe

isomorphe a Z,).

5.2.2. Pour toute indéterminée X, on note W{< X >} le séparé complété
pour la topologie p—adique de I’enveloppe a puissances divisées de ’anneau
W[X] des polynomes (ou de ’anneau W[X] des séries formelles, cela revient
au meéme) en une variable X a coeflicients dans W, relativement & I’idéal
engendré par X. La W-algebre W{< X >} est donc 'ensemble des éléments

de la forme

Zamym(X ), avec les a,, € W tendant p—adiquement vers 0 ,

la multiplication étant induite par v,(X) - ys(X) = (T t: s) “Yrgs(X).

5.2.3. Le séparé complété pour la topologie t-adique de l’anneau
Ky ®q, Symq,Qp(1) s’identifie & I'anneau I[t] des séries formelles a co-
efficients dans Iy en la variable ¢ (et ne dépend pas du choix du générateur
tdeZ,(1)).

Cet anneau et son corps des fractions Ko((¢)) sont munis d’une action
naturelle de Gg qui se factorise a travers I'y. On les munit d’un Frobenius, en
posant

o(Lamt™) = Zo(am)p™t™, siles an € Ko .

Notons A, = W][t}{< tP~1/p >} le séparé complété pour la topologie p—
adique de I’enveloppe & puissances divisées du sous—anneau W {t,t?~!/p] de
Ko[t] relativement a Iidéal engendré par tP~!/p. Si, pour tout n € N, on pose
n=r(n)+ (p— 1)g(n), avec r(n), g¢(n) N, 0 < r(n) <p—1, et

t1} = 47y ) (877! /p) = (1) - g(n))) Tt
alors, A, s’identifie au sous-anneau de I{[t] formé des éléments qui peuvent

s'écrire Y ant{™, avec les a, € W tendant p-adiquement vers 0. Il est
neN
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indépendant du choix de t et stable par I'y et ¢. Lorsque p = 2, on a aussi
Ac=W{<t/2 >}

5.2.4. Notons S, I'adhérence de la sous-W -algebre de W(R) engendrée
par [¢]. On voit que S. s’identifie & ’anneau W[r.] des séries formelles en
I'indéterminée 7, = [¢] — 1 & coeflicients dans W. On peut identifier S, a une

sous—-W -algébre de A, en posant

7r5=et—1=Zt”/n!=cht{n} :

n>1 n>1
ot ¢, = pi™g(n)!/n! (si s(m) désigne la somme des chiffres de l'entier
m écrit en base p, un petit calcul montre que, si ¢ = g(n), vp(cn) =

(g—s(q) +s((p—1)q))/(p—1) est > 0 et tend vers linfini avec n).

Il est clair que cette identification est compatible avec 'action de T'y.
Comme, dans A., p(e') = eP! = (e')P, elle est aussi compatible avec ’action
de ¢.

Remarquons également que l'idéal de A. qui est ’adhérence de l'idéal
engendré par les t{"} avec n > 1, est un pd-idéal, séparé et complet pour

la topologie p-adique. Comme 7. appartient & cet idéal, la série

log([e)) = D _(-1)*'n~'al
n>1
converge dans A, et sa somme est t. On voit qu’il existe une unité vg de A,

telle que 7, = vpt.

5.2.5. Le sous—corps de I((t)) fixe par [y, est le corps Ko((tP~1)) si
p # 2 (resp. Ko((t?)) si p = 2). Il en résulte que le sous-anneau A de A,
fixé par I'y,, est le sous-anneau W{< t?=!/p >} (resp. W{< t?/8 >}) formé
des La,t1"} tels que a, = 0 si p — 1 ne divise pas n (resp. si 2 ne divise pas
n) et lapplication X —— t?~!/p (resp. t*/8) induit un isomorphisme — de
W -algebres topologiques — de W{< X >} sur A.

Soit mo la trace, de Ko((t)) a Ko((t?~!)) (resp. I{o((¢?))), de 7. ; on a

=-p+ Y ET=p-1- S e/

a€F, n>1,(p=1)|n
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(resp. mo = =2+ [e]+[e]™* =2- X t*/n!).

n>1,2|n
On voit que le sous—anneau S de S. formé des éléments fixes par I'y,
s’identifie & ’anneau W [my] des séries formelles en 7y & coeflicients dans W.
Un calcul facile montre que my € pA (resp. 4A) et qu’il existe une unité v de

A telle que
mo/p =v - (t?~1/p) (resp.m/8 = v - (t*/8)) .
En particulier, on a A = W{< mo/p >} (resp. W{< 79/8 >}), complétion
p-adique de la pd-W-algebre en “I'indéterminée” mo/p (resp. mo/8).
On voit également que ’application évidente de S ®s A dans A, est un

isomorphisme.

5.2.6. PrRoPOSITION. — Awec les notations qui précédent,
(3) Iélément my est un générateur de IP~UW (R) si p # 2 (resp. de
IPAW(R) sip=2).

(i3) siq=p+ 7o, il existe une unité u € S telle que

pmo = umogP ™" si p # 2 (resp.umoq” si p=2) .

Démonstration : Les cas p # 2 et p = 2 sont tres proches et nous ne traitons
que le cas p # 2.
Prouvons (¢). La norme 7, de Ko((t)) & Ko((¢t?~')), de 7. est un élément

de S.Onam = [] h(r.)= [I ([e]!® = 1); comme chaque [¢]l*} — 1 est
h€lor aGIF;

un générateur de IW (R), m; est un générateur de (IW(R))P~! = IlP~1IW(R)
(prop. 5.1.3). On a donc (loc. cit.) vp(T) = (p—1)-v(e — 1) = p = vr(7o),

ce qui prouve que W{mo] = W[m], et que si ’on écrit
To = Lan,7;, aveclesa, €W,

alors a; est une unité. Il suffit alors de vérifier que ag est nul, ce qui résulte
de 0 = 6(mg) = ao.

Prouvons (ii) : On remarque que ¢’ et £ = 5. [¢']' sont tous deux
0<i<p—1
des générateurs de l'idéal noyau de la restriction de 6 & S = o~ !(S.) =
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W([rl]. On a donc n, = @7, = 7€ = ujnlg’, ou u] est une unité de
S!, ou encore pm, = wujm.q, ol u; est une unité de S.. Par conséquent,
o(nP~1) = uf_lﬂg"‘lq”‘l ; comme 7o et 77! sont tous deux des générateurs
de S. N IP~UW(R), il existe une unité u de S. telle que pmy = umeqP~ 1.
L’unicité de u et le fait que S = (S.)Ftor impliquent que u et u™! € S.

5.2.7. Si Ag est un anneau commutatif, si A; et A, sont des Ag—algeébres
et si Ag, A; et A, sont séparés et complets pour la topologie p-adique, on

note A;® A, A2 le séparé complété de A; ® 4, A2 pour la topologie p-adique.
THEOREME. — Il existe des homomorphismes de W (R)—-algébres, continus
pour la topologie p—adique,
. W(R)@SA -— Acris et ag: W(R)@S,Ae — Acris .

Chacun de ces homomorphismes est unique et est un isomorphisme.

5.2.8. — Remarques : i) Supposons p # 2 et soit
Aeris = W(R){< P /p >} = W(R){< mo/p >} = W(R)QwA.

L’application (@ )meNn +—— Xam®7ym(mo/p) définit une bijection entre
l’ensemble des suites d’éléments de W (R) tendant p-adiquement vers 0 et
Acris. Le théoréme précédent signifie que a..;s s’envoie surjectivement sur
A.ris et que le noyau est 'adhérence de 1’'idéal engendré par ¢ = To®1 —
p®(mo/p), i.e. 'idéal des Ta,,&vm(mo/p) tels qu'il existe une suite (b )men
d’éléments de W (R) tels que

ag = moby et a., = mob,y, — mpb,,—1, pour tout m > 1.

On voit que le fait que la suite des a,, tende p-adiquement vers 0 implique
qu’il en est de méme de celle des b,,. Autrement dit A.pis = Gcpis/Ccris, OU

encore on a une suite exacte

0— Aeris ﬁ’ Acris — Acris — 0.
On a un résultat analogue pour p = 2 en posant a..;s = W(R){< t/2 >} =
W(R{< /2> =W(R)QwA. et c=m. ®1—2® (7./2).
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i) L’application de A (resp. A.) dans W(R)®sA (resp. W(R)®sA.),
qui & z associe 1®z, est injective et le théoréme nous permet d’identifier A et

A, & des sous—anneaux de A.,s.

5.2.9. — Prouvons le théoréeme pour p # 2 (la preuve pour p = 2 est
analogue) : Tout d’abord, W(R)®s,A. ~ W(R)®s,S. ®s A ~ W(R)®sA et
les assertions concernant a, résultent de celles concernant .

Prouvons donc les assertions concernant . Dans W (R), si ¢' = Y [¢']l9],
a€cF,

on a mp = ¢(q¢’') = ¢'? (mod p); comme 0(q") = 0, 7,(¢') € Acris €t ¢'P =
P -vp(q') € pAcris donc Ty € pAcris. On doit done avoir a(1® (7o /p)) = mo/p-
Comme 6(mg) = 0, O(mo/p) = 0, et mo/p € Fil' Acris. L'existence et 'unicité

de « en résulte : avec des notations évidentes, on doit avoir

a(Eam @ Ym(mo/p)) = EamYm(mo/p) -

Il reste a s’assurer que « est un isomorphisme. Comme source et but sont
des anneaux séparés et complets pour la topologie p—adique, sans p—torsion,
il suffit de prouver que « induit un isomorphisme sur les réductions mod p.

Mais la réduction modulo p de A.,;s s’identifie a I’enveloppe & puissances
divisées de R relativement a l'idéal engendré par ¢’ et 'on en déduit que
c’est un module libre sur R/¢'? de base les images des v,m(q’), ou encore les
Ym(q'?/p). D’apres la proposition 5.2.6, il existe une unité u de W(R) telle
que pmy = umeqP~ 1. On a donc 7y = u'nyq’P~! = u'(¢'? — pg’P~1), ou encore
mo/p = u'(p~1¢'P —¢'P~1). On en déduit que R/q’P = R/Ty et que la réduction
mod p de A.,;s est aussi le module libre sur cet anneau de base les images des
Ym(p~1mp). Il est clair qu’il en est bien de méme de la réduction modp de

W(R)®sA.

5.3. — La filtration par les I'"l et les anneaux W"(R)

5.3.1. PROPOSITION. — Pour tout r € N, posons
I = 1A s = {a € Acris | p"a € Fil" Aris, pour tout n € N}

Sir > 1, Il est un pd-idéal de A.pis; c’est Uadhérence du-sous-W (R)-

module (qui est aussi ’idéal) engendré par les 15}, pour s > r.
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Preuve : Soit I(r) Padhérence du W (R)-module engendré par les ¢}, avec
s > r. Il est clair que I(r) C Il et que, si r > 1, c’est un pd-idéal.

L’assertion revient  vérifier que I} C I(r) pour tout 7, ce que nous allons
faire par récurrence sur r, le cas r = 0 étant trivial.

Supposons donc r > 1 et soit a € I"l. L’hypothése de récurrence nous

permet d’écrire a sous la forme

a= Z ast{s} ,

s>r—1

ou les a; € W(R) tendent p-adiquement vers 0. Si b = a,—1, on a a =
btir=1} 4 o/, avec a’ € I(r) et on doit avoir bt{"=1} ¢ Il"], Mais o™ (bt{r—1}) =
p(r=On . on(b) - tir=1} = ¢, - () - t"~1, ol ¢, est un nombre rationnel
non nul. Comme t"~! € Fil"~! — Fil", on doit avoir b € Il N W(R), qui est,
d’apres la proposition 5.1.3, I'idéal engendré par 7. Donc bt{"~1} appartient
a l'idéal de A..;s engendré par m.t{"=1}, Mais, dans A., donc a fortiori dans
Acris, t et . engendrent le méme idéal. Donc bt{r=1} appartient & I’idéal

engendré par ¢t - t{"~1} qui est bien contenu dans I(r).

5.3.2. — Remarques : i) La proposition dit en particulier que I'"] est la
r—iéme puissance divisée du pd-idéal I!]. Dans toute la suite, on pose I = Il
et, pour tout sous—anneau A de A..;s, on pose JA = ANI et I"MA = An Tl

Ces notations sont compatibles avec celles que ’on avait utilisées pour W (R).

it) Le fait que I soit un pd-idéal n’est pas surprenant. Si on note
W(Oc¢) Tanneau des vecteurs de Witt a coefficients dans O¢, l'idéal V -
W(Oc¢) est muni de puissances divisées canoniques, il existe un unique pd-
homomorphisme
p:Acris — W(Oc)
tel que, pour tout a € W(R), les composantes fantomes de p(a) soient les

6(v™a) et I est le noyau de p.

5.3.3. — Le corpsrésiduel de ’anneau local R s’identifie au corps résiduel

k de O+ La projection de R sur k induit par fonctorialité un homomorphisme

v:W(R) — W(k)
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et nous notons W, (R) son noyau. Comme v est l'identité sur W(k), on a
W(R) = W(k) ® W4(R). Comme v(ker 6) est le pd-idéal pW (k), v s’étend

en un pd-homomorphisme de A..;s sur W(k), dont nous notons A..;s + le

noyau.

5.3.4. —  On note N ’ensemble qui est I'union disjointe de N et de
I’ensemble des 7+ pour r € N. On munit N d’une relation d’ordre total en
convenant que, pour tout r € N, r < r¥ < r + 1.

Sir € N, on pose It = gl Acris,+- 51 A est un sous—anneau de A;p;s,
on pose II""1A = AN I, En particulier, Il W (R) = II"'W (R) - W(R).

On a ainsi obtenu une filtration décroissante, indexée par N, de A, i,
et de ses sous-anneaux par des idéaux (I11) e (tesp. (I [r]A)reN)'

Pour tout r € N, on pose

Zr‘is = Acris/I[rl et WT(R) = W(R)/I["]W(R) .

5.3.5. PROPOSITION. — Pour tout r € N, les W-algébres AT,;, et WT(R)

cris
sont sans p—torsion. L’application naturelle
o WT(R) I A:ris
est injective et son conoyau est de p—torsion, annulé par p™m!, si m est le

plus grand entier tel que (p—1)m < r.

Preuve : Pour r € N, 'anneau A.;s/Fil"A.ris est sans torsion. Il en
est de méme de Al ;. qui est le quotient de A..;s par l'idéal noyau de
I’homomorphisme

Acris — (Acris/Fil" Acris)™ |

o+

envoyant x sur (¢™x mod F'il"),en. Le fait que AL, soit sans torsion résulte

alors facilement de ce que W (k) est sans torsion.
Par construction, " et ot sont injectives (et, en particulier, W"(R) et

W™ (R) sont sans p-torsion).
ot
cris

On voit que, comme W(R)-module, A7 ;= (resp. A

P i ) est engendré par

les images des v5(p~!m), pour 0 < (p—1)s < r (resp. 0 < (p—1)s < r). La
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fin de la proposition résulte de ce que la suite des v,(p°®s!) est croissante et de

ce que p°s! - y5(p~1mo) € W(R).

5.3.6. — Pour tout sous—anneau A de A..;s et tout r € N, on pose

Fil' A= ANFil"Ayis et FillA={z € Fil"A| pz € p"A} .

PROPOSITION. — ¢) Pour tout r € N, la suite

oy
0 — 2t} — Fill Auriy —— Aeris — 0

est eracte.

it) L’idéal Filj A is est Uadhérence du sous-W(R)-module (ou de
Uidéal, cela revient au méme) de Acris engendré par les g7y, (p~1tP~1), pour
J+p-1n>r.

i11) Soit m le plus grand entier tel que (p — 1)m < r.
Pour tout x € Fil"Acris, p"m! - x € FiljAcris.

Preuve : Posons v = p~"¢p — 1. Il est clair que Zpt{r} C Kerv. Inversement,
si z € Kerv, z € I"l et peut s’écrire

z =Y ast{*} avec les a; € W(R) tendant p-adiquement vers 0.

s>r
On voit que, pour tout n € N, (p~"¢)"(z) = 0™(a,)t{"™} (modp™A..is) et on
en déduit que z peut s’écrire = bt{"}, avec b € W(R). On doit avoir alors
ob="b,ie.beZ,.
Sij,n €N, ona

P(q7 (771 [p)) = ¢ p" Py (877 [p) = P 4 p o (277 /)

En particulier, si N est I’adhérence du sous-W(R)-module de A.;s engendré
par les q’j’yn(p_lt”_l), avec j+n(p—1)>r, NC Filj Acris.

Comme Z,,t{’} C N, pour prouver les deux premieres assertions, il suffit
de vérifier que, pour tout a € A, il existe z € N tel que v(z) = a. Comme

N et A.is sont séparés et complets pour la topologie p-adique, il suffit de
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montrer que, pour tout a € A5, il existe £ € N tel que v(z) = a (modp).

Sia= Y  apya(ptP71), avec les a, € W(R), il n’y a qu’a prendre
n>r/(p—-1)
z = —a.

On est alors ramené & vérifier que, pour tout ¢ € N tel que (p— 1)i < r
et tout b € W(R), il existe z € N tel que v(z) — by;(p~'tP~1) appartient a
l'idéal M engendré par p et les y,(p~1tP~1), avec n > 7. Il suffit de prendre
z = yq' "~ (P~ iy, (p=1¢P=1) avec y € W(R) solution de I’équation

oy —q Py =b.

Montrons enfin (¢3¢). Soit € Fil"A.ris. D’apres la proposition 5.3.5, on

peut écrire
p"m!-z=y+z, avec yeW(R) et zelll,

Comme Il C Fil"A,.;s, on doit avoir y € Fil"'W(R) = ¢"W(R) C N.

L’assertion résulte de ce que I’on a aussi Il ¢ N.

5.3.7. THEOREME. — 1) Soit

’

! is = {% € Bepis | o™z € Fil°B,is, pour tout n € N} .

Alors (B!,;,) C B}, . CB.,.. sip#2etyp?B.,,)CBt, CB., sip=2.

cris cris cris cris cris

1) Pour tout r € N, la suite

0 — Q,(r) — Fil"BY.

cris cris

est exacte.

i11) Pour tout r € Z, la suite

—roeq
0— Qp(r) — Fil" Beris p_‘p"" Beris — 0

est exacte.
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Preuve : Montrons (4). L’inclusion B}, C B. .. est triviale. Inversement,
soit + € B.,;,. Il existe r, j € N et y € Ais tels que z = t~"p Iy,
Sin € N, o™(z) = p™™ It "p"(y), et on doit avoir ¢"(y) € Fil"Acris
pour tout n, donc y € IlI"l. D’aprés la proposition 5.3.1, on peut écrire

y = 3 ant!™*"} avec les a,, € W(R) tendant p-adiquement vers 0. On
m2>0

adoncz=p~7 - 3 ant!™="et oz =p=iT". 3 p(ap)pmireimtrior,
m2>0 m>0

Un calcul simple montre que pz = p™3~"+ 3" cmp(am)t™, ol ¢y, est un
m>0

nombre rationnel vérifiant

vp(em) 2 (m+r)(1-(p— 1)_1 -(p- 1)—2) :
Si p # 2, c’est donc un entier et pz € p~i "W (R)[t] C pI " Aeris C B ...
Pour p = 2, la démonstration est analogue.
L’assertion (i¢) résulte de la proposition 5.3.6.
Montrons enfin (4i7). D’apreés (i¢), pour tout entier 7 tel que r +4 > 0, on
a une suite exacte

0 — Q,(r +1i) — Fil""'B}, — B

cris cris 0 ’
qui, en tensorisant par Q,(—1), donne naissance a une autre suite exacte
0 — Q,(r) — t'Fil™'BY . —tT'BY. —0;

cris cris

le résultat cherché s’en déduit par passage a la limite.
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Appendice
LES NOMBRES ALGEBRIQUES SONT DENSES DANS Bip

par Pierre Colmez

Dans cet appendice, nous montrons que B}, est le complété de K pour une
topologie que nous décrivons explicitement (théoréme 1). La démonstration
differe légérement de celle employée dans [Co90]. Nous donnons ensuite une
formule permettant d’écrire explicitement un élément de K comme élément
de B}p.

§A1. Calcul différentiel sur les nombres algébriques.

Les hypotheses et les notations sont celles des paragraphes 1.3, 1.4 et 1.5.
Notons que K et A;,; = Wo, (R) s’identifient canoniquement & des sous-
anneaux de B} .. Soit I le noyau de ’homomorphisme 6 de B}, dans Oc
et I = IN Ay Sik € N, posons Afnf = Ainf/IiH. Définissons par

, . k
récurrence une suite de sous-anneaux (’)%) de O et de O—I\,—-—modules Q) en

posant Oi‘_‘f) =Opet,sik>1, QM =0 onif"”/o,( et en prenant pour
K

O(Tf') le noyau de la dérivation canonique d®) de O%_l) 3 valeurs dans Q(%),

THEOREME 1. — (i) Si k € N, alors 0.(1.?) = KN (Ains+I*1) et, pour tout
n € N,linclusion de O(_f) dans A, ¢ + I**! induit, par passage auz quotients
K f q
. . k) ;) nm(k
un isomorphisme Afnf/p"Afnf ~ (9.%;)/1) OSAT).
(ii) Si k > 1, d® est surjective et si a est idéal de O défini en 1.4.2,
QK s%dentifie o K /a* (k).

Remarquons que (i) implique comme corollaire :
(iii) K est dense dans B}y, et Bl, est le séparé complété de K pour la

topologie définie en prenant les p"O(I_f) avec n, k € N pour base de voisinages
de 0.

S.M. F.
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Remarque : Une autre démonstration des points (i) et (ii) pour k =1 se
trouve exposée au paragraphe 1.4 (dans lequel O%) est noté (9’1T et Q) est
noté Q).

Soient v, la valuation de K normalisée par vy(p) = 1, K™" ’extension
maximale non ramifiée de K contenue dans I, @ une uniformisante de K
et e = 1/vp(w) l'indice de ramification absolu de K. Soient z € O, P le
polynéme minimal de z sur K™" et r € N vérifiant r > v,(P’(z)). Soit rx, € N
défini par récurence par 79 = 0 et rpy; = 3rp + 1 (i.e. rx = (38 — 1)r/2). Si
a € N et k € N, posons r(a) = inf(rg, v,(a)) et zg,, = pm=~"*(Dz2,

LEMME 2. — Pour tout k € N et touta € N, on a 2 4 € O%c).

Démonstration : Le résultat est trivial pour & = 0. Supposons le vrai

pour k. Utilisant la relation

pT‘k+7‘k(ﬂ)zk’a — Zk,l(prk(a_l)zk,a-—l),
on démontre par récurrence sur a, la relation
prk+rk(a)d(kz+1)(zk’a) — prkaxa—ld(k+1)(zk’1)’ (1)

d’olt pour tout A € K" [X] a coefficients entiers :
predH D (pr A(e)) = pm A'(2)d D (21,1).
En particulier, si on prend pour A le polynéme minimal P de z, on obtient :
p P ()d ) (2,1) = 0 = pmt7d* D (2,) = 0,
et utilisant le fait que r(a) < ri, on obtient, en multipliant (1) par p" :
Va € N, p2rk+rd(k+1)(zk,a) = 0. (2)

Deux cas se présentent alors. Si v,(a) < i, on a zg41,6 = p>™*+ 725 4 et donc
Zk+1,a € O(T:,fﬂ) car (2) implique d**1(z;41,4) = 0. Si vp(a) > rg, écrivons

a = p"kb et posons Y = zk.,~ . On obtient alors
p P Y P

d(k+l)(2k-+1,a) — pT‘k-}-]—T'k+l(’l)d(k+1)(yz) — bprk+1—7‘k+1(a)yz—1d(k+1)(yk) =0
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car vp(b) + re41 — Tkt1(a) > 2rp + r. Ce qui permet de terminer la
démonstration.

Notons (provisoirement) OF = K N (A, s + I**1). Nous allons maintenant

démontrer le (i) du théoréme 1 par récurrence sur k. Il n’y a rien & démontrer
si k = 0. Supposons donc que k > 1, que O-(Irlf—l) = OF 1 =K N (Aing +IF)

- - k=1) /. n (k=1
et que Afnfl/p"Afnfl ~ O(IT )/p (’)iT ),

LEMME 3. — On a O(I_&’f) C OF.

Démonstration : Si z € O*~1) soit 7 € A;, s tel que x — 7 € I*. Notons
9™ (z) 'image de = — & dans le O-module I*/(I¥ + I*+1). Alors 8()(z) ne
dépend pas du choix de Z et %) est une dérivation de O¢~1) 3 valeurs dans

un Oz-module dont le noyau est O*. On démontre alors le lemme en utilisant
la propriété universelle satisfaite par Q).
Notons que ce lemme nous permet de considérer O(ITI’C) comme un sous-

k
anneau de A7, Iz

LEMME 4. — Pour tout k € N, O%) (et donc d fortiori OF) est dense dans

k
Ainf.

Démonstration : Si @ € O, soit R, = {z € R | 2(¥ = a}. Soient
a € (9%), z = (z(™) € Ry, P le polynéme minimal de o sur K*", k € N
et I(k) le plus grand entier [ tel que p' < k. Soient m un entier > 1 et
Sm(X) = XP" + wX. Soit ,, , € O vérifiant ()P + @Tpm = 2(™. Le
polynéme minimal de z, ,, sur K" divise le polynéme P, ,, = P(Sm(X)”").
On a P, = p"S,, St "1P'((Spn)P") et Vp(Ppm(Tnm)) = n+1/e+ (1 -
P~ ™)vp(a) +vp(P'()) est indépendant de m; nous le noterons u,. Utilisant le
lemme 2, on voit que si m > (3% —1)(up +1)/2, alors Y. m = (Tn.m)? € (’)%).

On a de plus O(yn,m — [2P]) = —Wxny,m, et donc
Ynm = [x”_"] mod(wAins + Iy + I,
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Elevant cette congruence a la puissance p™, on obtient

n

V(35— 1) (1) /2, (Ynm)?" = ()" =la] mod (278 Ay + I5),
ce qui implique que si ¢(n) est une suite d’entiers vérifiant lim, o, ¢(n)/n =

00, alors Yn ¢(n) € O%C) pour n assez grand et la suite (yn,d,(n))p" tend vers

[z] dans AF, s+ On en déduit que I'adhérence de (’)%) dans A% s contient la
sous-O-algebre de AF s engendrée par les [z] pour z € R, et o € O, et

comme celle-ci est de toute évidence dense dans A¥, f» cela démontre le lemme.

LEMME 5. — Vn € N, 0%)/p"0%) et OF/p"OF sont des Ok [p"Ok
épaississements infinitésimauz d’ordre k de Oc/p"Oc.
Démonstration : La démonstration étant la méme dans les deux cas (remplacer
d®) par %) dans la démonstration suivante), nous ne la ferons que pour
O(_k). La densité de (’)(_]f) dans A¥ s implique que l'application naturelle de
(’)(k) /p "O(k) dans A% o f /p" Ak s est surjective. Composant avec la surjection
de Amf/p Amf sur Oc/p™Ogc, on en déduit une surjection 6 de (9(7':-)/1)"0(7?
sur Oc/p"Oc. 1l reste a vérifier que ker 6 est de puissance k + 1-ieme nulle.
On peut écrire 8 comme le composé d’un morphisme 6, de (’)(_k) /p" (_:,f) sur
Afnfl "Amf ~ (’)(lC 1)/ "(’)(lc D et d’un morphisme 6, de (’)(k 1)/ "O(k 2
sur O¢/p"Oc ~ Oo/p"(’)o On sait déja que ker 65 est de puissance k-ieme

nulle (et donc que (ker 8)* C ker 6;), il suffit donc de montrer que si z € ker 6
(k—1)

ety € ker 61, alorszy = 0. Maisonax € (’)( )ﬂp"O ety € O(k)l"lp”(’)
Donc p™"y € (9(1—\’,? D et d® (zp~my) = a:d(k)(p_ y) = 0 car p"d®(p~™y) =0
et € p" Oy, ce qui implique p~"zy € O(T\I’f) et donc zy = 0.

COROLLAIRE 6. — AY, (/p"Af , 0%)/;)"0%) et OF /p"OF sont canonique-
ment isomorphes.

Démonstration : A7 f/p"Afn ; est lobjet initial dans la catégorie des

Ok /p" Ok épaississements infinitésimaux d’ordre k de Oc/p™Oc et par suite,
les applications naturelles (9( ) /" O( ) Ok /pnOF — Ak i/ prAX s sont des

isomorphismes.
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COROLLAIRE 7. — O%) = Ok

Démonstration : On a (9%) C OF et (’)%)/po%i) ~ O%/pO*. On en déduit
que la multiplication par p dans O%/ O(I_? est un isomorphisme, et comme ce
module est de p-torsion, il est nul; d’ou le résultat.

Remarque : Les corollaires 6 et 7 permettent de terminer la démonstration

du (i) du théoréme 1. Passons maintenant a la démonstration du (ii).

LEMME 8. — 9) est surjective.

Démonstration : On a une suite exacte courte
0 — OF — 0%~ —, Im(8™®)) — 0,
d’ou 'on déduit une autre suite exacte courte

0— Im(a(k))l’" — Aznf/pnAznf 1nf /pnAznf — Oa

et passant a la limite sur n, on voit que T;,(Im(8(%))) s’identifie au noyau de la

projection de A¥ fsur Afn_ fl ; en particulier, il est non nul. Soit alors une suite
d’éléments z,, de O%_l) vérifiant 0%) (z,,) = pd*) (z,41) et 8¥)(z;) # 0. Soit
y € I*/I% + I**1. 1l existe alors n € N et a € O tels que y = ad¥)(z,).
Soit 7 € N tel que p"a € O%. On obtient 0¥ (p"azx,4,) = p’"a(’?(k)(:cn+r) =y,
ce qui permet de conclure. Comme Oi_\_’f) = OF, ceci permet de terminer la

démonstration du (ii).

Remarque : L’égalité (9( ) = OF permet d’identifier d*) et %) ainsi que
QR et IF/TK + Ik+1 = (I/I+) & I /a*(k); la derniére égalité venant de
I'identification entre Q(!) et I{/a(1) démontrée au paragraphe 1.4.

§A2. I comme sous-anneau de B},.

Soient F' un corps commutatif de caractéristique 0, P € F[X] un polynome

irréductible, F[X]p le complété du localisé de F[X] en I'idéal engendré par
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P, L = F[X]/P le corps résiduel de cet anneau de valuation discréte complet
et 7 'image de X dans L. Alors Y = X — 7 est une uniformisante de F[X]p
qui s’identifie donc a L[[Y]]. Notons que si D = W‘(i,\T) est 'unique dérivation
de F[X]p de noyau L vérifiant D(P) = 1, si y € L et si Q € F[X] vérifie
Q(rm) = y, alors l'application y — Q, = > 1o, ﬁ—_%l!)—ka(Q)Pk est la section
de la projection de F[X]p sur L. En effet, D(Q,) = 0, ce qui implique @, € L
et de plus, Qy(7) = y.

Tout élément de F[X]p s’écrit de maniére unique Y po, QxP* avec Qy €
F[X] et deg(Qr) < deg(P). Une telle écriture sera dite minimale. Siy € L, on
note Y pe, 8%(y) P* son écriture minimale. On peut d’ailleurs calculer 6%(y)
en utilisant ’algorithme suivant : il existe une unique suite de couples de
polynémes (Q, Ri) vérifiant

(i) Qo =Q et Ry =0,

(i1) deg(Rk) < deg(P’) et deg(Q) < deg(P),

(iii) Q) + Ri + (k +1)P' Q1 = PRiy1.

On a alors 6%(y) = Q. pour tout k € N, comme on peut le constater en
calculant D(} e, QxPF).

Nous allons appliquer les résultats précédents a FF = K"™". Soient y €
K, L # K™ une extension finie de ™" contenant y, 7 une uniformisante de

L et P le polynéme minimal de 7 sur K"".

LEMME 9. — Si T € Ainy est tel que (7)) = w, alors P(T) est un générateur
de I+ )

Démonstration : Soit u € R tel que w¥) = 7. On a @ = [u] + a avec
a € I et si f = [L : K", alors P([u]) = [uf] mod wA;ns. Comme
vr(uf) = 1 et P([u]) € I, ceci implique ([Fo82a Prop.2.4]) que P([u]) est
un générateur de I;. On peut donc écrire @ = BP([u]) avec B € A;ns et on
a P(7) = P([u])(1 4 P'([u])B) mod I%. Pour conclure, il suffit de remarquer
que 6(1+ P'([u])B) = 14 P'(7)0(B) est une unité de O¢ car L est totalement
ramifiée et donc 1+ P'([u])B8 € A},

Si x € Biy, soit sg(z) = sup{m € Z | z € @™ Ains + I**'}. On appelle

écriture minimale de z toute série ) po, z) dont la somme est z et telle que
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x € w3 f_ (notons que cette condition implique la convergence de la série).
ProPosITION 10. — Y72 /8% (y)(7) P(7)* est une écriture minimale de y.

Démonstration : C’est une écriture car P(7) € I — I? implique que le
morphisme @ — Q(7) est une injection de K""[X]p dans B}, et donc

que Qu(7) = y. Elle est minimale car P(7) est un générateur de I, et
deg(85(y)) < deg(P).

Remarque 1 : On peut définir si(y) sans recours a B : en effet, si(y)

n’est rien d’autre que le minimum de v,(6%(y)) pour 0 < i < k. De plus,
cette proposition nous donne une description explicite de (9%) comme étant

I’ensemble des = € I vérifiant si(z) > 0.

Remarque 2 : Une fois que I’on a identifié Q¥ avec I /a*(k), et que 'on
a choisit un générateur € = (e(m)) € R de Z,(1), on peut utiliser la proposition
10 pour donner une formule explicite pour d*). Supposons y € (’)(I_:f_l) dans

la proposition 10, et soit t* 'image de ([¢] — 1)¥) modulo I**+1, alors on a

P()" )tk.

d®) (y) = 6'}(y)(ﬂ)9<m
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Exposé III
REPRESENTATIONS p-ADIQUES SEMI-STABLES

par Jean—Marc Fontaine

0. — Introduction

0.1. —  On garde les notations de 1’exposé précédent. En particulier,
Gk = Gal(K/K). Nous notons k le corps résiduel de K, Ky le corps des
fractions des vecteurs de Witt a coefficients dans k et o le Frobenius absolu
opérant sur k (par x — 2P) et sur Ky par fonctorialité.

Nous notons Rep(Gk) la catégorie des représentations p—adiques (de
Gk), i.e. la catégorie dont les objets sont les Q,—espaces vectoriels de
dimension finie munis d’une action linéaire et continue de G et les fleches
les applications Q,-linéaires qui commutent a ’action de G k.

Le but essentiel de cet exposé est d’introduire certaines sous—catégories
pleines de Rep(G k). Ces catégories sont stables par les opérations “usuelles”
de D’algebre linéaire, i.e. par sous—objet, quotient, somme directe, produit
tensoriel, contragrédiente, et contiennent la représentation unité. Ce sont

— la catégorie Rep HT(G i) des représentations de Hodge-Tate,
— la catégorie Rep , ,(Gk) des représentations de de Rham,
— la catégorie Rep_ . (G k) des représentations cristallines ou & bonne

réduction,

- la catégorie @s t(G i) des représentations semi-stables,

- la catégorie B.prcm's(G i) des représentations potentiellement cris-
tallines, ou ayant potentiellement bonne réduction,

- la catégorie @ps (G ) des représentations potentiellement semi-
stables.

S.M.F.
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On a des “inclusions”, représentées ici par des fleches

REP t(GK)

/ N\

eria(CK) lﬂpst(GK) —Rep, ,(Gx)—Rep, (Gx)—Rep(Gk)

N /

Rep (G 1()

—=pcris

Rep

qui sont toutes strictes, sauf peut—étre Repps (Gk) C Rep,,(Gk); en outre

les représentations cristallines sont celles qui sont & la fois semi-—stables et ont

potentiellement bonne réduction.

0.2. — A chacune de ces catégories, on associe un foncteur additif,
exact et fidele, compatible avec le produit tensoriel, de cette catégorie dans
une catégorie de structures algébriques convenables, tout a fait élémentaires,
mais éventuellement un peu compliquées : soit V' une représentation p—adique

de dimension d; alors,

— si V est de Hodge—Tate, il lui correspond un I{—espace vectoriel

gradué, D y+(V'), de dimension d;

- si V est de de Rham, un K-espace vectoriel filtré D p(V), de
dimension d;

- si V est cristalline, D p(V) est muni d’une Ko-structure D, (V)
(notée aussi D,,;;(V)) et d’'un Frobenius ¢ (automorphisme o-semi-linéaire
de D,,(V)), avec des relations de compatibilité, le tout formant ce que nous

avons appelé dans [Fo79] un ¢-module filtré faiblement admissible;

- si V est semi-stable, la situation est la méme que dans le cas
cristallin, & ceci prés que l'on a en plus un opérateur de monodromie qui est
un endomorphisme nilpotent N de D,,(V), vérifiant Ny = ppN (et qui agit
aussi bien str sur Dy p(V)); on a N = 0 si et seulement si V' est cristalline;

on obtient ainsi un (¢, N)-module filtré faiblement admissible;
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— enfin si V est potentiellement semi-stable, et si pour simplifier on
suppose k algébriquement clos, la situation est assez voisine : on a un Ko—
espace vectoriel D, ,(V'), de dimension d, muni, non seulement d’une action
de ¢ et de N, mais aussi d’une action linéaire de G, discréte (i.e. a travers le
groupe de Galois d’une extension finie galoisienne convenable de K contenue
dans K), commutant & ¢ et & N et on a Dyp(V) = (K ®k, D,s(V))¥.

0.3. — L’un des intéréts de cette construction c’est que le foncteur D,

qui va de Repps ,(Gk) dans une catégorie de “(¢, N, Gk )-modules filtrés” est

pleinement fideéle. Autrement dit, les propriétés de V se “lisent” sur D,,.,(V);
méme si les (¢, N, G i )-modules filtrés sont des objets un peu lourds, ils sont
beaucoup plus “concrets” que les représentations p—adiques.

En outre, on a une description conjecturale de l'image essentielle du
foncteur D,,,, et on dispose de résultats partiels, qui fournissent des exemples
hautement non triviaux de représentations p—adiques potentiellement semi-

stables.

0.4. — Bien siir, on s’attend a ce que la cohomologie étale p—adique
fournisse des exemples de représentations p—adiques de tous les types con-
sidérés ci-dessus et que les différents foncteurs correspondent & des théorémes
de comparaison avec les autres cohomologies p—adiques que ’on peut con-
sidérer. Nous terminerons cet exposé (§ 6), en énoncant des conjectures et
en discutant des résultats (dis aux efforts de Bloch, Faltings, Fontaine, Gab-
ber, Hyodo, Illusie, Kato, Messing, Raynaud, Tate,...) dont nous avons eu
connaissance.

Dans ’exposé VIII, on reviendra sur les questions liées a la cohomologie
étale p-adique dans la situation “arithmétique”, i.e. lorsque ’on s’intéresse
aux extensions finies de @, ou de Q. On discutera aussi des relations entre les

cohomologies étales —adiques lorsque le nombre premier ¢ varie.

0.5. — Donnons maintenant une idée du contenu des cinq premiers

paragraphes de cet exposé :

0.5.1. — Le § 1 contient quelques rappels et compléments sur les

catégories tannakiennes : Soient G un groupe (abstrait) et E un corps. Les
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représentations E-linéaires de G de dimension finie forment une catégorie
abélienne. On montre comment associer a une E-algébre B, munie d’une
action de G, vérifiant des propriétés convenables, une sous—catégorie pleine de
la catégorie des représentations E-linéaires de G de dimension finie, stable par
les opérations usuelles, la catégorie des représentations B—admissibles.

On discute diverses variations sur ce théme dont nous aurons besoin dans
la suite, principalement ce qui se passe lorsque I’on remplace B par un sous—
anneau et la possibilité, dans certains cas, de définir aussi la catégorie des
représentations potentiellement B—admissibles.

On montre aussi que, dans ce formalisme, on a une égalité, plus ou moins
tautologique entre le degré de transcendance du corps engendré par

certaines “périodes” et la dimension de certains groupes algébriques.

0.5.2. — Dans le § 2, on donne quelques exemples de représentations

B-admissibles.

0.5.3. — A partir du § 3, les notions introduites au § 1 sont utilisées dans
la situation ou G = Gk et £ = Q,.

Pour la commodité du lecteur, on rappelle au § 3 la définition des
représentations de Hodge-Tate (cf. [Se67] et [Ta67]) et de de Rham (cf.
[Fo82a]) qui, avec les notations de [Exp.II], n® 1.5, correspondent & prendre
B = Byt et B = Byg.

0.5.4. —  Au §4, on étudie les (p, N,Gg)-modules filtrés et leurs
variantes. On regarde d’abord ces modules “sans filtration”, ce qui permet
de travailler dans des catégories qui ont de bonnes propriétés (elles sont
abéliennes et méme tannakiennes).

On rajoute alors une filtration et on est amené a introduire la condition
d’admissibilité faible qui exprime la dépendance souhaitée entre les actions de
¢, N et G d’une part et la filtration d’autre part et qui permet de récupérer
de nouveau une catégorie abélienne (malheureusement, on ne sait prouver la

stabilité par produit tensoriel que dans des cas particuliers).

0.5.5. —  Les représentations cristallines (cf. [Fo82a] et [Fo83]) sont

celles qui sont B.,;;—admissibles, tandis que les semi-stables sont celles qui
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sont Bg;—admissibles (cf. [Exp.II], n° 2.3 et 3.1 pour la définition de B.,;s et de
Bs:); elles sont introduites au § 5. On discute aussi a la fin de ce paragraphe
les représentations potentiellement semi—stables (ce sont celles qui deviennent

semi—stables aprés une extension finie du corps de base).

1. — Représentations B—admissibles

Ce paragraphe contient essentiellement des variations sur le théme des
catégories tannakiennes neutres (cf. [Sa72], [DM82] et [De90]), a deux nuances
pres :

i) il faut penser au point de vue “inverse” du point de vue habituel,
i.e. a celui qui consisterait, partant d’un groupe algébrique, a s’intéresser a
la catégorie de ses représentations; ou partant de I’algebre affine d’un torseur
pour un certain quotient de ce groupe algébrique, a s’intéresser au foncteur
fibre qu’il définit;

ii) au lieu de partir d’une situation algébrique, on part d’un groupe
abstrait G et d’un anneau B muni d’une action de G.

La premiére nuance rend la situation plus concrete et la deuxieme oblige a
certaines précautions. Deux bonnes raisons pour donner des démonstrations
complétes!, ce que nous avons essentiellement fait. Ceci étant les résultats qui
vont suivre sont certainement bien connus des experts et leurs démonstrations
ne présentent pas de difficulté.

Rappelons ([DM82], Intr.), qu’une sous-catégorie strictement pleine
d’une catégorie est une sous—catégorie pleine qui, si elle contient un objet,

contient aussi tous les objets qui lui sont isomorphes.
1.1. — Rappels sur les groupes algébriques affines

Soient G un schéma en groupes affine sur un corps F' et A son algébre

affine.

1.1.1. — ([DM82], prop. 2.2) Se donner une représentation linéaire de G

dans un espace vectoriel V sur F, i.e. un morphisme, défini sur F, de G dans

! modulo les courts rappels sur les groupes algébriques affines qui sont ’objet
du n® 1.1.
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GLyv, (ou encore un morphisme des foncteurs en groupes qu’ils représentent),
revient a se donner une structure de A-comodule sur V, i.e. une application
F-linéaire
MV —DVRA

telle que (en notant € : A — F' la co-unité et A : A — A ® A le coproduit)
(ldv @)A1V — VA — VF =V soit I'identité sur V et que
(idv @ A)A = (A ®1ida)A.

Si R est une F-algeébre et si g : A — R est un élément de G(R),

Pautomorphisme du R-module V ® R induit par g est 'application composée

A®id idy ®g®id idy ®@prod.
VOR—V@A®R — 3 VOROR — > V@R.
1.1.2. — ([DM82], prop. 2.20) Le groupe G admet une représentation

linéaire fidele de dimension finie V si et seulement s’il est algébrique, i.e. si A
est une F—-algebre de type fini. S’il en est ainsi, si V est une telle représentation
et si L désigne la représentation duale de det(V'), toute représentation linéaire
de G est isomorphe & un sous—quotient d’une somme directe de représentations
de la forme V® @ L®°, avec r, s € N.

Dans toute la suite du paragraphe 1, G est un groupe (abstrait)
et E est un corps. On choisit une sous—catégorie strictement pleine, que
I'on note Rep(G) de la catégorie des représentations E-linéaires de dimension
finie de G, stable par sous—-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel
et dual, non triviale (i.e. contenant au moins une représentation de dimension
non nulle). Pour fixer les idées, on peut penser soit au cas oit Rep(G) est la
catégorie de toutes les représentations F-linéaires de G de dimension finie,
soit au cas ou G et E sont munis d’une topologie et ou l’on se restreint aux

représentations de dimension finie qui sont continues.

1.2. — La catégorie Rep(G) et ses sous—®@—catégories

1.2.1. — On renvoie a [De90] (§2) pour la définition de ce qu’est une
catégorie tannakienne sur un corps k. Rappelons seulement que c’est une

catégorie abélienne k-linéaire, munie d'un produit tensoriel, d’un objet—unité
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et d’une dualité vérifiant des propriétés convenables. En particulier, si D et
D, sont deux objets de cette catégorie, on peut définir Hom(D;, D3), le “hom
interne” de D; dans D, comme étant D} ® Do (ou D} désigne le dual de D).
Rappelons surtout que la catégorie @(G) est une catégorie tannakienne sur
E.

Rappelons aussi qu’'un ®-foncteur entre deux catégories tannakiennes est
un foncteur muni d’isomorphismes de “commutation au produit tensoriel”
compatible aux contraintes d’associativité, de commutativité, et d’unité (op.
cit. n° 2.7); qu'une ®—-équivalence entre deux catégories tannakiennes sur
k est un ®—foncteur k-linéaire qui est une équivalence de catégories; qu’un
foncteur fibre d’une catégorie tannakienne C sur k sur une extension k' de
k est un ®—foncteur k-linéaire et exact de C dans la catégorie des k’—espaces
vectoriels de dimension finie (un tel foncteur est automatiquement fidele); et
qu’une catégorie tannakienne sur k est neutre si elle admet un foncteur fibre
sur k.

Dans cet exposé, si C est une catégorie tannakienne sur un corps, une
sous—catégorie tannakienne de C est une sous—catégorie strictement pleine
de C contenant un objet de dimension non nulle et stable par sous—objet,
quotient, somme—directe, produit tensoriel et dual (elle ’est donc aussi par

hom interne).

1.2.2. — Pour tout objet V de Rep(G) de dimension non nulle, notons
pv . G — GLv(E)

I’homomorphisme structural et Gy ’enveloppe algébrique de I'image de py,
i.e. le plus petit sous-groupe algébrique de GLy tel que py(G) C Gy (E).
Son algebre affine est le quotient de celle de GLy par I'idéal des fonctions f
telles que f(pv(g)) = 0, pour tout g € G. On note Rep(Gyv ) la catégorie des
représentations F-linéaires de dimension finie de Gy .

On note aussi @v(G) la plus petite sous—catégorie tannakienne de
Rep(G) contenant V.

1.2.3. PROPOSITION. — Awec les hypothéses et notations qui précédent, le
foncteur
v : Rep(Gy) — Rep(G) ,
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qui, & la représentation W, associe W muni de Uaction de G induite par py,

induit une ®—€équivalence entre Rep(Gv) et Rep,,(G).

(autrement dit, le foncteur ¢y — qui est visiblement un ®—foncteur E-

linéaire — est pleinement fidéle et son image essentielle est Rep, (G)).

1.2.4. — Preuve : a) Montrons d’abord la pleine fidélité, i.e. que, si
V1 et V5 sont deux représentations E-linéaires de dimension finie de Gy, la
fleche

Homg,, (V1,V2) — Homg(V1, Va)

est surjective ('injectivité est évidente).

Sil'on pose W = V}* @ V3, on voit que I’on est ramené a montrer que, si un
élément w € W est fixe par G, alors il est fixe par Gy. Si A désigne lalgebre
affine de Gy, si

AW —WQRpA

est la structure de A-comodule sur W qui définit ’action de Gy sur W (n°

1.1.1), et si (e;)ier est une base de W sur E, on peut écrire

A(w)=w®1+Zei®a,~, avec lesa; € A .
el

Comme l’application naturelle de A dans I’anneau des fonctions sur G a
valeurs dans E est injective, s’il existait ig € I tel que a;, # 0, il existerait
0 € G tel que asy(pv(g)) # 0; on aurait alors g(w) = (idw ® py(9))(A(w)) =
w+ Xa;(pv(g)) - €; # w. On doit donc avoir A(w) = w® 1 et w est fixe par
Gy.

b) Montrons que l'image essentielle est Rep (G). Il résulte de 1.1.2
que I'image essentielle de Rep(Gv ) est contenue dans Rep,,(G) et que la seule
chose a vérifier est que, si W est une représentation E-linéaire de Gy, et si
W' est un sous—E-espace vectoriel de W, pour que W' soit stable par Gy, il
suffit qu’il soit stable par G. Ceci se démontre essentiellement comme le a).
Il faut voir que si A(W') ¢ W’ ® A, alors W' n’est pas stable par G. Mais
alors, si (e;)ics est une base de W contenant une base (e;)ie;r de W' (ici, I'
est donc un sous—ensemble de I), et si w € W' est tel que AMw') € W' @ A,
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on a
/\(’LU,) = Zei ®a;,
el
avec a;, # 0, pour un ¢y convenable n’appartenant pas a I'; si l'on choisit
g € G tel que a;,(pv(g)) # 0, on voit que g(w’) ¢ W'.

1.2.5. —  Soit G4y I'enveloppe pro-algébrique de I'image de G (rela-
tivement a la catégorie de représentations choisies), i.e. la limite projective
des Gy, pour V parcourant les objets de Rep(G). La proposition 1.2.3 per-
met, par passage a la limite, d’identifier Rep(G) a la catégorie Rep(Gqiy) des
représentations E-linéaires de dimension finie du groupe pro-algébrique Ggq4
[Dans le langage tannakien, c’est une catégorie tannakienne neutre (cf. par
exemple [DM82], def. 2.19), munie du foncteur libre qui, & une représentation
V de G associe 'espace vectoriel sous—jacent et le groupe G4y s’identifie au
groupe des ®@-automorphismes de ce foncteur (op. cit., th. 2.11)]. En outre, on
obtient une bijection entre les quotients de G44 et les sous—catégories tannaki-
ennes de Rep(G) = Rep(G,iy) en associant a un tel quotient H la catégorie

Rep(H) de ses représentations linéaires de dimension finie.

1.3. — Le foncteur Dy

1.3.1. — Nous appelons (E,G)-anneau la donnée d’un anneau com-
mutatif B muni d’une structure de E-algébre et d’une action de G (i.e. d’un

homomorphisme de G dans le groupe des E—automorphismes de ’anneau B).

1.3.2. — Si B est un (E, G)-anneau, pour tout objet V de Rep(G), on

pose

Dy(V)=(BepV)°

et, si F désigne la E-algebre BC, on note
aB(V) : B ®F‘QB(V) — BV

Papplication B-linéaire déduite, par extension des scalaires, de ’inclusion de
Dg(V) dans BREgV.
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On peut considérer Dy comme un foncteur additif (et méme E-linéaire)
de Rep(G) dans la catégorie des F-modules et ap est une transformation

naturelle.

1.3.3. — Remarque : On peut, si I’on préfere, adopter un point de vue
contravariant et noter D3(V') le F-module des applications E-linéaires de V
dans B qui commutent a l’action de G. On voit que, si V* désigne le dual de
V, alors D3(V) s’identifie & Dg(V*).

1.3.4. — SiVj et V; sont deux objets de Rep(G), la structure d’anneau

de B induit une application naturelle
Dp(V1)®r Dp(Va) — Dp(Vi ® V2) ,

(et le foncteur D g vérifie les propriétés d’associativité, de commutativité et
de compatibilité avec un objet—unité que 'on pense (cf. [DM82], conditions
a), b), ¢) de la défintion 1.8).

Si V est un objet de Rep(G), en appliquant ce qui précede a V' et a sa
duale V*, et en composant avec ’application naturelle de Dg(V ® V*) dans
Dpg(E) = F, on obtient une application F-bilinéaire

Dy(V) x Dy(V*) — F

que l'on peut interpréter comme une application F-linéaire de D g(V*) dans
le F—module (Dg(V))* dual de Dg(V).

1.4. — Anneaux G-réguliers
1.4.1. — Soit B un (E, G)-anneau. Nous disons que B est G-régulier
s’il est non nul et vérifie les trois conditions suivantes :
- (G - R;) anneau B est réduit,
- (G - Ry) pour tout objet V de Rep(G), I'application ag(V) est
injective, -
— (G- R3) tout élément b non nul de B tel que la E-droite engendrée
par B est stable par G est inversible.

Remarquons que (G- R3) implique en particulier que F = B¢ est un corps.
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1.4.2. PrRoPOSITION. — Soit B un (E,G)-anneau G-régulier. Alors

i) pour tout objet V de Rep(G), on a
dimpDg(V) < dimgV .

it) si dimp Dg(V) = dimgV, Uapplication ag(V) est un isomor-

phisme.

1.4.3. — Preuve : Soient r la dimension de V et vy, vs,..., v, une base
de V sur F, donc aussi de BQEgV sur B (en identifiant v € V a 1®v € BQV).
Remarquons d’abord que 'injectivité de a (V') implique que, si dy, ds,. .. ,d,

sont des éléments de D g(V'), linéairement indépendants sur F', et si
d; = Xa;jvj, avec les a;; € B,

alors le déterminant a de la matrice des a;; n’est pas nul. Si, dans A3 (BQV),
onposed=dy AdaA---ANd.etv=v1 AvagA---Av,, on ad=av et, pour
tout g € G, d = gd = ga - gv = ga - v(g) - v, ou v est un caractére de G a
valeurs dans E*; d’olt ga = v~1(g) - a, pour tout g € G et (G - R3) implique
que a est inversible dans B.

L’assertion (i¢) est alors claire. L’assertion (z) aussi car elle revient a vérifier
que, si dy,dz,...,d, sont des éléments de D(V'), linéairement indépendants
sur F', alors ils engendrent Dz (V') comme F-espace vectoriel. Mais ’argument
qui précéde montre qu’ils forment une base du B—-module libre B @ V. Pour

tout d € Dg(V), on peut donc écrire, de fagon unique

d= Z bid;, aveclesb; € B .
1<i<r

Pour tout g € G, on a alors,
d = g(d) = Eg(b;) - g(di) = Zg(b;) - di ,
donc g(b;) = b;; et les b; sont bien dans F.
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1.5. — Représentations B—admissibles

1.5.1. DEFINITION. — Soit B un (E,G)-anneau, G-régulier. On dit qu’un
objet V' de Rep(G) est B-admissible si ap(V) est un isomorphisme (si

F = BG, cela revient donc & dire que dimp Dg(V) = dimg V).

1.5.2. PROPOSITION. — La sous—catégorie pleine Rep o(G) de Rep(G) dont
les objets sont ceux qui sont B-admissibles est une sous—catégorie tannakienne

de Rep(G); la restriction de Dy a cette catégorie est un foncteur fibre.

Rappelons d’abord que la derniére assertion signifie que la restriction de
Dp a cette catégorie est un foncteur exact, E-linéaire, tel que, si V; et V5

sont des objets de Rep B(G), I’application naturelle
Dp(V1) ®F Dg(Va) — Dp(Vi ® Va)

est un isomorphisme, compatible aux contraintes d’associativité, commuta-
tivité et unité (il en résulte que ce foncteur est fideéle et que, si V est un
objet de Rep ,(G), I'application naturelle de Dg(V*) dans (Dp(V))* est un

isomorphisme).

1.5.3. — Preuve : La stabilité par somme directe est claire. Si
0—V —V—V"—0
est une suite exacte de Rep(G), on a une suite exacte de F—espaces vectoriels
0 — Dp(V') — Dg(V) — Dp(V")

et des considérations sur les dimensions montrent que, si V est B-admissible,

il en est de méme de V' et de V" et la suite
0— QB(V,) - .QB(V) - QB(V") —0

est exacte. D’ou la stabilité par sous—objet et quotient et I’exactitude de D g.
Soient V; et V, des représentations B-admissibles et soit 4; (resp. A2)

la matrice dont les colonnes sont les composantes d’une base {d;} de D, =
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D (V1) sur une base {v;} de V| (resp. d'une base {d}} de Dy = D g(V2) sur
une base {v;} de V). Avec des conventions évidentes, les v; ® v}; forment une
base du B—module libre B @ (V1 ®Eg V2) = (B®Eg V1) @B (B Qg V2). Le
déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des d; ® d;
sur la base des v; ® v} est det(A;) x det(Az) qui est inversible dans B puisque
det(A;) et det(Az) le sont. On en déduit que I’application

Dp(V1)®F Dg(Va) — Dg(Vi QE V2)

est injective. Des considérations sur les dimensions impliquent alors que c’est
un isomorphisme et que V; @ g V5 est B—admissible.

La stabilité par dualité résulte de la stabilité par produit tensoriel et de la
stabilité par dualité pour les représentations de dimension 1 (qui, elle, n’est
autre que la condition (G - R3)).

Les autres assertions sont immeédiates.

1.6. — Exemples d’anneaux G-réguliers
1.6.1. ProposITION. — Tout (E,G)-anneau qui est un corps est G régulier.

1.6.2. — Preuve : La seule chose qui n’est pas évidente est que, si B
est un (E, G)-anneau qui est un corps et si V' est un objet de Rep(G), alors
I’application ap(V') est injective.

Sinon, soit r le plus petit entier > 1 tel qu’il existe r éléments de D 5(V') qui
sont linéairement indépendants sur F' = BY mais pas sur B} choisissons des
éléments d,;,ds,...,d, de Dg(V) et des éléments non tous nuls by, by, ..., b,
de B tels que les d; soient linéairement indépendants sur F', mais ¥b;d; = 0.
La minimalité de r implique qu’aucun des b; n’est nul et, quitte a diviser par

b1, on peut supposer b; = 1. Pour tout g € G, on a donc

> (g(bi) = bi)-di =0,

2<ilr

et la minimalité de r implique que, pour tout ¢, g(b;) = b;. On a donc b; € F', ce

qui contredit I'indépendance linéaire des d; sur F' et avg(V') est bien injective.
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1.6.3. PROPOSITION. — Si B est un (E,G)-anneau qui est un produit de

corps, alors B est G-régulier si et seulement si F = BC est intégre.

1.6.4. — Preuve : Il est clair que la condition est nécessaire. Montrons

qu’elle est suffisante. On peut écrire B = [][ B, ou les B) sont des corps.
AEA

Le groupe G opére sur I’ensemble A et g(By) = Bgysig€ G et A € A.
Choisissons un élément Ao € A, notons H le stabilisateur de \g, et posons

C = B,,. Soit B’ ’algébre des fonctions sur G a valeurs dans C' qui sont

H-équivariantes (sur laquelle G opere par (vf)(g) = f(g7), si v et g € G).

On dispose d’un homomorphisme
§&:B— B

qui commute a ’action de G : c’est celui qui & b = (by)rea associe la fonction
g+ g(bg-100))-

Le fait que B soit intégre implique que G opére transitivement sur A (si
ey est idempotent primitif correspondant a A et si A’ est une orbite de A

sous Paction de G, ¢’ = Y ey et ¢’ — 1 sont des idempotents orthogonaux
AEA’

stables par G). On peut alors définir une application
n:B — B

par n(f) = (bx)rea, avec by = g(f(g~!)) si g est un élément quelconque de G
tel que g(Xo) = A

On vérifie que € et n sont des bijections inverses 'une de ’autre et nous
utilisons € pour identifier B & B’. Alors F = BY s’identifie & I’ensemble des
fonctions constantes de G dans C' qui sont H-équivariantes, donc C# = F.

Pour tout C—espace vectoriel M muni d’une action semi-linéaire de H,
soit I ndgM le B-module des fonctions définies sur G a valeurs dans M qui
sont H—équivariantes (sur lequel G opére par la méme formule que pour B’).
La proposition résulte alors de ce que, avec des notations évidentes, D g(V)
s'identifie & D = Do(V), B ®f V s'identifie & Ind§(C ®g V) et ap(V)

s’identifie a

Ind$(ac(V)) : Ind$(C @F D) — IndG(CQEp V) .
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1.6.5. PROPOSITION. — Soit B un (E,G)-anneau G-régulier et soit B’ une
sous—E -algébre de B stable par G. On pose F = B®, F' = B'G on suppose
que B’ vérifie (G - R3) et que Uapplication naturelle

F®mB' — B

est injective. Alors B' est G-réguliére et, si V est une représentation B'-

admissible, elle est aussi B—admissible et Uapplication naturelle
F®p Dpi(V) — Dp(V)
est un isomorphisme.

C’est évident.

1.6.6. COROLLAIRE. — Soient B' un (E,G)-anneau intégre et B son corps
des fractions. Si B’ vérifie (G- R3) et si B'C = B9, alors B’ est G-régulier.

1.7. — Anneaux G-réguliers, périodes et torseurs
Soient B un (E,G)-anneau G-régulier et F = BC.

1.7.1. — Soient V une représentation B-admissible et D* = Dg(V*) =
D%(V) = Hom®(V, B). Nous disons que b € B est une période de V s'il
existe v € V et d € D* tels que b = d(v).

1.7.2. —  Soit V une représentation B—admissible. Il est clair que la
catégorie Rep,, (G) (qui s’identifie elle-méme a Rep(Gv), cf. prop. 1.2.3)
est une sous-catégorie de Rep ,(G), i.e. que tout objet de Rep  (G) est B-
admissible et nous notons By le sous—ensemble de B formé de toutes les
périodes de toutes les représentations de Gy. Il est clair que By est stable
par G.

Si Vi et V, sont des représentations B-admissibles et si by (resp. by) est
une période de V; (resp. V3), alors by + be est une période de V; @ V5 et byby
une période de V] ® Va2 ; par conséquent, By est une sous—F-algebre de B.

On voit que By est une (E, G)-algebre G-réguliére, que les représentations
By -admissibles sont exactement les objets de Rep,,(G) et que D g, s'identifie
a la restriction de D a Rep ,(G) = Rep(Gv).
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Posons T g,y = Spec By. C’est donc un schéma affine de type fini sur F',
muni d’une action a droite du groupe G.

Nous nous proposons de montrer que cette action est “algébrique”, i.e. que
cette action est induite par une action du groupe algébrique Gy sur Tp,y.

On a en fait un résultat plus précis : Notons

w: Rep, (G) — Vect ;
le foncteur “oubli de l’action de G” et

n: &BV(G) — Vectp

le foncteur “restriction de D g a Rep,,(G)”. Ce sont des foncteurs fibres (1.5.2).
Notons Hom®(w,n) (resp. Isom®(w,n)) le foncteur, sur la catégorie des F-
algebres, des ®-homomorphismes (resp. ®-isomorphismes) de w sur n (si R
est une F-algebre, un élément de Hom®(w, n)(R) (resp. Isom®(w,n)(R)) est
donc la donnée, pour chaque objet W de Rep, (G), d’une application R-

linéaire (resp. d’un isomorphisme)
uw :WQgR— Dg(W)®Fr R,

les applications uy commutant, en un sens évident, aux morphismes des
catégories en présence, aux produits tensoriels et vérifiant u3, = idg (ou
1z désigne E muni de action triviale de G et ou 'on a identifié, de fagon
évidente 1 @ Ret Dg(1g) ®F R a R).

1.7.3. THEOREME. — Conservons les hypothéses et les notations du n°

précédent et notons
pv : G — Gy (E)
I’homomorphisme naturel. Alors,

i) il existe une unique action a droite du groupe algébrique Gy, p =
Gy Qg F sur TB,V
Tpv x6yr—Tpyv

qui induit Uaction donnée de G (i.e., pour tout g € G, g agit sur T gy comme

14% (g)) ’
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i1) munt de cette action Tpg v est un Gy —torseur sur F' qui représente
le foncteur Hom®(w,n) ; en outre Isom®(w,n) — Hom®(w,n) est un iso-

morphisme.
1.7.4. — Remarques

i) Une fois D’assertion () véri