Asterisque

MICHEL BROUE

GUNTER MALLE
Zyklotomische Heckealgebren

Astérisque, tome 212 (1993), p. 119-189
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1993__ 212 119_0>

© Société mathématique de France, 1993, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la collection « Astérisque » (http:/smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1993__212__119_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ZYKLOTOMISCHE HECKEALGEBREN

MICHEL BROUE UND GUNTER MALLE

Ecole Normale Supérieure und Universitdt Heidelberg

0. EINLEITUNG

Sei G eine zusammenhingende reduktive algebraische Gruppe iiber dem
algebraischen Abschluf} eines endlichen Korpers Fy. Sei F': G — G ein Frobe-
niusendomorphismus, der eine zerfallende rationale Struktur {iber IFy definiert,
und bezeichne GF die Gruppe der F-rationalen Punkte von G. Sei B eine
rationale Boreluntergruppe von G und T ein darin enthaltener zerfallender
maximaler Torus. Wir bezeichnen den QG ¥ -Permutationsmodul iiber der
endlichen Menge G¥/B¥ mit R$(1). Es ist wohlbekannt, da die Endomor-
phismenalgebra dieses QG -Moduls als Deformation H(W,q) der Gruppe-
nalgebra QW der Weylgruppe W von G aufgefafit werden kann. Genauer
existiert eine zerfallende halbeinfache Algebra H(W,z) iiber dem Korper
Q(v/z) (wobei z transzendent iiber Q sei), welche unter z — 1 zur Grup-
penalgebra QW und unter x — g zu H(W, q) spezialisiert. Aus den Arbeiten
von Howlett-Lehrer und Lusztig wissen wir, dafl ein dhnliches Phinomen
auch in einer allgemeineren Situation auftritt. Ist nimlich L das Levikomple-
ment einer rationalen parabolischen Untergruppe von G und X ein kuspidaler
unipotenter Charakter von L¥, so bildet Wgr (L, ) := Ngr(L,A)/L¥ eine
Weylgruppe, und die kommutierende Algebra des QG ¥-Moduls mit Charak-
ter R{(A) ist eine Deformation der Gruppenalgebra von Wgr (L, ). Diese
Tatsache zieht natiirlich prézise und grundlegende Konsequenzen iiber die
Struktur des Moduls R () nach sich.

Ersetzt man die Klasse der Levikomplemente rationaler parabolischer Un-
tergruppen durch die Klasse der “d-zerfallenden Leviuntergruppen” L von G
(wobei die Levikomplemente rationaler parabolischer Untergruppen nun den
Spezialfall der “l-zerfallenden Leviuntergruppen” bilden), sowie die kuspida-
len unipotenten Charaktere durch die d-kuspidalen unipotenten Charaktere
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A von L¥ | und versieht man jeden unipotenten Charakter von G¥ mit einem
geeigneten Vorzeichen, so scheint eine Verallgemeinerung der Howlett—Lehrer—
Lusztig-Theorie auf diese umfassende Situation méglich. In [8] haben wir etwa
gezeigt, daB die Zerlegung des virtuellen Deligne-Lusztig Charakters RE ()
genau durch die Zerlegung eines induzierten Charakters in der entsprechen-
den Weylgruppe beschrieben wird. Dabei zeigt es sich (siehe [8]), daB fiir ein
solches d—kuspidales Paar (L, ) die Gruppe Wgr(L,) := Ngr(L,A)/L¥
zwar im Allgemeinen keine Coxetergruppe, aber jedenfalls noch eine kom-
plexe Spiegelungsgruppe ist.

Der Deligne-Lusztig Charakter RS () ist als der Charakter des Lefschetz-
schen virtuellen Moduls Y~ (—1)"HJ(X, F; Q) fiir eine {-adische Garbe F
auf einer “Deligne-Lusztig Varietdat” X definiert. Die Tatsache, daf} fiir eine
geeignete Wahl von X und F die Endomorphismenalgebra des graduierten
QGF-Moduls H} (X, F; Q) := @, H? (X, F; Q) so etwas wie eine Hecke-
algebra fiir Wgr (L, A) sein sollte, ist Teil allgemeiner Vermutungen (siehe
[6]). Im Paragraphen 1 geben wir eine detaillierte und erweiterte Darstellung
dieser Vermutungen in dem Spezialfall endlicher reduktiver Gruppen.

Die Paragraphen 2 bis 6 dieser Arbeit kénnen als Untermauerung der vor-
gestellten Vermutungen angesehen werden. So geben wir fiir jede Gruppe
Wgr(L,A) (fir d-kuspidale Paare (L, X)) eine Préisentation durch Erzeu-
gende und Relationen, welche durch Dynkindiagramm-ahnliche Bilder be-
schrieben werden konnen und somit Verallgemeinerungen der gewshnlichen
Dynkindiagramme darstellen. Wir zeigen in fast allen Féllen (bis auf wenige
exzeptionelle Diagramme, fiir die bisher kein Beweis gefunden wurde), daf§ aus
diesen Diagrammen verallgemeinerte generische Heckealgebren fiir die Grup-
pen Wgr (L, A) konstruiert werden kénnen. Wie erwartet erhilt man diese
als “d-Deformationen” der Gruppenalgebra von Wgr (L, A) : die Parameter
miissen durch d-te Einheitswurzeln ersetzt werden (und nicht mehr durch 1
wie im gewohnlichen Fall), um die Gruppenalgebra zuriickzugewinnen. Dies
erklart auch den Namenszusatz “zyklotomisch” fiir diese neuen Algebren.

Die Einfiihrung der gewéhnlichen Heckealgebra H(G,, x) erfolgt iiblicher-
weise mit Hilfe des maximal zerfallenden Torus T von GL,(F,). Als einfach-
stes Beispiel unserer Konstruktion sei hier die natiirliche Verallgemeinerung
dieser klassischen Heckealgebra vorgestellt. In der Sprechweise von [7] und [8]
kann der maximal zerfallende Torus T als minimale 1-zerfallende Untergruppe
von G = GL,(F,) aufgefait werden, und es gilt Wgr(T,1) = G,. Ist d ein
Teiler von n, also etwa n = dm, und wyg € &,, ein Produkt von m disjunkten
Zykeln der Lange d, so ist ein maximaler Torus S vom Typ wq eine minimale d-
zerfallende Untergruppe von G, und es gilt Wgr(S,1) ~ Cs, (wg) ~ Zg1Gm.
Wir konstruieren eine Heckealgebra H(&,, d, z) als d-Deformation der Grup-
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ZYKLOTOMISCHE HECKEALGEBREN

penalgebra von Z;1 6, wie folgt.
Das Kranzprodukt Z; ! &,, hat eine Prasentation durch Erzeugende und
Relationen, welche durch das folgende “zyklotomische Diagramm”

@=0—00—0

dargestellt werden kann, dessen Knoten mit s,t;,%2,...,t,—1 bezeichnet
seien. Dies bedeutet, dal Z;1 S,, durch Elemente s,t;,ts,...,t,—1 erzeugt
wird, welche den {iiblichen durch das Diagramm implizierten Zopfrelationen
gehorchen sowie s¢ =1 und t? = 1 fiir i = 1,2,...,m — 1 erfiillen.

Die Algebra H(G&,,d,z) sei nun die durch Elemente S,T1,T3,...,Tnh-1
erzeugte Z[z]-Algebra mit denselben Zopfrelationen zwischen den Erzeugern
sowie

(S=1)(S —z)(S~2?%)---(S—z%1) =0,
{(Ti—l)(Ti+xd)=0 firi=1,2,...,m—1.

Offensichtlich gilt dann H(G,,d, e*"/4) = Z[e?'"/4[Z41 G,,], und fiir d = 1
erhalten wir durch Ersetzen von T; durch —T; die iibliche Heckealgebra zuriick.

Es bleibt zu zeigen, daf geeignete Spezialisierungen dieser Algebra die En-
domorphismenalgebra einer Kohomologie HX(X, F; Q) fiir geeignete (X, F)
wie oben ergeben. Ist dies der Fall, so konnen wie im klassischen Fall die
generischen Grade der unipotenten Charaktere von G¥ durch eine expli-
zite Formel aus den generischen Graden der zyklotomischen Heckealgebra
berechnet werden. Dies ermdéglicht umgekehrt die Bestimmung der Spezia-
lisierungsparameter unserer Algebren durch Vergleich mit den tatsdchlichen
Graden unipotenter Charaktere.

In Paragraph 2 ermitteln wir auf diese Art und Weise die Werte der Parame-
ter in allen Féllen, in denen die relative Weylgruppe Wgr (L, A) zyklisch ist.
Es stellt sich heraus, daf8 diese sdmtlich Produkte einer ganzahlige Potenzen
von ,/q mit einer Einheitswurzel sind. Die Parameter im allgemeinen nicht-
zyklischen Fall sollten durch Zusammensetzen der zyklischen Félle erhalten
werden. Dies konnen wir fiir einige exzeptionelle Diagramme priifen, indem
wir die errechneten generischen Grade mit den Graden unipotenter Charaktere
vergleichen. Die Anwendung der Formeln verlangt die Kenntnis der irredu-
ziblen Matrixdarstellungen der zyklotomischen Algebren. Da wir diese fiir
den Existenzbeweis fiir einige der exzeptionellen Algebren sowieso bestimmen
miissen (siehe Paragraph 5), kénnen wir auch die Formel fiir die generischen
Grade auswerten, und damit zumindest in diesen Féllen die obige Aussage
iiber die Grade verifizieren. Diese Ubereinstimmung kénnen wir nicht fiir rei-
nen Zufall halten. Es sei angemerkt, dal unsere Parametersitze zumindest
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vermutungsweise das vollsténdige Spektrum der Operation der Frobeniusab-
bildung F auf H}(X,F; Q) angeben (siche Bemerkungen 2.10-2.19 und die
Tabelle 8.1).

Eine weitere wichtige Invariante der zyklotomischen Algebren ist der mi-
nimale Zerfallungskérper. Im Paragraphen 6 bestimmen wir fiir alle irredu-
ziblen Charaktere der zyklotomischen Algebren den genauen Charakterkorper.
Wahrend dieser im klassischen Fall der Heckealgebren hochstens quadratisch
iber dem Parameterkorper ist, kann er in unserem Fall beliebig grofien Grad
haben.

Lusztig hatte schon vor langer Zeit bemerkt, dafl sich die endlichen nicht-
kristallographischen Coxetergruppen bei richtiger Interpretation wie Weyl-
gruppen misteriéser unbekannter Objekte verhalten, die ” Verallgemeinerun-
gen” der reduktiven Gruppen sein sollten (siehe etwa [2]). Im Anhang gibt
Lusztig (eine ihm schon seit 1982 bekannte) Definition der Menge unipotenter
Charaktere dieser Objekte fiir jede endliche nicht—kristallographische Coxe-
tergruppe.! Im siebten Paragraphen zeigen wir, dafl diese Coxetergruppen
ebenfalls Ursprung von zyklotomischen Untergruppen, Diagrammen (siehe
3D) und Heckealgebren sind und weisen nach, dafi die Mengen unipotenter
Charaktere wie im Fall der Weylgruppen eine ®-Harish-Chandra Theorie fiir
jeden irreduziblen Teiler & des Ordnungspolynoms erfiillen.

Die Tatsache, dal unsere neuen Algebren Spezialisierungen zu den Endo-
morphismenalgebren einer Kohomologie H*(X, F;Q;) besitzen, ist zur Zeit
nur in einigen wenigen Féllen von Lusztig bewiesen worden. Der bekannteste
solche Fall ist der der zu den Coxeterelementen der Weylgruppe W assoziier-

ten Varietéten (siehe [17]), und dieser war ein wesentlicher Anstof fiir unsere
Arbeit.

1. VERMUTUNGEN UBER BLOCKE ENDLICHER GRUPPEN

Der Ursprung der folgenden Vermutungen ist eine allgemeine Vermutung
iiber Blocke abstrakter endlicher Gruppen (siehe [6]), die Aussagen iiber die
Struktur (bis auf Aquivalenz) der derivierten beschrinkten Kategorie der ¢-
adischen Algebra des Blocks einer beliebigen endlichen Gruppe mit abelscher
Defektgruppe macht. Diese abstrakte Vermutung fiihrte zu genaueren Vor-
stellungen in dem speziellen Fall endlicher reduktiver Gruppen, die zuerst im
letzten Abschnitt von [6] formuliert wurden. Diese Vermutungen wurden zum
Teil auch auf der Konferenz zu Ehren von Charles Curtis an der Universitét
Oregon im September 1991 vorgestellt.

1Bei der Erstellung der vorliegenden Arbeit fanden wir unabhingig davon dieselben
Mengen unipotenter Charaktere.
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Wir fiihren zunichst die benotigten Bezeichnungen ein. Sei G eine zu-
sammenhingende reduktive algebraische Gruppe iiber F,, versehen mit einem
Frobeniusendomorphismus F', welcher eine rationale Struktur iiber F, erklért.
Wir schlieflen im Folgenden die Suzuki- und die Reegruppen aus, um die Dar-
stellung zu vereinfachen. Zur korrekten Formulierungen der Vermutungen fiir
die letzteren Gruppen mu$ statt iiber Z iiber dem Grundring Z[,/p] mit p = 2
oder p = 3 gearbeitet werden (siehe hierzu [7]). Die Zahl der Wurzeln von G
sei mit 2NV bezeichnet.

Weiter sei P eine parabolische Untergruppe von G mit unipotentem Radi-
kal U und mit einem F-stabilen Levikomplement L. Mit

Y(U) := {g(UnF(U)) € G/(UNF(U)); g~' F(g) € F(U)}

sei die zugehérige Deligne-Lusztig Varietéit bezeichnet (siehe etwa [20]). Wir
erinnern daran, da G¥ durch Linksmultiplikation und L¥ durch Rechts-
multiplikation auf Y(U) operieren. Man wei§ (loc. cit.), da Y(U) ein L¥-
Torseur auf einer Varietit X(U) ist, welche glatt von der reinen Dimension
dim(U/U N F(U)) und zumindest fiir geniigend grofles ¢ affin ist. Insbeson-
dere operiert G¥ auf X(U) von links. Fiir einen kommutativen Ring O ist
das Bild der konstanten Garbe O auf Y(U) unter dem endlichen Morphismus
7: Y(U) — X(U) eine lokal konstante Garbe 7, (O) auf X(U), welche wir mit
FoLr bezeichnen wollen.

Wiéhlt man speziell als P eine Boreluntergruppe B = UT, fiir die B und
F(B) sich in relativer Lage w fiir ein w € W befinden (siehe [13], 1.2), so
setzen wir X,, := X(U).

Sei nun ¢ eine Primzahl, welche g nicht teilt, und O der Ring der gan-
zen Zahlen einer endlichen Erweiterung des Korpers Q der ¢-adischen Zah-
len. Fiir jede G¥-&aquivariante torsionsfreie O-Garbe F auf X(U) bezeichne
Ho(X(U), F) die Algebra der Endomorphismen des {-adischen Kohomologie-
komplexes RI'.(X(U), F), aufgefaft als Element der derivierten beschrénkten
Kategorie D*(OGT') der Kategorie der endlich erzeugten OG¥-Moduln. Zur
Abkiirzung setzen wir RI'(Y(U)) := RI(X(U), FoLr) und Ho(Y(U)) :=
Ho(X(U), Forr) . Wir bemerken, daff die Algebra Ho(Y(U)) die Gruppe-
nalgebra OL¥ als Teilalgebra enthilt. Fiir eine Erweiterung K von O sei
'HK(X(U),]:) =KQ®o 'Ho(X(U),]‘-) .

Schliefilich werde fiir einen Komplex I' = (--- — I'"~! — I'* — "+l
-++) von O-Moduln das gew6hnliche O-Dual von I' mit I'* bezeichnet: es ist
I'*™ := Homp(I'™™, O), und die Differentiale werden durch O-Transposition
definiert.

1A. Vermutungen iiber /-Blécke.
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Die Ausgangsdaten.

(H1) Sei £ eine von p verschiedene Primzahl, welche weder |Z(G)/Z°(G)|
noch |Z(G*)/Z°(G*)| teilt, und die zudem gut fiir G ist.

(H2) Sei O der Ring der ganzen Zahlen einer endlichen unverzweigten
Erweiterung K des Korpers der f—adischen Zahlen @@y mit Restklas-
senkorper k, so daf die endliche Gruppenalgebra kG zerfillt.

(H3) Sei e ein primitives zentrales Idempotent von OG¥ (ein ¢-Block von
GT) mit abelscher Defektgruppe D. Sei L := Cg(D) und f ein Block
von LT, so daB (D, f) ein e-Subpaar von G ist.

Die Voraussetzung (H1) erzwingt insbesondere, daf§ L eine rationale Levi-
untergruppe von G ist.

Weiter gilt Ngr(D, f) = Ngr(L, f), und wir bezeichnen die zugehérige
relative Weylgruppe mit Wgr (L, f) := Ngr(L, f)/L¥. Aufgrund be-
kannter Eigenschaften maximaler Subpaare (siehe etwa [1]) ist D eine ¢-
Sylowuntergruppe von Z(L)¥, und ¢ teilt |[Wgr(L, f)| nicht.

{—Vermutungen.

Es existieren eine parabolische Untergruppe von G mit unipotentem Ra-
dikal U und Levikomplement L und ein endlicher Komplex

Tz(____>-rn—l__)rn__)'rn+l_)__.)

von (OGF, OLF)-Bimoduln, welche endlich erzeugt und projektiv sowohl als

OGF- wie auch als OL¥-Moduln sind, mit den folgenden Eigenschaften:

(¢-V1) Aufgefafit als Objekt der derivierten beschrinkten Kategorie der Ka-
tegorie der (OG¥, OL¥)-Bimoduln ist X isomorph zu RI'.(Y(U)).
Insbesondere ist fiir jedes n die n-te Homologiegruppe von Y als
(OGF, OLF)-Bimodul isomorph zu O ®z, HZ (Y (U),Z,) .

(¢-V2) Das Idempotent e operiert als die Identitét auf dem Komplex Y. f.

(¢-V3) Bezeichne A(D) die diagonale Einbettung von D in G¥ x L. Fiir
jedes n ist der O[GF x LF]-Modul Y™.f relativ A(D)-projektiv, und
seine Einschrankung auf OA(D) bildet einen Permutationsmodul fiir
A(D).

(£-V4) e Die Struktur als Komplex von (OGFe, OL¥ f)-Bimoduln von Y.f
setzt sich zu einer Struktur als Komplex von (OGFe, fHo(Y(U))f)-
Bimoduln fort, die simtlich projektiv als rechte fHo (Y(U))f-Moduln
sind.

e Die Komplexe (Y.f ® 1o (y(u))s f-X*) und OGFe sind homoto-
pieiquivalent als Komplexe von (OGfe, OG fe)-Bimoduln.

e Die Komplexe (f.X* Qpgre Y.f) und fHo(Y(U))f sind ho-
motopiedquivalent als Komplexe von (fHo(Y(U))f, fHo(Y(U))f)-
Bimoduln.
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(¢-V5) Die Algebra fHo(Y(U))f ist zu der Blockalgebra ONgr(D, f)f iso-

morph.

Wir machen hierzu einige Bemerkungen und geben Konsequenzen der vor-
gestellten Vermutungen an.

1. Unter Benutzung des Resultats [22] von Jeremy Rickard kann gezeigt
werden, dafl ein Komplex Y von (OGF, OLF)-Bimoduln existiert, der (¢-
V1) erfiillt, so daB zudem fiir jede ganze Zahl n der O[G¥ x L¥]-Modul
Y™ relativ A(S)-projektiv ist und seine Einschrinkung auf OA(S) ein Per-
mutationsmodul fiir A(S) wird, wobei A(S) die diagonale Einbettung einer
¢-Sylowuntergruppe S von L¥ in GF x L¥ bezeichnet. (¢£-V3) folgt dann aus
(£-V2).

2. Aus (¢-V4) folgt, daB die derivierten beschrankten Kategorien
DY(OG¥e) und Db(fHo(Y(U))f) dquivalent sind, also nach (¢-V5):

(£-V6) Db (OGFe) und DY (ONgr(D, f)f) sind dquivalent.
Diese letzte Aquivalenz ist ein besonderer Fall der in [6] vorgestellten allge-
meinen Vermutung iiber abstrakte endliche Gruppen.

3. Fiir jeden Kettenabbildungsendomorphismus o von Y sei
try () := Z(—l)"trrn(a) ,

wobei tryn (o) die Spur von « als Endomorphismus des freien O-Moduls Y™
bezeichnet. Da fHo(Y(U))f und Endpgre(Y) iibereinstimmen, sieht man
dann leicht:

(¢-V7) Die Linearform try versieht fHo(Y(U))f mit der Struktur einer sym-
metrischen O-Algebra.

4. Sei H*(Y(U),K) := K ®z, H*(Y(U), Z¢). Wir haben

RT(Y(U),K) = D HZ(Y(U),K)[-n] ,

und aus (¢-V4) folgt:

(£-V8) Die Algebra fHx(Y(U))f ist halbeinfach. Weiter sind die KG%e-
Moduln HZ(Y(U),K) paarweise disjunkt und fHk(Y(U))f ist die
Endomorphismenalgebra des endlichen graduierten KG¥e-Moduls
RI.(Y(U),K) .

5. Sei S eine {~Untergruppe von D mit Gg := Cg(S) und Ug := UNGg.
Sei weiter eg der Block von G§ = Cgr(S) mit (S,es) C (D, f). Dann
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stehen (Gg,es, LY, f,Ug) in derselben Beziehung wie (G,e,L¥, f,U), und
es existiert ein Komplex Y s mit den Eigenschaften (¢-Vi) (i = 1,...,5) (bei
geeigneten Ersetzungen).
Es scheint wahrscheinlich, dal k ®» Y5 das Bild von Y (aufgefafit als
Komplex von O[G¥ x L¥]-Moduln) unter dem Brauermorphismus Brg ist.
Die vorangegangenen Uberlegungen bilden vermutlich den Ausgangspunkt

einer Erklarung fiir die als Isotypie bezeichnete Korrespondenz zwischen e und
f (siehe [6] und [8]).

1B. Vermutungen iiber unipotente Charaktere und zyklotomische
Heckealgebren.

Wir setzen nun voraus, dafl £ “grofl ” ist, genauer, daf ¢ nicht das Produkt
aus der Ordnung der Weylgruppe W von G mit der Ordnung des durch F
induzierten dufleren Automorphismus von W teilt.

Wir bezeichnen weiterhin mit O den Ring der ganzen Zahlen einer end-
lichen unverzweigten Erweiterung K des Koérpers der /-adischen Zahlen Qp,
mit Restklassenkérper k iiber dem die Gruppenalgebra kG zerfillt.

Mit eZGF sei das zu der Teilmenge £(G¥,1) der Menge der irreduziblen
Charaktere von GY assoziierte zentrale Idempotent von OG¥ bezeichnet
(siehe [9]). Wir nennen die primitiven zentralen Idempotente e mit eeZGF #0
unipotente Blocke von OGF .

Dann gilt das folgende:

o (siehe [7], 3.13) Es existiert eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl d,
fiir die das d—te zyklotomische Polynom &4 die polynomiale Ordnung von G¥
teilt sowie ®4(q) von £ geteilt wird. Die /~Untergruppen von G¥ liegen, bis
auf GF-Konjugation, simtlich in einer ®4-Sylowuntergruppe von G.

o (siehe [8]) Ist e ein unipotenter Block mit maximalem Subpaar (D, f)
(wobei D eine Defektgruppe von e und f eine Block von OCgr (D) ist),
so bildet L := Cg(D) eine d-zerfallende Leviuntergruppe von G (also
L = Cg(Z°(L)4)), D ist eine {~Untergruppe von Z(LF), und der kano-
nische Charakter von f ist ein d-kuspidaler unipotenter Charakter A von
L¥. Weiter stimmt die Menge der irreduziblen Charaktere von OG¥e mit
der Menge der irreduziblen Konstituenten von RS () iiberein, wobei 6 die
Menge der Charaktere von L /[L, L]¥ von ¢~Potenzordnung durchléuft.

Sei d eine natiirliche Zahl, fiir die ®; die polynomiale Ordnung von GF
teilt (siehe [7]), und £ ein Teiler von ®4(q).

Sei (L, M) ein d-kuspidales Paar von G (siehe [8]). Der Charakter X ist ein
Charakter vom ¢-Defekt Null von L¥/Z(LF). Daher existiert ein eindeutig
bestimmter O—freier OL-Modul My mit Charakter A (Mj ist ein projektiver
O[L¥/Z(L¥)]-Modul). Der natiirliche Morphismus OL¥ — Endo(M,) ist
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surjektiv und definiert eine torsionsfreie O-Garbe auf X(U), welche wir mit
Fx bezeichnen.

Sei Uch(G¥, (L, A)) die Menge aller (unipotenten) irreduziblen Charaktere
v von GF mit (RE(X),7)gr # 0. Fiir jedes ¥ € Uch(GF, (L, X)) bezeichne

e,(f " das zu ~ gehorige primitive zentrale Idempotent von KGF. Sei weiter

GF GF
e(LvA) T Z C,y )
v€Uch(GF,(L,)))

Beschriankt man sich auf die unipotenten Charaktere, so ziehen die “/-
Vermutungen” die folgenden Konsequenzen nach sich.
d-Vermutungen.

Es existieren eine parabolische Untergruppe von G mit unipotentem Ra-
dikal U und Levikomplement L sowie ein endlicher Komplex

]

=(..._)En_1_)En__)En+1_)...)

endlich erzeugter projektiver OG¥-Moduln mit den folgenden Eigenschaf-

ten:

(d-V1) Aufgefafit als Objekt der derivierten beschrinkten Kategorie der Kate-
gorie der OGF-Moduln ist E isomorph zu RT.(X(U), F») . Insbeson-
dere ist fiir jedes n die n—te Homologiegruppe von Z als OG¥-Modul
isomorph zu H7 (X(U), Fa).

(d-V2) e Die Struktur als Komplex von OG¥f-Moduln von E.f setzt sich
zu einer Struktur als Komplex von (OG¥, Ho(X(U), Fa))-Bimoduln
fort, welche sdmtlich projektiv als rechte Ho(X(U), Fa)-Moduln sind.
¢ Die Komplexe (E*Qpgr E) und Ho(X(U), Fa) sind homotopiedqui-
valent als Komplexe von (Ho(X(U), Fa), Ho(X(U), F»))-Bimoduln.

(d-V3) Die Algebra Hk(X(U), Fa) ist zu der Gruppenalgebra KWgr(L, X)
isomorph (hierbei sei an Wgr (L, A) := Ngr (L, A)/L¥ erinnert).

Die folgenden Eigenschaften sind Konsequenzen der obigen Vermutungen:
(d-V4) Es gilt

RI.(X(U), FiK) = D H(X(U), 2 K)[-n] .

Die Kohomologiegruppen HZ(X(U), Fx;K) sind als KGF-Moduln
paarweise disjunkt, und die Algebra Hk(X(U),F») = K ®o
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H(X(U), Fa) stimmt mit der G¥~Endomorphismenalgebra des gra-
duierten Moduls RTc(X(U), Fa; K) iiberein.

(d-V5) Obige graduierte Moduln induzieren eine Aquivalenz von Kategorien
graduierter Moduln iiber den Algebren KGF e(GL;‘) bzw. KWgr (L, A).
Insbesondere (siehe [8], Fundamental Theorem) existiert eine Isome-

trie
(1.1) I§ 5 ZIn(Wgr (L, X)) — Z Uch(GF, (L, A)),
so daf W (L)
F F 9
RE(N) = I§ ») - Ind§ (1)
gilt.

1C. Vermutungen iiber generische zyklotomische Heckealgebren.

Ermutigt durch die verschiedenen Resultate in [8] (so etwa das Funda-
mental Theorem und die Kongruenzen modulo ®,, welche von der Isometrie
Ig‘:‘) erhalten werden), durch die bekannten Resultate fiir d = 1 (siehe hierzu

etwa [19]) und die Uberzeugung, daf sie auch im Allgemeinen gelten, sowie
schliefilich durch die Berechnung einiger Beispiele durch G. Lusztig (siehe
[17]), verfeinern wir die vorangegangenen Vermutungen weiter.

Vorbereitung: Einige elementare Tatsachen iiber halbeinfache Al-
gebren.

Wir erinnern zunichst an einige Bezeichnungen und stellen ohne Beweise
ein paar einfache und grundlegende Tatsachen iiber halbeinfache Algebren
zusammen, die wir zur Formulierung unserer Vermutungen bendétigen. Die
entsprechenden Aussagen sind in [12], §9, enthalten, bzw. kénnen leicht daraus
hergeleitet werden.

Sei R ein kommutativer Integrititsbereich mit Quotientenkérper K und ‘H
eine R—freie R—Algebra. Wir nehmen an, da Hg := K ® g H eine zerfallende
halbeinfache Algebra sei. Als solche ist sie sogar symmetrisch, und die symme-
trisierenden Formen sind durch alle K-Linearkombinationen 3° c1.r(3(,) 6xX
irreduzibler Charaktere von H g mit 8, # 0 fiir alle x € Irr(H k) gegeben.

Sei t eine zentrale Linearform auf H, also eine Form ¢: H — R mit t(hh') =
t(h'h) fir alle h,h’ € H. Dann gilt t = 3 1) Ox(t)x mit gewissen
8, (t) € K, und wir nennen 6,(t) den relativen Grad von x beziiglich {. Man
beachte, dafl 6,(t) linear von t abhangt, und insbesondere bis auf einen Skalar
nur von ker(t). Nach Multiplikation von ¢ mit einem geeigneten Element aus
R liegen also die relativen Grade schon in R.
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Sei (Ti)1<i<k eine R-Basis von H. Wir nennen (T})1<i<k quasisymme-
trisch, wenn

(1) T; =1 ist und

(2) die Formen t: H — R mit ¢(T;) = O fiir ¢ # 1 zentral sind (mit anderen

Worten: es gilt hh' —h'h € 30, RT;).

Ist (Ti)1<i<k quasisymmetrisch, so heiflen die relativen Grade beziiglich
der durch ¢(T1) = 1 und ¢(T;) = 0 falls ¢ # 1 definierten Form ¢ die relativen
Grade von (T;)1<i<k. Aus den vorangegangenen Definitionen folgt:

1.2. Lemma. Der Vektor (64(t))y der relativen Grade von (T})1<i<k ist die
eindeutig bestimmte Losung in K des linearen Gleichungssystems

1 falls i=1,
2. HOXT)=q falls i # 1.

x€Irr(Hg)

Sei weiterhin (T;)1<i<x quasisymmetrisch. Wir nehmen zudem an, daf
die zugehorige zentrale Form t (mit ¢(77) = 1 und ¢(7;) = 0 falls ¢ # 1)
symmetrisch ist (d.h. alle ihre relativen Grade verschwinden nicht). Die duale
Basis von (T})1<i<k ist dann die durch die Bedingungen

HT.T) = { 1 falls i =j,
J 0 falls i #j,

definierte Basis (T})1<i<k von Hg. Die relativen Grade von (T;)1<i<x Werden
dann offensichtlich explizit durch die Gleichungen

B x(1)
(1.3) WO = T

gegeben.

Ein Spezialfall: Endomorphismenalgebren.

Sei A eine zerfallende halbeinfache K-Algebra. Mit 4smod‘® bezeichnen
wir die Kategorie der endlich erzeugten graduierten A-Moduln.

Von nun an sei H = @,H" ein Objekt aus Amod(z), dessen homogene
Komponenten disjunkt sind, also Hom4(H",H™) = {0} fiir n # m erfiillen
(oder, mit anderen Worten, fiir die Hom , ., g (H, H[i]) = {0} fiir 7 # 0 gilt).
Wir bezeichnen das Bild von A in Endg(H) mit Ag.

Sei nun Hg die Algebra der von rechts operierenden A-Endomorphismen
von H (man beachte, daf aufgrund unserer Annahme iiber H die graduierten

129



M. BROUE, G. MALLE

A-Endomorphismen mit den gew6hnlichen A-Endomorphismen iibereinstim-
men). Wir bezeichnen mit Irr(H g; H") die Menge der irreduziblen (rechten)
H x—Moduln, die in H" vorkommen.

Sei tg: Hg — K die durch

tu(h) == tr(h; H) := Y _(—1)"tr(h;H")

definierte Linearform auf Hg. Das folgende Ergebnis verallgemeinert un-
mittelbar den bekannten Spezialfall, in dem H in einem Grad konzentriert
ist.

1.4. Proposition. (1) Der Funktor H 7? . ist eine Aquivalenz von Kategorien
K

zwischen AHmod(Z) und 3, mod®. Mit anderen Worten, fiir alle n gibt
es Injektionen Irr(Hg;H™) — Irr(An), bezeichnet als x +— 7y, so daf als

(A, Hk)-Bimoduln
H'= @D mnex

X€Irr(Hg;H™)

ist und Irr(Ag) die disjunkte Vereinigung der v, fiir {x € Irr(Hg;H")}, ist.
Weiter ist ty eine symmetrisierende Form fiir Hg .

(2) Ist zudem (T;)1<i<k eine R-Basis von H mit Ty = 1 und tg(T;) = 0
fiir i # 1, und bezeichnet (8 )yetre(#) die Menge der zu (T;)1<i<k gehdrigen
relativen Grade, so gilt (—1)" dim(~yy) = 6ytu(1) fiir alle x € Irr(H g ; H").

d-Heckealgebra Vermutungen.

Fiir Bezeichnungen und Sprechweisen im Zusammenhang mit “generischen
endlichen reduktiven Gruppen” sei der Leser auf [7] und [8] verwiesen.

Sei G eine generische endliche reduktive Gruppe. Sei d eine natiirliche Zahl
und (L, A) ein d-kuspidales Paar von G. Sei weiter = eine Unbestimmte. Wir
setzen (g := 2™/ und
Z (4, V', \/5—1] fiir ungerades d,

Z (4, V=, \/—x_l] fiir gerades d.

Dann existiert eine Algebra H(G, (L, A);z) iiber dem Ring Z(d, x) sowie
eine Linearform

Z(d,z):= {

tz: H(G, (L, A);z) — Z(d, )

mit (1) = 1, beziiglich der H(G, (L, A); ) die Struktur einer symmetrischen
Z(d, z)-Algebra erlangt, mit den folgenden Eigenschaften:

(d-HV1) Die Algebra H(G, (L, A); z) ist frei iiber Z(d, z) vom Rang [Wg(L, A)|.
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Fiir ein geeignetes Element £ bezeichne im Folgenden H(G, (L, A);€) die
durch die Spezialisierung z +— £ definierte Z[(4][v££ il]—AIgebra.

(d-HV?2)

(d-HV3)

Es existiert ein Algebrenisomorphismus
H(G’ (]L7 A)’ Cd):_’Z[Cd] [WG(]L’ A)] )

so dafl das folgende Diagramm kommutiert:

H(G, (L, A);z) 2259, Z[C][We(L, A)]

I ]
zdz) 2z

Hierbei bezeichnet ¢t die Form auf Z[(4][Wg(L, A)], welche )_  a(w)w
auf a(1) abbildet.
Sei (G, T, F) ein zu G assoziiertes (g, ¢)-Tripel (siehe [8], §1.A). Sei
¢ eine Primzahl, welche gro fiir G ist (siehe [8], 5.1) und ®4(q)
teilt. Bezeichne O den Ring der ganzen Zahlen einer geeigneten
endlichen Erweiterung K von Qg, welche Z[(q4,/q] fiir ungerades d
bzw. Z[(4,/—q] fiir gerades d umfafit. Fiir eine geeignete Wahl einer
zu L assoziierten rationalen Leviuntergruppe L von G, fiir eine geeig-
nete Wahl einer parabolischen Untergruppe von G mit unipotentem
Radikal U und Levikomplement L (siehe die obigen {~Vermutungen)
induziert der durch « — ¢ definierte Morphismus Z(d, z) — O einen
O-Algebrenisomorphismus

O @ H(G, (L, A); 2)—Ho (X(U), Fa),

so daf} das folgende Diagramm kommutiert:

O @z (G, (L, A);z) E22 10 (X(U), Fa)

lt, tql
(z—9)
Z(d, z) {ema), 0
Hierin ist to(h) fiir h € Ho(X(U), Fa) durch

Deg(RE(N)() tq(h) = D _(=1)"tx(h; Hy (X(U), Fa; K)) ,

definiert, wobei Deg(RZ (X)) den generischen Grad von RE(X) bezeich-
net (siehe [8]).
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Wie oben bezeichnen wir den relativen Grad beziiglich ¢, eines irreduziblen
Charakters x von Q(d, ) ®z4,z) H(G, (L, A); ) mit 6, (t;).

(d-HV4) Es gilt z¥Deg(RF(X)) 6, (t.) € Q[z].

(d-HV5) Die Algebra Q(d, ) ®za,z) H(G, (L, A); z) ist zerfallend halbeinfach.
Aus (d-HV1), (d-HV2), (d-HV3) und (d-HV5) folgt die Existenz von Bi-

jektionen
Irr (Q(d, r) ®zd,z) H(G, (L, A); :t)) ~ Irr(Hk (X(U), Fa)) ~ Irr(KWg(L, X)),

fiir welche wir
X Xq P X¢a
schreiben.
Sei £,y das Bild von x unter den obigen Bijektionen und der Isometrie
I&,A) (siehe 1.1). Dann gilt €, = %1 und 7, ist ein unipotenter Konstituent
von RE(X).

(d-HV6) Es gilt £,Deg(yy) = Deg(RE (X)) 6, (tz) -
Anmerkung. Aus den d-Vermutungen und (d-HV3) folgt

I§ 2 (xca)(1) = RE(A)(1) 6y (ty) fiir alle x.

Weiter vermuten wir:
(d-HVT7) Der Charakter A besitzt eine Fortsetzung zum Normalisator Ngr (L, A).

Ein spezieller Fall.

Im weiteren sei (G, F) als zerfallend angenommen.

Die Zahl d sei regular fiir W im Sinne von [24], §5, es existiere also ein
regulires Element der Ordnung d in W. Insbesondere teilt d dann 2N (siehe
[24], 4.10), und es existiert ein reguldres Element w von W der Lange 2N/d.

Nach [7] ist d # 1 reguldr genau dann, wenn die Zentralisatoren der ®4—
Sylowuntergruppen von G Tori sind. Bezeichnet T einen solchen, so ist (T, 1)
ein d-kuspidales Paar.

In diesem Fall spezialisieren sich unsere Vermutungen (d-HV7) wie folgt:

Vermutungen iiber regulire Elemente.

Sei W eine Weylgruppe und d eine regulire Zahl fir W. Seien weiter x
eine Unbestimmte, (4 := €2"/¢ und Z(d, z) wie oben definiert.

Dann existiert ein regulares Element w € W der Ordnung d und der Lange
2N/d, sowie eine Algebra H(W, w; z) iber dem Ring Z(d, «) mit den folgenden
Eigenschaften:
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(reg-1) Die Algebra H(W,w;z) hat eine durch die Elemente v € Cw(w) in-
dizierte Basis (T,) mit T} = 1. Dabei liegt das Element T, zentral in
H(W,w; z).

(reg-2) Die durch t-(T1) := 1 und t4(T,) := 0 fiir v # 1 definierte Linearform
ty: H(W,w;z) — Z(d,z) versieht H(W, w; z) mit der Struktur einer
symmetrischen Z(d, z)-Algebra.

(reg-3) Die Abbildung T, — v (fiir v € Cw(w)) besitzt eine lineare Fortset-
zung zu einem Algebrenisomorphismus

H(W, w; (a)—Z[(d][Cw(w)] .

Sei G eine zusammenhéingende reduktive algebraische Gruppe mit Weyl-
gruppe W, versehen mit einer zerfallenden Frobeniusabbildung F' iiber F,.
Sei £ ein Primteiler von ®4(g), welcher |W| nicht teilt. Seien weiter O :=

Z4[Ca, /3, \/(j_l] fiir ungerades d bzw. O := Z¢[(4, /-4, \/—q_l] fiir gerades d,

und K der Quotientenkoérper von O. Wir setzen

HO(Xw) =0 ®Zl End'Db(&GF) (RFC(XU_,, Zz)) .

(reg-4) Der durch z — ¢ definierte Morphismus Z(d, z) — O induziert einen
Algebrenisomorphismus

H(W, w; q)—Ho (Xuw)

derart, daf} folgendes gilt:
(a) Ist tq die durch t, auf Ho(X,,) definierte Linearform, so gilt

deg(RF, (1) tg =) _(=1)"tr(-; Hy (Xo, Qe)),

n

und insbesondere ist Y, (—1)"tr(T,; Hy (Xw, Q¢)) = 0 fiir v # 1.
(b) T, wird auf F' abgebildet.

Bezeichne (T}),ecy, (w) die zu (Ty)yecy, (w) duale Basis. Fiir einen irre-
duziblen Charakter x von Q(d,z) ®za4,.) H(W,w; ) sei 6,(t;) sein relativer
Grad.

(reg-5) Es gilt zVDeg(RE, (1)) b4 (t-) € Q[z].
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(reg-6) Es existieren Bijektionen
Irr (Q(d, 2) ®za,z) H(W, w; z)) ~ Irr(Hk (X)) = Ir(KCw (w)),
fiir welche wir x — x4 — X¢, schreiben.

(reg-7) Es gibt eine Bijektion x — 7, zwischen Irr (Q(d, z) ®z(q,r) H(W, w; 7))
und der Menge Uch(GF,w) der irreduziblen Konstituenten von
RE_(1), sowie eine Abbildung x — &y (g5 = %1), so daB
(a) ng(l) = ZX ExX(l)’Yx, und
(b) der generische Grad v, durch e,Deg(yy) = Deg(RE_ (1)) 6x(tq)
gegeben wird.

Im Folgenden konstruieren wir fiir jede endliche generische reduktive
Gruppe G, fiir jede natiirliche Zahl d mit ®4(z)||G| und jedes d-kuspidale
Paar (L, A) eine Algebra H(G, (L, A);z), welche die Bedingungen (d-HV1),
(d-HV2), (d-HV4) und (d-HV5) erfiillt. Dies sollte insbesondere als Evidenz
fiir die Richtigkeit von (d-HV3) angesehen werden. Ebenso finden wir im
zyklischen Fall Parameter, mit denen (d-HV6) gilt.

2. DER ZYKLISCHE FALL

Im Vorgriff auf die in den nichsten beiden Abschnitten einzufiihrenden
zyklotomischen Diagramme und Heckealgebren zu zyklotomischen Weylgrup-
pen behandeln wir hier den relativ einfachen zyklischen Fall, in dem die mei-
sten Vermutungen schon mit elementaren Methoden bewiesen werden kénnen.
Zudem sollten, falls die vorgestellten Vermutungen zutreffen, die Spezialisie-
rungsparameter im allgemeinen Fall aus denen im zyklischen Fall zusammen-
setzbar sein. Wir bestimmen hier die Parameter fiir alle zyklischen Félle.

2A. Die Heckealgebra fiir Bgd).

Sei also im folgenden W die zyklische Gruppe Z; der Ordnung d, die wir
geméf} der spéter einzufiihrenden Terminologie auch W(Bgd)) nennen werden.

2.1. Definition. Seien u = (uo,...,u4—1) und T unabhéingige Transzen-
dente tiber Z. Wir nennen

H(B? ) := Z[u, T}/ (T = uo) - - (T — va—1))

die zyklotomische Heckealgebra zu W(Bgd)) tiber Z[u]. Fiir einen beliebi-
gen Ring R mit Homomorphismus Z[u] — R sei Hp(B\¥,u) := R ®Zu]
H(BY u).
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Durch Skalierung von T kénnen wir ohne Beschrankung uo = 1 setzen, was

wir im weiteren tun werden. Offensichtlich ist H(Bgd), u) frei iiber Z[u] mit
Basis

(1,T,7%,...,T*),
und wird durch

d-1
(2.2) t:H—Zu, h=) aT —t(h):=ao

=0

zu einer symmetrischen Algebra iiber Z[u,p;']. Hier schreiben wir p; € Z[u]
fiir die Koeflizienten des Minimalpolynoms von T

(T — o)+ (T = ug-1) = f(T) = T? +pa—1 T + -+ po.

Mit diesen Definitionen errechnet man leicht:

2.3. Bemerkung. Die zu (1,T,...,T% ') beziiglich t duale Basis von
H(B? ) ist

(—%gka" | i=0,...,d—1).
k=1

Die d (linearen) irreduziblen Charaktere von H sind durch x; : T +— u;,
i =0,...,d—1, gegeben. Damit lassen sich die relativen Grade von H
beziiglich t errechnen (siehe 1C). Wir schreiben hier auch generische Grade
fiir die relativen Grade.

2.4. Bemerkung. Die generischen Grade von ‘H beziiglich t sind

fi= T —= i=0,...,d—1.

’
Uk — U;
ki k i

Beweis. Gemafy 1.3 haben wir
1
Zj uf: Zi;’{(—um%/po)
fiir den linearen Charakter mit T +— u; zu berechnen. Nun gilt

d-j d
YWl Y ZUiPitk 1 S ipul = -2 (),
J k=1 Po Po 14 bo
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und mit dem Wert von pg erhalten wir

u

fi= (1)1 H :
ki i T Uk

wie behauptet. [

Unter der Annahme, dafl die zyklotomischen Algebren die Zerlegung der
Deligne-Lusztig Induktion beschreiben, sollten die eben berechneten generi-
schen Grade fiir geeignete Spezialisierungen der Parameter u;,...,uq—; bis
auf ein Vorzeichen die Grade der irreduziblen Konstituenten von R () erge-
ben. Ist etwa L = T der Coxetertorus von G, so wird Wgr (L, 1) zyklisch. In
diesem Fall hat Lusztig auf anderem Wege die Grade der Konstituenten von
RS (1) berechnet [17]. Seine Formeln stimmen bis auf das Vorzeichen genau
mit der in Bemerkung 2.4 erhaltenen {iberein. Sein Beweis setzt allerdings vor-
aus, dafl das Produkt der zugehorigen Eigenwerte des Frobenius gleich dem
p-Anteil des Index |GF|/|L¥| ist. Dies trifft in den von ihm untersuchten
Fillen zu, gilt aber im allgemeinen nicht.

2.5. Bemerkung. Sei K ein algebraischer Abschlufi des Quotientenkérpers
von Z[u]. Dann ist ’HK(Bgd), u) isomorph zu der Gruppenalgebra KW (B{®).

Beweis. Wir sahen bereits, daf$ H frei von der Dimension d iiber Z[u] ist. Da
weiter H unter der Spezialisierung uy — €2"*/¢ in die Gruppenalgebra der
durch das Bild von T erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung d iibergeht,
folgt die Aussage nun aus dem Deformationssatz von Tits ([12], 68.17). O

Wir koénnen eine solchen Isomorphismus sogar explizit angegeben und
damit verifizieren, daff die Aussage schon iiber dem Quotientenkérper von
Z[u,e?™/9] gilt.

2.6. Bemerkung. Sei R :=Z[u,1/d,(], wobei ( eine primitive d-te Einheits-
wurzel bezeichnet. Fiir W(Bid)) =: (s) definiert die Festsetzung

d-1 1 d-1
THZajs’, mit aj = 7 up( Ik,
j=0 k=0

einen injektiven Algebrenhomomorphismus H R(Bid),u) — RW(Bid)). Die
Umkehrabbildung ist iiber Z[u, {(u; — u;)~! | i # j},(] definiert.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf§ alle irreduziblen (also linearen) Charaktere
von Hp und RW(BEd)) auf T und Ej;; ajs’ iibereinstimmen. Dazu iden-
tifizieren wir den linearen Charakter x; : T +— u; von Hpr mit dem linearen
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Charakter von W(Bgd)) mit x;(s) = ¢*. Auf der rechten Seite kann dieser
ausgewertet werden zu

d—-1 d-1 d 1 d-1
1 —ik - (i=k) _
X,’(%dj&‘"):aj; ’u,kC J X,(s)’——-kz—:uk JZ_:OCJ _—kZ_OUk& kd—u,

Das stimmt mit x;(T) = u; iiberein, womit der erste Teil folgt. Setzt man
fir die Umkehrabbildung s +— Ed ; b;T7 an und wertet auf den linearen

Charakteren aus, so findet man (' = E'}l:é bjui. Die Koeflizientenmatrix
dieses linearen Gleichungssystems fiir die b; ist eine Vandermondematrix in
den u;, und dies zeigt die zweite Behauptung. O

2B. Werte der Parameter.

Es bleibt die Aufgabe, Spezialisierungen der Parameter u; zu finden, fiir
die die in Bemerkung 2.4 bestimmten generischen Grade in Grade von Kon-
stituenten von R{ iibergehen. Da die Zerlegungen der uns interessierenden
R‘G bekannt sind, kénnen diese in jedem Fall durch den Vergleich der generi-
schen Grade mit den bekannten Graden der Konstituenten der R‘G bestimmt
werden.

Da jeweils d Charaktergrade in Ubereinstimmung gebracht werden miissen,
es aber nur d — 1 frei wéhlbare Parameter fiir H gibt, ist es keineswegs selbst-
verstandlich, daf§ solche Spezialisierungen immer existieren. In allen unter-
suchten Fillen lassen sich aber solche finden, die zudem jeweils halbzahlige
Potenzen von ¢, multipliziert mit einer d-ten Einheitswurzel sind. Insbeson-
dere findet man fiir exzeptionelle Gruppen:

2.7. Bemerkung. Mit den in Tabelle 8.1 aufgefiihrten Parameterwerten spe-
zialisieren die generischen Grade der zyklischen zyklotomischen Heckealgebra
H(Wg(L, A), u), multipliziert mit Deg(RE(X))(q), zu den Graden unipoten-
ter Charaktere in den entsprechenden zyklischen ®;—Blécken exzeptioneller
Gruppen mit dem richtigen Vorzeichen gemaf} (d-HV6). Bei Substitution von
q durch (4 gehen iiberdies die Parameterwerte jeweils genau in die d — 1
nichttrivialen d-ten Einheitswurzeln iiber, in Ubereinstimmung mit (d-HV?2).

Im Falle der Coxetertori stofit man selbstverstindlich wieder auf die von
Lusztig in [17] auf anderem Wege bestimmten Eigenwerte der Frobeniusab-
bildung, daher wurden diese nicht noch einmal aufgefiihrt.

Wir wenden uns nun den Gruppen G vom Typ A,_; zu. Ist G von get-
wistetem Typ, so erhalten wir alle Charaktergrade, indem g durch —q in der
ungetwisteten Version ersetzt wird. Es reicht daher, die Untersuchung auf
den ungetwisteten Typ zu beschrianken. Die zugehérigen endlichen Gruppen
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koénnen dann als allgemeine lineare Gruppen GL,(q) gewahlt werden, soweit
nur die unipotenten Charaktere betroffen sind.
Die d-kuspidalen Paare von G haben die Form (L, A), mit

(2.8) L(g) = (¢” = 1) X GLn-aa(q)

fiir ein geeignetes a und wobei A durch einen d-Kern parametrisiert wird [8].
Die zugehdrige relative Weylgruppe hat dann den Typ Wg(L,A) & Z;1 &,.
Also ist Wg(L, A) zyklisch wenn entweder a = 1 oder aber d = 1, a = 2 gilt.
Der zweite Fall wird durch die klassische Howlett-Lehrer Theorie abgedeckt
und damit vollstéindig verstanden. Es bleibt die Frage nach den Werten der
Parameter zum Paar (L, A) im ersten Fall.

Wir schreiben A = (A;,...,A;) F n — d fiir den d-Kern, der den d-
kuspidalen Charakter A von L parametrisiert, und 8 := (A1, A2 +1,... , A +
r —1) fiir die zugehorige Folge von -Zahlen. Letztere stellen wir uns verteilt
auf die d Stdbe eines nach unten hin unbegrenzten Abakus vor. Da ) ein d-
Kern ist, liegen die endlich vielen Perlen auf jedem Stab ohne Zwischenraum
untereinander. Durch Verschieben

(Biy.- s Br) = (0,81 +1,...,Br + 1)

der 3-Zahlen konnen wir erreichen, dafl der erste Stab genau eine Perle und
die iibrigen jeweils mindestens ein Perle enthalten. Man beachte, daf8 dies die
Verteilung der Perlen zu A auf dem Abakus eindeutig festgelegt.

2.9. Definition. Die d-Gestalt eines d-Kerns X ist die Folge (b, ... ,ba-1),
wobei b; angibt, wieviele Perlen mehr auf dem i + 1-ten Stab als auf dem
ersten Stab liegen (also gelten by = 0 und b; > 0).

Damit kénnen wir formulieren:
2.10. Bemerkung. Sei L wie in 2.8 mit a = 1 und A = Ay € Uch(L)
parametrisiert durch den d-Kern X der d-Gestalt (b, ... ,b4—1). Fiir die Wahl

{.’Ebod — 1’$b1d+l,xb2d+2, . ,wb¢_1d+d—1}

der Parameter der generischen zyklotomischen Algebra H(Wg(LL, X)) spezia-
lisieren die generischen Grade, multipliziert mit DegR$()), zu den Graden
unipotenter Charaktere im ®4-Block von G oberhalb (IL, A) mit den richtigen
Vorzeichen (siehe (d-HV6)).

Beweis. Sei p,(1) der Grad des unipotenten Charakters p € Uch(G) mit Para-
meter p. Wir miissen also p,(1)/pa(1) fiir alle u - n mit d-Kern A berechnen
und zeigen, dafl dieser Wert mit dem von f; wie in Bemerkung 2.4 unter der
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angegebenen Spezialisierung der Parameter iibereinstimmt. Das Abakusdia-
gramm fiir die Partition g F n mit d-Kern A F n — d entsteht bekanntlich
aus dem von ), indem auf einem der Stibe die unterste Perle um genau eine
Position weitergeschoben wird. Wir schreiben [(h) fiir die Lange eines Ha-
kens h einer Partition (siehe [16]). Der Charaktergrad p,(1) wird durch die
Hakenformel

2" WG|, _ m N, =
pull) = g i n(u>=;<m—z>ﬂi—§(2)

H(hHaken von pu) (JJ

angegeben (siehe [21], (21)), wobei (81, ..., 3,) die 3-Zahlen zu p bezeichnen.
Um den Quotienten |p,(1)/pa(1)|sr zu berechnen, geniigt es also, diejenigen
Haken zu bestimmen, die nur in einem der beiden Diagramme vorkommen.
Mit der d-Gestalt (bo, ... ,bs—1) des d-Kerns A sieht man leicht, dafl die in p
aber nicht in A vorkommenden Haken die Lingen

{dyUu{|(bi—br)d+i—k| fir 0<k<d—1, k# i}

besitzen, wenn die verschobene Perle auf dem i—ten Stab sitzt. Die Behaup-
tung tiber den z'-Anteil folgt damit unmittelbar durch Vergleich mit 2.4, da
wir Vorzeichenwechsel zugelassen haben.

Wir wenden uns nun dem z—Anteil n(x) zu. Hier ist

() = n(X) = Y- (m = )8 = Y _(m — )6

m m

=mY (Bi-B)+ > iBi—p)=md+> ii—> i
=1

i=1 i=1 i=1

da gemé&f unserer Konvention 8 und (3’ gleich viele Teile haben. Verschie-
ben der untersten Perle auf dem Stab ¢ des Abakusdiagramms bewirkt die
Addition von d zu der 8-Zahl b;d + ¢. Durch Umordnen der Gré8le nach ver-
ringert sich der Index aller 3—~Zahlen zwischen b;d + ¢ und (b; + 1)d + ¢ um
eins, wahrend der von (b; + 1)d + ¢ sich entsprechend um d vergréert. Damit
ergibt sich als Differenz zwischen n(u) und n(A) der Ausdruck

md+ Y (bd+k)+ Y (bd+k+d) = > (bid+i)— Y (bid+i)

k>i k<i k>i k<i
bp2b; bp>b; b 2b; bp>b;
—d( E br + E b; + E (b,—l))—d E 1-d E 1.
k k<i k>i k> k<i
bR <b; b 2b; bi2b; b 2b; b >b;
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Andererseits wird der z—Anteil von f; bei der obigen Spezialisierung durch

D@k —b)+k—i)+ > (d(be —b;) +k — 1)
k> k<i
b 2b; by >b;

gegeben. Man rechnet leicht nach, daf8 diese zwei Ausdriicke iibereinstim-
men. O

Die Parameterwerte konnen auch noch auf andere Weise charakterisiert
werden. Entfernt man die einzige Perle auf dem ersten Stab des Abakus (den
wir wie oben normalisiert annehmen), dann sind die Parameterwerte gerade
die z'(*), wobei h; der Haken von der untersten Perle auf dem i-ten Stab zur
Position der entfernten Perle ist.

Somit sind auch in Typ A die Parameterwerte siamtlich positive ganzzahlige
Potenzen von q. Zudem faktorisiert die Spezialisierung von H zur Gruppe-
nalgebra nach Konstruktion durch die angegebenen Parameterwerte.

2.11. Anmerkung. Im Spezialfall d = 2 erhalten wir durch Ubergang von g
zu —q eine Aussage fiir d = 1 in der unitiren Gruppe G- = GU,. Diese
liefert eine hiibsche neue Interpretation der Parameterwerte in der iiblichen
Howlett-Lehrer Theorie der unitdren Gruppen durch die 2-Gestalt eines 2-
Kerns. Man iiberzeugt sich, dafl so in der Tat die bekannten Werte (siche
[21], p.464) erhalten werden.

Wir wenden uns nun den verbleibenden klassischen Gruppen G zu, also
solchen vom Typ B,, Cp, D, und 2D,. Sei zunichst d > 1 ungerade. Die
d-kuspidalen Leviuntergruppen von G haben dann die Struktur

(2.12) L(g) = (¢* — 1)* x H(q)

fiir ein geeignetes a, wobei H denselben klassischen Typ wie G oder G~ sowie
Rang n — ad hat. Die unipotenten Charaktere werden hier durch sogenannte
Symbole A = (S, T') parametrisiert (siehe [21]). Das sind Paare von Folgen S
und T von (3-Zahlen, wobei ein Verschieben der Folgen nur gleichzeitig erlaubt
ist. Ein Symbol kann also auch als gekoppeltes Paar von Abakusdiagrammen
mit jeweils d Staben aufgefait werden. Die d-kuspidalen unipotenten Cha-
raktere werden dann durch Symbole parametrisiert, fiir die beide Abakus-
diagramme d-Kerne sind. Fiir eine d-kuspidale Leviuntergruppe L wie oben
mit zugehorigem d-kuspidalen Charakter A gilt dann Wg(L,A) & Z241 6,
([8]), zumindest wenn das Symbol nicht ausgeartet ist. Im ausgearteten Fall,
der nur fiir die Typen D, und 2D,, auftreten kann, hat Wg(L, A) Index 2 in
Z24 1 S,. Der zyklische Fall tritt damit wieder fiir a = 1 auf.
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Offensichtlich kann auch fiir ein Paar von gekoppelten Abakusdiagrammen
durch Verschieben erreicht werden, dafi das Minimum der Perlenanzahl auf
dem ersten Stab eines der beiden Diagramme angenommen wird.

Im Fall nichtausgearteter Symbole A ordnen wir das Paar nun so, da8 fiir
die ersten k > 0 Stabe die Zahl der Perlen in beiden Diagrammen iiberein-
stimmt, wihrend das zweite auf dem k + 1-ten Stab mehr Perlen als das erste
enthilt. Dies erlaubt die

2.13. Definition. Die d-Gestalt G(A) eines d-Kerns A ist die Folge
(bo,...,b24—1), wobei (bg,...,bs—1) die d-Gestalt des ersten Abakusdia-
gramms angibt, und b;, d < ¢ < 2d — 1 die Perlendifferenz zwischen dem
t — d + 1-ten Stab des zweiten Diagramms zum ersten Stab des ersten.

2.14. Bemerkung. Sei L wie in 2.12 mit a = 1 und A ein nichtausgearteter
d-Kern der d-Gestalt G(A) = (bo, ... ,baq—1). Fir die Wahl

bod _ 1 bidl bacrdtd—1 _ bad _ bayrd+1 bra—1d+d—1
{zP% =1, g+l pbe-rddd=l_pbad | pbayadtl o pb2a— }

der Parameter der generischen zyklotomischen Algebra H(Wg (L, Ap)) spezia-
lisieren die generischen Grade, multipliziert mit DegRZ(As), zu den Graden
unipotenter Charaktere im ®4-Block von G oberhalb (L, A5 ) mit den richtigen
Vorzeichen (siehe (d-HV6)).

Bewets. Der Beweis 1dfit sich wie bei Bemerkung 2.10 durch Benutzung der
Hakenformel ([21], Prop. 5) fiir die Grade der unipotenten Charaktere klassi-
scher Gruppen fiihren. Fiir ein Symbol A = (S,T') sortieren wir die §-Zahlen
von S und T aufsteigend zu (01, ..., Bi4m). Dann gilt

"G
(1) = 5255 ,(,?) T I(h)
2 l_[(h Haken von A)(q - 1) H(h Kohaken von A)(q + 1)
mit
il m+1—2i
n(A) = Z(l+m—i)ﬁi—2( ) )
=1 iZl

und einer Funktion ¢(A), die nur von der Anzahl der Teile von S und T
abhéngt. Insbesondere kiirzt sich die 2-Potenz im gesuchten Quotienten der
Grade heraus. Wir betrachten zunichst wieder den z’-Anteil. Ist A ein d-
Kern, so stellt man leicht fest, dal bei Einfiigen eines d-Hakens auf dem i-ten
Stabes eines der beiden Abakusdiagramme von A genau d neue Haken der
Liangen

{d}U{|(bi —br)d+i—k| fir 0<k<d-1,k#i}
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und d neue Kohaken der Léngen
{d}U{|(bi — bayr)d +i— k| fir 0<k <d-1, k#1}

hinzukommen. Vergleich mit 2.4 ergibt hieraus die Behauptung iiber den
z’-Anteil.

Die Aussage iiber die genaue z-Potenz ergibt sich unmittelbar wie in Be-
merkung 2.10, da die Formeln in beiden Féllen vollstindig analog gebaut
sind. O

2.15. Definition. Die d-Gestalt G(A) eines ausgearteten d-Kerns A = (S, S)
sei die d-Gestalt G(S) eines der beiden zugehérigen (gleichen) Abakusdia-
gramme.

Analog wie oben erhilt man dann:

2.16. Bemerkung. Sei L wie in 2.12 und A ein ausgearteter d-Kern der
d-Gestalt (b, ... ,bg—1). Fiir die Wahl

{beod — 1’ $2b1d+2’ L. ,$264_1d+2d—2}

der Parameter der generischen zyklotomischen Algebra H(Wg(L, Ay )) spezia-
lisieren die generischen Grade, multipliziert mit DegR¥(\,), zu den Graden
unipotenter Charaktere im ®4-Block von G oberhalb (L, Ay ) mit den richtigen
Vorzeichen (siehe (d-HV6)).

Ist d = 2e das Doppelte der ungeraden Zahl e, so zeigt die allgemeine
Ennoladualitit fiir die Grade unipotenter Charaktere (siehe etwa [8]), dafl die
zugehorigen Spezialisierungen aus denen von Bemerkung 2.14 und 2.16 durch
Ersetzen von z durch —z erhalten werden, bei gleichzeitiger Ersetzung der

d-Kerne durch d-Kokerne.

2.17. Beispiel. Sei n ungerade, G = B, und d = 2n. Der einzige d-Kokern
von By ist das Symbol (E), und die nach Bemerkung 2.14 und der obigen
Beobachtung zum Fall d = 2 (mod 4) hierzu gehérenden Parameterspeziali-
sierungen sind

{lv (—:1:), (_x)27 ce (_m)n-—l, _(_x)nv _(—x)l’ —(—113)2, ) “("x)n_l}

— n—-1 ,.n 2 n—1
={l,z,...,z" ", z", —z,—2%,...,—2z" " }.

Nach [17], (7.3), sind dies bei Ersetzung von z durch g genau die Eigen-
werte des Frobenius auf der Summe der l-adischen Kohomologiegruppen zum
Coxetertorus T, der Ordnung |T¢| = ¢" + 1 von B,(q), wie vorausgesagt.
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Sei weiter n ungerade, d = 2n, aber nun G = 2D,,. Der einzige d-Kokern
von Dy ist das ausgeartete Symbol (). Mit Bemerkung 2.16 bestimmt man
die zugehdrigen Parameter als

{1,22,..., 222},

und dies sind nach loc. cit. wiederum (fiir x = ¢) die Eigenwerte des Fro-
benius auf den zum Coxetertorus T, der Ordnung |T.| = ¢" + 1 gehdrenden
Kohomologiegruppen.

Es bleibt der Fall von durch 4 teilbarem d zu betrachten. Sei dazu nun
d = 2e. Ein Symbol A, welches keine d-Kohaken besitzt, heifit ein d-Kokern.
Bildet man das iibliche Paar von Abakusdiagrammen mit je e Stiben, so
ist die Kokerneigenschaft daran schwer abzulesen. Stattdessen bilden wir
einen neuen Abakus, der aus der ersten Reihe des ersten, der zweiten des
zweiten, und so abwechselnd aus den beiden urspriinglichen aufgebaut wird.
Entsprechend entsteht ein zweiter Abakus aus den jeweils iibrigbleibenden
Reihen der anfinglichen Diagramme. Damit erhalten wir ein neues Paar von
Abakusdiagrammen A’ und hier gilt nun wie bei den d-Kernen, daf} auf jedem
Stab die Perlen ohne Liicken untereinandersitzen.

2.18. Definition. Die d-Kogestalt G(A) eines ausgearteten d-Kokerns A =
(S,8), d = 2e, sei die e-Gestalt G(A') des getwisteten Abakusdiagramms A'.

2.19. Bemerkung. Sei L wie in 2.12 mita =1, d = 2e.
(a) Ist A ein nichtausgearteter d-Kokern der d-Kogestalt G(A) =

(bo, ... ,bse—1), so spezialisieren fiir die Wahl
{xboe — 1’ Ib1e+1, e xb,_le+e—-1’
_ (_1)be xbee’ _(_l)be+1 mbe+1€+1, e, _(_1)172:—1 zbn—l €+e—l}

der Parameter der generischen zyklotomischen Algebra H(Wg(LL, A4 )) die ge-
nerischen Grade, multipliziert mit DegR$(A4), zu den Graden unipotenter
Charaktere im ®4-Block von G oberhalb (IL, A5) mit den richtigen Vorzeichen
(siehe (d-HVS)).

(b) Ist A ein ausgearteter d-Kokern der d-Kogestalt (b, ... ,be—1), so spe-
zialisieren fiir die Wahl

{1‘2b°e — 1, x2616+2’ o ,‘sze_1€+26—-2}

der Parameter der generischen zyklotomischen Algebra H(Wg(L, Ap)) die ge-
nerischen Grade, multipliziert mit DegRE(A4), zu den Graden unipotenter
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Charaktere im ®4-Block von G oberhalb (L, Ay ) mit den richtigen Vorzeichen
(siehe (d-HVE6)).

Der Beweis verlauft analog zu denen der vorherigen Ergebnisse und sei dem
Leser iiberlassen.

Dies vervollstiandigt die Liste der moglichen Parameter fiir zyklotomische
Heckealgebren im zyklischen Fall. Bevor wir allgemeine zyklotomische Hecke-
algebren definieren kénnen, miissen wir geeignete Prisentationen fiir die zu-
grundeliegenden Spiegelungsgruppen finden.

3. KOMPLEXE SPIEGELUNGSGRUPPEN
UND ZYKLOTOMISCHE WEYLGRUPPEN

Wir geben Prasentationen fiir die im Zusammenhang mit der Zerlegung von
RE’ auftretenden komplexen Spiegelungsgruppen an. Aus diesen Prisentatio-
nen lassen sich dann die zugehérigen zyklotomischen Heckealgebren definieren,
was im néchsten Abschnitt geschehen wird.

3A. Priasentationen einiger komplexer Spiegelungsgruppen.

Wir verstehen hier gemifi dem allgemeinen Sprachgebrauch (siehe etwa
[23], [24]) unter komplexen Spiegelungsgruppen endliche Gruppen, die in ei-
ner treuen komplexen n—dimensionalen Matrixdarstellung durch Elemente mit
einem n — 1-dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1, sogenannte Pseudo-
reflektionen, erzeugt werden. Die irreduziblen komplexen Spiegelungsgruppen
wurden von Shephard und Todd klassifiziert [23]. Die fiir uns interessanten
darunter sind in ihrer Bezeichnungsweise die zwei doppelt unendlichen Serien
G(d,1,n) und G(d,2,n) sowie die elf Einzelgruppen G4, Gs, Gs, Gg, Gho,
G12’ GlGa G25a G26a G31’ G32-

Wir suchen nun ‘schéne’ Prisentationen fiir diese Gruppen, mit komple-
xen Spiegelungen als Erzeugern &hnlich wie bei Coxetergruppen. Dabei tritt
allerdings das schon von Shepard und Todd erwéhnte Problem auf, daf§ nicht
jede n-dimensionale komplexe Spiegelungsgruppe von genau n Spiegelungen
erzeugt werden kann, sondern in manchen Féllen n + 1 solche nétig sind. Fiir
die Gruppen, die bereits durch n Spiegelungen erzeugt werden kénnen, gab
Coxeter in [11] Prasentationen an. Die Prasentationen in den iibrigen Fallen
sind unseres Wissens neu.

Die Préisentationen werden wie im Fall der Coxetergruppen durch ein Dia-

gramm gegeben. Bezeichne B fiir n,d > 1 das Diagramm
BY: @=—0O0—0:-0—0
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mit insgesamt n Knoten. Die Knoten reprisentieren die Erzeuger, wobei
der mit einem d markierte die Ordnung d habe und die unmarkierten In-
volutionen entsprechen. Die Relationen werden durch die Verbindungslinien
beschrieben: Erzeuger zu unverbundenen Knoten kommutieren, wihrend k
Verbindungslinien zwischen r und s eine Zopfrelation

TST - s =STS: "

mit k' Faktoren auf beiden Seiten bedeuten, wobei k' = 3 fiir k = 1, k' = 4
fiir k = 2 und k¥’ = 6 fiir k = 3 gilt, also wie die entsprechende Konvention bei

Coxetergruppen. Fiir den Fall d = 2 geht B in das wohlbekannte Diagramm
zu der iiblichen Weylgruppe vom Typ B, iiber, und weiter ist B,(11) =A,_1.
Fir geraden Parameter d = 2e definieren wir weiter D fiir n > 2 durch

O
D@ . >O—O"'O—O
O

mit insgesamt n + 1 Knoten. Der Kreis an den ersten drei Knoten steht fiir
die gerichtete zirkuldre Zopfrelation

rst = str = trs

zwischen den ersten drei Erzeugern (im Uhrzeigersinn). Die iibrigen Konven-
tionen sind wie beim Typ B{Y. Der Spezialfall DP = D,, hat die Namenswahl

fiir diese Diagramme motiviert.
Weiter setzen wir ng) = Bge) und erweitern unsere Definition auf alle

d > 1 durch die Festsetzung DY .= D falls d ungerade ist.

Weiter definieren wir die folgenden sieben exzeptionellen Diagramme, die
Présentationen fiir zweidimensionale komplexe Spiegelungsgruppen liefern
werden:

AV 0—06 BY*: @=—0

AV @—0@ GY: @==0

O
B§v3 . =® K2 . .Q. Ags) . @-@
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und weitere vier fiir h6herdimensionale Spiegelungsgruppen:
3
47 @—0—0

By": @®@—@=—=0

Li: o{—;;——\o

AP —00—00—06

Hier wire allenfalls noch der Doppelkreis im Diagramm K, zu erklédren: er
symbolisiert die zirkulédre Zopfrelation

rstr = strs = trst

zwischen den drei involutorischen Erzeugern r, s und ¢.

Insbesondere sind alle Relationen entweder verallgemeinerte Zopfrelationen
mit gleich vielen Faktoren auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens, oder
solche der Art s? = 1.

3.1. Definition. Die oben aufgefiihrten Diagramme D heiflen zyklotomi-
sche Diagramme. Die dadurch beschriebenen endlich prisentierten Gruppen
W = W (D) heifien zyklotomische Weylgruppen. Des weiteren wollen wir auch
die iiblichen Dynkindiagramme der endlichen Gruppen vom Lie-Typ und die
zugehorigen Weylgruppen als spezielle zyklotomische Diagramme bzw. Weyl-
gruppen bezeichnen.

3.2. Satz. Die zyklotomischen Diagramme liefern Prisentationen fiir die fol-
genden komplexen Spiegelungsgruppen:

W(B{®) 2 G(d,1,n), W(DP?)=G(2,2,n),
WAD) =Gy, W(AP) 2 Gos, W(AD) = Ga,
W(BY) = Gs, W(AY)2Gs, W(GH)xGy, W(BL®) =G,
W(K2) = Gra, W(AP) 2 Grs, W(B2®) = Gos, W(Ls)= G,

Beweis. Fiir die Diagramme ohne zirkulédre Relationen wurde dies bereits von

Coxeter [11] gezeigt. Im Fall B{?Y etwa liefern die involutorischen Erzeuger
S9,...,8, zu den letzten n — 1 Knoten eine Prisentation der symmetrischen
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Gruppe G,. Das Element s; der Ordnung d kommutiert aufgrund der Re-
lation s1525152 = $28152s; mit allen seinen Konjugierten unter (so,...,5s,),
und somit beschreibt die Pridsentation das Kranzprodukt Z3 1! &,. Dies ist
aber gerade die Spiegelungsgruppe G(d,1,n).

Fiir gerades d betrachte man nun die von s?, s, 515251, 53,54, , Sp_€I-
zeugte Untergruppe H von led). Dies ist die komplexe Spiegelungsgruppe
G(d,2,n) [23]. Mit dem Coxeter-Todd Algorithmus sieht man, da H
den Index zwei in W(B(?) hat, mit Nebenklassenvertretern {1,s;}. Mit
dem Reidemeister-Schreier Verfahren ergibt sich, da H auf den Erzeugern
s2,59,518251, 83,84, ... ,5, genau die oben fiir Dg,d) angegebene Préisentation
besitzt.

Bei den exzeptionellen Diagrammen K3 und L4 bestimmt man etwa die
Charaktertafel (vorzugsweise auf dem Computer) von W (D), und liest dar-
aus die Existenz einer irreduziblen Spiegelungsdarstellung von W(D) der

gewiinschten Dimension ab. Die Behauptung folgt dann mit dem Klassifi-
kationssatz von Shephard und Todd. O

Die vorgestellten Prasentationen dhneln in vielerlei Hinsicht denen fiir
Weylgruppen als Coxetergruppen.

3.3. Anmerkung. Durch Wegnahme von Knoten und den zugehérigen Verbin-
dungslinien aus einem zyklotomischen Diagramm erhilt man das Diagramm
einer parabolischen Spiegelungsuntergruppe. Dabei ist zu beachten, dafi bei
den zirkuldren Relationen immer mindestens zwei der Knoten auf dem Kreis
entfernt werden miissen, um die Présentation einer Untergruppe zu erhalten,
da die Relation zwischen zwei iibrigbleibenden Erzeugern keinen Sinn macht.

3B. Zyklotomische Weylgruppen.

Die Motivation fiir die Bezeichnung zyklotomische Weylgruppen fiir die
Gruppen W (D) ergibt sich durch folgende Tatsache: Die eingefiihrten Grup-
pen W (D) treten in den generischen reduktiven Gruppen als relative Weyl-
gruppen Wg(L, A) fiir geeignete d-kuspidale Paare (L, A) auf (siehe [8]).

Im Fall d = 1 handelt es sich dabei gerade um die iiblichen Weylgruppen
A,, B, D,, Es, Eq, Es, Fy, G2 und I(8) (in %Fy). Fiir allgemeines d
kommen noch die eingefiihrten zyklotomischen Weylgruppen hinzu.

3.5. Bemerkung. Die fiir vorgegebenes d méglichen zyklotomischen Weyl-
gruppen sind genau die in 3.4 aufgefiihrten. Dabei treten die Eintrége in den
Zeilen 4-10 nur in exzeptionellen Gruppen auf.

Wegen A,-; = Bg,l) , Bp = Bff) und D, = DS{") sind die klassischen
Weylgruppen in der Tat Spezialfille der zyklotomischen Weylgruppen. Die
umsténdliche Fallunterscheidung nach der Restklasse von d modulo 4 spiegelt
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3.4. d-zyklotomische Diagramme.

d D
d=0 (mod 4) B, D%
d=2 (mod 4) B{/® B, DY
d=1 (mod 2) B, B9, DZY
1,2 E67E7,E87F47G2’I2(8)
3,6 Ags),Ags),Aga),B:zs,a,Bg,a
4 ASY Ky, Ly
5,10 AP
4
: %
8', 8" A2
12 B;*?

das Verhalten des zyklotomischen Polynoms ®4(z) bei Ersetzen von z durch
—z wider.

3.6. Zyklotomische Weylgruppen

D (G, d)
BV (Er,4)

AP (3D4, 3), (3D4,6)

B? (Fy,3), (F4,6), (Es,6), (2Es, 3), (Es,3), (Es, 6)

A (2Fy,8"), (2Fy,8"), (Fy,4), (Es,4), (%Es,4), (Er,4), (Es,4)
G5 (Es,8)

By*? (Es,12)

Ko (2Fy, 4)

AP (Es, 5), (Es, 10)

AP (Es,3), (*Es,6)

B? (E7,3), (E7,6)

Ly (Es, 4)

AP (Es,3), (Es,6)

I;°(5) (Hg,3), (Hy,6)

M, (Hy,4)

In Tabelle 3.6 werden fiir die exzeptionellen Gruppen genau die bei vorge-
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gebenem d auftretenden Diagramme klassifiziert. Hierbei wurden einerseits
die gewohnlichen Dynkindiagramme (also die Fille d = 1 und d = 2) so-
wie alle zyklischen Fille Bgd) der Ubersichtlichkeit halber weggelassen. Diese
Tabelle erhélt man etwa aus Table 1 und 3 von [8]. Das entsprechende Er-
gebnis fiir klassische Gruppen G ergibt sich leicht aus den Uberlegungen im
Abschnitt 2B.

Die beiden letzten Zeilen werden in Abschnitt 3D ihre Erklarung finden.

Einige grundlegende Eigenschaften der exzeptionellen zyklotomischen
Weylgruppen sind in der Tabelle 8.2 in §7 zusammengestellt.

3C. Die Charaktere der zyklotomischen Weylgruppen W(Ds.d)).

Wir stellen hier einige Ergebnisse iiber die Gruppen W(Dg,d)) und ihre
Darstellungen zusammen, die spater benétigt werden.

Die Darstellungstheorie des Kranzprodukts W(B,(ld)) = Z41 6, ist wohl-
bekannt (siehe etwa [16], 4.4). Die irreduziblen Darstellungen iiber einem
Zerfallungskorper werden durch d-Tupel von Partitionen

(a1,...,04), a;Fmn; mit E n,=n

parametrisiert. Ein vollstindiges Vertretersystem der absolut irreduziblen
Charaktere erhilt man auf folgende Weise: Seien &,... ,&q die irreduziblen
Charaktere der zyklischen Gruppe Z4. Die Triagheitsgruppe des irreduziblen
Charakters

E:=¢0"# - #Eg

von Zj' x -+ x Z7* (hier bezeichnet # das duflere Tensorprodukt) ist die
Untergruppe
H:=Zd26n] X oo X Zdend

von Zg16,. Sei nun weiter & = (e, ... ,aq) ein d-Tupel von Partitionen mit
a; F n;. Man setzt £ auf H fort und bildet dort

Ea = (E;h ® Xay )# Tt #(6:1” ® Xa.z)a

wobei Xo; den durch die Partition o; F n; indizierten Charakter von G,,
bezeichnet. Die Induktion von &, zu Z31 &, ist ein irreduzibler Charakter
und wird mit « indiziert.

Die zyklotomische Weylgruppe W(D£,2*’)) hat Index zwei in W(B%d)) =
2316, d = 2e. Wird der Kern des Kranzprodukts Z;416,, durch die Elemente
21,...,24 der Ordnung d erzeugt, so bilden die Produkte z;z; mit 1 < 4,5 < d
zusammen mit einem zu &, isomorphen Komplement ein Erzeugendensystem
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fir W(DL?). Alternativ kann W(D%”) auch so beschrieben werden: Sind

$1,... ,Sn die Erzeuger von W(Bs,d)) gemif dem zyklotomischen Diagramm
Bf,d), wobei s; die Ordnung d habe, so erzeugen s%,sf13231,32,33,... ,Sn

darin eine zu W(Ds,d)) isomorphe Untergruppe.
Zur Untersuchung der Darstellungstheorie von W(D,(zd)) ist also zu ent-
scheiden, welche irreduziblen Darstellungen von W(Bs,d)) bei Einschrankung

auf W(Dfld)) zerfallen, und welche in Paaren assoziierter vorkommen. Dazu
ordnen wir die Charaktere &; von Zg so an, dafl &; = {;,-1_1 firl<i<e=d/2
gilt.

3.7. Bemerkung. Eine irreduzible Darstellung x, von W(Bg,ze)), parame-
trisiert durch das 2e-Tupel o = (a4, ... ,09¢) von Partitionen, bleibt bei Ein-

schrinkung auf W(Dge)) genau dann nicht irreduzibel, wenn a;—1 = ay; fiir
allel1 <i<e gilt.

Der Beweis ist einfach und sei dem Leser iiberlassen (siehe etwa [16],
Ex. 4.4, fiir eine dhnliche Untersuchung).

3D. Weitere Spiegelungsgruppen.

Bei Einfiihrung der zyklotomischen Weylgruppen st68t man auf die fol-
gende Kuriositét (siehe auch Paragraph 7 und den Anhang):

8.8. Anmerkung. Bekanntlich kommen die endlichen Coxetergruppen Hj, Hy
und I(p) fiir p # 2,3,4,6,8 nicht als Weylgruppen endlicher Gruppen mit
BN-Paar vor. Trotzdem zeigt es sich, dafl Konstruktionen wie Heckealgebren
und damit generische Grade auch fiir diese Gruppen Sinn machen. Untersucht
man die hier vorkommenden Zentralisatoren regulirer Elemente, so tauchen
in Hy fiir d = 3,6 und d = 4 zwei weitere komplexe Spiegelungsgruppen auf,
die bei den Weylgruppen noch nicht vorkamen. Wie man sich leicht anhand
direkter Rechnung oder durch Vergleich der von Springer [24] ausgerechneten
Grade der Invarianten mit der Liste in [10] iiberzeugt, handelt es sich um G
und Go, in der Notation von Shephard und Todd. Auch fiir diese Gruppen
findet sich eine Prisentation von der oben untersuchten Art. Genauer ist

*Gs): @——0

eine Prisentation fiir G99, wihrend das Diagramm M, fiir G2z durch drei
Involutionen in zirkulirer Relation mit jeweils fiinf Faktoren in jedem Produkt
dargestellt wird (im Gegensatz zu K, mit vier und Dg4) mit jeweils dreien). In
beiden Fillen erhalten wir also Zopfrelationen in fiinf Faktoren, was insofern
nicht iiberrascht, als solche auch schon in der Prisentation von H,4 eine Rolle
spielen.
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Neben den zyklotomischen Diagrammen gibt es weitere &hnliche Dia-
gramme fiir komplexe Spiegelungsgruppen, und zwar haben G¢, G14, Gi7,
G1s und G2 die Prisentationen

G =0 ¥®): =0

GY: =0 BY*: =0 Y10): =0

(siehe [11]), sowie G7, G11 und Gyg die zirkuldren Présentationen

® ®

Fir die Spiegelungsgruppen Gi3, G1s, G24, G27, G29, G33 und G34, so-
wie G(d,p,n), p # 1,2, sind uns keine vergleichbar einfachen Prasentationen
bekannt.

4. ZYKLOTOMISCHE HECKEALGEBREN

Als ersten Schritt zur angekiindigten Definition der Heckealgebren
H(G, (L, A);z) zu d-kuspidalen Paaren (L,A) in endlichen generischen re-
duktiven Gruppen G konstruieren wir generische Versionen dieser Algebren,
die nur von der relativen Weylgruppe Wg(LL, A), beziehungsweise der dafiir im
vorigen Paragraphen angegebenen Prisentation abhingen. Durch geeignete
Spezialisierung der vorkommenden Parameter soll daraus dann die gesuchte
Algebra H(G, (IL, A); z) erhalten werden. Die Spezialisierungen sind nach den
Ergebnissen des Paragraphen 2 bereits in sdmtlichen zyklischen Féllen be-
kannt. In 4C werden wir einige Uberlegungen zum allgemeinen Fall anstellen,
welche wir dann im folgenden Paragraphen zumindest fiir ein paar kleine Fille
verifizieren.

4A. Definition der zyklotomischen Heckealgebren.

Die klassische Heckealgebra zu einer endlichen Weylgruppe W wird aus-
gehend von der Prasentation von W als Coxetergruppe definiert. Fiir jeden
Erzeuger s von W wiéhlt man einen Erzeuger T, der Heckealgebra H (W), der
der quadratischen Relation T? = us1 + (us — 1)T; mit einem Parameter u,
gentigt. Dies 148t sich umschreiben zu

((=T%) + us)((-T:) - 1) = 0.
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Bei der Spezialisierung u, — 1 geht dies in die Relation fiir s in W {iber. Wei-
ter verlangt man, dafl T’ und T, untereinander dieselbe Zopfrelation wie r und
s erfiillen. Die entstehende C-Algebra ist dann isomorph zur Gruppenalgebra
Cw.

Beim Versuch der Imitation des eben geschilderten Verfahrens fiir die im
letzten Abschnitt bewiesenen Prisentationen der zyklotomischen Weylgrup-
pen st68t man auf das Problem, daf8 nicht mehr alle Erzeuger s notwendig
die Ordnung 2 haben. Die richtige Verallgemeinerung der quadratischen Rela-
tion wurde bereits im zweiten Paragraphen bei der Behandlung des zyklischen
Falls gefunden.

4.1. Definition. Sei W eine zyklotomische Weylgruppe mit Diagramm D =
D(W), erzeugt durch die Menge von Spiegelungen S, und u = (u,s; | s €
S,0 < i < d(s) — 1) eine Menge von Transzendenten, so dafi die Polynome
P, :=[];(z — us,;) die zwischen den s € S geltenden Zopfrelationen erfiillen.
Wir definieren die zyklotomische Heckealgebra H(W,u) = H(D,u) iiber Z[u]
zu D wie folgt:

- H(W,u) wird als Z[u]-Algebra durch {T; | s € S} erzeugt.

- Hat der Erzeuger s € S die Ordnung d = d(s), so erfiillt T die Relation

(Ts - us,O)(Ts - us,l) e (Ts - us,d—l) =0.

- Sind sy,...,sk € S, k € {2,3}, in der Prasentation durch eine Zopfrelation

verbunden, so stehen Ty,,... ,Ts, in derselben Zopfrelation.
Offensichtlich kann durch Skalierung von T, immer u,o = 1 erreicht werden,
und von dieser Normierung werden wir im weiteren 6fters stillschweigend Ge-
brauch machen.

Fiir einen beliebigen Ring R mit Homomorphismus f : Z[u] — R sei schlief}-
lich Hr(W,u) := R ®zu) H(W,u). (Genauer miifite hier natiirlich der Mor-
phismus f in die Notation eingehen, aber dieser wird im folgenden jeweils aus
dem Zusammenhang klar sein.)

Die zyklotomischen Heckealgebren besitzen also im allgemeinen mehrere
Parameter u = (u,,; | s € S,1 < i < d(s) —1). Man hat etwa fiir ’H(Ags))
zwei freie Parameter, fiir H(B3°) vier und fiir H(Bj?) fiinf. Die Algebra
'H(D#)), n > 3, besitzt zwei Parameter, aber in 'H(Dgl)) sind der zweite und
der dritte Erzeuger nicht mehr iiber einen vierten verbunden, so daf} hier drei
Parameter erlaubt sind.

4.2. Anmerkung. Folgt aus den Zopfrelationen zwischen r, s € S die Gleichheit
der Polynome P, und P;, so sind die beiden Erzeuger bereits in der zugehori-
gen Zopfgruppe konjugiert, welche entsteht, wenn die Relationen iiber die
Ordnungen der Erzeuger weggelassen werden. Dies illustriert das folgende
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Beispiel: Eine Zopfrelation rsr = srs zwischen Reflektionen r, s ist gleichbe-
deutend mit s = r~!s~!rsr, erzwingt also, dal r und s in der Zopfgruppe
und somit erst recht in W(D) konjugiert sind. Entsprechend sind auch T,
und T, in der Heckealgebra Hy (D, u) iiber dem Quotientenkdrper K von
Z[u] konjugiert, miissen also dieselben Eigenwerte besitzen. Daher bedeu-
tet es keine Beschrinkung der Allgemeinheit, die Parameter u,; der in der

Definition vorausgesetzten Vertriglichkeitsbedingung zu unterwerfen.

Nach Konstruktion ist die zyklotomische Heckealgebra H(W') im folgenden
Sinne eine Quantisierung der zyklotomischen Weylgruppe:

4.3. Bemerkung. Ist R ein Korper der Charakteristik 0, und spezialisiert
man in der zyklotomischen Heckealgebra M (W) die Parameter u, ; zum Kno-
ten der Ordnung d = d(s) zu (}, wobei {4 eine primitive d-te Einheitswurzel
bezeichnet, so wird die spezialisierte Algebra isomorph zur Gruppenalgebra

RW von W iiber R (siehe (d-HV2)).

4.4. Anmerkungen. 1) Die klassische Iwahori-Hecke Algebra ergibt sich als
Spezialfall der obigen Definition. Hier fordern wir die quadratische Relation
(Ts — q)(Ts — 1), wobei der Parameter wie iiblich mit ¢ bezeichnet ist. So
erhilt man die Heckealgebra zu W mit d = 2. Zum Ubergang nach d = 1
ersetzt man formal ¢ durch —gq (siehe [8]), wodurch die Relation fiir (—T})
genau in die klassische iibergeht.

2) Im klassischen Fall erfiillt die Heckealgebra das Lemma von Matsu-
moto ([5], IV, §1.6, Prop. 5): Sind sy---sp = s{---s}, = w zwei re-
duzierte Ausdriicke fiir dasselbe Element w € W, so gilt in H(W) auch
T,y -+ Ts, = Tsy - Ty, was dann die Definition von T, erlaubt. Dies gilt
in zyklotomischen Heckealgebren im Allgemeinen nicht.

4.5. Beispiel. Sei W = Dg‘l) = (r,s,t| 12 = s%2 =12 = 1,rst = str = trs).
Wir wéhlen u,; = u,,; = us; =: u. Dann rechnet man leicht

T T,T, - T, T.T, = (v + 1)(T, Ty + T, T — T}T, — T, T5)
nach, obwohl tsr = rts in W gilt.

4B. Der Struktursatz fiir generische Heckealgebren.

In Verallgemeinerung des klassischen Ergebnisses iiber Iwahori-Hecke Al-
gebren liegt die folgende Vermutung nahe, die wir zur Zeit leider noch nicht
in voller Allgemeinheit zeigen kénnen. Sei dazu u™?! := (uy 1o ,u;_ll .
4.6. Vermutung. Sei D ein zyklotomisches Diagramm. Dann ist die zyklo-
tomische Algebra H(D,u) frei vom Rang |W(D)| iiber Z[u,u™}]. Insbeson-

dere ist fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Koérper K, der Z[u] enthilt,
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Hi (D) = K ®zu) H(D,u) isomorph zur Gruppenalgebra KW (D) (siehe (d-
HV1) und (d-HV5)).

Der zweite Teil der Vermutung ergibt sich aus dem ersten unter Verwen-
dung von Bemerkung 4.3 aus dem Deformationssatz von Tits (siehe etwa [12],
68.17).

In der Tat sollte diese Aussage auch fiir die beiden nach Anmerkung 3.8 in
H,4 vorkommenden komplexen Spiegelungsgruppen und die dazu entsprechend
Definition 4.1 gebildeten Algebren zutreffen. Es ist sogar denkbar, dafl sie
auch fiir die acht weiteren im Abschnitt 3D vorgestellten Spiegelungsgruppen
richtig ist.

Abgesehen von einigen der exzeptionellen Diagramme ist Vermutung 4.6
richtig;:

4.7. Satz. Die Vermutung 4.6 gilt fiir die zyklotomischen Diagramme D €
{BY, D", A, A, BY®, K>},

Beweis. Der Beweis des Satzes erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst geben
wir ein Erzeugendensystem der richtigen Kardinalitit von H := Hg(D,u)
iiber R := Z[u,u"!] an. Dessen Freiheit wird dann durch die Konstruk-
tion geniigend vieler indquivalenter irreduzibler Matrixdarstellungen von H
gezeigt, also durch Nachweis eines gentigend grofien halbeinfachen Faktors.

Die einfachste Situation liegt fiir die Diagramme B vor. Wir folgen hier
dem eleganten Beweis dieses Falles in [3]. Seien dazu die Erzeuger von H mit
Ty,...,T, bezeichnet, wobei jeweils T; und T;4+; nicht kommutieren und T3
zum Knoten der Ordnung d gehére. Induktiv definieren wir dann S; := Tj,
S; = T;8;1T; fiir ¢ = 2,...,n. Es ist leicht zu zeigen, da8} Sp,...,S5,
eine kommutative Teilalgebra von H erzeugen. Die Erzeuger —T5,...,-T,
erfiillen die Relationen der Iwahori-Hecke Algebra vom Typ A,_;. Nach
dem Lemma von Matsumoto (siehe [5], IV, §1.6, Prop. 5) erlaubt dies fiir
jeden reduzierten Ausdruck w = t;, ---t;_ eines Elements w € W(BS,d)) in
den zugehorigen Gruppenelementen ¢, ... ,t, die eindeutige Definition eines
Ty :=T;, -+ T;, in ‘H, unabhéngig von der Wahl des reduzierten Ausdrucks
fir w.

Damit zeigt man die Zerlegung

(4.8) HBW)= Y RSP ST,
0<k;<d—1
wES
deren Invarianz unter T1,... ,T), leicht folgt. Da eine dhnliche, aber kompli-

ziertere Rechnung anschlieflend auch im Fall D{¥ vorgefiihrt wird, verweisen
wir hier fiir die Details auf [3], Prop. 3.4. Hierbei beachte man, daf alle T}
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wegen u; ]1 € R bereits in H invertierbar sind . Damit haben wir die richtige
Anzahl von Erzeugern fiir H gefunden.

Die Konstruktion irreduzibler Matrixdarstellungen fiir H ist nun eine di-
rekte Verallgemeinerung des Verfahrens von Hoefsmit [15]. In [15] wurden
simtliche indquivalenten irreduziblen Matrixdarstellungen der generischen
Iwahori-Hecke Algebra vom Typ B, = Bﬁ,z) explizit bestimmt. Durch die
Ersetzung T; — —T; der Erzeuger dieser Algebra erhélt man so Darstellungen

von H(B{?,u). Um allgemein Darstellungen fiir H(B”, u) zu bekommen,
kann man diese Konstruktion leicht auf beliebiges d verallgemeinern. Dies
wurde bereits in [3] durchgefiihrt, weshalb wir hier darauf verzichten konnen.

Bevor wir den Hauptsatz iiber die Struktur der zyklotomischen Hecke-
algebra H = ’H(Df,d), u) beweisen konnen, miissen wir einige Hilfsergeb-
nisse zusammentragen. Die Beweisidee ist eine Verallgemeinerung von [3],
Prop. 3.4. Seien dazu die Erzeuger von H als S;,T5,T5,T5,Ty,... ,T, be-
zeichnet, wobei T3, ... ,T, zu dem Teildiagramm vom Typ A,_, gehoren, T5
und T nicht mit 75 kommutieren, und schlielich S;,T%,T; gemif der Rela-
tion S1T5T> = T5T2S, = T55:T; angeordnet seien. Zur Abkiirzung setzen wir
weiter u 1= ug; = ... = Up,; und v’ := ugy ; (siche Lemma 4.2). Zunéichst
bestimmen wir die Struktur von H(D5?).

4.9. Lemma. Die Menge

B:={Sf, SID,S!, SFT,S!, T8'TuS!|0<kl<e-1}
U{TStTyS  |1<k<e-1,0<1<e-1}

bildet ein R-Erzeugendensystem von ’H(Dgze)).

Beweis. Da der R-Modul ).z RT die Eins enthilt, geniigt es, seine Inva-
rianz unter Linksmultiplikation mit T5, T und S; zu zeigen. Da T, T; und

Sy in H(Dgze)) invertierbar sind, ist dies gleichbedeutend mit der Invarianz
unter Ty, TyT> und S1T4T,. Wegen TZ = (u + 1)T, — u folgt die Invarianz
unter 75 unmittelbar.

Weiter ist T5T>SF = T55:T3SF ! in B enthalten, oder 148t sich im Fall
k = 0 linear aus B kombinieren. Ebenso gilt

T,T»S¥T,S! = SFT,T2S!
= (u+1)SFTyT58) — uSET,S! = (u + 1) ToTo S5+ — uSkTy S,

und dies liegt nach dem eben bewiesenen im Erzeugnis von B. Beim dritten
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Elementtyp erhilt man

TS TLS! = SFTUTLTS! = S*T3%8, T, 841
= (v +1)SFTy8, To 87! — u/SFS5 T 8171
= (v + 1)SFTLTy S — w'SHHIT, 57

welches wieder in B ausgedriickt werden kann. Beim vierten und fiinften Typ
folgt die Aussage sofort aus dem vorigen und der Gleichung 72 = (u+1)T, —u.

Es bleibt die Invarianz unter S1T3T» = T5S5:T, zu beweisen. Fir S{“ ist
das sofort klar. Wir verwenden nun weiter, dafl das Element S;757> nach den
definierenden Relationen mit allen drei Erzeugern S;,T5, T, vertauschbar ist,
also im Zentrum von H liegt. So wird $,T3T>S¥T,S! = SFH1T4728!, und
dafiir sahen wir oben schon die Behauptung. Ebenso ist S;T4T>SFT3St =
Sf"'sz’TgTz'S{ schon oben untersucht worden. Wegen der Vertauschbarkeit
von S;T4T5 mit T kénnen fiir die letzten beiden Typen von b € B die S1T;T5b
als Produkte von T mit bereits behandelten Elementen geschrieben werden,
und die T»-Invarianz wurde bereits gezeigt. Damit ist das Lemma bewie-
sen. O

Im allgemeinen Fall n > 3 definieren wir fiir 2 < ¢ < n Elemente S; € H
induktiv durch Sy := S$1T3T%, S; := T;S;_1T; fir i = 3, ... ,n. (Hier ist sogar
v =u.)

4.10. Lemma. In H(Dsld) ) gelten die folgenden Relationen:
(a) T;8; = S;T; fiir3<i<n,1<j<n,i#jj+1,
(b) S,‘Sj = SjS,' firl1<i,j7<n,
(C) T:S; = (u + 1)5,’ —uS;_1T; fiir i > 3,
(d) T;S;-1 = (1 + U_I)Si - u“’S,-T,- fiir i > 3,
(e) T;Si-1S; = Si—1S:T; firi > 3.

Beweis. Aussage (a) zeigen wir durch Induktion nach j. Der Fall j = 1 ist
nach Definition richtig, fiir j = 2 haben wir entsprechend T;S; = T;5: 15T, =
SoT; wegen ¢ > j+1 = 3. Sei die Behauptung nun bis zum Index j — 1 bereits
bewiesen. Ist ¢ > j+1, so folgt die Vertauschbarkeit direkt aus den Relationen.
Gilt hingegen 1 < ] - 1, so wird T,'S]' = T,'Tij_lTj = Tij_lTjT,' = SJ'T,'
nach Induktionsannahme. Im Fall ¢ = j — 1 schreiben wir

Tj-18; = Tj1T3Tj-185-2Tj1Tj = TjTj-18;-2TT;-1T5 = 55T},
und dies ist immer maglich, da 2 < i = j — 1 vorausgesetzt war.

Im zweiten Teil kann man sich offensichtlich auf j > i beschranken. Fiir
1=1 gllt Sl . 52 = Slssz’Tz = SlTZITgsl = 5251, also dann per Induktion
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iiber j auch §15; = $1T;5;_1T; = S;5, fiir alle 2 < j < n. Sei nun i = 2.
Wir erhalten

$283 = ST TS TiTeTs = SiTATsToTs S, ToTs = S1TiTs Ty Sy ToTs T
= ST TS T TS = T3S ToToTsTo 51 TS = S35,

und sodann wie eben Sy S; = S,T;5;1T; = S;S, fiir j > 4. Im allgemeinen
Fall 3 < i< j wird S;S; = T;5;-1T;S; = S;S; per Induktion und wegen (a).

In (c) findet man T;S; = T2S;1T; = (u + 1)S; — uS;_1T;, in (d) folgt die
Behauptung wegen T;5;_; = T,-Si_lT,'Ti—l = (u+1)Si/u — S;T;/u. Teil (e)
ergibt sich aus T;S;_1S; = T;8;_1TiSi1T; = SiSi—1T; = S;—1S5:T;, wobei die
letzte Gleichheit wegen (b) gilt. O

Nach diesen Vorbereitungen ist der Beweis des Hauptresultats nicht mehr
schwierig. Im Fall ng) folgt dies sofort durch Abzihlen aus Lemma 4.9 und
den im Beweis von Satz 6.1 konstruierten irreduziblen Matrixdarstellungen.

Da wir fiir d = 2 die klassischen Iwahori-Hecke Algebren erhalten, fiir
welche die Aussage wohlbekannt ist, setzen wir nun der Einfachheit halber
d > 2 voraus. Nach Lemma 4.10 erzeugen die Elemente S¥S}, 0 < k <e-—1,
0 <1 < 2e—1, eine kommutative Teilalgebra von 'H(Dgze)). Wegen 2e > 2 hat
die grofite kommutative Teilalgebra von RW(Dgze)) die Dimension 2e?. Somit

besitzt (S¥S. | k,1) ebenfalls die Dimension 22, und insbesondere liegen alle
Potenzen von S, wieder in dieser Teilalgebra. Aus Dimensionsgriinden mufl

daher

(4.11) H((D$)) = S RSEsL+ S RSESIT
0<k<e—1 0<k<e—1
0<Z1<2e—-1 0<1<2e—1
gelten.
Die Erzeuger —T5, ... ,—T, erfiillen die Relationen der Heckealgebra vom
Typ Ap—1. Nach dem Lemma von Matsumoto erlaubt dies wie oben die
eindeutige Definition von Elemente T, fir w €< t3,... ,t, >.

Damit kénnen wir die Zerlegung

(4.12) H(D29) = > RSkSk...8knT,,
0<k<e-1, Ossk.'SZe—]
we€Sq

beweisen, aus der der erste Teil des Ergebnisses fiir 'H(Dge)) sofort folgt.
Es geniigt dazu wiederum, die Invarianz unter Linksmultiplikation mit den
Erzeugern S1,7T4,T5,T5 ... ,T, zu bestatigen. Fiir S; ist dies sofort klar. Die
T;, 3 < i < n, vertauschen nach Lemma 4.10(a) mit allen S; aufler fiir ¢ = j
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und ¢ = j + 1. Nach Lemma 4.10(e) konnen sie auch an Produkten der Form
(Si-185;)* vorbeigeschoben werden. Sind die Exponenten von S;_; und S; in
der Darstellung 4.12 verschieden, so erlauben Lemma 4.10(c) und (d) immer
noch das Vertauschen mit 7}, unter Inkaufnahme der Erhéhung des kleineren
der beiden Exponenten. Insgesamt kénnen die T;, 3 < 7 < n, also bis zu T,
geschoben werden. Dort ist man aber in einer Teilalgebra, die die Relationen
von A,_; erfiillt, und die Giiltigkeit der Behauptung folgt.
Es bleibt die Linksmultiplikation mit 75 und T3 zu untersuchen. Wegen

(4.13) = ST1S Ty = (14418718, — w1818, Ty

geniigt es sogar, nur die Multiplikation mit 75 zu betrachten. Wir sortieren
die S; nun so um, daf die Potenzen von S; und S, ganz rechts stehen. Man
verifiziert 7553 = S3T; und sodann induktiv T5S; = S;T; fir 4 < j < n.
Dabei kann T jeweils wieder durch den Ausdruck 4.13 ersetzt werden. Hat
man auf diese Weise T und die unterwegs entstandenen S} 16, an allen S;
mit 3 < ¢ < n vorbeigebracht, so zeigt schliefllich die Anwendung von 4.11 die
Invarianz.
Als nichstes priift man nach, daff die Elemente

Sy = Tf, ’fé = TI_ITZTI, T; firi=2,...,n,
von H(B39 v) = (T\,...,T,) mit
v = (E£/u1,0,- .-,/ ULe—1,U2,0,U2,1)

fiir n > 3 die Relationen von ’H(D(ze) u) erfiillen. Insbesondere gibt es einen
surjektiven Algebrenhomomorphlsmus von H auf H := (Sl,TZ,Tz, T, n)s

der jeweils T; auf T; sendet. Da aber das Bild unseres Erzeugendensystems
fiir M in der Teilalgebra H von 'H(Bge), v) nach dem oben gezeigten frei iiber
Z[u,u!] ist, gilt das erst recht fiir das Urbild. Damit folgt auch die restliche

Behauptung fiir H(Dﬁf‘f), u).
In H(A, u) bildet B :=
{T{, LT}, BT, WLT], TiTT, TITET, TLT3T;, TTITT; |0 <i < 2}

eine Basis. Denn man iiberzeugt sich leicht anhand der Relationen, daf8 die
Elemente von B unter Linksmultiplikation mit 7 und 75 jeweils in Linear-
kombinationen aus B iibergehen. So ist etwa im schwierigsten Fall

Ty TPTETS = TV T TETETE = T TV T T T2TE = T T TR TL T+
= T TETH + oo T VT T + o T T TR, T
= o T2TH + s TV TETI ! + o TPTE2TIH! 4 o To T4 + ap T T2 T T
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fiir 0 < ¢ < 2 mit gewissen o; € K. Die irreduziblen Matrixdarstellungen von
’H(Ags), u) werden in 5B konstruiert. Damit folgt auch hier die Behauptung.

InH A(3), u) sei H' die von T} und T, erzeugte Teilalgebra. Weiter sei
3

B := {1, Tz, ToTs, T2Ts, T\ T2 T3, T2ToTs, Ty T2Ts, T2TETs, T T Ts,
T\ TsT2Ts, T2 T T2Ts, To T ToTs, T ToT2ToTs, ToTET3T2Ts,
TiTT:TiTs, TiTeThT3T2Ts, TeTi T Ty Ts, Ty, ToTs, Te T2, ThToT2,
T?T,T2, TyT2TZ, T2T2TE, ToT2ToT2, ToTo T ToTE, T2ToT2ToTE).

Dann stellt man anhand der definierenden Relationen fest, daf§

> RSH

SeB

invariant unter Linksmultiplikation mit 737, T3 und T3 bleibt, und daher schon
gleich H sein muf. Das Nachpriifen dieser Aussage fiir die 81 Produkte sei dem
Leser iiberlassen. Etwas vereinfacht wird die Rechnung durch konsequente Be-
nutzung der Formel T;T;T?T; = T;T?T;T; fiir 1 < ¢, < 3, welche unmittelbar
aus den definierenden Relationen folgt. Da die Erzeuger T7,T> von H’ die Re-
lationen von 'H(Ags), u) erfiillen, konnen wir ein Erzeugendensystem fiir H’ wie
oben wihlen. Damit haben wir insgesamt |B)| IW(AgB) )| = 27-24 = |W(AD)]
Erzeuger fiir H. Die irreduziblen Matrixdarstellungen werden spéter in 5F
konstruiert, woraus die Aussage schliefilich folgt.

Fiir die Algebren zu Bg  und K schlagen wir einen anderen Weg zum Be-
weis der endlichen Erzeugung ein. Seien dazu D ein zyklotomisches Diagramm
mit k¥ Knoten und ¢4,...,t; dazugehorige Erzeuger einer freien Halbgruppe
M. Die Weylgruppe W(D) ensteht als Quotient von M modulo der durch
die Relationen R von D erzeugten Aquivalenzrelation. Wir wihlen nun eine
Ordnung < auf M, welche monoton beziiglich der Multiplikation ist, und
schreiben die Relationen in R so um, dafl jeweils die linke Seite grofier als die
rechte ist. Fiir Worte w;, wy € M schreiben wir w; — wy, falls w; durch eine
Folge von Anwendungen von Relationen in R in ws iibergeht. Wir nennen
die Relationen in R konfluent, falls es keine Ableitungen unendlicher Linge
gibt und falls aus w; — ws und w; — w3 schon die Existenz eines w4 mit
Wo — Wy und w3 — Wy fOlgt.

Die erste Bedingung ist leicht zu erfiillen, indem man < als Verfeinerung
der Langenfunktion auf der freien Halbgruppe M wihlt. Das Knuth-Bendix
Verfahren versucht, aus der Relationenmenge R eine konfluenten Menge Rkon
von Relationen zu konstruieren. Ist das Verfahren erfolgreich, so liefert es also
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einen Normalformalgorithmus in M/ =, das heifit, in jeder Klasse von M mo-
dulo Rion existiert ein eindeutig bestimmtes Element minimaler Linge, und
dieses kann durch Anwendung der Relationen erhalten werden. Die Elemente
von W = M/ = entsprechen bijektiv diesen Normalformen.

Zur Anwendung dieser Uberlegungen auf die Algebren H iibertrigt man
die Ordnung < auf die Monome in den Erzeugern T; von H. In H gelten nun
nicht mehr dieselben Relationen wie in W. Kann aber gezeigt werden, dafl
aus w; — wy in M schon

Ty, 2Ty, +a mit a= Za,-U,-, a; € K, U; <T,, Monome,

folgt, so kann der Normalformalgorithmus von W auf H iibertragen werden.
Es geniigt offensichtlich, dies fiir die Relationen in Rg,n zu zeigen.

Die definierenden Relationen von H haben bereits die gewiinschte Form.
Fiir K5 bestimmt man mit dem Computer eine konfluente Prisentation. Diese
besteht aus 24 Relationen, welche wir hier nicht wiedergeben wollen. Man
bestétigt, dafl diese, modulo Termen kleinerer Lange, auch in der Algebra
H(K3) gelten, und erhilt so ein Erzeugendensystem der Ordnung |W(K3)|.
Die irreduziblen Matrixdarstellungen von H(K>) werden in 5E konstruiert,
womit die Aussage auch in diesem Fall bewiesen ist. Ebenso geht man fiir
B3 vor, wobei hier die Darstellungen in 5C bestimmt werden. I

Gema8f der vorgestellten Beweismethode miissen zur vollstindigen Verifizie-
rung von Vermutung 4.6 sdmtliche Darstellungen der iibrigen exzeptionellen
zyklotomischen Heckealgebren bestimmt werden; ein Projekt, das wegen der

Darstellungsgrade in der Gréflenordnung 80 etwa bei Aflz) im Moment ausge-
schlossen scheint. Wir hoffen aber, die kleineren verbleibenden Fille auf diese
Art und Weise noch erledigen zu kénnen.

Wir fiihren noch einige Inklusionen zwischen zyklotomischen Heckealgebren
auf:

4.14. Bemerkung. (a) Fir n > 3 ist H(Dglze),u) eine Teilalgebra von
"H(Bg,ze),v) mit v = (£,/t1g,... , £ /Ul e—1,U2,0,U2,1)-
(b) 'H(Aga), u) ist Teilalgebra von H(B2*,v) fiir v = (u3 0, u1,1, 12,1, -1).

Beweis. Der erste Teil wurde bereits im Beweis des vorigen Satzes benutzt. Im
zweiten Fall erfiillen die Elemente 17,75, 7315713 in 'H(Bg ’3,v) die Relationen

des Standarderzeugendensystems von ’H(Agg'),u), da wegen der Parameter-
wahl in diesem Fall T; ' = Tj gilt. O

4C. Parabolische Teilalgebren.

In der Anmerkung 3.3 wurde das Konzept der parabolischen Untergrup-
pen einer zyklotomischen Weylgruppe W eingefiihrt. Diese erhélt man durch
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Wegnahme eines oder mehrerer Knoten aus dem Diagramm fiir W, wobei in
zirkuldren Relationen nicht nur ein einzelner Knoten entfernt werden darf. Da
die zyklotomische Algebra H(W,u) zu W ebenfalls iiber das Diagramm de-
finiert wird, macht auch hier der Begriff der parabolischen Teilalgebren Sinn.
Sie werden durch Teilmengen (Ts | s € I) der Erzeuger der Algebra zu W
erzeugt, wobei I die Erzeuger einer parabolischen Untergruppe von W sind.
Als direkte Konsequenz aus Satz 4.7 fiir parabolische Teilalgebren erhalten
wir:

4.15. Folgerung. Ist D eines der zyklotomischen Diagramme in Satz 4.7,
so erzeugen die zu einem parabolischen Teildiagramm D’ von D gehérigen
Erzeuger in H(D) eine zu H(D’) isomorphe Unteralgebra.

In diesem Zusammenhang noch ein Wort zu den im ersten Paragraphen
formulierten Vermutungen. Wir kennen nun parabolische Teilsysteme fiir die
Diagramme, fiir die Weylgruppen und fiir die zugehorigen Heckealgebren. Die
Heckealgebren sollen einmal als Endomorphismenalgebren gewisser RE () fir
d-kuspidale Paare (L, ) mit W = Wg(L, A) identifiziert werden. Auch in
der Sprechweise der d-zerfallenden Leviuntergruppen von G kann man von
parabolischen Strukturen sprechen. Sei dazu d fest und (IL, A) ein d-kuspidales
Paar in G. Ist M eine weitere d—zerfallende Leviuntergruppe von G mit L <
M < G, soist Uch(M, (L, X)) nicht leer, es gibt also Charaktere g mit (L, A) <
(M, p). Im Beweis des Fundamental Theorem in [8] wurde die Existenz eines
Verbandsisomorphismus zwischen der durch Inklusion geordneten Menge der
parabolischen Untergruppen von Wg(L, A) und der Menge der d—zerfallenden
Leviuntergruppen M mit L < M < G gezeigt.

Im klassischen Fall verhilt sich diese Beziehung zwischen den verschiedenen
parabolischen Teilstrukturen verniinftig: Ist L < M < G mit parabolischer
Weyluntergruppe Wwu(L, A) < Wg(L, A), so ist die Endomorphismenalgebra
zu R}Y!(X) gerade die parabolische Teilalgebra H(Wm(L, X)) von H(Wg(L, A)).
Insbesondere bedeutet dies umgekehrt, dafl die Werte der Parameter im klas-
sischen Fall bereits durch die Werte im zyklischen Fall, also durch die Dia-
gramme mit nur einem Knoten festgelegt sind.

Wir sehen zur Zeit keinen mathematischen Grund, warum dies auch im
allgemeinen Fall so sein sollte, vermuten aber, dafl sich diese Eigenschaft auch
auf die zyklotomischen Heckealgebren fortsetzt. Damit wéren also sdmtliche
Parameter fiir alle vorkommenden Heckealgebren bereits durch die Ergebnisse
des Paragraphen 2 im zyklischen Fall bestimmt und kénnten durch einfaches
Zusammensetzen gewonnen werden.

5. EINIGE EXZEPTIONELLE ZYKLOTOMISCHE ALGEBREN

Fiir die zyklotomischen Heckealgebren zu Dg}) sowie einigen kleineren ex-
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zeptionellen Spiegelungsgruppen konnen alle irreduziblen Darstellungen iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik 0 explizit be-
stimmt werden.

5A. Die Algebra ’H(Dg‘*), u).

Die Algebra H(Dg‘l) ,u) aus der unendlichen Serie der Dgld)—Diagramme ver-
dient besondere Beachtung. Es handelt sich hierbei bisher um den einzigen
Fall, in dem eine nichtabelsche zyklotomische Algebra als Endomorphismenal-
gebra der Kohomologie einer Deligne-Lusztig—Varietédt identifiziert werden
konnte. In der Tat konnte Lusztig fiir ein geeignetes reguldres Elemente w
der Ordnung 4 in der Weylgruppe W(D,) drei Automorphismen T3, 7%, T3 auf
der Varietdt X,, konstruieren, die die Relation T1T2T3 = ToT3T) = T3ThT»
erfiilllen. Die zyklotomische Weylgruppe W(Dg4)) des Zentralisators von w in
W (D,) besitzt nun nach §3 ebenfalls eine Prisentation

o o
mit diesen Relationen.

Die zugehérige Heckealgebra H(D§4),u) mit u = (1,u,1,v,1,w) besitzt
acht lineare Darstellungen, entsprechend den jeweils zwei verschiedenen Ei-
genwerten der drei Erzeuger T;,T,, T3, sowie die zwei 2-dimensionalen Dar-
stellungen

e (39 me (71 ). me (0 7)
mit ¢ := —(w(v+ 1) + r(1 + w))/vw und r := uvw.

Damit 148t sich die ” Charaktertafel” von ’H(Dgl), u) in Tabelle 5.2 bestim-
men; zur Abkiirzung schreiben wir S fiir das zentrale Element 177573 von
H(D§4), u).

Mit Lemma 1.2 bestimmt man hieraus leicht die relativen Grade beziiglich
der in Tabelle 5.1 angegebenen Klassenvertreter durch Losen eines linearen

Gleichungssystems. Man beachte dabei, dafl zur Auswertung von Lemma 1.2
nicht die Kenntnis einer vollstindigen Basis erforderlich ist. Urbilder von
Klassenvertretern in W(Dgi)) unter der Spezialisierungsabbildung ergeben
bereits ein Teilsystem maximalen Rangs.

5.2. Bemerkung. Die relativen Grade f; der zyklotomische Heckealgebra
H(DM ) lauten
ziyied
(T1y121 — T2Y222)(T1 — 22)(y1 — Y2)(21 — 22)

162



ZYKLOTOMISCHE HECKEALGEBREN

5.1. Charaktertafel von 'H(Dg‘), (1,u,1,v,1,w)).

1 T T T3 T, 15715 3Ty S 52 S3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 u 1 1 u 1 u u u? ud

1 1 v 1 v v 1 v v? v3

1 1 1 w 1 w w w w? w3

1 u v 1 uv v u w  uv? Ul
1 u 1 w U w uw vw  ww? il
1 1 v w v vw w vw  v2w? vl
1 u v w uv vw vw  wow uviw? uwdvdwd

2 w4l v+l w4l Hed) D i) 9, 9,2 943
2 w4l v4l w4l —Ied) ) ) 9, 2.2 _243

w

fir die acht moglichen Wahlen von {z1,z2} = {1,u}, {y1,%2} = {1,v},
{z1, 22} = {1, w} sowie
ruvw
2(r = 1)(r —u)(r — v)(r — w)

fiir die beiden 2-dimensionalen Darstellungen.

Gemaéf der obigen Anmerkung sollte H(Dgl), u) als Endomorphismenalge-
bra der Varietdt X, zu der Deligne-Lusztig Induktion R%w in G = D4 mit
|Tw| = ®4(z)? vorkommen. Nach Bemerkung 2.19 gehéren zu dieser Situation
die Spezialisierungen u, v, w — ¢? der Parameter.

5.3. Folgerung. Unter der Spezialisierung u,v,w +— q* gehen die relativen
Grade von "H(Dgl),u), multipliziert mit Deg(R§, (1))(q), bis auf das Vor-
zeichen in die Grade unipotenter Charaktere im ®4-Hauptblock von Dy(q)
iber.
5B. Die Algebra H(4,u).

Die kleinste exzeptionelle zyklotomische Weylgruppe G4 besitzt die Préasen-

tation

47 0—0
(siehe Satz 3.2) und ist isomorph zu der speziellen linearen Gruppe SLz(3).
Diese besitzt sieben irreduzible komplexe Charaktere. Die zugehorigen Dar-

stellungen der Heckealgebra ’H(Ag3), u), u = (1, u,v), lassen sich leicht ange-
ben. Mit den Standarderzeugern 717 und T3 von H sind dies neben den drei
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offensichtlichen linearen Darstellungen X; 23 zu den drei méglichen Eigen-
werten 1, u,v von T7 und T5 die drei aus

: z 0 y -y
Xase: TlH(a: y)’ Tzl—)(o a:)

durch geeignete Wahl von z,y € {1, u, v} erhiltlichen 2-dimensionalen sowie
die 3-dimensionale

1 0 0 u 1 U
Xr: T | —ul+v) u 0}, To—~ |0 v v(u+1)
v -1 v 0 0 1

Insbesondere sind alle irreduziblen Darstellungen bereits iiber dem Ring Z[u]
realisiert.

Vertreter minimaler Lénge der sieben Konjugiertenklassen von W(Agg'))
sind 1, s1, s2, 5152, 515251, 5253 und s153s,53. Aus den oben angegebenen Ma-
trixdarstellungen errechnet man nun durch Spurbildung leicht die ”Charak-
tertafel” 5.4 von ’H(Ag3), (1,u,v)):

5.4. Charaktertafel von 'H(Ag?’), (1, u,v)).

1 T T2 TT, TV, T,  TPT?  TT2TyT?

Y1 1 1 1 1 1 1 1

X2 1 u u? u? ul ut u®

X3 1 v v? v v3 vt v

X4 2 14+u 14 u? u 0 —u(1+u2) —2u3
X5 2 14+v 14 0?2 v 0 —v (1 +v?) —20v3
X6 2 u+tv u? + v? uv 0 —uv (u? +v?) —2u3?
X7 3 14u+4v 14 u?+ 02 0 —uv  u? 4 v24uv? 3ue?

Mit Lemma 1.2 bestimmt man hieraus die relativen Grade:

5.5. Bemerkung. Die relativen Grade f; der zyklotomischen Heckealgebra
'H(Ag”, (1,u,v)) zu den irreduziblen Darstellungen X; lauten

fl 2,3 = x4y4 )
23 T — 22 4 )G =y + )@ = 2)(y - 2)(ay + )
f4 5,6 = _x4yz )
S Ty — v+ - )@= 2)
f7 _ u2v2w2

(u? + vw)(v? + uw)(w? + wv)’
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mit {z,y,2} = {1,u,v}.

Die Gruppe G4 = W(Ags)) kommt nur fiir den ®3-Hauptblock und den
®¢-Hauptblock von 3Dy4(q) als relative Weylgruppe in Gruppen vom Lie-Typ
vor. Hier priift man sofort nach:

5.6. Folgerung. Unter der Spezialisierung u — q, v — ¢* gehen die relativen
Grade fi,..., f: von 'H(Ag?'), (1,u,v)), multipliziert mit Deg(RZ(A))(g), bis
auf das Vorzeichen in die Grade unipotenter Charaktere im ®3-Hauptblock
von 3D4(q) iiber.

Das einzige nichttriviale echte Teildiagramm von Ag3) hat den Typ Bgs) und
gehort zu der Leviuntergruppe ®3(q).Az(g) von 3Dy(g). Da fiir den zyklischen
Fall d = 3 in Ay(q) die Parameter in Bemerkung 2.10 zu 1,¢,¢* bestimmt
wurden, erhilt man hier wie gewiinscht die Parameter im hoherdimensionalen
Fall aus denen im zyklischen.

5C. Die Algebra H(B5*, u).

Die komplexe Spiegelungsgruppe G5 mit der Préasentation
3,3 .
By": @=—=0

ist isomorph zum direkten Produkt SLy(3) x 3, und besitzt damit 21 inadqui-
valente komplexe irreduzible Darstellungen. Als entsprechende Darstellungen
der Heckealgebra H(Gs,u) erhélt man neun lineare Darstellungen X3i4 ;41
iiber die moglichen Eigenwerte u; ; und uz ; von 17 und T3, weiter die neun
2-dimensionalen aus

Uu 0 r -1
X1o0,...18 ¢ TlH(ua:+vy v)’ TZH(O y)’

durch geeignete Wahl der Parameter u,v € {u; ;} z,y € {ug ;} erzeugbaren
Darstellungen, sowie schliefilich die drei 3-dimensionalen X9 20,21 :

1 0 o0 z z+r —u(z+r)/r
Ti— | =(r?4+vz)fvz uw 0], T~ |0 y —(%2+vz)fvz ],
—y(v+r)/r v+r w 0 o 1

mit {u,v} = {u11,u1.2}, {w,z} = {uz,1,u22}, wobei r* = uvzy sei. Die
Darstellungen sind demnach hier erst iiber Z[u,u™?, (s, Ut 101 2Uz,1 Uz 2] de-
finiert. Mit Lemma 1.2 erhilt man nun:
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5.7. Bemerkung. Die relativen Grade f; der zyklotomische Heckealgebra
Hr(B3°,u) zu den irreduziblen Darstellungen X; lauten f; . 9=

U4 U4$4y4

(wzy+ wz)(uz+ wz)(uy+ wz)(ve+ wz) (vy+ wz) (u-w) (v—w) (y-2) (z-2)’

—utztoywz

- (u22? + vywz)(vy + wz)(vz + wy)(z — y)(z — 2)(u — v)(u — w)’
fiir alle méglichen Wahlen {u,v,w} = {u1;}, {z,y,2} = {uz;}, sowie
19,2021 =

flO,... ,18

u3 ’U3 ZL‘3 y3

S(r+u)(r+v)(r+a)(r+y)(r+1)(r+uz)(r+vz)(r + uy)(r +vy)

mit r3 = wvzy und {u,v} = {u11,w 2}, {z,y} = {ua1,u22.}.
Die Spiegelungsgruppe G5 tritt in den in Tabelle 5.9 aufgefiihrten exzep-
tionellen Gruppen als relative Weylgruppe auf.

5.8. Folgerung. Spezialisiert man die relativen Grade f; von Hr(B3*, u)
entsprechend den Parameterwerten in 5.9, so erhilt man nach Multiplika-
tion mit Deg(RT(X))(q) bis auf das Vorzeichen die Grade der unipotenten
Charaktere im jeweils angegebenen ®4-Block von G.

5.9. Parameter fiic H(B3"?).

G d L(q) A Parameter
Fy 3 (*+q+1)? 1 ¢, ¢, ¢, ¢

6 (¢ —q+1)? 1 -4, ¢, —q¢, ¢*
Es 6 | (@®—q+1)%*(¢*+¢+1) 1 -q, ¢%, ¢4, ¢*
s 3 | (P+q+1)*(¢>—q+1) 1 q, ¢, ¢, ¢*
Es 3 (® +9+1)°Ds(q)  °D4[-1] | ¢, &, ¢* ¢°

6 (¢* — g+ 1)?°D4(q) $2,1 -q, ¢4, ¢*, ¢°

Man priift nach, da die Parameterwerte immer bereits durch die 1-
dimensionalen Teildiagramme bestimmt sind. Weiter stellt man fest, daf§
die zwei nichtrationalen relativen Grade immer zu unipotenten Charakteren
spezialisieren, fiir die der zugehorige Eigenwert des Frobenius eine dritte oder
sechste Einheitswurzel ist.
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5D. Die Algebra H(AS), u).
Die Gruppe Gg wird prisentiert durch
47 0—0

und besitzt 16 komplexe irreduzible Charaktere. Die entsprechenden Dar-

stellungen der Heckealgebra 'H(Agl) ,u) kénnen wiederum explizit angegeben
werden. Es sind dies die vier linearen Charaktere X . . 4 zu den Eigenwerten
Ug, ... ,u3 von 17 und T», die sechs aus

u 0 v v
Xs,..10¢ Tl'_’(_u v)’ TZH(O u)

durch Wahl der Parameter u,v € {u} erhéltlichen der Dimension zwei, die
vier aus

U 0 O v 1 v
X, 14 T | —v(u+w) v 0], To— |0 w w(u+wv)
w -1 w 0 0 U

erhiltlichen 3-dimensionalen, sowie die zwei 4-dimensionalen X5 16 :

1 0 0 O w va uwva —uv?/r
1/v u 0 0 0 v w-—r vfr
e 1/r (ww-r)/r v 0]’ Tom 0 0 u 1/r ’
—u ua ra w 0 0 0 1
mit @ := 7 —uwv — w, 7 = yuvw und (1,u,v,w) = u. Wiederum sind

die Darstellungen nicht iiber Z[u,u~!] realisierbar, sondern erst nach der
quadratischen Erweiterung mit /ugujuzuz. Wie im Falle von G4 beweist
man:

5.10. Bemerkung. Die relativen Grade f; der zyklotomische Heckealgebra
H(Agl) ,u) zu den irreduziblen Darstellungen X; lauten fiir die vier linearen
Charaktere

uSvéwb

(wvw-z3)(uw+ 22) (vw+ 22) (uv+ 22)Bg (u, ) Ps (v, )P (v, ) (u—z)(v-2)(W-2)’

fiir die sechs 2-dimensionalen Charaktere

—ubvbwz

(u2v? + wvwz + w2z?)Pg(w, z)(u2 + wz)(v? + wz)(u — w)(u — z)(v — w)(v — z)’
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fiir die vier 3-dimensionalen

u602w2z2

(u® —vwz)(vw + 22)(ve + w?)(wz + v?)(u — v)(u — w)(u — )’

wobei jeweils {u,v, w,z} = {u} ist, sowie

—utytyt

2(r+u?)(r +02)(r+ w?)(r+ 1)(r +u+vw)(r + v+ uw)(r + w+ uv)r

mit r = £y/uvw und (1, u,v,w) = u fiir die zwei 4-dimensionalen.

Hierbei bezeichnet ®;(z, y) das homogenisierte i—te zyklotomische Polynom
in z und y, so daf ®;(z,1) = ®;(z) wird.

Die Spiegelungsgruppe Gg tritt mehrmals als relative Weylgruppe in den
exzeptionellen Gruppen auf.

5.11. Folgerung. Spezialisiert man die relativen Grade f; von H R(Agi), u)
entsprechend den Parameterwerten in 5.12, so erhdlt man nach Multiplika-
tion mit Deg(RT(X))(g) bis auf das Vorzeichen die Grade der unipotenten
Charaktere im jeweils angegebenen ®4-Block von G.

5.12. Parameter fiir 'H(Ag4)).

G d L(q) A Parameter
Fy 8| (¢ +V2q+1) 1 @34, (B9, ¢°
8" | (¢ — V2q + 1) 1 (89, G390, ¢
Fy 4 (¢* +1)? 1 ¢ —¢, ¢
Es 4|(@®+1)%*g-1 1 -4, ¢%, —¢°
Bs 4 |(@+1)%g+1)? 1 0, ¢, ¢
Er 4| (#+1)41(0)° ¢} 4 —¢, —¢*
it ¢, -¢*, —¢*
Es 4| (¢*+1)’D4(q) #3,1 -1, —q, ¢°
$123,013 -¢*, ¢®, —¢°
$013,2 -q, —¢*, ¢°
$012,3 g, -¢*, -¢
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5E. Die Algebra H(K,,u).
Die Gruppe G2 wird préisentiert durch

e

und ist isomorph zu GL3(3). Diese besitzt 8 komplexe irreduzible Cha-
raktere. Die entsprechenden Darstellungen der Heckealgebra H(K3,(1,u))
konnen nicht mehr so leicht wie in den vorher behandelten Féllen berechnet
werden. Insbesondere die 4-dimensionale Darstellung kostet einige Miihe. Da
die Matrizen fiir die Erzeuger 17, T5, T3 bereits recht umfangreich werden, ge-
ben wir diese nicht explizit an. Die zwei moglichen Eigenwerte der T; fiihren
zu den beiden linearen Darstellungen, die drei 2-dimensionalen Darstellungen
sind durch

11 1 0 1 u(u—r+1) —(u-—r)
TIH(O u)’ TZH(—a u)’ T3Hr—1( alu—r) ru—u-a

mit @ :=u? —ru+u—r + 1 und r := v/2u, sowie

1 u u 0 0 1
TIH(O u)’ TZH(—I 1>’ T3H<—u u+1>

gegeben, und schliefllich die beiden 3-dimensionalen durch

z 0 O r+y -z —x
Ti—- |0 z 0], b , Ts—| 0 =z o0
T - y Y -z 0

mit {z,y} = {1,u}. Zwei der drei 2-dimensionalen Darstellungen sind erst
iiber einer Erweiterung mit v/2u realisierbar, die iibrigen lassen sich iiber Q(u)
schreiben. Man stellt fest:

O O8R
ow O©
|8 O

5.13. Bemerkung. Die relativen Grade f; der zyklotomische Heckealgebra
Hr(K2,(1,u)) lauten mit {z,y} = {1, u}

.’1212

(% — 22y% + y*)(a? — 2y + y2)(2? + y?)2(z — y)*

fiir die zwei linearen Charaktere,
—u?

12(u? £+ uv2u + u + vV2u + 1) (u £ V2u + 1)2
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sowie

u?

2(u? —u+1)(u—1)2

fiir die drei 2-dimensionalen,

(z - y)*(«? +¢?)°

fiir die zwei 3-dimensionalen, sowie

,u2

3(u? +1)?
fiir die 4-dimensionale Darstellung.

Die Spiegelungsgruppe G5 tritt als relative Weylgruppe nur beim ®,—
Hauptblock von 2Fy(g?) auf.

5.14. Folgerung. Unter der Spezialisierung u + ¢? gehen die relativen
Grade von H(K>,(1,u)), multipliziert mit Deg(RE(X))(q), bis auf das Vor-
zeichen in die Grade unipotenter Charaktere im ®,—~Hauptblock von 2Fy(q?)
iiber.

5F. Die Algebra H(A®, u).
Die Spiegelungsgruppe Gas = W(Ags)) mit der Prisentation

AP —00—0

besitzt 24 irreduzible komplexe Charaktere. Mit etwas Miihe kénnen die zu-
gehorigen Darstellungen der zyklotomischen Heckealgebra ’H(Ags), (1,u,v))
konstruiert und daraus die relativen Grade berechnet werden. Da die bei-
den grofiten irreduziblen Darstellungen 9-dimensional sind, Koeffizienten in
Q(u,v,(3) besitzen, und daher die Matrizen fiir die Erzeuger recht umfang-
reich werden, geben wir die Darstellungen hier nicht explizit an.

5.15. Bemerkung. Die relativen Grade f; der zyklotomische Heckealgebra
H(A;(f), (1,u,v)) zu den irreduziblen Darstellungen X; lauten mit {z,y, 2} =
{1,u, v} fiir die drei linearen Charaktere
21212
%5 (av, 72)Be(2, 2)8a 4, 2) (24— 2o )81 (2, )81y, 2) @yt D)o 2y 27
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fiir die drei 2-dimensionalen Darstellungen

x2y2z12

(2242 + 2yz2 + 24)(22 — 2y +y?)(2y + 2%)( + 2)(y + 2)(2-)*(z-2)*(y-2)*’

fiir die insgesamt sieben 3-dimensionalen

-—U4U4

(u—v)2(u? +v)(u+v2)(u - 1)2(uv 4+ 1)(v — 1)2

und

—z12yt,

(22 — 2z + 2%)(a®-y2?)(® + yz)(ay + 22) (v + 22)(2 + 2)(2-y)(2-2)*(y-2)*’

fiir die sechs 6-dimensionalen

$8y422

@ — )@ —zrt Dz + )+ )@ + )@ — 92 = 22y —2)’

fiir die drei 8-dimensionalen

x6y622

(229 + 2y2? + 24)(22® — y°)(2° — y2?)(z — y)* (¢ - 2)(y — 2)’

sowie

—utv? (Guo(u® + v3 + 1) + G(udv® +u® +03))
(ut + vu? + v2)Pg(u)Pe (v)P6 (u, v)(u?v2 + uv + 1)(u2 + uv? + v*)

und der dazu konjugiert komplexe fiir die beiden 9-dimensionalen.

5.16. Folgerung. Unter der Spezialisierung u +— q, v — q>, gehen die re-
lativen Grade von H(Agz’), (1, u,v)), multipliziert mit Deg(RT(X))(q), bis auf
das Vorzeichen in die Grade unipotenter Charaktere im ®3—~Hauptblock von
Es(q) tiber.

Die beiden 9-dimensionalen Darstellungen entsprechen hierbei den beiden
kaspidalen unipotenten Charakteren von Eg mit (3 und (? als assoziierten
Eigenwerten des Frobenius.
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6. RATIONALITAT DER DARSTELLUNGEN
ZYKLOTOMISCHER HECKEALGEBREN

Wie auch im Fall der gewdhnlichen Heckealgebren stellt sich bei den zy-
klotomischen Heckealgebren die Frage nach der Rationalitat der irreduziblen
Darstellungen. Dieses Problem hat zwei Aspekte: einerseits die Rationalitét
der Darstellungen der generischen Heckealgebra mit algebraisch unabhingigen
Parametern, andererseits die Rationalitat der Darstellungen nach der (ersten)
Spezialisierung zu den in der Natur vorkommenden Parametern, also zu den
in Abschnitt 2 bestimmten Potenzen von q%, multipliziert mit einer Einheits-
wurzel. Wir untersuchen zunéchst die generische Fragestellung.

6A. Rationalitit der Darstellungen im generischen Fall.

Wir gehen von einem der zusammenhéingenden zyklotomischen Diagramme
D in Definition 3.1 aus. Dazu bilden wir die zyklotomische Heckealgebra
Hz(D,u) iber dem Kérper K = Q(u) und mit algebraisch unabhingigem
Parametersatz u. Zuerst untersuchen wir die zwei doppelt unendlichen Se-
rien B und D{?. Fir die Beschreibung der Darstellungen der zugehorigen
Weylgruppen verweisen wir auf Abschnitt 3C.

6.1. Satz. (a) Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der zyklotomi-
schen Heckealgebren H R(B,(zd), u) sind rational.

(b) Der irreduzible Charakter x, der zyklotomischen Heckealgebra
Hk(Dge),u) ist nicht rational genau dann, wenn ow;_1 # o; fir minde-
stens zwei ¢ zwischen 1 und e gilt.

Beweis. Die irreduziblen Darstellungen von H R(Bs.d),u) lassen sich durch
leichte Verallgemeinerung der Konstruktion von Hoefsmit [15] mit Hilfe von
Standardtableaux explizit hinschreiben (siehe hierzu [3], Th. 3.7). Insbeson-
dere sieht man, daf alle Matrizen der Standarderzeuger nur Eintrage aus Q(u)
haben. Damit folgt der erste Teil des Satzes.

Zum Beweis des zweiten Teils verwenden wir Bemerkung 4.14(a), welche

eine Einbettung von H R(Dgze), u) in die Algebra zu B2 liefert. Diese exi-

stiert zwar nur fiir Dimension n > 3, da H R(Dgze)) einen Parameter mehr
besitzt, aber fiir n = 2 bestimmt man die héchstens 2—-dimensionalen irredu-
ziblen Darstellungen leicht explizit und priift so die Aussage nach. Neben den
offensichtlichen 4e linearen Darstellungen sind dies die e(e—1) 2-dimensionalen

u; a5 / 1+v -1 0 —rij/(uv)
TlH(O uj)’ TZH( v 0)’ TZH(r/ui 1+w

mit r;; = /uu;vw und a;; = —(wu;(v + 1) + rij(w + 1)) /(vw) fir u =
(uwo,u1,. .. ,Ue-1,1,v,1,w).
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Fir n > 3 erhilt man aus Bemerkung 4.14(a) und der Isomorphieaus-
sage in Satz 4.7 bereits diejenigen Darstellungen von H ,—((DSEC), u), die durch
Einschrianken einer irreduziblen Darstellung von H R(Bs,ze), V) mit

v = (£/u10,... , £/ ULe-1,U2,0,U2,1)

entstehen. Diese lassen sich nach Teil (a) schon iiber K := Q(v) schrei-
ben. Der Charakterkorper ist also in allen solchen Féllen in K enthalten.
Wir konnen aber sogar die Operation der erzeugenden Automorphismen
von Gal(K/Q(u)) auf den irreduziblen Charakteren x, von H g (Bs,d),v) be-
stimmen. Sei dazu 6; € Gal(K/Q(u)) derjenige Automorphismus, welcher
VU1, auf —,/ur; abbildet und die ibrigen ,/uy;, j # 4, festlaBt. Dann ist
8i(Xa) = Xar mit

!
a = (al,a2) ey 024, 02521, .. , (261, a26)-

Also bleibt x, unter Gal(K/Q(u)) invariant, wenn ag;—1 = ao; fiir alle
1 < ¢ < e gilt. Stimmt ay;_; fiir genau ein ¢ nicht mit a9; iberein, so
vertauscht die Galoisgruppe offensichtlich gerade die zwei Fortsetzungen des
irreduziblen Charakters von Hg(D%®, u) auf Hg(BZ?,v), und der Cha-
rakter von H I-((Ds,ze)) bleibt auch in diesem Fall invariant. Damit folgt die
Aussage (b) fiir die durch Einschrénken erhaltenen irreduziblen Charaktere.

Es bleiben die aufspaltenden Charaktere zu untersuchen. Nach den obi-
gen Uberlegungen und Bemerkung 3.7 sind diese jedenfalls Gal(K/Q(u))-
invariant. Die Rationalitat der Konstituenten zeigen wir durch Berechnung ei-
ner Vielfachheit in einem geeigneten induzierten Charakter. Zunéichst geniigt
es, sich auf gerade n zu beschrinken, da nach Bemerkung 3.7 fiir ungerades
n alle Charaktere irreduzibel einschranken. Fiir n = 2 haben die aufspalten-
den Charaktere den Grad 2, ihre irreduziblen Konstituenten sind also linear.
Die linearen Charaktere werden aber gerade durch die méglichen Eigenwerte
beschrieben und sind somit sicher rational.

Sei nun X, der durch das d := 2e-Tupel o = (o4,...,c4) von Partitionen
a; F n; parametrisierte irreduzible Charakter von W = W(Bgd)), und v, der
irreduzible Charakter der zugehorigen Tragheitsgruppe Hy & Z416,, X -+ X
Z416,,, s0 daB xo = (¥o)W gilt. Zur Zerlegung des Induzierten (xa)%’ nach

W' = W(Bw(ﬂz) kénnen wir also auch (¢a)}){V; betrachten. Diese Induktion
zerfallt in zwei Schritte geméfl dem Diagramm

Char(W(BS”)) —— Char(W(B%,))

I I

Char(H,) —— Char(H, x Z3).
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Die Induktion in der unteren Zeile ist jedoch nach Definition von 3, leicht
durch eine entsprechende Induktion in symmetrischen Gruppen zu beschrei-
ben. Damit zeigt sich, dal x¥' diejenigen zerfallenden Charaktere von W,
deren Partitionentupel aus o durch Hinzufiigen zweier 1-Haken an verschie-
denen Partitionen entsteht, mit der Vielfachheit 1 enthidlt. Zerfillt x, bei
Einschrankung auf W(D,(Id)), so enthalten die Induzierten der zwei Konstitu-
enten also jeweils einen der entsprechenden zerfallenden Charaktere von W’'.
Dies erlaubt den Induktionsschritt von n nach n+2, da die Irrationalitit eines
solchen Charakters in W(Dfﬁz) die Irrationalitit des Ausgangscharakters in

W(Dg,d)) erzwingen wiirde. Fiir n = 2 waren aber alle Charaktere schon als
rational erkannt worden. O

Als Ergebnis des obigen Beweises kénnen wir sogar den genauen Charak-
terkorper explizit angeben.

6.2. Folgerung. Der Charakterkorper von x4 in Satz 6.1(b) ist
Q{vuritn | o2i-1 # 0ni, a2j1 # 0aj}).

Wir erhalten auf diese Weise auch die bekannte Rationalitdtsaussage fiir
die klassischen Heckealgebren zum Diagramm D, = D@ zurlick, denn hier

besteht o nur aus zwei Partitionen, erfiillt also nie die Voraussetzung fiir
Irrationalitédt in Satz 6.1.

Wir wenden uns nun den exzeptionellen Diagrammen zu. Das Resultat fiir
die iiblichen Weylgruppen und Heckealgebren ist aus [14] iibernommen. Fiir
diejenigen Félle, in denen die Existenz der zugehérigen Heckealgebra nicht in
Satz 4.7 nachgewiesen werden konnte, gilt die folgende Aussage nur unter der
Annahme der Existenz.

6.3. Satz. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der zyklotomischen
Heckealgebren 'H g (D, u) zu zusammenhingenden exzeptionellen zyklotomi-
schen Diagrammen D sind rational, besitzen also Werte in Q(u), aufier in den
folgenden Fillen:

— fiir G4 die zwei 2-dimensionalen Darstellungen,

— fiir E7 die zwei 512-dimensionalen Darstellungen,

— fiir Eg die vier 4096-dimensionalen Darstellungen,

— fiir I(8) zwei der drei 2-dimensionalen Darstellungen,

— fiir B3 die drei 3-dimensionalen Darstellungen,

— fiir Agl) die zwei 4-dimensionalen Darstellungen,

- fiir Gg‘n die zwolf 2-dimensionalen und die vier 4-dimensionalen Darstel-
lungen,
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~ fiir By die zwélf 3-dimensionalen und die sechs 4-dimensionalen Darstel-
lungen,

— fiir Ky zwei der drei 2-dimensionalen Darstellungen,

- fiir A(25) die zehn 4-dimensionalen und die fiinf 5-dimensionalen Darstellun-
gen,

- fiir Ag3) die zwei 9-dimensionalen Darstellungen,

- fiir Bg ? die sechs 8-dimensionalen und die vier 9-dimensionalen Darstel-
lungen,

— fiir Ly simtliche 34 Darstellungen, deren Spezialisierung zu W (L4) nicht-
rational ist, sowie

- fir A‘(f) die jeweils sechs 36-, 45- und 64-dimensionalen und die drei 81-
dimensionalen Darstellungen.

Beweis. Die Beweisidee wird aus der Arbeit [4] iibernommen, in der das ent-
sprechende Problem fiir die klassischen Heckealgebren im Falle gleicher Para-
meter gelost wurde (fiir den Fall ungleicher Parameter siehe man etwa [14],
II, Th. 3.1, sowie [12], 67.14, fiir I>(8)). Fiir den Nachweis der Rationalitit ei-
nes Charakters x von H geniigt es zu zeigen, dal dessen Spezialisierung y auf
den Gruppenring QW (D) durch seine Vielfachheiten in Induzierten rationaler
Charaktere eindeutig bestimmt wird. Denn dann miissen alle algebraischen
Automorphismen trivial auf ¥ operieren, und diese Aussage gilt sodann auch
fiir den urspriinglichen Charakter y. Als Untergruppen zum Induzieren bie-
ten sich hier die parabolischen Weyluntergruppen an (siche Anmerkung 3.3).
Den Induktionsanfang erhdlt man mit den zyklischen Weylgruppen W(de)),
fiir die alle Charaktere in Abschnitt 2 explizit angegeben wurden und offen-
sichtlich Werte in Q(u) besitzen.

Die irreduziblen Darstellungen der Algebren zu Ag3), B;,s, Ag4) , Ko und
Ags) wurden in Abschnitt 5 explizit bestimmt. Die Aussage fiir diese Gruppen
folgt somit durch Vergleich mit den dortigen Ergebnissen.

Fiir die verbleibenden sechs Algebren verfihrt man wie oben angedeutet:
Die Zerlegung der Induzierten von bereits als rational erkannten Charakteren
parabolischer Untergruppen beweist, daf aufier den im Satz aufgefiihrten Cha-
rakteren alle bereits durch ihre Vielfachheiten in den Induzierten ausgezeich-
net sind und daher rational sein miissen. [

6.4. Anmerkung. Der Beweis des vorangehenden Satzes konkretisiert die im
Beweis des Hauptsatzes von [8] gemachte Bemerkung, da8 die meisten Cha-
raktere der zyklotomischen Weylgruppen bereits durch ihre Vielfachheiten
in Induzierten irreduzibler Charaktere parabolischer Untergruppen bestimmt
sind.

Der genaue Charakterkorper kann wiederum explizit angegeben werden:
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6.5. Bemerkung. Der Charakterkérper in den Ausnahmefillen des Sat-
zes 6.3 ist

- Q(u, \/T wi;) fiir die zwei 2-dimensionalen Darstellungen von H(G2, ),

- Q(+/u) fiir die zwei 512-dimensionalen Darstellungen von H(E7,(1,u)),

- Q(+/u) fiir die vier 4096-dimensionalen Darstellungen von H(Es, (1, u)),

- Q(u, /2T uij) fiir die zwei irrationalen Darstellungen von H(I5(8),u),

- Q(u, (s, {H/—U,J ) fiir die drei 3-dimensionalen Darstellungen von H(B3*, u),

- Q(u, m) fiir die zwei 4-dimensionalen Darstellungen von 'H(Agi), u),

- Q(u, /uv[Jug;) mit {u,v} C {w;} fiir die zwolf 2-dimensionalen und
Q(u, {4, {/TIw1;[Tu3;) fiir die vier 4-dimensionalen Darstellungen von
'H(Ggi),u),

- Q(u, (3, /] vvw [[ ugj) mit {u,v,w} C {uy;} fiir die zwolf 3-dimensiona-
len und Q(u, \/zy [[ u1;) mit {z,y} C {ug;} fiir die sechs 4-dimensionalen
Darstellungen von ’H(B; 3 u),

- Q(V2u) fiir die zwei irrationalen 2-dimensionalen Darstellungen von
H(K27 (1’ u)),

- Q(u, \/[[ wvwz) mit {u,v,w,z} C {u;} fiir die zehn 4-dimensionalen und
Q(u,¢s, 3/T] u;) fiir die fiinf 5-dimensionalen Darstellungen von 'H(Ags) ,u),

— Q(u,(3) fiir die zwei 9-dimensionalen Darstellungen von ’H(Ag”, u),
- Q(u, \/uv[Jus ;) mit {u,v} C {uy;} fiir die sechs 8-dimensionalen und
Q(u, (3) fiir die vier 9-dimensionalen Darstellungen von H(B3?*,u),

— Q(u,(4) fiir die zwei 64-dimensionalen und Q(+/u) fiir die iibrigen nichtra-
tionalen Darstellungen von H(L4,(1,u)), sowie

- Q(u,(3) fiir die jeweils sechs 36- und 45-dimensionalen, Q(u,+/uv) mit
{u, v} C {u} fiir die sechs 64-dimensionalen sowie Q(u, (3, 3/[] u;) fiir die

drei 81-dimensionalen Darstellungen von H(Aff’), u).

Beweis. Fiir B3”, Ag4), K, und Ag3) folgt dies sofort aus den expliziten Er-
gebnissen im Abschnitt 5.

Die zwolf 2-dimensionalen Darstellungen von ’H(Ggl)) bestimmt man leicht

als )
U 0 1
TlH(—u—vy+‘/uvy v)’ TZH(O y)

mit Eigenwerten {u,v} € {u1;}, {1,y} = {u2,1,uz22}, und verifiziert damit
die Aussage in diesem Fall.
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In den iibrigen Fillen kénnen die Darstellungen zwar (zur Zeit noch) nicht
explizit konstruiert werden, aber die Abwandlung eines Arguments von Sprin-
ger fiilhrt zum gewiinschten Resultat (siehe [4], correction, Fufinote): Das
Element S := TYTo2ZToTh' T = ToT1T5T1T>T, liegt offensichtlich zentral in
'H(Ggi)), operiert also in jeder absolut irreduziblen Darstellung von H(Gg4))
als Skalar. In den 4-dimensionalen Darstellungen von H gilt det(T;) = vvwz,
det(Ty) = y?2?, fiir {u,v,w,z} = {u1;} und {y, 2} = {us;}, wie man durch
Spezialisierung zur Gruppenalgebra K W(Gg”) sofort verifiziert. Damit er-
gibt sich det(S) = u®v*w3z3y82%, und S muB demnach wie der Skalar
y/udv3w3z3y626 operieren, wobei die vier verschiedenen Darstellungen of-
fensichtlich genau die vier verschiedenen Galoiskonjugierten dieser Wurzel
realisieren. Das war aber die Behauptung in diesem Fall.

In H(B3"®) liegt das Element S := T\TyT1T, = ToTyT>T; zentral, seine
Determinante in den zwolf 3-dimensionalen Darstellungen ergibt sich zu
det(S) = u?v w?a?b?c? mit {u,v,w} C {u;;} und {a,d,c} = {uz;}. Wie
eben schliefit man somit, daf S als Skalar aus Q(u, v uvwabc) operiert. Im 4-
dimensionalen Fall wird det(S) = (vvwzabc?)? mit {u,v,w,z} = {u;,;} und
a, b, c wie eben. Die Aussage iiber den Charakterkérper folgt somit.

Fir H(AY)) liegt S := LN TTTy = ToT\T,TiToT; zentral. Im 4-
dimensionalen Fall wird det(S) = (uvwz)® mit {u,v,w,z} C {u;}, im 5-
dimensionalen Fall gilt det(S) = (] u;)®. Die Aussage folgt in beiden Féllen.

In H(B3?®) liegt S := T\ToT\T3ToTyTsToTs zentral, und man erhalt
det(S) = v?*v?w?2'2y!? mit {u,v,w} = {u;;} und {z,y} = {us;} fiir
die Darstellungen der Dimension 8. Im 9-dimensionalen Fall wird det(S) =
(uwwz?y)?", und S operiert als Skalar ((uvwz?y)%, mit ¢° = 1. Das Bild
seEK W(Bg ’3) von S unter der Spezialisierungsabbildung auf die Gruppenal-
gebra hat die Spur +£9(3. Wegen o(s) = 6 operiert s in dieser Darstellung
also als dritte oder sechste Einheitswurzel. Somit mufl ( eine primitive dritte
Einheitswurzel sein, und die Behauptung folgt.

Fiir L4 bezeichnen wir die drei in der zirkuldren Relation gebundenen Er-
zeuger mit s1, S, s3 und denken uns s4 mit s, und s3 sowie s5 mit s; und s;
verbunden. Die zugehérigen Erzeuger der zyklotomischen Algebra seien mit 7
bezeichnet. Wir setzen T := T1T5T3T4Ts. Dann rechnet man 7173 = T37T53,
T3T® = T3Ty, T4T® = T3Ts und T5T® = T3T, nach, und da T® natiirlich
auch durch T zentralisiert wird, liegt

S :=T% = (YT TsTyTs)®

zentral in der zyklotomischen Algebra. In der 64-dimensionalen irreduziblen
Darstellung von H(L4,(1,u)) hat S die Determinante det(S) = u3%32, ope-
riert also als Skalar (u!® mit (6% = 1. Das entsprechende Element in der

177



M. BROUE, G. MALLE

Gruppenalgebra operiert als vierte Einheitswurzel, womit der erste Teil der
Aussage gezeigt ist. Die verbleibenden nichtrationalen Charaktere unterschei-
den sich jeweils durch ihre Vielfachheiten in den Induzierten nichtrationaler
Charaktere von der parabolischen Untergruppe W(D:(;l)), so daf sich die Ra-
tionalitdtsaussage aus Folgerung 6.2 ergibt.

Fir Afls) priift man nach, daf alle Charaktere aufler denen der Grade 64

und 81 eindeutig durch ihre Vielfachheiten in den von A§,3) induzierten Cha-
rakteren bestimmt werden. Nach dem Argument im Beweis zu Satz 6.3 liegen
ihre Werte also hochstens in demselben Charakterkorper wie die der Cha-
raktere von 'H(Ags),u). Da die 36- und 45-dimensionalen Charaktere bei
Einschrankung auf Ags) jeweils genau einen der zwei nichtrationalen Cha-
raktere von A:(f') enthalten, mufl ihr Charakterkérper mit demjenigen dieser
Charaktere iibereinstimmen.

Schliefllich nehmen die drei 81-dimensionalen Darstellungen von W(A‘(la) )
auf den Erzeugern s; den Wert 0 an, weshalb die T; in der entsprechenden
Darstellung von H(A, (1,u,v)) die Determinante det(T;) = u2"v27 haben.
Man findet das zentrale Element

§:= (T1T2T1T3T2T1T4T3T2Tl)2

in H(A), welches somit als Skalar und mit det(S) = (uv)2°2?" operiert.
Analog haben die T; fiir die 64-dimensionalen Darstellungen die Determinante
det(T;) = z'6y?*22* mit {z,y,z} = {1,u,v}. Dies zeigt die Behauptung im
letzten Fall. O

Anmerkung. Fir die zwei 9-dimensionalen Darstellungen von Ag3) und damit
fiir die 36- und 45-dimensionalen von Aga) hitte das Resultat auch ohne die ex-

plizite Konstruktion der Darstellungen von Ag3) in Abschnitt 5 mit Springers
Argument bewiesen werden konnen.

6B. Rationalitit der Charaktere nach der ersten Spezialisierung.

Eine weitere interessante Frage ist die nach der Rationalitat der Darstel-
lungen der spezialisierten Heckealgebren fiir solche Parametersitze wie sie
in der Situation relativer Weylgruppen auftreten. Sind sowohl die generi-
sche Darstellung als auch alle Parameterwerte rational, so ist sicher auch
die spezialisierte Darstellung tiber Q definiert. Es bleiben also nur solche
Fille zu untersuchen, in denen entweder die Parameterwerte nichtrational
sind, oder die Darstellung unter die in Satz 6.3 gefundenen Ausnahmen fallt.
Wir nennen einen Parametersatz zuléssig, falls er zu einem ®4-Block in einer
generischen Gruppe vom Lie-Typ gehort. Diese Parametersitze wurden in
den Bemerkungen 2.7-2.16 fiir alle zyklischen Félle und in Paragraph 5 fiir
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einige héherdimensionale exzeptionelle Algebren bestimmt. Treffen die in Ab-
schnitt 4C gemachten Uberlegungen zu den Parametern im Allgemeinen zu,
so kennen wir die zuldssigen Parametersitze sogar in allen Féllen. Zusétzlich
zur schon eben gemachten Voraussetzung der Existenz gemafl Vermutung 4.6
nehmen wir fiir den folgenden Satz also zudem noch an, daf§ die zuldssigen
Parametersitze aus denen der Teildiagramme erhalten werden. Dann gilt:

6.6. Satz. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der spezialisier-

ten zyklotomischen Heckealgebren Hey,)(D) zu zuldssigen Parametersétzen

sind rational, besitzen also Werte in Q(z), aufler in den folgenden Féllen mit

Charakterkorper K # Q:

- fiir Bgd) in den exzeptionellen Gruppen die zu den nichtrationalen Para-
meterwerten in Tabelle 8.1 gehorigen Darstellungen,

— fiir E7 die beiden 512-dimensionalen Darstellungen mit K = Q(y/z) fiir
d=1bzw. K =Q(/—2) fiird =2,

— fiir Eg die vier 4096-dimensionalen Darstellungen mit K = Q(y/z) fiird = 1
bzw. K = Q(y/—z) fiir d = 2,,

— fiir Bg ? zwei der drei 3-dimensionalen Darstellungen mit K = Q((3),

— fiir Agl) im Falle G = Fy, d = 4, die zwei 4-dimensionalen Darstellungen
mit K = Q((4),

— fiir G$") zwei der vier 4-dimensionalen Darstellungen mit K = Q(¢a),

~ fiir By"® acht der zwolf 3-dimensionalen Darstellungen mit K = Q(¢z) und
zwei der sechs 4-dimensionalen Darstellungen mit K = Q((4),

— fiir Ky zwei der drei 2-dimensionalen Darstellungen mit K = Q( \/5),

— fiir Ag‘r’) vier der zehn 4-dimensionalen Darstellungen mit K = Q(y/z) fir
d = 5 bzw. K = Q(/—z) fiir d = 10 und vier der fiinf 5-dimensionalen
Darstellungen mit K = Q((s),

~ fiir A:(f) die zwei 9-dimensionalen Darstellungen mit K = Q((3),

— fiir B2 zwei der sechs 8-dimensionalen Darstellungen mit K = Q(,/z)
fir d = 3 bzw. K = Q(\/—xz) fiir d = 6 und die vier 9-dimensionalen
Darstellungen mit K = Q((3),

— fiir L4 die zwei 64-dimensionalen Darstellungen mit K = Q((4), sowie

— fiir A‘(f') die jeweils sechs 36- und 45-dimensionalen und zwei der drei
81-dimensionalen Darstellungen mit K = Q((3) und vier der sechs 64-
dimensionalen Darstellungen mit K = Q(y/x) fiird = 3 bzw. K = Q(y/=xz)
fiir d = 6.

Beweis. GemiB Satz 6.1 sind die Charaktere fiir H(BS”, u) samtlich ratio-

nal, wahrend die fiir ’H(Dg,ze),u) héchstens Werte in Q({y/u;}) annehmen.
Nach den Bemerkungen 2.10, 2.14, 2.16 und 2.19 sind alle Parametersétze fiir
klassische Gruppen rational, und im Falle ausgearteter d-(Ko)-Kerne sogar
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jeweils positive gerade Potenzen von x. Damit sind also alle spezialisierten
Charaktere fiir klassische Gruppen als rational nachgewiesen, und wir miissen
uns nurmehr um die exzeptionellen Gruppen kiimmern.

Die generischen Algebren zu den zyklischen Gruppen W(Bgd)) haben nach
Paragraph 2 rationale irreduzible Darstellungen, und eine spezialisierte Dar-
stellung wird genau dann nichtrational, wenn der zugehorige Parameter nicht-
rational ist. Dies fiihrt zum ersten Ausnahmefall.

Die zulissigen Parameterspezialisierungen fiir H(B3) wurden in 5.9 an-
gegeben. In allen sechs Fillen enthilt Q(z,(3) den Charakterkorper.

Die Parameterwerte fiir H(AS") finden sich in 5.12. Hier ist der Charak-
terkérper gleich Q(z,(4) im Falle G = F,, d = 4, und gleich Q(z) sonst.

Die relative Weylgruppe W(Gg4)) tritt nur in Fjg fiir d = 8 auf. Die pa-
rabolischen Unterdiagramme vom Rang 1 entsprechen den Leviuntergruppen
&5 2D, und <I>8A(14). Die zugehorigen Parametersitze in diesen Féllen sind
nach den Bemerkungen 2.16 und 2.10 gleich {1,z2,z*, 2%} und {1,z*}. Man
erhilt somit, dal die 2-dimensionalen Charaktere bei der Spezialisierung ra-
tional werden, ebenso wie zwei der 4-dimensionalen.

Auch W(Bgl’s)) kommt nur in Ejg vor, fiir d = 12. Die parabolischen Teil-
systeme vom Rang 1 gehoren zu Leviuntergruppen ®;5 3D, und ®;5(24,)?).
In beiden Fallen ist die ®;5-Untergruppe ein Coxetertorus. Damit bekommt
man die Parametersitze {1,z3, —z®,z%} und {1, —z2, z*} fiir die zwei Knoten
des Diagramms.

Nach Folgerung 5.14 liegen die Charakterwerte von H(K>) in Q(v/2).

W(Ags)) tritt fiir d = 5 und d = 10 in Eg auf. Die Knoten gehoren jeweils
zu Leviuntergruppen ®s5A4, bzw. ®;9244. Gemil Bemerkung 2.10 gehoren
dazu die Parametersitze {1, z, 22, 23, x4} bzw. {1, —z, 2%, —z3,z*}. Vier der
4-dimensionalen Charaktere haben damit Werte in Q(y/z) bzw. Q(v/—z),
wahrend vier der 5-dimensionalen Werte in Q(z, (5) annehmen.

Fiir H(A{>) ist die Behauptung klar.

Die zyklotomische Weylgruppe W (B3*) kommt nur fir d = 3 und d = 6
in G = E7 vor. Die zugehérigen Parameterspezialisierungen bestimmt man
aus dem Unterdiagramm B§3) vom Rang 2 zu 1,z,2%; 1,23 fiir d = 3 und
1,—z,z2;1,—22 fiir d = 6. Das Resultat ergibt sich mit Bemerkung 6.5.

Fiir die 64-dimensionalen Charaktere von H(L4) ist wiederum nichts zu
zeigen. Nach Bemerkung 2.19 ist der einzige zuldssige Parametersatz fiir Ly
gleich {1, 22}, so da8 alle weiteren nichtrationalen Charaktere der generischen
Algebra rationale Spezialisierungen besitzen.

Die Parameterwerte fiir ’H(Ags)) in Eg sind {1,z,72} im Fall d = 3 und
{1, —z,2%} im Fall d = 6. Die Behauptung folgt damit aus den Ergebnissen
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der Bemerkung 6.5. O

Durch Vergleich von Tabelle 8.1 und Satz 6.6 mit den bekannten Ergebnis-
sen iiber die Rationalitit und die Eigenwerte des Frobenius fiir die unipotenten
Charaktere der Gruppen vom Lie-Typ verifiziert man hieraus leicht das fol-
gende Indiz fiir die Richtigkeit der in Abschnitt 1 vorgestellten Vermutungen:

6.7. Folgerung. Die Rationalititseigenschaften der spezialisierten Charak-
tere der zyklotomischen Heckealgebren stimmen mit denen der nach 1.1 und
den Vermutungen (d-HVi) dazugehérigen unipotenten Charaktere in ®4-
Bléocken von Gruppen vom Lie-Typ iiberein.

Man beachte hierbei, da die Irrationalitit v/2 fiir K dadurch wieder auf-
gehoben wird, dafl der Parameter z nur die Werte v/227+! annehmen kann.

7. d—-HARISH-CHANDRA THEORIE FUR ENDLICHE COXETERGRUPPEN

Die endlichen Coxetergruppen Hs, Hy und I2(p), p ¢ {2,3,4,6}, kommen
nicht als Weylgruppen endlicher Gruppen vom Lie-Typ vor. Mit der hier
und in [8] erhaltenen Einsicht in die Struktur der Mengen Uch(G) unipotenter
Charaktere ist es nun jedoch moéglich, eine Entsprechung von Uch(G) auch fiir
diese Coxetergruppen zu konstruieren, die sowohl mit der d-Harish-Chandra
Theorie als auch, soweit nachpriifbar, mit der hier vorgestellten Theorie der
zyklotomischen Heckealgebren vertriglich ist. Diese Mengen ”unipotenter
Charaktere” haben aber keine Entsprechung mehr auf der Seite der Gruppen
vom Lie-Typ.

In 7] wurde jeder endlichen Weylgruppe W und jedem Graphautomorphis-
mus ¢ von W eine generische Gruppe G = ((X,R,Y, RV), W¢) zugeordnet,
wobei X, Y zueinander duale Z-Gitter und R bzw. RV Wurzelsysteme in X
bzw. in Y sind. Um wohldefinierte Objekte nicht nur fiir Weylgruppen son-
dern fiir alle endlichen Coxetergruppen zu erhalten, miissen wir die Definition
einer generischen endlichen reduktiven Gruppe aus [8] leicht abindern.

7.1. Definition. Wir nennen ein Tripel (V,W¢), bestehend aus

o einem endlich-dimensionalen Vektorraum V iiber dem Kérper der re-
ellen Zahlen R,

e eciner endlichen, von Spiegelungen erzeugten Untergruppe W von
GL(V), und

e einem W normalisierenden Automorphismus ¢ von V von endlicher
Ordnung,

eine ”verallgemeinerte generische endliche reduktive Gruppe”.

Fiir ein solches Tripel G := (V, W¢) bezeichne
o K den Koeffizientenkérper der Polynome det(1 — zw¢) (w € W) und

181



M. BROUE, G. MALLE

e ¥ die Menge aller Spiegelungen in W (wir setzen N := |X|).

Eine generische endliche reduktive Gruppe G = ((X,R,Y,RV), W¢) defi-
niert durch

G:=R®zY,W¢)

auf natiirliche Weise eine verallgemeinerte generische endliche reduktive
Gruppe. Abgesehen von den zugehoérigen algebraischen Gruppen und ihren
nichtunipotenten Charakteren kénnen wir alle anderen Begriffe, die ausgehend
von G definiert wurden, auch von der zugehérigen verallgemeinerten Gruppe
G ablesen, wie nun gezeigt wird:

Sei G eine verallgemeinerte Gruppe.

¢ Ein Untertorus von G ist eine verallgemeinerte Gruppe der Bauart S =
(V',(w¢)),,), mit einem Teilraum V' von V und einem Element w¢ aus W¢,
welches V' stabilisiert.

¢ Der Zentralisator eines Torus S = (V', (w¢)|,,) von G ist die verallge-
meinerte Gruppe £ := (V, W/w¢), mit der durch die Menge ¥’ von s € ¥ mit
V' C ker(s — 1) erzeugten Untergruppe W’ von GL(V) Die Zentralisatoren
von Tori werden verallgemeinerte Leviuntergruppen von G genannt.

¢ Die Ordnung von G ist das durch

Eg.’rN

I91:=— 1
w| Lvew dety (1 — zw¢)

gegebene Polynom aus K[z], wobei eg wie in [8] definiert wird: Mit SV sei die
symmetrische Algebra von V bezeichnet. Die graduierte Teilalgebra der W-
invarianten Elemente von SV sei (SV )W, und darin 2 das Ideal der Elemente
ohne Terme vom Grad 0. Auf dem Vektorraum 2/ operiert das Bild ¢ von
¢ modulo W, und wir setzen eg := (—1)" det ¢ mit r := dim A/A2.

e Sei ® ein irreduzibles zyklotomisches Polynom in K[z]. Eine ®-
Untergruppe von G ist ein Untertorus S, dessen Ordnung eine Potenz von
® ist. Die ®-Tori erfiillen Sylowsétze wie in [7].

Weiter wurde in [8] jeder generischen Gruppe eine Menge Uch(G) unipo-
tenter Charaktere v zugeordnet (die nur von G abhingt und daher auch als
Uch(G) aufgefat werden kann), versehen mit generischen Graden Deg(y) €
Q[z], so daB8 die Grade der unipotenten Charaktere p, der endlichen reduk-
tiven Gruppe G(g) durch Spezialisierung von z zu ¢ in Deg(y) entstehen.
Fiir jeden Teiler ®4(z) des Poincaré-Polynoms von Wg, also der Ordnung
|G| € Z[z], ergeben die Konstituenten der RF(X), wobei (L,A) die d-
kuspidalen Paare von G durchlduft, eine Partition von Uch(G) in sogenannte
d-Harish-Chandra Serien.
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Die Existenz der Menge Uch(G) wurde dort aus der Lusztigschen Klas-
sifikation der unipotenten Charaktere der endlichen Gruppen vom Lie-Typ
gefolgert. Dieser Zugang ist uns bei dem Versuch der Definition von Uch(G)
fiir G zu beliebigen endlichen Coxetergruppen versperrt, da etwa zu Hs oder
H, keine algebraische Gruppe existiert, und es somit auch keine spezialisierten
Charaktere und keinen R®—Funktor gibt. Ein méglicher Zugang zur Definition
von Uch(G) wird von G. Lusztig im Anhang gegeben.

Bei geeigneter Interpretation erfiillen auch diese Mengen Uch(G) eine
Harish-Chandra Theorie. Fiir einen irreduziblen Teiler & von |G| iiber K|[z]
sei dazu v € Uch(G) ®-kuspidal, falls die maximale ®-Potenz in |G| auch in
Deg(+) aufgeht (man beachte, das auch hier ®;-kuspidal mit Kuspidalitat
im Sinne von Lusztig iibereinstimmt.). Eine Leviuntergruppe £ heifle ®-
zerfallend, falls sie der Zentralisator eines ®-Torus & < G ist. Ein Paar
(L,A), bestehend aus einer ®-zerfallenden Leviuntergruppe £ und einem
®-kuspidalen Charakter A € Uch(L), heifle ®-kuspidales Paar von G. Als
Hauptergebnis erhélt man dann:

7.2. Satz. Fiir jede verallgemeinerte generische Gruppe G und jedes ® exi-
stiert eine Partition

Uch(9) = Uch(G, (£, A))

(L,\) ®-kuspidal

(wobei die Vereinigung iiber die ®-kuspidalen Paare von G genommen wird)
von Uch(G) in ®-Harish-Chandra Serien, so daf8 die durch

RIA):= > Deg(m()7

v€Uch(G,(£,A))

mit ®(¢{) = O definierte lineare Abbildung R%(A) : ZUch(L) — Z Uch(G)
das Theorem 3.2 in [8] erfiillt. Insbesondere sind die Deg(+)({4) bis auf das
Vorzeichen gleich den Graden der irreduziblen Charaktere von Wg(L, A).

Im Falle von Weylgruppen W ist dies mit Uch(G, (£, A)) := Uch(G, (L, X))
eines der Hauptergebnisse von [8]. Fiir die iibrigen endlichen Coxetergruppen
lassen sich die Uch(G, (£, A)) leicht anhand der von Lusztig im Anhang an-
gegebenen Gradpolynome der unipotenten Charaktere bestimmen und damit
die Behauptung nachrechnen.

Analog zu der Situation in den Gruppen vom Lie-Typ kann man die uni-
potenten Charaktere in Familien aufteilen, entsprechend der Zellzerlegung
von W (vergleiche hierzu auch die Andeutung in [19], S.xv). Fir Hy liegen
die sechs ersten je in einer Familie fiir sich, dann folgen sechs 4-elementige
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Familien, und die iibrigen 74 Charaktere bilden die letzte Familie. Es ist
nicht unmittelbar klar, ob diese Familie wie im Fall der Gruppen vom Lie—
Typ einer endliche Gruppe zugeordnet ist. Wir merken an, da8 die Gruppe
SL,(5) genau 74 Paare (g, x) besitzt, wobei g Vertreter der Konjugierten-
klassen durchlduft und x irreduzible Charaktere des Zentralisators in SLy(5)
von g.

Die Grade in der ersten und dritten 4-elementigen Familie von Hj3 so-
wie in der ersten, zweiten, fiinften und sechsten 4-elementigen Familie von
H, sind mit den jeweiligen Scheingraden (”fake-degrees”) durch die Fourier—
Transformationsmatrix

\/_ —a a 1 1
5 a —a -1 -1
(7.3) M = = 1 -1 a a

1 -1 a a

mit a := 1—?@ verbunden.

Zur Konstruktion der Mengen Uch(G) wurde die Vermutung (d-HV6) nur
in zyklischen Fillen und fiir ® = ®; herangezogen (siehe Anhang). Im Nach-
hinein kann man verifizieren, daf8 (d-HV6) fiir alle $-Blocke stimmt, in denen
man die generischen Grade der zugehérigen zyklotomischen Heckealgebren
kennt.

7.4. Bemerkung. Spezialisiert man die generischen Grade der in Tabelle 8.3
angegebenen zyklotomischen Heckealgebren gemiB den dort aufgefiihrten Pa-
rametern, so erhilt man die Grade Deg(y) der 7y € Uch(G, (£, X)) im entspre-
chenden generischen ®-Block von I3(5), Hz bzw. Hy.

In Hj gibt es eine $,—zerfallende Leviuntergruppe ®; 2I5(5) mit einem $o—
kuspidalen Charakter. Dabei erhélt man die Charaktergrade von 2I5(5) gema8
der Ennola-Dualitét durch Ersetzen von z durch —z aus denen von I(5)
(siehe Anhang).

7.5. Anmerkung. In H, fehlen uns noch die generischen Grade der zu den in
H, vorkommenden Spiegelungsgruppen Goo und Go3 mit Diagrammen I (5)
bzw. M, gehérenden Heckealgebren (siehe 3.8) fiir einen vollstandigen Nach-
weis von (d-HV6). Umgekehrt sollten aber diejenigen der aufgefithrten Grade
von Hy4 mit vollem ®4-Defekt genau die generischen Grade von H(M3) sein.
(Man beachte hierzu, dafl H(M2) nur einen Parameter hat.)

Dieser (vermutete) Zusammenhang, der nicht iiber den Umweg einer end-
lichen Gruppe vom Lie-Typ entstehen kann, deutet unserer Ansicht nach auf
eine noch unbekannte Struktur hin, als deren ”Schatten” wir die generische
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Gruppe G, die Menge Uch(G) und die Menge der zugehdrigen zyklotomischen
Heckealgebren ansehen kénnen.

8. TABELLEN

8.1. Parameter fiir zyklische zyklotomische
Heckealgebren in exzeptionellen Gruppen.

G d L(g) A W | Parameter
G, 4 ®y 1 Zs | (129, C152‘I1 szqa Cllzlq, q2
2F4 12 (PIZ 1 Z6 _<3q47 - 32q47 q47 _q41 q8
F, 4 ®4.B2(q) b11,-,0-2|2s | -3, ¢°
8 Q8 1 Z8 27 93, _qaa C4‘13» Czq37 q47 q6
Es 3 ®3.°Dy(q)  °D4l-1] |25 |q*, ¢°
4| 9,%4.%43(q) $22 Zy | 4% ¢°
5 <I>1<I>5.A1(q) o2 Zs 37 q4’ qG, q12
1 Zs 6» ‘18, qu ‘112
8 ®,9,%s 1 Zs g%, —¢% ¢*, &, ¢, —¢° 2 ¢
9 @ 1 Zy |¢%, ¢4, ¢, qu“ et &% &% &°
E; 6| ®;%6.%Dy(q) d2,1 Zs |q, ¢*, ¢°, &%, ¢°
6| . 245(q) ¢z |Zs |q, —q, &, ¢ ¢
$2211 Zg ‘13, ‘15» 97, ‘977 qs
8 CPS-AI(QZ)-AI(Q) ¢% ZB q27 qaa —93, 95, _q57 q6’ q12
¢2¢11 Z8 q, —¢, ‘14, qsa q7’ _q7$ qlo
¢11¢2 Z8 q3’ __q3, 94» 96» 99» _qg, qlo
h Zs |¢% 4", —=q", ¢, —¢°, ¢*°, ¢*?
10| ®,%10.%42(q) ¢3 Z1o —1,q,q2,—ng,q3a9— 4% ¢%,¢°
¢2l ZlO qu37q47iq77_iqiaqsaqsaqsaqg
$111 |20 ¢%¢%¢% %4, 4", ¢4 %, -¢°
12 ¢12-441(q3) ¢2 ZIZ ‘1,—%‘12,43‘12’C§q2y
¢ —q3 q“ q5 —45 ¢
k) b I b b
é11 Zi2 |- ¢! ,q —4°, 4%,
(3¢%,(3¢° ,q, g, ¢
14 B,8,4 1 Zu | %, -5 qt —qtigk, —ig}, 5, - ¢°
¢*,—¢%4",¢°
Es 6| ®s.%Es(q) bo6 | Zs |-1,4%¢%q",¢"
o6 | Ze |¢%,4% 4% ¢ —¢"°
66 |26 |9,4°—¢%¢",¢"°
8 QS-ZD«&(‘]) ¢13,— Zg _l’q’qS,qs,qG,_qG,QIS
¢0123,13 Z8 49,—99,410’ q12,ql4’q15’_q15
¢023,1 ZS q3,q5,_q6,q9,_qlo’ql2’q15
$123,0 Zg ‘13,—45,46»—09, qlo 12,‘115
¢013,2 ZB _q3’q5,q6,q9,q10,q12,_q15
bo12s | Zs |—¢% —¢% —¢% —¢%,—¢"% ¢"% —¢*®
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G d L(q) A |W |Parameter

10| @10.%44(q) ¢32 |Z10|-1,4% —¢% ¢* ¢ —¢%, 4", 4%, q'2
dom | Z1o | %, 4%, &®,— %, a®, 4%, —a°, g2, — 12
12 Q12‘3D4(q) ¢Il,3 Z1z C37C§7q7_q,qzyq37_q3’q5a_qsaqeaqlo

13 |Z12|¢%¢% 4% ¢ —4", 4% ¢% —¢°,4"°, (g, (§¢"°
$22 |Z12|—9,94% 9" 4%, —¢%,(3d®,(3d%, 45, 4%, — %, ¢*°
*Da[1]| Z12 | 9,4% 4, 4% —¢°, —Csa°, — (3%, 4%, 6%, ¢, ¢"°
14| 2:214.41(9) ¢2 | Z14 |-, 0% 0% 05, —d%, ¢, ig® , —igF ¢

q9’_q9’q15
b1 | Z1a|d®, -5 a7 ia %, ~ig %, ¢, 0% - ¢°, ¢'%,— ¢*°
qlz,_qIZ’qIS
18| ®15.242(q)  ¢s | Zis | —1,4,0%,Caq?, C3d% g, —ig?, g%, — ¢
q4,_q4’q5’43q5,C32q5’q6’_q6,q10.
¢ |Z1s|q,¢%—¢% ¢4 —q4 0%, -0, 3%, (38
—(3¢®,—(3¢°,¢%,—¢%, 4", —4", 4%, ¢*°
¢ | Zis | ¢t -4, 0%, G3d%, (3%, ¢%, -5, 4", —¢"
iqlTs,—iqlﬁg,qs,(aqs,(gqs,qQ,qm,—qlo
20 on 1 220 q3,q4,q5,q6’q7,q8,q9’q12,_q3’_q5,___qG
—q",—¢°,1¢%,—iq®%, (sq%, (245, (345, (4 ¢®
24 @34 1 | Z24|¢%¢%q% % ¢% ¢, % ¢"°

_q37 _q4v —95 ) —96, "‘17, C3<14, <3q5, 4396
C§q4a ngs’ Cszqs’ _<3q57 . :%qs, iqsv _iqs

In der folgenden Tabelle haben wir einige Eigenschaften zyklotomischer Weylgruppen
zusammengestellt. Die erste Spalte gibt die Numerierung der komplexen Spiegelungsgruppe
in der Bezeichnung von Shephard und Todd [23] an, die weiteren den hier verwendeten Na-
men, die Ordnung, das zyklotomische Diagramm, die Dimension der Spiegelungsgruppe, die
Grade der fundamentalen Invarianten, die Anzahl der Reflektionen in W der Ordnungen 2,3,4
und 5, die Ordnung des Zentrums Z(W) und schliefllich die Anzahl der Konjugiertenklassen.
Die Eintrage in den Spalten 6 und 7 wurden der Arbeit [10] von Cohen entnommen.
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8.2. Eigenschaften zyklotomischer Weylgruppen.

Name W D dim
G(d,1,n) BY drn! @=0—---—0 n

G(2¢,2,n) D& (2¢)"n!/2 Q>Q_..._O

Name |W| D dim Grade #Reflek. |Z| #KL
G: A 24 0—0 2 46 —,8—,— 2 7
Gs BY? 72 = 2 6,12 —,16,—,— 6 21
Gs AW 96 ®—Q@ 2 8,12 6,—12,— 4 16
Go G 192 =0 2 8,24 18,—,12,— 8 32
G B;? 288 =0 2 12,24 6,16,12,— 12 48
O
G, K, 48 O 2 6,8 12,—,—,— 2 8
O
Gis AP 600 ®—0 2 20,30 —,—,—,48 10 45
Gs AP 648 @—0@—0@ 3 6,9,12 —,24,—,— 3 24
G B 1206 @—0@=0 3 6,12,18 9,24,—,— 6 48
Gs1  Ls 46080 O/—;—\O 4 8,12,20,24 60,—,—,— 4 59
Gz AP 155520 ®@—(@—@—0@ 4 12,18,24,30 —,80,—,— 6 102
Gy IL°(5) 360 O——0 2 12,30 —,40,—,— 6 27
Gy M, 240 @ 2 12,20 30,—,—,— 4 18
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8.3. Parameter fiir zyklische zyklotomische Heckealgebren in I5(5), H3 und Hy.

g d L A W | Parameter
L(5) 2 2,2, 1 Z; |¢°
5' @ 1 Zs |4,¢59,(34, 9"
'5" (DISI 1 ZS q, ng, ngqu
H3 1 ¢1I2(5) I2(5)[C5] Z2 —q5
L(5)[¢3] |22 | —¢°
2 Qz. 2I2(5) 212(5)[(5] Z2 qS
L(5)(¢5) | 22 | ¢
3| 8,9, 1 |2 q",qg,—q%,—q, —q°
5 | &9 1 Zyo qu, qu,qz —q3,¢%, 3%, (3%, -
6 ®,% 1 Zs | ¢%iqt, —ig?, ¢, ¢
10| @94, 1 Zw|q,C2q,CRa,iq%, —ig%,¢%, (3 q*, (3%, ¢
Hy 2 ®,H; X4,1 Zy |¢"®
Xxs2 |22 |¢*®
10'| @12 2(5)  x22 | Zwo q,q3, 3, 5¢1 qu ,—C¢®, 3% 6%, ¢°
12 @12 1 Z12| ¢, ¢ ,—q ,ig° ,—zq Caq (3¢°,-G¢® ,-Czq ,¢%,¢"°
20 20 1 Za | %, C3%, 3%, 6,45, 1q%, i, (s, (3P, (3P,
(s4°,—Cs4°, qu ) qu ) Céq“,q“,c q“ (3%, ¢°
30’ 30 1 Z30 q,qu,qu,zqf -ig%,¢%,-¢%, (aq?, 3q*, e d?, (%,
Csq?,C2q%,C24%, (5%, s q? ,—qu g -(3¢%, (3%,
Gisa?, Chsa®, Clad%, Clad? igh —igd, ®, (s d®, CddP, ¢
M. B.: LM.E.N.S.-D.M.I. (C.N.R.S. U.A. 762), 45 rRUE D’ULM, F-75005 PARIs,
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