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Recherche de solutions d’inéquations polynomiales

FELICE RONGA

Soit P(X) € Z[X4,...,Xx] un polynédme & coeflicients entiers de degré d, R un
entier positif et soit Q}{(P) = {z € R*|P(z) > 0, ||z|| < R}, ol sur R™ l'on prend la
norme |[z|| = sup{lz:],i=1...n}. Si P(X) = 3 csaaX?, supposons que |aq| <
H,a € S et que #5 < N. Nous allons montrer que toute solution de l’inéquation
P(z) > 0 avec ||z|| < R est dans la méme composante qu’une solution qui appartient
au sommets du maillage obtenu en partageant les cotés du cube {z|||z|| < R} en T
parties, ou T est. un entier qui dépend de n, d, N, et H et qui sera donné explicitement
(voir le corollaire du théoréme I).

J’aimerais remercier le referee inconnu qui a relevé que les resultats de ce travail
ne sont valables que si ’on travaille avec des polyndmes & coefficients entiers, alors
que dans des versions intermédiaires une partie des résultats étaient énoncés pour des

polynomes a coefficients réels.

REMARQUES
1. Le cas de plusieurs inéquations se rameéne a celui d’une seule. En effet, si

Pi(X),...,P.(X) € Z[X;4,...,X,] les composantes connexes de I’ensemble
(P i) = {= € RP(2) > 0, = 1...k, [lo]| < R}

sont parmi les composantes connexes de Q5(P), ot P = P; -...- P;. Il suffit donc
d’ecarter, parmi les solutions de P(z) > 0, celles pour lesquelles il existe ¢ avec P;(z) <
0.

2. Le théoréme II nous dit que toute solution dans R™ tout entier de l'inéquation
P(z) > 0 est dans la méme composante connexe de {z|P(z) > 0} qu’une solution se
trouvant dans le cube centré a l'origine de demi-cété R, ot R = R(n,d,N,H) est

donné explicitement.

3. Ainsi que le referee me I’a fait remarquer, des résultats analogues, bien que moins
explicites, ont été obtenus dans [1].

S.M.F.
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F. RONGA

Le lemme suivant est bien connu (voir A.L. Cauchy, (Buvres Complétes, Série II,
tome IX, De Bure Fréres, Paris, (1829), page 122):

d : . .

LEMME 1. Soit P(Y) = Y a;Y*, a; € R un polynéme non identiquement nul et
=

posons: !

m =inf{|a;|,i=0...d,a; #0}, M =sup{la;|,i=0...d}.
Si a € R est tel que a # 0 et P(a) =0 on a:

m S|G|Sm+M
m+ M m

Dans la suite nous travaillerons essentiellement avec des polynémes a coefficients
entiers, car ainsi nous n’aurons pas a nous occuper de la borne inférieure de la valeur ab-
solue des coefficients, qu'il serait trop compliqué d’estimer lors d’opérations d’addition
et de multiplication. Pour la borne supérieure, le lemme suivant, dont la preuve est
laissée au lecteur, sera utile dans la preuve de la proposition 1.1. Adoptons la notation
suivante: si P(Xy,...,X,) désigne un polynéme a coefficients réels, H (P) désignera

le maximum des valeurs absolues de ses coefficients.

LEMME 2. Soient P;(Y) = Zogh«, aiY* ¢ = 1...k des polynémes de degré au
plus q & coeflicients dans R et supposons que |a};| < H ,Yi,h. Alors, si P(Y) =
P(Y)-....P(Y) et Q(Y)=P(Y)+---+ P (Y) on a:

H(P)<(q+1)*'M* , H(Q)<kM.
LEMME 3. Soit P(X) = ZaesaaX“ € R[X1,...,X,)], avec |ag| < H, #S < N. Soit

b€ R™ tel que P(b) > 0, R = sup {1,]|b||}, et soit v € R™, ||v|| = eR, 0 < e < 1. Alors

on a:

P(b)
e < 27V7§7§E§7:T = Ij(b +-v) >0
PREUVE:
[P(b+v) - P(b)] = I 3 e (a)bﬁva_,a| < Hl ) (a) RIBI gla-8I e°—’3|

«a€S ﬂ a€S ﬂ
B<a B<a

=HY R ((1 +e)lel - el"l) <SNHR!((1+e)" - e)
a€S

< NHRY(1+4¢)* e < NHR*d2% ¢
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RECHERCHE DE SOLUTIONS D'INEQUATIONS POLYNOMIALES

ol ’avant-derniére inégalité est une conséquence du théoréme des accroissements finis.

De 1a le résultat suit immédiatement.

PROPOSITION 1.1. Soient Fy,...,F, E Z[X,,...,Xp] des polynémes de degré respec-
tivement mi,...,my, Fy(X) = Y ai X%, avec Ia,,l < H et #S5; < N, et supposons
a€S;

que les F; soient de degré au plus ¢ en X,. Soit
2, = {z, € C|3zy,...,251 € C t.q. Fi(zy1,...,2p)=0,i=1...p}

et supposons que X, # C. Alors siz, € I, et z, # 0, on a:

1
1+ (g + 1) (NH)"-p

Sl ST )T VY ok o= (277)

PREUVE: Soit V., = (Z[X,])[X1,...,Xp_1]<m l'espace des polynomes de degré < m
en Xi,...,Xp-1, & coefficients dans les polynémes en X,. Vi, est un Z[X,]—module
libre avec base les X', ol & = (@14..-,0p-1), la] < m et X' = (X1,...,Xp-1).

Posons D =1+ Y_¥_, (m; — 1) et considérons 'application Z[X,]—linéaire:
¢:VDom, @ ®VDom, = VD , $(A1,...,4p) =) AF;.
On montre (voir [2] ou [3]) que:

rang(¢) < dim(Vp) <= 3Iz" = (zg,...,zp) C C**' — {0}
t.q. F/(z*)=0,:=1...p,

ou F} (Xo,...,X,) est 'homogénéisé de F}, et on montre aussi que le diviseur commun
des mineurs de rang maximal de ¢ est le résultant R(X,) de Fi,..., F, par rapport &
X,. Puisque I’on a supposé que Z, # C, il existe un mineur d’ordre maximal p (X,)
de ¢ qui n’est pas identiquement nul, et qui s’annulle forcémment en z,. On peut
donc appliquer le lemme 1 & ce mineur, et pour cela nous allons estimer les coefficients
de 1 (Xp). Ecrivons: F;(Xi,...,Xp) = Y, e ba(Xp) - X' Si X € Vp,, on
aura: @ (X'P) = 3 cq bi (Xp) X'oHP et si [.Ly,zp"') (X,) designe le coefficient de u
correspondant aux élém:ants de la base X8 ¢ VD-m; et X' € Vp:

Koy (8,0) (X Z bl (X5)

@ags!
atp=vy

d’ol1 ’on voit que les coefficients des puissances de X, dans uq g (X,) sont majorés par
NH. Puisque dim (Vp) = (D;'fl 1) (S1 m') = p, le mineur p (X,) est une somme de
p! termes de la forme:

IT o onrinn (X5)
h=1...p
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et les 1 (g,i) (X;p) sont de degré au plus ¢. Donc, d’aprés le lemme 2 on a: H (1(Xp)) <
Pg+ 1)~ (NH)’.

COROLLAIRE 1.2. Soit P(X) € Z[X},...,Xn] un polynéme de degré d,
P(X)= ZaesaaX", avec |aq| < H, pour tout o € S et #S < N. Soit ¢ une valeur
critique de P, ¢ # 0. Alors:

1
1+2-1(dNH) -7

<l <1427V (dNH) 7!, ot r=(
H n

d+n(d—1)) _

PREUVE: On considére le systéme d’équations:

P

(X)=0,i=1...n
On y applique la proposition 1.1, dans laquelle Y jouera le role de X,, p=n+1, H
sera remplacé par dH et q=1.

On pose u(n,d,N,H) = 2"~} (dNH)" - r! , que 'on notera aussi (abusivement)
u(P).

PROPOSITION 1.3. Soit P(X) € Z[X1,...,Xys], P(X) = 3 cs@a X et soit R €
N — {0}. Alors si a € Q}, 3b € QF, dans Ia méme composante connexe de 0} que a

tel que
1

P(b) >
(6) = 1+ pu(n,d, N, NRH)

PREUVE: Soit 2, la composante connexe de a dans QE et soit b € Q, tel que P(b) =
sup{P(z), = € Qa}. Si ||b]] < R, alors P(b) est une valeur critique de P (X) et on
applique le corollaire 1.2. Sinon, J4;,...,1% € {1,...,n}, % < --- < 7 tels que
|bjl = R & j € {i1,...,%}. On remplace P(X) par le polynome & n — k variables
obtenu en remplagant X; par bj, j € {i1,...,ix} et on remarque que H peut &tre
remplacé par NR*H. Si k < n on applique le corollaire 1.2, sinon P(b) > 1 puisque

P (X) est a coefficients entiers.

THEOREME I. Soit P(X) =3 c50a X* € Z[X),..., Xy, laa| < H, pour touta € §
et #5 < N. Si 3a € R, ||a|| £ R, ou R est un entier positif, tel que P(a) > 0, alors

il existe b dans la méme composante connexe de 0}, que a tel que:

{zeR™| |lz]| <R, lz - b|| < p} C O}
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1 1
P = ANHR2%1 1+ u(P)

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme, dans toute composante connexe de
. . . 1
Q; il y a un point A de la forme A = (Ay,...,A,), avec A; = %‘.—, k;€letT = [;] +1,

ot [ ] denote la partie entiére.

Ce théoreme et son corollaire sont des conséquences immédiates de la proposition

1.3 et du lemme 3.

Nous allons montrer maintenant que la recherche des solutions d’une inéquation
polynomiale dans R™ tout entier se rameéne a la recherche de solutions dans un cube

de coté R, pour un R qui sera donné explicitement.

PROPOSITION 1.5. Soit P(X) € Z[X1,...,Xn] un polynéme pour lequel 0 € C est
une valeur réguliére du complexifié: P(x) =0,z € C* = dP, # 0. Soit

Qt (P) = {z € R*| P(z) > o}

Alors si:

R>1+43"1(dH(P)(N(P) +1))"s!
oll s = (2"'4':1(1'1_1)) Pinclusion Q};, C Q* (P) induit une bijection sur les composantes
connexes.

PREUVE: Considérons le systéme de n + 2 équations:

sz—rZ:O , P(z)=0 , %_)‘xi=0’i:1'”n
Si (z, A, r) est une solution, alors la spheére centrée a l’origine de rayon r est tangente
en z a I’hypersurface P~(0). Comme P~1(0) est non singuliére, le résultant de ce
systéme d’équations par rapport a r n’est pas identiquement nul. On peut donc lui
appliquer la proposition 1.1, avec H remplacé par dH, N par N(P)+1,q = 2,p = n+2.
Il en suit que si R satisfait 1’inégalité de 1’énoncé, toute sphére de rayon r > R est

transverse & P~1(0). On en déduit facilement le résultat.

Notons que pour la proposition précédente il aurait suffit de supposer que les

singularités de P~!(0) soient isolées.
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THEOREME II. Soit P(X) € Z[X,,...,Xn]. Si:
R>1+3"1 (dFI(N(P) + 2)') !

ot H =2(1+ u(P))(H(P)+1) et s = (Z'H':;:ld—l)) alors toute composante connexe
de Q*(P) rencontre Q}(P).

PREUVE: Nous allons passer de P & un polynéme Q & coefficients entiers dont 0 € C
est une valeur réguliére, auquel on appliquera la proposition 1.5.

Si a € QF(P), soit n = inf{P(a),ﬁ-ﬂ} et posons P, (X) = %P(X) - 1.
Alors a € Q' (P,), et 0 € C est une valeur réguli¢re de P,. Remarquons que si
n' < n,d < d, alors u(n',d',N,M) < p(n,d,N,M); donc 0 € C est aussi une
valeur réguliére de la partie homogéne de degré maximum de P,. Posons Q(X) =
2(1+ p(P))P(X)—1. Pourt € [2(1 + pu(P)) ,%], le polynéme P, (X) =tP(X) -1,
ainsi que sa partie homogéne de degré maximum, admettent 0 € C comme valeur
réguliére. Il s’en suit que I'inclusion +(Q) C Q+(P,) est une équivalence d’homotopie.
On a que H(Q) = 2(1 + u(P)) (H(P) + 1), N(Q) = N(P) + 1 et le résultat suit alors
de la proposition 1.5.
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